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Carrroro VIII,

SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO
UN GRUPPO CONTINUO DI ,_.DE)FQ\RIIE{AZIONI
PROIETTIVE IN SE.

§ 71. — Superficie con 0* deformazioni proiettive

(o collineazioni) in sé.

A) Preliminari.

Volendo ricercare tutte le superficie che ammettono un gruppo
continuo di deformazioni proiettive o collineazioni in sd, possiamo
escludere le superficie rigate; infatti, per le rigate il problema @
gia stato risoluto al Cap. IV § 40. Ricordiamo anche dal Cap. II
§ 20 4) che una trasformazione

E:E(u,v) , v=uv(u, )

di una superficie non rigata S in sd & deformazione proiettiva o
semplice proiettivita (*) allora ed allora soltanto che essa muta in

86 I'elemento lineare proiettivo % di 8 (o cid che & lo stesso,

i ———

(*) Siamo nel caso di una proiettivitd se anche la terza forma di S &
fmutata in gé,

Fumint o Cron, Loxioni di Geometria proisttivo-differenxials. 26
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le forme intere ©, e ¢g). Ora al Cap. VI §§ 61 e 62 abbiamo

visto che una forma -g—”’ pud essere cambiata in sé tutt’ al piu
2
per o ? trasformazioni distinte, sicche possiamo subito enunciare il

teorema : Se una superficie non rigata S ammelte un gruppo G di
deformazioni o collincazioni in 8¢, allora G ha uno o due parametri.
Inoltre segue dal Cap. VI § 62 che condizioni necessarie ¢ suffi-
cienti affinché S possegga un gruppo a due parametri G, di defor-
maziont proietlive o collineazioni in sé sono

(1) : P =cost. , U =cost.

Ora noi sappiamo [Cap. VI § 60 (b)] che le (1) possono scri-
versi anche

1 1 ¥ g
)y, H=0, K=——9—(I) . @=—~3—-l.lf' 1 ﬂ:_?ll".

In particolare, per le nostre superficie valgono le
H=0 3 K = cost,

siccho esse son tutte contenute fra quelle gia determinate al Cap, VII
§ 69 (*). Basta esaminare gli invarianti ® e W' (o V") delle su-
perficie ivi trovate. Distinguiamo tre casi: @) K=0, b) K - 2=0,
¢) K(K+42)%0.

B) 11 primo caso K =0.

I valori di & e W' sono stati calcolati a pag. 365. Essi sono
evidentemente costanti allora ed allora soltanto che U'= V'= 0.
Senza ledere la generalitd possiamo supporre U =V =1, ossia

(2) B=qu=l,

(*) Si vede che le superficie cercate si distribuiscono in famiglie composte
da o superficie proiettivamente applicabili fra loro.
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Le (7) del Cap. VII § 69 C) danno
(2) his 11 =A1J ‘*‘B ) Tg:Au+o.

Le nostre superficie sono identiche alle superficie di coinci-
denza studiate al Cap. TII § 27. Le deformazioni del gruppo G
sono evidentemente

(2)lur 1_5-‘—:u-|—a 3 ;=v"|"b.

Fsse sono proiettiviti se 4 =0 (allora possiamo determinare le
equazioni in termini finiti di 8; cfr. Cap. III § 27). Se invece
A % 0, nessuna delle (2) . si riduce ad una proiettivita,

) 1l enso K F 0,

Sia adesso K % 0, dove per ora pud essere K -2 ==0 o %0,
I valori di ® e U’ sono scritti al § 69 D. E evidente che essi
son costanti se U'= V'==0. Per mostrare che non vi & nessun
caso essenzialmente pitt generale, osserviamo che la seconda delle
(1) o di

i RINR
(w—2) g+ 6(—0——--?—)=0.

Se p. es, U'= 0, & quindi anche V'= 0. Se invece U’ V'z 0

si deduce

; 6 v’ 6
N T s e

U=¢(u—a) , V=c(v—a)

1 1
e
U—a V—0a
U e V si riducono a costanti.

Scegliendo

a nuove variabili indipendenti,
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D) Secondo caso K +4 2 =0,

Sia K +4-2=0. U e V son costanti arbitrarie, ma basta sup-
porre

U=qao?

y V=1-(.
Le (9) del Cap. VII § 69 D) danno

1

1
(3) kg b ol M e L oy,

Le (12) e (14) del cit. § danno poi

g Rty |
1, = (Av* 4 Bv+0) (u—v) — gl
(3) vie _
1y = (Au® 4 Bu +- C) (v —u) — %;— —v-l—u

Il gruppo ¢, & dato dalle
(3)“:' ;=au-l-b ] ‘;=€H.F-|-b,

Se 4 =B = (=0, tutte le (3), sono delle semplici proiet-
tivitd. Se 4 = B =0, 0 % 0, quelle soltanto per cui a®*= 1 sono
proiettivita, Se non & A= B=0, tutte le trasformazioni (3),
sono deformazioni proprie.

1) Terzo caso K (K 4 2)% 0.

Sia K < 0. Le (11) del Cap. VII § 69 D) mostrano che U=V ;
si pud supporre U= V=1, sicch® le (9) del citato § danno

(4) ﬁ=l/1_27_| ui,, ; T=“V%“Jf1:v“'

(*) Basta supporre «f = 1.
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Le (12), (15) e (17) del cit. § danno poi

i V% [—5’-’- e () (d0? +Bo+ 0>] ;
(4) v

T’“I/u(l l2 —— + (u—v)(4 uﬂ+3u+0)].

Le deformazioni in sd sono anche qui date dalle (3),, e la
riduzione alle proiettivitd avviene negli stessi casi di prima. Il
caso K >0 si trova facilmente impossibile per superficie reali,
anche se le asintotiche fossero immaginarie.

F) Quadro delle forme fondamentali delle superficie

con oo ? deformazioni proiettive in sé.

Ity p=2dudv , ¢3=du®4-dv®,
B, du; = (4v + B)du -+ (Au - C)dv
Deformazioni in s :
t::u-l-a i V=7 +b.

2
*— )

2 Py = — ( 5 dudv,

Pg = s (% du? — o dv3) :

(w—wv)®

X, duy = [(Av-’--l By - i—O)(u—v)———E— : ]du-{

200 u—

[(ﬂu2+Bta+C}(ﬂ-—«u] vE ot ]dv.

DR e
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Deformazioni in 8&:

E:::au-{-b ; ;zav-}-c.

g2 a’ '

80 gg=— Wdudu § ity _({,:Tv]ﬂ (du® —dv®) ,
5 - 2 ; 8 1 |
ey dug = — o [ (40° 4 Bv+0) (4—0) + 5 —— |du +

+ a [(Auﬁ + Bu 4 C) (u—v) +- ._‘i. ui ]dv.

v

Deformazioni in so :

u=au-+4+b , v=av+ec.

§ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati.

A) Metodo di Fubini.

Indicheremo rapidamente anche il metodo inizialmente adope-
rato dal Fubini per trattare questi problemi: metodi che egli estese
anche agli iperspazi (*).

Ogni deformazione proiettiva infinitesima della superficie in sd

stessa dovendo ftrasformare in sd stesse le asintotiche & del tipo
il d
E*a;+ 'q-(%—, ove § © funzione della sola u, ed 7 della sola ».

Kssa dovra trasformare in sd stesse le forme tp, e 5. D’altra
parte una deformazione proiettiva di una superficie non rigata in

s¢ stessa © completamente determinata se si da il punto (u,,v,)
ove essa porta un punto generico prefissato (w,, v,). Infatti essa

"

(¥) Cfr. G. Fupist: Fondamenti di Geomelria proiettivo - differenziale
(Rend. del Circolo Matem. di Palermo; Tomo 43, Marzo 1919),
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deve portare le fre direzioni di Darboux ¢z = 0 (o quelle di Segre)
uscenti da (u,, v,) nelle omologhe uscenti da (u,,v,). Resta cosi
determinata per ogni direzione uscente da (u, , v,) I’ omologa uscente
da (u,,v,). per il fatto che il Lirapporto che essa forma con le
tre direzioni di Darboux & un invariante. Pertanto il gruppo di-
pende al pit da due parametri e due sue trasformazioni infinite-
sime distinte hanno traiettorie distinte.
Se ne conclude che sono possibili i soli casi seguenti:

1°) II gruppo dipende da un solo parametro; la sua trasfor-

mazione infinitesima sard, con un cambiamento di parametri u , v

delle asintotiche, riducibile o al tipo % (se m=0) oppure
d d

T

primo sottocaso, scambiare le u, v,

2°) Il gruppo dipende da due parametri, e le sue trasfor-
mazioni infinitesime sono permutabili. Una di esse X si potra,

Se fosse invece § == 0, basterebbe, per ritornare al

come sopra, ridarre al tipo 2 —3—- W =0
1 pra, I Tu -} o Epal ove o= U, oppure
d

d
o = 1. Se un’altra trasformazione ¥ indipendente ® éw = Ul

dovra essere per la supposta permutabilitd

0 d
Bt g 0.

Quindi §== cost,, an,= 0, e percid se o = 1, sard 7 = cost.

Se a=0, si potrd pure rendere =1, cambiando il para-
metro v». In ogni caso, sostituendo alle X, ¥ loro combinazioni
lineari a coefficienti costanti, cid che non muta il gruppo da esse
generato, le potremo supporre ridotte al tipo

3°) Il gruappo ha due parametri, e le sue trasformazioni
infinitesime X , ¥ non sono permutabili: potremo allora, come &
noto, supporre (XY)= X.
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Se X © riducibile alla forma a—, allora Y sara del tipo

ou
d d .
% —— -+ ——, ove, mutando il parametro », potremo rendere
. Ou dv
=
Se X @ riducibile alla forma ?u_+ ) di nuovo Y sara

riducibile al precedente tipo.
In conclusione dunque vi sono i seguenti tipi possibili :

d d
A) ’B)_B?—E_Bv’o) TR T

P 3 2 g a ) P
sk e i e ) et 75 s

Nel caso A) § e 1 sono funzioni della sola »,
B) B e 1 sono funzioni della sola w—uv.
» C) B e 7 sono costanti,

» D) # e ¢ sono del tipo --':— . -E:—— (b, k= cost.).

: ! ke
» E) @ e 7 sono del tipo -{E—l—w G

(h, k = cost.)

Affinché non si tratti di un caso wvirtuale, ma ad esso corri-
sponda effeltivamente una superficie, bisogna che le equazioni (14)
e (15) del § 16 D in L, M siano integrabili. Lasciando ad un
altro § lo studio dei tipi A, B di gruppi a un solo parametro,
osserviamo che i tipi C, E si riducono a quelli studiati al prece-
dente § Quanto al caso D, le citate equazioni diventano :

Shi
Ly=10 M, = e

S TRRO O TN 0
v v v v

che si riconoscono immediatamente non integrabili. Questo caso D)
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d percid puramente virtuale, e nell’ attuale teoria & quindi da tra-
seurarsi,

No o difficile riconoscere quando il gruppo trovato di deforma-
zioni proieltive ¢ un gruppo di pure collineazioni della superficie in
8¢ stessa. Basta vedere quando tale gruppo oltre a trasformare in
s stesse le forme ¢, , ¢y trasforma in sé anche la terza forma
@41 0u® - ggodv®, ossia, posto 0 = logfy, la forma:

(ﬂ--u——%ﬂi — L)du“+ (0.,»—-{;— 0 —M)d'v“;

cio che si riduce a un semplicissimo calcolo.
Metodi simili si applicano anche alle superficie rigate.

B) Metodo di Lie per i gruppi di collineazioni,

Per le superficie che ammettono un gruppo continuo di colli-
neazioni in st stesse sard bene ricordare anche il classico metodo,
col quale Sophus Lie risolvette il problema di trovare le superficie
che ammettono un gruppo di collineazioni in sd ad almeno 3 pa-
rametri, indicando anche come, con calcoli perd molto lunghi, si
sarebbero potute determinare le superficie trasformate in sé da un
gruppo di collineazioni a soli due parametri. Partendo da teoremi
generali sui gruppi proiettivi, egli studia anzitutto le curve che
ammettono un gruppo di trasformazioni in sd stesse. Si volge poi
allo studio del piano, che ammette o collineazioni dello spazio
in 88, dei cont, o delle superficie sviluppabili, lo studio delle quali
equivale allo studio analogo per le curve, che ne sono lo spigolo
di regresso. Prescindendo da questi casi elementari, una superficie,
che sia trasformata in s& da un gruppo ad » >3 parametri, avrd
per asintotiche delle linee ciascuna delle quali & trasformata in so
da un gruppo ad r — 1 =3 parametri, ¢ che quindi sono o cu-
biche sghembe, o curve piane (e percio rette). Poiché un punto
della superficie & trasformato in sd da un gruppo ad r—2=2
parametri, il quale dovrebbe trasformare in sd stessa la coppia
delle due asintotiche uscenti da tale punto, S. Lie, studiando il
gruppo proiettivo che trasforma una cubica sghemba in sd stessa,
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deduce che cid & impossibile anche se una sola delle citate asin-
totiche & una cubica, Nel caso considerato pereio tutte le asintotiche
sono rette, e la superficie ¢ una quadrica.

Se la superficie ammette un gruppo ad » = 3 parametri, S. Lie
deduce di nuovo che le asintotiche sono o cubiche sghembe o rette.
La figura formata dalle due asintotiche uscenti da un punto della
superficie sara trasformata in 8¢ da un gruppo ad almeno un pa-
rametro (1 =7r— 2). Da cid S. Lie deduce come sopra che, se le
asintotiche non sono entrambe rette (caso gid studiato delle gqua-
driche), allora le asintotiche di un sistema sono rette, le asintotiche
dell’altro sistema cubiche sghembe, Col calcolo effettivo deduce cosi
che U'unica superficie non sviluppabile che ammetla un gruppo a
re parametri di collineazioni in sé stessa ¢ la rigata di Cayley.

Per le superficie che ammettono un gruppo a soli due para-
metri di collineazioni in s¢, S. Lie si limita a ridurne la ricerca
a quella dei gruppi proiettivi a due parametri, le cui trasformazioni
infinitesime non sono proporzionali, ossia hanno traiettorie distinte,

§ 73. — Superficie con o' deformazioni

proiettive in sé. Specie 4.

4) Loro determinazione.

La determinazione di tutte le superficie S non rigate con un
gruppo continuo ¢, ad un parametro di deformazioni proiettive (*)
in s¢ richiede, come vedremo nei futuri §§, lunghi caleoli, Vi &
perd un caso particolare in cui i calcoli si semplificano assai, quello
dove le traicttoric del gruppo G, (le curve di S trasformate in sd
dalle deformazioni del gruppo) sono asintoliche di 8. Diremo in tal
caso che & & di specie 4. Nel presente § determineremo tutte le
superficie di questa specie. Riferiamo S alle asintotiche e suppo-
niamo, per fissare le idee, che le traiettorie di ¢, siano le »=cost.

(*) Il caso di collineazioni & cosi triviale che non ne parleremo noanche.
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Osservando che le trasformazioni di @, mutano in sd 1’ equazione
differenziale du = 0, possiamo evidentemente scegliere il parametro u
in modo che le equazioni di @, siano
E:u-{—.ﬂ 3 V=1,
Se ne deduce immediatamente che B e 7 son funzioni della
sola v, Scegliendo anche » opportunamente, possiamo pertanto
supporre

(1) B=1 , y=y().

Per trovare effettivamente le nostre superficie, basta esaminare
le condizioni d’integrabilitd, che scriviamo nella forma (Cap. II,
§ 16 D)

) Lys=i— 2?‘(“ T Tpu 3 Mu i 21‘3" T pT'- 3
(2) :
ﬁ‘ﬂf\‘ + 25' j‘f "I— ﬁvm‘ = TLB "I" 2Tu L '%' Tuuu *

Notiamo che la terza forma fondamentale si determina dalle
L e M secondo le equazioni

Yoy = — M 4 6, — =0,
p 1
("J') ﬁti‘- o e = euu = T e:'l

0 = log|py|.
Sostituendo nelle (2) i valori (1), si deduce
Li=0 , My=—« , M,=1L,.
Le prime due danno
L=U |, M=—yu+4 ¥

con U funzione della sola e V funzione della sola ». Sostituendo
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nella terza si ricava
—{"u+4 V'=+U'.
Dando qui a » un valor costante, si deduce (essendo 7 % 0)
U=au®+ bu - ¢

sioche
—"u+ V'=1(2au + b)

ossia
Wle=—2ay , V=5,

Sia in primo luogo a=0. Sara 7"=0, 1=ev -+ f. Ora si
noti che i parametri », » non sono stati fissati che a meno di una
sostituzione della forma

(4) u=ou-+B , v=olv+1.
Si pud quindi supporre 7 == 1 oppure 7= ». Cosi otteniamo i due
casi

(5) f=r=1 5 L=au-tb ",  M=ap¢}

(6) B=1, v=v, L=2au+b , M=—u+ta’+|ec

v

2
In secondo luogo sia a = -‘:—> 0. Sard 4= — A%y, v=

— esin (4v + f). Facendo uso delle (4) possiamo supporre e =1,
/=10, ed otteniamo

2
=100y =sindy L:-‘g—uﬁ—{—Aau—kb,

(M)
M = — (Au + a) cos Av + ¢

2
Sia iﬂﬁne {# G —— —:..:.;_,. . Sarﬁ. T”= A2T1 " =dlcdﬂ _I_ dﬂﬂ“'i".

Facendo uso delle (4) vediamo che basta far assumere a ¥ uno dei
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valori senh Av, coshd4w, ¢*, ¢ . Otteniamo pertanto

(8)

(%)

(10)

(11)

=1 , t=senhdv,

L:-—%u“-}- Aau -+ b,
M= — (Au — a) cosh Av 4 ¢ ;

=1 , t=coshdv,

2
1‘3=——“21;-u.2 + dau 4 b |
M = — (Au—a)senh v + ¢ ;

L=-—--‘lz—u2+ma +b,

M= (u—a)e™" 4 c.

401

Un quadro riassuntivo delle quantitd g, v, L, M si trova alla

fine del Capitolo (*). Vi & omesso il caso (5); le superficie corri-
spondenti ammettono infatti o * (e non soltanto oo ') deformazioni
proiettive (o collineazioni in sd). Tale circostanza non accade per

T S

(*) Si noti che le equazioni precedenti contengono una costanto inessen-

zialo [J{ in (6), a in (7), (8), (9), (10), (11)] potendosi scrivere w 4 ocost. al
Posto di w. Nel quadro citato tale costante & fissata (b = 0, risp. a = 0).
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8
gli altri tipi trovati giacchd W= _T"_ non & per essi costante |cfr.

§ 71, (1)]. Si noti anche che le deformazioni proiettive di @, non
si riduecono mai a proiettivitd (eccettuato (5) con a=0); infatti
8i vede facilmente che nel caso opposto L ed M dovrebbero essere
indipendenti da u,

B) Altri metodi di ealcolo,

Invece di supporre scelti i parametri w e » secondo le (1), si
puo sceglierli p. es. in modo che sia

Sard un esercizio utile per il lettore il fare di caleoli in tale
ipotesi ; per comoditd indico i risultali

1* B=1, 1=1, L=gu+b, M=agv-+o0:
2* B=+w, y=1, L=—2ut4 2bu+te¢,

M=TF2u+ —+b;

8 p=yv, 1=1, L=4bu+c,
g S . b
el s B ol S
.M_ﬁ(a 3 u)'v - 3bv? - 18‘0

4 f=¢@, v=1, dove p si determina dalla

()
x dy
V= Y
_/VA+ a

L= 2u®+ 2au + ¢,

2

3 b R
M=_2‘P“+Tz’*$‘g*+“?+j;§
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I3 chiaro che queste formole sono trasformabili nelle precedenti :
¢ raccomandabile al lettore di effettuare la trasformazione nel modo
esposto al Cap. VI § 62.

Avremmo pure potuto scegliere i parametri », » in modo

che sia

B=Pf®) , Br=1;

anzi, procedendo in questo modo, avremmo trovato le soluzioni pitt
rapidamente, Infatti, p e 1 essendo funzioni della sola », &

T dudv duov

d*logPy  dlog@B:1n) _

ossian. H = K=0. Ora tutte le superficie con H=K=0 sono enu-
merate al Cap. VII § 69 e precisamente abbiamo ivi scelto i pa-
rametri w, » in modo che sia fy = 1. Basta prendere quelle in
cui f & funzione della sola ». Lascio al lettore la verifica che le
superficie cui 8’ arriva nel modo ora indicato sono identiche a quelle
precedentemente trovate.

§ 74. — Risoluzione di un’equazione ausiliaria.

A) Preliminari.

Prima di proseguire la nostra ricerca, studieremo in questo §
un’equazione funzionale che si troverd al § seguente importantis-
sima per il nostro problema. L’equazione che andiamo a studiare &

(15) Uy 49 Vi=1¢

1y Py Uy, Vi, ¢ essendo funzioni di due variabili indipendenti
“ e v e precisamente: U, & funzione della sola w, V, della sola »,
%1 © ¢, son funzioni della sola w—w, ¢ della sola u - ». Non
cercheremo che le soluzioni per cui typg % 0. Troveremo nel campo
realp dieci gruppi di soluzioni della (E) soddisfacenti a.¢, 9y % 0;
il risultato riassuntivo si trova alla fine del §.
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R e &
Ou ' dv ' dur ' Av: ' Judv

si ricava dalla (E) (¥

Mediante le operazioni

93 93
outdv  ouov®

UL+ U+ V=4,

e Vi— i — e V=4,

QU+ 291 Ul + ¢ Ur 4 93 Vi =1¢",

P Vil — 200 Vi + @' Ur + 93’ Vi=4¢",

O — e Vi+ o' Ui+ 92 Vi=—1¢",

¢1 UL+ a VY + 39 Ul — 8 Vi 4 291U, + 203"V, = 0.

(1)

Dalle sette equazioni (E) e (1) possiamo eliminare U,, V,,
Uy, Vi, U, V{. Si ottiene

% (8 0 0 0

-

!

A P2 P 0 0

—f — s 0 P 0

[— AR~ EE — A —

(2) o of 291 O 1

-
-

o ?s 0 —2p O Ps

-
-

"

o1 (7 ¢ —¢e O 0~ ==

e r ’

20" 24 B9 —3¢) ¢l %2

S = e e e e e
I
o

Quest’ equazione ha la forma
(2) via T T =0

dll; 3 dep, a'y

(*) Poniamo p, es, U,"= e du—v) ' ¢ _d(“_l_,)t 3
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dove t,, 7, t non dipendono che da w— v. Hscludiamo per ora
la possibilita che le funzioni @, , @, siano tali che sia identicamente
Ty =% = %= 0. Allora, dando a % — » un valor costante, si deduce
che esiste almeno un sistema di due costanti @, b tali che sia iden-
ticamente

3) 49" + 2ad’ + by = 0.

- Ora, operando sulla (E) ripetutamente con —;? - 3%- , siricava:

1 Uy + ©Pa Vi = 2‘["
(4) " " "
o Uy’ - V=44 )

e da (E) e dalle (4) si deduce, per la (3),

(5) P (UY + aUy + bUy) + @5 (Vi + aVi + bF,) =0,

B) Primo modo di soddisfare alla (5).

Cominciamo coll’ esaminare 1’ipotesi che sia identicamente

U/ + aU, 4+ bU, =0
(6)
Vi +aVi+4 bV, =0;

I’ equazione (5) ¢ allora soddisfatta. Se le radici @, = 24, v, = 2B
di 2®+ ax - b=0 son distinte (reali o complesse coniugate),
dalle (3) e (6) si ricava:

01 =a, c'.hl.u ,_|_ @y e2Bu i
6 Vi=b,4v 4 he8 A4 B

4) =6 94':““1*'1} _.{_. Oy gB(ﬂ“i‘") g

Occorre ancora cercare la forma possibile per le funzioni g, , .
In generale possiamo trovare %, e g, considerandole come incognite

Fooi o Suon, Levioni di Geometria proisttivo-differensiale. a7
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nella (E) e la prima delle (4). Ma vi & il caso eccezionale U, Vi—
— UV, =0. Ora dalle (7) si calcola

U,V,— U, V, = 2(4 — B) [ayb, XBu+49) _ g, b, e2dwtBo)]

Supponiamo dapprima che sia U, V{— UjV,=0 ossia, per la
nostra ipotesi, che 4 £ B, ayb, = a,b, = 0, Ma basta supporre che
ag = by = 0. Infatti 1'ipotesi a, =b,=0 non ne differisce che
inessenzialmente (giacch® & lecito scambiare 4 con B) e, se fosse
p. es. by=1b,=0, (*) la (E) diventerebbe :

@y (@, €% - a, e2B4) = o, eAlvt) |- g, eBlut+o)
Dividendo per U, ed operando con % -+ %sitroverebhe:
(4 — B) [a, ¢y e34+B)u+B0 g ¢, ¢(A+2Bu+A] —

sicchd a, ¢, = age, =0 (essendo A4 F B). Se non vogliamo supporre
né a, =b, =0, nd ay, = by = 0, non ci resta pertanto che 1" ipotesi
¢, = ¢, = 0; ma anche questa & impossibile giacch® essa richie-
derebbe @, = 0, mentre noi non cerchiamo che quelle soluzioni
per cui @, %, % 0. Sia dunque ay=b,=0, La (E) diventa, divi-
dendola per e4lvtv)

$,0, ed(u—r) + ?nbl e— A=) — 0, 4 ¢, elB=A)(utv) |

Il primo membro essendo funzione della sola u — v, & necessaria-
mente ¢, = 0,

Py @y 64050 | @y by e= A0 = ¢,
Supponendo successivamente @y =b,=0; ¢ =0, b,F0;

by =0, a4 0; a,b, 0 arriviamo, ricordando le (7) & ay= by = 0,
alle seguenti soluzioni di (E):

¢, arbitraria , ¢, arbitraria , U;=V,=¢=0;

(*) Analogamente si proeede nell’ipotesi @, = a,=0.
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Py arbitraria, ¢y = -gleﬂf""”, Uy=0, V,=b,e4v, §=0,edl¥";
1

c . 3 p )
Py= ;‘—e"*‘f“““l, ¢y arbitraria, U,=a, &%, V,=0, ¢=c,edw+) ;
1

a a
%5 = O du-n b_l 40— _ TL M-y

1 1 1

Py arbitraria

Uy=odls | Vyimbaie | g e,

Tali sono quindi quelle soluzioni di (E) per cui valgono le (6) ed
inoltre & U, Vi — U; V,= 0. lsse si trovano, con qualche cambia-
mento di notazioni, nel quadro alla fine del §, come le soluzioni
(Bo), (By), (B), (B

Per trovare le ulteriori soluzioni di (E) per cui valgono le (6),
dobbiamo supporre che U, Vi— Ui ¥, 4 0. Dalla (E) e dalla prima
delle (4) si deduce

VWi — 24V YU — 24'T,
8 Sl 1 i) KA e A E e
O w=yy—oy, 0 B Tr=0p

Sostituendoyi i valori (7), troviamo

b1 cz E—A{u—u} = bﬂ cl ﬂ'*-B{il—U)
Py = ay bl =AY u=v] __ ay bs ela=H) {u—v)

(7)

e aloﬂe"("_": _l,_ a’clesf“‘-\"
P = g by €A g b oA=Bw=s )

Valori che non dipendono che da # — », comunque si scelgano le
Costanti nelle (7). La soluzione rappresentata dalle (7) e (7) y, Si
fl'OVa come (KEg) nel quadro alla fine del §. Con (Ej) ¢ indicata
I forma reale quella soluzione che si otfiene dalla (I,) se 4 e B
hanno valori complessi coniugati.

Ma in cid che precede abbiamo supposto che le radici di
2+ ag + b = 0 siano distinte. Se invece quest’equazione ha una
Soluzione x — 24 doppia, dalla (3) e (6) si otliene
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U,=(a,u + ag) @4t | Vy=(bv + by) e,
)
b= [0 (u +9) + o] A4
Come sopra, calcoliamo anche qui U, V; — U V;. Otteniamo

U, Vi — UiV, = [a,by(u — ) — a, by + ayb, | e24l+9),

Mostriamo che V'ipotesi U, Vi — UiV, = 0 non conduce a niente
di nuovo. Infatti allora sarebbe

albl ﬁﬂlbs "-“ﬂsbl =0

e quindi 0 1°: by= b, =0, oppure 2°: a, =a,= 0, od infine 3°: a, =
=b,=0. Se by="b, =0, la (E) diventa dividendola per e4(+

¢, €40 (ayu - ag) = ¢, (v + V) + ¢

donde segue a, = 0, cosicchd si ricade nelle soluzioni (E,) e (E;) gid
trovate. Similmente se @, =a,=0. Se @, == b, = 0, la (E) diventa

Uy Py €44 |- by Py 4% = ¢, (u - v) 64 41
~ donde si vede subito che ¢, =0 e si ricade nella (E;). Possiamo

quindi supporre U, Vi— U;V,+ 0 sicchd si applica la (8). Sosti-
tuendovi i valori (9), troviamo

byoy(u—v) 4 byoy — 2‘53‘31
@y by (4 —v) — a, by + ayb,

| )
?1"“’3_(“-” t

(9) s
@, €y (4 — v) — a; 0y + 2a50,
ayby w—v) — agby -+ ayby

Py = edu—v)

I valori (9), non dipendendo che da u-— v, comunque si scel-
gano le costanti nelle (9), le (9) e (9);, ci forniscono un’ulteriore
gsoluzione della nostra equazione, che & la soluzione (B, del quadro
alla fine del §.
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() Secondo modo di soddisfare alla (5).

Osserviamo che, se una delle (6) & soddisfatta, lo & anche
I’ altra ; altrimenti la (5) darebbe @@, =0, contro 1’ipotesi. Per-
tanto, se non valgono le (6), dalla (5) si deduce

(10) R i
% U/+aU 460,

Operandovi con 8_1 -+ % si trova subito che il valore comune

dei due membri della (10) ha la forma (*)

(10) bix —:;-1- = ce“'(“"‘”)
2

sicche la (B) diventa, dividendola per e~ *’ g

(1 19) ce% Ul = ot V:l. el _}]“_ e

o
2

donde si deduce tosto che

ot __fp__ o
du dv (rp, 3 %

qssin
o (e o

Se fosse ¢ =0, la (11) mostra subito che non si otterrebhe che
quel caso particolare di (KE;) in cui ¢y = 0, sicché possiamo sup-
porre ¢ %0,

e

A9 B importante osservare cho nel seguito del nostro ragionamento fac-
Gamo wso soltanto di (10) pie-
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[ ol

dove B evidentemente & costante, ossia

¢+ o'+ fp=0

l )H’ ( l ).i' 1
—_—) —a|— —_—=0,
( P2 Pa i Pe
Supponiamo dapprima che I’equazione x® 4 ax - = 0 abbia

due radici distinte (reali o complesse coniugate) @, = 4, @, = B.
Dalle (12) si deduce :

(12)

l[»’ = cledtn-{-v] + 0y ﬂﬂ{n-|-u} "
(18)
-;—2 ] bl e—4Alu—v) + bzﬁ-—B(-li—v} 1

inoltre & o = — (4 4 B) sicchd la (10) ,, da

1 b b
(13) ¥t H!-P_I- — -Tl eB(I“—") 4 _..c_s_ edlu—v) |

Sostituendo nella (E) o, cid che & lo stesso, nella (11), si trova
oo=UFBN [T |- e~d+B0 | =
== by 0y 64BN |- g, by g=(U=BI t b o eM=B) | o, e~ A-BY0
cosicche (4 costante arbitraria)

by 0 b e
U= %auu o _{Eg_ewu + held+Bw

(13] ter j
Vy=by0,6M + byo,e?B — hoeld+Ey,

La soluzione di (E) rappresentata dalle (13), (18) ., © (13)
¢ identica, a meno di un piccolo cambiamento di notazioni, alla (Ey)
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del quadro alla fine del Capitolo. Se 4, B sono complesse coniu-
gate, otteniamo, scrivendo la soluzione in forma reale, la (Eg) del
quadro.

Resta ancora 1’ ipotesi che 1’ equazione #® - ax - f= 0 dove
le o, B sono le costanti che compaiono nelle (12) abbia una radice
doppia @ = 4. Dalle (12) si deduce :

¢ = [b,(w + ) + by] e+,

(14)
._];.... = [ﬂ,‘(ﬂ; — 1)) -.{_ an] g—A(u—v);
2
inoltre & o = — 24, cosicohd la (10) ;. dd
1 1
(14) biw s L.~ st [ﬂ-l(u — v) + us] e‘(ll—tr} e
%1 c

Sostituendo nella (11) si ricava:
ce=24u ], 4 e=MV Y, = [a, b, (u* — v*) - (a3, + @, by)u +
< + (@b —ayby)v +ayb,]

donde gi deduce:

: a;by, o, by +agb ay b, Nike
U,:..(__—lcl e +f-)em,
(14)“!'

Vy=— la,iblv2 + (a by — agby) v — “‘;’ - ck] a4y,

La soluzione di (E) rappresentata dalle (14), (14) , e (14) o &
identica alla (E;) del quadro alla fine del §.
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D) Non esigtenza di unlteriori soluzioni di (E).

Completmmo lo studio dell’ equazione (E) dimostrando che
essa non possiede altre soluzioni, diverse da quelle finora trovate.
‘Basta evidentemente far vedere che non si pud arrivare a nessuna
nuova soluzione supponendo che sia in (2),, =1 =71, =0.
Ora dalla (2) si calcola senza difficolta (non ci occorre conoscere
il valore di t,)

e

T = 20,9 (P12 — 92 p1) (P2 Pt — 19p2”) +
- 31 pa (192 — Papl')* — 691 Pu (i1 2 — 1) (1 92 — atpl) —
— (pips’ — Par") (Prp’ — Papl) -+ 41 s (1 P2 — pu D),
© = 20} 03 (P 93" — Papl”) — 3w e (P 02 — P 1) (21 P + apl) +
+ 20192 (Pr9e + 2o i) (Popi’ — P18 +
+ Bpi e + 201929198 + i o) (P93 — Parh):

Posto per un momento

J'

‘Pl =l SPE
? ? fl 1 P fl'.l

si ha pertanto

uigige=(h—h) [2(N— ) + (h + 1) (i — ) -+ 3(fi — £,
wigip=—2h—f)—(h+hE—h,
[5+ (e—F)w] : plod =3(h — £ (fa—11) -

Le equazioni t, = t, = 0 equivalgeno dunque alla sola

(15) h—f=0
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sicchd basta provare che non esistono delle nuove soluzioni della
(E) per cui fosse soddisfatta la (15). Ma dalla (15) si deduce :

Ei . .-E..;; =0
P Do ¢
(16)
B oL b ce®(u—v)
P2

Ora la (16) & identica alla (10),,. Se si osserva che, nel ragio-
namento che ci condusse alle soluzioni (Ey), (Eg) e (E,), abbiamo
fatto uso soltanto della (10) , (*) vediamo che non vi sono infatti
altre soluzioni delle (E) con ¢,¢, %0 oltre quelle che abbiamo
trovate.

E) Quadro di soluzioni dell’ equazione.

(E) p1(u—0) Uy (w) + ¢ (u—0) V1 (0) = $(u 4 v),
dove @, % 0.

¢, arbitraria , ¢, arbitraria ,

()
U1 == Vl == (]) ] 0 ;
X ¢; arbitraria , @y == aedte—") |
(K Uy=0 , Vy=beM | = abedlutv)
atx0;

oy = ae—40-" o arbitraria ,
(K3) Uy=betdv | V,=0 , ¢=abedletn)
—

(*) Cfr. I ultima nota a pid di pag.
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at0;
1 arbitraria , = aeddv—r o | pedlu—n) |
(By) Uj=-—acetds | V=04 | "¢ = boedli®,
a0 ;

[ o bl Cy B_J{H) ——— bﬁ [ c-—-B{u—-v}
P17 by e~ @B =) — g b, (=B @D

o — @6, eA=" | gg 0 eBl—)
(Ey) ( P27 b U B — g, by B0

UI - Gl 82“[“ + a,egﬂ“ 3 Vl = bl e“" + bn BHB" 3

\ § =c edtn) | g, ePH . A% B

f — O oo sin [o(u — v) + 1 — k]
i e sin [ 2a(uw — ) + h—k] °

oD u_w!sin [o(w —v) 4+ b —1]
(E3) 03 L E e o )sin[2a(u-—-v)—|—h—k] 2

" Uy=aetvsin (2au -+ h) , Vy=be*Mvsin (20w-+k),
| ¢ =cet®gin[a(u+ v) 4+ 1] , abea k0 ;

by, (u— v) + b6y — 2by0,
a, by (u —v) —a,by + ayb, !

?1 - 6—A{u—u}

(py = ed(v—) a0y (4 — ) — a, 6 + 2ay0,
2 ay by (u — v) — ayby + ayb,

)

(1,) {

Uy= (ayu + ap) % |, V= (b;v+ by)e*,

$ = [¢; (¥ + v) + cq] edt+i?) ;

e s s e ——————— SR A AR
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(1)

(E5)

)

SUPERFICIE NON RIGATE CHIZ AMMETTONO UN GRUPPO 6CC,

1
( s P cay gAlu=r) | caneﬂ'(u-—u) )
A+ B
1 .
Py = g e~ AG—0) | g g—Blu—v)

Uy = a, byce® % - agb, ce?P |- foeld+Bm |

V, = agby €4 |- a, bge?® — he4+Bp |

[IJ = bl g‘““*i‘t'} + b! eBI"'H} s

e UL |

1= i [o(w—2) + A] ’

W beA(—)
= Snla—o)+ 4]

20

Vi= T;E? v cos (200 — b + k) — ace4? |

¢=::_edtu+wsin[u(u+v)+k], az0;

ce ~A(u=v) gA(u—v)

SrTCED el

g by

\ § = c[b,(u + v) -+ by] edtn)

Uy=— ‘L €34% cos (20w + h -+ k) - beeddv |

U= [a:b, w? - (ay by-ag by) u-- 5 -|-h] &My

415

ay(u—v)Fay '

v, =—c[a1b1v’—|—(a1 by—agb, Jv— 2’32%4_5]634::,
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§ 75. — Superficie con ' deformazioni proiettive in seé.
Riduzione del problema

all’ equazione studiata al § precedente.

Dopo la digressione sull’ equazione (B), ritorniamo alla ricerca
di superficie & non rigate con un @, di deformazioni proiettive
in 88, Riferita S alle asintoliche, sia

d 0
€, )= +n(u, v) =

il simbolo della trasformazione infinitesima di @,. Le equazioni
(43

differenziali du = 0 e dv = 0 essendo invarianti per @, ® o

= —::% = 0. Inoltre I'ipotesi §n =0 ci ricondurrebbe alle super-
ficie della specie 4 gid determinate. Scegliendo opportunamente i
parametri %, v delle asintotiche possiamo pertanto supporre §{=n=1
sicchd le traiettorie di G, sono le curve u — v = cosl., e le equa-

zioni di @, sono
(1) _=u+!, ; 5:-1)-{—&.

I importante notare che i nostri paramefri %, » non sono
fissati che a meno di una trasformazione della forma

(2) ﬂ=au+b > ?}:cw_l_c‘
oppure
(2) ws ;amav-{-c ) ;:.:.m_'_b.

Affinché le forme @, e g, siano invarianti per @ occorre e
basta che § e 7 siano funzioni della sola uw— v, Le condizioni
d’ integrabilita (2) del § 73 diventano pertanto

R T T N T N .
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L,=— 2&‘{"— T{i' y M,= 2'“3! 20 ﬁT’ )
(SJ ’ ’ rer r e
BM,— 26 M — =L+ 2L+ 7"
Dobbiamo quindi studiare il sistema (3). Noi lo ridurremo

all’ equazione (K) studiata al § precedente. A tale scopo indichiamo
con F, e F, funzioni della sola u — v soddisfacenti alle

(4) Fi=20(+1p , Fo=200'+py.
Dalle prime due delle (3) e dalle (4) si deduce
(6) L=F,+U , M=F+V,
Sostituendo 1 valori (5) nell’ ultima delle (3), si oftiene
(6) BY'— 28'V — BFy — 20'Fy — "' =
= U4+ 27'U 4 1F; 4 2¢'F, + "',
Operando sulla (6) con ~;— - LK si ricava:
u v
BV —28'V = qU" 4 2/ U ;
e cid pud seriversi
(55— a5 G0 +87) =0,
oppure

(7) 10+ BV'=19,

% essendo funzione della sola w - . Ora la (7) non @& che la (E)
del § precedente, se vi si pone

(8) pam=y . gg=mfl s UymU o Py,



418 CAPITOLO OTTAVO [§ 76, 4]

Risulta che, per trovare le superficie cercate, ossia per risol-
vere il sistema (3), occorre: 1° sostituire a B, v, U, V i valori
determinati secondo la (8) da una soluzione (E,) della (E); 2° dare
alle costanti (o funzioni) arbitrarie che compaiono in (E,) valori
tali che la (6) sia identicamente soddisfatta. Dal modo come abbiamo
dedotto la (7) risulta che, in ogni caso, nell’ equazione che si ottiene
da (6) nel modo ora descritto non comparird che la sola variabile
U — V.

Occorre pertanto esaminare 1’una dopo 1’ altra le soluzioni
di (E). Possiamo omettere la soluzione (E,); essa infatti-dd U'=
= V'=0, sicchd le (6) mostrano che L ed M sono funzioni della
sola w — v, donde si vede che anche la terza forma Zr,du, ammet-
terebbe il gruppo @4 che sarebbe un gruppo di collineazioni di S
in 88; caso triviale gia escluso al § 73.

Diremo che 8 & di specie B,, By, B,, B,, By, B; rispetti-
vamente nel caso delle soluzioni (E,) o (B}), (&), (E) o (&),
(By), (By) o (Eg), (B) dell’equazione (E), Un quadro completo delle
quantita B, v, L, M per tutte le superficie delle varie specie si
trova alla fine del Capitolo, come abbiamo gii avvertito al § 73.

§ 76. Verifiche per le specie B; ¢ B,.
A) Superficie della specie B, .
1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specic By dipen-

denti rispettivamente da cingue e quatlro coslanti arbitrarie.

Basta esaminare (#,). Infatti (B]) si riduce ad (E,) scam-
biando % con v, Supponiamo dapprima 4+0. La (8) del § 756 da

ﬁ:as“""’ ) U:dl y V=b82du+d2.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo supporre ¢ =4 =1,
b=1 (*), ossia

(*) Se fosse b==0, le trasformazioni di ¢, sarebbero collineazioni,
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(1) pme , Usmd; , V=e®44.
Dalle (4) del § 75 si deduce :

Fi=e*" 27+ , Fe=e""('+27),
sicch® possiamo prendere :

Fy 4 Fy =3e*"7y.
Eliminando 7 si trova:
Fi—2F,+F, +Fy,=0,

Se ne deduce tosto che possiamo esprimere F,, F, e y mediante
una sola funzione F della u—v secondo le formole

(1)|ﬂl ']'=£"""F' 3 Fl=2FI_F N F9=F:+F.

Infine sostituendo i valori (1) e (1), nella (6) del § 75 troviamo
che F' deve soddisfare all’ equazione differenziale del quarto ordine (*)

(e €269 (B 4 3F' +-2F 1) 4 2 (F" —F') @F —F +dy)+
+F'(2F" —F') 4 F"" —8F"" 4 3F" — F' =0.
Se invece in (K,) 4 =0, la (8) del § 756 da
f=a¢ , U=dy , V=bv+dy, , ab%0.
Dalle (4) del § 75 si deduce :
Fi=2a , Fy=ay,

sicch® possiamo prendere :

Fy=2ay , Fo=uoy.

(*) Abbiamo posto dy=0. Si vede subito che cid non restringe la
goneraliti,
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Sostituendo i valori trovati per §, U, V, Fy, I, nella (6) del § b
si oftiene: .

1" 4 6ary' + (2d, 4 a®) 4" —ab =0,
onde ;
1" =+ 3ay® A (2dy + a*) v —ab(u—v) =c.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo limitarci a supporre
a=1, dy =0, c =0, cosicchd:

=1 4 U=d1 : V=bv , ab%x0
(2) Fy=2y F8=T:-

" 43124 (2dy + 1)y —b(u—v) =0 .

B) Superficie della specie B, .

Vi sono tre tipi di superficie della specie B, , dipendenti rispet-
tivamente da sei, cinque e due costanti arbitrarie. '

Supponiamo dapprima che in (H;) 44 0. La (8) del § 75 da (%)

B =are 2A (t—v) _1' 2b84{u-ul
act0
U=___ace!m6 +d1 g Vr_ce‘!)hl_l_dz-

Dalle (2) del § 76 si vede che si pud supporre a =4 =1, ¢=1
0ssia :

(2) B=e“q | 2be"",

(2)u1s U=—e™+d , V=e+dy , c3}0.

(*) Abbiamo seritto 24e al posto di e o 20 al posto di b. Se fosse
a=0, si tornerebbe a (#,). Se fosse ¢=0, U e |V sarebbero costanti o il
gruppo (; si comporrebbe di collineazioni,
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Dalla (2) si vede che esiste una funzione F della sola u—w
tale che sia

(e B=c""(/F'+b) , y=e—"(/F —b)

Sostituendo nelle (4) del § 75 vediamo che si pud prendere

7, =§_F'+bﬁ*—F+bS(u-v),

(2)qunur
3
2

Fy= o F —b|F 4 F—b®(u—v) .

Infine sostituendo nella (6) del § 75 otteniamo che F deve sod-
disfare all’equazione differenziale del quarto ordine

Fr-—l b 3 __ZL bl =1 —:—F'_’F”’-—

W— 1 e _3_
3 [“2”1'1 !

! 2
--%F"‘ g 3F’F”+(F+ R -‘-’2—-58(“—»)4--2-) B 4-4F"2 4

208" T +(2F+2d,—-3b*—2b’ (u—v) + 1)F’ bR —

1
- (2ba(u—v)-2lzd,+b5-——b) F'?] Fpe [%F__

3

S PP — _g_p FRS G LN G LR R ( F—

2 8 3
—d, _;___.bﬁ(u.—v)-{-— —2~) F" - 4 1'% - 2bF' : + (2F —2d,+

1

~+ 8b — 202 (4 — v) — 1) F' — 2bFF' ® - (20% (u —) + 2bd, — b® -

+b)p*%]=o.

(2) quinquie

Fumny e ¢ecn, Lexioni di Geomelria profettivo-differonxinle. 28
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Notiamo che si pud supporre d, =d, senza ledere la generalita.
Cosi facciamo nel quadro alla fine del Capitolo.
Sia invece in (#,) 4=0. La (8) del § 75 da

(3) B=ay+b, U=—acu+dy , V=cv-dy , ack0.
Dalle (4) del § 75 si ottiene pertanto :

Fy=3ary +2by' , Fy=3ap’ by,
sicch®d si pud prendere :

. 3 3
(8)u Fy="2P+421 , Fo=1i4by.

Sostituendo tali valori nella (6) del § 75 si deduce che y deve
soddisfare all’equazione differenziale in generale del terzo ordine

(3)1ar (14 a)7” + 6a (1 +a)v*' +-6b (1L + a) 11’ —
— 2ae (u--v)7" 4 (2ad, + 2d, -+ %) ' — 2acy —be =0 .

Le (2) del § 756 mostrano che non si restringe la generalitd sup-
he

ponendo dy =0, d1==—-2—, c=1.

Ma la forma dell’ equazione (3),, prova che il caso a+ 1 =0
“deve essere trattato a parte. (*) Le equazioni precedenti diventano
b* '

'2_30311

allora, posto d, =0, d, = —
b® L
(4) p=—1+0b, U-“‘—“—T ) V=”1F1=—~2‘T'+2b7,
8 % :
Fp=—z1r+br , 2—0)1 +21—b=0.

(*) Per mettere in evidenza tale circostanza, seriviamo . al posto di

14 nel quadro alla fine del Capitolo.
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Se ne deduce :
(v—1v) (2y—b) = 2h = cost.,

h b
(5) p=——rt B

P 1 bk 1
ket (za—v)2+f g
(5)bln 3 ’2 1
S e Y )
A== T T8’

Dobbiamo supporre 4b%0 perchd altrimenti la superficie ammette-
rebbe o? deformazioni proiettive in sp,

§ 77. Verifiche per la specie B,.

1. Questo caso & il piu difficile. Vi sono quindici tipi di
superficie della specie B, distinti anche nel campo complesso,
sei tipi dipendendo da due costanti arbitrarie, gli altri da tre
costanti ciascuno. Nel campo reale il numero di tipi distinti o
ancor pin grande.

Le equazioni (Ey) e (8) § 76 danno:

—a, Cy gAu—v) + g clcﬁiu—vl

ﬁ = a bl e~ \A=B) (u=v} _ a, baeld—m (w—n) ?
(1)
bl cge™ Alu—v) __ bs c,e — B (u=y)
§ = g by e~ A=IW=0 g b A=) (=) 3
U= 'ﬂ'en“-" f_!_l;_em“ +EE
24 2B 1
(2) \
V=;_1. B.{v+ 3!m+dg,

convenendo di sostituire @ e v rispettivamente a
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ﬁe’”“‘ ed a 2LB' e* go B=0, e similmente se 4 =0.

Le equazioni (4) del § 756 possono scriversi:
Fi+Fy=3pt , Fi—Fy=p—f.
Posto per breviti

(3) 2= etd—a] {u=—1) :
si deduce dalle (1):

o <l — (A+ B) ¢4y (a1bgz +aghyz ') 4-24a, b,c,-l—?Bazbsc’
Lt (a,02—ayb,271)%

F, —F; =

1 [ —(A4-B)eyoy(a,byz® +ayb,)+2(Aa,bycs+ Baghyoi) i
~ A—B (a,0y7% — agby2)?

Osserviamo che si pud supporre a,by%0. Infatti non pud essere
simultaneamente a@,by =ayb, =0; d’altra parte, il caso a,by =0,
@b+ 0 si riduce ad a,b,+0 scambiando le lettere 4 e B. Sia
pertanto a,b, 40, Allora si deduce dalla precedente

b 3
y  (A+B)eeyz— (Af’i o+ Bgfc;) .

Fl_FsmA—B ﬂlbazz"'—‘a‘gbl

Ricordando che

€1Cq(ayby2® 4 agby) — 2 (a,byc3 + asb,c;)

ity Bl il (@yby2* —agb,)*

si trova:

Py = (@ by2® — ayb,)~® |2(24 — B)a, by, 0y 2% +

1
2(A—B)
(4) 4+ |[(—44 +3B)a;by ¢+ (—34 4 2B)aybyclf 22+

b o
+2(4—2B)ayb,c ¢z + Z:—b: (da,byc; + Bag bau’f)] :
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1

by =5a—5

(@032 —ay b)) 2 | 2 (A—2B)aybycy0y2® 4

)y + [(—24+ 3B)a; b, + (— 34 + 4B) ayby )| 2* +
ay by

a, by

+ 2(24—B)agby 0102 — (Aaybyc} + Baybyci)| .

Basta sostituire i valori ora trovati nell’equazione (6) del § 75;
dopo un calcolo piuttosto lungo si trova

AR
Ui + z =3 ;—B(A——B) ('82 + 2dg)atbgcgzq +
-+ ajbie, (4 —2B) [c§(A — 3B)—ayby (4 — B){(A —2B)? +

-1 ZdEZ] 254 aibyey I:(alblé—}—f}a,b!c'l) (24 — 3B) (— A++2B)+
+a,agb by (A — B) (84 — 36 A4* B+ 54 AB* — 23 B3 -
-+ 2dy 24 + B))l 2 a, ay by e, [alblc:(]_? A*— 44 AB +

+ 24B?) -4y 0,01 (24 — 3B) (34 —4B) - a,ayb, by (A—
(6)
— B) (—23843-8442B—964 B 1-32 B -2, (A—4B)) | 8+

+ayagb; ¢ [—-2(“15163 + 8agby ¢}) (24 — B)(24—3B) +
+a,agb by (A— B)(324°—064°B 4 84 AB* — 23 B3 |-
+2d,(—44 -]-B))] 28 4-a3b, ¢, 1“15103(17112—23:13 2

6B%) +- 2a, b, 6} 4 (34 — 4B) + a,ayb, by (4 — B) (— 23 43 +
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(5)
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+ 5442 B—36 AB* 4- 8 B%) - 2d,(4 + 23))] 2+

ag bic,

+ 5 (-—ZA+B)[(alblc.ﬁ—}-3aﬂbgc§)A—a1a2blbs(A—

— B)((2A— By 4 2@)] 24

ash e,

+ A [a,lb,c;A +aghy0i B— a4 by (A— B) (42 + 2d,)| =

=—A4 (A— B)(A4* + 2d,)albic, 2" +

Faiticy (24— B) | — el (84— Bayh (4—B) (2A— B+

+2d1}] 25 4 ay bie, [(3alblc§+ agbyct) (84 —2B) (24— B)—
—a,ayb,b,(A— B) (284°— 54 A2 B 4 36 AB* —8 B8 —

— 2d,(4 + 25))1 2 aybybyoy [_ a,b,63(44 —3B) (34 —
— 2B) —ayby ¢} (244° — 44AB + 17B% +4-a,a,b, by (A —
— B) (3243 — 9642B - 844 B — 23B% — 24, (44 — B))];i-[-
+ayb,byey [2 (8a, by 3+ ayby6}) (4 —2B) (84 —2B)—

— iy agbyby (A — B)(2343 —B84A42 B 964 B — 32B° —

— 24, (A—4B))] 28 4 ay bic, [2alb,c§B{4A =8

— agby 6} (642 — 234 B + 17B?) + aya,b, by (4 — B) (84% —

—3642B + 54AB* — 28B4 24, (24 + B))] 2
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asbiey .
™ ger iR (—A + 2B) |(3ayb, 63 + aybycl) B - ayayb, by (A—

— B)((—A-+2BF + 2d,)] 2+

ai bie,
ayby

-

B [_ 8y, A — Gyby B — ayagbyb, (4—

— B) (B + 2d,)] :
In quest’equazione 7=0 se AB+0; se invece B=0, d:
1 = A (a, by 22 — ay by)* [afbicsz‘— 2aya,b30,2® 4- 2a3b by 2 —
—albley + 2ay by A (u—) 2 (ay by ¢, 2® — 2a, b, 2 +- agblcl)]
e, 50 A=0, &:

m =Bz~ (a,by2* —ayby)? {a?b';'cl 28 —2aib, by cq2® - 2a, @y biogz —

— a3bie, — 2a, by B (u—v) 2 (a3 by02* — 2aybycy2 +a,blc,)] ;

Osserviamo che, appena conosciuta una scelta di costanti 4
B, ay, by,... tale che I’equazione (5) sia identicamente soddisfatta,
se ne deduce un’altra (che pud coincidere con la prima) mediante
la sostituzione

( @y, g , byy b, 6, G, 4, B|d1sdn)
—by, —b,, —@y, —8y, —0, —0Cy, —B, —A4, 4, d,

Ora tale sostituzione equivale allo scambio di % con v e non da
pertanto niente di essenzialmente nuovo. Quindi nor scriveremo
che una di due tali soluzioni equivalenti.

2. K facile vedere che, se AB =0, & impossibile trovare dei
valori di a,, @g.... tali che la (5) sia soddisfatta identicamente
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e che sia fy40, Invece se AB%0, I’equazione (5) possiede quat-
tordici soluzioni distinte. Il lettore pud vedere il caleolo relativo
nella Memoria di Cech. : Sur les surfaces qui admeltent oot défor-
mations projectives en elles mémes (*). Rinviando a tale Memoria
scriviamo qui-senza dimostrazione le diverse soluzioni di (5) per
cui fv40. Esse sono:

(2)y €3=0, ci=4a,b,(4 — B)?, 2d,=— A% 2dy=—(4—2B)*;
(#)y €=0a,b,(4—B)?, cB=ayby(4—B)?, 2dy=—A42, 2d,——B°,
(B)y B=—A, ci=4a,b, 4% c}=4ayb, 42,

. 2d, = —A%4-ha,cg, 2dy=—A%—hbyc,;

(B)y B=—4, by=pa,, ay=pb,, ¢;=va,, 6;==—by, d,=d,;

g A _ (#4065 + c1by)? ! (ay °n+°1bg)2
RS Gl B el r T L e L7 e

: by6, —a,c
2dy = — A? -} 8a, ¢, (L—v—-—a:c:_'_ b:o:)’ LN
bye, —a,cy &

‘ P |t sacl bl bl St B
& o 8b2¢1(“1°2+62 gt

b k
(1)1 AE3B, &l=ksa]; “a =-f—-’ Gl =ka’“$l, %=—Tb2|
2k?
2d1=_.32_T, Oy = — B?;

Ma, o agc
(h A=38B, b;=>\a,, b, =)ay, Bu—ﬁ——«— :

(*) Publications de la Faculté des Sciences de I’ Université Masaryk,
1924, no 40. Brno, Cecoslovacchia.
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L 2.3
2d1=_32._M, 9d, = — Bt ;

20\8aia3
(9) A4=2B, =0, by=h%a, by=hay,
o =2h%al (dy —d,);

ﬂ-l b’

(3 A=2B, =0, 5?=4’11613’,d,_ (233+d,),

), A=2B, b =ha,, by=hay,
2d1=—39—f—:§._£_§,, e

(2); A=380, B=2a, ajb}=a}b},

=0, 2ct=—a.b (03424, 2dy=—aof;
ON A=38a, B=2a, alb}=alb,
=0, 3es=—ayb,(4a® +2d,)), 2dy = —4a2;
(#)s A=30, B=20, aib}=ajb},
d=agbya?, 26=—0a,b(Ta?+2d)), 2dy =—4o*;
©) A=4a, B=38a, c,=0, 3cl=—a,b,(da2+2d,),
ajby —a3b} =0, 2d, =—4q2,

Calcoliamo ora nei diversi casi i valori di B, v, L, M, sem-
plificando mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del
§ 75.

Nel caso (a); possiamo supporre 4 =o-1, B=oa—1
(a2 1), a, =¢,ay, by=2,3by, & =ei=1, Si ottiene (*)

(*) I radicale 1/_._ pud essere positivo o negativo, ma b_' o=

1 ﬂ'l
=41,
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~ E']_' o)) u—v) s E‘e—:aq-mu-u;
Pt Tmqe 1T=4) o T

@y Eta-l-l}u B 0y 9(%—~1)u (t:lf.-|--].)2
o yorm el roe ot (s A

4 [ —ey(a+ B)e ”““”-—[—awll

(T —ege )2

+

) WSO (L2 )T ¢ by 2(%—1)v___ (2 —3)*
B P i T e g e

4 (e (a—Tet v — g 1]
(I —ege' ™2

Nel caso (a), possiamo supporre 4 =o -4 1, B =oa—
—1(+1) oy =8,0a;,, by=0b,, =1, Posto s=+41 si
ottiene (*)

o @A tu=) o (048) (u—v)

&
=2 T] 1 — gt =0) )
b & — (ot—3) (u—1) e wd — (1) (4 =v)
f‘—""'z ai y I Lo )
__ % e, &6 a@-ne_ (@4 1)?
Py T a1 ey
2 [e(a+ 8)e® “ — (a+ 6) et M=) — g (00— 3) e2 M) |- 1]
e (1 ==y [u—u])n
b, 2(af1) 0 &by 2—ne_ (@—1)*
S e T oD Pt
(*) I due casi e=1 e e==—1 sono distinti anche nel campo com-
plesso; sui radicali Vﬂ. 0 -f_;*_. v. a nota precedente, Queste due os-
1 1

gervazioni valgono anche per (), .
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2[—e(a—38)e® =" 4 (a—6)e* “—) 4 g (o 4 3) e2—) — 1]
0 (1—e! {u—vi)z

Nel caso (B), possiamo supporre 4 =1, ag=g¢a;, by=
=6,b,, &i=1. Posto e=++1, si ottiene:

by eN—Y
e 2Vb T e 2°l/a1 mc‘u——w"

0 gu, MK 1 § 6 & o2 (=)
Li= 2 € 2 e ) +€19}HT-1 'i’ _(1—___+EG““_“’)2 "

by 5o 8101 % [ 6 g2 =
= -:"6 2 - - kb ] + (1 +E€=w_w)'

Nel caso (B), possiamo sopporre A=1, p=s;, a,=¢8;8b,,
d=g=1. (*) Si ottiene:

U4 y
Ia:slcn—ll__eﬂ-ﬂ ] T=_— sleu—-u_eu—n 1
9
i 2_3_8201__ Eﬂal e—&u + gross 3“ 1
— 92 1 9 (gleu-«__eu-u)a y

3v? 1
2. (sye"—e*)d °

Nel caso (B); possiamo supporre A4 =1, a,cy - ¢, by =
= 4e,a,by, €, =50, Si=ei=1. §i ottiene:

e Uy P
B= de;  bye o H o= 45, sya,."M—boe""
€20y +b2 pRlv—W __ gBlu—v) €0, i b aBlv—w) __ o2(u=v) )

___EL 21(____?1 -—!u___]'____ eﬁal(GZGl_b!)
L= iR pe 2 A (89@y + bo)? e

(*) Se fosse p =0, la superficie ammetterebbe oo* deformazioni proiet-
tive in 8.
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4 (65,210,565~ —(Tad - 5b2) 44— - Be,,by 6% ")+ ai—b3]
(s'.v“] _)‘_bs)s (ellw-u) b 1)2

1

..|_

by (gyay — by)

a b 1
M=-Le¥*—Le—— 44
2 (e5ay + by)?

2 2 o

4 [Beya,byet™—(5a- Tb3)e )+ 6o,a,b 2~ —af b’]
(590, +by)* (i =—1)*

Nel caso (), possiamo supporre B =1, h =g, € = —
— 3,9, & =¢==1. Si ottiene:

% Ey ﬂa{“-‘v} 1 6"-"
F: _b; 1 —eg, 2" T ﬁHE 1—g et
L=“_1esu+ €109 ezu_i,____g___ 1 Bedv=—2¢
6 2 2.7 5 2 (eHr—gy)
1 et | 9¢

LT W I
xS T 2 2E (@,

Nel caso (f); possiamo supporre B=1, A=s,, b, =¢ga,,

6§ =ej=1. Posto ¢;—sgy0, =4c si ottiene:
i) (u—r) __51_ _c. 1
Eoaalfer ST T

PR (R o, (Tl s T
e \ 14 a, 14t )7

s..a 1 o} —g,a,04 ot
D kil i whot o roi st St 1€-‘-fl+ H

+ - X
5(a’f_oﬁ)30(u—v__2(4a., 8,030+-4¢%)e! ™) (a1 —c?)e*4-2(af—s,a,04-c* )
(1 e{lu—ﬂl)ﬂ




[§77)  SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO €CC. 433
i _& 6o Eg Oy 20 _1_
M= 3¢ |- et 5 -+
2
e
(@3 =)~ —2(2a}-8,0,0+- 2%~ B(af—0 e~ 2} —s,a,0+-¢*)
(1 W sﬂw-—u))a

Nel caso (8), possiamo supporre B=1, h=g¢,, by =s8ya,,
¢ =e=0. Si ottiene:

i V2(dy— a)) op y2(d,—d,)

o—m) ) Bu—t)__ o
e —g, e =—g,

0y 8 4s et —1
L="‘4"e‘+ l!lezu+d+(d 2)@%“_;}——1)81

Elﬂl
M = By 4

Nel caso (6), possiamo supporre B=1, ¢ =28, O, =

e g, et -1
¢! +—2-1-) ez“-]—d2+(d1'_'d3)_g;‘-“_‘ﬁ-#;)T ;

— g0 bpy ST=8=1. Si ottiene:
B = 240 NV
cmr—-u; — sﬂ ) T s “1 ez(u—u} yivts Eﬂ »
— __ du EB l W 4 82 82(‘._“ G 1
L e 4 218 w d, — W‘;"‘a’)—s )
s d, +2 2% - 1
o e 2v 1 e .
4a, + 3 2 DA ay 2 (2" —sy)*

Nel caso (3)s possiamo supporre B=1, h=s;, Oy =5,8,,

&= =g =1 Si ottiene :
'-1- eg[...—u} (01 =ik :‘ ¢y e*u--«:) (e 1 e2lv—w ("1 —g, 690y eﬁ!v-u})
< = —_—
o s 8, € (u—n) ’ a, | 8 e2lv—u) '
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=__i1_ ' 52‘11 2‘. 1 Ca 1 "-';!lE
L y B 4 =

_-_E T S — — 9o,
ot 2 o -+

% 1 6s; 856, 0p 62"~ — (4e, ¢} 5cf) 2~ - ¢} 4-2¢, ¢
2a} (1 —s¢, e¥="y3 )

M=_Il_ P 315291 c‘zu___i )

2

1 (2e,06f 4 cb) e*"—") — Bgy 0, € -} ¢} 4 26, ¢}
2 a? (1 — ¢, e2=")2

Nel caso (e), possiamo supporre o=1, ay=s0a,, b =
=g,0,, e§=¢=1. Si ottiene:

B= 80y e3lu—v) T .E.l__ eBlv—=u)
‘11 l —&, e‘l{u—u:l 1 “'1 ke & ea{r—u} 1

@ e a 1 5 cg o 5(,‘?4"—-1']_ 9z
L= gt 1% Gﬂ 1 (u e LS 1 2
6 + 2 a‘.’f 2ﬂ,f (1 — gy E‘Z[u—r;jg 3
rec 52“‘] G Sl 01 '™ D -‘]._— i) G? -l[u—'l.} + 2 E
M= 6 D 4 e 2 2 aj (1—8 (=02

Nel caso (g), la superficie ammette w® deformazioni proiettive
in s, come si verifica facilmente,

Nel caso (¢); possiamo supporre a=1, ay=s,a,, b, =s,a,,
e =i =1, Posto s=+1, si ottiene:

et (L __ g gumv et ( 2L g, gvv
B s 53 4d

g — ez{u—u: e ] IR & eﬂ{l‘—u ] 1
2
Lz.ﬂ.g“"_l_e'_al M_i_ E201 4
6 4 2 ai

i 1 Bea,0; e~ — (Geyai4-bey) 2 ~— eggayc, € - Baf -+ 2ey0}

2ai (89— eHu—v))2 3
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&0
M= e —2—
1 2ea c,ed" " —2¢le¥" " —Bggye" " + 3af 4 2¢, ¢}
2a3 (g — e2lu=r))2

Nel caso (€) si vede facilmente che la superficie ammette oo®
deformazioni proiettive in s,

4. I inutile esaminare direttamente la soluzione (%) dell’e-
quazione (£) che nasce da (£j) ponendo per 4 e B una coppia
di quantitd complesse coniugate. E evidente che soltanto i casi

a)ay (B)iy (B)2y (B)s possono dare superficie reali. Ora le quan-
tltﬁ d,, d, devono essere reali, come si vede subito, sicchd nel
caso (a); A4 deve essere puramente immaginario; ma allora 4 -+
+B=0 e (a), & un caso particolare di (8),. Non restano per-
tanto che i casi (B),, (B)e © (B)s. Nel caso (B), si pud supporre

A=1i, ag=a,, by=>, =—»A\a, (a, reale) e si ottiene:
1 1 1
IB___)\“1'.:03(1.'.—1:) ? T“lcos(u—v) A

3 i

1
L-—aj‘ilnzu-|— +hlﬂ-] ‘) m

3 1
M=—) 2w+ 3 3 SN
@, sin 2v - -Hal a; — ) 08—

Nel caso (@), possiamo supporre A =i, w=1, by =a,,
y = — Ai. Si ottiene:

PR SIS, WRee
sinfwu—o) ' 1T Nn(w—o) °
. 322 1
= (: Pt
L = a,sin2u - d, R T
32 1

o R o 2 sin*(u—v)

11 caso (B); non conduce piti a nessuna superficie reale come
si vede facilmente.
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§ 78, — Verifiche per le specie B,, B;, B;.
4) Specie B

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B, dipen-
denti ciascuno da due costanti arbitrarie.

Supponiamo dapprima a,b,%0 in (E,) e poniamo per brevitd
(1) z2=@a;by(u—v)—a,by+ay,b,, m=a,byc, | asb,c,—
— b0y .

Le equazioni (#,) e le (8) del § 75 danno

_ A ©1? -+ m — o= Al _G12—M
(2) i MR 2 s (O R S
1 a
(3) U='2j“’sfw (“1“+%—ﬁ) +d,,

g S Sl N St

Se 4 =0, le equazioni (3) devono sostituirsi con
a b
(3)uis U=‘§l"“a+ae“+d:s V=—2‘-‘v’+b,‘u+d2 ;

Le equazioni (4) del § 76 danno

222 —m?

a,b,28 F{—Fy =py" -~

Fy+F,=3B1=3

Ora dalle (2) si deduce

24 i 2c,m 2Am®

e ol a, by z* a, by z®
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sicchd possiamo prendere

24ciz _ 2¢m  24m?
ai by a,b,2 aibiz

Se ne deduce:

£:3 A m* o & 2¢,m 3m?
FI““E%?(“‘”?)*W(&‘*— 2

(4) :
P - ) (O P AL 1 3o deym. . Bmt
F'—“a?sr("l”?) 2a,0, (3"1+ —z——?) :

Ora dobbiamo sostituire i valori trovati nell’equazione (6) del
§ 75. Se 440, si ottiene dopo un calcolo un po’ lungo

A8 242 2
eAl—=r) ['— -E(Gl-i-%)—- fllb (012+61m+m+ )

i 34%a,m 24 (203+ 2m  oymd Sm"‘)_ﬁAa’fb,m

— —

2 @, by 22 28 28
201 3m? ba‘l‘b’ Ac,
& ( )*‘ = *—242(& e )]"
®)
A3 m 24% eymd  md
e (=) fodal pi s ST TRy 1 e SRR i
=t o=) + S (ar—am s a2 ),
34%*b,m 24 26 e,m*  Sm? 64a,bim
z’l R aiby s - + z* T2 )+ zlsl 2

om (26, 3m? 6ajbim de; Am  byni
+( z*)+ - v G Rt |

Se invece A = 0 si ottiene :

Fumint o &ron, Lexdoni di Geometria profettivo-differonaiale, 20
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1 1 1 1
Gm? (—- — b_l) ? + Gﬂ?bf (al —bl)m ?** —

&y
1 ] 1
(B)"  —deim (";; = '31_) gy e 2m(“1d2_b1d1)?.? S

(@b —aibdm 1 ¢z

=)
a, b, 2% a, b,

2. Consideriamo dapprima il caso A £ 0. I’equazione (5)
ha la forma y

c.ﬂu—u} P = e-—A(u—r)Q :
P e Q essendo funzioni razionali di »—w». Deve essere quindi
P=0 e @ =0. Annullando i coefficienti delle diverse potenze
di z nelle espressioni P e @ si ottiene senza difficoltd 1’unica
soluzione di (5) per cui {4 0:
() 6,=0, cg=0a,by, 2d,=2dy =—4°.

Consideriamo ora 1’equazione (b)y,. Si vede subito che vi
sono due modi di soddisfarla senza fare fr =0

@) A4=0, ¢;=0, b, =a,, 2a(d;—dy) =a}—b};

()2 A=, ¢,=0, cg=a,b;, 2a,b,(aydy—byd;)+

tadbt—albd=0.

Nel caso (z) si pud supporre 4 =1, ay=b, =0, Si ottiene:

s a’l e U e T '
p ¢ ) )
i Tu—v ty V—u

_.E_“ 2".._..!..—__,_._.—-—
s 2 U—0 2 (u—v) J
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Qi e Y 1 3 1
MﬂTve e e s u—ov 2 (u—ov) °

I casi (8), e (B); conducono a superficie che ammettono oo? de-
formazioni proiettive in sb.

3. In cid che precede abbiamo supposto @,b,4 0. Non pud
essere simultaneamente @, = b, = 0; d’altra parte, il caso
=0, b,+0 si riduce al caso b, = 0 scambiando « con v,
Resta pertanto il caso 6, =<0, a,4 0. Un caleolo che ometto
prova che, se 4 % 0, non si oftiene niente di nuovo. Supponiamo
dunque 4 = b, = 0. Supposto, com’® lecito, @, ¢, — 2ag¢, = 0,
le equazioni (B,;) danno

8 L = 8%
p=— P v, 1=L,
al o

U:-?w--l—r:,u—l-dl, V=>0bgv+d,.

Dalle (4) del § 75 si deduce subito :

3¢ 40}
Fimmts et utay Py =— L (u—v).
1 ( )! 2 '3152 ( )

Sostituendo questi valori nella (6) del § 75 si deduce :

20,dy 120} 20, a, 40
— 0, (% — ) — e (i Shedentd I AR VESE it K 1R 1
(% —v)— 20,0 b X (u—) 0y % - o "T_a;b, ;
Confrontando i diversi coefficienti si trova :
% i 2a, -+ b,) b,
4c.l‘= al bi ‘ d.z o ( - 2) - ¢

.
2a4

Si pud supporre 2¢, =a,, ag=0. Si ottiene:
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b
ﬁ="'2l(“'_'”)a 1=1,
bB

L-.——-h—u“+b2(u——v)—l—d.l, M =byu -—:;— :

B) Specie By

Vi sono qualtro tipe distinte di superficie dellx specie By di-
pendenti rispelltivamente da 4, 3, 3, 3 costanti arbilraric.

Le equazioni (E;) e le (8) del § 75 danno, posto ¢, =-——1k— :

1 k
(ﬁ) B= ay o — A=) + a, e— I (=) 9 1= a, eAllu=1) + a’eﬁ[u-—vl L]

1 a‘lb 3 W a’ﬂ b‘z 2 B h (ABpm
U=-—~[ s e +A-|-Be +4d,,

k| 24
3 b a, b h
' ag 1 L l 2 23? S (A<-B)v
C e on 7y RS §

v

: e - : 1
convenendo di sostituire » e o rispettivamente a A e ad a

-2%— 24, ge A=0, e similmente se B=0 o se 4--B=0. Osserviamo

che non si restringe la generalitd supponendo che a, 40; infatti,
s ay =0, a,%0, basta scambiare 4 con B e non pud essere
simultaneamente @, =a, =0, Supposto quindi a,+0 si deduce
senza difficolta dalle (5) del § 75:

P — k Shieh aaonl A+B]' i
17 G2+ ag a2+ ag | 0y A—B |
(8)
B
) L PO A ],
g a7 - ag z - ay a, A—B
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dove ho posto, come al § 77,
(9) 2 = glA=B){u=t)

Sostituendo i valori trovati nella (6) del § 75 si trova con
calcolo piuttosto lungo

A+B

v 4242 { —a} B(B* 4 2dy)7® +

+ a, [ 2 (4 -+ 2B) ay yd, +(A--°B)k+(A +ﬁ )Bk——
— 6,0, (4% — 642 B4 12482 — 43&)] 2 4

+ay [_o(aA + B)a,agdy— (24 — B)k + ((""“*“B)“ 1)k4_

(10) 4 ayaq (443 — 1242 B+ 6AB* — Ba)] R,
A A+B
+ﬂu[ ar&daA-{—_;;;- A+B k_%A:;]zz

= b z —al A (A2 + 2d,) 2 +

B
+a,[—2(2A+B)ala,dl—-—-(‘aA—B)lo (’j+g+ )Ak_[..

+ ayaq (449 — 1242 B + ﬁAB‘*-——-Bs)Iz’-{-

‘*“s[—2(44+23)u1%d;—i (4—2B)k— (A‘} —}-?B)

(10) 0,0 (43—6A2B 4 12 4B — ma)] s 4+
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+a [—2%@3_%%:;—%33] E

In quest’equazione :

se AB(A+BY$£0, 7=0;

s6 A+B=0, 7=2h(a,+ a,2)*[4(u—v) (3,2 —ay) —(ay+ap)];
86 B=0, 1=by(ay+a,2)®[2da,a,(u —v)z }a,z—a,];

s0 A=0, n=>bye"™" (ag+a,2)%[2Ba,a,(u—v)z—0a,2 +a,) .

Si vede facilmente che i casi 4 B=0, B=0, 4=0 non danno
niente di nuovo. A tale scopo osserviamo che, se k=0, oppure
B=1b,=0, od infine 4 =b;=0, le equazioni (H;) sono sol-
tanto un caso particolare di (E;). Ora se AB(A4 4 B)=0 il coef-
ficiente di w-—w nell’espressione 7 deve evidentemente svanire.
. Ora cid da, oltre le ipotesi 4 +B=h=0, B=b,=0, A=b, =0
che possiamo omettere in virti dell’osservazione ora fatta, sol-
tanto B=ay =0 oppure A=a,=0; e si vede facilmente dalla
(10) che allora sarebbe necessariamente 7 = 0.

Possiamo quindi supporre AB (4 4 B)+ 0 sicchd 7 =0,
I’ equazione (10) possiede allora quattro soluzioni distinte. Rin-
viando alla Memoria di Cech citata al § precedente, accontentia-
meci qui d’indicare senza dimostrazione le quattro soluzioni che
s0no

(a) b 0y g (A= B)Y, 0y A, 9 s 2BV ;
, ' e 3ai 352 z
(B 4=3B, b=——p, 2=—"2—B 2y=—BY;
1 1
3 |
LR E Tl T e Y BN LT T
ay a;
(1)a A=2B, ay=0, 2d,=—4B*, 2dy=—B*.

(5) Restano da calcolare i valori di f, v, L, M, semplificandoli
mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del § 75. Nel
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caso (o) possiamo supporre 4 =a+1, B=oa—1 [a(a*—1)40],
ag=s,8,, h=4s,, & =6 =1. 8i ottiene:

1 eled) (u -v) elo1) (v=u)

p= o= A s e I e 1= 3 sl-i-s”("*“)

a] € 1 “']" GB(H} !

L 2 (-1 by o(w—1)u . E1%2 oau (a+4-1)
L_Ha.] (o + l)e( = 8:11(&—1)‘g +2a§a° 2 %
Gs, 2= gt 280

ORI
L Lo LTI () WY WY () L W P (@ —1)°
s TP 0 45y Y "I 2

e, *®—?) 2¢, 0t
(6, + € W=9)2 T g T o%u=0)

Nel caso (B) possiamo supporre B =1, a,=c¢ay, h=4s,
6 =ef =1. Si ottiene:

Falae g
T Lt e ! e @ 1t g e
L=_Elf’gbleﬂn_a26362u_e s'eiu___z___
3 By e;‘,{u-—u" 1 1

il -2—‘;? ('1"+ & Gﬁiu-—n])2 ﬂf 1 + 8 eﬂ[ﬂ—u} 1

M = +

E| iy bl l]u { al!bg B“ 1 - '% : 62‘“‘-“"
B 2 1 2 7 2 (1 4 s ct)E

1 1
T @ TR

Nel caso (y), possiamo supporre B =1, a, =8¢, h= 3¢,
& =sf =1, Si oftiene:
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1 ell---'l! 0 2 el:—la
T Lebeet™ ! 7_.-5;_ 14 ge*™ °?

— €ty bl -lu albs il_% B _3._ !
&= 5 - e i e 8550 B R T
3¢ el 3 1
+ — 5 + G B

& (14 8¢ oo 1d-g e !

o b %4 % 1 3s i
! T g e

3 1
a8 1ld-ge °

Nel caso (f), possiamo supporre B =1, a, =¢, h=3s,
s =8 =1. Si oftiene:

B=sje¥", \y =ks et

-~ &by et B vt
L=—— v + e 2-4-3ke
g b
M 1238ﬂl! 8238 e

Dovremmo cercare ancora le superficie corrispondenti alla solu-
zione (B;) ossia le superficie reali che si potessero ottenere suppo-
nendo che 4 e B siano complesse coniugate. E evidente
che cid non pud accadere che nel caso (x). Ma neanche qui non
si ottiene niente di nuovo. Infatti, d, e d, dovendo essere reali,
A e B dovrebbero essere puramente immaginarie, sicchd 4-- B=0.
Noi invece abbiamo visto che il caso 4 4 B=0 non pud dare
nessuna superficie.

C) Specie Bj .

Le superficie della specie By formano un sol tipo dipendente
da tre coslanti arbitrarie,

Cominciamo coll’ osservare che possiamo supporre a,b, 3 0
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nelle equazioni (Hg); infatti se @, =0 oppure b, =0 si ritrova un
caso particolare di (Z,). Le equazioni (Hg) e le (8) del § 75 danno:

cd(u—v} ce-—d{u-—u}

a(u—v)+a .’ ¥ a (u—v) + ay

)

(11) p=

b a, b
U= 2-%62""“ [a,blu2+ (ﬁlb' +a»sbl""- %—I')u'l" 2:4.;

ay by +-ayb, ay by
(12)
V= et [alb,vw (alb,—asb.—“‘—:'-)v+-‘-;% -+
a’bn"-"‘a»ab| S azb' ] '
5 5 +h |+

Se 4=0, le (12) devono sostituirsi con

Bl g Sibataabs oy (@b AL
3 2 2
(12)hil

b by -—agb, . b
V=h~c[a‘3‘u”+al e = LR (H%—’-—I-h)v] + dy .

essendo
(14) S
Sostituendo nella (6) del § b si ricava

2042 4-a} (34° 4 2d,) Vg

a, z°

N - e A=) [ﬁal (“:."1" c) v, 64 (ﬂi |- c) |

28
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64 (af + ¢)
2

._I-

(15) — wj . g die [66: (@ +¢) o

z{

L oA taEArt2d) | AR 2d1)] =0

ay 22 z
dove
1=0 se 4F0,
__oh, 1o vadchoge @ Yaiagh
i (- B e R st e A

0 facile vedere che I'ipotesi 4 =0 non da nessuna soluzione
nuova ; infatti il coefficiente di z nel primo membro di (15) &
allora b,e¢, che non pud esser nullo. Se invece A}0 si ottieno
subito da (15)

c=—ay, 2d,=—4°%, 2, =—4%.

Si pud supporre A =1, a,=0, b, =b, e si ottiene:

ﬁ-“-i cll—ll o eu—rl

T Ty e G Y
NG 1 1 g2y

L-—-?ﬁ (ﬂ'-lblu +k)_ 9 U— Ts' (u__v)g ]

™ ﬂ% 2v v 1 '—_1 3 1
M_Tc (a,blv +k) 7'1'" U—7 _TW.

D) Quadro delle quantita B, 1, T, M, relative alle superficie
che ammetlono wun gruppo conlinuo ad un paramelro di deforma-
zioni proieltive in sé.

Le trasformazioni del gruppo sono
u=u +t, V=1
per le superficie della specie 4, o

?&:N—[—S, ;:U—f—i
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per le altre specie. Le lettere e, ¢, & indicano =+ 1; i casi
¢=-+41 ed e=-—1 sono distinti anche nel campo complesso ;
i casi ¢ =++1, g=-11 sono distinti soltanto nel campo reale.
Le altre lettere indicano costanti arbitrarie.

Specie A,
il f=1, yvy=v, L=2au, M= —u-av®4b.

AB
2% B=1, y=sindy, Lz?uﬂ—i—u, M= —Aucosdv -} b.

8° =1, T="T;"("'""'+Ele_“)1
L -%uﬁ-i- a, M =——-i21—u(s“"—s,r;‘*“") +b.
4° B=1l, Yy=eh";
L::—-Tg-—ka, M = — s ue®? b,
Specie B, ,
5,, ATy

dx

ar d
e O o e av
L=2——F ta, M= {Fie,

dove #—=u—v o F & soluzione dell equazione differenziale del
Quarto ordine

_AF asr @F dF . _[dF aF
T T et P e T (&"52“+3"d7+21'"+1)+

d*I dr ar dr ( . d*F dr
¥ g(w—a)(zﬂ*““)*’fﬁ(zw—a)z"

B B=1, y=F, L=2F+a, M=F+4bv,
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dove F' & funzione di z=wu—9v ed & soluzione dell’equazione
differenziale del secondo ordine

&2F
T + 3P+ a+ 1)F =ba.

Specie B, .

o e (fBee) oo ()

3 dF ar
L= —5"+b+ 5 da:+ V —F—I-u.:!:

.Mh-e*"-{—b—l-—l-ﬁ—u'f +F—a?x;

anche qui #=wu-—v ed F & soluzione dell’equazione differen-
ziale del quarto ordine

SRR AP\ @F @°F
(ke )[2 aF (dx) e

3 [(dF\~% [d*F\3 dF d*F
% "ﬁ“(a;) (@) L o 4(da: +

1l

a® d*F L

dFr N
de

L (a
1
£ dﬁ dF
ra—a)(Z) " +0 20 (3) }+
3 a*F 3 (aF\"'(aF\
tE—) T T\@) @) T

3\ @F SRR
+(F"““3-’¢+—§’ W_F( — 3a 435)—“‘4“
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1 1
dr\ * dF\ T
-+ 2GF(E§) --'203&1(-[1—5) } =0,

80 B=(1—a)F+b, y=aF,

b? 3
L=—au—— + -?u(l —a) F? | 2abF ,

M=v+4 -g—a(l—-u)F2—|-abF;

F & funzione di *=wu—v ed & soluzione dell’equazione diffe-
renziale del terzo ordine

B F : dF dF
S H8(l—a)F* 4 6abF o —2(1 — @) w . —

—2(1l—a)F—b=0,

0] Belal 8 a a2t
! i U—v 7% %— 10
3 a* ab 15
o kgl (u—v)* i +Tb 2
3 a® ab Ls
M=v— B} (ﬂ—-‘b’)‘ % —0 + '?b

S’pﬁcﬂ:& Ba-

¢ (@+41) (u-9) 4 elot1) (o—u)

10¢ p=4am, THT

1— Eg e‘ {'_“)

ab ot g ab 1) 1 (d"*']')a
T T e 1 Vi Bt e

4[— ey (o +5)e =) 4 0 —1]
(L% ot (u-v])a

..|_
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b e2(a41)e 4 ,i‘ig__ a(e—1)o___ (or.;3)2 L

= 2a(a+ 1) Ba(a—1)"

4[eg(a—T7)etv-0) — o 4 1]

3 (1 —gget -0l

132

B=2a e (@) (u-9) _ ¢ o(048) (u-0)

3

1 —et (u-9)
9 e—(%=8) (u-v) __ g~ (2=1) (u=v)
T“—T l_e-l(u—v) !
g (1) (s (“"‘I'l)2
5 (+1)" +2o:---1)2 e

L2 | (@ + 3) (%) _ (a4 6)e* (4=9) — g (0. — 3) 2 (*~*) - 1]

(1 — ¢t (u-o)y2

sy o &b SR e
T%a(at1) Oy Lk (m—1)"B e
+ 2[—e(a—8) ) 4 (a—B)e* ) + (0 —3) 2 ) — 1]
v (1'—'8‘("-9})2 .
19°
eu—v 2; e‘l-‘-l‘
B=20 g amn » 1= 5 Tea
ab N 1 6 e e2u=")
L=-—2--(gﬂil_..sla"“)-—-2—' —|-€31026+ (:I.—-}-:GW )
a 1 ¢ Gee? (v
¥ e N T (T ey
13°
(] [

B':: elc"_“—e““’ 1 T ch—v__sleu—u 1

]
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3a2 1

= gl __ —2u L
L b (p &6 ) + 9 2 (cu—v —5 (,v—u):! '

3a? 1

2 (uu—-v ) 51 eu—ng

M =sb(e**—ee™) 4 ¢c—

14°
o de;  be*" —ae* _ 4s;  ae"—pe
p bk a + bes(u—u}__aﬂlu-—.-, s f ““a + b GSIM}——-B“"_"] 3
% 1 4a (a—b) .
o 2w __ L e S
L =¢gyae be 5 —-——~——-—(a by -
s 4 [Babe® ) — (Ta®--5b?) ¢! (=9 1 Gabe“"‘"}-i-a.“—bg]
@+ (BT 0
4b (a —b)
= Ry £
M = ¢, ae be? 2 -|- W -}
I8 4 [Gabe® ™ — (fnxs£ + 76%) e (“=0) . Gabeit =) — 2 4 b2]
(ﬂ __I__ b)2 (1 i [u—r})z )
15¢

ﬁ R eB{u—-l‘} = ev—r
T 1—p e 0 i Bl 1 —g e ?

a® be=") — 2¢,

— _a_l' 21(___L L [ el
L = be" + 5, g, a 5 —-———-——-—(ea{“_r]_sl)a -

2

; a 1 a®  ellw—) A e
£s T gttt | M W R e S0 1
M = g be* 5a ¢ 5 T T

16¢

1" sl 1
p= 2% ’(1 + e2u="1) + a 1 — edt=") )a

T—it € 1
1= 2e ( 1 + ;Elu-c] it 1 — e2v—") ) )

- PR

L ==b(e““-—|-3s,ez“)——;— —4 (1 —¢a+ta?) 4

e — —
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5 (1—a?) * (“—"—2 (4—s,a}-4a)e! “—")- (1—a?) 2" 4-2(1—s 2 4-0%)
+2 (1 —6‘ (u'—v;)a 1

M =b(e" + Beye) — - +

9 (1—a?)e™—"—2(2 -5, +2a%)e* =" 4-5(1 —a?)e* " —2(1—e,a{-a?)
+ (1 i e‘(u—vl)s

1Erfs

a a
.B= 82[0—-\1)___81 ) Y= eg{u—n}_sl 1

a® a® 4g e —1

L=b(8‘"+2815982“)+Gm‘—4-——2-'-—(zi{-‘r_e-1—32— 3

a® a? 2¢, 62" 4 1
= dv 2v v 7 i (S i e v i
M = eyb(sye" + 2¢¥) +c+ 7 (@ —g)

18°
2a % S8 1
b= 175 &g
€0 4ege™ — 1
; L=.l4... w+g,abe2ﬂ_[_o—2m,
__E_l_ Av _b_lv G+2_ 28,8"(““”)-[—1
ooy 1a ey (63" —g,)%
19¢
gaiu—v] (a + beu-v) 2 cz{u—»u) (a + & bcﬂu—u))
e T — ¢ %9 0 G 1 — s, e X

a® S 1
L=-‘G(B‘"+2ﬁ,62")—-§-—-slb —-E-'—

1 6s,abe®") | (4e,a® 4 5b?) €29 — a® — 2¢,0°
2 (1 — ezlu—u})n )
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dc v 1
M =cfe" + 2, 5e) — 5 —

1 (23102 + b2) e~ | Gabe"=" +- a2 4 2, b

(1 — &, 20—

20°
edlu=v) edlv—u)
f=¢ga ¥, 1 "s PET=I = i gg et

. o u 1 a? 532 (=) __ g’
aboe i i W el Tt Rt sl e
aﬂ e'-’.[“‘_r} + 252

: N |
M =b(28y6" - 35y €*) — 5 — 2 ([0 — e e

21°
3=} (g — ge ") _ e (g — g e")
3 gy — e:"=" ? i 1 — gy e ’
(il du 7
L = b(2e™ - 3¢, ¢ )"‘“g'— g§a +
B _l 8saed ") — (65, + ba®) 2"~") — sz, ae"~" + 3 - 2, 4" ,
oy —
M = b(26,¢" + 36 6) — 2 —
1 2sae¥"" — 2%~ — 8gz, e~ - 84 25,02
B (3 — ¥ y
220
& s ik i S
L cos(u—v) ’ P cos(u—v) '

: it 1
=absm2u+—-2-+a6—-é-m )

3 1

R 1 e
o e ol A ety cos® (u—wv)
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[§ 78, (]
23°
e e e el
oo sin (u—wv) ’ T__sin(u—v) { |
: 3a* 1
L==bsin2u +c¢— R
. 3a* 1
M =bsin2v +4-¢c— LT )
Specie B,
240
a Yol A 1 Pemip
e e » T=5 =) pealon
= 1 B
L = abue® — — — it —_2_(1&-—'0)2 ’
0 A | 1 3 1
g ol i v 2 (u—0)
25
p=afu—v), 1=1,
L=—2aut+a(u—v)+b, M =2au+—;— :
Specie By
26°
Tig (o41) (u=v) e (1) (v—u)
p - -E" —_"_el +ee(“—t¢) ) T s 31+ eS(v—u) ?
b alotuy © _pe(m-tduy 152 gouu
2 a(e+ 1) F Tu+a(ov.-—-—l)tJ + 200
S e Be, ¢ (4-0) 2¢, 0.
2 (51 +c2{u-—|r))3 & + o2 (u—v) :
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| \
! M =a_4:|a__bi.es(a+l)u+ m‘liﬂ e2(x=1)o__ 2_:5, p200
il (d-—l)E 631 Gs {"") 251a
2 (e, + € (u—v})ﬂ sl_l_es{u—r) 7
27
f=a _c—u—n el B e ‘_"ij:“T
1 4 ¢, =" I ¢ e
5 3e. a® ei{u-—u]
T | e __ o "1
L=be"+ce §,8€ 2 2 (T e, A —
1
RETE s R
R + g, e ?
1 3g, a® b=l
N v, [ [ MW e Bt 1
v Sgoi bl fa¢ 2 2 (1 4 e )2 oy
1
2
0 1 g, ="
28*
pos eu—'v L eu—-—u
B—a 1+3189_“ e =2a 1+aleu-—v ]

U

.1".-".: die 2n .E;l.f.?.. 3w ___ —-—i

B 067 oot e Bl ey 80 et
3a®

+ 1+€10“—' )

A=

i §
M =2 (be + ce*') —eye® — —- +- 3s,0? (1_+eTeil‘~T o

3a®
Lo myev™. *




L=bet 4 2L8 33 4 35,00,

. L
M = ce" — ey — —
- 2’

Specie Bg
30! 0

. 1 3 1 B | :
L= (bﬂs-i-ﬂ) esﬂ -—T ———2—- (u_v)s b g u"'_'f‘ 1

Crpctiry ey WO T Bl ake s “_1_‘, :

2 2 (u—op



Carrroro IX,

QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE ¥ (C).

§ 79. — Trasformazione delle equazioni fondamentali.

In questo Capitolo riprenderemo le ricerche geometriche ini-
ziate al Cap. III relative all’intorno d’un punto; in particolare
dimostreremo un teorema di Moutard relativo alle coniche osculatrici
delle sezioni piane. Oltre diversi risultati nuovi dimostreremo del
resto anche qualche fatto gia stabilito al ricordato Cap. III col-
I’uso di coordinate particolari (asintofiche), dandone, a base delle
formole dedotte al Cap. VI, I’espressione valida in coordinate
curvilinee qualunque. Cominciamo con una (rasformazione delle
equazions fondamentali (Cap. 11 § 14 A)

Ly = Eaf‘lxl + amx + Prs X
& = — Zay, & + @,,8 + =, (*}
e precisamente dimostriamo che esse equivalgono alle

1
— an -+ F_.‘ = Fom
dﬂ T = 2_—._— da _i_ e "“‘}ra dﬁ'. B u,

_'F:! "
7. 7 Dz + FyX + Pax ,

bt Supporrom'o al solito che il fattore delle coordinate @ sia scelto in
modo qualunque, Si avvertird esplicitamente quando si vorranno usare coor-
dinate e forme normali.
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(1)
2 dF F
o  fimemes 4 3] 9 '
d’E £ 2—d£+52‘&" dura s + FSDe _{_ F’E’*" I[e -
T, T,

dove, si ricordi
P =2p,du.du,, I =2Zx,,du.du,,

3%u, sono i differenziali secondi contravarianti (Gaﬁ. I1§9 A), Dy,
sono i differenziali coniugati (Cap. VI § 56),

Dz = x,Du + xqDv, D= § Du -+ §Dv

F; e r‘a‘mldur d'u': Dﬂ; (Oap' v'[ § 57)'

Infatti & evidente per la definizione stessa dei differenziali
secondi controvarianti che le equazioni ricordate possono mettersi
sotto la forma

d*x = Bx, 8%, + Zaf, 2,du,du, - Fo X 4 Pz ,
d*§ = X§, 8%, — Za, & du,du, + F,E + 11§

sicché per provare le (1) occorre soltanto verificare le identita

1 dF, 29, du, 3%,

(@) Zw, 8%u,= 5 7, dx 7 Dz ,
(2)uu 2, 0%ug = %‘ ‘i:;g d§ + a}]&,.,;*a:, i Dg |
(8) Yay, x;du, du, = % de —e ﬁ—jDa’ :
B Sat, & du, du, = + % s %’,1:- DE




{§ 79 QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X (&) 459

I ci basta dimostrare le (2) e (3), le (2)y, € (3)u, dimo-
strandosi in modo perfettamente simile.

Supposto F,zo (*) i punti dz e D sono linearmente indi-
pendenti, essendo (Cap. VI, § 56, (5),)

€

F,=>0
2 <0 2
e quindi i punti @,, 2, e dunque anche i primi membri delle
(2) e (3) ne sono combinazioni lineari, cosicché possiamo porre
S, 8% = Max 4 N Dz,
(@)
Say, @, du, du, = pdr - p' Dx |

dove A, A", p, p’ sono incognite da determinarsi. A tale fine
moltiplicheremo le («) per d§ oppure D, osservando che

Swdé = —aydu— audy |
S, D =—ayDu—auDv ,
Sdadé == —F,, SDxD§ == — Zay, Du,Du, = sF, (Cap. VI § 56, (5)),
SDxdt = — Eay, du, Du, =0 .
Troviamo cosi :
— Ya, duy, 82y = — ANFy , — Ba, Du,d%u;, =e\'F, ,
— Yt ap du, du, du, = — Zt, duydu, du, = — Fg = —pFy |

— 3a,,Du,du.du, = — Fy = s Fy .

/

(*) Soe Fy==0 le formole da dimostrarsi perdono ogni significato. MHsse
si possono in tal caso sostituire con altre formole analoghe. Cfr. piti avanti
il § 84,
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Per dimostrare le (2) e (3), occorre vedere ancora che
S, dliy 8 = —- dF
Ha“‘ & H‘ — ‘—2"' 2

Eﬂu Duh az‘u‘ = — E'o‘"du,. 89'%, .

Ora la prima di queste due identitd & gia scritta al Cap. II § 9;
per dimostrare la seconda basta scriverla nella forma:

B2y, Dt 4 @10 DY) + 8%(a19 Dt +- gy D) = — J[A] (dud®o — dvdPu) ,

e osservare (§ 56 (3)quawr ) che

| %

du = —

|

1
] (@ Du + agy Dv) , dv = HTl (a3 Du -+ ayy D) .

Y

/I

Le formole (1) sono quindi dimostrate.

§ 80. — Il teorema di Moutard.
4) Un lemma.

Fissato un punto O di una superficie non sviluppabile S e
in O una tangenle non asintotica t ad S, il luogo delle coniche oscu-
latrici (*) in O delle sezioni di S mediante (ulti i piani che pas-
sano per t & una quadrica non cono (**) che diremo la quadrica di
Moutard appartenente alla tangente t.

Ricordiamo dapprima il teorema (Cap. I § 8): Indicando
con @ le tre coordinate omogenee dei punti di una curva piana ¢

(*) a contatto cinquepunte.
(**) Se S fosse sviluppabile, la quadrica di Moutard sarebbe un cono.
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e con & le tre coordinate omogeunee delle rette tangenti di essa,
e scelti i fattori arbitrari delle @ o & in modo che sia identicamente

(1) | S (dxd?§ — d*xdi) =0,
la polare del punto
ro 4 ryde b orod?a
rispetto alla conica osculatrice a € in z o
rof -+ rdé’ 4 rpd?f .

Per il nostro scopo abbiamo bisogno di generalizzare questa proposi-
zione alle curve piane nello spazio. La modificazione dell’ enunciato
¢ evidente: Se con x indichiamo le quatlro coordinate del punto mo-
bile sulla curva piana C, e con § le quatiro coordinale di un piano
scelto ad arbitrio (*) fra i piani langenti a C in X, il piano

roé + rydg’ 4 r,d?¢
contiene la polare del punto
7o + rdax 4 rodPe

rispetto alla conice osculatrice a C in x sempreché sia soddisfalia
lungo C la (1). Infatti, se il piano di € & un piano del tetraedro
di riferimento, il teorema si riduce subito al precedente; d’altra
parte 1’enunciato & evidentemente indipendente dalla posizione del -
tedraedro di riferimento.

B) Dimostrazione del teorema di Moutard.

La proposizione ora enunciata, insieme colle formole (1) del
§ 79, permettono non soltanto di dimostrare il teorema di Moutard,
ma anche di serivere 1’equazione della quadrica di Moutard in

(*) purehé diverso dal piano osculatore in @ a C.



462 CAPITOLO NONO [§ 80, B)
coordinate curvilinee qualunque. Precisamente dimostreremo che:
Se i differenziali du; si riferiscono allo spostamento infinitesimo
lungo la tangente t, il piano polare del punto

Y = po% + p1d% + py Do + gy X

rispello alla quadrica di Mowtard appartenente a t & il piano

N =0y& + 0,d¢ 4 0, D 4 o5 E

dove

2 Xa,,.du,dw,du, du; 2 F o, F¢ II—P

2 T Iy
L4 (b - il 3 F‘ Py Bo= P2~ 2SF"P3’ O3= Py,

e inversamente

2 J'"
i Fo=°u—-5—F—:°1 02 .
2 B, du,.du,du,du, 2 Bt P—[l)
+(-—-§' 7 _THF‘E-FJE 7 + 7, %35

( bis

v I
91"°1+3F: 3 Pz*“s_zsjmcas ['3 = O3 .

Prima di passare alla dimostrazione delle (2) (*) osserviamo che,

(*) le (2)us sono conseguenza immediata delle (2).
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se escludiamo il caso J =0 delle rigate, la prima riga delle (2)
@ (2)y, pud scriversi pitt semplicemente (*)

2 F 71
°nmpu+??:'91+2'@%i’s+

B A8 ok 2e XY, Du, . Fy 16 F3
*(?7ﬁ_?”ﬁ?__9m+“'

b (% % + Lp") . du, ds,
+ Pa,

Fy
(2) ter

2 F 74
Fo =50_TF—:GI—2-F—:G‘+

1 dJ Fs 25 E(P‘Du‘.li‘a 16 .E?
*%*?Tﬁ+?*ﬁ“ TRt

03.

R e
X (Tz’ ":i" = "]’) .y, dut, du,
F,

Inoltre segue subito dal teorema che dimostreremo che il punto
Po® A prdz + py D2 - pyg X
sta sulla quadrica di Moutard se

4 F y
2pops—Fa (bl —fi) + - b+ g pas +

(*) Basta ricordara dal Cap. VI le formole § 57 (4), § 58 (1) o (8)ter -
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“
zqunur

2 Da, du, du, du, du, 2 Ji %
ey 7 ~gathwt—a—t

()) Dimostrazione.

Veniamo alla dimostrazione del teorema di Moutard. Nell’ap-
plicare il lemma del § 80 A al caso di una curva piana C tracciata
sulla superficie S possiamo scegliere per il piano § il piano tan-
gente a 8, prendere ciod & proporzionale a & L'identith (Cap. IT
§ 13 B)

8 [dad? (pf) — a* 2d (p§)] = 2pFy — 3dpFy
dimostra subito che la (1) & soddisfatta ponendo

2 (F
[ 3 R.’
Giesre e

" Il lemma ci dice pertanto che la polare del punto
Y= 1%+ ryda 4 rodiz
(*) Se JF0, cid pud seriversi
J Woro ok T Py
2pgps— Iy ( P?—"&PS) + g ‘ITE PPyt 4 "]‘,TJ" Pafa+
’ ° ]
1 dJ Fy 2 29 Duy. Fy 16 I}

z (% J—; -+ ¢ )anl duy dug
+ 7 —K ] ia=0.
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rispetto alla conica osculatrice a € in « sta nel piano

2"1*

nN= ("‘Qe‘r -I—f;dé +9‘sdEE’)

ST 2 F, 4 P

l’“* TRt (Fert TR
+(r-{ 1:: )d&-}-r,d“

Sostituendo ai differenziali secondi d®z e d*§ i valori (1) del § 79
troviamo che

5 dFy + F,
Yy =(rg+Pro)x 4|1+ R dx +

29, du, 0%u, — I

+-¢ FF rgDx 4 FargX ,
2 :
F 2 dF g -
["n+ "'1+ (ﬂ 4l . F:'{'“'g—"?)fs]&"i'
-% dFy - —;- Fq
-,[- f1+ 7 r’ de*{'
2

e 29, du, 8%, -+ Fy

FE f’.DE—E- Fgraa.

Ponendo

Y =po®+ prda + pgDx + p X,

N = 64§ + 0,dE + 6, D 4 0, E ,

sard pertanto :
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5 dF, + F,
po="to+ Pryy, py=1+ 7 Ty »
P
29, du, 8% u, — Iy
Har== NF n"’21 ps=Fyry,
2

2 F, F. 4 B
ik R (ol o S0

1 1
-5 Wy + 5 Fs e oy g 2.8, + Fy
Fn 21 2 Fs =

e e e

03=Fs?‘2.

Se ne deduce :

2e F
O3 =pg, Op=py+ 7, "a=Ps+23ﬁ,Psa

2 F 2.
%5 =M 3 F: To = ) 3 F;Pﬂ.a
P 2 dF 4 I
% =po+ 5 ——F:r1+(ﬂ N e T _Fé)fzm

Queste equazioni equivalgono alle (2), Vale infatti la formola (*)

(*) Noi la dimostreremo fra poco.
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'zdFu—%ng.Fg;:

I
|
I
]

(3)
= F Sty du, du, duy dug + 36 30 dus 28 ug . Fy (%),
) 1 1 o] dl] v
2d By — - (B Py + Py 7) Fy=
(Bhll

= — g% [Fg Epi Dieg — 8 2y duey 3° 1y ]

in virti della quale

E'dﬁ 1 FydFy 2 dF; Iyd Fy

e S S R
2 Bapa dus dug dug dug Py
= ‘g‘ Fg -+ 2.}}5‘.-, dﬂ'q- 22 Uy . —ﬁ‘

sicché :

v !

7
g0 = po 5 ﬁ P+ 2¢ -;:—:33.-.dm<b’u. ra -
2

2 Batpsq dity dug dog duy 2 i Lo
-+ ( P — e . — "-'9— -F_‘;— rg =

r

= 2 B Fy
=p 3 -ﬁ-91+2—ﬁrm+

2 Sapsis duy dug dug dig 2 FB Fa — P
+(§‘ 7 eyl T +25Fs+“—‘—;*—* pa

che & appunto 1’ ultima delle (2).

(*) Se J#0, la formola pud seriversi (cfr. Cap. VI, § 56 (3)is e § 58 (1)).



468 CAPITOLO NONO [§ 80, €

Il teorema di Moutard si prova ora subito (¥). Infatti, nelle
(2) non compaiono i differenziali secondi, sicchd, variando la
curva C in modo che il piano di essa passi costantemente per la
tangente fissa ¢, i coefficienti delle (2) non mutano e le (2) defi-
niscono pertanto una correlazione fissa fra il punto y e il piano 7
che gode la seguente proprieta: Scelto comunque un punto y dello
spazio, le polari di esso rispetto alle coniche osculatrici in @ a
tutte le curve piane di § che toccano ¢ in a stanno nel piano
n corrispondente a y nella nostra correlazione, Il luogo delle
dette coniche osculatrici @ pertanto identico al Inogo dei punti
incidenti ai piani loro corrispondenti nella correlazione, lnogo che
&, come & ben noto, una quadrica. Ma la correlazione definita
dalle (2) ¢ appunto la polarite rispetto alla quadrica dei punti
d’incidenza, Infatti dalle identitd subito stabilite (cfr, Cap, II § 12
(10), (18)p10y (2as § 16 C (D ecC.).

S.’BEzO, Sxd&:O, S;{!DE:O, S.‘EE=11

Sdx . & =0, Sde.dé = —F,, Sdz.D¢E=0, 8dz.E=0,

(4)
8Dz .t =0, SDx.dt =0, SDz.D¢=¢eF,, SDz.E =0,

SXt=1, SXdt =0, SXDt¢ =0, SXE=Q=—K—J
si deduce subito che la correlazione definita dalle

8, = by + bupy + bape + baps  (r=0, 1, 2, 3)

(*) Il teorema di Moutard si potrebbe anche dedurre semplicemente
dal lemma : Se due superficie hanno in un punto O un contallo del secondo
ordine, e se un piano le interseca in cwrve che hanno contatto del quarto
ordine, ogni cwrva situata su una delle due superficie che tocea in O la se-
adone piana ora menxionala ha pure eontatto del quarto ordine con Valtra
superficie. Infatti basta applicare il lemma a S ¢ a quella quadrica che ha in
O contatto del secondo ordine con S e che passa per la conica osculatrice in
0 a una delle curve (. Il lemma si dimostra subito se si prendono il piano
della conica e il piano tangente come due faccie del tetraedro di riferimento
». Ma per lo ricerche che seguono (Cap. X) abbiamo bisogno dell’ equazione (2).
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¢ polaritd rispetto alla quadrica dei punti d’incidenza allora ed
allora soltanto che

by Fy 4 by, =0, — ebyFg 4 by =0, bys + by =0,
boo + Qbgg —bgg =0, by + Qby; + by Fy = 0,

condizioni dalle (2) tutte soddisfatte,

| Resta da provare la formola (8), B

aly = d Zary duty digg dt; =
~+ Z @i drty dutg duy diey 4= 3 Baapg diey dies 2% 1y .

' Moltiplicando per Fs = Bagn dug dwy, risulta :
Fyd Fy = Fa Baypgy diey dug diey dieg 4 820, iy, dity dieg drg dug 8% wy .
Sottraendone 1’ identitd
-g~ dFs . Fy = 83au dui 8* s Bttry dtey dits dit; =

= 38X arg ap dur dug duy dug 8° wy
8i ricava:

ngFs —-g- ng . Fs: ngﬂrlﬁ dupdug du, du( B

+ 3 Batpy @in dur duy dug (2% aty duyx — dog 32wy, )
da cui si arriva tosto alla (8), essendo

Bayg i Aty diy deyg (8% wy duy — digy 2% up ) =

=—¢ m(du B v — dvd® u) B arg ain duy dug diyp = (%)

——

(*) Cfr, Cap. VI, § 67, (8)ur.

Fumxt o Eron, Lexioni di Geometria profettivo-differeniale. . 81
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= eM(du 22 0 — dv 2% w) Dby aqn dun duy dug =
=& 3 s dtty 8% s Bbyys Aty dtty dug =
=& 2§y dur 2 s 3 «
Nello stesso modo si dimostra anche la formola simile alla (3)
WaF— 3 AR =

(3)tar
= o Bbysey diey dres duy ditg 4 82 8rs diey 8 05 . Fao (Y}

§ 81 — Le corrispondenze . (™)

A) Loro definizione.

1. Studieremo al prossimo Capitolo la posizione delle quadri-
che di Moutard appartenenti alle diverse tangenti ad una super-
ficie in un suo punto fisso. Ci occuperemo qui di alcune corri-

, spondenze biunivoche fra la stella dei piani passanti per un punto
fisso @ della nostra superficie S e il piano § punteggiato tan-
gente ad S in @, che ci saranno utili per lo studio accennato. Pre-
cisamente indicheremo con X (c) (***) la corrispondenza in cwi al punio

To® 7, @y + ra %y

(*) Se JF0, essa pud scriversi
ngFQ--T} (Sdﬁ’g-}-F, _“J{)F;=
(3)qultlr
= — Fy (Fg 241 Dug — 3By duey 8% uy ).

(**) Le corrispondenze X che qui studieremo sono state introdotte da

Cech nel Casopis pro pest. mat. a fys., t. 50, 1921,
(***) ¢ essendo una costante arbitraria,
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corrisponde il piano

80& + 8§ + 826y,
essendo

Il

S b 2¢
roiry ity = | 8, a8 8, — -—3-—Ea,k,s¢shs,. J

(1)

18 El‘.’f-“e‘sk 8 }:a“ 8; 8x

e quindi, come si vede subito :

2¢
30:81:85 = (ruza‘-k i’, 1‘,‘ + ‘g‘ Eaﬂ;r‘rkr; H

(l)hil
iy Bag T, i reSanrry .

471

Dalla definizione si vede subito che ogni £ (¢) ha significato
intrinseco ed invariante. Anzi, il confronto di (1) e (1), dimostra

che ¥ (¢) ® anche invariante per correlazioni.

B) La polarita di Lie.

12 pure evidente la proposizione: la corrispondenza ¥ (0) @

subordinata alla polariti rispelto alla quadrica di Lie (*).

Se 8 &

una quadrica, tutte le ¥ (¢) si confondono con X (0); in caso

opposto, esse son tutte diverse (**),
8i pué dire anche che la corrispondenza X (¢) associa il punto
ro & -+ r de

al piano
s0E 3ldf|

(*) Cfr, Cap. III§ 21.

(**) occettuati gli eventuali punti di S dove tutte e due lo asintotiche

avessero simultaneamente un flegso.
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50
20
ru:?'1=(FNu— 5 Iy 81) 1 Fas,
(1) ter
2¢
8= ( Hare 4+ TFsﬂ):st'l.

Scrivendo qui Du; al posto di dug si vede che la £ (¢) associa anche il
punto

7o @ + 72 Do
al piano
80 =+ 52 DE :
50
2e '
s ( Fgs0 4 5 Fass) : Fass,
(l)quater

8 Bp = (F:‘J‘u— —23-‘9— F;i"g)IFg?’:.

() Corrispondenza di Segre.

La corrispondenza X (— 3) & la corrispondenza di Segre gia
studiata al Cap. IIT § 22, Cid si vede subito scrivendo la (1)
in coordinate asintotiche e confrontando con le equazioni del citato §.
Ma si possono anche facilmente trovare direttamente le equazioni della
corrispondenza di. Segre, definita geometricamente al 1. c., in coor-
dinate curvilinee qualunque :

Infatti, la corrispondenza di Segre associa evidentemente il punto
(EdEA®E) al piano (zdzd®z). Ora dalle (1) del § 79 si deduce

E rs " s 's /
(dramp=s BT caeng + 1 @atn)

E&n dﬂr B° Uy — 1’1;

T (zdaDg)+ Fy (zdaX) .

(xdad®a)=e

Ora (Cap. II, § 12 B (16))

(edeDae)=(z, &1 du+ zade, g1 Du+ w2 Dy) =
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= m (du Dy — dv Du) E ,
(EdEDE)=¢ V4| (duDo — doDu) e ,
siccht (Cap. VI § 56, (5)uw)
@) (@daDa) = —eFsd, (EdEDE)=—Fyz.
D’altra parte, essendo (Cap. II, § 14 A, (8) e (4))
SzdE=8XdE= Sz DE=SXDE=0,
8i possono determinare X o p in modo che sia
(edeX)=2rdE+pDE.
JMoItiplioando per dx, oppure per Da so ne ricava (cfr. le (4) del § 80)
A=0, eplFe= S(z,dz, X) Dot = — (2, dz, Dz, X) .
Ora dalla (2) si deduce:
@deDe X)==S (gd2Dg) X =—cely SEX =—sFy ,
gicohd si trova la prima delle identitd
(2)b1s (z, dz, X)='DE, ', d, B)="eDz;

la seconda si dimostra nello stesso modo. Dalle (2) e (2)us segue tosto

(@, d, d® @) = (F5 — 20pdup 2t ) E+ Fa DE
(3)
¢ (E, dE, A*E) = — (Fy + 29 duey 22y ) @+ Fy Do .
Posto
(EAEDE) = E+re Dz, (wdzDa)=sE+ s DE,

8i vede pertanto che
S0t 8s= (Faro+2Fyre): Fary,

Confrontando con (1)quater si vede che la corrispondenza di Segre coincide
con X (—38) come abbiamo enunciato.
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Tutte le proprieta della corrispondenza di Segre segnalate al
Cap. III § 22 valgono tali e quali per ogni X (c).

D) La corrispondenza di Moutard.

Un’altra corrispondenza notevole & la X (1) che diremo
la corrispondenza di Moulard. Essa fa corrispondere ad ogni punio P
del piano tangente ad S in x il suo piano polare rispeito alla
quadrica di Moulard appartenente alla tangente (xP). (*)

Cid si vede immediatamente ponendo p, = py =0 nelle (2)
del § 80 e confrontando con la (1), § 81.

Dalla definizione delle X (¢) si vede subito: I piani corrispon-
denti nelle diverse XL (¢) ad un punto P scello comunque su &
formano un fascio intorno alla langente coniugala a (xP); tal fascio
¢ proiettivo al sistema dei valori di ¢, il piano & stesso corrispondendo
@ c=oc0, In particolare, scelio su & wn punto qualsiasi P, ed
essendo T, Ty, Ty ordinatamente i piani corrispondenti a P nella
polarite. di Lie, nella corrispondenza di Moutard e nella corrispon-
denza di Segre, il birapporto (§y, 7y ms) @ uguale @ — 8; e cor-
relativamente. (**) '

Daremo tosto (al § 83) una definizione geometrica della
corrispondenza E(-—— -—3—) Ci saranno pure utili, per la costru-
zione delle quadriche di Moutard appartenenti alle diverse tan-

genti ad 8 i @, le corrispondenze X (—g-) e X (_ _z.)

£) Proprietd delle corrispondenze X per le rigate.

Abbiamo gid osservato che le proprieta della corrispondenza
di Segre segnalate al Cap. III § 22 valgono tutte per ogni
Z(c)(c+0). Qui aggiungeremo ancora qualche altra proprieta.

(*) Invece nella eorvispondenxa di Segre a P corvisponde 4l suo piano
polare vispetto alla quadrica di Moulard appartenente alla tangente confugata
alla (xP). Cid si vede come nel testo, usando la (1)quater al posto della (1)ger

(**) Be il punto P sta su uma tangente di Darboux, i piani w0, mar, =us
coincidono e il birapporto ¢ indeterminato.
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In coordinate asintotiche le equazioni (1) e (1), di X (¢) sono
(quando '

rox +r1xu +?‘2$‘, 3 80& +aleu + sﬂer

siano un punto e un piano omologhi) :

4) Foilyirg = [303132—-5" ([33?4—132)] s 80g 04,88,

¢
8p:8,:8 = ["u"l"e =+ 5 (Bri + 'l"g)] rirginyrg.,

Se By z 0 (in un punto generico di una superficie non rigata)

la corrispondenza X(c) (c40) é cubica; se invece p. es. B =0,
Y40 (in un punto non flecnodale di una superficie rigata), la
corrispondenza ¢ quadratica. Cominciamo lo studio col considerare
un punto generico di una rigata; sia pertanto B =0, T§0 (le

» cost, essendo le generatrici).

Dimostreremo che: Ad wun fascio di piani, il cui asse passa
per un punto X di una superficie rigata senza esservi tangente alla
rigata, corrisponde in X () una conica situala nel piano & tangente
alla rigata in x; lale conica passa per X, locca ivi la tangente

all’ asintotica curva, e la sua owrvalura in x é il prodotto di —2;—
per la curvatura dell’ asintotica (*); (in particolare, se ¢ = — _g.. .

la conica e U asintolica hanno in x contalto del 2° ordine); la conica
inlerseca la generalrice dellx rigata, oltre che in X, in un allro punto y,
e la tangente in y alla conica é la polare del fascio di piani (cui
corrisponde la conica X (¢)) rispelto alla quadrica di Lie (che, si
ricordi, coincide con I'iperboloide osculatore).

(*) In apparenza, introduciamo nell’ enunciato un concetto metrico, quello
della ewrvatura della conica e dell’ asintotica. Ma basta osservare (il lettore
facein la facile dimostrazione) che: Se due cwrve hanno in un punto x la
stessa tangente ¢ lo stesso piano osculatore, @ rapporto delle loro curvature
i X non muta per collineasiond.
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Corollario : Dato lungo una generatrice di una rigata U iperbo-
loide osculalore, per determinare la corrispondenza E (¢) appartenente
ad un punto x di questa generairice, basta conoscere la curvatura
in X dell’ asintolica curva della rigata.

Al fascio di piani d’asse

807=01 8 + Gy 8y

carrisponde la punteggiata dei punti ryz -+ r,a, 4 rya, dove

e
Toif iy = (axﬂ’f + 098, 8 — ?35)33?”133
situata sulla conica

e
ry (rg — @ 1y — ay1y) + ?T =0,

Variando ¢, tale conica descrive un fascio cui appartiene la retta
ry =0, ciod la generatrice (x,), contata due volte, e cui appar-
tiene pure la conica spezzata nella retta »; =0, ciod nella tangente
(@ x,) all’asintotica curva, e nella retta r, = a;7, 4+ ayry,
che si vede subito essere la polare del fascio di piani rispetto
alla quadrica di Lie. Resta a dimostrare cid che si & detto sulla
veurvatura in 2 della nostra conica, Il lettore vedria facilmente
che le curvature in z delle diverse coniche del fascio (ottenuto
variando ¢) son proporzionali a e, sicchd dobbiamo provare sol-
%, la conica ha in @ contatto del secondo
ordine con I’asintotica w =cost. Ora un punto dell’ asintotica
vicino ad x &

tanto che, se ¢ = —

a;-{—x“dv-k-%a:“dv"-—}-...:
1 2 1 dv?
=\1#+ 5 ud®+ ... )2+ \54d* +... )2, +

+(dv—1——;—0,,dv"+...) e +(...)x,




.

T e
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1 termini trascurati essendo divisibili per dv®. Posto: pertanto

1 1
fu=1+?‘p22dﬂz+..., r,=-§-‘;dv"+...,

ry=dv 4 %-O,dv“-{-...,

ed osservando che allora

¢ 1 ¢ $
ry (ro— ayry —agry) + —g-?’g =1 (-:3" +—§')d?" +eey

risulta evidente cid che si voleva provare. o

) Proprieta delle corrispondenze = per superficie non rigate.

Consideriamo ora invece un punto generico di una superficie
S non rigata riferita alle asintotiche, sicchd By z 0. La retta

(#w,) genera, se Vv solo waria, una rigata R,; la retta (xz,)
genera, se u solo varia, una rigata R, Le rigate R, e R, sono
pertanto ¢ luoghi delle tangenti asintotiche lungo wna curva asinio-
tica dell’ aliro sistema; moi le diremo le rigale asintotiche di S ;
R, sard la prima, R, la seconda rigata asintotica. (*)

Dimostriamo che: Dafo un piano { passante per un punto X
di una superficie non rigata S, per delerminare il punto z che
corrisponde a { nella corrispondenza X (c) appartenente a S, si
cogtrniscano i punti 2z, e z, corrispondenti ordinatamente a (
nelle corrispondenze X (2¢) (**) appartenenti alle rigate asintotiche
Ry e Ry: il punto cercato z @ il coniugalo armonico di X rispetlo
ai punts z; e Zy.

(*) 11 concetto di rigata asintotica & dovato al Wilezynski (osculating
ruled surfaces); ma il teorema che segue & di Cech.
(**) Con 2¢ al posto di e; I’ osservazione fatta a pag. b riga 6 della

Memorin di Cech: L'intorns @ un punto d’una superficie considerato dal
punto di vista profettivo (Ann. di Mat., t. 81 (3), 1922) non & corretta.
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Corollario: (*) Le corrispondenze ¥ (c) sono completamente
determinale dalla X (0) (che, si ricordi, & subordinata alla polarita
di Lie) e dalle curvature in x delle due asintotiche. '

Per fissare le idee, supponiamo che il punto z di 8 corrisponda
ai valori u=wv= 0 dei parametri. La rigata R, & generata dal
punto

&+ ux,, dove u=0,
variando % e ». 1l suo piano tangente &
&+ ug,, dove u=0

dove il fattore di & -- u &, gid associato al fattore di « 4- u @,

al solito modo. (**) Calcoliamo le forme F, e Fy per R, indi-

candole con F{ e FY. (™) In tutti i calcoli e formole riguar-

danti R, si deve sempre porre u =0; si prega il lettore

di ricordarsene, anche se omettiamo di rilevarlo nelle notazioni.
I8

F‘,”m—Sd{w-I- ;mu}d(e-{“ ‘TE") s

= — 8 [(@ + way X) dv + @ du)] . [ + wayE) dv + E,du] =

= 2a,du dv — u® Qdv?, (W)

La R, essendo rigata e le v = cost. le sue generatrici, la forma
I si pud calcolare (****) dalla

1‘1?! —] ——;—- S (_.6—‘#. ?-Ej —_— —azy alv) dvag

(*) Bi ricordi il corollario del § 81 E.

(**) Cfr. Cap. IV, § 82 B.

(***) Per il nostro scopo basterebbe calcolare soltanto per u=0; ma
pit tardi avromo bisogno anche dei coefficienti di .

(**+**) Bi ricordi che @=SXE.

(o) Cfr, Cap. IV § 31,
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dove
; y=z+;xu, 'Q=E+1TE“.

Derivando si trova

ay - 0*y =
—cﬁ =, +uapX, 38 = Bt wag (X, 4+ 0,X),

0 P 82 er - —
"52 =§ +uapE, ‘372 = 6o + uay, (8, + 6,5).
Ora per le equazioni fondamentali
Ty =T, ‘I' Bua'u + Pap @, enu T _'feu + oueu + “22'51

1
X, =la+ E:; (Tga @ mm“-'r) ’

3 1
= lnﬁ 4 'E;‘ (Pgaeu + ll-mﬁu) 3 (*)
12
8i trova percid :

8811

—3 = ay [1+u (Fn — Paa + 0,9) + ulayky],

o

S

l

5

v

QJ

{3

Q::

S50 2 gy [— 1 4 W (paa — g 0,0) + Warely]

Ricordando 1a (4) del Cap. I § 16 A si arriva dunque anche
alla seconda delle formole

ﬂ" = 2“1:6‘6 dv et ;2 9 dxﬁ 3

(6) FP =ay |1+ % (1 + 0.7) + -;— uagy (\g—1y) | do® -

""---._.______

(") B poe=ypes, mga=res, cfr. Cap. II § 14 C.
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dove wu =0. (%

Similmente si trovano le forme fondamentali di R, :

F§ = 2a,, du dv — v2 Q du?
(D)t

F'=ay | B+ v (B + 6,8) + '%'_va“m Ay —1y) | du®

dove v =0,
Per u=v=20 le (5) o (5)y, si riducono a
FP =2a,dudv, FY = a,,d®
PP = 2a,dudy , FP = a,Bdv?

che permettono di scrivere le equazioni delle ¥ (¢) corrispondenti
& Ry e R,. Confrontando con la (4) che da le ¥ (¢) corrispon-
denti ad 8, si vede subito 1’'esattezza del teorema enunciato,

(*) L espressione trovata per %’ mostra ohe il coniugato armonico di
 rigpetto ai punti flecnodali di R, &

(YN ~+ ﬂnT) P 2'{ g

ossia

1 dlog (asay)

Ty =— ——

@
2 du

P 3

che & un punto della (seconda) direttrice di S, Il risultato enunciato al
Cap. III § 26 B e dimostrato al Cap. IV alla fine del § 87 & cosi con=
fermato mediante calcolo diretto.
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§ 82 — Le corrispondenze ¥ appartenenti
ad una generatvice di una rigata. (%)

A) Trasformazioni birazionali 2 (¢) nello spazio,

Le corrispondenze X definite al § precedente appartengono ad
un punfo @ della superficie in considerazione, riferendosi ai punti
del piano tangente § alla superficie in @ ed ai piani passanti per .
Consideriamo in particolare una superficie rigata R (non svilup-
pabile) ; fissandone una generatrice p = (yz), ® chiaro che le
corrispondenze X (¢) (¢ fisso) appartenenti ai diversi punti di p
8i possono riunire in una corrispondenza birazionale che si rife-
risce a tutti i punti e piani dello spazio: per costruire p. es. il
punto che corrisponde ad un piano scelto comunque nello spazio,
si consideri I’intersezione @ = y 4 uz del piano con la genera-
trice p, e quella corrispondenza X (¢) che appartiene a . Indi-
cheremo la corrispondenza a tre dimensioni con lo stesso simbolo
2 (¢) come quella sua parte che si riferisce ad un punto di p;
e dove vi sarebbe pericolo di equivoco, parleremo di corrispondenza
2 (c) appartenente alla generalrice p di R. Per ottenere le equa-
zioni di ¥ (¢), supponiamo il punto generico di R dato da
@ =y -4 uz, i punti y e 2z dipendendo da », e scegliamo in par-
ticolare ¥ e #z in modo che le u = cost. siano le asintotiche curve
(cfr. Cap. IV, § 34 A). Di pit si scelga v in modo che sia
@y =0 =11; sicchd: (Cap. IV, § 31):

Le equazioni (4) del § 81 mostrano che in X (¢) si corrispondono
il punto

*) I teoremi di questo § sono stati esposti da Coch nella Momoria
& Projeltivni geometrie peti sowmexnych mimobexek ,, (Géometrie projective
de eing droiles snfiniment voistnes) Publ. de Ja Fac. des Sc, de I' Univ.
‘Masaryk, 1921, n° 4,

B R e e A e 2 o v e
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ro (Y + uz) + iz 4 ro (y' + w2')
e il piano
8 (0 + wC) + 8,C + 8 (1 + ul),

quando sia

R P {sos._,—%(:i + 2Bu - Ou’)} 18,883,
80:8;:8) = [r,,rﬂ—k %(A + 2Bu~|—0u2)] S el g

Un facile calcolo permette di serivere ¢id in un altro modo che &
pilt conveniente per la discussione che faremo : La corrispondenza
2 (c) appartenente alla generalrice (yz) associa il punto

ly +mz+ by + m2
ed il piano
M Al 4 N A+

essendo
Ao dgipy =
= [0 (ml, — Imy) 4 —1, (4B + 2Blm, + Om)| :
3
(1) : [m (mly — tmy) -+ 'g—m1 (A} + 2Bl m, + Om?)] :

11y (mly — lmy) : my (mly — lmy)

Limilim =

= [} b — ) — M+ 2Bl + )]

(Vpy ¢ [P' (phy — ) — —g‘ Py (AN + 2By + Ol-’*’f)] :
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o S (T S XTI R TP (rhy — Apy)

Osserviamo che, se R mnon o riferita alle asintotiche, basta
serivere #, %, 7, C al posto di ¥', 2, M, &' Dalle (1) si vede
subito : Le corrispondenze X (¢) (e 0) appartenenti ad una gene-
ratrice p di una rigala R sono corrispondenze birazionali cubiche,
se il regolo osculatore ad R lungo p non iperoscula R. (*)

B) Curva omologa di un fascio di piani.

Ad un fascio di piani corrisponde pertanto in generale una
cubica sghemba, Noi sappiamo dal § 81 che, se 1'asse del fascio
o tangente a R (naturalmente in un punto di p) la cubica si
riduce ad una retta (la tangente coniugata all’asse del fascio); e
se ’asse del fascio incontra p, senza essere tangente ad R, la
cubica si riduce a una conica, Ma si presentano altre riduzioni
che & importante rilevare: Se 'asse del fascio di piani incontra
una tangente flecnodale di R (appartenente alla generatrice p) la
curva che vi corrisponde in X (c) (¢ 0) & in generale (**) una
conica. Per dimostrarlo supponiamo, come & lecito, che la tangente
flecnodale sia (yy'), sicchd 4 =0, e p == ap, (o costante) per i
piani del fascio. Si vede immediatamente che, posto p = ap,,
nelle (L), & destra si pud scartare il fattore p,. Da questa di-
mostrazione si vede subito che, almeno se B* — AC 0, se ciod
le tangenti flecnodali appartenenti a p son distinte, vale il teorema:

Se Uasse v del fascio di piani appariienc alla congruenza
lineare osculatrice di R (corrispondente alla generatrice p), ma
non interseca p e non st su H, la linea ' che vi corrisponde in
2 (c) ¢ semplicemente wna retla,

Ma dimosiriamo tal teorema in allra manicra, valide anche se
BY— AC =0. (™9 Una retta » che non interseca p si pud
scrivere sotto la forma

(*) Nel caso escluso sarebbe A =B =C0=0 o tutte le ¥ (¢) si ridur-
rebbero a ¥ (0) (polaritd rispetto all’iperboloide osculatore H),

(") Hssa pud essore retta; v. pili avanti,

(**%) Del resto le formole della dimostrazione che segue ci saranno ancora
utili in questo paragrafo.
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r=(a,n 46047, an-+tbL+L)=
= (ayby — agb,) (C) —ay (1 'ﬂ’) + 0, C’) 3 f"LI(Tl o

—by C0)+ (') = (¥
(2) :
= o [(a,by — ayb,) (y2) + a5 (yy') — b, (22) +

+ by (12) — ay @) + (¥'2)] -
Posto, come al Cap, IV, » =(y2), ¢ =(y'%) @& dunque

b [
ur= (“159—‘1251)?’+31;— 20 g+

" a, —b
Ay (B et

[(#2') 4+ (zy')] — b, (%) .

Se r appartiene alla congruenza lineare osculatrice di R (corri-
spondente a p), I’espressione precedente & combinazione lineare di
Py ¥y ¢ ¢ © viceversa. Dal Cap. IV, § 37, (2) risulta che cio
accade allora ed allora soltanto che

" (3) byi(by—a,):—ay,=A4:2B:0,
D’altra parte cerchiamo quando mai, posto

A= gy, p=0bA by,

si puod scartare un fattore quadratico a destra delle (1), . Sostituiti
i valori precedenti di A e ., le due espressioni

P — )‘.l‘u e AN+ 2Bhp, + Opi

devono differire soltanto per un fattore, e si ricade nella (3), come
si voleva dimostrare, Cerchiamo ancora la posizione della retta

(*) Cap. 1V, § 82.
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' che corrisponde in X (c) al fascio d’asse r, se valgono le (3).
Scriviamo le (3) nella forma

A:by=2B:(bg—a)=C:—ag==x.

Ai due piani a;n + 6,0+ 1", a3 4 b,C+ ¢ corrispondono in
Y (c) rispettivamente i punti (v. (1))

(al—%)y-’rélz-l-y',

a,y-l—(bn—-cg-)z—kz'.

La retta " cercata & quindi (*)
’ ctT ’
r :[(“1—“5") Yy+bz+y, ay +(bl"“ —)z +z]

(i = [albﬂ - %?’1—%(“1 o bn)] (y2) — ag (y¥") +

4 by (22") +| @y — --) (y2') — (ba—- —-) G+ @) .

Confrontando le espressioni (2) e (2),;, si arriva facilmente al
teorema : La retla 1, coniugata armonica di p rispetio alla coppia
di rette v e 1 del teorema precedente (nel regolo determinato
dalle rette p, r e #') appartiene ad H. Scegliamo il parametro ¢
in modo che

1y =0r 41 + (p

rappresenti una retta, Dalle (2) e (2)y, si deduce subito che

(*) Naturalmente anche »* appartiene alla congruenza osculatrice,

Fooini o Cren, Lexioni di Geometria profettivo-differensiale, 82
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- CT §
rl] = { p + ._3_p -'I_ 2? ]

dove il valore di ¢ non ci interessa. La retta »,, dipendendo
linearmente da p, p° e ¢, appartiene ad H (Cap. IV § 37). Per
dimostrare il teorema, basta pertanto provare che (prort’) = — 1.
A tale scopo, supponiamo che (yy’) sia una tangente flecnodale
(per il valore di v appartenente a p) ossia che 4= 0 e quindi
per le (3) anche &, == 0. Si trova ora subito che le intersezioni
di p, 7y, v, 7 con (yy') sono ordinatamente i punti

CcT

Y (al+bs—-3—) y+24, byty, (al—- %)ery*

che formano una quaterna armonica c. d. d.

() Determinazione delle X,

Scegliendo comunque la rella r purché non incontri p né shia
su H, tutte le corrispondenze 2 (c) apparlenenii a p sono determi-
nate se si conosce p, H e la curva (*) x' corrispondente al fascio di
pians d asse v in una delle & (c¢) (¢4 0). Infatti a un piano =,
scelto ad arbitrio, che intersechi p nel punto P, corrispondono in
% (0) (che & la polaritd rispetto ad H), in X (¢) ed in X (¢') ordi-
natamente dei punti P,, P,, P, che sappiamo (§ 81 D)
stare su una retta insieme con P e tali che il birapporto

(PP Py B s= 0 10

Basta pertanto saper costruire P, per quel valore di ¢ cui appar-
tiene #'. B ¢id si pud fare facilmente :

Sia @ il punto d’incontro di = e » Al fascio di piani d’asse
PQ (cui appartiene il piano dato =) corrisponde in X (¢) una

(* che & una cubica sghemba, oppure conica, od infine retta, secondo la
posizione di 7.

e
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conica C situata nel piano tangente r ad R in P. (*) Il punto
P, cercato & 1'intersezione (diversa da P) di C con la retta che
congiunge P al polo di = rispetto ad H, (**) Tutto si riduce
quindi a costruire nel piano t la conica C. Ora C tocca nel punto
P la tangente all’asintotica curva di R (che conosciamo, perchd
¢ generatrice di H), e tocca anche la polare di P@ rispetto ad
H (*™*); di pi, C passa per il pinto d’incontro (non situato su
p) di © ed #' (**); Ja conica € sipud dunque costruire, giacchd
ne conosciamo tre punti, e le tangenti in due di essi.

In generale, (se cioé B*— AC+0, B2—A'C'+0) le cor-
rispondenze X (c) appartenenli a p si possono costruire, se 8i cono-
scono le due quadriche H ¢ W, ("% ¢ I'invariante h (™),

Per il teorema precedente, basta trovare il luogo dei punti
corrispondenti in wna delle = (¢) (¢ £ 0) ai piani passanti per una
retta ». Per le ipotesi fatte, possiamo far uso delle formole (7)
§ 38 del Cap, IV, riferendo R alle linee flecnodali, Riguardando
le 7, m, l;, m; come coordinate del punto

ly +mz+Ly + m#
e A\ 1 Ay, By, come coordinate del piano

.

MA4pl A7 4+ €,
lo equazioni di ¥ (¢) sono le (1) e (1)y,, dove

Se poniamo p. es.

b

(* v. il teoroma di § 81 E.

(**) v. il teorema di § 81 D.

(***) v. il teorema citato su (**).

(****) che corrisponde in 2 (¢) al pisno (Pr) del nostro fascio.
(****) la quadrica W, ® stata definita al Cap. IV, § 35 C.
(*e#+++) Cap. IV, § 856 B.
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n

(4) M=, =0,

sari

oo NS
lim:ljim = (? & ~|—n-p.;): T)\lp., 120yt 20t
Dimostriamo che, scelto convenientemente ¢, tutta la conica di
questi punti ly 4 mz + L,y 4 my & sla sulla quadrica W,.
Essendo (%)
A=0=0, B=1, 4=—28n, B=0,
C=2n, 8= +1.
’equazione di W, & (cfr. Cap, IV, § 356 C, (14) pag. 215)
2 (Imy + mly) + énl} — nmi= 0.

Affinch® i valori precedenti di I, m, I, m, soddisfino a questa
equazione (identicamente in A;, p) basta che si scelga

Il piano della conica & evidentemente
8e 0
m:llm—s-:2n=——z-n,

ossia il piano
(o B (ya %) — 4 (yg#) = OnC + 41 .

Indichiamo con » la retta base del fascio (4) e con = il piano
(4)y,» Sappiamo per ora che: I punti che corrispondono in

(*) Cap. IV, § 388.
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3 (_ _34_) ai piani passanti per la retta » formano la conica

intersezione della quadrica W, col piano x. Per dedurre il
teorema enunciato, occorre indicare una costruzione della retta «
e del piano = mediante le quadriche H e W. Ricordiamo dap-
prima il significato geometrico del tetraedro y, =z, #, #: (y2) &
la generatrice p studiata di R, (vy) e (z4) sono le tangenti flec-
nodali e (y%) & la generatrice principale di H (*). La relia r
conigiunge il punto 7 all inlersezione ny — 2% della retta (y%)
colla generatrice principale

on’ (yz) + 2n (yy) + 28nz % + 4 (y4)
della quadrica Wy (cfr. (14)y, § 35 C, Cap. 1IV). Il piano = con-

giunge il punto % a quella tangente di R in y che d la coniu-
gata armonica di p rispetlo alle generalrici del secondo sistema di

H e di W, passanti per y. Lascio le verifiche al lettore.

Come una facile applicazione delle formole del Cap. IV, il
lettore dimostri ancora la proposizione: Se la rigata R possiede
una (ed unw sola) relte direltrice d, i punli che corrispondono in
Z (c) (c+0) ai piani passanti per la generalrice principale della
quadrice W formano una conica C, Il piano di C contiene: 1° il punto
della generatrice studiata p situato su d, 20 [ intersezione della lan-
gente flecnodale (diversa da d) con la generalrice principale di H,
Il piano che contiene 1 due punti suddett ed & il piano coniugato
armonico al piano di C rispetto ai due piani del loro fascio di cui
uno contiene p e Uallro d, interseca W, in una conica C'. Le due
coniche C e C' stanno sopra un cono il cui vertice & quel flecnodo
di p che non appartiene a d.

(*) Cap. IV, § 86. Dalle definizioni di (#) risulta facilmente che essa
8i pud costruire mediante le quadriche I e W,
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§ 83 — Metriche di Weyl (*) e corrispondenze X (— -g) :

A) Metriche di Weyl.

.Gia ai §§ 156 F e 23 A abbiamo visto che per lo studio proiet-
tivo di una superficie non sviluppabile & utile considerare la me-
trica di Riemann di elemento lineare F, = Xa, du,du,. Qui
vogliamo mostrare che il risultato di 1. ¢. si pud estendere alle
metriche di Weyl. Una metrica di Weyl a due dimensioni & deter-
minata da una forma differenziale quadratica

Fy = ay du® + 2a,dudv + agedv®
e una forma differenziale lineare che scriveremo
(1) 2 (o du + aydv) ,

convenendo che le forme
d
@) pFy, 2 }:a,du‘-—f-

definiscano la stessa metrica se p ¢ funzione arbitraria di w e ».

Le cosidette geodetiche della metrica sono definite dall’ equazione
differenziale

(0%u — ol Fy): (320 — o Fy) = du: dv ,

essendo al solito o = X4, a,, (**) e 8%, indicando i differenziali
secondi controvarianti. Tale equazione si pud evidentemente seri-
vere anche nella forma:

3) 9, du, 8%, + FySa; Dug =0 .

(*) Weyl Raum, Zeit, Materie, 4* edizione.
(**) Si verifica facilmente che I’ equazione differenziale delle goodetiche
non cambia per I’ operazione (2).

_—
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Le metriche di Riemann sono un caso particolare delle metriche
di Weyl caratterizzato dall’ equazione (e, sono le derivate cova-
rianti di «,)

29% a,, = 0

che esprime che Ya.du.=do & un differenziale esatto (*)., Ma
vi & un altro caso notevole che pare finora inosservato (**). Nel
caso attnale di due dimensioni, esso & caratterizzato dall’ e-
quazione (***)

4) 2a™a,, =K

dove a,, son le derivate covarianti delle a, (formate rispetto a Fy)
e K indica la curvatura di F,.

Occorre dimostrare che la condizione (4) o invariante per
I’ operazione (2). Per brevita assumiamo i parametri w, » in modo
che sia @,y = a9 = 0. Allora:

1 0% log |ay |
@ya ou v ;

1 [ da oy
Yotk o 4
07 Oy, = am ( Fr —I— o ) 3

Fy=2apdudv, K= —

(*) Scegliendo nelle (2) p==¢*, la forma lincare svanisce, o la metrica

di Woyl si riduce alla metrica di Riemann di elemento lineare ¢* Fu (deter-
minato a meno di un fattor numerico). i

(**) Nella teoria usuale della metrica di Weyl, ha ufficio fondamentale
il parallelismo di Levi-Civita genoralizzato da Woeyl, Considerando in un
punto P della varietd (w, ¢) uno spazio (a due dim.) di vettori e trasportan-
dolo con parallelismo lungo una curva chiusa C ritornante in P, lo spazio
subisce, in gemerale, wna similitudine, Se tale similitudine si riduce all’ éden-
tita, comunque si gcelga il punto P e la curva chiusa O passante per P, la
la metrion & euclidea. Pit generalmente, se la detta similitudine si riduce
sempre ad una rofaxione, la metrica ¢ di Riemann. L’altro caso particolare
oui accenno nel testo & quello in cui la similitudine 6 sempre un’ omotetia.

(***) Tgsa pud scriversi anche

1

| VT )+ U )| =x.
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sicche la (4) diventa :

day doty d*log | @ |
(4)us v T du du dv

=1

Ora I’ operazione (2) muta rispettivamente a,, o,, o, in

1 dlog 1 dlog
Plygy “1—'?2" aﬁp ’ Gz—“"z““"*éjp

e si vede subito che la (4),, non cambia per tale sostituzione,
c. d, d. Vediamo di pit che scelto p in modo che, eseguita la
trasformazione (2), sia @, =1 e quindi K= 0, la (4),, diventa

; L day ; 5
semplicemente e -+ ot 0, esprime cio¢ che
(4)q0 oy du — agdv = dh(u, v)

¢ un differenziale esatto. Quest’osservazione permefte di provare
semplicemente il teorema di Cech :

Se esiste in una motrica di Weyl (a due dimensioni) un siste-
mu doppio ortogonale (*) di geodetiche, la metrica soddisfa alla con-
" dizione (4) ; viceversa le geodeliche di una metrica di Weyl soddisfa-
cente a (4) formano un fascio (**) e se ne possono pertanto formare
infiniti sistemi doppi ortogonali,

Per dimostrare i due enunciati, possiamo supporre
Oy =0y =0, a,=1.

Supponiamo in primo luogo che la metrica possegga un doppi(}'
sistema ortogonale di geodetfiche definito da

d‘v l],[l«l. )
—_— =—|—e£
du =

(*) cioé coniugato rispetto a P, .
(**) nel senso di Cap. III § 23 D,
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I’ equazione differenziale ‘3) delle geodetiche diventa sotto le
nostre ipotesi (@, = a5 =10, a4 =1)

dv

Tn — 2 (g du — 0gdv) = 0.

(Bu1s dlog

Sostituendovi i valori di % appartenenti al nostro doppio siste-

ma ortogonale otteniamo

Tale equazione deve essere soddisfatta se

@ anche se

ed & quindi soddisfatta identicamente; vale a dire a,du — aydv
& un differenziale esatto, il che prova la prima parte dell’ enunciato.

Viceversa supponiamo soddisfatta la (4),.. L’equazione dif-
ferenziale (3)y, delle geodetiche diventa

dv
dlog 5| = dx (u, v)
ed integrata da
dv 3 - i
——=c¢e* , ¢ costante arbitraria,

du

sicchd le geodetiche formano un fascio di curve c. d. d.

B) Piani osculatori alle geodetiche di Weyl

Torniamo a considerare una superficie § non sviluppabile.
Scegliendo comunque il fattore delle coordinate omogenee = dei
punti di S, consideriamo la solita forma quadrica
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Fy =—R8dzd§,

e scegliamo ad arbitrio una forma lineare (1). Le due forme defi-
niscono sulla superficie una metrica di Weyl, di cui studieremo
le geodetiche definite dalla (8). Ma ricordiamo dapprima che si era
visto al Cap. IIT § 23 che si pud far corrispondere alla coppia di
forme F, e Xo,du, una coppia di congruenze duali. B facile defi-
nire analiticamente le due congruenze senza far uso di coordinate
asintotiche. Infatti da l. c. risulta subito che la generatrice della
prima congruenza & I’asse del fascio di piani

(5) d§+ To,.du,.§

ottenulo variando i differenziali dw,.; similmente la generatrice
della seconda congruenza & il luogo del punto

(B) i de + Beo.du,.. 2,

Inoltre, si era osservato 1. c¢. che la trasformazione (2) non cambia
le nostre congruenze sicch¢ esse sono completamente determinate
data & e su essa la metrica di Weyl. Chiameremo le rette
della prima congruenza le normali della melrica di Weyl. (*)

Cid posto, dimostriamo che: I piani osculatori alle geodetiche
della nostra metrica di Weyl (**) in un punto arbitrario di S cor-
rispondono ar punti della retia duale della normale della melrica

nella corrispondenza 2 (——- -Z—) ed inviluppano quindi in generale

(se ciod S non ©& rigata) un cono di ter:a classe i cui tre piani
cuspidali passano per la normale della metrica e inlersecano il piano
tangente ad S nelle tangenti di Segre (***).

Infatti, sostituendo nella prima delle equazioni (3) del § 81
il valore di X9,,du, 8%, tratto dall’equazione (3) delle geodetiche

(*) Le rette della seconda congruenza sono rette duali di quelle della
prima, corrispondono cioé ad esse in X (0).

(**) Che, si noti, & la pitt generale metrica di Weyl su 5 che abbia
come ourve minime le asintotiche di S,

(**+) Una parte di questa proposizione & gi4 stata provata, in coordinate
agintotiche, al Cap. IIT § 23 D.
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studiate si deduce che il piano osculatore ad una geodetica della
metrica ® rappresentato da

(Fs + FyZa, Du,) § + Dy €,
® lo (1)yue del § 81 B mostrano che tal piano corrisponde in
) (-— —g—) al punto
Dx + F, . 2a,Du, . x

situato evidentemente sulla retta duale della normale della metrica.

C) Geodetiche formanti fascio.

In particolare, se la metrica & di Riemann, Lo, du, & un dif-
ferenziale esatto e alle sviluppabili della congruenza delle normals
della metrica corrisponde su S wun sistema coniugato ; e vale anche
il teorema inverso (Cap. IIL § 25 A). Sappiamo inoltre che (*),
la piu semplice di tali metriche intrinsecamente definita & quella
in cui

1dJ
Eo‘., du,. o= ? -'j-
0 in coordinate normali

Do du, = 0,

La normale di questa metrica & la normale proiettiva di S.
Invece il caso particolare in cui vale la (4) ® caratterizzato
geometricamente dal fatto che le geodetiche della metrica formano
un fascio. Viceversa dafo su S un qualsiasi fascio, esiste su S una
e una sola melrica di Weyl del tipo studiato (per cui ciod le asin-
totiche di S siano le curve minime) che ha le curve del fascio per

(*) se S non & rigata.
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geodetiche, Si scelga infatti nel fascio un doppio sistema coniugato
(cid & evidentemente possibile in ! modi) e, in ogni punto @ di
8 si costruisca la retta » che congiunge i punti corrispondenti in
b (— -%) ai piani osculatori delle due curve del sistema coniu-

-

gato. La (5)y, mostra subito che una ed una sola delle nostre
metriche di Weyl ha, per ogni posizione di =, la retta duale di
7 come normale. Dal teorema di § 83 B si deduce che le curve
del sistema coniugato sono geodetiche di tale metrica. Per la
prima parte del teorema di § 83 A, tale metrica soddisfa alla
condizione (4); onde la seconda parte dello stesso teorema dimostra
che tutte le curve del fascio dato ne sono geodetiche. E simil-
mente si vede pure che non pud esistere altra metrica di Weyl
che soddisfi alla condizione dell’enunciato, Se ne deduce tosto il
teor. (Cfr. § 23).

Dato su S un qualsiasi fascio di curve, © piani osculatori alle
curve del fascio in un punto qualungue di S inviluppano un cono
di lerza classe che possiede lre piant cuspidali intersecanlisi in una
retla. Di pin sappiamo che @ tre piani cuspidali del cono contengono
rispetlivamente le tre tangentt di Segre.

§ 84 — Le rette canoniche in coordinate generali. (*)

1. La proposizione che chiude il § precedente permette di
ritrovare senza ulteriore calcolo i risultati trovati al Cap. III
§ 23 B, sulla posizione dei piani osculatori alle curve di Darboux
e di Segre. Basta osservare che esiste su S un fascio (**) che
comprende tulle le linee di Darboux e di Segre ed applicare la
proposizione citata. Ne segue senz’altro che esiste su S una
metrica di Weyl del tipo studiato al § 83 di cui le linee di
Darboux e di Segre sono delle geodetiche particolari, (***) La nor-

(*) In questo § supponiamo che S non sia rigata (J 3 0).

(**) Delinito in coordinate asintotiche da Bdu® 4 eydo? =0 con e costante
arbitraria,

(***) Questa metrica soddisfa evidentemente la condizione (4) del § 83.
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male di tale metrica & evidentemente I'asse di S. Ne segue che
'asse di S & la retta base del fascio di piani rappresentato da
(5) § 83 appena si determini il sistema covariante «,. in modo
che la (3) del § 83 abbia le linee di Darboux (*) come curve
integrali particolari. Ora la (3),, del § 80 C mostra che le curve
di Darboux soddisfano all’ equazione :

Fy2¢,Du, — 339,,du, 3%u, = 0 .

Confrontando con la (3) del § 83 A vediamo pertanto che 1’ asse di
S @ la reita base del fascio di piani (ottenuto variando du, : du,)

(1) & — S du, .. ()

Conosciamo pertanto le equazioni in coordinate curvilinee
qualunque di due delle rette canoniche: la normale proiettiva e
I’ asse. Per determinare le altre rette canoniche basta ricordare dal
Cap, TII § 27 i valori (costanti) dei birapporti fra esse. Troviamo
cosi che la direlirice & la relta base del fascio

1 1dJ
(1)n & — (ﬂ‘[‘l d“i+ ) £
e lo spigolo ¢ la relta base del fascio
d
e e

(*) Si potrebbe partire anche dalle linee di Segre.

(**) Per il significato invariante dell’asse se ne deduce tosto che la
forma differenziale lineare

i dug -g- i;.

¢ intrinseca ed dnvariante, come abbiamo gid enunciato al Cap. VI § 58 A.
Inoltre facendo uso della penultima nota a pid di pag. si conferma il risultato

(Oap. VI, § 60 A) che K = — -313- Za™ gps & la ourvatura di Fy.
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Come corollario si dedice che il fascio canonico interseca il piano
tangente lungo la tangente

8 D
(1) guater Zd¢ Du; + R b i

2,

2. B facile verificare questi risultati con calcolo diretto. A tale scopo
dimostriamo dapprima: In wno spostamento infinitesimo lungo una curva
asintotica di 8 valgono le formole (*)

1 dF 1 dJ 1
diyg = (__3 _.F:_ ?T-l_ ?Zd«- d“r) de 4 Az 4 Pz |
(2)
- 1 dlly 1 dJ 1
d E.__(_g, E b v +——3 2y du,-) df — AE + 1IE

dove abbiamo posto
(2)bis Awy = Zab, dup du, , Az =Zv; Awy, AE= Z& Auy .

Cominciamo coll’osservare che, muovendosi lungo un’ asintotica & (**) duDwe —
— dv Du=0, sicché possiamo porre :

/ Du=2xdu, Dv=2rdv,
ossia

iz du = ags dv = — L |A| du,

an du + e dy = Bl”ﬂl dv .
Se ne deduce

mg-l—slm (ag

an ag — e V|f1|

onde A=VT,

=—A =2 |A|=—|4| (M 4+e)=0

(*) Si confronti con lo formole (1) del § 79 valide se F, %0 .
(**) Cap. VI, § 56, (5) bis-
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(3 Dug =)e dus , s6 Fs=0. (%

Sostituendo nella (1) del Cap, VI § b7 si trova poi (**)

(8)u1a F;:ﬁFa, so Fo=0,
Di pit
an @ du 2w |
(Audto — dodtup = | M =
. A e dy 8%v
‘ | Zen dug duy Zagy dug 8wy 0
| Bap dug 8%y ZSa o 2 wg By e
| essendo
Zamwdug dup =Fgs =0, 28apduy 2ur=dFs =0,
| giccho

| BPu=pdu, 2v=pdv,
Por calcolare p sostituiamo nella formola

APy = Zarai Ay dug diey dieg 4= 82 apy due, dug 8° 1y
onde

Lo gl 1
F=T‘3' —F-s—‘ — -gjl;; i duy dug dug dug

sicché si ottiene, ricordando la (1) del Cap. VI § 58,

B Vuy = 5 — — o == + = 2y dur ) dug , so Fy=

Ora dalle equazioni fondamentali si deduce subito che
=3z Bu 4 Az 4 P.2,

d2E=2E, ®u, — AE 411, E,

o basta osservare la (8)wr per arrivare alle (1).
Osserviamo anche le formole (valide qualunque siano duy.)

(*) Passando ad un’asintotica dell’altro sistema, dobbiamo cambiare il

segno di I/T
(**) La formola (3)us si potrebbe dedurre anche dalla (4) del Cap. VL
§ b7,
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(4) o duy Aup = — Fy,
@)uis San b A = — - JF}

La (4) si dimostra subito. Infatti, per la (8) del Cap. VI § 57 e per la
(2)pys 6

00 dus By = B vy dus due dtty = — byer dug due dity .

La (4)u, diventa, sostituendovi i valori di Aw; ,
bior 2abs G g1 Athr Bt Oty Bty = — _;_ JF.

Per dimostrarla, ricordiamoci la dimostrazione della formola (9) del Cap. IV,
§ 69 D; vediamo subito che nello stesso modo come la formola citata si
puo anche dimostrare che

2:31,&@,;;1" 2 12 du, = _;_. B ettt 2 dug =—;— Sarst" % Lot duy
7" essendo un sistema controvariante arbitrario. Scegliendo t" = du, si ottiene
la (4)ir Sotto 1'ipotesi J=—1 fatta 1. 0. 8i passa poi immediatamente al
caso di J qualunque.

Be in particolare Fg = 0, sicchd il punto dz sta gu una tangente asin-
totica, la (4)ns dimostra che il punto Az sta pure su una tangente asintotica,
che &, por la (4) diversa dalla precedente. Cid posto, lo (2) permettono di
rifare, in coordinate curvilinee qualunque, il calcolo fatto al Cap. IIT § 26
per trovare lo spigolo.

Infatti posto (supponendo che Fg = 0)

i -——-—(?dm) 3

V 7y
dalle (1) si trova subito

Sl 1 aJ (@ A @)
dg—"g‘ (2“1-"-55%--—"2— -J—)f'f" 3

V7,

sicché (Cap. I § 7 D) la polare del punto

1 1 dJ
et T St
(B) dx 7 (Sqa,. oy = =3
rispetto alla conica osculatrice dell’ asintotica su cui supponiamo muoverci 6
la retta (xAx) che abbiamo visto essere la tangente all’ altra asintotica in @.
So ne deduce subito che 1’ espressione rappresenta la retta duale dello spigolo.
Lascio al lettore di fare un caleolo analogo per la direttrice,



Cariroro X.

INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE.

QUADRICHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE,

Questo capitolo, che un lettore frettoloso potrd omettere in
prima lettura, & destinato a studiare e caratterizzare in modo
geometrico ed invariante per collineazioni 1’intorno del quarto
ordine di un punto di una superficie: cid che porterd a illustrare
geometricamente il significato degli invarianti fondamentali da noi
gii trovati per via analitica.

§ 86 — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche
di Moutard.

Strumento essenziale di questa ricerca & lo studio delle qua-
driche di Moutard. Cominceremo a studiare il sistema delle qua-
driche di Moutard che appartengono alle diverse tangenti di una
superficie (non sviluppabile) 8 in un suo punto generico x. Heco
come procederemo. Kssendo ¢ una tangente ad S in z, ¢ la tan-
gente coniugata, M, e M, le quadriche di Moutard appartenenti
rispettivamente a ¢ e ¢, ed r una retta incidente a ¢ (che perd
non passa per x nd sta nel piano § tangente a S in ), noi
daremo una serie di semplici costruzioni geometriche, che permet-
tono di trovare le rette polari »' e #'' di r rispetto a M, e a M,;
fatto cid, la costruzione di M, (e di M,) & pure fatta: infatti la

Fooxt o Cuen, Loxioni di Geometria proisttivo-differensiale 83
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quadrica M, & evidentemente determinata se sappiamo costruire
la polare rispetto a M, di ogni retta » incidente a ¢; del resio,
ricordando (*) che il piano polare rispetto a M, di ogni punto
situato su ¢ (¢) corrisponde a quel punto nella corrispondenza
Z (1) (X (—3)), sappiamo costruire, appena note le X (c), il piano
polare rispetto a M, di ogni punto situato in §, sicchd basta, per
completare la determinazione di M,, costruire la polare 7" di una
retta » incidente a &

La costruzione di " e #" da r sard completamente discussa
ai §§ seguenti; qui vogliamo premettere per maggior chiarezza,
I’ enunciato dei risultati (*¥).

Sia P il punto d’incontro di # con § « il piano che con-
giunge » ad «. Il problema di determinare le rette 7" e »' dulla
retta r si pud ricondurre a due altri molto pit semplici, a co-
struire ciod un certo punto z situato in § ed un certo piano {
passante per #, la posizione di z e { non dipendendo che dalla t.
Supponiamo - per un momento di conoscere z e (. Sia r, la
polare reciproca di r rispetto alla quadrica di Lie, y, e 7, siano
rispettivamente il punto corrispondente a =« e il piano corrispon-

2

gato armonico del piano = rispetto alla coppia di piani £ e {; e
%, sia il coniugato armonico del punto P rispetto alla coppia di
punti @ e z; sia Iy la retta intersezione dei piani 7, e §;, e &
sia la retta che congiunge i punti y, e z;. Allora le rette »" o
" appartengono al regolo (che pud ridursi ad un fascio ordinario)
determinato dalle rette »,, I;, &, e sono, dentro il regolo, deter-
minate dai birapporti

3 3 1
dente a P nella corrispondenza X (—-) Ancora, sia ; il coniu-

(*) Cap. IX § 8L D.

(**) I principali risultati di questo Cap. farono dedotti per la prima
volta, nella Memoria di Cech : L'intorno di un punto d’una superficie con-
siderato dal punto di vista proiettivo, Annali di Matematica (8) 31, pp. 191
e segg. Ivi si & fatto uso delle coordinate asintotiche e del metodo di Wile-
zynski, Qui invece faremo tutti i caleoli in coordinate curvilinee gualunque,
genza che ne risultino delle complicazioni gravi, Cid prova i vantaggi che
possiede il motodo delle forme differenziali, introdotto dal Fubini nella geometria
proiettiva, sul metodo (pit vecchio) delle equazioni differenziali usato dal
‘Wilezynski.
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, o 1
(Lilgre?’) =38, (i lrr )=-—3—- X

Cid posto, resta da vedere come si possano costruire il punto z
o il piano §. Sia ancora m il punto che corrisponde a &, e p il

piano che corrisponde a z nella corrispondenza X (—- %) Basta

costruire m e p. Cid & particolarmente semplice se S & rigala. In
tal caso infatti m & semplicemente 1’intersezione (diversa da x) di
' con la quadrica Wy (Cap. V § 35 C) (*) e similmente p & il
piano tangente (diverso da §) alla quadrica W, passante per t'.
Supponiamo invece che & non sia rigata. Per costruire m e p
anche in questo caso, indichiamo con t, e t, le due tangenti
asintotiche ad § in w, con s lo spigolo e con d la direttrice. Siano
R, o R, le due rigate asintotiche di § (Cap. IX, § 81 K)
passanti per x e precisamente R, contenga la retta t, (i =1, 2).
Siano o; e & i piani che congiungono t, rispettivamente allo spi-
golo ed alla direttrice. Infine O} (OF) sia la conica del piano § che

corrisponde nella X (%) relativa alla rigata R; (R;) al fascio

di piani contenente i piani o, e & (05 © &;). Il punto m & allora
I'intersezione (diversa da a) di ¢ con quella conica del fascio
determinato da O} e Cf la cui tangente in z & la polare lineare
di ¢ rispetto alla terna delle tangenti di Darboux.

Le dimostrazioni degli-enunciati che precedono si trovano ai
§§ 86, 87, 88; al § 90 esaminiamo la connessione delle quadriche
di Moutard relative ad una superficie 8§ non rigata con quelle
relative alle rigate asinfotiche di 8, Infine studiamo di nuovo al
§ 91 il cono di Segre e le pangeodetiche del Fubini. Questi due
§§ non riguardano pertanto le quadriche di Moutard ; cidnonostante,
il metodo di cui ci serviremo essendo analogo alla determinazione
della posizione del punto z e del piano { (v. sopra) abbiamo rite-
nuto opportuno metterli al presente Cap.

(*) Bi ricordi in questa connessione che noi abbiamo trovato, al Cap, IX
§ 82 C, un legame fra W, o lo 2 (e).
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§ 86 — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard.

A) Rette »,, », »"" polari di una retta » rispetto alla quadrica di Lie
e alle quadriche di Moutard relative a due direzioni coniugate.

1. Consideriamo una superficie 8 non sviluppabile e fissiamo
su essa un punto z ed una tangente non asintotica ¢ = (xdw)
uscente da . La polarita rispetto alla quadrica di Moutard M, appar-
tenente a ¢ & data dalle equazioni (2) e (2),, del Cap. IX § 80.
Sia ¢ = (zDz) la tangente coniugata di ¢ ed M, la quadrica di
Moutard appartenente ad essa. Per trovare le equazioni della pola-
ritd rispetto ad M, , occorre nelle formole citate sostituire Du, a
du; e quindi (*) edu, a Du;. Si trova cosi che il piano

6o €+ 0,dE 4 6, DE 4 03 B
¢ il piano polare del punto
po + pyde + pp Do + pg X

rispetto a M, se

P el M
50=P0—2‘F:‘ PIHT'IT:PE‘{'
giﬂa,,,ldu,.du,ﬂu,l)u‘+E£_2§_H—P
3 F3 9 I i F, )Ps*

F 2¢ Fy
“1=P1+2-F‘§‘Psa °2=Pﬂ—?ﬁ93s O3 = Py -

(*) Cir. Cap. VI § 56.
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Cid posto, sia r una retta che intersechi ¢, ma non passi
per « nd stia in § Supponiamo che r sia determinata dal punto

r & -+ r,de
di ¢ e dal punto generico
po + prda + py D -+ py X
sicch@ possiamo porre
(1) r = (r@ -+ rydx, pyx -+ pyde + pgDx + p3X).

Siano 7y, 7', " le rette polari rispettivamente rapporto alla H (qua-
drica di Lie), ed alle M, e M,. Per le equazioni ricordate tro-
viamo subito

7o = (ropy — 1 P0) (E4E) + 7opg EDE) + 70pg (¢, E) +
(l)bl.l
+ 7,pg (@EDE) + 7, py (€, E)

, 2 F F
r = ‘f‘u(Pl—"‘fﬂ)—"_FT;Ps) _f1[Pu+2F—2Pn+

2 Ea,.,“du,du,du,du‘ 2 5 F’

(1 )tor

2.7 Fy 2
+ (rtl + ?'F_;rl) (P! + 25_5_%98) (ﬁDE) + (fo""“ ‘—3-%':""1)93(55)‘*'

Fy =
+ 1y (Ps - 28?,.5 Ps) @EDE) + ryp5(@§, E),

r 2 F§
"0(91 < 2“F—.§'Pa)—"1 {Pn— —3"‘5—.:"99 -+

=
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2e Za,,, du, du, Du,Du 9¢ Fg? F; II—P)\
+("3' F; SRyt e e )Ps“(ﬁdé)-l-
{l)qnlur
F.
-+ (ro- 2 %r,)(pg m—-?;-& )(ﬁDE) +( —2'_513!"-"1) ps (E8) +

2¢ Fy =
(= 5 He) @60 + rip @t 9.

B) Le rette ! del regolo r, » »".

Noi poniamo (*)

(2] lln3?"+f"—-4rn, lh=1r 4 8¢ —4r,
sicchd
= 16 Iy 2ty e, du, du, du,
31"'—”1[T§;Ps+(2 7
2@ 2, du, du, Du, Du, 8 F; 56e F;2
(2)1!“
4 16¢ Fy
R (R A DIC.CRE - TN T
2
16 F 2 Za,.,du,du,du, du, X, du, du, Du, Du,
lsm[—é--ﬁ—‘g-r —fI(B F; 2¢ Fpg +

bbe I} 8e Ig2 n—r
(2)!sr + 9 Fs + 3 Fa 2T)]Ps(eda_

(*) & o Iy sono lo rotte di cui si parla gid al § 85.
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16 F,

F 16
e '?‘F“;rl(Ps_sﬁ:'Ps)(ﬁDE)_?

F .-.
“ﬁi"'l ps EE) .

E chiaro che /, rappresenta una retta passante per @ (*) ed I,
una retta che giace nel piano § Di pil, detto P 1’intersezione
di & con r e = il piano che congiunge x ad 7, sicchd per la (1)

(8) Pe=ra +f1d:c, ='_BFBPSE+PBDEI

la posizione delle rette 7, e I, evidentemente non cambia se la
retta r descrive il fascio di centro P e di piano m; cid si vede
subito osservando che nelle (2),, e (2),. non compaiono piu p, e
py. Si pud pertanto prevedere che le rette I, e I, saranno
pit facilmente costruibili che le rette »' e #, il che & importante
perchd, come ora mostreremo, " e r'" sono ben determinate, date
Yoy I 0 dge

In generale (**) le tre rette r,, %, Iy determinano un
regolo (serie rigata d’una quadrica). Se Fy = 0, ossia se ¢{ & una
tangente di Darboux, le (Uus, (2)us © (2)wr mostrano senza dif-
ficoltd che 7y, I, © I, appartengono ad un fascio il cui piano passa
per ¢ (***); se invece Fy =0, ossia se ¢ & una tangente di Segre,
7o, l; © I, appartengono pure ad un fascio il cui centro sta su
t', (™**) Ma comunque si scelga ¢, le (2) mostrano che le rette
' e o' appartengono al regolo o fascio determinato dalle ry, I, e
l,. Dentro tal regolo esse sono determinate, come abbiamo gia
enunciato, dai birapporti

| =

@) (hlaror) =3, (hhnr!) =

Cid si pud dedurre dalle sole (2), come il lettore vedrd facilmente
da so; ma lo si pud dedurre anche facilmente se si osserva che i

(*) giaochd vi passano i piani §, dE, DE.

(**) sempre se Iy F3%0. La dimostrazione & facile,

(*++) il piano del fascio ¢ il piano polare di I’ rispetto ad H.
(**#*) il centro del fascio & il polo di = rispetto ad H.
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punti d’incontro con ¢ e i piani che congiungono a ' le rette
'y v’y 1, corrispondono rispettivamente al piano = e al punto P
nelle Z (1), £ (— 38), £ (0), mentre il punto d’incontro di I, con

¢ corrisponde a = e il piano (I, t') corrisponde a P in X (—g—) . (™

¢) I punti y,, 2,, ed i piani 7, .

Si verifica facilmente che la (2),, pud scriversi

(5) L= (N8
dove
¥
(5) bis m=\rh+F N €+ rydé,
2
16 Fa 2, duw, du, du, du;
c1 [ 3 F2 Pa "I"( j": +
2e 2a g du, du, Du, Du, 8 F;
(5)tor + T 7 -+ BT +
B6e 2 n—Pr 16 F
S o s g T _F?s + 2 )Pa]e'| TF%‘PaDe-

Similmente possiamo serivere anche l,; si ha e precisamente

(6) by = (%)
dove
Fy
(6)bis o (_SFE P2 + 7. Ps) ®+ pgDa ,
2

(*) Cid si vede subito dalle seguenti equazioni (D)sis © (6)pis ricordando
lo (L)ter © le (1)quater del Cap, IX § 81,
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g = };i?fa AT (2; Ear,”du;; g
(6)1er + 2 L“m*d“rd;;ﬂ“sﬂu.Jr ags ;1: A

La (6) si deduce subito dalla (2), trasformandola dapprima se-
condo le formole (%)

(€d8) = ¢ (D), ((DE) = (vda),

(EE)

Il

'=51|..,

(da:Dx) y (@&DE) =Fy (zX),

("
(@, §) = —sQ (@Da) —e (D, X),

(DE, ) = —Q (xda) — (d, X).

La dimostrazione delle (7) & lasciata al lettore come facile esercizio.
Esge si possono provare partendo dalle (**)

(xde Dx)=—eF:f, (xdoX)=DE,

(T)nis
@DwX)=¢edE, (deDwxX)=ecls(—QE4E).

P. es. per provare la prima delle (7), osserviamo che dalla (12) dell’ Intro-
dugzione si deduce

[(kdxDz), (rdeX)]=(vdx)@dxlxX)
e facciamo uso delle (7)uis. In altro modo si possono dedurre le (7) dalle (4)

del Cap. IX § 80. P. es. si vede subito dalle citate eq. (4) che si pud deter-
minare « in modo che sia

(*) Si ricordi che Q=SXE&,
(**) Le prime due (7)pis sono le (2) e (2)us del Cap. IX § 81. La terza
si riduce subito alla seconda. La dimostrazione dell’ nltima & lasciata al lettore.
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((dE)=uw(xDx).
Ora
SEdE)(daX)=uS(@De)(deX)=—a(@deDxX)=coly;

d’ altra parte, per la (11) dell’ Introduzione,

Sgde  SEX
S (€dE) (dwX)= I |

0 1
Sdgde SAEX ’

=Fs, eco.
—F; 0

D) Determinazione dei punti e piani precedenti.

La retta ¢, appare cosi come intersezione dei piani 1, e {;, e la
retta I, come congiungente i punti , e z,. Ora dalle (3), (5)y, e (6)
si vede subito, ricordando le (1), © (1) del Cap. IX § 81 che

y, corrisponde a = e 7, corrisponde a P in X (%) . 1l proble-

ma di determinare !, e I, e quindi per le (4) anche quello di
determinare r* e #"" si riduce pertanto a trovare la posizione del
punto z, e del piano §,. Dalle (5), © (6), si vede del resto che
zy non dipende che dal punto P e §; non dipende che dal piano .
Ma possiamo andare piu oltre.

Osserviamo dapprima che i punti P e z, stanno su ¢ e i
piani = e {; passano per £ Precisamente le (5),, © (6), mostrano
che il punto

16: 7,

ey 73

coincide geometricamente con x e similmente il piano

16e Iy
e e

coincide geometricamente con § Posto pertanto

168 Fy o o 81
®) B e —F-r:fP—F:za
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B)s &+ ——?;_ﬁ.“=‘ﬁ’:c’

il punto 2z, & il coniugato armonico di P rispetto alla coppia
@ e zj il piano {; & il coniugato armonico di = rispetto alla
coppia di piani § e ¢, sicchd tutto si riduce a determinare la posi-
zione del punto z e del piano €. (*)

Dalle (6),. e (8) si calcola (**)

%= (-—g— . du, du, du, du; + 2 2a . du, du, Du, Du,;

(9

80 F3 4

Similmente si trova dalle (5),. © (8)u.

= (2 S, du, du,du, du; - '2'3?' 2a ..y du, du, Du, Du,

(Q)bll
80s Fy? 4 32¢ .,
+TE' i VI 21":(11_13))5.4‘—-3—1'1395 .

E) 11 punto m e il piano p,

Dalla (9) si vede che il punto 2 non dipende che dalla tan-
gente ¢ (ricordiamo che esso sta su ). Variando ¢, z descrive evi-
dentemente nel piano § una curva razionale che in generale o del
sesto ordine e ha nel punto @ un punto quintuplo in cui le tan-
genti ad essa sono le tangenti asintotiche e le tangenti di Darboux.
Correlativamente si dica per il piano &,

(*) Cfr. § 8B.
(*%) Abbiamo fatto uso dell’ identit (4) del Cap. VI § 57.
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Per il seguito & importante osservare che pitt semplicemente
del punto z e del piano £ si comporta il piano p e il punto m

che loro corrispondono in X (— -i—) . Si trova infatti dalle (9)

e (9)y, ricordando di nuovo le (1)y, € (1)guaer del Cap. IX § 81
che si pud porre

m = [2 2 a, . du,du, du, du; -+ -%;-Ea"udu,du,l)u, Du,

(10)
e %J.F'g + 27, (II —P)] © 4 3“;‘ F,Dw,
2 A\
1 =[? 2a, . du, du, du,du; + 2 ¢ Xa,du, du, Du, Dy, -+
(lo)bll

i -g‘—.fﬁ';—w,(n— P)] e+¥zﬂaae.

Il punto m sta su ¢ e il piano . passa per ¢'. Variando ¢, m de-
scrive nel piano & una curva razionale che in generale & del quarto
ordine e possiede in @ un punto triplo in cui le sue tangenti
sono le tangenti di Darboux. Correlativamente per p. Ai §§
seguenti esamineremo come si possano costruire m e .

§ 87 — Costruzione del punto m e del piano p.

A) Caso di una superficie rigata.

Cominciamo col caso semplice di una superficie S rigaia
(J = 0). Supponiamo

allzasﬁ=0, anmﬂil, Z=y—|—ﬂ7-,

sicché (Cap, IV § 31)
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Fy, = 2wdudv, Fg=w(d+ 2Bu-+ Cu?)dv®,
Fy=oFy, I —P =2(B -+ Cu)dv?,

L @y du, du, du,du; = © [2 (B + Cu) du
+ (4" + 2B u + C' ) dv] d® ,

2@, du, du, Du, Du; = o [— 2 (B -- Cu) du +
+ (4" + 2B'u + O ud)dv] dv®,

L’ equazione (10) del § precedente diventa pertanto

%’ia% = [4(B + Cu)du+ (4’ + 2B u+ C u)dv] (y + uz) +

+ 4 (4 + 2 Bu 4 Cu®) [— zdu + (¥ + wz) dv].

Il secondo membro & lineare in du:dv. Variando du, dv, il punto
m descrive quindi semplicemente una retfa. In particolare posto
dv =0 si trova il punto

(B+ Ou) y — (4 + Bu)z

che ¢ il coniugato armonico di « rispetto ai punti flecnodali di
(y2), e posto du =0, si trova il punto

(A4' + 2B u+ C'u?) (y + uz) + 4 (4 + 2 Bu + Ou®) (y + uz)

che & il polo della generatrice (yz) rispetto alla conica osculatrice
dell’ asintotica curva di S passante per « (Cap. IV, § 35 C, (12)).
Dunque, variando anche w, il punto m descrive, come abbiamo
enunciato (§ 86), la quadrica W, se B*— A0 0 oppure il
piano W, se B*— AC =0 (Cfr, Cap. V,§§ 35 C, e 36 B). Cor-
relativamente troviamo che, variando du:dv e w, il piano p invi-
luppa la quadrica (o il punto) W,. Si ricordi che W, e Wy sono
polari rispetto ad H.
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B) Superficie non rigate.

Supponiamo invece che § non sia rigata (J % 0). Cominciamo
con I’ osservazione che le (10) e (10),, del § 86 possono scriversi,
ricordando le (1) e (3),, del Cap. VI § 58

dJ 2 1 DJ '
m = [(—T—f AT r";’idUi)Fs e E(‘g"}"’ ‘_22‘['"1)”‘)1'"’ AT

(1)
— 4 R4 R3 (-‘3-+ 24:*) a,.;du,du;] o+ 22 F, D,

= [(--:13--%'--jr —2 El[.lidﬂi)pa-ﬁ- E(%I—" —g—EtP.Du,)F{, -+
(Lvie

L e ng(§ % 2n]:")a,,,du,du,} ¢ +22 5, at.

Poniamo
(2) fl = za{ﬂ durdu‘.! ]
sicch®
(2)u1 Fy = Xfidu;, Fy=2fDu, ’
L i

=z (l}- -+ 24):-) @y du, du, = Ej‘ (_j;_ 0 2¢¢)
ed anche
(2)‘“ JFg o zza::fi duf‘dul

Per dimostrare la (2)ir, partiamo dall’ identiti (4) del Cap. VI § b7.
Per le (2)uis 8i deduce da essa (*)

(*) Bi ricordi anche 1’ equazione (1)ps del Cap. VI § b7,
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JP}=— Fy2fidui +eF32fi Dy =

10|

= — & Bty dtty Dty Dy 2f; dug -
~+ & 2 @yt ditty dreg Dy Bffy Dty =

Sttyg drty dreg Dty 2y duy

Byt drty Doy Digy 2f; Du,

du de
Du Dy

Zapy du. Duy [

Ea.qi duy .Dﬂ-‘ f!
donde per Ia (B)yis del Cap. VI § 66

s (e 1
= JFy = —
B

=g I 4N @ yig fq dﬁ'r Du;

ey dur Dy fy
Dap, dup Duy f,

= e 30 at! Yo rp fo dup dun
=& 2994 By, arpfy Aty din
= & 2902 by, [y duty dup = Zadhy, fu due duy, 0. d, d.

Sostituendo le (2)y, e (2), nelle (1) e (1)y,, quest ultime
diventano

"= [(.—- —--—-Et]);dl&;) Zfidu; + s( 2 ?—-—QE%DW) ZfDu—

_Tza,,tid-urdru +3(5 +24) . Fs}x—l-s—?sﬂf‘l?u: Da,

(DJ 2

= (—%—dJ 2 E'{Jgdu;)zhdﬂi-{- & —S‘E%D“f)zhpui"'

+ 5 Sabfudu, du,— 8 (- 2¢/) . n ¢+ S 3k dc
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C) Coniche C e coni I

Il punto m si ottiene dando nella (3) ai du; i valori corri-
spondenti alla tangente data ¢, e sostituendo a f; i loro valori (2).
Ora fissando comunque f; e variando du,, il punto rappresentato
dal secondo membro di (3) descrive una conica C situata in §.
Correlativamente il secondo membro di (3),, rappresenta un cono
quadrico I' di centro #. Di pin, variando ora anche f;, le coniche
C descrivono, come si vede subito, un fascio [C] di coniche nel
piano & di cui « & un punto base, e i coni I' formano una
schiera [I'] di coni di centro x di cui § & un piano base; e la
tangente a C nel punto base 2 corrisponde a quel valore di
du:dv per cui

Eildu‘ - 0
ed & pertanto la tangente ad S di coordinate
(4) (2, Z3"f.=);

e similmente, la tangentie coniugata alla (4) & la generatrice di I’
nel piano base &.

La costruzione di m e p. si riduce quindi a determinare il
fascio [C] e la schiera [I']. Infatti, 4 punto m sta su t' e su
quella conica del fascio [C] la cui tangente in x ¢ la polare lineare
di t rispetto alla terna delle tangenti di Darbous ; cid risulta dal
confronto di (2) e (4). Correlativamente, p passa per t' ed é piano
tangente a quel cono della schiera [I'] che tocca & lungo la stessa
polare lineare di t rispetlo alla terna di tangenti di Darboux,

Basta considerare soltanto (e cosi si ¢ fatto nella Memoria citata al § 85)
la coppia delle coniche del fascio [C] (e la coppia di coni di [I']) che si otten-
gono supponendo in (3) e (B Ba™ f; f; =0; geometricamente esse sono
quelle coniche del fascio che toccano in @ le tangenti asintotiche di . Infatti
10 la quaterna di tangenti di & formata dalle due tangenti asintotiche di &,
da ¢ e dalla polare lineare di ¢ rispetto alla terna di tangenti di Darboux,
20 la quaterna di punti su ¢* formata dalle intersezioni di ¢ (diverse da x)
colle due coniche sopra dette, dal punto @ e dal punto i,

80 la quaterna correlativa alla precedente

sono tre quaterne proiettive,
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§ 88 — I fasci di coniche C,.

1. Generalizzando un poco i risultati del § precedente, con-
sideriamo le coniche C, del piano § che sono descritte dal punto
rappresentato da

dJ 2 1 DJ
[(—l']- '—"—S‘-zlp‘du‘) Ehdu, "‘l"' E (—3‘_"}.""_‘ 224"1)“‘) E’iDuim

(1)
_E". Sal, f,du, du, +z(—+ 24,);‘3*,] g 33’5 2 f,Du,. Dx

se variano le dw,, mentre le f, e k restano fisse. Variando anche
le f,, otteniamo un fascio [C,] di coniche; in particolare per
k= 1 ritorniamo al fascio |[C] del § precedente.

Correlativamente potremmo considerare i coni I'y ottenuti dall’espressione

[(ﬂ - —-z:q;; dug )Eﬁ du + ¢ (%%'—I = —Ech Dy ) 2fi Dui +

J
(Dbis
8l 82
-+ —Ea..,fi duy dug — 2 ---|-2:]» fi Fy E-i-TEﬁ dui . dE;
ma o¢i0 ¢ inutile, giacché T_, & polare di Oy rispetto ad H, come si vede
sobito.

Per trovare il significato geometrico del fascio [C,] (k qua-
lunque, ma fisso) basta caratterizzare le due coniche del fascio
che toccano nel punto base z le tangenti asintotiche di S. Siano
%y, T, le tangenti asintotiche di 8 in @, e O} la conica del fascio [0, ]
che tocea T, in a,

I valori di /i corrispondent: p. es. a Oy soddisfano all’ equazione
() Za"frfi =0
€ quindi anche alle (& /' = Za'™ fi)

Fupint o Gecn, Lexdoni di Geomelria profettivo-differaxiale. 3¢
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@)ons fi="Ve 29rf (¥

Dimostriamo che : ¥ éntersexione (diversa da @) dé Ok con =, sta sul secondo
spigolo. Per calcolare la detta intersezione, ricordiamo il fatto che ogni tan-
gente agintotica é polare lineare dell’ altra rispetto alla terna di tangenti di
Darboux (**); cid mostra che 1’ espressione del punto cercato si pud ottenere
da (1) sostituendovi a duy valori tali che sia

(8) Bats fi du, du, =0,

Sard allora evidentemente anche F,=0 e quindi per la (3) del Cap. IX
g 84 (*lt]

(8)bs Dy = — V_: duy, Fy=0.
Tenendo conto di (2), (2)us, (8) e (3)uis vediamo che tutti i termini di (1) che

restano diversi da zero son divisibili per Zfi du; . Scartando questo fattore
resta 1’ espressione

il 32 1 a7 B o
(-'j" ' By duy + T —22¢;du;) riz-}--g—d:v._.

32 1 1 dJ
S {"‘”” T(”"“d‘“" 7 '.?‘)“’] ,

che rappresenta infatti un punto dello spigolo (Cap. IX § 84, (1)tr ).
La tangente alla conica Oy in un suo punto qualunque si ottiene, com’é
ben noto, esegnendo sull’ espressione (1) 1' operazione polare

0 ]
Al a2
d (du,) g O (dw,)

(A' : A% & il parametro del punto mobile sulla tangente). Posto (A = Zau A*)

AV = 2§ ),

tale tangente si ottiene pertanto da

(*) Passando a O} occorre evidentemente cambiare il segno di I/: .
(**) Cfr. anche le (4) e (4)vss del Cap. IX § 84,
(***) Cfr. la nota (*).
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[(."i i _g. S du,) A 48 (-1— O <z Du:)zn At

J R il
i D A
+(252 —%Z@al‘)xﬁdw-{-l(—.} Thd — 234 Ar ) 3 Dus —

(4)
__ 16k

i
e Sar fi du,. 2% + 23{-']7-4-24:" ) [i Daps die, A ]m+

|- %ﬁ (Bfi Dug . B A' 4 Zfi AV, Dx).

Applicando eid alla tangente di Ok nel suo punto precedentemente determi-
nato, dobbiamo semplificare la (4) mediante le (2)uis, (8) e (3)us. Noi voglia-
mo determinare 1’ intersezione della detta tangente con t, mostrando che esso
Sta sulla seconda direttrice. A tal fine possinmo porre

M=2drf., fr=—el,A

sicchd
A=Ve xi=V¢ 2oy,
Lt
SfiM =3 Al=0.

Inoltre
: Sars fi M Aty = 6 2ar, Sy M A du, =
=eRb A A du, = 0 3
Per il fatto che ogni tangente asintotica & polare dell’ altra rispetto alla terna
felle tangenti di Segre. Nell’ espressione (4) risultano quindi nulli tutti i ter-

Mini che contengono come fattore o 2 fi A\ oppure 2f; At, e il termine che
Contiene %, Di pill, essendo

Sars ity A* = 2ys 3 fy Aty = — 2f; Dug = V& 2f; duq

81 pud soartare il fattore £/i duy © rimane

SJ A 2 ‘_l BJ Al ‘
Bt B bt S cut . L
M)bh
i £
+2)e = (%—+2¢*}n]m—§mm
Ora esgendo

A{=VT)J1

08sia
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Ve 2ot a, =i,

si deduce
fo=—838pN=— s 207862,
oppure
fi=as VT Aiy
e quindi

o) ez (%-1—2@) ﬁ=22(-‘§-+2¢‘)1;:=

B M

= 7

44X AT,
L espressione (4)us diventa pertanto

(0 Py G | S P
(3 S e L )”_'B_M‘l_

32 1 1
=——3—[-E{13¢ A — ?(2¢;1‘+-§—2J;1‘)m] '

che rappresenta infatti un punto della seconda direttrice come si vede dal
confronto con la (1)py del Cap. IX § 84,
Riassumiamo il risultato :

Scegliendo comunque k, la conica C} (*) del piano & passa
per x ed ha ivi la tangente v, . Il secondo punto d’intersezione di
C}. con ©, sta sul secondo spigolo. La tangente a C} in questo punto
interseca t, in un punto situato sulla seconda diretirice.

Ora questo ® evidentemente conseguenza immediata (**) del
teorema :

Sia Ry la rigata asintolica di S che ha per generatrice ty. I
punti di C. corrispondono nella E(gg) relativa @ Ry ai piani del
fascio determinato dal piano che congiunge t, al primo spigolo e
dal piano che congiunge t, alla prima direlhice. (**¥)

(*) Similmente per ok.

(**) Ofr. Cap, IX § 81 E,

(**) La conseguenza di questo teorema per il problema di costruire le
quadriche di Moutard é gia stata enunciata al § 85.
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La dimostrazione ¢ immediata se facciamo uso di coordinate asintotiche
(v, v) su S. Infatti, 1’ espressione (1) diventa in tal caso, usando per sempli-
citd forme normali (By = ayy),

d d e
[ g l{;gﬂ'r’d h— 8 l;gﬁ Ta 'fs—‘%{ﬁd“'fs'!"\’d-"zfl)“'

16 gy (L1800 OlogBY A \] o B et ) it o).
3 du do 3

Per fissare lo idee, sin (ww,) la generatrice v, di R,. La conica O}
8i otttiene, supponendo f, =0, sicché O} & descritta dal punto

(al"”"’dz-;-z.pdus al‘;”" dudv)w-{-tldv(a:udu—a:..du)

La corrispondenza Z(%ﬁ-) relativa a K, associa (cfr. Cap. IX alla fine del
§ 81), il punto
(sus, - -%E- sf) @+ 8 8, Ty - sgm.,
ed il piano
LN A T

La conica O, corrisponde pertanto nella = (-%f—) relativa a R, al fascio di
piani
1 dlog By? 1 0logpty
(—é—-—é;"—d“ T_au—dﬂ E—fudu+§odv.

In particolare per du==0 otteniamo il piano

1 dlog Bty
4 a E+EV

ehe contiene 7, e il primo spigolo, e per dv =0 il piano
1 3108 By

che contiene =, o la prima direttrice (Cfr. Cap. III, § 25 B), . d. d.
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§ 89 — Significato geometrico degli invarianti proietti'vi
pitt semplici di una superficie.

4) Intorno del quarto ordine di una superficie.

In questo § ci occuperemo di superficie S non rigate e faremo
uso di forme normali (J = — 1). Gli invarianti proiettivi pilt sem-
plici di 8 sono del quarto ordine:

Q =Za"qid, W =Xa™yhty, W=ZTb™§dudy

(1) ;
2 L i 3
P2 — U2 = 5 P3,
(Cap. VI, § 59 A). Sarebbe facile dimostrare che ogni invariante
proiettivo di S del quarto ordine & funzione razionale di ®, W,
W, Ora dalle ricerche dei §§ precedenti risulta che ' intorno del
quarlo ordine di S relativo ad un suo punlo gemerico x @ perfet-
tamente determinato dalla quadrica di Iie H e dalle due coniche
Ch, O} (*. Infatti, dal teorema finale del § precedente risulta
subito, confrontando con quelli del Cap. IX, § 81 E ¢ § 81 F
che le X (c) relative al punto 2 di S sono completamente
determinate date X (0) (che & parte della polaritd rispetto ad H)
e O, O; cid posto, i teoremi enunciati al § 85 e provati negli
ulteriori §§ mostrano che, date H, C} e C}, possiamo costruire la
quadrica di Moutard appartenente a qualsiasi tangente a § in =,
e quindi anche la conica osculatrice (di contatto cinquepunto) in
@ di ogni sezione piana di 8 passante per z.

Gli invarianti (1) sono quindi invarianti proiettivi della figura
composta da H, C), C; (fissando %k a piacere nostro). Pil preci-
samente, noi dimostreremo che essi sono gid invarianti della coppia
di coniche €} e C5. Per brevitd ci limitiamo all’ ipotesi ® % 0 ;
sard un utile esercizio per il lettore di effettuare i calcoli analo-
ghi nell’ipotesi ® =0,

(*) % essendo una costante fissata a piacere. P. es. possinmo supporre
k=1,
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B) Invarianti delle coniche C} e C}.

Il fascio di coniche nel piano & determinato dalle Ch e O3
possiede un punto base in @. Siano y;, y,, y; le altre inter-
sezioni di C) e C5. Noi calcoleremo i birapporti

(%), (xy)), (2y), (wyg), ¢=1,2

T, e t, essendo le due tangenti asintotiche a § in @. Per cid che
si & detto sopra, tali birapporti sono funzioni degli invarianti (1).
Cerchiamo dapprima la posizione delle rette (xyv) (v= 1, 2, 3).
A tale scopo, occorre cercare il valore di /,:/, tale che sia ridu-
cibile la conica C, rappresentata dall’espressione (1) del § 88
ossia, giacchd adesso supponiamo J = — 1, dall’espressione

(E yduy . fydug 4 3e Ly Duy . I fy Duy -+ 4k Xal, fydu,du, —

(2)
— 32, ¢g)  — 16eXf;Duy . Dz,

Si vede senza difficolta (*) che le coniche O, riducibili si otten-
gono scegliendo f,:f, soddisfacente all’equazione cubica

(3) Z¢f. . Ba”f.f, —2kZa™ . f,f,= 0.

Dalla forma dell’ espressione (2) si deduce poi subito che le rette
(xys) sono quelle rette (xdx) per cui du,:du, soddisfa all’equa-
zione cubica

————————

(*) @ essendo un punto base del fascio [ Cx], per trovare le coniche
Tidueibili occorre evidentemente scegliere le /3 in (2) in modo che il coeffi-
ciente di @ risulti divisibile per 2f; Duy = i a® §pduy, = 2" 9y, du, =

=|4| (ftdu, — f*du,), oppure che esso si annulli ponendo du; = /¥ . Fatta
tale sostituzione, si arriva subito alla (8). (Essendo duwy = f%, sard

Duy = B98¢ apy = 28 £, ),
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(3)ese 2k9s + 9 Z¢iDuy = 0.
Le tangenti coniugate alle (x;) sono date da
(8) ter 2kpg — g S dyduy =0,
Dobbiamo pertanto determinare i birapporti R, e R, delle qua-

terne composte dalle radici di (3),, e dall’una o dall’altra radice
di @, =0, Sostituiremo del resto (3),. a (3)y, in questo calcolo,

il che & evidentemente lecito. Per far comprendere bene tal cal-
colo un po’ complicato, facciamo una breve digressione.

C) Aleune formole preliminari.

L’identiti (4)., del Cap. VI § 57 B mostra che le forme diffe-
renziali cubiche

Py -+ Vs—%, ‘Ps""VT‘P; ™

sono cubi di forme lineari; poniamo pertanto

@ Bt 1e =20, pa—c ¢ =2af,
sicché
(4)518 (Pg = w? + (I);.l !P;: E F(mi s s:’l) .

Dall’identita citata risulta di pil
(2w, my)® = 03,

sicch® possiamo supporre

(*) Fissiamo a piacere il segno di V:.
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(4)1." (Ps == 2(01 ma . (*)

La forma w, & determinata a meno di un fattore che & radice
cubica dell’ unita; scelto tal fattore, anche w, & ben determinata.

Scriviamo ancora ,, w, per indicare le forme che si ot-
tengono dalle ®,, ®, sostituendo a dw; i differenziali coniu-

gati Duy. B chiaro che wy differisce da w; soltanto per un fattore.
Per determinare tale fattore diamo in w; e w; alle du, do

dei valori che annullano w; (iz 7). Si vede allora subito che &
(cfr. la (3) del Cap. IX § 84)
;‘ = i sﬁm,— .
Ora sostituendo i differenziali coniugati in (4), otteniamo (**)
egi+ Ve ga =20}, cpi—)c py= 20},
sicche infine
(4)qunlur a]_ e EVTml ) ;;2 AT EV?‘wﬂ .
Dimostriamo adesso che, posto

(5) Ell)[du‘ = llml + )\sm, .

s (r—ys w)° g v 4ye )
N =2 (';.: ) R ( +dl/; )

(B)blo
2 kl lg = ¢' .

Infatti sostituendo nella (5) Du; al posto di duy, otteniamo per
le (4)quatnr

—

(*) Le forme linenri ®, e w, sono (anche in notazione) identiche a
quelle che stanno alla base del metodo cinematico usato da Cartan nelle sue
ricerche relative alla deformazione proiettiva.

(*) Cap. VI, § 57, (1)vise © (1)ior-
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L4 duy = I/T()u‘-"l — Ay 09y)

e, confrontando con (5), deduciamo che:

2M 0, =2+ Ve D8, ¢7) duy,
(6)
2l =E(y— Ve 20" du.

Si deduce pertanto da (4)ier

9 A e « Bans dug du =i +V & 28407 ) (h—V & 20ud* ) dus dun .

1 evidentemente lecito sostituire in quest’identitd a* al posto di duy du .

Fatto cid, risulta
A =3a% g Vs Z0dr gt —V s Boa ¢ ¢r —
— 2% damattr .
Il secondo e terzo membro a destra sono evidentemente nulli; il quarto

— e 2B ot g §f = — e DHdaaaPat’ §, ¢y,

essendo

-8 80 pmm=gp
Z9riatkarr = §rk, ZHPrY, = B da st

vale Za®d Py o=@, sicchd I'ultima delle (5)pis & provata.
Ora dalle (4) e (6) si deduce

41:1’(%-{-}/:‘?;) =3(‘Pt -I-V': E&..up")(qgk.q.}’;_ 2 9 §F ) %
>< (‘;’l +V~: Z:&uda' ) duy duhdu; 3
42 (p,— Ve o) =2(pi — Ve 28:97) @ —Ve 2800 ) X

% (Ve 284 ¢t) duy duyduy .

Sostituendo qui a™ a du; duydug , otteniamo

e~
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0 (@ 4 Ve @) =20 ¢ g o + 816 90 udy +
F 320 b aM gt G+ s s BB dadr gt Yt
03 (0 — Ve w)=2% g guti — 86 Bouattyr g +

4 BeZ0 i attr ¢ ¢y — els DB Sy dr e ¢t .
Ma dal Cap, VI § 67 (8), (8)us © § 69 (1) si deduce:
e drdy =—W,
EdriGma™r ¢ ¢y me W,

¥ dan S ga®tr df Pt = — g U,
sioché risulta
0 (@Yo w) =4 (w—)c w),

i (w—Vew) =alw+ysw),

onde osservando che l'identitd (§ 59, (2)) che vale fra gli invarianti ®, W,
W pud seriversi

W+/ew) @—fsw)= 5 a8

@ ricordando 1'ipotesi fatta cho @ % 0 otteniamo anche le altre (B)bis

D) Birapporti R, ed R,.

Dopo questa digressione, ritorniamo ai birapporti R, e R,.
Precisamente indico con R, (R,) il birapporto della quaterna com-
posta dalla terna delle radici di (3),,, o cid che d lo stesso di
(8)ur, e dalla radice di @, =0 (0, =0). Per le (4),, (4)u: ©
(5) 1a (8)i: pud scriversi

k0?4 @f) — (Ao + Awy) 0,09 =0,
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sicchd R, per es. & il birapporto delle radici della forma biqua-
dratica

M kof — A ofwy, — Ay 0f 0] + ko, o] .
Ora ¢ ben facile calcolare R,. Si trova (*)

B (B, — 1)° 3
®) @+ I @R — 1 (B—2¢

D° 4 64 % (W2 4 ¢ W'%) — 36k D — 108 k* B?
[8 (W + [ W)+ 9kd* — 5418 D3]

= k*P3

Per dimostrare la (8), ricordiamo (**) che data una forma
biquadratica

a0} + a,0jw, - ageie; 4 a30,0f + a,0;
essa possiede due invarianti (relativi)
i =a3 — 3a,a4 + 12a44,,
j = 27ala, + 2Taya3 4 263 — 12a5a,0, — 9@, 050,

mediante cui il birapporto R delle radici della forma si esprime
secondo la formola

(R*— R+ 1)3 8
[(R+1DQECR—DR—2)

o meglio (per il nostro scopo)

R (R—1) 4= p
[R+DER—D(®E—2 27/

(*) I equazione che di R, differisce dall’(8) soltanto nel segno di V: ,
(**) Ofr. p. es. Cesaro (Corso di Analisi Algebrica; Cap b1 §§ 2 e 8).
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Nel caso particolare della forma (7) &
i=MN+ 8k, j=—2MN—9k\A + 274,
13 =0 + 9kA Ay . A + 27K2AIN; 4 27 K3
e quindi secondo le (5)y

pog WHITER g @ VT

b2
21 2 p2 s(qr_y.;w'}z
P MO AR Al

RCETT v PPN

?'m—-— ‘1’3

2 g :
AP = 27(-1—102(»2 + 16!«3&&;—“!_ — 0D — 2w)

onde si arriva subito alla formola cercata (8).

§ 90, — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche.

Sia S una superficie non rigata riferita alle linee coordi-
nate asintotiche. (*) Sia t = (zd2) = (x#,) du + (x2,)dv una
tangente a 8 in x. La quadrica di Moutard M apparienente a
@ il luogo del punto (**)

(1) Po® + prdw - py Dz + py X

dove

(*) In questo ¢ non supponiamo che le coordinate siano normalizzate.
(**) Cap. IX, 2 80 B, (2)quater-
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i 2 Bdu® dv®
M=2pypy—2adudv (p} — p3) + 3 "[l}_af_;‘% P1Ps +

— Bdu® 4 ydv® 1 B dlog(B:ayp) du?
tAe =g P T|Ta o @ T

12

it Boploglant) de i L v PloR e t) 40
6 ay, ov dv 6 oy ou du
(2)
1 4 olog(r:al) dv? 1 (Bdu® 4 qdo?)?
Bag dv 30 (@gduldrp T
1 Bdud—rde®)? | 1
T T apatddy T Bag.

(8 + B0y 2

1 dv i
+§'@'(Tu+'rﬁu)a'+9 pg=0.

Siano ora, come al Cap. IX § 81 F, pag, 477, R, ¢ R, le due
rigate asinlotiche di S passanti per @ (*). Noi vogliamo deter-
minare le equazioni delle quadriche di Moutard M, e M, rela-
tive rispettivamente a R, e a Ry ed appartenenti a t. (**) A tale
. Scopo osserviamo che dalle (5) del § 81 I si deduce che: 1° i simboli
di Christoffel formati per #{) sulla » = 0 hanno gli stessi valori
come quelli formati per Fy sulla u==0 e quindi che in (4, v, )y=p=0
® indifferente calcolare le derivate covarianti per la forma F, o

per la F{); 2° che & per Ry, se u=1u =0,

0 — PO = (1, + 10,) do?,

2o
2 a%), du, du, du, duy = ayy 7 dv® (%}:‘ﬂ du -+ 8_19%.:;1,) dv) :

(*) Precisamente I?; contenga (wa¢) come l. c,
(**) Le notazioni son quelle di 1. ¢,
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vak
Ya ) du, du,Du, Duy = g 7 dV3 (-- a_.l.g.ga(:ﬁﬂdu + ML?'E‘_’.)dv) .
v

Cid posto, si vede subito che il punto (1) appartiene a M, se

2 vd
My = 2p)py — 2aypdudv (pf — p}) + —- 5 dTu ;vpl Ps +

1 1 _dlog(ayt) dv

1&’,
+ 20 PI Pa + 6 84 au du +

(2)11!'
1 ¢ dlog(y:ag) dv* 1 (1do?)®

6 ay dv du* 36 aygdutdv®

1 (ydv)? 1 o
+ -4— a“dusdv’ + 20“ (Tu + Tequ_ﬂ + 9 P; = 0 d

Similmente si trova che il punto (1) appartiene a M, se

Bdu?

= i dud - R et
M, = 2p,ps — 2ayqdudy (pf — pi) + P S P1Ps

CI.‘;[I\'J

R T L u? 1 5 dlog(f: afy) dut
Sl bt g Tae——a
(2)|0r
1 B dloga,B)de 1  (Bdu®) s
6 a, ov dv 36 a,,dutdo®

1 (Bdu®)®

1 dv
e @y du® dv® 2 2ay, (B + £0,) s iyl kel

Dal confronto delle (2), (2)ys © (2),. risultano le identita

M, — M, = pg (2,01 + 0 + 05p,), (%)

e ————

(*) 1 valori delle « non ci interessano (e neanche quelli delle a’ in {(8)s ).
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©)
MI+M’=M+M0’

dove

My = 2pps — 2adudo (gt — ) +(— - FL 4 0) 5 =0
sicché
(Bute M — My = pg (a1p; + g + %5p3) «

Le identitd (3) e (3),, hanno una notevole interpretazione geome-
trica. Cominciamo coll’osservare che la quadrica M, = 0 (o
brevemente M,) non dipende dalla langente t, ma soltanto dal
punto @ di 8. Infatti, posto

Po% + p1dx + py Dz + pg X =12 + 1%, + 1y, - 13 X,

si trova subito che

b
(4) My =2ryry — 2a,37:7, +(— "'E_T‘i‘ﬂ) =0.

0 a,

Se ne deduce che la quadrica M, ¢é wuna delle gquadriche di
Darbouz. (*)

Cido posto, si vede senza calcolo il significato geometrico
delle (3) e (3)y:

Nel fascio determinato dalle quadriche M, e My vi ¢ una qua-
drica spezzata mel piano langente a S in X e in un altro piano;
sia M' la quadrica del fascio coniugata armonica di quella spezzata
rispetto alle M; e M,. Nel fascio determinato dalle quadriche M’ e
M, vi é di nuovo una quadrica spezzata mel piano langenle e in un
altro piano ; la quadrica di questo nuovo fascio coniugata armonica
della spezzata rispetto a M" e M, ¢ le quadrica M,

Mediante questo teorema, la costruzione delle quadriche di
Moutard relative ad una superficie non rigata si riduce alla co-
struzione delle quadriche di Moutard relative alle sue rigate asin-

(* OCfr. Cap. III, 3 21 C,
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totiche. Ora la costruzione delle quadriche di Moutard si semplifica
~ Se la superficie di partenza & rigata (v. § 87), sicchd il teorema
Precedente da un nuovo modo di costruire le quadriche di Moutard
relative ad una superficie non rigata. Perd la prima soluzione
pare migliore, almeno se non si trova un significato geometrico
semplice della quadrica M. (%)

§ 91. — Il cono di Segre.

4) Formole preliminari.

Cominciamo dimostrando le formole, analoghe alle (1) del
Cap. IX § 79
X3, du, 32w, 4 Iy

dDx = Y9, phdu,du, , ¢ - = dz +
2
= dF,—F,
i ~2———.DI,
Fy
(1)
gioe i i
aD¢ = 39, duydu, . & + Eﬂ'ﬂdu..; u, — Fy dt -+
s .
1
'é'an + Fy
——D§.

Fy

La dimostrazione & analoga a quella delle formole citate. Limitiamooi
alla seconda delle (1). Differenziando I’ identitd

DE = 2E; Dug = Za'" By B dtt; = 29y, E" dtiy
‘---‘_‘_l-_

(*) I ohiaro che deve essere possibile costruire M,, date H O, O
(ofr. § 89).

Funint o &ron, Lexioni di Geomatria protetttvo-diffevenxiala, 85
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gi trova facilmente (*)

dDE = 28-,-. E" %y -} z \‘},-. alr Eﬂ dﬂ'k dul 'l
ossia, essendo
Ein=—2alE + anE+ 7k,

d DE = 2 $pemy dun duts . E— 2085 Ep duy dits 4 29 E" 22y

8i tratta quindi soltanto di provare che, se F,F0, posto

(w) — Db}, Ep dun ity 4 29pe £ 80w, = AdE+ N DE,
sari
Loar +F
e z&rldur a'ﬂn-"'F; ).._ ? . !+ ’ '
= 7 : e e

A tale scopo moltiplichiamo la (o) per dx, oppure per D, Si trova rispet-
tivamente (**)

4 2 bins dueq driy g — B g dity B uy = — AL,
+ Zbie Dy duy, ditg — 2 ¥ps Dty 8%ty = eA Fs :
Ma
0.4 Dty 220 = B8 9 g dity B2 tty = — € Dag, diy B uy = -—%dF,,

Bbos Dy duy, drey = ZH @ bigs dry diey, duy, =

= & Dyt s dur, dity duy = &2 ang duy du, du, = el'y, ecc.
B) Nuovo caleolo di un determinante.

Adesso © facile dimostrare le identitd (valide se Iy 0)

(zde deddz) = F,dQ ——%Gdlf’, + Fy (Fy— 4G)—

(*) Cfr, Fubini, I differenviali controvarianti, Atti della R, Accad. delle
Scienze di Torino, vol. b4, 1018,
(**) Cfr. Cap. IX, § 79, p. 459.

e —
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: — FyEb,, du, du, du,dw, — F2E9,, 7} du, du,
(2)

3 "
¢ (§dEd2EdPE) = Fyd@ — — GAF, + Fy (F; + 46) +
+ FyXb,,du, du, du,du, — F3 X8, pf du, du, , (¥

dove abbiamo posto per brevitd

(2) 414 G=13X9,du,d u,
siccho
(2)ter Al = }:'&m (d“r 33w, + &% u, 62‘!&,) .

Ci limitiamo a provare la prima delle (2), Differenziando la prima delle
(3) del Cap. IX ¢ 81 C si deduce

(vdadw)=(dFs —d @) .E+ (s — G)dE+ dFy. D§ + Fy . dDE,
ossia per la (1)

(@wdwddz) = (AFy —d G + Fy2 4, nh duy duy ) E +
3
+ (-2—@;4-1-;) DE.

Ora dalle citate (1) del Cap, IX ¢ 79 si deduco facilmente

SEd*v=1F,, SDEd*x=G—Fj,
siochd
(vded?eddw) = — Sd'x (vdwdiw) =

=—F, (dh‘; — dG 4 Fy 29wy duty dug ) + (F; — @) (—% dF, 4 F“)

donde si passa subito all’ equazione corcata, ricordando la (8)y del Cap, IX, ¢ 80.

—_—

(*) Lo studio di (v, dw d*w, d’w) & stato il punto di partenza delle
Ticorcho del Fubini. Cfr, le Note: Defin. proiett, differ. ecc, (Atti dell” Acead,
delle Scienze in Torino vol 49, 1914 pag. 786). Fondamenti della geom, d'una
Superf. (Rend, dei Lincei Vol. 27;; 1918).
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B) Cono di Segre.

Al Cap, III § 22 e al Cap. IX § 81 C abbiamo esaminato la
corrispondenza di Segre (*) fra il piano (¢dxd®*z) osculatore di
una curva ¢ tracciata su 8 ed il punto (Ed&d*E) di regresso della
sviluppabile ¥ che tocca S lungo ¢. Abbiamo visto che il Segre
nella nota citata, esaminando ancora sotto quali condizioni accade
simultaneamente che il piano osculatore (xdxd*wx) e il punto
(EdEd*E) sono stazionari rispettivamente per ¢ e v, ha trovato che,
dato @, i piani osculatori in « alle curve ¢ siffatte inviluppano
un cono di vertice w, che abbiamo chiamato cono di Segre, in
generale di sesta classe, con piano tangente quintuplo in §, le
generatrici di contatto essendo le tangenti asintotiche e le tangenti
di Darboux. Il Segre ne ha scritto 1’equazione soltanto sotto
I'ipotesi che la S sia definita con una equazione z =/ (x, y).
Le formole (2) ci permettono in nuovo modo (cfr. § 16 E) non
soltanto di scrivere 1’ equazione del cono di Segre in coordinate
curvilinee qualunque, ma anche di costruire il piano tangente
(unico) del cono che passa per una qualsiasi tangente ¢ a § in a.

Le condizioni del problema sono evidentemente

(xdzd?zd®x) =0, (EdEd*Ed®E) =0.
Esse contengono, come & chiaro a priori, i differenziali terzi. Per
arrivare alla posizione dei piani osculatori alle curve e, occorre
eliminare i differenziali terzi, oppure, per le (2), scrivere I’ equazione
— (vdxd?rdix) 4- ¢ (§dEd*Ed?E) =0,
che diventa per le (2) stesse e per le (3),, del Cap, VI § 58
(8) 8GRy + 2FyXb,,, du,du,du,du, + F;2b,,*, du, du, =0 .

(*) Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superficie,
Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, vol. 17, 1908,




b

[§ 91, O] INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE €cC. 6317

Confrontando con la (3) del Cap. IX § 81 vediamo pertanto che
il cono di Segre & inviluppato (variando du:dv) dal piano

(BFyFy + 2F, X b, du, du, du, du; -+

(3)hla
. + F2Xb,,t, du,du,) & + 8 F, Fy Dt .

Dalle (8),;, si determina immediatamente la classe del cono e la
posizione delle tangenti nel punto multiplo @, d’accordo con
I’enunciato precedente. Ma dalle (1)qu. del Cap. IX § 81 ve-

: ; . 3
diamo di pitt che al cono di Segre corrisponde in X (— -?) i)

la curva del piano & luogo del punto
(4) 2%b,,. du, du,dw,dug 4 Fa2b, 1, du,du,) z + 8FyDx ,

In generale, tale curva & d’ordine quattro, con un punto triplo
in «, dove le tangenti ad essa sono le tangenti di Segre.

() Aleune applicazioni,

Supponiamo in primo luogo che la superficie § sia rigata.
Allora ¢ ben facile vedere che la linea rappresentata dalla (4) ®
semplicemente la generatrice della quadrica W, (**) situata nel
piano & A tale scopo occorre provare soltanto (***) che (4) rap-
presenta una retta che contiene il coniugato armonico di @ ri-
spetto alla coppia dei fleenodi ed il polo della generatrice rispetto
alla conica osculatrice all’asintotica curva di S passante per .
Ora supposto '

ay=0p=0, ag=0=7F1, s=y+uz

(*) Nella Memoria citata al § 85 & scritto erroneamente 2 (%)

(*) o del piano W, se le due curve flecnodali di S5 coincidono.
(***) Cap. IV § 85 C e 86 B.
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si trova (cfr. § 87, 87 A) che (4) si riduce, scartando il fat-
tore 2dv®, alla

[4 (B + Cu)du + (A" + 2B'u 4 O"u?) dv] (y + uz) +
+ 4 (4 4- 2Bu + Cu?) [— zdu + (¥ + w’) dv]

donde risulta 1’enunciato come al § 87 A,
Adesso supponiamo invece che 8 non sia rigata. Dimostriamo
che la curva del piano § trasformata del cono di Segre mediante
3
b)) (—-— -2—) 8i pud generare come segue: Siano T, e T, le langenti

asintotiche ad S in X; s8; (dy) sia Uinlersezione di vy col secondo spi-
golo (con la seconda direlivice); e (C] sia il fascio di coniche del
piano § determinato, 1° dalla conica spezzala in T, e (d;8,), €
2" dalla conica spezzata in t, e (dy8,). Allora U intersezione della
curva suddetla con una tangente qualsiasi t a S in x & situala su
quella conica del fascio [C] che tocca in x la polare lineare di t
rispetto alla terna delle langenti di Segre. A tale scopo osserviamo
che la (1), del Cap. VI § 58 permette di trasformare 1’ espres-
sione (4). Per brevita supponiamo J = — 1 (forme normali) e
troviamo

s (— 293 Z gy Dy + 9, B, * du,du,)  + 8¢, D .

Qui poniamo
(5) 2b,,, du.du, = g,
e quindi (Cap. VI § 57 (3)quater)
(E{‘}M o = — e Xat,du,du,
0y = Day; aty duy du,du, = — e 23" ay; g, duy, = e g, D, ,
sicchd la (4),, diventa

6) (—2eXg;Duy. DdyDuy + 9y . Egidf) @ - 8eXgy Dy, Dx .
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Riguardando le gy come fisse e variando soltanto le duy, il punto
rappresentato da (6) descrive una conica del piano §; e variando
¢i, tali coniche descrivono evidentemente un fascio [C] di cui a ®
un punto base. La (5) mostra poi che il punto della curva rap-
presentata da (4),, che sta su una tangente ¢ (ad § in ) appar-
tiene a quella conica di [C] che tocca in @« la polare lineare di ¢
rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. Di pit dalla (6) si
vede senza difficoltd che la conica € di [C] che tocca in @ p. es.
la tangente asintotica t, si spezza in t, ed in un’altra retta (*),
sicchd resta soltanto a provare che tale retta residua di O &
identica alla retta (d,8,). Ometto questo calcolo, perchd esso ©
perfettamente analogo a quello fatto nel § 88 (esso & semplicissimo
in coordinate asintotiche). Si ricordi (§ 16 E e 24) che:

La (3) & I equazione differenziale delle estremali dell’ integrale

f .‘Fi (pangeodetiche).
F,

§ 92. — Superficie a pangeodetiche piane.

Non esistono superficie S per cui fulte le pangeodetiche sono
piane, (**) Infatti, se cosi fosse, 1'equazione (vdwxd®zd?z) = 0
sarebbe evidentemente conseguenza algebrica delle H = 0, dH = 0,
essendo

H = (vdxd*xd®x) — e (§dEd*Ed3E) .

Ora lungo un’asintotica curva & (**¥) H =0 e quindi anche
dH =0, mentre (¢ded*zd®z)%0.

Ma esistono delle superficie S con una famiglia di o' pan-
geodetiche piane. Hsse dipendono da sette funzioni arbilrarie di un

(*) Basta osservare che, se Zagp g* g* =0, I’espressione (6) d divisi-
bile per 2g; Du; o, cid che & lo stesso, che essa si annulla se g; = du; ,
9,=0.

(**) Se escludiamo le quadriche. Sopra una quadrica, ogni curva pud
considerarsi quale pangeodetica,

(*¥#%) Cfr. 1" osservazione al principio del § 18 B.
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paramelro e le loro equazioni in termini [inili 8§ ollengono senza
neanche quadrature. Sia [C] un sistema o' di pangeodetiche proiet-
tive piane di 8. I piani tangenti a § nei punti di una qualunque
delle C passando per un punto fisso, due ¢ successive, e ‘quindi
anche i loro piani, sono prospettivi. Gli o' piani t delle curve C
sono pertanto proicttivi fra loro, e le curve € si corrispondono in
queste proiettivitd, Sia t, un piano fisso del sistema [r], 7, una
retta qualsiasi di 7y, [r] il sistema co! di rette dei piani t cor-
rispondenti a r, nelle proiettivitd sopra definite, Si vede subito
che il sistema [r] & sviluppabile. Infatti, due piani t successivi
essendo prospettivi, due rette r successive s’incontrano. Da queste
osservazioni si vede che S si pud generare come segue :

8i scelga ad arbitrio una sviluppabile T, e sopra di essa, si
coslruiscano ad arbilrio quatlro curve k; (i =1, 2, 3, 4) Sia =,
un piano langente fisso di T, < il piano tangente generico di T.
Fra ty e © 8i consideri la proicitivité m in cui alle tangenti delle
ky giacenti in t, corrispondono le tangenti delle k; situate in t. Sia
Cy una curva arbitraria del piano t,, ¢ C la cwrva del piano ©
che vi corrisponde in m. Se t inwviluppa T, la curva C genera wuna
superficie S su cui le O sono pangeodeliche piane. ()

Infatti due C successive risultano evidentemente prospettive.

Ora sorge spontaneo un problema interessante: Delerminare
tutle le superficie con piu sistemi o' di pangeodetiche piane.
Osserviamo soltanto che la superficie @yz =1 (**) possiede sei
sistemi di pangeodetiche piane, formati dalle curve di Darboux
(coniche) e dalle curve di Segre (cubiche con un punto cuspidale).
La pilt generale pangeodetica di @yz =1 @

w2 G ().

dove ¢ © il parametro e XA;, Ay, A sono costanti arbitrarie.

(*) La sviluppabile 7' pud degenerare in un faseio di piani. Le eurve kg
devono allora sostituirsi con dei coni, i ouni vertici stanno sulla retta base
del fascio,

(**) Questa & 1’ unica superficie che sia insieme di terzo grado e di terza
classe,



Carrroro XI (F).

COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE.

§ 93. — Formole preliminari.
4) Rette e complessi lineari.

1. Noi sappiamo che a coordinate p, = — p,, della retta
unente i punti @, ¥, 2, ¢ ed &, ¥, 2, ¢' si assumono i doter-
minanti

Pg=ay —a'y, pp==xz—2a'z,...., Dg=2t—0a't.

Per due rette di coordinate p, ¢ la condizione d’incidenza & :

S (p, @) =+ Pra Qs + P1aee + Pralas + Psutia + Peetas + Postu = 0.
Le coordinate p di una retta soddisfano alla

8p* = 2 (praPss + P1aPag + PraPas) = 0.

Un complesso lineare & I'insieme delle rette ¢ le cui coordinate
soddisfano a un’equazione di primo grado

S(m, q) = Talsa + T1alap + + oo + Tpgqy,= 0.

Le =, = —m, sono le coordinate del complesso; se
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87t =2 (RygTyq + 713 gy + TyqTag)

¢ nullo, il complesso & I'insieme delle rette che si appoggiano
alla retta di coordinate p,, = m,,, che si chiama 1'asse del com-
plesso, Tali complessi si dicono speciali. Come & noto, due com-
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com-
plessi generalmente in un regolo (ciod in un sistema di genera-
trici di una quadrica), quattro complessi in due rette.

Diremo sovente retta p invece di dire retta di coordinate p,,;
complesso = invece di dire complesso di coordinate =, ; se p @
una retta, il complesso p @& il luogo delle rette incidenti alla
retta p.

Due complessi (lineari) =, «' sono detti i involuzione o
contugali s6 Sz x’ = 0. Un complesso lineare = & luogo delle
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a =.

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derivate,
porremo :

Pis =Py, Pra=¢qy Puu="r, Pyu=1l, Ppp=m, Py =1n;

g =Ty Tg="%, Tyg=1p, Tgg=2NA, T =1, Tyg=1V.

B) Aleune identita.

Siano dati » complessi pf2,..., pf} (@=1,2 38,... n)
con n= 5 opp. n= 6. La matrice, o determinante delle loro
coordinate si indicherd scrivendone la sola prima riga

(PP . ... pl?) o pit semplicemente (p"p®.... p")

e, se n=>0, cio¢ se si tratta di una matrice, con questa scrittura
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla
seguente convenzione analoga a quella del § 1 A: si aggiunge
alla matrice una sesta colonna, e si prendono i complementi alge-
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente con =gy, 74,
sy Ty Ty %y i complementi di p2, pf§, »,...., 2.

Un determinante (p" p®....p") cambia di segno, scam-



[§ 98, O] COMPLESSI 1 CONGRUENZE DI RETTE 543

biando py, con pgy, Pyg CON Pyy, Prg CON Pyg, Ossia scambiando
la terna p, ¢, r con I, m, m; noi, per moltiplicare (p p® . .. p"%)
per un determinante di egual tipo (¢M¢®....¢"), cambieremo di
segno uno dei fattori scambiando in esso le terne citate e poi
applicheremo la regola solita del prodotto di due determinanti.
Troviamo cosi: Il prodotto di (p" p®...p®) per (q®q®...q")
vale il determinanie delle cy = Sp¥q? (i,j=1,2...,6) cam-
bialo di segno.
Col prodotto di due matrici

PYp®. ... 0% e (Mg®....q"),

una definente i numeri =,,, I'altra i numeri =. secondo le pre-
cedenti convenzioni, éndicheremo

ST = Mg Ngg + Tyg %y =+« oo o TggRyg.

Questo prodotto si potra ottenere per note regole sul calcolo delle
matrici scambiando in una di esse la terna py, Pyg, P4 COR
Pasy Pasy Doy, facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi
cambiando di segno il determinante cosi ottenuto. Percio :

Il prodotto (p™p®....p") (@M q®....q") wvale il determi-
nante delle Sp" q™ cambialo di segno.

) Collineazioni e correlazioni.

Ad una collineazione 7' sulle coordinate @, y, z, ¢ di punto
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.)
sulle coordinate p. di retta che trasforma in sd 1’equazione
Slp =0, e quindi moltiplica la forma Sip per un fattore. Noi
senz’ altro escluderemo le 7' a determinante negativo; e ci limite-
remo pertanto (§ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino
la S1p per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare
omogenea sulle p che moltiplichi Sip per un fattore positivo
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette
incidenti in rette incidenti e che percio equivale ad una collinea-
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zione o ad una reciprocitd., I due casi si distinguono dal segno
del determinante della trasformazione (§ 2 B). Cosi per es. la

l'!=p, m=q, W=r, p'=l, ¢d=m, ¥=mn

¢ a determinante negativo e definisce pertanto una reciprociti.

Se A, «® sono per i =1, 2,,.., 6 due sestuple di
complessi, e se SANIAN = 8z=D (4, j=1, 2,,..., 6), allora
i determinanti (A", A®,...., A¥) e (a®, &®,...., #'% sono

uguali a meno del segno, come si riconosce innalzandoli al qua-
drato. Esiste percid una proiettivitdi o una correlazione che porta
le A nelle p.

D) Equazioni di una retta.

La retta p, ¢, r, I, m, n ha in coordinate di punto le
equazioni

ly +~-mz+nt =0 —lxt+rz—qg=0
—me—ry +pb=0 —nvtqy—px=0,

che si riducono a due indipendenti. Il punto comune a un’altra
retta o', ¢/,...., »' & il punto

Ip' +mg +n', mn'—m'n, al'—a'l, m'—1'm,

Formole analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne
o, qr ed l, mn

§ 94. — La forma o.

Se le p (eiod p, q, r, I, m, n) sono funzioni di un parametro
w =y, oppure di 2 parametri » =wu,, v=wu, oppure di 3
parametri % = wu;, » =u,, w=uy, la retta p descrive una
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sari
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(1) Sp*=0, Sppy=0 (i=1; opp. i=1, 2; oppure i=1, 2, 3),
ciod

(2) Spdp =0 e quindi Sdp*= — Spd*p.

Noi porremo
(3) o = 8dp? = — §pd®p = Sa, du,du,
1
(n =1, oppure, 2 oppure 3).

I equazione ¢ = 0 caratterizza, tra le rette considerate, quelle infi-
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Percid nel caso delle rigate
(n =1) se @ & identicamente nullo, la rigata é una sviluppabile.
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n = 2, 3) I’essere ¢
identicamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o
complesso & sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e ¢ della
congruenza 0 complesso, uscenti ’una da un punto 4, Paltra da
un punto B, noi le potremo congiungere con una rigata della
congruenza o complesso avente la relta AB per diretirice. Tale
rigata, essendo sviluppabile, dovrd giacere in un piano passante
per AB. Pertanto le rette p, ¢, ciod due rette qualsiasi della
congruenza o complesso sono complanari. In conclusione :

Se ¢ ¢ identicamente nullo per una rigala, questa é una svilup-
pabile ; se @ € idenlicamente nullo per una congruenza o complesso,
questo ente si riduce alle retle posle in uno stesso piano od uscenti
da wuno stesso punto (e percid in particolare non pud essere un
complesso (*))-

(* Se ¢=0 identicamente nel caso dei complessi, & Sp*== Spp; =
= Spi=~Spip; =0 per 4, j=1, 2, 8, Hsisteranno percid 4 retto a 2 a 2
incidenti aventi per coordinate rispettivamente le p, oppure le p,, opp. ps,
oppure py. lsso sarebbero percid rette poste in uno stesso piano, od uscenti
da uno stesso punto, E quindi esisterebbo una relazione lineare ap -4 fp,
~+ ypg—+ epy =0, che, cambiando parametri w; , si pud ridurre alla forma
op 4 Bps=0; la quale, moltiplicando le p per uno stesso fattore, si pud
ridurre al tipo py=0. Lo p essendo percid funzioni delle sole w,, uy, la
rotta p descrive al pilt una congruenza.
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Noi trascureremo sempre questi casi elemientari.
Se il descriminante 4 di ¢ & diverso da zero, potremo usare
i simboli del calcolo assoluto; avremo allora :

(4’) Ay = SP,'[), = o Sppﬂ

donde, derivando covariantemente Sp,.p, 4 Sp,p =0 e Spp,, +
+ Spp. == 0. Scrivendo queste formole per », s, ¢t =1, 2 op-
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi:

(5) S}J‘. PII o 0 Spprll — 0

I insieme delle superficie rigate che sono tra loro tangenti
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si pud conside-
rare come definita dalla retta p e dalla retta p +-.dp consecutiva,
che si deve considerare comune a tutte quelle rigate perchd tra
loro tangenti in p. Dare dunque una tale direzione equivale a
dare la proiettivita tra i punti di » e i piani ivi tangenti alle
rigate considerate : proiettivitd che si pud pensare definita facendo
corrispondere ad ogni punto di p il piano che lo proietta dalla
retta consecutiva p - dp. Se le p sono funzioni di » parame-
tri w;, una direzione (di spazio rigato) uscente da p sard definita
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali duy .

§ 95. — I complessi di rette con 4 = 0,

Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi-
nante 4 della corrispondente forma ¢ & identicamente nullo, E
dimostriamo che :

Se A =0 identicamente, il complesso & il luogo delle tan-
genti ad una superficie, o delle relle incidenti ad una curva,

In tale caso infatti la forma ¢ & prodotto di due fattori
lineari dw;, i quali saranno nulli entrambi per un sistema di

. du U Ry 1 : Sty
valori SR e che sard anzi indeterminato, se i citati fat-
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tori lineari coincidono. Siano W' (u,, wu,, wuy) = cost.,, e

X (uy, uy, uy)=cost. gli integrali di du,:du,: dug=0,:0,:0y; assu-
mendo le W, X come nuovi parametri p. es. al posto di u,, wu,,
e indicandole senz’altro ancora con w,, wu,, avremo che i citati
fattori lineari saranno nulli per du,= du, =0 e percid non

conterranno duy. Quindi la forma ¢ avrd nulli i coefficienti
(g, (gg, QOgg, cosicchd

Spi = Spypy = Spypy = Sppy = 0 .
Percid le py saranno coordinate di una retta incidente alla retta p
e appartenente ai complessi p,, p,. Sia B il punto (pps) co-
mune alle rette p, py e B il piano ppy. Calcoliamo le coordinate
di questo punto e di questo piano. Supposto I= — 1, la retta p
ha per equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor-
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche ¢=1),
@=—rz+q, y=mz-4n, cosicchd:
p=dmdq +dndr
Ele ag=0, (i=1,2,8) diventano:
Qamg + ngrg =0 (gymg -+ m,qq) 4+ (nirg +-ngr) =0 (i=1,2).
Esistono pertanto 8 parametri A, p, v tali che
My =Ang, T3=-—Nqg, My=NAn;+ pny, r=—NAg — pgy,
My = Mg+ yny, rp=—Agy—vgs.

La retta py avra per coordinate

ly =0, mg, ng, py, Qa, 74 (p=gqm-+rn)
e pertanto ® la retta congiungente i punti

(93! Ng,y 0! 0) (_r_)“?! m"—nl: 1: "'}\)-
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Il punto B & percio il punto di coordinate

r

m 1 :
il Sl W S et il ol A i

e il piano § & il piano, che lo contiene, di equazione

ny (@ +r2—q) —qy(y—mz—mn)=0.

Poicheé evidentemente & anche

(1) n,da' — qzdy’ + (rnyg 4 mgy)dz’ =0,

avremo :

Il punto B ha al massimo oo* posiziont (*) e il piano B non
solo contiene B, ma & anche tangente al luogo del punto B, (Il caso
qs = ng= 0, escluso in questa trattazione, si pud studiare in
modo affatto simile).

§ 96, — L’elemento lineare proiettivo di un complesso.

4) 11 complesso = e la forma yx.

Escluderemo il caso 4 = 0, esaurientemente trattato al § 95,
lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti considerazioni
si possano estendere anche a tale caso. Cosi escluderemo dalla
trattazione come singolari quelle eventuali generatrici del complesso

(*) Infatti, se avesse oo® posizioni, allora per un valore generico di ,
2, w le da’, dy’, da’ sarvebbero arbitrarie e non potrebbero soddisfare a (1).

’ "

In altro mod-.;p si osservi che (1) equivale alle: "a"gf:' — 93%“'*' (rng+

d
~+ mqq) T:‘ =0 per ¢=1, 2, 8, dalle quali si deduce di nuovo lo stesso

risultato.
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per cui A fosse nullo. Diconsi complessi lineari =’ tangenti al
complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano
alle Sa'p=8z"p,=0(i =1, 2, 3). Uno di essi & lo stesso
complesso p (ciod il complesso speciale di asse 2); un altro sia n’;
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio ap -4
+ Ba', che soddisfano alle

S(ap + Bx)p =8 (ap+ Bz)p=0.

I raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in
tale complesso tangente, sono caratterizzati dalla

S(ap+ﬁw’)(p+dp+—ﬁ1—d2p+....)=0,

che si riduce alla

(1) alpd*p + B8’ d*p =0

che, in virtu delle Spdp = S='dp = 0, equivale alla:
(1) aSdp? - BSdn'dp =0.

Se noi consideriamo per un momento le dw, come coordinate omo-
genee di punto in un piano v, avremo in (1) I’equazione di un fascio
di coniche, una delle quali & la conica ¢ =0, K eccezionale il
solo caso che tulle queste coniche coincidano, ossia che i complessi
langenti seghino tutli il complesso dato secondo le slesse retle infini-
tamente vicine a p. Io dico che questa proprieta caratterizza i com-
plessi lineari, Per dimostrarlo, premettiamo una formola di carat-
tere generale. Supposto, com’® lecito, di assumere coordinate non
omogenee di retta, e di scegliere 3 di queste a variabili u,,
porremo

2 I=1,qg=u, n=v, r=w (p=—mu—ouw).

Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordi-
nate A, p, v, ece. saranno (indicando per semplicita con p,, ed m,,
derivate ordinarie e non covarianti)

Fumint o &eon, Lexfoni di Geomotria proisttivo-differenxiale. 36
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(3) )‘E‘pndur dul + uzmrldﬂ:l' du: S 0
le quali anzi, tenuto conto del valore di p, saranno
(814 (% — Au) Em,, du,du, — 2\ (dmdu 4 dvdw) = 0.

Tali coniche (g) coincidono soltanto se & m,, =0 oppure se
Py =0 (nei quali casi il complesso & lineare, perch®é m oppure p
¢ funzione lineare di = =g¢q, v=mn, w=r), oppure se esiste
un parametro o tale che p,, = om,. Derivando se ne deduce
o,m,, = o,m,,. Queste equazioni lineari nelle o; danno o, = o, =
= 0, = 0 (almeno nella nostra ipotesi che 40, ciod che il
diseriminante (m,,) di una delle nostre coniche, tutte coincidenti
per ipotesi tra di loro, sia differente da zero). Sari dunque

= cost,, p—om funzione lineare di %, », w; e quindi il
complesso sari lineare. Hscluso dunque anche il caso di nessun
interesse dei complesst lincari, ai complessi lineari langenti corri-
sponde dungue nel piano 7 un effeltivo fascio di coniche, Tra queste
noi ne potremo scegliere una in modo inlrinseco invariante impo-
nendo che sia apolare alla ¢ = 0, ciod che, posto Sd=n'dp =
= Xb,du.du,, ¢ indicato al solito con 4,, il complemento alge-
brico di @, in 4 diviso per 4, sia:

0= ZAFI (aafl' "{_ ﬁb!'l) = 20 _i_ pEbI‘lBFI'I

da cni si ricava un unico valore di «, Porremo = = ap -+ Bx';
le sue coordinate = (di complesso) risultano cosi determinate soltanto
a meno di un fattore comune, che ora fisseremo in modo intrinseco
invariante nel modo seguente, Posto Sap,, = — Su.p, = —¢,,
sard X4,¢.,= 0, Posto poi

1 1
P:—:(;-Ag-p, Q=TA2‘IJ---—:

(4)
l 1 \‘
N= ? ﬁaﬂ = T 4.11‘1,-, Ty 4

sard :
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1

A
(5) S‘}JP =? LSA,.,?J}'J,..: — *':T;-—E.A"au=—1_
Sard ancora non soltanto
(6) Sap=8np =0 (f=1,2,3),
ma anche :
(7 S:-:P=—1~SBA np.:—iﬂAc =)
) 3 rs ] 3 ra Vpy .

Dunque le # sono proporzionali ai minori della matrice

1

Vi_'r {'p: P1, P2y Py, P)

561

© noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo cosi :

1
® T mjfl () P1y Pay Pay P)
€ quindi :
X e Sd'Pdﬂ = "‘"‘Sﬂdz’p =

(9)

1 \l

=VE (P, P1y Pay P3y Py d2p) = Ve, du,dy, .

(10) EAPI ¢, =0.

Se ne deduce anche :

0 0 0 0 8ppP

0 Gy g ayy  Sp P

Sn? = — ﬁ 0 g, Ayy Gy Spy P
0 031 (gg agg  Spy P

SpP Sp,P Sp, P 8Sp, P 8P




.

5562 CAPITOLO UNDICESIMO [§ 96, B]
A RS ST e
=-T:-(S?31) -—"'|—'|———SGH»A_
Dunque
(11) Nnt=1s, ove s =s8gnA.

Il complesso © non @ mai speciale. Di pit si ha:

' 1
(11)y, Vid] (p, D1y Pay Psy Py %) =8nt=s.

B) L'elemento lineare proiettivo.

Si noti :

1) Un cambiamento qualsiasi di variabili w non cambia la
forma ¢, che quindi @ #nfrinseca (propriamente); invece sia le =
che la 7y sono vmpropriamente inlrinseche, perch® i cambiamenti
di variabili » a Iacobiano negativo cambiano di segno le = e la
forma .

2) Moltiplicando le x, y, z, t per uno stcsso fatlore o, le |
p restano moltiplicate per o®, la ¢ e la a, per o', le 4,

; . 5 PGy 1
per —2—‘-; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da ?,-P per

una combinazione lineare delle p, p;: J[4| resta moltiplicato per o,
e quindy y resta molliplicato per o*, menire le m restano inalterate.

3) Una collineazione a delerminante 1 mula in sé stessa
la ¢ e la y.

4) Una collineazione di determinante negativo & il pro-
dotto di una collineazione 2), di una 3) e della 2’ =—uz,.
y =y, ¥ =2, I'=t; la quale cambia il segno di p, ¢, 7
lascia inalterate I, m, n; essa pertanto cambia it segno della @, e quindi
anche il segno & di 4 ed il segno delle 4,, e di 3 delle coordi-
nate di retta e percid lascia inalterata la . Noi di solilo prescin-
deremo da queste trasformazioni, che mutano la legge di orienta-
zione delle rette. 18 potremo percid costantemente supporre p. €8
s =1 '
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5) Una correlazione 7' & prodotto dello scambio delle terne p,
q, r ed 1, m, n e di una collineazione 7" ; e¢i limiteremo alle cor-
volazioni 7' .tali che la 7" sia a determinante positivo. Per studiare
I’ effetto, basti osservare che lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n
lascia ¢ inallerato, cambia 7y di segno, '

In conclusione il rapporio @ :y* & infrinseco invarianie, @ noi
lo chiameremo 1'elemento lineare proiettivo del complesso, (Se non
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in
(6), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il risultato
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si pud anche enun-
ciare dicendo : I complessi lineari sono caralterizzati dalla y =0 .

(') Curvature proiettive e coordinate normali.

L’ indeterminazione (di un fattore) delle ¢, y si potrd togliere
anche nel caso dei complessi, ricorrendo alle coordinate normali,
come vedremo nel modo seguente. Consideriamo I'equazione che
Si oftiene uguagliando a zero il discriminante di w¢ 4y, che
& per le relazioni di apolaritd

(12) w4 4 w2a,,C,+C=0,

ove € ¢ il discriminante di ¢, e €, © il complemento algebrico
di ¢,, non diviso per €. Se si moltiplica y per un fattore © e ¢
per = le radici » restano divise per t. Le quantitd intrinseche

O, 7 =2%0 41 & jmn ‘intrinsecs)

(13) I=—, =

restano moltiplicate per —.Ei— 0 per -ci“ Noi potremo imporre al-

Puna o all’altra un valore numerico prefissato, e chiamare normali
le coordinate corrispondenti: resta escluso il caso anormale I =
=J = 0, quando ciod I' equazione in w ha una radice tripla nulla. (*)

b

(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Pawl Mentré,
Comptes Rendus t. 145 (20 Nov. 1922) pag. 941,
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In coordinate normali la forma @, determina una geomelria metrica,
(di cui essa ® elemento lineare) di carallere intrinseco invariante,
per mezzo della quale si possono estendere ai complessi le nozioni
melriche di angolo, distanza, geodetiche, ecc., cosi come I elemento

Lineare —x%- pud servire a estendere la nozione di pangeodetiche,

Si noti ancora che non varia, al variare di r, la frazione

°o4 D

(14) sl ) L g I

che si pud dunque chiamare curvalura proieltiva del complesso,
perché é una quantila inlrinseca invariante (anche per le collinea-
zioni e reciprocita sopra escluse). Se ; sono le radici di (14),
si ha:
0 =0, + w, |
(1 4)ui B ®] w5 W}
o (0g0p + 0y05 + 030,)°

Ad ogni radice w; della (14) corrisponde una conica w;fp -y =0
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan-
gente. Percid: A ogni complesso I' lineare tangente corrisponde
un’ infinita quadratica di direzioni (di spazio rigato) tali che I' ¢
osoulatore alle rigate del complesso iniziale uscenti in tali direzioni.
Vi sono in generale tre e tre soli complessi I' per cui quesla infinitd
quadratica si spezza in due sistemi lineari, Io dico che quesli complessi
8t possono chiamare bitangenir perché toccano il complesso dalo in
due generalrici p e p - dp consecutive.

Infatti dire che un complesso =’ tocca il complesso dato in 2
e in p - dp equivale a dire che

(15) 0=8x"p=8n"p, =8x'dp= 8z’ (p,+ dp)
(=12 3.

Le prime tre dicono che «' & un complesso tangente, ciod un
complesso ap 4 Bx. Le ultime diventano :

Z‘u‘ (Ga“ + BC“) du,‘ ) (5' = 1, 2, 3)
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le quali determinano appunto quei valori ® = o:B, che annul-
lano (12). Ad ogni radice w; corrisponde generalmente un sistema
di valori per du,:duy:duy. Quindi: Vi sono generalmente ire
sistemi di ® rigate del complesso, tali che per ogni velta p del
complesso esce una rigala di ciascuno di questi sistemi, Per ogni
generalrice p di una di queste rigale passa un complesso lineare che
tocea il complesso dato nella generairice p e nella consecutiva p -+ dp.

I tre valori dei rapporti du, :du,:du, si possono anche defi-
nire eliminando le #' da (15), come quei valori che annullano
la matrice

(16) (py P1y P2y Pa, d?’h d’pam dpa) =0.

Le rigate precedenti sono quelle che soddisfano alle (16): cid che
ne rende evidente il carattere invariantivo, Si noti che da quanto
precede segue che quesle rigale sono delerminate dall’ elemento lineare
proieltivo, Di proprieta affatto analoghe godono altri sistemi di
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di du, : du, : dug,
che annullano contemporaneamente ¢ e 7y, ciod ai 4 punti comuni
alle coniche ¢ e 7. Per vederne chiaro il significato geometrico
osserviamo che ad ogni punto du,:duy:dug della conica ¢ =0
corrisponde una retta p - dp del complesso incidente alla p,
@ quindi deferminante con questa un fascio di rette, il quale,
contenendo due rette p e p -} dp consecutive del complesso, & un
fascio tangente al complesso, il quale apparterrd a tutti i complessi
langenti (appunto perch® questi ne contengono le rette p e p--dp)
¢ quindi anche alla congrucnza lineare loro inlersezione, che natu-
ralmente si dice essere la congruenza lineare langente. Essendo
S(ap + Br)? =+ (' nulla solo per B =0, quesla congruenza
tangente ha le due direllrici coincidenti entrambe nella retia p.

Le equazioni ¢ =y =10 equivalgono alle Spd*p = S=d*p =0,
© significano percid che le rigate soddisfacenti alle ¢ =y =0
Sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi
lineari tangenti, ciod alla congruenza lineare tangente. Quindi :

Bisistono gencralmente in un complesso 4 sistemi di o* rigale
soddisfacenti alle @ =y =0; per ogni relta del complesso esce una
rigata di ciascun sistema; ognuna di queste rigale ¢ in wna sua
generalrice p osculalrice alla corrispondenie congruenza lineare langente.
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§ 97. — Le equazioni differenziali fondamentali
nella teoria dei complessi.

4) Equazioni I, II, III.

Osserviamo che i sei complessi p, p;, P, = sono linearmente
indipendenti. Chd, se fosse

op+ Bpy+ 1P+ 393+ P 4 on =0,

allora, indicandone con =’ il primo membro, la Sz'zn == 0 da
6=0, le Sz'p, =0 danno Ba;; + 1@, + 8a,3 =0, donde,
poichd 440, B=7=6=0. [a Sa'p=0 di s=0; e
quindi dovra anche essere o = 0; la precedente equazione avrebbe
tutti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantitd qualunque si possono
esprimere come combinazione lineare delle precedenti. In partico-
lare varranno delle formole :

Pre=0p+Bp + 1Py + 0Py +tP +onm,

ove le o, B,..., s dipenderanno dagli indici », s. Ricordando
le (5) del § 94 e (6), (7), (11) § 96, ed osservando che
i

—S?J?u = Gy y SP.-:'Pi = 01 S?J"ﬂ = = Oy,

si deduce t=a,, 0= a4 7a, -+ 6a;5, donde, poich6 440,
p=1=8=0, ¢,=—082"= —ga. Posto a=e¢, =¢,, si
avrd in conclusione :

(I) Prs = Gy P — EC, T + P

Si noti che la forma ¢ = Ze,.du.du, ha purc significalo intrinseco,
ed @ apolare alla ¢, come la . Infatti da (1) si deduce

(1) pE‘Ar!efl i EAI"I Prs — .P:’.‘tA"ﬂﬂ + EESAFIGFI i

=3P—3P=0,
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Come si comporti la ¢ per effetto di una collineazione & cosa facile
a studiare ; noi osserveremo soltanto :

1) Anche la ¢ € una forma invariante, se si calcola in
coordinale normali :

2) Se si assumono coordinale di rella mon omogenee, p. €s.
st suppone 1 =1, la forma ¢ si viduce alle ehy (infatti per
l=1, & l,,=0, L=0; e la (I) dd per p=1I immediatamente
il risultato enunciato).

-8) In gencrale dalle (1) si deduce che § ¢ determinata dalla:

@8 P* —  =X8 P py, duydu, .

Le (1) sono le equazioni fondamentali, esse delerminano comple-
tamente il complesso, (insieme a quelli ad esso proiettivi) ; cosicché
la teoria delle tre forme @, yy, § include quella di tuiti gl invarianty
proiettivi di un complesso ; I'analogo delle equazioni di Codazzi (della
geometria melrica delle superficie) sono date dalle condizioni d'inte-
grabilita deile (I) e delle equazioni traite dalla definizione delle
forme ¢, . Anzi le sole forme @, y delerminano il complesso.

Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre alle:

B8p.p, = — 8PP =0 SPipr =0 —8ap, =c¢, =+ 8n,p,
valgono le:
S8Px =0 donde SPmn,=—8zP,, Sa*=c, Sax, =0

Szp =8np, = Sprn, =0

Yok 1
/ —_e— S g == — .—.-..E : o —
SPP 3 Al"l PP, 3 A,,a,_, 1
1 1
SPyp, = BT 24, 8pps =0

® quindi anche SpP, =0,

‘S‘Di 5 S *"IP.: = —ly 8Pt — €is (Pm‘ le (I)) .
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Anche le P,, = si potranno scrivere come combinazioni lineari
delle p, p,, P, m:

Py= a,p - };"ﬁ:f’i +%P4on
|
Ty = PP ‘i“}f"":?’i +6,P +vm.

Per la 8P,p=0 si ha v, =0; dal valore di S2,p, si deduce:

Zpiay, =—a, 8P —e,
¥
eg =0
(11) ossia ()= —g;8P? — Ye, Ao %
a gg=0 per iy

Po=o,p+Efip+o0x.

E in modo simile si trova (per le Szx,=8=np, =0, Smp, =
=¢, 8 S P =—08znP)

(III) T, =0, p + f‘;Aucnm.

‘Derivando (I) rispetto ad w,, scambiando s con f, e sottraendo
se ne deduce :

(2) Pras — Prs = h}:i (‘ 8 ?'k) Akﬁ?‘k o5

=ars(ulp o xﬁ:pl ot G‘E) — (ax?’ == z‘:ﬁffli + CI,’I'E)
i
— 80 T - B0 T

— 80, (sc,;p -+ 5"10% ;-1,-) + ec,y (su,p - Ej‘lu“u- p‘)

+ (eru—€a) ? + € e — € Ps-

Biano s+ ¢ e sia [ differente da s, f, cosicchd s. {, | sono una
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permutazione di 1, 2, 3. Essendo p, p,, =, P linearmente indipen-
denti, la (2) da, confrontando i termini in x:

Qpy Oy = Gy Oy == BCpyy — ECpyy »

Poichd 44 0, se ne deducono i valori delle o dati per mezzo
della e,,, ¢, e loro derivate, come si riconosce p. es. moltipli-
cando per 4,,, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini
in p,, si trova che la quantita '

aflﬁt e QNBE = '—ﬂ"Eezc Ag + arlzeao‘Aci (3 i !1:;*8)
(] [+]

® pure individuata dalle @, ¢.. Per r =1, 2, 3 si hanno tre
equazioni ; dalle quali, come per le o, si deduce che anche le

""ﬁf= EE:UAU; (t:i:l)

sono determinate dalle forme y ed ¢ (ciod dalle a,, e ¢,). Altret-
tanto si deduce (confrontanto i termini in p,) per la:

5 S a
s + B g Ay — Oy = €15 Agt — a,, S P*
a o

e quindi anche (essendo s ¢) per le

Cpg = Uy S pP? — u,.,‘E g Agt
a

(quando s#¢, e quindi, per simmetria, anche quando » $¢ ciod
quando non & 7 =8 =1),

Se dunque r s, potremo dare alla ¢ i valori 1, 2, 3. Som-
mando rispetto a ¢, ricordando che per le relazioni di apolariti ©

Y Ages = 0, ne dedurremo per r % ¢ il valore di e,,— a,, SP2
L a

Resta dunque determinato (per mezzo delle a,,, ¢, e loro derivate)
anche il valore per r+s di a.,Xegdy, € quindi anche, se
non sono nulle tutte le @, per »+s, il valore di Zeg;4q, e
quindi anche quello di 8 P%. Conoscendo gia il valore di
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ey dg per L3I, ne potremo dedurre i valori di tutte le e,
(]

Se fosse @, =0 per r4 s (caso che potremmo del resto escludere
con un cambiamento di variabili) le quantita precedenti si riducono
ad e, per r#as, che dunque saranno determinate mediante le
@, ¢, © loro derivate; per r =s esse si riducono ad e, —
3 . € 2
—ay[SP*—e, A,] (r4t). Restano cosi determinate le —=~ — SP*—
] Gy

ag

¢ : . 3 SR s
g i) poiché la relazione di coniugio daX = 0, cio basta

u a %o
a determinare sia le e, che SP? In ogni caso restano determi-
nate le ¢, le B, e 8P In particolare dunque la terza forma ¢ &
determinata dalle ¢, x. Confrontando in fine i termini in p si
riconosce che le a,, o, — a,,a,, e quindi anche le o, (perchd A4 4 0)
si possono determinare appena note le quantiti precedenti, ciod
appena siano date le forme ¢, 7.

Dunque, date le ¢, %, ¢, anzi dale le sole forme ¢, y sono
determinate le (1), (II), (ILI) insieme alla SP*; e quindi, a meno
di una collineazione, ¢ determinato il complesso.

B) Applicabilitd proiettiva dei complessi.

Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione
geometrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia,
cOme ora proveremo : )

I complessy di rette sono proieflivamente indeformabili ; eioé
due complessi proiellivamente applicabili sono proietiivi tra di loro.
(se ci riferiamo ad applicabilitd proiettive del 2° ordine).

Naturalmente diciamo che due complessi €, ¢ sono proietti-

vamente applicabili del 20 ordine se le loro generatrici p, p sono
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei
parametri ), e se, essendo p, p due generatrici omologhe, esiste
una collineazione che porta p in p'=p e il complesso C in un
complesso ¢ tale che rigate omologhe uscenti da p' = p nei due
complessi € e €' ivi si osculano (hanno tre generatrici consecutive
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comuni). lo dico che in tal caso i due complessi hanno comuni
le forme ¢, x (e quindi anche la forma ¢, e sono proiettivi per
quanto abbiamo test® dedotto dalle condizioni di integrabilita).

Indicando per un momento con indici apposti alle coordi-
nate p di retta le derivate ordinarie delle p si trova come al § 3 C
che le nostre ipotesi equivalgono ad ammettere 1’ esistenza per
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti o, <, Py,
vy, tali che per le rette p, p’ valgono le:

(3) P =op; pi=o@+up;
Pa = 0 (Pa + PiDx + PaDi + Yo )

(le T, piy Yo indicano varie costanti, e non derivate di una ¢ o di
una v). Si trova per la ¢ = —Spd®p, che la forma ¢' per O’
vale (nella retta considerata) precisamente o®¢. Poichd p ¢ una

retta generica, e 5, C' sono proiettivi, esisterd una funzione o
delle u, v, w tale che la forma ¢ di 0 valga o*p. Potremo dun-
que moltiplicare le coordinate delle rette di O per un tale fattore
in guisa che sia ¢ = ¢ =¢ o che sia o= 1. Potremo allora
nelle (23) intendere che le p,, siano derivate covarianti; e basterd ri-
cordare il valore dato dalle (9) del § 96 sotto forma di determinante per

le forme 7, 7', % per riconoscere che anche queste sono uguali
tra loro.
Oss, Se invece di collineazioni, si fosse usata una remprocltﬁ
per portare C in €', avremmo concluso che ¢ = P X =— X -
Viceversa siano 0, O due complessi per cui ¢ = E, X = x,
saranno uguali i segni e, ¢ dei discriminanti di ¢, rp, e potrem-
mo supporre p. es. &= & = 1. Scegliamo p tale che S(7 +

+ pp)' = 8P ciod il p dato dalla :

p = _;- (8 P2 —8P2). (M

(*) Dal procedente teorema segue anzi p=0, perché SP2 § gompleta-
mente determinato dalle ¢, .
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Allora esistera (§ 93 C) una proiettivita a modulo + 1 che porta le
sestuple p, pi, ® P +pp in p, p;, m P. Sia ¢ il com-
plesso trasformato di C' mediante questa proiettivitd; esso avra per
forme ¢' =9, ¥ = + y secondo che la proiettivitd considerata
& a modulo + 1, cio® secondo che & una collineazione od una
reciprocitd. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad € ed O
dicono tosto che tutte le differenze p/, — p,, sono uguali ad (e,,+
+ pa,, —e,) p; cosicchd sono soddisfatte le 8) con s =1,
T, =p, =0 e il teorema & dimostrato. Il secondo_caso (che val-
gano i segni inferiori) & invece impossibile : esso si presenterebbe
se i determinanti (.;1 Piy ;’511 Pa, ‘_Pm E) e (p, p1y 1o, Py, P, @)
avessero segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di .

§ 98. — Le congruenze con A4 = 0.

I metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo
nel caso generale; e molte delle considerazioni che faremo nel
caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione
anche se 4 = 0. In ogni modo, per evitare soverchie distinzioni,
& bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso
A =0. In tal caso si possono scegliere i parametri w =wu, e
v = uy in guisa che:

p=8dp* = —8pd*p = a,,du?, ciod che
(1) U1y = g9 = 0 ossia Spu P. = SPE = 0) S?JP«r o SPP.,, =0,

Vi & una retta di coordinate p, incidente alla p; il fascio da
esse determinato, ciod il fascio delle rette pp + op, si dird il
fascio fangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi =
tangenti sono quelli che soddisfano alle: Sap = 8np, =0 (i =
=1, 2); e percio i complessi ap - Bp; + Tpy sono tutti e soli
i complessi coniugati ai complessi tangenti, e che percid diremo
coniugati. Kssi sono speciali se S(ap + fp; + 1 pa)* = 0, ossia
g0 B=0. Gli unici complessi coniugali speciali sono i complessi
op 1 Ypa, che hanno per asse wuna relta del fascio tangente ; il
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quale percid contiene tulle e sole le relte comuni ai complessi lan-
genti. Questo fascio é anche I'insieme delle retle comuni ai complessi
coniugali, Infatti ¢ identicamente

Sp+ op)(@p + Po. +10)=10,

cosicche le rette del fascio tangente appartengono a tutti i complessi
coniugati; e questi complessi non hanno comune nessuna ulteriore
retta p’; altrimenti i complessi tangenti sarebbero complessi del
tipo ap -+ Bp, | 7o, Essi sarebbero tutti degeneri; altrettanto
avverrebbe percid dei coniugati; cido che & assurdo perche Spf =
=a,F0.

Sia P il vertice del fascio tangente, = il suo piano Quando
la retta p si muove nella congruenza, il punto P comincierd a
muoversi in una direzione PP'; ove P & un punto infinitamente
vicino a P. Poichd P & il punto comune alle reite p, p,, la retta
P' P si appoggiera alle rette p, p,, p-+ dp, p,+ dp,, e in
particolare apparterrd (almeno se duz0) ai complessi p, p,,
T @+ dp) — p — pdv
b du
tangente, Dunque il piano w di questo fascio, contenendo le rette
PP', o tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie fo-
cale S (che pud anche ridursi a una curva o ad un punto: casi
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p della con-
gruenza inviluppano su S le linee » = cost.; poiché il piano =
delle rette p e p,, ciod di due tangenti consecutive ad una
u == cost.,, © il piano tangente ad S, le w = cost. saranno asinto-
tiche per 8, Le congruenze con A = 0 sono generalmente formale
dalle tangenti a un sislema di asintoliche di una superficie S.

ed & percid una retta del fascio

§ 99. — Gli elementi geometrici fondamentali
di una congruenza.

A) Fasei centrali e focali,

Supporremo d’ora in poi A4 0. Ad ognuna delle due radici
fi: Bt della o = 0 (i = 1, 2) considerata come equazione in du:dv
corrisponde un raggio p | dp incidente al raggio p. Si noti che
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I’indice ¢ non ¢ indice di derivazione covariante, ma solo serve
a distinguere le due radici. Le B sono determinate soltanto a meno
di fattori. Poichd valgono in ogni caso le:

1 al
ap B B Ay _ Gy Bife

A
i TPESRRES ) RS - TP 0 S s b e e e R LR
Ay @y B + B’ Ay 1 B B 2

noi potremo (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che:

[T

(1) 5 Au=RE, 4u=RE+HE, 5 40 =B

donde si trae:

1 1 1 8

= 71 “udn— Alp) = ke (BiB: — BIRD?
cosicche potremo oftenere {scambiandd caso mai 16 f, con le f,)
che sia anche in segno :

1
(2) Biﬁiﬂ[i’fﬁéﬁ]/~ -
Sard poi :
Ay A4y Ay
[ 141 102 2 (2 % 1
(3) plﬁl Bnﬁ: ﬁ:[al =—XI/H-:4—

faPe  Bafi [iBe

I due raggi p + dp incidenti a p incontrano p nei punti 7
comuni a p ed a p, B + p,fi, e determinano i piani m, comuni
a queste due rette (i =1, 2), I punti 7, diconsi fuochi, i piani
n; piani foeali, i fasci (P, m) fasci tangenti o con Wilsch fasci
contrali, i fasci (P,, m) e (Py, m,) fasci focalt. Le rigate della
congruenza soddisfacenti alla ¢ =0 sono le sviluppabili della con-
grucnza ; da ogni relta di questa escono perlanto due sviluppabili,
I complessi coniugati (ciod in involuzione con tutti i complessi
tangenti) sono i complessi pp -+ 1 py 4 (> Py essi sono speciali
soltanto se

S(ep + Pt +pe®)’ =0,




[§ 99, B] COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 565

ossia se y':4® coincide con una delle B;:(i; in tal caso hanno
pertanto per asse una retla dei fasci centrali. Le relte centrali sono
percio tulle e sole le retle comuni a tulti ¢ complessi tangenti. E vice-
versa un complesso lineare che conlenga le rette centrali é un complesso
tangente. Le relte comuni a luiti ¢ complessi coniugati sono tutte e
sole le rette focali, (uniche rette incidenti a tutti i raggi centrali).

B) Tangenti focali.

Se il raggio p si sposta infinitamente poco, il fuoco P; andrd
in una nuova posizione P;, il piano =, in ={. Le rette P, P/ e
m, w, danno la direzione in cui si sposta P, e I’asse intorno a
cui comincia a rotare m;. Poichd P; & il punto comune ai raggi

», plﬁ} + Iosﬁ’n

la retta P; P/ apparterrda ai complessi

p, DB+ pafi, dp, d (p, B + 2o Bi)

ciod ai complessi (almeno se Bj:duff:dv; cfr. la seg. nota a
pi¢ di pagina)

P Di» Py, Bidp, 4 Bidp,.

Percio la retta P, P; e similmente la relta w, w, sono rette focali
appartenenti al complesso Bidp, -+ Bidpy, o anche al complesso
2 pndu.fi. (%)

L]

(*) Bi noti che = p,du.Bi non pud essere una combinazione lineare
s
op -+ ppy +op, delle p, p;, po. Altrimenti sarebbe
— Bty diter B = Sp (Eprs dity B) = Sp (ap + pp, + opy)

o percid duy : dug = pi : 87, oaso che abbiamo escluso. In questo caso si po-
trebbe dire che P; sta fermo, che P; = PI, oosioché non ha semso parlare
della retta P; Pj.

Funint o Geon, Lexiont di Geomelria profettivo-diferonxiale. 37
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Se ne deduce anzitutto che le rette P; P; tangenti al luogo
del punto P, (:*™* falda focale) sono rette focali, che cioé i fasci focali
sono tangenti alle falde focali, Ciot coincidono il luogo del punto P,
e U inviluppo del piano my, come pure il luogo del punto Py ¢ U in-
viluppo del piano =, . Di pil, se un raggio della congruenza si
sposta nella direzione du : dv, la retta r; in cui comincia il fuoco P;
a spostarsi, e la retta p; intorno a cui comincia a rotare il piano w;
sono le rette focali appartenenti al complesso X p,..du,fi. Se

LR
questo complesso interseca uno dei fasei focali nelle rette p (comune
ai due fasci), interseca necessariamente anche 1'altro fascio nella
retta p. Cid che avviene se:

Sp (ﬁil dp, + ﬁ?d?’z) =0,
ossia

Xa,pidu, =0, ossia du:dv=[:[.

In tal caso I’altro fuoco P; (j#4) comincia a muoversi su una
retta r;, e I’altro piano focale «; a rotare attorno ad una retta p;
appartenenti al complesso Bjdp, + Bjdp,, ciod appartenenti al
complesso

SRR R 1
(4) P = E'Praﬁ; Bj =i —2" LAr:?’ﬂ o ? Aap!

che non varia scambiando gli indici ¢, j e a tutti i complessi
P+ op+1'p, + 1Py, che si diranno i complessi principali.

Dunque: ad ogni walore di du:dv corrispondono proietliva-
mente quatlro relte : due 1y e py del fascio focale tangente alla prima
falda focale, le altre due ry e py del secondo fascio focale. Se Py si
muove nella direzione 7, il piano =, tangente alla i*™* falda
focale ruota attorno p, (i%7). Percid sulla ¢ falda focale le
rette »; e p; sono coniugate,

Se una delle coppie ry, p; 0 (rg, ps) coincide con la retta p,
I’ altra coppia & data dalle divezioni coniugate a p sulle due falde :
queste direzioni sono U inlersezione dei fasci focali con wuno dei com-
plessi principali, e diconsi le direzioni principali.
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(') Asintotiche focali.

Le direzioni asintotiche della i*'™* falda focale sono caratte-
rizzate da cid che 7; coincide con p;, direzione coniugata di #,.
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat-
terizzate da cid che i b complessi p, p,, ps, Zp,., Bidy,, (i=1, 2)
hanno una retta comune (la tangente asintotica considerata): in
altre parole che il complesso

() Vliil (P, 21y oy B0, Bidu,, Zp,fidu,),

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, & un complesso
speciale, Questa proposizione & in difetto se questa matrice & iden-
ticamente nulla, e non da percid le coordinate di aleun complesso.
In questo caso i complessi Xp,Bidu, (i = 1, 2) sarebbero una
combinazione lineare dell’altro, e dei complessi p, p;, p,. Bssi
percid determinerebbero gli stessi due raggi focali; e coincidereb-
bero pertanto non solo #, con p;, ma anche #; con p;; ciod sulle
due falde focali si corrisponderebbe uno dei sistemi di asinlotiche e
quindi anche U aliro. In tutti i casi vediamo dunque che 1’equa-
zione che da le direzioni asintotiche delle due falde focali si
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico (§ 93 B) della matrice
() @ nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora,
come abbiamo testd provato, questo quadrato simbolico diverrebbe
un quadrato effettivo e la congruenza sarebbe W). Questo quadrato
ottenuto con le regole del § 93 B, d un determinante (diviso per
4) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente
moltiplicato per & = sgn 4 . ;

0 2 a,, By du, Za,,Bidu,
— | 2a,pidu, 8 (2'- P fdu) S (Ep,.Bidue,) (Bp,,pdu,)
(6) ¢ Ya,Pidu, S8Z Pr. Bh du, I p,, fi du, 8(Zp,. By du,)?

Za,pidu, Xa,.p;du,
Xp,.prdu, Zp,.pidu,
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fi Bl
B B

2

8 (S pyodu, du,)?

(6)% o

ove sia stato posto

(cosicch® ¢ = 8uydu, — duy 3 u,).

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza.

4) La forma @,

Siamo dalla (6) del § 99 indotti a introdurre nella teoria un
nuovo sistema covariante

(1) h.‘jrl el Sprl ‘pﬁ ol

Derivando covariantemente la Sp,.p;= 0, si ha:

(IJM- Bijes = 8PPy «
Poichd py,— Py = — Z (j8, i0) doppp, ©:
o, p
kUrs T hurj = —8Z UE: ic)A°P Po P =— (?.81 “') 4

Da queste equazioni si trae che le Ay, sono simmetriche nei loro
indici, eccetto fygp = fayyg = Pygay = hyygy ©d hyyeg = hggury POT
cui vale la:

(2) Biyga — lpapg = — (12, 12) = — A K,

se K & la curvatura della forma ¢. Allo studio di questo sistemd
covariante si pud sostituire quello di un sistema simmetrico Ky
ponendo : )




[§ 100, B] COMPLESSI ¥ CONGRUENZE DI RETTE 569
(3) ® = — 8 Bp,, du.du,)® = Zky,, du, du,du,du, .

Si noti che dalle formole che danno i d*p, d®*p si trae:

(4) Sdpd®p =2Za,,du.u,+ P; S(d?p)?=2La,0%u 0%u—>P

che danno nuove definizioni della ®.
Si ha:

hyw =kye (1=7 opp. i%j; 4, j=1, 2)

(5)
3 kygg = — 8Py Pag — 28 = hyyea + 2hy9,,

che insieme alla (2) da

1 2
(5)51‘ klﬂlﬂ o ;‘1122 + "'3_ 4K kllga = kung i TAK '

Le (5) esprimono le hy;,, mediante un sistema simmelrico ki, .

Dalla (6) del § 99 si trae : L’ equazione complessiva delle asin-
totiche sulle due falde focali ¢ [cfr. le (1)]:

(6] Ehb-" dulduj a‘u,.au, = 0 .

Come controllo, si pud osservare che essa non muta scambiando
i simboli d, &, e cid perchd ognuna delle coppie di asintotiche
divide armonicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su
ogni falda focale un sistema coniugato, La (6) da il significato
geometrico del nuovo sistema covariante hy,,.

B) Complessi bitangenti,

Noi ¢i chiediamo ora: Esistono dei complessi lineari = bitan-

genti, ciod tangenti al complesso € in una retta p e in una retta
1 1 e TR s

p+dp by 8 d?p s d*p, infinitamente vicina ? I intuitivo,

e il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini-

tamente vicina non si pud scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alle:
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(=) Sprn =8p;c =8pyr =0
devono valere anche le :

Sy +dp)m =28 (py+dpy) =0
1 i P
Sn (p+dp-t- T d-’*p)n=0

che, per le precedenti, si riducono alla:

S®(pyduy + puduy) =0 (@E=1, 2)
§on

S.ﬂzprﬂ.dur du:dut i 0 L
Affincho le (@), (B) siano compatibili dev’ essere

(7 0 = (p, P1y Pay Pty + Prgduy, Pyyduy + pygduy,

Z Prat dur dul dul)

equazionedi 5° grado in du:dv.

Per una retta p della congruenza escono b rigate soddisfacenti
alla (7), ques'e rigate formano & sistemi di o' rigate ciascuna. Per
ogni coppia di generatrici consecutive di wna di queste rigale passa
un complesso linearc che tocca in entrambe la congruenza. Si deter-
minano cosi i complessi lineari bitangenti alla congruenza, (*) Ve-
dremo pit avanti come anche I’ equazione (7) si possa scrivere facil-
mente per mezzo delle h,

Possiamo trovare un’altra proprietd delle precedenti 5 dire-
zioni (di spazio rigato) uscenti da una retta p della congruenza.
La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate della con-
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione dw:dv & 1 interse-
zione dei complessi lineari = soddisfacenti alle Szp= Sndp=
=8nd?p =8nd3p= 0, ciod:

(*) La parola bitangenti ha un significato precisato dalle (z) e (f).
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0=8zp=8ndp= Sﬁ(fpl_a"‘u -+ pa v - B, du.du,) =

= 8% (p,8%u + py 8%v + 33 pdu, 8% u, + Do, du,du, du,) .
Tenuto fermo dv:du, facciamo variare la rigata in guisa che 0%u,
0%*v, 6w, &% variino nel modo pit generale. La congruenza
iperosculatrice descriverd generalmente tutto lo spazio rigato; noi
ci chiediamo quando essa descriveri un complesso lineare x, ossia
quando esiste un complesso w che soddisfa alle precedenti equazioni
contemporaneamente per tutti i valori di 8%°u, &%v, &%w, 6%v. Le
precedenti equazioni equivalgono alle (e), (B), cosicchd possiamo
dire :

I precedenti complessi bitangents in wuna relta p alla nosira
congruenza, ciod tangenti in p e in p - dp sono ¢ complessi linears
luogo delle congruenze lineari iperosculalrici a tulte le rigale della
congruenza passanti per le velle p e p - dp.

() Complessi satelliti.

Ricordando che i complessi lineari tangenti sono tutti quelli
che contengono i fasci tangenti o centrali, riesce spontaneo di
cercare quello O, tra essi che contiene anche tutti i fasei centrali
infinitamente vicini al fascio (P, =) luogo delle rette ap -~ B p, 4
+ Bip,. Tale complesso sard in involuzione con p, py, Pg, ©
sard in involuzione con tutti i complessi

d (Bipy + Bipe)

ciod sard il complesso che & in involuzione con

(8) Py P1y Pay BiPn + BiPizy Bipye + Bivae

e quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina-
zioni lineari.

I complessi tangenti C, che conlengono tutli i fasci cenirali
infinitamente vicini al fascio (P, =) sono i complessi satelliti (Be-
gleitcomplexe del Wiilsch) ; essi appartengono al fascio di complessi
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contugato a tutli © complessi principali, fascio che chiameremo salel-
lite. I complesst salellili sono indelerminalt o coincidenti soltanto se

1
) 42 (P P1 P2 Puz P1g Pag) = 0

ossia quando ¢ nulla U espressione inlrinseca (quadrato della pre-
cedente con le regole del § 93 B).

0 gy (g flgg 0 Ay, Ay Ay
(10) W=+ 1 |81 Py hye Bygee | B Hi Hf i
A% [ ayy Bigyy Pygss Pygs ay HY HY @i
@iy hgayy  Pggye  Pggag 6y, Hy HE Hg
ove H;} = EA’P A,uhpaﬁ

by = Za,,a,, HEY .

Per riconoscere che questo secondo valore di W @ identico al
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per

1 0 0 0
s e 26,0, al,

0 aya, ayay-tal, a0y,

0 aiy 20,9 ay a3y

si ottiene il determinante del secondo membro,

Questa uguaglianza W =0 & la stessa ollenula, esprimendo che
le asintotiche st corrispondono sulle due falde focali. Dato il suo
carattere intrinseco basterd per verificarlo agsumere le sviluppabili
a rigate coordinate w, », In tal caso si ha

@y = Ggg =0 W A* = ajy (hyy1q Bagg — Hiise)

mentre 1’equazione delle asintotiche & (cfr. 1’ ultima delle (6) del
precedente §)
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hyny At — 2 hyggq dul dv® + hygppdvt =0,

che ha una radice du®:dv® doppia proprio se W =0.

La W =0 carallerizza le congruenze W : quelle ciod sulle
cut falde focali st corrispondono le asintoliche, ossia .per cui & com-
plessi satelliti coincidono, ossia per cui vale la (9) e quindi le p
soddisfano a una stessa equazione differenziale lineare omogenea del
secondo ordine.

D) Complesso osculatore di una congruenza W.

Quest’ ultima proprietd ha una notevole interpretazione geo-
metrica. Per vederla studiamo nel caso generale quale o il regolo
osculatore a una rigata della congruenza. Hsso o I'intersezione dei
complessi lineari coningati a

p, dp = pydu + pydv, @*p =p 3%u + p,8%v + D, du,dy, .

Consideriamo - tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta
p in una determinata direzione du:dv (di spazio rigato), ciod tenute
fisse du, dv, facciamo variare &°w, @*v. Il regolo variera, descri-
vendo la congruenza intersezione dei complessi coniugali a

Py Pay Pay E?),-,d‘ur..dﬂ”

che ¢ la congruenza lineare osculatrice a tulte le rigate della con-
gruenza tangenti tra loro nella refta p secondo la direzione du:dv
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici
sono due rette focali, determinate da du :dv, mentre, data una di
queste rette, il valore du :dv dipende da un’equazione di secondo
grado. Dunque :

Le congruenze osculalrici hanno per direllrici due relle focali,
e slabiliscono cosi tra i fasci focali una corrispondenza 2 — 2,

Al variare della direzione du:dv la congruenza osculatrice ge-
nera un complesso quadratico ; se perd W = 0, ed esisle perlanto
un unico complesso satellite © definito dalle Snp = Swp, =
= 8np, =0, queslo complesso quadratico s riduce al complesso
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satellite (contato due volte) il quale percio si pud chiamare il com-
plesso osculatore, perché oscula tulte le rigate della congruenza
uscenti da p.

Il) Fascio satellite e nuovi invarianti.

Posto

. 1 1 :
(llj )\(ﬂ o __tz-z'k:‘lpﬂp;: B:APG (‘ == 1._, 2)

(questo ¢ non si deve intendere essere un indice di calcolo assoluto,
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due
complessi

(12) Ty = }‘u]?’ -+ rx ?%.BI ﬁ: (': ol 1: 2)

¢ in involuzione coi complessi principali, e appartiene percid al
fascio satellite. Poich® & una combinazione lineare dei complessi (8),
ess0 & in involuzione anche col corrispondente complesso satellite.
Si noti che, se W0, il fascio satellite non pud essere tutto for-
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate %, v le svilup-
pabili, & @y = @y =03 i complessi safelliti sono i complessi
(P, Py Pa Pra Pu) con i=1, 2, Se tutti i complessi del loro
fascio fossero speciali, sarebbe

(PP1PaPP)? =0 (i=1,2); (PP1P22P1aP11) PPy Do P1aPa) =0

che, sviluppate, danno Ay = hogog = hyy99 = 0 e quindi W = 0.

Dunque: Se W %0, il fascio salellite contiene i due com-
plessi satelliti, © complessi (12) coniugali ai satelliti, e contiene due
soli complessi speciali : quelli che hamno per asse le direzioni prine
cipali, le quali restano caratterizzate da questa proprietd e si pos-
sono facilmente calcolare. Hsse hanno per coordinate

(13) Pﬂ1+0ﬂa =g [}‘1“ + E?’u@;pf] +° [lﬂﬂ: + E?’ml;pi]

ove p, 6 sono scelti in guisa che
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(14) 0 =8 (pm; + omy)® = p*8Sx} + 20pS87m,0, + 62873 .

Si noti che, innalzando al quadrato con le regole solite si trova:
(PP Pamy T P)F = A (S S7; — |Sm, mp]?).

Poichd per le (3) del § 99 A

PPy Pa7 7y P) =
AR () EY) 0 0 0 -
(g ) 0 0 0
| o g < 0 0
= + (?J P1P3 P11 P12 ?3:12) }‘1 0 0 p} [3} 9 B} B}; ﬁf ﬁi =
N 00 Bfe 2mE B
1 1
L "2_‘411 Ay i Ay

d: 1
== (‘Ppﬂ’spu?’m?’aa)j W

@ poichd W 6 il quadrato del primo membro di (9), si ha

\ @p P 7y PP = — AW

(15) |

SaiSmi— Snym)? =—W,
Ora nel fascio satellite i due complessi satelliti, i loro coniugati,
i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano
dei birapporti, che sono invarianti proiettivi della congruenza.
Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto R delle radici
della (14). Al caleolo di R sostituiremo quello di

(16) (R-—l )2 = — 8=} 8wy + (S=, my)®

R+1 (8 my mg)®



e
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w 4 W

(Smym)? — 2K + Db, yA4.4, "

Oss. Per provare quest'ultima formola si noti che, posto
€y =6y =0,

< 1
819 == — &gy == Pif} — ?l‘ﬁi=V——-§-,

si ha:
r @t 1
P = —2'“Ari+ Eng
cosicche
J
S my = Lo, B0 Epu BBl = — 1 )‘km,‘ (4 -+ E.-t) (4y + &) =
re

1 1 1
= —— T Ek,‘g A’"‘AU i, T E k"g By E.J ey T EhﬂﬁAd By = (*)

1 lig 1
== i Z hrsijAa-iAsj R X (Prsgy — 7*-.-:1;) Eyj V—' 9 7 =

L 1 1
ST Z by Ay Aoy + e (Py190— Prg11a — yggy +Pgay) = thay

1 K
=== "I' zkﬂijAriAsj oy T .

In (16) abbiamo un nuovo invariante proieltivo della congruenza ;
altre invariantt sono il birapporto delle 4 asintotiche ; allri inva-
rianti si trovano studiando il sistema delle forme fondamentali ¢
e ®. Ma sorgono le domande :

1*) Si trovano cosi tutti gli invarianti proiettivi d’una
congruenza ?

(*) Quest’ ultimo termine & nullo, come gi riconosce scambiando » con i
ed ¢ con j, ed osservando che A,; = Ajy, &= — &jr.
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2%) @i invarianti delle forme ¢, @ sono anche tutti inva-
rianti della congruenza ?

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e
le reciprocitd, o lasciano inalterate le forme ¢, ®, o le moltipli-
cano per uno stesso fattore; in realta percid unico invariante
proiettivo & il loro rapporto. Anche qui possiamo perd introdurre
coordinate mormali, evitando cosi di ricorrere a tale rapporto,
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza
non & W) di avere qualche valore numerico prefissato a priori.
Cosl la forma ¢ resta determinata; e ne concludiamo che dalla
congruenza resta  delerminata wna geomelria melrica (invarianle
per collineaziont) che pud servire a definire la distanza di due relle
della congruenza, le rigale geodetiche ecc.

§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali.

Per rispondere affermativamente alla prima delle domande
posteci in fine del § 100 bastera dimostrare che, note le forme ¢,
®, si pud determinare la congruenza. Troveremo infatti {come per
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con-
dizioni d’ integrabilitd delle quali sono nel caso attuale I’analogo
delle equazioni di Codazzi nella geometria metrica delle superficie).
Ci occuperemo per semplicitd soltanto delle congruenze non W
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere 1'equazione del 2° or-
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, p;, P, sono linear-
mente indipendenti e potremo percid trovare delle quantiti o,
%, o tali che:

(I) Prse = Oyt P i ‘Z‘; Tratt AUPJ E Eorn‘j Alm Aju Pun +

Moltiplicando per p, e sommando, si trova:

S.’Pu Pry = S '_2} Traei AU Pi Pn = Tramn

ciod
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(lJ Tratg == Byt «
Moliplicando per p e sommando si trova

2) 0= X o,uydindintun:

i, f,mn

Moltiplicando per p,, (f, ¢ = 1, 2) e sommando si trova:

(3} — 8 :p,l‘}.l Pra = + Oygy a."i! + E Oﬂtij knm_f‘pA(:i; Ajﬂ —

6,4, mn

= G,._“ﬂrv + EO,.,‘UH%, ;

P
I primi membri sono noti, appena siano date le ¢, ® (*). Otte-
niamo cosi nelle (2) e (3) tenute fisse », s, ¢, precisamente 4
equazioni lineari nelle 6,1, O,y Onsey G il determinante
delle incognite & il terzo membro di (10) § 100, ciod & W 0. Le
(1), (2) e (3) determinano percid completamente le equazioni fon-
damentali (T).

§ 102, — L’elemento lineare proiettivo d’una congruenza.

Posto, indicando con p (u, ») un fattore di proporzionalita,

p=p§, si ha cp=p"$ ciod a,,mpﬂzn

re\ (rs Ps R N Ps
(?:)H(?:)-FS“P +Ekp LA‘QP Ay

(Suz 11 Eb.=0 pel‘ ‘i*!")

(*) Infatti, essendo puy — ps combinazione lineare delle p;, un’es-
pressione Spppes & simmetrica in », 8, ¢, cosi come & simmetrica in f, g.
Vi sono percid 8 di queste espressioni distinte tra loro, le quali si determi-
nano subito dalle equazioni ottenute derivando covariantemente le Jpuy =
=— SPrpij .
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7 e U
Pr =P Pr+ @ BAigpg py + pay, 2 -—‘“5‘9“- +

+5(;,,—2_P»P£L)

ove le p,, indicano derivate covarianti di p rispetto a . Percid:

8 (2P, dupdu)® = S (2 p,, du, du,)® —

% -
— oy ZiePiPs _ om (-?-ff — 2 M) du,. du, .
4 e p P ? o

Ciod

3 iy dat, A, Aty ity = 2% &gy dut, dut, dug d + Bytp + B, 0%,

ove B,(l =0, 2) sono forme di grado I, dipendenti dalla p. Dun-
que, se scomponiamo (§ 4 E)

2 k"’U dﬂ,. d‘u. du‘ dﬂj
in una somma
b, + ‘P‘I’a ~+ ‘an’u )

ove @, (r=0, 2, 4) sono forme di grado i, e ®,, ®, sono apolari
alla o (*) allora sard:

O, =p* D, ‘PSPER_Q-
Il rapporto ®,: ¢ & un invariante intrinseco, affatlo analogo a

quello che nella teoria delle superficie abbiamo chiamato U’ elemento
lineare proieltivo.

(*) Si noti che, se a rigate «, v scegliamo le sviluppabili, cosicché @, =
Sy =0, allora ®,=k;,,, du* + kogy, dv*,

3 3
By o 2 [ky110 AU* + higgyy 0] 3 Gy, q’u:"'é‘“klm"“f"
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Se le u, v sono le sviluppabili ed esso vale (fdu -} ydv'):dudv,
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme ®, e P,
alle :

P, =V[3_*;(Bdu‘ + 1dvY) ¢, = VB dudv

e chiamare queste forme wnormali e le corrispondenti coordi-
nate mormali, Questo metodo vale anche per le congruenze W,
perchd basta ricordare 1’equazione delle asintotiche delle falde
focali quando @,; = @y = 0 per riconoscere che nelle nostre
ipotesi B7+ 0 in tutti i casi, anche se la congruenza & W.

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece-
dente rapporto; infatti, assunte a linee u, » le sviluppabili, e
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma ¢, leo P =
=D.utap, ecc., caratteristiche (cfr. il seg. §) per due congruenze appli-
cabili, dicono che k= k. Da tali equazioni segue perd anche kyje=
= kyiee; ciod per Dapplicabilitd proiettiva & inoltre necessario,
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze
abbiano comune la forma ¢, non solo i precedenti rapporti abbiano
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune
anche U invariante P,

Non ¢i occupiamo di approfondire questo teorema, perchd®
noi studieremo la precedente questione per tutt’ altra via, e
perchd, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario
studiare le condizioni d’integrabilita delle (I) del § 101.

Alcune altre osservazioni.

Nelle applicazioni alla teoria delle superficie I'uso delle coor-
dinate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmente
si ricorre a coordinate di punto e di piano (*). Nella teoria delle con-
gruenze cid si compie nel modo pilt semplice usando le coordinate

(*) Perd recentemente il Thomsen ha trattato la teoria delle superficie
anche in coordinate di retta.
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dei fuochi e dei piani focali. Si pud anche ricorrere alle coordi-
nate di un solo fuoco, dando in pilt sulla corrispondente falda
focale il sistema coniugato, immagine delle sviluppabili; & questo il
metodo che noi abbiamo gii usato al Cap. V°. Si potrebbero anche usare
contemporaneamente le coordinate di un fascio centrale, ciod le coor-
dinate @ di un fuoco, e le coordinate § del piano tangente al-
Ialira falda focale, e studiare poi le’espressioni Sdad& e analoghe.
Si potrebbe anche definire una congruenza partendo dai due fuochi.
Se p. es. indichiamo con « ed 2" i due fuochi e con u, v le svilup-
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilezynski una congruenza
con equazioni differenziali di cui le prime sarebbero del tipo :

x, =067+ ba’ @, =cx -+ ex.

§ 103. — Applicabilitd di complessi e congruenze.

A) Applicabilitd del primo ordine di due complessi.

Vogliamo ora trattare di alcuni pit recenti studii del Cartan,
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alla de-
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enuncio
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet-
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette.

Due complessi €, C" luogo rispettivamente della retta p e
della retta p’, funzioni degli stessi parametri w; (¢ = 1, 2, 3) (cio
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi)
§ono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni
sistema di valori delle w, esiste una collineazione 7' che porta il
complesso delle rette ' in un altro complesso C, luogo delle
vette p, in guisa che per i wvalori considerati delle u, valgono
uguaglianze del tipo :

(a) P=pp  Pi=0p+Tup

Ove p, @, 7, sono convenienti costanti (che varieranno col variare

Fommg o Cron, Lexiont di Geometria proiettivo-differenxiale 88
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del sistema di valori dati alle w). Se, come possiamo supporre
senza nulla togliere alla generalitd, la 7' & unimodulare, & iden-
licamente

Sdp? = Sdp?.
Ma dalle (2) segue che, per i valori considerati delle u,, &:
Sdp?=oatSdp?.

Quindi, poichd alle u; possiamo dare un qualunque sistema gene-
rico di valori, sard identicamente

Sdp'? = o?8dp?

ove 6 & una funzione delle u,.

Ciod: la condiz, necessaria per Uapplicab, proietiiva del primo
ordine di due complessi & che alle rigate sviluppabili dell’ uno corri-
spondano rigate sviluppabili dell’ altro. Dimostreremo che questa
condizione: & anche sufficiente, Infatti in tal caso le forme Sdp® e
Sdp'® dei due complessi sono proporzionali, e con una opportuna
collineazione (*) applicata ad una di essi, potremo renderle uguali :

d
Sara allora, posto p=p,, Po=1p", P= 3:: (i=1,2, 3):
i
Spipn =S?’:P; G, k= 0, 1, 2, 3).

lsisterd percid una trasform. lineare intera omogenea delle p,
che muta in 88 la forma Sp* e porta i valori delle p, (corrispon-
denti a un determinato sistema di valori delle «) nei corrispon-
denti p;. B questa trasform. definisce appunto una trasform. proiet-
tiva dello spazio ambiente. Il problema della applicabilitd proiet-
tiva del prim’ordine di due complessi coincide dunque col pro-
blema della rappresentabilita conforme di due forme di secondo
grado in tre differenziali du, (forme differenziali quadratiche ter-
narie) : problema gia studiato e risoluto dal Cartan e dal Finzi.

(*) Questa collinenzione sulle @, avrd un modulo, il cui segno ¢ quello
di Sdp™ : Sdp® Qui con @ indichiamo coordinate di punto.
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B) Applicabilitd proiettiva di due congruenze, (F)

Per I’applicabilitd proiett. del 1° ordine di due congruenze
K, K" si trova come sopra la condizione che le forme Sdp®, Sdp'
ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi-
vale all’altra che, trasformando una di esse con una opportuna
proiettivita, le due forme Sdp* e Sdp'® siano identiche. Quali
ulteriori condizioni sono necessarie per 1'applicabilitd proiettiva
del” secondo ordine? Come sappiamo, bisognerd che per ogni
sistema di valori delle w, esista una collineazione tale, che se essa
porta X' nella congruenza K luogo della retta p, allora, per il
sistema di valori da moi considerato delle u;, valgano le:

;un =6 Puu ‘_l-zﬁpu"{- ap ?th = EPwy "l_ ﬁpu +' T Pu + bp
l (I P=sp

;»u =8Py + 21?’0""'6?) -?'—;u = ep, -} pr Po==¢ep, - mp

con @, v, a b, ¢, I, m costanti (che perd varieranno al variare
dei valori dati alle w). La identith Sdp®= Sdp® di *= 1, ciod
¢ =1, Mutando le p di segno, se &= —1, potremo rendere
e=1,

Uguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alle p,,,

Puyy, p,, le derivate covarianti rispetto alla Sdp® = Sdp® =

= 84 p? = Na,,du.du,; si trova cost (posto B =B,, 7= By,
=Dy, b=1b,, o=by

(1 )Iiil _Pm = Ds + Cos P + Br?’« + ﬁr y 5
Ove :
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- perchd K e K hanno gli stessi coefficienti a,. Percid, nel punto
considerato, si avra in virtl delle (1) :

oo 1 day i
Cosl : S Po Pur = "? a0 —Spupms donde :

Bagy 4 Y8, —magy =0 e similmente:
(2)|.I|l
Ty, + Bagg —lay =0.

Infine, poichd la differenza %55 — hyy,o dipende soltanto dalla
curvatura di

X ttyy duty diig

e percid ha valori uguali per le due congruenze, sari ancora in
virt delle (1),

(2) er X Ar (BrBe + o) = 0.
Eliminando I, m dalle (2) e (2),, si ha:
ay (Bage + Tay) =2fals  ag (Bag + 7ay,) = 274,
ciog : 01 (G99 —ay7) = 0.
Dunque: se¢ ayyF 0, sard:
Ggf = 6,7 donde: 2Ba;10, =200k, 278,05 =216k,

ciod, essendo nelle nostre ipotesi @,y agy —aj, %0, per le (2),
(2)hll1 (2)m

(3) (8Galg:t0) ﬁ=T:0, lzm-'_--o, EA"CyJEO.

Se invece fosse ay =0 si troverebbe:
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Y@y = — Bagg, l=m =0 (porchd a,,agy+ 0) oltre alla (2)ie.

Se @y, = ag =0, se ciod assumiamo a rigate u, v le sviluppabili
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le
(8) danno:

(4) ay =Gy =f=1=l=m=0,y =0,y =0
e le (1) diventano semplicemente :

ngm pn=';u1 pu:‘;u
(5) % % %
pﬂu e ‘pnu + a’p'l puu e puu} 'Pm- o puu + G?J ’

Se noi ci muoviamo nella direzione du:dv (di spazio rigato) le
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi-
tuiscono due coppie di rette, ciascuna delle quali & determinata
(§ 99 A) come quella coppia di rette, che ¢ intersezione di certi
4 complessi lineari. Basta osservare le formole precedenti per rico-
noscere che il sistema lineare oo® determinato da questi 4 com-
plessi relativi ad una congruenza coineide col sistema lineare analogo
relativo alla seconda congruenza, che ciod corrispondentemente alla
direzione du:dv di spazio rigato, i fuochi della K e quelli della K
8t muovono in una slessa direzione cosi come i piani focali di K e
¢ quelli della K rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for-
mole (6) del § 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K

corrispondono sistemi coniugati della falda omologa di K; ciod

che le falde focali di K sono tangenti alle falde omologhe di K e
che le asintotiche delle falde focali di K corrispondono alle asinto-

tiche delle falde omologhe di K.

5 d X . du
Supponiamo ora viceversa che per ogni valore di 1 le rette

Y oui cominciano a muoversi ¢ fuochi od a rotare i piani focali

8iano le stesse retle sia per la congruenza K che per K, o siano
Soddisfatte le

(B) p=;! ;’u=fpu+lp1 ;’u:rpv"l‘"‘p'
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Allora i citati due sistemi lineari di o® complessi relativi a K

coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se le u, v
sono per es. le sviluppabili, questi sistemi lineari sono uno
quello definito dai complessi p, p,, Py, Pundtt + po,dv =dp, , V'altro
quello definito dai complessi p, p., p,, dp,. Affinchd sia soddi-
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere (per il sistema di
valori %; da noi considerato) le:

Pun = "Puu + 8D, + tD, + ap
_’Pm = "Dy “E_ m'pu + I"pu + bp

Pov= "Dy + "D + 8 p, + ¢p

ove r, 8, ¢, ecc. sono opportune costanti.

Poichd @y = — Sppu, = — 8P Pu,, dovrd essere r =1,
Con ragionamenti analoghi ai precedenti ‘dalla Sp,p, =0 =
= 85“5,,,, si trae: U'ayy —lagy = 0, ciod ! =1'e analogamente

m==m,
Dalla 8, P, = 8puPu. =0 sitrae (= 0, o analogamente ' = 0

» S";’u-}]nu L Spu pvl' * . ‘5':0! . = AL 0

»  Bygge — hyg1g = hygeg — hyeyp Si trae infine:

: 12 12
lmﬁlm’=6m=b—(1)1-—(2)m:b

cosicchd, le equazioni da aggiungere alle (6) sono le:
(M Puw=Du+4P Pu=DPu+mp, +1p,+Imp

;\-v = Pw -I- cp.

Le (6), (7) coincidono con le (5), se I =m =0. Dunque:
La coincidenza delle sopra citate retle su cui si muovono i fucchi,
e di quelle attorno a cui ruotano i piani focali per lu congruenza K
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e per una conveniente trasformala proiettiva K di K, ¢ condizione
necessaria e sufficiente per U applicabilita proiettiva di K, K', quando
8i suppongono soddisfatte le p = p, p, = p,.

() Studio delle falde focali di congruenze applicabili
(del secondo ordine).

Supporremo qui le sviluppabili w = cost., » = cost. reali,
lasciando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con
sviluppabili complesse,

Sia @ un fuoco di una retta generica p della congruenza K;
esso generi una superficie S; sia

(8) p= (z,) (u, v essendo le sviluppabili).

Se 2’ & il fuoco omologo della retta p’ corrispondente alla p nella
congruenza K', le asintotiche della superficie S° luogo di &' cor-
risponderanno alle asintotiche della superficie S luogo di x; e
noi potremo normare le @ in guisa che

9) (2wl vl ) = (nn, 2,d%2)

Restera nelle 2’ soltanto una indeterminazione di segno, e sard:

P = R (2 ) (R = funzione di w, v).

Posto
o @, =Mz, +Qu,+4pyax (cosa lecita, perchd w, v sono coniugate)
: @, = M @, + Q %, + Py,
i avri :
(11) Po= (2 +Q, 2. —Ma)  p, = (v,

BDuDy = (B0, By ) == (@' 24 T, Xgy) «
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Confrontando con S8pj, p;, che, per le precedenti ipotesi, & uguale a
Sp,p., se ne deduce R®== 1, ciod R =+ 1, Porremo R = 0 =
==+ 1, ‘serivendo :

(12) P=o@s)  (o=11).

Ora per ogni sistema di valori delle w, v deve esistere una

proiettivitd unimodulare che porta il punto ' nel punto @ = ,
una retta tangente ad 8" nella tangente omologa di 8, le coordi-
nate p’ nelle p, le p, e p, nelle p,, p,. Indicando col simbolo =
due quantita che si corrispondano in tale proiettiviti, dovra dunque
essere per i valori considerati delle u, v:

(18) =ro ¥, =0, + A2 =0, + T2

P = (¥ 2)=(x2,)
(14) § i =0 @2+ o @)= (v2,) + (2,2,)

Po= 0 (' al,) = (v2,,) .
Poichd da (138) si ha (2'a)) =ro(ew,), da (14) si deduce:
(15) wre=1 cid o =re=+1.

Se & al,= x,,, ciod se @, sono le quantitd omologhe ad a,

nella nostra collineazione (ciod sono i valori di %v_f
considerato calcolati per la superficie 8 trasformata di S nella
collineazione) sard (nel punlo considerato) per 1’ultima delle (14):

nel punto

o (2" x,) = wr (22 y) = (2 Zov)
ossia

xl, = ﬂ +na (n = conveniente parametro)

donde :
(@' 2y 2 2,) = wot (2w, 2,2,,)

eperla (9): we?=1, o=F1, o=1,
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Cambiando eventualmente il segno delle @', che abbiamo osservato
essere non ancora determinate di segno, potremo rendere ¢ =1,
e quindi per (15)

D= =YLy

Quella delle (14) che corrisponde a p!, diventa, se la nostra colli-

neazione porta zl, in 2,

(% 2 ) + 0 (2 + A2, @, + ) = (2%0) + (%)
ciod ;

(@—1) (@, 2,) + Ao (@a,) + po (@,2) + (@, Tp—2,) =0
(0-—1) (z,2,) + (@, Aox,—T0OD, + T — Ty) =0,

Donde si ricava, oltre che di nuovo w =1, anche la:

.'Lu“__x _xull+1mi{_}‘xu+:3x‘

Da (10), (183) si trae, ponendo 8 M = M' — M, 8Q=Q —@Q
€ analoghe :

:G:“,E M (:r'u - l.’&') + Q' ('T'v + P.:C) -+ ’r”;tx = By + .'E“aM o
+ 2,8Q + 2 (Opy + HA+ Q).

Confrontando con la precedente si trae: t=8M, A=-—8Q
@ infine

p=0py+ M\+Qp= 5?’124‘ QIM —MaQ.

Cosicchd in conclusione le nostre tommle sono (per il considerato
8istema di valori delle u, v)

¢ =g r,=u,—28Q =z, 26 M
(16)

BaS 12 Thy= 2,0+, 0 M+ 2,0Q+ 2 (3pyy +QEM — M 3Q).
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Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formole valgono
solo per i considerati valori delle w, v.

Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che,
dando alle %, v gli incrementi dw, dv, il secondo fuoco

Vo : da']
(17) @ = a,— M & |non si confonda con w)= o=

della congruenza K’ si sposti lungo una retta, che nella nostra
collineazione & trasformata della retta lungo cui si sposta il
secondo fuoco

(18) @, = x,— Mz
della congruenza K, insieme alla proprietd analoga per il secondo
piano focale.
La (17) da per le (16)
vi=a,+ oM —Mz=(x,+ a8M)— (M + M) 2 =
=, —Mr=mx
ciod (per ¢ considerali valori delle u, v)
(19) 0

Ora valgono le:

Wy == _—é?= quMMu"B —qu - qu "!' (?’m TR Mu) €3
Xy = Lyy — Mux _Mxv

insieme alle analoghe per af,, #i,. La condizione sopra enunciata
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri &,
L, T tali che

Rz, + Ll ==, R, ++ T ol =w,.

La prima dice che:
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R[Q %, + (pre— M) @] + Lai=Qu, -+ (pa — M)

la quale, per le
o=, v,=ux,+ xdP,

equivale alla:
R+23Qz +x[R(@+ 3Q) M + Rply — RM]+
+ L (@, — Mz) =Qu, + (pa— M) .
Le seconda equivale similmente alla :
R(%y + va) — Mo -— M' (v, 4 28 M) 4 Tw, — T P =
+ @y — M, — Me,.

Confrontando in questa i termini in a,, si trae R = 1. Confron-
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione
frovata si ha:

P=3M=p  n=0M,+ MM+ MSM=3M,+ &M
=—3Q=\ (Q-+8Q) M +3py—3M,+ M3Q=0.

ciod (per i considerali valori delle u, v)

(20) 2y —210Q=w, 2, + HIM=u2,
(21) n =3M, + 8 (M?)
(1) a(MQ+p12—Mll)=0'

Le (19) e (20) sono affatto analoghe alle prime delle (16); la
(21) determina n. s '

La relazione pit importante é la (1), cssa dice che le equa-
zioni (10) di Laplace relative al nostro sistema coniugato per le due
superficic S ed S' hanno uguale il primo invariante (per il sistema
considerato di valori delle u, v). Si noti che le equazioni (10) sono
relative alle coordinate di punto (F).



592 CAPITOLO UNDICESIMO [§ 103, D]

D) Continuazione. — Formole duali delle precedenti.

Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto
conto delle p'=p, p{= p;, e del fatto che nella nostra collinea-
zione 8i corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi
i fuoochi @, @, ed ', ] quando le w, v ricevono gli incrementi
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinché le congruenze
siano proiettivamente applicabili, bastera trovare quando nella
nostra collineazione si corrispondono le rette intorno a cui comin-
ciano a rotare i piani focali.

Osserviamo a tal fine che le rette (& &,) ed (z, @,) coinci-
dono, e che il rapporto delle (& &,) alle omologhe (z w,), dipen-
dendo soltanto dalle a,, & identicamente uguale al rapporto delle
(¢'€.) alle omologhe (2'a}), Percio, posto p = (§§,), potremo ragio-
nare su queste come prima sulle (xz,). B allora, per dualita, noi
possiamo senz’altro prevedere il risultato finale. Ma, per essere
completi e perchd sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale
risultato per via diretta. Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno
a cui ruotano i piani focali quando le w, w» riceyvono gli incre-
menti dw, dv. I piani focali & &' tangenti ad S, S" ruotano attorno
alle tangenti alle 8, 8" coniugate delle rette su cui cominciano
a muoversi i fuochi @, «"; la nostra condizione & quindi certo
soddisfatta per tali piani perchd su S, S° si corrispondono asin-
totiche e sistemi coniugati, La condizione relativa ai secondi piani
focali sara pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che
anche S, ed S| si corrispondano con conservazione delle asinto-
tiche (e quindi anche dei sistemi coniugati). Seriviamo dunque
questa condizione.

Le coordinate & & sono date da

1
£ = [/I_?l_(:m“ z,) o analoghe per § =¢§.

Varranno equazioni del tipo :

(1 O)hlu Ezm iy p‘eu "l"' “eu "1" 7‘12& ) e:w -l lj" eii + w E:: =+ “is E, .
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La teoria delle superficie insegna che M - p., @ - % dipendono
solo dai simboli di Christoffel per la forma F, comune ad §, S
Percid p+ M ex - @ sono rispeftivamente uguali a p' - M,
%' +@Q. Posto dp= p'—p e analoghe, sard cosi:

(10)gr Sp=—0M gn=—208Q.

Poichd, se 7'¢, 7¢&, ece. sono i trasformati di &, &, ecc. me-
diante la nostra collineazione :

0=S¢a =8(T¢) (1) =8z ((TE), 0=~z —
—ay, = 88,2, =8(T8) T (x,) =8(TE)(2.,—20Q) =S,(T¢)—
—ay =Sz,
Sz [(T&)—¢t]=0, Sa,[(T¢) —&t]=0

e analogamente S, [(T&) —§&.] =0;
Sard percio :

TE:¢= Eu "i" ﬂ-lﬁ OSSiﬂ. &:l;"&“ Jl' ale'; 5;Een+¢2e-

Si tratta di determinare o, ed oy; a tal fine si noti che 1'iden-
titd dei coefficienti a,, della F, per S ed S' provano che

S (Eu + ul&) (xt‘v +‘ n x) iy S(eu + aﬂe) (xm: "i' xua‘M + muag "{_

2 [8py + QM — MBQ]) = S(T'E) (1',) — S(T'€) (7' wl)=

i 7 5 e R, 3“!!] 8“18 e 3
o Seu Xy — S ev Ty = ou e v = Seu By — SE\: Lyp s
8¢ ne deduce oy = — 6@ e similmente a, = ¢ M, donde (nel

Punto considerato) :
(6)y, &=¢, —E3Q &=¢ +E3M (oltro alla & =¢).

Dalle (10),,, e (10),, si deduce poi:
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(16)‘87 :,IIJE tsU_EHaM'ﬁEan+(‘Lax"ual&+8ﬂle)e.

1

Posto al solito 2X = Ap2 = —ay, —i—i %y 8i ha:
@11 oo

SX§=0; quindi —1—S£‘xw—1— iSE;xW
@11 A g9

ha un valore dipendente solo dalle @,, e percid ha lo stesso valore
sulle due superficie. Poichd

Sty =S (T8 (Tx,) =S &+ af) (@ + n2) = Sk, + a9,
g0 ne deduce che

Sé; ﬂ,‘:m a S{TE) (Tw:-lu) P S (ei + a(&) (T m:‘“) == SE‘ .'l‘:"“ = a’iall 2

Percio :
Sw, E:‘H e a’ll = S‘rEuu 3
PR e aﬂ‘ll ] e rpelisa. ) ﬂ
quEuu e _"'é':u_"_ Séuxﬂu PP u T SEI] Loy —
_allaQ ) Smueuu _“1189 .
Cosi
v oar 3“’12 bl aa’lﬂ ' ’
qu&uu T st Sallxﬂv = ———§ (TEu) (T xuo) ==

du du

=_E§£—(&U__£BQ)(:‘:M +$“8M+ xbaQ—l_w["'])::

=——%— S&nxnv -l- an oM == va&uu + allaM A

In conelusione :

S (xi + Oy I) Euu — Sw‘éms + alau - S x:E:m i S($1+ aix) (Te:m)
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Sal e:m =S (Te:lu) = Sx‘en:m )

0ssia ;

Sm(TE:m'—Enu) =0 S(x(—l-a:n) (Te:tu"'"emt}=0'

Percio :

(16)qunter  T'&lw = b +- v ossia &, =bu. + V2,
dove v & un parametro che calcoleremo ben presto.

Le (16)y5, (16)ur, (16)guaier s0no le formole duali delle (16).
Le due seconde falde focali sono inviluppate dai piani

=8 —x8 §=8—2F.
Valgono le:
Blo =8 — & — W& =p'E + (aly — ) & =&, +
+ (7 — ' 0Q —x) § =
=&+ &op +E@m, —p'0Q—0x%,) =

= G+ &0+ E(@mpp -+ a8 4 p/ % — 3,

Ciop

(20),,, §lo= b1+ §,0p + E(@myy + 8 [np] —On,)

0 le

;u e E:m"_'w':.er '—“’ELE Euu + VE“’"‘ "':JE_“' (5..'-—5'3@) =
=Eh,-—5“8:~t—|—£(+v—8%+'x’aQ)m

= =500 —§dn —n3Q —v 4 ou)
Clod

(20)m &;“ — E;,. vy El dn + E (Va [_5'-2 Ha 1"'n]) .
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Le (20)y, e (20),. sono duali delle (20). Le equazioni delle
asintotiche sulle due falde focali si oftengono annullando

S (Eiudu + &;vva (x;“du + x;vd@") e ﬂl]alﬂgﬂ. ill El'l xl'

’

Poich® nella prima alle &, &,, @l,, @, possiamo sostituire
7§, e analoghe, otterremo per le formole precedenti che la dif-
ferenza di queste due forme &:

v — 8 [ + %.]) du + 8 (myy + % — %) do} X

X S (Ezdu + §a,dv) ()

ove:
S(ay)=—Su8,=0 S(Ex,) = — Say§, = ag,.

Tale differenza & pertanto

g [(v — 8 [%2 + %)) du + & (myg + %p — %) dv] dv.

Kssendo le u, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sari :

(21) =20 (x* 7‘;)

che ci di la v con una formola duale della (21), che dava n.
Si avra dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde
falde focali soltanto se

(¢8)) O (myy -+ wp—n) =0,

formola duale della (I). Questa formola, insieme alle precedenti,
si poteva anche ottenere, come gida dicemmo, ripetendo i prece-
denti ragionamenti, gia svolti per le coordinate « ed 2’ di punto,
per le coordinate § &' di piano tangente. L’uguaglianza degli in-
varianti (p,s + QM — M) e (w5 4 % —=,) © anche sufficiente
per I'applicabilita proiettiva delle due congruenze. In tal caso la

(*) Bi ricordi che SEw, =S 2 =8Exu=08E®i.=0.

T et -
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collineazione 7' che porta o, a,, «,, ), in @, =, — x3Q,

&, 4 xdM, w,, 4 28(M, 4 M®) d unimodulare perchd (2'w,xay,)=
= (va,z,,). I calcoli precedenti dimostrano che la 7' porta
ciascuna falda focale di K’ in una superficie S tale che una dire-

zione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con
la direzione omologa della corrispondente falda focale di K. Poich®
valgono poi le p=9p', p,= pl, segue appunto che K, K’ sono
applicabili,

Possiamo adunque asserire : Condizione necessaria e sufficiente
per Uapplicabilitd proiettiva di due congruenze (del 2° ordine) &
che le asintotiche di una prima falda focale dell’ una corrispondano
alle asintotiche della falda focale omologa dell'altra, e che su tali
falde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p. es. lo stesso
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa
alle coordinate di punto, e lo slesso secondo invariante per U equa-
zione di Laplace relativa alle coordinaie di piano tangente,

Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle
seconde falde focali.

E) Trasformazione delle precedenti condizioni.

Di piti notiamo che, per note proprietd degli invarianti di
una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia completa-
mente indeterminato il fattore di proporzionaliti per le coordinate
di punto e di piano tangente delle considerate falde focali. Se esse
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alle

AR @191 __(12) Gios
il ( 1 ) * @y = 2 t Gog
valgono le:
L T m=(12)_m
s ( 1) @y 2 Ggg

Sostituendo alla (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla @,

8i otterra essendo & (r:) =0 perchd a, =a,,:

Fupixr o Suon, Lexioni di Geometria profaitivo-differonsials, 39



598 ., CAPITOLO UNDICESIMO [§ 108, K]

3 (T — Pg) + 8 (ﬂl—) + 8 (9—133-) —2 (112) ST i

@1 oo (g
Ha (12) 8y, =gy
2 gy

Ora essendo a,y = 0 le (11) del § 14 B dicono, ricordando le rela-
zioni di coniugio, che:

@197 — @y112 Goog1 Giagi e
T My T e i e et 2 N R T e A

1 (da 12 N (12
< el s (e

1 (Bam 3 dlogay, S 3 dlog ay, ﬂm)—

——— | ——— ——

Ggg
1 (day, 3 d log a,, 3 dlogag
T agy \ 00 R T R bt R T
ossia
S 1 dagy 1 day,
22) Tl Bl e g e T

Sostituendo a m,, — Py, questo valore, la formola precedente

diventa :
1 1 Gaaa (7]
S IR Y s i Bt ,_a(ﬁ _a(ﬂ)
“nn( ae2) an( 1) Qg )u 1 fo o
4 1 day, 8ayy, 1 day, Bagy 0
G 0¥ Oy Ggg OU  dgg
ossia :



. st o

[§ 108, m COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 599

(29) 2 (“i%l) +9 (‘ﬂﬂ) =

oo @13

Dunque: Alla identita (I1) dei due invarianti per I equazione di
Laplace relativa alle coordinate di piano langenle si polrd sostituire
la (283), che contiene solo coefficienti dell’ elemento lineare proietiivo
ed ¢ quindi identicamente soddisfatla se le falde focali S ed S’ sono
proiellivamente applicabili.

Notiamo un’altra forma che si pud dare a (23) per le rela-
zioni di coniugio :

3 “—1'3) a(ﬁu) =
(“11 u+ Qag [v 2

ossia :
12 @19 12 a
1|(7) + 5], e (3) + 5] o
0ssia :
(24) (M, +@Q)=0.

Riferendoci dunque alle sole equazioni (10) in coordinate di
punto possiamo dire :

Duc congruenze somo proieltivamente applicabili se p, es, le
prime falde focali si corrispondono con conservazione delle asinotiche,
cosicche si possa supporre che esse abbiano uguale forma Fy; e
8¢ le equazioni di Laplace (10) per le coordinate di punto rispetto
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali
Primi invarianti ed eguali valori di M, + Q,.

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal
€aso le p = (xw,) soddisfano a tutte le condizioni (5).

F') 11 caso singolare di Cartan.

La rigata du:dv =L ha nel punto x - px, il piano tan-
gente £ determinato dalle :

Ste = SE"-T1= 0
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SE (L, + zo) + pSE (Lay, + m) =0,

Quindi §" =£ 4 of,

ove

—oLayy + pSE -+ 0b) 2, =0,

22 P
1)+

11

0ssia

—olLay; + pagy — pa n=20.

Dunque, se 8ay,, = 0, tale piano tangente & lo stesso per
rigate omologhe. L’uguaglianza degli invarianti da poi 8agg, = 0.

Dunque: Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col-
linecazione che porta una delle due congruenze in wuna tlerza con-
gruenza, che ha un contallo di sccondo ordine con U alira delle con-
gruenze assegnate,

(7) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni.

Date le superficie S, S" vogliamo vedere se esse possono
essere falde focali di congruenze applicabili. I precedenti risultati
non si possono applicare senz’altro, se non si conoscono le linee
corrispondenti alle sviluppabili.

Variando le precedenti notazioni, siano %, v le asintotiche
delle S, S’, che necessariamente si corrispondono; e sia du—
— pdw = 0 ’equazione delle linee inviluppate sulle S, S' dalle
sviluppabili delle congruenze, Per i risultati del § 17 C, avremo che:
Le 8, 8' sono falde focali di due congruenze applicabili, se su di
esse 8i corrigpondono le asinloliche u, Vv, e se esiste una funzione p
(u, v) tale che sulle due superficie le due quantita :

(25) (Bp)o — (%)

0
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p? (—L—l— PRy — —‘13- p2p? +2BP..) +
(26) /

RS T 2.&.)
]\ +\M P+292+TP“

abbiano wuguali valori. In lal caso le mostre congruenze 8§ono quelle

formate dalle tangenti alle linee du— pdv =0 delle due super-
ficie 8, §'.

H) 11 caso singolare.

Un caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo
che le due superficie 8, §' siano proiettivamente applicabili,
ossia abbiano uguali B, 7. Allora la condizione (25) & soddisfatta
qualunque sia la p. E per le linee -j% = p inviluppate sulle su-
perficie dai raggi della congruenza si ha:

p28L—8M =0, ossia du?(3L)—dv*(3M)=0.

Non potendo essere p =0, oo, sard 6L 0, M 40 e, come segue
dal § 16 D, potremo percid rendere, mutando i parametri delle
u v, 8L = 8M =1. Dovrd essere allora [, =17,; © le nostre
linee saranno le w - v = cost, le quali formano un sistema
coniugato R, Si ha dunque il caso particolare gia enunciato dal
Cartan (che lo ha chiamato il caso singolare) senza alcuna dimo-
strazione: Una classe di congruenze applicabili si trova scegliendo
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti all' uno od al-
. Valtro dei due sistemi di lince che su di esse formano un sistema
coniugato R. Questo caso d anche dal nostro punto di vista singo-
lare, perchd soltanto per esso la condizione relativa a (25) & sod-
disfatta identicamente (qualunque sia p). Questo caso si pud anche
caratterizzare come il caso delle congruenze W, le cui trasformate
di Laplace sono ancora congruenze W, oppure con la proprietd
geometrica enunciata in T.

Tranne I’enunciato del Cartan che una congruenza  in gene-
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rale proiettivamente indeformabile del 2° ordine, e che le con-
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun-
zione arbitraria di due variabili, non si ha finora alcuna ricerca
sulle classi di superficie 8, 8 che si trovano nelle condizioni
sopra enunciate.

I) Altra deduzione delle formole precedenti.

Le formole ottenute in G si possono naturalmente dedurre
direttamente, assumendo fin da principio coordinate asintotiche
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formole del § 41
del Cap V. Abbiano le due superficie la stessa a;q=-eb, e
siano :

, =pz 4 2(4z, + Bz, y=pa 4 2(4 2, 4+ B,

i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove p. ¢ dato dalla (2)
del citato §, e p' & la quantitd analoga calcolata per la seconda
superficie, Sardc 4 : B = p. Si vede facilmente che la proiettivitd
che porta la congruenza K’ in una congruenza K che ha il voluto
contatto con K deve portare ' in x, la retta (2'a) in (xw,),
ecc.; o che pit precisamente si ha (con conveniente scelta delle
coordinate omogenee) (cfr. le (5) del § 103)

Y= 2,=w,+lz d=2 +mez
faises 4 B
xﬁu:xuw"l_Aw"]"mxﬂ—"‘zxv ove 2£+ _B'aﬁmzm'}'j 6‘{=0.

Esprimendo che al variare di dv:dw i fuochi x; ed f si muo-
vono in una stessa direzione, che ciod z=w=,, Ra}, + Sz, = v,
Ra), + T = w,,, si trova eliminando A, R, S, 7' che:

1 4
Al— 5 5 0P+ Oy +240p + 1 (p + 3p +

24,4 240,) + 2m (B, + AB + 45p)| =
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B = ; ﬂp81+8m+236m+m(w+6u+

+ 2B, + 2 BO,) + 21(4, + By + Ba1)|.
Sostituendo a y, 4, m i loro valori, osservando che:
op = -f!; op —{—% 0
la precedente condizione diventa per le (5) del § 16:

3
0 =24%0g,, + %= 86, — 24236, +

4 A3 At
B2 Bl —

+ 6 [2A2%—2AA,. + 24?2 H =25 B— 5%

B3
_2326QQ2"“" "Ia'r‘. '1' 23261“ -i-

[ QAH ng B3 B‘I
+a~;[z}3 G —2BB, 4 2B F —2 5 4, — | —

UL ]

La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente
mutando 8, v, B in —f, — y, — B. Potremo dunque annullare
Separatamente quei termini della formola precedente che con tale
cambiamento mutano di segno e quelli che restano immutati.

I primi danno :

Az(mzapl.+2% 5B — 2 -g}i'a;a) +

5 4, o DBu e
+ B (281,,—2—;{81-1—2?61)—0
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ossia, poichd A:B = p, si ritrova la condizione che (25),, ha
uguali valori sulle due superficie.
Dai termini che restano immutati di segno si ritrova che:

1
(205 + o+ 200, — 5 0°F) +

1
+Bz(""2gze“‘“‘+2'f +-—'%“)

ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova ciod la condizione
relativa a (26).




Carrrono XII,

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA
PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI.

§ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperficie.

4) Preliminari geometrici, (F)

Riprendiamo gli stessi metodi che ci hanno servito per le
superficie. In uno spazio S,., ad =n 4 1 dimensioni siano z,
Yy«u., t un sistema di » 4 2 coordinate omognee; talvolta por-
remo la prima di esse uguale ad 1, le n successive a @,, 2p,...,
%,, 'ultima a 2. Le @, e la 2z costituiranno un sistema di n 4 1
coordinate non omogenee. Sia data una ipersuperficie V, ; senza
limitare la generalitd potremo supporre che z = 0 sia I’iperpiano
tangente nel punto O generico @, = @y = .,, =, =0. A meno
di termini del quart’ordine varrd uno sviluppo:

2= Py (2) + Py (),

Ove P & (per i = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado ¢ nelle .
La Py = 0 definisce le direzioni lungo le quali I’iperpiano tan-
gente incontra V,; direzioni che pertanto formano un cono qua-
drico, detto cono asintotico. Le quadriche di 8,4, la cui inter-
Sézione con V, ha in O un cono di terzo grado di direzioni tan-
genti, sono le quadriche la cui equazione & del tipo:

#—Py+4z2(hz+ P) =0, ove P=2Xhuw, (h h, = cost).
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Il cono cubico di direzioni tangenti in O alla quadrica ed a V, ©
Py 4+ P,P=20,

Vi sono " di questi coni dipendenti dalle costanti A. Se il
discriminante 4 di P, & diverso da zero, ve ne & tra essi uno e
uno solo (cfr. Introd. § 4 B) apolare o coniugalo a P,.

Ponendo t© = P,, § = a,P,, nello spazio =, ad n dimen-
sioni, ove le §, = sono coordinate omogenee si trova una ipersu-
perficie W di terzo grado con punto doppio; il cono tangente nel
punto doppio di W & I’immagine del cono asintoto; le sezioni
iperpiane I’immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin-
cipale I’ immagine del cono cubico apolare al cono asintoto.

Se A =0, potremmo talvolta al cono cubico apolare a P,
sostituire un altro cono definito pure in modo invariante; p. es.
se n = 3 sostituire ad bsso il cono immagine di quella sezione
piana di W che passa per due delle rette di W, che escono dal
punto @, = a3 =... =w,= 0. Ma tale considerazione intro-
duce degli irrazionali.

B) Formole fondamentali. (I)

Passiamo al lato analitico della trattazione; supponiamo le
@, #y..., t funzioni di » parametri w,, ug,..., u,, 0, per ora,
indichiamo provvisoriamente con indici apposti alle x, »,... le
loro derivate.

Poniamo :

Bgoem ) (@ @y, Tgyonss Tuy d20)

A 3
) By =\ (@, 21, 2,y Ty B0) — - dFy.

Come nel caso delle superficie si prova che Fy= 0 @& I’equa-
zione del cono asintotico e che ®; =0 @& I’equazione di uno
dei citati coni cubici (variabile con A e col fattore per cui si
moltiplicano le coordinate omogenee), Tra questi coni cubici quello
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: 1
apolare ad F, si trova, come ora proveremo, ponendo A = e

/1Bl
s B d il discriminante di
(2, Tyy Pgye ooy Zny B20) = b, du,du, .
Posto B,, uguale al compl. algebrico di b, in B, diviso per B, e
&y = A by du, du,duy,

81 avria in tale ipotesi

& 1 8br: ab"" _B_b.'_l
b= (By 9.4 @y Cpay) ey s ('B_uf 'ga: 7+ au,.) s b
1 dlog B dlog B dlog B
i 2(n42) ( " ou, + bn du, + bae ou, ):
© quindi
ob, ri 1 dlogB
l‘?ﬂ B”bv-u Ly ESB" {(xmlma s x"x!'ll) .—_W 3 ? ( f) + -2_' au‘ :

ove (r:) sono i simboli di Christoffel di seconda specie per la

b, du,du,. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono;
basterd dunque provare che d nullo il primo, cio® che & nullo

2) Y 3B, (@8 «. B BuBiga o+ Tu @)
ineg

Ora, se X, ¥.,. & un sistema di quantita tali che (xy... 2, X)=1,
dalla definizione delle b,, segue che valgono delle formole

Ly = an = ey ® e E_vﬂ, Tj 5
J

ove le y, v sono quantiti che ora mon ci interessano. Pertanto la
(2) vale

’
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2 X B, |Vt — buVu] = E_("'m — V) =0,
1]

(R

come si doveva provare.
I1 valore della forma ®, corrispondente a questo valore di A si
indicherd con Fg In generale ogni altro valore di @, differisce

da Fy per il prodotto di F, per una forma di primo grado. Ma
-2
noi intenderemo sempre di aver fissato % = V|_fﬂ A

E porremo

1
F, = Ya,du,.du, = (@ 2y 0, A2 )

3) V4]
F3 = E G,.,, du,. Ch&, du‘

1
ove A @ il discriminante di Fy, e quindi A = —}7-_—.—

Le forme Fy, Fy sono determinate dalla ipersuperficie in
modo impropriamente intrinseco (perchd cambiando e soltanto di
segno per trasformazioni sulle w, a Iacobiano negativo) e invariante
per collineazioni a modulo 1. Le collineazioni a modulo —1 le
cambiano di segno; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno

stesso fattore positivo, cosicch® in ogni caso F& O inlrinseco in-
2

variante © riceve il nome di elemento lineare proieitivo,
n--4
Notiamo che, se # & dispari, alla }|B| potremo sostituire
n4-2
la B , senza timore di introdurre quantitd immaginarie nel

caso di ipersuperficie reali,

Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti
la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi &,
Myeoey T ciod degli iperpiani tali che:

(4) Séx = 8SEx,= 0 e pertanto anche Sz§ =0
(= 1o )

Queste & 7,..., © sono dalle (4) determinate solo a meno di un
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fattore, che resterd completamente determinato se imponiamo che

(5) S¢d*x = — Sdéda = Sad*t = F,
da cui segue
0550 sy 0 Fg
311 O1g LT
0 g @y .. dgyenn.
(w2 2y... 0, d%) (E6y.. . Eud2E) = (—1)" =
0 Q1 Ope (L
Fa ............

= (— 1) AR,

Posto ¢ = sgn (— 1) 4, se ne deduce per (3) che la posizione
(5) sulle ¢ equivale a porre

(& ... 5, d%) =¢(za; ... 2,d%) = stVTZI ;
Si avra

&

1
(6) 5=ﬁ'(’”’1-“”n): @ = VId] (& &1y €2yevey &)

Sard poi, come si deduce dalla definizione di Fy e dalle (6):

@) Fy= S&d“m-—%dlﬂ‘, = dF, — saedu_-g- dFy =

=—-Sd&d”:c—-——;—d1f’a =dFy 4 Sdxd*§ —-—é—dF, =

= 3-aF, + 8dadt = - aF, — Sud't

od anche (Cech)

B =-%~.s ([dwdt — déd®a) =-;—,S(ed=x—xdse).
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Scegliendo in altro modo il fattore di indeterminazione per le &, questa
formola non darebbe piu Fy apolare ad Fy, ma un’altra forma del si-
stema lineare delle @y, ciod aFy|-Fy Xo,du,; perchd, se &= pé, allora
S(dxd?t —dEdie) =pS(dad*t —dtda) +
+ dp (28dadt — Std*a) = pS (dxd*E — dEdPa) — BdpF, .

Indicando con ., ,, ecc. derivate covarianti rispetto ad Fy, sard
anche :

(9) @, = — 8§.x, = — 8§, 2, = 8¢z, = Swi,,.
Poichd
A3z =X, 0%, + 3X2,,du,d%w, + 2., du.du,dy, ,
dF, = 23a,du,.0%u,,
si frae tosto dalle precedenti che
Py =X (8¢=,,) du,du,du,
donde, derivando covariantemente le (9) (*):
(10) a,, =82, =—~8§2, =—8% 2, =— 82, =
=8ut, =828, =828, =—8a¢t,,.
Le relazioni di coniugio danno poi :

(11) 2l g =0 per ey Rl on o,
rs

(*) Bi ricordi che lo derivate covarianti delle @,; sono nulle, e percio
non sono indicate con @,y .
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0) Le equazioni differenziali fondamentali.

Potremo infine serivere le equazioni differenziali che dalle
forme F,, Fy (e, per ora, da una terza forma P) permettono di
visalire all’ipersuperficie. Poniamo :

X = -?lz— A,x e analoghe.

Sard,
ey 1
(12) SXt=—34,88z,=—24,0a,=1.
n n
1 1
(13) SXEI T 2 AF!SE‘ g e Sl e 2 Ar:a’nl =0
N ys N ops

© quindi, derivando la penultima, anche

(14) SEX, =0.

Analogamente si definiscono lo , e si dimostrano per queste le for-
mole duali delle precedenti. Allora le @, @y, %g,. .+, n, X sono
linearmente indipendenti, e pertanto valgono formole del tipo :

xﬂ =ll“lx "‘I‘Ep‘mexl —I_ VNX
t

ove le A, p, v sono quantitd da determinare. Moltiplicando per £
€ sommando si trova:

Vg = SE..":,., = Oy«
Moltiplicando per & e sommando, si trova
—ay, =8, = —-—? Porgt Gigy  CLOD Ly = ?Aﬂ“*"
cosicchd si ha in conclusione: (F)

(I) Lpy = 2 Ay A“ Ty + ai‘lx + Pralt
4
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Moltiplicando per 4,, e sommando rispetto », s, si trae:
(15) S =,

Dunque: Si presenta, come nel caso delle superficie, neces-
saria 1’introduzione di una nuova forma infrinseca

P = 2y, du,du,

pure apolare ad F, (ma, come le F,, F, invariante solo per
-collineazioni unimodulari). Formole analoghe si hanno per le §:

(I)bh en et —tEi “mAsJ e.[- + a’a'xE + ﬂm& bl

ove ancora la forma.
I = Enr,du,.du,

& apolare alla F,. Derivando covariantemente la (I), se ne
deduce poi :

By = Dy Ay 7 - E“n:Au Zag, A, Ty) + Pt ® + P +
+ @i X + B dypy® + 6, X .

Ora per le 86X, = 0, varrd una formola del tipo: X; =g,z 4
+ 20, (della determinazione delle g, ! ci occuperemo altrove).
3

Quindi :

(16) Bpsp = ‘;:‘ [2 “ﬂli-A-U + E a"-uAlka‘ikh Ahj + Qg i’lf”] xj "|'

'+' (?}ni + li ai'l) & + Prs i

Valgono formole duali per le &..

s Bin b e @ | ) F"‘
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D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Noi abbiamo escluso in molti punti del precedente paragrafo
che 4 = 0. Quale significato ha tale esclusione? Isso si trova
subito, osservando che per 4 =0 vi & almeno una direzione

du,:dug: ... :du, doppia per il cono asintoto; essa, cambiando
variabili, si pud portare nella du, = dug = ... = du, =0, cosic-
chd sard ay; = @9 = ...=a,, = 0; ciod, oltre alle

(17) Stz = Stw,=.,,=8Ex, =0, varranno le:
ATy ¢ @ =8¢ 2, =...= 88w, =0,

Ora, avendo noi supposto che la nostra varietd sia proprio una
ipersuperficie, composta di o® punti, e non meno, la matrice
(@x,.,,2,) non 6 nulla. E le § dalle (17) sono determinate a
meno di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17), si deduce per-
tanto che le & sono proporzionali alle &, che ciod vale un’equazione:

— = pt (p = fattore di proporzionalitd).

Quindi potremo moltiplicare le & per un tale fattore che & = 0.
Quindi 1’iperpiano tangente & dipenderebbe dalle sole #— 1
variabili wy, ug,..., u,. B viceversa, Percid :

Se la nostra varieta ¢ mon soltanto luogo proprio di ™ punti,
ma anche inviluppo proprio di ™ iperpiani, cioé & una vera iper-
Superficie sia come luogo di punti, che come inviluppo di iperpiani,
allora A 4 0. B viceversa.

Be 4 =0, gli iperpiani tangenti saranno dunque " con
*<m. Scegliamo i parametri w in guisa che le § non dipendano
dalle u, con i >r. Poich® i punti @ sono i punti soddisfacenti alle :
(18) Ste=8z=0 (=1,2...,1),

essi saranno del tipo :

Pubine o &won, Lorfoni di Geometria profottivo-differenxial 40
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a8
(19) o= m(°’+h§1‘uﬁm““ (he=1, 2,,0:, 8= n—1)

se ¥, 2 ... 2 sono un sistema completo di soluzioni delle (18).
E percio la V, sard luogo di " spazii lineari §,, nei punti di
uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. £ pure
importante un’altra osservazione valida nel caso pilt generale: Se

ui:ui(“llusa"'vu\!—l) (i:V:V"i'l)"':“)

sono le equazioni che definiscono la sezione V' di V, con uno spa:io
lineare a v dimensioni, allora, sostituendo in ¥y, ®4 alle uy,...,u,
1 precedenty valori, si trovano le forme corrispondenty che indicheremo
con ¥y e ©y di questa sezione V'.

Dato il carattere intrinseco e invariante (per collineazioni a
modulo 1) delle nostre formole, e dato che uno spazio lineare od
¢ un iperpiano, oppure & sezione di iperpiani, potremo supporre
che sia v=mn, che 'iperpiano segante sia « =0, e infine che
sulla V, valga la 2 =w;. In fali ipotesi, se (@, y,..., 1) e
& ny..., %) & un elemento di V,, di cui il punto giaccia sul-
I'iperpiano segante, allora (y,..., ¢) ed (7,..., ) sono evi-
dentemente in quest’ultimo le coordinate dello stesso punto e del
corrispondente §,_, che, nell’iperpiano segante x = 0 considerato
come spazio totale, & I'iperpiano ivi tangente alla V’. Basta ricor-

diive lo Fy = = 9dadt, ®, =-é—8(d.rd2£—déd2x), perchd il
nostro enunciato risulti evidente, Ne segue subito :

Se Fg= 0, ossia 82 una, e quindi (ulte le forme Py o0
divisibili per ¥y, allora, se A+ 0, la nosira ipersuperficie ¢ una
quadrica e viceversa.

Infatti, se ®,, & divisibile per Fy, cio avverra, per 1’ osserv.
precedente, anche per I'intersezione di ¥V, con uno spazio lineare
Sy generico a tre dimensioni, in cui I’intersezione citata sard una
superficie, che avra la sua forma &®; divisibile per Fi, ciod
F; =0; e quindi, come gia ci & noto, sard una quadrica. Poichd®
ogni 8 generico taglia ¥, in una quadrica, anche V, stessa sard
una quadrica di S,y .
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A questa dimostrazione si pud fare un’obiezione. Il teorema
che le superficie di un S,, per cui ®; & divisibile per Fg, sono
quadriche vale nell’ipotesi sempre sottintesa che Fi abbia un
diseriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe nella dimostra-
zione precedente se la Fy della sezione di ¥V, con un 8 generico
avesse un diseriminante sempre uguale a zero, ciod F§ fosse
sempre un quadrato perfetto? In tal caso necessariamente anche
F, sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebbe 4 = 0
contro 'ipotesi fatta nell’enunciato). Ma possiamo facilmente esau-
rire la ricerca, abbandonando 1'ipotesi A4 4 0. La sezione di V,
con un 8, generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di
V, con tutti gli Sy che escono da un punto generico O di V,
sono retle appartenenti a V,, per cui F,= 0 e (poichd Fy &
un quadratp) formano di solito un 8,_, lineare intersezione di V,
con 'iperpiano tangente in O. Lungo una linea qualunque di
questo S,_, si dimostra (come nel teorema iniziale di questo §)
che Uiperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie ¢ percid
inviluppo di o' iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti
spazii §,.;): ecco le uniche ipersuperficie per cui non solo A =
ma anche Py & divisibile per ¥y,

Infine le ipersuperficie per cui ¥y ¢ identicamente nullo sono
gli iperpiani,

3

§ 105. — La quadrica di Cech.

4) Polarith e quadrica di Cech.

Possiamo ora definire la quadrica di Cech, che d la genera-
lizzazione della conica osculatrice a una cwrva piana e della qua-
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se 4% 0),
per un punto generico O == (x) della nostra ipersuperficie, quella
corrispondenza che al punto di coordinate

Ao 4 pX 4 Bvie,
" .

BB e L S el L e PR Lt PRl cle bl
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fa corrispondere 1’iperpiano
)LE + P’E + zv‘&v

sempre inteso di aver fissato i fattori di proporzionalita per le a,
& nel modo sopra definito (*). Se dunque moltiplichiamo le 2 per
uno stesso fattore p, le & restano moltiplicate pure per p, e, come
si vede facilmente, la reciprocitd sopra definita resta inva-
riata. Tale reciprocitdi & dunque definifa in modo invariante e
naturalmente anche intrinseco (per ogni punto della V,). Affinchd
il punto Az 4 pX 4+ Bv'w, e Piperpiano A&+ p'E 4 Zv''E
si appartengano, dev’essere :

(A 4 N p) Bagv'y® 4 pp' SXE =0.

La simmetria nelle variabili accentale o non accentate dimostra
che la nostra reciprocitd non & che la polaritd rispetio alla quadrica

2 + p2SXE — Sagv'yh = 0

che chiameremo la quadrica di Cech. Le quadriche mel fascio deter-
minato dalla quadrica di Cech, ¢ dall iperpiano tangente p2 = 0
contalo due wolte sono tutle e sole le quadriche che intersecano V,
nel cono di direzioni avente per equazione Fg = 0. Infatti un punto
di ¥, posto in un intorno di O ba per coordinate

x4 dat -%—dzsc-l- %,-d"a:—}-...r:.

(*) Si ricordi la definizione di X, & del § 104 C. 8i vede fucilmente che
al punto

A 4 Byt ooy -}~ -"!';— ) Lpg
corrisponde il piano
AE+ 2V oy o % 2 ArsBrs

anche supponendo che gli indici delle @ e § indichino derivate ordinarie (non
covarianti),
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= -+ 2 a;du; - %(ﬂ @, 0%u, -+ Z o, du.du,) -

-+ -—{]—;- (B, 8w + 3Ea,du,*u, + e, du,du,du,)

ciod, tenendo conto delle equazioni fondamentali :

Ae 4+ pX + Zvta;, ove:
11
A=1 +?2'pmdurdﬂ‘l =%

1 1 ; 1
P = ?Fg+"2_za|~adurau:+ "‘G_FB+H°

W = du; + "T}‘ % uy + %Eﬂm Ajdu, du, - . . .
Cosicché in un punto dell’intorno di O si ha:

2hp — BagyOy = Fy -+ B, du, 8, + < Fy—Fy —
— Yaydu, 0wy — Za.gdu,du,duy, ... = —%»F,—{— e

I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul
cono Fg=0.

A questo proposito, anche senza entrare in particolari di
dimostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione. Come risul-
terd da un teorema di Cech, che ben presto proveremo, il luogo
delle rette polari di un punto 2° dell’iperpiano tangente rispetto
alle coniche osculatrici delle sezioni di ¥, con un piano S, pas-
sante per la retta @' © un iperpiano & passantd per . Questo
iperpiano &' si pud anche definire come I’ iperpiano polare di '
rispetto a una qualsiasi delle quadriche del § 104 4 e B, a cui
corrisponde un cono P, di direzioni contenente la refta a’a. Nel-
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I'uno o nell’altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor-
rispondenza birazionale tra gli iperpiani &' della stella x e i
punti &' dell’iperpiano tangente § (*). Agli iperpiani §' che passano
per una retta generica uscente da 2 corrisponde nell’iperpiano
tangente § (ad n dimensioni) una ipersuperficie (ad #—1 dimen-
sioni) cubica con punto doppio in @, la quale ha in a il cono
Fy =0 di direzioni come cono tangente; questa ipersuperficie
immagine del sistema lineare delle forme ®, (**).

Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di
Cech.

B) Teorema di Cech.

1. Sia v un 8y (1 ==v=-n—1) tangente in un punto O

ad un’ ipersuperficie 'V, (con AZO; le quadriche di Cech in O

(a v dimensioni) delle ipersuperficie Vy sezioni di X mediante tulli
glt spazi Sy, passan!i per o riempiono una quadrica ad n dimensioni.
Posto v =1, n= 2, si ottiene il teorema di Moutard.

Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la
piramide di riferimento [indico con @y, @y,... @4 le coordinate
omogenee| in modo che le equazioni di w siano

:781::1'2%...:.1:”_\,_'_]:0

ed inoltre che ;= 0 sia I’equazione dell’iperpiano tangente a
V, in 0. In O si avra pertanto :

6‘:61#8:31 ¢ - day oy

(1) duy duy ou,

Scegliamo i parametri w,, ug,..., %, in modo che le tangenti a
V, in O situate in @ siano quelle per cui

(*) Se n=2, ftale corrispondenza & la oorrispondenza X, di Moutard
studiata al Cap. IX,

(**) Cfr. K. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iper-
spazi, 2% ed., Cap, XV, no 1,
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(2) duyyy = dlyyy =, ..du, =0.

Un 8,4, passante per ® & determinato da equazioni del tipo :

(3) ag— Mz, =0, 23— hg; =0,..0 Fpyoypu — Myt =10

in cui le A\ siano costanti qualunque, Esso interseca ¥, in una
Vy; le coordinate dei punti di ¥y si ottengono facilmente in fun-
zione di w,, uy,...uv; basta infatti, date le @;..., 4, su V, in
funzione di , ,...u,, calcolare wy,...u, come funzioni di wy...uy
dalle equazioni (3) ottenendo p. es.

uv+|=§°v+l(“11 Ug+so Uy ll'} ll!'")"ﬂ—-v)'.'
4)

u,‘:(‘on(ulg ug---ﬂ\o‘; ll? ln"'ll!"\!))

o sostituire poi le y4n al posto di wyy, nelle @, Dall’ipotesi (2) si
vede subito che si ha in O, qualunque siano le A,

LS | D e
(5) .._a.:&T.__...—.au‘—o (l 1,2...‘»‘).

Calcoliamo anche i valori delle derivate seconde delle ¢ in O.
Dalle (3) si deduce

0? Zp E( agxp ago, 62xp a?;‘) s
Ot Oy % \ Oudu, Oy 3ﬂjauu 0 uy

= aexp afph acp; 3.1’.9 aztpk 0 3%:1
ki Ow du, Qug U r ouw, 0w du w; Oy

5

]

aﬂzl acpk 632‘.1 ago,‘) _%_ E 32.1:1 a?k a?|
OuOu, Ou; | Owylw, Ou) ki OwmOu du dy

dx, 0%,
¥ Ou, Ouyduy

P=2, 3...?‘-“‘"\"‘{— L
]’ ij=1, 2...9; kl=v+1, v42,...5,
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Nel punto O valgono le (1) e le (5), sicchd le precedenti si ridu-
cono ivi alle

% xp w O7p 0% d%a,
oudu; ' % Ouw, Owow; PV uduy

I]determinante‘-g—:fe- =2, 8...0—=v+1, k=v1,
k

v+ 2,...n) si riconosce subito diverso da zero, sicch® si trova
nel punto O

0 %,
(6) du,; duy

= offh o M 4.0 AT Ny,
dove le ¢ sono costanti numeriche,
C) Continuazione e fine della dimostrazione.

Passiamo al calcolo delle forme fondamentali ¥y, Fy per Vy.
Essendo F,, Fy quelle di V,, dalla formola del § 104 () e
dal secondo teorema del § 104 D si deduce tosto che

P=[ony], Fi=[o(r—3 L m),

dove (anche nel seguito) le parentesi [ ] indicano la sostituzione (4)
e o si scoglie in modo che F§ risulti apolare a F;, Cid determina

i do 3
univocamente et sia

do ,
(7) -G—=E1dul+.--+}i'vduv-
£ importante osservare che, lasciando le A indeterminate, le ¥
risultano funzioni razionali delle [@n], [@] © gz" (k=v+
i

+1,...m ¢t=1,.v), sicchd lo —%% sono polinomi lineari nelle
i
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3% P R e
5,0 con coefficienti funzioni razionali delle [a,], [@.],
da,, 0, a1, R
8u,,J [ a%] oy Le (5) e (6) mostrano quindi che
si ha nel punto O
By= e,
(8)
gf =) + M+ AV Ny

dove le e sono costanti, Di pili, comunque si fissino le A, il
secondo membro della (7) & un differenziale esatto. Per fissare
completamente o, noi poniamo la condizione che sia 6 =1 nel
punto O per tutti i valori delle A; sicchd in O

(ils] d*a 8E‘¢
Blus 3= 5 E A By, Ou Ouy o m T

Dalla prima nota a pi¢ di pagina al § 106 A risulta, ragio-
nando similmente come al § 105 D, che I'Sy polare del punto

S b S g 20

By O, Ouy

©) w2l

rispetto alla quadrica di Coch di Vy sta nell iperpiano

d[okl a% o]
0 uy o EB Butauj'

(10) w[o€] + + ooty

G
0u,y
dove [oF,] = Dbydu,du; e By sono i complessi algebrici di by
nel det. |b;| divisi per il det., la parentesi [ ] indicando al solito
la sostituzione (4). Ora per i valori delle u corrispondenti al
punto O, le (9) e (10) diventano per le (5), (6), (8) e (8)y.:

ae d 3 0* d
o o +“*“'5;:+‘ 4 G T35 +
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ol da
nEOR Fan =Y
+ 1 % e auk + n=y Z O a Wy, L]

= at o8 ‘
"?:P*e-’rE‘u(‘é;;"*?‘ﬂ:le)“l‘---'%}’-\'(am » )-1- ‘
62

+ 3o aiﬁ— + DO +

_|_ (\‘ Ogi e + D(l]&) * }\u—\i ('C‘ Cm_y B: + D{n—v}e),
Y
(,j=1,2...v; b=v+4+1, v4+2...n)
dove |
o =32 g, DO =ZAydf  (p=0,1,2...n—)

if

Il punto y sta sulla quadrica di Cech di Vy se Syn =0. Ora
questa © un’equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe
facile serivere) negli » - 1 parametri

‘ By By s By Apy Agsosdnay

Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (non omog.)
di y, il teorema & stabilito.

§ 106. — Rette normali; coordinate normali.

Sia per ogni punto @ di Vy assegnata una retta uscente da »
e non posta sull'iperpiano tangente §; sia 2’Fa un punto di
questa retta, Sara

Sta' 40.
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Ogni altro punto della retta avrd coordinate del tipo ' 4 pa;
affinch® esso sia un jfuoco, ciod sia intersezione della retta consi-
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto
2+ de= &+ Dadu, della ipersuperficie V, dovranno esistere
due parametri B, v tali che:

d(z' + pe)= Lo+ y2'.
Scriviamo le coordinate 2’ nella forma
& = 4 X 4 Syl a,,
L’iperpiano & - o;§, che passa per a, passera anche per a’ se
=82 (& + ) =—v + o ossia a =y,
ove v, 0 il sistema duale del sistema controvariante v*

Y =2a,v, vY=XA4.v.,
r r

Dire che d (a2’ + pa) ® combinazione lineare di , a' & come
dire che esso giace sugli iperpiani § 4 v§& (che si intersecano
appunto nella retta considerata) ciod che

S+ wbd@ +px)=0, ossia S(z'+pa)d &+ k) =0

ciod

9%¢ v,
Pyl At ol etk

%dﬂk Pﬂ'v“ + Sm’

Eliminando le du,, si trova un’equazione di grade » in p, a cui
corrisponderanno « fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa
abbia tutte le radici distinte ; ® facile riconoscere che le n direzioni

corrispondenti du, :duy:,..:du, sono « 2 a 2 coniugale rispelto
dv av, :

al cono asintolico, soltanto se et REFS0 —-—", ossia 80 Dy,dw, é un
ou, au,

differenziale esatto dv (cid si prova p. es, scegliendo le » in modo
che nel punto considerato queste direzioni coincidano con le
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direzioni coordinate [du, = duy =...=duj_; = duyyy=...=
= du, = 0] e imponendo poi la condizione a, = 0 per i%k).

Viceversa, se 2v,du, ¢ un differenziale esatto, cambiando il
fattore di proporzionalitdi per la @, § potremo rendere v, = 0.
Ed & facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le # direzioni con-
siderate sono (per v;= 0) a due a due coniugate rispetto al cono
asintotico,

In tal caso I’insieme delle nostre rette si dice essere una
congruenza coniugate alla ¥V, (estendendo locuzioni gid usate nella
teoria delle superficie).

Le congruenze coniugate a V, sono quelle formate dalle inter-
sezioni dei piani (ev §);, che coincidono con la relta congiugente x ad
X -+ Xv'x;. In alire parole, facendo variare il solito faitore di pro-
porzionalita, si ottengono dalle retle intersezioni dei piant &, ossia
dalle rette congiungents x ad X tulle e sole le congruenze coniugate
alla nostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze
con fuochi distinti), Per questa congruenza le = direzioni citate
sono quelle dello »** autopolare rispetto al cono asintoto #y= 0
e all’altro cono quadrico definito dall’uguagliare a zero la forma
1l = Xx,,du,.du, duale della forma P.

Ad ognuna di queste congruenze potremo dare il nome di
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo pit
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si & detto, equi-
vale all’altra: Come si fissano nel modo pit semplice i fattori di pro-
porzionalita per le coordinate di punto « e di iperpiano tangente, ben
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del § 104 B?
0, in altre parole ancora, tra le coppie di forme ¢,, @g tali che
0y Py = Fy: Fy, come ne fissiamo una in modo intrinseco inva-
riante col metodo pilt semplice possibile ? Noi p. es,, analogamente
a quanto si & fatto (§ 156 C) nel caso n = 2, potremmo (F) co-
struire un invariante assoluto I del sistema delle forme F,, I,
formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti
di Iy ed F,, e moltiplicare poi le x, § per un tale fattore che
questo quoziente I abbia, se possibile, un valore numerico prefissato.
Ma per »>2 vi sono altri metodi: quelli () che, invece che ai
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme
Fy, Py, Tutti questi metodi ricorrono per la determinazione di
p a sole derivate terze. Questa molteplicita di metodi che si pre-
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senta nel caso »>2 o dovuta al fatto seguente. Se p e p’ sono
due fattori, ciascuno dei quali pud servire, secondo i metodi pre-
cedenti, a normare le coordinate e le forme fondamentali, allora
p:p (che & un’espressione formata da prodotti e quozienti di
invarianti simultanei di Fy, F3) & wna curvatura proiettiva della
ipersuperficie ; un numero ciod (dipendente da derivate di ordine
non superiore al terzo) di carallere inirinseco invariante. Queste
curvature non esistono nel caso n = 2.

Per la generalizzazione alle ipersuperficie della nozione di

linee di Segre rinviamo alla Memoria del Crom: 1 fondamenti della
geomelria proicttivo ~ differenziale secondo il metodo di Fubini, (Ann.
di Matematica 1923 Ser. 83 tomo 31), ove si troverda anche una
generalizzazione delle superficie isolermo — asintotiche.

§ 107. — L'applicabilith proiettiva delle ipersuperficie. (F)

I metodi stessi, che abbiamo usato per le superficie e per i
complessi di rette, si applicano sia alla definizione di ipersuper-
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema :

Condizione necessaria e sufficiente per 1’ applicabilit proiettiva
di due superficie ¢ che abbiano uguale elemento lineare proietlivo
Fy:F,y, o, cid che d lo stesso, che le coordinate omogenee dei loro
punli st possano scegliere tn modo che le due ipersuperficie defini-
scano una stessa coppia di forme ¥y ed Ky, Trovare le ipersuper-
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque,
date le forme ¥, ed Fy a trovare le possibili forme P tali che
siano soddisfatte le condizioni di integrabilita delle equazioni fon-
damentali, che senz’altro riscriviamo :

U‘} g = E“pﬂAﬁ 2 4 Qps X + Pps €+
Le condizioni d’integrabilita sono:
T e i e E(st, ph) Aoy

che seriveremo nella forma:
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(2) %A,p (@t — Bpu) = — B (81, ph) Ay d,p 20«

Porremo anche :

(3) X;::gga:—i—-%l{:c‘=g‘:c+)3£“AU;uj.

Porremo pf =§quz‘.l_u. Sviluppando (2) tenendo conto delle (1)

e (3) si deve ottenere una identitd in w, z;,, ed X. Ma il coeffi-
-ciente di X si riconosce tosto nullo nei due membri Uguagliando
pertanto nei due membri i coefficienti di , e di w, si trova:

(“L) [8£J r k] — ni"ﬂ I:‘ e nlrsf + nck ?’: P .qsk plt L

(5) }g-“lrp [?qu — TJpzs + %‘: (a‘cpu P:‘ g a’lpk 'Pf)] + Tfﬂ gy "]rl s = 0

ove & posto: M.,.=1, 7,=0 per r%s, ed & posto anche

[8t,rk] = 24, 4,p X
< [anp;; — appu + (28, ph) + 2 Ay (@putnye — Gpu “w)] (*) .
"’

Esprimendo che, derivando le (3), si trova X, = X, si de-
duce in modo simile : '

‘ 3,, o 3,,
(6) Ge + Dl A1y s = o + Sl Ay
o — G w2 Api Unag — Inae) -+ pE; (1 apg =18 apy) 41y =0.

Le (4) danno

(*) Bi notino lo identitd : [sf, »k] = — [ts, vk]

[st, »k] + [st, kr] = _J;E ; Avi Anj (@i — Gyine)
1

[st, 8k] — [ts, k&)= 2 Anjdsi Oijus »
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[8f, r8] = — @i (per tfr, rks tFs)
\. [st, s8] =H—nt (s
) (8¢, ar) =10 (tks tkr, aty)
( [st, st]l=U+pi (s%1)

(7)

mentre la relazione di coniugio di P ed F, di:

L]

Se 2#>2, ed r4¢, potrd trovare un indice s differente sia da »,
che da ¢; cosiceh® la prima o la terza equazione danno tutte le I,
pt in fanzione dei coefficienti delle forme F,, Fg, dai quali sol-
tanto dipendono i simboli [ .., |. L’ultima poi delle (7), insieme
alla (8) permettono di determinare le 2! e le 7. E I'ultima delle
(6) permette poi di determinare anche le g,. Dunque, date le
forme I, ed Fy, sono determinate le g. le , ed anche la forma 7.

Dunque: Una ipersuperficie (ad n>>2 dimensioni di uno
Spazio ad » 4 1 dimensioni) ¢ proieitivamente indeformabile. Ciod :
Due ipersuperficie proieitivamente applicabili sono anche proietiive
tra di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso' 4 3 0
Ciod per le ipersuperficie luogo proprio di o punti, e inviluppo di
%" jperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso A==0
non ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (*)

Sard bene piuttosto vedere con Cech il significato geometrico
di aleune delle quantiti che si sono presentate nel calcolo prece-
dente, Cosi la 21, du,8u, =0 (ove le du,, 8w, definiscono due
differenti direzioni) & un’equazione di carattere intrinseco. Sia ¢

——————————

(*) Fubini 11 problema della deform. proiett. delle superficie. Rend,
della R. Accad. dei Lincei, ser, b, vol. 27,, pag. 147 (anno 1918). Chi desi-
deri vedere como si possa affrontare la ricerca delle ipersuperficie con un
BIUppo continuo di deform. proiettive in 86 stesse veda la Mem. dello stesso A. :
Fondamenti @i geom. protettivo - differ. Rend. del Oire. Matem, di Paler-
mo (1910) tomo 43. Cir. anche Oarrax Sur la déform. project. des surfaces.
Annales de 1" floole Norm. Supér.
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la retta tangente a ¥V, nella direzione definita dai du, e © la tan-
gente all’ipersuperficie luogo del punto X nella direzione dei odu,
' la tangente a ¥, nel punto considerato che incontra =, L’ equa-
zione citata @ la condizione perché t e t' siamo coniugale (rispetto
al cono asintoto). Cid si dimostra subito, osservando che t @& la
retta dal punto X al punto XX, 0u, = xXg,0u, + X4l du, ;
cosicchd ¢ & la retta dal punto 2 al punto « -+ Xaz,d'u;, ove

d u, = X Aijl,jdu,, cosicchd
rf
Ea”d'uiduh = El,,,ﬁu,.du,‘ '

La equazione Xg,du, = 0 caralterizza quelle direzioni, tali che la
tangente alla direzione corrispondente sulla ipersuperficie luogo del
punto X incontra U intersezione degli iperpiani § e E.

Accanto alle (3) valgono formole duali:

(3)bn 8 =16+ 2} MG
Da esse si frae

v9%=08XE,, g.=8X,E, donde:
E'ﬁdu‘ —|"' zg}dﬂ-‘ IdSXE .

Quindi in particolare, se uno dei differenziali Xy, du, e Zg.du; ©
esatto, & esatfo anche I’altro. Teorema che si pud rendere intui-
tivo nel modo seguente. Se g & una funzione il cui differenziale
o 2g.du;, allora l'iperpiano passante per X —gxz e tangente
alla ipersuperficie W luogo di questo punto (determinata a meno
della costante additiva che figura in g) & I'iperpiano passante per
X —ga e per i punti

(X —ga)i=gx+ ;“.tix,.

Se questi punti sono indipendenti, esso passa per tutti i punti a,, ciod
passa per intersezione degli iperpiani § e E. Viceversa, se esiste
una ipersuperficie W posta in corrispondenza biunivoca con ¥, e
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tale che un punto di W stia sulla retta (x, X), mentre I’iperpiano
tangente passi per 1'intersezione degli iperpiani omologhi § &,
il differenziale Xg;du; & esatto. Ma, poiché le ipotesi fatte sono
autoduali, ne segue che anche Xfy,du, ¢ esatto, come avevamo gia
provato per via analitica.

§ 108. — Alcune generalizzazioni.

La precedente teoria si pud generalizzare alle varieta di oco”
elementi, ciascuno composto di un punto = e di un corrispondente
iperpiano § che passa per x, dipendenti da n parametri , e sod-
disfacenti alle:

Sge= 8¢y, =88 z=0,
anche quando lo spazio ambiente & a n 4 d + 1 dimensioni con
d>0. (Per d=0 si ritorna alla teoria delle ipersuperficie).

Pongasi

Fy= S&d*a = — Sdéde = Sad*t = 2a,du,.du,

O, = — 8 (d2d*§ — d&d* 2) = Za,, du.du,du,

E\.IH

Moltiplicando le @ per uno stesso fattore p, le & per un fattore o,
i nostri elementi restauo immutati, e le forme F,, <I!3 si mutano

in polfy, po®y+ (c:n:r‘,p~—;:n:.£’c)17‘2 poe | Py -+ —-—F dlog—-—

Nel sistema lmeale Py 4 Fy )\ du; potremmo sceghere una
forma /7y apolare ad F,, almeno se (come supporremo d’ora in
poi) il diseriminante 4 di F,, & diverso da zero. Ma generalmente
non si possono, se d >0, determinare, come per le ipersuper-
ficie, i fattori p, o in modo che ®; coincida con Fy, ossia non
Potremo pitt scrivere le relazioni di apolarita tra Xa,,,du,du,dw,
ed Iy, Per definire un punto analogo al punto X, dovremo per-

Foniy o Cuon, Lexioni di Geomelria proiettivo-difforenxials 41
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cid accontentarci di definirlo come uno dei punti ché soddisfano
alle :

SEX =1 84X =0 (i=1,2,...,n).

Se X o una soluzione di queste equazioni, le altre ne differiranno
per una combinazione delle XM A=1, 2,..., d), essendo =z,
X® @ - 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alle :

SEXH) =0 §5xN =0,

e ciod posti nello spazio (pseudonormale) caratlerislico intersezione
degli iperpiani & e . Si noti che 1’apice (\) non & qui un sim-

—

bolo di caleolo assoluto. In modo correlativo si definiscano E e
M), Valgono equazioni del tipo :

Tpy = z“,-nAuxi + arax + p,.,:c + E ?Js.i\) X(l)
A

E!"l e Ea!‘l#AH EI + al"tE + ﬂl'lﬁ + 2 “1('}) E(l)'
A

Diciamo che due tali varieta V,, ¥, di elementi in corrispon-
denza biunivoca sono proietlivamente applicabili in due punii omo-
loghi A, A', se, proieitando dallo spazio caratieristico di V, i piani
osculatori in A -alle curve di 'V, wscenti da A, e dallo spazio caral-
teristico di V), i piani osculatori in A' alle curve omologhe di V),
uscenti da A', si trovano stelle collinears.

Vale il seg. teorema di Cech, per la cui dimostrazione (affatto
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinviamo alla
Mem. del Cech pitt volte citata :

Due varieta 'V, e V| sono proieitivamente applicabili, se hanno
uguale elemento lineare proieltivo Fg:F,. Ne segue che, in caso
affermativo, anche le variela correlative sono proieltivamente appli-
cabili tra loro,
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§ 109. — Le superficie V, non paraboliche in S,
e la loro prima forma fondamentale.

Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in
questo libro (*) si possono applicare ad altri tipi di varietd
iperspaziali, studiando le variethi V di punti a due dimensioni
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui =z, ¥,
Z t, w0 & M § T, o sono coordinate non omogenee di
punto o di iperpiano, La V sia definita dando queste in funzione
di due parametri u=1wu; e v =u,. Soli iperpiani tangenti sono
gli oo! iperpiani soddisfacenti a

(1) Sta = Stw, =Sta, =0,

Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, ciod tan-
genti in due punti  ed x4 dwx, cosl chiamando gli iperpiani
Soddisfacenti alle (1) e alle:

—_—

(*) I risultati di questo e dei seg. §§ sono dovuti al Fubini, Questi in
altre due Note: Nuove ricerche di geom. proiettivo - differenviale (Rend. della
R. Ace. dei Lincei ser, 6 vol. 20,) e I differenxiali controvarianti (ibidem) si
Propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli-
care alla varietd V7, luogo di punti contenute in uno spazio Sppr ad n4-1
dimensioni per 2 << 7 < m. Uno dei metodi proposti ¢ di studiare 1’ insieme
delle proiezioni di ¥V, sugli Spga di Sy, proiezioni che in S.yq sono iper-
Superficie ; le forme K, ed Fy per queste dipendono dalla proiezione eseguita ;
O percid, data V., non sono determinate, ma descrivono sistemi lineari di
forme, 1. ostonsione duque si ottiene sostituendo a una coppia di forme I, ed
By 1a coppia di due sistemi lineari di forme quadratiche e cubiche, Ia cui
teoria & ancora da costruire.

Si potrebbe anche cercare di costruire una teoria che assuma a punto

I partenza delle forme isolate ; ma non sempre si trova facilmente come
Prima forma una forma differenziale quadratica, 8i presentano di solito invece
forme gj grado superiore al gecondo. Se quindi non si riesce, coi metodi della
teoria delle forme, a dedurne delle forme covarianti quadratiche, bisognerebhe
Co8truire un oaleolo assoluto rispetto a forme di grado maggiore di 2. Cosa
Mmolto complicata, perchd si trovano formole in oui compare a denominatore
10 Hossiano della forma considerata.
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)
88(2 + da) = 88 (zy + day) = 8§ (2, + day) =0
ciod alle:

2) Seo=8tw, =8tz = Stda, =Sédz, =0.

Queste equazioni nelle & sono compatibili se

(3) (, @y, @y dyy dag) =0,

Questa & evidentemente un’equazione di carattere intrinseco inva-
riante. Posto

(2 x, @, do, dog) = b, du,du, ,

si debbono distinguere due casi:
o) Il caso (parabolico) in cui B = by by, — bjy =0, che
noi per brevitd trascuriamo :

) Il caso generale in cui B 0. Cominciamo ad occuparci
di questo, ponendo :

(e ay wyday dag)
P e Lo Lk
Vi8]

= Xa,,du,.du, = F,

2 B
il cui discriminante 4 vale B:|B|? = VB .
Questa forma & propriamente intrinseea, o invariante per
trasformazioni a modulo -+ 1, cambia di segno per collineazioni
O

a modulo —1, si moltiplica per p ¥, se moltiplichiamo le @, y,..
per uno stesso fattore positivo p. I utile osservare perd che noi
potremmo trascurare le collineazioni a modulo negativo anche
perchd, cambiando di segno ftutti i coefficienti di una collineazione,
questa non muta, mentre il suo modulo cambia di segno.

Le due direzioni soddisfacenti alla Fy= 0 sono le direzioni
corrispondenti ai due iperpiani bitangenti, che noi indicheremo
con £ e §¥.

Il fascio AEM 4 w&® & il fascio degli iperpiani Sy tangenti;
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il suo sostegno ¢ il piano S, tangente. Un iperpiano langente in-
contra la superficie V, data nelle due direzioni determinate da

0= SN + pt®) dle = — ASdEVd o — pldtMda =
e= ASad? M 4 nSad3E®,

Al variare di A, p, questa coppia descrive un'involuzione, i cur
raggi doppii sono le direzioni definite da Fy = 0, che si otlengono
ponendo N = 0 oppure p. = 0. Infatti (p. es. per p =0) si ha
la. coppia

SENg2 e = EO (2, du 4 2, dudy + 2,dv*) =0,

Ma il primo membro & un quadrato perfetto; infatti la direzione
corrispondente su ¥, a §&" annulla SEMday = SEY (@, du + v, dv)
0 SEVde, = SE¥ (w,,du + x,,dv), ciod annulla le derivate (rispetto
a du o dv) del primo membro della equazione considerata.

Quindi: Mentre un iperpiano generico tangente in un punio
generico O di V, incontra Vg in una linea che in O ha un punto
doppio, 1 soli iperpiani £ e % la incontrano in una linea che in
O ha un cuspide, ¢ si dicono percid iperpiani cuspidali.

Cosi si possono chiamare cuspidali (principali, caratteristiche)
le linee di ¥V, per cui Fy =0. KEsse formano 2 sistemi di oo!
linee ciascuno, e sono i qualche modo 1’analogo delle asintotiche
di una superficie dello spazio ordinario.

Ancora una osservazione sulla forma #,, che noi assumeremo
& base di un calcolo assoluto. I 6 punti @, @,, @y, @y, @5, ¥g; NON
possono essere linearmente indipendenti, perch® punti di un §,.
Tra essi intercederda pertanto una relazione lineare completamente
determinata (a meno di un fattore inessenziale). Perchd se ne
intercedessero due, allora p. es. le @,,, @, sarebbero combinazioni
lineari di =, w,, @,, 2., ; altrettanto avverrebbe di dx,, da,; e
quindi le #,, sarebbero tutte nulle, mentre qui si suppone B 0,
Tale relazione lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice
(@ @, @, @, ¥4 ¥yy) una riga uguale alla prima, si ha un determi-
hante di sesto ordine con due righe uguali e quindi identicamente

nullo. Sviluppandolo secondo gli elementi della riga aggiunta si
trova
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(22,0, 29, 1) Wgp — (V@ Wg@yy Xyy) Ty A+ (22 Ty W3y ) ¥y —
— (@2 @1 By Bg9) By + (¥ @y Xy Wy W) Ty — (¥ X Xyy Wyp Tng) & = 0

ciog, dividendo per

8 8
AVIB]l =¢yB* (s =sgn 4)
(4) Agowy + 245w, + Aoy + W, + Pz, +ma=0

ove le I, m sono definite dalle :

8
m = — & (@) Xy Ty W19 Tyy) : VB%

8
Wdv — 1P du = ¢ (& dz 2, ¥15 7gp) : VB*

(Notisi che (z dx @y, @59 2p) : J[B| & un’espressione intrinseca).
Se ne deduce subito che le linee principali coincidono con le
ocaratteristiche dell’ equazione cwi soddisfano le coordinale dei punti
della Vgq: cid che spiega perchd a tali linee si dia anche il nome
di linee caratteristiche.
Assunte a linee w, v le linee cuspidali, 8si ha @,y = ayy = 0,
e x,, =a,,; o tale equazione diventa:

(5) A, +1Way + ey +ma=0.
Gli iperpiani cuspidali £V e £&¥ diventano I’uno I’iperpiano
(x2,%,%,) passante per i punti =, =,, 2,, @,
altro iperpiano
(v, 2,x,) passante per i punti =z, 2,, z,, 2,,.

Cio rende evidente che: Gli 2perpiani cuspidali sono quegli tper-
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le
linee cuspidali, I due piani S, osculatori alle linee cuspidali di un
sistema tn due punli consecultivi di una linea cuspidale dell’ altro
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale. Infatti i piani oscula-
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tori in un punto @ e in un punto @ 4 x,dv alle linee v = cost.
uscenti da essi sono i piani 'uno dei punti =z, z,, x,., l'altro
dei punti z 4 a,dv, w, -+ @,.dv, @, 4+ 2,,dv. In virth della
() e della equazione che se ne deduce derivando rispetto ad wu,
si riconosce che questi punti giacciono tutti nell’iperpiano dei
punti @, @y, 2y, Ty

Poichd le proiezioni Vg di ¥, su un 83 hanno in questo S,
per coordinate di un loro punto quattro combinazioni lineari a
coefficienti costanti delle =z, v, 2, t, w, che ancora soddisferanno
alle (4) o (b), si ha: Alle linee cuspidali o caraiteristiche di Vg cor-
risponde su una superficie di Sy, che dalle V, s oflenga con una
protezione, un sislema coniugalo,

Le tangenti alle linee cuspidali di wun sistema in due punli
consecutivi delle linee cuspidalt dell’altro sistema [p. es. la retta dei
punti @, @, e la retta dei punti @+ w,dv, ®; 4 x,9dv] giacciono
nel piano S, tangente (piano dei punti », x,, x,) e percid si tncon-
trano in un punto. Allretlanto dicasi per le tangenti alle linee cuspi-
dali dell’ altro sistema. I due punti 2A1x, +1%2, 2A4 2+ 1M
cost oftenuli sono quelli che si ollengono da x mediante la trasfor-
mazione di Laplace applicata alla (b). Hssi generano pertanto due
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui inlercede cor-
rispondenza delle linee principali.

Risultati correlativi si ottengono per i sistemi W, di co? iperpiani.

Per ogni iperpiano m di W esistono o' punti di contatlo posti
su una retta. Da ognuno di questi punti P escono due iperpiant
di W infinitamente vicini a w; cioé il cono circoscritto a W da
uno di questt punte P ha w come iperpiano bitangente. I due iper-
piani cilali coincidono per due sole posizioni P' e P del punto P:
ciod i coni circoscritti da P' o da P a W hanno, potremmo dire,
T come iperpiano stazionario (*). Possiamo definire (per dualitd) le
Sviluppabili prineipali ecc. ece,

Applichiamo questi risultati alle due varieta W e W® de-
critte dagli iperpiani £ e &¥. Occupiamoci p. es. di

E(l]' == (:B &, L, xuu) .
e ———

(*) Ciod sono duali di una linea in cui a w corrisponde un punto doppio
a tangenti coincidenti,
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La retta di contatto corrispondente & 1’intersezione di &Y, &I, &,
E, per semplicitd di calcolo, seriviamo la (5) nella forma :

(6) @y, =gV, + g¥ 2y - n2.

Si trova, serivendo senz’ allro & anziché &, e tenendo conto di questa:

3 e" = g{gle + ('1: Xy X,y xuuu)

(7)

Eu i 29[115 "I" (‘T' Ty, Byy muu) .
I punti « ed , giacciono pertanto in §, §,, §,. Quindi: La rigata
delle rette tangentt alle linee principali v = cost. & la rigala delle
rette di conlatlo della variete W formata dai corrispondenti iper-
piani principali £€V. B un risultato analogo vale per W®. E si
osservi che tale rigata & il luogo dei punti =+ wz, (*) e che ap-
punto valgono le:

SE (m + w&!“) =Se(:€ o w:u“)“ = 8§ (1" +wxu)|: .
=S$(x+wxuw=

ciod che la rigata V, formata dalle tangenli alle linee principali
v == cost, ha come iperpiano tangente lungo lulla wuna generalrice
il corrispondente iperpiano principale &V,

Si pud dimostrare facilmente che le due rigate Vg sono tru-
sformate di Laplace U una dell’ altra, e che le corrispondents svilup-
pabilt principali o caralteristiche corrispondono proprio alle linee
principali della superficie iniziale V,,

Infatti i sei punti @, ., @,, @uuy Tyy Tuuu di uno spazio
a quattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e,
poich® i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare,
I’ ultimo a,,, ® combinazione lineare dei precedenti, Basta dunque
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di £ e &Y
per dedurre che £ & combinazione lineare di £ e di &¥; altret-
tanto si trova per &P : cid0 che prova il nostro teorema,

(*) Non si confonda con la w del § 109,
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Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper-
ficie rigate, p. es. di Vi’ i due punti principali. Essi sono i punti
comuni a & &,, & e rispettivamente a £, od a §,; ciod essi
sono quei punti @’ = x -+ w'x, della retta di contatto che sod-
disfano alla: S§,,2" =0 [oppure S§, 2" = 0], che, per le
S¢,a" =0 [S8¢a =0] & equivalente alla 8§, 2, = 0 [oppure
SE,a, =0]. Il primo punto & percid &' = (per cui w' = 0).
Il secondo & a'= 2, —¢g®x, per cui a) =gV, + (n 4 g¥) 2.
Quindi :

I trasformati di Laplace del punto X sono insieme allo stesso
punto x , i punti principali delle due ipersuperficie rigale formale
dalle tangenti principali dell’ wno o dell’ allro sistema.

§ 110, — La seconda forma fondamentale di una V, in §,.

4) La forma Fy.

Per completare la determinazione della nostra superficie oc-
corrono altri elementi oltre la forma F, e 1'equazione (4) o (6)
del § 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera-
zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa
seconda via., Gli Sy osculatori ad una linea € uscente da un punto
x di V, sono quelli determinati dai tre punti

z, Sz du,, 2z.8%u, 4 Iz,du.dy,.

Se noi teniamo fissi « e la direzione du,:du,, facendo variare
la linea € uscente in questa direzione, gli 8, osculatori descrive-
ranno lo Sy determinato dai punti

%
B0 By By 2 Rl Dk,

che noi chiameremo lo S, osculatore nel punto « alla direzione
du : dv, percht d osculatore a tutte le curve uscenti da « in tale
direzione.

Quali sono le curve tali che lo Sy osculatore in un loro punto
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alla loro direzione coincide con lo Sy iperosculatore alla curva ?
(ciod ha un conlatlo quadripunto con quesla ?)., KEsse sono eviden-
temente le curve, per cui la forma impropriamente intrinseca

1
(1) MVI—A-P (%, 2y, 25, Dw,,du,.du,, d®z)

¢ nulla, Questa forma vale evidentemente

du oo — dvd®u

V] (2 @y, @y, @yydu - 2y dv, By du - 2gqdu) +

-+ Vi (%, %y, %9, Do, du.du,, D2,,du,.du,du,) =
= 8[A] F, (du 820 — dvd2u) + Oy
ove:

l \ 3]
2) &= ﬁ(x, @y, Ty, S, du,.du,, 2., du,.de,du,)

¢ pure una forma (impropriamente (*)) intrinseca dipendente perd

dai soli differenziali primi. Essa resta, come F,, invariata per

collineazioni a modulo 1; vediamo cid che avviene quando le w,

Yy+ .., 8i moltiplicano per uno stesso fattore p. La F, si muta -
]

in Fy=p? F,. Facilmente si verifica col calcolo effettivo dei
nuovi valori di &*w, 8%v che il nuovo valore di

VA Fy (dudtv — dvd®u)

10 iy
p3 VA Fy(dudiu — dvd®u) + I} R,

ove R, & una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p.

1

4|
— dvd*u), di cui essa 6 differenza.

(*) perché tali sono (@, @, @, d'w, d32) o BY|A| F, (dudt —
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Poichd anche

(%, x,, @y, d*x, d®x) resta moltiplicato per

Vidi

1) 10
*1p¥ = p¥, troviamo che il nuovo valore di ®; vale

pep

S gD,
Oy =7 O,—3FIR,,

Cerchiamo di sostituire alla ®; una forma di comportamento pin
semplice. Servird ancora il metodo delle forme apolari; che ci ha
tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere @,
nella forma :

Dy = Fy + Fy F'y + F3iFy, (%)
ove Fy ed Fy siano apolari ad ., Poniamo :

L i 1 n 1 (2) m
X=-—§-LA,.,2:,.,-—-—-2—-I wym— 5 l g -—2-3:

S, du,du, = 2w, du,du, — X Fy, cosicchd
4,2, =0
(ciot la forma 2=z, du,du, apolare ad Fy) e, derivando :
3 @, du, du, du, = 3 @, Ay, dit, du, — Fod X

dX = — %E“’dxl —-——é-l"’dw, + termini in @, ¥y, ,.

B4, T =0.
-"-"-———-_

(*) Quosta trasformazione, che io ho chiamato divisione covariante di @
Per By, & possibile in uno e in uno solo modo, come si vede p. es. ogser-
Vando che, se F', & soritto nella forma 2a,, dude, lo Fy sono del tipo adut 4
Fodvt . Se F,, ®, hanno oarattere intrinseco, lo hanno pure le forme
By, Fy, By cost determinate § 4 E).
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Sard poi:

1 1
Dy = V|=| (x, ¥y, ¥, deydu 4 drydv, P Wz, —

= —%-I"'d:ca) Py, + }7:2:(:0, Byy Bgy BTy, Wb thyy 2 @ oy A, du, du,) =

m_%mw—wmﬁ+

1 = =
-+ V_ET (@, 2, 29, 2 %, du.du,, 2 @, du,du,du,) ,

[Si ricordi che X & combinazione lineare delle @, z,, a,].
Poiche, se ¢, e @, sono due forme apolari alla Fy, il loro pro-
dotto si pud scrivere nella forma ¢y + ¢, F3, ove ¢; & apolare ad

F, (*), ne otteniamo in conclusione (essendo 2w, du,du, ©

Y 2, du, du, du, apolari ad Fy) che
(Ijﬁ =1"ng + .Fr"

ove I, & una forma di primo grado in du, dv, Fy una forma di
quinto grado apolare ad F,. Molliplicando le x per un fattore

positivo p, la F; si trasforma in modo complicato, mentre Fy si
10

muta semplicemente in p¥ Fy, cosicchd

B
7

resta invarialo; questa espressione & un énvariante (improprio).
Anche qui possiamo definire delle coordinate normali, impo-
nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei diseriminanti di

(*) Cio si vede subito, riducendo F, alla forma 2aodude.
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F,, Fy, quoziente che & una espressione intrinseca, abbia un
valore numerico prefissato. Sard anormale il caso A =0. 1 valori
corrispondenti @y, ®q, @5, delle #,, F,, Fy, delle tre forme costi-
tuiscono un sistema di forme intrinseco ed invariante della nostra
superficie. Si tratta di vedere se da esse questa ¢ determinata.

B) Significato geometrico della Fy .

Prima di occuparei di questo problema, cerchiamo di trovare
il significato geometrico della nuova forma Fy. Assumiamo coor-
dinate non omogenee, ponendo w == 1. Chiameremo iperpiano
all’infinito 1’iperpiano w = 0; e sia O un punto generico della
superficie. I.iperpiano w == 0 & per ora assoggettato alla sola con-
dizione di non contenere 0. Sceglieremo ad assi delle z, y le
tangenti principali, a iperpiani 2=0 e ¢=0 i corrispondenti
iperpiani tangenti cuspidali, Trascurando i termini di 4° ordine
varranno nell’ inforno di © formole del tipo

2 =0 4 by @ 4 By @Y + Bhyga ¥ Y* + hgga ¥ + ...
t= g + Ky @® 4 3Ry ¥y + k@ Y 4 kgpay® + ...

dove le A, & sono delle costanti, Le quadriche che tagliano la ¥,
in una linea che in O ha un punto quadruplo sono le quadriche

Mt —y* —kyyy @2 — Bhyyp2y — 3hygy @t — kagy y1) +
A (2 — 2% — by @2 — Bhygzy — Bhygg ¥t — hygg Y1)+
4= yz2 - 2pat + 02 =0,
Per A =0 contengono ’asse delle 7, per p =0 Iasse delle a.
Nel punto (2, 0, 0, 0, 0, ') dell’asse delle x quelle delle pre-

cedenti quadriche che contengono I’asse delle @ hanno come iper-
piano tangente

x' (— klnz T 3]6]23‘!) + w’t = 0
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cosicch® 1’ iperpiano z = 0 ha (se %y, $ 0) come punto di contatto

F

% = 3 kypy. Se noi scegliamo questo punto come punto all’ w
dell’asse delle @ (ciod come punto y =z=t=w =0, punto
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull’asse delle x) sard
kygg = 0. Cosi sard hy;q =0, purchd a punto all’e dell’asse
delle y seegliamo (se hyge 4 0) il punto di contatto dell’iperpiano
t= 0 con quelle delle nostre quadriche che passano per I’asse
delle y. In sostanza noi con cid abbiamo fissato sul piano tan-
gente Xy wuna retla (la congiungente i precedenti punti di contatto,
per cui facciamo passare I’iperpiano w = 0). Prendiamo ora il
piano polare del punto all’ oo dell’asse delle « rispetto a quelle
delle nostre quadriche che passano per 1'asse delle y:

Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato x =0 (cio che &
lecito, com’d ben evidente) sard A, ; = kg = 0. In modo ana-
logo scegliendo I'iperpiano g = 0, otterremo kygy == iy = 0.
In questo modo i nostri sviluppi si riducono alla forma :

t=y* Ada® ... z=a2- A'yd ...

ove, come prima, sono trascurati i termini di quart’ ordine.

Gli iperpiani z2=0, ¢t=0, =0, y=0 sono stati
completamente determinati; resta solo U arbitrarieta dell’ iperpiano
w == 0 (scelto per iperpiano all’ ®), per il quale é soltanto fissata
la retta del piano tangente Xy, per cui deve passare. Il punto all’ w
dell’ asse delle x ha come iperpiani polari rispetlo alle nostre qua-
driche MNA'z + 2p.x =0, i@ quali sono il fascio di iperpiani al-
torno al piano x = z =0, che, come vedremo, ¢ osculatore & una
linea principale. I analogamente dicasi del piano y = z = 0.

Infatti z= 0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti
infinitamente vicini della corrispondente linea principale ; bastera
dimostrare che in O su tale linea & d*® = 0. Troviamo I’equa-
zione delle linee principali. Posto @ = u, y=wv, essa 0:

dz, di,

‘ 2dx 4 .,.. OGAxdwd-...
dz, di, i

0 =
‘ 6A 'ydy ... 2dy ...

t J
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ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in d=,
dy, i cni coefficienti sono nulli del second’ordine almeno per
@ =y =0, Tale equazione & dunque

ove le P sono infinitesime almeno del second’ ordine per = y = 0.
Differenziando si avrd, trascurando i termini nulli per » = y =0

ded*y +dyd*x =0,

Quindi una direzione principale & da =0, e per la linea prin-
cipale corrispondente vale la d®xz = 0, come volevamo provare.
(Che anche z =0 sia osculatore, si pud provare anche osservando
che, trascurando i termini nulli per #=y=0 si ha: d®z =

=2d2a? che d nullo per dx = 0). Si noti che & anche

(3} Fy = Qqda® -+ 2 (1 + st)dwdy+932d?}2,

ove le @ sono pure infinitesimi del second’ ordine almeno per
= y=0, i simboli di Christoffel invece almeno del primo.
Nel punto O pertanto 82w = d* =, 8%y = d*y. Ricordando questo,
se ne deduce che le derivate seconde covarianti di z e di ¢ rispetto
®=y=wu, ed y=v=u coincidono in O con le ordinarie.
E, poichd

Bz =238 + 2,08y + Iz, du, 8w, + Xz, du,du,du,,
zp =#,= 0 (nel punto 0)

@ la stessa formola vale, sostituendo a 8%, le d*w,, alle derivate
Covarianti le ordinarie, avremo che in O anche le derivate terze
Covarianti di z e di ¢ vispetto ad @ =w, ed y =wu, coincidono
con le ordinarie. Si ealeola cosi subito che, a meno di un fattore
Puramente numerico, &, nel punto O:

Fy=Adda>— A'dy°.

L intersezione della nostra superficie coll’ iperpiano @ —py =0



644 CAPITOLO DODICESIMO [§ 110, B]

& una curva, che dall’iperpiano tangente z 4 At =0 & interse-
cata nei punti ove

2t Ay Ay hAad 4 ... =0, ossia:
0=(N--p2)g*+ (4" 4+ 2dpd) P + ...
Avremo un punto guadruplo d’intersezione in O se

)\+P,2=O A’—%—)».AIJ.:!:O

ossia
A=—p2 A'—Ap'=0.

@Qli iperpiani X — py = 0 tagliano V, in una curva che ha con
un iperpiano tangente (precisamente con z— pil=0) wuna inter-
sezione quadrupla soltanto quando U iperpiano consideralo passa per
una delle b direzioni che annullano Iy,

Oss. Nel ragionamento precedente si & escluso che &y, =0
oppure hgge = 0. Se fosse k;;; = 0 le nostre quadriche (p. = 0)
che passano per 1’asse delle « avrebbero tutte sull’asse delle
per punto doppio il punto

S 1
3}0122 .

Dunque anche in questo caso si pud rendere &y nullo prendendo
questo punto doppio a punto all’ oo dell’asse delle x. Altreitanto
dicasi di Ay9. Se kyy; =0 oppure hg, = 0 (caso in cui quelle
delle nostre quadriche che passano per 1’asse delle = o per 1'asse
delle » hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza
che la Ty si riduce ad una quinta potenza od ¢é identicamente nulla
(86 kqpq = hyge = 0): in questo caso analogo a quello delle rigate
e delle quadriche dello spazio ordinario), il discriminante di ¥y ¢
nullo (caso anormale, perchd non si possono coi metodi prece-
denti normare le coordinate di un punto della V,). Abbiamo cosi
trovato un primo carattere geometrico delle superficie anormali.

I due punti scelli come punti all’ w degli assi delle x, y
(punti di contatto di z=0 e {= 0 con certe quadriche) non

|
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sono che @ due punti trasformati di Laplace del punto x, (sopra
trovati per tutt’altra via). Infatti nel sistema di coordinate testd
definito tali punti all’cc hanno uno per coordinate ., Y., 2.,
tyy, w=0 e Ialtro z,, y,, 2, t,, 0 (tutte calcolate nel punto O
della V,). Bastera dimostrare che nel punto O i coefficienti ¢
delle (6) del § 109 sono nulli; e, poich® nel punto O si ha
2, =1, y,=1, a,=y, =0, basterd provare che ivi 2,,= y,,=0.
Si ayranno infatti in O due sviluppi

r=u+4ou 420wyt 4. y=v++pud42quotrd4...

Sostituendo nella Fy, data dalla (3), i coefficienti di du® e di dv®
devono risultare identicamente nulli, Ora tali coefficienti si trovano,
con la materiale sostituzione

4d(put+qv)+ ..., 4(Bu+1v)+...,

dove i termini trascurati sono del secondo grado. Percid in par-
ticolare p = ¢ = =1 =0, da cui segue appunto che per
4=v=0 si ha 2, =9, =0, Segue anche z,, = y,, =0,
ciod che il piano & =z =0 & osculatore alla linca w = 0, il piano
Yy=t=0 alla v=0, come gia sapevamo, Possiamo dedurre un
nuovo modo di definire geometricamente gli iperpiani =0,
¥ = 0. Cosi p. es. 'iperpiano =0 6 un iperpiano passante per
il piano osculatore della v =0; se @’ =0 & uno qualsiasi degli
iperpiani passanti per esso, gli altri sono a' 4 Az = 0. Quello
da noi scelto per iperpiano @ = 0 & I’unico tale che z — x* =0
sia una quadrica, la cui intersezione con V, sia una linea avenle
tn O un punto triplo, le cui tangenti coincidono con la direzione
Principale y = 0 (con I’asse delle x). Le quadriche z — a® = 0,
0 anche pit generalmente le quadriche Az® 4 2pzt - va®
42— a? =0 sono facilmente definibili per via geometrica.

§ 111. — Le equazioni differenziali fondamentali. (I)

Per risalire dalle forme Fy, Fy, Fy alle superficie dovremo
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni
@ integrabilita daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme.

Funint o &ron, Lextont di Geometria proieltivo-difforeniale. 42
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le w, v siano le linee
principali, scrivendole nella forma :

Ty = A2y, + By, + p2, + 92, +r2
(1) Lovy =fovn 'l-A"I Byy + %2, + 72, + po
2o =ha,+ ha, b

Notiamo, che posto @,y = e%, si ha
(% @ @, Ty T) = 26
donde, derivando rispetto u, oppure rispetto v:
(2) (2% 4+ B) =3a,, (2h-+ B)=38a,.
D’altra parte

F\F} + Fy= % (v, @y, %y, 2,du? + @,,dv?, 2o, du,du,du,) .

Ora
da d
Ty = _a';i_l— 29"":‘:11 - . (.’E"u e 0(“2'-’") —2a, (xw — %)
Oz, @ D
L1193 = W ot 'éf; (x“ﬂ — Oy xu) o E" (xuu) — Oy Uy — Oy Loy
Tpgy = = 'é";(xuu) — Oy Ty — Oy Ty
d
Rgey = A (X — oy 2) — 200, (2, — &, &),
Quindi :
By} + Fy =264 X
du® du®

(B— 3 a,)du® + Shdutdv + A'dv®  Adu® 4 3kdudv® 4 (B'— 3a,)dv’
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P F+ Fy = 262% [Adub — 4' dv¥] +
3
+ 22« dutdv® ({8 (k + o) — B| du + | B — 3 (h +a,)| dv ].

Assegnare F,, Fy, Fy equivale in virti delle (2) e (3) ad asse-
gnare le 4, A', B, B’, h, k. Dimostreremo che possiamo calco-
lare i residui coefficienti 7, p, ¢, r, @, %, p. Ora derivando 1’ul-
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima :
Ty = Z""1:’”'1,11' + (2}',; + l -J[- h B + hk) Tou +
+ hp + N @, + (g + p) 2 + (hr +V) &

ove A, ., v sono espressioni formate conle A, %, 1 e loro derivate,
che ci © inutile serivere esplicitamente.

Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre:

Buuo = (B, + 44" + Bh) T + (4, + AB' 9) Ty -+

+ (A% +p, + ph 1) 2, 4 (A7 ¢, + 2k + r 4 2) @, +
+(dp+r+pl4wa

ove 1, z, w sono formate esclusivamente con le 4, B, 4", B', &, k, L.

Confrontando successivamente i coefficienti di x,,, @,,, @,, 2., @,
si determinano 1’uno dopo "altro i valori di

l q Do 4 A Ax + pk+r Ap +r, 4+ pl—hr.
Similmente dal calcolo di @, si deducono i valori
! » =m,+4+4q Aptah+p Ar+p,+al—hp.

Cosicehd in conclusione restano determinati

l! qy “J' ?}u} Ty r+Aﬂ+pkl P+A'p+1rh,
(4)
Ap+ri+pl—hr, A'r+p, +al=hp
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In particolare sari
r=—Adx—pk+ M p=—A'p—=zh 4+ N

ove M, N sono note; sostituendo questi valori di », p nelle
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p,,
m, sono noti, i valori di
—p(—AA4 +1—k, + hk) + (A7), =p(+ 44" +
+ 1)+ (4m),
—a(—dAd4 4 1—h, +hk)+ (A"p), =
= "":(-'r'I A’ “k' —7) + (A’P“} 3

()

ove I, 7 sono gli invarianti dell’ultima delle (1). Insieme ai valori
gia noti di w,, p, cid basta generalmente a determinare m, p,
tutt’al pitt a meno di costanti arbitrarie.

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo
piuttosto caratterizzare le superficie anormali (con A = 0 oppure
A =0). Se p. es. 4 =20, la prima delle (1) da

(G) xuuu=mea+rpxu+qxu+rx-

Se ¢ =0, le »= cost. apparterranno ad un piano S§,, perchée
ogni S, osculatore (contenente @, «,, ®,) ¢ anche iperosculatore
(contiene @,,,.). Se ¢# 0, si ricavi dalla (6) il valore di w, e lo
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (6)
rispetto ad w, e sostituendo ad =, il valore dato dall’ultima
delle (1). Si trovera un’equazione lineare omogenea che lega w,
By Tuus Ty 6d Zyguue L0 cingue soluzioni w, y, 2, ¢, w di
questa equazione non identica del quarto ordine sono dunque legate
da un’equazione

(7) P %41y 4132 f 1yt Frew =10

dove le r sono funzioni della sola v; alla stessa equazione sod-
disferebbero le
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d'w o'y o'w .
To! U Gy, Pei=1,28

e quindi per (6) le x,,..., w,. Sarebbe pertanto anche

dr dr dry
CRE L e

Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili :

1°) Le % sono proporzionali alle r;; sopprimendo un fattore
comune, sarebbe r; = cost., e quindi la nostra ¥, apparterrebbe
ad un S, caso che abbiamo escluso.

2°) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano perciod
un 8, che contiene la corrispondente .» = cost. Ritorniamo ciod
al caso ¢ = 0; del resto avevamo sopra gia calcolato il valore
di ¢; da quel calcolo si deduce appunto che, se 4 = 0, anche
g = 0. In conclusione dunque: Le superficie anormali sono tuite
e sole quelle per cut uno dei sistemt di lince principali é formato
da linee piane (di un S,). Se la forma Fy fosse identicamente
nulla (A = A' = 0), cio avverrebbe per entrambi i sistemi di linee
principalt, e wviceversa, (*)

(*) Per I' estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili
ofr, le Note del Dr. Bersano:

« Contatti del secondo e del terzo ordine tra varietd iperspaziali ». Rend.
Istituto Lombardo Vol. LVI (1928) o «Sulla applicabilitd proiettiva di una
particolare classe di varietd iperspaziali » Rend. Lincei, Vol. XXXII
serie V (1928).

In dette Note si dimostrano i seguenti teoremi:

I. Condizione necessaria e sufficiente perchd due varietdh V) di S,
siano proiottivamente applicabili del secondo (del terzo) ordine & che — es-
sendo le due V' riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spat«
tino eguali valori delle coordinate curvilineo ~ siano collineari le configurazioni
degli S, [S,] osculatori — in punti omologhi = a curve omologhe. (Questo
teorema costituisce un’ estensione del teorema di Cech di cui al § 20 B),

II. Condizione necessaria e sufficiente perchd due Vi di S, - che
Siano ciascuna soluzione di una e una sola equazione alle derivate parziali
del secondo ordine - siano proiettivamente applicabili del 2° ordine, & che i
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§ 112. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio
ad un numero impari di dimensioni. (C)

Questo e il seguente § riassumono i metodi del Cech per lo
studio delle superficie rigate.

Consideriamo una rigata R appartenente allo spazio S, ad
r=2n -+ 1 dimensioni, Per definire R, partiamo da due curve
d, e C,, in corrispondenza biunivoca, le coordinate y e =z dei
punti di 0, e C, essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo
con apici le derivate rispetto a ». Il punto generico 2 di R &

(1) & =4y + lhz.

coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo-
loghe, (La corrispondenza tra le due ¥y é la stessa di quella del teor. I).

No segue che, perché due Vy di S, siano proiettivamente applicabili del
gecondo ordine, occorre e basta che le due forme F|, differiscano soltanto per
un fattore,

In quanto alla applicabilitd del 8° ordine, essa trae di conseguenza la
collinearitd delle due V. Infatti ge due ¥, (V7, V") sono proiettivamente
applicabili del 3" ordine, ad ogni punto O di V" si potrd associare una V™'
collineare con V" e avente in O un contatto del terzo ordine con V', ¥
e VP saranno percio, in O, legate dalle:

2 YRRy 1 1 e ey T3 e Tl 1) e
=) X=X By =By § By == T+ Y ¥

rnr /1’

4 Y@ Ara % (r, s, =1, 2) e analoghe
dove @',...; @, ..., sono lo coordinate non omogenee rispettivamente di
9%y
3 Uy 6 Uy aﬂg
fs costruite per ¥’ coincidono con quelle costruite per le V"', Ma V" o V7
gono collineari, e nella I nota & anzi dimostrato che esistono infinite colli-
neazioni che mutano 77" in una 77" avente in O un contatto del 3% ordine
con V7, Tra queste omografie scegliamo quelle che sono unimodulari. Ne
seguird che 7" e V' hanno lo stesse forme fondamentali fi, /3, /5. Se ne
trae ancora (teor. I) che: Due V, di S; sono collineari se sono tali le confi-
gurazioni degli §; osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi.

Ve V" od & posto: @ = . Ne segue che lo forme £y, /u,
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Supponiamo, limitandoci a tale caso generale, che il determinante
(yzy' ... y"a"™)

non sia identicamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v
in modo che sia identicamente

(2) (yey# ... g™ = =11,

La teoria che andiamo ad esporre & la generalizzazione del me-
todo gid usato al Cap. IV nel caso particolare # = 1. I punti
Yy zy...y™, 2™ essendo linearmente indipendenti, le coordinate
di y e z soddisfano alle equazioni differenziali

(3) gy = 3 a4 b2, M= X oy + 2.

Derivando (2) si deduce che

(4) a, +d, =0.

| I evidente che 1’iperpiano

B) G (yry e .. I, g ta)

contiene gli S, osculatori a tutte le curve di R passanti per il
punto (1) di R. Esso si dice pertanto I’iperpiano n — tangente
(0 n — osculatore) di R in x. Si dicono, con Bompiani, quasiasin-
totiche le curve di R tali che, in ogni loro punto, I'iperpiano
n — tangente & contenga 1'S,,, osculatore alla curva. Proprietd
caratteristica di una quasiasintotica & evidentemente

dn-l—'.l
SEW (b, y + tg2) = SE& [ty 4 tgz "L

+ @+ 1) (Y™ + t2")] = 0.
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Sostituendovi i valori di y™+, 2™ dati dalle equazioni differenziali
(3) ed il valore (5) di & si trova

(6) (ﬂ o+ 1) (tlt; gt Il! t’i) ot bn‘? + {dn ™ au] "’1 f! g ﬂntg =0,

Dalla forma di quest’equazione differenziale si deduce subito il
teorema di Bompiani :
Le curve quasiasintoliche di R segnano sulle gemeralrici pun-

leggiate tulte proietiive tra di loro. Di pil si vede come al Cap, IV

§ 84 A, che possiamo scegliere y e z in modo che il punto (1)

descriva una quasiasintotica sempre che f,:¢, sia costante. Sotto

tale ipotesi 1’ equazione (6) deve ridursi a f;ty — lot; = 0 sicchd
s gy =g =) 5

Confrontando con (4) vediamo che

a, =b“= G“=d"=0

n

sicch® le equazioni (3) diventano

n—1 n-1
(7) y!ﬂ—i'l} = 3 a; y(‘} -~ b‘zlil, i) — % c{y!il - dézlﬂ :
=0 i=0

Le nostre ipotesi restano soddisfatte, introducendo % e £ al posto
di y e z mediante le formole (*) (A, @, v, p, essendo numerici)

(8) N=Ay+pz, E=vy+pz, Ap—pyv=1,

Come al Cap. IV § 34 B vediamo che, ;, 7, essendo cogredienti
a Uy, ly, le n forme bilineart

(9) filty=) = —bt vy +ait,trg—dilyty + cilyty (E=0,1...0—1)

(*) Per brevitda, supponiamo orientate le generatrici di R sicché non
abbiamo bisogno di studiare il caso Ap—pv<<0.
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non cambiano per la trasformazione (8). I lo stesso vale adungue
delle forme quadratiche

(10) fi(t) =—0blh+ (@—d)tyty e (=0,1...0—1)
o delle espressioni

(11) 2ji=a+d; (=0,1...n—1).

La rigata R & evidentemente determinata, a meno di collineazioni,
dalle forme bilineari (9) o, cio che ¢ lo stesso, dalle forme qua-

dratiche (10) e dalle ;. Ma tali forme non sono ancora invarianti;
infatti le nostre ipotesi restano soddisfatte facendo la trasformazione

2
(12) Y=py, Z=~.pm’ V::f]pr;dy_

Alle equazioni (3) corrispondono le altre due della stessa forma

du—I—l Y . n—1 dﬂ—l Y dn—lz

P Gt § o B 1
A1z 2, n;l a1y a7z

v = 5 O gy + DG

Un facile calcolo da che

d
An—} . -Dn—‘i i 1P| g (an-—] _du—l)a
(13)

4 L
B,,=|p| *® b1y Opny = |P‘ " Cpmi

mentre gli altri coefficienti delle equazioni (7) si trasformano in
modo complicato. Se ne deduce

8

(Ap = D)2+ 4B,,C0 = Ip! LT

(la)hll
X [(a'n—d iy du-—‘l)a + 4bn—l on—]] .
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Se il discriminante di f,_, (f) & diverso da zero, possiamo quindi
togliere ogni ambiguitd in modo intrinseco ed, invariante sup-
ponendo che

(14) (“’n—l '_'dcn—l,)2 _|" 4b”_] Cp1 = 4e y B = 't iHY

Possiamo dire arco protettivo di R la variabile » corrispondente
alle ipotesi (2) e (14). Le forme bilineari (9) corrispondenti all’i-
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti.

[ facile dedurne il sistema completo degli invarianti proiettivi
di R. Per maggior chiarezza, vriprendiamo la notazione del
Cap. IV ponendo

(15) S bﬂ—l =4 ) Oy — dn—l S 2B;l Co1 = 0

sicché

B —A0=e=+1

e poniamo, come al Cap. 1V, § 35 B

A BR0
(16) B:—A'C=h,|4 B 0 |=h.
AH Bh’ CH'

Supposto A 0, noi sappiamo da 1 e¢. che A e &k determinano
fa— (t) a meno di sostituzioni (8) a coefficienti numerici. Posto
ancora

A% B B G

gt) =
: Aty + B'ty, By 0t |,

le forme quadratiche f,_i(t), frei () = A8 +2B'4 1, + 083 o

g () sono linearmente indipendenti, se A% 0, cosicchd valgono delle
identitd della forma

fo(t) = Lifper () 4+ Mifor () +Nig () (=0, 1...0—2).
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I chiaro che (sotto le ipotesi (14) e h£0), il segno e =+1 e
le quantita :

h(h>0 se e =—1), & 4 (1=0,1,..n—1)
(17)
L;, M;, N; (£=0,1...n._2)

formano wn sistema complelo di invarianti proiettivi di R.

§ 113. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio
ad un numero pari di dimensioni. (0)

Consideriamo ora una rigata £ appartenente ad uno spazio
8, a r=2n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo
la rigata mediante due curve direttrici €, e C,, sicchd il punto
generico di B & anche qui

(1) €=l Y+ g2

y e z dipendendo dal parametro v, Limitiamoci al caso generale
supponendo che non siano nulli identicamente ftutti i minori del
magsimo ordine della matrice

(2) £ = (yz T ytn—nzm—n) :

Tali determinanti sono le coordinate dell’iperpiano § che & evi-
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti della generatrice yz
di R. L’iperpiano & & di pii » — tangente nel punto (1) se

(3) (yey'z o g™ V0D, by® 4 tg2®) =0,

mentre negli altri punti della generatrice (¥2) lo spazio n — tangente
riempie tutto lo spazio ambiente S,.. Si osservi che la (3) deter-
mina univocamente il punto (1) della generatrice generica di R;
infatti nel caso contrario, y™ e 2* sarebbero per ogni v combi-
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde
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si concluderebbe facilmente che lo spazio d’appartenenza di S,
avrebbe meno di 2#n dimensioni, contro I’ipotesi, Determinando,
per ogni valore di », il rapporto ¢ :¢, dalla (3), il punto (1)
descrive una curva ben determinata di R che diremo col Bompiani
la curva quasiasintotica di R, Kssa ¢ pertanto I’unica curva di R
in cui punti lo spazio n—tangente a R ha dimensione <Z 2n.

Supponiamo d’ora innanzi che la curva €, sia quasiasinto-
tica sicche ;

) (y2y'zl o ds Y TP o) =0
e scegliamo il parametro » in modo che sia identicamente

(4) b1 (yzy'2 ...y Nag=Ngn) = 1

escludendo senz’altro i valori isolati di » in cui il determinante

(4)y sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di
y e z soddisfano all’equazione differenziale della forma

n—1
(5) y =" @y + b,

In generale b,_,$0; se b,.,=0, la (5) dimostra che, in ogni
punto della quasiasintotica C,, 1'S, osculatore a O, sta nello
spazio (n— 1) — tangente ivi ad R, Limitiamoci a trattare il
caso generale b,_,% 0.

Le equazioni (4) e (4), restano soddisfatte senza cambiare
il parametro v sostituendo a y e z rispettivamente 1 e { dove

(6) n=p"y, {=p"24Ay

p e A essendo funzioni qualunque di ». Ne vogliamo approfittare
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alla (5) corrisponde la

—1
-,]{ui — :Eu mm“’ + Bitm

dove, come un facile calcolo dimostra,
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(7) Oy = Qpq= )‘P"bu--l +n (n - ]_) _{;_ : ﬁ”_l = P‘zn-}-lbn_l ;

Possiamo pertanto scegliere p e A in modo che risulti
(8) Opa1 = O'J Bn-—l ot 1 ;

infatti a tale scopo occorre e basta scegliere

: oL e AN __.f‘i i b._
B p=bpy F, Ae=b,, "I [an_l 2(:: i 1} n_i A

Le equazioni (4) e (4),, restano pure soddisfatte facendo la
trasformazione

©) p=qc'y, 3=¢, V=fcdv.

Alla (5) corrisponde ora la

d‘lg _ﬂ-—l dig

'&_v'u a‘ dy' +b¢ dV‘

ed un facile calcolo prova che

n(n.-‘rl} s

U 1 bn—l =, G“_‘ bn—l 2

1
Oty Bua= 5 |Gy +

Posto ancora
Y=P“+lna Z:P'—us"i‘lpa V=v':

sard, analogamente alla (5),

ary n—1 iy a‘z
dVﬂ -—ii(}A‘ G + B‘ dvi
Affinchd risulti 4,_, =0, B,_;=1, occorre e basta secondo

le (8)y, che
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b1
In1

a n(n -+ 1) dlogh,,_,
Wkl iy Sy

1
(g)m p =bu—l-m ) A= bu

Supponiamo ora che sia @, ;= 0, b,,=1 (il che si poteva

raggiungere mediante una trasformazione (6)). Le equazioni (9)

diventano

nn+1) o
2

'
'OT) bn—l B 0”_1 ]

Ay =

sicchd le (9)y, danno

et 3 n (?1 s 1) nitdnd1
ATk vy < AR (R I TS
R ’ 2 2nt1 - ¢

Abbiamo pertanto ottenuto il risultato: Si posssono in infiniti
modi sceglicre le curve C, e C,, i fattori delle coordinate y e 1z, e
il paramelro v, in modo che valga la (4),, e la

t—2
(10) Yy =" 4 T ay" 4 b2,
=0
La pit generale trasformazione che non lede tali ipotesi é

Y — ¢nitnqtl Yy, 7 s ,:n[ﬁ-—l.]z _+, _%_n (ﬂ + 1) gt —n—1 ':'y,
e ehb]
V= ft‘“"‘"dv,

t essendo funzione arbitraria di v (c 4 0).
Eseguendo la (11), alla (10) corrisponde la

@Y dz  r= @Y a'z
ave = Ay “‘”;EOA‘ p i e ¥

Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, da

(12) B, =rc0nt) p (n — 1)2(“ + 2) -E{- -
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[§ 114) INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA, €CC. 659
3 L
A,,_! — g—2@ntl) (pn—2__ 7 m (ﬂ + 1) T bn—! +
(lz)bla
1 £ 1 r'2
v < n?—1) (n—4) =8 ﬂn(uﬁ——l) (4n®—19n—42) |

Derivando la (12) e confrontando con la (12),,, si deduce che

dBu——s
(n+2) 4, + —é—ﬂ(ﬂ +1) (v —4) —5— —

1 n(n41)(4n*—D5n 4 10) B =
6 (n—1)(n 4 2) o

(12) e
= <=2 (0 4 9) 6y o (0 4 1) (0 — 4) By —

1 na@m-+41)(4n*—5bn+410) ,, |
6 (n—1)(n + 2) s

L'ultima equazione prova che si pud in generale togliere ogni
ambiguitd supponendo

1 nn41)(n—4)

Qpg = — 3 n + 2 b:a—% +
(13)
1 n(n+41)(4n2—b5na - 10)
+ E— (n__ 1) (n 2 2)3 b?l—’ + €

dove a &* si pud dare un valore numerico scelto comunque, pur-
chd diverso da zero, p. es. e =+ 1.

Il parametro v corrispondente a (18) pud dirsi I’ arco proiettivo
di B; le y o 2z son perfettamente determinate a meno di una
Sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de-
duce derivando che, accanto alla (10) vale 1’equazione della forma

-1
(14) 2 =8 0,4 A d,2.,
=0

Ed & chiaro che il segno & e le quantita



660 CAPITOLO DODICESIMO [§ 114]
Gy by, ¢, dy (8 =0, 1:..?3—3; g=10y 1iiin—2=2;
k=0, 1...n—1)

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R.

La normalizzazione ora esposta diventa impossibile se vale
la (13) con e == 0. In tal caso il procedimento pitt rapido & il
seguente. La (12) prova che si pud in ogni caso scegliere v in
modo che sia b,_,= 0. Ma tale normalizzazione non & inva-
riante, perchd la condizione b,_, = 0 resta inalterata ponendo

Y =eWintly Z=t"Ve, V=r""y, = costante

Mediante tale sostituzione, le a,, b;, ¢;, d; si cambiano rispet-
tivamente in 4;, B;, C;, D, dove

A¢ = tt"—‘ a‘ ) B( == t“-‘-l b‘ 3 G‘ = tr“—‘+! ci 3 D( = t“—‘+; di 3 t = ‘t"“'H .

Nel caso eccezionale [quando & = 0 nella (13)], facendo b,_; = 0
sard anche a, ,=0. Sia a, 3=0,,=0, ma p. es. a,_3% 0,
Allora il differenziale

1
(15) Qps "Sdv = dw

e le quantita

1 da“_ ﬂ.n_a c b.‘_s :
i de 3 é:‘:zg (1:0, 1...“—-4:), '—;:"i':l;_—_'i ('&:0‘ 1"_7;_3)’
(16)
U ar
w_‘:-—.r“;:}-—f (3Z07 1-..?‘&'—1), T:‘__.;H':f' (}=01 1-..?1*—-1)

sono evidentemente invarianti proiettivi di R; e la R & completamente
determinata a meno di collineazioni, date le quantita (16) in fun-
zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter-
minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza.









APPENDICE I1*

Sur Ia déformation de certaines surfaces tétraédrales,
les surfaces S et les réseaux R,

Note de M. Grorars Tzrrzeioa Prof. i ' Université de Bucarest (*).

1. - Le point de départ de mes recherches a 6t6 un pro-
bléme particulier de déformation de certaines surfaces tétraédrales.

Considérons le réseau des lignes de courbure d’une quadri-
que. Les normales de la quadrique forment une congruence conju-
gute, au sens de M. Guicnarp, au réseau; elles  dbécoupent donc
sur la quadrique, d’aprés un théoréme de Ribaucour (**), un
autre réseau, qui est, avec celui des lignes de courbure, harmo-
nique & una méme congruence cyclique. Le réseau cyclique cor-
respondant est & invariants tangentiels égaux, donc il reste inva-
riable dans una déformation continue & un paramétre.

C’est cette déformation continue que j'ai tout d’abord 6tu-
dite et j’ai obtenu le résultat suivant :

Toules les surfaces

(*) L'illustre geometra rumeno ha cortesemente acconsentito ad esporre
in questa nota, di carattere piuttosto storico, la serie delle idee che lo hanno
guidato nei suoi studii sulle superficie S o lo reti /2. Queste ideo, vernmente
originali, interesseranno certo molfissimo i letfori di questo libro,

(**) Darpoux, Th, des surfaces, I, p. 289, ou bien ma Gdom. diff. proj.
des réseaux, p. 92,
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3

2=A (u-}a)® v+ a)

k] i
, y=B@+ )@+ 0)*,

Ll
F]

(1) :

i
z=C(u-+ 0¥ v+ o)

pour les quelles les siv conslantes A, B, C, a, b, ¢ sont telles que
les cing ewpressions

A%a + BB 4 O (i =0, 1, 2, 3, 4)

ont des valeurs délerminées, sont applicables les unes sur les autres (*).

2. - Aprds avoir essayG d’Gtudier le probléme général de
la déformation continue et de trouver la place qu’occupait le
probléme spécial précédent dans ce probléme général, ie suis re-
venu aux surfaces (1) dont I’6quation cartésienne est

2 2 2

(2) a0z’ 4+ By 4 12° = 1.

J’ai remarqué d’abord que dans la déformation continue préco-
dente, la courbe u == v, qui est une ligne asymptotique sur chaque
surface, reste invariable de forme. On a ainsi un exemple de la
déformation continue d’une surface autour d’une ligne asymptoti-
que. J'ai démontré que cette déformation peut se faire autour de
chaque ligne asymptotique (**).

Il résulte de 1a que les oo® surfaces (2) peuvent dtre grouptes
en o' familles, chaque famille étant composte de w® surfaces
toutes applicables les unes sur le autres. Il s’agit maintenant de
trouver la relation entre les coefficients de (2) qui caractérise
chaque famille de surfaces applicables.

A cet effet j’ai post

o=

3 3
13 2

g PR =IO =R

ol

(*) €. R, de I' Ao, des So. 128 (1899)
(*) C. R. 1902, le 21 avril 1902,
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P=pu+ pv+py, @=qu+qv+4g B=rutrnvitr
et j’ai démontré (*) qu’en faisant des transformations linéaires
sur les variables u et v, on peut réduire I'élément linaire de (2)
a I'une des formes
(3) ds® = vdu® 4 2ndudv + dv*,

(4) ds® = uwdu® 4 2mdudy - vdv®.

D’une maniére plus préeise, on obtient 1’6lément linéaire (3) si

8,
+
o
+
I
o

ot (4) si

3. - Il restait a trouver toutes les surfaces admettant 1’ lément
linaire (3) ou (4), pour que le probleme de la déformation des
surfaces (2) fiit complétement résolu. J’ai fait voir (**) que la
recherche des surfaces ayant 1'élément linéaire (3) se raméne &
celle des surfaces minima, tandis que la recherche des surfaces
ayant 1’ 6lément linéaire (4) conduit & celle des surfaces S pour
lesquelles on a

K
(5) T const.,

o K est la courbure totale en un point M de S et p la distance
d’un point fixe O au plan tangent en M a S.

(*) C. R. le 18 juin, 1906. .

(**) C. R., le 25 juin, 1906. Dans cette Note une faute de caleul, que
j'ai corrigée implicitement dans les publications ulterieures, m’a fait dire que
les surfaces d’ dloment linéaire (4) se raménent i I' etudes des surfaces a cour-
bure totale constante.
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Cest de cette manidre que je suis arrivé a 1'étude des
surfaces S (*). (Cfr. § 25 E et 28 D).

4, - J'ai commenct 1'6tude des surfaces 8 en démontrant
que leur recherche conduit a 1'6tude des systémes complétement
intégrables de la forme (**)

Oy, =ab, 4 06,,
(6) Oyo = H,
Uw =g ﬂ,, + b’ 0', '

A partir de ce point deux voies se sont ftrouvées ouvertes
devant moi. Je les ai suivies alternativement. Elles se sont réu-
nies, comme on le verra dans la suite, dans la thoéorie des
réseaux IR.

Il résultait tout d’abord du systtme (6) que les surfaces
S (*) gardent la propri6t¢ (5) aprds une transformation affine et
il n’est pas difficile de voir qui il en est de méme aprés une
fransformation par polaires réciproques. Il fallait expliquer ces
résultats.

J’ai démontré qu’une transformation affine laisse, a un fac-

e 4 :
teur constant pres, le rapport o invariable, tandis que une trans-

formation duale le remplace par son inverse,

(*) Voir mon mémoire Deformare a unci clase de suprafase tetraedrale
publio en 1916 dans les Ann. de 1' Ac. Roumaine
Il lottore noti che alla sesta riga di pag. 153 (§ 26 K) si deve leggere

1 ; : :
J —K e non ——, (come ¢é seritto per un errore di stampa), Egli rico-

— K

noscerd allora immediatamente che le superficie ivi studiate coincidono con
quelle dello Tzitzeica,

(*) C. It., le 10 juin 1907, ou bien Rend. del Cir. mat. di Palermo
(Tomo XXV et XXVIII, 1908 ot 1909).

(**) On les a d’abord désignees ainsi dans la littérature scientifique, Plus
tard on a reconnu que co sont des sphére affines. Quelques géomotres
(M. Joxas et Demouriy) m’ ont fait 1" honneur de leur donner mon nom,
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J’ai cherché ensuite une définition purement affine des sur-
faces 8. Je I’ai trouvée d’abord pour les surfaces réglées, (*) i
savoir qu’elles ont leurs lignes flecnodales confondues a 1'infini.
Pour les surfaces S générales les surfaces réglées asymptotiques, c. &
d. les surfaces réglées formées par les tangentes aux lignes asympto-
tiques d’une famille aux points ot elles coupent une ligne asym-
ptotique de 1'autre famille, ont, comme développables asymptoti-
ques, des cones ayant tous le méme sommet (**). Cette définition
s’applique aussi aux surfaces réglées,

5. — Comme les lignes asymptotiques jouent un role essentiel
dans la théorie des surfaces S, j'ai 6t6 naturellement eonduit a
chercher une transformation de ces surfaces i 1'aide des con-
gruences W, analogue a celle des surfaces & courbure totale con-
stante ou & celle des surfaces applicables sur une quadrique (***).

J’ai abord6 alors la théorie géndrale des congruences W, &
'aide d’un théordme remarquable de Darsoux (™), au quel j’ai
donné une nouvelle démonstration 4 1’aide d’une interprétation
géomotrique dans un espace & cing dimensions. J’ai fait voir (***¥)
qu’ & toute congruence W il correspond un réseau tracé sur une
variété & quatre dimensions dans un espace projectif & cing dimen-
sions et réciproquement. Aux deux complexes formés par les tan-
gentes des deux surfaces focales d’une congruence W correspon-
dent deux congruences, conjuguées au réseau précodent et formobes
par des droites appartenant & la variété quadratique. Les deux
foyers d'un rayon d’une de ces congruences sont les images des
deux tangentes asymptotiques de la surface focale correspondante.

6. — Revenons au systome (6) et montrons la seconde voie
que j'ai suivie en méme temps que la précédente. On peut con-
sidérer ce systdme comme définissant les coordonnées projectives
d’un réseau plan: c’est la perspective sur un plan des lignes

(*) O. R., le 9 dée. 1907 ; voir aussi Atté del IV Congresso intern,
det Mat. [Roma, 1908), et Rend. del Cire. mat. di Palermo, T. XXVIII (1909),

(*) € R.le 27 - I - 1908.

(") 0. R., lo 18 avril 1910,

(**+*) DArsoux, Th. des surfaces, II, p. 845,

(*+%+%) O, R., le 28-XI-1910 el le 3-1-1911, ou bien ma Géom. diff,
proj. p. 260,
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asymptotiques d’une surface 8. Cette perspective est, d’aprés un
théoréme de M. Koksigs, un réseau & invariants égaux, ce qui
est du reste visible sur le systdme (6).

J’ai 6t6 ainsi obligé d’Gtudier les réseaux & invariants Ggaux.
J’ai compl6té un autre théordme de M. Kornwes, concernant
certaines coniques attachées & un réseau a invariants égaux et en
revenant au réseau plan défini par (6) j’ai montré qu’il se repro-
«duit aprés trois transformations de Laplace ().

De sorte qu’en faisant correspondre a une congruence W
de notre espace un réseau quadratique d’un espace & cing dimen-
sions, j’ai 6té naturellement conduit & considérer d’une maniére
spéeiale les congruences W dont I’image est un réseau a inva-
riants 6gaux.

Un troisidme théoréme de M. Kornias, appliqué a un tel réseau
et & une des deux congruences quadratiques conjuguées donne un
nouveau réseau quadratique & invariants égaux, & partir du quel
on peut continuer la méme opération. En revenant a notre espace
on obtient une suite de Laplace dont toutes les congruences sont W,
Un réseau quelconque de la suite est ce qu’on appelle un résean R.
C’est de cette maniére que je suis arrivé a 1 6tude des ro-
seaux R (*¥).

(") O. K. le 30 - XI - 1908, J'ai ajouté dans la méme Note un second
exemple de suite de Laplace périodique et je suis revenu plus tard, (en 1913)
sur cette question. Voir le chap. VII de ma Géom. diff. proj, dos réseaux,

(*) C. R, lo 24-1V et le 4-XII-1911, ou bien ma Geom. diff. proj,
p. 263,



APPENDICE 1, 669

UNA OSSERVAZIONE BIBLIOGRAFICA

11 lettore che desideri conoscere altre ricerche sulla teoria
delle superficie B vegga, oltre a due note di G. FupiNt in corso
di stampa nei Rend. della R. Accademia dei Lincet (2° Semestre
1926) i seguenti lavori fondamentali del Prof. A, Dexovniy della
Universitd di Gand :

Sur les surfuces R et les surfaces Q (Comptes Rendus; tome 153,
p. b90, 705, 797, 927).

Sur les congruences qui appurtiennent & wun complexe lindaire
et sur les surfaces ® (Bull. de la Classe des Sciences de I’ Aca-
démie Royale de Belgique; 4 mai 1920 pp. 215 - 232) (%)

(*) Risultati importanti sono contenuti nelle Note dello stesso A, : Swur
les surfaces dont los quadriques de Lie w'ont que dewax points caractiri-
stiques (C. R. Iuillet 1924).

Sur les surfaces réglées (C. R. jun 1908) Swr la théorie des lignes
asyniptotiques (C. R. wott 1908). Swr la quadrique de Lie (C. R. Septem-
bre 1908). Swr quelques propriélés des surfaces cowrbes (C. R. Sept. et
Ooctobre 1908).






APPENDICE I1I*

I fondamenti geometrici della teoria proiettiva
delle curve e delle superficie
n1 Exwmco Bomprani

In un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer-
cato di dare un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet-
tiva delle curve e delle superficie (nello spazio ordinario).

(*) A = Corrispondenxa puntuale fra due superficie e rappresentasione
conforme. Rondie, R. Accad. dei Lincei, 8. V., vol. XXXII, 1023.

B = Noxioni di geomelria protettivo -differenxiale relative ad wuna su-
perfieie dello spaxio ordinario, Ibidem, vol. XXXIII, 1924,

C ~ Costruxione di invarianti proiettivo-diflerenxiali di wuna super-
ficte, Ihidem s. VI, vol, II, 1926,

D - I'mvarianti proiettivi di contatto fra ecwrve piane, Ibidem, volu-
me 111, 1926.

E - La geometria delle superfieie considerate nello spaxio rigato. Ibidem,
vol, ILI, 1926 (2 Note),

I — Determinaxioni profettivo - differenxiali relative ad wna superficie
dello spazdo ordinario, Atti R. Accad. Secienze di Torino, vol, LIX, 1924,

G — Le forme di Fubini nella teoria profettiva delle superficie. Rendio,
Istituto Lombardo, vol, LVII, 1924,

H = Sulla geometria proiettivo -differensiale delle superficie. Rendio.
Semin. Matem, dell’ Universiti di Roma, vol. I1, 1023-24,

I — Sistemi coniugati e sistemi assiali di linee sopra una superficie
dello spaxio ordinario. Bollettino Unione Matom, Ital,, a. III, 1924,
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Chi abbia letto il presente Trattato ha certo notato 1'impor-
tanza che nello studio di tali enti assumono certe forme differen-
ziali (arco proiettivo delle curve piane o sghembe; elemento
lineare proiettivo di Fuemvt; ete) e come da esse dipenda la
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva delle
superficie) o geometrici (p. es. normale proiettiva di Fusmi) fon-
damentali per la teoria. I introduzione di queste forme ha carattere
analitico ; la loro invarianza risulta da proprieta formali.

Se si confronta questa teoria con quella metrica delle curve
o delle superficie (considerate o nel gruppo dei movimenti o nel
gruppo delle applicabilita) si scorge subito una diversita profonda
nel loro modo di sviluppo: che infatti in quest’ultima le forme
differenziali che stanno a base della trattazione hanno un signi-
ficato geometrico immediato (che si riconduce in ogni caso all’in-
variante elementare « distanza di due punti» o <«angolo di due
direzioni»): ed © proprio questo significato che ne suggerisce e
ne giustifica 1’ uso,

K — Contributo alla geometria profettivo - differensiale di una superficte.
Ibidem, a. III, 1924,

L = Sulla corrispondensa puntuale fra due superficie a punti planari.
Ibidem, a. IV, 1925,

M — Per lo studio proiettivo-differenxiale delle singolarite. Ibidem,
a. V, 1926.

N — Le forme elementari e la teoria proiettiva delle superficie. Ihidem.
a v, 1926; .

O = Propricte generale della rappresentaxione puntuale fra duwe super-
fiede. Annali di Matematica, s, IV, t. I, 1023-24,

P — Rappresentaxione geodetico- proettiva fra due superficie. Ibidom,
t. II1, 1925 -26.

Q = Sul contallo di due ewrve sghembe. Momorie Accad, Scienze di Bo-
logna, s. VIII, t. III, 1925 -26,

R - Corvispondenza fra wune superficie e le sue parallele, Mathem,
Zeitschrift, Bd. 24, H. 2, 1925,

(Questi Lavori saranno citati includendone la lettera d'ordine nel testo

fra []. I richiami al vol. 1 del presente Trattato saranno fatti cosi:
[GaaPs Dipags sl
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Non & cosi nella geometria proiettiva. E la differenza ha
origine da una difficoltd sostanziale che si presenta in questa
teoria @ che conviene porre chiaramente in evidenza,

La domanda da esaminare & questa: quale pud essere il
significato proiettivo di una forma differenziale (del primo ordine) ?

Sia data una varieta di elementi, «punti», individuati sulla
varietd stessa per mezzo di un sistema di coordinate essenziali
ug (2==1,..., n), Una forma differenziale (di qualsiasi grado e)
del 1° ordine in queste coordinate acquista un valore ben deter-
minato quando sia data un’n — upla di valori per le coordinate w;
(che in generale figurano nei coefficienti della forma) e un’n— pla
di valori per i loro differenziali du,, In termini geometrici, la
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un
punto P (w) ¢ un punto P’ (@, + du) della nostra varietd. Se
la forma ¢ invariante rispetto a determinate trasformazioni, ciod
se essa ha un significato geometrico per la geometria della varieta
relativa ad un determinato gruppo, cid vuol dire che @& possibile
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti
infinitamente vicini P e P', .

Se il gruppo considerato ¢ quello metrico (fondamentale) la
distanza fornisce I'invariante desiderato. Ma se il gruppo ¢ quello
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che 1'in-
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un
senso solo per quattro (e non per due) elementi di una forma di
prima specie.

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede
la difficoltd sopra accennata) intervengono aleuni invarianti proiet-
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono
effettivamente, per dirla in breve, da due soli elementi infinita-
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mio modo di
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geometrica di tutta
la teoria del Fusini; ma, anche prima di vedere che cosa precisa-
mente essi siano, ¢ facile intendere ch’essi hanno una portata
che trascende di gran lunga questa teoria. I noto infatti che
tutt’i gruppi che hanno un reale interesse geometrico si lasciano
considerare come gruppi lineari (con certe varietd algebriche in-
varianti) : or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi
forniscono per ciascuna di queste geometrie un metodo razionale
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per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat-
terizzano (*).

Ilustrerd la natura e 1’ufficio di questi invarianti infinitesimi
ricostruendo rapidamente la teoria delle curve e delle superficie.
Data I’importanza di queste, esporrd altri due metodi, non di
portata generale come il precedente, ma particolari a questi enti,
per ottenere le forme fondamentali di Fusmvi, la curvatura proiet-
tiva, il fascio canonico ete.: il primo modella la teoria delle
applicabiliti proiettive su quella delle ordinarie applicabilitia (in
senso metrico) sostituendo alle geodetiche un sistema doppiamente
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie; il
secondo studia la geometria della superficie come ente dello spazio
rigato e si giova della rappresentazione iperspaziale delle con-
gruenze delle tangenti asintotiche sulla quadrica di S;. 1 il
Lettore avra cosi occasione di riconoscere quale sia la fecondita e
la generalitd delle ricerche di geometria iperspaziale, qui riagsunte
nell’ Appendice III, che, come sopra ho accennafo, sintetizzano,
per cosi dire, ogni ramo di geometria differenziale,

I. — Curve piane.
1. -~ Invariante di Segre.

Siano € e € due curve piane aventi in un punto O un
contatto di ordine =, intero (=1), e sia O punto ordinario per
esse,

Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi

¢, C e la tangente ¢ comune in O rispettiv. nei punti P, P, T
(prossimi ad 0). Sia M un punto preso a piacere sulla trasversale
(diverso dai tre considerati) e si formi il birapporto D = (PP 7' M).

(*) II Foris, nella sua idea primitiva, pensava al gruppo proiettivo am-
pliato 5 e percio, abbandonati i punti e i birapporti si riferiva agli elementi
(di ordine elevato il minimo possibile) della varietd studiata: ciod nel caso .
delle superficie ad @, o, &, P, q, v, 8 £, ...,
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Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere)
a passare per O, con la sola condizione che la posizione limite
sin ¢, e pure con legge arbitraria si faccia variare M su di
essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla posi-
zione limite della trasversale sia # O.

Si deve a C. Sware (*) il seguente risultato: 4l limite del
birapporto D é un’ invariante proieltivo delle due curve considerate
i O esso non dipende affatto dalle posizioni limiti della trasver-
sale e del punto M.

Se le equazioni delle due curve, riferite ad un qualsiasi
sistema di coordinate proiettive non omogenee avente origine in O
e la tangente ¢ come asse @ sono

(1) y=u2Ba; 2 (@,%£0), (1) y= xQEE‘ @t (ay%0)

detto invariante vale a, | a.

Questo invariante di Srare, come lo chiameremo, & dunque
un caratlere protellivo finifo relativo al contatto delle due curve;
esso vale 1 se le due curve hanno un contatto d’ordine superiore
al primo (n > 1),

2, - Invariante assoluto di un' equazione di Laplace,

Di questo invariante di Sgare vogliamo far subito un’appli-
cazione di cui ci gioveremo in seguito.
Data 1’ equazione di Laplace (**)

0t 0x da
B-ué‘v+a du g dv heaed

0 noto che »--1 soluzioni @, indipendenti di essa si possono interpre-

(*) Sw alewni punti singolari delle ewrve algebriche ete. Rend. Accad.
dei Lincei, s, V, vol. VI, 1897,

(**) 8i veda p, es. la Memorin Sull' equasione di Luplace. Rendie. Cire.
Matem. di Palermo, t. XXXIV, 1912,
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tare come coordinate proiett. omog. di un punto (di uno 8,) che descri-
ve al variare di w, » una superficie ® sulla quale le linee u (v =
= cost) e w(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato.
Se da un punto P () di @ si passa ai punti P! di coordinate »} =

= % +awx, e P7' di coordinate x;' = %aff -+ bw; questi punti

descrivono a lor volta due superficie ®' e ®1 (trasformate di
Laplace di ®) sulle quali le linee w (dv=0) e v (du= 0)
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P
a @ & osculatore alla linea » passante per P! su ®d! e alla linea
v per P! su @~': siechdé in esso si pud considerare una conica
I't oseulatrice in P! alla linea » e tangente in P~' alla linea »
e un’altra conica I'™' osculatrice alla » per P~' e tangente alla
u per P,

E pure noto che I’equazione di Laplace possiede due inva-
rianti relalivi

da db
k-—-g;;-'*ﬂb—c, k—g;-’rﬂb—c

e quindi un tnvariante assoluto h/k. Fccone il significato geo-
metrico [E]:

L’ invariante assoluto di un’equazione di Laplace é proprio
U invariante di Segre (relativo a P o a P~') delle due coniche bi-
tangenti I' e I'-'. Se I' equazione ha invarianti (relativi) uguali le
due coniche coincidono e si ha 1l teorema di Koenigs,

3, ~ Invarianti di contatto fra curve piane [D].

Ritorniamo alla considerazione del birapporto D. L’equazione
della trasversale » sia

(2) z2=a()y+e

variabile con e in modo che o, =lima (¢) sia finito; ha fun-
g—>0

zione a (che per semplicitd si pud supporre analitica) caratterizza
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la o' di rette in cui varia r. Il punto M appartenente ad »
abbia coordinate w,, ¥, (in generale funzioni di ¢); e sia
limM 4 0.
E—p0

Il calcolo effettivo di D = Dy + D;s - Dys® +
i seguenti risultati :

... fornisce

A, coNTATTO DEI 1° ORDINE FRA C' 1 C.

il —ELi;nID == ay/ag 1: invariante di Segre.

2. = Il termne del 1° ordine in D dipende dalla posizione
limite di » (per & —»0), ma non da quelia di M,

Dsiste quindi una rella v proietlivamente invariante determinala
dagli intorni del 3° ordine di O su C e C per la quale ¢ D, =0.
Kccone una costruzione: si considert wuna qualsiasi conica avente
un contatto del 3° ordine con € in O, ¢ una conica analoga per
C: le retie che da O proietlano gli ulleriori punti & intersezione
delle due coniche sono divise armonicamente da t e da 1.

3. — Si consideri il punto di contatto By di 7, con la curva
inviluppo delle vette #»: si pud determinare una posizione

M, = lim M su 7, per la quale & D, = 0; si faccia variare R :
-0

le punteggiate descritte da R, ed M, (su »,) sono proiettive,
Sicchd : Qi intorni del 4° ordine di O su € e su C determi-
nano sulla refta invariante vy una proiellivitd (non involutoria, né
parabolica) : il punto unito O,+ O ¢ quindi un punto proiettivi-
menle invariante,
Il birapporto di O, O, e dei due punti ove la loro rella v,

incontra le coniche osculalrici in O a C e a € & proprio 1'inva-
riante di Segre,

4. = Se si prendono come rette v quelle per O, ed M= 0,
ogni lermine dello sviluppo di 1D & un invariante per collineazioni ri-
spetto « €' ¢ a C.

Fomist o Cron, Lexioni di Geomelria proisttivo-differenxiale ET
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B. coNTATTO D'ORDINE INTERO > 1.

1. - I’invariante di Seerr ¢ = 1,

2. = Il termine principale di log D [infinitesimo di ordine
n—1 in e se il contatto ¢. d’ordine n] & wn' invariante proiettivo
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n -1 di O sulle
due curve €' e C: contrariamente a quanto avveniva per il con-
tatto semplice, esso mon dipende affatto dalle posizioni limiti di »
e di M.

3. — Procedendo come nel caso precedente (A, 2) si trova
una relta invariante determinata dagli intorni di ordine = -+ 2 di
O sulle due curve.

4. — Invarianti proiettivi di una curva piana [D].'

Se O & un punto regolare, non sestattico, di una curva piana
C' si consideri la conica I'* osculatrice in O e la cubica I'}; no-
data in O, a contatto 7-punto in O con €': posto C=1I? ¢ suc-
cessivamente €'==I'® il risultato indicato al n® precedente in B.
2, fornisce due invarianti infinitesimi di € dipendenti rispett. dagli
intorni di ordini 5 e 7 di O (e di gradi 3 e 5 in ), ciod due
forme differenziali del 1° ordine (nel difierenziale del parametro che
individua i punti della curva), o anche, integrando lungo C, due
invarianti integrali. Il primo invariante infinitesimo e il rapporto
(finito) di convenienti polenze dei due formiscomo, a meno di fattori
numerici inessenziali, I arco proiettivo e la curvatura proiet-
tiva, utilizzata da L. Berwaup e (. Sasnia per la riduzione a
forma intrinseca ed invariante dell’equazione differenziale di una
curva piana.

La retta invariante, di cui in B.3., ¢ la normale proiet-
tiva a € in O.

8¢ hanno cost con sole considerazioni geomelriche tutli gli ele-
menti occorrents per lo studio di una curva piana (priva di singolarit).
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b. — Singolarita : punti di flesso [M].

Lo studio dei punti singolari ¢ generalmente evitato nella
. geometria proiettivo-differenziale, mentre esso & proprio di sua
pertinenza,

Studiare I'intorno di un dato ordine di un punto (singolare
0 no) di una curva vuol dire assegnare elementi geometrici (punti,
rette, ete.) comuni a tutte le curve aventi in comune quell’ intorno.

Per il flesso si hanno questi risultati:

Se O ¢ flesso di una curva C, le cubiche, a contatto 5-punto
con € in O, dotale di cuspide hanno le tangenti cuspidali passanti
per uno slesso punto O, della tangente in O : questo punio rappre-
senta U'intorno del 4° ordine del flesso su C.

Le cubiche cuspidate avenit contalto del 5° ordine con €' in O
hanno le loro cuspidi sopra una relta uscenle da O : questa rella
(insieme con O,) rappresenta Uinlorno del 5° ordine di O su €,

V'é una cubica cuspidala avente contatto del 6° ordine con €
in O: la sua cuspide O, (sulla retta precedente) individua (con O,)
I intorno del 6° ordine di O su C,

Vale certo la pena (anche in vista della teoria delle superficie)
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari.

I[I. — Curve sghembe.

1, — Invarianti di contatto.

La teoria (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana-
loga a quella per le curve piane, non & stata fatta. C. Skere (*)
ha studiato il caso di due curve aventi in comune la tangente e
il piano osculatore in un punto: si trova in questo caso un inwva-

(*) Sugli elementi ewrvilinei che hanno comune lo tangente e il pilano
osculatore. Rendie. Ace, dei Lincei, s. V, vol. XXXIII, 1924,
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rignte (di Segre) finito; ma questo risultato & prevedibile perché,
nell’ipotesi attuale e finchd non si esce dagl’intorni del 2° ordine
delle due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano.

Nel caso generale del contatto di ordine =, intero =1, in O
delle due curve € e € il procedimento da seguire per la ricerca
degli invarianti di contatto @ il seguente: Si seghino le due curve
O, C e la tangente comune ¢ con un piano o prossimo ad O nei
punti 2, P, T poi si proiettino questi punti da una retta !
per O e si consideri il birapporto D dei tre piani m, ®, © cosl
ottenuti e di un 4° piano arbitrario o per I.

Lo studio di D, cio® della sua dipendenza da o, I, s fornira
gli invarianti di contatto delle due curve.

P. es.: Se n =1, il limD quando w tende ad O non dipende
affatto da o, e ‘non varia comunque vari ! in un piano per ¢; ed
& precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano
principale (di Haremey) relativo alle due curve in O, e dei loro
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti',

Se questi coincidono (& il caso trattato dal Seare) I’ invariante
precedente conserva ancora senso, ma non dipende pit affatto dalla
retta ¢ ed & uguale all’invariante di Srare relativo alle proiezioni
delle due curve da un punto qualunque sul piano osculatore
comune,

Ulteriori ricerche avranno certo interesse. Il fatto che si
ottenga un fascio di hirapporti (ciod due essenziali) in relazione
ad ogni intorno di O sulle due curve dipende dall’altro (e serve
a precisarlo in modo proiettivo) che I’aumento di un’unitd nel
loro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti.

2, — Piano, retta e punto prinecipali [Q].

Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito
introdurre due nuovi invarianti geometrici relativi a due curve a
contatto d’ordine » in O,

Haveney ha scoperto il piano prineipale luogo di un punto
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con-
tatto d’ordine = - 1 lungo la generatrice per O,
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Analogamente si prova che: esistono in detto piano una retta
principale ¢ un punto principale tali che ¢ coni proiettanti le
due curve da wun punlo della retla o dal punto principule hanno
lungo la generatrice per O wun conlatto d'ordine n - 2 o risp,

n - 3.
3. — Invarianti proiettivi di una curva sghemba [Q].

Si associ al punto O di € la cubica sghemba osculatrice I'.
Con essa e con le quadriche a contatto 7-punto in O con € (pas-
santi inoltre per il punto di Sannia) si ottiene un ben determinato
sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unita).
L’arco proieftivo di € si ottiene da quello di una sua proie-
zione piana (p. es. sul piano osculatore) ; la conoscenza del punto
principale relativo a C e a I'* in O cquivale alla conoscenza delle
due curvature proiettive (di Sanni).

Siech® anche in questo caso, come per le curve piane, si
sono trovati in modo geometrico diretto tutti gli elementi fonda-
mentali della teoria.

I1I. — Superficie. - Le forme fondamentali.
A, METODO DEGLI INVARIANTI INFINITESIMI.
1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie.

Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due
superficie, ciod sulla determinazione degli invarianti proiettivi,
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior
varieti che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos-
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro
ordine di contatto,
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Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag-
giungere (ricostruzione geometrica delle forme invarianti di Fupii)
basterd occuparsi di un caso particolare della teoria stessa (cor-
rispondente a quanto si & fatto per le curve piane in I-4).

2. - I’ elemento lineare proiettivo di una superficie [F].

Considero una superficie & non rigata e un suo punto O
generico (ciod tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a
contatto pitt che tripunto con ). Quando occorrerd, mi servird
della rappresentazione parametrica ; (u, v) in cui le linee w (dv= 0)
e v (du = 0) rappresentino le asintotiche e le x; siano le coordi-
nate normali di Fusint soddisfacenti al sistema [G. P, D., pagi-
ne 89-90]

s arlog By e _‘
Ty = . Ly + [3 L, + nx
i 5 log B
: SN
oy av X, "1 T‘ra - Vi

Questa scelta o fatta al solo scopo di rendere piu brevi i
calcoli, ma non ¢ affatto necessaria: essa, com’® noto, dipende
dalla normalizzazione delle forme fondamentali, che noi ritrove-
remo in modo affatto indipendente; sicchd anzi le nostre costruzioni
geomelriche danno wn procedimento dirello per raggiungere tale nor-
malizzazione (delle forme e delle coordinate proteltive).

Si consideri la quadrica @ di Lie [G. P. D., pag. 131] re-
lativa ad O. Sia » una retta prossima ad O che seghi o, Q e il
piano t© tangente in O a o rispettivamente nei punti 0', 0,, 7'
prossimi ad O; e sia M un punto preso a piacere su » diverso
dai precedenti, Come varia il birapporto D = (0', 04, 7, M) al
variare di 7 e di M (su 7)? Se O' tende ad O sopra una curva
non tangente ad una asintotica in O si ha:

o. limD =1 (& I'analogo dell’invariante di Skerg), indipen-
0 %0

dentemente dalle posizioni limiti della rella v e del punto M.
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(. Il termine principale di log D (invariante proiettivo in-
finitesimo) ¢ indipendente dalle posizioni limiti (per O'—»0) di r
e di M e dipende soltanto dalla tangente in O alla curve sulla
quale O tende ad O ; esso vale

_1_ pdu® 4 ydv®
3 du dv

(ove du/dv da la tangente considerata), cioé fornisce un significato
immediato dell’ elemento lineare proiettivo di Fubini (*).

1. Se O tende ad O sopra un’asintotica lim D = 2/3 per
0 —3» 0
la quadrica di Lie; mentre & = 1 se ad essa si sostituisce una
quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in O e)
contatto del 8° ordine con I’ asintotica.

8. = Le due forme normali di Fubini [F].

Pure con un birapporto infinitesimo si lascia esprimere la
forma normale quadratica di Fusini.

Si consideri una qualsiasi curva di o uscente da O in dire-
zione du/dv e da un suo punto O" si cenducano le asinfotiche
che taglieranno quelle per O in due punti O] e Og; della loro
congiungente si considerino i punti €' e €' d’intersezione con
la quadrica di Lig e il birapporto D' = (0{C"C" 0)).

Il termine principale del birapporto D' quando O'=» O & un
invariante proietlivo infinitesimo che dipende solo dalla tangenie in
O alla curva descritta da O° e vale

1
—g-ﬁ'(dudv

cioé (a meno di un fatlore numerico) fornisce il significato geome-
trico della forma quadratica normale di Pubini, @, = 2 {ydudv.

(*) Il Terracint, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926,) ne da
la seguente interprotazione: le duo tangenti asintotiche in O e quelle in O°
sogano la retta comune ai loro piani in 4 punti; uno dei loro birapporti ha
per termine principale, quando O°=» 0, 4/9 del quadrato dell' elemento
lineare proiettivo.
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Il risultato vale, con un semplice cambiamento del fattore
numerico, quando invece della quadrica di Liz si prenda una
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di o in O.
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato
espressivo :

Se da un punto generico (non appartenente a t!) si proietlano
sul piano tangente t© le corde 00 ed 00, di o, il lermine princi-
pale del birapporto di queste due rette e delle tangenti asintoliche

3 1 i : s
i O vale -—i-p*;du dv (qualunque sia il centro di proiezione).

Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente
la forma normale ¢, e, insieme con la precedente, la forma cubica
normale @, = 237 (Bdu® + 7dv3) : ed & proprio questa semplicita
che da ragione dell’importanza e dell’ opportunita della normaliz-
zazione raggiunta dal Fusint per via analitica !

4. - Le prime forme elementari [N].

Chiamo cosi le forme monomie

du® dv?
B % ] i f du

la cui invarianza si dimostra subito sottoponendo le (1) ad una
qualunque delle operazioni che non mutano la superficie s e le
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di
queste forme elementari & forse pil vantaggiosa di quelle normali
del Fusmvi: anche il loro significato geometrico & pitt semplice.
Fsso si ottiene pure da birapporti infinitesimi (nei quali non inter-
viene la quadrica di Lig).

Si consideri un arco di curva 00" (di o) uscente da O (u, v)
i direzione du/dv e il punto d’intersezione OF dell’ asintotica u
uscente da O e dell’ asintotica v wscente da O': se T ¢ il punto
ove lu 010" sega il piano tangente in O ed M & un punto qual-
siasi di questa retla, il termine principale del birapporto (O]0'TM)

2

al tendere di O' ad O (purché M non tenda ad O) vale _é [3?11—; :
analogamente si ha U'altra forma elementare considerando invece
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di Of il punto O intersezione dell’ asintotica v per O con U asinto-
tica u per 0.

La somma e il prodotto (der lermint principalt) di questi due
birapporti danno senz’altro U elemento lineare proiettivo di Fubini
¢ la forma quadratica normale (a meno di fattori numerici).

Il prodotto di una delle due forme elementari per il qua-
drato dell’altra fornisce i due invarianti, dipendenti ciascuno da
un solo differenziale

d, 8% = BRadus, dost = xR dad:

d conveniente assumere d;8 e dys (determinati a meno di una
radice cubica dell’unita) come elementi d’arco proiettivi delle
asintotiche in 0.

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su o e
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici O (u, v),
(w -+ du, v), (w, v+ dv), (w - du, v + dv). La differenza fra gli
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli
situati su asintotiche u (dv = 0) & I’invariante infinitesimo

1 dlogB°tr ,  dgdys
3 9w Gham dys !

sicché :

Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinto-
tiche 1 cui lati contigui (infinitesimi) hanno archi prolettivi uguali
(per le linee di Darboux, che costituiscono Ualtro sistema di linee
diagonali, i lati conligui sono uguali e di segno opposto), Le lince
canoniche sono diagonali di un reticolato di asinloliche n cui in
ogni maglia le differenze degle archi proiettivi delle coppie di lati
opposti sono uguali (e di segno opposio, per le linee coniugale a
quclle canoniche),

Anche del rapporto (%)3= F{ 31: pud darsi un significato
molto semplice: esso ¢ il lermine principale del birapporio dei
punti 07 Oy, del punto ove questa retla inconira il piano tangente
¢ di un quarto punto arbitrario su di essa (non tendente ad O
con Q).
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Dal prodotto dei birapporti che definiscono o, = 2Bydudv e
p. es. Bdu®/dv si ha il significato di d,s* (indipendente dalla
curva scelta a definire quei birapporti).

5. — Alecuni elementi geometrici.

La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordinate normali
equivale geometricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela-
tivo al punto O i cui vertici sono i punti », z,, «,, #,, che indicherd
con 0, Oy, Oy, Og. Comunque si vari il fattore di proporzionalita
delle @, ciod si assumano in loro vece le g; =pa; con p(u, v)%0
nel campo che si considera, i punti analoghi ad 0,, 0, descrivono
le due tangenti asintotiche uscenti da O, mentre la retta 00, o
sempre la polare reciproca di O, O, rispetto alla quadrica di L,
@ (precisamente: i lati 0,0, e 004 del tetraedro sono fissati
appena si assegnino i valori di p,/p e di p,/p, ciod il dlogp:
per fissare Oy bisogna assegnare p). Se le @ sono coordinate nor-
mali di Fusivy, il lato 00, & la normale proiettiva di Fusini, Essa
& stata definita geometricamente in vari modi. Il seguente o
dovato al Terracizt (*). B noto che esistono infinite omografie
trasformanti la 6 in una o’ avente un contatto del 3° ordine con
o in O (e tali che ciascuna tangente asintotica in O abbia per
corrispondente s stessa). Ogni tale omografia conserva anche
I'intorno del 4° ordine di s per una quaterna di direzioni di o
uscenti da 0. Ad ogni retta uscente da O, considerata come retta
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio
di quaterne (associate) come le precedenti.

Se le qualerne associate ad una retla per O sono apolari alln
terna di Segre (e percid basta che lo sia una) quella retta é la nor-
male proietiiva.

Un’altra costruzione della normale proiettiva, data di recente

(*) Sul significato geometrico delle normale proiettiva. Rend. Ace, dei
Lincei, s, VI, vol. 11I, 1026,
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dal Fusmvt (**) la ricollega alla considerazione delle quadriche di
Lie relative ad O e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche
per O.

Passo a caratterizzare [B] il vertice O4 del tetraedzo fonda-
mentale, Si considerino le due rigate costituite dalle normali
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per O. Il piano
tangente ad una di esse in O tocca I'altra in un punto C (30)
della normale ; sia M 1’ ulteriore punto d’incontro di questa nor-
male con Q: il verlice Oy & il quarlo armonico dopo O, C, M.

La quadrica @ di Lm (osculatrice lungo la generatrice per O
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un
sistema uscenti dai punti dell’ asintotica dell’altro_sistema passante
per O) & un elemento essenziale nella determinazione sia degli
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi
geometrici (tetraedro relativo ad 0). Il seguente teorema [B] da
una proprietd dei singoli punti di essa:

La quadrica di Lie é il luogo dev punti singolary della rete di
complessi determinata  dalle congruenza lineare speciule osculalrice
e O ad una delle asintotiche e dal complesso lineare osculatore alla
rigata delle tangenti asintotiche dell’ allro sistema ner punti dell’ a-
sintoticn considerala,

Ancora da essa si puo far dipendere |B]| la determinazione
delle terne di Darsoux e di Seare e delle due direttrici di Wine-
zyNskl; per queste si ha il teorema [K]:

Si considerino ¢ 4 punt: (4 O) in cut Q tocca il proprio invi-
luppo e i due lati, reciproci rispetto a Q, del quadrangolo (di De-
moulin) du essi determinato ; le due relle appoggiate ad essi, una
per O U altra nel piano tangente i ©, sono le direttrici di Wile-
zynski.

Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi
intorni di un punto O della superficie si troveranno applicando
p. es. le considerazioni fatte in I. 5 alle sezioni di o con piani
passanti per una tangente asintotica: ma una ricerca in tal senso
non & ancora compiuta.

(**) Nuova trattaxione elementare dei fondamenti ete. Rend, Istit, Lom-
bardo, vol. LIX, 1926,
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B, METODO DEI SISTEMI ASSIALI
1. = Definizione dei sistemi assiali.

All’ esposizione di questo metodo occorre premettere la defi-
nizione di sistema assiale di curve sopra una superficie [4, O]
Per ogni punto O di o si dia una retta (non contenuta in t); i
piani osculatori alle curve del sistema passanti per O contengono
la retta. Il sistéma assiale si dird associato alla congruenza delle
relte date (assi).

Dualmente, a partire da una congruenza di rette contenute
nei piani t (ma non passanti per i relativi punti O di o), si pos-
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alle due
interpretazioni della retta-asse e della retta-raggio).

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di
un sistema radiale una passante per O, I’altra contenuta in r,
sono polari rispetto a @ i due sistemi si diranno polari [@].

Ad ogni forma lineare g, ==1(hydu — hydv) [ove 1 & un
fattore numerico, ed %, e h, sono funzioni di w e v] ¢ associato
un sistema assiale definito da

By (dudv — dvd?u) = — By (Bdud — 1dv®) 4 @yl (b, du — hydv)
e un sistema radiale (polare del precedente) definito da
By (du8®v—dv 8% u)= [ (Fdu® — 1 dv®) + @41 (hydu — hydv)

ove & tndica differenziali controvarianti costruiti rispetlo a @, =
= 2@ dudy [il fattore By & posto soltanto per dare a ciascun
termine carattere invariantivol.

I’ importanza di questi sistemi per la teoria delle superficie
e delle loro corrispondenze apparird in seguito,

2. = Un invariante fondamentale. Curve anarmoniche.

Un secondo metodo [@] per la ricostruzione delle forme nor-
mali del Fusint & basato sulla conoscenza di un sistema oo® di
curve di o invarianti per applicabilitai proiettive. L’ordinaria
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teoria dell’applicabilita si serve appunto del sistema o? delle
geodetiche : ma mentre in questo caso il dato fondamentale ¢ il
ds®, di significato noto, nel caso proiettivo & proprio la conoscenza
di una forma (p. es. quadratica) che ci manca e ehe anzi vogliamo
ricostruire. 1 insomma la stessa difficolta segnalata fin dal prin-
cipio e che si ripresenta sotto altra forma.

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di o
uscente da un suo punto O possiede un invariante proieftivo. Tale
o infatti I’invariante assoluto della quaterna di rette costituita dalle
tre tangenti di Darsoux e dalla direzione du/dv in O. Questo
invariante finito, del 1° ordine, vale, a meno di un fattore nume-
rico inessenziale I == $a/gcgm; e 1’analogo, quando alle tangenti
di DarBoux si sostituiscano quelle di Skerr & I' = goa/rpgw. Di
questt due tnvarianty finiti del 1° ordine si conosce dunque il signi-
fieato geomelrico.

Chiamo curve anarmoniche quelle per le quali I = co-
stante. La loro equazione differenziale ¢

B (dud?v — dvodu) = .L ; 5:\03_ 0,

[

3 P

I

1 (dlogBy® dlog B*y
5 ( Bu du — o dv | e, .

I piani cuspidali del cono inviluppato dai  piani osculatori. alle
curve anarmoniche in O passano per la relta di Scgre relativa ad O
(ciod per la vetta, trovata da e’lccli, per cui passano i piani oscu-
latori alle curve di Swere in 0).

3. = Le forme di Fubini [¢].

Insieme ad I & naturalmente invariante dlogl completamente
definito appena si dia un elemento del 2° ordine di una curva O;
si ha

3 oy 0 0 Py
dlogl = =——— By (dvdu —dudv) + —=.
Pa- Pa Ps
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Da questo invariante differenziale del 2° ordine si ricava un
invariante del 1° ordine quando si calcoli per le curve di un
sistema oo® proiettivamente definito su o (sostituendo ai &% in
dlogl i loro valori tratti dall’equazione differenziale del sistema).

Tale & p. es. il sistema assiale associato alla congruenza delle
refte di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad I); indi-
rando con d logl il valore di dlogl calcolato per una di queste
curve si ha

d,log I*® = ¢, /¢,

che da il significato geomelrico dell’ elemento lincare proteltivo di
Fubini, Ma di pid

d,Jog I8 |2 d,log I’ 13
4], [

ciod la considerazione degli invarianti geomelrici 1 ed 1' e del sistema
assiale associato alla  ongruenza delle rette di Segre (pure defimito
in modo geomelrico, indipendentemenle da qualsiasi considerazione
analitica) fornisce diretiamente sia U clemento lincare proiettivo di
Fubini sia le sue forme normali. B 1 opportunita della scelta di
esse risulta di nuovo messa in luce dalla semplicith e naturalezza
del loro significato.

4, — Altre forme invarianti del 1° ordine.

Con lo stesso metodo pud ottenersi il significato di altre
forme invarianti, Accenniamo brevemente ad alcune [G].

o) Sulle geodetiche di p, & d,logl = 087,/P; e similmente
per d,logI'; sicchd calcolando dlogl sopra un elemenlo di 2° or-
dine di una qualsiasi curva e sulla geodelica di @, tangente si ha

((?-.; )2 _ (@—djlogl
[ (@— dy) log I
invariante finito del 1° ordine (e mnon del 2% come poteva atten-
dersi).
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f) Data la forma g, =1 (h du — hydv) ciod un sistema
assiale o il sistema radiale polare, si considerino i piani osculatori
in O (u, v) alle curve di questi sistemi in direzione d, il piano
normale (contenente la normale pr.) per d e il piano t© tangente
in O a o: il birapporto di questi piant é U invariante finilo del
1° ordine @, .1 g, [ @g. Troveremo in seguito il significato di lg,.

IV. — Invarianti delle curve sopra una superficie.

1. = Curvatura proiettiva.

Data una curva €' di s uscente da un suo punto O le due
forme normali, o 1’elemento lineare proiettivo, ne costituiscono
invarianti differenziali (infinitesimi) del 1° ordine [e con essi si
pud formare un invariante finito].

Vogliamo procurarci ora invarianti del 2° e del 3° ordine
(cio¢ dipendenti dai differenziali 2' e 38' di » e o) che diremo
curvatura e torsione proiettiva (della curva in 0).

Sard comodo porre ds*= ¢, ed indicare con &%, &%v,...
i differenziali controvarianti rispetto a o,.

Si consideri [F'] la tangente ¢ in O a €' e la proiezione sul
piano tangente v, fatta da un punto della normale proiettiva, di
una corda 00" di €, e infine il birapporto D di queste due rette
e delle due tangenti asintotiche,

La parle principale del logD per O'=»0 su C ¢

B (dud®v — dvd®u)
P2

2

2

T

v —
-5

ove P, =2 By (Bdu® — 1 dvd); questo invariante proietiivo infinitesimo,
diviso per ds, fornisce un’ invariante finito di C' (curvatura proiet-
tiva).

Proprietas caralteristica dei sistemi assiali di cwrve su o & che
la curvatura proiettiva é una funzione lineare dei parametri du/ds,
dv/ds della direzione che si considera uscente da O.

La curvatura asintotica di Fusivt di € in O & By (dud® —
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— dvd*u) /ds’. Il suo significato geometrico, facilmente ricava-
bile dal precedente, & questo :

Su C e sulla geodetica di o, tangente a C in O si prendano
i punti O' ed 0" e si proieltino le corde 00" ed 00" da un
punto delle normale projeltiva sul piano tangente : il log, del birap-
porto di queste due proiczioni e delle due tangenti asintotiche in O,
diviso per ds, ha per limite, quando O ed 0" -» O, la curvatura
asinlotice di € in O.

2, = Curvatura relativa di due curve.

Pitt in generale [@¢] date due curve tangenti in O, in dire-
zione d, si consideri in 0" =0 +- dO il log. del birapporto delle
tangenti alle due curve e delle tangenti asintotiche, Il suo ter-
mine principale & I'énvariante infinitesimo

(dud®v — dvo*u)y — (dud®v — dvd*u),
dw dv

(ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli ele-
menti relativi alle due curve). Questo invariante infinitesimo,
diviso per ds =} 2fydudv, pud dirsi curvatura proiettiva
relativa delle due curve in O.

Se una di esse & I’estremale di p, tangente all’altra si ha
proprio la curvatura asintotica di Fusisi

Si hanno inoltre i teoremi [6F]:

L’ inwariante infinitesimo  precedente relativo ad una curva
assiale ¢ alla curva ad essa tangente del sistema radiale polare non
dipende affalto dalla scelta di questi sistemi (cioé dalla forma 1g,
o dalla congruenza che Ui definisce) ¢ vale 2%,/®,; e si ha qui
un nuovo mezzo per definire 1’elemento lineare proiettivo di
Fupint.

L’ invariante infinitesimo relativo ad una cwrva di un sislema
assiale in O e alla curva, i tangente, del sistema assiale associalo
alla congruenza delle normali proiellive wvale precisamente 21g,
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(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si ha cosi
il significato dell’invariante integrale 1 j g; lungo una curva di o.
Altri risultati in [G].

3. ~ Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [N].

La ricerca di un invariante di curvatura di una curva €'
equivale in sostanza a determinare una scelta intrinseca dei dif-
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle formole precedenti i
differenziali secondi 8* sono appunto controvarianti rispetto alla
forma quadratica ds* = 2B7dudv. Ma noi abbiamo in realtd due
forme invarianti indipendenti, p. es. le due forme normali di
Fupisi, o se si vuole le due forme elementari. Sicchd appare pii
giustificato procedere in modo che tutt’e due queste forme gio-
chino nella formazione dell’invariante cercato.

B si.potra procedere cosi: Si prendano su €' due archi (infi-
tesimi) 00" e 0'0" con la condizione che una delle forme ele-
mentari o una loro funzione assuma per essi lo stesso valore: si
determini poi la variazione subita dall’altra forma, o da un’altra
funzione delle due forme, per la sostituzione dell’arco O' 0"
all’larco 0' 0; questa variazione ©, data la sua definizione, un
invariante (infinitesimo) di curvatura (da cui si passa subito ad
un invariante finito)."

Per esemplificare si considerino le due funzioni delle forme
elementari

dy8

d, 8 1 dv
2 — 9 st s = e r 1 _—
ds By dudy, e . ovy log(dls) 3 logy /B -+ log T

Se si pone lu condizione che 00" e 0" 0" abbiamo lo stesso
ds la variazione & subita da d,s/d;s per il passaggio da 00O
ad 0'0" b definita da

) dgs\ 2 du dv du 6 v — dv 8% u
NS TCRY e

Funint o Eucn, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxinle. 45
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2 2
Bloguﬁw o 6‘1051}[3 T o 52
varianti rispetlo a @,

Se invece ® dys/dys che si assume costante sugli archi
00" ed 0’0" la variazione A subita dal ds della curva C in
questo passaggio @ definita da

ove ¢, = sono i differenziali contro-

o Ads 1 du dv duld?v + dvA*u
2 g = (g + b @) thr s?

ove

Ay =d?u - —:;--iog—g&(-d/uz 3 Aty =d —}-%%;{ﬂdﬁ.

Mentre la condizione d’invarianza nel 1° caso ¢ dué*v -+ dvd?u = 0
(che in fondo equivale al Lemma di Ricer) nel 2° caso ¢ invece
dul®v — dvA%u = 0; ma, 0 bene ripeterlo, la scelta dell’una
o dell’altra condizione & in nostro arbifrio.

4, - Metodo generale per la costruzione di invarianti.
Trasporto proiettivo [ C].

Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti
differenziali del 2 ordine v’® un melodo di portata pitt generale
(in quanto pud applicarsi anche a problemi diversi dall’attuale)
fondato sulle osservazioni seguenti.

Sia dato un problema di variazione relativo all’ integrale

[)‘ (u, v, v')du =fd.s e una forma quadratica in duw, dv definita
" anche a meno d’un fattore (ciod un’equazione quadratica nei dif-
ferenziali dw, dv). In un punto O (u, ») si consideri una dire-
zione d (du/dv) e un’altra direzione o (G«/dv). Si puo definire
come parallela a & in 0" = O -+ d O in rapporto al problema di
variazione assegnato quella direzione uscente da O° per la quale
il (log. del) birapporto di essa, della estremale di fds per 00 ¢

delle due direzioni che annullano la forma quadratica (in O') &
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in O.
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Come si vede se il ds ® il solito elemento lineare della geo-
metria riemanniana e se 1’equazione quadratica in dw/dv & proprio
ds® = 0 si ha senz’altro il trasporto parallelo di Levi-Crvira,
Ma in molti casi, come appunto nella teoria proiettiva delle su-
perficie, pud essere necessario distinguere il problema di varia-
zione, ciod lasciar libera la scelta della funzione f, dalla scelta
dell’equazione quadratica; si ottiene cosi da due diversi punti di
vista una maggior generaliti: e nella scelta di / e nell’indeter-
minazione del fattore della forma quadratica.

Mettiamoci nel caso della geometria proiettivo - differenziale.
Data o risulta definito (senza alcuna normalizzazione) U elemento
lineare proietiivo di Fusizt (anche per le superficie rigate, finora
escluse)

_ Bdv + ydv®
Gaim du dv

e cosl pure I equazione quadratica duX dv= 0 che rappresenta in
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre w, e ¢, esigono una
normalizzazione).

Si possono percid applicare le considerazioni precedenti alle
pangeodetiche [estremali di f (Bdu® + ydv®) /dudv] e a dudv==0;

e quindi si pud definire il trasporto proiettivo di una direzione

ou ov ; LS. i idnte
T £ = 5 (v. le formole relative in [C]). K chiaro che,

definito questo trasporto (vipetiamolo: indipendenle da ogni nor-
malizzazione) si pud servirsene per la costruzione di invarianti
proiettivi.

Cosi p. es. data una curva uscente da O in direzione d, se
si fa il trasporto proiettivo di d== & secondo d ciod se si costrui-
sce in O = 0 - d0 la tangente alla pangeodetica uscente da O
in direzione d, il log. del birapporto di questa, della tangente
in 0" alla curva e delle tangenti asintotiche (in O") diviso per
il ds di un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che pud
dirsi curvatura pangeodetica) espressa da [C]:

B e
2k
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287 (dud?o — dv 8 u)
Py

1
g (b — gode) 22 —

L (Bt — g, avt) 2L
2 2 1 cpg

ove 6% indica di nuovo differenziali secondi controvarianti rispetto
a tpy [ma va qui ripetuto che il servirsi nella scrittura, per bre-
vitd, delle forme normali ¢, e @z non implica affatto la loro

dlogfBr® s alogf*y

conoscenzal e ¢, = au 0 b £

Quanto §'® detto per 1'elemento lineare proiettivo pud ripe-

3
tersi per i problemi relativi a 5_[}’?{: 0 ea Bffcpa =0
quando si sia trovato, come in III 4 o in III B, il significato
di @, e di ¢4; e cosi pure per le estremali delle forme elementari,

5. — La torsione proiettiva. — Sezioni piane.

Per definire un invariante del 3° ordine di € procediamo
cosi. Si consideri un punto O’ prossimo ad O su € e un punto
0" sulla sezione piana osculatrice in O a €, e si proiettino, da
un punto della normale proiettiva su t, le due corde OO’ ed
00". Se 0" ed 0" tendono insieme ad O < log. del birapporto
delle due proiezioni e delle langenti asintotiche in O (cioé
U angolo infinitesimo proicttivo delle due proiezioni), diviso per
ds (= VW ¢ un invariante del 3 ordine di C' che si dird
torsione proiettiva ; esso vale: S/ds’ ove

S =B (dutdv —dvddu)p, — —%—ﬁw(du&%—-dvﬁ“u) ®g +

, [ oy
+ 8B (BdutBu — 1dv8%v) ¢y — — P3Py + ba i — Paty
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s 3 . dlogPir\ , 3 dlogf? 4
‘I'=—("+‘?f’—av— o “(“J“‘_z""“é&_ 2

iy . o0logBy? , 0log B
2 4 2 4
Py = B _*au‘—-du By g dvt,

Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale
del 3° ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, & questo:
La distanza proiettiva di O dal piano osculatore in 0O, quando si

prenda come assolulo la quadrica di Lie, divisa per ds®?/ V3, @

1
Vinvariante S /gio¥*. Il rapporto fra gli ultimi due invarianti
dd un nuovo significato geometrico dell’invariante finito (del 1°
ordine) g/ ¢d?,

Si notera che la (prima) curvatura proiettiva & invariante per
applicabilita proiettive di o (quindi anche per collineazioni) mentre
la torsione proiettiva & invariante solo per collineazioni. Cid & in
completo accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica-
bilith proiettive operano su o come collineazioni fino all’intorno
del 2° ordine di un punto generico, ma non fino al 3°

L’ equazione S =0 & U equazione differenziale (intrinseca, cioé
espressa con soli elementi relativi a o) delle sezioni piane di o.

6. = La terza forma fondamentale di Fubini.

Chiamiamo cosi la forma normale quadratica di Fubini che
uguagliata a zero fornisce le linee di curvatura proiettive di o:

2 a1 2
6, dut — ¢, dv? == (n -} ﬁﬂ(-}gf——‘{—) du? — (v + TJ‘%‘E—L) dv® .

Ebbene [F]:

Il valore della terza forma fondamentale, relativo ad un punto
e ad una direzione, si ottiene molliplicando per ds® la torsione proiet-
tiva della linca assiale, associata alla congruenza delle normali proiet-
tive (III B, 1 per 1=0) che esce dal punto nella direzione assegnata.
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V. — Invarianti proiettivi di una superficie.
1. — Osservazioni generali.

) Sia dato un invariante del 1° ordine I, (dipendente ciod
da w, v, du, dv): se & dato un sistema o' di curve (dipendenti
da un’equazione differenziale del 1° ordine) definito proiettiva-
mente su 6 si avra un invariante Z; relativo al punto w, » della
superficie calcolando 7, sulla curva del sistema che vi passa (o
sulle curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti
irrazionali dai quali si traggono facilmente invarianti razionali) :
basterd sostituire in I, 1’espressione (o le espressioni) di du/dv
tratte dall’equazione differenziale.

Potranno servire allo scopo le linee asintotiche, le linee di
Darsoux e quelle di Skere, le linee di curvatura proiettiva ete.
(purchd per il sistema adottato 7, non perda senso o assuma sem-
plicemente un valore numerico).

f) Analogamente da un invariante del 2° ordine I, (conte-
nente «, v, du, dv, d*u, d*v) si trae un’invariante Z, calcolandolo
per gli elementi del 2° ordine delle curve di un sistema o' (come
quelli gia considerati); oppure 1) un invariante I; calcolandolo
per le curve di un sistema o?® proiettivamente definito su s (p. es.
per il sistema di linee assiali associato alle normali proiettive, o
alle rette di Swere ete.); e dall’invariante I, si passa come 8’0
detto ad un invariante 7.

Si hanno cosi invarianti puntuali di una superficie. Gli inva-
rvianti ottenuti saranno tali per applicabilita proiettive o soltanto
per collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol-
tanto B e 7 o invece anche n e v (0 ¢, 6 ¢,).

2. - Invarianti dell’elemento lineare proiettivo.

Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti
a), ), 1) vogliamo ritrovare [C], dandone il significato geometrico,
aleuni invariants dell’ elemento lincare proiettivo, in base ai guali,
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come si sa dalla teoria svolta dal Carrax e dal Cech, & possibile
decidere dell’applicabilita proiettiva di due superficie.

Poniamo come prima ¢, = — >~

. d d
Calcolando, secondo @), I'invariante LplET;—ﬁ—%—E per le

ds
linee di Darsoux e per le linee di Skare si ottengono invarianti
(irrazionali, e da essi, con opportune combinazioni, invarianti ra-
zionali) che equivalgono alla conoscenza degli invarianti &, W,
¥ di Cech [G. P. D., pag. 333).

Calcolando, secondo (), la curvatura pangeodetica delle linee
di Skare in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo I in-
variante W,

Secondo y) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso-
ciate alla congruenza degli spigoli di Grery ¢ un invariante del
19 ordine ; il prodotto dei valori ch’esso assume per le linee di
Skari & invariante ¥,

Ancora: la curvatura pangeodetica della estremale di o, uscente
da un punto in direzione canonica equivale (noti W' e U”) alla
conoscenza di P,

Invece le curvature pangeodetiche delle linee canoniche e delle
loro eoniugate, secondo [), equivalgono alla conoscenza di © e 0
~(noti @, W, W' e i due invarianti H e K),

3. = Le forme elementari e gli invarianti precedenti.

Ma il metodo piu regolare per 1'acquisto  degli invarianti e
che ne da un significato geometrico immediato & il seguente [N].
Consideriamo di nuovo gli elementi d’archi (proiettivi) di

asintotiche definiti da
d,s% = f2rdud, dys® = Byide?,

La variazione subita da ciascuno di essi passando da un lato di
una maglia asintotica all’opposto, riferita al prodotto dei due ele-
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menti iniziali & evidentemente un invariante della superficie; si
hanno cosl i due invarianti (irrazionali) del 1° ordine

dydys 1 1 odlogB?y

d,dys _i 1  dlogBy? 253
ST St T TR TR VT A R DR T
B ’ VB

da cui gli invarianti razionali

2 ” ’.___}_, a_”_];_ 3
ZE:F"PIQP2! w_p !'IJ BT_ q"!r W-—B?‘TLIJ] FTleJg-

La variazione subita dal 1° invariante spostandosi lungo I'a-
sintotica », riferita al suo elemento d’arco ¢ Iinvariante del

20 ordine :

dy [ dydys _ 1% 5 0%log By |
dos \ d,8d,8/ 3 By oudv ’
analogamente si ha

dy dgdier 1.1 a*log %
g DO B B du 0v

1

1 o*logBy g6 (dldzdls d,ci d,s)/d e
iy s

e B ou gv d,s
1 1 1 o%logB/v  (d1dydy8  dydydys
6 s ey By  dudv _( di8 = - e | /dlsd2a

(con dysdys = Bydudv).
dydys

Cerchiamo ora la variazione subita dal 1° invariante St
88
18 g

quando ci si sposti lungo I’asintotica « dell’ elemento d,s. B na-
turalmente da porsi d,d,s =0 il che fornisce
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diu I | 1 dlogB%y
dys* T @ ou

e in conseguenza si ha

dud 3 ou qu

1 /(d*logB® 1 dlogBy? dlog Py 1 d, (dydys
3 3 ()" dys\dysdys

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e cosi f e 7, w © v).
In luogo di essi si possono prendere gli altri due:

1 1 ( &%logBy*  dlogBy dloghyt\ dloghy®
0 B Jul du du du
__1_ dy dydys )2_ Ms_a
TR g8 \- Oy 80,8 dysdys
A dMogBly  @logfY alogﬁ%) ologfty _
IR Y o & G

o e dydy s )2_ dyd,s \®
TR dge \ diadgs dysd,8

e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due

_ Yt 0dlogd, /By s dlogdy /By
Nl e v

o _ U Ologd/Br _ 4 dlogd/By
L du By® v 2

Cosi apparisce chiara la formazione di questi invarianti:
quelli del 1° ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi)
dei lati opposti di una maglia asintotica; quelli del 2° ordine non
sono altro che le derivate di essi secondo le asintotiche passanti
per il punto in cui si calcola I’invariante,
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4, — Invarianti per collineazioni.

Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro-
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per
collineazioni [K]. Com’® noto la quadrica di Lie relativa al punto
0 e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un’a-
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in O)
in due rette appoggiate alla tangente all’ asintotica considerata (sono
due lati del quadrangolo di Denouriy).

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i
quattro piani seguenti: il piano tangente, il piano normale (con-
tenente la normale proiettiva) e i piani contenenti due lati del
quadrangolo di Demouriy. Se si fa, per ciascuna tangente asintofica,
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (allo scopo
di oftenere invarianti razionali) si hanno i due @nvarianti per col-
lincazioni

i ERLE

i ke 2
(P

d
%([ﬂ%)—'(!{q——Bv ) o

Cio vale se ¢;3%0 o ¢%0. Se p. es. ¢, =0 (¢, 0), nel
qual caso le linee canoniche sono asinlotiche di un sistema (dv = 0),
i quatiro piani relativi ad una tangente asintotica (dv =0) formano
gruppo armonico ; se cio avviene per lull' e due le tangenti asintotiche
¢ dy =4dy=0 la superficic & a linee canoniche indelerminate (¢
le linee di Darboux sono estremali di @,). Le precedenti proprieti
sono caratteristiche [K].

Invaviante per collineazioni ¢ il birapporto dei due fuochi
della normale proiettiva e dei punti d’intersezione con la quadrica
di Lie; esso vale [G]

K—1+2/0i0/B7
E—1—2Vo,0/B%

2 .
ove K = et il{ig%’—"— 6 la curvatura di ¢, e ¢, @ ¢y S0n0 1

H-;‘;— (1) —B—2).
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coofficienti della 3% forma fondamentale, Ksso & armonico se e
solo se K = 1.

10 pure invariante il birapporto dei piani tangenti alle due
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da O
in O e nel quarto vertice O, del tetraedro canonico (gid definito
geometricamente in III A, 5) e vale [@]:

¢, 0y /7% (K — 1)%

Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derivate di » e
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n° prece-
dente alle due forme clementari invariants per collineazioni ndu® e
vdv®: ad evitare errori & bene notare che queste forme sono
invarianti per cambiamenti dei parametri sulle asintotiche, ma
non per cambiamento del fattore di normalizzazione (ciod, a dif-
ferenza delle forme elementari invarianti per applicabilitd proiet-
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual-
giasi dei suol trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela-
zione al sistema (1) cui soddisfano le coordinate normali di
Fusi).

VI. — La geometria delle superficie nello spazio rigato.
Metodo iperspaziale.

1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso delle tangenti
ad una superficie [X] (¥)

La superficie o puo considerarsi, oltre che come luogo di
P I ) &

punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come I’insieme

delle sue tangenti, cio® come un ente (complesso particolare di

(*) Vedi anche la mia Memoria gid citata, Sull’equaxione di Laplace,
n, 17.
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rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista (*)
I’ambiente naturale per lo studio di o & la varietd (quadratica)
delle rette di Sy, ciod una iperquadrica @ (a 4 dimensioni) dello
spazio lineare a 5 dimensioni S;. I punti di @ ** rappresentano ,,
le rette dello spazio ordinario Ss: come si rappresenta una super-
ficie o (complesso delle sue tangenti) su Q7

Questo complesso contiene oo® fasci di rette: e poiche ogm
fascio si rappresenta in una retta di € la superficie o si rappre-
senta in una V, rigata (le cui generatrici appartengono ad Q).
Evidentemente cio non basta a caratterizzare il nostro particolare
complesso. Bisogna esprimere il fatto che le faccette (punto e
piano) infinitamente vicine dei fasei sono in posizione congiunta o,
cid che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono due rette (le
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente
vicini, In Sy (entro Q): ogni retta g della V3 & incontrata da
due generatrici infinitamente vicine, ciod possiede due fuochi A
e A*: questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche,
sianno @ ed a*, uscenti dal punto O di o (rappresentato, come
centro del fascio, in g). Quando O descrive o (quindi g la Vy)
A e A* descrivono due superficie @ e ®* le quali rappresentano
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema cui ap-
partiene @ o rispettiv. a*) di o.

Per la natura stessa di Vg, ciod per il fatto che le sue
rette si lasciano ordinare, in due modi diversi, in o' sviluppa-
bili, circoseritte a ® (o a ®*) e i cui spigoli di regresso stanno
su ®* (0 su P), risulta che 19) ciascuna superficie ® ¢ P* pos-
siede un doppio sistema contugato ; 2) & e P* sono trasformate
di Laplace una dell altra,

(*) Ad esso si riferisce il notevole lavoro di G. Tuomsen: Ueber eine
lindengeometrische Behandlungsweise der pr qyekiweu Flichentheorie und
die projektive Geometrie der Systeme von Flichen xweiter Ordnung. [Abhan-
dlungen des Math. Seminars, Hamburg; vol. IV, 1925] ove, fra " altro, il T. ca-
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regoli, come si fard appresso)
che sono di Lie per una superficie. Sicché, in termini iperspaziali, si tratta
piuttosto dello studio di una superficie di Sy che di upa situata sopra una
iperquadrica di Sy.
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Qual’e il significato dei due sistemi coniugati esistenti su ®
e su O*?

Sia a tangente all’asintotica  (dv= 0) in O [e a* all’asin-
totica v (du = 0)]. La sviluppabile tangente a quell’ asintotica si
rappresenta in una curva di @ e (poichdé due tangenti dell’asin-
totica » infinitamente vicine s’incidono) le tangenti a questa
curva sono rette g di Vg; ciodé questa curva appartiene al doppio
sistema_coniugato di @ (essendo lo spigolo di regresso di una
gviluppabile contenuta in Vg). Analogamente si vede che la rigata
delle tangenti alle asintotiche w (dv = 0) nei punti di una asinto-
tica »(du = 0) si rappresenta in una curva di @ pure apparte-
nente al doppio sistema coniugato. Sicché :

Se i punti A di © rappresentano le langenti asintotiche alle
linee del sistema u (dv = 0) di o, su P rimane definilo un doppio
sistema contugato (u, v): le linee u (dv = 0) rappresentano le
sviluppabili tangenti alle asintoliche u ; le linee v rappresentano le
rigate delle tangenti alle asintotiche w nei punti delle linee v di o.

Analoghe osservazioni per P* scambiando ovunque u e v. ®* ¢
la trasformata di Laplace di ¥ secondo le linee n (e cosi P & la
trasformata di P* secondo le lince v).

Indichiamo ancora con @, la trf.* di Larrace di & secondo
le linee » e con ®fF la trf*™ di L. di ®* secondo le linee wu;
sicche '

b, & P* P

gono 4 superficie consecutive nella successione delle trasformate
di Laprace,

2, — Regoli di Lie.

Sulla quadrica di Lig, relativa al punto O di s, distinguiamo
due regoli: quello di cui fa parte @ e I’altro cui appartiene a*.
Consideriamo p. es. il primo. Esso & individuato da a e dalle due
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicine uscenti
da punti della linea w» per O. In S;: i tre punti immagini delle
tre tangenti ora nominate determinano il piano osculatore in A
alla linea » di ®; questo piano (o, se si vuole, la sua interse-
zione con &) rappresenta il regolo di Lie (e 1'altro regolo appar-
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tenente alla stessa quadrica di Lme si ottiene in modo analogo
ragionando su ®*; il che equivale a prendere il piano polare
del precedente). Sicché :

I regoli di Lie (di wn sistema) velalivi a o st rappresentano
nei piani osculators alle linee v di & (o alle linee u di ®*),

Se si osserva che il piano osculatore in 4 alla linea » di ®
¢ il piano tangente nel punto corrispondente 4, alla trasformata
®, si arriva alla seguente condizione caratteristica per le
congruenze di regoli che sono di Lie per una superficie :

Condizione necessaria e sufficiente affinché w® piant di S, rap-
presentino @ regols di Lie relativi ad una superficie o é che 1) essi
siano tangenti ad una superficie, sia Py, possedente un doppio
sistema.  coniugato ; 2) Iz due trasformate successive in un senso
(con le molazioni di prima, sccondo le linee ), siano ® ¢ P¥
appartengano all’ iperquadrics @ delle relle, La lerza trasformala
DF (nello stesso senso) rappresenla, con i swoi piani langenti, i
regoli dell’ altro sistema.

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata ®* puo
esser sostituita da quest’altra: gli S, osculatori alle lince u di ®,
siano tangenl ad Q.

3. — Rigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre.

Chiamiamo rigala asinfolica una rigata le cui generatrici siano
tangenti alle asintotiche (di un sistema) lungo una linea di 6.
Se questa ¢ un’asintotica dell’altro sistema i suoi regoli osculatori
sono appunto i regoli di Lak. '

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche circo-
seritte a o lungo le linee di Darsoux o di Skare e caratterizzare
la totalith oo® dei loro regoli osculatori,

Per cid ritorniamo alla superficie @ (se le rigate in esame
hanno per generatrici tangenti alle asintotiche w di o) di §; e
ricordiamo una proprietd generale delle superficie di S;.

Ho definito (*) su queste certi sistemi doppi, coniugati di 2%

(*) Sistemi coniugati sulle superficie degli dperspaxd. Rend. Circ. Matem,
di Palermo, t. XLVI, 1922. V. anche in questo Volume, Appendice III, § 9.
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specie, con la seguente proprietd: Le tangenti alle curve di un
sistema net puntt di una linea dell’altro formano wuna rigala d'in-
dice di sviluppabilité 2 (ciod due generatrici infinitamente vicine,
ma non ftre, sono linearmente indipendenti).

Una volta definito il coniugio di 2® specie (in cui le linee
dei due sistemi hanno ufficio differente, a differenza di quanto
avviene per quello di 1" specie) ci si pud chiedere se esistano
direzioni auloconiugate (di 2° specie) o principali, E si trova (*)
che : sopra wuna superficie gemerica di Sy esistono in ogni punto &
direzioni autoconiugale ; a meno che la superficie possegga un doppio
sistema condugato ordinario, nel qual caso in ogni punlo esistono
tre sole direxioni auloconiugale o principali,

In questo caso le linee principali, inviluppate dalle tangenti
principali, hanno la seguente proprietd carailerisiica : lo spaxio S,
osculatore ad una di esse in un punto & contenuto nello S, cui
appartiene Uintorno del 2° ordive del punto della superficie [con la
mia terminologia, questo S, ¢ 2-osculatore alla superficie nel
punto e le linee prindipali sono quasi - asintotiche 7., sulla
superficie].

La superficie & possiede appunto un doppio sistema coniugato;
quindi tre sistemi di linee principali, K precisamente :

Le linee principali di ® (o di ®*) rappresentano le rigale
asintotiche (di un sistema) circoscritte a o lungo le linee di Darbouw,
Lu loro propricte caratleristicn equivale al leor. di Cech per cui le
due rigate asinloliche lungo wna linea di Darboux hanno questa
per linea flecnodale ¢ cluscuna rigata € costituita dalle tangent qua-
dripunte dell’ altra.

Inoltre :

Condizione necessaria e sufficiente affinché o® regoli di Sy
siano quelli osculatori alle rigate asintotiche lungo le curve di Dar-
bouw di unua superficie o é che © piani rappresentativi in S, siano
osculatori allo lince principaly di una superficie ® che possegga un
doppio sistema coniugato le cut tangenti in un sistema stano rette di Q.

Se in ogni punto 4 di P si costruisce la coniugata armonica
di una tangente principale rispetto alle linee » e » (del doppio

(" L. e. sopra.
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sistema coniugato) queste tangenti inviluppano un nuovo sistema
di linee (di cui tre per ogni punto) rappresentanti le rigate asin-
totiche (di un sistema; per avere quello dell’altro si operi allo
stesso modo su ®*) circoseritte a o lungo le lince di Segre.

4, — Nuove quadriche invarianti.

Se si approfitta del fatto (*) che i piani osculatori a curve
(di @) uscenti da un punto secondo direzioni divise armonica-
mente dalle tangenti alle linee w», » stanno in uno stesso Sy, si
conclude che il piano osculatore ad una linea principale in 4 e
quello osculatore alla linea ora costruita (la cui tangente & coniu-
gata armonica etc.) si fagliano in una retta: ma di piu le tre
rette relative al punto A (in relazione alle tre linee principali
per A4) stanno in un piano = Analogamente si ottiene un piano =*
relativo al punto 4* di ®*. Interpretando tutto cid nello spazio
ordinario si ha il teorema :

In ogni punto O di o si consuderi una linea di Darboux, la
linea di Segre coniugate e i regoli osculatori in O alle rigate asin-
totiche (di un sistema ; cui apparliene p. es. a) circosoritle lungo
esse a o, Questi due regoli hanno in comune, olire alla generatrice
a in O wun' allra retla ; le tre relte che cost si ollengono (variando
la linea di Darboux in Q) slanno con @& in uno stesso regolo (e
vi formano una quaternc equianarmonica) ; alla quadrica soslcgno
appartiene pure lo tangente a*,

Questa quadrica e quelle di Lie relativa ad O si segano wulte-
riormente (ciod oltre che in a e a*) in due rette,

Un’altra quadrica, pure invariante per applicabilitd. proiettive
di o, si oftiene scambiando a ed a* nelle costruzioni precedenti.
Queste due quadriche coincidono (fra loro e con quella di Laik)
se e solo se o & una superficie di coincidenza, [G. P, D,, pag. 157],

(***) Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Hulero,
Atti Accad., Torino, vol. XLVIII, 19133 n. 7.
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b, = Il fascio canonico.

Possiamo giovarei dei piani = e =* costruiti per dare una
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti che il piano

= incontra la retta 4* 4¥ in un punto 4*; e cosi il piano =*

incontra la retta 4 4, in un punto 4. La proiettivita 44, 4. ..
AA* AF A* ... determina una quadrica, il cui S, ambiente, come
si prova facilmente, & quello dei due piani di Q passanti per la
vetta A A. Le due generalrici di quesla quadrica situale nei due
piant ora detti (e diverse dalle A A*) rappresentano (con § loro
punti) il fascio canonico di o relativo al punlo O e il suo polare
rispetto alla quadrica di Lie (in Q) : ¢ punti in cui esse tagliano
la AA¥ rappresentano la tangente canonica e la sua coniugala ; e
quelli in cui tagliano la Ay A¥ rappresentano le direttrici di Wile-
zynski, ete.

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare
un’idea della feconditd del metodo iperspaziale per lo studio di
una superficie o dello spazio ordinario. E chiaro che le configu-
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le pii immediate per
lo studio di o; ma tulta la successione delle trasformate di Laplace
di O e O* ¢ loro sistemi contugati e i piani ad esst osculatort,
gli Sy 2 - osculalori a queste superficie, etc., forniscono configurazioni
geomelriche naturalmente legate @ o e invarianti per applicabilita
provettive di essa, Ogni particolarita relativa a delta successione
(p. es. Uesser terminata da wuna parte o da tutt’e due; Uesser
periodica etc.) da luogo a particolarité di o e melte in luce
famiglie di superficie nolevoli rispetto al gruppo delle applicabilita
proiettive.

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate,
ritroveremo in seguito da questo punto di vista,

Ma di pitt questo metodo iperspaziale fornisce in modo del
tutto spontaneo alcuni invarianti fondamentali della teoria. I ap-
punto di questi che vogliamo occuparci.

Funizt o Cron, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxiale, 46
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6. - Determinazione iperspaziale delle forme elementari (/] (*).

Lo spazio S, 2-osculatore in 4 a ® & tangente in A4* ad Q;
e viceversa lo S¥ 2-osculatore in 4* a ®* & tangente ad Q in 4.

Si consideri ora un punto 4"+ 4 di P e la maglia formata
dalle linee (w, v) di @ passanti per 4 e A': precisamente sia
A} (o 43 il punto d’intersezione della linea u (o v) uscente da 4
con la linea v (o u) uscente da A'.

La retta A4'A4] tagli lo S} nel punto 7'¥ e sia M un punto
generico di essa. Si faccia poi tendere A’ ad 4 sopra una curva
avente in 4 la direzione du/dv.

Il termine principale del birapporto (Aj A’ TFM) quando A'—»A
come & & detto (mentre M tende ad un punto qualsiasi della tangente
in A aila linea v, purché £+ A), vale 1 /12 del quadrato della forma
elementare fdu®/dv.

Operando analogamente sul punto 4* di ®* si ha il signi-
ficato di ydo*/du.

Da queste due forme si hanno subito quelle di Fonii
(IIT A, 4; pag. 684); ma anche la forma quadratica normale ha
un significato iperspaziale molto semplice.

‘8i consideri la retta Aj4; e siano 2" e 7' i suoi punti
d’intersezione con S, ed Sf. ¢

Il termine principale del birapporto (A7 Ay T 1), quando
A'—» A come 8@ detto, vale 1/24 della forma normale tp,= 2 dudv.

Infine ecco il significato del rapporto degli elementi d’arco
proiettivi delle asintotiche uscenti da O.

Se la retta A' A} incontra lo Sy in T, ed M & un punto gene-
rico di essa, non tendente ad A quando A'-» A, si ha

limiTIA'A;M) = — Bdud /[ dv® = — (d,8/d,8)%
A =y

Questi risultati si enunciano facilmente nello Sy di o,

(*) Nota IL : Ancora sulla geometria delle superficie etc. [Rend. Lin~
cei, 1926,].
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7. = Invarianti e classi di superficie invarianti,

Dalle coordinate @; del punto O di o si passa a quelle p; del
punto 4 di ¢ con le posizioni

0 @y 0y 0 g dx,
TR T Y g MR e s
0@, 0, 0 uy CEN
S TR T R N b e B
o o, da,
A Tl S e

in modo che I'equazione di € ¢ p, py + Py s + P3 ps = 0.
I’equazione di Laprace cui soddisfa @, o meglio il suo
sistema coniugato, o

du dv dv du dw av
d%logf dlogBy  dlogBy 5
—( dudv du av i B gl

Essa ha gli invarianti relativi

8log s
— + B, k=7

h= —

quindi I’invariante assoluto

1 d*log 3
pdeadtilie: 1 i r Tadhia

Analogamente dall’equazione relativa a ®* si ricava 1’ invariante
assoluto (ove A* = )

1 &logy
s )y et o e - i I
i Bt  dudv Ko
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Di questi due invarianti (del 2° ordine) di o si ha il signifi-
cato geomelrico come tnvarianti di contallo (di coniche) secondo
quanto @ stato detto in I, 2 (pag. 675).

Da essi si hanno per somma e per differenza © due invarianti

h k* 1 d*log By :
e o gl oy e e
ey i 1  ad%logB/y
k KR By dudu

che sono due degli invariants fondamentali dell’ elemento lineare proiel-
tivo (il primo, diminuito dv 2, é la curvalura proielliva media di o
secondo Iubint).

S’intende che: gli invarianti assoluti delle successive trasfor-
mate di Larrace di @ e di ®* danno pure invarianti di o per
applicabilitd proiettive ; cosl p. es, indicando A, e & (=h) gli
invarianti relativi a ®,, si ha I'invariante

Bis e 1 d*logh k
P2 e e e s ooy
1 a%logh

ciod l'invarianza d1 BT R YT R

Pit interessante & vedere come, da queste considerazioni
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di
superficie.

1) Se h= 0 le asintotiche di un sistema su o appartengono
a complessi lineari (v. Sull’equazione di Laplace, n. 17) e si
ritrova cosi I’equazione caratteristica di Cech [G. P. D., p. 113).

2) Se h-+ k* =0, ciod se gli invarianti assoluti di ® e
di ®* sono uguali e di segno opposto si ha pure un’altra classe
di superficie studiata da Cech [G. P. D., pag. 151].

3) Se h= k* ciod se gli invarianti assoluti di ® e di P*
sono uguali, la superficie & isotermo-asintotica.

4) Se h =k, ciod se ® © ad invarianti (relativi) uguali &
B=U.V+0 e (con le eventuali trasformazioni Udu = d7u,
Vdv=dv, 7T==V2U7y pud farsi B=1 ciod) le forme normali
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possono ridursi al tipo ¢,= 27 dudv, ;= Tdu’++7>dv? quindi
6 & una superficie B, [G. P. D., pag. 361].
b) Se hy =1k ciod se ® e @, hanno gli stessi invarianti
(scambiati di posto) si hanno le superficie caratterizzate da
1 92logpB

e ; =U ).V ().

6) Se h,=k,, ciod se P, ha invarianti relativi uguali si
hanno le superficie caratterizzate da

021
—p—2%8 v, V).

7) Se hy = 0 si hanno le superficie caratterizzate da

dlog (hB?)
du dv sl ol

E cosi via. Le superficie delle ultime tre classi (che involgono la
prima trasformata ®, di ®) non sono state ancora studiate (*).

(*) Ad un’altra classe di superficie, pure invariante per applicabilitd
proiettive, si arriva ponendosi la domanda seguente [I]: Dato un sistema
assinle (ce*) di linee sopra una superficie non rigata, contiene esso un doppio
sistema coniugato (oo')? La risposta & in generale negativa; pud contenerne
al pit uno o due; a meno che tutte le linee del sistemn assiale si possano
distribuire in co! sistemi coniugati, nel qual caso la superficie ha curvatura

. 1 0%logpy ; : A
Ke=— —————=—8, e la congruenza cui quel sistema assiale &
Bt Oude

associato & necessariamente quella degli spigoli di Grern (e quindi quel sistema
6 unico).

Se invece la superficie ¢ rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti
da una funzione arbitraria) le cui curve si possono distribuire in oo doppi
sistemi coniugati (e gli assi per ciascun punto stanno in un piano che, al
varviare del punto sulla generatrice per esso, inviluppa una cubica sghemba).

Se poi la superficie @ una quadrica, basta che un sistema assiale con-
tenga un doppio sistema coniugato affinchd tutte le sue curve si possano
distribuire in co! gistemi coniugati, L’ esistenza di tre tali sistemi (i cui assi
in un punto non siano complanari) & caratteristica delle quadriche.
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8. - Sistemi di curve invarianti.

I sistemi assiali di curve sopra una superficie o, le estremali
di @, e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano
tutti ad equazioni del tipo

dud?v — dvd?u = adu? + bdutdy + cdudv® | edv®
0, introducendo i differenziali controvarianti & rispetto a ¢,

By (duddv — dvd®u) = 0,3%du® + 0,372 de® - g, . o,
(1)
= 0,d8% + O,dy8® + 17, . ¢y

ove 6, e 0O, sono invarianti (finiti) ed 1y, = lh,du — lhydv & una
forma differenziale invariante di 1° ordine.

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione
stata indicata da Fusmi, si lasciano tutti caratterizzare geometri-
camente rimanendo nello S, di o: mi sembra opportuno premettere
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale.

In ogni punto A di una superficie @ dotata di un doppio
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad S;) si dia
un piano situato nello §, 2 - osculatore in 4 ma non incidente
(in una retta) il piano tangente in 4 a &®. Rimane allora definito
[L] su @ un sistema o? di curve dotato della seguente proprieta:
i piani osculalori alle curve passanti per A tagliano in relte 1l piano
dato (piano d’appoggio) per A.

Un tal sistema di curve si dirda sistema planare. Sia ora
P la superficie di € che rappresenta le tangenti asintotiche a di
s [B, Nota II.]. Al piano d’appoggio generico in 4 corrisponde,
nello S, di o, un regolo, o se si vuole una quadrica d’appoggio,
diciamola @, contenente le due tangenti asintotiche @ ed a* uscenti
da O (A © generica nel senso di non contenere altrg tangente
agintotica di o infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad
una curva di @ in 4 corrisponde il regolo osculatore lungo a
alla rigata delle tangenti alle asintotiche w lungo una curva di o:
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, quadrica asinfotica
osculairice del 1° sistema in O alla curva (una quadrica del 2° si-
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche % con le v).
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Ad un sistema planare di curve su @ corrisponde su s un
gistema o® di curve cosi definite :

Sia data in ogni punto O dt o wuna (generica) quadrica Q
contenente le tangenti asintotiche in O. Le quadriche asintotiche oscu~
latrice del 1° sistema in O alle curve in esame segano wulleriormente
(cioé fuori delle tangenti asintotiche in O) Q in rette.

In altri termini: ciascuna di queste quadriche sega Q in wun
quadrilatero d'appoggio di cui fanno parte le tangenti asinto-
tiche in O.

La trasformazione di Larrace che porta da @ a ®* fa corri-
spondere ad un sistema planare di ® un sistema planare di ®*;
ciod in Sy

Le quadriche asintotiche del 2° sistema osculatrici in O alle
curve ora definite tagliano in quadrilateri sghembi una slessa qua-
drica Q*, completamente individuata da Q. -

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos-
sono scambiare i due sistemi di asinfotiche purchd alla quadrica
d’appoggio @ (in ogni punto O) se ne sostituisca un’altra, ben
determinata, @*.

I sistemi definiti dalle precedenti proprictd sono rappresentati
su o da un'equazione differenziale del tipo (1).

Sicche dare la (1) equivale geometricamente ad assegnare in
ogni punto O di ¢ una quadrica @ (o0 @*) nel modo detto. Ora
vogliamo effettivamente cosiruire Q a pariire do Oy, 0,, lg, e di
pill, per ogni tangentc du/dv, costruire la quadrica asintotica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva di (1) che ha quella tangente, o
se si vuole, il relativo quadrilatero d’appoggio ().

Poniamo

(*) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° e del 2’ sistema relative
alla curva (1) uscente da O in divezione du/dv si tagliano (fuori delle tan-
gonti asintotiche) in una coniea per O: ¢l luogo di queste coniche al variare
di 0., 0,, 1g7,, (fissate du[dy) é una ben determinala quadriea (formante
fascio con la quadrica di L e col piano tangente contato due volte). Le due
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche
uscenti da O se e solo se la tangente du/de & una tangente di Dampoux.
La quadrica luogo ora determinata ¢ indipendente dalla tangente du/dv se é
solo se ¢, =d,=0 ciod per le superficie a linee canoniche indeterminate.
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T=|X, 2, , 2|, Ny =|X, x, 2,, Y|y No=|X, @, ,, 2],
Q ={X1 Ty Py xw[

ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor-
dinate normali @, (v, v) di O e con quelle X; di un punto gene-

2
rico di 83; e inoltre H = — (_%?__!_ET)/@T: B
g dlog B®
¢, come prima, ¢, = ——2TI—, {, = aﬂ;ﬁ ;2%

In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di
equazioni

dlogfr®

9) Ny = (m, +i”§‘-) T, No=— (thy+ ) T

definita dalla sola forma lg,; la diremo retta invariante; i
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa
e rispettivamente per la tangente asintotica @ od a*. (Un’altra
retta invariante si avrebbe riferendosi a @* invece che a Q).

. Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 0f = 1
nei quali si spezza @ (e analogamente 63= 1 nei quali si spezza @*).

a) I sistemi per i quali 6; =—1 (0 O, = + 1).
Se 6, =—1, @ si spezza nel piano tangente 7'=0 e
nel piano

— 2 (1hy + $p) Ny + 2 (Ml e %)Ne L
(3)
+ [2(tht L) 00+ 40— b1 (14 09| 7 = 20
Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° sistema alle curve del

sistema (1) per 0y = —1 toccano il piano (3) nei punti della
coniea sua inlersezione col cono quadrico

@ [[m+L)r =3 4 pr10m + w7+ 3] = 05
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#

il punto di contatto de'la quadrica relativa alla tangente du/dv ap-
partiene alla generatricz del cono complanare con la refla invariante
¢ con la coniugata armonica di detta tangente (rispetlo a quelle asin-
tatiche).

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora:

Se nel sistema (1) si lasciano fissi 0, —=—1 ed 1g,, i piani
(2) formano fascio intorno alla polare della reita invariante rispetio
alla quadrica di Lie, e le coniche luogo dei punti di contatlo in essi
81 distributscono sul cono (4).

Conclusioni analoghe per 0, = - 1 si hanno per @*.

Si pud aggiungere che se 6, =—1 (06, =4 1) il cono
di 3* classe inviluppato dai piani osculatori in O alle curve del
sistema (1) si spezza in un piano e in un cone quadrico [G, n. 3];

s0 0, =—1e0, =1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui
risultano nuove proprieti.
B) I sistemi per i quali 6, =41 (0 0, = —1).

Per 6, =1, @ si spezza nei due piani (2).

Le quadriche asintotiche del 1° sistema osculatrici in O alle
curve infegrali di (1) per 0, = 1 passano lulte per uno stesso pun-
to P (dipendente dz 0,) della relta invariante; viccversa se cid
aceade ¢ 0, = 1. Il punlo appartiene alla quadrica di Lic relativa
ad O se e solo se B, = 0.

I piani in P tangenlt a queste quadriche inviluppano wun cono
la cui traccia su T = 0 non dipende affatio da 0, (ma solo da 1g,)
ed ¢ la conica di equazione

4 (Ihy + Gg) N1 — 4 (n., 3 %)le\g + BNI 4 40N, = 0

passante per 0.

Il piano tangente in P alla quadrica relativa alla tangente
du/dv tocoa questa conica mel punto + O in cui essa é incontrata
dalla quaria armonica dopo a, la tangenle dala ed a*.

7). Il caso generale 6i%1 (o 634 1).

Per un punto generico dello spazio passano le quadriche
asintotiche del 1° sistema osculatrici in O a curve del sistema (1)
relative a tre direzioni du/dv.
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Il luogo dei punti per i quali queste direzioni costiluiscono una
terna apolare alle langenti asintotiche in O & la retia invariante (2).

Caratterizzata cosi la retta invariante caratterizziamo Q. Il
loro punto d’intersezione £ O dipende solo da Ig, e da 6,; ciod

Tulte le quadriche d’ appoggio Q relative agli infiniti sistemi (1)
che si ottengono variando 0, (fisst 1g, ¢ 0,) passano per uno slesso
punto della retta invariante (relativo alla terna du® = 0).

Il luogo del punto ora determinato al variare di 1g, ¢ una

nuova quadrica Q caralterizzata solo da 0y, di equazione
1 :
Ny Ny = |Q+ —z"ﬁf(1[+ 0,)7'| T

essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di Lie (con la
quale coincide se e solo se 6; =0) e dal piano tangente in O
contato due volte ed & individuata dal suo ulteriore punto d’inter-
sezione (+0) con la normale proiettiva: infatti il birapporto dei
punti 00y (vertici del tetraedro fondamentale; v. pag. 687) e dei

punti d’intersezione della 00, con @ e con la quadrica di Lix vale
1 -0, /| H, ciod si sa costruire appena dato 6, (poiche I dipende
solo dalla curvatura proiettiva K di o in 0) (*).

Ad un’altra quadrica invariante @*, individuata in modo ana-
logo da 6, soltanto, si arriva operando su Q*.

Ora siamo in grado di dare la costruzione della quadrica
d’appoggio @ in O relativa al sistema (1).

Si costruisca, dala 1'g,, la relts invariante ¢, dato Oy, la qua-

drica Q nel modo ora delto, Poi nel fascio determinato dai piani

(*) La quadrica Q si pu6 anche caratterizzare (inldipondontemmlte dal
suo punto d’incontro con la normale proiettiva) cosi: essa & asintotica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva del sistema (1) uscente da O in direzione

du=0, Sicché per costruire () basta conoscere 1'elemento del 2° ordine di
questa curva in 0. Questa curva ha per piano osculatore in O, come I' agin-
totica @, il piano ivi tangente a o e 1'invariante proiettivo di contatto di
queste due curve (v. pag. 679) vale 1-0,. In particolare esse si osculano
se 0,=0; se invece 0,=1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso
in 0,
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asintotici (2) per la rela invariante ¢ da Q si costruisca la qua-

Bl+ ¢ questa ¢ Q.

Passiamo alla costruzione della quadrica asintotica del primo
sistema osculatrice alla curva di (1) uscente da O in direzione
du[dv: bastera deterninarne il quadrilatero d’appoggio su @, o,
cid che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alle
tangenti asintotiche, con @. Issa & fornita dai teoremi seguenti:

Il luogo dei punti di conlatto con Q delle quadriche osculalrici
an O alle curve di (1) @ la cubica sghemba intersezione residua (lolta
la retta invariante) di Q con il cono di equazione

drica avente con Q in O Uinvariante di conlatto (*)
i

(1 + L) 2| + Fa— o) 0h + 40 7 W =0

dipendente solo da 1g, e da 0, (su di esso stanno quindi lo co!
cubiche ottenute variando 6,; mentre le ®® cubiche ottenute va-
riando 6, e 0, si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan-
genti ete.).

Il punto di contatto relativo alla tangente du[dv si oltiene
segando la cubica col piano della rella invariante e della langente
coniugala armonica di quelle data (rispetto ad a ed a*),

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni.

Per i sistemi (1) carallerizzati da 0, = — 0, ¢ per essi soli

8l ha Q= Q,"‘ e queste due quadriche camcadtmo con la quadrica
di Lie se e solo 0; = 0.

I sistemi per i quali 6, = 0, son caratterizzati dal fatto che
una refta arbitraria per O taglia la quadrica di Lie e le due qua-

driche Q. e Q* in punii formanti con O un gruppo armonico.
Si ha p. es. 6,= 0 per le curve anarmoniche e per le estre-
mali delle forme elementari (pag. 684) [N].

(*) Due superficie aventi in un punto O le stesse tangenti asintotiche
hanno un dnvariante profettivo di eontatto (limite di un birapporto) del tutto
analogo all'invariante di Skere per due curve piane (I, 1; pag. 674). Se
nell'intorno di O sono rappresentate dalle equazioni x =axy <4
=0 BY+eees , detto invariante vale a/a’. [F].
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VII. — Corrispondenze puntunali fra superficie.

A, TEOREMI GENERALI [4, O].
1. = Corrispondenza cremoniana fra stelle di piani.

Le applicabilita proiettive (di Fusmvi) di una superficie s costi-
tuiscono una delle scoperte pitt notevoli in questo campo, poich®
di esse non si aveva idea prima delle ricerche del Fuminr stesso.
HEsse sono ben caratterizzate dal fatto di agire, fino all’intorno del
20 ordine di un punto generico O di 6, come collineazioni.

A ben rilevare la posizione ch’esse assumono fra le corrispon-
denze puntuali fra due superficie, ciod a riconoscere quali parti-
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere
un’applicabilita proiettiva, giova prendere in esame le proprield
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuale qualsiasi.

Siano O ed O dei punti (regolari) generici di o e & poste
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all’intorno .
del 2° ordine, in due campi sufficientemente limitati entro i quali

cadono O ed O).
La corrispondenza puntuale subordina: 1) una corrispon-
denza proieftiva fra gli intorni del 1° ordine (fasei di tangenti)

di 0 ed O, 2)una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri
0 ed O quando si assumano come corrispondenti piani contenenti
intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in O ed O.

La corrispondenza fra due le stelle di prani |01 ed [6{ é Ore-
moniana del 3° ordine ; 1 suoi piant fondamentali, p. es. in 101,
sono il piano tangente © in O e due piani generalmente determinati
e distinti dal precedente che si tagliano in wna rvella che si dird
asse della corrispondenza relativo al punto O (e cosi si ha un
asse relativo ad 0).

Questi due piani fondamentali (F t) sono @ piani osculatori in
O alle curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in O.
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Uno di essi viene a coincidere con t se ad una tangente asin-

totica in O corrisponde wuna tangente asintotica in O; ma esso
diviene indeterminato se alle curve di o che hanno quella per tangente

di flesso corrispondono su G curve aventi pure un flesso (in 0, e
per langente di flesso la corrispondente tangente asinlotica) ; in ter-
mint infinitesimali ; se ai tre punti nfinitamenle vicini comuni ad
una tangente asinlotica e a o corrispondono -tre punli situati sulla
corrispondente tangente asintotica (e sw 5).

2, — Corrigspondenze proiettive fra stelle di rette.

Vogliamo ora considerare un’altra corrispondenza fra le stelle
di rette uscenti da O e da O, cosi definita,

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un
fascio per O corrispondono, in O, i piani di un inviluppo cu-
bico I'®: facciamo corrispondere alla vetta asse del fascio di piani
per O la retta per cui passano © tre piani cuspidali di s,

La corrispondenza cosi slabilita fra lu stella di relle di centro O
e la stella di centro O ¢ una proietlivite generalmente non degenere ;
sia o,

Analogamente esiste una proiettivitd, ‘@, che fa passare da
una rotta asse di un fascio di piani per O alla retta appartenente
ai tre piani cuspidali dell’inviluppo cubico corrispondente.

Il prodotio delle due proiettivilea w ed @ € wun' omologia nella
stella di centro O in cui sono wunite tutle le tangenti in O a o:
U ulteriore retta unita & U asse della corrispondenza in O.

L’ omologia diviene speciale se ad una tangente asintolica in O
corrisponde una tangenie asintolica in 0.

Le due proteltivita w ed ® sono una wnversa dell’ allra in uno
di questi due casi: 19 quando ad wuna tangente asintotica in O
corrisponde una tangente asiniolica in 0 e ai tre punls (infinita-
_mente vicing) comuni @ quella ¢ a o corrispondono ¢ tre punti
analoght su questa ; 2°) quando si corrispondono tull'e due le tan-
genti asintoliche,
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3, — Sistemi agsiali corrispondenti.

Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione alle
proprieta del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi
assiali (III B 1). Precisamente :

In una corrispondenza puntuale generica tra c e & vi d uno ed un
solo sistema assiale di o cut corrisponda un sislema assiale di & :
Vasse del sistema in un punto O & precisamente I asse della cor-
rispondenza relativo ad O,

Fanno eccezione © casi sequenli : Se su o e o 8i corrispondono
le asintoliche di wun sistema, o di tulti e due i sistemi, non esislono
i generale sislemi assiali corrispondenti. Perd nel 1° caso se ai lre
punic comuni ad una tangente asinlolica e a o corrispondono ¢ lre
punti comunt alle tangente asinlotica corrispondente e¢ a o gli assi

relativi ad O ¢ ad O risultano indeterminati e descrivono due fasci

proietlivi (di ceniri O ed 0 ) s mel 2° caso se lu circoslanza ora
rilevata si presenla per tutt’ e due i sistemi di asintotiche ad ogni
sistema assiale di o corrisponde un sistema assiale di © e la corri-
spondenza & un’ applicabilites proietliva,

Quest’ ultima affermazione & il teor. di Cech sulle applicabititd
proiettive. Di queste si pud dare la caratterizzazione seguente: Se
su due superficie 6 e G 8i corrispondono le linee di Darboux (e di
conseguenza le asintotiche) e se ad wun sistema assiale di o corri
sponde un sistema assiale di G la corrispondenza & un’applicabilild
proiettiva (*).

(*) Per le proprieta metriche deMle corrispondenze, con particolari appli-
cazioni alla rappresentazione conforme, e alla corrispondenza fra superficie
parallele vedansi le Note [A, O, R]. Nello studio delle corrispondenze puntuali
fra superficie si pud dare un teorema, pit generale del precedente, per i si-
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI; ritornerd su di essi nel caso delle corri-
spondenze asintotiche (v. 1’ ultimo n. di questo capitolo).
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B, CORRISPONDENZE PARTICOLARI.
1. = Le corrigspondenze proiettivo-conformi e proiettivo-simili.

Dopo le applicabilita proiettive di Fusisi, le corrispondenze
pilt semplici sono quelle che conservano I’elemento lineare proiet-
tivo a meno di un fattore. Precisamente, se punti corrispondenti
di due superficie s ¢ & hanno le stesse coordinate w, », noi stu-
diamo quelle corrispondenze per le quali i loro elementi lineari
proottivi £ ed £ (di Fumixi) sono legati da una relazione del
tipo B = pH ove p (w, v) ® finita e differente da zero nel campo
che si considera, IS chiaro che dovendosi avere per B=0, B =0
e viceversa si corrispondono su o e & le linee di Darsoux (e di
Seare) e di conseguenza le asintotiche. Dall’ ultimo teorema pre-
cedente sappiamo che, se p#$ 1, non vi sono sistemi assiali corri-
spondenti su o e .

Queste corrispondenze, che appare giustificato di chiamare
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente
teorema :

In ogni corrispondenza fra o e o che conservi le asintotiche
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve
di G tale che alla sua retta asse in O corrisponde in O wn invi-
luppo cubico i cui piani cuspidali passano per la normale proiettiva
(in 0). Se e solo se la corrispondenza ¢ proiettivo-conforme
i lre piant cuspidaly detti contengono le tangenti di Segre (in 0).

Analogamente possiamo classificare le corrispondenze, che
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la corrispondenza
sia proiettivo-simile ¢ che il sistema assiale del teorema prece-
dente sia quello associato alle normali proiettive di o,

(Si capisce che nei teoremi ora dati si pud scambiare ovunque
o con o).

Varrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche
perchd, data la relativa ristrettezza delle famiglie di superficie che
ammettono applicabilitd proiettive (non collineazioni) sarebbe inte-
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ressante stabilire la generalita delle superficie che ammettono tra-
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre-
sentano spontaneamente nella ricerca seguente.

2. —= Le corrispondenze geodetico-proiettive [/].

Diremo due superficie s ¢ 5 in corrispondenza geodetico-
proiettiva se su di esse si corrispondono le pangeodetiche (estre-
mali dell’ elemento lineare proiettivo di Fusmst). I chiaro che se
6 e § sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri-
spondono le pangeodetiche. I la domanda inversa che interessa,
e precisamente interessano quei casi che, per analogia col problema
dell’ ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di
Liovvitie, Si hanno i teoremi :

Se due superficie non rigate sono in corrispondenza geodetico-
proiettiva, o i loro elementi lincari differiscono (al pit) per un
faltore coslante (corrispondenza provettivo-simile) oppure tutl’e due
le superficie sono a linee canoniche indelerminate ¢ @ loro elementi
lineart possono ridurst av tipi

_ (@U +dv)duay

= =  hk(hdU+kdV)dUAV
= aigavavyars Talfa=

Palll —
s/ Fy WAU:+-hkdUdV +-k*dV?

con h e k coslants,

In tal caso le due superficie possono rappresentarsi (per punti)
su due piani in modo che alle loro pangeodetiche corrispondano le
relte dei due piani ; le corrispondenze geodetico-proicttive fra le due
superficie hanno per immagini le omografie fra @ piani rappre-
senlativi.

Non esistono rappresentazioni. geodelico - proiettive di una swper-
_ficie rigala sopra wuna non rigata.

Se le due superficie sono rigate (e se mon s8omo in corrispon-
denza proiettivo-simile, caso banale) © loro elementi linear: proieftivi
sono riducibili ai tipi

[+ N (v)]*v2du
¥+ [u+ N ()] 020

[w 4+ N (v)]2o"2du,
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ove dv =0 rappresenta le generalrici rettilinee (corrispondenti)
menire du = 0 rappresentia le asinlotiche (curvilinee) di o e
uv + F (v) = cost,, con dF = Ndv, le asinloliche di 5 (non
corrispondenti alle precedents).

Le geodetiche proieltive di una lal superficie (o e G) punleg-
giano proiettivamente due generalrici rettilinee. INsse si ollengono
tutle, nel piano rappresenlativo cartesiano (u, V) imprimendo alle
immagini delle asintotiche di 6 una traslazione parallele all’ asse u,

La costruzione di queste rigate dipende dall’ integrazione di un'e-
quazione differenziale lineare ordinaria del 4° ordine,

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili
proiettivamente su di essa quelle per cui N = cost.) la rigata
cubica di Caviey. lissa e le sue geodetiche proiettive si costrui-
SCono Cosi: .

Data wuna cubica sgemba €, un suo punto O e la ltangente
wi t, si congiunga un punto variabile su €' con Uintersezione del
piano in esso osculatore con t. Su quesla rigata le geodetiche protet-
tive sono (le cubiche) segate dav coni quadrici osculalors lungo t al
cono che da O proiella C.

3. — Le corrispondenze asintotiche.

Pit generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che
fanno corrispondere su due superficie ¢ e o le loro asintotiche
(se di pit si corrispondono le linee di Darsoux si hanno le cor-
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1).

Le due forme quadratiche normali ¢, e ¢, di o e 5 differi-
scono per un fattore (% 0) sicchd potrd scriversi @, = e** @, con
h = h (u, v). Percid lo studio delle corrispondenze asintotiche equi-
vale allo studio su o delle metriche (quadratiche) conformi a ¢, o,
se si vuole, di un’equazione (e non di una forma) quadratica.

E si ha [B]: i ‘

Le estremali di una qualsiasi metrica e*" @, sono definile dal-
I’ equazione differenziale

: o OB dh
fr(dud®v —dvd u)—(—a—;du—ﬂdv)%

Fupint o ¢uen, Lexioni di Geomelria proistiivo-differenxials 47
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(i 82 essendo eseguili rispetto a ©,). I piani ad esse osculatori in
un punto O di o inviluppano wn cono di 3% classe © cui piani
cuspidali tagliano il piano © tangente a o in O nelle tre tangenti
di Segre e passano per una retta, che dird pseudo-normale rela-
tiva ad O e alla forma e* ¢, (per h = cost. si ha la normale
proiettiva di Fusmn), congiungente i punti @ ed @, A, 2, 4 h, ..

Le sviluppabili della congruenza di pseudo-normali (qualungue
siez h) segano su o un doppio sistema coniugato cioé ogni congruenza
di pseudonormali é coniugata a o. Viecversa ogni Congruenza conii-
gata a o delermina, @ meno di un fatlor numerico, una metrica e* @y
per la quale la congruenza & quella delle pseudo - normali.

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché la pseudonormale
relativa ad wn punto generico O di o appartenga al piano canonico
i O ¢ che sia ;

i f 0 (B—I_"ﬁ—@f i ) = f 0 (§du + 4v)

w

ove O & un qualunque fattore integrante di ¢ du - dydv (per 6=10
si ha la normale proiettiva).

Dal confronto dell’equazione di queste estremali con 1'equa-
zione delle linee anarmoniche risulta che:

Proprieta caralteristica delle superficie tsolermo-asintotiche ¢
che le loro curve anarmoniche sono geodeliche di una metrica conforme
a P,

Ad altre proprieta notevoli delle corrispondenze asintotiche
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti
per applicabilitd proiettive) studiati al n® 8 del capitolo precedente.
Si ha per essi il seguente teorema generale :

In wuna corrispondenza asintolica fra o e & ad ogni sistemu
definito su o dall’ equazione differenziale

(1) By (dud?v—dvd®u) =0, B*ydu- 0, B do® -1 (hy du — hydv) go;
corrisponde su o wun ben delerminalo sistema -
(1) _BT(duTrSzv—dvTo"u):ﬁ,E'-’?duikﬁg_ﬁ"fzdva—{—f(i]dﬂ—_f‘,du)@a

(ove ¢ 8% sono ora differenziali controvarianti rispelto alle forma.
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By = 2_ﬁ¥ dudv di 5),; e le equazioni che determinano la corri-
spondenza fra questy sistemi sono

FI) =H TR 1 dlogP¥
ROy =08, Tha=qby TH; mihy— — - g%:/ﬁ'r,

Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi (1)
per i quali 0, =0 oppure 6, =0 oppure 6, =0, = 0 formano
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di
una superficie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, gia
indicate, di queste sottoclassi si ha in particolare per I’ultima:

Ogni sistema (1) di 6 per cui le quadriche invarianti Q e Q*
coincidono in ogni punto con la quadrica di Lie ha per corrispon-
dente su un & sislema dolalo della stessa proprieta. (¥)

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e (1) suce & da
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze; p. es.:

Se esiste su o un sistema per cui 6, = — 0,, cioé per cui le
due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punto cui cor-
rigponda su G un sistema dotato della stessa proprietes (cioé Elz—-ﬁﬂ)
la corrispondenza & necessariamente proiettivo-conforme (ciod B 1B="I").

Analogamente: se su o e G si corrispondono due sistemi
(uno di 6 e uno di ) per i quali ¥(h, du— hydv) = 1(h,du— hydv)
le due forme quadratiche ¢, e %, differiscono soltanto per un
fattore costante (BY =%.pB7).

E infine: se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alle
asintotiche w hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde

un sistema dotato della stessa proprietd (6, = 6,=1) & invariante
nella corrispondenza la prima forma elementare (B = f).

(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di 2 . [
la corrispondenza fra le congruenze di pseudo-normali segue dal fatto che

L(h, du < h,dv) e 7@,{:&& +ngt’) sono (0 non sono) insieme differenziali
esatti,






APPENDICH 1II1*

ESPOSIZIONE DI ALCUNI RISULTATI
DI GEOMETRIA PROIETTIVA DIFFERENZIALE
NEGLI IPERSPAZI

Nota del Prof. Arussaxoro Terracint della R. Universita di Torino.

In queste pagine si espongono alcuni risultati della natura
indicata nel titolo, ottenuti dal Srers, dal Bompiant e dal TERRACINI
nei seguenti lavori :

« C. Skare, — A - Su una closse di superficie degli iperspaxi legate
colle equaxioni lineari alle derivate parxiali di 20 ordine. Atti della R, Ac-
cademia delle Scienze di Torino, vol. XLIL (1907).

B - Preliminari di una teoria delle variete luoght di spazt. Rend. del
Circolo Mat. di Palermo, tomo XXX (1910),

C - Aggiunta alla memoria : « Preliminari di una teoria delle varield
luoght di spaxi». Rend. del Cire. Mat. di Palermo, tomo XXX (1910).

D - Sui fochi di 20 ordine dei sistemd infindti di piant e sulle cwrve
iperspaxiali con wuna doppia infinite di piani plurisecanti. Rend. della
R. Accademia dei Lincei, serie %, vol. XXX (10 Bem. 1921).

E — Le linee principali di una superfiele di Sy e wna proprictd carat-
teristiea della superficie di Veronese, Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie b9,
vol, XXX (10 Sem. 1921).

F - Le superficie degli iperspaxd con wna doppia infinitd di curve
piane o spaxiali. Atti della R. Ace. delle Scienze di Torino, vol. LVI (1921).
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G = [d. 7d, Nota II. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vol, LVIL (1922).

E. Bosrerant, — A — Sull'equaxione di Laplace. Rend, del Cire. Mat.
di Palermo, tomo XXXIV (1912).

B = Recenti progressi nella geometria proiettiva differenxiale degli
tperspaxi. Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematicians
(Cambridge) vol. 1T (19183),

C ~ Sopra aleune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero. Atti
della R. Ace. delle Scienze di Torino, vol. XLVIII (1913).

D ~ Sistemi di equaxioni simultance alle derivate parxiali a caratte-
ristica. Atti della R. Aocc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913).

E - Swr les configurations de Laplace. Comptes rendus de ' Académie
des Sciences, t. 166 (1913).

P — Swllo spaxio di immersione di superficie possedenti dati sistemi
di curve. Rend. del R. Ist, Lombardo di Seienze e Lettere, vol, XLVII (1914).

G — Oontributo allo studio dei sistemi lineari di rette nello spazio a
quattro dimensiond. Atti del R. Ist. Veneto di Scienze, Lett. ed Arti,
tomo LXXIII (1918),

H = Aleune proprieta proiettivo-differenxiali det sistemdi di rette negli
iperspaxe. Rend, del Cire. Mat, di Palermo, tomo XXXVII (1914).

I - Pour la géométrie de U équation de Laplace. Comptes rendus de
" Académie des Sciences, t. 160 (19156).

J — Sur les équations de Laplace & invariants égauw, Comptes rendus
de I' Ac, des Sciences, t. 160 (1915).

K - Risoluxione geometrica del problema di Mowtard sulla costruxione
delle equaxioni di Laplace ad integrale esplicito. Rend. della R. Accad. dei
Lincei, serio 5®, vol. XXIV (1° Sem. 1915).

L ~ Determinaxione delle superficie integrali d'un sistema di equaxioni
a derivate parxiali lnear? od omogenee, Note I e II, Rend. del R. Ist, Lom-
bardo di Scienze e Lettere, vol. LII (1919),

M — Sur les courbes quasi-usymplotiques des surfaces dans un espace
queleonque. Comptes rendus de 1' Ao, des Beiences, t. 168 (1919).

N — Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspaxi. Rend. del Circ.
Mat. di Palermo, tomo XLVI (1922).

O = Propriete differenxiale caratieristica delle superficie che rappre-
sentano la lotalita delle ewrve piane algebriche di dato ordine. Rend. della
R. Ace. dei Lincei, serie 5%, vol. XXX (20 Bem. 1921).

P - Proprieta differenxiali caratteristiche di enti algebriei. Memorie
della R. Ace. dei Lincei, serie 5%, vol. XIII (1921),

Q = Sulla rappresentaxione iperspaxiale delle curve piane. Rend, Lincei
serie H%, vol. XXI (20 sem, 1922),

R — Sulla corrispondensa puntuale fra due superficie a punti planari.
Boll. Un, Mat. Ifaliana, anno IV (1926).
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A, TErRrACINI, — A — Sulle Vi per cui la varieta degli Sy (h+1)—
seganti ha dimensione minore dell’ ordinario. Rend. del Circolo Matemat. di
Palermo, tomo XXXT (1911).

k(f—1)
2
linearmente indipendenti, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, tomo XXXIII

(1912),

C — Sulle varieta di spaxi con carattere di sviluppabili, Atti della
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLVIII (1913).

D = Aleune question? sugli spaxi tangenti e osewlatori ad una varieta.
Nota I, Atti della R, Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913-1914).

E - Id. id. Nota II. Atti della R. Aco. delle Scienze di Torino, volume
LI (1916).

P — Id. id. Nota IIL. Atti della R. Acoademia delle Scienze di Torimo,
vol. LV (1919-1920). :

G. — Sulla varieta degli spaxi tangentt a una data varietd. Nota I e
Nota II. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 5%, vol. XXIX (20 Sem. 1920).

H = Su due problemi, concernenti la delerminaxione di aleune olasst
di superficie, considerati de G. Scorxa e da F. Palatini. Atti della Soc. dei
Natur, e Matem, di Modena, serie 6%, vol. VI (1921-1922),

I - Sulle superficie © cui spaxi osculatore presentano particolart inei-
denaxe cot piant tangenti o fra loro. Atti della Societd dei Natur. e Matem.,
di Modena, serie 5%, vol. VI (1921-1922),

J = Su wuna proprieta caratteristica della superficie di Veronese. Atti
della Societd dei Natur. e Matem. di Modena, serie B, vol. VII (1922).

B ~ Sulle Vi che rappresentano pin di equaxtont di Laplace

Avvertiamo una volta per tutte che nel seguito uno spazio
di n dimensioni sard designato talora con S,, talora con [a]; e,
inoltre, che parlandosi di uno S, tangente & una ¥, in un suo

punto @, con p k si intentenderd, se p<Zk uno S, per z e

<

contenuto nello S, ivi tangente alla V,, e se p >k uno §,
passante per tale S,

§ 1. — I successivi intorni di un punto su una varieta.

1. — Se (nello spazio a =» dimensioni S8,) @ & un punto
generico di una varieth a %k dimensioni V,, si chiama spazio
r-tangente alla ¥, nel punto 2 lo spazio (minimo) cui apparten-
gono x e i suoi punti derivati (rispetto ai k parametri essenziali
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cui & riferita la ¥,) fino a quelli di ordine » incluso (*). Gli
spazi 2-tangenti si chiameranno brevemente spazi osculalori. Per
k=1 lo S, r-tangente a una curva in un suo punto si chiameri
anche, secondo 1’uso, S, osculatore.

Gli spazi r-tangenti a una V, possono coincidere con lo S,
ambiente ; anzi cid avviene sempre a partire da un certo valore
di ». Se cid non avviene, ogni iperpiano passante per lo spazio
r-tangente nel punto 2 produce nella V, una sezione per la quale
il punto # ha molteplicita » - 1 almeno,

Lo spazio r-tangente in 2 si pud anche definire come il
minimo spazio cui appartengono gli S, osculatori in tal punto
alle curve generiche tracciate sulla ¥, e passanti per esso. Pero,
per » >1, ftale spazio r-tangente, in generale, non & pilt riem-
pito da quegli 8. osculatori.

Per esempio, si consideri una superficie generica (**) F' di S,,
con n# =0, e lo spazio ad essa osculatore (2-tangente) in un
suo punto generico . Se t,, 7, sono i due parametri cui ¢ riferita

Jdw AL i
la F, posto a® = 5 ece. (**), i piani osculatori in z alle

1

linee della F' passanti per @ riempiono una Vi, quella che si
ottiene come luogo degli Sy che dal piano tangente in a proiet-
tano il punto (variabile su una conica al variare del parametro p)
a4 2pa™ 4 p2a®™. Anzi, ognuno degli S; ora nominati ®
riempito dai piani osculatori alle curve di # che passano per a
con una tangente determinata (****). Tutto questo risulta subito
osservando che il piano osculatore in @ a una linea di F definita
da 7ty =1y (t;) ® determinato dai punti

(*) Su questa definizione non tutti sono concordi: invece che di spazio
r-tangente qualeuno parla di spazio »-oseulatore (cfr. p, es. Bompiant C,
n. B), o di spazio (r 4 1)-fangente (cosi Drr Prezo: Sugli spaxi tangenti
ad una superficie o ad una varietd tmmersa in uno spaxio di pin dimen-
sioni. Rendiconto della R. Ace. di Napoli, 1886). Cfr. poi anche Bompiant L,

(**) Il significato preciso di questa parola risulteri chiarito dal seguito.

(***) Notazioni e convenzioni analoghe manteniamo per il seguito.

(***+*) Cfr. per tutto cid p. es. Brare A.
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dr dr dr,\? dt
(M . 22 .8 (1) 9 8 402 it 5 HSYL L)) -2 8,
it — @ — X @
i { de, 7 v dry + dr, i dt} }
d%g . % T
mantenendo fisso oA ottengono i punti di uno 8y, ece.
1

Pitt in generale (*), si trova che i piani osculatori alle
curve di una ¥V, in un suo punto a costituiscono generalmente
un cono, formato da ™' §,,, passanti per lo 8, tangente alla
Vi in a (in corrispondenza delle oo*~' rette tangenti alla V',
in «), avente 1'ordine 2!, Gli iperpiani tangenti a queste cono
sono, fra tutti gli iperpiani tangenti alla V,, quelli per cui il
cono quadrico tangente nel punto @ di contatto alla sezione che
essi producono nella ¥, ha una generatrice doppia. Queste gene-
ratrici, se 2k <, esauriscono la totalita delle rette tangenti in
a alla V,; se no, sono o™ ** e formano un cono d’ordine

)

2. — Le considerazioni accennate conducono ad estendere
la definizione adottata per lo spazio r-tangente. Consideriamo, col
Bonerant (C), un elemento I, d’ordine h di una cwrva, vale a dire
I'insieme di un suo punto e dei relativi 8,, S,,..., S, ivi
osculatori alla curva: e poi la figura costituita dagli S, osculatori
in un punto x di una ¥, alle curve della ¥, aventi in comune
un dato K, (s’intende relativo al punto x): lo spazio (minimo)
contenente tutti quegli S, si pud .chiamare r-tangenie in x alla
V) secondo U elemento I, fissato.

Per % =r—1, quegli S, costituiscono un sistema lineare
intorno allo #,_,, e riempiono generalmente uno Sy ,._;.

Per h=r—2, se r=2, si trova quanto si & detto alla
fine del n. 1: se invece r>2, gli S. in questione descrivono
un sistema lineare, intorno allo spazio (r — 1)-tangente secondo
lo B, , fissato, e, generalmente, entro un Sy, . :

Per h=r—3, se r =3, il luogo degli S; & generalmente

(*) Cfr. il n. 18 di Den Przzo citato in (*) a p, 734 e i n' 17-19 di Srere B.
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un cono di dimensione 3% avente per vertice lo S, tangente
alla V, in @, e d’ordine

L 2k—i—1
tza
4213 ( E—1 )

Se invece, sempre per h=17—3, si ha r=4, si ottiene
generalmente uno Sy, — cono, di dimensione 3% -4 1, e d’or-
dine 2*'; se finalmente » >4, gli S, in questione riempiono
una varieta lineare.

Pit in generale, per ogni valore di "# — k, sussiste il risul-
tato che, a partire da un certo valore di r, quegli §, riempiono
una varieti lineare.

3. — Se anzichd una V, si considera, nello S,, una totalita
o " di iperpiani, si possono ripetere per questa le considerazioni
duali di quelle dei n.' precedenti. Rileviamo in particolare
che su un iperpiano generico della o* si ha uno S,_,_, primo
caratteristico, o piit brevemente caratteristico (ciod comune ad esso
e ai suoi infinitamente vicini del primo ordine); e poi uno spazio
secondo caratteristico (che pud anche mancare) duale dello spazio
2-tangente a una V, in un suo punto, ecc.

Data una varieta luogo V,, il sistema di tutti i suoi iper-
piani tangenti (ciod passanti per gli S, tangenti) produce su
ognuno di essi uno spazio (primo) caratteristico che giace sulla
V, ed & l'insieme dei punti nei quali I’iperpiano & tangente alla
varietd (Skere B, n. 16): e viceversa (ciod dualmente), una infi-
nita di iperpiani costituisce sempre 1’insieme degli iperpiani tan-
genti per una varieti luogo (il luogo degli spazi caratteristici
che possono ridursi a singoli punti). Donde segue (mediante proie-
zione in S8yy,) che, se una ¥V, & toccata da ogni suo S, tangente
in pit di un punto, essa & toccata da ogni S, tangente generico
in tutti i punti di uno spazio (*): se gli S, tangenti sono oo i
loro spazi di contatto sono degli S,_,.

(*) Questa proprietd non si estende agli spazi osculatori: la SBigma M.
Castenuant ha osservato che ogni S, osculatore generico di una superficie pud
avere piu di un punto di osculazione, senza averne infiniti; e ha determinato
quali sono le superficie in tali condizioni. (Sulle superficie i cui spazi ossula-
tori sono biosculatori, Rend. Lincei (5) XXXI, 1922),
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§ 2. — Generalitd sulle varieta rappresentanti sistemi
di equazioni lineari alle derivate parziali.

4. — Lo spazio osculatore a una superficie F' nel suo punto
« © individuato dai punti

2 wm‘ ._L.{m’ a:“”, xu!}’ xcm.

Percio, se la dimensione dello spazio ambiente & almeno 5,
quegli spazi osculatori hanno generalmente dimensione 5. Pil in
generale, se la dimensione dello spazio d’immersione ® abbastanza
elevata, gli spazi »-tangenti di una ¥, hanno generalmente dimen-
sione (1b 5 r) —1.

k

Ma pud avvenire che quella dimensione si abbassi, per ogni
punto generico della ¥,, di ¢ unitd : cid avviene quando il punto
v & legato ai suoi successivi punti derivati fino all’ordine r
incluso da @ relazioni lineari omogenee linearmente indipendenti,
In tal caso, le coordinate proiettive omogenee di un punto che
descriva la V, appaiono come soluzioni di un sistema lineare
omogeneo alle derivate parziali di ordine r, costituito da ¢ equa-
zioni linearmente indipendenti; si dice allora che la V, rappre.
senta quel sistema alle derivate parziali (o anche, talvolta, che la
Vi @ una V, dntegrale di quel sistema). Cosi, p. es,, le superficie
dello spazio ordinario (non piani) rappresentano due distinte equa-
zioni lineari omogenee alle derivate parziali del 2° ordine, o,
come diremo pit brevemente, due equazioni di Laplace (*).

Benchd, in generale, una ¥, non sia ancora proiettivamente
determinata da un tale sistema alle derivate parziali, tuttavia
I'introduzione di una V, rappresentante un dato sistema puo
essere assai utile per lo studio del sistema stesso; come si vedra
nei n', seguenti gia per il caso &k =r = 2.

(*) Useremo nel seguito questa locuzione, qualunque sia il numero delle
variabili.
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La particolaritd sopra indicata non si pud certo presentare
per 7= 1 (giacchd cid equivarrebbe ad abbassare la dimensione
della V,) e percid, per qualsiasi », ogni sistema del tipo consi-
derato rappresentato da una V, deve essere tale che da esso non
consegua nessuna equazione del primo ordine. Cid porta intanto
subito alla conseguenza

A k4 r *
(1) ag( v )-—(L—}-l).
§ 8. — Superficie rappresentanti equazioni di Laplace.
5, — Fermiamoci sul caso & =r = 2. Allora sara al mas-

simo = 3; Se il massimo & raggiunto, i tre punti 2%, 2",
2 si esprimono come combinazioni lineari di @, 2, 2%, e
percid il piano di questi tre punti contiene ogni linea della super-
ficie passante per x; la superficie in questione & dunque un piano.
Se =2 si trova che la superficie sta in S;, oppure & una super-
ficie sviluppabile (cfr. pit avanti il n. 10). Se poi i= 1, si
hanno le superficie (che gid comparivano in lavori precedenti) a
cui ¢ espressamente dedicata la nota A del Skare.
~ Sia @ una tale superficie, e

(2) Aad™ 4 Ba® L 0™ 4 DoV - BEa® - Fo= 0

la corrispondente equazione di Laplace (*).
(GHova considerare, in relazione con essa, 1'equazione diffe-
renziale

() 0dw — Bds,dz, + Adt = 0.

(*) Nella Nota: La geometria delle superficie considerate nello spaxio
rigato (Rend, della R. Accad. dei Lincei, serie 6%, vol. III, 1926) il Bompras:
ha trovato un significato, come limite di un birapporto, dell’ invariante asso-
luto (rapporto dei due invarianti relativi) della (2); quando esso ¢ =1 si
ha il teorema di Korxias sulle equazioni ad invarianti uguali.
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Si ha intanto questa proprietd: le coppie di tangenti in un
punto generico @ alle sezioni iperpiane che hanno in @ un punto
doppio (anzich® essere tutte le oo® coppie di tangenti in 2 a @)
sono le o' coppie di un’involuzione, i cui raggi doppi sono
definiti dalla (3). Percid questi raggi doppi appaiono come tan-
genti in a alle sezioni iperpiane cuspidate.

Si chiamano poi linee caratleristiche della superficie ® le linee
integrali della (3): esse costituiscono un solo sistema quando la
equazione (2) & parabolica. Ebbene, le tangenti alle caratteristiche
di un sistema nei punti di una caratteristica dell’altro sistema
costituiscono una sviluppabile., I, se i due sistemi di caratteristiche
sono distinti, il verificarsi di una tale proprieta basta gid per
conchiudere che una superficie che possieda un doppio sistema di
linee in quelle condizioni rappresenta un’equazione di Laplace (non
parabolica). Se la (2) & parabolica, in ogni punto della & il piano tan-
gente a questa coincide col piano osculatore alla linea caratteristica
passante per quel punto (e viceversa). Insomma le linee carat-
teristiche di una superficie ® si comportano come si comportano
nello spazio ordinario due sistemi (distinti) di linee coniugate,
oppure quello delle asintotiche di una superficie, secondo che la
(2) & non parabolica, oppure & parabolica: percid quelle linee
spesso si chiamano condugate oppure rispettivamente asintotiche.

6. — Se la (2) non & parabolica, alla corrispondente super-
ficie ® si pud applicare la trasformazione di Laplace (come la si
applica ai sistemi coniugati nello spazio ordinario). Pracisamente,
si costruiscano le oo sviluppabili circoscritte alla data superficie ®
lungo le oo! caratteristiche del 1° sistema: il luogo dei loro
spigoli di regresso sard generalmente una superficie @y, la quale
sard toccata dalle oo? rette tangenti agli spigoli di regresso, vale
a dire dalle rette tangenti alle caratteristiche del 2° sistema di ®.
Ebbene, la @, & ancora una superficie della specie ®, irasformala
di Laplace della data. Se la (2) si riduce alla forma canonica

(") 2" 4 g™ 4 ba® f-cx =0,

¢ si assumono p. es. le linee t; (ciod le linee su cui varia t,)
come caratteristiche del primo sistema, il punto «® + az de-
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scrive la ®,, e precisamente in modo che la retta che lo con-
giunge al punto 2 della @® & tangente comune di queste due
superficie nei punti considerati. Analogamente, il punto z +- bz
descrive in generale un’altra superficie ®_, pure trasformata di
Laplace della superficie ®. Da &,, operando analogamente, si
ottengono in generale due superficie delle quali 1'una coincide
sempre con ®, mentre I’altra & generalmente una nuova superfi-
cie ®,. Analogamente per ®_,. Cosi prende origine una succes-
sione, generalmente illimitata, di superficie

(4) S IS SRS R R

ciascuna delle quali ¢ trasformata di Laplace delle due che la
compréndono.

7. — K particolarmente notevole il-caso in cui la successione
(4) si chiude (ciod non & proseguibile) da una parte almeno ;
giacchd allora I’equazione (2) corrispondente alla P si integra per
quadrature. 2

Un criterio generale per sapere quando cid avviene & dovuto
al Bowmpant (A). Partiamo dall’ osservazione che gli S, (h<n)
osculatori alle caratteristiche 7, di @ nei punti di una caratte-
ristica t, riescono osculatori a una curva t, della superficie @,
della successione (4). Allora, se questa successione si chiude, e
®,_, ne & I'ultima superficie non degenere, si presenta necessa-
riamente o ’una o I'altra delle due seguenti circostanze :

19) la sviluppabile circoscritta alla ®,_, lungo una generica
linea 7, si riduce a un cono (il cui vertice, al variare di quella
linea t, descrive Ja curva che, come superficie degenere, chiude
la successione di Laplace) ;

2% le sviluppabili circoscritte alla @,_, lungo le varie linee r,
hanno lo stesso spigolo di regresso (nel qual caso ¥, , & una
sviluppabile il cui spigolo di regresso ¢ chiude la successione),

Nel secondo caso 1’osservazione da cui siamo partiti prova
che le linee 7, della @ stanno entro altrettanti S, osculatori
alla ¢ ; nel primo, la stessa osservazione dice che gli S, oscula-
tori alle linee t, di & nei punti di una linea t, passano per uno
stesso punto. '
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Interpretando analiticamente quanto si & detto, si arriva al
seguente criterio di chiusura : condizione necessaria e sufficiente
affinch® la successione di Laplace relativa a un’equazione (27) si
chiuda da una parte almeno dopo % trasformazioni & che A - 2
soluzioni generiche di essa verifichino un’equazione del tipo

9 ot x oz
ar,

dw
Gow+°‘1(ﬁ§ﬁ+ ----+“n-1¥ <} ::,,a:)=0.

Precisamente, se & nulla 1’espressione fra parentesi, la chiusura
avviene (per la superficie rappresentante quell’equazione (2') che
si oftiene, in 8,;, in corrispondenza delle % - 2 soluzioni
considerate) nel secondo fra i due modi di cui sopra si & detto
(caso di Goursar); se no, avviene nel primo (caso generale). E
poi anche possibile la chiusura secondo il easo misto quando gli S,
delle singole linee t, hanno in comune uno Sy_p (e allora la suc-
cessione si chiude dopo A — p trasformazioni),

Il Bowerant (K) ha anche applicato le considerazioni che
precedono al problema (di Mourarp) di costruire le equazioni di
Laplace con successione chiusa da entrambe le parti, problema
gid considerato da Darsoux e dal NicoLerL

8. — Insieme con le superficie rappresentanti equazioni di
Laplace, si possono considerare delle configurazioni di Laplace
(Boxeiant E). Si chiama configurazione di Laplace una oo* di
spazi S, che si ripartiscano in due modi diversi negli S, di !
sviluppabili ordinarie (*), in modo che altrettanto sussista per
gli 8,,, che congiungono le coppie di &, infinitamente vicine in
tali sviluppabili (condizione che generalmente — per v=>0 — &
conseguenza della precedente). La sezione di una tale configura-
zione con uno S,_, & una superficie rappresentante un’equazione
di Laplace.

(*) V. pit avanti la nota a p. 744,
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In hase all’osservazione di cui al n. 7, in principio, posto
k4 h=y<_n—1, lo spazio S, definito in un punto generico
di una superficie ¢ dagli S, e 8, rispettivamente osculatori in
esso alle linee t, e 7, risulta osculatore a una linea t, di ¥, e
a una linea v, di ®_,: percid quegli o® S, appartengono a una
configurazione di Laplace. Se si tagliano questi o® spazi con lo
S,.y che congiunge n—v 4 1 punti della piramide fondamen-
tale di riferimento, si ottiene dunque una superficie della specie P.
Cio significa che se le a; (¢ =0, 1,..., n») sono soluzioni della
(2"), i determinanti p; 9 ...y, di ordine v -1 formati con le
prime v orizzontali e poi con un’ulteriore orizzontale (p. es., con
la a™™*) della matrice

du ot x dw a
@ i i i i
A s RO e el VES P

ot L g o AR

— dove abbiamo seritto esplicitamente solo 1’ orizzontale °*™* fra
le n-1 della matrice — sono soluzioni di un’altra equazione
di Laplace (con le stesse caratteristiche della data), Cosi si tro-
vano, in modo molto semplice, le proprietd che il Darsoux, nel
secondo volume delle sue Legons, ha assegnato per le espressioni
che egli chiama (&, k).

I Bomrerant (I) si & anche servito di considerazioni di questa
natura per studiare le relazioni fra i casi di chiusura delle suc-
cessioni di Laplace relative a una data equazione di Laplace e ad
alcune sue trasformate: p. es., se la successione di Laplace rela-
tiva alla (2°) si chinde da una parte dopo %, trasformazioni
secondo il casp generale, o rispettivamente secondo il caso di
Goursar, I’equazione di Laplace di cui le espressioni (b, k) sono
goluzioni, secondo quanto si ¢ detto sopra, si chiude ancora, se-
condo il caso generale, dopo Xy -~ A trasformazioni, o rispettiva-
mente, secondo il easo di Goursar, dopo %k, — k trasformazioni.
Se poi ¢ invece k- h=mn-—1, e si considera 1’equazione di
Laplace di cui sono soluzioni i determinanti di ordine n estratti
dalla matrice di sopra, la successione di Laplace relativa a questa
equazione si chiude da una parte dopo &y + & trasformazioni
secondo il caso di Goursar, se quella relativa alle (27) si chiude
da una parte dopo k, trasformazioni secondo il caso generale.
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Con le trasformazioni di una equazione di Laplace dei tipi indi-
cati si passa dunque da successioni di Laplace chiuse secondo il
caso generale, o secondo quello di Goursar, a successioni chiuse
nello stesso modo o nel modo Opposto, dipendentemente dal tipo
della trasformazione (*).

§ 4. — Varietd rappresentanti sistemi di equazioni lineari
alle derivate parziali aventi dimensione assai elevata.

9, — Si & visto alla fine del n. 4 che il numero i delle
equazioni linearmente indipendenti del sistema alle derivate par-
ziali d’ordine r rappresentato da una V¥, non pud superare il
limite indicato nella (1). E al principio del n. 5 si & detto, per
Ik =r=2, a quali classi di superficie conducono i casi in cui
3 1>1 (=3, i=2)

Lo studio dei casi a cui si & condotti per i valori abba-
stanza grandi di ¢ ¢ stato eseguito da un lato per le superficie
ed equazioni di ordine qualunque (k= 2, r arbitrario) (**), e da
un altro lato per varieth di dimensione qualunque, e equazioni
del 29 ordine (k arbitrario, r = 2) (***),

Nel primo caso riesce utile 1’osservazione che, se le dimen-
sioni degli spazi r-tangente e (r - 1)-tangente in ogni punto
generico di una superficie differiscono di una unitd, e sono p,
p -+ 1, la superficie contiene o' curve negli S, di una svilup-

(%) A proposito delle superficie @ ricordiamo anche la nota R del Bou-
piant, dove 1'A. introduce la nozione dei sistemd planari di curve sepra
quelle superficie. 8i ottiene uno di quei sistomi prefissando genericamente per
ogni punto della superficie un piano appartenente allo S; 2~tangente ivi e
imponendo alle curve della superficie che il piano osculatore in ogni lore
punto sia sempre incidente in una retta al piano prefissato passante per esso.
Questi sistemi planari ddnno luogo a proposizioni notevoli nello studio della
corrispondenze puntuali fra due superficio @,

(**) V. Bomprant L.

(***) V. Trrracint B, e, per k=3, Sgare C,

Fusint e Cron, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 48
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pabile ordinaria {(eventualmente degenere) (*), ovvero la super-
ficie sta in Spy.

In base ad essa si giunge facilmente al risultato che le
superficie rappresentanti un sistema d’ordine », con

(5) ,‘,=L(_t.__‘:?1_)+h

(> 0) equazioni linearmente indipendenti, o sono costituite da
w! linee negli S,_, di una oo' sviluppabile ordinaria, oppure
stanno in Sy._j.

Quell’ osservazione riesce utile anche per valori di ¢ meno
elevati di quanto indichi la (5): il Bompiant assegna, per
0 =h = — b, le corrispondenti classi di superficie.

10. — Consideriamo invece, col TerraciNi, il caso di & arbi-
trario e r= 2. Allora, se

con !>0, si pud affermare che la ¥, sta su una varieta U,
luogo di "8, tale che gli S, ad essa tangenti nei punti di uno
S, stanno in uno Sy, essendo 0<<rh<<k—1 (donde subito
segue, per k=2, quanto si & detto al principio del n. 5). La
dimostrazione di questo teorema avviene attraverso la considera-
zione del sistema degli iperpiani passanti per gli 8,,_, osculatori
della V,: il luogo dei loro spazi secondi caratteristici (n. 3) @&
precisamente la varietd U, di cui si parla nell’ enunciato.

(*) Bi dice che una o' di spazi Sp & una sviluppabile ordinaria.
quando due S infinitamente vicini stanno in uno Sy4a1; essa @ costituita
dagli S, osculatori a una curva, oppure (casi degeneri) dagli Sx che da
uno spazio fisso S, proiettano gli Sp—p—1 osculatori a una ourva di
Se(0<g=<h—1). D'ora in poi, dicendo sviluppabile ordinaria senz’altro,
s intenderd di non escludere che essa sia eventualmente degenere,
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Il teorema di cui ora si & detto riconduce tutte le V, in
questione entro classi molto ristrette. Perd, per %> 2, queste
classi comprendono anche alcune ¥, che non rappresentano sistemi
di equazioni cosi ampi come indica la (6); cosicch® si presenta il
problema di sceverare quelle classi da tali ¥, (p. es. per k=3
bisogna scartare i coni proiettanti da un punto una superficie non
rappresentante alcuna equazione di Laplace). Ritorneremo pin
avanti (n. 14) su tale argomento: per il momento ci limitiamo
ad osservare che, se in relazione con ogni varietd ¥V, si considera
la varieta W ricoperta dai suoi S8, tangenti (varieth W che, per
V) immerse in spazi sufficientemente ampi, ha in generale dimen-
sione 2 k), la varieti W relativa a ogni V, fra quelle indicate
nella tesi del precedente teorema, ha certamente dimensione
=2k—1

§ b. — Alcuni altri particolari sistemi di equazioni
di Laplace rappresentati da V,.

11. — Prima di riferire alcuni altri risultati, introduciamo
la nozione del sistema lineare delle forme gquadratiche associate al
sistema di equazioni di Laplace rappresentato da una V,: ad esso
si giunge introducendo accanto a ogni equazione una corrispon-
dente forma quadratica (nelle variabili 6,, 0,,..., 6,), ottenuta
sostituendo a ogni termine contenente una derivata secondo
a (i, j=1,2,..., k) il suo coefficiente moltiplicato per 6,6;.
Tali forme associate uguagliate a zero in uno 8,.,, dove le 0 si
interpretino come coordinate proiettive omogenee, rappresentano
altrettante quadriche associate (*). Si verifica senza difficolta che i
sistemi lineari di quadriche associate al sistema di equazioni di

(*) Terraorst D, Analogamente si definiscono le forme (di grado supe-
riore al secondo) associate a equazioni lineari omogence alle derivate parziali
di ordine piu elevato. Altri preferiscono interpretare le 0 come coordinate non
omogenee in uno Sy o sostituire alle quadriche del testo dei coni quadrici
di tale Sy . Cfr. p, es. Boxpiast in D,
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Laplace rappresentato da una data ¥, sono tutti proiettivamente
equivalenti fra loro, al variare del sistema di % parametri essen-
ziali cui si riferiscano i punti della V.

Se il sistema delle quadriche associate contiene tutte le qua-
driche contenenti un iperpiano 8,_, fisso dello S,_, (pili eventual-
mente altre quadriche), la ¥, integrale & una rigata sviluppabile,
ciod toccata da uno stesso S, tangente lungo ogni generatrice,
come si vede subito osservando che il sistema parziale di equa-
zioni di Laplace, le cui quadriche associate contengono lo 8,_,
fisso @y () 0y + ag(z) 5. .. 4 @ (v) 0, = 0, esprime che lo S, tan-
gente alla ¥, non muta spostandosi lungo le linee

e applicando la proprieta accennata alla fine del n. 3.

Se poi, per k> 2, quel sistema non contiene altre quadriche
(se ciod, per il numero ¢ delle equazioni di Laplace linearmente
indipendenti rappresentate dalla V,, si ha ¢ =k), allora la ¥,
integrale & necessariamente un cono generico, ciod un cono proiet
tante da un punto una V,_, che non rappresenta nessuna equa-
zione di Laplace (Tearacint D n, 5, e Bowerant D n. 10.)

12. — La proposizione finale del n. precedente & stata estesa
in sensi diversi dal Bompraxt e dal Turraom,

Cosi il Turracmyt (D n, 7, e E nt! 2-4) ha studiato che cosa
avviene quando, ferma restando 1'ipotesi dell’esistenza di un
sistema parziale «*~* di quadriche associate contenenti uno 8, _,
fisso, si assumono, per il numero ¢ delle equazioni di Laplace
linearmente indipendenti, dei valori superiori a k. Se (per
k>38)i=<2k—3, la V, integrale & ancora un cono, che questa
volta proietta da un punto una V,_; rappresentante ¢—k equa-
zioni di Laplace linearmente indipendenti, Se poi ¢ =6 per
k=4, oppure per k>4 & 2k—2<1<3k—4, la V, in-
tegrale & un cono nelle stesse condizioni ora dette, oppure una
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rigata sviluppabile con linea direttrice (*), oppure ancora, se
k = 4, & costituita dai piani tangenti di una superficie, o da oo®
piani tangenti a una curva.

Un’altra estensione (Terracixt D. n. 9, e Bompemaxt D. n. 14)
“consiste in cid : se il sistema lineare delle quadriche associate
quello delle quadriche per uno 8,_,_, fisso (0<J1<lk—1),
la ¥, ® uno §,_,— cono generico (proiettante da uno S,
una V,_, che non rappresenta nessuna equazione di La-
place) (**).

Il Bowprant (D) ha poi considerato altre estensioni del mede-
simo teorema finale del n. 11. Chiamiamo, come egli fa, sistema a
caratteristica un sistema di equazioni di Laplace, le cui quadriche
associate contengano uno stesso S, _s, ammettendo perd anche
che possa essere i<Ck: il sistema & parabolico se quello Sy_,
contato due volte fa parte del sistema delle quadriche associate
(come avviene sempre per &= k). Per un tale sistema la Vy
integrale, ammesso che non rappresenti ulteriori equazioni di
Laplace, se i >>2 si compone di "' coni generici, e so i=2
d una o di rette i cui S, tangenti nei singoli punti di una
generatrice stanno in uno stesso Sy (***) (eventualmente costi-
tuita da oo*~* superficie sviluppabili). Nel caso non parabolico,
la V, & una oo di varieta V., ciascuna delle quali & cosi
fatta, che in essa vi sono o' varietdh Gy e o' linee 7 tali che
le tangenti alle linee 7 nei punti di una (; passano per un punto,

(*) Come si dird al n. 26, una ¥ rigata con S, tangente fisso lungo
ogni generatrice ha le sue rette tangenti a & —1 V-, ciascuna delle quali
pud essero sostituita da una varieth di minor dimensione incontrata da quelle
rette ; qui o1 8i trova precisamente in presenza di questa particolaritd.

(**) Per ! == k—1 ri ottengono oo* di Sk-1 sviluppabili ordinarie. E
por 0< l< k—1, seoltreallo quadriche per lo Sy—i—1 fisso, esistono altre
quadriche associate, In 75 & una oo*—1 di S; lungo ciascuno dei quali essa
o toceata da uno stesso S, (Bomeraxt D. n, 13),

(***) Questo tipo di soluzioni manoca fra quelli elencati dal Bompran: ed
@ invece assegnato (insieme con la esplicita rappresentazione analitica) al n, 4
di Terraciyr G. 11 Boamreianr considera poi ancora dei sistemi da lui chiamati
totalmente parabolic che si ottengono raggruppando in modo opportuno pitt
gistemi parabolici,
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mentre gli S; tangenti alle @ nei punti di una linea | apparten-
gono a una sviluppabile ordinaria (*).

13. — La ricerca della V, tali che per ogni loro punto vi
sia uno spazio S, (1 << p="k) costituito di tangenti tripunte con-
duce pure a un particolare sistema di equazioni di Laplace, sistema
avente come sistema di quadriche associate quello delle quadriche
contenenti doppiamente uno S,_,,. Se la ¥, non rappresenta
ulteriori equazioni di Laplace, e 2<<p=k, essa  necessaria-
mente una o"? di §, generica (ciod non rappresentante altre
equazioni di Laplace se non quelle che traducono la proprieta
sopra esposta (Terracryt D. n. 10; cfr. anche Bompiaxt D
n. 17),

Il Terracint (D. n. 11) ha anche considerato il caso in cui vi sono
uno S,, uno 8, ece. 2="p<k, 2=q<k, ecc. con p-q -+
+ ...= k) nelle condizioni di sopra, linearmente indipendenti
tra loro — salvo, &' intende, la circostanza che essi escono da
uno stesso punto della V, — (cosicchd le quadriche associate alle
equazioni di Laplace rappresentate dalla ¥, contengono doppia-
mente uno 8,_,_;, uno §,_,, ecc.). Allora, se la ¥V, non rappre-
senta altre equazioni di Laplace, essa contiene necessariamente
gli 8,, gli S;, ecc. delle tangenti tripunte. In particolare, se
P+ q=k, il Terracint ha dimostrato che la V, & una V, di

- g)!
Seare, d’ordine (?;}—_E:!)— di uno spazio [pg-p-¢] rappresen-
tante, nel modo indicato dal Seark, le coppie di punti di uno §,
e di yno S,.

(*) La memoria D. del Bompiani contiene poi anche lo studio di aleuni
sistemi @ caralteristica del terz' ordine analoghi ai precedenti, sistemi costi-
tuiti da equazioni del secondo e del terzo ordine, le cui forme associate
(rispettivamente quadratiche o cubiche) contengono a fattore una stessa forma
lineare, Il Boapranx si occupa particolarmente del caso in cui esiste una
espressione A del tipo @, ol 4 a, ¥ 4, .. 4 axa* tale che aloune delle
sue derivate prime siano combinazioni lineari della @ o delle derivate prime
di @ (in modo perd che questo sistema parziale risulti parabolico secondo la
terminologia adottata) e tutte le derivate seconde della A siano combinazioni
lineari della @ o delle sue derivate prime e seconde.
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Anche un’altra notevole categoria di ¥, & stata caratterizzata
in base al relativo sistema di equazioni di Laplace: quella delle
V. (estensione delle superficie con un doppio sistema di coni
circoscritti) che ammettono una rappresentazione parametrica del
tipo

=§°(71! Tayoeey 1’)"}"4’{"&1.-., T,‘).

Per conchiudere che una ¥, appartiene a tale categoria basta
sapere che il sistema delle quadriche associate coincide con quello
delle quadriche contenenti uno S,_,, e uno S,_,, con p -
+ ¢ = k), fra loro sghembi (Terracoyt D n, 12) (¥).

§ 6. — La varietda degli spazi tangenti a un’altra varieta.

14. — Gia si & accennato al n. 10 alla varieta W ricoperta
dagli 8, tangenti a una varietd V,. Se x & il punto che descrive
la V,, un punto generico y della W & dato da

y=a+Aa® ...+ ha®

al variare dei parametri t,,..., T € Aj,..., A. Siccome il
sistema costituito dal punto y e dai suoi derivati primi rispetto
ai 2 k parametri ora nominati si riduce subito a

1 K J(11
x, xtl,.-.’xti.} 1124{ ]+..-+>\hx{1”,.--,llx{h"+ -.n,lk:u{hk}’

k(k—1)
2
place linearmente indipendenti, la varietd W ha dimensione minore
di quella, 2k, che le compete in generale per V, immerse in

"U’ SRR

& chiaro che se la V, rappresenta ¢ > equazioni di La-

spazi abbastanza elevati. Precisamente, se i =

dimensione delle W & =< 2k —1.

(*) Per p=1 ofr. anche la fine del n. 12,
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Tutto cid & evidente; meno evidente & che viceversa, dal
fatto che la W abbia dimensione 2% —1, si pud inferire che la
k(k— 1)

2 -
linearmente indipendenti, con una sola eccezione, e ciod che quella
particolaritd si presenta anche quando il sistema delle forme qua-
driche associate al sistema (meno ampio di quanto ora si & detto)
di equazioni di Laplace rappresentato dalla ¥, abbia un sistema
apolare con matrice jacobiana nulla, di caratteristica % — 1 (TEg-
racyt D n. 3) (%).

Questo teorema viene cosli a completare quello del n, 10 for-
nendo un mezzo (mediante la sua seconda alternativa) per scar-
tare le ¥, cui si & accennato nell’ultimo capoverso di quel n.
La determinazione effettiva delle ¥,, cui la seconda alternativa si
riferisce, costituisce perd un problema assai complesso. Per k<4
abbiamo giad precedentemente avuto occasione di dire che essa
non ha luogo per k= 2, e conduce, per k=3, ai coni gene-
rici: il caso k= 4 & stato trattato dal Terracint (E): per I = 2,
la V) & uno §; — cono generico: per I =1, la ¥, & un cono
proiettante da un punto una Vg che rappresenta nessuna, o una,
o due equazioni di Laplace linearmente indipendenti; oppure &
una generica sviluppabile con curva direttrice, o & formata dai
piani tangenti a una superficie generica, o & una oo® generica di
piani tangenti a una curva; o & la V§ di Sy di Skere rappresen-
tante le coppie di punti di due piani, o & costituita da superficie
poste mnegli S; di uno S8, — cono generico, o infine & una
generica o ?® di piani con S§; tangente fisso lungo ogni piano
generatore.

Le varieta V,, delle quali si & parlato in questo n., aventi
ciod una varietda W di dimensione 2% —1I, si possono altresi

V. rappresenti proprio ¢ = -+ 1 equazioni di Laplace

(*) Se, in quest’ ultimo caso, ¢ ba il valore minimo possibile cioé

L(l—1)

Ll — 3

(oon I <<k—1),

Ia V% é uno S;.; — cono generico.
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considerare come quelle per cui due 8, generici infinitamente
vicini fra loro stanno sempre in uno Sy, (*).

15. — Supposto ora che la varieta W del n. precedente
abbia dimensione 2k, si conosce subito, in base a quanto si &
osservato in principio del n. 14, che, per una qualsiasi V, gene-
rica, la W, 0 toccata da uno stesso S, nei punti di ogni retta
tangente alla V, : dimodochd gli S,, tangenti alla Wy, nei singoli
punti di un suo S, generatore sono oo*~', o meno; anzi, in
generale sono proprio "', D’altro lato, se la ¥, rappresenta

EC—(i_—Dequa:aioni di Laplace linearmente indipendenti, la Wy, &
toceata da uno stesso Sy, addirittura in tutti i punti di un suo S, tan-
gente generico (**). Il TerraciNt ha studiato (in G) i casi intermedi:
vale a dire ha cercato di caratterizzare mediante il modo in cui sono
costituiti i corrispondenti sistemi di equazioni di Laplace, le
Vi (k= 3) tali che entro ogni loro S, tangente generico gli spazi,
i, di contatto della corrispondente W,, coi singoli suoi S, tan-
genti abbiano dimensione g con 1< g<Ck La proprieta richiesta
si traduce in una proprietd del sistema delle quadriche associate,
per il cui enunciato rimandiamo alle due Note ora citate. La deter-
minazione effettiva dei sistemi di quadriche che godono di tale
proprietd costituisce in generale un problema assai complicato ;
il Terracist lo ha risolto per k=4 trovando che per k=4 Ia
soluzione ® data dai sistemi lineari ?® di quadriche contenenti
un piano ; dai sistemi lineari ec® contenenti un sistema w® (e
non pin ampio) del tipo ora detto; dai sistemi lineari o?® di
quadriche per due rette sghembe oppure mutuamente tangenti lungo

(*) II Bomprast al n, 29 di D. considera 1'abbassamento di dimensione
che ha luogo per la varietd ricoperta non pit dagli Sk tangenti, ma dagli
spazi osculatori di una classe di Vx da lui studiata in quella memoria, classe
a oui 8i & accennato nella nota a pag. 748.

(**) In tal caso gli Sw tangenti alla Wax sono (al massimo) oc®. Si
badi che possono tali Sy essere oo* anche in altre ipotesi: ma allora i loro
S, di contatto con la TWax non coincidono pitt con gli Sy tangenti alla 7y,
Por k=2 cid avviene soltanto per le superficie di Veronese (Seere A n. 27).
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una retta ; dai sistemi lineari co* contenenti un sistema lineare oo®
di uno dei tipi precedenti; dai sistemi lineari co* che ammettono
due rette sghembe polari fisse, oppure contengono tutte le coppie
dei piani di un fascio (*), Per k= 8 il Trrracivt ha determinato
effettivamente non solo i tipi dei sistemi di quadriche associate,
ma i tipi di V4 che godono della proprietd richiesta (per g = 2,
il solo caso che si possa attualmente presentare): sono le V, che
si ottengono per k =3, ¢=2 dalla fine del n. 12, e inoltre le
V4 rigate con S, tangente fisso lungo ogni retta generatrice.

§ 7. — Comportamento degli spazi osculatori
a una varietd in relazione con le sue sezioni iperpiane.

16, — Quando di una V, si considerano le sezioni iperpiane
generiche, i loro spazi tangenti coincidono sempre con le traccie
degli 8, tangenti alla V, sull’iperpiano segante. Ma, se anziché
gli spazi tangenti si considerano gli spazi osculatori, le cose pos-
sono procedere in modo diverso. Indichiamo con &8, lo spazio
osculatore alla ¥, in un suo punto =z, e con S, lo spazio oscu-
latore nello stesso 2 alla V,_, sezione della ¥, con un iperpiano
o passante genericamente per x; allora Sw, in generale, ma non
sempre, esaurisce 1’ intersezione s 8“, cosicché @' =w-—1 non ap-

pon sia 0= E=1EED 4y g por 0> E=DEED Ly
B (_’0:_1_)_(@_21 . Ma vi sono delle V, eccezionali, tali che,

2
per le loro sezioni iperpiane generiche, o' ha un valore pili pic-
colo di quelli ora indicati. Esse sono (Terracrxt D n. 8) le W,
k(& - 3)
2
Laplace linearmente indipendenti, tale che la matrice jacobiana

rappresentanti un sistema di ¢ = — o equazioni di

(*) Dai sistemi lineari co! nominati vanno pero esclusi quelli che even-
tualmente risultino dotati di retta base,
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delle loro forme associate sia identicamente nulla di caratteristica
b— (0 — o' — 1),

Tali ¥, non esistono per & =2; per k=3 sono i luoghi
generici di piani entro S, con n =6 (luoghi generici nel senso
che quelle V3 non devono rappresentare altre equazioni di Laplace
se non le oo? che esprimono che le varieta stesse sono luoghi di
piani). Per k= 4, si oftiene un numero assai maggiore di tipi:
la loro determinazione & stata iniziata dal Terracivt (F), ma non
ancora condotta a termine (*).

§ 8. — Le linee quasi asintotiche di una varieta.

17. — Su una superficie generica in 8, con n» >3 non
esistono linee asintotiche: in luogo di esse il Boampiant (**) ha
introdotto delle linee quasi-asintotiche. Si chiama quasi-asintotica
Yp.q 0gni linea tracciata sulla superficie, tale che lo spazio con-
giungente lo S, osculatore alla linea in un suo punto generico
con lo spazio p-tangente alla superficie nel medesimo punto (p<Zgq)
abbia sempre dimensione minore di quella che compete a una
linea generica della superficie (vale a dire minore di quella del-
I'ultimo spazio nominato aumentato di ¢ — p, purchd questa
somma sia =< n). Il concetto si estende poi subito a V), qualunque.

Limitandoci per ora al caso delle superficie, su una superficie
qualunque esistono sempre delle quasi-asintotiche, pur di fissare
convenientemente gli indici p e ¢. Cosl, si trova subito che su
una superficie di S, esistono sempre oo"™* quasi-asintotiche 7, ,_;.
Viceversa, per # =5, n= 0, l'esistenza di o"* quasi asinto-
tiche 1, ,-, su una superficie permette di desumere che la super-
ficie sta in uno §,, come il Bomprant ha dimostrato in F, espri-
mendo anche la presunzione che altrettanto valga per tutti i valori

(*) Cid ayverrd in un’ ulteriore Nota IV in continuazione delle D, E, I

(**) Per il caso delle superficie rigate, in H: un cenno di questo e di
un altro caso particolare si trova gid in Bomprast B. Per il concetto di quasi-
asintotiche in generale, dal punto di vista proiettivo, cfr. i lavori dello stesso
Bonerant che saranno citati fra poco : non ci ocoupiamo qui delle proprietd
metriche trovate dal Boaprant in altri lavori.
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pitt elevati di = (*). Diverso ¢ il caso di » = 4: vale il risultato
precedente solo se si aggiunge 1’ipotesi che la ‘superficie in questione
rappresenti un’equazione di Laplace: se essa non ne rappresenta
nessuna, e possiede o® quasi-asintotiche 7,5 & una superficie di
Veronese, secondo quanto sard detto or ora,

Il Boxerant (O, P) ha anche studiato il caso di una super-
ficie possedente o® quasi-asintotiche t,_, 4 : 8e gli spazi k-tan-
genti della superficie hanno la dimensione kit --9) (k;—B) (ciod se la
superficie non rappresenta nessuna equazione alle derivate parziali
di ordine k) essa & necessariamente la superficie razionale normale

di ordine %*, di uno spazio [_@k_;—_&l] , che rappresenta, in

modo  ben noto, la totalitd delle curve piane algebriche di ordine %
(e quelle 7,y 41 appartengono ad §, e sono le curve razionali
normali C* della superficie). Il Boupiaxt ha pure stabilito un teo-
rema analogo relativo alle V4 contenenti oo* 7.y w41 quasi asinto-
tiche.

Nel caso delle superficie razionali normali sopra accennato,
quelle quasi asintotiche intervengono in modo notevole, insieme
con gli spazi osculatori in punti o lungo le stesse curve, sul pro-
blema della effettiva costruzione della varieta rappresentativa della
totaliti delle curve piane con date singolaritd, anche infinitamente
vicine (Bomerant Q).

18, — 1l teorema di Kounias, relativo alle proiezioni su un
piano delle asintotiche di una superficie dello spazio ordinario, &
stato esteso dal Bomprant (M), il quale ha dimostrato che, se una
superficie possiede due sistemi o' di quasi-asintotiche 7, 5.1,
Y a4 1 quali si proiettino (su uno spazio di dimensione = p--gq)
secondo un doppio sistema coniugato, questo & necessariamente a
invarianti uguali.

(*) La dimostrazione per ogni valore di » ¢ stata data dal Bompraxt nel
oaso delle superficie rigate. B per queste egli ha anche trovato un altro eri-
terio per 1' appartenenza di una rigata ad un dato spazio, fondato sulla cono-
scenza di una sola quasi-asintotica (al n. 4 di F).
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§ 9. — Altri notevoli sistemi
di linee esistenti sulle superficie.

19. — 11 Bowmprant (N) ha cercato di estendere alle super-
ficie degli iperspazi la nozione dei sistemi coniugati dello spazio
ordinario. Sappiamo gid che le linee coniugate di una superficie
rappresentante un’equazione di Laplace costituiscono appunto una
tale estensione. Ma qui si tratta di trovare dei sistemi di linee
che esistano su tutte le superficie. Partiamo dall’ osservazione che
i piani tangenti a una superficie F' nei singoli punti di un suo
elemento B, d’ordine v (efr. il n. 2) appartengono a uno spazio
di dimensione << 2v - 2,

Allora, se la dimensione = dello spazio ambiente & dispari
(n = 2v -+ 1), si consideri un elemento FE, di curva della super-
ficie /' passante genericamente per un suo punto @: i piani tan-
genti alla # nei punti di, %, successivi a @ determinano uno &8y,
che taglia il piano tangente in 2 lungo una retta tangente in x,
tangente coniugata di specie v dell’ clemento E,. A ogni sistema oo!
di curve € tracciate su F' si pud cosl associare un sistema pari-
menti o' di curve K suo coniugalo di specie v, inviluppato dalle
tangenti che sono coniugate agli elementi d’ordine v delle curve
del primo sistema. Si badi perd che, per v>>1, in generale la
relazione fra i due sistemi € e K non @ involutoria. Invece la
costruzione stessa prova che la notissima proprietd dei sistemi
coniugati ordinari trova la sua estensione in quella che le tan-
genti coniugate di specie v agli elementi £, di una curva della I
sono tali che v 4 1 consecutive non sono linearmente indipen-
denti. Anticipando la nozione del (primo) indice di sviluppabilita
di una rigata, che sard posta al n. 24 (massimo numero di gene-
ratrici consecutive fra loro in generale linearmente indipendenti)
possiamo dire che la rigata di quelle tangenti coniugate ha indice
di sviluppabilith v (anzichd v -~ 1); e viceversa.

Il Bomeram ha particolarmente approfondito il caso del coniu-
gio di 2° specie: 1'analogia coi sistemi coniugati ordinari continua
anche in cid che, assumendo come linee parametriche quelle di
un doppio sistema coniugato di 2% specie, le coordinate di un
punto che deseriva la superficie appaiono come soluzioni di
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un’ equazione lineare omogenea alle derivate parziali del terz’or-
dine. B inoltre notevole il fatto che, dato il sistema K, mentre
in generale esistono o? linee della superficie #' tali che o! fra
esse si possono assumere come linee ¢, se la I rappresenta un’equa-
zione di Laplace esistono soltanto due sistemi oo! di linee C (e
viceversa). Se poi si suppone che sulla superficie ' esista un
sistema di linee K tale che risulti indeterminato il corrispondente
sistema C, ne consegue che, o la superficie sta in §,, oppure le
K sono linee contenute in piani di una sviluppabile ordinaria;
se invece il sistema delle lince ¢ ha indeterminato il coniugato
di 28 specie, si arriva alla conclusione che la superficie sta in §,,
oppure rappresenta un’equazione di Laplace per cui le € sono
caratteristiche, oppure infine che le linee C stanno negli Sy di
una sviluppabile ordinaria,

Negli spazi pari Sy.,,, assegnato ad arbitrio un sistema oot
di curve O, non & piu in generale possibile ottenere un coniugato
di specie v (da definirsi come sopra) ; cosl in S;, su una super-
ficie generica esistono (in tutto) oo® curve C tali che ad oo! di
esse scelte come curve O si pud associare un sistema oo! di curve
K loro coniugate di seconda specie. Questo risultato, e quello che
gli corrisponde in Sy sono stati invertiti dal Bomeranr cosi: le
superficie tali che per ogni loro sistema oo di curve €' esista un
coniugato di seconda specie, sono le superficie di Sy e quelle
contenenti oo! linee nei piani di una sviluppabile ordinaria: le
superficie con o* curve C, tali che ad o' fra esse si possa asso-
ciare un sistema oo' di linee K coniugate di seconda specie, sono
le superficie di S; e quelle contenenti o' linee negli S; di una
sviluppabile ordinaria.

20. — Nella sua Nota testd analizzata il Bompiaxt considera,
per una superficie generica I dello Sy, le linee auloconiugate di
20 specie: esse si ripartiscono in cinque sistemi ool (che si riducono
a soli tre, se la /" possiede un doppio sistema coniugato ordinario),
e coincidono con le linee principali gia studiate in altri lavori dal
Seere e dallo stesso Bomprant. Tali linee, oltre che dal punto di
vista ora detto, si possono anche considerare come le linee invi-
luppate su una superficie di S; dalle tangenti principali, vale a
dire dalle rette definite in uno dei seguenti modi :



APPENDICE III. 76H

1) Fra gli o' 8, che segano la I secondo una linea avente
una cuspide nel punto z della F stessa (S, tangenti al cono V3
di cui si & detto al n, 1 —v. la fine di quel n. —) ve ne sono
cinque per cui @ & un tacnodo : le relative tangenti sono le tan-
genti principali alla F in x (Skere B n. 24).

2) Fra le direzioni della F' uscenti da x, quelle delle tan-
genti principali si possono caratterizzare come appartenenti a curve
della #' passanti per @ e tali che i loro S osculatori in @ coinei-
dano con gli S 2-tangenti (cfr. il n. 2) alla F in 2 secondo le
tangenti stesse (Boamrraxt C n. 7).

Una linea principale della stessa /' si pud poi anche definire
(Seare E) come una linea della ' tale che lo spazio congiungente
i piani tangenti alla F in due punti infinitamente vicini della
linea stessa, ¥ e @ - dw o sia uno Sy, oppure abbia, in @, con
la linea stessa, contatto quadripunto (anziché tripunto come av-
viene in generale).

Le linee principali sono indeterminate solamente sulla super-
ficie di Veronese, e sulle sviluppabili di S; (Srere E).

921, — Oltre che nel modo accennato al n. 19, la nozione
degli ordinari sistemi coniugati si pud estendere anche in altri
sensi, rinunciando perd alla genericitd della superficie entro lo
spazio ambiente che si considera. Per es, il Bomprant (nella Nota II
di L) ha considerato alcuni sistemi di curve di una superficie in
relazione col fatto che esse rappresentino una o pit equazioni
lineari alle derivate parziali del terzo ordine. Cosi, se p. es. i
punti @™ e 2" stanno sempre nello Sy 2-tangente alla superficie
nel suo punto generico a, il doppio sistema =, = cost, T, = cost
viene a godere di proprietd che ricordano assai da vicino quelle
degli ordinari sistemi coniugati: la rigata delle tangenti alle
linee t, nei singoli punti di una linea 7, ha indice di sviluppa-
bilita uguale a 2 e analogamente scambiando t, con t, (d’accordo
col n. 20).
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§ 10. — Varietd luoghi di spazi.

22. — Fra le altre varietd sono state particolarmente studiate
le varietd luoght di spazi, cui si & gid avuto occasione di accen-
nare qua e ld nei precedenti paragrafi, ricordando fra 1'altro la
nozione di oo! di spazi sviluppabile ordinaria.

Per una qualsiasi V., luogo di ! S, gli 8, tangenti nei
singoli punti di uno S, generatore corrispondono omograficamente
ai loro punti di contatto. Perd questa omografia pud essere dege-
nere, il che avviene quando esista uno spazio singolare o focale
[%,] comune allo S, generatore considerato e al suo successivo
(c¢fr., anche per quel che segue Skare B n' 1-5), Se cid avviene
per ogni 8§, generico delle col, questa si dice sviluppabile. Se poi
ogni §, generico della o' deve avere un [k,] singolare, poi ogni
[k,] singolare, entro la relativa ool, deve avere un'[k,] singolare,
ecc.... e cosl via fino a [k,] (senza che la oo! sviluppabile di
Sy sia un cono), questa varietd si ottiene partendo da ool di [#,]
i cui spazi generatori non ammettano generalmente punti singo-
lari, tirando in modo generico o' [k,_,] per gli spazi congiun-
genti due [k,] consecutivi, poi o' [ky,_,] per gli spazi congiun-
genti due [ky_,] consecutivi, e cosi via. Da cio risulta anche che
per 1'esistenza della oo di S, devono valere le disuguaglianze

B B Bk byl g > o 2Ry — by 2k

23. — Se ora prendiamo a esaminare piu in generale una «w*
di 8, (xz=1), la considerazione degli §,,, tangenti nei punti
di uno spazio generatore alla V., luogo della % conduce alla
seguente proprietd: in generale gli oo* [k 4- a] tangenti alla V.,
nei singoli punti di un suo 8, generatore fissato G ¢ gli %!
|2/ + 17 ognuno dei quali congiunge ¢ con uno S, infinitamente
vicino della * riempiono una medesima Vg, (cono di vertice
@) il cui ordine ¢ (fﬂ 4= f;—- 1) e la classe © (‘: t i), oppure (;),
secondo che o=k -+ 1, oppure a =% 1: in generale, lo spa-
zio di appartenenza di questa varvieta © ok 4 o -4 b, se questo
numero ¢ =un.
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Quanto all’ esistenza di punti singolari o focali (comuni a due S,
infinitamente vicini) sugli 8, generici dell’ w% in generale, essi
esistono solo quando 2k + a>>mn; e formano allora una varietid

di dimensione 2k 4o —n—1 e d’ordine (:_ ic) , & meno

che sia -k 4 o >>n, nel qual caso abbracciano tutto lo spazio
generatore (cfr. per tutto cid Skere B, n. 6-12) (¥).

24, — Particolarmente sono stati studiati i sistemi di rette.
Per essi, quanto si & detto or ora porta alla conclusione che per
una oo« di rette, in generale, soltanto se o >>n —2 esistono su
ogni retta generatrice dei punti singolari, abbracciando tutta la
retta se oo >mn-—1, ed essendo invece in numero di n — 1
se a=n—1 ("),

Ma a risultati aventi una maggior portata si giunge introdu-
cendo col Boxeiant (**%#) il concetto di indici di sviluppabilite di
una superficie rigata. Come gia si ® accennato, si dice che una
superficie rvigata ha v come primo indice di sviluppabilita quando
v generatrici consecutive sono in generale linearmente indipendenti,
mentre non lo sono v+ 1, Se non & n=2v—1, la oo! degli
Szy—1 ciascuno dei quali contiene v generatrici consecutive della
rigata risulta una sviluppabile ordinaria, e le generatrici della
rigata risultano immerse negli Sy di questa sviluppabile (interse-
zioni di v Sp,_1 consecutivi). Allora la generatrice generica, immersa
in uno 8y della sviluppabile, incontra certo lo Sy_; della svilup-
pabile stessa contenuto in tale Sy: ma pud avvenire che incontri

(*) Per una % di Sy si possono anche considerare punti singolari o
fochi di ordine superiore: cosi i fochi di 20 ordine, punti d’incontro di tre
spazi successivi. Per es. per un sistema di o? piani in S;, su ogni piano
di ¥ vi sono in generale b fochi di 20 ordine, mentre i fochi di primo ordine
costituiscono su ognuno di quei piani una conica: e, se queste coniche mnon
sono tutte degeneri, solamente i sistemi o® di piani costituiti dai piani delle
coniche di una F proiezione della superficie di Veronese, o della F3 rigata
di 5, son fali che tutti i punti delle coniche focali sono fochi di 2° ordine
(Seare D), Per altre questioni dello stesso tipo v. Srare F.

(**) Cfr. Srare: Un'osservaxione sui sistemi di rette degli spaxi supe-
riori. Rend, del Cire. Mat. di Palermo, tomo II, 1888,

(***) H., ofr. anche B,

Fummst e Ceen, Lexioni di Geomelria proisttivo-differenxials 49
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lo spazio [v;] della sviluppabile stessa essendo v, <Zv — 1. Co-
munque sia y; << v—1 (per le generatrici generiche) si dice che
v, © il secondo indice di sviluppabilite della rigata considerata,
ponendo vy, =—1 quando gli Sy della sviluppabile costituiscono
un cono il cui spazio vertice & incontrato da tutte le generatrici
della’ rigata. Se invece n=2v— 1 si sostituisca alla co! di
Say—1 testd considerata, la ool di Ss_o che nasce nel seguente
modo : congiungendo lo Ss,_g di v—1 generatrici consecutive
a una prefissata genericamente g con un punto arbitrario di g si
ha uno Say_s, che taglia la consecutiva di g in un punto: questo
o congiunto allo Sy delle v— 1 generatrici consecutive alla
consecutiva di g mediante uno Sp,_p, ecc. ecc. Si ha cosl una ol
di Say—g sviluppabile, sulla quale si pud ragionare come sopra,
con l'avvertenza che essa non ¢ piltt univocamente determinata
dalla rigata, bensi pud variare in un sistema o' dipendentemente
dalla scelta del punto arbitrario di g, di cui si & detto: come va-
lore di v,, secondo indice di sviluppabilila della rigata, si assume
il pitt piccolo fra i valori di v, relativi alle singole o' di Sgy_a
sviluppabili.

Da quanto precede si pud anche conchiudere che la pilt gene-
rale rigata di S, avente indici di sviluppabilita v e v, ¢ tale che
le sue generatrici sono negli Sy di una sviluppabile ordinaria e
ne incontrano i [v,] (dove di queste sviluppabili ve ne sono certo
wlse n=2v—1, ¢ vy, =v—2).

' Passiamo ora a un sistema cox di rette con a=1: se
o< n—1, quanto si & detto in principio di questo n. non in-
forma per nulla sul modo di costituzione della rigata. Invece il
Bowpraxt (H) ha ricercato, entro il sistema ooz, le rigate coi
minimi indiei di sviluppabilita (analoghe dunque alle superficie
rigate sviluppabili contenute in una generica congruenza di rette).
Il risultato & questo (valido per oo generiche): se n—o @
dispari, i minimi indici di sviluppabilitd per una superficie rigata
n—da - 1 n—a—1

5 . 5 ; ogni elemento (%)

del sistema sono

(*) Intendiamo qui come elemento di ordine % di una superficie rigata.
I’insieme di % -4-1 sue generatrici consecutive.
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B,y (entro il sistema) determina o di queste rigate (cosicchd
2

. 5 : n—ofl ., 3 =t .
vi sono a sistemi co(®-1 3" di tali rigate): se n—a & pari,

. gl e ) v . . 3 n—ac
i minimi indici per una superficie rigata del sistema sono 5 +1,

———— —1: ogni elemento B,_, determina w! fra queste
Lo

: ; 3 n—_c. : ‘
rigate (cosicchd vi sono co/®—1) (*73“*+1)+1 di queste rigate).

2b. — Il Bompeiant ha approfondito lo studio delle quasi-asin-
totiche di una superficie rigata ponendole in relazione coi suoi
indici di sviluppabilita (*). Si dice che una rigata presenta il caso
normale quando i suoi indiei di sviluppabilita hanno 1 massimi
valori compatibili con la dimensione dell’ambiente: ciod, se =
& pari,

V= —/, v1=v—1,

e, se n o dispari,
V= _n;_l y Yy =y—2,
Allora, per una rigata che presenti il caso normale si hanno,
fra 1’altro, le seguenti proprieta, Esistono oo™ ¢, ,: una di
esse risulta determinata da un suo elemento B,_gp—;. In ogni
rigata immersa in uno spazio di dimensione pari n = 2v esiste,
in generale, una sola v, ,. Ogni rigata appartenente a uno spazio
di dimensione dispari 2v-—1 possiede in generale o' 7,-4,,, che
segano le generatrici in punteggiate proiettive.
~ Se poi il primo indice di sviluppabilitd & v, con v qualunque,
e il secondo & v,, la rigata possiede una 7, 41,, (0 @' di queste
curve se n = 2y — 1, v, =v— 2) coincidente con lo spigolo di

(*) Per una rigata una y, , si pud anche definire come una curva tale
che per lo Sj—x osculatore alla curva in ogni suo punto generico si possa con-
durre uno Sp—; appoggiato ad !+~ 1 generatrici consecutive della rigata, Cfr.
anche i §§ 112-113.
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regresso della sviluppabile di cui si & detto nella prima metd del
n, 24; mancano perd tutti i sistemi 7, , con I<<n—v, i quali
vengono assorbiti dalla v, 41,y ora detta.

Mediante gli indici di sviluppabilita finora considerati il Bom-
piant ha dato la rappresentazione analitica di una rigata qualsiasi
mediante un sistema di due equazioni differenziali lineari omogenee,
Se la rigata & generata come luogo delle congiungenti i due punti
da

@ (1), y(t) tale sistema & (posto &’ = T

, ece.) del tipo

Ao ® 4 Gy @ A ooo A @y @) by y + by T by, Y1) =0,

Ago® + Gy 8 A o oL A ag v &YV 4 by 4 by Y A ..o+
+ b, p—y1 YY) =0,

dove le @ e b sono funzioni di ¢. Viceversa, assegnato ad arbitrio
un sistema del tipo indicato, gli corrisponde una classe di rigate
proiettivamente identiche con gli indiei di sviluppabilita v e vy.

§ 11. — Luoghi di spazi con carattere di sviluppabili.

26. — La nozione di sviluppabile ordinaria si pud estendere
in modi diversi; ad aleuni di questi si ® gid accennato nei nu-
meri precedenti,

Un altro modo deriva dalla considerazione delle ¥, con meno
- di »"8, tangenti (Seare B n' 28-31): gid sappiamo dal n. 3 che
allora la ¥, & un luogo di spazi (di dimensione = 1) con uno 8§,
tangente fisso lungo ogni spazio generatore (*). Nel caso pilt sem-
plice, in cui la V7, & una o= di rette, con S,y tangente fisso
lungo ogni retta generatrice, esistono o varietdh Ve a cui le gene-
ratrici sono tangenti, ognuna delle Vo potendo essere sostituita
da una varietd di minor dimensione incontrata (senza contatto)

(*) Tali V% sono spesso ancora designate come sviluppabili : cosi anche
noi abbiamo parlato, in questo senso, di rigate sviluppabili p. es. al n. 11,
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dalle oo rette (*). La ricerca di tali oox di rette si pud far
dipendere (in generale) da quella di una delle o Ve di cui ora
si @ detto: se con x (vy,..., T,) si designa nel modo consueto
un punto che descriva una di queste Ve, in modo che le linee t;
siano su tale Vg inviluppate dalle tangenti che descrivono la o«
di rette in questione, occorre e basta che stiano in un Sgy i
punti :

1 o 11 12 1ot
@, aV ..., 2l N g gl

e percid la Va rappresenta le a—1 equazioni di Laplace linear-
mente indipendenti in cui si traduce I'imposizione di tale pro-
prietd (**). Questa Ve si pud caratterizzare geometricamente di-
cendo che il sistema lineare di coni quadrici tangenti in un suo
punto generico x alle sezioni della Vy con gli iperpiani che ivi
la toccano & tale che una retta della stella ha lo stesso Sy—; po-
lare rispetto a tatti i coni (*™*); oppure che essa possiede un
sistema oo%—! di linee tali che gli S, tangenti ad essa nei punti
di una tale linea sono gli S« di una sviluppabile ordinaria. Inoltre
gli Seyp1 di una tale sviluppabile sono appunto gli Sy tangenti
fissi lungo le singole oo generatrici alla Vg1 di cui nella prima
parte di questo n.; dimodoch®, come ora risulta da quanto si &
detto pilt sopra, se una Vg4q rigata o tale che lungo ogni sua
generatrice esiste uno S, tangente fisso, gli ca S,y tangenti
si distribuiscono in generale (in a modi diversi) in o' sistemi
semplicemente infiniti, composti degli spazi S,41 di una sviluppa-
bile ordinaria,

(*) Pitt in generale, se lungo ogni retta generatrice vi & uno S, tangente,
con 2= e<= w1, visono ¢—1 variotd Vy, toccate dalle generatrici (con
un’ ayvertenza analoga a quella del testo),

(**) 11 sistema costituito da queste equazioni & di quelli che al n, 12
i sono chinmati a caratteristica (genmeralmente si tratterd di sistemi non
parabolici). Il secondo modo di caratterizzare tale V7, fra i due ohe stiamo
per esporre & appunto da raffrontare con la fine del n. 12.

(***) Ogni Vy—e di Sy si trova, come facilmente si vede, in queste
condizioni, e quindi si pud assumere come una delle V, considerate nel
testo.
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27, — Altri modi di generalizzare la nozione di superficie
~ sviluppabile conducono alle seguenti proposizioni,

Una V,—; dello 8, tale che ogni suo punto sia parabolico
vale a dire tale che il suo cono quadrico delle tangenti tripunte
abbia sempre una generatrice doppia, contiene ogni tale retta e
ha lungo essa un iperpiano tangente fisso (Skare B n, 27).

Se entro una V4., rigata ogni superficie rigata ha il primo
indice di sviluppabilita v (con v=<oa-—1), la co% si compone
di @’—1 coni aventi i loro vertici sopra uno Sy_;, oppure ap-
partiene ad uno spazio di dimensione = 2v (Bomeraxt H n. 17).

Al Bowprant (H n. 18) & anche dovuto un risultato pili gene-
rale: consideriamo una ¥p 4, rigata, e conveniamo di dire che
essa ha indice di sviluppabilitd v quando & fisso lo spazio v-tan-
gente nei punti di una generatrice generica e non lo spazio
(v — 1)-tangente (*). Allora, in uno spazio ambiente di dimen-
sione maggiore di

(Ued) siod (+v—1) (4 2))
vl

una Vg rigata tale che ogni Vp,y rigata in essa conte-

PRRIC I P i o= Y=L Y
nuta abbia indice di sviluppabilita v [cou o=+ (IL j- & 1 )} 0
composta di rette uscenti dai punti di uno spazio avente la
dimensione

VR | 3
28, — Un altro indirizzo nelle ricerche di cui ci stiamo

occupando & il seguente. Come deve essere costituito un sistema
Z di »=8, (e >1) affinché uno 8, generico di X incontri sempre
in uno 8, (con I = 0) tutti gli S, del sistema che gli sono infini-
tamente vicini? Se lo S, singolare di ogni S, & fisso per tutte le
! contenute nello cox passanti per esso, il Seere (B n. 26) ha

(*) Per p=1 la definizione si riduce a quella gid nota per il primo
indice di sviluppabilitd di una superficie rigata.
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trovato che la varietd luogo di tutti gli S, cosi oftenuti risulta
tale che tutti gli S, della cox le sono tangenti, a meno che lo S,
non sia lo stesso per tutti gli S,; e viceversa.

La determinazione dei sistemi ¥ in questione nel caso di
o =2 & stato compiuto dal Skere (B, n.!' 32-35) per le o? di
piani, e per le ®»® di 8, qualunque dal Trrracivt (C). Occorre e
basta che sia verificata una delle seguenti condizioni :

1) gli 8, di £ stanno in uno spazio di dimensione 2k —1,
oppure passano tutti per uno stesso §,, oppure ancora essi tagliano
in Sip1 uno S;pp fisso;

2) gli 8, di ¥ sono tangenti ciascuno lungo uno §; ad
una U;q luogo di o' 8, 1<k —1);

3) gli 8, di ¥ si ottengono considerando una o® di
S, l=m=k; l<k—1) tale che la Uy 42 loro luogo ammetta
lungo ciascuno di essi uno Si.im—; tangente fisso, e conducendo
uno S, generico per ogni S, della o® entro il corrispondente
Sk+m— tangente.

Al TerraciNt & pure dovuta la determinazione dei sistemi X
in questione costituiti da piani, per e« qualunque (i sistemi di
rette si trattano in modo ovvio). Supposto I=0 (se I=1 si
hanno soltanto delle soluzioni banali) e lasciando ormai da parte
il caso a =2, e icasi in cui per ogni piano o fisso il punto
in cui @ incontrato dai piani infinitamente vicini, oppure lo S,
che lo congiunge con fali piani (la prima di queste ipotesi & gid
stata considerata pit sopra, e la seconda si riduce alla prima
per dualita in &), si ha che per «>>3 i sistemi ¥ sono costi-
tuiti da piani che incontrano in rette un piano fisso: per a =3
si hanno anche i sistemi oo® di piani di una quadrica generale V3
dello S;, e i sistemi dei piani che passano per le singole rette
di una o® ricoprente una Uy, dotata di S, tangente fisso lungo
ogni generatrice, e sono situati entro i corrispondenti S, tangenti.

Consideriamo ancora il caso in cui o o abbastanza grande
(x=% 4 1) e k qualunque (Terracoxt C n' 7-10), e supponiamo
che gli 8, d’intersezione di uno S, di ¥ con gli infinitamente
vicini siano sempre distribuiti, per cosi dire, in modo uniforme
sopra quello Sy, ciodé che per un punto generico di tale S, pas-
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sino ow%—*—1+1 8, di ¥ ad esso infinitamente vicini, i quali non
seghino generalmente tale S, in uno spazio di dimensione >>1;
allora si trova che gli 8, di X stanno in una varietd I's;_; di
dimensione 2% —1, e che essi (anche se non sono infinitamente
vicini) si segano a due a due generalmente in uno &, (in modo
perd che per un punto generico di uno &, della I' passano
w%—k+1 8, della I', i quali generalmente non incontrano quello S,
in uno spazio di dimensione “>17). Supponiamo, per semplicita,
che sia = 0: il TerraciNt ha trovato che la varieta I' sta neces-

- : P . I(k+ 3
sariamente in uno spazio di dimensione 5—(—;_+—2-, e che, se

la dimensione dello spazio ambiente raggiunge questo massimo,

k (k + 1)
2

oppure almeno supera 4 1, la I' in questione & neces-

sariamente quella che rappresenta nel noto modo di GirassMany la
totalitd delle rette di uno spazio di % 4 1 dimensioni (cosicche
& proprio o= k- 1), oppure & una sua proiezione,

§ 12. — Un tipo particolare di luoghi di spazi.

29. — L’ultimo risultato citato risolve, in un caso particolare,
il problema della determinazione di una o« di 8§, che ricoprano
una varietd di dimensione < & - k. In generale, questo problema
sembra offrire notevoli difficoltd, Gia per gli stessi sistemi di rette,
dopo il caso banale di o =2, e quello di a =3, nel quale si
trova facilmente che, se per ogni punto di una ¥, passano o}
rette della V, stessa, questa & una quadrica non degenere dello S,
oppure si compone di o' piani (*), per o = 4 la soluzione com-
pleta non & pitt nota: il Toariarm (**) ha trovato che se una V,
® ricoperta da ! rette (e non da ) essa & luogo di o® piani,

(*) Suvert: Intorno ai punti tmproprii. .., Rend. del Circolo Mat. di
Palermo, tomo XV, 1901, n, 10.

(**) Sulle variete a k dimensioni contenenti ot rette. Atti della R. Ac-
oademia delle Scienze di Torino, vol, LVII, (1921),
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oppure & luogo dico! quadriche Vi non degeneri di S,, oppure
appartiene al massimo a uno 8,5 e se lo spazio d’appartenenza ha
proprio dimensione 7, quella ¥V, si ottiene come sezione mediante
uno 8, della V§ di 8, che rappresenta, al modo di Grassmasy, le
rette di uno 8, (*).

30, — 11 problema di cui si & detto al principio nel n. pre-
cedente & stato particolarmente studiato nel caso in cui gli o2 8,
in questione sono gli 8, (k- 1) —seganti di una varieti G,.
Lasciando da parte il caso in cui @ & una curva, che conduce
solo a soluzioni banali, il caso in cui @ & una superficie & stato
trattato in modo completo da F. Pavariyt (**) e dal Terracint (H).
Le superficie per le quali la varietd M ricoperta dagli S, (A + 1) — se-
ganti ha dimensione minore di quella che compete all’analoga varieta
relativa ad una superficie generica immersa nel medesimo spazio
ambiente sono le superficie lnoghi di oo! linee situate in altrettanti
S, per uno S, 1 fisso, con ¢=<<h, immerse in §,, con n=2h
+ g+ 2 (per le quali la varieta degli 8, (k4 1) — seganti ha
dimensione 24 + ¢ + 1), e le superficie algebriche razionali dello
Ssn .4 rappresentabili in un piano mediante il sistema lineare
delle curve d’ordine 24 aventi in comune un punto 2 (h—1)"* ed
(b — 1) punti doppi, o anche, per %= 4, mediante il sistema
lineare di tutte le quartiche (per tutte queste superficie la varieta
degli 8, (b + 1) — seganti ha dimensione (3h - 1).

Il fatto che per A =1 si ottenga dal teorema ora enunciato,
insieme coi coni, la superficie di Veronese (in accordo con un
risultato precedentemente ottenuto dal Severi, loc. cit., v. il n0 8)
paragonato con quello che questa superficie ¢ pure caratterizzata

(*) In un certo senso analoga alla questione di cui si & detto in questo
n. d la ricerca delle superficie contenenti almeno co® linee di tipo prestabilito :
p. o8, co® linee piane, cid che conduce a una notissima proprietd delle super-
ficie di Veronese (che la caratterizza insieme con pochi altri tipi di super-
ficie), oppure o* linee spaziali, caso a cui sono dedicate lo due Note di
Suare I o G,

(**) Sulle superficie algebriche i eui Sy (b 4 1) — seganti non riem-
piono lo spaxio ambiente, Atti della R. Aco. delle Scienze di Torino, volu-
me XL, (1906).
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dall’ essere in 8,, con #» =5, la sola superficie non cono i cui
piani tangenti si incontrano a due a due (*) rientra nel teorema
dovuto al TerraciNt (A), che pone in relazione I’eventuale abbas-
samento di dimensione della varietda degli 8, (A 4 1) — seganti
di una varieta @, immersa in uno spazio di dimensione n=(h+
4+ 1)p -+ & con Iesistenza di A +- 1 qualsiansi suoi S, tangenti
in uno spazio di dimensione minore dell’ordinario; in quanto
questa dimensione e quella si riducono, ’una in conseguenza
dell’altra, a (A4 1)p + & —i (con i< 0) (**). In tal caso, di
pit, lo spazio [(A-+4 1)p+ h—i] di k41 qualsiansi 8, tan-
genti della @, in questione & tangente alla G, in tutti i punti di
una certa varietd di dimensione

i -1-%
— A 15
81, — Per p=2, h=1 quanto or ora si & detto conduce

alle superficie (che sono poi coni o superficie di Veronese) tali
che lo 8, di due loro piani fangenti generici risulti tangente alla
superficie stessa in oo' altri punti. Lo Scorza (***) e il Trrra-
et (H) hanno anche studiato le superficie, immerse in §,, con
n =6, (non coni) tali che lo §; individuato da due loro piani
tangenti generici contenga necessariamente i piani tangenti in ool

(*) In questo ordine di idee, citiamo il teorema pitt generale secondo il
quale la sola superficie non rigata di Sy, con » =05, i cui piani tangenti
si appoggino ad almeno ce' piani, senza appoggiarsi di conseguenza ad una
retta & la superficie di Veronese (V. Tereacint J, e per un caso particolare
Comessarnr : Intorno alle superficie algebriche irregolari. .., Rend. del Cir-
colo Mat. di Palermo, tomo XLVI 1922).

(**) Percid la determinazione che lo Scorza ha compiuto delle V7 e delle
V, con gli S,, o rispettivamente S, tangenti mutuamente secantisi (Rend.
del Cire. Mat, di Palermo, tomo XXV, 1008, ¢ tomo XXVII, 1909) fornisce
le ¥, e V, per cui la varietd dolle corde ha dimensione minore dell” ordinario
(la ricerca, per quanto riguarda la ¥, non & perd condotta completamente a
termine).

(***) Un problema swi sistemi lineari di euwrve appartenenti a una
superfiete algebriea. Rend. del R. Ist., Lombardo, serie II, vol. XLI, 1908.
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punti, e hanno trovato, come tali, le sviluppabili, i luoghi di oo?
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una refta fissa,
e infine le superficie situate su un cono V§ di Veronese.

32, — Il Terracint (I) ha anche considerato, in relazione con
una superficie F, le varieta, rispettivamente ®, e H,, costituite
dagli S5 che ne congiungono i singoli punti ai sgingoli piani tan-
genti, e dagli Sy che ne congiungono le coppie di piani tangenti,
allo scopo di studiarne gli eventuali abbassamenti di dimensione
e anche alcune alfre particolariti che esse possono presentare,
come ora si dira; particolaritd tutte che stanno in stretta rela-
zione con i problemi di determinare le superficie F' per le quali
hanno una intersezione di dimensione maggiore dell’ordinario :

a) un piano tangente e uno &, osculatore generici ;
b) un piano tangente e uno Sy osculatore generici;
¢) due 8, osculatori generici ;
d) due S8y osculatori generici.

In base all’osservazione che, se gli spazi r-tangenti generici
di una superficie ¥ sono degli S, e se essi incontrano uno 8,
fisso in spazi di dimensione 7 =d —r, la F sta, con lo §,, in
uno spazio di dimensione d |- p— 14 (cosicche tutti gli S, gene-
rici di questo spazio ambiente segano lo S, in 8,), & chiaro che,
detta ¢ la dimensione dell’intersezione considerata nei precedenti
problemi a), b), ¢), d), nei casi @) e b) & necessariamente i = 0,
mentre il problema ¢) si spezza in due problemi ¢,), ¢,), secondo
che si supponga ¢= 1, i= 0; e il problema d) in tre problemi
d,), dy), d;) secondo che si supponga i=2, i=1, i=0. Quanto
alla dimensione dello spazio ambiente, essa deve essere Ssupposta
=17 nel problema @), =8 nel problema b), =9 — ¢ nel pro-
blema ¢), ¢ = 11 — i nel problema d).

Allora le superficie che risolvono il problema a) sono anche
le sole superficie di S,, con » =7, per cui la dimensione ¢ della
varieth ® ha dimensione <7 (e precisamente dimensione 6).
Inoltre le superficie di S,, con n>>7 per cui la varieti P, d
toccata da uno stesso S, mnei singoli punti di ogni S, generatore
sono le superficie che risolvono il problema b), e inoltre le super-
ficie di quegli spazi che rappresentano una equazione di Laplace
Senza essere soluzioni del problema a).
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Quanto alla varietd H, le superficie ' non sviluppabili di 8,
per le quali essa ha dimensione e<C9 sono (*) le superficie che
risolvono il problema ¢,), e per esse ¢= 7, e le superficie che
risolvono il problema ¢,) oppure il problema d,) e per esse e= 8.
Che se poi la Hy, in §,, con »n =10, ha da essere toccata da
uno stesso 8y nei singoli punti di ogni suo §; generatore, le cor-
rispondenti superficie sono quelle che risolvono il problema d,),
e inoltre le superficie di quegli spazi che rappresentano una equa-
zione di Laplace senza essere soluzioni del problema c).

Finalmente, quanto alla soluzione effettiva dei problemi a),
b), ¢), d), essa & fornita (salvo una limitazione che sard detta
pitt avanti, per quanto riguarda il problema d)), dalle seguenti
superficie.

Problema @), n=17. Luoghi (non degeneranti in coni) di oo!
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una rvetta fissa.

Problema b), n = 8. Luoghi di oo linee (eventualmente piane,
ma non rette) in altrettanti Sy per un piano fisso, non rappresen-
tanti equazioni di Laplace, e le superficie algebriche razionali di
S, o di S; rappresentabili su un piano mediante sistemi lineari di
cubiche.

Problema ¢,), n =8, Il problema coincide col problema a),
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema ¢,), n = 9. Luoghi di c? linee (eventualmente rette)
in altrettanti piani di una sviluppabile ordinaria con un punto
fisso, non costituenti perd una sviluppabile; e luoghi di ! linee
in altrettanti S; per un piano fisso che rappresentano una (sola)
equazione di Laplace.

Problema d,), n=9. Il problema coincide col problema b),
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema dy), m=10, Luoghi di c! linee (eventualmente
piane, ma non rette) situate in altrettanti S; di una sviluppabile
ordinaria con retta fissa, o di oo! linee (eventualmente appartenenti
a S, 0 a 8, ma non rette) situate in altrettanti S, per uno Sy
fisso, con la restrizione, in entrambi i casi, che quelle superficie
non rappresentino equazioni di Laplace ; infine le superficie (non

(*) Prescindendo, s'intende, dalla soluzione triviale della superficie di S.
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coni) situate su un cono Vi proiettante da un punto la superficie
algebrica razionale, rappresentata su un piano mediante il sistema
lineare delle curve di terzo ordine,

Problema dg), n =11. Perd il problema non & stato risoluto
se non per n =13, oftenendosi in tali spazi: le superficie situate
su un cono proiettante da un punto una superficie di S,_, rap-
presentante una (sola) equazione di TLaplace senza che esse rap-
presentino alecuna equazione di Laplace ; le superficie luoghi di oo!
linee giacenti in altrettanti 8, di una sviluppabile con piano fisso,
oppure in altrettanti S; per uno 8, fisso, purchd, in entrambi i
casi, esse non rappresentino equazioni di Laplace, e senza esclu-
dere che quelle linee eventualmente appartengano a spazi di dimen-
sione minore, purchdé sempre > 1; le superficie luoghi di oo!
linee in altrettanti Sy per uno 8 fisso, colla condizione che le
tangenti a quelle linee incontrino lo S fisso in punti appartenenti
a una medesima superficie di Veronese (ma non tutti giacenti su
una curva), e infine le superficie di 8,, o di 8,; algebriche razio-
nali rappresentabili su un piano con un sistema lineare o't o oo'?
di curve del guarto ordine. '
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Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi,
di asintotiche in complessi lineari.

Nota del Prof. Arpssaxpro Terracizi della R. Universiti di Torino.

Di queste superficie mi occupai - da un punto di vista
prevalentemente sintetico - in aleuni lavori (*), sui quali, per
cortese invito del prof. Fumini, riferisco qui brevemente.

1. - Prendiamo le mosse dall’osservazione di Seare (cfr.
vol, I, § 49, p. 278): se la rigata sghemba (g) viene trasformata
mediante una congruenza W in una superficie (7) non rigata,
le asintotiche ¥ di questa superficie corrispondenti alle generatrici
rettilinee di (g) appartengono a complessi lineari. Invero, come ha
osservato Srere, se 7 © una. di queste asintotiche e ¢ & la corri-
spondente generatrice della (g), la considerazione delle oo! rette
della congruenza che hanno i loro fuochi rispettivamente su queste
due linee mostra che per ogni punto della curva f, entro il cor-

(*) Sulle congruenze W di cwi una falda focale & una quadriea, Soritti
matematici offerti ad Exmrico D' Ovinlo, Torino, 1918 5 Sulle superficie le cui
asintotiche dei due sistemi sono eubiche sghembe, Nota I, Atti della Soe, Nat,
e Mat, di Modena, serie V, vol, V, 1019 Sulle superficie con un sistema
di asintotiche in complessi lineari, Atti della R. Ace. di Torino, vol. LIX, 1924,
In questi lavori si trovano varie citazioni, — Nella seconda di queste Note &

“data, per la prima volta, una rappresentazione parametrica per tutte le super-
ficie con le asintotiche dei due sistemi in complessi lineari.
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rispondente piano osculatore, passa una retta di una congruenza
lineare fissa; cid che & sufficiente a dedurne 1’appartenenza di
7 a un complesso lineare.

Anche il teorema inverso, di Fusint (vol. L, p. 280) secondo
il quale ogni superficie (1) con un sistema di asintotiche v in
complessi lineari & trasformata per congruenze W di «® rigate,
© suscettibile di una dimostrazione geometrica, che riproduco qui
per dare un’idea dell’apparato dimostrativo su cui poggia anche
il seguito della teoria.

Chiamo T il complesso lineare cui appartiene un’asintotica
generica 7; e cerco se & possibile scegliere, entro ognuno degli oot
complessi lineari I', una sua retta g in modo che la superficie
rigata (g) che & luogo di g venga a godere della proprietd che
la congruenza lineare speciale delle rette ad essa tangenti nei
punti di una sua generatrice generica g sia sempre entro il cor-
rispondente complesso lineare I'.

Per maggior chiarezza, trasportiamo il problema nello Sy della
@ rappresentativa delle rette nello spazio; e consideriamo, in esso,
la linea (Pp) luogo dei poli — rispetto a ® - degli ! §; imma-
gini dei complessi I'. La ricerca della rigata (g) si traduce nella
ricerca di una linea (g) tracciata su P, tale che la retta ad essa
tangente in un suo punto generico g — retta polare dello S, immagine
della congruenza lineare speciale testd nominata - passi per il
polo Py dello S, immagine di I'. Percid tutto si riduce a far si
che le rette tangenti alla linea (g) si appoggino tutte quante alla
linea (Pp) (in punti variabili). Ora, se per ogni punto della ®
si immaginano le rette che lo congiungono colle intersezioni del
proprio 8, tangente colla linea (Pp), queste rette tangenti invilup-
pano sulla @ uno o pilt sistemi o0® di linee. Ciascuna di queste
linee soddisfa alle proprieta richieste per la linea (g), solo che si
abbia cura di scartare da esse le rette della & appoggiata alla (Pp).

Ritornando ora allo spazio ordinario, se da un punto P
scelto genericamente su una asintotica y della superficie (y) si
conduce la retta ¢ del corrispondente complesso lineare I' appog-
giata alla corrispondente retta g di una, fissata arbitrariamente,
tra le oo® rigate sghembe (g) ora costruite, & manifesto che questa
retta ® tangente, non solo alla 7 nel punto P, ma anche alla
rigata (g) nel punto g¢. Al variare del punto P su %, e dell’ asin-
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totica 7 sulla (v), la ¢ deserive dunque una congruenza W nelle
condizioni richieste,

Dalla dimostrazione risulta anche che le o® rigate del pre-
cedente enunciato non dipendono dalla superficie (y) considerata
in sd, ma solo dagli o' complessi lineari I' cui appartengono le
sue asintotiche (fissati i quali la determinazione della (y) dipende
ancora da una funzione arbitraria) ; e ancora che due qualunque
fra quelle oo® rigate sono trasformate I’una dell’altra per con-
graenze W (corrispondendosi quelle loro generatrici che corrispon-
dono a una stessa asintotica). — 1d & anche facile verificare che
non esistono altre rigate di cui la (7) sia trasformata per con-
gruenze W, salvo le oo? testd determinate (almeno fintantochd si
imponga che le generatrici rettilinee della rigata corrispondano
proprio alle asintotiche 7). (*)

2. - Volendo costruire una superficie (7) le cui asintotiche y
di un sistema, generalmente curve, appartengano a complessi
lineari, si possono assegnare ad arbitrio gli o' complessi lineari I'
(non speciali) cui debbono appartenere quelle asintotiche, e un’a-
sintotica v, appartenente a un complesso I'; prescelto fra quegli oo';
con cid la superficie (y) risulta pienamente determinata. Invero
(adottando per brevitd il linguaggio degli infinitamente vicini)
considero la congruenza lineare in cui I'y & segato dal complesso
lineare I'; ad esso infinitamente vicino entro la o' assegnata, e
la rigata della congruenza formata dalle rette di questa che escono
dai singoli punti di 7,. Questa rigata ammette come asintotica 7,3
e le varie sue asintotiche curve appartengono ai vari complessi
lineari del fascio I'; I';: essa possiede dunque un’asintotica 7,
(infinitamente vicina a 7o) nel complesso lineare I'y. Analogamente
si passa da 7, a un’ulleriore asintotica 73 e (y) viene costruita

(*) Alle proprietd del testo aggiungiamo quella che due asintoliche y
generiche sono fra loro proiettive. Se infatti chinmiamo R (y) la rigata delle
tangenti, nei singoli punti di un’ asintotica v, alle asintotiche dell’ altro sistema,
rigata le cui generafrici appartengono a una congruenza lineave, dal fatto —
gubito verificato — che le asintotiche curvilinee di I (y) -~ fra cui appunto &
la (y) - sono fra loro proiettive (corrispondendosi i punti su esse segati dalle
generatrici) segue 1'enunciato, appena si osservi che la (y) appare come 1I'in-
viluppo delle et superficie R (y).

Fomst o Cron, Lexioni di Geomelrla profettivo-differensiale 50
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come luogo delle successive curve 7o, ¥y, Ta, €cc. che risultano
effettivamente sue asintotiche (cfr. la fine del n. 3). N& esistono
altre superficie soddisfacenti alle condizioni richieste.

In questo modo, se gli o' complessi I' sono condotti ad ar-
bitrio per le congruenze lineari speciali delle tangenti ad una
rigata (g) lungo le singole sue generatrici, si ottengono tutte le .
trasformate (non rigate) per congruenze W della superficie (g).

Alcune proprietd interessanti si legano alla considerazione
delle due superficie rigate (g°) e (¢) descritte dalle direttrici
g e ¢ delle »' congruenze lineari caratteristiche per gli oo!
complessi lineari I' relativi a una superficie (7) del tipo considerato.
Secondoch® ¢" e g'' sono generalmente distinte o no, ho chiamata
la superficie (y) non speciale o speciale, Ebbene, attraverso la rap-
presentazione iperspaziale, si trova anzitutto che le due rigate (¢')
e (¢"") sono trasformate I’ una dell’altra per congruenze W ; e poi
che, viceversa, si puo partire da due rigate (¢') e (g”) falde focali
di una congruenza W, o fissare una corrispondenza arbitraria fra
i punti di due loro generatrici corrispondenti prefissate, ¢’ e g":
allora esiste una (anzi due) superficie (7) ben determinata, con un
sistema di asintotiche v in complessi lineari, per le quali le tan-
genti principali dell’altro sistema si appoggiano a generatrici corri-
spondenti delle rigate (¢') e (¢"), determinando fra g' e g" proprio
la corrispondenza prefissata.

Ma la rappresentazione iperspaziale conduce a risultati notevoli
anche per il caso delle superficie speciali. Per esse, si trova
anzitutto che fra le trasformate per congruenze W di una data
rigata (g) ve ne sono infinite di speciali, e che la determinazione
dei relativi oo! complessi lineari dipende da un’equazione di
Ricoarr. Allora, se per ognune di questi ! sistemi di complessi
lineari si immagina la rigata (¢") Inogo delle direttrici delle con-
gruenze lineari speciali caratteristiche, due qualunque fra queste
rigate (g°) sono ancora trasformate 1'una dell’altra per congruenze W
(corrispondendosi le direttrici omologhe di una stessa generatrice g).
Ancora: si parta da una rigata qualunque (g°), e poi si tracei, in
modo generico, una rigata (r,) contenuta in una (qualsiasi) con-
gruenza lineare speciale avente per diretfrice una generatrice pre-
fissata g; della (¢) : esiste una superficie (y) speciale bene deter-
minata, con un sistema di asinfotiche 7 in complessi lineari, per
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la quale le tangenti principali dell’altro sistema si ripartiscono
fra o' congruenze lineari speciali aventi per direttrici le singole
generatrici della (¢'), in modo che quelle corrispondenti alla g
costituiscano precisamente la (r,).

3, = Per le superficie (y) con un sistema di asintotiche in
complessi lineari ho anche studiate le trasformazioni per con-
gruenze W.

Anzitutto, riprendendo 1’osservazione iniziale del n. 2, al
variare della linea 7, entro il complesso I'y, e restando fissi gli o'
complessi lineari I', si ottengono infinite superficie, dipendenti da
una funzione arbitraria, con le asintotiche di un sistema tutte
appartenenti a quei complessi lineari. Ebbene, due qualunque fra
quelle superficie sono falde focali di una congruenza W, corri-
spondendosi su esse le asinfotiche appartenenti a uno stesso com-
plesso lineare. Ma, di pili, risulta subito che se I’insieme delle
superficie test® nominate si amplia con I’aggiunta delle oo rigate
che sono trasformate per congruenze W di una qualunque fra
esse, tutte queste superficie sono ancora, a due a due, falde di
congruenze W,

Perd, & essenziale notare che due superficie (1) e (8) cia-
scuna delle quali abbia le asintotiche di un sistema (rispettivamente
1 © 3) appartenenti a complessi lineari possono. essere le falde
focali di una congruenza W (corrispondendosi appunto quei sistemi
di asintotiche) in modo che i complessi lineari delle asintotiche
corrispondenti siano generalmente distinti. Conviene pertanto di-
stinguere in due classi le trasformazioni per congruenze W delle
superficie in questione. Precisamente, un esame piu accurato della
questione mostra che, collocate in una prima classe le trasforma-
zioni di cui si ® detto al principio di questo n., conviene attri-
buire alla seconda classe non solo quelle per le quali asintotiche
corrispondenti stanno in complessi lineari generalmente distinti;
ma anche quelle che, pure appartenendo gid alla prima classe,
hanno tuttavia in comune con le trasformazioni ora nominate la
particolaritd che ciascuna delle rigate luoghi delle congiungenti
punti corrispondenti di un’asinfotica 7 e di un’asintotica & sta in
una congruenza lineare (anzich®é in un complesso lineare, come
avviene per le rimanenti trasformazioni della prima classe). Queste
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ultime trasformazioni appartengono dunque contemporaneamente a
entrambe le classi.

Posta questa definizione, mentre per le trasformazioni della
prima classe non vi ¢ altro da aggiungere, si pone ancora il pro-
blema di assegnare tutte quelle della seconda classe. Orbene, esso
viene completamente risoluto dalla seguente costruzione. Assegnata
una superficie () con un sistema di asintotiche ¢ in complessi
lineari I', per trovare nel modo pitt generale una superficie (8)
che sia sua trasformata per congruenze W della seconda classe, si
assuma ad arbitrio, entro -ogni complesso I', una congruenza
lineare O, in modo che le o' congruenze lineari cosi ottenute
siano caratteristiche per una o' di complessi lineari, e si tracci
per ogni punto di ogni asintotica 7 la retta della corrispondente
congruenza C. La congruenza cosi ottenuta & una congruenza W,
e la sua seconda falda focale fornisce la superficie (8) richiesta.
Di piu, le stesse considerazioni geometriche con le quali si dimo-
stra tale teorema provano che nota (f), ogni superficie (3) (la cui
determinazione dipende da una funzione arbitraria) si ottiene con
sole operazioni di derivazione.

Per le trasformazioni per congruenze W delle superficie in
questione si ha anche un teorema di permutabilitd. Ad esso sono
giunto ricostruendo anzitutto da un punto di vista geometrico il
teorema di permutabilita per le corrispondenze W in generale ;
cid che avviene sfruttando sistematicamente la nozione di coppie
di curve trasformate asintotiche 1’una dell’altra, nozione gid ap-
profondita dal Brancmr e suscettibile essa stessa di una trattazione
sintetica assai semplice. Nel caso particolare che qui ci interessa
quelle considerazioni geometriche, opportunamente completate, con-
ducono al seguente risultato. Se nel teorema di permutabiliti si
suppone di partive da tre superficie (=), (f), (1) aventi ciascuna
un sistema di asintotiche in complessi lineari, ognuna delle !
superficie che sono contemporaneamente trasformate per congruenze
W della () e della (y) ha ancora un sistema di asintetiche in
complessi lineari, se le trasformazioni fra () e (B) e fra (§) e (1)
appartengono alla medesima classe; mentre nell’ipotesi opposta
fra quelle @' superficie ve ne & une e una sola dotata di fale
proprieta,

4, -~ Passiamo ora a considerare una superficie non rigata
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@ = (1, 7'), le cui asintotiche dei due sistemi, rispettivamente y
e 7' stiano in complessi lineari, rispettivamente I' e I'. Ogni
complesso I' & in involuzione con ogni complesso 1, perchd se le
corrispondenti asintotiche y e y' escono dal punto P, la quadrica
di Lie di © relativa al punto P viene ad avere le sue due
schiere contenute 'una in I' e altra in I".

Quindi i due sistemi lineari contenenti 1’uno gli ! com-
plessi I' e 'altro gli o' complessi I' risultano involutorii; donde
segue - essendosi escluse le rigate — che quei due sistemi lineari
sono due reti involutorie (K), (K1).

Possiamo allora distinguere i seguenti tre casi:

I. — Le due reti hanno rispettivamente per basi le due
schiere di una quadrica @ non degenere (caso generale).

II, - Delle due reti una ha per base due fasci di rette
Mo, Nz, I'altra i due fasci M, No, dove M, N sono due punti
distinti, e 6, © due piani distinti, tutti appartenenti a una retta ».

ITI. - Le due reti hanno per base uno stesso fascio di
rotte A p contato doppiamente.

Le superficie in questione, corrispondenti ordinatamente ai
tre casi, si chiameranno di prima, seconda e lerza specic.

Ogni trasformata per congruenze W (non rigata) di una
quadrica non degenere © una superficie di prima specie, come
risulta da una duplice applicazione dell’ osservazione di Srare
ricordata in principio. E, viceversa, ogni superficie di prima specie
& trasformata per congruenze W di una quadrica non degenere,
Q; perche ora la linea (Pp) del n. 1 sta in un piano segante
la ® secondo una conica non degenere, che si puo assumere come
una delle »® linee (g)del 1. ¢.; la quadrica in questione ¢ quella
della schiera rappresentata su @ da quella conica,

Percid, la ricerca delle superficie di prima specie & ricondotta
a quella delle congruenze W di cui una falda focale & una
quadrica @. Un teorema del Brancmr assicura che tutte queste
congruenze si ottengono conducendo le tangenti alle curve di un
qualsiasi sistema ésotermo-coniugalo di quella quadrica. I pressochd
immediata la seguente interpretazione di quel teorema, che fornisce
gid una costruzione assai semplice di tutte le superficie di prima
specie : si parta da una quadrica @ e la si trasformi in s& me-
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diante una corrispondenza che muti in s¢ ciascun sistema di
generafrici : le tangenti alle @' curve trasformate delle sezioni
fatte con i piani di un fascio generico costituiscono una congruenza
W, la cui seconda falda focale & la pitt generale superficie di
prima specie,

Altre costruzioni per queste superficie ritroveremo piu avanti.
Qui osserviamo che se, in coordinate proiettive omogenee x,, w,,
@y, @, la @ ¢ data parametricamente da

Tyl =uiviuv:l
mentre il sistema inviluppato su @, cui si @ accennato, &

du dv
TR0

=0, (*), si trova, in base a quanto si ¢ detto

: i Ty
per la superficie ® richiesta (posto «' = -ES._‘ ecc.)

l!';l:xg:ma:w‘=

= —a)ut2a:(b —a')o—2b: (b'—a)uv— 2 (bu —av):b' —a’,

o per le coordinate &, &, &, & di un piano che descriva la
superficie inviluppo

§1:6:65: 6=

(a'-b"Y0—2b: (&' 4-b") u—20: —(a'4-b") : — (&' 4-b') wv 42 (av 4 bu).

Se @ & una superficie di seconda specie, fissata p. es. una sua
asintotica 7, la rigata descritta da una retta che tocchi © in un
punto di 7 e sia incidente alla retta » sta chiaramente in una

(*) In queste equazioni bisogna perd supporre che né @ (u) né b () siano
polinomi quadratici, se non si vogliono oftenere delle rigate. La medesima av-
vertenza vale per le superficie di seconda e di terza specie,
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congruenza lineare speciale di asse », contenente i due fasci Mo,
Nz (intersezione del complesso lineare I', contenente la #, col com-
plesso lineare speciale di asse »); e viceversa. In altre parole, si
pud ottenere quella superficie come seconda falda focule di una
congruenza rettilinea, tale che la prima falda degeneri nella retta »,
e che le rigate della congruenza determinate dalle singole asinto-
tiche della seconda falda siano in quelle congruenze lineari spe-
ciali di cui ora si ¢ detto. Percid si ottengono tutte le superficie
di seconda specie partendo (in tutti i modi possibili) da », M, N,
o, t, & determinando la ® in modo che sussista la proprieta ora
detta. Se si assume il fetraedro X,X,XyX, di riferimento in
modo che X, =M, X;=N, X; X, X3=0, X, X, X,=r, si
trova per la O,

Wyt gt Wy kg = (' —b)u—2a:(a" —b)v 4 2b:2uv: —2
con a (u), b(v) funzioni arbitrarie e
€ :8:8:8 =201 —2uza 4 : (@ + ) wo— 2(av+ bu),

Per una superficie ® di terza specie si pud seguire un pro-
cedimento analogo che conduce a riguardare la ® come seconda
falda focale di una congruenza rettilinea con la prima falda dege-
nerata in una qualsiasi retta » del fascio My, e tale che le rigate
della congruenza determinate dalle singole asintotiche della seconda
falda stiano in congruenze lineari speciali di asse r, le quali siano
basi di fasci di complessi lineari appartenenti rispettivamente alle
veti (K), (K'). Cid porta alle equazioni parametriche

.xl:wg:xa:ﬂﬂ‘:
=@ —b)(u—0v)—2(@+b):2h(a" —b):2(u+v):4;

51:52153:h=
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v—u_ 1
Iy

(@ + b) : — = | (a'-+b') (ut-0)— 2 (a+8)],

=1: )

l’.\!)l

dove attualmente X,=M, X, X, Xy=yp, e h indica una costante.

Alle superficie di tutte tre le specie si lega poi la conside-
razione di altre congruenze W : tali sono entrambe le congruenze
dirvettrici di Winezynskr (come risulta facilmente dalla rappresen-
tazione iperspaziale). Ma, limitandoci a superficie di prima specie,
si pud affermare, di pit, che ciascuna di quelle congruenze diret-
trici determina per sezione sulla quadrica @ una corrispondenza
che muta in s¢ ciascuna delle due schiere, e che, in conseguenza,
per ogni raggio di una di quelle congruenze i fuochi, e anche i
piani focali sono coniugati rispetto alla . Ancora per le super-
ficie di prima specie ® chiaro che le tangenti principali di un
sistema nei punti di un’asintotica dell’altro sistema si appoggiano
a una stessa coppia di generatrici della @. Anzi, si possono asse-
gnare ad arbitrio le due corrispondenze che in tal modo prendono
origine entro ciascuna delle due schiere di @, e, mediante le
formole sopra indicate, si trova che la corrispondente superficie
di prima specie & determinata, per quadrature, con una costante
arbitraria,

5, — Ad aleuni sviluppi interessanti conduce anche il pro-
blema dell’ esistenza e-della costruzione di una superficie 0 ==(y, 1)
contenente due asintotiche v, e v assegnate. Si tratterd, natural-
mente, di due curve uscenti da uno stesso punto PZ,, aventi ivi
il medesimo piano osculatore (ma, come si pud supporre, non la
stessa tangente) e appartenenti rispettivamente a due complessi
lineari in involuzione I'y, I'j. Limitiamoci per brevitd alle super-
ficie di prima specie. Per esse, conviene intanto adottare, qualora
le si consideri come trasformate per congruenze W di una data
quadrica @, una costruzione diversa da quella gia ricordata: si
agsumano ad arbitrio le rette della congruenza che toccano € nei
punti di due generatrici g, g° di schiere diverse: allora la retta
della congruenza W uscente da un punto generico M della @
sard la generatrice uscente da M della schiera individuata dalle
tre rette della congruenza che escono dagli ulteriori tre vertici del
quadrilatero sghembo formato da g, ¢’ e dalle due generatrici di ¢
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uscenti dal punto M ; la seconda falda focale della superficie cosi
costruita da ancora, nel modo pitt generale, una superficie di
prima specie.

Cid posto, il problema sopra enunciato si risolve cosi. Si
dovranno fissare le due reti involutorie (K), (K’) di complessi
lineari, in modo che contengano rispettivamente I', e IV, e che
si trovino nelle condizioni del caso I del n, 4: cid si pud fare
in o® modi. Chiamando @ la quadrica ricoperta dalle schiere
basi di (K) e di (K'), sia M un suo punto di contatto con una
tangente del fascio Myp,, e siano g, ¢' le due generatrici per M,
giacenti, la prima, con tutta la sua schiera (g), nei complessi
di (K'), la seconda, con la sua schiera (g') in quelli di (K). La
congruenza lineare speciale delle rette tangenti alla @ per es.
lungo la g viene a stare nel complesso I', (col quale ha in
comune una schiera e poi ancora una retta) ; cosicch® esiste una
rigata I, contenente come generatrice la retta M P, le cui singole
generatriei toeccano @ in un punto di g e sono osculanti di 7y,.
Cosl esiste una rigata K' che si comporta in modo analogo rispetto
a g’y 1o. Ebbene, se si applicu la costruzione sopra esposta, assu-
mendo come rigate della congruenza W circoscritte alla @ lungo
le rette g, ¢’ rispettivamente #, X', la seconda falda focale & pro-
prio una delle superficie richieste. Si ottengono dunque in tal modo
o superficie di prima specie che risolvono il problema posto, ne
ve ne sono altre.

6. = Chiuderd osservando come anche I’identita gia osservata
nel testo (vol I, § 47 B) fra le superficie di prima specie e le
superficie a curvatura nulla della metrica ellittica si giustifichi
con semplici considerazioni geometriche.

Infatti, per dimostrare che le superficie ® sono, nel senso
ora detto, a curvatura nulla, basta dimostrare che le asintotiche
dei due sistemi hanno torsione costante - —j; y ossom]u-j:—_-,]a cur-
vatura dello spazio ellittico. Ora, se P, /; sono due punti infi-
nitamente vicini di una di quelle asintotiche, e =, =, i corrispon-
denti piani osculatori, la quaterna di punti formata da P, P, e
dalle due intersezioni della loro retta colln @ ¢ mutata dalla
polaritd nulla del complesso lineare cui appartiene quell asinto-
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tica 22) nella quaterna di piani costituita da =, n, e dai piani
tangenti alla @ condotti per la stessa retta PP, = =, ; donde
appunto segue la proprieta esposta.

Per stabilire I’inverso, si pud partire dalla proprieta delle
superficie a curvatura nulla in una metrica ellittica, che le tan-
genti principali di un sistema nei punti di un’asintotica dell’altro
sistema sono parallele nel senso di Crmerorp. Applicando questa
proposizione a un’asintotica 7 (per la quale quelle tangenti prin-
cipali, formanti la rigata R (f), si considerino come congiungenti
dei singoli punti di ¥ con quelli giacenti sull’asintotica infinita-
mente vicina v, nelle direzioni delle tangenti principali conside-
rate) e all’asintotica 7,, ne discende che p. es. I'asintotica v,
sta nel complesso lineare congiungente la congruenza lineare
avente per direttrici le generatrici dell’assoluto a cui si appog-
giano le rette di R (1) con ’analoga congruenza lineare infinita-
mente vicina a cui appartiene R (1)
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