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Capitolo Vili.

SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO

UN GRUPPO CONTINUO DI .DEFORMAZIONI 
. - .■A'

PROIETTIVE IN SÈ.

§ 71. — Superficie con oo2 deformazioni proiettive 

(o collineazioni) in sA

A) Preliminari.

Volendo ricercare tutte le superficie che ammettono un gruppo 
continuo di deformazioni proiettive o collineazioni in sò, possiamo 
escludere le superficie rigate ; infatti, per le rigate il problema è 
già stato risoluto al Gap. IV § 40. Ricordiamo anche dal Gap. II 
§ 20 A) che una trasformazione

u = u (u , V) , V = V ( u, v)

di una superficie non rigata S in sò ò deformazione proiettiva o 
semplice proiettività (*)  allora ed allora soltanto che essa muta in 

sè l’elemento lineare proiettivo di 8 (o ciò che ò lo stesso, 

(*) Siamo noi caso di una proiettività so anche la terza forma di S è 
mutata in se.

1' ubisi e cucii, Lsxioni di Geometria proiMivo-iiilfmnx,i»l».



le forme intere <p2 e <p3). Ora al Cap. VI §§61 e 62 abbiamo
(D,.

visto che una forma può essere cambiata in sè tutt al piu

per oo 2 trasformazioni distinte, sicché possiamo subito enunciare il 
teorema : Se una superficie non rigata S ammette un- gruppo G di 
deformazioni o collineazioni in sè, allora G ha uno o due parametri. 
Inoltre segue dal Cap. VI § 62 che condizioni necessarie e suffi
cienti affinchè S possegga un gruppo a due parametri G2 di defor
mazioni proiettive o collineazioni in sè sono

(1) <I> = cost. , y = cost.

Ora noi sappiamo [Cap. VI § 60 (5)] che le (1) possono scri
versi anche

(D„. . K=—’ « = ~4-r-

In particolare, per le nostre superfìcie valgono le

lì = 0 , K = cost.

sicché esse son tutte contenute fra quelle già determinato al Cap. VII 
§ 69 (*).  Basta esaminare gli invarianti <1> e y (o y') delle su
perfìcie ivi trovate. Distinguiamo tre casi: a) K = 0 , b) K -|- 2 = 0, 
c) K(K + 2}± 0.

(*) Si vede elio le superficie cercate si distribuiscono in famiglie composte 
da oo 1 superficie proiettivamente applicabili fra loro.

u

B) Il primo caso 7f = 0.

I valori di e y' sono stati calcolati a pag. 365. Essi sono 
evidentemente costanti allora ed allora soltanto che V'— 7'= 0. 
Senza ledere la generalità possiamo supporre U = V = 1, ossia

(2) P = 7 •••= 1.



Le (7) del Gap. VII § 69 C) danno

(2) bti Tj = A'V -J- jB , Ta = Au -|- C .

Le nostre superficie sono identiche alle superficie di coinci
denza studiate al Gap. Ili § 27. Le deformazioni del gruppo Gt 
sono evidentemente

(2) le,. u = u-}-a , v — vb.

Esse sono proiettività se A = 0 (allora possiamo determinare le 
equazioni in termini finiti di S ; cfr. Gap. Ili § 27). Se invece 
A 4= 0, nessuna delle (2) ter si riduce ad una proiettività.

C) Il caso K 4: 0.

Sia adesso K 4: 0, dove per ora può essere K -|- 2 = 0 o 4:0. 
1 valori di <I> o *F' sono scritti al § 69 D. È evidente che essi 
son costanti se U'= V— 0. Por mostrare che non vi ò nessun 
caso essenzialmente più generale, osserviamo che la seconda dello 
(1) bi. dà

(a—p) U' V 
u r

F'\
= 0.

So p. es. U'— 0, è quindi anche V'= 0. So invece U'7'^0 

si deduce

, J V U\ n u_v + 6^___j = 0)

U' 6 V 6
-pr—--------- i “ìf =---------- , (a = cost.)U u — a V v—a

U — c^u — a)G , V — ca (p — a)6.

Scegliendo —-— e —-— a nuovo variabili indipendenti, 
u — a v — a r ’

U e V si riducono a costanti.



D) Secondo caso K + 2 = 0.

Sia K + 2 = 0. U e V son costanti arbitrarie, ma basta sup
porre

E7 = a2 , 7=1 (*).

(*) Basta supporre a2 1.

Le (9) del Gap. VII § 69 D) danno

„ 1 1 1
(3) P =--------------- , 7 = — a------------- .v ' a w—v ’ w— v

Lo (12) e (14) del cit. § danno poi

3 1
*1 = (^ + Bv + G)(u — v) — — ,

(3)bl.
Q 1

r. = (Au2 4- Bu + C) (v — w) — .
z ' '' ' 2 v — w

Il gruppo Gt è dato dalle

(3) „r w = au + b , v — av + b.

Se A = B = G = 0, tutte le (3) l8r sono delle semplici proiet- 
tività. Se A = B = 0, 0 0, quelle soltanto por cui aa= 1 sono 
proiettivita. So non ò A = B = 0, tutte le trasformazioni (3) ter 
sono deformazioni proprie.

E) Terzo caso K(K -f- 2) £ 0.

Sia K < 0. Lo (II) del Gap. VII § 69 D) mostrano che U= V; 
si può supporre U = V = 1, sicché le (9) del citato § danno

(4)
2 1 „ 1/ 2 _1_

1^1 u—v ’ 7 y \K\ u — v’



Le (12), (15) e (17) del cit. § dànno poi

9 13 1
Jr 4- ìtt+(^2+Bv+c) »

(4) bis

” = |/w + ^+s“A«]
Le deformazioni in sò sono anche qui date dalle (3) w, e la 

riduzione alle proiettività avviene negli stessi casi di prima. Il 
caso X>0 si trova facilmente impossibile per superficie reali, 
anche se le asintotiche fossero immaginario.

F) Quadro delle forme fondamentali delle superfìcie 

con oo 2 deformazioni proiettive in sò.

1/ tp2 — 2dudv , <p3 = du3 4- dv3 ,

2 du( = (dv + B) du + (dw C) dv.

Deformazioni in sè :

u = u-\-a , v — v + 6.

2 , ,
2 .- ^ = --^^ydudv>

~ 7 1 ia (~3 du3~ “3dv*\ ’
TJ (u— v)3 \ a3 /

2 t,- dUj = I (dv2 Bv + 0) [u — v)-----—------------- pv + 
p 2a u — vj

+ (Au2 + Bu. + C) (v—w) — -y- —dv ■



Deformazioni in sò :

u — au 4- b , v = av 4- c.

3.*  =

(*) Cfr. G. Fubini : Fondamenti di Geometria proiettivo - differenziale 
(Kond. del Circolo Matem. di Palermo ; Tomo 43, Marzo 1919).

2a2 , J------r^dudv
a»__  

— v)3
(du3 — dv3),, <Ps =

E tj du^ = — a
| (Av2 4- Bv 4- 0) (u— v) 4- 1

U---- V

3
9 du 4-

9
(z4w2 4- Bu 4- 0} (u — v) 4-

1
U---- V

Deformazioni in sò :

w = au 4- b , v — av c.

§ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati.

A) Metodo di Fubini.

Indicheremo rapidamente anche il metodo inizialmente adope
rato dal Fubini per trattare questi problemi : metodi che egli estese 
anche agli iperspazi (*).

Ogni deformazione proiettiva infinitesima della superficie in sò 
stessa dovendo trasformare in sò stesse le asintotiche ò del tipo 

S-^-4-i]—— , ove $ ò funzione della sola u, ed della sola v.

Essa dovrà trasformare in sò stesso le forme e tp3. D’altra 
parto una deformazione proiettiva di una superficie non rigata in 
sò stessa è completamente determinata se si dà il punto , vj 
ove essa porta un punto generico prefissato (u„, v^. Infatti essa 



deve portare le tre direzioni di Darboux <p3 = 0 (o quelle di Segre) 
uscenti da (w0 > ^o) nelle omologhe uscenti da («j, wr). Resta così 
determinata per ogni direzione uscente da (w(), v0) l’omologa uscente 
da («j, «q). per il fatto che il birapporto che essa forma con le 
tre direzioni di Darboux ò un invariante. Pertanto il gruppo di
pende al più. da due parametri e due sue trasformazioni infinite
sime distinte hanno traiettorie distinte.

Se ne conclude che sono possibili i soli casi seguenti :
1°) Il gruppo dipende da un solo parametro ; la sua trasfor

mazione infinitesima sarà, con un cambiamento di parametri u, « 

delle asintotiche, riducibile o al tipo (se 7] — 0) oppure

ó 8
— I . Se fosse invece £ = 0, basterebbe, per ritornare al 
ou----- ov

primo sottocaso, scambiare le u, v.
2") Il gruppo dipende da due parametri, e le sue trasfor

mazioni infinitesime sono permutabili. Una di esse X si potrà, 
d d

come sopra, ridurre al tipo —— > ove a = 0, oppure

8 d
a = 1. Se un’altra trasformazione Y indipendente ò $

dovrà essere per la supposta permutabilità

, a a

Quindi £=cost., ai]„ = 0, e perciò se a = 1, sarà 7j = cost.
Se a = 0, si potrà pure rendere tj = 1, cambiando il para

metro v. In ogni caso, sostituendo alle X, Y loro combinazioni 
lineari a coefficienti costanti, ciò che non muta il gruppo da esse 
generato, lo potremo supporre ridotte al tipo

a a 
a» ’ dv

3") Il gruppo ha due parametri, e le sue trasformazioni 
infinitesime X , Y non sono permutabili : potremo allora, come è 
noto, supporre (XY) — X.



Se X è riducibile alla forma -r— , allora Y sarà del tino 
Su

ove, mutando il parametro v, potremo rendere

7] = v.
8 d

Se X è riducibile alla forma -r—- H---- r— , di nuovo Y sarà
Su Sv

riducibile al precedente tipo.
In conclusione dunque vi sono i seguenti tipi possibili :

aì g • Ri j- • ri g •

Su ' ' Su Sv' Su ' Sv ’

S S S .SS s s
B) -r---  , U -r------ F V -7— ; B “X------F -T---  , w -7------F V -T—.

Nel caso
»
»

»

»

A) p e 7
B) p e 7
C) P e 7

B) p e 7

E) p e 7

sono funzioni della sola v.
sono funzioni della sola u — v.
sono costanti.

li le
sono del tipo — , — (à, & = cost.

sono del tipo -—— , .---------  (h , k = cost.)
u—v u — v 1

Affinchè non si tratti di un caso virtuale, ma ad esso corri
sponda effettivamente una superficie, bisogna che le equazioni (14) 
e (15) del § 16 D in L, M siano integrabili. Lasciando ad un 
altro § lo studio dei tipi A , B di gruppi a un solo parametro, 
osserviamo che i tipi 0, E si riducono a quelli studiati al prece
dente §. Quanto al caso D, le citate equazioni diventano :

Lv = 0
3hk

M,

h. li h k
— M, — 2 —-r M — fe —r = — L, V VV

che si riconoscono immediatamente non integrabili. Questo caso D) 



è perciò puramente virtuale, e nell’ attuale teoria è quindi da tra
scurarsi.

Nò è difficile riconoscere quando il gruppo trovato di deforma
zioni proiettive è un gruppo di pure collineazioni della superficie in 
sè stessa. Basta vedere quando tale gruppo oltre a trasformare in 
sò stesse le forme <f>2, <p3 trasforma in sè anche la terza forma 
qnduz + q^dv2, ossia, posto 0 = logp?, la forma:

6U„ - - 4dw2+(°- - 4;

ciò che si riduce a un semplicissimo calcolo.
Metodi simili si applicano anche alle superfìcie rigate.

B) Metodo di Lie per i gruppi di collineazioni.

Per le superfìcie che ammettono un gruppo continuo di colli
neazioni in sò stesse sarà bene ricordare anche il classico metodo, 
col quale Sophus Lio risolvette il problema di trovare le superficie 
che ammettono un gruppo di collineazioni in sò ad almeno 3 pa
rametri, indicando anche come, con calcoli però molto lunghi, si 
sarebbero potute determinare le superfìcie trasformate in sò da un 
gruppo di collineazioni a soli duo parametri. Partendo da teoremi 
generali sui gruppi proiettivi, egli studia anzitutto le curve che 
ammettono un gruppo di trasformazioni in sò stesso. Si volge poi 
allo studio del piano, che ammetto oo12 collineazioni dello spazio 
in sè, dei coni, e delle superficie sviluppabili, lo studio delle quali 
equivale allo studio analogo per le curve, che ne sono lo spigolo 
di regresso. Prescindendo da questi casi elementari, una superficie, 
che sia trasformata in sò da un gruppo ad r > 3 parametri, avrà 
per asintotiche dello linee ciascuna delle quali è trasformata in sè 
da un gruppo ad r — 1 3 parametri, e che quindi sono o cu
biche sghembe, o curve piane (o perciò rette). Poiché un punto 
della superficie è trasformato in sò da un gruppo ad r — 2 i> 2 
parametri, il quale dovrebbe trasformare in sò stessa la coppia 
delle due asintotiche uscenti da tale punto, S. Lie, studiando il 
gruppo proiettivo che trasforma una cubica sghemba in sò stessa, 



deduce che ciò è impossibile anche se una sola delle citate asin
totiche è una cubica. Nel caso considerato perciò tutte le asintotiche 
sono rette, e la superficie ò una quadrica.

Se la superficie ammette un gruppo ad r = 3 parametri, S. Lie 
deduce di nuovo che le asintotiche sono o cubiche sghembe o rette. 
La figura formata dalle due asintotiche uscenti da un punto della 
superficie sarà trasformata in sè da un gruppo ad almeno un pa
rametro (l=r — 2). Da ciò S. Lie deduce come sopra che, se le 
asintotiche non sono entrambe rette (caso già studiato delle qua- 
driche), allora le asintotiche di un sistema sono rette, le asintotiche 
dell’altro sistema cubiche sghembe. Col calcolo effettivo deduce così 
che l'unica superfide non sviluppabile che ammetta un giuppo a 
tre parametri di collineazioni in sè stessa è la rigata di Cayley.

Per le superficie che ammettono un gruppo a soli due para
metri di collineazioni in sè, S. Lie si limita a ridurne la ricerca 
a quella dei gruppi proiettivi a due parametri, le cui trasformazioni 
infinitesime non sono proporzionali, ossia hanno traiettorie distinte.

§ 73. — Superficie con oo1 deformazioni 

proiettive in sè. Specie A.

A) Loro determinazione, 

u

La determinazione di tutte le superficie *8  non rigate con un 
gruppo continuo G} ad un parametro di deformazioni proiettive (*)  
in sè richiede, come vedremo nei futuri §§, lunghi calcoli. Vi è 
però un caso particolare in cui i calcoli si semplificano assai, quello 
dove le traiettorie del gruppo G, (le curve di S trasformate in sè 
dalle deformazioni del gruppo) sono asintotiche di S. Diremo in tal 
caso che S ò di specie A. Nel presente § determineremo tutte le 
superficie di questa specie. Riferiamo S alle asintotiche e suppo
niamo, per fissare le idee, che le traiettorie di Gx siano le v = cost.

(*) Il caso di collineazioni è cosi triviale che non ne parleremo neanche.



Osservando che le trasformazioni di Gt mutano in sò l’equazione 
differenziale du = 0, possiamo evidentemente scegliere il parametro u 
in modo che le equazioni di Gr siano

u = u-\-1 , v = v.

Se ne deduce immediatamente elio 0 o 7 son funzioni della 
sola v. Scegliendo anche v opportunamente, possiamo pertanto 
supporre

(1) 0—1 , 7 = 7(v).

Per trovare effettivamente le nostre superficie, basta esaminare 
le condizioni d’integrabilità, che scriviamo nella forma (Gap. II, 
§ 16 D)

L„ = — 207„ — 70u , Mu = — — 07„ ,
(2) \

4- 4- 2t„L + .

Notiamo che la terza forma fondamentale si determina dalle 
L e M secondo le equazioni

&

(3) Prs = -z +
u

0 = log 107 |.

Sostituendo nelle (2) i valori (1), si doduce

^ = 0 , = — Y , MV = ^LU.

Le prime duo danno

L = U , M = — y'w V ,

con U funzione della sola u e V funzione della sola v. Sostituendo 



nella terza si ricava

-7%+ V'=^U'.

Dando qui a v un valor costante, si deduce (essendo 7^0)

U = au2 + c 

sicché
— ^"u 4- V’= 7 (2au 4~ 

ossia
7"= — 2ay , V'=b^.

Sia in primo luogo a — 0. Sarà 7"=0, 7 = «>4- /• Ora si 
noti che i parametri u, v non sono stati fissati che a meno di una 
sostituzione della forma

(4) w=au4-? , v=a2v4"T-

Si può quindi supporre 7 = 1 oppure 7 = v. Così otteniamo i due 
casi

(5) p = 7 = 1 , L = au 4- b , M = av 4- c ;

(6) P = 1 , 7 = v , L = 2au 4- b , M — — u 4- di’2 4- c

• 42
In secondo luogo sia a = — >0. Sarà 7"= — 4L2 7, 7 = 

= e sin (Av 4- /)• Facendo uso dello (4) possiamo supporre e= 1, 
/ = 0, ed otteniamo

A2
p—1 , 7 = siiiZv , L = — u2 4- Aau 4- b , z

(7)
M = — (Au 4- a) cos Av 4- c

J2
Sia infine a = —— . Sarà 7"=J.27, 7 = d1eA*’ 4- d2e~A". 

£
Facendo uso delle (4) vediamo che basta far assumere a 7 uno dei 



valori senh^v, coshXv, e”, t-”. Otteniamo pertanto

p = 1 , 7 = senh Av ,

A 2
L =----- 5- «a 4" Aau + & , 

Li

M = — (Au — a) cosh Av 4- c ;

p = 1 , 7 = cosh Av ,

(8) ? L = —u1 + Aau + b ,
1

l M — — (Azi — a) senh Av 4- c ;

I
P = 1 , t = e",

L =---- ì-u24-au-4-b,

K M = (a — u)e® 4~ c ;

1
0=1 , 7 = e~® ,

L —----- i-u2 4- au 4- b ,

M = (u — a) e-" 4~ c •

Un quadro riassuntivo delle quantità p , 7 , L, M si trova alla 
line del Capitolo (*).  Vi è omesso il caso (5) ; le superficie corri
spondenti ammettono infatti 00 2 (e non soltanto 00 deformazioni 
proiettive (0 collineazioni in sè). Tale circostanza non accado per 

(*) Si noti che le equazioni precedenti contengono una costante inessen- 
zialo [6 in (6), a in (7), (8), (9), (10), (11)] potendosi scrivere u 4- oost. al
posto di u. Nel quadro citato tale costante è fissata (b = 0, risp. a = 0).



gli altri tipi trovati giacché Mf = 4 non è por essi costante | cfr. 

§71, (1)]. Si noti anche che le deformazioni proiettive di non 
si riducono mai a proiettività (eccettuato (5) con a = 0) ; infatti 
si vedo facilmente che nel caso opposto L ed M dovrebbero essere 
indipendenti da w.

B) Altri metodi di calcolo.

Invece di supporre scelti i parametri u e v secondo le (1), si 
può sceglierli p. es. in modo che sia

P = PM , 7 = 1-

Sarà un esercizio utile per il lettore il fare di calcoli in tale 
ipotesi ; per comodità indico i risultati

1* p = 1 , 7=1, L = au + b , M — av c ;

2’ p = + v , t — 1, L — — 2w2 + ^bu + c ,

^= + 2u+^±ò;

3 _
3“ P = v , -( = 1 , L = 4bu + c ,

! 2 \ -A - 5M — la —— m 3 + 3iw3 + ——
\ 3 / 18

4* p = ? (v), 7 = 1, dove ® si determina dalla

vW 
l’ x dx

J
0

L = 4- 2u2 + 2au + c ,

5 hM = -2^ + — ^_ + aT'+_ 



È chiaro che queste forinole sono trasformabili nelle precedenti ; 
è raccomandabile al lettore di effettuare la trasformazione nel modo 
esposto al Gap. VI § 62.

Avremmo pure potuto scegliere i parametri u, v in modo 
che sia

P = PW , Pt = 1 ;

anzi, procedendo in questo modo, avremmo trovato le soluzioni più 
rapidamente. Infatti, p e 7 essendo funzioni della sola v, è

dalogpT a2log(P 17) 0
dudv dudv

ossia H=K = 0. Ora tutte le superficie con H=K=0 sono enu
merate al Gap. VII § 69 e precisamente abbiamo ivi scelto i pa
rametri u,v in modo che sia §7 = 1. Basta prendere quelle in 
cui p è funzione della sola v. Lascio al lettore la verifica che le 
superficie cui s’ arriva nel modo ora indicato sono identiche a quello 
precedentemente trovate.

§74. — Risoluzione di un’equazione ausiliari».

A) Preliminari.

Prima di proseguire la nostra ricerca, studieremo in questo § 
un’equazione funzionale che si troverà al § seguente importantis
sima por il nostro problema. L’equazione che andiamo a studiare è

(E) tpj Ut 4- <p2 Vj = <p

?!, ^2, Uj , Fi, essendo funzioni di due variabili indipendenti 
u e v e precisamente : è funzione della sola u, della sola v,

e 8011 funzioni della sola u — v, <p della sola u -|- v. Non 
cercheremo che le soluzioni per cui <p1 <p2 4: 0. Troveremo nel campo 
reale dieci gruppi di soluzioni della (E) soddisfacenti a - + 0 ;
il risultato riassuntivo si trova alla fine del §.



, . . a a a2 a2 a2
Mediante le operazioni -3— , -r— , —- , —r- , -s— 

du dv au2 a«2 Sudv
a* a*

(*) Poniamo p. es. U. = —7—l , a>, = ——Al— , tb = ——-1—— .v ' 1 1 du ’ d(u — v) ^ d(u + vy

VTj a a « si ricava da]la (E) (*) 
dtVdv dudv* '

fi U[ + fé 17,4- fé Vi = ,

f 2 Vi — fiU,— Fi = -p' ,

f.^ + 2^ ^4-^4- r, = r,

f, Vi' - 2^ vi + <p'/ Ui + ?" V, = <p" ,

f! Ui— fé FJ 4" f i + 'fi Vi= — <p' ,

fi Ui' + ^v" + 3f'/u; - 3fé' Vi + 2^ + 2?"' f, = 0.

Dalle sette equazioni (E) 
Ui, Vi, Ui', Vi'. Si ottiene

e (1) possiamo eliminare Ut , ^i

fi fg 0 0 0 0 *

fi f; fi 0 0 0

— f'( — fs 0 fg 0 0 4»'

(2) f/ f/ 2fé 0 fi 0 = 0

u fi' fé' 0 — 2fé 0 fa 4>"

f" fé' fé — fé 0 0 -r

2fJ" 2fé" 3f" -3fé' fi fé 0

Quest’ equazione ha la forma

(2) kl. tolp' + t tp' 4- ^ip = 0

<» n ■ tt / dUt , dtp, d^b



dove t0 , , t8 non dipendono che da u — v. Escludiamo per ora
la possibilità che le funzioni tf,, <p2 siano tali che sia identicamente 
t0 = t, = = 0. Allora, dando a u — v un valor costante, si deduce 
che esiste almeno un sistema di due costanti a, b tali che sia iden
ticamente

(3) + 2a<p' + = 0.

Ora, operando sulla (E) ripetutamente con —----- 1- -r— siricava: 
ou dv

+ ©„ F[ = 24/
(4)

e da (E) o dalle (4) si deduce, por la (3),

(5) ipx (U" + aU{ 4- bU^ + ^(F/ + aV{ + 6F,) = 0.

B) Primo modo di soddisfare alla (5).

Cominciamo coll’esaminare l’ipotesi che sia identicamente

U^' + aUi +617, = 0
(6)

F," + aV{ + bV, = 0 ;

1’ equazione (5) ò allora soddisfatta. Se le radici xt — 2A, x2 = 2B 
di x2 + ax + b = 0 son distinte (reali o complesse coniugate), 
dalle (3) e (6) si ricava :

77, = a1eUu + a2 e*Bu ,

(7) F1 = 6,e2^ + b2e^ , A^B

ip = Cj e■4(M+',) + ca eB(«+v) _

Occorre ancora cercare la forma possibile per le funzioni <pl, 
In generale possiamo trovare e considerandole come incognite
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nella (E) e la prima dello (4). Ma vi è il caso eccezionale PJ— 
— Vi Vi = 0. Ora dalle (7) si calcola

Ui V{ — U;Vi = 2(A — B) [a.6, e2(B«+^) _ .

Supponiamo dapprima che sia Ux P( — V\ Vt = 0 ossia, per la 
nostra ipotesi, che A 4= B, a2bt — a{b2 ~ 0. Ma basta supporre che 
a2 — b2 — 0. Infatti l’ipotesi = 0 non ne differisce che
inessenzialmente (giacché è lecito scambiare A con B) e, se fosse 
p. es. = b2 = 0 , (*)  la (E) diventerebbe :

(*) Analogamente si procede nell’ipotesi a1 = a, = 0.

tp, (cqe2^" + a2e2B“) = c1e-4<M+'’) + c2 eBblVv1 .

Dividendo per U1 ed operando con si troverebbe:

(M — B) [a, c2 — a2Cj c<4+2B)«+4v] _ o

sicché aYc2 = a2c1 — 0 (essendo A 4= B). Se non vogliamo supporre 
nè a1 = = 0, nè a2 = b2 = 0, non ci resta pertanto che l’ipotesi
q = c2 = 0 ; ma anche questa è impossibile giacché essa richie
derebbe = 0, mentre noi non cerchiamo che quelle soluzioni 
per cui <pj<p2 4= 0. Sia dunque a2 = 62 = 0. La (E) diventa, divi
dendola per e4(“+«)

(p^e-^”-+ tp2b1e~-Afu-v) — Ci q_ C2 e(B—A)(«4-v).

Il primo membro essendo funzione della sola u — v, è necessaria
mente c2 = 0,

tp! 4- (p2b1e~A(u~^ = Cj.

Supponendo successivamente a1 = 61 = 0; ^ = 0, bt 4=0; 
bt = 0 , ax 4: 0 ; a^ 4= 0 arriviamo, ricordando le (7) e a2 — b2 = 0, 
alle seguenti soluzioni di (E) :

<Pi arbitraria , <p2 arbitraria , Dj = Pj = <{> = 0 ;



0
fi arbitraria, f2 = —■ eA^u , ?71=0, 1^=^e2^”, <p=c1c/('*-W; 

"i

?!= — <p2 arbitraria, Ul=a1cìÀU, Fx=0, <|)=c1e4i“+*’’ ;

fi arbitraria , <po = ~ f) — ^Le2A(«—v)-----e2A(«-v) 
T «i ox bi 71 ’

U1 = aJe2Au , V1--b1eÌAv , — c1e2Av.

Tali sono quindi quelle soluzioni di (E) per cui valgono le (6) ed 
inoltre ò U, Fi — U{ F, = 0. Esse si trovano, con qualche cambia
mento di notazioni, nel quadro alla fine del §, come le soluzioni 
(Eo), (E,), (E{) , (E,).

Per trovare le ulteriori soluzioni di (E) per cui valgono le (6), 
dobbiamo supporre che U} Vi — U{ F, 4 0. Dalla (E) e dalla prima 
dello (4) si deduco

(8) <0 : - 2^ __
71 DjFj—™ C7i f; — w

Sostituendovi i valori (7), troviamo

bvc2 e~À{u-^ — b2 q
~ ~aTb, e<«-A)«-”) _ ’

(7) M.

— oq c2 eÀ(“-”) -f- a2 Cj eB(u-’’) 
= a2b. ei*-*)<’->’) — a, b2 ’4 1 A4

valori che non dipendono che da u — v, comunque si scelgano le 
costanti nelle (7). La soluzione rappresentata dalle (7) o (7) bit si 
tiova come (E3) nel quadro alla fine del §. Con (EJ) ò indicata 
ni forma reale quella soluzione che si ottiene dalla (Es) se A e B 
hanno valori complessi coniugati.

Ma in ciò che precede abbiamo supposto che le radici di 
$ + ax -f. b = 0 siano distinte. Se invece quest’equazione ha una 
soluzione x = 2.4 doppia, dalla (3) e (6) si ottiene



U1 = (alu + a2)^“ , Fj = (6X v + i>2) ew , 
(9)

<p = [oj (w _|_ v) + c2 ] .

Come sopra, calcoliamo anche qui U1 V'} — U[VX. Otteniamo

U, FI — U{ F, = [cq b. (u — v) — b2 + a2 bt ] .

Mostriamo che l’ipotesi Uj F{ — U[ F, = 0 non conduco a niente 
di nuovo. Infatti allora sarebbe

cq b1 — a1b2 — a2 br — 0

e quindi o 1": bt~ b2 =0, oppure 2°: fiq = a2= 0, od infine 3°: cq = 
= b1 = 0. Se br = b2 = 0, la (E) diventa dividendola per ex<“+’4

<p1eA(u~v) (axu a2) — c^u + v) + c2

donde segue at = 0, cosicché si ricade nello soluzioni (E,,) o (EQ già 
trovato. Similmente se a1 — a2 — 0. Se oq — bt = 0, la (E) diventa

«2 (pj e2Au 4- b2 <p2 e2Av = <q (u + v) eA “+")

donde si vede subito che <q = 0 o si ricade nella (E2). Possiamo 
quindi supporre U} V[—U[ Fi 4: 0 sicché si applica la (8). Sosti
tuendovi i valori (9), troviamo

_v> t>) + ^10» 26, q
” «1 (u — v) — b2 + ’

(9) M,

<p =
‘2 bj u — v) — «i b2 a2 b1

I valori (9) bl, non dipendendo che da u — v, comunque si scol
gano le costanti nello (9), lo (9) o (9)bU ci forniscono un’ulteriore 
soluzione della nostra equazione, che è la soluzione (E4) del quadro 
alla fine del §.



C) Secondo modo di soddisfare alla (5).

Osserviamo che, so una delle (6) ò soddisfatta, lo è anche 
l’altra; altrimenti la (5) darebbe ^1^2 — contro l’ipotesi. Per
tanto, se non valgono le (6), dalla (5) si deduce

(10) ?i
?»

Vi +aV{ 4- tF, 
U'i'+aU'i 4- bVi

Operandovi con —----- 1- -r— si trova subito che il valore comune
ou ov

dei duo membri della (10) ha la forma (*)

(*) È importante osservare olio nel seguito del nostro ragionamento fac
ciamo uso soltanto di (10) bi>.

(10) bla Il = ce“(M—“) 
?»

sicché la (E) diventa, dividendola por e

(11) ceaM + e™ Vx=-^e* ”, 

donde si deduce tosto che

0, 
duov \ /

ossia

(ó" 4- a<|/) —-------—ì — a (““ì + = 0
Y ' ?2 \ ?» / \ ?» /

So fosse ^ = 0, la (11) mostra subito che non si otterrebbe che 
Quel caso particolare di (E2) in cui Cj = 0, sicché possiamo sup
porre <]>4:0,



dove P

—T —— Ta

evidentemente è costante, ossia

(12)
4»" + ay + P4> = o

1

?2

—Y + p—=o. 

?2 / ?2
— a

Supponiamo dapprima che l’equazione x2 -|- a.x -f- p = 0 abbia 
due radici distinte (reali o complesse coniugate) x1 = A , x2 = B. 
Dallo (12) si deduce :

4 = -|- c2eB(“+*’> ,
(13)

—= 6l6— + b9e-^u-^ ;
?2 ’

inoltre è a = — (4 + B) sicché la (10) bu dà

(13) bl.
— = _È1_ eB(u-v) i J(2_ e4(«—r) 

Pi c C

Sostituendo nella (E) o, ciò che ò lo stesso, nella (11), si trova 

Ce-(A+B)M _|_ e-(A+B)v yi _

= 62 Cj -|- c2 e{A—B)v _|_ 62 c2 e ,

cosicché (h costante arbitraria)

U = A£Le2Au . hh-c2Bu । 

c c
(13) t„

Pi = bx Ci e2j4v b2c2e.2Bv — .

La soluzione di (E) rappresentata dalle (13), (13) b), e (13) ter 
è identica, a meno di uu piccolo cambiamento di notazioni, alla (EB) 



del quadro alla line del Capitolo. Se A, B sono complesse coniu
gate, otteniamo, scrivendo la soluzione in forma reale, la (Eb) del 
quadro.

Resta ancora l’ipotesi che 1’ equazione a;2 -|- a® + 0 = 0 dove 
lo a , 0 sono lo costanti che compaiono nelle (12) abbia una radice 
doppia x = A. Dalle (12) si deduce :

<|> — [^(w + v) + b2] ,

(14)

— — (u _ v) + a2] e-4!"-*’;
?2

inoltre è a = — 2J, cosicché la (10) bi, dà

(14) bll ~ tai ~ ”) + “al • 
c

Sostituendo nella (11) si ricava :

ce-24« ui e-uv yi (Ma — «2) (ft2&1 -|- at b2)u +

+ («2òi — a1bt)v 4-a262] ,

donde si deduce:

“1 bl 2 I
1 ■- W2 +
C

(l, bn "4” (la b ■ bn \ .
..1 2 1 a _l- u 4- _^_2_ _L h 

c 2c ]

(I4)tar

Pj =— a^byV- + (iixb2 — a2b^v —
a2 ^2 
”2~ eh e2^".

La soluzione di (E) rappresentata dallo (14), (14) biI e (14) Ur è 
identica alla (Eo) del quadro alla fine del §.



D) Non esistenza di ulteriori soluzioni di (E).

Completiamo lo studio dell’equazione (E) dimostrando che 
essa non possiede altre soluzioni, diverso da quelle finora trovate. 
Basta evidentemente far vedere che non si può arrivare a nessuna 
nuova soluzione supponendo che sia in (2) bl, t0 = *1 = — 0. 
Ora dalla (2) si calcola senza difficoltà (non ci occorre conoscere 
il valore di t0)

Tj = (p, p» — p2 I) (p2 p(" — <Pif'') +

p2 (<p> f — p2 p'/)2 — 6p, p2 (p, pó — p2 p() (p( f' — f p(') —

— (fi f2 ~ fi f2) (?■ f' ~ ?2 O + 4p( f. fa f — p, pi)2 ,

T= = 2f f (?i f" — f 2 — 3pj p2 (Pi f — p2 p() (?1 f + p2 p(') +

+ 2p. p2 (Pi f + p2 pi) (p2 f — Pj p") -|-

+ (3pip;s + 2pj p3p( f + 3f pi2) (pj f — P5.pl),

Posto por un momento

IL - / /
«Pi ”

si ha pertanto

Ti: f f — (li — fi) [2 (/” — /2') + (/] -|- /2) (/j — /2) + 3 (/{ — /2)a],

t2 : p? p2 = — 2 (fi — /2') — (A + /2) (/( — fi} ,

Lti 4" (fi fi) *2] : f f — 3 (fi — fi)2 (f2 — fx).

Lo equazioni iq = t2 = 0 equivalgono dunque alla sola

(15) /;—/»=0
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sicché basta provare che non esistono delle nuove soluzioni della 
(E) per cui fosso soddisfatta la (15). Ma dalla (15) si deduco :

fi fs ’

(16)

-il = ~ »)
?»

Ora la (16) è identica alla (10)biH. Se si osserva che, nel ragio
namento che ci condusse alle soluzioni (E6), (Eb) e (Eo), abbiamo 
fatto uso soltanto della (10) bl, (*)  vediamo che non vi sono infatti 
altre soluzioni delle (E) con oltre quelle che abbiamo

(*) Cfr. l’ultima nota a piè di pag.

trovate.

E) Quadro di soluzioni dell’ equazione.

(E) ^(u — v^U^u) 4- <p2(u — v) P^v) = <p(u + v),

dove <pi <pa 4: 0.

arbitraria , cpa arbitraria ,
(Eo)

= Pi = «P = 0 ;

<pi arbitraria , <p2 = ae4^-") ,
>
(E,) Ut = 0 , Fj = be2Av , tp = a6e^“+v> , 

ai 0 ;

= ae~A(u~^ , <p2 arbitraria, 

(EJ) Uj = be21» , Fx = 0 , <p = ,



a 0 ;

^i arbitraria , <pg = ae3^”-” . 4- be.^-^ ,

(Ej) Uy = — ace2Au , Fx = ce3j1'’ , <p = ,

o ;

(K»)

_ 61 c2 e-^-v) _ Cj e-B(u-«)
'fi ~ 'i. e-(A-BHu~v) _a A eU-£)(«>-») ’ 

4 1 L 4

_  —alc2eAlu~vl + a2 cx eB<“—»)
1 a2 <“ ■ ”) — «j b2 t^A~^ (w—v) ’

Ut = a2e2Bu , V1 — b1e2Av-\-b2e2Bvì

<p = ct ejl<,‘+1’) 4- c2 eB(w+,') ; A 4: B ;

« - c C~A^ sin l a (u — ^) + / - fe]
™ a sin | 2a (w — v) + li — k] 1

« -- ° sin E«(w — l) + 7a — 7]
(^») ( b sin [2a (w — v) 4- h — k] ’

I C7j=ae3"1Msin (2aw + ^) i Vi=6éa4’’sin (2av4-fc),

\ <p = ceA(u+v) sin [a (u + v) + , «&ca 4= 0 ;

(U<)

m = e-A(u-v) ^lcl(u + ^lc2 2&2C! 

™ a1b1(u — ») — a1ò2 4- a26] ’

„ _ eA(w— v) aici{u v) gica + 2aac1
ai&j(w — v) — ajb2-j-a2bx ’

Uj = (a^u 4- a2)e2Au , V1~ (b^ + b2)e2Av,

tp = [cj (w 4~ w) 4~ c2] ;



1
= ca! 4- ca2 ’

A $ B
•__________________ 1 _________  

a2 e—A(w—v) a g—B(«—v) ’

(E6)
1 U1 — aìb1ce-Au 4- a2b2ce2Bu 4- hce(A+B)u ,

Vj = a2 bt e2Av + b2 t?Bv — 1^+^ ,

, <p = b^ c^<u+”> + b2 eB^‘+^ ; 

ae-A(uv)

sin [a(u— v) 4- A] ’

beA(u-v) 

sin [ a(u — p) 4- ’

' 1
(Ej) Ut =----- — éUu cos (2aw 4-^4-^) + bceìÀU ,

d()

e2'1*' cos (2av — h 4- k) — ace2Av ,

<J> = ~ e4(M-H») sin | a (w 4- v) + ^] , a + 0 ;

gg eA(U -V)
al (“ — ^ + a2 ’ <p2 ~ al (w — «j 4- «2

(E«)
[7j= a1&1w24-(a1624-a2&i)w4

w2 b2
h e2Au,

Fi =—c a161P24-(a15a—a^i)v' (Z2 b2
2 }-h c2Av,

2

(p = c [6j (u 4- v) 4- £>2] e4<M+’'> .



§ 75. — Superficie con oo1 deformazioni proiettive in sé. 

Riduzione del problema 

all’ equazione, studiata al § precedente.

Dopo la digressione sull’ equazione (E), ritorniamo alla ricerca 
di superficie 8 non rigate con un Gx di deformazioni proiettive 
in sè. Riferita S alle, asintotiche, sia

il simbolo della trasformazione infinitesima di G1. Le equazioni

differenziali du = 0 e dv = 0 essendo invarianti por G, è —?— = 
r 1 ov

Sri
= — 0. Inoltro l’ipotesi = 0 ci ricondurrebbe alle supor-

ficie della specie A già determinate. Scegliendo opportunamente i 
parametri u, v delle asintotiche possiamo pertanto supporre $=r]=l 
sicché le traiettorie di G* sono le curve u — v = cosi., e le equa
zioni di Gy sono

, (1) u — u-\-t , v = v-]-t.

È importante notare che i nostri parametri u, v non sono
fissati che a meno di una trasformazione della forma

(2) u= au b , v = av c

oppure

(2) „„ u = av c , v = au b.

Affinchè le forme tp2 e ?a siano invarianti por G occorre e 
basta che p e 7 siano /unzioni della sola u — v. Le condizioni 
d’integrabilità (2) del § 73 diventano pertanto



= - 2?/— Tp' , Mu = 27p' + Pi' , 
(3)

P^« — 2p'M — p'"= ^Lu + 2-t'L +

Dobbiamo quindi studiare il sistema (3). Noi lo ridurremo 
all’ equazione (E) studiata al § precedente. A tale scopo indichiamo 
con Ft e F2 funzioni della sola u — v soddisfacenti alle

(4) e; = 2Pt'+tP' , ^ = 27p'+p/.

Dallo prime due delle (3) e dalle (4) si deduce

(5) L^F^U , M = Ft+V.

Sostituendo i valori (5) nell’ ultima delle (3), si ottiene

(6) pP'—2p'E —p^ — 23^ — 3'" =

= 1U'+ 2YU + tF; + 2f'F1 + t'".

3 3
Operando sulla (tì) con si ricava :

PF"— 2p'F = 7^"+2fl7;

e ciò può scriversi 

(n n \

oppure

(?) 7r+pr=<!»,

’p essendo funzione della sola w + v. Ora la (7) non ò che la (E) 
del § precedente, se vi si pone

(«) <Pi = 7 , ?a = p , U^U' ,



Risulta che, per trovare le superfìcie cercate, ossia per risol
vere il sistema (3), occorre: 1° sostituire a 0, 7, U, V i valori 
determinati secondo la (8) da una soluzione (E() della (E) ; 2" dare 
alle costanti (0 funzioni) arbitrarie che compaiono in (E,) valori 
tali che la (6) sia identicamente soddisfatta. Dal modo come abbiamo 
dedotto la (7) risulta che, in ogni caso, nell’ equazione che si ottiene 
da (6) nel modo ora descritto non comparirà che la sola variabile 
u — v.

Occorre pertanto esaminare l’una dopo l’altra le soluzioni 
di (E). Possiamo omettere la soluzione (En) ; essa infatti -dà U'— 
= V'— 0, sicché le (5) mostrano che L ed M sono funzioni della 
sola u— v, donde si vede che anche la terza forma ammet
terebbe il gruppo Gx che sarebbe un gruppo di collineazioni di S 
in sè; caso triviale già escluso al § 73.

Diremo che S è di specie Bx, B2, B3, Bt, Bf,, Ba rispetti
vamente nel caso delle soluzioni (E^ 0 (EJ), (E2), (E3) 0 (^3), 
(E^ (EJ 0 (E'b), (E^ dell’equazione (E). Un quadro completo delle 
quantità 0, 7, L, M per tutte'le superfìcie delle varie specie si 
trova alla fine del Capitolo, come abbiamo già avvertito al § 73.

§76. Verifiche per le specie Bx e B2.

A) Superfìcie della specie Bx. 
0

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie Bj dipen
denti rispettivamente da cinque e quattro costanti arbitrarie.

Basta esaminare Infatti (E'x) si riduce ad (EJ scam
biando u con v. Supponiamo dapprima 4^0. La (8) del § 75 dà

0=aeA , 17=^ , V=be2M + d2.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo supporre a = A — l, 
b — 1 (*),  ossia

(*) 80 fosso b=0, lo trasformazioni di G', sarebbero collineazioni.



(1) p = e«-’ , U = d, , V = e"  + d2.*

(*) Abbiamo posto d2=0. Si vedo subito oho ciò non restringo la 
generalità.

Dallo (4) del § 75 si deduce:

= e (27'+ 7) , ^ = e “-"(7' +27),

sicché possiamo prendere :

Fi+F2=,3e-^.

Eliminando 7 si trova:

F{ ._2Ei+E, +E2 = 0 .

Se ne deduce tosto che possiamo esprimerò Ft) F2 q mediante 
una sola funzione F della u — v secondo le formolo

(1U T = e”-F , Fl — 2F' — F , Ft=F’ + F.

Infine sostituendo i valori (1) e (1) b„ nella (6) del § 75 troviamo 
che F deve soddisfare all’ equazione differenzialo del quarto ordino (*)

(l)„r (F" + 3F' +2F + i) + 2 (F"—F') (2F’ —F + dy) +

4- F1 (2F" — F') + F"" — W" 4- 3F" — F' = 0 .

Se invoco in (^j) 4=0, la (8) del § 75 dà

P = a , U —dt , V — bv 4- d2 , ab 4:0 .

Dalle (4) del § 75 si deduce :

F'i = 2«7' , F's = 07' ,

sicché possiamo prendere :

Ft = 207 , F2 = «7 .



Sostituendo i valori trovati per p, U, V, F^, F2 nella (6) del § 5 
si ottiene :

y"' 4- 6«ty' 4- [2d1 4- a2) 7' — ab —0, 

onde
y" 4- 3«y2 + (2dj + d2) 7 — ab(u—v)=c.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo limitarci a supporre 
a = 1, d2 = 0, c — 0 , cosicché :

p = l , U = dl , V=bv , a&4:0

(2) F1 = 2y , F2 = y ,

y" 4- 3y2 4- (2di 4- 1) 7 — 6 (“—•

B) Superfìcie della specie .

Vi sono tre tipi di superficie della specie B2, dipendenti rispet
tivamente da sei, cinque e due costanti arbitrarie.

Supponiamo dapprima che in 4 4 0. La (8) del § 75 dà (*)

(*) Abbiamo scritto 24c al posto di c o 26 al posto di b. Se fosse 
a = 0, si tornerebbe a Se fosso c = 0, U c V sarebbero costanti o il 
gruppo si comporrebbe di oollineazionl.

P = 0^^ + 2beA{u~vì

ac4:0

U = —ace2AU+d1 , V^e2^-^ .

Dalle (2) del § 75 si vede che si può supporre a=A—lì c = l 
ossia :

(2) p = ? 4-2&e“-”,

(2)M, u^-e^ + dj , , ^0.



Dalla (2) si vede che esiste una funzione F della sola u — v 
tale che sia

(2)lor p=e“->'(|/F4-6) , t^e^'^F'— b)

Sostituendo nelle (4) del § 75 vediamo che si può prendere

0
= 4 F' + b ^F' —F + b*(u—v),

(^)quater

= —6|/F + F — b*(u—v).
2

Infine sostituendo nella (6) del § 75 otteniamo che F deve sod
disfare all’equazione differenziale del quarto ordine

e“-” 1 f""__ S-F'
2 4

-1 pi' pii _|_ pili A F^F"3

q / A2 Q \
— Ap'-1 F "*+3 F F "+d2 —  ----- b\u—v)+A j F"4- 4F* 4-

3 / \ j_
4- 2bF'^ 4- 2r + 2d2 — 3b2 — 2b*(u—v) +1 \F' + 2bFF'"- — 

— 2ba(u—v') — 2bd2 + b3 — b

A p'^F"^"___— F'" 4- — F'^F"3
4 2 8

A F'^F"^ 3F'F" — (f—

b2 v 3 \ 3
— di4------- 62(u —I F" + 4:F'2+2bF' = 4- (2F— 2^4-

1
4- 362 — 2b3 (u — v) — 1) F' — 2bFF'2 4- (263 (w—v) 4- 2Mj — b3 4-

+ b)F'^ =0.
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Notiamo che si può supporre d2 — d2 senza ledere la generalità. 
Così facciamo nel quadro alla fine del Capitolo.

Sia invece in (E2) ^4 = 0. La (8) del § 75 dà

(3) p = «7 + i> , 17 = — acu + d2 , V = cv + d2 , ac £ 0 .

Dalle (4) del § 75 si ottiene pertanto :

F{ = 8077' + 2b^ , F2 = + b^' ,

sicché si può prendere :

(3)w, = v 72 + 267 ’ ^2 = V72 + 67 •

Sostituendo tali valori nella (6) del § 75 si deduce che 7 devi1 
soddisfare all’equazione differenziale in generale del terzo ordine

(3)ter (1 + «) 7'" + 6a (1 + a) f 7' + 6ò(1 + a) ri' —

— 2ac(u— v)^' -j- (2ad2 + 2^ -|- bB) 7' — 2ac7 — bc = 0 .

Le (2) del § 75 mostrano che non si restringe la generalità sup- 
62

ponendo d2 — 0, d2 —----- —, c = 1.

Ma la forma dell’equazione (3)ter prova che il caso a+ 1 =0 
“deve essere trattato a parte. (*)  Le equazioni precedenti diventano 

b2 
allora, posto d2=0, dt —---- — ,c=l,

(*) Per mettere in evidenza tale circostanza, scriviamo — al posto di 

14-a nel quadro alla fine del Capitolo.

ò2 3
(4) 0 = — 7+ò,^ = w— -y, —-g-78+267 ,

F2 = — 72 + Ò7 , 2(u — v)^ +27 — b = 0 .



Se ne deduce :
(u — v) (2?—b) = 2h = cost.,

r 3 h2 1 bh 1
L-U 2 («-«)2+ 2 »

($)bli
„ 3 1 bh , 1 ,2
M — V — -5- 7-------- — t;------------------- ------ b2 .2 (u—vy 2 U~V 8

Dobbiamo supporre hb^O perchè altrimenti la superficie ammette
rebbe oo2 deformazioni proiettive in sò.

§ 77. Verifiche per la specie Ba.

1. Questo caso è il più difficile. Vi sono quindici tipi di 
superficie della specie Ba distinti anche nel campo complesso, 
sei tipi dipendendo da due costanti arbitrarie, gli altri da tre 
costanti ciascuno. Nel campo reale il numero di tipi distinti è 
ancor più grande.

Le equazioni (Ea) e (8) § 75 danno :

— aic2eA +aaC1 e
1 a2 òje-(x-fl> (u-v) — aj b2 <«-’) ’

(1)
bìc2e~A (M-V> — b2 cle~B

7 = a„ e “(4-"11“-"> — a, b. e ’A 1 ti

(2) 

convenendo di sostituire u e v rispettivamente a



^e>BU ed a — eSB” se B=0, e similmente se A =0.

Le equazioni (4) del § 75 possono scriversi:

Fi + ^2 = 3Pt , ^—^=^7—73'.

Posto per brevità

(3)
si deduce dalle (1) :

_ e (a-a) («—v)

Pt'—tP' =
— (A + B) cxc2 (a^z + ffl2t»1z-1)+2Aa16]c|+2Ba262Ci

(a1b2z — a2b1z~1)2

Fl-F2 =

1 f—(A +B)cJc2(a162z2 +a2^i)+2(Aaj51c|+ Ba^cl)
A — bJ (a1b2z2 — a2b1z)2

Osserviamo che si può supporre a^^O. Infatti non può essere 
simultaneamente a1ò2=a2&]=0; d’altra parte, il caso ax&2 = 0, 
«2^4:0 si riduce ad scambiando le lettere A e B. Sia
pertanto aqà^O. Allora si deduce dalla precedente

F1—F2 =

(A+BJc^z — (a^A c|+B^c?

a1b2z2— a26x

Ricordando che

Pi+P2 = 3p7 = 3
(alb2zi — a2biyì

1 
A — B

si trova :

F1 = 2(A—B) (ai 02 22 “ “2 2 2 (2A — B')a1 b2 Cj c2 z3 +

(4) + j(— 4A + 3B)ajà1C2+ (— 3A + 2B)a2b2c^ z2 +

+ 2(A — 2B) a2b1c1c2z + (Aa^bicf + Ba2b2cty , 
ttjO2



— 2 _ B) (ai ^2 Z" a2 2 2(4 — 2B) aìb2 Cj c2 z3 4-

(4)m. + l(~24 + + 4B)aa6acf)) z2 +

4- 2(24 — B)a2b1c1c2z — <la b^
«A

(4«jò^c, Ba2 b2 Cj]

Basta sostituire i valori ora trovati nell’equazione (6) del § 75;
dopo un calcolo piuttosto lungo si trova

4. z J _ B (4 _ B) (B2 4- 2da) at bfc,z7 4-

4-a?^C1(4-2B) 4(4 — 3B) —«,6,(4 — B) (4 — 2B)2 4-

4~2d2z*4"®i^*®s (®i 5144* 3<i262Cj) (24— 3B)(—44-2B)4-

4-a1a25162(4 —B)(843 —3642B 4-544B2 —23B34-

4- 2d2 (24 4- B)) z 4" ®i ®2 ^2 c3 (17 4" — 44 4B 4*

4- 24B2) 4- a2 b2c? (24 — 3B) (34 — 4B) 4- a2 tq b2 (4—

(5)

—B)(—23434-8442B—964B34-32B34-2da(4—4B)) z‘4-

4" aifl2 C2 — 2 (a1 b 1 cl 4- 3a2 b2 c?) (24 — B) (24 — 3 B) 4-

4- ai a2 61 b2 (4 — B) (32 43 — 96 42 B 4- 844B2 — 23 B3 4-

4_2d2(—44 4-B)) z34-al6jCj a161c;(1742 — 234B 4-

GB2) 4- 2a2 b2 c? A (34 — 4B) 4- a, a2bA b2 (4 — B) (— 23 43 4-



+ 54425 — 36452 + 853) + 2<Z2(4 + 25)) z2 +

aì b]ct
^2

(—24 + 5) (ai61cf+ 3«2b2c?)4 —a1a2b1b2(A—

-5)((24-5)2 + 2d2) z +

aìb J C] 
«i&2 A a1b1clA+a2b2ciB — a1a2b1b2(A—B)(A2 + 2d2) =

(5)
= — A (A — B) (A3 + 2d1)a3lb*c1z1 + 

+ aibjc2 (2 A — B) — ci (3 A — B)+a1bl (A—B) ((24—B^ + 

+2^) z^ + ^b^ (3alb1cl+a2b2ci)(3A—2B)(2A — B) —

— a^b^(A — B) (2343 —54425 + 36452 —853 —

— 2d^A + 25)) zB+ a1b1b2c2 — ^6^(44—35) (34 —

— 25) — a2 b2 c= (2442 — 4445 + 1752) + at a2 bt b2 (4 — 

— 5) (324a — 96425 + 84452 — 2353 — 2d, (44 — 5)) z«+ 

+ 0^^ 2(3a1b1ci + a2b2ci)(A — 25) (34 -25) — 

— «ia2 bYb2 (A — B)(2343 — 84425 + 9645* — 3253 —

-2^(4 — 45)) z3-\-a2bic2 2^ 6^ 5 (44 —35) — 

— a2 b2 ci (642 — 2345 + 1752) + a, a2bl b2 (4 — 5) (843 — 

— 3642 B + 54452 — 2353 + 2d{ (24 + 5)) z2 +



al biCi
«i

(—4 4-2B) (3a1&1<^ + ^b2cl)B 4- a^b^tA—

— B)((—A + 2U)2 4* 2dj) z 4- 

a£ b\ C2 D 
—a\b2

— a^clA — a2b2clB — a1aa6162 (A—

— B) (B2+ 2dJ

In quest’equazione 7] = 0se4^4:0; se invece B = 0, ò:

7] = A (cij b2 z^ — b})“ \alb2c2z 2aia2blc1za 4- 2a|61ò2c1z —

— al blc2 4- 2a2 b2A{u — v)z (at b2 cr z* — 2ar bt c2 z 4- a2bx cj

e, se 4=0, è :

= Bz 1(a1b2z2— — 2aìb1b2c2z3 2ala2bìc2z — 

— alb;Cj — 2at ^B (u —v)z (a, 62c2 z2 — 2a2^0^ + 0^c2)

Osserviamo che, appena conosciuta una scelta di costanti A 
B, «], b2,... tale che l’equazione (5) sia identicamente soddisfatta, 
se ne deduce un’altra (che può coincidere con la prima) mediante 
la sostituzione 

/ a2, a2, bj, b2 , Cj, c2, A , B, dj, d2\

\—b2, —bt , —a2 , —«i , —c2, —Ci, —B , —A, d2, dj/ .

Ora tale sostituzione equivale allo scambio di u con v e non dà 
pertanto niente di essenzialmente nuovo. Quindi non scriveremo 
che una di due tali soluzioni equivalenti.

2. È facile vedere che, se 4B = 0, è impossibile trovare dei 
valori di cq, a2.. .. tali che la (5) sia soddisfatta identicamente 



e che sia py^O- Invece se l’equazione (5) possiede quat
tordici soluzioni distinte. Il lettore può vedere il calcolo relativo 
nella Memoria di Cech. ; Sur les surfaces qui admeltent ao1 défor- 
mations projectives en e.lles mèmes (*).  Rinviando a tale Memoria 
scriviamo qui senza dimostrazione le diverse soluzioni di (5) per 
cui Esse sono:

(*) Publications do la Facilitò des Sciences de 1’ Università Masaryk, 
1924, no 40. Brno, Cecoslovacchia.

(a)i c8=0, — B)2, 2^= — A2, 2d2=—(A — 2B)2;

(a)2 c^a^A—B)2, cl=a2b2(A—B)2, 2d1=—A2, 2d2=—B2,

(P)1 B = —A, c^àa^A2, cl = 4a2b2A2,

2d1 =—A2-[-ha1c2, 2d2 =—^42 — Abac1;

(P)a B— — A, a2=[xò2, c^v^, Cj——vò2, d1—d2-,

(P)3 B——A, a2 = + c^)2 
lQA2a2b2 ’ 1 16^42a16*

2dj = — A2 -|- 8»! c2
^2 ci — ai ca

(«! c2 b2 C1? ’

2d2 = — A2 — Sb2c1
b2 ox ca 2 

(ajCa + ^Ci)2 ’

(l)i A = , b^h3^, a2 = -^, c^hlca^ c2= — ^b2ì

9.ìe2 2dx=-B2-^, 2d2^-B2- 
fb

(t)2 A = SB, 6]=Xca1, b2=\2a2,



2dj = — B2 3k4aicf+ aici
2X6a’a*

2d2 = — B- ;

(8)! ^=2B, c2=0, 61 = A2a1, 62 = Aaa,

c? = 2Aaa?(da — d^ ;

(8)2 A—2B, c2 = 0 , c2 = 4a1ò]Ba,d2==^l(2B2+d]);

(3)3 A = 2B , bt = h2 a ' * 1 7 £ «3 7

D9 2c? c?
2d. = — B2 — —f- — —1- 2d2 — — B2 •

1 hai h2a\ ’ 2 ’ 

^l = 3a, B = 2a , afb^ =0,^1, 

c2=0, 2c, = —«,6, (a2 + 2dx), 2d2 = —a2;

(e)2 A = 3a , B ~ 2a , «| b* = a2 bj,

Cj = 0 , 3c2 = ti2ò2 (4a2 4~ 2dj), 2d2=—4a2;

(S)s 4=8a, B = 2a, a^?=a=82,

c| = a262a2, 2c? = —a161(7a2H-2d:), 2d2 = — 4a2 ;

(C) A = 4a , B — 3a , c2 — 0, 3c2 — — ai3j(4a"-|-2dj), 

a3ib*2 — 0^=0, 2dt=—4a2 .

Calcoliamo ora noi diversi casi i valori di p, y, L, M, sem
plificando mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del 

§ 75-
Nel caso (a)x possiamo supporre 24=a + l, B = a — 1 

(a2+ 1), a1 = s1a2, 51 = s13262, e’ = s| = l. Si ottiene (*)

(*) Il radicalo .21- può essere positivo o negativo, ma "i 1 /
&i r a,



. ,-1/a. e(a+h«-») 1/61 e-(*  + i)(—v)

(*) I due casi s — 1 e s = —1 sono distinti anche nel campo com

plesso; sui radicali 

servazioni valgono anche per .

B = 4 I/ —!-------------------- 7 = 4. \ —_________________P 1 b, 1—e2e4("-v>’ ' Va. 1 — s,e~4(’‘-’’>’ ’ A “ rii

T _ gi 2(«+i)w I s+i 2(a-i)« (a + 1)2

2 (a+1) 2(a— 1) 2 

+ 4 | — e2 (a + 5) e4 (M-”) + a — 1 ]

M „2(a + l)v , Sj^i ,2(a— 1)D (a — 3)2
" 2(«+l) / + 2(a—1) e -----------2~

4 | e2 (a — 7) e4 — a + 11 

(1 —e2e4'“-v|)2

Nel caso (a)2 possiamo supporre J = a + l , B — a — 
— 1 (a2 4: 1) a2—s1alì b2=elblì s*  = l. Posto e = + 1 si 
ottiene (*)

„ («+») (»-v)tv] — e e

IT, 1 —e4 («—«)

e-(a-8)(u-v)_£e-(a-i)(u-v) 
___________

r __ ai । elai „2(a-l)u (a+1)2 ,
h ~ 2(a + 1) + 2(a-l)e 2 +

, 2 [e(a + 3) e0<«-”) — (a + 6) e4<"-v> —s(a—3)e2(tt-v>+ 1]
r H ___e+«-v)\2 ’

2(a+l)i> I 81^1 2(a—I)v (a l)2
’M~2(a+l)e +2(a-l)e 2

--i- e 1/ —1- v. a nota precedente. Queste duo os
ti. r a,



2 [— s (a — 3) e8 <”-»> + (g — 6) e 4 -|- e (a + 3) e 2 — 1]

(1 _ e< (—v))2

Nel caso (P)j possiamo supporre ^4 = 1, a8 = s1a1, 62 = 
= Ej , s*  = 1. Posto s= +1 , si ottiene :

(*) Se fosso |i = 0, la superficie ammetterebbe cos deformazioni proiet
tive in sò.

g _ 2 1/±L —_ 2 e I Al. e“~V
1 \ bt l+seai«-«)’ T-2e|/ l-|_ee2<* —«)

2« £iai e-2» 
2 a.

6 E e2

(1 +se2(u-”))2 ’

■y — b

6se2(,,-’’)

(1 + ee21"-* ”)2 '

Nel caso (P)2 possiamo sopporre ^4 = 1, p. = e,, a^SjSjój, 
e« = ej = 1 • (*)  Si ottiene :

L =
3v2 1
2 ,

3v2 1

2 (Sje”—— e""’)3 '

Noi caso (P)3 possiamo supporre A = 1 , a3 c2 + cY b2 = 
= 4s1ai&2j c1 = £2c2> ®i = si = l. Si ottiene :

4 sx 62e',-u —ea^e"-” _ 4 £1
P “ Eoaj+V è5- e3’ 7 ~ e2 ax + 62 ’

^Le2«_____È2 e-2«_____ 1_____ A £2^1(s2^1
2 “ 2 (s2 a j + ò2)2



, 4 [6s2a162e6',‘-”M;7aH5^)e4<u-”)+6s2a1^^^^
+ (^1+^)2 (e4(«-)_ 1)2

1 i < $2 (®2 aJ — ^2) 

2

4 [6saa162e6(“ —(5a?+762)e4(',~t’)+6s2a1&2ea(1*~,,)—ai+6?]
+ C^+V (e4<—v)_ 1)2 "•

Nel caso (t)x possiamo supporre B = 1 , h = sx, c2 = — 
— 3i 32 > e? = e. = 1. Si ottiene :

o Si e3’”-” „ 1 e’4-”
” - V 1 —sje2^-” ’ 1 —’

L = ^-e6” 4- _ J____Jj_______1 Se2^ — 2sx

L - ±_e- 4. ^lea«_ 2___ 4 a^-e^xc + c2
6 6 + 2 6 2 4 a2 +

6'2 2. b2 2% (e2<«—>—»x)2 ’

M = 4. _ 2______ 1 2ej
6 '2 2 2bì (e2<«->—S1)2 -

Nel caso (v)2 possiamo supporre B = 1 , X = £j, 62=22^ , 
s3 = e2 = l. Posto q — e2c2—4c si ottiene: 

u
r _ 2e3^-v'> ( S*_____ 1___-_______1 \
1 \ 1 +e2(’‘-v) «j 1 — g2(«—v) y >

y — 2el—“ --\
1 \ l + e2<«-”l «j 1+e2^-”) / ’

Sfa?—c2)e8(M — 2(4aj—eJa1c+4c2)e4(“'’) 4-(a2—c2)e2(,‘ v)4-2(a?—Sja^l-c-)
(1----el(«-“))2



4. 
U £ £

+4~x 

«1

X ~ __ fi4(u-v))2

JJel caso (8)! possiamo supporre B = l, h=slì ò2=s2a1, 
£s _= £| = 0. Si ottiene :

r e*”-»! — Sj ’ ew-»)— 61 ’

4 e, e2t“-',) — 1 
e2" + d1 4- (di d2) ^2(w_)__g^a

/ si°i «» , «i\ „ 2s1e2<u-u> 4-1
Jf •= e2 y 4 e + 2 J e ' "I- ^2 + (^i—^2) (e2H<-v) Ct)2-

Nel caso (8)2 possiamo supporre B = l, c1=2e1, a2ò1 = 
= e2 aj 821 si — % = 1. Si ottiene :

B = —2si 1 
c2(1-“> —e2 ’ 7— e2(«-»)_ejj >

1 eac-»)^ —S2Ci(e«-v) t e2(v-u)(Ci_EieaCae2(v-u))

P— flj 1 —Sie»”-») ’ l_81e2<"—>

i=4e<-+i^e..+s „ 4.
4 ~ 2 ^ai _ s2)2 ’

^1 4~ 2 __  
a?

2ea e2(u-*’4* 1 
(e2(«-»)_£2)2

Nel caso (8)s possiamo supporre B = l, 8. = sx, aa—s2alì 
£s __ £’ = 1. Si ottiene :



1 6s162c1c2e8!“-”> —(4E1C|4-5ca)e2(“-®'4-c®-|-261ca
+ 2a? —

Jf = ^-e<.+ ^L^Le2v__l _
4 2 2

1 (2E1 c? + c?) ea(«-v> — 6sa cx c2 e"-’ + cf + 2^ c;
2 a? (i _8ie2(«-f))2

Nel caso (e)l possiamo supporre a=l, a2=s1a1, 61 = 
= e2a1, ei = Sg = l. Si ottiene:

0 e2ct e3'“-',> C1 e8(«-u)
‘ ~ a2 1 —e2e2<M-”> ’ 7 = ’

£ _ ai .«« । £i °i 4»____ 1___ e2 c? _ ci Se21"-'1 — 2ea

1 SeajCj e3<M—— (Ge2aj+fici)e2(“-1’)—2esatijC1e“-',+3ai+2e2c2 
+ 2a? ———j

6 T 4 2 aj 2af (1 - e2 e2”-"’)2 ’

_ e2ai o» । £i ai p4v____ 1______ ci e21**"’1 + 2 s2 
6 r 4 2 2 a? — •

Nel caso (e)3 la superficie ammette oo2 deformazioni proiettive 
in sè, come si verifica facilmente.

Nel caso (e)3 possiamo supporre a = l, a2 = e1a1, bt—e^a^ 
e* = e2 = 1. Posto e = + 1 , si ottiene :

s2—e2(’,-’’> ’ 1 l_e2e2(»—) ’

L-^-^ | —_____6 6 + 4 2



M = ^ e»v + ?l^e«v_2_ 
b 4

1 2é cl e^n~^ — 2 cj e2'"-*” — 8 e e2 e”-’ + 3a? + 2 s2 cj
2aJ (sg — e«—>)’ “ ‘

Nel caso (C) si vede facilmente che la superficie ammette oo2 
deformazioni proiettive in sè.

4. E inutile esaminare direttamente la soluzione (E'3) dell’e
quazione (E) che nasce da (E3) ponendo per A e B una coppia 
di quantità complesse coniugate. É evidente che soltanto i casi 
(a)2, (p)j, (P)2, (p)3 possono dare superficie reali. Ora le quan
tità dl, d2 devono essere reali, come si vede subito, sicchò nel 
caso (a)2 A deve essere puramente immaginario ; ma allora A -f-

= 0 e (a)2 è un caso particolare di (P)x, Non restano per
tanto che i casi (P)j , (p)2 e (p)3. Nel caso (p)x si può supporre 
A — i, ai=a11 b2 = bl = — X2^ (ax reale) e si ottiene:

p = - J- 1 • = x 1
X cos (u — v) ' cos (u — v) ’

Z> = «j sin 2u + — -f-AXa]------—------\ •
2 2 cos2(w — v)

M — — X2 a. sin 2v + + h X3af-------4------------------r- .
2 2 cos2(w — v)

Nel caso (p)2 possiamo 
v == — Xi. Si ottiene :

supporre A = i, p. = 1 , b2 = a, ,

___ X____
sin(w — v) ’

L = ajsin2w-|- d. 3X2

X
sin (u — v) ’

1

M — sin 2v + d} 3X2

sin2(w—v) ’

1
2 sin2 (u — v)

7 =-

2

11 caso (P)3 non conduce più a nessuna superficie reale come 
si vede facilmente.



§ 78. — Verifiche per le specie B^ B^, Ba.

A) Specie B*

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B4 dipen
denti ciascuno da due costanti arbitrarie.

Supponiamo dapprima in (Et) e poniamo per brevità

(1) z = at b} (u — v) — a{ b2 -J- a2 bj, m = aib2c1 a2b1cl — 

— a^b^c2 .

Le equazioni (Es) e le (8) del § 75 danno

(2)

(3)

ea(«—>W+m _ c1Z-m
6 b^z ’ ' avz

U=^2A" (al«+°2—+dl’

Se A = 0, le equazioni (3) devono sostituirsi con

(3)bI. U=-^-ui + a2u + dlì V = ^v* + b2v + d2 .

Le equazioni (4) del § 75 danno

F1 + F2 = 3^ = 3 F[-F's^’-^'.u»! u

Ora dalle (2) si deduce

, 2Ac] . 2crm 2Amz
P7 -PT =----—T- + . a ^2
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sicché possiamo prendere

„ __ „ 2Ac\z ___ 2c1m 2 Am2
1 2 a^b2 a1b1z a^z

Se ne deduce :

Ora dobbiamo sostituire i valori trovati nell’equazione (6) del 
§ 75. Se .4 4=0, si ottiene dopo un calcolo un po’ lungo

3A2b1m 2A / 2c?m , crm2 3m2\ tìAa.òjm
+ -?-+— + V— — +

2mÌ2c\ 3m2\ 3a]b\m / Ac1 Am bj m\l
+  I------------ 4” I H-------- ;-------- 2», I--------------------- —x- ) I .al \ Z2 Z / * \ «1 «1 2 Z2 / J

Se invece A = 0 si ottiene :

Fubini 0 Csch, Legioni ili Gtometria proùttiro-iltffcnmMala. 29



p s / 1
6m3 I —

\«i

^4- 4-6a?ò!(ai— b^m 

/ *

1

?

/ 1 1 \ i 1
(5)b‘« — 4c> (------- V ) TT + ^{a^ — b^)-^ +

y U'-£ Uj ] “

(alb* — a^b^m 1 ci2 _ q 
a1b1 z2 a1b1

2. Consideriamo dapprima il caso A 4= 0 . L’equazione (5) 
ha la forma

eA(u-v) p _ e-A(«-»)Q,

P q Q essendo funzioni razionali di u — v. Beve essere quindi 
P = 0 e Q — 0 . Annullando i coefficienti delle diverse potenze 
di z nello espressioni P o Q si ottiene senza difficoltà l’unica 
soluzione di (5) per cui Py £ 0 :

(a) ^ = 0, cl=a1bfì 2d1=2t?a =— A2.

Consideriamo ora l’equazione (5)bl„. Si vede subito che vi 
sono due modi di soddisfarla senza faro p? = 0 :

(p\ A=0, Cj—0, 61=a1, 2a(d1 — da)=oa— bf ;

(P)3 A=o, Ci = 0, c^a^, 2a1b1(a1d2 — b^) +

+ a|6, — a2bf — 0 .

Nel caso (a) si può supporre A =1 , a2 = ò2 = 0. Si ottiene:

IL Mea«____1_______ i________  -—=------
2 2 u — v 2 (w — v)8 ’



2 2 + u — v 2 (w —u)2 ’

I casi (P)t e (P)2 conducono a superfìcie che ammettono oo2 de
formazioni proiettive in sè.

3. In ciò che precede abbiamo supposto bt $ 0 . Non può 
essere simultaneamente a} = bx — 0 ; d’altra parte, il caso 
«i = 0 , bt 4: 0 si riduce al caso b1 = 0 scambiando u con v. 
Resta pertanto il caso = 0 , «j 0. Un calcolo che ometto
prova elio, se A 4: 0, non si ottiene niente di nuovo. Supponiamo 
dunque A = bt = 0 . Supposto, com’è lecito, a, ca — 2aac, = 0, 
le equazioni (E4) danno

o / \ 20,
0 =—t-(«—, 7 =-A, 

oa a,

a,
U = -y- u2 + a2 u + , F = 6a -|- d2 .£

Dalle (4) del § 75 si deduco subito :

2 c? 4 r?
F^~TT (u~v^ F2 = ~—j-(u—v).

Sostituendo questi valori nella (G) dol § 75 si deduco :

, o 2c,da 12c? 2c1a„ 4c?
— _ „)_ 2^------ j------- (w—v) = 2cj u + —i-A-----------------4-.

Confrontando i diversi coefficienti si trova :

4c? = - a, 6;, d2 = - ,
2a1

Si può supporre 2cj = a, , aa = 0 . Si ottiene :



p = A. 7 = 1,

b2 1L^-^-u^b^u-v^d,, M=b2u+~. 
u Li

B) Specie Bs

Vi sono quattro tipi distinti di superficie della specie B5 di
pendenti rispettivamente da 4, 3, 3, 3 costanti arbitrarie.

Lo equazioni (E6) e le (8) del § 75 danno, posto Cj = -i- :
IC

n 1 *
(G) ^“a2e-x(“-r) + 1 ' ’> + a2 e*"-^ '

TI _ ai6’ z.2A« l a2 b2 e2O„ 1 .... c(a+b)« I J
1 2B + 4+Be J|dj’

(7)

r = VT '**'+ Vb ei” “ ■
£zl at» Zi ' I

‘ 1
convenendo di sostituire u e v rispettivamente a e2x“ ed a

-1— e2X”, se 4=0, e similmente se 8=0 o se 4+ .8=0. Osserviamo 
24

che non si restringe la generalità supponendo che at £ 0 ; infatti, 
so 14 = 0 , «2 0 > basta scambiare 4 con B e non può essere 
simultaneamente al—a2 = 0. Supposto quindi «^0 si deduco 
senza difficoltà dallo (5) del § 75 :

2F = k [ 3Z + — ,
1 a1z + a2 I/4 z + a2 «i 4 — -8 J ’

(8)

2F^ = k r 32 _ ± i±£]
2 ajz + as L +z + a2 + — BJ ’
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dove ho posto, corno al § 77,

(9) z = c(a-b) (»-”>.

Sostituendo i valori trovati nella (6) del §75 si trova con 
calcolo piuttosto lungo

A^-B (

^^ZA-B -a3B^ + 2d2)z3 4-

-|- «t — 2 (.4 -|- 2B) a, a.,d., (A — 2B) k -|- — 3^ Bk

— a2a2 (43 — 642 B + 12 AB2 — 4B8)] z2 +

+ a2 | - 2 (2 A + B) a, «2 d2 - (24 — B) k + ( — +

(10) + (443 -1242 B + 64B2 — B3) | z +

+ a21 — 2a2 d2 A H . R k — a2 431 ! = 
! j 21 Jj | ’

=-k | — ai A (42 4-2^)2’ +

i / 4 -I- B \
+ «i I — 2 (24. B) d1 — (24 — B) k — ( + 3 j Ak+

+ ai«2 (443 —1242 B + 64U2 — B3) j z» +

+ a2 [ — 2 (4 + 2B) aj a2 d1+(A-2B)k- + ^k-

(10) — aia2(43 — 642B + 124B2-47i3) z +



+ 4 I - 2a2 d,B-~ ^ + B k-a. B2 
(vj /I --- Lì

In quest'equazione:

se AB (A + B) 4 0 , tj = 0 ;

se 4 4-5 = 0, 7) = 2h(a2 4- a^)2 (w—”) (aiz — “2) — (az+aiz)J 5

se B—0, v] = b2 (a2 4- a1z)2 [24ala2(u— v)z-]-a1z — a2] ;

so A — 0, 7] = 6W(W—(a2 4--s)2 (25a, a2 (iì— w)2— «i24“a2]’

Si vede facilmente che i casi 4 4-5 = 0, 5=0, .4 = 0 non dànno 
niente di nuovo. A tale scopo osserviamo che, se h = 0, oppure 
5 = ò2=0, od infine 4=ò1 = 0, lo equazioni (E^ sono sol
tanto un caso particolare di (53). Ora se 45(4 4-5) = 0 il coef
ficiente di u — v nell’espressione tj deve evidentemente svanire. 
Ora ciò dà, oltre le ipotesi A 4- B—h — 0, B=b2—0, A=bL—0 
che possiamo omettere in virtù dell’osservazione ora fatta, sol
tanto 5 = a2=0 oppure 4 = a2 = 0; e si vede facilmente dalla 
(10) che allora sarebbe necessariamente 7 = 0.

Possiamo quindi supporre AB (A 4- B) 4 0 sicché 7] = 0 . 
L’equazione (10) possiede allora quattro soluzioni distinte. Rin
viando alla Memoria di Codi citata al § precedente, accontentia
moci qui d’indicare senza dimostrazione lo quattro soluzioni che 
sono

(a) k=a1a2(A— B) 2, 2dl = — A2, 2ds —— B2 ;

(P) 4=35, *=--4, 24, = —— — 5\ 2d2=—B2-

(7), 4 = 25, k = 2-^, 2dl=-^-B2. 2d2=~B2-

(7)2 4 = 25, a2=0, 2d1 = —4B2, 2d2 = — B2.

(5) Restano da calcolare i valori di p, 7, L, M, semplificandoli 
mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del § 75. Nel 



caso (a) possiamo supporre A = a + 1, B = a— 1 [a(a2—1)4^0^, 
a2 = s1a1, A = 4s2) Si=s2 = 1- Si ottiene:

1 e(a+0 (« -”) e(a+i)(v~«)
----------------------7------ 7“ i 7 = 4«i--------------- 7—r- »
aj e e2(«-») Sj + e2

L
— ei^i Xa+O" -I_______~ e2(a-l)« i sis2 e2a« 

8aj (a + 1) Sa^a— 1)____________r2«?a
(«+l)a 

2

6sx ”> ! 2ex a
(£1 e2(«—v> )» + S1 e2^-") ’

M _ ei “1 „2(a-H)v I ai ^2 p2 (a—i)o__ „2 ae________ (a *)"

2(a+l) ’2(a — 1) a 2

! 6e, e2^-®) 2Sj a
+ (E1 _]_e2 («-»))2 E] ...|_ c2(m-«) '

Nel caso (P) possiamo supporre B — l, a.i=ela1, h = 4sa, 
e? = s2 = 1. Si ottiene :

1 e"-” _ _ 1 e1’-"
P “ a, 1 + ’ 7 ” 1 4-ejC2’"-” ’

6 6
“1 .2» - - piu O
—-—6“ —" —

Ss, e2<“-”> 1 1
2a?(l+ £icS(“-',))2 “i 1 + Eie21”-"1 ’

M = + aJ.h _ Sa C4" 1 3sj e!(u->
2 2a? (1 +SiC2('-52 +

+ a? l+^e2”-”’

Nel caso (7)1 possiamo supporre B = 1, «_,=£, fz,, h ~ 3e2, 
e? — = 1 . Si ottiene :



D 1 e““” „ 2 e"-”
a, l + eiel’-w ’ 7 ~ ~aì 1 + e^”-’ ’

h- 8 e + 4 e + 2 e af T

, 36! e—” , 3 1
+ a? (l + eie’-”)2 + "af l + e1e“-’ ’

3 1
af 1 + E1e“-V '

Nel caso (t)2 possiamo supporre B = 1 , = E1, h = 3ea ,
s, = e2 = 1. Si ottiene :

P = 6i e"-", y = k 6] e2("-u),

L = 4r- e4“ + -V e?" — 2 + 3 k e*-“ ,

M = S-^e^-e2e^---- 1 .
A &

Dovremmo cercare ancora le superfìcie corrispondenti alla solu
zione (Et) ossia le superfìcie reali che si potessero ottenere suppo
nendo che A e B siano complesse coniugate. E evidente 
che ciò non può accadere che nel caso (a). Ma neanche qui non 
si ottiene niente di nuovo. Infatti, di e d2 dovendo essere reali, 
A e B dovrebbero essere puramente immaginarie, sicchò M+B=0. 
Noi invece abbiamo visto che il caso A + B= 0 non può dare 
nessuna superficie.

C) Specie Bo .

Le superficie della specie Ba formano un sol tipo dipendente 
da tre costanti arbitrarie.

Cominciamo coll’ osservare che possiamo supporre a, 6, 0 



nelle equazioni (Eo) ; infatti se a, = 0 oppure 6j = 0 si ritrova un 
caso particolare di (Et). Le equazioni e le (8) del § 75 danno:

eA (u-v) ce~A l“_”)
a^u — v) + a2 ’ ? ai (u — «) + «a

u= Àe2A“ | «1M2+ — ------
£ Zi I \ ZI / £ ZI

»

«16a+aa^l I a2^2 I 7,1 I j
----------------- 2A-------- + I- +ZiJ +dl'

(12)
F = —^e2^’ |«i6i v2 + («A — —) v+ 4^------

JZl I \ zi ! u ZI

®1 ^2----a2 a2 ^2 । j. 1 । r j
------------ 24 —+ H + «V

Se 4 = 0, le (12) devono sostituirsi con

U=^- u3+ ±.^ +h\u + dlì
o J y

(12)bl,

^ = -c ~yL»3+ 2 2 ■ — va+ (------- 2^- + h )v | +d2-

Ballo (11) e dallo (4) del § 75 si deduce facilmente: 

essendo

(14) z=al(u—i>)H-a2.

Sostituendo nella (6) del § 5 si ricava

n j pAO-v) r6«i(«i + c) 64(a?+c) 2c42 + a»(342+2d„)
M J L Z 23 ‘



i

(15)
4(4a + 2d2)ì 6aI(a?+c) , 64(a? + c) , 

z4 z3

2cA^ + af(3A^ + 2dl) 4 (42 + 2^)
«i z2

dove
7) = 0

cb,7] = ----  
«i

12. ai
T‘+-

2 al 2aj a2 h
3 z2 b^

so 4 = 0.

+ e

z

se 4 £ 0 ,

È facile vedere che l’ipotesi 4=0 non dà nessuna soluzione 
nuova ; infatti il coefficiente di z nel primo membro di (15) ò 
allora èjC, che non può esser1 nullo. Se invece 4 40 si ottiene 
subito da (15)

c = — a*, 2^ = —42, 2d2— — 42 .

Si può supporre 4=1, a2 = 0 , b1—b2 e si ottiene :

1 CU-» gV-U
P =----------------7 = «1----------------- ,Ui U V V — u

D) Quadro delle quantità p, 7, L, M, relative alle superficie 
che. ammettono un gruppo continuo ad un parametro di deforma^ 
zioni proiettive in sè.

Le trasformazioni del gruppo sono

u — U 4- t , V = V

per lo superficie della specie 4, e

u = u 4-1, v = v -f-1



per lo altre specie. Le lettere e, ej, sa indicano + 1 ; i casi 
s = + 1 od s = — 1 sono distinti anche nel campo complesso ; 
i casi ej = + 1 ’ e2 = Ì 1 80110 distinti soltanto nel campo reale. 
Le altre lettere indicano costanti arbitrarie.

Specie A.

1° 3 = 1; 7 = v, L — 2au, M — — u + a i>2 -|- b .

2° p = l , 7 = sinXt>, Z=—w2-(-a, M ——Au cos Av + b .

3° 0=1, T = 4(e"'"+Eie~AU)’

L —----- 75- w2 -|- a , M = —— u (e4" — e1 e-4") 4- b . 
U (J

4° p = 1 , 7 = e^v ,

^2
L —----- 9-+®, M— — Sjwe®1” +6 .

Specie ,

5° p^, 7=e-^-,

L^2^~-F +«, M = 4^+^ + e2", 
dx dx '

•levo x = u— v e F è soluzione dell’equazione differenziale del 
Quarto ordine

~d~x—3 Trr-I-3 dx3
d3F _ dF 
dx^ dx

'^A + 3 ^+2F+1) + 
dx2 dz

\ dx3 dx) \ dx / day dx2 dx)

P = 1 , 7 —F , L = 2F + a , M = F + bv ,



dove F è funzione di x—u— v ed è soluzione dell’equazione 
differenziale del secondo ordine

d2F
_+3^ + (2«+l)F^6a:.

Specie Bz.

7°

L^e-^+b+^-^ + a^-F + a^x,

M=e*>+b + -~ 
d

anche qui x=u—v ed F è soluzione dell’equazione differen
zialo del quarto ordine

1 d*F
2 dx*(e“ H-e-")

3 IdFy ^F d3F

3 (dF\-2(d2F\3 dF^ !dF\2
' 8 \d!a; / \dx2 / dx dx2 \daj

4 \dx) dx2 dx3

-}- 2^

3 
(dF_y 
\dx /

a2 d2F
2 dx2

+ 2 (f — a2 x)

-|- a (1 —a2)
d2F

+ ^ + 2ab

(e* — c-»)
3 d3F 3

~2 dx3 4
d2F \2 
dx2 /

+ Y - + A ) ~ + (1 - So* + 24) +
\ di / «'•v \A)A>



+ 2aF — 2a3 x

3 a2
M = v-------— 7--------- rs-

2 (w — v)2

Specie B3.

g(a-|-l) («-») q. g(a+0 (u—u)

10 P—4a 1 — Sae<(u-v) ’ 7 a i—sae4(’~“)

= 0 .

8° P = (1 — a)F + b , 7=0^,

£=_om_^.+ lo(l- a}F* + 2abF, 
di di

Aa(l — a>)F'- + abF-, 
di

F è funzione di x — u— v ed è soluzione dell’equazione diffe
renziale del terzo ordine

+Q(l—a)F2+6abF^ — 2(1 — a) x^ —
dx3 ' ' dx ' ' dx

— 2(1 — a^F — b = 0 .

a , , a . .
P =---------------- F b , 7 =------------H b ,1 U---- V U---- V

L = u
_____L_£_ + _^ + ±62

2 (u — vy u — v ' 2 '

ab
u — v

r ab
~ 2 (a + lj

c2(a+l)«^_ s^b 
2(^1)

e2(a_i)«  (a+ Ì)2

2

(l_S2g<(«-»))2



b____
2a(a + 1)

e 2 (a+i)» + eie2^ c2(a-i> 

2a (a — 1)
(«- 3)2

, 4 [s2(« —— « + 1| 

(i —^^y

e («+’)(« »)_ ee(a+8) («-»)
: —_________________________ _ }

1 — e4 (« »)

2 e-(a-8) («-.) Eg - (a—1) (u-p)

a 1 __(<<—»)

ab a 2 (a+l)« I
2(a+l) ~2(a—1)

e2 (a-l)w _ (a + l)2
2

2 [ s (a + 3) e6 («-») — (q 4- 6)e4 (»—)—s (a — 3) e2 <"—) 4- 1] 
(1 _ e4(u-»))2

M =-------- ------ e2^1)® 4--------——e22a(a + l) 1 2a(a —1)
-l)2 
2

2[—e (a —
(1 — e4 (w-»)}2

12"

gM—v 2 e
P = 2(1 ! + se2(u-«) > T = —

e'
l + ee2(“"”> ’

L = ^- {e2u—Si^ 2“)----- i-+ee1ac + Gee2”-’’’
(1 +se2<“-*’>)2 ’

6ec2 («-»)

(1 + se2»”-"’)2 '

M =

3) e2 («-»)!]

13°
a a

s1C”-“ _ e"— ’ 7 eu-”—’



L — b (e2“ — e2 e 2u) + c —

1 , n2 5e2<’‘-") — 2e,------------- e, a“ —------------------------- —2 1 2 (e2»"-”— ej2 ’

L == b (e0’* 4- 3s2 e2M) — A — 4 (1 — sxa + a2) +

M (e2” — e2 e -2’’) + c 

14°

3a2 1
"2 (c«— — Si^")2

3a2 1
2 (e’*-” — ej e'—*)2

4sj be^-"—ae“-v _ 4st 0^ — be.u~v

£— s ae2«__^g-2« 4a (a 6)
L-S2ae 6e 2 +

4 [6a6e° — (7a2 +562) e4 <«-”> + Gaòe2l""” + a2 — 621
(a + ò)2 ’ (1 — e4 (“-”))2

M _  e Z,«2v h(~:" I (a &) i
^-£2<ze ~be —r+^+ò)2 +

4 [6a&e° — (5a2 + 762)e4 <«-’■> + Gaòe2^ a2+&2|
’ (a + 6)2 (l—e4(«-v))2 

15°
e3(«—v)

0 =sia i —
eu~v

7 a l_se2(«-v) >

g
L — be^ 4- —- e2’* 

2a

1G“

M = S1óec'+-Àe2”------ o2 e2(u-r) _[. 2S1
2 (C2(u-«) _ gj)2

(g 1 \1 e2("-r) + <l ] __ c2(»-v) j >

v   9fV— M I_______ „_______________________________ \
' ” \ 1 + e2’’-’1 1 — e2<”-l> / ’



5 (1-a2) e82 (4-s1a+4a2)e4 («-«)+(l-a2)e2(«-“)+2 (1-s^+a2)

1 6£1a6c3<u-”> + (4S1a2 + 5ò2) e2”-1’ — a2 — 26^2
2 (1 — s^21’-’’»)2

+ 2----------------- (u_^2

M = 6(e°’+ S^e2")----- ì- +

, o(l—2(2+s1a+2a2)e4(“-“>+5(l—a^e1^
+ 2 (i _ »)2

17*

o a a
P — e2(«—«) — Sj ’ 7 e2(«~v) _ Sj ’

a2 a2 4e, e21**-”* — 1
L — b (e‘“ + 2sj Sg e2u) + c - — . 2(u_v) _ g ...

a2 a2 2 e, e21”-”1 + 1
M = (M4“ + 2e2“) + c + — - —

18“
n 2flt _ 2 1

P — e2(f-u> _ Sj ’ 7 a _ Sj ’

- n 4e p2(«—®)   1
L = e- + eg a b + c - 2 ,

M e” +
4a a

C-±^-2 
a2

2e2 e2(’*-“) +1 
(e’i’*-” —s2)2

19“

e2’"-”’ (a + beu~") e2(l-u) (a + be2{"~u})
?= 177^21^5 >7 i_S1e2(’-“>

a2 1
L = c(e4“ + 26ge2“)-1----- Sj b^---------  —



M — c (e41 4- 2sj e2 e-' )----- — 
£

20’

1 a* + è2) e2"-1’’ + 6aòe“-” + a2 4- 2^ &2
2 (1 — e1e2(’,-”>)a

e3('i—^’) e3(o-u)
P = ®2 a ! _ ») > V = a -j——,

I „2 K »2 (u-v)   -
L = 6 (2.- + 3.,.-) ,

21°

M = b (2s2e®1’ + 3eie4')

e3(—’> (a — ee a~v)
s2 —

■ 1 a2 e2(u-r) .p 2eg

2 2 (1 — e2 •

e3(v-M) (a ---- eg^ e„-u)

7 - 1 _ e e*"-»)
4

7
L =ò(2e°“ 4- 3E1e4") —— — e2a2 4-

1 8sae3("~"> — (6s2 4- M e21”-"’ — 2se2 ae’-” 4-3 4- 2e2 a2
2 (e2 — e2’"-”)2 ’

M = b (2e2 e°" 4- 3£1e4'’) — 2 —

1 2sa p3('‘-1'> — 2a2 e2“-v> — 8se2 e’-v 4- 3 4- 2$2a2
2 (s2 — e2<’‘-">)2

22®

n 1 1 1
8 = a------ «--------r- , 7 =---------------- -,---------- r- ,cos(w—v) a cos(w — v)

1 3 1
L ~absin2u + — + ac------- ----------- 5—--------- -- ,

2 2 cos2(w —v)

& • o , 1 , c 3 1M = sin 2 4- — H----------------- -------57------- -- . 
a--- 2 a 2 cos2(w—v)
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23’
a aR — ___________ v —________________

r sin(w—v) ’ sin (w— d) ’

T , . _ , 3a2 1
L — b sin 2 u + c------ H------ , 

2 sin-(w— v)

„ / • o , 3a2 1
M = b sin 2 v 4- c------ - ------ r-5-7--------r2 sin- (u—v)

Specie

24®

p = —-— > T = —t——rìr u—v ' a(v — u)

, „ 1 1 3 1
" — 7T” ~ O Z \2 12 u — v 2 (u — vy

„ b „ 1 , 1 3 1
M — — ve2”----- — -------------------- ^-7--------rj- . a 2 u — v 2 (u — v)“

25®
P = a (u — v), T = 1 ,

L = — 2a2 u2 + a (w — v) -|- b , M = 2au + -5- •

Specie Bb

26®
] e (a-|-i) (u-n) e (“+!)(«—«)

~ a Sjl 4- e2{u-v) ’ 7 si 4- e2(v-«) ’

L = b
«(«+ 1)

g2(a+i)« । _£____ fi2(a-l)« 1 S1S2 e2at<_

‘a(a— 1) 2a2a

(«+1)2 
2

68jea 2e1a
+ (E1 4- C2 (« -v))2 Sj 4- e2



M = ~ab e3 (“+1>-| ^ac ..e2(a-i)»_2s8 e2at> _ 
a + 1 a — 1 a

_ (g —। Gei g2 _________ 2^0.
2 (Sj + e3 (“-*))a ex e2 («—»)

27*

0 _ n c1—” ___ ~ e”~u

l = èe4“ + ce2’* e3“ — 3a2------ì- Sèì»2

3 a2

M = 2 (óe4” + ce2”) — e2e3”------ |- + 3£1a2

3a2
1 + aiew

P ~a 1 + ej ea”-"> ’ 7 ~ “1 eiea”-”> ’

L=be*" + ce2“ — 61 e2e4" - 2 3e1a2 e*u~v>
~2~(1 +siea(«-))2

1 + Ej e2”—’»

£ 
2

M = — fte6" — ce2” — s2 e4” — 3sxa2 e2’”-"’
~2 (1 + e^i*-”))2

28*
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(1 + Eie2”-”»)2

e
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a
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Capitolo IX.

QUADRIGHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE 2 (C).

§ 79. — Trasformazione delle equazioni fondamentali.

In questo Capitolo riprenderemo le ricerche geometriche ini
ziate al Cap. Ili relative all’intorno d’un punto; in particolare 
dimostreremo un teorema di Moutard relativo alle coniche osculatrici 
delle sezioni piane. Oltre diversi risultati nuovi dimostreremo del 
resto anche qualche fatto già stabilito al ricordato Cap. Ili col- 
l’uso di coordinate particolari (asintotiche), dandone, a base delle 
forinole dedotto al Cap. VI, l’espressione valida in coordinato 
curvilinee qualunque. Cominciamo con una trasformazione delle 
equazioni fondamentali (Cap. II § 14 A)

®r. = ^a^xt + art X + pr, x ,

U = - 2aU + ar,S + tU (*)

(*) Supporremo al solito olio il fattore delle coordinate ® sia scelto in 
modo qualunque. Si avvertirà esplicitamente quando si vorranno usare coor
dinate o forino normali.

e precisamente dimostriamo che esse equivalgono alle

d"x — --------- --------dx + e 
*2

^du,.^ u,—F'3
Dx 4- 1\ X + Px ,



(1)

— $ 2 Jgi । pei rie
“ « — jr-------- a? + £------------p------------ Di + + 1 ,

dove, si ricordi

P — %pr,durdu, , Il = Sc„ du,.du, ,

52w( sono i differenziali secondi contravarianti (Cap. II § 9 A), Dut 
sono i differenziali coniugati (Cap. VI § 56),

Dx = x^Du + x2Dv , Di = ^Du + i2Dv 
e

Fa = ^arsldurdu,Dut (Cap. VI § 57).

Infatti è evidente per la definizione stessa dei differenziali 
secondi controvarianti che le equazioni ricordate possono mettersi 
sotto la forma

d2® = 2x4 82w4 + Sa,, x{ du,. du, + F2 X-\- Px ,

d^ = ^8^- £< i( du,. du, + F2 S + Il 6 ;

sicché per provare le (1) occorre soltanto verificare le identità

v 1 dF2 e2ff„ dur 82u,(2) 82u< = — -jA d x +-------,

vi» oo 1 7A , 82us
(2)w, se, 8n~Ui = _ de + —Di,

F F'(3) ^a‘., xt dur du, = -~-dx — e jA Dx ,

(3)bl. ^i^du, = +ylde — ef-Di .



E ci basta dimostrare le (2) e (3), le (2)bh e (3)bl, dimo
strandosi in modo perfettamente simile.

Supposto (*)  i punti dx e Dx sono linearmente indi

(*) So I^2 = 0 le formolo da dimostrarsi perdono ogni significato. Esso 
si possono in tal caso sostituire con altre formolo analoghe. Cfr. più aranti 
il § 84.

pendenti, essendo (Cap. VI, § 56, (5)bU)

£ \> 
duDv — dvDu = — ^2 0 ;

e quindi i punti aq, x2 e dunque anche i primi membri delle
(2) e (3) ne sono combinazioni lineari, cosicché possiamo porre

Sa:, 82w, = Xdx \'Dx ,
<«)

'£'i‘r,xidu,dus — [idx Dx ,

dove X, X', p., p.' sono incognite da determinarsi. A tale fine 
moltiplicheremo le (a) per di oppure D^, osservando che

Sxtdì = — an du — a^dv ,

SxtD^ = — a(1Du— a(2Dv ,

Sdxd^ — — F2, SDxDi = — Du(Duk = bF2 (Cap. VI § 56, (5)),

SDxd£ = — dut Duh = 0 .

Troviamo così :

— duK 82w( = — X^ , — Sa» Duk = sk' F2 ,

— Ea‘, aik duk du, du, — — duk du, du, = — Fa = —p^a ,

— Ha^iDUidUrdu, = — F'a = ep/.F2 .

/



Per dimostrare le (2) e (3), occorre vedere ancora che

^aikduK52ui = ~dF2 ,

2a(kZ)w)t62wt = — ^8„dur82u, .

Ora la prima di queste due identità è già scritta al Gap. II § 9 ; 
per dimostrare la seconda basta scriverla nella forma :

82^aujDu4-ar2Z)v) + 820(a12Du + a22Zh>) = — ^|4| (du82t> — dvò2ù) ,

e osservare (§ 56 (3)quater ) che

du ——(a^Du + a22Dv) , dv = (a^Du + a^Dv).

Le formolo (1) sono quindi dimostrate.

§ 80. — Il teorema di Moutard.

V
A) Un lemma.

Fissato un punto 0 di una superficie non sviluppabile S e 
in 0 una tangente non asintotica t ad S, il luogo delle coniche oscu
latrici (*)  in 0 delle sezioni di S mediante lutti i piani che pas
sano per t è una quadrica non cono (**)  che diremo la quadrica di 
Moutard appartenente alla tangente t.

(*) a contatto cinquepunto.
(**) Se 8 fosse sviluppabile, la quadrica di Moutard sarebbe un cono.

Ricordiamo dapprima il teorema (Gap. I § 8) : Indicando 
con x le tre coordinate omogenee dei punti di una curva piana G 



e con £' le tre coordinate omogenee delle rette tangenti di essa, 
e scelti i fattori arbitrari delle x o £' in modo che sia identicamente

(1) S (dxd2^ — d2xd£) — 0 ,

la polare del punto

rax + rxdx -j- r.^x

rispetto alla conica osculatrice a G in x ò

r06'+ rjdJ'+ r2d24'.

Per il nostro scopo abbiamo bisogno di generalizzare questa proposi
zione alle curve piane nello spazio. La modificazione dell’ enunciato 
è evidente : Se con x indichiamo le quattro coordinate del punto mo
bile sulla curva piana C, e con % le quattro coordinate di un piano 
scelto ad arbitrio (*)  fra i piani tangenti a C in x, il piano

(*) purché diverso dal piano osculatore in x a C.

+ ri^ + rtd2l'

contiene la polare del punto

rox -|- rxdx -f- r.^x

rispetto alla conica osculatrice a C in x semprechè sia soddisfatta 
lungo C la (1). Infatti, se il piano di G ò un piano del tetraedro 
di riferimento, il teorema si riduce subito al precedente; d’altra 
parte l’enunciato ò evidentemente indipendente dalla posizione del 
tedraedro di riferimento.

13) Dimostrazione del teorema di Moutard.

La proposizione ora enunciata, insieme colle formolo (1) del 
§ 79, permettono non soltanto di dimostrare il teorema di Moutard, 
ma anche di scrivere l’equazione della quadrica di Moutard in 



coordinate curvilinee qualunque. Precisamente dimostreremo che : 
Se i differenziali du4 si riferiscono allo spostamento infinitesimo 
lungo la tangente t, il piano polare del punto

y = poa; 4. P1dx + p2Z)a; + p8X

rispetto alla quadrica di Moutard appartenente a t è il piano

= o0S + Ojd£ + o2Z>6 + o3S
dove

2 F~ „ K 
°o — Po + "y Pi + 2 yy Pa +

, / 2 2ar,tidurdutdutdu( 2 FI , o F'^ ( 11 —P\
+ \ 3 F* t 9 FI + FI + P2 / p3 ’

(*) le (2)n, sono conseguenza immediata delle (2).

(2)

2 F F'
°i — Pi y jy Po i °2 — Pa H" 2s Ps > °s= Po >

e inversamente

( I 2 ^a^idu^du.dutdut 2 Fi ( o F'32 ( P — Il \
+ \ 3 Fi 9" F*  + 2s Pf + ~F^~ f3 ’

|2)m,
2 F3 o F'3

Pi — al + "g" pi °3 > P2 — a2 2e JìT a3 1 Ps — °3 •

Prima di passare alla dimostrazione delle (2) (*)  osserviamo che, 



se escludiamo il caso J = 0 delle rigate, la prima riga delle (2) 
e (2)w. può scriversi più semplicemente (*)

(*) Basta ricordare dal Gap. VI lo formolo § 57 (4), § 58 (1) 0 (3)t»r.

2 F. F'
°o •■= Po + y y Pi + 2 p2 +

, / 1 dJFa 2s 16 FI , T
+ I 3 J Fi 3 FI ’ 9 Fi + J 4

„ / 1 Jr \ \
ly -jr + 4»r I anldu,dut \

+ jr y ps,

(2)t.r
2 „ F'

Po -°o 3"j;oi-2 jr-°a +

1 dJ Fa , 26 2^^.^ 16 F*  , ,
2 J Ff + 3 F$ 1TfÌ+J~

X 1I ] J' , A
u 7 + ♦ !I a,.tldusdut

Inoltre segue subito dal teorema che dimostreremo che il punto

pox 4- p^x + p2Z)x + p3X

sta sulla quadrica di Moutard se

4 F F'
2p0 p8—^2 (pi — SPÌ) + T jr Pi p3 + 4 y- p2 p3 +



qu&ter

/ 2 drsti dUf. dus dut du^ 2 F$~
+ \~3 Fi 9 ‘ Fi 1 ' "£ Fi +

n — p
^2

+ SXE pf = 0 (*).

C) Dimostrazione.

Veniamo alla dimostrazione del teorema di Moutard. Nell’ap
plicare il lemma del § 80 A al caso di una curva piana C tracciata 
sulla superficie S possiamo scegliere per il piano C' il piano tan
gente a S, prendere cioò è' proporzionale a g. L’identità (Gap. Il 
§ 13 B)

«[tó2 (p£) — d- xd (p£)] = 2p fa — 3dpF2

dimostra subito clic la (1) è soddisfatta ponendo

11 lemma ci dice pertanto che la polare del punto

y — rQx -\- rYdx r2d2x

(*) Se J^O, ciò può scriversi

/ o o\ 4 Fn Fa
2poP3 — Fz (pi —Epa) 4- yp^-f-é — ptp34-

। / 1 dJ Fa 2e Dui • F^ 16 Fg
+ iTVFj-’a FI »fÌ +

2 + cpr ^ar,t du, dut \

d-------------------- tì — K / ps = 0 .
d a '



rispetto alla conica osculatrice a 0 in ir sta nel piano

7] = e ‘ ' (r0$' + =

/ 4 F \+ ^+^-^r2^ + r2^.

Sostituendo ai differenziali secondi d2x e d2i i valori (1) del § 79 
troviamo che

y = (»o + 7V2) x + I +
~dF2 + F3

—f2 , dx +

^rsdur82us — F3
r2 Dx + F2 r2 X

4^+4^
f2 di +

Sff,,,dw,. 82u, + F2
r2. Di + F2r2

+ s

, 2 Fa

+ e

2 drs 4 n
3 f, + 9 n

Ponendo

y = Po* + Pi^* + PiDx + p3X ,

V = a0£ + aidt + ^2^ + °3S ,

sarà pertanto :



4^ + ^
Po = ro + ^2 , Pi rt H------------- --------------- ^2 >

dur 32 u. — X _

2 Fa 2 F3
01 ” P1 3 F2 r2 - Pi -3- F2 Pa ,

(*) Noi la dimostreremo fra poco.

P2 2 55 r2 ì P3 = % 2 r2 >

, 2 F.. , /„ , 2 ,F3 , 4 F$\
Oo “ ro + 3 JP2 ri + ^ + 3 d f2 1" 9 J*) r2 ’

Gj = ri H--------------------- ---------------- r2 , 2 t>,.s du,. 8-u, 4- F3 
°2 “ s jr—— rt ,

a3 = F2r2.

Se ne deduce :

°3 — Pa ?
Fa

°2 — P2 + ------ r2 = P2 + JiT ,Ps >

°o = Po + 43 F2 1 b n — p+ 2 dF3
3 F~ 9 Ff) r2 =

. 2 F,
= P. + -y *7  P1 +

1 F3dF2
3 FI

2 FI \
9 FI ) ra '

Questo equazioni equivalgono alle (2). Vale infatti la forinola (*)



$2 d Jg —- — d , F^

(3)

= Fi bariti dur du, dut dut 4- 3s 29-PS du,- 8*  u, . Fs (*)  ,

2 Fi Fi
=p" + T TP1 + 2 ~fT P2 +

(*) Se 0 , la formola può scriversi (cfr. Cap. VI, § 56 (3)h, 0 § 58 (1)).

Fs d F3 - -1 ( 3dFt + F2 ~ ) F3 = 

(3)m.

= — tFg [7’j 2ip< Du, — 3 2$PJ dur 82 u, |

in virtù della quale

_ L3dFs _ 2 dFs FadFt
3 Fi ' 3 - 3 'Fi

2 Sa^H dur du, dut du( Fs
■— q S-------------- + 2 a28-P> du,- 8- u, . —7,d J'i pi

sicché :

2 Fs
°o = po + -vr pi + 2 s —5- 2$,., du,- 82 us n 4- 3 7*2 p‘

n — p + 2 Sa,-su dur du, dut dui
3 Fi \

2 Ps\
9 Fi) Ti =

Sar,u du,- du, dut dui
Fs

2 Fi
9 J’?

4- 2 s F? 
7’2

n — p \
Fi ) P3

che è appunto 1’ ultima delle (2).



Il teorema di Moutard si prova ora subito (*). Infatti, nelle 
(2) non compaiono i differenziali secondi, sicché, variando la 
curva 0 in modo che il piano di essa passi costantemente per la 
tangente fìssa /, i coefficienti delle (2) non mutano e le (2) defi
niscono pertanto una correlazione, fissa fra il punto y e il piano rj 
che gode la seguente proprietà: Scelto comunque un punto y dello 
spazio, le polari di esso rispetto alle coniche osculatrici in a: a 
tutte le curve piane di 5 che toccano t in x stanno nel piano 
7] corrispondente a y nella nostra correlazione. Il luogo delle 
dette coniche osculatrici è pertanto identico al luogo dei punti 
incidenti ai piani loro corrispondenti nella correlazione, luogo che 
è, come è ben noto, una quadrica. Ma la correlazione definita 
dalle (2) è appunto la polarità rispetto alla quadrica dei punti 
d’incidenza. Infatti dalle identità subito stabilite (cfr. Gap. II § 12 
(10), (13)bl,, (2)bl, § 16 C (9)bl. ecc.).

Sxi — 0 , Sxdi — 0 , SxDi = 0 , SxE — 1 ,

Sdx . £ — 0 , Sdx .di = — F^ , Sdx . Di = 0 , Sdx .B — 0 , 

(4)

SDx.i = 0, SDx.di—0, SDx.Di=eF2, SDx.B=0,

, ^X£ = l, SXdi^O, SXDi^O, SXB = a^-K—J

si deduce subito che la correlazione definita dalle

<3,- = ^ro Po + 6,1 pi + Wz +- Ws (r = 0, 1, 2, 3)

(») Il teorema di Moutard si potrebbe auohe dedurre semplicemente 
dal lemma : Se due superficie hanno in un punto 0 un contatto del secondo 
ordine, e se un piano le interseca in curve ohe hanno contatto del quarto 
ordine, ogni curva situata su una delle due superficie che tocca in 0 la se
zione piana ora menzionata ha pure contatto del quarto ordine con l’altra 
superficie. Infatti basta applicare il lemma a S e a quella quadrica ohe ha in 
0 contatto del secondo ordine con S e ohe passa per la conica osculatrice in 
0 a una dello curve C. Il lemma si dimostra subito se si prendono il piano 
della conica e il piano tangente come due faccio del tetraedro di riferimento 
r. Ma por le ricerche che seguono (Gap. X) abbiamo bisogno dell’ equazione (2).



è polarità rispetto alla quadrica dei punti d’incidenza allora od 
allora soltanto che

^10^2 H- ^31 == 0 , 4“ ^32 = 0 > ^12 4" e^21 = ® ;

^00 4" ^^30 ^33 — 0 > ^01 4*  ^31 4" ^13^2 ~ 0 >

(*) Cfr. Gap. VI, § 57, (3)t„.

Echini o Cboh, Ltxioni di Geometria proieltivo-di/formxiale. • 31

^02 + iì ^32 — e^23^2 = 0 ,

condizioni dalle (2) tutte soddisfatte,

Resta da provare la forinola (3). È

dF3 = d 2artt dur du, dut =

4" % Ch-Itl dur du, dUt dU( 4*  3 2a„( dur dus 82 Ut .

Moltiplicando por F« = 2a<t dui dux risulta :

J's d Fi = Fi bariti dur du, dut dut 4 32arlt nix du? du, du, duh 82 u, .

Sottraendone l’identità

g
— dFx. F3 = 32a()I dut 82 uk tarsl dur du, dut =

= 32 a,.jt aik dur du, dut du, 8S u^ , 
si ricava:

Ft d Fs — — d Fi . Fi = F« Xar,tt dur du, dut dui 4- A

4 - 3 ^a,-,t aik du,- du, du, ( 82 ut du^ — dut 82 uk )

da cui si arriva tosto alla (3), essendo

^Urst Ufìt dUr du, dui ( 82 Ut dUh “• dUt 82 Uh ) =

= — s /|4| (du 82 v — dv 85 u) 29* ’ a,-,t a<h dur du, dui = (*)



= ey|4| (du 82 v — dv 82 w) 2br, duh du, dui =

= e 2 òys dur 82 U, librai dur du, dui =

= e 2 Sy» dur 82 u, Fa •

Nello stesso modo si dimostra anche la forinola simile alla (3)

Fa dFa- A Fa =

(3)ter
= Fz 2 brsti dur du» dut dui 4- 3 S dur fi2 us . Fa . (*)

(*) Se J i 0, ossa può scriversi
F» dFa-l- hdF» + F» ^^F's = 

(3)quater
= — Fa ( Fa 2 Din — 32^» dur 82 in ) •

(**) Le corrispondenze 2 che qui studieremo sono state introdotte da 
Cech nel Casopis prò post. mat. a fys., t. 50, 1921.

(***) e essendo una costante arbitraria.

§ 81 — Le corrispondenze 2. (**)

A) Loro definizione.

1. Studieremo al prossimo Capitolo la posizione delle quadri- 
che di Moutard appartenenti alle diverse tangenti ad una super
ficie in un suo punto fisso. Ci occuperemo qui di alcune corri
spondenze biunivoche fra la stella dei piani passanti por un punto 
fisso x della nostra superficie £ e il piano $ punteggiato tan
gente ad in x, che ci saranno utili per lo studio accennato. Pre
cisamente indicheremo con 2 (c) ()  la corrispondenza in cui al punto***

r0 x + r, oq + r2 x2



corrisponde, il piano

So * + 5i Si + S2 $2 ; 

essendo

(*) Cfr. Cap. Ili § 21.
(**) eccettuati gli eventuali punti di »S dove tutte o duo lo asintotiche 

avessero simultaneamente un dosso.

/ V 2c V
= '‘i = ( s0 Latks(sk — -g- haikrsisksl.

(1)
: s* S( sk : s2 ^aik s^ sk

e quindi, come si vede subito :

/ 2c
s0 • 5i: s2 = ( r0 2atJ1 r{ rk -f- —— ^a lklr tr kr t 

(!)«•
■.r^a^Tir, :r22a(krjrk .

Dalla definizione si vede subito che ogni 2 (c) ha significato 
intrinseco ed invariante. Anzi, il confronto di (1) e (l)bt, dimostra 
che 2 (c) ò anche invariante per correlazioni.

B) La polarità di Lie.

È pure evidente la proposizione : la corrispondenza 2 (0) è 
subordinata alla polarità rispetto alla quadrica di Lie (*).  Se <S ò 
una quadrica, tutte lo 2 (c) si confondono con 2 (0) ; in caso 
opposto, esso son tutte diverse (**).

Si può dire anche che la corrispondenza 3 (c) associa il punto

al piano
r0 x + ri dx

so E 4- si d g ,



se 
/„ 2c _ \

ro : H = I 7'2 so---- g- Fa si 1 : Fa si ,

(l)lor

(
2e \

Fa ro + —5- Fa ri I : Fa ri . o /

Scrivendo qui Dui al posto di dui si vede che la 2 (c) associa anche il 
punto 

ro x + r« Dx
al piano

so E +S2P5
SO 

(2c>\
so -Tp ^8 82 ) • ^2 6'2 , O /

(l)quater

so : «2 = Fa ro — Fa ra ; Fa r«.

C) Corrispondenza di Sogre.

La corrispondenza 2 (— 3) è la corrispondenza di Segre già 
studiata al Gap. Ili § 22. Ciò si vede subito scrivendo la (1) 
in coordinate asintotiche e confrontando con le equazioni del citato §. 
Ma si possono anche facilmente trovare direttamente le equazioni della 
corrispondenza di Segre, definita geometricamente al 1. c., in coor
dinate curvilinee qualunque :

Infatti, la corrispondenza di Segro associa evidentemente il punto 
(g d £ d2 g) al piano (a: d x d2 x). Ora dallo (1 ) dol § 79 si deduco

(E d g d *g) = a ^,durl2u. + Fa (g d g D g) + (g d g s) ,

, . , 20',-, dur 8— Ug 13 zj 7, , । n i j v,(x d x d2 x) = e -------------p-------------- (s d x D a) 4- Fa (xdxX) .r a

Ora (Gap. II, § 12 B (15))

(® dxDx) = (x, xi du + Xa dv, xi Du + Xa Dv) =



= ^|.4| (duDv — dvDu) g ,

(g d £ D g) = e (du Dv — dv Du) x ,

sicché (Gap. VI § 56, (5)hs)

(2) (xdxDx) =— ìF2 g, (gdgDg) =— Fi x .

D’altra parte, essendo (Gap. II, § 14 A, (3) e (4))

Sxdi = SXdi = SxDi = SXDi = 0 ,

si possono determinare X o p in modo ohe sia

(x d x X) = X d g 4- p D g .

Moltiplicando por dx , oppure por Dx so no ricava (cfr. le (4) del § 80)

X = 0 , e.[iFi = S (x, dx, X) Dx = — (x, dx, Dx, X) .

Ora dalla (2) si deduco:

(xdxDxX) = S (xdxDx) X = — tF» S^X = — tF2 ,

sicché si trova la prima dolio identità

(2)bu (x, dx, X) = Di, (g, dg, E) = sDx ;

la seconda si dimostra nello stesso modo. Dallo (2) e (2)ms seguo tosto

(x, dx, d*x) = (Fs— 2&„ du, 8= u, ) g 4- F« D g ,
(8)

e (g, di, ds g) = — ( Fa 4- 2 &r, dur 82 u, ) x + F2Dx .
Posto

(idiDi) = lr0 g 4->’s Dx , (xdxDx) = So ? 4- «s Di ,

si vedo pertanto che

So : Ss — (F« r» 4- 2 Fa r2 ) : F« r» .

Confrontando con (l)qUater si vedo che la corrispondenza di Segro coincido 
con 2 (— 3) come abbiamo enunciato.



Tutte le proprietà della corrispondenza di Segre 
Gap. Ili § 22 valgono tali e quali per ogni 2 (c).

segnalate al

D) La corrispondenza di Moutard.

Un’altra corrispondenza notevole è la 2 (1) che diremo 
la corrispondenza di Moutard. Essa fa corrispondere ad ogni punto P 
del piano tangente ad S in x il suo piano polare rispetto alla 
quadrica di Moutard appartenente alla, tangente (xP). (*)

(*) Invece nella corrispondenza di Segre a P corrisponde il suo piano 
polare rispetto alla quadrica di Moutard appartenente alla tangente coniugata 
alla (xP). Ciò si vedo come noi tosto, usando la (l)quatur al posto della (l)tOr-

(**) So il punto P sta su una tangonto di Darboux, i piani hl, km, 
coincidono e il birapporto ò indeterminato.

Ciò si vede immediatamente ponendo p2 = p3 = 0 nelle (2) 
del § 80 e confrontando con la (l)tor § 81.

Dalla definizione delle 2 (c) si vede subito : I piani coi rispon
denti nelle diverse 2 (c) ad un punto P scelto comunque su 6 
formano un fascio intorno alla tangente coniugata a (x P) ; tal fascio 
è proiettivo al sistema dei valori di c, il piano £ stesso corrispondendo 
a c *=  oo. In particolare, scelto su £ un punto qualsiasi P, ed 
essendo nM, ns ordinatamente i piani corrispondenti a P nella 
polarità di Lie, nella corrispondenza di Moutard e nella corrispon
denza di Segre, il birapporto è uguale a — 3; e cor
relativamente. (**)

Daremo tosto (al § 83) una definizione geometrica della

corrispondenza Ci saranno pure utili, per la costru

zione delle quadriche di Moutard appartenenti alle diverse tan

genti ad S ii/ a;, lo corrispondenze

E) Proprietà delle corrispondenze 2 per le rigate.

Abbiamo già osservato che le proprietà della corrispondenza 
di Segre segnalate al Gap. Ili § 22 valgono tutte per ogni 
2 (c) (c 4: 0). Qui aggiungeremo ancora qualche altra proprietà.



In coordinate asintotiche le equazioni (1) e (l)bis di 2 (c) sono 
(quando

rox +rxa:„ , s0£ + + s2t

siano un punto e un piano omologhi) :

(4)
(08? + 7 si)] o 2

S182 . Sj S2 ,

So : : s2 —
0

+ -y (0^ + 7^) : r?r2 : .

r0 : r, : r2 = «0 «1 S2
c
3

07 < 0 (in un punto generico di una superficie non rigata) 

la corrispondenza 2(c)(c40) è cubica; se invece p. es. 0 = 0, 
7 4:0 (in un punto non flecnodale di una superficie rigata), la 
corrispondenza è quadratica. Cominciamo lo studio col considerare 

un punto generico di una rigata ; sia pertanto 0 = 0, 7 < 0 (le 

v cost. essendo le generatrici).
Dimostreremo che : Ad un fascio di piani, il cui asse passa

per un punto x di una superficie rigata senza esservi tangente alla 
rigata, corrisponde in 2 (c) una conica situata nel piano $ tangente 
alla rigata in x ; tale conica passa per x, tocca ivi la tangente 

all’asintotica curva, e la sua curvatura in x è il prodotto di 
2c 
T

per la curvatura dell’asintotica (*)  ; (in particolare, se c = — 

(*) In apparenza, introduciamo nell’enunciato un concetto metrico, quello 
della curvatura della conica e doli’ asintotica. Ma basta osservare (il lettore 
faccia la facile dimostrazione) che : Se due curve hanno in un punto x la 
stessa tangente e lo stesso piano osculatore, il rapporto delle loro curvature 
in x non muta per collineauioni.

3
2 ’

la conica e V asintotica hanno in x contatto del 2" ordine) ; la conica 
interseca la generatrice della rigata, oltre che in x, in un altro punto y, 
e la tangente in y alla conica è la polare del fascio di piani (cui 
corrisponde la conica 2 (c)) rispetto alla quadrica di Lie (che, si 
ricordi, coincide con l’iperboloide osculatore).



Corollario : Dato lungo una generatrice di una rigata V iperbo
loide osculatore, per determinare la corrispondenza S (c) appartenente 
ad un punto x di questa generatrice, basta conoscere la curvatura 
in x dell’ asintotica curva della rigata.

Al fascio di piani d’asse

— a1 Sj -j~ a2

corrisponde la punteggiata dei punti r0 x -|- xu -|- r2 xv dove

ro : : r2 =
C1 ì\ 2

^1 $2 ----- “q” $2 I • I $i 8%
o /

situata sulla conica

ri (’o — ai?i — a2r2) + -J- A = 0 .

Variando c, tale conica descrive un fascio cui appartiene la retta 
r2 = 0, cioè la generatrice (xxj, contata due volte, e cui appar
tiene pure la conica spezzata nella retta rv = 0, cioè nella tangente 
(x xj all’ asintotica curva, e nella retta r0 = ar rt + a2 r2, 
che si vede subito essere la polare del fascio di piani rispetto 
alla quadrica di Lie. Resta a dimostrare ciò che si è detto sulla 
curvatura in x della nostra conica. Il lettore vedrà facilmente 
che le curvature in x delle diverse coniche del fascio (ottenuto 
variando c) son proporzionali a c, sicché dobbiamo provare sol- 

g
tanto che, se c =------ —, la conica ha in x contatto del secondo 

Li
ordino con l’asintotica w=cost. Ora un punto dell’asintotica 
vicino ad a: è

x + x„dv + -i- a:OTdv2 + . . . =

( 1 + V P22 ‘ • •) x + (4" + •••)*"+ ■

+( ^+4- +• • ■ ) »»+(•••) x,
\ Li / 



i termini trascurati essendo divisibili per dv3. Posto pertanto

ro = 1 + -§-Pì3dv2 + • • • ’ ri = T + • ■ • ’ 

r2 = dv + -ì- 0„dz>2 + . . . ,

ed osservando che allora

risulta evidente ciò che si voleva provare.

F) Proprietà delle corrispondenze 2 per superficie non rigate.

Consideriamo ora invece un punto generico di una superficie 

<S non rigata riferita alle asintotiche, sicché p7 0. La rotta 

(^^u) genera, se v solo varia, una rigata lì, ; la retta (xxv) 
genera, se u solo varia, una rigata H2. Le. rigate lì, e H2 sono 
pertanto i luoghi delle tangenti asintotiche lungo una curva asinto
tica dell’altro sistema; noi le diremo le rigate asintotiche di S; 
lì, sarà la prima, R2 la seconda rigata asintotica. (*)

(*) Il concetto di rigata asintotica è dovuto al Wilozynski (osoulating 
rulod surfacos) ; ma il teorema cho segue è di Uoch.

(♦*) Con 2 o al posto di c ; 1’ osservazione fatta a pag. 5 riga 6 della 
Memoria di Cech : L’intorno d’un punto d’una superfìcie considerato dal 
punto di vista proiettivo (Ann. di Nat., t. 81 (3), 1922) non è corrotta.

Dimostriamo che : Dato un piano C passante per un punto x 
di una superficie non rigata S, per determinare il punto z che 
corrisponde a C nella corrispondenza 2 (c) appartenente a S, si 
costruiscano i punti z, e z2 corrispondenti ordinatamente a C 
nello corrispondenze 2 (2c) (**)  appartenenti alle rigate asintotiche 
R, e IL : il punto cercato z è il coniugato armonico di x rispetto 
ai punti zx e z2.



Corollario: (*)  Le corrispondenze S (c) sono completamente 
determinale dalla X (0) (che, si ricordi, è subordinata alla polarità 
di Lie) e dalle curvature in x delle due asintotiche.

(*) Si ricordi il corollario del § 81 E.
(♦*) Cfr. Gap. IV, § 32 B.
(***) Por il nostro scopo basterebbe calcolare soltanto per u = 0 ; ma 

più tardi avremo bisogno anche dei coefficienti di u.
(****) Si ricordi che 2 = SX E .
(***♦*; Cfr. Gap. IV § 31.

Per fissare le idee, supponiamo che il punto x di S corrisponda 
ai valori u = v = 0 dei parametri. La rigata Rx è generata dal 
punto

x uxu , dove u — 0 ,

variando u e v. 11 suo piano tangente è

$ + dove u = 0

dove il fattore di £ u è già associato al fattore di x 4- u xu 
al solito modo. (**)  Calcoliamo le forme P2 6 ^3 Per indi
candole con F^ e (***)  In tutti i calcoli e forinole riguar
danti si deve sempre porro u — 0 ; si prega il lettore 
di ricordarsene, anche se omettiamo di rilevarlo nelle notazioni.

È

F^ = — Sd (x 4- u x^ d ($ 4- u $„) =

= — <8 [(a;v 4- ua12X) dv 4- xudu)] . [($„ 4- u aJ2 E) dv 4- ^Udu ]

= 2a12 d u dv — u2 Q dv*  . (****)

La Rr essendo rigata e le v = cost. le sue generatrici, la forma 
F^ si può calcolare (***♦*)  dalla

FV = ±s u
dy a27] d*y  d-qX
dv a v2 dv*  dv / ’



dove

y = X U Xu 7] = £ + W .

Derivando si trova

dy ~ -o- y ~
= xv + u “12+ U a12 (X„ + 0vX),

— £„ + u «12 a , 4- m12 (E,. + 0vE).

Ora per le equazioni fondamentali

= 7 ®„ + 0v a-„ 4- p22 x , = — 7 £„ + 0„ + ir22 6 ,

= Z2a; + -- (ir22xu + m^xj , 
“12

E„ = x2e + 7- (?aaC« + 1^2 £») ; (*)  
^12

(*) È |i3s = j)22, «ijj=:ix52, ofr. Gap. II § 14 0.

si trova perciò :

y 5^71 — —
= a12 [7 + W (^22 — P22 + GvQ) + W2 «12^2] ,

y> ò^y — —
$ = “121— 7 + u (p22 — 7T22 + 0„fl) + w2«1272] .

Ricordando la (4) del Gap. II § 16 A si arriva dunque anche 
‘''Ha seconda delle formolo

fj/’ = 2a12dw dv — u2 SI dx" ,

(5) F^} = “12 T + “ (7- + 0« 7) + -ì- u2«12 (k2 —Z2) dv3 ■



dove u = 0 . (*)

Similmente si trovano le forme fondamentali di R2 :

— 2a12 du dv — v2 £2 du2 ,

i a log (a12Y)
2 Su

che è un punto della (seconda) direttrice di S. Il risultato enunciato al 
Gap. Ili § 25 B e dimostrato al Gap. IV alla line del § 37 ò così con
formato mediante calcolo diretto.

(5)bu

n!,= aia p + ^(p„ + o„p) +
i-l

du3 ,

dove v = 0 .

Per u = v = 0 le (5) e (5)Ws si riducono a

F^ = 2a12 d udv , F^} = a12r(dv3

F^ = 2a12du dv , Ff = a12pdv3

che permettono di scrivere le equazioni delle 2 (c) corrispondenti 
a e R2. Confrontando con la (4) che dà le 2 (c) corrispon
denti ad S, si vede subito l’esattezza del teorema enunciato.

(*) L’espressione trovata per M” mostra che il coniugato armonico di 
x rispetto ai punti flecnodali di Rx è

(Ym + OuY) ® — 2y«u

ossia



§ 82 — Le corrispondenze X appartenenti 
ad una generatrice di una rigata. (*)

(*) I teoremi di questo § sono stati esposti da Ceoh nella Memoria 
“ Projektivni geometrie peti soumeMiych mimobezek ,, (Geometrie projeetive 
de cinq droites infiniment voisines) Pubi, do la Fac. des So. de l’Univ. 
Masaryk, 1921, n° 4.

JJ Trasformazioni irrazionali 2 (c) nello spazio.

Le corrispondenze 2 definite al § precedente appartengono ad 
un punto x della superficie in considerazione, riferendosi ai punti 
del piano tangente $ alla superficie in x ed ai piani passanti per x. 
Consideriamo in particolare una superficie rigata lì (non svilup
pabile); fissandone una generatrice p = (yz), è chiaro che le 
corrispondenze 2 (c) (c fisso) appartenenti ai diversi punti di p 
si possono riunire in una corrispondenza birazionalo che si rife
risce a tutti i punti e piani dello spazio : per costruire p. es. il 
punto che corrisponde ad un piano scelto comunque nello spazio, 
si consideri l’intersezione x = y uz del piano con la genera
trice p, e quella corrispondenza 2 (c) che appartiene a a:. Indi
cheremo la corrispondenza a tre dimensioni con lo stesso simbolo 
2 (c) come quella sua parto che si riferisce ad un punto di p ; 
e dove vi sarebbe pericolo di equivoco, parleremo di corrispondenza 
2 (c) appartenente alla generatrice p di R. Per ottenere le equa
zioni di 2 (c), supponiamo il punto generico di lì dato da 
x = y + uz, i punti y e z dipendendo da v, e scegliamo in par
ticolare y e z in modo che le u — cost. siano le asintotiche curve 
(cfr. Gap. IV, § 34 A). Di più si scelga v in modo che sia 
a12 = w = + 1 ; sicché : (Gap. IV, § 31) :

F2 = 2adudv , Fa = io (A -|- 2 Fu + Cu'-) dv* .

Le equazioni (4) del § 81 mostrano che in 2 (c) si corrispondono 
il punto



?o (y + wz) + r^ + r2 (y + ttz')

e il piano

«oCn + “0 + hC + «2 W + «C') ,
quando sia

r0 : h : r2 =
C

50 ®2------- 3 (.4 + 25« + Cw2) : S1 ®2 : S2 )

s0 : : sa —
/»

Va+ -tt-+ SKu + Cm2) :ryr2-. o •

Un facile calcolo permette di scrivere ciò in un altro modo che è 
più. conveniente per la discussione che faremo : La corrispondenza 
2 (c) appartenente alla generatrice (yz) associa il punto

ed il piano

essendo

ly 4- mz 4- y' + z'

+ Ih

k : p, : Xi : =

0 /»
= l (mly — lm^) -|- — lx (All 4- 2Blymy 4- Cml) 

o

(1) : m (mly — Im^ 4- 4-mj (All 4- 2^! m1 4- Cml) : 
o

: ly (mly — lm^) : mt (mly — lm,y) , 

l : m : ly : my =

f*

X ([iXi - XP.J- — X1(4X!4- 213X1^ 4-Cp.2) : 
o

(1)M. p- (pXi — Xp.j)----- —■ p-i (4Xf 4~ ^B\y p.x 4- Cp4)
o



: X, (pl^ — Xp.J : p.x (p.Xx Xp.x) .

Osserviamo che, se H non è riferita alle asintotiche, basta 
scrivere y, i, •>), C al posto di y', z', tj,' Z'. Dalle (1) si vede 
subito: Le corrispondenze 2 (c) (c^O) appartenenti ad una gene
ratrice p di una rigala R sono corrispondenze birazionali cubiche, 
se il regolo osculatore ad R lungo p non iperoscula R. (*)

(*) Noi caso escluso sarebbe A —B = G— 0 o tutto lo 3 (c) si ridur
rebbero a S (0) (polarità rispetto all’ iperboloide osculatore 11).

(**) Essa può essere retta ; v. più avanti.
(***) Dol resto lo forinole della dimostrazione ohe seguo oi saranno ancora 

utili in questo paragrafo.

B) Curva omologa di un fascio di piani.

Ad un fascio di piani corrisponde pertanto in generale una 
cubica sghemba. Noi sappiamo dal § 81 che, se l’asse del fascio 
è tangente a lì (naturalmente in un punto di p) la cubica si 
riduce ad una retta (la tangente coniugata all’asse del fascio); e 
se l’asse del fascio incontra p, senza essere tangente ad lì, la 
cubica si riduco a una conica. Ma si presentano altre riduzioni 
che è importante rilevare : Se l’asse del fascio di piani incontra 
una tangente flecnodale di lì (appartenente alla generatrice p) la 
curva che vi corrisponde in 2 (c) (c £ 0) è in generale (**)  una 
conica. Per dimostrarlo supponiamo, come è lecito, che la tangente 
flecnodale sia (yy'), sicché A = 0, e p. = ap^ (a costante) per i 
piani del fascio. Si vede immediatamente che, posto p. = ap.j, 
nelle (l)blH a destra si può scartare il fattore p.P Da questa di
mostrazione si vede subito che, almeno se B- — AG A 0, se cioè 
le tangenti flocnodali appartenenti a p son distinte, vale il teorema :

Se l’asse r del fascio di piani appartiene alla congruenza 
lineare osculatrice di R (corrispondente alla generatrice p), ma 
non interseca p e non sta su H, la linea r' che vi corrisponde in 
2 (c) è semplicemente una retta.

Ma dimostriamo tal teorema in altra maniera, valida anche se 
B*  — AG = 0 . (***)  Una retta r che non interseca p si può 
scrivere sotto la forma



T = (a^ + b^ + vf, a2t] + + C') =

— (®i^2 a2 ^i) C7! 0 — a2 C7! V) H" K ) H- ®i C7) C ) —

-MWW'H (*)

(*) Gap. IV, § 32.

(2)

= co [(a^ — a26j) (yz) + a2 (yy') — bt (zz') +

+ ^2 W — ax (zy) + (?/z')] .

Posto, come al Cap. IV, p — (yz), q = (y'z) è dunque

(
f i \ i 1 | O z ■

«A — «2*i) p + ■ -g- p + q +

+ «2 (yy1) — —p 02 E(K) + ^y)] — («') • 
41

Se r appartiene alla congruenza lineare osculatrice di lì (corri
spondente a p), l’espressione precedente è combinazione lineare di 
Pi Pi <1> i 0 viceversa. Dal Cap. IV, § 37, (2) risulta che ciò 
accade allora ed allora soltanto che

“(3) ^-.^2— aj: — a2 =A.2B:C.

D’altra parte cerchiamo quando mai, posto

X = aY kj -|- a2 p.j , p. = bt kj + b2 [ij ,

si può scartare un fattore quadratico a destra delle (l)bl,. Sostituiti 
i valori precedenti di k e p., le due espressioni

p.k, — k^ e A)^ + 2Bk1p.1 Op.|

devono differire soltanto per un fattore, e si ricade nella (3), come 
si voleva dimostrare. Corchiamo ancora la posizione della retta 



r che corrisponde in 2 (c) al fascio d’asse r, se valgono le (3). 
Scriviamo le (3) nella forma

A : b{ = 2B : (ò2 — a}) = C : — a2 = t .

Ai due piani + b^ + 7]', a27] + 5aC + C corrispondono in 
2 (c) rispettivamente i punti (v. (l)bl,)

Ct \
ai~ -3-I y + 61» + y ,

et
’2 3

La retta r' cercata è quindi (*;

(*) Naturalmente anello r' appartiene alla congruenza osculatrice.

Rubini e òboh, ie^ioni di Geometria proùttivo-differenxiale.

Ct
■3

et
T

(2)bl.
. / CT 

al O2 ®2 " 1 g"

/ CT
+ \ (ZZ ) +1 ---------g- —

Confrontando le espressioni (2) e (2)bls si arriva facilmente al 
teorema : La retta r0 coniugata armonica di p rispetto alla coppia 
di rette r e r' del teorema precedente (nel regolo determinato 
dalle rette p, r e r') appartiene ad H. Scegliamo il parametro t 
in modo che

r0 = wr 4- r + tp

rappresenti una retta. Dalle (2) e (2)bl, si deduce subito che

32



— UT.
r0 = lp +~^P + 2q,

dove il valore di t non ci interessa. La retta r0, dipendendo 
linearmente da p, p e q, appartiene ad H (Cap. IV § 37). Per 
dimostrare il teorema, basta pertanto provare che (pror»') = — 1. 
A tale scopo, supponiamo che (yy') sia una tangente flecnodale 
(per il valore di v appartenente a p) ossia che A — 0 e quindi 
per le (3) anche b1 — 0. Si trova ora subito che le intersezioni 
di p, r0, r, r con (yy1) sono ordinatamente i punti

y, Ui + &2 —3- ) y + ^y > b*y  + y' , Uh—y + y'

(*) che è una cubica sghemba, oppure conica, od infine retta, secando la 
posiziono di r.

che formano una quaterna armonica c. d. d.

C) Determinazione delle 2.

Scegliendo comunque la retta r purché non incontri p nè stia 
su H, tutte le corrispondenze E (c) appartenenti a p sono determi
nate se si conosce p, H e la curva (*)  r' corrispondente al fascio di 
piani d'asse r in una delle E (c) (c^OL Infatti a un piano ir, 
scelto ad arbitrio, che intersechi p nel punto P, corrispondono in 
E (0) (che è la polarità rispetto ad fi), in 2 (c) ed in 3 (0') ordi
natamente dei punti Po, Poì Pc, che sappiamo (§ 81 D) 
stare su una retta insieme con P e tali che il birapporto

(PP0PcPor)= c :c.

Basta pertanto saper costruire Po per quel valore di c cui appar
tiene r'. E ciò si può fare facilmente :

Sia Q il punto d’incontro di n 0 r. Al fascio di piani d’asse 
PQ (cui appartiene il piano dato ir) corrisponde in 2 (c) una 



conica G situata nel piano tangente r ad 11 in P. (*)  Il punto 
Po cercato è l’intersezione (diversa da P) di G con la retta che 
congiunge P al polo di rc rispetto ad H. (**)  Tutto si riduce 
quindi a costruire nel piano r la conica 0. Ora G tocca nel punto 
P la tangente all’asintotica curva di P (che conosciamo, perchè 
è generatrice di H), e tocca anche la polare di PQ rispetto ad 
H (***)  ; di più, G passa per il pùnto d’incontro (non situato su 
p) di t ed r' (****)  ; Ja conica G si può dunque costruire, giacché 
ne conosciamo tre punti, e le tangenti in due di essi.

(*) v. il teorema di § 81 E.
(♦*) v. il teorema di § 81 D.
(***) v. il teorema citato su (♦♦)■
(****) che corrisponde in S (c) al piano (IV) del nostro fascio. 
(♦*»**) la quadrica è stata definita al Cap. IV, § 35 C.
(.,„«) Cap IV) § 3B B.

In generale, (se cioè B2 — AG 4= 0, B'2 — A' 0'4=07 le cor
rispondenze 3 (c) appartenenti a p si possono costruire, se si cono
scono le due quadrighe H e Wx (*****)  e l’invariante h (******).

Per il teorema precedente, basta trovare il luogo dei punti 
corrispondenti in una dello 3 (c) (c 4= 0) ai piani passanti per una 
retta r. Per le ipotesi fatte, possiamo far uso delle forinole (7) 
§ 38 del Gap. IV, riferendo A allo linee flecnodali. Riguardando 
le l, m, lt, my come coordinate del punto

ly mz -|- lx y mY x

e |i, Xx, m come coordinate del piano

X^l + p-C + M + M ,

lo equazioni di 3 (c) sono le (1) e (l)bU, dove

A =G= 0, B = 1 .

Se poniamo p. es.



i n A(4) ^ = — ^1,^ = 0,

sarà

l : m : : m1 — ( k? + n2 p., ) : kx |xx : 2n [xx : 2n [x,. 
\ O J ó

Dimostriamo che, scelto convenientemente c, tutta la conica di 
questi punti ly + mz + y + wx i sla sulla quadrica Wv

Essendo (*)

(*) Cap. IV, § 38.

A =0 = 0, B = l, À = — 28n, B = 0 ,

C=2n, 8 = + 1 .

l’equazione di Wx è (cfr. Gap. IV, § 35 C, (14) pag. 215)

2 (Zmx + wZx) + — nma ~ 0 •

Affinchè i valori precedenti di l, m, llt m1 soddisfino a questa 
equazione (identicamente in kx, jx) basta che si scelga

Il piano della conica è evidentemente

7 8c o S
™ : h = — : 2n =----- — n ,

ossia il piano

(^)m. 8n (yz i) — 4 {yy x,) = 8n C -|- 4?) .

Indichiamo con r la retta base del fascio (4) e con 7t il piano 
(4)bl,. Sappiamo per ora che : I punti che corrispondono in



2 (___ ) ai piani passanti per la retta r formano la conica
\ 64 /

intersezione della quadrica 17 j col piano ir. Per dedurre il 
teorema enunciato, occorre indicare una costruzione della retta r 
e del piano ir mediante le quadriche lì e W. Ricordiamo dap
prima il significato geometrico del tetraedro y, z, y, i : (yz) è 
la generatrice p studiata di il, (yy) e (zi) sono le tangenti flec- 
nodali e (yi) è la generatrice principale di II (*).  La retta r 
congiunge il punto y all’ intersezione ny — 2i della retta (yi) 
colla generatrice principale

(*) Cap. IV, § 35. Dallo definizioni di (^») risulta facilmente olio essa 
si può costruire mediante le quadriche II e TPj.

8n2 (yz) 4- 2n (yy) 4- 28nz i 4- 4 (yi)

della quadrica 172 (cfr. (14)bis § 35 C, Cap. IV). Il piano n con- 
giunge, il punto i a quella tangente di II in y che è la coniu
gata armonica di p rispetto alle generatrici del secondo sistema di 
Il e di passanti per y. Lascio lo verifiche al lettore.

Come una facile applicazione dello forinole del Cap. IV, il 
lettore dimostri ancora la proposiziono : Se la rigata R possiede 
una (ed una sóla) retta direttrice d, i punti che corrispondono in 
2 (c) fc^O) ai piani passanti per la generatrice principale della 
quadrica formano una conica C. Il piano di C contiene : 1° il punto 
della generatrice studiata p situato su d, 2° V intersezione della tan
gente flecnodale (diversa da d) con la generatrice principale di H. 
Il piano che contiene i due punti suddetti ed è il piano coniugato 
armonico al piano di C rispetto ai due piani del loro fascio di cui 
uno contiene p e l'altro d, interseca W, in una conica C'. Le due 
coniche C e C' stanno sopra un cono il cui vertice è quel flecnodo 
di p che non appartiene a d.



§ 83 — Metriche di Weyl (*)  e corrispondenze 2

(*) Weyl Raum, Zeit, Materia, 4“ edizione.
(**) Si verifica facilmente che l’equazione differenziale dolio geodetiche 

non cambia por 1' operazione (2).

£
2

A) Metriche di Weyl.

Già ai §§ 15 F e 23 A abbiamo visto che per lo studio proiet
tivo di una superficie non sviluppabile è utile considerare la me
trica di Riemann di elemento lineare F2 = Za^ dut duh. Qui 
vogliamo mostrare che il risultato di 1. c. si può estendere alle 
metriche di Weyl. Una metrica di Weyl a due dimensioni è deter
minata da una forma differenziale quadratica

F2 = andu2 -|- 2a12dudv + a22dv2

e una forma differenziale lineare che scriveremo

(1) 2 (a^du + a2dv) ,

convenendo che le forme

(2) PF2, 22^^ — -^-

definiscano la stessa metrica se p ò funzione arbitraria di u e v. 
Le cosidette geodetiche della metrica sono definite dall’equazione 
differenziale

(§2 u _ al jp2) ; = du . dv ,

essendo al solito ar = 2ArK ah, (**)  e 82u, indicando i differenziali 
secondi controvarianti. Tale equazione si può evidentemente scri
vere anche nella forma :

(3) 2ffM dwr 83u, F^c^Duì = 0 .



Le metriche di Riemann sono un caso particolare delle metriche 
di Weyl caratterizzato dall’equazione (arK sono le derivate cova
rianti di ar)

ark = o

che esprime che 3 ar du,. — da è un differenziale esatto (*). Ma 
vi è un altro caso notevole che pare finora inosservato (**). Nel 
caso attuale di due dimensioni, esso ò caratterizzato dall’ e- 
quazione (***)

(4)

dove ark son le derivate covarianti delle a,, (formate rispetto a Fa) 
e K indica la curvatura di F2.

Occorre dimostrare che la condizione (4) ò invariante per 
l’operazione (2). Por brevità assumiamo i parametri w, v in modo 
che sia an = a2a = 0 . Allora :

n n j j rr 1 d2log|ala I
F» — 2a,«dudv , K —---------------------——1?_L_

«12 dudv ’

(*) Scegliendo nelle (2) p = e2“, la forma lineare svanisco, e la metrica 
di Weyl si riduce alla metrica di Riemann di elemento lineare ew F‘> (deter
minato a mono di un fattor numerico).

(** ) Nella teoria usualo della metrica di Weyl, ha ufficio fondamentale 
il parallelismo di Lovi-Civita generalizzato da Weyl. Considerando in un 
punto P della varietà (w, t>) uno spazio (a duo diin.) di vettori o trasportan
dolo con parallelismo lungo una curva chiusa C ritornante in P, lo spazio 
subisce, in generale, una similitudine. So tale similitudine si riduco all’ iden
tità, comunque si scelga il punto P e la curva chiusa 0 passante per P, la 
la metrica è euclidea. Più generalmente, so la dotta similitudine si riduce 
sempre ad una rotazione, la metrica è di Riemann. L’ altro caso particolare 
cui accenno nel testo ò quello in cui la similitudine è sempre un’ omotetia.

(** *) Essa può scriversi anche



sicché la (4) diventa :

... Sa' I ^«2 , d2log |«12| _ n

( dv du dudv

Ora l’operazione (2) muta rispettivamente a12, an a2 in

„„ „ 1 al°gP „ 1 al°gP
P«12, àT", “2 2~d^~

e si vede subito che la (4)bls non cambia per tale sostituzione, 
c. d. d. Vediamo di più che scelto p in modo che, eseguita la 
trasformazione (2), sia a12 = 1 e quindi K = 0, la (4)bls diventa 

i- , da. , da2 . ...
semplicemente = 0, esprime cioè che 

(4)ur axdw — a2dv = dk(u, v)

è un differenziale esatto. Quest’osservaziono permette di provare 
semplicemente il teorema di Cech :

Se esiste in una metrica di Weyl (a due dimensioni) un siste
ma doppio ortogonale (*)  di geodetiche, la metrica soddisfa alla con
dizione (4) ; viceversa le geodetiche di una metrica di Weyl soddisfa
cente a (4) formano un fascio (**)  e se ne possono pertanto formare 
infiniti sistemi doppi ortogonali.

(*) cioè coniugato rispetto a F,.
(**) nel senso di Cap. Ili § 23 D.

Per dimostrare i due enunciati, possiamo supporre

axx — a22 — 0 , aX2 f •

Supponiamo in primo luogo che la metrica possegga un doppio 
sistema ortogonale di geodetiche definito da



L’equazione differenziale (3) delle geodetiche diventa sotto le 
nostre ipotesi (an = a22 = 0 , «12 — 1)

(3X.. dlog
dv 
du

— 2 (oq du — a2 dv) = 0 .

Sostituendovi i valori di —— appartenenti al nostro doppio siste

ma ortogonale otteniamo

d\ = ^du — a2dv .

Tale equazione devo essere soddisfatta se

dv = e 2 du 

e anche se

dv — — c X du

ed è quindi soddisfatta identicamente. ; vale a dire a^du — a2dv 
è un differenziale esatto, il che prova la prima parte dell’ enunciato.

Viceversa supponiamo soddisfatta la (4)ter. L’equazione dif
ferenziale (3)Ms delle geodetiche diventa 

dlog
dv 
du

^dXfu, v)

ed integrata dà

CIP
-5—= ceA , c costante arbitraria, du

sicché le geodetiche formano un fascio di curve c. d. d.

B) Piani osculatori alle geodetiche di Weyl

Torniamo a considerare una superfìcie 8 non sviluppabile. 
Scegliendo comunque il fattore delle coordinate omogenee x dei 
punti di 8, consideriamo la solita forma quadrica



F2 = — 8 dxd£ ,

e scegliamo ad arbitrio una forma lineare (1). Le due forme defi
niscono sulla superficie una metrica di Weyl, di cui studieremo 
le geodetiche definite dalla (3). Ma ricordiamo dapprima che si era 
visto al Gap. Ili § 23 che si può far corrispondere alla coppia di 
forme F2 e 2^dut una coppia di congruenze duali. È facile defi
nire analiticamente le due congruenze senza far uso di coordinate 
asintotiche. Infatti da 1. c. risulta subito che la generatrice della 
prima congruenza è l’asse del fascio di piani

(5) d $ -j- 2 a,. dur . $

ottenuto variando i differenziali dur ; similmente la generatrice 
della seconda congruenza è il luogo del punto

(5)M, dx 2 ar du,.. x .

Inoltre, si era osservato 1. c. che la trasformazione (2) non cambia 
le nostre congruenze sicché esse sono completamente determinate 
data 8 e su essa la metrica di Weyl. Chiameremo le rette 
della prima congruenza le normali della metrica di Weyl. (*)

(*) Lo rette della seconda congruenza sono retto duali di quelle della 
prima, corrispondono cioè ad esso in 2 (0).

(**) Che, si noti, è la più generalo metrica di Weyl su S che abbia 
come curve minimo le asintotiche di 8.

(***) Una parto di questa proposizione è giù stata provata, in coordinato 
asintotiche, al Gap. Ili § 23 D.

Ciò posto, dimostriamo che : I piani osculatori alle geodetiche 
della nostra metrica di Weyl (**)  in un punto arbitrario di S cor
rispondono ai punti della retta duale della normale della metrica 

(3 \------ — ) ed inviluppano quindi in generale 
u /

(se cioè <8 non ò rigata) un cono di terza classe i cui tre piani 
cuspidali passano per la normale della metrica e intersecano il piano 
tangente, ad S nelle tangenti di 8egre (***).

Infatti, sostituendo nella prima delle equazioni (3) del § 81 
il valore di 2^, dur 82u, tratto dall’ equazione (3) delle geodetiche 



studiate si deduce che il piano osculatore ad una geodetica della 
metrica è rappresentato da

(^3 -f- Fa Sa,. Du,.) £ -|- D2 $ ,

® le (l)qu»ter del § 81 B mostrano che tal piano corrisponde in 
(3 \------ 5- al punto

J /

Dx -}- F % . Sa,. Dur. x

situato evidentemente sulla retta duale della normale della metrica.

C) Geodetiche formanti fascio.

In particolare, se la metrica è di Ricmann, Za.,.dur è un dif
ferenziale esatto e alle sviluppabili della congruenza delle normali 
della metrica corrisponde su S un sistema coniugato ; e vale anche 
il teorema inverso (Gap. Ili § 25 A). Sappiamo inoltre che (*),  
la più semplice di tali metriche intrinsecamente definita è quella 
in cui 

(*) se S non è rigata.

Sardwr =
1 dJ
2 J

o in coordinate normali

Sa,, dw,. = 0 .

La normale di questa metrica ò la normale proiettiva di iS.
Invece il caso particolare in cui vale la (4) ò caratterizzato 

geometricamente dal fatto che le geodetiche della metrica formano 
Un fascio. Viceversa dato su S un qualsiasi fascio, esiste su S una 
e una sola metrica di Weyl del tipo studiato (per cui cioè le asin
totiche di S1 siano le curve minime) che ha le curve del fascio per 



geodetiche. Si scelga infatti nel fascio un doppio sistema coniugato 
(ciò è evidentemente possibile in oo1 modi) e, in ogni punto x di 
8 si costruisca la retta r che congiunge i punti corrispondenti in 
(3 \------ — j ai piani osculatori delle due curve del sistema coniu

gato. La (5)bU mostra subito che una ed una sola delle nostre 
metriche di Weyl ha, per ogni posizione di x, la retta duale di 
r come normale. Dal teorema di § 83 B si deduce che le curve 
del sistema coniugato sono geodetiche di tale metrica. Per la 
prima parte del teorema di § 83 A, tale metrica soddisfa alla 
condizione (4) ; onde la seconda parto dello stesso teorema dimostra 
che tutte le curve del fascio dato no sono geodetiche. E simil
mente si vede pure che non può esistere altra metrica di Weyl 
che soddisfi alla condizione dell’enunciato. Se ne deduce tosto il 
teor. (Cfr. § 23).

Dato su S un qualsiasi fascio di curve, i piani osculatori alle 
curve del fascio in un punto qualunque di S inviluppano un cono 
di terza classe che possiede tre piani cuspidali intersecanlisi in una 
retta. Di più sappiamo che i tre piani cuspidali del cono contengono 
rispettivamente le tre tangenti di Segre.

§ 84 — Le rette canoniche in coordinate generali. ()*

(*) In questo § supponiamo ohe S non sia rigata (J 4= 0).
(**) Definito in coordinate asintotiche da fi du3 -f- cf dv3 = 0 con c costante 

arbitraria.
(***) Questa metrica soddisfa evidentemente la condiziono (4) del § 83.

1. La proposizione che chiude il § precedente permette di 
ritrovare senza ulteriore calcolo i risultati trovati al Gap. Ili 
§ 23 B, sulla posizione dei piani osculatori alle curve di Darboux 
o di Segre. Basta osservare che esiste su 8 un fascio ()  che 
comprende tutte le linee di Darboux e di Segre ed applicare la 
proposizione citata. Ne segue senz’ altro che esiste su S una 
metrica di Weyl del tipo studiato al § 83 di cui le linee di 
Darboux e di Segre sono delle geodetiche particolari. ()  La nor

**

***



male di tale metrica è evidentemente l’asse di 8. Ne segue che 
l’asse di S è la retta base del fascio di piani rappresentato da 
(5) § 83 appena si determini il sistema covariante a,, in modo 
che la (3) del § 83 abbia le linee di Darboux (*)  come curve 
integrali particolari. Ora la (3)bu del § 80 C mostra che lo curve 
di Darboux soddisfano all’ equazione

(*) Si potrebbe partire anche dalle linee di Segre.
(**) Por il significato invariante dell’ asse so ne deduco tosto olio la 

forma differenzialo lineare

v । j , 3 dJ S'D dtu + — _a J

ò intrinseca od invariante, come abbiamo già enunciato al Cap. VI § 58 A. 
Inoltre facendo uso della penultima nota a piò di pag. si conferma il risultato

(Cap. VI, § 60 A) che K = —5- 2ar' 4r« ò la curvatura di F2.o

K 2 <|»„ Du„ — 3 2^ dur 8“ u, = 0 .

Confrontando con la (3) del § 83 A vediamo pertanto che l’asse di 
S è la reità base del fascio di piani (ottenuto variando du^ : du2)

(i) #—D

Conosciamo pertanto le equazioni in coordinate curvilinee 
qualunque di due delle rette canoniche : la normale proiettiva e 
l’asse. Per determinare le altre rette canoniche basta ricordare dal 
Cap. Ili § 27 i valori (costanti) dei birapporti fra esse. Troviamo 
così che la direttrice è la retta base del fascio

i « । ad d\ .
(l)bl, ----- \^idu*+~2~  ~j)

e lo spìgolo è la retta base del fascio

j*  a 1 1 d‘ .
------2~T)^



Come corollario si dedùce che il fascio canonico interseca il piano 
tangente lungo la tangente

3 DJ 
(l)quater ^^+——=0.

2. È facile verificare questi risultati con calcolo diretto. A tale scopo 
dimostriamo dapprima : In uno spostamento infinitesimo lungo una curva 
asintotica di S valgono le formolo ()*

(*) Si confronti con lo formolo (1) del § 79 valido so F2 A 0 .
(**) Cap. VI, § 56, (5) b„.

d^X — f-A  A A. 2dur ) dx -f- bx 4- Px , 
\ o f 3 b J o /

(2)

= —A AA +
y □ \j d a /

dove abbiamo posto

(2)bi« bui = SaA dur du, , bx = Zxi bui , Ag = 2g( bui .

Cominciamo coll’osservaro ohe, muovendosi lungo un’ asintotica ò (**)  duDv — 
— dv Du = 0 , sicché possiamo porre :

Du = \du, Dv = Xdv, 
ossia

«12 du + «22 dv = — s X du ,

an du 4- «12 dv = eX ^|A| dv .

So ne deduce

«11 ai» — s X ^|4|
= — A -X2|4|= — |4| (X2 + e) = 0



(3) Dui = / s dui , so Fi = 0 . (*)

(*) Passando ad un’asintotica dell’altro sistema, dobbiamo cambiare il 
segno di V E ■

(**) La forinola (3)biB si potrebbe dedurre anche dalla (4) del Cap. VI. 
8 57.

Sostituendo nella (1) del Cap. VI § 57 si trova poi (**)

(S)M. Fa = s F3 , so Fa = 0 .

Di più

(du 82 ?> — dv 6" = -ì- «11 «12

«12 «22

du ^u 

du 82 v

2

essendo

SatK dm duh Sa» dm 52 uk

Sa ik dui ^atk 8“ w.
= 0,

Za^dm dm = Ft =0 , ^autdm Wm. = dFi = 0 ,
sicché

i'iu = ^du , 8*«>  = pd®.

Per calcolare p sostituiamo nella forinola

dF-j = 2«rsti diir du, dm dui -f- 3 2 «rst dur du, 8” Wj 
ondo

1 dF., 1
I1 = y yr----- -^p~ Sars« dur du, dm dm ,

sicché si ottiene, ricordando la (1) del Cap. VI § 58,

(3)ter 8*u<  = ( 4- —------- 4- 4- 4- dm ) dm , se P2 = 0.
\ iJ l13 U J ij /

Ora dalle equazioni fondamentali si deduco subito ohe 

d'x = 2 xr 8; ur -f- A x 4- P . x , 

d2E = 2E,. ^Ur — A E 4- n. È,

e basta osservare la (3)tor por arrivare allo (1).
Osserviamo anche lo formolo (valide qualunque siano dur )



(4) du( àuh = — Fa ,

(4) bis 2 aik A u( A Uk =-----4 JFt
£

La (4) si dimostra subito. Infatti, per la (3) del Cap. VI § 57 0 per la 
(2)m, è

29% dui A Uh = dui dur dus = — 2 brsi dui du,. dus .

La (4)ms diventa, sostituendovi i valori di Am, ,

4 ter 2a™ u pqi dUp dug dup d'Uq^ — ~~ -i- JFÌ .

Por dimostrarla, ricordiamoci la dimostrazione della formola (9) del Cap. IV, 
§ 59 D ; vediamo subito ohe nello stesso modo come la formola citata si 
può anche dimostrare che

2a™ Up^ V' t* dUq = -ì- S ar, xr t* S t,- dui = 4 S ars tr z‘ S dui ,
2 a

V essendo un sistema controvariante arbitrario. Scegliendo tr = du? si ottiene 
la (4)ter sotto l’ipotesi J = — 1 fatta 1. 0. Si passa poi immediatamente al 
caso di J qualunque.

Se in particolare Fa = 0, sicché il punto dx sta su una tangente asin
totica, la (4)h8 dimostra che il punto Aie sta pure su una tangente asintotica, 
che è, por la (4) diversa dalla precedente. Ciò posto, lo (2) permettono di 
rifare, in coordinate curvilinee qualunque, il calcolo fatto al Cap. Ili § 26 
per trovare lo spigolo.

Infatti posto (supponendo che Fa = 0)

(33 d x) 
t — - 3 1

dalle (1) si trova subito

1 /„ . , 1 dJ \ , , (x A 33)dt = -^ ( y — ) t+ a____ '

^3
sicché (Cap. I § 7 D) la polare del punto

(6) dx-l-(^rdur-4^) »

rispetto alla conica osculatrice dell’ asintotica su cui supponiamo muoverci è 
la retta (a;Aa:) che abbiamo visto essere la tangente all’ altra asintotica in x. 
Se ne deduce subito ohe l’espressione rappresenta la retta duale dello spigolo. 
Lascio al lettore di faro un calcolo analogo per la direttrice.



Capitolo X.

INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE.

QUADRIGHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE.

Questo capitolo, che un lettore frettoloso potrà omettere in 
prima lettura, è destinato a studiare e caratterizzare in modo 
geometrico ed invariante per collineazioui l’intorno del quarto 
ordine di un punto di una superficie : ciò che porterà a illustrare 
geometricamente il significato degli invarianti fondamentali da noi 
già trovati per via analitica.

§ 85 — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche 

di Moutard.

Strumento essenziale di questa ricerca è lo studio delle qua
driche di Moutard. Cominceremo a studiare il sistema delle qua
driche di Moutard che appartengono allo diverse tangenti di una 
superficie (non sviluppabile) 8 in un suo punto generico x. Ecco 
come procederemo. Essendo t una tangente ad 8 in x, t' la tan
gente coniugata, Mt e le quadriche di Moutard appartenenti 
rispettivamente a t e //, ed r una retta incidente a t (che però 
non passa per x nò sta nel piano $ tangente a 8 in a;), noi 
daremo una serie di semplici costruzioni geometriche, che permet
tono di trovare le rotte polari r' e r" di r rispetto a M, e a ;
fatto ciò, la costruzione di Mt (e di ò pure fatta : infatti la
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quadrica Mt è evidentemente determinata se sappiamo costruire 
la polare rispetto a Me di ogni retta r incidente a t ; del resto, 
ricordando (*)  che il piano polare rispetto a Mt di ogni punto 
situato su t (f) corrisponde a quel punto nella corrispondenza 
2 (1) (2 (—3)), sappiamo costruire, appena note le 2 (c), il piano 
polare rispetto a Mt di ogni punto situato in $, sicché basta, per 
completare la determinazione di costruire la polare / di una 
retta r incidente a t.

(*) Gap. IX. § 81 D.
(♦♦) I principali risultati di questo Gap. furono dedotti per la prima 

volta, nella Memoria di Coch : L’intorno di un punto d’una superfìcie con
siderato dal punto di vista proiettivo, Annali di Matematica (3) 31, pp. 191 
e segg. Ivi si è fatto uso delle coordinate asintotiche e del metodo di Wilo- 
zynski. Qui invece faremo tutti i calcoli in coordinate curvilinee qualunque, 
senza che ne risultino dello complicazioni gravi. Ciò prova i vantaggi che 
possiedo il metodo dello forme differenziali, introdotto dal Fubini nella geometria 
proiettiva, sul metodo (più vecchio) dello equazioni differenziali usato dal 
■Wilczynski.

La costruzione di r e r" da r sarà completamente discussa 
ai §§ seguenti ; qui vogliamo premettere per maggior chiarezza, 
l’enunciato dei risultati (**).

Sia P il punto d’incontro di r con g, re il piano che con
giunge r ad x. Il problema di determinare le rette r e r" dalla 
retta r si può ricondurre a due altri molto più semplici, a co
struire cioè un certo punto z situato in $ ed un certo piano C 
passante per x, la posizione di z e C non dipendendo che dalla t. 
Supponiamo per un momento di conoscere z e C. Sia r0 la 
polare reciproca di r rispetto alla quadrica di Lie, e siano 
rispettivamente il punto corrispondente a ir e il piano corrispon- 

dente a P nella corrispondenza 2 (-5-1. Ancora, sia il coniu- 

gato armonico del piano m rispetto alla coppia di piani 5 e $ ; e 
z1 sia il coniugato armonico del punto P rispetto alla coppia di 
punti x e z ; sia la retta intersezione dei piani e , e lz 
sia la retta che congiunge i punti e zj. Allora le rette r e 
r" appartengono al regolo (che può ridursi ad un fascio ordinario) 
determinato dalle rette r0, Z15 l2 e sono, dentro il regolo, deter
minate dai birapporti



Gl Z2 ror ) — 3 , Gì L ror ) — ”5” • D

Ciò posto, resta da vedere come si possano costruire il punto z 
o il piano C. Sia ancora m il punto che corrisponde a C, e pc il 

piano che corrispondo a z nella corrispondenza 2 ------ . Basta

costruire m e [i. Ciò ò particolarmente semplice se S ò rigata. In 
tal caso infatti m ò semplicemente l’intersezione (diversa da x) di 
t' con la quadrica W\ (Cap. V § 35 C) (*) e similmente p. ò il 
piano tangente (diverso da i) alla quadrica 1T2 passante per t'. 
Supponiamo invece che <8 non sia rigata. Per costruire m e p. 
anche in questo caso, indichiamo con t* e t2 le due tangenti 
asintotiche ad <8 in x, con s lo spigolo e con d la direttrice. Siano 
R{ e R2 le due rigate asintotiche di <8 (Cap. IX, § 81 E) 
passanti per x e precisamente R( contenga la retta r( (i = 1, 2). 
Siano o, e 8t i piani che congiungono t, rispettivamente allo spi
golo ed alla direttrice. Infine 0} (Oj) sia la conica del piano $ che 

(3 \
— । relativa alla rigata (Ug) al fascio 
4 /

di piani contenente i piani Oj e 82 (a2 e Sj). Il punto m è allora 
l’intersezione (diversa da x) di t' con quella conica del fascio 
determinato da CJ e Cf la cui tangente in a: è la polare lineare 
di t rispetto alla terna delle tangenti di Darboux.

Le dimostrazioni degli enunciati che precedono si trovano ai 
§§ 86, 87, 88 ; al § 90 esaminiamo la connessione delle quadriche 
di Moutard relative ad una superficie <8 non rigata con quelle 
'■elative alle rigate asintotiche di 8. Infine studiamo di nuovo al 
§ 91 il cono di Segre e le pangeodeticho del Fubini. Questi due 
§§ non riguardano pertanto le quadriche di Moutard ; ciononostante, 
il metodo di cui ci serviremo essendo analogo alla determinazione 
della posizione del punto z e del piano C (v. sopra) abbiamo rite
nuto opportuno metterli al presento Cap.

(*) Si ricordi in questa connessione che noi abbiamo trovato, al Cap. IX 
§ 82 C, un legamo fra JK, o lo S (c).



§ 86 — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard.

AJ Rette r0, r', r" polari di una retta r rispetto alla quadrica di Lio 
e alle quadriche di Moutard relative a due direzioni coniugate.

1. Consideriamo una superficie 8  non sviluppabile e fissiamo 
su essa un punto x ed una tangente non asintotica t = (xdx') 
uscente da x. La polarità rispetto alla quadrica di Moutard appar
tenente a t è data dalle equazioni (2) e (2)bl, del Cap. IX § 80. 
Sia t' = (xDx) la tangente coniugata di t ed la quadrica di 
Moutard appartenente ad essa. Per trovare le equazioni della pola
rità rispetto ad Mt,, occorre nelle formolo citate sostituire Dw, a 
dui e quindi ()  zdut a Du(. Si trova così che il piano

*

*

(*) Clr. Cap. VI § 56.

a0 $ + Oj £ + c2Z>6 + aaE

è il piano polare del punto

p„a; 4- p^dx + p2Dx + p3X

rispetto a Mt/ se

« 2 X
°« — Po — 2 pj — — p2 4-

/ 2s 2artU du,. du, Du, Du, 2e P32 Il — P\
+ yT P8S + 9 FI Ff F*  ) Ps ,

, o 2e P;
al — Pi 4" 2 jg- Ps , S2 — p2 $ ^.,2 p3 , O3 — p3 .



Ciò posto, sia r una retta che intersechi t, ma non passi 
per x nè stia in $. Supponiamo che r sia determinata dal punto

rox + rxdx

di t e dal punto generico

Po* + Pid* + Pa^* + Pa-^ ,

sicché possiamo porre

(1) r = (rux + r1dx , p„x + p^x + p2Dx + p3X).

Siano r0, /, r" le rette polari rispettivamente rapporto alla II (qua
drica di Lie), ed alle M, e Mt,. Per le equazioni ricordate tro
viamo subito

r0 = O0P1 — npo) + roPa (IDI) + ropsE) +

+ r1P2(d$Z>e) + rip3(de, E)

r'=
/ 2 F3 \

r° \P1 3 Ff p3/ fl
FI

Po + 2 — p2 +

, / 2 VarMdurdu,dutdu< 2 F"3 F'^ D —P\
+ U------ Fi------------ + -Q-Ff + 2s H + "IT’M i
(lk

+(r°+t ?tri) G+2s $ p0 +G+4 0pa (£E)+
(

F' \
Pa + 2e j|-p3y + rjP3(d$, E),

r
! ^F. \

rl> ( Pi 4" 2 -^2 p2 1 rl Po -
2 F'a
3 F2 Pa +



(1)

2e 'Zar,adurdu,DulDui 2e „ -Fi
3 Fi + Q Fi

n—p\ 
/ P3

[ (WS) +

quotar

+ Go - 2 L p3) W) + (r0 - 2 r,) p3 ($S) +

\ L 2 / ' $ ^2 / \ x 2 /

! 2s F' \+ ri(p2-----F + ^iPa^i2) •

B) Le rette l del regolo r0 r’ r".

Noi poniamo (*)

(*) e ^2 sono le rett° di cui si parla già al § 85.

(2) = 3 / + r" — 4r0 , l2 = r + 3r" — 4r0

sicché

, _ ». [1$ ^8 । / o ^ruidUr du, dut diti

2e %arslt dur du, Dut 8 Fi
3 FI + ~3"Fl

56 e F^
9 K3

n—p\
2-pr- p3 ($^) + 

r2 /

(2)m,

Za — 16 F^
3 Fi r° r’

2 ^a^tidurdu^Utdut
3 Fi 2e

har,tidu,.dusDut Dui 
Fì +

(2)t„
56^ FI 8e F'^ Il - P \

9 Fi + 3 FI F2 ) P3 {W-



16 F3 / F'3 \ 16 F3
r *7 ri(p2 — p3)~t’

(*) giacché vi passano i piani E, dg,
(♦*) sempre se La dimostrazione è facile.
(***) il piano del fascio ò il piano polare di P rispetto ad H.
(****) il centro del fascio è il polo di n rispetto ad H.

È chiaro che rappresenta una retta passante per x (*)  ed 1.2 
una retta che giace nel piano Di più, detto P l’intersezione 
di $ con r e ir il piano che congiunge x ad r, sicché per la (1)

(3) P = r„x +rtdx, ir = — sFa pa$ + paD$ , 

la posizione delle rette e Za evidentemente non cambia se la 
retta r descrive il fascio di centro P e di piano ir ; ciò si vede 
subito osservando che nelle (2)bl> e (2)tor non compaiono più p0 e 
pj. Si può pertanto prevedere che le rette e l2 saranno 
più facilmente costruibili che lo retto r' e r", il che ò importante 
perchè, come ora mostreremo, r e r" sono ben determinate, date 
r0) 7j e Za.

In generale (**)  le tre rette r0, Za determinano un 
regolo (serie rigata d’una quadrica). Se F3 = 0, ossia se t è una 
tangente di Darboux, le (l)blB, (2)bla e (2)ter mostrano senza dif
ficoltà che r0, lr e l2 appartengono ad un fascio il cui piano passa 
per t' (***)  ; se invece F3 = 0, ossia se t è una tangente di Segre, 
r0, e Za appartengono puro ad un fascio il cui centro sta su 
t'. (****)  Ma comunque si scelga Z, le (2) mostrano che le rette 
r' e r" appartengono al regolo o fascio determinato dallo r0, lr e 
Z2. Dentro tal regolo esse sono determinate, come abbiamo già 
enunciato, dai birapporti

(4) (/iZaror') = 3, (MW') = -j-.

Ciò si può dedurre dallo sole (2), come il lettore vedrà facilmente 
da sè ; ma lo si può dedurre anche facilmente so si osserva che i 



punti d’incontro con t’ e i piani che congiungono a t' le rette 
r', r", r0, corrispondono rispettivamente al piano ir e al punto P 
nelle 2 (1), 2 (— 3), 2 (0), mentre il punto d’incontro di l2 con

(
3 I

— / •

C) I punti y,, , ed i piani .

Si verifica facilmente che la (2)w, può scriversi

(5)

dove

(5) bis
/ i F*

vi =h + f ri
\ 12 ,

(5)ter

C1 =
2arilj dur du, dut du

2s 2arltidurdu„DutDut 8 FI
FI 3 FI

56e P'2 , o n — P
9 P23

16e F'3 
3

Pa^ •

Similmente possiamo scrivere anche l2 ; si ha e precisamente

(6) 

dove

(6)bu

^2 = {y^i)

/ „ , Pé
yi = | —e^2P2 + jrPs X 4- p3 Dx

(*) Ciò si vede subito dalle seguenti equazioni (5)bis 0 (6}bis ricordando 
le (l)t,r e lo (l)quater del Gap. IX § 81.

3 F2 p2 + V

3

^2



(6)t„

16 s Fa
21 ~ 3 Ff r°

2s 
~3

'£ar,udurdu,DutDui
Fi

du,. dus dut du,--- +Fi

56e Fj
9 Fi

+ 2

8 F?
3 Fi

16s F., ,
~TÌr^x-

La (6) si deduce subito dalla (2)tor trasformandola dapprima se
condo le formolo (*)

(*) Si ricordi che 2 = 8 X E .
(**) Le primo due (7)bu sono le (2) o (2)m« del Cap. IX § 81. La terza 

si riduce subito alla seconda. La dimostrazione dell’ ultima è lasciata al lettore.

(^di) = s(xDx) , (ìDty = (xdx) ,

g
(ÉB) =— (dxDx), (dìD^F^xX), 

J 2

(?)
(d $, E) = — e £1 (x D x) — e (D x, X),

(Dì, E) =— Q(xdx) — (dx, X).

La dimostrazione dolio (7) è lasciata al lettore come tacilo esercizio. 
Esse si possono provare partondo dallo (**)

(as d 83 .£> $) =— sEsg, (xdxX)-D^,
(7)bi»

(xDxX) = Ed^ , (dxD 83 X) —- eFz (—2g-f-Z).

P. es. per provaro la prima dolio (7), osserviamo che dalla (12) dell’ Intro
duzione si deduco

[(xdxl)x) , (xdxX')] = (xdx') (xdxDxX)

e facciamo uso delle (7)bu. In altro modo si possono dedurre le (7) dallo (4) 
del Cap. IX § 80. P. os. si vedo subito dalle citate eq. (4) ohe si può deter
minare a in modo che sia



(6“ (xDx).
Ora

8(id^ (dxX) = a. 8(xDx) (dxX) — — a.{xdxDxX) = sa.Fì ;

d’altra parte, per la (11) dell’ Introduzione,

S(^(dxX) =
S^dx S^X

Sd^dx Sd^X

0

-Ft
= Fi, eoe.

D) Determinazione dei punti e piani precedenti.

La retta appare così come intersezione dei piani t]1 e Cn e la 
retta Z2 come congiungente i punti e zv Ora dalle (3), (5)bl, e (6)bl> 
si vede subito, ricordando le (l)tor e (l)qusUr del Gap. IX § 81 che

(
3 \

— 1 . Il proble- 
J /

ma di determinare ìj e !a e quindi per le (4) anche quello di 
determinare r' e r'' si riduce pertanto a trovare la posizione del 
punto Zj e del piano Ci • Dalle (5)ter e (6)ler si vede del resto che 
Zj non dipende che dal punto P e non dipende che dal piano ir. 
Ma possiamo andare più oltre.

Osserviamo dapprima che i punti P e zt stanno su t e i 
piani ir e Ci passano per t. Precisamente le (5)tor e (6)t8r mostrano 
che il punto

zi P
3 Ff

coincide geometricamente con x e similmente il piano

Ci
16e F'a
3 FI

coincide geometricamente con Posto pertanto

, , 16s F*
1 + 3 F* P =(8)

eri
F* '



/ox ri _ Ar(8)bi. 4 + 3 jp2 — j» c >

il punto Zj ò il coniugato armonico di P rispetto alla coppia 
® e « ; il piano Ct ò il coniugato armonico di ir rispetto alla 
coppia di piani £ e C, sicché tutto si riduce a determinare la posi
zione del punto z e del piano C. (*)

(•) Cfr. § 85.
(**) Abbiamo l'atto uso dell’ identità (4) dol Cap. VI § 57.

Dalle (6)t,r e (8) si calcola (**)

z = I -^-^ar,ltdurdu,dutdut -|- 2&'LarMdu,.du,DutDui + 

(9)
80 FI 4 \ Do

T JF "~ 2 F* (n — ® + -r Fadx.
“ / o

Similmente si trova dalle (5)ter e (8)bi,

C = I 2 2 ar(14 du,. du, du, dut + — 2a rl(4 du,. du, D^Du^ 
\

(9)b„

U 2 O ] o

E) Il punto m e il piano p.

Dalla (9) si vede che il punto z non dipende che dalla tan
gente t (ricordiamo che osso sta su t). Variando t, z descrivo evi
dentemente nel piano £ una curva razionale che in generale ò del 
sesto ordine e ha nel punto x un punto quintuplo in cui le tan
genti ad essa sono le tangenti asintotiche o lo tangenti di Darboux. 
Correlativamente si dica per il piano 6.



Per il seguito ò importante osservare che più semplicemente 
del punto z e del piano C si comporta il piano p e il punto m

(
5 \

------ — I. Si trova infatti dalle (9)

e (9)bl, ricordando di nuovo le (l)ter e (l)quator del Cap. IX § 81 
che si può porre

2e
m — 2 S arUi dur du, dut dut + -7- dur dus Dut Du,

o

(10)
4--- 2Ft (II — P) + o

32e „-S— Pg Dx , o
' 2

[i = — ^a,.xlidurdu,dutduL + 2 &arMdurdusDutDui + 
o

(10)m.

4+ ^-JF*-2F^-P)
o

Il punto m sta su t' e il piano p passa per l'. Variando t, m de
scrive nel piano £ una curva razionalo che in generale ò del quarto 
ordine e possiede in x un punto triplo in cui le sue tangenti 
sono le tangenti di Darboux. Correlativamente per p. Ai §§ 
seguenti esamineremo come si possano costruire m e p.

§ 87 — Costruzione del punto m e del piano p.

A) Caso di una superficie rigata.

Cominciamo col caso semplice di una superficie £ rigata 
(J = 0). Supponiamo

an = a22 — 0 > = w = + 1 > x = y + uz

sicché (Cap. IV § 31)



Fa = 2 o> du dv , Fa = w (4 4- 2 Bu + Cu2) dv3,

Fa = ioFa, II — P = 2 (B + Cu) dv2,

'Lartiidurdu,duidui = w [2 (B + Cu)du 4*

+ (A' + 2 B' u + C u2) dv] dv3 ,

Sarstidu,.du,DutDui = io | — 2 (B 4~ Cu) du 4-

4- (4' 4- 2 B' u 4- C u2) dv] dv3 .

L’equazione (10) del § precedente diventa pertanto

~ = [4 (B 4- Cu) du +(A' 4- 2 B'u + Cu2) dv] (y 4- uz) + 
o av

4- 4 (4 4- 2 Bu 4- Cu2) [— z du 4- (y' 4* uz) dv] .

11 secondo membro è lineare in du:dv. Variando du, dv, il punto 
m descrive quindi semplicemente una retta. In particolare posto 
dv — 0 si trova il punto

(B 4- Cu) y — (4 4- Bw) z

che è il coniugato armonico di x rispetto ai punti tlecnodali di 
(yz), e posto du = 0, si trova il punto

(A' 4- 2 B' u 4- C u2) (y 4- wz) 4" 4 (4 4- 2 Bu 4~ Cu2) (y 4- uz)

che è il polo della generatrice (yz) rispetto alla conica osculatrice 
dell’asintotica curva di S passante per x (Gap. IV, § 35 C, (12)). 
Dunque, variando anche u, il punto m descrive, come abbiamo 
enunciato (§ 85), la quadrica 17x se B2 — AC 4= 0 oppure il 
piano 1J\ se B2 — AO = 0 (Ofr. Gap. V, §§ 35 0, e 36 B). Cor
relativamente troviamo che, variando du : dv e u, il piano p invi
luppa la quadrica (o il punto) W2- Si ricordi che IFj e TFa sono 
polari rispetto ad H.



B) Superficie non rigate.

Supponiamo invece che non sia rigata (J 4= 0). Cominciamo 
con l’osservazione che le (10) e (10)blg del § 86 possono scriversi, 
ricordando le (1) e (3)ter del Cap. VI § 58

m =

(1)

■y —|- — zz^DuAFt —

4 / Jr \-----y JFl + F2 2 ( y 4- 2 dusdut , 32e 
x + ~—F!3Dx 

o

____ 2 2tpidu\Fa efy------- 4-

(1)m.

4 ! Jr \4—y JFf — F2 2 f y 4- 2 tp’J a„( du, dut
o

Poniamo

(2) 

sicché 

(2)w.

fi = 2airsdurdu,,

■^3 = > F'3 = 2/jjDuj,

4- 2 (p’J ar,( du„ dut = 2 /4 (

ed anche

(2).„ JF^ = 2'^air,fidurdus

Por dimostrare la (2)tBr, partiamo dall’ identità (4) del Cap. VI § 57.
Per le (2)bia si deduce da essa (*)

(*) Si ricordi anche l’equazione (l)bu del Cap. VI § 57.



A JFI = - F3 2 fi dui + s F 3 2 fi D Ui =

— £ du r Du, Du t 2 f, du,

+ b 2 arsl dur du, Dut 2 f, Du, =

= £
2arjt dur du, Dut

2awt dur Du, Dui 

2arn dur Dut fi

Sarti ^ur ^ul fi

Sf, du,

Sf, Du,

du dv

Du Dv

donde por la (5)M, del Cap. VI § 56

4^ = z

Sarti dur Dut fi 

2 arti dur Dut fi 

— tlS^Vi a rtq fq dur Dut

= s 2 aa 0% artf fu dur du,

= £ 25*« && a'pfq dur duK

= £ 2 fl'M br^k fu dur duh = 2 afa, fq du,- du^, c. d. d.

Sostituendo le (2)bl„ e (2)ler nelle (1) e (l)Ms, quest’ ultime 
diventano

Wi =
° / \ O 1/ /

(3)
O / Ti \ qn

— — la^ftdurdu + il I — + 2-pSx + l-=-3fiDuf. Dx ,

[i = AA.---- 2 E (pi cZw A 2 fidui + e ------1-
’ó j / \ J O /

(3)bl.
8 l J1 \

+ — I a^f tdu,. du, — S —- 2 (p’' A . J’aó \ ^ / e + ^tidui.d^. o



C) Coniche C e coni r.

Il punto m si ottiene dando nella (3) ai du{ i valori corri
spondenti alla tangente data t, e sostituendo a i loro valori (2). 
Ora fissando comunque fi e variando du^ il punto rappresentato 
dal secondo membro di (3) descrive una conica G situata in 
Correlativamente il secondo membro di (3)bli rappresenta un cono 
quadrico F di centro x. Di più, variando ora anche /,, le coniche 
C descrivono, come si vede subito, un fascio [OJ di coniche nel 
piano £ di cui a: è un punto base, e i coni F formano una 
schiera [F] di coni di centro x di cui $ è un piano base ; e la 
tangente a G nel punto base x corrisponde a quel valore di 
du : dv per cui

^fidui = 0

ed è pertanto la tangente ad S di coordinate

(4) (*, ^frx,)-,

e similmente, la tangente coniugata alla (4) ò la generatrice di F 
nel piano base

La costruzione di m e p. si riduce quindi a determinare il 
fascio [C] e la schiera [F]. Infatti, il punto m sta su t' e su 
quella conica del fascio [C] la cui tangente in x è la polare lineare 
di t rispetto alla terna dille tangenti di Darboux ; ciò risulta dal 
confronto di (2) e (4). Correlativamente, p passa per t' ed è piano 
tangente a quel cono della schiera [T] che tocca $ lungo la stessa 
polare lineare di t rispetto alla terna di tangenti di Darboux.

Basta considerare soltanto (e così si è fatto nella Memoria citata al § 85) 
la coppia delle coniche del fascio [C] (e la coppia di coni di [r]) che si otten
gono supponendo in (3) e (3)bi« Sa" fr fs = 0 ; geometricamente esse sono 
quelle coniche del fascio che toccano in x lo tangenti asintotiche di 8. Infatti 
1° la quaterna di tangenti di formata dalle due tangenti asintotiche di S, 
da t' e dalla polare lineare di t rispetto alla torna di tangenti di Darboux, 
2° la quaterna di punti su t' formata dalle intersezioni di t' (diverso da x) 
colle due coniche sopra dette, dal punto x e dal punto m,

3° la quaterna correlativa alla precedente
sono tre quaterne proiettive.



§88 — 1 fasci di coniche Ck.

1. Generalizzando un poco i risultati del § precedente, con
sideriamo le coniche CK del piano $ che sono descritte dal punto 
rappresentato da

2
3 4- e

1 DJ
3 J

22<piZ)ujj —

(1)
QU / li \ QOE

------  '£atrsfidurdus 4-21 2^)/iFa x 4 — ^fiDu^Dx 
o \ J I o

se variano le dutì mentre le f, e k restano fìsse. Variando anche 
le /(, otteniamo un fascio [0,4 di coniche; in particolare per 
k — 1 ritorniamo al fascio [0] del § precedente.

Correlativamente potremmo considerare i coni ottenuti dall’espressione

s \ dui e [ 1 DJ _ 2 ]}ui \ +

(l)bi.
8A / Jì \ 32

+ ~Zarsft dur dus — 2 I — 4-2 <p* ) fi Ps £ + — 2^ dm . dt; 
O \ J / Ài

ma ciò è inutile, giacché r_,t è polare di Ck rispetto ad H, come si vede 
subito.

Per trovare il significato geometrico del fascio [CJ (k qua
lunque, ma fisso) basta caratterizzare le due coniche del fascio 
che toccano nel punto base a; le tangenti asintotiche di /S. Siano 
Tj, t2 le tangenti asintotiche di <S in x, e la conica del fascio [0,4 
che tocca t( in x.

I valori di fi corrispondenti p. es. a C[ soddisfano all’ equazione

(2) Sa,™ fr fs = 0

e quindi anche alle (è f4 — 2aik fh )

Rubini e <$ech, Lezioni di Geometria proMtivo-diffennxiale. 34



(2)bli /•‘ = fe SB-ffr (*)

(*) Passando a C* occorre evidentemente cambiare il segno di f s
(**) Cfr. anche lo (4) e (4)bi. del Cap. IX § 84.
(***) Cfr. la nota (*).

Dimostriamo olio: Vintersezione (diversa da x) di C1 con t2 sta sul secondo 

spigolo. Per calcolare la detta intersezione, ricordiamo il fatto che ogni tan
gente asintotica è polare lineare dell’ altra rispetto alla terna di tangenti di 
Darboux (*♦)  ; ciò mostra ohe l’espressione del punto corcato si può ottenere 
da (1) sostituendovi a dm valori tali che sia

(3) SaJi fi dur du, = 0 .

Sarà allora evidentemente anche 1*̂=0  e quindi per la (3) del Cap. IX 
§ 84 (**»)

(8)m« Vui = — |/ s dui , = 0 .

Tenendo conto di (2), (2)m» , (8) e (3)bis vediamo che tutti i termini di (1) che 
restano diversi da zero son divisibili por Ufi dm . Scartando questo fattore 
resta l’espressione

Stpi dui -f- 4- — SSch dm ) dx + ^-dx —
J o o J / a 

32
3

dx----- i- 
4

s </wi —
1 dJ\---  ---- I X
2 J

che rappresenta infatti un punto dello spigolo (Cap. IX § 84, (l)ter )•
La tangente alla conica Oh in un suo punto qualunque si ottiene, com’ è 

ben noto, eseguendo sull’ espressione (1) 1’ operazione polare

X1 —-—+X2 —
8 (du^ d(dut)

(X*  : X2 è il parametro del punto mobile sulla tangente). Posto (X< = Xk ) 

tale tangente si ottiene pertanto da



[(v-- 4 1 DJ
3 J

— 2 2<pi Din SA A< +SA X< + s

+ (^r~ “ tx< ) dUi +5 (t~ 2S*4 A< ) Dui ~
(4)

— Sa4, fi dur X« 4- 22 (^- 4 
□ \ J

2 <|>’ I fi 2 ars du,- X" «; 4-

no-
4- (2 A Dm . 2®, A* 4- 2A A4 . Dx).

o

Applicando ciò alla tangente di GÌ nel suo punto procedentemente determi
nato, dobbiamo semplificare la (4) mediante le (2)bis, (3) e (3)bis. Noi voglia
mo determinare l’intersezione della detta tangente con t, mostrando che esso 
«ta sulla seconda direttrice. A tal fine possiamo porre

sicché

e

A=—

A‘ =^8 X4 = / e

Inoltre
2A X4 — SA A4 = 0 .

2a4, A Xs dur = s 2aJ, òit X4 X* du,- =

= s 2 b,.,t X' X4 du,. = 0 ,

Per il fatto che ogni tangente asintotica è polare dell’ altra rispetto alla terna 
^elle tangenti di Segre. Nell’ espressione (4) risultano quindi nulli tutti i ter
mini che contengono come fattore o SAX4 oppure 2 A A4 , e il termine che 
contiene k. Di più, essendo

2a„ dur X* = Sars9“ ft dur = — Sft Din = e SA din ,

81 Può scartare il fattore 2 A din e rimane

(4)m,

O1’u essendo
+ 2^7 S (4-4-2+4 ]a]— -y-So;( X4

ossia
A' =/e X4 ,



/ s 2»fXr = sX‘ ,
si deduce

oppure

e quindi

fp------- e X Hip X4 == — s 2 Dtp Xr ,

fi = e / s U ,

2 / s 2 4- 2<p4 ) /} = 22 +2^ ) \i =
\ il / \ J /

= 2 +42^ X<.
d

L’espressione (4)bi« diventa pertanto

/ 8
\ 3 J

+• 2^ X4 ) x - -^2®<X‘ =
o/o

32
Sxt X4 -

3
£ 
2

X

che rappresenta infatti un punto della seconda direttrice come si vede dal 
confronto con la (l)bi, del Cap. IX § 84.

Riassumiamo il risultato :

Scegliendo comunque k, la conica 0*  (*)  del piano $ passa 
per x ed ha ivi la tangente z1. Il secondo punto d’intersezione di 
CI con t2 sta sul secondo spigolo. La tangente a in questo punto 
interseca tx in un punto situato sulla seconda direttrice.

(*) Similmonto por Ck.
(**) Cfr. Cap. IX § 81 E.
(***) La conseguenza di questo teorema per il problema di costruire )o 

quadriche di Moutard ò già stata enunciata al § 85.

Ora questo è evidentemente conseguenza immediata (**)  del 
teorema :

Sia R2 la rigata asintotica di S che ha per generatrice t2 • 
, /3 k\ punti di corrispondono nella X I — I relativa a Ra ai piani del 

fascio determinato dal piano che congiunge t2 al primo spigolo e 
dal piano che congiunge alla prima diretti ice. (***)



La dimostrazione è immediata se facciamo uso di coordinate asintotiche 
(w, ») su & Infatti, l’espressione (1) diventa in tal caso, usando per sempli
cità forme normali (py = ait),

O O u a O V O

9 log p2r . \, 16 , , T dudv o
3 log 3Y2
---- 5-------- / 2 r

OU

32
x 4- — (fi du — f2dv) ($u du—x» dv). o

Per fissare le idee, sia (xxv) la generatrice t2 di U2. La conica 
si otttieno, supponendo f\ =0, sicché C\ è descritta dal punto

E ? dvi — 2 du x 4- 4 dv (xH du — x„ dv).
d V d U /

r • i v / 3* \La corrispondenza 2 I — I relativa a 7?2 associa (cfr. Cap. IX alla fina del

§ 81), il punto 

ed il piano

s0s2 x 4- s2 s2«;„ 4- «2®»

«o 5 si E» 4“ s2 S2.

4

La conica CÀ corrisponde pertanto nella 2 I — I relativa a 7?2 al fascio di

piani

/ 1 d log By2 , 15 log B2y . \( “5------5u---- j------- - ) E — E« du 4- Ei> dv .
\ Cu * dv /

In particolare per rtw=0 otteniamo il piano 

1 glogP*Yc , P
4 d 6 + E'

ehe contiene e il primo spigolo, o por dv = 0 il piano

1
2

diogfr* 
---- Z fe “T Zu

OU

elio contiene o la prima direttrice (Cfr. Cap. III, § 25 B), o. d. d.



§ 89 — Significato geometrico degli invarianti proiettivi 
più semplici di una superfìcie.

AJ Intorno del quarto ordine di una superficie.

In questo § ci occuperemo di superficie <8 non rigate e faremo 
uso di forme normali (J — — 1). Gli invarianti proiettivi più sem
plici di <8 sono del quarto ordine :

(1)

IF* — eF2 
£

(Gap. VI, § 59 A). Sarebbe facile dimostrare che ogni invariante 
proiettivo di 8 del quarto ordine ò funzione razionale di d», V, 

Ora dalle ricerche dei §§ precedenti risulta che V intorno del 
quarto ordine di 8 relativo ad un suo punto generico x è perfet
tamente determinato dalla quadrica di Lie H e dalle due coniche 
Ck, C2 (*). Infatti, dal teorema finale del § precedente risulta 
subito, confrontando con quelli del Gap. IX, § 81 E e § 81 F 
che le E (c) relative al punto x di >8 sono completamente 
determinate date 2 (0) (che ò parte della polarità rispetto ad H) 
e Ci, CJ ; ciò posto, i teoremi enunciati al § 85 e provati negli 
ulteriori §§ mostrano che, date H, CI e Ci, possiamo costruire la 
quadrica di Moutard appartenente a qualsiasi tangente aS in x, 
e quindi anche la conica osculatrice (di contatto cinquepunto) in 
x di ogni sezione piana di *8 passante per x.

Gli invarianti (1) sono quindi invarianti proiettivi della figura 
composta da H, Clkì Cl (fissando k a piacere nostro). Più preci
samente, noi dimostreremo che essi sono già invarianti della coppia 
di coniche Ck e C2. Per brevità ci limitiamo all’ ipotesi <I> £ 0 ; 
sarà un utile esercizio per il lettore di effettuare i calcoli analo
ghi nell’ ipotesi 4» = 0.

(♦) le essendo una costante fissata a piacere. P. os. possiamo supporre 
k = l.



B) Invarianti delle coniche C  e C.* *

(*) x essendo un punto base del fascio [ C* ], por trovare lo coniche 
riducibili occorre evidentemente scogliere lo fi in (2) in modo che il coeffi
ciente di x risulti divisibile per Sfa Dui = air &r, du, = du, = 

= /iTj" (/‘ dut — f^u^, oppure ohe osso si annulli ponendo dm =■ f{ . Fatta 

tale sostituzione, si arriva subito alla (8). (Essendo dm = f' , sarà

Dui = dr, f = SS-ir fr ).

Il fascio di coniche nel piano $ determinato dalle Ci e 0*  
possiede un punto base in x. Siano j/x, ya, ya le altre inter
sezioni di Ci e C{. Noi calcoleremo i birapporti

W, yj, (xyè, 3) t * = 1,2

tj e t2 essendo le due tangenti asintotiche a S in x. Per ciò che 
si è detto sopra, tali birapporti sono funzioni degli invarianti (1).

Cerchiamo dapprima la posizione delle rette (x yy) (v = 1, 2, 3). 
A tale scopo, occorre cercare il valore di h : fa tale che sia ridu
cibile la conica C*.  rappresentata dall’espressione (1) del § 88 
ossia, giacché adesso supponiamo J = — 1, dall’ espressione

. hfiduf -|- 3eS<p<Z>w<. ^jtDui -f- 4:k£ai,f(du,.du, — 

(2)
— • T2) x — IGe^fiDut. Dx .

Si vede senza difficoltà (*)  che le coniche CK riducibili si otten
gono scegliendo jx : /2 soddisfacente all’ equazione cubica

(3) ^rfr. 2a-/r/, — 2k^a^lrt,ft = 0 .

Dalla forma dell’espressione (2) si deduce poi subito che le rette 
(xyi) sono quelle rette (xdx) per cui du1:du2 soddisfa all’equa
zione cubica



(3)M. 2à;<f>3 <p22ifiDui = 0 .

Le tangenti coniugate alle (xyi) sono date da

(3)ter 2 k <p3 — <pa 2 <[q dui = 0 .

Dobbiamo pertanto determinare i birapporti Tìj e lì2 delle qua
terne composte dalle radici di (3)bll e dall’una o dall’altra radice 
di <p2 = 0. Sostituiremo del resto (3)ter a (3)bl, in questo calcolo, 
il che ò evidentemente lecito. Per far comprendere bone tal cal
colo un po’ complicato, facciamo una breve digressione.

C) Alcune forinole preliminari.

L’identità (4)bl, del Gap. VI § 57 B mostra che le forme diffe
renziali cubiche

+ / s 1 <P3 — fé" Ts (*)

(*) Fissiamo a piacere il segno di y e

sono cubi di forme lineari ; poniamo pertanto

(4) <p3 + fi = 2 <o?, — /T = 2 wj,

sicché

(4)w, Ts = = e fT — e?).

Dall’identità citata risulta di più

(2wjW2)3 = yj, 

sicché possiamo supporre



(4U ?a = 2 w1 o>2. (*)

(*) Le formo linonri a), e w2 sono (anche in notazione) identiche a 
quello cho stanno alla base dol metodo cinematico usato da Cartan nello sue 
ricerche relative alla deformazione proiettiva.

(**) Cap. VI, § 57, (l)bi. o (1)^.

La forma oij è determinata a meno di un fattore che è radice 
cubica dell’unità; scelto tal fattore, anche w2 è ben determinata.

Scriviamo ancora w,, <o2 per indicare le forme che si ot
tengono dalle Wj, w2 sostituendo a dut i differenziali coniu
gati Dui. È chiaro che differisce da soltanto per un fattore- 

Per determinare tale fattore diamo in ai*  e uh alle du, dv 

dei valori che annullano Wj (i < j). Si vede allora subito che è 

(cfr. la (3) del Cap. IX § 84)

Ora sostituendo i differenziali coniugati in (4), otteniamo (**)

sicché infine

Wqu»ter W 2 = — 6 £ W2 .

Dimostriamo adesso che, posto

(5) ^^{dut = X1wl X2w2,
è

13_ 9 Ì3_o (v+rrr)2
Ai — z #3 > Às — ------------ $3------------

(5)m,

2 Xj X2 = 4».

Infatti sostituendo nella (5) Dut al posto di dut, otteniamo per 
le (4)qu.ter



2^ri<p,'dw< = e |'rs~ (X1wl — X2 w2)

0, confrontando con (5), deduciamo che :

2 Xj Wj = 2(<p< + /T Et},., <]>r) du{,

(6)
2 X2 w2 = 2 (<p< — /e 2 (pr) dut.

Si deduce pertanto da (4)i8r

2 X, X2.2»u dui cIuk — 2 (tpi + / e 2 8r< <pr ) (<pt — / e 2 8,/, <p-' ) dui dui.

È evidentemente lecito sostituire in quest’ identità aik al posto di dui duk. 

Fatto ciò, risulta

4 Xj X2 = 2 aik cp, (pH + /T 2 8ri (pr tp* — s 2 8,& cp» cp* —

— e 2 8h 8»* a,k <pr cp* .

Il secondo e terzo membro a destra sono evidentemente nulli ; il quarto

— e 2 8r< 8,;, atk tp'- <p* = — • 2 8ri 8,a aik av a<> cp,, (p, , 

essendo
— s se p — s

28riauaSr = 8?k, 28^8.,), - 0 so p> s

vaio 2 (pp <p4 = 4’, sicché l’ultima dello (5)h. ò provata.
Ora dalle (4) e (6) si deduce

4X? (<p3 4- a <pa) = S (<p, + s 28rt<pr ) (<p/t 4- ® S8,i, <p‘ ) X

X e ) dUi dUk dui ’

<P3) = s(tpj —l/728ri<pr) 28a<P*)X

X (tpl — / E 2 8t( <p‘ ) dui duK dui .

Sostituendo qui aM a dui du^ dui , otteniamo



(§ 89, D] INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE OCC. 527

4Xi (’P 4- / s W') = Sa1*' <p< 4* 4i 4- 3 ]/ e 29-h aM 4r 4* 41* 4*

+ 34-s|/s SMalW 4‘ ,

4Xs (’P - ^7 ’P') = 2 «» e)»* 4* 4, - 3 |^7 2»k a**»^ <p* <p( 4-

4- 3eS$rj3-,)ta<’‘,<pr 4* 4( — gj^s 4r 4* tp1 .

Ma dal Cap, VI § 57 (3), (3)bi« o § 59 (1) si deduce :

2&Ha<M4r <pk(p{ =_tp')

29'ri3-<ka’,ll<pr <p'<pi «"gip,

2 fh-i ìhn S'a <p’ 4* 4‘ = — •

sicché risulta

4Xi (’P 4- 1^7 ’P') — 4 (’P — / s ’P') ,

4X» (’P - f7 ’P') =4 (>P 4- ^7 ’P') ,

onde osservando cho l’identità (§ 59, (2)) cho vale fra gli invarianti 4», ’P, 
•P' può scriversi

(’P 4- / 8 W') (’P — /7 ’P') - i <P’

e ricordando l’ipotesi fatta ohe <I> 0 otteniamo anche lo altro (5)h. .

D) Birapporti Rl ed R2.

Dopo questa digressione, ritorniamo ai birapporti e lì2. 
Precisamente indico con 7?1 (77a) il birapporto della quaterna com
posta dalla terna delle radici di (3)bl,, o ciò che ò lo stesso di 
(3)t„, e dalla radice di wx = 0 (wa = 0). Per le (4)kl,, (4)t,r e 
(5) la (3)tei. può scriversi

7c ai») —" (Xj (Oj Xa tOg) 0)^ w» — 0 , 



sicché R1 per es. è il birapporto delle radici della forma biqua
dratica

(7) few} — — X2-f-.

Ora è ben facile calcolare R^. Si trova (*)

(*) L’ equazione ohe dà R2 differisco dall’ (8) soltanto nel sogno di p s .
(**) Ofr. p. es. Cesaro (Corso di Analisi Algebrica ; Gap 51 §§ 2 e 3).

RI (2?! — l)2
(8) (Rt + l)a (2 R1 — l)2 (Rr — 2)2

4>5 + 64 À;^2 + sW'2) — 36 A;2 — 108 fc4<>8
= Ai!4>3 [8 (W + |/T»T)2+ — 54M3]2

Per dimostrare la (8), ricordiamo (**)  che data una forma 
biquadratica

a0wl + aiwlw2 + a2wlw2 + a3wlWz +

essa possiede due invarianti (relativi)

t — ■ 3 cIq “p 12 (Zq ,

j — 2 7 et2 “p 2 7 fZg a2 —2 dg 7 2 ttg ot, 9 cz^ cz2

mediante cui il birapporto R delle radici della forma si esprime 
secondo la forinola

(R2 — R + l)3 i3
[(2? + 1)(25- 1X2? — 2)]2 ~ j2

o meglio (per il nostro scopo)

R2 (R — l)2 _ 4i3 — j2
[(2? + 1) (2 R — 1) (^R — 2)]2 27 j2



Nel caso particolare della forma (7) è

i = Xi + 3fcX1, j= — 2X| — 9kW + 21 k3, 

i3=^ + Qkl^ . Xs3 + 21k3W*  + 27 FX?

(♦) In questo g non supponiamo che lo coordinato siano normalizzato.
(**) Cap. IX, g 80 B, (2)quater>

e quindi secondo le (5)ki,

(>y + /Typ + l'Tyy 
<]>6 $2 "r

ZI Uf2 _|_ e w'2 \4P — = 27t —fc2C>3 + 16 fc3 ---------Qk*̂  — 27^} 

onde si arriva subito alla forinola cercata (8).

§ 90. — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche.

Sia S una superficie non rigata riferita alle linee coordi
nate asintotiche. (*)  Sia t — (xdx') = (xx^du + (xx^dv una 
tangente a S in x. La quadrica di Moutard M appartenente a t 
è il luogo del punto (**)

(1)

dove

Po*  + Pidx + pa Dx + psX



o O J J Z2 2\ 1 2 pcZw3+7^3 ,^ = 2p0p3 — 2awdudv^ — pi) + ~y~—-------Pi p3 +

, o — p<Zu3 + 7^3
+ 2“ ---- Pap3 +

1 P d log (P : Oji) du1
6 a12 du dv2

, 1 P a log («12 P) du
6 a12 dv dv

1 7 d log («12 7) dv
6 a12 du du

(2)
। 1 7 5 log (f : a?2) dv2 1 (pdu3 + ^dv3)2

6 a12 dv du2 36 (a12du3dv3)2

21 (P du3 — ^dv3)
4 (tt12dw8d?>3)2

+ ^ ++ -27—
" ^12

+ 2^ + ^+" pì = o.

Siano ora, come al Cap. IX § 81 F, pag. 477, Ax o R2 le due 
rigate asintotiche di <8 passanti per x (*).  Noi vogliamo deter
minare le equazioni delle quadriche di Moutard e M2 rela
tive rispettivamente a R1 e a R2 ed appartenenti a t. (**)  A tale 
scopo osserviamo che dalle (5) del § 81 F si deduce che : 1° i simboli 
di Christoffel formati per sulla u = 0 hanno gli stessi valori 
come quelli formati per Fa sulla u— 0 o quindi che in (%Aikxih')u=v=Q. 
è indifferente calcolare le derivate covarianti per la forma F2 o 
per la F^ ; 2° che è per R}, se u = u = 0,

(*) Precisamente Ri contenga (xxt) come 1. c.
(**) Le notazioni son quelle di 1. c.

no-i^^e^ + ve,.)^2,

2 a$t du,. du, du, dut — «j2 7 dv3
du

log (7: «il) 
dv

dv



^a^dUrdu.DUiDuj = a12^dv3(— £12^^12 ^12^112112 ,
\ dv dv /

Ciò posto, si vede subito che il punto (1) appartiene a M1 se

2 y dv^Mj = 2p0 p3 — 2 «12 dudv (pi — pi) — -——. p i p3 +
O dU dV

(2)M,

Y dv2
+ 2“^pap3 +

1 7 log («12 7) dv
6 ci du du

1 7 d log (7: <4;) dv2___ 1_ (7^)2
6 a13 dv du2 36 aiadusdi>8

, 1 (7^3)2
' 4 a12dusdv3 + 27“ (Y“ + y6“)’É+

" ^43 dU
p3 = 0 .

Similmente si trova che il punto (1) appartiene a Mt se

^2 = 2 p0p3 — 2andudv (pi — p?) + A 2Aìpip3 _ 
o du dv

pda3
1^7PaP8 +

1 p d log (p : ajj) du2
6 aia du dv2 

(2)t.r
1 P dlog(«12p) du_ _ 1 (pdu3)3
6 a12 dv dv 36 avìdu3dv3 +

1 (pd«8)2 , 1 , n^xdv „
1--------j sj'a 5— (P» + P$<>) j—F
4 a12du3dv3 2aiau 1 ' du P?= 0.

Dal confronto delle (2), (2)bll e (2)t8r risultano le identità

— M. = p3 (04 Pi + a2 p2 4- a3 p3), (*)

(*) 1 valori dello a non oi interessano (0 neanche quelli delle a' in (3)m»).



(3)

dove
M j + = M + Mo ,

Mo = 2 PoPa — 2 “12 du dv (Pi — Pi) +
12

pì = 0

sicché

(3)w, Jf — Jf0 — Pa (aiPi + “iPa + “sPa) •

Le identità (3) e (3)bl, hanno una notevole interpretazione geome
trica. Cominciamo coll’osservare che la quadrica Mo = 0 (o 
brevemente J/o) non dipende dalla tangente t, ma soltanto dal 
punto x di £. Infatti, posto

Po « + Pi^ + P2-0* + Pa^ = rox + rix» + rsxv + r3X ,

(*) Cfr. Cap. Ili, g 21 C.

si trova subito che

(
5 By \ 
---- 9a + = 0 •

Se ne deduce che la quadrica Mo è una delle quadriche di 
Darboux. (*)

Ciò posto, si vede senza calcolo il significato geometrico 
delle (3) e (3)bI, :

Nel fascio determinato dalle quadriche Mt e Ma vi è una qua
drica spezzata nel piano tangente a S in x e in un altro piano ; 
sia M' la quadrica del fascio coniugata armonica di quella spezzata 
rispetto alle Mi e Ma. Nel fascio determinato dalle quadriche M' e 
Mo vi è di nuovo una quadrica spezzata nel piano tangente e in un 
(diro piano ; la quadrica di questo nuovo fascio coniugata armonica 
della spezzata rispetto a M7 e Mo è le quadrica M.

Mediante questo teorema, la costruzione delle quadriche di 
Moutard relative ad una superficie non rigata si riduce alla co
struzione delle quadriche di Moutard relative alle sue rigate asin- 



fatiche. Ora la costruzione delle quadriche di Moutard si semplifica 
se la superficie di partenza ò rigata (v. § 87), sicchò il teorema 
precedente dà un nuovo modo di costruire le quadriche di Moutard 
relative ad una superficie non rigata. Però la prima soluzione 
pare migliore, almeno se non si trova un significato geometrico 
semplice della quadrica Mo. (*)

(*) È chiaro elio dove essere possibile costruire M„, dato //, Ci, C? 
(cfr. § 89).

Furimi o Cucii, Lettimi di Geometria proieMvo-di/fermxiale.

§ 91. — Il cono di Segre.

A) Forinole preliminari.

Cominciamo dimostrando le forinole, analoghe alle (1) del 
Cap. IX § 79

Va rj J , $ 1%, dur 82 U, + Pò , 
dDx = %&r,prKduKdu,. x -]------- -—r——f-J------Ldx -|-

4 dF2-F3 

+ ------ H----------Dx,

.ine va rj J ri S&r,dur82U,---- PòdD^ = 2&,.,itrkdukdu, . £ -|-------- 2—2_—f-------- *_  di +
9

La dimostrazione è analoga a quella dolio formolo citato. Limitiamoci 
alla seconda delle (1). Differenziando l’identità

Z>E = S Dut = Si du, = 2 du,

SS



si trova facilmente (*)

(*) Cfr. Tubini, I differenziali controvarianti, Atti della R. Acoad. delle 
Scienze di Torino, voi. 54, 1918.

(**) Cfr. Cap. IX, § 79, p. 459.

di) £ = 2 8>, gr 8*  u, + 2 a*  gu duK du, , 

ossia, essendo

Ea = —4- alk E 4-^ g,

d Di = 2 duk du, . g — 2 g^, duk du, 4- 2 gr 6*  u, .

Si tratta quindi soltanto di provare che, se J'^O, posto

(a) — 2òLgp duk du, 4- 2&M gr a2u, = \d g 4- ff D g ,

sarà

2 «•„ dur 8l u, — Fi _ ¥ dF* + ,
A- —

A tale scopo moltiplichiamo la (a) por dx, oppure per Dx. Si trova rispet
tivamente (**)

4- 2 bth, dui duk du, — 2 dur tfu, = —

4- 2b,kl Du, duk du, — 2$rl Dur B2u, — Fz.
Ma

2 11,., Dur 82 u, = 2 9-’’1 du, B2 u, = — e 2 a,, du, B2 w, = — ^-dFit

Zbtk, Dui duk du, = 29-(r artbu,, du, dukdu, =

= t'ZartahsduK du, du, = t%ah„duk du, du, = sF3, eoe.

B) Nuovo calcolo di un determinante.

Adesso ò facile dimostrare le identità (valide se +

3
[xdx d2xd3x) = F2dQ---—GdF2 + Fg (F'a — 4G) — 

i



— 2 du,. du, dut dut — Fi 2 ir J duK du,

Q 
z^d^^^^F^G -±-GdF2 +^(^ + 469 +

+ Ft X briiidurdu, dut dut — Fi S prK duk du,, (*)

(*) Lo studio di (x, dx d‘x, d^x) è stato il punto di partenza delle 
ricerche del Fubini. Cfr. lo Noto: Dofin. proiett. differ. eco. (Atti doli ’ Acoad. 
dolio Scienze in Torino voi 49, 1914 pag. 786). Fondamenti della geom. d’una 
superi. (Rend. dei Lincei Voi. 27r> ; 1918).

dove abbiamo posto per brevità

(2)bl, 

sicché 

(2)ter

G — X tt„ dur 82 u,

dG = 2(du,. 83w, 82u,. 82u,) .

Ci limitiamo a provaro la prima delle (2). Differenziando la prima delle 
(3) del Cap. IX ? 81 C si deduco

C»dxd3x) = (dFa — d G) . £ + (Fa — G)dg + dFt. . dD^ ,

ossia por la (1)

(xdxd3x) = (dFa — dG + F^du, du, ) g -f-

(
n \

■y dF*  + F3\ D g .

Ora dalle citate (1) del Cap. IX ? 79 si deduco facilmente

sicché
Sidtx = Fi, SD^x=G — Fa, 

(xdxdixdax) = — Sd-x (xdxd3x) =

= — Ft (dFa — d G + F2 S 8>, ir*  dur du, ) + (Fa — G) ( ™ dFt + F3

donde si passa subito all’ equazione cercata, ricordando la (3)ter del Cap. IX, § 80.



B) Cono di Segre.

Al Cap. Ili § 22 e al Cap. IX § 81 C abbiamo esaminato la 
corrispondenza di Segre (*)  fra il piano (xdxd2x) osculatore di 
una curva c tracciata su S ed il punto (^d^d2^ di regresso delia 
sviluppabile y che tocca £ lungo c. Abbiamo visto che il Segre 
nella nota citata, esaminando ancora sotto quali condizioni accade 
simultaneamente che il piano osculatore (xdxd2x) e il punto 
(£d£d2ty sono stazionari rispettivamente per c e 7, ha trovato che, 
dato x, i piani osculatori in x alle curve c siffatte inviluppano 
un cono di vertice x, che abbiamo chiamato cono di Segre, in 
generale di sesta classe, con piano tangente quintuplo in C, le 
generatrici di contatto essendo le tangenti asintotiche e le tangenti 
di Darboux. Il Segre ne ha scritto l’equazione soltanto sotto 
l’ipotesi che la £ sia definita con una equazione z — f (x, y). 
Le forinole (2) ci permettono in nuovo modo (cfr. § 16 E) non 
soltanto di scrivere l’equazione del cono di Segre in coordinato 
curvilinee qualunque, ma anche di costruire il piano tangente 
(unico) del cono che passa per una qualsiasi tangente 1 a S in x.

(*) Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di una superfìcie, 
Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, voi. 17, 1908.

Le condizioni del problema sono evidentemente

(xdxd2xd3x) = 0 , (^d^d2^d3^) = 0 .

Esse contengono, come è chiaro a priori, i differenziali terzi. Per 
arrivare alla posizione dei piani osculatori alle curve c, occorre 
eliminare i differenziali terzi, oppure, per le (2), scrivere l’equazione

— (xdxd2xd3x) + s {^d^d2^d3^) = 0 ,

che diventa per le (2) stesse e per le (3),,la del Cap. VI § 58

(3) 8GF3 + 2F2 Zb„adu,.du,duldui + Fl^br,Ltdu,.du, = 0 .



Confrontando con la (3) del Gap. IX § 81 vediamo pertanto elio 
il cono di Segre è inviluppato (variando du : dv) dal piano

(8FaF's + 2F2£br.lldu,.dusdutdui -f- 
(3)bl,

' 4- Fi E brsLt du,. dus) $ 4- 8 Fa Fa .

Dalle (8)w, si determina immediatamente la classe del cono e la 
posizione delle tangenti nel punto multiplo a:, d’accordo con 
l’enunciato precedente. Ma dallo (l)qu&tor del Gap. IX § 81 ve- 

(3 \-----2~ )

la curva del piano $ luogo del punto

(4) (2'&b,.,adu,.dusdutdut 4- Fa2br,Ltdu,.du3) x 4- 8FaDx .

In generale, tale curva è d’ordine quattro, con un punto triplo 
in x, dove le tangenti ad essa sono le tangenti di Sogre.

C) Alcune applicazioni.

Supponiamo in primo luogo che la superficie *8  sia rigala. 
Allora è ben facile vedere che la linea rappresentata dalla (4) è 
semplicemente la generatrice della quadrica 1F, (**)  situata nel 
piano A tale scopo occorre provare soltanto (***)  che (4) rap
presenta una retta che contiene il coniugato armonico di x ri
spetto alla coppia dei flecnodi ed il polo della generatrice rispetto 
alla conica osculatrice all’asintotica curva di <8 passante por x. 
Ora supposto

(*) Nella Memoria citata al § 85 è scritto erroneamente S .

(*♦) o del piano W{ so lo due curvo flecnodali di S coincidono.
(***) Cap. IV § 35 C e 36 B.

«^=«22=0, aJ2 = co = + 1 , x=y + uz



si trova (cfr. § 87, 87 A) che (4) si riduce, scartando il fat
tore 2dvìì alla

[4 (B + Cu) du -f- (A' -f- 2B' u 4- Cu2) dv] (y 4- uz) 4- 

4- 4 (A 4- 2 Bu 4- Cu2) [ — zdu 4- (y' 4* uz') dv] ,

donde risulta l’enunciato come al § 87 A.
Adesso supponiamo invece che <8 non sia rigata. Dimostriamo 

che la curva del piano $ trasformata del cono di Segre mediante 
(3 \— -q-j si può generare come segue : Siano tx e t2 le tangenti 

asintotiche ad S in x; s( (dj sia l’intersezione di col secondo spi
golo (con la seconda direttrice); e [C] sia il fascio di coniche del 
piano $ determinato, 1" dalla conica spezzala in tx e (dx s2), e 
2° dalla conica spezzata in t2 e fd2sxI. Allora l’intersezione della 
curva suddetta con una tangente qualsiasi t a S in x è situala su 
quella conica del fascio [C] che tocca in x la polare lineare di t 
rispetto alla terna delle tangenti di Segre. A tale scopo osserviamo 
che la (l)bl, del Gap. VI § 58 permette di trasformare l’espres
sione (4). Per brevità supponiamo J = — 1 (forme normali) e 
troviamo

(4)bu (— 2 <p3 2 4- ?2 2durdu,) x 4- 8 <p3 Dx .

Qui poniamo

(5) Zb,.,hdurdu, = gk

e quindi (Cap. VI § 57 (3)quM„)

(
2 gK = — e 2 a)., dur du,

<p3 = 2 a^ a*, duh dur du, = — e 2 ahi gk duh = e 2 gk Duk, 

sicché la (4)bis diventa

(6) (— 2^giDu{. ^^{Duì 4- <p2.2gi'/) x 4- 8e2g'JDw<. Dx . 



Riguardando le g{ come fìsse e variando soltanto le du{, il punto 
rappresentato da (6) descrive una conica del piano $ ; e variando 
g(, tali coniche descrivono evi denteili onte un fascio [C] di cui a; è 
un punto base. La (5) mostra poi che il punto della curva rap
presentata da (4)bls che sta su una tangente t (ad $ in x) appar
tiene a quella conica di [CJ che tocca in x la polare lineare di t 
rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. Di più. dalla (6) si 
vedo senza difficoltà che la conica C1 di [C] che tocca in x p. es. 
la tangente asintotica tx si spezza in t1 ed in un’altra retta (*),  
sicché resta soltanto a provare che tale retta residua di O1 è 
identica alla retta (d1s2). Ometto questo calcolo, perché esso è 
perfettamente analogo a quello fatto nel § 88 (esso è semplicissimo 
in coordinate asintotiche). Si ricordi (§ 16 E e 24) che :

(*) Basta osservare che, so 2gi gK = 0 , l’espressione (6) è divisi
bile per 2 gì Dui o, ciò che è lo stesso, che essa si annulla se gt = dui , 
92=0.

(**) Se escludiamo le quadriclie. Sopra una quadrica, ogni curva può 
considerarsi quale pangeodetioa.

(***) Cfr. l’osservazione al principio del § 18 B.

La (3) è l'equazione differenziale delle estremali dell’integrale

(pangeodetiche).

§ 92. — Superfìcie a pangeodetiche piane.

Non esistono superficie S per cui tutte le pangeodetiche sono 
piane. (**)  Infatti, se cosi fosse, l’equazione (xdxd3xd3x) = 0 
sarebbe evidentemente conseguenza algebrica dello II = 0, dii — 0, 
essendo

H = (xdxd3xd3 x} — e (^d^d'^^d3^ .

Ora lungo un’asintotica curva è (***)  H = 0 e quindi anche 
dii = 0, mentre (xd xd3 xd3 a:) £ 0 .

Ma esistono delle superficie S con una famiglia di oo1 pan
geodetiche piane. Esse dipendono da sette funzioni arbitrarie di un 



parametro e le loro equazioni in termini finiti s'ottengono senza 
neanche quadrature. Sia [C] un sistema oo1 di pangeodetiche proiet
tive piane di <8. I piani tangenti a -8 nei punti di una qualunque 
delle G passando per un punto fisso, due G successive, e quindi 
anche i loro piani, sono prospettivi. Gli oo1 piani t delle curve G 
sono pertanto proiettivi fra loro, e le curve G si corrispondono in 
queste proiettività, Sia t0 un piano fisso del sistema [r], r0 una 
retta qualsiasi di t0, [r] il sistema oo1 di rette dei piani r cor
rispondenti a r0 nelle proiettività sopra definite. Si vede subito 
che il sistema [r] è sviluppabile. Infatti, due piani t successivi 
essendo prospettivi, due rette r successive s’incontrano. Da queste 
osservazioni si vede che S si può generare come segue :

Si scelga ad arbitrio una sviluppabile T, e sopra di essa, si 
costruiscano ad arbitrio quattro curve k< (i = 1, 2, 3, 4) Sia t0 
un piano tangente fisso di T, t il piano tangente generico di T. 
Fra z0 e t si consideri la proiettività ir in cui alle tangenti delle 
k< giacenti in t0 corrispondono le tangenti delle k< situate in r. Sia 
Co una curva arbitraria del piano r0, e C la curva del piano z 
che vi corrisponde in n. Se t inviluppa T, la curva C genera una 
superficie S su cui le C sono pangeodetiche piane. (*)

(*) La sviluppabile T può degenerare in un fascio di piani. Lo curve kt 
devono allora sostituirsi con dei coni, i cui vertici stanno sulla retta baso 
del fascio.

(**) Questa è 1’ unica superficie che sia insieme di terzo grado e di terza 
classe.

Infatti due G successive risultano evidentemente prospettive.
Ora sorge spontaneo un problema interessante : Determinare 

tutte le superficie con più sistemi oo1 di pangeodetiche piane. 
Osserviamo soltanto che la superficie xyz = 1 (**)  possiedo sei 
sistemi di pangeodetiche piane, formati dalle curve di Darboux 
(coniche) e dalle curve di Segre (cubiche con un punto cuspidale). 
La più generale pangeodetica di xyz = 1 ò

dove t è il parametro e X,, X2, X3 sono costanti arbitrarie.



Capitolo XI (F).

COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE,

§ 93. — Forinole preliminari.

A) Rette e complessi lineari.

1 . Noi sappiamo clic a coordinate pa = — pM della retta 
unente i punti a:, y, z, t ed x, y, z', t' si assumono i deter
minanti

p12=xy' — x'y, p13 = xz — x'z,. . .. , pai = zt'—z't.

Per due rette di coordinate p, q la condizione d’incidenza è :

5 (p, q) ~ ?12 «34 + 2'13 «42 + P14 «23 + Pii «12 + Pii «13 + ?23 «14 = 0 .

Le coordinate p di una retta soddisfano alla

Sp2 = 2 (p18p84 + pj3p4a 4- p14paa) = 0 .

Un complesso lineare ò l’insieme dello rette q le cui coordinate 
soddisfano a un’equazione di primo grado

N (IT, q) = Jt12g34 4- ^13«42 + • • ■ • + ^23«14 = 0 •

Le sono le coordinate del complesso ; se



Slt* — 2 (^m H34 + ^13^42 “F ^14^23)

è nullo, il complesso è l’insieme delle rette che si appoggiano 
alla retta di coordinate prs — , che si chiama l’asse del com
plesso. Tali complessi si dicono speciali. Come è noto, due com
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com
plessi generalmente in un regolo (cioè in un sistema di genera
trici di una quadrica), quattro complessi in due rette.

Diremo sovente retta p invece di dire retta di coordinate pra ; 
complesso ir invece di dire complesso di coordinate it„ ; se p è 
una retta, il complesso p è il luogo delle rette incidenti alla 
retta p.

Due complessi (lineari) ir, ir' sono detti in involuzione 0 
coniugati se £ ir ir' = 0 . Un complesso lineare ir è luogo delle 
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a ir.

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derivate, 
porremo :

P12 = P , P13 = Q> P14~r, P3i = l, Pì2=m, P23 = ni

^12 — 771 ^is = z — P 1 ^34 = > ^42 = i ^23 = v •

B) Alcune identità.

Siano dati n complessi pj?,..., p$ (i = 1, 2, 3,... n) 
con n = 5 opp. n = 6. La matrice, 0 determinante delle loro 
coordinato si indicherà scrivendone la sola prima riga

(PiVpl? • • • • pi»’) 0 più semplicemente (p(1)p(S).... p(">)

e, se n = 5, cioè se si tratta di una matrice, con questa scrittura 
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla 
seguente convenzione analoga a quella del § 1 A : si aggiunge 
alla matrice una sosta colonna, e si prendono i complementi alge
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente con ir34, it42, 
^3, iria, iria, ir14 i complementi di p^, p^, p^,...., p^ •

Un determinante (pm pw.... p^) cambia di segno, scam-



biaiido Pia con p84, p13 con p42, p14 con p23, ossia scambiando 
la terna p, q, r con l, m, n ; noi, per moltiplicare (pw pm. .. pm) 
per un determinante di egual tipo (g(1) qm .... g(6)), cambieremo di 
segno uno dei fattori scambiando in esso le terne citate e poi 
applicheremo la regola solita del prodotto di due determinanti. 
Troviamo così : Il prodotto di (p(1) pw . . . p((l)) per (qW q<*>... q(8>) 
vale il determinante delle cy = Spw q(J) (i, j = 1, 2 ..., 6) cam
biato di segno.

C) Collineazioni e correlazioni.

Ad una collineazione T sulle coordinate a:, y, z, t di punto 
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.) 
sulle coordinate prs di retta che trasforma in sè l’equazione 
SZp = O, e quindi moltiplica la forma Slp per un fattore. Noi
senz’ altro escluderemo le T a determinante negativo ; e ci limite
remo pertanto (§ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino
la Slp per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare
omogenea sulle p che moltiplichi Slp per un fattore positivo
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette
incidenti in rette incidenti e che perciò equivale ad una collinea-

Col prodotto di due matrici

{p™ p™ .... p<6>) e (q™ gw .... q^),

una definente i numeri n,.s, 1’ altra i numeri secondo le pre
cedenti convenzioni, indicheremo

Sltn = rc12 X34 + Jt13 x4a + .... + 7t34 %12 .

Questo prodotto si potrà ottenere per note regole sul calcolo dello 
matrici scambiando in una di esse la terna p12, p13, p14 con 
^84) P421 ?23> facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi 
cambiando di'sogno il determinante così ottenuto. Perciò:

Il prodotto (p(1) p(S).... p(5)) (q(1) q(S).... q(6>) vale il determi
nante delle S p(0 q(/l) cambiato di segno.



zione o ad una reciprocità. I due casi si distinguono dal segno 
del determinante della trasformazione (§ 2 B). Così per es. la

V = p , m = q , n' = r , p' = l, q = m, r — n

è a determinante negativo e definisce pertanto una reciprocità.
Se k(,), it’0, sono per i = 1, 2,...., 6 due sestuple di 

complessi, e se (i, j = 1, 2,...,, 6), allora
i determinanti (k(1), k(2),...., X(6)] e , k(2),...., ir(G)) sono 
uguali a meno del segno, come si riconosce innalzandoli al qua
drato. Esiste perciò una proiettività o una correlazione che porta 
le X nelle p..

D) Equazioni di una retta.

La retta p, q, r, l, m, n ha in' coordinate di punto le 
equazioni

ly + mz + nt = 0 —; Ix + rz — qt — 0

— mx — ry + pi = 0 — nx + qy — pz — 0 ,

che si riducono a due indipendenti. Il punto comune a un’altra 
retta p', q',. ..., n' ò il punto

lp' mq' -|- nr' , mn'—m n , ni' — rii, Im—l'm .

Formolo analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne 
p, q, r ed l, m, n.

§ 94. — La forma tp.

Se le p (cioè p, q, r, l, m, n) sono funzioni di un parametro 
u=u1, oppure di 2 parametri u — ut, v = u2 oppure di 3 
parametri u = ux, v = u2, w = u3, la retta p descrive una 
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sarà



(1) Sp2 = 0, Sppi=0 (i=l; opp. i=l, 2; oppure i= 1, 2, 3), 

cioè

(2) Spdp=0 e quindi Sdp1 ——Spd2p.

Noi porremo

(3) y = Sdp2 = — Spd2p = ^andu,.du,

(n — 1 , oppure, 2 oppure 3).

L’equazione <p = 0 caratterizza, tra le rette considerate, quelle infi
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Perciò nel caso delle rigate 
(n = 1) se (p è identicamente nullo, la rigata è una .sviluppabile. 
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n = 2, 3) l’essere 
identicamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o 
complesso è sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e q della 
congruenza o complesso, uscenti l’una da un punto A, l’altra da 
un punto B, noi lo potremo congiungere con una rigata della 
congruenza o complesso avente la retta AB per direttrice. Tale 
rigata, essendo sviluppabile, dovrà giacere in un piano passante 
per AB. Pertanto le rette p, q, cioè due rette qualsiasi della 
congruenza o complesso sono complanari. In conclusione :

Se <p è identicamente nullo per una rigala, questa è una svilup
pabile ; se y è identicamente nullo per una congruenza o complesso, 
questo ente si riduce alle rette poste in uno stesso piano od uscenti 
da uno stesso punto (e perciò in particolare non può essere un 
complesso (*)).

(*) Se cp = 0 identicamente nel caso dei complessi, è Sp* = Sppi = 

= Sp2 = Spi Pj = 0 per i, j = 1, 2, 3. Esisteranno perciò 4 rotto a 2 a 2 
incidenti aventi por coordinate rispettivamente le p, oppure le p,, opp. p2, 
oppure p3. Esso sarebbero perciò retto poste in uno stesso piano, od uscenti 
da uno stesso punto. E quindi esisterebbe una relazione lineare ap -f- Pp, -f- 
4- Sp3 — 0 , cho, cambiando parametri ut , si può ridurre alla forma 
ap -f- pp3 = 0 ; la quale, moltiplicando le p por uno stosso fattore, si può 
ridurre al tipo p3 = 0. Lo p essendo perciò funzioni dello sole u,, w8, la 
rotta p descrive al più una congruenza.



Noi trascureremo sempre questi casi elementari.
Se il descriminante A di tp è diverso da zero, potremo usare 

i simboli del calcolo assoluto ; avremo allora :

(4) ar, = Sprps = — Sppr,

donde, derivando covariantemente Spr pit + Sps prt = 0 e Spp,sl + 
+ Sptprs = 0 . Scrivendo queste formolo per r, s, t = 1, 2 op
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi :

(5) 5prp,( = 0 <Sppr„ = 0

L’insieme delle superficie rigate che sono tra loro tangenti 
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella 
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si può conside
rare come definita dalla rotta p e dalla retta p-\--dp consecutiva, 
che si deve considerare comune a tutte quelle rigato perchè tra 
loro tangenti in p. Dare dunque una tale direzione equivale a 
dare la proiettività tra i punti di p e i piani ivi tangenti allo 
rigate considerate : proiettività che si può pensare definita facendo 
corrispondere ad ogni punto di p il piano che lo proietta dalla 
rotta consecutiva dp. Se le p sono funzioni di n parame
tri una direzione (di spazio rigato) uscente da p sarà definita 
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali dit{.

§95.-1 complessi di rette con A = 0.

Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi
nante A della corrispondente forma <p ò identicamente nullo. E 
dimostriamo cho :

Se A = 0 identicamente, il complesso è il luogo delle tan
genti ad una superficie, o delle rette incidenti ad una curva.

In tale caso infatti la forma <p è prodotto di due fattori 
lineari du^ i quali saranno nulli entrambi per un sistema di 

. . du. dun du.. . , . , . .... n .
valori —- = —= = —2 , che sara anzi indeterminato, so i citati fat

ai a2 a3



tori lineari coincidono. Siano V («x, u2, u3) = cost., e
X (wx, w2 > ua) — cos^ integrali di dut : du2 : dw3 = oq : a2 : a3 ; assu
mendo le T, X come nuovi parametri p. es. al posto di wt, w2, 
e indicandole senz’altro ancora con w15 w2, avremo che i citati 
fattori lineari saranno nulli per dux = du2 = 0 e perciò non 
conterranno dw3. Quindi la forma tp avrà nulli i coefficienti 
«13, «23, «33, COSiCchÒ

Spi = Sp1pa = Sp2p3 = Spp3 = 0 .

Perciò le p3 saranno coordinate di una retta incidente alla retta p 
e appartenente ai complessi p2. Sia B il punto (pp3) co
mune allo rette p, pa e (3 il piano ppa. Calcoliamo le coordinate 
di questo punto e di questo piano. Supposto 1= — 1, la rotta p 
ha por equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche 4=1),

x ——rz + q , y—mz + n, cosicché:

tp = dmdq 4- dndr

E le ai8 =0, (» = 1, 2, 3) diventano : 
1

qam3 + n3r3 = 0 (qtma +m(qa) + ^3 + 113^) = 0 (»=1,2).

Esistono pertanto 3 parametri X, p., v tali che

m3=\n3ì r3 = Xq3ì ^ = X«j + p.n;ì, rx =— \q1 — P-fo, 

m2 = Xn2 + vn3, r2 = — Xq2 — vq3.

La retta p3 avrà per coordinate

Z3 = 0 , m3, n3, p3ì q3ì r3 (p= qm + rn)

e pertanto è la rotta congi ungente i punti

(<7s, na, °> 0) (— r — Xq, m — nl, 1, — X) .



TI punto B è perciò il punto di coordinato

, , r m , 1 
«' = 1

e il piano 0 è il piano, che lo contiene, di equazione

n3 (x + rz — q) — q3 (y — mz — n) = 0 .

Poiché evidentemente è anche

(1) ^dx' — q3dy' + (rn3 + mq3)dz' = 0 , 

avremo :

Il punto B ha al massimo oo2 posizioni (*) e il piano 0 non 
solo contiene B, ma è anche tangente al luogo del punto B, (Il caso 
q3 = n3 = 0, escluso in questa trattazione, si può studiare in 
modo affatto simile).

§ 96. — L’elemento lineare proiettivo di un complesso.

A) Il complesso n e la forma x-

Escluderemo il caso A = 0, esaurientemente trattato al § 95, 
lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti considerazioni 
si possano estendere anche a tale caso. Così escluderemo dalla 
trattazione come singolari quelle eventuali generatrici del complesso

(*) Infatti, se avesse oo3 posizioni, allora per un valore generico di w, 
v, w lo dx', dy', dx' sarebbero arbitrarie e non potrebbero soddisfare a (1).

S x' Sy’
In altro modo si osservi che (1) equivale alle: n3~x— —fa-;—

oui cui
8x

+ “à— =0 per » = 1, 2, 3, dalle quali si deduco di nuovo lo stesso
Cui

risultato.



per cui A fosse nullo. Diconsi complessi lineari ir' tangenti al 
complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano 
alle Sn'p = Sn'p( = 0 (i = 1, 2, 3). Uno di essi ò lo stesso 
complesso p (cioò il complesso speciale di asse p) ; un altro sia ir' ; 
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio ap 4- 
4- 0tt', che soddisfano alle

»S (a p 4- P P = (a p 4- 0 ir') Pi = 0 .

1 raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in 
tale complesso tangente, sono caratterizzati dalla

S(ap + 0^')(P + dp 4- -1 d-p 4- ... A = 0 ,

che si riduce alla

(1) aSpd~p 4- 0S7t'd2p = 0

che, in virtù delle Spdp = Sri dp — 0, equivale alla:

(l)w, aSdp2 4- ^Sdn'dp = 0 .

Se noi consideriamo per un momento le du( come coordinate omo
geneo di punto in un piano 7, avremo in (1) l’equazione di un fascio 
di coniche, una delle quali è la conica <p = 0 . È eccezionale il 
solo caso che tutte queste coniche coincidano, ossia che i complessi 
tangenti seghino tutti il complesso dato secondo le stesse rette infini
tamente vicine a p. Io dico che questa proprietà caratterizza i com
plessi lineari. Per dimostrarlo, premettiamo una formola di carat
tere generalo. Supposto, coni’è lecito, di assumere coordinate non 
omogenee di retta, o di scegliere 3 di queste a variabili ut, 
porremo

(2) Z = l, q = u, n — v, r = w (p = — mu — vw) .

Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordi
nate X, [i, v, eco. saranno (indicando per semplicità con p„ ed mr, 
derivate ordinario e non covarianti)
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(3) \^prsdurdu, 4- v.ljmr,durdu, = 0

le quali anzi, tenuto conto del valore di p, saranno

(3)bi, (% — Xw) ^mr,durdu, — 2X (dmdu 4- dvdw) = 0 .

Tali coniche (7) coincidono soltanto se ò m,., = 0 oppure se 
pr, = 0 (nei quali casi il complesso è lineare, perchè m oppure p 
è funzione lineare di u = q, v = n, w = r), oppure se esisto 
un parametro a tale che pr, = sm,.,. Derivando se ne deduce 
a(m„= s,mrt. Queste equazioni lineari nelle o4 danno a* = a2 = 
— aa = 0 (almeno nella nostra ipotesi che 4^0, cioè che il 
discriminante (m,.,) di una delle nostre coniche, tutte coincidenti 
per ipotesi tra di loro, sia differente da zero). Sarà dunque 
a — cost., p — sm funzione lineare di u, v, w ; e quindi il 
complesso sarà lineare. Escluso dunque anche il caso di nessun 
interesse dei complessi lineari, ai complessi lineari tangenti corri
sponde dunque nel piano 7 un effettivo fascio di coniche. Tra queste 
noi ne potremo scegliere una in modo intrinseco invariante impo
nendo che sia apolaro alla <p = 0, cioè che, posto Sdn'dp = 
= ^br,durdu,, e indicato al solito con A,., il complemento alge
brico di ar, in A diviso per A, sia :

0 = %Ar, (aa„ 4- pò,.,) = 2 a 4- p^br,Br,,

da cui si ricava un unico valore di a. Porremo ir = ap 4* P d ; 
le sue coordinate z (di complesso) risultano così determinate soltanto 
a meno di un fattore comune, che ora fisseremo in modo intrinseco 
invariante nel modo seguente. Posto 8npr,=— Snrp, — ■—c,,, 
sarà %Ar,cr,= 0. Posto poi

p=1a!?, o = ...... ,

H)
N= b2n = ~ 2Ar,n„,

sarà :



(5) SpP = — SSArtppr, =------ ì- SA,.,a,., = — 1 . 
O ó

Sarà ancora non soltanto

(6) 8np — Snp{ = 0 (t = l, 2, 3),

ma anche :

(7) SnP = i 8 S A,., ir p,., -------L SAr,cr, = 0 .

Dunque le ir sono proporzionali ai minori della matrice

1
-j/jTT P1’Pi’p>

e noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo così :

(8) 71 = (?, Pi, Pi, Pa, p)

e quindi :

■£ — Sdpdn — — Sitd2p =
(9)

1
= — j/r^ (P> Pii Pn Pn Pi ^P) = Scr,durdut.

(10) SAr,cr, = 0.

$e ne deduce anche :

0

0

0

«11

0

«12

0

«13

SpP 

sPlp

Sn2 =____ L.
I-4! 0 «21 «22 «23 Sp2P

0 «ai «32 «33 Sp3P

SpP SpxP Sp2P SpaP SP2



Dunque

(11) Z?tc2 = s, ove e — sgnA.

Il complesso ir non è mai speciale. Di più si ha :

1
(H)m. (P, Pi, Pi, Pi, P, ") =Sz2=e.

B) L’elemento lineare proiettivo.

«

Si noti :
1) Un cambiamento qualsiasi di variabili u non cambia la 

forma <p, che quindi è intrinseca (propriamente) ; invece sia le n 
che la x aono impropriamente intrinseche, perchè i cambiamenti 
di variabili u a lacobiano negativo cambiano di segno le ir o la 
forma /.

2) Moltiplicando le x, y, z, t per uno stesso fattore a, le 
p restano moltiplicate por a2, la tp e la a,.s per o4, le A* 
per -4- ; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da -4^- P por 

una combinazione lineare delle p, pt: ]/|.4| resta moltiplicato per a®, 
e quindi / resta moltiplicato per a2, mentre le m restano inalterate.

3) Una collineazione a determinante 1 muta in sè stessa 
la <p e la /.

4) Una collineazione di determinante negativo è il pro
dotto di una collineazione 2), di una 3) e della x' — — x, 
y' = y, z' = z, t' =t-, la quale cambia il segno di p, q, r, 
lascia inalterate l, m, n-, essa pertanto cambia il segno della <p, e quindi 
anche il segno e di A od il segno dello Ar, e di 3 delle coordi
nato di retta e perciò lascia inalterata la X- Noi di solito prescin
deremo da queste trasformazioni, che mutano la logge di orienta
zione delle rette. E potremo perciò costantemente supporre p. es. 
5 = 1.



5) Una correlazione T è prodotto dello scambio delle terne p, 
q, r ed l, m, n e di una collineazione T' ; ci limiteremo alle cor
relazioni T tali che la T' sia a determinante positivo. Per studiare 
l’effetto, basti osservare cAe lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n 
lascia tp inalterato, cambia / di segno. '

In conclusione il rapporto f : /■ è intrinseco invariante, e noi 
lo chiameremo V elemento lineare proiettivo del complesso. (Se non 
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in 
(5), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il risultato 
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si può anche enun
ciare dicendo : 1 complessi lineari sono caratterizzali dalla y = 0 .

C) Curvature proiettive e coordinate normali.

L’indeterminazione (di un fattore) delle tp, / si potrà togliere 
anche nel caso dei complessi, ricorrendo allo coordinate normali, 
come vedremo nel modo seguente. Consideriamo l’equazione che 
si ottiene uguagliando a zero il discriminante di <o <p + X i °110 
c, per le relazioni di apolarità

(12) wM + M^ar,C,., + C = 0,

ove 0 ò il discriminante di /, o Crs ò il complemento algebrico 
di cr, non diviso por C. So si moltiplica x per un fattore r e tp 
por t2, le radici w restano divise per r. Lo quantità intrinseche

(13) I = -L , J = (Z ò impr. intrinseca)

restano moltiplicato por ~ o per Noi potremo imporro ai- 

fi una o all’altra un valore numerico prefissato, o chiamare normali 
le coordinate corrispondenti : resta escluso il caso anormale I = 
= J = 0, quando cioè V equazione in w ha una radice tripla nulla. (*)

(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Paul Mentre, 
Comptes Rendus t. 145 (20 Nov. 1922) pag. 941.



In coordinate normali la forma <f>2 determina una geometria metrica, 
(di cui essa ò elemento lineare) di carattere intrinseco invariante, 
per mezzo della quale si possono estendere ai complessi le nozioni 
metriche di angolo, distanza, geodetiche, eco., così come l’elemento

? 
X2

lineare pud servire a estendere la nozione di pangeodetiche.

Si noti ancora che non varia, al variare di t, la frazione

(14) _ _ 12K - ^a,.,c,.,y - J* '

che si può dunque chiamare curvatura proiettiva del complesso, 
perchè è una quantità intrinseca invariante [anche per le collinoa- 
zioni e reciprocità sopra escluse). Se w, sono lo radici di (14), 
si ha :

0 -- Wj 4* W2 + (tìg
(U)bi.

<D) (OjIOg
(WjWa + W2to3 + WgWj)2

Ad ogni radice w£ della (14) corrisponde una conica 4* X = 0 
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan
gente. Perciò : A ogni complesso T lineare tangente corrisponde 
un’infinità quadratica di direzioni (di spazio rigato) tali che r è 
osculatore alle rigate del complesso iniziale uscenti in tali direzioni. 
Vi sono in generale tre e tre soli complessi F per cui questa infinità 
quadratica si spezza in due sistemi lineari. Io dico che questi complessi 
si possono chiamare bitangenti perchè toccano il complesso dato in 
due generatrici p e p 4- dp consecutive.

Infatti dire che un complesso n' tocca il complesso dato in p 
e in p + dp equivale a diro che

(15) 0 — Sn'p = Su'pt = Sn'dp = Su' (p, 4- dp,)

(i = 1, 2, 3).

Le prime tre dicono che 7t' è un complesso tangente, cioè un 
complesso ap 4~ p«. Le ultime diventano:

[^ 4* P cu) duh — 0 [i — 1, 2, 3) 



lo quali determinano appunto quei valori w — a: (3, che annul
lano (12). Ad ogni radice Wj corrisponde generalmente un sistema 
di valori per dut : du2 : du3. Quindi : Vi sono generalmente tre 
sistemi di oo2 rigaie del complesso, tali che per ogni retta p del 
complesso esce una rigata di ciascuno di questi sistemi. Per ogni 
generatrice p di una di queste rigate passa un complesso lineare che 
tocca il complesso dato nella generatrice p e nella consecutiva p dp.

I tre valori dei rapporti dw1 : du2 : du3 si possono anche defi
nire eliminando le a' da (15), come quei valori che annullano 
la matrice

(16) (p, pl} Pi, P3, dPi, dp3, dp3) = 0.

Le rigate precedenti sono quelle che soddisfano alle (16) : ciò che 
ne ronde evidente il carattere invariantivo. Si noti che da quanto 
procede segue che queste rigate sono determinate dall’ elemento lineare 
proiettivo. Ili proprietà allatto analoghe godono altri sistemi di 
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di dul : du2 : du3, 
cho annullano contemporaneamente tp e /, cioò ai 4 punti comuni 
alle coniche tp e /. Per vederne chiaro il significato geometrico 
osserviamo che ad ogni punto dut : du2 : du3 della conica tp = 0 
corrispondo una retta p + dp del complesso incidente alla p, 
e quindi deferminante con questa un fascio di rette, il quale, 
contenendo due rotto p e p + dp consecutive del complesso, è un 
fascio tangente al complesso, il quale apparterrà a tutti i complessi 
tangenti (appunto perchè questi ne contengono lo rotte p e p+dp) 
e quindi anche alla congruenza lineare loro intersezione, cho natu
ralmente si dice essere la congruenza lineare tangente. Essendo 
S (a.p -|- Pk)2 = + P2 nulla solo por p = 0, questa congruenza 
tangente ha le due direttrici coincidenti entrambe nella retta p.

Le equazioni <p = x — 0 equivalgono alle Spd~p = SmPp = 0, 
o significano perciò che lo rigato soddisfacenti alle tp = y = 0 
sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi 
lineari tangenti, cioò alla congruenza lineare tangente. Quindi :

Esistono generalmente in un complesso 4 sistemi di co- rigate 
soddisfacenti alle tp = / = 0 ; per ogni retta del complesso esce una 
rigata di ciascun sistema ; ognuna di qttesle rigate è in una sua 
generatrice p osculatrice alla corrispondente congruenza lineare tangente.



§ 97. — Le equazioni differenziali fondamentali 
nella teoria dei complessi.

A) Equazioni I, II, III.

Osserviamo che i sei complessi p, pi} P, n sono linearmente 
indipendenti. Oliò, so fosso

<*P + ?Pi + 1P2 + àp3 + = ® ,

allora, indicandone con ir' il primo membro, la 7?n' ir = 0 dà 
□ =0, le Sn'pi — 0 danno Pi + Ta/2 + "<3 = 0, donde, 
poiché P = y= 8 = 0. La Su' p = 0 dà s = 0 ; e
quindi dovrà anche essere a = 0 ; la precedente equazione avrebbe 
tutti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantità qualunque si possono 
esprimere come combinazione lineare delle procedenti. In partico
lare varranno dolio formolo :

Pr, = ap + + Sp3 4- tP + oir,

ove le a, p,. .., a dipenderanno dagli indici r, s. Ricordando 
le (5) del § 94 e (6), (7), (11) § 96, ed osservando che

i

— $ P P>-, = a,-,, Spr,pi = 0ì Spr,m=—cr,

si deduco c = a,.t, 0 = pa41 + ‘(ai2 + 8a(3, donde, poiché
P = 7 = § = 0, c„ = — o iS ir2 = — e o. Posto a = e„ = etr, si 
avrà in conclusione :

(I) pr, = a„ P — e c„ ir + e,., p.

Si noti che la forma <p = ^crsdurdu, ha pure significato intrinseco, 
ed è apolare alla <p, come la /. Infatti da (I) si deduce

(1) p L cr« L Ar, prs 1 X A rs ars -p s ir /S Arx cri =

= 3 7' —3P = 0.



Conio si comporti la <p por effetto di una collineazione è cosa facile 
a studiare ; noi osserveremo soltanto :

1) Anche, la è una forma invariante, se si calcola in 
coordinale normali :

2) Se si assumono coordinale di retta non omogenee, p. es. 
si suppone 1=1, la forma <p si riduce alla sXy (infatti por 
Z = 1, ò lr, — 0, L=0; e la (I) dà per p — l immediatamente 

, il risultato enunciato).
3) In generale dalle (I) si deduce che ip è determinata dalla :

<p8P2 — <p = X 5 P prs durdu,.

j!
Le (1) sono le equazioni fondamentali, esse determinano comple

tamente il complesso, (insieme a quelli ad osso proiettivi) ; cosicché 
la teoria delle tre forme <p, <p include quella di tulli yh invarianti 
proiettivi di un complesso; l'analogo delle equazioni di Codazzi (della 
geometria metrica delle superficie) sono date dalle condizioni d'inte
grabilità deile (I) e delle equazioni tratte dalla definizione delle 
forme tp, /. Anzi le sóle forme tp, / determinano il complesso.

Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre allo :

8Prp, = — Spp„ = ars SpiPr^Q — Snpr, =cr, = + Sic,pr

valgono lo :

SPn=0 donde S P izt — —SmPt, Sn2—i, Snnt=0 

p
Snp = Snpt= Spnt =0

SpP ZAr,Sppr,^------ = — 1

SPp, = — Spt pr, = 0

e quindi anche SpPt = 0,

SP,p, = —S Pp„ = — alt S P- — eu (por le (1)).



Anche le Pt, irt si potranno scrivere come combinazioni lineari 
delle p, pt, P, jc :

1\ = *iP + 2 ^Pi + Y, P + a(ir 
i

I
^t = ^tP + 2^ + 8(P + v(7t.

Per la S Pt p = 0 si ha y, =- 0 ; dal valore di S Pt p, si deduce :

Spì^, = -at.SP^-et, 
i

[su = 0 \
(II) < ossia PJ(—— evSP  — Se(a A<y |2

(2) Pr,t — Pn,= 2 (ts, rh)Ahkpt = 
h, k

= a„(a(p + 2^^* + at7rj — arl ^,p -f- Xpjp, -p o,7t)

---- zcrsl^ + e’crli'^

— SO„ ^GiP + ^AijCjiP^ + 60r(^0,p + 3 AyCj.p^

+ («r.< — erll) p + er,Pi — e,.iP, .

Siano s l e sia l differente da s, l, cosicché a, l, l sono una

1 0 Vv — 0 por i £ jj

[ Pi =a(P + S0‘p< + o»rc-
I i

E in modo simile si trova (per le Sititi — Snpt = 0 , SitfP,. — 
= e SittP — — Sit Pt)

(HI) nt = eo,p + X A^CjiPi.
a

Derivando (I) rispetto ad scambiando s con t, e sottraendo 
se ne deduce :



permutazione di 1, 2, 3. Essendo p, pit ir, P linearmente indipen
denti, la (2) dà, confrontando i termini in n :

G( Gr( = S crst e Cr(l .

Poiché ^4=0, se ne deducono i valori delle a dati per mezzo 
della ert, c„ e loro derivate, come si riconosce p. es. moltipli
cando per Jri, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini 
in ph si trova che la quantità

Uri Pi Urt Pj = Url S -4"p X CgQ Agl (s 4- t 4 4- $) 
a a

è pure individuata dalle c„. Per r = 1, 2, 3 si hanno tre 
equazioni ; dalle quali, come per le a, si deduce che anche le

— P* = cia -^a; C 41 0
a

sono determinate dalle forme y ed tp (cioè dalle a„ e c„). Altret
tanto si deduce (confrontante i termini in p() por la :

4" ®r» ^«0 j4qi ---- ®r« 4 al ----  Orl $ P“
a a

e quindi anche (essendo a 4 0 per le

Crg Ur« Ó P$   ^rl.^ @t<3 -4 a*

a

(quando «4P e quindi, per simmetria, anche quando r 4 t cioè 
quando non è i■ — s = t).

Se dunque potremo dare alla t i valori 1, 2, 3. Som
mando rispetto a i, ricordando che por le relazioni di apolarità è 
2 Aiae,a = 0, no dedurremo per r 4 « il valore di er,— ar, SP2. 

i. a
Resta dunque determinato (por mezzo delle a,.,, o„ o loro derivato) 
anche il valore per r 4 a di a,.s’Sieta Aat> e quindi anche, se 
non sono nulle tutto lo a,., per r4=«, il valore di 2e(0A0(, o 
quindi anche quello di S P*. Conoscendo già il valore di



Se,a Aa( per t^l, ne potremo dedurre i valori di tutto lo efa. 
o
Se fosse a„ = 0 per r £ s (caso elio potremmo dol resto escludere 
con un cambiamento di variabili) le quantità precedenti si riducono 
ad er, per r 4:s, che dunque saranno determinate mediante lo 
ars, ors e loro derivate ; per r = s esse si riducono ad err —

—arr[/SP2— etlAtt] (r^t). Restano così determinate lo —-----SP2— 
arr

— — ; poiché la relazione di coniugio dà 2 —— = 0, ciò basta 
““ a aaa

a determinare sia le err che SP1. In ogni caso restano determi
nate le e, le P' e SP1. In particolare dunque la terza forma ò 
determinata dalle (p, x- Confrontando in fine i termini in p si 
riconosce che le ars a,— ar(a,, e quindi anche le oq (perchè J.^0) 
si possono determinare appena note le quantità precedenti, cioè 
appena siano date le formo cp, x-

Dunque, date le tp, x, anzi date le sole forme tp, % sono 
determinate le (I), (II), (III) insieme alla SP2; e quindi, a meno 
di una collineazione, è determinato il complesso.

B) Applicabilità proiettiva dei complessi.

Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione 
geometrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di 
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia, 
come ora proveremo :

I complessi di rette sono proiettivamente indeformabili ; cioè 
due complessi proiettivamente applicabili sono proiettivi tra di loro. 
(se ci riferiamo ad applicabilità proiettive del 2° ordine).

Naturalmente diciamo che duo complessi C, 0 sono proietti

vamente applicabili del 2° ordine se le loro generatrici p, p sono 
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei 

parametri o so, essendo p, p due generatrici omologhe, esiste 

una collineazione che porta p in p —p e il complesso 0 in un 
complesso C' tale che rigate omologhe uscenti da p' = p nei duo 
complessi C e 0' ivi si osculano (hanno tre generatrici consecutive 



comuni). Io dico che in tal caso i due complessi hanno comuni 
le forme tp, x (e quindi anche la forma e sono proiettivi per 
quanto abbiamo testò dedotto dalle condizioni di integrabilità).

Indicando per un momento con indici apposti alle coordi
nate p di retta le derivate ordinarie delle p si trova come al § 3 0 
che lo nostre ipotesi equivalgono ad ammettere resistenza per 
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti a, p{, 
vrt tali che per le rette p, p' valgono le :

(3) p'=op; p't = a (p{ 4- ^p) ;

Pik = o (Pik + PìPk + Mi + MÌ

(le p(, indicano varie costanti, e non derivate di una : o di 
una v). Si trova per la <p =—Spd2p, che la forma <p' per G' 
vale (nella retta considerata) precisamente o2<p. Poichò p ò una 
retta generica, e G, 0' sono proiettivi, esisterà una funziono a 
delle u, v, w tale che la forma y di G valga a2^. Potremo dun

que moltiplicare le coordinato delle rotto di G por un tale fattore 
in guisa che sia = <p' = <p e che sia a = 1. Potremo allora 
nello (23) intendere che le piK siano derivate covarianti ; o basterà ri
cordare il valore dato dalle (9) del § 96 sotto forma di determinante pel
le forme Xi x\ X per riconoscere che anche queste sono uguali 
tra loro.

Oss. Se invece di collineazioni, si fosse usata una reciprocità 
per portare G in C, avremmo concluso cho <p = <p, y = — y.

Viceversa siano 0, G due complessi per cui <p = ip, y = x > 

saranno uguali i segni e, e dei discriminanti di <p, <p ; e potrem
mo supporre p. es. s = s = 1. Scegliamo p tale che S (P -f-

ppf — SP2, cioò il p dato dalla :

p = -L(SP*-SP*).  (*)

(*) Dal procedente teorema seguo anzi p = 0, perchè >SP2 è completa
mento determinato dallo tp, x.



Allora esisterà (§ 93 C) una proiettività a modulo +1 che porta le 

sestuple p, ptì n, P + pp in p, p^ ir, P. Sia C' il com
plesso trasformato di G mediante questa proiettività ; esso avrà per 
forme cp' = tp, X = i X secondo che la proiettività considerata 
è a modulo + 1, cioè secondo che è una collineazione od una 
reciprocità. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad C ed C’ 
dicono tosto che tutte le differenze p',— pr, sono uguali ad (er,4- 

+ p ar, — e,.,) p ; cosicché sono soddisfatte le (3) con a = 1, 
= Pi = 0 e il teorema è dimostrato. Il secondo, caso (che val

gano i segni inferiori) è invece impossibile : esso si presenterebbe 
se i determinanti (p, pn p2, p8, P, e (p, pn p2, p3, P, ir) 
avessero segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di s.

§ 98. — Le congruenze con A = 0.

I metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo 
nel caso generale ; e molte dello considerazioni che faremo nel 
caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione 
anche se A — 0. In ogni modo, per evitare soverchio distinzioni, 
è bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso 
A = 0. In tal caso si possono scegliere i parametri u — u, e 
v = wa in guisa che :

<p = Sdp* = — Spd2p = a^du2 , cioè che

(1) alt = = 0 ossia Spu p„ = Spi = 0, Spp„v = Spp„ = 0.

Vi è una rotta di coordinate p„ incidente alla p ; il fascio da 
esse determinato, cioè il fascio dello rette pp + op^ si dirà il 
fascio tangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi ir 
tangenti sono quelli che soddisfano alle: Snp = Sitpt — 0 (i = 
= 1, 2); e perciò i complessi ap 4- 0Pi + tp2 sono tutti e soli 
i complessi coniugati ai complessi tangenti, e che perciò diremo 
coniugati. Essi sono speciali se & (a p + ? Pi + 7 p2)2 = 0, ossia 
se (3 = 0. Gli unici complessi coniugati speciali sono i complessi 
aP I 7 P2, hanno per asse una retta del fascio tangerlte ; il 



quale perciò contiene tutte e sole le rette comuni ai complessi tan
genti. Questo fascio è anche l’insieme delle rette comuni ai complessi 
coniugati. Infatti è identicamente

S(pp + cpv)(ap pp„ + 7P), = 0 ,

cosicché le rette del fascio tangente appartengono a tatti i complessi 
coniugati ; e questi complessi non hanno comune nessuna ulteriore 
rotta p ; altrimenti i complessi tangenti sarebbero complessi del 
tipo ap+Pp„ \-qp'. Essi sarebbero tutti degeneri ; altrettanto 
avverrebbe perciò dei coniugati; ciò che ò assurdo perchè Spi =■ 
= «n + 0 .

Sia P il vertice del fascio tangente, n il suo piano Quando 
la retta p si muove nella congruenza, il punto P comincierà a 
muoversi in una direzione PP', ove P' è un punto infinitamente 
vicino a P. Poiché P è il punto comune alle rette p, p„, la retta 
P' P si appoggierà alle rette p, p„, p + d p, p„ + dpvì e in 
particolare apparterrà (almeno se du^zO) ai complessi p, pv, 

(p + dp) — p — pvdv .
pu = -3£_!—---------------- e( 0 PerC10 una retta del fascio

tangente. Dunque il piano ir di questo fascio, contenendo lo rette 
PP', ò tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie fo
cale S (che può anche ridursi a una curva o ad un punto : casi 
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p della con
gruenza inviluppano su »S le linee u — cost. ; poiché il piano ir 
delle retto p e pv, cioè di due tangenti consecutive ad una 
u = cost., è il piano tangente ad S, le u = cost. saranno asinto
tiche por S. Le congruenze con A = 0 sono generalmente formate 
dalle tangenti a un sistema di asintotiche di una superficie S.

§ 99. — Gli elementi geometrici fondamentali 
di una congruenza.

A) Fasci centrali e focali.

Supporremo d’ora in poi A £ 0. Ad ognuna delle due, radici 
PI : della <p = 0 (i — 1, 2) considerata come equazione in du:dv 
corrispondo un raggio p \ dp incidente al raggio p. Si noti che



l’indice i non è indice di derivazione covariante, ma solo serve 
a distinguere le due radici. Le p sono determinate soltanto a meno 
di fattori. Poiché valgono in ogni caso le :

2 A2 _  _  o «12 _ pi . Pi ^11 _ «22 _ Pì P»
A2 " «11 “ P? + Pi ’ A2 «11 P? Pi ’

noi potremo (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che :

(1) 4 ^n= Pipi, AaMlPl + PiPh 4 ^22 = PÌPÌ
' ' £ Ci

donde si trae :

A = 4 (Al A2 - A,) = - 4 <0^ - Pi Pi)2

cosicché potremo ottenere (scambiando caso mai 10 p, con le p2) 
che sia anche in sogno :

(2) Pipi-PiPi =1/- 4-
r

Sarà poi :

Ai A2 A2
(3) PIPÌ PIPÌ P?P?

1 ./_ 1
A f A

pipi Pipi pip,

I due raggi p + dp incidenti a p incontrano p nei punti I\ 
comuni a p ed a pLp! + p2p?, e determinano i piani tc4 comuni 
a queste due rette {i = 1, 2). I punti 1\ diconsi fuochi, i piani 
m4 piani focali, i fasci (P4, wf) fasci tangenti o con Wdlsch fasci 
centrali, i fasci (P1, ir2) e (^2, ^i) d’asci focali. Le rigate della 
congruenza soddisfacenti alla <p = 0 sono le sviluppabili della con
gruenza ; da ogni retta di questa escono pertanto due sviluppabili. 
I complessi coniugati (cioè in involuzione con tutti i complessi 
tangenti) sono i complessi pp f1 p4 + 72 p2 ; essi sono speciali 
soltanto se

S(PP + Pii1 + P2Ì2): =0,



ossia se f1 :?2 coincide con una delle p) : p2 ; in tal caso hanno 
pertanto per asse una retta dei fasci centrali. Le rette centrali sono 
perciò tutte e sole le rette comuni a tutti i complessi tangenti. E vice
versa un complesso lineare che contenga le rette centrali è un complesso 
tangente. Le rette comuni a tutti i complessi coniugati sono tutte e 
sole le rette focali, (uniche rette incidenti a tutti i raggi centrali).

B) Tangenti focali.

Se il raggio p si sposta infinitamente poco, il fuoco Pi andrà 
in una nuova posizione P't, il piano in jq'. Le rette PiPf e 
iti n'{ danno la direzione in cui si sposta P, e l’asse intorno a 
cui comincia a rotare jt,. Poiché Pi è il punto comune ai raggi

P, PiPl + M*,

(*) Si noti olio S p?t dur Pi non può essere una combinazione lineare 
rs

ap ppi -f- apt dolio p, plf p2- Altrimenti sarebbe

— dwr p< = Sp (2p,-, du,. pi) = Sp (ap + ?p, + ap2)

e perciò d«1:dwe = pì : pi, caso che abbiamo escluso. In questo caso si po

trebbe dire ohe Pi sta fermo, che Pi — Pi, cosicché non ha senso parlare 
della retta Pi .

Fumisi o Cech, Lezioni di Geometria protettivo-di/ferenzlale.

la retta P, Pf apparterrà ai complessi

P, P1PÌ + P2K, dp, d(PiP‘ + PB?<)

cioè ai complessi (almeno se p} : du 4 P? : dv ; cfr. la seg. nota a 
piè di pagina)

P, Pi, Pi, P*dPi  + P’dpa-

Perciò la retta P< P' e similmente la retta sono rette focali 
appartenenti al complesso p) d pt + P? d pa o anche al complesso 
3p„durp;. (*)  

r, 8
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Se ne deduce anzitutto che le rette Pt P{ tangenti al luogo 
del punto Pt (i9'1^ falda focale) sono rette focali, che cioè i fasci focali 
sono tangenti alle falde focali. Cioè coincidono il luogo del punto Px 
e V inviluppo del piano , come pure il luogo del punto Pa c V in
viluppo del piano Zj. Di più, se un raggio della congruenza si 
sposta nella direzione du : dv, la retta rf in cui comincia il fuoco Pt 
a spostarsi, e la retta pt intorno a cui comincia a rotare il piano itt 
sono le rette focali appartenenti al complesso p^du,.^. Se 

r, s
questo complesso interseca uno dei fasci focali nelle rette p (comune 
ai due fasci), interseca necessariamente anche l’altro fascio nella 
retta p. Ciò che avviene se :

Sp + ffdpj = 0 , 

ossia

2 ars Pj du, — 0 , ossia du : dv = 0J : 0- .

In tal caso l’altro fuoco Pj (/ 4 i) comincia a muoversi su una 
retta , e l’altro piano focale a rotare attorno ad una retta p> 
appartenenti al complesso 0} dp2 + Pj ^Pz, cioè appartenenti al 
complesso

(4) ~ Fra Pi Pi == “g” -^AriPri = “2* ^2 P >

che non varia scambiando gli indici i, j e a tutti i complessi 
p _|_ a y y1 Pi 4- v2 p2, che si diranno i complessi principali.

Dunque : ad ogni valore di du : dv corrispondono proiettiva
mente quattro rette : due rx e p2 del fascio focale tangente alla prima 
falda focale, le altre due r2 e del secondo fascio focale. Se Pi si 
muove nella direzione r^ il piano nj tangente alla P’1™ falda 
focale ruota attorno p, (i 4= j). Perciò sulla i<”lnia falda focale le 
rette ri e p^ sono coniugate.

Se una delle coppie r1, px o (r2, p2) coincide con la retta p, 
l’altra coppia è data dalle direzioni coniugate a p sulle due falde : 
queste direzioni sono V intersezione dei fasci focali con uno dei com
plessi principali, e diconsi le direzioni principali.



C) Asintotiche focali.

Lo direzioni asintotiche della ?"lma falda focale sono caratte
rizzate da ciò che rt coincide con p;, direzione coniugata di rt. 
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat
terizzate da ciò che i 5 complessi p, p^ pt, ^p.^^du^ (i= 1, 2) 
hanno una retta comune (la tangente asintotica considerata) : in 
altre parole che il complesso

(5) (P, Pi, Pi, Sp^du,, 2pr,Mdu;),

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, è un complesso 
speciale. Questa proposizione è in difetto se questa matrice ò iden
ticamente nulla, o non dà perciò le coordinate di alcun complesso. 
In questo caso i complessi ^p,.,^rtdu, (i = 1, 2) sarebbero una 
combinazione lineare dell’altro, e dei complessi p, pxi p2. Essi 
perciò determinerebbero gli stessi due raggi focali ; e coincidereb
bero pertanto non solo r< con p;, ma anche con p( ; cioè sulle 
due jalde focali si corrisponderebbe uno dei sistemi di asintotiche e 
quindi anche l’altro. In tutti i casi vediamo dunque che l’equa
zione che dà le direzioni asintotiche delle due falde focali si 
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico (§ 93 B) della matrice 
(5) è nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora, 
come abbiamo testò provato, questo quadrato simbolico diverrebbe 
un quadrato effettivo e la congruenza sarebbe IL). Questo quadrato 
ottenuto con le regole del § 93 B, ò un determinante (diviso per 
4) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente 
moltiplicato per e = sgn A .

2ar,pjdu,

(6) 2 ar, Pj du,

2 a,., p, du, 2 ar, po du,

8 (2 p,., Fdu,)* 8 (2 pr, pj du.) (2 pr, p[ du,)

8 2 pr, Pf du, 2 pr, PJ dus 8 (2 pr, pj du,)a

0

2 ar, pi du, 2 ar, pj du, 

^Pr,?,du, ^p,.,^du,



(6)
PI

Pi

Pì

PI

2

S (%pr,dur 8u,)2

ove sia stato posto

(7) 8 u1 — —— du^ ^22 ^2 — ®n du^ du.

(cosicché tp = 8 w2 — ^m2 $ Mi) •

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza.

A) La forma <T>.

Siamo dalla (6) del § 99 indotti a introdurre nella teoria un 
nuovo sistema covariante

(1) h(jrl = PrtPij '

Derivando covariantemente la Spr p^ = 0, si ha :

(l)bi. \r,= Sprpv,.

Poiché pv, — Pi,j = — S (j s, i o) 4op pP , é : 
a, p

hijr, — hùrJ = — Sì (je, i a) Aap Pp pr = — (/ 8, ir).

Da queste equazioni si trae che le hijr, sono simmetriche nei loro 
indici, eccetto ^1212 = ^2112 — ^1221 = ^2121 ^1122 = ^2211, P01
cui vale la :

(2) ^1122 — ^1212= (12, 12) = A K,

se K è la curvatura della forma y. Allo studio di questo sistema 
covariante si può sostituire quello di un sistema simmetrico , 
ponendo :



(3) $ = — S (2pr,durdu,)2 = 2 k^, du,. du, dut duj.

Si noti che dalle forinole ohe danno i d2 p, d3 p si trae :

(4) Sdpd3p = 'Sal.,du,.83w1 + $5 $(d2p)2 = 2ar,82ur82u,— <1>

che danno nuove definizioni della 4».
Si ha :

( S« = *y« (»=7 °PP- * + », 7=1, 2)
(fi) \

( ^1123 “ ----- 2 Spw — ^1122 + 2 ^1212

che insieme alla (2) dà

(fi)bl» ^1212 = ^1122 H AK Au22 = &u22--------A K .

Le (5) esprimono le hOr, mediante un sistema simmetrico ky,.,.
Dalla (6) del § 99 si trae: L’equazione complessiva delle asin

totiche sulle due falde focali è [cfr. le (1)] :

(6) 2d^duj 8u,.8u, = 0 .

Come controllo, si può osservare che essa non muta scambiando 
i simboli d, 8, e ciò perchè ognuna delle coppie di asintotiche 
divide armonicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su 
ogni falda focale un sistema coniugato. La (6) dà il significato 
geometrico del nuovo sistema covariante hyr,.

B) Complessi bitangenti.

Noi ci chiediamo ora : Esistono dei complessi lineari n bitan
genti, cioè tangenti al complesso C in una retta p e in una retta 

p + dp d2p d3pì infinitamente vicina? È intuitivo, 

e il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini
tamente vicina non si può scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alle :



Spn — Sp^ = Sp^ — 0

devono valere anche le :

s (Pi + dp^ ir = S (pa 4- dp^ ir = 0 

! 1 1 ' \
S ir p + dp -]—+ — d3 p ir = 0

che, per le precedenti, si riducono alla :

( Sn (pad^ + pi2du2) =0 (i = 1, 2)
(P)

( ir 2 prsl dur du, dut = 0 .

Affinchè le (a), (P) siano compatibili dev’ essere

(7) 0 = (p, Pi, p2, PndUi + Pi2du2 , p^duy + p22du2,

S p„( du,. du, dut)

equazione' di 5° grado in du : dv.

Per una retta p della congruenza escono 5 rigate soddisfacenti 
alla (7), queste rigate formano 5 sistemi di oo1 rigate ciascuna. Per 
ogni coppia di generatrici consecutive di una di queste rigate passa 
un complesso lineare che tocca in entrambe la congruenza. Si deter
minano così i complessi lineari bitangenti alla congruenza, (*)  Ve
dremo più avanti come anche V equazione (7) si possa scrivere facil
mente per mezzo delle h.

(*) La parola bitangenti ha un significato precisato dallo (a) o (p).

Possiamo trovare un’altra proprietà delle precedenti 5 dire
zioni (di spazio rigato) uscenti da una retta p della congruenza. 
La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate della con
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione du : dv è l’interse
zione dei complessi lineari ir soddisfacenti alle Snp— Sndp = 
= S'Kd2p = Snd3p — 0, cioè :



0 = Slip = Sndp — Sit (p^u + p2 S2 v + ^pr,durdu„) =

= Sn (p183u 4' p283i> 4- 3Epr,dur82ut 4* 2pr,idurdusdut').
«

Tenuto fermo dv:du, facciamo variare la rigata in guisa che 82w, 
82v, 83w, 83w variino nel modo più generalo. La congruenza 
iperosculatrice descriverà generalmente tutto lo spazio rigato ; noi 
ci chiediamo quando essa descriverà un complesso lineare n, ossia 
quando esiste un complesso re che soddisfa alle precedenti equazioni 
contemporaneamente per tutti i valori di 82u, 82v, 83w, 83v. Le 
precedenti equazioni equivalgono alle (a), (p), cosicchò possiamo 
dire :

I precedenti complessi bi tangenti in una retta p alla nostra 
congruenza, cioè tangenti in p e in p 4- d p sono i complessi lineari 
luogo delle congruenze lineari iperosculatrici a tutte le rigate della 
congruenza passanti per le rette p e p 4- dp.

C) Complessi satelliti.

Ricordando clip i complessi lineari tangenti sono tutti quelli 
che contengono i fasci tangenti 0 centrali, riesce spontaneo di 
cercare quello Ct tra essi che contiene anche tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio (P{, tv*) luogo delle rette a p 4* Pi Pi + 
4- p?p2. Tale complesso sarà in involuzione con p, px, pa, e 
sarà in involuzione con tutti i complessi

^(P'Pi + P?P2)

cioè sarà il complesso che è in involuzione con

(8) p, Pi, P8, P*Pii + P*Pi2, Plpi2 + P?P22

e quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina
zioni lineari.

I complessi tangenti C( che contengono tutti i fasci centrali 
infinitamente vicini al fascio (P*, n,) sono i complessi satelliti (Be- 
gleitcomplexe del Wàlsch) ; essi appartengono al fascio di complessi



coniugalo a tutti i complessi principali, fascio che chiameremo satel
lite. I complessi satelliti sono indeterminati o coincidenti soltanto se

(9) -p (P Pi P2 Pii P12 P22) = 0

ossia quando è nulla l’espressione intrinseca (quadrato della pre
cedente con le regole del § 93 B).

0 «11 a12 a22 0 Al A2 A2

(10) ^= + ^3 an ^1111 ^1112 ^1122 all H\\

aI2 ^1211 ^1212 ^1222 a12 iti

a18 ^2211 ^2212 ^2222 a22

ove = 2^,P ■^«a^P

Knj = 3a„p

Per riconoscere che questo secondo valore di W è identico al 
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per -

1 0 0 0

A3 =
0 «n 2an«12 a?2

0 an aja an a22 + a12 a22

0 «12 2 a12 a2a a22

si ottiene il determinante del secondo membro.
Questa uguaglianza W — Q è la stessa ottenuta, esprimendo che 

le asintotiche si corrispondono sulle due falde focali. Dato il suo 
carattere intrinseco basterà per verificarlo assumere le sviluppabili 
a rigate coordinate u, v. In tal caso si ha

au — a22 — 0 TP .43 — a^ (Ajm ^222 — ^1122)

mentre l’equazione delle asintotiche è (cfr. l’ultima delle (6) del 
precedente §)



^1111^^ —— 2 A^^22dv2 —h^^^dv — 0 ,

che ha una radice du2 : dv2 doppia proprio se W — 0 .
La W = 0 caratterizza le congruenze W : quelle cioè sulle 

cui falde focali si corrispondono le asintotiche, ossia .per cui i com
plessi satelliti coincidono, ossia per cui vale la (9) e quindi le p 
soddisfano a una stessa equazione differenziale lineare omogenea del 
secondo ordine.

D) Complesso osculatore di una congruenza IK.

Quest’ultima proprietà ha una notevole interpretazione geo
metrica. Per vederla studiamo nel caso generale quale ù il regolo 
osculatore a una rigata della congruenza. Esso ò l’intersezione dei 
complessi lineari coniugati a

P, dp = pxdu + ptdv, d2p = p, 82u + P28zv + ^pr,durdu,.

Consideriamo tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta 
p in una determinata direzione du-.dv (di spazio rigato), cioè tenute 
fisse du, dv, facciamo variare 82u, 82v. Il regolo varierà, descri
vendo la congruenza intersezione dei complessi coniugati a

P, Pi, Pz, ^Pr.durdu,,

che è la congruenza lineare osculatrice a tutte le rigate della con
gruenza tangenti tra loro nella retta p secondo la direzione du : dv 
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici 
sono due rette focali, determinate da du : dv, mentre, data una di 
queste rette, il valore du : dv dipende da un’ equazione di secondo 
grado. Dunque :

Le congruenze osculatrici hanno per direttrici due rette focali, 
e stabiliscono così tra i fasci focali una corrispondenza 2 — 2.

Al variare della direzione du : dv la congruenza osculatrice ge
nera un complesso quadratico ; se però W = 0, ed esiste pertanto 
un unico complesso satellite ir definito dalle S ir p = S ir p( — 
= S ir prj = 0 , questo complesso quadratico si riduce al complesso 



satellite (contato due volte) il quale perciò si può chiamare il com
plesso osculatore, perchè oscula tutte le rigate della congruenza 
uscenti da p.

E) Fascio satellite e nuovi invarianti.

Posto

(11) \i) =------g- PMp® (* = 1) 2)

(questo i non si deve intendere essere un indice di calcolo assoluto, 
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due 
complessi

(12) irw = \wp + S (i 1, 2)
r, a

è in involuzione coi complessi principali, e appartiene perciò al 
fascio satellite. Poiché ò una combinazione lineare dei complessi (8), 
esso è in involuzione anche col corrispondente complesso satellite. 
Si noti che, se W £ 0, il fascio satellite non può essere tutto for
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate u, v le svilup
pabili, è an = a22 = 0 ; i complessi satelliti sono i complessi 
(p> Pi Pz P12 Pu) con » = 1, 2, Se tutti i complessi del loro 
fascio fossero speciali, sarebbe

(PPiPzPnPuf = ° (»=1,2); (pPiP2puPn) (pPiPuPuPn) = 0

cho, sviluppate, danno hnll = &2aaa = An22 = 0 e quindi IF = 0.
Dunque : Se W £ 0, il fascio satellite contiene i due com

plessi satelliti, i complessi (12) coniugati ai satelliti, e contiene due 
soli complessi speciali : quelli che hanno per asse le direzioni prin
cipali, le quali restano caratterizzate da questa proprietà e si pos
sono facilmente calcolare. Esse hanno per coordinate

(13) piti + a^ = p [kjir + Sp,.. pi’ pi] -|-a [Xair + Spr,PìPI]

ove p, a sono scelti in guisa che



(14) 0 = <S (p 7^ + oir2)2 = p2^^ 2 g p S tcx a2 + o2^^ .

Si noti che, innalzando al quadrato con lo regole solite si trova: 

(pPi Pi k2 P^ = A (8^8^ —[8 irgj2).

Poiché por lo (3) del § 99 A

^PPiP^i^P') =

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
= + (.PPiPaPnPuPn') 0 0 PIPI 2 PI PI Pipi

x2 0 0 PIPI 2 PI PI PIPI

0 0 0 -La
2 11 Aia T^22

= (PPiPuPnPizPn)-^

o poiché TP 6 il quadrato del primo membro di (9), si ha

\ (.PPiPz^iP? = — AW
(15) )

I 8^8^ — (S^a)2 = — W.

Ora noi fascio satellite i due complessi satolliti, i loro coniugati, 
i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano 
dei birapporti, che sono invarianti proiettivi della congruenza. 
Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto lì delle radici 
della (14). Al calcolo di lì sostituiremo quello di

(16)
/ lì — 1 \2 _ — + («K^a)2
^ + 1/ - (^1*2)2



W _ 4 W
~ (S^i^a)2 ~ 2.K + '

Oss. Per provare quest’ultima forinola si noti che, posto 
ell = e22 = 0,

si2 — — eai — Pi Pi — Pi Pi =='|/----- x" ’

si ha : 

Pi Ps = + Sri

cosicché

= Sp„PfPJ &PÌ =-----]- SA„W (JH + sH) + sj =

— — X hrsij Ar^A^f hrty ^ri ^tj 2~ &ri “ ( )

1 1 -1 / E

=---- 2 hrtij AriA,j------------- — 1 Qiuij — ^20 j) Ev 1/ — "j" =

—---- 2 K.ij AriAsj + — (AU22 —^^2112 — ^1221 +^2211)^ =

1 K~---t" 2 hr,(jAri A,j---------— .

In (16) abbiamo un nuovo invariante proiettivo della congruenza; 
altri invarianti sono il birapporto delle 4 asintotiche ; altri inva
rianti si trovano studiando il sistema delle forme fondamentali <p 
e Ma sorgono le domande :

1“) Si trovano così tutti gli invarianti proiettivi d’una 
congruenza ?

(*) Quest’ ultimo termine è nullo, corno si riconosce scambiando r con i 

ed s con ed osservando ohe A,j = Aj,, sr< = — e.r •



2a) Gli invarianti delle forme tp, sono anche tutti inva
rianti della congruenza ?

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e 
le reciprocità, o lasciano inalterate le forme tp, o le moltipli
cano per uno stesso fattore ; in realtà perciò unico invariante 
proiettivo è il loro rapporto. Anche qui possiamo però introdurre 
coordinate normali, evitando così di ricorrere a tale rapporto, 
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza 
non è W) di avere qualche valore numerico prefissato a priori. 
Così la forma <p resta determinata ; e ne concludiamo che dalla 
congruenza resta determinata una geometria metrica (invariante 
per collineazioni) che può servire a definire la distanza di due rette 
della congruenza, le rigate geodetiche ecc.

§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali.

Per rispondere affermativamente alla prima delle domande 
posteci in fine del § 100 basterà dimostrare che, note le forme <p, 
d>, si può determinare la congruenza. Troveremo infatti (come per 
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con
dizioni d’integrabilità delle quali sono nel caso attuale l’analogo 
delle equazioni di Codazzi nella geometria metrica delle superfìcie). 
Ci occuperemo per semplicità soltanto delle congruenze non W 
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere l’equazione del 2° or
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, p^ pr, sono linear
mente indipendenti e potremo perciò trovare delle quantità a, 
7, a tali che :

(I) Prit — V-rit P H- triti -^ijPj H- L A|m Ajn pmn . 
ij

Moltiplicando per pn e sommando, si trova :

^PnPrit ” J triti ^ij Pj Pn Tri»»

cioè



(1) Trtij = ^rsij ■

Moliplicando per p e sommando si trova

(2) 0 àj orf (0 Gmn •
i, j, m, n

Moltiplicando por pfg (f, g = 1, 2) e sommando si trova :

(il ) — 8 PfgPrat -|- 4~ L Grslij ^jn ==
i, /, m, n

= arst U^g "4“ 2 ®rstij •

*
I primi membri sono noti, appena siano date le 0 (*). Otte
niamo così nelle (2) e (3) tenute fisso r, s, t, precisamente 4 
equazioni lineari nelle a„in, a,.J(12, ora(22, a,.,, ; il determinante 
delle incognite ò il terzo membro di (10) § 100, cioò ò IF^O. Le 
(1), (2) e (3) determinano perciò completamente le equazioni fon
damentali (I).

§ 102. — L’elemento lineare proiettivo d’una congruenza.

Posto, indicando con p (u, v) un fattore di proporzionalità,

P = p P , si ha y = p2 y cioè ars = p2 a„

(e« = 1, slr = 0 per i 4 r)

(♦) Infatti, essendo pM —-p,.es combinazione lineare dolio , un’es
pressione SpfgPrst è simmetrica in r, s, t, così come è simmetrica in f, g. 
Vi sono perciò 8 di questo espressioni distinte tra loro, le quali si determi
nano subito dalle equazioni ottenute derivando oovariantemonto lo hrsi) = 
= —Spr,pij •



P» = ?pr> + ar,^Aigpg p( A-par,^ -----  
P

। ™ __ 2 P’' P* \
“T P I P n   &   

\----------- P /

ove le pr, indicano derivate covarianti di p rispetto a Perciò :

S l^pr,durdu^ = p2£ (S prsdurdu„)2 —

(*) Si noti cho, so a rigate u, v scegliamo lo sviluppabili, cosicché an =
= a2j = 0, allora 4>4 = knxì du* + kim dv4,

3
“* 2 [Zq n2 dw 4- k222X d®2] : ais, *I>0 = A11S2 '• «is •

_ ?2S A<»PiPS _ 22 _ 2 .
Pa \p P / ■

Cioè

2krsijdurdusdu(duj = p2S krtij durdu,duidìtj + B2p 4- Bo tps,

ove Bl (l = 0, 2) sono forme di grado Z, dipendenti dalla p. Dun
que, se scomponiamo (§ 4 E)

S kritj du,. du, dui duj
in una somma

^*4 + ? ^2 H" T2 $0 >

ove <I\ (r = 0, 2, 4) sono forme di grado i, e , 4>a sono apolari 
alla tp (*) allora sarà :

= p2 $4 ? = p2 ? .

Il rapporto : <f> è un invariante intrinseco, affatto analogo a 
Quello che nella teoria delle superficie abbiamo chiamato l'elemento 
lineare proiettivo.



Se le u. v sono le sviluppabili ed esso vale ^du*  + ydvi'):dudv, 
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme d>4 e 
alle :

(*) Però recentemente il Thomson ha trattato la teoria dello superficie 
anche in coordinate di rotta.

$4 = )/[?•( (pdw4 + ydv4) <p2 — dudv

e chiamare queste forme normali e le corrispondenti coordi
nale normali. Questo metodo vale anche per le congruenze W, 
perchè basta ricordare l’equazione delle asintotiche delle falde 
focali quando au = a22 = 0 per riconoscere che nelle nostre 
ipotesi p y 0 in tutti i casi, anche se la congruenza è W.

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece
dente rapporto ; infatti, assunte a linee w, v le sviluppabili, e 
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma tp, le puu = 
=p„„+ap, occ., caratteristiche (cfr. il seg. §) per due congruenze appli

cabili, dicono che ki({(— k(Ui. Da tali equazioni segue però anche fcjisz— 
— fc1122; cioè per l’applicabilità proiettiva è inoltre necessario, 
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze 
abbiano comune la forma y, non solo i precedenti rapporti abbiano 
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune 
anche l'invariante d>0.

Non ci occupiamo di approfondire questo teorema, perchè 
noi studieremo la precedente questione per tutt’ altra via, e 
perchè, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario 
studiare le condizioni d’integrabilità delle (I) del § 101.

Alcune altre osservazioni.

Nelle applicazioni alla teoria delle superficie l’uso delle coor
dinate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmente 
si ricorre a coordinato di punto e di piano (*).  Nella teoria delle con
gruenze ciò si compie nel modo più semplice usando le coordinate 



dei fuochi e dei piani focali. Si può anche ricorrere alle coordi
nate di un solo fuoco, dando in più sulla corrispondente falda 
focale il sistema coniugato, immagine dolio sviluppabili ; ò questo il 
metodo che noi abbiamo già usato al Gap. V”. Si potrebbero anche usare 
contemporaneamente le coordinate di un fascio centrale, cioè le coor
dinate x di un fuoco, e le coordinate ? del piano tangente al- 
Valtra falda focale, e studiare poi le espressioni Sdxd^ e analoghe. 
Si potrebbe anche definire una congruenza partendo dai due fuochi. 
Se p. es. indichiamo con x ed x' i due fuochi e con u, v le svilup
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilczynski una congruenza 
con equazioni differenziali di cui le prime sarebbero del tipo :

xu = a x 4- b x x'v — c x e x .

§ 103. — Applicabilità di complessi e congruenze.

A) Applicabilità del primo ordine di due complessi.

Vogliamo ora trattare di alcuni più recenti stridii del Cartan, 
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alla de
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enunciò 
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette.

Due complessi 0, C' luogo rispettivamente della retta p e 
della retta p, funzioni degli stessi parametri ut (i = 1, 2, 3) (ciò 
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi) 
sono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni 
sistema di valori delle wÉ esiste una collineazione T che porta il 
complesso delle rette p’ in un altro complesso G, luogo delle 

rette p, in guisa che per i valori considerati delle u( valgono 
uguaglianze del tipo :

(a) P=PP Pi — 0Pi + ^P

ove p, a, sono convenienti costanti (che varieranno col variare
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del sistema di valori dati alle uf). Se, come possiamo supporre 
senza nulla togliere alla generalità, la T è unimodulare, è iden
ticamente.

Sdp2= Sdp2.

Ma dalle (a) segue che, per i valori considerati delle ut, è:

Sd p2 = s2Sdp2 .

Quindi, poiché alle u( possiamo dare un qualunque sistema gene
rico di valori, sarà identicamente

Sdp'2 = a2Sdp2

ove a è una funzione delle Ui.
Cioè : la condiz. necessaria per V applicai), proiettiva del primo 

ordine di due complessi è che alle rigate sviluppabili dell'uno corri
spondano rigate sviluppabili dell’ altro. Dimostreremo che questa
condizione-è anche sufficiente. Infatti in tal caso le forme Sdp2 e
Sdp'2 dei due complessi sono proporzionali, e con una opportuna 
collineazione (*)  applicata ad una di essi, potremo renderle uguali :

(*) Questa collineazione sulle x,
di Sdp’2 : Sdp2. Qui con x indichiamo coordinate di punto.

Sarà allora, posto p = p0, P', = X> 2> 3):

SplpK = Sp'ip'K(i, *=0,  1, 2, 3).

Esisterà perciò una trasform. lineare intera omogenea delle p, 
che muta in sè la forma Sp2, e porta i valori delle pt (corrispon
denti a un determinato sistema di valori delle u) nei corrispon
denti p't. E questa trasform. definisce appunto una trasform. proiet
tiva dello spazio ambiente. Il problema della applicabilità proiet
tiva del prim’ordine di due complessi coincide dunque col pro
blema della rappresentabilità conforme di due forme di secondo 
grado in tre differenziali dut (formo differenziali quadratiche ter
narie) : problema già studiato e risoluto dal Cartai! e dal Einzi.

avrà un modulo, il cui segno è quello



B) Applicabilità proiettiva di due congruenze. (F)

Per l’applicabilità proiett. del 1° ordine di due congruenze 
K, K' si trova come sopra la condizione che le forme Sdp2, Sdp'2 
ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi
vale all’altra che, trasformando una di esse con una opportuna 
proiettività, le due forme Sdp2 e Sdp'2 siano identiche. Quali 
ulteriori condizioni sono necessarie per l’applicabilità proiettiva 
deb' secondo ordine ? Come sappiamo, bisognerà che per ogni 
sistema di valori delle ut esista una collineazione tale, che se essa 
porta K' nella congruenza K luogo della retta p, allora, per il 
sistema di valori da noi considerato delle u(, valgano le :

S
Puu =epuu + 2^p„+ap puv = sp„„ + Pp„ + 7p„ 4- bp 

p= sp

Pm=spvv + 2^pv+cp P„ = epH+lp p„=spv+mp

con p, 7, a, b, c, l, m costanti (che però varieranno al variare 
dei valori dati alle u). La identità Sdp2 = Sdp'2 dà s2 = 1, cioè 
8 = + 1. Mutando le p di segno, se e = — 1, potremo rendere 
e = 1 .

Uguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alle p„„, 
Puv, p„„ lo derivato covarianti rispetto alla Sdp2 = Sdp'2 = 
= Sdp2 = ^ar,dMrdu, ; si trova così (posto p = , 7 = pa , 
0 ^11, b — òj2, c = ò22

prs = p,., + cr,p + prp, + p,p,.

ove :

, (rs\ , /rs\ 
= br, — I 1 I l — I o 1 m .

Ora :

~ d — — - da,9 1 da,,
" Pw> ~ "fa S P^P* — 8 P« P»o = - 8P»P«'‘ 



perchè K e K hanno gli stessi coefficienti ara. Perciò, nel punto 
considerato, si avrà in virtù, delle (1) :

(2) —2^a12 = 0 e similmente —Za22 + 27«12 = 0 .

Così: Spvpul!=-^-^-=Spvpuv donde-,

Ì
P«22 + T«n — m«12 = 0 e similmente :

T«u + pa22 — Za12 = 0 .

Infine, poiché la differenza ft1I22— A1212 dipende soltanto dalla 
curvatura di

S ars dur dua

e perciò ha valori uguali per le due congruenze, sarà ancora in 
virtù delle (l)bis

(2)t„ ^Ara (PrP« "F crs) = 0 •

Eliminando l, m dalle (2) e (2)bl, si ha :

«n (P«22 + Y«n) = 2pa?2 a22 (pa22 + yau) = 2Ta?8

cioè : «]a («22 P — «li T) = 0 •

Dunque: se aJ24=O, sarà:
I

«22 P == «ii I donde : 2 p «nu22 = 2 p ct^ 2 y «22 == 2 7 cq8,

cioè, essendo nelle nostre ipotesi au a22 — £ 0 , per le (2),
(2)bli J (2)t«r

(3) (se a12 £ 0) p=?— 0, l — m = 0 , ^Aracr, = 0 .

Se invece fosse a12 = 0 si troverebbe :



7an = — P«2a, Z = m = 0 (perchè anaaa £ 0) oltre alla (2)l8r.

Se au = a22 = 0, se cioè assumiamo a rigate w, v le sviluppabili 
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le 
(3) danno :

(4) au = a22 = p = 7 = Z = = c12 = 6ia = 0

e le (1) diventano semplicemente :

S
P = P , Pu = Pu , Pv = Pv

PuU=Pu« + ap, Puv = Puv, Pvv = Pvv + cp.

Se noi ci muoviamo nella direzione du : dv (di spazio rigato) le 
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi
tuiscono due coppie di rotte, ciascuna delle quali è determinata 
(§ 99 A) come quella coppia di rette, che è intersezione di certi 
4 complessi lineari. Basta osservare le forinole precedenti por rico
noscere che il sistema lineare oo3 determinato da questi 4 com
plessi relativi ad una congruenza coincide col sistema lineare analogo 
relativo alla seconda congruenza, che cioè corrispondentemente alla 
direzione du : dv di spazio rigato, i fuochi della K e quelli della K 
si muovono in una stessa direzione così come i piani focali di K e 
e quelli della K rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue 
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for
inole (6) del § 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K 

corrispondono sistemi coniugati della falda omologa di K ; cioè 
che le falde focali di K sono tangenti alle falde omologhe di K e 
che le asintotiche delle falde focali di K corrispondono alle asinto
tiche delle falde omologhe di K.

Supponiamo ora viceversa che per ogni valore di le rette 

ih cui cominciano a muoversi i fuochi od a rotare i piani focali 

siano le stesse rette sia per la congruenza K che per K, e siano 
soddisfatto le

(6) P = P, Pu = Pu + hy Pv=Pv .



Allora i citati due sistemi lineari di oo3 complessi relativi a K 

coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se le u, v 
sono per es. lo sviluppabili, questi sistemi lineari sono uno 
quello definito dai complessi p, pu, pvì pmdu + pmdv = dpu, l’altro 
quello definito dai complessi p, pu, p„, dpv. Affinchè sia soddi
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere (per il sistema di 
valori Ui da noi considerato) le :

Pu» = rpm + spu + tpv + ap

Pu» = rpm + mp» 4- l'p„ + bp

Pm = rpm + t'pu + s pv + cp

ove r, s, t, eoe. sono opportune costanti.
Poiché a12 =—SpPuv — — SpP»», dovrà essere r=l. 

Con ragionamenti analoghi ai precedenti dalla ‘SpuPu, =0 = 

— pu pm si trae : l' a12 — Z a12 = 0, cioè l = V e analogamente 
m = m'.

Dalla pu pl(M = Spupuu = 0 si trae t = 0, e analogamente f = 0

* sPu P™ =Sp«pm » » s'=0, » » 8 = 0

» A1122 —A1212 = AU22— Ai2i2 si trae infine:

lm = V m! = c12 = m = b

cosicché, le equazioni da aggiungere alle (6) sono le :

(7) ?uu = ?»« + «? Pu» = Pu. + mPu + lp„ + Imp

P™ = P»v + cp .

Le (6), (7) coincidono con le (5), se l = m — 0. Dunque: 
La coincidenza delle sopra citale rette su cui si muovono i fuochi, 
e di quelle attorno a cui ruotava i piani focali per la congruenza K 



e per una conveniente trasformata proiettiva K di K', è condizione 
necessaria e sufficiente per V applicabilità proiettiva di K, K', quando 
si suppongono soddisfatte le p — p, p, = p(.

C) Studio delle falde focali di congruenze applicabili 
(del secondo ordine).

Supporremo qui le sviluppabili u = cost., v = cost. reali, 
lasciando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con 
sviluppabili complesse.

Sia x un fuoco di una retta generica p della congruenza K-, 
esso generi una superficie 8 ; sia

(8) p= (x xv) (u, v essendo le sviluppabili).

Se x' è il fuoco omologo della retta p' corrispondente alla p nella 
congruenza K’, le asintotiche della superficie 8' luogo di x' cor
risponderanno alle asintotiche della superficie luogo di x ; e 
noi potremo nomare le x in guisa che

(9) (a/ x'u x'v d2x') = (x xu x„ d2 x) .

Resterà nelle x' soltanto una indeterminazione di segno, e sarà :

p' = lì (x' a;') {lì = funzione di u, v).

Posto

Ìxuv =Mxu-\-Qx„-{-pi2x (cosa lecita, perché u, v sono coniugate)

= M' < + + fa ,

si avrà :

P» = ($« + Qx ) xv — M x) p„ = (x xvv)

8 Pu P, = (x xu xv xm} — (x' 4 x'vl) .



Confrontando con 8p'up'vì che, per le precedenti ipotesi, è uguale a 
8pup0ì se 110 deduce R2 =f 1, cioè R = + 1. Porremo R — co = 
— + 1, scrivendo :

(12) p' = co (a:' a:') (co = + 1).

Ora per ogni sistema di valori delle u, v deve esistere una 

proiettività unimodulare che porta il punto x' nel punto x — x, 
una retta tangente ad 8' nella tangente omologa di 8, le coordi
nate p' nelle p, le p'u e p'„ nelle pv. Indicando col simbolo = 
due quantità che si corrispondano in tale proiettività, dovrà dunque 
essere per i valori considerati delle u, v :

(13) x' = rx x'u = axu-{-\x x!v = g x„ t x

!p (x x') = (xxj

P«=^ (x' x',^ -p co (x'„ x'v) = (x xMU) + (x„ xv)

Pv — ^ (z7„) = (xx„).

Poiché da (13) si ha [x1 x'„) = rc (xx^, da (14) si deduce:

(15) coro = 1 cioè co = ro = + l.

So è x'„= x„, cioè se xm sono le quantità omologhe ad x'„ 

d2 x
nella nostra collineazione (cioè sono i valori di -y^- nel punto 

considerato calcolati per la superficie <8 trasformata di 8’ nella 
collineazione) sarà (nel punto considerato) per l’ultima delle (14):

co (x' x’„) = cor (xz„) = (xx„) 
ossia

x'vv= +nx (n = conveniente parametro) 

donde :
(x1 x'u x'v x’vv) = co a2 (x xu xv xM)

e per la (9) : co a2 = 1, a = + 1, co = 1.



Cambiando eventualmente il segno delle x, che abbiamo osservato 
essere non ancora determinate di segno, potremo rendere o = 1, 
e quindi per (15)

w = a = r — 1 .

Quella dello (14) che corrisponde a p'u diventa, se la nostra colli

neazione porta x'uv in x„v

(x ®„v) + w (x„ + X x , x„ + p x) = (x x„v) + (xu x„) 

cioè :

(w — 1) (x„ x,) + X w (a: x„) 4- p w (x„ a:) 4- (x, — a;„„) = 0

(w— 1) (a:„a;„) +(a;, Xwa;„ — 4* — xuu) = 0.

Donde si ricava, oltre che di nuovo w = 1, anche la :

= *«» = + '«« - Xa;v + pa;.

Da (10), (13) si trae, ponendo 8M — M1—M, 8Q = Q’— Q 
e analoghe :

= M' (x„ + X x) + Q' (x„ + p a:) + p'n x = xm + xu 8 M +

+ x„ 8 Q x (8 p12 4- M' X 4- Q p).

Confrontando con la precedente si trae : t — 8M, X = — 8Q 
e infine

p =5p124- M'ì. + Q'v. = 8p12 + Q8M — M8Q. 
X

Cosicché in conclusione le nostre forinole sono (per il consideralo 
Esterna di valori delle u, vj

x = x x'„ = xu — x 8 Q x'v^xv + x8M
(16)

xv» s X„v 4- n X x'uv = a;„„4- x„ 8 M 4- xv 8 Q 4- x (6 p12 4- Q 8 M — M 8 Q).



Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formolo valgono 
solo per i considerati valori delle w, v.

Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che, 
dando alle u, v gli incrementi du, dv, il secondo fuoco

, I \ C J ,
(17) M » non si confonda con —
v ' du

della congruenza K' si sposti lungo una retta, che nella nostra 
collineazione è trasformata della retta lungo cui si sposta il 
secondo fuoco

(18) », = xv — Mx

della congruenza K, insieme alla proprietà analoga per il secondo 
piano focale.

La (17) dà per lo (16)

x{ = xv + « 6 IH — M ' x = (x„ x 8 M) — (M + 8 Jf) x =

= xv — M x = x1

cioè (per i considerali valori delle u, v)

(19) x'l = x1.

Ora valgono le :

dx
®1„ — “7“ — xuv---- MUX — xu = Qxv + (P12 — X ; 

uU

xlv = xw — MVX — Mx,

insieme alle analoghe per x'lu, La condizione sopra enunciata 
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri R, 
L, T tali che

Rx'lu + Lx't = xlu Rx'lv 4- Tx[ = xlv.

La prima dice che :



lì |Q' < + (p(2 — M'„) a;'] + = Q x„ + (Pj2 — x

la quale, per le

x' = x, x'v = xv x$P, 

equivale alla :

lì (Q + 8Q) xv+x[lì(Q+ 8Q) 8M + Rp'» — RM',^ +

+ L (x„ — M x) — Q xv + (pI8 — Mu) x .

Le seconda equivale similmente alla :

lì + va:) — M'vx — M' (xv + x8M) + Tx, — TPx =

+ xm — x — Mx„.

Confrontando in questa i termini in xm si trae R = 1. Confron
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione 
trovata si ha :

T = 8M = p. n = 8M, +M'8M + M8M = 8MV +8(M2)

L = — 8Q = X (Q + 8Q)8M + 8pia — 8Mu + M8Q=0.

cioò (per i considerali valori delle u, v)

(20) a-iu — S Q = ®iv ai] 8M =

(21) n =8MV + 8(M2)

(1) 8(JfQ + pla-Jfu) = 0.

Le (19) e (20) sono affatto analoghe alle prime dello (16) ; la 
(21) determina n.

La relazione più importante è la (I) ; essa dice che le equa
zioni (10) di Laplace relative al nostro sistema coniugato per le due 
superficie 8 ed S' hanno uguale il primo invariante (per il sistema 
considerato di valori delle u, v). Si noti che le equazioni (10) sono 
relative alle coordinate di punto (F).



D) Continuazione. - Forinole duoli delle precedenti.

Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto 
conto delle p' = p, p't = p{, e del fatto che nella nostra collinea- 
zione si corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi 
i fuochi a?, aq ed x', quando le u, v ricevono gli incrementi
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinchè le congruenze 
siano proiettivamente applicabili, basterà trovare quando nella 
nostra collineazione si corrispondono le rette intorno a cui comin
ciano a rotare i piani focali.

Osserviamo a tal fine che le rette (£, «„) ed (x, xv) coinci
dono, e che il rapporto delle (à, 6„) alle omologhe {x ®,), dipen
dendo soltanto dalle ars, è identicamente uguale al rapporto delle 
($X) allo omologhe (x1 x'^. Perciò, posto p = (X)> potremo ragio
nare su queste come prima sulle (xxv). E allora, per dualità, noi 
possiamo senz'altro prevedere il risultato finale. Ma, per essere 
completi e perchè sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale 
risultato per via diretta.' Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno 
a cui ruotano i piani focali quando le u, v ricevono gli incre
menti du, dv. I piani focali è' tangenti ad S, S' ruotano attorno 
alle tangenti alle S, S' coniugate delle rette su cui cominciano 
a muoversi i fuochi x, x ; la nostra condizione è quindi certo 
soddisfatta per tali piani perchè su <5, S" si corrispondono asin
totiche e sistemi coniugati. La condizione relativa ai secondi piani 
focali sarà pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che 
anche ed si corrispondano con conservazione delle asinto
tiche (e quindi anche dei sistemi coniugati). Scriviamo dunque 
questa condizione.

Le coordinate £, sono date da

1
$ = (xxH x^ e analoghe per $' = $.

Varranno equazioni del tipo :

(19)bis ~P "P ^12^ 5 ^uv — P* “P So "P ^12 S • 



La teoria delle superficie insegna che M 4- p., Q + dipendono 
solo dai simboli di Christoffel per la forma F^ comune ad 8, S'. 
Perciò p. + M e x + Q sono rispettivamente uguali a p/ 4- M",

4- Q'. Posto 8 p. = p.' — p- e analoghe, sarà così :

(10)t„ 8p. = — 8x=—8Q.

Poiché, se T?, ecc. sono i trasformati di & ecc. me
diante la nostra collineazione :

0 = S&x = S(T^ (Tx’) = Sx (T^), 0 = 8xì„ -

- au = 8^ 4 = S(T Q T «) = (®„ -x8Q) = Sxu (T Q -

all ~ >
sarà

e analogamente Sx„ [(7’ Ci) — C„] = 0 ;

sarà perciò :

7 C1( — 4" ossia C» = C« 4- 6 , Cr :— C„ 4- ^2^ •

Si tratta di determinare 04 ed a2 ; a tal fine si noti elio l’iden
tità dei coefficienti ar8 della F2 per 8 ed S" provano che

® (C„ 4- 04 C) (x„ 4- n x) — S ($„ 4- a2£) (®„„ 4- xn8M 4- 4-

+ [8pia + Q^M-M8Q-]} = 8{T^(Tx'vv) - S(F^ (7’<,)-

= s c; x'vv — s ci x'uv = ------------= s^u xvv—stv xu„.
ou ov

So ne deduce 04 = — 8Q e similmente aa = 8M, donde (nel 
Punto considerato) :

(16)m, e; = e„-C8Q Ci = e„4-$8Jf (oltre alla C' = 6).

Dalle (10)bl8 e (10)Ur si deduce poi :



(16)tor = U — -- +((18x-- h8|1 + 8rc1#) e .

Posto al solito 2 X = A. a: = — «ii 4- — x22 si ha : 
«11 «22 “

S X = 0 ; quindi — S xUM + — S xvo 
«11 «22

ha un valore dipendente solo dalle ars e perciò ha lo stesso valore 
sulle due superficie. Poiché

S x'vv = S (T $'() (T x'^ = S ($( + a( 6) (xm + nx) = Stxvo+ a{a22, 

se ne deduce che

- S(TÌ') (TO = S & + (Tx’w) = S^xuu - a(an .

Perciò :

5 $ £Hu = «n = S x £U1( ;

_______ d«n___ (j» / —___ £«h____ o» ___ 
° 'òuu --- Su ^UU----________________O *11

8Q — S xu^uu «ii 8Q .
Così

s 4 - S C - s (T Q (T <v) =

= - _ (£u _ ^Q) (x^ + x„ 8 M+ xv 8Q +x [...]) =
ou

= -^-Skuxuv-Yan8M^Sxv^u+. 
du

In conclusione :

S 4- a(x) = SXi^ + a^^Sx'^'^^S^+a.tX^T^)



5 a:' 6L = S x (?X„) = Sx^,u , 

ossia :

Sx{T^ - U) = 0 S (xt + ax) (T^ - £„„) = 0 . 

Perciò :

(16)qu»ter ^6^ = Lu. + VX OSSÌa + V X ,

dove v ò un parametro che calcoleremo ben presto.
Le (16)bis j (16)ter, (16)qUa(flr sono le foimole ducili delle (16).

Le due seconde falde focali sono inviluppate dai piani

= ei=e;-x'e'.

Valgono le :

65» = 6L — <6' — xX = p.' + «2 — o s' = p/ £„ +

+ fan — p/ 8Q — x() £ =

— 6i„ + 6„ 8 [j- + $ (8 nla — p.' 8Q — 8 x„) =

= 6i„ + 6i 8 p. + 6 (8 z]a. + x 8 p. + p.' 6 z — 8 x„) 

cioè

(20)bi. 6n = 61» + 6i8p. + 6(8ir12 + a [xp.] —8x„) 

e le

= 6',U--- *u 6' ---- 6(, = 6mu + — x^C — x' ($„ — ^8Q) =

— 61„ — 6„8x + $ (+ v — 8x(, + x'8Q) =

= 6iu — 6i8x — $ (x8x — v!8Q — v + 8x(,)

Cioè
) 

(20kr ej^^-^sx + e^s^ + xj).



Le (20)bis e (20)tor sono duali delle (20). Le equazioni delle 
asintotiche sulle due falde focali si ottengono annullando

du + ^dv} (x'ln du + x{vdv) e analoga in aq.

Poiché nella prima alle a/lv possiamo sostituire
TK1U e analoghe, otterremo per le forinole precedenti che la dif
ferenza di queste due forme è :

[(v — 8 [x2 + xj) du + 3 (k12 + xp. — x„) dv\ X

X S ^xiudu + ^lvdv) (*)  
ove :

(*) Si ricordi che >S'g®l = >Sg1»1 = 6'g1a;i„ = Sgj»]„ = 0 .

S ($ «ij = — S aq £„ = 0 S ($ aqv) = — S x^,. = a22.

Tale differenza è pertanto

«22 j(v — 3 [x2 + x,',]) du + 8 (x12 + xp. — xv) dv\ dv.

Essendo le u, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sarà :

(21)bl8 v = 8 (x2 + <)

che ci dà la v con una forinola duale, della (21), che dava n.
Si avrà dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde 

falde focali soltanto se

(II) S(ir12 + xp. —x„) = 0 ,

formola duale della (I). Questa forinola, insieme alle precedenti, 
si poteva anche ottenere, come già dicemmo, ripetendo i prece
denti ragionamenti, già svolti per le coordinate x ed x' di punto, 
per le coordinate i, di piano tangente. L’uguaglianza degli in
varianti (p12 + QM — e (x12 -|- xp. — x„) è anche sufficiente 
per l’applicabilità proiettiva delle due congruenze. In tal caso la 



collineazione T che porta x', x',, x'v, x'vv in. x, xu — x8Q, 
xv„ 4- x8(M„ + M2) è unimodulare perchè (x'x'ux'vx'm) — 

= (x xu xv xvv). I calcoli precedenti dimostrano che la T porta 
ciascuna falda focale di K' in una superficie S tale che una dire
zione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con 
la direzione omologa della corrispondente falda focale di K. Poiché 
valgono poi le p = p', pt = p-, segue appunto che K, K' sono 
applicabili.

Possiamo adunque asserire : Condizione necessaria e succiente 
per V applicabilità proiettiva di due congruenze (del 2° ordine) è 
che le asintotiche di una prima falda focale dell’ una corrispondano 
alle asintotiche della falda focale omologa dell’ altra, e che su tali 
falde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p. es. lo stesso 
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa 
alle coordinate di punto, e lo stesso secondo invariante per l’equa
zione di Laplace relativa alle coordinale di piano tangente.

Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle 
seconde falde focali.

E) Trasformazione delle precedenti condizioni.

Di più notiamo che, per note proprietà degli invarianti di 
una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia compieta- 
niente indeterminato il fattore di proporzionalità per le coordinate 
di punto e di piano tangente delle considerate falde focali. Se esse 
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alle 

“121 
“n

valgono le :

H2\ a121 “122 .

\ 1 \ " / ^22

sostituendo alla (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla (I), 

si otterrà essendo 8 (r j =0 perchè a„ = a', : 
\ t /

1 chini o èscn, Lozioni di Geometria proiettivo-difformxlale. 39



5(^2 - P12) + 8 + 8 (—) - 2

\ «11 Ju \ «22 /v \ 1 / «22

— 8ai» =0.
\ 2 / an

Ora essendo a12 = 0 le (11) del§ 14 B dicono, ricordando le rela
zioni di coniugio, che :

«1123 «1312

«11

«2221 

«22

«1112 
all

^12 P12 —

1 /Sa222 3 dlogan 3 dloga22
ZT “ T ~W~ a^2- "2" «222

1 /dam 3 dlogan„ 3 dloga22„
- “ T ~ d V~ “in - T “112

ossia :
1 ^^222 1 ^^111

(22) zi2 ^12

Sostituendo a rc12 — p12 questo valore, la forinola precedente 
diventa :

«22 “Il \ «22/« \«ll/v

15 1 ^22 ^222 __q
a 11 3v ^11 ^22 ^22

ossia :



(23) 8 + 8 pii) = 0
\ “22 /u ' “11 fv

Dunque : Alla identità (II) dei due invarianti per V equazione di 
Laplace relativa alle coordinate di piano tangente si potrà sostituire 
lei (23), che contiene solo coefficienti dell’elemento lineare proiettivo 
ed è quindi identicamente soddisfatta se le falde focali S ed S' sono 
proiettivamente applicabili.

Notiamo un’altra 
zioni di coniugio :

forma che si può dare (23) per le rela-

ossia :

“112

.“11 .

“122

.“22

12
1

“112

“11

, “122

2 / a2a
ossia : 

(24) 8 (M „ + Q„) = 0

8 = 0

8 + 8 = 0

Riferendoci dunque alle sóle equazioni (10) in coordinate di 
punto possiamo dire :

Due congruenze sono proiettivamente applicabili se p. es. le 
prime falde focali si corrispondono con conservazione delle asintotiche, 
cosicché si possa supporre che esse abbiano uguale forma Fa > e 
se le equazioni di Laplace (10) per le coordinate di punto rispetto 
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali 
primi invarianti ed eguali valori di + Q„,

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal 
caso le p = (Xxv) soddisfano a tutte le condizioni (5).

F) Il caso singolare di Cartan.

La rigata du: dv — L ha nel punto il piano tan
gente determinato dalle :

sr® = 54"®!= 0



S (L xu + xv) + p S 6" (L xlu + xlv) = 0 .

Quindi C" = 6 + a$„

ove

— aLa^ + pS($ + a$u) x„„ = 0 , 
ossia

r i j / ^2\ . ®221) n
— o.&a11+pa2a— Pa i ---------au = 0 .

(\ 1 / an )

Dunque, se 8a221 = 0 , tale piano tangente è lo stesso por 
rigate omologhe. L’uguaglianza degli invarianti dà poi Sa222 = 0.

Dunque : Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono 
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno 
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col- 
lineazione che porta una delle due congruenze in una terza con
gruenza, che ha un contatto di secondo ordine con l’altra delle con
gruenze assegnate.

G) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni.

Date le superficie S, S' vogliamo vedere se esse possono 
essere falde focali di congruenze applicabili. I precedenti risultati 
non si possono applicare senz’altro, se non si conoscono le linee 
corrispondenti alle sviluppabili.

Variando le precedenti notazioni, siano u, v le asintotiche 
delle S, S', che necessariamente si corrispondono ; e sia du — 
— gdv = Q l’equazione delle linee inviluppate sulle S, S' dalle 
sviluppabili delle congruenze. Per i risultati del § 17 C, avremo che : 
Le S, 8' sono falde focali di due congruenze applicabili, se su di 
esse si corrispondono le asintotiche u, v, e se esiste una funzione p 
(u, v) tale che sulle due superficie le due quantità:

(25)

e



( p^-L + pp„- ?2P2 + 2pP„) +

(26) ì ... x| 7+ -rf + 2’>)

abbiano uguali valori. In lai caso le nostre congruenze sono quelle 
formate dalle tangenti alle linee du — pdv = O delle due super

ficie S, S'.

II) 11 caso singolare.

Un caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo 
che le due superficie «S, <S' siano proiettivamente applicabili, 
ossia abbiano uguali j3, 7. Allora la condizione (25) ò soddisfatta 

du
qualunque sia la p. E per le linee — = p inviluppate sulle su

perfìcie dai raggi della congruenza si ha :

p2 5 L — 8 AZ = 0 , ossia dw2(8L) — dv2(6>) = 0.

Non potendo essere p = 0, 00, sarà SL:}; 0, oM^0 e, come segue 
dal § 16 D, potremo perciò rendere, mutando i parametri delle 
u, v, 8L — 8M = 1. Dovrà essere allora pv = 7„ ; e 1® nostre 
linee saranno le u 4“ v = cost, le quali formano un sistema 
coniugato II. Si ha dunque il caso particolare già enunciato dal 
Cartai! (che lo ha chiamato il caso singolare') senza alcuna dimo
strazione : Una classe di congruenze applicabili si trova scegliendo 
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti all'uno od al
l’altro dei due sistemi di linee che su di esse formano un sistema 
coniugato R. Questo caso ò anche dal nostro punto di vista singo
lare, perchè soltanto per esso la condizione relativa a (25) è sod
disfatta identicamente (qualunque sia p). Questo caso si può anche 
caratterizzare come il caso delle congruenze 1F, le cui trasformate 
di Laplace sono ancora congruenze W, oppure con la proprietà 

geometrica enunciata in F.
Tranne l’enunciato del Cartai! che una congruenza è in gene-



rale proiettivamente indeformabile del 2° ordine, e che le con
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun-
zione 
sulle 
sopra

arbitraria di due variabili, uoii si ha finora alcuna ricerca 
classi di superfìcie <8, S' che si trovano nello condizioni 
enunciate.

I) Altra deduzione delle forinole precedenti.

Le forinole ottenute in G si possono naturalmente dedurre 
direttamente, assumendo fin da principio coordinate asintotiche 
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formolo del § 41 
del Gap V. Abbiano le due superficie la stessa a12 = e®, e 
siano :

X] — px + 2 (Axu + Bxj x{ = p.'x + 2 (A'x'u + B’ x'^

i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove p. è dato dalla (2) 
del citato §, e p/ è la quantità analoga calcolata per la seconda 
superficie. Sarà A : B = p. Si vede facilmente che la proiettività 

che porta la congruenza K' in una congruenza K che ha il voluto 
contatto con K deve portare x' in x, la retta (x' x'^ in (xxu\ 
ecc. ; e che più precisamente si ha (con conveniente scelta delle 
coordinate omogenee) (cfr. le (5) del § 103)

x = x x'„ = xu+lx x'„ = xv mx

x^ = xuv +A.x + mxu + lxv ove 21 + --80 = 2m + — = 0 .

Esprimendo che al variare di dv : du i fuochi x1 ed si muo
vono in una stessa direzione, che cioè xx = x1, B -f- $ xv = *1», 
B + T x'x = xlv, si trova eliminando A, B, S, T che :

1 A
----- lxSP + + 2A8pu + l (p, + 8p. +

+ 2J„ + 2A0„) +2m(B„+Ap +A8P)



= B 4 - "T l18! + + 2B8pa2 + m (p. + 8p. +
A A

+ 2 Bv -I" 2 B 0„) —j— 2 Z (Av -p B 7 -f- B 8 7) .

Sostituendo a p., l, m i loro valori, osservando che :

J2 R2
S!I 6p+ a7,

Lf ZI

la precedente condizione diventa per le (5) del § 16 :

d3
0 = 2A^qn + ap„ - 2a-apv 4-

+ 6P \2A^-2AAV + 2A^-2 ^Bu-p _

B3
-2B3832a- — 87„+ 2B387„ + Zi

+ s7
A B B3 R42B3^-2BBw + 2B3-Z-2-p^-^7

La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente 
mutando p, 7, B in — p, — 7, — B. Potremo dunque annullare 
separatamente quei termini della formola precedente che con tale 
cambiamento mutano di segno e quelli che restano immutati.

I primi danno :

A \
— 28p„ + 2^ 8p-2 8p +

li A /

/ A B \+ B2 287u-2^ a7 + 2 -Z! a7 =0 



ossia, poiché A : B = p, si ritrova la condizione che (25)bl, ha 
uguali valori sulle due superficie.

Dai termini che restano immutati di segno si ritrova che :

^(2^ + PpM + 2pp„------ ì- p2p2) +

+ 3.(-2te-i +2,^+4^)

ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova cioè la condizione 
relativa a (26).



Capitolo XII.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA

PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI.

§ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperfìcie.

A) Preliminari geometrici. (F)

Riprendiamo gli stessi metodi che ci hanno servito per le 
superficie. In uno spazio S„+1 ad n 4- 1 dimensioni siano x, 
Dì ..., t un sistema di n + 2 coordinate omognee ; talvolta por
remo la prima di esse uguale ad 1, le n successive a xx, a;2,..., 
xn, l'ultima a z. Le x{ e la z costituiranno un sistema di n + 1 
coordinate non omogenee. Sia data una ipersuperficie Vn ; senza 
limitare la generalità potremo supporre che z = 0 sia l’iperpiano 
tangente nel punto 0 generico xx = x2 = ... — xn = 0. A meno 
di termini del quart’ordine varrà uno sviluppo:

z = P2 (x) + P8 ,

ove P( è (per i = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado i nelle x. 
La Ps = 0 definisce lo direzioni lungo lo quali l’iperpiano tan
gente incontra F„ ; direzioni che pertanto formano im cono qua- 
drico, detto cono asintotico. Le quadriche di , la cui inter
sezione con Fn ha in 0 un cono di terzo grado di direzioni tan
genti, sono le quadriche la cui equazione ò del tipo :

2— P2 + z (hzP) = 0, ove P — ^hiXf (à, = cost.).



Il cono cubico di direzioni tangenti in 0 alla quadrica ed a Vn è

P3 + P2P = Q.

Vi sono oo’1 di questi coni dipendenti dalle costanti li. Se il 
discriminante A di P2 ò diverso da zero, ve ne è tra essi uno e 
uno solo (cfr. Introd. § 4 B) apolare o coniugato a P2.

Ponendo t = Pa, ^( = x(P2, nello spazio ad n dimen
sioni, ove le t sono coordinate omogenee si trova una ipersu
perficie W di terzo grado con punto doppio ; il cono tangente nel 
punto doppio di W ò l’immagine del cono asintoto ; le sezioni 
iperpiane l’immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin
cipale l’immagine del cono cubico apolare al cono asintoto.

Se A — 0, potremmo talvolta al cono cubico apolare a P2 
sostituire un altro cono definito pure in modo invariante ; p. es. 
se n = 3 sostituire ad Osso il cono immagine di quella seziono 
piana di W che passa per due dello rette di W, che escono dal 
punto aq = x2 = ... = xn = 0 . Ma tale considerazione intro
duce degli irrazionali.

B) Formolo fondamentali. (F)

Passiamo al lato analitico della trattazione ; supponiamo le 
x, y,..., t funzioni di n parametri , u2,..., un, e, per ora, 
indichiamo provvisoriamente con indici apposti alle x, y, . . . le 
loro derivate.

Poniamo :

(1)

P2 = X(x, oq, a:2,..., xnì d^x)

$3 = «1, *2, • ■ • , ^x)------ dP2 .

Come nel caso delle superficie si prova che P2 ~ 0 è l’equa
zione del cono asintotico e che = 0 è l’equazione di uno 
dei citati coni cubici (variabile con X e col fattore por cui si 
moltiplicano le coordinato omogenee). Tra questi coni cubici quello



•[§ 104, B] INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA, OCC. 1>V‘

, I 1
apolare ad Fz si trova, come ora proveremo, ponendo a = ,

se B è il discriminante di

(x, xx, x2, • • • i — ^br,durdu,.

Posto B,., uguale al compì, algebrico di br, in B, diviso per B, e

<l>3 = X 2 6r„ du,. du, du,,

si avrà in tale ipotesi

b,.,t '— $1 ^2 * • • ®n $r.u)
1 P6» 1 8bA I
2 \dw, + Su,

1
+ 2 (n + 2)

fi log B 
Sut

+ brt
S log B 

Su,
-p bst

a log
S ur / ’

o quindi

1 , Sbrt Jrt\, 1 Slog-8
2 Br,br,t = 2 Br, (xx^ • • • ^^0 - ~ ? L + "F ’
r, s r, s L ‘ '

ove (r sono i simboli di Christoffel di seconda specie pei la 
\r I

^br,durdu,. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono;
basterà dunque provare che è nullo il primo, cioè che ò nullo

(2) 2 2 B,., (x xx . . . X4_! Xi, X^J . . .
i r, 8

Ora, se I, y.,, ò un sistema di quantità tali che (xxx ... xnX) 1, 
dalla definizione dello b,.s segue che valgono dello forinole

X-, — br, X -f* P-rs ® Xì ’
J

ove le [i, v sono quantità che ora non ci interessano. Pertanto la

(2) vale



2 2 Br, |yMbrt — 6/avr„] = 2 (yil{ — v<M) = 0 , 
* r, 8 i

come si doveva provare.
Il valore della forma <b3 corrispondente a questo valore di X si 

indicherà con Fa. In generale ogni altro valore di d>3 differisce 
da Fa per il prodotto di Fa per una forma di primo grado. Ma 

1 "+» 
noi intenderemo sempre di aver fissato — = .

A

E porremo

( F2= ^arsdurdu, ==-r==-^^...xnd2x)
(3) 1^1

( Fa = 2 arst du,. dus du(

1
ove A è il discriminante di F2, e quindi X = -j •

Le forme F2, Fa sono determinate dalla ipersuperficie in 
modo impropriamente intrinseco (perchè cambiando e soltanto di 
segno per trasformazioni sulle ur a lacobiano negativo) e invariante 
per collineazioni a modulo 1. Le collineazioni a modulo — 1 le 
cambiano di segno ; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno

F 
stesso fattore positivo, cosicché in ogni caso è intrìnseco in

variante e riceve il nome di elemento lineare proiettivo.

Notiamo che, se n è dispari, alla ]/| .B| potremo sostituire 
n+2

la |/ B , senza timore di introdurre quantità immaginarie nel 
caso di ipersuperficie reali.

Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti 
la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi 
7],..., t, cioè degli iperpiani tali che :

(4) 8 6 x = <8 £ x{ = 0 e pertanto anche «S x = 0

(i = 1, 2 ... , ri).

Queste $, r/,..., r sono dalle (4) determinate solo a meno di un 



fattore, che resterà completamente determinato se imponiamo che 

(5) S^d2x = — SdUx = 8xd^ = Fì

da cui segue

x2... Xnd3x) . ìnd3t) = (-1)”

0

0

0

0

«n

«21

0 . ...

«12 • •

«22 • •

. 0 f2
«In . . . .

. atn....

0 «ni ant • • • . unn. . . •

= (— l)""1 AF* .

Posto s = sgn{—l)n-1 A, se ne deduce por (3) che la posizione 
(5) sulle $ equivale a porre

= s(xx1...xniPx) = eF2 ^|4|.
Si avrà

1 s
(6) $ = (a: aq .. ,xn), x = (£, £,, $2,..., $„) .

Sarà poi, come si deduce dalla definizione di F3 o dalle (6) :

3 3(7) F3 = S^d3x — -^-dF2 = dF2 — Sdtd2x — — dF2 = 
2 2

= — SdWx — -LdF2 = dF2 + Sdxd2i— 4-df2 = 
2 2

1 3= *dFz + Sdxd2i = — dF2 — Sxd3i 
2 2

od anche (Cedi)

(8) P3 =^-8 (dxd2^ — dWx) —8 {^d3x — xd3^). 
2 2



Scegliendo in altro modo il fattore di indeterminazione per le questa 
formola non darebbe più F3 apolare ad F2, ma un’ altra forma del si

stema lineare delle <I>8, cioè sF3-]-F2^idul-, perchè, so t — pt, allora

S (dxd2 £ — d £ d2 x) = p S (d x d2 $ —' d $ d2 x) +

+ dp(2Sdxd£ — S£d2x) = pS(dxd2^ — d£d2x) — 3dpF2 .

Indicando con xrì xr, ecc. derivate covarianti rispetto ad F2, sarà 
anche :

(9) ar, = — S&x, = — Stsxr = Slxr, = Sxìr,.

Poiché

d3x = Sa:r38wr + 3Sa;„dwr82wt ^xrsldu,.dusdul,

dF2 = 2^ar,dur82u,,

si trae tosto dalle precedenti che

F3 = 2(Sixrtl) durdu,dut,

donde, derivando covariantemente le (9) (*)  :

(*) Si ricordi che lo derivate covarianti dello a„ sono nullo, e perciò 
non sono indicate con arti.

(10) a„( — S xrsl = — 8 xr, — — Si,. xsl = — S^t xrs =

= 5 /S xr ^ts = S xg ^rt = S x ^rst •

Le relazioni di coniugio danno poi :

(11) 2 A„artl =0 per t = 1, 2,..., n.
r,s



C) Le equazioni differenziali fondamentali.

Potremo infine scrivere le equazioni differenziali che dalle 
forme P2, P3 (e, per ora, da una terza forma P) permettono di 

risalire all’ipersuperficie. Poniamo:

X = — A, x e analoghe. 
n

Sarà

(12) = — = 1-
' ' n n

(13) — 2 ArsS^xrs = — -|s4rAH = 0
' ' n rlS n r,s

0 quindi, derivando la penultima, anche

(14) SiX^O.

Analogamente si definiscono lo S, e si dimostrano per queste lo for
inole duali delle precedenti. Allora le x, xlt x2,..., xnì X sono 
linearmente indipendenti, e pertanto valgono forinole del tipo .

Xn — X -p 2 xt 4” X 
t

ove le X, [i, v sono quantità da determinare. Moltiplicando per $ 

e sommando si trova :

v„ = -S S xr, = ar,.

Moltiplicando por e sommando, si trova

— aJrf — xr, = — 2 |xril , cioè p.rlt = 2 a(rj

cosicché si ha in conclusione : (F)

(I) xr, = 2 ar„ A^x, + ar,X + pr,x .
r, <



Moltiplicando per A,., e sommando rispetto r, s, si trae :

^15) Ars pra = 0 .

Dunque : Si presenta, come nel caso delle superficie, neces
saria l’introduzione di una nuova forma intrinseca

P = ^prsdurdus

pure apolare ad F2 (ma, come le F2, F3 invariante solo per 
collineazioni unimodulari). Formole analoghe si hanno per le $ :

(I)w, 6™ = — S a^A^ + a,, E + ,
h i

ove ancora la forma,

Il = ^m,.sdurdu,

è apolare alla F2. Derivando covariantemente la (I), se no 
deduce poi :

Xrl{ — «rili tj xj 4" ^«rtl-^lj aijh A Afe xk) 4* Piti X 4" Pvs 4"

4“ ^rsi X 4" ^rst tj Pi)'X 4" ®rjV| •

Ora per le S^Xt — 0, varrà una forinola del tipo : Xt =gtx A- 
A-^l1xh (della determinazione delle g, l ci occuperemo altrove). 

h
Quindi :

(16) «rili Xij 4“ 4“ an Xj 4~
ì

4- {.Pr.i 4" Mr.) x 4*

Valgono formole duali per le $rl<.



D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Noi abbiamo escluso iu molti punti del precedente paragrafo 
che .<4 = 0. Quale significato ha tale esclusione? Esso si trova 
subito, osservando che per A = 0 vi è almeno una direzione 
duj : du2 : ... : dun doppia per il cono asintoto ; essa, cambiando 
variabili, si può portare nella du2 = dua = ... = dun = 0, cosic
ché sarà an = a12 = ... = aln = 0 ; cioè, oltre alle

(17) S^x = . = S^xn = 0 , varranno le :

(17)bis S^x = S^1x1= —S^xn= 0 .

Ora, avendo noi supposto che la nostra varietà sia proprio una 
ipersuperficie, composta di oo” punti, e non meno, la matrice 
(® aq... »„) non 6 nulla. E le £ dalle (17) sono determinate a 
mono di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17)bl, si deduce per
tanto che le sono proporzionali alle C, che cioè vale un’equazione:

—— = p $ (p = fattore di proporzionalità).

Quindi potremo moltiplicare le $ per un tale fattore che = 0. 
Quindi l’iperpiano tangente $ dipenderebbe dalle sole n—1 
variabili u2, u3,..., un. E viceversa. Perciò :

Ne la nostra varietà è non soltanto luogo proprio di con punti, 
ma anche inviluppo proprio di co" iperpiani, cioè è una vera iper
superficie sia come luogo di punti, che come inviluppo di iperpiani, 
allora A 4z 0. E viceversa.

Se A = 0, gli iperpiani tangenti saranno dunque oor con 
r < » . Scegliamo i parametri u in guisa che le $ non dipendano 
dalle u{ con i^>r. Poiché i punti x sono i punti soddisfacenti alle :

(18) S£hx = S£x = 0 (h= 1, 2,..., r) , 

essi saranno del tipo :

Rubini e Cboh, Lozioni di Geometria proMtivo-diflironzialo. 40



(19) x — xm -|- 2 vh xw (A = 1, 2,..., s — n — r) 
h=l

se <k(0), a;(1),..., x^ sono un sistema completo di soluzioni delle (18). 
E perciò la Vn sarà luogo di <xr spazii lineari 8,, nei punti di 
uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. E pure 
importante un’ altra osservazione valida nel caso più generale : Se

Ut = tq («i, ua, • • •, Wv-i) (i = v, v + 1, .. ., n)

sono le equazioni che definiscono la sezione V' di Vn con uno spa.io 
lineare a v dimensioni, allora, sostituendo in <I>3 alle uv,...,u„ 
i precedenti valori, si trovano le forme corrispondenti che indicheremo 
con F2 e <&3 di questa sezione V.

Dato il carattere intrinseco e invariante (per collineazioni a 
modulo 1) delle nostre formolo, e dato che uno spazio lineare od 
è un iperpiano, oppure è sezione di iperpiani, potremo supporre 
che sia v = n, che l’iperpiano segante sia x =0, e infine che 
sulla Vn valga la x ~ Uj. In tali ipotesi, se (a;, y, . . . , t) e 
($, 7],..., t) ò un elemento di Vn, di cui il punto giaccia sul- 
l’iperpiano segante, allora (y,..., t) ed (tj, . .., t) sono evi
dentemente in quest’ultimo le coordinate dello stesso punto e del 
corrispondente S^ che, nell’ iperpiano segante x = 0 considerato 
come spazio totale, è l’iperpiano ivi tangente alla V'. Basta ricor

dare le —Sdxdt, <t>3 = ~ S (d x d? t— d^d2x), perchè il

nostro enunciato risulti evidente. Ne segue subito :

Se Fa = 0, ossia se una, e quindi tutte le forme <F3 so no 
divisibili per F2, allora, se A 4: 0 , la nostra ipersuperficie è una 
quadrica e viceversa.

Infatti, se 4>3, ò divisibile per F2, ciò avverrà, per l’osserv. 
precedente, anche per l’intersezione di Vn con uno spazio lineare 
S3 generico a tre dimensioni, in cui l’intersezione citata sarà una 
superficie, che avrà la sua forma divisibile por F», cioè 
F'3 — 0 ; e quindi, come già ci è noto, sarà una quadrica. Poiché 
ogni S3 generico taglia V„ in una quadrica, anche Vn stessa sarà 
una quadrica di 8^.



A questa dimostrazione si può fare un’obiezione. Il teorema 
che le superficie di un S3, per cui ò divisibile per FJ, sono 
quadriche vale nell’ipotesi sempre sottintesa che abbia un 
discriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe nella dimostra
zione precedente se la della sezione di Vn con un generico 
avesse un discriminante sempre uguale a zero, cioè Jg fosse 
sempre un quadrato perfetto ? In tal caso necessariamente anche 
Fa sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebbe A = 0 
contro l’ipotesi fatta nell’enunciato). Ma possiamo facilmente esau
rire la ricerca, abbandonando l’ipotesi A 4 0. La sezione di V„ 
con un S3 generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso 
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di 
PM con tutti gli Sa che escono da un punto generico 0 di V„ 
sono rette appartenenti a Vn, per cui Fa = 0 e (poiché Fa è 
un quadrate) formano di solito un <$„_! lineare intersezione di V„ 
con l’iperpiano tangente in 0. Lungo una linea qualunque di 
questo Sn_i si dimostra (come nel teorema iniziale di questo §) 
che l’iperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie è perciò 
inviluppo di oo1 iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti 
spazii S„_j) : ecco le uniche ipersuperficie per cui non solo A — 0, 
ma anche <&3 è divisibile per P2.

Infine le ipersuperficie per cui Fa ® identicamente nullo sono 
gli iperpiani.

§ 105. — La quadrica di Cedi.

A) Polarità e quadrica di Cedi.

Possiamo ora definire la quadrica di Cech, che è la genera
lizzazione della conica osculatrice a una curva piana e della qua
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se A4 0), 
per un punto generico 0 = (a:) della nostra ipersuperficie, quella 
corrispondenza che al punto di coordinate

\x p.A 

I



fa corrispondere l’iperpiano

^6 + P*̂  + 2 v<£<,

(*) Si ricordi la definizione di X, E del § 104 C. Si vede facilmente clic 
al punto

XX q- 2v< Xi 2 Ars Xr, 
li 

corrisponde il piano

X £ + 2 V1 Xi -f- -5- 2 Ars 5rs A

anche supponendo ohe gli indici dello x e £ indichino derivate ordinarie (non 
covarianti).

sempre inteso di aver fissato i fattori di proporzionalità per le x, 
£ nel modo sopra definito (*).  Se dunque moltiplichiamo le x per 
uno stesso fattore p, le £ restano moltiplicate pure per p, e, come 
si vede facilmente, la reciprocità sopra definita resta inva
riata. Tale reciprocità è dunque definita in modo invariante e 
naturalmente anche intrinseco (per ogni punto della P„). Affinchè 
il punto \x + p-A -f- o l’iperpiano X'£ + P-S +
si appartengano, dev’ essere :

(X p.' -|- X' jx) S aik v™ + [x p.' SX E = 0 .

La simmetria nelle variabili accentate o non accentate dimostra 
che la nostra reciprocità non è che la polarità rispetto alla quadrica

2Xp. + p.2<SXE — = 0

che chiameremo la quadrica di Cedi. Le quadriche nel fascio deter
minato dalla quadrica di Oech, e dall’ iperpiano tangente [X2 = 0 
contalo due volte sono tutte e sole le quadriche che intersecano Vn 
nel cono di direzioni avente per equazione F3 = 0. Infatti un punto 
di Vn posto in un intorno di 0 ha per coordinate

x -|- d ~ d2 x + -ri- d3x + . . . = 
Z 0



= x + ^Xidui -|—^-(Sa\82Wj -{-'£Xr,durdu,) + 
Za

I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul 
cono ^3 = 0.

A questo proposito, anche senza entrare in particolari di 
dimostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione. Come risul
terà da un teorema di Cech, che ben presto proveremo, il luogo 
dello rette polari di un punto x dell’iperpiano tangente rispetto 
alle coniche osculatrici delle sezioni di Vn con un piano S2 pas
sante per la retta a:'a; è un iperpiano passantè per x. Questo 
iporpiano si può anche definire come l’iperpiano polare di x' 
rispetto a una qualsiasi dello quadriche del § 104 A e B, a cui 
corrisponde un cono <I’3 di direzioni contenente la retta x' x. Nel-

+ -ì- (2 x ( 83 Ut + 32 xr, du,. 82 u, + 2 xrtt du,. du, dut)

cioè, tenendo conto delle equazioni fondamentali :

\x + + 2v<®j, ove:

X = 1 + ~ 2 pr, du,. du, + ...

|i = — F2 ——^a,.,durò2u, + — Fa -|- . .. 
a U V

v‘ = dut + -i- 8bm, + -|-2arO Ajtdurdu, + ...

Cosicché in un punto dell’intorno di 0 si ha:

2 X p. — 2 a{h vw — F2 + 2 ar, dur 82 u, + ^-Fa — F2 —
o

— 2ai,ldu„82wi — ^arthdurdu,duh + . . . =----- ^F 8+ . • • 
o 



l’uno o nell’ altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor
rispondenza birazionale tra gli iperpiani della stella x e i 
punti d dell’ iperpiano tangente £ (*).  Agli iperpiani £ che passano 
per una retta generica uscente da x corrisponde nell’iperpiano 
tangente 6 (ad n dimensioni) una ipersuperfìcie (ad n — 1 dimen
sioni) cubica con punto doppio in x, la quale ha in x il cono 
P2 = 0 di direzioni come cono tangente ; questa ipersuperficie è 
immagine del sistema lineare delle forme <&3 (**).

(*) Se n = 2, tale corrispondenza è la corrispondenza 2, di Moutard 
studiata al Cap. IX.

(*♦) Cfr. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iper
spazi, 2a od., Cap. XV, n° 1.

Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di 
Cedi.

B) Teorema di Cech.

1. Sia w un Sy (1 ^v<n — 1) tangente in un punto 0 

ad un’ ipersuperficie V„ (con A 0 ; lo quadricho di Cech in 0 

(a v dimensioni) delle ipersuperficie Vv sezioni di E mediante tutti 
gli spazi Sv+1 passanti per co riempiono una quadrica ad n dimensioni. 

Posto v = 1, n = 2, si ottiene il teorema di Moutard.
Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la 

piramide di riferimento [indico con , x2,... xn+! le coordinate 
omogenee] in modo che le equazioni di w siano

Xi ---- X2 ---  ... ---- ---  0

ed inoltre che a?! = 0 sia l’equazione dell’iperpiano tangente a
vn in 0. In 0 si avrà pertanto :

(1)
8 xt
8 uY

= ...= 8u2

Scegliamo i parametri u{, u2,..., w„ in modo che le tangenti a 
Vn in 0 situate in w siano quelle per cui



(2) dwv+1 = duv+2 = . .. dun = 0 .

Un *9v+i passante per w è determinato da equazioni del tipo :

(3) ^2 X* aq = 0 , x^ X2 x^ = 0,.,. a;n_v^.j Xn—v = 0 

in cui le X siano costanti qualunque. Esso interseca F„ in una 
Fv ; le coordinate dei punti di Fv si ottengono facilmente in fun
zione di w15 u2, ... uv ; basta infatti, date lo aq.. . xn+i su Vn in 
funzione di Wj ,... w„, calcolare wv+1... u„ come funzioni di ux... «v 
dalle equazioni (3) ottenendo p. es.

wv+1 = <pv+i (Mi, w2 ■.. ; X,, X2... X„_v),

(4)
Un = (M1, «2 ■ • • Mv i Xj , X2 . .. Xn_v) ,

e sostituire poi le ^4-* al posto di nello x(. Dall ipotesi (2) si 
vede subito che si ha in 0, qualunque siano le X,

(5)
. = ^=0 (i=l, 2 . . . v). 

dUi

Calcoliamo anche i valori delle derivate seconde delle <p in 0. 

Dalle (3) si deduce

52 XP y / a?» d2ttp dy,t\
dut duj 4 \duiduk duj dujduk dut)

, y 32 XP a^_ E Ì^p. 32 = +
il Sukdui SUi dUj k duk dUiduj

s ( ap„. + 
yauj Suk duj

s dX! d2<fk ' 
k duk dv^ duj

a2^ , s a2 a;, dyk
Suj duk d ut / k, i duk dut Su,

p = 2, 3 ... n — v + 1

i, ; = 1, 2...V, k, ?=v 4-1, v+2,...n.



Nel punto 0 valgono le (1) e le (5), sicché le precedenti si ridu
cono ivi alle

d2sP dsp d2^ = 32xr 
dUfduj k du^Uj p-’ duiduj

Il determinante

v + 2,... n) si 
nel punto 0

dxp
SuK

(P= 2, 3 . . . n — v 1, k = v -1- 1,

riconosce subito diverso da zero, sicché si trova

n 2
(6) a ^1 + • • • + C&7V) ^n-v ,
' ' U>j

dove le c sono costanti numeriche.

C) Continuazione e fine della dimostrazione.

Passiamo al calcolo delle forme fondamentali F^, Fa per Pv. 
Essendo F2, F3 quelle di Vnì dalla formola del § 104 (5) e 
dal secondo teorema del § 104 D si deduce tosto che 

’8 — 3 T^ = [^2], 0

dove (anche nel seguito) le parentesi [ ] indicano la sostituzione (4) 
e a si scoglie in modo che F'a risulti apolaro a F[. Ciò determina 

do
univocamente — ; sia

(?) — = E^ du^ -|- . .. -j“ Ey du^ . 
o

É importante osservare che, lasciando le X indeterminate, le E 

risultano funzioni razionali delle [a„], [ar„] e 4^- (k = v +

3 E'
+ 1,... n, i = 1... v), sicché le sono polinomi lineari nelle



8*^ 
dut 8uj
8 ar, 
8uv

con coefficienti funzioni razionali delle [«„], [«>«],

8 fk
8 ut

8 Urtt
8up

Le (5) e (6) mostrano quindi che

si ha nel punto 0

(8)

Et = e,,

~~ = + ^ + • • • + Vv

dove le e sono costanti. Di più, comunque si fissino le X, il 
secondo membro della (7) è un differenziale esatto. Per fissare 
completamente a, noi poniamo la condizione che sia a — 1 nel 
punto 0 per tutti i valori delle X ; sicché in 0

do n d2o 8 Et
(8)bu o = l, du^Uj ~ 8uj +

Dalla prima nota a piè di pagina al § 105 A risulta, ragio
nando similmente come al § 105 D, che l’Sv polare del punto

iti 5 W । i 5 H । v p 52 [a]
(9) I  L*] + I ! TT-----F • • • + ftv -T------- F 1 By -r—t—1 1

1 da; dx „ d2x dx .
y = p, x + [Aj -x-—. + p.v -z— S Aij ——7— +

j OUy ij OUj

v / r u ' 88uy y J dutduj

rispetto alla quadrica di Coch di Pv sta nell’iperpiano

(10) F[^] + Fi ^+--- + Fv +2^-g^.

dove [of2] = ^ibijduidu,- e B^ sono i complessi algebrici di 
nel dot. |6,,| divisi por il dot., la parentesi [ ] indicando al solito 
la sostituzione (4). Ora per i valori delle u corrispondenti al 
punto 0, lo (9) e (10) diventano por le (5), (6), (8) e (8)bla:



Hso^r.r^cr^,
k k o uh

, v . / tH , ai . ae . a+ i Ai I ——-— 4" ei -T--- ------------b e(e/?l 4~
ij \dUidUj duj du, /

8L+ ^G^-P- + D^i + 
k o uK

+ xx (a ou* + +... 4. x„_v (2 or >
\* OUK / \4 duv /

(i, j = 1, 2 .. . v ; le = v 4- 1 > v + 2 . ..n) 

dove

(p = 0, 1, 2 ,.. n — v).

Il punto y sta sulla quadrica di Coch di V» se Sy-q =0. Ora 
questa è un’equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe 
facile scrivere) negli n 4- 1 parametri

P*1 ) • • • ì 1 ^2 • • • v •

Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (non omog.) 
di y, il teorema ò stabilito.

§ 106. — Rette normali ; coordinate normali.

Sia per ogni punto x di Fv assegnata una retta uscente da x 
e non posta sull’iperpiano tangente i ; sia x' x un punto di 
questa retta. Sarà

S^x' * 0 .



Ogni altro punto della retta avrà coordinate del tipo x 4- p a: ; 
affinchè esso sia un fuoco, cioè sia intersezione della retta consi
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto 
x 4- dx — x 4- 2Xfdut della ipersuperficie 7, dovranno esistere 
due parametri (3, 7 tali che :

d (x1 4- p x) = p x 4- T x'.

Scriviamo le coordinate x' nella forma

x' = X x 4- X 4- Sv<<) x< •

L’iperpiano + oq C, che passa per x, passerà anche per x' se 

0 = Sx' (ti 4- a^) = — v< 4- at ossia oq = v(, 

ove Vi è il sistema duale del sistema controvariante v* 

vi=^a(rvr, v*=i:A(rvr, 
r r

Dire che d (x' 4- p è combinazione lineare di x, x' è come 
dire che esso giace sugli iperpiani ti 4~ Vit (che si intersecano 
appunto nella retta considerata) cioè che

S (£> 4* S)(x + P $) — 0 i ossia S (x' 4- px) d 4- v^) = 0

cioè

Xduk 
k

patk 4- Sx d"t__ dv_i 
dutduk V< * duk = 0.

Eliminando le duk, si trova un’equazione di grado n in p, a cui 
corrisponderanno n fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa 
abbia tulle le radici distinte ; è facile riconoscere che le n direzioni 
corrispondenti dut : dw2 :... : du„ sono a 2 a 2 coniugate rispetto 

al cono asintotico, soltanto se Vt — —— , ossia se ^Vidu, è un 
8uk dus

differenziale esalto dv (ciò si prova p. es. scegliendo le u in modo 
che nel punto considerato queste direzioni coincidano con le 



direzioni coordinate = du2 = .. . = dw<_i = dui+1 = . . . = 
— dun = 0] e imponendo poi la condizione aiK = 0 per i £ k).

Viceversa, se Sv4dw4 è un differenziale esatto, cambiando il 
fattore di proporzionalità per la x, £, potremo rendere v4 = 0. 
Ed è facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le n direzioni con
siderate sono (per v{ = 0) a due a due coniugate rispetto al cono 
asintotico.

In tal caso l’insieme delle nostre rette si dice essere una 
congruenza coniugata alla Vn (estendendo locuzioni già usate nella 
teoria delle superficie).

Le congruenze coniugate a V„ sono quelle /ormate dalle inter
sezioni dei piani (e> $)4, che coincidono con la retta contingente x ad 
X + 2v4xP In altre parole, facendo variare il solito fattore di pro
porzionalità, si ottengono dalle rette intersezioni dei piani ossia 
dalle rette congiungenti x ad X tutte e sole le congruenze coniugate 
alla nostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze 
con fuochi distinti). Per questa congruenza le n direzioni citate 
sono quelle dello ne',r‘> autopolare rispetto al cono asintoto F2 = 0 
e all’altro cono quadrico definito dall’uguagliare a zero la forma 
Il = ^nr,durdu, duale della forma P.

Ad ognuna di queste congruenze potremo dare il nome di 
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo più 
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si è detto, equi
vale all’altra: Come si fissano nel modo più semplice i fattori di pro
porzionalità per le coordinate di punto a: e di iporpiano tangente, ben 
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del § 104 B ? 
0, in altre parole ancora, tra lo coppie di forme <p2, <p3 tali che 
<pa ; tp3 = F2 : Fs, come ne fissiamo una in modo intrinseco inva
riante col metodo più semplice possibile? Noi p. es., analogamente 
a quanto si è fatto (§ 15 C) nel caso n = 2, potremmo (F) co
struire un invariante assoluto 1 del sistema delle forme F2, Fa 
formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti 
di Fa ed F2ì e moltiplicare poi le x, $ per un tale fattore che 
questo quoziente I abbia, se possibile, un valore numerico prefissato. 
Ma per n)>2 vi sono altri metodi: quelli (F) che, invece che ai 
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme 
F2, F3. Tutti questi metodi ricorrono per la determinazione di 
p a sole derivate terze. Questa molteplicità di metodi che si pre



senta nel caso n > 2 ò dovuta al fatto seguente. Se p e p' sono 
due fattori, ciascuno dei quali può servire, secondo i metodi pre
cedenti, a nomare le coordinate o le forme fondamentali, allora 
p : p' (che è un’ espressione formata da prodotti e quozienti di 
invarianti simultanei di F2ì è una curvatura proiettiva della 
ipersuperficie ; un numero cioè (dipendente da derivate di ordine 
non superiore al terzo) di carattere intrinseco invariante. Queste 
curvature non esistono nel caso n = 2.

Per la generalizzazione alle ipersuperficie della nozione di 
linee di Segre rinviamo alla Memoria del Cech : I fondamenti della 
geometria proiettivo - differenziale secondo il metodo di Fubini. (Ann. 
di Matematica 1923 Ser. 3 tomo 31), ove si troverà anche una 
generalizzazione delle superficie isotermo - asintotiche.

§ 107. — L’applicabilità proiettiva delle ipersuperficie. (F)

I metodi stessi, che abbiamo usato per le superfìcie e per i 
complessi di rette, si applicano sia alla definizione di ipersuper
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema :

Condizione necessaria e sufficiente per l'applicabilità proiettiva 
di due superficie è che abbiano uguale elemento lineare proiettivo 
F3 : Fa, o, ciò che ò lo stesso, che le coordinate omogenee dei loro 
punti si possano scegliere in modo che le due ipersuperficie defini
scano una stessa coppia di forme F2 ed F3. Trovare le ipersuper
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque, 
date le formo F2 ed Fa a trovare le possibili formo P tali che 
siano soddisfatte le condizioni di integrabilità delle equazioni fon- 
damentali, che senz’ altro riscriviamo :

(1) ;TpS — L a p8( A n Xi -j- aps A -|- PpsX.

Lo condizioni d’integrabilità sono:

^-psi Xpts ” (®^, P^)

che scriveremo nella forma:



(2) 2 4rp («pit — xpts) = — ph)AhhA xk.
P

Porremo anche :

(3) X, = gtx + ZI* xt = gtx + ZltiAvXj.

Porremo p\ = 2 p^ Ajt. Sviluppando (2) tenendo conto delle (1)

e (3) si deve ottenere una identità in x, Xj, ed X. Ma il coeffi
ciente di X si riconosce tosto nullo nei due membri Uguagliando 
pertanto nei duo membri i coefficienti di xK e di a;, si trova :

(4) [«/, rie] = .

(5) Ppu
P

— ?pu + 2 (atpA pi — atph p^ + 7j„ gt — 
h

WJ, = 0

ove è posto : 7]rr = 1, 7j,.s = 0 per r 4: s, ed è posto anche

[sZ, rie] = ZAhhArp X

ahpl»---- ahpu + P^) + (apilahjs — apsiahlj)
i,}

(*) •

Esprimendo che, derivando le (3), si trova Xt, — X,tì si de
duce in modo simile :

i *31 *13

/ —f7j7la+— ^im)-\- 2 (Zfap,;, — apth) Ahk= 0.
I PJi

Le (4) danno

(*) Si notino lo identità : [si, rie] == — [Zs, rie]

[s/, rk] -f- [sZ, kr] = 2 ArirLkj — ^jùi) 
'hi

[si, s7c] — [Zs, fa] — 2 Ay Ah «v<« •



V <

[st, rs]=—p, (per t^r, r 4

[si, ss]=Z; — p‘ (s^t)

[si, sr] = i;' («4 », t^r, s 4 r)

[s i, S i] = + p\ (s 4: t) 

mentre la relazione di coniugio di P ed F2 dà :

(8) X p’ = 0 .

Se n>2, ed r 4 i, potrò trovare un indice s differente sia da r, 
che da i ; cosicché la prima e la terza equazione danno tutte le 
p\ in funzione dei coefficienti delle forme F2, Fa, dai quali sol
tanto dipendono ,i simboli [...J. L’ultima poi dello (7), insieme 
alla (8) permettono di determinare lo p*  e le E l’ultima dello 
(6) permetto poi di determinare anche le gt. Dunque, date lo 
forme F2 od F3, sono determinate le g, le l, ed anche la forma P.

(*) Rubini II problema della deform. proiett. delle superfìcie. Rend. 
dalla R. Acoad. dei Lincei, ser. 5, voi. 278, pag. 147 (anno 1918). Chi desi
deri vedere oomo si possa affrontare la ricerca dello ipersuperficie con un 
gruppo continuo di deform. proiettive in sò stesse veda la Moni, dello stesso A. : 
Fondamenti di geom. proiettivo - differ. Rend. del Ciro. Matom. di Paler
mo (1910) tomo 43. Cfr. anche Cartan Sur la défonn. project. dos surfaces. 
Annales de 1’École Norm. Supér.

Dunque : Una ipersuperficie (ad n > 2 dimensioni di uno 
spazio ad n 1 dimensioni) è proiettivamente indeformabile. Cioè : 
Due ipersuperficie proiettivamente applicabili sono anche proiettive 
Ira di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso A 4 0 
cioè per le ipersuperficie luogo proprio di oo" punti, e inviluppo di 

<x>n iperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso .4=0 
non ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (*)

Sarà bene piuttosto vedere con Cech il significato geometrico 
di alcune delle quantità che si sono presentate nel calcolo prece
dente. Così la '£l,adu,8ut = 0 (ove le du^ 8u< definiscono due 
differenti direzioni) è un’equazione di carattere intrinseco. Sia t 



la retta tangente a nella direzione definita dai du, e t la tan
gente all’ ipersuperficie luogo del punto X nella direzione dei 8w, 
t' la tangente a Vn nel punto considerato che incontra t. L'equa
zione citata è la condizione perchè t e t' siano coniugale (rispetto 
al cono asintoto). Ciò si dimostra subito, osservando che t è la 
retta dal punto X al punto SXr8wP = x^g,.8ur + ^AijLjXidu,. ; 
cosicché t' è la retta dal punto x al punto x + £xtd'u(, ove

d' ut = 2 Aij lrj 5 ur, cosicché 
ri

'Za{hd'uiduK = £lrh8urduk .

La equazione 2gedu(=0 caratterizza quelle direzioni, tali che la 
tangente alla direzione corrispondente sulla ipersuperficie luogo del 
punto X incontra l’intersezione degli iperpiani $ e E.

Accanto alle (3) valgono formolo duali :

(3)bl, E; = + 2 •

Da esse si trae

1=8X3^ gi = SXi'3ì donde:

’LqidUi + ^g^Ui = dSXE .

Quindi in particolare, se uno dei differenziali e 2gjdu< è
esatto, è esatto anche l’altro. Teorema che si può rendere intui
tivo nel modo seguente. Se g è una funzione il cui differenziale 
è Zgidui, allora l’iperpiano passante per X— gx e tangente 
alla ipersuperficie W luogo di questo punto (determinata a meno 
della costante additiva che figura in g) è l’iperpiano passante per 
X — g x o per i punti

(X— gx)( = gXi + ^VtXf

Se questi punti sono indipendenti, esso passa per tutti i punti xt, cioè 
passa per l’intersezione degli iperpiani $ e E. Viceversa, se esiste 
una ipersuperficie W posta in corrispondenza biunivoca con e 



tale che un punto di TP stia sulla retta (», X), mentre l’iperpiano 
tangente passi per l’intersezione degli iperpiani omologhi 4, E, 
il differenziale %g(du( è esatto. Ma, poiché le ipotesi fatte sono 
autoduali, ne segue che anche S^dw, è esatto, come avevamo già 
provato per via analitica.

§ 108. — Alcune generalizzazioni.

La precedente teoria si può generalizzare alle varietà di oo" 
elementi, ciascuno composto di un punto » e di un corrispondente 
iperpiano $ che passa per », dipendenti da n parametri ut e sod
disfacenti alle :

8 £x — S^x( — S^x = 0,

anche quando lo spazio ambiente è a n + d + 1 dimensioni con 
d ]> 0. (Per d = 0 si ritorna alla teoria delle ipersuperfìcie). 
Pongasi

F2 = S^d2x = — Sd^dx = Sxd'1^ = ^ar,durdii,

8 (d xd~£ — d^d-x} — Sarj(du,.du,dut.

Moltiplicando le x per uno stesso fattore p, le £ per un fattore a, 
i nostri elementi restano immutati, e le forme F2, d>3 si mutano

3 F 3 o 'in poF2, pa<l>3 + -^-(adp —pdo)^2= pa $3 + —d log.

Nel sistema lineare d>3 + F2 2 \ d ut potremmo scegliere una 
forma Fa apolare aM Fa, almeno se (come supporremo d’ora in 
poi) il discriminante A di Fa, ò diverso da zero. Ma generalmente 
non si possono, se d >> 0, determinare, come per le iporsuper- 
iìcie, i fattori p, a in modo che <b3 coincida con Fa, ossia non 
potremo più scrivere le relazioni di apolarità tra 2 arstdurdu, du, 

F2, Per definire un punto analogo al punto X, dovremo per-

Fubini o èsoii, Lexioni ili Geometria proMivo-diff'mnxialc 41



ciò accontentarci di definirlo come uno dei punti che soddisfano 
alle:

= 1 S^X = 0 (i = 1, 2,n) .

Se X è una soluzione di queste equazioni, le altre ne differiranno 
per una combinazione delle iW (X = 1, 2,..., d), essendo a:, 

X^ d -|- 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alle :

SìX<M =0 S^X^=Q,

e cioè posti nello spazio (pseudonormale) caratteristico intersezione 
degli iperpiani $ e Si noti che l’apice (X) non ò qui un sim
bolo di calcolo assoluto. In modo correlativo si definiscano E e 
SW. Valgono equazioni del tipo:

xr, = Zar,tAltx( + arsX + p„x + S pW X<M 
X

U = — + a,., E + + 2 E^\

Diciamo che due tali varietà Vn, V'n di elementi in corrispon
denza biunivoca sono proiettivamente applicabili in due punti omo
loghi A, A', se, proiettando dallo spazio caratteristico di V„ i piani 
osculatori in A alle curve di Xn uscenti da A, e dallo spazio carat
teristico di V(, i piani osculatori in A.' alle curve omologhe di V(, 
uscenti da A’, si trovano stelle collineari.

Vale il seg. teorema di Cedi, per la cui dimostrazione (allatto 
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinviamo alla 

Mem. del Cech più volte citata :
Due varietà Vn e V(, sono proiettivamente applicabili, se hanno 

uguale elemento lineare proiettivo F3 : F2. Ne segue che, in caso 
affermativo, anche le varietà correlative sono proiettivamente appli
cabili tra loro.



§ 109. — Le superfìcie V2 non paraboliche in 
e la loro prima forma fondamentale.

Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in 
questo libro (*)  si possono applicare ad altri tipi di varietà 
iperspaziali, studiando le varietà V di punti a due dimensioni 
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui x, y, 
z, t, w, o $, 7), C, c, io sono coordinate non omogenee di 
punto o di iperpiano. La V sia definita dando queste in funzione 
di due parametri u = e v = u2. Soli iperpiani tangenti sono 
gli oo1 iperpiani soddisfacenti a

(*) I risultati di questo e dei seg. §§ sono dovuti al Tubini. Questi in 
altro duo Noto: Nuove ricerche di geom. proiettivo -differenziale (Rend. della 
R. Aoc. dei Lincei sor. 5 voi. 29,,) 0 I differenziali controvarianti (ibidem) si 
Propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli
care alla varietà Fr luogo di punti contenute in uno spazio ad »-f-l 
dimensioni por 2 < r < n. Uno doi metodi proposti è di studiare l’insieme 
doli© proiezioni di Vr sugli di proiezioni che in <S'r+i sono iper
superficie ; le formo ed F2 por queste dipendono dalla proiezione eseguita ; 
6 perciò, data Vr , non sono determinato, ma descrivono sistemi lineari di 
borine. L’ ostensione duquo si ottiene sostituendo a una coppia di forme P2 ed 
■^3 la coppia di due sistemi lineari di formo quadratiche e cubiche, la cui 
teoria è ancora da costruire.

Si potrebbe anoho corcare di costruire una teoria cho assuma a punto 
di partenza dello forme isolato ; ma non sempre si trova facilmente come 
Pinna forma una forma differenzialo quadratica. Si presentano di solito invece 
fermo di grado superiore al secondo. So quindi non si riosoe, coi metodi della 
teoria dolio formo, a dedurne dello formo covarianti quadratiche, bisognerebbe 
costruire un calcolo assoluto rispetto a formo di grado maggioro di 2. Cosa 
limito complicata, porche si trovano formolo in cui compare a denominatore 
0 Hossiano della forma considerata.

(1) S^x^S^ = Stxa = 0 .

Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, cioè tan
genti in due punti x ed x 4- d x, così chiamando gli iperpiani 
soddisfacenti alle (1) e allo :



)
S $ (a; + d a) = S 6 («x + d aq) = S $ (x2 + d a;2) = 0

cioò alle :

(2) S^x = StxL = S£x2 = S^dxt = S^dx2 = 0.

Queste equazioni nelle $ sono compatibili se

(3) (a, oq, x2ì dx^ dx2) = 0.

Questa ò evidentemente un’equazione di carattere intrinseco inva
riante. Posto

(a; xY x2 dxt dx2) — 2br,durdus,

si debbono distinguere due casi :

a) Il caso (parabolico) in cui B = birb22 — 6,2 = 0, che 
noi per brevità trascuriamo :

p) Il caso generale in cui B 4: 0. Cominciamo ad occuparci 
di questo, ponendo :

(xx, x,dx, dxA „ , , „1—L_?—1—_ ^arsdurdu, =F2

± 8—
il cui discriminante A vale B : |B|3 = ]/B .

Questa forma è propriamente intrinseca, ò invariante per 
trasformazioni a modulo + 1, cambia di segno per collineazioni 

a modulo —1, si moltiplica per pv, se moltiplichiamo le x, y,... 
per uno stesso fattore positivo p. É utile osservare però che noi 
potremmo trascurare le collineazioni a modulo negativo anche 
perchè, cambiando di segno tutti i coefficienti di una collineazione, 
questa non muta, mentre il suo modulo cambia di segno.

Le due direzioni soddisfacenti alla P2 = 0 sono le direzioni 
corrispondenti ai duo iperpiani bitangenti, che noi indicheremo 
con $(1) e .

Il fascio X £(1> jx $(2) ò il fascio degli iperpiani £3 tangenti ; 



il suo sostegno è il piano S2 tangente. Un iperpiano tangente in
contra la superficie V2 data nelle due direzioni determinate da

0 = = — ^Sd^dx — ^Sd^dx =

= XSxd2?' + y.Sxd2^.

Al variare di X, p, questa coppia descrive un’ involuzione, i cui 
raggi doppii sono le direzioni definite da F2 = 0, che si ottengono 
ponendo X = 0 oppure p — 0. Infatti (p. es. per p = 0) si ha 
la coppia

Stmd2x = 8 (x,mdu2 + 2xmdudv + x^dv2) = 0 .

Ma il primo membro è un quadrato perfetto ; infatti la direzione 
corrispondente su V2 a è(1) annulla S^wdx1 = (xu,,du xul,dv) 
e S^dx2 — 8^{xn„du + x^dv), cioè annulla le derivate (rispetto 
a du o dv) del primo membro della equazione considerata.

Quindi : Mentre un iperpiano generico tangente in un punto 
generico 0 di V2 incontra V 2 in una linea che in 0 ha un punto 
doppio, i soli iperpiani e la incontrano in una linea che in
0 ha un cuspide, e si dicono perciò iperpiani cuspidali.

Così si possono chiamare cuspidali (principali, caratteristiche) 
le linee di F2 per cui F2 — 0. Esse formano 2 sistemi di oo1 
linee ciascuno, e sono in qualche modo l’analogo delle asintotiche 
di una superfìcie dello spazio ordinario.

Ancora una osservazione sulla forma F2, che noi assumeremo 
a base di un calcolo assoluto. I 6 punti a:, aq, a-2, a:12, x22 non
possono essere linearmente indipendenti, perchè punti di un 8t. 
Tra essi intercederà pertanto una relazione lineare completamente 
determinata (a meno di un fattore inessenziale). Perchè se ne 
intercedessero due, allora p. es. le xUUÌ x„ sarebbero combinazioni 
lineari di x, x„, x„, x,„ ; altrettanto avverrebbe di dxu, dxv\ e 
Quindi le br, sarebbero tutto nulle, mentre qui si suppone B 4= 0. 
Tale relaziono lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice 
(® xu xv a;n a,']2 x22) una riga uguale alla prima, si ha un determi
nante di sesto ordine con due righe uguali e quindi identicamente 
nullo. Sviluppandolo secondo gli elementi della riga aggiunta si 
trova



(a; xuxv sin^12) >r22 xi xì $11 **'22) 42 4* ($$1 $12 ^22) ^11—

(® $1 $11 ^12 $22) ^2 4~ ($ $2 1 $12 *^22^ (®i ‘*2 $11 $12 ^22) •$ = 0

cioè, dividendo per

3___ 8 _
A /|B| = s ^B2 (s = sgn A)

W -^22 ^22 4“ Aì2 #12 4“ A^ $11 4- l^ X1 4~ ^2) x2 4“ m x — 0

ove le l, m sono definite dalle :
3__

Wl = — 8 ($i $2 3-12 $22) • ]

3__  
lmdv— Z(2|da=e($ dx xllx12x22) :^B2

(Notisi che ($ dx xnxi2 x22) : |/|B| è un’espressione intrinseca).
Se ne deduce subito che le linee principali coincidono con le 

caratteristiche dell’ equazione cui soddisfano le coordinale dei punti 
della Va : ciò che spiega perchè a tali linee si dia anche il nome 
di linee caratteristiche.

Assunte a linee u, v le linee cuspidali, si ha an = a22 = 0, 
e xuv = $12 ; e tale equazione diventa :

(5) 2Atix„ 4- lwxt + lmx2 + mx = 0 .

Gli iperpiani cuspidali £(l> e diventano l’uno l’iperpiauo 

(xxuxvxuu) passante per i punti $, $„, xuu

l’altro iperpiano

(xxuxvxvv) passante per i punti $, x„.

Ciò rende evidente che : Gli iperpiani cuspidali sono quegli iper
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le 
linee cuspidali. I due piani S2 osculatori alle linee cuspidali di un 
sistema in due punti consecutivi di una linea cuspidale dell’altro 
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale. Infatti i piani oscula



tori in un punto x e in un punto x 4- xvdv allo linee v = cost. 
uscenti da essi sono i piani 1’ uno dei punti x, xu, a;„tt, l’altro 
dei punti x + x„dv, xuxuvdv, xnu +xmvdv. In virtù della 
(5) e della equazione che se ne deduce derivando rispetto ad u, 
si riconosce che questi punti giacciono tutti nell’iperpiano dei 
punti x, x„, xv, xuu.

Poichò le proiezioni Vi di P2 su un hanno in questo S8 
per coordinate di un loro punto quattro combinazioni lineari a 
coefficienti costanti delle x, y, z, t, w, che ancora soddisferauuo 
alle (4) o (5), si ha : Alle linee cuspidali o caratteristiche di V2 °°r‘ 
risponde su una superf icie di S3, che dalle V2 si ottenga con una 
proiezione, un sistema coniugato.

Le tangenti alle linee cuspidali di un sistema in due. punti 
consecutivi delle linee cuspidali dell'altro sistema | p. es. la retta dei 
punti x, x1 e la retta dei punti x x2 dv, xt ajJ2dv] giacciono 
nel piano S2 tangente (piano dei punti x, xu, x,f) e perciò si incon
trano in un punto. Altrettanto dicasi per le tangenti alle linee cuspi
dali dell'altro sistema. I due punti 2A12xt -|- 1(2) x, 2 A12 a;2 + lm% 
così ottenuti sono quelli che si ottengono da x mediante la trasfor
mazione di Laplace applicata alla (5). Essi generano pertanto due 
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui intercede cor
rispondenza delle linee principali.

Risultati correlativi si ottengono por i sistemi PP2 di oo2 iperpiani.
Per ogni iperpiano n di W esistono oo1 punti di contatto posti 

su una retta. Da ognuno di questi punti P escono due iperpiani 
di W infinitamente vicini a n ; cioè il cono circoscritto a W da 
uno di questi punti P ha n come iperpiano bitangente. I due iper
piani citati coincidono per due sole posizioni P' e P" del punto P ; 
cioè i coni circoscritti da P' o da P'' a W hanno, potremmo dire, 
ir come iperpiano stazionario (*).  Possiamo definire (per dualità) le 
sviluppabili principali ecc. eco.

(*) Cioè sono duali di una linea in cui a n corrisponde un punto doppio 
a tangenti coincidenti.

Applichiamo questi risultati alle due varietà W(1) e IP1’1 de- 
critte dagli iperpiani $<n e $(2). Occupiamoci p. es. di

e<» = (x xu xv xuu).



(7)

La retta di contatto corrispondente è l’intersezione di $(1), 
E, per semplicità di calcolo, scriviamo la (5) nella forma :

(6) x„„ — gw-J- g®x^nx.

Si trova, scrivendo senz'altro £ anziché £(1), e tenendo conto di questa:

€» = 0l2,£ + (xxuxvxum) 

€„ = 2<7(1,$ + (xx„x„xm).

I punti x ed xu giacciono pertanto in £, £„, £» • Quindi : La rigata 
delle rette tangenti alle linee principali v = cost. è la rigata delle 
rette di contatto della varietà W,n formala dai corrispondenti iper- 
piani principali E un risultato analogo vale per W(2). E si
osservi che tale rigata è il luogo dei punti x-^wxu (*)  e che ap
punto valgono le :

(*) Non si confonda con la w del § 109.

S£ (x + wxj — S£(x + wxj, — S£(x + wxu], =

= Si (x + wx^ = 0

cioè che la rigata V3 formata dalle tangenti alle linee principali 
v = cost. ha come iperpiano tangente lungo tutta una generatrice 
il corrispondente iperpiano principale

Si può dimostrare facilmente che le due rigate V3 sono tra
sformate di Laplace Vuna dell’altra, e che le corrispondenti svilup
pabili principali o caratteristiche corrispondono proprio alle linee 
principali della superficie iniziale Va.

Infatti i sei punti x, x„, xvì xuu, xmì xuuu di uno spazio 
a quattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e, 
poiché i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare, 
l’ultimo x„uu è combinazione lineare dei precedenti. Basta dunque 
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di $(1) e 
per dedurre che ò combinazione lineare di $in e di £l2) ; altret
tanto si trova per : ciò che prova il nostro teorema.



Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper
fìcie rigate, p. es. di i due punti principali. Essi sono i punti 
comuni a e rispettivamente a od a ; cioè essi
sono quei punti a:' = x + w' xu della retta di contatto che sod
disfano alla: S £uu x = 0 [oppure 8 x = 0], che, per le 
S^ux = 0 [<S$„x' = 0| ò equivalente alla S^ux'u = 0 [oppure 
££„a:ó=O]. Il primo punto è perciò x' = x (per cui w'= 0). 
TI secondo ò x' — xu — gm x, per cui x'„ = gmxu -|- (n + g®) x. 
Quindi :

I trasformati di Laplace del punto x sono insieme allo stesso 
punto x , i punti principali delle due ipersuperficie rigate formate 
dalle tangenti principali dell'uno o dell’altro sistema.

§ 110. — La seconda forma fondamentale di una F2 in S4.

AJ La forma F^.

Per completare la determinazione della nostra superfìcie oc
corrono altri elementi oltre la forma P2 e l’equazione (4) o (6) 
del § 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera
zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa 
seconda via. Gli S2 osculatori ad una linea C uscente da un punto 
x di F2 80110 quelli determinati dai tre punti

x, 2 xr dur, 2 xr 82 u,. + 2 dur du,.

Se noi toniamo fissi x e la direzione duL : du2, facendo variare 
la linea C uscente in questa direzione, gli S2 osculatori descrive
ranno lo <S3 determinato dai punti

x, x1, x2, S xr, du,. du,

che noi chiameremo lo Ss osculatore nel punto x alla direzione 
du : dv, perchè è osculatore a tutte le curve uscenti da x in tale 
direzione.

Quali sono le curve tali che lo S3 osculatore in un loro punto 



alla loro direzione coincide con lo S3 iperosculatore alla curva ? 
(cioè ha un contatto quadripunto con questa?). Esse sono eviden
temente lo curve, per cui la forma impropriamente intrinseca

1
(1) /|Zj ^^du^u,, d3x)

è nulla. Questa forma vale evidentemente

du82v— dn82w . , , , ,
3 ——j'$> $2’ + ^^dv, x21du x22du) -|-

(x, x^ x2, 2 xr, durdu,, ^xrstdu,.dusdut) =

= 3 ^A| F2 (du 82v — dv 82u) -j- $6 
ove :

(2) $5 = —^=-(a;, xt, o:2, Xxrsdurdu,, 'Lxr,ldurdu,dul'}

F MI
è pure una forma (impropriamente (*)) intrinseca dipendente però 
dai soli differenziali primi. Essa resta, come F2, invariata per 
collineazioni a modulo 1 ; vediamo ciò che avviene quando le x, 
y,... , si moltiplicano per uno stesso fattore p. La F2 si muta 

_ 5_
in _F2=p3 F2. Facilmente si verifica col calcolo effettivo dei 
nuovi valori di 82u, 82?> che il nuovo valore di

^~A F2 (du 82 v — dv 82 u) 

è

p » ÌA F2 (du 82u — dv 82 u) + F’ RY,

ove Ri è una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p.

(♦) perchè tali sono — -— (x, x,, x2, d'x, d^x) 0 3 /|JL| Fì(dti^v — 
^\A\

— dv6?u), di cui essa è differenza.



Poiché anche 1

/Mi
a:2, d2«, d3x) resta moltiplicato per

5 10
,p5 : p8 = p3 , troviamo che il nuovo valore di vale

(*) Questa trasformazione, ohe io ho chiamato divisione covariante di
&er Ft, ò possibile in uno e in uno solo modo, corno si vede p. es. osser
vando che, so F2 è scritto nella forma 2als dudv, le F{ sono del tipo adu' + 
A-l>dv* . Se F2, $5 hanno carattere intrinseco, lo hanno puro le forme
^ii P3, F,t così determinate (§ 4 E).

_  JO_
= p3 $5—32^.

Cerchiamo di sostituire alla 4*6 una forma di comportamento più 
semplice. Servirà ancora il metodo delle forme apolari, che ci ha 
tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere 
nella forma :

^=^+^3+^, (*)

ove ed Fa siano apolari ad Ft. Poniamo :

x=4 _ - A - 4 _ 4

2 dur du, = 2 x,.,du,. du,. — XF.,, cosicché

£ A,., xrs = 0

(cioè la forma 2xr,durdu, è apolare ad F2) e, derivando:

2 xr„du,.du,du, = 2x,.„dur du,du, — FadX

dX =----- ------------------- ì-Z(2,dxa+ termini in x, xt, x2.

2^4„ xr„ = 0 .



Sarà poi :

$6 v’Xi 1X2' dxydu + dx2dv,--- i- l^dx-

_^dx2\F2+^(x,

& / r
xlf x2, ^xrsdu,.dusì 2 xrstdurdusduf) —

=----- L^du — l^dv) FI +
ÀJ

1
+ *1» S xr,durdu,

(*) Ciò si vede subito, riducendo alla forma 2 ai2 du dv.

xratdurdusdut).

[Si ricordi che X è combinazione lineare dello x, aq, :r2]. 
Poiché, se <p2 e ip3 sono due forme apolari alla F2, il loro pro
dotto si può scrivere nella forma <f>5 -p ^F*,  ove <p& è apolare ad 
F2 (*),  ne ottoniamo in conclusione (essendo 2 x„ du,. dus e 

2 xrtldurdusdut apolari ad F^ che

$6 ^F^ + F.,

ove F± è una forma di primo grado in du, dv, F& una forma di 
quinto grado apolare ad F2. Moltiplicando le x per un fattore 
positivo p, la si trasforma in modo complicato, mentre si 

10
muta semplicemente in pa P5, cosicché

A
FI

resta invariato; questa espressione è un invariante (improprio).
Anche qui possiamo definire dello coordinate normali, impo

nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei discriminanti di



F2ì Ftì quoziente che è una espressione intrinseca, abbia un 
valore numerico prefissato. Sarà anormale il caso A = 0. I valori 
corrispondenti > ?5 » delle , F2, Ft, delle tre forme costi
tuiscono un sistema di forme intrinseco ed invariante della nostra 
superficie. Si tratta di vedere se da esse questa è determinata.

B) Significato geometrico della F^.

Prima di occuparci di questo problema, cerchiamo di trovare 
il significato geometrico della nuova forma P6. Assumiamo coor
dinate non omogenee, ponendo w — 1 . Chiameremo iperpiano 
all’ infinito l’iperpiano w = 0 ; e sia 0 un punto generico della 
superficie. L’iperpiano w — 0 ò per ora assoggettato alla sola con
dizione di non contenere 0. Sceglieremo ad assi delle x, y le 
tangenti principali, a iperpiani z = 0 e t — 0 i corrispondenti 
iperpiani tangenti cuspidali. Trascurando i termini di 4° ordine 
varranno nell’intorno di 0 formolo del tipo

z = g2 4- A1U a;3 + 3 Ans x2 y 4- 3 A122 x y2 4- />222 y3 + ...

f ~ y3 4~ $3 4~ 3 ^112 y 4- 3 ic12a $ y- 4- &aaa y3 4~ • • •

dove le h, k sono delle costanti. Le quadriche che tagliano la P2 
in una linea che in 0 ha un punto quadruplo sono le quadriche

X (t —— y~ 3 k^2 2 y 3 k222 ^aaa V 0 4“

4" (- — a?** — ^iii a* 2 — 3 ^j]2 2 y 3 /q22 a? t ^222 V 4”

4- v z2 4- 2 p zt 4- a t2 = 0 .

Per X — 0 contengono l’asso delle y, per p. = 0 l’asse delle x. 
Nel punto (a:', 0, 0, 0, 0, to') dell’asse delle x quelle delle pre
cedenti quadriche che contengono l’asse delle x hanno come iper
piano tangente

a;' (— kniz — 3 fcJ22 i) 4~ = 0 



cosicché l’iperpiano z = 0 ha (se 7clu 4= 0) come punto di contatto 
w'

—- = 3 le 122. n°i scegliamo questo punto come punto all’ co X
dell’ asse delle x (cioè come punto y = z — t — w = 0, punto 
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull’asse delle x) sarà 
^122 — 0- Così sarà à112 = 0, purché a punto all’ oo dell’ asse 
dello y scegliamo (se A222 p 0) il punto di contatto dell’iperpiano 
t = 0 con quelle delle nostre quadriche che passano per l’asse 
delle y. In sostanza noi con ciò abbiamo fissato sul piano tan
gente xy una retta (la congiungente i precedenti punti di contatto, 
per cui facciamo passare l’iperpiano w = 0). prendiamo ora il 
piano polare del punto all’ oc dell’ asse delle x rispetto a quelle 
delle nostre quadriche che passano per l’asse delle y :

2 x — 31^122 — 0 •

Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato x = 0 (ciò che è 
lecito, com’è ben evidente) sarà àul — A122 =0. In modo ana
logo scegliendo l’iperpiano y = 0, otterremo fc222 — 7c112 = 0.
In questo modo i nostri sviluppi si riducono alla forma :

t = y2 -[- A a:3 4~ ... z = x2 4- -A'y3 -p • • •

ove, come prima, sono trascurati i termini di quart’ordine.
Gli iperpiani z = 0, t = 0, x = 0, y — 0 sono stati 

completamente determinati; resta solo l’arbitrarietà dell’iperpiano 
w = 0 (scelto per iperpiano all’ co), per il quale è soltanto fissala 
la retta del piano tangente xy, per cui deve passare. Il punto all’ co 
dell’asse delle x ha come iperpiani polari rispetto alle nostre qua
driche XA'z-p2p.x = 0, i quali sono il fascio di iperpiani at
torno al piano x = z = 0, che, come vedremo, è osculatore a una 
linea principale. E analogamente dicasi del piano y = z = 0.

Infatti z=0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti 
infinitamente vicini della corrispondente linea principale ; basterà 
dimostrare che in O su tale linea è d2x — 0. Troviamo l’equa
zione delle linee principali. Posto x = u, y = v, essa è :

dzx dt„ 

dzv dly
0 =

2<Zx 4-... 6 A xd x 4- . . •

GA' ydy 4-... 2dy + . ..



ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in dx, 
dy, i cui coefficienti sono nulli del second’ordine almeno per 
x = y = 0. Tale equazione è dunque

0 = Pndx2 + 2 (1 + P]2) dxdy + P^dy2

ove le P sono infinitesime almeno del second’ ordine per x = y = 0. 
Differenziando si avrà, trascurando i termini nulli por x = y = 0

dxd2y + dyd2x = 0 .

Quindi una direzione principale è dx = 0, e per la linea prin
cipale corrispondente vale la d2 x = 0, come volevamo provare. 
(Che anche z = 0 sia osculatore, si può provare anche osservando 
che, trascurando i termini nulli per x = y = 0 si ha : d2z = 
= 2d x2, che è nullo per d x — 0). Si noti che è anche

(3) P2 =Ql2dx2 + 2(1 + Qia)da:dy + Q^dy2,

ove lo Q sono pure infinitesimi del second’ ordine almeno per 
x = y = 0, i simboli di Christoffel invece almeno del primo. 
Nel punto 0 pertanto 82 x = d2 x, 82y — d2 y. Ricordando questo, 
se ne deduco che le derivate seconde covarianti di z e di t rispetto 
x = u = ur ed y —v — u2 coincidono in O con le ordinarie. 
E, poiché

d3z = z83x + zv83y + 2 zrj du,. 82 u, 2z„(durdu,du,,

zx = zv = 0 (nel punto O)

e la stessa forinola vale, sostituendo a 82u, le d2u,, alle derivate 
Covarianti le ordinarie, avremo che in 0 anche le derivate terze 
covarianti di z e di l rispetto ad x — ed y — u2 coincidono 
con lo ordinarie. Si calcola così subito che, a meno di un fattore 
Puramente, numerico, ò, nel punto 0 :

Ft = Adx* — A' dy*.

L’intersezione della nostra superficie coll’ iperpiano x — p. y = 0 



è una curva, che dall’iperpiano tangente z + ht = 0 è interse
cata nei punti ove

xa + X + A' j/3 + X A a;3 + ,.. = 0, ossia :

0 = (X -|- p^-H^' + X^8) ya + ...

Avremo un punto quadruplo d’intersezione in 0 se

k + p.2 = 0 A' + XAp3 = 0 

ossia
X = — p2 A' — A p5 = 0 .

Gli iperpiani x — p y = 0 tagliano V2 in una curva che ha con 
un iperpiano tangente (precisamente con z — p21 — 0) una inter
sezione quadrupla soltanto quando V iperpiano considerato passa per 
una delle 5 direzioni che annullano FB.

Oss. Nel ragionamento precedente si è escluso che &1U — 0 
oppure 7ì222 = 0. Se fosse &JU = 0 le nostre quadriche (p = 0) 
che passano per l’asse delle x avrebbero tutte sull’ asse delle x 
per punto doppio il punto

1
* = ------ •

Dunque anche in questo caso si può rendere Zc122 nullo prendendo 
questo punto doppio a punto all’ oo dell’ asse delle x. Altrettanto 
dicasi di A112. Se kni = 0 oppure 7*222 = 0 (caso in cui quelle 
delle nostre quadriche che passano per l’asse delle x o por l’asso 
delle y hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza 
che la F5 si riduce ad una quinta potenza od è identicamente nulla 
(se kni = h222 = 0) : in questo caso analogo a quello delle rigate 
e delle quadriche dello spazio ordinario), il discriminante di FB è 
nullo (caso anormale, perchò non si possono coi metodi prece
denti nomare le coordinato di un punto della F2). Abbiamo così 
trovato un primo carattere geometrico delle superficie anormali.

I due punti scelti come punti all' oo degli assi delle x, y 
(punti di contatto di z = 0 e t = 0 con certo quadriche) non 



sono che i due punti trasformati di Laplace del punto x, (sopra 
trovati per tutt’ altra via). Infatti nel sistema di coordinate testò 
definito tali punti all’oo hanno uno per coordinate x„, ynì zU) 
tu, w= 0 e l’altro a;„, yv, zv, t^ 0 (tutte calcolate nel punto 0 
della P2). Basterà dimostrare che nel punto 0 i coefficienti g 
delle (6) del § 109 sono nulli ; e, poichò nel punto 0 si ha 

1, ^> = 1, ^=yu — ^ì basterà provare che ivi xw= yuu=0.
Si avranno infatti in 0 due sviluppi

x = u + aw2 + 2(3uv 4- yv2 + • y = v + pw2 + 22uv-p + • ••

Sostituendo nella Fa, data dalla (3), i coefficienti di du2 e di dv2 
devono risultare identicamente nulli. Ora tali coefficienti si trovano, 
con la materiale sostituzione

4(pw + qv) + . .. , 4(0w + 7t>)+...,

dove i termini trascurati sono del secondo grado. Perciò in par
ticolare p = q — 0 = 7 = 0, da cui segue appunto che per 
u = v = 0 si ha aru„ = y,„ = 0. Segue anche xvv = yuu = 0, 
cioè che il piano x — z = 0 è osculatore alla linea u = 0, il piano 
y = t = Q alla v = 0, come già sapevamo. Possiamo dedurre un 
nuovo modo di definire geometricamente gli iperpiani x = 0, 
y = 0. Così p. es. l’iperpiano x = 0 ó un iperpiano passante per 
il piano osculatore della v = 0 ; se x = 0 è uno qualsiasi degli 
iperpiani passanti per esso, gli altri sono x''4- \z = 0. Quello 
da noi scelto per iperpiano x = 0 è V unico tale che z — x2 = 0 
sia una quadrica, la cui intersezione con V2 sia una linea avente 
in O un punto triplo, le cui tangenti coincidono con la direzione 
principale y = 0 (con l’asse delle x). Le quadriche z — x2 = 0, 
o anche più generalmente le quadriche Xz24-2p.zt4-vz24- 
4- z — x2 = 0 sono facilmente definibili per via geometrica.

§ ili. — Le equazioni differenziali fondamentali. (F)

Per risalire dalle forme F\, P2, Fb alle superficie dovremo 
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni 
ù’integrabilità daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme.
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le u, v siano le linee 
principali, scrivendole nella forma :

( $UUM = + Bx„ + pxu + qx„ 4- rx

(1) j = B'xvv + A'xuu + v.xu 4-7ta:v + pa;

’ xuv = hxu+ kxv + Ix .

Notiamo, che posto a12 = e“, si ha

(xxux,xmx„) = 2e3a

donde, derivando rispetto u, oppure rispetto v :

(2) (2* + B)=3aw, (2^ + B1) =3av.

D’altra parte

F^ + F6 = e~“ (x, x1, x2, x,mdu2 + xvvdv2ì ’Lxrttdurdu,dut}.

Ora

2 - (xuu a:„) — 2 ot„ (a^ — a„ .ru)

^112 — dv ^uw

a
*^221 == ^Mu' ^Mu *^u '^nv

^222 == == ' ^"v *^v) 2 Otv ““ ^v) •

Quindi :
F^ì + Fs = 2e2a X

du2 dv2 

(B— 3 a„)dw3 + Qhdu2dv + A'dv3 Adua + Skdudv2 + (B'—3av)dv3



F^f + F, = 2e2a [Adw6 - A'd^ +
(3)

+ 2^duìdv‘ì [{3 (k + a„) — B\ du + \B' — 3 (h 4- a„)| dv ].

Assegnare Fr, Fb, F2 equivale in virtù delle (2) e (3) ad asse
gnare le A, A', B, B', k, k. Dimostreremo che possiamo calco
lare i residui coefficienti l, p, q, r, ir, x, p. Ora derivando l’ul
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima :

^mmwv — k A xv„ 4~ (2 hu 4" l 4~ k B 4~ h lì) xuu 4-

+ (kp + X) xu 4- (hq 4- (i) xv 4- (hr 4- v) x

ove X, [i, v sono espressioni formate con le k, k, l e loro derivate, 
che ci è inutile scrivere esplicitamente.

Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre:

Suuuv — (-8» 4~ A A' 4- Bk) xuu 4- (A„ 4- A B' -]- ?) xv, 4-

4- (Ax 4- pk 4- t) xu 4- (Air 4- q, 4. p & 4- r 4- z) a:, 4-

4- (A p 4- rv 4- pi 4- w) x

ove t, z, w sono formate esclusivamente con le A, B, A', B', h, k, l. 
Confrontando successivamente i coefficienti di xm, , xvì x,
si determinano l’uno dopo l’altro i valori di

? <7 Pv 4“ Ax A ir 4" Pk 4" r A p 4- rv 4- pl — kr .

Similmente dal calcolo di si deducono i valori

l x 4~ A'<? A'p-j-ti:k A-p A'r 4~ P« 4~ — kp.

Cosicché in conclusione restano determinati

l, q, k, p„, r + Aitipk, p + A'p +
(4)

A p 4- r„ 4- pi — kr , A'r 4- pu 4- ni — Zip



In particolare sarà

r — — An — pie -Y M p = — A' p — Tilt + N

ove M, N sono note ; sostituendo questi valori di r, p nelle 
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p,., 
n„ sono noti, i valori di

(5)

— P (— AA'-\-l — kv + hk) + (4t:)„ = p (-{- AA' -j- 

+ /) + (A jr)„

_ n (_ A A' + l - hn + hk) + (A'p^ =

= ir (.4 A' + 7) + (A' pj ,

ove I, J sono gli invarianti dell'ultima delle (1). Insieme ai valori 
già noti di pu ciò basta generalmente a determinare ir, p, 
tutt’al più a meno di costanti arbitrarie.

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo 
piuttosto caratterizzare le superficie anormali (con 4 = 0 oppure 
A' = 0). Se p. es. 4 = 0, la prima delle (1) dà

(6) xunu = B + pxu + qxv + rx .

Se q = 0, le v = cost. apparterranno ad un piano S2, perchè 
ogni S2 osculatore (contenente x, xu, xuu) è anche iperosculatore 
(contiene Se q 4: 0, si ricavi dalla (G) il valore di xv e lo 
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (G) 
rispetto ad w, e sostituendo ad xuv il valore dato dall’ultima 
delle (1). Si troverà un’equazione lineare omogenea che lega x, 

ed Le cinque soluzioni x, y, z, t, w di
questa equazione non identica del quarto ordine sono dunque legate 
da un’equazione

(7) ^x + r2y + r3z + r^ + r6 w = 0

dove le r sono funzioni della sola v ; alla stessa equazione sod- 
disferobbero le



dlw • 1 o O

I. Condizione necessaria e sufficiente perchè duo varietà Vk di Sn 
siano proiettivamente applicabili del secondo (del terzo) ordino ó oho - es
sendo le due Vh riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spet
tino eguali valori dolio coordinato curvilineo - siano collineari lo configurazioni 
degli [,S’3] osculatori - in punti omologhi - a curvo omologhe. (Questo 
teorema costituisce un’ estensione dol teorema di Cedi di cui al § 20 B),

IL Condiziono necessaria o sufficiente perchè duo Vk di Sn - che 
siano ciascuna soluzione di una o una sola equazione allo derivate parziali 
del secondo ordino - siano proiettivamente applicabili del 2° ordine, è che i

-5-7, ~K~Tì • • • ) T~T Pcr » = 1, 2, 3du ow Sw

e quindi per (6) le wv. Sarebbe pertanto anche

dr. , dr2 , , drb(8) -^0;+-^?/ + ...+ —w = 0.
t > dv dv dv

Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili :

1°) Lo ~ sono proporzionali alle r^, sopprimendo un fattore 

comune, sarebbe r( = cost., e quindi la nostra 7a apparterrebbe 
ad un S3, caso che abbiamo escluso.

2°) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano perciò 
un S2 che contiene la corrispondente v = cost. Ritorniamo cioè 
al caso <z = 0; del resto avevamo sopra già calcolato il valore 
di q ; da quel calcolo si deduce appunto che, se A = 0, anche 
3 = 0. In conclusione dunque : Le superficie anormali sono tutte 
e sole quelle per cui uno dei sistemi di linee principali è formato 
da linee piane (di un S2). Se la forma F6 fosse identicamente 
nulla (A = A' = 0), ciò avverrebbe per entrambi i sistemi di linee 
principali, e viceversa. (*)

(*) Per l’estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili 
cfr. le Noto del Dr. Bersano :

« Contatti del secondo e del terzo ordino tra varietà iporspaziali ». Rend. 
Istituto Lombardo Voi. LVI (1923) e « Sulla applicabilità proiettiva di una 
particolare classe di varietà iporspaziali » Rend. Lincei, Voi. XXXII 
serie V (1923).

In detto Noto si dimostrano i seguenti teoremi :



§ 112. — Superfìcie rigate appartenenti ad uno spazio 
ad un numero impari di dimensioni. (C)

Questo e il seguente § riassumono i metodi del Cech per lo 
studio delle superfìcie rigate.

Consideriamo una rigata lì appartenente allo spazio Sr ad 
r — 2 n -f- 1 dimensioni. Per definire R, partiamo da due curve 
Gv e in corrispondenza biunivoca, le coordinate y e z dei 
punti di Gy e 0, essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo 
con apici le derivate rispetto a v. Il punto generico x di R è 

(1) « = hy + Q3 •

coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo
loghe. (La corrispondenza tra le duo 7* è la stessa di quella del teor. I).

No segue che, perchè due 7S di siano proiettivamente applicabili del 
secondo ordino, occorro o basta che lo due forme differiscano soltanto por 
un fattore.

In quanto alla applicabilità del 3° ordine, ossa trae di conseguenza la 
collinearità delle due F2. Infatti se due Vt (K, 7") sono proiettivamente 
applicabili del 3° ordino, ad ogni punto 0 di V si potrà associare una V" 
collineare con V" e avente in 0 un contatto del terzo ordino con K. V” 
e V" saranno perciò, in 0, legato dallo :

a; — z ; xr = xr ; a:r, = xrs ; xrit = xrl( -|- a:r -]-

+ 7!.rtxi" H- (r, s, < = 1, 2) e analoghe

dove x"',..., sono lo coordinato non omogenee rispettivamente di
S3x

K o V" od è posto : xr,t = -r----- t---- t—. No segue che lo forme ,
o ur o u, o ut

fs costruite per K coincidono con quello costruite por lo V”. Ma V" o V" 
sono collineari, e nella I nota ò anzi dimostrato che esistono infinito oolli-
neazioni che mutano V" in una V avento in 0 un contatto del 3° ordine
con V. Tra queste omografie scegliamo quelle ohe sono unimodulari. Ne 
seguirà che V e V” hanno lo stesse forme fondamentali ft, f2, . Se ne
trae ancora (teor. I) ohe : Due F2 di S4 sono collineari so sono tali lo confi
gurazioni degli S3 osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi.



Supponiamo, limitandoci a tale caso generale, che il determinante

(yxy'z' ... y™zw)

non sia identicamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti 
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v 
in modo che sia identicamente

(2) (yzy'z1.. . y^z™) = w = + 1 .

La teoria che andiamo ad esporre è la generalizzazione del me
todo già usato al Cap. IV nel caso particolare n = 1. I punti 
y, z,... yw, z(n) essendo linearmente indipendenti, le coordinate 
di y e z soddisfano alle equazioni differenziali

(31 w(n+I) = È + b^", z(n+1’ — 2 + dtzw .
' 1 i-0 i-0

Derivando (2) si deduce che

(4) an + dn = 0 .

È evidente che l’iperpiano

(5) h!/1'» + tazw)

contiene gli Sn osculatori a tutte le curve di lì passanti per il 
punto (1) di R. Esso si dice pertanto l’iperpiano n — tangente 
(o n — osculatore) di R in x. Si dicono, con Bompiani, quasiasin- 
totiche le curve di R tali cho, in ogni loro punto, l’iperpiano 
n — tangente $ contenga l’S^, osculatore alla curva. Proprietà 
caratteristica di una quasiasintotica ò evidentemente

s e -^r = -se

+ (^+1) + ^(n))] =o-



Sostituendovi i valori di t/(n+1), z(n+I1 dati dalle equazioni differenziali 
(3) ed il valore (5) di $ si trova

(6) (n -f- 1) (L ti — <2t^ + t? + (d„ - an) t1ti — cn = 0 .

Dalla forma di quest’equazione differenziale si deduce subito il 
teorema di Bompiani :

Le, curve quasiasintotiche di R segnano sulle generatrici pun
teggiate tutte proiettive, tra di loro. Di più si vede come al Cap. IV 
§ 34 A, che possiamo scegliere y e z in modo che il punto (1) 
descriva una quasiasintotica sempre che tt : t2 sia costante. Sotto 
tale ipotesi l’equazione (6) deve ridursi a t^— t^ = 0 sicché

ù» = c„ — dn — an = 0 .

Confrontando con (4) vediamo che

«n = = C„ = dn = 0

sicché le equazioni (3) diventano

n—1 n-1
(7) y("+l) — 2 a.yW _|_ biZW } z(«+l) — £ c.yW y.z^ ,

i= 0 i=0

Le nostre ipotesi restano soddisfatte, introducendo e C al posto 
di y e z mediante le formole (*)  (X, p., v, p, essendo numerici)

(*) Per brevità, supponiamo orientate lo generatrici di R sicché non 
abbiamo bisogno di studiare il caso Xp — pv<0.

(8) 7] = X?/ + [iz, C = vy + pz, Xp —p.v = l.

Come al Cap. IV § 34 B vediamo che, , t2 essendo cogredienti
a tx, t2, le n forme bilineari

(9) /<(M) = —+ + (i = 0, 1... n—1) 



non cambiano per la trasformazione (8). E lo stesso vale, adunque 
delle forme quadratiche

(10) f{ (t) = — b^ + (ai — d{) tj t2 + (i = 0, 1. . . n —1) 

»
e delle espressioni

(11) 2ji=ai+di (i = 0, l...n —1).

La rigata li è evidentemente determinata, a meno di collineazioni, 
dalle forme bilineari (9) o, ciò che è lo stesso, dalle forme qua
dratiche (10) e dalle fi. Ma tali forme non sono ancora invarianti; 
infatti le nostre ipotesi restano soddisfatte facendo la trasformazione

(12) Y = py, Z — px, V=flpl»dv.

Alle equazioni (3) corrispondono le altre due della stessa forma

d^U 4 d^Y , D d^'Z 
dV^1 “ i-o ‘ d F—1 + ‘ d?"-1 ’

d^Z d^Y n dn-'Z
~dV^ i-o U‘ d F—’ + < d P—1 ’

Un facile calcolo dà che

^n-i — L)n_,— |p| " (an~ì—d,^),
(13)

__ 4 __ 4
#n-l= Ipl " Vi, Gn-Ì = Ipl " Cn-Ì

mentre gli altri coefficienti dello equazioni (7) si trasformano in 
modo complicato. Se no deduco

_ A
GV1 - O + 4Bn_icn_x = Ipl "X

(13)w,
X [fan-l — ^>-l)2 + 46n_1C„_i] .



Se il discriminante di /n_2 (t) è diverso da zero, possiamo quindi 
togliere ogni ambiguità in modo intrinseco ed. invariante sup
ponendo che

(14) (®«—i — 2 + 4 c„_i — 4 e, e — ~l~ 1 ■

Possiamo dire arco proiettivo di lì la variabile v corrispondente 
alle ipotesi (2) e (14). Le forme bilineari (9) corrispondenti all’i
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti.

É facile dedurne il sistema compioto degli invarianti proiettivi 
di R. Per maggior chiarezza, riprendiamo la notazione del 
Cap. IV ponendo

(15) — b,,^ — A , an_x — d,^ — 2 B, — G

sicché
/n—i (0 = -4 tì -p 2 B /j t^ -f- CI*,

B* — AG = s =

e poniamo, come al Cap. IV, § 35 B

A B G

(16) B'2 — A'C = h, A' B' C' = k

A" B" C"

Supposto h 4= 0, noi sappiamo da 1. c. che h e k determinano 
/„_i (t) a meno di sostituzioni (8) a coefficienti numerici. Posto 
ancora

At, B , B l-^ -|- G t^
g(0 =

A' t^ B' t^, B' t^ G' t^ ,

le forme quadratiche f,^(t), (t) = A' fi + 2 B' ttt^ + C'tf e
g (t) sono linearmente indipendenti, se h^O, cosicché valgono delle 
identità della forma

fi 0 = (t) + (t) + N,g (t) (i = 0, 1... n - 2).



È chiaro che (sotto le ipotesi (14) e 0), il segno s = + 1 e 
le quantità

h(h>0 se e = — 1), k, j( (i = 0, 1 ... n — 1) 
(17)

A, , Ni (4 = 0, 1 ... n — 2)

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R.

§ 113. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio 
ad un numero pari di dimensioni. (C)

Consideriamo ora una rigata lì appartenente ad uno spazio 
Sr a r = 2 n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo 
la rigata mediante due curve direttrici Gy e C,, sicchò il punto 
generico di lì è anche qui

(1) x = t1y-\rt2z

y q z dipendendo dal parametro v. Limitiamoci al caso generale 
supponendo che non siano nulli identicamente tutti i minori del 
massimo ordino della matrice

(2) $ = (yzy'z'... .

Tali determinanti sono lo coordinato dell’iperpiano $ che ò evi
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti della generatrice y z 
di lì. L’iperpiano $ ò di più n — tangente nel punto (1) se

(3) (yzy'z ... y^z ,̂ t. y™ + t^ = 0 ,

mentre negli altri punti della generatrice (yz) lo spazio n— tangente 
riempio tutto lo spazio ambiento Sr, Si osservi che la (3) deter
mina univocamente il punto (1) della generatrice generica di lì ; 
infatti nel caso contrario, y^ o z(n) sarebbero per ogni v combi
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde 



si concluderebbe facilmente che lo spazio d’appartenenza di 
avrebbe meno di 2n dimensioni, contro l’ipotesi. Determinando, 
per ogni valore di v, il rapporto dalla (3), il punto (1) 
descrive una curva ben determinata di R che diremo col Bompiani 
la curva quasiasintotica di R. Essa è pertanto l’unica curva di R 
in cui punti lo spazio n— tangente a R ha dimensione < 2n.

Supponiamo d’ora innanzi che la curva Cy sia quasiasinto
tica sicché

(4) (y zy' z ... y^^ yM) — 0 ;

e scegliamo il parametro v in modo che sia identicamente

(4)bis (yzy'z'... yWzWsW) — 1,

escludendo senz’altro i valori isolati di v in cui il determinante 
(4)bl, sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di 
y e z soddisfano all’equazione differenziale della forma

n—1
(5) y^ — 2 a^ 4- b^ .

0

In generale bn_x 4= 0 ; se bn_x = 0, la (5) dimostra che, in ogni 
punto della quasiasintotica OV1 l’S„ osculatore a Cy sta nello 
spazio (n — 1) — tangente ivi ad R. Limitiamoci a trattare il 
caso generale bn_x £ 0 .

Le equazioni (4) e (4)bl„ restano soddisfatte senza cambiare 
il parametro v sostituendo a y e z rispettivamente 7] e C dove 

(6)

p e X essendo funzioni qualunque di v. Ne vogliamo approfittare 
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alla (5) corrisponde la

n—1

i— 0

dove, come un facile calcolo dimostra,



(7) a»-l = «n-I — x P”6..-! + n (n + 1) — » Pn-1 = P2n+1^—I •

Possiamo pertanto scegliere p e X in modo che risulti

(8) an_i = 0 , = 1 ;

infatti a tale scopo occorre e basta scegliere 

1 n + > n (n I 1\
(8)m. P=6n-1 sn+l, x = 6„_1 «"+1 an_!-------\

Le equazioni (4) e (4)bls restano pure soddisfatte facendo la 
trasformazione

(9) g=any, 3=2» V=jsdv.

Alla (5) corrisponde ora la

dVn ~i=o Oi dV*

ed un facile calcolo prova che

(9)Ms
1a„-l= — «n-l +

n (n + 1)
2 bn-i = a’1-16„_i.

a

Posto ancora

p^p^'p, z = p-ii3 + xp, f=v,

sarà, analogamente alla (5),

dnY 
dVn

n-1

i=0

M
dP dP •= 2 A

Affinchè risulti An_i = 0, = 1, occorro e basta secondo 
le (8)bl, che



(9)t„ P = b x = b, 2n + 1 n(n +1) dlogb 
2 n -|- 1 d V

Supponiamo 
raggiungere 
diventano

ora che 
mediante

sia a^ = 0, bn_x = 1 (il che si poteva 
una trasformazione (6)). Le equazioni (9) bl,

a, o' .
a2 >

= a—1
2

sicché le (9)tor danno

p = 0 2w + l X = 3 w (re + 1)
2 2n+ 1

o' .

Abbiamo pertanto ottenuto il risultato : Si posssono in infiniti 
modi scegliere le curve Cy e C„ i fattori delle coordinate y e z, e 
il parametro v, in modo che valga la (4)bi„ e la

(10)
2

= z(n-n + x a<2/«) + b^. 
t—0

La più generale trasformazione che non lede tali ipotesi è

Q
Y = ^+n+iy> Z = zn'n~"z + —n (n + —1 z y,

(11)
V = f z^dv,

z essendo funzione arbitraria di v (u 0).
Eseguendo la (11), alla (10) corrisponde la

dnY d^Z ( «-2 d(Y , D d‘Z
dVn ~ dV^1 i=0Ai dV‘ dV* '

Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, dà

(12) Bn_„ = z-^+V X-] ,



Q r'
^n-, = a-8- * ?4 (n + 1) — òn_8 +

u T

(12)bl. 

1 t" 1 t'2
+ —n^—i) (n —4) —— n(n2 — 1) (4n2-19n—42)

Derivando la (12) e confrontando con la (12)bl, si deduce che

(b + 2)^+1»(» + 1) -
O U> V

1 n(n+l)(4n2 — 5n + 10)
6 (n — 1) (n + 2) "

(12)t„

t-2(»b+d (n + 2) + -|-n (n + 1) (n — 4) b'^ —
o

1 n (n + 1) (4 n2 — 5 n + 10) 2
6 (n — 1) (n + 2) n

L’ultima equazione prova che si può in generale togliere ogni 
ambiguità supponendo

_ 1 w (n + 1) (n — 4) f l 
n~! — 3 n + 2 +

(13)
, 1 n (n + 1) (4n2—5n-|-10) I2 ,
+ 6 (n — 1) (n + 2)a + 6

dove a s2 si può dare un valore numerico scelto comunque, pur
ché diverso da zero, p. es. 8= ±1.

Il parametro v corrispondente a (13) può dirsi l’arco proiettivo 
di R ; le y e z son perfettamente determinate a meno di una 
sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de
duce derivando che, accanto alla (10) vale l’equazione della forma 

(14) a<"+1)=="21c<2/<<> + d1«(‘».
<=o

Ed è chiaro che il segno e e lo quantità



a(, bj, ch, d^ (i = 0, — 3; j — 0, l...n —2;

k = 0, 1 .. . n — 1)

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di lì.
La normalizzazione ora esposta diventa impossibile se vale 

la (13) con e = 0. In tal caso il procedimento più rapido è il 
seguente. La (12) prova che si può in ogni caso scegliere v in 
modo che sia bn_3 = 0. Ma tale normalizzazione non è inva
riante, perchè la condizione òn_2 = 0 resta inalterata ponendo

Y Z=inl‘n~^zì V = t^n+lvì r costante.

Mediante tale sostituzione, le b(} ct, d, si cambiano rispet
tivamente in A(, Bit Ct, Di dove

Ai=tn~iai, Bi=t"~i-lbiì Ci=ln~i+tCiì Di=tn-i+1di, < = t5"+'.

Nel caso eccezionale [quando e = 0 nella (13)], facendo bn_t = 0 
sarà anche an_2 = 0. Sia an_2 = ò„_2 — 0, ma p. es. a„_3 0. 
Allora il differenziale

i
(15) a„_s n~3 dv = dw

e le quantità

1 dan 3 
«„_3 dw

(16)

a«—s bn~3
(i=0,l...n-4), (i=0, l...n-3),

cn^ dn~'A
an-i+2 1); n-«+l 0 = 6, 1 . . . n---  1)
“n-3 “h-3

sono evidentemente invarianti proiettivi di lì; e la lì è completamente 
determinata a meno di collineazioni, date le quantità (16) in fun
zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter
minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza.
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APPENDICE Ia

Sur la déformation de certa!nes surfaces tétraédrales, 
les surfaces S et les réseaux lì.

Note de M. Georges Tzitzeioa Prof, à l’Università de Bucarest (*).

(*) L’illustre geometra rumeno ha cortesemente acconsentito ad esporre 
in questa nota, di carattere piuttosto storico, la serio dello ideo cho lo hanno 
guidato noi suoi studii sullo suporfloio »S o lo roti lì. Queste ideo, veramente 
originali, interesseranno corto moltissimo i lettori di questo libro.

(**) Dabboux, Th, des surfaces, II, p. 289, ou bion ma Gòom. diff. proj. 
des réseaux, p. 92.

1. - Le point de dópart de mes reoherches a été un pro- 
blème particulier de déformation de certaines surfaces tétraédrales.

Considérons le réseau des lignes de courbure d’uno quadri- 
que. Les normales de la quadrique forment uno congruence conju- 
guéo, au sens do M. Guiohard, au réseau ; olles découpent dono 
sur la quadrique, d’aprés un théorème do Ribaucour (**),  un 
antro réseau, qui est, avec celili des lignes de courbure, harmo- 
nique à una moine congruence cyclique. Le réseau cyclique cor- 
respondant est à invariants tangentiels égaux, dono il reste inva- 
riable dans una déformation continue à un paramètre.

C’est cotto déformation continue que j’ai tout d’abord ótu- 
diée et j’ai obtenu lo résultat suivant:

Toulea les surfaces



38 L A
x = A (w -|- a)2 (v 4- a)2, y — B (u + è)2 (v + è) *, 

(1) 
8 3

(*) C. R, de l’Ac. des Se. 128 (1899)
(**) C. R. 1902, le 21 avril 1902.

z = G (u + c)8 (v + c)2

pour les quelles les six constantes A, B, C, a, b, c soni telles que 
les cinq expressions

A2 a1 + B2^ + C2^ (i = 0, 1, 2, 3, 4)

ont des valeurs délerminées, soni applicables les unes sur les autres (*).

2. - Après avoir essayó d’étudier lo problème général de 
la déformation continue et de trouvor la place qu’occupait le 
problème spécial précédent dans ce problème général, ie suis re- 
venu aux surfaces (1) dont l’équation cartésienne est

2 LA 
(2) ao;3 + $y3 4- yz8 = 1 .

J’ai remarqué d’abord que dans la déformation continuo précé
dente, la courbo u — v, qui est uno ligne asymptotique sur chaque 
surface, roste invariable do forme. On a ainsi un exemplo do la 
déformation continue d’uno surface autour d’une ligne asymptoti
que. J’ai démontré que cette déformation peut so fairo autour de 
chaque ligne asymptotique (**),

Il rósulte de là quo los oo3 surfaces (2) peuvent ótre groupées 
en oo1 familles, chaque famille étant composée de oo2 surfaces 
toutes applicables les unes sur le autres. Il s’agit maintenant do 
trouvor la relation entro les coefficionts de (2) qui caractérise 
chaque famille do surfaces applicables.

A cet offet j’ai posé

3 3 8

x = P\ y = Q\ z=Rs 
où



P = PjU + p2v + pa, Q= QiU + q2v + q3 lì = ì^u + r2v+ra

et j’ai dómontró (*)  qu’on faisant des transformations linóaires 
sur les variables u et v, on peut róduire l’élément linéaire de (2) 
à Fune des formes

(*) C. R. le 18 juin, 1906. •
(**) C. lì., le 25 juin, 1906. Dans cotto Noto uno fante do oaloul, que 

j’ai corrigóo implioitoment dans los publications ultérieures, m’a fait diro que 
los surfaces d’ ólèment linéaire (4) so ramònent à 1' otudos dos surfaces à cour- 
buro totale constante.

(3) ds2 = vdu2 4- 2ndudv 4- dv2,

(4) ds2 = udu2 4- 2mdudv 4- vdv2.

D’une manière plus précise, on obtient l’élément linéaire (3) si

2 . J. £
a2 4- P2 4- 7S = 0

et (4) si
3 3 3 ।

a2 + 02 4- T2 = - -t •m3

3. - 11 restait à trouver toutes les surfaces admettant l’élément 
linéaire (3) ou (4), pour quo le problème de la deformatimi des 
surfaces (2) fùt complètement résolu. J’ai tait voir ()  que la 
recherche des surfaces ayant l’élément linéaire (3) so ramòne à 
collo des surfaces minima, tandis que la recherche des surfaces 
ayant l’élément linéaire (4) conduit à collo des surfaces S pour 
lesquolles on a 

**

où K est la courbure totale on un point M de S et p la distance 
d’un point fìxo 0 au pian tangent en M à S.



C’est de cotte manière quo je suis arrivò à l’ótude des 
surfaces S (*).  (Cfr. § 25 E et 28 D).

(*) Voir mon mómoiro Deformare a unni clase de suprafase tetraedrale 
publió on 1916 dans los Ann. do 1’Ao. Roumaine

Il lettore noti che alla sesta riga di pag. 153 (g 25 E) si dove leggero 

|/ — K e non -j--------- , (come ó scritto per un orrore di stampa). Egli rioo- 

noseerà allora immediatamente che le superficie ivi studiato coincidono con 
quello dolio Tzitzoica.

(**) C. lì., le 10 juin 1907, ou bien llend. del Gir. mat. di Palermo 
(Tomo XXV et XXVIII, 1908 et 1909).

(***) On los a d’abord désignces ainsi dans la littóraturo sciontifiquo. Plus 
tard on a reconnu quo co sont dos sphòre aitìnos. Quolquos géomòtres 
(M. Jonas ot Demoulin) m’ont l'ait l’honneur do lour donner mon nom.

4. - J’ai commencó l’ótude des surfaces S on dómontrant 
quo leur recherche conduit à l’ótude des systèmes complètement 
intógrables de la formo ()**

(6)

--  a ,
6„„ = AO , 

0W = a' 0„ + b' 6„.

A partir de ce point doux voios se sont trouvóes ouvertes 
dovant moi. Jo les ai suivies alternativement. Ellos se sont róu- 
nies, cornino on lo verrà dans la suite, dans la thóorio des 
róseaux lì.

Il rósultait tout d’abord du système (6) que les surfaces 
<9 (***)  gar(jenf ]a propriétó (5) après uno transformation affino et 
il n’est pas difficile do voir qui il on ost do meme après mie 
transformation par polaires róciproques. Il fallait expliquer ces 
rósultats.

J’ai dómontró qu’une transformation affine laisse, à un fac- 

teur Constant pros, lo rapport ~ invariable, tandis quo uno trans

formation duale le remplace par son inverso.



J’ai chorchó ensuite uno dófinition puremont affine dos sur- 
faces S. Je l’ai trouvée d’abord pour les surfaces róglóes, (*)  à 
savoir qu’elles ont leurs lignes tlocnodales confondues à l’infini. 
Pour les surfaces S gónórales Ics surfaces róglóes asymptotiques, c. à 
d. Ics surfaces róglóes formées par les taiigentes aux lignes asympto
tiques d’uno famille aux points où elles coupent une ligne asym- 
ptotique de l’autre famille, ont, cornine dóveloppables asymptoti
ques, des cones ayant tous lo mème sommet (**).  Getto dófinition 
s’applique aussi aux surfaces róglóes.

(*) C. R., le 9 dèe. 1907 ; voir aussi Atti del IV Congresso intern. 
dei Mat. [Roma, 1908), et Rend. del Ciro. mat. di Palermo, T. XXVIII (1909).

(**) C. R. lo 27 - I - 1908.
(***) 0. R., lo 18 avril 1910.
(****) Darboux, Th. des surfaces, II, p. 345.
(****») C. R., le 28-XI-1910 el lo 3-1-1911, ou bion ma Gèom. diff. 

proj. p. 260.

5. - Cornine les lignes asymptotiques jouent un ròle essentiol 
dans la thóorie des surfaces 8, j’ai ótó naturellemeut «onduit à 
chercher une transformation do ces surfaces à l’aido des con- 
gruences 17, analogue à cello des surfaces à courbure totale con
stante ou à collo des surfaces applicables sur une quadrique ().***

J’ai abordó alors la thóorie génèrale des congruences 17, à 
l’aide d’un thóoròmo romarquable de Dahboux (****),  au quel j’ai 
donnó uno nouvelle dómonstration à l’aide d’une interprétation 
góomótrique dans un espace à cinq dimensions. J’ai fait voir (***♦*)  
qu’ à tonte congruence W il correspond un róseau tracó sur uno 
variété à quatre dimensions dans un espace projectif à cinq dimen
sions et róciproquement. Aux deux complexes formós par les tan- 
gentes des deux surfaces focales d’une congruence 17 corrospon- 
dent deux congruences, conjuguóes au róseau prócòdent et formóes 
par des droites appartenant à la variété quadratique. Les deux 
foyers d’un rayon d’une de ces congruences sont les images dos 
deux tangentes asymptotiques de la surface focale correspondanto.

6. - Revenons au systòme (6) et montrons la seconde voie 
que j’ai suivie en moine tomps que la précédente. On peut con- 
sidórer ce systòme corame dótinissant les coordonnóes projoctivos 
d’un réseau pian : c’ est la perspective sur un pian des lignes 



asymptotiques d’uno surface & Cotte porspective est, d’après un 
théorème do M. Koenigs, un róseau à invariante ógaux, ce qui 
est du reste visible sur lo système (6).

J’ai été ainsi obligó d’ótudier les róseaux à invariante ógaux. 
J’ai complèto un antro thóoròmo de M. Koenigs, concornant 
certaines coniques attachées à un róseau à invariante ógaux et on 
revenant au róseau pian défini par (6) j’ai montré qu’il so repro- 
duit apròs trois transformations de Laplace (*).

(*) C. 7?. le 30 - XI - 1908. J’ ai ajouté dans la méme Noto un socond 
exomple do suite de Laplace póriodiquo et je suis roventi plus tard. (on 1913) 
sur cotto qnestion. Voir le chap. VII do ma Gòom. diff. proj. des róseaux.

(*♦) C. 77., le 24-IV ot lo 4-XII-1911, ou bien ina Gòom. diff. proj. 
p. 203.

De sorte qu’en faisant correepondro à une congruence W 
de notre espace un róseau quadratiquo d’ un espaco à cinq dimen- 
sions, j’ai ótó naturellement conduit à considóror d’uno manière 
spóciale los congruences W dont l’imago est un róseau à inva
riante ógaux.

Un troisième thóoròmo do M. Koenigs, appliquó à un tol róseau 
et à une des deux congruences quadratiques conjuguóes donne un 
nouveau róseau quadratiquo à invariante ógaux, à partir du quel 
on peut continuer la mome opóration. En revenant à notre espace 
on obtient uno suite de Laplace dont toutes les congruences sont W. 
Un róseau quelconque de la suite ost ce qu’on appello un róseau 77. 
C’est do cette manière quo je suis arrivò à l’ótude des ró
seaux 77 (**).



UNA OSSERVAZIONE BIBLIOGRAFICA

11 lettore che desideri conoscere altre ricerche sulla teoria' 
delle superficie lì vegga, oltre a due note di G. Fubini in corso 
di stampa noi lìcnd. della lì. Accademia dei Lincei (2° Semestre 
1926) i seguenti lavori fondamentali del Prof. A. Pemouun della 
Università di Gand :

Sur les surfaces R et les surfaces 12 (Comptes Rendus; tome 153, 
p. 590, 705, 797, 927).

Sur les conijrucnces qui a ppartiennent à un complexe linèaire 
et sur les surfaces 4> (Bull, do la Classo des Sciences de l’Aca- 
démie Royalo do Belgique; 4 mai 1920; pp. 215 - 232) (*).

(*) Risultati importanti sono contenuti nello Noto dolio stesso A. : Sur 
les surfaces dont Irs quadriques de Lie n’ont que deux pqints caractéri- 
stiques (C. R. luillet 1924).

Sur les surfaces reglées (C. R. jun 1908) Sur la théorie des lignee 
asymptotiques (C. R. aoùt 1908). Sur la quadrique de Lie (C. R. Soptem- 
bre 1908). Sur quelques propriétés des surfaces courbes (C. R. Sopt. ot 
Octobro 1908).





APPENDICE IP

I fondamenti geometrici della teoria proiettiva 
delle curve e delle superficie 

di Enrico Bompiani

In un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer
cato di dare un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet
tiva delle curve e delle superfìcie (nello spazio ordinario).

(♦) A - Corrispondenza puntuale fra due superficie e rappresentazione 
conforme. Rendio. R. Accad. doi Lincei, s. V., voi. XXXII, 1923.

B - Nozioni di geometria proiettivo-differenziale relative ad una su
perficie dello spazio ordinario. Ibidem, voi. XXXIII, 1924.

C - Costruzione di invarianti proiettivo - differenziali di una super
ficie. Ibidem s. VI, voi. II, 1926.

I) - Invarianti proiettivi di contatto fra curve piane. Ibidem, volu
me III, 1926.

E - La geometria delle superficie considerate nello spaziò rigato. Ibidem, 
voi. Ili, 1926 (2 Noto).

F - Determinazioni proiettivo - differenziali relative ad una superficie 
dello spazio ordinario. Atti R. Accad. Scienze di Torino, voi. LIX, 1924.

G - Le forme di Fubini nella teoria proiettiva delle superfìcie. Rendio. 
Istituto Lombardo, voi. LV1I, 1924.

H - Sulla geometria proiettivo-differenziale delle superficie. Rendio. 
Somin. Matem. dell’Università di Roma, voi. Il, 1923-24.

I - Sistemi coniugati e sistemi assiali di linee sopra una superfìcie 
dello spazio ordinario. Bollettino Unione Matem. Ital., a. Ili, 1924.



Chi abbia lotto il presente Trattato ha certo notato l’impor
tanza cho nello studio di tali enti assumono corto forme differen
ziali (arco proiettivo delle curvo piane o sghembo ; elemento 
lineare proiettivo di Tubini ; etc.) o come da osso dipenda la 
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva dello 
superficie) o geometrici (p. es. normale proiettiva di Tubini) fon- 
damontali per la teoria. L’introduzione di queste formo ha carattere 
analitico ; la loro invarianza risulta da proprietà formali.

Se si confronta questa teoria con quella metrica dello curve 
o dello superficie (considerato o noi gruppo dei movimenti o nel 
gruppo dello applicabilità) si scorge subito una diversità profonda 
nel loro modo di sviluppo : chò infatti in quest’ ultima le formo 
differenziali che stanno a baso della trattazione hanno un signi
ficato geometrico immediato (che si riconduco in ogni caso all’in
variante elementare « distanza di due punti » o « angolo di due 
direzioni » ) : ed ò proprio questo significato che no suggerisce e 
ne giustifica l’uso.

K - Contributo alla geometria proiettivo-differenziale di una superficie. 
Ibidem, a. Ili, 1924.

L - Sulla corrispondenza puntuale fra due superfìcie a punti planari. 
Ibidem, a. IV, 1925.

M - Per lo studio proiettivo-differenziale delle singolarità. Ibidem, 
a. V, 192(5.

N — Le forme elementari e la teoria proiettiva delle superficie. Ibidem, 
a. V, 1926.

0 - Proprietà generali della rappresentazione puntuale fra due super
ficie. Annali di Matematica, s. IV, t. 1, 1923-24.

P - Rappresentazione geodetico-proiettiva fra due super fiate. Ibidem, 
t. Ili, 1925-26.

Q - Sul contatto di due curve sghembe. Memorie Accad. Scienze di Bo
logna, s. Vili, t. Ili, 1925-26.

R - Corrispondenza fra una superficie e le sue parallele. Mathom. 
Zeitsohrift. Bd. 24, H. 2, 1925.

Questi Lavori saranno citati includendone la lettera d’ordine nel testo 
fra [ ]. 1 richiami al voi. I del presento Trattato saranno fatti cosi : 
[G. P. D. pag. ... ].



Non è così nella geometria proiettiva. E la differenza ha 
origine da una difficoltà sostanziale che si presenta in questa 
teoria e che conviene porre chiaramente in evidenza.

La domanda da esaminare ò questa : quale può essere il 
significato proiettivo di una forma differenzialo (del primo ordine) ?

Sia data una varietà di elementi, « punti », individuati sulla 
varietà stessa per mezzo di un sistema di coordinate essenziali 
u{ (i — 1,. .., n). Una forma differenziale (di qualsiasi grado e) 
del 1° ordino in queste coordinate acquista un valore ben deter
minato quando sia data un’ n — upla di valori per le coordinate u{ 
(che in generalo figurano nei coefficienti della forma) e un’n— pia 
di valori per i loro differenziali dut. In termini geometrici, la 
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un 
punto P e un punto P' (u{ d- du() della nostra varietà. Se 
la forma ò invariante rispetto a determinate trasformazioni, cioè 
se essa ha un significato geometrico per la geometria della varietà 
relativa ad un determinato gruppo, ciò vuol dire che è possibile 
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti 
infinitamente vicini P e P'.

Se il gruppo considerato ò quello metrico (fondamentale) la 
distanza fornisco l’invariante desiderato. Ma se il gruppo è quello 
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che l’in
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un 
senso solo per quattro (e non por due) elementi di una forma di 
prima specie.

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede 
la difficoltà sopra accennata) intervengono alcuni invarianti proiet
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono 
effettivamente, per dirla in breve, da due soli elementi infinita
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mio modo di 
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geometrica di tutta 
la teoria del Fubini ; ma, anche prima di vedere che cosa precisa- 
mente essi siano, ò facile intendere eh’essi hanno una portata 
che trascende di gran lunga questa teoria. E noto infatti che 
tutt’i gruppi che hanno un reale interesse geometrico si lasciano 
considerare come gruppi lineari (con certe varietà algebriche in
varianti) : or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi 
forniscono por ciascuna di queste geometrie un metodo razionale 



per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat
terizzano (*).

Illustrerò la natura e l’ufficio di questi invarianti infinitesimi 
ricostruendo rapidamente la teoria delle curve o delle superficie. 
Data l’importanza di queste, esporrò altri due metodi, non di 
portata generale come il precedente, ma particolari a questi enti, 
per ottenere lo forme fondamentali di Fubini, la curvatura proiet
tiva, il fascio canonico etc. : il primo modella la teoria delle 
applicabilità proiettive su quella delle ordinarie applicabilità (in 
senso metrico) sostituendo allo geodetiche un sistema doppiamente 
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie ; il 
secondo studia la geometria della superficie come ente dello spazio 
rigato e si giova della rappresentazione iperspaziale delle con
gruenze delle tangenti asintotiche sulla quadrica di . E il 
Lettore avrà così occasione di riconoscere quale sia la fecondità e 
la generalità delle ricerche di geometria iperspaziale, qui riassunte 
nell’Appendice III, che, come sopra ho accennato, sintetizzano, 
per così dire, ogni ramo di geometria differenziale.

1. — Curve pinne.

1. - Invariante di Segre.

Siano C e C due curvo piane aventi in un punto 0 un 
contatto di ordine n, intero 1), o sia 0 punto ordinario per 
esse.

Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi 

C, C e la tangente t comune in 0 rispettiv. nei punti P, P, T 
(prossimi ad 0). Sia Al un punto proso a piacere sulla trasversale 

(diverso dai tre considerati) o si formi il birapporto D = (PP TM\

l*) Il Fubini, nella sua idea primitiva, pensava al gruppo proiettivo am
pliato ; o perciò, abbandonati i punti o i birapporti si riferiva agli elementi 
(di ordino elevato il minimo possibile) della varietà studiata : cioè nel caso 
delle superlicio ad t, y, x, p, q, r, k, t,....



Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere) 
a passare per 0, con la sola condiziono che la posizione limite 
sia o pure con legge arbitraria si faccia variare M su di 
essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla posi
zione limito della trasversale sia 4 0.

Si deve a C. Segre (*) il seguente risultato : il limite del 
birapporlo D è un'invariante proiettivo delle due curve considerate 
in 0 : esso non dipende affatto dalle posizioni limili della trasver
sale e del punto M.

Se le equazioni delle due curve, riferito ad un qualsiasi 
sistema di coordinate proiettive non omogenee avento origine in 0 
e la tangente t come asse x sono

(1) y (a04: 0), (1) y = x2Zafz' (ao4:O) 

detto invariante vale a0 | a0.
Questo invariante di Segre, come lo chiameremo, è dunque 

un carattere proiettivo finito relativo al contatto delle due curve ; 
esso vale 1 se lo due curve hanno un contatto d’ordine superiore 
al primo (n > 1).

2. - Invariante assoluto di un’ equazione di Laplace.

Di questo invariante di Segre vogliamo far subito un’appli
cazione di cui ci gioveremo in seguito.

Data l’equazione di Laplace (**)  

(**) Si veda p. es. la Memoria Sull’equazione di Laplace. Rendic. Ciro. 
Matom. di Palermo, t. XXXIV, 1912.

S2x dx
Su Sv a Su

S x 
Sv+ b c x — 0

è noto che w-|-l soluzioni xt indipendenti di essa si possono interpre-

(♦) Su alcuni punti singolari delle curve algebriche etc. Rond. Acoad. 
dei Lincei, s. V, voi. VI, 1897.



taro corno coordinate proiott. omog. di un punto (di uno Sn) che descri
ve al variare di u, v una superfìcie $ sulla quale le lineo u (v = 
= cost) o v(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato. 
Se da un punto P (xt) di d» si passa ai punti P1 di coordinato x' =

x d x= + ax , e P~' di coordinate xf' = —4 -|- b xt questi punti

descrivono a lor volta due superfìcie d’1 e d»-1 {trasformate di 
Laplace di <P) sulle quali le linee u {dv=Q) e v (du=0) 
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P 
a d> è osculatore alla linea u passante per P1 su d»1 e alla linea 
v per P~' su d>-1 : sicché in esso si può considerare una conica 
P1 osculatrice in P1 alla linea u e tangente in P~' alla linea v 
e un’altra conica P-1 osculatrice alla v por P-1 e tangente alla 
u por Pl.

È pure noto cho l’equazione di Laplace possiede due inva
rianti relativi

, da , , , db , ,
h = ——- ab — c, k — —---- \- ab — c 

du dv

e quindi un invariante assoluto h / k. Eccone il significato geo
metrico [E] :

L’invariante assoluto di un’equazione di Laplace è proprio 
l'invariante di Segre (relativo a P1 o a P^) delle due coniche bi- 
tangenti P1 e P-1. Se l’equazione ha invarianti (relativi) uguali le 
due coniche coincidono e si ha il teorema di Koenigs.

3, - Invarianti di contatto fra curve piane [!)].

Ritorniamo alla considerazione del birapporto D. L’equazione 
della trasversale r sia

(2) x = a (s) y + e

variabile con e in modo che a0 = lini a (s) sia finito ; ha fun- 
e —0

zione a (che per semplicità si può supporre analitica) caratterizza 



la oo1 di rette in cui varia r. Il punto M appartenente ad r 
abbia coordinate a:0, y0 (in generale funzioni di e) ; e sia 
lini M £ 0.

s->o

Il calcolo effettivo di D = Do 4- s + D2 e2 4* ... fornisce 
i seguenti risultati :

A. CONTATTO DEI, 1° ORDINE ERA C E C.

1. - Lini D ~ a0/a0^. 1: invariante di Segre. 
e ->0

2. - Il termine del 1° ordine in D dipende dalla posizione 
limite di r (per e — > 0>, ma non da quella di M.

Esiste quindi una retta r0 proiettivamente invariante determinata 
dagli intorni del 3° ordine, di Q su C e C per la quale è D, — 0. 
Eccone una costruzione : si consideri una qualsiasi conica avente 
un contatto del 3° ordine con C in 0, e una conica analoga per 

C: le rette che da 0 proiettano gli ulteriori punti d’intersezione 
delle due coniche sono divise armonicamente da t e da r0.

3. - Si consideri il punto di contatto Ra di r0 con la curva 
inviluppo delle rette r : si può determinare una posizione 
>0 = lini M su r0 per la quale è D2 = 0 ; si faccia variare Ro :

e - >o

le punteggiate descritte da 7?0 ed Mo (su r0) sono proiettive.

Sicché : Gli intorni del 4° ordine di 0 su C e su C determi
nano sulla retta invariante r0 una proieltività (non involutoria, nè 
parabolica) : il punto unito 0, ^0 è quindi un punto proiettiva
mente invariante.

Il birapporto di 0, Ox e dei due punti ove la loro retta r0 
incontra le coniche osculatrici in 0 a C e a C è proprio l’inva
riante di Segre.

A. - Se si prendono come rette r quelle per 0; ed M = 
ogni termine dello sviluppo di D è un invariante per collineazioni ri

spetto a C e a C.
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B. CONTATTO D’ORDINE INTERO >1.

1. - L’invariante di Segre è = 1.

2. - Il termine principale di logli [infinitesimo di ordine 
n — 1 in e se il contatto è d’ordine n] è un' invariante proiettivo 
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n + 1 di 0 sulle 
due curve C e C: contrariamente a quanto avveniva per il con
tatto semplice, esso non dipende affatto dalle posizioni limiti di r 
e di M.

3. - Procedendo come nel caso precedente (A, 2) si trova 
una retta invariante determinata dagli intorni di ordine » + 2 di 
O sulle due curve.

4. - Invarianti proiettivi (li una curva piana [D].

Se 0 è un punto regolare, non sestattico, di una curva piana 
C si consideri la conica T2 osculatrice in O e la cubica T3, no
data in 0, a contatto 7-punto in 0 con (7: posto <7=P2 e suc
cessivamente C=r3 il risultato indicato al n° precedente in B. 
2. fornisce due invarianti infinitesimi di C dipendenti rispett. dagli 
intorni di ordini 5 e 7 di 0 (e di gradi 3 e 5 in e), cioè due 
forme differenziali del 1° ordine (nel differenziale del parametro che 
individua i punti della curva), o anche, integrando lungo C, due 
invarianti integrali. Il primo invariante infinitesimo e il rapporto 
(finito) di convenienti potenze dei due forniscono, a meno di fattori 
numerici inessenziali, Varco proiettivo e la curvatura proiet
tiva, utilizzata da L. Berwald e G. Sannia per la riduzione a 
forma intrinseca ed invariante dell’equazione differenzialo di una 
curva piana.

La retta invariante, di cui in B. 3., ò la normale proiet
tiva a C in 0.

Si hanno così con sole considerazioni geometriche tutti gli ele
menti occorrenti per lo studio di una curva piana (priva di singolarità).



5. - Singolarità : punti di flesso [M].

Lo studio dei punti singolari è generalmente evitato nella 
geometria proiettivo-diff'erenziale, mentre esso è proprio di sua 
pertinenza.

Studiare l’intorno di un dato ordine di un punto (singolare 
o no) di una curva vuol dire assegnare elementi geometrici (punti, 
rette, etc.) comuni a tutte le curve aventi in comune quell’intorno.

Per il flesso si hanno questi risultati :
Se 0 è flesso di una curva C, le cubiche, a contatto 5-punto 

con C in 0, dotale di cuspide hanno le tangenti cuspidali passanti 
per uno stesso plinto Oj della tangente in 0 ; questo punto rappre
senta l’intorno del 4° ordine del flesso su C.

Le cubiche cuspidale aventi contatto del 5° ordine con C in 0 
hanno le loro cuspidi sopra una retta uscente da 0 ; questa retta 
(insieme con Oj rappresenta l’intorno del 5° ordine di 0 su C.

V’è una cubica cuspidata avente contatto del 6° ordine con C 
in 0 : la sua cuspide 02 (sulla, retta precedente) individua (con Oj 
l’intorno del 6° ordine di 0 su C.

Vale certo la pena (anche in vista della teoria delle superfìcie) 
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari.

II. — Curve sghembe.

1. - Invarianti di contatto.

La teoria (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana
loga a quella per le curve piane, non è stata fatta. C. Segre (*) 
ha studiato il caso di due curve aventi in comune la tangente e 
il piano osculatore in un punto : si trova in questo caso un inva

li) Sugli elementi curvilinei che hanno comune la tangente e il piano 
osculatore. Rendic. Acc. dei Lincei, s. V, voi. XXXIII, 1924.



riante (di Segre) finito ; ma questo risultato è prevedibile perché, 
nell’ipotesi attuale e finché non si esce dagl’intorni del 2“ ordine 
dello due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano.

Nel caso generale del contatto di ordine n, intero 1, in 0 
dello due curve C e C il procedimento da seguire per la ricerca 
degli invarianti di contatto è il seguente : Si seghino le due curve * 

C, C e la tangente comune t con un piano io prossimo ad 0 nei 
punti P, P, T ; poi si proiettino questi punti da una retta l 

per 0 e si consideri il birapporto D dei tre piani ir, ir, t così 
ottenuti e di un 4° piano arbitrario a per l.

Lo studio di D, cioè della sua dipendenza da io, l, a fornirà 
gli invarianti di contatto delle due curve.

P. es. : Se n = 1, il lim D quando io tendo ad 0 non dipende 
affatto da o, e non varia comunque vari l in un piano per t ; ed 
è precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano 
principale (di Halphen) relativo alle due curve in 0, e dei loro 
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti1.

Se questi coincidono (è il caso trattato dal Seghe) l’invariante 
precedente conserva ancora senso, ma non dipende più allatto dalla 
retta l ed è uguale all’invariante di Segre relativo alle proiezioni 
delle due curve da un punto qualunque sul piano osculatore 
comune.

Ulteriori ricerche avranno certo interesse. Il fatto che si 
ottenga un fascio di birapporti (cioè due essenziali) in relazione 
ad ogni intorno di 0 sulle due curve dipende dall’altro (e serve 
a precisarlo in modo proiettivo) che l’aumento di un’unità nel 
loro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti.

2. - Piano, retta e punto principali [Q],

Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito 
introdurre due nuovi invarianti geometrici relativi a due curve a 
contatto d’ordine n in 0.

Halphen ha scoperto il piano principale luogo di un punto 
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con
tatto d’ordine n + 1 lungo la generatrice per 0.



Analogamente si prova che : esistono in detto piano una retta 
principale e un punto principale tali che i coni proiettanti le. 
due curve da un punto della retta o dal punto principale hanno 
lungo la generatrice per 0 un contatto d’ordine n + 2 o risp. 
n + 3.

3. - Invarianti proiettivi di una curva sghemba [Q],

Si associ al punto 0 di C la cubica sghemba osculatrice l'3. 
Con essa e con lo quadriche a contatto 7-punto in 0 con C (pas
santi inoltre per il punto di Sannia) si ottiene un ben determinato 
sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unità). 
L’arco proiettivo di C si ottiene da quello di una sua proie
zione piana (p. es. sul piano osculatore) ; la conoscenza del punto 
principale relativo a C e a F3 in 0 equivale alla conoscenza delle 
due curvature proiettive (di Sannia).

Sicché anche in questo caso, come per le curve piane, si 
sono trovati in modo geometrico diretto tutti gli elementi fonda
mentali della teoria.

III. — Superfìcie. - Le forme fondamentali.

A. METODO DEGLI INVARIANTI INFINITESIMI.

1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie.

Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve 
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due 
superfìcie, cioè sulla determinazione degli invarianti proiettivi, 
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior 
varietà che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro 
ordine di contatto.



Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag
giungere (ricostruzione geometrica delle forine invarianti di Fubini) 
basterà occuparsi di un caso particolare della teoria stessa (cor
rispondente a quanto si è fatto per le curve piane in 1-4).

2. - L’ elemento lineare proiettivo di una superficie [F].

Considero una superficie a non rigata e un suo punto 0 
generico (cioè tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a 
contatto più che tripunto con o). Quando occorrerà, mi servirò 
della rappresentazione parametrica xt (w, v) in cui le linee u (dv = 0) 
e v (du = 0) rappresentino le asintotiche e lo xt siano le coordi
nate normali di Fubini soddisfacenti al sistema |G. P. D., pagi
ne 89-90]

(4)

d log p 7 
du + (3 H- n x

d log pT 
dv

f- v a:.+ 7 xu

Questa scelta ò fatta al solo scopo di rendere più brevi i 
calcoli, ma non è affatto necessaria: essa, com’ò noto, dipende 
dalla normalizzazione dello forme fondamentali, che noi ritrove
remo in modo affatto indipendente; sicchò anzi le nostre costruzioni 
geometriche danno un procedimento diretto per raggiungere tale nor
malizzazione (delle forme e delle coordinate proiettive).

Si consideri la quadrica Q di Lie [G. P. D., pag. 131] re
lativa ad 0. Sia r una retta prossima ad 0 che seghi a, Q e il 
piano t tangente in 0 a a rispettivamente nei punti 0', OQ, T 
prossimi ad 0 ; e sia M un punto preso a piacere su r diverso 
dai precedenti. Come varia il birapporto D = (0', Oa, T, M) al 
variare di r e di M (su r) ? Se 0' tende ad 0 sopra una curva 
non tangente ad una asintotica in 0 si ha :

a. limi) = 1 (è l’analogo dell’invariante di Segre), indipen- 
O’ -> o

dentemente dalle posizioni limiti della retta r e del punto M.



p. Il termine principale di log D (invariante proiettivo in
finitesimo) è indipendente dalle posizioni limiti (per 0'->0> di r 
e di M e dipende soltanto dalla tangente in 0 alla curva sulla, 
quale 0' tende ad 0; esso vale

1 pdtt3 +
3 du dv

(ove du/dv dà la tangente considerata), cioè fornisce un significato 
immediato dell’ elemento lineare proiettivo di Fubini (*).

7. Se 0' tende ad 0 sopra un’ asintotica lini D = 2 / 3 per 
a->o

la quadrica di Lie; mentre è = 1 se ad essa si sostituisce una 
quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in 0 e) 
contatto del 3° ordine con l’asintotica.

3. - Le due forme normali di Fubini [F].

Pure con un birapporto infinitesimo si lascia esprimere la 
forma normale quadratica di Fubini.

Si consideri una qualsiasi curva di a uscente da 0 in dire
zione dufdv e da un suo punto 0' si conducano le asintotiche 
che taglieranno quelle per 0 in due punti 0{ e (X ; della loro 
congiungente si considerino i punti C e C" d’intersezione con 
la quadrica di Lie e il birapporto D' = (p{G' 0" 0'^.

Il termine principale del birapporto D' quando 0' —> 0 è un 
invariante proiettivo infinitesimo che dipende solo dalla tangente in 
0 alla curva descritta da 0' e vale

— p'(dudv

cioè (a meno di un fattore numerico) fornisce il significato geome
trico della forma quadratica normale di tubini, — i^dudv.

(») Il Terracini, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926.,) ne dà 
la seguente interpretazione : lo duo tangenti asintotiche in 0 0 quello in 0' 
segano la rotta comune ai loro piani in 4 punti ; uno dei loro birapporti ha 
por termino principale, quando 0’ — > 0, 4/9 dol quadrato doli’elemento 
lineare proiettivo.



11 risultato vale, con un semplice cambiamento del fattore 
numerico, quando invece della quadrica di Lie si prenda una 
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di a in 0. 
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato 
espressivo :

Se da un punto generico (non appartenente a t !) si proiettano 
sul piano tangente t le corde 0 O( ed 0 O2 di a, il termine princi
pale del birapporto di queste due rette e delle tangenti asintotiche

in 0 vale -i- Pfdudv (qualunque sia il centro di proiezione).

Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente 
la forma normale <p2 e, insieme con la precedente, la forma cubica 
normale = 2 p 7 (pdu3 + qdv3) : ed è proprio questa semplicità 
che dà ragione dell’importanza e dell’opportunità della normaliz
zazione raggiunta dal Fubini per via analitica !

4. - Le prime forme elementari [N].

Chiamo così le forme monomie

du'2 , dv'2 
dv ’ du

la cui invarianza si dimostra subito sottoponendo le (1) ad una 
qualunque delle operazioni che non mutano la superfìcie a e le 
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di 
queste forme elementari ò forse più vantaggiosa di quello normali 
del Fubini : anche il loro significato geometrico è più semplice. 
Esso si ottiene pure da birapporti infinitesimi (nei quali non inter
viene la quadrica di Lie).

Si consideri un arco di curva OO' (di 0) uscente da 0 (u, v) 
in direzione du/dv e il punto d'intersezione O( dell’ asintotica, u 
uscente da 0 e dell’asintotica v uscente da 0'; se T è il punto 
ove la 0(0' sega il piano tangente in 0 ed M è un punto qual
siasi di questa retta, il termine principale del birapporto (O(O'TM) 

al tendere di 0' ad 0 (purché M non tenda ad 0) vale 
1_ du3
6 P dv ’

analogamente si ha l’altra forma elementare considerando invece 



di O; il punto Oj intersezione dell’asintotica v per 0 con V asinto
tica u per 0'.

La somma e il prodotto (dei termini principali) di questi due 
birapporti danno senz’altro l’elemento lineare proiettivo di Fubini 
e la forma quadratica normale (a meno di fattori numerici).

11 prodotto di una delle due forme elementari per il qua
drato dell’altra fornisce i due invarianti, dipendenti ciascuno da 
un sólo differenziale

dx s3 = p2 y du3, d} s3 — p 72 dv3 :

è conveniente assumere d{s e d2s (determinati a meno di una 
radice cubica dell’unità) come elementi d’arco proiettivi delle 
asintotiche in 0.

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su a e 
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici 0 (u, v), 
(u du, v), (w, v 4- dv), (u 4* du, + dv). La differenza fra gli 
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli 
situati su asintotiche u (dv — 0} è l’invariante infinitesimo

1_ d log p2 7 dad18 .
3 d v dyS '

sicché :

Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinto
tiche i cui lati contigui (infinitesimi) hanno archi proiettivi uguali 
(per le linee di Darboux, che costituiscono l’altro sistema di linee 
diagonali, i lati contigui sono uguali e di segno opposto). Le linee 
canoniche sono diagonali di un reticolato di asintotiche in cui in 
ogni maglia le differenze degli archi proiettivi delle coppie di lati 
opposti sono uguali (e di segno opposto, per le linee coniugate a 
quelle canoniche).

, , ldyS\3 0 du3 . , ....
Anche del rapporto I y- = — — può darsi un significato 

\^2 8 J di)
molto semplice : esso è il termine principale del birapporto dei 
punti OJ Oj, del punto ove questa retta incontra il piano tangente 
e di un quarto punto arbitrario su di essa (non tendente ad 0 
con 0').



Dal prodotto doi birapporti che definiscono <pz = 2^dudv e 
p. os. ^du^/dv si ha il significato di d^ (indipendente dalla 
curva scelta a definire quei birapporti).

5. - Alcuni elementi geometrici.

La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordinale normali 
equivale geometricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela
tivo al punto 0 i cui vertici sono i punti x, xu, xv, xuv che indicherò 
con 0, 0^ 02> Comunque si vari il fattore di proporzionalità 
delle x(, cioè si assumano in loro vece le ?/4 = pxt con p(u, 
nel campo che si considera, i punti analoghi ad 0, , 02 descrivono 
le due tangenti asintotiche uscenti da 0, mentre la retta 003 ò 
sempre la polare reciproca di Ox 02 rispetto alla quadrica di Lie, 
Q (precisamente : i lati Oi 02 e 003 dol tetraedro sono fissati 
appena si assegnino i valori di pu/p e di pv/p, cioè il dlogp; 
per fissare 03 bisogna assegnare p). Se le x sono coordinato nor
mali di Fubini, il lato 003 è la normale proiettiva di Fubini. Essa 
è stata definita geometricamente in vari modi. Il seguente ò 
dovuto al Terracini (*).  E noto che esistono infinite omografie 
trasformanti la o in una a' avente un contatto del 3° ordino con 
o in O (o tali cho ciascuna tangente asintotica in 0 abbia per 
corrispondente sè stossa). Ogni tale omografia conserva anche 
l’intorno del 4° ordine di a per una quaterna di direzioni di a 
uscenti da 0. Ad ogni retta uscente da 0, considerata conio retta 
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio 
di quaterne (associate) come le procedenti.

(*) Sul significato geometrico della normale proiettiva. Rend. Acc. dei 
Lincei, s. VI, voi. HI, 1926.

Se le quaterne associate ad una retta per 0 sono a polari aliti 
terna di Segre (e perciò basta che lo sia una) quella retta, è la nor
male proiettiva.

Un’altra costruzione della normale proiettiva, data di recente 



dal Fubini (**)  la ricollega alla considerazione dello quadriche di 
Lie relative ad 0 e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche 
per 0.

(**) Nuova trattazione elementare dei fondamenti ete. Read. Istit. Lom
bardo, voi. LIX, 1926.

Passo a caratterizzare [B] il vertice O3 del tetraedro fonda- 
mentale. Si considerino le due rigate costituite dalle normali 
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per 0. Il piano 
tangente ad una di esse in 0 tocca l’altra in un punto C (£0) 
della normale ; sia M 1’ ulteriore punto d’incontro di questa nor
male con Q : il vertice 03 è il quarto armonico dopo 0, C, M.

La quadrica Q di Lie (osculatrice lungo la generatrice per 0 
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un 
sistema uscenti dai punti dell’asintotica dell’ altro, sistema passante 
per 0) è un elemento essenziale nella determinazione sia degli 
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi 
geometrici (tetraedro relativo ad O). Il seguente teorema [B] dà 
una proprietà dei singoli punti di essa :

La quadrica di Lie è il luogo dei punti singolari della rete di 
complessi determinata dalla, congruenza lineare speciale osculatrice 
in 0 ad una delle asintotiche e dal complesso lineare osculatore alla 
rigata delle tangenti asintotiche dell’altro sistema nei punti dell’a- 
sintotica considerata.

Ancora da essa si può far dipendere [B] la determinazione 
dello terne di Darboux e di Seghe e delle due direttrici di Wmc- 
zynski ; per questo si ha il teorema [K] :

Si considerino i 4 punti (4; 0) in cui Q tocca il proprio invi
luppo e i due lati, reciproci rispetto a Q, del quadrangolo (di De- 
moulin) da essi determinato ; le due rette appoggiate ad essi, una 
per 0 V altra nel piano tangente ivi sono le direttrici di TLìZc- 
zynski.

Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi 
intorni di un punto O della superficie si troveranno applicando 
p. es. le considerazioni fatte in I. 5 alle sezioni di o con piani 
passanti per una tangente asintotica : ma una ricerca in tal senso 
non ò ancora compiuta.



B. METODO DEI SISTEMI ASSIALI

1. - Definizione dei sistemi assiali.

All’esposizione di questo metodo occorre premettero la defi
nizione di sistema assiale di curve sopra una superfìcie [A, 0]. 
Per ogni punto 0 di a si dia una retta (non contenuta in x) ; i 
piani osculatori alle curve del sistema passanti per O contengono 
la retta. Il sistèma assiale si dirà associato alla congruenza delle 
rette date (assi/

Dualmente, a partire da una congruenza di rette contenute 
nei piani r (ma non passanti per i relativi punti 0 di a), si pos
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alle due 
interpretazioni della retta-asse e della retta - raggio).

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di 
un sistema radiale una passante per 0, l’altra contenuta in t, 
sono polari rispetto a Q i due sistemi si diranno polari [G],

Ad ogni forma lineare lgt = l(hxdu — h2dv) [ove l ò un 
fattore numerico, ed e h2 sono funzioni di u e v] è associato 
un sistema assiale, definito da

07 (duo2v — dv82u) = — 0? (0du3 — '(dv3) + tp2l (h^du — h2dv) 

e un sistema radiale (polare del precedente) definito da

07 (du^V'—dv82u)~ 07 (0dw3 — 7di>3) + (hjdu—lt2dv)

ove 3 indica differenziali controvarianti costruiti rispetto a <p2 — 
= 2 07dudv [il fattore 07 è posto soltanto per dare a ciascun 
termine carattere invariantivo].

L’importanza di questi sistemi per la teoria delle superfìcie 
e delle loro corrispondenze apparirà in seguito.

2. - Un invariante fondamentale. Curve anarmoniche.

Un secondo metodo [G] per la ricostruzione delle forme nor
mali del Fubini ò basato sulla conoscenza di un sistema co2 di 
curve di a invarianti per applicabilità proiettive. 1/ordinaria 



teoria dell’applicabilità si servo appunto del sistema a>2 delle 
geodetiche : ma mentre in questo caso il dato fondamentale è il 
ds2, di significato noto, nel caso proiettivo ò proprio la conoscenza 
di una forma (p. os. quadratica) che ci manca e che anzi vogliamo 
ricostruire. È insomma la stessa difficoltà segnalata fin dal prin
cipio e che si ripresenta sotto altra forma.

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di a 
uscente da un suo punto 0 possiede un invariante proiettivo. Tale 
è infatti l’invariante assoluto della quaterna di rotte costituita dalle 
tre tangenti di Darboux e dalla direzione du/dv in 0. Questo 
invariante finito, del 1° ordine, vale, a mono di un fattore nume

rico inessenziale I ---e l’analogo, quando allo tangenti 
di Darboux si sostituiscano quelle di Segre è /'= ^3/^. Di 

questi due, invarianti finiti del 1° ordine si conosce dunque il signi
ficato geometrico.

Chiamo curve anarnionichc quello per lo quali I = co
stante. La loro equazione differenziale è

P? (duS^v— dv82u) = — —tp2

i /a log pi2 a log p2 7 \
— —5- —F-2- du---------- dv ?2 •
3 \ du dv / T

I piani cuspidali del cono inviluppato dai piani osculatori alle 
curve anarmoniche in 0 passano per la retta di Segre relativa ad 0 

(cioè por la retta, trovata da Cech, per cui passano i piani oscu
latori allo curve di Segre in 0).

3. - Le forme di Fubini [G].

Insieme ad I ò naturalmente invariante dlogZ completamente 
definito appena si dia un elemento del 2° ordino di una curva 0 ; 
si ha

d log I = p 7 (dv 82 u — du 8- v) + —J?--, 
^3^2 ?3



Da questo invariante differenzialo del 2° ordine si ricava un 
invariante del 1° ordine quando si calcoli per le curve di un 
sistema oo2 proiettivamente definito su a (sostituendo ai 82 in 
dlogZ i loro valori tratti dall’equazione differenziale del sistema).

Tale è p. es. il sistema assiale associato alla congruenza delle 
rette di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad I) ; indi
cando con dJogZ il valore di dlogl calcolato per una di queste 
curve si ha

d,logZ2/3 = <pP/(p2

che dà il significato geometrico dell’ elemento lineare proiettivo di 
Fubini. Ma di più

d,logZ2/3 2 ds\ogl2^ ’ 3

r - > 7'2/3 — ?3

cioè la considerazione degli invarianti geometrici I ed I' e del sistema 
assiale associato alla ongruenza delle rette di Segre (pure definito 
in modo geometrico, indipendentemente da qualsiasi considerazione 
analitica) fornisce direttamente sia V elemento lineare proiettivo di 
Fubini sia le sue forme normali. E l’opportunità della scelta di 
esse risulta di nuovo messa in luce dalla semplicità e naturalezza 
del loro significato.

4. - Altre forme invarianti del 1° ordine.

Con lo stesso metodo può ottenersi il significato di altre 
forme invarianti. Accenniamo brevemente ad alcune |G].

a) Sulle geodetiche di <p2 è «MogZ = 8 W?» e similmente 
per deìogl' ; sicché calcolando dlogl sopra un elemento di 2° or
dine di una qualsiasi curva e sulla geodetica di tangente si ha

_ (d — d^ log 7 
\^J (d — dg)logl'

invariante finito del 1° ordine (e non del 2°, come poteva atten
dersi).



p) Data la forma Z^1 = Z(7ó1dw — h2dv) cioò un sistema 
assiale e il sistema radiale polare, si considerino i piani osculatori 
in 0 (u, v) alle curve di questi sistemi in direzione d, il piano 
normale (contenente la normale pr.) per d e il piano r tangente 
in 0 a a : il birapporto di questi piani è l’invariante finito del 
1° ordine y2 • lg1fip3. Troveremo in seguito il significato di Igj.

IV. — Invarianti delle curve sopra una superficie.

1. - Curvatura proiettiva.

Data una curva C di a uscente da un suo punto 0 le due 
forme normali, o l’elemento lineare proiettivo, ne costituiscono 
invarianti differenziali (infinitesimi) del 1° ordine [e con essi si 
può formare un invariante finito].

Vogliamo procurarci ora invarianti del 2° e del 3° ordine 
(cioò dipendenti dai differenziali 2* e 3* di u e v) che diremo 
curvatura e torsione proiettiva (della curva in 0).

Sarà comodo porro ds2 = <p2 ed indicare con 82w, 82v,. .. 
i differenziali controvarianti rispetto a y2.

Si consideri [7*1] la tangente t in 0 a C e la proiezione sul 
piano tangente r, fatta da un punto della normale proiettiva, di 
una corda 00' di C, e infine il birapporto D di queste due rette 
e dello due tangenti asintotiche.

La parte principale del logD per O'->O su C è

P 7 {du 32 v — dv 82 u)
?2

1 ?3
2 ?2

ove ^3 = 2 p 7 (prfw3 — qdv3)-, questo invariante proiettivo infinitesimo, 
diviso per ds, fornisce un' invariante finito di C (curvatura proiet
tiva/

Proprietà caratteristica dei sistemi assiali di curve su a è che 
la curvatura proiettiva è una funzione lineare dei parametri du/ds, 
dv/ds della direzione che si considera uscente da 0.

La curvatura asintotica di Fubini di C in 0 ò ^{du82v — 



— dv^u) / ds''. Il suo significato geometrico, facilmente ricava
bile dal precedente, è questo :

Su C e sulla geodetica di tangente a C in 0 si prendano 
i punti 0' ed 0" e si proiettino le corde 00' ed 00" da un 
punto della normale proiettiva sul piano tangente : il log. del bircip- 
porto di queste due proiezioni e delle due tangenti asintotiche in 0, 
diviso per ds, ha per limite, quando 0' ed 0" - > 0, la curvatura 
asintotica di C in 0.

2. - Curvatura relativa di due curve.

Più in generale [G] date due curve tangenti in 0, in dire
zione d, si consideri in 0' = 0 4- dO il log. del birapporto dello 
tangenti alle duo curve e delle tangenti asintotiche. Il suo ter
mine principale è V invariante infinitesimo

{du^v — dv82u)2 — (du&v — dv82u\ 
dudv

(ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli cle
menti relativi alle due curve). Questo invariante infinitesimo, 
diviso per ds = )/ 2 p y d'udv, può dirsi curvatura proiettiva 
relativa dolio due curve in 0.

Se una di esse è l’estremale di y>2 tangente all’altra si ha 
proprio la curvatura asintotica di Fubini.

Si hanno inoltre i teoremi [G] :

L’invariante infinitesimo precedente relativo ad una curva 
assiale e alla curva ad essa tangente del sistema radiale polare non 
dipende affatto dalla scelta di questi sistemi (cioè dalla forma lg, 
o dalla congruenza che li definisce) e vale 2y3/<p2; e si ha qui 
un nuovo mezzo per definire l’elemento lineare proiettivo di 
Fubini.

L’invariante infinitesimo relativo ad una curva di un sistema 
assiale in 0 e alla curva, ivi tangente, del sistema assiale associato 
alla congruenza delle normali proiettive vale precisamente 21gj 



(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si ha così 

il significato dell’invariante integrale 1 ( f/j lungo una curva di a.

Altri risultati in [(?].

3. - Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [A].

La ricerca di un invariante di curvatura di una curva C 
equivale in sostanza a determinare una scolta intrinseca dei dif
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle forinole precedenti i 
differenziali secondi 8- sono appunto contro varianti rispetto alla 
forma quadratica ds2 = 2 07dudv. Ma noi abbiamo in realtà due
forme invarianti indipendenti, p. es. le duo forme normali di
Fubini, 0 se si vuole le due forme elementari. Sicché appare più
giustificato procedere in modo che tutt’e due queste forme gio
chino nella formazione dell’invariante corcato.

E si potrà procedere così : Si prendano su C due archi (infi- 
tesimi) 00' e O'O" con la condizione che una delle forme ele
mentari 0 una loro funzione assuma per essi lo stesso valore : si 
determini poi la variazione subita dall’altra forma, 0 da un’altra 
funzione dello due forme, per la sostituzione dell’arco O'O" 
all’ arco 0' 0 ; questa variazione è, data la sua definizione, un 
invariante (infinitesimo) di curvatura (da cui si passa subito ad 
un invariante finito).

Per esemplificare si considerino le due funzioni dello forme 
elementari

d 8
ds2 = 2 0 f du dv, e ovv. log 

di s
4i»sVP + i»Bs-

Se si pone la condizione che 0 0' e 0' 0" abbiamo lo stesso 
ds la variazione 8 subita da d2s/d^ per il passaggio da 00' 
ad 0' 0" ò definita da

U . / U'o di Ci I

dT og = Tv1 ds
. dv \ , „ _ du 8- v — dv52u 

+ -*—
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3 log fi Y2 ó log B2 Y
ove ói——, <L = -—— e 82 sono i differenziali contro- 

du dv
varianti rispetto a <f>2.

Se invece è dìs/d1s che si assume costante sugli archi 
00' ed O'O" la variazione A subita dal ds della curva C in 
questo passaggio è definita da

_ Ad? 1 /, du , , dv \ , _ du A2 v 4- dv A2 u2 1F “ TU' * + d.) + >» -------------*5------------

ove

A2w =d2w +^v = d2v
3 du 3 dv

Mentre la condizione d’invarianza noi 1° caso è dud-v -]-dv8‘2u = 0 
(che in fondo equivale al Lemma di Ricci) nel 2° caso è invece 
du\2v — dwA2w=0; ma, ò bene ripeterlo, la scelta dell’una 
o dell’altra condizione è in nostro arbitrio.

4. - Metodo generale per la costruzione di invarianti. 
Trasporto proiettivo [C],

Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti 
differenziali del 2° ordino v’ò un metodo di portata più generale 
(in quanto può applicarsi anche a problemi diversi dall’ attuale) 
fondato sullo osservazioni seguenti.

Sia dato un problema di variazione relativo all’integrale 
/ (w, v, v') du = fds e una forma quadratica in du, dv definita 

anche a meno d’un fattore (cioè un’ equazione quadratica nei dif
ferenziali du, dv). In un punto 0 (u, v) si consideri una dire
zione d (du/dv) e un’altra direzione 8 (du/dv). Si può definire 
come parallela a 8 in 0' = 0 + d 0 in rapporto al problema di 
variazione assegnato quella direzione uscente da 0' per la quale 

il (log. del) birapporto di essa, della estremale di ds per 0 0' e 

delle due direzioni che annullano la forma quadratica (in 0') è 
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in 0.



Come si vede se il ds è il solito elemento lineare della geo
metria riemanniana e se l’equazione quadratica in du{dv ò proprio 
ds2 = 0 si ha senz’altro il trasporto parallelo di Levi-Civita. 
Ma in molti casi, come appunto nella teoria proiettiva delle su
perfìcie, può essere necessario distinguere il problema di varia
zione, cioò lasciar libera la scelta della funzione /, dalla scelta 
doli’equazione quadratica; si ottiene così da due diversi punti di 
vista una maggior generalità : e nella scelta di / e noli’ indeter
minazione del fattore della forma quadratica.

Mettiamoci nel caso della geometria proiettivo-differenziale. 
Data a risulta definito (senza alcuna normalizzazione) l’elemento 
lineare proiettivo di Fubini (anche per le superficie rigate, finora 
escluse)

p du3 4- qdv3 
“ —Mi—

e così pure V equazione quadratica duXdv=0 che rappresenta in 
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre <p2 e esigono una 
normalizzazione).

Si possono perciò applicare le considerazioni precedenti alle 

pangeodetiche [estremali di (^dn3qdv3) / dudv\ e a dudv— 0; 

e quindi si può definire il trasporto proiettivo di una direzione 

«1—^“17 le formo^e relative in [£])• E chiaro che, 

definito questo trasporto (ripetiamolo : indipendente da ogni nor
malizzazione) si può servirsene per la costruzione di invarianti 
proiettivi.

Così p. es. data una curva uscente da 0 in direzione d, se 
si fa il trasporto proiettivo di d = 8 secondo d cioè se si costrui
sce in 0' = 0 + d 0 la tangente alla pangeodetica uscente da 0 
in direzione d, il log. del birapporto di questa, della tangente 
in 0' alla curva e delle tangenti asintotiche (in 0') diviso pol
ii ds dà un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che può 
dirsi curvatura pangeodetica) espressa da [C] :



2 p 7 (du 8a v — dv 82 u) 1 tp,
--------- —~ + -V ('M« — - 

ra------------------------------------------- ;?3 

—4 ^du2 ~7 dv^ 

s

ove 82 indica di nuovo differenziali secondi controvarianti rispetto 
a <p2 [ma va qui ripetuto che il servirsi nella scrittura, per bre
vità, delle forme normali cp2 e <p3 non implica affatto la loro 

, aiogpv2 , aiogp27
conoscenza] e , <p2 =----- —----- .

Quanto s’è detto per l’elemento lineare proiettivo può ripe

tersi por i problemi relativi a 8 f (p2 = 0 e a 8 ] (p3 — 0 

quando si sia trovato, come in III A o in III B, il significato 
di <p2 e di ; e così pure per le estremali delle forme elementari.

5. - La torsione proiettiva. - Sezioni piane.

Per definire un invariante del 3° ordine di C procediamo 
così. Si consideri un punto 0' prossimo ad 0 su Ce un punto 
0" sulla sezione piana osculatrice in 0 a C, e si proiettino, da 
un punto della normale proiettiva su r, le due corde 0 0' ed 
0 0". Se 0' ed ()" tendono insieme ad 0 il log. del birapporlo 
delle due proiezioni e delle tangenti asintotiche in 0 (cioè 
l'angolo infinitesimo proiettivo delle due proiezioni), diviso per 
ds (= j/2P7dudv) è un invariante del 3° ordine di C che si dirà 
torsione proiettiva; esso vale: S/dsG ove

8 — Pv (d«.83v — dv83u)^>2------4p7 (du83v — d«82w) <p3 + 
£

+ 3pT (pdw282w — ^dv282v) <p2----- 4- TsVs + _
‘X

e



— / 3 . 3 log B2 7 \ , „ / , 3 8 log B ?2 \ „

T ' du 8v

Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale 
del 3° ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, è questo : 
La distanza proiettiva di 0' dal piano osculatore in 0, quando si 
prenda come assoluto la quadrica di Lie, divisa per ds8/a/ /3~, è 

i
l’invariante Il rapporto fra gli ultimi due invarianti
dà un nuovo significato geometrico dell’invariante finito (del 1° 
ordine)

Si noterà che la (prima) curvatura proiettiva è invariante per 
applicabilità proiettive di a (quindi anche per collineazioni) mentre 
la torsione proiettiva è invariante solo per collineazioni. Ciò è in 
compioto accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica
bilità proiettive operano su a come collineazioni fino all’ intorno 
del 2° ordine di un punto generico, ma non fino al 3°.

L’equazione S=0 è l’equazione differenziale (intrinseca, cioè 
espressa con soli elementi relativi a a) delle sezioni piane di o.

6. - La terza forma fondamentale di Fubini.

Chiamiamo così la forma normale quadratica di Fubini che 
uguagliata a zero fornisce le linee di curvatura proiettivo di a :

c^du2 —• Cjdu2 (,.+p *.<_(,+, -iwi) **.
\ * dv ) \ 8u ]

Ebbene [J]:
Il valore della terza forma fondamentale, relativo ad un punto 

e ad una direzione, si ottiene moltiplicando per ds2 la torsione proiet
tiva della lìnea assiale, associata alla congruenza delle normali proiet
tive (IH tì, 1 per l = 0) che esce dal punto nella direzione assegnata.



V. — Invarianti proiettivi di una superficie.

1. - Osservazioni generali.

a) Sia dato un invariante del 1" ordine Z, ‘ (dipendente cioè 
da u, v, du, dv) : se è dato un sistema oo1 di curve (dipendenti 
da un’equazione differenziale del 1° ordino) definito proiettiva
mente su a si avrà un invariante Io relativo al punto u, v della 
superficie calcolando sulla curva del sistema che vi passa (o 
sullo curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti 
irrazionali dai quali si traggono facilmente invarianti razionali) : 
basterà sostituire in Z, l’espressione (o le espressioni) di du/dv 
tratte dall’equazione differenziale.

Potranno servire allo scopo le linee asintotiche, le lineo di 
Darboux e quelle di Segre, le linee di curvatura proiettiva etc. 
(purché por il sistema adottato lx non perda senso o assuma sem
plicemente un valore numerico).

p) Analogamente da un invariante del 2n ordino Z2 (conte
nente u, v, du, dv, d2u, d~v) si trae un’invariante Zo calcolandolo 
per gli elementi del 2° ordine dolio curvo di un sistema oo1 (come 
quelli già considerati) ; oppure 7) un invariante Zj calcolandolo 
per le curve di un sistema co2 proiettivamente definito su a (p. es. 
por il sistema di linee assiali associato alle normali proiettive, 0 
alle rette di Segre etc.); e dall’invariante Z1 si passa come s’ò 
detto ad un invariante Zo.

2. - Invarianti dell’elemento lineare proiettivo.

Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti 
a), P)> f) vogliamo ritrovare [(7], dandone il significato geometrico, 
alcuni invarianti dell’elemento lineare proiettivo, in baso ai quali,

Si hanno così invarianti puntuali di una superficie Gli inva
rianti ottenuti saranno tali per applicabilità proiettive 0 soltanto 
por collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol
tanto p 0 7 0 invece anche n e v (0 c( e c2).



come si sa dalla teoria svolta dal Cartan e dal Cedi, è possibile 
decidere dell’applicabilità proiettiva di duo superficie.

. . dlogPi2 dlogPa7Poniamo come prima 6. = -—~----- a =------- ,
du dv

Calcolando, secondo a), l’invariante <pi Per 1°

lineo di Darboux e per le linee di Segre si ottengono invarianti 
(irrazionali, e da essi, con opportuno combinazioni, invarianti ra
zionali) che equivalgono alla conoscenza dogli invarianti d>, d1’, 

M1" di Cech [G. P. D., pag. 333],
Calcolando, secondo [3), la curvatura pangeodetica delle linee 

di Segre in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo l’in
variante 'F.

Secondo 7) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso
ciato alla congruenza degli spigoli di Green è un invariante del 
1° ordine; il prodotto dei valori eh’esso assume per lo linee di 
Segre ò l’invariante MT.

Ancora: la curvatura pangeodetica della estremale di <p2 uscente 
da un punto in direzione canonica equivale (noti V e W") alla 
conoscenza di 4>.

Invece lo curvature pangeodetiche delle lineo canoniche e delle 
loro coniugate, secondo p), equivalgono alla conoscenza di 0 e 0' 
(noti d?, T, MT' e i due invarianti II e K).

3. - Le forme elementari e gli invarianti precedenti.

Ma il metodo più regolare per l’acquisto degli invarianti e 
che ne dà un significato geometrico immediato è il seguente [A].

Consideriamo di nuovo gli clementi d’archi (proiettivi) di 
asintotiche definiti da

dj s3 = p2 7 duA, d2 s3 = p 72 dv2 .

La variazione subita da ciascuno 
una maglia asintotica all’opposto,

di essi passando da un lato di
riferita al prodotto dei due eie-



menti iniziali è evidentemente un invariante della superficie ; si 
hanno così i due invarianti (irrazionali) del 1° ordine

11 dlogPv2 d2dAs _ 1 1 SlogP2v
d,sdnS 2 3___ du ’ d.sd9s 3 3 dv

1

da cui gli invarianti razionali

La variazione subita dal 1° invariante spostandosi lungo l’a- 
sintotica v, riferita al suo elemento d’arco è l’invariante del 
2° ordine :

d2 / d1d2a 1 1 S2log072
d2a \ dxs d2a / 3 py dudv

analogamente si ha

dj did1s 1 1 d2logP27
djS d1ad2a 3 Pv du dv '

e da essi

_ k=A = 44^ + -4^)pT dudv \ dyS d2a // 1 2

1 1 1 dalogP/7 _ (d^d^a d2did2a\ /
3 3 py dudv \ dya d2a / / lS iS 

(con dxa d2a = fi y dudv).

Cerchiamo ora la variazione subita dal 1° invariante -—-—2— 
dt s d2s

quando ci si sposti lungo l’asintotica u dell’elemento d1s. E na
turalmente da porsi d{ dt a = 0 il che fornisce



d*u 1 1 5 log p2 7
d1si 3 (p27)2/3 du

e in conseguenza si ha

1 / d2log(372 1 ólogp72 ólogP27\ 1 dy / \
3 \ Su2 3 Su du / (P"7)2/3 ” d^s yd^sd^s)

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e così p e y, u e v).
In luogo di essi si possono prendere gli altri due :

1 1 / a2logP72 d log p 7 dlogP72 \ d log p 72
9 P27 \ d u2 d11 du ) du

1 d^ / djd2s / dxd„s \®
2 d xs y d x s d2s y \ dxs d^ 8 y

11/ ó2logP27 d log p 7 d log pg 7 \ d log P27
9 P72 \ dv2 dv dv y dv

1 d„ / d„d1s \2 / d^d^s \3
2 d2s \ d^d^B / \ d^sd^ /

e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due

À dlog<Pi/p7 J|_ a 10g<])2/P7
p27 du P72 dv

H' _ JL JÈ121Ì1/ÈL JL
P27 du P72 dv

Così apparisce chiara la formazione di questi invarianti : 
quelli del 1" ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi) 
dei lati opposti di una maglia asintotica ; quelli del 2° ordine non 
sono altro che le derivate di essi secondo le asintotiche passanti 
per il punto in cui si calcola l’invariante.



4. - Invarianti per collineazioni.

Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per 
collineazioni [A]. Com’è noto la quadrica di Lie relativa al punto 
0 e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un’a- 
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in 0) 
in due rette appoggiate alla tangente all’asintotica considerata (sono 
duo lati del quadrangolo di Demoulin).

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i 
quattro piani seguenti : il piano tangente, il piano normale (con
tenente la normale proiettiva) e i piani contenenti due lati del 
quadrangolo di Demoulin. Se si fa, per ciascuna tangente asintotica, 
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (allo scopo 
di ottenere invarianti razionali) si hanno i duo invarianti per col
line azioni

1
<14

[ 1 n \
;T

Ciò vale se + 0 e 0 • Se p. es. = 0 (<p2 0), nel 
qual caso le linee canoniche sono asintotiche di un sistema (dv = 0), 
i quattro piani relativi ad una tangente asintotica (dv = 0) formano 
gruppo armonico ; se ciò avviene per tutt’ e due le tangenti asintotiche 
è =? <p2 = 0 la superficie è a linee canoniche indeterminate (e 
le linee di Darboux sono estremali di <p2/ Le precedenti proprietà 
sono caratteristiche [A].

Invariante per collineazioni ò il birapporto dei due fuochi 
della normale proiettiva e dei punti d’intersezione con la quadrica 
di Lie ; esso vale [G]

K —1 + 2 / et ca / P T

K— 1 — 2/c, c2/Pt

„ 1 d2 log 07
ove K = — -------- „ ■ „ ■ 07 dudv

è la curvatura di <p2 e (q e c2 sono i



coefficienti della 3a forma fondamentale. Esso è armonico se e 
solo se K — 1.

E puro invariante il birapporto dei piani tangenti alle due 
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da 0 
in 0 e nel quarto vertice Oa del tetraedro canonico (già definito 
geometricamente in III A, 5) e vaio [G] :

WP2?2 (*-l) 2.

(•) Vedi anche la mia Memoria già citata, Sull'equazione di Laplace,
n. 17.

Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derivate di n e 
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n° prece
dente alle due forme, dementali invarianti per collineazioni ndu~ e 
vdv2-. ad evitare errori è bene notare che queste forme sono 
invarianti per cambiamenti dei parametri sulle asintotiche, ma 
non per cambiamento del fattore di normalizzazione (cioè, a dif
ferenza delle forine elementari invarianti per applicabilità proiet
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual
siasi dei suoi trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela
ziono al sistema (1) cui soddisfano le coordinate normali di 
Fubini).

VI. — La geometria delle superficie nello spazio rigato. 

Metodo iperspaziale.

1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso delle tangenti 
ad una superficie [A] ()*

La superficie a può considerarsi, oltre che come luogo di 
punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come l’insieme 
dello sue tangenti, cioè come un onte (complesso particolare di 



rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista (*)  
l’ambiente naturale por lo studio di a ò la varietà (quadratica) 
delle rette di S3, cioè una iperquadrica il (a 4 dimensioni) dello 
spazio lineare a 5 dimensioni S6. I punti di Sì “rappresentano,, 
le rette dello spazio ordinario S3: come si rappresenta una super
ficie a (complesso dello sue tangenti) su Sì ?

(*) Ad osso si riferisco il notevole lavoro di G. Thomsen: Veber cine 
liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven Fliichentheorie und 

dìe projeMive Geometrie der Systems von Fliichen Mceiter Ordnung. [Abhan- 
dlungen des Math. Sominars, Hamburg; voi. IV, 1925] ove, fra 1’ altro, il T. ca
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regoli, corno si farà appresso) 
elio sono di Lie por una superficie. Sicché, in termini iperspaziali, si tratta 
piuttosto dello studio di una superficie di S9 che di una situata sopra una 
iperquadrica di /S5.

Questo complesso contiene oo3 fasci di rette : e poiché ogni 
lascio si rappresenta in una retta di Sì la superficie a si rappre
senta in una V3 rigata (le cui generatrici appartengono ad Sì). 
Evidentemente ciò non basta a caratterizzare il nostro particolare 
complesso. Bisogna esprimere il fatto che le faccetto (punto e 
piano) infinitamente vicine dei fasci sono in posizione congiunta o, 
ciò che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono duo rette (le 
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente 
vicini. In (entro Sì) : ogni retta g della P3 ò incontrata da 
due. generatrici infinitamente vicine, cioè possiede due fuochi A 
e A*  : questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche, 
siano a ed «*,  uscenti dal punto 0 di o (rappresentato, come 
centro del fascio, in g). Quando 0 descrive a (quindi g la P8) 
A e A*  descrivono due superficie $ e <l>*  le quali rappresentano 
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema cui ap
partiene a o rispettiv. a*)  di a.

Per la natura stessa di P3, cioò per il fatto che le sue 
rette si lasciano ordinare, in due. modi diversi, in oo1 sviluppa
bili, circoscritte a <I> (o a $*)  e i cui spigoli di regresso stanno 
su 4>*  (o su <&), risulta che 1°) ciascuna superficie e <l>*  pos
siede un doppio sistema coniugato ; 2") <I> e <1>*  sono trasformate 
di Laplace una dell'altra.



Qual’è il significato dei due sistemi coniugati esistenti su 4> 
e su 4>* ?

Sia a tangente all’asintotica u (dv = 0) in 0 [e a* all’asin
totica v (du = 0)]. La sviluppabile tangente a quell’asintotica si 
rappresenta in una curva di 4» e (poiché due tangenti dell’asin
totica u infinitamente vicine s’incidono) le tangenti a questa 
curva sono rette g di F3 ; cioè questa curva appartiene al doppio 
sistema, coniugato di 4> (essendo lo spigolo di regresso di una 
sviluppabile contenuta in F3). Analogamente si vedo che la rigata 
dello tangenti alle asintotiche u (dv = 0) nei punti di una asinto
tica v (du = 0) si rappresenta in una curva di 4> pure apparte
nente al doppio sistema coniugato. Sicché :

Se i punti A di 4> rappresentano le tangenti asintotiche alle 
linee del sistema u (dv = 0) di a, su 4> rimane definito un doppio 
sistema coniugato (u, v) : le linee u (dv = Ò) rappresentano le 
sviluppabili tangenti alle asintotiche u ; le linee v rappresentano le 
rigate delle tangenti alle asintotiche u nei punti delle linee v di a.

Analoghe osservazioni per scambiando ovunque u e v. 4>* è 
la trasformata di Laplace di 4> secondo le linee u (e così 4’ è la 
trasformata di 4>* secondo le linee n).

Indichiamo ancora con 4\ la trf.u di Laplace di 4> secondo 
le linee v e con 4>f la trf.u di L. di 4>* secondo le linee u ; 
sicché

4’ 4»* 4>i*

sono 4 superficie consecutive nella successione delle trasformate 
di Laplace.

2. - Regoli di Lie.

Sulla quadrica di Lie, relativa al punto O di a, distinguiamo 
due regoli: quello di cui fa parto a e l’altro cui appartiene a*. 
Consideriamo p. es. il primo. Esso è individuato da a e dallo due 
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicino uscenti 
da punti della linea v per O. In : i tre punti immagini delle 
tre tangenti ora nominate determinano il piano osculatore in A 
alla linea v di 4> ; questo piano (o, se si vuole, la sua interse
zione con 2) rappresenta il regolo di Lie (e l’altro regolo appai- 



tenente alla stessa quadrica di Lie si ottiene in modo analogo 
ragionando su d>*  ; il che equivale a prendere il piano polare 
del precedente). Sicché :

(*) Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspazi. lìend. Ciro. Matem. 
di Palermo, t. XLVI, 1922. V. anche in questo Volume, Appendice III, § 9.

I regoli di Lie (di un sistema) relativi a a si rappresentano 
nei piani osculatori alle linee v di $ (o alle linee u di

Se si osserva che il piano osculatore in A alla linea v di 4> 
ò il piano tangente nel punto corrispondente A^ alla trasformata 

si arriva alla seguente condizione caratteristica per le 
congruenze di regoli che sono di Lie per una superficie :

Condizione necessaria e sufficiente affinchè oo2 piani di S6 rap
presentino i regoli di Lie relativi ad una superficie a è che 1) essi 
siano tangenti ad una superficie, sia <1>j , possedente un doppio 
sistema coniugato ; 2) le due trasformate successive in un senso 
(con le notazioni di prima, secondo le linee u), siano <1> e <b*,  
appartengano all' iperquadrica ti delle rette. La terza trasformata 

(nello stesso senso) rappresenta, con i suoi piani tangenti, i 
regoli de,II’ altro sistema.

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata 4>*  può 
esser sostituita da quest’altra: gli S3 osculatori alle linee u di «bj 
siano tangenti ad Sì.

3. - Kigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre.

Chiamiamo rigata asintotica una rigata lo cui generatrici siano 
tangenti alle asintotiche (di un sistema) lungo una linea di o. 
Se questa ò un’asintotica dell’altro sistema i suoi regoli osculatori 
sono appunto i regoli di Lie.

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche circo
scritte a a lungo le linee di Darboux o di Segre e caratterizzare 
la totalità oo2 dei loro regoli osculatori.

Per ciò ritorniamo alla superficie 4’ (se le rigate in esame 
hanno per generatrici tangenti alle asintotiche u di a) di S6 e 
ricordiamo una proprietà generale delle superfìcie di S5.

Ho definito (*)  su queste certi sistemi doppi, coniugati di 2" 



specie, con la seguente proprietà : Le tangenti alle curve di un 
sistema nei punti di una linea dell’altro formano una rigala d’in
dice di sviluppabili!à 2 (cioè due generatrici infinitamente vicine, 
ma non tre, sono linearmente indipendenti).

Una volta definito il coniugio di 2a specie (in cui le linee 
dei due sistemi hanno ufficio differente, a differenza di quanto 
avviene per quello di la specie) ci si può chiedere se esistano 
direzioni autoconiugate (di 2U specie) o principali. E si trova (*)  
che : sopra una superficie generica di S6 esistono in ogni punto 5 
direzioni autoconiugate ; a meno che la superficie possegga, un doppio 
sistema coniugato ordinario, nel qual caso in ogni punto esistono 
tre sole direzioni autoconiugale o principali.

(*) 1. c. sopra.

In questo caso le linee principali, inviluppate dalle tangenti 
principali, hanno la, seguente proprietà caratteristica : lo spazio S3 
osculatore ad una di esse in un punto è contenuto nello S4 cui 
appartiene l’intorno del 2° ordine del punto della superficie, [con la 
mia terminologia, questo ò 2-oscillatore alla superficie nel 
punto e le linee prindipali sono quasi - asintotiche t2,3 sulla 
superficie].

La superficie 0 possiedo appunto un doppio sistema coniugato; 
quindi tre sistemi di linee principali. E precisamente :

Le linee principali di <l> (o di 4»*)  rappresentano le rigate 
asintotiche (di un sistema) circoscritte a a lungo le linee di Darboux. 
La loro proprietà caratteristica equivale al leor. di Cech per cui le 
due rigate asintotiche lungo una linea di Darboux hanno questa 
per linea, flecnodale e ciascuna rigata è costituita dalle tangenti qua
dripunte dell’altra.

Inoltre :
Condizione necessaria e sufficiente affinchè oo2 regoli di S3 

siano quelli osculatori alle rigate asintotiche lungo le curve di Dar
boux di una superficie o è che i piani rappresentativi in S6 siano 
osculatori alle, linee principali di una superficie 4> che possegga un 
doppio sistema coniugato le cui tangenti in un sistema siano rette di U.

Se in ogni punto A di 4’ si costruisce la coniugata armonica 
di una tangente principale rispetto alle linee u e v (del doppio 



sistema coniugato) queste tangenti inviluppano un nuovo sistema 
di linee (di cui tre per ogni punto) rappresentanti le rigate asin
totiche (di un sistema ; per avere quello dell’ altro si operi allo 
stesso modo su d>*) circoscritte a a lungo le linee di Segre.

4. - Nuove quadriche invarianti.

Se si approfitta del fatto (*) che i piani osculatori a curve 
(di <t>) uscenti da un punto secondo direzioni divise armonica
mente dalle tangenti alle linee u, v stanno in uno stesso /S3, si 
conclude che il piano osculatore ad una linea principale in A e 
quello osculatore alla linea ora costruita (la cui tangente è coniu
gata armonica etc.) si tagliano in una retta : ma di più le tre 
rette relative al punto A (in relazione alle tre linee principali 
per A) stanno in un piano ir. Analogamente si ottiene un piano ir* 
relativo al punto A* di 4>*. Interpretando tutto ciò nello spazio 
ordinario si ha il teorema :

In ogni punto 0 di a si consideri una linea di Darboux, la 
linea di Segre coniugata e i regoli osculatori in 0 alle rigate asin
totiche (di un sistema ; cui appartiene p. es. a] circoscritte lungo 
esse a o. Questi due regoli hanno in comune, óltre alla generatrice 
a in 0 un'altra retta; le tre rette che così si ottengono (variando 
la linea, di Darboux in 0) stanno con a in uno stesso regolo (e 
vi formano una quaterna equianarmonica) ; alla quadrica sostegno 
appartiene pure la tangente a*.

Questa quadrica e quella di Lie relativa ad 0 si segano ulte
riormente (cioè oltre che in a e a*] in due rette.

Un’altra quadrica, pure invariante per applicabilità proiettivo 
di a, si ottiene scambiando a ed a* nelle costruzioni precedenti. 
Queste due quadriche coincidono (fra loro o con quella di Lie) 
se e solo se a è una superficie di coincidenza. [G. P. D., pag. 157].

(**•) Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero. 

Atti Acoad. Torino, voi. XLVIII, 1913 ; n. 7.



5. - Il fascio canonico.

Possiamo giovarci dei piani ir e tr* costruiti per dare una 
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti che il piano 
ir incontra la retta A* A? in un punto A*; e così il piano ir* 
incontra la retta A At in un punto A. La proiettività AA^... 

a A* Af A* . .. determina una quadrica, il cui S3 ambiente, come 
si prova facilmente, ò quello dei due piani di £2 passanti per la 
retta A A. Le due generatrici di questa quadrica situate nei due 
piani ora detti (e diverse dalla A A*) rappresentano (con i loro 
punti) il fascio canonico di a relativo al punto 0 e il suo polare 
rispetto alla quadrica di Lie (in Oj ; i punti in cui esse tagliano 
la A A* rappresentano la tangente canonica e la sua coniugata; e 
quelli in cui tagliano la AjA* rappresentano le direttrici di Wilc- 
zynski, etc.

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare 
un’idea della fecondità del metodo iperspaziale per lo studio di 
una superficie a dello spazio ordinario. È chiaro che le configu
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le più immediate per 
lo studio di a ; ma tutta la successione delle trasformate di Laplace 
di $ e 4>*, i loro sistemi coniugati e i piani ad essi osculatori, 
gli S4 2 - osculatori a queste superficie, etc., forniscono configurazioni 
geometriche naturalmente legate a a e invarianti per applicabilità 
proiettive di essa. Ogni particolarità relativa a detta successione 
(p. es. Vesser terminata da una parte o da tutt’e due; Vesser 
periodica etcj dà luogo a particolarità di a e mette in luce 
famiglie di superficie notevoli rispetto al gruppo delle applicabilità 
proiettive.

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate, 
ritroveremo in seguito da questo punto di vista.

Ma di più questo metodo iperspaziale fornisce in modo del 
tutto spontaneo alcuni invarianti fondamentali della teoria. È ap
punto di questi che vogliamo occuparci.

Fucini o èucn, Lezioni di Geometria proiettivo-di/ferenziale. 46



G. - Determinazione iperspaziale delle forme elementari [Zi1] (*).

(*) Nota II. : Ancora sulla geometria delle superficie otc. [Rend. Lin
cei, 19262].

Lo spazio 2-osculatore in A a è tangente in A*  ad Sì ; 
e viceversa lo Sf 2-osculatore in A*  a <&*  è tangente ad SI in A.

Si consideri ora un punto A' £ A di <E> e la maglia formata 
dalle linee (u, v) di <I> passanti per A e A' : precisamente sia 
A{ (o il punto d’intersezione della linea u (o v) uscente da A 
con la linea v (o u) uscente da A'.

La retta A'A{ tagli lo Sf nel punto Tf e sia M un punto 
generico di essa. Si faccia poi tendere A' ad A sopra una curva 
avente in A la direzione du/dv.

Il termine principale del birappoìto (AJA'T^M) quando A'—>A 
come s'è dello (mentre M tende ad un punto qualsiasi della tangente 
in A alla linea v, purché. + AJ, vale 1/12 del quadrato dalla forma 
elementare p du2 / dv.

Operando analogamente sul punto A*  di si ha il signi
ficato di '(dv^ldu.

Da queste due forme si hanno subito quelle di Fubini 
(III A, 4 ; pag. 684) ; ma anche la forma quadratica normale ha 
un significato iperspaziale molto semplice.

Si consideri la retta A^A*  e siano T e 2’* i suoi punti 
d’intersezione con S4 ed Sf.

Il termine principale del birapporto (A{ A2 '1'*  2’), quando 
A'—>A come s'è detto, vale 1/24 della forma normale <p2=2p'fdudv.

Infine ecco il significato del rapporto degli elementi d’arco 
proiettivi delle asintotiche uscenti da 0.

Se la retta A' A( incontra lo S4 in T, ed M è un punto gene
rico di essa, non tendente ad A quando A’ -> A, si ha

lini (T^'A^M) = — fìdu3/'{dv3 = — (d^/d^)3.
a'->à

Questi risultati si enunciano facilmente nello »S3 di o.



7. - Invarianti e classi di superficie invarianti.

Dalle coordinate x( del punto 0 di a si passa a quelle del 
punto A di $ con le posizioni

d x. d x1
Pi = ah ~r—“ — x2 >du du

d x~ d x,
p-^^du x^du'

d x. dx,
p3 = Xj -r-A — Xt -t-A 

du du
du. d x.Pt=X^-X*~d^^

dx2 dx4
Pi = «4 —«2 -—A,du du

d x3 d x„Po = «2 -^-A — x3 -r-A 
du du

in modo che l’equazione di 2 è pt pt + p2 + p8 p6 = 0.
L’equazione di Laplace cui soddisfa o meglio il suo 

sistema coniugato, ù

dlogP27 dp <3 log |3 7 dp 
dudv dv du Su dv

/ d2logP7 dlogPT dlogp27 \ 
dudv Su dv H* PT) ? •

Essa ha gli invarianti relativi 

— d2logP 
dudv + Pt, Pi

quindi l’invariante assoluto

i J^ogP_ , i
P 7 dudv

Analogamente dall’equazione relativa a <b* si ricava l’invariante 
assoluto (ove h* = ìc)

l* /m< ______L d2i°g7
P7 dudv



Di questi due invarianti (del 2° ordine) di a si ha il signifi
cato geometrico come invarianti di contatto (di coniche) secondo 
quanto è stato detto in I, 2 (pag. 675).

Da essi si hanno per somma e per differenza i due invarianti

_____i_ ^logPv , 2.
k h* 07 dudv ’

h k* 1 ó2 log 0/7
k h* 07 d u d u

che sono due degli invarianti fondamentali dell' elemento lineare proiet
tivo (il primo, diminuito di 2, è la curvatura proiettiva media di a 
secondo Fubini).

S’intende che: gli invarianti assoluti delle successive trasfor
mate di Laplace di <I> e di <I>* danno pure invarianti di a per 
applicabilità proiettive ; così p. es. indicando h, e kr (= h) gli 
invarianti relativi a 4>1, si ha l’invariante

=_____£_ g2log^ , 2_____L.
k, h d u d v h

• a v • .r 1 d2log7z. 
cioè 1 invarianza di------- -------- ;—£— .

h dudv

Più interessante è vedere come, da queste considerazioni 
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di 
superficie.

1) Se h = 0 le asintotiche di un sistema su a appartengono 
a complessi lineari (v. Sull’ equazione di Laplace, n. 17) e si 
ritrova così l’equazione caratteristica di Gech [G. P. D., p. 113].

2) Se h + k* = 0, cioè se gli invarianti assoluti di e 
<fi sono uguali e di segno opposto si ha pure un’altra classe 

di superficie studiata da Cedi [G. P. D., pag. 151].
3) Se h = k*, cioò se gli invarianti assoluti di 4> e di 

sono uguali, la superficie è isotermo-asintotica.
4) Se h — k, cioè se è ad invarianti (relativi) uguali è 

0 = U . V 4= 0 e (con le eventuali trasformazioni U du — du, 
Vdv = dv, ? — V2Uy può farsi "0=1 cioè) le forme normali 



possono ridursi al tipo <p2 = 2 7 du dv, <p3 = ^du3 4-^dv3 quindi 
a ò una superfìcie Iìo [G. P. D., pag. 361].

5) Se = k cioè se <b e hanno gli stessi invarianti 
(scambiati di posto) si hanno le superfìcie caratterizzate da

-------1-----------------------1_ _I_ = u (u) . V (v).
p2 dudv p \ \ /

6) Se 7^ = k2, cioè se ha invarianti relativi uguali si 
hanno le superfìcie caratterizzate da

- P .. + P27 - U (u) . V (v). du dv

7) Se hr = 0 si hanno le superfìcie caratterizzate da

a2 log W 
dudv

E così via. Le superfìcie delle ultime tre classi (che involgono la 
prima trasformata <&! di $) non sono state ancora studiate (*).

(♦) Ad un’ altra classe di superfìcie, pure invariante por applicabilità 
proiettive, si arriva ponendosi la domanda seguente [I] : Dato un sistema 
assiale ( co' ) di lineo sopra una suporfìcio non rigata, contiene esso un doppio 
sistema coniugato (oo1)? La risposta è in generalo negativa; può contenerne 
al più uno 0 due ; a meno che tutte le lince del sistema assiale si possano 
distribuirò in co1 sistemi coniugati, nel qual caso la superficie ha curvatura

1 d2 log p y
K—----- —-------r—t------ = — 8, e la congruenza cui quel sistema assiale è

Pi du do
associato è necessariamente quella dogli spigoli di Green (e quindi quel sistema 
ò unico).

So invoce la superficie è rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti 
da una funziono arbitraria) le cui curvo si possono distribuirò in oo1 doppi 
sistemi coniugati (e gli assi por ciascun punto stanno in un piano che, al 
variare del punto sulla generatrice por osso, inviluppa una cubica sghemba).

Se poi la superficie è una quadrioa, basta ohe un sistema assiale con
tenga un doppio sistema coniugato affinchè tutto lo sue curvo si possano 
distribuirò in co1 sistemi coniugati. L’esistenza di tre tali sistemi (i cui assi 
in un punto non siano complanari) è caratteristica dello quadriche.



8. - Sistemi di curve invarianti.

I sistemi assiali di curve sopra una superficie o, le estremali 
di <p2 e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano 
tutti ad equazioni del tipo

dud2v — dvd2u = adu3 + bdu2dv cdudv2 + ^dv"-

o, introducendo i differenziali controvarianti 8 rispetto a <p2

Pf (<Zu82v — dvb2u) = bjP2^^3 + 02py2dv2 lgv. <p2

= O^s3 4- 02d2s3 + ^71 •

ove e 02 sono invarianti (finiti) ed = lhLdu— lhtdv è una 
forma differenziale invariante di 1° ordine.

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione è 
stata indicata da Fubini, si lasciano tutti caratterizzare geometri
camente rimanendo nello S3 di a : mi sembra opportuno premettere 
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale.

In ogni punto A di una superficie d» dotata di un doppio 
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad S6) si dia 
un piano situato nello S4 2 - osculatore in A ma non incidente 
(in una retta) il piano tangente in A a <&. Rimane allora definito 
[A] su <1> un sistema oo2 di curve dotato della seguente proprietà : 
i piani osculatoli a'ie curve passanti per A tagliano in rette il piano 
dato (piano d’appoggio) per A.

Un tal sistema di curve si dirà sistema planare. Sia ora 
<I> la superficie di 11 che rappresenta le tangenti asintotiche a di 
a [E, Nota IL], Al piano d’appoggio generico in A corrisponde, 
nello S3 di a, un regolo, o se si vuole una quadrica d’appoggio, 
diciamola Q, contenente le due tangenti asintotiche a ed a* uscenti 
da 0 (A ò generica nel senso di non contenere altrui tangente 
asintotica di a infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad 
una curva di <I> in A corrisponde il regolo osculatore lungo a 
alla rigata delle tangenti alle asintotiche u lungo una curva di a : 
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, quadrica asintotica 
osculatrice del 1° sistema in 0 alla curva (una quadrica del 2" si
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche u con le v).



Ad un sistema planare di curve su corrisponde su a un 
sistema oo2 di curve così definite :

Sia data in ogni punto 0 di a una (generica) quadrica Q 
contenente le tangenti asintotiche in 0. Le quadriche asintotiche oscu
latrici del 1° sistema in 0 alle curve in esame segano ulteriormente 
(cioè fuori delle tangenti asintotiche in 0) Q in rette.

In altri termini : ciascuna di queste quadriche sega Q in un 
quadrilatero d’appoggio di cui fanno parte le tangenti asinto
tiche in 0.

La trasformazione di Laplace che porta da <I> a <I>*  fa corri
spondere ad un sistema planare di un sistema planare di 4>*  ; 
cioè in Sa :

(*) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1" e del 2J sistema relative 
alla curva (1) uscente da 0 in direziono du/dv si tagliano (fuori delle tan
genti asintotiche) in una conica por 0: il luogo di queste coniche al variare 
di e,, 02, fg,, (fissata du/dv) é una ben determinata quadrica (formante 
fascio con la quadrica di Lik e col piano tangente contato duo volto). Le due 
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche 
uscenti da 0 so e solo se la tangente du/dv è una tangente di Darboux. 
La quadrica luogo ora determinata è indipendente dalla tangente du/dv se è 
solo se ip, ='1'2 = 0 cioè por lo superficie a lineo canoniche indeterminate.

Le quadriche asintotiche del 2° sistema osculatrici in 0 alle 
curve oi a definite tagliano in quadrilateri sghembi una stessa qua
drica Q*,  completamente individuata da Q.

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos
sono scambiare i due sistemi di asintotiche purché alla quadrica 
d’appoggio Q (in ogni punto 0) se ne sostituisca un’altra, ben 
determinata, Q*.

1 sistemi definiti dalle precedenti proprietà sono rappresentati 
su a da un’ equazione differenziale del tipo (1).

Sicché dare la (1) equivale geometricamente ad assegnare in 
ogni punto 0 di o una quadrica Q (o Q*)  nel modo detto. Ora 
vogliamo effettivamente costruire Q a partire di Oj, 02, rgt e di 
più, per ogni tangente du/dv, costruire la quadrica asintotica oscu
latrice del 1° sistema alla curva di (1) che ha quella tangente, o 
se si vuole, il relativo quadrilatero d’appoggio (*).

Poniamo



I -^5 Xì ^«1 xv | > -^1 — | j ^wo | ) — | X, X, Xv , Xu„ | ,

= | X, xu, xt, xuv |

ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor
dinate normali xt (v, v) di 0 e con quelle X, di un punto gene

rico di S3 ; e inoltre Jf = — (~d + P7'|/p7 = X—1
\ dudv ) /

3 log (3 72 dlogB2?
e, come prima, ■

In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di 
equazioni

2) N. = (ih, + T, N, = - + <|>2) T

definita dalla sola/orma l~g x ; la diremo retta invariante; i 
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa 
e rispettivamente per la tangente asintotica a od a*. (Un’altra 
retta invariante si avrebbe riferendosi a Q* invece che a Q).

Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 6, = 1 
nei quali si spezza Q (e analogamente 0j= 1 nei quali si spezza Q*).

a) I sistemi per i quali Qj = — 1 (o 02 = + 1).
Se = — 1, Q si spezza nel piano tangente T = 0 e 

nel piano

- 2 (lh2 + <p2) + 2 (ih, + +

(3)

2^ + 4Ì (^2 + <p2) - Pt {h + e2) y = 2Q.

Le quadriche asintotiche osculatrici dd 1° sistema alle curve del 
sistema (1) per Oj = — 1 toccano il piano (3) nei punti della 
conica sua intersezione col cono quadrico

(<)
Ih^^T-N, 

4-1 /
+ p T [(lh2 + T + ^2] = 0 ;



il punto di contatto de'la quadrica relativa alla tangente du/dv ap
partiene alla generatrice del cono complanare con la retta invariante 
e con la coniugata armonica di detta tangente (rispetto a quelle asin
totiche).

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora :

Se nel sistema (1) si lasciano fissi 0X =— 1 ed Igj, i piani 
(2) formano fascio intorno alla polare della retta invariante rispetto 
alla quadrica di Lie, e le coniche luogo dei punti di contatto in essi 
si distribuiscono sul cono (4).

Conclusioni analoghe per 02 = + 1 si hanno per Q*.
Si può aggiungere che so 0x = — 1 (o 02 = + 1) il cono 

di 3‘ classe inviluppato dai piani osculatori in 0 alle curve del 
sistema (1) si spezza in un piano e in un cono quadrico [G, n. 3]; 
se Oj = — 1 e 02 = 1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui 
risultano nuovo proprietà.

P) I sistemi per i quali 0x = + 1 (o 02 = — 1). 

Per 0, = 1, Q si spezza nei due piani (2).
Le quadriche asintotiche del 1° sistema osculatrici in 0 alle 

curve integrali di (1) per 0x = 1 passano tutte per uno stesso pun
to P (dipendente da 02> della retta invariante ; viceversa se ciò 
accade è 0x = 1. Il punto appartiene alla quadrica. di Lie relativa 
ad 0 se e solo se 02 = 0.

I piani in P tangenti a queste quadriche inviluppano un cono 
la cui traccia su T = 0 non dipende affatto da 0., (ma solo da lgxI 
ed è la conica di equazione

4:(lh2 + ^) 4 (za, + 3^4-42^!= 0

passante per 0.
Il piano tangente in P alla quadrica relativa alla tangente 

du/dv tocca questa conica nel punto £ 0 in cui essa è incontrata 
dalla quarta armonica dopo a, la tangente data ed a*.

f). Il caso generale OJ i 1 (o 01 + 1)«
Per un punto generico dello spazio passano le quadriche 

asintotiche del 1° sistema osculatrici in 0 a curve del sistema (1) 
relative a tre direzioni du/dv.



Il luogo dei punti per i quali queste direzioni costituiscono una 
terna apolare alle tangenti asintotiche in 0 è la retta invariante (2).

Caratterizzata così la retta invariante caratterizziamo Q. Il 
loro punto d’intersezione O dipende solo da lgA e da 02 ; cioè

Tutte le quadriche d’appoggio Q relative agli infiniti sistemi (1) 
che si ottengono variando 0, (fissi lgx e 0j) passano per uno stesso 
punto della retta invariante (relativo alla terna du3 = 0).

Il luogo del punto ora determinato al variare di lgx è una 

nuova quadrica Q caratterizzata solo da 02, di equazione

N1N2 = \iì + -L^^L+(ì2')T\T

essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di Lie (con la 
quale coincide se e solo se 02 = 0) e dal piano tangente in 0 
contato due volte ed è individuata dal suo ulteriore punto d’inter
sezione (4= 0) con la normale proiettiva : infatti il birapporto dei 
punti OO3 (vertici del tetraedro fondamentale ; v. pag. 687) e dei 

punti d’intersezione della OO3 con Q e con la quadrica di Lie vale 
i+^.l ir, cioè si sa costruire appena dato 02 (poiché IL dipende 
solo dalla curvatura proiettiva K di a in 0) (*).

Ad un’altra quadrica invariante Q*, individuata in modo ana
logo da 6X soltanto, si arriva operando su Q*.

Ora siamo in grado di dare la costruzione della quadrica 
d’appoggio Q in 0 relativa al sistema (1).

Si costruisca, data lgx, la retta invariante e, dato 02, la qua

drica Q nel modo ora dello. Poi nel fascio determinato dai piani

(») La quadrica Q si può anche caratterizzare (indipendentemente dal 
suo punto d’incontro con la normale proiettiva) così : essa è asintotica oscu
latrice del 1° sistema alla curva del sistema (1) uscente da 0 in direziono

du — 0. Sicché per costruire Q basta conoscere 1’ elemento del 2° ordine di 
questa curva in 0. Questa curva ha por piano osculatore in 0, come 1’ asin
totica v, il piano ivi tangente a a e l’invariante proiettivo di contatto di 
queste due curvo (v. pag. 679) vale 1 - 02. In particolare esse si osculano 
se 02 = 0 ; so invoce 02 = 1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso 
in 0.



asintotici (2) per la retta invariante e da Q si costruisca la gua

di ica avente con Q in 0 V invariante di contatto 
i

*\ ^i+l. 
■ Gx—1 '

questa è Q.

Passiamo alla costruzione della quadrica asintotica del primo 
sistema osculatrice alla curva di (1) uscente da 0 in direzione 
du/dv: basterà deterninarne il quadrilatero d’appoggio su Q, o, 
ciò che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alle 
tangenti asintotiche, con Q. Essa è fornita dai teoremi seguenti:

Il luogo dei punti di contatto con Q delle quadriche osculati ici 
in 0 alle curve di (1) è la cubica sghemba intersezione residua (tolta 
la retta invariante) di Q con il cono di equazione

T - aT + 4 (i - +h)T+N&]T = 0

dipendente solo da lgx e da 0, (su di esso stanno quindi le oo1 
cubiche ottenute variando 02 ; mentre le oo2 cubiche ottenute va
riando 0, e 02 si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan- 
genti eie.).

Il punto di contatto relativo alla tangente du/dv si ottiene 
segando la cubica col piano della retta invariante e della tangente 
coniugata armonica di quella data (rispetto ad a ed a*,),  

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni.

(*) Duo superfìcie aventi in un punto 0 lo stosso tangenti asintotiche 
hanno un invariante proiettivo di contatto (limito di un birapporto) del tutto 
analogo all'invariante di Seghe por duo curvo piano (I, 1; pag. 674). So 
nell’intorno di 0 sono rappresentato dalle equazioni % = axy-i-..............., 
x = a'xy +..........., detto invariante vale a/a’. [F].

Per i sistemi (1) caratterizzati da 0, — — 02 e per essi soli 

si ha Q = Q*  ; e queste due quadriche coincidono con la quadrica 
di Lie se e solo 0( = 0.

I sistemi per i quali 0x = 02 son caratterizzati dal fatto che 
una retta arbitraria per 0 taglia la quadrica di Lie e le due qua

driche Q e Q*  in punti formanti con 0 un gruppo armonico.
Si ha p. es. 64 = 0 per le curve anarmoniche e per le estre

mali delle forme elementari (pag. 684) [N].
1



VII. — Corrispondenze puntuali fra superfìcie.

A. TEOREMI GENERALI [A, 0].

1. - Corrispondenza cremoniana fra stelle di piani.

Le applicabilità proiettive (di Fubini) di una superfìcie a costi
tuiscono una delle scoperte più notevoli in questo campo, poiché 
di esse non si aveva idea prima dello ricerche del Fubini stesso. 
Esse sono ben caratterizzate dal fatto di agire, fino all’ intorno del 
2° ordine di un punto generico 0 di a, come collineazioni.

A ben rilevare la posizione eh’ esse assumono fra le corrispon
denze puntuali fra due superficie, cioè a riconoscere quali parti
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere 
un’applicabilità proiettiva, giova prendere in esame le proprietà 
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuale qualsiasi.

Siano 0 ed 0 dei punti (regolari) generici di a e ò poste 
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all’intorno 
del 2° ordine, in due campi sufficientemente limitati entro i quali 
cadono 0 ed 0).

La corrispondenza puntuale subordina : 1) una corrispon
denza proiettiva fra gli intorni del 1° ordine (fasci di tangenti) 

di 0 ed 0,2) una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri 
0 ed 0 quando si assumano come corrispondenti piani contenenti 

intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in 0 ed 0.
La corrispondenza fra due le stelle di piani | 0 | ed j 0 j è Cre

moniana del <3° ordine; i suoi piani fondamentali, p. es. in [Oj, 
sono il piano tangente t in 0 e due piani generalmente determinati 
e distinti dal precedente che si tagliano in una retta che si dirà 
asse della corrispondenza relativo al punto 0 (e così si ha un 
asse relativo ad 0).

Questi due piani fondamentali (4= t) sono i piani osculatori in 

0 alle curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in 0.



Uno di essi viene a coincidere con t se ad una tangente asin

totica in 0 corrisponde una tangente asintotica in 0 ; ma esso 
diviene indeterminato se alle curve di o che hanno quella per tangente 
di flesso corrispondono su a curve aventi pure un flesso (in 0, e 
per tangente di flesso la corrispondente tangente asintotica) ; in ter
mini infinitesimali : se ai tre punti infinitamente vicini comuni ad 
una tangente asintotica e a a corrispondono tre punti situati sulla 
corrispondente tangente asintotica (e su a).

2. - Corrispondenze proiettive fra stelle di rette.

Vogliamo ora considerare un’altra corrispondenza fra le stelle 
di rette uscenti da 0 e da Ó, così definita.

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un 
fascio per 0 corrispondono, in 0, i piani di un inviluppo cu
bico T3 : facciamo corrispondere alla retta asse del fascio di piani 
per 0 la retta per cui passano i tre piani cuspidali di T 3.

La corrispondenza così stabilita fra la stella di rette di centro 0 

e la stella di centro 0 è una proiettività generalmente non degenere ; 
sia w.

Analogamente esiste una proiettività, w, che fa passare da 
una rotta asse di un fascio di piani per 0 alla retta appartenente 
ai tre piani cuspidali dell’inviluppo cubico corrispondente.

Il prodotto delle due proiettività io ed ~tò è un’ omologia nella 
stella di centro 0 in cui sono unite tutte le tangenti in 0 a a : 
l’ulteriore retta unita è l’asse della corrispondenza in 0.

L’omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in 0 

corrisponde una tangente asintotica in 0.
Le due proiettività m ed o> sono una inversa dell’altra in uno 

di questi due casi : 1°) quando ad una tangente asintotica in 0 

corrisponde una tangente asintotica in 0 e ai tre punti (infinita
mente vicini) cornimi a quella e a a corrispondono i tre punti 
analoghi su questa ; 2°) quando si corrispondono tutt’ e due le tan
genti asintotiche.



3. - Sistemi assiali corrispondenti.

Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione alle 
proprietà del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi 
assiali (III B 1). Precisamente:

In una corrispondenza puntuale generica tra a e 5 vi è uno ed un 
solo sistema assiale di a cui corrisponda un sistema assiale di ~a : 
l’asse del sistema in un punto 0 è precisamente l’asse della cor
rispondenza relativo ad 0.

l’anno eccezione i casi seguenti : Se su a e si corrispondono 
le asintotiche di un sistema, o di tulli e due i sistemi, non esistono 
in generale sistemi assiali corrispondenti. Però nel 1° caso se ai tre 
punti comuni ad una tangente asintotica e a a corrispondono i tre 
punti comuni alla tangente asintotica corrispondente e a a gli assi 
relativi ad 0 e ad 0 risultano indeterminati e descrivono due fasci 

proiettivi (di centri 0 ed 0 ) ; nel 2° caso se la circostanza ora 
rilevata si presenta per tuli’ e due i sistemi di asintotiche ad ogni 
sistema assiale di a corrisponde un sistema assiale di a e la corri
spondenza è un’applicabilità proiettiva.

Quest’ultima affermazione ò il teor. di Cedi sulle applicabitità 
proiettive. Di queste si può dare la caratterizzazione seguente : Se 
su due superficie a e à si corrispondono le linee di Darboux (e di 
conseguenza le asintotiche) e se ad un sistema assiale di a corri
sponde un sistema assiale di A la corrispondenza è un' applicabilità 
proiettiva (*).

(*) Por lo proprietà metriche dolo corrispondenze, con particolari appli
cazioni alla rappresentazione conforme, o alla corrispondenza fra superficie 
parallele vedansi le Noto [A, 0, RJ. Nello studio dolio corrispondonzo puntuali 
fra superfìcie si può dare un teorema, più generalo del procodento, por i si
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI ; ritornerò su di ossi noi caso dello corri
spondonzo asintotiche (v. 1’ ultimo n. di questo capitolo).



B. CORRISPONDENZE PARTICOLARI.

1. - Le corrispondenze proiettivo-conformi e proiettivo-simili.

Dopo le applicabilità proiettive di Fubini, lo corrispondenze 
più semplici sono quello che conservano l’elemento lineare proiet
tivo a meno di un fattore. Precisamente, so punti corrispondenti 
di due superficie a e à hanno lo stesse coordinato w, v, noi stu
diamo quello corrispondenze per le quali i loro elementi lineari 

proiettivi E od E (di Echini) sono legati da una relazione del 

tipo E — gE ove p (w, v) ò finita e differente da zero nel campo 
cho si considera. E chiaro che dovendosi avere por E = 0, E = 0 
e viceversa si corrispondono su a e ò le linee di Darboux (e di 
Segre) e di conseguenza lo asintotiche. Dall’ultimo teorema pre
cedente sappiamo che, se p 4= 1, non vi sono sistemi assiali corri
spondenti su a e 5".

Questo corrispondenze, che apparo giustificato di chiamare 
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente 
teorema :

In ogni corrispondenza fra a e a che conservi le asintotiche 
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve 
di a tale che alla sua retta asse in 0 corrisponde in 0 un invi
luppo cubico i cui piani cuspidali passano per la normale proiettiva 
(in 0). Se e solo se la corrispondenza è proiettivo-conforme 
i tre piani cuspidali detti contengono le tangenti di Segre (in 0).

Analogamente possiamo classificare lo corrispondenze, che 
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante.

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la corrispondenza 
sia proiettivo-simile è che il sistema assiale del teorema prece
dente sia quello associato alle normali proiettive di a.

(Si capisce che noi teoremi ora dati si può scambiare ovunque 
a con a).

Varrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche 
perchò, data la relativa ristrettezza dello famiglie di superficie che 
ammettono applicabilità proiettive (non collineazioni) sarebbe inte



ressante stabilire la generalità delle superfìcie che ammettono tra
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre
sentano spontaneamente nella ricerca seguente.

2. - Le corrispondenze geodetico-proiettive [P].

Diremo due superfìcie a e a in corrispondenza geodetico - 
proiettiva se su di esse si corrispondono le pangeodetiche (estre
mali dell’elemento lineare proiettivo di Fubini). È chiaro che se 
a e a sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri
spondono le pangeodetiche. È la domanda inversa che interessa, 
e precisamente interessano quei casi che, per analogia col problema 
dell’ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di 
Liouville. Si hanno i teoremi :

Se due superficie non rigale sono in corrispondenza geodetico - 
proiettiva, o i loro elementi lineari differiscono (al più) per un 
fattore costante (corrispondenza proiettivo-simile) oppure tutt' e due 
le superficie sono a linee canoniche indeterminate e i loro elementi 
lineari possono ridursi ai tipi

, (dU + dV)dUdV . = hk(hdU+ kdV)dUdV
<3 '2 ~~ dU2+dUdV+dV2 ’ <a '2 “ h2dU2+hkdUdV+k2dV2 

con h e k costanti.
In tal caso le due superficie possono rappresentarsi (per punti) 

su due piani in modo che alle loro pangeodetiche corrispondano le 
rette dei due piani ; le corrispondenze geodetico • proiettive fra le due 
superficie hanno per immagini le omografie fra i piani rappre
sentativi.

Non esistono rappresentazioni geodetico-proiettive di una super- 
. fide rigata sopra una non rigata.

Se le due superficie sono rigate (e se non sono in corrispon
denza proiettivo-simile, caso banale) i loro elementi lineari proiettivi 
sono riducibili ai tipi

[u N (v)]2 v'2du ,
| w + N (v)]2 v'2du 

v3 [w + N (v)] v2v'



ove dv — 0 rappresenta le generatrici rettilinee (corrispondenti) 
mentre du = 0 rappresenta le asintotiche (curvilinee) di a e 
u v + F (v) = cost., con dF = Ndv, le asintotiche di a (non 
corrispondenti alle precedenti).

Le geodetiche proiettive di una tal superficie (a e "a) punteg
giano proiettivamente due generatrici rettilinee. Esse si ottengono 
tutte, nel piano rappresentativo cartesiano (u, v) imprimendo alle 
immagini delle asintotiche di ~5 una traslazione parallela all’ asse u.

La costruzione di queste rigate dipende dall’ integrazione di un' e- 
quazione differenziale lineare ordinaria del 4° ordine.

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili 
proiettivamente su di essa quelle per cui N = cost.) la rigata 
cubica di Caylky. Essa e lo sue geodetiche proiettive si costrui
scono così :

Data una cubica sgemba C, un suo punto 0 e la tangente 
ivi t, si congiunga un punto variabile su C con l’intersezione del 
piano in esso osculatore con t. Su questa rigata le geodetiche proiet
tive sono (le cubiche) segate dai coni quadrici osculatori lungo t al 
cono che da 0 proietta C.

3. - Le corrispondenze asintotiche.

Più generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che 
fanno corrispondere su due superfìcie a e "a le loro asintotiche 
(se di più si corrispondono le linee di Darboux si hanno le cor
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1).

Le due forme quadratiche normali y2 e ^2 di a e a differi
scono per un fattore (4: 0) sicché potrà scriversi = e2h tp2 con 
h = h (u, v). Perciò lo studio delle corrispondenze asintotiche equi
vale allo studio su o delle metriche (quadratiche) conformi a <p2 o, 
se si vuole, di un’equazione (e non di una forma) quadratica.

E si ha [B] :
Le estremali di una qualsiasi metrica e2h sono definite daZ- 

l’equazione differenziale

[3 f (du 82v — dv 88 u) = du------ -— dv <p9 
dv / r
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(i 82 essendo eseguiti rispetto a q2). I piani ad esse osculatori in 
un punto 0 di a inviluppano un cono di 3a classe i cui piani 
cuspidali tagliano il piano r tangente a a in 0 nelle tre tangenti 
di Segre e passano per una retta, che dirò pseudo-normale rela
tiva ad 0 e alla forma e2'1 <p2 (por h — cost. si ha la normale 
proiettiva di Fudini), congiungente i punti x ed xu„-\- h„xu + hux„.

Le sviluppabili della congruenza di pseudo-normali (qualunque 
sia hj segano su a un doppio sistema coniugato cioè ogni congruenza 
di pseudonormali è coniugata a a. Viceversa ogni congruenza coniu
gata a o determina, a meno di un f attor numerico, una metrica e2'1 (p2 
per la quale la congruenza è quella delle pseudo- normali.

Condizione necessaria e sufficiente affinchè la pseudonormale 
relativa ad un punto generico 0 di a appartenga al piano canonico 
in 0 è che sia

h (u, v) - Jo du + =^0^1du + ^dv)

ove 0 è un qualunque fattore integrante di tpjtZit-l- ^2dv (per 0=0 
si ha la normale proiettiva).

Dal confronto dell’equazione di queste estremali con l’equa
zione delle linee anarmoniche risulta che :

Proprietà caratteristica delle superficie isotermo-asintotiche è 
che le loro curve anarmoniche sono geodetiche di una metrica conforme 
a <p2.

Ad altro proprietà notevoli delle corrispondenze asintotiche 
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti 
per applicabilità proiettivo) studiati al n° 8 del capitolo precedente. 
Si ha per essi il seguente teorema generale :

In una corrispondenza asintotica fra a e a ad ogni sistema 
definito su a dall’ equazione differenziale

(1) Py (dw52v — tZv82w) =0j p,!'( du34~02 p'f2d«3-H f/^du — h2dv) ^2

corrisponde su F un ben determinato sistema

(1 ) 82v—dv 82u)=0!p2Y du3-b OsP 72^3+l {h^u— 

(ove i 82 sono ora differenziali controvarianti rispetto alla forma



<p2 = 2 p 7 du dv di a) ; e le equazioni che determinano la corri
spondenza fra questi sistemi sono

1^! = ^ 7^2 = ^2 7^=1^-  ̂ ,
4 du 1

l (A, du 4- li2dv) 0 l (hldu + hidv) sono (0 non sono) insieme differenziali
esatti.

T», = il,,_ A .
2 2 2 dv

Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi (1) 
per i quali 0, = 0 oppure 02 — 0 oppure Gj = 02 = 0 formano 
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di 
una superfìcie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, già 
indicate, di queste sottoclassi si ha in particolare per l’ultima :

Ogni sistema (1) di a per cui le quadriche invarianti Q e Q* 
coincidono in ogni punto con la quadrica di Lie ha per corrispon
dente su un o sistema dotato della stessa proprietà. (*)

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e (1) su a e "a dà 
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze ; p. es. :

Se esiste su a un sistema per cui 0, — — 02, cioè per cui le 

due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punto cui cor
risponda su a' un sistema dotato della stessa proprietà (cioè G 1=— 0.J 
la corrispondenza è necessariamente proieltivo-conforme (cioè p /p=Y/7).

Analogamente : se su a e a si corrispondono due sistemi 
(uno di a e uno di à) per i quali l[htdu — h2dv) = l(h1du—72dv) 
le due forme quadratiche <p2 e differiscono soltanto per un 
fattore costante ( p Y = k . p 7).

E infine : se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alle 
asintotiche u hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde 
un sistema dotato della stessa proprietà (Gj = Ò j = 1) è invariante 

nella corrispondenza la prima forma elementare (p = p).

(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di en . tp„; 
la corrispondenza fra le congruenze di pseudo-normali segue dal fatto che





APPENDICE llla

ESPOSIZIONE DI ALCUNI RISULTATI 
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voi. LVII (1922).
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iperspazi. Procoedings of thè Fifth International Congress of Mathematiciana 
(Cambridge) voi. II (1913).

C - Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero. Atti 
della R. Aco. delle Scienze di Torino, voi. XLVIII (1913).

D - Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a caratte
ristica. Atti della R. Aoc. dello Scienze di Torino, voi. XLIX (1913).

E - Sur les configurations de Laplace. Comptes rendus do l'Aoadómie 
des Sciences, t. 156 (1913).

F - Sullo spazio di immersione di superficie possedenti dati sistemi 
di curve. Rond. del R. Ist. Lombardo di Scienze e Lettore, voi. XLVII (1914).

G - Contributo allo studio dei sistemi lineari di rette nello spazio a 
quattro dimensioni. Atti dol R. Ist. Veneto di Scienze, Lett. od Arti, 
tomo LXXIII (1913).

H - Alcune proprietà proiettivo-differenziali dei sistemi di rette negli 
iperspazi. Rond. dol Ciro. Mat. di Palermo, tomo XXXVII (1914).

I - Pour la geometrie de l’Équation de Laplace. Comptes rendus de 
1’Académie des Sciences, t. 160 (1915).

J - Sur les équations de Laplace à invariante 6gau». Comptes rendus 
do 1’Ac. des Sciences, t. 160 (1915).

K - Risoluzione geometrica del problema di Moutard sulla costruzione 
delle equazioni di Laplace ad integrale esplicito. Rend. della li. Acoad. dei 
Lincei, serie 5a, voi. XXIV (1° Sem. 1915).

L - Determinazione delle superfìcie integrali d'un sistema di equazioni 
a derivate parziali lineari od omogenee. Note I o II. Rond. del R. Ist. Lom
bardo di Scienze o Lettore, voi. LII (1919).

M - Sur les courbes quasi-asymptotiques des surfaces dans un espaee 
queloonque. Comptes rondus do l’Ac. des Sciences, t. 168 (1919).

N - Sistemi coniugati sulle superfìcie degli iperspazi. Rond. del Ciro. 
Mat. di Palermo, tomo XLVI (1922).

0 - Proprietà differenziale caratteristica delle superficie che rappre
sentano la totalità delle curve piane algebriche di dato ordine. Rond. della 
R. Aoc. dei Lincei, serio 5% voi. XXX (2° Sera. 1921).

P - Proprietà differenziali caratteristiche di enti algebrici. Memorie 
della R. Aoo. dei Lincei, serie 5“, voi. XIII (1921).

Q - Sulla rappresentazione iperspaxiale delle curve piane. Rend. Lincei 
serio 5a, voi. XXI (2° som. 1922).

R - Sulla corrispondenza puntuale fra due superficie a punti planari. 
Boll. Un. Mat. Italiana, anno IV (1926).



A. Terracini. — A - Sulle Vk per cui la varietà degli Sh (h + V)— 
seganti ha dimensione minore dell’ ordinario. Read. del Circolo Matemat. di 
Palermo, tomo XXXI (1911).

B - Sulle Vk che rappresentano più di —— equazioni di Laplace

linearmente indipendenti. Kend. del Circolo Mat. di Palermo, tomo XXXIII 
(1912).

C - Sulle varietà di spazi con carattere di sviluppabili. Atti della 
li. Accademia dello Scienze di Torino, voi. XLV1II (1913).

D - Alcune questioni sugli spazi tangenti e osculatori ad una varietà. 
Nota I. Atti della li. Acc. dello Scienze di Torino, voi. XLIX (1913-1914).

E - Id. id. Nota II. Atti della R. Aco. dello Soienzo di Torino, volume 
LI (1916).

F - Id. id. Nota III. Atti della R. Accademia dello Scienze di Torino, 
voi. LV (1919-1920).

G. — Sulla varietà degli spazi tangenti a una data varietà. Nota I e 
Nota II. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serio 5a, voi. XXIX (2° Som. 1920).

H - Su due problemi, concernenti la determinazione di alcune classi 
di superficie, considerati da G. Scorza e da F. Palatini. Atti della Soo. dei 
Natur. o Matem. di Modena, serio 5a, voi. VI (1921-1922).

I - Sulle superficie i cui spazi osculatori presentano particolari inci
denze coi piani tangenti o fra loro. Atti della Società dei Natur. o Matem. 
di Modena, serie 5tt, voi. VI (1921-1922).

J - Su una proprietà carati eristica della superficie di Veronese. Atti 
della Società dei Natur. o Matem. di Modena, serio 5U, voi. VÌI (1922).

Avvertiamo una volta per tutte che nel seguito uno spazio 
di n dimensioni sarà designato talora con Sn) talora con [n] ; e, 
inoltre, che parlandosi di uno tangente a una Vh in un suo 

punto x, con p k si intentenderà, se p < k uno Sr per x e 

contenuto nello SK ivi tangente alla 7*, e se p > k uno Sp 
passante per tale Sh.

§ 1. — I successivi intorni di un punto su una varietà.

1. — Se (nello spazio a n dimensioni S„) x è un punto 
generico di una varietà a k dimensioni 7^, si chiama spazio 
r-tangente alla Vk nel punto x lo spazio (minimo) cui apparten
gono x e i suoi punti derivati (rispetto ai k parametri essenziali 



cui è riferita la 7k) fino a quelli di ordine r incluso (*).  Gli 
spazi 2-tangenti si chiameranno brevemente spazi osculatori. Per 
k = 1 lo Sr r-tangente a una curva in un suo punto si chiamerà 
anche, secondo l’uso, Sr osculatore.

(*) Su questa definizione non tutti sono concordi : invoco che di spazio 
r-tangente qualcuno parla di spazio r-osculatore (cfr. p. os. Bompiani C, 
n. 5), o di spazio (r + 1) - tangente (così Del Pezzo: Sugli spati tangenti 
ad una superficie o ad una varietà immersa in uno spazio di più dimen
sioni. Rendiconto della R. A co. di Napoli, 1886). Cfr. poi anche Bompiani L,

(**) Il significato preciso di questa parola risulterà chiarito dal seguito.
(***) Notazioni o convenzioni analoghe manteniamo per il seguito.
(’*♦*) Cfr. per tutto ciò p. os. Segre A.

Gli spazi r -tangenti a una Vh possono coincidere con lo S„ 
ambiente ; anzi ciò avviene sempre a partire da un certo valore 
di r. Se ciò non avviene, ogni iperpiano passante per lo spazio 
r- tangente nel punto x produce nella Vk una sezione per la quale 
il punto x ha molteplicità r -f- 1 almeno.

Lo spazio r-tangente in x si può anche definire come il 
minimo spazio cui appartengono gli Sr osculatori in tal punto 
alle curve generiche tracciate sulla Vk e passanti per esso. Però, 
per r>»l, tale spazio r-tangente, in generale, non ò più riem
pito da quegli S,. osculatori.

Per esempio, si consideri una superficie generica (**)  F di SK, 
con n > 5, e lo spazio ad essa osculatore (2-tangente) in un 
suo punto generico x. Se t2 sono i due parametri cui ò riferita

, t, . .1, d Xla F, posto x'1' = —, eco. (***),  i piani osculatori in x alle

linee della F passanti per x riempiono una FJ, quella che si 
ottiene come luogo degli S3 che dal piano tangente in x proiet
tano il punto (variabile su una conica al variare del parametro p) 
®(I1) + 2pa:(15) -|- paxm. Anzi, ognuno degli S3 ora nominati ò 
riempito dai piani osculatori allo curve di F che passano per x 
con una tangente determinata (****).  Tutto questo risulta subito 
osservando che il piano osculatore in x a una linea di F definita 
da t2 — t2 (ti) ò determinato dai punti



x xm ±^xm xw + 2 ^3xm + + ^2xm .
d^ dt^ dt\

d t
mantenendo fisso — - , si ottengono i punti di uno S3, ecc.

6t *C  j

(*) Cfr. il n. 13 di Del Pezzo citato in (♦) a p. 734 e i n1 17-19 di Seghi? B.

Più in generale (*),  si trova che i piani osculatori alle 
curve di una 7^ in un suo punto x costituiscono generalmente 
un cono, formato da co'1-1 <S„+1 passanti per lo Sk tangente alla 
VK in x (in corrispondenza delle oo* -1 rette tangenti alla 7*  
in x), avente l’ordine 2'1-1. Gli iperpiani tangenti a questo cono 
sono, fra tutti gli iperpiani tangenti alla Vk, quelli per cui il 
cono quadrico tangente nel punto x di contatto alla sezione che 
essi producono nella Vk ha una generatrice doppia. Queste gene
ratrici, se 2 k < n, esauriscono la totalità delle rette tangenti in 
x alla 7*;  so no, sono <x>n~K~i e formano un cono d’ordine 
( k \ 
[n — k — 1 / ’

2. — Lo considerazioni accennate conducono ad estendere 
la definizione adottata per lo spazio r- tangente. Consideriamo, col 
Bompiani (C), un elemento Eh d'ordine li di una curva, vale a dire 
l’insieme di un suo punto e dei relativi , S2,..., Sh ivi 
osculatori alla curva : e poi la figura costituita dagli 8,. osculatori 
in un punto m di una Vk alle curve della Vk aventi in comune 
un dato Eh (s’intendo relativo al punto x) : lo spazio (minimo) 
contenente tutti quegli >8,. si può .chiamare r-tangente in x alla 
Vk secondo l’elemento Eh fissato.

Per h = r— 1, quegli S,. costituiscono un sistema lineare 
intorno allo Er_x, e riempiono generalmente uno S* +r_i.

Per h —r — 2, se r = 2, si trova quanto si è detto alla 
fine del n. 1 : se invece r > 2, gli 8,. in questione descrivono 
un sistema lineare, intorno allo spazio (r— 1)-tangente secondo 
lo Er_t fissato, e, generalmente, entro un <S^+r_2.

Per h = r — 3, se r = 3, il luogo degli ò generalmente 



un cono di dimensione 3 avente per vertice lo S*  tangente 
alla VK in x, e d’ordine

(*) Questa proprietà non si estende agli spazi osculatori : la Sig.na M. 
Castellani ha osservato che ogni 3- osculatore generico di una superfìcie può 
avere più di un punto di osculazione, senza averne infiniti ; o ha determinato 
quali sono lo superficie in tali condizioni. (Sulle superficie i cui spazi oscula
tori sono biosoulatori. Rend. Lincei (5) XXXI, 1922).

1 = 1 \ & — 1 /

Se invece, sempre per h = r — 3, si ha r — 4, si ottiene 
generalmente uno £w+1— cono, di dimensione 3k + 1, e d’or
dine 2* -1 ; se finalmente r>4, gli Sr in questione riempiono 
una varietà lineare.

Più in generale, per ogni valore di 'r — A, sussiste il risul
tato che, a partire da un certo valore di r, quegli 3,. riempiono 
una varietà lineare.

3. — Se anziché una 7^ si considera, nello 3n, una totalità 
co  di iperpiani, si possono ripetere per questa le considerazioni 
duali di quelle dei n.‘ precedenti. Rileviamo in particolare 
che su un iperpiano generico della oo  si ha uno primo

*

*
caratteristico, o più brevemente caratteristico (cioè comune ad esso 
e ai suoi infinitamente vicini del primo ordine) ; o poi uno spazio 
secondo caratteristico (che può anche mancare) duale dello spazio 
2-tangente a una Vk in un suo punto, eco.

Data una varietà luogo Vk, il sistema di tutti i suoi iper
piani tangenti (cioè passanti per gli Sk tangenti) produce su 
ognuno di essi uno spazio (primo) caratteristico che giace sulla 
VK ed è l’insieme dei punti nei quali l’iperpiano è tangente alla 
varietà (Sicure B, n. 16) : e viceversa (cioè dualmente), una infi
nità di iperpiani costituisce sempre l’insieme degli iperpiani tan
genti per una varietà luogo (il luogo degli spazi caratteristici 
che possono ridursi a singoli punti). Donde seguo (mediante proie
zione in /?* +i) che, se una Vk è toccata da ogni suo Sk tangente 
in più di un punto, essa è toccata da ogni 3k tangente generico 
in tutti i punti di uno spazio (*)  : se gli S*  tangenti sono oo*,  i 
loro spazi di contatto sono degli 3h_h.



§ 2. — Generalità sulle varietà rappresentanti sistemi 
di equazioni lineari alle derivate parziali.

4. — Lo spazio osculatore a una superficie F nel suo punto
x è individuato dai punti

x, a;(l), 'a:1*1, o:(U), a:1**1, a:(M).

(*) Useremo nel seguito questa locuzione, qualunque sia il numero dello
variabili.

Perciò, se la dimensione dello spazio ambiente ò almeno 5, 
quegli spazi osculatori hanno generalmente dimensione 5. Più in 
generale, se la dimensiono dello spazio d’immersione è abbastanza 
elevata, gli spazi r-tangenti di una Vk hanno generalmente dimen- 

Ik + r\ 
sione — 1 .

\ n /

Ma può avvenire che quella dimensione si abbassi, per ogni 
punto generico della Fk, di i unità: ciò avviene quando il punto 
x è legato ai suoi successivi punti derivati fino all’ordine r 
incluso da i relazioni lineari omogenee linearmente indipendenti. 
In tal caso, lo coordinato proiettive omogenee di un punto che 
descriva la Vk appaiono corno soluzioni di un sistema lineare 
omogeneo alle derivate parziali di ordine r, costituito da i equa
zioni linearmente indipendenti ; si dice allora che la Vk rappre
senta quel sistema alle derivate parziali (o anche, talvolta, che la 
VK è una Vk integrala di quel sistema). Così, p. es., le superficie 
dello spazio ordinario (non piani) rappresentano due distinte equa
zioni lineari omogenee alle derivate parziali del 2° ordine, o, 
come diremo più brevemente, due equazioni di Laplace (*).

Benché, in generalo, una Vk non sia ancora proiettivamente 
determinata da un tale sistema alle derivato parziali, tuttavia 
l’introduzione di una F^ rappresentante un dato sistema può 
essere assai utile per lo studio del sistema stesso ; come si vedrà 
nei n‘. seguenti già por il caso k = r = 2.



La particolarità sopra indicata non si può certo presentare 
per r = 1 (giacché ciò equivarrebbe ad abbassare la dimensione 
della JQ e perciò, per qualsiasi r, ogni sistema del tipo consi
derato rappresentato da una VK deve essere tale che da esso non 
consegua nessuna equazione del primo ordine. Ciò porta intanto 
subito alla conseguenza

(1) +

§ 3. — Superficie rappresentanti equazioni di Laplace.

5. — Fermiamoci sul caso k = r = 2. Allora sarà al mas
simo i — 3; Se il massimo ò raggiunto, i tre punti x<n), x(12), 
x!22) si esprimono come combinazioni lineari di x, xw, x(!), e 
perciò il piano di questi tro punti contiene ogni linea della super
ficie passante per x ; la superficie in questione ò dunque un piano. 
Se i = 2 si trova che la superficie sta in Sa, oppure ò una super
ficie sviluppabile (cfr. più avanti il n. 10). Se poi i = 1, si 
hanno le superficie (che già comparivano in lavori precedenti) a 
cui ò espressamente dedicata la nota A del Segre.

Sia 4> una tale superficie, e

(2) Aa;’11» + Bx<12> + + + E^+Fx = 0

la corrispondente equazione di Laplace (*).

(*) Nella Nota : La geometria delle superficie considerate nello spazio 
rigato (Rend. della R. Accad. dei Lincei, serio 6a, voi. Ili, 1926) il Bompiani 
ha trovato un significato, come limite di un birapporto, doli’ invariante asso
luto (rapporto dei duo invarianti relativi) della (2); quando osso ò = 1 si 
ha il teorema di Koenios sullo equazioni ad invarianti uguali.

Giova considerare, in relazione con essa, l’equazione diffe
renziale

(3) Cdrf — Bd^d^ + Ad^= 0.



Si ha intanto questa proprietà : lo coppie di tangenti in un 
punto generico x alle sezioni iperpiane che hanno in x un punto 
doppio (anziché essere tutte le oo2 coppie di tangenti in x a <b) 
sono le oo1 coppie di un’involuzione, i cui raggi doppi sono 
definiti dalla (3). Perciò questi raggi doppi appaiono corno tan
genti in x alle sezioni iperpiane cuspidate.

Si chiamano poi linee caratteristiche della superficie <!> lo linee 
integrali della (3) : osso costituiscono un solo sistema quando la 
equazione (2) ò parabolica. Ebbene, le tangenti alle caratteristiche 
di un sistema nei punti di una caratteristica dell’altro sistema 
costituiscono una sviluppabile. E, se i duo sistemi di caratteristiche 
sono distinti, il verificarsi di una tale proprietà basta già per 
conchiudere che una superficie che possieda un doppio sistema di 
linee in quelle condizioni rappresenta un’equazione di Laplace (non 
parabolica). Se la (2) ò parabolica, in ogni punto della il piano tan
gente a questa coincide col piano osculatore alla linea caratteristica 
passante per quel punto (e viceversa). Ingomma le linee carat
teristiche di una superficie si comportano come si comportano 
nello spazio ordinario due sistemi (distinti) di linee coniugate, 
oppure quello delle asintotiche di una superficie, secondo che la 
(2) è non parabolica, oppure è parabolica : perciò quelle linee 
spesso si chiamano coniugate oppure rispettivamente asintotiche.

6. — Se la (2) non ò parabolica, alla corrispondente super
ficie fi’ si può applicare la trasformazione di Laplace (come la si 
applica ai sistemi coniugati nello spazio ordinario). Precisamente, 
si costruiscano lo oo1 sviluppabili circoscritte alla data superficie <1* 
lungo le oo1 caratteristiche del 1° sistema : il luogo dei loro 
spigoli di regresso sarà generalmente una superficie <&j, la quale 
sarà toccata dallo oo2 rette tangenti agli spigoli di regresso, vale 
a dire dalle rette tangenti alle caratteristiche del 2° sistema di 4>. 
Ebbene, la d>1 ò ancora una superficie della specie trasformala 
di Laplace della data. Se la (2) si riduce alla forma canonica

(2') a1**1 + axw + bxm + ex = 0,

e si assumono p. es. le linee (cioò le linee su cui varia tj) 
come caratteristiche del primo sistema, il punto x|2) + ax de



scrive la e precisamente in modo che la retta che lo con
giunge al punto x della è tangente comune di queste due 
superficie nei punti considerati. Analogamente, il punto x(1) -j- b x 
descrive in generale un’altra superficie pure trasformata di 
Laplace della superfìcie d>. Da <!>,, operando analogamente, si 
ottengono in generale due superficie delle quali l’una coincide 
sempre con <I>, mentre l’altra è generalmente una nuova superfì
cie 4>2. Analogamente per <!>_,. Così prende origine una succes
sione, generalmente illimitata, di superficie

(4) ...O_2, 0_l5 0, 02,....

ciascuna delle quali è trasformata di Laplace delle due che la 
comprendono.

7. — È particolarmente notevole iL caso in cui la successione 
(4) si chiude (cioò non è proseguibile) da una parte almeno ; 
giacché allora l’equazione (2) corrispondente alla <1> si integra per 
quadrature.

Un criterio generale per sapere quando ciò avviene ò dovuto 
al Bompiani (A). Partiamo dall’osservazione che gli Sh(h<^n) 
osculatori alle caratteristiche t2 di $ nei punti di una caratte
ristica riescono osculatori a una curva della superficie 
della successione (4). Allora, se questa successione si chiude, e 
fK-i ne è l’ultima superficie non degenere, si presenta necessa
riamente o l’una o l’altra delle due seguenti circostanze :

1° ) la sviluppabile circoscritta alla lungo una generica 
linea tx si riduce a un cono (il cui vertice, al variare di quella 
linea rx descrive la curva che, come superficie degenere, chiude 
la successione di Laplace) ;

2° ì le sviluppabili circoscritte alla lungo le varie linee r, 
hanno lo stesso spigolo di regresso (nel qual caso è una 
sviluppabile il cui spigolo di regresso <p chiude la successione).

Nel secondo caso l’osservazione da cui siamo partiti prova 
che le linee t2 della $ stanno entro altrettanti Sh osculatori 
alla tp ; nel primo, la stessa osservazione dice che gli S* oscula
tori alle linee t2 di d> nei punti di una linea tx passano per uno 
stesso punto.



Interpretando analiticamente quanto si è detto, si arriva al 
seguente criterio di chiusura : condizione necessaria e sufficiente 
affinchè la successione di Laplace relativa a un’equazione (2') si 
chiuda da una parte almeno dopo h trasformazioni è che ' h + 2 
soluzioni generiche di essa verifichino un’equazione del tipo

5 l dhx ci v \+

Precisamente, se è nulla l’espressione fra parentesi, la chiusura 
avviene (per la superficie rappresentante quell’equazione (2') che 
si ottiene, in , in corrispondenza delle h 4- 2 soluzioni 
considerate) nel secondo fra i due modi di cui sopra si è detto 
(caso di Goursat) ; se no, avviene nel primo (caso generale'). È 
poi anche possibile la chiusura secondo il caso misto quando gli Sh 
delle singole linee ra hanno in comune uno <Sh—p (e allora la suc
cessione si chiude dopo h — p. trasformazioni).

11 Bompiani (K) ha anche applicato le considerazioni che 
precedono al problema (di Moutard) di costruire le equazioni di 
Laplace con successione chiusa da entrambe le parti, problema 
già considerato da Darboux e dal Nicoletti.

8. — Insieme con le superficie rappresentanti equazioni di 
Laplace, si possono considerare delle configurazioni di Laplace 
(Bompiani E). Si chiama configurazione di Laplace una oo2 di 
spazi che si ripartiscano in due modi diversi negli di oo1 
sviluppabili ordinarie (),  in modo che altrettanto sussista per 
gli Sv+, che congiungono le coppie di «Sv infinitamente vicine in 
tali sviluppabili (condizione che generalmente — per v >> 0 — è 
conseguenza della precedente). La sezione di una tale configura
zione con uno è una superfìcie rappresentante un’ equazione 
di Laplace.

*

(*) V. più avanti la nota a p. 744.



In base all’osservazione di cui al n. 7, in principio, posto 
k-\-h=v<Zn— 1, lo spazio Sv definito in un punto generico 
di una superficie dagli Sh e Sh rispettivamente osculatori in 
esso alle linee tq e t2 risulta osculatore a una linea tj di 4>* e 
a una linea t2 di : perciò quegli oo2 appartengono a una 
configurazione di Laplace. Se si tagliano questi oo2 spazi con lo 
Sn_v che congiunge n — v + 1 punti della piramide fondamen
tale di riferimento, si ottiene dunque una superficie della specie 4>. 
Ciò significa che se le xt (i = 0, 1, . . ., n) sono soluzioni della 
(2'), i determinanti Pi,2,...v, a di ordine v + 1 formati con le 
prime v orizzontali e poi con un’ulteriore orizzontalo (p. es. con 
la ac,lma) della matrice

8 xt 8k xt 8 xt 8h X(
Xi' 7^

— dove abbiamo scritto esplicitamente solo l’orizzontale ?‘ima fra 
le n 4- 1 della matrice — sono soluzioni di un’altra equazione 
di Laplace (con le stesse caratteristiche della data). Così si tro
vano, in modo molto semplice, le proprietà che il Darboux, nel 
secondo volume delle sue Lenona, ha assegnato per le espressioni 
che egli chiama (h, k).

Il Bompiani (I) si ò anche servito di considerazioni di questa 
natura per studiare le relazioni fra i casi di chiusura delle suc
cessioni di Laplace relative a una data equazione di Laplace e ad 
alcune sue trasformato : p. es., se la successione di Laplace rela
tiva alla (2') si chiude da una parto dopo kt trasformazioni 
secondo il caso generale, o rispettivamente secondo il caso di 
Goursat, l’equazione di Laplace di cui lo espressioni (7q k) sono 
soluzioni, secondo quanto si ò detto sopra, si chiude ancora, se
condo il caso generale, dopo kx + li trasformazioni, o rispettiva
mente, secondo il caso di Goursat, dopo kx — k trasformazioni. 
Se poi ò invece k-\-h=n— 1, e si considera l’equazione di 
Laplace di cui sono soluzioni i determinanti di ordine n estratti 
dalla matrice di sopra, la successione di Laplace relativa a questa 
equazione si chiude da una parte dopo kx + h trasformazioni 
secondo il caso di Goursat, se quella relativa alle (2') si chiude 
da una parte dopo kL trasformazioni secondo il caso generale.



Con le trasformazioni di una equazione di Laplace dei tipi indi
cati si passa dunque da successioni di Laplace chiuse secondo il 
caso generale, o secondo quello di Goursat, a successioni chiuse 
nello stesso modo o nel modo opposto, dipendentemente dal tipo 
della trasformazione (*).

(*) A proposito dolio superficie <I> ricordiamo anche la nota R del Bom
piani, dove l’A. introduco la nozione dei sistemi planari di curve sopra 
quelle superficie. Si ottiene uno di quei sistemi prefissando genericamente per 
ogni punto della superficie un piano appartenente allo 2-tangente ivi e 
imponendo allo curve della superficie che il piano osculatore in ogni loro 
punto sia sempre incidente in una rotta al piano prefissato passante per esso. 
Questi sistemi planari d&nno luogo a proposizioni notevoli nello studio dolio 
corrispondenze puntuali fra duo superficie <I>.

(**) V. Bompiani L.
(***) V. Terracini B, e, por k — 3, Segre C.

Echini o ènea, Lenoni di Geometria proietlivo-di/J'ermMale.

§4. — Varietà rappresentanti sistemi di equazioni lineari 

alle derivate parziali aventi dimensione assai elevata.

9. — Si è visto alla fine del n. 4 che il numero i delle 
equazioni linearmente indipendenti del sistema alle derivate par
ziali d’ordine r rappresentato da una Vk non può superare il 
limite indicato nella (1). E al principio del n. 5 si è detto, per 
i = r = 2, a quali classi di superfìcie conducono i casi in cui 
ò i > 1 (i = 3, i = 2).

Lo studio dei casi a cui si è condotti per i valori abba
stanza grandi di i ò stato eseguito da un lato per le superficie 
ed equazioni di ordine qualunque (k = 2, r arbitrario) (**),  e da 
un altro lato per varietà di dimensione qualunque, e equazioni 
del 2° ordine (k arbitrario, r = 2) (***).

Nel primo caso riesce utile l’osservazione che, se le dimen
sioni degli spazi r-tangente e {r -|- 1)-tangente in ogni punto 
generico di una superficie differiscono di una unità, e sono p, 
p + 1, la superficie contiene oo1 curve negli Sp_r di una svilup
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pabile ordinaria (eventualmente degenere) (*),  ovvero la super
ficie sta in 5P+i.

(*) Si dice che una oo1 di spazi Sk è una sviluppabile ordinaria 
quando duo Sk infinitamente vicini stanno in uno ; ossa è costituita 
dagli Sk osculatori a una curva, oppure (casi degeneri) dagli che da 
uno spazio fisso Sg proiettano gli Sh-g-i osculatori a una curva di

— 1). D'ora in poi, dicendo sviluppabile ordinaria senz’altro,, 
s’intenderà di non escludere che essa sia eventualmente degenere.

In base ad essa si giunge facilmente al risultato che le 
superficie rappresentanti un sistema d’ordine r, con

(5)

(7i>0) equazioni linearmente indipendenti, o sono costituite da 
a»1 linee negli 8r_h di una oo1 sviluppabile ordinaria, oppure 
stanno in 8Sr_h.

Quell’osservazione riesce utile anche per valori di i meno 
elevati di quanto indichi la ( 5 ) : il Bompiani assegna, por 
0 > li > — 5, le corrispondenti classi di superficie.

10. — Consideriamo invece, col Terracini, il caso di k arbi
trario e r = 2. Allora, se

j- 17
2

con l > 0, si può affermare che la Vk sta su una varietà Vq 
luogo di <xih SPÌ tale che gli Sq ad essa tangenti nei punti di uno 
Sp stanno in uno , essendo 0 li <; k — l (donde subito 
segue, per k = 2, quanto si ò detto al principio del n. 5). La 
dimostrazione di questo teorema avviene attraverso la considera
zione del sistema degli iperpiani passanti per gli Sn_x osculatori 
della Vk : il luogo dei loro spazi secondi caratteristici (n. 3) è 
precisamente la varietà Ut di cui si parla nell’ enunciato.



Il teorema di cui ora si è detto riconduce tutte le 7*  in 
questione entro classi molto ristrette. Però, per & > 2, queste 
classi comprendono anche alcune Vk che non rappresentano sistemi 
di equazioni così ampi come indica la (6) ; cosicché si presenta il 
problema di sceverare quelle classi da tali Vh (p. es. per k = 3 
bisogna scartare i coni proiettanti da un punto una superficie non 
rappresentante alcuna equazione di Laplace). Ritorneremo più 
avanti (n. 14) su tale argomento : per il momento ci limitiamo 
ad osservare che, se in relazione con ogni varietà Vk si considera 
la varietà 17 ricoperta dai suoi S*  tangenti (varietà W che, per 
Vk immerse in spazi sufficientemente ampi, ha in generale dimen
sione 2 k), la varietà W relativa a ogni fra quello indicate 
nella tesi del precedente teorema, ha certamente dimensione 
< 2k — l.

(*) Terracini D. Analogamente si definiscono lo forme (di grado supe
riore al secondo) associato a equazioni lineari omogeneo allo derivato parziali 
di ordine più elevato. Altri preferiscono interpretare le 0 come coordinate non 
omogeneo in uno Sk e sostituire alle quadriche del tosto dei coni quadrici 
di tale Sk . Cfr. p. es. Bompiani in D.

§ 5. — Alcuni altri particolari sistemi di equazioni 
di Laplace rappresentati da Vk.

11. — Prima di riferire alcuni altri risultati, introduciamo 
la nozione del sistema lineare delle forme quadratiche associate al 
sistema di equazioni di Laplace rappresentato da una Vk : ad esso 
si giunge introducendo accanto a ogni equazione una corrispon
dente forma quadratica (nelle variabili 615 02,..., 6M), ottenuta 
sostituendo a ogni termine contenente una derivata secondo 

(i, j = 1, 2,..., k) il suo coefficiente moltiplicato per 0,0,. 
Tali forme associate uguagliate a zero in uno dove le 0 si 
interpretino come coordinato proiettivo omogenee, rappresentano 
altrettante quadriche associale ().  Si verifica senza difficoltà che i 
sistemi lineari di quadriche associato al sistema di equazioni di 

*



Laplace rappresentato da una data Vk sono tutti proiettivamente 
equivalenti fra loro, al variare del sistema di le parametri essen
ziali cui si riferiscano i punti della Vk.

Se il sistema delle quadriche associate contiene tutte lo qua
dri che contenenti un iperpiano fìsso dello (più eventual
mente altre quadriche), la VK integrale ò una rigata sviluppabile, 
cioò toccata da uno stesso Sk tangente lungo ogni generatrice, 
come si vede subito osservando che il sistema parziale di equa
zioni di Laplace, le cui quadriche associate contengono lo Sh_t 
fìsso a1 (t) Oj «2 (T) • • • + (T) 0/* = esprime che lo SK tan
gente alla Vk non muta spostandosi lungo le linee

di:1 di:2 _ _ dtk

a2

e applicando la proprietà accennata alla fine del n. 3.
Se poi, per k^>2, quel sistema non contiene altre quadriche 

(se cioò, per il numero i delle equazioni di Laplace linearmente 
indipendenti rappresentate dalla Vk) si ha i — le), allora la Vk 
integrale è necessariamente un cono generico, cioè un cono proiet
tante da un punto una che non rappresenta nessuna equa
zione di Laplace (Terracini D n. 5, e Bompiani D n. 10.)

12. — La proposizione finale del n. precedente è stata estesa 
in sensi diversi dal Bompiani e dal Terracini.

Così il Terracini (D n. 7, e E n.‘ 2-4) ha studiato che cosa 

avviene quando, ferma restando l’ipotesi dell’esistenza di un 
sistema parziale oo'1-1 di quadriche associate contenenti uno Sk_2 
fìsso, si assumono, per il numero i delle equazioni di Laplace 
linearmente indipendenti, dei valori superiori a k. Se (per 
k > 3) i < 2 k — 3, la Vk integralo è ancora un cono, che questa 
volta proietta da un punto una Fk_i rappresentante i — k equa
zioni di Laplace linearmente indipendenti. Se poi i = 6 per 
k = 4, oppure per 7c'>4 ò 2k— 2^1^34— 4, la Vk in
tegrale ò un cono nelle stesse condizioni ora dette, oppure una 



rigata sviluppabile con linea direttrice (*),  oppure ancora, se 
k = 4, ò costituita dai piani tangenti di una superficie, o da oo2 
piani tangenti a una curva.

(*) Come si dirà al n. 26, una Vk rigata con Sk tangente fisso lungo 
ogni generatrice ha le sue rette tangenti a k — 1 Fk-i, ciascuna delle quali 
può essere sostituita da una varietà di minor dimensiono incontrata da quello 
rotto ; qui 01 si trova precisamente in presenza di questa particolarità.

(**) Per l — k — 1 ri ottengono a>‘ di Sk-i sviluppabili ordinarie. E 
por 0</<7c— 1, se oltre allo quadriche por lo Sk-i-i fisso, esistono altro 
quadriche associato, la Vk ò una <xk~1 di Si lungo ciascuno dei quali essa 
ò toccata da uno stesso Sk (Bompiani D. n. 13).

(***) Questo tipo di soluzioni manca fra quelli elencati dal Bompiani ed 
è invece assegnato (insieme con la esplicita rappresentazione analitica) al n. 4 
di Tbhraoini G. 11 Bompiani considera poi ancora dei sistemi da lui chiamati 
totalmente parabolici che si ottengono raggruppando in modo opportuno più 
sistemi parabolici.

Un’altra estensione (Tebhacini D. n. 9, e Bompiani D. n. 14/ 
' consiste in ciò : se il sistema lineare delle quadriche associate è 
quello delle quadriche per uno Sk_t_x fisso (0<J<&—1), 
la Vk è uno 8^ — cono generico (proiettante da uno 8^ 
una I\_( che non rappresenta nessuna equazione di La
place) (**).

Il Bompiani (D) ha poi considerato altre estensioni del mede
simo teorema finale del n. 11. Chiamiamo, come egli fa, sistema a 
caratteristica un sistema di equazioni di Laplace, le cui quadriche 
associate contengano uno stesso 8k_2, ammettendo però anche 
che possa essere i < k : il sistema è parabolico se quello Sk_« 
contato due volte fa parte del sistema delle quadriche associate 
(come avviene sempre per i = k). Per un tale sistema la Vk 
integrale, ammesso che non rappresenti ulteriori equazioni di 
Laplace, se i > 2 si compone di oo'1-1 coni generici, e se i — 2 
è una oo'1-1 di rette i cui S*  tangenti nei singoli punti di una 
generatrice stanno in uno stesso S2k_2 (***)  (eventualmente costi
tuita da oo'1-2 superficie sviluppabili). Nel caso non parabolico, 
la Vk ò una di varietà ciascuna delle quali ò così 
fatta, che in essa vi sono oo1 varietà G{ e oo‘ linee 7 tali che 
le tangenti allo linee 7 noi punti di una G< passano per un punto, 



mentre gli S4 tangenti alle G( nei punti di una linea 7 apparten
gono a una sviluppabile ordinaria (*).

(*) La memoria D. del Bompiani contiene poi anche lo studio di alcuni 
sistemi a caratteristica del terz’ ordine analoghi ai precodonti, sistemi costi
tuiti da equazioni del secondo e del terzo ordino, le cui forme associate 
(rispettivamente quadratiche 0 cubiche) contengono a fattore una stessa forma 
lineare. Il Bompiani si occupa particolarmente del caso in cui esiste una 
espressione A del tipo a, + a, 4- . . . -f- ak xk tale ohe alcune dello 
sue derivate primo siano combinazioni lineari della x 0 dello derivate primo 
di x (in modo però che questo sistema parziale risulti parabolico secondo la 
terminologia adottata) e tutto lo derivate secondo della A siano combinazioni 
lineari della x 0 delle suo derivate primo 0 secondo.

13. — La ricerca della Vk tali che per ogni loro punto vi 
sia uno spazio Sp(l^p^.k) costituito di tangenti tripunto con
duce pure a un particolare sistema di equazioni di Laplace, sistema 
avente come sistema di quadriche associate quello delle quadriche 
contenenti doppiamente uno 8^^. Se la Vh non rappresenta 
ulteriori equazioni di Laplace, e 2 < p < k, essa è necessaria
mente una a/-’ di Sp generica (cioè non rappresentante altre 
equazioni di Laplace se non quelle che traducono la proprietà 
sopra esposta (Terracini D. n. 10 ; cfr. anche Bompiani D 
n. 17).

Il Terracini (D. n. 11) ha anche considerato il caso in cui vi sono 
uno 8PÌ uno 8q, ecc. (2^p<^k, 2<^q<^k, ecc. con p + g + 
+ .. .^k) nelle condizioni di sopra, linearmente indipendenti 
tra loro — salvo, s’intende, la circostanza che essi escono da
uno stesso punto della Vk — (cosicché le quadriche associato alle 
equazioni di Laplace rappresentate dalla VK contengono doppia
mente uno 8,uno ecc.). Allora, se la Vh non rappre
senta altre equazioni di Laplace, essa contiene necessariamente 
gli 8P, gli Sqì ecc. delle tangenti tripunte. In particolare, se 
p + q = k, il Terracini ha dimostrato che la Vk è una Vh di

(P + g) ! 
?!g!

Segre, d’ordine di uno spazio [pg+p-|-g] rappresen

tante, nel modo indicato dal Segre, le coppie di punti di uno Sp 
e di yno Sq.



Anche un’ altra notevole categoria di Vk è stata caratterizzata 
in base al relativo sistema di equazioni di Laplace : quella delle 
Vk (estensione delle superficie con un doppio sistema di coni 
circoscritti) che ammettono una rappresentazione parametrica del 
tipo

* = <P Ch, *»>•••>  + 'P (Tr+i • • •» ’*)•

(•) Per p = l cfr. anche la fine del n. 12.

Per conchiudere che una Vk appartiene a tale categoria basta 
sapere che il sistema delle quadriche associate coincide con quello 
delle quadriche contenenti uno e uno con p +
+ q = k^ fra loro sghembi (Terracini D n. 12) (*).

§6. — La varietà degli spazi tangenti a un’altra varietà.

14. — Già si è accennato al n. 10 alla varietà W ricoperta 
dagli Si tangenti a una varietà Vk. Se x è il punto che descrive 
la 7X, un punto generico y della 17 è dato da

y = x 4- Xx xl” + ... + X*  xw

al variare dei parametri Tj,..., e Xj,..., Xx. Siccome il 
sistema costituito dal punto y e dai suoi derivati primi rispetto 
ai 2 k parametri ora nominati si riduce subito a

x, x™, .. ., , X, x<n> +... + Xx a'1 Xx Xx x™,

è chiaro che se la Fx rappresenta i >------ „------ equazioni di La-

place linearmente indipendenti, la varietà W ha dimensione minore 
di quella, 2 k, che le compete in generale per 7X immerse in

. „ . x . k(k — 1) , , , 
spazi abbastanza elevati. Precisamente, se » = ------$--------- 1- l, la

dimensione delle IL è ^2k — l.



Tutto ciò è evidente ; meno evidente è che viceversa, dal 
fatto che la W abbia dimensione 2 k — l, si può inferire che la

Vk rappresenti proprio i = - v equazioni di Laplace

linearmente indipendenti, con una sola eccezione, e cioè che quella 
particolarità si presenta anche quando il sistema delle forme qua
driche associate al sistema (meno ampio di quanto ora si è detto) 
di equazioni di Laplace rappresentato dalla Vk abbia un sistema 
apolare con matrice jacobiana nulla, di caratteristica k — l (Ter
racini D n. 3) (*).

(*) Se, in quest’ ultimo caso, i ha il valore minimo possibile cioè

Questo teorema viene così a completare quello del n. 10 for
nendo un mezzo (mediante la sua seconda alternativa) per scar
tare le Vk cui si è accennato nell’ultimo capoverso di quel n. 
La determinazione effettiva delle Vk, cui la seconda alternativa si 
riferisce, costituisce però un problema assai complesso. Per k < 4 
abbiamo già precedentemente avuto occasione di dire che essa 
non ha luogo per k = 2, e conduce, per k = 3, ai coni gene
rici : il caso k = 4 è stato trattato dal Terracini (E) : per l = 2, 
la Vh è uno »S1 — cono generico : per Z = 1, la Vh è un cono 
proiettante da un punto una Fa che rappresenta nessuna, o una, 
o duo equazioni di Laplace linearmente indipendenti ; oppure è 
una generica sviluppabile con curva direttrice, o è formata dai 
piani tangenti a una superficie generica, o è una oo2 generica di 
piani tangenti a una curva ; o è la V° di S8 di Segre rappresen
tante le coppie di punti di due piani, o è costituita da superficie 
poste negli <S5 di uno S2 — cono generico, o infine è una 
generica co2 di piani con S5 tangente fisso lungo ogni piano 
generatore.

Le varietà Fk, delle quali si è parlato in questo n., aventi 
cioè una varietà W di dimensione 2 k — l, si possono altresì

Ile-
A

(con l<Zk — 1),

la Vh è uno Si-i — cono generico.



considerare come quelle per cui due Sk generici infinitamente 
vicini fra loro stanno sempre in uno S2k_t (*),

(*) Il Bompiani al n. 29 di D. considera l’abbassamento di dimensiono 
che ha luogo por la varietà ricoperta non più dagli Sk tangenti, ma dagli 
spazi osculatori di una classe di Vk da lui studiata in quella memoria, classo 
a cui si è accennato nella nota a pag. 748.

(**) In tal caso gli S2k tangenti alla IFiu sono (al massimo) 00*. Si 
badi che possono tali Ssa essere 00* anche in altro ipotesi : ina allora i loro 
Sk di contatto con la IVu non coincidono più con gli Sk tangenti alla Vk. 
Per k — 2 ciò avviene soltanto per le superficie di Veronese (Segue A n. 27).

15. — Supposto ora che la varietà W del n. precedente 
abbia dimensione 2k, si conosce subito, in base a quanto si è 
osservato in principio del n. 14, che, per una qualsiasi gene
rica, la fi7»,, ò toccata da uno stesso 8tk nei punti di ogni retta 
tangente alla Vk : dimodoché gli S2k tangenti alla fi7^ nei singoli 
punti di un suo Sk generatore sono oo -1, o meno ; anzi, in 
generale sono proprio oo -1. D’altro lato, se la Vk rappresenta 
£ __ i )

*
*

—— ------equazioni di Laplace linearmente indipendenti, la J7n è

toccata da uno stesso S2k addirittura in tutti i punti di un suo S„ tan
gente generico (**).  Il Terracini ha studiato (in G) i casi intermedi: 
vale a dire ha cercato di caratterizzare mediante il modo in cui sono 
costituiti i corrispondenti sistemi di equazioni di Laplace, le

(k > 3) tali che entro ogni loro Sk tangente generico gli spazi, 
7, di contatto della corrispondente W2k coi singoli suoi S2k tan
genti abbiano dimensione g con l<Zd<Zk. La proprietà richiesta 
si traduce in una proprietà del sistema delle quadriche associate, 
per il cui enunciato rimandiamo alle due Note ora citate. La deter
minazione effettiva dei sistemi di quadriche che godono di tale 
proprietà costituisce in generale un problema assai complicato ; 
il Terracini lo ha risolto per k 4 trovando che per k = 4 la 
soluzione ò data dai sistemi lineari oo3 di quadriche contenenti 
un piano ; dai sistemi lineari oc3 contenenti un sistema oo2 (e 
non più ampio) del tipo ora detto ; dai sistemi lineari oo3 di 
quadriche per due rette sghembe oppure mutuamente tangenti lungo 



una retta ; dai sistemi lineari oo4 contenenti un sistema lineare oo3 
di uno dei tipi procedenti ; dai sistemi lineari oo4 che ammettono 
due rotte sghembe polari fisse, oppure contengono tutte le coppie 
dei piani di un fascio (*). Per k = 3 il Terracini ha determinato 
effettivamente non solo i tipi dei sistemi di quadriche associate, 
ma i tipi di V3 che godono della proprietà richiesta (per g = 2, 
il solo caso che si possa attualmente presentare) : sono le F3 che 
si ottengono per k = 3, i = 2 dalla fine del n. 12, o inoltre le 
Fa rigate con S4 tangente fisso lungo ogni retta generatrice.

§ 7. — Comportamento degli spazi osculatori 
a una varietà in relazione con le sue sezioni iperpiane.

16. — Quando di una Vh si considerano le sezioni iperpiane 
generiche, i loro spazi tangenti coincidono sempre con lo traccio 
degli SK tangenti alla Vk sull’iperpiano segante. Ma, se anziché 
gli spazi tangenti si considerano gli spazi osculatori, le coso pos
sono procedere in modo diverso. Indichiamo con S^ lo spazio 
osculatore alla Vh in un suo punto x, e con S^, lo spazio oscu
latore nello stesso x alla sezione della VK con un iperpiano 
o passante genericamente por x ; allora Sa» in generale, ma non 
sempre, esaurisce l’intersezione □ , cosicché w'=w—1 non ap-

. (k—1)(*+2) , , , (&—l)(fc4-2)
pena sia —i—- 4- 1, mentre por <o>--------- -----------4-1,

Li

Ma vi sono delle Vk eccezionali, tali che,

per le loro sezioni iperpiano generiche, w' ha un valore più pic
colo di quelli ora indicati. Esse sono (Terracini D n. 8) le Vk 

„ . k(k 4-3) . .
rappresentanti un sistema di i = -----—------------- ai equazioni di 

Lì

Laplace linearmente indipendenti, tale che la matrice jacobiana 

(♦) Dai sistemi lineari oo4 nominati vanno però esclusi quelli che even
tualmente risultino dotati di retta base.



delle loro forme associate sia identicamente nulla di caratteristica 
k — (w — w' — 1).

Tali Vk non esistono por k = 2 ; per k = 3 sono i luoghi 
generici di piani entro Sn con n 6 (luoghi generici nel senso 
che quelle Vs non devono rappresentare altre equazioni di Laplace 
se non le oo2 che esprimono che le varietà stesse sono luoghi di 
piani). Per k = 4, si ottiene un numero assai maggioro di tipi : 
la loro determinazione è stata iniziata dal Terracini (F), ma non 
ancora condotta a termine (*).

(*) Ciò avverrà in un’ ulteriore Nota IV in continuazione delle D, E, F.
(**) Por il caso dello superficie rigato, in li : un conno di questo o di 

un altro caso particolare si trova già in Bompiani B. Per il concetto di quasi- 
asintotiche in generale, dal punto di vista proiettivo, cfr. i lavori dello stesso 
Bompiani che saranno citati fra poco : non ci occupiamo qui dello proprietà 
metriche trovate dal Bompiani in altri lavori.

§ 8. — Le linee quasi asintotiche di una varietà.

17. — Su una superficie generica in Sn con n>3 non 
esistono linee asintotiche : in luogo di esse il Bompiani ()  ha 
introdotto delle linee quasi-asintotiche. Si chiama quasi-asintotica 
Yp.g ogni linea tracciata sulla superficie, tale che lo spazio con
giungente lo osculatore alla linea in un suo punto generico 
con lo spazio p-tangento alla superficie nel medesimo punto (p<ff) 
abbia sempre dimensiono minore di quella che compete a una 
linea generica della superficie (vale a dire minore di quella del
l’ultimo spazio nominato aumentato di q— p, purché questa 
somma sia < n). Il concetto si estende poi subito a Vk qualunque.

**

Limitandoci per ora al caso delle superficie, su una superficie 
qualunque esistono sempre delle quasi-asintotiche, pur di fissare 
convenientemente gli indici p e q. Così, si trova subito che su 
una superficie di Sn esistono sempre oo”-2 quasi-asintotiche fi,^. 
Viceversa, per n — 5, n = 6, l’esistenza di oo”-2 quasi asinto
tiche 7i,„_i su una superficie permette di desumere che la super
ficie sta in uno Sn, come il Bompiani ha dimostrato in F, espri
mendo anche la presunzione che altrettanto valga per tutti i valori 



più elevati di n (*).  Diverso è il caso di n = 4 : vale il risultato 
precedente solo se si aggiunge l’ipotesi che la superficie in questione 
rappresenti un’ equazione di Laplace : se essa non ne rappresenta 
nessuna, e possiede oo2 quasi-asintotiche Yi. 3 è una superficie di 
Veronese, secondo quanto sarà detto or ora.

(*) La dimostrazione per ogni valore di n è stata data dal Bompiani noi 
caso delle superficie rigato. E per questo egli ha anche trovato un altro cri
terio per l’appartenenza di una rigata ad un dato spazio, fondato sulla cono
scenza di una sola quasi-asintotica (al n. 4 di F).

Il Bompiani (0, P) ha anche studiato il caso di una super
ficie possedente co2 quasi-asintotiche y*- i, : se gli spazi fe-tan-

& (k 4- 3)
genti della superficie hanno la dimensione ——------ (cioè se la 

superficie 
di ordine

di ordine

non rappresenta nessuna equazione alle derivate parziali
k) essa è necessariamente la su

k\ di uno spazio
' k (le + 3) 

2

icrtìcie razionale normale 

, che rappresenta, in

modo ben noto, la totalità delle curve piane algebriche di ordine k 
(e quelle Ya-i, h-i appartengono ad Sk e sono le curve razionali 
normali C'1 della superficie). Il Bompiani ha pure stabilito un teo
rema analogo relativo alle 7a contenenti oo4 Ya-i,k+i quasi asinto
tiche.

Nel caso delle superficie razionali normali sopra accennato, 
quelle quasi asintotiche intervengono in modo notevole, insieme 
con gli spazi osculatori in punti o lungo le stesse curve, sul pro
blema della effettiva costruzione della varietà rappresentativa della 
totalità delle curvo piane con date singolarità, anche infinitamente 
vicine (Bompiani Q).

18. — Il teorema di Koenigs, relativo alle proiezioni su un 
piano delle asintotiche di una superficie dello spazio ordinario, è 
stato esteso dal Bompiani (M), il quale ha dimostrato che, se una 
superficie possiede due sistemi oo1 di quasi-asintotiche Yp.jh-u 
Yq, 4+, i quali si proiettino (su uno spazio di dimensiono <,p+q) 
secondo un doppio sistema coniugato, questo è necessariamente a 
invarianti uguali.



§ 9. — Altri notevoli sistemi 
di linee esistenti sulle superficie.

19. — Il Bompiani (N) ha cercato di estendere alle super
ficie degli iperspazi la nozione dei sistemi coniugati dello spazio 
ordinario. Sappiamo già che le linee coniugate di una superficie 
rappresentante un’equazione di Laplace costituiscono appunto una 
tale estensione. Ma qui si tratta di trovare dei sistemi di linee 
che esistano su tutte le superficie. Partiamo dall’osservazione che 
i piani tangenti a una superficie F nei singoli punti di un suo 
elemento E^ d’ordine v (cfr. il n. 2) appartengono a uno spazio 
di dimensione 2v + 2.

Allora, so la dimensione n dello spazio ambiente è dispari 
(n = 2v + 1), si consideri un elemento E^ di curva della super
ficie F passante genericamente per un suo punto x : i piani tan
genti alla F nei punti di. E^ successivi a x determinano uno S2v 
che taglia il piano tangente in x lungo una retta tangente in x, 
tangente coniugata di specie v dell’ elemento E^. A ogni sistema oo1 
di curve C tracciate su F si può così associare un sistema pari- 
menti oo1 di curve K suo coniugato di specie v, inviluppato dalle 
tangenti che sono coniugate agli clementi d’ordine v delle curve 
del primo sistema. Si badi però che, per v)>l, in generale la 
relazione fra i due sistemi O e K non è involutoria. Invece la 
costruzione stessa prova che la notissima proprietà dei sistemi 
coniugati ordinari trova la sua estensione in quella che le tan
genti coniugate di specie v agli elementi E^ di una curva della F 
sono tali che v + 1 consecutive non sono linearmente indipen
denti. Anticipando la nozione del (primo) indice di sviluppabilità 
di una rigata, che sarà posta al n. 24 (massimo numero di gene
ratrici consecutive fra loro in generale linearmente indipendenti) 
possiamo dire che la rigata di quelle tangenti coniugate ha indice 
di sviluppabilità v (anziché v + 1) ; e viceversa.

Il Bompiani ha particolarmente approfondito il caso del coniu
gio di 2’ specie: l’analogia coi sistemi coniugati ordinari continua 
anche in ciò che, assumendo come linee parametriche quelle di 
un doppio sistema coniugato di 2» specie, le coordinate di un 
punto che descriva la superficie appaiono come soluzioni di 



un’ equazione lineare omogenea alle derivate parziali del terz’ or
dine. È inoltre notevole il fatto che, dato il sistema K, mentre 
in generale esistono oo2 linee della superficie F tali che oo1 fra 
esse si possono assumere come linee C, se la F rappresenta un’equa
zione di Laplace esistono soltanto due sistemi oo1 di linee G (e 
viceversa). Se poi si suppone che sulla superficie F esista un 
sistema di linee K tale che risulti indeterminato il corrispondente 
sistema G, ne consegue che, o la superficie sta in 84ì oppure le 
K sono linee contenuto in piani di una sviluppabile ordinaria ; 
se invece il sistema dello linee G ha indeterminato il coniugato 
di 2a specie, si arriva alla conclusione che la superficie sta in S4, 
oppure rappresenta un’equazione di Laplace per cui le C sono 
caratteristiche, oppure infine che le linee G stanno negli Sa di 
una sviluppabile ordinaria.

Negli spazi pari N2v+8, assegnato ad arbitrio un sistema oo1 
di curve 0, non è più in generale possibile ottenere un coniugato 
di specie v (da definirsi come sopra) ; così in 8e, su una super
ficie generica esistono (in tutto) oo2 curve G tali che ad oo1 di 
esse scelte come curve G si può associare un sistema oo1 di curve 
K loro coniugate di seconda specie. Questo risultato, e quello che 
gli corrisponde in <S6 sono stati invertiti dal Bompiani così : le 
superficie tali che per ogni loro sistema oo1 di curve G esista un 
coniugato di seconda specie, sono le superficie di S6 e quelle 
contenenti oo1 linee nei piani di una sviluppabile ordinaria : lo 
superficie con co2 curve G, tali che ad oo1 fra esse si possa asso
ciare un sistema oo1 di linee K coniugate di seconda specie, sono 
le superficie di S6 e quelle contenenti oo1 linee negli *S3 di una 
sviluppabile ordinaria.

20. — Nella sua Nota testò analizzata il Bompiani considera, 
per una superficie generica F dello S6, le linee autoconiugale di 
2° specie : esse si ripartiscono in cinque sistemi oo1 (che si riducono 
a soli tre, se la F possiede un doppio sistema coniugato ordinario), 
e coincidono con le linee principali già studiate in altri lavori dal 
Segre e dallo stesso Bompiani. Tali linee, oltre che dal punto di 
vista ora detto, si possono anche considerare come le linee invi
luppate su una superficie di S& dalle tangenti principali, vale a 
dire dalle rotte definite in uno dei seguenti modi :



1) Fra gli oo1 S4 che segano la F secondo una linea avente 
una cuspide nel punto x della F stessa (St tangenti al cono FJ 
di cui si è detto al n. 1 — v. la fino di quel n. —) ve ne sono 
cinque per cui x ò un tacnodo : le relative tangenti sono le tan
genti principali alla F in x (Segre B n. 24).

2) Fr^ le direzioni della F uscenti da x, quelle delle tan
genti principali si possono caratterizzare come appartenenti a curve 
della F passanti per x e tali che i loro S3 osculatori in x coinci
dano con gli 2-tangenti (cfr. il n. 2) alla F in x secondo le 
tangenti stesse (Bompiani C n. 7).

Una linea principale della stessa F si può poi anche definire 
(Seghe E) come una linea della F tale che lo spazio congiungente 
i piani tangenti alla F in due punti infinitamente vicini della 
linea stessa, x e x + dx o sia uno S3, oppure abbia, in x, con 
la linea stessa, contatto quadripunto (anziché tripunto come av
viene in generale).

Le linee principali sono indeterminate solamente sulla super
ficie di Veronese, e sullo sviluppabili di Ss (Segre E).

21. — Oltre che nel modo accennato al n. 19, la nozione 
degli ordinari sistemi coniugati si può estendere anche in altri 
sensi, rinunciando però alla genericità della superficie entro lo 
spazio ambiente che si considera. Per es. il Bompiani (nella Nota II 
di L) ha considerato alcuni sistemi di curve di una superficie in 
relazione col fatto che esse rappresentino una o più equazioni 
lineari alle derivate parziali del terzo ordine. Così, se p. es. i 
punti »(112) e $(122) stanno sempre nello S6 2 - tangente alla superficie 
nel suo punto generico x, il doppio sistema = cost, r2 = cost 
viene a godere di proprietà che ricordano assai da vicino quelle 
degli ordinari sistemi coniugati : la rigata delle tangenti alle 
linee r2 uei singoli punti di una linea ha indice di sviluppa- 
bilità uguale a 2 e analogamente scambiando t1 con r2 (d’accordo 
col n. 20).



§ 10. — Varietà luoghi di spazi.

22. — Fra le altre varietà sono state particolarmente studiate 
le varietà luoghi di spazi, cui si è già avuto occasione di accen
nare qua e là nei precedenti paragrafi, ricordando fra l’altro la 
nozione di oo1 di spazi sviluppabile, ordinaria.

Per una qualsiasi F^ luogo di co1^, gli S,,+1 tangenti nei 
singoli punti di uno generatore corrispondono omograficamente 
ai loro punti di contatto. Però questa omografia può essere dege
nere, il che avviene quando esista uno spazio singolare o jocale 
pq] comune allo Sk generatore considerato e al suo successivo 
(cfr., anche per quel che segue Segre B n* 1-5). Se ciò avviene 
per ogni Sk generico delle oo1, questa si dice sviluppabile. Se poi 
ogni Sk generico della oo1 deve avere un [Zq] singolare, poi ogni 
[Aql singolare, entro la relativa oo1, deve avere un p2] singolare, 
ecc. ... e così via fino a pv | (senza che la oo1 sviluppabile di 
Sk sia un cono), questa varietà si ottiene partendo da oo1 di pv] 
i cui spazi generatori non ammettano generalmente punti singo
lari, tirando in modo generico oo1 per gli spazi congiun
genti due consecutivi, poi oo1 pv_2] per gli spazi congiun
genti due [A-i] consecutivi, e così via. Da ciò risulta anche che 
per 1’esistenza della oo1 di Sh devono valere le disuguaglianze

w k k kj k^ — k^ i — k^ k^ -f- 1.

23. — Se ora prendiamo a esaminare più in generale una ooa 
di Sk (a i> 1), la considerazione degli tangenti nei punti 
di uno spazio generatore alla luogo della oo“ conduce alla 
seguente proprietà : in generale gli oo* [A -|- a] tangenti alla F^ 
nei singoli punti di un suo Sk generatore fissato G e gli oo®-1 
[2k 1] ognuno dei quali congiunge G con uno Sk infinitamente
vicino della oo“ riempiono una medesima FZ)1+a (cono di vertice

. ,. ^/k + a— 1\ . , . Ik + 1\ / a\
G) il cui ordine e e la classe ò , oppure I ,

\ le / \ OC — il \ le /

secondo che a k + 1, oppure a. > k + 1 : in generale, lo spa
zio di appartenenza di questa varietà è ak + a fi- k, se questo 
numero ò n.



Quanto all’ esistenza di punti singolari o focali (comuni a due SK 
infinitamente vicini) sugli SK generici dell’ ooa, in generale, essi 
esistono solo quando 2 k -|- a > n ; e formano allora una varietà 

(71 __  le \
, I, a meno 

a — 1 /
che sia A + a n, nel qual caso abbracciano tutto lo spazio 
generatore (cfr. per tutto ciò Seghe B, n. 6-12) (*).

(*) Per una ooa di 8k si possono anche considerare punti singolari o 
fochi di ordine superiore : cosi i fochi di 2° ordino, punti d’incontro di tre 
spazi successivi. Per es. per un sistema di oo2 piani in S,, su ogni piano 
di S vi sono in generalo 5 fochi di 2° ordine, mentre i fochi di primo ordine 
costituiscono su ognuno di quei piani una conica : o, se queste coniche non 
sono tutte degeneri, solamente i sistemi oo2 di piani costituiti dai piani dello 
coniche di una J11 proiezione della superfìcie di Veronese, o della F3 rigata 
di 8,, son tali che tutti i punti delle coniche focali sono fochi di 2° ordine 
(Seghe D). Per altre questioni dello stesso tipo v. Seghe F.

(**) Cfr. Seghe: Un’ osservatone sui sistemi di rette degli spaxi supe
riori, Rend. del Ciro. Mat. di Palermo, tomo II, 1888.

(***) IL, cfr. anche 13.

Echini o òech, Lezioni di Geometria proMivo-diff'ermxiala

24. — Particolarmente sono stati studiati i sistemi di rette. 
Per essi, quanto si ò detto or ora porta alla conclusione che per 
una ooa di rette, in generale, soltanto se a>n — 2 esistono su 
ogni retta generatrice dei punti singolari, abbracciando tutta la 
retta se a>n— 1, ed essendo invece in numero di n — 1 
se a = n — 1 ().**

Ma a risultati aventi una maggior portata si giunge introdu
cendo col Bompiani (***)  il concetto di indici di sviluppabilità di 
una superficie rigata. Come già si è accennato, si dice che una 
superficie rigata ha v come primo indice di sviluppabilità quando 
v generatrici consecutive sono in generale linearmente indipendenti, 
mentre non lo sono v+ 1. Se non ò n = 2v— 1, la oo1 degli 
&2V-1 ciascuno dei quali contiene v generatrici consecutive della 
rigata risulta una sviluppabile ordinaria, e lo generatrici della 
rigata risultano immerse negli Sv di questa sviluppabile (interse
zioni di v >S2V_i consecutivi). Allora la generatrice generica, immersa 
in uno Sv della sviluppabile, incontra certo lo Sv_i della svilup
pabile stessa contenuto in tale 8? : ma può avvenire che incontri 
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lo spazio [VJ della sviluppabile stessa essendo vx<v—1. Co
munque sia vx v — 1 (per le generatrici generiche) si dice che 
Vj è il secondo indice di sviluppabilità della rigata considerata, 
ponendo Vj = — 1 quando gli Sv della sviluppabile costituiscono 
un cono il cui spazio vertice è incontrato da tutte lo generatrici 
della rigata. Se invece n = 2 v — 1 si sostituisca alla oo1 di 
Sav—i testò considerata, la oo1 di S2v-2 che nasce nel seguente 
modo : congiungendo lo S2v_s di v —1 generatrici consecutive 
a una prefissata genericamente <7 con un punto arbitrario di <7 si 
ha uno S2v-2, che taglia la consecutiva di <7 in un punto: questo 
è congiunto allo S2v—s delle v — 1 generatrici consecutive alla 
consecutiva di <7 mediante uno S2v_2, ecc. ecc. Si ha cosi una oo1 
di S2v_2 sviluppabile, sulla quale si può ragionare come sopra, 
con l’avvertenza che essa non ò più univocamente determinata 
dalla rigata, bensì può variare in un sistema oo1 dipendentemente 
dalla scelta del punto arbitrario di <7, di cui si ò detto: come va
lore di v1? secondo indice di sviluppabilità della rigata, si assume 
il più piccolo fra i valori di Vjt relativi alle singole co1 di <S2v-2 
sviluppabili.

Da quanto precede si può anche conchiudere che la più gene
rale rigata di Sn avente indici di sviluppabilità v e Vj è tale che 
le sue generatrici sono negli Sv di una sviluppabile ordinaria e 
ne incontrano i [v,] (dove di queste sviluppabili ve ne sono certo 
001 se n = 2v— 1, e vx = v — 2).

Passiamo ora a un sistema oca di rette con a 1 : se 
a < n— 1, quanto si ò detto in principio di questo n. non in
forma per nulla sul modo di costituzione della rigata. Invece il 
Bompiani (H) ha ricercato, entro il sistema ooa, le rigate coi 
minimi indici di sviluppabilità (analoghe dunque alle superficie 
rigate sviluppabili contenuto in una generica congruenza di rette). 
11 risultato ò questo (valido per eoa generiche) : so n — a ò 
dispari, i minimi indici di sviluppabilità per una superficie rigata 
, , . , n — a 4- 1 n — a — 1 . , ,
del sistema sono -------- --------- , -------------------- ; ogni elemento ( )

(*) Intendiamo qui come elemento di ordino h di una superficie rigata, 
l’insieme di h, 4- 1 sue generatrici consecutive.



En-a.-i (entro il sistema) determina a di queste rigate (cosicché 
2

vi sono a sistemi go(“ * di tali rigate) : se n — a è pari,

(*) Por una rigata una yh j si può anche definire come una curva tale 
cho per lo Si-k osculatore alla curva in ogni suo punto generico si possa con
durre uno Si—i appoggiato ad l +1 generatrici consecutivo della rigata. Cfr. 
anche i §§ 112-113.

i minimi indici per una superficie rigata del sistema sono
n—a

2
n — a

2 — 1 : ogni elemento £n_a determina oo1 fra queste 
“2~

rigate (cosicché vi sono oofa-1) (^r^+1) +1 di queste rigate).

25. — Il Bompiani ha approfondito lo studio delle quasi-asin- 
totiche di una superficie rigata ponendole in relazione coi suoi 
indici di sviluppabilità ().  Si dice che una rigata presenta il caso 
normale quando i suoi indici di sviluppabilità hanno i massimi 
valori compatibili con la dimensione dell’ambiente : cioè, se n 
è pari,

*

n 1
v= V’ vi = v—

e, se n è dispari,

n — 1
v =-----g----- ’ vi = v~ 2-

Allora, per una rigata cho presenti il caso normale si hanno, 
fra l’altro, le seguenti proprietà. Esistono oo"—2* una di
esse risulta determinata da un suo elemento En_2h—i • In ogni 
rigata immersa in uno spazio di dimensione pari n = 2 v esiste, 
in generale, una sola 7V1V. Ogni rigata appartenente a uno spazio 
di dimensione dispari 2v— 1 possiede in generale co1 Tv-i1V1 che 
segano le generatrici in punteggiate proiettive.

Se poi il primo indice di sviluppabilità è v, con v qualunque, 
e il secondo è v1( la rigata possiede una Tvi+hv (° 001 di queste 
curve se n = 2v — 1, Vj = v — 2) coincidente con lo spigolo di 



regresso della sviluppabile di cui si è detto nella prima metà del 
n. 24 ; mancano però tutti i sistemi 7^ { con l n — v, i quali 
vengono assorbiti dalla 7Vi.pi)V ora detta.

Mediante gli indici di sviluppabilità finora considerati il Bom
piani ha dato la rappresentazione analitica di una rigata qualsiasi 
mediante un sistema di due equazioni differenziali lineari omogenee. 
Se la rigata ò generata come luogo delle congiungenti i due punti 

dx
x(t), y (t) tale sistema è (posto x' = —, ecc.) del tipo

Ì
a10 a: + au x' + ... + + ^0?/ + 6ti/ + ••• + = 0>

a20x + a21x(1) + . . . + a2)V-i 4- &20 y + b21y' + ... + 

+ 62, n-v+l 2/‘”-v+1> = 0,

dove le a e b sono funzioni di t. Viceversa, assegnato ad arbitrio 
un sistema del tipo indicato, gli corrisponde una classe di rigate 
proiettivamente identiche con gli indici di sviluppabilità v e v,.

§ 11. — Luoghi di spazi con carattere di sviluppabili.

26. — La nozione di sviluppabile ordinaria si può estendere 
in modi diversi ; ad alcuni di questi si è già accennato nei nu
meri precedenti.

Un altro modo deriva dalla considerazione delle Vk con meno 
di &kSk tangenti (Segre B n*  28-31): già sappiamo dal n. 3 che 
allora la Vk è un luogo di spazi (di dimensione ;> 1) con uno Sk 
tangente fìsso lungo ogni spazio generatore (*).  Nel caso più sem
plice, in cui la Vk è una 00 a di rette, con <Sa+i tangente fìsso 
lungo ogni retta generatrice, esistono a varietà Fa a cui le gene
ratrici sono tangenti, ognuna delle Fa potendo essere sostituita 
da una varietà di minor dimensione incontrata (senza contatto) 

(*) Tali Vk sono sposso ancora designate corno sviluppabili: cosi anche 
noi abbiamo parlato, in questo senso, di rigate sviluppabili p. es. al n. 11.



dallo ooa rette (*).  La ricerca di tali ooa di rette si può far 
dipendere (in generale) da quella di una delle a Va di cui ora 
si è detto : se con x (tx ,. .. , ta) si designa nel modo consueto 
un punto che descriva una di queste Va, in modo che le linee tj 
siano su tale 1 a inviluppate dalle tangenti che descrivono la ooa 
di rette in questione, occorre e basta che stiano in un Sa+i i 
punti :

(*) Più in generalo, se lungo ogni rotta generatrice vi è uno So tangente, 
con 2< c C a + 1, vi sono c — 1 varietà Va toccate dallo generatrici (con 
un'avvertenza analoga a quella del tosto).

(**) Il sistema costituito da queste equazioni è di quelli che al n. 12 
si sono chiamati a caratteristica (generalmente si tratterà di sistemi non 
parabolici). Il secondo modo di caratterizzare tale Va ira i duo ohe stiamo 
por esporre è appunto da raffrontare con la line del n. 12.

(*♦*) Ogni Vn-t di Sn si trova, conio facilmente si vede, in queste 
condizioni, e quindi si può assumere come una dello Va considerato nel 
testo.

x, x(1),... , x(a), x<u>, x(ll>,. .. , x(,a),

e perciò la Va rappresenta lo a — 1 equazioni di Laplaco linear
mente indipendenti in cui si traduco l’imposizione di tale pro
prietà (**).  Questa Va si può caratterizzare geometricamente di
cendo che il sistema linoai'o di coni quadrici tangenti in un suo 
punto generico x alle sezioni della Va con gli iperpiani che ivi 
la toccano ò tale che una retta della stella ha lo stesso Sa-i po
lare rispetto a tutti i coni (***)  ; oppure che essa possiede un 
sistema ooa—1 di linee tali che gli Sa tangenti ad essa nei punti 
di una tale linea sono gli Sa di una sviluppabile ordinaria. Inoltre 
gli Sa 14 di una tale sviluppabile sono appunto gli Sa+i tangenti 
fissi lungo le singole ooa generatrici alla Paq.i di cui nella prima 
parte di questo n. ; dimodoché, come ora risulta da quanto si è 
detto più sopra, se una 7a+i rigata ò tale che lungo ogni sua 
generatrice esiste uno Sa+1 tangente fisso, gli ooa Sa+1 tangenti 
si distribuiscono in generalo (in a modi diversi) in oo“~1 sistemi 
semplicemente infiniti, composti degli spazi Sa+I di una sviluppa
bile ordinaria.



27. — Altri modi di generalizzare la nozione di superficie 
sviluppabile conducono allo seguenti proposizioni.

Una 7n_i dello Sn tale che ogni suo punto sia parabolico 
vale a dire tale che il suo cono quadrico delle tangenti tripunte 
abbia sempre una generatrice doppia, contiene ogni tale retta e 
ha lungo essa un iperpiano tangente fisso (Segre B n. 27).

Se entro una 7a + 1 rigata ogni superficie rigata ha il primo 
indice di sviluppabilità v (con v <1 a — 1), la ooa si compone 
di a?-1 coni aventi i loro vertici sopra uno &v-i, oppure ap
partiene ad uno spazio di dimensione <i2v (Bompiani H n. 17).

Al Bompiani (H n. 18) è anche dovuto un risultato più gene
rale : consideriamo una Fp+i rigata, e conveniamo di dire che 
essa ha indice di sviluppabilità v quando è fisso lo spazio v-tan- 
gente nei punti di una generatrice generica e non lo spazio 
(v — 1)-tangente (*).  Allora, in uno spazio ambiente di dimen
sione maggiore di

(*) Por p = 1 la definizione si riduco a quella già nota per il primo 
indico di sviluppabilità di una superficie rigata.

(1*+  1)..........? (|fc+v —1) (p- + 2v)
v!

una 7a-|-i rigata tale che ogni Fp + i rigata in essa conte

nuta abbia indice di sviluppabilità v 
/(X + v — 1Y 
\ v —1 /con fi- ò

composta di rette uscenti dai punti di uno spazio avente la 
dimensione

/(J.+ v— 1\ 
\ v— ! )

28. — Un altro indirizzo nelle ricerche di cui ci stiamo 
occupando è il seguente. Come deve essere costituito un sistema 
2 di ooa^ (a>l) affinchè uno Sk generico di S incontri sempre 
in uno St (con l ;> 0) tutti gli SK del sistema che gli sono infini
tamente vicini ? Se lo St singolare di ogni SK è fisso per tutte le 
oo1 contenute nello ooa passanti per esso, il Segre (B n. 26) ha 



trovato die la varietà luogo di tutti gli S, così ottenuti risulta 
tale che tutti gli Sk della ooa le sono tangenti, a meno che lo St 
non sia lo stesso per tutti gli ; e viceversa.

La determinazione dei sistemi E in questione nel caso di 
a = 2 è stato compiuto dal Segre (B, n.‘ 32-35) per le oo2 di 
piani, e per le oo2 di <S\ qualunque dal Terracini (C). Occorre o 
basta che sia verificata una delle seguenti condizioni :

1) gli Sk di 3 stanno in uno spazio di dimensione 2fc — l, 
oppure passano tutti per uno stesso Si, oppure ancora essi tagliano 
in uno <S;4-2 fisso;

2) gli Sk di S sono tangenti ciascuno lungo uno S( ad 
una Ui +1 luogo di oo1 St (l < k — 1) ;

3) gli SK di S si ottengono considerando una oo2 di 
Sm {l m < k ; l < k — 1) tale che la Um4-2 loro luogo ammetta 
lungo ciascuno di essi uno <S*4-m_/ tangente fisso, e conducendo 
uno Sh generico per ogni S,„ della co2 entro il corrispondente 
S*4-m-< tangente.

Al Terracini è pure dovuta la determinazione dei sistemi 2 
in questione costituiti da piani, per a qualunque (i sistemi di 
rette si trattano in modo ovvio). Supposto 1= 0 (se l— 1 si 
hanno soltanto dello soluzioni banali) e lasciando ormai da parte 
il caso a = 2, e i casi in cui per ogni piano è fisso il punto 
in cui è incontrato dai piani infinitamente vicini, oppure lo 
che lo congiunge con tali piani (la prima di queste ipotesi è già 
stata considerata più sopra, e la seconda si riduce alla prima 
per dualità in <S5), si ha che per a > 3 i sistemi S sono costi
tuiti da piani che incontrano in rette un piano fisso : per a = 3 
si hanno anche i sistemi oo3 di piani di una quadrica generale VI 
dello S6, e i sistemi dei piani che passano per le singole rette 
di una oo2 ricoprente una Ua, dotata di >S3 tangente fisso lungo 
ogni generatrice, e sono situati entro i corrispondenti <S3 tangenti.

Consideriamo ancora il caso in cui a è abbastanza grande 
(a 1) e k qualunque (Terracini C n.‘ 7-10), e supponiamo 
che gli St d’intersezione di uno Sk di S con gli infinitamente 
vicini siano sempre distribuiti, per così dire, in modo uniforme 
sopra quello Skì cioè che per un punto generico di tale Sk pas



sino co“-*~ 1+» Sk di 3 ad esso infinitamente vicini, i quali non 
seghino generalmente tale Sk in uno spazio di dimensione > l ; 
allora si trova che gli SK di 3 stanno in una varietà Fj*  _ ; di 
dimensione 2 k — l, e che essi (anche se non sono infinitamente 
vicini) si segano a due a due generalmente in uno 8, (in modo 
però che per un punto generico di uno della F passano 
oo“-*  + ; 8,. della F, i quali generalmente non incontrano quello 8k 
in uno spazio di dimensione >Z). Supponiamo, per semplicità, 
che sia l = 0 : il Terracini ha trovato che la varietà F sta neces- 

k (k I 3)

(*) Severi : Intorno ai punti improprii. . ., Rond. dol Circolo Mal. di 
Palermo, tomo XV, 1901, n. 10.

(**) Sulle varietà a k dimensioni contenenti ce'1 rette. Atti della R. Ac
cademia dello Scienze di Torino, voi. LV1I, (1921).

sanamente in uno spazio di dimensione e che, se

la dimensione dello spazio ambiente raggiunge questo massimo, 
k (k + 1) , . r •

oppure almeno supera----- —------ -—|- 1, la 1 in questione e neces-

sanamente quella che rappresenta nel noto modo di Grassmann la
totalità delle rette di uno spazio di k + 1 dimensioni (cosicché
è proprio a = k + 1), oppure è una sua proiezione.

§ 12. — Un tipo particolare di luoghi di spazi.

29. — L’ultimo risultato citato risolve, in un caso particolare, 
il problema della determinazione di una ooa di Sk che ricoprano 
una varietà di dimensione < a k. In generale, questo problema 
sembra offrire notevoli difficoltà. Già per gli stessi sistemi di rette, 
dopo il caso banale di a = 2, e quello di a = 3, nel quale si 
trova facilmente che, se por ogni punto di una P’3 passano oo1 
rette della F3 stessa, questq ò una quadrica non degenere dello 8^, 
oppure si compone di oo1 piani (),  per a = 4 la soluzione com
pleta non è più nota : il Togliatti ()  ha trovato che se una F4 
ò ricoperta da oo1 rette (o non da oo5) essa ò luogo di oo2 piani, 

*
**



oppure è luogo dio©1 quadriche F| non degeneri di iS4, oppure 
appartiene al massimo a uno S7; e se lo spazio d’appartenenza ha 
proprio dimensione 7, quella F4 si ottiene come sezione mediante 
uno S7 della F“ di S0 che rappresenta, al modo di Grassmann, le 
rette di uno S4 (*).

(*) In un corto senso analoga aliti questiono di cui si ò detto in questo 
n. è la ricerca dello superficie contenenti almeno co* lineo di tipo prestabilito : 
p. es. a>! linee piano, ciò ohe conduco a una notissima proprietà delle super
ficie di Voroncso (che la caratterizza insieme con pochi altri tipi di super- 
lido), oppure co* lineo spaziali, caso a cui sono dedicato lo due Note di 
Seghe F e G.

(**) Sulle superficie algebriche i cui S/, (h 4-1) — seganti non riem
piono lo spazio ambiente, Atti della R. Aco. delle Scienze di Torino, volu
me XL, (1906).

30. — Il problema di cui si ò detto al principio nel n. pre
cedente ò stato particolarmente studiato nel caso in cui gli ooa S, 
in questione sono gli Sh (li + 1) — seganti di una varietà G^. 
Lasciando da parte il caso in cui G ò una curva, che conduce 
solo a soluzioni banali, il caso in cui G è una superficie è stato 
trattato in modo completo da F. Palatini ()  e dal Terracini (H). 
Le superficie per le quali la varietà Mricoperta dagli Sh (li +1) — se
ganti ha dimensione minore di quella che compete all’analoga varietà 
relativa ad una superficie generica immersa nel medesimo spazia 
ambiente sono le superficie luoghi di oo1 linee situate in altrettanti 
Sq per uno Sq-\ fisso, con g^7», immerse in Sn, con »^2A-|- 
+ q + 2 (per le quali la varietà degli Sh (li -|- 1) — seganti ha 
dimensione 2h q 1), o lo superficie algebriche razionali dello 
Ss/, + 2 rappresentabili in un piano mediante il sistema lineare 
delle curve d’ordine 27» aventi in comune un punto 2 (li— l)pl° ed 
(li—1) punti doppi, o anche, per li = 4, mediante il sistema 
lineare di tutto le quartiche (per tutte queste superficie la varietà 
degli Sh (h + 1) — seganti ha dimensione (37  -|- 1).

**

*
11 fatto che per li = 1 si ottenga dal teorema ora enunciato, 

insieme coi coni, la superficie di Veronese (in accordo con un 
risultato precedentemente ottenuto dal Severi, loc. cit., v. il n.° 8) 
paragonato con quello che questa superficie ò pure caratterizzata 



dall’essere in Sn, con n > 5, la sola superfìcie non cono i cui 
piani tangenti si incontrano a due a due (*)  rientra nel teorema 
dovuto al Terracini (A), che pone in relazione l’eventuale abbas
samento di dimensione della varietà degli Sh (li +1) — seganti 
di una varietà Gp immorsa in uno spazio di dimensione n^(^ + 
+ 1) p + li con Tesistenza di à + 1 qualsiansi suoi Sp tangenti 
in uno spazio di dimensione minore dell’ordinario; in quanto 
questa dimensione o quella si riducono, l’una in conseguenza 
dell’altra, a (A + 1) p + li — i (con « < 0) (**).  In tal caso, di 
più, lo spazio |(7i + 1 ) p + li — di li 4-1 qualsiansi Sp tan
genti della Gp in questione ò tangente alla Gp in tutti i punti di 
una certa varietà di dimensione

(*) In questo ordino di idee, citiamo il teorema più generale secondo il 
quale la sola superficie non rigata di Sn, con n > 5, i cui piani tangenti 
si appoggino ad almeno co1 piani, senza appoggiarsi di conseguenza ad una 
retta ò la superficie di Veronese (V. Terracini J, o per un caso particolare 
Comessatti : Intorno alle superfìcie algebriche irregolari..., Rond. del Cir
colo Mat. di Palermo, tomo XLVI 1922).

(»») Perciò la determinazione che lo Scorza ha compiuto dello e dolio 
Vt con gli aS', , o rispettivamente A, tangenti mutuamente socantisi (Rond. 
del Ciro. Mat. di Palermo, tomo XXV, 1908, o tomo XXVII, 1909) fornisco 
lo V3 o K, per cui la varietà dolio cordo ha dimensiono minoro doli’ ordinario 
(la ricorca, per quanto riguarda la V4, non ò poro condotta completamento a 
termino).

(***) Un problema sui sistemi lineari di curve appartenenti a una 
superfìcie algebrica. Rond. dol R. Ist. Lombardo, serio II, voi. XLI, 1908.

31. — Por p = 2, li = 1 quanto or ora si ò dotto conduce 
alle superficie (che sono poi coni o superfìcie di Veronese) tali 
che lo di due loro piani tangenti generici risulti tangente alla 
superfìcie stessa in oo1 altri punti. Lo Scorza ()  e il Terra
cini (H) hanno anche studiato le superfìcie, immerse in Sn, con 
n^6, (non coni) tali che lo 8$ individuato da due loro piani 
tangenti generici contenga necessariamente i piani tangenti in oo1

***



punti, e hanno trovato, come tali, le sviluppabili, i luoghi di co1 
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una rotta fissa, 
e infine le superficie situate su un cono 7$ di Veronese.

32. — Il Terracini (I) ha anche considerato, in relazione con 
una superficie F, le varietà, rispettivamente <I>e e Ho, costituite 
dagli /S3 che ne congiungono i singoli punti ai singoli piani tan
genti, e dagli che ne congiungono le coppie di piani tangenti, 
allo scopo di studiarne gli eventuali abbassamenti di dimensione 
e anche alcune altre particolarità che esso possono presentare, 
come ora si dirà ; particolarità tutte elio stanno in stretta rela
zione con i problemi di determinare le superficie F per lo quali 
hanno una intersezione di dimensione maggiore dell’ordinario:

a) un piano tangente o uno Si osculatore generici ;
b] un piano tangente e uno S5 osculatore generici ;
c) due St osculatori generici -, 
d) due S6 osculatori generici.

In base all’osservazione che, se gli spazi r- tangenti generici 
di una superficie F sono degli Sd, e se essi incontrano uno Sp 
fisso in spazi di dimensione i d — r, la F sta, con lo 8V, in 
uno spazio di dimensione d + p — i (cosicché tutti gli Sd gene
rici di questo spazio ambiente segano lo Sp in 8^ ò chiaro che, 
detta i la dimensione dell’intersezione considerata nei precedenti 
problemi a), 6), c), d), noi casi a) e b) è necessariamente i = 0, 
mentre il problema c) si spezza in due problemi cj, c2), secondo 
che si supponga i = 1, i = 0 ; e il problema d) in tre problemi 
dj, d2), d3) secondo che si supponga i = 2, i=l, i=0. Quanto 
alla dimensione dolio spazio ambiente, essa deve essere supposta 

7 nel problema a), > 8 nel problema b), ^9 — i nel pro
blema c), e ^11 —i nel problema d).

Allora le superficie che risolvono il problema a) sono anche 
le sole superficie di S„, con n^7, per cui la dimensione « della 
varietà <I> ha dimensione <7 (o precisamente dimensione 6). 
Inoltre lo superficie di 8„, con n >> 7 per cui la varietà <I>7 ò 
toccata da uno stesso 8^ nei singoli punti di ogni iS3 generatore 
sono le superficie che risolvono il problema 6), e inoltre le super
ficie di quegli spazi che rappresentano una equazione di Laplace 
senza essere soluzioni del problema a).



Quanto alla varietà H, le superfìcie F non sviluppabili di Sn 
per le quali essa ha dimensione e < 9 sono (*)  le superficie che 
risolvono il problema c^, e per esse e = 7, e le superficie che 
risolvono il problema c2) oppure il problema dj e per esse e =8. 
Che se poi la Ho, in 8n, con n^lO, ha da essere toccata da 
uno stesso 8g nei singoli punti di ogni suo S6 generatore, le cor
rispondenti superficie sono quelle che risolvono il problema d2), 
e inoltre le superficie di quegli spazi che rappresentano una equa
zione di Laplace senza essere soluzioni del problema c).

(*) Prescindendo, s’intendo, dalla soluzione triviale della superfìcie di

Finalmente, quanto alla soluzione effettiva dei problemi a), 
6), c), d), essa è fornita (salvo una limitazione che sarà detta 
più avanti, per quanto riguarda il problema d)), dalle seguenti 
superficie.

Problema a), n^7. Luoghi (non degeneranti in coni) di oo1 
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una retta fissa.

Problema b), n > 8. Luoghi di oo1 linee (eventualmente piane, 
ma non rette) in altrettanti 83 per un piano fisso, non rappresen
tanti equazioni di Laplace, e lo superficie algebriche razionali di 
80 o di 8S rappresentabili su un piano mediante sistemi lineari di 
cubiche.

Problema Cj), n > 8. Il problema coincide col problema a), 
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema c2), n > 9. Luoghi di oo1 linee (eventualmente rette) 
in altrettanti piani di una sviluppabile ordinaria con un punto 
fisso, non costituenti però una sviluppabile; e luoghi di oo1 linee 
in altrettanti 83 per un piano fisso che rappresentano una (sola) 
equazione di Laplace.

Problema dj, n^9. Il problema coincide col problema b\ 
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema d2), n > 10. Luoghi di oo1 linee (eventualmente 
piane, ma non rette) situate in altrettanti S3 di una sviluppabile 
ordinaria con retta fissa, o di oo1 linee (eventualmente appartenenti 
a S3, o a S2, ma non rette) situate in altrettanti 8^ per uno <S3 
fisso, con la restrizione, in entrambi i casi, che quelle superficie 
non rappresentino equazioni di Laplace ; infine le superficie (non 



coni) situate su un cono VI proiettante da un punto la superficie 
algebrica razionalo, rappresentata su un piano mediante il sistema 
lineare delle curve di terzo ordine.

Problema dj, n 11. Però il problema non ò stato risoluto 
se non per n^l3, ottenendosi in tali spaziale superficie situate 
su un cono proiettante da un punto una superficie di rap
presentante una (sola) equazione di Laplace senza che esse rap
presentino alcuna equazione di Laplace ; le superficie luoghi di oo1 
linee giacenti in altrettanti S4 di una sviluppabile con piano fisso, 
oppure in altrettanti S6 per uno 8^ fisso, purché, in entrambi i 
casi, esse non rappresentino equazioni di Laplace, o senza esclu
dere che quelle linee eventualmente appartengano a spazi di dimen
sione minore, purché sempre > 1 ; le superficie luoghi di oo1 
linee in altrettanti SB per uno fisso, colla condizione che le 
tangenti a quelle linee incontrino lo fisso in punti appartenenti 
a una medesima superficie di Veronese (ma non tutti giacenti su 
una curva), e infine le superficie di S14 o di S13 algebriche razio
nali rappresentabili su un piano con un sistema lineare oo14 o oo13 
di curve del quarto ordine.





APPENDICE IVa

Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi, 
di asintotiche in complessi lineari.

Nota del Prof. Alessandro Terracini della R. Università di Torino.

Di queste superfìcie mi occupai - da un punto di vista 
prevalentemente sintetico - in alcuni lavori (*),  sui quali, per 
cortese invito del prof. Rubini, riferisco qui brevemente.

(*) Sulle congruente W di cui una falda focale è una quadrica, Scritti 
matematici offerti ad Enrico D’ Ovidio, Torino, 1918 ; Sulle superficie le cui 
asintotiche dei due sistemi sono cubiche sghembe, Nota I, Atti della Soc. Nat. 
e Mat. di Modena, serio V, voi. V, 1919 ; Sulle superficie con un sistema 
di asintotiche in complessi lineari, Atti della R. Acc. di Torino, voi. LIX, 1924. 
In questi lavori si trovano varie citazioni. - Nella seconda di queste Noto è 
data, per la prima volta, una rappresentazione parametrioa por tutte lo super
ficie con lo asintotiche dei due sistemi in complessi lineari.

1. - Prendiamo le mosse dall’osservazione di Segre (cfr. 
voi. I. § 49, p. 278) : se la rigata sghemba (g) viene trasformata 
mediante una congruenza W in una superfìcie (?) non rigata, 
le asintotiche y di questa superfìcie corrispondenti alle generatrici 
rettilinee di (g) appartengono a complessi lineari. Invero, come ha 
osservato Segre, se 7 ò una di queste asintotiche e g è la corri
spondente generatrice della (p), la considerazione delle oo1 rette 
della congruenza che hanno i loro fuochi rispettivamente su queste 
duo linee mostra che per ogni punto della curva 7, entro il cor



rispondente piano osculatore, passa una retta di una congruenza 
lineare fissa ; ciò che ò sufficiente a dedurne l’appartenenza di 
7 a un complesso lineare.

Anche il teorema inverso, di Rubini (voi. I., p. 280) secondo 
il quale ogni superficie (7) con un sistema di asintotiche 7 in 
complessi lineari è trasformata per congruenze W di co3 rigate, 
è suscettibile di una dimostrazione geometrica, che riproduco qui 
per dare un’idea dell’apparato dimostrativo su cui poggia anche 
il seguito della teoria.

Chiamo r il complesso lineare cui appartiene un’asintotica 
generica 7 ; e cerco se ò possibile scegliere, «entro ognuno degli oo1 
complessi lineari T, una sua retta g in modo che la superficie 
rigata (?) che è luogo di g venga a godere della proprietà che 
la congruenza lineare speciale delle rette ad essa tangenti nei 
punti di una sua generatrice generica g sia sempre entro il cor
rispondente complesso lineare r.

Per maggior chiarezza, trasportiamo il problema nello S5 della 
<1> rappresentativa delle rette nello spazio ; e consideriamo, in esso, 
la linea (Pr) luogo dei poli - rispetto a 4» - degli oo1 8^ imma
gini dei complessi T. La ricerca della rigata (g) si traduce nella 
ricerca di una linea (g) tracciata su <I>, tale che la retta ad essa 
tangente in un suo punto generico g - retta polare dello S3 immagine 
della congruenza lineare speciale testò nominata - passi per il 
polo Pr dello S4 immagine di T. Perciò tutto si riduce a far sì 
che le rette tangenti alla linea (?) si appoggino tutte quante alla 
linea (Pr) (in punti variabili). Ora, se per ogni punto della d> 
si immaginano le rette che lo congiungono colle intersezioni del 
proprio tangente colla linea (Pr), queste rette tangenti invilup
pano sulla d» uno 0 più sistemi oo3 di lipee. Ciascuna di queste 
linee soddisfa alle proprietà richieste per la linea (g), solo che si 
abbia cura di scartare da esse le rette della d? appoggiata alla (Pr).

Ritornando ora allo spazio ordinario, se da un punto P 
scelto genericamente su una asintotica 7 della superficie (7) si 
conduce la retta t del corrispondente complesso lineare P appog
giata alla corrispondente retta g di una, fissata arbitrariamente, 
tra le oo3 rigate sghembe (?) ora costruite, ò manifesto che questa 
retta ò tangente, non solo alla 7 nel punto P, ma anche alla 
rigata (?) nel punto ? t. Al variare del punto P su 7, e dell’ asili- 



totica 7 sulla (7), la t descrive dunque una congruenza IV nello 
condizioni richieste.

Dalla dimostrazione risulta anche che le oo8 rigate del pre
cedente enunciato non dipendono dalla superficie (7) considerata 
in sò, ma solo dagli oo1 complessi lineari F cui appartengono le 
sue asintotiche (fissati i quali la determinazione della (7) dipende 
ancora da una funzione arbitraria) ; e ancora che due qualunque 
fra quelle oo8 rigate sono trasformate l’una dell’altra per con
gruenze fi7 (corrispondendosi quelle loro generatrici che corrispon
dono a una stessa asintotica). - Ed è anche facile verificare che 
non esistono altre rigate di cui la (7) sia trasformata per con
gruenze W, salvo le oo8 testò determinate (almeno fintantoché si 
imponga che le generatrici rettilinee della rigata corrispondano 
proprio alle asintotiche 7). (*)

(*) Allo proprietà del tosto aggiungiamo quella oho duo asintotiche y 
generiche sono tra loro proiettivo. So infatti chiamiamo li (y) la rigata dolio 
tangenti, noi singoli punti di un’ asintotica y, allo asintotiche doli’altro sistema, 
rigata lo cui generatrici appartengono a una congruenza lineare, dal latto - 
subito verificato - oho lo asintotiche curvilineo di 11 (y) - fra cui appunto è 
la (y) - sono fra loro proiettivo (corrispondendosi i punti su esse segati dalle 
generatrici) segue l'enunciato, appena si osservi oho la (y) apparo come l'in
viluppo dolio oo* superfìcie II (y).

Fonisi 0 Òncii, Lezioni di Geometria proiettivo-di/ferenzial»

2. - Volendo costruire una superficie (7) le cui asintotiche 7 
di un sistema, generalmente curve, appartengano a complessi 
lineari, si possono assegnare ad arbitrio gli oo1 complessi lineari F 
(non speciali) cui debbono appartenere quelle asintotiche, e un’a- 
sintotica 70 appartenente a un complesso Fo prescelto fra quegli oo1; 
con ciò la superficie (7) risulta pienamente determinata, invero 
(adottando per brevità il linguaggio degli infinitamente vicini) 
considero la congruenza lineare in cui F„ ò segato dal complesso 
lineare 1\ ad esso infinitamente vicino entro la oo1 assegnata, e 
la rigata della congruenza formata dalle rette di questa che escono 
dai singoli punti di 70. Questa rigata ammette come asintotica 70; 
e le varie suo asintotiche curvo appartengono ai vari complessi 
lineari del fascio Fo 1\ : ossa possiede dunque un’asintotica 7, 
(infinitamente vicina a 70) nel complesso lineare Fj. Analogamente 
si passa da 7j a un’ ulteriore asintotica 7a ; e (7) viono costruita 
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come luogo delle successive curve 70, 7t, 72 > ecc. che risultano 
effettivamente sue asintotiche (cfr. la line del n. 3). Nè esistono 
altre superficie soddisfacenti allo condizioni richieste.

In questo modo, se gli oo1 complessi 1' sono condotti ad ar
bitrio per lo congruenze lineari speciali delle tangenti ad una 
rigata (g) lungo le singole sue generatrici, si ottengono tutto le 
trasformate (non rigate) per congruenze W della superfìcie (g).

Alcune proprietà interessanti si legano alla considerazione 
delle due superfìcie rigate (g‘) e (g") descritte dalle direttrici 
g' e g" dello oo1 congruenze lineari caratteristiche per gli oo1 
complessi lineari F relativi a una superfìcie (7) del tipo considerato. 
Secondochè g' e g" sono generalmente distinto 0 no, ho chiamata 
la superfìcie (7) non speciale 0 speciale. Ebbene, attraverso la rap
presentazione iperspaziale, si trova anzitutto cho le duo rigate (g') 
e (g") sono trasformate 1’ una dell’ altra per congruenze TE ; e poi 
che, viceversa, si può partire da due rigate (g') e (g") falde focali 
di una congruenza W, e fissare una corrispondenza arbitraria fra 
i punti di duo loro generatrici corrispondenti prefissate, g' c g" : 
allora esiste una (anzi duo) superficie (7) ben determinata, con un 
sistema di asintotiche 7 in complessi lineari, per le (piali lo tan
genti principali dell’altro sistemasi appoggiano a generatrici corri
spondenti delle rigate (g') e (3"), determinando fra g' e g" proprio 
la corrispondenza prefissata.

Ma la rappresentazione iperspaziale conduce a risultati notevoli 
anche per il caso delle superficie speciali. Per esse, si trova 
anzitutto cho fra le trasformate per congruenze W di una data 
rigata (g) ve ne sono infinite di speciali, e che la determinazione 
dei relativi oo1 complessi lineari dipende da un’equazione di 
Riccati. Allora, se per ognuno di questi co1 sistemi dì complessi 
lineari si immagina la rigata (g) luogo delle direttrici dello con
gruenze lineari speciali caratteristiche, due qualunque fra questo 
rigate (g') sono ancora trasformate l’ima dell’altra por congruenze IV 
(corrispondendosi lo direttrici omologhe di una stessa generatrice g). 
Ancora ; si parta da una rigata qualunque (g'), e poi si tracci, in 
modo generico, una rigata (r0) contenuta in una (qualsiasi) con
gruenza lineare speciale avente por direttrice una generatrice pre
fissata g' della (g') : esisto una superficie (7) speciale bene deter
minata, con un sistema di asintotiche 7 in complessi lineari, per 



la quale le tangenti principali dell’ altro sistema si ripartiscono 
fra oo1 congruenze lineari speciali aventi per direttrici le singole 
generatrici della ((/'), in modo che quelle corrispondenti alla y,', 
costituiscano precisamente la (r0).

3. - Per le superficie (7) con un sistema di asintotiche in 
complessi lineari ho anche studiate le trasformazioni per con
gruenze W.

Anzitutto, riprendendo l’osservazione iniziale del n. 2, al 
variare della linea 70 entro il complesso P„, e restando fissi gli oo1 
complessi lineari P, si ottengono infinito superficie, dipendenti da 
una funzione arbitraria, con lo asintotiche di un sistema tutte 
appartenenti a quei complessi lineari. Ebbene, duo qualunque fra 
quelle superficie sono falde focali di una congruenza 17, corri
spondendosi su esse le asintotiche appartenenti a uno stosso com
plesso lineare. Ma, di più, risulta subito che se l’insieme delle 
superficie testò nominato si amplia con l’aggiunta delieoo3 rigate 
che sono trasformate per congruenze 17 di una qualunque fra 
esso, tutto queste superficie sono ancora, a due a due, falde di 
congruenze W.

Però, ò essenziale notare che due superficie (7) e (8) cia
scuna delle quali abbia lo asintotiche di un sistema (rispettivamente 
708) appartenenti a complessi lineari possono essere le falde 
focali di una congruenza 17 (corrispondendosi appunto quei sistemi 
di asintotiche) in modo che i complessi lineari delle asintotiche 
corrispondenti siano generalmente distinti. Conviene pertanto di
stinguere in duo classi le trasformazioni per congruenze 17 dello 
superficie in questione. Precisamente, un esame più accurato della 
questione mostra che, collocate in una prima classe le trasforma
zioni di cui si è detto al principio di questo n., conviene attri
buire alla seconda classe non solo quelle per le quali asintotiche 
corrispondenti stanno in complessi lineari generalmente distinti ; 
ma anche quelle che, pure appartenendo già alla prima classe, 
hanno tuttavia in comune con le trasformazioni ora nominate la 
particolarità che ciascuna delle rigate luoghi dello congiungenti 
punti corrispondenti di un’asintotica 7 e di un’asintotica 8 sta in 
una congruenza lineare (anziché in un complesso lineare, come 
avviene per le rimanenti trasformazioni della prima classo). Queste 



ultime trasformazioni appartengono dunque contemporaneamente a 
entrambe le classi.

Posta questa definizione, mentre per le trasformazioni della 
prima classe non vi è altro da aggiungere, si pone ancora il pro
blema di assegnare tutte quelle della seconda classe. Orbene, esso 
viene completamente risoluto dalla seguente costruzione. Assegnata 
una superficie (7) con un sistema di asintotiche y in complessi 
lineari T, per trovare nel modo più generale una superficie (5) 
che sia sua trasformata per congruenze W della seconda classe, si 
assuma ad arbitrio, entro ogni complesso r, una congruenza 
lineare 0, in modo che le oo1 congruenze lineari così ottenute 
siano caratteristiche per una co1 di complessi lineari, e si tracci 
per ogni punto di ogni asintotica 7 la retta della corrispondente 
congruenza C. La congruenza così ottenuta ò una congruenza W, 
e la sua seconda falda focale fornisco la superfìcie (8) richiesta. 
Di più, lo stesse considerazioni geometriche con le quali si dimo
stra tale teorema provano che nota (7), ogni superficie (S) (la cui 
determinazione dipende da una funziono arbitraria) si ottiene con 
sole operazioni di derivazione.

Por lo trasformazioni per congruenze W delle superficie in 
questione si ha anche un teorema di permutabilità. Ad esso sono 
giunto ricostruendo anzitutto da un punto di vista geometrico il 
teorema di permutabilità per le corrispondenze TV in generalo ; 
ciò cho avviene sfruttando sistematicamente la nozione di coppie 
di curve trasformate asintotiche l’una dell’altra, nozione già ap
profondita dal Bianchi e suscettibile essa stessa di una trattazione 
sintetica assai semplice. Nel caso particolare cho qui ci interessa 
quello considerazioni geometriche, opportunamente completate, con
ducono al seguente risultato. Se nel teorema di permutabilità si 
suppone di partire da tre superficie (a), (P), (7) aventi ciascuna 
un sistema di asintotiche in complessi lineari, ognuna delle co1 
superficie che sono contemporaneamente trasformato per congruenze 
W della (a) e della (7) ha ancora un sistema di asintotiche in 
complessi lineari, se lo trasformazioni fra (a) 0 (0) e fra (0) 0 (7) 
appartengono alla medesima, classo ; mentre nell’ ipotesi opposta 
fra quello oo1 superficie vo no ò una e una sóla dotata di tale 
proprietà.

4. - Passiamo ora a considerare una superficie non rigata 



0 = (7, 7'), lo cui asintotiche dei duo sistemi, rispettivamente 7 
0 7' stiano in complessi lineari, rispettivamente F 0 F'. Ogni 
complesso F ò in involuzione con ogni complesso F', perchè se le 
corrispondenti asintotiche 707' escono dal punto P, la quadrica 
di Eie di 0 relativa al punto P viene ad avere lo suo duo 
schiero contenute l’una in F 0 l’altra in F'.

Quindi i duo sistemi lineari contenenti l’uno gli oo1 com
plessi F 0 l’altro gli oo1 complessi F' risultano involutorii; donde 
seguo - essendosi escluse lo rigate - che quei duo sistemi lineari 
sono due reti involatone (K), (K1).

Possiamo allora distinguerò i seguenti tre casi :

I. - Lo due reti hanno rispettivamente por basi lo due 
schiero di una quadrica Q non degenere (caso generale).

II. - Delle due reti una ha per baso due fasci di rette 
Ma, Ni, l’altra i due fasci M r, Na, dove M, N sono duo punti 
distinti, 0 a, t due piani distinti, tutti appartenenti a una retta r.

III. - Le duo reti hanno per base uno stesso fascio di 
rotto 71/ a contato doppiamente.

Lo superficie in questiono, corrispondenti ordinatamente ai 
tro casi, si chiameranno di prima, seconda 0 terza specie.

Ogni trasformata per congruenze W (non rigata) di una 
quadrica non degenere è una superficie di prima specie, come 
risulta da una duplico applicazione dell’osservazione di Segre 
ricordata in principio. E, viceversa, ogni superficie di prima specie 
è trasformata por congruenze W di una quadrica non degenere, 
Q ; perché ora la linea (Pr) del n. 1 sta in un piano segante 
la <1* secondo una conica non degenere, che si può assumere come 
una delle oo3 linee (<?)del 1. c. ; la quadrica in questione è quella 
della schiera rappresentata su ‘b da quella conica.

Perciò, la ricerca delle superficie di prima specie ò ricondotta 
a quella delle congruenze W di cui una falda focale è una 
quadrica Q. Un teorema del Bianchi assicura che tutte questo 
congruenze si ottengono conducendo le tangenti allo curve di un 
qualsiasi sistema isotermo-coniugalo di quella quadrica. È pressoché 
immediata la seguente interpretazione di quel teorema, che fornisco 
già una costruzione assai semplice di tutto le superficie di prima 
specie : si parta da una quadrica Q 0 la si trasformi in so mo- 



diante una corrispondenza che muti in sè ciascun sistema di 
generatrici : le tangenti alle oo1 curve trasformate delle sezioni 
fatte con i piani di un fascio generico costituiscono una congruenza 
W, la cui seconda falda focale ò la più generalo superfìcie di 
prima specie.

Altre costruzioni per queste superficie ritroveremo più avanti. 
Qui osserviamo che so, in coordinate proiettive omogenee , .ra, 
a:.,, z4, la Q è data paramotricamcnte da

x, : : xa : = u : v : u v : 1

mentre il sistema inviluppato su <2, cui si ò accennato, è 

du dv
——---- I- / ■ = 0, (*),  si trova, in base a quanto si è detto

(*) In questo equazioni bisogna però supporre olio nè a (u) nò b (v) siano 
polinomi quadratici, se non si vogliono ottenere dello rigate. La medesima av
vertenza vale por lo superficie di seconda 0 di terza specie.

a (w) b (y) '

per la superficie 0 richiesta (posto a! = , eoe.)

xt : : a;3 : xt = 

= (b'— a')«4-2a: (b' —a')v— 2b: (b'— u) uv — 2{bu — cw) :b' — a', 

e per lo coordinate $1, $2, $3, di un piano che descriva la 
superfìcie inviluppo

: $2: • £4 =

(a'-|-&') v — 2b : (a' -\-b') u—2a : — (a'4-6') : — (a' 4-6') uv 4-2 {av4-bu).

Se 0 c una superfìcie di seconda specie, fissata p. es. una sua 
asintotica 7, la rigata descritta da una retta cho tocchi 0 in un 
punto di 7 0 sia incidente alla retta r sta chiaramente in una 



congruenza lineare speciale di asse r, contenente i due fasci dio, 
Nt (intersezione del complesso lineare F, contenente la r, col com
plesso lineare speciale di asso r) ; e viceversa. In altre parole, si 
può ottenere quella superficie come seconda falda focale di una 
congruenza rettilinea, tale che la prima falda degeneri nella rotta r, 
e che lo rigate della congruenza determinate dalle singolo asinto
tiche della seconda falda siano in quelle congruenze lineari spe
ciali di cui ora si ò dotto. Perciò si ottengono tutte lo superficie 
di seconda specie partondo (in tutti i modi possibili) da r, M, N, 
a, r, e determinando la W in modo che sussista la proprietà ora 
detta. Se si assumo il totraedro X1X2X3X4 di riferimento in 
modo cho XÌ=M, X2 = N, ^^2X3 = 0, X1X2X4 = t, si 
trova pei’ la 0.

aq : : «3 : = (a' — b') u — 2 a : (a' — b') v + 2 b : 2 uv : — 2

con a (w), b (y) funzioni arbitrarie 0

gj : $2 : 63 : £4 = 2 v ; — 2 u : a' + b' : (a' + b’) uv — 2 (uv -p bu).

Por una superficie 0 di terza specie si può seguirò un pro
cedimento analogo che conduco a riguardare la 0 come seconda 
falda focale di una congruenza rettilinea con la prima falda dege
nerata in una qualsiasi rotta r del fascio M p., 0 tale cho le rigate 
della congruenza determinate dallo singole asintotiche della seconda 
falda stiano in congruenze lineari speciali di asse r, lo quali siano 
basi di fasci di complessi lineari appartenenti rispettivamente allo 
reti (X), (K'). Ciò porta allo equazioni parametriche

i #2 • $8 • $4 =

= (a' — b') (u — v) — 2 (a + 6) : 2 A (a — b') : 2 (w -p v) : 4 ;

Si • P : £3 ■ £4



= 1 : : 1 (a' + 6') : - 2- j (a'+b') (u+v) - 2 (a+b)

dove attualmente X1 = J7, X2 Xa = pu, e h indica una costante.

Alle superficie di tutto tre le specie si lega poi la conside
razione di altre congruenze W : tali sono entrambe le congruenze 
direttrici di Wilczynski (come risulta facilmente dalla rappresen
tazione iperspaziale). Ma, limitandoci a superficie di prima specie, 
si può affermare, di più, che ciascuna di quelle congruenze diret
trici determina per sezione sulla quadrica Q una corrispondenza 
che muta in sò ciascuna dello due schiere, e che, in conseguenza, 
per ogni raggio di una di quelle congruenze i fuochi, e anche i 
piani focali sono coniugati rispetto alla Q. Ancora per le super
ficie di prima specie è chiaro che le tangenti principali di un 
sistema nei punti di un’ asintotica dell’ altro sistema si appoggiano 
a una stessa coppia di generatrici della Q. Anzi, si possono asse
gnare ad arbitrio le due corrispondenze cho in tal modo prendono 
origino entro ciascuna delle due schiero di Q, e, mediante lo 
formolo sopra indicato, si trova cho la corrispondente superfìcie 
di prima specie è determinata, per quadrature, con una costante 
arbitraria.

5. - Ad alcuni sviluppi interessanti conduce anche il pro
blema dell’esistenza e-dolla costruzione di una superficie @ = (7, 7') 
contenente due asintotiche 7,, 0 yó assegnato. Si tratterà, natural
mente, di due curvo uscenti da uno stosso punto P„, aventi ivi 
il medesimo piano osculatore (ma, come si può supporre, non la 
stessa tangente) e appartenenti rispettivamente a duo complessi 
lineari in involuzione Fo, Fó. Limitiamoci por brevità allo super
ficie di prima specie. Por esse, conviene intanto adottare, qualora 
lo si consideri corno trasformato per congruenze W di una data 
quadrica Q, una costruzione diversa da quella già ricordata : si 
assumano ad arbitrio le rette della congruenza che toccano Q noi 
punti di due generatrici <7, g' di schiere diverse : allora la rotta 
della congruenza W uscente da un punto generico M della Q 
sarà la generatrice uscente da M della schiera individuata dallo 
tro retto della congruenza che escono dagli ulteriori tre vertici dol 
quadrilatero sghembo formato da g, g' e dalle duo generatrici di Q 



uscenti dal punto di ; la seconda falda focale della superficie così 
costruita dà ancora, nel modo più generalo, una superficie di 
prima specie.

Ciò posto, il problema sopra enunciato si risolve così. Si 
dovranno fissare le due reti involutorie (K') di complessi 
lineari, in modo che contengano rispettivamente T» e Tó, e che 
si trovino nello condizioni del caso I del n. 4 : ciò si può faro 
in oo1 modi. Chiamando Q la quadrica ricoperta dalle schiero 
basi di (K) e di (£'), sia M un suo punto di contatto con una 
tangente del fascio ^opo, e siano g, g' le duo generatrici per M, 
giacenti, la prima, con tutta la sua schiera {g\ nei complessi 
di (K'\ la seconda, con la sua schiera (g') in quelli di (K). La 
congruenza lineare speciale delle rette tangenti alla Q por es. 
lungo la g viene a stare nel complesso ro (col quale ha in 
comune una schiera e poi ancora una retta) ; cosicché esiste una 
rigata E, contenente come generatrice la retta M Ptl, le cui singole 
generatrici toccano Q in un punto di g e sono osculanti di 70. 
Così esiste una rigata E' che si comporta in modo analogo rispetto 
a g', yÓ- Ebbene, se si applica la costruzione sopra esposta, assu
mendo come rigato della congruenza W circoscritte alla Q lungo 
le rotte g, g' rispettivamente E, E\ la seconda falda focale ò pro
prio una delle superficie richieste. Si ottengono dunque in tal modo 
oo1 superficie di prima specie che risolvono il problema posto, nò 
ve ne sono altre.

6. - Chiuderò osservando come anche l’identità già osservata 
nel tosto (voi I, § 47 2?) fra lo superficie di prima specie e le 
superficie a curvatura nulla della metrica ellittica si giustifichi 
con semplici considerazioni geometriche.

Infatti, por dimostrare cho lo superficie W sono, nel senso 
ora dotto, a curvatura nulla, basta dimostrare che lo asintotiche 

dei duo sistemi hanno torsione costante + , essendo la cur

vatura dolio spazio ellittico. Ora, se P, J\ sono duo punti infi
nitamente vicini di una di quelle asintotiche, o ir, i corrispon
denti piani osculatori, la quaterna di punti formata da P, Pt c 
dallo due intersezioni della loro rotta colla Q ò mutata dalla 
polarità nulla dol complesso lineare cui appartiene quell’ asinto- 



fica 22) nella quaterna di piani costituita da n, Xj e dai piani 
tangenti alla Q condotti per la stessa retta = ir Kj ; donde 
appunto segue la proprietà esposta.

Per stabilire l’inverso, si può partire dalla proprietà delle 
superficie a curvatura nulla in una metrica ellittica, che le tan
genti principali di un sistema nei punti di un’asintotica dell’altro 
sistema sono parallele nel senso di Clifeobd. Applicando questa 
proposizione a un’asintotica 7 (per la quale quelle tangenti prin
cipali, formanti la rigata lì (7), si considerino come congiungenti 
dei singoli punti di 7 con quelli giacenti sull’asintotica infinita
mente vicina 7j nello direzioni delle tangenti principali conside
rate) e all’asintotica 7n ne discende che p. es. l’asintotica 7| 
sta nel complesso lineare congiungente la congruenza lineare 
avente per direttrici le generatrici dell’assoluto a cui si appog
giano le rette di R (7) con l’analoga congruenza lineare infinita
mente vicina a cui appartiene lì (7j).
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superficie proiettivamente applicabili. Un’ altra proprietà carat
teristica dello superficie proiettivamente applicabili).
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Gap. III. - GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI.

2 21 . — La quadrica di Lie...............................................................pag. 125
(Sua definizione. Interpretazioni geometriche della forma 
o dell’elemento lineare cp, : <p2. Fascio dello quadriohe di Dar
boux. La quadrica di Lio come iperboloide osculatore).

§ 22. — La corrispondenza di Segre ...... » 132
§ 23. — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve . . . » 133

(Primi teoremi. Terne apolari. Lo coppie apolari e la conica 
di Wilozynski. Interpretazione non euclidea della metrica pro
iettiva. Curvo di un fascio ; l’asso della superficie).

§ 24. — Le pangeodetiche. Il fascio canonico . . . . » 141
§ 25. — Congruenze di rette ....... » 144

(Sviluppabili o fuochi. Le direttrici di Wilozynski. Congruenze 
K coniugato o K' armoniche ad S, tra cui si corrispondono 
lo sviluppabili. Le superficie a curvatura — 2. Lo congruenze 
a sviluppabili indeterminate).

§ 26. — Lo spigolo (edge) di Green.................................................» 158
§ 27. — Il fascio canonico.................................................................... » 155
§ 28. — Le superfìcie per cui una retta canonica passa per un 

punto fìsso, e superficie duali....................... » 160
(Gaso delle normali proiettivo. Formolo generali. 11 caso 
1 -p k = 0 (por l’asso). 11 caso le — 0 dello direttrici. Le su
perficie di Tzitzeioa-WilczynBki).

§ 29. — Le superfìcie di Cech a linee di Darboux piane . . » 170
§ 30 — Breve riassunto di altre ricerche.......................................» 177

Cap. IV. — SUPERFICIE RIGATE.

§81. — Applicazione delle formolo generali del Capitolo 11 al 
caso particolare di una superfìcie rigata

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti e prime ap
plicazioni ......................................................................

(Nuova deduzione delle (11). Applicazione alla quadrica di Ino).
§ 83. — Orientazione delle generatrici ; espressioni intrinseche. 

Forinole relative al cambiamento di variabili
§ 34, — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca. 

(Lineo asintotiche. La forma bilinoaro fondamentale. Con
gruenza lloouodalo).

§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici per 
superfìcie rigate a due curve flecnodali distinte .

(Coordinate normali. Invarianti fondamentali d’una rigata a 
lineo llocnodali distinto. Alcuno applicazioni geometriche).

§ 36. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici per 
superficie rigate a curve flecnodali coincidenti
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(Determinazione di queste rigate por mezzo di invarianti. 
Alcuno interpretazioni geometriche).

§37. — Il complesso lineare osculatore .....
§ 38. — Ulteriore studio di superfìcie rigate a curro fieenodali 

distinte, prive di retta direttrice ....
§ 39. — La trae formazione fleenodale . .
§ 40. — L’applicabilità proiettiva di superfìcie rigate
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Cap. V. - CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI 
PER CONGRUENZE W.

§41. — Congruente di assegnata prima falda focale . . pag. 243
(Formolo fondamentali. Nuova interpretazione delle formolo 
precedenti).

§ 42. — Formole fondamentali della teoria delle congruente W » 250
§ 43. — Le congruente W con N = cost.....................................................» 253
§ 44. — Confronto eoi risultati classici della geometria metrica » 255
§ 45. — L'equazione delle congruente NI in coordinate di retta » 260
§ 46. — Le congruente di Wiletynski....................................................... » 263
§47. — Congruente W di cui una falda focale S è quadrica » 266

(Primi teoremi. Interpretazione nella geometria non euclidea.
Inversione doi teoremi dati in A).

§ 48. — Congruente W con le due falde rigate (non quadriche) » 276
§ 49. — Superfiele trasformate delle rigale con congruente W » 278
§ 50. — Composizione di Bianchi di due congruente \V . » 280
§ 51. — Le trae formationi NI di Fubini delle superfìcie isoter

ma-asintotiche . . . . . . . ‘ » 283
§52. — Le trae formazioni di lonas per congruente W delle 

superfìcie R ...........................................................» 287
§ 53. — Le trasformazioni di lonas delle superfìcie di lonas. » 290
§ 54. — II teorema di Fubini per le iras formationi delle su

perficie R..........................................................................................» 293
(Una osservazione sulla teoria dolio congruenze II7).

Gap. VI. — INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO.

§ 55. — Alcune considerazioni preliminari .... pag. 295
§ 56. ■— I differenziali coniugati ..................................................» 29 7
§57. — La forma differenzialo Fa.................................................» 300

(Definizione di F3. Alcuno identità notevoli).
§ 58. — La forma differenziale diq....................................... » 305

(Definizione dolio . Relazioni con lo pr, — nM).
§59. — Gli invarianti del primo ordine dell’ elemento lineare.

proiettivo ......... » 307
(Definizione. Alcuno identità noi caso d’^O. Altre identità.
11 caso <I> — 0, 0).



§ 60. — Invarianti del secondo ordine del! elemento lineare 
proiettivo.................................................................................

(Definizione. Il caso <I> 0. Il caso <I> = 0. Il caso dello <I> 
o V costanti).

g 61. — Il primo problema dell’ applicabilità proiettiva . 
(Preliminari. Condizioni necessario. Condizioni sufficienti. 
Nuova forma delle condizioni sufficienti).

§ 62. — Continuazione. Elem enti lineari proiettivi con un gruppo 
continuo di trasformazioni in sò.........................

(Alcuno forinole preliminari. Un lemma. Il teorema fonda- 
mentale).
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Gap. VII. - CONDIZIONI D’INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE 

PROIETTIVAMENTE APPLICABILI

§ 63. — Condizioni d’integrabilità delle equazioni fondamentali 
(Equazioni preliminari. Trasformazione dolio (5). Calcolo 
dolio li ).

§ 64. — Continuazione............................................................................... 
(Condizioni d’integrabilità delle (l)i,|S. Studio dolio (1). 
Studio della (2). Esame dello condizioni d’integrabilità. Teo
rema riassuntivo).

g 65. — Trasformazione delle equazioni trovate per superficie 
non rigate. Caso di coordinate normali

(Il caso J 0. Nuovo enunciato por lo coordinato normali), 
g 66. — Nuova trasformazione delle equazioni trovate per il 

caso di coordinate normali ........... .........................
(Introduzione della funzione ausiliario a. Studio delle (2)).

§ 67. — Deformazione proiettiva........................................................  
(11 problema fondamentale. Il sistema coniugato di deforma
zione proiettiva. Superfìcie II e Ra. Deformazione proiettiva 
di una superficie data).

§ 68. — Teoremi varii sulle superficie R e Rn .
(Elemento lineare riferito allo asintotiche. Un teorema por lo 
superficie R„ o R).

§ 69. — Le superficie proiettivamente deformabili in oo3 modi 
(Preliminari. Il caso K — Q. Continuazione. Forinole finali 
relativo al caso K = 0. Il caso K = cost. i 0. Le formolo 
finali nel caso A = cost. ^0. Teorema riassuntivo o osser
vazioni vario. Quadro finale delle formo fondamentali dello 
superficie con 11=0,. ff=cost.).

8 70. — Nuovo metodo per lo studio dei problemi precedenti . 
(Principio del metodo. Lo superficie con p = l deformabili in 
o>3 modi. Superficie con g = 1, JC^O, deformabili al più 
in oc8 modi. Lo superficie R deformabili in oo3 modi).
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Gap. Vili. - SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO
UN GRUPPO CONTINUO DI DEFOMAZIONI PROIETTIVE IN SÈ

§71. — Superfìcie con x2 deformazioni proiettive (o collinea- 
zioni) in sb......................................................................

(Preliminari. Il primo caso K = O. Il caso Secondo 
caso K 4- 2 = 0. Terzo caso K (K + 2) i 0. Quadro dello 
formo fondamentali delle superficie con oo2 deformazioni 
proiettivo in so).

§ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati
(Metodo di Rubini. Metodo di Lio per i gruppi di collincazioni).

§ 73. — Superfìcie con co1 deformazioni proiettive in sb. Specie A. 
(Loro determinazione. Altri metodi di calcolo).

§ 74. — Risoluzione di un'equazione ausiliaria.
(Preliminari. Primo modo di soddisfare alfa (5). Secondo 
modo di soddisfare alla (5). Non esistenza di ulteriori solu
zioni di (E). Quadro di soluzioni doli’equazione).

§ 75. — Superfìcie con co1 deformazioni proiettive in sb. Ridu
zione del problema all' equazione studiata al § prece
dente ................................................................................

§ 76. — Verifiche per le specie B, e B2.......................................  
(Superficie della specie Ri. Superfìcie della specie B2).

§ 77. — Verifiche per la specie B;)................................................
§ 78. — Verifiche per le specie B,, B, , Bn

(Specie Specie B^. Specie Bf).
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Gap. IX. — QUADRIGHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE 2 (C).

§ 79. — Trae formazione dello equazioni fondamentali
§ 80. — Il teorema di Moutard...................................................................  

(Un lemma. Dimostrazione del teorema di Moutard. Dimo
strazione).

§81. — Le corrispondenze 2...........................................................
(Loro definizione. La polarità di Lio. Corrispondenza di 
Sagro. La Corrispondenza di Moutard. Proprietà dolio cor
rispondenze 2 por lo rigato. Proprietà dello corrispondenze 
2 per superficie non rigato).

§ 82. — Le corrispondenze 2 appartenenti ad una generatrice 
di una rigata.....................................................................

(Trasformazioni birazionali 2 (c) nello spazio. Curva omo
loga di un fascio di piani. Determinazione dello 2).

§83, — Metriche di Weyl e corrispondenze 2 (-----

(Metriche di Woyl. Piani osculatori alle geodetiche di Weyl. 
Geodetiche formanti fascio).

§ 84. — Le rette canoniche in coordinate generali .
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Gap. X. - INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE 
QUADRIGHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE

§ 85. — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche di Moutard 
§ 86. — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard

(Rette r0, r', r" polari di una retta r rispetto alla qua
drica di Lie o allo quadriche di Moutard relativo a due 
direzioni coniugato. Lo rotto l del regolo r0 r’ r". I punti 
y, , , od i piani ig,, . Determinazione dei punti o piani
precedenti. Il punto m e il piano p).

§ 87. — Costruzione del punto m e del piano p
(Caso di una superfìcie rigata. Superficie non rigato. Co
niche C o coni T).

S 88. — 1 fasci di coniche Ct
§ 89. — Significato geometrico degli invarianti proiettivi più 

semplici di una superficie....................................
(Intorno del quarto ordino di una superficie. Invarianti 
dello coniche de C*. Alcuno formule preliminari. Bi- 
rapporti Rl ed Rf).

§ 90. — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche 
§ 91. — Il cono di Segre..............................................................................

(Formulo preliminari. Nuovo calcolo di un determinante. 
Cono di Segro. Alcuno applicazioni).

§ 92. — Superficie a pangeodetiche piano.............................................

Gap. XI (F). - COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE

§ 93. — Formule preliminari ...................................................................  
(Rotto o complessi lineari. Alcuno identità. Collinoazioni o 
correlazioni. Equazioni di una retta).

§94. — La forma q>..............................................................................
§ 95. — I complessi di rette con A — 0.......................................
§96. — L’elemento lineare proiettivo di un complesso

(Il complesso a o la forma x- L’ elemento lineare proiettivo. 
Curvature proiettivo o coordinato normali).

§ 97. — Lo equazioni differenziali fondamentali nella teoria 
dei complessi......................................................................

(Equazioni I, II, III. Applicabilità proiettiva dei complessi).
§98. — Le congruenze con A — 0.................................................
§ 99, _ Gli elementi geometrici fondamentali di una con

gruenza .....................................................................
(Fasci centrali o focali. Tangenti focali. Asintotiche focali).

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza 
(La forma 4>. Complessi bitangenti. Complessi satelliti. 
Complesso osculatore di una congruenza ÌV, Fascio satellite 
o nuovi invarianti).
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§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali . . . pag. 577
§ 102. — L'elemento lineare proiettivo d’una congruenza . » 578

Alcune altre osservazioni........................................................» 580
§ 103. — Applicabilità di complessi e di congruenze . . » 581

(Applicabilità del primo ordine di duo compiasi. Applicabi
lità proiettiva di duo congruenze (F). Studio dello falde 
focali di congruenze applicabili (do! secondo ordino). Con
tinuazione. Formulo duali dolio procedenti. Trasformazione 
dello procedenti condizioni. Il caso singolare di Caftan. 
Nuova trasformazione dello precedenti condizioni. 11 caso 
singolare. Altra deduzione dello formulo procedenti).

Cap. Xll. - INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA 
PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI

§ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperficie . . . pag. 605
(Preliminari geometrici (F). Formolo fondamentali (F). Lo 
equazioni differenziali fondamentali. Alcune applicazioni dei 
risultati precedenti).

§ 105. — La iquadrica di Cedi...................................................................... » 615
(Polarità e quadrica di Cech. Teorema di Codi. Continua
zione e fino della dimostrazione).

§ 106. — Rette normali ; coordinate normali .... » 622
§ 107. — L’applicabilità proiettiva delle ipersuperfìcie (F). . » 625
§ 108. — Alcune generalizzazioni.................................................... * 629
§ 109. — Le superficie Vz non paraboliche in S4 e la loro 

prima forma fondamentale....................................» 631
§110. — La seconda forma fondamentale di una Vv in S4 . » 637

(La forma F-,. Significato geometrico della F.).
§ 111. — Le equazioni differenziali (F)................................................... » 645
§ 112. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio ad un

numero impari di dimensioni (C) .... » 650
§ 113. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio ad un

numero pari di dimensioni (C) ..... » 655

APPENDICE lA 
(Noto do M. G. Tzitzkica)

Sur la déformation de certaines surfacce tétraédrales, les sur- 

faces S et les réseaux R .
Una osservazione bibliografica........................................................

APPENDICE HA 
(Nota di E. Bompiani)

1 fondamenti geometrici della teoria proiettiva delle curve e 
delle superficie...........................................................
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I. — Curve piane.........................................................................................
(1. Invariante di Sogro. 2. Invariante assoluto di un’equa
zione di Laplace. 3. Invarianti di contatto fra curvo piano.
4. Invarianti proiettivi di una curva piana. 5. Singolarità : 
punti di flesso).

IL — Curve sghembe .........................................................................................
(1. Invarianti di contatto. 2. Piano, rotta o punto princi
pali. 3. Invarianti proiettivi di una curva sghemba).

III. — Superfìcie. Le forme fondamentali .
(1. Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie. 2. L’e
lemento lineare proiettivo di uua superficie. 3. Lo duo prime 
forme normali di Fubini. 4. Lo prime formo elementari. 5. Al
cuni elementi geometrici). — (1. Definizione dei sistemi assiali.
2. Un invariante fondamentale. Curve anarmoniohe. 3. Le 
formo di Fubini. 4. Altro forme invarianti del 1 ordine).

IV. — Invarianti delle curve sopra una superfìcie .
(1 . Curvatura proiettiva. 2. Curvatura relativa di duo curve.
3. Lo forme elementari e . gli invarianti di curvatura.
4. Metodo generale per la costruzione di invarianti. Tra
sporto proiettivo 5. La torsione proiettiva. Sezioni piano.
6. La terza forma fondamentale di Fubini).

V. — Invarianti proiettivi di una superfìcie .... 
(1. Osservazioni generali. 2. Invarianti dell’elemento lineare 
proiettivo. 3. Lo formo elementari o gli invarianti proce
denti. 4. Invarianti por collineazioni).

VI. — La geometria delle superfìcie nello spazio rigato. Me
todo iperspaziale ........

(1. Rappresentazione iperspaziale del complesso dello tan
genti ad una superficie 2. Regoli di Lio. 3. Rigato asinto
tiche lungo lo lineo di Darboux o di Sogro. 4. Nuovo qua
driche invarianti. <5. Il fascio canonico. 6. Determinazione 
iperspaziale delle formo elementari. 7. Invarianti o classi 
di superficie invarianti. 8. Sistemi di curvo invarianti).

VII. — Corrispondenze puntuali fra superfìcie .
(1. Corrispondenza Cromoniana fra stello di piani. 2. Cor
rispondenze proiettivo fra stello di rotto. 3. Sistemi assiali 
corrispondenti). — 1. (Lo corrispondenze proiottivo-conformi 
o proiettivo-simili. 2. Lo corrispondenze goodotico-proiottivo.
3. Lo corrispondenze asintotiche).

APPENDICE IIL° 
(Nota di A. Terracini)

Esposizione di alcuni risultati di geometria proiettiva-differen- 
viale negli iperspazi................................................

§ 1. — I successivi intorni di un punto su una varietà .

pag. 674

» 679

» 681

» 691

» 698

» 703

» 720

pag. 729
» 731



§ 2. — Generalità sulle varietà rappresentanti sistemi di 
equazioni lineari alle derivate parziali

§ 3. — Superficie rappresentanti equazioni di Laplace .
§4 . — Varietà rappresentanti sistemi di equazioni lineari 

alle derivate parziali aventi dimensione assai elevata .
§ 5. — Alcuni altri particolari sistemi di equazioni di La

place rappresentati da ....................................
§6 . — La varietà degli spazi tangenti ad un’altra varietà .
§7 . — Comportamento degli spazi osculatori a una varietà 

in relazione con le sue sezioni iperpiane
§ 8. — Le linee quasi asintotiche di una varietà .
§9 . — Altri notevoli sistemi di linee esistenti sulle superficie
§10 . — Varietà luoghi di spazi..............................................................
§11 .— Luoghi di spazi con carattere di sviluppabili
§12 . — Un tipo particolare di luoghi di spazi

APPENDICE IV.» 
(Nota di A. Terracini)

Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi, di asintotiche
in complessi lineari
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