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PREFAZIONE

Scopo di quest’opera è quello di raccogliere e coordinare 

i risultati ottenuti in recenti studi di geometria differenziale: 

risultati che da soli costituiscono un nuovo ampio capitolo di 

dottrine geometriche dedicato alla ricerca delle proprietà dif

ferenziali invarianti per collineazioni. La grande ampiezza di 

queste ricerche, e il vasto sviluppo da esse ricevuto negli 

ultimi anni ha dato al libro una mole tale da consigliare alla 

Casa Editrice Nicola Zanichelli, cosi benemerita degli studii 

matematici italiani, di dividere l’opera in due volumi. L'indice 

darà una chiara idea degli argomenti trattati.

La redazione è dovuta alla collaborazione dei due autori; 

per i risultati che sembrano nuovi si troverà sovente, anche 

soltanto con la iniziale F oppure C, indicato a quale dei due 

spetti la priorità.

Gli Autori infine esprimono qui tutta la loro riconoscenza 

sia alla Casa Zanichelli, sia agli illustri Colleglli che hanno 

voluto redigere notevolissime appendici per il loro trattato.





INTRODUZIONE

§ 1. - Coordinate, versi, orientazioni.

A) Coordinate di punto, piano, retta.

Sitino x, y, z, l coordinate omogenee di punto, £, vj, C, r 
coordinate omogenee di piano. Indicheremo un punto o un piano 
con la sola sua prima coordinata x o è- Dati n punti a:,, x2;rn 
con (atj, xar..ìxn) oppure più semplicemente con (xtx2...xn) 
indicheremo sia la matrice

X2 . . . . Xn

• Vi yv-- yn

Zi Za ... . Zn

li t2 ■ ■ ■ . tn

che i massimi suoi minori. Notazioni analoghe varranno per n 
piani Per n_ 4 tale matrice si riduce a un determinante. Per 
n —3 con (a^, x2, x^ indichiamo quindi non solo la matrice delle 
xtì Vii zii h> (« = 1,2,3) ma anche i suoi minori del terzo 

ordine; e per evitare equivoci di segno, determiniamo senz’altro 
di considerare i complementi algebrici di x4 , yt , z4 , tt in 
(;Ci, x2, x3, xt). Per n~ 2, con (a,-j, xt) indichiamo non solo la 
matrice dello xt, yi} zit (i —1,2), ma anche i suoi minori
del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo:

(2) j = Pu —~Pji
t Pi2 = («iy^ — yò ——Vai; Pi3~(:»à«2—a^)——p31;

eoe. ; p3 4 ~ (z, t2 — z2t^ — —pt a,

Funi ni o èncu, Lexioni di Geometria proicttivo-differenxiale. 1



Lo pr, sono le coordinato di Pliicker della retta congiun
gente i punti «i ed x2.

Dualmente, se , £2 sono due piani, porremo :

1t/f = O, IT] 2 — ^2 1 —- (£1 '^2 MOi ^13— ^31 —

-----(£1 Tjy ^3 ty) >••••; ^3 4 ^4 3----- (^1 ^4 ^4 ^1) '

Le itrs sono le coordinate di Pliicker della retta intersezione 
dei piani , $2. Ora, se i piani 61, €a contengono i punti Xx, xa, 
le due rette precedenti coincidono; ed è ben noto che le coordi
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno 
di un fattore, perchè si tratta di coordinate omogenee) si possono 
scegliere in guisa che sia proprio :

( Pi 2= ^3 4 ) Pai — 2 i Pi 3 — ^4 2— ^2 4 5
(3) i

( 3 — Pi 2 ì Pii — ^2 3 > Pi 3 — 4 •

Queste uguaglianze saranno indicate simbolicamente con

(4) (®j, ®2) = (Éj, $2).

Se invece i punti a^, x2, x2 giacciono su una stessa 
retta, la

(5) (®i, a:a) = (a:1, x^

indica che :

?/2— X2 Pi —’ Xl Vi — X2V1 CCC'i Z1 ^2 z2t1 = z1ti y

ossia, definendo le p in modo analogo allo p, che: pr,=p'rt. Si 
noti il dilferente significato che, per definizione, hanno le (4), (5), 
dovuto al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi
nate x, x di punto e in (4) coordinate x di punto in un membro, 
coordinate $ di piano nell’ altro. Così le :

(5)m« (&i i $2) ~ (Si > £2)

hanno un significato analogo a (5), indicano cioè che nr,~ ir,.,.



Talvolta le sei coordinate di una retta, anziché essere con
traddistinte da indici, sono indicate con lettore differenti; e si 
pone :

?12 = ^ ?18 =w, pti = n, p^ — p, pi2 = q, p^ — r.

Anche una retta sarà indicata, enunciandone una sola coor
dinata; e noi diremo sovente la retta p anziché dire la retta di 
coordinate pr, oppure p, q, r, l, m, n.

B) I simboli 8, 2.

Con una espressione del tipo 8 x2 (oppure Si2, oppure S^x) 
indichiamo una somma, i cui addendi si ottengono dal primo, 
rotando le coordinate di punto o di piano. Così p. es.

Six = ix-\-fiy-\-Ìz-\-'ztì ecc.

Invece con espressioni del tipo ^^x,, ecc. indichiamo 
somme i cui addendi si ottengono dal primo, facendo variare 
T indice i. Così p. es. se abbiamo 3 punti ^03 piani 
(« 1, 2, 3), poniamo :

(7) Z^xì + x' + x-, + % +

S i, Xi = aij + i2 a;2 + ajj, ecc.

Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo

SSz? = 18$

e analoghe; il loro significato è chiaro senz’ altro, così p. es. noi 
porremo :

(8) + + «? + <?), ecc.
»- 1

se si tratta di 3 punti xt.



Significato analogo ha la scrittura Spp, quando p e p 
siano le coordinato di due rette. Se la prima congiunge i punti 

a;a, la seconda i punti x3, xt, così che

p — (ajj, , p — (^3 , ^4) ,

si porrà :

(9) Spp'=z PiS Pai + Pm Pii + Pia Pii 4“ Pii Pia 4“ Pii Pii + Pti Pii — 

— (pi' -]-p'l-\-q m 4- qm 4^ rn + nY

(10) — (^j %% $3 ^i) •

In particolare

Sp*  — 2 (pj 2 Pa 4 + Pi a P4 2 + Pi 4 P2 a) = 2 (p? 4- qm + rn).

(*) Questa seconda uguaglianza indica elio :

Cosicché, com’ è ben noto : Condizione necessaria e sufficiente af
finchè p, q, r, 1 in, n, siano coordinate di una retta è che Sp2 — 0; 
affinchè p e p' siano due rette incidenti è che Spp = 0.

Se p ò la retta individuata dai punti x^ x2 e p' la retta 
intersezione dei piani 61 e $2 cosl °lie

p—($1 x2) , p' — ^,^) (*)  >

allora :

(11) Spp z=S (xj, x2) (& , 62) =
S^Xf S x2 

S £2 $1 $ £2 ^2

p',, = ir',, = (£, t, — t. ?,), p'. « — «'<. = <£> ^ìi — E. ’li)-



C) Orientazioni di una retta.

Diremo punto analitico una quaterna di valori reali non tutti 
nulli dello a;, y, z, t determinati a meno di un fattore positivo. 
Le quaterne x, y, z, t e —x, —y, —z, —t, pure individuando 
uno stosso punto geometrico, si considereranno pertanto cóme 
definenti duo punti analitici distinti ; in modo simile definiremo i 
piani analitici.

Due punti analitici «j ed a:2 determinano un verso sulla 
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto

X aq + p- aq por P- '•

crescente; così due piani analitici $3 e $2 determinano nel loro 
fascio il verso in cui ruota il piano X-|-p.£2 per p: X crescente.

Siano dati 4 punti analitici

aq , aq, aq, aq tali che (aq aq aq aq) 0 .

v

Considereremo associati il verso per p : X crescente in cui si 
muove il punto Xaq-f-paq, 6 quello in cui ruota il piano che 
dai punti aq, x2 proietta la punteggiata X aq-•}- p aq. Al variare 
dei punti aq, aq in guisa che sia sempre zaq aq aqaq))>0, co- 
sicchò in particolare i punti aq non diventano mai complanari, io 
dico che non cambia V associazione dei versi sulla punteggiata 
aq, aq e sul fascio dei piani passanti per essa. Ciò si può dimo
strare direttamente, o con considerazioni di continuità, oppure 
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla 
indipendente da aq,aq. Siano $2 duo piani passanti per aq, aq, 
e sia (£j $2) ~ (aq aq). Sarà:

(^1 ^2) — & ($1 $2) aq)

cioò :

ó aq 6 £j aq 

»S ^2 ^'3 $ ^2 aq
~ (aq x2 x3 aq) 0 .



Il piano + passa per X xa p. x4 se:

o — s (p $1 4- 6 $2) (X X8 + (1 x4) — p X Sgj ,r3 -|-

+ P l1 <8 6j #4 + X 6 <S $2 .r3 -|- p. 6 <S x4 

ossia :

p P- S £2 x4 -|- S i2 x3

6 £
In virtù della precedente disuguaglianza — cresce con ~: ciò 

P X .
che avviene anche se lo (4 £2) differiscono per un fattore positivo 
dalle (ai] a;2). Quindi:

Se i piani 4, $2 passano per i punti Xj ed x2, se (é, £2) dif- 
feriscono per un fattore positivo dalle (xj x2), allora sono associati 
i versi per p, : X crescente nella punteggiala X xj p. x2 e nel fascio 
X^-f-p.^, e sono pure tra loro associati i versi per p. : X de
crescente.

Si noti che questa associazione, se è dato il tetìaedro fonda- 
mentale, dipende esclusivamente dalla retta (e non dal modo conio 
su essa sono stati scelti i punti x od i piani £). Ciò ò evidente 
se ai punti Xy, x2 sostituiamo altri due punti Xy, x2 in guisa 
che (®j, x2) differiscano per un fattore positivo da (a?,, rc2). Ma 
anche se cambiamo i segni, il modo d’associazione non varia. 
Infatti p. es. cambiando aq in — Xy, oppure x2 in — x2, oppure 
a?j con x2, si dovrà fare una operazione analoga sullo £, affinchè 
(4 $2) e (Xy x^ differiscano per un fattore positivo. E la pre
cedente associazione di versi resta inalterata.

Tale associazione di versi si dirà l’orientazione proiettiva 
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di 
coordinate, cioè dal tetraedro di riferimento.

Dalla definizione segue immediatamente che, se sono dati 
4 punti Xy, x2, x3, x4 tali che (sui x2 xa x4) >0, ossia, se sono 
date due rette p e p [essendo p (aq x2), p ~(x3X^ | tali che 
Spp > 0, allora il verso per p. : X crescente sulla punteggiata 
X Xy p. x2 è quello associato al verso in cui ruota il piano che 
dalla stessa retta p proietta X x3 -|- p.x4, quando p. : X cresce.



D) Orientazione di un fascio.

Sia dato un elemento analitico (oc, i) cioè un punto analitico 
x e un piano analitico $ che si appartengono, così cho si abbia 
Sx^ 0. Scegliamo in $ altri due punti analitici x2, x3 in guisa 
tale che $ e (x, x2, x3~) differiscano per un fattore positivo ; o per 
x facciamo passare due piani $2, $3 in guisa che altrettanto avvenga 
per x o (4,£2>U- Allora x ed [(a:, x2, x^, $2, $3] differiranno per un 

fattore positivo. Il primo minore di questa matrice, cioè il comple
mento algebrico di / nel determinante

[O, «2, xB\ $3, xl

è il prodotto della matrice (x, x2, a;3) per la matrice

10 0 0

$2 Ì2 ^2 hi

$3 ^3 C3 T3

cambiato di sogno, cioè, poiché S $a x S $3 x — 0, vale

— X 8 {x2 ;r3) ($2 Gai - ' x (S X2 S2 $ -^3 £3 $ *r2 ^3 ^2)'

Poiché devo differire da x per un fattore positivo, 1’ espressione

$ ($2 x‘3) (£2 £3) — S x2^2S £3 $3 S x2^3 8 x3 $2

sarà negativa. E quindi, poiché il piano p$2 4~^3 è incidente al 
punto X«24-p<^3 quando

0 = S (p $2 4- 6 $3) (X ®2 + p. ®3) =

r r
= p X1S $2 x2 4- S $2 a?34- — 8 $3 ®2 + V V * A p A p

b u.
ne segue che —è decrescente per -{ crescente e viceversa, 

p X



Il verso di [i : X crescente sulla punteggiata X z2 + [X x3 che 
coincide col verso per 6 : p decrescente nel fascio p -|- 6 $3 (segato 
con $) si diranno il verso positivo nel fascio di vertice x e piano

Mentre, dato il tetraedro di riferimento, una retta individua 
la sua orientazione proiettiva, non basta dare un fascio per indivi
duarne il suo verso positivo. Questo infatti si conserva cambiando 
contemporaneamente di segno x e ma si inverle cambiando di se
gno le sole x o le sole £. Questo verso invertito si può anche con
siderare come il verso del fascio ($, x) indicato enunciando prima 
le coordinate del piano analitico 4 poi quelle del punto analitico x.

E) Alcune identità di matrici.

!
[(#i Xt «3), fa X2 ®4)] = x^) (Xi Xt X3 ®4)

[a?! xs ®3), fai x2 x^ fa, x3 x4 fai x2 x3 x4)3

[fa x, x8), fai xt x4), (Xt xa x4), (xt, x3, <»,)] ■- (a?, xt x3x

§ 2 - Collineazioni. u

A) Preliminari.

Una collineazione ò definita da formolo dol tipo :

I x — aux + a^y-j-a^z -|- ai4t

l y = a2lx + a^y + a^z ai4t

(1) - I L L /
I x, = a3ìxa^ya33z-\-a34t

l ~ì — a4Xx-\-aKy-\-a43z-\-a44t

a cui corrisponde sui piani la :

( 1 ) M» $ = «ii £ atl r] -|- a31 C -|- a4l t 



e analoghe o anche, se A,., ò il complemento algebrico di a,., nel 
determinante A ~ | ars |, diviso per lo stesso A :

(1) ter £ = Ai i $ 4- At 8t] -|- At 3C -|- At

Il determinante A, differente da zero per collineazioni non degeneri, 
si dirà il modulo della collineazione. E identicamente :

(2) Sìoo^Slx

La (1) si può riguardare come prodotto delle:

x=px, ^=4—« + i—y + e—2 +A-« 

/A j/A ]/A fa

e analoghe, ove
4 

P==)/A.

La prima si dirà una collineazione moltiplicativa di fattore p e geo
metricamente equivale alla trasformazione identica; la seconda si 
dirà unimodulare perchè ha il modulo 1. Questa decomposizione, 
che nel campo complesso è sempre possibile, è invece nel campo 
reale possibile soltanto se A^>0. Nel campo reale cioè ogni colli
neazione a modulo positivo è ancora scomponibile nel prodotto di 
una collineaz. moltiplicativa e di una unimodulare. Invece ogni 
collineazione a modulo negativo è prodotto di una collinéaz. a modulo 
positivo e di una particolare collineaz. a modulo negativo (p. es. della 
x —— ar,y ~ y,x-~z,t =t). Quelle a modulo positivo conservano 
il segno dei determinanti (aqa?2a'3a:“.|) e perciò la legge di orientazio
ne delle rette : quelle a modulo negativo (o di seconda specie) inver
tono tale legge di orientazione.

Noi, per studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap
prima gli invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo 
invarianti unimodulari. Dedurremo poi da questi gli invarianti 
proiettivi per collineazioni a modulo positivo, normando lo coor
dinate degli enti studiati (punti, rette o piani) cioè fissando in 
qualche modo il fattore di proporzionalità delle loro coordinate 
omogenee.



lì) Collineazioni nello spazio rigato.

Una eollineaz. moltiplicativa di fattore + p individua eviden
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore pa sulle 
coordinate di retta ; e viceversa una eollineaz. unimodulare sullo 
x equivale ad una collinoaziono ancora unimodulare sulle coordi
nate di retta che trasforma in sè la forma quadratica

Sp2 = 2 (lp -\-mq-\-nr) ,

e quindi anche la forma bilineare

Spp — Ip m q mq -\-n r -|- nr' .

Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che 
trasformi in sè stessa tali forme. Essa porterà due rette incidenti 
p, p in due rette incidenti p, p' e perciò porterà un fascio di 
retto in un fascio di rette, una stella di rette in un’ altra stella 
oppure in un piano rigato. Io dico che il secondo caso ò da 
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continuità la trasform. 
considerata, o moltiplicandola per una collinoaziono unimodulare, 
possiamo supporre che alla nostra trasform. sulle p corrisponda 
nello spazio la reciprocità

£ = a x, = b y, £ = c z, z = d t,

con a, ò, c, d costanti, cosicché la nostra trasformazione sarebbe

71, 2 — Pm = aòp18,7tw = pa — dòpi8;....... ; w34 — p^ = cdpM 

che è a modulo negativo.
Una collineazione a modulo negativo ò prodotto di una col

lineazione a modulo positivo per la collineazione,

x = — x, y = y, x = z, t = t.



Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera 
omog. a modulo — 1, che cambia di segno la torma Sp2.

Una reciprocità è prodotto di una collineazione C per la 
reciprocità

< =2 x, rj = y , 1 = z, t = t,

alla quale sulle p corrisponde la

Piti ~ P'M 1 P13 ~ Pit > CCC., P34 — P]2

che è una trasform. di modulo negativo, che trasforma in sò la 
forma Sp2. In conclusione :

Le trasform. sulle p unimodulari che trasformano Sp2 in sè 
sono tutte e sole quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari, 
quelle a modulo — 1 che cambiano di segno Sp2 corrispondono alle 
collineazioni di modulo — 1 ; quelle a modulo 1 che trasformano 
Sp2 in sè, e quelle unimodulari che cambiano Sp2 di segno sono 
tutte e sole quelle che corrispondono ad una correlazione.

§ 3 - Contatto di curve e superficie.

A) Contatto di curve.
e

Due curve C, C siano definite dando le coordinate non omo
genee x, y, z ed x, y, dei loro punti in funzione di due pa
rametri u, u. (Si suppone cioè < = 1, t = 1). Se hanno comune 
un punto A, ivi sarà x x. Qui e nel seguito si intenderanno 
sempre sottintese lo uguaglianze analoghe per y e por z. Se ivi 
si toccano sarà:

(1) x = x, x„ = 6

ove 6 è un conveniente fattore. Il contatto sarà tripunto (di se-



condo ordine) se *

d^y d? y d-z dlx 
~dò^ d& ’ d— '

ossia se i rapporti

Uu « *^u Vu u u %u u-------------- 5------------- e ----------------3 - - —-

non mutano in A, sostituendo alle a?, y, z, u le x, y, x, Ù; in 
altre parole se esiste un’altra costante r tale cho :

(2) xuu _ 6a x^- 4- t (e analoghe in y, z),

La (1) si può enunciare dicendo che si può sulla C sco
gliere un nuovo parametro w', tale che in A sia

Sx __ Sx
Su Su

Basta che sia 6 = -y-r nel punto A 
Su

La (2) si può enunciare dicendo Che con conveniente scelta di 
tale parametro nel punto A si ha :

ri 'V ^^77
T S ~ 1’ (^as^e™ c^e ’n sia T : -^2 •

Risultati analoghi valgono per contatti di ordino superiore- Se fin 

dal principio era u == u, veniva determinata tra i punti dolio duo 
curve una corrispondenza, quando fossero considerati corno omolo
ghi punti individuati dallo stesso valore di u. In tal caso, se nella 
(1) è 6 = 1, o nella (2) 6 1, t = 0, diremo che il contatto è ana
litico, o anche che le due curve hanno in A comuni due o tre 
punti infinitamente yicini, omologhi 1’ uno dell’ altro nella corri
spondenza citata.

B) Contatto di superficie.

Siano S, S due superficie, i cui punti x, y, z ed x, y, x 
sono rispettivamente funzioni dei parametri u, v, e dei parametri 
u, v. Quando mai le superficie hanno un contatto di ordine r in 



un punto comune A di coordinato a, 6, c ? E necessario e suffi
ciente che, sviluppando z— c in serie di potenze di oc — a, y—b, 
oppure x —c in serie di potenze di x— a, y— ò, si abbiano due 
sviluppi aventi a connine tutti i coefficienti lino a quelli dei termi
ni di grado r inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parametri Wj, v, 
sull’ una le oc — a, y — 6, e sull’ altra le x — a, y — b, siano 
identici i differenziali di a?, y, z e quelli di x, y, "x fino a quelli 
di ordine r inclusi. E questa proprietà si conserva per una tra
sformazione Ui ■ - p (u2ì v^, vt | (w2, dei parametri. Noi po
tremo servircene in guisa da rendere w2 — w, v2 v-. allora u, v 
risulteranno funzioni delle u, v. Quindi : Condizione necessaria ed 
evidentemente anch” sufficiente affinchè le superficie S, S si tocchino 
di ordine r in un punto comune A è che si possano sostituire alle 
w v tali /unzioni delle u, v che nel punto considerato i differenziali 
delle x, y, z e quelli delle x, y, "x coincidano fino a quelli di or
dine r inclusi. Indicando cioò con a, p, 7, ecc. i valori nel punto 
A di convenienti derivate di queste funzioni, dovrà essere: (F).

(3) x = x, xu — a x^ -|-p x; , x„ — yxù + 8$;

(a 8— p7 i 0) (per r = l)

0 inoltre, per r = 2

( xuu -^^ù + |J-^H-«2^iù+2apx^7+p2x--

(4) < — v7-+^7-+«77-- + (aS + Py) 7-7 + p8 7--

\ Xv v —- P I ® T U 278 X^ | 8“ x^ ~

(oltre alle analoghe in y, z)

Il contatto si dirà analitico, se u=uì v—v, a = 6 = 1, 
P = 7=sX = p. = v = p = v = w = 0. Otteniamo un caso parti
colare di contatto del secondo ordine supponendo che :

(5) x x x„ — a x- = x„ — 8 x- = 0

e che

(6) xuu — a2a:- = , — a8x^^, xvv — 82x;;

siano combinazioni lineari di xuì x,„



C) Contatto di superfìcie in corrispondenza biunivoca.

Supponiamo ora u — u, v — v, e quindi i punti di 8, 8 
in corrispondenza biunivoca. Quando mai avverrà che curve omo

loghe di 8, 8, uscenti dal punto comune A hanno un contatto di 
ordine r ?

Per r = 1 dovrà essere nel punto A identicamente in d u, 
dv, in virtù della (1) :

xudu-\- xvdv=Z (x~du~\-x- dv) ossia per (3)

a + 0 — 6 7 + 8 ir - = 6 %- .

Ora, escludendo senz’altro i punti singolari, le x- non pos
sono essere proporzionali alle x~. E perciò sarà :

(7) 6 =a = 8 ; p = 7 = 0 (per r = 1).

Per r = 2, oltre alle (7) dovrà essere inoltre nel punto A iden
ticamente, comunque siano scelte le funzioni u = u (t). v = v (l) di 
un nuovo parametro t :

ove 6 ha il valore precedente, e t può anche dipendere dai valori 
nel punto A delle u, v, u', v". Questa equazione, scritta per 
disteso, diventa :

Ì
x„u" -]-xvv" xuuu 2-\-2xuv u v v'2 — 

= 62 (»uu" + ^7" + o:„u ù'2 + 2 xu „ ù’ v' -|- xvv v'2)

Sostituendovi i valori (4) e identificando i due membri si 
trova 62 = 6 e perciò 6 = 1, perchò non può essere 6 = 0, da 
cui seguirebbe xv = x„ = 0, mentre noi abbiamo escluso i punti 



singolari ; e inoltre che r è indipendente da u", v" ed è lineare 
in u, v. Cosicché in fine si trova : (F)

(8) dx — dx d2x = d2x-{-2 (Idumdv) dx

ossia :

(8) ut»

xu u = Xu » + 21 x„

V = v + + rn xu) x — x

xvv = xvv -j-2mx,

Alle (8) potremmo giungere direttamente, anche senza invocare 
le (4). Infatti, derivando (7) bl8 rispetto u" o v", si deduce tosto 
che 6 = 1 e che t è funzione delle sole n, v \ la (7) w, dimostra 
poi che t è lineare omogenea in w', v.

Le (8) bis sono un caso paiticolaie delle (5) e (b).

Se ora ritorniamo a coordinate omogenee, ponendo 
t ' t ' t

al posto di x, y, z, le (3) e (4) diventano del tipo:

(3) bt8

(4) bis

x = r x a>M = r (a xu + p xv + l x)

xv = r (7 + 8

«uu = r(\x- + p.x- a3^^ + 2a£S-- +

+ p2 x^ ; 4- n ®), ecc.

e le (8) hi» diventano :

xu = px xu = p(xu + a x) x„ = p(x„ + bx) 
u = P P» » + 21xu + più]
= p + lx„ + m xu + g«]

xv„ = p [®„ + 2m f r 35],

Il contatto è analitico se l = a, m ~ b. Si noti invece che il Con
tatto del prim’ordine subordinato al contatto (8) tor del 2° ordino 
ò sempre analitico.



§ 4. - Osservazioni varie.

A) Curve razionali di terzo grado.

Sia <p{x, y) un polinomio omogeneo di 2° grado in dhe va
riabili x, y con discriminante diverso da zero ; sia un polinomio 
analogo di 30 grado.

Interpretiamo le

(1) $ = x<p , 7) = yf , C = <|>

come coordinate omogenee di punto in un piano ir. Tale punto al 
variare delle x, y (che noi considereremo come coordinate omo
genee di punto su una retta r) descrive una cubica G razionale, 
in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta r.

L’equazione di 0 è

(2) C T (£ > >1) = 4 (£ ,

Se ne deduce, che, coni’ era evidente, il punto $ = t; = 0 
è doppio per G, che ha ivi per tangenti le due rette definito dalla 

= o.
Alle intersezioni, di G con una retta k £ -f- p. 7] -j- v C — 0 

del suo piano, cioè alle terne di punti di G allineati corrisponde 
su r una schiera lineare oo2 di terne di punti: la schiera defi
nita da :

(3) (X x -f- |i. y) ip (x, y) + v (x , y) — 0 (X, p., v = cost.)

Se tp (x , y) = kxy, le 6 = 0, 7] — 0 sono le tangenti alla G 
nel punto doppio; e, se

= «m x3 fi- 3alla x2 y 4- 3a122 + «22 2 2/3,

allora

C — (a 1 j 2 6 + a 12 2 7i) 0 



è la rotta congiungente i tre flessi della G, ai quali pertanto cor
risponde su r la terna dei punti definita dalla a,,, a:3 + a2 22 yA 0. 
Osserviamo che questa terna è 1’ unica delle terne (3) la quale sia 
apolare 0 coniugala alla cioè abbia un Hessiano proporzionale 
alla (a1, y). Dunque : Vi sono Ire terne (3) di punti tra di loro 
coincidenti (quelle corrispondenti alle tre tangenti di flesso della 
curva C); i tre punti così determinati (corrispondenti ai flessi di G) 
appai tengono ad una medesima terna (3) e precisamente a quella 
delle terne (3) che è apolare 0 coniugata alla tp. In generale, se 
<p(x, y) = a11 a;2 -|- 2 a, 2 x y -|- a2 2 V2 con -A- ai 2 a2 2 — ai 2 + 
e se Ar „ è il complemento algebrico di ars in A, diviso per A, la tenui 
6,11 x3 + 3 b{ x 2 x2 y + 3 bj 2 2 x l/2 + ^2 2 2 y3 — U ® apolai e alla <p 
se valgono le equazioni

Ari brsy L Ar s brsi === 0. 
r, s

Se la è essa stessa apolare alla (p, se cioè E Ars arti — 0 

per i — 1, 2, allora la retta dei flessi è senz’altro la retta C 0. 
Se invece così non è, la retta dei flessi è X $ p. v; + v C == 0, 
ove i rapporti X: p. : v sono determinati dalla condizione che il 
primo membro di (3) sla apolaro alla (p.

lì) Varietà di terzo grado.

Sia ? una forma di 2" grado di n variabili Xj, x2ì ..., xn

<p — '£ars xr xs

col determinante A = | ars | 0, e sia una forma di 3" grado 
nelle medesime variabili. Sia r lo spazio ad n — 1 dimensioni, 
in cui lo x sono coordinate omogenee ; e sia ir uno spazio ad n 
dimensioni in cui siano coordinate omogenee $1, $2 > •••1 C» 
Poniamo :

61 — «1 T » $2 “ ? > • • • » =•• xn <p , C <p.

Allora, al variare delle x, il punto $ , C descriverà una va
rietà ad n — 1 dimensioni di terzo grado avente per equa
zione :

(4) C (Si , C2 > ’ • ■ > ^n) = ’P (^1 » ^2 ì • • • > £»)•

Fuhini 0 cucii, Lexioni di Geometria proieltivo^differenxiale. 2



Essa è razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di r. Il 
punto ^ = £2 = ••. = £» = 0 è un punto doppio ; la

è l’equazione del cono tangente in questo punto. Alle sezioni iper- 
piane di questa varietà corrisponde su r un sistema lineare di va
rietà, e precisamente il sistema lineare :

(5) ? (aq , . . ., a;„) S X< aq + p. <]» (aq , . • • , 0

(X,, p = cost.)

Tra di esse chiameremo principale quella, univocamente determi
nata, che v coniugata od apolare alla e ricordo che una forma 
cubica a:r x, xt si dice apolare alla se valgono le n con
dizioni

(6) 2 Ars brst — 0 (per 4 = 1,2,. . , n).

ove con Ars indichiamo, al solito, il complemento algebrico di ar, 
in A, diviso per A. Se <p - 2urst xrxaxt, allora, poiché

(7) <p (a:3 , .. ., a;n)SX<a:< = -^-S(XraIt4-X,arl + X(ar,) xrx,xtì 
o

là (4) è apolare alla (p, se:

0 = p 2 A,., ar, ( + -i- X Ar, (X,. a,, + X, a,., + X, a,.,) 
r , * o r , «

ossia, se :
_i_2

(8) 0 = p X Ariar,,+—X(,

le quali equazioni determinano i rapporti Xj : X2 : .... X„ : p.

C) La retta principale del Togliatti.

Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve più 
generali della retta dei flessi di una cubica. Supponiamo di nuovo 
n = 2, aq = x, xz —y, la <p un polinomio omogeneo di grado m 



nelle xt, la <]» un polinomio omogeneo di grada m 1. Il punto

£ = a? <p , — C — 4>

(ove, come sopra, $, 7j, £ sono coordinate omogenee in un piano 
k) genera, al variare di x : y una curva razionale di grado m + 1 
di equazione

c ? (e, ce, -q)

che ha nel punto $ = 7] = 0 un punto mupl", in cui ha m tangenti 
definite dall’equazione

? (e, tj) = o.

E, se cp (è, = Pi Pi • ■ ■ . p,n> ove pt è un polinomio omo
geneo di primo grado nelle $, , allora tali tangenti sono le retto
Pi = 0. Supponiamo che sia possibile determinare m costanti X, in 
guisa che

<p — E X( pim + ì 
i

sia divisibile por tp, ossia sia uguale al prodotto <p P, ove P è 
un polinomio omogeneo (ij ì -f- p.2 7] di primo grado nelle $, vp 
La rotta C = |ij £ p,2 7] si dirà la retta principale (di Togliatti)
della curva. Se p. es. p = k x y e

— «i 11 a3 + 3 04 ! 2 a;2 ?/ + 3 dj a B a1 y2 + 2 a 2 y3, 

allora

f Pi — £ ; P2 — , Xj ~ dj j j , X2 “ a2 2 2 >

p_ 3 «112 $ H- 3 «j 2 2 y

E la retta principale si riduce alla precedente retta dei flessi.

D) Una ulteriore generalizzazione.

Possiamo col Fubini ulteriormente estendere la definizione del 
Togliatti ; supponiamo che delle m tangenti pt — 0 due abbiano 
un ufficio ben distinto dalle altro; 0 senz’altro scegliamole come 



assi £ = 0 , 7] = 0. La nostra curva avrà per equazione

6 7] C X ì) = 4

ove x ò di grado m — 2 nelle $ , 7]. Supponiamo le costanti Àj , X2 
tali che <|»— £ "*+1 — k2 7]m+1 sia divisibile per £ tj , ossia sia
uguale al prodotto £ t; Q, ove Q è un polinomio omogeneo di grado 
m — 1 nelle 6 , Allora la curva x C — Q (£ , vj) = 0 si dirà la
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con
siderate ; e anche per questa potremo, come sopra, definire una 
retta principale.

Oss. La definiz. data in C) si può esporre così : La curva 
— o e le curve (degeneri) ptm+x = 0 definiscono un si

stema lineare di co"* curve, in cui generalmente vi è una sola 
curva che si scompone nelle m tangenti complessivamente di equa
zione = 0, e in una retta residua C = P, che si dirà la retta 
principale.

La definiz. data in D) si può enunciare così : Nel sistema 
lineare di oo2 curve determinato dalla curva data e dalle £”‘+1 = 0, 
7|"‘+I _ q esjste generalmente una sola curva che si spezza in que
ste tangenti £ 7j = 0, e in una curva ulteriore x C = Q; la curva 
principale.

2 A t x t, b <, ,■ , t, . .. i m = 0. 
i, ,i.

Questa proprietà è intrinseca, cioè è invariante rispetto a una frastorni, 
lineare omogenea eseguita sulle x.

Ulteriori e non difficili generalizzazioni ci sono inutili, 
u

E) La divisione covariante.

Se y ò una forma quadratica binaria con di
scriminante A 4= 0, e <p è una forma nelle stesse variabili aq , x2 
di grado m^> 1, noi potremo in un solo modo decomporre <p in 
una somma + ? X> ove 4’1 ò apolare alla (*) e x b di grado

w
(♦) Una torma F = 2 b t, ;, . ... im Uh Xi, . . . ,Xim di m osln,“ grado 

nelle x i dicosi apolare alla se per ogni sistema di valori per lo i,, i,,..., i 
vale la :



m — 2. Se m—2 > 1, potremo di nuòvo operare nello stesso 
modo nella / decomponendola nella somma di una forma Xi apo
lare alla pedi un prodotto 0 f, ove 6 è di grado m — 4. E così 
via. Se p. es. ^> = 2al2 x2ì e brst xr x, xt xh, si ha :

? — (^1111®14 + ^2222 x24) + (4^1112 + 6^22»^ + 4&a22iy2)>

di cui il primo termine ò apolare alla tp, il secondo divisibile per p. 
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova

+ - ((<„„ «f + +
\ “12 !

I / 2 3 > \
+ ?2 -^-2~ è112 2 

\ 2 /

Questa decomposizione si può generalizzare anche a forme qua
dratiche in più di 2 variabili x.





Capitolo 1.

LA TEORIA DELLE CURVE (*).

§ 5 - La teoria delle curve in geometria euclidea.

A) Gli invarianti fondamentali.

Di solito in geometria euclidea una curva G si definisce dando 
le coordinate x, y, z cartesiane ortogonali di un suo punto in fun
zione di un parametro /. Curvo uguali possono avere rappresenta
zioni distinte dovute sia alla loro diversa posizione nello spazio, 
sia alla diversa scelta del parametro t. Nello studio dell’ intorno 
di un particolare punto 0 della curva ciò si può evitare, come ò 
noto, nel modo seguente : si assumano come assi delle x, y, z. la 
tangente, la normale principale, la binormale in 0, e si dieno le 
y, z corno funzioni della x. Siccome il piano osculatore 2 = 0 ha 
con G in 0 un contatto tripunto, e la tangente y = z = 0 un 
contatto bipunto, varrano delle forinole

(1) y^ax*2 = 6 a;3 4-...., 

dove i termini trascurati sono (por x 0) di ordine superiore 
(risp. di ordino superiore al secondo e terzo ordine). Questo al
meno nel caso che valgano alcune condizioni di continuità, deri-

(♦) Questo Capitolo si può leggere man mano, soltanto allora che i suoi 
risultati saranno invocati nei Gap. successivi.



vabilità eco., che supporremo senz’ altro soddisfatte. Il triedro a;, y, z 
sopra definito dicesi il triedro principale relativo al punto 0 : fin 
qui si è determinata la posizione, non 1’ orientazione dei suoi assi.

I valori delle a, b sono quantità invarianti in quanto che, se 
C ò una curva uguale a C, nel punto 0' omologo di 0 restano 
per essa analogamente definiti due sviluppi y - a1 a:2, z--- 
= b1 a:3, dove è proprio a’ —a, b' — b] ciò che prova essere i 
valori delle a, b invarianti por movimenti. Si noti però che l’in
determinazione nella orientazione degli assi porta con sè una inde
terminazione di segno per le a, ò, (cosicché il nome di invarianti 
dovrebbe essere riservato alle a2, ò2). Questa indeterminazione si 
può togliere con qualche convenzione supplementare : se p. es. a $ 0, 
si può sull’asse delle y scegliere una direzione positiva tale che 
a>0 (cioè che in un piccolo intorno di 0 la curva giaccia nel 
semispazio y^>0), e fissare, se b £ 0, il segno di b imponendo al 
triedro principale di essere congruo al triedro coordinato iniziale. 
Si noti ancora che i valori delle a, b dipendono dall’ unità di mi
sura delle lunghezze. Vedremo ben presto che dare i valori delle 

a, b in 0 equivale a dare in 0 la curvatura — e la torsione —.
p T

Le simmetrie e, più generalmente, i movimenti di 2a specie 
cambiano, nelle precedenti convenzioni, il segno della b.

V

13) Equazioni intrinseche di una curva.

Per definire completamente una curva si dovrebbero dare i 
valori delle a, b per ogni punto della curva, p. es. dare lo a, b 
come funzioni del parametro t. Per scegliere in modo invariante 
questo parametro t, lo si pone uguale all’ arco a definito dalla

(2) ds^ — dx2dy2dz2

in modo intrinseco (cioè indipendente dal parametro t) o invariante 
(per movimenti). Riguarderemo non essenziale l’indeterminazione 
di s dovuta all’arbitraria scelta dell’origine, da cui si contano gli 
archi s, e all’ arbitrarietà del segno di ds, cioò del verso, in cui 
a si suppone crescente. Quest’ ultima si potrebbe togliere, studiando 



lo curvo dotate di verso. Date la curvatura — e la torsione ~ in 
P 1

funziono di s, detti a, 0, 7 i coseni direttori della tangente 
volta nel verso dell’arco crescente, $, C quelli della normale prin
cipale e X, (i, v quelli della binormale, valgono le forinole di Frenot

~ S £ a X $
(3) xs — a, cq. —~ rp , Xa —~ rp

(0 analoghe in y, p, p. e z, 7, C, v).
Lo coordinate rispetto al triedro principale in 0 sono caratte- 

torizzato dai valori iniziali dello (x, a,$,X), (y,p,7], p.) 0 (z, 7, C, v) 
che sono rispettivamente (0,1, 0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1). Si trova- 
così, a meno d’ infinitesimi d’ ordine superiore

/ 1 3 1 1 , , /1 \ s3 ,X “ 6? * + ’ V “ 5 + (p )/6 + • '1

(4) 

dove con p, T sono indicati i valori di p, T nel punto 0. Ne segue :

1 2 1 1 3 ,

’ = 2Fi*+--

Quindi le a, b della (1) sono determinato dai valori di —, »
P 1

nel punto 0 e viceversa. Una curva è determinata (a mono di mo

vimenti) dai valori di —, dati in funzione di s. Quanto ai segni 

rinvio a quanto si ò detto più sopra. Eliminando a, $, X dalle equa
zioni di Frenet si trova un' equazione del quarto oidine, a cui sod
disfano le x, y, z come funzioni di s. I coefficienti di tale equazione 

dipendono esclusivamente dagli invarianti - , , e loro derivate.



C) Nuova deduzione degli invarianti fondamentali.

Come d x2 4 d y2 4 dz2 ò un invariante per movimenti, così 
sono pure invarianti per movimenti le somme

(dn x)2 4- (dn y)2 + (dn z)2, (n 1)

che hanno il grave inconveniente di dipendere da differenziali di 
un ordine n, che può superare 1. Evidentemente invece dipendono 
dal solo differenziale primo le seguenti forme invarianti intrinseche 
(di significato indipendente dal parametro t)

dx dy dz
dx dy dz 2

(6) d2 x d2 y d2z •
d2 x d2 y d2z

d3 x d3 y d3 z

le quali valgono rispettivamente :

ds6 dsa
(6) bn ^2 1 p2q'

(come si deduce dallo formolo Mi Frenet). La considerazione di

esse equivale alla considerazione di —,
“ 1

Fissato che -> 0 (per il che basta fissare, come abbiamo 
P

visto, in modo opportuno il verso positivo della normale principale), 

il segno di ~ rosta fissato, so si vuole che il triedro principale

sia congruo al triedro coordinato inizialo.

Un movimento di seconda specie cambia il segno di
1 
T‘

§ 6 - Geometria proiettivo-difterenziale delle curve.

A) Preliminari analitici.

Sia = oq du un differenziale; sia a, funzione della u. Porremo :

(1) a, 8r u = dr 1 Fj,



cosicché in particolare, indicando a, con la semplice lettera a :

(2) 8' u = du, 82u = d2u -I- — du2, 8:>u — d82u -l- — du82u, ccc. 
a a

Sia Bn — bndun con bn funzione di w, ed (n intero). Var
rà la

(3) d Bn = d(bn d u") = 6„q.i d un+1 -|- n bn d un~} 82 u,

se è posto :

sà\ / dbn l r(4} 6n^j _ n ■— bn,
d II' Ck

che noi chiameremo derivata covariante di bn.
Se p. es. r, s, t sono interi positivi con r -|- 2s -|- 3t = n, 

vale la :

(5) d [6„d ur (S2 u)s (83 w)‘] = 6„+1 d ur+1 (§2 u)' (63 w)‘ +

4- r bn(du)r~1(82ù)s+\82u)* 4- 8bndur(82u)s~l(82uy+l -|-

4-1 bn d u’ (82 w)“ (8a w)1-184 u.

In altro parole la sostituzione di 8‘u a d‘u per i^>l non 
ditela le regole formali di derivazione, purché alla derivata ordinaria 
di b„ si sostituisca la derivata covariante. Anzi lo duo regole coin
cidono se a = cost.

In particolare per una funziono x0 = x della u, posto :

dx dxx a.u
(6) xa — x, Xi — y— — xu) x2 — -v" — -— x^ ecc. 

d u d u cf.

valgono lo :

dx — du ; di2x = a;2 du2 x^ 82u ;
a!3,r = x3du3 + 3«2dw82u + ;

d*x — x4 du4 -|- 6x8 du2 82u -|- 3x2 (82u)2 +
j + 4a;2 du83u + Xj 8*u ;
/ d^x = Xt.du* -j- IOX4 dw8 82u + 15a:8du (82w)a 4-

I 10o:3dua 83w 4~ • • • •



Si noti che la derivata covariante di ogni potenza di a, è nulla.
In particolare, se F3 — adu3 con a = a3 = a3 = aj8, valgono le :

(8) F3 = adu3, dF3 = 3adu2 82u, d2F3 = 3adu283u + 6adu(32u)2.

Se le forme F) , Bn limino significato intrinseco (indipendente 
dalla scelta della variabile indipendente u), i singoli addendi, in 
cui (3) decompone Bn, come puro i singoli termini di (5), hanno 
tutti significato intrinseco.

B) Applicazione della teoria delle curve.

Siano le coordinate omogenee x di un punto di una curva C 
date come funzioni continue, derivabili ecc. di un parametro u. 
Noi voglianfo caratterizzare G mediante elementi intrinseci (indi
pendenti da u), ed invarianti (per collineazioni). Comincieremo col 
limitarci alle collineazioni unimodulari. Elementi del tipo voluto 
sono i determinanti 

(9) (a;, dx , d2x , drx) 0 = 3,4,...),

il cui studio sarà ora ricondotto a espressioni dipendenti dai soli 
differenziali primi. Questo avviene già nel caso r = 3 ; se indi
chiamo con w il suo segno, noi porremo :

(10) F^ -= (adu3)2 = w(a;, dx , d2x , d3x) (w = + 1).

Sia a che E3 sono dalla curva C determinati a meno del segno.
I punti per cui F3 — 0 sono i punti a piano osculatore sta- 

ziona.io, cho noi considereremo come singolari, od escluderemo 
dal nostro studio.

Il caso di F3 identicamente nullo è quello delle curve piane 
3 _

(§ 8). Posto a = aj = ^a, assumeremo du = Fr come forma 
fondamentale per la definizione dei differenziali 8r u e delle deri
vato covarianti.

Sostituendo in (9) ai dr x i valori dati da (7), tali determi
nanti si decomporranno parecchie espressioni tutte intrinseche ed in
varianti (per collineaz. unimodulari).



Il determinante (9) per r = 4 non porta a nulla di nuovo. 
Infatti per (10) è:

(x, dx , d!2 x , d'x) = 2« F3 dF3

Poiché per (8) e per la quarta delle (7) :

(x , dx , d2 x d'x) — (x , xx, x2 , x^ du1 + 6 (x , Xj, x2 , x3) du*  82w

(*) Inflitti por (10), si ha : ì1',,' = co (x , d‘ x) die' =
= adu' S^d’x = F, S^d’x.

2(0 F3 dF3 = 6 a2 du*  S2 u

si avrà :

(11) (x, x, , x2, x4) = 0.

Per t = 5, dalle (7) si deduce:

10 5
w(x , dx , dlx , d*x)  = w(x xx x2 x^du*  + F3d2F3 — ~—{dF3)2,

Il determinante (9) per r = 5 porla alla considerazione della 
nuova forma w (x xt x2 x5) du*.  Così potremmo continuare per 
r = 6,7,...

C) Le curve come luogo ed inviluppo.

Ma tutto il calcolo assume una forma più perspicua se noi 
consideriamo contemporaneamente le coordinate $ del piano oscu
latore, che noi fisseremo in modo intrinseco con le :

(12) S = -7-^ xu xMM) = -“(x xx x2).
a (l

È chiaramente :

(13) 0 = S& = S^xt — S&2 — ó'^xq = S^2x.

(14) F3 = Sid3x = — SdfrPx = Sd^dx = — Sxd3^ (•)

come si vede tenendo conto delle S^x = S^Xi = 0 (» = 1, 2), che 



sono la definizione delle 6, e delle equazioni ottenute derivando. 
Per tali equazioni il prodotto

(a , dx , d2x , d3x) d£, d2^ , d3^)

si trova uguale ad (P3)4. Per (10) sarà dunque :

(10) M, ^di^d^d^^F2.

Confrontando con le :
I

Sxd3£ = — P3 , Sx£ = Sxdt = = 0

si trova la forinola duale di (12) :

(12) U» x =----- — ($,$!, $a).

Si ha poi :

2ioF3dF3 = d(wT^) = (x , dx , d2x , dix) —
F

= (x, oq , x2 , d*x) — u>F38bFx, 

cioè :
S^x = 2dPa.

Confrontando con le forinole ottenute derivando (14), si ha :

(15) 2dF3 = 8&x = — Sxd^ = — ZSdbPx = 2Sdxd3k

(11) tu Sd2xd2^0

l’ultima delle quali equivale alla (11).

I determinanti (9) si possono sostituire con le 8&Tx, che no 
differiscono solo per un fattore ; sostituendo in queste forme alle 
drx i valori (7) e lenendo conto del solo addendo che dipende dai 
differenziali primi, si trovano forme del tipo richiesto.

Così p. es. si trova :

(Iti) S^dbx = F. +~d2F3 — A
. x « > < * r



1 5 (dF ì2
(16) bt8 = — sd-xd^ = - --3 9 l*o

ove F6 dipende dai soli differenziali primi. La (16) bl8 è un esempio 
del come, differenziando (15) ed (11) biB , si possono ottenere tutte 
le forme Sdrxdsì con r + s = 5 espresse mediante F3 ed Fb.

Così tutte le forme Sdrxds£ con r + 8 — 6 si possono espri
mere mediante una sola forma del prim’ ordino ; il modo più sem
plice di scegliere questa ò di porre :

(17) FB = Sd3xd3i

che, come segue facilmente dalle precedenti forinole, dipende dai 
soli differenziali primi (è di primo ordine e di sesto grado).

Così si può trovare una forma F,. del primo ordine e di set
timo grado, mediante la quale si possono, determinare tutte le 
formo

Sdrxdsì con r s — 7.

Io dico che queste forme F^ FB, Fa, F7 tutte intrinseche e del 
primo ordine bastano a determinare la curva (a meno di cóllinea- 
zioni unimodulari). Notiamo che la F3 è determinata a meno del 
segno (così come il ds della geom. metrica). Noi lo potremo fissare, 
scegliendo un verso positivo sulla curva, e imponendo ad F3 di 
essere positiva in tale verso. Con ciò alla curva C sostituiamo la 
nozione di curva con verso, di curva orientata.

D) Le equazioni differenziali fondamentali.

Per dimostrare il nostro teorema, scegliamo (in modo intrin
seco ed invariante per collin. unimod.) un punto X e un piano 
E definiti da :

(13)
= i

SE* = 1

s\dk = «Xd^ = S\d3^ = 0

SZdx = SEd2® = SEd3# = 0.

Differenziando si deduce N$dX = Sd^dX — Sd?£dX — 0. Sarà 



perciò :

(19) dX — bx e analogamente dE = p£,

dove i fattori di proporzionalità b, p sono forme differenziali di 
primo grado e primo ordine in u. Poiché i punti x, dx, d2x, X 
non sono complanari, potremo determinare delle quantità an tali che:

(20) d3x = aux + a, dx + a2 d2x + a3X
tZ36 = a0£ 4- ^d^ + a2d2$ + a3S.

Se ne deduco

S&Px = a3 cioè a3 = F3 ; Sd^d3x = — a2 Fa, cioè «2 = 3-
^3

Sd2 ^d3 x = a, F3 = — Sd3 M2x ■

SdP&Px = — a0F3 + dF3 — • a2Sd2xd3^ = — auFa 

ossia :

(21) a3 — -^3 i a2 ~ + p3 !
1 3

1 / p I 1 lì p 5 V _ ^*8

0 
insieme alle duali :

(21) bl» a3 — — -P3 j ^2 = ®2 i = =

Moltiplicando le (20) tra di loro si trova :

F, = Sd3xd3k = 2P„ — F32 S X 3 , 

ossia :

(21) ur SXE =
1 8

Da (18), (19) e dallo equazioni ottenuto differenziando (20) 
si ottiene :

bF3 = — bSxd3^ = — SdXd3ì = SXd^ =

= SX (^d^ + Erfa3 + p«3$) = d — Pp3 —



K 6, D] 

donde : 

(2 1) quiUer ! \
( rb + p = d

Dunque le a, le a , la b -|- p sono determinate da F3 , F5, F„ ; 
e sarebbe facile provare che, nota F^, testa determinala b — p, 
cioè b e p.

F F
Posto F3 = adu3 _ tjdu3 ,-------~ = qdu2, b = cdu,

3 3

P = qdu, si ha per (21) qual„.

(22) c 7 = — [—'j ove F3 = adu3 , Fn = — Oadw°.
\ a fu

Sostituendo in (20), i termini in 82u, 83u si eliminano, e si 
ottengono le equazioni differenziali fondamentali completamente deter
minate dalle forme precedenti.

(23^ x3 = ^x — Qxt + «X Xj = ex
$3 = — 0$ — q^ — «E Ex = 7$

Se noi cambiamo il parametro u in guisa che a = 1, esse di
ventano :

(23) M,
x" + <1* — = X, + q^ + 0$ = — E
X- = eX , B- = ve (« + T“-<0 

od anche :

(23) t,„
x"" + qx" + (</' — 6)/ — (0' 4- c)x = 0

+ {q + 0)$' + (6' + 7)S = 0

Queste equazioni insieme alla 'w(.r x' x" x'"} = 1, la quale, so 
soddisfatta nel punto inizialo, ò soddisfatta dappertutto in virtù 
dello stesse (23) te,. , determinano le a;, e quindi la curva a meno di 
una collineaz. unimodulare" e si ricordi, sono esse stesse determinate 
da F3 , F6, Fo, F7.

Dallo (23) tor segue che le x e le soddisfano ad equazioni 
aggiunte.
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E) Le curve di un complesso lineare.

Tali equazioni coincidono se 6 = 0. Esiste allora una trasform. 
lineare intera omogenea a coefficienti costanti che porta le x nelle 
g, e quindi le dx, d2x, d3 x nelle di, d2i, d2i. Poiché 0 = 0 è 
Ft = 0.

E quindi per (11) bl, e (17) è Sxi = Sd''xdri = 0 per 
r = 1 , 2 , 3. Perciò tale trasformazione definisce un sistema 
nullo (*),  il quale trasforma la curva pensata come luogo di punti 
nella curva stessa pensata come inviluppo. Le tangenti alla curva 
saranno rette del corrispondente complesso lineare. Vaio puro il 
teorema reciproco. Dunque la Fo =0 o 0=0 caratterizza le curve 
di un complesso lineare.

(*) Infatti, se x è un punto prestabilito ad arbitrio della curva, ogni 
punto P dello spazio avrà coordinato cho si possono scrivere nella forma 
hx 4- kx' + lx” -1- mx'", e sarà trasformato nel piano h£ + k^,' +t^' + mg'", 
che, per lo precedenti identità, contiene il punto P.

E) Significato del segno di w = + l.

Lo rette (a:, dx~) e (£, di) coincidono con la retta tangente 
in x. Perciò (x dx) = x(£ di) con x fattore di proporzionalità. Pol
la Sd2xd2i = 0, anche le retto (xd2®) o (id2i) coincidono. Se no 
deduce differenziando elio x = cost. Differenziando di nuovo, si 
trae :

(dx d2x) = — (a: d3x) + *

donde :
S (dx , cPx) (di, d2i) = — S(x , d3x) (di , d2i) +

+ nS(di , d2i) (di , d2i) + , d3i) (di , d2i)

ossia, per le identità dell’ introduzione (§ 1 B)

Sdxdi Sdxd2i

Sd2xdi Sd2xd2i
= z(6 , di , d2i , d3i)

P32 = xwP32 ossia x = w.



Cioè vale l’identità (C)

(24) (x, dx) = w($ , d^)

Dunque, essendo dato il verso positivo della curva, e quindi 
anche il segno di ognuna delle dx , d^, i versi di Xx + p.dx e di 
X$ -|- danno V orientazione proiettiva della retta tangente conforme 
alla nostra convenzione, oppure V orientazione opposta secondo che 
w = 1, oppure w = — 1. Resta così intuitivo che lo collineazioni 
a modulo — 1 cambiano il segno di co.

(!) Le collineazioni a modulo qualsiasi.

Finora ci siamo occupati specialmente delle collineazioni uni- 
modulari. E abbiamo scelto il parametro u in modo invariante per 
tali collineazioni. Conseguenza di tale scelta è stato che nelle (23) tor 
è mancato ogni termine in x" , . Questa è una proprietà carat
teristica del parametro u e delle suo funzioni lineari.

Studiamo ora una qualsiasi trasformazione moltiplicativa 
« = pài, da cui segue $ = p $. Sarà :

du° — F32 = w(x , dx , d2x, d3x) = wp4 (x , dx , d2x , d37) =

= p4 J32 = dù\

sé a, F3 , u sono i nuovi valori di a , F3 , u. Sarà dunque a — 1, 

se il nuovo parametro u soddisfa alla (du: du)3 = 1 : p2. (Escludo 
che du : du possa essere negativo, perchè u come u devo crescere 
nel verso positivo della curva). Noi dunque dovremo per studiare 
tutte io collineazioni a modulo positivo (che sono prodotto di una 
collineaz. unimodulare per una moltiplicativa) studiare ancora l’ef
fetto di una trasformazione

x = p7 ; $ = p$ ; u — u (u) con (du : du)3 = 1 : p2 ; (F3 = p2Fs2)

E facile riconoscere elio F8 : F3 — (idu3 non cambia (che cioè 
Oda3 = l)du3), o, con un calcolo un po’ più lungo, che non cani- 



bia neppure bW, quando si ponga :

F - + y 0' + Se + Ag» = ^-q" — ~ 0'- 51 + i?2-

E, notiamolo, le 0 = V = 0 caratterizzano le cubiche sghembe. In
fatti in tal caso, scelto p in guisa che sia nullo il corrispondente 
'valore di q, dalle 0 = V = 0 segue 0 = c = 7 = 0, e le (23) ter 
provano che x , $ sono polinomi di terzo grado nella u.

Possiamo anche studiare l’effetto di un cambiamento del verso 

scelto sulla curva come positivo. Il nuovo valore P3 della forma 

cubica fondamentale è : P3 = — F3 ; cosicché, se F3 = du3 ed 

F3 = du3, sarà du — —du e, come si può supporre, u — — u. 
Il nuovo valore della £ è dato da :

l = w(x , x-^ , x- ,7 ) = — u>(x , x„ xuu) = — t

Cosicché il nuovo valore della F6 e di 0 sono dati da :

Fa = Sd3ld3x = — MKd3x ^—F^, = A ;
Fa * 3

Odu3 = 0<Zw3 ; 0 = — 0.

Del resto ponendo in (23) tor x ==x , u — — w, essa diventa :

d* x , d2 x . / dq , „\ dx l dO \ _ n
- — -|- q —----- 1- I —-|- 0 —- ------c---------^1 x = 0
du* du2 \ du ! du \ du /

che prova non solo la 6 = — 0, ma anche le q = q, c — c.

11J Coordinate normali.

Dunque, se 0^0, esiste un verso invariante, che chiameremo 
normale, a cui corrispondo un 0 )> 0. Potremo poi moltiplicare lo 
x per un fattore p in guisa che 0 assuma il valore 1. Infatti, mol
tiplicando le x per p, il nuovo valore di 0 soddisfa alla :

tldu3 = Hdu3 con (du : du)3 — 1 : p2.



La 6=1 determina pertanto p a meno del segno. Restano 
dunque determinate (a meno di un contemporaneo cambiamento di 
segno) le coordinate x , $ di punto e piano osculatore : noi le di
remo coordinate normali. Il valore corrispondente di u si dirà 
l'arco proiettivo della curva. Una collineazione qualunque produce 
sulle coordinate normali una trasform. lineare a coeffic. costanti.

Se noi usiamo coordinate normali, i corrispondenti valori delle 
q, c (o, se si vuole, delle q , 7) sono completamente determinati in 
!unzione di u. I loro valori determinano la curva, e sono perciò 
nella geom. proiettiva gli analoghi della curvatura e della torsione 
metrica. Ogni altro invariante proiettivo della curva si esprime 
mediante essi e le loro derivate.

So fosse 6 = 0, noi potremmo definire delle coordinate nor
mali (non un verso normale) imponendo che V = 1. (Restando 
escluse le sole curve per cui 6 = V = 0, cioè le cubiche sghembe). 
In tal caso basta la conoscenza della sola q.

Oss. Vi è un caso notevole in cui coordinato uon omogenee possono as
sumersi a coordinato normali. Scegliamo impunto su ogni tangente ; potremo 
fissare il fattore di proporzionalità delle x in guisa ohe esso sia il punto dx ; 
il piano osculatore della curva da esso descritta è il piano (dx , d‘x, d’x), 
cioè il piano E. Al punto dx nel sistema nullo osculatore (§ 7) corrispondo il 
piano d^, che inviluppa una sviluppabile, di cui X è il punto di regresso. 
Quando mai avverrà che dx descriva una curva piana, e d^ inviluppi un cono, 
cioè quando mai X 0 E saranno fissi, ossia X'=E' = 0? Oiù avviene soltanto 
se c = y = 0 0 quindi anche 0' = 0 ; cioè, 0 0 = 0, e la curva appartiene a 
un complesso lineare (nel qual caso evidentemente, se X è fisso, è fisso anche 
il piano E che gli corrisponde nel relativo sistema nullo) oppure 0 = eost. 4 0. 
Lo coordinato x, 5 sono perciò normali ; e (poiché c = y = O) por (23) t„r una 
di esse si può supporre costante, 0 quindi lo altre tre si possono poi consi
derare come coordinate non omogenee.

§ 7. - Gli elementi geometrici fondamentali.

A ) Sistema nullo osculatore.

Siano x , x' , x" , 6 eco. le coordinate di punto e piano oscu
latore e le loro derivate calcolate in un punto generico O della 
curva. Le coordinate x, $ di un punto 0 di un piano qualsiasi 
dello spazio potranno scriversi nella forma :

(1) x — lx 4- mx -|- nx" 4- px" , $ =



La reciprocità definita nello spazio dalle

X = l , g. — m , v = n , ir = p

non dipende dal parametro w, rispetto a cui si deriva, o non varia 
neanche se moltiplichiamo le x, e quindi anche (secondo le con
venzioni del § 6, C*) le ì, per un medesimo fattore p. Supposto por 
semplicità a = 1, si trova (indicando con q , 0 il valore di q, 0 nel 
punto 0) :

Sx^, = Xp — /ir 4- mv — n\>. 4" q^R — vp) — 

cioè

(3) Sx^ = IL 4- mM nN -f- pP = — (XA 4- [iM + vN 4- irli) 

ove

( L — — 7t, M- = v , N = — p. 4- flit, P = X — </v — Gir,
l A — — p , M = n, N = — m 4- qp, Il — Z — qn 4- 0?.

Lo l, m, n, p ed L, M , N , P sono coordinate di punto 
e piano nel tetraedro D che ha per vortici i punti x, x', x", x'" ; 
le X, |i, v, z e A, M, N, Il sono coordinate di piano e punto
nel tetraedro A che ha per faccio i piani $ , £', £" , T". La reci
procità (2) si può definire con le:

(2) hi. L = — p , M — n , N -- — m 4 qp , P = l — qn — Op ,

(2) tor A = — ir, M = v , N = — p. 4- q^ , 11 = X — qv 4- Gn.

Tenuti fissi i tetraedri D , A, e il valore di q, queste corre
lazioni descrivono, al variare di 0, un fascio di correlazioni ; i 
punti che appartengono al piano corrispondente sono i punti per 
cui dp2 = 0, cioè i punti del piano osculatore p = 0, a cui corri
spondono gli stessi piani in tutte le correlazioni del fascio. Questo 
fascio di correlazioni è individuato dalla correlazione degenere 
L M — N ==■ D P = p e dal sistema nullo definito dalle

(5) L — — p , M = n , N = — m 4- qp > P — l — qn , 

oppure :

(5) bi, A = —it,M = v,N = -- [x 4- q^ , II = X — qv,
t



oppure :

(5 ) ler p = ir, n = v , m = p. , l = k — Oir.

Esso sarà chiamato il sistema nullo osculatore, di cui vedremo ben 
presto il significato geometrico.

B) Il tetraedro principale.

Vogliamo definire in modo intrinseco un tetraedro invariante per col- 
lincMioni e correlazioni, ohe nella attualo teoria compia 1’ ufficio ohe il trie
dro principale compie nella geometria metrica. Scelto ad libitum e — ± 1 (c 
non indicando più con indici derivate covarianti), poniamo :

(6) ’ *« = *(//.-+

I n = y,
p = «A 

ossia :

Ì
y. = * TT9 M + ( 2 0-ìo

y.= t(m ~-~qp)

y. = n
y, = sp.

Il piano E =X E + + v g" +• n E'" ha noi tetraedro 1) per (4) 1’ equa
zione :

— ni 4- m 4- (qn — pj» 4- (X — qv — On)p = 0

elio potremo scriverò nella forma :

^yi + ^y. + ^y. + Vi y, = o
ove sia posto :

Ì
V), = — sa
*ì. = *

7], = qtn — sp

3 l 'iq (1 X
Vìo



ossia :

I
n = — av)1
V = 
g= — e^, _L
. ,3 e . 3o'e

cho si ottengono da (6) sostituendo alle :

l, m , n , p , y, , y,, y,, yt , - »

lo: X , p , v , n , t;( , — •»]„, vj,, — iq,, — 0.

Lo (7) si possono considerare perciò come lo forinole duali dello (6). E la 
simmetria delle forinole apparirà più chiara, so si pone :

(8) ^ = VÌ4, C,= -7Ì., C,=7),, ^=-71,.

Chiameremo tetraedro principale T in 0 quello in cui lo y od rj (o Q 
definito da (6), (7), (8) sono coordinate di punto e piano; e lo assumeremo 
a tetraedro di riferimento.

Consideriamo'le coordinate y di un punto della curva posto nell’intorno 
di un suo punto 0. Supporremo naturalmente, come abbiamo visto sempre 
possibile, a= 1, 0 = 1 (opp. 0 = 0). Lo y soddisfaranno alle (23) t8r dol §6 0; 
i loro valori iniziali in 0 o quelli dolio loro derivate saranno date da (6), 
appena si conoscano i valori in O dello l, m, n, p o loro derivato. Ora i 
valori di l , l ', l " , m , m" , m'", n , n’, n'" , jo , p', p" in 0 sono 
pulii, quelli di l, in' , n", p'” valgono 1. Potremo così trarrò gli sviluppi 
in serie delle y. E si trova :

?A-1 20 +(4-TT T+(^T + ^r) “‘ +

(9)

/ c' 3q 0 — 2q' q ; tì 3 ,) \ , 
\ 120 To' ì 20 120 - To' 2 ! / + " ■

1q U* , 0 — q' . , (e — q" , lq‘ \ „?/, : s - M - — — + —gj-u + + ..

y. = -L-u' - + 4- - 3/' + c)«'+„

Scambiando tì in — 9 si hanno gli sviluppi dolio £ definite da (9).
L’ interpretazione geometrica di questo tetraedro T si avrà dall' esame 

dei seguenti elementi geometrici fondamentali.



C) Altri elementi geometrici.

Punto 0. Esso è ora definito dallo y, — y, = yt = 0, o, in coordinato 
di piano, dalla 7)1 = 0, oppure £, = 0.

Piano osculatore in 0. È il piano £a = £, = £, = 0 ossia (come luogo 
doi punti) y, = 0.

Retta tangente in 0. È la retta yi = yl = O ossia ?, = £, = 0.
Cono quadrico osculatore in 0. L’ unico cono quadrino col vortice in 

0 che ha con la curva 0 in 0 contatto di sosto ordine (tale cioè che sosti
tuendo (9) nella sua equazione siano nulli tutti i coefficienti di un per n < 6) 
è il cono :

(10) 2y,‘-3y,y, = 0 ossia = 3?.* - 8?, ?. = 0

(il primo inombro di (10) vaio «' + • • •)

Conica (inviluppo) osculatrice in 0. È Tento duale del procedente.

(10) si» 2?,' — 3?, = 0 ossia y, = 3y,* — 8y, y, = 0.

Fascio osculatore di cubiche (sghembe). Una cubica sghemba posta sul 
cono osculatore è intersezione di questo o di un cono quadrino che ha il ver
tice P p. os. sulla generatrice y, = y, = 0 del precedente, e ohe ha quindi 
un’ equazione omogenea di 2° grado in y,, y,, hy, + ky, so hy, 4- kyt = 0 
è un piano passante por P. Notando che

(H)

• « 0 . ?y:-^y. = -^^- —u'^-......

£ ...yt = u -f- termini in ir 4- . . . . ,
1 J

si riconosco che soltanto lo intersezioni del cono osculatore con uno doi coni 

y> — y, + ^y. y. = o (/t = cost.)

hanno in 0 contatto pentapunto con la curva data. Lo cubiche così ottenuto 
hanno per equazioni parametriche in coordinate di punto o di piano oscu
latore : 



che se ne deducono mutando le y in £. Esse definiscono tutte lo stesso si
stema nullo : il sistema nullo osculatore y = £.

s()
Ponendo 26 = q— si ha una cubica ohe por (11) ha in 0 con C un contatto

» • • £ 0fi punto: la (prima) cubica osculatrice. Ponendo 2A =---- =- si ha la (sooon- o
da) cubica osculatrice che ha in 0 con C 6 piani osculatori consecutivi co
muni. Por h = 0 si ha la cubica armonica, luogo dei coniugati armonici di 
0 rispetto ai punti ove le precedenti cubiche incontrano le generatrici. Queste 

cubiche coincidono solo se 0 = 0, cioè se la curva data C appartiene a un 
complesso lineare. Come i loro punti giacciono (in ogni caso) sul cono qua- 
drico osculatore, così i loro piani osculatori inviluppano la conica oscu
latrice.

l'unto di Halphen (primo). I coni quadrici passanti por una cubica del 
fascio osculatore hanno per equazione

(13) 2a(2y,‘— 3y,y,) 4- b(y,'— 2y,y, 4- ihypj^ 4- 2c03y^y,— 3hyt'—yty,) = 0

(13) u« (ab — c’=0) (a , b , e = cost.)

Il vortice del cono è quello, a cui corrisponde il parametro

(14) io = 2a : c = 2o : b.

So Zt = eO : 10, la cubica considerata ò la prima osculatrice; il cono cor
rispondente allo 6 = c = 0 è il cono quadrino osculatore od ha perciò in 
0 con C un contatto 7— punto. So 0^0 vi ò tra i (13) un altro cono ohe 
in 0 ha con C un contatto 7 — punto. Infatti il primo membro di (13), per 

“lo (9), ha, se 10 h = e0, uno sviluppo

( bV t sOc \ ,
\ 180 + 60 / + ' * ’ ‘

Il cono (13) avrà con C in 0 un contatto 7 — punto non solo por 
6 = o = O, ma anche per 2o : 6 = 2s0P: 3, che dà luogo ad un cono, il cui 
vortice è il punto

(A4) /A = 44 + V ?A = s0P, ;//,= 1,
Iv J O

che non coincido con 0 se 0^0, e che diremo il primo punto di Halphen. 
Esso è l’unico punto della prima cubica .osculatrice, da cui questa è proiet
tata secondo un cono quadrico avente in 0 un contatto 1 punto còn la 
curva data C. Il piano, che da esso proietta la tangente in 0, è il piano 
principale di Halphen, luogo dei punti da cui la prima cubica osculatrice 
è proiettata secondo un cono (cubico) avente in 0 un contatto 7 — punto 
con C.



Il piano osculatóre alla prima cubica osculatrice nel punto trovato si 
pótrà dire il (primo) piano di Halphen. Dualmente troveremo sulla seconda 
cubica osculatrice un (secondo) piano di Halphen, che la oscula in un punto 
che chiameremo il (secondo) punto di Halphen.

Se 0 = 0 il (primo) punto di Halphen coincido con 0, e.cc.
Punto di Sannia (primo) è il punto comune allo oo " quadricho che hanno 

in 0 un contatto 7 — punto con la curva data, o che perciò appartengono 
alla roto definita dallo quadriche

4 = 2y/,* —dj/.y^O

= y,' — 2^ y, + y, y, + ~y,‘ = 0;

„ o 3s0 i 3s0 i n
0= dy, y, — ]() y: — y, y,----- y* = 0.

(Si noti infatti che lo J. lì, 0 por lo (9) hanno sviluppi, ohe cominciano col 
termine in u'). Trovando i punti ove la cubica A — C=0 incontra la qua-' 
drica B — 0, si trova ohe il punto di Sannia è, so 0) 0, il punto:

(
2 2

= y. = ^v, y,=-»-V', —nr + =-»op.

Potremo, analogamente a quanto sopra, definire un secondo punto o duo 
piani di Sannia. Notando che tra lo quadriche aventi un contatto sette punto 
in 0 con C vi sono i coni ohe da 0 o dal primo punto di Halphen proiettano 
la cubica osculatrice [i quali hanno a comune, oltre a tale cubica, la genera
trice ohe ne congiungo i vertici] troviamo : Un punto della curva c i corri
spondenti punti, di Halphen e di Sannia sono allineati.

Tutti questi enti, definiti so 9 0 cioè per curvo non appartenenti a com
plessi lineari, permettono di caratterizzare il tetraedro fondamentale. Il ver
tice y, = y, = y4 = 0 è il punto 0 generico della curva, lo spigolo y, = y, = 0 
la tangente in 0, il piano y4 = 0 il piano osculatore in 0. Lo spigolo 
y, = y4 = 0 è la retta uscente da 0 posta sul piano osculatore che si ap
poggia alla congiungentc i due punti di Halphen ed incontra la conica 
osculatrice in 0 e nel punto y, =y, = y4 = 0, in cui la conica osculatrice 
ha per tangente la retta y, = y, = 0. Definiti così gli spigoli del tetraedro 
posti in y, = 0, il sistema nullo osculatore determina gli altri tre. Questo 
tetraedro ha per focaie dite piani osculatori della cubica armonica, c i 
due piani che dal punto di contatto di uno proiettano la tangente nell'altro.



D) Una osservazione.

Sia x 4- rdx un punto P della retta tangente, $ il piano 
ir che gli corrisponde nel sistema nullo osculatore. Posto x — pr, 
ì = p$, il punto P e il piano ir avranno le coordinate x + rdx 

e $ + r d $ , ove :

£
r

1
r

+ dlog p.

Sia P3 = dù3, e siano = t

1
P2

le coordinate di retta

tangente. Se (du : du)3 —

/ dx \
l = I ir , ~J=~ . Quindi :

\ du /

sarà (§ 6 G) Fa = du3, mentre

_ 4_
t = p2t (du : du) = [Pi.

Perciò

3 — 3 _ _
l + -j- rdt e t 4—— r d t

4 “r

sono proporzionali. La corrispondenza tra il punto x 4- rdx, il piano 

t + i'd$, e la retta t 4- rdt è dunque indipendente dal fattore p, 

ed è dunque definibile geometricamente (è). Infatti, posto rdu = «, il 
punto x 4- rdx = x 4- sx' ha le coordinate l — 1, m = s, n = p = 0 
ossia : = 1 , y2 = ss, y3 = yi = 0, la cui polare rispetto alla
conica osculatrice è 3say2— — Vt — passante per i punti

mentre t è la retta da (1, 0, 0, 0)(1,0,0,0) e (o,l,AM, 0 
\

a (0, s, 0, 0) e l' è la rotta da (1, 0, 0, 0) a (0, 0, 1, 0) e conse-
3

guentemente coincide con t 4—j- '•'dt^ che è dunque la jìolare di 

x 4- rdx rispetto alla conica osculatrice, come è la polare di $ 4” 
rispetto al cono osculatore.



Proiettiamo ora la nostra curva da un punto (a, b , 1 , ss) 
qualsiasi del piano $ + s$' (cioè del piano i]4 = 1 , vj3 — — ss, 

— Vi ~ 0) Sl,l piano osculatore. La proiezione avrà per coordinate

- a ,3?

b I b l 9 \ 3 .

1 1 2 “3 a - n

-67 + '--1 yi”°'

La conica osculatrice, avente contatto 5 — punto con tale 
proiezione ò la conica

2s
%a — 2 ?/r y3 — — y2 y3 + a = 0 ,

ove è inutile specificare il valore di a ; e la retta polare di x 4- sx' 
rispetto a tale conica è sempre la retta t + ~^rdt precedente ; che 

ò dunque anche la retta polare di x + rdx rispetto alla conica 
osculatrice in 0 alla pioiezione della curva fatta sul piano oscula
tore in 0 da un punto del piano $ 4- rdj. (è).

§ 8. — Le curve piane.

Daremo un rapido sunto della teoria di queste curve. Se x (cioè x, y, z) 
sono le tre coordinato omogeneo dei suoi punti, porremo (x, dx, d‘x) = a*du'. 
Se E sono le coordinate di retta tangente è S^x = S^x' = SE'® = 0. Sarà perciò :

Sid‘x = — Sd^dx = Sxd'i.

Imporremo alle E tale fattore di proporzionalità che:

(E , dE, d‘E) = a' du' = (x , dx, d'x) 

ossia che :
(E , di , d*E) (x dx d'x) = (Sid'x)' = (Sxd’E)* = a’ du*.



Sarà :
S^d'x = — Sdxd^ = Sxd*t = a* du‘.

Noi sceglieremo w in guisa che a = 1. Il parametro u così dolinito varia 
però, moltiplicando lo x, E per uno stesso fattore. Sarà allora :

(x x' x'") = (x x' x")'u = 0 cioè 0 = S^x'" = S^’x" = S^’x' = — Sx^"’.

Possiamo definire la curva dando l’ equazione differenziale lineare 
cui soddisfano le x , y , z di un suo punto e loto combinazioni lineari. 
Posto pertanto

x" = hx" + kx’ 4- Ix si avrà ANE®" = NE®'", cioè h = 0 (nell’ ipotesi a — 1)

E all’ equazione si può dare la forma :

x”' + 2qx’ 4- (q — 0)cc = 0.

Se noi moltiplichiamo lo x por uno stesso fattore p, o contemporanea
mente variamo il parametro u in guisa ohe sia ancora a = 1, si riconosce 
facilmente elio Qdu‘ è invariante. So 6 = 0, scelto il citato fattore p in guisa 
che <z = 0, l’equazione si riduce alla x"’ = 0, lo x, y , % sono portanto po
linomi di 2* grado di uno stosso parametro. Dunque, se 9 = 0, la curva è 
una conica. Se 6^0, si potrà scogliere p in guisa che 9=1. Il parametro 
corrispondente u sarà l’arco proiettivo, e le coordinato ce, E corrispondenti 
lo coordinate normali.

Esse soddisfano alle due equazioni aggiunte :

. x" 4- 2qx 4- = 0 E'" + 2?g'4-(9'4-l)6 = 0.

La curva, so non ò una conica, è dunque definita dalla conoscenza 
della q in funzione dell’ arco proiettivo u.

So x, x' , g , E’, q sono i valori di x, x', eoo, in un punto 0 della 
curva, ogni punto del piano x avrà coordinato dol tipo y,x 4- ytx' 4- y^x" 4- qx) 
e ogni retta E del piano avrà coordinate del tipo E, E 4- E, E' 4- ?,(E" 4- qt). Il 
punto o la rotta si apparteranno so t^y, -l- ^i!L— Z,i/, = tì. La conica oscu
latrice sia alla curva luogo che alla curva inviluppo ha por equazioni 
2y, V* ~ yf = pensata come luogo e 2£, E, — E,‘ = 0 pensata conio inviluppo. 
La polarità rispetto a questa conica è definita dalla ^=2/^ .

Il punto di Halphen (y, = 2.7’ — 25q', yt = — 490q , y, = 7.25q') ó 
il punto comune allo cubiche che in 0 hanno un contatto 8 — punto con hi 
curva data; la cubica penosculante nodale

^y, y, — y^y. — W = 0

ò 1’ unica cubica con punto doppio in 0, che in 0 ha un contatto 8 punto 
con la curva data, od ha per tangenti le rotto yt~y, =0. Ma tutta la oon- 
nguraziouo così generata non ha trovato finora applicazione alcuna.



Una osservazione.

Nel seguito ci sarà utile la sola osserv. seguente. Se a:, $, 
dx, d2x, eec. sono le coordinate x di un punto della curva e 5 
della tangente corrispondente, e i loro differenziali, calcolate tutte 
in un punto fisso 0, allora nella polarità rispetto alla conica oscu
latrice si corrispondono il punto ax q- bdx -|- cd2 x e la retta 
ai + bdi cd2i quando le a; e le $ relative a un punto generico 
della curva sono legate dalla :

(1)

da cui segue

(a; , dx , d2x) = (5 , di ,

(1) Mi 0, dx , d3x) = (5 , di , dai)

che ò equivalente alla :

(l)tOr

ossia, per lo :

Sid3x = Sxd3i (*)

(2)

alla :

N^a: = — Sdidx = Sxd3i ;

(1) qualar -SW2'^ — dxd2i) = 0.

. (*) Infatti è evidentemente g = p(a;,'da;), x = 6(5, di) con p , 6 fattori
di proporzionalità. Quindi (1) dà — Sid'x— -^-Sxd'i. Ma, derivando lo iden-

P &
tità Six—Sidx = Sxdi = 0, si ottengono le (2); o quindi p = 6. Perciò le 
(1) uu, (1) tur sono equivalenti.





Capitoi ,0 II

1 FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE

§ 9. — Forinole di calcolo assoluto. 
/

A) Differenziali controvarianti.

Sia

(1 ) G = X ar„ du,. dus (r , s = 1 , 2 , . . ., n)

una forma quadratica differenziale col discriminante A 4= 0 ; sia 
Ar, il complemento algebrico di a„ in A diviso per A. Poniamo:

1 / da^ \
2 \ duh du( dut / ’

ili, 
l

Risolvendo le (3) si trova :

ili.
r

Conserveremo il simbolo anziché P \ soltanto per l’elemento 
( r ) \ r I '

lineare di Gauss della geometria metrica.
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Si dimostra che :

(5)
ólog^ = 

dut ’ \r J

Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima e 
di seconda specie. Porremo :

S1 u, = 8ut = du, ; 82ul = d2ut £
r s 
i

du,. du,

o \
. j dur 82 us, ecc.

$ /

Tali espressioni saranno chiamate (F) differenziali controvarianti. Se 
noi alle variabili w, sostituiamo n loro funzioni indipendenti u\ , 
la forma G si muta in

v / j / j / ' v Sut duJ
(7) Lar,durdu, ove a „ — 1 a(j — -x—,. .

t, j du r du x

Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, come è

(8) dut — E du'r, 
r OU r

così si può dimostrare che forinole allatto simili valgono pei' i 
differenziali controvarianti, che cioò :

(9) 8S ut = X ■ ■ 8S u'r anche per s = 2 , 3 , ....
r OU

Se n = 2, porremo sovente ux = u, u2 = v.

Il) Alcune definizioni. Le geodetiche.

Diremo che un’espressione è intrinseca, se il suo valore non 
muta con un cambiamento di variabili u in loro funzioni u' ; la 
diremo' impropriamente intrinseca se essa resta immutata per cam
biamenti di variabili a lacobiano positivo, ma cambia di segno per 
trasformazioni a lacobiano negativo.



Così p. es. dalle (7), (8), (9) si deduce :

(IO) A- « A *
I d{u J w 2 . . . . u n)

e, so n = 2 :

(1 1) (du\ 8'u'„ —du'., ó'w'j) = —j--1 (duiS'Uo —du^nA.
1 d(uy u^ ' 1 2 1

(« = 2,3,....)
Quindi, per n = 2, le espressioni

(12) |/ | A | (d,^ 82u2 — du2 82uf)

o

(13) |/1 A | (dut 83 u2 — du2 83uf)

di cui, si noti, la seconda è, coni’è tacile verificare con le (5) e 
(6), il differenziale della prima, sono entrambe impropriamente in
trinseche.

___ 3
La prima di esse divisa per y (1 dà la curvatura geodetica di 

una linea tracciala su una superficie, su cui 0 è V elemento lineare. 
Le geodetiche si possono definire dicendo che essa è nulla.

Si noti l’identità, che ben presto generalizzeremo :

(1 I) dG = 2 'Ha,, du,. 82u,.
*

Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il parametro l de

finito dalla di = G , lungo esso sarà Har,—^~ = 0 e quindi,

essendo nulla anche (12), esse soddisferanno alle

(15) = °

coni’ ò ben noto. In questa trattazione si è escluso che lungo le 
geodetiche considerate sia G — 0, cioè abbiamo escluse le geode
tiche di lunghezza nulla.

Le (15) per i = 1,2 , ..., n definiscono anche per 2 
le geodetiche, quando G sia assunto ad elemento lineare.



C) Derivate ccvarianti.

NB. Il lettore può leggere il resto di questo § man mano ohe esso sarà 
invocato nello pagine seguenti ; sarebbe troppo posante leggerlo in una sola 
volta, almeno per chi non conosco giA il calcolo assoluto.

Sia, per fissare la idee

(16) — S br,t du,. du, dut (6rJ1 = brU = b,rt — eoe.)

una forma cubica di carattere intrinseco, cioè indipendente dalla 
scelta dei parametri indipendenti u(. Differenziando, o sostituendo 
alle d2u i loro valori dedotti da (6), si trova :

(17) dBa = 3 S brsl 82,ur du, dut -|- 8Ba

ove si è posto

(18) 8Ba = E brstl dur du, dut dut,

, dbr.t „(ri\, ^/si\, v(ti\,
(19) br,tl = — SI lt»gi( S I — SI .

La (18) si dirà la forma 8B prima covariante della B, il si
stema (19), generalmente non simmetrico, si dirà il sistema primo 
derivato covariante del sistema delle b,.„. Coni’ è evidente anche il 
primo termine del secondo membro di (17) è intrinseco, come Ba 
e dBa ; altrettanto avverrà perciò del secondo termine 8B.a.

Altrettanto si può dire per forme Br intrinseche di grado 
qualunque r ; in particolare *

!
per r = 1, se B1 = S b,. dur, sarà :

dB, — hbr 82ur + oB,, 8B1 = £br{durdu, 

l , Sb"
, r‘ dut » \ 1 />q

por r = 2, se B2 = Sbr,dur du, (b,., = b,^, sarà : 

dB2 = 2S6r, dur 82u, + 8B2 , 8B2 = £br,t dur du, dut



In particolare, se B., = G = la,., dur dus, è :

s t \ da-,., r t
q f’r = ^7 " s

a Z
r

= 0

cioè, come avevamo già trovato in (B)

(LI) dG = 2XaP, dur S-Ur-.

Cosicché : Il sistema derivato covariante del sistema fondamentale 
delle a„ è nullo.

lutine, se x è una forma intrinseca di grado r — 0, cioè so 
x è una funziono intrinseca, è :

dx = X xt du,, d2x = X Xi 8^ + X a>rl dur du,, 

d3x = £xt ^u, -|- 3 S xrs du,. 82us + S xP„ dur du, du,,

ove :

(23)

dx
xt = -T— ; X„ = 

OU,

dxr, v
7* -----——•   2jn., q

d2x „ / r s \
--------------- L ,r„ ;
dur du, r, \ q /

sono le cosidetle derivate covarianti prime e seconde della x. Si noti 
che, se ai 82u sostituiamo i d2u, e alle derivate covarianti le deri
vate ordinarie, queste formolo si riducono alle formolo abituali ; con 
cui del resto esse coincidono, se le ars sono costanti.

D) Una generalizzazione.

Se du,, d'u,, d"ut, eoe. sono altrettanti sistemi di differenziali
primi, o se p, es. la forma trilineare

= X b,.,t du,. d'u, d"ut,

ove non è più necessario supporre che b,.,, sia simmetrico, ha ca
rattere intrinseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana
logo e chiamare primo sistema derivato covariante del sistema brit 



quello definito da (19). Si trova di nuovo che

X brM du,. d'us d"ut d'"^ ,

ha carattere intrinseco.
Noi porremo

(24) b'“ = X Arl A,j Athb(Jh
l.j.h

Sarà :

(25) br,t ~ ^arjatlalhbjlh.

Notazioni analoghe saranno usate per sistemi binari, quater
nari, ecc. (a 2, a 4 indici ecc.) In particolare

(26) a” = X Arl AaJ atJ = X Sjr AtJ = 4-,
l ’j

(sjj = 1 > = o per j + r).

I sistemi come b„t sono i sistemi covarianti del Ricci, i sistemi 
brsl i sistemi controvarianti. Se br“ è controvariante, ed .r, x', x" 
sono tre funzioni intrinseche anche

2 6’’“ xr x', x"t

è intrinseco. Più avanti definiremo anche i sistemi misti.

Zi) I simboli a quattro indici e alcuni parametri differenziali.

Essendo per (26) Ars un sistema controvariante, se ne deduco 
che i ben noti parametri differenziali

(27) A, x = X A,., xr x, , A., x = A,.s xrI

hanno significato intrinseco, se x ò una funzione intrinseca.
Da (23) si deduce derivando :

(28) ‘ — xrt, = X (st, pr) AM x,t
p, «



ove (si, pr) è il noto simbolo di Riemann definito dalla:

(30) (rk, ih) = -L
du( duk

d2 _ ^a,,K
durduh duhduk SurSui

+ * Aln
r h
in

i le
l

r i 
inl, in

hk \ 
l /

11 sistema delle (rk, ih) è un sistema covariante; so n = 2, 
quelli dei simboli di Riemann che non sono nulli, a meno del 
segno, coincidono con (12, 12).

La /razione - —si chiama, se n = 2, la curvatura di G.

F) Relazioni di apolarità.

Una forma intrinseca

X brath^ dur du, dut duh........

si dice apolare o coniugata alla G, se per ogni sistema di valori 
delle t ,h, .... vale la :

(31) ÌAnbnlh....= 0.
r, s

Questa relazione è intrinseca, Così B = Xbr, durdu, è apolare alla 
G, se

(32) il /!„ br, — 0 ossia, por n = 2, se u,, b22 -|- a22 ^12721

ossia, posto
«1 = u , u2 — v ,

se le radici dv : du della G = 0 e della B = 0 si separano armo
nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel caso 
finora escluso A 0; così la relazione di apolarità por duo forme 
quadratiche G, B diventa simmetrica.

Sempre supposto che anche B abbia significato intrinseco, ed



A 4= 0, la forma

bndut + b12du2 
a^Uy + a12 du2

b12 duy + b22du2 

^12 du^ 4~ a22 du2
— XcM dur dus

(33) C = -À

impropriamente intrinseca è una forma apolare ad entrambe ; se le 
forme date non sono proporzionali, se cioè (33) non è identicamente 

nullo, le forme quadratiche apolari alle G, B sono tutte e sole le 
forme proporzionali a (33).

Se vale la (32), allora la forma B è apolare sia a G che a C. 
Ora 0, essendo apolaro alla G che ha il determinante A 4: 0, non 
può essere proporzionale a G; perciò, per il precedente teorema, 
esisterà un fattore X tale che :

B = —à(34) cn du 4- cla dv 

an du + «J2 dv

c21 du + c22 dv 

a21du a22 dv

Ricordando la (32) si trova che :

(35) À = — sgn ^4 = 4~ 1-

§ 10. — Riassunto di alcuni teoremi metrici.

A) Triedri diretti e inversi.

Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali x , y , z 
chiameremo positiva la faccia del piano xy volta verso il raggio 
positivo delle z. Siano date altre 3 rette orientate non complanari 
a, b , c uscenti da un punto 0 ; la faccia del piano a b, volta verso 
la direzione positiva di c, si dirà la faccia positiva di tale piano 
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci
dere le faccio positive dei piani xy ed ab, allora può avvenire 
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso l’angolo con
cavo portano il raggio (cioè la direzione positiva) a nel raggio b, 
oppure il raggio x nel raggio y. In questo caso diremo che il 
triedro abe è diretto, o che segue la legge di orientazione determi



nata dal sistema coordinato xyz, nel caso opposto diremo che 
abc è un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazione. 
Il determinante dei coseni direttori di a , b , c è positivo nel primo 
caso, negativo nel secondo. Le simmetrie portano triedri diretti in 
inversi e viceversa; altrettanto avviene per i movimenti di 2a specie.

li ) Le forme fondamentali di Gauss di una superficie.

Una superfìcie 8 sia definita dando le coordinato x, y, z dei 
suoi punti in funzione di due parametri u — ux, v — u2. Le xu , 
yu, sono proporzionali ai coseni direttori della tangente ad una 
linea v — cost. di 8 ; e il fattore di proporzionalità è positivo, se 
noi scegliamo quel verso della tangente che è diretto nel verso 
delle u crescenti. Proposizione analoga vale per le xv , yv , zv . Como 
verso della normale scegliamo quello tale che il verso delle u cre
scenti su una v == cost., il verso delle v crescenti su una u = cost., 
e il verso della normale formino un triedro diretto ; i coseni di
rettori X, K, Z di questa direzione normale renderanno positivo 
il determinante (xu, xc, X). Con queste convenzioni è fissata la 
faccia positiva del piano tangente alla S in un suo punto A e anche 
della stessa superficie S, almeno in un intorno di A.

Un cambiamento di variabili coordinate u, cambia, o non cam
bia tale faccia positiva, secondo che il suo lacobiano è positivo o 
negativo.

La forme fondamentali di Gauss sono :

U) ds2 = Edu2 -|- 2Fdudv -|- Gdv2 = Sdx2

(2) Ddu2 -|- 2D'dudv -|- D'dv2 = SXd2x = — SdXdx =

= i x" '

La prima è intrinseca e invariante (per movimenti).
La seconda è impropriamente intrinseca, invariante per soli 

movimenti di prima specie, perchè cambia di segno per movimenti 
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parametri ut a 
lacobiano negativo).



In altre parole la seconda forma è completamente determinata 
soltanto se è data l’orientazione di E, cioè se è data la sua faccia 
positiva.

La prima forma è l’elemento lineare della S.
Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie è 

ridotta all’ integrazione del sistema

(3) = DX , x12 = D'X , x22 = D' X ,

FD — ED' 
+ EG — F2 Xv '

। FD' — ED"
EG — F2 Xu "r EG. — F2~Xv'

_ FD —GD
— EG__F2 X*

FD" — GD'

ove le xr, indicano derivate covarianti rispetto all’elemento lineare, 
assunto a forma G fondamentale. Per questo elemento lineare i

(T 8

t
i, si in

dicheranno con , come abbiamo già detto (§ 9 4).

Le condizioni di integrabilità delle (3), (4) danno le equazioni 
di Codazzi, e 1’ equazione di Gauss

(5)
DD" — D'2 _
EG — F2 7 A ’

ove K è la curvatura dell’elemento lineare. Esse sono le condi
zioni necessarie e sufficienti, affinchè (1) e (2) individuino una 
superficie [oltre alla EG — F2 > 0, almeno nel campo reale ; que
sta ultima è l’unica condizione a cui deve soddisfare la (1)].

Le linee per cui è nulla la (l) sono le linee di lunghezza 
nulla (immaginarie coniugate nel campo reale) ; quelle che annul
lano (2) sono le asintotiche. Da ogni punto 0 della superficie escono 
due asintotiche, coincidenti se DD" — D2 — 0, ossia se la curva
tura K = 0. L’ essere identicamente soddisfatta questa condizione 
caratterizza le sviluppabili (e loro casi limiti).

Se D' — 0, le linee u, v sono coniugate dividono armonica- 
fi2 D ......

mente le asintotiche; se . . log -j- è in piu nullo, cioè se si 
dudv D 



possono mutare i parametri delle u , v in guisa che D + D” — 0, 
il sistema delle u, v dicesi isotermo-coniugato.

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di 
6' si incontrano nella direzione coniugata ; il piano osculatore alle 
asintotiche uscenti da un punto di 8 coincide col piano tangente 
ad 8 in questo punto.

C) Raggi e linee di curvatura.

Le rette normali generano una congruenza, lo cui sviluppabili 
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato : il sistema delle 
linee di curvatura. 1 fuochi di una normale dioonsi centri di cur
vatura, le loro distanze , r2 dai piedi della normale raggi di 
curvatura. Il prodotto '— (curvatura totale della superficie) 

ri r2
coincide, con la curvatura K dell’elemento lineare. Soltanto sul piano 
e sulla sfera le linee di curvatura sono indeterminate.

D) Elemento lineare dell.’immagine sferica.

Si considera sovente anche la terza forma

SdX2 = edu2 2jdudv + gdv2 ,

completamente determinata dalle prime due ; i relativi simboli di

seconda specie di Christoffel si indicano con | • Vale la :

(5) i,ì.

E) Superficie applicabili.

Se due superficie 8, 8' hanno uguale elemento lineare, diconsi 
applicabili. Ciò significa che la corrispondenza biunivoca tra i punti 
delle due superficie che hanno uguali coordinate u, v conserva 



lunghezze e angoli. Cioè, se 0 è un punto di 8 ed A, B sono 
punti di £ infinitamente vicini del primo ordine (con coordinato, 
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi du, 
dv), e se 0', A', lì' sono i punti omologhi di 8', allora OA = OA', 
OB — O'B’, l’angolo A(O)B = A'(O')B’. In altre parole esisto un 
movimento M, che porta O in 0 e i punti infinitamente vicini ad 
0' del primo ordine nei punti omologhi infinitamente vicini ad 0, 
cioè porta 8 in una superficie 8 , che con >8 ha comuni il punto 
0 e i punti ad esso infinitamente vicini del primo ordine, ossia 
porta 8' in una superficie 6’ che con 0 ha un contatto analitico 
del primo ordine. Poiché 0 e i punti infinitamente vicini conside
rati si possono considerare complanari, è inutile distinguere i mo
vimenti di prima o di seconda specie. Il movimento M varierà, con 
la coppia di punti omologhi 0,0' considerati, perchè, se così non 
fosse, uno stesso movimento M porterebbe 8 in ó’; queste due su
perficie sarebbero uguali ; pertanto avrebbero comune non solo l’ele
mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al più a 
meno del segno, se Al è di seconda specie).

Se invece del contatto analitico imponessimo ad Al di portare 
8' in una 8 tale che curve omologhe di <8, 8 abbiano un contatto 
geometrico, basterebbe che su 8,8 angoli omologhi fossero uguali, 
ossia che 8,8' avessero elementi lineari proporzionali, o, comesi 
suol dire, che 8, 8' fossero conformemente applicabili. In tal caso 
per ogni coppia di punti omologhi 0,0 esiste una similitudine Al 
che porta 8' in una superficie 8 che con 8 ha in 0 un contatto 
analitico ; e le >8, 8’ si possono anche considerare come applicabili 
nel gruppo delle similitudini. Se poi questa similitudine AI non va
riasse con la coppia di punti 0,0 omologhi considerata, allora 
le superficie sarebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un 
rappòrto costante, il cui quadrato è uguale al rapporto dei loro 
elementi lineari.



§ 11. — Prime considerazioni di geoin. proiettiva.

A) Le direzioni asintotiche.

Definiremo una superficie S, dando le coordinate omogenee 
x, y, z, t dei suoi punti in funzione di due parametri u — ut e 
v = u2. Se per un momento con x, y, z, t' indichiamo coordinate 
correnti, l’equazione del piano tangente in un punto x di 8 è

(x xu x„ a;') = 0.

Poiché un punto di S infinitamente vicino al punto x ha le 
coordinate .

x = x + dx + —- d2x + ... .

osso apparterrà al piano tangente se è nulla l’espressione

(1) (x xu xv d2x) = (x, a>„, , xuu du2 + 2$ul. du dv + dv2)

\
ove =-7—r ecc. , che noi indicheremo con 

du2 I

(2) bn du2 + 2ò12 du dv + ò22 dv2

Ò11 = (« xv xu^ ; è12 = ($ xu XV xw) ; ^22 = (« Xu xv xvv)-

Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per un 
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri 
u> v, definisce'dunque, uguagliata a zero, le direzioni in cui il piano 
tangente taglia la superficie, cioè le asintotiche. E del resto, se t = 1 

x, y, z sono coordinate cartesiane ortogonali, essa coincide con
— l’2 {Ddu2 + 2Ddudv 4- Cdv2). Noi escluderemo sempre le su

perficie sviluppabili, cioè le superficie elementarissime per cui 
b22 — b212 = 0 ; e trascureremo pure come eccezionali i punti 

m cui fosse bu b22 — b212 = 0. Ammetteremo cioè sempre distinte 
le direzioni asintotiche uscenti da un punto della superficie.



B) Le direzioni di Darboux.

Diconsi quadriche osculatrici in un punto 0 di S quelle che 
incontrano la superficie in una linea che ha un punto triplo nel 
punto 0 (così come piano tangente in 0 è quello che incontra 8 
in una linea che ha in 0 un punto doppio'). Supponiamo t = 1, che 
z = 0 sia il piano tangente in 0 ; varrà allora uno sviluppo

(4) z = <p(x, y) + <p(a:, y) + ....

ove p ò un polinomio omogeneo di secondo grado in x, y, <J> ò 
omog. di terzo grado in x . y e dove sono trascurati i termini di 
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua
driche di equazione :

(5) v(z — p) + z(Xx -|- ^y + nz) = 0 (X , p., v , n = cost.)

che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da :

(6) v<]> + p(Xx + p.y) + . .. = 0

ove, coinè sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al 
forzo.

Le 3 tangenti alla linea d’intersezione hanno nel piano tan
gente r' = 0 1’ equazione

(7) + p-2/) = 0.

Questo sistema lineare di terne di rette uscenti da 0 ha dunque 
una equazione identica alla (3) del § 4, A. In virtù dei risultati 
allora ottenuti abbiamo :

Tra le terne (7) ve ne sono soltanto tre formate da tre direzioni 
coincidenti ; le tre direzioni così determinate appartengono a loro 
volta ad una delle terne (7) : a quella unica terna che è apolare a p. 
Esse si dicono le direzioni di Darboux.

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la 
terna delle direzioni di Darboux diconsi quadriche di Darboux. 
Se (5) ò una di esse, le altre se ne deducono facendo variare n. 
Perciò :



Le quadriche di Darboux formano un /ascio, cui appartiene la 
quadrica z2 — 0 formata dal piano tangente contato due volte (fascio 
di Darboux).

Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo. Tenuti 
fissi gli assi delle x, y e i punti unità di questi assi facciamo va
riare l’asse delle z ; poniamo cioè :

z — hz , x — x + mz , y = y + pz.

La (4) si muta in :

hz = y(x + mz , y + pz) + <p(a;', y') + . . . .

ove, come sopra, non si sono scritti i termini di grado superiore 
al terzo in x , y. E questa equazione equivale appunto alla : 

(8) z’ ~ T + V'K*, y) + + 1^?/) ?/) + . •

ove h = —, e dove X , p, sono parametri, che, al variare di l, m 

possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo 
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun
que scegliere l’asse delle z in guisa che essi formino un polinomio 
apolare alla <p ; e, se ad assi delle x , y abbiamo assunto le dire
zioni asintotiche, lo sviluppo assumerà la forma canonica :

z = kxy -p -ì- (Ax3 4- Dy3) -p . . . .

Se l’asse delle z fosse stato scelto a caso, e quindi lo sviluppo 
fosse più generalmente

z - kxy + -L (Ax3 + 3B^y + 30xy3 + Dy3) -p , . .,

I

le direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definito dalla :

Ax3 -p Dy3 = 0.

Le direzioni coniugale di queste, per cui quindi Ax3 — Dy3 — 0, 
diconsi le direzioni di Segre.



§ 12. — Le forme differenziali fondamentali.

A) Primo metodo.

N. B. Il lettore può accontentarsi di studiare il secondo metodo dato 
in (B) ; ehi vuole conoscere altri metodi veda lo Mom. di Rubini, ove tali 
forme furono date per la prima volta.

Poniamo (cfr. le (1), (2) del § 11 A):

(1) F2 = X(a; xu x„ d^x) = X S brs dur du, ,

(2) <1>3 = >(x xu x„ d3x) -^-dF2,
£

ove X è una funzione delle u, v. Queste forme, una quadratica, 
l’altra cubica, dipendono dai soli differenziali primi delle u, v. 
Data la superficie S, queste forme variano :

a) quando si esegua sulle x una collineazione a coefficienti 
costanti,

p) quando si moltiplichino le x, y, z, t per uno stesso fat
tore p(w, v),

7) quando si muti la funzione X,
8) quando si mutino i parametri u, v.

Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e perciò anche 
quando su S si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su
biscono una trasformazione del tipo :

(3) F2 — bF2 , $8 = 6$3 + (Mu + kdv)F2

Queste formolo hanno una notevole interpretazione geometrica. Po
sto infatti t = 1, x = u, y = v, X = — 1 :

F2 = d2z — z^x — z^y — z^dx3 -|- 2zx,jlxdy + z^/ly1

‘l>3 = (d3Z — Zxd3X — Z^y)-----“

—----- y (z.^dx3 + 'dz.c.,,ldx"-dy -f- Sz^^dxdy2 -|- z^dy3)



Se nell’intorno del punto O(x — y = z = 0) della nostra su
perfìcie è :

« = ?(«, y) + ^y) + ■■ •

ove <p è omogeneo di secondo grado, ip di terzo, allora nell’ intorno 
del punto considerato si ha :

<4) Fz = 4" » dy) + • • • ; $3 = — , dy) + ....
u

cioò per i risultati del § 3 :
La F2 = 0 determina le direzioni asintotiche, la d>3 == 0 una 

delle terne di direzioni in cui la superficie è incontrata da una qua
drici osculatrice ; la indeterminazione per 03 ò proprio la stessa 
che avevamo trovato per queste terne di direzioni.

Sorge così l’idea se non sia possibile rendere 4>3 apolare ad 
F2 così che la 4’3 = 0 definisca proprio le direzioni di Darboux. 
11 risultato fondamentale, che ora proveremo, ò che ciò si ottiene 
semplicemente ponendo :

! bn b22 — b2121

che cioè la forma

(5) F3 = 4 1 (x xn xT d3x)------dF2

I' i bji b22 — b“121

è apolare alla

(6) F2 = —----------- -------------(x xu xv d2x).
! I ^11 ^22 ----  b“12 |

Avremo così conseguito insieme il risultato fondamentale di scri
vere l'equazione F3 = 0 delle linee di Darboux in coordinate curvi
linee u, v qualsiasi, e in qualunque sistema di coordinate omogenee 
x, y, z, t.

Infatti, posto B = òu ò22— b-^, F3 = -j-------- S brst dur dus dui 
yw

Fubini e èBCH, Lexioni di Geometria proieltivo-diflerenxiale. 5



con brsl simmetrico in r, s, t, si ha:

^111 ---  ^UMU ) 2 , 3 Bu 
~Su + T n~B~ ’

^112   ^121   ^211 —' &V XUW )
1 ^11______ d&i2

2 Sv Su

+ “q" (^11~7T" + ^12 

o \ M

B„ \
B /

e analoghe per ó222 , &221. Quindi:

'22 ^111 4" ^11 ^221 »- 2^12 ^121 — ^22 xu xv xuwi^ d&n
Su

, , , Sb12
4“ ^11 ($ %v xuvv) Sv^

----  2^12
1 Sbl2 1 Sbu
2 Su 2 Sv

— — (a: xu xv xvv) (x xu xuv xw^) (x xu xv (x xu xvv Xm) 

{x xu xv xuv) (x Xu xvv xìlu

che è identicamente nullo, come si vede p. es. portando con una 
collineazione i punti x, xu, xv, xw> nei vertici del tetraedro di ri
ferimento (*).  In modo simile si prova che anche :

(*) Ciò si può anche provare in modo dirotto, osservando che, aggiun
gendo alla matrice (a xu Xuu Xuv xm) una riga uguale alla prima, si ottiene 
un determinante nullo. Perciò :
x(Xu Xuu Xm Xvv) — Xu (® Xuu Xm Xvv) + Xuu (® Xu Xm Xvv) — Xuv (x Xu Xuu Xvv) +

Xvv(x Xu Xuu Xm) — 0.

Analoghe identità si ottengono sostituendo alla x la y, oppure la z, oppure 
la t. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, Z, T 
in (x Xu Xv X) e sommando si ottiene l’identità del testo.



^222 4" ^22^112 ----  ^12^122 — i

quindi F3 è apolare ad F2. Dalla stessa definizione (5) o (6) segue:

Le forme F2 , sono impropriamente intrinseche, invarianti per 
Collineazioni unimodulari, restano moltiplicate per p4 se si esegue una 
collineazione di fattore p, e per — 1 se si esegue una collineazione 
a modulo — 1 oppure un cambiamento di variabili u, v a laco- 
biano negativo.

Il loro rapporto F3 : F2 è perciò intrinseco invariante, e sarà 
detto elemento lineare proiettivo.

Posto

(7) F2 = X arK dur du, , è

(®) U'22 w“i2 = A — e ]/ 1b^ b22 — 6“121

ove e = — sgnA = — sgn(bn b22 — 6212) = 4* 1.

Assunta la forma (impropriamente) intrinseca F2 a forma fon
damentale di un calcolo assoluto, valgono le ;

1 b 2 — ■ -—_—— (a a:,^ a<„ d3x) —• ---- ■ (a: a-„ ù. a.^^ du^ du g )
i FMI FMI

I
dF2 — 2 £ an dur 82us = (x xn xv X a-rs dur 5‘u, ) 

iVi
d3x = X xr 83ur + 3 X a:rs du? 8sus 4- il xrat dur due dut

b 2 —• —;—- (a. Xji a ij dUf dua du f
FMI

Confrontando il precedente valore di dF2 con quello ottenuto 
derivando, si trova anche la :

(9) bu F3 = (x , xn du -p aq2 dv , ;»21 du -p a:22 dv , dx) 
FM I

Altre espressioni notevoli per F2 , A’3 troviamo in B).



B ) Nuovo metodo per definire le P2 , f3.

Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti 
uscenti da un punto x che corrisponde al verso di [X : X crescente 
nel fascio che da x proietta la punteggiata Xxu + \>.xv. Esso è im
propriamente intrinseco, perché si in verte se le u, v subiscono una 
trasformazione a lacobiano negativo.

Le coordinato $ del piano tangente soddisfano alle :

(10) Six = Sixu = 8&v = 0, donde segue Sxlu = Sxiv = 0

e sono perciò date dalle :

(11) £ — X(x xu xv)

dove X è un fattore di proporzionalità, che deve essere positivo se 
si vuole che il verso positivo del fascio (a:, £) definito nell’lntrod. 
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche:

(12) x = |x($ £„)

Poniamo :

(13) F2 — Sid2x = San dm duk .

Sarà per le (10) anche :

(13) bl, F2 = — Sd&x = Sxd^

e quindi :

(14) a^k = S^xa = Sii x& = Si^ Xi = Sxia

E sarà pure

(14) |)t, an = X(x xu xv xa^ = jx(£ itl iv ^),

cosicché :

0 0 0 Fz

Ff = X|x(a: xu xv d2x) (i i„ d2i) = Xjx
0

0
— an

----  a21

— «12

---- «22

L

M
^2 P Q R



ove ù inutile esplicitare L, M , P , Q , lì , ossia :

F* = — Xp-A^, così che 1 = — = sp.X | A | ove e = — sgnA

Dovendo essere X > 0, p, avrà il sogno s di — A ; e noi fac- 
1

ciamo una convenzione intrinseca supponendo X — sp. _ •

Quindi :

$ — -, (x XUXV) X = (6 )
/MI fMI

^-8gnA

(z xu x„ d2x) = /M I F2 =

Si noti poi che con queste convenzioni

( 16) A = ana22- a212 = X2 (x xu xv x„u)(x xu x„ xvv) — (x xu xv xuv)“

f
Poiché X2 = 1 : M |, sarà :

e = — sgn j(z x^ x„ z^u) (z xu xv x^v^

— (x xu xv xuv^2 j — sgn A

_ A
^X Xu X^ Xmì^ ^X X^ Xv Xvv^ y

La forma F2 coincide con la P2 precedente ; ò impropriamente 
intrinseca, invariante per collineaz. unimodulari ecc.

Data la P2, i /attori di proporzionalità per le coordinate x, $ 
di punto e piano tangente sono determinati a meno di un contempo
raneo cambiamento di segno.

Derivando le (13) o (13) bl, si trova:

dP2 = s^x + Sd^x = — Sd^d2x — Sdxd^ = Sdxd2ì + Sxd3i

Studiamo i singoli termini del 2°, 3°, 4° membro. Essi con
tengono i differenziali secondi, e, data F2, sono tutti completamente 



deterrai nati se si dà ancora (C)

(17) F3 = ~S(dxd^-d^2x),
XJ

la quale espressione dipende solo dai differenziali primi. Infatti

, Sdxd2^ — SYiXi du\ ir, dui dur du, =

= — ^aikdui 52w* + ^{Sxì ^dui dur du,

insieme alla forinola analoga per Sd^x ; cosicché :

(17) w. 7% = -p — & xrK) d^ dur du, .

Noi porrenio :

(18) F3 = -anl dur du, dut ;

non vi è possibilità di equivoco ; con arst non vai la pena di in
dicare le derivate covarianti della ars, che sono (§ 9 G) identica
mente nulle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova:

(19) 8^xret = xst = 8^, xr[ = xr, =

Sxr i — 8x, ^,7 = 8xi £rs = — Sx^rgi.

E quindi

( 1 d) bn ur,i — S^xrsi

in modo completamente conforme all’ ultima delle (9).
Si noti che anche F3 è, come F2, impropriamente intrinseco, 

perchè tale è il metodo con cui, date le a', abbiamo fissate le è.

C) Le forme , /'3 nella geometria metrica.

Sia t = 1, siano x, y , z coordinate cartesiane ortogonali; siano 
X^Y^Z i coseni direttori della normale. La (1G) bl, dà

_ J
(20) X = {EG — Fz) (DD" — D'2) T



Perciò

P2 = — xv d^x) = — \xu x, X) (Ddu2 + 2D'dudv + D"dv2)

E, se le X sono scelte in guisa che (x„ x„ X) > 0, sarà:

(21) F2=- 

/

4
/ p/X ___ 7/12
' ± (Ddu2 + 2D'dudv + D’dv2) =
ni) ' v

Ddu2 + 2Ddudv + Ddv-
4

Siano £ = vX , 7] = vF , C = vZ , t le coordinate del piano 
tangente. È

P2 = S^x = vSXd2x = v(Ddu2 + 2D'dudv + D"dv2).

Perciò

(22)
1

^1 1

(23) P3 == dS(dxd£) — Sd^Px =----- — vd(SXd1x') —

— ~ dv SXd2x — vSdXd2x.

Ora le equaz. fondamentali della geometria metrica danno .

SXd2x = + ZDrs dur du„ (Dn = D ; P12 = D' ; = />’ )

dSXd2x = £Drstdur dua dut + 2^Dradur 82u, ;

SdXd2x = — dur •

Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti 
82u e le derivato Drat covarianti sono state calcolato secondo 1 ele
mento lineare di Gauss ; cosicché, per le equazioni di Codazzi, le 
Dral formano un sistema simmetrico. Quindi

(24) P8 = ——-----(SDrsl dur dua dut------- j- ~D„ dur dua dlog|K| ) 

2)W



Che Fa sia apolare ad si dimostra p. es. osservando che :

DD"__d'2
d^K = dlog. EG_F2 = (Dm D22 - 2Dni D12 + Dn +

H- 0^112 ^22 ^D122 Dj2 H" ^11 D222^w

oppure, più semplicemente, usando coordinato u, v asintotiche. 
Allora D = D" = 0 ed Fa si riduce, a meno di un fattore, ad 
( il) 1 22 1 ( ;| 2 pwS + | j ^dv3, ove i simboli ! j sono i simboli di Chri-

stoffel calcolati per 1’ elemento. lineare.
La forma £Drst dur dus dut definisce, uguagliata a zero, lo di

rezioni comuni alla superficie c ad una delle quadriche osculatrici. 
Tale forma vale

ds3

ove ——• , —— , -A- sono la curvatura normale 
Jtg J g

la torsione geodetica.

e geodetica, e

D) Una osservazione.

La Fa — 0 definisce le linee di Darboux ; so addottiamo la 
(17) corno definizione di Fa, il fattore di proporzionalità dello 6 
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col metodo precisato 
in B). Se scegliamo invece tale fattore in modo arbitrario, la

S(dxd^ — d^x) 
2

varia nel sistema lineare ^>Fa -|- (hdu -|- hdv)F2 ; cioè è una delle 
forme d>3-definite in A o definisce la terna di direzioni comuni 
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Perciò il fissare, come 
in B, il fattore di proporzionalità delle $ equivale a scegliere, tra 
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux.



§ 13. — Prime applicazioni.

A) Superficie correlative.

Le (13), (13) M, e (17) del § 12 dimostrano che non solo le 
collineazioni, ma anche le correlazioni conservano le asintotiche e le 
linee di Darboux.

Se 0, 0' sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su 
una superficie correlativa ad 0,0 corrispondono due piani tan
genti ir, n consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su 
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a 
questa coniugata : cioè (§ 11 13) su una linea di Segre. Sia 8' corre
lativa ad S ; allora le coordinate di un suo piano tangente si 
possono supporre coincidere con le coordinate x del punto omologo 
di ,8, cosicché, per i risultati del § 12 B, le coordinate x' del punto 
generico di 8', varranno e $. Quindi le forme di saranno :

(1) P 2 = eP2 F', = - eF3

e le due superficie avranno elementi lineari proiettivi uguali e di 
segno opposto.

Osserv. Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio 
tangente in x ad corrisponde al verso di p : X crescente sulla 
punteggiata \xu + pzv , cioè è il verso positivo nel fascio (a:, $) 
perchè $ : (x a:M xv ) > 0.

Poiché a::($ &v) ha il segno di s, tale verso è il verso po
sitivo del fascio che ha per sostegno la retta ($M$t,), o il verso 
opposto secondo che e > 0 oppure s < 0, ossia secondo che le asin
totiche sono reali o complesse. E ciò è intuitivo. La retta da x ad 
x dx è coniugata della retta intersezione dei piani $ , $ + ,
e perciò con questa separa armonicamente le asintotiche ; le due 
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche 
sono complesse, ossia se e < 0, cioè appunto quando sono concordi 
i versi della punteggiata (x „, x v ), del fascio (x , £) e del fascio di 
piani ($«,£„). Ecco il significato geometrico della s!



B) Significato geometrico del fattore di proporzionalità delle g.

Lo superficie 8, 8' siano due superficie che si toccano lungo 
una linea L, che assumiamo su entrambe a linea v — 0 : la dire
zione coniugata alla direzione di L in un punto qualsiasi di L 
sarà la stessa su 8, 8 ; supponiamo che le linee u = cosi, siano 
su 8,8' tangenti per v — 0 à tali direzioni coniugate. Potremo 
dunque supporre che per v = 0 sia :

& = ■ ai , aiM = x w , xu u = x u u , oxv — x v 

(6 = fattore di proporzionalità).

Anzi, mutando su una delle 8,8' il parametro v in un altro 
che si annulli per « = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di v, 
potremo renderò 6 = + 1, senza così mutare la faccia scelta come 
positiva su S ed 8'. Sarà allora por v = 0

£ = |/| A : A\ 6$ a’u = |/ I A : A\ 6au a12 = a'12 = 0

A i A' = an a22 : «u a22» donde a'22 = (A : A) /1 A : A | 6a22

#ossia 8%x'vv = (A' : A) )/ j A : A | 68&vv,

ossia 8^ , A:À'[ x'vv-------- i A : A I 6xvv 
Al

= 0

cioè

x vv — (A : A) ( j A : A | )xvv, così conio xUH x nn —- 0, xJtv, x uv 

sono per « = 0 combinazioni lineari di x, xu, xv .
Confrontando con (3) e (4) del § 3, B, si trova che il contatto 

delle due superficie ò del secondo ordine soltanto se

(A ; A) (| A' : A |) = 6a = 1 , cioè so A = A

e quindi : $' = 6$ (con 6 = + 1).

Dunque : 8e due superficie S, 8' a punii conlemporaneamenle 
ellittici o iperbolici (così che A , A hanno lo stesso segno) si toc
cano lungo una linea L non asintotica, il contatto è del second’or



dine soltanto se (tutt’ al più a meno del segno) hanno comuni su L 
le coordinate di punto e di piano tangente (nomiate secondo le con
venzioni del § 12 B).

Nel caso generale le direzioni asintotiche delle due superficie 
in un punto di L sono date da

an du2 + a22 dv2 = 0 e a'n du2 + «22 ,

di cui la seconda vale :

airdu2 + «22(^4' : zi) (| A' : A ^dv2 — 0 , 

ossia

tjl^a^du2 + a22dv2 = 0 , ove vj = sgn—— , h = |-4 : A' |
“ Ai

mentre è : t : $ = ih.

Perciò : Se due superficie si toccano lungo una linea L non 
asintotica, e se poniamo 7] = 1 quando esse sono entrambe ad asin
totiche reali o complesse, ed uguale a, — 1 quando mia è ad. asinto
tiche reali, l’altra ad asintotiche complesse, allora il birapporto delle 
quattro direzioni asintotiche contate in un certo ordine vale

1 — / Tj h2 
r+o» / ’

ove li è cioè è, a meno del segno, il rapporto delle, coordì-

nate di piano tangente per S , 8' in un punto x = x' di L.
In altre parole la tangente dv2 = 0 alla L contala due volte, 

la tangente coniugata du2 = 0 pure contata due volte, e le due coppie 
di tangenti asintotiche du2 : dv2 = — a2ó : an e du2 : dv2 = 
= — a22 : TjlPau appartengono a una- stessa involuzione e formano 
il birapporto tJi4.

So la linea L è di Darboux per S, sarà (per v = 0) a:M„ = 
= ^tlc'ru per la (17) del § 12 B; quindi sarà:

(2) .Tmm

i
--- aS -| Su + S^uu)



— hS^u xnu xu -|- 3hu

che è nullo soltanto se h„ = 0. Dunque :
Se due superficie si toccano in una linea L non asintotica, che 

è linea di Darboux di una, essa è anche linea di Darboux per l’altra 
soltanto se i precedenti birapporti sono costanti lungo L (*).  In par
ticolare, se nei punti di L le due superficie hanno comune una, e 
quindi entrambe le direzioni asintotiche, se L è linea di Darboux 
per una, essa è linea di Darboux anche per l'altra.

(*) A pag. 35 della Mem. (Courbes traoées sur uuo surface dans l’espace 
affino). (Publioations de la Faculté dos Sciences de 1’ Univorsité Masaryk, 
Bino, 1923, n. 28) Cech ha dimostrato cho :

Se due superficie S ed S’ hanno contatto del secondo ordine almeno lungo 
una curva C, che è curva di Segre per S, condizione necessaria e sufficiente 
affinchè C sta curva di Segre anche per S' è che il contatto sia del terzo or
dine almeno.

Dimostreremo ben presto che le linee F3 = 0 di una super
ficie rigata non sviluppabile si riducono alle generatrici od a una 
linea che incontra ogni generatrice generalmente in duo punti : 
linea che diremo la linea flecnodale della rigata (la quale dunque, 
insieme alle generatrici, esaurisco lo linee di Darboux della rigata 
stessa). Avremo dunque dal teor. precedente :

Le linee di Darboux L di una superficie S che non sono anche 
asintotiche sono caratterizzate da ciò che le rigate formate dalle tan
genti tirate nei punti di L ad uno dei sistemi di asintotiche di S 
hanno L come linea flecnodale ; se ciò avviene per le asintotiche di 
un sistema, altrettanto avviene per V altro.

La (2), scritta nell’ipotesi che due superfìcie si tocchino lungo 
la linea v = 0, diventa nell’ ipotesi che la linea di contatto sia 
qualunque :

(3) D3=±h(F3 + ^-F2-^-\ 
\ u /

(lungo la linea di contatto).

Supposta S rigata e quindi formata da rette tangenti ad 6' 
nei punti di L, questa linea L sarà flecnodale per S' se

dh 
~h~

1
3 F2 •



Quindi :

Le tangenti ad una superficie S uscenti dai punti di una linea 
L non asintotica si possono distribuire in oo1 rigate, per cui L è 
flecnodale. Consideriamo in ogni punto di L la tangente ad L contata 
due volle, la tangente coniugata pure contata due volte, la coppia delle 
asintotiche di S e la coppia delle asintotiche di una di queste rigate,
che tutte appartengono ad una stessa involuzione. Il birapporto di 

queste quattro coppie è determinato dalla dlog<p = 
8
3

il significato geometrico trovato da Cech per l’elemento lineare pro
iettivo !

Osserv. 1/ Le considerazioni precedenti non si applicano al 
caso che la L, assunta a linea v = 0, sia asintotica. Se le w = cost. 
sono anch’esse asintotiche su entrambe le superficie, si potrà sup
porre lungo L che x = x', xu = x'u , x'v = 6xv a.xu con 6 = +1, 
eco. ecc. 
t

Osserv. 2? Altra interpretazione di F3 : P2 si ha (Bompiani) 
studiando l’invariante J di una direzione generica e della terna 
di direzioni F3 = 0 (di Darboux) o della terna coniugata (di Segre). 
Per le forme normali cp3 e <p2 (§ 14 D) si hanno (Bompiani) pure 
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie, 
il cui piano osculatore passi per Passe (cfr. seg. Gap.)

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una metrica 
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad F„ sol
tanto se la superficie è isotermo-asintotica (P = f) ecc. (Bompiani).

Più avanti troveremo altro interpretazioni geometriche dovuto 
allo stesso Bompiani ed a Wilczynski.



§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali 

e la terza forma differenziale.

A) Formolo fondamentali.

1 due piani £„ , si tagliano in una retta uscente da e 
contenente il punto

. i

(1) X = _ XpX “ ' n s

perchè

(2) óè* A = —— L .Afg xra = — L Ara (irai ==s 0 
" " r , s

/
per le relazioni di apolarità. Invece è

(3) ^ = |x4,AK = |i!4o,.= l, 

cosicché il punto X è distinto dal punto x, ed insieme ad x indi- 
yidua la retta ($„ £„). Derivando (3) e ricordando (2) si trae:

(4) SX< e = 0.

Dualmente, posto

f5) a = ì — ~ $r» ,
r- 2 2

si ha :

(6) >S'x3 = 1 , Sxì 3 — 0 , &rS< = 0.

La (3) dimostra che i punti x, xu , xv , X sono linearmente 
indipendenti ; e perciò quattro quantità qualunque, p. es. xre (ed 
Urs , ^rs, irs} si possono esprimere come loro combinazione lineare ; 
potremo cioè scrivere :

xrs — \xu + [j.xv + vX + px (con lo analoghe per y, z , /), 



donde :

ara “ “ V *rM = P^<2

che permettono di determinare X, p.. Si ha cosi in conclusione:

(I) Xrs == Xi arap Apq Xq -|- araX 4" PrgX.
P.1

In modo simile si provano le :

(li) ^rs — — — ^rsp Apq ^q 4" arl S 4” i-

In quanto alle pr,, possiamo soltanto affermare : 
Come le forme F2, F3, così anche le forme

P = Sp„ dur du, , Il = Sir™ dur du,

non mutano nè per collineazioni unimodulari, nè per cambiamento di 
parametri u, v a lacobiano positivo. Anche esse sono apolari alla 
Fa. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolarità tra 
F2 ed F3 :

2 A — xrs = ~arsr Apq Xq 4* ars A —]- pr9 x =

= 2X «2^™ Pr,

donde segue appunto 2^4^ prs = 0. Le direzioni per cui P = 0 e 
le direzioni per cui 11 = 0 formano pertanto due coppie di direzioni 
coniugate.

B) La forma I’ — 11.

Poniamo :

(7) ■ Si = SXE ,

riservandoci di calcolarlo altrove. Dallo (l) e (11) si deduco ;

(8) SiifjfXf, — L^t^Ufgj/Apq Xq -L ar8 A -j- pr, a:) —-



— arep Apq Uh/cq Prs ^hk 4~ ^rs 8X(— ÌMhkp ^pq kq -|“ ^hk 4“ ^hk 0
P>?

— 2 arsp Apq a^hk 4- prs -|- an n^k 4~ ars ^hk - - 
p, ?

donde :

(9) xra — xht) = ahk(pra — nrs) -|- ars (jr/lt — pllk).

Ora, derivando covariantemente le alu =—^i^n, «112 = 
= — <$$! x12, si deduce :

(IO) ®1112 = $£1 $112 4" $$12 $11 5 ®1121 = ^1$121 4"'^11$12'

Oia è . ^£1 $112 = ^i$i2i-

Infatti per le (28) del § 9 (E) :

^1($112 $121) — 2^(12 , pl)?!^ Xq =

= —2(12^1)^^= —(12,11) = 0.

E perciò, sottraendo le (10) si avrà per (9)

(11) ^1121 a1112 ~ ^12 X11 “ ^11 x12 =
J

= ®ii(^i2 P12) — 1 — Pii),

insieme all’analoga

(11) bl> rt2212 ®2221 = “22(^12 P12) °12(,r22 ---- P22)

e alla relazione di coniugio

(11) ter ^(^ll Pii) P12) 4” a 11(^22   P2ì) ~ 0.

Poiché, derivando covariantemente la relazione di coniugio 
2 Ars arai = 0 si trova :

r, 9

(12) ZiApqdpqij — 0, (per ogni sistema di valori di i, j) 
P,9



si avrà dalle precedenti anche :

(11) qu»t»r «22(^11 — Pii) — «11(^22 P22) = 2(aU22 ®2211)‘

Tutte queste equazioni bastano a determinare P — fi, quando 
sieno date F2 , F3.

Ma si può presentare il calcolo nel modo seguente. La forma : 

1 (Pii — ^n)du (P12 — rt]2)dv andu-{-al2dv

/| A I (P12 — ^i^du -|- (p22 — ^-^dv a2^du a22 dv

apolaro alla F2 ed alla P— fi vale per le (li)

“7==“ («P921 ----  apqYì)dup dUq
/MI P.q

Quindi, por i risultati del § 9 F, la forma P— 11, che è apolare 
a quest’ ultima forma ed alla F2 vale :

(«1112 — ®ii2i)^^H-(®1212 ~ «1221 dv a^du-^a^dv 

(«1212 “ «1221)^« ”F («2212 " «2221)^ a2]du a22dv

(13)
1

’ A

a1112 — «1121 “11 du3

1212 ---- «1221 «12 — dudv

«2212 ---- «2221 «22 du2

(14) J ?

Invece delle forme P e 11 basterà dunque, date le F2 , Fs, dare 
la forma

= —^Prs T^rsjdUy dus = ^q^s du? dUg

ove qrs = Prs + «ri.

C) Altre equazioni fondamentali.

Derivando le (I), (II) si trovano delle equazioni :

(HI) Xi = l( x 4- E mip AP9 xq
p,<i

Fubini o Òkch, Lcxioni (li Geometria proicttivo-differenxiale. 6



(IV) E; = X, £ 4- 2 An
p,q

ove l, X , m, [x sono completamente determinate dalle forme F2, 
F3ì P, Il, ossia dalle tre forme F2 , F3ì Q.

Rinviando ad altro luogo lo scriverne completamente i valori, 
qui osserviamo soltanto :

a) Da (III) e (IV) segue :

(15) lt + Xf = SX, E + SXEi = — «XE = Q,

P) Da (II) e da (III) si trae :

= Sìdjfc + itjk ; SX^ = — hmip Apqaqk = — mik.

Poiché, derivando SX£h = 0, si trae SXt^k -|- SX&lk = 0, sarà:

(16) miK = itik Uaik e similmente = pih + Qa/V

In conclusione :

( 2mlkdutduk = Il ^2 ; ^ikdutduh — P 4- ^2
(17) ? S(i( 4-XJdu, = dQ.

Notiamo una proprietà del piano E. Facciamo descriverò al punto x una linea 
L di 8 ; e per ogni sua posiziono consideriamo un punto x' = X 4- rx della 
retta intersezione dei piani o , ove r è una funziono dello w , v. Quando 
mai la tangente alla linea L' descritta da x' incontra la tangente coniugata 
della tangente di L ? Cioè quando mai i punti x' e dx giacciono in un piano 
del fascio £ 4- pdg ? Il punto x'=(rx 4- X) giace por le (2) sul piano dg ; dovre
mo dunque esprimere che anche dx' sta in questo piano cioè che

0 = Sdx'dt = S(xdr 4- rdx 4- dX)d£ = — (r 4- Q)P, — Il

la quale equazione dà, por ogni valore di r, due direzioni corrispondenti per 
la linea L di S. Queste due direzioni sono coniugato soltanto so r = — 2, 
cioè x’ — X — !2x. Quest’ultimo punto insieme ai punti x , xu , x„ determina 
appunto il piano E. Ecco così definito geometricamente questo piano ; dualmente 
si può delinire geometricamente il punto X tra i punti della retta intersezione 
dei piani Su questa retta sono perciò caratterizzati per via proiettiva
i punti x , X e il procedente punto x = X — Qx ; ogni altro suo punto si 
potrà caratterizzare mediante il birapporto che forma coi precedenti.



D) Il teorema fondamentale.

Le equazioni I, li, III, IV sono per la geometria proiettiva 
l’analogo delle equazioni fondamentali 3, 4 (§ IO, B) della Geom. 
metrica, e permettono, date le forme F2, F3, Q di risalire alla su
perficie, che ne resta determinata a meno di una collineazione. Le 
loro condizioni d’integrabilità sono V analogo nel caso attuale delle 
equazioni di Codazzi.

§15. — Vari! sistemi <li coordinate x,t.

A) Un primo sistema di coordinate.

Noi potremmo scogliere a coordinate x, y, z, t di punto e 
£, vj, C, t di piano (che finora sono sempre determinato a mono 
di un fattore comune') coordinate tali che A — — a^ = + 1.
Una tale ipotesi non è di carattere intrinseco, neanche se sulla 
superficie sono prefissato lo linee coordinato u, v. Noi non ce ne 
serviremo mai, per quanto, se u, v sono le asintotiche, tali coor
dinate sieno quelle di cui fa uso la scuola di Wilczynski.

lì) Coordinate non omogenee.

Potremmo usare o per i punti o por i piani coordinate non 
omogeneo, ponendo p. es. t = 1, oppure t = 1. Questo metodo 
tratta però il piano t = 0, o il punto r = 0 in modo affatto par
ticolare (con locuzione metrica, considera il piano t = 0 come 
piano all’infinito, il punto t = 0 come origine) ed ò perciò da 
usare soltanto se nel problema che si studia vi è un piano od un 
punto in posizione affatto speciale. Se t = 1, dalle I si trae che 
Pm = 0 ; se t= 1, ò invece = 0. Viceversa, se le pr, sono 
nulle, esiste una combinazione lineare delle x, y, z, t a coefficienti 
costanti, che ò essa stessa una costante ; un risultato duale vale 
se wri = 0.



C) Superfìcie rigate.

Per fare una scella di coordinate intrinseca, di carattere proiet
tivo, e dipendente soltanto dalla superficie considerata, dobbiamo co
minciare dallo scrivere i discriminanti delle F^ , Fs.

(1)

— «11 «22 ““ «12 i

lì = Bau» «»2i ~|~ 6«m am «n« «221 — «in

«111 «122 ----- 4«222 «112

«222 -----

— 4(«||2 «222 ----- «122) (®111 «122 ----- «ne) ----- 

(«111 «222 ----- «112 «221)”-

L’identità £Artars — 2, insieme alle relazioni di apolarità

L 4rs «rst — 0 (i — 1)2)

danno, risolute rispetto alle Ars : 

ove è posto :

2(«|12 «222 ----- «221) j
------------------------------------- , /L

— A —18 ~ A

A2/
«ii 2(«ni a32i — «ne)

A “ A2/

«in «222 — «112 «221
J2/

(3) A2"

«in

«112

«11

^121 ^'221

«122 «222

^12 ^22

1 = 1

almeno se I rt 0. Se ne deduce che :

(4) R = A'F(AuAn — A2^ FA3

almeno se 1 0, forinola che, per continuità, deve valore anche 
se Z = 0, come si può del resto dimostrare direttamente così. Se 
Z = 0, la terza riga del determinante che figura in (3) non può 



essere combinazione lineare delle procedenti, perchè dalle relazioni 
di «polarità seguirebbe l’assurdo 2 = ars = 0. Dunque le 
prime duo righe di tale determinante formano, se I — 0, una ma
trice nulla; ed esistono quindi due costanti c,, c2 tali che:

«m : aU2 : aiti : aiSi = c, : c\ c^ : c, c| : c2.

Quindi : Se 1 = 0, la F3 è un cubo perfetto ; perciò R = 0,
e la (4) vale, anche se 1=0. Viceversa da (4) si trae che, se R = 0,
anche 1 = 0 ed F3 è un cubo perfetto.

Lo relazioni di «polarità dicono che allora il fattore lineare,
di cui F3 è il cubo, è anche fattore di F2 ; viceversa, se F3 , Fa
hanno un fattore lineare comune, la F3 è proporzionale al suo cubo.

Le linee di N che annullano tale fattore lineare sono perciò 
asintotiche, per cui è nullo S(dxd2^ — d^x), ove £, che è il piano 
tangente ad S, è il piano osculatore di tale linea. Ora, prendendo 
i differenziali lungo tale linea, ò

S& = S^x = SfrT-x = 0 e perciò — Sd&Px = S£d3x

Sxd& = Sdxd% = Sxd~$ = 0 e perciò Sdxd2^ = — Sd^d-x = S&l3x.

Per le nostre linee avviene dunque che ò identicamente 
S^d3x = 0, cioè che ogni piano 4 ad esse osculatore ò anche iper- 
osculatore. Dunque le nostre linee sono piane, ed, essendo asin
totiche di S, sono anche rette. E viceversa. Dunque :

Le superficie rigate sono caratterizzate dall’una o dall’altra 
delle relazioni equivalenti : a) R = 0 ; p) I = 0 ; 7) F3 è un cubo 
perfetto ; 8) F2 ed F3 hanno un fattore lineare comune (che, ugua
gliato a zero, definisce le generatrici).

Ne segue anche :
Se F3 è identicamente nullo, tulle le asintotiche sono rette, e la. 

superficie, essendo doppiamente rigata, è una quadrica.

D) Coordinate normali.

Escludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove.
Osserviamo che, moltiplicando F2 ed #3 per uno stesso fattore

6, l’invariante assoluto I del sistema di queste forme resta moltipli
calo per 6-1. Noi dunque facciamo una ipotesi intrìnseca imponendo 



alla I di valore —1. Chè, se fosse Z = 7c>0, basterebbe molti
plicare le x e le £ per //e; e, se fosse I —— basterebbe 
in più, cambiare la faccia scelta come faccia positiva di £ Con 
questo metodo alle forme F2 , F3 sono sostituite due forme ^2, ^>3 
proporzionali completamente determinate in modo intrinseco invariante ; 
e lo corrispondenti coordinale x di punto e piano tangente sono 
completamente determinale a meno di una collineazione unimodulare 
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporaneo 
cambiamento di segno. Di più resta intrinsecamente determinata in 
modo invariante una orientazione positiva della superficie.

Queste coordinate x, £, queste forme tp,, <p3 e le corrispondenti 
P,n,Q, e questa orientazione si diranno coordinate, forme, ed orien
tazione normali.

Poiché, date le coordinate omogenee arbitrarie x, occorre una 
radice quarta per determinare F2, F3, e la determinazione poi 
degli enti normali richiede ancora una radice quadrata, la deter
minazione degli enti normali, date le x, richiede l’estrazione di 
una radice ottava. Dato le x, per passare alle coordinate normali, 
bisogna calcolare #2, F3, cioè bisogna ricorrere alle derivale terze.

Ogni sistema di coordinale omogenee che sia determinato dalla 
sola superficie in modo intrinseco invariante a meno di una colli- 
neaz. a coefficienti costanti, e che richieda per la sua determinazione 
a partire da un qualsiasi sistema di coordinate omogenee soltanto 
derivazioni di ordine non superiore al terzo coincide, a meno di un 
fattore numerico inessenziale, con le coordinate normali.

Infatti, se x sono le coordinate normali, ed x ò un altro 
sistema di coordinate che gode delle proprietà precedenti, allora il 
rapporto x : x sarebbe una quantità intrinseca invariante che di
pende dalle derivate di coordinate omogenee generiche di ordine 
non superiore al terzo. Ciò che è assurdo, perchè la (9) del § 11 
prova che con una proiettività (precisamente con una omologia) 
ogni superfìcie si può nell’intorno di un suo punto generico tras
formare in una superficie collineare (o perciò ad essa uguale dal 
nostro punto di vista) definita da un’equazione

z = xy 4- (x3 -|- y3) (ove t — 1). (*)

(*) Basterà nella forinola citata cambiare i punti unità dogli assi coordinati, 
cioè moltiplicare ciascuna delle x , y , z por una opportuna costante.



Perciò :
Il modo più semplice (che ricorre cioè a derivate di ordino 

minimo) di definire un sistema di coordinate omogenee in modo in
trinseco invariante, è quello di ricorrere alle derivate normali.

E) Rette normali.

In coordinate normali x il punto X~ o la retta

(x, X) restano determinate in modo intrinseco invariante. Dalle 1, 
II, confrontate con le equazioni fondamentali della geom. metrica 
sorge spontanea l’idea di dare a tale retta il nome di normale 
proiettiva (o di prima normale), e alla retta ($, E) il nome di seconda 
normale.

Come vedremo, 1’ ultimo teorema dato in D) equivale al se
guente :

Il modo più semplice di estendere al campo proiettivo la nozione 
di retta normale in’modo che le sviluppabili di queste formino un 
sistema coniugato (che sarà il sistema delle linee di curvatura proiet
tive') è quello sopra definito, che quindi appare come l'unico possibile.

Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini, 
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non ne 
pose però in luce il carattere di necessità, se si vuole la definizione 
più semplice possibile. Il Green cercò semplicemente in un certo 
fascio di retto una retta che descrivesse una, congruenza, le cui 
sviluppabili determinassero su «8 un sistema coniugato.

E) Metrica normale. 
»

Usando coordinate normali, un punto x dello spazio in un 
intorno di un pezzo di <8 avrà per coordinate x = x -)- wX, ove 
x è quel punto di S, da cui esce una normale passante per x, e 
w è un parametro. Le u, v, w si possono considerare come coor
dinate di un punto dello spazio in un intorno di <8 ; e, se noi 
assumiamo come elemento lineare 

(5) ds2 = <p2 -|— dw2,



avremo definito in tale intorno una geometria metrica determinata 
dalla superficie S in modo intrinseco invariante. In questa geom. 
metrica la nostra normale proiettiva incontra proprio ortogonalmente 
la superficie <8 ; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica, 
torsione ecc., diventano altrettanti invarianti proiettivi della S e 
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla <8 resta 
definita una geometria metrica (ds2 = <p2), per cui le asintotiche 
sono le linee di lunghezza nulla, e di cui daremo più avanti un’in
terpretazione geometrica. Così le espressioni

(6) |^| A | (du82v — dv§2u) : |/<p2

(7) d j |/|A (du82v — dv32u) | = |/|A| (du63v — dv83u) : 

sono per una linea di S degli invarianti proiettivi : la prima (cur
vatura geodetica nella nostra metrica) si potrebbe chiamare la cur
vatura asintotica.

Si possono anche estendere le nozioni di torsione, e di torsione 
geodetica.

Così V espressione

1
T p

= (x , dx , d2x , d3x) : ,

calcolala in coordinate normali, è un invariante nullo soltanto per 
le sezioni piane, che perciò si può chiamare torsione proiettiva.

Tenendo conto delle equazioni fondamentali (I) e (li), questa 
espressione si può calcolare facilmente ; rinviandone l’esame al § 
seguente, osserviamo soltanto che, se 82ut — 83Ui = 0, allora essa

1 P
si riduce a dove Pa è una forma differenziale di sesto

grado e del primo ordine. La torsione proiettiva di una linea a curva

tura asintotica nulla si riduce perciò precisamente ad o, poiché

1
—- ha uguali valori per duo linee tra loro tangenti, esso, calco
lo

lato per una linea qualsiasi L di S in un punto A, vale la torsione 
proiettiva di quella linea tangente in A ad L che ha la curvatura 



asintotica nulla. Perciò allo linee di curvatura asintotica nulla pos

siamo dare il nomo di geodetiche proiettive, e alla fraziono -y— quello 

di torsione geodetica proiettiva.
Ritroveremo più avanti queste quantità da un altro punto di 

vista.

§ 16. — Il caso di linee coordinate asintotiche.

A) Le forine , lf, P , Il, Q.

Se

(1)

le u, v sono asintotiche, supposte reali, ò : 

0 = an — a22 zzz (a; a,

----  (k Sv u) ---- Sv

{x Xu Xv Xu^ = (£ Sv ^uv) ■—■ i OVO

w — sgn[x x„ Xy xuv) = sgn(i iuv) = sgna 12

s = — sgnA — sgna^ = 1

X = l-^x = ^
2 “ a12

a2$=

Porremo sovente :

(2) I «121 = e° ci — •

Essendo apolare ad F2, sa™ :

(3) P2 = 2a12 dudv = 2adudv ;

7*3 = a12(pdw3 -|- ydv3) = a(pdu3 -|- ^dv8).

Se a12 = p7, le coordinate sono normali (e la superficie non è
rigata).



Se p = 7 = 0, allora F3 = 0, e la superficie è una quadrica ; 
se (3 = 0, le v = cost. sono rette ; se t = 0, le u = cost. sono rette. 
Questi teoremi, conseguenza dei precedenti risultati generali, rice
veranno conferma anche dalle seguenti deduzioni. Le equazioni 
fondamentali (I) e .(II), e i risultati relativi a P — Il danno ora :

«11 = P«2 + Pll« , «22 — 7«i “F P22x >

ossia :

I bis) u----- H 4" Pii « xvv — ^x„ 4- e„ xv -]- P22x 

insieme alle :

$II) $22 = “ 7$i + ^22 $

ossia :

II bis) $MW -----  P^V F ^6

(4) p12 = ir12 — 0 iru — Pn = p„ 4- pO^ ^22 — P22 = 7» + 7®»

Posto poi :

(5) (h\ = Pii 4- ^11 9Ì2 —0 ^22 — P22 + z22

è :

( yffn — Pn + y (P^PO-^ mn— y (p„ 4" PQ»)

(6) 1 1 1

[ y I22 = P22 + y (7« + 70 « ) = ^22 — y (7« + 70 « ) •

Le qu, q22 sono auto-duali.

lì) Flecnodi.

Nei punti soddisfacenti albi 7 — 0 la (I) bis dimostra che x, 
xv , xvv sono collineari cioè che nei punti per cui 7 = 0 le asin
totiche u = cost. hanno un flesso.



Proveremo che in tale punto la retta tangente all’asintotica 
u = cost. ha un contatto quadripunto con la superficie. Teoremi 
analoghi valgono per i punti soddisfacenti alla p — 0.

Per provarlo assumiamo t = 1 ed a coordinate x, y, z quelle 
determinate dai seguenti valori iniziali :

x — 0, xu — 1, xv __~ 0, xu v — 0

y = Vu = y,. v — 0, yv = 1

z = z„ — %v — 9, zu v — 1.

Sviluppando con la forinola di Taylor, troviamo per le (1)m»> 
scrivendo i soli termini che ci interessano, indicando con u = v — 0 
il punto considerato, e con 0„ , p, 7 , eco. i valori di 0„ , p , 7 ecc. 
in questo punto

/ ■ '
« = u + 4- (0» «a + V’2) + 4~ (T» + + ...

(7)

z = uv -|- p- (P«3 + 30„ w2w 30„ wv2 4- 7«3) 4"

+ +....
L &

cioè (scrivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto 
quello in y4) :

(8) z = xy----- (P*8 + T3/8) + — 7”)?/+ ••••

Si riconosce appunto che, soltanto ove q = 0,10, tangente asin
totica. z =: x = 0 un contatto almeno quadripunto con la superficie.

Se è identicamente 7 — 0, le asintotiche u = cosi, hanno in 
ogni punto un flesso, e quindi sono rette come già sapevamo. La 



superfìcie risulta rigala, e le sue linee di Darboux si riducono alle 
generatrici u — cosi., e alle linee soddisfacenti alle p = 0.

Ora per una superficie non rigata i punti, in cui p = 0 op
pure 7 = 0 diconsi flecnodi ; per una superfìcie rigata, in cui sia 
identicamente p. es. p = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano 7. 
Ivi la tangente all'asintotica curva ha un contatto quadripunto con 
la superficie, cioè incontra quattro generatrici infinitamente vicine. 
Poiché quattro rette hanno generalmente due direttrici, segue che 
su ogni generatrice v = cost. vi sono generalmente due flecnodi, ossia 
che con opportuna scelta del parametro u, la 7 è un polinomio di 
secondo grado in u ; ciò che, come vedremo, si deduce facilmente 
anche dalle condizioni d’integrabilità delle (I) hls. Il luogo dei flec
nodi dicesi linea jlecnodale. Su una rigata le linee di Darboux si 
riducono alle generatrici e alla linea flecnodale.

Dallo sviluppo (8; si trae un’altra conseguenza: La tangente 
asintotica z = x = 0 ha un contatto pentapunto con la superficie 
nei punti ove 7 = 7, = 0, cioè nei punii ove la linea flecnodale 7 — 0 
o ha un punto doppio oppure è tangente a una asintotica u = cost.

Nel caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cioè quando la 
inetta (x, x^ che- è tangente all’asintotica u=.cost., incontra 
una generatrice, cioè una retta (x-j-xv dv-^-— xvvdv2 + ...., 

xu —p xuvdv —|— —- xuvvdv2 —p

L’equazione in dv che si trova ammette dv = 0 come radice 
quadrupla se 7 = 0, come radice quintupla se 7 = qv = 0.

C) Osservazioni varie.

È facile calcolare

il = ME = 6'

Osserviamo innanzi tutto le identità :



0 -- - ==- ^^XUu ---- %u ■—■

0 — ^22 ----  S^XV v Xv — ^X^i)V

(7'12 = H- W'V ----

^'111 ----  P^'12 ---- - ----  '^11 ----  ^UU ----  SXtt ^HU

^222 —• 7" 12 '— v  Sx^

^112 —’ ® — $XU ^Uv '—— ^uv — $11----

— Sé x a“ia — Sx é 4-
---- ---- ^uu ---- ' ^U

^221----  9 ---- Sxv ^uv----- ^uv —-

^®12 o » । $®12
----- — ®w ----- ^>xu Sm "r ^v~

Quindi :

1 8
Si = -J- -k—

12

1 0 36#„
-.- Sxu—5— = a^2 cu

1 8
-------j- Sxu -^- (0X — 7^u + k22^) = 

afg 8u

1
~ 0 ■

= ^-(e„„ + ?T)
al2

cioè

(9) Si = ÓWE — S ^2 ®12

1
«I!

i'l'^a'^ _1_ Jl

Sxh ^uu

6uSv «12

La Si vale, pertanto il rapporto (0? : al2 in coordinate asintoti
che) della forma normale <p2 a^a , diminuito della curvatura di 
Eo : così enunciato, il teor. permette di calcolare Si in coordinale 
u, v qualsiasi.



Lo linee di Darboux hanno per equazione pdu3 -|- ydv3 — 0, 
quelle di Segre 0d!u3 — '(dv3 = 0. Chiamiamo isolermo-asintotiche 
le superficie per cui

(11) d8M : 7 _
SuSv

Per esse si potranno scegliere i parametri dello u , v in guisa 
che 0 = 7.

D) Condizioni di integrabilità.

Diamo una prima forma delle condizioni d’integrabilità, che 
studieremo più tardi in modo più completo. Esprimendo che i va
lori di xuu„ tratti da (I) derivando coincidono, si trovano le con
dizioni

+2 i + e”0““=>

+ 2 + -^7 + = 1P“ + 2P7“ + ’

d?22 । p_^2 

Su J dv - + 2p22 P» + ^Pn
Sv2

0
" Sv

+ 7 ^u + +
Su2 ’

che si possono presentare in forma più semplice. Ad una trasfor-, 
inazione moltiplicativa di coordinato x — px' corrispondono le 0 — 0', 
7 = 7', «12 = P2a'i2- Ponendo in (I) x = px' con p2 = «i2 : «12, 
si trova facilmente che :

- -|-eu ~ 00. ~ 2?h = O’uu - ‘ 0 2 - 00’,, - 2p'n 

e l’analoga in p22. Sottraendo dunque 0„ dai due membri, si trova



che : le quantità

I
I=—4- e« - - p- - 2Pn=4-^+ 

£ "

+ PO» + — 2zn — 0uu 02 q^
! " 1

= 0„„ - -- 0?, - 70u - 7» - 2pn = 0„ - v 02 +

! + 70u + 7„ — 2tv22 — 9»»------^22 

non mutano neanche per una trasformazione x = px', cioè non mu
tano per una qualsiasi collineazione. E le (12) si riducono alle:

(14) L„ = - (2p-r„ + 7pu) , Mu = - (27p„ + p7„) ;

(15) pJf„ + 2Mp„ + p™ = qLu + 2Lqu + quuu.

Infatti lo (14) equivalgono le prime duo dello (12); l’ultima 

di queste, quando alle , —^2- si sostituiscono i valori tratti 

dalle altre duo, diventa :

2p ~~ + 4p2ap„ — p„„„ — 70„0«» — 2PA„ — P0„„„ +

+ P7u„ — Tu 0® + o„ PTv + 26„ '(P„ =

“ 2T o “h Tu Tuuu pOvOuo 2yu 6MM t0«uu 
ou

+ TPu« — P»02 -p 6«tPu + 26„PTu

a cui si riduce anche la (15) in virtù di (13).
In coordinate non omogenee (t = 1) 1’ ultima delle (12) ò una 

identità, perchè pu = p22 = 0. Non lo è invece la (15) che si può 
in tal caso considerare corno la condizione d’integrabilità dello (13) 
pensate come equazioni nella 0.



96 CAPITOLO SECONDO [§ 16, E]
I

La forma Ldu2 + Mdv2 è invariante, per collineazioni (o reci
procità), ma non è intrinseca, come si riconosce studiando su 0 
l’effetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel
l’ipotesi semplificatrice che t = 1 e quindi pu = p22 = 0. Ma è
faci le riconoscere pure che, posto

(16) ± = Pt 1 
oppure — oppure /p oppure >7

(17) + c* = Pi 1 
oppure y oppure /y oppure

8 
l^2

se p. es. 0 = 0, ponendo <p = — log 17 |, 4 = — log | 7 |
A-

allora la forma :

(18) Il — 4. A- ^du1 + (m — <p„„ 4- ~ (p,?W 

è intrinseca, pure essendo ancora invariante per collineazioni a mo
dulo qualsiasi; essa si può perciò talvolta con vantaggio sostituire 
«Ila P (0 II, oppure Q), che è invariante solo per collineazioni 
unimodulari.

Da tutto questo si possono anche dedurre le condizioni d’in
tegrabilità in coordinate u , v qualsiasi, che furono dato in forma 
concisa per la prima volta dal Fubini nello sue Note : Fondamenti 
della geometria proiettivodifferenziale di una superficie. (Rend. della 
B. Accad. dei Lincei voi. 272, 1918). Non 1(5 scriveremo qui, per
chè più tardi le daremo sotto un’altra forma, dovuta al Cech.

E) Calcolo di (x dx d~x d^x). Il cono di Segre.

Supporremo le x coordinate omogenee qualsiasi. È, se u — uy 
q v — u2 sono asintotiche :

d^x — 2^82u( 4- (0»„ 4- Piix^dn2 4- Zx^dudv 4- (yxu 4- p22 x)dv2



d3x = Zxfi3^ 3 pnx)du82u 4- xw(du82v 4- dv82u) 4-

+ <7$» 4- P22x)dv82v [ 4-

4- + ($112 + 2a:laJ)c?u2dv 4" ($121 + 2xJ22)dudv2 4- ^222^3

Ora

Ó X
$111 — 26„x1] = p^x^, 4- (P„ — 2pOu)z,. 4- 4~ • • •

$112 + 2®i2i = 3 ■ 4" 20m„ x„ = (3^7 4- 20„,.)a:M 4- 37tu x„ 4- • • ■

e analoghe dove sono trascurati i termini in x, e dove, si ricordi 
& 4- Pii + PQ. = «iv

Quindi, posto

A — 53w 4- 3ydi;82u 4- p-ndu3 4~ (3^74- 20„„)du2dv

4- 3it22 dudv2 4- (7»—270,.)d??3,

B = ft 4- 3pdw82u 4- paadv8 4- (3^7 4~ 28HV)dudv2

4- 3nndvdu2 4- (p„ — 2$0u)du3,

C = 3((Zu82n 4- dv83u) 4- pdu8 + 7^’;3 ,

sarà :

(x dx d2x d3x) 
{x xu xv xuv)

du

82u 4- idv2

A

dv

82v 4- pdw2

B

0
2dudv

C

= — 2dudv

[du83v — dv83u) 4- 3(pdu282u — *(dv282v) 4- '

4- (pM — 2^u)dui — (7,, — 276,, 

+ (S’Cii — pn)dvdw3 4- (p22 — 3it22)dudv3

+ 3(d/u82v 4- dv82u) 4- ?du3 4- "(dv3 du82v — dv82u 4- pdw3 — ^dv3

Fuiuni 0 òech, Lezioni di Geometria prowttivo-difforenxiale. 7



98 capìtolo secondo [§ 16,

Se Fa è il covariante cubico a(pdw3 — qdv3) di Fa e G è la 
espressione intrinseca a(du^v — dv82u), avremo :

G = a^du^v — dv82u) dG = a(du83v — dv83u) 

^cioò la curvatura geodetica rispetto all’ elemento F2 è G : ]F2 j , 

dF2 = 2a(dù82v 4- tZ?;82w)

dFa'—3a($du282u-idv282v)+aini^ -\-aìn2du3dv-a2221dudv3-a2222dv4

= 3a(fidu282u — qdv282v) +
^--30uap 

cu
du* +

, j 3j S(a ) .1 3 5(a0 afi , 4
4- —du3dv-------- dudv3 — ——---------- 30r«Y dv .
~ dv Su dv 1

Essendo (x xu x„ xw) = a2, ne deduciamo :

Ì
(x dx d2x d3x) = — F2 dG 4- dFa 4- E2(7tu du2 — ~22 dv2)

4- g+eA

Si noti che n^du2— z22dv2 si scrive subito anche in coordi
nate curvilinee qualsiasi ; essa .è la forma quadratica apolare ad 
F2 e alla forma ^inrsdurdus, covariante al loro sistema.

Cosicché la (19) permette di calcolare (x dx d2x d3x) in coordi
nate qualsiasi. Uguagliando a zero, si trova l’equazione delle se
zioni piane. Ne segue facilmente (cfr. la Nota di F. citata più 
avanti) che l’equazione delle, sezioni piane è determinala dalle nostre 
forme e viceversa; cosicché due superficie poste in una corrispon
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, sono collineari (ciò 
che è evidente per superficie algebriche e che per superficie qual
siasi si può dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli 
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 voi. 49 pag. 786).

Cambiando di segno p , 7 si trova l’equazione delle curve di 
contatto della nostra superficie con un cono ($ d£ d2^ d3^) = 0.



L’equazione :

(20 ) (re dx dx  d^ = (S di d^i d®  ()* * *

(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire 
l’equazione ottenuta, moltiplicando per e uno solo dei duo membri.

non contiene i differenziali terzi e si riduce alla :

(20) ut» -F2 %dF3 4- F2 (irn — pu)du2 — ^22 —

4- 26^3 4- 3F3'dF2 = 0

che dev’essere indipendente da a, perchè, moltiplicando le x e 
quindi anche le i per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente 
a sò stessa. Sviluppando la formola precedente si trova infatti che 
(20) si può scrivere quando si consideri u corno funziono della v 
/ , du d^u \
e sì ponga u = —- , u = —7-7- :

\ r dv dv1 /

(20)ur 2 u" = - M'2) 4- - M'ì = 0.
tv \ U> 1 \ Iv /

Le curve G definite da questa equazione hanno un importante si
gnificato geometrico. Sia ir un piano osculatore in x ad una di 
queste curve G, contenente perciò anche 2 altri punti consecutivi 
ad x sulla curva G. Consideriamo un quarto punto consecutivo 
preso non su C, ma sull’intersezione della superfìcie con ir. Il primo 
membro di (20), e quindi per la (20) lor anche il secondo membro 
sarà nullo. Perciò i piani tangenti alla superficie in questi quattro 
punti concorreranno in un’ unico punto. Al § 24 del Gap. Ili" tro
veremo che (20) tor definisce le pangeodetiche. Abbiamo dunque :

In un punto O di una superficie il piano osculatore tt di 
una qualsiasi pangeodetica uscente da O gode della proprietà che i 
4 piani tangenti in O ed in 3 punti consecutivi dell’ intersezione di 
ir con la nostra superficie passano per un medesimo punto.

Al § 24 del Gap. Ili” studieremo il cono inviluppato da quo- 



sti piani : cono che per la prima volta è stato considerato dal 
Segre. La equazione (20) è dovuta al Cech ; essa è molto notevole, 
perchè permette di fare i calcoli in coordinate u, v qualsiasi. Si 
veda anche l’ultimo teorema del § 22. Il Eubini trovò per la prima 
volta le forme F, studiando appunto l’espressione (a:, dx , d2x, d3x).

F) Confronto con le formole della Geoin. metrica.

Supposto t = 1, siano x , y , z coordinate cartesiane ortogonali, 
Sarà :

(19) = xv
22
12 =

ove V sono calcolati per l’elemento lineare di Gauss. Confron- 
( « )

tate con le precedenti, si deduce :

(20)
22
1

j 11 j ! 22 I 
| 2 j’ ( 1 jNe segue che i nostri 0 , 7 non sono che i simboli

per V elemento lineare di Gqmss ; se p. es. 0 = 0, sarà 1 “ 1 = 0, 

cioè le v = cosi, avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo 
asintotiche, saranno rette, come già sapevamo. Sarà poi :

( (x xu x„ xuv) = wa?2 = + D'^EG—F~ ,

•3” (
ove K =------p- è la curvatura totale della superficie, in completo 

accordo coi! la (21) del § 12 C.
La coordinate normali si ottengono dalle precedenti, moltipli-



/

cando per

। / P? i / -0:2
| \D'\EG — F* = pv e

Si noti che, posto En = E, EK = F, E& — G, conseguenza 
differenziale delle

e che conseguenza delle equazioni di Codazzi (essendo ora D=D"=G) 
sono le :

( 12 ) _ dlog^p ( 12 ) _ dlog^p
( 1 ) dv ’ I 2 ) du

E, per le (20), (21) :

dudv du dv

cioò

(24) a12 Q = 0„„ + = -L -py- — A
' “ «viri / quqv

che è la quantità che si presenta nella celebre equazione di Moutard.



§ 17. — Applicazione agli invarianti 

di un sistema coniugato.

A) Calcolo di tali invarianti.

Le u , v formino un sistema coniugato ; sia

(1) du = rdu 4- sdv , dv = Sdu + Rdv

cosicché :

(lì )j1b --- — T---------- O ------ --- -— = 8------ Vi ------  .
du du dv dv du dv

(2) rii + sS=0 ,

(3) dù^^du + ^dv , dv= -Ldu^-^dv.

Per la (2) le condizioni d’integrabilità danno :

Ss2
Sù — fv — rsu + Ssv = rsu + Ru =

= rs
su __ Ru \ _ dlog(s : R) 
s R / du

«1 o
lì- = Si = rRu + SRV = rR2~ + SRV = 

8“

(
lì «
R s

= US : • 
dv

Sarà poi :

(5)
d2 d2 . d2 , aiogs:Zi d 

dudv °u“ °u



+ RS
dlogR : s d 

dv dv

Sarà dunque (posto a = an)

(«)
d~x

dudv
^rsOu + RSy + rs +

+ Lt? + RSGV + RS -Vr 4- (rspn + RSp2i)x = 
\ dv J

( 1 / dlogas:Ji , „„ \ , 1 / o , no ^logaViLs \ /
= ì & ('“ —k— + +liS—s—Jr-

( 1 / dlogas:R . na \ , 1 / „ , „„ 51oga2?:s\)+M” -V-+®”)+s rp+Bs ) f *•
+ (^Pn + RSp22)x.

Questa è una equazione di Laplace per le coordinate x di punto, 
di cui il primo invariante ò :

Ì
 1 / Slogassi V 1 dlogaR:s V
I = — rs----- H RSi + —-5- RS----------------- H rsp 

\ Su-- / ^RS \ dv /
+ rspn + RSpi2 —

1 / dlogas-.R \ 1 / , dloga2?:s\
~ 75- ™----------h + — rsp + RS-----_2r \ du ) 2S\ dv ) ù

i
Poniamo : 

s r
<8> -«=—T“P1

allora

(9) du — (jdv = 0 ò l’equazione dello u = cost.

(10) 4 = _
du \

. (Qui S non è un simbolo di somma).d ' 
P du



L’ ultimo termine del secondo membro di (7) diventa :

-----5- A. + « 
Lì

psp + IìO„ — lì 
PP P

1—PP2+6v_£l 
p p .

= — 2- S(R„ - P7?u) A + p„ - 2----- pp2 + 0t. — A

* \ p p ,

- T “(4- - 2) 2+-7—
Per le condizioni d’integrabilità è Rv : lì2 = sv : s2 ; e perciò il fattore

- 2- S(R„ - pii») 
u

del primo termine dell’ultimo membro vale — .
Lì *p

Se ne deduce, ricordando (2) e le (13) del § 16 D che:

(11)

2 A _ 9 dHogp P„„____3_ p,.2
2 p dudv p2 2 p3

2 2 2Y 4- y A2 p3 ' p2 1 7l' p2,

+ (2pvP - p„p2 - 2ppp„ + 2- p2p3 + 2ppA 
\ “ /

Dunque : (F) 
_ _ 21 / 1 \

La jorma 8Idudv = -T;—------— du24-pdv2|, che ha un si-
Ss \ p /

gnificaio indipendente dal modo con cui sono stati scelti i parametri 



u, v del sistema coniugato che si considera, si calcola appena data 
V equazione du — pdv = 0 delle u = cost. oppure dii + pdv = 0 
delle v = cost. senza che si debbano calcolare le equazioni di queste 
curve in termini finiti o ricorrere a quadrature.

L’altro invariante se ne deduce scambiando r con s, li con S, 
cioè cambiando p in — p ed Ss in Rr — — Ss. Lo diremo il se
condo invariante.

Gli invarianti per l’equazione di Laplace relativa ai piani 
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — 0, — 7 a 0, 7.

B) Sistemi coniugati ad invarianti uguali.

La differenza dei due invarianti per l’equazione di Laplace 
relativa alle coordinate di punto è quindi il prodotto di Ss per

1 c
che vale, (F), posto — — = — :

521 G
S og D / C\ / D\ 

yD^+

Dunque : Il sistema coniugalo Cdu2 + Ddv2 = 0 ha invarianti 
di punto uguali, se (12) è nullo.

L'uguagliare a zero il solo primo termine caratterizza, si noti, 
i sistemi isotermi coniugali.

L’uguagliare a zero la (12), in cui si cambino i segni di 0,7, 
caratterizza similmente i sistemi coniugati a invarianti tangenziali 
uguali.

Poiché cambiare i segni di 0, 7 equivale a cambiare il segno
Q

di — , cioè a sostituire al sistema coniugato Oditi2 -|- Ddv2 = 0 il 

sistema coniugato armonico (che lo divide armonicamente) Cdu2 — 



— Ddv2 = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie 
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72) :

Se un sistema coniugalo ha invarianti di punto uguali, il si
stema coniugalo armonico ha uguali invarianti tangenziali e viceversa.

Segue pure immediatamente : Se un sistema coniugato gode di 
due delle tre proprietà seguenti : di avere uguali invarianti di punto, 
di avere uguali invarianti tangenziali, di essere isotermo coniugato, 
gode pure della terza ; ed anche il sistema coniugalo armonico gode 
delle stesse proprietà.

Se una superficie contiene un tale sistema coniugato, potremo 
cambiare i parametri u , v delle asintotiche in guisa che C = D = 1. 
Risulterà perciò dall’annullarsi di (12) che = Tali superficie 
diconsi di lonas.

Notiamo ancora : Se due superficie hanno le stessp p , 7 cioè 
lo stesso elemento lineare proiettivo, cioè se, come vedremo, §pno proiet
tivamente applicabili, su di esse si corrispondono i sistemi coniugali 
ad invarianti uguali. (F).

All’equazione ottenuta uguagliando (12) a zero, si possono 
sostituire delle equazioni più semplici. Tale equazione dice infatti 
che

(■4io^+? +yyiogc+p vh

8 , D , G 8 , G , o D
8u °g H + T D 8v °g H + P G ~ ° ’

•ossia :

(13) DU + ^G = D^■ CV + ?D = C^,

è un differenziale esatto dlogtp, cioè che :

ó 1 D , G'.tf n 8 . G , . D: w
—— log-------T ~TT~ = 0 — loS-------F P = 0
8u p D:p 8v p Gip

Posto p — tyH, ove H è una funzione arbitraria, e sostituito 
C : tp e D : <p alle C, D , col che il rapporto G : D resta immutato, 
queste equazioni diventano



che sono lineari in C, D. Poiché H è arbitrario, si può, volendo, 
scegliere H = 1 ; e le (13) diventano allora :

(1 4) D^-^C, C„ = — ^D.

La determinazione dei sistemi coniugati a invarianti uguali è 
ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (F).

C) Un’altra applicazione.

La differenza tra il primo invariante dell’equazione di Laplace 
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale 
dunque il prodotto di Ss per

-cioè vale

(Ri 2*j(W,_(n
v 7 t \ P /u oudv J

^4
Posto p = + —, l’eguagliare a zero questa espressione (15) 

equivale, (quando si moltiplichino A , B per uno stesso opportuno 
fattore) a imporre le:

(16) 4,. + 7^ = 0 Bu + = 0

adatto analoghe alle (14) ; vedremo che queste equazioni equival-

gono a dire che le tangenti alle linee —— = —=- cioè alle 
A i>

u = cost. {du — gdv = 0) formano una congruenza IP. Se ne de
duce il teor. (F) :

Se il primo invariante in coordinate di punto è uguale al se
condo invariante tangenziale, le rette tangenti alle curve del primo 
sistema (u = cost.) formano una congruenza W.

Se questo avviene anche per le linee coniugate v = cost., cioè 
se le equazioni di Laplace per i punti o per i piani tangenti 



hanno uguali invarianti, scambiati di posto, cioè se tali equazioni 
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente i parametri u , v 
delle asintotiche, potremo supporre p = 1 ; il sistema coniugato che 
si considera è pertanto isotermo coniugato ; e, come si vede da 
(15), fì„ = . Le superficie, su cui esiste un tale sistema, sono 
le superficie R di Tzitzeica e Demoulin.

L’analogia tra le (14) e (16) non è soltanto formale; vedremo 
che, integrale le (16) cioè trovale le congruenze W di cui S è prima 
falda focale, si sanno integrare le (14), cioè trovare i sistemi coniu
gati a invarianti uguali con sole derivazioni ; e viceversa, integrate 
le (14), si sanno integrare le (16) con sole quadrature.

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza 
biunivoca, e se per la seconda 0' e 7' sono i valori delle 0 , 7 , la dif
ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0| 
soltanto se :

<16>
Supponiamo che le due superficie debbano aver uguale tanto u ,

il primo invariante in coordinato di punto che il secondo invariante 
tangenziale. Allora basterà che sia soddisfatta la (16), e che siano 
uguali i primi invarianti in coordinato di punto ; cioè, indicando 
con L', M' i valori di L, M per le due superficie, dovrà essere 
soddisfatta, oltre alla (16), anche la :

p^_ppH_2pp„ + -l-p^_

-(^ + *>+4^
(17)

= M - pp'M - 20'p„ + A- P'2P2Ì - 

\ /

-^' + 27'-^
\ P 2 P P /



Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoria della 
deformazione delle congruenze.

Ancora una osservazione : Per le superficie isotermo asinto- 
/ R \

ti che (per cui log— = 01 si possono mutare i parametri 

u , v delle asintotiche in guisa che P = 7.
Per tali superficie le equazioni (14) e (16) sono perfettamente 

equivalenti. Si ha così una trasformazione (F) delle congruenze W che 
hanno una tale superficie come prima falda focale ; la soluzione 
di (14) che, come abbiamo enunciato, si deduce con sole derivazioni 
da una soluzione di (16) è ancora una soluzione di (16) e individua 
pertanto ancora una congruenza W.

§ 18. — Nuovi studii in coordinate asintotiche u, v.

A) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre.

Sia t = 1 ; e quindi x , y, z siano non omogenee. Le equazioni 

SExu = SE®,, = 0 , S&u = S^x„ = 0

(i cui primi membri si riducono a tro soli termini perchè t.u—tv—Q) 
provano che esiste una quantità X tale che

E = X£ li = Xi) z = xc.

1
Poiché E = — A2 £, sarà :

= Xa12<p (per <p = $ , q , £ , non per <p = r)

Ora

Q = SAE = \SXÌ = X.

Perciò (§ 16 C) sarà :

<]) Tu» = (0«v + Pt)<P (per tp = £, 7), C , non per cp = t) 

che ò la classica equazione di Moutard.



Se ne deduce :
I piani tangenti alle asintotiche di una superficie tagliano un 

piano qualunque t = 0 in un sistema coniugato ad invarianti tan
genziali uguali. Questo teorema è il duale del seguente, che è ben 
noto, e che si dimostra supponendo r = 1. Proiettando da un punto 
su un piano le asintotiche d'una superficie si ottiene un sistema 
coniugalo ad invarianti (di punto) uguali.

Viceversa siano $ , tj , £ tre soluzioni indipendenti di una equa
zione di Laplace ad invarianti uguali, che potremo supporre ridotta 
alla forma

(1) bis •

Costruiamo le equazioni

(2) = a£u — É + e$„ + k22 $,

a cui soddisfano le funzioni g, , C- Le (1) tu e (2) hanno 3 so
luzioni indipendenti comuni, e soddisfano perciò alle condizioni 
d’integrabilità. Da questo si trae innanzi tutto a„ = eM , cosicché 
si può porro a = 0„ , e = 0„, e inoltre si trae che :

(3) Il = 6U„ + Pf , iru = P„ + pe„ , jt22 = + -(O».

— K. - v 6« - P" - ’
U V \ /

n / i \
A- - v 0’ - 7 - 70« = - 2t»P - 7P„.
CU \ £ /

In particolare sono dunque soddisfatte, com’era prevedibile a 
priori, le condizioni d’integrabilità per il sistema formato dalle 
sole (2) ; od esisterà pertanto una quarta funzione t(u , v), linear
mente indipendente dallo precedenti che soddisfa a (2), ma non 
ad (1) bu ■ Ciò che del resto si potrebbe dimostrare a posteriori, 
verificando direttamente i seguenti risultati. Il piano £, t; , C , t in
vilupperà una superfìcie S, su cui le u, v saranno le asintotiche.

La iS$a;u = 0 diventa per (1) w,

j, H- y» Cui'^u)



Confrontando con la SEa;M = 0, ossia S£uv xu — 0 si deduce :

(t„„ — = 0

ossia, poiché t non soddisfa ad (l)bis, <» = 0; similmente si prova 
che t„ = 0, ossia che t = cosi., ossia che x, y, z daranno coordi
nate non omogenee [e quindi che = 7ru — (p„ + p0„) e p22 
sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)]. Dalle S^x„ = 
= S£ux„ = 0, che si riducono a somme di soli tre termini, si trae:

(4)
V C 

fju Cu= p
'e analoghe in y , z 'i

,p = fattore di proporzionalità^

Similmente, se 6 è un altro fattore, si trae :

(4) i,i.
C 

fio C,
(e analoghe in y, a).x„ — — 6

Dovendo essere xu = 8^ x„, sarà p = 6. Si riconosce poi 
che le condizioni d’integrabilità sono soddisfatte se p„ = p,. = 0, 
p. es. per p — 1. Si ha così :

(5) dx =
C

Cudù — l„dv
(e analoghe in y, z).

7]u du — fj^dv

Queste sono le ben note formale di Lelieuvre, che permettono^di cal
colare x , y , z con sole quadrature. Sarà inoltre :

(a: xu xv z„„) « — (tu x„ x„„) =

fi c

Cu

fi c 

fio C»

fi» c„ 

fju Cu

è

fi

C Cu

e,.2

c,.

Calcolando le derivate di quest’ultimo determinante, si trova 
per le (1)h,, (2) che esso vale ke° con k — cost. D’altra parte

e
fi 
c

(C L C, CMl>) =

tu t»

flu fi» 

c„ c»

(fu» — Rf) ■



E, calcolando le derivate di — At, si trova che, moltipli
cando la t per un fattore costante, si può rendere tmv — Rt = ke^ .

Perciò,

(£ Su 6» Su») = ^2e2° = xw).

E si ritorna completamente alle usuali formole della teoria 
delle superfìcie appena si osservi che, essendo 6 determinata a 
meno di una costante additiva dalle 6„ = a , 6„ = e, possiamo ser
virci di tale indeterminazione per rendere k = 1.

Abbiamo conseguito un ulteriore risultato che cioè la t, la 
quale non soddisfa alla (1) bls soddisfa invece alla :

(6) r„„ = Rt + e® = Ut 4- a]2,

completando così il risultato di Lelieuvre.
Si capisce ora perchè il Lelieuvre, nella geometria metrica, 

sostituisca le precedenti £, 7], £ ai coseni direttori della normale. Le 
$, 7], C insieme alla r sono proprio quelle coordinate del piano 
tangente che corrispondono alle coordinate non omogenee x, y , z , 1 
secondo le nostre convenzioni (a: xu xv xuv) = ($ im) relativo 
al caso e = 1 di asintotiche reali.

u

B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari.

/
Nella teoria delle curve avevamo scelto coordinate corrispon

denti di punto a; e di piano osculatore $ in guisa che (a: dx d2x d^x) = 
= (£ di d2i d3i}. Ora, se x descrive una superficie di cui $ è il piano 
tangente, allora $ è anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha 
fatto l’importante osservazione che le coordinate $ scelte con le no
stre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge
remmo con le convenzioni relative alle asintotiche. Infatti, se ci muo
viamo su una asintotica v = cosi., e se $ è il piano tangente alla 
superficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II)

a di w d3n = ($ e„ u = (e eu i^w =

= (x xu xv x„)^2du3 = (a; dx d2x d3x).



Dunque tutte le nostre formolo relative alle curve si possono 
senz’ altro applicare alle asintotiche. Così p. es. le n — cost. appar
teranno ad un complesso lineare se lungo v = cost. è Sd3xd3$ = 0, 
ossia Sxuuu$uuu = 0, equazione che, tenuto conto delle equazioni fon
damentali 1° e 11°, diventa l'equazione di Gech :

duàv p ' ‘

Se 7 = 0, e quindi le u = cost. sono rette, allora questa equa
zione ci dice che 0 è prodotto di due funzioni, una della sola u, 
una della sola v.

La linea flecnodale [3 = 0 sarà perciò contemporaneamente 
definita da una equazione v — cost., e perciò sarà un’asintotica, 
oppure una coppia di asintotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi sarà 
una retta o una coppia di rette, direttrici della rigata. Ne segue, 
come del resto apparirà ancora più. chiaro dal capitolo sulle rigate, 
che :

Le superficie rigate, per cui le asintotiche curve appartengono 
ad un complesso lineare, sono tutte e sole le rigate appartenenti ad 
una congruenza lineare a direttrici coincidenti o distinte, le quali 
sulla superficie esauriranno la linea flecnodale.

Si può poi dimostrare : Tutte le asintotiche curve (v = cost.) 
di una di queste rigate sono (proiettivamente) identiche (*).

(*) Nel Capitolo dedicato' allo rigate vedremo che, so y=0, si può sup
porre 0 funzione della sola u, supporre p„ = 0, p = U(ae' -f- bv 4- c) con 
U, a , b , o funzioni della sola w ; e infine p„ — p — aUv con p funzione della 
sola u. Nel nostro caso potremo anzi supporre lo a, b, c costanti o, mutando 
v in v cost. (oppure —) supporre anche c = 0. Dalle equazioni fonda

mentali si trae ohe le x, y, «, t soddisfano tutte all’ equazione yUu — 

— 0u <p« — p v = 0 , ove <p =-----~ (xuv — 0« a,. — [p + bU]x). Questa

equaz. di quarto ordine nelle x, y, x, t ha coefficienti indipendenti dalla v , 
ed è perciò la stessa per tutte le asintotiche v = cost. ; le quali sono dunque 
proiettivamente identiche.

Funim o Caca, Lezioni di Ooonwtria proùltivo-di/forenxialo.

Escludiamo ora il caso 7 = 0 delle rigate; più tardi noi tro
veremo le superficie qui cercate come tutte quelle che sono trasformate

8



di una rigata mediante una congruenza W. Noi qui le determine
remo per via puramente analitica. Dai valori di L„, dati dalle 
prime due condizioni d’integrabilità (pag. 95) si deduce per la (7) : 

(8)

_L/M _
2 U/

, rj 
Su2

d2log p 
dv2

i / aiogp \a,
2 y dv ) ’

2

ove Uè funzione della sola w, V della v. L’ultima condizione 
d’integrabilità dà poi:

sr । oF0 _ ( 1 / M2 o a21°gP ! ,
(9) pp +2yp,,_7-^ —J -2-^^ +

। 9-, * 1 / o ^gl3 > i v i vrr j v
M ( 2 l p ) ) MMW I (U ~r "Tu •

Ora hanno, come sappiamo (pag. 96), significato intrinseco, sia

h '
2 du2 o \ du 1

a2 log p i / a log p \cl,e |* + + T ) *
cioè sia

a2iogp /aiogpv 8 1 2
— 4 —. °r + I —| + -=- U du2 che Vdv2. 

du2 \ du I 5

Poiché anche p —— è intrinseco, segue che possiamo cambiare 

i parametri u, v delle asintotiche in guisa che U = 0 e che V 
sia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, V 
e quello di 7 dedotto da (7) nella (9), si trova un’equazione nella 
sola p, di cui è inutile occuparci, perchè, come dicemmo, affron
teremo il problema per altra via.



C) Superficie di cui tutte le asintotiche appartengono 

a complessi lineari.

Supponiamo che tanto le u = cost. che le v = cost. apparten
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varrà la 

(10)
a2!ogT _ 0 , 
dudv ’

a2iog-|-

dalle quali si deduce —— = 0- Le superficie cercate sono 

dunque isotermo-asintotiche ; con un cambiamento di parametri u, v 
si potrà perciò rendere p = 7 ; e le (7), (10) si ridurranno alla equa
zione di Liouville

(U)
d2log0 _

. Sudv ’ 1

di cui l’integrale generale è 

ove 17 è funzione della sola u, V della v. -
Si avrà poi, come in B,

aaiogp 1 piogpy, n
du2 2 \ du ) 1 ’

(13)
a2iogp i/aiogpv

M--------T V ~ar~ j >

con V1 nuova funzione della sola w, Fi della v. E le condizioni
d’integrabilità danno (p2 Fx)v = (p2 , cosicché

p^du-f. Uxdv) è un differenziale esatto dy.



Integrando si trova :

dove U2 è una nuova funzione della sola w, V2 della v. Identi
ficando i due valori di <p, si trova :

7at7 — ?72V+ V2V— — U2U+ U2U’0

che, derivata rispetto ad u ed a v, dà: V2U' — U2V, cioè:

V2 = kV + h , U2 = kU + l (k,h,l = cast.)

che, sostituiti nella precedente, danno :

U2 U' — kU2 + (h — l)U =VlV — kV2 + (l — h)V.

Essendo i due membri uno funzione della sola w, l’altro della 
sola v, saranno una stessa costante p. E quindi :

_ n kU2 + (l-h)U + p kV2+(h-l]V + p
w, U i — ^7 , r i—

(h , k , l, p = cosi.)

Le (12), (13), (13) bl, individuano le nostre superficie; al va
riare, delle costanti h , k , 1, p non tutte essenziali, non varia 0 = 7, 
cioè noti varia V elemento lineare proiettivo ; e perciò le superficie 
corrispondenti sono tutte proiettivamente applicabili tra di loro.

Per k = p = l — h = 0 si hanno le superficie di Tzitzeica- 
Wilczynski, che ritroveremo più tardi per tutt’ altra via ; così pure 
soltanto più tardi studieremo le relazioni tra i precedenti risultati, 
la teoria delle congruenze W che hanno una quadrica per falda 
focale, e le superficie a curvatura nulla negli spazi di curvatura 
costante. .



§ 19. — Le rette tangenti.

Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette 
tangenti. Siano dv : du e 8v : 8u i parametri corrispondenti a dire
zioni coniugate. Sarà:

Su — aia du + «22 = — an •

La retta congiungente i punti x e 3x = xu8u 4- x„ 8v coin
ciderà con la intersezione dei piani $ e dt = tudu 4~ ; cosic
ché, se X è un fattore di proporzionalità, sarà = X(x, dx), o, 
più precisamente :

(4 t„)du + (£ ^dv = X[(x xu}8u 4- (x a\,)8v]

che, per evitare equivoci, scriveremo per disteso :

e 7) t

t.
e ri

Su 71»
du 4~ dv = X

z

z„
8u +

z

Z„
8v

l

insieme alle analoghe ottenute con permutazione circolare di r;, C, t 
nei primi membri, di z , t, y nei secondi.

Moltiplicandolo rispettivamente per yu , z„ , t„ o sommando si 
trova

y z i

Vu z„ tu 
y» zu tv

8v = X/|A| &v =

= i(yu7]u + zuC„ + — ìu(7iyu + CzM + rtu)dw +

+ ^yu7]v + Z„C„ 4- tu7v)dv — ^,(fiyu 4- Cz« 4- ^u)dv

= ^xu)du 4*

4* £(— a12 — x»ìjdv — $„(— &u)dv

= $(— andu — aia dv) = &v.



Perciò X = —À=- 
/MI

e si hanno le equazioni del Fubini :

(^u — ^u) =
1

(V)
/Mi

j— au (z<„ — tzv) + «12 (zi„ — te„) |

— 7]$») = -7=- j— «12 (ztv — tz„) + a22 (zt„ — tz„)\
/Mi ' 1

che sono equazioni analoghe a quelle che in geometria metrica 
danno le derivate dei coseni direttori della normale in funzione 
lineare delle derivate delle coordinate di punto.

Cech ha osservato che

, r S
d u = du + —- Su , 

- /Mi
' r ®

d v = dv —-t ■■ 8v

soddisfano identicamente alla

au(d'w)2 + 2a12d'ud'v + a22(d'v)2 = 0

cosicché, comunque siano state scelte le du , dv , il rapporto d’u : d'v 
paratterizza le direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono 
dunque le rette 

(x dx) + X 
/Mi

(a:, Sx) = (x , dx) + Ize ($ , di) ,

comunque siano scelte le du, dv (C).

§ 20. — Applicabilità proiettiva.

A) Il teorema fondamentale.

Siano date due superficie £, £ in corrispondenza biunivoca, 
che noi rappresenteremo dando le coordinate x ed x dei loro punti 
come funzioni degli stessi parametri u, v. Noi, estendendo le defi
nizioni del § 2, diremo col Fubini che :



Le superficie S, S si diranno proiettivamente applicabili se, 
per ogni coppia di punti omologhi 0,0 esiste una collineazione M 
che porta S in una superficie S', 0 nel punto 0 in guisa che curve 
omologhe tracciate su S ed S' ed uscenti da 0 vi abbiano un contatto 
del secondo ordine. (Se ciò avvenisse per una sola coppia di punti 
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa). 
Notiamo :

1°) Se la M non variasse al variare di 0,0, le >8, 8 sa
rebbero (proiettivamente) identiche, perchè M le porterebbe 1’ una 
nell’altra.

2U) Non si è parlato di contatti del primo ordine, perchè 
dalla corrispondenza biunivoca segue che i fasci di tangenti omo
loghe uscenti da due punti omologhi 0,0' sono collineari ; perciò 
una definizione che parlasse di soli contatti del primo ordine con
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua
lunque in corrispondenza biunivoca.

3°) 11 contatto, di cui abbiamo parlato, può essere geometrico 
od analitico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria 
metrica portano l’uno all’applicabilità effettiva, l’altro all’applica
bilità o corrispondenza conforme) non sono distinti, come risulterà 
da quanto segue, nella geom. proiettiva.

Siano dunque «8 ed N due superficie proiettivamente applica
bili nella coppia di punti omologhi x ed x. Se con x indico il 
trasformato di x mediante la collineazione M, allora

(x xù x^ d2x')=y\x xu x„ d^x),

ove p. è il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di <8 ed 8' 
uscenti da 0 = 0' un contatto del secondo ordine, varranno le 
equazioni (8) t„ del § 3 dell’ Introduz. ; e perciò

(x xu xv d2x) = p4 (x x^ xù d2x) = p.p4 (a; x„ x„ d2x)

Perciò le forme F2 ed F2 per le due superficie saranno in 0,0' 
proporzionali, cioè in 0,0' si corrisponderanno le asintotiche. Sup
poniamo questa condizione soddisfatta in ogni coppia di punti omo
loghi ; le superficie <8 ed N avranno forme F2 ed F2 proporzio
nali. E, moltiplicando le coordinate dei punti di 8 per un oppor



tuno fattore, e trasformando, se necessario, la <8 con una collinea- 
zione a modulo negativo, potremo supporre che le forme Ft ed F2 
siano identiche.

Se x, x sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora 
supporre x' = x. Le relazioni che legano in tali punti le x'u, x'u„, 
ecc. alle x, xuu ecc. dato dalle (8) ter del § 3 dell’Introd. varranno 
anche (essendo F2 = F2') quando alle derivate ordinarie si sostitui
scono le covarianti ; e allora, scritto le F3, F3 servendoci delia 
(9) bll del § 12 concludiamo che Fa—F3 è divisibile por F2 e 
quindi, essendo apolare ad F2, è identicamente nulla. Perciò 
F8 — ^3 — ^3 > cioè ^uc superficie avranno uguale elemento li
neare proiettivo. Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le 
equazioni fondamentali (I) per le xri, xr, o le equaz. citate che 
esprimono il contatto di curve omologhe.

Viceversa se F2 ed F2 sono identiche e se in una coppia di 
punti omologhi è F3 = Fa, sarà in tale coppia di punti (x x„ xv X)= 
= (x xu xv X), perchè le forme F2 ed F2 coincidono, e noi potremo 
con una collineaz. unimodulare trasformare 8 in una superficie 8' 
tale che, per i valori considerati delle u , v, sia x — x , xu = x^ 
xv — xf, X = X', F3 — F3 . Dalle equazioni fondamentali si de
duce che allora xrs — r', = (prt — p'^x, che cioè nei punti consi
derati le 8,8' hanno il contatto voluto. Perciò: (F)

Condizione necessaria per l'applicabilità proiettiva di due su
perficie poste in corrispondenza biunivoca in una coppia di punti 
omologhi è che in questi si corrispondano le asintotiche. Se poi que
sta prima condizione è soddisfatta per ogni coppia di punti omologhi, 
condizione necessaria e sufficiente per l’applicabilità proiettiva in una 
coppia di punti omologhi è che in questa coppia di punti le super
ficie abbiano uguale elemento lineare proiettivo F3 : F2, o, ciò che è 
lo stesso, abbiano le stesse forme ; fs, e differiscano soltanto per 
la forma P (o II o Q).

B) Una proprietà caratteristica di due superficie 

proiettivamente applicabili.

Due superficie S, S in corrispondenza biunivoca sono proietti
vamente applicabili in una coppia di punti omologhi A, A, se i 
piani osculatori alle linee di S uscenti da A, e i piani osculatori 



alle linee omologhe di S uscenti da A formano due stelle collineari. 
Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Cech.

In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente 
in A ad *8 corrispondono piani passanti per la tangente omologa 
di 8. Usando coordinate non omogenee x, y, z nulle in A, po
tremo quindi trasformare 8 in una superfìcie 8’ passante per A 
in guisa che in A cioè in x—y=z=0 sia

x = y = z = 0 xu = 6xu' x„ = 6xv’ (e analoghe in y, z)

e che piani osculatori a curve omologhe delle <8 ed 8' coincidano; 
con una conveniente omologia di centro A potrò rendere 6 = 1; 
ma, poiché questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da A, 
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo
loghe uscenti da A continueranno ancora a coincidere. Cioè il piano 
per tre punti

x = 0 , x + dx , x -f- dx + A. d2x

di <8, cioè il piano per l’origine che contiene i punti dx = dx e 
d2x dovrà contenere anche il piano d2x. E perciò sarà :

(1) 0 = (dx, d2x, d2x' — d2x'/ = (xu x„ D2x — D^x^du d2v — dvd2u)

-f- (dx D2x D2x')

ove è posto

D2x = xuu du2 + du dv + dv2 ed analoghe.

Annullando i termini in d2u, d2v si trova

a>„ x„ D2(x — x) =0

cosicché [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro 
(:r„ a:,) 4:0, perchè i punti singolari sono esclusi) sarà:

D2x — D2x = \xu -|- p.xu (e analoghe in y, z), 



ove X, p. sono forme quadratiche in du , dv. La (1) diventa così:

0 = (dx , D2x , Xx„ -J- (xo;v) = (\dv — o.du) (x„ xu D^x).

Non potendo essere identicamente nullo il secondo fattore 
(perché altrimenti in A la S avrebbe asintotiche indeterminate, 
caso da noi sempre escluso) sarà hdv — g.du = 0. Cioè

X (i
du dv

sarà una forma pdu + 6dv in du, dv. Si avrà pertanto

D2x — D2x (pdw 4~ ^dvfdx ;

forinola che, per i risultati dell’introduzione, prova appunto che 
curve omologhe di S, 8' uscenti da A vi hanno un contatto del
secondo ordine. A questo teorema si può dare col prof. Bianchi
il seguente enunciato :

Se 8 ed S' sono superficie in corrispondenza biunivoca e, ad
ogni sistema di curve di S uscenti da un punto fisso 0 di S coi
piani osculatori formanti fascio corrispondono curve di S' uscenti dal 
punto omologo 0' con piani osculatori ancora formanti fascio, le due 
superficie sono in 0,0' proiettivamente applicabili.

Escluso questo caso, allora, se tra 8,8' si corrispondono le 
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di S uscenti 
da 0 corrisponde un sistema analogo di curve su 8'.

Se tra 8,8' le asintotiche non si corrispondono, esiste una 
sola retta r uscente da 0 tale che alle curve di 8, i cui piani oscu
latori in 0 contengono r, corrispondono curve di 8', i cui piani 
osculatori in O' formano ancora un fascio. La r si può chiamare 
l’asse della corrispondenza tra N ed 8’ nel punto 0.

C) Un’altra proprietà caratteristica delle superficie 

proiettivamente applicabili.

Se S ed S sono proiettivamente applicabili, ed A, A è una 
coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in 
una superficie S' dotata della seguente proprietà : Ogni striscia di 



elementi del primo ordine relativa alla superficie S, la quale contenga 
l’elemento formato da A e dal relativo piano tangente e la striscia 
omologa di S' hanno in A tre elementi successivi comuni (Cech).

In altre parole, se in A è u=v=0, gli sviluppi delle coordi-
. dz Sz

nate non omogenee x, y, z, e di p=-^— , q = - secondo le po

tenze di u , v relativi ad S oppure ad 8' hanno comuni i termini 
di grado inferiore al terzo. Usiamo nella di m.-coordinate omogenee.

Nelle nostre ipotesi si può supporre che £, S abbiano le 
stesse forme F2, F3. Potremo scegliere il tetraedro di-riferimento, 
e trasformare 8 con una collineazione in una superficie 8' in guisa 
che per u = v = 0 i punti x , x coincidano con (0,0 , 0 , 1), i 
punti xu , xu' con (1 , 0 , 0 , 0), i punti xv , x^ con (0 , 1 , 0 , 0), 
i punti X , X' con (0,0 , 1 , k).

Allora dalle equazioni fondamentali segue che 

«=« + A +..., y=v + B -p ..., z—C-^..., t=1 + D + • • •

ove A , B, C, D sono forme di secondo grado in u, v, di cui le 
prime tre non dipendono dalle p,.,, che sullo duo superficie possono 
anche avere valori distinti ; cosicché per le x, y, z varranno svi
luppi del tipo :

x' = u -p A -p .... , y = v -p B 4- .... , z — G A- ....

mentre invece

t' = 1 + D’ + .... ,

ove D' può essere una forma di secondo grado, distinta da D. 
X t/ %

Dunque — , — , — hanno sviluppi in serie che, fino ai 
t t t

termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di

> v- > A-. L’equazione del piano tangente ò nelle notazioni 
l t t

Z X 1!
di Monge — = p ——P q —. Quindi le p , q coincidono con 

V V V
— C : C ed — Tj : C, cioè, a meno del segno, sono

(y z t) : (x y t), e (x , z , t) : (x, y , f),



ove sia posto

(y « O =
y z t

y» z»
y» z„

ed analoghe.

Anche gli sviluppi di p , q coincidono dunque, fino ai termini 
di secondo grado inclusi con quelli di p', q', come si era enunciato.

Ne segue anche facilmente che in A le S, 8' hanno un con
tatto del terzo ordine, ma questa non è affatto una proprietà ca
ratteristica.



Capitolo III.

GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI

§ 21. — La quadrica di Lie.

A) Sua definizione.

Nella teoria delle curve sghembe è notevole specialmente il 
sistema nullo osculatore in un loro punto ; di cui sono analoghi 
per le superficie i sistemi nulli osculatori alle due asintotiche uscenti 
da un punto di esse. Ma accanto a queste corrispondenze ve ne 
sono molte altre, notevoli per molte ragioni. Qui studieremo le più 
semplici. Se x ò un punto fisso di una superficie N, e $ è il cor
rispondente piano tangente, le coordinate di ogni altro punto x e 
piano $ dello spazio ambiente si possono scrivere nella forma :

x = x'x + yx^ z'xv +

€ = H + C'I +

Si noti che, mentre x, t', t' hanno significato intrinseco, 
ciò non avviene per y, z le quali si dovrebbero considerare come 
uu sistema controvariante ; altrettanto dicasi delle 7]', C'. La con
dizione di appartenenza di punto e piano diventa, indicando 
senz’ altro con Q, aik i valori delle Sì ed aih nel punto considerato :



(2) xY + SY+fffi— anyV+“izO/'C'H-V)+a22a'C' =0

che si muta in sè stessa cambiando
Quindi la correlazione definita dalle :

le x' (cioè a;', y', z', t') nelle

(3) = x', rf = y' , C = z', z' = t 

non è che la polarità rispetto alla quadrica Q di equazione

(4) 2x't' + Qt'2 — (an y'2 + 2a12 y'z' + a22 z'2) = 0.

La correlazione (3) ha carattere evidentemente intrinseco ed 
invariante per collineazioni [perchè non muta neanche se molti
plichiamo le coordinate dei punti di >8 per uno stesso fattore 
p(w, «)](*);  altrettanto avverrà di questa quadrica, che chiameremo 
la quadrica di Lie relativa al punto considerato x di <8.

(*) Questo fatto intuitivo sarà verificato in C).
(**) Atti della R. Accad. di Torino (Aprile 1924).

Proseguiremo per semplicità i calcoli con coordinate u, v asin

totiche. Sarà an = a22=0 , P3=a12 (pdw3 + qdu2'), 2=— p? — K, 
«12

—----------, «12 — + e° > ~----- xuv ! e l’equazione della
«12 «12

quadrica sarà :

(4)bl, 2x't' — 2a12 y'z' + — K V2 = 0.
\ “12 /

B) Interpretazioni geometriche della forma <p2 

e dell’elemento lineare cp„ : q>„.O M

Per quanto non abbiano relazioni con gli ulteriori sviluppi 
di questo Capitolo, sarà bene dare almeno l’enunciato di alcuni 
dei teoremi trovati dal Bompiani (**).  In un punto 0 di una super- 



Scie >8 costruiamo la quadrica di Lio che assumiamo ad assoluto 
di una metrica di Cayley.

Se 0' è infinitamente vicino ad 0 su S, il birapporto che serve 
a misurare la distanza da 0' al piano tangente in 0 su una tras

versale generica uscente da 0' vale — —.
3 ?2

Se Q è una quadrica che ha per generatrici le tangenti asinto
tiche in 0, ed 0', 0" sono punti vicini ad 0 sulle due asintotiche 
uscenti da 0, il birapporto che serve a definire la distanza 0'0" 
nella metrica definita da Q vale liy2 = 2hpvdudv, ove li è una co

stante numerica se Q è la quadrica di Lie). 
\ lo /

Se da un punto generico si proiettano le rette 00', 00” sul 
piano tangente, il birapporto di tali proiezioni e delle direzioni asin

totiche vale ~ tp».8 T“
Nella Meni. cit. si troveranno anche altri teoremi’ analoghi, 

che tutti danno svariati significati geometrici delle nostre forme. 
(Cfr. anche § 13 B e 23 C)

C) Fascio delle quadriche di Darboux.

Consideriamo le coordinate x', y', z', t' di un punto di posto 
in un intorno di x. Esse per u = v — 0 si riducono ad 1,0 , 0 , 0, 
le loro derivate x^, y'u, eco., le x'„ eco. e le x'uv ecc. si riducono 
rispettivamente ad 0,1,0, 0, ad 0,0,1,0 ed infine a 0, 0 , 0 , aj2. 
Per le equazioni differenziali fondamentali sarà, posto al solito 
0 = log|«i2 I :

a:' = 1 + termini almeno di 2“ grado in u, v

y' = u + -5- (0„u2 + 7^2) + termini almeno di 3° grado

z = v 4—y- (Oun2 + P«2) + > » *

t' = a12uv + (pu3 + 30uu2v 4- 30vw2 4- qv3) 4- termini 

almeno di 4° grado.



Quindi

t'2 si annulla per u = v — 0 del quart’ ordine

-i- (x't' — atìy'z)=-—(Pu3+yd3) + termini almeno di 4° grado 
«12 o

Perciò il fascio delle quadriche determinato dalla quadrica di Lie 
e dal piano tangente t' = 0 contato due volte coincide col fascio di 
quadriche di Darboux. In altre parole la quadrica di Lie è una delle 
quadriche di Darboux. (§ 11, B).

In questo fascio si possono anche determinare altre quadriche.
A tal fine mutiamo le coordinate x di un punto di £, ponendo 

x = p(w, n)a:0, ove p è un fattore di proporzionalità. Il nuovo va
lore 4» di a12 è dato da a^ = p2»",. Poniamo, analogamente alla (1)

a-o
x = x" x" + y" 4 + z" 4 + t"'

«Ì2

Sarà chiaramente :

(5)

x" = p4 + p„/ + pvz' + t'
P a12

■ y" = p/ + p. r = vr
P “12 P

P2 4 ~2 0 Pm
P “12

da cui (indicata con K° la curvatura di 2af[tdudv) seguono le identità:

(6)

K = — A»___L 1 g21°gP
p2 “j2 Pa dudv

2x"t" — 2^y”z" = 2x't' — 2any'z' + —
a12 èuov

da cui segue non soltanto che la quadrica di Lie non è mutata



perchè il primo membro di (4)bls vale proprio

ma anche più generalmente che la quadrica di Darboux

(7) 2x't' — 2alzy'z' + t'- ( p ------ K ) = 0
1 a12 /

ha per nuova equazione la perfettamente analoga

2x"t" — 2a^y"z" + t"- (= 0. 
\ ais /

Perciò ogni quadrica di Darboux si può caratterizzare dando 
il valore del corrispondente parametro p, che è sottoposto all’ unica 
condizione di essere una quantità intrinseca invarian'e.

Per p = 1 si ha la quadrica di Lie.
Per p = oo il piano tangente contato due volte.
D 1 5210gP7 i-i ,Per p =------—------------ — si ha una quadrica che, quando 

si scelgano coordinate normali ((3? = a12), ha l’equazione

(7)Wg xt auy — 0 («]2 = Pt) >

e che diremo perciò la quadrica normale. Essa passa per il punto 
x' = y' = z' = 0 , l' — 1 , che in questo caso ò il punto X della 
normale proiettiva.

Per p = 0 si ha una quadrica, che coincide con quella che 
Wilczyhski trovò por altra via e chiamò canonica. La sua equa
zione è ancora (7)bl, se sulla superfìcie sono adottate coordinate 
tali che K = 0 (p, es. lo coordinate di Wilczynski).

Del resto, data una qualsiasi dello quadriche di Darboux, si 
può sempre scegliere il fattore p in modo che 1’ equazione della 
quadrica considerata sia proprio del tipo (7)bl,

x"t" — a^z" = 0 ;

Fubini o ókcii, Lezioni di Geometria proicttivo-diffcrenzialo 9



contemporaneamente resta scelta una coppia di rette x" =■ t" = 0 
ed y" = z" — 0 polari reciproche rispetto alle quadriche di Dar
boux. Comunque sia scelto p, i risultati precedenti dimostrano che

i

a

termini dello sviluppo in serie di —^x"l"—y"z" si riducono 
a]2

----- ì- (|3w3 + "p3) a meno di termini del quart’ ordine, che cioè 
o

è sempre infinitesimo del quarto ordine, che cioè tutte le varie 
superficie cubiche P3 definite dalla :

(8) _ ^„y"Z"X" + ^"3 + ^"3) = 0

hanno un contatto del terz’ ordine con la superficie data, e che, 
1 t"

al variare di p, nello sviluppo di —in serie di potenze di 
a12 x

v" z"
« 'yr i —ìt variano soltanto i termini del quarto grado o di grado 

superiore. Perciò lo studio delle varie quadriche di Darboux si 
può illustrare con la considerazione delle varie superficie cubiche 
(8) che hanno con S un contatto del terz’ordino, o con l’esame 
delle varie coppie di rette (una uscente da x, l’altra posta in $) 
polari reciproche rispetto alle quadriche di Darboux, o con l’esame 
dei termini di quarto grado nello sviluppo in serie recentemente 
citato. Di tali stridii si occuparono Green e Wilczynski studiando 
qualche caso particolare (*).

(*) Nelle Trans, of thè Amer. Math. Soe. tomi 9 o 20. Per altri sviluppi 
in serie ofr. Fubini Annali di Mat. Ser. 3, Tomo 25 (1916) pag. 229 e seg. 
Invarianti proiottivi-differenziali eco.



D) La quadrica di Lie come iperboloide osculatore.

Da ogni punto di una asintotica u = cost. tiriamo lo tangenti 
all’asintotica v = cost, che esce da tale punto; altrettanto facciamo 
per ogni asintotica v = cost. Otterremo così due sistemi di rigale 
asintotiche della superficie S ; da ogni punto a: di S escono due di 
tali rigate, una di ciascun sistema. Lasciando il soprassegno, una 
di tali rigate sarà il luogo dei punti x" = a: 4- wxu, (*)  ove la u si 
tenga costante, che sono perciò funzioni dei due parametri v, w. 
L’equazione (x" xw" x„"d2x'")=0 delle sue asintotiche ò, tenuto conto 
delle equazioni fondamentali I per le x :

(*) Qui x" ha tutt’altro significato che in § 21, C.

dio
2 ZV*

K - K 
. a12

dv

Un primo sistema di asintotiche ò formato dallo generatrici, 
che sulla nostra rigata hanno per equazione v = cost. Invece la 
tangente all’asintotica curva uscente dal punto x" = a: 4- wxu pas
serà per il punto :

o \ n dw । t Olio « / 37 rr
+ xw —1— = Xv + WXm 4-----w2 x„ I —------------KCvV £ I

Tale tangente è pertanto il luogo descritto dal punto

x | 1 Zw (fi — -£1) j 4- wx„ 4- Z(xv 4- wxuv) 

( “ \ aJ2 /

al variare del nuovo parametro Z. Il punto precedente ha, con le 
notazioni del § 21 A, le coordinate

x' = 1 4- Zw-^- ------—ì , y'= w, z' = Z , t' — Zw
- I a121



e pertanto, qualunque siano Z e w, giace sulla quadrica di Lie 
relativa al punto x. Ora la rigata luogo delle tangenti alle asin
totiche curve di una rigata R" uscenti dai punti di una gene
ratrice ò, coni’è ben noto, la rigata osculatrice alla R" nei punti 
della generatrice considerata (che contiene 3 generatrici consecutive 
di R"). Quindi :

La quadrica di Lie relativa a un punto x è la quadrica oscu
latrice alle due rigate asintotiche della superficie considerata uscenti 
dal punto x.

Un’altra dimostrazione di questo teorema sarà data al Gap. IV 
§ 2 B.

§ 22. — La corrispondenza di Segre.

Diremo che un’equazione v = y(u) definisce una linea L della 
superficie data, cioè un sistema di co 1 punti della superficie e dei 
relativi piani tangenti. Tre consecutivi di questi punti definiscono 
un piano osculatore della L ; così come dualmente diremo punto di 
regresso di L il punto intersezione di tre consecutivi dei precedenti 
co1 piani. Un piano osculatore è quello dei tre punti

x. dx = xudu + xvdv , d2x = xu82u + xv82v 4- ^xrsdurdus

ed è perciò il piano p di coordinate

(1) ^(du82v — dv82u + [3dw3 — qdv3) + 2£„du2dv — 2^vdudv2ì

mentre il corrispondente punto di regresso M è il punto

(2) x[du 82v — dv 82u — ^du^ + -(du2) + 2a;u du2dv — 2xv dudv2.

Ad ogni piano p uscente da un punto x di S potremo far 
corrispondere il punto M di regresso per una linea a cui p sia 
osculatore, cioè il punto d’incontro dei piani tangenti ad S in x 
e nei due punti consecutivi in cui p incontra S.

Questa corrispondenza tra i punti (2) e i piani (1) ò la cor



rispondenza di Segre. Con lo notazioni del § 21 essa è definita dalle:

*' = + W + y' = ^'2C', a' = CV,

che è una corrispondenza birazionale cubica. Ai piani di un fascio 
(il cui asse r passi per il punto x considerato') corrisponde nel piano è 
tangente in x una cubica razionale tangente alle asintotiche, la cui 
retta dei flessi è la polare della r rispetto alla quadrica di Lie.

A un piano corrisponde lo stesso punto nella polarità di Lie 
e nella corrispondenza di Segre soltanto se pdu3 — ?dv3 = 0, cioè, se 
il piano passa per una direzione di Segre ! (F).

Ecco una proprietà geometrica molto semplice di queste linee. 
Il Prof. Segre le aveva definite con un’ altra proprietà :

Sia n un piano tale, che il corrispondente punto di regresso P 
sia stazionario (cioè P sia intersez. dei piani tangenti ad <S in 4 
punti consecutivi doli’ intersezione di S e di n). L’inviluppo di tali 
piani n è un cono (di Segre cfr. § 16 B) di sesta classe che tocca 
il piano tangente nelle direzioni asintotiche e nelle direzioni di Dar
boux. Il punto P descrive una curva di 6° grado che nel punto x 
tocca le asintotiche e le direzioni di Segre. Noi ritroveremo questo 
risultato al § 24.

Tutte queste proprietà verranno approfondite meglio in un 
altro capitolo.

§ 23. — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve.

A) Primi teoremi.

Le linee geodetiche nella metrica di cui P2 è elemento lineare 
hanno perequazione dub2v— dv82u = 0. Più generalmente studia
mo le linee che soddisfano ad un' equazione del secondo ordine

(1) a^du&v — dv82u)=a12(Bdu3 — Cdv3)-^ 2halzdudv(l1du — ltdv)

ove con h indichiamo una costante. La equazione (1) ò intrinseca, 
se la forma data a]2 (Bdu3 — Cdv3) è intrinseca, e se tale ò 

— l2dvì in altre parole se la forma data al secondo membro 



di (1) ò intrinseca : noi l’abbiamo decomposta in due addendi, 
uno apolare ad F2, l’altro divisibile per F2. Se io pongo x = px, 
e indico con a32 , 82w ecc. i nuovi valori di a]2, 82u, ecc., si ha :

«12 = p2«i2, 82u = 82w + 2 du2, ecc. So si vuole dunque che 

la (1) abbia un carattere invariante per collineazioni, bisogna far 
la convenzione che alla x = px , a12 = p2a12 corrispondano le B=B, 
C=C,

hi = hi, + hl2 = hL +
P P

Se così è, diremo che la (1) è anche invariante, Dunque 
la (1) è intrinseca, se tale è il secondo membro; le (1) intrinseche 
anche invarianti sono definite da una forma a12(Bdu3— Cdv3) che 
si trasformi come la F3, e dai due punti xu + x , + ^2 x
delle tangenti asintotiche, 0 dalla retta che li congiunge che è posta 
sul piano tangente e che potremmo chiamare il secondo asse della (1).

Appare già di qui la corrispondenza tra i differenziali h(lxdu — 
—12 du) e le rette del piano tangente : corrispondenza tale che, al 
variare del parametro h, la retta corrispondente (segnando due pun
teggiato proiettive [aventi il punto x comune] sulle due tangenti 
asintotiche) descrive un fascio, cioè determina un punto l2xu— lxxv 
del piano tangente.

Chiameremo primo asse della (1) la retta polare del secondo 
asse rispetto alla quadrica di Lie, cioè l’intersezione dei piani 
e4+^.

Il piano p. osculatore, e il punto M di regresso di una delle 
nostre linee sono il piano:

$ Bdu3 — Cdv3 + 2hdudv[lJ du —l2 dv) + fìdu3 — ^dv3 +

+ 2^udu2dv — 2£„dudv2

0 il punto

x Bdu3 — Cdv3 2hdudv(l1 du —12 dv) — pdw8 ^dv3 + 

+ 2xu du2dv — 2xv dudv2.



Per ogni direzione du : dv esce una delle nostre linee. Le pre
cedenti forinole dimostrano che al variare di du : dv

Tutte le linee soddisfacenti a (1) uscenti da un punto x della 
superficie hanno un punto di regresso che descrive una cubica razio
nale avente le asintotiche per tangenti nel punto doppio x, e il se
condo asse della (1) per retta dei flessi ; una proprietà duale vale 
per i piani osculatori. Al variare di h la retta dei flessi per la cu
bica e la retta cuspidale del cono duale descrivono due fasci polari 
rispetto alla quadrica di Lie. (F.)

In particolare per le geodetiche (B = C = 1, = 0) la retta dei 
flessi è la retta ($, H) e la retta cuspidale è la retta (x , X). La 
retta cuspidale per le geodetiche proiettive (quelle relative alla forma 
normale <p2) ® proprio la normale proiettiva. Ecco una relazione tra 
geodetiche o normale, che ricorda l’analoga, ma più semplice rela
zione tra geodetiche e normale nella geometria metrica ! (F.)

La nostra cubica si riduce a una retta soltanto se

B = p, C —7;

il cono duale si riduce a un fascio (come avviene per le geodetiche 
della geometria metrica) soltanto se B + p — C + 7 = 0.

In generale si ha : I piani osculatori alle tre curve soddisfa
centi a (1) e tangenti alle direzioni definite da (B-|-p)du3=(C-|-7)dv3 
si incontrano in una stessa retta. In particolare (B = C = lt = 0) 
cioè avviene delle tre geodetiche relative alla forma F2 tangenti ad 
una direzione di Segre (C.) Teoremi duali valgono por i punti di 
regresso.

Siano ed S' due superfìcie in corrispondenza biunivoca, i 
cui punti sono caratterizzati da uguali valori delle coordinate u , v. 
Siano 0 ed 0' due punti omologhi. Le curve C' di S', uscenti 
da 0', i cui piani osculatori in 0' passano per una retta fìssa uscente 
da 0', soddisfano in 0' ad una equazione del tipo (1). Altrettanto 
avverrà per le curve G omologhe uscenti da 0 su ; e quindi i 
piani osculatori a queste curve G invilupperanno, come ha osser
vato esplicitamente il Castelnuovo, uno dei nostri coni di terza 
classe.



B) Terne apolari ().*

(*) Qui o noi seguito sono sovente tacitamente escluse le superficie 
rigato (Pr = O).

Siamo quindi condotti a studiare senz’altro quelle terne di 
curve soddisfacenti ad (1), le cui direzioni formano una terna apolare 
alle asintotiche, cioè quelle terne di curve, a cui corrispondono tre 
valori X, Xe, Xe2 di du-.dv, ove e3 —1. Supposto h = 1, i tre 
piani osculatori saranno :

Ww+F^) + 2xa #«- - 2x«- e, 

ove

D = + — E = — 2\12ì F=21J?.

Ora i due piani $u — p£ e S„— individuano una retta uscente 
dal punto x della superficie considerata ; e viceversa una retta 
uscente da x non posta sul piano tangente $ determina due piani

— pS e 6» — oS- Queste quantità p e osi potranno assumere per
tanto a coordinato delle rette uscenti da x ; esso diventano infinite 
per le rette posto sul piano In coordinate p, <3 di retta i pre
cedenti piani osculatori hanno per equazione

(D + Esr + Feir) + 2X2 e21' p — 2Xe’> o = 0.

E, se per un momento pensiamo p, a come coordinate carte
siane in un piano ausiliario, queste equazioni determinano i lati

F E 
di un triangolo avente per baricentro il punto----- —— , A

questi valori di p , o corrisponde la retta intersezione dei piani 
SW+^S, + Perciò:

Tre curve soddisfacenti a (l), uscenti da x con dir exioni for
manti una terna apolare (alle asintotiche) hanno piani osculatori 
che formano un triedro, rispetto al quale il piano tangente $ ha per 
retta polare il primo asse della (1). (F.)



Ecco una nuova proprietà geometrica di questa retta, a cui 
corrisponde una proprietà duale per il secondo asse.

Soltanto se D = 0 i tre piani osculatori precedenti formano un 
fascio, il cui asse è proprio il primo asse della (1). (F.)

C) Le coppie apolari e la conica di Wilczynski

Interpretazione non euclidea della metrica proiettiva.

Recentemente (1923) il Wilczynski ha aggiunto ai precedenti 
risultati del Rubini una osservazione notevole. Consideriamo una 
coppia delle nostre curve con direzioni formanti una coppia apolare, 
cioè con direzioni coniugate, corrispondenti cioè ai valori + di 
du : dv. Posto p. = X2, i loro due punti di regresso determinano una 
retta, su cui giacciono evidentemente anche i punti (combinazione 
lineare dei precedenti) (*).

(*) Indichiamo con a;, o con x un medesimo punto della superficie.

x (p—J3)y^ x (7 — 0) + 2l} [i + 2p.a:u.

Adottando a coordinate correnti di un punto x'x 4- y'x„ 4- z'xv 
del piano tangente proprio le x', y', z', tale retta, al variare di p., 
inviluppa la conica

— l^y' — l2 z'f = (P — B) (7 — C)y'z',

che tocca le tangenti asintotiche y' = 0 e z'= 0, e rispetto alla quale 
il punto x consideralo della nostra superficie ha per polare precisa- 
mente il secondo asse della (1) ! Ciò che dà una ulteriore proprietà 
di questa retta. Prendiamo ora sulla nostra superficie accanto al 

punto x il punto infinitamente vicino x 4- dx = x 4- x„du 4- x„dv, 
cioè accanto al punto x — 1, y = z = 0 anche il punto 1 , du , dv. 
La retta che li congiunge incontra la precedente conica noi punti 
soddisfacenti alla :

(x' —1} y' —lt z') : y': z' — + /(p — B) — C)dudv : du : dv.



Proiettiamo i due punti precedenti (1 , 0 , 0) ed (1, du , dv), 
e queste due intersezioni dal punto x'— — l2z' = z' — 0. Tro
veremo le quattro rette.

H(x' —^y'—l2 z')—z' = 0 ,

corrispondenti ai seguenti 4- valori di H :

w n dv , ■ dv
H — 0 , •=------r-;------f-T- = dv + —.. .

1 — Zi du — l2dv — _ 3) (7 _ C)dudv

Perciò il birapporto di queste 4 rette, cioò dei precedenti 4 
punti vale, a meno d’infinitesimi d’ordine superiore:

1 + 2)/(p — B)(q — Cjdudv.

Ora, assunta la precedente conica come assoluto di una metrica 
non euclidea, questo birapporto ha un logaritmo, che, a meno di 
un fattore numerico arbitrario, vale la distanza ds non euclidea 
di x , x + dx ; per ds vale dunque la :

ds2 = 2wi(p — B) (y — G)dudv

(m = costante numerica arbitraria).

Per B = G = 0 si ha la metrica (normale) del Pubini. Si ha 
quindi il teorema di Wiìczynski :

Per le curve corrispondenti a valori arbitrarli di lx, 12, a12, 
p. es. per le geodetiche relative ad una qualsiasi forma P2 avviene 
che, assunta la corrispondente conica come conica assoluto, la metrica 
non euclidea che ne viene definita coincide con la metrica proiettiva 
del Fubini ; questa appare dunque come una metrica non euclidea 
ad assoluto variabile da punto a punto. Questa interpretazione della 
forma dsa = 2^7dudv è da porre accanto all’interpretazione che Gech 
ha dato per V elemento lineare proiettivo. (§ 13, Bf Cfr. anche i teo
remi di Bompiani (§ 21, B).



D) Curve di un fascio ; 1’ asse della superficie.

Un caso particolare di equazioni (1) è quella a cui soddisfano
le curve di un fascio, cioù le curve per cui

(2)
1.
X

du
—— = cost. 
dv

(X — funzione di u , v).

Differenziando (2) si trova che vale la (1), ove sia posto

, 1 óloga12 : X
-------1 Tv •

Un tale sistema di curve sarà detto un fascio di curvò.
Dunque anche per le curve di un fascio avviene che i piani 

osculatori nel punto x della superficie S per quelle curve del fascio 
che escono da x inviluppano un cono di terza classe ; la sua retta 
cuspidale (intersezione dei tre piani cuspidali) è la retta polare del 
piano tangente rispetto al triedro formato dai piani osculatori a 3 
curve qualsiasi del fascio, le cui direzioni X, Xs, Xs2 formino una 
terna apolare.

E questi tre piani osculatori passano proprio per tale retta 
cuspidale soltanto se (3X3 'f = 0, cioò se la terna di direzioni 
■considerata è la terna delle direzioni di Segre. Per queste vale 
dunque il seg. teorema, molto analogo a quello precedentemente 
enunciato :

L'unica terna di curve di un fascio uscenti da un punto x, 
le cui direzioni formano una terna apolare, e i cui piani osculatori 
passano per una stessa retta è la terna corrispondente alle curve di 
Segre (C.)

Questa retta è poi la polare del piano tangente rispetto al triedro 
dei piani osculatori in x ad un’ altra terna qualsiasi di curve dello 
stesso fascio con direzioni formanti una terna apolare, p. es. alle 
tre curve di Darboux ; e tale retta è anche la retta cuspidale del cono 



di terza classe inviluppalo dai piani osculatori in x alle curve di 
tale fascio ; ed è anche polare del piano tangente rispetto al cono 
quadrico (duale della conica di Wilczynski) relativo al fascio consi
derato (F).

Questa retta si dirà il primo asse della superfìcie in x ; la 
sua retta duale, posta sul piano tangente, si dirà il secondo asse, 
che contiene i punti di regresso delle curve di Segre.

Il primo asse (o, senz’altro, l’asse) è l’intersezione dei piani

1 Tu 1 PuV
3 t 3

(3)
2i — (o----L lì. 4- _L JLV

\ ’ 3 7 + 3 p f

cioè la retta congiungente il punto x al punto

(4) 2^,,+(4- y - 4 y - +

M P» 1_ Tu 
\3 P 3 7

I punti di regresso delle curve di Darboux (e dualmente i 
loro piani osculatori) godono di una proprietà assai meno semplice.

Essi sono i punti

x T + X2 — ^2 Xe’! — xuX2e2'’ — a>uXsr 

1 d
ove X3=—7:p, \ = — — — log(Xa12) ,

, 13
Z2 = — -g" 10S(“12 1 X)-

Ogni conica del piano tangente che nel punto x (cioè nel punti) 
x = 1, y' = z' = t' — 0) tocca p. es. la tangente asintotica z'—0 ha 



una equazione del tipo :

cy'2 + 2gy'z + 2jx'z + la'2 = 0.

Determinati c , g , f ,h in guisa che essa contenga i 3 punti di re
gresso citati, si riconosce subito che essa passa anche per il punto 
ove l’altra tangente asintotica incontra il secondo asse. (0).

§ 24. — Le pangeodetiche. 11 fascio canonico.

Noi abbiamo studiato non solo le geodetiche proiettive, ma 
anche più generalmente le geodetiche per ogni forma F2. Ora stu
dieremo le estremali per l’integrale dell’ elemento lineare proiettivo 
F3 : F2, che, come sappiamo, è sempre uguale a : ^2. Le chia
meremo pangeodetiche.

f
Se noi annulliamo la variazione prima di / —, troviamo :

J

du ,, d2u \ 
dv ’ U dv2 /

che è la stessa equazione trovata al § 16 E. Questa equazione del 
Rubini è stata da Cech (§ 16 E, per le superfìcie ad asintotiche 
reali) scritta nella forma semplicissima :

(x dx d2x d3x) — ($ dì d2^ d3^.

Ricordando i risultati del § 5 se ne deduce l’osservazione 
dovuta puro al Cech :

Se due superficie hanno contatto del secondo ordine lungo una 
curva, questa, se è pangeodetica per una di esse, è pangeodetica anche 
per l'altra.

L'ultimo teorema del § 16 E serve a dare una definizione geo



metrica delle pangeodetiche, perchè dà una proprietà caratteristica dei 
loro piani osculatori.

Il piano osculatore ad una pangeodetica, cioè il piano passante 
per a;, x„u' + xv, xuu" -|- x^u"1 -|- 2a?„„u' 4- x„ , ove u" è date 
dalla precedente equazione, è il piano

w2£ + w0(2$u — 0„$) + w1(2£„ — 0,6),

ove :

w2= 2(p2due— ‘(2dv6) + (pudu4— "(Vdv*)dudv +

2(Pvdu2 — ‘(Udv2)du2dv2

w0 = 2dw2dv(pdu3 + ‘(dv3) ; = — 2dudv2^du3 + ‘(dv3).

Posto w0—gdu, —pdv , sarà —pa—2w0w1^wl — '(wl). 
Moltiplicando quindi per p8 il valore di w2, si trova :

O = 2wow1w2(M —7wi)+ 2(pM—ìM)— (Pu^o — tX)wow1 +

+ 2wM(p„w? —

Considerate le w( come le coordinate di un piano uscente da x, 
se ne deduce (cfr. l’ultimo teor. del § 22) che l'inviluppo dei piani 
osculatori alle pangeodetiche uscenti da un punto coincide col cono 
di Segre ed è un cono Fa di sesta classe, che tocca il piano tangente 
nelle 2 direzioni asintotiche e nelle 3 direzioni di Darboux (F. e C.) 
Al sistema lineare determinato da ro e dai due coni (degeneri) 
wj = 0, w° = 0 appartiene un solo cono spezzato nei fasci w0 = 0, 
Wj = 0 dei piani passanti per una tangente asintotica e in un cono 
r4 di quarta classe. L’equazione di 11, si trova essere:

0 = 2w2(pw%—‘[w]) + —p„w^) + 2w0w1(powà —t„w5).

Troviamo (Introd. § 4 C) le rette principali di questi due coni. 
Dobbiamo cercare, tra i coni del sistema lineare determinato da P4 
e dai fasci di piani aventi per sostegno una retta di Darboux, cia
scuno contato quattro volte, quel cono che si spezza in questi tre 



fasci di piani, e in un quarto fascio, il cui sostegno sarà la retta 
principale di P4. E uno studio analogo si farà poi per r6.

Un facile calcolo dimostra che la retta principale di P4 è

1 ( <51ogf(3a 
du~

ólogPv2 \ 
wc +. ... = 0,

cioè è la retta d’intersezione dei piani

(1) 22 4- f— — 0 V 2?„ +
/ 1 ólogPy2
\ 3 dv

cioè è la retta che congiunge x ad

(1) M. - 30„
aiog^x

+ du ) v +

30» +
aiogpv2 \ 

dv p

Così la retta principale di P6 è la retta intersezione dei piani

(2) .1 e + ( X _ 20 ìt 4$ + f-- - 20 V
M \ 8 du p + 3 dv p 

che congiunge x al punto

pi , I 1 (W 00 V 1 J_piogvT rn\ 
u. ■ T 12 dv 6Q,7 " + 12 du

da confrontare con le (2) e (3) del precedente § relative all’asse.
In coordinato normali — a12) l’asse e le rette principali 

sono quelle che congiungono il punto x al punto :



Si noti che la retta congiungente x al punto

(3)M. ^-±(.^+2 Wai,
6 \\ p /

si può (F) definire come la retta pseudoprincipale, la quale è so
stegno di un fascio di piani, che, insieme ai fasci di piani aventi 
per sostegno una retta di Darboux, formano un cono (degenere) 
appartenente al sistema lineare determinato da P4 e dai fasci di 
piani aventi per sostegno una tangente asintotica, ciascuno contato 
4 volte.

L'asse, le rette principali (3) e (3) M, e la normale proiettiva 
appartengono ad uno stesso fascio; il fascio canonico, in cui troveremo 
ben presto altre rette fondamentali per la teoria.

Così p. es. la normale proiettiva si potrebbe definire come l’unica 
retta del fascio canonico, le cui sviluppabili corrispondono per una 
superficie generica ad un sistema coniugato. Noi chiameremo cano
niche tutte le rette congiungenti x ad

4- 2 + x(-^ 4- 2 ^Xr,

ove X ha un valore numerico ( X =----- — per l’asse, X   ~ , 
\ 3 6

-----—, — per le rette principali, X=0 per la normale proiettiva ). 
1 Li U /

§ 25. — Congruenze di rette (*).

(*) Oltre ai primi studi! del Tubini negli Atti della R. Aocad. di Torino 
(1918) si devono ricordare le posteriori, ma importanti ricerche del Green.

A) Sviluppabili e fuochi.

Abbiamo già visto al § 23 che a un differenziale lxdu — l2dv 
corrisponde una coppia di rette duali : la retta r congiungente i 
punti xu -j- ltx , x„ 4- l2x , intersezione dei piani 5 e 4- 4" 



+ l2 , e la retta r duale, intersezione dei piani 4* h S, É» + h £ 
congiungente i punti x ed xu„ -|- h xv 4~ ^2 x« ■

Noi preferiremo considerare queste due retto come definite, dal 
differenziale coniugato l^du l2dv, convenendo che ad una trasfor

mazione x = px corrisponda la lt = l( —— por i = 1 , 2. So

vente scriveremo l = l2 , lx = m.
Al variare di u , v la retta r descrive una congruenza K, la r' 

una congruenza K', che diremo congruenze duali. Cerchiamo i fuochi 
della rotta r delia congruenza K. Se x 4- B(xw + lx„ 4- mx,) ne 
è'un fuoco, devono potersi trovare du : dv e due parametri X , jx 
in guisa che :

dx 4- lld(xuv + lxu 4- mx„) = \x 4- p.(a:uv 4- lxu 4- mx,).

Tenuto conto delle equazioni fondamentali I, il primo membro 
si potrà scrivere nella forma Axu 4- Bx„ 4- 4- Dx ; sarà D = X,
C = p,, B = p.m, A = , cioò dovrà essere B = mG, A = IG.

Ora si trova :

G = B^dO 4- Idv 4- mdu) ,

A = du 4- B (Pf 4- QuJ)du 4- di 4- lbudu 4- m^dv 4- ^2 dv ,

cuna forinola analoga por B. Eliminando dalle B — mG=A — 10=0 
la A, si giunge all’equazione delle sviluppabili di K:

(1) 0 = (ku 4- ----- m0„ 4- 1$ —
\ ou

m2 jdua + (mv — lu)dudv +

+ (— ^22 — ^ + — mi 4' l'^àv2.

Incidentalmente voglio osservare che alla terza forma fonda
mentale r.^du2 4- 7ra2dt>2 di una superfìcie si poteva giungere anche 
studiando tale equazione (1) p. es. per l = m = 0.

Eliminando invece du : dv e ponendo lì = p : a)a (cosicché p 
avrà significato intrinseco) si giunge all’equazione die determina 
i fuochi

<2) 4 + 4- 24L + “0- + 4^ + ^-2^)l 4-...=°- 
p p [ a12 a12 a12 J
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L’equazione delle sviluppabili di K’ si otterrà da (1) cambiando 
P , y in — p, — 7 e in pu. Ricordo che :

( = y(2u + + = 4“ ~ — P0”)

(3) < 1
( ^22 = y (?22 + 7» + 7^ J P22 = y tea — Tu — T^u)

Se »i2 == Pi ; ed l = m = 0, cioè se r è la normale proiettiva, 

i valori di — diconsi le curvature (proiettivo), i valori di p i raggi 

proiettivi di curvatura, perchè nella metrica proiettiva sono le di
stanze dai fuochi di una normale proiettiva al suo piede. La (2) 
dimostra che :

La semicurvatura proiettiva media — | ——I——ì vale la cur- 
M Pi P2 /

natura della forma <p2 diminuita di 1 ; teorema che ricorda l’analogo 
di Gauss per la curvatura totale di una superfìcie nella geometria 
metrica. (F.)

I centri di curvatura e i punti x, X si dividono armonica- 
mente se ®2 ha la curvatura 1, cioè se la quadrica di Lie e la 
quadrica normale coincidono. (C.)

Una congruenza K(K") si dirà coniugata (armonica) alla super
ficie, so le sue sviluppabili corrispondono a un sistema coniugato 
di questa, 0 sono indeterminate. Basta osservare la (1) per con
cludere :

Quando la congruenza K è coniugata alla superficie, la K7 è 
armonica ; ciò che avviene soltanto quando Idv mdu è un differen
ziale esatto ; nel qual caso, con una trasformazione di coordinate 
x— px, si può renderlo identicamente nullo, donde segue :

La più generale congruenza K coniugata alla superficie è quella 
delle rette congiungenti x a (px)uv ossia a A2(px).

Ricordando qual’ è il modo più semplice per determinare un p 
(§ 15 D) ne deduciamo (F.) :

Lia più semplice congruenza K coniugata alla superficie e deter
minata in modo intrinseco invariante è quella delle normali proiettive. 
Teoremi duali si hanno per K'.



B) Le direttrici di Wilczynski.

Ci chiediamo : Quando si corrispondono le sviluppabili diì£ , K' ?
Caso 1°) lu 4 m„ ; le sviluppabili non sono indeterminate, nè 

corrispondono a un sistema coniugato. In tal caso dovrà essere :

7cn + 10 = pn — Z|3 

ossia por le (3), se p? $ 0 ;

i- 1 dl°gpaia
(4) 1 2 dv

+ mq = p22 — mq

=1 Alogica 
2 du

La retta canonica per X =----- , già trovata al § 24 coincide 

con la retta r qui determinata.

La rotta r corrispondente si dirà direttrice, o prima direttrice, 
la r seconda direttrice ; la loro scoperta è dovuta a Wilczynski, che 
lo ha definite come le direttrici della congruenza comune ai complessi 
lineari osculatori delle due asintotiche (*).  Per dimostrarne questa 
loro proprietà basterà dimostrare die esse sono il luogo dei punti 
che hanno lo stesso piano polare in questi due complessi. Ora noi 
sappiamo (§ 18 B) che, considerate le $ come coordinate del piano 
osculatore ad una asintotica, esse seguono le nostre convenzioni 
relative allo curve ; e perciò nel sistema nullo osculatore ad una 
asintotica v = cost. al punto

(*) Bompiani no ha scoperto la seguente proprietà. Domoulin ha dimo
strato che lo quadriche di Lio hanno un inviluppo oho tocca la quadrioa di 
Lio relativa a un punto I’ della superfìcie, oltre che in P, in 4 punti vortici 
di un quadrangolo, di cui quattro lati appartengono alla quadrica di Lio, e i 
due rimanenti sono reciproci rispetto ad ossa. Una direttrice di WileMjnski 
si può definire come la retta uscente da P che si appoggia a questi due lati.

----- corrisponde il piano —0u£u-----------------



cioè, per le equazioni fondamentali I, al punto A

— -y ---------- (P« + PW® 

corrisponde il piano
- P^-V^+^Ì ,

i quali evidentemente si corrispondono anche nel sistema nullo 
osculatore dell’altra asintotica w=cost. Altrettanto dicasi del punto B 
di coordinate qxu-----4-(7„ + 70„)a; e del piano corrispondente. La 

retta AB, che è precisamente la seconda direttrice sopra definita, 
ha dunque nei due sistemi nulli la stessa retta polare, che è preci
samente la prima direttrice, duale di AB, cioè polare di AB anche 
rispetto alla quadrica di Lie. Dalla teoria delle superficie rigate se
guirà poi che A e B sono i coniugati armonici del punto considerato x 
della superficie S rispetto ai punti flecnodali delle corrispondenti ge
neratrici delle rigate asintotiche uscenti da x: ciò che dà un quarto 
modo per definire la retta AB. (Ricorderò qui che Wilczynski ha 
anche studiato i complessi lineari osculatori alle rigate asintotiche).

1* Oss. Se la superficie iniziale è rigata, p. es. 0 = 0, per 
tutte le congruenze K, K' definite, scegliendo 1 ad arbitrio e ponendo

1
Su

avviene che alle sviluppabili di K corrispondono le sviluppabili di K', 
2* Oss. Non si esclude che i valori (4) soddisfino alla lu = m„. 

Si vede subito che ciò avviene ossia che le congruenze delle diret
trici sono coniugate od armoniche alla superficie soltanto se questa è

f ó2logB : 7 _
isoterma asintotica ———----- = 0

\ dudv

C) Congruenze K coniugate e K' armoniche ad S, 

tra cui si corrispondono le sviluppabili.

Rispondiamo ora alla domanda postaci in B) nel caso di con
gruenze armoniche coniugate ad 8, cioè nel caso lu = m„. Le svi-



. . 7 aiog$ aiog«t»
luppabili si corrispondono se, posto l —--------, m =----------------,

è:

P«’„ — -1 (P„ + PO„)4> - A- (7„ + ìOu)^

~ <711 $ $vv — Ov^v------ <722 *

Oppure, essendo lu = mv, potremmo, cambiando il fattore di 
proporzionalità delle a:, rendere, come già sappiamo, l = m = 0. La 
nostra condizione diventa allora semplicemente : : Pn= ^22: P21
equivalente alla : qn = p.^ : qì2 [ofr. le (3)].

Una semplice proprietà geometrica di queste congruenze si 
trova, ponendoci con Cech la seguente domanda : Quando mai si 
può scegliere sulla retta r in 00 1 modi un punto P ed in corrispon
denza il piano n che lo proietta da r', in guisa che al variare di r 
il punto P descriva una superficie S', di cui n è il piano tangente ?

Se con x' e £' indico, per brevità, le coordinate di P, n, 
dovrà essere :

SW = Sl'xJ = « = 0.

Per ipotesi esistono due parametri p , a tali che :

x' = + mx^ + px, = $uv + ll„ + m^ + 0$.

Sostituendo nelle precedenti e trascurando i termini che non 
dipendono nò da p, nè da a, si trova:

P = — □ + pu = (0„+ 2m)p p„ = (0„+ 27)p+....

Per l’ipotesi fatta la posizione iniziale di P è arbitraria, per
chè alle congruenze K, K' corrispondono 00 1 superficie S'. Le con
dizioni d’integrabilità dello precedenti equazioni in p devono per
tanto essere identicamente soddisfatto. Ciò dà lu = mv, provando 
che le congruenze K , K' devono essere coniugate alla superficie S ; 
e, variando il solito fattore di proporzionalità dello coordinato omo
genee, potremo supporre l = m = 0, e quindi :

x' = xuv 4- px = tv + t.



E quindi

< — x' = Exu + Fx„ 4- (pp22 + + pu — p0„)a;,

ove non ci interessano i valori di E, F. La S^'x' = 0 determina 
a 4- p ; la 8%x'u = 0 diventa, per le precedenti :

P» = p0„-------— Pp22 •

E la S£x'v = 0 dà analogamente :

fi dp22
P. = po„-------— 7PU.

La condizione d’integrabilità è :

d / Pile + P?m \ _ d / Pw + TPn
Sv y ^12 / Qu y ^12

che, in virtù della ultima dello (12) § 16, diventa :

P22(p„ 4- (30„) = pu(T„ 4- ?()„),

che equivale alle precedenti Pn : = P22: ’u virtù delle ^Y
Alla domanda sopra postaci soddisfano perciò tutte e sole le 

congruenze K, IC armoniche ad S, su cui si corrispondono le svi
luppabili.

D) Lo superficie a curvatura — 2.

Possiamo chiederci con Cech anche quando mai si può in 001 
modi scegliere su r' un punto P il quale generi una superficie S, a 
cui sia tangente il piano ir che da P proietta r. Se P è il punto

x = 4- mx) 4- p.(a:„ + lx),

il piano m è

É' = + w£) — P-(Cv +



La condizione S^dx' = 0 dà, posto p — \ : p.

P« = Pp2 —(2m + 0„)p P„ = — T + (2? + 0„)p.

La condizione d’integrabilità, che deve essere soddisfatta identica
mente in p, dà :

21 = - — 0v 2m = — A _ 0u

h + ^4-(P7 + U = o.

Dalle prime due si trae : Le congruenze cercate sono quelle delle 
direttrici di Wilczynski. E 1’ultima dà poi, sostituendovi i valori 
trovati delle l, m , l’equaz. di Liouville :

£ 
2

d2logpT 
dudv + Pi - o.

Si trova così che, cambiando i parametri delle u , v si può porre 
PY = (u 4- v)~2 ; si trova poi dalle equaz. precedenti : 

7 le — u 1
p k -f- v u 4- v ’

„ k v 1
Pp — ---------- 1—rt k — u u + v

{k = cost.)

cioè : Le superficie S per crii esistono due congruenze duali K , K' del 
tipo richiesto sono quelle, per cui la curvatura della forma <p2 vale 
— 2 ; e per queste superficie le congruenze K, K’ sono quelle delle 
direttrici di Wilczynski. La S ed ogni X, come è facile riconoscere, 
sono falde focali di una congruenza C. Infatti, posto p. — 1, X = p, 
il calcola effettivo dimostra che x'„ — px'u è combinazione lineare 
di a; e di pxu 4- x„, cioè di x ed x', precisamente come avviene 
di pa:M xv = x' — (pm 4- l) x.

Quelle delle precedenti superficie che sono isotermo-asintotiche 
(per cui cioè si può supporre p — y) sono tutte e sole le superficie, 
di cui le asintotiche appartengono a complessi lineari. (§ 18 G). In 
tal caso la G è congruenza TF.



E) Le congruenze a sviluppabili indeterminate.

Vogliamo verificare col calcolo diretto che le congruenze K a 
sviluppabili indeterminate sono quelle, le cui rette escono da un 
punto fisso, insieme al teorema duale per K'. Se le sviluppabili 
di K sono indeterminate, è lu = mv ed esiste una funziono tale 
che — dlogth — mdu Idv.

Esprimendo che (1) è un’identità si trova:

<K„ = + irij $ , = 0„ + 7U22 <I>

Perciò d> è una combinazione lineare + ct; eC + fv delle coor
dinate di piano tangente con b , c, e , f = cost. ; la retta r generica 
della congruenza K è l’intersezione dei piani % = ,
£" — £(I\ — (KU. È evidente che questi due piani passano per il 
punto fisso (b , c , e , /), per cui passano dunque tutte le rette di K.

Se, come in casi analoghi, avessimo cambiato coordinate omo
geneo in guisa che Z = m=0, cioè <&= 1, la (1) sarebbe riuscita 
un’identità se ku=7c22 = 0. Cambiando tetraedro di riferimento, 
avremmo potuto rendere la quarta coordinata t del piano tangente 
uguale ad 1 ; la retta r, intersezione di $u , sarebbe passata sem
pre per il punto x — y= z — 0. Ci chiediamo ora: Quando avviene 
che le sviluppabili sia di K che di K' sono indeterminate ? In tal 
caso si possono (essendo mdu + Idv un differenziale esatto) scegliere 
le coordinate omogenee di punto in guisa che l — m = 0. Le svi
luppabili saranno indeterminate so pn — p22 = 7tu = 7t22 = 0. L’es
sere pn = p22 = 0 significa che, cambiando il tetraedro di riferi
mento, si può rendere p. es. la i — 1, in modo che lo x, y, z 
siano coordinate non omogenee. Essendo irix = n22 — 0 le coordinate 
di piano tangente devono soddisfare ad una equazione lineare a 
coefficienti costanti :

hi k-q + rC + t = cost., (h , le, r = cost.)

(Cfr. più sotto). Scritta l'equazione del piano tangente nella forma:

^(x — h) -^(y— le) -p C(z — r) + (t + + àst] + Q) = 0

se ne deduce che, con una traslazione di assi ed una similitudine, 



tale piano acquista l’equazione

È® + i\y + Cz = 1 ;

le nòstre superficie (come si vede interpretando x , y, z come coor
dinate cartesiane ortogonali) sono dunque quelle, i cui piani tangenti

hanno la distanza -.. ...............dall’origine, ossia (§ 18 4) essendo 
l^2 ^2 _|_ C2

ove7], C di Lelieuvre, sono quelle per cui tale distanza vale

K qui indica la curvatura totale di Gauss (o almeno si' riducono- 
a queste superfìcie con un cambiamento di assi coordinati).

Si potrebbe anche dire che le nostre superficie sono quelle, a 
cui, secondo le nostre convenzioni, a coordinate non omogenee (t= 1) 
di punto corrispondono coordinate non omogenee di piano.

Noi abbiamo scritto poco fa la relazione lineare che lega le 
£, 7], C, t (in virtù delle = 0) nella forma Z^-l-ÀiTj-l-rC+^^cost. 
Ciò ò lecito, escluso il caso che tale equazione abbia la forma 
hi Z;t) + rC = cost., e non contenga r. In questo caso, cambiando 
assi, posso ridurre p. es. 6=1, pure conservando t = 1. La con
gruenza K luogo delle rette (£„ , £„) appare (quando il piano t = 0 
si consideri come piano all’oo ) come la congruenza delle rette pa
rallelo all’asse delle x, e la congruenza K' come la congruenza 
dello rette all’infinito. Questo è dunque il caso particolare che si 
presenta quando il punto comune alle rette di K giace nel piano stesso, 
a cui appartengono le rette di K'.

Si noti ancora che dallo wM=pH=0 segue 0O„+P»=7O„+7«=O; 
la retta r che genera K è la retta che unisce x ad xuv, che, per tali 
condizioni, è la direttrice. Partendo da questo fatto studieremo di 
nuovo queste superfìcie al § 28.

§ 26. — Lo spigolo (edge) di Green.

Cerchiamo il polo B di una tangente asintotica (x, a\) in un 
punto x della nostra superfìcie rispetto alla conica osculatrice del- 
l’altra asintotica v = cost. nella sola ipotesi 0 $ 0. Secondo le con
venzioni del Gap. 1°, a forma cubica F3 dell’asintotica v — cost.



posso assumere la forma

4- — Su*™)**3 = 0a12du3,

e come coordinate t della sua retta tangente le

1 /
« = -jj-------  (® , *„)■

J 2 0

Dal § 7 D si deduce che il polo della retta tu + ~o~at rispet- 
o

to alla conica osculatrice della dv = 0 ò il punto xu + ax. Posto 
1 <9

o =----- ——log(a,2: p), se ne deduce che il polo della retta (x, xv),

•cioè della tangente all’asintotica u=cost., è il punto B

(1) x,
1 dloga^ : p
4 du

Il punto B si può anche definire come il polo della retta (x xv) 
rispetto alla conica osculatrice della proiezione dell’ asintotica v = cost. 
fatta sul piano tangente da un punto qualsiasi V del piano

(2)
1 óloga^ : 0
4 du

che è il piano polare di B sia nella polarità, di Lie, che in quella 
definita dal sistema nullo osculatore alla v = cost. (C.)

Analogamente, se T^O, definiamo un punto A sulla tangente 
asintotica (a:, a:„). La retta AB si dirà il secondo spigolo, la retta 
duale il primo spigolo, o senz'altro lo spigolo.

Ne segue : I punti A , B ove il secondo spigolo taglia le tangenti 
asintotiche sono coniugati rispetto ai due coni quadrici osculatori alle 
asintotiche (nel punto x considerato sulla superficie S) i quali abbiano 
il vertice V sul primo spigolo.

Consideriamo una retta del piano tangente $ passante per 
il punto B, e la retta duale congiungente x ad a;M„ + lxu — 



------1 ólogan. P (({ovo / $ pOr ora arbitrario). Scrivendo la con

dizione che i coefficienti di du2 nelle equazioni delle sviluppabili 

di K , K' coincidano, troviamo ?p -)—5- (p, + p0„) = 0. Quindi : 
u

Se p $ 0, la retta r congiungente x ad

1(3) xuv — — — log(pa12);r„ — — log(a?s : p)xv

gode delle proprietà dello spigolo per ciò che riguarda la asintotica 
v= cost. ; l’involuzione di direzioni di cui una coppia corrisponde alle 
sviluppabili della congruenza K luogo di r, e un’altra coppia alle 
sviluppabili della congruenza duale K' ha per raggio doppio la tan
gente all’ asintotica v = cost.

Nel caso 7 = 0 Sullivan era giunto a questa rotta studiando 
i complessi osculatori alla superfìcie rigata data ; e Green l’aveva 
per le rigate (cioò appunto nel caso 7 = 0) sostituita alla direttrice 
del Wilczynski. Green, dopo il Fubini, ma in modo indipendente, 
era poi giunto al concetto di normale proiettiva cercando una retta 
del fascio determinato dall’ asso o dalla direttrice, la quale generasse 
una congruenza coniugata alla superficie data ; con questo metodo 
però, come già abbiamo osservato, non si riconosce, la necessità 
della definizione da noi posta por la normale proiettiva.

§ 27. — Il fascio canonico.

Le rette (§ 24, 25 B e 26) congiungenti x ad

31ogP27 
dv

aiogpy2
~àw 1

[di cui l’ultimo termine si annulla in coordinate normali] descri-



vano il fascio canonico. Precisamente per

X — 0 si ha la normale proiettiva, (F.)

X =----- — si ha la direttrice, (di Wilczynski) (Cfr. anche § 24)(F.)

X =------7- si ha lo spigolo, (di Green)
4

X =------ì-si ha l’asse, (di Cedi) (*)  
o

(*) Lo rotto congiungenti x ad

ó \ dv du /
3__

dove i sono scelti in modo cho il loro prodotto sia py, sono (Bompiani) 
intersezione dei piani osculatori a duo linee di Darboux o dol piano osculatore 
ad una linea di Segro.

X =----- — ,-----~ si hanno le rette principali, (F.)

X = co si ha la tangente canonica della data superficie, (F.)

X = costante numerica si ha una retta canonica.

Tutte queste rette formano, a 4 a 4, birapporti soltanto numerici. 
Così p. es. la retta coniugata armonica della tangente canonica rispetto 
alla normale proiettiva e alla direttrice è lo spigolo ; la coniugata 
della tangente canonica rispetto alla normale proiettiva e all’asse è 
una delle rette principali ; la coniugata della tangente canonica rispetto 
alla normale e alla precedente retta principale è l’altra retta princi
pale. Lo spigolo e la direttrice dii'idono armonicamente la normale 
e l’asse.

Solo le rette normali descrivono per qualunque superficie una 
congruenza coniugata alla superficie; un'altra delle precedenti gode 



della stessa proprietà soltanto se la superficie è isotermo asintotica, 
nel qual caso la congruenza generata da una qualsiasi retta canonica 
è coniugata alla superficie.

Quando mai le rette canoniche coincidono tutte tra loro? Evi
dentemente soltanto se

dlogp-T = dlog[3-rJ = 
dv du ’

cioè se le linee di Darboux sono geodetiche per l’elemento lineare 
2$qdudv (Bompiani).

Cambiando i parametri u, v delle asintotiche potrò allora ren
dere p = 7 = 1 ; e le coordinate normali (aJ2 = P7 = 1) soddisfe- 
ranno alle :

x«„ = xv 4- a:pn xvv = xu + xpa2.

La condizioni d’integrabilità danno tosto :

plt = cu -f- h pi2 — cv -|- k (c, h , k — cost.)

Le superficie di coincidenza (per cui cioò coincidono le rette 
canoniche) sono le superficie, i cui punti soddisfano a equazioni 
del tipo :

(1) 4- x(cu 4- A) , xvv = x„ 4- x(cu 4- k).

(c , h, k = cost.)

e sono tutte tra di loro proiettivamente applicabili (perchè hanno gli 
stessi valori di p , 7). Queste equazioni si integrano immediatamente 
nel caso c = 0.

In tal caso, posto x = — cost.), si trova :

m- = n 4- h , n" — m k , ossia (m2 — h) - — m 4- k.

(2) »= y = e’M« “+’*»*, z= em*u+n»v, t = em<u+n^v.

Se mt (i = 1, 2 , 3,4) sono lo 4 radici di questa equazione 
(supposte distinto), ed n( i corrispondenti valori della n, a coordi
nato dei punti della nostra superfìcie potremo addottare le :



Determinando le costanti con le equazioni
— = 0, troviamo che l’equazione delle nostre superficie è l’equa
zione omogenea di grado zero

(3) xri yri zÌ3 tr* = cost.

Se h = k = 0, si ha m( = 0, 1, a, a2 ed n{ = 0, 1, a2, a 
con a3= 1, e la superficie si riduce alla yzt— a;3. Tutte le altre 
superficie di coincidenza sono dunque proiettivamente applicabili su 
questa.

Lasciamo al lettore l’esame del caso che non tutte le mt siano 
distinte. Viceversa ogni superficie (3) è una superficie di coincidenza 
(per cui c = 0). Infatti, posto t— 1, l’equazione (3) diventa del 
tipo : z — xr ys ; per una tale superficie l’equazione delle asintotiche è-

r(r — l)y2dx2 4~ 2rsxydxdy 4- s(s — l)a:2cZ?/2 = 0.

Se a , p sono le radici costanti di questa, considerata come 
doc d'ii 

un’equazione nell’incognita —, si riconosce che lo equa

zioni delle asintotiche sono

w = loga;— alog^—cost. , v = logx— piog«/ = cost.

e che perciò Ioga;, logy, Ioga sono lineari nello u,v, mentre' 
log< = 0.

Essendo t = 1, sarà = pì2 = 0. E, per calcolare p, basterà 
ricordare le due equaz. (nelle 0„,p, riguardate come incognite) 
xw = = %!/, + P.Vv, por dedurne che p = cost.
Similmente si prova 7 = cost,, come si voleva.

Queste ultime superficie godono di un’altra notevolissima pro
prietà. Consideriamo una collineazione x'—k^x^ g-k^y, z —k3z, 
t' = k4 t con ki — cost. Sia S una superficie ed S' la sua trasfor
mata per tale collineazione. Se S ed 8' sono le falde focali di una 
congruenza, di cui u e v sono le sviluppabili, varranno delle equa
zioni del tipo :

xu = \x 4- |xa;' x'v = px 4- 0®',



ossia :

= (A + o +=
e analoghe in y , z , t.

Moltiplicando x , y , z , t per uno stesso fattore posso rendere 
X = 0. Sarà allora:

d -Ioga: 
dudv

= k2 [!„ — + -jc (e analoghe por y, z , t).

Dunque

(4) 0 (i = l, 2,3,4).

Ma, se la collineazione non si riduco ad una identità, vi sa
ranno almeno due dello kt distinte tra di loro. Dalle corrispondenti 
equazioni (4) si deduce che i rapporti : o„ : p„ sono costanti.

Potremo dunque porre |i — , o = sy„, p = rtp„ con m, s, r
costanti e cp funzione di u , v. Sarà così :

xu = kf xv —

e quindi

che dove vaierò anche por k2, k3 ,k<. Se allora k1m=s+-^~. 

E quindi sia x, che y, z, t sarebbero, a meno di fattori costanti, 
uguali ad ; o il punto (x yzt) sarebbe fermo. Dunque 0, 
<p = [7-|-7 con U funzione della sola u, V della v ; od ò 

(7^ = cost.)

insieme all’analoghe per y, z, t. E, se le r( sono costanti tali che

= Zk^ = = 0 , 



la nostra superfìcie ha l’equazione del tipo xr* yr^ zr^ f* = cost., 
cioè è una superficie di coincidenza con c = 0 (su cui però lo at
tuali u, v segnano un sistema coniugato). Tali superficie sono 
dunque caratterizzate dal fatto di essere prima falda focale di una 
congruenza W, la cui seconda falda le è collineare in una proietti- 
vita di tipo generico.

§ 28. — Le superfìcie per cui una retta canonica 

passa per un punto fìsso, e superficie duali.

A) Caso delle normali proiettive.

Studiamo quando le seconde normali giacciono in un piano 
fisso e perciò generano una congruenza a sviluppabili indeterminate. 
In coordinate normali ciò avverrà se pn = p^ — 0, se cioè le coor
dinate normali sono anche coordinate non omogenee, cioè quando, 
calcolato l’invariante I in coordinate non omogenee, si trova Z=cost.; 
questa condizione, per z = f(x, y), equivale ad una equazione alle 
derivate parziali del terzo ordine per z. Il piano fisso su cui giac
ciono le seconde normali (aventi i punti xu, xv) risulta poi il piano 
t—0 all’infinito. Un teorema duale vale por le superficie, le cui 
prime normali passano per un punto fisso (!’ analogo proiettivo delle 
sfere). (C.)

13) Formolo generali.

Studiamo una rotta canonica qualsiasi con X $ 0 , co. Perchè 
la prima retta considerata passi per un punto fisso, e quindi generi 
una congruenza a sviluppabili indoterminato, la superficie dovrà 
essere isotermo-asintotica ; o noi potremo supporre 0 = f. Scegliamo 
coordinate non omogenee, di piano tangente (7ru = «2a = 0). La retta 
considerata è quella che congiunge x ad

Hv
II

__  [Lt x
II * Il = |/a12 p—3X—1



Scrivendo che le sviluppabili sono indeterminate, si trova:

H„u = 0M H„ - $Hr Hrv = 0,. H„ - .

Ora

aJ2 = 7/2 p2(l+3X) , 0 = logaj2 = 21og// + 2(1 + 3X)log0

E quindi (§ 16 D) :

= tu - 4-+p"=iog?2(i+3x)zi OU'1

-A_i»g^>+»y+P„

Una forinola analoga vale per M.
Possiamo ora cambiare coordinate omogenee in guisa che:

(1) a12 = 6 = 2(1 + 3X)logP e quindi H = 1.

Dal confronto dei valori precedenti di L, M con quelli validi 
in generale risulta che sarà itn = i:22 = 0, come precedentemente. 
Potremo perciò supporre contemporaneamente rcn = 7122= 0) H ~ 1- 
Sarà poi :

(2) pn = Ku-p6s-pv = -3(14-2X)pv; p22 = — 3(1 4- 2X)p„,

Varranno così le :

= — (* 4- 1) y «« 4- 4- ®,

®w = - (* 4~ 1) y ®« 4- *p« « ,

ove : k = — 3(1 4- 2X) 2(1 4- 3X) = — k — 1.

Essendo H = 1, la nostra retta canonica ò semplicemente la 
retta congiungente x ad a;„v. Con una collineaz. unimodulare a coef
ficienti costanti, che non muta i valori delle p, n, potremo portare 
il punto fìsso per cui passa tale retta nel punto x= y—z—0.
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Varrà pertanto una equazione

(4) = 0 (per x — x , y, z , non per x = t).

Scrivendo che (3), (4) formano un sistema integrabile, si trova:

(5)

l‘=(‘ + ”2S— + «

1j,u + (*+1)1lA + 74p„„ _|_ ^=0

|X„ + (k 4- l)p. + PP.) = 0.

Sostituendo nelle ultime due il valore di p dato dalla prima, 
si trovano due equazioni alle derivale parziali per p.

C) Il caso 1 +* = 0 (per l’asse). (&)

Le (5) diventano semplicemente

(6) p„„ + 3pp„ - + 3pp„ = 0.

Gli assi passano per il punto fisso 0 di coordinate x=y=z=0; 
cioè tutti i piani osculatori ad ogni linea di Segre passano per O. 
Si tratta delle superficie di Gech a linee di Segre piane. Le (3), (4) 
diventano

(7) xm=?xu — ^ux (per x = x, y,z,t)

(8) xttu = p2a: (per x = x, y, z, non per x = f).

Una prima soluzione di (6) è

(I) p = cost.

Altre soluzioni si trovano supponendo che p sia funzione della sola 
w = au + bv con a , b — cost.

Le (6) danno a2pMW+3&ppw = 62pWu>+ 3appw = 0 donde a3 = b3 ;



perciò potremo supporre, se s = |/1, che w valga + ^u con 
3

i — 0 , 1, 2 e $ww + 3ppw = 0, ossia pw + — p2 = cost., donde:

(li) p — -- ------(a = cost.)
3 a

2
oppure p = — acotg(aw + «) (a, a = cost.)

Esclusi questi tipi più semplici, passiamo al caso generale. 
Dalle (6), sottraendo, si deduce :

1___n(jl, 2L_±b2UoSu dv ) \ du dv 2 /

Similmente, se s3 = 1, si trova :

(£< -4—8W &—4" ° 1 »
Posto w0 = u-\- v, w1 = s2u4-eu, w2 = su + ^v, se ne de

duce che :

6% + ^----- 1- p2 = F'^wì) (« = 0,1,2)

ove Fi è una funzione della sola wt. Sommando, dopo aver mol
tiplicato per 1, o per s‘, o per sM, si deduce:

-4p2=

3p„= ^F'[w^ 
i

3p„=
i

Dunque, scegliendo opportunamente le costanti additivo in F,



si avrà :

(A) - ~ P2 = S F^) 30 = XF^).
£ i

La

P« + Pv- ^^F'^
44 

dà, derivando successivamente, e ricordando i valori di 0UU, pvv : 

pw —3p(p„ + pv.) = M'(wo), ecc.,

donde si trae :

F'J" 4- 6F'OF'O' = 0. (Ugual forinola si trova per Ft ed F^.

Per ognuna delle F vale perciò la 

^"-1-3^= cost. ossia -^-Fi^F'^CiWt+di (c<, d(= cost.) 

donde

(B) F;= — ìp^Wt + a<)

oppure — 2ai2 cotg(a; x + 0<) —
4af2

3
— 2 

oppure °PPure a<

ove a(1 Pt sono costanti, e la pli} ò una funzione ellittica p di 
Weierstrass a periodi qualsiasi. Ma dalle (A) si deduce:

— 900u = ^F'^ = — 3p. 3p„ = XF^w,) ^F^)

- 9p0„ = = - 3P. 3p„ = SP,(Wi)Se^i'(Wi)

donde, eliminando F'o' oppure F", si trae :

(C)
F^-F'^wJ 
F'^Wi) — F'^wJ

= F0(wt)) + Fi{wt) + F —

F'^w^—F'.:^ 
F'^ — F'^



4a- 
T

eccetto il caso che due dello Fi siano una stessa costante, e quindi 
P sia funzione di una sola delle : caso che abbiamo già esaurito. 
Dal confronto dei primi duo membri si trae che, se p. es. diamo 
da u , v tali incrementi che w, aumenti di un periodo w, di F[ 
e w« resti immutato, allora w0 aumenta di un periodo di F'q ; e, 
poiché in tal caso w„ aumenta di — io,, deduciamo che i periodi di F[ 
sono periodi anche di F». Si prova poi che le F' hanno tutte o tre 
gli stessi periodi, ripetendo più volte tale ragionamento. In conclu
sione troviamo per le (B) che :

Ft' = — 2p(w( + «<) oppure Fi = — 2a2cotg2 a(w( 4- ai)

2
oppure Fi =----- 7-----;insieme alle (d), 

{wì + «J2

ove le at sono costanti, la p è una (sola) funzione p di Weierstrass 
a periodi qualsiasi, a è una costante.

Senza fare una discussione completa, del resto facilissima, si 
trova che :

C(w0 + a0) + + ai) 4- C(wa 4- a2)

oppure cotga(wo 4- a0) + cotga^j 4- aj 4-

4- cotga(w2 4- a^

(a, «(=cost. ; 3^=0; C=funzione C di Weierstrass).

Si è così determinata la p ; cioè sono determinate completamente 
le forme fondamentali della nostra superficie. Si può anche determi
nare la superficie in termini finiti, dando le coordinate di un suo 
punto in modo esplicito. Per ciò che riguarda questo studio rin
viamo alla Meni, originale del Cedi nelle Publications de la Faculté 
des Sciences de l’Université Masarylc (Brno, année 1922, N." 11).



Qui ci accontenteremo di provare ciie : I piani delle linee di Segre 
inviluppano un cono di terza classe W. Un tale piano passa per un 
punto x della superfìcie, per eo>M 4“ x„, perchè du = edv è una 
direzione di Segre, e per il punto x = y — z — 0.

Se x', y, z', t' sono coordinate correnti, avrà per equazione

x

y

z

exu x„ x

+ y0 y

ez„ + zv z

che indicheremo con Kx 4- f\y + — 0- Indichiamo ora con
£z'= 0 l’equazione di un piano generico per il punto 

»'= y' =z'~ 0; io dico che i piani delle linee di Segre inviluppano 
il cono di terza classe

0 = 1K = (203 - (U ^x + ^y + Cz)3 + 

+ 2 <&xu + riy„ 4- CzM)3 + (fc„ + ny, + Cz,.)3 

— 60(& + r\y + Cz) (^„ + 7]y„ + £z„) (^„ + 7)^ + Cz„) +

+ + vy + Cz)2 + t]yu + Cz«) +

+ 30„($x + t\y + Cz)2 (^xv + t]yv + CzJ.

Dalle (7), (8) segue tosto che W„ = Wv = 0, cioè che il cono 
W = 0 è un cono fisso nello spazio ; d’ altra parte, essendo

+ rfy 4- C'z = 0 £xu 4- r\yu 4- C'z„ —[xxu xv)

4- rìy» 4- C'z„ = — s(x xu xv)

seguo che W — 0 per $ = 6', vj = vf, C = C'.



D) Il caso k = 0 delle direttrici.

Le superficie di Tzitzoica-WilczynskL

Le (5) diventano :

h = 4^—; = =0 c-è * T =
Dunque la p soddisferà all’ unica condizione :

(9)

(10)

d2logP , 2,
dudv 1 p ’

Le (3) e (4) danno poi : 

xw, = — y-x„+ px„ xm= pxu— (per x= x, y, z, ().

<u>
(per x = x, y, z, non per x = t).

Noi abbiamo k<( = pl( = 0 ; cioè a coordinate omogenee di 
punto corrispondono coordinate omogenee di piano ; siamo nel caso 
già studiato al § 25 E. Ma esaminiamo la questione più minutamente.

Noi abbiamo scelto a punto x = y = z = 0 quello per cui 
passano le prime direttrici. D’altra parte per (11)

0 = Sxuv — (^u 4~ y^iu 4~ ^u) 4“
k
P

Poiché t non soddisfa a (11) sarà = 0 ; similmente si trova

t, = 0, cioò c = cost. Dalle 8&uv = a12 = si trac in modo 
r

simile

(12) K-'-' + f* 

che ò 1’ equazione, analoga ad (11), cui soddisfa la t.



Distinguiamo due casi :

1°) le = 0. Se ne deduce t 4 cost. ; cioè le x , y, z non si pos
sono assumere a coordinato non omogenee. Le (10) ed (11) per 
k = 0 provano però che esse sono legate da una relazione ax + 
+ by + cz = cost. a coefficienti a, b, c costanti. Sarà perciò 
ax( 4- by( 4- cz( = 0 per i = 1 , 2. E le = 0 danno, essendo

= 0, che : >]„„ : C„„ — a : b : c. Dunque : Se k — 0, le seconde 
direttrici giacciono nel piano $uv, che è un piano fisso di coordinate 
a, b , c, 0 passante quindi per V origine, cioè per il punto comune 
alle prime direttrici.

Le superficie corrispondenti sono per la (logP)UT = P2 un caso 
particolare di quelle, le cui asintotiche appartengono a complessi li
neari e si ottengono dalle formale del § 18 C ponendo nelle (13)bls 
k = h — l = p = 0.

Otteniamo così, anche il risultato: Tutte le superficie, le cui 
asintotiche appartengono a complessi lineari o sono una superficie S 
le cui prime direttrici passano per un punto fisso O, e le seconde 
direttrici giacciono in un piano contenente O, oppure sono proiettiva
mente applicabili su una tale superficie.

2°) Supponiamo ora le $ 0. Moltiplicando u , v per una stessa 
costante posso rendere k = 1. Essendo pn = pì2 — 0, esiste una 
relazione

ax -|- by -f- cz -|- dt = cost. con a , b , c , d costanti

che non può [soddisfacendo le x, y, z alla (11) con k 4 01 essere 
indipendente dalla t. Dunque d 40 ; e, ponendo ax by + cz -4 dt 
al posto della t, posso rendere t = cost. Con questo cambiamento 
della sola variabile t, e non delle x, y, z l’origine resta fissa, e 
la t si moltiplica al più per una costante ; e resta perciò costante ; 
anzi la possiamo rendere uguale ad 1. Essendo t = cost., la (12) 
prova che anche t = 1, Dunque x , y, z sono coordinate non omo
genee di punto e le $, rj , £ coordinate non omogenee di piano. Le 
1 , y, z soddisfano a (10) e (12) ; le $, 7], C alle

(io)pe, , u =

come risulta dalla teoria generale, e in più alla :



(12) M, U4- = 0 (per <=É , TQ, c ìlon P0r £=*=1).
p

La (12)bl„ si prova, osservando che moltiplicando por x (op
pure per «,) e sommando con le analoghe in tj , C, si trovano delle 
identità.

Il piano su cui giacciono le seconde direttrici è il piano 

Su» 4“ v- £ 5 c7ie è dunque, nelle coordinate attuali, il piano all’ in

finito. Il suo polo rispetto alla quadrica di Lie, cioò il centro della 

quadrica di Lie. è il punto xuv 4—x, cioè M punto ove concorrono 

le prime direttrici. Per le nostre superficie dunque il centro della 
quadrica di Lie è fisso (il caso 1° sarebbe quello in cui queste 
quadriche sono paraboloidi).

Nel § 25 E abbiamo già dato quella proprietà metrica, da cui 
Tzitzeica è partito per trovare queste superficie. Qui aggiungeremo 
altre proprietà dovuto a Tzitzeica.

La rigata asintotica corrispondente ad una u — cost. ò il luogo 
dei punti (a: 4" wxu , y -p wyu , z 4- wzu , 1) al variare di v , w. Il 
piano % ad essa tangente è determinato dalle :

S^x = S£xu = Sl'(x„ 4- wx„J

che, per w = co , diventa il piano definito dalle :

Wz = Si’xu = 0 , 0 = Si’xuv =----- 1- (a£ 4- yqf 4- zC') = 4~.

P P

Perciò r' = 0 ; tale piano passa per 0. Quindi : I piani asintotici 
(tangenti all’infinito) delle rigate asintotiche delle nostre superficie 
inviluppano coni col vertice nel centro della quadrica di Lie.

Si trova facilmente che l’equazione dello asintotiche curve di 
tale rigata ò 2—~ (—-7—, e che esse hanno un flesso solo 

dv \w I [3

nei punti — = 0. Perciò : 
w

La linea flecnodale delle rigate asintotiche delle precedenti super
ficie si riduce alla sezione col piano all’infinito contata due volte.



È evidente che x , y , z si possono considerare come coordinate 
omogenee della proiezione di un punto della superficie fatta dal 
centro della quadrica di Lie sul piano all’infinito. Su tale piano 
le tangenti ad una linea v = cost. lungo una linea u = cost. sono 
il luogo dei punti xu -|- wx ; una di queste tangenti incontra la 
consecutiva nel punto x — xuì che giace sia su di essa che sulla 
consecutiva congiungente xu + xwdv ad x + x„dv , perché, a meno 
d’infinitesimi d’ordine superiore ò per (11)

dv
(x„ + x^dv) -|-----— (x + X„dv) = x„= x ,

od anche perchè x'„ giace sulla retta (a;, x^.
Dunque : Il punto x = xu descrive sul piano all' infinito il tra

sformato di Laplace del sistema delle u , v. La retta {x xu'), cioè 
la rotta (xuxuu) incontra similmente la consecutiva fxu-}-xuvdvì

+ xu«»dv) nel punto 4- —x„ = x„, che si ottiene da 
du

x con la trasformazione di Laplace inversa di quella inizialmente 
considerata.

Sul piano all’ oo il sistema delle u, v ammette una trasforma
zione ciclica di Laplace di ordine 3.

§ 29. — Le superficie di Cedi a linee di Darboux piane.

Il piano osculatore a una linea di Darboux è (in coordinate 
normali a12 = pi)

a__ s__
? = (PT + ~= 1)-

La linea di Darboux è piana, se questo piano non si muove quando 
ci spostiamo sulla curva, cioè se

3 3
— ^'7?» è proporzionale alla tp.



Servendoci delle equazioni fondamentali per le si trova che:

dove Px, P2 sono espressioni complicate, mentre

= Pi

3___
d P : 7 

àudv

Ora, se tutte le linee di Darboux sono piane, deve essere 
Po = Pr = P2 = 0. In particolare dunque Po = 0, e la superficie 
è isotermo-asintotica.

Possiamo dunque supporre P = 7, sicché

? = P[(P + *2y + s
La (1) diventa :

(2)
— Vfi + 2 (ey — s2 « Pi

P

ove :

p___  J P«» 2 T E2 ( 2 \
2 “VP------2 — v22).

Le superfìcie cercato soddisfano dunque alle :

Sostituendo questi valori nelle equazioni fondamentali per le i, 
queste diventano semplicemente (in coordinate normali : a12 — Pv) :



(4) (4) +^ = 0 Mrl + ^ = 0-
\ P /ut» \ P Jvv

Sostituendo alle $ le £p (con cho le nuovo coordinato £ non 
saranno più le coordinate normali') le (4) diventano :

(5) u + Pv e + ps, -+ p« a + pi, == o.

E il piano tp di una linea di Darboux diventa il piano :

(6) <). Porremo

Le condizioni d’integrabilità delle (5) sono:

(7) P«, + PP» = P™ + PP« - «

affatto analoghe alle (6) del precedente § corrispondenti al caso 
che lo linee di Segre siano piane. L’integrale generale si trova 
come al § 28 C essere

(8) P = 2(Cw0 + Cwj + Cw2)

wa — u -j- v + a0 , Wj = su + e-v + a2, w3 — e2w -|- sv a3 ,

ove le a( siano costanti di somma nulla cosicché %w( = 0.
Vi sono altri due soli casi, in cui la p non si riduca ad una 

funzione di una sola delle wt : i casi seguenti, che si possono del 
resto considerare come casi limiti del precedente :

(9) p = 2a(cotgawo -|- eotgaw, + cotgaw2) (a = cost.)

(10) P = 2 (— + — + —1
\ w0 w3 w2 /

Degli altri casi possibili, di quelli cioè, in cui la p si riduce 
ad una funzione di una Sola delle w. parleremo più avanti.

Posto

(11) e2‘ pM + e‘ p„----- ^"P2—/(w<) |funzione della sola wt per lo (7)1, 



si trova nei tre casi rispettivamente :
0

/(wj — — Gpw( oppure — (incolgale, oppure-----  
*

e in ogni caso

(12) /"' = -2//' ; /^-(^pp^^pp.-pU

Derivando (6) si trova : 

Z?2 m- .
(13) ±4=(2£2'ppM 4- 2s‘pp„ - p„v)£ 4- (sMpa- 2s‘pM - p„)É„ 4- 

dWi

4- (s€ p* — 2^ p„ — p„ — PU ■

4- 2(swppM 4- s^p» — Pw)^

ossia per (12)

d3It; _ d ,(13)“r ~d^ 2~d^[*if(wl\

ossia

(14) -^4-2^) +4 = 0,

ove il piano A è costante (è fisso), e, confrontando con (13), si 
trova essere il piano

(15) a = (pw — p3)s—p„ $u — p« e. 4- pu •

Moltiplicando (14) per /'{w^ e, tenendo conto di (7), si trova:

(14) bl, /'(w,) 4- Af(w^ = 0 ,
Cvc< ’ i



donde, integrando :

(14) tor f\w<) + Af(wf) + 4 B = 0,

ove B è un nuovo piano fisso che, sostituendo nella procedente
a -4— il valore ottenuto derivando, si vede essere il piano : 

dwi

(16) b=p(sppw - 2p„ p, - p‘)e - (2p?+p2 p „ )e„ -

- (2p„2+pa p„)^ + (ps - 2pw)e„v.

Integrando l’ultima equazione ottenuta, si trova:

(17)

ove i piani CQ, Cj, C2 sono pure fissi nello spazio.
Servendoci di (15) o (16) calcoliamo (2p„„— p3)/l + pi5, ove 

alle $, si sostituiscano i valori dedotti da (6) in funzione 
lineare delle re . Troviamo :

(18) SXt ~ P(2P«„ - P3M + -A p2 B = 0 , 
Ct Ci

ove è posto :

K = PL- P2?« + ^(p, pw + pp*) + p(p„ pw + pp|

Da (12) si deduco che

K - PL - 3p2 p„ p, p^ - p3 p3 - p3 p3 = p.,

ove p. non dipende più dall’indice i, sicché (18) diventa:

77^ + 4 p(2Pra “p3M + 4p2^= 0



che, confrontata con (17) dà

r 3 + = o.

Non essendo le p funzione di una sola delle w(, e quindi 
Pu $ P» i nei secondi membri delle (15), (16) i coefficienti di $u , 
non sono proporzionali ; perciò i piani A , B non possono coinci
dere ; e quindi i coefficienti di A , B in (19) sono delle costanti 
che, con opportuna scelta dei limiti inferiore d’integrazione [il cal
colo effettivo prova che si possono scegliere questi limiti uguali a 
zero] si possono rendere nulle. Sarà così :

Wi

(20) = 0

0

Wi
f_dwi_ 3

./ r\Wl) - 2p.p •
0

Dalla definizione di seguo che :

30£ = — Xtt, = A^ffa) J dw +

0

Wi

0

insieme alle analoghe in , C, t. Scegliendo opportunamente il 
tetraedro di riferimento, si avranno pertanto le formolo seguenti 
valide nel caso (8) :

U'i
t r v '/ A dw$ : vi : C : r = Xp (wj I ------------------r :

J (P™ — ei) (Pw — «2)
0



Wl
SpCiv^f - ---------- ------------- -

J {pw—ej^pw— e3)
0

:{p'w0— p'wj , O0 + 2^ + w2 = 0)

oppure nel caso (9) :

p<

e : -/j : c : T = 2P<(1 + p?)J qqqqv :
CO

Po(l + Po) — Ps(l + ps) Pi(l + p?) — p2(l + Ps) ,

oppure nel caso (10) :

1
£ : 7] : C : t = Sw42: Sw/ :

_1____ 1_
«o Ufi w'i

1
wì

Le integrazioni si sanno eseguire ; nel primo caso lo e,- sono 
i valori di pw negli zeri di p'w (semiperiodi) ; nel secondo caso 
le p sono parametri legati dalla: poPi + P0P2 + P1P2 = 0-

Dai calcoli precedenti si deduce facilmente :
Se p non dipende da una sola delle w, come può avvenire in 

qualche caso limite, allora : I piani di ogni sistema di linee di Dar
boux inviluppano tre coni quadrici, perchè soddisfano alla (13)tei.. 
Le Wi si possono considerare come i parametri sui tre coni-inviluppo. 
Imponendo la Sw4 = 0, i tre piani corrispondenti hanno una inter
sezione che genera la nostra superficie.

I vertici dei tre coni sono per le (14) e (14)ter in linea retta 
sulla retta intersezione dei piani A, B ; due qualunque dei tre coni 
risultano prospettivi, quando si facciano corrispondere due piani, i 
cui parametri w4 abbiano uguali valori. I tre piani di prospettività 
formano un fascio ed incontrano la retta dii vertici in tre punti, 



che. sono il covariante cubico dei tre vertici, ed intersecano la super
ficie in tre linee di Segre particolari (*).

(*) Si consideri 1' omografia tra lo duo stello (.-1 , lì , Ci ) od (A , lì , Cj ), 
elio al piano 1^ J.4-1,^13 4- k3 Ct doli’una fa corrispondere il piano kLA + 
+ B 4- k3 Cj doli’ altra ; essa ò una prospettività ; il piano di prospettività 
essendo Ci— Cj =0. La (17) prova che i coni inviluppati da ir( , nj si 
corrispondono in tale prospettività, (piando si. considerino come omologhi i 
piani per cui Wi—Wj. Infine (20) dimostra che Ck pi , j , k — 1, 2,3) e 
Ci — Cj dividono armonicamente i piani Ci , Cj

Iterimi e Cecii, Lezioni di Geometria proieUwo-di/fermziale.

So invece p dipende da una sola delle w, come avviene nei
2

casi limiti p = 2acotg(aw<) (a = cost.), p =----- , p = cost., al-
wi

lora nei primi due casi un sistema di linee di Darboux w( = cost. 
è formato da coniche, nell' ultimo caso si ha V unica superficie a linee 
di Darboux tutte coniche ; le sue linee di Segre sono pure curve piane 
e precisamente cubiche con un punto di regresso.

§ 30. — Breve riassunto di altre ricerche.

A) Se x , y , z , t = 1 sono coordinate cartesiane ortogonali,

e se j sono i simboli di Christoffel per l’elemento lineare di 

Gauss, allora la retta normale metrica è la retta congiungente x

12 12
1 ) q ! Xv essendo sempre u, v asintotiche. La

retta duale (che potremo chiamare la seconda normale metrica) è

la congiungente i punti xu — j a; ed xv— 1 “ \x, cioè i due 

punti

1 Pi
X‘ 2 X p

1 Pi 1 pi
Zi—^~y —2 p 2 p

1 Pi
2 p

ove
1
P2

è la curvatura di Gauss. Quindi : Le superficie a cur

vatura costante metrica sono quelle per cui la seconda normale me

12



trica è all' infinito, ossia la prima normale passa per il centro della 
quadrica di Lie.

B) Sia K una congruenza di rette r uscenti dai punti 0 di 
una superfìcie 8. I piani focali di r incontrano 8 nelle direzioni 
determinate dalle sviluppabili della congruenza, uscenti da r. Il 
teorema per la congruenza K' duale, dovuto a Green, si enuncia :

Se K' è una congruenza di rette r' poste sui piani tangenti 
alla superficie S, le rette che da un punto 0 dì S proiettano i fuochi 
della corrispondente retta r determinano le direzioni coniugate di 
quelle corrispondenti alle sviluppabili.

G) Green ha anche considerato una coppia qualsiasi di sistemi 
di linee u, v della 8. Ha chiamato asse in un punto O di 8 l’in
tersezione dei piani osculatori alle linee w, v uscenti da 0, raggio 
(ray) la retta unente i duo fuochi delle congruenze generato dalle 
tangenti alle lineo u = cost. e v — cost., che giacciono sul piano 
tangente in 0 (e sono distinte da 0). Ha chiamato assi-tangenti 
e raggi-tangenti le direzioni corrispondenti allo sviluppabili della 
congruenza degli assi o dei raggi, ha chiamato assi-rigate Bu le 
rigate luogo dei raggi uscenti dai punti di una v = cost., e in 
modo simile ha definito le assi-rigate Rv . Ecco i più notevoli ri
sultati del Green :

Su un asse giacciono i fuochi F , F' della congruenza degli assi, 
e i punti P, Q ove i piani osculatori alle v = cost. ed u = cost. 
uscenti su S dal piede 0 dell’asse toccano Ru, Rv. Il coniugato ar
monico di 0 rispetto ad F , F' è anche coniugato dì 0 rispetto a P, Q. 
Le assi-tangenti incontrano un raggio nei suoi fuochi soltanto se le 
rette tangenti alle u = cost. ed alle v = cost. generano congruenze NI.

Se le u , v sono coniugate, esse formeranno un sistema, a inva
rianti uguali, soltanto se le raggi-tangenti sono coniugate; se in più 
le tangenti alle u, v generano congruenze. W, allora le u , v formano 
un sistema isotermo-coniugato.

D) Per interpretazioni geometriche dei sistemi isotermi coniu
gati rinviamo alla Mem. di Wilczynski a pag. 208 del Tomo 85 
dei Math. Ann.

E) Finiremo dimostrando (C.) un bel teorema di Wilczynski 
sui sistemi coniugati ad invarianti tangenziali uguali.

Se le u , v formano un sistema coniugato ad invarianti tan^en- 



ziali uguali, la intersezione dei piani osculatori alle u, v in un 
punto comune genera una congruenza armonica alla superficie. E vi
ceversa. Un risultato duale vale naturalmente per i sistemi coniugati 
con uguali invarianti di punto.

Infatti nelle ipotesi del teorema, posso fissare le coordinate di 
piano tangente in guisa che Sarà S^x-S^x» = 0 per
chè il sistema è coniugato e 8£u xvv = (S£u xv)v — XSxv£ = 0. Cioè 
il piano è osculatore alle u = cost. ; e similmente £„ è osculatore 
alle v = cost. La congruenza citata nell’enunciato è dunque quella 
delle rette e noi sappiamo che, comunque siano fissate
le coordinate di piano tangente, una tal congruenza è sempre ar
monica alla superficie.





Capitolo IV.

SUPERFICIE RIGATE (Oj (*)

(*) I risultati più importanti di questo Capitolo sono stati esposti, pol
la prima volta, (in boemo) nel Uasopis prò postovàni matematiky a fysiky, 
t. LUI, 1923-4.

§ 31. — Applicazione delle forinole generali del Capitolo II 

al caso particolare di una superficie rigata.

In questo Capitolo studiamo la classe più semplice di super
ficie non sviluppabili che è quella delle superficie rigate. Tale studio 
particolare ò persino necessario, giacché una parte essenziale dei 
risultati generali, e cioè il concetto di coordinate e forme normali, 
qui non si può applicare. Cominciamo coll’esplicitare le formolo 
generali nel caso attuale supponendo che le rette generatrici siano 
le v = cost.

Nel § 32 ritroveremo per via diretta tutti i seguenti risultati. 
Applicando qui le formolo generali, dobbiamo porre, se lo v = cost. 
sono le generatrici :

a।j — “ni — “112 —■ “122 — fi , A — — “12 0 , s — sgnA — 1 ,

F2 = (2a 12 du ai2 dv)dv , E3 = ai22 dv3,

a 2
2X = LAih xik — — ■ 2 2 o:n 4 — —— ®la.

“12 “12



Le equazioni fondamentali (Gap. Il, § 14 4) danno quindi, 
eliminando X :

(1) — Pn X , £<22 $12 • ®12 $22 4” ®222 $1 4" (®12 ?22 ®22 P12)$— 0’

Notiamo pure la relazione di coniugio (Gap. II § 14 A)

^Pl2 ^12 —” ^22 Pi1 '

I valori dei simboli di Christoffel essendo

11 \ 1 Sa,» /11\ A /12\ 1 Sa2„ / 12 \ AI —______ — I I — f) | —_______ — I 1=0
1 / a12 Su ’ \ 2 / ’ \ 1 / 2a12 Su ’ \ 2 /

22 \
1 )

a^n Saln 1 a22 Sa2>, 1 Sa22
a122 Sv ' 2 a122 Su 2a12 Sv ’

22 \
2 ;

1 Sa12 
a12 Sv

1 Sa2c, 
2a^2 Su

la prima delle (1) si può scrivere

d2a: Sloga ,2 Sx
Su2 Su Su

pnx=^0.

Se ne deduce subito che

x = <p(u , v)y + ) v)z

dove i due punti y e z non dipendono elio da v. [Le lettere x, y, z 
non significano più tre coordinate dello stesso punto, ma tre punti 
diversi]. Cambiando il fattore di proporzionalità di a;, si può sup
porre <p(u, v). = 1. La <p dipende poi necessariamente da u, per
chè x descrive una superficie, e possiamo sceglierla addirittura 
come nuovo parametro u, sicché (e quest’ ipotesi sarà fatta per tutto 
ciò che segue)

(2) x =: y uz

L’equazione precedente dà poi, tenendo conto anche di (1) bla

al0g«12 _0 0 _ =0
— — V , pn _ U , pI2 — V.



È del resto geometricamente chiaro senz’altro che l’ipotesi (2) 
è sempre legittima : I punti y e z descrivono due curve in corri
spondenza biunivoca definita da uguali valori di v (cui ve direttrici 
della rigata) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera R, 
è il luogo delle rette che congiungono punti corrispondenti. Indiche
remo con apici le derivate delle espressioni che non dipendono che 
, , dy dyes. 2,=-^ = —.

L’equazione (Gap. II, § 12^4)

1 /
“7i== (a' xH xv xuv) — a^ 
mi

dà, sostituendovi dalla (2),

(4) (yz y'z') = wa122 ,

essendo posto

(4) bl8 w = Sgn(y« y'z') = sgna12 = + 1.

Le coordinate $ del piano tangente, fissato al solito modo 
(Gap. II, § 12 B) sono

I “121 ]\y, z , y , z \

Quindi $ è lineare in u e porremo

(5) 6 = 7] +ut, 7) = (yzy'), =-l~(yZZ').
I “12 I I “12 I

Donde il teorema di Chaslos : Il fascio dei piani ir tangenti lungo 
una generatrice g è proiettivo alla punteggiata dei punti P di con
tatto. Questa proiettività definisce la generatrice g' infinitamente vicina 
alla g, perchè si può pensare come ottenuta proiettando da g' coi 
piani ir i punti P.

Le Sfa — 8&u = . '. . = 0 danno :

(6) Sr^y = S^z — SQy = SCz = 8vpj = Stfy = S& — S^'z = 0



e le Sxu tv = Sxv tu = — «12 danno poi

(6) M. — ^z = S-qz = + St'y = — Sty = a12.

Dalle (6) e (6) bis si trae derivando :

- -8V ’

so- = A se,/ - sW- = ^V}.

Derivando (4) se ne deduce Sr[z' = St'y'. Poiché

Sxv tv = S(y' + uz') + wC'l = — «22

si trae che —— è un polinomio di secondo grado nella u 
®12

(7) _^22_ _ 2^a _|_ 2bu + cu’)
a12

dove :

“ “ - 2^ b - - 2^ - - -2^7 ’

(7)m.

Così pure dalla

®222 — ~2~ ^vv ^v)

= s + uz'^ (V' + <') - (y" + (V + ^')
deduciamo che :

= A + 2Bu + Cu-, 
a12



(dove A non indica più il discriminante di F2\ e dove :

Ì
A = ~èi^S(y^'~ y"^'

B = ^^y'V'-y''i'+z,<-z'^

0 = j- s(z'c" - z"C).
2aI2 ‘

L'elemento lineare proiettivo è

(8) ter
F^ _ _1_ _ _ (J + 2Bu + Cu^dv2
F2 2 du + (a + 2bu + cu^dv ’

Dalla seconda delle (1) dove ora p12 = 0, si trae

($22, Xj, x2 , a;12) — , aij, x2, a:12) ,

ossia :

/ d~x dx dx d2x \
\ dv- ’ du ’ dv ’ dudv / (y" + uz”, z , y , z)

/ dx dx d^T *')
\ ’ du ’ dv ’ dudv)

che è un polinomio

(9) Pn = (P- C)u + (IV - B)

di primo grado nella u. Essendo (Gap. Il, § 16 .4)

a222^22 - P22 - ,

si deduce :

(9)w. tt22 = (P + O)u + {N + B).

La (1) diventa

(1) ter 2(a + 2bu + cu8)a;12 — a:22 + (X + 2Bu + Cu^z + p22 x = 0.



Posto al solito 0 = log|a12|, i valori attuali dei simboli di 
Christoffel sono

। 1 d /f( g22 \ _ 1 a22 g' ।1 a22 / g22 \

^g12 g12 / g12 g12 dw y /

+ 4- T~ I = («' — 6'ffl) + 2(6' — 0'6)w 4- (c' — O'c>2 + 
d dv \ ^12 /

+ 4(a + 26w 4- cu"} (6 + cw) ;

22
2

e,_J_ t
2 du

6' — 2(6 + CM) •

Sviluppando ed eguagliando a zero identicamente nella u la 
(1) i,,., si trova quindi :

P + c'— O'c = 0 (che è l’unica condizione d’integrabilità)

y" = (0' — 2b)y' + 2az' + (N — B)y 4- (a' — «0' -|- A)z ,

z" = —2cy'+(b'+ 26)z'+ (26'— 2bO'+N+B}z + (c0'— c— C}y.

Si introduce simmetria definendo una quantità j con la

(10) j— —N + ac — 62 — 6'4-60'.

E si hanno così le equazioni fondamentali per i punti y, z di 
due direttrici :

y" — (0'— 26)?/4~ 2az'+ (— 6'4- 60'4- «c—62 — B—j}y -|-

4- (a—a0'-|- A)z,
(11)

z"= — 2c2/'4- (0'4- 26)z'4- (—c'4-cO'—O)y +
4. (ft'_ 60'4- «c — 62 4- B—j)z.



Le equazioni (7) e (9)bis mostrano che per 7] e C valgono equa
zioni che differiscono dalle precedenti soltanto nei segni di A , B , C :

7]"= (0'— 26)7]'+ 2aC'+ (—b'+ 60'+ ac — 62+ B — +

+ (a'—a0'—j4)C ,
(U) h,

C" = -2ct]'+ (0'+ 26)C'+ (—c'+c0'+ C)t] +

+ (b'—bW+ac — b2 — B —

Teorema fondamentale.

Dato l’elemento lineare proiettivo (8)tor basterà quindi la cono
scenza della sola N, o della j, per determinare completamente la 
superficie. (Si noti che 0 può assumere valori arbitrarli al variare 
del fattore di proporzionalità delle y, z).

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti

e prime applicazioni.

A) Nuova deduzione delle (11).

Prima di proseguire, voglio mostrare come si possa giungere 
ai risultati del § precedente in modo dirotto, indipendente cioè dalla 
teoria generale delle superficie. Il metodo, di cui faremo uso, ò 
del resto applicabile a casi più generali negli iperspazi. Come al § 
precedente, definiamo la rigata R come luogo delle rette congiun
genti punti omologhi y e z di due curve Cy e 0, in corrispon
denza biunivoca, punti lo cui coordinate sono funzioni di un pa
rametro v, sicché il punto generico x di R è dato dalla

(1) x = y -\-uz.

Porremo
(2) (yz dy dz) — m^a^dv)2} w=+l

ossia, indicando con apici derivate rapporto alla v, 

{yzy'z} = wa12a > w = s^yzy'z'), 



e supponiamo, come è lecito, anche sgna12 = <o. Le coordinate della 
generatrice p di R sono nella solita notazione

(3) p = (2/2).

Le coordinate £ del piano tangente ad R nel punto x sono

$ = (y , « , dx) = X (y ,z,y') + u(y,z, z') ,

oppure, posto

v = Ky^y'), C = Ky^'),

(4) $ = 7] + uC.

Per determinare X in modo indipendente dalla scelta del pa
rametro v, basta porre la condizione

(2/2) = + (t]C).

È (Introduzione § 1 E)

(yzy', yzz') = (yz) (yzy'z1) ,

sicché risulta subito :

X2 (yzy'z') — + 1 = w.

Prendendo p. es. X > 0, risulta

(4) bl>

(3) bi«

(yzy) (yzz)
^\yzyz\ ’ |/| yzy’z \

(^C) ^(yz) .

L’equazione (3) bls dà il significato geometrico del segno to : Un 
verso scelto nella punteggiata p e il verso corrispondente nel fascio 
dei piani tangenti sono associati nel senso dell’introduzione § 1 C allora 
e allora soltanto che w — 1.



Accanto allo precedenti, valgono le forinole duali

(5) z^- .̂..
w iWH OWÌ

0)^'0 = w(«12^)2

che il lettore verificherà facilmente.
Sono evidenti le identità (6) e (6) bis del § precedente. Deri

vandole, si vede subito che si può porre (ò 6=log|«13|)

“= ~ 2^“ 2^ S’"" ’

- - KT - 2^-- r* 

“ + + T’’=K- + T*-

c = - S^'z' = SV = J- SC"z.
^^12

Dalle (4)bl8 si vede che si ha anche

(6) bi. « = ^yy"), = -2^ i 0' =

(0 
2a12'

(tì
2aia2

^z'z").
u

Notiamo pure l’identità

Aa^ac — b“) =
SH

Sz'f]'

Sy'C 
SzX'

= S(!/z') (TfC').

Ora dalle (4)bis si ha

C<C') = 
a12

^zy'") + — , {yzz") + {y'zz') — b\yzz')

= -Àr (y"z"} {yzy"z") + 
a12"



dove P soddisfa alla SP^yz') = 0, sicché

(6) ter

Definiamo le A , B , C dalle (8)bi„ del § precedente e poniamo

(7) / = —2'tì" + z"t[ì') —3(ac —62).

(Si vedrà fra poco che ciò coincido col valore di / definito 
dalla (10) del § precedente). Il lettore stabilirà facilmente le formolo 

CO 
2^7A = — (yzy'y") -I- ^yyz'y") + W(yzy'y") ,

(8) B =
(0

4al22
— {yzy'z'") — (yzz'y'") + 3(yyz'z") +

+ ^zy'z'y"} + 3W(yzy'z") + M\yzz'y") ,

GJ
G = y — {yzz'z'") + 3(zy'z'z") + 3W(yzz'z") ,

w

^]2
(yzz'y'")-(yzy'z'")-(yy'z'z") +

A-{zyfz'y") +2(yzy"z") -\-^\yzz'y”) - W^yzy'z") - 3w(yzy"z")(y'z y"z")

+ A. (6''-0'2).
4

che esprimono lo A , B, G , j mediante solo coordinate di punto.
I punti y y z , y\ z essendo linearmente indipendenti, valgono 

equazioni della forma

y" =Pi.iy A- v^' + y^y A-q^z, 

z" =P2iy + PìzZ + q.^y 4- q22z.

Moltiplicando con t; e C e confrontando con le (6), e con 



le (6) e (6) bls del § precedente, si trova

2Uj2^ «12^12 1 2«^6 ““ «12® == «12 7*11 )

2«12 b + «12 ® ~ «12 Pii ì 2dj2 C = ^12 7*21 ,

ossia

Pn =— 26 4- 0', p12 = 2a , p21 =— 2c , pì2 — 26 + 0'.

Moltiplicando invece con t[ e C' si deduce

S^y" = — 2a12apu — 2a12bpl2 — a12qv, = — a12(2a0' 4- <712) ,

S^'y" = — 2ai°bPii — 2al2cp12 + «12*711 =

= «i2(462 — 4ac — 266' 4* 7n),

Sv(z" = — 2a12ap2] — 2a126p22 — «i2*?22 =

— — «i2(462 — 4«c + 266' 4- q.^ ,

$C'z" = —2a12bp2ì — 2al2cpl2 4- a12q21 = a12(— 2c6' 4~ q.^).

Ora derivando le (7) bu del § 1 e tenendo conto delle (8) bia 
del § 1 e della (7) si trova

S^'y" = — «J2(«' + «&' + A) ;

s^'y" = —a12(b' + 60' + 3ac — 362 + B + j),

Sr^z'' = — «12(6' + 60'— 3ac + 362 B — /),

S^z" = — a12(c + c0' + Q , 

sicché

(7U = — 6' + 60' + ac — b- — B — j , — n' — a®' + ,

g*2i = — c' + c6' — C , q22— b' — bb' + ac — 62 4- B — j.

Ecco ritrovate, con un procedimento più semplice, le equazioni 
fondamentali (11). Nello stesso modo si possono verificare le (3).



B) Applicazione alla quadrica di Lie.

Sappiamo dal Gap. Ili § 21 D che la quadrica di Lie di una 
rigala è il suo iperboloide osculatore ; lo si indicherà nel seguito 
con la lettera H. Per un valore fisso di v, il piano polare del punto

(9) Pi?/+ paz + Oi2/'+ Oa»'

rispetto ad H è

(9) M. Pi q + p2 C + o17]' + o2 C'.

Ciò si vede quasi immediatamente da l. c. Ne vogliamo dare qui 
un’altra dimostrazione. In primo luogo, si vede dalle (6) e (6) bl 
del § 31 che la condizione d’incidenza

^(Pi y + P22 + ox y + aa z') (p^ +72 6 + Qi V + o2 £') = 0

è simmetrica in pt, p2 , ax, a2 e px, p2 , Cj , o2, senza essere 
soddisfatta identicamente per px — p, ecc., sicché la correlazione 
definita dalle (9) e (9) bi8 è proprio una polarità rispetto ad una 
quadrica II. Ma di più si ha per le (11) del §31

P = (t/z), p = (yz') — (zy') ,

(10) p" = (yz") - (zy") + ^y'z') = -2c(yy') +

4- (6' + 26) (yz) — (6' — 26) (zi/) — 2a(zz') 4- 2(«c — 62 — j) (yz) 4- 2 (y'z').

Ora dalla (3)bh § 32 e (11) blB § 31 si vede che similmente

, “?'= «) — (Ct)') ,

w?" = - 2^’) + (O'+ 26) «) - (0'- 26) (^') - 2a(^’) +

+ 2(ac-b^-j)(^)+2(^),

sicché ogni retta linearmente dipendente da p, p', p" è polare di 
sé stessa rispetto ad H, c. d. d. (Lo stesso si può far vedere, con 
la stessa facilità, delle generatrici del secondo sistema di 77, cfr. § 34).



La dimostrazione precedente ci permette di provare per un’altra 
via il teorema del Gap. Ili, § 21 D che, in un punto x di una 
superficie qualunque, la quadrica di Lie è V iperboloide osculatore di 
ciascuna rigata asintotica (cioè di ognuna delle 2 rigate generate dalle 
tangenti asintotiche d’un sistema lungo la curva asintotica dell’altro 
sistema). Per chiarezza si supponga >8 riferita allo asintotiche. Una 
delle rigate del teorema è generata dalla retta luogo del punto 

+tx , dando a u valore costante. Si vede subito che, se $ è il 
piano tangente ad <8, allora :

+ tx) = ^(xu + tx) = (xu + tx) = 0 ,

cosicché il piano tangente alla rigata nel punto xu tx è $u fi- t£. 
Ora è (xxu) — (CQ [cfr. Gap. LI, § 19 (V)], sicché la nostra scelta 
del fattore delle coordinate del piano tangente è d’accordo con 
la (3) bu del § presento. Il piano polare del punto

Pi X + p2 x„ + ox xv + o2

rispetto all’iperboloide osculatore coincide quindi col piano polare 

PiÉ + P2ÉU + aj$v + o26u„

dallo stesso punto rispetto alla quadrica di Lie, c. d. d.

§ 33. — Orientazione delie generatrici ; 

espressioni intrinseche.

Forinole relative al cambiamento di variabili.

Le quantità a^b,c,A,B,C,j precedentemente definite 
sono evidentemente invarianti per sostituzioni unimodulari. Occorre 
trovare delle espressioni che siano di più indipendenti dalla scelta 
particolare delle u, v (intrinseche) ed invarianti por sostituzioni 
moltiplicative. Ma bisogna tener presente che noi qui non facciamo 
uso di coordinato curvilinee u, v qualunque, ma soltanto tali che sia

x = y 4- uz
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i punti y e z non dipendendo che da v. La trasformazione più ge
nerale che non cambia tale ipotesi è

(1) « = A-±J^ , v=V , x = p(Xl + ,
À! 4- (1! u

Xx, Ih » ^2 > Ih > ì P essendo funzioni di v tali che

P^iP-2 —

Nella teoria delle superfìcie generali abbiamo chiamata intrin
seca un’ espressione il cui valore non cambia mutando le u , v ma 
non alterando il fattore, di x. Corrispondentemente dovremmo qui 
chiamare intrinseca ogni espressione che non varia ponendo

u = X2 + p.2Mi v = V , x — x.

Ma qui troviamo più opportuno, chiamare intrinseca soltanto ogni 
espressione che non varia ponendo

(2) u— — ' , v—V, x—(X1 + [j.1u)x , (X^— X2[x1)2=1.

Xx +

Per un’espressione intrinseca nel senso ora precisato l’esame 
del comportamento per sostituzione moltiplicativa si riduce a cer
care come essa si trasformi ponendo

(3) u = u , v = v, x = px.

Le trasformazioni (2) sono di due specie; quelle di prima 
specie per cui Xx |x2 — X2 = 1 e quelle di seconda per cui 
Xx[i2 —X2p.x =— 1. Una espressione che non varia per quelle di 
prima specie e cambia invece di segno se Xx p.2 — X2 [ix = — 1, si 
dirà impropriamente intrinseca. Geometricamente, essendo

du Xj |L2 “ ^2 Ih------- —: - — , 
du------ (Xx 4- [h«)2

le trasformazioni (2) di seconda specie cambiano il verso positivo 



sulle, generatrici, se si chiama verso positivo quello di u crescente. 
Il lettore verifichi, eseguendo la trasformazione (2) nella (7) del

§ 32 che la quantità ■■ è intrinseca., Ne daremo al § seguente 
aj2

una dimostrazione più facile.
Anche l’equazione A 4- 2Bu 4- Cu2 = 0 ò intrinseca, anzi in

trinseca ed invariante. Infatti, noi sappiamo dalla teoria generale 
che l’espressione (8) tor del § 31 (elemento lineare) non cambia af
fatto per la (1). I due punti sopra ogni generatrice per cui A4- 2Bu4- 
4- Cu2 = 0 sono i punti flecnodali della generatrice ; al variare di v 
essi descrivono le due curve flecnodali di B. Ciò sappiamo già dal 
Cap. II § 16 B ; un’altra dimostrazione sarà data al § 37.

Per vedere come si trasforma l’espressione A 4* 2Bu 4- Cu2 
per la sostituzione generale (1), si può (F.) far uso dell’invarianza 
dell’elemento lineare proiettivo.

Da (1) si ha

du = —4- (. . .^dv , dv = V'dv , 

dove non importa precisare il valore di (...). Se no deduce tosto:

1 (A 4- 2Bu + Cu^dv2 
2 du 4- (« + 2bu 4- cu2~)dv

V'2 iM)2+2B(X, 4- p^) (Xa 4- p2w)4-C(Xa+p2w)2] dv2 
2(X1pa-X2p1) du 4* (•. -)dv

sicchò

(4) À~4-2Bw + Cw2 =

=1 „ F > „• [^i+w)2+2B(Xx4-u) (Xa4- p2 w) 4-C(X24- Pa «) 21-
Ai r2 — a2 riL J

D’altra parto, dal Cap. II sappiamo che ò in virtù di (1)

F2 = p^Xj 4- pxw)2F2 ,

ed, essendo

Fa = 2a12dudv 4- ^dv2 —



= 2aia V'dùdv + (.. ,)dv2,

sarà :

(5) a12 = F'pVj p,a — Xa pj^g,

sicché :

(4) J-(À + 2BÙ + G^) =
«122

= „ 1 x + 1M2+ 2B(\+ m) (x2 + i^w) +

1 , --X
= —— ----- =-(z/ + «z), 

ptXj + ^w)

è in virtù di (1)

(6) y = p(Xxy + X2z) , z = p^Aj y + [iaz).

Posto al solito p— {yz), é p — p2p; lo sostituzioni (2) di 
prima specie non cambiano dunque il fattore delle coordinato delle 
.generatrici.

P’.Air2— ^12 *•

+ C(^2 + M) “I 

ossia :

(4) t,r J- (A +2BÙ + GÙ^ =
«J22

= +. A- +2Bu+c“2)-P (Ài P-2 ’ ^2 Pu) “12

L’aspetto della forinola a cui si è arrivati rende spontanea 
l’idea d’introdurre coordinate omogeneo sulla generatrice ponendo 
u — ti\t1. Poiché

Xa + |x2 u 1
x—y-\-uz = y-\—=----- z =---------------------- =— x =

Xi + u p(Xx + [Aj u)



Per definire come si trasformano t2ì è naturale porre la 
condizione

«i?/ + P(?j 2/ + M)-

Se ne deduce subito :

(6) bl, tr = Xj tl + P-1 ^2 > — X2tj + (J-2 <a •

Ponendo nella (4) bi, u = ~ , essa si scrive ora semplice- 
h

mente :

(4) ,uitw A- 'a + =
«12

= p4(X1 (12 — X2 (1J - J— (A t* + 2BÌ1.

a12

In particolare, posto p = 1, Xj^ — X2 p-j = + 1, si vede che 
la /orma quadratica

(7) ^W+2Bt1ts + C$ = f(tl\ = f(t)
a12 \ <2 /

è impropriamente intrinseca, vale a dire, mutando il parametro v, 
ed eseguendo la (6) M, in cui (Xj |i2 — X2 (ij2 = 1, essa non cambia 
oppure cambia di segno secondo che X, p^ — X2 p^ = 1 oppure 
Xj |i2 — X2p.1 =— 1. Questa proposizione è essenziale nella nostra 
teoria delle rigate. Al § prossimo se no vedrà un’altra dimostra
zione. Lo studio della forma intrinseca /(t) e di j : a122 sarà ese
guito al § 35.



§ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca, 
r

A) Linee asintotiche.

Le generatrici v = costante di una rigata formano un sistema 
di curve asintotiche. Per brevità, indicheremo in questo Capitolo, 
col termine asintotiche quelle dell’ altro sistema (*),  date dall’ e- 
quazione differenziale 2aiadw + a22dv — 0 ossia

(*) Con ciò non escludiamo il caso che R sia una quadrica.

(1) -4- a + 2bu cu2 = 0 .
dv

L’equazione (1) ha la forma di Riccati, ed il suo integrale 
ha quindi la forma

X., 4~ p.A oc , , . .
u = . ,— , a costante arbitraria.

Xj + a • ’

Segue il teorema di Serret, che le asintotiche segnano sulle 
generatrici punteggiate proiettive. Posto

X2 4" P'2 u =------------— ,
X, + [j-j u

il punto y + uz descrive un’ asintotica se u ò costante. Cerchiamo 
la corrispondente trasformazione delle coordinate omogenee tx, t2. 
Posto u = t2:tlì la (1) diventa

«2^1 — «2 + alì + 26^ <2 + 0'2 = 0

che, introducendo un nuovo parametro a, posso scrivere nella 
forma :

= (6 + a)«! 4-c/2, t2 = — (—b + o)t2.



Posto

— Xj 4” 9-1 ^2 > ^2 ~ ^2 ^1 + 92 *2 »

il precedente sistema deve essere soddisfatto dando alle 7 valori 
costanti qualunque, sicché X3, X2 e 93, 92 ne sono due soluzioni 
particolari. Supposto p = 1, deve essere secondo le nostre conven
zioni X392— X293 = 4~ 1 — costante. Se ne deduce subito o = 0, 
cosicché :

(2) q — òZ3 4- c/2 , Z2 — g^3 ò^2 .

Se R è riferita alle asintotiche, è a =b =c = 0. Se R non è 
riferita alle asintotiche, vi si può arrivare cambiando il parametro 
col porre

„ _X2 + p.2u Ut —
Xi + 91 M

e più precisamente

(3) “ X3 4" 91 ^2* ^2 “ ^2 ^1 92 ^2

senza cambiare v e il fattore delle x ; dove X3, X2 e 93, 92 sono 
due soluzioni del sistema lineare (2) scelte in modo che sia

(3) m Xj92 X2 93 = 1.

Secondo il § precedente, sàrà poi

(3) lor y =X1y+ X2z, 2 = 93 y 4-92 2.

Si considerino qui vìtl,ìz come variabili indipendenti; le 
derivate parziali di t1 e t2 rapporto a v sono date da (2). Essendo

t1y + tiz — t1y +

si ha quindi derivando rapporto alla v sotto le ipotesi fatte

(4) t^y 4- tzz = t^y 4- t2z ,



dove abbiamo posto

(5) y=y' + by— az, z = z'+cy—bz

Introducendo le y, z, le equazioni (11) del § 31 assumono 
la forma più perspicua

y' = — by 4- az + y, z' — — cy -\-bz-\- z,

(6) y'= — (# Az + (0' —b)y + az,

z' = — Gy + (B—j)z — cy + (V + b)z .

Correlativamente, posto

(5) h> 4 — V + bri — a(, Ì — C + c7] — b^ ,

si ha :

V = —67l + aC + ^> V = — ci] + 6C+ C , 

(6)w. ;/ = (£ — — At+p-bri + «£ ,

+ +^'+b)t.

Alle (6) e (6) bl, si associano le formolo seguenti che seguono 
subito dal § 31

^ = 0, Syl = 0, Sz^ = 0, Szl = 0,

= 0, Sy£= a]2, Sziri = a12, Nzt = 0, 
W ter _ . „ „ .

Syiq=0, SyC =a32, . Sz-q =—a12, Szt = 0, 

Sw = 0, Syt = 0, Szii =0, Szt = 0 .

Notiamo pure qui le formolo

(6) quater (yzyz) =wa122 (^C) = W®122

che si hanno subito dalle (4) § 31 e (5) § 32 e le forinole

W ^“(2/z), (^) = — ^(y'y), (CC) — w(zz) 
qulnquiei

(i]C)=—to(z?/), (Ci]) = — a(yz), (7]C) = oì(yz).



Queste ultime si possono dedurre facilmente dalle (6) u, e- 
(6) quator- P- 68., OSSCndO

8^ = 8^ — S-qy = S^y = 0, 
è

(W) = X(yy) .
Ora

Cw<X) = — (W) = — m122,

^)=lS(yy) (K)=X
Sy^ Syt

Syt Syt

0 «12

«12 0
— X a122,

sicché X = — w, eco.

Continuando a considerare v, tr, t2 come variabili indipen
denti, deriviamo l’identità (4) rapporto alla v. Per le (6) si ottiene’

«i — (B + fìy + Az + o' y + «2 — Cy + (B — fy + tfz

= <"1 y"+t2«"=tj — (B + j)y+Az + Wy +

+ /2 — 0 y + (B — + 0'z'

e quindi per la (4) stessa

G —(B + i)y + Az + /2 — Cy+ (B—j)z =

-\—{B-]-j)y+Az +^2 — Cy + (S — j)z

Correlativamente

G (B-^-At: +t2 ^-(B-j^

= +«2 CÌ-(B + j^ .



Queste equazioni valgono anche senza l’ipotesi che i coef
ficienti della sostituzione (3) siano soluzioni di (2), purché sia 
X1p,a— X2= 1. Infatti, <8 essendo una tale sostituzione, è 
chiaro che si possono trovare due sostituzioni S1, S2 della stessa 
forma e con cofficienti soddisfacenti alla (2) e tali che <8 sia il 
prodotto di e dell’ inversa di S2. Partendo da (4), lo stesso 
si può dire per la :

hy + M

13) La forma bilineare fondamentale.

Indicando con 
la forma bilineare

*8 («i y + t2 z )

ti, r2 o tp t2 risp. altri valori di t2 o tv t2,

+ t2 Ctj — (B + y)C

non cambia per la sostituzione

li Mi + I1! l2’ Ti = Ti + H
_ _ _ _ ^1^2--- X2[l1=l.

^2 ~ ^2 J 4~ P"2 ^2 ’ — ^2 I'l 4~ 1^2 T2

Per le (6) tor la forma bilineare scritta sopra è 

«12 [Ati + (B + ì^2 +(-8 —•

Più precisamente, si trova che la forma bilineare

v2
1«
T2

^1 T1 4“ B^l T2 4” ^2 Tl) + ^2 T2 4~

4-/(Q^2 —<ah)

è impropriamente intrinseca. Per ciò che abbiamo provato, basta 
•dimostrare che : 1° essa non cambia introducendo un nuovo para



metro v al posto di v, 2° essa cambia di seguo per la sostituzione 
ti — — tj, t2—t2 che equivale alla y = — y, z = z, 7) = — 7], 
C = C , «]2=— «12 ; o ciò si vede subito dallo (6) bls e (8) bis del § 31 

■e (7) del § 32.
Dire che f(t, t) è impropriamente intrinseca, equivale eviden- 

j
temente a dire che —— è intrinseca e che la forma quadratica 

«12“
f(t) ò impropriamente intrinseca, il che abbiamo visto, por tut- 
f altra via, al § precedente.

E spontanea la domanda : quale è ri significato geometrico della 
proiettimtà definita sopra ogni generatrice dalla relazione bilineare 
f(t,T)=O?

La relazione f(t, t) = 0 ò intrinseca, ma non invariante ; e 
quindi non si può caratterizzare con elementi dipendenti soltanto 
dalla rigata lì, ma occorre anche tener conto del fattore scelto 
per le coordinate p = (yz) della generatrice. Per interpretare 
geometricamente il fattore delle p, si può considerare il complesso 

d'D
lineare di coordinate p1 = - -. Questo complesso (variabile al va

riare di v) contiene evidentemente la congruenza lineare speciale 
delle tangenti di lì nei punti della generatrice corrispondente. 
Viceversa se facciamo passare, per ogni valore di v, un complesso 
lineare (non speciale) per la congruenza lineare delle tangenti di 
R nei punti della generatrice corrispondente, si può scegliere il 
fattore di p in modo che il complessso scelto abbia per coordinate 
le p', il che del resto non determina p che a meno di un fattore 
numerico. Il complesso p' contiene evidentemente tutte le generatrici 
del secondo sistema di II (tangenti asintotiche di lì) convenendo 
chiamare primo sistema di generatrici di II quello cui appartiene 
la generatrice corrispondente p di lì. Invece due sole generatrici 
del primo sistema di II appartengono al complesso p', cioè p ed 
un altra generatrice q. Dico che

(8) <Z = (//z)

La rotta q essendo intrinseca [cfr. (4)], si può supporre lì 
riferita allo asintotiche. Allora q-(y'z') e por le (10) del § 32:

(9) 2q=p"— Wp'-\-2jp



sicché q sta su H. D’ altra parte è

Sqp' = S{y'z")\(yz') — (z/) = 0,

c. d. d. Osserviamo che 1’ equazione (9) vale evidentemente anche 
se R non è riferita alle asintotiche.

Considerando la retta q come immagine del fattore delle p, 
si arriva facimente al significato geometrico della proiettività 
f(t, t) = 0. Si consideri la rigata S generala da q; fissalo n, si 
costruisca il piano tangente di R nel punto t, y +12 z ; nel punto 
d’intersezione di questo piano con la retta q, si costruisca il piano 
tangente di S ; V intersezione di quest’ ultimo piano con la retta p 
è il punto ^y + ^z corrispondente a txy + t2z nella proiettività 
f(t,T)=O. '

Infatti l’intersezione del primo piano dell’ enunciato con q 

essendo evidentemente Zj y +12 z , le (6) mostrano che l’interse
zione del secondo piano dell’ enunciato con p è

Ora

+ j)y + + ^2 [—^'J 4“ (-S—Z)2]

tj, —

T2 > — 2%
= /(/, t), c. d. d.

7La quantità —essendo intrinseca, per vedere come si tra- 
“12“

sforma per la sostituzione generalo (1) del § 3, basta esaminare 
1’ effetto della (3) del § 33. La (7) del § 32 mostra subito (si può 
per semplicità supporre a = c — b = 0) che è

(10) j se u — u, v =v, x — px.

C) Congruenza flecnodale.

La congruenza generata dalle generatrici del primo sistema 
delle quadriche osculatrici H si chiama la congruenza flecnodale 
di R-, una rigata qualunque della congruenza flecnodale si può 



scegliere come la rigata delle rette q disponendo del fattore arbitrario 
delle p. In particolare possiamo scegliere il fattore p in modo che 
q descriva una sviluppabile della congruenza flecnodale, per il 
chò occorre e basta che la proiettività / (t, t ) = 0 sia degenere, 
ossia che sia soddisfatta la condizione

ÀG — (B + j) (B — j) = AG — B* + /a = 0 ;

dalla (10) e dalla (4) del § precedente si ha

(11) (—yf-O'(—) + j ± ^B^AG = 0.
\ P / \ P /

Lo tangenti asintotiche nei punti flecnodali si chiamano 
tangenti flecnodali di lì e le rigato che esse generano si dicono 
trasformate flecnodali di R. I punti doppi delle proiettività f (t, t)=0 
sono i punti flecnodali; applicando quest’osservazione allo proiet- 
tività f = 0 degeneri, si arriva alla proposizione di Wilczynski 
che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali della 
congruenza flecnodale di R. Da ciò appunto il termino di congruenza 
fllecnodale. La congruenza flecnodale ò quindi un caso particolare 

■delle congruenze con ambedue le falde focali rigate (che saranno 
studiate al Gap. seguente).

Terminiamo questo § con un’osservazione relativa alle cor
relazioni. Per passare da R ad una superficie correlativa, basta 
sostituire 7] o C alle y o z e quindi, per le (4)bl, e (5) del § 32 
y e z alle 7] o £. Da ciò si vede immediatamente che la forma 
bilineare f (t, t) si cambia in —f (r, t) passando alla rigata correlativa ; 
in altre parole, la forma quadratica / (t) cambia di segno, e la 

. j 
«quantità non cambia.



§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici 

per superficie rigate a due curve flecnodali distinte.

A) Coordinate normali.

Per arrivare dalla forma quadratica intrinseca / (0 e dalla 
j

quantità intrinseca —ó ad espressioni che siano anche invarianti,. 
«12

occorre esaminare l’effetto della sostituzione moltiplicativa x = px. 
Abbiamo già osservato che ò (cfr. (4) quater del § 33 e (10) del § 34)

(1) /W-À/W, + + e'4l

P a122 «12 L \P / PJ

Le variabili , t2 della forma quadratica / (C non sono com
pletamente determinate ; esse si possono sostituire, come sappiamo, 
da «i, t2 > dove

<1 — -p [Ai t2 > t2 = X2 t] -f- p.2 ^2 ’ ^11^2 — ^2 P'l= i 1 5

se Xx p.2 — X2 [Ai — — 1, occorre inoltre cambiare il segno delle 
A, B, G. Il discriminante B2 — AC di f(t) è quindi intrinseco ; e 

V ejjetto della sostituzione moltiplicativa x = px è

(1) M.

Il segno

(1) ter

B2 — AG — p^B^—ÀC).

e = sgn (B2 —AG)

di B2 — AC è quindi intrinseco ed invariante; ciò è a priori chiaro, 
essendo e = 1 se le due curve flecnodali sono reali e distinte, 
e = — 1 se le due curve flecnodali sono immaginarie coniugate,

v 9 
è indipendente dalla scelta(*) E facile verificare che il valore di A— ri a

particolare di v.



ed e=0 se le due curve flecnodali coincidono. In questo § sup
porremo s2 = 1 ; è spontanea V idea di normalizzare il fattore 
arbitrario colla supposizione intrinseca ed invariante

(2) B2 — AO — e.

Le coordinate p corrispondenti si diranno coordinate normali; 
la (1) bi, mostra che lo coordinate normali contengono un radicale- 
quarto; precisamente se p non sono normali, le coordinate nor
mali sono

4 __
+ ]pì2 — AG[p.

11 segno delle coordinate normali non è determinato ; la scelta 
di esso equivale, come sappiamo, alla scelta del verso positivo 
sulle generatrici. Possiamo scegliere anche la variabile indipendente 
v in modo sostanzialmente determinato, supponendo (in coordinate 
normali) = ossia

(3) i Sdp ■ dp — (yzdydz) =Mdv", w = + 1.

(Il segno w del resto non è invariante che rispetto a collineazioni- 
a modulo positivo).

La variabile v determinata da (3) a mono del segno e di una 
costante additiva si dirà l’arco proiettivo della rigata. In coordi
nate non normali è

(ùdv2 = ]/| B* — AC\(yzdy dz).

B) Invarianti fondamentali d’ una rigata a linee flecnodali distinte.

Nei calcoli seguenti faremo uso di coordinate normali, as
sumeremo l’arco proiettivo come variabile indipendente ed inoltre 
supporremo la rigata lì riferita alle asintotiche. Le variabili tj, t2 
non sono ancora completamente determinate; fissando anche il 
verso positivo sulle generatrici, è ancora lecito di porre

^1 ~ L “F P‘l ^2’ L = ^2 ^1 "F P'2 ^2’ ^1 P’2---- ^2 I1! =



>(4) Ài, X2, , [xa costanti ;

se invece invertiamo il verso positivo sulle generatrici, dobbiamo 
porre

= Xj ty -|- [Lj t2 , t^ — X2 t j -f- p.2 t2 » X j [I2--- X2 p. j =----1

(4) ti» Xj, X2, [ij, p.2 costanti ;

e di più, cambiare il segno di A,B, C. La quantità/ corrispondente 
alle nostre ipotesi è intrinseca ed invariante; la forma quadratica

(5) f(t) = At^ + 2Btt t2 + Ct*

a discriminante B2 — AG = e ò impropriamente intrinseca (cam
biando di segno, se si inverte il verso positivo sulle generatrici) 
ed invariante; e tali sono pure le forme

(5) bl. f"(t) = A"t»+2B"tlt2+C"tì

dove gli apici indicano derivale rispetto all’arco proiettivo v; però 
con V avvertenza che f (t) cambia di segno anche se si inverte il verso 
positivo dell'arco proiettivo. Essendo a=6 = c=0, Rè ben determi
nata, a meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (se si 
vuole determinare B a meno di collineazioni a modulo positivo, 
bisogna conoscere anche il segno co). Osserviamo ancora che può 
essere B2— AG =0 per qualche generatrice particolare; tali gene
ratrici sono da escludersi come singolari, so si fa uso di coordinate 
normali e dell’arco proiettivo.

Derivando la (2) si ottiene :

AC'+GA'—2BB' = 0-

le forme quadratiche / (t) e /' (t) sono quindi coniugate; i due punti 
(5)tor che sono definiti da f (t) = 0 sopra ogni generatrice sono co
niugati armonici rispetto alla coppia dei punti flecnodali e si diranno 
punti armonici della generatrice; essi descrivono le due curve 
armoniche di lì. Se ne vedrà più avanti un significato geometrico ; 



un significato più semplice sarà dato al § 37. Il risultante delle 
forme /(t) e f'(t)

4 (B2 — AG) (B'2 — A'G') — (AG' + GA' — 2BB')2

Si riduce, in virtù di (2) e (5)tor, a 4eh, dove

(6) h = B'z — A'G'

è intrinseco ed invariante ; si vedrà fra poco che è h = 0 allora 
ed allora soltanto che R possiede una retta direttrice. La quantità

(7) k =

ABC

A' B' C'

A" B" C"

è impropriamente intrinseca ed invariante, ma cambia di segno 
anche invertendo il verso positivo di v. Si vedrà al § 37 che è 
k = 0 allora s allora soltanto che R appartiene ad un complesso li
neare; in particolare se h = 0, è anche k= 0. Ciò si può verificare 
con facile calcolo. Infatti

A B G

2F = A' B' C'

A" B" G'

G — 2B A

C’ — 2B' A'

C" — 2B" A"

— 2^ — AC) AG'+GA'—2BB' AG" + GA"— 2BB" 

AG' + GA' — 2BB' — 2(B'a — A'G') A'G"+C' A"—2B' B"

AG"+CA"—2BB" A'G"+G'A"—2B'B" —2(B"-—A"C")

=

— 2e

0

0 2h

— 2h — h' = 0, se h = 0.

2h —h' —2(B" — A"C")

Dalla (5)tor segue per un noto teorema d’algebra (o se si vuole 
di geometria proiettiva) che, se s = — 1, à^O. Dimostriamo il

Teorema fondamentale :

Se h $ 0, cioè se R ha curve flecnodali distinte, e non possiede 
nessuna retta direttrice, la superficie R è determinata a meno di colli-

Rubini o òbcu, Loxioni di Geometria proisttiw-difl'erenxiale. 14



neazioni, se si conoscono s = + 1, h + 0, k, j in funzione dell’arco 
proiettivo v; ma affinchè R esista, deve essere h>0 se s =— 1. 
Basta vedere che la forma quadratica f(t) ne è ben determinata a 
meno di sostituzioni della forma (4), (4)bls. Per fissare le idee, 
supponiamo s = 1, à>>0; il lettore vedrà da sè che il teorema vale 
anche per e = — 1, A>0, e per s=l, h<0. Il dare h e le equi
vale a supporre soddisfatte per un valore iniziale v = v0 le

(8) B2 — AG = 1, B'2 — A'C = h, AG' + GA' — 2BB' = 0,

e dappertutto le equazioni ottenute derivando

(9)
AG" + GA" — 2 BB" = 2h, 

A'C" + CA" — 2 B'B" = — h',

oltre alla

AB

A'B'
G" +

BG

B'C
A" —

AG

A'C
B" = k.

Le (9) si possono risolvere rispetto a A", B", C" ; infatti il 
loro determinante vale

AB

A'B'

G —2B BG
4-

C — 2B' B'C

— 2B A

— 2B' A'

AG

A'C

GA

CA'

A' B’ C

C —2B A

C — 2B’ A’

À B G

— 2(B2—AG)
AC + GA’ — 2BB'

AG' + CA' — 2BB' 

— 2(B'2 — A’C)
^h.

Le (9) determinano dunque completamente le A, B, G appena 
siano date h > 0, le con 1’ unica condizione che i valori iniziali 
soddisfino allo (8). Noi possiamo con una delle trasformazioni (4) 
portare i valori iniziali delle radici di / = 0, — 0 (reali per ipo
tesi) in un gruppo armonico prefissato a piacere, p. es. le radici di 
/ = 0 nei punti w=0, co, quelle di /'=0 in u= 1, —1. Sarà 
inizialmente

4 = 0=0, B'= 0, 4' + O' = 0



sicché le (8) danno

52=1, A'*=h,

e abbiamo quattro gruppi possibili di valori iniziali e cioè

i° /W = 2^2, /'(Wa (<?-'!),
2° /(«)=-2^, f'(t)=fh(t*-t*),

_ per v = v0.
3° / (0 = 2y2, /'(«) =-)/*(<?-«?),

4“ /(0 = —2^2, /(0 = —R'-l —*’)•

Ma tutti questi casi sono equivalenti per le nostre trasforma
zioni (4) e (4)bl, ; infatti da 1° per es. si passa a 2° ponendo = 

= i2, i2 = e cambiando i segni, a 3° ponendo t^ — —tlf <2 = <2 
e cambiando i segni, ed a 4° ponendo = <2, h ——<p Pertanto 
considerando non distinti due sistemi di valori di 4, B, G che si 
deducono l’uno dall’ altro con una dello trasformazioni (4) o (4)bl,, 
le A, B, G sono completamento determinate dalle equazioni diffe
renziali (9) e dallo condizioni iniziali (8), c. d. d. Dimostreremo 
al § 38 che il calcolo si può fare in modo che non si abbia ad 
integrare che un’ equazione di Piccati.

Supponiamo invece 7i = 0. Dimostreremo:
Se h = 0, una delle radici t, : t2 di f (t) = 0 è costante, e una 

delle linee flecnodali è una direttrice rettilinea. Infatti si può porre:

/ W — /(, ) — 2(«]t« a«G) (Pi/» — P2G) 
\'2/

sicché

/' (/) = 2 (aj /2 — a^i) (Pi ts — p2G) + 2(aj/2—^G) (Pi G— PiG)-

Abbiamo visto sopra che è, in virtù di h — 0,
/'M=0 op-

pure /'
PA 
,pj — 0 ; sia p. es.

y» / ai j _ 2 p, — a„ p^ (aj a' — as aQ — o _
\a2/



Ma (oq^— «2^1)*= e^0, sicché oqa2— a2a{=0 ossia a,:a2= 

— costante.
Per un momento escludiamo il caso che tutte le due radici e 

quindi per la (2) anche tutti i coefficienti di / siano costanti ; al
lora aj:a2 è reale sicché s = 1 ; e con una trasformazione (4) si può 
ottenere che sia a,= 0 ossia (7=0. La linea ^ = 0 generata dal 
punto z è quindi flecnodale ed asintotica o dunque retta. Ciò si 
verifica facilmente. Infatti, se a = b = c = G = 6' = 0, la seconda 
delle (11) del § 31 si riduce a

z" = (B —y)z,

sicché fra le quattro coordinate z vi sono due relazioni lineari a 
coefficienti costanti. Supposto (7 = 0, la (2) dà

(10) 5=0= + l,

sicché

/ (() = (^l/j 4- 2a(s).

Le trasformazioni (4) che non cambiano l'ipotesi G = 0 sono

tl=\tlì tt—(X, p. costanti, X^0).

Sostituendo in f(t) si ottiene

dove

/ (0 — 4 L 2 o (2),

A = /IX2 4- 2 a X p..

Delle trasformazioni (4)bls non occorre che considerare una 
sola, p. es. la

h — 4 ì h — — 4,

seguita dal cambiamento di segno di /, che dà 

— / (0 — 4 (— /4 4 + 2 o t^j.



Si vede dunque che tanto il segno a quanto la quantità

(il)

sono intrinseci ed invarianti, e che quindi:

2° Teorema fondamentale :

Una rigata R con una sóla reità direttrice e con un’ altra curva 
jlecnodale non retta, è determinala, a meno di collineazioni, date 
a=±l, D e j in funzione dell’arco proiettivo.

Resta il caso che tutti i coefficienti di /(/) siano costanti. Il 
ragionamento che precede mostra che R possiede due rette direttrici 
distinte, reali o immaginarie se i coeff icienti della f sono costanti.

E evidente il teorema: Una rigala R con due rette direttrici di
stinte, cioè appartenente ad una congruenza lineare non speciale è 
determinala a meno di collineazioni conoscendo e= + l e j in fun
zione dell’ arco proiettivo v.

L’osservazione fatta alla fino del § 34 permetto di indicare 
subito l’effetto del passaggio da lì ad una superficie correlativa. 
Se à^O, e, h e j non cambiano e k cambia di segno. Sarebbe 
facile dedurre senza calcoli che k — 0 è la condizione perchè la 
rigata appartenga ad un complesso lineare. Se li — 0, ed i coef
ficienti di /(t) non sono tutti costanti, D e j non cambiano, muta 
invece il segno tj. Infine una rigata appartenente ad una con
gruenza lineare ammette sempre correlazioni in sè.

C) Alcune applicazioni geometriche (*).

(*) Lo quadriche W, e W2 e le retto q, o q2 ohe qui definiremo furono 
introdotto per la prima volta da Cech nella memoria: « Projektivni geometrie 
peti soumoznych mimobozek » (Géomótrio proieotive de cinq droites inGniment 
voisinos) nello Publioations do la Faculté dos Sciences de 1’ Universitó Masaryk, 
1921, n. 4.

Terminiamo il § con l’interpretazione geometrica delle coordinate 
normali. Por quanto abbiamo detto al § 34, basta interpretare la 



posizione della retta q corrispondente [che diremo generatrice prin
cipale di H (*)], A tale scopo determiniamo, per un valore fisso 
di v, il luogo dei poli della generatrice corrispondente rispetto alle 
coniche osculatrici delle asintotiche. Per l’asintotica generata da 
x=y-[-uz il polo della generatrice è, secondo il Gap. Ili § 26

Essendo P3 = a^dv3, sarà [(8) del § 31]

als = 1, y = A + 2Bu + Cu2,

Olno.^12
„ g 7 , z. , A' + 2B'u + C'u2 . , ,

------- +“)+ J + 2fc + C^-(!' + “)'

Posto al solito u = t-i : tY, il polo della generatrice p rispetto 
alla conica osculatrice dell’asintotica + è

(12) 4/ (t)(G y' +t^) + /' (0 (t, y + taz).

Per fissare le idee si supponga h^O. Le forme f(t) e /'(0 
sono allora prive di fattor comune sicché: Fissalo v, il luogo dei 
poli della generatrice corrispondente di R è una cubica sghemba C. 
Le generatrici del primo sistema di II sono bisecanti di C; in par
ticolare, la generalice p di R interseca C nei punti flecnodali. La ge
neratrice principale q di H interseca C in una coppia di punti ar
monica rispetto alle tangenti flecnodali. Le generatrici del secondo 
sistema di li che passano pei punti d’intersezione di q e C incon
trano p nei punti armonici di p. La retta p e la cubica 0 sono la 
base di un fascio di quadriche, al quale appartengono due coni i cui 
vertici sono rispettivamente nei duo punti flecnodali ; è notevole la 
quadrica del fascio coniugata armonica di H rispetto ai due coni del 
fascio, che ò quindi il luogo delle rette che congiungono i poli della

(♦) La rigata generata da q è quella ohe il Wilozynski chiama rigata 
principale della congruenza flocnodale.



generatrice p rispetto alle coniche osculatrici delle asintotiche che pas
sano per i diversi punti x di p ai punti coniugati armonici di x 
rispetto ai punti jlecnodali ; tale quadrica sarà indicata con la let
tera WP Incontreremo la quadrica 17, ai Cap. IX e X nello studio 
delle corrispondenze S e delle quadriche di Moutard. Posto per un 
punto generico dello spazio

(13) x = Xy+ p.? + X^' + p.,z',

e riguardando X, p., Xn p1 come coordinate di x in un sistema di 
riferimento dipendente da v, si trova facilmente che l’equazione di 
17, è

(14) 4 [ JXX, + B(Xp, + X,p.) + Cp-p.,] — (A'X] + 2B'X1Xt + C'X?)=0.

Correlativamente, il piano polare di p rispetto al cono oscu
latore dell’asintotica + è

(12)bl, 4/ (t) +t£) + /' (0 fa + C).

Il fascio di piani di asse pel’ insieme dei piani che si ottengono 
da (12) bll al variare di Z,, t2 sono la base di una schiera di qua
driche. Indichiamo con W2 la quadrica della schiera coniugata armo
nica di H rispetto alle due coniche della schiera. Essendo $ un 
piano generico dello spazio, posto

(13) bl, $ = Xq + pC + X, vj' + p, C'

in coordinate X, p, X,, p, [diverse da quelle definite da (13)] 
l’equazione di 172 è la stessa (6).

Se lì possiede una retta direttrice, la cubica C si spezza in 
tale retta ed in una conica che interseca la rotta direttrice nel 
suo punto d’incontro con la generatrice principale di H. Se R 
possiede due rotto direttrici, C si spezza in questo due rette e nella 
generatrice principale di II. Ciò si vede immediatamente dalla (12). 
Ometto pure lo facili dimostrazioni delle osservazioni seguenti : Le 
quadriche W, e W2 sono P°^ar^ reciproche tanto rispetto ad H, 
quanto rispetto al complesso lineare osculatore (§ 37) di lì. Se lì 
appartiene ad una congruenza lineare, 17, e W2 coincidono. In ge
nerale, 17, e 172 si toccano lungo p, ed hanno in comune due 



generatrici dell’ altro sistema che escono dai punti armonici. Le due 
generatrici di W2 passanti per un punto flecnodale di p (una delle 
quali è appunto p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente 
flecnodale (tangente asintotica nel punto flecnodale) e la tangente 
alla curva flecnodale.

Qualche importanza ha pure quella generatrice qi del primo 
sistema (cui appartiene p) di Wt che interseca O in due punti 
coniugati armonici rispetto a quelle generatrici dell’ altro sistema 
che escono dai punti flecnodali di p ; la definizione di tale retta 
essendo analoga a quella di q, la diremo generatrice principale di 
Wj. Un facile calcolo dà

q^A'C-B'^(yz) + 4:(A'C-BB'^yz'} -^AC' - BB") (zy') + 
(14)

+ 4(RC'- GB'\yy')-\-A{AB' - A'B^zz')^\.G{AG-B2}{y'z'\

Correlativamente si definisce la generatrice principale q2 di W2 , 
le cui coordinate sono

q2= (A'C - B'^yz^^AC - BB'^yz) - A{A'G - BB')(zy) — 
(14) bl.

— 4{BC'-GB')(yy')-4{AB'-A’B) (zz')+16(AC - B^y'z').

È dunque

Vi + q2 + 2hp + 32sg = 0 :

le due coppie di rette p , q ; qx, q2 appartengono ad una schiera 
rigata e si dividono armonicamente. Se h = 0 , q , q, e q2 hanno 
un punto comune sulla direttrice di R.

§ 36. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici 

per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti.

A) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti.

Qui vogliamo studiare il caso, escluso al § precedente, che 
sia identicamente B2— 21^ — 0. Il discriminante di /(t) essendo 
nullo, si ha



(!) /p/ ì = o(«! t2 — a2 Q2 = a(a02 > 0 = + 1 5

\l2 /

il segno a dipendendo dal verso scelto come positivo sulle gene
ratrici di R. Per scegliere in modo intrinseco e invariante il fat
tore arbitrario di p o, ciò che ò lo stesso, di j(t\ il procedimento 
del § 35 non si applica più. Escludiamo dapprima il caso che l'unica 
cuna flecnodale ax y + a2 z s^a re^a ! caso, come vedremo 
al § prossimo, la rigata apparterrebbe ad una congruenza lineare spe
ciale ; riferendo R alle asintotiche supponiamo dunque che ax : a2 
non sia costante, sicchò il determinante

ax a2'— a2a/= (aa')

sarà 0. Del resto, può essere (aa') = 0 per delle generatrici 

particolari ; noi le escluderemo come singolari. Poniamo

(2) 3 = sgn(aa') , 8 = + 1 ;

sicchò (cfr. la (1) § 35) 8 ò intrinseco (non dipendendo neanche del 
verso positivo sulle generatrici) ed invariante, ma dipende però 
dal verso positivo del parametro v. Per scegliere in modo deter
minato il fattore arbitrario di f(t) basta supporre

(3) (aa') = 8.

Le coordinate p corrispondenti a (3) 0 a a = 1, che sono 
quindi ben determinate anche nel segno, si diranno coordinate nor
mali. Anche la variabile indipendente v si può scegliere in modo 
ben determinato (anche nel segno) a meno di una costante additiva 
supponendo, se p sono coordinate normali :

(4) -ì- Sdp. dp = (yzdydz) = u>dv2, w = + 1 , 6=1;

la si dirà l’arco proiettivo di R. Non c’ ò pericolo d’equivoco colla 
denominazione del § 35, le coordinate normali e l’arco proiettiva 
ivi definiti essendo identicamente nulli per B2— AG = 0.

Supponiamo che le p siano coordinate normali, che R sia ri



ferita alle asintotiche, e che v sia l’arco proiettivo, sicché 

= , (aa) = l.

Derivando si ha (aa'') = 0 sicché

{5) a'/ = Zaj , aj' = lat.

3“ Teorema fondamentale :

La quantità l è evidentemente intrinseca ed invariante ed il se
guente teorema è ovvio : Una rigata R a curve flecnodali coincidenti, 
ma non appartenente ad una congruenza lineare, è determinata a 
meno di collineazioni dati gli invarianti 1 e j in funzione dell’arco 
proiettivo. Dall’ osservazione alla fine del § 34 si deduce che una 
•correlazione non cambia che il verso positivo dell’ arco proiettivo.

In secondo luogo supponiamo che sia (riferita lì allo asinto
tiche) ax : a2 = costante. Si può determinare il fattore di f(t) o quindi 
■quello di p a meno di un fattore costante ponendo la condizione 
che a, e a2 stesse siano costanti ; fatto ciò, si può sceglierò dv 
secondo la (4). Essendo c una costante arbitraria si può ancora 
•sostituire dv e j con

edv , c~2 j.

Supposto j 0, sia

e = sgny

w è ben determinata a meno del segno e di una costante additiva.

4° Teorema fondamentale :

Una rigata R appartenente ad una congruenza lineare speciale per 

cui j < 0 è determinata a meno di collineazioni dato e = + 1, e 

^unz^one di W- ^nvecc j = 0 , non esisto nessun 

■differenziale intrinseco od invariante e nessuna espressione finita 



intrinseca ed invariante : la variabile v non si può fissare che a 
meno di sostituzioni del tipo av + b con a , b costanti arbitrarie. 
La rigata R se j = 0, ammette, quindi co 3 collineazioni in sè (*)  ed 
è dunque la rigata cubica di Gayley. Ciò si conferma del resto su
bito integrando le equazioni (11) del § 31. Postovi

(*) Non soltanto co1 porche ogni rigata appartenente ad una congruenza 
lineare (generalo o speciale) ammetto oo‘ collineazioni in sè ohe lasciano in
variato le singole generatrici.

A — 1 , B = G— 0 , 0' = 0 , j — Q , a = b = c = 0 , 

esse diventano

y =z , z=0,

ed integrando si ha :

/ v2 t?3 \
2 = (0 , 0 , 1, v) , y = 11, v, — , —I ,

v2 , v3 \
a; = y + wz = 1 , v , — + w , — + wt> I

ossia, indicando con 1 , x, y , z le quattro coordinate di x ,

X = v , y= ~ +u , z = j+ w,

a:3

B) Alcune interpretazioni geometriche.

Analogamente a quanto si ò fatto al § 35 si possono inter
pretare geometricamente le coordinate normali. Si consideri anche 
qui, per un valore fisso di v, il luogo dei poli di p rispetto alle 
coniche osculatrici delle asintotiche. Tale luogo ò sempre dato dalla 
(12) § 35, ma qui si può scartare il fattore (ai); sicché rimane



(6) 2(04t2 — a2t^ (tt y' + t2z) + (a/t2 — a2' lJ (tr y+t2z).

Quindi il luogo dei poli di una generatrice rispetto alle coniche 
osculatrici delle asintotiche è una conica. Con la lettera 17 x indi
chiamo qui il piano della conica, cioè il piano

(7) a/ì] + a2'C — 2(aj7]'+ a2C').

Correlativamente, i piani polari della generatrice p rispetto 
ai coni osculatori delle asintotiche sono dati da

(6) h. 2(a2l2 — a21 7)' 4- l2 C') + (a//2 — a2'Q tj + t2 Q,

e sono i piani tangenti di H passanti per il punto W2

(7) m, a/y + a2z — 2(ajy + a2z)

che è il polo di P7X rispetto ad II. Se (aa') = 0 la detta conica 
si spezza nella direttrice e nella rotta q = (y'z') corrispondente a 
quella scelta del fattore di p per cui i coefficiènti di /(£) sono co

stanti. Se invece (aa') 0 la conica è propria. Supponiamo come 

sopra (aa') = 1 e chiamiamo, come al § 35, generatrice principale 
di H la retta q corrispondente. Il punto della conica (6) situato 
sulla generatrice principale di II sta nel piano osculatore della 
curva flecnodale (unica). Infatti, tale punto è dato da a\y -|- a2z. 
D’ altra parte, le equazioni (11) del § 31 si riducono, per le ipotesi 
fatte, a

y" = (aias — j)y + afz , z" =~at1y — (aja2 + j)z ,

sicché

ai y" + a2z" = — /(aj y + a2z)

e quindi

(a; y -j- a2z)'' = — y + a2z) + 2(a( y + a2z') + a" y + a" z

ed osservando (5)

2(a( y' + a2z') = (ai y + + (/ — 0 («i y + asz).



La generatrice principale di H incontra quindi V intersezione 
del piano W, col piano osculatore alla curva /lecnodale ; correlati
vamente si vede che essa incontra pure la retta che congiunge il 
punto W2 al punto cuspidale della sviluppabile circoscritta a R lungo 
la curva flecnodale.

È notevole che lo studio fatto a questo § ed al precedente 
si può applicare senz’ altro anche a coordinate non asintotiche. 
Riprendiamo la sostituzione (3) del § 34 che conduce a coordinate 

asintotiche e, come ivi, consideriamo v , q , t« come variabili indi
dipendenti. Derivando rapporto alla v l’identità

7(9 = /(0,
si trova subito

7(ò = /(0, ~f'w = f‘w, 

dove :

/(t) = Àfi 4- 2BL L + Ci}, /(<) = + 2BL t. + 0^,

À = A’ + 2(Ab— Ba) , B = B'Ac— Ca ,

0= C'+2{Bc—Ob),

À=À'+ 2(46 — Ba) = A" + 4(4'6 — B'a) +

(8) ' -}-2[A(b'+2b2 — ac)—B(a'+2ab)+Ca2],

B = B'+Àc — Ga = R''+2(4'c — Ca) 4-

4- 4(c' 26c) — 4Bac — G(a'— 2gb),

| d = Ò'+2(Bc — Cb)= C'+^B'c— 0'6)4-
| 4-2[4c24-B(o' —26o) —0(6'—262 4-cw)].

Basta sostituire le f(t) e f(t) allo f'(t) e /"(/) per formare le espres
sioni generali di h e k. Sarà utile che il lettore faccia tale gene
ralizzazione formale per tutte le forinole dei § 35, 36 assumendo 
anqjie la variabile indipendente v in modo arbitrario.



§ 37. — 11 complesso lineare osculatore.

Nel seguito si suppone lì riferita alle asintotiche; l’osserva
zione finale del § precedente permette senz’ altro estendere le for
inole al caso di coordinate qualunque. Le formolo fondamentali (11) 
del § 31 si riducono alle

(1) y" =■ Wy'—(B + j)y + Az , z" — Wz' + (B — j)z — Cy.

Posto al solito p = (yz) , q = faz') , si hanno quindi le for
inole seguenti, in cui i termini trascurati a destra sono combina
zioni lineari di p, p' e delle precedenti

p" = 2q O'p'— 2jp , già osservato al § 34, (10)

= c(yy) + B[(y'z) — O/*')] + Afa?) 4- 20'g — jp', 
(2)

2" = Cfay) + bVaj'z) — (yz')] + A'fa') + • • •,

q" = C"(yy') + B" [(y'z) - (yz')] A" fa') + . ..

Se ne traggono subito diverse conseguenze. Cerchiamo in 
primo luogo le direttrici della congruenza lineare osculatrice deter
minata da quattro generatrici successive : se r è una direttrice di 
tale congruenza, deve essere

Srp = Srp' = Srq — Srq' — 0.

Le’ prime tre condizioni danno che

'• = (<1’/ + <2z, hv + ^(yy')—*!^ [(2/'z) — (?/«')] + '2(22')

sicché dalla (4) del § 31 si ha :

Srq' = — waJ22 (^4Zj + 2Bt1t2 -f- 01%) =—wa122/(t).

Le direttrici della congruenza lineare osculatrice sono quindi le 
tangenti flecnodali come si sapeva a priori. Si vede anche che, se 
A=B-=C = 0, R è una quadrica come si può stabilire facil



mente in altri modi; se A=R=C=0 per un valore di v, H 
iperoscula R lungo la generatrice corrispondente. Condizione affinché 
q" sia combinazione lineare di p, p', q, q' o che R appartenga ad 
una congruenza lineare si trova subito essere

A _C
A ~ B ~C'

che cioè le radici di f = 0 siano costanti (cosa che sapevamo già 
almeno nel caso B-— AC^O). Condizione affinchè q'" sia combi

nazione lineare delle precedenti o che R appartenga ad un complesso 
lineare è k = 0, come abbiamo già enunciato.

Le rette del complesso lineare osculatore 9 sono combinazioni 
lineari di p, p', q, q', q". Vi appartengono tutte le generatrici del 
primo sistema di H che sono combinazioni lineari delle sole p, p', q-t 
per fissare la posizione di 12 basta adunque trovare le due gene
ratrici di II del secondo sistema che vi appartengono. Sia

r = Gì y + ù y' + h = ^{yy') — G *2 [(/ z)—(?/«')] + tì (z^

una di queste due rette. Affinchè r sia combinazione lineare di 
p, p', q, q', q" è necessario che r sia combinazione lineare delle q e q'f 
sole, sicché si trova la condizione

t8 C C
’ _R_R' - ^ + ^2 Bt1+Ct2

12 A't^B'^ B't^C^
A A'

Il primo membro di quest’ equazione è lo lacobiano delle 
forme f(t) e f (t), il suo discriminante vale

4 (AB1 — A! B) (BC — B'C) — (AC — A' C^ =

= 4 (AC — R2) (A' C — R'2) — (AC + CA' — 2 BB')~.

Affinchè esso sia identicamente nullo, deve essere identica
mente o

R2 — CA=Q



oppure

A' C' — B'2 = (4- ^AG — B^ 
\dv 1

Vi sono due classi di superficie rigate per cui tutti i complessi 
lineari osculatori SI sono speciali : la prima è quella delle rigate a 
curve flecnodali coincidenti ; la seconda è quella delle rigate che pos
seggono una direttrice retta. Nel secondo caso, supposte coordinate 
normali, è Zi = 0, condizione che ci è nota dal § 35. Nel caso 
generale la (4) definisce sopra ogni generatrice due punti di
versi che si dicono, per il loro significato, i punti del complesso 
(della generatrice) perchè per essi passano le generatrici di H del 
secondo sistema appartenenti al complesso lineare osculatore. Le 
curve generate da tali punti al variare di v si dicono lo curve 
del complesso di lì. Le tre coppie di punti sopra ogni generatrice ; 
dei punti flecnodali, dei punti armonici, dei punti del complesso sono 
armoniche a due a due, sicché due coppie e due soltanto sono 
reali. Ecco la nuova definizione delle curve armoniche promessa al 
§ 35 ! Osserviamo ancora, lasciando la dimostrazione al lettore 
come esercizio : Se per un valore particolare di v é B2 —AC = 0, la 
curva flecnodale tocca in generale la generatrice corrispondente ed 
SI non è speciale. Può accadere invece che la curva flecnodale abbia 
un punto doppio; allora SI è speciale.

Cerchiamo ancora il complesso lineare osculatore dell’ asin
totica descritta dal punto

x = t1y + tiz

dove tv e sono costanti. Posto

è = tj i) + t2 C,

dal Cap. I (§ 7 A) sappiamo che, rispetto a tal complesso, il 
piano polare del punto

X» + X, x' X2 e"

è il piano

xe+x^' + Xar.



Essendo

\x 4- Xj x' = \tj y 4~ X^ z 4" Xj £j y 4" Xj t^ z'

XS 4“ Xj S = XijT] 4“ XijC 4" Xj ^J7), Xj <2 C\

il piano XS 4“ XjS' è anche il piano tangente di II nel punto 
X x 4- Xj x' ; segue che tutte le generatrici del primo sistema di li 
appartengono al complesso in questione ; di più

X® 4" Xj (x" — 0 x') — |x/j — X2 [tj(B 4- j) 4" ^2 y 4"

4- |xz2 4- Xap1^4 4" — /) 1^2 i

XS 4- x2 (S" - 6' S') = |xtj 4- Xj [tj (B - j) 4-12 O][ 7] 4-

4* |x<2 — X2 [tj A 4-12 ( 4- /) )| C.

Condiziono affinchè il piano XS 4- X2 (S" — O'S') sia il piano 
tangente di II nel punto \x 4 X2 (a;" — 0' x') è

Xti-X2[<j(B4-/)4-i2q, X«j4-x2h^ +«2(£-/)]

Xij 4- x2 [4 (B — /) 4- <2 C]> Xt2 — X2 [tj 4 4- ^2 (B 4- j)]

= / (0 X2 (X2 j — X).

Escludendo il caso triviale di / (t) = 0, ottoniamo i due punti 
di p da cui escono le generatrici del secondo sistema di H ap
partenenti al complesso lineare osculatore dell’ asintotica generata 
da a:; il primo è a;, come era evidente a priori, il secondo è

jx 4- x" — 0' x = — (tj B 4- t2 G) y 4- (tj A 4-12

ossia il coniugato armonico di x rispetto ai punti flocnodali. Segue 
subito che le tangenti flecnodali sono polari 1’ una dell’ altra ri
spetto al complesso: in altre parole: il complesso lineare osculatore 
dell’ asintotica curva di una rigata contiene la congruenza lineare

FuniNi 0 £bcu, Ledimi di Geometria prowltivo-di/fomiMale. 15 



osculatrice della rigata. Se tutte le asintotiche di una rigata appar
tengono a complessi lineari, la rigata appartiene ad una congruenza 
lineare; la reciproca si prova pure facilmente. Ma il nostro ri
sultato ha un’ altra conseguenza interessante. Al Gap. Ili, § 25 B) 
abbiamo definito, per un punto generico di una superficie non 
rigata S, le due direttrici come la coppia di rette polari l’una 
dell’ altra rispetto ai complessi lineari osculatori delle due asin
totiche incrociantisi nel punto corrispondente di S ; la prima di
rettrice passa per il punto considerato di 8, la seconda sta nel 
piano tangente, e le due rette sono polari reciproche anche rispetto 
alla quadrica di Lie. Abbiamo pure enunciato un’altra definizione 
delle direttrici che ora siamo in grado di provare equivalente 
alla primitiva. Si considerino le due rigate generate dalle tangenti 
asintotiche di un sistema di S lungo la curva asintotica dell’ altro 
sistema, passanti per il punto x considerato di S. Sopra la gene
ratrice passante per x di una tale rigata, si consideri il coniugato 
armonico di x rispetto ai punti flecnodali: i due punti così ottenuti 
stanno sopra la seconda direttrice (e correlativamente per la prima 
direttrice). Infatti l’asintotica di & essendo evidentemente asintotica 
anche sulla rigata, una facile considerazione basta a dedurre la 
proposizione da ciò che si ò provato poco fa, tenendo conto 
del fatto che le due rigate hanno in x il medesimo iperboloide 
osculatore.

§ 38. — Ulteriore studio di superficie rigate

a curve flecuodali distinte, prive di retta direttrice.

Sia data una rigata R a curve flecnodali distinte in coordinate 
normali, riferita alle asintotiche e v sia l’arco proiettivo (sono le 

ipotesi del § 35). Supposto h < 0 (se e = — 1, h > 0) vogliamo 

studiare più da vicino come si determina la forma quadratica /(Z) 
dagli invarianti h e k, dati in funzione di v. Distinguiamo due casi.

1° caso, e = 1. La forma f(t) si può decomporre in due fat
tori lineari reali, sia

(1) /(0 = 2(a0(PO-



Qui, e nel seguito

W = ^2 — Mi , (PO = •••,•••

Dal significato di e si ha (ap)2 = 1 ed evidentemente è lecito 
supporre

(l)bi» (aP) = 1.

Le formo lineari (at), (PO non sono completamente determinate 
dalle (1) e (l)Wi; p essendo funzione qualunque di v, possiamo 
sostituire (aQ e (pt) rispettivamente con p(at) , p~’(pt) e quindi 
(aa'), (pp') rispettivamente con p2(aa') , p~2(pp'). Sia

(2) 5 = sgn(aa') (pp').

Non può essere 8 = 0 perchè allora sarebbe li = 0 come si 
verifica facilmente. Escludiamo anche i valori particolari di v per 
cui fosse li = 0 e quindi 8 = 0. Possiamo dunque fissare le forme 
(«0 e (pt) a meno di un cambiamento simultaneo di segno, ponendo 
la condizione

(3) (aa') = 8(pp') = n < 0.

Derivando la (2) si deduce

(4) (ap') = (Pa) = m.

Le n e m, nonché il segno 8, sono evidentemente invarianti per 
le sostituzioni (4) del § 35.

È facile vedere che, dati ad arbitrio 8 = + 1, m, n in fun
zione dell’arco proiettivo v, la forma quadratica f(t) esiste ed ò 
ben determinata a meno di tali sostituzioni. Infatti, da (1) bu si 
vede che (a7) e (P't) sono combinazioni lineari delle (aO e (PO, 
e dalle (3) e (4) si deduce che è precisamente

(a'O = — m(a/) -|- n(PQ

(P'O = — 8n(at) + m(pt).

Basta quindi prendere per (ai , pj e (a2, p2) due soluzioni del 



sistema differenziale

(5) bli a' = — ma + np , 0' = — 8na + m0

legate da (l)bl, ; il che è possibile, la (a0) = cost. essendo conse
guenza delle equazioni (5) bl8. Da (5) si deduce tosto

(6) f(t) — 2n — 8 (al)2 + (04)2 , h = 48n2 , k = 168mn2.

Dati h q k, sono quindi determinati 8 , m , n2 ma non il segno di n. 
Infatti tal segno cambia invertendo il verso positivo sulle genera
trici, ossia per una sostituzione della forma (4) bl9 del § 35.

Se si vuole determinare soltanto la superfìcie lì e non le sue 
asintotiche, non è necessario integrare il sistema (5) bl8. Posto infatti

= (a0 » ^2 = (PC

valgono per t, fìsse lo equazioni (cfr. le (2) del § 34)

t{ = (a'i) = b ti -f- c t2 , 
(6) bl,

<2 = (07) = — a^ — btt.

Confrontando con (5) si ha

a = 8n , b — — m , c = n.

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato : Se la rigata R 
possiede due diverse curve jlecnodali di cui nessuna è retta, possiamo 
normalizzare (a meno di un cambiamento di segni) i fattori delle 
coordinate y e z dei punti jlecnodali in modo che sia (l’arco proiet
tivo di R essendo la variabile indipendente)

a = 8n , b — — m , c — n
8 = + 1.

4=0 , 1 ,0=0,

m o n essendo legate agli invarianti h e k dalle A=48n2, k=\.$bmn.



Le equazioni (6) del § 34 sono allora

y' = my + i\nx y , y' = my + — (1 + ì)y
(7)

x'——ny— mz-f-i , x'——ny—mi + (1—/)».

Se 8=1 le curve armoniche sono reali e generate dai punti 
y 4- z, se invece 6 = — 1 le curve del complesso sono reali e 
generate dai punti y + z.-Le (11) del § 31 sono

y"= 2my'-\- 28nz'-|- — mì— 1 — /)y + 8nz
(7)m. '

z" — — 2ny'— 2mz'— n'y (— m'+ 8n2 — m2 + 1 — ?)z •

Se ne deduce una dimostrazione molto semplice di un inte
ressante teorema di Sullivan :

Se le. due curve flecnodali di una rigata sono piane, anche le 
curve del complesso e le curve armoniche sono piane e tutti i loro 
piani appartengono ad un fascio. Indichiamo con yt e zt (i = 1,2,3,4) 
le quattro coordinato di y o z. Scegliendo convenientemente il si
stema di riferimento, possiamo supporre per le ipotesi del teorema 
2/3=O, Zi = 0. Le (7) bl, danno poi

2nzg + n'z3 = 0 2ny< + n'yi = 0

sicché z3 : y^ = X = costante. La curva descritta dal punto x—y-\-cz 
(c costante) sta quindi nel piano fisso

x3 — \cx4 = 0.

2° caso, e — —l,&>0. La forma quadratica f(t) essendo 
definita, si può scegliere il verso positivo sulle generatrici in modo 
che /(t) sia positiva. Si può dunque porre

(8) f(t) = (ai)2 + (pi)2.

Dal significato di s si ha (ap)a = 1 e si può supporre anche 
qui

(8) m. (ap) = 1.



Derivando si deduce

(9) (ap') = (Pa') = m.

Le formo lineari (ai) e (PO non sono ancora completamente 
determinate ; p essendo una funzione arbitraria dell’arco proiettivo v, 
si può sostituirle ordinatamente con

cosp(ai) + sinp(pt) , —sinp(ai) + cosp(pt)

e quindi le espressioni (aa') o (pp') ordinatamente con 

cos2p(aa') + 2mcospsinp + sinep(pp') + p\ 

sin2p(aa')— 2/ncospsinp + cos2p(pp') + p',

sicchò (aa') — (pp') viene sostituito da

[(aa') — (PP')] cos2p 2msin2p.

Segue che possiamo fissare le (ai) e (pi) a meno di un cam
biamento simultaneo di segni col porre le condizioni m > 0 (non 
può essere m = 0 perchè risulterebbe h = 0 contro l’ipotesi) e

(10) (aa') = (PP')=n.

Come al caso precedente, si deducono senza fatica dalle (8) bl,,
(9) e (10) le formolo

(11) (a'i) = —m(ai) + n(pi) , (p'i) = — n(ai) + wi(pi)

da cui si deduce

(12) /'(i) = — 2m [(ai)2—(pi)2]

(13) A = 4m2, k=32m2n, 

il che insieme con la m>0 determina univocamente le m, n, dalle 
A>0, k. Per costruire dalle e k o ciò che è lo stesso, 
dalle m)>0 ed n la forma quadratica / (i), basta scegliere per 
(aiPi)> e (a2 P2) due soluzioni del sistema differenzialo

a'——ma + np, p' = —na + wp 



legate dalle (8)bis. Se non ci interessano le asintotiche di lì, non 
è necessario integrare le equazioni precedenti. Posto infatti

(at) = tr, (pt) = 

valgono le (6)bla e il confronto con le (11) dà 

a—n, b ——m , c — n. 

Dalle (8) o (12) si ha poi

7=1 , 5 = 0, 5=1 ,

■4 ^2 ! R 1 + ^2

A' + B1 L ? B t^ C t^
= 4m t^ .

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato : Se la rigata 
reale R priva di retta direttrice ha le due curve flecnodali immagi
narie possiamo normalizzare (a meno di un cambiamento simultaneo 
di segni) i fattori delle coordinate y e z dei punti del complesso in 
modo che sia (l’arco proiettivo essendo la variabile indipendente)

a=n, b ——m<^0 , c = n,

A=l, B=0, C—4,

m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle (13). Le curve 
armoniche sono descritte dai punti y+ z, le curve flecnodali dai 
punti immaginari y + iz. Le equazioni (6) del § 4 sono nel caso 
considerato

y' = my + nx, + y, y' = — jy + % + mi) + ni , 
(14)

%'=—ny—m%-\-i, i' = —y—jx — ny— mx .

§ 39. — La trasformazione flecnodale.

Torniamo a considerare una rigata R a due curve flecnodali 
reali e distinte senza retta direttrice. Scegliendo l’arco proiettivo 
di R come variabile indipendente o fissando convenientemente i 



fattori delle coordinate y e z dei punti flecnodali delle generatrici, 
possiamo scrivere le equazioni (7) del § 38:

y'=my +8nx + y , y = my+5nx — (l+j)y 

x'——ny—+ i' =—ny—+ (1—i)% •

Per ogni v, il significato geometrico del tetraedro formato 
dai punti y, x, y, x ci è noto: (yx) è la generatrice di lì, (yy) 
e (xi) sono le tangenti flecnodali (§ 34) ed (yx) ò la generatrice 
principale di II (§ 35). Al § 34 abbiamo chiamato trasformate 
flecnodali di lì le rigate 7?, e A3 generate rispettivamente dalle 
rette (yy) e (xx). Essendo 

(1)m. (yzyz)=<o,

se determiniamo la generatrice generica di lij dai punti (cfr. § 33)

(2) yi=y> zi = ‘->
lo

sarà
(2)bi.

Possiamo omettere i facili calcoli con cui si deduce da (1)

71^ 77676'
y” = ~yi + 2nz{ +(m'----- ------ 1- m2 — 8nz + 1 j) yx -|- n'z1,

76 76

+ L' —+ —Sn2 ——+ 1 + /k.
\ n n n2 /

Indicando con indice 1 le quantità relativo a 7^, risulta dal con
fronto colle (11) § 31

. 1 n' ì

(3) A=o, 7?!=—1,

1 n" 3 n'2
h = -----T~ì ~m •+2 n 4 n2

^--+2-, 
n n

mn' 2 I S 2
--------- m^ 4- o»“. 
n



La Al = 0 dice che il punto y genera anche sulla Rj una 
curva flecnodale. Questa proprietà è stata segnalata dal Wilczynski 
che ha osservato più in generale che esistono oo 1 rigate che toc
cano R lungo la curva flecnodale generata da y ed hanno pure 
nella curva di contatto una curva flecnodale. Ma tale proprietà ci 
ò già nota: infatti, al Gap. II § 13 B pag. 76 abbiamo dimostrato 
un teorema più generale relativo a superficie qualunque. Dello (3) si 
deduce di più B\— C] = 1 ossia osservando la (2)bll : Una tra
sformata flecnodale di R corrisponde ad R con uguaglianza d' arco 
proiettivo.

Analogamente, posto

% 
(4) y^z, ~ìb

le quantità relative all’altra trasformata flecnodale 52 di R sona

1 n’ j
a^-n, 6,- 2“~, c2-~ ,

(5) A2=0, R2=l, O2 = ^ + 2^,

Il confronto delle prime righe delle (3) e (5) dice che, facendo 
corrispondere il punto yx + uzv di Rx al punto y2 + wz2 di R^ le 
asintotiche curve di Rv o R2 si corrispondono. Ciò si poteva pre
vedere : infatti, la congruenza dello rette congiungenti ih + wzj a 
y3 -f- uz^ ò la congruenza flecnodale di R che sappiamo essere 
una congruenza W a falde focali Ri o R^. Per brevità, diciamo 
y(z) il primo punto flecnodale della generatrice (yy) di R^ [(xx) 
di I?,]. La seconda riga delle (3) dice che la seconda curva flec
nodale di Ri è generata dal punto

/In' \
(6)‘ -----y— + m\y+y,\ U !b /

similmente si vede che la seconda curva flecnodale di Rt è ge-



«orata dal punto

(6)b
1 n \ .

----- - ---------- m x 4- % .
2 n /

Donde il teorema di Wilczynski : La retta che congiunge i due 
secondi punti flecnodali di Rt e R2 corrispondenti al medesimo va
lore di v, appartiene ad II allora e allora soltanto che ni = 0, che 
cioè. R appartenga ad un complesso lineare. Essendo per le (1)

y" + (w — 2m) y' 4- (— m' -\-m2— Sn- + 1 4- j) y ==

1 ri \
----------- m x
2 n /

= 28» x 4-

l’intersezione del piano (yy yr) con la retta (xx) ò

(6)°
. , / 1 ri \
x 4------------m ~ ;\ 2 n /

similmente si trova che l’intersezione del piano (zz'z") con la 
retta (yy) è

• / 1 \
(6)rt y +\~2~+m]y '

Il confronto delle espressioni (6) conduce subito al teorema: 
La generatrice del primo sistema di H che passa per V intersezione del 
piano osculatore alla prima curva flecnodale di Rj con la generatrice 
di R2 e la generatrice di II che passa il secondo punto flecnodale di 
Rj sono coniugate armoniche rispetto alla generatrice di R e alla 
generatrice principale di II. (Naturalmente tutte lo rette dell’enun
ciato devono corrispondere al medesimo valore di v). Questo teo
rema ò dal Wilczynski riguardato come definizione geometrica della 
generatrice principale di H. Il lettore troverà facendo un calcolo 
privo di difficoltà che nel teorema enunciato compaiono elementi 
dipendenti da sei generatrici successive di R, mentre è facile tro
vare che la generatrice principale di II non dipende che da cinque 
generatrici successive di R. Per questa ragione la definizione geo
metrica della generatrice principale data al § 35 sembra profori- 



bile: il teorema precedente dà piuttosto la costruzione geometrica 
■del secondo punto flecnodale di Z4 (e naturalmente anche di 2?s).

Mediante le forinole (8) del § 36 si deduce dalle (3) e (5)

• • 71/ •
Ài = 2?i, Bi = — — 2m ì Gì = —-------- 1------ r— 4" 2

1 1 n n n3
^-2±.
n n

.. .. n" n’2
Ài — — 2n' 4mn , Br = 2-----------2 —5--------4m' + 4/,

1 n n2

A= —-^4- 3—*-—2^4-2——2^-4- 
n2 n3 n n n 

+ 2<-4-^ 
ti- n

• *71
A2 = — 2n , B2 =-----—------2m ,

nàt n2
n'2 
n3

,, „ ni “
A2 = 2rì 4* 4wm , B2 = — 2 — -----1- 2 —------km'— 4/ ,

V~3-^ 4-2^1 +2^L+2f--2-^—
71- n* n* 71 n n*

k-^-.
n

■Seguono i valori degli invarianti li e k per Ri e R2 :

n" n'2 mn'
Jh = 2 -— ------- =----- 4----------- 1- 4ma — km 4- kj ,

n n2 n

« n'" . , 4 ,,
ki = — 2------ 4- 12-------- 4- 12---------— 24--------- 4- km —

n n n n

— 2kmm 16m8 4- kGmj — 8 4- kj',
n

li2=2^--^- + k^- + km2 + km 4- kj ,



7 O n , TC, mn ' in mn ' HA m“n
k, = 2---------H 12----- -- + 12---------- H 24-------

n n n n
+ 4m" -|-

ai 'ì
4* 24nm' -|- 16?n3 -|- 16m/ 8---------}- 4/.

n

La trasformazione flecnodalo merita senza dubbio uno studio 
più approfondito. Ma qui ci limitiamo ad una semplice applicazione 
delle formolo (7) proponendoci la domanda : Può accadere che le 
due trasformata flecnodali R, e R2 di una rigata R siano collineari 
fra loro, corrispondendosi nell’ omografia le tangenti flecnodali appar
tenenti alla medesima generatrice di R ? Lo condizioni del problema 
sono

= ^21 = k2 , = j2.

Ora dallo (3), (5) e (7) si ha

\ — h2 = — A (mn)’ , — /2 = — 2n

sicché mn e ■—• sono costanti. Due casi son possibili: 1” m e n 

sono costanti; 2° m = 0. Nel primo caso kt— k2 = — 8/, sicché 
anche j è costante. Viceversa, se m, n e j sono costanti, tutte le 
condizioni del problema sono soddisfatte. Le equazioni differenziali 
(1) non cambiano in questo caso mettendo v + costante al posto 
di v sicché lì ammette un gruppo continuo co 1 di omografie in sè. 
Le equazioni in termini finiti di lì si potrebbero scrivere quindi 
senz’altro. Nel secondo caso kv k2 = 0, sicché k^ = k2 = 0 e tutte 
le tre superficie R, Rj, R2 appartengono a complessi lineari. Vice
versa se lì e 1^ , p. es., appartengono a complessi lineari 2 e 
rispettivamente, la polarità rispetto Sìj non cambia o la polarità 
rispetto Sì la porta in R2, picchè il prodotto delle due correlazioni 
è una omografia (biassiale) che porta Rx in R2 • Essendo m = 0,

fcl_fc2==_4±l_162LL_8f.
12 n n

Dunque n può prendersi ad arbitrio purché diverso da zero, e j si 



determina dall’equazione differenziale lineare 

che integrata dà

j = -v—r (w'2 — 2nn" 4- cost.)

La classe delle rigate a cui siamo arrivati è interessante perchè 
ogni rigata della classe si deduce semplicemente da una linea a cur
vatura costante di uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante. 
Si osservi dapprima che i complessi lineari fi , , IL cui appar
tengono ordinatamente le rigate lì, lìx , R2 appartengono ad un 
fascio, perchè, come abbiamo già osservato, Qj e Qa sono polari 
rispetto a S2. La congruenza lineare A base del fascio può essere 
generalo o speciale. Per brevità, limitiamoci al caso che A sia ge
nerale. Sia Qi una quadrica a quattro dimensioni immagine delle 
rette del nostro spazio. Le immagini G, G1, G2 delle rigate lì, Rx, lì2 
sono tre curve in corrispondenza biunivoca sopra Qt, contenute in 
tre spazi S4, SJ, SJ a quattro dimensioni ; S4, S}, si interse
cano in uno spazio S3 a tre dimensioni che interseca Q4 in una 
quadrica Q2 che è generale, essendo immagine della congruenza 
non speciale A. Gli spazii S4, <S], intersecano Q4 in tre qua- 
driche a tre dimensioni Q3, Q3, Q2 immagini dei complessi SI, , G2.
Siano P, Pi, P8 i punti di 0 , 0,, O2 corrispondenti ad un va
lore di v scelto ad arbitrio. La retta Px Pi è polare rispetto a Q4 
dello spazio osculatore rc3 a tre dimensioni della curva G in P, 
essendo 1\ e Pt le immagini dello direttrici della congruenza lineare 
osculatrice di lì appartenente al valore scolto di v. Ora tt3 sta evi
dentemente nell’ iperpiano 84 sicché la retta 1\ Pa passa per un 
punto fisso 0. Sia Q3 la proiezione di QJ e di Q3 dal punto 0 sul- 
l’iperpiano S4. Una facile considerazione o un facile calcolo mostra 
che le due quadriche Q3 e Q3 dello spazio si toccano in tutti 
i punti della quadrica Qa. Sia G là proiezione della curva Gx dal 
punto 0 nello spazio che è quindi una curva giacente su Q3 
e sia P il punto di G corrispondente al valore di v scelto sopra. 
La retta Pj P2 essendo la polare di rispetto a Q4, il punto P ò 



il polo di 7t3 rispetto a Qa, e quindi gli iperpiani tt3 corrispondenti 
ai diversi valori di v toccano la quadrica Q3* polare di Q3 rispetto 
Qa, che tocca pure Q3 in tutti i punti di Q2. Introduciamo ora nello- 
spazio St una metrica euclidea riguardando S3 come iperpiano al
l’infinito e Q*  come l’assoluto: le quadriche Qa e Q*  appaiono in 
questa metrica come ipersfere concentriche. La curva G sta sul- 
l’ipersfera Q3 e i suoi iperpiani osculatori (e quindi anche i suoi 
piani osculatori) (*)  toccano l’ipersfera concentrica Q*.  Questi piani 
osculatori intersecano Q3 noi circoli osculatori di G che hanno quindi 
raggio costante e la curva C è una linea a curvatura costante trac
ciata sopra lo spazio a curvatura costante (iper sfera) Q3.

(*) Più intuitivo ò il ragionamento correlativo : so tutti i punti di C 
stanno su Q3, tutte le tangenti di C toccano Q3.

(**) Cfr. una Nota (in boemo) di Ceoh, nel Casopis prò pestovani mat. a 
fgs., voi. 52, 1923.

Analogamente si può trattare il caso di A speciale che con
duce a dedurre lì da una linea a curvatura costante dell’ ordinaria 
spazio euclideo (*♦).

§ 40. — L’ applicabilità proiettiva di superficie rigate.

Il teorema generale Gap. Il § 20 A) mostra subito che una 
rigata non può essere applicabile che su una rigata. In particolare 
una quadrica non ò applicabile che su una quadrica e si dimostra 
subito : due quadriche sono proiettivamente applicabili se si corri
spondono i due sistemi di generatrici. Escludiamo il caso delle 
quadriche. Siano A e Ri due rigate riferite alle asintotiche. Rite
niamo le solite notazioni per lì, e facciamo uso delle stesse nota
zioni con indico 1 por R^ Secondo lo (8)tor § 31 condiziono ne
cessaria o sufficiente affinchè sia possibile stabilire fra lì e Aj una 
corrispondenza biunivoca che sia una deformazione proiettiva è 
che si possa risolvere rispetto ut e Vj l’equazione

(A + 2Bu + Cu^dv2 _ (Ai + 2BiUi + 0^*)  dv2 
du dui



In primo luogo si vede che se vi sono soluzioni, esse si otten
gono uguagliando w, ad una funzione della sola u e t>j ad una fun
zione della sola v. Cambiando il parametro Vy (se 1’ applicabilità è 
possibile in diversi modi, tal cambiamento in generale è diverso 
per i diversi modi di realizzarla) si può dunqne supporre v = Vy. 
Sicché si ha più semplicemente

du duy
( A-\-2Bu-\-(M~ Ay 4- 251W1 + C^y

dove adesso A, B, C, Ay, B}, Gy sono funzioni della sola v. Senza 
ledere le generalità si può supporre o che B1 — AG = +1, o, 
se B-— AG — 0, che la forma f(t) sia normalizzata secondo una 
dello regole del § 36.

Cominciamo con l’ipotesi che le A, B, G siano costanti. Evi
dentemente non è possibile soddisfare a (l)Ws che se anche le Ay, 
By, Gy sono costanti: Una rigata appartenente ad una congruenza li
neare (non importa se generale o speciale) non può essere proietti
vamente applicabile che su rigate appartenenti pure a congruenze li
neari. Ecco il teorema inverso : Due rigate appartenenti a congruenze 
lineari sono sempre (anche se una congruenza ò generale e l’altra 
speciale) proiettivamente applicabili in oo 3 modi. Infatti se nelle (1) 
le A, B, G, AytGy, By-.Gy sono costanti, per passare da (1) a (l)bl, 
occorre cambiare il parametro Vy in modo che anche le Ay, By, Gy 
risultino costanti. Ciò è evidentemente sempre possibile e se Vy = 
= tp (v) è una maniera di farlo, le altre sono vt = a<p(v) b, con 
a, b costanti qualunque (a-^0). Scegliendo le a, b, la (l)w, deter

mina uy in funzione di u, il che introduce una terza costante arbi
traria. Si vede subito che : Se le due congruenze sono speciali, co
munque si realizzi l’ applicabilità, la coi rispondenza f ra i punti delle 
generatrici corrispondenti è sempre proiettiva. Se una congruenza ò 
generalo e l’altra ò speciale, tale corrispondenza non può essere 
proiettiva. Se le due congruenze sono generali, allora nel campo 
complesso oo 2 delle oo 3 maniere di realizzare V applicabilità hanno 
la proprietà che la corrispondenza fra i punti delle generatrici cor
rispondenti è proiettiva; nel campo reale, tali applicabilità non 
esistono die se le due congruenze sono simultaneamente od iperboliche 
od ellittiche. Come esercizio, il lettore parta dalle equazioni in ter



mini finiti delle due rigate e determini le oo 8 applicabilità, sup
ponendo ordinatamente le due congruenze generali ecc.

Passiamo al caso che nessuna delle rigate appartenga ad una 
congruenza lineare. Integrando la (l)bl8 in cui v si riguarda come 
parametro, si ottiene una delle quattro equazioni

(2)

Wj—«1
“1 — Pi

u — a\lx
pJ ’

à
Ui — u — a

~ — A C
Ih—pi

X

|X
. u,— a, w — a X Xi

Xe . =------ —,----------- ------------
u — p u — a ux — aj

dove a, p, a^, Pi, X, X,, p. sono funzioni di v che possono essere 
immaginarie. In particolare, u = a e w = p (o soltanto u = a) sono 
le equazioni delle due linee flecnodali di lì, sicché wna almeno 
delle a e p (p. e. a) non è costante, altrimenti R apparterrebbe ad 
una congruenza lineare, contro la supposizione. Ora osservando il 
comportamento della funzione u, di u nell’intorno del punto w—a 
si vede subito che u, dipende necessariamente anche da v, se vale 
la seconda o la terza delle (2), oppure se vale la prima e se p.2 ^1. 
Tali casi sono dunque impossibili, e non restano che due possibilità

Wl— «1

—pi

Ju— a\±l X , Xi
X ...  , oppure----------- ------------ = p. .

\u — p/ u— a w, — ai

Nè deduciamo: 1° se le linee flecnodali di R coincidono, co
incidono pure quelle di R, e viceversa 2°; è 

u -?)M + g.
1 ru 4- s ’

e p, q, r, s sono necessariamente costanti, perchè non dipende che 
da u. Cambiando il parametro u, possiamo dunque supporre u^—u, 
dopodiché la (l)bl8 dà /l, = A, B,— B, Cx — G, E seguono ora 
senz’altro i teoremi:

Se due rigate R e R, proiettivamente applicabili non appar
tengono a congruenze lineari, le due curve flecnodali di R, sono di
stinte o coincidenti, reali od immaginarie, come quelle di R, e si 



l§ 40] 

corrispondono nell’ applicabilità. Le rigate R e Rt si corrispondono 
con uguaglianza d’ arco proiettivo.

Se una delle, due rigate (e quindi anche l’altra) è a curve 
fltcnodali distinte e priva di retta direttrice, condizione necessaria e 
sufficiente per l’applicabilità proiettiva è che, per uguali valori di 
arco proiettivo, il segno e e gli invarianti li e k siano uguali sulle, 
due superf icie. Se R e quindi anche R, possiede una retta direttrice, 
condizione necessaria e sufficiente per V applicabilità proiettiva è che, 
per uguali valori dell’ arco proiettivo, il segno a e l’invariante D 
[§ 35 (11)] siano uguali sulle due superficie.

Se R (e quindi Ri) è a curve flecnodali coincidenti, condizione 
necessaria e sufficiente per V applicabilità proiettiva è che, per uguali 
valori dell’ arco proiettivo [§ 36, (4)], l’invariante 1 | § 36, (5) | sia 
uguale per le due superficie.

Non importa invece il valore dell’ invariante j. Dunque : Le 
deformale proiettive di una rigata che non appartiene ad una con
gruenza lineare dipendono da una funzione arbitraria di un argo
mento, che è appunto la j. Se ne deduce per es. che, se le curvo 
flecnodali di lì sono reali e distinte (coincidenti), esistono due de
formate proiettive (una deformata) lì, di lì tali che le generatrici 
principali delle quadriche di Lie di lì, descrivano una sviluppabile. 
Basta porre j = + 1 (/ = 0) ; efr, § 34, (11).

Le ricerche precedenti danno immediatamente la soluzione del 
problema di trovare le rigate che ammettono un gruppo continuo di 
deformazioni proiettive in sè. Esse sono di due tipi diversi: 1° una 
rigata R di una. congruenza lineare, generala o speciale, ammette oo 3 
deformazioni proiettive in sè; 2° una rigala R, che non è di una. con

gruenza lineare, ammette oo 1 deformazioni in sè, se o h 0, h = 

cost., k=cost., oppure h=0, D = cost., o infine B2— AC=0, 
1 = cost. E interessante rilevare che in tutti e due i casi si può 
indicare una deformata proiettiva lì, di lì tale che le deforma
zioni corrispondenti di lì, in sè siano delle semplici omografie: 
se lì appartiene ad una congruenza lineare, R, è la rigata cubica 
di Cayley, negli altri casi lì, si ottiene da R sostituendo a j una 
■costante scelta àd arbitrio.

Fuiìini e cbch, Lezioni di Geometria proiMivo-differenxiate. 16





Capitolo V.

CONGRUENZE, CONGRUENZE IF E TRASFORMAZIONI

PER CONGRUENZE IF (*).

§ 41. — Congruenze di assegnata prima falda focale.

A) Formolo fondamentali.

Supporremo in quanto segue la superficie <9 ad asintotiche 
reali. Se così non fosse, si potrebbero ancora applicare gli stessi 
metodi ricorrendo ai sistemi w, v isotermi-coniugati.

Sia dunque /S una superficie riferita alle asintotiche u, v. Se 
A, B sono funzioni delle u, v, il punto

(1) x = px + 2(Axu + Bx^

descrivo al variare di p. una tangente alla linea = Queste 

linee sono determinate dal solo rapporto A: B.
Affinchè x sia il secondo fuoco della congruenza generata da 

queste tangenti (congruenza che è la più generale di quelle che 
hanno /S per falda focale) dovrà avvenire che

A~----- B — sia combinazione lineare delle x ed Axu Bx„.

{*) I principali risultati di questo Capitolo furono pubblicati in vario 
note dei Rendic. della R. Aocad. dei Lincei (1922-23-24) da G. Rubini.



Esplicitando questa condizione (*),  osservando che per le equazioni 
del § 16 A le derivate di x sono combinazioni lineari di x, x„, xvì 
xm, si trova tosto, posto al solito a12= e® che :

(*) Che equivale alla : (SfAgu — Biv)(Axu—Ba?,) = 0.

(2) p. = - Au - Abu - Br-Ber + A -f. B A> + .
J» A

Risultati duali si trovano scambiando coordinate x di punto e $ 
di piano tangente, e cambiando A, B, p, 7 in A, —B, — p, — 7. 
0 così, 0 col calcolo diretto si trova che i piani passanti per 
la retta (jc, x) sono i piani

(3)

e che questo piano tocca la seconda falda focale, se

(1) 
' jO ZI

Notiamo che

(e, l) = 2A& £„) - 2B^, ^=2A^x, x„)+2B(x, x^x, x).

I fattori di proporzionalità furono scelti in guisa da assicurare la 
coincidenza delle coordinate (£, i ) e (ic, x).

Trascureremo il caso AB— 0 delle congruenze a falde focali 
coincidenti. Si noti che le X, p. dipendono soltanto dalle A, B e 
dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo (non dalle prA. 
Perciò :

Se una una falda focale S di una congruenza K si deforma 
proiettivamente, trascinando con sè i raggi di K, i secondi fuochi, e 
i secondi piani focali vanno nei nuovi secondi fuochi o secondi piani 
focali.

Si ha poi, derivando e tenendo conto delle citate formolo 
del § 16 A :

zcx _ B„+>lp_ , J 2B X
(5) xu = -^—.—— x + Mx — X ----- 7-A.»

zi \ A /



(6)

(7)

ove

(8)

(9)

(10)

ove M = |x„ 4- 2A pn — —- p.,

x
A» + B'(-_ T l 2A

x 4~ Bx 4- XI xv 4 r—x, 
\ a

T , n n A« + ..
ove L— p,„ 4- 2Bp.lt--------- — I1 •

Se ne deduce, derivando di nuovo :

x»u=

*^«V ----

—

IV / 2B
I 4“ ^B'1 -r- £m„4~ Pn x 4-alll( 
u \

( , 2A
4- Oml 4 y xì

A । n.f \ ip /
——* x I 4- 442 -r-.r„„4- P22 » + O2211

A „ X \

B

4-

2B '
X Xu" 4-

1 / , 2A '

4” a222 I Xv + "y

\ x / 2Bx\ 4*(“4^4B)~- + pig^'4*0,—

/ , 2A ' 
4- a122 ( ^“Ty-$«<>

non ci interessa dare i valori delle p, o, e dove :

Si

^uv

B

(
B | 
P-u 4- 2^4pu — p- —

— 25 + 2BpiS—p.

noti che ne segue :

(x xu x^x) =

A, + B-t

2B
Xf

2A xu,\
XV 4- y $UV1 1 X



p 2A 2B 0

M — X 0 0
X L 0 X 0

dutduK Ìr3lh2 dUjduiAWiBduA- Adv)--\-2Ndudv

, „ 'LW(Bdu+Adv)2 — 2NdudvlnnT' ,, „
— ($ $u xv d-x)------------------ -------------------- (2 BL X — X- [i — 2 AX M)

A

= —N (x xu x„d2x) [4IE (Bdu -(-Adv)2— 2Ndudv].

Indicheremo con N' la quantità dedotta da N, cambiando il 
segno di B, (3, 7 (ciò che non muta 1F). Allora, essendo

(x xu x„ xuy) = ($ ,

si dedurrà col calcolo duale 

(6 Su %vd2 £) = —N' (x x„ xvd2 x) [4IE(Adv— Bdu)- — 2N'dudv\.

Dovendo questa espressione essere proporzionale alla prece
dente, perché entrambe sono proporzionali alla forma F„ per la 
seconda falda focale <S, sarà:

(11) — N A-AWAB=-N'— AWAB

( 12) =» (se AA' * 0).
(a xu xv xuy) N N — 8 WAB v

Le 6 non sono dunque normale secondo le convenzioni da noi
4 __  

■ . — - 1 /N'poste per le superficie; alle x dovrebbero corrispondere le $ 1/.

Alle x corrispondono le $ soltanto se N = N' ossia W = 0 ; le $ sono 
in generale normale inmodo che (x x)—($, S)- Si noti che :

a) 2dudv = 0 è 1’ equazione delle asintotiche della superficie S 
iniziale.

P) Bdu + Adv = 0 è quella delle sviluppabili.
7) ‘IW(BduA-Adv)2 — 2Ndudv— 0 quella dello asintotiche della 

seconda falda S. Essa si può scrivere anche N\Bdu Adv)- — 
— N^Bdu — Adv)- = 0.



Il caso W = 0, in cui le x , $ si corrispondono nella legge di 
normazione, è quello delle congruenze W.

Il caso N = 0 od N' = 0 è quello in cui la seconda falda focale 
degenera come luogo di punti od inviluppo di piani.

Il rapporto N': N è il birapporto delle due coppie di direzioni 
asintotiche con le due coppie formate ciascuna dalla direzione cor
rispondente ad uno dei 2 sistemi di sviluppabili contata due volte ;

/ \/n \2
o anche __—L__ è il birapporto delle 4 direzioni asintotiche.

\]/N' + ^N /
Lasciando invariata la congruenza, possiamo moltiplicare sia 

le x per uno stesso fattore p, sia le A , B per un fattore a. Nel 
primo caso anche le $, le x, le $ restano moltiplicate per lo stesso 
fattore p, e dalle formole precedenti segue che W, N, N' restano 

inalterate. Nel secondo caso le $ restano inalterate, le x, $ molti
plicate per a , N ed N' restano moltiplicate per a2. Quindi sia AV 
che N : AB sono invarianti della congruenza, di cui sopra abbiamo 
dato il significato geometrico.

Mentre però N : AB ha signif icato intrinseco, ciò non avviene 
per W; ha invece significato intrinseco la forma Wdudv.

B) Nuova interpretazione delle formole precedenti.

Noi possiamo definire la congruenza, dando il, punto a; della 

falda >S e il piano 6 della falda S, imponendo la sola condizione

(13) 8xt = 0

che dice essere x, I un elemento. Se questa condizione non fosse 
soddisfatta, il nostro studio equivarrebbe a quello di una coppia 
di superficie, che si potrebbe svolgere con metodi analoghi ai se
guenti, ma di cui qui non ci occupiamo. Altri invarianti della no
stra coppia di superfìcie si otterebbero studiando le espressioni

(14) Sxd^ , S£dx , 8dxd£ , 8dm xdr $ ecc.

L’annullarsi del primo e quindi, nel caso attuale, anche del se
condo dice che le superfìcie »S ed S’ coincidono; ciò che noi esclu



deremo. Supposto che u , v siano le asintotiche di S, dall’annullarsi 
della S^x deduciamo l’esistenza di quantità X, A , B tali che:

(15) 1=K + 2(AÌU-B^

donde :

dt = | (X + 24u + 240^ -|- 2(4. + Bfìdv j & +

+ | — 2(40 4* dì^du 4- (X — 2BV— 2Bb^dv | £,. 4- ■ • • 

(16) S^dx = 2(Bdu — Adv)a]2

Sd^dx = 2a„ — (A„ 4- B^dv2 4- (4P 4- B^du- —

I — (X 4- 4„ 4- 40u — B„ — BO^dudv .

L’ultima ò divisibile per la penultima soltanto se X è dato 
dalla formola trovata in principio del §. Se ne deduce il teorema 
di Fubini, che può servire alla teoria delle congruenze in coordinale 
u , v qualsiasi :

Se x descrive una superficie S e £ passa per x ed inviluppa 
una superficie S, che con S è in corrispondenza biunivoca, questa 
corrispondenza è determinata da una congruenza di cui S ed S sono 
falde focali soltanto se Sdxd£ è divisibile per S£dx. E in tal caso 

S £ dx = 0 è la equazione di un sistema di sviluppabili.

Precisamente si ha in tal caso :

Sdxdl 4p 4- B Bf + A
—=----- = --------5------du 4----------------- dv.
S^dx B A

Dunque : Soltanto se la congruenza è W, il precedente quoziente 
è un differenziale esatto. In tal caso, moltiplicando le £ per uno stesso 
conveniente fattore p, potremo rendere tale quoziente identicamente 
nullo, cioè

(17)

(18) Sdxd £ = 0 ,



ossia :
(19) B„=—4P

Siano le x, y, z , t coordinate non omogenee, cioè t = 1. La 
8^ = 0 diventa un’equazione, che determina t. La Sdxdl— 0 

diventa :

dxd £ + dyd r; 4- dzd C = 0

che, se interpretiamo t, r;, C come spostamenti infinitesimi del 
punto di cui i;, y , z sono coordinate cartesiano, diventa l’equazione 
delle deformazioni infinitesime nella geom. euclidea di una super
ficie. Se ne deduce il classico teorema della geom. metrica, di cui 
qui si riconosce V intima ragione proiettiva, che collega la teoria delle 
congruenze W a quella delle deformazioni infinitesime metriche.

Se invece x~ 4- y" 4- z’ 4* 1“ — 1 , e Quindi x , y , z , t si pos
sono pensare come coordinate di Weierstrass nella geometria non eucli
dea, le precedenti equazioni

slx = o SdTdx=0

diventano quelle, cui soddisfano le componenti $ dello spostamento 
di x in una deformazione infinitesima (nel senso non euclideo) della 
superficie S. Si è così dimostrato per altra via il teorema di Fu- 
bini, già intuito dal Bianchi :

Se noi diamo anche in geom. non euclidea una deformazione 
infinitesima ad una superficie S, e tiriamo per ogni punto x di S 
il raggio normale al corrispondente spostamento $ e posto nel piano 
tangente ?, troviamo una congruenza W.

Dalle S^x — Sd^dx — 0 si ha che per ogni funzione p(w, v) 

vale la Sdfax) d(p = 0. Ora d(p.r) descrive, al variare di du:dv 
un raggio ; questi raggi descrivono una congruenza armonica ad 8 
(anzi la congruenza armonica più generale, variabile col variare 
di p). Così d(g£) descrive un raggio della più generale congruenza 
coniugata ad 8.

Quindi : Se S ed S sono falde focali di una congruenza W, 
tra i punti dei raggi delle congruenze, armoniche ad S e i piani di 
quelle coniugate ad S intercede una corrispondenza tale che punto e. 
piano corrispondenti si appartengono.



Vale il teor. di Cech : Questa corrispondenza non è per ogni 
sistema di valori u, v che la polarità rispetto al sistema nullo oscu
latore della congruenza (determinato dal complesso lineare osculatore 
alla congruenza, di cui parleremo più avanti). Il teor. di Cedi si 
può enunciare :

Su ogni piano tangente ad una superficie S, falda focale di una 
congruenza W, si tiri una retta r, e sia x la retta polare rispetto 
al sistema nullo osculatore. Se la congruenza formata dalle r ha svi
luppabili che corrispondono a un sistema coniugato, altrettanto avviene 
della congruenza delle rette r'.

§ 42. — Forinole fondamentali della teoria 

delle congruenze W.

Abbiamo già osservato al precedente § e si dimostra diretta- 
niente nel modo più semplice-che, se la congruenza ò W, cioè se 
W = 0, si possono moltiplicare le A , B per uno stesso fattore tale 
che :

(1) dv’= — Bq Bu= — A fi.

Potremmo invece moltiplicare le A , B per un tale fattore che 

lì A

giungendo pure a risultati semplici ; e potremmo procedere in altro 
modo, fissando che Sdxd£: S^dx abbia un altro valore prefissato. 
Noi però adottiamo la prima convenzione. Resta così provato (E.) :

La determinazione di una congruenza W di data prima falda 
focale S è ridotta a quella del sistema lineare (1).

Confrontando con le (16) del § 17 C si deduce il teorema (E.) :
Su una superficie S i sistemi coniugati tali che l’equazione cor

rispondente di Laplace per le coordinate di punto ha un invariante 
uguale all' invariante non omologo dell’ equazione tangenziale sono 
tutti e soli quelli che corrispondono alle sviluppabili delle congruenze 
W, di cui S è una falda focale.



Se ne deduce ricordando lo altro forinole del § 41 :

(2) Au„ = — Bqu + B„ = — 40. + Bfr.

(3) À-— + B0r.

(4) [A = — — ^40„ — Bv — BQV.

(5) x — p.® +2(21a;„+ Bx.) ; (6) +2(A^U —Biv).

(7) xu = (p.„ + 24pu)x — ktu 4- 25.rMV.

(8) xv = (p.„ + 2Bpat)x 4- Xx„ 4- 24a;„v.

(9) N = Xp. 4- 24(p.w 4- 24pn) — 2B(p.„ 4- 2Bp^

= Xp. 4- 2X(XU 4- 24^,) 4- 2B(\V — 2BnM\

!
X - , (A - B -\

x ~ N X \N X" N a” ) ’

che permettono di dedurre la prima dalla seconda falda focale.

(11) (x xu xv xuv) = N2(x xu xu^

ossia :

(12) al2 = + Nati

cioè (posto anche | avi | = e° ) 0 = 0 4- log | N |

Data la congruenza (cioè A : B) le A , B sono itole a meno d’un 
fattore comune, che le (1) permettono di determinare per quadrature. 
Rimane V indeterminazione di un fattoi e costante inessenziale. Il ca
rattere invariantivo di N appare poi meglio, introducendo le L, M 
del § 16 D. Vale infatti la : 

(9) m. N = (2BBVV 4- 2B-M - B^ - (2/Umu 4- 2A-L-AV} 



aifatto equivalente alle precedenti. Una trasformazione simile si 
poteva eseguire anche nel caso di congruenze generali.

Oltre, le A ,B, le X , p. e la N vi sono due altri clementi essen
ziali : le S , T che qui definiremo, ponendo

(13) *8 = p.UM — |i„ + Pp-u — + p6«) -|-

+ + 4Aupn + 2A —~.v tv UU

(14) T = p.,„ — 6„ p.„ + 7p.„ — p.(v„ + 7OJ +
/

+ ^Aypn + 45, + 2 A + 25 ^~2.
du dv

Si trova, derivando le precedenti :

(15) — 0„:c„ + pie,— 7tnz = xS = ~(2^ìbw— 2Bx„ + kx)

7' _ _ _
(16) xvv— Gvx„ + ~txu — zax = zT= — (2Ax„—2Exv + kx)

Confrontando con le equazioni fondamentali relative alla su
perficie 5 | x„u — tìtlxuA- x„-\- pux e analoga per xm |, si ha:

(17) NU — 2AS N„ = — 2BT.

— S B N — T A N

~ X Au , 5 -
(19) Pii — Zn = ; Pii —z22

X N„_ T
2B N N'

Le (12), (17), (18), (19) danno tutti gli elementi 0 , 0 , 7 , pH 
della seconda falda focale S , che ne è completamente determinata. 
Risulta di più che, se dalla seconda falda >8 si vuole tornare alla 
prima, ossia so si assume la S come superficie di partenza, basta 



alle p., X , A , B , N sostituire le :

— X — A — B — p. — 1
(20) 9- = yr , A = ~N ' B IT ’ X “ T ’ ~~N'

Cosicché varranno anche le forinole :

— a Nu — p. N„
(21) pl} = y ?2S “ ~ 2B ~N~ 

dedotte dalle (19), scambiando le due falde focali,. Ma poiché

«n — Pn = Pv + > ^n — Pn = P» + P 6r = P» + P

e analoghe per pti, 7r«,

si deduce dal confronto di tutte queste forinole tra le p, tt , te
nendo conto dei valori di (3 + 0 e di 7 + 7 l’equazione fondamentale:

A B
(22) Nur 4- — py. + — 7^ - 0 , 

che chiameremo l’equazione in N,

§ 43. — Le congruenze W con N = cost.

Proveremo ben presto che, se r sono le sei coordinale di una 
retta della nostra congruenza, le ruv sono combinazioni lineari di 
r, rn, rv e che per ogni retta r il complesso lineare che è in involu- 
luzione con r, r„, rv, ruu , rvv è anche in involuzione con r,„ cioè 

contiene tutte le rette r, r -|- dr , r + dr + -x— d2r , e perciò è il 

complesso lineare osculatore alla congruenza.
Se dunque ruuu , rv„„, sono combinazioni lineari delle r , ru , 

rv, ruu , r„„ allora le r sono legate da una relazione lineare a coef
ficienti costanti, cioè la congruenza appartiene a un complesso li
neare. Il calcolo effettivo prova che ciò avviene quando N = cost., 



ina noi possiamo evitare il calcolo nel seguente modo. Se .V= cost^O, 
le formolo del precedente § dicono che

P + 0 = 0 , 7 + 7 = 0, nlt = Ph , pu = n(i.

Le coordinate x" soddisfano dunque alle stesse equazioni fon
damentali, cui soddisfano le £. Se ne deduce quindi che le due 
falde focali 8 ed 8 sono superficie trasformate l’una nell’ altra da 
una correlazione ; e, poiché un punto x (piano £) di una appartiene 
al piano £ (punto x) omologo dell’altra, tale correlazione è un 
sistema nullo, o la nostra congruenza appartiene evidentemente al 
corrispondente complesso lineare. Viceversa se la congruenza ap
partiene a un complesso lineare, le falde focali chiaramente si cor
rispondono nel sistema nullo definito da tale sistema.

Dunque : Le congruenze W per cui N = cost. 0 sono quelle 
che appartengono ad un complesso lineare.

Alle precedenti considerazioni si sottrae il caso N = 0, in cui 
la seconda falda focale <8 ha una forma F2 nulla. In tal caso le:

Nx = hx + 2(Axu-Bxv') V£ = [x£ + 2(A£„ + 5£„)

diventano, per N — 0, moltiplicando le x e le £ por convenienti 
fattori :

Axu — Bxv — 0 A £u + B £„ = 0.

Quindi, se u = cost., v' = cost. sono le equazioni delle svi
luppabili della congruenza, è

dx si — —
17" “-57-= 0 ; xz=x^>

cioè i punti x si riducono ad oo 1 punti, i piani £ ad oo 1 piani. 

Poiché, S x £ = 0 identicamente in u', v segue che ogni punto x 

giace su ognuno dei piani £, e che quindi i punti x\ trovandosi 

su tutti i piani £, appartengono a una retta, per cui passano tutti 
i piani £.



Una congruenza W, per cui N = 0, appartiene a un complesso 
lineare speciale, l’asse del quale è la sua seconda falda focale.

Questo teorema del Fubini è stato nel modo seguente reso 
intuitivo dal Prof Segre. Se N=0, la forma P2 relativa ad £ è 
identicamente nulla ; e pertanto /S si riduce ad una linea L. La 
congruenza è luogo delle generatrici di oo 1 coni, aventi i vertici 
su L. Questi coni possono ridursi a fasci di rette: cosa impossibile 
nelle nostre ipotesi secondo le quali la prima falda focale 8 ò una 
effettiva superfìcie non sviluppabile. Se i coni sono curvi, e P, P', 
P" sono i vertici di 3 coni consecutivi, il complesso lineare oscu
latore alla congruenza in una sua retta r uscente da P dovrà con
tenere tutti i regoli determinati da r e da due rette consecutive. 
Prendendo queste 2 rette sul cono di vertice P, se ne deduce che 
il complesso è speciale ; prendendo queste due rette una uscente 
da P', Paltra da P" si deduce che P, P', P" sono sull’asse del 
complesso, che costituirà perciò la seconda falda focale della con
gruenza.

§ 44. — Confronto coi risultati classici 

della geometria metrica.

Supponiamo nota la p., e proponiamoci di calcolare A , B e 
quindi la nostra congruenza. Assumendo X come nuova incognita 
ausiliaria, le nostre equazioni in A , B diventano :

(1) = B„ = -Ap.

(2) 2A„ = — 2A0u — (X + p) 2B„= — 2B0, + (X —p).

Scrivendone le condizioni d’integrabilità troviamo :

( X, = - p„ - 2A(0uv + p7) + 2P(ìO„ + Tu) 
(3)

( XM = pu + 25(0„„ + Pt) - 2A(POV + p„) . «

Scrivendo infine la condizione d’integrabilità di queste ultime^ 



troviamo :
(4) + [W + 2B^ + 2A^ = 0.

Senza più oltre occuparci del caso generale, supponiamo le 
■coordinate non omogenee cioè pu = p2ì = 0 , t = 1.

Questa equazione si riduce alla equazione di Moutard (Gap. II, 
§ 18) 1
(5) — (0». + Pl)p- = 0 ,

al cui studio è dunque ridotta la ricerca delle congruenze W. Ora 
questa equazione è appunto la base della teoria metrica di tali 
congruenze, così come è svolta nelle classiche lezioni del Bianchi.

Le equazioni che definiscono S , T si riducono per le pit = 0 a :

(6) —0„[j.u + 0pv—p7tu =

(7) p„v — jx,. + ipB — pz22 = T=-----

Se sostituiamo 0 al posto di 8, T, queste 3 equazioni nella p 
sono le stesse cui soddisfano le coordinate $, Tj, C del piano tan
gente (loc. cit.) e perciò sono illimitatamente integrabili. Ne segue 
facilmente, scrivendo che esse sono compatibili anche quando i 
secondi membri delle ultime due sono S e T che

(8) 02’ = SV yS = Tu

ossia
(8) bl. -s; = (- p) (- y) (- y)„ = - ys.

Sostituendo alle S , T i loro valori Nu : 2A e — N, : 2B, si ri
trova l'equazione fondamentale (22) del § 42 in N.

Nel caso p = 0 la congruenza degenera ; questo fatto noto ci 
risulta evidente poiché, essendo qui pu — 0, è anche N = 0.

La forinola :

(9) £« — O'u + 24?^!)$ — p^M — —

p„+ 2B(O„v + 0t)-24(00,.+ 0,) + 24^



(con le analoghe in , Q diventa per le :

«il = Pii + P0v + = (0«„ + 0?)£

appunto la :

— T / £ \
(10) £u = p.„£ — p.£„ ossia —= — I—I ;

P' \ P* /u

si trova analogamente -4r = ( — ) .
P-“ \ P- / V

Ritroviamo così la classica forinola della trasformazione di Mou- 
tard. Ne deduciamo poi :

(11) +
P‘ P-

Cioè : Il piano £, tj , £, 1 inviluppa una superficie 2, su 
cui le u, v formano un sistema coniugato a uguali • invarianti tan
genziali (cioè relativi all’ equazione di Laplace per le coordinate di 
piano tangente).

Anche sulla superficie So inviluppata dal piano £ , 7], £ , p, (le 
cui coordinate soddisfano tutte all’equazione di Moutard inizialo) 
le u, v descrivono un sistema coniugato a invarianti tangenziali 
uguali.

Calcolando l’equazione (£„ £„ da£) = 0 delle asintotiche della 

superfìcie 2 si trova :

(12) Sdu2 — Tdv2 od anche ~'Nudu2 + -i- Nrdv2 = 0. 
A Jj

Cercando invece l’equazione delle asintotiche di So, inviluppo 
del piano £ , r;, £, p, si trova :

(13) Sdu2 + Tdv2 = 0 ossia ~ Nudu2 = ~ Nvdv2

Le asintotiche di E e di So determinava sulla S due sistemi 
coniugati che si tagliano armonicamente e che, si noti, sono, come
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le A , B , N, indipendenti dal piano t = 0 assunto nei calcoli pre
cedenti come piano all’ infinito.

Le equazioni (8) bls cui soddisfano S, — T si deducono da quelle 
cui soddisfano A, B mediante lo scambio di , q. Se ne deduco il 
teor. (F.) :

Data una congruenza W di cui una falda S sia isotermar-asin- 
totica (P = 7), o anche data V equazione du : A = dv : B di un siste
ma di sviluppabili (col che le A , B sono determinate a meno di 
un fattore, la cui ricerca si esegue per le (1) con sole quadrature), 
le tangenti alle linee du : S = dv : — T descrivono pure una con
gruenza W.

Nel caso generale, confrontando con le (14) del § 17 B, ve
diamo che :

Sulla S le linee corrispondenti alle asintotiche di So formano un 
sistema coniugato a invarianti tangenziali uguali, com’ è intuitivo 
perchè piani tangenti omologhi di S , So si incontrano sul piano t=0, 
su cui segnano lo stesso sistema di linee ; e il sistema coniugato 
di S, armonico al precedente, cioè quello che corrisponde alle asinto
tiche di 2, ha uguali gli invarianti di punto. Ecco un nuovo signi
ficato della equazione cui soddisfa la N !

Le asintotiche di una delle 3 superficie S, So, 2 corrispondono 
sulle altre due a un sistema coniugato.

So indichiamo per un momento con p — cost., q = cost. le 
equazioni delle asintotiche di So , formanti su £, 2 un sistema 
coniugato, varranno equazioni del tipo :

•^pq ==~ ?Xp "F 8%q ^pq P^p ~F •

Dalla Sdxd^ — 0 donde Sx^— 0 otteniamo derivando:

Sx^ + STp Xpq = 0 Sx^p + 0 £,) + ST3frxp + sxq) = 0

sS^pxq = 0 che, confrontata con la Sxp£q + 8 tpxq = 0, 
dà a = s.

In modo simile si prova r = p. Quindi, relativamente al siste
ma coniugato comune, le coordinate non omogenee di un punto della 
S e di un piano tangente della 2 soddisfano a una stessa equazione 
di Laplace. Vale pure 1’ oss. (F.) :



Date le equazioni differenziali (du : A = dv : B) di un sistema 
di sviluppabili col che le A, B, come già abbiamo detto, si calcolano 
con sole quadrature, allora, trovate le A , B, senza ulteriori quadra
ture non solo si calcolano tutti gli elementi della congruenza, ina anche 
le equazioni differenziali Sdu2 + Tdv2 dei precedenti sistemi coniugati. 
E viceversa, dato uno di questi sistemi coniugati, le S , T si calcolano 
con sole quadrature ; e con ulteriori quadrature si possono calcolare 
tutti gli elementi della congruenza.

Infatti le tre equazioni (5), (6), (7) nella p si sanno integrare 
se S = T = 0 ed hanno per soluzioni le combinazioni lineari di 
$ , 7], C. Determinata la p, le (1), (2), (3) determinano A,B,\ 
con nuove 3 costanti arbitrarie, cosicché otterremo sei sistemi di 
valori linearmente indipendenti AW , BW , XW , pW [la i è un indice, 
non un simbolo di calcolo assoluto] di cui ogni altra soluzione è, 
se B = T = 0, una combinazione lineare.

Ora, essendo B = T = 0, è N = cost. ; e quindi la congruenza 
appartiene a un complesso lineare ; questa osservazione basta a 
provare che la A<‘), B®, ecc. si trovano senza quadrature. Nel 
caso generale in cui S e T non sono nulle, si ponga A— 
B=hldilB(<), ecc. Il metodo della variazione delle costanti arbitrarie 
dimostra che le k si trovano con sole quadrature.

Si osservi però che, mentre, date le A, B non sono più neces
sarie quadrature, se invece sono date le S , T, sono ancora necessarie 
delle quadrature. Ciò che spiega la maggior semplicità della teoria 
proiettiva (F.) in confronto alla teoria classica, che si volge alla 
determinazione della p, da cui segue subito la conoscenza delle 
B, T. Ed ecco l’intima ragione di questo fatto.

Mentre date le A , B, la corrispondente congruenza è determinata, 
il dare le S, T individua le infinite congruenze che si ottengono da una 
di esse combinandola linearmente con le congruenze di un complesso 
lineare.

Se invece di dare le sole B, T, si desse effettivamente la p, 
permane ancora una indeterminazione ; infatti, se p = 0, si ha, 
nelle attuali ipotesi t = 1, che t — 0, che cioè la congruenza ha 
per seconda falda focale una retta posta nel piano che abbiamo as
sunto come piano all’ infinito.



§ 45. — L’equazione delle congruenze W 

in coordinate di retta.

Ritornando a coordinate omogenee, lo coordinate r — (xx} di 
una rotta generica della nostra congruenza soddisfano alle :

r = A(x xu) + B(x xj ;

ru = — —(« + B(x« xù + B{x x^

W X-
I rv = —(» xù —A(xu x„) +A(x x^ ;

I = (0„„ + py)r + X(o;M xv) — [x(x xuv) 

donde :

+ [ ("^ + ’•) + “•) ~ + h)] r = 0 •

Le coordinate r di una retta descrivente una congruenza W sod
disfano ad una equazione di Laplace, le cui caratteristiche sono le 
asintotiche delle falde focali. Il complesso lineare in involuzione con 
r , ru , rv, ruu , rvv è in involuzione anche con rw, cioè è osculatore 
alla nostra congruenza. Gli invarianti di tale equazione sono uguali 
soltanto quando A-.B — U : V, ove U è funzione della sola u, 
V della v. Posto A:U — B: V — C, lo (1) del § 44 danno :

(3)
P Cu _ U Cv
U C ' 7 V G ‘

Cambiando i parametri delle u, v si renda U— V= 1. Sarà:

z.x o ai°gc diogC' • o(4) p=-------_À_ , ------- --- e quindi p.-i».



Perciò : Soltanto le superficie R (per cui cioè i parametri delle 
asintotiche si possono scegliere in guisa che = ?„) sono falde 
focali di una congruenza W, le cui rette soddisfano ad una equa
zione di Laplace ad invarianti uguali. Tale congruenza è formata 
dalle tangenti alle u — v = cost. ; da quanto segue apparirà che al
trettanto avviene delle tangenti alle linee u -|- V = cost., le quali con 
le precedenti formano un sistema coniugalo, che si dice R.

Per vedere tutto questo chiaramente, chiediamoci quando sia 
le tangenti ad un sistema di linee, che le tangenti alle linee coniu
gate formano congruenze W. In tal caso per le due congruenze A : R 
ha valori uguali e di segno opposto. Dovendo entrambi soddisfare la

(5)

caratteristica dello congruenze 17, sarà appunto ~

cioè A : B = V : 7, come nel caso precedente. Cioè :
Se le tangenti a un sistema di linee tracciate su una superficie 

S formano una congruenza W, condizione necessaria e sufficiente 
affinchè anche le tangenti coniugate formino una congruenza W è che 
tali linee insieme alle coniugate formino un sistema R, ossia che V e- 
quazione di Laplace cui soddisfano le coordinate delle rette della data 
congruenza abbia invarianti uguali.

Altrettanto avverrà perciò-anche del sistema coniugato, immagine 
delle sviluppabili sulle seconde falde focali ; e le successive trasfor
mate di Laplace della nostra congruenza sono tutte congruenze della 
stessa specie. Si noti in più che i sistemi coniugati R sono tutti 
isotermo-coniugati.

Se u + v — cost. formano un sistema coniugato 11, a coordi
nate delle tangenti a tali lineo possiamo assumere le 

, 1
P ~ «la

(6) p - J- 

«12
(« x„) + (x xv) (x x„) — (x x„)

lo quali hanno il vantaggio di essere invarianti ; perchò, moltipli
cando le x per un fattore k, o quindi a12 per k2, esse non mutano.



Valgono le :

(7) ~^-(p + p') = P(p —p') , -^-(P — p') = l(p + p')

ossia :

(8) (Cp)u = -C2^ ,

donde :

(9) p„v+(r„„—r„r„)p=o, p;„+(— r„„—rttr„y=o (r=iogc).

Queste equazioni sono pertanto trasformate di Moutard l’una 
dell' altra.

Le Pu > Pm > Pai sono le coordinate del punto ove la retta p 
incontra il piano t = 0 ; risultato analogo vale per p'. Dai risultati 
del § 18 si deduce che tali due punti si possono considerare come 
proiezioni di due superficie 2', 2" di cui u , v sono le asintotiche. 
Supposto t = 1, è :

(10) p4l = —(«„ + xv) , p4S = -i- (y„ + yj , p43 = —(zu+zv) 
«12 «12 «12

che noi potremo pensare (loc. cit.) essere tre delle quattro coordinate 
omogenee di un punto di 2', mentre le coordinate 5', vf, C, v' cor
rispondenti del piano tangente soddisfano alla t' = 1 (sono non omo
genee). E dalle forinole date loc. cit., duali di quelle di Lolieuvre, 
risulta :

Derivando, ricordando la p„ = T„ e lo equazioni fondamentali

se' ?42 p43 1 y» + Vv z„ + z.
du Sp42 

du
Sp43 
du

«is
(P — o«)^ + y™ (P "4” ^uv

(11)
se' p42 P43 1 y» + tiv +
dv ^Pd2 

dv
Sp43 
dv

ais
Or — ^y» + y^ (t— ox+«u„



per 2'

(12) c = ox-px &. = 6X-7X 

(dove appare chiaro il significato dei simboli)

si trova che le quantità 0', 7' relativo a 2' sono dato da :

(13) 0+p'=6,.+O; ; 7+7 = O+O'=log(0„+Oe - p-7)

Anche 2' è perciò una superficie lì ; e così pure 2". È facile 
precisare tale proprietà giungendo al teorema seguente :

Le intersezioni con un piano di due congruenze R, trasformate 
di Laplace, sono proiezioni delle asintotiche di due superficie 2", 2', 
che sono ancora superficie R, anzi sono falde focali di una nuova 
congruenza W che si dirà trasformata T della falda focale S comune 
alle due congruenze iniziale. Vale anche il teorema duale, perchè le 
correlazioni portano superficie lì in superficie lì.

§ 46. — Le congruenze di Wilczynski.

Ci chiediamo quando due congruenze aventi a comune una falda 
focale S, su cui le loro sviluppabili segnano lo stesso sistema coniu
gato, appartengono entrambe a complessi lineari.

Entrambe le congruenze saranno W, perciò il sistema coniu
gato sarà un sistema R, le cui equazioni si potranno porre nella 
forma u + v — cost., mentre è 0„= 7,,. Lo due congruenze si ot
tengono ponendo

(1) A = B = e~ V oppure A = — B — e+cp

ove ?» = P , = 7 •

Gli elementi della seconda congruenza saranno contrassegnati con 
apici.

Per entrambe si calcolino , X , N. Si trova subito :

(2) N = A2(2?um - 2(p„„ - + 6» - 6; +

+ 2<p„0„ — 2<p„0„ — 20„« + 20„„ + 4pu — 4p22),



(3) N'= A'^- 2^u + 2<p„ - # + + 6» - O2.+

+ 2^e„ —2^6„-2e„„+20,v), 

donde, sottraendo :

(4) 4 _ re-2(p) =

Sommando si trova invece :

(5) 4 + = 1. _

(<U - 4 0* - 00, - pn) + (o„ - 4 °v - 7^ ~ Pii

cioè, ricordando la p„ = 7«, e i valori delle L,M definiti al 
§ 16 4),

(6) 4 + N'e-2V) = (y, _ _ L + M

Lo condizioni (14), (15) della teoria delle superficie (§ 16 D) 
danno pertanto :

= — (27?» + PTv) = 2<p„ — <f>„ <p„„ =

= - 2T„ ? Lu„ - 4 (tfe2* - N'e~2^

donde, se N, N' sono costanti, se cioè le nostre congruenze ap
partengono a complessi lineari,

(7) M = - - 4 + 4 ~ N'e-^) + V
o

[7 = funzione della sola t>].

E similmente si trova :

(8) L = - -4^-4 ~ + U
o

[17 = funzione della sola w].



Confrontando col precedente valore di L — M, se ne deduce 
U ~ V cioè

(9) U = V = m = cost.

Ora, se N ed N' sono costanti :

52 32 Ne2* — N’e~
T«m« — dudv (?™ ?««) — dudv 4

Ne2* + N'e~2*
Vuv n <?u^(Ne2* -N’e~2*Y

Se ne deduce facilmente che anche la terza condiziono (5) del § 16 D 
d’integrabilità è soddisfatta.

La nostra ricerca è ridotta allo studio della sola equazione :

(10) = 4* ~ N’*~^

Se una almeno dello citate congruenze W ò degenere, se p. es. 
N' = 0, questa equazione si riduce alla nota equazione di Liouville

(11)

il cui integrale generale è dato dalla 0^ = 0081. 

funzione soltanto di u + v ed Y di u — v.

^X'Y'

X+Y ’
ove X è

Se nò N, nò N' sono nulli, allora, essendo y determinato a 
meno di una costante additiva li dalla dy = ^du + ydv, possiamo 
sostituire <p li alla <p deducendone :

(12) Vuu -?vv = 4-^2/>e2tp - N'e~2k e-2cp) • 
"r

Scegliendo li in modo che Ne21'== + N'e 2h si trova, molti

plicando u , v per una stessa costante :

(I3) = e(fc2tp + e“2:p) (£ = ± 1) 



che è V equazione da cui dipende la ricerca delle superficie a curva
tura costante e da cui nel campo proiettivo dipende la ricerca delle 
superficie su cui esiste un sistema coniugalo le cui tangenti defini
scono due congruenze appartenenti entrambe a complessi lineari.

Ricordo che le superficie a curvatura costante (così come le 
deformate delle quadriche) sono (Bianchi) casi particolari di super
ficie R ; le tangenti a un qualsiasi sistema di linee di curvatura 
di una superficie a curvatura costante sono W.

§ 47. — Congruenze W di cui una falda focale S è quadrica.

A) Primi teoremi.

Se S è una quadrica, è p = y = 0. Dunque A = U è fun
zione della sola u, B — V della v. Le congruenze aventi una qua
drica S per falda focale sono dunque quelle le cui sviluppabili invi
luppano su di essa linee, che con le coniugate formano un sistema iso- 
termo-coniugato .

Posto t = 1 , y = u , z — v , x = uv , si ha 6 = pn = pM = 0 
e quindi

(1) ^—U'—V, X= —U'+V, N=U'2 — V'2 — 2UU"+2VV"

(2) P=P+P=
2VU'" 

N
2DF' 

N7 = 7 + 7 = —

La seconda falda focale S è rigata (p 7 = 0) soltanto se o U è 
funzione di secondo grado della u , o V della v. Se p. es. A = V = 
= au2 2bu + c {a, b , c = cost.), allora

(3)
2V"\au2 + 2bu + c)

1 ~ 4(ac — b2) + (7/a— 2VV") '

Dunque : Se una congruenza W ha per falde focali una quadrica 

S ed una rigala S questa appartiene a una congruenza lineare (per

chè l’equazione 7 = 0 ha due radici u = cost.), e le sue asintotiche 



curve, appartengono ciascuna a un complesso lineare. Se S non è 
rigata, ma S è sempre una quadrica, V identità

(4)
ó2logP _ d2logy 
dudv dudv

= 07

prova che le asintotiche curve della seconda falda 8, di qualunque 
sistema siano, appartengono ciascuna ad un complesso lineare.

È poi evidente che sono equivalenti i 3 fatti seguenti :
a) U e V sono polinomi di secondo grado; b) la congruenza 

appartiene a un complesso lineare ; c) anche la seconda falda focale 
è una quadrica.

In tal caso con una trasform. lineare (reale o no ; intera o 
fratta) sulla u e una trasformazione analoga sulla v (cioò con una 
proiettività applicata ad S) potremo ridurre U ad 1 (se U = 0 ha 
radici coincidenti che si mandano all’ oo ) oppure ad au (a = cost.) 
e similmente la V ad 1 oppure ad av (a = cost.) Le linee du : U = 
= dv : V saranno quindi riducibili ad uno dei tipi : u — v = cost. 
(nel qual caso N = 0 e la seconda falda degenera in una retta) 
oppure uc~,iv = cost. (h — cost.) oppure «:?/' = cost. (h = cost.)

S) Interpretazione nella geometria non euclidea.

Assumeremo 8 come assoluto di una metrica non euclidea di 

Cayley. Le coordinate di un punto di 8 sono :

x=—(U'+V')uv+2{vU+uV) ; t= — {U'+ V)-, 

y=—fU' + V')u + 2U ; (U' + V')v+2V ;

forinole notevoli che danno in termini finiti per mezzo di una 
funzione arbitraria U della u e V della v lo equazioni di una 

superficie 8,
Posto

(6) /= 27 — V'v , y'= — V , z'= v , t'=l, 

questo punto, al variare di v, descrive una curva C. Le equazioni 



precedenti che si possono scrivere :

x = ux + (2C7 — L7'w)z' ; y = uy' (2U — Vu^' ; 
(7)

x=x'—U'z' ; t=y'—U't'

provano che : Le asintotiche u = cost. di S sono tutte tra loro col
lineari (proiettive a 0') ; e altrettanto dicasi delle v = cost. Poiché 
dalle precedenti equazioni segue che xt— y^ ò proporzionale ad 
x' t' — y' z' segue che le collineazioni che portano un’ asintotica di S 
in un’altra asintotica dello stesso sistema lasciano invariata la qua- 
drica S, e nella metrica di Gayley sopra definita si riducono a mo
vimenti. La tangente a una asintotica v — cost. di <8 incontra 6’ 
in un punto xu + pài, ove p è definito dalla :

+ P«>) + PO = (Ùu + py) + p~) ,

ossia :

(8) C7"+ 2U'p 4- 2Dp2 = 0.

Le generatrici u — u0 di 8 a cui si appoggia tale tangente
sono date dalla :

(9) w0 =
y« + py 

+ pz

che dipende esclusivamente dalla coordinata u del punto di 8 , ove
si è tirato la tangente all’ asintotica v = cost. Dunque :

Le tangenti alle asintotiche (p. es. v = cost.) di un sistema 
della S tirate per i punti di un’ asintotica (u = cost.) dell’altro siste
ma incontrano S in una stessa coppia di generatrici (u = cost.), e 
nella nostra metrica sono pertanto parallele di Clifford. (La funzione
U determina tale corrispondenza tra u e i due valori u0 ; signifi
cato geometrico analogo ha la funzione 7).

dv
VLe linee 0 inviluppate su S dai raggi della

nostra congruenza hanno dunque per tangenti tali raggi che sono 
anche tangenti ad S. Perciò nella nostra metrica esse sono su S linee 
di lunghezza nulla. Ciò si, controlla col calcolo nel modo seguente:



Essendo x t — y% = —4177,l’elemento lineare di £ nella nostra 
metrica è, a meno di un fattore costante arbitrario :

che si scompone 
. du , dv *

appunto nel prodotto di due fattori, di cui il primo 

come si voleva verificare. Ma, osservando che

anche il secondo è un differenziale esatto, si ha in più. :
Le superficie S sono nella metrica di Gayley superficie a cur

vatura nulla. La congruenza W iniziale è quella delle tangenti al 
chu du

primo sistema di linee ——|—— = 0 di lunghezza nulla ; la 

simmetria del risultato fa prevedere che anche le tangenti al secondo 
sistema di linee di lunghezza nulla, formano un'altra congruenza W 
avente le stesse falde focali. Infatti per S è :

(11) p=27I7'": N , t = —2UV"':N.

Affinchè le tangenti alle altre linee di lunghezza nulla

du _ dv 
T ~ lì(12)

-- -- 2UU"—U'2 277"—7'2
=--------------p---------:---------- F-------

formino una congruenza 17 è necessario che

d2logA: B / Bj \ _ pj \ = Q
dudv \ A I \ B\ /u \ /V

equazione che si trova identicamente soddisfatta.
Oss. In un punto di £ tiriamo le tangenti alle due linee di 

lunghezza nulla, che ne escono ; esse incontreranno la quadrica in 
due punti A , B. Siano (u^v) le coordinate curvilinee di A ed



(«i, vx) quelle di B. Si trova che :

U V
(13) M1=w —2-^ W1==u_2—.

Così la U e la V si possono pensare anche come le funzioni 
che definiscono la corrispondenza tra A e B. Il fatto che è fun
zione della sola u, e vr della sola v dimostra in altro modo l’ul
timo teorema ottenuto.

Questo teorema risulterà pure evidente, se si riesce a inver
tire il penultimo, cioè a dimostrare : Condizione necessaria e suffi
ciente affinchè le tangenti a un sistema di linee di lunghezza nulla 
(in una metrica di Cayley) per una superficie S formino una con
gruenza W, è che S sia a curvatura nulla.

Adottando i simboli della geom. metrica, indicando con a:, y, z, t 
coordinate di Weierstrass, cosicché 8x2 = 1 (se 8x2 = a;2 -p y2 -|- 
+ z2 t2 = 0 è l’equazione dell’ assoluto), sia

2Fdudv = S(dx-)

l’elemento lineare di una superficie S riferita allo lineo di lun
ghezza nulla. Una tangente in un punto x di 8 alla v — cost. 
incontrerà l’assoluto 8 nel punto x„. Affinchè questa congruenza 
sia W è necessario e sufficiente che 1’ equazione

[xu xuu x.u„ d2xu) = 0

delle asintotiche di 8 coincida con la equazione

Ddu2 + 2D'dudv + D"dv2 = 0

delle asintotiche di S. Posto <p = logP, le equazioni fondamentali 
della teoria delle superficie danno :

(14) xuu = <puxu+D^ , xuv——Fx-\~D'i , xm=yvxv+D"k.t

so $ sono le coordinate di Weierstrass di piano tangente. Tenendo 
conto di queste equazioni, ed escludendo al solito che 8 sia svi
luppabile e che quindi possa essere D = D' = 0, si riconosce fa



cilmente che le precedenti equazioni coincidono soltanto se — 0, 
cioè se la curvatura di 8 è nulla, come si doveva provare.

L’ equazione di Gauss per /S prova allora che, in coordinale 
u , v qualsiasi,

(15) DD"— D'2 — —(EG — F2)

E, poiché dalle formolo della geometria non euclidea, si deduco :

(16)

(x xu xv d2x) ($ d2$) =»

= — (DD"— D'2) (Ddu2 + 2D'dudv + D"dv2)2 

(x xu xv d^x^EG—F2 (Ddu2+2D'dudv-\-D"dv2),

si ha nel nostro caso :

(17) (x x„ xv d2x) = + d2$).

Cioè : Le coordinate di Weierstrass di punto e di piano tangente si 
corrispondono (per le nostro superficie S ) secondo la legge da noi 
posta in generale al § 12 per ogni superficie. Questo teorema ha una 
semplice interpretazione geometrica : La normale non euclidea della 
nostra superficie coincide con la prima direttrice di Wilczynski. In
fatti, scritto l’elemento lineare riferito alle asintotiche nella forma :

du2 + 2coswdwdv + dv2,

il precedente teorema prova che la seconda forma di Gauss

2senwdwdv

coincide con la nostra forma F2. La direttrice di Wilczynski è la 
retta congiungente x ad

(18)
x„~x 1 ^«18.3. _2 

““ 2 dv “ 2 du '

ove a12 = sema e 0 , y coincidono (come per la geom. euclidea) 
!11 ) ( 22 ) —

o “ {. Poiché = 0 (perchè S è a cur-
“ ) ( J



vatura nulla) il punto x" coincide con xuv, cioè por noti teor. 
di geom. metrica, con —Fx + D'Z ; la direttrice di Wilczynski 
coincide perciò con la retta ($,£), che è proprio la normale non 
euclidea.

Tutti questi risultati dimostrano che le nostre superficie 8 coin
cidono con quelle studiate dal Bianchi negli Annali di Matem. 
Ser. 2, tomo 24, 1896, pag. 93. Nella mem. del Bianchi si trova 
in più dimostrato che : Le normali non euclidee (cioè le prime di
rettrici) di ma delle nostre superficie formano ancora congruenze W, 
le cui falde focali sono ancora superficie del medesimo tipo. Viceversa 
ognuna delle nostre superficie si può pensare falda focale della con
gruenza delle prime direttrici di un' altra superf icie del medesimo tipo.

0) Inversione dei teoremi dati in A.

Invertendo il significato delle 8, 8 cerchiamo di provare, se 
possibile, i reciproci dei teoremi dati in A. Il primo si enuncerebbe : 
Se S è una superficie non rigata le cui asintotiche appartengono 
ciascuna ad un complesso lineare, allora S è falda focale di congruenze 
W, di cui V altra falda S è una quadrica ; vedremo che questo 
teorema non si può dire sempre vero, perchè può capitare che 8 de
generi (caso in cui il teorema non ha senso). Nelle nostre ipotesi 

(19) p =? ; -^~-=Pa d<>»de MW'”: (U+ F) (cfr. § 18 B, G)

Se 8 deve essere una quadrica, cioè se deve essere p=y= 0, 
sarà :

zoo\ — B Fu “ A Nv(20) p = p + p = , p = 7 = 7 + 7 = — — —.

Poiché

(21) -<4v — -Bp Bu = -A£

sarà

(21) W,
Bu
B ~

Nu .
N



e quindi per la (22) del § 42

(21) Bv : B — : p A^ : A — pu : p .

Perciò

(22) B = A — /U ed X funzioni della
\7 ed Y > »

sola w' 
vi

(23)

donde :

m == — p2X (px)tt = -p2y,

(24) py = XU'
U + V + funzione della sola u — -T-~

U ~\-V
Y.

(25)
YV

U+V
ì/u' V

+ funziono della sola v = X

Perciò ------ --------------- dev’essere funzione sia della sola w,

che della sola v, e perciò deve essere costante. Quindi:

(26) X/tF = — HU + K , F|/P'= HV + K (H, K = cost.) 

o quindi :

Scegliamo coordinato omogenee tali che a12 = 1 : p. Sarà allora :

(28) p. = --- + A) + A) =0.

(29) ^=4^pn-4B2p29.

Nella nostra ipotesi per |«12| = e° è:

r d210^ 1 ( Y o ,
(30) L =-------—---------- — 2pu e analoga per M.
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Confrontando coi valori di L, M dedotti al § 18 C, si trovano 
i valori di , p22 ; e se ne deduco il valore di N. Si trova così :

(3i) 2^L±23ì=_(Z77+a)2^
+ (_ HU + K)2 [*F 2 + (h - l)V + p] ,

(*) Se II — 0, ò K $ 0, perchè altrimenti o V' = V 0 (caso assurdo, 
porohò ne seguirebbe p = y — 0, cioè ohe S è una quadrica contro l’ipotesi) 
oppure j4 = J3 = 0, caso in cui le 8, 8 coinciderebbero contro 1’ ipotesi.

ove h , le, l, p sono costanti dipendenti dalla superficie 8 considerata.

Poiché le p = 7 = 0 equivalgono allo Nu : N = Bu : B e 
Nv : N = Av : A , dovrà essere

(32) (con P = est.)
U ~j” V

Identificando i due valori trovati per N, se no deduce :

(33)

H2(h — l\ — 2hHK = — ~H2,
2

K\h — l) — 2pHK = ~ K2, 
2

kK2 — pH2 = — KH.
2

La prima divisa per H si riduce alla seguente forinola (che sus
siste (*)  anche se lì = 0) :

(34) H(h — V) — 2kK= —
2

In modo simile si trova :

(34) bl. K(h — l) — 2pH= ~K.2



E questo due equazioni equivalgono alle tre precedenti. Eli
minando le H, K, non contemporaneamente nulle, come abbiamo 
già osservato, se ne deduce:

p*
(35) =

che determina P a meno del segno ; per ogni valore di P si deter
minano poi le H, K dalle forinole precedenti. Quindi, coni’ era 
prevedibile, ognuna delle nostre superficie S è falda focale di due 
congruenze W aventi per seconda falda focale una quadrica. Il 
teorema ha eccezione nel caso (A — Z)2— 4&p=0; le congruenze 
W corrispondenti (essendo P = 0) hanno N uguale a zero, e perciò 
hanno una seconda falda focale degenere. Questo avviene in parti
colare se Ic — h — l—p~Q, cioè se la superficie appartiene al 
caso limite di Tzitzeica-Wilczynski.

Quanto alle rigate S di una congruenza lineare, si noti che, 
scegliendo opportunamente i parametri delle asintotiche e il fattore 
di proporzionalità delle coordinate omogeneo, si può rendere :

(36) a12=l, 0=0, pn = p=O, i=2bu-yc (ò, c=cost.) (*)

e quindi, por le condizioni d’integrabilità, p22 è funzione della sola v. 
Indicando con U, V funzioni della sola u, o della sola v, si trae :

(37) B=V; A = — (2bu + c)V+U

Se si vuole che la corrispondente congruenza W abbia per seconda 
falda focale una quadrica ( P = 7 = 0), dovrà essere :

(38) Nu=0 7 = 2bu -I-c =

ossia
l N \ N(26m + c)

p) Si suppone qui che una delle direttrici sia 1’ asintotica u = oo. Al
trimenti y sarebbe un polinomio di 2® grado in u.



con N funzione della sola v. Dunque U — k (2bu + c) con k = cost. ; 
e perciò, aggiungendo a 7 una costante, potremo supporre U = 0. 
E la precedente equazione diventa N = hV con h = cost. Vediamo 
dunque quando dalle:

(39) B = V' ; A = — (26w + c) V segue N — hV con h = cost.

Esplicitando il valore di N si trova

(40) hV = W — P"2 — 2 V (2bV — V" + 2V'p22)

Data una rigata, appartenente a una congruenza lineare, ad ogni 
soluzione V di questa equazione (purchò 7^cost; perché -B^O) cor
risponde una congruenza W, le cui falde focali si riducono alla data 
rigata ed a una quadrica. (Due soluzioni V proporzionali indivi
duano la stessa congruenza).

§ 48. — Congruenze W con le due falde rigate (non quadriche)

» Siano 8 ei S rigate ; e sia p = 0, 7 = 0, cosicché lo v — cost.
sono asintotiche su 8, le u = cost. su 8. Le forinole che danno 

0 -|- p e 7 + 7 si riducono a :

L’ equazione (22) (§ 42) in N diventa pertanto :

• (2) Vmv + 4p^ = 0 ossia Nuv-^-=Q ossia 
15 1V dudv

che per le precedenti dà:

(3) ^=0 donde ^-0 («)
dudv dudv '

(*) Infatti la Bvv=—+ #07 dà Buv + 4p<> = 0 o per la precedente 

equazione del tosto =_j. jp ossia 0® : 0 = B„ : B.



Cambiando il parametro u potremo ridurre p ad una funzione 
della sola v (necessariamente un polinomio al massimo di secondo 
grado, se il parametro di v è stato scelto opportunamente), e la S 
è una rigata di una congruenza lineare, cosicché si può supporre:

(4) 0 = pa2=0, Pu = Pn(w); P=2^-|-c (6,0 = cost).

Dalle (1) del § 42 si deduce, indicando con U o V una fun
zione della sola u o v:

(5) A = U' B = — U$+V

dove, per la (logB)„„=0, essendo C7'=M^:0, dove essere 7=p+cost.

Mutando dunque U in U + cost, sarà:

(6) A—U' B^ — U^.

Basta calcolare N per dedurne che N ò funzione della sola u 
e che quindi anche 7 = 0. Dunque si ha il teorema di Segre:

Se le due falde di una congruenza W sono rigate, e alle asin
totiche curve della prima corrispondono generatrici della seconda, questa 
seconda falda è una quadrica e possiede pertanto un altro sistema 
di generatrici, a cui corrispondono le rette della prima falda focale. 
Escluse dunque le già studiate congruenze W, di cui una falda 
focale ò quadrica, per studiare lo congruenze W a falde focali ri
gate, basterà studiare il caso che sulle due falde focali si corrispon
dano le generatrici, che p. e. 7 = 7 = 0.

Potremo supporre 0 = 1, p = —
ove le pt sono funzioni della sola u, e infine p22 = 0. Le equa
zioni fondamentali dicono che A ò funzione della sola u, e che, 
posto

si ha :

(7) 3 = tp(v) + q2v2 + qav — qt .

Dobbiamo ora esprimere che 7 è nullo come 7. Ricordando 
il valore di 7 + 7, ciò equivale a dire che N„=0. Esplicitando 



il valore di N, si trova elio la ^ = 0 equivale a (pm(v) — 0, cioè 
alla (p = 0, quando si aggiungano alle tp opportune costanti. Data 
una superficie, rigata con le sole integrazioni necessarie al calcolo 
delle q si trovano le congruenze W, di cui essa è falda focale, e la 
seconda falda è pure rigata.

§ 49. — Superficie trasformate delle rigate 

con congruenze W.

Sia S rigata, e precisamente sia p = 0. Sarà:

L’ equazione in N diventa così :

ossi»

donde, per le precedenti

^^?=PV ossia BB„=BUBV+B2^ ossia (—jp„+^7)5 = 
ouov

= — A^Bv + B2^ cioè p„:p = 5v:B, e infine, per le prece
denti

« (soPfO)-

Se una superficie S (non rigata) è trasformata con una con
gruenza W in una rigata S, le asintotiche di S che corrispondono 
alle generatrici di S appartengono a complessi lineari (Segre).

I metodi qui svolti permettono di dimostrare facilmente il 
teorema reciproco : Se le asintotiche di un dato sistema di una 
superficie S appartengono ciascuna a un complesso lineare, la S 
è trasformata di una S rigata, le cui generatrici corrispondono 
a tali asintotiche. Questo teorema ci dà un metodo geometrico per
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trovare tutte le superficie, di cui un sistema di asintotiche è formato 
da linee appartenenti a complessi lineari. Questo metodo, come nel 
precedente §, richiede le sole quadrature necessarie a determinare 
le q (o lascia la <p(v) del citato § completamente indeterminata).

Supponiamo dunque che valga la (1). Come sopra si riconosce 

che imporre la condizione 0 = 0 equivale a imporre che sia

(2)

da cui segue:

(3)

NU.N = BV.B

0„:0= BV-.B

che dovremo ricordare assieme alle :

/ Av = — Bq, Bu——A$
(4) ) A. = —p.-^O„-y(0v + 0O„)

dove la [x si riguarda come nuova incognita. Si deve dimostrare 
che si può trovare jx in guisa che (3), (4) risultino integrabili e 
compatibili con (2). La condizione d’integrabilità dà soltanto:

(5) tM, = B + 7e«) - A (0w + 07) - y (0, + 06,), •

La (2), per la S = —yNu e per la (6) del § 44 dà:

, N
(6) [X^u 0« H- Pp-v p- (0v H- A)= 2^ P 

ove, usando per semplicità coordinate non omogeneo (pl( = 0), si ha:

N = 2^|Mt - 2Btx, + |x2 + 2 ~ (0, + 00,)

cosicché la (6) si riduce a :

/ \ R
(7) p-ùu + I P« — t1» + 97J f*2 ~ 0 •



Le condizioni d’integrabilità delle (3), (4), (5), (7) si riducono 
a quello relative alla (5), (7). Da (5) si trae derivando, come po
tevamo aspettarci (§ 44), 1’ equazione di Moutard

(8) + Pt>.

I valori di |iuuv dedotti da (7), (8) si riconoscono identicamente 
uguali, appena si ricordino le condizioni d’integrabilità della teoria 
delle superfìcie, e la identità

P — = = - e.»—Pt.

In conclusione dunque restano arbitrari i valori iniziali delle 
A, B, |i, e, poiché, solo moltiplicandoli per una stessa costante, 
la congruenza non varia, si ha il teorema (F.) che una delle 
nostre superficie è falda focale di ao 3 congruenze W, di cui la se
conda falda è rigata.

§ 50. — Composizione di Bianchi di due congruenze W.

Siano date due congruenze W aventi una stessa falda focale 
S. No indicheremo gli elementi caratteristici con A{, B{, [jq, X(, N( 
per i = l,2. Se z^ z2 sono due costanti, anche 4=21A14-zaA2 
e B = z1B1 + z2 Bz, soddisfacendo allo (1) del § 44, individueranno 
una congruenza W ; e chiaramente il relativo valore di N sarà 
N = + N^z^ + N2z%, ove:

(1) A12 — N2l — Xi |l2 + X2 + 8 (A1A2 pn -|- By B2 p22) -f-

+ A8?
" du+ 2

^2 

dv “ dv f

Invece il valore corrispondente di N è la funzione zr S1 + z2 S2 
lineare in zv

T 1 A7 Ci I fi 2, d N1 Zq d Nn -,
La _= diventa



1 9NA ±9N,
2(z1A1 + zzA„)\ l Su + 12 8u + 2 Su ) 2A1 Su + 2A. Su 

cosicché varrà la:

/o\ £^12 __ -^a SNX At SN,
Su A^ Su A2 Su ’

insieme all’ analoga :

snì2 = b2 sn. sn2
{ 1 Sv Bt Sv ' Sv '

Sorge dunque spontanea l’idea di porre

(4) = w 4-12,

dove le funzioni co, 12 sono definite dalle :

( co — — — 2A 8 12 — — 9 4 q) U~A1 Su ~2A^i ^-À2 Su

/ w — _ __ ^B T 12 — ^2 — 2B T
( V'~B1 Su “ 2 21 ^v~ 1B2~S^~~2B^2

Che ciò sia legittimo si deduce da ciò che, in virtù dell’ equazione 
cui soddisfa N1, lo condizioni d’integrabilità por le equazione in 
w sono soddisfatte. Si trova infatti :

(6)

(7)

A^ SN' _ B^ 3AT, 
Br Sv Ar Su

Poniamo ora :

a:12 — wa: 4- Xa »! — 2A2 4- 2B2

a>21 = flz 4- f— Xxx2 — 2A^ 4- 2BX

Sostituendo alle x = xt e loro derivato i valori dedotti dalle 
($)> (7)) (8) dol § 42 por A = At, B=B(, si trova: •

(a;124-a-21) = a:(o)4-12 — N)= 0 .



Trattandosi di coordinate omogenee, se ne deduce che i punti 
$21 coincidono.
Sostituendo ad x il valore dedotto dalla (10) § 42, ponendo 

^4=^, 5 = ^, si trova:

(8) = ><2 + ^+ 2^2 + 2 +

1 2B2
2B. '

Cioè il punto xi2 si trova nel piano tangente ad 5, nel punto 
, e simultaneamente anche nel piano tangente ad S2 nel punto x2.

Poiché, posto

(9) A, =— J.2 + ~w, B{ — B2— —

r--aAl — 1^2 N >

si ha :

(10)
i ^1 dlog?V| ,_  ,

0 du x ’

la retta congiungente ad o;12 descrive una congruenza W. E 
sarà provato che x12 ne è il secondo fuoco, se si osserva che, in 
virtù della e°i = ax = aN = Ne° , vale la :

(11)
, _ dA[ dB{ , Sloga, R, Sloga,

du 8v 1 du 1 dv ’

che appunto corrisponde alla (4) del § 42.
Si ha pure :

(12)

S(=-S2 + q|ì

= T2 — ^ 
2 Ai

Poiché w è definito dalle (5) a meno di una costante arbitraria 
udditiva, segue :



Se S è trasformata W (cioè trasformata con congruenze W) 
di altre due superficie 8j ed S2> esistono oo 1 superficie S12 che sono 
trasformale W sia di Sj che di S2 , che di tutte le oo 1 superficie 
trasformate W della S mediante le congruenze W definite dalle: 
A = Zj Aj -|- z2 Aa e B = z1B1 + z2B2. Tali superficie si determinano 
con una quadratura.

/ \ ( AY' \
Si ha A(=k(!x;+2A;g + 2^?) +2B(g —

le vr0* sono calcolate per la superficie Sostituendo alle p4 
ecc. i loro valori si trova :

(13) N’1 = N2 + ^N1—^N12==N2-^ (A12'=w+Q).

§ 51. — Le trasformazioni 17 di Fubini 

delle superficie isotermo-asintotiche.

Quando mai sulle falde focali di una congruenza si corrispon
dono le linee di Darboux ? In tal caso si corrisponderanno anche 
le asintotiche, Hessiano di queste, e la congruenza sarà W. Con 
le precedenti notazioni la fattaci domanda equivale a chiederci 
quando sarà

— B A
(1) p : p = 7 : t ossia A,, — : ossia BS: — AT=^:y,

A

ossia, per lo (5), (6), (7) del § 44, usando per la prima falda focale 
coordinate non omogenee, e quindi ponendo pll=p2ì — 0, quando

(2)

[Mìu P |M> ^117 P

[M — (0™ + [W = 0
1 

pw + 71^« — (iv — Jt22 — p -j- 

(essendo p un fattore di 
proporzionalità)



da ricordare insieme alle :

(3)

Av = —B-f B„ = 4p

24u = —p.— k— 24GW 2Bv=\— p.— 2B0,,

ku — p.u -|- 2B(0JW Py) — 24 (pO „+ p„ )

k» = — p.» — 2 A (0Mt) -f" Pt) + 2B(tGu -|- Tu )

donde, se consideriamo A, B, k, p. tutte come incognite, si hanno 
come condizione di integrabilità la seconda delle (2), come già 
sappiamo, oltre alle condizioni di integrabilità delle prime tre 
equazioni nella sola p., che si trovano (per la Av = — B?) essere :

(4)
dv Su

= 0. (*)

(*) Resta escluso il caso p = 0, che è il caso elementare delle con
gruenze W appartenenti a un complesso lineare, 0 che hanno por falde focali 
due superficie reciproche.

521°g y
Sarà dunque = 0 ; e, mutando i parametri dello w, v, si

AB
potrà supporre P—7, e quindi p = 7c— —. Si ha dunque il teor. 

di È. (escluso il caso elementare p = 0) :

Tutte, e sole le superficie isotermo-asintotiche sono falde focali 
di una congruenza sulle cui falde si corrispondono le linee di Darboux. 
Se S è isotermo asintotica, una di tali congruenze avente S per 
prima falda focale ò determinata dai valori iniziali di A, B, k, 
p., p^ , 0 dal valore di k. Ma, poichò, moltiplicando A, B, k, p.
per uno stesso fattore, la congruenza non cambia, una superficie 
isotermo - asintotica è falda focale di oo° congruenze della specie 
voluta, la cui seconda falda focale è ancora isotcrmo-asintotica. 
Questo teor. dà una trasformazione por congruenze W delle super
fìcie isotermo-asintotiche, por cui la Sig? Ragazzoni ha dimostrato 
il teorema di permutabilità, che segue immediatamente dallo nostre 
formolo. Balle procedenti (8 = pp : B = kA, T = — kB) seguo



(6) Nu = 2kA2, Nv = 2kB1.

Siano date due di queste congruenze W, di cui S è prima 
focale, corrispondenti ai valori kv k2 della k. Dalla (2) del 
segue :

falda 
§ 50

(6) ^=2^ + ^)^

oltre alla analoga in v.

Le =2Z:IA1^12, <o„ =2Z;1j31j52 provano che w 
^2

^12+c

ove c= cost. (se 7q-|-Zq4:0). Per le nostre congruenze la w, e le 
relative superficie del teorema di permutabilità si trovano senza 
quadrature (se Zq + Z;2 £ 0). Vediamo se tra esse ce n’è ancora 
qualcuna isotermo - asintotica.

Dovrà essere :

(7) 8N1 ÌA'2 7R'2 a l\—— = lA^ —-^IBy- (7= cost.)
du dv 7

cioè :

(8) £-(n2+^--^N. 2
( e analoga in v.

A j « 

~n7

Queste equazioni sono soddisfatte soltanto per l = k2, c— 0.
Se S, ed S2 sono superficie isotermo-asintotiche trasformale W 

di una superficie S isotermo-asintotica, tra le superficie S12 del 
teorema di permutabilità (nel caso kl + k2 4:0) ve ne è una sola 
isotermo-asintotica che si determina senza quadrature. Quindi, come 
nelle classiche trasformazioni del Bianchi, se di una superficie S 
isotermo-asintotica si conoscono le trasformate per congruenze W, 
V applicazione successiva a queste ultime delle trasformazioni per 
congruenze W si esegue in termini finiti (senza neanche integrazioni).

Anche il caso kt + k2 = 0 si studia facilmente, come ha os

servato Cedi. Se Zq + fc2 = 0, allora :

(9)
du du\ ~ Aj

-^12 j — ^2 ^2 + +

A [ A \+ 2^Nu^2-a>^j



(9) M, 2*a(- B2 + B^+ 2k2 N12(b2 - <0

(10)
dN12 a^ia 0

du dv
JV12 = cost.

come segue immediatamente dalle precedenti equazioni. Dunque 
le (7) saranno identicamente soddisfatte per N12 = 0 ; e in tal 
caso tutte le oo1 superficie del teorema di permutabilità, determinabili 
per quadrature, saranno isotermo-asintotiche. (Invece, se Nlt 0, 
nessuna sarà tale).

Delle superficie isotermo asintotiche è caso particolare inte
ressante quello delle superficie di Tzitzeica - Wilczynski. Nel caso 
di queste, supposto Pn = si hanno le:

__ a^iogp . 2 i
12 p ’ dudv 1 p ®n — ^aa — 0 .

Le precedenti equazioni si riducono alle :

Pwi 4“ F~ + PlM> — — n ®

P-w H—q- P*v “F PP'u — kB Xu — p*w -F 2 Xv — [Xp 2 -

Bu = —A$A„ = — B$
a , a x -f u.

àw ^"p-- 2À~

a , b X — p.
2B

E, se poniamo : 

47/
-----V2, 24=-(H-/0P^, 3B = — (1 — A)3p.u , X = /qx,

tutte queste equazioni si riducono alle :

. Bu 1 -j- Zi 1
4 4" Pp-U I^UV 7“ 0



Pw 4 p- P-V 4" 1 0 •

Se ne deduce :

1 4- h
N=h-2pp,„ p,„ ), Nu = 2ÀpVu = 2MS X — !b

^ = 2Avt4p2p^
1 rb

e si ha :

ò__W
1 N ’

Poichò p soddisfa alla stessa equazione cui soddisfa p, anche 
la seconda falda focale è una superficie di Tzitzeica - Wilczynski. 
Questo caso particolare delle nostro trasformazioni è stato scoperto 
da Tzitzeica, che ha pure enunciato per esso il teorema di per
mutabilità.

§ 52. — Le trasformazioni di lonas

per congruenze 1F delle superficie lì.

Sia /S una superficie lì, cioè sia pv = T« • La teoria che svol
geremo si applica (Cech) anche al caso p„ = con l = cost. : 
equazione che, se 1^0, si riduce facilmente alla precedente, mentre, 
se l = 0, si può ridurre alla p = l. Entrambe queste classi di 
superficie si presentano nella teoria delle deformazioni proiettive 
di una superficie. Supposto dunque p„ = 7«, noi ci chiediamo 
quando avviene che anche la seconda falda focale è lì, e preci
samente quando è anche p„ = 7« ossia (p -I- p)„= (7 + 7)^ ossia :

A Nv \ _(B Nu\
B N )u \A N )v

che, in virtù della equazione 22 del § 42 relativa ad N, si può



scrivere :

NV(NU d\og(B2—A2)\ Nu / Nv Slog^B2 — A2)\
N \N Su N\N ' dv )

equazione a cui si soddisfa, se

(2) N = k(B2— A2) con k — cost.4:0.

[Resta posta la questione se è possibile soddisfarvi in altro modo 
compatibile con le formolo della teoria delle congruenze 17]. Da 
(2) segue :

(3) S = ^Nu = -k  ̂+ Au')
ó/L

T = -^TìNv = -k^ + Bv}

E le equazioni (6), (7) del § 44 diventano, supposte le coordinate 
non omogenee (pu = 0) :

(4)

Pw* p.u Pp.„ Un ------k (/1M -|- Rp) 

p™ — +
p-w ■ p„ -|~ y p.„ • ■ ^22 Pj ~~~ (Bv "]* Ap)

Le (4) insieme alle equazioni del § 44, considerate come equa
zioni nelle incognite A, B, X, p, sono illimitatamente integrabili [ciò 
che dimostra che ò lecito 1’ aver fatto l’ipotesi (2)]. Bisogna ora 
vedere se da tali equazioni segue la (2). Confrontando le (4) con 
lo equaz. citate, si deduce che dalle nostre equazioni seguono le 
(3), cioò lo equazioni ottenute derivando (2). Basterà perciò che 
(2) sia soddisfatta nel punto iniziale perchè sia identicamente sod
disfatta.

Poiché, moltiplicando A, B, p. per uno stesso fattore, la con
gruenza non varia, e sono arbitrarli i valori iniziali di X, p,, p.M , 
p.„ , A, B legati soltanto da (2), seguo che per ogni valore di k vi 
sono co4 congruenze W del tipo cercato, la cui seconda falda focale 
è ancora una superficie R.



Siano kXì k2 due valori della costante k, ed A(, Bly ecc. 
(i — 1, 2) due sistemi di valori corrispondenti delle A, B, ecc. È :

A (J, A- B, 1»= A,+ B, p) + A. + B, p)

^1 j dN2 A2 dNx _ Qm
2&aJ2 du 2kxAx du 2k2 2kx

cioè

(5)
d 

du
2kxQ 2ài2w + 4/.q k2 £4j j42 — Bx B.^ = 0 .

Da questa e dalla forinola analoga por —, si deduce:

(6) 2kx 2 + 2&2w + k* (A A — ^2) — H — cost.

da considerarsi insieme alla già nota :

(7) 2 + w = ^12.

Perciò, se kx 7^, le 2 ed w si trovano senza quadrature. 
Cioò : Se S, ed S2 sono due superficie R trasformate di una, unica 
superficie S dello stesso tipo mediante congruenze W, si trovano, se 
7q4:&2, le oo1 superficie S12 del teorema di permutabilità senza qua
drature. Vediamo so tra di esse vi è un’altra superficie lì trasfor
mata di ed S2 mediante congruenze di lonas. Basterà vedere

(oO
se por qualche valore di II la Nx = N2-----differisce per un 

fattore costante dalla:

B^-A/ì^Bl-Al+^^l-Al)-2^B1B2-A1A2) =

V2 w3 w / // 2 w \
+ Z \ 4^^ 2k2 2kJ'

Ciò avviene solo per II = 0. Dunque per queste trasformazioni 
vale, se H teorema di permutabilità (lonas).

Se k1 = k2, le superficie <S]2 si trovano (come avviene in

Fubini 0 £ non, Lozioni di Geometria prowttivo-di/ferenxialo. 19



generale, § 50) con quadrature. Se la costante H (a cui non si può 
più dare un valore arbitrario) è nulla, tutte queste oo1 superficie 
S12 sono ancora superficie R; se invece H^O, le congruenze che da 
Sj od S2 conducono ad una S]2 non sono mai del tipo voluto, e il 
teorema di permutabilità è in tale caso falso. (*)

(*) Por qualche ulteriore proprietà di questo superficie ofr. lonas « Ueber 
die Konstruction der ~W Kongruen^en » (Jahresbor. d. D. Math. Ver., tomo 
29, (1920) pag. 64).

§ 53. — Le trasformazioni di lonas 

delle superfìcie di lonas.

In certo qual senso reciproca della precedente ò la trasforma
zione per le superficie di lonas (§ 17 B), che lo lonas stesso ha dato 
nei Sitzungsber. der Beri. Mathem. Gesellschaft (XIX Jahrgang, 1919). 
Queste superficie sono caratterizzate da questo, che i parametri u, v 
delle asintotiche si possono scegliere in guisa che , ossia 
che esista una funzione tp tale che

dtp = qdu pdv.

Il sig. lonas ha osservato che in tal caso e+1?’ (Adu + Bdv) è 
un differenziale esatto, che cioè il sistema coniugato, armonico a 
quello delle sviluppabili di una qualsiasi congruenza W avente la data 
superficie di lonas per falda focale, si può determinare con sole qua
drature. Le equazioni per A , B , S , T diventano nel caso attuale :

(1) Sv = Tu = S^.

(2) Av = — B<pu Bu~ — A<pv .

Si soddisfa alle secondo ponendo (in modo per così dire re
ciproco di quello definito dalle (3) del procedente §) :

(3) A = k(Su — T<pu) B = k(Tv — S<pv) (  = cosi)*



Dalla Nu = 2AS e analoga per Nv si trae

(4) N = k(S2 - T*) + h (h = cost.)

donde

P + e analoga per t+V.

Anche la seconda falda focale sarò una superficie di lonas, 
cioè

(p + $)dv + (7 + tfdu

sarà un differenziale esatto d(cp -]- tp) soltanto se h = 0. In tal caso 
infatti

+ ?v = P + P = 2?e + 2 =

= 2^v + 2
TSV — ST„ S T + S 
S2—^ ~ Sv 10S T_s

che insieme all’ analoga per 7 + 7 dà :

. — _ T 4- <8 (ove non ha importanza
f y — $ una costante additivo).

Per trovare dunque lo trasformazioni di lonas basterà scrivere 
lo (1) , (3) , pensato come equazioni cho danno le derivate prime 
delle S, T pensate come nuove incognite, le (1) e lo (2) del § 44 
destinate a darci le derivate prime di A , B, le (3) e lo (4) del 
§ 44 destinato a dare lo derivate primo di X e le derivato seconde 
di (i. La (4) ove. sia posto h= 0 ò una condizione relativa ai valori 
iniziali. Per ogni valore di k esistono 00 ® congruenze che trasformano 
la data superficie di lonas in altre superficie di lonas.

Siano ora due congruenze di lonas aventi la stessa prima falda 
focale, e siano kt, A^ Bt eco. (i = 1 , 2) i valori dello k , A , B... 
por le due congruenze. Sarà

~ (S^ - T. TJ = 8l T2 <p2 + S8 T, t, - ya Tw - T, =



7’ __ 7' — ।
kt 2 k2 1 2kl T 2k2'

Da questa e dalla analoga in si deduce :

(6) 8,8,-A- + + H (H = cost.).
Lì lo j Lì 7^2

Perciò, per la co 4- 2 = 7Vi2 , si trae : Se kx 4 k2 00 1 su
perficie S)2 del teorema di permutabilità generale si deducono senza 
quadrature.

Vediamo se tra esse vi è ancora una superficie di lonas, 
0 più precisamente se tra le congruenze che portano 8, od S2 in 
una delle /Sl2 ve 11’ ò ancora una dello stesso tipo dello precedenti. 
I corrispondenti valori delle N, S, T sono :

(7) N^N2-^- 

donde :
(8) 8?—^=-^-

S T, T'=T2 — Ù-^-
1 2 TVj 1 TV,

^2 TV^ p fi / fi , w , 
TV? k, N, 2^ + 2k, + ) 

che, a meno di un fattore costante, coincide con Ni soltanto se C=0.
I teoremi di permutabilità, enunciati al precedente §, valgono 

dunque inalterati anche per le attuali trasformazioni.

Tra le altro osserv. dello lonas, per cui rinviamo il lettore 
alla Mem. originale, è specialmente notevole la seguente. Le equa
zioni Sv = , Tu = Sy sorgono dal problema di determinare i
sistemi coniugati ad invarianti uguali ; poiché lo nostro superficie 
sono caratterizzate dall’averne due armonici tra loro (du^-^dv^—O), 
ad essi corrispondono due soluzioni dello nostre equazioni, che si 
riconoscono facilmente essere le :

S=T=e* S= — T=e-^.

Le corrispondenti congruenze W si determinano con quadra
ture ; e la loro seconda falda focale è ancora una superficie di 
lonas. Lo lonas ha anche studiato la composizione dello trasforma
zioni così definite con lo precedenti.



§ 54. — Il teorema di Fubini 

per le trasformazioni delle superficie lì.

Per una congruenza K di lonas è :

(1) N= kp. + 24([iw + 24pu) — 2B(p.e + 2Bp^ = k(B2 — A2).

Ora, conservati i valori di 0 , 0 , y (soddisfacenti alla pv = ?„), 
ma, sostituiti alle plt le p'^ = pit + -ì- k (i = 1 , 2) si definisce 

una superficie 8' proiettivamente applicabile su >8, perchè, per la 
0V = Yu , continuano a essere soddisfatte le condizioni d’integrabilità 
della teoria delle superficie. Deformando Z? in 8', la congruenza K 
va in una congruenza K1 avente 8’ per prima falda focale, che 
corrisponde agli stessi valori di A , B, p., k, ma per cui N ha il 
valore

(2) N1—kp. + 2A(p.„ + 2 Ap(j) — 2 B (p.v + 2 Bp’̂ .

Ricordando i valori di p« e di N, se ne deduce che N'— 0, 
cosicché K' ha una retta per seconda falda focale ; e viceversa se 
K' è una congruenza avente 8' ed una retta por falde focali, la 
precedente congruenza K è di lonas. Quindi: Tutte le congruenze 
K dì lonas aventi per falda focale una superficie S del tipo R si 
ottengono costruendo le congruenze Kz aventi pir falde focali una su
perficie 8' applicabile proiettivamente su S ed una retta qualunque r. 
Applicando S' su S, la K' diventa una congruenza K di lonas ; 
Zc oo4 congruenze corrispondenti ad una stessa S' sono le co* con
gruenze corrispondenti ad uno stesso valore, della costante, k. Anzi da 
questo teorema risulta senza calcoli evidente che è lecito porre 
N= k(B2 — A2).

Conosciuta una. 8' applicabile su 8, con sole derivazioni si cal
colano oo4 congruenze di lonas, di cui S ed un’ altra superficie 8 
del tipo R sono falde focali e altre oo4 congruenze dello stesso tipo 
per cui 8' ed un’ altra superficie 8' del tipo R sono falde focali.

Con le stesse notazioni una congruenza di lonas avente <8 per 



prima falda focale, alla quale corrisponda la costante k{ diventa, 
quando «S si deforma in S', una congruenza a cui corrisponde la 
costante kt — k.

Una osservazione sulla teoria delle congruenze W.

Sia cp(w , v) = cost. 1’ oquaz. delle lineo Bdu — Adv = 0 inviluppate su S 
dalle sviluppabili di una congruenza W. Moltiplicando le x, y, %, t por uno 
stesso fattore p (e quindi a12 = e° por p2), il nuovo valore p' di p sarà 

p — 2 A -y----2B ohe potremo in infiniti modi ronderò nullo con oppor

tuna scelta della p.
Se a'12 è il corrispondente valore di a l2, sarà :

(A a ,2)u 4* (B a 12)1? .== 0.

Perciò a lt(Bdu — Adv) sarà un differenzialo esatto ; e quindi

A — b — —
a 12 a l2

con 0(<p) funzione della cp, variabile al variare della p. Scrivendo ^G(<p)dq> 

al posto di cp, si potrebbe rendere G(q>) = 1. Le equazioni cui soddisfano 
A , B diventano :

cp«u = Vu d* PtP*' > Vvv = 0 K ,

che differiscono da quelle cui soddisfano le x, perchè manca il termine pu x.
D’ora in poi sopprimeremo l’apice in a'12, 0', p'=0. Il problema di de

terminare lo congruenze W di data falda focale »S equivale pertanto al problema 
di normare lo coordinato di un punto di S in modo elio anche queste equa
zioni ammettano una soluzione.

So la congruenza ò di lonas, si può dai risultati precedenti dedurre che 
lo coordinate doi punti di S si possono normare in guisa che non solo sia sod
disfatta la procedente condizione, ma ohe in più =p^ = cost.



Capitolo VI.

INVARIANTI DELL’ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*)

(*) I risultati di questo Capitolo sono stati esposti, por la prima volta, 
da (Sedi nella Memoria « Étude analytique de l’élément Unéaire projectif 
d’une sur face»,. Publications de la Facilitò dos Sciences do 1’ Università Ma- 
saryk, 1924, n. 36.

§ 55. — Alcune considerazioni preliminari.

Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso particolare di 
superficie rigate, ritorniamo ora alle ricerche generali. Al Cap. II 
abbiamo visto che, nella geometria proiettivo-differenziale di super
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di 
forme differenziali

Fz = Earsdardw.(, 
(1)

F3 = iarsf du,. du, dut

legate dalle relazioni di coniugio

(2) A11a111-f-2A]2 ®h2 dA 22 ai22=^n®ii2"l-2A (2 j2a—H A22 a222~ 0, 

e determinate soltanto a mono di un fattore comune arbitrario. 
Ricordiamo del resto che (Cap. II, § 15 D) supposto J 0, dove

*

alll a112 “122

a112 aJ22 ®222 >

®11 ®12 ®22 



possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alle F2, F3 le 
forme normali tp2, <p3 loro proporzionali per cui J = — 1. Appare 
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli 
seguenti, interrompere i nostri studi geometrici por dedurre parec
chie formolo utili relative a tali coppie di forme. I lettori che desi
derino arrivare al più presto alle applicazioni, possono omettere nella 
prima lettura i §§ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo 
la definizione di 4>, V, V', II, K, W, H' al principio dei §§ 59 e 60. 
Avvertiamo pure che il lettore frettoloso può accontentarsi di veri
ficare le formolo dei §§ 56-58 in coordinate asintotiche il che si 
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi 
messe in carattere piccolo. Però lo studio delle dimostrazioni del 
tosto apparo utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai 
due Capitoli seguenti.

Prima di tutto, spieghiamo il procedimento d’elevazione degli 
indici di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al 
Gap. II § 9, br,t un sistema covariante simmetrico a tre indici. 
Porremo

bui = A/rbnl , 
r

W = E A^ = 2Alr Ahsbrst, 
s rt

b^=^Altb^ = ^AirAuAubr,t. 
t rxl

Il sistema 6^ p. es. si dice controvariante negli indici i e k 
e covariante nell’indice t. Ciò vuol dire che, introducendo nuove 
variabili indipendenti u, v, esso si trasforma come il prodotto 
^dutd^, le essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si
stema covariante brtt non fosse simmetrico, si può elevare un indice 
qualunque; soltanto occorre tener presente l’ordine degli indici. 
Si pone allora p. es.

b% = XAirAksbrtl , 
rs

b* = ZAlsAklbril. 
tt



In virtù delle identità

(4) ZAlrats =ej ove ej =0, se r^s , ej — 1 se r—s ; %Aihaik=2 
i \ ih

si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi b^ , b? , 
bihl a brst (abbassamento degli indici). Si trova cioè tosto

= Sa(r6Ì = 2airak,bih = lalrak,aubM ,
ih ibi

ed anche

b^Za^b? ecc. 
k

Porremo anche frequentemente

= a’-' ;

e ciò non ò che un caso particolare della notazione generale ora 
spiegata ; infatti si riconosce subito che

a"1 = ^air a^a,,. 
rs

Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d’indicare, sotto il 
segno 2, gli indici rispetto a cui si somma, tali indici essendo 
semplicemente sempre quelli che compaiono due volte, come indice 
superiore e come indico inferiore (*).

(*) L’indice di un differenziale si deve riguardare oome un indice superiore.

§ 56. — ] differenziali coniugati.

11 sistema covariante ars si è visto al Gap. II § 9 aver l’im
portante proprietà che il suo sistema derivato covariante è identi
camente nullo. Vi ò un altro sistema covariante che gode la me
desima proprietà. Posto infatti

(1) &u=0, ^2 = ^, = $22 = 0,



è facile vedere che le formano un sistema impropriamente co
variante (cioè covariante per cambiamenti di variabili a lacobiano 
positivo, cambiante di sogno per quelle a lacobiano negativo). Di più

5$,
9^ =

Su, i

si vede subito identicamente nullo, in virtù della formola

alogici / iì\ /^»\ 
“ \ i ;+ \ 2 )

Mentre il sistema ars è simmetrico, il sistema ■&„ è pseudosim
metrico, cioè . Ciò bisogna tener presento nei nostri
calcoli.

Qual’ è il sistema controvariante D-"‘ ? Essendo A = — e 1, 
si calcola subito

»>“■ »u“0' a“ = -W’ *“=W’ ^"“0,
anche il sistema d’-' è evidentemente pseudosimmetrico.

Notiamo le identità analoghe alle (4) del § 55

= —= = 0 se k^s,

(2) = — s se k = 8,

2^^ = — 2e.

Il sistema covariante si può generalizzare al caso di un 
numero qualunque n di variabili indipendenti ; ma nel caso attuale 
di n — 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso, 
cioè al concetto di differenziali coniugati che ci riesce opportuno 
per semplificare diversi calcoli. I differenziali du, formando un 
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni

(3)

Si ha anche

Dui = 'L^a^du^.

(3) M. Dut = ^iaiK^hsdus ;



infatti
(4)

essendo

2 Vkaks = 2 a* aK, = 2 a*.

Scrivendo por disteso, abbiamo

g
Du =____ ____■ (a12 du a22 ^v) >

FMI
(3) Ur

g
Dv = - —(a^du + a12da).

Si vede subito che, se F2 = 0 definisce le asintotiche di una 
superficie, la direzione corrispondente a Dut ò coniugata a quella 
corrispondente a du^ ; perciò appunto chiamiamo i Dut i differen
ziali coniugati. Da ciò si prevede che si può, a meno di un fattore, 
scambiare d e D nelle (3) ; precisamente si trova osservando le (2)

2 fi’'' a,ls Du, = 2 ahs a”p duq — 2 ft"1 duq = sd^ 

sicché
(3) qualar = s2a^ Du, = s 2 aik Du,.

Dal significato geometrico dei differenziali coniugati risulta 
subito senza calcolo che la forma F2 si moltiplica soltanto per un 
fattore finito, se vi sostituiamo i Dut al posto dei du(, o lo stesso 
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque 
coniugata ad F2. Precisamente valgono le

(5) 2 ah, Duk Du, = —e F2 ,

(6) 2 bk, Duk Du, = s 2 bk, duk du,, se 2 Ak, bk, = 0 .

Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che 

^bks Duk Du, = a^bhs duk du, 

e vogliamo determinare il fattore a. Sostituendo qui
duk + X Duk



a duh e quindi [come risulta dal confronto di (3) e (3) quater]

Du^ + e X du^

a Duk e confrontando i coefficienti di X, risulta

5 bk s duh Dus = sol biiS Duh dus

sicché, essendo bks = bSK , sa — 1, e. d. d. (*)  Per dimostrare la (5) si noti che

(*) Si noti che il ragionamento non si applica so — a^s, essendo 
identicamente 3 du/i Dus = 0.

(5) bis Ft ——e /|.4| {duDv— dvDu)

ossia
(5) ter F^ = — s 3 dui Duk

come risulta subito p. es. dalle (3) ter. Ora, sostituendo Dui a dui o quindi 
sdui a Dut , la (5) bi» mostra ohe Ft si moltiplica por —s, il che appunto 
è affermato dalla (5).

Introduciamo ancora una notazione, che ci sarà comoda qualche 
volta. Se tp è una funzione qualunque di u, v, si scrive :

dtp ~ ^du -I- <p2dv ;

e noi scriveremo analogamente qualche volta

(7) Dtp — p^Du + p2Dv.

§ 57. — La forma differenziale F2.

A) Definizione di P3'.

Noi porremo [cfr. le (3) ter del § 56]

(1) F'a = d/uhdMsDut, =

andu + a 12dv an]du2 2a112dudv 4- 

a12 du + a22 dv a112 du2 + 2a122 dudv + a2ì2 dv2 



e indicheremo con bkst il sistema simmetrico dei coefficienti della 
forma impropriamente intrinseca Fg. La forma Fg è, come la F3, 
coniugata ad F2, cioè valgono le

(2) ^Ai„bk,t— 'Siah’bhsl — 0.

Le bhst sono date dalle

(3) bM = Sfidai, ,

ed inversamente valgono lo

(3) bis aM = •

Di più si hanno formolo simili

(3) t8r

(3)qttBUr a^e^b,,,.

Accanto alla (1) possiamo scrivere anche

(1) >)18 Fa = s S aK,t duk Du, Du,,

(1) ter F3 — 8 $ aM Duh Du, Dut.

La (1) tor mostra che V equazione F3 = 0 definisce le tangenti 
di Segre. Tutte le forinole precedenti si verificano subito in coor
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante calcoli diretti.

Essendo [ofr. lo (8)bi« del § 56]

Saiuj) duk du„ Dup = Zaiwp ar‘ dut duk du„ = a\, duk du, dut ,

per dimostrare le (3) basta provare ohe, so si definiscono lo bitxl dallo (3), 
esse formano un sistema simmetrico. Ora ò evidentemente bh» = bskt, sicché 
basta provare ohe bw — bM,, ossia oho bk\«— = 0, oppure che

SM &*„ = 0.

Ora [ofr. le (2) del § 56]

S h’1 b^t = 2 M &u aks = 2 M Ha air akìr= — s 2 a‘r ahi r = 0.



Da (3) si deduco poi [cfr. le (4) del § 56 e lo = — 8^]

bk, — S a‘< ai, = S 8° api ai, = S aM,

cioè lo (3) ter- E lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (3) bis, 
(3)qUator e (2), Por dimostrare le (1) M» e (1) tor basta osservare che è per lo 
relazioni di coniugio e per la (6) del § 56

2 akst Duk Du, = tZakuduk du, .

B) Alcune identità notevoli.

Noi sappiamo (Cap. II § 12) cho la forma #2 $ proporzionalo 
aìVHessiano della forma F3 ; la seconda espressione (1) di F3 prova 
pertanto che la forma F3 è proporzionale al covariante cubico di F3. 
Esiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra FI, F3S, 
e precisamente

(4) Fl-eF? + ±-JFl = 0.
Ci

In particolare, usando le forme normali <p3 = — JF3, <p3 = 
= — JF3, = — JF3, essa diventa

(4) bi» ------=

La teoria dei covarianti di una forma cubica binaria conduce 
anche ad altre formolo importanti. Infatti le forme F« e F3 essendo 
proporzionali a forme covarianti di F3, evidentemente anche le 
forme

2 aih, dur du,, S b1̂  b{k, dur du,, S b^, dur du,

sono proporzionali a forme covarianti di F3. Ora, come ò noto, l’unica 
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria è il 
suo Hessiano, sicché le forme sopra scritte sono nulle oppure sono 
proporzionali a F3. Più precisamente, noi dimostreremo le formolo 
importanti
(5) ^a^aik,= —Jar,,

(5)u, Zb?bik,= sJar,,



(5)ter ^blh,= -J&r..

Per provare lo (5), occorre dimostrare anzitutto lo formolo

(6) 2 aihl om = — 2 J,

(6)bl, Zb^bM = 2eJ,

(6) lor ^alklbiki = 2aiubtkl = 0.

Dalla (3) del § 55 segue subito

j =---- 5- 2 •— («di <0,22 — 2(1(15 «kis + «(22 «Mi) =
2 ^1

=---- SfW $*«  aik ai?*  a,kM = — — 2 $s« airs aM

(*) Ciò è evidente por i primi duo, ma vale anche por il terzo. Infatti 
[ofr, (3) quat„ o (6) dol § 57 o (2) del § 56]

(2ai“ bus H* JIh2) — (2«s bua 4- Jìhn) =

= — s/|4| il&r.(2atk b<ks + ,73.,.,) = _ e^|4| (2sJ—2sJ) =0.

2 2

o facendo uso di (3) tor

J = — .2

Da questo si passa subito a (6) o (6) bis : a (6) facondo uso della (3) quater, a
(6) bu facondo uso della (3) tor- In quanto alla (6) tor, da (3) si ha

Saikl bua = 2 Un aikl aia ,

e il secondo membro, cambiando di segno so si scambiano gli indici i e r, 
svanisce identicamente.

Ciò premesso, osserviamo cho i sistemi covarianti

Sufa/iu, ^br'b/ki i 2 a? b(k, -|- J&rs

sono simmetrici (*).  Pertanto, ricordando 1’ osservazione fatta sull’ Hessiano di 
una forma cubica binaria, risulta che si possono trovare a , p e ? tali che sia

„ tk 2 ar aiks = a . ars,

^b^ bihs=^.ars ,

£ G'r biks *4~  J== Y • ^rs •



Ora moltiplicando le precedenti per a’"‘ e sommando, si trova

2 a = 2 aiks aiu , 

2(3 = Zb^ btu , 

2r = Saw' bm, , 

e basta osservare le (6) per arrivare alle (5). 
Passiamo alla dimostrazione di (4). Dalle (1) e (l)bu si deduco

e Ay — F^2 = 2ami dui dun dui • 2 ar,i dur Dus Dui —

— 2 ami dui duii Dui • 2 (irsi du? dus Dii 1

= Zaini arst dui dun dur Dui (dui Dus — dus Dui )

= — e 2&k ami arsi dui dun dur Dui . (duDv — dvDu)

e per la (5) tu del § 56

iF^ — F.^ = FtZ&‘ ami ar,i dui dun du,- Dut

e, scambiando gli indici i od r, le 0 t. I e s, essendo &st = — {P1

iFJ— F^ = -5- F2Z^Samiarsidui dur (dun Dut — dut Dun ) A

=----~ F22&(sS-'11 ami arstdui dur (duDv — dvDu).

Applicando nuovamente la (5) bis del § 56 si deduce

zF.^ — F^ = — F2Z 9-'11 &l» ami arsl dui dur , A
ed osservando la (B) ur

= F^ 2 b\i a,-,i dui dur ,2

indi por la (3)auater

= F^ 2 a}1 arsi dui dur ,

e finalmente per lo (5)

s F.^ — Fj2 =---- ~JF22Zatr dui dur =----5- JF2S , c. d. d.u —



§ 58. — La forma differenziale 2^idu{.

A ) Definizione delle <p <.

Dimostreremo in questo § che il sistema covariante artli deri
vato del sistema covariante a„t può sostituirsi con un sistema co
variante ad un sol indice. Tale fatto è importantissimo, perchè, 
come vedremo anche nei futuri Capitoli, ciò permette di dare ai 
calcoli di geometria proiettivo-differenziale delle superficie grande 
semplicità ed eleganza. Però le formolo che andiamo a dimostrare 
non hanno senso se J = 0. Supponiamo quindi in tutto il § attuale 
J 0, sicchò le nostre formolo non si applicano a superficie rigate. 
Osserviamo dapprima che le forme Ft o F'3 sono linearmente indi
pendenti (*)  ; se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad Ft 
ò combinazione lineare di F3 e F3. Ora tali sono le formo 
2* ri(i du,. du, dut (i — 1, 2) ; infatti, derivando covariantemente le 
Zar,artl = 0 si trova Sar,a,.J(( = 0. No seguo tosto che si possono 
trovare due sistemi covarianti a,- e p< ad un sol indice tali che sia

(*) Infatti, so fosse brlt = aavst, sarebbe
2 br‘‘ b,,t = a S br“ artl, ossia J — 0 

per lo (6)bi, o (6)ter del § 57.
(**) Infatti, derivando covariantemente la (6) del § 57, si deduce

Jt = - -ì- S(a'ir a» ai* aN( li =

=-----ì- Sa’"' at“ (a^t «ni 4- a*P4 =

= — Sa'"’ ai“ a” a*P4 ami = — Sars‘ ar,n.

Moltiplicando la (a) con ar“ e sommando, si ottiene pertanto, osservando 
anche lo (6) o (G) h. del § 57, — J< = — 2Ja<, c. d. d.
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(a) anu — drsl + bril.

Ora ò facile vedere elio a.i — ~ ~ (**)  ; noi porremo 
Lì J



sicché

(1)

p( = e2^4* (*),

1 J
ariH — "n-------f aru + 8 E filli 4** • ^ril • 

4 J

Accanto alla (1), vale la forinola analoga

(1) bit bruti “ ”2” j brtl filli 4 * ®rM •

Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante- 
mente la (3) del § 57, e osservando che le derivate covarianti di fi/t 
sono nulle.

La forma differenziale ^^id^ è evidentemente intrinseca; ma 
essa non è invariante. E invece intrinseca ed invariante la forma

q ri 1
(2)

ma è inutile confermarlo con calcolo, perchè ci arriveremo in modo 
indiretto al Gap. IX § 76 dove vedremo anche il significato geo
metrico dello direzioni definite dall’annullarsi di tale forma.

B) Relazioni con le p™— n,«.

Il sistema covariante arM appare nella forinola (13) Gap. II, 
§ 14 B). Usando i differenziali coniugati essa si scrive

P — fi — r—- --- aMl) dìlj DuKri ai
ossia

(3) P — Il = — s 2 fi” aihrs dut Duk

La ragione perché prendiamo le cp * 0 I10n 1° IL conio quantità fon
damentali, sta nel fatto ohe lo <p i dipendono razionalmente dai coofficienti di 
Ft e F3 e dallo loro derivato, conio si verifica facilmente.



Sostituendovi a Duk i valori (3), si trova tenendo conto suc
cessivamente dello (3) ter e (3) quator del § 57

P — Il = — s 2 {Pattar. apq du, duq =

= — s 2 O' s bir,  apq du( duq = — 2 apq du, duq =*

= — ^a(qL, du, duq = 2 (piq — n^dutd^ ,

(*) Si ricordi che

(**) Le forinole che andremo a dedurre si generalizzano senza difficoltà 
al caso di J qualunque, ma ciò ha poco interesse.

e ciò può scriversi

(3) bis P<K----- — ----- '^‘O’ihLr ()•*

So J ; 0, possiamo usare la forinola (1) che dà

SaihLr =

= ±2-4^ + [°fr- § 57, (3M
a J

sicché, se J $ 0,

(3) ter PiK ~ = — S f-|- 4 + aUr •

§ 59. — Gli invarianti del primo ordine 

dell’elemento lineare proiettivo.

A) Definizione.

In tutto il resto 
(j - -1) r).

del Capitolo faremo uso di coordinate normali

^aik~~r “ Sii re aikgi-.



Porremo

4> — 2 aik (pfc = 2 aik (p* (p* = 2 (p; (p1,

I 'f1 + zx^Sip, (p =

(1) 2a ',,(p((p*(p< = 2a(M(p‘(p''(p‘,i

F= 2òH'<p< (pZl <p( = 2&<„<p,(p*(p/.

Le quantità 4>, W, 'F hanno evidentemente significato intrin
seco ed invariante (*). Essi sono del resto gl’ invarianti più sem
plici dell’ elemento lineare proiettivo ; vale infatti il teorema che

ci accontentiamo d’ enunciare, che ogni invariante (assoluto) di 

che contiene soltanto derivate prime dei coefficienti di <p2 e ò 
funzione razionale di <I>, e T'. Essi sono legati dall’identità

(2) vp _ e qr2 _ _L <i>3 (**).

B) Alcune identità nel caso <I> $ 0.

Le forme differenziali lineari

2 (pj du,, 2 (p; Dut — 2 ì},.; (pr du,,

2 artl (pr (p* dui, 2 a,.tl (pr (ps Du, = 2 brsi (pr (p’ duf

sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche) 

ed invarianti. Se lo forme ^^tdut, sono linear

mente indipendenti e viceversa (***) ; in tal caso pertanto le altre 
due sono combinazioni lineari di esse ; precisamente valgono le

(*) Si tenga presente che esso s’intendono calcolato in coordinate nor
mali e cho T' è soltanto impropriamente intrinseco.

(** ) Ciò si vede subito, sostituendo <p! a dui nell’identità (4)bis del § 57.
(***) Infatti



qr qr'
2 airs dut = 2 tpi du, + e 2 Dii,,

(3) 
qr' qr

2 a„., y -[/ Du, = -$ 2 du, + —^^DUi.

Infatti, noi sappiamo ohe si possono determinare a o p in modo che sia

2 atrs 4r 4“ du i = a 2 4 i du , + p 2 4 • Du ;.

Sostituendovi Du , al posto di du , e quindi sdu < al posto di Du ; si ottiene

2ai,.s4r 4’ Du t — sP24i dui -|- a24< Dui.

Nello duo equazioni poniamo 4‘ al posto di du, o quindi 2{br4'' R1 
posto di Du,. Si ottiene, tenendo conto dello (1) § 59 o dello (3) § 57,

ip=ad> , e’F'=pd>,

da cui si hanno lo (3).

0) Altre identità.

Dimostreremo subito che i quattro sistemi controvarianti a 
due indici

(4) «u, 2 aMr<|»r, 2

sono linearmente indipendenti se 0. No segue che, sotto l’ipo

tesi <1> < 0, ogni sistema controvariante a due indici è combina

zione lineare dei sistemi (4). Ciò vale in particolare per ^‘dukì 
2 ars< <p,. cp, duk., 2 brsl cp,_ tp, duh, Precisamente proveremo che

/ 1 qr V' , \
duh = + ^5 2 u'Kl' <p,. — e 2 b "• <p J 2 <|q dut +

(5)

+ + _ 2 <p„ - 2 cpJ 2 Du,



/ e V' i ir 1 \s«’“ <1)4,^ = ^- — — 4. __ aik 4. _ Sa^Wdu,. 4.

(5) bl, 
/ 1 v 1 v 1 \

+ ‘H ♦ »" + T T - V s 6“” -l) ,

„ /IV IV' 1 \26- 4,. <p„ du, = - — 4. _L _ + _L W W dU( 4.
\ £ M* ó M/ u /

(5) tw
/ e V' 1 V 1 \+ (- t * + y V -4-*sDu‘•

Dimostriamo dapprima olio i sistemi controvarianti (4) sono linearmente 
indipendenti. So

c09-<* + + e!2a“ri|'r 4- e32b<*r <pr = 0,

scambiando i con le e sottraendo si ricava c„ - 0.
Moltiplicando con ai, e sommando risulta anche c, = 0 por le solito re

lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con ai, 4« oppure con b’, 4, 0 tenendo 
conto delle identità (5) del g 57 si ottiene

c2 ‘b = 0 , c3 $ = 0.

Quindi c, = ct = c2 — c3 = 0, c. il. d. Pertanto si può porre

41 du, = 4- alaik 4- a22artr <pr 4- a326**’* 4.- ,

2arsf cpr <p. du, = 4- Pta"‘ 4- Ma"11, 4,. 4- P326rtr(pr ,

20™* pr 4* du, = Yo$<k + y^*'1 -j- + Ya ^ikr <|)r .

Por determinare i coefficienti, moltiplichiamo lo precedenti equazioni por 
87* , ae, , Santipi , e sommiamo rispetto az e 6. Moltiplicando per fru, 
osservando che 4- = 0 e tenendo conto delle (3) 0 (3) bis del g 57 si trova

3 tpi Dui = — 2ea0 , 2 irsi V <PS dui = — 2sg0 , 2 a,.,(4' dui = — 2y •

Moltiplicando por ai, , si trova per le relazioni di coniugio

2i|q dui = 2oq , 2aMi<pr 4' dui — 2^ , 26rj<<|»'' 4’’ ^ui — 2yi.

Moltiplicando por 2»^ cpj 0 tenendo conto dello (5), (5) m» 0 (5) tor del § 57 
dove nel caso attualo J = — 1, si trova

3 a,-si 4r 4’ ^u< = a2 ® >



2aM<«nl |r |« |( duh = jL ®,

^brs< aih |r |s II d,Uk = Y«

Similmente si trova moltiplicando por 2 bìn |i 

^brst |r |s dui = — e«3 4>, 

2 ar,i blu |r l« li d'ik — — « p3 <P , 

26r*( bik Ir I» |i dUk = — sy3 ®.

(*) Si pensi scritto 2 Stri |’' dm al posto di 21, Dui .

Lo espressioni così trovato di p2, p3 , y2, Ys si possono semplificare. Infatti, 
esso si possono scriverò evidentemente

air,ani |r |! |( duk = p2®, 

^airsbit |r |“ |( duh = — sp3®, 

^blrsau |r I*  l( duh = Yj® , 

^bir,bu |r |s |‘ duk = — sy3®.

D’altra parto, sostituendo nelle (3) (*)  2<4j|1 duu al posto di dui > si 
trova per lo (3) stesse, osservando anche l’identità (2)

p2d> = 2- (V2au |< |*  duk + eW'28>Mi |r I1 duh )

= -2- (•E 2 air, |r |‘ dui — s V' 2 bir, |r |’ du, ) =

= -5- ® 21 < dui , <u

y2® = ('F'2 I1' I8 dui — IF2/>,>,!’■ |s diti ) =

=s — 2- ®2|< Dui . 
a

Similmente, sostituendo nelle (3) ^bki |( duk al posto di dui , si trova 

— e p3 ® = -2- (4f 2 bir, |r I’ dui — 2 »<,■«!’’ |' dut ) =

= -2- ® 2 |i Dui ,



— e y3 $ = -i— (Ut' il btn (pr dut — s V 2 airi (pr <P*  dui ) =

(*) E quindi, corno si vede subito, (p) = ip2 = 0.
(**) Tale caso si può presentare nel campo reale soltanto se s = 1.

---- d> 2 (pi dui .

Sostituendo i valori trovati di a0, . . . e facendo uso delle (3) si otten
gono finalmente le formolo che volevamo dimostrare.

D) Il caso <I> — 0 , ® $ 0.

Le forinole (3) e (5) non hanno senso se $ — 0. Se non sol
tanto <I>=0, ma anche (*),  i primi membri di osso svanisco

no identicamente. Supponiamo pertanto che sia<l»=0, malico (**).

Si dimostrano facilmente le forinole

(0) 2-»ri 4>*  = co , W'=wV, wa=l,

se $ = 0.

Infatti, essendo d> = «pi (p1 4- (p2(p2 = 0, esiste una quantità <o tale che 

, ^|(p‘ = — w<h.

ossia 2 th*  <p< = <o cpr . So ne deduce

= S blM <p> (p*  (p*  = 2 Uri 4',‘ <p‘ = “ 2 a’kl (pr (p' tp( = w V.

D’ altra parto la (2) si riduce a T'2 — s «P2 = 0, sicché e = 1, w2 = 1, 
o. d. d.

Nel caso ora considerato, le forme

2 dut, S air, <pr tps dut 

sono linearmente indipendenti (***), e le forinole (3) vanno sostituite

(♦**)  Infatti
2air4cpr<p*  (pi
2 fl2r> <Pr (ps <p2

= 29’*' 1 (pi ahr, (pr (p*

=—/m w'= — wfm



con le

X <p( Dui — — w S dui,
(7)

X blr, <]>' <]»' dui = m X ait., <j/ <p*  dui, se <t> = 0 , 

che si dimostrano subito osservando la prima delle (6).

(*) È evidentemente 2b’rs «p, dui = t» ^air‘ du/ .

Continuando a supporre 4>—. 0, <T<0, dimostriamo subito 

che i sistemi contravarianti a due indici

, a"1, X aiKr <Ji,., <|? <p*

sono linearmente indipendenti, sicché ogni sistema contravariante a 
due indici ne è combinazione lineare.

In particolare valgono le forinole

(8) duK = + y j X <|q dit-t + -X air, dut,

(8) bi. 2 air‘ <pr <p, dut = X aUr <pr. X tp, du( +

+ v + ir ) 2 du‘ ’ 
\ u u /

che sostituiscono le (5), (5) bil e (5) tar (*)  nel caso attualmente con
siderato.

Per dimostrare l’indipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra 
enumerati supponiamo ohe valga un’ identità della forma

Co®1"1 4" 4- cs2a<*r <pr 4- c3cp' (p = 0,

e dimostriamo che è c0 = c1 = c2 = c3= 0. Scambiando i con k e sottraendo, 
risulta c„ = 0. Moltiplicando per e sommando si ottiene

2 c, + c3 «> = 2 c, = 0.

Moltiplicando por 0 sommando si ha 

c2 >F 4- c3 «>2 = ct <F = 0, 

sicché c2 = 0 e quindi anche c3 = 0, c. d. d.



Possiamo pertanto porro

tp4 dui,. = a0 + «i + “2 S a,,tr(p,. a3 (p* <p* >

2 alr‘ (pr <p, duk = p0 + p; a‘k + p2 2 aar 4>r + p3 (p* 4* •

Moltiplicando per e sommando si trova subito (si tenga presente che 
• = 1)

ao = 2 (pi dui , Po = — -S- 2 airs 4’’ 4“ dui .
£

Moltiplicando per e sommando, si ottiene pure subito (essendo 
2a^4* 4* — ® = 0)

2 <pi dui = 2 a, , 2 atn <pr 4S dui = 2 p,.

Moltiplicando per <p« 4<‘ e sommando si ottiene, osservando che 2<p« 4‘ = 
= ® = 0,

as W = 0 , V 2 4i dui = V p2 .

Infine moltiplicando per 2 amip1 e sommando si ha, osservando che a» = 0,

2 air, 4’’ 4' dui = a3 W ,

2 airs aiKi 4r 4» 4* duk = P2 2 aiKr aiu (pr (p‘ -f- p3 T .

Ora la (5) del § 57 dimostra che

2 aikr aua tpr 4‘ = 2 ar aiu 4r <p* = 2 a, t (pr 4* — 4> = 0 ,

sicché risulterà p3 — 0 se ci riesco di provare ohe

2 art aPit (pr (p’ 4P duq = 0 , 

e le formole (8) e (8) bis saranno dimostrato.
Ora ciò seguo immediatamente dalla forinola generale

(9) 2 art apti tpr <p" 4P ^ui —----- o- d> 2 (p< duiA

e dalla nostra ipotesi 4> = 0. La forinola (9) ò stata dimostrata a pag. 311, 

sotto l’ipotosi d> 0, ma essa evidentemente non può cessare d’ esser valida 

se 4’ = 0.



§ 60. — Invarianti del secondo ordine 

dell’elemento lineare proiettivo.

A) Definizione.

Oltre gli invarianti <E>, e studiati al § precedente, ci 
sarà utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono 
anche dalle derivate seconde dei coefficienti dell’ elemento lineare 
proiettivo. Essi sono (le cp,., sono naturalmente le derivate cova
rianti di cp,.)

K = — 4- 2 a" cp,., =--------[-4- cpi) +
3 Y 3|/|A1 

n __

(1)
T |/|A| \ du dv /

Q^a™^ , 0'=26"‘<pri<p(.

Osserviamo che H e 0' sono soltanto impropriamente, intrin
seche. La quantità K non è che la curvatura della forma ; ciò si 
vede facilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**). La H — 0 
è la condizione che caratterizza uua superficie isotermo-asintotica.

B) 11 caso 4> $ 0.

Supponiamo ora d» 0. Allora ogni forma lineare in du, dv

(*) L’identità 2 ar’ cpM = 4= W-O'm «p) + ~ (^i 4>8) si dimo

stra nel calcolo assoluto al solito supponendo ohe 2 cp/ dui sia un differenzialo 
esatto; ma la dimostrazione (v. p. es. Bianchi, Lezioni di geometria differen
ziale, voi. I, 3» ed., p. 85) vale in generalo.

(**) Ci torneremo al Cap. IX.



si può esprimere come combinazione lineare di S(p( du( e Dui (*).  
Ciò vale in particolare per i differenziali dfy, dW, dW". Precisa- 
mente si hanno le forinole

(*) Cfr. § 59, pag. 308.

/ ili 0 _ e ur'0' \
d^ = ( — 3K 2------- -------- j S dui -p

(2)
/ yr'0 _ qr©' \+ e ( — # + 2------ --------- j S tp; Dut ,

dW =
3e W'H 9 WK , 3 Q\ v , ,-    _ _l _ 0 L ,p dUi | 
2----4>-------- 2 4> ' 2 l r

(2)bl,
_ ip'___L 

2
WH 9 T'K
4’ 2 4»

l-0'Wz)M1 
/

3 WH 9 w
2 4» 2 0

+ 4 0'ì S (p, du( + 
/

(2) ter
3e TH 9 VA’ 3

4> 2 <l> 2 0 2^.

Le identità dedotte al § precedente forniscono una facile dimostrazione 
delle formolo precedenti.

Infatti
d d> = d 2 a^' <pi cpr = 2 2 atr (p» (p,. du^ = 22 (p^ (p1 duh .

Sostituendovi i valori (5) del § 59 per (pz du^ ed osservando le (1) si ricava 
subito la forinola (2). Similmente

d >F = d 2 ar,i (p,. ip, <pi = 2 a’̂!_h ipr ip, tp< duK -|- 3 2 aral cp,. <p.t (pn, duk ,

d <F' = d 2 brsi tpr cp,, tp; = 2 h <pr (p, cpz dun -f- 3 2 òM< (p,. (ps ipn, duu .

Ora dalle (1) e (1) bis del § 58 si ha, essendo J— — 1,

»—)t= • A”',

brAh = S^tip1 . ar‘‘,



cosicché
d W = b 2 8-m 4‘ du^ . X br,< 4>r 4'.» 4*<  + 3 2 ar,i 4>- 4« 4m =

(*) Cfr. § 59, pag. 812.
(*♦) Se <t> >0, è 24( 4» 4« =-----»g+-ye~l.lr9 . Infatti, so-

— — s c|»t Dui 4-3 2 ani <pr 4« 4m dw» i

d®’= — tp S Dut 4-3 2 b™ 4r 4, 4u duK .

Sostituendovi a 2 a''sl 4r 4, duk 0 2 brsi 4r 4s du^ * valori (5) m o (5) t«r 
del § 59, ed osservando le (1) si ottengono le forinole (2)u, e (2)tor.

0) Il caso $ = 0.

Se 4> — W = 0, ò naturalmente d4> = dy^dy1"— 0. Se 4> = 0, 

ma 4<0, è T^wyr, (w = +l), come sappiamo dal §59 (pag. 

312); e si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche 
la prima delle

0' = <0 0 ,
(3)

// = 3(o/<; se^P-O,

la seconda identità sarà dimostrata fra poco. La forinola (2) bu va 
sostituita con la

(4) dT = (4" -f- 30) E <]>< dut — 9X2a<rJ 4r 4“ ^u>

(se 4> = 0).

Per dimostrare la seconda delle (3) osserviamo che, nelle nostre ipotesi,

0 — d 4> = 2 2 air 4za 4r du*  = 2 2 4ia 4‘ du*  .

Sostituendovi il valore di 4‘ du^ dato nella (8) del § 59, risulta 

(<oH — 3À') 24< dui 2 — 3a(r«4r 4’ du< = 0.

Ora le forme differenziali 24< dw< e 2 atra 4r 4“ dui sono linearmente in
dipendenti (*),  Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la 24*  4*  4w — 9 (**)•  



E similmente si dimostra la (4). Infatti, è, come a pag. 317, essendo qui * = 1, 
>F' = wiF,

d V — — o> 2 ^ui +83 ar,i <pr du^.

Sostituendovi il valore di 2 arsi ipr <ps du^ dato nella (8) si» del § 59, ed 
osservando la (1) del § 60 o la prima delle (7) del § 59 si trova la formola 
cercata (4).

D) Il caso delle $ e <F costanti.

Come prima applicazione delle forinole del presente § dimo
streremo che : Se <& e V sono costanti, è

H=0, K=-±<I>,

(5)
0= — Lqr, ®'=_ ± qr 

O O

Viceversa se valgono le (5), <I> e sono costanti (*).

Infatti, se ® — >F = 0, è cpi = <Pa = 0, e quindi por le (1) anche H= 
= K = 0 = 8' = 0. So <I> = 0, <F = costante + 0, la (4) dà, lo formo dui 
o S a,,, ipr essendo indipendenti,

0 = _ * qr, 7f=0,
o

e basta ricordare lo (3) o la >F' = <oW per vedere l’esattezza delle (5). Se in
fine d® = d>F = 0, ma <I> J 0, lo formo 3<|q dui e 2<p< Dui essendo indipen
denti, le (5) si deducono tosto dalle (2) e (2) bu. E in modo perfettamente 
analogo si dimostra la proposizione inversa.

stituendo 4>'‘ a dui o quindi zero a 2<p< Dui = 2^1 <P’' dui nella formola (5) 
del § 59, si trova

1 w ir'
cp* <pk = —— ® aiK -|- 2 aiKr <pr — a ---- 2 cp.

Moltiplicando per spo, o osservando le (1) si giunge subito alla formola 
che si voleva dedurre.

(») Vedremo più tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che 
ammettono co3 deformazioni proiettive in sè.



§ 61. — Il primo problema dell'applicabilità proiettiva.

A) Preliminari.

Il problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle 
ricerche dei §§ precedenti, si enuncia: Dati due elementi lineari 
proiettivi, riconoscere se è possibile trasformare l’uno nell’altro cam
biando opportunamente le variabili indipendenti e, nel caso afferma
tivo, determinare tutte quelle trasformazioni.

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva
mente a due superficie date, tal problema è equivalente all’altro 
di riconoscere se le due superfìcie sono proiettivamente applicabili 
e, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che 
realizzano 1’ applicabilità (*).  Noi possiamo senz’ altro escludere il 
caso J = 0 esaurientemente trattato al Gap. IV § 40, e far uso di 
forme normali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo 

elemento lineare —, e per l’altro -X2- faremo uso di notazioni

(*) Ciò è stato dimostrato al Cap. II, § 20 A). Il problema si può chia
mare il primo problema dell'applicabilità proiettiva, analogamente alla lo
cuzione usata dal Bianchi nel caso metrico.

(♦*) Cioè quantità intrinseche o impropriamente intrinseche, ohe dipendono 
soltanto dai coefficienti di cp2 o <p3 e dallo loro derivate.

analoghe dotate di un soprassegno. Il nostro problema è stato riso
luto, per la prima volta, dal Cartan, nella Memoria Sur la défor- 
mation projective des surfaces, Annales de 1’ Ècole Normale, (3) 37, 
1920, pagg. 259-356 (cfr. pagg. 307-311). 11 metodo di Cartan 
suppone risoluta l’equazione cubica ^3=0. Noi non faremo uso 
di nessuna irrazionalità oltre la solita y|4[.

B) Condizioni necessarie.

Supponiamo dapprima che esistano duo invarianti (propri o 
impropri) P e Q del primo elemento lineare proiettivo (**)  le quali



dP 
du

dP 
dv

siano funzioni indipendenti di u , v cioè tali che

Allora anche P e Q devono essere funzioni indipendenti di u, v.
Poniamo t;, — 1 oppure =— 1 secondo che P è invariante 

proprio o improprio, e similmente v]2 = 1 oppure r]2 =— 1 secondo 
il comportamento di Q. La trasformazione cercata, se esiste, è evi
dentemente tale che sono soddisfatte le

(1) P^^P , Q = a2Q,

dove a( = 1 se v]( — 1, e «< = + 1 se 7^= — 1. Un primo passo 
nella risoluzione del nostro problema sarà pertanto di esaminare se 

le (1) si possono risolvere rispetto a u , v. Se così non è, il pro
blema è subito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo, 
affinchè un sistema di soluzioni possa fornirci la trasformazione 
cercata, è evidentemente necessario che, se = — 1, il segno a( sia 
quello dello lacobiano di u , v rispetto a u , v. Per brevità di
ciamo soluzioni proprie di (1) quelle che soddisfano a questa con
dizione relativa ai segni (*).

0) Condizioni sufficienti.

Scelti gli invarianti P e Q comunque, purché funzioni indi
pendenti di u e v, l’esistenza di una soluzione propria delle (1) è 
soltanto una condizione necessaria per la trasformabilità di <p3 : <p2 
in <p3: <p2.

Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si 
possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua
lunque P e Q, degli invarianti nuovi. Infatti, posto

^(P,P)^^(P)
(2)

E (P, Q) = 2 aM P{ Ph Q,, E (P, P) = E (P) ,

dQ 
du

dQ 
dv

0.

(*) Se ■»], = rig = 1, (e quindi a, = a2 = 1) ogni soluzione di (1) è pro
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse.



sono invarianti nuovi le espressioni (*)

(*) Esso son legate dallo identità facilmente dimostrabili :
A (Q) E (P) - 2 A (P, Q) E (P, Q) + A (P) E (Q, 7^ = 0,
A (Q) V(P,Q)-H (P, Q) E (Q , P) + A (P) K(Q) = O,

^(P), b(P,Q), ^(Q), 
&

^(P), K(P,Q), K(Q,P), ^(Q).

Ora possiamo enunciare il teorema: Se P e Q sono due inva
rianti di ^3 : che siano funzioni indipendenti di ve cn condizioni 
necessarie e sufficienti affinchè <p3 : s^a trasformabile in tp3 : sodo

1° che esista qualche soluzione propria (**)

(4) ù=U(u, v), v = V(u, v)

delle (1) ;

2° che le equazioni

A (P) = A (P) , A (P , Q) = aja2 A (P, Q)

À(Q) = A(Q), È(P)=aiE(P),
(Mbls _ _ _ _ _

È(P, Q) = aa E (P, Q) , E(Q, P) = axE(Q, P) .

E (Q) = a2 E (Q) (***).

siano conseguenza delle (4). Le trasformazioni di <p9 : in <p3 : ip2

^(P), 
K(P,Q), 
à(P),

EfP, Q), 

*(Q,P), 
L(P,Q),

*(Q,P) 
^(Q) 
^(Q)

à(P)h(Q)~ à(P,Qf»
t
= 0.

Se p. os. P è invariante proprio, Q improprio, h(P), \(Q), ^(P), 
^(Q,P) sono invarianti propri e gli altri impropri.

(** ) Cfr. p'ag. 320.
(** *) dove i segni ai son quelli che compaiono nelle (1). Tra lo equazioni 

(4) m, , quattro soltanto sono indipendenti. Cfr. la penultima nota a piedi pag.
Fusisi o Cucii, Legioni di Geometria proiettìvo-di/fermxialc. 21



sono tutte e sole quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle 
condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che, 
scelte P e Q a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle 
forme trasformate di f2 e Ts sono funzioni razionali delle quantità 
(3), a coofficienti numerici. Ma, dato il significato intrinseco di P 
e Q e delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle 
<p2 e <p3 stesse sono funzioni razionali delle sole

A (u), A (w, v) ecc.

Ora

A(u) = an, A(w,v) = a12, A(v) = a22,

E(u)=am, E(u, t^a112, E , w) a122 , E (v) = a222 , 

ed aik e aikl sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti 
numerici, delle a"1 e aiM.

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi 
in cui esso è applicabile, occorre saper decidere se un dato ele
mento lineare <p3 : <p2 possiede due invarianti che siano funzioni in
dipendenti di u e v. A ciò risponde il teorema che noi dimostre
remo al § seguente : dato comunque un demento lineare proiettivo 
?3 : j 0 sono ^ua funzioni indipendenti fra le espressioni

(5) , W , T, H, K , 0 , 0'

definite ai §§ 59 e 60, oppure non è possibile trovare due invarianti 
di ©3 : <p2 che siano funzioni indipendenti di u e v.

D) Nuova forma delle condizioni sufficienti.

In particolare, il criterio precedente ò applicabile se <1? e W 
sono funzioni indipendenti di u e v. Ma in tal caso possiamo enun
ciare un criterio più semplice : Se e T sono funzioni indipen

(♦) Ciò è possibile, essendo per ipotesi P e Q funzioni indipendenti 
di u e v.



denti di u e v, condizioni necessarie e sufficienti affinchè tp3 : <p2 sia 
trasformabile in <p3 : ip2 sono :

1° che esista qualche soluzione

(6) u = U (u , v) , v = V (u , v)

delle equazioni $ = $ , V = ;
2° che, essendo a il segno dello lacobiano

dU dU 
Su ’ dv 

dV dV ’ 
Su ’ dv

le equazioni

¥ = aW', H=aH, K=K, 0 = 0, 0'=a0'

siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di tp3 : ^2 in : y2 
sono tutte e sole quelle che soddisfano alle condizioni dell’enunciato.

Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima ohe, se si possono (*),  par
tondo da un’ espressione intrinseca P qualsiasi, definire duo altro espressioni 
intrinseche Pi o Pu (**)  dalla

(*) Se <I> < 0 ; in particolare dunque se <I> e >P sono funzioni indipendenti 
di w e ».

(**) Se P ò propriamente intrinseco, Pi è pr. intr. e Pn è impr, intr. ; 
so P è impr. intr., Pi è impr. intr. e Pn è pr. intr.

(***) Ciò seguo dalla definizione stessa di <I>.

(7) dP — Pi 2 (pi dm -|- PnSipj Dui ,

ed è

(7)bl, P, = 2L S<p< Pi , Pn = --L.(**♦).

Q essendo un’altra espressione intrinseca, poniamo analogamente

dQ = Qi 2 <pi dm H- (?n2 (pi Dm .



Seguo
^(P, Q) = Sa"4P< Qk —

= 2 aik {Pi ip< 4- Pii 2 bri ) (Oi <P* + Ou 2 tu 4>'‘ ) =

= Pi Qi 2 aih <pi tp/i 4* (Pi On + Pn Oi ) S&h <pr <p4 4~

4- Pn Oh 2 &r< aih <pr cps .

Ora
2 aik cp» cp*. = «I», 2 9>i <pr 4** — — 2 ^ir <pr tp* = 0 ,

2 &ri 9-Sh aih tp’’ tp’ = 2 {M’1/ apr aiK &sk tpr cp' =

= 2 g..^ apr cpr <p« — _ e S ap,. <pi> _ 8 4>,

cosicché

(8) ^{P, Q} = ® {Pi Oi- e Pii Oh),

e in particolare

(8)m. A(P) = ®(rf-sP?t).

Similmente
E(P, 0) = 2a<MP(P*0i =

= 2 aM{Pi <pi 4- Pn 2 Sri 'pr ) (Pi <p& 4- Pii 2 4s ) (Oi <P< 4- Ou 2 fMtp* ) =

= Pi Qi 2 aihl <p; (pi, <pi 4-

4- Pi (2 Pn Oi 4- 2 Pi Oh ) 3 a™ bri <Pr 4< 4-

4- Pii (Pii Oi 4- 2Pi Qn ) 2 a4*4 &rZ 8w <P>’ <Ps <Pj 4-

4- Pii Ou 2 aikl ft™ a-» ipr cps <p‘ ,

ondo, ricordando la definizione di ’r o lF' e le formolo (3) e (3) bis del § 57,

E (P, (?) = V (rf Oi 4- 2sPt Pn Qn 4- e Pn Oi ) - 
(9)

— IF' {P^ Qn 4- 2 Pi Pn Oi + Pii Qn ),

in particolare

(9) bis E (P) = W Pi (P? 4- 3 s P?i) - Pn (8 P? 4- e P?i)

Ora possiamo tosto dimostrare il tcoioma di pag. 323. Infatti, per il teo
rema di pag. 321, basta provare che lo A (<I>), A (<I>, W), A (W), E (<I>), E (® , <F), 
E (*F , "b) , E (<?) si possono esprimere razionalmente mediante ® ® , ’F', Il, 
K. e, e'. Ora le (7) e (8) mostrano che quelle quantità sono funzioni razio- 



nidi di * , T, T', *i  , *n , Ti , Tu (*)  ; d’ altra parto, lo formolo (2) 
e (2) Ma del § 60 esprimono *i  , Tu , Ti , Tu mediante *,  T, T', li, K, 0, 0'.

(*) E di s ; ma s è funziono razionalo di * , T, T', por l’identità (2) 
dol § 59.

(**) Infatti, per la (1), la (2) dol § 56 o la (3)tor dol § 57,
[Scp* dwi , 2(p; Dw, ] = [2(p< du/ , dui ] =

= s /|A | 2frM9'r&cpi (pr [du , do] = /| A | 2<p< ip4 [du , do],

[2dui , 2airl <pr <P’ dui ] = e | A | SS’’14 a^rt (pi <pr (p1 [du , do] =
= e y | A | 2 b',., (pi (pr tp‘ [du , do].

§ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi 

con un gruppo continuo dì trasformazioni in sé.

A) Alcune formolo preliminari.

Prima di procedere alla risoluzione del nostro problema anche 
nel caso in cui le sette espressioni

(1) <>, ‘F, r, H, K, 0, 0'

sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche forinola 
sulle forme differenziali lineari

2 (pi dut, 2 Dui, 2 atrs <p’' <p’ du(.

Siano 2 a( dut , 2 du(

due forme differenziali lineari nelle variabili u e v, e d, 8 siano 
duo simboli diversi di differenziali ; poniamo col Cartan

2 a, d^ 2 p( dui 
(2) =

= e )/] A | 2 d'1* a, [du , dv].

Valgono le formolo (**)



(2) bi« [2 dut , 2 Du[] = [\A | <P [du , dv] ,

(2) tor [2 d,Ui , 2 a<r, «pMwJ = e F [du , dv].

Covariante bilineare della forma differenzialo lineare 2 a; du( 
si dice (*)  l’espressione a due sistemi di differenziali

(*) Cfr. p. es. Goursat Lepons sur le problèma de Pfaff, p. 17.

(3) (2oq dw()'= S2a(d?q— d'£a.lbui =

= e }]A] 2 alk [du, dv] ,

le aih essendo derivate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma 
differenzialo quadratica, poniamo rispetto a <p2). È ovvio che 
(2aidwJ)'=0 allora ed allora soltanto so 2a(dw< è un differenziale 
esatto.

Dimostriamo che : 1° so <b < 0 ,

(4) (2<|»(dw()'= — e— ,

(4)m.

2° se <l> = 0 ; V > 0

(5) (2 du{)'= — [2 dut, 2 a^ <pr <p’ du(] ,

(5) bi.
/ 0' \

(2a/rJ <|>r <p*  du[)’= — 11 + 2 -^z-l [2<p( dut, 2a<rj <pr <]/ duj.

Infatti, da (3) si deduco

( S <p» dui ) ' = s S S-'u cpik [dw , di’] =

= — e/jTjlftdw, di’] ,



( 2 <p< Dui )' = ( 2 9-r( <pr dui )' = s A | 2 3-” * ar‘ <p,k [du , di’] =

(*) So p. es. Ai 0, lo condizioni dell’ enunciato restano soddisfatte se in
troduciamo la forma A, 2 ai dui •]- As 2 dui al posto di 2 ai dui ■

= — l'm 2 ar‘ <p™ [du , dv] = 3 /| A | K [dw , di’] ,

e basta ricordare la (2) bis per dedurne lo (4) o (4) bis, e la (2) ur per dedurre 
la (5). Similmente si deduce da (3)

( 2 air, 4>» dm )' = s 7i 2 8**  atnk tpr <p‘ [du , di’] +

4- 2 6 /m 2 8'“ ai’ tp,. <p,h [du, di’]

cosicché, ricordando la (3)t„r del § 57 e la (1) del § 58

( 2 air, <pr cp1 dui )' = — s ’F' + 2 0') [du , di’].

Osservando la (2)ur si ricava la (5)bis.

B) Un lemma.

Se 2 «! dtij e 2 pi dut sono due forme differenziali lineari linear
mente indipendenti nelle variabili u , v, e X è una funzione qua
lunque di u, v ma non costante, e se nelle equazioni

(2 «i duj)'= A [2 a, dui, 2 Pi duj ,

(2 pj du,)'= B [2 a, du,, 2 Pi duj ,

dX == C2 d| dut + D 2 pi dui

le A , B , C , D sono funzioni della sola X, si può con quadrature, 
determinare un fattore integrante per 2«idUi e per 2pidUi, più ge
neralmente per Ax2ai dUi-|-Aa 2 Pi diti, Ax e A2 essendo funzioni 
qualunque della sola X ; tal fattore integrante è funzione della sola X.

Basta provare l’esistenza di un fattore integrante por hai dui (*).  Ora 
da (3) si ricava, se p è funziono di X,



(pSa< dut )' = p( Sa* dut )' + [Sa; dui , dp] =

= (P4 + D -^) [Sa, dui ^^du^.

Se D 0, è pertanto

—A-dX 
e J D Sai dui

un differenziale esatto ; se invece D = 0,

C S ai dui — dX 

è pure un differenziale esatto.

C) Il teorema fondamentale.

Se tutte le quantità (1) sono funzioni di una sola variabile 
X = X(u,v), e non è simultaneamente $=cost., W = cost., con
dizione necessaria e sufficiente per la trasformabilità di <p3 : <p2 in 

<pa : Tz èi che

¥, ir, ir', h , k , 0, 0'

siano le stesse funzioni di una sola variabile X = X (u > v) come 

le (1) di X. La trasformazione di <p3 : in tp3 : <p2 pud farsi in 
oo 1 modi che si trovano con quadrature.

È evidente che le condizioni dell’ enunciato sono necessarie. Per dimo
strare che Son sufficienti, e por trovare effettivamente le trasformazioni di 
<p3 : <p2 in cp3 : <p2, distinguiamo due casi.

1° caso : 4 <0. Posto

S ai dui = S <|q dui , S Pi dui = S Dui

X = d> o so ® = cost., X =

le condizioni del lemma son soddisfatto, in virtù dello (4) e (4) bis o della (2) 
del § 60. Il lemma ci dice pertanto che possiamo con quadrature determinare 
due funzioni di u, v, siano U e V, tali cho

dU — pScp; dui , dV = aScpj Dui , 



p e a essendo funzioni di X. Analogamente si vede che possiamo con quadrature 
determinare duo funzioni di u e v, siano U e i ' , tali che

d U = p 2 cp, d ut , dV = o 2 cp( D ut ;

inoltre p o a sono lo stesso funzioni di X come p o a di X. Per fissare le 
ideo, supponiamo (*).

(*) So 7) = 0, è G ^0 (altrimenti X sarebbe costante, contro l’ipo
tesi), e si procedo analogamente.

(**) Si osservi ohe X e U sono funzioni indipendenti di u, v, essendo 
pD>0.

(***) Il lettore vedrà facilmente che il lemma si può usare a determinare 
con quadrature le linee asintotiche, le lineo di Darboux o di Sogre, le linee 
integrali di 2 dut = 0, eco.

La trasformazione cercata non può essere contenuta che fra le (**)

(6) X = X , U = U a a costante arbitraria.

E, comunque si scelga a, la trasformazione scritta porta <p3 : cp4 in <p3 : cps. 
Per vederlo, introduciamo X e U 4- a al posto di u e v (e X e U al posto 
di u c v) come nuove variabili indipendenti. È (cfr. la (7) del § 61)

Xi = G , Xu = 7) , ( U 4- a)i — p , ( U 4- a) n = 0 ,

Xi = 0 , Xn = D ) Ut = p , Un = 0 ;

inoltre 4>, , •F’, G, D sono funzioni della sola X, e 4’, W , >P, , 0, D sono
le stesse funzioni di X. Lo equazioni (8) o (9) del § 61 mostrano quindi im
mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sarà cp3 : cp2 = 
= q>3 : cp2 in virtù delle (6), e. d. d.

2“ caso : 4> = 0. Scegliendo

2a< dui = dui > dui = 2a;rst|j'’ 4'’ dui > X = T,

le ipotesi del lemma sono soddisfatte per lo (5) e (5) m„ e por la (4) del § 60. 
Il lemma dice che si possono con quadrature determinare U e V in modo che sia

d U = p 2 dut , d V = o 2 at,s <|>r 4>s dui ,

p o a essendo funzioni della sola X. E si continua come sopra, cosicché possiamo 
lasciare al lettore il resto della dimostrazione (***),



Corollario : Se le (1) sono funzioni di una sola variabile, ma 
$ e 'F non sono simultaneamente costanti, l’elemento lineare proiet
tivo ammette un gruppo continuo di deformazioni proiettive in sè. 
Basta prendere, nel teorema che precede, <p3 : <p2 identico a <p3 : <p2. 
Da ciò risulta che non possono esistere due invarianti funzioni 
indipendenti di u, v, come abbiamo già annunciato a pag. 322.

Resta il caso in cui e ^F sono costanti. Allora vale il se
guente teorema semplicissimo :

Se $ e *F  sono costanti, condizioni necessarie e sufficienti per 
la trasformabilità di tp3 : <pa in tp3 : <p2 sono

(*) Si vede subito ohe osso sono funzioni indipendenti di u e v.

e = s , $ = <> ,

La trasformazione può farsi in co2 modi che si trovano con qua
drature.

È evidente che lo condizioni dette sono necessario ; por dimostrare ohe 
sono sufficienti, distinguiamo tre casi.

1“ caso : <I> 0. Lo (4) e (4) ti» si scrivono, ricordando il teorema del
§ 60 D,

(S<pi dui )' = 0, (Scp,- Dui -----dui Dut ]. o

La prima dice ohe

„ dUAlpi dui = — os —

è un differenzialo esatto; e dalla seconda si ottiene tosto

(Z724u Dui )'=0, 

cosicché anche
Z72<p( Dui = dV

è un differenzialo esatto. Introdotto U o V a nuovo variabili indipendenti (*),  
si trova senza difficoltà, ricorrendo alle formolo (8) o (9) del § 61



«Fa = 27 ^dU3 + 3^'dU1 dV +

+ 9-t- 27rdF3).

Introducendo in modo analogo nuove variabili indipendenti al posto di 
u e v, si vede subito che ponendo

u , T=± V (*)

(*) ± secondo ohe W' = W' oppure W' = — <F'.

<f3 : cp2 si trasforma in <p3 : cp2. Ora U e V non sono determinate che a meno 
di sostituzioni della forma

aU , aV+b ,

con a, b costanti

2° caso : 4> — 0,

Oj cosicché risulta provato tutto ciò che si è enunciato.

>F 0. Osservando di nuovo lo (5) del § 60 D, lo (5) 
e (5)bi» dònno

(2<p< dm )' = 0, (2airs<p’- tps dui )' =----- — [2ip< dui , 2«iM<pr <p’ dui ]. o

Si può quindi porro

2cp, dui = — 3 , 172a<r,<pr (p*  dut = dV.

Introducendo U o V come nuove variabili indipendenti, il ohe il lettore 
faccia conio esercizio, si giunge facilmente alla dimostrazione dell’ enunciato.

3" caso : ® = *I f = 0, ossia cpi 'Po = 0, quindi in particolare K = 0. 
La curvatura di essendo nulla, si possono, corno ben si sa, introdurre 
con quadrature nuovo variabili indipendenti in modo elio i nuovi coefficienti 
di q>2 siano costanti.

La (1) del § 58 mostra che anche i nuovi coefficienti di <p3 sono costanti. 
Ed ò un facile teorema d’algebra che duo «oppio di tali forme si possono tra
sformare 1’ una nell’ altra mediante una sostituzione lineare a coofficienti co
stanti in du , dv, a cui corrispondono co - trasformazioni in u, v.

Corollario : Se ‘I» e UT sono costanti, V demento lineare proiettivo 
<f>a : tp2 ammette oo ? trasformazioni in sè.



Quadro di formale per coordinate asintotiche.

all = ®22 = ®112 = a122 “ $ 1 W = SgUa12 ) 

alll = a12 P 1 a222 = “12 T •

F2 = 2aì2dudv , Fa = a12 (^du3 + ^dv3).

aj2

$11 = $22 ~ 0 1 $12 — ----$21 — 1^12 I >

<>11 — {>22 = 0 $12 — _ $21 _ _ _*

|«12l

Du =—indù , Dv — udv, 

Dtp — — <o p1 du + (>ìp2dv. 

^112 = ^122 — 0 1

6in = wa12p , 6222 =wa12Y, 

F'ò = w a12 (— ^du3 + ^dv3).

_ 1 aiog(va?2:p) _ 1 dlog(Pa?2: t)
™ 2 du ’ 2 ' Sv

In coordinate normali :

a12 = P'( > alll — P"7 , a222 — Pi2 1 

w = sgiiPT , &ni=— wP2y , 6222 = wPv2.

<p2 = 2pY<Zudv , = ^(P^u 4- vtZp),

<f>3 = <oPv (— fìdu 4- r(dv).

_ aiogpi2 . a log p2 7



= 2 aiogPY2 a log p21 
PY Su dv ’

i / a log Py2 \3 i / a log p2 y y 
P2Y \ du / Py2 \ dv / ’

w /aiogPY2\3 w /dlogp2Y\3 
p2Y \ du / Py2 \ dv /

1 aalogpY
PY du dv ’

TT - _J_ d2I°g(P:7)
| Py | du dv ’

i aiogpY2 / a2iogpY2 aiogpY aiogpYa\
P2Y du \ du2 du du /

i a log p2 y / a2 log p2 y a log Py a log p2 y \
Py2 dv \ a«a dv dv / ’

_ w aiogpY2 / a2iogpY2 a log Py aiogpY2 \
P2Y du \ du2 du du /

w aiogp2Y / a2iogp2Y_ SiogpY a log p2 y \
PY2 dv \ dv2 dv dv /





Capitolo VII.

CONDIZIONI D’INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE

PROIETTIVAMENTE APPLICABILI

§ 63. — Condizioni d’integrabilità 

delle equazioni fondamentali.

A) Equazioni preliminari.

Al Gap. II § 14 A) e C) abbiamo visto che, fissato comunque 
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee x del punto mobile 
di una superficie S non sviluppabile, valgono le equazioni fonda
mentali

(1) = 2 ai, xt 4- ar, X + pr, x ,

(1)m. X( = l(x + Zmr(xr ,

e lo forinole duali

(2) Sr,------- Sa*, + an a 4" wr« 6 j

(2) M> Si = ^1 $ + K

Di più, abbiamo trovato al Cap. II § 14 B) o C) o §16C} 
alcune relazioni fra i coefficienti, e precisamente le



Sa™ artl = 0 ,

2 an prs = 2 ars = 0 ,

Prs == Par i ^rs = ^sr , ^rs = ^sr ) i

(8)
mr, = z„ — (K + J) ars, p.„ = prs — (K + J) art,

li + K + 4* — 0 !

(*) Gir. Gap. VI, § 58, (3). Si ricordi elio SarsLt = SAtk arM.

Prl = i ( )•

Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle 
(2) e (2) bl8 mediante quelli di (1) e (1) W8 : basta adunque occu
parci delle (1) e (1) bu- Già «1 luogo citato abbiamo osservato che, 
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei 
coefficienti di (1) bls espressi mediante le a„ , «„t , pra : ora 
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle mr, si trovano già 
dalle (3), cosicché soltanto le espressioni di lt saranno nuove. Deri
viamo adunque covariantemente lo (1). Si ottiene, tenendo conto 
delle (1) stesse,

xrat — 2 x* 4" 4" Pn att + ars mli] 4"

4- aril X 4" (2 ®r« Pii 4“ ars II 4- Prsl) X • 
i

Se ne deduce, ricordando che ■&’1 + t>1! = 0 ,

2 IP a;rjt = 2 [2 ar,h + 2 <4, aiKl +

+ ^{Ylaltprs + 2l?tarsmli] +

+ (2 pa 4- 2 li+ Pr.i) x •

Ma dal Gap. VI, § 57, (3) ter e (5) tor si ha

2 a‘, plt = 2 6“ pit, 2 &“ a*,  aiM = 2 aiM = JòrK ,



o dal Gap. Il § 1 E)

«112 — «121 = — (12 , 12) a:2 = — KAx2,

«212 — «221 = (12 1 12) «* = KAx1, 

ossia

(4) ZFa^ISV-

Dunque

S xh [2 anlt -|- (K + J) fi,,,- + 2 a*‘ (ai( pn + a„ »»„)] +

+ (2 b“ pa + 2 «rt Z, + 2 ?„,)« = 0.

I punti x, a;1, a;2 essendo linearmente indipendenti, seguono 
le relazioni

(5) 2 a„« + (K + J) + 3 (aM pr, + a„ = 0,

(6) 26«?<( + 2^(a,J. + ?r..) = 0.

B) Trasformazione delle (5).

Lo equazioni ora dedotte si possono trasformare. Cominciamo 
con le (5) : noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo 
soltanto una parte delle (3), c precisamente le

mr, = msr, 2art ir„ = 0 , = 2ari£(.

Moltiplicando la (5) por ai,- o sommando rispetto a / od r, si ottiene, 
osservando elio 3 atr 3-,-t = 2 air a,,a = 0,

20“ air au pri 4- 20“ alr ar, mu = 0 , 
ossia

20“pt, + 20“ w(, = 0.

Essendo Pn = Pu, risulta confermato elio = mn. Moltiplicando 
invoco la (5) por O/r od osservando che 20<r arait — 0, si ottiene

2 ■ f7i 4- J) + 2 O'r 0“ au pra 4- 2 0(l' 0“ a, t mu — 0 ,

Fubini o èiani, LeMoni di Gmnetrta proMlivo-di/fcrimxiaU. 22



oppure, scambiando nel terzo termino i con r od s con t,

2&(K 4- J) + 2 II*' -4P'a» (pr, 4- w,-,) = 0.

(*) Sappiamo che le n,» così definito son quello che compaiono nello (2).
cfr> (jap vi, g 56, ((j^ 0 § 58, (3) o (3) su.

Ora dal Gap. VI, § 56, (2) o (4) si deduco

24Mr 4P*  au — 28'<''S•*ia ,,• = &ars}

cosicché risulta
2<À 4- = — ^ar> (pr, + mr,) = — Sa'1 .̂

Posto adunque
mrs = n,., — (K 4- J)ar, (*)

risulta confermato che 2 ars tc™ = 0.
Introducendo le nr, al posto delle mr, nelle (5), si ottiene, osservando 

che 2 ar, au = Uh,

2aj“«, „t 4- ^^aup,-, 4- ar,ntt = 0.

Dimostriamo che quest’equazione equivale all’ultima dello (3). A tale scopo 
moltiplichiamola por du, Dur . Ricordando lo (3) e (3)qu»t«r del Cap. VI § 56 
risulta

Spanti dui Du,- 4- Spr,Dur Du, — tSnudui dui .

E basta, por giungere al risultato voluto, osservare che

2prJ Du,- Du, = s2prl dur du, (**).

C) Calcolo dello li .

Invece dalla (6), come abbiamo enunciato, possiamo trarre il 
valore delle Moltiplicandola per arK e sommando rispetto a 

e r si deduce s

W Pii + 2 + ì »/()t a'1' pr„ - 0 ,

donde la forinola cercata

(7) h = X a-’is pr, — e 2 ahr pr,i.



Essendo a-*  = 2t>'"'6^ = e2t)''irì>"sa,Wl, possiamo scriverla 
anche

(*) Si ricordi che Sai™,•«== S^r/i-du .

—-------j- [®m P22 p12 + a122 pn -|-

+ a12 (Pij2 — P121) aU (P122 ^221)i >

(7) m,

Z2 — — — [^ii2 Pii — SaJ22 pia -|- a222 Pu +

+ ®22 (?1J2 — Pii 1) a!2 (?122 P221) 1-

Naturalmente, il calcolo correlativo conduce alle

(7) tor XÀ = — 2 a/ ir„ — s 2 {>“ ahr z,,„.

Il confronto di (7) e (7)ler conduce alla forinola

(8) lt - = 2 a? (pr, + - 2 a(" , ().*

come ora dimostreremo.

Sottraendo la (7) tor dalla (7) ottoniamo dapprima

li — = 2at‘(prt + nr«) — cihr {l>rsl — nl st )

sicché bisogna provare soltanto ohe

3tì'a&',a* r (prsi — Ttrrl ) = •

Ora, derivando covariantemente l’ultima delle (3), ottoniamo

Prtl — Urli — — 2Ori—pi = — Sitili ai^ji 

cosicché

3 8-U S-’1 akl' (Pni - lini ) = - 2 a1"' an^i-



Ora dalle (3) ter e (3) del Cap. VI g 57 si deduce

- a^t = - S&a b‘*pt = e 2 ,
sicché

a a™ 8-st akr (Prn — Uni ) = a 2 a£pl,

che è la forinola ohe si voleva dimostrare.

§ 64. — Continuazione.

A) Condizioni d’integrabilità delle (l)bi«.

Al § 63 abbiamo richiamato le equazioni fondamentali (1) 
e (1) bis e le relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo 
aggiunto le formolo (7) e (8) che danno le , deducendole dalle 
condizioni d’integrabilità delle (1). Per completare lo studio, do
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono 
dalle (1) ti». A questo studio qui ci rivolgiamo scrivendo che Xlk = 
= XMì ossia 2 — 0. Derivando covariantemente le (2) si
trova tenendo conto delle (1)

Xik — ljk x 4" h xk + L mtrk +

+ 2 m’i (2artl + ark X + prk x) 

ossia

Xik = 2 xr (ltark + mirk + 2 a‘k mis) +

+ + 2 mj prh) x + mìk X.

Se ne deduce

2 IP'1 Xlk = 2 xr (2 IP'1 ark + 2 &ikmirk — 2 +

+ ^kllk^^^kmrLpr^x.

Deve essere 2tP'‘ Xik = 0. Le relazioni che ci rimangono da seri



vere sono pertanto

(1) + WkmlrK — = 0 ,

(2) . +

B) Studio delle (1).

Dimostriamo che la (1) non dà niente di nuovo, ma soltanto 
permette di ritrovare la penultima delle (3) del § 63.

Dalle (6) del § 63 si deduco

2 a"1 ark II — 2 ir’ Pi, + s a"‘ P rlk •

Sostituendo nella (1), si ottiene

(1) bis 2 H"'1 (.Prtk 4- WL-iD 4~ 2 b'r' (pth — Mik) = 0.

Dalla
Diri = n>.< — (K + J) «ri

si deduco t

tttrik == Kr<k --  (Bk 4* Jk ) Ctrl ,

cosicché la (1) m> diventa, ricordando elio 2 b'k atk = O,

( 1) ter Sa-** (Prlk 4- "rlD — S a*11 Uri (Kk 4* Jk) 4" ^b'r (ptk - Kik) = 0.

Moltiplicando por arsas( o sommando rispetto ad s, si deduco

2 a.,| a’’* (p,-ik + Krlk) — Wk &ll(Kk 4- Jk) 4" S 3 «t* (.Pik — Klk) = 0,

ossia

(l)qu»tor Kt 4- Ji = — e2aM asl ars (prik 4- Rrik) — (ptk — nik).

Ora dallo (7) e (7) ter si deduco

B 4- «t ( Pik — Kit ) 4" • aa a** atr (pnt 4- Kr« ).

Eseguendo nell’ ultimo termino la sostituzione ( * » s / \ 0 confronfan.
\s / ri k/

do con (1) ier si ritrova la penultima dello (3) dol § 63, conio abbiamo enunciato.



f C) Studio della (2).

Resta infino la (2); noi dimostreremo cho ossa equivale alla

(3) S (?„, + + 2 S (?„ 1- «,,) = S .

Sostituendo nella (2) «ir al posto di mir, essa diventa (*)

(*) Si osservi cho arsa^pk, = 2&lkpik = 0.
(**) Ciò si potrebbe scrivere anche

(2) w, 2W Iìh 4- 2tf'1 a«phs nir = 0 ().**

Per la penultima dello (3) del § 63 2(Zj 4- X« ) dui = — dK — dJ ò un 
differenziale esatto, cosicché

2hK — — X9-"1 Xik = 4- 2( lik - kk) 
di

o la (2) bis può scriversi

(2) tor 2$<'1 (lik — Xlk) — — 2&1  ars (plr 4- n<r) (pks — nks) .*

Ora dall’ ultima delle (3) del § 63 si deduce

2 IH*  a” (pkl — Tti;,) = — 2ar‘ akdp = — 2 S-u ak-p •

o ricordando la forinola (3) ter del Gap. VI § 57, 

2(pk,—nk,}biKar’ = 2b,™,ì

e sostituendo nella (2) tor

(2) qualar ^^ilL(lik --- ^ik) = — 26 —  ( pir 4" Ulr) ■*

Derivando oovariantemonte la (8) del § 63 si deduce

lik  ’Kik —■ 2 ttf—k (Prs 4*  4" (.Prsk 4" ^rsk) ^di^mk

Pii 

7111 

«Il

Pii
Ttjo

<Z|2

Pii
7122

«22



cosicché

(/u - x«) = Sb^ (.p,: + n„) 4- (p„k 4- w) — 

ondo, confrontando con (2) quator , si deduce la forinola cercata (3).

D) Esame delle condizioni d’integrabilità.

Abbiamo già trovato tutte le condizioni d’integrabilità dello 
equazioni fondamentali ; esse sono le (3), (7) c (7) Ul. del § 63 e 
la (3) del § 64. Fra queste equazioni, ve no sono sei che conten
gono ly, l2, Xj, X2 : la penultima delle (3), la (7) e la (7)t<)r (con 
i = l, 2).

Noi possiamo definire lo 1, e X, mediante quattro di esse o 
quattro combinazioni di osso, p. es. mediante la penultima riga 
delle (3) del § 63 e le (8) del § 63 od otteniamo pertanto ancora 
due equazioni che non contengono più nè l( nò Xe Esso sono evi
dentemente le (1) t0P che possiamo mettere sotto la forma più semplice

(4) 2 (prik 4- Kik) = Sarl (Kk + Jk) 4- X W alkL, (*).

Osserviamo ancora che nelle (3) e (4) compaiono i coefficienti

drs ” Prs 4~ 

della forma

2(p„ 4" da.,, du, = P 4- Il

già considerata al Gap. II § 14 B).

(♦) Infatti, dall’ ultima dolio (3) del § 63 si deduco 

nik) = - ^b‘rKaik-,

onde sostituendo nella (l)tor si ricava la (4).



lì) Teorema riassuntivo.

Prima di procedere, sarà opportuno enunciare un teorema che 
riassume i risultati finora ottenuti :

Una superficie S non sviluppabile, ed il fallare arbitrariamente 
prescritto delle coordinate omogenee dei punii di essa sono individuali, 
a meno di una sostituzione lineare unimodulare, a coefficienti costanti, 
conoscendo le tre forme differenziali intrinseche

P2 = 2 ars du,. du,, Fa = 2 arst dur du, dut,

2qr, dur du,,

legale dalle identità (condizioni d’integrabilità) necessarie, e sufficienti:

2 ar‘ ar8t = 0 ,
(I)

2ar“ q„ = 0 ,

2filk qPlk = 2&‘k arl (Kk + Jk) — 2b‘k aul,,
(II)

2b”‘ qrBt + 2 2b"‘t qr, = 2b”‘„t.

Le coordinate omogenee x dei punti di S si calcolano integrando il 
primo gruppo di equazioni fondamentali

xr, — 2 a‘, x, + pr, x + a„ X ,

X, = 1, x + 2 m[ xr,

sotto la condizione iniziale (x Xj x2 X) = /|A|.

Posto $ =(xXjX2), le $ (coordinate dei piani tangenti

di S), si ottengono integrando il secondo gruppo di equazioni fon
damentali (*)

(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. es.) lo è anche il secondo.



Crs = ----  S a*, 4- ^rs $ + &r« a >

Et = X, £ 4- 2j ,

sotto la condizione iniziale $2 E) = e/|A|.

I coefficienti delle equazioni fondamentali si calcolano dalle formale

Prs 4- ^rs Qrs , Prs ^rs === 2l ars_|

Dlrg = 7CrB (K 4" J) ^rs ;

(III ) = prB -(K 4- j) ar„

1,4. Xt = — (Ki + Ji)

li — Xj = 2 «r qrs — 2 ai”» .

Il lettore confronti le forinole trovate con quelle del Gap. II, 
§ 16 D) relative al caso particolare di linee coordinate asintotiche.

§ 65. — Trasformazione delle equazioni 

trovate per superficie non rigate. 

Caso di coordinate normali.

A) 11 caso J 0.

Supponendo J $ 0, escludendo cioè il caso di superficie rigate, 
possiamo mettere le equazioni trovate sotto un’ altra forma. Essendo 
2 a” qrs = 0 possiamo porre allora

(1) g„ = 2c<a‘, = 2f<ari<

introducendo così, al posto della forma quadratica ^qrsdurdus la 
forma lineare

(2) T = ^idui.



Ricordando la forinola (1) del Gap. VI § 58, otteniamo, derivando 
covariantemente la (1) :

1 J
( 1) bla Qrsl ~ 3 ^rs H y j 4“

+ e2&la <^.26^.

Dal Gap. VI, § 57 (3) M, e (5) t„ e § 58 (1), si deduce

3 b? aihis = 4 + e 2 6? <|>‘ =
a d

1 Ts / 1 \= 4- 2Watu 4 + = E&„, — J* + .
£ d \ a J

Dalle (1) e (1) M, e dal Gap. VI § 57 (3) e (5) tor e § 58 
(.1) bi, si deduce

3 b^ qr.= ^ b^ 4^ + 3 H(4 f ?» = 
a d

17 / 1 \= 4^6- a<, c4 4 + 26- <pt = 2^4-Jt + J<M , 
ad \ a J

1 T
2 qrlk = 2 aj, + y 2 4- t, + s 2 blri rt =

= 26<fc rik + 436^4^ + Xb* t, , 
a d

26- = 26-1 a/, xit 4- 4 2a”’1 6^ <|», t< =
a d

= (Tj( -f- T() + 4 S T* • 
a



Di più (*)

Sostituendo nelle (II) del § 64, si trovano le equazioni equi
valenti

2^k,+(4-4
\ & d

+ 4**

= S^ar((Xk +A) + J2^<P
\ u

TrJ +
’ 3 J„ 
. 2 J = -2&X,,

dove si può sostituire a il valore (3).

(*) Infatti, dalla (1)m« del Cap. VI § 58 si deduce successivamente

S5r«r = 4-2*r',4-+aa'-‘'lJ‘ a«‘= S (4-4-+ 
J J \ 4 J

= s (4- + *-• I *-• + s (4~ ~r + *’• ) hr“ =

= s [ 4 4 + 7-+ *') (-S-T + ♦■ ) h'“ •
= 2 [4- -4- + + (4" 4- + ) (4" ’T + ) I 6-‘ + 

2 J \ ù J J \ & d / J

4" 4r++2 (4- "t+) (4" ) brst,

ondo la formola del tosto.



B) Nuovo enunciato per le coordinate normali.

Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar
mente utili usando le forme normali (.7 = — 1). Per comodità del 
lettore diamo qui un enunciato completo :

Una superficie non rigata S determina tre forme differenziali 
intrinseche ed invarianti

= X a... du. du., j 40 lo * "7 

(*) Ad una suporficio correlativa alla B corrispondono lo forme <p2 , — ,
— T.

<?8= 2ar,t durdu,dut,

T = St, dtq ,

legate dalle identità

2 ar“ ar,t = 0 (t = 1 , 2)

(A)
1

A2

alll a112 a122

a112 a122 a222

aJl a12 a22

2 af (Tr„ + |8 Tr) = <pt — K, , (Ì = 1,2)
(B)

2 y (t„ + <|>8 Tr) = 2 b"‘ + 3 <pr8 + <pr <p9 4>t),

dove K è la curvatura di e la son definite dalle

ar,u = s2dlk <pk. b„t,

dove le sono definite dalle (1) bl8 a pag. 298, § 56.
Viceversa, date le tre forme differenziali , <p3 , T, soddisfa

centi alle (A) e (B), esiste la superficie S corrispondente ed è com
pletamente determinala a meno di collineazioni (*).  Le coordinate nor
mali x dei punti di S si ottengono integrando il sistema



Xr8 — 2 ar, Xj 4“ &rs "4” Prs ,

= 11X + 2 mf xr

sollo la condizione iniziale (xXj x2 X) = f | A| ; le coordinate normali $ 
dei piani tangenti di S si ottengono integrando il sistema analogo

(C2)
£rs — 2 ar8 Xj 4“ ar8 i 4~ ^rs £ 1

il = Xj £ 4" pi £r ;

sotto la condizione iniziale = e]/|A| ■ Del resto le x e le $

sono legate dalle

1 £
€ = -^HxxxXa) , x = -=

I coefficienti delle (Cj) e (C2) si determinano dalle equazioni

(D)

Prs 4- ^rs ^rai )

Prs ^rs — ^rsl 4*  ì

(*) at—r = s 2 (p? [Gap. VI, §58, (1)]

= 2 <p? = 2 af [Cap. VI, § 57 (3) bI.] ,
onde

aiL'r, = 2 a^s cpj,., + 2 epp ,

e per la stessa equazione precedente (che si può scrivere 2 a^.s = 2 a?4 <pg )

aìlr, = 2 ( epps 4- <pp <ps ).

Inoltre 2 art q„ = 2 a<* aiMT‘ = 2 aiti* = [Cap. VI, § 57, (5)].
Indi si deduce subito la forinola del tosto dall’ ultima dolio (III) a pag. 345.

Dira — ^rs 4“ (1 1^ ) ^rs ,

Prs = Prs 4- (1 — K) ar8 ,

li 4- M = — K,,

^-X^T^ar^^M.) (*)•



§ 66. — Nuova trasformazione delle equazioni 

trovate per il caso di coordinate normali.

A) Introduzione della funzione ausiliaria a.

Le relazioni fra le forme <p2 , <p3 e T si scompongono in due 
gruppi : il gruppo (A) dice soltanto che <p3 è coniugata a <f>2, e 
che e ?3 son formo normali; il secondo gruppo (B), relativo 
alle r,, si può porre in una forma assai elegante con l’introdu
zione di una nuova incognita ausiliaria a col metodo che ora an
diamo a spiegare. Per brevità, poniamo

(1) B = 3 = Sé"1 + 3 + <])„ 4, <|>,).

Essendo J = — 1 < 0, ogni sistema covariante a due indici 

è combinazione lineare di

^rs , ^rs

dove vk ò un sistema covariante ad un indice.
Quindi possiamo porre

tri 4- tr = O ars + a + 2 vk a\ .

In apparenza introduciamo, oltre a, tre altro incognite a, vx, v2, 
ma esse si determinano subito. Infatti moltiplicando la precedente 
con a” oppure con y*  si trova rispettivamente, per le (B) del § 65,

(•) Cfr. Gap. VI, § 57, (5).
(**) Cfr. Gap. VI, § 56, (2).

= 2 a? a\ = 2 v„ ahp a? a„p

= Zvkakpatp = v( (*)  ,

B = a2^'#„ = —2ea (**).



Quindi : L'incognita ausiliaria a, di cui faremo uso, è quella defi
nita da 

e
(2) T„+4isTr=----- — Bfi,.s + Sai., («k — Kf) + a«„

dove B è definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti
tuire le (B) da cui siamo partiti. In altre parole, date le forme tp2, 
[soddisfacenti alle (A)] e la forma T, affinchè esista una superficie 
corrispondente è necessario e sufficiente che valgano le (2) con qualche 
valore di a.

B) Studio delle (2).

Cerchiamo le condizioni d'integrabilità di queste equazioni (2) 
quando come incognite si assumano le .

Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto 
delle (2) stesse (*)

(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI § 68, (in cui J = — 1).
(«) Cfr. Cap. VI, § 56, (2), § 57, (3)t.r, § 60 (1).

+ (K — <P<) Tr — a, a,., + a <J>, arl =

£ £= 4 - ~Btbr, + 2< (<!>„ - Ah) -

— <!>, 2 — Kt) + s 2 <]>’. 2 b<n (<|q - Kt).

Moltiplicando con fi-'1 si trova (**)

2 fi” r„t + II — 2 fi” ar, a( + a 2 fi” arl =

_ _ 1 B 5,. + 2 6? (<|q, - Kn) +226? - Kf).
A &

Ora le identità (4) del § 63 valgono qualunque sia il sistema 
covariante x(, (anche se xt non sono derivate, come ivi si suppo



neva) (*)  ; dunque

(*) Infatti esse si dimostrano nello ' stesso modo nel caso generalo ; del 
resto, no è facilissima la verifica in coordinate asintotiche.

(**) Per l’uguaglianza delle duo espressioni, cfr. Cap. VI, § 56, (4).
(***) Derivando covariantemente le (3) si deduce tenendo conto dello (2) e (3)

air + a (<p/r — cp,. + Kair — elisir) 4- ^(.au Kr + Hr ) zK —

— 2 4- Sai 4'- + K(.aiir 4- a^r ) ] zk —

2&“t,.„ = X2&,-,. T4

e la precedente può scriversi

2 K + atr H) t‘ — 2 ar, (o, + a <|q) =

= - 4- + B + sb‘■ + 2M - - 2
£

Moltiplicando per 2 arh = 2 aki (**)  e sommando rispetto 
a r, si ottiene

(3) o( + o <p( + 2 (e Uh H 4- aki K) r  =*

=----- 2 'fi’’'1 «a (Br + 'Pr) 4" (’Pa» 4" 2 ’P» 4*»    --- 2 *P»

Le cercale condizioni d'integrabilità hanno condotto alle equa
zioni (3) nelle a1. Dobbiamo ora scrivere la condizione di integrabilità 
di queste. Troviamo la

(4) 3 H a 4- 2 {ars H, 4- r  K,) tr =*

= - ^Sa" (Br, 4- 2<prB.) + ^-B(K + 2-^) +

4- 3 0' + 3 r- 2 b™ (Krll 4- 4 Krs 4-

4-2Xr<|>st4-4^’P3<) O-



§ 67. — Deformazione proiettiva.

A) 11 problema fondamentale.

Ora ci rivolgeremo al problema importante :
p

Dato un elemento lineare proiettivo , riconoscere se esiste

qualche superficie corrispondente e, nel caso affermativo, determinarle 
tutte. Date le ricerche del Cap. IV § 40, possiamo omettere il caso 
J— 0 ; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie 
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una funzione arbitraria che 
è la j di l. c.) Possiamo quindi supporre J — — 1 sicché il pro
blema si enuncia : date le forme e <p3 soddisfacenti alle (A) del 
§ 65 B, riconoscere se le equazioni (B) del § 65 nelle incognite , t2 
ammettono qualche soluzione e, nel caso affermativo, determinarne tutte 
le soluzioni. Ora noi abbiamo visto, al § 66 A, che le equazioni (B) 
sono equivalenti alle (2) del § 66 che contengono oltre Tj e t2 
l’incognita ausiliaria a. Noi abbiamo calcolato le condizioni d’in
tegrabilità delle (2), che sono le (3) del § 66.

23

e
=-----5" 2 a ih (Bn + Br <ps 4- B <psr) -|-

4—5- S aP* ark + jBtps ) 4—k- B (K4*J a

4“ S(li 4- Cptr — hstr — 2(psr Aj — 2^ Klr)

— tp; Sa? (c|m q- 2<p, cpt — Ku — 2tp, Kt ) 4-

4* s 2 {Kg 4$ 2 h, (4bt 4~ 2 — 2 Àj ) —

- K S atr ( 4>, — K, ) - s in b‘ir ( <ps K, ).

Dobbiamo scriverò olio a12 = a21, ossia olio S IH’-a,r = 0. Moltiplicando 
pertanto la precedente con ttir o sommando rispetto ad i o r, si ottiene la 
forinola (4) del testo, so si ricordano lo formolo Cap. VI, § 56 (2) o (4), 
§ 57 (3) ter e (3) quator, § 59 (1) o § 60 (1), o la forinola (1) dol § presento.
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Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derivate 
di Tj, t2 e o come polinomi lineari (non omogenei) delle , t2 
e a stesse. Come condizione d’integrabilità delle (3) abbiamo tro
vato la (4) del § 66, che ha la forma

(a) X a -|- X2 r2 — p.,

X, Xj, X2 e p. essendo funzioni note. E noi non continueremo il 
calcolo effettivo giacché le formolo si complicano troppo ; ma è fa
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo 
conto delle (2) e (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re
lazioni della stessa forma (a) ; da ciascuna di esse si derivano nello 
stesso modo due ulteriori relazioni della stessa forma, e così di 
seguito. È quindi chiaro cho cinque casi sono possibili :

1° le relazioni della forma (a) che si trovano nel modo ora 
descritto sono contradditorie,. È questo il caso generalo (*),  se si 
scelgono a caso le forme <p2 e <p3 ; non esiste nessuna superficie di 

elemento lineare proiettivo ;

2° dalle relazioni della forma (a) si trovano valori ben de
terminati di tj, t2 (e quindi anche di a). Esiste (a mono di colli- 

neazioni) una sola superficie di elemento lineare proiettivo , proiet
ti

(*) Infatti, 1’ elemento lineare proiettivo dipende essenzialmente da due 
funzioni arbitrario di u o v, p. os. dalle solite P e y, mentre una superficie 
dipende solo da una funzione arbitraria di due argomenti.

(**) Se lo relazioni della forma (a) dessero un valore determinato per 
basta sostituire t2 a v, ; se poi dessero valori determinati per t, e t2 , anohe 
il valore di a sarebbe determinato.

tivamente indeformabile. La terza forma fondamentale si calcola dal- 
V elemento lineare proiettivo mediante sole operazioni razionali e de
rivazioni ;

3° le relazioni della forma (a) si riducono a due linearmente 
indipendenti sicché esse si possono ridurre alla forma

T2 = ac14-6, a = c^ + d (**).

dove a, b, c, d son funzioni conosciute.



Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della 
forma

5^1 , dv,
-à^- = WlTl + Wl • = + «2 ,

dove mt, m2 , n1, na hanno valori conosciuti.
Tali equazioni formano evidentemente un sistema compieta- 

mente integrabile, e tj se ne ricava mediante quadrature. Le super

ficie di elemento lineare proiettivo —— dipendono essenzialmente (ri- 
?2

guardando come identiche due superficie collineari) da un para
metro. La terza forma fondamentale si calcola dall’ elemento lineare 
proiettivo con quadrature. La terza forma è del tipo

2t( dui = 2t® du( -f- c2 x< dut

con c costante arbitraria ;
4° la relaziono (4) del § G6 non è soddisfatta identicamente, 

ma tutte lo ulteriori relazioni della forma (a) son conseguenza al

gebrica di essa. Le superficie di elemento lineare proiettivo ~^L di- 
?2 

pendono essenzialmente da due costanti arbitrarie. La terza forma è

2 z(dui = 2du( + ct 2 y‘ du, -|- c„ 2 x? dut, 

con due costanti arbitrarie cx e c2;
5“ la relazione (4) del § 6G ò identicamente soddisfatta. Le 

(2) e (3) del § 66 formano un sistema completamente integrabile.

Le superficie di elemento lineare proiettivo dipendono essenzial- 
?2

mente da tre costanti arbitrarie. La terza forma ò

2 v, du( = 2 z” dU{ + Cj 2 xJ dut + c2 2 x? du< + c3 2 x< dut

con tre costanti arbitrarie. Determineremo al § 69 tutto le super
ficie di questa classe.

Notiamo che dall’ analisi fatta risulta :
Se una superficie è proiettivamente deformabile, essa fa parte di 



una famiglia continua di superficie che dipende da uno, due, o tre 
parametri (*),  tutte proiettivamente applicabili fra di loro.

(*) riguardando come identiche duo superficie collineari.
(**) Più precisamente, la corrispondenza fra Se# che si ottiene facondo 

corrispondersi i punti che appartengono a valori uguali di u e v, non sia 
proiettiva. S o S possono invoco essere omografiche in virtù di un’ altra cor
rispondenza puntuale fra di esse, anzi identiche.

(***) Se una superficie ammette co1 deformato proiettive, essa possiede 
un solo sistema coniugato di deformazione proiettiva. Essa no può possedere 
invece co1 o co2 se ò proiettivamente deformabile in co2 o in oo 3 modi.

B) Il sistema coniugato di deformazione proiettiva.

Sia l’elemento lineare proiettivo di due superficie S, S 
¥2

applicabili ma non omografiche (**)  e siano 2 du, , 2 r ( du( le 
terze forme fondamentali di esse. Poniamo

Il Oartan, nella Memoria già citata al Gap. VI § 61, ha tro
vato il significato geometrico delle lineo definite dall’ equazione 
differenziale

(1) ^bir,'/sdu,.du,—0.

Esse formano evidentemente un sistema coniugato (che si può 
ridurre ad un sistema d’ asintotiche contato due volte) che Cartai! 
dice il sistema coniugato di deformazione proiettiva (***),  L’equa
zione (1) si può scrivere anche (cfr. la (1) del § 65)

(1) m. 2 (q,., — qrs) dur Dus = 0

Per ogni sistema di valori (u, v) i piani osculatori delle curve 

corrispondenti di S e 8 nei due punti (u, v) formano due stelle 

omografiche. Possiamo quindi (in co 3 modi) sostituire a S una su
perficie S'(u, v) ad essa collineare (variabile al variare di u, v) 



tale che nel punto (u, v) una curva qualsiasi di £ e la curva cor
rispondente di S'(u, v) abbiano lo stesso piano osculatore (e la 
stessa tangente).

Si fissi comunque per ogni valore di (u, v) una tale superficie 
S'(u, v). Siano Plt Pz , P3 ■ • . punti fissi nello spazio, e P'^u, v), 

v), P'/u, v)... quelli che vi corrispondono nell’omografia che 

porta S in S\u,v). Si fissi ad arbitrio una relaziono /(w,v)=0 
e sia G la curva corrispondente di S. Posto f(u,v)=O, anche i 
punti P'^u, v), P^u, v).. . descrivono delle curve, e per ogni valore 
fisso di (u, v) le tangenti a tutte questo curve incontrano una tan
gente ben determinata (data la relazione f(u, v) = 0) t di in (w, v). 
Allora ed allora soltanto che G soddisfa alla (1), t è la tangente a G. 
Lascio al lettore la facile dimostrazione (*).

(*) L’ enunciato del Cartan è formalmente diverso. Egli dà puro un’ altra 
proprietà cinematica del sistema coniugato di deformazione proiettiva (v. 1. c. 
pagg. 278-279).

(**) Meni, cit., pagg. 280 e 290-292.

(

C) Superficie lì e Ro.

Se Sa'*  x., ^0, ossia se si tratta proprio di un sistema co

niugato, la superficie dicesi superficie 2? e le due congruenze delle 
tangenti alle curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva 
diconsi congruenze R. Lo superficie e congruenze R furono studiate 
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo 
Tzitzóica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro
vati, oltre che da Tzitzóica, da Demoulin e da lonas. Di questo si 
ò già parlato al Gap. V § 52 e § 54.

Se a’“ Xr X»= 0 sicché il sistema coniugato di deformazione 
proiettiva si riduce ad un sistema di asintotiche contato due volto 
la superficie si dirà superficie Ro.

Il Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei 
funzioni arbitrarie di un argomento. Ci limitiamo ad enunciare questo 
risultato (**).  Le superficie R(, dipendono da cinque funzioni arbi



trarie di un argomento. Questo risultato, dovuto pure al Cartai! (*)  
sarà dimostrato tosto in modo molto semplice.

(*) Mem. oit. pàgg. 294-5.

D) Deformazione proiettiva di una superficie data.

Al principio di questo § abbiamo supposto che sia dato un 

elemento lineare proiettivo — - senza sapere a priori so esiste qual- 

che superficie corrispondente. Ora supponiamo invece che sia data 
una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa è 
proiettivamente deformabile e, in caso affermativo, determinarne tulle 
le deformate proiettive. In altre parole, ora supponiamo nota una 
soluzione particolare (tx , t2 , a) dello (2) del § 66 e vogliamo ricer
care le eventuali ulteriori soluzioni (tj, ra, a). Posto

, a — a = x ,

possiamo introdurre o x corno nuovo incognite. Alle (2) dol § 66 
corrispondono evidentemente le equazioni omogenee

(2) Xr.+ <kXr=®r,X.

Come condizioni d’integrabilità delle (2) otteniamo, come si 
vede ormai senza calcolo dalle (3) del § 66,

(3) x, + xx< + 2(tbklH + aKiK)xK= 0,

e condizione d’integrabilità di queste è (cfr. (4) del § 66)

(4) 3 II x + 2 (ar‘ H, + A',) x, = 0.

Una superficie è proiettivamente deformabile allora ed allora 
soltanto che le (2) ammettono qualche soluzione, oltre la soluzione evi
dente Xi ” Xa ~ z =



Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure alle (3) e (4). Derivando 
la (4) e tenendo conto delle (2) c (3) si arriva a due ulteriori rela
zioni lin. om. fra , Xa ex eco. La superficie è indeformabile 
se così si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limitere
mo a trattare il caso particolare di superficie Ii0.

Per una superficie ROì oltre alle (2), deve essere soddisfatta 
anche la

(5) 2a”XrX. = sXrXr = °-

Derivandola covariantemente si deduce

2Xr.Xr = 0.

Moltiplicando (2) per xr risulta pertanto Xi * — Xa* — 0 ossia 
x = 0. Ora dalla (5) segue (*)  che

(*) Basta sostituire con x< noi ragionamento olio ci condusse alla prima 
dello formolo (6) del Cap. VI § 69.

(**) Invece il fatto che una superficie sia R non può esprimersi coll’ an
nullare un invariante dell’ elemento lineare proiettivo.

w = + 1

sicchò la (3) dà IH -|- w K) x« = 0 ossia

(6) Il + ai K = 0 , w = + 1.

Una superfide è R„ allora ed allora soltanto che è soddisfatta 
la (6) (**).

Infatti noi abbiamo appunto dimostrato che per ogni superficie 
vale la (6). Viceversa, se ò soddisfatta la (G), la superficie è 

ossia le (2) ammettono una soluzione con 2a’’XrX« = 0. Infatti 
tutte le condizioni d’integrabilità delle

(7) xr + “S^'xa=0 , Xr. + ^Xr = 0

son soddisfatte, se vale la (6) ; lascio la facile dimostrazione al 
lettore.



Da questo risultato si deduce subito che le superficie Bo si 
ottengono integrando un’ equazione alle derivate parziali del quinto 
ordine. Infatti se 2 = /(a;, y) è V equazione di una superficie in 
coordinate non omogenee, l’espressione dell’invariante H 
contiene derivate di / fino al quinto ordine.

§ 68. Teoremi varii sulle superficie lì e Ro.

A) Elemento lineare riferito alle asintotiche.

L’elemento lineare proiettivo di una superficie lì 0 Iìo si può 
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che 
dalle (B) del § 65 B seguono le relazioni equivalenti allo (2) 
del § 67

2a7(xM+^Xr) = 0 , S^^ + ^x^O.

Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano

5Xi , dlogp-r2 3xa dlogp2?
+ '"óu "X1 ~ 7T + "v = 0 ’ 

oppure

(i)

p (P72xa)=7 (p27Xi) = °-

Le prime due danno

, 7^=7

con U funzione della sola u e V funziono della sola v, sicché



1’ equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva è

S fa du,. du, = — <o (Udu2 — Vdv") = 0.

La forma quadratica qui scritta essendo (impropriamente) in
trinseca, si può, scegliendo convenientemente il parametro u, sup
porre U2 = 1, a meno che sia U —0 (*) ; e similmente, sce
gliendo v in modo opportuno, si può rendere 72=1.

Se la superficie è Ro possiamo quindi supporre (**), scegliendo 
convenientemente il parametro v, che sia U = 0 , V = + 1 oppure

X2 = 0 , Xi = ±y-

Sostituendo nella terza delle (1) si deduce p„ = 0, e cambiando 
anche il parametro u si arriva ad avere

(2) P = l-

Scegliendo opportunamente i parametri u , v delle asintotiche (***) 
di una superficie Ro V elemento lineare proiettivo assume la forma, 
canonica

(2) w, <p2 = 2vdudv , <pa = ?du3 + ?2dv3

in cui p = 1. Viceversa, se P = 1, la superficie è Ro (***♦).
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato più rapidamente 

scrivendo la (6) del § 67 in coordinate asintotiche.

(*) Si noti ohe UV 0 per una superficie II e UV = 0 per una su
perficie Il0.

(**) scambiando eventualmente u con v.
(***) Il sistema coniugato di deformazione proiettivo si riduce alle asin

totiche v — costante.
(****) Infatti le (1) sono allora soddisfatto ponendo

xi = Y’ Xa = 0,



Se invece la superficie è R, possiamo scegliere i parametri 
delle asintotiche in modo che sia

1 1
U2=jz2=l, ossia Xi = ±Y , X2=±y, 

anzi, ricordando che le x< non sono definite che a meno d’un fattor 
costante, possiamo supporre :

Xi = y. , X2 = «y , a2=l.

La terza delle (1) dà poi la condizione di Demoulin

(3) Tu = «P» i a2 = 1

sicché ^du + a^dv = adf è un differenziale esatto.
Viceversa se valgono le (3), la superficie è R, le (1) essendo 

soddisfatte ponendo Xi — ~ > y2 = a

Vale pertanto il teorema : Scegliendo opportunamente i para
metri u, v delle asintotiche di una superficie R, V elemento lineare 
proiettivo assume la forma canonica

<p2 = 2afufvdudv 
(3) u. a = ± 1

?3=fuf,(afuduM-f¥dv3)

in cui Tu — + P,. Viceversa se Tu= + P» la superficie è R (*).

(*) È a = 1 (a = — 1) se il sistema coniugato di deformazione proiet
tiva è reale (immaginario).

B) Un teorema per le superficie Ro 0 R,

Se si conoscono le equazioni in termini finiti delle asintotiche 
di una superficie Rq , la riduzione dell’ elemento lineare proiettivo alla 
forma canonica (2) Ws si effettua con quadrature. Ciò segue senz’ altro 



dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canonica. Ma 
vale ancora il teorema : Data comunque una superficie Ro bastano 
due quadrature ad ottenere V equazione in termini f initi di quel sistema 
di asintotiche cui si riduce il sistema coniugato di deformazione proiet
tiva, anzi addirittura il parametro v delle forme canoniche (2) Ws. 
Infatti, è in coordinate canoniche

+ 2 6*,  x< dur du, = dv2

(*) Como esercizio, il lettore deduca direttamente in coordinato curvilinee 
generali ohe / | 2 In, /i du,. du, | è un differenzialo esatto, so II + wlf = 0, 
facondo uso delle (7) del § 67.

cosicché, determinate le x< con quadratura dallo (7) del § 67,

v = (*)•

Data comunque una superficie R la riduzione dell’ elemento li
neare proiettivo alla forma canonica (3) bl, e quindi anche la deter
minazione delle equazioni in termini finiti delle asintotiche e del 
sistema coniugato di deformazione proiettiva non richiede che quadra
ture. Infatti da ciò che si ò detto al § 67 A risulta subito che lo 
si possono avere dalle (2) del § 67 con quadrature.

D’ altra parto, in parametri canonici è

2 a^, X; dur du, + w 2 b‘r, /i du,. du, = 2 a du2 ,

2 a^, Xi dur du, — w 2 b'r, x*  du,. du, = 2 dv2 , 

e le espressioni a sinistra essendo note, si hanno anche u e v con 
quadrature.



§ 69. — Le superficie proiettivamente deformabili 

in oc3 modi (*).

(*) I risultati di questo §, tranne l’osservazione che le superfìcie con 
H = K + 2 = 0 son quelle con asintotiche di complessi lineari son dovute al 
Cartan, Mem. cit., pagg. 301-307.

' (**) Cfr. § 67 A.
(***) Ci possiamo accontentare di verificare la (2) in coordinato particolari.

A) Preliminari.

Abbiamo visto al § 67 che una superficie non rigata si 
può deformare proiettivamente al più in oo 3 modi. Condizione ne
cessaria e sufficiente affinchè ciò avvenga è che sia soddisfatta iden
ticamente la (4) del § 67 ; il che richiede

(1) H = 0 , K = costante.

Le superficie cui è dedicato il § attuale son quindi le superficie 
isotermo-asintotiche per cui la forma normale <p2 ha curvatura costante. 
Ma se è dato soltanto un elemento lineare proiettivo <p3 : <c2 sod
disfacente alle (1), affinchè esista una (e quindi oo3) superficie cor
rispondente, deve essere identicamente soddisfatta la (4) del § 66 (**)  
cioè deve essere ancora

- 4" S a" (Br, + 2 <]>„ B.) + -4 B (A + 2 - d>) + 3 0' + 3 F= 0.
a

dove B è definita dalla (1) del § 66.
Ora conseguenza delle (1) è l’identità (***)

(2) 2«”(£r, + 2<prA,.)+#<!> +3 

sicché la precedente si riduce a

(3) K + 2) (B + 30' + 3T) = 0.



Nel determinare le superficie corrispondenti, occorre trattare 
separatamente i casi K — 0 e Cominceremo col primo.

B) 11 caso K = O.

Se K = 0 possiamo scegliere, come ben si sa, i parametri w, v 
delle asintotiche in modo che sia

<p2 = 2 du dv , Pv — 1 , w — 1.

L’ equazione H = 0 dà

dalog(|3: 7)  d2logP3 = 0 
SuSv dudv

sicchò si può porre .

„ -\I~V 1/Vco

con U funzione della sola u e V funzione della sola v, i due ra
dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora 
verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). Ora si 
calcola facilmente, dal quadro di formolo che chiude il Gap. VI (*)

(*) Lo derivato di U e V sono indicato con apici.

, _ 1 U' , 1 V' 1 UT
'Ih- 2 u ’ $a~ 2 V ’ 2 UV '

t/u ir3 ,/F v'3
p V ' 8 U3 f U ' V3 ' '

1 U" 1 U'3 , 1 V" 1 V'2
Tl? ’ ̂ 22~ 2 v 2 v3 ’



i / U / 1 U'U" 1 U'3 \
u3 4

V 
u

i vv i. rs
4P2 4P

1 U'" 3 U'U" U'3
2 U 2 U3 + U3 ’

1 V" 3 VV" V'3
r222 — g y 2 P ' P ’

„ t/TT/1 U'" 3 U'U" 3 t7'3\
- \ 7 \ 2 U ’ 4 U3 + 8 U3)~

i/Vfl V" 3 VV" ■ 3 V3 \
V U \ 2 V 4 V3 + V P / ’

_-\/U / 1 U"" U'U'" 3 U"3
1 “ y V \ 2 U ~U3~ ■ T IpU +

9 U'3 U" 15 U'* \
+ 4 U3 ~T^~Ur / ~

U' -1/T / 1 V" 3 VV" 3 V3 \
'~u~ y u \ T~v~ "8 v~ ' TT~v ) ’

y
'~V / 1 V"" V V" 3 V"3
~u ~~v v3 ~i p “t‘

, 9 V'3V" 15 7'4^ , 
+ 4 p 16 V4 ) +

, V AI~U ( 1 U'" , 3 U'U" 3 U'3\
+ V y V \ 4 U + 8 ~~U3 16 T3" / ’

R _ n _ r 1// 1 u"" . 1 u'u"'
-----y- + *2-----U3~ +



, 3 U"2 9 U'2U" , 15 Uri\
+ 8 U2 8 U3 + 32 U* /

u’ i/T / ì v"" , i v'v"' , 
u r U \ 4 V + 2 Fa H

3 p"2 9 yzy" । 15
+ T-F 8 F» ’32‘-r'/'

Sostituendo nella forinola (2) ne risulta confermata l’esattezza 
per il caso particolare H = K — 0 studiato. La (3) equivale alla :

B + 30'+3T=O;

e, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa :

U 1 U"' i / F 1 V" _
V ' 2 U V U ’ 2 V

o semplicemente

cosicché

(5)

V'" = F'"-- a — costante,

U = au3 + u2 + Cj u + dx ,

F = av3 6a v2 + c2 v -f- d2 ,

dove a, btì b2) Cj, c2, d}, d2 son costanti qualunque, purché non 
sia identicamente nò U = 0, nò F = 0.

C) Continuazione. Formolo finali relative al caso K — 0.

Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal
colare le dalle equazioni (B) del § 65. Vedremo che esse si 



possono integrare effettivamente in oo3 modi, come sappiamo a 
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordinate asintotiche

S - , „ /. SK\
h [h - -a-J,

S ,n . o /, SK\
(6) = ’

Sostituendo i valori di 0, 7, 'Pn 'Pai esse diventano

s h/u \ ir 3 h/v \ i u'. I | / - ir I --- — ___ _____ I 1/ . ir I — ___
Su V v V 2 V ’ Sv V U V 2 U ' 

’V s /]/u \ ]/u s h/v \ » 
u Su \r v y r v sv \r u Tv

Le prime due danno subito (essendo funzione della sola u 
e Vj funzione della sola v)

1/ V / 1 V , T. \

(?)
_ 1/ u / 1 U' , Tr \ 

^17(2 u v + Ul )

2 U r V

s
Sv

a /1/ u \
Su v V

1 V"
2 V «+^

sicché la terza diventa, sostituendo anche il valore di B



e moltiplicando con ^UV,

- L v"u + (ffj'-4- u"v-(uuj + -1 u "-1

3 U'U" , 3 U'8 1 T„„ , 3 V'V" 3 F'8
4 U + 8 U  2 K + 4 V 8 'F "-2 2

1 U' 1 U" 3 U'2 -2-fca«a+c«+/1

T ~uv + T ~u W~ù2' u~

Fubini o òboh, Lezioni di Geometria proiettivo-di/Terenxiale.

Ora dalle (5) vediamo che

4- V"u--4 U"v—bau — b,v,2 2 2 i >

cosicché la precedente diventa

(uuj— U"'+
3 U'U"
4 U

3 U'3
8 U2

b2u =

1 3 V’V"^(VV1)'-TV'"+ — -^— 3 V'3
8 V2

b}v —e,

con e costante, da cui integrando,

1 3 U'2 1
UUt = v U"—- — + — b9u2 + tu + j, 

u O lj

1 3 V'2 1= 4- V"- - j- — + — blv3 + ev+f9ì

con due nuove costanti e /2. Sostituendo in (7) si trova

IV' i v" 3 V'2 2 V“ev ”^2

2 F 2 7 8 F2 V

24



dove U e V sono i polinomi (5). Le formolo (D) del § 65 B deter. 
minano subito tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali.

D) 11 caso K = cost. 41 0.

Studieremo in modo simile il caso K 4: 0. La forma <p2 essendo 
di curvatura costante K, si può porre, confò noto, nella forma

4 , ,
<p» = -777-------- <5- dudv,r2 k (u—vy

cosicché

(8)
2 1

Pi = 1F “7-------- va’ , w = sgnK.1 K (u—vy

^2 (R I V)
La condizione H = 0 ossia ----- 5—5-------= 0 diventadu dv

a2 , 
A—3- log dudv

K(u-vy^ _Q
2

cosicché possiamo porre

dove U è funzione della sola u, V è funzione della sola v, e i 
due radicali hanno lo stesso segno.

Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3). 
Balle forinole alla fine del Cap. VI si calcola facilmente

2 20 -- ---------------- 0„ =---------------- — dove 0 = log | a121 = log | p? |
U---- V U---- V

, 1 U' 3 . 1 V 3
u — v ’ ^"2 v+u-v ’

, K . „ U'V 3K . . / U' r\ Q.,
= + -(«-”) \jr-T7 K’



1 V" 1 U'2 , 1 U’ 3
™ - 2 U 2 U2 + u — v U (u — v)2 1

1 V" 1 V2 1 V 3
^2~ 1 V 2 P u — v V (u — v)2 ’

, 27 V' . , 1
+ -3-77 (« — «) — 27] ■

/ 7<|\3/28/T fi V'3 „Aa , 9 7'2 ,
“ \ 2 / V U | 8 F + 4 72 <“ +

/ 3 V" V'2 \ 9 V+ (4’4--2^-.)^-^-w^-r)-9J -
1 U"' 3 U' U" , u'a t 1 /o U" o U'2\

<*'1U T u 2 U2 + Ua ’+ u — v V U ' U2 ) +

3 U'_____ 6
(u — v}2 U (u — v)3 ’

, 1 V" 3 W , F3 1 /o V" o r2\ ,
fea- 2 y 2 V2 + P u — v \ V V2 ) +



+ 3 Z + _ L-(w — V)2 v (u — v)2 '

B 3 U'U" , 3 tn V .aS, 
4 U2 + 8 Ua /“ +

(
Q TJ" Q TJ'2 \ TJ'

--r-u+T-^)^-^+3ir^-6i
/ mWa/7 |7 i v" 3 vv" 3 r3V“\ 2 / r u L\2 4 pa + 8 Fa y (M v) +

3 v" 3 f2h«-^+ 3-- -----------v) H 3_(m_w) + 6

|K| \3/2 1/ U ( 1 £7"" U'U'" 3 U"2 , 
2 / V V \2 ~U~ U2 4 U2 +

/ V" 3 7'2\ 7'1
+ VT-+

/l/qW U'\/y 1/ 1 7"' , 3 7'7"
\ 2 / U Y U L \ 4 7^8 72

3 7'3 \-Te-pr) («-«)’ +

/ 3 7" , 3 7'2 \ . . 3 7'. . 1
+ y 4 7 8 72 y 2 7 M V 3 I ’

/ W \3/2 I/ 1 V"" V'V" 3 7"2
“ \ 2 / y U \ 2 ~V~ ~T2 T “T2" +



9 V’2 V"
+ 4 F3

15 f'4
16 F4 (« — v)3 4"

, / IKI \3/2 I / U 17 3 V”’ , 9 U'U" 9 U'3Y

/„ U” 3 E7'2\ U'I
+ ( ir-(«-«)—377j +

„ / |K| \3/2 / V . . , A l / u / i u"" .
^12 — ^2i— y 2/ v)"^ F \ 4

l U'U"' , 3 U"2 9 U'2U" , 15 t7'4\ .
+ 2 U2 + 8 U2 8 U2 + 32 t74 / M

1 VV" , 3 V"2 9 r2P" , 15 V'*
+ “2 p-+ ’8"“V3 8 F3 + 32 F4 (w — v)2.

Dalle forinole ora scritte si verifica facilmente che la (2) vale 
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3) ; se K 2 = 0, 
essa è un’ identità e comunque si scelgano U e V, le (6) son com
patibili ed esistono le superfìcie corrispondenti. Noi sappiamo dal 
Cap. II § 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le cui 
asintotiche appartengono a complessi lineari ; esse furono oggetto di 
uno studio più approfondito al Cap. V §§ 47 e 49 dove si sono deter



minate anche le loro equazioni in termini finiti. Se invece K 2^0 
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendovi i valori di B, 0', W*', 
calcolati poco fa, e moltiplicando con ^UV, essa diventa

(10) — U"'(u — v)3 — W'(u — v)2+30U'(w — v)-60C7 =
su

= co 2_F'''(M_v)3 + 6F"(M_^2 + 30p(w_v)+ COJ7 .

5«
Operandovi con -a „ - „■ si ottiene 

Su3Sv3

dW _ d6V 
du6 W dv3 costante

sicché U e V son polinomi di sesto grado al più.
Di più posto u — v, la (10) si riduce a U =—wF, sicché è 

necessariamente

U — aua + bu5 + cu* + ^«3 + ew2 + /M + 17 > 
(11)

— w V = av8 bv3 + cw4 + dv3 + ev2 4- fv 4- g .

Sostituendo nella (10) si vede che le costanti a,b,c,d,c,j,g 
possono essere qualunque, purché non sia identicamente U = 0.

E) Le forinole finali nel caso K = cost. 4 0.

Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare 
le Tj sostituendo i valori di 0, y nello (B) del § 65 B, ossia nelle (6)
del § presente. Sostituendo per ora i valori di P, T, , 4*2 » esse
diventano, K essendo costante,

a I 1 j / U 1 i / 2 1 / 1 F' 3 \
Su | u — v y F y |K| (u — v)2 \ 2 F u — v / ’

_a_ r 1 a /y 1 | /~2~ 1 / 1 U' 3 \
Sv |_u — v U 2| p |K| (w — v)2 \ 2 U u — v/’



i/V a I I \/u 1 a/C7 a r i |/r i 
y U ów[(w —v)3r V J F v Sv L(w— V)3K U y

2 ___ 1 n
W K (u—v)5

Le prime due diurno

(12) ____ _
1/ 2 1/ U [1 U' 3 1 „ . J

t!““F |K| |/ y [2 U 2 u — v ' ’

dove è funzione della sola u e 7X funzione della sola v, sicché

a [ 1 i /^1-d/ 2 r 1 .
ibi [(u-v)8 K v 2J V \K\ V L U («—”)2 .

/^rr 1 U"\ 1 V' 1 1
+ \2U1 + T"U") (W—t,)8 (u—v^ + 6 (w-«)d ’

5 I 1 1/Z.J -1/ 2 _Lf 1I21L 1
a? L(«-v)3 V u jj y \k\ u L v («—v)a

-2V,
. 1 1_____ o v' 1 _ c__ L_

2 V / (u—v)3 V (u — vY (u — v)5J

e la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di B 

scritto a § 69 D e moltiplicando con w

[(C7^)'+4 1 U"'
2 U

3 
’4

U'U" 3
C7 + 8 S)] (w — v)3+

4- [-2^—i- u"+4 (“T u"+ Tir)]



(13)

+ A+l . 3U'(u — v) — 3(£ + 2)C7 =

=»][o'm-+4(4 P'" 
“F

3 V'V" ,
4 V +

3 F'3 VI
8 F3 /] (u — v)3 —

[1 K / Q 3 17'2 \ 1— 2VVì — -~V"+~( — ^~ F"+ ± (M - V)2+
£ " \ « V / J

+ 2 • 3F'(w —f) + 3(X+2)F L

Se 4-2=0, quest’ equazione diventa, dividendola per (u— v)2

[(u^y-Au'"+ A (^)'l («-,)_
4 o \ V / J

Q TJ'2
-2UU1+U"-- — =

ir i 3 /f'2vi- <01 [(W- 4- F4- f- | (u-v) 4-

ì 3 F'2 )' +2FF1-F"4--^—y~ •

Se ne deduce facilmente :

1 3 ri'2U"- 4- 4- 4- Au^ + Bu + C, 
a o U

(14)
1 3 F'2FFX = — V"- 4. -4------ w (^2 4- Bv 4- C).

I valori di , t2 sono quindi dati, nel caso di K 4- 2 — 0, dalle 
(12) e (14).

Sia invece K 4-240 sicchò valgono le (11). Poniamo



L U' + 2 \ 2 8 U ) 2ì

(15)
vis 3 V'2 \

pp j_ _ I — P"__ — — I — p„1 1 2 \ 2 8 v /

La (13) diventa

U' (u - vy + 2 U2 - U"^ (u - +

+ 3 r (w — v) — 3 (£ + 2)17 =

(16)

[/ K I 2 \Fj(u — v)a 4- ( 2Fa + - - V" ì (u—v)2 +

+ 3A+lp'(M_v) + 3(7< + 2)vl. 

" I

a»
Operandovi con -^3^3- si ricava, ricordando le (11),

Tjffn
U 2 ---- ----- IO r 2

sicché U2 e F2 son polinomi di quarto grado al più.
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11) :

U2— ) (-^ + 2)us + Au2 + Bu +C,

(17) 
(n 7 \

— a«4- -|-ì (/< + 2>3+^2+^ + Cl.

Lo (12), (15) e (17) determinano le t( e le (0) del § 65 B 
danno i coefficienti dello equazioni fondamentali.



F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie.

Le superficie con H = K -|- 2 = 0 dipendono, come abbiamo 
visto, da due funzioni arbitrarie di un argomento. Por altri valori 
di K, le superficie che abbiamo determinate non dipendono che da 
costanti arbitrarie. Dato il valore della costante K (sia per fissare 
le idee K^O), l’elemento lineare proiettivo contiene, secondo le 
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti 
sono essenziali. Infatti, i parametri di u, v sono stati fissati in 
principio del § 69 D soltanto a meno di sostituzioni della forma

u =
a3 u + at

a^v + «g 
a2V 4“

con a, , «2, a3, a4 costanti arbitrarie. Quest’ osservazione permette 
di ridurre il numero delle costanti di tre unità. Di più, le (9) mo
strano che, moltiplicando le U e V per una stessa costante, l’ele
mento lin. proiettivo non cambia, cosicchò infine non restano che 
tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso 
vale anche se K = 0. Quindi :

Le superficie con oo3 deformale proiettive sono le superficie 
isotermo-asintotiche per cui la forma <p2 ha curvatura K costante. Se 
K = — 2, esse dipendono da due funzioni arbitrarie di un argomento 
e .sono caratterizzate geometricamente dal fatto che tutte le loro asin
totiche appartengono a complessi lineari. Per ogni valore di K diverso 
da — 2 non esistono che oo 3 classi di oo3 superficie, le superficie 
di ciascuna classe essendo proiettivamente applicabili fra di loro.

Data comunque una superficie del tipo studiato al § presente si 
possono con quadrature ottenere le quantità u, v, U, V della, precedente 
discussione, e quindi anche determinare le equazioni in termini finiti 
delle asintotiche, delle curve di Darboux e di Segre. Supponiamo in 

primo luogo K < 0.

Essendo H = 0, è un differenziale esatto. Precisamente 
ò (cfr. § 69 D)

v. , _ / 1 U' 3 \ , , / 1 V' , 3
— I ———-------------- 1 du I ——-------------

\ 2 U u — v f \ 2 V u — v



sicché una prima quadratura determina

[/UV 
(u—v)3

Poi [§ 69 D, (9)]

2
/ 2 \2 1 /l/T , 3 , l/~U , \

f=“(i£r) v*+“K v";

sicché due ulteriori quadrature danno

Notiamo che ciò basta per ottenere le equazioni in termini
finiti delle asintotiche [du = 0 , dv = 0), dello curve di Darboux 
(dw3+ vdv = 0) e dello curvo di Segre (du— wdv3=0). Per deter

minare u e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (<p3)0 ciò che si 

ottiene da y3 dando a v un valore fisso scelto a piacere ; le

0
e Vo abbiano significato analogo ; sarà :

3



Poiché y------- rj-ònoto, un’ulteriore quadratura determina /----- —
\u — v) J |u—Voi

e quindi u. Analogamente si ottiene v. Finalmente

U=^L V= — 
du ’ dv

Le cose si presentano più semplicemente so K — 0. È (cfr.
§ 69 B)

1 U' IV'
^fdUi= — ~du 4- — — dv,

1 tj' 17'
^tDut= — — —du + — — dv, 

cosicché

.___ dm » /-p- 2^ Dui

il che determina U e V. Poi 

j / -ì- Ì2^t Du, 3 _________
U “ 3 “ / 6 l ?3----  ^3 )

1/ 2 J

cosicché

1 f-------3 __________________________

V — g —— l e |/ + (f3 .



Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre 
sono qui

In ciò che precede si ò implicitamente ammesso che le asin
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma è agevole vedere che 
le forinole trovate danno, usando convenientemente l’immaginario, 
anche tutte lo superficie con II — 0, K = cost. a linee asintotiche 
immaginarie. Se K = 0, per arrivare ad una superficie reale, basta 
far assumere ai parametri u e v valori complessi coniugati, nella 
(5) prendere a reale, e bt , b2 ; Cj, c2 ; dt, d2 complessi coniugati, 
e nella (7) w. prendere e reale, f1, /2 complessi coniugati. Se K -|- 

2 = 0, basta dare a u e v, U e V valori complessi coniugati.

Se À’ <0, K + 2 0, i parametri u e v devono assumere valori

complessi coniugati, lo costanti in (11) e quelle in (17) devono 
essere reali. Finalmente se K >» 0, occorre far assumere valori 

complessi coniugati a u e-----La costante d in (11) devo essere 

reale, a e —g, b e j, c e —e complesse coniugate. Nelle (17) B 
deve essere reale, A e — C complessi coniugati.

G) Quadro finale delle forme fondamentali 

delle superficie con 77 = 0, K — cost.

1’ K=0.

ip2 = 2dudv,

?» = 1^17 du3 + |/“7 ’
m v I /V / 1 F' 1 V" 3 F'2 i
I— y p^2Ftt^2F 8 F-



~v2 + eu +/2_|------------- +

Ufi U j_ 1 U" 3 U'2 2 b‘3u2 + eu + ^

V \ 2 TTW + T "C7 8* T2- "* U

dove
U = au3 + &xw2 H-CjW -f- dt,

V = av3 +b2v2 + c2v + d2.

2° K ——2 (superficie con tutte le asintotiche di complessi 
lineari).

2dudv
(w —v)2 ’

, 11 r s , ^+b„+ci,.. J4. ,
\ 2 F 8 y2 v / u v I +

|/^f3 1 1 U'
V V [2 u—v 2 U +

1 U"
2 U

3 U'3
8 U3

A u3 4- Bu-\-G\ . J ,
---------- (j----------1 \u — 

dove

A , B , G sono costanti,

U è funzione arbitraria di u,

V è funzione arbitraria di v.



3’ K(K + 2)4: 0.

4 dudv
K (u— v)'2 ’

(w)2 + “
l-S^du,- |/ )K| |/ y ±_L_ + ±Z + 

2 u — v 2 V

( K V” , 3K F2
+ \ 4 V + ' 16 P *

av 4- (K 4- 2)v3 4- 4fv2 4- Bv 4* 0. i
— l0 Li-------------- '-------- ------------------------------) (u — v) du —

1/ 2 t/U [3 1 1 U'
y |K| y V [2 u — v 2 U

/ K U" , 3K U'2 ,
+ \ 4 U + 16 U2 +

/ q h \
_2_ av 4- (/< 4- 2)u3 4- Au2 4- Bu 4- C

4- L1-------------- L--------- ------------------------------ )(u —v) dv, 

dove

U — an° 4- òu5 4- cu* 4- 4- cu2 4- fu + 3 > 

— w P = av8 4* bv^ 4- cv* 4- dva 4- ev2 4- fv 4* g,

M — sgnK.



§ 70. — Nuovo metodo per lo studio 

dei problemi precedenti.

A) Principio del metodo. (F)

Lo studio dei problemi precedenti in coordinate asintotiche 
porta allo studio del sistema (cfr. le (14) e (15) del Cap. II, § 16 D)

(1) ^ = -(2pT„ + P„7),

(2) Jf„ = -(27PB + P7v)

(3) Pvo» + P-^v + 2J/p« = 7„uu + 7ZU + 2Zr7u .

Se la superficie non è rigata (caso già studiato al Cap. IV, 
§ 40) potremmo introdurre una nuova incognita ausiliaria R, in
dicando con PtI? i due membri della (3). Allora dalle (1), (2), (3) 
si potranno dedurre Lv, Mu, Lu, Mv come funzioni lineari di 
L, M, R. Dalle condizioni d’integrabilità Luv= Muv — Mvu, 
troviamo delle equazioni lineari in Ru^ R„y di cui si debbono cer
care le nuove condizioni di integrabilità. Questo metodo inizial
mente concepito dal Tubini è di complicazione non inferiore al 
precedente, ed ha lo svantaggio di fare i calcoli in coordinate par
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece 
sono posti in evidenza dal metodo precedente dovuto al Cech.

Esso diventa però semplice in qualche ricerca particolare, p. 
es. nella ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro 
applicabili. A ciò dedichiamo il resto di questo Capitolo.

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu
zioni sono del tipo

L + ShiPt , M +

ove L,M sia una soluzione particolare, P^ Qt (*)  sono soluzioni 

(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti.



particolari del sistema omogeneo

(4) Pv=e„=0 , P<?1, + 2QP„=7P„+2Pt„.

E perciò :
Se una superficie è deformabile, è deformabile in infiniti modi, 

al massimo in oo3 modi (se restano arbitrari i valori iniziali di 
L , M , R).

Quando inai lo (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare 
che, se L, M od L', M' sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3), 
allora (Gap. II, § 16 D)

(L — L') du2 + ( M—M ') dv2

ha carattere intrinseco. Tali saranno perciò le forme

(5) PJ^+Q^v2

Per lo (4) sarà P< funzione della sola u, Q, della sola v. Se 
la superficie è deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non 
nulla, potremo cambiare i parametri delle u, v (o scambiare, even
tualmente, lo u, v) in guisa che la (5) considerata sia del tipo

dv2 oppure du2 + dv2

cioè P = 0 , Q = 1 oppure P = Q = 1.

Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il 
parametro u. Nel primo caso ò, come si vede dalle (4): p„=0, 
cioè p funzione della sola u. Cambiando il parametro u, potrò ren
dere p = 1.

Nel secondo caso è p„ —Siamo nel caso di una superficie lì. 
Quindi :

Una superficie deformabile non rigata o è una superficie R di 
Tzitzéica, oppure si può per essa rendere p=l. Ogni superficie di 
questi tipi è almeno deformabile in oo 1 modi. Vediamo quando essa 
ò deformabile in oo 3 modi.

B) Le superficie con p = l deformabili in co3 modi.

Le (4) diventano

P# = Qu=0 , Qv — r(Pu + 2 Pq„.
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Poiché P ne risulta funzione di u, Q di v, indicheremo P con 
la lettera U e Q con V, cosicché avremo l’equazione

(6) F=^'+2^„.

Dobbiamo cercare quando, oltre alla soluzione U = 0, 7=1, 
ve ne sono altre due UA e Vx ed U2 , 72 indipendenti linearmente. 
Posto U= Ut e 7= Vt in (6) per i— 1, 2, troviamo due equa
zioni lineari, che, risolute rispetto a y ed a danno

* V\ Ut — [7, U’s ' Ut — U^Ui

Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce

7„ = - 27»- 7 
au

donde 

d2log7 0 
dudv

E perciò 7 = U3V2, ove U3 ò funzione di u, 7S di v. La (6) 
diventa

7'=^78U'+2W7a, 

cioè
U3 U' + 2 U U'9' = h (A = cost.),

da cui si deduce appunto

17 — ( ]c costanti).
^3”

Se una superficie eon p = 1 è deformabile in 00 3 modi, allora y 
è prodotto di una funzione della u per una funzione della v e si 
ha K = 0.

Dovremo ora studiare le (3) in questo caso : cosa facile, ma 
qui inutile dopo i risultati del precedente §.



C) Superficie con 3 = 1, A^-O, deformabili al più in co8 modi.

La (6) possegga ora,una sola soluzione U, V (a meno di un 
fattore costante) con U 4= 0. Derivando rispetto ad u, troviamo

ì[7"-L37).r'+2rjTMH = o.

Essendo U 4= 0, questa equazione in, 7 possederà due soluzioni 
indipendenti U{, U't funzioni della sola u. E sarà

(7) 7=^^+^^

ove le Vi sono funzioni della sola v. Nell’ipotesi K 4 0, sia le 
U{ ed Uj che lo Vi, 14 saranno linearmente indipendenti. Dato 7, 
e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovrà soddisfare alle

U'+2D;"D=0 , 
cioò

U'( U' 4- 2 U” U = hi , (Scostanti) 

ossia

(8) U’2 U — Ut + ki (ht, kt costanti).

Le due funzioni Ut sono dunque legate dalla

/m V? U*
’ h^ + ki ^U^k/

Le superficie con p = 1, K 4 0 deformabili in 00 2 modi sono, 
se esistono, quelle per cui q ha il valore (7), dove le U, , U2 sono 
legate dalle (9) (in cui, si noti, se hi 4: 0, si può supporre, mutando 

k
Ui-}--— in Ui, che kt = 0).

"■1

Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore, 
si devono discutere le (1), (2), (3).

D) Le superficie R deformabili in 003 modi.

Le superficie R deformabili in 00 2 modi sono, se. esistono, quelle 
per cui esiste una soluzione (diversa da U = V = cost.) delle (4)



cioè della

(10) pF'+2p„ 7= 7^+27.17.

Noi qui ci accontentiamo di studiare quello deformabili in oo 3 
modi, cioè quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni 
Ut, Vt (i — 1, 2), che con la U — V = 1 formino un sistema di 
tre soluzioni indipendenti. Ponendo in (10) U — Ut e V=Vf si 
hanno due equazioni lineari in p , 7 e p„ = 7„. Risolvendole si

ÈL. 
P ’

trova il valore di da cui integrando si ha :

(11) P2 [W- UJ - U'^- U2)] = U*,

ove U3 è una funzione della u. Così analogamente, risolvendo ri

spetto a —“ , integrando, indicando con Fa una funziono della v, 

si trova :

(11)m. fEW” W- 0,)] = 71.

Ma, dividendo l’un per l’altro i valori trovati di 

cordando che p,= 7„) si trova che

(11) ter
P

K e (e ri-
P 7

_ i

Dividendo membro a membro lo (11) e (11) bl, e ricordando 
(11) ter, si trova che

P : 7 — ^3 : lzs , 

cioè che la superficie è isotermo-asinlotica.
La ricerca è p. es. ridotta allo studio della equazione non 

semplice
U8: p3= U'(^- uty.

È inutile proseguire il calcolo, fatto per via più completa nelle 

pagine precedenti.
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La divisione covariante).

Gap. 1. — LA TEORIA DELLE CURVE.

§5 . — La teoria delle cune in geometria euclidea . . . pag. 23
(Gli invarianti fondamentali. Equazioni intrinseche di una 
curva. Nuova deduzione dogli invarianti fondamentali).

§6 . — Geometria proieltwo-differenxiale delle curve . . » 26
(Preliminari analitici. Applicazione della teoria delle curve.
Lo curve come luogo ed inviluppo. Lo equazioni differenziali 
fondamentali. Lo curvo di un complesso lineare. Significato 
del segno di o> = + 1. Lo collineazioni a modulo qualsiasi. 
Coordinato normali).

§7 . — Gli elementi geometrici fondamentali . » 37
(Sistema nullo osculatore. 11 tetraedro principale. Altri ele
menti geometrici. Una osserva zionq).

§ 8. — Le curve piane...................................................................... » 45
(Una osservazione).



Cap. II. - I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE.

§ 9. — Formolo di calcolo assoluto.................................................. pag.
(Differenziali controvarianti. Alcune definizioni. Le geodetiche.
Derivate covarianti. Una generalizzazione. I simboli a quattro 
indici o alcuni parametri differenziali. Relazioni di apolarità).

§10. — Riassunto di alcuni teoremi metrici .... »
(Triedri diretti e inversi. Le forme fondamentali di Gauss di 
una superficie. Raggi o lineo di curvatura. Elemento lineare 
dell’immagine sferica. Superficie applicabili).

§ 11. — Prime considerazioni di geom. proiettiva . . . »
(Le direzioni asintotiche. Le direzioni di Darboux).

§ 12. — Le forme differenziali fondamentali .... »
(Primo metodo. Nuovo metodo por definire lo F9,F3. Le 
formo F2 , F3 nella geometria metrica. Una osservazione).

§13. — Prime applicazioni..............................................................»
(Superficie correlative. Significato geometrico del fattore di 
proporzionalità dello J).

§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali e la terza for
ma differenziale ........ »

(Formolo fondamentali. La forma P — n. Altre equazioni 
fondamentali. Il teorema fondamentale).

§ 15. — Varii sistemi di coordinate x, £............................................ »
(Un primo sistema di coordinate. Coordinate non omogenee. 
Superficie rigato. Coordinate normali. Rette normali. Metrica 
normale).

§ 16. — II caso di linee coordinate asintotiche .... »
(Lo formo F«, F3, P, Il, Q. Flecnodi. Osservazioni varie.
Condizioni di integrabilità. Calcolo di (® dx d^x d'xf II cono 
di Segre. Confronto con le forinole della Geom. metrica).

§17. — Applicazione agli invarianti di un sistema coniugato » 
(Calcolo di tali invarianti. Sistemi coniugati ad invarianti 
uguali. Un’altra applicazione).

§ 18. — Nuovi studii in coordinate asintotiche u, v. . . »
(Coordinate non omogenee e di Leliouvre. Asintotiche appar
tenenti a complessi lineari. Superlìoie di cui tutte le asinto
tiche appartengono a complessi lineari).

§ 19. — Le rette tangenti ........ »
§ 20. — Applicabilità proiettiva....... »

(Il teorema fondamentale. Una proprietà caratteristica di due 
superficie proiettivamente applicabili. Un’altra proprietà carat
teristica dello superficie proiettivamente applicabili).

Gap. III. - GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI.
§ 21. — La quadrica di Lie . . . . . , pag.

(Sua definizione. Interpretazioni geometriche della forma cps
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e dell’ elemento lineare <p3 : <p2. Fascio delle quadriohe di Dar- 
boux. La quadrica di Lie come iperboloide osculatore).

§ 22. — La corrispondenza di Segre ...... pag. 132
§ 23. — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve ... » 133

(Primi teoremi. Terne apolari. Le coppie apolari o la conica 
di Wilozynski. Interpretazione non euclidea della metrica pro
iettiva. Curve di un fascio ; 1’ asse della superficie).

§ 24. — Le pangeodetiche. Il fascio canonico .... » 141
§ 25. — Congruenze di rette................................................... » 144

(Sviluppabili o fuochi. Le direttrici di Wilozynski. Congruenze 
K coniugate e K' armoniche ad 8, tra cui si corrispondono 
le sviluppabili. Le superficie a curvatura —2. Le congruenze 
a sviluppabili indeterminate).

§ 26. — Lo spigolo (edge) di Green .... . » 153
§ 27. — Il fascio canonico ....... » 155
§ 28. — Le superficie per cui una retta canonica passa per un

punto fisso, e superficie duali........................................... » 160
(Caso delle normali proiettivo. Formolo generali. Il caso
1 -f- 7v = 0 (per l’asse). Il caso k — 0 delle direttrici. Le su
perficie di Tzitzeica-Wilozynski).

§ 29. — Le superfìcie di Ceoh a linee di Darboux piane . . » 170
§ 30. — Breve riassunto di altre ricerche ...... » 177

Cap. IV. — SUPERFICIE RIGATE.

§31. — Applicazione delle formale generali del Capitolo II al 
caso particolare di una superficie rigata ....

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti e prime ap
plicazioni .......... 

(Nuova deduzione dello (11). Applicazione alla quadrica di Lio). 
§33. — Orientatone delle generatrici ; espressioni intrinseche. 

Formale relative al cambiamento di 'variabili .
§ 34. — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca .

(Linee asintotiche. La forma bilineare fondamentale. Con
gruenza flecnodale).

§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici per 
superficie rigate a due curve flecnodali distinte

(Coordinate normali. Invarianti fondamentali d’una rigata a 
lineo flecnodali distinto. Alcuno applicazioni geometriche).

§36. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici per 
superfìcie rigate a curve flecnodali coincidenti

(Determinazione di queste rigate per mozzo di invarianti. 
Alcune interpretazioni geometriche).

§ 37. — Il complesso lineare osculatore.................................
§ 38. — Ulteriore studio di superficie rigate a curve flecnodali 

distinte, prive di retta direttrice . . . .
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§ 39. — La trasformazione flecnodale
§ 40. — L’ applicabilità proiettiva di superfìcie rigate

pag. 231
» 238

Cai-, V. - CONGRUENZE, CONGRUENZE IP E TRASFORMAZIONI 

PER CONGRUENZE TP.

§ 41. — Congruenze di assegnata prima falda focale 
(Formolo fondamentali. Nuova interpretazione dello formolo 
procedenti).

§42 . — Formale fondamentali della teoria dille congruenze W 
§ 43. — Le congruente W con N = cost.....................................  
§ 44. — Confronto coi risultati classici della geometria metrica 
§ 45. L’ equazione delle congruente W in coordinate di retta 
§46. — Le congruente di Wilczynski.................................  
§ 47. — Congruente W di cui una falda focale S è quadrica.

(Primi teoremi. Interpretazione nella geometria non euclidea. 
Inversione dei teoremi dati in A).

§ 48. — Congruente W con le due falde rigate (non quadriche) 
§ 49. — Superfide trasformate delle rigai ' con congruente W. 
§ 50. — Composizione di Bianchi di due congruente W .
§51 . — Le trasformazioni W di Fubini delle superfìcie isoter- 

mo-asintotiche......................................................
§52 . — Le trasformazioni di lonas per congruenze W delle 

superficie R.....................................................
§ 53. — Le trasformazioni di lonas delle superfìcie di lonas .
§ 54. — Il teorema di Fubini per le trae formazioni delle su

perficie R...............................................................
(Una osservazione sulla teoria delle congruenze TP)

pag. 243

» 250
» 253
» 255
» 260
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» 287
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» 293

Gap. VI. — INVARIANTI DELL’ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO.

§55 . — Alcune considerazioni preliminari .
§56 . — I differenziali coniugati...............................
§57 . — La forma differenziale F3'.......................................  

(Definizione di F3. Alcuno identità notevoli).
§ 58. — La forma differenziale S<|>i dui.................................  

(Definizione delle . Relazioni con le prs — n,j).
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proiettivo..............................................................  
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§ 60. — Invarianti del secondo ordine dell’ elemento lineare 
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61. — Il primo problema dell’ applicabilità proiettiva . . pag. 319
(Preliminari. Condizioni necessarie. Condizioni sufficienti.
Nuova forma delle condizioni sufficienti).

62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi con un gruppo 
continuo di trasformazioni in so..................................» 325

(Alcuno formolo preliminari Un lemma. Il teorema fonda
mentale).

Gap. VII. - CONDIZIONI D’INTEGRABILITÀ E SUPERFICIE 
PROIETTIVAMENTE APPLICABILI.

63. — Condizioni d'integrabilità delle equazioni fondamentali pag. 335 
(Equazioni preliminari. Trasformazione delle (5). Calcolo 
dello lt ).

64. — Continuazione............................................................................» 340
(Condizioni d’integrabilità dello (1)ms. Studio delle (1).
Studio della (2). Esame delle condizioni d’integrabilità. Teo
rema riassuntivo).

65. — Traeformazione delle equazioni trovate per superficie
non rigate. Caso di coordinate normali .... » 345

(Il caso J4; 0. Nuovo enunciato per lo coordinate normali).
66. — Nuova trae formazione delle equazioni trovate per il

caso di coordinate normali................................................... » 350
(Introduzione della funziono ausiliaria a. Studio delle (2) ).

67. — Deformazione proiettiva....................................................» 353
(Il problema fondamentale. 11 sistema coniugato di deforma
zione proiettiva. Superficie R e Ro. Deformazione proiettiva 
di una suporficio data).

68. — Teoremi varii sulle superficie R e Ro . . . . » 360
(Elemento lineare riferito alle asintotiche. Un teorema per lo 
superficie Ro o R).

69. — Le superfìcie proiettivamente deformabili in co3 modi » 364 
(Preliminari. 11 caso K — 0. Continuazione. Formolo finali 
relative al caso K = 0. 11 caso K = cost. 4= 0. Lo formolo 
finali nel caso K = cost. 4= 0. Teorema riassuntivo e osser
vazioni vario. Quadro finale delle forme fondamentali dello
superficie con II =0, K = cost.)

70. — Nuovo metodo per lo studio dei problemi precedenti . » 384
(Principio del metodo. Lo superficie con p = 1 deformabili in 
co3 modi. Superficie con 0 = 1, 7f 4 0, deformabili al'più 
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