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Streszczenie: Badania i analizy ekonomiczne prowadzą do klasyfikacji obserwowanych 
obiektów pod względem przestrzennym, czasowym lub przestrzenno-czasowym. Pomijanie 
oddziaływania przestrzeni na badane obiekty może prowadzić do obniżenia wartości prowa-
dzonych analiz, a nawet do błędnych wniosków. W zagadnieniach klasyfikacyjnych powinno 
się zatem dążyć do wykorzystania jak największych możliwości, związanych z danymi cza-
sowo-przestrzennymi. Celem przeprowadzonych badań była próba uwzględnienia w anali-
zach przestrzennych nie tylko interakcji przestrzennych, ale także przestrzenno-czasowych, 
a w konsekwencji propozycja modyfikacji macierzy wag przestrzennych w taki sposób, aby 
możliwa była analiza interakcji przestrzenno-czasowych. Zaproponowane przez autora po-
dejście do zagadnienia rozwija metody analiz czasowo-przestrzennych. W pracy oprócz me-
tod statystyki przestrzennej wykorzystano elementy analizy funkcjonalnej. 

Słowa kluczowe: analiza czasowo-przestrzenna, macierz wag, analiza funkcjonalna.

Summary: The conducted research and economic analysis lead to the classification of 
observed objects in spatial, temporal or spatial-temporal terms. Failure to include space in 
research leads to a reduction in the value of conducted analysis, or even to false conclusions. 
Classification should therefore aim at maximizing the potential of temporal-spatial data. 
Spatial surveys use statistical methods, which in their structures contain information about 
spatial interactions. Using spatial statistics tools for autocorrelation we find that there is no 
way to take into account the time in research because these methods primarily aim at detecting 
spatial interactions. The aim of the study was to carry out research that would enable to take 
into account in the spatial analyses such modifications of the weights matrix in order to obtain 
the possibility of determining temporal-spatial interactions. In addition to methods of spatial 
statistics, functional analysis elements were used in the work.

Keywords: spatial-temporal analysis, matrix of weights, functional analysis.
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1. Wstęp

W różnego rodzaju analizach ekonomicznych bardzo często badania prowadzą do 
określenia zasad i procedur, które służą do klasyfikacji obiektów. W konsekwencji 
uzyskujemy podział badanych obiektów ze względu na cechy, które charakteryzu-
ją ich własności. Możemy wyróżnić obiekty o charakterze ekonomicznym, czaso-
wym, przestrzennym oraz ich kombinacje. Podstawowy podział metod klasyfikacji 
określamy jako metody klasyfikacji strukturalnej (analiza skupień) i metody porząd-
kowania liniowego. Można również ujmować zagadnienie klasyfikacji dokładniej: 
jako metody taksonomiczne, wyróżniając metody klasyfikacji strukturalnej, rankin-
gowej, i metody identyfikacji reprezentantów klas. W zakresie tych ostatnich wyróż-
niamy klasyfikacje wzorcowe i bezwzorcowe, jedno- i wielokryterialne, dyskrymi-
nacyjne oraz klasyfikacje rozłączne, rozmyte i przybliżone (zob. [Wysocki 2010]). 
Nieuwzględnienie w badaniach ekonomicznych interakcji przestrzennych może pro-
wadzić do błędnych interpretacji wyników lub obniżenia ich wartości poznawczych 
[Pietrzak 2010; Głowicka-Wołoszyn i in. 2017]. W określeniu odpowiedniej struk-
tury zależności przestrzennej kluczową rolę odgrywa macierz wag przestrzennych. 
O tym, jak ważny jest dobór macierzy sąsiedztwa, może świadczyć duża liczba prac 
różnych autorów poruszająca właśnie ten problem [Anselin 2001; Clif, Ord 1973; 
Getis 2009; Getis, Alstadt 2004; Kuc 2015; Pietrzykowski 2011; 2014; Pietrzak 
2010; Suchecka (red.) 2014; Suchecki (red.) 2012 (i wielu innych)]. W literaturze 
możemy spotkać wiele propozycji postaci macierzy wag. Jej różnorodność spowo-
dowana jest przede wszystkim rozważanymi rodzajami danych oraz rozwiązywa-
nymi problemami z różnych dziedzin nauki, między innymi z ekonomii. Można by 
sądzić, że ze względu na budowę macierzy wag dobór jej elementów wydaje się 
niegraniczony, jednak analizując jej różne postacie, w większości obserwujemy po 
prostu modyfikacje tej macierzy oparte na tych samych podstawach konstrukcyj-
nych. Wykorzystując narzędzia statystyki przestrzennej do badania autokorelacji 
przestrzennej, spotykamy się z brakiem możliwości uwzględnienia czasu w bada-
niach, które przede wszystkim mają za zadanie wykrycie interakcji przestrzennych. 
Celem pracy było zatem przeprowadzenie badań pozwalających na uwzględnienie 
w analizach przestrzennych takiej modyfikacji macierzy wag, aby uzyskać moż-
liwość określenia interakcji czasowo-przestrzennych. W pracy oprócz metod sta-
tystyki przestrzennej wykorzystano również elementy analizy funkcjonalnej, które 
posłużyły do uzyskania macierzy odległości wykorzystanej w dalszych analizach.

2. Analiza problemu

Jednym z problemów, jakie występują w analizach danych panelowych, jest 
uwzględnienie interakcji przestrzennych. Chociaż analiza modeli panelowych roz-
wija się bardzo dynamicznie, jednak jeżeli chodzi o problem uwzględnienia interak-
cji przestrzennych, jest on bardzo często pomijany. W pracy dotyczącej ekonometrii 
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przestrzennej [Suchecki (red.) 2012] przedstawiono sposób uwzględnienia interakcji 
w czasie i przestrzeni w konstrukcji macierzy wag. Budując macierz W, zakłada-
my, że funkcja odległości między poszczególnymi jednostkami przestrzennymi jest 
identyczna we wszystkich badanych okresach i definiuje się ją jako:

𝑾𝑾𝑻𝑻 = (𝐼𝐼𝑇𝑇 ⨂𝑊𝑊) =  �
𝑊𝑊
0

0 ⋯   0
𝑊𝑊 ⋯ 0

⋯
0

⋯ ⋯ ⋯
0 ⋯ 𝑊𝑊

� . (1)

W przypadku uwzględnienia autokorelacji przestrzennej składnika losowego 
mamy do wyboru bezpośrednie zdefiniowanie postaci funkcyjnej struktury interak-
cji lub zastosowanie odpowiedniego procesu składnika losowego. Szczegółowy opis 
klasyfikacji różnych konstrukcji przestrzennych modeli panelowych można znaleźć 
w publikacji Elhorsta [2003]. W analizach przestrzennych kluczową rolę odgrywa 
macierz wag. Pierwszym autorem, który rozważał wzajemne powiązania pomiędzy 
zmiennymi, był Moran [1950]. Zaproponował on miarę przestrzennej zależności 
o postaci:

𝑅𝑅(𝑀𝑀) =
𝑁𝑁

∑ ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
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𝒛𝒛′𝑧𝑧

 , (2)

gdzie: z jest wektorem kolumnowym, którego elementami są różnice zi = xi – μ. 
wij są elementemi macierzy wag W(pxp) o postaci

𝑾𝑾 =  �
𝑤𝑤11 ⋯ 𝑤𝑤1𝑝𝑝
⋮ ⋱ ⋮
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Modyfikując macierz W, możemy uzyskać tzw. przestrzenny korelogram, przyj-
mując następujące warunki dla jej współczynników:

 𝑾𝑾 = �
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, kiedy 𝑖𝑖-ty obiekt jest sąsiadem 𝑗𝑗-tego  objektu
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,   kiedy 𝑖𝑖-ty obiekt nie jest sąsiadem 𝑗𝑗-tego  objektu
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, kiedy  𝑖𝑖 = 𝑗𝑗

 (4)

Taki zapis wzajemnych powiązań między badanymi obiektami prowadzi do wy-
znaczenia najprostszej macierzy wag o strukturze binarnej. Konstrukcja macierzy 
wag może być oparta na czysto teoretycznej wiedzy na temat badanego problemu 
(wiedza egzogeniczna) lub na wiedzy empirycznej badanego zjawiska (wiedza en-
dogeniczna) [Getis 2009]. Podstawy budowy macierzy wag opierają się na zdefi-
niowaniu sąsiedztwa badanych obiektów poprzez określenie, czy są to obiekty, któ-
re charakteryzują się wspólną granicą (mówimy wtedy o sąsiedztwie I rzędu). Na 
rysunku 1 przedstawiono klasyfikację rodzajów macierzy wag przestrzennych ze 
względu na sposób ich budowy na podstawie prac badawczych Getisa i Alstadta 
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[2004]. Na rysunku przedstawiono również propozycję rozbudowy klasyfikacji ro-
dzajów macierzy wag, które w swojej strukturze zawierają, oprócz interakcji mię-
dzy obiektami, również element czasowy. Przykład dotyczący macierzy wag opartej 
na odległościach taksonomicznych można znaleźć u Pietrzykowskiego [2014]. Na 
rysunku 1 przerywaną linią zaznaczono propozycje poszerzenia dotychczasowych 
badań dotyczących macierzy wag, przede wszystkim o analizę funkcjonalną.

Rys. 1. Klasyfikacja rodzajów macierzy wag przestrzennych ze względu na sposób ich budowy 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Suchecka (red.) 2014, s. 163].

Modyfikacja macierzy wag. Na rysunku 1 przerywanymi liniami zaznaczono 
propozycję macierzy wag, które mogą uwzględniać moment czasowy. Modyfika-
cję macierzy wag W, która uwzględniałaby interakcje przestrzenno-czasowe, prze-
prowadzono, wykorzystując macierz odległości euklidesowych uzyskanych według 
formuły 5. Dla wybranych m cech o charakterze ekonomicznym, które obserwowa-
no w pewnym okresie t, określono macierz odległości taksonomicznych, które obli-
czono dla badanych jednostek przestrzennych (tzn. województw) zgodnie z formułą:

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖 =  �∑ �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖�
2𝑝𝑝

𝑖𝑖=1   , (5)

gdzie: dij jest odległością euklidesową między obiektami: 

1( ,..., )i i ipX x x ′=  i 1( ,..., )j j jpX x x ′= .

Kontynuując powyższe rozważania, do budowy macierzy wag wykorzystano 
analizę funkcjonalną. Dane funkcjonalne to krzywe i trajektorie w postaci ciągu, 
a nie pojedynczej obserwacji. Analiza szeregów czasowych różni się od analizy 
funkcjonalnej tym, że momenty czasowe w analizie funkcjonalnej są wyrażone za 
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pomocą zbioru krzywych ciągłych. Dane funkcjonalne zachowują strukturę ob-
serwacji, biorąc pod uwagę informacje o każdym pomiarze. Poza tym w analizie 
funkcjonalnej obserwowane momenty nie muszą być równomiernie rozmieszczone 
w czasie, co w konsekwencji pozwala na niwelowanie problemu braku obserwa-
cji [Deręngowski i in. 2017; Ingrassia, Costanzo 2005]. W odróżnieniu od szere-
gów czasowych, w analizie funkcjonalnej dane czasowe o charakterze dyskretnym 
przekształca się w zmienne ciągłe zgodnie z procedurami wygładzającymi np. za 
pomocą liniowych kombinacji k znanych funkcji bazowych na odpowiednią funk-
cję Xi(t), która jest właściwą postacią funkcjonalną danych. Zbiór takich funkcji 

1 1( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))nX t X t X t X t=  nazywany jest funkcjonalnym zbiorem danych [Hall 
i in. 2006]. Na bazie funkcji 

1
( ) K

k kk
X t c φ

=
≈∑  (dokładny opis u Ramsaya i in. [Ram-

say, Silverman 2005]) można obliczyć macierz odległości zgodnie z formułą:

𝑑𝑑(𝑋𝑋1;𝑋𝑋2) = �∫(𝑋𝑋1(𝑡𝑡) −  𝑋𝑋2(𝑡𝑡))2𝑑𝑑𝑡𝑡  . (6)

Uzyskane odległości d można wykorzystać do budowy macierzy wag, która 
w swojej strukturze będzie zawierała element czasowy, ale właściwie nie uwzględ-
nia autokorelacji przestrzennej. Uzyskana macierz odległości Of , podobnie jak ma-
cierz wag W, na diagonali ma zera i jest macierzą symetryczną:

𝑾𝑾𝒏𝒏 = 𝑾𝑾𝒔𝒔 +𝑶𝑶𝒇𝒇 , (7)

gdzie Wn – zmodyfikowana macierz wag, Ws – macierz wag pierwszego rzędu,  
Of – macierz odległości uzyskana zgodnie z formułą 6.

Macierz wag W uzyskana zgodnie z formułą 4 w najprostszej postaci jest macie-
rzą binarną. Dobór macierzy wag powinien odzwierciedlać zależności przestrzenne 
łączące analizowane obiekty. Im model wzajemnego oddziaływania obiektów w prze-
strzeni zostanie zobrazowany bardziej realistycznie, tym dokładniejsze wyniki uzy-
skamy. Mając podstawową macierz wag w postaci binarnej, możemy dokonać jej 
standaryzacji, to znaczy, że każdą wagę określającą sąsiedztwo dzielimy przez sumę 
danego wiersza. W rezultacie uzyskujemy wagi znajdujące się w przedziale od zera 
do 1. Takie normowanie stosujemy w przypadku różnej liczby sąsiadów, dzięki czemu 
równoważymy ich wpływ. Częstym zabiegiem przy analizach przestrzennych oprócz 
normowania wierszowego jest również normowanie kolumnowe lub globalne. W pro-
wadzonych analizach uzyskana macierz sąsiedztwa pierwszego rzędu, uwzględniająca 
tylko najbliższych sąsiadów, nie jest macierzą symetryczną. Dlatego macierz Wn nale-
ży poddać transformacji w celu zapewniania prawidłowości wnioskowania na podsta-
wie aproksymowanych momentów z próby [Anselin 2001] zgodnie z formułą:

𝑾𝑾𝒇𝒇 =  
(𝑾𝑾𝒏𝒏 +  𝑾𝑾𝒏𝒏

𝑻𝑻)
𝟐𝟐

 , (8)

gdzie: Wn jest macierzą wag uzyskaną według formuły 7.
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Nowa macierz wag Wf jest zatem macierzą, która ma na diagonali zera i jest 
macierzą symetryczną. W swojej strukturze uwzględnia odległości związane z ba-
danymi cechami w jednostce czasu, które pośrednio mogą wpływać na interesującą 
nas cechę oraz efekt sąsiada. W efekcie uzyskujemy uwikłanie czasu bezpośrednio 
w konstrukcji macierzy wag. Pozwala to na wykorzystanie tak skonstruowanej ma-
cierzy do badania autokorelacji przestrzennych, które zawierają element przestrzen-
no-czasowy i wzajemne interakcje między badanymi obiektami. W dalszej anali-
zie do klasyfikacji obiektów wykorzystano diagram Morana, który został uzyskany 
z wykorzystaniem zmodyfikowanej macierzy wag.

3. Przykład

W dalszej części pracy zaprezentowano wyniki badań uwzględniające opisane me-
tody statystyczne. Dane pochodziły z bazy danych polskiego FADN (Farm Accoun-
tancy Data Network). Zmienną badaną wykorzystaną w analizach był dochód z go-
spodarstwa rolnego. Zakres czasu obejmował lata 2004-2012. Prowadzone badania 
miały na celu uwzględnić interakcje przestrzenno-czasowe dla średniego dochodu 
z gospodarstwa rolnego na poziomie województw (NUTS2) dla Polski. W prowa-
dzonych analizach wykorzystano klasyczną analizę przestrzenną, diagram Mora-
na i zmodyfikowaną macierz wag. Dokonano modyfikacji macierzy wag opartej na 
macierzy odległości uzyskanej w analizie funkcjonalnej, która zawierała element 
przestrzenny i czasowy. W efekcie końcowym uzyskano klasyfikację dochodu go-
spodarstw rolnych z wykorzystaniem macierzy wag uzyskanej w wyniku analizy 
funkcjonalnej. Na rysunku 2 przedstawiono kształtowanie się dochodu w gospodar-
stwach rolnych w badanym okresie. Na osi pionowej mamy średni dochód w go-
spodarstwie rolnym z uwzględnieniem województw w Polsce (NUTS2). Na osi po-
ziomej podano czas w postaci dyskretnej dla okresu 2004-2012 (tzn. t = 0, 1, 2, …, 
143). Zauważmy, że pomiędzy 90 a 100 momentem czasu widoczne są braki obser-
wacji, które mogą utrudnić prowadzenie standardowej analizy szeregów czasowych.

W kolejnym kroku przeprowadzono analizę funkcjonalną. Na rysunku 3 zapre-
zentowano dane oryginalne i wygładzone z wykorzystaniem analizy funkcjonalnej. 
Krzywe zaprezentowane na rys. 3 przedstawiają zmiany średniego dochodu gospo-
darstw rolnych w poszczególnych województwach w badanym okresie. Analiza 
funkcjonalna pozwoliła na uzupełnienie danych, których załamanie było widoczne 
pomiędzy 90 a 100 momentem czasu (lata 2009-2010). Na rysunku 4 przedstawiono 
wyniki autokorelacji dla współczynnika Morana z wykorzystaniem zmodyfikowa-
nej macierzy wag, w której wykorzystano odległości euklidesowe z analizy funkcjo-
nalnej (formuła 6 i dalsze).

Rysunek 4 zawiera diagram Morana i jego wizualizację na mapie administra-
cyjnej Polski. Diagram Morana na osi poziomej zawiera wartości standaryzowane 
średnich dochodów gospodarstw rolnych, a na osi pionowej znajduje się opóźnienie 
przestrzenne dla poziomu średniego dochodu gospodarstw rolnych. Na diagramie 
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Rys. 2. Średni dochód w gospodarstwie rolnym w podziale na NUTS2 w okresie 2004-2012

Źródło: obliczenia własne.

Rys. 3. Zmiany średniego dochodu gospodarstw rolnych w poszczególnych województwach 
(dane oryginalne i wygładzone w analizie funkcjonalnej)

Źródło: obliczenia własne.

Morana zaznaczono propozycję podziału na cztery skupienia oznaczone jako Sk.1, 
Sk.2, Sk.3 i Sk.4. Wykorzystanie macierzy wag opartej na analizie funkcjonalnej 
pozwala na uwzględnienie interakcji przestrzenno-czasowych w dochodach gospo-
darstw rolnych, co zaprezentowano na diagramie Morana. Podział na cztery skupie-
nia wynika z budowy diagramu Morana, ale pozwala również na interpretacje zgod-
nie z założeniami tego wykresu (więcej w pracach [Moran 1950; Suchecka (red.) 
2014; Pietrzykowski 2011]). Zauważmy również, że pogrupowanie województw 
w poszczególne skupienia odpowiada średniej wysokości dochodu z gospodarstwa
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Rys. 4. Modyfikacja macierzy wag na podstawie analizy funkcjonalnej

Źródło: obliczenia własne.

rolnego. W skupieniu pierwszym (Sk.1) znalazły się województwa o wysokim do-
chodzie z gospodarstwa rolnego, które są otoczone przez województwa o wysokim 
dochodzie.

W tym skupieniu mamy województwa z zachodniej Polski. W skupieniu drugim 
(Sk.2) znalazło się tylko województwo wielkopolskie, ponieważ dla niego uzyskano 
średni dochód z gospodarstwa rolnego niższy niż z województw sąsiadujących. 
W skupieniu trzecim (Sk.3) znalazły się województwa o niskim średnim docho-
dzie otoczone przez obiekty o niskich średnich dochodach z gospodarstwa rolnego. 
W tym skupieniu mamy województwa ze wschodniej Polski. Wszystkie wojewódz-
twa zostały sklasyfikowane do trzech skupień i czwarte skupienie (Sk.4) nie zawiera 
już żadnego województwa, czyli brakuje województw o wysokich dochodach z gos-
podarstw, które sąsiadują z województwami o niskich dochodach.

Rys. 5. Diagram i wizualizacja na mapie Polski analizy skupień

Źródło: obliczenia własne.
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Na rysunku 5 przedstawiono podział uzyskany w wyniku klasycznej analizy sku- 
pień metodą Warda. Analizę skupień wykonano, ustalając podział na cztery skupie-
nia, aby uzyskać możliwość porównania z podziałem uzyskanym z wykorzystaniem 
analiz przestrzenno-czasowych (por. rys. 4). Zauważmy, że uzyskany podział z wyko-
rzystaniem klasycznej analizy skupień (rys. 5) różni się od podziału z wykorzysta-
niem nowej metody (rys. 4). W przypadku klasycznej analizy skupień wyróżniamy 
podział województw na część centralną, w której występuje 8 województw (zacho- 
dniopomorskie, pomorskie, warmińsko-mazurskie, kujawsko-pomorskie, wielko-
polskie, mazowieckie, łódzkie i świętokrzyskie). W drugim skupieniu mamy 6 wo-
jewództw, które graniczą z naszymi sąsiadami (lubuskie, dolnośląskie, opolskie, 
małopolskie, lubelskie i podlaskie). Dwa oddzielne skupienia tworzą województwa 
śląskie i podkarpackie. Dzięki zastosowaniu analiz przestrzenno-czasowych i mo-
dyfikacji macierzy wag uzyskano podział obiektów (por. rys. 4), który potwierdza 
ogólne przeświadczenie o rozkładzie przestrzennym dochodów w gospodarstwach 
rolnych, to znaczy podział Polski na dwie części A (zachodnią) i B (wschodnią).

4. Zakończenie

Analizy ekonomiczne w odróżnieniu od badań prowadzonych w innych dziedzinach 
nauki zawierają oprócz danych przekrojowych, element czasowy. Można stwierdzić, 
że większość problemów ekonomicznych odbywa się w czasie i przestrzeni. Dlate-
go tak ważny jest rozwój metod ekonometrycznych, które uwzględniają wszystkie 
informacje zawarte w danych przekrojowo-czasowych. W artykule zaproponowano 
zastosowanie analizy funkcjonalnej w analizie przestrzennej. Dzięki zastosowaniu 
nowej metody możliwe jest również uwzględnienie w badaniach ekonomicznych 
wzajemnych interakcji związanych z położeniem badanych obiektów w przestrzeni. 
Otwiera to nowe kierunki badań, które analizują powiązania danych przekrojowo-
-czasowych z interakcjami przestrzennymi. 

Podążając w tym kierunku, w pracy zaprezentowano zagadnienie klasyfikacji 
danych poprzez modyfikację macierzy wag, która w swej budowie zawierała in-
terakcje czasowo-przestrzenne. Do budowy macierzy wag wykorzystano analizę 
funkcjonalną. W konsekwencji uzyskano podział obiektów, który potwierdza ogólne 
przeświadczenie o rozkładzie przestrzennym dochodów w gospodarstwach rolnych, 
to znaczy podział Polski na dwie części A i B. Kierunek dalszych badań powinien 
skupiać się na porównaniu omawianych modeli przestrzennych wykorzystujących 
zaproponowaną modyfikację macierzy wag ze standardowymi modelami panelo-
wymi.
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