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TEORYA PLYT

PROSTOKATNIE-ROZNOKIERUNKOWYCH
WRAZ Z TECHNICZNEMI ZASTOSOWANIAMI DO PEYT
BETONOWYCH, KRAT BELKOWYCH I T. P.

NAPISAL

MAKSYMILIAN T. HUBER

Z 29 rysunkami w tekécie

Praca wykonana z zasilkiem Ministerstwa W. R. i O. P.

WE LWOWIE
NAKELADEM TOWARZYSTWA NAUKOWEGO
DRUKARNIA UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO POD ZARZADEM J. FILIPOWSKIEGO
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Na str. 16 [74] we wzorze (7) zamiast 2)7(; ma byé

” "
L n
L »
” "
r L]
” -
" »
L "
» "
r "
r ”
- »
” »
» L]
" n
" n
" L]

Maksymilian T. Huber.

Teorya pltyt.

Wazniejsze omylki druku.

ac
L

26 [83] , oy zammat-—a—; ma byé — B, Azt

ox?
27 [8b] wiersz 2 od dolu zamiast @ ma byé a
35 [93| w drugim z wzoréw (19) symbol po pierwszym znaku réwnoéci
ma wygladaé: — (Fg)ymo
36 [94] na koficu drugiego z wzoréw [20] (dla R,) zamiast @ ma byé a
38 (96] we wzorze (25) (dla &) zamiast # ma byé #*
40 [98] pierwszy z wzordw (31) ma mieé postaé:
| B,] = |, lmex - cO8 ?;'-'-’
56 [114] na dole w réwnaniu dla 2L nalezy znaki calek opatrzyé gra-
nicami 0 do @ i @ do b jak powyzej.
60 [118] we wzorze (49) zamiast @ ma byé a
64 (122] w wierszach 9, 12, 15 i I6 zamiast @, ma byé g
71 (129 wiersz 2 z gory, w mianowniku ulamka, ktérego licznikiem
jest b... zamiast B, ma byé¢ B
73 [131] w pierwszym z wzordéw (77.1.) pod ostatnim znakiem pier-

wiastka ... zamiast %: ma by¢ By
1
77 [136] wiersz 1 od géry zamiast (V,],_% ma byé (V,],-é’
» »n koniec wzoru (82.I) nalety zamknaé klamra ]
79 [187] w pierwszym z wzorow (77, II) ma byé wykla.dmk potegowy

liczby e opatrzony znsklem —, czyli: e y,w drugim z wzo-

row (78.11) zamiast_— z——" ma byé .ié 5—‘-
B, n® B, n?

98 [156] wiersz b od giry zamiast t0b, ma byé (ob.

99 [157] wiersz 7 od géry ma byé pod obu znakami pierwiastka ula-
B,

B,

101 [159] we wzorze (109.1I1) zamiast 4¢b? ma byé 4ght

mek

g +3
109 [167] wiersz 7 od géry zamiast j ma byé f
X _®a L
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. 109 [1687] w réwnaniu F,= Fu +n.F:; ma byé n tluste dla odréznienia
od n=1,9, 8,...
110 [168] wiersz 4 od giry po prawej stronie znaku = ma byé gérng

granica calki nie —-;— lecz +%

111 [169] wiersz 4 od gory zamiast &, ma by¢é e,
117 [176] w pierwszym =z wzoréw (139.I1 zamiast m, ma byé m,;
w pierwszym wierszu drugiego z wzorow (139.1) t. j. wzoru

2 192 i
dla ¥V, zamiast ”b—.f ma byé Eb—r; we wzorze (140) w miano-

wnikn ulamka pod znskiem sumy zamiast 7' ma byé¢ n% we
wzorze (141) zamiast B ma byé R,

118 [176] na koficu wzorn (148.1), ma by¢ wykladnik potegowy liezhy

e opatrzony znakiem —, czyli ¢ p
122 [180] wiersz 7 od dolu zamiast ¢’ ma hyé¢ ¢'»
126 [183] w pierwszym wierszu wzoru (190.1) zamiast

1 b2
(1= o) = o7 (1= )
127 [185] wiersz 7 od géry (w samym érodku stronicy) w trzecim wy-
razie réwnania zamiast ,., ma by¢ ,-»
128 [186] we wzorze (164.II) po prawej stronie znaku = zamiast
L bt

e ;’ ina by{.’. ;‘

134 [192] wiersz 2 od dolu zamiast 0,3011 ma by¢ 0,0311

136 [194] we wzorze (161.I) po prawej stronie znaku = zamiast b®
ma byé &*

» = wiersz b od géry zamiast § 14 ma by¢ § 18
187 [195] w pierwszym wierszu wzorn (163.1) zamiast

(e [

139 [197] wiersz 3 od dolu zamiast — @an Oh%r ma byt —-ﬂma’g

. 148 [206] w pierwszym z wzordw (177.1) zamiast @ ma byé o
148 [206] w drugim wierszu pierwszego z wzoréw (180.1) t. j. wzorn
dla V, zamiast B, ma byé B,

149 [207] we wzorze (184.1) zamiast @ax ma by¢ @

154 (214 we wzorze (197) zamiast qf —I-Ly’ ma byé —O-E— + 13
156 [214) wiersz 2 od géry zamiast @= ma byé &, =

172 [230] pierwszy wyraz wiersza 18 od géry ma brzmied: éciskania.



Na str. 187 [245] w trzecim z wzoréw (213 .1I) t. j. we wzorze dla m,, po pra- .
wej stronie znaku réwnodei:

zamiast i—; ma byé ’%
Nadto na tejze stronicy i paru nastepnych nalezy wyrazenia
Msf umieszezone po symbolach funkeyj hiperbolicznych
Sh i Ch pojmowaé jako argumenty tych fn.fnkcyj, t. j. tak,
jak gdyby bylo wydrukowane;

Sh M”’ Ch ?;’Eff.,
» o 217 [267] wiersz 4 od gory zamiast ;= 152,06 ma byé I,'=15206
» o 224 [274] wiersz 1 od dolu (druga cze§é¢ wzorn 242.1) ma wygladad:
2
o2} (14 s ]
B \B, ' m,
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Teorya pilyt
prostokatnie-réznokierunkowych

wraz z technicznemi zastosowaniami do plyt
zelazno-betonowych, krat belkowych i t. p.

Napisal
Maksymilian T. Huber.

Wstep.!*

Przy obliczeniu plyt zel.-betonowych stosowano pierwej pow-
szechnie rozklad plyty na réwnolegle skrawki i traktowano
te ostatnie jak zwykle belki. Ten sposéh obliczenia daje jak wia-
domo, wyniki dostatecznie dokladne tylko w jedynym praktycznie
waznym przypadku plyty calkowicie réwnomiernie obcigzonej o po-
staci bardzo dlugiego prostokata, albowiem warunki podporowe
krétkich bokéw tego prostokata mogs mieé oczywiseie tylko bardzo
maly wplyw na stan odksztalcenia i napigeia w érodkowej czgéei
plyty. Poczgwszy od wielkosei stosunku bokéw a:b =13 zbliza sig
istotnie stan napigeia w érodkowej, najbardziej wytezonej czesei
plyty, do stanu, jaki panuje w plycie ,nieskoniczenie dlugiej“
(a:b=o0), tak, iz powyiszy sposéb obliczenia jest teoretycznie
i praktycznie dopuszezalny. Atoli przy mniejszyeh wartosciach sto-
sunku a:b daje ten sposéb w przypadku wszechstronnego podpar-
cia brzegéw plyty wyniki zbyt niekorzystne, ktére nawet u plyty

' Czedd pracy byla pierwotnie przeznaczona do publikacyi technicznych
i tem si¢ tlumaczy syntetycany, elementarny charakter ogdlnej teoryi, trakto-
wanej, jak si¢ pdiniej pokazalo, juz przez J. Bouasmaaqs inng metods, bar-
dziej &cislg. (Ob. uwaga w § b). 3
Archiwum C. L 4. 6



2 M. T. HUBER 60|
kwadratowej (a: b= 1) prowadzg do trzykrotnego przecenienia wy-
tezenia materyalu. Nieco lepsze wyniki daje sposéb, zalecany przez
Bach’a, polegajacy na tem, ze nader latwo obliczyé Scisle srednig
wartosé momentu zginajgcego w przekstnym przekroju plyty pro-
stokgtnej, dokola swobodnie podpartej i symetrycznie obecigzonej.
Ale ta wartodé érednia moze réznié sig bardzo znacznie od warto-
$ei najwigkszej, pomijajac juz te okolicznodé, ze wytezenie ele-
mentu plyty, ograniczonego dwiema parami przekrojéw wzajemnie
prostopadlych, nie jest jeszeze okreslone podaniem wartosei mo-
mentu zginajgeego w jednej tylko plaszezyznie przekroju?l,

I

B

B

t Jeszeze korzystniejszym okazuje sie prosty przyblizony sposob, jaki
podalem sluchaczom moich wykladéw meechaniki technicznej juz okolo r. 1913,
Sposdb ten opiera sie na przyjeciu, ze reakeye hrzegdw plyty réwnomiernie
oheciazonej rozkladaja sie w przyblizeniu wedlug sche-
matu uwidocznionego na rys. 1., jezeli satywnosé
przy zginaniu plyty jest jednakowa w obu kierun-
kach X i Y. Stosownie do tego wypada dla &redniej
wartoéei momentu zginajacego w niebezpiecznym prze-
kroju podluznym 44’ i

1 b
NE BTl & R T a
M=y (3 2 u)b g ()
i mozna okazaé, e ta wartodé érednia o wiele mniej si¢ rozmi od dokladnej .
najwickszej wartosci momentu zginajgeego, anizeli érednia wartoéé w przekroju
przekatnym:

LS

M= ——d
12 1+%: (b)

Tylko dla plyty kwadratowej daja oba wzory to samo, a mianowicie:
1
Paig 2
247’

W innym kraficowym przypadku @ = wypada z przyblizonego wzoru
a): } b%g, a wice dokladnie, zaé ze wzoru (b): 2 b%g, czyli o jedna trzecia za
mato. Wywéd wzoru (a), na podstawie powyiszego prayblizonegzo rozkiadu re
akeyi, jest nadawyczaj prosty. Moina go zreszta znalefé w artykule ogloszo-
nym w Czasop. techn. z r, 1919, str. H3.

Ta okolicznosé, Ze w doswiadezeniach Bacha z plytami kwadratowemi
peknigeie zachodzilo w istocie wzdluz przekatnego przekroju, nie jest zgola
w sprzecznogei 7 oczywistym wynikiem teoryi, wedle ktdrej we wszystkich
przekrojach elementarnych w érodku réwnokierunkowej plyty kwadratowej pa-
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Wobee tego prébowano w nowszych eczasach zwigkszyé do-
kladnoéé obliczenia, rozkladajac plyte na dwa, albo tez trzy uklady
skrawkéw krzyzujacych sig nawzajem! Ten drugi sposéh stosowal
juz, méwige nawiasem, mlodszy Jakéb Bernoulli w roku 1788
do nieudanej teoryi do§wiadezen Chladni’ego nad drganiem plyt.
Tutaj prayjmowano, ze wszystkie poszezegélne skrawki ss nara-
zone tylko na zginanie i dcinanie, jakkolwiek elementy plyty sa
w rzeczywistodci poddane takze skreecaniu, eo mozna pomingé
wobee zginania tylko u istotnych krat belkowyeh, a i w tym przy-
padku tylko pod pewnymi warunkami. To pominigcie pracy skre-
cenia, jakotez i zwezenia poprzecznego mogloby wprawdzie czesto
okazaé¢ sig praktyeznie dopuszezalnem, albowiem przez to zwigksza
sig wogéle pewnodé obliczenia; atoli nie podlega watpliwosei,
ze zaréwno w interesie nauki jak i praktyki, lezy mozliwie
dokladne zbadanie warunkéw rzeczywistych, To uda si¢ w zupel-
noéci dopiero po lieznyeh, bardzo starannych do$wiadezeniach, kté-
remi jednak powinna kierowaé dcisle naukowa teorya? Posiadamy
ja od dawna dla plyt jednolityeh i réwnokierunkowyeh, a wyniki
teoryi zgadzaja si¢ bardzo dobrze z do$wiadezeniamis?,

o i i i,

nuje ten sam stan napiecia. To potwierdza tylko pewien wynik z teoryi plyt,
gloszacy, iz momenty zgiecia sa najrdwnomierniej rozloZone w przekroju prze-
kstnym, a w innych przekrojach &rodkowyeh spadajs ich wartoéei szybko
w miare zblizenia ku brzegom plyty.

' Por. prace inyniera Danusso A. we wloskiem piémie Il Cemento
z r. 1911, albo niemiecka przerdbke w Forscherarb. auf d. Gebiete. des Eisen-
betons, XXI, Berlin 1913 (Dipl.-Ing. H. v. Bronneck). Nadto Caleul des hour-
dis en béton armé. Ann. d. Ponts et Ch. 1912, IV, pag. 469—529. Dr. Ing.
Stephan, Ueber die Berechnung der homogenen quadratischen Platte... Ber-
lin—Steglitz.

* W toku niniejszej pracy nie mozna bylo niestety zuzytkowaé waznych
wynikéw dodwiadezen z plytami. wykonanych staraniem ,Niemieckiego Wydz.
zel.-betonowego* w latach 1912 do 1914, a ogloszonyeh drukiem przez C. v.
Bacha i O. Grafa w r. 1916. Dopiero po powrocie z rosyjskiej niewoli, w je-
sieni r. 1918, dolaczylem niektdére poréwnawcze rozwazania w odpowiadajacych
miejseach pracy. Tak powstal miedzy innemi caly § 24a.

* Foppl A. Mitt. aus d. mech.-techn. Labor. d. kin. Tech. Hochschule,
Miinchen. J. 1800, H. 27; Estanave E., Contribution & 1'étude de 1'équilibre
élastique d’'une plaque rectangulaire... Thése. Paris 1900; Ehsslin M., Stu-
dien iiher die Beanspruchung und Formiinderung kreisférmiger Platten. Dingl.
Polyt. Journ. 1904, Bd. 319; Dr.Ing. Nadai A, Die Formiinderungen und
die Spannungen von rechteckigen elastischen Platten. Berlin 1916. Forschungs-

6
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Ale ta teorya nie da sig wogéle stosowaé do plyt zel.-beto-
nowych, poniewai sztywnosé przy sginaniu takiej plyty moze za-
leznie od uzbrojenia mie¢ bardzo rézne wartosei w przekrojach
o rozmaitych kierunkach. Z tego powodu rozwing w niniejszej
pracy ogélng teorye plyt izel.-betonowych drogg mozliwie elemen-
tarng i zastosuje ja w niektéryech praktyeznie wainych przypad-
kach plyty prostokatnej. Szezegélng uwage poswigeg nadto waznej
kwestyi ,wspéldzialania plyty“ u belek o przekroju 7" (be-
lek plytowych, lub plyt z zebrami), poniewa# to zagadnienie nie
bylo, jak sig¢ zdaje, dotychczas traktowane ani teoretyeznie?), ani
tez doswiadczalnie®. Teoretyczne badania, rozwinigte w §§ 16, 19
i 23 pozwalaja odwietli¢ krytycznie odpowiadajgce miejsca w urze-
dowych przepisach dla zel.-betonu i mogs posluzyé, w polaczeniu
z przyszlemi doswiadezeniami, do ustanowienia nowych regul, nau-
kowo uzasadnionych. Podobniez wypada sig spodziewaé, ze i inne
tutaj podane rozwigzania, uwzgledniajace mozliwie dokladnie nie-
réwnokierunkowodé wlasciwg plycie zel-betonowej, wyrugujy pre-
dzej czy pdézniej niejeden z najrozmaitszych ,praktycznych* wzo-
réw. Te ostatnie nalezy uwazaé za tymeczasowe érodki pomocnicze,

R

arb. herausg. v. V. d. I. Heft 170—171. Z nowszych prac ezysto teoretycznych,
traktujgeych é&ciéle waine prakiyeznie zagadnienia plyt réwnokierunkowych,
przytoczymy tutaj nastepujgee: Dr.Ing. Hencky H., Der Spannungszustand
in rechteckigen Platten, Miinchen 1913, (R. Oldenbourg); Dr.-Ing. Leitz H,,
Berechnung der frei aufliegenden rechteckigen Platten, Berlin 1914; Mesna-
ger M., Moments et fléches des plagues rectangulaires minces, Ann. d. P. et.
Ch. 1916—II1. Nadto w jezyku rosyjskim: Bubnow I ,G., Mechanika budo-
wlana okretu. Czeéé II, str. 466. Timoszenko 8. P., Teorya spreiystodei.
Petrograd 1916, t. II, str. 286; Galjerkin B. G., Plyty prostokatne, swobod-
nie podparte. Petrograd 1915; Ten#e. Zgiecie prostokatnych plyt i écian. Pe-
trograd 1917. Rozwiazaniami przyblizonemi zajmuja sie nastepujace prace: Dr
Simi& J., Zeit. d. st. Ing. n. Arch.-Ver. 1908; Ost.. Woech. f d. 6ff Baud.
1909; Hager K., Berechnung ebener rechteckiger Platten mittels trigonome-
trischen Reihen, 1911; Huber M. T., O wytrzymalodci plyty prostokatnej...
Przegl. techn. LIL 1914, str. 261; Galjerkin B. G., Prety i plyty. (Po ro-
syjsku). Petrograd 19156; Foppl A. i L., Drang und Zwang. Eine hihere Fes-
tigkeitslehre fiir Ingenieure, Miinchen u Berlin 1920. R. Oldenbourg.

! Praca inz. Eggenschwylera A. w ,Eisenbau* z r. 1917, str. 229,
traktujgea jeden" szezegblny przypadoek, doszla do moich rak dopiero po po-
wrocie z Rosyi w jesieni r. 1915. Ob. odpowiadajacy odsylacz w § 21.

? Interesujaca pod wielu wzgledami praca Bacha i Grafa z r. 1910,
Mitteil. ii. Forschungsarb. H. 50 u. 91, nic niestety w tej sprawie nie wyjaénia.




[63] TEORYA PLYT )

dopdki écisle badanie nie dostarczy czegoé lepszego. W .przypadku
uzbrojenia jednakowego w obu kierunkach gléwnyeh przyniosty
juz liezne nowsze prace o plytach prostokstnych réwnokierunko-
wych rozwigzania praktycanie zadowalajgee; to jednak nie prze-
szkadzalo, azeby nawet w najnowszych podreeznikach technieznych
umieszezano na pierwszem miejscu wzory, zalecane przez dawniej-
sze ksigzki i urzedowe przepisy, przytaczajae natomiast dopiero na
miejscu drugiem spélezynniki, wyprowadzone ze &cislych rozwig-
zat, obok wzoréw interpolacyjnych, bez slowa krytyeznej uwagi®.

Zboczenia od prawa Hooke’a, wlasciwe betonowi, mozna oczy-
wiscie w teoryi plyt uwzglednié tylko w przyblizeniu, wprowa-
dzajasc w konkretnych przypadkach dla stalych sprezystosci betonu:
E, (rozcigganie i $ciskanie), @, (odksztaleenie postaciowe) i m, (liezba
Poisson’a), §rednie wartosci, odpowiadajgce wynikom dos$wiadezen.
Przyjecie: (E,), == 200.000, kg/em® (m,), = 6, jakie zaproponowa-
lem w pierwszem opracowaniu teoryi?, odpowiada G,=~$§K,
in=FK,:E,=10 do 11, jezeli E, oznacza modul sprezystosci zelaznych
pretéw uzbrojenia. Mniejsza wartosé » odpowiada Zelazu spawalnemu,
wigksza zaé zelazu zlewnemu lub stali. To jednak nie wystarcza
do wyznaczenia sprowadzonych momentéw bezwladnosei przekroju
z jaka taky dokladnodcig, jak juz dowiodly liczne doéwiadezenia
z uzbrojonemi belkami betonowemi Ta waina kwestya bedzie po-
nizej przedmiotem szezegblowego rozwazania.

Pozgdanem byloby oczywiscie potwierdzenie teoretycznyeh
wywodéw wynikami dos$wiadezeni, atoli tego nie mozna bylo na
razie dokonaé juz z tego powodu, poniewaz cala praca zawdzigeza
swoje powstanie przymusowym wywezasom po trudach wojennych
w rosyjskiej niewoli. Nie uwazalem za wskazane zwlekaé z oglosze-
niem badai teoretycznych az do czasu, kiedy sig zbierze potrzebny
materyal do$§wiadczalny, gdyz teoretyczne wyniki mogs posluzyé

T i S,

1 Ob. np. Beton-Kalender na rok 1916,

* Huber M. T., Ogélna teorya plyt zel.-betonowych i jej pra.ktyc.lno za-
stosowanie do piyty prostokatnej podpartej wzdiuz calego obwodu. Czas. techu.
Lwéw 1914, Albo tez: Die Grundlagen einer rationellen Berechnung der kreuz-
weise bewehrten Eisenbetonplatten. Zeitschr. d. Oster. Ing. n. Arch.-Ver. 1914
nr. 30. Ogélna teorya w tych publikacyach rozwinieta bedzie w niniejszej
pracy zasadniczg ulepszona i uproszezona.
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z pozytkiem wielu badaczom dowiadezalnym jednoczesnie, co
przyspieszy Jstateczne rozwigzanie niejednego waznego zagadnienia’.
Wyprzedzenie badan doswiadezalnych przez teorye przedsta-
wia jeszcze pewne inne korzysci, ktore o$wietly blizej nastgpujace
rozwazania.
Nauka o wytrzymaloéci ma bez watpienia bardzo wiele do za-
wdzigezenia nowoczesnym badaniom doswiadezalnym, nie mozna

* Wspomniane powyzej dodwiadezenia ,Niemieckiego Wydzialu #el.-he-
tonowego" dostarczajs obfitego materyalu do poriwnania z teoretycznymi wy-
nikami niniejszej pracy. Przytem jednakZe trzeba mieé przedewszystkiem na
oku te waing okoliezno4é, ze w owych doéwiadezeniach urzeczywistniono rd-
wnomierne obciaZzenie tylko w prazyblizeniu. Mianowicie w przypadku plyty
kwadratowej skladalo si¢ obeigzenie z 16 réwnych sit skupionych, o wielkoei
%, rozlozonych réwnomiernie w obu kierunkach gléwnych. Wpiawdzie ten
sposéb obciaZenia prowadzi dla podluinych i poprzeeznych skrawkiw plyty,
traktowanych jako belki, do zupelnie tych samych
wartodci najwigkszyeh momentéw zgiecia, co pray
\ . .—| cigglem réwnomiernie rozloZzonem obeiaeniu, atoli

w przekrojach przekatnych ma sie rzecz niewatpliwie
Ao o o inaczej. Jakoz otrzymujemy dla calkowitego momentu
: ¢ \ zgiecia w przekroju przekatnym o dlugoéei d (ob.

rys. 29) wartodc:

B e
Pd
Ry
o

\' b 0
N N Bl P d P8, 03,
wemne o AR AT Y e B Rl & e
R 3L ta=2p

zamiast :“!%Pd w przypadku obciaZenia P, réwnomiernie rozlozonego w sposib

cingly, a wige okolo 12,5%, wigcej. Z tego powodu naleiy sie spodziewaé, ze
spélezynniki wzoréw dla momentdw, wyprowadzone z doéwiadezen, wypadna
nieco za wielkie w poréwnaniu do spélezynnikéw teoretycznych. To przewidy-
wanie sprawdzilo sie w istocie, jak zobaczymy poniZej. Obcigzenie rozlozone
réwnomiernie w sposéb ciagly mozina, jak sie zdaje, urzeczywistnié bez szcze-
gélnyeh trudnoéei zapomocs naporu hydrostatyeznego, w mnaczyniu z dnem
z materyalu szczelnego a wiotkiego i nierozciagliwego o rozmiarach obeiazo-
nego pola. Jakkolwiek w omawianych doéwiadczeniach tego sposobu nie ukyto,
to jednak na podstawie rozwigzania w § 24 dla przypadku sity skupionej w do-
wolnym punkeie plyty da sie weale dobrze przeprowadzi¢ dokladne poréwna-
nie z teorys. O innych mniej lub wigeej wainych zboczeniach warunkéw do-
swiadezelh od zalozen, uczynionych przy wywodzie najprostszych écislych wzo-
row teoretycznych, bgdzie mowa w dodatkowym § 24a.
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jednakze przemilezeé faktu, stwierdzonego wielokrotnie, ze niektérzy,
nawet bardzo zasluzeni, badacze doswiadezalni zaniedbuja zbyt cze-
sto naukows teorye, zadawalajac si¢ wyprowadzeniem z wynikéw
doswiadezen empiryeznych regul, ktére nierzadko kolidujg z pod-
stawowemi prawami ogllnej teoryi sprezystosci, ugruntowanej ca-
lowiekowem doswiadezeniem. Klasyczuym przykladem zagmatwa-
nia pojeé, wywolanego przez to w szerokich warstwach inzynieréw,
jest bardzo rozpowszechnione nierozréznianie dwu rodzajéw wytrzy-
malodei, na ktére Niemey posiadaja nazwy: ,die Schubfestig-
keit“ i ,die Scherfestigkeit‘. U nas niestetety uzywa sig
dotad najezesciej jednej nazwy ,wytrzymaloéé na écinanie
co oczywiscie nader sprzyja utozsamieniu obu, tak wielce réznych
pojeé. Ja sam, lubo od dawna zwrécilem uwage na tg sprawe, uzy-
walem w moich wykladach i pracach tej jednej nazwy, podkresla-
jac jednak starannie obadwa znaczenia. Atoli teraz widze, jak dalece
pozytecznem byloby wprowadzenie obu nazw odrebnyeh. Tylko
tym sposobem bedzie mozna z czasem wykorzeni¢ dotyczgce ble-
dne poglady.

Pierwszy z wymienionych rodzajéw wytrzymalosei okresla
si¢ jako ta graniczna warto$¢ naprezenia przy prostem odksztal-
ceniu postaciowem talbo przy prostem posunigeiu), ktérej
przekroczenie prowadzi do pgknigeia, lub niedopuszezalnego trwaltego
odksztalcenia materyalu. T¢ wielkoé¢ mozna uwazaé praktycznie
za staly materyalu, gdyz jest w bardzo obszernych granicach z wiel-
kiem przyblizeniem niezalezna od postaci i rozmiaréw badanego
ciala. Proponuj¢ dla niej nazwe: ,prosta wytrzymalod§é po-
staciowa¥, jako wygodny skrét zamiast: ,wytgzymalo§é prazy
prostem odksztaleeniu postaciowem, albo tei: ,teoretyczna wy-
trzymalosé na Scinanie.

Drugi z wymienionyeh rodzajow wytrzymalodei pojmujemy
jako wielkosé, mierzong ilorazem sily w technologicznym procesie
cigeia (Scinania) przez Scigte pole, ktéra to wielkosé musi bys wi-
doeznie zalezng nietylko od materyalu badanego ciala (prébki), leez
takZe od jego postaci, oraz od materyalu i postaci organéw tngeych.
Wobec tego nie mozna ja zadng miarg uwazaé za stala materyalu
i wigzaé z wartoseiy fikeyjnych naprezen Seinajacgeh w prazekroju
$cinania. Stosowng nazwg dla tego rodzaju wytrzymalosei bylaby:
ptechnologiczna wytrzymalodé na §cinanie*

Z nieslusznego utozsamienia obu powyizszyeh pojeé wynika
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bardzo rozpowszechniony blad w interpretacyi kierunku powierzchni
peknigeia przy niektéryeh doswiadezeniach. Skoro np. zaobserwo-
wano po powstaniu peknigeia wzajemne przesunigeie obu rozdzielo-
nych pegknigeiem czgéei wzdlui powierzchni peknigeia, co z natury
rzecgy zwykle nastapi¢ musi, to wypowiada sig jako coé oczywistego
zdanie, ze peknigeie powstalo wskutek $cigeia w owej powierzchni,
majge przytem najezesciej na mysli przezwycigienie teoretycznej
wytrzymalodei na scinanie. Natychmiast oblicza si¢ w przyblizeniu
naprezenia $cinajace (styczne), ktére prawie zawsze odnalezé mozna,
gdyz znikajg tylko w trzech plaszezyznach gléwuyeh i takim po-
zorem dowodu okrywa sig¢ zupelnie blgdne tlumaczenie zjawiska.
A przeciez niezliczone doéwiadczenia ze zginaniem belek zel.-beto-
nowych o przekroju prostokgtnym, jakotez doswiadezenia ze skre-
caniem walecéw betonowych, pouczajy, Ze pierwsze rysy ni-
"gdzie nie majg kierunku najwigkszych naprezen sty-
cznych, a tam, gdzie jedno z naprezen gléwnych jest
ciggnieniem,sgdofiprostopadle. W miejscach, gdzieniema
ciggnien, pojawiajg sig pierwsze rysy wkierunku ci-
g$nieh gléwnyeh, ale tylko przy wysokim stopniu je-
dnolitoéeci materyalu; inaczej) maja przebieg doéé nieregularny
tak, iz obraz zniszezenia przedstawia si¢ rozmaicie, zaleznie od pray-
padkowego rozkladu miejscowych niejednolitosei i od rodzaju pola
naprezefi. Te reguly dodwiadezalne moina zebraé¢ w jedng nastgpu-
jaca: Pierwsze pgknigcia w obcigzonem cielezbetonu
(lab innego kruchego i w prayblizeniu jednolitego materyalu) sg
prostopadle do algebraicznie najwigkszego wydlu-
zenia gléwnego.

Nalezy zwrécié uwage, Ze ta regula nie daje jeszcze odpowiedzi
na bardzo waine pytanie, czem si¢ mierzy wytezenie materyalu
w ogllnym stanie napigeia (czyli co jest ogélng miarg niebezpie-
czefistwa peknigeia, wzglednie przekroczenia granicy sprezystoéci).
Jak dotychezas badania doswiadezalne daly zadawalajges odpowieds
na to pytanie tylko dla plastyeznych metali. Miarg wytgsenia jest
dla nich najwigksza réznica naprezeh gléwnyeh

.

' Teoryi tem zdaniem wyrazonej niewiele ustepuje hypoteza autora oglo-
szona czgbciowo w ® 1904 (,O podstawach teoryi wytrzymaloéei“, Prace mat.-
fiz, abo: ,Wlaéciwa praca odksztalcenia jako miara wyteZenia materyalu®,

Czas. tech.), a oméwiona wyezerpujgco w dziele Foppl'a A. i L.: Drang u.
Zwang, Monachium 1920.
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Wedlug tego bedzie np. proste naprezenie écinajace rownie niebez-
pieczne, jak dwa razy tak wielkie proste ciagnienie, lub ciénienie.
Materyaly kruche nie stosujg si¢ do tego prawidla, jak to widaé
juz stad, ze ich wytrzymalo$é przy rozeiaganiu jest o wiele mniejszs
od wytrzymalosei przy s$ciskaniu.

Prawie nie potrzeba zaznaczaé, ze ewentualne rysy skurczowe
(Schwindrisse), lub grube bledy materyalu, mogy nierzadko spowo-
dowaé mniej lub wigeej znaczne zboczenia od powyzszych regul.
Ta okoliezno$é w polagczeniu z tem, e po ukazaniu sig¢ pierwszych
peknigé rozklad naprezen ulega natychmiastowej, zwykle znacznej,
zmianie, nawoluje do jak najwigkszej ostroznodei przy wysnuwaniu
wnioskéw z kohncowych obrazéw zniszezenia, gdyz w stadyum kon-
cowem jest stan napigeia prawie nieznany.

Dosé czgsto takie spotyka sig w literaturze technieznej z mylng
interpretacys wzajemnego odzialywania sgsiednich elementdw.
ciala i przeniesienia sil przez wewnetrzne naprezenia. Pewien
wielce zasluzony badacz niemiecki pisze np., ze poszezegélne wldkna
preta, narazonego na proste rozeigganie dzialajg na siebie nawzajem
takze przy zupelnie réwnomiernym rozkladzie naprezef w przekro-
jach poprzecznych rozpatrywauej czgsei i wnioskuje stad, ze postaé
przekroju musi mieé wplyw na stale sprezystosei i wytrzymalosei.
Pozostawiwszy tymezasem na boku czgéé tego wniosku, odnoszgey sie
do stalych wytrzymalosci, musielibysmy, gdyby reszta byla prawda,
odrzucié caly teorye spreiystosci. A przeciez ta teorya oddaje zawsze
znakomite uslugi, przy rozwigzaniu zagadnied nauki o wytrzyma-
loéci. Nawet dla materyaléw niepodlegajaeych dokladnie prawu Hoo-
ke’a, przyjetemu za podstawg teoryi spreiystosci, daje ta teorya
w wielu wypadkach weale dobre wyniki. Wystarczy wskaza¢ na
historyezny rozwdj teoryi sklepien, ktérg doprowadzono dopiero
wowezas do ‘zgodnosci z doswiadezeniem, gdy ja oparto na teoryi
sprezystosci. Nikomu przeto nie przyjdzie na mysl, aby wyrugowaé
klasyezng teoryg sprezystosei z technicznej nauki o wytrzymalosei.
Ta teorya jest po dzié dziefi i pozostanie nadal jedyng pewns prze-
wodniczks, ktéra umozliwia naukows, a wige najprostszs,
sluszng interpretacye wynikéw doswiadezaloych i jezeli w pe-
wnych, co prawda, dosé czgstych przypadkach nie prowadzi do celu,
to tylko z powodu trudnoéci matematycznych, ktéremi droga do
rozwigzania jest najezona.

Lecz w czemze tkwi blad przytoczonego powyiej wniosku?
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Wiszak z filozoficznego stanowiska nie mozna oczywiscie zaprzeczyé,
7e sasiednie wlokna preta dzialajg na siebie nawzajem silami cza-
steczkowemi (molekularnemi). Oz miara tego dzialania, t. zn. na-
prezenie w przekrojach podluznych, musi w tym przypadku, wedlug
fundamentalnych praw statyki byé réwne zeru i dlatego to dzia-
lanie nie moze mieé¢ zadnych skutkéw. Praktyeznie biorge, nie
ma go zatem i jak dlugo ciagnienia sy we wszystkich przekrojach
poprzecznych réwne i réwnomiernie rozlozone, nie moze postaé
przekroju mieé zadnego wplywu na wydluzenia i co zatem idzie,
na modul wydluzenia K. Inaczej przedstawia sig sprawa, skoro
w jakimkolwiek miejscu preta rozpocznie si¢ tworzyé zwezenie,
czyli t. zw. ,szyjka“. Atoli wtedy niema juz mowy o réwnomiernym
rozkladzie ciggnien; takie w pierwotnych przekrojach podiuznych
powstaja naprezenia, ktérych przedtem nie bylo; krétko méwige:
dzialanie sig pojawia. Calkiem podobnie ma si¢ rzecz z czgsto
mylnie interpretowanem wzajemnem dzialaniem podiuznych wldkien
belki zginanej. '

Powyisze wywody maja nie tylko na celu podkreslenie roz-
powszechnionych bledéw w interesie nauki, lecz takze stuzy do tego,
aby wykazaé wielky waznosé praktyczng teoretycznej podstawy
dla kazdego badania doswiadezalnego na polu technieznej nauki
o wytrzymalosei JesteSmy w polozeniu o wiele korzystniejszem, je-
zeli przed wykonaniem seryi dos$wiadezei rozporzadzamy pewng
teoretyczng podstaws, albowiem wtedy wystarczy znacznie mniejsza
liczba doswiadezen do otrzymania zadowalajacej odpowiedzi na py-
tanie, stawiane przyrodzie w kazdem naukowem do$wiadczeniu. Bez
teoretycznej wskazowki pracujemy prawie zawsze po omacku, docho-
dzae w konieu, po wielkiej liczbie doswiadezen do wzoru empiryez-
nego, ktéry mozna stosowaé tylko w bardzo zblizonyeh warunkach
i to bez ekstrapolacyi. Natomiast sprawdzenie wzoru teoretycznego
wymaga tylko niewielkiej liczby doéwiadezen, a w przypadku po-
twierdzenia teoryi dostarcza pewnej podstawy obliczenia w calym

zakresie waznosci zalozen teoryi, dajacych si¢ zawsze okreslié ja-
sno i niedwuznacznie.
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. Ogdélna teorya.

’

§ 1. Proste zgiecie belki i plyty.

Rozpatrzmy najpierw przypadek czystego zgiecia belki jedno-
litej i réwnokierunkowej o przekroju prostokgtnym ABCD (rys. 2).
Niech bedzie XZ plaszezyzng zgigeia, a M,
momentem zginajacym pary sil, lezacej w tej
plaszezyinie. Odpowiadajgey stan napigeia
jest, jak wiadomo, okreslony jednem tylko
réwnaniem:

I

y

|
,k“__..___ i
d-i

M,
(a) a,_:-lT.z

-

w ktérem o, oznacza napreienie normalne
w dowolnym punkeie przekroju (y, 2), zaé I,
moment bezwladnosci przekroju wzgledem osi
Y-6w, jako linii obojgtnej. Drugie réwnanie:

L e

.'I-'[_b
Al

(b) -,

wyznacza promien krzywizny osi belki OX po zgigcin. Ale oba
réwnania wystarczajy do dokladuego opisania stanu napigeia tylko
przy niezbyt wielkich wartoseiach stosunku b:h. Rozklad napre-
en, przedstawiony réwnaniem (aj, warunkuje nietylko krzywizne
1/g, w plaszczyinie XZ, lecz takie krzywizng 1/¢, w plaszczyznie
przekroju poprzecznego, réwnoleglej do YZ. Kazdy bowiem element

belki dx dy dz doznaje wedlug prawa spreiystosci nastgpujgcych
wlasciwych wydluzen gléwnych:

1o, 1o
m E

© b=y A= -

g Ay= —
a podobnie, jak wydluzenia 4, wywolujs wzajemne nachylenie prze-
krojéw poprzecznych, pierwotnie réwnoleglych do YZ, tak tez wy-
dluzenia 4, powoduja odpowiadajace nachylenia podluznych prze-
krojow XZ (zawartych miedzy dwoma sssiednimi przekrojami po-
przeeznymi). Jedyna réznica migdzy obu odksztalceniami polega na
tem, Ze krzywizna poziomych wldkien poprzecznych, czyli  krzy-
wizna poprzeczna® 1/g,, jest mniejszg od krzywizny podluZnej
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i ma kierunek przeciwny tej ostatniej. Pierwszg okresla widocznie
réwnanie: :
1 1 1 M,

= @ me, " m EL
znane wprawdzie od dawna, lecz pomijane pierwej w technicznej
nauce o sprezystosei. W teoryi plyt gra ono wybitng role.

Krzywizng poprzeczng przy zgigein mierzyl jui z wielky do-
kladno$eig francuski fizyk A. Cornu! na beleczkach szklanych
i znalazl doskonalg zgodnosé z réwnaniem (d); golem okiem mozna
te krzywizng wygodnie obserwowaé, zginajac grube prety kauczu-
kowe o przekroju prostokatnym. Skoro jednak zginamy w ten sam
sposéb plyte, czyli belke o wielkiej szerokosei przekroju b w po-
réwnaniu do wysokodei h, to krzywizna poprzeczna nie pojawi sig
prawie weale, co latwo przewidzie¢ na podstawie rozwazah geome-
tryeznych. Stgd wyplywa wazna réznica migdzy stanem napigeia
zginanej plyty a belki. Przy zgieeiu plyty powstajs opréez napre-
#en o, jeszcze napreenia o, ktére w przypadku nieskofiezonej (lub
praktycznie bardzo wielkiej) szerokosei b nader latwo obliczyé
z warunku 4, = 0. Ten sam stan napigeia panuje oczywiscie takie
i w tych elementach skoficzonej plyty, ktére doznaja walcowego
zginania. Zamiast rownania (¢) musimy teraz napisaé:

2,=%(a,-—~:? a,), 1,=%(0,——:; a,)=0.

Stad
e
a,= %0_, Az’—'-’;'—ET} a,,
albo
(€) l.=;;;.'*‘;

jezeli dla skrocenia wprowadzimy oznaczenie:

m'-—-l'E

(f) E =

Poniewa# réwnanie (a) nie traci swej waznosei, 8 wogéle jest
g

6 2

' C. R. 1869, 69, S. 333,

]




[T1] P TRORYA PLYT 13

wige otrzymujemy zamiast réwnania (b):

ElL, mE I,

(8) e = M b
Sily wewnetrzne w przekrojach XZ dajg wskutek zwigzku
1
g, = = a,

takze wypadkowy momenf zginajacy o wartosei:

1
(h) M, = ;"“M:

jezeli obie wielkosei M, i M, pojmujemy jako odnicsione do jedno-
stki szerokodei przekroju.

Odrzuciwszy teraz ograniczajgce zalozenie jednolitodei i réwno-
kierunkowodci materyalu, oraz przyjawszy w plycie dwa wybitne
kierunki, zgodne z osiami spélrzednych i odznaczajace si¢ réznemi
wlasnodciami sprezystemi, dostrzezemy latwo, ze w zwigzku (h)
zmieni sig tylko fizyczne znaczenie spélezynnika |/m. Ten spdl-
czynnik nie bedzie teraz wigeej okreslaé stosunku poprzecznego
skurezenia do podluznego rozszerzenia dowolnego elementu mate-
ryalu plyty, lecz bgdzie okreslaé ogélnie stosunek M, : M;, odpo-
wiadajaey walcowemu zgigein w plaszezyZnie momentu M,. Przy
przejéciu do drugiego kierunku gléwnego, t. j. do walcowego zgi-
nania w plaszezyZnie YZ, przybierze przeto analogiczny stosunek
M, : M, inng wartos¢ staly. Z tego powodu napiszemy w pierwszym
przypadku 1/m, zamigst 1/m, a w drugim 1/m,. Précz tego nalegy
uwzgledni¢. #e i sztywnodé zginania, odniesiona do jednostki sze-
rokosei przekroju, moze mie¢ dla obu kierunkéw gléwnych réine
wartoéei w rozpatrywanym uogdlnionym przypadku prostokatnej
nieréwnokierunkowoséei materyalu plyty, ktéra to nieréwnokierun-
kowoéé odpowiada dobrze strukturze plyty betonowej, rownomiernie
w obu kierunkach gléwnyeh uzbrojonej. Dlatego oznaezymy odpo-
wiednio przez B, i B, ,sztywnoéé belkowsg® w plaszezyznach
XZi YZ, to znaczy sztywnoéé odpowiadajseych skrawkéw elemen-
tarnych plyty przy ich zginaniu jako belki. Dla plyty rdwnolne-
runkowe]j bedzie oczywiscie

Eh?
B,._..——
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§ 2..Ogolne czyste zgiecie elementu plyty.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia elementu plyty, na kté-
rego boezne sciany (rys. 3.) dzialajy same tylko momenty zginajace.
Dobrze bedzie przytem podkreslié zasade uzy-
wanego juz sposobu oznaczania wielkosei staty-
M eznych. Pomyélmy sobie caly plyte rozdzielong
S . na réwnolegle skrawki, raz w kierunku jed-
nego ukladu zelaznyeh pretéw uzbrojenia,
717* idaeych réwnolegle do plaszezyzny XZ, drugi
raz w kierunkun drugiego ukladu i réwno-
legle do plaszezyzny YZ. Wszystkie wielkosei
odpowiadajace przekrojom poprzecznym pierw-
szego pomyslanego ukladu skrawkéw, lub kré-
cej: ukladu X, otrzymujg wskasnik 1; ta-

Rys. 3 kiez wielkodei drugiego ukladu, ezyli ukladu
Y. odréznia wskaznik 2 1.
Moment zginajgey M, wywoluje w pionowej plaszczyinie XZ

krzywizng M,/B,, a w plaszezyinie YZ kraywizng — i . }g‘, od-
1

powiadajgce zaé krzywizny, wywolane przez moment M, sg
1 M, . M, : : ool

——.,5F i"", Na zasadzie superpozycyi® wynikajs stad . dwa
w B VB perpozyeyi * wynikajg sty

réwnania :
Y N TN 1 _MN 1K
@ B, mB’ ¢ B mB
Rozwigzawszy je waglegdem M, i M, otrzymamy: .
”m, M s s, L
T
O M= =12 o T o ' ”my my— T e
Wielkoéei:
B MMy . my m,
- YT mymy —1° By e !Il,m,—lB’

e

e

* Ta zasada oznaczania, odmienna od uiytej w pierwszem opracowaniu
teoryi (por. cytat na str. 7 ), okazala sie dogodniejsza od poprzedniej.

? Zasada superpozycyi stosuje si¢, biorge écifle, tylko do przypadku za-
krzywiefi nieskoficzonie malych. Wtedv bylyby powyzsze réwnania zupelnie
éciste. W przypadka obu krzywizn skofiezonych beda te réwnania przyblizone
i to tem wiecej, im mniejsze sg krzywizny.
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majy znaczenie ,sztywnosei plytowyeh® przy walcowem zgi-
naniu w plaszezyinie X7, wzglednie YZ.

Dla plyty betonowej, uzhrojonej réwnomiernic w obu kierun-
kach X i Y, mozna sztywnosci belkowe przedstawié wyrazeniami:

P =81, + J\E"{-‘Il.-') B! oo E'Il* + E’I’“"

Tutaj oznaczajg K, i E, moduly wydluzenia dla betonu i ze-
laza, zad I, Iy, I,,, I,, 83 momentami bezwladnosei przekrojow
betonu, wzglednie zelaza, wzgledem odpowiadajacych obu osi obo-
jetnyeh, ktére lezg w ogéle w réznej wysokosei., Po wprowadzeniu
znanej liczby stosunkowej

_ K,
3) = E,
wyrazimy sztywnosci belkowe w postaci:

(4) Bi=E, (L, +nl,) = E,IL, By = E, (L, + nly) = E,I,.

Wielkodei I, i I, majg tutaj zwykle znaczenie sprowadzo-
nych (zredukowanych, lub tez ,idealnych“) momentéw bezwladno-
dei takichze przekrojéow zel.-betonu o polach:

() Fi=F,+nF, Fy=Fy+ nF,,.

Wartosei sprowadzonych liczb Poisson’a 1/m, i 1/m,
muszg przypuszezalnie leieé¢ pomigdzy 1/m, (dla betonu) a 1/m, (dla
#zelaza). Im mniejszym bedzie wplyw uzbrojenia X, lub ¥, na od-
powiadajacg sztywnosé zginania, tem bardziej zblizy sig wartosé m,,
wzglednie m, do m, 1 naodwrét. Moznaby zatem przyjaé w przyblizeniu:

b Ade kRt ity S
% my— m, I m.rﬂll, m!—mbIs-'-mntl’
o ile skrajne warstwy betonu przenoszg ciggnienia. Na razie wy-
starezy zapewne uproszezone przyjgeie: m, = m, = 6, a wige:
Lo W o

(2a) By = g k1, B: = 3g E, L,
dopéki wyniki dpéwiadezen nie pozwola na dokladniejsze wyzna-
czenie wartodei m, i m,.

Dla plyty uzbrojonej w dwu do siebie prostopadlych kierun-

kach i narazonej w tyeh obu kierunkach na proste zginanie mo-
mentami M, i M, (odniesionemi do jednostki szerokosei przekroju),
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mamy tedy. w zwigzku z powyZszemi formulami pomocniczemi, na-
stgpujace réwnania zgigcia:

@) m=m(g+o ok m=n(g+a o)

My 03 m, ¢,

_§ 8. Skrecenie elementu ptyty.

Rozpatrujac teraz dzialanie momentéw skrecajacych na dwie
przecinajace sig boczne $ciany elementu plyty, nalezy najpierw
uwzglednié, ze podlug twierdzenia o réwnosei od-

"7l powiadajgeych sobie naprezen styeznych (dzialaja-
/ eych na tychze écianach réwnolegle do plaszezy-
zny plyty), réinig si¢ wartosei obu tych momen-
tow tylko znakiem (rys 4). To pozostaje waznem
takze w prazypadku prostokatnej nieréwnokierun-
kowoéei materyalu plyty, gdyz wtedy zmienié sig
moze rozklad naprezenn stycznych (skreeajgcych)
tylko w kierunku gruboséei plyty (kierunku Z), prze-
stajgc byé liniowym. Dzialanie tych momentéw
skrecajacych o wielkodei D (odniesionej do jedno-

Rys. 4. stki szerokodei przekroju) na element plyty jest
wogéle statyeznie réwnowaine dzialaniu dwu réwnych i wprost
przeciwnych momentéw zginajacyeh, o bezwzglgdnej wartoéei

| M| =D},
na dwa pionowe przekroje nachylone odpowiednio pod katem 45°
wagledem osi X i Y. Z tego powodu da sig sztywno$é skrecenia
2C plyty #el.-betonowej (lub wogéle prostokatnie nieréwnokierun-
kowej) wyrazié przez sztywnosé belkows B’ w obu tychze prze-
krojach widocznie réwng. Odpowiadajace krzywizny gléwne réinig
sig tylko znakiem, a ich wielkos¢ zalezy od kata skrecenia elementu

pat n{l!ﬂim 8

4

&

plyty. Oznaczywszy przez %dz wzgledny kat skrecenia obu pier-
wotnie réwnoleglych bokéw dy elementu pola dz dy, obranego w od-
powiadajgcej warstwie obojetnej (rys. B), a przez & dy wagle

dny kat skrecenia drugiej pary bokéw tegoz e]eme.ntu mozna
okazaé, ze wspélng wartodciy powyiszych krzywizu gléwnych jest:
a 93_?:?5_.1,._ _0._1)

% W o 2C
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Istotnie, jezeli poprowadzimy przez wierzcholki odksztalco-
nego elementu pola A'B’C'D', leigce na jednej przekatnej, t. j.
przez A’ i (', oraz przez B’ i I, po dwie plaszezyzny prostopa-
dle do bokéw, pierwotnie e i20
réwnoleglych o wielkosei PP 5‘7
da, oraz dy, t. j. do bokéw bs
AP 3 ', oraz A'D / I /

i B'C", to te plaszezyzny
przecinajg si¢ w dwu pro- | S \ /
stych, lezacych po obu ds

stronach plaszezyzny 4B
CD i zamykajg przytem

odpowiednio kq.ty % ti.t

i &dy Rys. b uzmysla-

o

wia tylko prostg przecigcia
sig EF plaszezyzny A’'D’
FO prostopadlej do 4'B’
z plaszezyzng B'C'OF pro-
stopadly do D'C’. Na tej
prostej lezy érodek krzy-
wizny O zgigtej przekatnej
A'SC', a poniewaz obie
plaszezyzny tworzg kat
99, dv. wies:
dy Y, Wige:

%y dx

W=

Podobniez otrzymu-
jemy dla promienia krzy-
wizny drugiej przekatnej:

dx 0u Rys. b.

Jezeli przekroje przekatne sa nawzajem prostopadle, to de=dy
i dochodzimy bezposérednio do zwigzku (7). Z drugiej strony wyzna-
cza, wedlug poprzedniego rozwamia te samg krzywizng wyrazenie:

1 1 M
o R

Asekiwum G L & r
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skoro M i — M oznacza momenty zginajagce w przekrojach prze-
katnych, wzajemnie prostopadlyeh, a m’ odpowiadajgeg sprowadzong
liczbg Poisson’a. Poniewai przytem jest:

, =D,
przeto:

1 w41 D

(a) E o i m . F'
Zréwnanie obu wyrazen (7) i (a) dostarcza szukanego zwiazku
migdzy C i B’, a mianowicie:

(b) o C=d o

W szczegolnym przypadku plyty réwnokierunkowej jest oczy-
wiscie

B’=EI=‘%—;:, m = m.
Wtedy
m Gh?
C=3 T BI=6I=T5.

Dla plyt prostokatnie nieréwnokierunkowych muszg B’ i m' przy-
ja¢ odpowiadajace posrednie wartosci migedzy B, i B,, wzglgdnie m,
i my. Z dokladnodcig zapewne wystarczajgea dla naszych celow
moznaby przyjaé:

(e) B = VETB: ml m' V_l By, m' = V’“n My,

a zatem: °

@ 0 ¢ Y-";‘LEL;I
le L
lepiej jednak bedzie pozostawié na razie wielkodé C jako staly nie-
zaleing od innych, ai doswiadezenia wyjasnig zwigzek wszystkich
wprowadzonych stalych plyty. W ten sposéb bedzie takie zapewne
usunigta pewna niedcisloé¢ w budowie teoryi!, polegajaca na przy-
jeciu, @e przy czystem skrecaniu kwadratowego elementu plyty
obadwa przekatne przekroje zlewajs si¢ z plaszczyznami gléwnych
krzywizn odpowiadajacego elementu powierzchni ugigeia, co jest

e o

VE By

o

! Ta nieécistoéé nie wywarla na szezeéeie wplywu na gléwny wynik teoryi,
t. j. na posta¢ réwnania rézniczkowego powierzchni ugiecia (Ob. § 5).
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oczywistem tylko w przypadku réwnosci gléwnyeh sztywnodei

(B, = B,), waglednie w przypadku réwnokiernnkowosei materyalu

Plyty.

§ 4. Energia potencyalna (wewnetrzna praca odksztalcenia)
wygietej plyty.

Elementy plyty s3 w najogélniejszym przypadku narazone
nadto na sily poprzeczne V,, ¥, i na sily podluzne; atoli
te ostatnie nie wchodzg w rachubg w zagadnieniach rozpatrywanych
w dalszym ciggu niniejszej pracy, w ktérych wystepuja tylko sily
zewnetrzne prostopadle do plaszezyzny plyty. Ale i dzialanie sil
poprzeeznych mozna pomingé wobee dzialania momentéw przy obli-
czeniu energii potencyalnej plyty, i to przynajmniej z tem samem
przyblizeniem, =z jakiem obliczamy energi¢ potencyalng belki, po-
mijajac energig écinania. Praca zginania momentu 1, dy, dzialaja-
cego na Sciang boczng h dy elementu plyty, réwna sig:

3 M, dy da,,
jezeli da, = dx/g, oznacza kat zginania; podobniez bedzie: okreslaé
prace zginania momentu M, dr wyrazenie:
g2 dzda,=iﬂ,d':dy.
2
Prace skrecenia momentami D.dy i D.dx przedstawig odpowiednio
iloczyny :

$ Ddy.dd,, }Ddx.dJ,.
Calkowita energia potencyalna nagromadzona w elemencie plyty
objetosei h dzdy bedzie tedy, z uwzglednieniem zwigzku (7), réwna:

L=y 5+ 3, 5N 4 D v sy
albo ®) dL—g(M‘ ‘i’ 2D)dd

Skoro jeszeze wstawimy z réwnaf (1°) i (7) wartosei M,, M,
1 D), tudziez zcalkujemy na calej powierzehni plyty, to wzér dla’
energii potencyalnejplyty betonowej, rOwnomiernie
na krzyz uzbrojonej (lub wogéle plyty prostokatnie nieréwno-
kierunkowej podobnego rodzaju), przyhierze postaé nastgpujaes:

9 L= *ff[ m,pl )+ (0§+m1?19:J+
+4c.ajdzdy-
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Wielkosei g, ¢, 1 ¢, sa wyznaczone ksataltem powierzehni
ugigeia. Do ich analityeznego przedstawienia obierzemy jakgkol-
wiek plaszezyzng srodkows plyty za plaszezyzng XY, np. jedng
z obu plaszezyzn obojetnych. Oznaczywszy przez  ugigeie punktu
(=, y) tej plaszezyzny. czyli splrzedna 2 powierzchni ugigeia, mo-
zna z takiem samem, jak w teoryi belek, przyblizeniem napisaé:

R BRI X UYL

W a7 &
Poniewaz dalej prostokat elementarny dzdy, leigey w tej
plaszezyznie, zamienia sig na czworokat przestrzenny o prawie tym

samym rzucie poziomym, wige pochodne ezgstkowe ;'L', 4 WYyZna-

czajg katy nachylenia bokéw tego prostokata, wychodzqcych % pun-
ktu (z, y), wzgledem plaszezyzny XY. Zmiany, jakich doznajg te
katy przy przesunigeiu o dy, wzglednie dz, sy oeczywiseio, z wy-
jatkiem znaku, identyczne z odpowiadajgeymi kgtami skrecenia,
a mianowicie:

a (3%, 9. (3¢
_a;(-gé)dy_.ds‘,, - (ay) = db,
Stad bezposrednio wynika:
LS S TR S
®) y_s:_dx_dy.— dxdy

Po wstawieniu wartodci z obu réwnan (a) i (b) we wzor dla
energii (9). otrzymamy go w nastgpujacej poutaci‘

o e o G+ 2 554
+40(“)]azay

To samo podstawienie przeksztalea réwnania zgigeia (1) ro-
wnanie skrgcenia (7) na

o = (158} e (4 2

Y
D=+3Cs0
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W szczegélnym przypadku plyty jednolitej i rownokierunko-
wej, czyli dla

h®

= =L Es=ar= i—bl“‘i?ﬁvfg I=1—2.,

upraszezajg si@ powyisze wzory i przybieraja znang postaé:

o f oG B S5

m—l

e m Sxay dedy,
(11) :
PSR I PR .
M__LI(9:’+na 3‘)' M’__EI( ’+.ﬂTé?'),
oL
£ el v
s m FI@xay

§ B. Sily poprzeczne i réwnanie rééniczkowe powierzchni ugiecia.

Odniesione do jednostki szerokosei przekroju sily poprzeczne
V, i V, sa zwigzane warunkami réwnowagi z momentami zgigcia
i skrecenia. Do obliczenia V, posluzy warunek momentéw wzgle-
dem jakiejkolwiek osi réwnoleglej do kierunku Y. Poprowadziwszy
te of przez srodek elementu plyty, znajdziemy:

a Au'l

+

Md.,—(M-;- %"

dz )dy+ By — (D-}-——da)dz—{— V,dy .

+ (V45 da) dy. G =0,

a stad otrzymamy pierwsze z réwnaf:
, _ oM, , 3D S'M,
(12) g %’ Vy= + 3,:

Drugie z tych réwnan wynika analoglczma z warunku mo.
mentéw wzgledem osi réwnoleglej do X. Obadwa maja widoeznie
znaczenie ogdlne, sy zatem wazne takze i dla rozpatrywanyeh plyt
nieréwnokierunkowyeh, wzglednie zel.-betonowych. Po wprowadze-
niu w réwnanie (12) wartosei z réownan (10), otrzymamy dla sil
poprzecznych plyty nieréwnokierunkowej tego rodzaju wzory na-
stepujuce:
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' (B %
(12) st = ( i 20) oz 9y
_ I B, 3¢
h= =t — (w20 5y

Jako jedyna niewiadoma we wszystkich dotychezasowych wy-
razeniach dla momentéw, sil poprzecznych i energii potencyalnej
wystepuje jeszeze ugigeie {. To ugigcie nalezy obliczyé z niewyzy-
skanego dotgd warunku réwnowagi, a mianowicie z warunku rzu-
tow na o8 Z. Oznaczywszy przez p (w kg/em?) cidnienie obcigge-
nia na powierzchnig plyty, mamy tedy wedlug warunku rzutéw:

pdzdy—Vydo+ (Vo dy) da— Vidy+ (Vi de)dy=0,
czyli
B P+t =0

Stad, po wstawieniu wartoéei z réwnah (12°), wyplywa ré w-
nanie réinieczkowe powierzehni ugigeia plyty beto-
nowej, ré6wnomiernie na krzyz uzbrojonej, lub tez wo-
géle plyty prostokatnie nieréwnokierunkowej podobnego rodzaju,
W postaci:

= ¢ e o4
(13) Bige+ 30 g + B g =pt

jezeli dla skrécenia wprowadzimy oznaczenie:
B, , B,

13a 2H="14 4 4cC.

( ) 1 + +

W szezegblnym przypadku plyty jednolitej i réwnokierunko-
wej, t. j. dla

o = —1
Bi=B=EL m=m=m C=4"_ EI,

' Z ogoélnych badai Boussinesq'a J. ogloszonych juz w roku 1879
w Journ. de Math. t. V, str. 329—344, okazuje sie, Ze wyprowadzone tutaj
réwnanie réZniczkowe (13) jest &cidle waine pod warunkiem, ze osie spol-
rzednych sg gléwnemi osiami spreZystodci nieréwnokierunkowego materyalu
Plyty-
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przybiera to réwnanie znang postaé naatqpujch:

(14) « WN w; + =

§ 6. Warunki krancowe. Plyty z blachy falistej, zel.-betonowe
stropy zebrowane i kraty belkowe.

Pozostaje jeszcze rozpatrzyé kwestye warunkéw krancowych.
Ale widaé odrazu, Ze te warunki s zupelnie niezalezne od struk-
tury plyty i Ze si¢ nie zmieniajy, jezeli przechodzimy od plyty
réwnokierunkowej do nieréwnokierunkowej. Poniewas te waing
i nader interesujgca kwestye traktowano juz wyczerpujgeo w now-
szej literaturze plyt réwnokierunkowyeh, wige nie ma koniecznej
potrzeby rozpatrywania jej tutaj. Czytelnik nieobznajomiony z przed-
miotem, zechce przestudyowaé np. odpowiadejace miejsce w cennej
monografii dra A. Nédai’a, przytoczonej juz powyzej.

Podobnie jak teorye cienkich pretéw pryzmatyeznych uogdl-
niono w technicznej nauce o sprezystosci i wytrzymalodei z prak-
tycznie wystarczajgcem przyblizeniem dla pretéw o slabo zmien-
nym przekroju, tak tez mozna ustawione powyzej réwnania plyty
prostokatnie nieréwnokierunkowej o stalej grubodei zastosowaé do
przypadku grubosci slabo zmiennej (wzglednie zmiennego uzbroje-
nia). Trzeba tylko wspélezynniki B,, B,,..., uwazane dotychezas
za stale, traktowaé jako funkeye miejsca na plaszezyznie XY. —
Uzbrojenie plyty zel.-betonowej nie jest zwykle rozlozone zupelnie
réwnomiernie na calej plycie, juz z powodu odginania pretéw
w miejscach, gdzie momenty zginajace zmieniaja znak. Atoli z tego
tylko powodu nie nalezy powatpiewaé w stosowalnosé ogdlnej teo-
ryi przy upraszezajgeem zalozeniu réwnomiernosei uzbrojenia, by-
leby tylko czeéei pretébw w obszarze ujemnych momentéw byly
tak samo ulozone wzgledem rozeigganej warstwy betonu, jak czesei
lezgee w obszarze momentéw dodatnich (do ezego oezywiscie prak-
tyka zdsza), a nadto, o ile obcigZenie, przyjete za podstawe obli-
ezenia, warunkuje w prazyblizeniu to samo rozgraniczenie obu ob-
szaréw, jakie odpowiada konstrukcyjnemu wykonaniu. Doswiad-
czenia ze statycznie niewyznaczalnemi belkami zel-betonowemi po-
twierdzily, jak wiadomo, weale dobrze odpowiadajace wywody teo-
retyczne, chociaz przy obliezeniu odpowiadajgeych statyeznie nie-
wyznaczalnyeh sil i momentéw zakladano stalosé wielkosei prze-
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krojowych wzdluz belki. To nie bylo jednakie calkiem zgodne
z rzeczywistodcig, gdyz podluzne uzbrojenie objektéw doswiadezal-
nych bylo, jak zwykle, dostosowane do linii momentéw 1.

Podobniez nalezy sig spodziewaé, #e i doéwiadezenia z zel-
betonowemi plytami potwierdzg gléwne wyniki dalszych teoretycz-
nyeh wywodéw niniejszej pracy, bez wzgledu na pewne zboczenia
rzeczywistych plyt od uproszezonych zalozen rachunku A jui zgola
pcdrzgdne znaczenie ma np. fakt, iz w obszarach dodatnich i ujem-
nych momentéw zgigeia mogs odpowiadajace warstwy obojetne le-
zeé w réznej wysokosci i nie bgdg wogéle zlewaé sig z plaszezy-
zng XY. To oczywiseie nie bedzie mialo zadnego dostrzegalnego
wplywu na obliczenie ugigé [. Przy pomiarze ugigeia jest bowiem
praktyeznie wszystko jedno, ezy wyznaczymy pionowe przesunigeie
punktu gérnej czy tez odpowiedniego punktu dolnej powierzchni
plyty, poniewaz zmiany grubosei wskutek obecigzenia mozna zawsze
pomingé w poréwnaniu do ugigé u plyt niezbyt grubych.

Jak w odpowiadajseych miejscach zaznaczono, sg podstawowe
réwnania teoryi plyt Zel-betonowych ogélnie waine dla wszelkich
plyt nieréwnokierunkowyeh o prostokstnej symetryi struktury,
a wige np. dla plyt drewnianych i szyb ze szkla drutowego. Po-
dobniez da sig ogélna teorya zastosowaé dobrze i do odpowiednio
zbudowanyeh plyt z materyaln réwnokierunkowego, jakiemi sa ply-
ty z blachy falistej i dostatecznie geste kraty belkowe.
Potrzeba tylko w kazdym szezegélnym przypadku przypisaé stalym
By, By, my, .. odpowiadajace wartodci, wyznaczone teoretycznie lub
doéwiadezalnie.

Jezeli np. w przypadku blachy falistej obierzemy kierunek
tworzgeych powierzchni blachy za oé ¥, to z zupelnie wystarcza-
jaca dokladnoécia bedzie plytowa sztywnoéé zginania .

By = EI,,
przyezem K oznacza modul sprezystosei materyalu blachy, a I,
moment bezwladnosci przekroju jednej fali, podzielony przez jej
dlugosé. Albowiem zgigeie w plaszczyinie XZ ma teraz bardzo

maly wplyw na sgigeie w plaszezyinie YZ, o ile gruboéé blachy
jest do$é mala w poréwnaniu do wysokosei fali. Plytowa satywnoséé

t Prof. Dr Ing. E. Mirsch, ,Der Eisenbetonbau*, wyd. IV, 1912, str.
849 do 361,
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zginania B, bedzie oczywiscie mniejsza od takiejze sztywnosei pla-
skiej blachy o tej samej grubosei 4, a mianowicie w stosunku rze-
czywistej dlugoéei fali do dlugodei jej krzywej linii érodkowej. Je-
zeli przez @, oznaczymy pierwotng dlugoéé prostokgtnej plaskiej
blachy, ktérg -zamieniono nastgpnie przez pofaldowanie w kierunku
szerokosel na blache falisty o dlugosci a (bez zmiany grubosei bla-
chy d), to

= T8tk
e ,

Dokladnoéé tego wyrazenia dla B, jest widocznie tem wigk-
sza, im mnoiejsze jest  w poréwnaniu do promienia krzywizny g,
fali. Natomiast sztywnoé¢ skrecania bedzie wigksza od tej, ktéra
odpowiada plaskiej plycie o grubosci d, a mianowicie mniej wigeej
w stosunku ay:a i to znowu tem dokladniej, im mniejsze jest
d:9,. A zatem:

gl
i el o
jeteli G = § ﬁ_—] E oznacza modul sprezystosei postaciowej ma-

teryalu blachy. Zwigzki migdzy momentami zgigeia i promieniami
krzywizny powierzehni ugigeia (réw. 1, wazgl. 10), przybierajs te-
raz nastgpujaca uproszezonsg postaé:
_Bi_ ™M y_B__ 39
A0 o o Mase e e S S
Dodawszy do tego wyrazenie dla momentu skrecenia w nie-
zmienionej widoeznie postaci:
9
D:—?C m,
latwo zrozumieé. ze we wzorach ogélnej teoryi trzeba przyjaé
1/m, = 1/my = 0, aby otrzymaé odpowiadajsce wzory dla plyt
z blachy falistej. W szczegdlnoéei bedzie stala
H=2C. 1
Z wystarczajacem dla wszelkich praktyeznych eeléw pray-
blizeniem mozna ogblng teorye zastosowaé takie bezposrednio do
zwyklych iel.-betonowych stropéw zebrowanych i t. p., o ile odstep
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zeber jest do$¢ maly w poréwnaniu do ich rozpigtosci. Wtedy je-
dnakse trzeba uwzglednié tg okolieznoéé, se érednia sztywnodé zgi-
nania plyty B, w plaszczyinie XZ, prostopadlej do zeber, musi
byé wigksza, anizeli odpowiadajgeca sztywnodé zginania BY, samej
plyty. Oznaczywszy przez a odstgp zeber w $wietle, przez g (gérng)
szerokoéé zebra, a przez B} odniesiony do jednostki szerokosei
przekroju sztywnosé zginania pomyslanej plyty, utworzonej ze zsu-
nigtyeh razem zeber, znajdziemy jako wartosé¢ kata zgigeia na dlu-
gosel a 4 g, odpowiadajgey stalemu momentowi zgigeia M, =1:

ks N
=T CET®

a stad
a-i-hﬁ-%g

Poniewaz w przyblizeniu jest Bf: BY=h3:hj jeieli h, ozna-
cza wysokosé zeber, wige mozna pomingé w mianowniku wielkodé
B'g: B wobec a i napisa¢ z dostateczng dokladnodciy:

(14.1) §1=~§f(1+%)

Nietrudno ocenié¢ $rednig wartosé B, takie w przypadku, gdy
gruboéé plyty miedzy Zebrami si¢ zmienia.

Uogoélnione liczby Poisson’a ;L- i ':'z bedg oczywiscie w obu

przypadkach weale male, podobnie jak dla plyt z blachy falistej,
i mozna je w przyblizeniu przyjaé réwne zeru,

Chege rachowaé dokladniej, musimy obraé tg¢ samg droge.
co w § 2, a mianowicie: Przy dzialaniu momentu zginajscego M,
na element samej plyty, powstalaby w plaszezyinie XZ krzywizna
%[:% (jezeli Bf oznacza belkows sztywnoéé zginania skrawkéw X

plyty), a w plaszezyinie YZ krzywizna — %;-J‘Bl—f: — (Wszystkie
1

wielkosei odnoszgee sig do samej plyty odréznimy tutaj wskazni-
kiem P u géry). Polgezenie z Zebrami ma ten skutek, ze dla plyty
zebrowanej - zmniejsza sig pierwsza krzywizna w stosunku Bf do B,
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czyli przybiera wartodé g Na krzywizng poprzeczng majg zebra
1
wplyw znacznie silniejszy, redukujse ja mianowicie w stosunku
B;j:B,. Ta krzywizna przybiera tedy wartosé
1 By M, 1 Bia+g M,
46 B REETE S las w
Dzialanie momentu zginajacego M, wywoluje w plaszezyinie YZ

M,
B’

krzywizng plyty Zebrowanej o wielkosei

krzywizne i %{3 Ale z momentu M, przenosi sig widoeznie
]

a w plaszezyinie XZ

tylko czgsé o wielkodei %’i M, na plyte, a tej czgéei odpowiada

. 1 B M, 1 M,
poprzeczna krzywizna plyty e "B, Dla od-
powiadajagcej krzywizny poprzecznej plyty tebrowanej wypada po-
dobnie jak powyzej przyjaé wartosé ':; ﬁ%;%: Stad wyply-

waja dla plyty ebrowanej w kierunku Y nastgpujace prazyblizone
wartodci nogélnionych liezb Poisson’a:

1_ lBga+g

b R — =

1
=5

my m B, a my mfatyg
Z nich, jak widaé odrazu, tylko wlasciwie f:'— mozna pomi-
1

ngé bez skrupuléw wobee 1, podezas gdy ML‘ bywa nie wiele

mniejsze od odpowiadajacej uogélnionej liczby Poissona dla glad-
kiej plyty.

Pozostaje jeszcze wyrazi¢ érednig sztywnosé skrecania 2C
plyty iebrowanej przez sztywnosé¢ skrgeania 2C" samej plyty (bez
seber) i takai satywnodé zebra C* (odniesiong podobnie jak C, B,
By ... do jednostki szerokosei przekroju). Otéz po prostu mozemy
napisaé z wystarczajgcem przyblizeniem

Nralco.g C,
a+tg a+tg
jezeli C, oznacza bezwzgledns sztywnodé skrecania jednego zebra,

2C = =204 j—g(’“ T B
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7agadnienie gestych prostokatnych krat belkowyeh trakto- .
wano juz dawno, ale z pominigeiem pracy skrecenia, t. j. na pod-
stawie réwnania rézniczkowego réwnowagi o postaci:

(15) Bl 9 ; + Bg a‘g =p.

Odpowiadajgce rozwigzania zastosowano w nowszych czasach
do plyt betonowych uzbrojonych na krzyz!. Doéé grube przybli-
zenie wynikéw, otrzymanych tym sposobem w niektérych zada-
niach, nie odpowiada jednakie matematycznemu aparatowi, jakiego
wypadlo uzyé. Prawda, ze rozwigzanie powy#szego réwnania roz-
niezkowego zgadza si@ z rozwigzaniem ogélnego réwnania (13)
w trywialnym przypadkn walcowego zgigeia w jednej z plaszezyzn
gléwnyeh, a im mniejszg rolg graja momenty skrgcajace, tem mniej-
szy wogole bedzie liczbowa réznica obu rozwigzan, atoli ta réZnica
osigga w praktycznych przypadkach n jezedciej zbyt wielkie war-
todci, aby usprawiedliwié ogélne stosowanie réwnania rézniczko-
wego (15).

§ 7. Kwestya stosowalnosci dotychczasowych rozwiazan ro-

wnania rozniczkowego plyty réwnokierunkowej., Scislejsze

traktowanie zagadnienia krat belkowych. Trudnosci przy
zastosowaniu ogélnej teoryi do plyt Zel.-betonowych.

Réwnanie résniczkowe réwnowagi plyty jednolite i réwnokie-
runkowej ma, jak wiadomo, postaé:

(14,) ‘_x-i,-l- az’ay'—l'—a"

jezeli
: = mE &
g S e |

- oznacza plytows sztywnoéé przy (walcowem) zginanin. Nasawa sie
pytanie, pod jakimi warunkami moZna rozwiszamie tego rownania
rézniczkowego zusytkowaé do rozwigzania ogélniejszego réwnania

e

* Calcul des hourdis en béton armé. Note jointe & 1'avis du Conseil
Giénéral des Ponts et Chausées. Ann. d. P. et Ch. 1912, VI.



[87] TEORYA PLYT 29

rozniczkowego (13). Latwo sig przekonaé, ze, skoro migdzy stalemi
By By i H zachodzi prosty zwigzek :

(a) H =B B,

to réwnanie rozniczkowe (13) przeksztalca sig na postaé (14') za-
pomocs podstawienia:

‘ - ‘ —
— gl s %;‘
z—xl/ﬁs Y yV;

W tym wige przypadku zachodzi zwigzek pokrewienstwa mig
dzy powierzchniami ugigeia plyty nieréwnokierunkowej i odpowia-
dajgcej plyty réwnokierunkowej. Tak np. odpowiada kulistemu zgie-
ciu plyty réwnokierunkowej, elipsoidalne zgigeie plyty nieréwno-
kierunkowej, o ile zachodzi zwigzek (a). Dla réwnomiernie obeigzonej
plyty prostokatnej o wymiarach @ i b wypada, jak zobaczymy po-
nizej, rozwigzanie réwnania rézniczkowego (14) w postaei:

L L. (ﬁ e z)
g"" B v a! a’ b1

Gdy warunek (a) jest spelniony, to moina stad wedlug po-
wyiszego otrzymaé wprost odpowiadajace rozwigzanie ogdlniejszego
réwnania (13). Wystarcza w tym celu zastapié¢ B przez By, a przez

4 4
a %5 i z przez z % Skoro obliczono liczebne wartosei funkeyi

1 1
@ przy résnych wielkoéeiach argumentéw g, 'z—, Y dla plyty ré-
wnokierunkowej, to te wartodei pozostajg wazne i dla réwnych od-

‘ —
=k . - bl /B, = y ? : :
powiadajacych wielkosei B b danej plyty nieréwnokierun-
kowej o wymiarach a i b.

Powyisza okolieznoéé jest donioslego znaczenia dla teoryi plyt
zel.-betonowych. albowiem zwigzek (a) zachodzi zapewne przynajmniej
w przyblizeniu, w lieznych praktyeznych przypadkach. Ostatniego
slowa w tej sprawie nalezy oczywidcie oczekiwaé od wynikéw
doswiadezen.

Na podstawie przyjeeia zrobionego w § 3 co do satywnosei
skrecania plyty sel.-betonowej, wynika latwo zwiazek:
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% ot _E_l vy E_!_) 3-
2, n=Va m+if)/ 2 -/ 2
Stosownie do tego byloby wogéle
H> VB, By,
a tylko w szezegélnym przypadku, gdy spelnia sig warunek
B_B

my  my’

bedzie jednoczesnie H= )5, B, -

Inaczej ma sig rzecz u prostokatnych krat z belek nitowanych
i t. p, poniewas takie belki objawiajg z reguly tylko malg sztywnosé
skrgeania w poréwnaniu do sztywnosei zginania, jakotez znikomo

male sprowadzone liczby Poisson’a ;nl
1

H< VB B

i moze bedzie przyjaé, tak samo, jak dla plyt z blachy falistej
H=2C.

Jezeli 2C, i 2C, oznacza odpowie&nio sztywnos¢ skrecenia
belek X i Y kraty, odniesiong do jednostki szerokosci przekroju,
to trzeba oczywidcie przyjaé:

2C=0, 4+ C,.

Jus teraz widaé, ze stosunek H:|B, B, musi w ogdlnej teoryi
graé waing rolg. Nazwiemy go charakterystyksa (satywnosdei)
plyty i wprowadzimy dlafn oznaczenie:

iliSsog g
B, By

Dla plyt zel.-betonowych bedzie najezgéciej # > 1, w przy-
padku rownokierunkowodei materyalu plyty staje sig n=1
adlaplyt z blachy falistej, krat belkowych i t. d. bedzie
7 <l ‘

Gléwng trudnoéé, jaks napotykamy przy stosowaniu ogélnej
teoryi do uzbrojonyeh plyt betonowych, nastrgezaja, jak jui zazna-
czylem powyzej, znaczne zboczenia betonu od prawa Hooke’a. Ta
trudnoéé¢ wychodzila na jaw jui przy licznych doéwiadezeniach ze
zginaniem el.-betonowych belek; obserwowane ugigcia pod obeig-

i ’% W tym przypadku jest
2

.
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zeniem 1 do 2 razy wigkszem od uzytkowego byly bowiem 3 do
2 razy mniejsze od obliezonych, skoro, jak to sig ezyni w praktyce,
wyznacezono sztywnos$é zgigeia na podstawie tych zalozen upraszeza-
Jjaeyeh, jakie z wystarmja,cg dokladnoseig odpowiadaja dopiero tak
zwanej fazie IT b. przy zginaniu. Do tych zalozen nalezs, jak w1adomo

1) Pominigeie ciggnieh w betonie;

2) liniowy rozklad ciéniefi;

3) n =10 jako érednia wartoéé stosunku K : K,

Samemu obcigzeniu uzytkowemu bgdzie niewstpliwie odpowia-
daé lepiej przyjecie fazy I, atoli przy zwigkszaniu obeigzenia nie
moze zadne z obu powyiszych zalozefi uezynié zadodé najskromniej-
szym wymaganiom co do dokladnosei, poniewaz przejscie migdzy
warunkami obu faz, tak znacznie réznigcymi si¢ nawzajem, zachodzi
naturalnie w sposGh ciagly. Zadowalajgca do pewnego stopnia zgod-
nosé obliczonych i obserwowanych wielkosei dalaby sig moze osiggnaé
przez przyjecie zmiennej i od naprezenia skrajnego w betonie za-
leznej sredniej wartosei E, w calym przekroju belki. Jeszeze bardziej
wikla sig sprawa u uzbrojonyeh plyt betonowych, po czesei z powodu
dwu wymiarowego stanu napigeia, czescig zas wskutek nieskonezenie
wielokrotnej statycznej niewyznaczalnosei dzialania plytowego. Do-
$wiadezenia muszg przedewszystkiem wyjasnié, czy w elemencie
plyty, narazonym na momenty M, i M,, faza IT b warunkuje zawsze
obie sztywnosci zginania jednoczesnie, albo tez, czy jest mozliwem,
aby sztywnosé zginania, odpowiadajaca wigkszemu, wzglednie nie-
bezpieczniejszemu momentowi, osiggnela juz faze II b, a druga
pozostala réwnoczesnie jeszeze w fazie wezedniejszej. Jest bowiem
rzeczy jasna, ze odpowiedi na to pytanie bedzie miala wielki wplyw
na znaczenie dzialania plytowego, poniewai sztywnosé zginania
ubywa znacznie w po sobie nastgpujgeych fazach.

W fazie I okredla sprowadzony moment bezwladnodei prazy
Jednostronnem uzbrojeniu latwy do wyprowadzenia wzér:

(16) r=g w425 'k—”f%f,]',

A P, P %l 0 % 0, A i it

et i

! Biorac ém&le, naleZy tutaj zastapi¢ # przez (n —- 1), albowiem w prze-
kroju nie ma hetonu tam, gdzie znajduje sie Zelazo. Powyzezy wzor wyprowadza
si¢ najprosciej, obliczajge najpierw moment bezwladnoéci I’ wzgledem prostej

polowiacej gruboéé plyty A Oznaczywszy przez 2z, odleglosé tej linii od érodka

cigzkodei sprowadzonego przekroju F, mamy, jak wiadomo:
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w ktérym ¢ oznacza osiows odleglosé pretéw uzbrojenia od krawedzi
przekroju a f* pole przekroju tych pretéw, przypadajace na jednostke
szerokosei przekroju. Odpowiadajaeq odlegloéé 2z osi obojetnej od
sciskanej warstwy skrajnej (po nieuzbrojonej stronie przekroju)

daje réwnanie:
; ypalT L
2 \2 h+nf"

Natomiast dla fazy IIb jest, jak wiadomo:

2= ﬂf'(l/rifk: — l}

(17) o _".— + nf’ (b —2)%,

jezeli hy = h — . :
Ta wartodé I musi byé zawsze o wiele mniejszg od poprzeduiej,
a nadto odpowiada fazie IIb mniejsza wartos¢ E, niz fazie 1. Np.
dla obu gléwnych przekrojéw plyty na krzyi uzbrojonej, przedsta-
wionych na rys. 6, otrzymujemy wedlug wzoru (16) przy wartosei
==
I, = 147,65 em?, I, = 160686 em?, I,:I, = 1,06;

I=1I —Fz
Tym sposobem znajdujemy najpierw:

I'=3+m—1) (——c)

(=17 (5
=17

nastgpnie

2.=

tudziez

; , e—tpa(t )
=%+“”VG‘4“'a+mJipL

a stad po uprﬁuc&en:ﬁ wzor (16) z wielkoécig (n — 1) zamiast n.
' Po wstawieniu powyzszej wartoéei 2 i uproszezeniu przybierze ten wzor
nuﬁqpmm postac:

(1) 1 =" (800, -0t — 2 @, 4 n) o7 @ Fo7) — ]
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a wedlug wzoru (17) przy n = 15:
I, =8027, 1, =6384, 1,:1I, =21

Wplyw uzbrojenia na sztywnosé zginania jest zatem z poezatku
stosunkowo maly i roénie dopiero silnie ze zblizeniem do fazy IIb,
t. zn. z powigkszeniem obcigzenia.

i Bass. 4
}Z--—m --n}—-&p —i 1(

E""‘;‘u;fi

Rys. 6.

Gdyby bylo moiliwem, azeby B, jui sig zblizalo do fazy Ilb
podezas gdy B, pozostaje jeszeze w poblizu fazy I, to stosunek
I, : I, méglby osiagnaé nawet wartosdci, graniczgee z 63,8:147,7=—=
=0,43. Tak wielkie wahania stosunku I,:7,, wzglednie B, :B,
grajacego widoeznie w teoryi plyt zel-betonowych nader waina
rolg, powinnyby przy doéwiadezeniach wyjéé na jaw bardzo wy-
raznie; w § 10 bedzie jeszeze o tem mowa.

Il. Plyta prostokatna swobodnie podparta
na calym obwodzie.

§ 8. Sciste rozwiazanie w przypadku obciazenia sinusowego,

Obrawszy odpowietinio boki a i & prostokgtnego konturn
plyty za osie OX i OY ukladu spélrzednych (rys. 7), przyjmiemy
jako réwnanie powierzchni ugigeia prasts

_' funkeye:
ij L
rd . . Y
ci ;'_f.sm‘sm b2
TPy czynigey zados¢ warnnkom krancowym:
Rys. 7
i =0 dlas=0 =0 y=o, y=b i
g " n s
aﬁ:"a é';;i=0, s wige M, =0, My=0'dla

2=0,z2=a; y=0,y=0>

Archiwum C. 1. 4 L]
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Po wstawieniu w réwnanie rozniczkowe (13) znajdujemy

B 2H , B = WE 55
n‘(---:—|—a'—b’—’(— —:)fsm g Sin Ej":p

jako réwnanie odpowiadajacej powierzchni obeigzenia. To rowna-
nie mo#zna napisa¢ w postaei:

= py sin = sin

P=De a b’
z ktérej widaé, ze najwigksze cisnienie p, na srodek plyty okresla
zupelnie cisnienie obeigzenia w kazdym innym punkeie powierzch-

ni plyty. Z poréwnania obu powyiszych wyraien dla p wypada
dla strzalki ugigeia f wzor:

(ﬂ) .f=— A T gy T

Przy pomoey oznaczen
4

“l/llﬁi'z_E o
18 vt Vﬁlﬂz_—q

przeksztalei sig wzér powyzszy na nastepujacy:

; 1 & Po bt
®) . net 42ty +1" B
Nowo wprowadzona wielkoé¢ & gra w teoryi plyt nieréwno-
kierunkowych t¢ samg rolg, co stosunek a:b dla plyt réwnokie-
runkowych. Dlatego nazwiemy ¢ sprowadzonym stosunkiem

bokéw. Dla momentéw i sil . poprzecznych otrzymamy podlug
wzoréw (10) wyrazenia:

i F 1 : .
M,=n*R, (&--2 -+ ;"—b’)fam ?—? sin J;y,
M, = n? By (—%-]— -;i-)fsin f:.c sin 7?”
(18) D= —2n2C f; cos’-‘fcoa fzy’ .
B fivs
V,— nt [;El - . (m:+20 ]J; cos ?smj?,
= 281 (B B/ . m _=a
Vg—- a? [a’ (;};1 +2C) + 6i _b_‘ s1n &' 008'—6"
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Reakeye podporowe, identyezne z odpowiadajacemi silami po-
przecznemi na brzegach plyty s nastgpujace:

Bi=— (M= Vee=— 2[5 4 L(B o))/ in
R;=_(["E);-=='-Vz)y-»='— [ ( -|-2C’) ];;sm;?

przyczem pierwsze wyrazenie odnosi si¢ do brzegéw plyty o dlu-
gosei b, a drugie do brzegéw o dlugoéei a. Wypadkowa tych reakeyj

(19)

i‘-abp,

fi

2f3;¢:+2‘ffr,dy~_—_ 4t abf (% —f—a,b,—i- )

znosi sige wprawdzie z calkowitem obeigzeniem
- b : 4
s fp. sin ~~ sin A—-d:tdy-—- ab pg,

ale poniewaz momenty skrgcajgce D nie znikajg na podpartych
brzegach plyty, wigc muszg powstaé jeszcze reakcye dodatkowe,
.tworzgce dla siebie uklad sil w réwnowadze. Wedlug twierdzenia
Kelvin’a i Tait’a' ten uklad sklada si¢ z rozm:eszczonych wzdinz
brzegu reakeyj dodatkowych o wielkosei

i oD oD
Rl ¥ (-jy.)s-- (ay )l-.

. yab oD
Rﬂ _-—(9_:-"),.., (92-)'—ﬁ

dla bokéw a i ze skupionych reakeyj naroznych

dla bokéw b,

R

II

~ 2(D)ee =2 (D)= —2(1)),_._2(1)1,_,_..43*0 R

skierowanych pionowo w dél. W przypadkach konkretnych, kiedy

brzegi plyty wystaja poza proste podporowe, mozna te naroine re-

akcye zastapié statycznie réwnowartemi silami i momentami, roz-
! Wyeczerpujacy wyklad tego nader wainego twierdzenia teoryi plyt

znajdzie czytelnik w powyzej przytoezonej pracy A. Nidai'a.

B*
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mieszezonemi w poblizu rogéw plyty w nieskonczenie réznorodny
sposoh. Calkowite reakeye przedstawis przeto nastgpujace wzory:

R,_R,-i—R,:--n'[ +b, (Bl+4C}fsm 2,

(wlaseiwa reakeya podporowa brzegéw b),

. s L 3 1 Bg E| fS'II e

(wlasciwa reakeya podporowa brzegiw a),

R=4R’U'-f .
ab

(reakeya narozna).

Istnienie naroznej reakeyi jest, jak widaé uwarunkowane saty-
wnodeig skrecenia plyty. Te reakcye zniklyby przy dowolnem ob-
cigzeniu, gdyby bylo € =0, nie wystapilyby zatem u krat belko-
wyeh, dla ktérych obowigzuje, co prawda tylko w przyblizeniu,
réwnanie rézniczkowe (15). Ale i u plyt podpartych na obwodzie
w zwykly sposob. t. j. tylko od spodu, nie moga oczywiscie po-
wsta¢ narozne reakeye; wtedy jednak musza rogi plyty podnieséé
sig wskutek obciazenia. To pociagnie za soba male zwigkszenie
strzalki ugigeia i najwigkszych momentéow (w érodku plyty), ale
za to dof¢ znaczng zmiane charakteru powierzchni ugiecia i roz-
kladu, oraz wielkosei reakeyj podporowych brzegéw plyty.

Z réwnan (18) znajdujemy z uwzglednieniem poprzedniego
wyrazenia dla / nastgpujace wzory dla najwigkszych wartosei mo-
mentéow zginajgeych w srodku plyty i:

o \
L P 1
M, =§‘;- ‘(;m'_—i-_)fi‘ = +”'! Bt Poa”
g . a? .{.Q.l PR
B +2H4 S B, "+
(21) _
(a'-l— b’.)E gt (ag+ 1 l/_:)
M‘ =i:.’ }-}———_._ﬁl —_— 1 3 ml_____él_ P_O_b!
e " bt 2 3 4+ " gt
— B + 2H + :—. Dl 2. 2

e e A i et i i A e ot N B i AT A, ST

. Aby nie zwiekszaé zbytnw obJet.oécl publikacyi i ul:zymé ja ba.rdzm;
_urzs;rsyatn opuszezono po najwiekszej czefei rachunki pomocnicze; wszystkie
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Najwigksze reakeye podporowe, a zarazem najwigksze (bez-
wzglednie biorac) sily poprzeczne, panuja w srodkach bokéw pro-
stokata, t. j. w punktach (3, o) i (o, f) Ieh westobti oy wodleg
réwnan (20):

(:' +b’)3,+4a’

B e A :
e s
an B+ 2H+ ye Be
(22)
(a’ + i-) B: + 4b*C
|Rl|m bﬂ ‘

B! +2H+bg

albo po wprowadzeniu sprowadzonego stosunku bokéw & i chara-
kterystyki sztywnosei plyty %, tudziez przy uwszglednieniu zwiazku
(13a) migdzy stalemi plyty:

1)/5

8’ (f’ 1‘.'!‘)

PR N & U
i 1 4 et 4 ot

(22)

B _Po_f
e 1-|—2£’q+£‘
W éowolnym punkeie bokéw b i a mamy tedy:

(23) R, = — |By| .. - sin ?s Ry = - |R, .. - 8in ?:
z czego znajdziemy wartosei calkowitego obeiagenia R, 1 Ry pro-
stych podporowych b i a przez calkowanie, a mianowicie:

e~

> e S N

wyprowadzone wzory kontrolowano zato réznemi drogami, tak iz moga zawie-

ra¢ chyba tylko bledy drukarskie. Tym sposohem mozna bylo objetoéé pracy
zredukowad eo najmniej do polowy. .
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2b
o

@) m=fRidy=—" Bl m=fRedr=—2 R

Nakoniec narozna reakeya

4ab p.?' 2on

at bt a*
B+ 4B,

a

(25) R=

albo, ze wzgledu na zwigzek (13a):

1)/ 1 |/B
25’ DR T B T
o P Y _E’EK“L____"':VB=
=N :
L B

Na podstawie powyiszych wzoréw moina, w razie potrzeby,
wykonaé wszystkie obliczenia wytrzymalosei.

§ 9. Przyblizone rozwiazanie w przypadku obciazenia réwno=-
miernie rozloZonego. Zwiekszenie odpornosci plyty wskutek
wystawania poza linie podporowe.

Tem rozwigzaniem zajmowalo si¢ jui pierwsze opracowanie
ogélnej teoryi, cytowane powyzej. Ono polega na przyjeciu, ze si-
nusowa powierzchnia ugigeia jest w prazyblizeniu wazna takze dla
rozpatrywanego przypadku, przyczem strzal-
= ke ugigeia oblicza si¢ z warunku réwno-
[ ci energii potencyalnej i pracy sil we-

|

P wngtrznych. Réwnie latwo da sig zalatwié
przypadek nieco ogélniejszy, w ktérym
obeigzenie pokrywa réwnomiernie tylko
prostokat a, b,, spélsrodkowy i réwnolegly
wzgledem obwodu plyty (rys. 8). Przesu-

nawszy teraz dla wygody poczatek spolrzednych do érodka plyty,

i zmieniwszy, stosownie do tego, réwnanie powierzehni ugigeia na

e nr Y
(26) {.'_fcos'eosk

znajdziemy
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1)2 T R B

o : 16ub-;;.smag.smb2

&0 (=N B e

of Bl+23+-5, By

albo, po wprowadzeniu wielkosei € i #:

16 edsin ! ; sin bl ;
1) fn = Rk
w e 42941 B

W przypadku calkowitego obciazenia plyty (a, =a, b, =b)
staje si¢ wyrazenie

T AT BRI AL

a2 "3 2

réwnem 1. (W ogélnym przypadku niechaj je oznacza dla skréce-
nia symbol [a,, b,]). Wtedy wypada, przy réwnyeh wartosciach /
z wzoru (17) i odpowiadajgcego wzoru w § 8:

16
(28) Po= 24

sin

eo mozna takze wyprowadzié! z warunku, aby powierzehnia ob-
cigzenia
ny

rr
P==pyco8 _ co8

zastgpowala jak najlepiej powierzchnig
p = g == const,,

jezeli jako ten warunek przyjmiemy, Ze calka

2
ff(p.cos?coe?—-—q) dy dx

ma byé minimum. — Dalsze wzory przyblizonego rozwigzania
w przypadku prostokatnego obeigzenia a, b, ¢, potrzebne do obli-
ezefi praktycznych, sg nastqpujqee

N A i s~ e ———— B TP - S S

' Szczegdl podkreslony juz przy rozpatrywaniu analogicznego zadanis
plyty rownokierunkowej przez Dra A Néidai'a (ob. str. 46 cytowanej pracy).
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16 (ﬂ_' + b‘) -_31[‘31561]:
E|--=;.q—b—‘—-— i
Bl+2H+ bgBl
4 bt
(29) M 16 q(a 2 e )B: [ay, by]
e =— —. .b—_.-—.__
e A
32 ab(’[anl‘:
(D). =—— g —— e A
b B T b2 B,+2H+MB’

16¢ ( +b') B, +4a'C

|Rl;n-= g e [a b}‘
nta 6% _ a' _ 15 %1l
(30)
2 b 2
oy (42t
|&l“=;;i"§lwd —— (81, 84]
Bl+2H+b’ By
B = Byfau-008 Y, | By| = By|oms 008 ;
T N
(31) Bl = Brlass [Bal=7 [Brlosi
BR= f: q. - abC [a,, b,] g
Bl +2H+b’B'
przyczem
on . b@
(52) [ﬂl.bll—mn §31n 52

Wprowadziwszy znowu wielkoéci € i 3, oraz uwzgledniwszy
rownanie (13a), przeksstalcimy niektére z powyzszych wzoréw ua
nastgpujace:

= e P~

* Moment skrecajacy w rogach plyty.
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£ B
6 (1F ) ) fon 00
M= T | ~_|?2£: n +£‘ — . qa%

(29")
' 1 Be
2|t . " b,
s 16 (8 <+ ml_-kfl_} [ay, b, | 5
3 sl 142624t
16 | Es(ts + ;i B’)
ERllmn 3?“ al'}bi] ll 1 --—---—-}—-B—’ .
+2e gt
(30) '
c' ,i‘;,
14
. 16 my } By
lRl!Mr:ui ‘Ib{“nb:]- { 1+2£"?+£¢
(31") R=—2(D). . gab{a, b, - l/
b3 o2t

Stopien przyblizenia wzoréw dla momentéw, zawierajacych
drugie pochodne [ nie bedzie mégl byé tak wysoki, jak u wzoréw
dla ugigcia. Jeszeze nizszego stopnia przyblizenia nalezy sie spo-
dziewaé u wzoréw dla reakeyj podporowych. Jakoz latwo sig prze-
konaé, e suma algebraiczna wszystkich reakeyj nie daje —a, b, ¢
jak wymagaja warunki réwnowagi, lecz, Ze ta suma:

& 64 .
2R, + 2R, + 4§ﬂ—";§ abq (ay, b,]

W przypadku calkowitego obciggenia jest réznica obu powys-
szych wartosci bardzo znaczna; zamiast — abg wypadajpo prawej stro-
rie ostatniego réwnania — 0,657 abg. Réznica zmniejsza sig, gdy zmniej-
szamy wielkosé obeigzonego pola prostokatnego i znika nawet zu-
pelnie przy

a:ae="hb:b=~0,748,

aby przy dalszem ubywaniu obeigzonego pola zmienié znak i znowu
warasta¢ co do bezwzglednej wartoéei. Stad mozna wnosié, 2e roz-
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patrywane przyblizone rozwiazanie odpowiada najlepiej przypad-
kowi obeigzenia pola prostokatnego o wymiarach
a,=0748a i b, =0/T485.
W tym szezegélnym przypadku jest

am b i o v s © U8 bl__ 2987 -
ae= b2—arch? 19°.2, sin . 9 =S b2-—0;922673

[ay,b,] =0,8513, a, b, = 0,595 ab, Q = a, b, g = 0,5595 abq,
a wzory dla obliczei przybieraja postaé:

a7t Qab 1 et Qb*

3949 bt -+2H+b, : T 39,49 £t 26t 1 §,a

( -|-b’)3, . 1-|_m,l/

Mlﬂn—'* t
abh bd_ g2t +l
OB +2H+ B, iy

T e s e 4
YT TE L

(34)

(35) (D),

a* o
g L el
S % b i
o : “ m+2HL B,

et er - |
Tres E‘+2&'q+311)|

- 0._785!1 g
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(\ )B, e

R, ...—0.780s F 5 v a3t
(36) at '+2H+b= '
B
T Y
—0785. ¢ By
a e4+ze=q—+—1

o (l—:+bs)§,+4,_;-(.'_
g & e
g W i:)}
(87) £ 2ty -1
(s s
A 5 o g
ey +2H+ 3 R-,

l_l_:e;
e+ 1

.R; =

' k 57 B
(tho- = 115? bl* H!n--.! S 'l ﬂ:}

Tutaj nasuwa si¢ mysl, aby do praktyeznyeh obliczer na
podstawie réwnomiernego obciazenia calej plyty polecié wzory (27)
i (29) dla strzalki ugigeia i momentéw zginajgeych, a wzory (36)
i (37) dla reakeyji momentéw skrecajacych (podstawiwszy w osta-
tnich wzorach @ = abg). Tym sposobem beda obliczone wielkosei
najezedeiej przecenione (na korzyéé pewnosei), atoli popelnione
bledy nie beds przekraczaé¢ paru odsetek, o ile wartodei stosunkéw
a:b i B, :B, nie zbaczajy zbyt wiele od 1. W szezegélnym przy-
padku B, = B, wystarczy takie obliczenie zapewne dla

poniewaz np. odpowiadajacy wzér dla strzalki ugieeia plyty jedno-
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litej i réwnokierunkowej daje przy a:b = 10 wartosei za duge
o 2,0°,, a dopiero przy a:b =2 dochodzi blad (tego samego zna-
ku) do 5,2¢/, .

Poza temi granicami stosunku a : b roénie blad bardzo znacz-
nie. Jezeli jednak B, = B,, to w mysl poprzednich wywodéw
(w § 7) warunkuje ,dzialanie plytowe“ nie stosunek a:b, lecz

4 :

sprowadzony stosunek & = Zl/g’ Z tego powodu nalezy sig spo-
1

dziewaé tej samej, co w poprzednim szczegélnym przypadku. do-
kladnosci, gdy ten stosunek leiy miedzy granicami 1 a 15,
ezyli, gdy:

1=ex 10

Wyrazenie ,dzialanie plytowe ma tutaj znaczenie rozpow-
szechnione 1 oznaeza niejako dzialanie podluznych skrawkéw plyty,
smniejszajgce moment zgigeia w skrawkach poprzecznyeh, trakto-
wanych jako belki. Tak okreslone dzialanie plytowe zaleiy takze
od sposobu obcigzenia i wystgpuje najdobitniej przy obeigzeniu si-
lami skupionemi. Przy réwnomiernem obeigzeniu plyty prostokat-
nej gra dzialanie plytowe wigkszg rolg tylko w powyiszych grani-
cach stosunku & i dalej jeszcze, az do wartosci & = ~ 2. Poza temi
granicami maleje dzialanie plytowe bardzo szybko i wyjawszy cze-
sci plyty przylegajace do krétkich bokéw b, zachodzi zgigeie po-
przecznych skrawkow, praktyeznie biorge, dokladnie tak samo, jak
ukladu belek réwnoleglych o tej samej rozpietosei b.

To jest przyczyns, dla ktérej obowiszujace przepisy dla zel.-
betonu, dyktowane roztropng troska o pewnosé budowli, ograni-
czajs uwzglednianie korzystnego dzialania plytowego, nawet w przy-
padku uzbrojenia ,na krzyz“ plyty betonowej: nie da si¢ jednak
zaprzeczyé, ze odnosne przepisy, po najwigkszej czesei pozbawione
naukowej podstawy, posuwajg ostroznosé zbyt daleko i udaremniajg
przez to racyonalne wyzyskanie materyalu. Tak np. caytamy w pru-
skich przepisach ministeryalnych z r. 1907 (§ 14, p. 7):

»Plyty dokola podparte, opatrzone krzyiujscemi si¢ wklad-
kami zelaznemi, mo#zna przy réwnomiernie rozlozonem obcigzenin

e

N e VY

! Por. Huber M. T., Die Grundlagen...
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qb*

oblicza¢ wedlug wzoru M = 12’

jezeli ich dlugos¢ a nie docho-

dzi 10-krotnej szerokosei 5%.
W przeciwstawieniu do tego zalecaja francuskie przepisy z r.
1906 w tym samym przypadku wogéle uzyeie wzoru

M. = jopro %

at 4 264
z jedynym ograniczajgcym warunkiem: a > b, co daje dla plyty
kwadratowej (w obu kierunkach jednakowo uzbrojonej)

1
Mm . i 2'4 Qb’e

a wige dokladnie polowg wartosci, przepisanej w Prusiech! Jak
wida¢, zadowalaja si¢ we Francyi z dobrym skutkiem jui drugi
dziesigtek lat dwa razy slabszemi plytami (w tym szezegélnym
przypadku), niz w Prusiech, oraz licznych innyeh krajach wzoru-
jacych swoje przepisy na pruskich. W rzeczywistosci, jak sig po-
kaze w dalszym eciagu, scisla teoretyczna wartos¢ momentu zgina-
jacego zbliza si¢ w rozpatrywanym przypadku daleko wigeej do
wartodci unormowanej przepisami francuskiemi, jakkolwiek i od-
powiadajacy wzér francuski ma wlasciwie charakter praktyczne;
reguly lub pélempiryeznego“ wzoru interpolacyjnego, a nadto nie
wwzglednia zupelnie ewentualnyeh réznic w obu uzbrojeniach.

Pewien postep wykazujg niemieckie przepisy z r. 1915, pro-
wadzace do obliczenia najwiekszego momentu podlug wzoru:

at
L = $qb® yo- ;|_ he (a >b)

Stad wypada w szezegélnym przypadku plyty kwadratowej

(@ = b):

1
=2 2
M. 16 qb

Ta wartosé lezy dokladnie w posrodku miedzy wyplywajaca
z dawniejszych pruskich przepiséw, a unormowang francuskimi
przepisami z r. 1906 i jest jeszcze ckolo 1,5 razy wigksza od praw-
dziwej wartosei najwigkszego momentu.
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Jedyne urz¢dowe przepisy, kiére uwzgledniajg obadwa uzbro-
jenia, sa, jak si¢ zdaje, austryackie (z r. 1911), jednakowoz podany
tam sposéb obliczenia nie ma takie pretensyi do naukowego uza-
sadnienia. Ten sposdh prowadzi w przypadku plyty kwadratowej
do wartosei:

1

Mo = 14

gb*,
lezacej dokladnie w srodku miedzy dawniejszg pruska a francusks
normg. Tenze sam wynik dajg praktyczne wzory przepiséw szwaj-
carskich. )

Na ,plytowe dzialanie“ pozwalajg zresaty liczyé tak austrya-
ckie, jak i (dawniejsze) pruskie przepisy, tylko wtedy, gdy
a

5

<15
Jak z poprzednich rozwazan wynika, powinien tutaj wlasei-
wie staé, zamiast a : b sprowadzony stosunek bokéw

4 L]

a | /B,
&= g
by B

W praktyce muszg brzegi plyty wystawaé nieco poza proste
podporowe, przez co jej sztywnosé i wytrzymalos¢ ulegaja zwigk-
szenin podobnie, jak si¢ rzecz ma z plytami okraglemi. Przy in-
terpretacyi wynikéw doswiadezenn zachodzi potrzeba wyznaczenia
tego zwigkszenia na drodze teoretyczuej, Z wystarezajgcem najeze-
$ciej przyblizeniem mozna tego dokonaé w ten sposéh, ze przy
wyznaczaniu f z warunku pracy:
biad ‘)‘I

L=y Sy o+ 2Hav 4+ B =4 [ [lasdy =L

dodaje si¢ po lewej stronie wyraz AL, przedstawiajacy pracg od-
ksztalcenia wystajacej czesci. Prayjawszy stosunkowo malg szero-
kosé da i Ab wystajgeych skrawkéw plyty, mozna widoeznie po-
mingé bardzo male momenty zginajace i napisaé

B ;ffw (é%)'dz &%,

przyczem calkowanie rozpodciera sig na wystajgce pole. Uwazajae
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padto w przyblizeniu momenty skrecajace za niezmienne w kie-
runku poprzeeznym wystajageych skrawkdéw, napiszemy wyrazenie
dla AL, w postaei:

atAa »+ A6

2L\
AL.=4.§f4C(ax€y) 4b.dz 44 ,}f«,( )Aa dy
: s -

2ot 5 ! ax  mY, .
Po wstawieniu wartosei { ==/ cos . o0 g i wykonaniu cal-

kowan otrzymujemy:

. 4 ‘ 7 3
AL =$4¢ a?-b'ﬁ [(a < da) Ab + (b~ Ab) Aa),
albo

AL =2C. ’fb,f .‘—’-F

jezeli AF oznacza calkowite pole wystajacej czesei plyty. Wyra-
zenie dla energii potencyalnej przybiera teraz postaé:
& ’;‘. a{‘ai (Bya* | 2 Ha*b? - B, b* ++ 8CabAF).
Z tego wynika, e strzalka ugigeia [ zmniejsza sie wskutek
wystawania plyty w stosunku
(By a* +-2Ha®b? + B, b%) : (By a* 4 2Ha*b*+4 B, b* + 8Cab AF)
i w tymze stosunku zmuiejszaja si¢ momenty zgieeia M,, M,, ja-
kotez pozostale wielkosci statyezne. Odpowiadajacy spélezynnik
zmniejszenia
1 sl 1
~ 8CebdF .  8CabdF 1=
+3,a'+?Ha=b=-|'-‘§;'bi " B bt et 2641
ubywa z powigkszeniem sprowadzonego stosunku bokéw e, zdgza-
jac, jak bylo do przewidzenia, do granicy 1, gdy ¢ staje si¢ bar-
dzo wielkie. Najwigkszg wartodé osigga ten spolczynnik dla eé=1;
w przypadku a =¥b, B, = B,, m, = m, = m, otrzymujemy dlan
wyrazenia:

: albo AP [
ey ™78 AF m—1 AF°
1+ B« ol x m  a®
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§ 10. Jeszcze o trudnosciach przy stosowaniu wzorow teore-

tycznych do plyt Zel.-betonowych. Warunki powstania ujem-

nych momentéw zginajacych i naroznych reakcyj. Krytyka
urzedowych przepia&wl i niektorych wzorow.

Wracajae teraz do koncowyeh rozwazan §-u 7-go, weimy
jako  przyklad plyte prostokatna o stosunku bokéw a:b =13,
uzbrojong w kierunku a wedlug rysunek 6, fig. (a), w kierunku
zas b wedlug rysunku 6, fig. (b). Najwigksze momenty zginajace
obliczymy wedlug przyblizonych wzoréw (29), przyjawszy w przy-
blizeniu H = J/B, B., my = my; = 6. Po obliczeniu liczbowego spél-
ezynnika 1 drobnem przeksztalceniu bedzie zatem wogdle:

1 a2
; Bl TaE
(3‘_ ) Lmax = ﬁ,lO -g_’ B' +2 -B! + !}.i :
b! Bl ‘El a’-
at 1
B P i
M, = T BT T
6,10 g2 B,  b* B
] 24/ =
b2 + Bs+a: B:

Dla fazy I bedzie, przy n = 10:

I, = 1473?@ em?, [, =100, Iy :], == 1,05,

. N
.I! 3 12 i a Il i
I/I, — 1,028, l/-[-l =1014, ; I/I, =132,

Dla fazy IIh wypada przy » = 15:
=271 em,; 2,=2383, I,=3027, I,=6384 em?

: 4 L]
[: 2.3 != =y Ig 2k i Il Bl
£ =109, l/ [ 1402 l/ff"' 1,206, -b—l/-i—_ 1,57.

Przyjagwszy jako trzecia alternatywe, ze dla B, jui zachodzi
faza IIb, podezas gdy B, pozostaje jeszeze w fazie I, mamy, przy
niyeiu odpowiadajacych wartosei 1, i /,:

- ‘ ——
L _oas9, |2 —oess, |/2 <0811, e=105.
I, I » YV 1, -

1
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Prayjawszy jeszcze w przyblizeniu réwne wartosei £, w obu
odpowiadajacych sobie sztywnosciach zgiecia, mamy:

._Bg:.§|=13:11,

a rownania (38) daja odpowiednio przy pierwszem, drugiem i trze-
ciem z powyiszyeh zalozen:

My - 1 1 1 9
. gt —2Lr 338 12500
M?f'"_ ‘l 1 1 ()
o =138 110 2000
Trzecia para wartosei stanowi najwidoczniej wynik sprzecany,
poniewaz jest niemozliwem, aby przy wigkszej wartosei momentu
zginajgeego w przekroju slabiéj uzbrojonym panowala jeszeze faza
I, a w przekroju silniej uzbrojonym, przy mniejszej wartosci mo-
mentu, juz faza IIb. Dlatego trzecie przypuszczenie trzeba w tym
przypadku bezwarunkowo odrzucié. Przemieniwszy jednak obadwa
uzbrojenia, otrzymamy przy pierwszem zalozeniu (fazy I w obu
przekrojach):

L_ogaz, I/ §'=0.973, £ =1,28;
.

1
przy drugiem zalozeniu (fazy IIb w obu przekrojach):
-I“

[ =0474, / §’=0,639, £ = 1,08;
1 1

przy trzeciem zalozeniu:

i’ =0.194, I/I, = 0,440, =086,

1 1

a wzory dla momentéw dajg odpowiednio:

N 1 ¥
ght — 197 132" 809
N ™ 1 1
bt T 144 192 305 :
Teraz nie natrafiamy juz na sadng sprzecznosé, mimo to je-
dnak wydaje sig, ze tak wielkie réinice w fazach obu sztywnosei
Archiwum C. I. 4. e
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zachodzié nie mogg. T¢ kwestye moga rozstrzygnaé tylko doswiad-
czenia; tymezasem mozna polecié zastosowanie wyprowadzonyeh
wzoréw teoretyeznych tylko przy zalozeniu jednakowych faz w obu
przekrojach gléwnych rozpatrywanego elementu plyty jednoczesnie.
" Obliczmy jeszeze przy tem zalozeniu najwigksze momenty zgina-
jace dla plyty o stosunku bokéw a:b= 10 w przypadku réwnego
uzbrojenia w obu kierunkach. Teraz bedzie B, = B,, a z réwnan
(38) znajdujemy:

-

gb* il

~79 M=~

Widzimy wige, ze wedlug dawniejszych pruskich przepisow
wypada tylko w krafncowym wypadku &= 1,0 dla najwigkszego
momentu wartodé zgodna z teoretyczng. Im bardziej zbliza si¢ war-
to$¢ & do 1, tem mniej dokladnem staje si¢ obliczenie na podsta-
wie tych przepisow.

Prawie wszystkie trudnosei odpadajs w przypadku plyty
kwadratowej w obu kierunkach jednakowo uzbrojo-
nej. Wtedy

M

2
[RUp— i - Bf=a',1,§,-‘3.=m’-}' 1 B, U=2—‘£Jr--]}£,_r,

7] m . m - -

a zatem nowe wzory teoretyczne przechodzg w odpowiadajgce
wzory dla zwyklych plyt kwadratowych (réwnokierunkowych).
Przy réwnomiernem obcigzenie homotetycznego kwadratu o boku a,
i skroconych oznaczeniach

T ay

= D, sin

i!i’ - &':1“1]3 ail]Q:"‘l)v

przeksztalcaja sig wzory (27), (29), (36) i (37) na nastgpujace:

: 2404 B
o 1 m+1 1 1
m % m
l Me=gim = N d=—gp— lal’

' Temi ulepszonemi wzorami naleZy teraz zastapi¢é wzory @7} przyto-
czonego powyzej pierwszego opracowania teoryi w jezyku niemieckim.
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S —
lle_&m:_OTSr, Q 3:'”%"'; . E1=R-g:‘§’_; 10.
(39)
l x=§ﬂ$-q

Uwagi godnym jest jeszeze vozklad gléwnych momentéw zgi-
najgeyech M, i M, wzdlui przekatnej » = y. Tutaj jest:

AL nr T
M, = M,,.. cos? e M,— M, cos® — D=psan® %

d
Glowne momenty zginajace w sprezystej plycie okreslaja wzory: !
M,
i

40) =+ My V(M — M- 400
W naszym przypadku jest :
M=M=y
a zatem:
41) M’}:M_,,cossmif)sinxm
a a

Podstawiwszy tutaj wartodei z wzordow (39) i przyjawszy
m = 6, otrzymamy po prostem przeksztalceniu:

M, = 0,041 ga (1 4O con? ""’),
@9 0,67 p
ll,,=0,041 qa* (—i—— -+ cos 2:”)
Te rdéwnania dajg dla:
o 0, 00 kB o8B, .. .85

M,:ga* = 00478 00465 00431 0,0389 003554 00341
M, :ga®=0,0478 0,400 00195 —0,0068 —0,0263 —0,0341

Podlug tych liezb nakreslono diagram (rys. 9), z ktorego wi-
daé, z¢ ujemny gléwny moment zgigeia wystepuje na przekatoej

t Ob. Huber M. T, Die Grundlagen einer rationellen Berechnung der
Eisenbetonplatten, row. 538)

9
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zewngtrz punktu r =y = 0,270« i osigga w poblizu rogéw plyty
dosé wielkie wartosei. Latwo tez przekonaé sie, e na prostych,
polowiacyeh boki, unie ma
weale ujemnych momentiw.
Rys. (10) przedstawia przy-
blizong granice obszaréw na-
roznych o momentach ujem-
nych.

C

5 x\(
\,>< %

=

-

- Rys. 9. Rys. 10,

Gdyby wige plyta byla podparta w sposob wykluczajacy pod-
niesienie si¢ rogéw i powstanie jakichkolwiek momentéw podpo-
rowveh wzdlui brzegéw plyty, to racyonalue uzbrojenie powinnoby
odpowiada¢ powyzszemu rozkladowi glownych momentéw zgigeia.
Stosownie do tego nalezaloby “np. kazdy drugi pret w obu ukla-
dach odgia¢ na granicy powyzszych naroznych obszaréw, a resste
pretow odgia¢ mniej wigeej wzdluz linii A4'F’, jednoczesnie zas
trzebaby brak uzbrojenia przeciwko momentom dodatnim w naroi-
nym obszarze CA'B’ zastapi¢ kritkiemi pretami, prostopadlemi do
przekatnej. Przy rzeczywistem swobodnem podparciu niema jednak
naroznej reakeyi 1 rogi plyty moga si¢ podniesé, a rozklad momen-
téw zmienia si¢ dosé siluie, zwlaszcza w obszarach naroznych, mniej
wigeej w sposob przedstawiony na rys. (9) linig przerywans. Mo-
menty zginajace w srodku plyty doznaja przytem tylko malego
powigkszenia, co staje si¢ latwo zrozumialem, jezeli zwaiymy, ie
brak naroznych i dodatkowych reakeyj nie wplywa zupelnie na
drednig wartos¢ momentu zginajacego w przekroju przekgtnym.
Suma momentsw reakeyi naroznych i dodatkowych jednej polowy
- plyty, oddzielonej przekatna, wzigta wzgledem tejie przekatnej, jest
bowiem istotnie réwna zeru.

W praktyee nie zajdzie zwykle ani ten, ani inny przypadek
albowiem po pierwsze musi plyta rzeczywista wystawaé poza linie
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podporowe, a powtére trudno unikngé pewnego czesciowego utwier-
dzenia brzegéw takiej plyty. Obie okolieznosei sy oezywiseie ko-
rzystne dla okolic naroznych, ale wymagajs zarazem pewnych
zmian w naszkicowanym powyzej schemacie racyonalnego uzbroje-
nia. Prety przekatne w naroinych obszarach moga si¢ przytem
sta¢ zupelnie zbytecznemi.

Przyjrzawszy si¢ wzorom (3Y), zauwaizymy, Ze momenty i re-
akeye podporowe zaleza w dosé znacznym stopniu od liezby Pois-

son’a m. Skoro np. warto§é tej stalej waha si¢ pomigdzy 1? (e-
lazo kowalne), a’ 6 (beton), to odpowiadajgce spilezynniki liczhowe

wzoru dla momentu zginajgcego leza miedzy Stosu-

1 1
188 * 209
nek obu tych wartosei réwna si¢ okolo 1,11. Jeszeze wigkszym
wahaniom podlega naturalnie wartosé momentu skrecajacego w ro-
gach. Spolezynnik liczbowy odpowiadajgecego wzoru waha si¢ mie-

1 1
349 " 293

Jedyna trudnoscia, jaka wogdle jeszeze pozostaje, bylby brak
zadowalajacej teoryl wytrzymalosei dla materyaléw kruchych; atoli
w rozpatrywanym wlasnie przypadku plyty kwadratowej panuje
w §rodku. gdzie powstajs niebezpieczne momenty zgigcia, dosé
prosty stan napigeia. W uniebezpiecznem miejscu zewnetrznej sci-
skanej warstwy jest mianowicie o,= 6,, a 0. mozna pomingé. Wy-
starczy przeto przyja¢, ze mamy tu do czynienia z rodzajem wy-
traymalosei, nazwanym przez prof. A. Foppl'a ,Umschlingungsfe-
stigkeit“, ktéra okazala si¢ rowng zwyklej wytrzymalosei przy sei-
skaviu. Momenty zginajace, obliczone wedlug powyiej podanych
wzoréw, nie potrzebuja zatem redukeyi, jaks dotychezas z reguly
stosowano (zwlaszeza we Franeyi). Gdy w ogdlniejszym przypadku
ciénienia gléwne o, i 0, majy wartosei nieréwne, to wytezenie be-
tonu mozna mierzyé wartoscig wigkszego z nich. Jesttc wprawdzie
przyjecie, potwierdzone doswiadezalnie tylko w skrajnych przypad-
kach, ale zarazem najprostsze i najnaturalniejsze, skoro uwazamy
za dowiedzione, ze t. zw. ,Umschlingungsfestigkeit“ rowna si¢ pro-
stej wytrzymalosci przy sciskaniu. Przy .obliczeniu plyt wedlug
naszych wzoréw nie potrzeba tedy zmieniaé¢ wartosei dopuszezal-
nego cisnienia w betonie.

Hipoteza najwigkszego wydluzenia wlasciwego jako miary

dzy stosunek tych wartosei réwna sie 1:1.,19.
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wytezenia materyalu, panujaca wszechwiadnie az do najnowszych
czaséw w uzyvwavych u nas podrgeznikach technieznych, wymaga,
pomnozenia wyrazen dla najwigkszych momentéw zgigeia przez

(l — nlw-) aby otrzymaé¢ momenty sprowadzone (w przypadku

ostatnio rozpatrywanym). Wedlug tej hipotezy ma byé mianowicie

wogole:
1
Orpa — 0 — e (04 + Cupr)s

przyczem o,, 0, i 0, oznaczaja naprezenia gléwne, wzigte w takim
porzadku, aby wyrazenie po prawej’stronie przybralo najwieksza
wartosé; w naszym przypadku (0, =o0,=0, 0,=0) wypada-

loby wiee:
1
qd e (1 by = m) o

Tem si¢ tez objasnia, dlaczego przyblizony wzir do oblicze-
nia plyty prostokatnej, (réwnomiernie obcigzonej, z materyalu row-
nokierunkowego), wyprowadzany z rozwiazania Navier’a, podaja
francuskie podrgezniki w postaci:

P gb* At A0 qb .
me = O (P T T 18 Y (av e

Tutaj tkwig dwa wazne bledy: po pierwsze uporezywe stoso-
wanie niewgtpliwie blednej hipotezy najwigkszego wydluzenia, a po-
wtore przyjecie dla liczby Poisson’a wartosei m = 4 bez wagledu
na materyal, jakkolwiek oddawna wiadomo, e ta wartosé, wypro-
wadzona przez Poisson’s, z pewnej molekularnej hipotezy, odpo-
wiada dosé dobrze doswiadezeniu tylko w przypadku szkla. U in-
nych technieznie wa#nych materyaléw waha sie m w doéé obszer-
nych granicach. Dla plyty kwadratowej daje powy#szy wazir:

1
P 2
M"”""?ﬁqa’

podezas gdy wedlug tego, co powiedziano poprzednio, powinno byé::

O
M... 244 m
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Wartosei m = 6 odpowiada zatem

Mo = 2()‘9 ge*s
t. J. okolo 250, wigcej, niz wypada z francuskiej formuly, ale
przeciez okolo 42°/, mniej, anizeli dopuszezaly pruskie przepisy
z r. 1907 i okolo 31°, mniej, anizeli dozwalaja nowe przepisy nie-
mieckie z r. 1915, 3

Od wynikéw doswiadezeri nalezy si¢ procz tego spodziewaé,
ze rzeczywiste momenty lamigce beds odpowiada¢ raczej mniej-
szym jeszcze wartosciom spolezynnika liezbowego we wzorze dla
momentu (od obliczonej powyzej licsby 1/20,9), a to =z nastepuja-
eych powoddéw:

Po pierwsze nasz wzor pochodzi od przyblizonego rozwigza- -
nia zagadnienia, a $cisle rozwigzanie daje, jak zobaczymy ponizej,
jeszeze nieco mniejsze wartosei; powtére w ogélnej teoryi pomi-
nieto pewna okolieznodé, ktérej w szezegdlnosei plyty okragle lub
kwadratowe zawdzigezajy czesto znaczng czgéé swej nadspodziewa-
nie wysokiej wytrzymaloéei. Chodzi tutaj o pewne odksztalcenia
w plaszezyZnie plyty, jakie powstaé musza, jeseli powierzchnia
ugigeia jest nierozwijalna. Energia potencyalna, nagromadzona w ply-
cie wskutek odksztalcen tego rodzaju, jest w poréwnanin do energii
zginania tylko wtedy znikomo mala (podobnie jak energia scina-
nia), gdy ugigcia { mogs uchodzié za bardzo male nietylko
w stosunku do rozpigtodci plyty, lecz takse i do jej
grubosei. Skoro ostatni warunek przestaje si¢ spelniaé przy od-
powiedniem zwigkszeniu obcigzenia, to musi ciggle rosngea czesé
pracy zewnetrznej zamieniaé si¢ na energie potencyalng owych od-
ksztalcen, przez co oezywidcie opaznia sie wzrost ugieé, a zarazem
i wzrost naprezen. Wskutek tego wypasé moze z doéwiadezen
znacznie wigksze obeigzenie, odpowiadajace niebezpiecznym warto-
éciom naprezen, anizeli to wynika z teoretycznego obliczenia, a im
bardziej gietka jest piyta i wyzsze naprezenia niebezpieczne, tem
latwiej to zjawisko wystapi na jaw. Stwierdzily je juz w r. 1900
doswiadezenia z okraglemi plytami Zelaznemi, wykonane przez L.
Prandtla za mwyatyws, A. Fﬁppl’a‘

1 Puppl A., Mitt. aus d. mech.-techn. Lab. d. kdn. techn. Hoechschule
Miinchen. Heft 27. Z doswiadczen ,Niemieckiego Wydzialu zel-betonowego®
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Wydluzenia w warstwie obojetnej moga powstaé¢ nawet przy
walecowem zginaniu prostokatnej plyty, gdyi zupelnie swobodna
przesuwalnosé podpartych brzegéw plyty jest jui z powodu tareis
praktycznie wykluezons, a jeieli zachodzy przeszkody we wzajem-
nem zblizeniu brzegéw plyty, uwarunkowanem przez zgigcie, to
muszg wogéle powstaé podluine naprezenia w warstwie obojetnej.
Te okolicznosei graja widocznie jeszeze wazniejsza rolg w przy-
padku utwierdzenia brzegéw plyty.

§ 1. Sciste ogdlne rozwiazanie.

Poprowadziwszy osie spolrzednych wzdluz brzegow plyty,
obierzmy dla analityeznego przedstawienia powierzchni ugiecia po-
dwdjnie nieskonczony szereg trygonometryezny:

@ = FF e ma

y rem] sl ¥
u ktorego kaizdy wyraz czyni zadoé¢ wszystkim warunkom kran-
cowym. Skoro t¢ wartosé [ wstawimy w ogélne wyrazenie (9) dla
energii potencyalnej, to zwaiywszy, ze calki postaci

f A, A sin T sin Y gin "7 gin 27V e dy
a b a

znikaja, jezeli \
el e
ofrzymamy:

mt B H :
e 8—-abzz'df,(r‘ 2 —{—2:‘2326!5’—[—8‘?})

W przypadku symetrycznej postaci powierzehni ugiecia mu-
szg nadto znikngé wszystkie spolezynniki, odpowiadajace parzystym
r i s. Wtedy w réwnaniu (42) nalezy przez r i s rozumieé niepa-
rzyste liczby naturalne.

Dla podwdjnej pracy sil zewnetrznych otrzymujemy przy naj-
ogdlniejszem obcigzeniu p (z, y) wyrazenie

2L_22'A ffp sin 7% gin -—ydxdy,

i a S

(ob. note na koieu wnepur moZna takze wyrn.ime mzpoxnac zmeksmme teoro-
tyeznego ciezarn lsmigcego wekutek malej gruboéci plyty.

i
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w przypadku réwnomiernego obeigienia naroznego prostokata o dlu-
gosei aa i szerokosei 8b (a i ﬁ< 1), zakreskowanego na rys. 11:

2',4_490522 ( ras .sﬁn)‘

nakoniec w przypadku obeiazenia rozlozone-
go réwnomiernie na prostokacie o bokach a,
i b,, polozonym spélérodkowo i réwnolegle
do obwodu plyty:

-2
(esl) .’ rma, . sab,
-———22:],,* sin S a . 8in o b
(r,s.-._.-].. 3. 9,...)

Wartosei A,, trzeba teraz w mysl metody Ritz’a wyznaczyé
tak, aby wyrazenie
) L,— 2L,
jako funkcya parametréw 4, osiggnelo wartos¢ minimum. Z réw-
nan warunkowych:

2
54 = 2L)=0

liniowyeh wzgledem A, otrzymujemy w ogélnym przypadku ob-

ecigzenia:
4ffp sin " sin snyda:dy

(43) 4= g
7t ab ( + 2r‘3‘ )

w obu zaé powyiej zaznaczonych przypadkach rownomiernego ob-
elgzenia:
. raw . sfm\?
(!ln 2— s1n '?)
5 4
+s +2r's' 2t
(r, a—-l 2, 3 o)

_16 ¢

(44) A.=.
A% rs

e it e el . i et e el e it

A

: Wymk przedstawiony na pomu!unm paryskiej Akad. Nauk 1-marea
1920 roku.
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dla obcigzenia naroznego prostokata i

16 e bbl
g : a
g e e ST i T
T a‘ + b‘ +2?‘ 8 d-g —b-_u

(n8=1305,...)

dla obcigzenia prostokata srodkowego.

Nie trudno si¢ przekonaé, ze przy tych wartosciach spélezyn-
nikéow 4,, ezyni wyragenie (42) zado$é réwnaniu rézniczkowemu
agigeia plyty (13)

a) W przypadkun réownomiernego obciazenia ca-
lej plyty jest:

sin 2 gin Y
W ey S s
Prad - g ,‘_31 B s H
et e +s + +2rts i b

(rye =1, 3, 6,...)

[Gdy w szczegilnosei H? = B, B,, to powyiszy wzér pray-
biera postaé:

sin fieeas sin —*
(463) = lﬁqb‘z' 1'__a i

8 B, rs .
b B\ 2
[(r GVE,) e ]
ktérs na podstawie rozwazania w § (7) moznaby wyprowadzié

wprost ze znanego rozwigzania Navier'a (ob. poniZej réw. 47) dla
plyty réwnokierunkowej. Wystarczy w tym celu zastapié B przez
4 4

1

By, a przez a l/g‘ i & przez » l/g—’| Dopéki stosunek wielkogei
1
4

Byfat i B,/b*, waglednie ¢ = : l/g‘, nie zbacza zbyt wiele od

1
jednostki, szeregi w otrzymanych wzorach sa tak silnie zbieine,
iz sam pierwszy wyraz daje dos¢ dobre przyblizenie. W ten spo-
s6b dochodzimy znowu do przyblizonego rozwigzania z § (9). Na-
wet wowezas, gdy np. B,/a* jest kilkakrotnie mniejsze od B,/[b*,
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wystarezy zgola niewiele wyrazow szeregu, azeby znaleié¢ dla ugie-
cia dobre wartosci przyblizone. W krancowym jednak przypadku
a = oo zawodzi nasze ogélne wyrazenie, a dla okolic naroinych
trzeba szuka¢ rozwigzania na innej drodze. Dla srodkowej czesei
bardzo dlugiej plyty otrzymujemy, co prawda, po przeniesieniu po-
czgtku spélrzeduyeh do srodka plyty, najpierw ogélnie:

r—1 =1

AT 8Ty
COS —— COS —

a nastgpnie po podstawieniu a = co:
r=1 -1

2 2
. B £-53) 1) STbY
(=50 Fov o0 o™ 5o

r;l .
i e A
r el

2
P ?_‘%__zﬂ cos L.

7 B, &0 b

albo ze wagledu na to, e 2

Ostatnie zas wyrazenie jest, jak latwo dowiesé, identyezne
z Fourierowskiem rozwinigeiem funkeyi:

S gbi [ D 3 !t y;
¢=oug 16 2 T 0e):

ktora, jak wiadomo, przedstawia lini¢ ugigcia belki w obu koncach
swobodnie podparte] i réwnomiernie obeigzonej, o rozpigtosei b
i sztywnoéei zginania B,. Jak nalesalo si¢ spodziewaé, powstaje
przeto w srodkowej czgsci bardzo dlugiej plyty pod wplywem réw-
nomiernego obeigzenia zgigeie walcowe.

W szczegélnym przypadku B, = By = H=13, t. j, dla plyt
jeduolityeh i réwnokierunkowych, przybiera wzor (46) nastgpujaca
postaé, podang jui przez Navier'a:
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o T G

= o iy . y 8in - - sin

@5 £= B - rs [rt . s?\T¥
ida ‘_ﬂ" b’}

(l’. 8§ == l., 3. :).}

b) W przypadku réwnomiernego obeigzenia spol-
srodkowego prostokata a, 5, mamy, obrawszy linie srod-
kowe plyty za osie spolrzednych (rys. 8):

raT _ smy
cos cos

6 b* b
(48) . n‘ an 2 ;‘Ir.s _ - a —
.+ g4 Hh:_i_g,:st

fr, a1, &0
jezeli dla skrécenia oznaeczymy:

: :’:;rr1 . 37 by
sin o Cosing o == 5]

Poréwnywujae ten ogélniejszy wzér z odpowiednim wzorem
(46) dla obeigzenia calkowitego, latwo zauwazyé, ze ze skupieniem
obeigzenia na mniejszem prostokatnem polu a, b, slabnie zbieznoéé
szeregu w wyrazeniu dla (.

W kraficowym przypadku cigzaru skupionego w srodku plyty
P=limg.a, b, dla a, =0, b, =0, otrzymujemy np. dla plyty
kwadratowej i rownokierunkowej (B, == B,—= H =B, a =b):

. P o ¥
(49) =% 22 T
OTAZ
(50) ,_‘=(;).,,._:.j’“ 22‘(,=+3=)- 1, 8By )

Aby stad obliczyé strzalke ugigeia / z dokladnoseig 0,1/,
potrzeba okolo 30 wyrazow szeregu. Rachunek daje:

1 Pa*

R Pa*
- (50a) = 001156 = =~8?,5 B
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Natomiast w przypadku obecigzenia calej plyty mamy:

. P 16 at 1\
(51) 97 22 s r’ R’) ka1

a tego szeregu wystarcza juz 6 wyrazow, aby obliezyé / z bledem
mniejszym od 0.1°/,. W tym przypadku otrzymamy:

S qa 1 qa‘
(dla) J = 0,00406 ~ 9463 B
Skupienie obeigzenia w jednym punkcie zwigksza przeto strzalke
ugigeia niemal trzykrotnie (dokladniej 2,85 razy).

Z (48) znajdujemy przez riézniczkowanie nastgpujgece wyrage-
nia dla momentéw, sil poprzecznych i reakeyi podporowych:

. L A6B,. % s]( »x sty
(82) o ol 2‘2 i, b!+ ) Py
o 16 r.8] (s rive

@ =l e ZF ) =

: ¢
(b4) D= — 162 gab 22‘“ s| T sin —b—y

"[(+>+

-,
- a - sin 722 oos Y
= - H a LI }’
B i v |7, 8 8 b E |
o0 P=—pta 3 SR ) +
2C rnr_. s:ty
+b. Ef cos ~— W=
) /. v (— 1) 2 [r 5]
5 o iy sk, :
63) R,_.(v,.lf_ay)"%_ 22

i (3 a?\ B, 401 ¢ .
'3[a‘s’b+ﬁ;)ﬁ+ s
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* _— 16 _1)2 v s
(68) R,:(I,—}—é;)' = 2'2 f ]

= |

1 (s® riz
.r‘b(’_,a'-{-ml)ﬁ--{—b. H]cos -
-2

(59) h=—2D), ,..;;65.45‘ a5 2‘2‘(— ._1)_”_’_ [r, 8]

Przytem oznaczono dla skricenia:

s . o -
o, =7k gl.z!_{_ 34‘;’.%:_'_ 92,21
{r, s == 18005 ..)

¢) W przypadku obcigzenia prostokatnego ¢ .aa . 3b (przyczem
a, f = 1), przyleglego wierzcholkowi O (rys. 11) wypada

TR

60) “"""2‘2" o< ___”_

(r,s:n:], 2 8,..)
jeieli przyjmiemy dla skricenia:
e
2

(r, u}—mn—z—.m

a wtedy

16 B . .
B3I (e
16 B, (r,8)? rb®\ . rmx . sny
(61) 22 . (r g 5’"1) sin —= sin =%,
| 16 Z( 1(1',3) L sy
D=- .ab 2 2 7% cos 5

@ (=0 3 357 i hespmar
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16 V.7, 8) s? b* 2C R sy
(62) {V _———gz‘ —rlb( a’-|-m ) ' 45, —Jsm o8

.

Reakcye podporowe brzegiw z-—=0, x=a, y=0, y=0b,
maja odpowiednio wartodei:

Bhe=—(Vi+ 5 )= _

_16 22@» 9 [( b'+;:)%+“-§ sin Y,
By ems (V+5’y),-.= -
= 3 ST ) 4,

{5 b’
(63) 3

(B (V+uLf
28y 3 S e R

B (Yt ) _=

=i I3 T e ) e e

a reakeye narozne w punktach (o, 0), (0,8). (a, o), (a,b):

P 16 4C bzz(r's)'
= :: q- 41—3 ab 22‘:}_£§(j3)"
k.= 31:; q- 4};’: ab 2'.2‘(_11); (r,8)* !

Z ostatnich wzoréw latwo rozpoznaé, ze wartosei R, i R.
muszg leze¢ miedzy najwigksza wartoscig naroinej reakeyi R..,
a najmniejszg R,

(64)

™ .
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d) Gd_\," obeiazenie w dowolnym przekroju poprzecznym (réw-
noleglym do OY) plyty o odcigtej x=aa jest rozlozone wedlug
prawa (rys. 12):

Y

b

wtedy ze spélezynnikow 4, w réwna-
nin (43) znikaja wszystkie te, w kto-
rych s34 1, a wyrazenie dla { tworay
prosty szereg nieskonezony postaei:

P = p.sin

L]

2
(65) ;= ,ab . nyzsm:an

{aset, 3-8 )

a4 oznaczeniem
iy g 2
o B o H b'

Stosownie do tego przedstawiaja sie wzory dla momentow ete,
w nastepujacej postaci:

2 .B, . Ay wsinvex| b 1\ a:vn2
M;_—}:-' P, g asin 2‘ > -(? z_:'+1;s,) sin ==,

2By Y smra:_r.(r‘b'*‘ }

—— _._’ ———
(66) M“_.ﬂr’p’ - e " m a’+ e
Dk 2,20 } Ty sin ras Yo,
= P, g beos 7 cos — -3

i r sin res ( b*  1\B, , 2C rax.
Vl—”’ﬂf,sm 5 ks '[."w’+m_=)§+7ff ©o8 =3

2 .6 o™ Sin ran 2C] . razx
i B Loy [( +b*)H+"’ ]“'“ al

",

(67)

ftry a*

(68) I(m.,.-—%.m"’ 1M[(,.“+ ) +4§
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2 ay ol —1yrsinran[/  b*
(By)oi== f pisin ) 2'{ ey '[(" T ong ) +) H
lﬁs) (_R:),-—-r=t H.‘)v_b:

.

F ,;} Al it F
=2y ‘snuaﬂ:l(: +b!) 14 e H]Bm” 5

s e m,
P ok 4L( .;smaan
S TS gt WO s
(69) 7
e ‘:?. - 4! (—I)+‘ Jamraﬂ
B=Ra=_,p.. b 2' o

r

Wigkszos¢ otrzymanyeh wyragen odznacza sie bardzo silng
zbieinoseiy, o ile wartosé stosunku 4B, :a%B,, lub & nie zbacza
zhyt wiele od jednostki i jakkolwiek nie nadajy sie do zwyklego
praktycznego zastosowania, to jednak moga oddaé dobre uslugi przy
interpretacyi wynikow doséwiadezalnyeh.

Gdy wypada zbada¢ stan napiecia i odksztalcenia w poblizu
kritkiego boku bardzo dlugiej plyty prostokatnej albo w okoliey
miejsea bezposrednio obceigzonego, lezacego daleko od kohedw plyty.
to mozna plyte uwaza¢ za nieskonczenie dlugy, przez co upraszeza
sig zastosowanie ogolnej teoryi. W ten sposob mozna, jak zobaczy-
amy ponigej, rozwigza¢ stosunkowo latwo niektére praktycznie wa-
. zne zadania,

Plyta bardzo diuga na rownoleglych
brzegach swobodnie podparta.

§ 12, Dziatanie liniowego obciazenia w przekroju o kierunku

szerokosci plyty. Zasieg dzialania obciazenia. Wazna réznica

w zachowaniu sie plyty w przypadku 4 >1i 7 <. Ogranicze-

nie waznosci twierdzenia M. Mesnager'a w przypadku % > |
Dzialanie ciezaréw skupionych.

Zadanie upraszeza sig¢ szezegolnie, gdy obeigzenie liniowe p’
jest okreslone réwnaniem

p' = p, sin ’-‘?‘, (OIS P e R

Archiwam C. L. 4. 10
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Przy ograniczeniu do symetrycznych przypadkéw obecigzenia
i obiorze ukladu spilrzednych wedlug rys. 13, przybiera powyzsze
prawo obeigézemia postac

niy
g -’

/r
/_ f /
Rys. 18

Wtedy w kazdym punkcie plyty na prawo (lub lewo) od
bezposrednio obeigzonej osi Y-Ow musi si¢ spelni¢ rownanie roz-
niczkowe '

p = p, cos (n=1 8 0 ...)

X

‘uc

A R 9r‘+ :r.’ E?y‘ P Jy* o

a rozwigzanie znajdujemy droga wskazana przez M. Levy'ego,

przyjmujae

;_-=Xcosi’-‘-?,

przyezem X oznacza nieznang na razie funkeyg samego z. To wy-
razenie czyni widoeznie zados¢ warunkom krancowym § =10

iM,=0dla y=+% 5 Wstawiwszy je w rownanie rozniczkowe

powierzchni ugigeia, otrzymamy do wyznaczenia X zwyczajne row-
nanie rézniczkowe liniowe o stalyeh spélezynnikach

¥ " B!
X _2(.6) X +( X =0,
ktorego catka ogolna ma postac:

X = (o - Cyeb® - Ceb - Cyobe.
Wielkosei

, ml/Hj:VH’:E;B. bl _ MI/H:I:V =3, 5,
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przedstawiajy przytem eztery pierwiastki rownania:

e

Azeby dla 2 =00 hylo {=0, musza dwie pierwsze stale
catkowania ', i €, byé¢ réwne zeru. Do wyznaczenia dwu innych

stalyeh (; 1 €, mamy dwa warunki krancowe:
’

o

oL : &
Dla =0 jest 3, =0 sila poprzeczna V,= . .

Stosownie do tego, czy H*Z By By, cxyli 771, hedzie zna-
lezione rozwigzanie mieé¢ jedna z trzech nastepujacyeh postaci:

I) §=(Cie?* - Co™) cos u:y’ przy H®> BB, (n > 1);

) &= (C+ Cajmeos 2, pray H = B, By (n=1),

ﬁo_— Hﬂl/Bl HRI/

Il & =44 cos pr 4 A sin gr)e ™ ecos _:_Iq pray H*< B, By(n<_1),

7 wartosciy

7 wartoseiami

' By ' _nn "
Jﬂl/ l/ +‘)B |/l g zBJ

Z wymienionyeh powyzej warnnkow krancowyeh znajdujemy
w 1 przypadku:

3 p'
(), — ---I‘(}'_ e, 4, SR
N | 23153 s — )
a zatem
s LA R A ) e
cb?&(ﬁ'—lﬁ](ﬁa ﬁ.J gl 12

albo te#
(11.I) = AW o (ﬁg ;e )cUﬁ nay

104
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jezeli oznaczymy:

—— e = . ———— g

3 n¥ By By By

(10) Gy dah o
PR b. H H '_-)_?,’

B e ﬂl/33+l/(ht) By

Z . ostatnich réwnan wynikaja jeszcze wazory:
o)/ . H | |/B 25'/ H

- = s

= i VA2 i/ a2/

ktore przydadzg sig czesto w dalszych rachunkach.
W II przypadku wypada:

.Y 7’_’( e\ = os
(1. 11) (= 1—-}—?)5 7 oos "5,
jedeli
4

> EVE
ny By

Nakoniec w IIT przypadku mamy:

T Sl B ARG T S Y
IS Fey T ane oy
s iy EoPE cos gz | singz|
(=Gt = 4 o)
albo
@.un =P %

Jeteli wprowadzimy oznaczenia:

(13) o=2

'_"!

V*l/

[126]

nny

5

ny

it VF B :—} (a’cus-?-l—lﬁ'sin?) s_:' cns.-

_b_‘)
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I‘PH“ f = SR L
(73) Fodl L 'l/_ B H
| *I/E:_A%Bz

Przejscie od I do III przypadku mozna takie wykonaé przez
podstawienie

g T g gali TR S

4 4 ] e :
«T i s ey

Prayjawszy tefaz obeigzenie rozlozone réwnomiernie ¢'by na
srodkowej czedei o dlugosei b, (rys. 14), mozna wiasciwe obeis-

4 . ; =7
- i $ /

Rys. 14.

zenie p’.przedstawi¢ jako funkeye zmiennej y w postaci szeregu
Fouriera

;L S _
P = Fpies™? =135,

Kazdemu wyrazowi tego szeregu odpdwiada wyraz o postaci
(71.1), waglgdnie (71 .1II), lub (71 .III) w szeregu dla {. Znanym
spusobem znajdujemy

4g 1 sin " by .
\ 2 b’
réwnanie powierzchni ugigeia ma przeto dla przyjetego obeiggenia
postac:

(74.7) L 2 _g¥ ”1) Be —ae or

M. ——————— 08—

= 2 Byatp) f—a b

n-'.IM

albo
(74 h) o '(ﬂl) (, T )e-;*mgn_g
; nfh y b L]

albo wreszeie
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- MYk St (m)(,, nE g, . BB\ - amy
41D =0 30 af.nsﬁ,-}-ﬂ’smﬁ‘)e cos "7,

zaleznie od tego, czy mamy do czyuienia z I, II cazy tez III przy-
padkiem. Dla skrécenia wprowadzono przytem oznaczenie

7 ;. maEh

(75) sin 5 !,: =240,

Wiszystkie otrzymane rozwinigcia szeregowe sa tak silnie
zbieine, Ze najezedeiej mozna poprzestaé na pierwszym wyrazie
jako wartosei przyblizonej. Takze w szezegélnym przypadku cig-
zaru skupionego F = lim ¢’h;, w érodku jest zbieznodé zupelnie za-

by

dowalajaca. Wowezas jest

e, b BE
E:r: g’ sin S=Sr=0p ;
a zatem odpowiadajace réwnania pnwmwohm ugiecia (74) prze-

ksztaleaja sie na nastepujace:

-. Pb ' _- nay
(76.1) = Qn'yﬁ’——}ftﬁ, 2 (ﬁw f — ae ) oS B
By Ny nmy
.0 =gt 2 w—,(1+ ?)e " con ™,
Pb 41 namy
(00 Tawicars 2 . ( / )  oos™ ™
) = 2V 5, 5, o’ cos 5 +ﬁ’am 7
("—]a3="a---)

Wszystkie powyzsze wyrazenia dla { sg oczbwiécie wazne
tylko dla polowy plyty, zawierajacej dodatnig o X-6w. Dla dru-
giej polowy wypadnie we wzorach zastapi¢ « przez — x. W kai-
dym razie malejs ugigeia { ze wzrostem odleglosei od osi Y-ow
tak szybko, ze jako zasieg dzialania obeigzenia moZna przyjaé
mniej wiecej

2=§b,

H /A 5 3 AR
b= 3,+V(T' B “"”I/B |/4+|/v'-—1 w I prayp.,
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4

b,_,,:bl/g: w Il przypadku i

2
S , W HI praypadku.

Stad mozemy wywnioskowa{‘-. #e we wszystkich przypadkach
obeigzenia samego srodkowego przekroju plyty w kierunku szero-
kosei, powierzchnia ugigeia plyty i odpowiadajacy stan napiecia
okazujg si¢ przy @ = 3b,, praktyeznie biorge, niezaleine od dlu-
godei plyty a. W tyeh warunkach zachowuje sie plyta o skofiezo-
nej dlugosei prawie tak samo, jak plyta nieskoinczenie dluga. Na
odwrét mozna powiedzieé, ze w bardzo dlugiej plycie o rozpigtodei
poprzecznej ‘l; wspoldziala tylko czes¢ plyty o szerokosei 3b,,
w przypadku liniowego poprzecznego obeigzenial. U plyt z mate-
ryalu réwnokiernnkowego jest oczywiscie

bzt

 Przekroje podluzne powierzchni ugigeia przedstawiaja sie
w przypadkach I i IT jako krzywe o ciagle zmniejszajacej si¢ krzy-
wiznie, ktore zblizaja sie szybko asymptotycznie ku osi X-6w, nie
przecinajae jej w skonezonoéei. Natomiast w przypadku III staje
sig krzywa falisty i przecina nieskoniczenie wiele razy o8 X-ow.
Dlugosé fali wynosi:

! Obustronny zasiag dzialania obciazenia, t. j. 3b.a zalezy, jak widzimy,
gléwnie od stosunku sztywnodei B,:B,. Zmniejszenie sie zagiegu w miare waro-
stu wartosei stosunkdw By: By pokazuje nadto nastepujaca tabliczka, obliczona
dla II-go przypadku:

: .- ! : :
b= 2 8| 5| 10 2 50 | 100 | 1000
z _‘__ﬁ._ﬁ_:________..I i , i I b i
| |
3"‘;‘ 3 262 298 201 168 |14 | 113 096 | 053
| | | - 1 1

Tej szerokodei dziatania obeiazenia nie naleiy mieszaé z szerokodein, na
ktéra rozkladamy réwnomiernie dane obciazenie skupione, aby obliezenie
plyty zamieni¢ na obliczenie belki. O takiej zastepezej szerokodci bedzie poni-
Zej mowa.
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28

Dzigki ezynnikowi e ubywa bardzo szybko wysokosé fali,
podobnie, jak to si¢ dzieje przy dzialaniu cigzaru skupionego na
belkg w sposéb ciagly sprezysécie podparts, jednakowoz naprzemian-
legle obuizenia i podniesienia plyty pod rozpatrywanem. obeiaze-
niem dalyby sie zapewne latwo zaobserwowaé przy doswiadeze-
niach. Twierdzenie p. M. Mesnagera' ze kazdy cigzar skupiony,
dzialajgey na prostokgtng plyte dookola swobodnie poziomo pod-
party, wywoluje ugigeia tego samego znaku wszystkich punktow
plyty, nie jest przeto ogélnie waznem dla plyt nieréwnokierunko-
wych; ale podobniez nie wolno wnioskowaé z rozwigzania réwna-
nia rozniczkowego (16) dla gestych krat belkowych bez szty wnosei
przy skrecauiu, ze takise i w zwyklej plycie kazdy eciezir skupiony
wywola falisty powierzchnig ugieeia, jak to eczytamy w godnem
uwagi sprawozdaniu francuskiej ,Rady glownej drég i mostow*
» r. 19122 Faliste wygigeie plyty w tyeh warunkach dowodziloby
tylko, ze mamy wogdle do czynienia z przypadkiem ITI-im .

W przypadku calkowitego rownomiernego obeigzenia ¢'b znaj-
dujemy latwo dla z =y = 0 strzalke ugigcia:

n-1

; 2 b =1 g 0989
[14.1, IIIﬂ) J—-n‘__’ B'(a+:?)2 P —n‘}_;’. E:_—:'f_s
w86y * 5103 +*l/""l
By B
jezeli H* 2 B\ B,, czyli n 2 1, zad

‘ -

g’/ B

(74 .Ila) f=001015 5V

I \

' C.R. 1916, T. 168, pag. 84

* Caleul des hourdis en béton armé, Note jointe i 'avis du Conseil
(iénéral des Ponts et Chanssées. Ann. d. P. et Ch, 1912—V],

* Ob. Huber M. T., Sur la généralisation d'un théoréme de M. Mesna-
wer concernant le sens des déplacements d'une plagque rectangulaire. — C. R,
1920, ;



[131] TRORYA PLYT 3

jezeli H®= By B,, czyli y=1. Liezbowy spilezynnik ostatniego
wyrazenia okreéla przytem réwnanie:

u—1

__q) 2
1 2( 1) ;’i_??’__o,om].

vt nt

Podobniez otrzymamy w przypadku ecigzaru skupionego P

w srodku plyty
1
A

(76.1 TIa) ;‘=25,¢,’-l; a1/ i o
wrglednie
A ;
s : P | /By 1 TAREE BV
(76.T1a) ';:éﬂ'ﬁgl' 5 o I R T TR

Poniewaz ¥ ls = 1.0561s, wige
— :

1 1 :
RS 2"“ = 001694

Ten spilezynnik pozostaje oczywiseie hez zmiany w szeze-
golnym przypadku B, -—— B, = H (t. j. rownokierunkowosei mate-
ryalu plyty) i byl dla tego przypadku podany juz przez drea in.
H. Leitzal

Przy ogélniejszem obeigzenin ¢'b, mamy w I przypadku na-
stepujace wzory dla momentéw zgiecia:

f

By ("l) I/
Ml e e s
n VH B, By s ”'s

on | WA
: MF?:'W*}?%;E, g'(::;)(ﬁﬁ‘ i—!;‘:—-u)e-‘—-

VR AT

g L T g

! Berechnung dar fwl anﬂlegenden rachtauklgen Plamn Berlin 1914

.
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W poezatku spoélrzednych osiagaja te momenty najwieksze
wartodei:

2 ‘6* B B 1 (ny)
M q 1 9 : )
‘ AT T a+43" B, (I/ +m2)2 nt

M= L e 3

Znaczenie skroconego symbolu (n,) okredla przytem wzor (75).
W przypadku réwnomiernego obeigzenia liniowego calej roz-

pigtosei b staje sig by == b, (n)=(—1)2, a

(n,) 1 1 e
P ey i kRl ik

Woéwezas przybieraja wzory (78.1) nastepujaca postaé, wasng
widoeznie i dla praypadku III:

l/_ 1 3
M, =00029, 0 5 "B 4

(79 1,TI1)

Stosunek najwigkszych wartosei obu momentéw sginajacyeh
w srodku

(79) - ) == V o~
!m-n B’
1
..,V +
jest niezalezny od dlugodei obeigzonego odeinka b, 4 ma

wartodé 1 w przypadku B, = B,, m, = m,. Wogdle wartodé tego sto-
sunku wzrasta lub ubywa wraz z wartodeia stosunku B, : B,.
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Skoro np. b‘_—-.-sb‘ to

27'(’“’ — 0,2997,

ns
a zatemn

1 B
M,.. = 02733 my By b,

| |/§ B

IVm+1
M., =02133 -1

l/*H_*_iVB,

Skupienie liniowego obeiazenia na dziewiate] ezedei 1ozpi todei b spra-
win tedy. Ze najwieksze wartodei momentiéw zginajacych rosna prawie tray-
l.rotnie.

W praktycznyeh przypadkach mozna dzialanie ciezaru punktowego nwa-
zaé co najwy ej za rownowaine powyzszemu skupienin obeingenia. Z otrzyma-
nych wzoréw rozpoznajemy tedy wyraznie rozkladajace ciezar dzialanie plyty
. (w zestawieniu z belka). Skoro w szezegilnodei przyjmiemy B, = B,, m =m,—6,
to obadwa ostatnie wzory daja:

M= Mype. = M=0319 ¢'b, = 0,319 P = 4 1,276

albo

b

7 tego wnosimy, ze eiegar skupiony P rozklada sie niejako na szerokodd
b
|27-6=0,78i0, albowiem przy tej szerokosei plyty podpartej jak belka o roz-

pietodei b i obeinzonej w Srodkowym przekroju, wypada jake moment zgina-
jacy w przekroju niebezpiecznym: | Pb:0,784b=0319P. Jezeli B, > B, to
M gmas staje sic wickszem, a ciegar P rozdziela sie. prakiyesnie biorae, na sze-
kodé temn mnicjsza, im wieksza jest sztywnodé zginania B, w pordwnaniu do B,.
Tak np. mamy dla B, =207 By, 1w, =m,=6): 4

M, = 0407 P,

a ciezar rozklada sie na szerokodé 06145,
Dla zebrowanej plviy stropowej jest B, kilkakrotnie przynajmniej wiek-
TS
sze od B, a . MoZna, wedluz wywodéw w § 6. prayia¢ hez wielkiego bledu
1
rowne zert. 8 zatem w vozpatrywanym |wzypadku ciezarn praktycznie skupio-
nego bedzie:
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4 2 I__
M,.. = M=02733 l/g? P=4.1003)/2 p,
1
albo

4

b B,
& 1,09‘§|/§, St

a ciezar vozklada sie prakiyeznie na szerokos(

4

ay = b 1/B
1= 1003 B,

Dla kilku wartodei stosunkn B,: B, pudn.je nastepujaca tabliczka odpo
wiadajace wartosei @, 1b:

BB—-ED“[O |

ci

L 80 | 100
b ki ol o E TS
a b= 061&'0514\04&4 0433 0,408 o.m 0,289

W przypadku réwnomiernego obeiaZenia liniowego calej rozpietodei b
(réw. 79 1, III), zwiekszaja sie wartodei @, w stosunku 0,2733:0,0929, to zn.
okoto B-krotnie, jezeli przeto ciezar skupiony (w praktyce) rozklada sie na r
Zeber, to w powyzszym przypadku przenosi sie obciszenie na 37 ieber

Dla momentu skrecajacego znajdujemy wyrazenie
OO Dom g ¢

W) (-5 %\ . nay
ﬁngm.zzi(e # —e )Blﬂ Ej

Poniewaz wszystkie reakeye podporowe zl;ikajq. w nieskoii-
ezonodel, wige muszg byé wszedzie réwne wartodei sily poprzecznej .
V,dlay=+ : Mamy przeto:

LD (V) =

_gf; yﬁ! __BIB; 2‘(‘—' 1) (’h) [{ﬁ m.

VA4 b+ VA

Zbieinos¢ tego szeregu mozna zakwestyonowaé tylko przy.
x = 0. Jako# przy tej wartodei « staje si¢ szereg rozbieznym, je-
zeli padto jest b, = b. Zwaiywszy jednak, ze calka
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Q‘f(mV,),_a dz

daje zawsze polowe wartosei obeigzenia, jak byé powinno wedle
warunkéw réownowagi, wnosimy, ze prawdziwa wartosé V, w punk-

. e : , 3 ’
cie (o, é) jest nieskonezenie wielka, ale tak, ze reakcya

e \

: [ (Vi-y de

pozostaje skonezong przy dowolnie malych skonezonych wartosciach
dx. W istocie latwo okazaé, ze (V)_s dla x=0, b, =b staje sig

nieskonezenie wielkiem. jak wyrazenie log 1+ dla : =1.

Jezeli plyta jest obeigzona tylko ciggarem skuplollym P
w srodku, to szereg dla reakceyj podporowyeh da sig latwo zesu-
mowaé. Otrzymujemy tedy

(82D (Va)yup="— 4 }o" Va2 — B.B,“ V B “_ld‘?i: i

20
i l“(h.'l' B.)I/ ﬂ} Ch:
przyezem Ch oznacza dostawe hiperboliczng.

To wyrazenie osigga krancows wartosé dla » — 0, a miano-
wicie:

ol
s

4b|/VB’+¥B,1

Natomiast wartosei M,,.. 1 M,,,, stajg sig logarytmicznie nie-

: (i +_2___) By
83.1 1)  Mar V, .y
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skonezone, co jednakowoi nie ma zadnego znaczenia fizyczuego,
a wiee i praktycznego, gdyi przyjete punktowe obeigzenie w rze
ezywistosei nigdy nie zachodzi, a tylko stanowi wygodny upraszeza-
jacy schemat w konkrvetnych zadaniach. Kazde rzeczywiste
obeigzenie skupione“ przenosi si¢ przez skonezona.
choé malg powierzehnig a konstruktorzy dazg do mozliwego -
zwigkszenia tej powierzchni, aby unikngé uiebezpieczefstwa micj-
scowego nadwerezenia materyalu Praktyeznie traktujemy obcigzenie
jako skupione w jednym punkeic tylko wtedy, gdy pole przenoszace
sile jest male i trudne do wyznaezenia, To schematyzowanie bardzo
upraszeza rachunek we wszelkich zagadnieniach belek, nie wply-
wajae zasadniezo na dokladnosé. Blad przytem popelniony jest wo-
géle maly i wychodzi na korzysé pewnosel. W zadaniach, odunoszaeych
sig do plyt przedstawia si¢ sprawa widocznie calkiem inaczej. Teo-
rya prowadzi do niespodziewanego na pierwszy rzut oka wyniku,
#e kazde nawet najmniejsze obeiggenie, skupione w jednym punkeie,
wywoluje nieskoriczenie wielkie momenty zgigein w  obeigzonem
miejscu. Dokladny rachunek silami skupionemi jest przeto w za-
gadnieniach plyt zupelnie niedopuszezalny. Dlaczego teorya plyt
zawodzi w tym szezegblnym przypadku, podezas gdy teorya belek
nie tylko nie prowadzi do sprzecznosei, lecz czyni takie zadosé
wszelkim praktyeznym wymogom co do dokladnosei? Latwo odpo-
wiedzie¢ na to pytanie zwazywszy, ze obeiazenia skupione, przyj-
mowane w teoryi belek nie sa wlasciwie silami punktowemi, lecz
przedstawiajy sie jako takie tylko w tym rzucie, w ktorym przed-
stawiamy zwykle schematyezny widok obeigzonej belkiy ale w prze-
strzeni przyjmuje sie je zawsze milezaco jako sily liniowe, dzialajace
na calej szerokodei przekroju. Otéz przy tem zalozeniu nie wykazujy
takze nasze wzory dla plyt (78) niezego anormalnego i daja przy kaz-
dej skonezonej wartosei obeigzonego odeinka b, oznacezone skoficzone
wartodei momentéw zgigeia, waglednie naprezen. W odniesieniu
do obcigzenia skupionego wypada tylko wyniki teoryi sprezystosci
interpretowaé w ten sposéb. ze silna koncentracya obeigzenia
jest stosunkowo o wiele niebezpieczniejszg dla plyt
anizeli'dla belek. Dlatego wszelkie $rodki. ktore dane ciezary
skupione rozkladaja na wigkszy powierzchnig, przyezyniaja sie znacznie
do powigkszenia odpornodei plyty. Nalezy jeszcze zwrécié uwage
na te okolieznosé, ze gdy liniowe wymiary obeigzonej cazgsei po-
wierzchni plyty s4 male w poréwnaniu do jej grubosei, to rozklad



[137] " rmovya Py 79

naprezen w okoliey obeiazonego miejsca moze si¢ dosé znacznie roznié
od rozkladu odpowiadajacego zwyklym zalozeniom teoryi plyt. W tym
mianowicie przyvpadkn nie wolno juiz pomijaé pionowyeh naprezen
normalnyeh o,, poniewaz te naprezenia musza wogéle mieé wplyw
na rozklad pezostalych skladowyeh stanu napiecia. Ten wplyw staje
sig oczywiscie, ,ecaeteris paribus“, tem wigkszym im eciensza jest
plyta. Podobunie jak zwiréwka przenosi obeigzenie kol na pomost
drogowego mostu, tak tez rozdziela sig obeiazenie skupione powierz-
chni plyty na pewne pole warstwy obojetnej. a wielkosé tego pola
rosnie i maleje z grubodeig plyty. Ta rola grubosei plyi& byla przed-
miotem interesujacego teoretycznego badania w przytoczonej na
wstepie pracy dra inz H. Hencky'ego.

Powracajae teraz do réwnan powierzehni ugigcia dla réwuo-
miernego obeigzenia liniowego ¢'b,, otrzymujemy z (71.1II) naste-
pujace wzory dla momentéw zginajacych w IT przypadku:

Db Rt R (B | PR s

- n® y ' omy b2 R
ar.any | M=12. B’Z(”')[ A i

yim? nx =
o (.H“ }'_}_

Momenty zginajace osiggaja najwigksze wartosei widoeznie
w srodku obeigzonego przekroju (2 ==0, y == 0). a mianowicie:

q 11/B )
M,,,,,,::*’:(I 1_;:) e

iz

o nay
e 7 eo8 —-

b

(78 11

Stosunek obu najwigkszych wartosei momentow agiqéia okresla
to samo wyragenie (79), co w I przypadku.
Moment skrecajgcy

' q'}' 2(; ‘1(!1,) ny
(80, 1I) D= — i W S 1am b

a reakeye podporowe:
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‘i'l/B' l+ua,)] =

W kraneowym przypadku cigzaru skupionego I’ w srodku plyty
(#=0. y=0) przybiera powyiszy wzér postaé

; - 2 '_"“' 15 20
B2.00) (V) 1=~ m, Vo [( 4.2 ’(l___n;)_*‘

my B, By
)

ktorg z bardzo dobrem przyblizeniem mozna mutqpiﬁ. przez nasu;pujch,:

| T P (1
(82.11 a) (Pﬁ'u-f"_'\' Tope” ‘m BI +l/ Ch '.

Ten wzor staje si¢ nawet calkiem dokladnym, skoro spel-
nia si¢ warunck ’:‘ ..-:f':, albowiem wowezas mozna wedlug row-
1

nania (13a) napisaé 2’ 420 = H==|) B, By, wobec czego mmoszy sig
1

obadwa wyrazy w klamrze o wielkosei glownej -?- wyrazenia

(82.11). W tym zaé praypadku przeksztalea sig » powodu tozsa-

mosei:
nt _m
.t bl (R = 20k

wyrazenie (82.1I) na (82.1Ia).
Najwigksza bezwzgledna wartosé osiagajy oba wyrazenia dla
x < 0; u obu wypada wtedy to samo, a mianowicie:

20
B0 Mas(¥,g =Y (L2 /By

Dla plyty jednohte_] i nieréwnokierunkowej upraszcza sig po-
wyzsza formula do postaci:
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P
(83.1a) L LARCE

Nalezy zwrécié uwage, #e w drugim kraicowym przypadku
liniowego poprezecznego obcigzenia ¢'b, rozlozonego réwnomiernie,
staje si¢ odpowiadajgea wartosé maz |V, logarytmicznie nieskofiezony.

Nakoniec w III przypadku dojdziemy na podstawie réwnania
(71.1IT) do nastgpujgcych wzorow dla ‘momentéw zgigeia:

R

a2 1 /B . ne : niy
ﬁ'(l— ~ E’-)smﬁ]P“cos )

A, ::g;B’ 11'[ (m +V J
+ 8 (I/g' y=" smﬁ,]e % eoB - :;y

Stad otrzymujemy dla najwigksayeh momentow zgieeia

'W'j' razen ia.
—_— ( 1 \‘
My =] 1 + l/ 'Ei A

Mo =L (,i.l+l/§:)§:zt3

prowadzgee znowu do tej samej wartosei stosunku M, : M,,... co

w przypadkach i II. Dla momentow skrgcajqcych wypada formula:

(77.III)

(78 .11I)

- 49'6C (9,) - i
0.0 Dt~ i | g . ny
( ) o VB; R H’ n® & Sl!l ﬂf sin rof

a dia reakeyj podporowych:

; Xl ¥ » !(3‘ nr . hx ‘::
(Hl .IIII'(IQ}'—E b2’( ( acos ﬁ; _p’bsll] ﬁ‘)e N

jeieli dla skrocenia napiszemy:

il 180 l/ﬁ, e 1 B2, 2C | /By
~omy By 4 AR, Y Ty f_?]_r By '

Archiwum C. 1. 4. 11
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Wyrazenie (81.III) przybiera w krancowym przypadku cig-
zaru skupionego P posta¢ nastgpujgca:

(82. 1) (Vy),s = — oo, 2‘( ) (o acos 7 — gbsin 25) e F

" Przy bardzo malych wartosciach # mozna zamiast tego napisaé:

" P aa
(Vi)y-;=’“ %, 2( 1) (a a—-nh.r) =~ — i ah_:,.’

jezeli pominiemy wyisze potegi x w rozwinigeiach dla sin i cos.
Dla z =0 staje si¢ bezwzgledna wartodé tego wyrazenia najwie-
kszodeig i dochodzimy znowu do wzoru (83 .1 III).

§ 13. Rozwiazanie kilku jeszcze przypadkéw praktycznego
znaczenia.

Wychodzae z szczegélnego rozwigzania (71), mozna w stosun-
kowo bardzo prosty sposéb traktowaé wiele zagadnien plyty nie-
skonezenie dlugiej. Odpowiadajgce rozwigzania dadzg sig z korzyseig
zuzytkowaé do rozwigzania rdéznych zagadnien plyty prostokatne-
o skonezonej dlugodei, jak to wykaze ponizej § 17. Przedstawiona
tam metoda pozwala obejé¢ ucigzliwe calkowanie réwnania rézniezj
kowego powierzchni ugigeia w taki .mniej wigeej spossh, jak to sie
dzieje przy zastosowaniu metody pirédel i wyplywéw“ do zagadnien
hydrodynamicznych.

Y a) Mimosrodkowe poprzeczne
obcigzenie liniowe ¢, (rys. 19).

tjx : ; ? Obrawszy poezatek spolrzednych na je-
& E X

o

=

! dnym brzegu plyty i przesunawszy os
g Y przez linig obeigzenia, rozwijamy dane.
Rys. 15. obcigzenie na szereg Fourier’a

S 4 z(n, v ) ﬁb n=1238 )

w ktérym dla skréeema pelozono:

SImly . N
() by, y,) = sin -, E’ sin byl'
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Wtedy na podstawie rozwigzania (71) otrzymamy natychmiast

_2¢b 1 n, by, y1) pe‘?-ue"?' . nmy
(84.1) {= B, ‘o = =% sin —
jako réwnanie powierzehni uglecia dla dodatnich wartosci z. Dla
ujemnych nalezy postawié -—z zamiast z. Przechodzge w granicy
do cigzaru skupionego P = lim ¢'b, znajdziemy z (84.I) réwnabie
(b = 0)

prawej polowy powierzchni ugigeia w postaci:
sin "W

" b Be ¢ ,;—-ae:: ny
(85.1) £ = J’E‘B, a-—{—ﬁz ~ RS — sin 3

Dla lewej polowy trzeba tylko W powyiszym wzorze zastapié
z przez --z.

Powyisze réwnania sy waine dla I przypadku (H* > B, B,);
w przypadku II przeistaczajg si¢ na nastgpujgce:

ey =17 2‘("’ ) (1425) 75 sin "5

1 . nay, nr\ =" . nwy
(85.1I) g_g_bB,Z sin © 7 .(l+ ?.)e v sin —=

Postawiwszy
BT o1 T .
wSET P AR TE T

w odpowiadajace réwnania I przypadku znajdziemy dla przypadkn III:
(84. 1) {= bt 2(“’ by 41) (a’ cos ?—l—ﬁ' sin %?) i@ g

% V-Bx By . b
Pb y‘ x ¢: ""’
(85.I1T) { = —--—-VBI 3’2’1 i (a co s-—+ﬁ’ sin —ﬁ—,) e %gin —= 5

b) Prostokatne, mimodrodkowo lezgce obcigzenie
powierzechniowe g rozciagga sig na lewoodosi ¥ wnie-

11*
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skoficzonosé (rys. 16). Stosujge rozwigzanie poprzedniego zada-
nia do obeigzenia elementarnego g¢b,, du, mamy, przy H® > B, B,,
dla rzeduych odpowiadajycej powierzchni ugigeia wyrazenie:

n(a-ﬂ} wie—v)
_ 2qb* v (ny by, ) nmy Be ¢ —ae =
dﬁ—,‘a,z T e 53??" T
Catkowanie tego wyraZenia migedzy granicami w = — oo
i u=0 daje

(86 . 1) {= _2.9_2: 2‘ nby,y1) B F — ale ¢ . nmy

; sin —°
A’ B, nb g — at b

" jako réwnanie powierzchni ugigeia na prawo od osi ¥Y-6w. Dia dru-
giej polowy powierzchni ugigeia znajdziemy réwnanie

»

(87.1) 2Q‘b‘ 2‘("! blayl) ﬁ'er’ - 3‘8“) s

~ B

odjgwszy rozwigzanie, otrzymane powyze) i zastosowane do obeig-
senia prawej polowy plyty, od rozwigzania
_ Aght b .
e V- e

widoeznego wprost dls przypadku obeigzenia paska plyty o szero-
kodei b,, rozeiggajacego sig przez caly dlugosé plyty.

W praypadku H® = B, B, przeksztalcaja si¢ powyisze rowna-
mia na nastqpujqce:

"

(87 .10) = Egg‘z["‘ b [ 1— 2y ) e:j sin -

7® By

W III przypadku znajdujemy, jak pierwej, dla z>0
4

2qb* (n.b i _a't | mx\ - am
(86 . III) ;=n5g§, ,,y,)( ,8'+"ﬁ" 75 sma—)e “’smTq
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zas dla 2 < 0:
(87 .111) L= 296‘ A% ls.‘/l) [2

n“_B,

nr "-—a" e g
-—(cos = ﬁiﬁ 81D )e*‘ sin Y,

AL Ve b
¢) Mimoérodkowo polozone obeiazenie prosto-
katne gab, (rys. 17). W ten sam sposéb, ¢o w poprzedniem za-

K e
o i
a

Rys. 17.

daniu, znajdujemy dla 1 przypadku (H?® > B, B,) rownanie po-
wierzehni ugigeia:

R Sty
(88.1) L= f?%;zv(ngbny:) lp!._ .’ L

r-f-ay a?! [ _.Bw a2t nay
e W A~ 2 :
) p e T =) e,

wazne dla ?(z{wi
_ £
(89.1) (= I ginbonly P (A

AR, ns g*— a®

YA 4

dla -—-;‘ < &< ‘;‘ Na pozostalym obszarze plyty, to jest dla

— oL el — ‘;’ obowigzuje wyrazenie utworzone z (88.I) przez

podstawienie — r zamiast z.

Gdy H®*=5, B, (II przypadek), powyisze réownania prze-
ksztalcaja si¢ na nastepujace:
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29b* (n, b l} yl) ’i 2i__—f"l_ 2
(88 . IT) e =5, 1+ =2y e ‘?

( ’1-2_”_:}'&) - ";,,“I sin "
(89 . II) ?qb‘ zv(n, by, 1) [ 4" a_,_;j‘&-) "

(1+" gy --—-r]sin -

We wszystkich trzech zadaniach znikajy wyrazy szeregu od-

- 14 ;’ t. zn. gdy obcigzenie znaj-

duje si¢ w sérodku szerokosci plyty. Wowezas nalezy przyjaé
w=1 8 O,...

powiadajace parzystym n, jezeli y,

§ 14. Dziatanie obcigZenia réwnomiernie rozlozonego w po-
blizu kroétkich bokéw, réwniez swobodnie podpartych.

Ogodlne rozwigzanie tego zadania rézni sig nie wiele od roz-
wigzania w § 12. Przyjecie Lévy’ego

(= Ixe

y (n=1,3,6... w praypadku obcigzenia
poprzecznie symetrycznego) i Fourier’ow-

x skie rozwinigecie obcigzenia ¢b, (rys. 18)
na szereg

49 wlm) , "
nadn B

Rys. 18,

w ktérym jak poprzednio

(n )=lin”—1-‘§-’-:

2 b
daja do wyznaczenia funkeyi X liniowe réwnanie rézniczkowe:

BX"— 23( )X"+B,( )‘X=‘}_g_£ﬂ_;)

nn
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Ogodlne rozwigzanie tego réwnania

x = 490" (m)

7T By #°

+ C,ef + Cyef 4 Cyef* 4-Cie®*
=z wartoseiami parametrow
P HiVI — 5.5, A _ ma|/H2VE 55,
B, R SO, B,
prowadzi po uwzglednieniu warunku krancowego { =10 dla z=o00
do nastgpujacego réwnania powierzehni ugigeia:

4qb* ]
£ === o 2 (:5)+ C'yefr 4 C';e""] cos “J;’

75 By

Do wyznaczenia stalych calkowania 'y i €', sluzg warunki
kraficowe

r=0i4 7%

5 Jdxt

=20
dla £ =0, ktére daja réwnania warunkowe:
oito=- omtom=0
Stad wynika przy uzyciu oznaczef (70):

| as il A 19 g (m)
Chinat A% - g e e

Przy rzeczywistych wartosciach @ i 8, t. zn. gdy H*> B, B,
(I przypadek), otrzymujemy dla powierzchni ugigeia réwnanie:
: . REE. S0
G0 e N (”Q(1+EM¢ ’) cos ™™

755 By i 15 \ Bt —at b

Jeieli H* = B, B, (II przypadek), to powyssze réwnanie pm- ,
istacza si¢ na nastgpujgce:

(.1 §—-‘?"B' “" ~(1+§”;)e"'§']cos?;f?

Stala y ma preytem to samo znaczenie co w § 12 (réwnanie
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71 .1I). Skoro nakoniec H* < B, B, (przypadek III). to podobuie
jak' w §§ 12 i 13, znajdujemy:

4gbt o) ir
(90. ITT) fe= nq&z‘ L 1_((-,“s § T

g e \ x
—a nx) NI
+3 ﬁ 7 sin Pt j e ,,] cos 5—‘-’

z tem samem, co pierwej, znaczeniem stalych e’ i 3. Tutaj mozna

e s ﬁ" -— e
Jeszcze nastapic wyraz § wartosela

al’ﬁf
H J
th By— H* Vl otk

Na podstawie powyzszych rownan wypadaja nastgpujace ‘waory
dla momentéw i reakeyj podporowych:

I praypadek (H?*> B, B,)

bt Byl LB (g @) o
ikt n® 3,2 n® |m, 2l Hs_.&B]l R

~(—53) A7
— (5 = ) e

(92.1) D_ME_ VH'—CEB, ztz:')(ﬁ : }m’?’_‘#;

29} /B 1) - -2 nay
V= ;-I/E:Z'(—;‘— (ﬂs, e o+ an, ¢ P). cos ~<,

igh i) ; way,
.....—-‘:-t-. . 1-—1—8,3 @ e F)sm T

(Tutaj wprowadzano nastgpujace oznaczenia:

91.1)

(93.1)
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£ a’f': B, iR i
. = BI i ( + 2 ( ) q o _bs- -?‘,E’ +2(-’) 31
(93a) .] Vﬁ - T VH* — B, B,
- a -
$y2 \
(Fajmte - (A7 l)n-s
&y = = '_'_..';'._l._. = - . —— g -
? 2/H* — B, B LW ¢ 3 O 8

przyczem, jak latwo sie przekonaé, migdzy &, i %, zachodzi zwigzek

& — gg=—1)

oy 0 Sy ‘t‘_r;,_) niry
.-y),__,, ”l/ (aq +§s,)2.”' cos 7,

G

Ry= — (Vl-i-

ay

(94.1) __ Agb '—I)I"';T(u )
oy (V+”x U Jz’z‘( re"'i (1+

_ﬁ:! «.—‘-’
+E;C i fi-;ﬂ_ F)s

Wielkosei &, #',, &,, .. wprowadzone tutaj dla skrécenia,
okreslajs réwnania:

2 =§1" b (ﬁ:—k*ﬂ(] ; —ﬂl;;ri('f;i+4c) i

VE’___BUB: ; ﬂl_-m_l/ﬂi“:ﬁs-}! i
2 2
(%?——”}-)B. —4c (’9'“ sk 1-]3,——40

e oy e
ol . - WEBE—BE ... WIS
Nadto jest
s 5 Ve l+
Cﬂ?', +ﬂ€’1 — Bl "":'3‘_‘“::. e

g L OF

W rogach plyty wystgpuje skupiona reakcya podporowa, skie-
rowana w dol, o bezwaglednej wielkosei:
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(95.110) &=|2D|,_,=22
b

St 40, LGS 2(_—1)'3:@1)
g i+ V.

Wyrazenie dla M, moina rozloiyé na dwie czesci wedlug
schematu:

(96) My = (My)o, — Oty
FLatwo dowiesé, ze pierwsza czgsé

L 2'("')

jest Fourierowskiem rozwinigeiem momentu zginajgcego belki pro-
stej o rozpigtosei b i obeigieniu ¢ réwnomiernie rozloZonem na

drodkowym odeinku b,, ktéry to moment ma w przedziale 0 Sy = -bé‘—
wartosé

Wiskutek tego mozna takze wyrazenie dla M, napisaé w postaci:
il
@) M= 2 () — o

Wielkosei

et T n
@8.1) b f%.' "1) cos =3,
e 1 =5 3 L L

B b g
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ubywaja ze wzrostem z tak szybko, #e mo#na je pomingé mniej
wigeej dla » =3 b,,,, jezeli b, okredla, jak pierwej rownanie:

g 2

Z wyjatkiem krancowych czesei o dlugosei okolo § b, zgina
si¢ przeto reszta bardzo dlugiej plyty prawie dokladnie walcowo,
a moment zginajacy M, da sig obliczyé wedlug elementarnych pra-
widel statyki. Moment zginajsecy M, ma w srodkowej czgéei wartosé
:': Ei M,. Poniewas ém’, jest dodatnie, wige M, = (My)., 2 za-
tem dla kazdej dokola swobodnie podpartej plyty pro-
stokatnej o dlugodci a=3b, moina przy powyiej
. przyjetym sposobie obeigzenia obliezaé M,,, zbardzo
dobrem przyhlizeniem jak dla plyty nieskoheczenie
dlugiej. (W praktyeznych obliezeniach wytrzymaloSei wystarezy
to nawet przy a = 2b,,). :

Podobniez i wyrazenie dla sily poprzecznej V, rozpada sig

na dwie czesei, a mianowicie:

(99) Vea=(V3) + %
Tutaj jest
. 4g9b n) . umny
(100) (P — 20 3700 gin "3,

»

a ten szereg trygonometryczny okresla dokladuie odpowiadajaca
linig sil poprzecznych belki prostej, obeciagonej w powyiej wska-

zany sposéb. W przedziale 0 < y g;’ jest

(Vo= — 2;‘ +9 (F;’ —y),

b

aw pmduiale;!{ygg

'R

(Fa)o=—
Druga czedé
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(150

101.1) 9= 49:’ ‘{"‘)(w e %) sin "

jakotez V, zdaia szybko przy rosngcem x do granicy zero. Reut
oka na wzér (94.1) wysfarcza, aby sie przekonaé. ze dla wielkich
wartoéci # znika réinica migdzy reakeys pedporows R,

a (V,)'_b'
i #e R, zblida si¢ do granicy
- ]
_ b gtz (n)_ gh
n® ut = 2

Z przyblizgeniem do rogéw maleje F, bezwzglednie biorge
i w samym rogu znika.

Reakeya podporowa R, odpowiadajgca kritszemu bokowi &
osiaga maximum bezwzglednej wartosei

Va+s+a
(102. 1100) |R, ... = “! B: l/ gy =
i al/

B, 4C 1 B,
2qb'/ +3 +

t“:l

my By wr()
o V H 1—3'1 -~ Nl
i'-ﬁ;‘f‘% B,

dla y=10, &. j w érodku boku i spada ku rogom az do zera.
W szczegélnym przypadku calkowitego obeiaienia (b, =18) jest
w1

(ny) = (— 1)";', szereg nieskonezony

>ED_Log,
n

o
3?, 40 1 B

- i
IRy = 0,1858 gb ot

l/; +4

(103.1 III)
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W granicznym przypadku obcigzenia liniowego réwnomier-
nego ¢’ osi X-6w (b, =0, lim ¢gb, = ¢') staje si¢ |R,|... logaryt-

mieznie nieskonezouem.

Calkowita reakeya podporowej prostéj b

(104 .1 1)
: }_'r. il s
R;=2[R. dyz—'iq”', . ol my By _2“-1) ("1)

g Vi-.:-+&|/ et

ma w przypadku calkowitego obeiazenia (b, = b) wartosé:

VIT,+4U+I B,

B mB
ozl

a w przypadku liniowego obeigienia ¢’ = lim ¢h,, wartosé:
(hy=t))

(105 .1 III) R, = — 0,1357 ¢b*

l/ 4 , 1 B
(106.111) R, =— 0,185s ¢'b. B S K

Ostatnie wyrazenie zgadza sie, wyjawszy wielkosé ¢/, z wy-
razeniem (103), a zatem: Srednia wladeiwa reakeya pod-
porowa kréotkiego boku jest w tym przypadku do-
kladnie tak wielks, jak R, przy réwnomiernem ob-
cigzeniu calej plyty. Ten wynik jest, jak zobaczymy, wainy
takze w przypadku II i IIL

Podobniez ZHaJdIIJﬂn) dla naroznej reakeyi przy calkowitem
obeigzeniu:

(107.1 111 = 0.1357 gbs_.._.___?‘* ;

£ +i|/3'

- 5\

a przy obecigzeniu ¢’ osi X-ow:
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- - 2““_ P -
B H B._.‘
sVﬁ _ -+ 3,

11 przypadek (H* = B,B,)
4gb* 1 B, wim) ~7 cos 2
B 5 ‘"‘.Bg ”‘{ [14_ l/ B, 1)]e ;}cos 3
et 30 [ L B e

(92.10) D—ﬂ*°V 1 4") ¢ ain ",

(108.1 TI1) R=0,1858 ¢'b.

(91.11

4 -
(Przytém, jak poprzednio y = fx l/g‘)
2

4
29&'/‘3, (nl)( nx ) E I
S, ol Gy — 2 1008 —=,
@.m| a,zn* LR o b

48 38 ()BT

(Nowe spolezynniki &,, @,, ¢, sy okreslone wzorami

/B 3. 2C .1 B _I/B! C o 1
_V§:+§ : E‘s P +Bs %E*

(93b);
%€ B,
n=%-Va+s)
2gbl/ Py 2 n1) i n__gg’
(94. II)

R:=—*:~?gﬁf%§‘f“)[l—P-*"f%l/%f) 7

(Tutaj wprowadzono spélezynniki 9, ¢', okreélone zapo-
mocg wWzoréw:
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v=o+y =pB 4+ LR

e 2C _4C 1
c_ |/, 1)

vi=oty =3 ’+ml)

n=1

. 4gbr 20 3 (—1)2
(95.11I) =T 53 2 )

Wyrasenia dla M, i M, dadza sig¢ oczywiscie rozlozyé we-
dlug tego samego schematu, co w I przypadku. (M,). zachowuje
przytem tg¢ samg wartodé, a wielkosei

gt 1 B, 2-@:) e :m’-( B\ o™
o, — r~ s, s};:‘1 *ym, E-——)e:cosb

374—-426 “1)[1_*_% I/B’)]g ;cos”—?(

B,

(98 .11

mo#na pominq.é dla z=§ b, przyczem jak w § 12-ym jest

b =05 I/ 'gl Podobnie ma si¢ rzecz z wyrazeniem dla V,, kto-
1

rego druga czgs¢ w schemacie (99) przybiera teraz postaé

(101.I) 9= 4395’ 2‘”1 y_‘? I/B= e 7 sin ‘"‘“’

i ze wzrostem z tak samo jak ¥, dazy do granicy 0.
Réznica miedzy reakeys podporowa R, a (V,),_% znika réw-
niez dla wielkich wartoéci , a R, zbliza si¢ do granicy —}§ g¢b,

Reakeya podporowa R, kritkiego boku b osigga maximum
bezwzglednej wartodei

2 b
(102.11) By o= 2‘{:,’
w §rodku bokdéw (dla y= 0) i zmniejsza si¢ ku rogom plyty az do
zera. W szezegélnym przypadku réwnomiernego obeiazenia calej
plyty (6, =b) jest
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4
T 1
(103.1I) |R, ,,,,‘...owbsghl/ﬂ (Vm + + 1 B.)

Il‘ m2 B!
Catkowita reakeya boku &

n—1

3 / Ly}
(104..11) Bl::zf;{ldy:_“?b l/& ¥, 2( 1)2 ()

ma w przypadku catkowitego obcigzenia wartosé

4

(105.1I) B,= --onaub-l/ ( + +15"),

My By |

a w granicznym przypadku liniowego obeigzenia ¢’ wartosé
4

: . ‘B, (|/B 1 B
(106.11 = —0.1838 g5 |/ 2 (l/ ' >
: s % ? = |/31 + +m, By

Dla naroznej reakeyi znajdujemy nakoniec przy calkowitem
obeiazeniu wyrazenie:
4

(107 .10) k= 0,1357 ¢b* ;L‘l/"—”.
2

. B
a przy obeiazeniu ¢ osi X-dw:

(108 .11) o = 01858 ¢'b 2 '_f g"

11 przypadek (H* < B\B,) *

_4git B, i) v
l ol AT 322' nd l—-(cus i i
| __ mgB, —_H. &3 n.x:) e. :] cos Y 7
I/Jeil B— ¥ b’

(91.111)

i NP e ————

B 1 B
t Uwzgledniwszy zwiazek (13a) mozna wyramme V X -|— B )

mapisa¢ dla przypadku II w skréconbj postaci ( \/ e —
I.
3, @, #' oznnczaja to samo, co we wzorach II-—go przypadku.
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4qb? ny) nx
:rti' 2"(?!' [1_ (cos ﬁ"’ +

1 B ’

B.

m, : n.r.) _:’] Nty
sin .| e cos |,

_I_I/B1 B—H: ) b

4953 20 B, Bu v(ny ) (
(92.[1[:’ D o B-; I/}i‘l Es i H! 2 nd ' 13 +

A =

1 nx\ " . nmwy
—|—ﬁ,cosgl)e }am A

M=

(91 .11

n

__2q}/B. (m)( et wemin™ ) 6 oo MY
= l/lﬁz‘ ‘ 3 cos 8,-1-—(31;913111 ﬁ,)e Cos - 4%
4qb n,) ni
Vy—— 2 i i
(93.1M)) " pecs 2‘ nt [1 (005 g
1 B T
e 1 ne
"y m, nx - nmy
e 8in e 81 "
iyﬂl Bg“" H® ﬁ') J n v
2y oD 29 By wr(my)  nmy
_—— ok —_ 19 ¢ : :
e (). == e X
n—1
) 49 g(—1)2(n,) wr
{94 .TI1) R,_—.(V,+JIJ§_§=_ g l—(cosﬁ, 2
1 : ‘
H T 1;?1 5
PR AR 'I-wJ e_*"J.
VB, B.— B

Dla naroznej reakeyi & otrzymujemy to samo wyrazenie, co
w I przypadku. Po rozlozeniu wyrazen dla M, i M, wedlug po-
przedniego schematu (96 1 97), wypada ta sama wartodéé dla (3, ...
a wielkosei

My = 4}3‘? ”:'. ﬁl s'(n')(cos g

My By — H 5 H.r} -:f con X
S T r.‘ i
I/BI B-w Zrean Ht ﬁ' b

Archiwym C. 1. 4 - 12

(98 .IID) I
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= S et

98. 111
v ooty

: . A LS

m, i nz) - ny

+ o sin | & & cos .
VB, B,— H: B b

staja si¢ dla

e =Fb =%, = b -
/242
'ﬁl ﬁl
iob. § 12) tak malemi, Ze mozna je pomingé zupelnie. Calkiem po-

dobnie zachowuje si¢ wyrazenie V, = (V,).+4 2, w ktérem 2}
ma teraz wartosé .

: \ oy . dgh (n,)( nr .
(101 .111) = 2‘ v [cos

zdaza, zaréwno jak V,, ze wzrostem z do granicy 0.
Réinica Ry, — (V) _ 3 znika rowniez dla wszelkich wartosei

x, a R, zbliza si¢ do granicy —9-;1.

Pozostale wielkogei R, ..., R, 1 R sg okreslone temi samemi
wyrazeniami, co w I przypadku (réw. 102.1, III do 108.T, III).

We wszystkich trzech przypadkach nie roztrzgsaliémy dotad
kwestyi nsjwiekazoéc{ ‘M,. Zwaiywszy, ze ze wzgledu na oblicze-
nia wytrzymalosei nie mozna jej zupelnie pominaé, sprobujemy te-
raz wyznaczy¢ miejsce, gdzie panuje M,,.. i W przyblizeniu obli-
czy¢ jego wielkoéé dla II przypadku.

@®Rozniczkowanie wyra.i.enis. dla M, (91.1II) daje:

o 3ot Lh gl [fBy, el |/h

nm
= = 8v
or %y my B, n? e fiogmad”
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Jak stad widaé, istnieje M,,. pod warunkiem

™y l/%: >1, 2
ktory z reguly si¢ spelnia, albowiem w rozpatrywanyeh przypad-
kach stosuje si¢ celowo tylko plyty o wartesei B, = B,. Z dru-

3
giego warunku 05% =0 wynika dla szukanego miejsca y =0,

a zatem z nalezy obliczyé¢ z réwnania

. v(21)[} /Bs 1 n (l/é_l 1 )] —
il = et . — 7 —— e ¥== 0
2 n? By * My b4 By My
Poprzestajae wskutek silnej zbieinodei tego szeregu na pierw-

szym wyrazie, otrzymujemy nastepujacg przyblizons wartos¢ szu-
kanego pierwiastka:

i L V3 T m
B, 'VE;; 1

By g
Nie trudno zauwazyé, ze to wyrazenie byloby dokladng war-
tocig dla szukanego x, gdyby obciazenie bylo rozloione wedlug
prawa

T
P=Po Co8s b*y

Im wigksze jest zatem B, w poréwnaniu do B, tem blizej
przysuwa si¢ miejsce najwigkszego momentu M, do krétkiego boku.
Tak np. otrzymujemy przy m, =6 i

_f’ == 1 4 9
B,
';' = 0446 0266 0,200

Odpowiadajaca przyblizong wartoscia najwigkszego momentu jest

4 1B . mb ( Be __'!]
= T O i L 2
M. = n‘gb 3 sin 5 & ll—{—-& mY 5 1) e 7|,
12+
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przyczem

S 7T
. l/§1 +m,
B

I/fs? -t
B, My
Przy pomocy tego wzoru otrzymujemy dla

By

= 1 4 9
By
M. 1 1 1
gh = Wi 91 1l ..
P, Tt 1 1 1
q'b T 188 440 70,6

Pierwszy szereg obliczonych tutaj wartosei odnosi sig do przy-
padku zupelnego obciazenia przez ¢ (kg/m?), drugi zas do drugiego
przypadku liniowego obciazenia ¢’ (kg/m) w osi X-6w. W ostatnim
przypadku bedzie widocznie stopien przyblizenia obliczenia nizszym.

Wogole powyisze cyfry dowodzy, ze najwigksze warto-
§ci momentéw M, stajg si¢ tem mniejszeizblizajgsie
tem bardziej do krétkiego boku, im wigksze jest By
w poréwnaniu do B,.

§ 15. Dziatanie obciazenia rownomiernie roztoZonego w po-
blizu krotkich bokow doskonale utwierdzonych (rys. 19).

Ogolue rozwigzanie poprzedniego paragrafu

§ 1
S0d
2
& 4 i
Brze; enob podparty
Rys. 19.
49’)‘ (ﬂ‘l) ¥
;=5‘F‘B [ + Cyef* + C; ei"”lcos-—
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nie traci waznosei, trzeba tylko odpowiednio do nowych warun-
kéw kraneowyeh dobraé wartosei stalych ealkowania (i C,. Z po-
wodu zupelnego utwierdzenia brzegu x =0 musi byé dla x =0,

=0i ?‘f:(}; stad réwnania warunkowe:
(=

C; + U; =LA (n‘l}

ne’
By Cs+ 8, C=0,
a z nich po razwigzaniu
. gz il (ny) ¥ g (NI)
f‘_ﬁ-—-a nd '’ C‘__ﬁ-—a ne’
jezeli, jak w §§ 12 do 14, stale @ i g okredla réwnanie (70).
Przy rzeczywistych wartosciach @ i §, t. zn. gdy H'> B3,
(przyp. I) wypada dla powierzehni ugigeia rownanie:

4gb* ("1) ae : — pe 8 SNy
09. ’
(1 - ) § = oy 5 ( -+ B— )cos b

W przypadku II {H'=B;Bﬂ jest
aoe.) =115 PO (147 ] eon Y,

né B, n‘ b
a w przypadku III (H* < B,B,):

(109.101) L= f;! ("‘)[ (cos ﬁ,+ﬁ' ¥ ]coa"’;”,

przy tem samem znaczeniu stalych ', 8, 7, co w poprzedmcl: pa-
ragrafach.

Na podstawie tych réwnan wyprowadzono nastepujgce wzory
dla momentéw, sil poprzecznych i reakeyj podporowych:

I preypadek (H*> B, B).
lMFM{ 2 (’"—)[ T8 et g

as n*a(f—a)

_ - m,b' snuy
l 3’#@-0) ]""’

(110.1)
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4gb® wr(m) 7 atm, — bt %

' nia(f — ajm,
(110.1)
; ' __mfm — b = nmy
@ —am | e

_Agb? 20 b z(n.) T P
(’-11 .I) D= - ﬂ;' ! ﬂ_(TS—E) -;‘5"( e B —e J s1n _b

e
et
(112.1 ks
' R o B e L
o ( 1+ :;) s e_'?';"l sin =2 4
B s ( v, +gf),.oH “‘HSJZ (%) “”.’f
(Hs.I) IR — ( v, +3.1: )y“ ) ﬁ‘iﬁ’ Z(inf'(f‘l.) [1 A
+ (1—}—-&) ¢y A (1 —I—E) 7'y e_":;].

Wielkosei pomoenicze &, 7,; €,, 7'y maja tutaj to samo zna-
czenie, co w row. (93.1) i (94.1).
" Naroinej reakcyi R nie ma obecnie weale, a wyrazenia dla
M, i M, dadzy si¢ tak samo, jak w § 14, rozlozyé podlug sche-
matu (97), waglednie (96). (M,),, pozostaje przytem niezmienione,
a wielkosei :

e e A e e e e e e e i, ittt

* To réwnanie da sie napisa¢ w wygodniejszej postaci, skoro w wypro-
wadzonym pouizej wzorze (139.1) (dla V,) podstawimy @, = 1. Podobniez ma
sig rzecz z wyrazeniem dla R, (113 .I), ktore wyplywa w ten sam sposéb
z (143.10).
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b' [n‘lu’ ~

- 4 1 3 n,) ol
M, = 2 1 . e o =
i, == 5915 . 2 (ﬁ b m,)e ®

bt  [n2ge i nay
_a' (—’ -—-”I,) e ﬂJ Cco8 ik

(114.1) _ﬁ(ﬂ
- 5 ”1) ‘2 n'a! 1 [ d
é’fé—' ’ v("’ [a(ﬁ—a)( —~-m)c Cp—
b' m g 1 niy
_ﬁ'(ﬁu'a')( | “m : ”]""‘ b

ubywaja tak szybko ze wzrostem z, ze mozna je pomingé dla z =
% b.. (przy poprzedniem znaczeniu b,,,).

Dla momentéw utwierdzajaeych krétk‘iego boku znajdujemy
z (110.1):

(115) 175 B 493’"/ 2‘(”‘) cos "™

Jest to, bezwzglednie biorge, dokladnie l/g — krotna odpo-

2
wiadajaca wielkos¢ (My),. A zatem: Diagram momentéw

utwierdzenia wzdluz brzegu b jest geometryecznie po-
- dobny diagramowi momentéw zgigeia M, wodleglyech
przekrojach plyty rownoleglyeh do osi V, w ktérych
zgigeie mozna uwazaé za walcowe,

‘W szezegolnym przypadku B, = B, staJa, si¢ oba diagramy
przystajagce. Ten wynik otrzymal juz dr inz. Nddai dla calkowi-
tego ohclq.ienla réwnomiernego w prnytotzonej powyzej monografii,

Podobnie, jak dla momentéw zgigein, moina wyrazenie dla
V, napisaé w postaci:

Ve =(Vou+ %
jeteli
(116.1) 2, = *45’. :;1[(1 £ g-)e, L (1 +g)q, ¢ Fidn =

Ta wielkosé zdgia ze warostem 2 do graniey 0, tak samo jak V,.
Sila poprzeczna nie znika, jak w poprzedzajacem zadaniu, dla
x =0, lecz przybiera wartodé:

(117, L, IO g ol 4?”V.2 ( ) 2(“-
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Podobniez ma reakeya podporowa w wierzeholkach plyty
wartosc:

SEREe Ah]/Bayl . 2C\ o(—1)F
A18. LHI) (R ne= — ;1! l/:g,{nli T;,) v _1)H_jt;al.t
= " 1 b

Dla wielkich wartosei » znika régznica migdzy reakcys pod-
porows K, a sila poprzeczng (V, )_: 1 obie wielkosei zblizajg sie

n

do tej samej granicy — 92".

Reakeya podporowa R, krotkiego boku b osiaga, bezwzglednie
biorge, najwigksza wartosé:

; 4 ny) ' Sgbl/lb' l/ u,
(119.L1II) R,... q(a+g) ), N + 3,-

.ﬁ n? nt

dla y =0 i spada ku erzcholkam ai do zera. W szezegblnym
przypadku obeigzenia calkowitego (b, = b) jest

(120.LTI0) Ry ow=1,16T6g (a+3) =043 b}/ 5 +2l/‘;:

W granieznym przypadku liniowego obcigzenia ¢’ = lim ¢b,
(h=0)
osi X-6w staje si¢ I,,. logarytmicznie nieskonezonem.

Calkowita reakeya boku b:

3 o 23 v
a20L10 m=2 [Rdy=— g+ s'(....i__lT’ﬁf*n)

ma w przypadku- b, =/ wartosé

(122. 1, III) R, = — 0,852s ¢b (“+I3)-'—'—'0 543 Qbsy ; +2V3’
a w granicznym przypadku liniowego obeiagzenia ¢' ma wartos¢

: N1 H 1]/3
(128. 1L 1II) B, = —116769(“—{—;‘3)———0‘4%35'/‘! -_]_2 :

II pr zypadek (H = B, 3,).
- yl_f_qb’ 1 31 '(”:) [1 |m~'/33

s m.

+1—(,.,l/.§:-- 1}":}.; ] cos "7 |

(110.11)
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-

__ 4gt? (n,) &
lM nd _/,- nd 1+m B
(110.1I) : > >
/8, Jt.rl e N:isg
I +(1 m:l & }‘| ]cos 5
4 s
ML b= S T Repes T Ly
T By By s 1 Yy ¥
r 49‘5 “,1) '
V= s i TRy
? B,z'(n’ [ Il
S L
A 3 cos
(112.1I) B: B;
_ 4gb w(m) B
T “-é_z },:{ [ +V mt +

{I—V (d(,'+’: m]e. sin n:-;y,
y B s _ Bgh n,) 'mxy
22 3
(113.11} B 4gb —l)srnl){ [H_l/z, 1 +_
e ns

3

Dla momentéw utwierdzajacych hrzegu # = 0 wypada z wzoru
dla M, to samo wyrazenie (115) co w I przypadku. Formuly dla
(V3)emo 1 (Ry).no pozostajs tez bez zmiany. a reszta wzoréw (119
do 123) upraszeza si¢ do nastepujacych postaci:

(119.11) L= 39”'/ 2' (1)

(120.11) R, (57 = 0,743 gb V;
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[ "
(121.11) R,—_“:_‘?‘_"__‘_l/g: .-11;’:_03_}
oL
(122,11) B e O qz,:L 5

1 4
(123.11) RO, oy =— 0,743 ¢'b l/ g‘
]

Ostatnie wzory dostarczaja kilku prostych regul dla zastoso-
wan praktyeznych.

Il przypadek (H* < B, B,).

= R R ) -
m,l/ si e —}coa ﬂ:f’-{,
(110.11T) R Sl
P W+/%Ww+
+§:(1— - I/g:) sin ’; s-;} cos n;y’

. __4qb* 201 /B, wr(m) nﬂ' -3 ne . nwy
(111.10) D= ! B 3—‘2 e * gin -

sin
n®

Ko R
l_‘l_“gb B HZ'(".‘-)- [,f“aé' cos ’;; g
—%&%—-mﬂﬁmw*
‘(112111) %‘q_b { l1+ VE‘ b cosm+
u' ¥
A 3] e
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8 zfﬂl) nmy
Rl — nie’ E, ';'s cus _S_ ———

o l/i +il/B‘ 2""‘)

(113.111)

49&2'(—1}!(11‘)' [H" B, (2C+

—{—ml)}cos ﬁ'+i:'{l - ﬁ:(i!c—f— sin 7 e ?1

Latwo zauwazy¢, ze wzér dla R, ma te samgy pouta.é, cowl
przypadku, Tak samo pozostaja wainemi wzory (117) do (123).

§ 16. Dziatanie jednego Zebra poprzecznego w przypadku,
gdy po obu jego stronach plyta rozciaga sie stosunkowo
daleko.

Wiskutek stalego polaczenia zebra z plyts, gra plyta podwéjng
rolg: po pierwsze jako plyta narazona na ogdlne zgigeie i pod-
parta sprezyscier #ebrem, o dwu warstwach obojetnych i powierz-
chni ugigeia czynigeej zados¢ réwnaniu rézniezkowemu (13); po-
wtére jako plytowata czeéé zginanej w plaszezyznie #ebra belki
o przekroju T z wlasna warstwg obojetng. W tym drugim chara-
kterze doznaje plyta pewnych eciénien w kierunku poprzecznym
(réwnoleglym do osi zebra). Ieh rozklad bedzie przedmiotem bliz-
szego badania w nastgpnym paragrafie; na razie mozna pnyjqé, #e
przy szginaniu Zebra wskutek symetrycznie rozlozonego o ia
wspildzialaja po obu stronach skrawki plyty o szerokoéei ¢ (mie-
rzonej prostopadle do #ebra). Wspéldzialajgea szerokosé plyty w zna-
nem znaczeniu urzedowych przepisow bylaby wige réwna 2¢+4-¢,
skoro przez g oznaczymy grubosé zebra, mierzong tuz przy plycie
(rys. 20).

Niechaj teraz obeigzenie plyty sklada si¢ z réwnomiernego
obeigzenia powierzehniowegn ¢ (kg/m?) érodkowego paska plyty
o szerokosei b, i réwnomiernego obecigzenia liniowego ¢’ (kg/m)
srodkowej czgdei debra o dlugosci b,. Gdyby #ebro bylo zupelnie
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sztywne, to prawa polowa plyty wygielaby sie¢ podlug réwnania
(109) (przy obiorze osi Y-6w w plassczyinie prawej sciany zebra),
a pod wplywem obcigzenia ¢ po-
wstalyby w zebrze sily oddzialy-
\ wania, okreslone przez pierwszg
z formul (113). Ale zebro poddaje
sig dzialaniu tych sil i obeiazenia
¢’y wobec czego zachodzi nowe
zgigeie plyty, ktore si¢ superpo-
nuje z poprzedzajgcem. Ugiecie
wypadkowe da si¢ wyrazi¢ przez

7
7

3o 44b (ny)
(124.1) g_mmz‘ s

(ny)—&(ny) B¢ 6 —ae =] nn
i _31} g) Pe ! _]co._ Ty

R e
przyczem
T b AR
n= 17 3’ b,--. (N,)=81ﬂ ”; J:‘ [Hg}=ﬂll] Hgf z?

a wielkoéci ¢, oznaczajs nieznane jeszeze spolezynniki, ktére wy-
padaloby wyznaczyé z pewnych warunkéw krancowych. To wyra-
#enie czyni mianowicie zados¢ réwnaniu rozniczkowemu powierz-

chni ugigeia tudziez warunkom krancowym wzdlui brzegéw
b

y= ;t—z- i dla = oo, atoli dysponujemy jeszeze dosé zlozonymi
warunkami krafcowymi dla linii polaczenia zebra z plyta (z=0).
Tutaj zastosujemy z korzyscig metode Ritz’a i poszukamy najpierw
ogélnego wyrazenia dla energii potencyalnej naszej plyty zebrowej.
Latwo zauwazyé, ze pomingwszy bardzo stosunkowo niezna-
czng pracg sil poprzecznych moina calkowity energig rozlozyé na
nastgpujgece dodajniki:
1° Ogoblna praca zginania samej plyty, okreslona roéwna-
_niem (9’);
29) praca zginania samego zebra i
3% praca sil &ciskajacych we ,wspoldzialajacych“ “czesciach
plyty. -
Pierwszg czgéé energii potencyalnej okresla wyrazenie:
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+2

$ Zz
3 Ul _ [\ T B glg L
o 2,[“"’,/."-"‘ [3‘ (.a:ﬂ +B=(3;€) +(£‘i +:f)a£='a,'i+
(T \* I
+4L(s?1;y’ J
dla dragiej czedci znajdujemy latwo
+3
1[5 ()
5

jezeli B, oznacza sztywnosé zginania samego sebra; nakoniec trze-
cig czgséé przedstawia wyrazenie:

T

3
. o F,
| 2 je f .
i
prayezem — @, oznacza odpowiadajace cisnienie w betonie plyty, a

Fy =F,,+nkF,

sprowadzone pole przekroju plyty o szerokosei 1. Nadto odnosi sig
sztywnosé zginania zebra B, do osi obojetnej, odpowiadajacej zgi-
naniu w plaszezyznie 1'Z belki plytowej o szerokosei 2¢ 4-g. Je-
zeli ¢ oznacza odleglosé tejze osi obojetnej od osi odpowiadajgcej
zgigeiu plyty w tej samej plaszezyinie, to naprezenie betonu g,
w trzeciem wyrazeniu ma bezwzgledng wartosé

- 1

* (@slemote

Zamiast tego mozna z zupelnie wystarczajgcem przyblizeniem
przyjac

ek, : L :
_— - b. (_ _
{p!)s-l) e' EF’ o)

Wyrazenie dla trzeciej czesci przybierze przeto postaé
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+i

z
cfgs € Fy (;ﬁ)’ edy

-5

Druga i trzecia czeéé dadza si¢ sciggna¢ w jedno wyragenie,
a mianowicie:

+3
;,f(B,_i-zcew. F,))(a E ‘ dy = gf —2By0) ;g): dy

Tutaj oznacza
B*=B,+ 2ce* b, I, 4+ 2B, ¢

sztywnosé zginania belki plytowej o girnej szerokosei 2¢ |- g. Dla
calkowitej energii potencyalnej (wewngtrznej pracy odksztalcenia)
naszej plyty z zebrem otrzymujemy nakoniec wyraZenie:

o s T e (B2 5

—|—4c(£§; )’]dx dy+} f ((F— éﬁ,c)(g;g):_udy,

-3
a dla praey sil zewnetrznych:
. +g +3
(126 L= fetazdy+4 [40.-aty
nE s =
Z réwnan warunkowych
(127) ,‘i (Ly—2L)=01

e e e e e e e et et e e e e e o i i

! Lorenz H., Niiherungslosungen von Pioblemen der Elasfizitiitstheo-
rie, Phys. Zeitschr. 1913, XIV. pag. 71; Nitherungslosungen statisch unbestimm-
ter Probleme, Z. d. V. d. Ing. 1913, pag. 543.
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mozna teraz wyznaczyc parametry &,
(n=1,3,5,..)
Po wprowadzeniu skracajgcych oznaczen:

. :3;_’ -Qa (N,) R 8,(10!) =t (n')w”

znajdziemy przez rézniczkowanie wyrazenia (124 .1) dla {:

i T (n,)w pe ;—ac 7 nmy
i aﬁz S ek

(128.1) | 9:;':_9’;:2(:15)[1_“ ﬂe ﬂ—ae cho

oy? ’
a s n, Jw, € | # —e 3 . ATy
Sady = Qb 2 < i T SO

Wstawiwszy te wartosei w ogélng formule (125) dla energii po-
tencyalnej i wykonawszy calkowania, otrzymamy po licznych re-
dukeyach:

o neolllsy FUL DIV
Sl S 37255

i ;—‘b‘s (B*—2B,0) 2‘(;"1)’ “}; ‘_'_’-_)_’]

Podobniez dochodzimy do nastgpujacego wyrazenia dla po-
dwojnej pracy sil zewnetrznych:

130)  2L= 9[4”92'”‘){ —@+ 3+ 5L 3]

n® nt

W obu wyrazeniach oznacza ! (nieskonczenie wielks) dlugosé
jednej polowy plyty. Warunki najmniejszosei (127) dostarczaja te-
raz po odpowiednich redukecyach z uwzgledmeniem zwigzkow (72):
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B* (ng) 4 g @B (m)

— —2 il b
P I i N PG SO +_ n (m)

- 2427 If' 2042 FF

Latwo si¢ przekonaé, ze otrzymane rozwigzanie (124 .1) wraz

z (131) przeksztalea si¢ w granicznym przypadku B* —2B,r=0,
‘t. zn. bez zebra, na: :

E=1{L(g) + &9,
jeseli

.. . rn‘) niy
s )_niﬁgz w e b

L

ol . B X v(ﬂ ) pe '* — ae : niy
<4 '}_n‘i;'a;{-ﬂﬁ nt " f—a ety

co zgadza sig ze znalezionymi poprzednio wzorami dla tych pray-
padkéw obciazenia. W drugim granicznym przypadku zebra dosko-
nale sztywnego. (B* == co), staje si¢ ¢, =0, @, =1, a rozwigzanie
zgadza si¢ znowu z odpowiadajgecem rozwigzaniem w § 1D.

Dla momentéw zginajaecych i skrecajaeych plyty wyplywajs
-z (124.1) wyrazenia:

490 B, wp(m)| 1 ! b 1) -=
My = :s g_z :s}lm! +13ﬁa: ﬁ(a‘_t’_ﬁ‘ e m,) P
: o a(,::;: =y ”L) 8_?}] COs ﬂfy3
ase 1) =1 3]s +ﬁ_alﬂ(,.., =

»

ﬂ_ﬂy
5 (m, ata? "” . i

49b* 20 wim)o, e b € * . amy
D="1" e e .
at Bn 2‘ "8 ﬂ N - b

Stad otrzymujemy wprost dwie wazne szezegilne wartosei
:momentow zginajaevch, a mianowiecie:
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4 E ! " 1] 1
‘(M‘)::::: fs’ Jg a(:' [(J/ m,]’
l'Ms).u-o tg'f 2‘(“ t 1+ VB! ]

Obie mogg by¢ tak dodatnie, jak i ujemne, zaleznie od waza-
Jjemnego stosunku sztywnosci i obeigzenia zebra i plyty, W szcze-
golnosei staje sig (M,)y, ujemnem, gdy

1
> Ty
B,
1 T/ =
W‘VB:
co zachodzi przy doéé sztywnem zebrze, albo przy dostatecznie
malym stosunku ¢':q. Natomiast bedzie (M,)y, dodatniem, jezeli

(133)

1
o i

1
L4

wzglednie, jezeli w, jest ujemne, a to si¢ spelnia, gdy albo szty-
wnodé zebra jest niewielka, albo ¢':¢ wypada duze. Pozatem moze
(My)e sta¢ sie ujemnem, jakkolwiek krzywizna plyty w plaszezy-
inie YZ jest dodatnia, byleby tylko saehodaﬂa jednoczesnie dosta-
tecznie silna krzyw:ma ujemna -w plaszczyime XZ.

Moment zginajagey belki plytowej o satywnodei zginania
B¥ — 2B, ¢ obliczymy wedlug wzoru:

e
M= -—(B*—2B,¢) (;;E) .

a wige

(184) M '49'!"(8, )Z(n,)e O mxy

Po' wstawienin wartosei &, da si¢ to réwnanie przedstawié
w postaci:

M==M,+M,.
jezeli
Archiwam C. I 4. 13
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‘(@ “+0 3, ). e

o nmy
|3 — 4% i) L oy W
R '1+gj!=_+ﬁ ok Oy s
n B*— 28,¢

oznaczaja odpowiednio te wartodei momentu M, ktére pochodzy od
samego obeigzenia plyty ¢, wzglednie od obcigzenia samego zebra ¢'.
Stad latwo wyprowadzié przyblizone formuly dla zastosowan prak-
tyeznych, pod warunkiem, ze liczba stosunkowa

9 (a+0) 5
B* — 2B, ¢

jest doéé¢ malym ulamkiem wlasciwym, co widocznie zajdzie wtedy,
gdy iebro posiada sztywnoéé doéé duzg w poréwnaniu do plyty
o szerokosei przekroju (@ - f). Wéwezas z dobrem przyblizeniem
bedzie: :

nb, o
SR Gt 1 L
R | 11 2@+ P B’
(135a) + 595
MO
M, RIS
B* — 2B,c

jezeli M oznacza moment zginajacy belki prostej o rozpigtosci b
s obcmienm ¢'b, réwnomiernie rozlozonem na érodkowej czgsei.

Dla y =0 wypadajg z (125) dokladne naJWIkaze wartosei
momentéw:
' : M
8 bt 2 b
(B&(M)—mﬁéﬁiig

¢ /max

- R I e
1+2 n B"-—?.B,
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sin o' by

49’02 w1 =¥
(136) ] (M, )= fﬂ T - Ty
& heed n B*—2B, ¢

a z (13ba) odpowiadajace wartosei przyblizone:

g @+B gbssin-’-‘ b
(Mu)mz"‘“ﬁ 2(G+ﬂPB bs
(136a) L S 5

Lams b
(M =gt

2(a+-F) 5
1+B*— 2Byc

Powyisze wzory upraszczaja sig jeszcze w nastgpujacych prak-
tycznie wainych przypadkach:

a) by=1"0,=15, t. zn. tak obcigienie plyty, jakotes
obecigzenie #ebra rozeiggajg si¢ na calg rozpigtodéd.
Teraz bedzie dokladnie: .

8 (a—l—ﬁ)gb’ s 1) 3
(M) o= Zn,“, @+hh
(187 % 23’
g (=17
(M) ="5 : 5’
nt ..__(_E.j?ﬁ)B’
+2 & B* —2B,¢
(n=1,305..)
a w przyblizeniu:
oy (@+B)abt 45 g8
(13%8) Mo = (M)pur + (M)owe = 14 2@t BB
B* — 2B, ¢

Ta formula daje dobry poglad na wspéldzialanie obu elemen-
téw déwigajacyeh i wskazuje wyraznie na korzyéei z ich polacze-

nia wyplywajace.
13+
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b) by==b, by =0, lim by’ = P, t. zn. calkowite réwno-

mierne obeigzenie plyty i skupmny cigzar P wirodku
zebra.

W tym przypadku jest dokladnie:

; M. 8(‘“"*‘#)26'2‘ o ("""'"1)

+
- rom @TBB
= N +2n - T 2‘8'
2Pb 1
e
. (a+p)B,
n W +2NB' == 23' .
a w przyblizeniu, dla malych wartosei
ot o e e
h B* — 2B, ¢
(138a) N whed B f) Pl oo X

Do przyblidonej wartosci spélezynnika wielkosei Pb w po-
wy#szym wzorze prowadzi nastgpujgce rozwazanie:

Dokladva wartosé szeregu 2‘ dla dowolnego dodat-

o Mo
.“. +\“
niego t'leiy migdzy granicami

v 1 nt bx T o
2?:3='§’ . 2n=(.1+1)_1+t 8°

N A b
bt B P T
dzie tem mniej rézni¢ sig od dokladnej wartosei szeregu, im mniej-
sze jest {. Dla { =1 znajdujemy latwo sumeg szeregu, a zarazem
dokladng wartoéé rozpatrywanego spélezynnika. Jest nig

N O L e e

: ]
= 0,693 — 0,562 ’%

Srednia hermoniezna obu tych wielkosei,

Srednia harmoniczna ma teraz wartosé g’;—., t. zn. okolo
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18°%/, wigcej; podstawiwszy jednak zamiast tego jako przyblizona
wartos¢ sumy ;

# — 1 -

8 ' 15-0,78¢"
otrzymamy w przedziale 0 < =1 ‘wartoéc.i, ktére dokladng wiel-
koéé przekraczajg najwyiej o 2,5%,.

Powracajac teraz do statycznych wielkosei plyty, znajdujemy)
dla sil poprzecznych wzory:

SRS e
o m,,"‘;;i;- | con 3.
itk v 49 ”1) l/ 2(: _nsﬂs)ﬁ.:
=2 Fma
TN

Sily przeniesione z jednej polowy plyty na zebro sa:

a40)  (R)=( ,.4—4‘“4“”’92'(”‘)“’ cos "

Te sily ésiqgajq najwigksza wartos¢ dla y= 0, a mianowicie:

(141) !R:“"=4_(":‘5)_921(":2’w. .
Ich wypadkowy jest
(142)  |B/=2 f B dy =g 2(——1)  (m) o,

Przy pewnyeh malo od 1 régnigeych sig waﬂoﬁelach sto-
sunku: :
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(m) ¢’
(m) g (Ba 2C)

moze ta wypadkowa znikngé, a w tym przypadku niesie Zebro
tylko wlasne obcigzenie ¢'.

Reakeye podporowe podiuznego brzegu g=% okresla réw-

panie: .

(143 1) R,=(V,+%’g) i=_495 (—1)s (nl)[
5

A

‘Te reakeye osiggajg najwigkszosé bezwzglgdnej wartodei dla
z2=0:

L S i e S

ktéra przy liniowem obecigzeniu ¢ calej rozpigtosel b (t. j. gdy
b, =b) nie moze si¢ staé nieskonczona, jak w przypadku plyty
bez #ebra (§ 12), poniewaz teraz zebro bierze gléwny udzial w prze-
niesieniu tego obeigzenia.

Calkowitg reakeyg polowy podluinego brzegu plyty I okresla
wyrazenie:

(145) &y = f‘R e R 4961 ""("“ 1) ’ (”1)_‘__

496( +p)2‘( 1) J_'= gbl 411’( +ﬁ)2“ 1) {“1)‘0

Stad znajdujemy przy pomocy warunku réwnowagi

‘b,
28 + R+ ghl + 15! =

reakcyg podporowq zebra
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n-—1

__ 96 8¢ a+ﬂ) (—1)2 (n:
(146) B=—" 2‘

zgodnie z wynikiem obliczenia g, réw. (42).
Najczesciej bedzie mozna poprzesta¢ na przyblizonym wzorze:
n b| g’ ¥ 4 b’

e l“ ~

s sl
(146.&_‘; R e bs _|_ qu(a'i_ﬁ) ( 2'-) 2 b B, 2 b

242t

ktéry powstaje z (146) preez zatrzymanie pierwszego tylko wyrazu
szeregu. Ten wzér upraszcza sig jeszeze w przypadku obeigzenia
calej rozpigtosci (b, = b, = b) na nastgpujacy:

ot — 2c— £
a4 R=Y +8?"(a+ﬁ)m wnln ol
- —2c+2(a+,6)

W miare skupienia obcigzenia maleje widoeznie dokladnosé
przyblizonego wzoru (146).

Wyrazenia dla wielkosei statyeznych wyprowadzono wpraw-
dzie w tym paragrafie przy zalozeniu przypadku I (H* > B, B,),
pominigto jednakie przejécie do przypadku II i ITI, albowiem przy-
tem zmieniajy swg postaé tylko ogélne wzory (124, 128, 1321 139)
Jako funkeye z i y, gdy tymezasem pozostale wzory mozna stoso-
waé bez zmiany. Z tego teiz powodu brak I przy ich liezbach po-
rzadkowych,

IV. Plyta prostokatna brzegami podiuznemi
a poziomo podparta i utwierdzona brzegami
poprzecznemi b.

§ 18. Nowy sposob rozwiazywania pewnej grupy zagadnien
ptyt prostokatnych.

Jak jui zaznaczono w § 13, mozna do rozwigzania niekto-
rych zadah, cdnoszageych sig do plyty prostokatnej, uzyé z korzy-
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dcig rozwigzan, uzyskanych dla plyty nieskonezenie dlugiej. Skoro
mianowicie znamy réownanie powierzchni ugiecia dla nieskorfiezenie
dlugiej plyty o szerokosei b, ktore odpowiada dowolnemu zreszta
obcigzeniu p(x, y) prostokatnej czesci plyty o dlugosei a. to dzie-
limy plyte liniowemi podporami poprzeeznemi na prostokatne pola
o réwnej dlugosei a i obcigzamy wszystkie pola naprzemian danem
obcigzeniem p i obeigzeniem p* . uksztaltowanem symetryeznie
wzgledem pierwszego w odniesieniu do pionowej plaszezyzny re-
akeyj podporowych migdzy obu polami. Wytworzona w ten spo-
86b powierzchnia ugigeia nieskonczenie dlugiej plyty musi mied,
gwoli symetryi, we wsaystkich punktach prostej pedporowej sty-
.czne poziome; przeto powstaje przytem taka sama powierzchnia
ugigeia, jak gdyby plyta o dlugosei a byla wzdluz brzegow & do-
skonale utwierdzong.

Nieznane reakcye podporowe brzegéw poprzecznych naleiy
teraz pojmowaé¢ jako ujemne obecigzenia 1 odpowiadajgea im po-
wierzchnig ugigeia &, (v, y) nieskonezenie dlugiej plyty trzeba przed-
stawi¢ w postaci Fourier'owskiego szeregu o zmiennej y. Ozna-
czywszy przez (! rzedng powierzchni ugigeia plyty nieskonczonej
bez poprzecznego podparcia przy obcigzeniu p 1 p¥ mamy:

E=0+10

jako rozwigzanie naszego zadania. Spolezynniki szeregu dla §, wy-
znaczymy przytem z warunku, ze w prostych podporowych musi
znikaé {, + L.

Podobniez mozna postypié i w przypadku swobodnego pod-
parcia calego obwodu plyty. Wtedy nalezy na polach ab nieskon-
czonej plyty pomocniczej umiesci¢ naprzemian obcigzenia p, — p*
P, —p* ..., przez co powstanie falista powierzchnia ugigeia z pro-
stemi przegigeia na granicach poszezegilnych pdl. Wskutek tego
anikaja momenty zginajgce wzdluz tyeh prostych, a réwnowaga
dowolnego pola ab plyty nie bedzie naruszona, jezeli je z obu stron
wyeigé i wzdluz nowych brzegéw swobodnie (poziomo) podeprzeé.
W ten sposéb otrzymujemy wyrazenia dla [, ktore sig odznaczajg
szezégllng prostoty nawet w poréwnaniu do rozwinigé znalezionych
przedtem dla kilku prostych przypadkéw obeigzenia plyty réwno-
kierunkowej.

Takze w praypadku utwierdzenia jednego tylko brzegu i swo-
bodnego podparcia innych brzegéw prostokatnej plyty da sig trak-
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towanie zadania nieraz znacznie uproseié¢ przez zuzytkowanie roz-
wigzafi pomoeniezych dla nieskonezenie dlugiej plyty. Dejmy na
to, ze szukamy powierzchni ugigcia plyty prostokatnej ab. wzdluz
jednego brzegu poprzecznego b doskonale utwierdzonej. a zreszty
dokola swobodnie podpartej, pod wplywem obciazenia p(x.y). —
Wtedy trzeba nieskonczona plyte pomoenicza o tej samej szeroko-
§ei b rozlozyé na pola o dlugosei a i obeigzy¢ nastepujgee po so-
bie pola wedlug schematu:

w,n4 1, n2 n43; n44, 045, 046, n47;...
2X 2 e Pl i B8 GRS S e

Tutaj oznacza, jak pierwej, p* obeigienie symetryczne wagle-
dem p w odniesieniu do prostej rozdzielajgcej pola n i n—1,
wizglednie n+4 i a0, jako osi symetryi. Pod tem obecigzeniem
powstaje oczywiscie falista powierzchmia ugiecia {, o dlugosei fali
4a i prostych przegigeia migdzy polami n—1 i u; n+11i n2;
n43in44....

Dzialajac teraz w prostych rozgramiczajacych pola (n, n - 1);
‘(n+2, n+38);.... naprzemian do gory i naddl réinemi zresaty
reakcyami R, i oznaczywszy przez [, rzedne powierzchni ugigcia,
wywolane tylko tem dzialaniem, mozemy znowu rozwigzanie na-
szego zadania przedstawi¢ w postaci

{= ;l +§h

jezeli sily K, wyznaczymy tak, aby wypadkowe ugigeie w odpo-
wiadajaeych prostych granieznyeh bylo réwne O. Kazde bowiem
pole plyty nieskofiezonej znajduje si¢ w tych samych warunkach
statycznych, co dana plyta prostokatna o dlugosei a i o szeroko-
sei h. We wszystkich trzech przypadkach polegaja korzysei przed-
stawionej metody rozwigzania po wigksze] czesei na tem, Ze sze-.
regi funkeyi wykladniczych o postaci

2 e-k(ui-'}

L]

dajg si¢ bardzo latwo sumowaé.
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§ 18. Rozwiazanie w przypadku zupelnego utwierdienia i sta-
{ego podparcia brzegéw poprzecznych. Porownanie z wyni-
kami pewnej reguly praktycznej.

Zalozywszy obcigienie p(y) niezaleine od z, upraszezamy
Jjeszeze rachunek, gdyi symetryezne obeigzenie sgsiedniego pola
pozostaje to samo i nieskoficzona plyte pomocniezy trzeba obeigzyé
na calej dlugosci jednakowo. Przy obiorze poczatku spilrzednych
‘w rogu plyty, bedzie powierzchnig ugiecia plyty pomocniczej okre-
$laé réwnanie

bt o
&= —..2:‘ sin ?f;?, »n=1,23,..)

t* B,

jezeli oznaczymy przez

2 : . nmy
€= -b-fp(y)sm p O
o

uwazane za dane spélezynniki Fourier'owskiego rozwinigeia funkeyi

ply) = Zc. sin ﬁ:’y.

Skoro wyrazimy nieznane reakeye p’ poprzecznego podparcia
takie w postaci szeregu trygonometrycznego

VI r gin TOOY

Py = Zc sin —
i obliczymy wedlug § 12, wzglednie 13, ugigeie punktu plyty
(#, ), pochodzgce od 'p’, to pray dzialaniu tylko sil reakcv_]uych
lesacych w plaszezyinie YZ bedzie tem ugigciem

e, ﬁe ﬂ—ap P o -
n‘Bz ﬁ'__a’ sin b _b(z!yL

a zatem przy dzialaniu wszystkich reakeyj plyty nieskofczenie
dlugiej powstanie ugigeie:
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— & :EF("“ + r,y) +2F(ra —z,y)

r=0,1,2,.- T

dla
0=zx=<a

Zwaiywszy, ie

2" 8_ ﬂ“( ra-tx)

rol, 2,80

na
jako suma szeregu geometrycznego o ilorazie ¢ # <C1 na wartosé:

e;‘ —1
i podobniez
_E("__.) -_.Eg
na 7
=128, ef —1
mamy
= Ch"?
LRI B e s
2n‘B 2 ft—a? Tt
2a Ch% nmy
i _.--——)sm 5 "
gt
Warunek

(C: + g!)--o =0

dostarcza teraz wartosci nieznanych spélezynnikéw

1 2(@4-p)en

c” — ‘.- el CMSEST S - =S N

1 2a 1
1+ﬁ— ; .1 A

Po wstawieniu wartosei ¢, i ¢, w wyragenia dla {, i {,, otrzy-
mujemy szukane réwnanie powierzchni ugieeia § ={, 4 {, w ogél-
nej postaci:
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(148.T) s 2:_[ (ot

k"> + B..Ch —ﬁ)] sin 37

Przytem oznaczono dla skricenia:

2 : . nm
¢, = -b-fp(zf) m‘—b'--y dy,

i e“-l-_-_l

...aGtk2 *ﬁm_ﬂeﬁhi—l —[)‘Cﬂl d
ei—1 ef—1
Tak wyglada rozwigzanie w przypadku I (H2> B, 5,) W II

przypadku (H? = B, B,, a = §==1y) przeistacza si¢ réwn. (148.1I)
~ na nastgpujace:

(148.10) g—-TBZ";‘[ 1 4% ":+

+(A T —-) sh™ }sn’-’g‘!

Stale 4’ i A" okredlajg wzory:

=1 ' s},_;

(d8e) . L= - A_A,Lthéi,-—- ......
Sh— i

r+7 +

W III przypadku (H* < B, B,) znajdujemy nakonlec.
bt B, GO e nx
8.0 Z=_ 2;[1_ (cos 5+ Kesin ) 2 4

+ (K cosy K2 vin ’;)Shf}sl a

Z oznaczeniami:

(148) x:=ﬂ(mm — .;;f)- K

? " =
a .8’! '&; +ﬁ‘ﬂlnF

K.

=]
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g Sh™ ’ gin
(148b) K .._____.____.__Pi.
o' Sh—, -}— ' sin ﬁ

!

stale @’ i @ majs tutaj poprzednie znaczenie (ob. § 12).
Stosownie do tego wypadajs dla najwazniejszych wielkosci
statycznyeh w I przypadku wzory:
2
SRS
nta®  my a

—“--C’"?)‘(nﬂﬁ- m.)(ﬁ 8 ﬁ"‘”‘ﬁ)]}“‘“ 0

9.y M=2 B’ {

n’B

i M'_u'.—f!*’ [ mm’ﬂ' ‘3"' ?—_
R SR
(151.1) D=:';-,.16:2“’”. a,,*a( Ch-ﬁ At LA

+%"‘Sh-ﬁ-)cos ??;:_13_’,
(152.9) (M,). f‘,ﬁ'z - ( 1)'-—%: ;)sin“{!,
188D (Myeo= 2 (M)
- ' b' 1
PR S LI o 8
‘. saé.,
.
TE :
+g . T Mﬁ) iin ™29
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bt
g
5.1 (g=r B (145 %, - S::'f“ o
3 2a
O
peiclrg ﬂhﬂ'ﬁ’) nay.
Bu—a.. Sh:; b
sin Y
0.3 1 R (P e Sig -
5 s gl
(B,)_,--(V,), e uzw [1 (my,a ) ng i)4-
2a
o njia '
-+ (my, 8) ——ﬁ—(g’w —)]
26
(167.1) - ( )
~1a - =—2
s =(Vu=—7 I 1m0 ; +
: 2a
7 Boty bet
+(m1: ﬂ). —ﬁ ‘(ia z)J
Shyg

se skracajgcemi oznaczeniami:

(167a) . (m,a}—;,”“ [b’ (20""»1)“1];

nta'\ B

(”‘up)-_'ﬁ——ﬁ ulf;‘(ﬁ,-l-) ]
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(158.1) R,= f Rldy_ @ —a) 3%, oo, s . B

st ﬁn — g

_(ﬁl_ l) 1_ _.__.s.a
‘-1,3,5 ﬁ C‘h ﬁ aCﬂl?—a

(Ba)ymo= f ERs>--«dx= iX; (“*’ iﬁ..:i,)

B, L :: 2‘ e __!%':‘i- (a - g’?:_‘:f)

(159.1)

Z ostatnich trzech wzoréw wyplywa, jako poigdana préba ra-
chunku, wynik:

2 By + (B0t | Rs|r+o—2ab ,;=ffp-dxdy |

zgo‘dny rzeczywiscie z o'gélnemi warunkami réownowagi. Naroznych
reakeyj niema, poniewaz D znika w rogach plyty. Dla ugigcia

% G a
w o8l symetryl x — 2

oY ghier 1 F _ o |4, "™
(160. T) (Qv-%_n'ﬁanz‘:‘[l = (Sh.’;'f s:.”“)l sin 7

28 2a

otrzymujemy jeszeze wyrazenie:

Najwazniejsze odpowiadajace wzory II-go przypadku majs
postaé nastepujaca:

na na

A
(162 .10)  (a,),_=— 'l/_. PR ey
. a2y B, sa’f‘-"‘ _}_gm : b
y Ty
(153. II) ity L 2 B b

My By
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(5.1 ) 5=/ 2 2‘»[“_]/34

na(l_ 1 l/}{.'l)L ni l/
_}.227'_ myy B 2y "" -"'_
Sﬁm _I_m
ek Asl
. 3 ¥ 3
(156. I1) (M), p= n')n"{
na B na 1}/B n
e ARG *_!.) h - (1 .j/__'_)s
_2?3’_(_ a m*j/B: oy 1%l 3,)° 2??]_
na na
Sh
Y 3 14
o, ha -
(156 . 11 B =2 ¥" ¥ _1- in Y
+ k) yz -;;l—u—-m- . B1n b
:
. (157.11)

il

| ®o=, 3% 11 —

na . wa

?’+?

(Ry)ys== — i)‘i—_ -1;3"‘10" {1 i
2(y’+l)Sh “on’ (-—.r)—(y [ +2 ShiyySh [-—z)]

Z oOznaczeniem

2(7-+1) Shiy Oh (5 —a) ‘—llﬂq(}k’-’z 2" 5" sn (2 - )]
o B fox. o0 I e R i .r.(?il
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g
(158 .11) R = i’:’ ‘: o
#=18.. bfa‘ =
g
s gy
b - 4
(Bs)ymo= T :1 (a -n? n}; na)
" hh +
(159 11) et F
sl g
ol b y(HIJ”"‘r.(ad_‘i_z_ P s )
7 - n ‘Shtlg na
74
LN na
8 pou L 2b e, 2y 24( . ma . nay
(160.1I) (L)amg = 5 Zﬂ‘ ;’.@ i -%.(Ckg—? — l) sin ==
¥ 7
Nakoniec w III przypadku otrzymujemy wzory:
RS , 1 b B 1 2K,, . nmy
2.0 (M)i=— - s e
(152.11I) (M,), ol 2:1*(.8" a'* o« ) sin
(153. III' 3 (_‘1!2},_0— 1 B‘( !1),_0
& s o AR AN PR VL
(154 U0 (M), = /.2 _M, m+(c = ] e
""3
Rraty . }1 " "
S 7 ey st - S (R s e
+(J“ m‘l) h ,3 Tl ms)bh ﬁ'+
W e o e . nz| . muy
P W “1s Bt —
i ‘ C - . ) Sh o i1 ﬁ'.‘ sin =
Tk o ; b €. - m:
(155, III) (Mz)z_a._. l B o e '”1 1)0;. on 5 +

O -
“——h_)r‘h"

T

Archiwam C. 1. 4.

+( Tsi 5+(

+ K, )bh"f

-3

n:c

K cos 5 +

ny

sin *'—

14
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z nastgpujacemi wartosciami spolezynnikow:
2h2 ﬂrz i a»a K" ks 242 '“3'2__ ai! =
4 7 e R A L o
W . Y IS A RIS G b o i G
C. _ﬂ’ﬂfﬁl( -2a)ﬁ! 3 _I‘"n): (’n _;T_'a.rﬁ: (Kn _:)-_a_.r'ﬁ; = 1)1
PTL oty . c, K, [ja B\ . nay
1s6.I0)  Ry= . 3705 (E'+a’) sin "1
b e, L W N v R W
(Ry), 0= nz_' = (1+ N.Ch ", cos ﬂ,+N,ch o g -
N, Sh -"f’cos ’;’-{- N Sh ::" sin ‘;f).
(157, III) -

:R’iv_.=i2‘(— 12"",« (1+ N, (‘fa :‘:—E—
: nx . ?II)

TR e e
B NSk ™ NS
<+ N, (,}1 . 8in ,,-[- «Sh ; cos .3'+ o Sh @ o0 I

z wartosciami spolezynnikow
20C 20 1

= e s S

N, c(B +m,) 1, N, (B,+ml) X,

2
(!

2¢ 20 | 1
No=—c3 + ) K, N'=—c"[2 ) R
5 T o)t T

B 4 u"+ﬁ" K. 4bS B,

(158.1II) R, = a5, "E}iﬁ-s - ql n‘ﬁ
B 4K 2 |/3
(BQ).-O—RX”' (a_uﬁ_'_n’ F )
(159 » III) Ry s b (____l)u—-lcn ! 4@; b2 _B],
.R’!y—l‘_“ T (Ia-_ n g a? -'J-

"

Znaczenie praktyczue majq przedewszystkiem nastepujace szcze-

golne przypadki obeigzenia a) p = p, + P‘ ------ y (obeigzenie "hy-

drostatyezne); b) p = g = stalej (obciazenie rowuomlerne).
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Przy obeigzeniu hydrostatyeznem trzeba w powyiszych wzo-
rach wstawié¢

s 2 (ot (— 1), (n=1,2,8,.),

a przy réwnomiernie rozlozonem:
4
€, =C, == — (g=1.8 5
s 9.’ \ -ges b | )

Dla obcigzenia réwnomiernie rozlozonego otrzymujemy z (148 .1I)
nastgpujace rownanie powierzchni ugigeia w II-gim praypadkn
(H'=._31-Bz)-

491’} [1-——(1-;-4 )Ck-----}—A,( ¥

n-‘,m

(148.11b) =

nay

nr na nry .
Cih ) Sk ]sm-----
Ty Doyl My b
Tutaj oznacza jak poprzednio:

na A

a1 175
50 i i ”V_B:
? 'y

Po wstawieniu w powyiszym wzorze wartosel x= ;, y:-; wypa-

da dla strzalki ugiecia wyrazenie:

o] IR 1 S Wil . b
4gb* wi(—1)2 27 8, T 2y('h2y
-——1 ;;-‘_E_! 2 ﬂl 1 2 _—Eh =&y
L '; + _?
albo

w1 ”_a___ uj Lk !IG
f= Bgbt §r(—1)2 (Ch 2y 1)(81'2?_". 2 ) gb*
S5 ﬂ'ﬁ,z nd ;Sh”a + na =9, B,_

y ?

Kilka wartosei spolezynnika iiczbowego Y zawiera nizej
14*
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umieszczona tabliczka, przerachowana z tablicy 9 w przytoezonej
powyiej pracy Nidai’a, w tym bowiem szczegilnym przypadku,
stosownie do rozwazan w § 7, da sig rozwigzanie dla plyty réwno-
kierunkowej przenies¢ bezposrednio na plyte nieréwnokierunkows.

4 | |
a E-g | I ; |
= = 06 08 | 1 [ [

P =0,00029,10,00091,  0,00189,

0,00355 | 0,00847 | 0,010561 | 0,01302
Dokladne obliczenie najwigkszych wartosei momentéow zgina-
jacyeh da sig latwo wykonaé w przypadku obeigzenia rozlozonego
réwnomiernie, przy pomocy formul (152 —15D), poniewaz te war-
tosei wystepujg widocznie w punktach (0, b2) i (g, ;) Inaczej ma
si¢ rzecz w przypadku obeiazenia hydrostatycznego (trapezowego),
gdyz wtedy wypadaloby rozwiazywaé zlozone réwnanie przestgpne,
Z tego powodu musimy si¢ zwykle zadowolnié obliczaniem warto-

dei momeutéw w punktach (0, g' 1 (—_a:, g), ktére tembardziej beds

sig zbliza¢ do najwigkszych wartodei, im mniejszg jest réznica
Pr— P

Interesujacym jest rozklad reakeyj podporowych wzdlui brze-
gow podpartych a. Z wzordw dla R, czytamy mianowicie, ze te
reakeye staja sig w poblizu rogéw plyty ujemne, t. zn. skierowane
ku dolowi, podezas gdy w okolicy érodka brzegu sg dodatnie, tak,
iz calkowita reakeya R, wypada stosunkowo mala. Ta reakcya
znika nawet zupelnie w granicznym przypadku b = oo, przeto przy
malych wartesciach stosunku a@: b przenosi sig prawie cale obeis-
zenie plyty na'podpory jej utwierdzonych.brzegéw b. Reakcye R,
tych brzegéw ubywaja wprawdzie takze od érodka ku rogom, gdzie
staja sig véwne 0, lecz pozostajy wszedzie dodatnie?,

' Doéé¢ rozpowszechniona regula praktyczna zaleca wykonanie prayblizo-
nego obliczenia statveznego plyt betonowych uzbroionyc-h sna krzyz¢ w ten
sposob, iz obeiazenie rozklada sie w odwrotnym stosunku ezwartych poteg roz-
pietosei na obadwa kierunki niosace (Tragrichtungen), a nastepnie rachuje sie
temi czefciowami obeiazeniami jak zwykle (wedlug wzoréw dla belek) i do tego
stosuje sie uzbrojenie”. (Prof. Mérsch Dr E.,, Der Eisenbetonban, wyd. IV
z r. 1912, str. 363). Ot6z ta regula prowadzi do wynikéw praktycznie dopuszezal-
nych tylko w dwuo przypadkach, a mianowicie wszechstronnego swobodnego
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§ 19. Rozwiazanie w przypadku zupelnego utwierdzenia i spre-
2ystego podparcia brzegéw poprzecznych, a zarazem cze-
sciowe rozwiazanie zagadnienia plyty Zebrowej. '

Bardzo dluga plyta, opatrzona w réinych odstgpach jednako-
wemi zebrami poprzecznemi, wydzielajagcemi z plyty pole prosto-

podparcia i wszechstronnego uiwierdzenia. JezZeli jednak u jednej plyty zachodza
oba sposoby ustalenia brzegéw, to zastosowanie doslowne powyiszej reguly
prowadzi do calkiem grubych bledéw Tak np. wynikaloby z niej dla plyty
kwadratowej, w obu kierunkach jednakowo uzbrojonej, Ze w przypadku podparcia
dwu réwnoleglych brzegow, a utwierdzenia dwn' pozostalych, ea calkowite re-
akeye wszystkich brzegéw réwne (B = R, zaloZywszy obciaZenie rdwnomiernie
rozlozone), jakotes, Ze najwiecksze momenty M,, M, w frodku plyty, oraz
najwickszy njemny moment utwierdzenia M, stoja do siebie w stosunkn
i Tua
24° 812
I daja najpierw ogdlnie dla przyjetego obeiazenia:

16 31 ¥ Ch nme 4 1
Zm Sh ume -+ nme’

=1:3:2. Tymezasem nasze Sciste wzory teoretveine dla preypadkn

newly 8 0.
__4} vl 4 a Chume—1 )
B=nt n*(a"ﬁhe'ﬁi‘iiiné;{—xans}’
nwel8.6, ...
woy WE  NTE L NAE
Ll 8 gut wi—1)2 2 Ch_g____bk 2
T 5*2 n* ° Shnnme -+ nme
=150, .0
* = nae nawe
1 8 (—1)e o y Ty
My= _qb®— " gb* 2‘ B e .
8 a3 ns bk nae —§~ nme
: n=1,8.8, 00

o g SR o 1
= M4, M M= 'Lm,B”"“
n—1
4 qa* w(— )3 Sh nmwe — nne_
e L

7Sk
no=T.3,000.,

" Sh nne -+ nne’
a w szezegdlnodei przy a=b, B, = B,, my = m,:

16 s(Ckn 1 Ch3n—1 Chdm —1 )

h= &Hm+m&w+m+wa$%+m+
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katne o dlugosei a i szerokosei b (rys. 21), wygina si¢ pod wply-
wem obciagZenia symetrycznego wzgledem plaszezyzny osiowej kai-

/4///////"////,4 3
o

s VB
Rys. 21

dego zebra tak, jak szereg plyt prostokatnych o wymiarach a 1 D
przy swobodnem poziomem podparciu brzegow @ i poziomem utwier-

I A i A s et it i I S P AP PR - e

EaSialy Sl g%
i i o i o 3 1 Aneq . 7 2,
= Shatar 21 Shsnfoa
 on T sk Tarialr
e, PSR AN I R SN . O TR
1P 5 2 " Shatax 217 ShBatsx T
e ig (bhn--—n 1 Sh3n - 3n+ Shbn—bHn )
Shmw+n 21 Sh3n43x " 125 Shdatbn
Stad wynika pe pierwsze: A

: bt
R = 0,79 %’ By = 021 ‘32 :

ezyli, ze brzegiutwierdzone przenoszanapodpory okolo 79:21 =38
razy wieksza czeddé calkowitego obeigzenia od tej, jaka przeno-
sza brzegi swobodnie podparte; powtore zas:

1 . 1
i Boasl wuiis ain - % bt 9
M; = 0,0285 gat = 35,09 qa?, M; = 0,018 gi? 63,29 gb®;
M, =M |} M; =0,3011 ga®, My = M;+ } M; = 0.0206 ¢b%; -

1
M{? = — 0,0699 ga? = — i4,—31 qa’.
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dzeniu sprezyscie podpartych brzegow 6. Obrawszy uklad spolrze-
dnyeh XOY w sposéb, uwidoezniony na rysunku, mozemy réwna-

A zatem:
M,z My: — M = 0,0811:0,0206 :0,0699 = ~8:2: 7.

Wedlug tego ma M, z poirod wszystkich trzech momentéow najmniejsza
wartos¢, podezas gdy przytoezona powyzej regula praktyezna prowadzi do
wprost przeciwnego wyniku i wskutek tego staje sie w rozpatrywanym przy-
padku zupelnie beznzyteczna. ;

Przyczyna tego grubego bledu lezy najprawdopodobniej w zbyt zwieziem
ujeciu reguly, alhowiem prowadzaca do niej my#l podstawowa jest z punktu
widzenia praktyezno-naukowego calkiem zdrowa. Ta myél polega mianowicie
na tem, ze plyte zastepujemy w przyblizeninu dwoma krzyiuacemi sie skraw-
kami, ktére traktujemy jako belki, a z warunkn rdwnego ugiecia w misjscu
skrzyzowania obliczamy odpowiadajace ndzialy obeiszenia ga i gs, Ten przybli-
Zony sposéh pozwala nawet uwzglednié¢ réznice uzbrojenia w obu gléwnyeh
kierunkach, na co, zdaje sic, dotychezas nikt nie zwrieil uwagi. W zastosowa-
niu do naszego przypadku mamy dla strzalki ngiecia skrawka obustronnia

4
utwierdzonego o rozpietosei- a: 3é ¢ "‘; ; & dla skrawka swobodnie podpar-

1
b bt £1 s et . f aie
tego o rozpietodei b: 384'?}} - Rdznice uzbrojenia thkwig tutaj eczywiicie
1

w belkowveh sztywnosciach zginania B, = Ev 1, i B, = Es I,. Poréwnanie obu
wryrazei daje: .
. __5B, B,
gd'gl""" a‘ ‘b‘-

4 ZWAZYWszY. %e Qu -+ I = q:
o DBy bt o B.at
L= 5Bt +Bat T P T 580 4 Bat

~
Wstawiwszy teraz te wartodci w odpowiadajace wzory dla momentiw
zgiecia belek, otrzymujemy:

prasn Setgoieen Sk, Ko w s e
O 7% et | 3O S i

My=g 9,0t = MY 23,

1 gt

2
8" 5iya P
W szezegiolnym przypadku ¢ =b, B, = B, (¢ = 1) mamy:

?
M, =" qa% = 00847 ga*, M, =

> — 0,0208 ga®,

3 4 |
144 2
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nie powierzchui ugiecia dla rozpatrywanej czesei plyty napisaé na
podstawie rozwigzania w § 18 w nastgpujgcej postaci:

t P b® e, w, . NE o NT
a6y = ”‘[1_5-_%(:: S — 8 505 —

i N - Y . nay

a, Ch e <+ B.. Ch 8 )J sin
Wielkosei ¢, (n =1, 2, 3,...) oznaczaja tutaj, jak w § 14-ym,

spolezynniki Fourier'owskiego rozwinigeia obeigzenia plyty

7y

o 8
p(y)=zc_sm--h .

przyjetego jako niezaleine od z; @, sg nieznane spolezynniki, ktore
muszg zaleze¢ od obcigzenia zeber, tudziez od warunkéw sztyw-
nosei zeber i plyty. Do ich wyznaczenia zastosujemy znowu me-
tode Ritz'a i przeprowadzimy rachunek dla nastgpujacego prazy-
padku obcigzenia:

e

e e o s

po— M{°)=0,0694 gﬂ', awigc:
M :M:— M?=5:3:10=-3:18:6

Teraz ss znalezione wartofei przyblizone juz do przyjecia.

Praktyczna wainoié uwzglednienia réznic w sztywnodei zginania podiu-
énych i poprzecznych skrawkéw plyty wychodzi na jaw juz z ogdlnych teore-
tyeznych badan niniejszej pracy; jednakie w tem miejscu dobrze jeszeze be-
dzie polozyé¢ nacisk na okolicznodé nastepujaca:

Skoro plyte traktowana jako réwnokierunkowa obliczamy mniej lub wie-
" cej dokladnie i odpowiednio do tego uzbroimy w obu kierunkach, to ewentu-
alna réznica uzbrojern musi zmienié rozklad i wielkos¢ momentéw zginajacych.
Ta zmiana moze by¢ w pewnych warunkach tak znaczna, ze cale obliczenie
traci grunt pod nogami. Wystarcza jeden przyklad, aby to wykazaé. Z rachun-
kow na koficu § 14 wynika mianowicie, ze w przypadku wielkiej dlugosei plyty
zmniejsza sie wartod¢ najwiekszego momentu M; okolo 2.6.krotnie, skoro przej-
dziemy od réwnego uzbrojenia w kierunkach @ i b do nieréwnego, przy ktoiem
jest B,=4B,. Szczegiina ostroinosé¢ nalezy zachowaé przy zastosowaniu wzo-
row przyblizonych. Tak np. z powyzej wyprowadzonych formul przyblizonych
mozemy wnioskowaé, Ze przez slabsze uzbrojemie w kierunku rozpietoéei a
(czyli mniejsze B,) osiagniemy korzysine dzialanie w przypadku @ = b, to jest
zmniejszenie momentéw M, i — M), a zwiekszenie M,. Tymeczasem écisle roz-
wiszanie poucza, Ze przez to bezwzgledna wartosé M, nie zmniejsza sie, lecz
powieksza, aZeby zatem w rozpatrywanym przypadkn osiggna¢ korzystne
dzialanie, nalezy oslabi¢ uzbrojenie w kierunku b (lub wzmoeni¢ w kierunku a).
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Stale obeigzenie powierzehniowe ¢ (kg/m?) sérodkowego paska
plyty ‘o szerokosei b, i stale obciazenie liniowe ¢ (kg'm) srodkowej
czescel osi zebra o dlugosei b,.

Wtedy réw. (161.1) przybiera postaé:

n-1
4qbt (—1) 2 (ny) o, ) AT o R
2 . ht A o g
(6. ht= % 5 1 5. _a“(abh = B Sh 3

R 4 . NY
a,, ch -{-«,3,_ s )} sin

(?l' w= LA R (ny) = gin "o b’)

2 b))

a po Zzmudnym, co prawda, rachunku znajdujemy, podobnie jak

w § 16 dla energii potencyalnej ezesei plyty ab wraz z jednem
#ebrem wyrazenie:

(163.1) L, = ;g;: l Zlm)' 'ﬁ..ma..) [ --a’+
P PR o L
At et %l n o
_l.ﬁzg_—4asg: .*. ]+2”' 2'(’::2 ﬂ,.fa;.)’[_

ﬁ.
47 (B*—2Bye) ') (1--w)=l et 85 10)

—3(=% +‘ﬁ‘-- B O |

O wystepujacej tutaj wspoldzialajgeej szerokosei plyty ¢ mo-

zemy na razie powiedzieé¢ tylko, ze réznica a2_ ¢ bedzie dodatnia
i Ze ta roznica maleje bardzo silnie ze zmniejszeniem odstgpu zeber.
Dokladniejszem wyznaczeniem wielkosci ¢ zajmiemy sig osobno.

Gdyby powyiszy rachunek przeprowadzié dla ogolniejszego
przypadku obeigzenia, a mianowicie dla
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P(ﬂ'—"‘Zt‘,mn y Yo =123

to wyrazenie dla L, mialoby postac:

1840 L= (z5) 5 2'5 oy I+

gl et e
47 (B* — 2By0) 2‘:’. (1—w,) }

(Trzy niewypelnione wyrazenia w klamrach nalezy tutaj wziaé
odpowiednio z wzoru 163 .1, przyczem n=1,2,3,...). Dla podwdj-
nej pracy sil zewnetrznych otrzymamy w przyjetym poprzednio
przypadku obcigzenia (¢, ¢') wyrazenie:

(165.1) of v ¥ ¥ qu(-ﬁl}": (my) [a et $%% Y

B, | R —

2'(_1) (ma) &m,)I(ﬂ=1.3,5..

Réwnania warunkowe
d P
30, L= 2L) =0

dostarczajy teraz po lieznych redukeyach:

v

.!:3"’___2c (ﬂ,_]_g
(166.1) ""':B'B’ ey g;"_?a, Ana=18,5,...)
B‘—~2c+” o

7 temi wartosciami parametréw , przedstawia row. (162 .1)
szukang powierzehnig ugigeia. Znaleziona postaé rozwigzania odpo-
wiada przypadkowi I (H® > B, B,); w praypadku II (I.'\"‘—.nI By)
przeksatalea sig na nastgpujacs:
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v
v

(162.11) ¢ =2 2“1?”;“““ [1 —afi4 4;";) g
Bs . \

—(A % ’w)bhﬂ-:l nn::y

b
*
: 1_3 —2¢-— ((?:J}Qq
66. et ’
(166. 11 o.=pi R
?}g 3 n i

Stale 4,. A, majy przytem to samo znaczenie, co w row.
(148 .II). Nakoniee w przypadku IIT (H* < B, B,) przybiera roz-

wigzanie postac:

(162.11) ¢= 4‘3’ “(“1’ ”1)[ mﬂ S
o™ o™k o o W) T nawy
+Kisin ) Oy q( ﬁ, o g ﬂ) }]mn 2
B*_‘)f__(”’)q..
. s 3 (m)g
(166 . I11 “=p 4 K
B ot . a't L g

Wyrazenia dla stalych K, K i K, pozostaja tutaj te same,
co w row. (148.1II). Jak latwo zauwaiyé, przeistacza sig znalezione
rozwigzanie w granicznym przypadku B¥—2B,c==0, t. j. bez zeber na

& =108(g) + &(¢),

jezeli |
: shoe®
s 4?&‘ (_"1) 2 (ﬂ‘l) - ﬂny
gqu v nb‘—B! ”‘ sin - b g
], Byb...
n~1
#2900 (1) 2 () nr p

C9)= op, ymi (@ —a) (abh —B Sh p a,.Ch - e

L - B
niy

+ﬁ-n Ch - )Slﬂ b 1 .
co potwierdzaja wyniki uzyskane poprzednio. W drugim granicznym
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przypadku zeber zupelnie szytywnych (B* = oo) staje si¢ , = 1,
a rozwigzanie zgadza si¢ ze znalezionem w § 17 (dla odpowiada-
jacego przypadku obciagzenia). .

Z powodu podwdjnej symetryi powierzchni ugigeia w rozpa-
trywanym przypadku obeigzenia da sig¢ jej rownanie jeszcze nieco
uproscié przez rownolegle przesunigcie ukladu spélrzednyeh do érodka
plyty ab. Wtedy réwnania (162 .11I III) przybieraja nastepujaca postaé:

P e SRR, Vo
49’5 (n: ﬁ a nacy
(167.1 B, Z BN T B .Sh??'a—ha:g.;}? 008 =,
" 28 2a

a67. 1y ¢= 2% 2('*) &3,

nﬁB‘ ] l
na na na\ . .nzx nr na nr
(s:..‘-,-+----.ch )(,'h——— ’ Sh22 g™ -
. A .._,.2?M X X s « B 4 cos ",
I ol W
‘ + ¢4
dgbt w(ny) BT T ne
ast.an ;=& 3 !1—2 (p,caa,cos o +

bt . N nmy
+FI SN iny )] cos "7

- Dla skrécenia wprowadzono w ostatniem réwnaniu oznaczenia:

: @'Sh oo, 008 g 4 B Ch g o si
(167a) o= ﬂ’ 25'
a’ Sh — 4+ sm——
B cos "2
Fn:a Chg, ﬁ ﬁ'Sk 23,
a' Sh ?-I-ﬁ' sin '
(%=138,5,...)

Odpowiadajace wyrazenia dla w, pozostajs w kazdym z trzech.
przypadkéw bez zmiany.
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Rozpatrzymy teraz blizej ugigeia i wielkosei statyczne plyty
zebrowej przy zalozeniu I-go przypadku, t. j. na podstawie réwnan
(166.1) i (167.1).

Najwigksze ' ugigeie zajdzie nie zawsze w &rodku pola ab, albo-
wiem drugie pochodne

hx

"

ELs s o) o, 1P 1 Pal  amy
i e LS - 3 L y v i et O8 ———
ox? nﬁBgzm B —Cu | ona @ _ na b
Sh Sh
23 v 2a
tudziez
ne nx
¢ dgh? wor(ny) ®, - 8 Ch-a—- nay
i bt 1 2 PRI g 08 —
dy? B, Law n® B — Cun spMe Sp"? b
28 2a

staja si¢ w punkeie (0.0) tylko wtedy obie ujemne, gdy o, jest dodatnie.
Jakoz, wskutek silnej zbieznosei powyiszych szeregow, jui pierwszy
wyraz rozstrzyga o znaku ich sumy, a poniewaz nieréwnosé > a
pociaga za soba nieréwnosci

B > Cuny ‘15.'&.::\ _l_nai glh '_gmr’
;3;'5)‘:2‘3 aSk-za Sk2ﬁ Sh?a

9
a o, <1, wige gﬁ pozostaje ujemnem, bez wzgledu na to, cay @,

e

jest dodatnie, czy ujemne. Natomiast gt

wartosciach @, widocznie dodatniem; wowezas powstaje siodlowata
powierzchnia ugiecia. a ugigeia érodka zebra

staje sie przy ujemnych

(168) AN r"‘ﬁ]u—w.,)
’..ﬂ n

5B,

staja si¢ wigksze od ugigé srodka plyty:

.1 gt el o (8 @
(169.I) (o= h’n_‘é’zﬂb 1 Ba—GC, Sh na SkE
P 28 2a

To moze zajsé, gdy
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o 7 by
B pne z;’
- g‘E;inl;.'é:

[200]

t. zn. albo przy malej sztywnosei zgigeia zeber w poréwnaniu do
takiejze sztywnosei plyty, albo tez przy silnem obeigzeniu Zebra

a nieznacznem obeigzeniu plyty, poniewai nadto jest

B0 \ﬂ « |

S i
Sh?ﬁ bh2a

18-- 4

Moment zginajacy belki plytowej o sztywnosei zginania B* —

— 2B,c oblicza si¢g wzorem

M= — (B*— 2B,e) (c:’g)

s

! Tej nieréwnodei dowodzi sie w sposdh nastepujacy:

M e, nlm) b

na 2 +ﬂ
Sh Shie

28 g 3+ (;;) -

na

i
a3 'ri_a+n

Podobniez jest

Q.= « +"a.2!2!+‘)—¢_4m(m) -|-
T 2+2=3!( )-l-

Uwagledniwszy jeszeze, 78 > @ i fan > Gan, mamy:

el R a4
fo — = Sé?'na o : o
28 2a

przyczem % oznacza wielkoéé dodatnia.

2=2'+2f4'{ﬁ) +‘_"
M og 2+z-3'(’j;) 4 S
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czyli po wstawieniu wartosei:

' & 4qb® (B* ay) ni
| 10) - M="E (5 —2) I a— w)eos™

Wstawiwszy jeszcze wartosé za w,, mozemy tg formule przed-
stawi¢ w postaci:

e Juq' + M«‘ ?
jezeli przez
ny
M, 59 pim) B — a? i ¥
ey A’-f nt ﬁ,,—a,_ 14 240 — -t ' ___j:;_, -
nf,.—a, B*—2R, ¢
(171.1)
: cOs My
PR 4ol -, PSRRI R
L Zﬂ"1+2 et AN
; " fu—an B —ZHye

oznaczymy odpowiednio wartosei momentu M, odpowiadajace sa-
memu obcigzeniu plyty ¢, wazglednie obeigzeniu ¢ samego zebra.
Stad dajg si¢ latwo wyprowadzié nastgpujace przyblizone wzory dla
zastosowan praktyeznych:

8 95' sin 2bb cos ?;)y
171.1a) 2 et g 73 ’
( ) ‘ 31(%{3}1_!-9 (@, 8) By .
- B‘ <o 23’
()
i j(lms 8) B,
1+2 s
Obok symbolu
. - AR a!
o ._f; et £
g8 Cth éﬂ - u('ﬁ:zd

r
oznacza w ostatnim wzorze M’ moment zgigcia prostej belki, o roz-
pietosei b, niosacej to samo obcigienie, co zebro.
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. e o ;
Dla a = oo jest Cth 23 ._Cth2a =1, a wzory dla momentow
przeksztalcaja si¢ na odpowiadajace wzory paragrafu 16.
Z przyblizeniem zupelunie praktycznie wystar-
‘

B,

czajacem mozna to jui przyjaé przy a= 3b

4
W granicznym przypadku @ = ﬁ:it/gl =y (przyp. II) jest bo-
2
wiem wiowezas
a

~942  Ch " =~1079, Sk ° = <1075,
Y 4

Ch
Faas

=:-¢n

ol i P % Segg0n
Sh [ﬁ-‘i]ﬂau 50 1
Ty

~e.

4 zatem odpowiaddjaca wartosé wyrazenia

ﬁz_a!-

I.jlil ~— Uy,

4

rozni sig od wartodei

tx-}—(}-—-hm anets

(nmoa) 8» n G

mniej niz o 0,6°,. Ta cyfra okresla mniej wigce] wyiszg granice
4

bledu wielkoéci'z'd,n popelnionego przy a = 3b l/g‘ przez przyje-

cle @ = oo,

Blad M, bedzie oczywiscie w tych warunkach jeszeze o wiele

mniejszy i M, bedzie mozna obliczaé wedlug wzoru
4

(135a] juz mniej wigcej przy a}%l/ga

a

Jezeli zebra sq bardzo geste, ezyli przy malych wartosciach
ﬁ! —
a:h, to wvrazeme -

S zdaza do granicy
L e
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a poniewaz wtedy mozna przyjaé 2c =a, wige wzor (170) dla M
przeistacza si¢ na nastepujacy: '

4 -_"' 'vl 4 o
a12) o= e (1= 5) ¥ @l g4 () ] eon "}

Jezeli tutaj pominiemy 2B, a:B* w poréwnaniu do 1, to wy-
razenie po prawej stronie daje dokladnie momenty zginajace belki
swobodnie podpartej o rozpigtosei b, ktora w srodkowej czgsdei jest
na dlugosei b, réwnomiernie obeigzona cigzarem ag (kg/m), a na
dlugosei b, cigzarem ¢’ (kg/m). A zatem sposob obliczenia uzywany
w praktyce daje rzeezywiste wartodci momentéw zgigeia tylko przy
bardzo malym odstepie silnych zeber polaezonyeh ze slabg plyts.
7 powigkszeniem odstgpu zeber styje si¢ rzeczywista wartosé¢ mo-
mentu zgigeia w belee plytowej wedlug powyiszego wzorn z reguly
mniejsza, od wartodei obliczonej w zwykly praktyezny sposéb.
Przy dalszem zwigkszeniu odstepu zeber moze przecenienie warto-
$ci momentu zgieeia zwyklym sposobem obliezenia pGjsé dalej, a to
wskutek przyjecia zbyt malej wspoldzialajacej szerokosei plyty. Pray
pewnych anormalnych wartosei stosunku B,:B, da si¢ pomysleé
takze 1 przeciwny przypadek, atoli ten wyjatek nie moze mieé pra-
ktycznego znaczenia. Z powigkszeniem odstepu zeber rosng oczywi-
dcie momenty zginajace plyty M, a poniewaz tych momentéw zu-
pelnie si¢ nie uwzglednia przy zwyklym sposobie obliezenia, wige
rozpatrywane przecenienie momentow zgigcia kompensuje zapewne
owo pominigeie w pewnych okolieznodciach.

Podstawiwszy we wzorach (171.1) y =0, otrzymujemy do-
kladne najwigksze wartosei momentéw zgigeia w naszej belce ply-
towej. Odpowiadajace wzory upraszezajy sig jeszcze w praktycznie
waznym przypadku szezegélnym b, == by = b, t. zn. gdy obcigze-
nia ¢ i ¢’ rozeiaggaja sie na calej rozpigtosei b. Wtedy przy uizyeiu
symbolu

(174.1) (@,p), = _f;.._. ag’ e
ﬁCﬁ:iﬂ —a(_.tkg-&

mamy dokladnie: -

Archiwam C. L 4 16
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-y

(173.1) uu,)mzs.?::’_zv(-;l)é | (_a,p’)

ff,
: +n H* —-23,:-
4B (1) % 1
(M )-M'“" ﬂ- 2 ”' - 2 ( 3)
. 1+" T .9. _

a w przyblizeniu:

b 1
3 it g

2(“ ﬁh 32
1-J"'B"‘ — SR

(178.1a) M,..=(M, 4 M, ) =~

W praypadku 1T (H* = 7, B,) trzeba w powyiszych wzorach
zastapic (a, ), prvw

"% __4
J b e
(174 .11) lim 4 =2y g ;
("P'-JJ o TS I'lu
Sh
S 2 ik b
a w przypadku III (H®* < B, B,) przez
L na na
ity 2 Ko I ord_S¥hers ﬁ_"___
TR e T g

ﬁ'

Dla momentéw zginajgeyeh i skreeajaeych plyty znsjdujem}-
w przypadku T wyrazenia:

M.:—-4qb B, ‘v{»l} 1+ w, ﬁ(b'

nt By e B —@a | \mipr
(1756.1)
-+ R n
1 u..ﬁ ( 3 l)C'JY; e g
— - )—~—— —a - cos —,
m/ g na nlat m, sate W,

28 2a
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% e 496’ 1("!:) |r bt
‘W! ”-"’ 2 } + ﬁqn — Oy .lg (’;‘ﬁ’_ml 3
nx 5 N
i - B b &_ nmwy
(1.0 1= ]) 'H,é‘“?_'la g a‘ﬁfaiim, N ) ;rra s 5
) 2ﬂ Sh
Y — T
pe Ae 2 i) @ | £ Mal g
By s 0, Nl b
Stad wynikajg zaraz najwazniejsze szezegolne wartodei ,
a mianowicie:
W srodku prostokatnego pola plyty:
4gh' B, wm) o, (B (B
Ry e A=EE
- 23
= )__ [ s 1
)~ g o~ )l
Shy .
2a’,
(176.1) P ) p .
- o -
(.M:)ouo—‘ P 28 1 + ﬁ‘n Ish"a ( ﬂ! ”'1
n |I 2ﬂ
2 ’)— -“,,-a(;,-s-ii = ‘)
Sh mny e
2u

Te wzory potwierdzaja wniosek latwy do wyprowadzenia
z rozwazan statycznych, ze (M,),, moze byé tylko dodatnie; nato-
miast (M,),, moze byé takie ujemne, jezeli w, jest njemne.

W érodku linii granieznej ledlY plyta a zebrem maja mo-

menty zgiecia wartosei:

15#
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l (Fdl) T e 49‘()2 El (”l I’b {ﬂ-‘" arm

wﬂ 4 1 ,1 d
0 g8 E, n® | w2\ g2 b ik ﬁu.."‘"“,,.;rm..:l' -—m-}__

e b ()
(My) . . ® “(H'} 1, (*d""'“ a,,,,) -

g0 ‘ n® m\ B2 a?)f.— S &
L
g - e
mentéw byé dodatnie, albo ujemne, zaleziie od warunkéw sztywno-
$ei 1 obeiazemia zebra 1 plyty. W szezegilnosei staje sig M, ujem-
nem przy dndatniem w,, gdy

(178.1) <14-m, (‘;; {;g)ﬂ‘ g

i

(177.1)

Zwaiywszy, #e moga ohie ostatnie wartosei mo-

co zajdzie przy dostateczme sztywnyvh zebrach, albo przy odpo-
wiednio malej wartosei stosunku ¢':¢q. Azeby przy dodatniem o,
wypadlo takze M, ujemne, mnsi sie spelniaé warunek
10 (a I 1
7 . & 2 ( n[_ nT)_
(179.1) wl\]—}m‘ng_.a, 88 ey
co oczywiscie moze zajsé o wiele rzadziej, anizeli warunek (178.1),

g ! oy : :
poniewaz zawsze jest 1 < % Przy ujemnych wartodciach w, sa
1

M, i M, zawsze dodatnie.
Dla sil poprzeeznych plyty otrzymujemy wzory:

Sh™*
V___égb* B w(n,) @, (20 ¥ b")k @
wE 'Fi,z nt B — G |\ By | m, mta? S”iizi_
£ : h —
2a
o ?fx :
PR A
B, ' my. mIp o b’
25'
(180.1)
4g) )|, o |9 (20, 1 atar (’#?
— 1 — __n_._ - . — P
Ky Nt L N ﬂ,,, ., n'a( B, I my, b , na
Sh-
2a
Y
(20 1 ap\ Bl . nay
&Tﬂ(i, ta ) g™
26 :
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Sily przeniesione na #ebro z jeduego pola plyty obliczamy
wzorems:

__4q(a+p) wi) f—a nay
L i W ﬁ-;-.-:d,,,'w" ©os -~

n

(181.1) B, =(V)mz=

. Ieh wypadkowa

1]

i ] n—1
8 (1) 24 S
(182.1) R, ::2f1fldym__ 3;9(04—»‘*)2“ ____];'éf._'fdﬁf_’____;‘ 'y
0 % an (]

moze w pewnych warunkach staé¢ sie réwna zeru, podobnie jak
w przypadku jednego zebra w calej plycie; wéwezas zebro diwiga
tylko obeigzenie wlisne ¢'. Reakeye podporowe podluznego hrzega

/] ’ .
y= okresla rownanie:

»—]
S "/ SO 11 (1) RO LN
(183.1) ""‘*“niE— L ﬁ,..—-a,.n-a(ﬁ,'}‘n?.;“

vl 5 1
_ n’n’) Ch a hr (4C 1 4, "zf? Lkﬁ
bt ) o ha “'n*ﬁ(ﬁ,’*‘% » 7 srefl’
Sh Shos
2a : :

a calkowity reakeye tego brzegu rownanie:

L

L4 ]

E ] s X
i e j‘R,d-»‘:-' 8 :'b 21[_-_1_) 2 (my) ( 1—g:~zz w.).

nt

Przy pomocy oczywistego warunku réwnowagi:
2R, 2R, 4 qab, 4 ¢'by =0,

w ktorym R, ozuacza reakcye zebra, latwo, jak w § 16, spraw-
dzi¢ formuly dla g, i R,.
Dla R, znajdujemy wyrazenie:

n—1

: : ¢ T ) k=113 () |
18.) B=—1 2‘! £ 9.(‘;‘;"_9-’2‘(_ _ ’ua (n) f—a
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ktore w granicznym przypadku bardzo wielkiej odleglosei zeber
przeistacza sig¢ na odpowiadajace wyrazenie (146) w § 16, W dru-

gim granicznym przypadku bardzo blizkich zeber zdaia ;f—’— s

e S AR :
do granicy j 1 poniewas jednoczesunie jest 2¢c = a, wige

u—1
; J e 4 —1) 2
(186) lim &, = — 450 L% 4 LB 3D (n)ag +inly')
Tutaj okresla wyraz ze znakiem sumy calkowity reakeye brzegu
plyty o dlugosci a, ktora widocznie si¢ zmniejsza z powigkszeniem
sztywnosci zeber.

To wszystko, jakotez caly rozklad sil podporowyeh jest, bio-
rge seisle, wazne tylko wtedy, gdy po pierwsze zebra i plyta do-
tykajg wszedzie powierzehni podporowyeh w stanie nieobeiy- .
zonym, a powtére, gdy podpory sy doskonale sztywne. Po-
niewaz rzeczywiste powierzchuie podporowe sa mniej lub wigeej
podatue, wige rozmieszezenie reakeyj podporowych zmieni sig nieco.
Wyplywajgea stad niedokladuodé naszych teoretycznych wzorow
da si¢ w praktyeznych praypadkach niewatpliwie zawsze pomingé;
wigksze zboczenia moglaby wywolaé tylko pierwsza przyezyna pray
sprzyjajacych warunkach.

Przy zastosowaniu powyzszych wynikow do den blaszanych
usztywnionych ksztaltéwkami i t. p., moze np. zajsé przypadek, ze
zebra usztywniajace nie przylegaja wogéle do podpor, a cale obeia-
zenie przenosi sig¢ na brzeg blachy. Wowezas nalezy sig¢ spodaie-
waé, ze nasze obliczenie wyznaczy ze znaczna dokladnoseig tylko
calkowity reakeye brzegu plyty a, ono jednakze nie daje odpowie-
dzi na pytanie, jak si¢ rozkladaja sily podporowe najblizszej oko-
licy konieéw zeber. Wystarczajaea do celow praktycznyeh oceng
nietrudno oczywiseie otrzymaé w kazdym konkretnym przypadku.

Odpowiadajace ogolne wzory w prazypadkach H*Z= B,B, mo-
ina wyprowadzié z véwnan (167.1I) i (167.11T); dla najwazniej-
szych szezegblnych wartosei momentéw i reakeyj korzystniej ntyc
przejéeia od odpowmda._}q,cych formul I-go przypadku.
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V. Kwestya wspoldziatania plyty w belce
¥ ptytowej.

§ 20. Funkcya naprezen w zagadnieniu tarczy prostokatnie
- nieréwnokierunkowej.

Rozpatraymy znowu traktowany w § 16 graniczny przypadek
bardzo dlugiej plyty o jednem poprzecznem zebrze, ktére, ugina-
jac sig pod danem obeigzeniem, zmusza plyte do wspoldziala-
nia. To wspéldzialanie polega na tem, ze takze warstwa plyty.
obojetna przy jej zginaniu, ulega teraz sciskaniu w kierunku zehra,
Odpowiadajace cisnienia a, w przekroju poprzecznym prostopadlym
do zebra nie mogy mie¢ wszedzie tej samej wartosei, gdyi w prze-
ciwnym razie moznaby sztywnosé i wytrzymalosé belki plytowej
zwigkszy¢ dowolnie nawet przy najmniejszej .grubodei plyty przez
powigkszenie jej szerokosei. Bezwzgledna warto$é naprezei o, musi
w kazdym rozpatry wanym przekroju maleé ze zwiekszeniem odleglosei
z od zebra i dgzyé w granicy do zera. Truduo mysleé o dokladuem
wyznaezeniu rozkladu tych naprezen wedlug wymagain matematy-
cznej teoryi sprezystoscl, nawet w przypadku materyalu réwnokie-
runkowego; przyvjawszy jednak, ze ten rozklad jest dla z =0, t. .
wzdluz gebra, z gory dany, sprowadzimy zadanie do plaskiego za-
gadnienia dla plytowatej czesei i mozemy je w rozpatrywanym
praypadku sformulowaé w nastgpujacy sposob:

Dany jest rozklad naprezen o, i 7 na ealym obwodzie pro-
stokgtnej tarczy o szerokosei b 1 nieskonczenie wielkiej dlugosei /
b
2
i z=1; ssukamy skladowych o, 0, ¢+ dwuwymiarowego stanu
napigeia w calej tarczy, jezeli zreszta nie ma Zadnych sil zewne-
trznych,

(gys. 20), nadto rozklad naprezen o, wzdluz brzegow y = +

W praypadku materyadu réwnokierunkowego rozwiszuje sie
zadania tego rodzaju, jak wiadomo, przez calkowanie réwnania ro-
#niczkowego funkeyi naprezen:

2 4 el
(187) ‘."¢+2 s, 18 W, AT
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Wtedy sznkane naprezenia okreslaja nastgpujace formuly ro-
zniczkowe:

) % % Ny -
(188) g, = 9};—” g, = e = é?aiéy'

Dla naszych celéw uogdlnimy teraz rédwnanie rozniczkowe
funkeyl naprezefi przy zalozeniu, ze wlasnodci sprezyste tarczy
prostokatnie nieréwnokierunkowej dajg sig scharakteryzowaé pigeiu
stalemi w sposobh nastepujaey:

Wydluzenia wlasciwe 4, 4, sa normalnemi naprgzeniami zwia-
zane zapomocg réwnan:

g, 1 o 15T 1 o,
A59) Ao o= a, My Q, b a wm a’
a zmiana kata y przy prostem $cinaniu z odpowiadajycem napre-
zeniem stycznem 7 zapomocy réwnania:
T
1%0) ot
~ Liczbowe spolezynniki m, i m, majy tutaj widocznie podobne
znaczenie, jak w teoryi zgigeia plyty prostokatnie nieréwnokierun-
kowej. @, i @, sg uogélnionymi modulami wydluzenia w kierunku
x, wazglednie y; nakoniec § odpowiada modulowi Scinania ¢ ma-
teryalu réwnokierunkowego.

Rozpatrujac odksztalcenie pierwotnie kwa-
dratowego elementu tarczy ABCD (rys. 22),
narazonego na naprezenia normalne o,= + 7
i 0,= — |z, mozna latwo pokazaé, ze migdzy
pigciu stalemi zachodzi zwigzek postaci:

1 my4+1 1 my—41 1
N R L T e et
Z jednej strony bowiem mamy przy bardzo malych warto-
sciach y formulg goniometryczna:
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z drugiej zas czytamy z rysunku:

e b
pol (n ?) — T = I_t(ai tm, a,)

4 -2 "fig:bfﬁ__-»“l-{_t(;‘_i_"i é)
1 &

Poréwnanie wyrazen po prawej stronie obu powyiszych ré-
wnan daje:

m 41 1 me+1 1y 7], (m‘-—l 1 my—1 1)
1( my {E!,+ My %)_22 U m, a my @)
Skoro tutaj pominiémy po prawej stronie maly wyraz o wiel-
kosei glownej ¢ wobee 2 1 zastgpimy y przez

wnanie (191).

Oznaczywszy przez u, v skladowe przesunigeia sprezystego
punktu x, y, mamy, jak wiadomo, ogdlnie:

;-, to wypadnie ro-

an : dv an

(192) i= i=2" yzgz:—i—

ax’ Ay or

Réwnania rézniczkowe réwnowagi (niezaleizne od sprezystych

wlasnodci materyalu) maja przy dwuwymiarowym stanie napigeia
0, 0, % postaé:

. do, i ds , de,
(193) % +3§—-—01 -‘%4—9}_0.

Roéwnania (189) i (192) dostarczajy:

u_o 1o v 9 1o
dz- & m@ Jdy @& m &’
u  dv T
yTa"e

7 tych réwnan latwo wyrugowaé pochodne w i v, rézniczku-
jac pierwsze dwukrotnie wzglegdem y, drugie dwukrotnie wzgle-
dem z, a trzecie raz wzgledem z 1 raz wzgledem y. W ten spo-
sob, dochodzimy do réwnania:
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1 &g, - '1 g, 1 vey b @0 letdie o

(194) al ay! + a’ 3‘-{—" o m!-ag ay' _mlal ax’ 2 g a.ﬂay ‘|

ktére z obu réwnaniami (193) wystarcza do wyznaczenia niewia-
domych o, g, =

Réwnaniom (193) ezynig widocznie zadosé wartosei (188);
podstawiwszy je przeto w (194) 1 wprowadziwszy dla skrécenia
(z uwzglednieniem wzoru (191)):

Qa, 9 &

(195) S T =Gt G=2a,
otrzymamy
(196) 3o AX %aa,,+ 3

jako réwnanie rézniezkowe funkcyi naprezen dla
tarczy prostokatnie nieréwnokierunkowej.
Dla energii potencyalnej

Li=1} j.J '(4?.,0', + 4,0, yr)h dedy

dwuwymiarowego stanu napigeia takiej tarezy (o grubodei /) wy-
pada po wstawieniu wartosei (189) wyrazenie

or? ay* T8 1 1 |
. oy [fh[ Q 7 (m, &, * m,a,.“]ma“_l Wiy

W plytach hetonowyeh uzbmjrmych Jna krzyz mozna ocay-
wideie przyjac

E“F”‘ j+_ E.r_f‘!!; l‘:r P“’ + _hf Fl.- },‘rk(}‘.vu__}_ " F].;'l
I‘:l

g P S Sy (G
albo
(198.1) PEET el
.

jezeli F, oznacza sprowadzone do ezysto betonowego przekroju
pole Fy,4 n Fy, o szerokosei 1, a

F=F,4F,=FK,+4F,=1.h
oznacza rzeczywiste pole tegoz przekroju, '
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Podobniez jelt

. 5y
(198.2) & =k 3

przyczem
Fy=Fy+nk,. -

Przy tem okredleniu moduléw wydluzenia @, 1 @, nalezy

oezywiseie o, 0, 1 © pojmowaé¢ jako skladowe stanu napigeia
w betonie.

§ 21. Przyblizone rozwiazanie w przypadku jednego zZebra

poprzecznego w plycie bardzo dlugiei. Krytyczne oswietle-

nie oficyalnych przepiséw co do ,wspoldzialajacej szerokosci*
plyty.

Powracajac teraz do naszego specyalnego zadania, wyrazimy
uwazany za dany rozklad napreien g, wzdlui zebra (dla x = 0)
ZAPOMOcy szeregu trygonometrycznego
(199) (0)emo= W', cos “‘;-" j

(Przy zalozeniu symetryi wzgledem X-6w jest n = 1,3,0..)
Poniewaz réwnanie rézniczkowe funkeyi naprezen ¢ ma te sama
postaé, co réwnanie rézniczkowe powierzehni ugieeia plyty [(z, y)
dla jej czedei nieobeigzonych bezposrednio, wige kazde rozwigzanie
zagadnienia plyty tego rodzaju, okresla zarazem funkeye naprezei
dla odpowiadajacego zadanis tarezy. Skord' takiem rozwigzaniem
nie dysponnjemy, to mozna nowe zadanie traktowaé temi samemi
metodami, co i dawniejsze; w naszym np. przypadku prowadzi
przyjeeie Lévy'ego, jak w § 12, do nastgpujacego wyrazema dla
funkeyi naprezen:

: e, , Be"ft'.-—- A3 e__;-' N
(200) = 2‘ = = ey T ._b!,

przyceem:
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e R (s

albo po wstawieniu wartosei & = }(@, + )

b |/a, b
: l“ﬁl/a,’ pe==.

Rozniczkujye znajdujemy stad:

ur

v B ut e w— Qe 4 naey
0, — — 2’ C. CO8 -,
b nw— A b

”

HuE e
G SR T A & o

201 =

(201) ) o, . il os —
Ky v @ ple w—A% A . nmy
= 20..5---!-‘-_1_--8111 .

Dla z=occ znikajs wsazystkie trzy naprezenia, jak tego wy-

s ] , by ¢
maga odpowiadajacy warunek krancowy. Dla y = + spelnia

2!
sig tylko warunek g,=a,==0, atoli nie znika naprezenie scinajyce
7, lecz przybiera wartodé:

i

1 ol w—A% A

i
@) @ey=F F (1 ey
Nakoniee dla =0 jest
; , e ot — 43 navy
(203) (0)ems =7, PR e ey 5
+§.

a f (6.).medy nie znika, jakby sig nalezalo spodziewaé. gdyby byl
g .
spelniony warunek krancowy (z),. +4 =0, ale za tospelnia si¢ glo-
wny warunek (199)1,

t Przy zaloZeniu Lé.vy'egﬂ ﬁie mozna spelnié wezystkich warunkdw kran-
cowych naszego zadania.
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Chege zadanie rozwiazaé zupelnie, nalezaloby na znaleziony
stan napigeia (201) nalozyé drugi, wywolany przez nastgpujace sily
zewnetrzne:

b
N " — 211 T > . ¢ -
1) Na brzegach y=—=+  sily styezne, wyznaczone wartoseiami

(202) ze znakiem - .

2) Na brzegu .c== - sily normalne tworzace z poprzedniemi
uklad w rownowadze, a nadto, w polgezenin z silami normalnemi
okreslonemi wartoseiami naprezen (203), dostarezajace wypadko-
wyeh naprezen o, ktore nietylko spelniaja warunek

1\

+3

fc‘-o_dy = 0,

-3
lecz takze wyznaczajs przepisane warfosei dla sprezystych przesu-
nig¢ brzegu r==0 w kierunku X.

Atoli jest rzeeza jasng, ze ten.drugi stan napigeia moze tylko
bardzo niewiele zmieni¢ znaleziony powyzej rozklad cisnien g, wo-
bee czego zrezygnujemy ze Seislego rozwigzania i przyjmiemy wy-
razenie:

T 41.
(201.1) e 2 plf‘_!__lc . CO8 it:y

jako dostatecznie dokladne prawo rozkladu naprezen o

Do wyznaczenia wspéldzialajacej szerokosei plyt Y ¢ W zna-
czeniu okreslonem w § 16, mdeialoby teraz uzyé oczywiscie réw-
nania:

' NapreZenia Seinajace, potizebne do przeniesienia naprezen normalnych
-

o,
o, w kierunku X, o ile . ” nie znika (wedlug réwnania 193), nie moga oezy-

o
wicie wedlug powyiszego zalezed od gruboiei plyty, chociaz czesto sie
spotyka z przeciwnem zdaniem. Przy Seislem rozwiazanin ulegnie ich rozklad
doéé silnej zmianie tylko w poblizu podpor: tam bowiem musza naprezenia dei-
najace zmuiejszyé sie az do zera (na samej podporze). Atoli w &rodkowej zna-
cznej czedei rozpietodei bedzie ieh rozklad odpowiadal weale dobrze formmule
(201).
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w0 v fefee Gog
S

1 1
“-—»(m1 + :g’) ,_fr,]hdxdy.

Wyrazenie po prawej stronie przedstawia tutaj prace odksztal-
cenia jednej polowy plyty, dzialajace} jako tareza. Ta praca jest
przyréwnana do pracy odksztalcenia tarczy zastgpezej o nieznanej
stalej szerokosei c. Na razie jednak nie oplaci sie przeprowadzaé
rachunku na podstawie tego réwnania, albowiem nie znamy do-
kladnie odpowiadajacego stanu napigeia. Z tego powodu mozna be-
dzie poprzestaé¢ na uproszezonem przyblizonem réwnaniu:

+3 w g
(204n) e f (9 gy — 3 fa= f % iy
] - J
2

Obliczona w ten sposéb srednia wartosé ¢ wspoldzialajacej
szerokosei plyty musi naturalnie wypasé nieco za mala. Te war-
toéé nalezy przy liezbowym rachunku wstawi¢ we wzory §u 16
(wzglednie 19); skoro jednakze wypadnie wyznaczyé najwigksze
naprezenia w pewnym przekroju zebra (ze wzgledu na obliczenie
wytrzymaloéei), to do tego jest potrzebna znajomosé wspoldzialaja-
cej szerokosei plyty w tym wlasnie przekroju. Oznaczymy ja przez
¢, Ta wielkosé jest funkeys y i da sig obliezyé z réwnania:

oo

(204!}) €y (GI]M . fdv dz.

Przystepujac przedewszystkiem do wymaczem:a wartodei e,
znajdujemy z (204a) po wstawieniu wyrazenia (201.1) dla o,

(204, 1) | c=1lr(1+“+£“;:“;} :

Z powodu zwykle bardzo silnej zbieinosci szeregéw w licz-
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niku i mianowniku, réini sie wartos¢ powyiszego ulamka tak nie-
wiele od 1, ze w pierwszem przyblizenin mozna $mialo przyjaé

(204,2) c_~§(2+p+2+”J Z'H‘ 1,“___.._ ¥

1+V€ >

]

Cheae rachowaé dokladniej, trzeba oznaczyé w kazdym pray-
padku obeiazenia wartosei spolezynnikéw e, Pokaque sig jednak,
ze te spolezynniki zalezy nietylko od wymiaréw i sposobu obciy-
zenia plyty, lecz takze od szukanej wielkosei c. Przy sposobie ob-
ciazenia z § 16 znajdujemy na podstawie wzoru dla momentéw
(134), ze ¢, jest proporeyonalne wzgledem wielkosci

a+f q
R A 2 (ny) —;--—i—(ﬂ.)-g

nd  u* B* '_. a—i—ﬁ
E-—Zc—}—? <

wobec eczego wypadaloby wspdldzialajaca szerokosé plyty ¢ obli-
ezyé z réwnania

1 2 (n +ﬁ9+ |
.2'”? i ch_l_gf’_"i;f
(204, 3) e=c —— L2 A
2 “—t‘f’q+(n-)'

214‘ % a—}—ﬁ

: i —-~2r-f—2

w ktérem ¢ ozngeza kriotko wartosé pierwszego przyblizenia wiel-
kosei ¢ (wyra.i.enie 204,2). Obliczenie ¢ w drugiem przyblizeniu
wykouywa sig po prostu w ten sposéb, Ze po prawej stronie po-
wyZszego réwnania wstawia sie zamiast ¢ pierwszy przybhtonq
wartos¢ ¢, Odrazu widaé, %e ¢ bedzie zawsze nieco mniejsze od ¢

Na podstawie otrzymanych formul wyznaczymy teraz w kilku
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szezegélnych przypadkach obeiazenia krancowe wartosci stosunku
c:¢, aby sie zoryentowaé co do jego zaleimosei od rodzaju ob-
cigzenia.

1. g=0, by=", t. zn. tylko zebro jest na calej roz
pietosci b obeigzone réwnomiernie cigzarem ¢’ (kg/em).
Wtedy mamy podiug (204.):

ok ~ 1 1 .21 1
L B e 3L —
A (¥ _2.,_}__,‘“_:1,-3.) - ( — % +2°‘+ ]
T set2@+a |3 —2c+2(a+ﬁ :
g et i
2ot iatd ;—@~+Na+m
% 13*—» 2('+2('¢7¢—{—ﬁ)2 1 g*~—2c—|—2 a—}-—ﬁ)’
AL L R e 10 * 4
3'§~4m+ya+ﬁ B

Gdy teraz bedziemy zmieniaé sztywnosé zebra miedzy kran-
cowemi wartosciami, odpowiadajgcemi nieskonczenie silnym zebrom
(B ="o0)"1 meakm'lczeme stabym (B"’_2B,c) to wartné(‘ stosunku
¢:¢' waha odpowiednio miedzy granicami

1 1
g+t
. > <~ =~ 0,999, a
1+ g + o oo
1+35i£'5,4.._._._ 1004 0,990
B i
1+3—‘+5“‘+.-

To wahanie bedzie oczywiscie w pmktyczn'ych przypadkach
o wiele mniejsze i, bez wzgledu na stosunek sztywnosci zebra
i plyty, mozna przyja¢ w tym przypadku obeiagenia z zupelnie
wystarczajacem przyblizeniem :

r

c=cC.
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2. ¢ =0, b, = b, cayli plyta diwiga tylkc calkowi-

te réwnomiernie rozlozone obeigzenie o natezenin
q(kg/em?). Teraz znajdujemy z row. (204,3):

=1+ F )i )

prey oznaczeniu

%+ 2t
. s o
)
a ta warto$é¢ c:c¢’ waha si¢ miedzy
1+§-,-|-§,+...
. l 1 ﬁwl,o(’o’ a
1+y+w+m
- =~0999

1+3.+5. S arie o
odpowiednio do zalozen nieskonczenie wielkiej i nieskoficzenie ma-
lej sztywnosei zebra. Te wahania sy jeszeze nieznaczniejsze niz
w pierwszym przypadku obciazenia, tem bardziej wige mozna
teraz przyjac¢ :

C==C

niezaleznie od wzajemnego stosunku sztywnosci zebra i plyty.

3. ¢ =0, 5, =0, limgb, = ¢"” (kg/em), t. zn. r6wnomier-
ne obcigzenie liniowe na linii érodkowej plyty Otrzy-
mujemy ten sam wynik, co w przypadku 1. Przeto i w tym prz;-
padku jest z wystarczajacem przyblizeniem

c=c

przy dowolnej sztywnosci Zebra w stosunku do plyty.

4 ¢=0,b,=0,lim¢’by =F, t. j. obcigzenie skupione
w $rodku zebra. Dopiero w tym przypadku obeigzenia znajdu-
Archiwom C. 1. 4 16
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jemy wigksze wahania krancowyeh wartosei stosunku c:¢, gdy
sztywnosé zebra spada z bardzo wielkiej wartoéci na znikomo-
mals, a mianowicie jest

gt gt
LGRS T
g gt :
przy bardzo wielkiej sztywnosei zebra, zas
1+3.+5,+
= - =~0,853
o i

przy znikomo malej. Zmniejszenie wspéldzialajgcej szerokosei z ubyt-
kiem sztywnosci zebra wystgpuje teraz wyraznie na jaw. Wyisza
granica tego zmniejszenia, dochodzi, jak widaé, do 15H°/, wartosei
odpowiadajgcej nieskoficzenie sztywnemu zebru. W przypadkach
praktyeznych bedzie to zmniejszenie oczywiscie zawsze mniejsze.

Opréez zaleznosei od wzglednej sztywnoéci zginania zebra
i plyty, wypada jeszcze zwrécié uwage na zaleinosé wspoldziala-
jacej szerokoéci plyty ¢ od obu satywnodei przy sciskaniu plyty
w kierunkach X i Y. Te sztywnoéci sq odpowiednio proporeyo-
nalne wzglgdem uogélnionych moduléw wydluzenia &, i @, Ich
wplyw wystgpuje gléwnie i prawie wylaczmie na jaw w wyraze-
niu (204,2) dla ¢’. Znajdujemy np. dla

@ :@ =01 1 10
¢ b= 0248 0,398 0,782

Z tych liczb widaé, ze im silniejsze jest uzbrojenie w kie-
ranku X, t. j. w kierunku prostopadlym do zebra do uzbrojenia
w kierunku ¥, tem wigkszg jest wspoldzialajaca szerokosé¢ plyty
¢ i naodwrét; atoli przyrost ¢ nie idzie tak szybkiem tempem jak
odpowiadajace wzmocnienie uzbrojenia X. .

Przystapimy teraz do wyrachowania wielkoéei ¢,, t. j. wspol-
dzialajacej szerokosei plyty w dowolnym przekroju zebra, przy po-
mocy wzoru (204b) i w tym celu wstawiamy wen wyrazenie (201 I)
dla ¢, Po rozwigzaniu wzgledem ¢,, wypada wzdr ogélny
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20 COB - -—y

niw
Cy 008 =" 9

(208) 6= A+ w).

Poniewaz tutaj obadwa szeregi w liczniku i w mianowniku
sy zwykle silnie zbiezne, a wskutek tego wartos¢ ulamka rézni sig
niewiele od 1 przy jakiemkolwiek y, wige najezeéciej mozna w pier-
wszem przyblizeniu napisac:

(205a) c,=~c,=1+p=i(1+V§z)

Rachujse dokladnie znajdujemy przy sposobie obeigzenia z § 16,
podobnie jak przy wyznaczeniu c¢: '

1 2 (ny) & - g + (ng) ¢’
wint’ B 2 + 2 BT T
(205) ¢, =c, ¥ o %

L 20 TP gt g
wt ' B* W Wl 2.g
B —2(“+2—n~“

"

z krancowemi wartoseiami
Silpe +ﬂg+(,,,)q]m"“
(205a) /ﬂ = (A+-p) -~

Bremco 2‘-— [2 () 2

dla zebra nieskoficzenie sztywnego i

fot (ﬂs)g’] cos '%”y

> ifew 2t Q—I—(n.)e] L

-
206'b) c—(l+#)" [2( a+p

Z-n‘

dla zebra nieskonczenie stabego.

9+ (ny) 9’] cos -

16*
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Podobnie jak przy obliczeniu ¢, wyznaczymy teraz dla tychze
samych caterech przypadkéw obeigzenia odpowiadajace kraticowe
wartosei liczby

V== :C.,
aby mie¢ poglad na zaleinoéé wspildzialajacej szerokoéei plyty od
sposobu obcigzenia.
1. g=0, by==b, t. zn. liniowe réwnomierne obecia-

zenie calego zebra (¢ kg/em). Dla y =0, t. j. w srodkowym
najbardziej narazonym przekroju, mamy:

re 34"‘5- 0989
,,m_n.__ S Gk = 1,02
S - = 0,969

Br o0 3.+5.

g TR TR e o
il e W T 0917" ’
Hremd 1—3‘—1—5' vk

Przy danej sztywnosci zebra odpowiada pierwsza z powyi-
szych liezb bardzo cienkiej plycie, a druga bardzo grubej. Ze
zmniejszeniem grubosei plyty ubywa zatem teoretycznie i wspol-
dzialajgea szerokodé tejze, jednakowoi tak nieznacznie, Ze to stoi
jakby w sprzecznoéei z praktyezna intuicys inzyniera. Na pelne
wspoldzialanie stosunkowo cienkiej plyty mozna oczywiscie licayé
tylko dopéty, dopoki nie zachodzi niebezpieczenstwo jej wybocze-
nia (wszak plyta jest Sciskana), wszelako nie ulega zadnej watpli-
wosdci, #e to niebezpieczefistwo moze sig pojawié tylko u tak
cienkich plyt, jakich chyba nie uzywa si¢ w praktyce do tego
celu. Poza tym wyjatkowym przypadkiem jest powyisza sprzecz-
nosé tylko pozorng i pochodzi zapewne stad, ze w praktyce mimo-
woli lgezymy wspdldzialanie plyty w powy#szem znaczeniu z dzia-
laniem plytowem, polegajagcem na przeniesieniu obeia-
zenia zebra na pozostale pOdel’j" plyty (wzglednie sa-
siednie zebra i t. p.). To przeniesienie jest widocznie silnie zalezne
od sztywnoécl zginania plyty a tem samem od jej grubosei, pod-
ezas gdy miara wspoldzialania plyty jest z natury rzeczy od tej
grubosei uniezalezniona.
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Przyjawszy dla » srednig arytmetyczng ze znalezionych kran-
cowych wartosei, t. j.

vy=~104,

jako stala wartos¢ przyblizons, popelnimy przy dowolnyech stosun-
kach sztywnosei zebra do sztywnosei plyty blad mniejszy od 2°f,.
Przekrojom oddalonym od srodka rozpigtosei odpowiadajg

mniejsze wartosei stosunku c,:¢,. Dla y= + 2 znajdujemy:

1 1

1

Facand i 6. 9'+11'___:f'“1,011_0q84
e R s S asds
. l+3s pe s Teg T ip T

/ 1+3=_5="*Ts+"' 102§_0965
R T 1,065

W bezposredniej bliskosei podpér zebra, czyli dla y = i{;

staje si¢ wyrazenie dla » nieoznaczonem. Przy pomocy znanych
prawidel rachunku nieskonczonosciowego otrzymamy jednak jego
prawdziwg wartosé, a mianowicie

1 g s+
/v._ e s B IR

1,234
i 1+3| +5|+

/ 1+5= +a=+ 1234
f-v =0

o 143454

Wspdldzialajaca szerokoéé plyty ¢, ulega przeto znacznemu
zmniejszeniu w poblizu podpér. Temu interesujgcemu wynikowi
nie mo#na przypisywaé¢ wigkszego praktycznego znaczenia juz dla-
tego, poniewaz naprezenia zginajgce graja w poblisu podpér dru-
gorzgdna role, a zalozenia zwyklyeh teoryj belek i plyt mie spel-
niajg si¢ nalezycie w bezposredniej bliskosei podpor. .
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2. ¢=0,b,=0, czyli rownomiernie rozlozone ob-
cigsenie calej plyty o nateieniu ¢ (kg/cm?). Teraz mamy dla
srodkowego przekroju (y = 0):

1 1
i IO NBA 5 o R0 g
TR e
Breng _"'8" +5‘ —
1 1
oy B P,
1 0,969 R
Br=0 1 3. +5-.—-—-...
Dla przekroju y = j:% wypada:
g 1 1 1
e a Tt 100
{92 1 1 l----— ﬂl—l—}—liz'[],ggs
e R & g
3¢ B¢ 74
1 1 1 :
M=t
/‘.IF"_—.'-"- A - . =0,984‘
e AR, T ,
Br=( +3’_b‘_7_'+...
a dla przekrojéw podporowych:
14 1 + 1
Ml E e T
R PG = 7,062 — 964
rese 145+ g5+ :
R e |
/v—..:l:_:}i "o +_"'__ 1052 _ 853
it AR TR i

W érodkowym przekroju moina przeto wspoldziajacq szero-
koéé plyty uwazaé praktycznie za niezalezna od stosunku satyw-
noéici #ebra do sztywnosei plyty. Przyjmujac srednio
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o / & =1015

y=0

popelniamy blad nie dochodzacy nigdy 0,8°,. W rzeczywistodei
beda wahania wielkosci ¢, uwarunkowane zmiana]sztywnosci zebra
(a wraz z nimi 6w blad) jeszcze o wiele mniejsze, poniewaz nie
potrzebujemy bra¢ w rachube zeber o nieskofczenie malej i nie-
skonczenie wielkiej satywnosei. Dotyezy to oczywiscie wszystkich
wogoéle przypadkéw obeigzenia.

3. ¢ =0, b,=0, lim ¢b, = ¢"” (kg/em), t. zn. réwnomier-
ne obeigzenie linii §rodkowej plyty. W srodkowym
przekroju (y =0) otrzymujemy nastgpujace kraficowe wartosci

dla »:
f/v= 2”]; 2‘:—' = 0,964

Bremoa n "

§ oaasy
/‘vz ' Y =085
Br=f " n

Teraz réiznig si¢ obie liczby juz dosé znacznie, ale w prak-
‘tycznych przypadkach beds zachodzié o wiele mniejsze réznice.
Skoro np. ustalimy praktyczna niZsza granicg sztywnosei iebra,

prayjawszy
B* — 2Byc = 2B, (e + ),

to wartosé ta odpowiada juz stosunkowo stabym zebrom, albowiem
wedlug §-u 16

B, = B* — 2B,c — 2ce? E,F,.

W tym kraficowym praktycznym przypadku daje réw. (205°):
1 1 1

MagtamTant o 100

i 1 1 ., A

I+sstgntint

a wartoéé ta r6ini si¢ mniej niz o 2°/, od wartodci 0,964, odpo-
 wiadajace] teoretyeznej wyiszej granicy sztywnosci zebra.

= 0,947,
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Dla przekroju y = + : mamy:

1 1

/_1'""'_5 5¢+7t 9'_”'_0,987_1050

L RS e
et 1“3: 53+1s +9:H_h"’
1__1 o Ll i

R, S M S\ S T

ACRSER TH N M L) L7 ittt

v b — ot ge -
adlayzi;:

Wl Yl
- = .
//,,__ R N _71: — 1,057,
AT 1—3,-;-5,—7-{4-... .
1+ :

G 3=+5= e A |

/ RS 1 i,

s —,5-4-5

Nalezy zwréci¢ uwage na te okolicznoéé, ze podezas gdy
w obu pierwszych przypadkach obcigzenia malala wspoldzialajaca
szerokosé plyty ¢, od srodka zebra ku podporom, ‘to teras ‘ueho—
dzi przeciwnie przyrost c,.

4 ¢=0, b,=0, lim ¢b,=P, t j. cigiar skuplony-
w érodku zebra. Dla obeigzonego srodkowego przekroju wy-
pada z réw. (200) :

- = 2‘»’

o= = 0,803, /z'—--—
Br =00 ?3-‘ Bre=l 2”

skoro jednakie, jak poprzednio, okreslimy praktyem niiszy grae
nicg sztywnoéei zebra przez przyjecie
_3'—23,0—2&(&—}—5),
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¢ 2‘(n+l]n‘ 10?9__0778

P Jp—

i 1,386
Z(n—}—l)n

(Przy catery razy mniejszej wartosei B* — 2B,c znajdujemy
zamiast powyiszej liczby ~ 0,73).
Dla przekroju y = + 4 mamy:
T gl
3s 3 s T
5 7 9 = 1,009,

/ PR
1=8 ~ 5 + 7 +9= e

14 31
g orig
/ _“'3&_:')-"'7'!‘*""_o,zm)#_l4
Cain LTS RS WA LRl T A0,
o Ay gk gk
a dla przekrojow podporowych:
| + T
5 " — 1,168

1
e - )

/
Br=oo 1 _; + E) ———

W kraficowym przypadku B, =0 staje si¢ szereg w miano-
wniku wahajacym, ale posiada okreslong wartosé §. A zatem:

1 R
3 ] -
,-’/”= P2 = 1,570
Brw=() 2

Oprécz tego otrzymujemy dla przyjetej powyiej praktycznej
nmue] graniey sztywnosci zebra: _

S 3+3b " 4.7 g LI el
B (e T

2+3 5
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Jak widaé, zachodzi tutaj znowu przyrost ¢, od érodka zebra
ku podporom. Ten przyrost objawia si¢ tem wybitniej, im slabsze
_jest #ebro.

Pozostaje jeszcze przyjrzeé sig blizej zaleinoéei ¢, od obu
sztywnosei &ciskania plyty, wzglednie od uogélnionych moduléw
wydluzenia @, 1 @,. Ta zaleznoéé wystepuje na jaw we wzorze
(205a) dla ¢, ktéry daje dla

@@= 01 O 1 By 10
el:b =0419 0543 0,637 1,080 1,325

Stad widaé¢ jak wzmocnienie uzbrojenia prostopadlego do
#ebra przyczynia sig korzystnie do wspdldzialania plyty. Wartodei
¢! # tej tablicy sa okolo 60 do 70°/, wigksze od obliczonych po-
przednio odpowiadajacyeh wartosei ¢'. Tak wielkie roznice nie da-
dzy si¢ wyjadnié samsg, dosé slabg wogdle zmiennoscia ¢ wzdluz
zebra. i dowodzg, Ze pominigeie wyrazéw zaleinych od o, 17w ré-
wnaniu pracy (204) musi prowadzi¢ do weale powaznego zmniej-
szenia obliczonej wartosei c. Atoli z przytoczonego powyiej po-
wodu zaniechamy na razie dokladniejszego obliczenia ¢ na podsta-
wie réwnania (204). e

Przy tej sposobnosci wypada podkresli¢, ze doswiadezalnego
stwierdzenia tych zadziwiajaco wielkich wspéldzialajaeyeh szeroko-
dci plyty. jakie przepowiada teorya, mozna sig spodziewaé tylko
wtedy, gdy przy wykonaniu doéwiadezalnego objektu zachowano
dcisle pewne zalozenia teoryi, jako to: ciagloéé budowy (,Monoli-
tit“), zapewniona starannem betonowaniem od razu plyty razem
z #ebrem i réwnomierne uzbrojenie calej plyty, bez przerw, lub
innej wigkszej nieciaggloéci ponad Zebrem.

Zebrawgzy teraz znalezione wyniki, dochodzimy do nastgpu-
Jacyeh praktycznie wainych wnioskéw:

Wielkoéé ¢, = 2¢, 4 g, nazwana w przepisach dla zel.-betonu
w réanyeh krajach (niewlasciwie) ,wspdldzialajacy szerokoscis
plyty“, zalezy w przypadku bardzo wielkiego odstgpu zeber w po-
réwnaniu do ich rozpigtosci b gléwnie od tejze rozpigtodei, od
stosunku sztywnoséci zginania zebra i plyty, oraz od
sposobu obecigszenia i polozenia rozpatrywanego przekroju.
Bezposredni wplyw grubosci #ebra g tkwi jedynie w powyiszem
praktycznem okresleniu wielkosei ¢, = 2¢, -} g, a wplyw wysoko-
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éci zebra gra rolg tylko posrednio, o ile sztywnosé zebra od tej
wysokosei zalezy. Opréez . tego jest wspildzialajaca szerokosé plyty
zalezna jeszeze od stosunku podluznego do poprzeczne-
go uzbrojenia plyty. Najsiloiejszym jest wplyw roz-
pigtosci, albowiem we wszelkich warunkach okazuje si¢ ¢ pra-
wie dokladnie proporcyonalnie wzgledem rozpigtosei b. Mianowi-
cie jest

(205.1) ek (L b :;.(1-;-'/2':),

Jeseli

oznacza liczbowy spélezynnik, - zalezny od sposobu obcigzenia, od
polozenia przekroju i od stosunku sztywnodei przy zginaniu Zebra
-do plyty. W szczegélnym zas przypadku réwnego uzbrojenia w obu
kierunkach gléwnych (&, = @,) mamy:

2 b
(205*) c,=w#b=~l‘91031

WP s s SRR SR S S e A A A e SR P, NP g

* Cytowana na wstepie praca inz. Eggenschwylera A. zajmuje sig
wyznaczeniem wspoldzialajacej szerokosei plyty ¢, w przypadku obeigzenia roz-
lofonego réwnomiernie na calej rozpietosei b belki T z materyalu rownokie-
runkowego, przy dowolnym wymiarze ! (poprzeczna calkowita szerokod¢ belki
=g 2I). W granicznym przypadku /= e dochodzi Eggenschwyler do warto-
éci ¢y okolo cztery razy mnmiejszej od wartoSei wynikajacej z powyzszego wzoru,
ale wystarcza rzut oka na wykres rozkladd napreZei normalnych o, (wedlug
naszego znakowania), aby straci¢ zaufanie do tego rozwiazania. Ten wykres
bowiem sklada sie z dwu linii laieuchowych, przecinajacych sie na plaszezy-
#nie symetryi belki pod katem tem ostrzejszym, Ze wigksze jest I, coby wska-
zywalo na nagly spadek wartoéci napreienia oy od Zebra w kierunku dori pro-
stopadiym. Taki zaé spadek jest widocznie wykluczony i krzywa naprezeri nie
moze mie¢ zaloméw. Latwo natomiast sie przekonaé, Ze temu ostatniemu wa-
runkowi czyni zadod¢ podane powyzej wyrazenie (201.1) dla oy; w szezegdl-

do,
nosci jest _i=0 dla z=0,

o

Jak sie zdaje, zabral sie Eggenschwyler do opracowania kwestyi roz-
kiadu naprezefi w szerokich stopkach belek T pod wplywem pieknych do-
#wiadczes z belkami plytowemi zel.-betonowemi, jakie wykonali Bach i Graf,
Mitt. u. Forschungsarb. Zesz. 90 i 91, r. 1910, nie zwriciwszy przytem jednak
awagi na dziwny blad popelniony przez wymienionych autoréw pray interpre-
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Wplyw wzglednej sztywnosci zebra jest w przy-
padku rownomiernego obcigzenia liniowego calego

. P “~ A At i

tacyi tych dofwiadezeni! Czytamy mianowicie w odnosnej publikacyi (str. 19),
7e zniszezenie plyty w belkach b-go szeregn dodwiadczen (o gérnej szerokosci
100 em., wysokosei Zebra 2b em. i gruboéei Zebra 18 em.), narazonych w érod-
kowej trzeciej czedei rozpietosei 300 cm. na czyste zginanie, nie nastapilo wsku-
tek 4ciskania, lecz wskutek $cinania(!) w pionowej plaszezyinie przylegania
plyty do #ebra. OtdZ to jest najoczywistsza nieprawda, albowiem przy eczy-
stem zgieciu naprezenia dcinajace tak w tych przekrojach jukotez w prze-
krojach poprzeeznych weale sie pojawi¢ nie moga. — Pekniecia wska-
zujace na zniszezenie &ciskanej . plyty, przebiegaly dokladnie rdwnolegle
do kierunku cidnief, “jak to obserwowano przy wielu prébach czystego
giskania, skoro np. przez smarowanie (FOppl usunigto znklécajacy
wplyw cisnacyeh plyt prasy. Podluine szezeliny powstale w plycie, ohja-
éniajg sie przeto naturalnie zbyt wielkiemi cidnieniami, a tylko pozostaje jeszcze
wytlumaczy¢é ‘dla czego te szczeliny ukazaly sie w miejseu polaczenia plyty
z #ebrem jedynie w przypadku najwiekszej stosowanej szerokodei belki (100
em.), jakkolwiek dokladne pomiary wykazaly, ze i przy tej szerokosei byl roz-
klad ciénien w skrajnej warstwie plyty bardzo jednostajny. Przy bacznem
przyjrzeniu sie objawom zniszezenia na belce Nr 394 (Fig. 38 do 47 cytowa.
nej publikacyi), widzimy, Ze pierwotna przyczyna oddzielenia przyleglych do
#ebra czefei plyty thkwi przeciez w naprezenmiach scinajacych, ktérych jednako-
wo# nalezy szukaé tam, gdzie wystepuje sila poprzeczna. Znajdujemy ja zaraz
niedaleko od érodka belki, w obu przekrojach obeiazonych silami skupionemi
P, P, i w samej rzeczy tam. w miejscu, gdzie &ciana zebra laezy sie ze spod-
nig dciana plyty za poérednictwem waskiej ukoénej éciany, &cinajacej wklesla
krawed#, pojawiaja sie, przy obeiazenin P=14000 kg. pierwsze pochyle pe-
kniecia (Fig. 38). Te pekniecia wkraczaja péfniej, w miare wzrostu obciaze-
nia, coraz dalej w drodkowa czesé l.)elki i oryentuja sic tutaj odpowiednio do
Zmiany kierunku ciénien gléwnych na rdéwnolegle do osi belki, tak, iz juz
w niewielkiej odleglodci od obeiazonych przekrojéw staja sie réwnolegle do
podiuznych ,widkien* belki. Skore tylko pekniecia z obu stron polaczyly sie
w jedna szezeling podiuzna, widoezna u spodu belki na fig. 41, doznaje miej-
sce polaczenia plyty z jebrem znacznego oslabienia i rozpoezyna sie zniszeze-
nie plyty przez podluine pekniecia, widoezne na jej gérnej powierzehni (fig.
48). Na pytanie, dlaczego ten obraz zniszezenia nie pejawil sie w innych sze-
regach doéwiadezen, przy szerokodeiach belki- 48 i 786 e¢m., a niezmienionych
innyeh wymiarach, odpowiedZ latwa: Poprostu dlatego, poniewsz omawiane
naprezenia &cinajace musialy w tych belkach wypasé znacznie wmmiejsze i na-
predenia. cisnace w Srodkowej czedei belki osisgnely wezeéniej wielkoéé niebez-
pieczna przy wzrodcie obcigzenia. Jakoz istotnie doéwiadezenia wykazaly prak-
tyceznie rowne wartodei kraficowyeh ciénien ,lamiacych’ ¢, w betonie dla be-
lek 0 75 i 100 em. szerokoéci (w -ten sam sposob uzbrojonyeh), jakkolwiek
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sebra, jakotes rownomiernegoohbheigzeniapowierzch-
niowego calej plyty, praktycznie bez znaczenia, ale
w innych przypadkach obcigienia gra ten wplyw rolg
tem wainiejsza imobciazenie jestbardziejskupione.
Przy najniekorzystniejszym rodzaju obeigzenia przez sile skupiong
w érodku zebra, moze wielkosé ¢, stosownie do stosunku sztyw-
nosei zebra i plyty, zmniejszy¢ si¢ mniej wigeej o 15 do 229/,
w poréwnaniu do wartodei, odpowiadajscej réwnomiernemu obeia-
‘eniu calej plyty. T¢ wartoé¢ nazwiemy dla krétkosei normalng.
Wigksze zmniejszenie normalnej wartosei wskutek
skupienia obeigsenia odpowiada slabszym zebrom
i na odwrét

To wszystko odnosi sig do niebezpiecznego przekroju w srodku
zebra.

Wplyw uzbrojenia plyty wychodzi na jaw z wzoréw (205).
Wzmocnienie uzbrojenia w kierunku X, t j prosto-
padle do zebra zwigksza wspéldzialajacy szerckosé
plyty; odwrotnie dziala wzmoenienie uzbrojenia ré-
wnoleglego do zebra.

Jezeli te wyniki teoretycznego badania poréwnamy z odpo-
wiedniemi punktami urzedowych przepiséw roznych krajow, dykto-
wanymi po najwigkszej czesei praktycznem czuciem autoréw, to
widzimy zaraz, ze mozna znalezé¢ tylko jedns regule, wspilng dla
wigkszoéei owyeh przepiséw, ktéra sig da po ezesei naukowo uza-

A P A - e e - S S e N Sy

zachodzila tak wybitna réznica w obrazach zniszezenia belek o wgiazjych i szer.
szych plytach.

Eggénschwyler rozpatrywal praktycznie wainy przypadek zgiecia pod
rownomiernie rozlozonem obciazeniem, zakladajge, Ze do ,przeniesienia® napre-
zenn normalnych z Zebra na plyte sa potrzebne naprezenia écinajace (poziome),
chociaz juz sam przypadek czystego zgiecia poucza, Ze taki sam rozklad na-
prezen normalnych powstaje w przekroju poprzecznym belki i bez naprezen
Scinajacych. Zaznaczywszy mimochodem hlednoéé tego zapatrywania, trzeba
jednak przyznaé, ze w tym przypadku mysl jest sluszna i pewne, aczkolwiek
nieznaczne naprezenia scinajace powstana w plaszezyznach pionowyceh dzielacych
plyte od Zebra przy ogdlnem zginaniu. Rozwiszanie, podane w uniniejszej pracy
pod postacia wzoréw (201) prowadzi takie do pewnych (poziomych) napreZen
icinajgcych w tych plaszezyznach (o ile nie zachodzi przypadek caystego zzi-
nania). Inaczej jednak ma sie rzecz z przyjeciem przez Kggenschwylera para-
‘bolicznego rozkladu tych naprezen, niemajacem zadnego uza_sadnienia.
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sadnié. Ta regula poleca mianowicie jako ,wspéldzialajgcs szero-
koéé* ¢, = 2¢,-} g bra¢ w rachube co najwyiej pewna oznaczong
czeéé rozpigtosei by w szezegolnosei bylo przepisane przed r. 1915
w Prusiech, Rosyi, Wirtembergii, na Wegrzech ete. §b a w Szwaj-
caryi pierwej 1 b, od r. 19156 } b jako wyisza granica. To zgadza
sig o tyle z naszymi teoretycznemi wywodami, o ile obramo roz-
pietosé b za wielkosé miarodajns. Rzecz dziwna, ze inaczej posta-
piono przy ukladaniu przepiséw austryackich, a takze najnowszych
niemieckich z r. 1915. W kazdym razie tak ta, jakotez inne re-
guly praktyczne, wykazujy bardzo znaczne zboczenia od teoretycz-
nych wzoréw (205) i to na korzyé¢ bardzo wysokiego stopnia pe-
wnodei. Nic tedy dziwnego, ze przy prébach obeigzenia znajdujs
nieraz ugigeia nadspodziewanie male w poréwnaniu do obliezonych
wedlug przepisow. Z drugiej strony trzeba zwrécié uwage, ié prze-
pisy nie suponuja #adnego obliczenia momentéw zgieeia M, i M,
podlug teoryi plyt i raczej zdazajs do tego, aby bardzo dotychezas.
niedokladng znajomoéé rzeczywistego stanu napigeia pokryé ostro-
znem zmniejszeniem wspdldzialajacej szerokodei plyty. W kazdym
razie nalezy pamigtaé, e momenty zginajsce plyty M, w miejscu
polaczenia z zebrem mogs w pewnych warunkach osiagnaé¢ dosé
wysokie warto$ei ujemne, mianowicie wtedy, gdy sztywnosé sebra,
jakotez stosunek B, : B, obu sztywnosci zginania plyty staja sie
odpowiednio wielkie. Tu widaé z réwnan (115), (133) i z dolgezo-
nej do nich dyskusyi. W tym przypadku moznaby na pelne teore-
tyczne wspéldzialanie plyty liczyé¢ tylko wtedy, gdy w tem miej-
scu, albo ciagnienia w betonie nie przekraczaja dopuszczalnej gra-
nicy, albo tez uzbrojenie w kierunku X zapewnia dcisly zwigzek
zebra z plyta.

Inne odnosne reguly i przepisy, ze np. ¢ = 3¢, + g wolno
co najwyzej przyjaé réwne 20-krotnej grubosci plyty (Szwajearya
1 Wirtembergia przed r. 1915), albo, ze ¢, ma byé nie wigksze od
8-krotnej grubosci zebra g (Austrya i Niemey od r. 1915), lub
wreszcie, e ¢, nie powinno byé¢ wigksze od B-krotnej wysokoei
#ebra (Wegry), waglednie 4-krotnej wysokosei zebra (Niemey od
roku 1915), nie mogs, jak z powyzszego wynika, by¢ nau-
kowo uzasadnione i stanowia z tego powodu po najwigkszej czgsci
tylko balast, tamujgey niepotrzebnie swobode ruchéw projektuja-
cego inzyniera. Takze i 6w punkt austryackich przepiséw, pozwa-
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lajacy na uwszglednienie wspéldzialania plyty tylko przy jej gru-
bosei A > 6 cm. ona nie ma wlasciwie naukowej podstawy 1,

Przy tej sposobnosci wypada podniesé, ze byloby do iyeze-
nia w interesie postgpu w kazdej dziedzinie sztuki inzynierskiej,
aby urzedowe przepisy nie wnikaly zbytnio w szezegély oblicze-
nia statycznego, a w szezegilnosci, aby nie ustanawialy obo-
wigzujacych regul w kwestyach, dla ktéryeh dopiero.
oczekujemy jako tako gruntownego naukowego zba-
dania. Subjektywne zapatrywanie osobistosci, ktérej powierzono.
opracowanie przepiséw, narzuca si¢ w ten sposéb nie rzadko ogé-
lowi technicznemu, i mijaja lata, zanim dowolny, nieuzasadniony
pomysl zniknie z przepisow. Z poaréd zest.awmnych w ,Betonka-
lender“ z r. 1916 przepiséw dla zel.-betonu sa, jak sie zda_]e tylko.
francuskie wolne od tego zarzutu.

§ 22. Przyblizone rozwiazanie w przypadku wielu Zeber ré-
wnoodlegiych. Porownanie z oficyalnemi przepisami.

Zajmiemy si¢ teraz kwestya wspoldzialajacej szerokosei plyty
w ogélniejszym przypadkn wielu jednakowych #eber w réwnych
odst,qpach ktore Jus' traktowallémy czesciowo w § 19. Obrawszy

t Pewien cel prlktyczny t_ych przepiséw mozna upatrywal w tem, ze
one ujmujg niebezpieczne naprezenia écinajgce w katach miedzy plyta a ze-
brem w pewne umiarkowane granice; atoli ten cel da sie osiagnac lepiej i ra-
cyonalniej przez obnizenie rachunkowyeh (t. zn. obliezonych z grubsza przy
najprostszem, cho¢ nieraz od prawdy dalekiem, zalozeniu rownomiernego roz--
kladu) naprezen écinajacych dla plyt z Zebrami.

Albowiem podezas gdy naprezenia &cinajace sa rozlozone réwnomiernie
w poziomyeh przekrojach zwyklej belki prostokatnej, to u belek plytowych
ma sie rzecz inaczej i im ostrzejsze jest przejécie od bocznej &ciany zZebra do
spodniej &éciany plyty (wklesia krawedZ belki), tembardziej nieréwnomiernie
roztoZy sie w tem miejseu odpowiadajgea czedé sily écinajacej.

O ile zaé tego rodzaju przepisy maja na oku zapewnienie konstrukeyj-
nej jednolitodei (Monolitit) belki plytowej, to naleiy je raczej zastapié¢ ogdl-
niejszymi i zgdaé przedewszystkiem, aby na wspéldzialanie plyty liczono tylko
wowezas, gdy Zebro wraz z plyta jest betonowane razem (bez przerw miedzy
betonowaniem Zebra a betonowaniem plyty).

Zreszta nie ma sie czego obawiaé dysproporcyi miedzy poprzecznymi
‘wymiarami Zebra a grubogcia plyty, jezeli tylko sama plyta podlega nalezy-
temu obliczeniu.
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osie ‘'symetryi prostokatnego pola plyty pomigdzy dwoma sasied-
niefni zebrami za osie spolrzednych i przedstawiwszy rozklad na-

prezen o, wazdluz Zeber, t. zn. dla z=j:; szeregiem trygonome-

trycsm ym -

(206) (0)esg = Yescon ”’;-"_. (n=1,3,5,.) °

dowiedziemy latwo, ze funkcya naprezen

1 Ch’: .- ll nmy

o B i o e B Sy
- Sh Sh22
2u 24

czyni zadosé rownaniu rézniczkowemu (196), skoro 41 u majs po-
przednie znaczenie (z réw. 200), a dla skrécenia oznaczymy

-
X _ZCth2i, p,,,r=p6tk2-‘“

Réiniczkowanie funkeyi ¢ daje nastgpujace wjratenia. dla
naprezen

nx nx
S L W " A i Ry
0 = — " p! ~ N 13 o co v
. bl - | " G 5
¥ | 2u 2
(208)
, on'y Ch" vy
o &= 2““ p: S;, — 2 Sh”“ cos =%,
2u 24

b e A
! W przypadku pp = A= o Praybiera wyrazenie dla @, postaé:

(208 II) o,—
m'm ma ?’lm mw 'ﬂm nma nnrxx
( 3% T35 3 )Ck iy 5y nsy
= ¥, SR, SRR, S
rma b

—_ + "

-
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I e | ? A ny
s i . BSLlEN | GERat [e
{208) ) ¢t = gc. g u Y A2 e sin
5 2u 24

Jak widaé, spelniajy si¢ warunki kraficowe: g,= 0, g, =0
dla y =+ -;; tak samo przybiera o, dla z = 4 -g wartosé  (206)

jak byé powinno; natomiast dla z = + ;
podstawie tych samych rozwazan, co przy traktowaniu szezegél-
nego przypadku « = oo, mozna drugie z réow. (208) uwazaé za do-
bre przyblizone rozwigzanie kwestyi rozkladu naprezen e, jakkol-
wiek odpowiadajaca funkeya naprezeri nie wszystkie warunki kra-
cowe zadowala. Do wyznaczeunia jednostronnie wspéldzialajacej sze-
rokosei plyty ¢, sluiy teraz réwnanie:

nie znikajs o, i 7. Na-

{209) c, (o')"‘*i = Jo,do

j ] e
Poniewaz |o,| < A dlai® < |zt << ¥ wige z tego réw-

: . 5 a N : £
manla musl wypasé ¢, < —3 ale réznica —= zd rz zmnie)-
B ¥~ 2 9 v g

szeniu odstgpu Zeber szybko do granicy zero, jak sig zaraz pokaze.
Po wstawieniu wyrazenia dla o, w réwnanie (209), -otrzymamy:
e, m*— A2 na
P Sl %
210 e AR S e S
(210) ‘, e
2(',. O b y
W przypadku obeigzenia, traktowanym w § 19, beda s'pérl-
ezynniki ¢, proporcyonalne wzgledem odpowiadajacych spolezyn-
nikéw wzoru (170) dla momentéw, t. zn. wzgledem wielkosei:

SN
("l} (l-——w )_ (ﬂl) n ﬁnn _q_ ¢ ("1) .q .
wt L=@)=" 0 g 2fi— at

= —2c+4

By NP O
" Archiwam C. I. 4. 17
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Nalezaloby przeto wyznaczyé ¢ z réwnania:

ut— a2 ig' ------ (u,)q-i-(ﬂ.)f -

1
2"' LoeiBe. _2 —|—2ﬂ_’r_§=’ -
@) o= —gm—gi - P e W e AT
) o (n1)q+(n,)q’ s
D ib e e
By n ﬁll—a-n
W przypadku
b
= 1:_— »
(kiedy jednoczeénie jest @, = &,) naleiy tutaj zastapié
“’ i 2’
nuau_z‘lul
wyrazeniem
na
Ch—- —1
2£ nma , nwa
Sk-—— +5

(podobnie jak we wzorze 174.1II). To wyrazenie mozna jeszeze na-
pisaé w postaci:
26
n S
nma  nma
(H' 250”‘ 25)01% 2 2b
W wyrazeniu (211) sa oba szeregi bardzo silnie zbieine, o ile
obcigzenie nie jest zbyt skupione. Zatrzymawszy tylko pierwszy
wyraz w kaidym z obu szeregéw, mamy w pierwszem przybli-
geniu:

-

_....j,'
(211a) ==~ ——.

“Cﬁﬁip_lmﬂ
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wrzglednie przy A=p= ;:

ta
0 e g
(211b) g=2——
' o P YT

Przy a = oo przeistacza si¢ réwnanie (211a) w ¢/ =4 u,
przy bardzo malem @ zbliza si¢ ¢, do gramicy -g, Jjak to widaé z roz-

winigeia:
d=5 T o

D el tal) o Mels) +oo

4 g(s) Falea) £ I Fals) T

Z powigkszeniem a roénie stale i ¢, jednakie coraz wolniej
i zbliza sig asymptotycznie do granicy 2+ u dla a == co. Prayja-
wszy np. @ = @, a wige 4 = u, znajdziemy wedlug (211b):
dis 0 :b=05 1076 | 1| 2| 3| 4| e
":a= 0495 0484|0459 0310/0,212/0,159| 0

¢:b=0,247 0,363 | 0,459 0,620 0,635 0,637 | 0,637

v

(2]

Wedlug tego mozemy si¢ juz zoryentowaé, kiedy mniej wig-
cej staje si¢ ¢, dostrzegalnie mniejszem od —g. Poniewaz u plyt
- #el-betonowyeh moina z wystarczajscem przyblizeniem przyjaé
a

A=, wige dostrzegalnej réinicy miedzy c, a 3 nalezy sig¢ spo-

dziewaé¢ dopiero przy a > }b, zaloiywsszy, ze obcigzenie jest rog-
losone doéé réwnomiernie.

Jeieli przeto odleglosé zeber ag%, to moina

w przypadku réwnomiernego obcigienia plyty lub
zebra przyjaé c,=g, a wige ¢ =g-+a Wspéldziala
)
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jaca szerokodéé plyty ¢, okazuje sig w tych warun-
kach praktycaznie niezalezng od rozpigtosdci b i do-
piero gdy a> ;-, uwydatnia sig zaleznosde ¢, od b, kté-
ra przechodzi powoli, przy bardzo wielkich warto-
éciach @ w prostg proporeyonalnosé.

Na tem wypadnie na razie poprzestaé¢ i odlozy¢ szczegélows
dyskusye wzoru dla ¢ a2 do chwili, kiedy stanie si¢ mozliwe po-
réwnanie z wynikami doswiadezen 1

Na zakoficzenie niniejszego paragrafu zauwazymy jeszcze, e,
jak si¢ zdaje, francuskie i rosyjskie przepisy #el-betonowo sa je-

dynemi, ktére prawie ogélnie zalecajy braé¢ w rachube ¢, < ; W roz-

patrywanym praypadku. Te przepisy pozwalaja mianowicie prayjaé

I~ . e s e P

! Oprécz dodwiadezenn prof. Melana z r. 1910 (znanych niestety auto-
rowi tylko z krétkiej wzmianki inZz. Polivki w Beton u. Eisen z roku 1916)
oraz interesujacych dodwiadezeni prof. Dra Saligzer'a R., ,Versuche iiber die
Verteilung einer Linienbelastung in einer Rippenplatte”, Arm. Beton, r. 1912,
str. 361, nie napotkal autor dotad prac doéwiadézalnych, ktéreby sie nadawaly
do sprawdzenia wynikéw powyiszych teoretyecznych wywodéw, a i spozytko-
wanie dodwiadezen Saligera udaremnia zmienna gruboié i zbyt mala szerokodé

@ plyty. Przytoczone powyzej dofwiadczenia .ad hoc" Bacha i Grafa takie nie
daja si¢ uzyé do tego celu, z powodu zbyt malej szerokoéci plyty. Mimo to
jednak te doswiadezenia dostarczaja dodé waznej podpory dla naszej teoryi,
przez stwierdzenie pomiarami, Ze naw:t u najszerszych badanych plyt (szero-
koéé bez zebra B2 em., rozpigtodé 300 em.) byl ubytek ciénienia od zZebra ku
brzegom zewnetrznym znikomo maty (bo niedostrzegalny). Wedlug wywodéw
Eggenschwylera (w poprzednio eytowanej pracy) musialby spadek naprezen
normalnych o, byé w tych warunkach juz bardzo wyragnym i latwym do
zmierzenia, podezas gdy nasza teorya daje w przypadku rownych zZeber o od-
legtodei w dwietle 82 em. i rozpietodei b = 300 cm. ubytek tylko okolo 1/,°/,
[wedlug wzorn (208.11) z wartodeiami spolezynnikéw e, proporeyonalnemi
wzgledem odpowiadajacych wartodei spilezynnikéw wzorn (170} dla momentiw
zginajgeych Zebra]. Taki ubytek nie dal sie oczywiscie dostrzéc przy doéwiad-
czeniach. Dopiero przy dwa razy wickszej szerokobei plyty moznaby oczeki-
waé na pewno dodwiadezalnego  stwierdzenia ubytka naprezet na brzegach
plyty.

W przyszlem doiwiadezalnem badaniu kwestyi wspéldzialania plyty na-
lezaloby stosowaé zrazu objekty z materyalu rownokierunkowego i podlegaja-
cego prawu Hooke'a (szklo, zelazo zlewne i t. p.), potem przejéé do czystego
betonn 7z uzhrojeniem tylko w Zebrach, a dopiero na koniec badaé uzbrojone
na krzyz plyty z Zebrami.
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L g— tylko wtedy, gdy odstep ieber w dwietle, t. j. a, jest mniej-

szy od 1'/,-krotnej szerokosci zebra g; zalecajy zaé przyjmowaé
przy wiekszym odstepie zeber

3
ﬁv+g=§(a+g)7

albo
Py
e 8 a 8 g
z ograniczajacym warunkiem dodatkowym
<t
c’ + 2 g 6'

Choeiaz podstawowa mysl tej reguly ma widocznie cos wspél-
nego z teoretyeznymi wynikami niniejszej pracy, to z drugiej strony
jest jasnem, ze i ona, podobnie jak odpowiadajgce reguly innych
urzedowych przepiséw, posuwa niepotrzebnie ostroznosé zbyt daleko.

VI. Uproszczone $cisle rozwiazanie zagad-
nienia plyty prostokatnej dokola swobodnie
podparte;j.

& 23. Przypadek réwnomiernego obciazenia. Tablica dla pra-
ktycznych zastoscwan w przypadku y=1.

Sposéb przedstawiony w § 17 mozna zastosowaé do tego, aby
w miejsce rozwigzania, otrzymanego w § 11 w postaei szeregun

2 o
P L et
1
!. ¢
b
% |1
i Li x
o .}.,.....!.h_...._;. e
Rys. 23

pedwdéjnie nieskoficzonego, znalezé stosunkowo niewielkim trudem
inne, wyrazone zwyklym szeregiem nieskoficzonym. Przyjmijmy
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réwnomierne obcigzenie na prostokatnym pasku plyty, ograniezo-
nym dwiema prostemi réwnoleglemi do brzegéw a (rys. 23). Prazy
uzyciu rozwigzania (89.1) dla plyty nieskoficzenie dlugiej znajdu-
jemy podobnie jak w zadaniu paragrafu 17, gdy o X-6w schodzi
sig z jednym z brzegéw a, a o8 Y-6w oba te brzegi polowi:

hr nx
Ch- b
4qb n, by, 2 o? .
(212'1) g_ 9 2'( et 1) yl ; o :,Q_? . nﬂa+ﬂ’—a' e :a Blﬂn%y
u-'l Bi8yeee Ck 2ﬁ Ch 2—

Tutaj oznacza y, rzedng linii srodkowej obecigzonego paska
o szerokosci b,, a dla skrocenia wprowadzono, jak pierwej w § 12

symbol:

. nmb . N
(ny by, yy) ~ sin - bl sin _b_y_l'
Taka postaé ma réwnanie powierzchni ugigeia dla przypadku
I (H* > B, B,)
W Il-gim przypadku (H® =B, B,, a==y) przeksztalca
sig to rOwnanie na nastgpujace:

i 4 Qb‘ 1("1 1) 1f'l)
R e e
w1, 281 Ch 2y

' W Il-im przypadku (H* < B, B,) #najdujemy przez podsta-
wienie:

1 ¥ acer v -3
- —-a,--}-l-f, a—:::?—-q-y.

-

we wzorze (212 .1):
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-

4
@e.mn =12 2'(’“‘ “3")(1 — Ao
g—lls,
—[- B, Sh™* o sin T;,:) sin ’?’;?
ze skréconemi oznaczeniami:
B’ n
;(‘i, ﬁ') sh ™ 2_; +¢ Ch go
P
o ot 3
(212s) 8
i a na ﬂa na
R, @')‘_”' Ty~ ie
S g con 5

183

na

.

sin

na
25

Mianownik tych wyrazei da si¢ jeszeze praedstawié w postaci:

Ch? Q"’_sm gﬁ,__&( ,-{-cos

)

Dla momentéw, sil poprzecznych i reakeyj podporowych otrzy-

mujemy w I przypadku nastgpujgce wzory:

ot B nx
4gb* B, wnby)|1 A my B
M= , e 274 B = &
" B?.-u.s... ” m‘+ﬁ‘_a' Ch!c
B 26
N o i
=
(@13.1) : i AP
g ot
' ind 'm
A 28
bl
= i, vy
¥ B—at i




184 M. T. HUBRR [242)

u
=i 20 inbyy) - - T p g
7 ,B, T a(f—aY ua
2#
(213.1)
Sh™%
a ny
—a '”a cos b -
Chye
Sh™7 Sh™E
V. _,__49b‘2'€’_‘6_1_31) T B + b PR e .
B n? |28 ™ 20 Ck" b’
y 28 2a
(214.1)
nr nr
Ch Ch—
V’,:éqb (n611) 3 ¥ — 7y EE cos Y
=t n? o™ op b
' " 2a 28

Pomocnicze wielkosdei &, n,, &, %, anq tutaj to samo zna-
czenie, co w réwnaniach (93.1).

45?’ v (n bl 1)

&y ns
(Rl)=-§= A o ( Tg h + Tgk )sm—-b--,
nr nry
Ch- Ch
49b nb, ) e : 8
(R!)v-o_—“_?q‘ !‘" ?:’ = -+-32'é’;'“a — a.mi :
(215.1) % 2

: Ch-
(B — 2 2'(:.._1)_.. o R

Wechodzgce w powyisze réwnania parametry &,, #y, &, 7,
majs znowu dawniejsze znaczenie z § 14 (réw. 94.1):

(216.1)

4gb' 4C rinby) b 1 .
Rga= S e ASD (ﬁ.’f'gkgﬁ aTqLi-q),
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qu' 4C 1{—-—1)“’ nby,) b

(218.1) Reu=Rgu=; 'B,.a 4 2
= < o
__ 4gh® gl (1) Y (nbyy,) (€ na
5t )--i! %3 2 "t i (2; o oo 2a >
na
=T
+ ﬁﬂ, .
_____%gb ‘"61.‘!'1) 2a , na
PR A o (""’:; it af ~om
- b ____l n—1 b‘ A 2 :
B~ 49 ‘1( }nsu - (a+ :"79";‘:‘
n-‘lﬂ.ﬂ. -
28 , ., na
= 7'y Toh _23)

Wzor dla calkowitej reakeyi brzegéw & mogna jeszeze na-
pisa¢ w nastgpujgcej prostszej postaci:

49b° wr(nbyy,) (& na ,
(2171&) By= — ,{42 ﬂls 1 ( 1 T k + lT h- ﬁ)
nelyB). .

Do sprawdzenia ostatnich wzoréw moina uizyé oczywistego
warunku réwnowagi sil zewngtrznych:

2By + (Ralyea ++ (Balyes 2R3 0 - 23,0 + qab, = 0

Jakoz zwazywszy, ie z powodu znaczenia pomoeniczych wiel-
kosei @ 1 # (réw. 70) zachodzi zwiazek -

Py B
e Bs+ p-soe 331—25'_

1 | B

21 140
e T da ¥ W
przekaauywamy sig latwo, Ze powyzszemu réwnaniu warunkowemu
czynig istotnie zadodé wyrazenia (216.I) i (217.1).

Otrzymane wzory latwo szastosowaé do praktyeznie waiznego-
przypadku szezegilnego, kiedy réwnomierne obeigzenie pokryvu.

caly plyte. W tym celu trzeba tylko podstawié y, = —b— i b,:: b.
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; " :
Wakutek tego bedsie (nb, 3,) = sin ";‘.) . exyli snika dla patsy-
stego n, a dla nieparzystego n .przyhiera. wartos¢ 1. Kladae
przeto we wzorach

(byy)=1 1 n=1380D,...

dochodzimy do odpowiadajgeych wzoréw dla réwno-
miernego calkowitego obeigzenia,

Przejdziemy teraz do formul II-go przypadku. Znalezione ro-
wnanie powierzchni ugiecia (212.1I) réini si¢ od odpowiadajgcego
réwnania dla plyty réwnokierunkowej tylko tem, Ze tutaj mamy

4

B, zamiast B i yziV-?'- zamiast b. Zastgpiwszy odwrotnie w ro-
wnaniu dla plyty réwnoklerunkowej wielkodei a, z, B, ndpow:e-

dnio przez
VAo

uzyskamy napowrot posta¢ (212.II). Rolg stosunku a:b gra te-
raz sprowadzony stosunek bokéw

4
—_— B’
=32
Wyrazenia dla wielkosei statyeznych przedstawiajs sie zatem
w nastgpujacej ogélnej postaci, gdy ommymy PrIez g, fhyy, . ..

te bezwymiarowe funkeye snuennych -, % 1 & ktére nie zmie-

b
niajg swej wartosci pray przejsciu do ptyty nieréwnokierunkowej
(w rozpatrywanym przypadku: H®* = B, B,): :

I/ 1 f 1
M= '"ll =t ;;’----- gt = (F‘u"l"‘#“ 3l ga”

By e' g
@ | M= (st V—%‘) ",
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V= [#m—!—nm

(I) ‘+‘ x“u:

3
Vo= [Pﬂ&'i‘z“n! B‘

Funkeye
By1y Megy Myay Hyq7,

83 tutaj odpowiednio propurcyonalne' wzgledem ilorazéw roéznics-

kowych:

A o g g o

co tlumaczy uiyte wskazniki.

PLYT

il S e

.

LA

Mgas, 113y M2y

3';

187

Dla zadania zajmujgcego nas obecnie znajdziemy latwo przez

rézniczkowanie réwnania (212, 1I):

& nmer x
s 1(nb,yl)2 79h N € Ch nme o TShnm-
“"—;;-2 n? N
b Ch 2
4 nbyy,) { nme zbk seg .
=i w |'T 20 wme
2
nmE nITe > u-m; niy
(213. 11, —(l-i— i -2—)—“ sin —3%
s
(nb,y TE ., NITE hm:
171 Shie, I U Sl R
= W GHTPT)
oA —
2
Ch nme — ik
—-“s _____ "_n_.e .b;
Cb-—g

o
—sin-

b ]
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! x
Ckmue
(nd @
Fll]_ “' 2 ;y‘) JLE - —”? +
Ck——-
: |
e Sh msz B
o FDIF)—laa 7L,
g
2
z
Lk
a (“bl!h) mts W
1227 n.z a ﬂﬂ.’E
Ch-
=
1 w3 Sh nme -~
@14.10) H(;+ o IS LR,
2
h nme

(n bnyl) nne z
Uggg= 3!'2‘ 14 2 'a = o
2

Ch nme a:
a nay

nm
(‘+ 2 )‘}.E ol B
Ch—
2
nE . NITE r .z x
9 Bad' 3§ Hi--z (,kmtea MaShmea iy
H19== g P s T s s ™ aEET cos %
R '
"
Do obliczenia calkowityeh reakeyj kazdego z prostych brue-
gbéw plyty beds jeszeze potrzebne nastgpujgce calki:
: l bons®
x !Ib j 8 I Chnse_
paa= | sy dy =— 2 el +( - a ’u:
: l s
(217.11a))
g Sh n:u‘—
l_f_ (__ P hme} a
n 2 i
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Y R PR P B e B
M= || Maa®Y= o . . nme
v Ch—
2
j e Shrmc:
MR e
2 _ nme | ;
Ch 3
+5 s
o 2 n. b e
(217.11a) paze== | pggedr = ﬁ-'az'}(,_!’.'.‘..!’][3—-”-m Th e
-3
o TBIE niy
__flh?--glcos 3’
13 2 nb 2 n e
Hliz— fyyg dT= 'n'l“zv( _'ﬁliyl) [_1+":’:‘£Tﬁ 2 +
-3
n e niry
+Th‘——] ek T

Jak juz powyiej zauwazylismy, nalesy w przypadku calko-
witego réwnomiernego obcigzenia podstawié w powyzszych wzorach:

b)) =i ne=158,8...
Dla srodka plyty otrzymujemy w tym przypadku:

*_" - ——
@121 f=(0s =20 2 gL l_it_n? e
o Waccas o N n® ,nm-""b'ﬁ,
Ch=
2
n—1 Th
£ (—1)2 2
(213.11a) = 2' = .C}.,‘"I-’_“‘.”

2
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i TTE

s 1+ﬂn£ 5 "
(218.008) =, 2‘(‘" 1)2 Ve A

1 4
_E—mz" I Gy

Stad wynika zwigzek:

1
BB G2 e
*» e T Lo 4
(213%) b= g— 5 3 P Y
ktéry ulatwia obliczenie liczbowych wartosci.

W srodku brzegu :r:_— t.jw punkcle(
Cye ;1 1 j,99 Dastgpujgce wartoécl

o=l ¢ i
/Fill=‘_ ;2‘(# l) . s }_..__ + 2___ .

» e b -
] . -3 2

) IR
/Pus ——*;21(— -—---) 5 e e b,

n n e 1 TLE|
g rmh 2 2

Migdzy niemi zachodzi zwigzek:

=1

(——l) 2 nme
(214.I1a) /(Ftu“}'#ni)— g z - Th 9

n'
l'-“, '-. -

Dalej znajdujemy

n7E ,  NIE
55 Ao g, { g “f_‘f
/Pnr—é_ n‘,'zﬂ, e Ch'f_u.

i), o=l 2

oy
,hﬂm

/ !Jnr—- 32_ Sour e

x=0, y=0 (/h "'__'
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ze zwigzkiem

(214.11a)

tudziez

(217.10)

1 -+ S
//(F’“+p“')=_2 c :t"Ziﬂ n e’
wemll, y=0 (
w
nE
. : Th——
- / 2be 1 2
hos | fhutym— T Bt —
'-i' 0 ] 9 2
nm
- Th——-
~ 2bs 1
b= | [t == 3 e = L
o 2 ¥
o 8b l
pr + gy = — 3'2,' ns ;j—;
nmne
Th—;
1 2 1
F‘uz—/ fﬂeudz*— S g:i"' 3 T
y=0 _ ¢ '2 Ch‘ 2
2 o
- 2a 2 1
Flﬂ=/fﬂuldx— 312 i e g g
o = Cht —
) 2 2

3 B . 8 's 1., nme
nes Tt p11a = S _823;57-?‘5 4

W rogach plyty jest

(216.1a)

/ £ 1 Th;”;? 1
o P e
--.;..y—o 2 _2 .

191

Podlug powyzszych wzoréw obliczono tablicg umieszezong po-
nizej. Liczby tablicy beda w przyblizeniu waine takie w przypad-
kach I i III, o ile réznica [H®-— ByB,] nie staje si¢ zbyt wielks.
Tablica pozwala wyrokowaé o stopniu dokladnosei formul przybli-
zonych z § 10; podlug niej mozna tei sporzadzié specyalne tablice



Tablica do obliezenia

|
| €3 5 | najwiekszyeh wartodei sit poprzecanych . ? ey
| o E & ?gicg:{ilé‘ww:;:| Vi; Vs i reakeyj hrzeu'(?w R, R, calkowitych reakeyij "“';‘:
ﬁ’i || cin M, 1stmd-'| 3 it e 1% = 'gﬁ
E‘H.ﬁ ku plyty os brsegu =¥ Jasdka” brwaga R, brzegéw b R, braagéw a g
:.,5 [ |i 1(x_§,y_§ i| a(@2=0, y=10) 1 4 s 3 Drzag s ag

dla podanej w pierwszej rubryce wartoéci sprowadzonego stosunku bokéw & = — _E 2.1 plyty prostokatnej réwno-

1
miernie calkowicie obeiazonej i dokola swobednie podpartej w przypadku H*=BB,.
{ | | | | 1) 3 | - = b j

Hy Sy T : = i3 £ Hy 9y | Msag | Mg ” P 21 R R r £a2y: | f113 h Faz
He .{{ | | | | o300 et o) dla
| == %

(dla 2—=0,y==3|(dla =5, y=§)_i dla z=0, y—-—O' dla r=3 | dla y=0 y=!0’

1 | g |

1000406 | 00368 | 00368 | 0219 | 0119 | 0219 | 0119 | 0157 | 009 | 0157 | 0,008 | 0,0466
1,1 | 000485 | 00361 | 00445 | 02156 | 0131 | 0247 | 0113 | 0155 | 0101 | 0,176 | 0,092 | 0,0606
12 | 000568 | 00344 | 00523 | 0210 | 0143 | 0278 0,107 | 0161 | 0109 | 0,198 | 0,091 | 0,0544
1,3 || 0,00838 0,0325 0069 | 0205 | 0152 | 0,296 0101 | 0148 Dllb 0,210 | 0,088  0,0672
1,4 |l 0,00705 0,0308 | 0,0661 0,202 | 0,159 | 0316 0,095 0,146 0119 0,226 | 0086 [ 0,069
1.6 | 0,00772 0,0281 | 0,0728 0,199 0,164 1| 0,335 0,089 0,146 0 122 0,241 | 0,081 || 0,0611
1,6 | 000850 | 00258 | 00784 | 0196 = 0169 | 0354 0081 | 0148 | 012 | 0,254 | 0,078 | 0,0627
1,7 || 0,00883 | 0,023 | 00838 | 0,194 0,172 | 0,370 0,074 0,142 0,127 0,267 | 0,075 | 0,0687
1,8 | 0,00931 | 00214 | 00884 | 0,193 0,175 | 0,380 0,067 0,141 0,129 0.279 0,072 | 0,0645
1,9 | 000974 | 0,0193 | 0,0927 | 0,191 0,178 | 0,398 0,061 0,139 0,131 0,289 | 0,069 | 0,0655
2 001013 | 00175 | 00965 | 0189 | 0181 | 0410 = 0055 | 0138 | 0133 | 0,299 | 0066 | 0,0663
25 | 0,01150 || 00100 | 01100 | 0,188 0,183 || 0,453 0 031 0.187 - 0,134 0,338 = 0,064 | 0,0670
3 | 001223 | 0,0052 ' 0,1173 ! 0,187 0,185 | 0,476 0,017 0,136 | .0,135 0,360 | 0,046 | 0,0675
4 001282 | 00015 0,1281 | 0.186 0,186 | 0,492 0.006 0,136 0,136 0,898 | 0,034 || 0,0673
5 001297 | 00004 & 01245 | 0% 0186 | 0499 0001 | 0136 0136 | 0,419 | 0027 | 0.0679
oo |(10,01302 | 0,0000 | 0,1250 |r 0,186 | 0,186 : 0,600 0,000 0,186 0,136 0,500 0,000 | 0,0679

3L

bt A

HHEIIH

locz]
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Obliczenie dokonywa sie zapomoea nastepujacych wzoréw:

, 4C\1/B,]
| « Heae #11: 2
o [ { ( B,) VBI_,&.

4C 40 B,
R_(ﬂu) :l/ . gb’_(ﬂu) Bi’qab

R:l"- Flil _|_F1I.2 V
l-‘ E

(Bo)mas== — | Hass + #u: l/ L-o. s

Odpowiadajace wyniema dla (¥1)maz 1 (Vy)mae rosnia sic od podanych
obok (pomijajac znaki) tylko tem, Ze w nich jest 2C zamiast 4C

il (S

O
gl

(Fu "*‘#l "y Bg )qb’

1 | /B,)\qa*
M,= (Pu + e """ Vﬁ:)g;

be
f= Ve 5 9

Archiwam C. 1. 4. 18
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do praktycznego uzytku, skoro z doswiadeczeli wyznaczymy warto-
éci m, 1 m,, oraz zwigzek miedzy wielkodciami H (wzglednie C),
B'l i Bg

Tak np. znajdujemy dla plyty o stosunku bokéw a:b==1,3,
obliczonej w przyblizenin w § 10, nastgpujgce dokladne wartosci

4
(jeseli przyjmiemy, jak tam, By:B,=1,006, a wige e=13) 1,006 —
- 1,318 i m; = m, = 6):

y = 0,0060, M,,,. = 0,066 ¢b*, M,,, = 0,041 ¢b*
Z wzoréw przyblizonych (27) i (29) wypada natomiast:
v = 0,0067, M,,,. = 0.072q¢b% M,,. = 0,047 ¢b*
t. zn. okraglo o
3%, 9%, 16%,

za wiele. Stopief przyblizenia mozna przeto uwazaé za zupelnie
zadowalajacy tylko przy obliczeniu ugigé. Dla momentéw sg bledy
wizordw przyblizonych juz doéé znaczne, ale przecie przy prakty-
cznych obliczeniach wytrzymalosei dopuszezalne, poniewaz idg na
korzyéé pewnosei. Atoli tego nie moznaby powiedzieé o rozkladzie
reakeyj podporowych, wobec czego wypada je wyznaczaé zawsze
na podstawie dokladnego rozwigzania.

Juz z analityeznych wywodéw dla przypadku «=oco (§ 14)
mo#zna bylo widzieé, ze wartodé M, w srodku plyty nie musi byé
najwigkszg dla calej plyty. W przypadku bardzo wielkiej diugosei
plyty znaleiliémy mianowicie, ze na jej osi podluinej w odleglosei

B,
S
B 3
By "y
od krétkiego boku b wystgpuje maximum momentu zginajgcego
M,, ktére moze byé znacznie wigksze od krafcowej wartodei

w érodku plyty. Z powyzszego rozwigzania dla ogolniejszego pray-
padku dowolnego & wynika teraz, e w miare zmniejszania sig &,

miejsce najwigkszej wartosci momentu M', = y,, 9-:? oddala sie po-
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woli od krétkiego boku 5, a nastgpnie zbliza si¢ szybko do srodka
plyty osiggajac go przy wartosci e=~13. Dla -11—3 < e< 13 za

chodzi najwigksza wartos¢ M,” w srodku plyty. Wszystkim inny'm
wartosciom & (a wige wigkszym od 1,3, lub mniejszym od 1:1,3
nie odpowiada w srodku plyty maximum, lecz minimum mo-
mentu M,;".

Podobniez bedzie si¢ przedstawiaé rzecz i dla rzeczywistego
momentu zgigcia M, jednakowoz odpowiadajgce rachunki sg o wiele
ucigzliwsze, wobec czego przeprowadzono obliczenie przyblizone
tylko dla ,momentu zastgpezego“ M,’, jako gléwnej czesci rzeczy-
wistego momentu },. Wedlug tego obliczenia, miejsce najwigkszego
momentu M,’ (a zarazem miejsce najwigkszej wartosei krzywizny
Z%C’ w srodkowym podiuznym przekroju plyty) porusza si¢ w pray-
padku B, = B, mig¢dzy dwoma punktami, odleglemi od krétkiego
*hoku o

=~0326 i d=~0,650,
skoro stosunek & zmienia si¢ od wartodei oo do 1,3. Dla

& < e< 1,3 wynosi ta odleglosé g
1,3 2

Préez tego znajdujemy za pomoesy wielkiej liczbowej tabliey
niniejszego §-u, oraz malej tablicy na koficu § 14, przy zalozeniu
B, = By, m; =my =6 (dla betonu):

dla g 1 1,1 1,2 1,3 oo
RO sy O e B E
gt — 233 23,0 23,2 23,6 28,7

(0,0429) (0,0435) (0,0431) (0,0423) (0,0348)

Najwigksza wartos¢ M, zmienia si¢ przeto w dosé ciasnych
granicach, gdy przy danej szerokodei plyty b roénie jej dlugosé a
od a="5 do a = co. -Wartosciami krancowemi sg:

1

M=3930

gh* dla a=11b i

M‘=281_ﬁ gb* dla a== oo (praktycznie dla a = 3b)

18*
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O prawdziwodei powyiszych wynikéw latwo sie przekonaé
na podstawie wyrazenia dla u,,, (réw. 214.1I). To wyrazenie jest
a3
proporeyonalne wzgledem ilorazu rézniczkowego 2;€ a jego znak
L

rozstrzyga o tem, czy krzywizna - gt

(a zarazem M,’) rosnie, czy

tez maleje. Dla y= g, t. zn. na podluznej osi plyty przybiera to
wyrazenie przy calkowitem obeigzeniu i dla bardzo malyeh war-

toci x postaé:

=t 9 M7 g W
2 e ()7 22 Ok
23 2 - nme

n=1,8,0.. Ch —'2

i staje si¢ widocznie zerem dla z=0. Dla #>0 wypadaja zen
ujemne wartosci u,,,, dopoki & jest mniejsze od & = 1,3. Wtedy

2
odpowiada wartoéei =0 maximum g—, a zarazem osiaga M’ naj-
‘wigkszoé¢ w drodku “plyty. Dla &> &, staje si¢ u,,, dodatniem,

krzywizna 9:0;’. roénie przeto z poczgtku z odlegloseig od drodka

plyty, aby z boku osiggngé maximum.

§ 24. Przypadek ciezaru skupionego w dowolnym punkcie
plyty. !

Ciezar skupiony P w punkeie (z,y,) plyty bedziemy pojmo-
waé jako granice liniowego poprzecznego obeigienia ¢'b, (rys. 24)
gdy b, maleje a jednoczeénie ¢’ roénie nieskonezenie tak, ze
=0, ,._.S' :

Pl % i P I A

t W przytoczonych we wstepie licznych pracach poéwieconych teoryi
plyt prostokatnych z materyalu réwnokierunkowego zajmowano sie tylko szcze-
gélnym przypadkiem obeiazenia skupionego w érodku plyty, a mimo to otrzy-
mywano wzory bez poréwnania zawilsze od tych, jakie wynikaja z ogdlnych
rozwigzali niniejszego paragrafu, po podstawieniu

By=By =B, m=m=m itd
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pozostaje skonczonem. Przy uzyciu rozwigzania (84.I) w (§ 13,
ust. a) dla plyty nieskonczenie dlugiej znajdujemy za pomocs me-
tody podanej w § 17 nastgpujace réwnania powierzchni ugigeia,

- Rys. 24.

jezeli brzegi plyty, schodzgce si¢ w jediym rogu obierzemy za
osie spolrzednych i oznaczymy a-— &, = z,:
'
WLY., .. z(ﬂbm) ﬁ S

|
| n.B'(ﬁ'— “:Lm .. S22 é

B

(218.1)1

L s 4¢'b 2-(:361;1) Sh ﬁ nfa——s)
i H'B {ﬁ!_ 1) Sh na p
n=1,23.,. ﬂ

n(a z)\ . Ny
Sh————1 sin 3 -

Czytelnik zechce takze porownaé pierwsza moja prébe przybliZonego
" rozwiszania dla przypadkn obeiszenia mimoérodkowego plyty réwnokierunko-
wej, ogloszona w pracy: ,0 wytrzymalodei plyty prostokatnej“, Przeglad tech-
niezny 1914,

* Wynik przedstawiony na posiedzeniu paryskiej Akademii 1 marca 1930
w noeie p. t. Théorie rationelle des hourdis en béton armé...
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Wizystkie wielkosci odnoszaee sig do obszaru I-go, t. j. dla
# =, i do obszaru II, t. j. dla # = «,, oznacza¢ bedziemy w dal-
szym ciggu wskaznikami I 1 IL

Ze znalezionych réwnan powierzchni ugigeia wyplywajs na-
stgpujace wyrazenia dla momentéw zginajacych i t. d.:

(219.1)

(220.1)

Sh
M= 49'* B, v(nfh_y,) a(-- LD 1) a G
T n¥f—a’) Byaw n? ntad my) ma @
ne=l,2,8,... a
Sk :
i bt ./ g nx| . nmy
"ﬁ(ntﬁ-“h, g gk e i
o
na
4 g
w AP B ylnba) o B 13 Ca g, nla-z)
5 ns(ﬁs_ag)'iz n? 2l my qhm a_
- [ a
o 1T
ﬁ( Peia l)bh_ﬁ gpMa—2)| . nwy
nEF m, SpMe B b
B
AgbY (b 7
"R .25 M) o b 9 ) ! g
st —a?) n? a(_n'm, a? 2 “Skwa&a =3
a
na.
Sk 2
1 b B o nx| . nmy
ﬁ(’.—‘i-’;{ ﬁ’_l) S};’;ﬁé Sk ﬁ 81n 'b' P
B
Sh"% :
4q'b* nbyy,) 1 b2 a _ nla-x
£ S i VA e i
M D “(n'ml 5 1) Sh”a& :
. «
Sh "%
Aipad o) cPogME-—u) o wey
ﬁ("“ml'ﬁ‘ 1) Sb:’ff‘Sh 8 sin b'_

g
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(221.1)

(2922 .T)

TRORYA PLYT

i 4g'b 20 (nby)]
D= o) 5w

Sp
2 Y

Sh’l'f’
B

Bl°

4
gr‘ (p'___ u'

2C
Bs

D=

Sp™

B e — nmy
m ﬁ cos -E--
g

Sh

4¢h* nbyy;)
PR st |

Ag'b

2, By wr(nbyyy)|[ 0
KR 7t (fr—a?)’ 3,2'( n

199

Sp" % !
ol o
el

(44

)| @ ma—2)

Sh?iﬂ a
a

b 1
nta® m
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(223.T)
Sk”z‘
Vi— e L 2‘{“51 %) 1(20 nqt ol Yo
=g P e Sal
Sh-—
a
Sh™
ﬁ( 5T B ) g e
Sh
g
' o Yo
Vil — 4¢'b3 (nbyy,) 1(3(, _ nteny a S};?(E?-x
T 7 (B2 — a-)Z m, bt )Skm —y
@
) i
(2C+ “’ip') ﬁ Skﬂ (G—-&L‘) srmy'
ﬁ By = my h? na g
Shﬁ
(224.1)
R L B,zv(ffy.)(__b' g2 4(,)"‘
1 nt(f*—a?) B, n na* m, B, -
Sh
a
51, My
(5! 1 4=(})Mi Bl . nny
- = |—— si
nigr my B, na b
Sh-
B
nr,
P ___'b! z(nblyl ( 1 ‘__49’ Sh a
o “’(ﬁ‘ -a?)’ B, na* my, B,) ., na
Sh
a
1 1y
(b’ 1 40)6kF . nTy
— | ——3sin —
n*@* my B, na b
Sh-ﬁ
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(225.1)
(RY 4q'b? (nbyy,)|1(4C | 1 aa® She g a Shn::c
2ymp™ e (B2 2 P a(i! m, 5L ) S;!E &5 -
=
nxy
a3 _s-ﬁf)s"jﬁ_ g
B\B, " my - b® Sk’fa ‘ﬁ‘
B8
gh ™
oy 1 4¢'b* nby,) I 4C 1 _ma* a0z
(Rn).-s—-—";r;'('ﬁ,' a,)z'( (— 1) > (B‘ m, bt ) gjﬁmbku g
a
_1(4C+1 "gﬁ’)bk_‘? o™
B\ By ' my b Sk“q ﬁi1
B
RY 4q'b? v(nbyy,) 1  nta® Skn:! S‘},"{a—x}
(B3 )yme= e (pr— a=)2 (B,+m, b )’2.;’,“144.:'L 1N
@
niry
e n’ﬂ’f" B gna—m
ﬁ EI "y b' bkm ﬁ '
8
s -v(flbly,)—lﬁ'_l 1( " g
(Rg!)’-.“ n" (ﬁ‘ 2 B’-I_ m,
'__'_::l 4 Sh“zl )
o ol PR A T
2 )*%-”—_aSh R ur ) e o
a ﬁ




202 M. T. HUBER
(226 1)
T L by )[14-(—17"] ( B ¥ &, B
YT, as(f—aY)’ B, n? ntat  m,

nix, na.

_4<«)S" STt )S" 8

B gna \wB my B g naf

« 8

DR . o141 1
SR N Ee

7t (BY— al Bg niat "_ﬂ‘

oy S 8 T

[+1
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Ostatnie dwie grupy wzordw sprawdzono jeszcze za pomocs
warunku réwnowagi sil zewnetrznych. Waszystkie sy oczywidcie
wazne dla przypadku I-go (H®*> B,;B,). W Il-gim przypadku przy-

* bierajy réwnania powierzehni ugigeia nastgpujaca postaé:

(218.11)
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Skore w szezegélnym przypadku x, = 2, h= ;, t. um,
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obcigzenie dziala w srodku plyty, to w tem mw]sm; nalezy sie
spodziewaé najwigkszego ugiecia f. Wtedy da]e kazde z obu réw-
nan (218 .1II):

i NIt by ( nn) Skna__na
R L, e AT ) Gl 0
( ) o #H’B"j" n w *
w128, Ch— 41
7
nm b, na na
_gr 2 My Ty
= ey o )
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wzglednie w przypadku sily skupionej F:

M M .

(229) |
2”3’7’,%;, cn™ +1

W szezegilnosei otrzymujemy dla plyty kwadratowej i ré-
wnokierunkowej:

Sar b b
(a=b, Bii=i=18 y=n):

280) F= Pb [b}m-—n 1 Sh3n—3n 1 Shbrn —bH=n

278 |Chn 411 38 Ch 3a 41 T Ghon 1 T ]

Z tego’ szeregu wystarczajy catery wyrazy, aby obliezyé strzalkg
ugigeia z dokladnoseia 0,1°),. Z obliczenia wypada:

PR TR -
T=~gp &’
- ezyli dokladnie to samo, co znalezliémy poprzednio z rozwigzania
w postaci szeregn podwdjnie nieskonczonego (§ 11, réw. HO0a).
Gdy obeigzenie kwadratowej plyty sklada sig z cigzaréw sku-
pionych w $rodkach szesnastu pél kwadratowych, na jakie podzie-
lono plyte w doswiadezeniach ,Niemieckiego Wydzialu zel.-betono-

wego“, to strzalka ugigeia w drodku plyty oblicza si¢ podlug
schematu:

]
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,;’.=4‘f’+8‘f‘”~l—‘{f”'

Tutaj oznaczajy /7, /"' 1 [ te czesei ugigeia, ktére odpowia-
dajg cigzarowi skupionemu P, = ¢ P w punkeie plyty z, =y,=§a,
wzglednie z, = §a, y, = fa 1 x, = y, = fa. Przy zalozeniu a =1,
By= B, = B, tudziez lim, _,, ¢'b, = P,, znajdujemy z wzoru (218 .11 :
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Najwyizej D wyrazéw z powyizszych szeregow wystarcza, aby
obliczy¢ strzalke ugigeia z dokladnoseiy okolo 0,1°/,. Takie obli-
czenie dalo
P K, B

— 215 B°

jezeli P =16 P, oznacza calkowite obeigzenie.

f=10,00465 — -

W trzecim przypadkun (H®* <<B,B,) otrzymamy nakoniec po
wprowadzeniu znanych juz wielkosei @', #'inowyeh L, 1 M, okre-
slonyech réwnaniami:
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g i u na ma( bh"x' ﬂz, e bk”% xg) %
g #
na ua nx
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(2184) e 1 K : é
M,= Sk co ( - SH"% cos ™% — A" sin ’-‘i’f-'-)
°8 EEY T
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+ Oh " sin ﬁ—(—--c}; +4 1 gpn 75,-],

nastgpujgce réwnanie dla obszaru I plyty (¢ =< z,):

‘ 20 € inby)
(218.1II) &= i .
ne=1,38...

L,,Shv’—g?c‘s’!x— M,,(,‘h?‘—xsm =
L 4 B i "
; b

———— —— min

She ™ -}-1'

Odpowiadajgce réwnanie dla » = x, powstaje z powyisrego,
jeieli zastapimy z, przez x, i x przez (@ — x). Dla kontroli ucia-
zliwego rachunku uZyto przejscia do przypadku IL

Zaniechawszy na razie rozwinigeia wzoréw dla momentéw
i t. d. na podstawie réwnan powierzchni ugigeia w II-gim i III-cim
przypadku, zaznaczymy tylko, ze przejscie od odpowiadajacych for-
mul I-go przypadku jest jeszeze zmudniejsze, anizeli wyprowadze
nie wprost z réwnan (218.1I) 1 (218.III).

§ 24a, Poréwnanie z doswiadczeniami Niamieoklégo Wy-
dzialu zel -betonowego*.

Jak juz zaznaczono w odsylaczu na koneu wstepu, trzeba
przy poréwnaniu wzoréw teoretycznych z wynikami dodwiadezen,
awzglednié doéé liezne wplywy, pomijane zwykle, gwoli prostoty,
przy wywodzie tychze wzoréw, albowiem te wplywy mogs w pe-
woych warunkach zmienié dos¢ znacznie obliczane wielkodei.

Pominigeie tyeh wplywéw moze latwo doprowadzié do lekece-
wazenia teoryi przez jednostronnych badaczy doéwiadezalnych, slbo
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do blednej interpretacyi do$wiadezen przez niektéryeh teoretykow.
Jaskrawego przykladu tego ostatniego przypadku dostareza artykul
prof. Hagera w ,Beton u. Eisen“ z r. 1916, omawiajagey do-
§wiadezenia z plytami  Niemieckiego Wydzialu zel.-betonowego®.
Znajduje si¢ tam ustgp, ktéry w doslownem tumaezeniu brzmi:
»Obliczone ugiecia w $rodku plyty zgadzajy sie z pomierzomemi
przez Bacha, jeicli obraé stosunek n= 7.3 (K, : £,), wyznaczony dla
tego betonu przy malych napreieniach i liczbe zwezenia poprzecz-
nego (Poisson'a) m — 1,44(?!) do 2,79¢. Usilujac w latwy sposéh
pogodzi¢ zupelnie rachunek z pomiarem, przeélepil tutaj widocznie
autor podstawowy fakt nauki o sprezystosci. wedlug ktérego m
nie moze by¢ mniejszem od 2, gdyz inaczej byloby proste
rozcigganie (wzgl. sciskanie) polgezone z ubytkiem (wzgl. przyro-
stem) objetosci materyalu, co, jak wiadomo, z gory nalezy wyklu-
czyé. Ten ,lapsus“ wskazuje jeszeze na to, ze przy calej staran-
noci i dokladnodéi, jaka cechuje wymienione doswiadezenia, za-
niechano niestety wyznaczenia liczby Poisson'a dla materyalu plyt,
grajacej w teoryi tak donioslg role i przez to utrudniono dokladne
poréwnanie wielkosei obserwowanych z obliczonemi teoretyecznie.
Druga trudnodé, jaka napotykamy przy poréwnywanin wynikéw
_niniejszej teoretycznej pracy z doswiadezeniami ,Niem. Wydgialu
zel.-betonowego“, stanowi prawie réwna sztywnosé zginania w obu
gléwnych kierunkach wszystkich badanyeh plyt. To ma wprawdzie
ten skutek, ze do poréwnania wystarezaja tylko uproszezone wzory
dla szezegélnego przypadku B, = B,. ale za to nie mozna spraw-
dzié¢ teoretyeznie okreflonego a praktycznie waznego i interesujy-
cego wplywu réznicy obu uzbrojen na stan odksaztaleenia i napie-
cia plyty. '

Mimo to nastrgczajs dostarczone daty doswiadezalne taks ob-
fitos¢ naukowego materyalu, iz jego wyezerpujace opracowanie zaj-
mie sporo czasu. Umieszezone tutaj rozwazania i poréwnania ogra-
niczajg si¢ do rzeczy najwazniejszych i dotykajs zaledwie drobnej
czedci bogatego materyalu doswiadezalnego.

Jakkolwiek nie ma zasadniezych truduosei, aby przeprowa-
dzi¢ poréwnanie takZe w przypadku obcigzenia, przedstawionym
na ryg. 2 sprawozdania N. W. Z. (t. zn. w oémiu miejscach do-
kola érodka plyty). to jednak, pozostawiajac na razie ten przypadek
na boku, zwréeimy sig do praktyeznie najwazniejszego przypadku ob-
cigzenia rozlozonego réwnomiernie, ktore zastapiono w przyblizenin
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przez 16 (u plyt kwadratowych), wzglednie 24 (u plyt prostokat-
nych o stosunku bokéw a:b=3:2) i 32 (u plyt prostokatnych
o stosunku bokéw 2: 1) réwnych cigzaréw skupionyeh.

Ta okoliczno$é, 4e przy analogicznem zastapieniu réwnomier-
nego obcigzenia belki przez 4 réwne sily, moment zginajaey
w «drodku nie ulega zmianie, jeszeze oczywiscie nie dowodzi, ze
‘tak samo ma sig rzecz z plyts wszechstronnie podparts. Juz u belki

zachodzi przy tem zmiana strzalki ugieeia, a mianowicie zamiast
wartosei

o S
384 EI

otrzymujemy przy obecigzeniu czterema silami Z

__b,1256 Pris
/=884 "EI’
ezyli o 2,5%), wigeej. Dla plyl‘;y kwadratowej znaleziono wlasnie

powyiej w przypadku 16 réwnyeh sil o wielkosei (dla

P
16
_1_31. b B,=B):
2
[ = 0,00465 }-;;—,

podezas gdy odpowiadajacy spolezynnik liczbowy w przypadku ob-
ciazenia rozlozonego w sposéh ciagly (ob. tabl. w § 23) réwna sig

0,00406

Réznica osiaga teraz juz okolo 14,6°/, ulegnie jednak nie-
watpliwie doéé znacznej redukeyi, jezeli uwzglednimy, ze sily sku-
pione przenosily si¢ przez kolowe pola o érednicy 90 mm. Mo-
snaby to obliezyé, praynajmniej z wielkiem przyblizeniem, na pod-
stawie otrzymanych wzoréw, jednakze zaniechamy tego, poniewaz
inne wplywy, nie dajace sig okreslié tak dokladnie, mogs nawet
zastonié sobg powyisza réinice.

Wazystkie wplywy daja si¢ podzieli¢ na dwie grupy, stosow-
nie do tego, czy one, jak powyiszy, dzialaja zwigkszajaco na
strzalke ugieeia, momenty i t. d, czy tei zmniejszaja te wiel-
kosei. Do pierwszej grupy nalezy oprécz
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Ia) skupienia obcigzenia na 16-stu polach kolowyeh,
jeszcze

Ib) podatnosé prostyeh podporowyeh,

Ie) podniesienie rogéw plytyz powodu braku wyma-
ganego przez teorye podparcia rogéw od géry,

Id) zmniejszenie K, (modulu wydlusenia dla betonu),
szezegilnie przy malyeh naprezeniach, wskutek wzmocenienia uzbro-
jenia przez ciasniej ulozone prety, co utrudnia naleiyte zbicie be-
tonu 1

Ie) zmniejszenie Fk, ze wzrostem naprezer.

Do drugiej grupy zaliczymy przedewszystkiem:

ITa) konieczne wystawanie brzegédw plyty poza proste
podporowe,

ITb) zmniejszanie si¢ liczby Poisson’a m przy wzrodcie na-
prezen, a nadto przy wigkszych ugieciach :

Ile) przeszkody wzajemnego zblizenia sigréwno-
leglyeh brzegéw przy uginaniu si¢ plyty,

I1d) pewien, co prawda, maly ubytek rozpigetodci wsku-
tek zastosowanego podparcia stalemi walkami i
. Ile) zmniejszenie momentéw zginajagcych z po-
wodu cigzaru wlasnego plyty przez cigzar wlasny jej wy-
stajgeych czedei.

]
Wplyw IIb w iloezynie 2 i E,= E, jest pokryty przewa-

me —

zajacym wplywem Ie. Wplyw Ile bylby dostrzegalnym tylko pray
cienkich plytach i wielkieh ugigeiach. Wplyw IId jest zapewne
zawsze nieznaczny. Za to decydujace znaczenie moze mieé wplyw
ITa, albowiem podlug przyblizonego rachunku w § 10, strzalka
ugigeia i momenty zmniejszaja si¢ wskutek wystawania plyty w sto-

sunku 1:(':_,1-”",;1.1{ ), jeseli AF omnacza wielkosé wystajacego

pola, a a rozpigtosé kwadratowej plyty. W omawianych dogwiad-
czeniach bylo AF=2,1? — 22 =041 m? a wigc przyjawszy war-
tose m migdzy 8 a D (Kleinlogel), otrzymujemy jako wartoéé od-
powiadajacych spélezynnikéw zmniejszenia:

1:1,09 i 1:108.

Co sig tyczy wplywu Ile, to mozna go latwo oceni¢ wpro-
Archiwam C. L. 4. 19
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wadzajae do rachunku nie calkowity cigzar wlasny plyty jako roz-
lozony réwnomiernie, leez tylko cigzar érodkowej prostokgtnej eze-
dci plyty o dlugosei a-— 24a i szerokosci b — 24b. Przytem ozna-
cza da i Ab, jak poprzednio. odpowiadajace szerokosei wystajacych
skrawkéw plyty.

Jak si¢ zdaje, wplyw ten wystarcza wlasnie do skompenso-
wania w znacznej czgsei wplywow Ia i Th. Pozostawaloby tedy
jeszeze rozpatrzyé blizej wplywy Ie, d, e iIIb. Co si¢ tyczy wplywu
Ie, to nalezy si¢ spodziewaé, ze bedzie najwybitniejszym u plyt
kwadratowych, a musi obnizyé si¢ znacznie u plyt prostokgtnych
o wielkiej wartosei stosunku @ :b. Dla a:b = 2 bedzie ten wplyw
zapewne juz bardzo nieznacznym. W Id widzimy jedyny wplyw,
usuwajacy si¢ z pod teoretycznej oceny, a stwierdzony dopiero do-
éwiadezalnie. Wplywy Ie i IIb byly wogdle znane z dawniejszych
doswiadezern nad rozeigganiem i $ciskaniem betonu; ale do nasze-
go poréwnania z doéwiadezeniami nad plytami bedzie najlepiej zu-
sytkowaé dane znalezione wprost dlsé materyalu plyt. W ten spo-
86b znajdujemy na podstawie wynikéw na str. 20 sprawozdania,
dla modulu wydlusen sprezystych przy rozeigganiu betonu (w ki-
logr./cm?): 83

K, = 321000 — 3465 . o,

jako przyblizons formule interpolacyjna. Stad wypada stosunek mo-
dulu wydluzenia betonu do takiegoz mqdulu Zelaza (2100 000):

1:n, = 0,1529 — 0,00165 o

Podobniez otrzymujemy z wynikéw dodwiadezen nad Seiska-
niem (str. 28 sprawozdania) dla éredniego modulu sprezystego skré-
cenia:

E,, = 291300 — 608,1 ¢
1:n,=0,1416 — 0,00029 o

Obadwa wzory dla K, przedstawiajg érednia wartoéé modulu
wydluzenia w przedziale naprezen 0 do a. :

Ubytek liczby Poisson’a m (dla betonu) mozna, na podstawie
doéwiadezei Kleinlogel’a przedstawi¢ w przyblizeniu wzorem:

’”=2+s}q_§%o
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Przy pomocy powyiszych wzordw interpolacyjnyeh obliczono
nastepujges tablice pomocnicza:

¢ =0 B 10 28 it Rles,
lﬁgomam,o 3037 2864 2600 2517 2344
1’35?} — 2973 2043 291.2 2882 2851 2821
m = 10 938 886 840 800 766
E::. e m® E., - s ‘)90 3
(000 = a1 1000 = 3242 307,2 200,1 2729 2557 2384 kgfem
[ __m* E, ? !
1000 i Tors = 3003 207,7 2960 202,4 2897 2870
ﬁ’-‘l—g'ﬁ.f.'fz 1g‘t'm_—.':alz;z 3024 2925 2826 27127 2627
w, — 654 692 733 780 834 896
n, = 7,06 7,18 721 728 736 744

Po tem prazygotowaniu weimiemy pod uwage zestawienie 19
dla seryi doéwiadezen z plytami kwadratowemi wedlug rys. b spra-
wozdania, obeiggonemi wedlug rys. 8. Dla trzech plyt tej seryi
znajdujemy nastgpujace srednie wartodei:

Geubodd plyby << o . il Ee et b el h=12,13 em,
Podwéjna szerokodé wystajgcych skrawkow . . . 24a= 10,12
Callkowite pole plyby 71", 7. 0 S TSN S F-— 4414 m?
Pole wyutajacej osgéer . .. ... . . Jioo ooa AF=0414 ,
Clgdar mnlaany - o o ivus 5wy Wl G = 1271 kg
Cigzar wlasny skutecznej srodkowej czesei o polu
(80 -0,1018) =8606 m*. . ... .- .. .. G, = 1038 kg
T i KT g Mo e s 4 i S el d=0717 em
i pole przekroju pretéw uzbrojemia . . . . . . f; = 0,4038 cm?
Gruboéé betonu pod pretami . . . . . . . e=17T, wzgl. 1,0 em
Odsigp pretéw . . ¢ . . . .. o0 v s t=93 , 100.em

Stosownie do tego wypadajg dla sprowadzonych momentow
1 19
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bezwladnoéci w I fazie, odniesionyeh do 1 em. szerokodei prze-
kroju (wedlug wzoru 16) nastepujace formuly:
195mn—1) ., o | 2697 (n—
294fn—r B 50001 3
Wartodei, wynikajgce z tych wzoréw przy odpowiadajaeych
wielkosciach skrajnego ciggnienia o, zawiera tablica umieszezona
tuz nizej.
Za n wstawiono przytem w przyblizenin wartosei n, z po-
wy#szej tablicy:

I =148,78 +

o=0 22845 99 156 | 20 | 25 | kg/em?
= 15253|152 79153,06| 153,38 153, 7%15410‘ cm?
P——15361 153,94 154,30 | 154 70|15515|16565| 3
§ G+ 1) =16307 15336\1536&15404,15444|154s7' <

Pomewai odpowiadajace wartosei [] i I; réinig sig od sie-
bie niewiele, a wskutek tego sprowadzony stosunek bokdéw & roz-
patrywanych plyt kwadratowych zbacza bardzo malo od 1, wige
w dalszych rachunkach moina tak I, jakotez I{ zastapi¢ w przy-
blizeniu érednig arytmetyczna

P=§(E+ 1) - ‘

Teraz nasuwa sig pytanie, jak obliczyé w przyblizeniu saty-
wnoéé zginania plyty (w fazie I) B’ azeby uwazglednié w moili-
wie prosty sposéb zmiennosé¢ modulu wydluzenia betonu. Z kilku
najprostszych przypuszezen, jakie zrobiono na prébe, nadalo sig naj-
lepiej przyjecie

B=E,TI'
Oznaczywszy przez z, odlegloéé osi obojetnej od érodka wyso-

kosei przekroju, przez W= Tf{— modul przekroju odmamony do

y—%

2
dolnej warstwy skrajnej, a przez M= W .o odpowiadajsey mo-
ment zgigeia, mamy
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dso=" | O | 6 | 10 | 15 | 20 |26 Kgems
B BT _ 49695 47112 44583 42037 39490 36922

1000 = 1000~ | e 7 Al arn - S
'. ; | - kgem

= 009 010 011 012 013 0,15 cm

W~ | 264 2513 2583 2598 26,04 26,15 cm?

M= Wo= 0 12865 2583 (388,95 5208 603,7 kg.

Teorya daje dla momentu zgigeia w drodku plyty kwadrato-
wej i réwnokierunkowej, obeigzonej réwnomiernie, wzor:

M = 0,0368 (1+ ;) qa?

Skoro tutaj wstawimy powyisze wartosei M, jakotez odpo-
wiadajgce wartodei m i rozwiggzemy rownanie wzgledem ga* = P,
to wypada jako calkowite obcigzenie:

P= 0, 3158, 6306, 9445, 125680, 15706, kg.

Zwazywszy, ze w doswiadezeniach nie mozna bylo mierzyé
dzialania cigzaru wlasnego, nalezy to dzialanie wylaczyé, odejmujae
od powyzszych wartosci 1038 kg. A zatem ciggnieniom skrajnym
o rachunkowej wartosei

o= 5 | 10 | 16 | 20 | 2 kg/em?
odpowiada obeigzenie, jakie naleiy umieéei¢ na plycie, o wielkosei:
P= 2120 5268 | 8407 11542 14668 kg.

Naprezenia skrajne i sztywnosei zginania, odpowiadajgce ob-
cigzeniom P = 3000, 6000,... kg., stosowanym rzeczywiscie w do-
$wiadczeniach, wyznaczymy teraz, przy uwzglednieniu cigzaru wia-
snego plyty, przez prosta interpolacye. W ten sposob otrzymamy:

dla P= 3000 6000 9000 12000 15000 kg

o= 640 11,17 1694 2073 2553 kg/em®
B :
0G0 = 46404 43087 41568 39115 —  kgem

Obliczywszy teraz strzalke ngigeia wedlug teoretyeznego wszoru:

£ =0,00406 7%
B
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znajdziemy
dla P= 3000| 6000 ' 9000 12000 kg
/= 0,0106 | 0,0222  0,0362 | 0,0498 cm
podezas gdy odpowiadajgce s$rednie wartosei ugieé, mierzonych
w drodku plyty, wynoszs, wedlug zestawienia 19:
f= 00108 | 0,0240 0,0383 | 0,0550 cm.
Stad

mierz.
or.

A
7 te

| | |
=1,03 1,08 ‘ 1,08 ; 1,10

Ze wagledu na dokladnosé pojedynezych pomiaréw, podana
w sprawozdaniu na 0,001 cm., jakotez na znaczne zboezenia war-
toéei modulu wydluzenia betonu poszezegélnej plyty, wzglednie se-
ryi plyt, od sredniej wartosei, wprowadzonej do rachunku, mozna
powyizszy wynik uwazaé za weale dobre potwierdzenie wzordw te-
oretycznych, co prawda, dla obeigzen mniejszych od obeigzen
rysujgeych plytg, t. j. takich, przy ktérych si¢ pojawiaja pe-
knigeia w betonie rozeigganym Powyzej obcigzenia rysujacego nie
nalezy oczywiscie spodziewaé¢ sig takiej zgodnodei teoryi z pomia-
rami ugigeia, albowiem w tych warunkach sztywnosé zginania
srodkowej czgéci plyty, znajdujacej si¢ juz w fazie Il rézni sig
znacznie od satywnodci reszty, pozostajacej jeszeze w fazie I Plyta
uzbrojona dziala wowezas mniej wigeej tak, jak plyta réwnokie-
runkowa, ktérej odpowiadajaea czeéé drodkowa jest znaeznie cien-
sza od reszty, przyczem gramica obu obszaréw plyty o wielkiej
i malej sztywnoéei zginania zmienia sig ze wzrostem obeigzenia.
Ten fakt, ze mierzone saztrzalki ugigcia przewyzszaja nieco obli-
ezone, moznaby wobee przytoeczonych licznyeh wplywéw, tluma-
ezy¢é w réiny sposéh; byloby jednakie przedwezesnem szukaé juz
teraz objaénienia dla tych zboczen, przed rozpatrzeniem 1 poréwna-
niem jeszeze paru innych seryi doéwiadezen. WeZmiemy praeto
pod uwage jeszcze trzy serye, a mianowicie drugs seryg plyt
kwadratowych (zestawienie 1. 16 omawianego sprawozdania),
nastgpnie sery¢ plyt prostokatnych o stosunkn bokéw 3:2
(zest. 1. 29 spraw.) i nakoniee serye plyt prostokatnyeh o sto-
sunku bokéw 2 :1 (zest. 30 spraw.).
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Serya doé¢wiadezen wedlug zestawienia 1. 16 w spra-
wozdaniu Bacha i Grafa.

Plyty kwadratowe wedlug rys. 1 (a =b==2m), obeigZone we-
dlug rys. 8 sprawozdania. Srednie wartosei wymiaréw 1 wielkosei
z nich obliczonych sa nastgpujace:

Gl SRRy . <55 270 G080 6T aGGF TR 180 4 h=122 em.
Podwdjna szerokosé¢ wystajgcego skrawka . . . 244 = 10,05 em.
Calkowite pole plyty . . . . . . . . . F=210052 = 4412 m*
Polb wyltijuon] wellel ... L S SN AF=0412 m?*
Ciezar wlasny plyty . . . . . . .. e G = 1282 kg.
Cigzar wlasny ,skutecznej* drodkowej czedei plyty o polu
(2 ~ 0,1000 =R 008 m¥ i Lo ls N L e, G, = 1049 kg
Sreduen. | oaTwedets » ohiag 5o 5 Gy bk d =0,715 em.
i pole przekroju pretéw uzbrojemia . . . . . . f;=0,4015 cm*

Grubosé betonu pod pretami
Odstep pretéw

....... e=17, wzgl. 1,0 cm.
PR e R S my b WS gl S RS A gt t=10,0 em.
Na podstawie tych danych, oraz wartosci stalych sprezystyeh,

okreslonych powyzej, obliczono, tak samo, jak w poprzednim przy-
padku nastgpujgce wielkosei :

1994 (n—1) 274.4 (n—1)
N i it Ao e, W T e T s = i Al
H=101824 go L = 1613 Gt
dla 0= 0 | b Lo L 15 20 26 kg/em?

I = 154,89 155,14 155,40 156,71 156,05 15641 | em®
I;=156,24 |156,58|156,95|157.36 157,82 158,33 e
1'=} (B+4-I)=15b,56 165,86 156,18 156,63 166,983 16737 ,

BLl' B 933 | 47881 | 46300 | 42717 | 40127 | 37617 | kgom
1000 — 1000 '. | <8

2=0079 | 0085 0002 0099 0105, 0,112  em

W=2b84 2591 2600 2608 26,18 2628 cm’
M=Wo= 0 12950 260,00|391,20 523,60 657,00 kg

P= 0 | 3181 6349 9501 12660 156790 ,
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Po odjgein Gy = 1049 kg pozostaje:

P= — | 2132 | 5300 8452 11601 | 14741 | kg

P 13000 | 6000 | 9000 | 12000 | 15000 kg

0= 637 11,11 1587 | 2063 | 2541 kg/em?
! | .

B e o |

1500 47176 44734 42266 39798I 37303 kg cm

£ teor. = | 0,0103| 0,0218 0,046 0,0490  0,06563 cm

f mierz. = 10,0097 | 0,0229! 0,0355/ 0,0622| 0,07401 em

TS

/i x | | | f
™ 0,94 | 1.06 | 1,03‘ 1,06 1,13

Serya doéwiadezen wedlug zestawienia 1. 29,

Plyty prostokatne wedlug rys. 15 (a = 3m, b= 2m), obecia-
#one wedlug rys. 35 ‘sprawozdania. Srednie wartodci wymiaréw
i wielkosei z nich obliczonych sa nastgpujgce:

L L F L o i e SR LR R SR h=12,13 em
Podwdjna szer. wystajacego skrawka 24a =10,13, 24p=10,00 ,

RS Dol BRYRY - wiis ol 1iis et w e e B F=6513 m*
Pole wystajaeejieagdei . . . . . . . o owi. . AF =05/13 ,

B R o SRR s Sapta L B A G = 1883 kg

Cigzar ,skutecznej“ érodkowej czgéei plyty o polu

(3—0,1013)(2 —01)=5H50T5 m* . . . . . .. G, = 1695 kg
- E RO SRR I LS SRS e i AT d = 0,695 em
i pole przekroju pretéw uzbrojemia . . . . . . Jf,=03794 cm?
Gruboséé betonu pod pretami . . . . . . . e=17T, wzgl. 1,0 em

R IO . . oo (K 5 i et b~ v 54 t=10,0 em

e e P oo o B i i i T

* Ta liczba odnosi si¢ fylko do jednej plyty, poniewaz w dwu innych
plytach seryi powstaly jui przedtem pekniecia, co spowodowalo silne zwiek-
szenie ugiecia,
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Stad:
1956 (n—1) 969,7 (n—1)
P — 148800 SO0 ) o
Bt T m— 31974 n—1
Dhs o=aitd® - | '8 10 15 1.2 | 26 kejem:
[=152,06 | 15229 15253 152.80 153,12 16348 cm®

1 |
I = 15332 | 15363 10397 164,35 154,78 165,28 ,

I;—=148,73 4

1 i) :
= : V}! = 1,503 | (Srednio 1,504) 1,505
1 [ {
Bk 55

lU‘O—(-,._1(’(m=-.")24tiﬁ-i 47195 44667 42122 39578 37019 kgem

| .
I 1
24=009| 010 | 011 012 013 015 em
W, =2568 2578 | 2588 2599 26,10 26,25 em?
| * | | |
Wyo=M,= 0 1289 2588 3898 5220 063 kg -

Wedlug tablicy z § 23 odpowiada sredniej wartosei £ ==1.H04:

¥ A (0_.0730 % ; I/g* 0,0230) g8,
1

a zatem dla

o= i I 15 [ 20 | 26 kg/em?

j;f;= 0.0760 iu,o:sz 10,0764 io,oma 00,0767

abg = 2644 ' 5094 ‘ 7667

|
10240 12840 kg
Po odjeciu (, = 1695 kg pozostaje
Pas 949 3499 ' 6062 8645 | 11245 kg

P= 3000 T 6000 9000 = 12000 kg
o= 902 | 1488 ' 20,68 2645 kg/em®
L B O kg |

1000 = 1600 — 45162 ‘ 42183 39230 @ 36277 jl:,g em
g = 006 | 010 015 020 kg/em?

4 | | |
f=0,007749.§‘ ~0,0137 00294 00473 00683 em.

f mierz.= 00117 | 0,0267 | 0,0437  0,0620 | »
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;:‘;Oi?‘ =08 091 | 092 = 0,9l

Serya dodwiadezeh z zestawienia 30.

Plyty prostokatne wedlug rys 16 (a = 4, b == 2m), obcigzone
wedlug rys. 36 sprawozdania grednie wartosei dat doéwiadezal-
nych sg nastgpujace. '

SIS SRR - L, o T R e i e h=1213 em
Podwdjna szer. wystajgeyeh skrawkow 24a = 10,3; 246 =10,17 cm
ko AR BN R e R F'= 8,623 m?
Pole wystajgoej czedei . . . . . . . . .. . . AF = 0,623 m?
o e K PR O SN R e i A g 8 G = 2481 kg
Cigzar ,skutecznej“ srodkowej czgéei o polu
(4—0,103)2—0,1017)=7398 m? . . . . ... . G, = 2129 kg
BRI, s, e R et S R d = 0,692 cm
1 pole przekroju pretéw uzbrojemia . . . . . . f,=0,376]1 em?
Grubosé betonu pod pretami . . . . . . . e=1,7. wzgl. 1.0 em
D PIRIOIE - i ad o b e isan Pk Ta t =100 em
Stad

S 1965 (n—1) 269,7 (n—1)

.11 = 148,73 4- 3995 Fn—1’ 15=148,7134 3225 4-n—1
Diso=""0 ""1""5. {710} 16 | 30" |36 kgfem*

I'=15203 152,26 15250 152,76 | 163,08 @ 15344 cm?
1¥ = 163,28 | 153,569 | 153,92 154,30 154,72 | 165,22
4

£= : VI-’- = 2,006 (drednio)
1

6= it i 190110 20

|

' | |
H%O — 52453 | 47182 . 44663 | 42108 ‘ 39662 | 37006 kgem
i

W,— 2567 | 277 2587 2598 | 2611 | 2625 em?
M= 0 . 1289 | 2587 | 3897 | 5222 | 6562 kg

| 2 kg/oms
'|
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Wedlug tablicy z § 23 odpowiada (sredniej) wartosei e=2,006:

: 1|/z
P (0,0967 +o0114 VB:) g,

a zatem dla:

6= D 10 | A6 | 20 . 20 kglem®

M y '

95; = 00986 00987 0,0988 0,0989 00990

abg= 2614 | 5242 | 7889 | 10560 | 13257 kg

Po odjeciu (, = 2129 kg pozostaje
P= 485 | 3113 | 5760 | 8431 | 11128 kg
P= — | 4000 | 8000 | — . 12000 kg
o= — | 11,68 | 1919 — ‘| 26,62 kg/em®
B; 24 | 36177 k

| | | |
f=0,om]59;; = — 00185 00406 — 00673 em
3

f mierz. = — 10,0145 0,0342 | | 0,098
o iadlR 0784 | 0842 — 0888
J teor. | 8 |

Przy lacznem rozpatrywanin wynikow koficowyeh powyz-
szy{'h poréwnan, uderza przedewszystkiem ten fakt, ze stosunek
/'mierz.: f teor. ubywa ze wzrostem & To wskazuje wyraznie na
wybitng role takich wplywéw grupy I, ktére dla plyt kwadrato-
wych sg najsilniejsze, a malejy =z powiqkszeniem e. Te wlasnosé
posiadaja istotnie wplywy Ia i Te, albowiem po pierwsze wskutek
skupienia obcigzenia w érodkach czgsciowych kwadratow zwigksza
sig strzalka plyty kwadratowej o 14,6%,, a plyty prostokatnej bar-
dzo dlugiej tylko o 2,0%,; powtére zas, wplyw swobodnego pod-
niesienia sig rogoéw znika oezywiscie dla plyt bardzo dlugich, jak-
kolwiek u plyt malo rézniacych sig postacia od kwadrata musi byé
doé¢ silnym,
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Obu tym wplywom mozna przeciwstawi¢ tylko wystawanie
brzegéw plyty (wplyw Ila), ono bowiem zmniejsza strzatke ugigeia
badanyeh plyt kwadratowych okraglo o 8,5°),. Ale ten wplyw moze
tylko ezgéciowo skompensowaé oba poprzednie i jeszcze dosé duzo
pozostaje, aby objasni¢ ubytek wartodei f mierz.:fteor. z powigk-
szeniem &. Lepsza zgodnosé wartosci obliezonych i mierzonych da-
laby sie nadto osiagnaé przez odpowiednie zwigkszenie satywnosdei
zginania plyty. To bylo nawet do przewidzenia, gdyz sztywnosé
zginania musi zaleze¢ od wartosei modulu wydludenia we wszyst-
kich wiéknach, a nie tylko od jednej wartodei, odpowiadajacej
skrajnemu wldknu, ktéra wskutek tego musi byé mniejszg od spro-
wadzonej posredniej wartosei, jaks nalezaloby wprowadzié w ra-
chunek. Jest watpliwem, czyby sig oplacilo t¢ sprawe rozpatrywaé
blizej juz teraz, dopdki wainy wplyw swobodnego podniesienia ro-
géw nie da sig dokladniej wyznaczyc.

Z tegoz samego powodu zrezygnujemy na razie z wyezerpu-
jacego sprawdzania wzoréw teoretycznyeh dla momentéw, zwraca-
jac jednak uwage czytelnika na odnosne proste a pigkne studjum
prof. Morsch’a (Deutsche Bauz., Mitteil. 1916, Nr 3), ktory z oma-
wianyeh doswiadezenn ,Niemieckiego Wydzialu Zel.-betonowego“
wyprowadzil wzor

dla najwigkszego momentu zginajacego plyty kwadratowej (przy
najwigkszem obecigzeniu). Ten wynik da sie latwo sprowadzi¢ do
znakomitej formalnej zgodnosci z wzorem teoretycznym, skoro
przyjmiemy m = 4. Wtedy bowiem

M= 00368 (1+ : ) ga* = 0,046 gad = I
m ‘- 21,74
Nie wolno jednakze stad wysnuwaé wniosku, ze przy najwys-
szych naprezeniach betonu staje si¢ m =4, albowiem przy wypro-
wadzeniu powyiszej wartosci spolezynnika 1:21,76 nie uwzgled-
niono wplywéw, poprzednio omawianych.
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VIil. Plyta prostokgtna, jednym brzegiem
utwierdzona, a innemi swobodnie podparta
i ptyta dokota utwierdzona.

& 285. Sciste rozwiazanie w przypadku utwierdzenia jednego
brzegu b i swobodnego podparcia_pozostalych brzegéw plyty.

Sposobem podanym w § 17 znajdujemy, podobnie jak w za-
daniu §-u 23, dla przedstawionego na rysunku 26 przypadku ré-

Brreg viwierdrony

Rys 25.

wnomiernego obeigzenia prostokatnego paska plyty o szerokosei b,
nastgpujgce réwnanie powierzchni ugigeia:

231.1) ;-___4_95 ("615‘1)[1_ __‘__' 5 ﬁ__l_

l-]"_‘,',

{ﬁ(Th ~Ch- ..._Sh’;g"‘) (T}g—&-()k LERE )}] sin ni;y

Przytem oznacza:

(nbyy,) =sin n; P

R 2
' pe 1 a1
o Cm*— p—a . na
(281 .a) 9, == -Mﬁ--- b -
BTHY - aTh’y

Latwo sig przekonaé, e powyisze wyrazenie dla { cayni za-
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dodé tak rownanin réaniezkowemu powierzehni ugiecia, jakotez
warunkom krafhcowym

2 :
(-‘3) 0.0 pyatle P i g Ay g O iy
ax z=0 x=0 F=a y=0 y=b
Znalezione rozwiazanie da sig¢ oczywiscie takze zastosowaé do
przypadku plyty prostokatnej dokola swobodnie podpartej, a nadto
podpartej w linii $rodkowej, jezeli t¢ lini¢ obierzemy za$ of Y-6w,
. . W
1 zastapimy a przez 9
ezone parametry, to rozwigzanie zatrzymuje waznosé i w przypadku
sprezystej podatnosei brzegu poziomo utwierdzonego z = 0, wagled-
nie w przypadku plyty usztywnionej w $rodku zebrem (rys. 26),

Gdy wielkoei ¢, uwazamy za nieozna-

/ 7777773
i ?////,p,y,,//,%,f/

W tym ostatnim przypadku otrzymujemy nastgpujace wyrazenie
dla calkowitej energii potencyalnej plyty z zebrem o dlugodei
2a 4 g i szerokosei b:

o 1= [ (G5 (5 (B 2) 5 500

+40( ;)]drdy—i—éf(B' 2B,c)(a g)dy

ETU

Zas dla pracy sil zewngtrznych mamy wyrazenie:

(233) L= f / ';Cdxdﬁ-% f ¢ ©)ecody,
: ey —l
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jézeli zebro diwiga nadto liniowe réwnomierne obeiazenie ¢'b, mig-

. b
! y=?/1+ 22"

dzy rzednemi y=y, —-bg'
Poniewaz proba wyznaczenia parametréow , w ogolniejszym
przypadku rozbila si¢ o beznadziejng rozwleklogé rachunku, wige
poprzestaniemy na wyprowadzenin wzorow dla wielkosci statyesz-
nych. Wprowadziwszy oznaczenia skracajace:
a? 1 na
(@,8)= i —. —+ + a® Th—,
ok - %
@
(234a)

- 1 na
(. 9,)—31_:;,,'5- o + 89, Th 8’

otrzymujemy dla momentu zgigeia M, wyrair.enie:

i s 496' B, “b'lyl
(234.1) M,=—" .B’z{ ” uga,

ne=1,2,8,

a,9) Ch""
a

— b, 5h" —(;':;, B2 "5 s, Sh”}—; ]ain e

To wyrazenie znika dla x = a, jak byé powinno, a dla =0
przybiera najwigkszg wartos¢ ujemns, a mianowicie:

(285.T) (My)oni=— 49”’.3‘2'(”.‘1‘-3“_) l("’ ’:, )(a, 8)—

8 B, n® nlal

o R L

W szezegblnym przypadku bardzo dlugiej plyty (a = oo)
przeistacza si¢ powyzszy wzir na odpowiedni wzér (115) w § 15,
o czem latwo sig przekonaé, zwaiywszy, ze widoeznie

1

lig (@,3,)=ad, 1 1.1_::;8 e N

Dla momentu zginajgcego M, wypada wyrazenie:
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(236. 1) M,:"f,"z(?"’t'ﬁ){l-y(1*-- 26 }{ a, 9,)0h""

n=1,2,8,..

e Sl ;nﬁﬁ.){(ﬁ,&wh’;" 89. sa’:;}] sin "7

ktére réwniez znika dla x = a. Dalej znajdujemy:

fl-q_b' 2c nbyyy)

7t " B, n®
n

L, NI
(237 .1) D [ {a& O "F—(a, 9,) Sh é.}ﬁ_

b g T o N L "y
o ﬁ{ﬁ&,u Oh"S —(8.9.) Sh ﬁ” cos "
, __49b B, {nbly‘) ?(' oy NT
@s.n V=223 S Lﬂ = n'ﬁ‘){ﬁ{} Oh g —

1 N . mny
XSt

(239.1) ¥, = 00 .2(“&3 1 [1 Hi= il i M@so ™ —

0 f}—{l_ﬁf‘;@(?o )H(ﬁ,3 )Ch"‘” 9, Sh™ ] Y

-1

b

©40.)  (Ra=—F @t ) 3 6 )9,5in "5

n?

(241.1) (R,),.. 49:’.3‘ ("b‘-"”[p, lﬁsch

)

— (89 Sk "f}— b(f:"‘ ~ i fa.ch % — @, 95" sin "

(242.1)
D N S [T

tta? B:

al Sh”“} {1 n,a,( ){(ﬁ,v?)f’" — B9, Sh }]
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(243.1)
R
— a9, Sh ’"" {1 ”!ﬁ, )}{(p .9)0&"_“’«-3& Sh”—’”

(244.1) (Rl),-n=—-‘-‘?”(“+ @2‘““"””‘““&*""(;3 @) 9,

nt

(245. 1) (Ry)omr= 43’* 2[1+(—-1) —Y(nby1,) [ﬁ(w_i___*

B,

na bfac , 1 1 , ha

2'3!}{619' C’! ({3, ‘Sk ﬁ} (Bl+ My nla!): 8 r“ ? 357
—(a, 9, )Sh’m sin —
nb Al 1

(246.1) (Ry)yeo=— 2'( 1!1) (ﬂ’ = )& 5 n {:{

B2 40 ha ] ﬁ bt (4C
TR

¥ E‘)}{(p,&.x ™ g9, Ch %}l
(HT.1) (=T 2'(‘”("’"%[ I S0

n? n a

% ,bi(fkc + ___)}{(a,&_) Sh™" - a,Ch %}{’{1 n‘:;’(w +

nta®\ B

)}{(ﬁ 3).%1'3_‘3.9 Ch 5}]

49b2 40 nh Wa - Sesi
248.1) oy = 20050 *-‘")[ ‘)_Ch;---—-(a,&,pbh;—}_
_h#pa m’—;—’ @, _)Shp}

Archiwum C. 1. 4. a0
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. 4gb* 4AC p(—1)(nbiy,)
(249. T) H.,.———;r.i:z g { a9, Ch

— (@9 Sh %} — 2 189.0h"S — (8, 9. Sh =

Dla sprawdzenia ostatnich formul dobrze jest zastosowaé oczy-
wisty warunek réwnowagi:

(-ﬂi)--o + (Rl)t-q - (Fi)u-u + (Es )v-b + 2R + ?abl =0

Ze znalezione powyzej wartosei ezynig istotnie zadodé temu
warunkowi, latwo okazaé, uwzgledniajae zwiazek identyczny:

b B, (4C b* (4C , 1)) b* 4C
at’ Bs( +_;__ﬂ'ﬁ’) ’3’{ n*ﬁ'( B )} nt" B,

W powyiszej postaci moznaby znalezione wzory stosowaé
oczywiscie nietylko w przypadku satywnego podparcia utwierdzo-
nego brzegu, lecz takze w ogdlniejszym przypadku podatnosci tego
brzegu, gdyby udalo sig¢ znales¢ odpowiadajace wyrazenie dla 3,
np. za pomocg metody Ritz'a. Okreélone réwnaniem (231a) war-
todci 9, sq naturalnie wazne tylko dla satywnego podparcia.

To wszystko odnosilo si¢ do przypadku I (H2 > B,B,). Weale
ucigzliwe przejécie do odpowiadajgeych wzoréw obu innyeh przy-
padkéw idzie stosunkowo najpredzej, gdy najpierw znajdziemy
odpowiadajacy wzér 1II-go przypadku (H'(B,B,) zapomocy pod-
stawienia:

Sw ol § 1 B0 S
TR e

a stad przez przyjecie §'=oco (a=f=y = — Vﬁ' wyprowadmmy wzor

dla przypadku II. Tq droga znaleziono nastepujace postaci réwna-
nia powierzchni ugigcia.
W przypadku II (H!=B,B,)

@31.10) _:_—:;’;_fg: “"‘3")[ 1+c )OA—+

el A,

+ (€ )" sin 25
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Z Oznaczéniem:

TIRE T o ense’ b
+ y ¥

2na

z

Ch

:

Co==
gp2ra_ 2na

(281.b) 1 Y 7
. Sl LW
y y 7

C = £y
gp2na _ 2na
v 4

., A,

e e e P e ol et L . e e e e o e O R o

! Stad wynikaja nastepujace zwiazki miedzy € i C' poiyteczne w dal-
szych rachunkach:

C.on™e— ¢, Sh ™ =3,
7 Y

w_(55-5)

; na
H=QRCiom o

A
r 7
= L2 (0h$-—1)’
U‘Sh‘:;—'onohh'::h?—ff:—%é;
; 7
ga—E{EC,(l——C‘k%‘-’)—k(l»{—({)&%&}:a#
. (s;."—“-"—“)'+2(ck;’“3_1)'
e L r -
" S};?_"_“_?_’E
y iy
S22 (140, % —3C)+ns (20, — %) =
ey —sa+a (e~ a
2
2(0;,'1‘!.. 1) & (Sh'l"- = ’19)'
e WA Y BT 4
gp2na _ 2na
y 7
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aw pr:_r.ypadku III (H® < B,B.):

o v 4

D O™ 0™ 4 D Sh ™ i "] gin "
8D, Ch -7 Sin ﬁ,-f-!),q.ha ﬁ,}sm ¢ 5

@110 =2 ﬂbzyt)[i_phh_m}s___L D o’

z ozpaczeniami:

(231¢)
2na 2na na (B in M
Ch="7+-cos --—-201: —(— Sh2sin’s
s T Lo g TN e s gsny
3 & i 2na
Sh — —f's 6’" :
na . g I8 . na na\
S “‘“‘E‘“(*ﬂ“ )l Fin +o G
! % Zna -—ﬁ' 2?m

Jako préba rachunku posluzyly pi-zytem warunki Kratcowe:

(Demo = (O)ewe = 0

Rézniczkowanie réwnania (231 :II) prowadzi do nastgpujgeych
wyrazen dla funkeyj uyy, poy.... wprowadzonyeh w § 23:

(250 .11)

-+ nb . 1 wr oo\ g nx| . nmy
= ——,:21’-1((,, c )Shm (1+c, 20, ON foin ™
et 2‘("1’”‘)[ 1+r' Ch +(c. +c””)s&”“’l S

nb C . L W] ni
p“:':;-' -'( :yl)l‘ +G ’)Sh"—:' — pﬂ—}'—Ch? CO8 —bg;
(251.11)

,lm=i,2‘(-"ﬁ?[ (1 C2 ) k{20, — ") on ?]sin‘%’

.

nb nE .
i““':_,}i ;31) (1 +0 b —C )Shﬁ — — l sin —=

"1
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(261. D)
42“"""”""[ 1+c Ckv—-l-(_C,,—}-C;";)Sk%] cos ’1?__

Uyyy= 4 z(nbjz_l)l([+0_ *2(")0&""-]-({ -—f,_u-)Sh ] m;._y

Stad wyunika dalej

i [y SOOI ( e
ﬁlll—:jﬂzlidy—ﬂgz n? 1 L,?
__3(-)5'1,,&_,_( 2C.— nx) A ]
- 46 abyyy )1 4(—1)-? B
£ c:.js;;i’.“-‘f” : o;,’ﬁ?tw,ﬁjj:
i 4 ¥y y
(262 . II) £
5 th
#uz"—:jm,,dx_._..z(’ 1&‘1)[ ‘{20-{-
(Sk ‘y"_ ;) :: Q(Ch? “1) nay
as L
Sh 2na__2na i b
4 ¥
l%ﬁﬂﬂr
(b, HIT
r“ll!"" /.ﬂ"!dl'___.z 1.% qh?;:fwzicws%
v b

Teraz oblicsymy dla kontroli calkowite reakeye brzegow, tu-
dziez sily narogne i i zna]du;jemy najpierw dla utwierdzonego
brzegu x==0: .

: N [T Bi| gab _
QI (R |2 4522 (4 ) B‘L =

. £
*“;ﬁm "bly‘)[l;':( 2 § L .2C,,




230 M. T. HUBRR | - [280]

poniewaz uqy, znika dla x==0. Dla przeciwleglego poziomo SWo-
bodnie podpartego brzegu z=a wypada z (202 .II):

(245, 11)
na Ha na
2(0}:.—_- ) P
G, ., by y)[ 14— 1)""] Y ( 0 3 50 ?’)
P R'E n? gp2na __ 2na
7 7
4b -t (S"ﬁq"ﬁ)s
e v ”519'1)|1+("’1) ] G R 2
f122)eme™ J‘T'b ”! 21‘3(8 2;1“, !

Sh = — —

i

ss 40
(Ry)ewa = {'um + 111 ﬂ-ﬁ | l/ ]‘“

Dla poziomo swoboduie podpartego brzegu y=0 jest

(246.11)
' s "_‘_’_____) na__
iy *izﬂb;y;) 20+(_h Y +2(Ch _l_)_
oo 2na 2na 4
st g
7 v

LR
Glll)l'lﬁ""" :T.z'(”:;yl '( 2 - g W,

bh—’-’.f‘—- s

e #ns .ttns

Tak samo znajdujemy dla swobodnie poziomo podpartego brzegu
y =b, wedlug wzoréw (262.1I):

(247.11)
” =) e(ont-1)
: (ms].-.z;:; ”b'ylx 1) [ {20 | ( Sh%l:_(zhm )}J,

4 ¥

L4
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(247.1I)

(Shf_'f_ff)'
y

352_”“_‘_.2;”9

?

fR;),,-.——['uw +#11:( + ) B 1]'_n qab.

Dla naroznyech reakeyj wypadajy nakoniec wartofei:

4 (nb -—-1
.’-‘I‘Iﬁ yvrh"" o ?2‘ lif‘ )

Ro.n.r—"j‘-’m=0=
2
(4 (nban) a' (‘Shn_: n:) 40'/
5] i = 171 X
(248 . 11) fop= 1,2‘ W ha e ?M]Pu . qab,
? ?
(S;,E_f‘fz
. 4 by (—1)" vy i 7)_4 B,
(249 .11) 3.,,__;,2-“ = T 7 > E.gab
Y 7 :

Nietrudno si@ przekonaé, ze uzyskane wzory czynig identyez-
nie zado$¢ warunkom réwnowagi sil zewngtrznych.

W przypadku calkowitego réwnomiernego obcigzenia wypad-
nie w powyzszych wzorach przyjaé:

(Mb,yl)zl i ?f;—-—-l. 3: 5,-..

Wtedy staje si¢ powierzehnia ugigeia oczywiseie symetryezng
wzgledem plaszezyzny y = % Najnizsze punkty przekrojow ¥ po-
wierzchni ugigeia lezg na krzywej ?

n—]

dobt g(—L2 ], 1™\
(253.11) //gb_. “Ezé; _ [1 (1-5-0,?)0;.?4_
o

& ( c.+r;:;;’»‘$) Sh"

Dla wyznaczenia strzadki ugigeia trzeba przeto rozwigzaé naj-
pierw réwnanie przestgpne:
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hr

_“:lL‘L[c- on' — 1+c L C')Sh”;]—_;ﬂ,
. 3

ktére powstaje z warunku I ==0. Pierwiastek x, rzeczywisty tego

réwnapia jest funkcya sprowadzonego stosunku bokéw

i ;
Bs i, .
B

1 jest widocznem, ze jego wartosé lezy ledz_','

E"....":—-

_.H{E@‘?a-_—-o,amba

a 00 a. Pierwsza warto$¢ odpowiada granicznemu przypadkowi
bardzo malego ¢ a druga drugiemu granicznemu przypadkowi plyty
nieskoniczenie dlugiej (e=oc). W pierwszym bowiem granicznym
przypadku uginajy si¢ érodkowe skrawki X plyty dokladnie tak
samo, jak analogicznie podparta i obeigzona belka, w drugim za$
jest krzywizna linii ugigcia srodkowego skrawka X widoeznie zni-
komo mala na wielkiej dlugodei po obu stronach s$rodka. Z tego
wynika, ze z praktyeznie wystarczajaca dokladnoseis mozna obli-
czaé strzalke ugiecia podlug przyblizonego wzoru:
7=~ 000 s
. Ta przyblizona wartosé bedzie w najgorszym przypadku mniej

niz o 4%, za mala. Ugiecie bowiem odpowiadajacej belki o rozpie-
tosei a i linii ugieeia

wynosi dla 2

286 dla z ._5?—16'-[-3—3-.:-.:0,5186«
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ELm e
" TIRET
Otoz ta druga wartosé jest od pierwszej tylko okolo 3,8¢),
wiekszg.
O wiele jeszeze dokladniejsza wartos¢ przyblizons strzalki
ugigeia mozna znaleié wstawiajae w réw. (253.11) wartosé inter-
polacyjna

&= (0,b 4 0,0780 ¢ ) a,

to wyrazenie bowiem przeistacza sie¢ w granicznych przypadkach
e=01e=o00 na

«=0,0780 a, wrglednie z==05a.
Jeszeze ucigzliwszem jest wyznaczenie najwigkszego dodat-
niego momentu zgigeia, zwazywszy jednak, Ze ujemne momenty

utwierdzenia osiagaja bezwatpienia o wiele wigksze wartodei, zado-
wolimy si¢ obliezeniem tyeh ostatnich. Wzory (200.1I) daja:

¢ 4 1 2 4T
(44 e = 3 2'—— (1—2C)sin ——{;’-. (i ecy ==

w180 .
Stad wypadajy najwieksze wartosei momentéw utwierdzenia

w $rodku brzegu stwierdzonego (dla = b)

ks o b I/B' s (o hite .
(254 .11) tg s
20‘ w1
X = n'q ?;l-: EZ [“1) .
n=135...

W granicznym przypadku bardzo dlugiej plyty (a == oco) staje
sig lim C;=1, a znalezione wartosci momentéw przeistaczajg sie
na nastepujgce:

1}/B
(266.1I) H"““—_“b’vﬁ’ M,_-—,gb= D:

W drugim graniczoym praypadkn bardzo krétkiej plyty
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(b= o0, y == co) znajdujemy latwo pray pomocy rozwinieé na sze-
reg funkeyj hyperbolieznyeh Sk i Ch:

IR A bk i wielkosci
im (2¢; - }—g-—;’—-{- wyzsze potegl wielkosei .
A zatem:

@600 M =—ieat, Hy=_-)/Ru,..

Pierwszy wynik byl od razu do przewidzenia, poniewaz w tym
granicznym przypadku musza skrawki X drodkowej czgéei plyty
ulegaé¢ zginaniu' waleowemu. Momenty zginajgce M, rozkladajy sie
przeto w tych skrawkach dokladnie tak samo, jak w analogieznie
podpartej i obeiazonej belce.

§ 26. Dziewietnascie mozliwych prostych sposobow ustale-
nia obwodu plyty prostokatnej. Zagadnienie plyty dokola
utwierdzonej. Przyblizone wzory interpolacyjne.

lloéé moaliwyoh sposobéw podpareia prostokatnej plyty jest
dosé znaczna, nawet gdy sig ograniczymy do przypadkéw jedno-
rodnego podparcia kazdego poszezegélnego brzegu 1 pominiemy
przypadki podparcia rogéw w jednym punkeie Ten ostatni rodzaj
podparcia ma oczywiscie praktyezne znaczenie tylko w polaczeniu
z podparciem brzegéw belkami, ktire nazwiemy Lkraweinikami
(Randtriiger); dlatego rozwigzania, ktére tej okolicznosei nie uwzgle-
dniajy, nie budzg praktyeznego zainteresowania. Ze wzgledu na to,
ze jeden, dwa, lub trzy brzegi plyty moga byé takze zupelnie swo-
bodne (przy odpowiedniem podparciu lub utwierdzeniu pozostalych
brzegéw), wypada 19 statyeznie mozebnyeh przypadkéw ustalenia,
ktére uzmyslawia rysunek 27. Brzegi swobodne, podparte i utwier-
dzone sy na nim odréznione odpowiednio linia eienks, grubsag
i podwéjng. Wszystkie mozliwe przypadki, ktére wyplywajg jako
kombinacye brzegéw swobodnych, podpartyeh i utwierdzonych, da-
dza sig podzieli¢ na nastepujace trzy grupy:

1) Grupa podwéijnie symetryczna. Z szesciu mozliwych pray-
padkow tej grupy odpada oczywidcie przypadek czterech brzegéw
wolnych i pozostajg przypadki 1 do D (rys. 27).
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2) Grupa pojedyiiczo symetryezna. Z dziewigein mozebnych
kombinacyj tej grupy trzeba wylgezvé polgezenie jeduego brzegu
podpartego z trzeba swobodnymi, jako statyeznie niedopuszezalne;
pozostajg wige przypadki 6 do 13.

aje]ajoln
ACUCELBE
alale[zlcla

Rys. 27.

3) Grupa piesymetryczna obejmuje szesé¢ przypadkéw a mia-
nowicie 14 do 19, atoli tray ostatnie przypadki 17, 18 i 19 nie
moga liezyé na praktyczne zastosowanie. |

Z posréd pozostalyeh praktycznie waznych przypadkéw usta-
lenia od 1 do 16-stego traktowano w niniejszej pracy przypadki 2,
3i8.

Rozwigzania dla tych trzech przypadkéw daly sie wypro-
wadzié z odpowiadajacych rozwiszai dla nieskonczenie dlugiej
plyty, podluznymi brzegami swobodnie podpartej. Odnoéna metoda
zawedzi w innych przypadkach. Kilka jeszeze przypadkéw mozna
zalatwi¢ zapomocy przyjecia Lévy’ego, ta droga nie prowadzi je-
dnakze do celu w prostym przypadku utwierdzenia wszystkich
czterech brzegéw (rys. 27, 1), ktérym teraz si¢ zajmiemy. On na-
lezy do grupy tych najwazniejszyeh praktycznie przypadkéw 1. 2,
3, 6, 81 14, w ktérych nie ma brzegéw swobodnych.

Do rozwigzania przyblizonego moznaby doj§é na podobnej
drodze, jaks obraliémy w § 10 dla plyty dokola swobodnie pod-
partej. Odpowiadajace trygonometryezne wyrazenie dla powierzchni
ugiecia

(267) ' ;=f(1-.m igf)(l....m E;g)

zastosowal, jak sig zdaje, najpierw prof. H. Lorenz do plyty ré-
wnokierunkowej, obeigzonej érodkowo symetryeznie. To réwnanie
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odnosi sig do brzegéw plyty jako osi spélrzednych i ezyni widoce-
nie zadoéé warunkom krafcowym:

=0 dla 2=0, albo z%aqa; y=0 albo y=4 i
d e ‘
éf=0 dla =0, albo z=a; é—gz-ﬂ, dla y =0.
albo y:ﬁ.

Podobnie jak w § 9 znajdujemy:
sin 7 2 sin 7 o

Vil R
“'_—_

2}

_’{"11{’1 ab a < b

e I e i a? B, :
3«’ H+3b"H

H
z dawniejszemi skréceniami: e_gl/f—:, 1,.._v— =, gdy obcigzenie
l By B:

jest rownomiernie rozlozone na prostokacie a,b;, wapéldrodkowym
z obwodem plyty. To wyrazenie daje w szezeglnym przypadku
pifty réwnokierunkowej (B,==B,=H=38, a, = a, b,=D)

dla &= E= 1 l-p 2 oo

b 1

s 5—.... 0,00128 000218 0,00278 0,00342

samiast odpowiadajacych dokladnych wartosei (podlug A. Nadai'a):
©0,00127 0.00208 0,00249 0,00260

Przyblizone wartodei dla straalki ugiecia sy wige za wielkie
odpowiednio o mniej wigeej
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1 5 12 319,.

a wzor

(258a) PRy 5

3748, 1

1
29
tiata
mozna wogdle poleci¢ do celéw praktyczoyeh jako dostateeznie
przyblizony, dopdki sprowadzony stosunek hokéw & leiy migdzy
granicami 1 a 1,5. O ile stopiei przyblizenia ogélniejszego wzoru
(258) mozna uwazaé za wystarezajaey, trudno rozstrzygnaé wobec
braku scislego rozwiazania nawet w szezegblnym przypadku ro-
wnokierunkowo$ei materyalu. Pewng oryentacye w tej kwestyi
umozliwi rozpatrzenie tej powierzchni obeigienia, dla ktérej wyra-
zenie (257) przedstawia dokladnie odpowiadajaca powierzehnie ugie-
cia. Wstawiamy przeto to wyrazenie w réwnanie rézniezkowe po-
wierzehni ugigeia i otrzymujemy:

\

(209) p=4n'f [( + + a’b’) 2:"-: cos e £ % cos o

i —

B. 2 "’.’/
N

jako szukane réwnanie powierzchni obeigzenia. Nazwiemy ja dla
krétkodei ,teoretyczny powierzchnig obeigzenia®. Jej réwnanie przy-
biera w szczegblnym przypadk plyty kwadratowej i réwnokierun-
kowej (a="b, B, =B, — H =B) postaé:

(2693} p= 4nt — —f (4 cO 2xe —— 08 g_ﬂ!‘ -— COR ?H l’zOE yj

Latwo sig przekouaé, #ze p nie jest na calej plycie dodatnie.
jak to bylo w analogicznem rozwigzaniu dla plyty dokola swobod-
nie podpartej. Teraz powierzchnia obeigzenia sklada sig $rodkowej
czgéei dodatniej (rysunek 28), otoczonej dokola obszarem obeigzenia
powierzehniowego ujemnego. W otoczeniu rogéw plyty staje sie
obeigzenie znowu dodatniem. Wzgledne wartoéei p sg na rysunku
zanotowane w kilku wybitnyeh punktach. Poniisza zaé tabliczka
zawiera spélrzedne pewnej liezby punktéw linii zerowyeh:
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T

= 0 01 0165 0191 0,196.0250 03 0333 04 05

= 0,196 0,191 0,165 01 0 0250 0228 0,223 0,219 0.218

Na pierwszy rzut oka jest niespodzianks, ze przyblizone roz-
wigzanie daje w tych warunkach tak dokladne wartosei dla strzalki

Rys. 28.

ugiecia plyty calkowicie réwnomiernie obeigzonej; zwazywszy je-
dnak, ze wieksze rze¢dne ujemne teoretyeznej powierzchni obeigze-
nia sy skupione okolo érodkéw brzegéw, rozumiemy jasno, e ich
wplyw na ugigeie srodkowej czedei plyty moze byé tylko niezna-
eznym, Z tego powodu mamy prawo przypuszezaé, ze wzor (258)
dostarczy takie wtedy doé¢ dokladnyeh wartogei dla strzalki ugie-
cip, gdy dane obcigzenie jest réwnomiernie rozlozone na wspdl-
$rodkowym prostokacie a,b,, o ile liczby stosunkowe a,:a i b, : b
nie majg wartosei ani zbyt malych, ani tez zbyt réznigcych sig od
siebie, a zarazem spelnia si¢ warunek

4
1§i‘—|/£‘-gl,5.
Y B

W granicznym przypadkn ciezaru skupionego w érodku wy-
pada z wzoru (268) z pewnodeig za mala wartodé strzalki ugigcia.
Blad bedzie zapewne tego samego rzedu, co odpowiadajaey blad
wzoru (27) w § 10 dla plyty swobodnie podpartej. Ten ostatni
wzér daje dla a=b, B, =B, = H=38.

1 Pa? P

a a’
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podezas gdy wedlug scislego wzoru (50) wypada spélezynoik
0,01156, a wige okolo 139/, wiekszy.
Zwazywszy teraz, #e

- al
sin :I‘
lim ———— =1,

=0 a
ay T -1

widzimy. e skupienie calkowitego obeiazenia prostokatnej plyty
dokola utwierdzonej w jej érodku powigksza strzalke ugigeia wig-
cej niz 4 krotnie, jezeli sprowadzony stosunek bokéw & nie wiele
zbacza od 1.

Inaczej ma si¢ rzeez, gdy cheemy przyjete wyrazenie (207)
zastosowa¢ do znalezienia przyblizonyeh wartosei dla momentéw
utwierdzenia i reakeyj podporowych. Jest bowiem rzeczy jasng, e
momenty utwierdzajace, ktére odpowiadaja naszej teoretycznej po-
wierzchni obeigzenia, muszg w kazdym razie tak silnie zbaczaé od
szukanych wartosci, ze trudno si¢ spodziewaé nawet grubego pray-
blizenia. W samej rzeczy daje dokladniejsze obliczenie w przy- -
padku calkowitego réwnomiernego obeigzenia plyty réwnokierun-
kowej dwie skrajne wartosel momentéw zgigeia, a najwigksza war-
todé ujemnego momentu M, w érodku brzegu podluznego a jest
okolo 2 razy wigksza od najwigkszej wartosei dodatniego momentu
M, w érodku plyty. Natomiast przyjete wyrazenie (257) prowadzi
do prawie réwnej wielkodei obu powyiszych wartosei momentéw.

Ale i przez uogdlnienie przyjetego wyrazenia (2b7) w postaci:

(265a) f== 22&., (1 — €08 27‘:3)(1 ~- COS ?—%ﬁy), (r,5==1,2,3)

uzytej przez p. M. Mesnager'a w polaczenin 2 metody Ritz'a!
nie zyskujemy nic, albowiem niezaleznie od wielkodei spélezynni-
kéw A, (r,s=1, 2, 3,.4) pozostaje widocznie

co prowadzi znowu do tego samego stosunku obu skrajnych war-

t C. R. 1916, T. 168, p. 661,

e
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tosei momentow. Temu zaé wynikowl mozna przeciwstawié fakt
znany 7 elementarnej teoryi zgiecia, Ze momenty utwierdzajgce
w poprzecznych skrawkach nieskoficzenie dlugiej plyty posiadajg
dokladnie podwdjng wartodé najwigkszego momentu dodatniego
w srodku tychze skrawkéw. Juiz to samo wystarcza, aby kazde
rozwigzanie postaci (267a) uznaé¢ za bledne, atoli nietrudno tez do-
wiedé, ze to rozwigzanie nie ezyni zadosé réwnaniu rézniczkowemu
powierzehni ugigeia. Mamy tu przed sobg pouczajacy przyklad,
ktory nawoluje do pewnej ostroznodei przy zastosowaniu metody
Ritz’a. Spelnienie warunkéw kraficowych przez kaidy poszezegllny
wyraz podwdjnej sumy przyjetego ogélnego wyrazenia:

(= zg‘.a.. ¢, (), (y)

jest Konieczne, ale jeszeze nie wystarczajgce, aby ta suma (przy-
jawszy, ze wyznaczamy spilezynniki 4, wedlug metody Ritz’a)
przy rosngeych liezbach porzadkowych » i s zdazala w granicy do
ssukanego rozwigzania réwnania rozniezkowego powierzehni ugig-
cia. Ma to oezywisecie zwigzek z kwestys rozwijalnosei szukanej
funkeyi £ na szereg funkeyj ¢, 9,; w naszyéh jednak zadaniach
mozna obejs¢ analityezne trudnodei tego rodzaju, wstawiajge naste-
pujace po sobie przyblizone rozwigzania w wyrazenie rézniczkowe

524 . .
5o ‘+2Hé?z*3y' B dyt

i przekonywujac sig, ezy to wyrazenie zdaza do zera ze wzrostem
liezby wyrazéw w rozwigzaniu przyblizonem.

Przy pomocy wyrazenia przyjetego przez samego Ritz'a mo-
zoaby teoretycznie posunaé dokladno$é obliezenia dowolnie daleko,
a stopien zbieznosei jego metody nie pozostawialby wéwezas nic
do @yezenia; atoli ta zmudna droga "nadaje si¢ tylko do obliezen
liezhowyeh i moglaby dla plyt nieréwnokietunkowych mie¢ prak-
tyczne zastosowanie tylko w Il-gim przypadku (H® = B,B,), ponie-
waz wtedy wszelkie wyniki teoretyczne, znalezione dla plyty ro-
wnokierunkowej, daja si¢ przeniesé na plyte prostokatnie nieréwno-
kierankows. Gdy jednak zalezy nam na ogdlnyeh i prostych wzo-
rach przyblizonych dla przypadku calkowitego réwnomiernego ob-
cigzenia, to, jak sig zdaje, najkorzystniej przyja¢ wyrazenie




[291) TRORYA PLYT 241

abi ol tyt y)i
(260) g_EDﬁ_fa;(l a) “(1 y
dla powierzehni ugigeia. Ono wyplywa z latwo nasuwajacej sig
myéli, ze linia ugiecia srodkowego przekroju plyty z =gprlecho-
dzi dla bardzo wielkiego @ w linig ugigeia helki

- ql‘ x® x\*
o Y - a-(l"’a)'

Nowe wyrazenie ezyni widocznie zadosé warunkom krafico-
wym, a odpowiadajgea teoretyezna powierzehnia obeigzenia ma
w szezegblnym przypadku réwnokiernnkowodei materyalu plyty
(By = By == H = B) réwnanie:

(261) 24256f[ )t

¥
bé " a? "‘a'J P bs( ) v
' 6z , 6z 6y
+awl s Fm e )
Na podstawie nizej umieszezonej tabliczki wartosei Bp/256 f

mozna nabra¢ wyobrazenia o postaci teoretyeznej powierzehni ob-
cigzenia. I ta powierzchnia posiada

LY

a8y

i
[=)

o
o
[
=]
o

%:0 (4000 | 2229 0774 0,018 —0,378/—0,500

—025 | 0344 | 0808 1438 2032 2446

|
=05 | —0500 0774 2034 3078 3762 ‘ 4,000

r—1y |; 4000 | 1,249 1285 2887 3539 | 4,000

obszary ujemne dokola érodkéw bokéw prostokatnego konturu plyty,
leez te obszary sa nieznaczne w pordéwnaniu do takichze obszaréw
odpowiadajacych formule trygonometryeznej (267). Opréez tego jest
Archiwum C. . 4. 21
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rozklad obeigzenia w obszarze dodatnim o wiele réwnomierniejszy.
Juz z tego powodu spodziewamy sie, Ze zalozenie (260) dostarczy
0 wiele lepazych wartosei przyblizonych dla momentéw zginaja-
c}rch. %

Z waranku ‘réwnosci energii potencyalnej plyty i pracy sil
zewngtrznych wynika teraz jako przyblizona wartodé strzalki ugie-
cia f: :

: { gb‘ 1
2
(262) S =508 o ’j Z :

( &t
przyczem, jak poprzednio, oznacza & sprowadzony stosunck bokow,
a 7 charakterystyke plyty. Ten wzér daje w szezegdluym przy-
padkn plyty kwadratowej réwnokierunkowej:

49 gat

i q 9a*
= soumi 5 =003z L,

podezas gdy z dokladniejszego obliczenia wypada
f==0,00127 9_;‘

Powyzsza przyblizona wartoéé jest wiee okolo 5%, za duza,
co dla wielu praktyeznyeh celéw moina jeszeze uwazaé za dopu-
szezalne. Ten blad roénie jednak z wartodeia & =11 osigga w gra-
nieznym przypadku & = oo prawie 319/,. Pod tym wzgl¢dem uste-
puje nowe rozwigzanie przyblizone dawniejszemu (258a); atoli rzecz
si¢ ma inaczej, gdy przystapimy do obliczenia momentéw zgina-
Jaeych.

Rézniczkujac (260) znajdujemy:

o

" b6r  6Ga?| y? ¥\*
=207 5(1-5 + F) 5 (-1

=i B %),

a stgd wypadajy dla miarodajnyeh momentéw zgiecia w punktach
(g, 0) i (g, g) nastgpujgce wartosei przyblizone:
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_ 32

(263) g == 5 oy, =—32 5

4 . 1631 3yt 153‘,: 1 b2
(M), o == (1+ ) o), , = ‘b,_(HE&_’),

W szezegdlnym przypadku plyty kwadratowej 1 réwnokie-
runkowej otrzymamy dla érodka boku
My = —0,0426 ¢a?,
.
t. j. okolo 139/, mniej, niz dokladniejsza wartosé

a\?
— 00488 ga*= — 0,195 ¢ (—2~) .

enaleziona przez A Nadédi'a na podstawie przyjecia Ritz’a. Inni au-
torowie, ktérzy opracowywali to zadanie, znajdujg nieco wigksze
spilezynniki, jak np. 00310 (Galjerkin) i 0,05612 (Hencky).

Za to w érodku plyty mamy

My= M, =0,0213 (14 =) gat,

zamiast dokladnej wartosei

0,0177 (1+%‘-) qa*,

wyznaczonej prawie zgodnie przez wszystkich trzech przytoczonych
autoréw. Teraz jest wartodé przyblizona mniej wigeej o 20°, za
wielka, a ten blad rosnie z powigkszeniem liczby stosunkowej &.
W szezegblnosei jest w granicznym przypadku &= oo

(M), =—2 M), »,

a wige dokladnie jak by¢ powinno, zas
(My),eo=— 0,109 gb*,

ezyli okolo 309/, wigcej od dokladnej wartosei

i —--96 = ~ 0,835 gl

Przyjete wyragenie (260) okazuje sig, jak widaé, weale pray-
21#
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datuem do ustawienia formul przyblizonych dla praktycznego uzytku.
Te formuly dajy sig jeszeze znacznie ulepszyé zapomocs spélezyn-
nikéw interpolacyjnych, ktére mozna obliczyé podlug dokladniej-
szego rozwigzania dla szezegdlnego przypadku réwnokierunkowego
materyalu plyty. Nalezy sig spodziewaé, ze otrzymane tym sposo-
bem wzory nie ucierpig wiele na dokladnoéei w najogdlniejszym
przypadku (H* = B,B,), dopdki stosunek H®:B, B, zbacza nie-
wiele od 1.
We wzorze dla strzalki ugigeia wystarora postaé

"
¢ <+ Ee

spolezynnika interpolacyjnego w przedziale 1 = ¢ = co. Przyjaw-
ssy ja znajdujemy wzér interpolacyjuy:

000‘1(2,6-5-3’1) ’
1 &
+7 e’ 3

Azeby ocenié blyd tej ulepszonej formuly przyblizonej, po-
réwnamy liczby, jakie ona daje dla réinych wartodci ¢ w szcze-
gélnym przypadku B,=3B,=H=03 2z dokladniejszemi liczbami
znalezionemi juz pierwej dla tego przypadku. Wedlug dokladniej-
szege rachunku wypada

@64) - f=

dla e = 1 O—f,-z 2 oo

f:%‘: 0,00127 000208 0,00249 0,00260 (Nadéi),

podezas gdy przyblizony wzér (264) daje odpowiednie wartodei:
_ 0,00127 0,00202 0,00243 0,00260
opatrzone bledami-nie wigkszemi od 3°/,. :

Jeszeze lépsza zgodnodé dla powyiszego szeregu wartodei &
daje wzér:

000260 4 % 00103 0,00:)36
(264.3) £ 2 %"’
7 c'+ '
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z ktérego wypadaja wartosei réinigce si¢ najwyzej o §°/, od przy-
toczonych dokladnych.

Przy wzorze dla najwiekszego momentu utwwrdzema okazala
sig réwniez bardzo dogodng postaé spélezynnika interpolacyjnego:

! e clf cfll
o+ i
Zakladajge ja zuajdujemy:
0083’1+00122+00300
@65) (M), =— gt
. 14+
‘? PLRLT

Stad wypada w szezegdlnym przypadku plyty réwnokierun-
kowej przy

- 1 1,5 2 0
— % 00488 00721 00804 00833,
a zatem prawie zupelnie zgodnie z nastepujgcemi liczbami wyje-
temi z monografii Nddéi’a:
0,0488 0,0723! 0,0803 0,0833

Najwigkszy dodatni moment zgigeia M, w érodku plyty da
si¢ przedstawié z praktyeznie wystarezajgcem przyblizeniem wzorem:

| 0,003 ¢
T
@66) (M), = . S'H” P4y :—:) b
1 + 7 ‘,_.i + 3

Poréwnanie spélezynnika liczbowego, przez ktéry trzeba tutaj
pomnozy¢ wyrazenie (l-l-—-— —-—) gl z odpowiadajacemi liczbami

dokladniejszych obliczeii Galjerkina dla przypadku plyty réwno-
kierunkowej, daje (przy zalozeniu B, =3B, = H=73) dla:

N e A g et N N P P N i e N

' Interpolowage,
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== 1 1,0 2 ©o
wedlug Galjerkina  0,0176  0,0325 0,0874 00417 (= oY)
wedlug wz. (266) 00177 00323 00373 00417

Odpowiadajaee liezby réznia sig nie wigeej, jak o 0,6°/,. Nie
trzeba jednak zapominaé, ze we wzorze (266) dla momentu tkwi
liczba m,, a *przytoczone Galjerkinowskie wartosei odpowiadajy
przyjeciu: m =Y. Aieby wzér przyblizony nie ucierpial na doklad-
noéei nawet przy bardzo réznych wartodeiach liczby m,, rozlozymy
wyrazenia dla momentéw zgigeia podlug schematu:

L 1 % B,
(267) I =~ (“«‘*’ T o 3y ) ‘+?n_, B, >
BTN 5 R e B °
l iy (35!2 + My @)*‘}IET my B, My
Wielkodei
o k & 32; r : Al :‘z;
(267a) M= — B, e M= —B, %

majy znaczenie pewnych momentéw zastgpezych, ktore okre-
Slimy w nastgpujacy sposdb: Zastapiwszy skrawki X i skrawki YV
plyty belkami o sztywnodci zginania B,, wzglednie B,, przyjmiemy,
#e osie tych belek zakrzywiaja sig dokladnie tak samo, jak osie
odpowiadajaeych skrawkéw; wtedy zgigeiu belek odpowiadajg mo-
menty M; wzglednie M, 7 przyblizonego rozwigzania (260) wy-
nika dla $rodka plyty:

M= 168, 1 1 31 gb' ks
T T ;B 1
(268) + 7 "
' 188,/ 1 gb?
M= 1_"_'_"' ’
" T etV g

W szezegluym przypadku réwnokierunkowosei materyalu
plyty. daje dokladniejszy rachunek (Galjerkina) dla:

Eem= .y 1 15 2 co
Mj:gh*= 00176 000963 000245  0,0000
_ (0,0218) (0,01675) (0,01134) (0,0000)
My:gb*= 00176  0,0338 00393  0,0417

0,0218)  (00377)  (0,0464)  (0,0547)
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Liczby w nawiasach pochodzg z przyblizonych wzoréw (268).
Przy uiyeiu tych dat obliczono spélezynniki interpolacyjne dla wy-
razen (268) i tak powstaly wzory:

M= 0.0659 A
T 1,35-15Te—1pY B, b LEVE.
s T
(P 0,00237 & o z:
' ,_ rt & - gJ
g T ( S A el T 10
M, ‘0.)41 +0657—|—*£ _1)41 1+? .,?—+._1
7 & et

W przypadku réwnokierunkowodei materyalu plyty dajy te
wzory wartodei, ktére si¢ roznig od dokladnych najwyzej o kilka
dziesigtnych °/,. Tej samej dokladnosei nalezy sie oczywiseie spo-
dziewaé i w ogdlniejszym przypadkn, gdy H = B, B,.

DODATEK DO § 23.

Przyblizone wzory interpolacyjne do obliczenia plyty prosto-
katnej dokola swobodnie podpartej i calkowicie rownomier-
nie obciazonej.

Ta sama droga eo w § 26 znajdujemy dla strzalki ugiecia:

0,0073 ¢
ums-{— -
(269) S ”"“ - .d
]+2 g+ By
a dla obu zastepezych momentéw w $rodku plyty:
(270) "
9 ?1 2
Jeia e 1 2,
(8‘+89F!+107) (£'+2’?+ ) {E"+S .)E’ IU?'I(P“"‘ £“}'+1
0,19 ¢
i
, G +5e‘—-283€+84
M= Ry _QT?_ frig e . qb®
+20 4

Dokladnoéé powyiszyeh wzoréw jest ta sama, co odpowiada-
jaeyeh wzoréw w' § 26.

W Kazaniu 10 ezerwea 1918,
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