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PROGNOZOWANIE STOPY ZYSKU PORTFELA AKCIJI

Okreslono stope zysku portfela akcji zar6wno w okresie retrospektywnym, jak i prognozowa-
nym. Wykorzystujac aproksymacje interpolacyjna, wyznaczono $redni blad prognozy ex ante stopy
zysku portfela akcji.

Stowa kluczowe: prognozowanie, operator predykcji, portfel

1. Wstep

Decyzje dotyczace inwestowania w papiery wartosciowe sa decyzjami podejmo-
wanymi w warunkach niepewno$ci. W sytuacjach niepewnych, ze wzgledu na skapy
zbiér informacji, problem prognozowania jest znacznie trudniejszy od prognozowa-
nia w sytuacjach losowych. Gléwna cecha sytuacji niepewnych jest brak informacji
o zmiennych i rozktadach prawdopodobienstw, ktérym one podlegaja. Zwykle znane
sa jedynie przedziaty, w ktérych warto$ci zmiennych moga by¢ zawarte i ewentualnie
szacunkowe prawdopodobienstwo ich wystgpowania. Sporzadzenie prognozy dostar-
cza pewnego rodzaju informacji, co moze przyczyni¢ si¢ do zwigkszenia skutecznos$ci
podejmowania decyzji, zwtaszcza w rozwazanej sytuacji. Zauwazmy, ze inwestora
gietdowego interesuje stopa zysku, ktéra otrzyma od zaangazowanego kapitatu. Stopa
zysku moze w okresie retrospektywnym przyjmowac rézne wartosci z okreslonymi
prawdopodobienstwami. Warto$ci te zaleza od sytuacji na rynku papieréw warto-
sciowych (m.in. od ogdlnej sytuacji gospodarczej) [5]. Uzyteczng miara stopy zysku
jest tzw. oczekiwana stopa zwrotu okres$lona z definicji wzorem

E(R)=) Rp, (1)

i=1

* Instytut Organizacji i Zarzadzania, Politechnika Wroctawska, ul. Smoluchowskiego 25, 50-372
Wroctaw.
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gdzie:

E — operator warto$ci oczekiwanej,

R; — i-ta mozliwa wartos$¢ stopy zysku,

p:; — prawdopodobienstwo osiagniecia i-tej mozliwej wartosci stopy zysku.

Za miare ryzyka przyjmuje si¢ zwykle wariancjg oraz odchylenie standardowe.
Wariancja, okreslona wzorem

V=2 [R,~ERIp, 2)
i=1
papieru warto$ciowego jest, jak wida¢, wazong $rednig kwadratéw odchylen mozli-
wych stép zysku od oczekiwanej stopy zysku.

Przecigtna wielko$¢ stopy zysku w okresie prognozowanym moze by¢ okreslona
na podstawie analizy retrospektywnej réznych stép zysku.

Podstawa racjonalnego inwestowania w papiery warto$ciowe jest maksymalizacja
stopy zysku i minimalizacja ryzyka. Naturalna jest wigc preferencja akcji z wyzsza
oczekiwang stopa zysku przy tym samym ryzyku. Przy tej samej oczekiwanej stopie
zysku inwestor preferuje akcje o nizszym ryzyku. Przy zakupie akcji w przypadku:
wyzsze ryzyko i wyzsza oczekiwana stopa zysku mozna postuzy¢ si¢ znanym z eko-
nometrii wspétczynnikiem zmiennosci C, ktéry w kontek$cie rozwazanego problemu
okresla ryzyko, jakie przypada na jednostke stopy zysku papieru wartoSciowego:

S
" E(R)

gdzie:

S — odchylenie standardowe,

E(R) — oczekiwana stopa zysku papieru wartosciowego.

Latwo zauwazy¢, ze wielko$¢ ryzyka przypadajaca na jednostke stopy zysku po-
winna by¢ jak najmniejsza.

Ryzyko inwestowania mozna zmniejszy¢, dokonujac zakupu kilku papieréw war-
toSciowych. Inaczej méwiac, gdy inwestor posiada portfel papieréw wartosciowych,
ktérego struktura zapewnia maksymalizacj¢ dochodu catkowitego inwestora, bezpie-
czenstwo inwestycji oraz duza ptynno$¢ waloréw w nim zawartych, wtedy ryzyko
inwestowania moze si¢ zmniejszyc.

W strukturze portfela papieréw wartosciowych nalezy uwzgledni¢ nie tylko stope
zysku 1 ryzyko, lecz réwniez korelacjg stép zysku, ktérej miarg jest wspétczynnik
korelacji. Wspoétczynnik ten w przypadku portfela ztozonego z dwéch akcji A i B jest
okreslony nastgpujaco [5]:

zpi(Rli —R) (Ry —R;)

1, =2 3
i 5SS, 3)
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gdzie:
rip — wspodtczynnik korelacji pierwszej i drugiej akcji,
p; — prawdopodobienstwo wystapienia mozliwych stép zysku akcji,

R, - oczekiwana stopa zysku pierwszej akcji,

R, - oczekiwana stopa zysku drugiej akcji,

R,; — mozliwe stopy zysku pierwszej akcji,

R,; — mozliwe stopy zysku drugiej akcji,

S, —odchylenie standardowe pierwszej akcji,

S, —odchylenie standardowe drugiej akcji.

Przy konstrukcji portfela wartosciowego korzystamy z nastgpujacej interpretacji
wspodlczynnika korelacji papierow wartosciowych:

e jezeli wspdtczynnik korelacji wynosi 1, co oznacza pelna pozytywna korelacje
stop zysku, to dla uniknigcia ryzyka nie nalezy kupowa¢ skorelowanych w ten sposéb
akcji,

e jezeli wspdtczynnik korelacji wynosi —1, co interpretuje si¢ jako pelna negatyw-
na korelacje stop zysku, pakiet akcji jest w pelni bezpieczny,

e jezeli wspélczynnik korelacji spetnia nierdwno$¢ —1 < r < 1, nalezy zastanowic
si¢ nad mozliwos$cia doboru bardziej optymalnego portfela.

Zauwazmy, ze w rozwazanych sposobach obliczania oczekiwanej stopy zysku, od-
chylenia standardowego oraz wspoétczynnika korelacji stép zysku (zob. wzory (1), (2),
(3)) niezbgdna jest znajomo$¢ mozliwych do zrealizowania stép zysku oraz prawdopo-
dobienstw wystapienia réznych standw gospodarki. Uzyskanie tych informacji nie zaw-
sze jest mozliwe. W takiej sytuacji stopa zysku moze by¢ wyznaczona za pomoca stop
zysku osiagnietych w okresie retrospektywnym. Wymaga to modyfikacji wzoréw
stuzacych do szacowania oczekiwanej stopy zysku (1), odchylenia standardowego

stopy zysku S = N7 (2) oraz wspétczynnika korelacji stép zysku (3). Przyjmuja one
nastgpujaca postac:

1 n
E(R)==) R,
no3

5= \/LZ[RZ ~ER)P )
n-143

n

Z(Rlz_Rl) (R 2z_R2)

t=1

=

(n-1)S,S,

gdzie:
n - liczna okreséw z przesztosci, z ktérych pochodza informacje,
R, — stopa zysku papieru warto$ciowego osiagnigta w 7-tym okresie,
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R,,— stopa zysku pierwszej akcji osiagnigta w 7-tym okresie,

R~ stopa zysku drugiej akcji osiagnigta w 7-tym okresie,

R, — oczekiwana stopa zysku pierwszej akcji [E(R,) = Ry],

R, — oczekiwana stopa zysku drugiej akcji [E(R,) = R»],

S| — odchylenie standardowe pierwszej akcji,

S, — odchylenie standardowe drugiej akcji.

Jak juz zaznaczyliSmy, podstawa racjonalnego inwestowania w papiery warto-
sciowe jest maksymalizacja stopy zysku i minimalizacja ryzyka. W celu zwigkszenia
stopy zysku i zmniejszenia ryzyka zwigzanego z inwestowaniem w akcje mozna do-
kona¢ zakupu portfela akcji. W przypadku dwoch akcji stopa zysku i ryzyko okreslo-
ne sg nastgpujacymi wzorami [5]:

E(RY)=KER")+K,E(R?) (5)
S2 = K(S{ +K3S; + 2K K,S,5,1, (6)
gdzie:
E (R;Z)) — stopa zysku portfela dwéch akcji,
S, —ryzyko (odchylenie standardowe) portfela dwoch akcji,
K, — udzial wartosciowy pierwszej akcji w portfelu,
K> — udzial wartosciowy drugiej akcji w portfelu,

E(R") —oczekiwana stopa zysku pierwszej akcji,
E(R®) - oczekiwana stopa zysku drugiej akcji,

Sy — odchylenie standardowe pierwszej akcji,
S, — odchylenie standardowe drugiej akcji,
12 — wspdtczynnik korelacji pierwszej i drugiej akcji.

Minimalna warto$¢ ryzyka portfela dwéch akcji osiagana jest dla nastgpujacych
udziatéw akcji w portfelu (zob. wzor (6)):

_ 522 =815:h,
SE+85-28,8,r,

1

_ S12 =85:n,
SE+83-28,8,n,

(7)

2

K1+K2:1

Zauwazmy, ze (zob. wzor (6)) ryzyko portfela dwéch akcji jest tym mniejsze, im
bardziej wspdtczynnik korelacji migdzy akcjami zbliza sig¢ do —1.
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2. Konstrukcja operatora predykcji stopy zysku portfela akcji

Okreslenie stopy zysku portfela akcji, ktérej miarg jest tzw. oczekiwana stopa
zwrotu E(R,) oraz ryzyka mierzonego odchyleniem standardowym S, w okresie pro-
gnozowanym wymaga znajomosci oczekiwanej stopy zysku pierwszej akcji E(R)),
oczekiwanej stopy zysku drugiej akcji E(R,), udziatéw wartosciowych K, K, odpowied-
nio pierwszej i drugiej akcji w portfelu, odchylen standardowych pierwszej akcji S,
oraz drugiej akcji S, jak réwniez wspdtczynnika korelacji tych akeji ry, (zob. wzory
(5), (6), (7)). Inaczej méwiac, wyznaczenie prognozy stopy zysku portfela dwdch

akcji E (R?)=E(RY),.,,; Wymaga znajomosci nastepujacych prognoz:

E(R(l)) - E(R(l))|t=n+1’ E(R(Z)) = E(R(Z))|r:n+1’ I%I = K1|t:n+l’ I%Z = K2|t2n+l :

Do wyznaczenia prognozy ryzyka S » =9 niezbgdna jest znajomos$¢ progno-

Plt=n+1

zy udziatéw warto$ciowych pierwszej i drugiej akcji w portfelu 1%1, I%Q, odchylen

standardowych pierwszej i drugiej akcji §1 =S Sy = Sy OTAZ wspotczynnika

lr=n+1°

korelacji stép zysku 7, = Nojmnst *

Do wyznaczenia prognozy £ (RY)=E(R)yzpi1 - S | » zdeterminowane;

=S b
wymienionymi prognozami wykorzysta¢ nalezy metody prognozowania na podstawie
nastgpujacych szeregéw czasowych:

E(R"),_, ERR™), ... ERRV),_,

- ERY)=ER"),_,..

E(R(Z))p:ls E(R(Q))Iz:zs “e E(R(Z))If:”

— E(R®)=ER),_.1

Kyprs Kiyegs oo Ky | 2 K = LS
K2|t:1’ K2|t:2’ e K2|t:n — I%Z = K2|z:n+1 ’
Sip=t> Spas woos Stz | $,= Stpi=ns1>
S2|t:1’ SQ|z:2’ it SQ|z:n - SAQ = S2|t:n+1 ’
r12|z:1’ r12|z:2’ s r12|t:n - ;12 = r12|t:n+l .

Ostatecznie prognozy E (R,) stopy zysku E(R,) oraz prognoza S » Tyzyka S, port-

fela dwéch akcji wyrazaja si¢ wzorami:



72 J. MIKUS

ERY)=K ER")+K,E(R?) (8)
S2=K2S! + K383 + 2K K,S,5,7, 9)

Prognozy sktadowych wzoréw (8) i (9) okreslajacych: udzial warto$ciowy pierw-
szej akcji w portfelu (121), udziat warto$ciowy drugiej akcji w portfelu (122), ocze-
kiwang stope¢ zysku pierwszej akcji (E(R™)), oczekiwana stope zysku drugiej akcji
(E(R?)), odchylenie standardowe pierwszej akcji (51), odchylenie standardowe
drugiej akcji (§2) oraz wspoétczynnik korelacji pierwszej i drugiej akcji (7;,) wyzna-
cza si¢ na 0gdt réznymi metodami. Metody te zdeterminowane sa wlasnosciami poda-
nych szeregéw czasowych. Jezeli np.:

e w szeregu czasowym zaobserwujemy trend (tendencje rozwojowa) i wahania
przypadkowe, do prognozowania mozemy wykorzysta¢ modele analityczne oraz mo-
dele adaptacyjne: model liniowy Holta, model trendu petzajacego [2];

e warto$ci szeregu czasowego tworza ciag geometryczny lub szereg generowany
jest przez krzywa wyktadnicza, do prognozowania mozna wykorzysta¢ metode ekstra-
polacji $redniego tempa wzrostu opartego na ciagu indekséw tancuchowych; wyko-
rzystujac srednia geometryczna ciagu indekséw tancuchowych, otrzymujemy warto$¢
odpowiedniego predyktora [3];

e rozwazany szereg czasowy nalezy do niesezonowych szeregdw czasowych i jest
generowany przez model ARIMA (p, d, q), to dla praktycznych obliczen prognoz po-
dejscie oparte na wykorzystaniu tego modelu w postaci réwnania réznicowego jest
najprostsze i obserwacje z,./* generowana przez proces ¢ (f)z, = 0(Ba,, gdzie ¢ (B) =
@(AV?, mozna wyrazi¢ bezposrednio za pomoca réwnania réznicowego [1]

* *
2y = Q1 gy Tt ¢p+dzz+l—p—d - 01a1+l—1 T 9qat+l—q ta,, (10)

Prognoza Z,(I) o najmniejszym btedzie sredniokwadratowym z wyprzedzeniem !/
jest warunkowa warto$cia oczekiwang zmiennej losowej z,,, W momencie ¢ tzn. Z,(l)

= El[z,,,]. Przechodzac we wzorze (10) do warunkowych warto$ci oczekiwanych
t

w momencie ¢ i wprowadzajac oznaczenia [a,,] = Ela, ], [z,,;]1= Elz,,,], otrzymujemy
t t

[Zz+l] = 2t (l) = ¢r[zz+z—1] +...t ¢;+d[zl+l—p—d ] _el[aﬁ—l—l] - "'_eq[az+l—q] + [az+l] (1 1)

Aby obliczy¢ warunkowe warto$ci oczekiwane wystepujace w wyrazeniu (11),
nalezy zauwazyc¢, ze jezeli j jest liczba catkowita dodatnia, to (zob. [1]):

* 7.4 0znacza jedna ze sktadowych wzoréw (8), (9).
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[Z,_j]zf;[zl_j]zZ,_j, j=0’1’2""’
2 1= Bl 1= 2,()), j=12...,

[al+j]

=Ela,;1=0, j=12...,
[a[_j] zé‘[a[_j] :at—j = Zl—j _zt_j_l(l)’ J:07 19 27 eoe o

Sktadniki po prawej stronie wzoru (11) traktujemy zatem zgodnie z nastgpujacymi
regutami:

Zz (j=0,1,2,...), wmomencie ¢ juz znane pozostawiamy bez zmiany,

Zuj, (j=1,2,...), jeszcze nie znane zamieniamy ich prognozami w momencie ¢,

2

aj, (j=0,1,2,..), juz znane okreslamy jako z,; — Z,_; (1),

auj, (j=1,2,...), jeszcze nie znane zastgpujemy przez zera.

Z podanych regut i wzoru (10) wynika, ze jezeli operator $redniej ruchomej 6(53)
jest rzedu g, to réwnania prognoz dla Z,(1), Z,(2), ..., Z,(¢) beda zalezaly bezposred-
nio od a, natomiast dla prognoz z wigkszym wyprzedzeniem takiej bezposredniej za-
leznosci nie ma.

W praktyce w wielu przypadkach niezbedne jest wyznaczenie prognozy dla réz-
nych wyprzedzen, np. na 1, 2, 3, ..., [ krokéw naprzéd. Mozna wéwczas korzystac ze
wzoru (11) i podanych regut. Wykorzystanie wzoru (11) wymaga znajomo$ci wag
- (0: +a20150,,....,6,. Wagi te mozna wykorzysta¢ rowniez do obliczenia progno-

zy punktowej wartosci z,,,.; W momencie ¢ + [ ze wzoru
2z+1(l) = 21 (l + 1) + Vid s
gdzie:
Z,(I+1) — prognoza wartosci z,.,,+1 W momencie z,
a,,, =2z,,, —2,(1) —blad prognozy na jeden krok naprzdd,
V= ¢;: -6,
Vo = oy, + ¢, —6,

V=Wt 0, a0

gdzie: yp=1, y;=0dlaj<0ig=0dlaj>gq.
Jezeli k jest wigksza z liczbp + d — 11 g, to dlaj > k wagi W spelniaja réwnanie
réznicowe
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V= QW+ OVt Pyl
Prognozg przedziatlowa dla zadanej z géry wiarygodnos$ci prognozy p konstruuje
si¢ w nastepujacy sposéb [1]:
P(Zt+l (_) <% <Zy +)=P= 1-¢,

gdzie:

-1 1/2
2., (H)=2 (l)iué./2[1+ Zz//j.] S,

j=1

S, — estymator wariancji 0'3,

uzpn —kwantyl rzedu 1 — &2 standardowego rozktadu normalnego.

Rozpatrywane dotychczas portfele zawieraty jedynie dwa sktadniki. W sklad port-
fela moze wchodzi¢ rowniez wiele sktadowych. W dalszym ciagu rozwazymy wiec
portfel akcji mocy u, u >> 2.

Aby dla portfela kilku akcji otrzymaé prognoze stopy zysku, nalezy postuzy¢ sie
metoda kolejnego dotaczania. Ze wzoru (8) otrzymujemy poczatkowo prognozy par
akcji, nastgpnie — nowe ich pary i proces kontynuuje si¢ dopéty, dopdki otrzyma sig
ostateczng prognoze E (Ri," )y stopy zysku E (Ri," )y portfela akcji. Prognoze t¢ mozna

réwniez otrzymacé, korzystajac z nastgpujacych wzoréw (zob. [4]):

ERY) = K, (K ERV) +(1-K) E(R®)+(1-K)ERY),
ERY) = Ky[K,(K,ER)+(1-K) ER®)+(1- K)ER)+(1-K,)ER™),

ERD) = K (K, [Ky (K E(RY) + (1= K)ER™)) +(1- K, E(R®)]
+(1=K)ER)}+(1-K)ERD),
. - (k) .
gdzie E(R,") — prognoza stopy zysku portfela k akcji.

W praktyce wygodnie postugiwaé sie wzglednym érednim btedem predykcji @,
ktory jest rowny btedowi sredniemu predykcji podzielonemu przez warto$¢ progno-
zy, tzn.

1/2
o z—[vag(ﬁlgk)i . k=12 (12)
gdzie S, = E(R")— E(R") — blad predykcji stopy zysku pierwszej akcji (k = 1) i dru-
giej akcji (k= 2).
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Latwo zauwazy¢, ze d (k=12 jest zmienng losowa, ktérej wartosci zdetermi-
nowane sa przez prognoze oraz przez rzeczywista realizacje zmiennej prognozowane;j
w okresie, na ktéry wyznacza si¢ prognoze.

Jak wida¢, cho¢ sama definicja btedu prognozy z formalnego punktu widzenia

jest oczywista, nie pozwala ona jednak na obliczenie btedu prognozy ERR") k=1,2)
ze wzgledu na brak warto$ci rzeczywistej w okresie prognozowanym. Blad taki
mozna jednak w pewnych przypadkach (przy odpowiednich zatozeniach) oszaco-
wac. Wykorzystujac analizg retrospektywna, a $cislej wykryte w jej trakcie prawi-
dtowosci dotyczace oczekiwanej stopy zysku kolejnych akcji rozwazanego portfela
i prognozy wygaste, mozna za posrednictwem btedu prognozy ex post dokonaé jego
oszacowania ex ante, co w konsekwencji umozliwi wyznaczenie w okresie progno-
zowanym wzglednego bledu $redniego predykcji @°. Znajomosé tego bedu bedzie
potrzebna do konstrukcji kryterium jakosci prognozy E(R") stopy zysku E(R")
portfela akcji.

Niech zmienna prognozowana R}]") przyjmuje w przedziale obserwacji T nastg-
pujace wartosci:

ER )y s ERENcty s oo ERE Yy s ERY) iy

ERE Yy s ERYED s ERE) Ly s ERED),

oznaczaja jej prognozy wygaste w chwilach 1, #,, ..., t, ..., t, dotyczace k (k = 1, 2)
akcji. Podzielmy przedziat obserwacji T, na [ podzbioréw (I <n): T,V = (1,2, ..., n},
T ={(m+ Ln +2,..,2n), ., TV = {0 = Dny + 1), (= Dny + 2, ..., n} i wy-

znaczmy w kazdym z nich $redni btad prognozy (miernik doktadnos$ci ex posr) zdefi-
niowany jako pierwiastek kwadratowy z wariancji btedu, tzn. [4]:

1/2
[var(E(R) - E(R% )] = —Z(E(R<“)|, ., —E(Rféf)l,_,[)z} :

lzl

2n, 1/2
[var(E(RS) ) = E(RY) NI = —Z(E(R“) )l,l—E<R;k;l>|l_,,)2} :

111

In.=n 1/2
1 : A
[var(E(R5) = EREN" =|— <E<Rz‘f;f>|,_,,.—E(Rf;"rm_z,.)z} ek

==, +1
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W konsekwencji otrzymujemy ciag wartosci
[var(E(R%) — E(RII NI, [var(E(RY)) = ERENT?, ..., [var(E(RE) — E(RW)NT?

sredniego bledu prognozy okreslonego odpowiednio na podzbiorach Tl(l) , Tl(z) s ees Tl(l) .

Wyznaczenie biedu prognozy oczekiwanej stopy zysku k-tej akcji sprowadza sig
do znalezienia §redniego btedu prognozy [var (E(R}’”)—E (R}k)))]l/2 w okresie pro-
gnozowanym T = {n + 1, n + 2, ..., n + m} w punktach lezacych poza zbiorem T| =
{1, 2, ..., ny, ..., 2ny, ..., rny, ..., n}. Inaczej méwiac, wyznaczenie btedu prognozy
w przedstawionej propozycji sprowadza si¢ do aproksymacji interpolacyjnej. Btad ten
moze by¢ wyznaczony np. za pomocg przeksztatconego interpolacyjnego wzoru La-
grange’a, przeksztalconego interpolacyjnego wzoru Newtona.

Wzgledny btad $redni predykcji stopy zysku k-tej akcji w okresie prognozowanym
wyraza si¢ wzorem (zob. (11))

_ Ivar (ER{) - E(R )1

(k) —
D = E(R}k)) , k=12 (13)

gdzie E (R — prognoza oczekiwanej stopy zwrotu k-tej akcji w okresie prognozo-
wanym.

Wzgledny $redni btad prognozy stopy zysku portfela k-akcji @5 w okresie pro-
gnozowanym T wyraza si¢ wzorem

P = [var (ﬂ;k))]llz

P A
E(Ryp)
gdzie B = E(RY)) - E(RY)).
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Forecasting of the portfolio profit rate

The profit rate of the portfolio of shares in retrospective and forecasted periods is determined. Atten-
tion is paid to the different forecasting methods taking into account the properties of the forecasting
operator time series components of the profit rate and risk of portfolio of shares. To determine a profit
rate of some shares forecast, a method of successive adding is proposed obtaining initially pair shares
forecast, then new pairs. The process is continued until the final forecast of the profit rate is obtained.
Using the approximation method applied to discrete sets, the mean relative error of ex ante forecast of the
profit rate of the portfolio of shares is determined.

Key words: prognosing, prediction operator, portfolio



