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ZAGADNIENIA KALKULACJI SKŁADKI ZAUFANIA 
NA PODSTAWIE ŁĄCZNEJ WARTOŚCI  
I LICZBY SZKÓD

Streszczenie: W artykule zostało rozważone zagadnienie obliczania predyktora zaufania dla 
łącznej wartości szkód. Przedstawiono postać składki obliczoną na podstawie łącznej warto-
ści szkód, na podstawie liczby szkód oraz na podstawie łącznej wartości i liczby szkód jedno-
cześnie. Obliczone zostały także błędy średniokwadratowe zaproponowanych składek oraz 
rozważone zostały konsekwencje przyjęcia różnych założeń dotyczących parametrów ryzyka 
rozkładów wartości pojedynczej szkody i liczby szkód dla postaci składek i wielkości ich 
błędów średniokwadratowych. W artykule zostały także zaprezentowane przykłady nume-
ryczne ilustrujące zagadnienie kalkulacji składki w tym modelu.

Słowa kluczowe: składka zaufania, liczba szkód, wartość szkód.

1. Wstęp

Niniejszy artykuł dotyczy zagadnienia optymalnej liniowej predykcji łącznej warto-
ści szkód w kolejnym okresie dla niejednorodnego portfela ubezpieczonych. Kla-
syczny predyktor łącznej wartości szkód (przedstawiony np. w artykule Bühlmanna 
[1967]) oparty jest na informacji na temat łącznych wartości szkód danego ubezpie-
czonego z wcześniejszych okresów. Można jednak dokonać predykcji łącznej warto-
ści szkód także na podstawie liczby szkód lub na podstawie liczby i wartości szkód 
jednocześnie. W niniejszym artykule zostaną zatem wyprowadzone trzy postacie 
predyktorów obliczone na podstawie liczby, wartości szkód oraz obu tych informa-
cji. Podobną tematykę podjęli także m.in. Goulet i in. [2006], lecz pominęli oni w 
swojej pracy zagadnienie predykcji na podstawie liczby szkód. W artykule zostaną 
ponadto obliczone błędy średniokwadratowe trzech wymienionych predyktorów, 
dzięki czemu będzie można wskazać najlepszy pod tym względem sposób predykcji. 
Zostanie także rozważona postać predyktorów możliwa do uzyskania po przyjęciu 
pewnych upraszczających założeń dotyczących rozkładów wartości pojedynczej 
szkody i liczby szkód. Na zakończenie w celu zilustrowania uzyskanych wyników 
zostanie zaprezentowany prosty przykład numeryczny.
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2. Założenia modelu, podstawowe oznaczenia  
    oraz parametry rozkładów

Mamy zbiór danych zawierający informacje o liczbie i wartości szkód poniesionych 
przez M ubezpieczonych podczas T okresów. Oznaczmy przez Nj,t liczbę szkód  
j-tego ubezpieczonego w t-tym okresie, przez Yj,t,k wartość k-tej szkody j-tego ubezpie-
czonego w t-tym okresie; ,

, , ,1
j tN

j t j t kk
X Y

=
= ∑  niech oznacza łączną wartość szkód, jakie 

poniósł j-ty ubezpieczony w t-tym okresie. Jak widać zatem, łączna wartość szkód 
 j-tego ubezpieczonego w t-tym okresie zależy od dwóch składników, które najczęściej 
uznaje się za losowe, a mianowicie od liczby szkód i od wartości pojedynczej szkody.

Podstawowym założeniem stosowanym w teorii zaufania jest przyjęcie, że ist-
nieją pewne nieobserwowalne parametry ryzyka opisujące rozkład liczby i wartości 
pojedynczej szkody j-tego ubezpieczonego. Ponieważ populacja ubezpieczonych 
jest niejednorodna, zakłada się, że owe parametry ryzyka są także realizacjami 
zmiennych losowych. Można zatem powiedzieć, że szkody z portfela ubezpieczo-
nych powstają w dwóch etapach – w pierwszym etapie losuje się wartości parame-
trów ryzyka dla ubezpieczonych; w drugim etapie ubezpieczony o ustalonych war-
tościach parametrów ryzyka ponosi w kolejnych latach różne liczby szkód o różnych 
wartościach. Aby opisać to w bardziej sformalizowany sposób, przyjmijmy następu-
jące oznaczenia i założenia:

A) Założenia dotyczące parametrów ryzyka:
A1) Rozkład łącznej wartości szkód j-tego ubezpieczonego zależy od dwóch 

parametrów ryzyka: λj i θj, j = 1, …, M, gdzie λj jest parametrem ryzyka rozkładu 
liczby szkód, a θj jest parametrem ryzyka rozkładu wartości pojedynczej szkody. 
Przyjmujemy, że λj jest realizacją zmiennej losowej Λj, natomiast θj jest realizacją 
zmiennej losowej Θj. Co istotne, zakładamy, że zmienne losowe Λj i Θj są niezależ-
ne, j = 1, …, M.

A2) Zmienne losowe Λ1, Λ2, …, ΛM dla M ubezpieczonych są wzajemnie nieza-
leżne i mają ten sam rozkład.

A3) Zmienne losowe Θ1, Θ2, …, ΘM dla M ubezpieczonych są wzajemnie nieza-
leżne i mają ten sam rozkład.

B) Założenia dotyczące warunkowych rozkładów liczby szkód, wartości poje-
dynczej szkody oraz łącznej wartości szkód:

B1) Przy ustalonej wartości parametru ryzyka λj liczby szkód dla j-tego ubezpie-
czonego w kolejnych okresach ( ,1 ,2 ,, ,...,j j j TN N N ) są warunkowo niezależne i mają 
ten sam rozkład.

B2) Przy ustalonej wartości parametru ryzyka θj wartości kolejnych szkód j-tego 
ubezpieczonego w kolejnych okresach (

,1 ,2 ,,1,1 ,1,2 ,1, ,2,1 ,2, , ,, ,..., , ,..., ,...,
j j j Tj j j N j j N j T NY Y Y Y Y Y ) 

są warunkowo niezależne i mają ten sam rozkład.
B3) Przy ustalonej wartości λj i θj łączne wartości szkód j-tego ubezpieczonego 

w kolejnych okresach ( ),1 ,2 ,, ,...,j j j TX X X są warunkowo niezależne i mają ten sam 
rozkład, 1,...,j M= .
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B4) Ponadto warunkowo niezależne (przy danych λj i θj) są także liczba szkód i 
łączna wartość szkód dla j-tego ubezpieczonego dla różnych okresów (warunkowa 
niezależność ,j kN  i ,j lX  dla k = 1, …, T, 1,...,l T=  i k l≠ ) oraz wartość pojedynczej 
szkody i łączna wartość szkód dla j-tego ubezpieczonego dla różnych okresów (warun-
kowa niezależność , ,j k sY  i ,j lX  dla ,1,..., j ks N= , k = 1, …, T, 1,...,l T=  i k l≠ ).

Co istotne, ponieważ parametry ryzyka są losowane niezależnie dla wszystkich 
ubezpieczonych w populacji, można przyjąć, że łączna wartość szkód, liczba szkód 
i wartości pojedynczych szkód są niezależne dla różnych ubezpieczonych we wszyst-
kich okresach.

Zanim przejdziemy do zagadnienia poszukiwania najlepszego predyktora łącz-
nej wartości szkód w okresie T + 1, przyjmijmy pewne założenia dotyczące momen-
tów rozkładów interesujących nas zmiennych losowych, które będą wykorzystywa-
ne w dalszej analizie:

C1) ( ), |j t j jE N Λ = Λ ,

C2) ( ) ( )2
, |j t j N jVar N σΛ = Λ ,

C3) ( )( ) ( )( )2 2
, |j t j N j NE Var N E sσΛ = Λ = ,

C4) ( ) ( ),j t jE N E= Λ = Λ ,

C5) ( ) 2
jVar aΛΛ = ,

D1) ( ), , |j t k j jE Y Θ =Θ ,

D2) ( ) ( )2
, , |j t k j Y jVar Y σΘ = Θ ,

D3) ( )( ) ( )( )2 2
, , |j t k j Y j YE Var Y E sσΘ = Θ = ,

D4) ( ) ( ), ,j t k jE Y E= Θ =Θ ,

D5) ( ) 2
jVar aΘΘ = .

Powyżej przyjęte założenia i oznaczenia wystarczą do wyprowadzenia linio-
wych predyktorów, co zostanie wykonane w dalszych częściach artykułu.

Najpierw jednak w lemacie 1 podane zostaną parametry warunkowych i bezwa-
runkowych rozkładów łącznej wartości szkód, a także potrzebne przy dalszych roz-
ważaniach wartości wariancji i kowariancji (wszystkie wartości będą liczone dla  
j-tego ubezpieczonego). 

Lemat 1.
Przy założeniach A)-D) zachodzą następujące równości:
 ( ), | ,j t j j j jE X Λ Θ = Λ Θ , (1)
 ( ),j tE X = ΛΘ , (2)
 ( ) ( ) ( )2 2 2

, | ,j t j j Y j j N j jVar X σ σΛ Θ = Θ Λ + Λ Θ  , (3)
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 ( ) ( )2 2 2 2
, | ,j t j j Y NE Var X s s aΘ

 Λ Θ = Λ + + Θ  , (4)

 ( )( ) 2 2 2 2 2 2
, | ,j t j jVar E X a a a aΛ Θ Λ ΘΛ Θ = + Θ + Λ , (5)

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,j t Y NVar X s s a a a a aΘ Λ Θ Λ Θ= Λ + + Θ + + Θ + Λ , (6)

 ( )( ) 2 2 2 2 2 2
, 1 ,| , ,j T j j j kCov E X X a a a a+ Λ Θ Λ ΘΛ Θ = + Θ + Λ , (7)

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,,j t j k t k Y NCov X X I s s a a a a a= Θ Λ Θ Λ Θ

 = Λ + + Θ + + Θ + Λ  ,         (8)

 ( )( ) 2 2 2 2 2 2
, 1 | , ,j T j j jCov E X X a a a a+ Λ Θ Λ ΘΛ Θ = + Θ + Λ , (9)

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 21
j Y NVar X s s a a a a a

T Θ Λ Θ Λ Θ
 = Λ + + Θ + + Θ + Λ  , (10)

 ( )( ) 2
, 1 ,| , ,j T j j j kCov E X N a+ ΛΛ Θ = Θ , (11)

 ( ) 2 2
, ,,j t j k t k NCov N N I s a= Λ= + , (12)

 ( ) 2 2
, ,,j t j k t k NCov N X I s a= Λ= Θ + Θ , (13)

 ( )( ) 2
, 1 | , ,j T j j jCov E X N a+ ΛΛ Θ = Θ , (14)

 ( ) 2 21
j NVar N s a

T Λ= + , (15)

 ( ) 2 21,j j NCov X N s a
T Λ= Θ + Θ , (16)

gdzie t kI =  przyjmuje wartość 1, gdy t k= , oraz 0, gdy t k≠ , ,
1

1 T

j j t
t

X X
T =

= ∑  oraz 

,
1

1 T

j j t
t

N N
T =

= ∑ .

Dowód:
Równość (1) wynika z własności rozkładu złożonego oraz założeń C1) i D1), 

natomiast równość (2) jest bezpośrednią konsekwencją wzoru (1) w połączeniu z 
założeniem A1) o niezależności Λj i Θj, założeniami C4, D4) i własnością iteracyjnej 
wartości oczekiwanej. Równość (3) ponownie wynika z własności rozkładu złożo-
nego oraz z założeń C1)-C2) i D1)-D2); wzór (4) wynika bezpośrednio ze wzoru (3) 
oraz z założeń A1), C3)-C4), D3)-D5). Równość (5) można uzyskać w następujący 
sposób, korzystając z założeń A1), C4)-C5) oraz D4)-D5):

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, | ,j t j j j j j jVar E X Var Var Var   Λ Θ = Λ Θ = Λ + Λ Θ + Θ − Λ Θ =   

2 2 2 2 2 2a a a aΛ Θ Λ Θ= + Θ + Λ .
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Bezpośrednią konsekwencją wzorów (4) i (5) oraz własności bezwarunkowej 
wariancji jest równość (6). Aby uzyskać równość (7), należy skorzystać z własności 
bezwarunkowej kowariancji oraz z wzorów (1) i (5). Równość (8) otrzymujemy, 
korzystając z założenia B3) oraz wzorów (1), (4) i (5) oraz z własności bezwarunko-
wej kowariancji:

( ) ( )( ) ( ), , ,, | ,j t j k t k j k j j j jCov X X I E Var X Var=
 = Λ Θ + Λ Θ = 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
t k Y NI s s a a a a a= Θ Λ Θ Λ Θ

 = Λ + + Θ + + Θ + Λ  .

Równość (9) można uzyskać analogicznie jak równość (5), korzystając ponadto 
z własności warunkowej kowariancji i wzoru (1). Wzór (10) uzyskujemy analogicz-
nie jak równość (6), korzystając z założenia z założenia B3) oraz wzorów (1) i (5):

( ) ( ) ( ),2
1

1 | ,
T

j j t j j j j
t

Var X E Var X Var
T =

 
= Λ Θ + Λ Θ = 

 
∑

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 21
Y Ns s a a a a a

T Θ Λ Θ Λ Θ
 = Λ + + Θ + + Θ + Λ  .

Równości (11)-(13) są analogiczne do wzorów (7)-(8) i wynikają z własności 
kowariancji bezwarunkowej oraz założeń A1), B1), B4), C1)-C5), D1) i D4), nato-
miast wzór (14) można uzyskać analogicznie jak wzór (9) i (11), z wykorzystaniem 
własności bezwarunkowej kowariancji oraz założeń C5) i D4). Wzór (15) to ponow-
nie zastosowanie własności wariancji bezwarunkowej oraz założeń B1), C1)-C3) 
oraz C5). I wreszcie równość (16) uzyskujemy na podstawie własności kowariancji 
bezwarunkowej, założenia B4) oraz wzorów (13) i (14). Zestawienie własności ite-
racyjnej wartości oczekiwanej oraz bezwarunkowej wariancji i kowariancji można 
znaleźć np. u Jasiulewicz [2005] w dodatku A.


Po obliczeniu parametrów warunkowych i bezwarunkowych rozkładów łącznej 

wartości szkód, a także wybranych wartości wariancji i kowariancji przejdziemy do 
obliczenia najlepszych liniowych predyktorów na podstawie liczby szkód, łącznej 
wartości szkód oraz obu tych zmiennych.

3. Najlepszy liniowy predyktor oparty na łącznej wartości szkód

Rozpocznijmy od zagadnienia liniowej predykcji łącznej wartości szkód w okresie  
T + 1 na podstawie dotychczasowych łącznych wartości szkód. Ponieważ zakładamy, 
że każdy z ubezpieczonych ponosi szkody w sposób niezależny od pozostałych, pre-
dyktor dla j-tego ubezpieczonego będzie oparty tylko na obserwacjach dotyczących 
tegoż ubezpieczonego. Co więcej, można łatwo pokazać, że przy przyjętych założe-
niach (chodzi tu zwłaszcza o założenie B3)) problem predykcji łącznej wartości 
szkód w okresie T + 1 sprowadza się do problemu predykcji ( ), 1 | ,j T j jE X + Λ Θ , 
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czyli najlepszy liniowy predyktor będzie rozwiązaniem następującego problemu mi-
nimalizacji:

( )( ), 1 | , |j T j j jBLP E X + Λ Θ =X

( ) ( )
,0 , ,0 ,

2

, 1 ,0 , , ,0 ,,.., ,..,1
arg min | , arg min ,.., ,

j j T j j T

T

j T j j j j t j t j j Tb b b bt
E E X b b X S b b+

=

  
= Λ Θ − − =  

   
∑

gdzie ( ),1 ,,...,j j j TX X=X , a ( )S ⋅  to funkcja, której minimum szukamy.

Twierdzenie 1.
Przy założeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor łącznej wartości szkód w 

okresie T + 1 oparty na dotychczasowych łącznych wartościach szkód jest dany na-
stępującym wzorem:

 ( )( ) ( ), 1 | , | 1 ,j T j j j X X jBLP E X z z X+ Λ Θ = − ΛΘ +X  (17)

gdzie:
 

 ( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,X

Y N

Ta a Ta Taz
Ta a Ta Ta s s a

Λ Θ Λ Θ

Λ Θ Λ Θ Θ

+ Θ + Λ
=

+ Θ + Λ + Λ + + Θ
 

 (18)

  

 

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 .Y N

X
Y N

s s a
z

Ta a Ta Ta s s a
Θ

Λ Θ Λ Θ Θ

Λ + + Θ
− =

+ Θ + Λ + Λ + + Θ
  (19)

 

Dowód:
Aby znaleźć rozwiązanie zadanego problemu minimalizacji, policzmy pierwsze 

pochodne z funkcji ( ),0 ,,..,j j TS b b  po interesujących nas parametrach ,0 ,,...,j j Tb b :

( ) ( ),0 ,
, 1 ,0 , ,

1,0

,..,
2 | , ,

T
j j T

j T j j j j t j t
tj

S b b
E E X b b X

b +
=

∂   
= − Λ Θ − −  ∂   

∑

( ) ( ),0 ,
, 1 ,0 , , ,

1,

,..,
2 | , ,

T
j j T

j T j j j j t j t j k
tj k

S b b
E E X b b X X

b +
=

∂   
= − Λ Θ − −  ∂   

∑
   

 k = 1, …, T.

Po przyrównaniu powyższych pochodnych do 0 otrzymamy następujący układ 
równań:

( ) ( ), 1 ,0 , ,
1

0,
T

j T j j t j t
t

E X b b E X+
=

− − =∑ ,

( )( ) ( ) ( ), 1 , ,0 , , , ,
1

| , 0,
T

j T j j j k j j k j t j t j k
t

E E X X b E X b E X X+
=

Λ Θ − − =∑       
   k = 1, …, T.
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Jeśli pomnożymy pierwsze z równań przez E(Xj,k) i odejmiemy je od drugiego 
równania, powyższy układ równań będzie można zapisać następująco:

( ) ( ), 1 ,0 , ,
1

0,
T

j T j j t j t
t

E X b b E X+
=

− − =∑

 
( )( ) ( ), 1 , , , ,

1
| , , , ,

T

j T j j j k j t j t j k
t

Cov E X X b Cov X X+
=

Λ Θ = ∑     k = 1, …, T.

Wykorzystując obliczenia z wzorów (2), (7) i (8), możemy powyższy układ za-
pisać równoważnie:

,0 ,
1

0,
T

j j t
t

b b
=

ΛΘ − − ΛΘ =∑

( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,

1
,

T

j t j k Y N
t

a a a a b a a a a b s s aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ
=

+ Θ + Λ = + Θ + Λ + Λ + + Θ∑
k = 1, …, T.

Jak widać, dla każdego k mamy taką samą postać równania, co oznacza, że para-
metry ,1 ,...j j Tb b= = . Wobec tego powyższy układ równań można zapisać w następu-
jącej postaci:

,0 , 0,j j kb TbΛΘ − − ΛΘ =

( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,j k Y Na a a a b Ta a Ta Ta s s aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ+ Θ + Λ = + Θ + Λ + Λ + + Θ

k = 1, …, T,
co prowadzi do następującego rozwiązania:

 
( )

2 2 2 2 2 2

, 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,j k

Y N

a a a ab
Ta a Ta Ta s s a

Λ Θ Λ Θ

Λ Θ Λ Θ Θ

+ Θ + Λ
=

+ Θ + Λ + Λ + + Θ
    k = 1, …, T

oraz:

( )
2 2 2 2 2 2

,0 , 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1j j k

Y N

Ta a Ta Tab Tb
Ta a Ta Ta s s a

Λ Θ Λ Θ

Λ Θ Λ Θ Θ

 + Θ + Λ
 = ΛΘ − ΛΘ = ΛΘ − =

+ Θ + Λ + Λ + + Θ  

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
.Y N

Y N

s s a

Ta a Ta Ta s s a
Θ

Λ Θ Λ Θ Θ

Λ + + Θ
= ΛΘ

+ Θ + Λ + Λ + + Θ


Z wzoru (17) wynika zatem, że najlepszy liniowy predyktor jest ważoną sumą 
bezwarunkowej wartości oczekiwanej łącznej wartości szkód (ΛΘ) oraz elementu 
przybliżającego wartość oczekiwaną łącznej wartości szkód j-tego ubezpieczonego 
( jX ). Taka postać predyktora to klasyczna postać predyktora liniowego, wyprowa-
dzona np. przez Bühlmanna [1967], oczywiście z uwzględnieniem faktu, że rozkład 
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łącznej wartości szkód zależy od dwóch parametrów ryzyka. Na podstawie wzoru 
(18) warto także zauważyć, że gdy historia ubezpieczonego się wydłuża, waga przy-
pisywana średniej wartości ponoszonych przez niego szkód (zX) zbiega do 1. A zatem 
w długim okresie składka zaufania będzie równa średniej wartości szkód danego 
ubezpieczonego.

W kolejnym twierdzeniu podany zostanie błąd średniokwadratowy predyktora.

Twierdzenie 2.
Błąd średniokwadratowy predyktora opartego na łącznej wartości szkód jest 

dany następującym równaniem:

( )( )( ) ( ) 2 2 2 2 2 2
, 1 | , | 1 .j T j j j XMSE BLP E X z a a a a+ Λ Θ Λ Θ Λ Θ = − + Θ + Λ X   (20)

Dowód:
Wyjdźmy od następującego sposobu zapisu błędu średniokwadratowego predyk-

tora:

( )( )( ), 1 | , |j T j j jMSE BLP E X + Λ Θ =X

( ) ( )( )( )2

, 1 , 1| , | , |j T j j j T j j jE E X BLP E X+ +
 = Λ Θ − Λ Θ =  

X

( )( ) ( ) ( )( )22
1j j X X j j j X jE z z X E z X  = Λ Θ − − ΛΘ − = Λ Θ − ΛΘ − − ΛΘ =      

( ) ( )( ) ( )2 222j j X j j j X jE z X z X = Λ Θ − ΛΘ − Λ Θ − ΛΘ − ΛΘ + − ΛΘ =  

( ) ( ) ( )22 , .j j X j j j X jVar z Cov X z Var X= Λ Θ − Λ Θ +

Korzystając z wzorów (5), (9) i (10), równanie na błąd średniokwadratowy mo-
żemy zapisać następująco:

( )( )( )
( )

, 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

| , |

2

j T j j j

X

MSE BLP E X

a a a a z a a a a

+

Λ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ

Λ Θ =

= + Θ + Λ − + Θ + Λ +

X

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 .X Y Nz s s a a a a a
T Θ Λ Θ Λ Θ

  + Λ + + Θ + + Θ + Λ   
 (21)

Na podstawie równania (18) można jednak zauważyć, że:

( )
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 .Y N
X

a a a a a a a a s s a
z T

Λ Θ Λ Θ
Λ Θ Λ Θ Θ

+ Θ + Λ  = + Θ + Λ + Λ + + Θ      (22)

Po wstawieniu informacji z równania (22) do wzoru (21) i uproszczeniu otrzy-
mujemy tezę twierdzenia.                                                                                          
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Na zakończenie tej części artykułu warto zauważyć, że dla wydłużającej się  
historii danego ubezpieczonego błąd średniokwadratowy predyktora będzie zbiegał 
do 0, ponieważ waga zX zbiega do 1.

4. Najlepszy liniowy predyktor oparty na liczbie szkód

Zajmijmy się teraz zagadnieniem poszukiwania najlepszego liniowego predyktora 
łącznej wartości szkód na podstawie informacji na temat liczby szkód ubezpieczone-
go. W praktyce, jeśli dane dotyczące wartości szkód spływają z opóźnieniem, obli-
czenie predyktora na podstawie liczby szkód może być wygodnym rozwiązaniem. 
Tak jak w poprzedniej części artykułu interesuje nas znalezienie najlepszego linio-
wego predyktora łącznej wartości szkód w okresie T + 1; tak jak wcześniej dzięki 
założeniu, że każdy z ubezpieczonych ponosi szkody w sposób niezależny od pozo-
stałych, do konstrukcji predyktora dla j-tego ubezpieczonego wystarczą obserwacje 
dotyczące liczby szkód tegoż ubezpieczonego; także tym razem przyjęte założenia 
(a szczególnie założenie B4)) sprowadzają problem liniowej predykcji łącznej war-
tości szkód w okresie T + 1 do problemu liniowej predykcji warunkowej wartości 
oczekiwanej E(Xj,T+1 | Λj, Θj), który można zapisać w następujący sposób:

( )( )

( )
,0 ,

, 1

2

, 1 ,0 , ,,..., 1

| , |

arg min | ,
j j T

j T j j j

T

j T j j j j t j tc c t

BLP E X

E E X c c N

+

+
=

Λ Θ =

  
= Λ Θ − − =  

   
∑

N

( )
,0 ,

,0 ,,...,
arg min ,..., ,

j j T
j j Tc c

S c c=

gdzie Nj = (Nj,1, ..., Nj,T), a S(·) to funkcja, której minimum szukamy.

Twierdzenie 3.
Przy założeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor łącznej wartości szkód w 

okresie T + 1 na podstawie dotychczasowej liczby szkód jest dany wzorem:

 ( )( ) ( ), 1 | , | 1 ,j T j j j N N jBLP E X z z N+ Λ Θ = − ΛΘ + ΘN  (23)

gdzie:

 

2

2 2 ,N
N

Taz
Ta s

Λ

Λ

=
+

 (24)

 

2

2 21 .N
N

N

sz
Ta sΛ

− =
+

 (25)
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Dowód:
Aby znaleźć rozwiązanie postawionego problemu minimalizacji, policzmy 

pierwsze pochodne z funkcji ( ),0 ,,...,j j TS c c  po szukanych parametrach ,0 ,,...,j j Tc c :

( ) ( ),0 ,
, 1 ,0 , ,

1,0

,...,
2 | , ,

T
j j T

j T j j j j t j t
tj

S c c
E E X c c N

c +
=

∂   
= − Λ Θ − −  ∂   

∑

( ) ( ),0 ,
, 1 ,0 , , ,

1,

,...,
2 | , ,

T
j j T

j T j j j j t j t j k
tj k

S c c
E E X c c N N

c +
=

∂   
= − Λ Θ − −  ∂   

∑    k = 1, …, T.

Po przyrównaniu powyższych pochodnych do 0 otrzymujemy następujący układ 
równań:

( ) ( ), 1 ,0 , ,
1

0,
T

j T j j t j t
t

E X c c E N+
=

− − =∑

( )( ) ( ) ( ), 1 , ,0 , , , ,
1

| , 0,
T

j T j j j k j j k j t j t j k
t

E E X N c E N c E N N+
=

Λ Θ − − =∑           
k = 1, …, T.

Jeśli analogicznie jak w poprzedniej części artykułu pomnożymy pierwsze z 
równań przez ( ),j kE N  i odejmiemy je od drugiego równania, otrzymamy następu-
jący układ równań:

( ) ( ), 1 ,0 , ,
1

0,
T

j T j j t j t
t

E X c c E N+
=

− − =∑

( )( ) ( ), 1 , , , ,
1

| , , , ,
T

j T j j j k j t j t j k
t

Cov E X N c Cov N N+
=

Λ Θ = ∑
      

k = 1, …, T.

Na podstawie przyjętych oznaczeń oraz wzorów (2), (11) i (12) możemy zapisać 
powyższy układ równań w następującej postaci:

,0 ,
1

0,
T

j j t
t

c c
=

ΛΘ − − Λ =∑

 2 2 2
, ,

1
,

T

j t j k N
t

a a c c sΛ Λ
=

Θ = +∑  k = 1, …, T.

Tak jak poprzednio dla każdego k mamy taką samą postać równania, co oznacza, 
że ,1 ,...j j Tc c= = . Wobec tego powyższy układ równań można zapisać w następują-
cej postaci:

,0 , 0j j kc TcΛΘ − − Λ =

 
( )2 2 2

, ,j k Na c Ta sΛ ΛΘ = +
 k = 1, …, T,
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co da nam następujący wynik:

 
2

, 2 2 ,j k
N

ac
Ta s

Λ

Λ

= Θ
+

 k = 1, …, T,

oraz:
22

,0 2 2 2 21 .N
j

N N

sTac
Ta s Ta s

Λ

Λ Λ

 
= ΛΘ − = ΛΘ + + 


Warto porównać postać predyktora z wzoru (23) z predyktorem uzyskanym w 

poprzedniej części artykułu (wzór (17)). Uzyskany predyktor jest ponownie ważo-
ną sumą dwóch składników: bezwarunkowej wartości oczekiwanej łącznej warto-
ści szkód (ΛΘ) oraz elementu jN Θ, który podobnie jak jX  ma przybliżać wartość 
oczekiwaną łącznej wartości szkód j-tego ubezpieczonego. Tak jak w przypadku 
predyktora opartego na łącznej wartości szkód w miarę wzrostu T waga przypisy-
wana indywidualnej historii ubezpieczonego (zN) zbiega do 1, a zatem w długim 
okresie predyktor będzie równy średniej liczbie szkód danego ubezpieczonego  
pomnożonej przez populacyjną wartość oczekiwaną wartości pojedynczej szkody  
( jN Θ). Warto także zauważyć, że uzyskany predyktor jest równy predyktorowi 
liczby szkód w okresie T + 1 (obliczonemu na podstawie dotychczasowych liczb 
szkód) pomnożonemu przez populacyjną wartość oczekiwaną wartości pojedynczej 
szkody Θ.

Kolejne twierdzenie podaje wielkość błędu średniokwadratowego predyktora 
opartego na liczbie szkód.

Twierdzenie 4.
Błąd średniokwadratowy predyktora opartego na liczbie szkód jest równy:

( )( )( ) ( )2 2 2 2 2 2
, 1 | , | 1 .j T j j j NMSE BLP E X a a z a a+ Λ Θ Λ ΘΛ Θ = + − Θ + ΛN      (26)

Dowód:
Zacznijmy od zapisania błędu średniokwadratowego w następującej postaci:

( )( )( ) ( )( )2

, 1 | , | 1j T j j j j j N N jMSE BLP E X E z z N+
 Λ Θ = Λ Θ − − ΛΘ − Θ =  

N

( ) ( )( )2

j j N jE z N = Λ Θ − ΛΘ − Θ − ΛΘ =  

( ) ( )( ) ( )2 222j j N j j j N jE z N z N = Λ Θ − ΛΘ − Θ Λ Θ − ΛΘ − Λ + Θ − ΛΘ =  

( ) ( ) ( ) ( )22 , .j j N j j j N jVar z Cov N z Var N= Λ Θ − Θ Λ Θ + Θ .
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Wstawiając informacje z wzorów (5), (14) i (15), otrzymamy, że:

( )( )( ), 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

| , |

12

j T j j j

N N N

MSE BLP E X

a a a a z a z s a
T

+

Λ Θ Λ Θ Λ Λ

Λ Θ =

 = + Θ + Λ − Θ + Θ + 
 

N

.

Po wstawieniu do powyższego równania wzoru (24) zapisanego w następujący 
sposób:

 
2

2 21
N

N

a a s
z T

Λ
Λ= +  (27)

i uproszczeniu otrzymamy tezę twierdzenia.


Warto zauważyć, że wraz z wydłużaniem się historii ubezpieczonego błąd śred-
niokwadratowy predyktora rozpatrywanego w tej części artykułu nie będzie zbiegał 
do 0, lecz utrzyma się na stałym poziomie równym 2 2 2 2a a aΛ Θ Θ+ Λ . Przemawiałoby to 
zatem na niekorzyść tego sposobu predykcji w porównaniu z predykcją na podsta-
wie łącznej wartości szkód, z drugiej jednak strony historia ubezpieczonych rzadko 
jest na tyle długa, żeby waga zX znalazła się odpowiednio blisko 1, a błąd średnio-
kwadratowy w równaniu (20) stał się faktycznie bliski 0. Dokładniejsze porównanie 
predyktorów pod kątem błędów średniokwadratowych zostanie przeprowadzone  
w szóstym i siódmym punkcie artykułu, po wyprowadzeniu predyktora opartego na 
liczbie i wartości szkód oraz jego błędu średniokwadratowego.

5. Najlepszy liniowy predyktor oparty na łącznej wartości  
    i liczbie szkód

Ostatnim wyprowadzonym w niniejszym artykule predyktorem łącznej wartości 
szkód w okresie T + 1 będzie predyktor oparty na liczbie i łącznej wartości szkód. 
Tak jak w poprzednich częściach, ponieważ zakładamy, że każdy z ubezpieczonych 
ponosi szkody w sposób niezależny od pozostałych ubezpieczonych z portfela, pre-
dyktor dla j-tego ubezpieczonego będzie oparty tylko na obserwacjach dotyczących 
tegoż ubezpieczonego. Ponadto, tak jak wcześniej, przyjęte założenia sprowadzają 
problem predykcji łącznej wartości szkód w okresie T + 1 do problemu predykcji 
warunkowej wartości oczekiwanej łącznej wartości szkód ( ), 1 | ,j T j jE X + Λ Θ . Pro-
blem predykcji można zatem zapisać następująco:

( )( ), 1 | , | ,j T j j j jBLP E X + Λ Θ =X N

( )
2

, 1 ,0 , , , ,, 1 1
arg min | ,

j j

T T

j T j j j j t j t j t j t
t t

E E X d d X e N+
= =

  
= Λ Θ − − − =  

   
∑ ∑d e

( )
,

arg min ,
j j

j jS=
d e

d e
,
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gdzie ( ),0 ,,...,j j j Td d=d , ( ),1 ,,...,j j j Te e=e  oraz ( )S ⋅  to funkcja, której minimum 
szukamy.

Twierdzenie 5.
Przy założeniach A)-D) najlepszy liniowy predyktor łącznej wartości szkód  

w okresie T + 1 oparty na liczbie i łącznej wartości szkód jest dany wzorem:

( )( ) ( ), , , ,
, 1 | , | , 1 X N X N X N X N

j T j j j j X N X j N jBLP E X z z z X z N+ Λ Θ = − − ΛΘ + + ΘX N ,  (28)

gdzie:

 

2 2 2 2
,

2 2 2 2 2 2 2
X N
X

Y N

Ta a Taz
Ta a Ta s s a

Λ Θ Θ

Λ Θ Θ Θ

+ Λ
=

+ Λ + Λ +  , (29)

 ( )( )
2 2 2 2 2

,
2 2 2 2 2 2 2 2 2

X N Y N
N

N Y N

Ta s Ta sz
Ta s Ta a Ta s s a

Λ Θ

Λ Λ Θ Θ Θ

Λ − Λ
=

+ + Λ + Λ + , (30)

 

2
, ,

2 21 1X N X N N
X N N

N

sz z z
Ta sΛ

− − = − =
+ , (31)

a zN zostało zdefiniowane w równaniu (24).

Dowód:
Aby znaleźć rozwiązanie postawionego powyżej problemu minimalizacji, po-

liczmy pierwsze pochodne z funkcji ( ),j jS d e  po interesujących nas parametrach 
jd  i je :

( ) ( ), 1 ,0 , , , ,
1 1,0

,
2 | , ,

T T
j j

j T j j j j t j t j t j t
t tj

S
E E X d d X e N

d +
= =

∂   
= − Λ Θ − − −  ∂   

∑ ∑
d e

 ( ) ( ), 1 ,0 , , , , ,
1 1,

,
2 | , ,

T T
j j

j T j j j j t j t j t j t j k
t tj k

S
E E X d d X e N X

d +
= =

∂   
= − Λ Θ − − −  ∂   

∑ ∑
d e

k = 1, …, T,
 ( ) ( ), 1 ,0 , , , , ,

1 1,

,
2 | , ,

T T
j j

j T j j j j t j t j t j t j l
t tj l

S
E E X d d X e N N

e +
= =

∂   
= − Λ Θ − − −  ∂   

∑ ∑
d e

l = 1, …, T.
Po przyrównaniu powyższych pochodnych do 0 otrzymujemy następujący układ 

równań:

( ) ( ) ( ), 1 ,0 , , , ,
1 1

0,
T T

j T j j t j t j t j t
t t

E X d d E X e E N+
= =

− − − =∑ ∑

PN-207-Zagadnienia aktuarialne_Ostasiewicz_Księga1.indb   214 2012-03-02   12:03:04



Zagadnienia kalkulacji składki zaufania na podstawie łącznej wartości i liczby szkód 215

( )( )
( ) ( ) ( )

, 1 ,

,0 , , , , , , ,
1 1

| ,

0,

j T j j j k

T T

j j k j t j t j k j t j t j k
t t

E E X X

d E X d E X X e E N X

+

= =

Λ Θ −

− − − =∑ ∑
    

1,...,k T= ,

( )( ) ( )

( ) ( )
, 1 , ,0 ,

, , , , , ,
1 1

| ,

0,

j T j j j l j j l

T T

j t j t j l j t j t j l
t t

E E X N d E N

d E X N e E N N

+

= =

Λ Θ − −

− − =∑ ∑
             

l = 1, …, T.

Jeśli pomnożymy pierwsze równanie przez ( ),j kE X  i odejmiemy je od drugiego 
równania oraz jeśli pomnożymy pierwsze równanie przez ( ),j lE N  i odejmiemy je 
od równania trzeciego, otrzymamy następujący układ równań:

( ) ( ) ( ), 1 ,0 , , , ,
1 1

0
T T

j T j j t j t j t j t
t t

E X d d E X e E N+
= =

− − − =∑ ∑ ,

( )( )
( ) ( )

, 1 ,

, , , , , ,
1 1

| , ,

, ,

j T j j j k

T T

j t j t j k j t j t j k
t t

Cov E X X

d Cov X X e Cov N X

+

= =

Λ Θ =

= +∑ ∑ ,      k = 1, …, T,

( )( )
( ) ( )

, 1 ,

, , , , , ,
1 1

| , ,

, ,

j T j j j l

T T

j t j t j l j t j t j l
t t

Cov E X N

d Cov X N e Cov N N

+

= =

Λ Θ =

= +∑ ∑ ,    l = 1, …, T. 

Po wstawieniu odpowiednich wartości z wzorów (2), (7), (8), (11)-(13) otrzy-
mamy:

,0 , ,
1 1

0,
T T

j j t j t
t t

d d e
= =

ΛΘ − − ΛΘ − Λ =∑ ∑

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,

1

T

j t j k Y N
t

a a a a d a a a a d s s aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ
=

 + Θ + Λ = + Θ + Λ + Λ + + Θ + ∑
 
 2 2

, ,
1

,
T

j t j k N
t

e a e sΛ
=

+ Θ + Θ∑  k = 1, …, T,

 
2 2 2 2 2

, , , ,
1 1

,
T T

j t j l N j t j l N
t t

a d a d s e a e sΛ Λ Λ
= =

Θ = Θ + Θ + +∑ ∑  l = 1, …, T.

Jak widać, dla każdego k i dla każdego l mamy taką samą postać równania, co 
oznacza, że parametry ,1 ,...j j Td d= =  oraz ,1 ,...j j Te e= = . Wobec tego powyższy 
układ równań można zapisać w następującej postaci:

 ,0 , , 0,j j k j kd Td TeΛΘ − − ΛΘ − Λ =  (32)
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( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,j k Y Na a a a d Ta a Ta Ta s s aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ+ Θ + Λ = + Θ + Λ + Λ + + Θ +

 ( )2 2
, ,j k Ne T a sΛ+ Θ + Θ   (33)

 ( ) ( )2 2 2 2 2
, , ,j k N j k Na d T a s e Ta sΛ Λ ΛΘ = Θ + Θ + +  (34)

k = 1, …, T.
Jeśli przekształcimy równanie (34) w następujący sposób:

 ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
, ,j k N j k Ne T a s a d T a sΛ Λ ΛΘ + Θ = Θ − Θ + Θ   (35)

i wstawimy do równania (33), otrzymamy następującą postać równania:

( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
,j k Y Na a a a d Ta a Ta Ta s s aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ+ Θ + Λ = + Θ + Λ + Λ + + Θ +

( )2 2 2 2 2 2
, ,j k Na d T a sΛ Λ+Θ − Θ + Θ ,

co prowadzi do następującego rozwiązania dla dj,k:
2 2 2 2

, 2 2 2 2 2 2 2j k
Y N

a a ad
Ta a Ta s s a

Λ Θ Θ

Λ Θ Θ Θ

+ Λ
=

+ Λ + Λ + .

Po wstawieniu powyżej obliczonej wartości dj,k do równania (34) i przekształce-
niu otrzymamy rozwiązanie:

( )( )
2 2 2 2 2

, 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Y N

j k
N Y N

a s a se
Ta s Ta a Ta s s a

Λ Θ

Λ Λ Θ Θ Θ

Λ − Λ
= Θ

+ + Λ + Λ +
.

Po wstawieniu powyższych rozwiązań dla dj,k i ej,k do równania (32) otrzymamy 
rozwiązanie dla stałej dj,0:

2
,

,0 , 2 21 j k N
j j k

N

e sd Td T
Ta sΛ

 
= ΛΘ − − = ΛΘ Θ + 

.


Z wzoru (28) wynika, że najlepszy liniowy predyktor jest ważoną sumą bezwa-

runkowej wartości oczekiwanej łącznej wartości szkód (ΛΘ), średniej wartości 
szkód oraz średniej liczby szkód pomnożonej przez populacyjną wartość oczekiwa-
ną wartości pojedynczej szkody. Nietrudno dostrzec, że waga ,X N

Nz  może przyjmo-
wać wartości ujemne, a dokładniej dzieje się tak, gdy:

2 2 2 2
N Ya s a sΘ ΛΛ ≥

lub równoważnie:

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

, , ,
,

, , ,

| |
| .

| |
j t k j j t j

j t j
j t k j j t j

Var E Y Var E N
E E N

E Var Y E Var N

Θ Λ
Λ ≥

Θ Λ

PN-207-Zagadnienia aktuarialne_Ostasiewicz_Księga1.indb   216 2012-03-02   12:03:04



Zagadnienia kalkulacji składki zaufania na podstawie łącznej wartości i liczby szkód 217

Co więcej, dla rosnącej liczby okresów T waga ,X N
Nz  zbiega do 0, podczas gdy 

waga przy średniej wartości szkód ,X N
Xz  zbiega do 1. Warto jeszcze zauważyć, że z 

równania (34) wynika, że:

 , ,X N X N
N N Xz z z= − , (36)

co z kolei prowadzi do wniosku, że predyktor oparty na liczbie i wartości szkód 
można zapisać w następującej postaci:

( )( ) ( ) ( ),
, 1 | , | , 1 X N

j T j j j j N N j X j jBLP E X z z N z X N+ Λ Θ = − ΛΘ + Θ + − Θ =X N

 ( )( ) ( ),
, 1 | , | .X N

j T j j j X j jBLP E X z X N+= Λ Θ + − ΘN  (37)

Jak zatem widać, predyktor oparty na liczbie i łącznej wartości szkód to predyk-
tor oparty na liczbie szkód skorygowany o ważoną różnicę między dwoma sposoba-
mi przybliżania wartości oczekiwanej łącznej wartości szkód j-tego ubezpieczone-
go, czyli o element ( ),X N

X j jz X N− Θ .
Podajmy jeszcze wzór na błąd średniokwadratowy predyktora dwuczynniko-

wego:

Twierdzenie 6.
Błąd średniokwadratowy predyktora opartego na liczbie i łącznej wartości szkód 

wynosi:

( )( )( ), 1 | , | ,j T j j j jMSE BLP E X + Λ Θ =X N

 ( )( ) ( ), 2 2 2 2 2 21 1X N
X Nz a a a z aΛ Θ Θ Λ= − + Λ + − Θ =  (38)

 ( )( ), 2 2 2 2 2 2 , 2 21 .X N X N
X Nz a a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ= − + Θ + Λ − Θ  (39)

Dowód:
Obliczenie błędu średniokwadratowego w przypadku predyktora opartego na 

liczbie i wartości szkód będzie nieco bardziej żmudne niż w przypadku pozostałych 
predyktorów:

( )( )( ), 1 | , | ,j T j j j jMSE BLP E X + Λ Θ =X N

( )( )2, , , ,1 X N X N X N X N
j j X N X j N jE z z z X z N = Λ Θ − − − ΛΘ − − Θ =  

( ) ( ) ( )( )2, ,X N X N
j j X j N jE z X z N = Λ Θ − ΛΘ − − ΛΘ − Θ − ΛΘ =  

( ) ( )( )2 ,2 X N
j j X j j jE z X= Λ Θ − ΛΘ − Λ Θ − ΛΘ − ΛΘ −
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( )( ) ( ) ( )2 2, ,2 X N X N
N j j j X jz N z X− Λ Θ − ΛΘ Θ − ΛΘ + − ΛΘ +

( )( ) ( ) ( )2 2, , ,2 X N X N X N
X N j j N jz z X N z N + − ΛΘ Θ − ΛΘ + Θ − ΛΘ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , ,2 , 2 ,X N X N X N
j j X j j j N j j j X jVar z Cov X z Cov N z Var X= Λ Θ − Λ Θ − Θ Λ Θ + +

( ) ( ) ( )2, , ,2 , .X N X N X N
X N j j N jz z Cov X N z Var N+ Θ + Θ

.
Po wstawieniu wartości podanych we wzorach (5), (9), (10), (14)-(16) otrzyma-

my, że błąd średniokwadratowy predyktora wynosi:

( )( )( ), 1 | , | ,j T j j j jMSE BLP E X + Λ Θ =X N

( )2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2 , 2 22 2X N X N
X Na a a a z a a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Λ= + Θ + Λ − + Θ + Λ − Θ +

( ) ( )2, 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21X N
X Y Nz s s a a a a a

T Θ Λ Θ Λ Θ
  + Λ + + Θ + + Θ + Λ +   

 
( )2, , 2 2 2 , 2 21 12 .X N X N X N

X N N N Nz z s a z s a
T TΛ Λ

   + Θ + + Θ +   
     (40)

Dla uproszczenia obliczeń możemy do równania (40) wstawić informację z rów-
nania (36) – po przekształceniu otrzymamy wtedy następującą postać równania:

( )( )( ), 1 | , | ,j T j j j jMSE BLP E X + Λ Θ =X N

( )2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 22 2X N
X Na a a a z a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Θ Λ= + Θ + Λ − + Λ − Θ +

( )2, 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 1 .X N
X Y N N Nz s s a a a a z s a

T TΘ Λ Θ Θ Λ
    + Λ + + + Λ + Θ +       

Po wstawieniu do powyższego równania wzoru (29) zapisanego w następującej 
postaci:

 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
,

1
Y NX N

X

a a a a a a s s a
z T

Λ Θ Θ
Λ Θ Θ Θ

+ Λ  = + Λ + Λ +   (41)

oraz po skorzystaniu z informacji zawartych w równaniu (27) i uproszczeniu otrzy-
mamy tezę twierdzenia wyrażoną za pomocą wzoru (38). Aby uzyskać postać wzoru 
z równania (39), trzeba dodatkowo skorzystać z równości (36).


Na zakończenie tej części artykułu warto zauważyć, że z równania (38) wynika, 

iż błąd średniokwadratowy predyktora dwuczynnikowego będzie zbiegał do 0, po-
nieważ wagi ,X N

Xz  i zN zbiegają do 1.
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6. Porównanie błędów średniokwadratowych predyktorów

Dokonajmy teraz porównania błędów średniokwadratowych obliczonych predykto-
rów, aby wiedzieć, który z predyktorów jest najbardziej precyzyjny.

Twierdzenie 7.
Dla uzyskanych w twierdzeniach 1, 3 i 5 predyktorów zachodzą następujące 

nierówności:

 

( )( )( )
( )( )( )

, 1

, 1

| , |

| , | , ,

j T j j j

j T j j j j

MSE BLP E X

MSE BLP E X

+

+

Λ Θ ≥

≥ Λ Θ

N

X N , (42)

 

( )( )( )
( )( )( )

, 1

, 1

| , |

| , | , .

j T j j j

j T j j j j

MSE BLP E X

MSE BLP E X

+

+

Λ Θ ≥

≥ Λ Θ

X

X N . (43)

Ponadto jeśli spełniona jest nierówność:

 
( ) ( )

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 ,

N

Y N

a a a a a a a Ta s

a a s a s

Λ Θ Θ Λ Θ Θ Λ Λ

Λ Λ Θ

 + Λ + Λ + Θ + ≥ 

≥ Θ Λ − Λ
 (44)

to zachodzi:

 
( )( )( )
( )( )( )

, 1

, 1

| , |

| , | .

j T j j j

j T j j j

MSE BLP E X

MSE BLP E X

+

+

Λ Θ ≥

≥ Λ Θ

N

X
 (45)

Dowód:
Nierówność (42) wynika z bezpośredniego porównania błędu średniokwadrato-

wego predyktora opartego na liczbie szkód i predyktora opartego na liczbie i łącznej 
wartości szkód (równania (26) i (38)):

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2.X N
N X Na a a a z a a a a a z a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Θ Λ+ Θ + Λ − Θ ≥ + Θ + Λ − + Λ − Θ

Nieco trudniej pokazać zachodzenie nierówności (43), którą zgodnie z równa-
niami (20) i (39) można zapisać w następującej postaci:

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Xa a a a z a a a aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ+ Θ + Λ − + Θ + Λ ≥

( )2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2 , 2 2X N X N
X Na a a a z a a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Λ≥ + Θ + Λ − + Θ + Λ − Θ

≥

≥

≥
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lub równoważnie:

( ) ( ), 2 2 2 2 2 2 , 2 2 2 2 2 2 2 2 .X N X N
X N Xz a a a a z a z a a a aΛ Θ Λ Θ Λ Λ Θ Λ Θ+ Θ + Λ + Θ ≥ + Θ + Λ . 

   
 (46)

Na początku warto zauważyć, że po odpowiednim przekształceniu równania 
(33) z wykorzystaniem definicji odpowiednich wag oraz informacji z równań (22), 
(27) i (36) wagę ,X N

Xz  można zapisać jako następującą funkcję wagi zX:

( ) ( )
2

, 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 , 2 .X N X N
X X N X

N

az a a a a z a a a a z z
z

Λ
Λ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ+ Θ + Λ = + Θ + Λ − Θ

Wykorzystując powyższy zapis, nierówność (46) można sprowadzić do następu-
jącej postaci:

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 , 2 , 2 2 2 2 2 2 2 2 ,X N X N
X N X N X

N

az a a a a z z z a z a a a a
z

Λ
Λ Θ Λ Θ Λ Λ Θ Λ Θ+ Θ + Λ − Θ + Θ ≥ + Θ + Λ

co z kolei upraszcza się do:

( ), 0.X N
N N Xz z z− ≥

Należy teraz sprawdzić, kiedy powyższa nierówność zachodzi. Z wcześniej-
szych rozważań wiemy już, że , 0X N

Nz ≥ , jeśli zachodzi:

 2 2 2 2 .Y Na s a sΛ Θ≥ Λ  (47)

Zastanówmy się jeszcze, kiedy 0N Xz z− ≥ . Wstawiając definicję wag z równań 
(18) i (24), otrzymamy, że musi zachodzić:

( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

Y N

N

Ta Ta a Ta Ta s s a

Ta s Ta a Ta Ta

Λ Λ Θ Λ Θ Θ

Λ Λ Θ Λ Θ

+ Θ + Λ + Λ + + Θ ≥

≥ + + Θ + Λ

co upraszcza się ponownie do:
2 2 2 2 .Y Na s a sΛ Θ≥ Λ

To kończy dowód drugiej części twierdzenia.
Postać warunku (44) dotyczącego nierówności (45) wynika z porównania błę-

dów średniokwadratowych predyktora opartego na liczbie szkód oraz predyktora 
opartego na łącznej wartości szkód podanych w równaniach (20) i (26):

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ,N Xa a a a z a a a a a z a a a aΛ Θ Λ Θ Λ Λ Θ Λ Θ Λ Θ Λ Θ+ Θ + Λ − Θ ≥ + Θ + Λ − + Θ + Λ

co można zapisać równoważnie w następującej postaci:

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2 .X Nz a a a a z aΛ Θ Λ Θ Λ+ Θ + Λ ≥ Θ  (48)

Gdy wykorzystamy naszą wiedzę o postaci wag zX i zN z równań (18) i (24), nie-
równość (48) możemy zapisać następująco:

,
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( )22 2 2 2 2 2 2 21
Na a a a a s

TΛ Θ Λ Θ Λ
 + Θ + Λ + ≥ 
 

 ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 ,Y Na a a a a s s a
TΛ Λ Θ Λ Θ Θ

  ≥ Θ + Θ + Λ + Λ + + Θ   
 (49)

co po skróceniu pewnych elementów i uporządkowaniu daje nierówność (44).


Na podstawie twierdzenia 7 możemy zatem stwierdzić, że predyktor dwu- 
czynnikowy jest zawsze nie gorszy niż predyktor oparty na łącznej wartości szkód. 
Predyktor dwuczynnikowy jest także nie gorszy niż predyktor oparty na liczbie 
szkód, a różnica w błędach średniokwadratowych tych dwóch predyktorów wraz  
ze wzrostem liczby okresów T będzie rosła, aż ustabilizuje się na poziomie 

2 2 2 2a a aΛ Θ Θ+ Λ . 
W przypadku predyktorów jednoczynnikowych nie można wskazać jednoznacz-

nie lepszego predyktora. Warto jednak spróbować zapisać warunek (44) w nieco in-
nej postaci, która pozwoliłaby w bardziej intuicyjny sposób odpowiedzieć na pyta-
nie, w jakich sytuacjach lepiej posługiwać się predyktorem opartym na łącznej 
wartości szkód. Na wstępie zauważmy, że korzystając z równań (9), (10), (14) i (15), 
warunek (49) można zapisać w następującej postaci:

( )( )( )
( )

( )( )( )
( )

2 2

, 1 , 1| , , | , ,
.

j T j j j j T j j j

j j

Cov E X X Cov E X N

Var X Var N
+ +Λ Θ Λ Θ

≥

Jeśli podzielimy obie strony nierówności przez dodatnią ( )( ), 1 | ,j T j jVar E X + Λ Θ  
i spierwiastkujemy, otrzymamy:

( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( )( ) ( )

, 1 , 1

, 1 , 1

| , , | , ,
,

| , | ,

j T j j j j T j j j

j T j j j j T j j j

Cov E X X Cov E X N

Var E X Var X Var E X Var N

+ +

+ +

Λ Θ Λ Θ
≥

Λ Θ Λ Θ

co oznacza, że jeśli korelacja wartości, której predykcji dokonujemy, ze średnią war-
tością łącznej wartości szkód jest większa niż korelacja między wartością, której 
predykcji dokonujemy, a średnią wartością liczby szkód, powinniśmy zastosować 
predyktor oparty na łącznej wartości szkód. Nietrudno także zauważyć, że warunek 
(44) będzie spełniony, gdy:

 
2 2

2 2 ,N

Y

s a
s a

Λ

Θ

Λ ≥  (50)

ponieważ lewa strona nierówności (44) jest zawsze większa od 0. Warunek (50) 
pojawił się już wcześniej w odwrotnej postaci jako warunek (47) – zachodzenie wa-
runku w postaci z równania (50) oznacza, że waga , 0X N

Nz ≤  oraz że X Nz z≥ .
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Co ciekawe, pewnej wskazówki odnośnie do zachodzenia nierówności (44) 
może także dostarczyć porównanie wag ,X N

Xz  i ,X N
Nz . Sprawdźmy najpierw, kiedy 

zachodzi , ,X N X N
X Nz z≥ :

 ( )( )

2 2 2 2
,

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
,

2 2 2 2 2 2 2 2 2
.

X N
X

Y N

X NY N
N

N Y N

Ta a Taz
Ta a Ta s s a
Ta s Ta s z

Ta s Ta a Ta s s a

Λ Θ Θ

Λ Θ Θ Θ

Λ Θ

Λ Λ Θ Θ Θ

+ Λ
= ≥

+ Λ + Λ +

Λ − Λ
≥ =

+ + Λ + Λ +

 (51)

Nierówność (51) można zapisać równoważnie w następujący sposób:

 ( )( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 .N Y Na a a Ta s a s a sΛ Θ Θ Λ Λ Θ+ Λ + ≥ Λ − Λ  (52)

Jak zatem widać, zachodzenie nierówności (52) oznacza, że jest spełniona także 
nierówność (44), lub, równoważnie, jeżeli , ,X N X N

X Nz z≥ , wtedy na pewno predyktor 
oparty na łącznej wartości szkód ma mniejszy błąd średniokwadratowy niż predyk-
tor oparty na liczbie szkód. Oczywiście istnieją jeszcze sytuacje, w których nierów-
ności (50) i (52) nie są spełnione, a nierówność (44) zachodzi, ciężko jest jednak 
sformułować jakieś ogólne wnioski (o ile założymy, że wszystkie parametry są więk-
sze od zera). 

Na zakończenie warto jeszcze zauważyć, że nierówność w postaci (44) potwier-
dza wcześniejszy wniosek mówiący, że dla odpowiednio dużego T predyktor oparty 
na łącznej wartości szkód będzie na pewno lepszy niż predyktor oparty na liczbie 
szkód. Jak już jednak zostało wspomniane, wniosek ten może w praktyce mieć 
mniejsze znaczenie ze względu na fakt, że zazwyczaj obserwujemy ubezpieczonych 
przez krótki okres.

7. Przypadki szczególne

Przyjęte w drugiej części artykułu założenia mówią o istnieniu dwóch niezależnych 
parametrów ryzyka mających decydujący wpływ na proces powstawania szkód. Za-
łożenia te prowadzą do uzależnienia postaci predyktorów od dużej liczby parame-
trów, ze względów praktycznych warto zatem rozważyć możliwe uproszczenia po-
staci predyktorów wynikające z ograniczenia analizy do tylko jednego parametru 
ryzyka. Być może w praktyce w pewnych sytuacjach możliwe jest przyjęcie założe-
nia, że rozkład wartości pojedynczej szkody lub liczby szkód jest taki sam dla 
wszystkich ubezpieczonych. Zastanówmy się zatem, jak przyjęcie owych upraszcza-
jących założeń wpłynie na postać predyktorów oraz na wielkość ich błędów średnio-
kwadratowych.

Na początek przyjmijmy, że rozkład wartości pojedynczej szkody jest taki sam 
dla wszystkich ubezpieczonych – innymi słowy sprowadza się to do założenia, że:
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D1’) ( ) ( ), , , ,| ,j t k j j t kE Y E YΘ = = Θ

D2’) ( ) ( ) 2
, , , ,| ,j t k j j t k YVar Y Var Y sΘ = =

D3’) ( ) ( ), , ,j t k jE Y E= Θ = Θ

D4’) ( ) 0.jVar Θ =
Sprawdźmy, jak przyjęcie powyższych założeń wpłynie na postaci predyktorów 

uzyskane w twierdzeniach 1, 3 i 5.

Twierdzenie 8.
Przy założeniach A)-C) oraz D’) predyktor oparty na liczbie szkód i predyktor 

oparty na liczbie i łącznej wartości szkód mają taką samą postać daną równaniem:
 

( )( ) ( ), , , ,
, 1 | , | , 1 X N X N X N X N

j T j j j j X N X j N jBLP E X z z z X z N+ Λ Θ = − − ΛΘ + + Θ =X N

( )( ), 1 | , | ,j T j j jBLP E X += Λ Θ N

gdzie , 0X N
Xz = , 

2
,

2 2
X N
N N

N

Taz z
Ta s

Λ

Λ

= =
+

 oraz 
2

, ,
2 21 1X N X N N

X N N
N

sz z z
Ta sΛ

− − = − =
+

.

Predyktor oparty na łącznej wartości szkód jest natomiast równy:

( )( ) ( ), 1 | , | 1j T j j j X X jBLP E X z z X+ Λ Θ = − ΛΘ +X ,

gdzie 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2/X
Y N N Y

Ta Taz
Ta s s Ta s s

Λ Λ

Λ Λ

Θ
= =

Θ + Λ + Θ + + Λ Θ
 

oraz 
2 2 2

2 2 2 2 21 Y N
X

Y N

s sz
Ta s sΛ

Λ + Θ
− =

Θ + Λ + Θ
.

Dowód:
Twierdzenie 8 można uzyskać, wstawiając oznaczenia z założeń D’) do wzorów 

podanych w twierdzeniach 1, 3 i 5.


A zatem, jeżeli rozkład wartości pojedynczej szkody nie jest zróżnicowany mię-
dzy ubezpieczonymi, nie ma różnicy w sposobach przybliżania wartości oczekiwa-
nej łącznej wartości szkód j-tego ubezpieczonego w predykcji na podstawie liczby 
szkód i w predykcji na podstawie liczby i wartości szkód, a element ( )j jX N− Θ    
z równania (37) ma zerową wagę. Co istotne, predyktor dwuczynnikowy jest nadal 
lepszy niż predyktor oparty tylko na łącznej wartości szkód, co oznacza, że w tym 
przypadku predyktor oparty na liczbie szkód będzie zawsze lepszy niż predyktor 

,
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oparty na łącznej wartości szkód – można tu dodać, że zmodyfikowany do obecnych 
założeń warunek (44) ma postać: ( )22 2 0Ys aΛΛ Θ ≤  , co nigdy nie jest spełnione, jeśli 
przyjmiemy, że rozkład liczby szkód jest zróżnicowany między ubezpieczonymi. 
Przewaga predykcji opartej na liczbie szkód nad predykcją opartą na łącznej warto-
ści szkód wynika przede wszystkim z faktu, iż waga zX jest zbudowana na podstawie 
wariancji średniej wartości łącznej wartości szkód, która jest większa niż wariancja 
średniej liczby szkód uwzględniona w wadze zN.

W analogiczny sposób możemy rozpatrzyć sytuację, gdy rozkład liczby szkód 
jest taki sam dla wszystkich ubezpieczonych. Założenie to prowadzi do następującej 
postaci momentów rozkładu liczby szkód i parametru ryzyka Λj:

C1’) ( ) ( ), ,|j t j j tE N E NΛ = = Λ ,

C2’) ( ) ( ) 2
, ,|j t j j t NVar N Var N sΛ = = ,

C3’) ( ) ( ),j t jE N E= Λ = Λ ,

C4’) ( ) 0jVar Λ = .
W takim przypadku predykcja na podstawie liczby szkód właściwie traci sens,  

a predyktor upraszcza się do populacyjnej wartości oczekiwanej łącznej wartości 
szkód. Co ciekawe, predyktor dwuczynnikowy można nadal przedstawić w postaci 
takiej jak w równaniu (37), czyli jako sumę predyktora opartego na liczbie szkód  
i ważonej poprawki ( ),X N

X j jz X N− Θ  . W przypadku predyktora opartego na łącznej 
wartości szkód ponownie zmieni się tylko postać wagi zX. Twierdzenie 9 stanowi 
podsumowanie powyższych wniosków.

Twierdzenie 9.
Przy założeniach A)-B), C’) oraz D) predyktor oparty na liczbie szkód ma postać 

daną równaniem:

( )( ) ( ), 1 | , | 1j T j j j N N jBLP E X z z N+ Λ Θ = − ΛΘ + Θ = ΛΘN ,

gdzie zN = 0, 1 – zN = 1.

Predyktor dwuczynnikowy będzie równy:

( )( ) ( ), , , ,
, 1 | , | , 1 X N X N X N X N

j T j j j j X N X j N jBLP E X z z z X z N+ Λ Θ = − − ΛΘ + + Θ =X N

( )( ) ( ),
, 1 | , | X N

j T j j j X j jBLP E X z X N+= Λ Θ + − ΘN ,

gdzie 
2 2

,
2 2 2 2 2

X N
X

Y N

Taz
Ta s s a

Θ

Θ Θ

Λ
=

Λ + Λ +
, 

2 2
, ,

2 2 2 2 2
X N X N
N X

Y N

Taz z
Ta s s a

Θ

Θ Θ

Λ
= − = −

Λ + Λ +
,   

          
, ,1 1X N X N

X Nz z− − = . 
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Predyktor oparty na łącznej wartości będzie natomiast miał postać:

( )( ) ( ), 1 | , | 1j T j j j X X jBLP E X z z X+ Λ Θ = − ΛΘ +X ,

gdzie 
( )

2 2

2 2 2 2 2 2X
Y N

Taz
Ta s s a

Θ

Θ Θ

Λ
=

Λ + Λ + + Θ
, 

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 Y N

X
Y N

s s a
z

Ta s s a
Θ

Θ Θ

Λ + + Θ
− =

Λ + Λ + + Θ
.

Dowód:
Analogicznie jak w przypadku twierdzenia 8 dowód można przeprowadzić, 

wstawiając do twierdzeń 1, 3 i 5 oznaczenia z założeń C’).


Ujemna wartość wagi ,X N
Nz  w predyktorze dwuczynnikowym może wydać się 

zaskakująca – taka jej wartość wynika z faktu, że przy predykcji łącznej wartości 
szkód w elemencie jX  uwzględniamy nie tylko informację o wartościach pojedyn-
czych szkód, lecz także informację na temat liczby szkód, która w przypadku gdy 
rozkłady liczby szkód są takie same dla wszystkich ubezpieczonych, stanowi zbędny 
szum informacyjny. Uwzględnienie w predyktorze elementu jN Θ  z ujemną wagą 
powoduje zatem, że do predykcji wykorzystujemy tylko informacje faktycznie 
świadczące o zróżnicowaniu parametrów ryzyka między ubezpieczonymi.

Na zakończenie warto dodać, że przy obecnie przyjętych założeniach najgor-
szym predyktorem będzie oczywiście predyktor oparty na liczbie szkód, a predykto-
rem najlepszym będzie nadal predyktor dwuczynnikowy.

8. Przykład numeryczny

Aby zilustrować zagadnienie optymalnej predykcji wartości szkód na podstawie 
liczby i łącznej wartości szkód, w niniejszej części artykułu zostanie zaprezentowa-
ny przykład numeryczny. Dla pewnych założonych wartości parametrów rozkładów 
liczby szkód i wartości pojedynczej szkody zostaną obliczone wagi predyktorów 
opartych na liczbie szkód i łącznej wartości szkód dla rosnącej liczby okresów T, a 
także błędy średniokwadratowe tych predyktorów.

Przyjmijmy następujące wartości parametrów rozkładów: 2 2 0,6Ns aΛΛ = = = , 
1724,14Θ = , 2 106166,13aΘ = , 2 3078817,7Ys = . Parametry zostały dobrane w taki 

sposób, aby obserwowane rozkłady liczby i łącznej wartości szkód miały momenty 
możliwe do zaobserwowania w praktyce oraz jednocześnie, aby w początkowych 
latach historii ubezpieczonego predykcja na podstawie liczby szkód charakteryzo-
wała się mniejszym błędem średniokwadratowym niż predykcja oparta na łącznej 
wartości szkód. Ponadto przyjęte wartości Λ, 2

Ns  oraz 2aΛ  odpowiadają sytuacji, gdy 
parametr ryzyka rozkładu liczby szkód ma rozkład gamma z parametrem kształtu 

PN-207-Zagadnienia aktuarialne_Ostasiewicz_Księga1.indb   225 2012-03-02   12:03:08



226 Joanna Sawicka

równym 1 i parametrem skali równym 0,6, a warunkowy rozkład liczby szkód przy 
znanej wartości parametru ryzyka to rozkład Poissona1.

Na rysunku 1 znajdują się wartości błędów średniokwadratowych dla trzech 
analizowanych predyktorów dla rosnącej liczby okresów: T = 1, …, 50. Jak już 
zostało wspomniane, dobór parametrów rozkładów spowodował, że predyktor 
oparty na liczbie szkód ma początkowo niższy błąd średniokwadratowy niż predyk-
tor oparty na łącznej wartości szkód. W szesnastym roku historii ubezpieczonego 
jednakże predyktor oparty na łącznej wartości szkód zaczyna mieć przewagę nad 
predyktorem opartym na liczbie szkód. Ponadto zgodnie z wcześniejszymi rozwa-
żaniami predyktor dwuczynnikowy jest we wszystkich okresach lepszy od pozosta-
łych predyktorów.

Na kolejnym wykresie (rys. 2) znajdują się wartości wag predyktorów obliczane 
dla rosnącej liczby okresów. Zgodnie z wyciągniętymi wcześniej wnioskami wagi 

Nz , Xz  oraz ,X N
Xz  zbiegają do jedynki, natomiast waga ,X N

Nz  zbiega do zera. Można 
ponadto zauważyć, że waga ,X N

Nz  jest większa od zera, a także N Xz z> , co oznacza, 
że nierówność (50) nie jest spełniona i że nie można na tej podstawie wyciągać 
wniosków na temat relacji między błędami średniokwadratowymi predyktora opar-

1 Złożony rozkład Poissona-gamma jest często stosowany do modelowania liczby szkód ubezpie-
czonych, por. np. Denuit i in. [2007].

Rys. 1. Wartości błędów średniokwadratowych dla predyktora dwuczynnikowego, predyktora opartego 
na łącznej wartości szkód oraz predyktora opartego na liczbie szkód dla rosnącej liczby okresów

Źródło: obliczenia własne.
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tego na łącznej wartości szkód i predyktora opartego na liczbie szkód. Od siedemna-
stego okresu historii ubezpieczonego zachodzi natomiast , ,X N X N

X Nz z≥ , co oznacza, 
że od tego momentu spełniona jest nierówność (52) lub, równoważnie, że błąd śred-
niokwadratowy predyktora opartego na liczbie szkód jest większy niż błąd predyk-
tora opartego na łącznej wartości szkód (co znajduje także potwierdzenie na rys. 1).

9. Podsumowanie

Niniejszy artykuł poświęcony został zagadnieniu liniowej predykcji łącznej wartości 
szkód ubezpieczonego na podstawie liczby i łącznej wartości przeszłych szkód.  
Z przeprowadzonych obliczeń wynika, że predyktorem o najmniejszym błędzie 
średniokwadratowym jest predyktor uwzględniający informacje zarówno o liczbie, 
jak i o łącznej wartości szkód. W pewnych sytuacjach jednakże stosowanie predyk-
torów jednoczynnikowych może być uzasadnione – dotyczy to np. sytuacji, gdy roz-
kład wartości pojedynczej szkody nie jest zróżnicowany między ubezpieczonymi.

Rys. 2. Wartości wag stosowanych w predyktorze dwuczynnikowym, predyktorze opartym na łącznej 
wartości szkód oraz predyktorze opartym na liczbie szkód dla rosnącej liczby okresów

Źródło: obliczenia własne.
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CALCULATION OF CREDIBILITY PREMIUM ON THE BASIS  
OF NUMBER AND TOTAL AMOUNT OF CLAIMS

Summary: In this article we consider the issue of calculation of best linear predictors for 
claim amount in the ne�t period. We present premiums calculated on the basis of the number 
of claims, on the basis of claim amount or based on both of these variables. We also calculate 
and compare mean square errors of predictors and show which predictor is best. Moreover, we 
consider consequences of certain simplifying assumptions on risk parameters for the premi-
ums and their mean square errors. Finally we present simple numerical e�ample illustrating 
main ideas of this article.

Key words: credibility premium, claim frequency and severity.
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