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Vemadn^dum in Tomo primo motus liberos coipo* 
rum a quibuscunque potentiis follicitatoriim expofui, 
ita in boc Tomo altero motus non, liberos pertralla-

re conjitui’, quae differentia in motus explicatione tanti ejl 
momenti, vi ex ea merito totius operis diuifto fit facta. In 
motu enim hbero via a corpore djeripta cum ex motu iam 
infito, tum ex potentiis tam abfolutis quam refflentia, quibus 
corpus afficitur, determinatur, quia praeter potentias ct ref
flent i am nibd adefe ponitur, quod corporis motum determinet.
Atque idcirco motus liberi baec ejl primaria proprietas, vt 
via a corpore defeript a omnino non prematur’, canalis JciUcet fecun
dum viam, quam corpus deferibere debet, exadle incuruatus, 
a corpore transeunte nullam omnino preffionem fuflinebit, fed 
corpus per eum Ubere transibit. In motu autem non libero 
praeter potentias et refflentiam , quibus corpus JoHicitatur , 
viam praefcriptam efe ponimus, ita vt corpus fit coactum 
in bic via moueri. Haec ergo via praeferipta ad infar ca
nalis commide confdcrari p')tcf, in quo corpus monetur, ne
que ex eo erumpere potef. Cum igitur in ifliitsmodi motibus 
data fit via, in qua corpus moueri debet, inquirendum ejl, 

);( a quan- 



quantam corpus a quibttscunque potentiis et rejiftentia Jpllici- 
tatum in finfulis locis habiturum Jit celeritatem, quippe qua 
cognita totus motus perfecte cognofcitur. Praeterea autem 
cum corpus, nji in hoc canali effet imlufum,, aliam lineam 
defer iberet, retinebit faltem in canali conatum in ea linea ,, 
in qua fi liberum ejjet, mouerefur, progrediendi, hocque cona- 
tu latera canalis premet, et ni/ fatis habeant firmitatis re- 
ipfa disrumpet. IJanc ob rem praeter celeritatem, quam 
corpus in Jingulis canalis locis habebit, determinari debet quo
que preffio-, quam in latera canalis exerit ,- eiusque prejjionis 
direttio, quo Jirmitas laterum canalis ad corpus- retinendum 
requifita cognofcatur^ Hujusmodi autem motus non liberi etiam 
fine canali aliis modis produci pojfunt, id quod obferuare licet 
in pendulis,, atque in fundis,- quibus corpus itidem in data li
nea moueri cogitur. Pendulis enim, prout Hugcnius docuit r 
effici potefl, ut corpus in quacunque curua praeferipta moueri 
cogatur, quemadmodum in pendulis tum /impliciter fufpenfisy 
quibus corpus in Linea circulari moueri cogitur apparet, tum 
iis , quae intra cycloides fuspendi filent, quibus corpus in cy- 
cloide- moueri coctus", fimilique modo effici potejl ut corpus in 
data quaque curua incedere cogatur.. Haec igitur cft prima, 

fpecies motus non liberi, qui Jit fuper data linea. Praeter eam 
aute n a! a- fpecies- motus non Uberi attendi meretur r in qua 
non. ipfa. quidem via, jed tantum fupei/cies praeferibitur, in’ 
qua corpus moueri cogitur-, minus igitur haec motuum non U- 
berorum f scies ejl refiriffa quam prior, cum in hac corpori 
adhuc. Ubertas fit relicta fibi viam in data Juperjicie /tam eli

gendi..



gendi. Hanc ob rem haec motus non liberi Jpecics ita tra- 
biari debet, vt primo linea in data Juperjicie determinetur , 
quam corpus a potentiis et rejiflemia Jiollicita^um dejeribet, de- 
inde vero vt celeritas corporis in fingulis Intius lineae pungis 
definiatur, tertio denique vt etiam prejjio, quam corpus in 
fiiperfiaem exercet, hmejiigetur. Uniusmodi autem motus non 
liberi pariter ac priores pendulis quoque commode repraejenta- 
ri pojjunt; corpus enim pendulum oblique impulsum , vt eius 
directio non fit in plano verticali y lineas cuneas varii generis 
dejeribet, quae autem omnes Juni in Juperficie Jphaerica, cu
ius centrum in ipfo JuJpenfioms punito extat. Inquifitio ideo 
huius motus huc redit y vt in juperficie fphaeriea primo linea 
quam corpus proieblum dejeribet ,■ determinetur, dande vero ce
leritas in fingulis locis, et tertio prejjio, quam in Juperficiem 
exeret,- Simili modo etiam perjpicitur, effici poffe, vt corpus 
pendulum' non ad Juperficiem Jpbaericam, fd ad aliam quam
que rejlringatur j dum Jcilicet circa punctum jujpenfionis Juper

ficie s, euohita disponatur. Haec igitur ejl altera motuum non 
liberorum Jpecies, quae in motu Juper data Jupeifide determi- 
nandio occupatur \ atque in his duabus motuum non liberorum 
Jpeciebus indagandis totus hic Tomus fecundus abjohiitur. Ouo 
ergo- ad hanc tractationem , quae Jcitu neceffaria Junt, prae
parentur , in capite primo fundamenta et principia expojui, ex 
quibus, quae ad' cognitionem vtriusque jpeclei motuum non li
berorum pertinent, deriuari queant. Denonftraui nimirum cor^ 
pus a nullis potentiis follicitatum tam Juper data linea y qliaM
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fuper fuperficie motu aequabili mouri debere \ in fuperficie au 
tem fore viam a corpore def riptam ipfam lineam breuijfimam- 
quae in ea fuperficie duci potejl. Deinde inucfligaui leges ge
nerales^ quas quaeque potentiae atque etiam refjient ia tum in 
accelerando vel retardando motum tum in prefiione 
generanda obferuant. Ad baec etiam dottrina de vi
Centrifuga exponitur, quam corpora etiam a nullis potentiis 
jbllicitata exercent, quaeque ex motu curuilineo, quo corpus in
cedere cogitur, ortum habet. In capitibus deinde fecundo et 
tertio motus corporum fuper data linea tam in vacuo quam in 
medio refftente fufe contemplor et examino. Trimo nimirum 
inotum determino, quo corpus a quibuscunque potentiis follicita- 
tum fuper data linea fiue refla fiue curua monetur, fiue de- 
fcendendo fiue afeendendo \ atque fi curua ita fuerit compara
ta vt tam ad dfcenfus quam afcenfus producendos fit idonea 
ofeidationes quoque definio, easque inter fe ratione temporum 
comparo; atque in hoc negotio indolem ct proprietates ofeida
tionum tam in circulo quam cycloide factarum definio. Dein
ceps problemata traflo inuerfa, quibus potiffimum pro datis 
potentiis follicit antibus in curuas inquiro, fuper quibus motus 
datam habeat proprietatem. Duc fcilicet pertinent pro
blemata de inueniendis curuis aequabilis defcenfus vel recejfus 
a dato punflo, et huius modi plura, quae vel ab aliis iam 
fini tradi at a, vel ad quae ipfum infiitutum perduxit. Inter 
haec prae ceteris eminent problemata de lineis bracbjflochro- 
nis ct tautochronis, quorum vtritmquc ad vlteriorem quam

ad-
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adbuc a quoquam efl fabtum, perfectionis gradum euexi. Cir
ca curuas enim bracbyflocbronas errorem, qui a nonnullis tam 
in vacuo quam medio refflent e erat commiflus, correxi, et lo
co principii Hugeniani in fe quidem veri Jed infufficientis, aliud 
latiffime patens fubftitui, quo demonftraui in quocunquc medio 
et potentiarum follicit antium bypothefi quacunque, eam perpetuo cur- 
uam e/fe brachjflrocbronam, fuper qua corpus ita moneatur, 
vt tota preffio duplo Jit maior quam vis centrifuga. Simili 
modo nouam atque genuinam curuas tautoebronas inueniendi 
methodum trado , (quae enim ante funt inuentae tautoebronae 
nulla omnino methodo fcd potius diuina^ione funt erutae ) cuius 
ope non folum cycloidem iam dudum fub tautoebronae nomine 
celebrem inuem , fed praeter eam innumerabiles alias curuas 
quaefito fatisfacientes elicui, inter quas adeo curuam algebrai- 
cam obferuaui , praeterea tam ex aliis agnatis quae- 

flionibus in vacuo , quam ex integi'a huius negotii tr ablatione 
pro medio refiflente, praeflantiam et vtilitatem huius methodi 
abunde intelligere licebit. Ceterum vti haec methodus inflar 

fpeciminis tam Analyfeos quam Mechanicae promotae cjl cen- 
fenda, ita quoque paflim in difficiliorum quorundam problema
tum fohitionibus non contemnenda Analyfeos fubftdia apparebunt, 
quibus etiam baec fcientia non parum promota ejfe videatur.

In quarto denique capite motum fuper data fuperficic per- 
fequor, quae dottrina , vti a nemine adhuc efl tabi a ita quo
que trablatu efl difficillima , propter naturam et proprietates

Joli-
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/olidorum nondum fatis perfpettas neque ad calculum retioca- 
tas. Antequam igitur de huius modi motu quic^uam fatui potuerat, 
methodum exponere nec^e erat, qua proprietates fuperficie- 
rum et linearum in iis ductarum erui atque calculo fubiici 
peffent. Hoc itaque praefliti ope aequationum tres quantitates 
variabiles continentium , quibus iam ante tum in Comment- 
Tomo III. ad lineam breuijfnnam Juper quauis juperficie de
terminandam, tum in huius Tractatus Tomo praecedente ad 
motus liberos non in eodem plano factos inuedigandos funi 
vfus, - His denique praeparat s progredi licuit ad effettus 
potentiarum in corpora fuper fiperjiiiebus mota definiendos, ex 
quibus modum .elicui tam viam a corpore deferiptam quam 
reliqua motus fymtomata inueniendi. Quum vero calculus, 
quamdiu in generalibus verfamur , nimis Jiat prolixus et tra- 
Uatu difficilis \ omijfa refijientia omnia ad vacuum et gra- 
Uttatem ordinariam reduxi, atque praecipue motum pendulo
rum oblique of Hiantium fum perf rutatus , cuius motus ano
malias et abfidum progrejfiones diligenter determinaui. Haec 
igitur funt, quae in ijlo tomo fecundo fum complexus , qui
bus expeditis operam dabo, vt, quam primum Iduer it mo
tus corporum finitorum et primo quidem rigidorum, in ordi
nem reducam atque pari methodo exponam»

CAPVT



DE MOTU NON LIBERO IN GENERE.
-Oiq ujc , .-j- u.cor a b utig mi i t> ni

DEFINITIO i.

C
-' '

Orpus non libere moneri dicitur, quan
do externa obftacula impediunt, quo mi
nus iuxta eam diredionem progredia
tur, iuxta quam cum ratione motus in

fui, tum ratione potentiarum follicitantium mo
neri deberet.

Scholion i.
2. In motu pundi libero , quem Parte pri

ma expofuimus fpatium, in quo corpus moucba- 
tur, ab omnibus obftaculis vacuum aiTumfimus, 
nunc vero fpatium ita comparatum ponemus, vt 
corpori non liceat in quaque diredione progre
di , propter firmos parietes tranfitum non per- 
mittentes.

ATom.II. Co-



Corollarium i.
3. Quando itaque corpus in motu fuo ob- 

flaculum inuenit, ideoque eam dircdioncm, fecundum 
quam tendit, conferuare non poteft ; tum vel 
quiefcerc, vel in alia diredione motum continua
re debebit.

Corollarium 2.
4. In quanam autem diredione corpus pro

grediatur poft occurfum obftaculi, ex circumflan
dis tum motus tum pofitionis obftaculi iudicari 
debet. .1

Scholion 2.
5, Videtur haec dodrina ad motum corpo

rum ex percuflione pertinere, qua de re tamen 
hoc libro non agetur. Hoc vero libro alius ge
neris obftacula affumimus, quae illam notitiam 
non requirunt. Sunt haec obflacula continua, quae 
motum pundi reftringunt neque vllam reflexionem 
admittunt ; cuiusmodi eft tubus vel canalis flue 
redusfive incurvatus, in quo corpufculum motum 
continuare debet. Hoc cafu via penitus praeferibi- 
tur, in qua corpus progredietur , neque propter 
tubi firmitatem inde egredi poterit. Quare cum 
hic loco corporis pundum confideremus , hac 
pofitione pundum in data linea moueri debebit, 
neque ex ea excedere poterit.

Scholion 5.
6. Duas autem hoc libro pertradabimus mo

tus impediti feu reftridi fpecies, quarum primae 
mo-
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modo mentionem fecimus, quaeque comple&itur 
motus pun&orum fuper data linea flue refta fiue 
curua. Altera fpecies minus rertringit motus li
bertatem, fuperficiem enim tantum praeteribit, in 
qua corpus perpetuo verfari debeat. Atque has 
duas motus impediti fpecies ifto libro fumus ex- 
pofituri.

Corollarium 5.
7. Quae igitur in prima fpecie funt inqui

renda , funt corporis feu potius pundi celeritas 
in quouis lineae pracfcriptac loco, prefljo in hanc 
lineam, et tempus, quo pun&um datam viae por
tionem percurrit.

Corollarium 4*
8. Circa motus alterius fpcciei autem praeter 

haec inueniri debet ipfa linea, quam corpus fuper 
fuperficie data deferibit. Quarum rerum fontes 
hoc primo capite aperiemus.

Scholion 4*
9. Hoc vero capite primum inueftigabimus 

motus vtriusque fpeciei, fi corpus a nullis poten
tiis follicitetur; vbi oRendimus, qua celeritate id 
progredi debeat , et quanta vi vbique tam line
am datam, quam fuperficiem datam premat. Sed 
fi fupcrficies tantum- data fuerit, praeterea viam de
terminabimus in qua corpus monebitur a nullis po
tentiis follicitatum. *^Dein4b vero principia expo
nemus, cx quibus indicari licebit, quae mutationes 
a potentiis follicitantibus tam abfolutis quam rela-



tinis oriantur, quo in fequcntibus capitibus finguU 
diftinfte deducere queamus.

Scholion 5*.
10. In his autem motibus tam fuper lineis 

quam fuperficiebus datis, animum ab omni frictio
ne abftrahimus, neque vllam motus retardationem 
ponemus. Quamobrem lineae et fupcrficies, fuper 
quibus punda moneri'ponuntur, laeviflimae concipi 
debent et omni afperitate deftitutae, ne motus re* 
tardationi propter eam fit obnoxius. Motum <ro* 
tutorium Quoque omninol-ex animo profligari o* 
portety“dum ex eo mutationes in motu oriantur, 
quae demum in fequcntibus explicari poliunt. Hanc 
ob rem pundum quafi rependo m.dueri concipien
dum ed, vt eius pars quaeque, fi. modo in pundo 
partes concipi poffunt, eundem habeat motum, j

Scholion 6
ii. Quae igitur in praecedente libro traditae 

funt, et in hoc de motu pundorum tradentur, ad 
corpora finitae magnitudinis quoque accomnjodari 
poffunt, fi modo eorum motus fibi fit perpetuo pa
rallelus j et omnes partes corporis aequali motu fint 
praeditae; Hoc vero ex fequcntibus libris clarius ap
parebit, quibus cafibus finitorum corporum motus a 
motu pundorum non diferepet. Quocirca in his li
bris ideo punda tantum confidcramus, quia ut 
partibus defiituuntur, it,a etiam ,in partibus diucrfi 
motus indic nequeunt.
• d ' i '■ •’ ■ ' ‘' ■ ■' : r '

PRO-
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PROPOSITIO i.
Theorema.

12. Corpus feu punctum t quodfuper linea data mo* 
uetur , et a nullis potentiis fiUicitatur, perpetuo ean- 
deni celeritatem conferuabit fi modo illius lineae duo 
quaeque elementa contigua nusquam finitae magnitudi
nis angulum confiituant.

Demonftratio.
Quii corpus, dum in linea AM monetur, a 

nulla potentia follicitatur, neque fridioni vllus con
ceditur locus, motus corporis aliter variari nequit, 
nifi quatenus linea AM impedit, quo minus corpus 
libere moueri poflit; ex quo, quae celeritatis im
mutatio oriri debeat, inueftigandum eft. Sit celeri
tas, quam corpus in M habet ~ c, hac igitur ce
leritate corpus, fi libere moneretur,- in tangente 
M v progrederetur , quod vero , quia corpus cur
vam A M dcfercre non poteft, fieri nequit: fed cor
pus cogitur per Mw progredi. Hanc ob caufamcon- 
cipiatur motus corporis fecundum Mp, refolutus in 
motum per Mm et motum per M», exiftente M 
mvn parallclogrammo redangulo. Perfpicuum hic 
eft motum per M n, cuius diredio eft normalis in 
curuae elementum Mw, penitus abforberi, neque vl- 
lum effedum in celeritate immutanda habere pofle. 
Corpus igitur altero motu progredietur in M m t 
celeritate, quae eft ad priftinam celeritatem vt Mm 
adMv: quare celeritas, qua corpus elementum Mw 
deferibit, erit~^~. Quoniam vero, Mvm eft tri
angulum ad m redangulum ideoque Mw <£ Mp, celcri- 

Tab. L
Fig. i»
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tus haec minor erit quam prior c j atque celeritatis de
crementum erit Ad huius valorem in-
ueniendum fit M O radius ofculi curuae in AI — r et 
elementumcritque, ob ang.O~ ang. w AI/, 

2
MO: MwzrMw: mv, ex quo prodit w v ~ at- 

4- 2 2
que Mv — 24-^r ) = 7 ( r -\-ds)~ ds

2 r .

H----- 7. Ex hoc iam obtinebitur decrementum cele- 2 r
ritatis, dum corpus curuae elementum ds percurrit 

2
? cuius integrale dabit decrementum celerita

tis, dum corpus finitam curuae A M portionem per- 
2

currit. At exprefiio I77 aequiualet differentiali fe
cundi gradus-, eius ergo integrale erit differentiale pri
mi gradus. Quainobrem decrementum celeritatis poft- 
quam corpus quantumuis arcum curuae datae percur
rit, erit infinite paruum, atque corpus motu uniformi 
feretur per totam curuam AM, fi modo radius ofcu
li r nusquam fuerit infinite paruus. Q. E. D.

Corollarium i,
13. In omni igitur curua , in qua radius ofculi 

nusquam eft infinite paruus, corpus monebitur vnifor- 
miter , fiquidem a nullis potentiis follicitatur j neque 
fridionem patitur.

Corollarium 2*
&

14. Si radius ofculi eft infinite paruus, tum 775 
Tei eft quantitas finita vel differentiale primi gradus.

Illo
- ■ •. < *■ • ■ • - mu 1 «-•> .«
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Illo cafu corpus finitum celeritatis gradum amittet, 
hoc vero tantum infinite paruum.

Corollarium
15. Cum autem illius modi ptinfta in omni

bus curuis fint rara et a fe inuicem difiita , corpus 
tamen arcum inter duo talia pun&a interceptum 
motu vniformi percurret.

Scholion I.
16. Cafus, quibus corpus celeritatis finitum de

crementum fubito patitur, alii non efle poflunt, 
nifi vbi curua habet cuspides. His enim in locis 
corpus direfte reverti cogitur, et normaliter in 
pundum cuspidis impingit. Tunc igitur corpus non 
folum finitum celeritatis gradum amittet, fed omnino 
omnem motum amittere debebit ; nifi forte corpus 
ponatur elafticum, quo cafu eadem celeritate, qua 
incurrit, rcfledletur, atque ita motum vniformem 
conternabit. In cuspide enim duo elementa angu
lum infinite acutum conftituunt.

Scholion 2*
17. Praeter cuspides vero alia dari poflunt in 

curuis punda , in quibus radius curvedinis eft infi
nite parmis; quia vero duo quaeque elementa con
tigua fere in direflum fiint pofita, et angulus dein
ceps pofitus eft infinite paruus fieri non poteft, vt 
ex demonftratione apparet, vt corpus finitum cele
ritatis decrementum patiatur. Quamobrem cum i- 
ftiusmodi pumfta fint rara, corpus nihilominus mo
tu aequabili mouebitur.



Corollarium 4.
18. Si igitur corpus motum fuerit clafticum, in. 

quacunque curua femper motu aequabili feretur: at. 
fi non fit elafticum , cuspides tantum motum tur
babunt, dum eum prorfus tollunt,

Scholion
rabula 1. 19. Vt haec clarius percipiantur, fint duo cur-
Fig. 2. nae elementa AB, BC, et anguli ABC quem eon- 

ftituunt, deinceps pofitus CBD infinite paruus, cuius 
,fimis fit dz pofito finu toto“i. . Quia corpus poft- 
quam elementum AB defcripfit viinfita in BD progre
di conatur celeritate priore, quae fit cius motus du
plex concipiatur, alter in dire&ioneBC,akerindiredio* 
ne ad BC normali , qui in cffc&um duci non poteft, 
Demiffo igitur ex D inBC perpendiculo DC,corpusal- 
tcro motu per BC monebitur celeritate, quae eft ad 
priorem vt BC ad BD, i e. vt V (i — dz2} ad i. 
Per BC idcirco habebit celeritatem ~ f V^t—dz2} 

\ 2 2
fcu c—e~ •, quare celeritatis decrementum erit 
quod aequiualct differcntiali fecundi gradus. Ex quo 
intelligitur , quam diu in quaque curua angulus CBD 
fuerit infinite paruus, corpus motu aequabili efle 
progreflurum. At in omni curua angulus vel eft in
finite paruus, vel angulus ABC ipfe, quod in cu- 
fpidibus accidit. Confequenter cufpides tantum mo- 
t is vniformitatem perturbant, nifi corpus fuerit ela- 
fticum, quo cafu nihilominus motus vuiformitas 
cvfifcruatur»

PRO-
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- i •• RIQPOSW- 2.' ,',f"'F J
r Theorem a. ~ <

ap. Dum lurpus motu uniformi in curua AM Tatut» t 
induetur, in 'jiigulis ^uiitlis AI premet citrvam nor- F* ’• 
inalited vi, quae eft ad corporis vim gravitatis, vf 
altitudo eius celeritati debita ad dimidium radium 
7/fculi. i '■ •* obnjijh: nup

Demonflratio.
Si corpus in curua AM libere moueri debe

ret motii aequabili ; turh vbique vim adefle opor
teret Hbi-mlilcm corpiis fccubdum MO 'trahentem 
tantam j ;^uae fe haberet ad corporis grauitaterri-i 
vt altitudo ccicribati’tofporis debifi ad dimidiurift 
radium ofculi MO, vt ex demonftratis Libri prae* 
ced. apparet. > Ni^ enim talis vis adeflet, cor-
^pusJo linea- redta progrederetur. i(Hoc2au.tom ca- 
jfucanalis: AIM» in quo' cordus indiiiumiconcipituri 
impedit, quo minus corpus in reda progrediatur. 
Quamobrem corpus tanta vi canalem normaliter 
premet, fecundum diredionem Mn. . Si enim ta
lis vis normalis adeflet, corpus in canali A M Ube
re moueretur , neque illum premeret ; hac vero 
vi abfente, vt hic ponimus, ncceflp eft vt.corpus 
ipfum canalem tanta v.i premat, Q,__'E. D.

Corollarium j. . .
si. Si igitur altitudo celeritati corporis de

bita ponatur v et radius ol.culi MO~r, atque 
grauitas corporiscL i , quam fcilicct haberet, fi 
in fuperficic tetrac eflet pofitum ; crip vis 3 qua 
Toeu. IL B cor-



corpus canalem in M fecundum M n premet = 
a v

Corollarium 2.
.1 d 22 Si corpus maiore vel minore celeritate 

moneretur in curva AM, tum preflio in M maior 
vel minor eflet in duplicata celeritatis ratione , 
quia altitudo v quadrato celeritatis eft propor
tionalis.

Corollarium 5.
23. Diredio huius preflionis eft normalis in 

curuam , et direde contraria eft pofitioni radii 
©fculi MO. Quare radius ofculi in alteram cur- 
nae partem produdus dabit diredionem huius 
preflionis.

Corollarium 4.
24. Si corpus in linea reda monetur; haec 

preflio erit nulla, ob radium ofculi infinitum. 
Hoc quoque ex ipfa motus natura perfpicuum eft. 
Corpus enim motum in reda vniformiter fponte 
progreditur, et hanc ob rem canalem redum 
non premit.

Corollarium 5.
25. Si curua AM fuerit circulus, preflio vbi- 

que erit eadem. Eo vero maior erit quo minor 
eft radius circuli. Exiftente enim celeritate ea
dem , preflio erit reciproce vt radius circuli.

Scholion 1.
26. Quo corpus in curua A M libere moneri
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pofiit vniformitcr , neceflc eft vt fecundum nor
malem MO trahatur vi ~ Ex quo intelligi 
licet , corpus tanta vi in plagam oppofitam niti, 
alioquin enim illa vi non cffet opus ad corpus in 
curua confervandum. Dum igitur corpus in canali 
AM moueri cogitur, neque eius nifus a vi norma
li tollitur, hunc nifum re ipfa in canalem exerce
bit. Quamobrem talis canalis tantam firmitatem 
habere debebit, vt hanc preflionem fuftinere queat.

Corollarium 6.
27. Apparet igitur corpus motum fine vllo 

celeritatis difpendio effeftum edere poffe, qui fci- 
licet confiftit in preffione definita.

Corollarium 7.
28. Ex motu ergo folo prefiio oriri poteft. 

Quamobrem uti ex preffione feu a potentiis motus 
generatur , ita quoque ex motu preffio oriri pot
eft.

Scholion 2.
29. Intelligitur hinc, quod iam fupra innui

mus Libro primo , incertum effe, vtrum motus 
potentiis debeatur , an vero potentiae motui. 
Videmus enim in mundo vtrumque potentias nem
pe et motum exiftere ; vtrum igitur alterius fit 
caufa, quaeftio eft tum ex ratione tum ex obfer- 
vationibus decidenda. Rationi quidem minime ;
confentaneum videtur corporibus conatus infitos 
tribuere , multo minus potentias per fc exiftentes 
flatutre. Praeterea vero is phaenomenorum cau-

Ba fas



fas genuinas dediffe cenfendus eff, qui omnia a mo
tu orta demonftrauerit. Motum enim lemtl ex- 
iftentem perpetuo conferuari debere clare ollcn- 
dimus fupra ; hic vero, quemadmodum ex motu 
potentiae oriantur expofuimus. Quemadmodum 
vero potentiae fine motu vel exifterc vel confer- 
uari queant, concipi non poteft. Quamobrem 
concludimus omnes potcptjas , quae in mundo 
confpiciuntur , a motu provenire-, atque diligenti 
ferutatori incumbit inueftigare ex quonam, quo
rumque corporum motu quaelibet potentia in mun- 
dchobfertiata ortum futim habeat.

'• Scholion 3.
go. Cum difficile intclle&u fit, quomodo ta

lis cffe&us, presflo fcilicet continua, a corpore mo
to, fine vllO celeritatis difpendio , oriatur; ope
rite pretium erit in huius rei canium inquirere. Vi
dimus in praecedente propofitionc mbtum corpo
ris in curua linea non abfolute aequabilem effe , 
fed celeritatem rcuera decrementum pati, dum 
corpus per fingulii elementa cumae monetnr-' Haec 
vero decrementa differentia!ibus fecundi gradus ae^ 
quiualent, vt etiam infinities repetita celeritatem 
corporis infinite parum tantum minuere queant. 
Huic igitur infinite partio celeritatis decremento 
preffionem adferibi debere indico ; in hacque fen- 
tentia eo magis confirmor , quod, quo maius fit 
hoc celeritatis decrementum, co maior quoque 
exifiat preffio. Cum preffio in M fit ~ , hac
que vi totum elementum Mw, dum percurritur 
t . - tl pr^ 



prematur, licebit huius'prcflionis cffe&um in Mw 
— a s exponere per —Supra vero decremen
tum celeritatis, dum corpus elementum Mw per- 

2
currit, inuentumeft 7^ (12). Quod autem ibi 
erat c hic nobis eft V v, ergo cum eflet — d c zz

2 2 2
cis dv __  ds •/v r 3 __„r2 ent — £Vv —■ 2 r '2 feu «— dv — . Ha”

22
bebitur ergo — ^.vdv — —^7-7 zz quadrato pref-
fionis quam fhftinct elementum Mw.

Corollarium 8.
31. Quadratum prcflionis ergo in Mm exer

citae aequiualet decremento ipfius 2V2* Atque fi 
hoc decrementum aequale fuerit ipfi ds 2, tum pref- 
flo aequalis eft vi grauitatis-, ex quo comparatio 
harum preflioirnm cognofeitur.

Corollarium 9.
32. His ergo concedis, iftud inflnities infini

te partium celeritatis decrementum fuflicit ad pref- 
fionem finitam producendam. Quamdiu enim i- 
pfiustf2 decrementum homogeneum eft ipfi ds2t 
preflio eft finita , fin vero id decrementum infini- 
ties maius exifteret quam ds2, preflio quoque fo-
ret infinite magna.

DEFINITIO 2. f

33. Preflio haec, quam corpus in linea curua 
motum exercet in hanc lineam, vocatur vis cen
trifuga ;eoquod eius dire&io a centro circuli ofcula- 
toris 0 tendit.



Corollarium r.
34. . Vis centrifuga ergo eft ad vim grauita- 

tis, vt altitudo celeritati debita ad dimidium ra
dium ofculi.

Corollarium 2.
35. Quando ergo corpus in linea cuma mone

ri cogitur, hanc curuam vi centrifuga premit , e- 
tiamfi a nulla potentia follicitetur.

Scholion.
35. Quando vero corpus a potentiis quoque 

follicitatur, prefiio quoque in canalem ab his poten
tiis orietur , tumque canalis duplici ratione pre
metur, partim nempe a potentiis partim a vi cen
trifuga. Nunc igitur quid potentiae in corpus non 
libere motum valeant, inueftigandum eft.

PROPOSITIO 5.
Theorema.

Tabula 1. 37- Si corpus , quod in canali AM mouetur,
Fis> 3’ follicitetur in M a potentia AI N, cuius direttio norma

lis eft in curuam A M, celeritas neque augebitur ne
que minuetur: fed tota potentia in premendo canali 
confumetur.

Demonftratio.
Ex priore libro manifeftum eft potentiam, cu

ius direAio in direAionem motus fit normalis, ce
leritatem neque augere neque minuere. Quan- 
quam hoc enim ibi de motu libero eft demonftra- 
tum > hic tamen eodem rigore locum habet, cum 

po- 



potentia normalis corpus neque in confequentia 
neque in antecedentia trahat. In motu libero ve
ro potentia normalis diredionem corporis immu
tat, quem effedum hoc loco habere non poteft. 
Hac igitur vi apprimetur corpus ad canalem , et 
confequenter tanta vi canalem premet in diredio- 
ne MN. Q. E. D.

Corollarium 1.
38. Diredio igitur talis vis normalis vel inci

dit in diredionem vis centrifugae vel ei direde 
cft contraria. Illo cafu auget vim centrifugam hoc 
cafu minuit.

Corollarium 2.
39. Quia diredio vis centrifugae in convexam 

curuae partem incidit, eius effedus augebitur, fi 
normalis vis diredio in eandem plagam incidit: 
at fi normalis vis in concavam partem dirigitur 
minuetur effedus.

Corollarium 5.
40. Si vis normalis fuerit = N, et vis cen

trifuga vt antepremetur curua vel vi ~ -J- 
N , fi hae vires fuerint confpirantes , vel vi — 
N fi fuerint contrariae.

Corollarium 4.
41. Si vis normalis fuerit aequalis et contra

ria vi centrifugae , curua nullam preflionem fufti- 
nebit ; feu corpus ex ea egredi non conabitur. Hoc 
ergo cafu eandem curuam corpus libere deferiberet; 



Tabula I.
*>«. 3.

id quod perfpicuum quoque eft ex vi normali, quae 
tum eft : hac enim efficitur, vt corpus aequabi
liter in quacunque curua libere moneatur.

PROPOSITIO 4,
TTlicoicma. _>

4t. Si corpus quod in canali A M monetur, in 
M follicitetur a pol entia, cuius diredio fit fecundum 
tangentem M T\ huius efeiius in hoc conjif et , vt ce
leritatem corporis vel augeat, vel diminuat, eodem 
modo , quo in motu libero.

Demonitratio.
Quia huius potentiae dir.edjp eft ipfa canali* 

tangens MT, canalis cffcAum huius potentiae im
pedire non poteft ; neque etiam in canalem haec, 
potentia vllum effcAum exerere poterit. Quam
obrem augebit haec potentia vel diminuet , cele
ritatem corporis, prout eius dircAio directioni 
corporis vel confpirans vel contraria fuerit, pror- 
fus ac fi corpus libere moueretur. Atque pofita 
altitudine celeritati in M debita ~ v , elemento 
Mw — ds , et vi MT~ T, erit dv = Tds , acce
lerante potentia T: at retardante ea, erit d v — — 
T ds» Q. E. D.

Corollarium i.
43- In motu corporum igitur fuper,lineis da

tis vis normalis preffionem tantum generat in eas, 
▼is tangentialis vero celeritatem tantum afficit.

Corollarium 2.
44. Cum vis refiftcntiac effcAum vis tangen

tialis
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tialis retardantis praeftct, eodem quoque modo 
aget in motum corporum fuper datis lineis , ac 
in motum liberum. Si igitur praeter vim tangen
tialem accelerantem T affuerit refiftentia R, pro
dibit ex ambabus coniun&im dv — Tds — R ds.

PROPOSITIO s.
Problema.

45. Si corpus fuper linea data A M moneatur r- 
in medio quocunque r efflente , et infuper jollicitetur 1£’ *’ 
a potentia abfoluta j cuius direffio fit MP; determi? 
nare efferum tam potentiae ab flutae , quam refflen" 
tiae} nec nonprejfoncm^ quam curua A M fu fine t.

Solutio.
Sit altitudo celeritati in M debita —V, vis 

refiftentiae — R, et vis abfoluta M P — P ; cuius 
direftio fit talis, vt fumto elemento M m — ds 
fit perpendiculum mn ex m in M P demifliim — dx 
ct M« — dy — V^ds2— dx 2). Refoluatur poten
tia P in has duas fecundum MN normalem in cur- 
uam et M T tangentem trahentes , erit ob trian
gula MPT ct Mw« fimilia, vis normalis MN fcu 
PT — ct vis tangentialis MT-P^ celerita
tem augens. Quia vero vis refiftentiae celerita
tem minuit, augebitur celeritas tantum ab exceflii

—R, hanc ob rem erit dv~Vdy — Rds (42), 
Normalis vis 77- vero efficit, vt curua in M 
tantundem prematur fecundum diredtionem MN, ad 
convexam curuae partem fitam. Quare cum vis 
centrifuga in eandem plagam vrgeat, quae cft — 
Toni. II. C 12-



” , defignante r radium ofculi in M; erit vis to- 
talis , qua curua in M fecundum M N premitur ” 
77 + y- Vnde tum motus corporis fuper cur- 
ua, tum curuae preflio in fingulis punftis innote- 
fcit. Q. E. I.

Corollarium j.
46. Ex his duabus formulis igitur accelera

tionem et preflionem exprimentibus omnia dedu
ci poffunr, quae ad motum fuper lineis datis 
pertinent.

Scholion l
47. Hic quidem vnicam potentiam abfolu- 

tam pofuimns ; nihilominus tamen fatis ex eo in- 
tclligitur , quomodo plurium potentiarum effc&us 
fit determinandus. Scilicet quemadmodum in mo
tu libero fecimus, ita etiam hic fingulae potentiae 
in binas normalem nempe et tangentialem funt re- 
foluendae, ex quibus colligendis vna vis norma
lis vnaque tangentialis oritur: quarum cffe&us per 
propofitiones 3. et 4. determinari poterunt.

Scholion 2.
48. Ha&enus igitur fundamenta expofuimus, 

ex quibus in fequentibus motum corporum fuper 
lineis datis determinare licebit. Antequam au
tem pro motu fuper fuperficicbus datis fimilia 
principia tradamus, expedit vt paucis oftenda- 
mus, quo modo motus fuper linea data in effe.- 
dtum deduci poflit. Namque ope canalis, in quo 
corpus contineatur, talis motus minime produci 

pote- 



Ope penduli efficere vi corpus in data li- Tal,> T«
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poterit, propter friftionem aliaquc obftacula, quae 
tolli ncutiquam poffiant. Commodiflime autem 
huinsmodi motus non liberi efficiuntur pendulo
rum ope, yri primum a Hugenio faftum cft ; 
quamobrem hanc pendulorum ad inftitutum no- 
ftrum accommodationem fcquenti prOpoCtionc ex
plicabimus.
. , , PROPOSITIO 6.

Problema.
4-9 

ne a moneatur.V* F
Conftru&io.

Sit A MB curua propofita in qua corpus 
moueri debeat ; huius curuae conftruatur euoliita 
AOC, laminaque fecundum cius figuram incurue- 
rur et firmetur. Tum filum huic laminae circum
ducatur, quod allero termino ad laminam fit affi
xum , altero vero termino in A annexum ha
beat corpus monendum. Quando igitur corpus 
moueri incipit, perfpicuum eft id,in curua AMB 
moueri debere, quia filum dum a lamina fepara-. 
tur hanc curuam euohitione deferibit. Q.E.Fac.

Corollarium r ,
50. Hac igitur ratione corpus in data cnr- 

na progreditur, atque frjftionibus non eft obno
xium.- Qiure tali' motu commodiffime per ex
perimenta effici poterunt, quae in theoria inuc- 
uiuntur. • , [1 -

C2 Co-



Corollarium 2.
51. Ex dodrina de euolutionibus intclligitur 

fili partem MO a lamina feparatam, in curuam 
AMB effe normalem ipfumque eius radium ofculi.

Corollarium 3.
Tabui» i, 52. Quo corpus in peripheria circuli AMB 

moneatur, lamina incuruata non eft opus, fed 
filum altero termino C tantummodo in centro 
C peripheriae eft figendum.

Corollarium 4*
Fig 53. Quia filum MO eft radius ofculi, vis

centrifuga tota ad tendendum hoc filum impen
detur. Quare hoc filum tum fatis roboris habere, 
tum extenfioni obnoxium non effe debet. Nifi 
enim eandem perpetuo longitudinem confcruet, 
curuam defideratam non deferibet.

Corollarium 5.
54. . Accedente potentia abfoluta, habebitur 

praeter vim centrifugam vis normalis, quae filum 
quoque tendet, fi vi centrifugae fuerit confpi- 
rans. At fi contraria fuerit minuet tenfionem fi
li , imo etiam fi maior fuerit, comprimet, quo 
cafu euohitio nullius erit vfus. Nam cum filum 
debeat effe flexile , compreffioni rcfiftere non 
poterit , neque ideo impedire, quo minus cor
pus a curua AMB verfus euolutam recedat.

Scholion 1 .
55. Praeter hanc difficultatem, ifta curua- 

rum per cuolutiones generatio hoc quoque la
borat
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borat dcfedu , quod linea rcfta produci nequeat; 
ad eam enim generandam filum requireretur in
finite longum. Simili modo haec euolutio ad 
curuas accommodari non poteft, quae alicubi ra
dium ofculi habent infinite magnum. Deinde e- 
tiam neque cuspide neque flexu contrario praedi
tae cumae hoc modo deferibi poffunt. Quam- 
obrem ita praxis locum tantum habet in curuis 
vbique finitam curuaturam habentibus , ad quod 
addi debet , vt preflio curuac totalis nusquam 
in curuae concauam partem dirigatur.

Scholion 2.
56. Hugenius, qui primus euolutionis do- 

Arinam excoluit , ftatim eam ad hunc ipfum v- 
fum adhibuit; vti ex eius egregio opere de ho
rologio ofcillatorio apparet. Cum enim inue- 
niffet ofcillationes fuper cycloide omnes efle ifo- 
chronas , motum fuper cycloide in horologia 
inferre volebat, quod per pendulum intra cy- 
cloides ofcillans effecit. Cum enim cycloidis e- 
uoluta fit cyclois, hac ratione obtinuit, vt cor
pus filo annexum in cycloide moneretur.

Scholion
57. In hoc autem pendulorum motu maxi

me notari conuenit , praeter corpus motum fi
lum quoque moueri debere , id quod ad inftitu- 
tum huius libri, in quo de motu pumfti tantum 
agetur, minime pertinet. Praeterea motus cor
poris pendulo annexi non eft fibi parallelus, fed 
circularis circa centrum fcilicet circuli curuam o- 
fculantis, qui motus pariter hoc loco non attin-

C 3 gitur.



Tabula II, 
Fig. *•

gitur. Hoc igitur libro motum pundi duntaxat 
fuper linea vel fuperfide data examini fubiicie- 
mus , mentemque tam a motu fili, quam a mo
tu circulari abftrahcmus. In fequentibus autem 
motum pendulorum , \’bi et motus fili et motus 
circularis in computum ducetur, ad motum pun- 
di tantum reducemus, ita vt haec, quae hoc 
libro tradabuntur, nihilominus in praxi vfum fint 
habitura. Quamobrem, vt iam monuimus, pun- 
ftnm motu fibi femper parallelo fuper curua feu 
fuperficic fine vlla fridione ferri eft concipien
dum.

PROPOSITIO 7. 
Theorema.

58. Si corpus a nullis potentiis follicitatum int
ueatur in vacuo feu medio non rejijlente fuper fuper- 
ficie quacunque ABC; motu feretur uniformi ani
mum ab omni friUione abftrabendo.

Demonflratio.
Cum corpus fuper linea data motum im- 

prefliim continuare queat, multo magis fuper fu- 
perficie data moneri poterit, eo quod eius li
bertas minus eft rcftrida. Sit igitur D Mm li
nea, in qua corpus progreditur; haec erit vel 
reda vel curua. Si ifta linea fuerit reda dubium 
non eft, quin corpus motu aequabili fit progref- 
furum. Sin autem fuerit curua, quae aequatione 
exprimi poteft , duo quaeque eius elementa con
tigua vel proxime in diredum erunt fica, vel

■ «V
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angulum infinite acutum conftituent, quod in cu
fpidibus accidit. Illo cafu fupra demonfiratum 
cfl corpus nullum motus decrementum pati (12). 
In cufpidibus vero corpus quidem omnem mo
tum amittet, nifi fuerit elafticum. Quamobrcm 
fi motus tantum fiat in curua vel parte euruae 
cufpidibus carente motus corporis erit aequabi
lis. Q. E. D.

Corollarium 1.
59. Patietur quidem corpus celeritatis de

crementum, quoties diredtionem mutare cogitur, 
hoc vero diffcrentiali fecundi gradus aequiualct , 
ideoque , etiamfi integretur , decrementum ta
men infinite paritum producit.

Corollarium 2.
60 Si fcilicet corporis celeritas fuerit c et 

radius ofculi MO”r, erit decrementum cele
ritatis, dum corpus elementum ds percurrit zz

12).
X r * . „Scholion.

61. Demonfiratio huius propofitionis pror- 
fus congruit cum demonftratione primae propo
fitionis, neque aliud cfl diferimen, nifi quod 
corpus illo cafu in data linea moneri cogatur, 
hoc vero cafu fuper fuperficic data viae quae
rendae habeat libertatem. Quamobrem omnes 
annotationes, quae circa primam propofitionem 
funt facftae hic quoque valent. Videbimus ergo,

quam.-



quamnam viam, corpus in fupcrficie quacunque 
motum percurrere debeat.

PROPOSITIO J.
Theorema.

Tabuhn, 6 a. Via DMm, quam corpus fuper fuperficie
Fis. i» quacunque ABC motum defer ibi t, ejt linea breuijfi- 

ma, quae inter terminos D et M duci potefi\ fi 
fcilicet corpus in vacuo moneatur, et a nullis poten
tiis follicitetur.

Demonftratio.
Dcfcripferit corpus iam curuam DM; mani- 

feftum cft corpus ex M in tangente Mn efle 
progreflurum, nifi in fuperficieUperfeuerare coge
retur. Quia igitur motus per M» fieri non pot- 
efl, refoluatur is in duos laterales, quorum alter 
in ipfa fupcrficie fit difpofitus, alterius vero di- 
redio in fuperficiem fit perpedicularis, atque i- 
deo penitus non in effedum deduci poflit. Hanc 
ob rem ex n in fuperficiem demittatur perpen
diculum nm, erit reda Mm elementum, in quo 
corpus ex M progredietur. Planum ergo nMm, 
in quo pofita funt et elementum «M, et id quod 
a corpore immediate ante cft deferiptum, erit 
normale in fuperficiem. At linea breuiflima in 
quauis fuperficie duda hanc habet proprietatem, 
vt planum, in quo pofita funt duo quaeque ele
menta contigua , fit in fuperficiem normale. 
Quamobrem linea DMw, quae a corpore deferi- 
bitur, efl linea breuiflima in fuperficie ABC. Q.E.D.

Co-



Corollarium 1,
63. Si ergo cx pundo A, in quo motus in

cipit, linea breuiflima in fuperficie ABC fecun
dum dircdioncm motus ducatur, habebitur via, 
qua corpus motu vniformi monebitur.

Corollarium 2.
64. . Quia filum tenfum in fuperficie lineam 

brcuiflimam dcfignat, oftendet filum tenfum fi- 
mul viam , in qua corpus fuper ea fuperficie 
monetur.

Corollarium 5.
65. Si igitur fuperficies propofita fuerit pla

na , corpus lineam redam defcribet, quia haec 
in plano eft linea breuiflima. Atque in fuperfi
cie fphaerica corpus in circulo maximo mone
bitur.

Corollarium 4.
66. Quia planum , in quo pofita funt duo 

Curuae D Mw elementa contigua, normale eft in 
fuperficiem , radius ofculi curuae vero in eodem 
plano fit pofitus et in curuam normalis; erit ra
dius ofculi curuae deferiptae MO normalis in fu
perficiem.

Scholion.
67. Quemadmodum in quauis fuperficie linea 

breuiflima fit inucnienda a me primum oftenfum 
eft in Tomo III. Commcnt. Acad. Imp. Pctrop. 
Cum autem ibi ex alio principio lineam breuifli- 

Tom. II. D mam 



mam determinaucrim, atque haec materia elcjnen- 
tis nondum fit inferta , fequenti, propofitionc li
neam hanc breuiflimam feu eam , quae a corpo
re defcribitur , determinare conditui.

PROPOSITIO 9.
Problema

$8. In fuperficie quacunque determinare lineam, 
quam corpus anullis potentiis pollicitatum} quod fuper 
ea mouetur, defcribit.

Solutio.
Ad naturam fuperficiei propofitae exprimen

dam fumatur pro arbitrio planum A P Q fixum in 
coque rcfta AP pro axe. Tum ex quouis fuper
ficiei punfto M demittatur in hoc planum per- 
pendicblum MQ, et ex Q in axem AP perpendi
cularis QP. Pofitis nunc A P — x, PQ — y, et 
QM~Z; natura fuperficiei dabitur per aequatio
nem int,cr has tres variabiles x , y et z et conflan
tes. Sit huius aequationis differentialis dz — Pdx 

Qdy, ex qua linea breuifiima in hac fuperficie 
feu linea , quam corpus defcribit , determinari de
bet. Haec linea vero ex hoc determinatur, quod 
eius radius ofculi in ipfam fuperficiei normalem in
cidat. Quamobrem primo normalem fuperficiei, 
et deinde cuiusque in ea duitae cnrnae radium o- 
fculi determinabimus ; quo podmodum ex coinci
dentia harum linearum natura lineae quaefitae pof- 
fit concludi.

’ Ad



Ad normalem in fnperficiem inueniendam fe- 
cetur primo fupcfiues plano MQB, exirtente BQ. 
reda in plano APQ parallela axi AP, prodeat- 
que ex hac fedione curua BM; cuius natura ex
primetur hac aequatione dz zz Ydxy quae' ex lo
cali pro fuperficic dz zz Pr/.r 4- Qdy oritur, po- ' 
fita r conflante feu dy—o. Ducatur ad hanc cur- 
uam BM normalis ME redae BQ produdae in E 
occurrens, erit fubnormalis QEzz-j^ zz Ps. Du- 
dia nunc EN perpendiculari ad BE , quaevis re
da MN a M ad NE duda normalis erit in cur
uam BM. Simili modo fupcrficies fccetur plano 
PQM prodeatque fedio CM, cuius natura expri
metur aequatione inter z et y manente x conflan
te, quae erit dz zz Qdy. Sit MF normalis in hanc 
curuam erit fubnormalis QF zz— ~ Qz, figno 
negatiuo vtor, quia fubnormalem QF verfus P ca
dere pono. Dnda nunc reda FN parallela axi 
AP, quaeuis reda ex M ad FN duda normalis e- 
rit in curuam C M. Reda M N ergo , quae in 
pundum interfedionis N redarum FN et EN ca
dit , perpendicularis in vtramque curuam BM et 
CM, et hanc ob rem perpendicularis erit-in fu- 
perficiem. Locus ergo normalis inuenitur fumen- 
do AHzr 4-P4 ct HN Z-Q2-4.

Ad determinandam vero radii ofculi cuiusuis 
curuae in fuperficic data dudae pofitionem fint 
duo curuae elementa AI m et wp., quibus refpon- 
deant in plano A PQ elementa Qy, atque in 
axe AP aflumto elementa Pp, p^, quae fint aequa-

D 2 lia.



lia. Erit ergo Yp—p^ — dx ; pq “ y 4- dy\pj 
~y -4- 2 dy 4- ddy ; Qq — V (dx 2-]-dy2') ; qg

qm=z^-dz-, ?|x

~z 4- 2 dz -y- ddz't M. m— V (dx »-\-dy •-p-dz2'), et 
mu — V {dx 34- dy2 4- d z2) -4- —TT”»--T^r1 ' ' 1(dx»-+-dy -{-dz '

Producantur Qq etMw vtrinque, quarum illa ipfi 
7tg in r, haec vero ipfi rn normali in planum A 
PQin n occurrat; eritque ob Yp —p^, qr—Qq 
ttmKzMm, atque 7rr~j'4~ a dy, ac rn — z 4- 
zdz lam ad elementum Mw ducatur in plano 
Qni normalis in S occurrens ipfi Qq produdae in 

S , ent QS —----- Duda lam 
SR in plano APQ perpendiculari ad QS, omnes 
redae ex m ad SR dudac normales erunt ad ele
mentum M ni. In his igitur normalibus erit ra
dius ofculi curuac M.?np.. Ea vero harum norma
lium congruet cum radio ofculi, quae in eo fita e- 
rit plano , in quo pofita funt elementa Mni etwp., 
Quamobrem hoc planum determinari oportet. In 
hoc vero plano- funt elementa mn et np., ambo i- 
taque usque ad planum APQ produda dabunt in- 
terfedionem illius plani cum plano APQ. At wn 
•vel wM occurrit plano APQin T, vbi cum ele
mento Q; produdo concurrit. Eft igitur QT ~

—Ipfi n p. parallela MV in plano mnp. 
erit fita, haec vero MV in planum APQincidet 
in V, dabiturque QV ex analogia hac {rn - p p.): 

r? 



r?—QM; QV; erit itaque QV = Hanc 
ob rem reda TV produda erit interfedio plani 
Mwp. cum plano APQj quare reda ME, quae in 
cpneurfum redarum SK & TV clt duda, erit fi- 
mul normalis in Mw et pofita in plano «zap. j c- 
ritque propterea MR pofitio radii ofculi curuae 
in M. Ex his pundum R hoc modo determina
bitur ; erit, duda RX perpendiculari in APpro-
dudam, AXr^^^T^^ x atque 
v p   zdx d dy-+-z d z (d z d dy — d d dz ) . .

■— \d x2-t~ dy2)d az — dySzddy J' <^UO Igl- 'TnbnTa IJ.

tur normalis in luperficiem MN in radii ofculi cur 
uae diredionem incidat, debet effe AH — AX et 
XR~HN; vnde erit P ( dx 2 4- dy 2 ) ddz — V d 
ydzddy — d x dy ddy -\-dx dz ddz et—Q( dx 2 4- 
dy 2)d dz 4- Qdy dzddy _ d x 2 ddy dz2 ddy — 
dzdy ddz.Qyx. quidem aequationes inter fe congruunt, 
fiet enim ex iis coniundim P dx 4- Qdy — d z , 
quae eft ipfa aequatio naturam fuperficiei expo
nens. Harum igitur aequationum alterutra cum 
hac dz~ Vdx 4- Qdy coniunda dabit cumam a 
corpore in propofita fuperficie percurlam. Q.E.I.

■ • • — ■■' * 1 < _> ' ■ - 'y

Corollariam 1.
Erit igitur pro linea in fuperficie propo

fita deferipta ddz\ ddy~Ydydz-+~ dx dy : Pi/x2 
•-W dy2— dx dz. At quia eft dz ~ Vdx 4- Qdy 
erit ddz : ddy — Vdz 4- dx : Vdy — Qdx , feti 
^dyddz - Odxddz — Vdz ddy 4- dxddy.

D 3 Co-



Corollarium 2.
70. Si aflumdtur altera aequatio et vtrinque 

fubtrahatur Qdz~ ddz -dy2 ddy habebitur- ^dx * 
-4- dy2 -ydz~ ) ddz 4- Qdydzddy -4- dy2 ddy 
— (dx 2 -4- dy 2 H- dz 2 ) ddy - Qdz 2 d d z — 
dzdydilz. Vnde habetur =

Quae eft illa ipla aequatio,
quam pro linea breuifllma in quacunque Pupcrficie 
dedi in Comm. Acad. Petr. Tom. III.

Scholion i.
- ?. ■ J ' : .1 . >! .. .

71. Vt in hoc cafu quo corpus a nulla po
tentia Pollicitatur , diredio radii ofi uli cum nor
mali in Puperficiem congruere debet , ita in aliis 
caPibus, quando corpus Pollicitatur a potentiis, hac 

Fig?!. 'lineae datum angulum conllituerc debent. Quam- 
obrem ad hunc angulum generaliter inucniendum 
fit MN normalis in Puperficiem , et MR diredio 
radii oPculi; erit, vt iam vel poPuimus vel inue- 
ni mus, 1’ Q ~ y , QM ~ z; P H ~ b N — P z ;

• PY — R 1-------- zdx (dyddy -j- dzddz} 
\y ■— ~ t A — IV a — {dx1 -i-dy1) ddz— dydzddyf

_ zdx* ddy-hzdz (dzddy — dyddz)
et Q. X — (dx* -+- dy2 ) ddz — dydzddy • DUCll 
NR ex N in MR demittatur perpendiculum N O ,

erit MO=  ---- ----------— —" mr------------- et

xtn VI' M R^MN*— ( M O *-4- R X. . N b -4- Ox. Q_b) *) ----JN U —---- —-------------------R —
V (MQ‘



a

tTMQ2 (Qx—R x — N b2 ) -4- ( R«. Q_b — Q.x. N h )2)-R - . ---------

Anguli vero RMN tangens eft — pofito fi
mi toto — 1. Subftitutis autem fupra alFumfis 
fymbolis et in fubfidium vocata aequatione dz — 
pdx -}~Q_dy prodibit tangens anguli NMRzz 
Ady(dx-H-Pdz)—jd» (Pdy—QAx) „ «ineulo Cin-
(ddx - Q.ddy)^(dx1-p-dy2-^dzI) 11OC er&° ai)5luo tua" 
nefcente fit ddz'. dd_y~Vd z-\-dx: Vdy — Qd x ut 
fupra (69).
tillo . *r< sitins 0 m a tioj H •<> j

Scholion 2.
72. IpGi vero radii ofculi longitudo MO 

inucnitur ex angui «wp. ope huius analogiae vt 
finus anguli op. ad finum totum ita Mwz ad 
MO. Eft vero »p zz: ddy1-i-ddz2) et mn- 

w p. zz ’ crS° perpendiculum ex
. , _ V(dx2 ddy*'-4-dzt d dy* -^dx^d z2-+-

n 1 n 111 \l p roductu m zz-------dy2-p- dz2 j 
dy2ddz2 — sdydzddyddzj. Quare hoc perpendiculum 
eft adV(^2H-^2-F^2) ut V(dx‘-hd^2 -hdz2) 
ad M O , vnde prodit radius ofculi M O ~

2 2 '2
ddz—dzddy)2) • Hoc auferri ra- 

dio ofculi opus erit in fequcntc propofitione , 
in qua precioneip., quam corpus in fuperficiem 
.exercet , inucftigabimus.

?; u1 M mujuat! jE tkj ir

A ■' Scho-

Tabula II» 
Fig. 3.

Jl aJuJa'. 
.1



«H sHiT
*E <' i

Ttbula II. 
Fig. x.

Scholion 5.
73. Ex hac generali radii ofculi exprefiione 

orietur ea pro radio ofculi ,lineae breuiffimac, fi 
conjungatur cum hac aequatione ddz~ et
locali dz~Vdx -\-^dy. Prodibit autem radius ofculi ~ 
(dz 3-hdy H-ds’) (Pdy—Qdx) -+-dz*) VT* -t-Q-2 -4-0  

4jT3d>V(P5-FQ.34-1) — cTdz — Qiddy ~—

' Atque haec expr effio
dat radium ofculi curuae in fupcrficie propofita 
deferiptae a corpore a nullis potentiis follici- 
tuto.

PROPOSITIO 10. 
Theorema.

74. Prejjio , quam corpus in fuperjicie motum 
et a nullis potentiis follicitatum in ipfam Juperjicicm 
exercet, Jit normaliter in eam verfus eius convexita
tem y et fc habet ad vim grauitatis y vt altitudo ce
leritati corporis debita, ad dimidium radii ofculi cur
vae a corpore deferiptae.

Dcmonllratio.
Sit DMw curua in fupcrficie ABC a cor

pore deferipta; altitudo celeritati corporis debi
ta— \v \ et radius ofculi curuae MO~ r. Quia 
corpus ex M, fi libere moneri poflet, progre
deretur in elemento Mw; fupcrficies vero effi
cit, vt per elementum Mm incedat , exiflente 
nm' perpendiculo in fuperficiem; fupcrficies a cor

pore
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pore fecundum diredionem nm premetur, tanti 
vi, quanta opus cft ad corpus ex diredione M» 
in diredionem M m pertrahendum. Hoc vero 
praeftatur a vi 7 normaliter in fupcrficiem feu. 
fecundum diredionem radii ofculi MO agente. 
Quamobrem preflio corporis in fuperficiem erit 
normalis, quippe agens fecundum mn et aequalis 

exiftente vi grauitatis corporis zz 1. Q.E.D.

Corollarium 1.
75. Haec eft igitur vis centrifuga, quam 

corpus in fuperficiem fimili modo exercet, quo 
in lineam datam, in qua moueri cogitur.

Scholion D
^6. Preflio in fuperficiem ncceflario debet 

efle normalis. Nam nifi eflet normalis refolvi 
poflet in duas, quarum altera eflet normalis; 
altera in ipfa fuperficie pofita. Harum vero nor
malis tantum ad premendam fuperficiem impen
ditur, dum altera ipfum corporis motum immu
taret.

Corollarium 2.
77. Longitudinem radii ofculi r lineae, 

quam corpus a nullis potentiis follicitatum fuper 
propofita fuperficie defcribit,inucnimus (73). Eaigi- 
turaffumtacrit vis centrifuga!
___  2 u ( d Pdx'-i-dQ.dy)__ _  _ 
__  (dx1-+-dj14-d»lj V(________ i)* 
Tom. II.____________ E Scho-



Scholion 2.
7S. De hac vi centrifuga in fuperficiem ex

ercita eadem locum habent , quae fupra dc vi 
centrifuga in datam curuam funt annotata, vid. 
Prop. 2. cum annexis Coroll. et Schol. Linea 
enim breuiflima , quam corpus fuper fuperficie 
percurrit, inftar canalis confiderari poteft , in 
quo corpus moneatur; atque tum de motu in 
hoc canali omnia valent, quae fupra de motu fu
per data linea, nullis agentibus potentiis, funt 
allata.

PROPOSITIO n.
Problema.

79. Determinate eredum cniusuis potentiae, 
(piem exerit in corpus fuper data fuperficie motum 
tam in vacuo quam in medio rejljtente.

Solutio. .
Quaecunque fit diredtio potentiae follicitantis 

corpus, ea refolvi poteft in tres potentias laterales, 
quarum primae, quam vocabimus M, diredio nor
malis in fuperficiem: fecundae, quam perN defigna.- 
bimus dircAio normalis tam in directionem motus 
corporis quam in direCtionem potentiae M, cuius 
igitur direCtio erit in plano tangente fuperficiem , 
Tertiae potentiae T appellatae directio congruat 
cum dire&ione motus, quae igitur erit vis tan
gentialis: priores vero erunt vires normales» 
Quia nunc harum trium virium direftiones funt 
inter fe normales , nullius efledus a reliquis per

turbari 



turbari poterit. Quarp quem effcftum quaeque 
producat, inueftigabimus.

Prima potentia M, cuius dircdio in fuperfi- 
ciem eft normalis, nullum habebit effedum in 
immutando corporis motu i fed tota impende
tur in prcflionem fuperficiei. Augebit igitur vel 

'diminuet prcflionem a vi centrifuga ortam, pro- 
vt eius dircdio in plagam conuexae partis fu
perficiei incidit, vel in plagam partis concavae. 
Incidat ea in partem interiorem erit totalis pref- 
fio in fupcrficicm verfus partes exteriores — 
—2v( dPdx^dQdy)___ ____ _  v pre(Tin enim
fd^+dy*mip1 4.,) M “E tremo enim 
a vi centrifuga orta minuetur hoc cafu poten
tia M.

Secunda potentia N, quia eius diredio in 
ipfa fuperficie eft pofita, et normalis in dire- 
dionem corporis, corporis diredionem tantum 
immutabit celeritatem neque augendo neque mi
nuendo. Haec vis igitur corpus a linea breuifli- 
ma deducet, facietquc vt non amplius in plano 
ad fuperficiem normali moneatur : huius igitur 
plani , in quo corpus monebitur , inclinationem 
ad planum lineae breuifiimac normale in fuper
ficiem inueftigari oportet. Huius vero inclina
tionis angulo aequalis eft angulus , quem radius 
ofculi lineae deferiptae cum normali in curuam 
confiituit; quemque ante generaliter determina- 
vimus(7i). Poftquam corpus elementum M;//ce- 
lcritatc altitudini v debita delcripfit progrederc-

E 2 tur, 



tur, nifi a vi N follicitaretur per elementum in 
v, ita vt M.fn et inv eflent duo elementa lineae 
breuiflimae , et pofita in plano ad fuperficiem 
normali , erit diredio vis N normalis in planum 
chartae, fit ea corpus igitur hac vi a plano 
chartae furfum reducetur, fi quidem ponamus 
hanc vim N furfum efle diredam hac elemento
rum pofitionc vt in figura repraefentatur. Effi
ciat ergo haec vis, vt corpus per elementum m 
p. moneatur , anguloque vwp. a diredione m v 
defledat. Huic angulo refpondct radius ofculizz

»
Quare cum vis N hunc angulum generet, 

celeritasque curuae debita fit altitudini v f erit 
ex effedu virium normalium N zz ^7^ ideoque 
py zz Quo nunc inclinatio plani Mwp,
in quo corpus adu monebitur, ad planum Mwy, 
quod in fuperficiem eft normale, inveniatur, de
mittatur cx v in elementum Mmprodudum per
pendiculum vn-y erit p« quoque in inn perpendi
culare, ideoque angulus pwy erit angulus incli
nationis plani pwM ad planum atque cum 
py fit normalis ad vn\ huius anguli tangens erit 
zz^zz^tt;- At nv determinatur ex inclina
tione elementorum Mw et wzv fcu radio ofculi 
lineae breuiflimae, cuius M m ct mv funt ele
menta. Sit hic radius ofculi r; erit ~ zz r, 
ideoque tangens anguli p n p zz 57 ___Z
n. (d r h- 1) fnhftituto loco r—' 2 > 1UD1UXUCO 1OCO I

valore 



valore inucnto (73.)- Huic vero angulo aequa
lis eft angulus, quem radius ofculi elementorum 
M///, wp. a corpore actu deferiptorum conftituit 
cum radio ofculi elementorum M?//, mv feu cum 
normali in fuperficiem. Huius autem anguli tan
gentem fupra invenimus (71). Quare fa&a ae- 

quatione habebimus STCd^^^dz^F ~

N v(p«h-Q54-i) ncauatione effertus2v idPdx^d^iy) 9 *lua aequatione cncctus 
potentiae N determinatur. Seu cum fit ddz — 
Qddy = dYdx -H dQdy habebitur ifta aequatio 
ddy {dx-Y-Vdz ) — ddz^Bdy------Q_^.r) ~—— 

3
2 V

Tertia potentia T, quia in directione cor
poris eft pofita, celeritatem tantum vel auget 
vel diminuit. Ponamus eam effe accelerantem, 
exprimetur eius effertus hac aequatione dv — T 
V(rf.r’-+-/Zy*4-<?s*). Atque fi motus in medio 
fiat rcfiftente rcfiftcntiaque fit — R, minuenda 
tantum eft vis tangentialis T rcfiftentia R., Quam
obrem habebitur dv ~ (T— -^-dy2^-
dz*). Q. E. I.

Corollarium j.
80. Ex duabus igitur aequationibus, quarum 

altera v altera dv determinat, vna conflatur 
v non amplius continens , quae cum locali pro 
fuperficie d z = Tdx -+- Qdy coniunda deter-

E 3 mi~



3 8 CAPUT PRIMUM DE MOTU NON

minat curuam , quam corpus fuper propofita fu- 
pcrficie defcribit.

Scholion i.
Si. De potentia N bene eft attendendum 

in quam plagam tendat, h. e. an ad dextram an ad 
finiftram regionem corporis moti vergat ? Pro 
hac enim differentia tangens anguli vel af- 
firmatiua vel negatiua eft accipienda. De hoc 
vero non erimus hic folliciti, fed vlteriorem 
huius rei disquifitionem in caput vltimum huius 
libri differemus.

Scholion 2.
82. Ad Cequens igitur caput fecundum pro

gredimur , in quo motum corporis fuper dati 
linea in vacuo examinabimus. Capite tertio ve
ro motus fuper data linea in medio rcfiftente 
inueftigabimus. Quarto denique capite motum 
fuper data fuperficie tam in vacuo quam in me
dio rcfiftente ferutabimur.
o n om i oupiA j/i/ n. v.
i " •’ . 'H • 51 ~ Jii arpLir' x■: । bv shiYui J ' 
•mi J; 1:1? 13JI ai I Mih .jm .-uj iy --..Mi 
-r* t ’ H’ ! ; • i ) ~ • Vs ■ • d: Jt . . '1

4 nnBuiioxO
V? i rob arrigi «Ufkub ^3

CAPUT
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CAPUT SECUNDUM.
DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA 

IN VACUO.

PROPOSITIO
Problema.

■ X/ .?J U ' O :■ ’! . ■ .. .. 
8 3’ ?i ;.j.

S
Ollicitetur corpus, quod fuper curua A M mo- Tabnh tu» 
vetur , vbique a potentia M F cuius dire Clio Flg' 
fit parallela axi APj determinare celeritatem 
corporis in fingulis punCtis^ atque tempus > quo 

curuae quaeuis portio defer ibit ur , nec non pr effio- 
nem, quam curua in fingulis punctis patitur.

Solutio.
Defcripferit corpus iam arcum AM, fitque 

eius celeritas in A debita altitudini b, atque ce
leritas in M debita altitudini v. Pofitis 
nunc AP~.r; PM=j/-> et arcu AM~r; re
foluatur potentia M F , que fit p in laterales nor
malem fcilicet MN ct tangentialem MT; erit 
ds-. dxz=z^¥: MT et ds : dy — MF : MN. Hinc 
igitur prodibit vis tangentialis MT — et vis 
normalis ~ Perfpicuum hic eft vim tan
gentialem celeritatem corporis minuere, erit er
go dv — — pdx (42.) atque v~Q—fpdx. Sum- 
to autem integrali fpdx ita, vt evanefeat poli
to x~o, erit v~b ~ fpdx \ ex qua aequatio

ne



ne corporis celeritas in fingulis punflis cogno- 
fcitur. Ex eadem aequatione innotefeit quoque 
tempus, quo arcus AA1 abfoluitur , polito enim 
tempore t erit t zx f Vis normalis

tota impenditur in curuae preflio- 
nem fecundum MN (39)« augebit ergo prelfio- 
nem a vi centrifuga ortam, quia MN in oppo- 
fitam radii ofculi M O plagam cadit. Quare cum 
pofito radio ofculi NOzrr vis centrifuga fit —

(20 ). Erit totalis preffio in curuam iuxta MN 
— 4-^-; Q E. I.ds r 1 x-

Corollarium i.
84. . Celeritas in M igitur tanta eft, quanta 

foret in P, 11 corpus eadem celeritate initiali Vb 
per AP eadem in fingulis altitudinibus potentia 
p follicitatum afccndilfet.

Corollarium 2-
85. Celeritas igitur non pendet a natura 

CUruae, fed tantum ab altitudine, quam corpus 
percurrit. Si nimirum altitudinis elementum fue
rit dx erit dv ~-pdx vel dv—pdx prout cor
pus vel afeendit vel defeendit.

Corollarium 5.
86. Cum fit v~b-fpdx, fi fumatur abfcif- 

fa x tanta uti AC, pro qua fit fpdx~b\ erit 
corporis in illa altitudine B cclcritaszro. Cor
pus igitur in B vsque afeendit, ibique quiefeet, 
continuo vero ex B dcfccndet per BMA.



Corollarium 4.
87. Si afcenfus per AMB cum afcenfu re- 

dilineo per. APC comparetur, erit tempus per 
elementum Mw ad tempus per Ppt vt Mw ad 
Pp i. e. vt ds ad dx.

Corollarium
8 8. Quare fi linea AMB fuerit reda, ob 

rationem Mw ad Pp conflantem , erit tempus 
per A M ad tempus per AP in conflanti ratio
ne nempe ea, quam habet finus totus ad cofi- 
num anguli A, feu quam habet longitudo AB ad 
AC.

Corollarium 6.
89. Pofito elemento Pp conflante efl radius 

ofculi r — idcoquc vis centrifuga ~ —
2^^ - q^ prcffiQ totahs

__ pds'dy—2 (b—Jpdxf) dxddy

Scholion 1.
90. Quemadmodum in hoc problemate ex 

datis curua et potentia follicitante inuenta funt, 
celeritas in fingulis pundis, tempus per quemvis 
arcum, et preffio in fingula curuae punda : ita 
ex harum quinque rerum duabus quibusque da
tis , reliquae tres poliunt inucniri. Ex quo de
cem nafcentur problemata, quae omnia folutio- 
nem ex huius problematis folutione habebunt.

Tam, II’ Scho-F



Scholion 2.
91. Similiter habebuntur decem huiusmodi 

quaeftiones, fi diredioncs potentiae follicitantis 
non fuerint parallelae, fed vel conuergentes ad 
centrum virium , vel alio modo determinatas 
dircdiones habentes. At fi etiam diredio inter 
quaefita ponatur tunc ob (ex res in computum 
ducendas, ex ternis quibusque, reliquae tres in- 
uenientur ; hineque viginti orientur problemata.

Scholion 3.
92. Orientur porro problemata indetermi

nata, vt fi loco temporis per quamuis curuae 
portionem tantum integrum tempus per AMB 
daretur , tum enim infinitae folutiones locum 
haberent. Praeterea fi plures defcenfus vel afeen- 
fus integri confiderentiir fuper eiusdem curuae variis 
partibus, eorumque ratio detur,numerusquaeftionum 
multo magis augebitur. Ad hoc genus pertinet 
quaeftio de inuenienda curua, fuper qua omnes 
defcenfus ad datum pundum fiant eodem tem
pore, quas tanquam difficillimas vltimo pertradabi- 
mus. Nunc autem primum curuam et poten
tiam follicitantem tanquam datas accipiemus et 
problemata eo pertinentia foluemus. Deinceps 
vero ex aliis datis, quemadmodum reliqua fint 
inuenienda , monftrabimus.

Hn j » zj nuu
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PROPOSITIO 15.
Problema.

Tabula TU.
93. Si potentia foilicitans fuerit uniformis ct F>g. t» 

ubique deorfum tendat , determinare defcenjum cor
poris fuper data curua AM in A ex quiete incipi
entem , atque prefionem, quam curua y in JinguUr 
punciis M fujiinet.

Solutio.
Dufln verticali AP feu parallela diredioni- 

bus potentiae MF, atque applicata' redangula 
A1P, fit APzrX) PM~y, curua Po
natur potentia MF~g, exiftente vi grauitatiszz 
1 , ct celeritas in AI debita altitudini v. His po- 
fitis erit vis normalis — et vis tangentialis 
— ^(83.). Quia hoc cafu vis tangentialis acce
lerat, erit dv—gdx , et®—jx, ob celeritatem 
in A~o. Deinde quia radius ofculi in MO dire- 
dus eft— , pofito dx conftante, erit vis 
centrifuga — , Cl]jus diredio eft MN.
Secundum eandem plagam vero premit vis nor
malis Quare tota preffio , quam curua in 
M fuftinet fecundum MN eft —

ob v — gx. Tempus vero quo 
corpus arcum A AI percurrit eft — Q.E.L

F 2 Co-



Corollarium i. *
94. . Celeritas igitur in M tantum ab altitu

dine AP , per quam dePcendit, pendet, atque tan
ta eft, quantam idem corpus ex AP delapfum et 
ab eadem potentia g Pollicitatum acquirit.

Corollarium 2.
95. In quacunque igitur curua corpus a po

tentia vniformi g Pollicitatum ex quiete dePcen- 
dat, celeritates erunt radicibus quadratis ex alti
tudinibus percurPis proportionales, eft enim ce
leritas, vt/v i. e. vt /gx.

Corollarium 5.
95. Tempus quo primum elementum Aa 

percurritur , eft f cuanePcente x. Si igitur 
angulus PA« Puerit redo minor feu s — hx} erit 
tempus per Aa infinite paruum, ideoque tempus 
AM finitum , nifi curua vel aPcendat inter A et 
M, Pupra A vel in infinitum progrediatur. At 
fi angulus P A a Puerit redus , erit ipPo pundoA, 
jB—ax, exiftente n numero vnitate maiore, i-

n 2—n

deoque Vgx — s V f-, et
Quare fi» fuerit binario minor, tempus per A a erit 
infinite paruum, et tempus per AM finitum. At 
fi» — 2 vel ^>2 tempus per primum elementum 
Aa 'erit infinite magnum , Peu corpus cx A nun* 
quam egredietur.



Corollarium 4,
97. Quoties autem» <£ 2, toties radius ofcu

li in A eft infinite paruus. Quare in cafu quo tan
gens curuae in A ad AP eft normalis, corpus non 
defcendet, nifi radius ofculi in A fuerit infinite 
paruus.

Scholion i»
98. Ex eo , quod primum elementum tem

pore infinite paruo percurritur , rede concludi
tur tempus per arcum AM efle finitum, cum enim 
corpus motu accelerato per AM defeendat, multo 
celerius fequentia elementa deferibentur, et hancob 
rem tempus debebit efle finitum. Exemplis au
tem fequentibus omnia illuftrabuntur.

Exemplum i. «ni. h&
99. Sit linea AM reda vtcunqne inclinata g 

ad verticalem AP, atque cofinus ang. A~ w, erit 
x — ns. Tempus ergo, quo corpus per AM de- 
r . rds __  2Vr__  2 V AM__  2 A M ~ „icendit, erit —Ji/gns — ocu
tempus per lineam vtcunqne inclinatam eft dire- 
dc, vt radix ex ipfa linea et inverfe , vt radix ex 
cofinu anguli inclinationis MAP. Vis centrifuga erit 
autem~ o ,quare linea AM tantum a vi normali 
premitur, quae eft zzg V(

Corollarium
xoo. Tempus ergo per AM eft ad tempus 

per AK; vt VAMad VAK. At tempus per AM 
eft ad tempus per AP vt A AI ad AP. (88). Qua-
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re fi fuerit AM: AP—/AM: VAK, feu AM: AP—AP; 
AK,quod euenit fi PK eft in AM perpendicularis tum 
tempus defccnfus per AK aequale eft tempori dc- 
fcenfus per AP.

Corollarium 6.
ioi. Patet etiam tempus defccnfus per per

pendiculum PK aequale efle tempori defcenfus per 
P KAP. Eft enim cofinus anguli APK — Quare 

cum fit tempus per AP ad tempus per KP vt ^7“ 
ad erit haec ratio aequalitatis.

Corollarium 7.
Tabula iv. 102. Ex hoc perfpicitur in circulo APPB 

n omnes defccnfus per chordas APex pundo fupre- 
mo A dudas , nec non omnes defccnfus per chor
das ad pundum infimum B dudas aequalibus fieri 
temporibus j eo fcilicet tempore, quo corpus per 
diametrum AB perpendiculariter dolabitur.

Exemplum 2.
Tabula IV. 103. Si curua AMB fuerit circulus, ac ra- 

F‘s’*’ dius BC — a et A P tangat circulum , erit (yi—yf 
+x'=a Habebitur er
go ds — et ob v—gx et r~a erit vis
centrifuga zz atque ob dytota pref. 
fio , quam circulus in M fuftinct — Triplo 
igitur maior eft tota preflio , quam fola vis nor- 
malis. Tempus deinde,quo arcus A M percurritur, eft 

». C _



Q (l X • • •C111US «ntegratio neque a circuli neC 
hyperbolae quadratura pendet, fed ope redificatio- 
nis curuae elafticae conftrui poteft. Tempus interim 
per quadrantem AB eft =2 x ( i 4- -+-^^9
H— 2.4.6.13 -H etc.).

Corollarium g.
104. Cum corpus ad infimum pundum B per

venerit, ibi habebit celeritatem altitudini ga de
bitam. Hac igitur afcendet in altero quadranteBD 
pertingetque ad D , vbi cius celeritas evanefcct, 
idcoque rurfus defcendet ad B tumque ad A per BA 
reafcendet. Similis vero erit afcenfus defcenfui 
per quadrantem , quia corpus fiue afcendat fine de- 
fcendat in iisdem pundis eandem habet celerita
tem.

Scholion 2.
105. Alia exempla non afferimus , cum in 

fequcntibus, vbi plures defcenfus ad pundum fixum 
fuper data linea confiderabimus, plura fimus allatu
ri. Nunc vero primum eas quaeftiones evolve
mus , quae pertinent ad motum fuper data linea, ex 
dato pundo fixo a quiete inceptum ; cuius modi eft 
problema fequens.

PROPOSITIO 14.
Problema

106. Si fuerint infinitae curuae fimiles AM ,Tabnia iy, 
A M etc. ex puntto fixo A initium /umentes j inuenire F,8- >

cur-



curuam C M M, ab illis curuis arcus A M, A M ctc. 
abfc indent em , qui a defendente fupcr iis corpore ae
qualibus temporibus percurrantur \ exiflente vt ante 
potentia follicitante vniformi et vbique deorfum directa.

Solutio.
Ex infinitis curuis datis fumatur vna quaccun- 

que AM , cuius parameter fit a. Pofitoque AP~r, 
PM—7 ct arcu AM=r, et exiflente vt ante poten
tia follicitante ; dcfcendat corpus fuper curua 
AM, erit celeritas in M debita altitudini gx. 
Tempus ergo dcfcenfus fupcr AM erit Ab
omnibus ergo curuis AM, AM etc. tanti arcus 
funt abfeindendi, vt pro iis fit quantitas con
flans. At f ad alias cumas referetur, fi prae
ter s ct x etiam parameter a ponatur variabilis. 
Pofito igitur in J etiam a variabili, quantitas 

ponenda eft — conflanti , nempe ei tempori 
quo omnes’ defccnfus fieri debent. Sit hoc tem
pus — k erit k ~ in fingulis curuis. Quare fi 
fyfi ita differentietur vt etiam a variabile po
natur, hoc differentiate nihilo aequale eft po
nendum. Ad hoc differentiale inucniendum fit ds 
— pdx , eritque p, quia omnes cumae ponuntur 
fimiles, fundio in qua a et .v nullum dimenfionum 
numerum fimul conftituunt. Habebimus ergoj^: 
hoc differentiatum pofito quoque a Variabili dabit 

pdx 
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quod fieri debet ~ 0. Quantitas q 
vero fequenti modo inuenietur. Quia eft 
in quantitate k , variabiles a et x dimciifionum 
numerum conftituent 5. Oflendi autem alibi in 
Tom. IX. Comment. - tum fore — J.
Ex quo inucnitur q = Habebitur ergo
& + = = 0. Quae eft
aequatio pro curua quaefita. At ft. aequatio in
ter coordinatas x et y pro curua CMM defide- 
retur , cx aequatione pro quaque curuarum AM, 
valor ipfius a in x et y inuentus fubllitui debet. 
Q. E. I.

' , Corollarium I.
A • tdx107. Aequatio etiam primo inuenta y— — 
fufficit ad curiiam CMM inueniendam. 

Nam pro qnauis abfeiffa APzrx ex ea inucnitur 
a parameter eiu^ curuae AM, cuius pundum M 
refpondens aflumtae abfeiflae x e(t in curua quae
fita CMM.

Corollarium 2.
108. Cum autem haec aequatio fit differen

tiatis, ideoque ad plures curuas pro conflante 
quae adiicitur, pertineat; notandum efl in addi
tione conflantis, eam tantum folutioni effe con
venientem , quae pro data curua feu pro dato 
ipfius a valore det abfeiffam x tantum arcum 
AM abfeindentem, qui tempore k defcenfu ab- 
foluatur.

Tom. II. G Co-



Corollarium 5.
109. Si tempus k aequale effe debeat tem

pori defcenfus per verticalem AC— b, erit & —
Quo valorc fubflituto habebitur aequatio 

pfx pdaVx da^b. T . . . • • j n.~4--------- — In cuius integratione id eft
faciendum, vt cuma per pundum C transeat.

Scholion i.
no. Erit autem femper reda verticalis AC 

fpecies curuarum AM; quae oritur, fi parame- 
ter a vel infinite magna vel infinite pania acci
piatur. Quare commodifiimc tempus conflans & 
per defcenfiim per verticalem AC, quippe fpe- 
ciem curuarum AM, exprimitur. Atque in con- 
ftrudione aequationis inuentae da^b

tanta conflans eft addenda, vt pofito .v — b, fiat 
a vel infinitum vel nihil, prout ille vel ifle valor 
ipfius a reda AC refpondeat.

Scholion 2.
ni. Si 7^ reipfapotefl integrari,ncdata quidem 

aequatione opus eft, ad quam inueniendam opus 
fuit q determinare. Nam fi integrate ipfius 7^ 
iterum differentietur pofito quoque a variabili 
reipfa obtinetur q \ atque hoc differentiate tan
tum nihilo aequale effct ponendum. Commodif- 
fime vero his cafibus problema foluetur, fi inte
grate ipfius 7^ flatim ipfi k vel aequale po
natur , et loco a eius valor in .v et y fubflitua- 
tur cx aequatione pro curuis datis. Atque hoc

mo-
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modo folutio in promtu eft non folum pro cur- 
uis fimilibus, fed diflimilibus etiam, fi modo tem
pora defcenfus per quantitates finitas exprimi 
poliunt.

Exemplum i.
ii 2. Si omnes hac curuae AM fuerint redae 

diucrfimode ad verticalem AC inclinatae, eritj 
— nx et s — x V( i -y-n 2) ubi n tanquam para- 
meter eft confideranda. Erit ergo 
~ quod aequale poni deber jpfi
Erit itaque x (i -4-w1) — b. Cum autem n fit 
quantitas variabilis, ponatur pro ea valor f ex 
aequatione y — nx; quo fado prodibit pro cur
ua CMM aequatio inter coordinatas orthogona- 
les .v et y ifta yz H-.v 2 — b x , quae eft pro cir
culo, cuius diameter eft reda AC—/'.

Scholion 5.
n3. Hic cafus eft ille ipfe cafus ante per- 

tradatus (102), ibi enim oftenfum eft corpus per 
omnes chordas in circulo ex pundo fupremo edu- 
das aequalibus temporibus defccnderc. Pertinet 
hic quidem cafus non adeuruas fimiles; fed hoc ex
emplum attulimus ad cafum Scholii 2. illuftrandum, 
quia pro redis hisce tempora defcenfus finitis quan
titatibus exprimuntur. Sequentia exempla vero 
curuas fimiles, vti propofitio poftulat, comple
rentur.

G a Exem-
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Exemplum 2-
114. Sint curuae AM, AM omnes circuli 

tangentes verticalem AC in A. Ponatur radius 
cuiusque eorum ~a , erit y~ a — V(S—x*) atque

• Hi circuli vero omnes funt curuae fi- 
miles , quia a^y et x in aequatione eundem di- 
nienfionum numerum tenent, feu homogeneitatem 
complent foLu Radius igitur a tanquam parame- 
ter variabilis debet tranari. Habetur autem ex 
illa aequatione quare ent
ideoque praeferiptam habet proprietatem, vtrzet 
«r dimenfionum numerus fit nullus. Hanc ob rem 
pro curua CMM haec habebitur aequatio 
 day/x day/b r . da^b __  xda-- 1—adx‘ —________-----~} *cu naec — —
Quae aequatio conftrui potcll , pofito enim .v — 
au i prodit in qua indeterminatae
funt a fe mulcem feparatae. Quo autem aequatio 
inter coordinatas .v et y pro curua CMM obti
neatur, ponatur loco a valor et loco da 
eius differentiale ‘ Quibus'fubftitu-
tis fequens prodit aequatio diffcrcntialis — xdy-\- 
ydx = Quae ita integrari
debet ut pofito x~b fiat y~u t quia curua per 
pundtum C transire debet.

Corollarium 4.
115. Ex hac aequatione tangens curuae C 

MM n fingulis pun&is cognofcitur, et ex pofi- 
tione tangentis innotefeit angulus AMM, quo

cur- 



curua CMM quamlibet datarum interfecat. Erit 
fcilicet tangens anguli A M M — Hic ergo
angulus eft rectus mC, ob x~b, fcn curua CMM 
in C ad AC eft normalis.

Corollarium 5,
n6. Si b vel maior vel minor accipiatur 

curua CMM alia quoque erit, hocque modo in
finitae orientur curuae a circulis arcus ifochro- 
nos abfeindentes. Haeque curuae omnes inter fe 
erunt fimiles, ob parametrum b , quae in aequa
tione cum x et y homogeneitarem conftituit. 
Dita ergo vna curua CMM innumerabiles aliae 
cx ea conftrui poliunt, ablcidis fcilicct et appli
catis curuae CMM in eadem ratione augendis 
vel diminuendis, in qua AC feu b augetur vel 
diminuitur.

Exemplum 5.
117. Sint curuae A.M, AM omnes cycloi- 

des cufpides in A habentes et tangentes verti
calem AC in A. Pofita parametro cuiusque cy- 
cloidisAM feu dupla diametro circuli generato
ris— a\ erit ex natura cycloidis s-a—V^-zax) 

atque y(ai__-2a»)> hineque dy— vc»1_ 2ax)* Hoc 
ergo cafu eft p functio ipfarum a et
x nullius dimcnfionis vt requiritur. Quare pro 
curua CMM repentur ifta aequatio

dajx Va^b c xda—adx __  da vfr c-
— Via2 2ax) — a leu —20X1) — *

G 3 aequa- 



aequatio inter coordinatas orthogonales x et/ de- 
fideretur, cx aequatione / ~ Eeu huius
differentiali pofita quoque a variabili, valor ipfius 
a debet fubftitui. Haec vero aequatio differen
tiata pofito a quoque variabili dat ady — yda ~ 
adx^ax—xda-J lax r ady—yda __  gxdx— xzda

V(«* —2ax) leu I2a — y;a-x—2«x2/ \AiaC 
i • • । ady—yda axdx— x2da cabit in hanc ~ Jvax^x1/ Superior ve

ro per multiplicata praebet hanc , —
— 2X1)* Hae duae aequationes additae dant 

aequationem integrabilem , cuius integralis eft 

«V2 2^ — ---- Ta-----• Ex qua valor iplius a
erutus fit/«—et
---- y^2±.>/{2byzx—2bzxz-i-2bx^
— b^i------------- < Quibus valoribus in
aequatione yCax-2x2} — dy^ b} quae ori
tur ex duabus differentialibus eliminato da, fub- 
ftitutis prodibit ae.
quatio pro curua quaefita CMM.

Corollarium 6-
ii 8. Ex hac aequatione inucnitur tangens 

anguli, quem curua CM cum applicata PM con- 
flituit nempe g = Deinde
etiam innotefeit tangens anguli, quem cydois A M 

cum 



cum applicata P M conftituit. Ex aequatione cy- 
cloidis erit nimirum g .
Eliminato vero rferit ifta tangens—
Quare cum horum angulorum alter alterius fit 
complementum, fumto illius deinceps pofito, erit 
angulus, quem curua CMM cum qualibet data- 
tarum AM conftituit, rertus. Confequcntcr cur
va CMM eft traiertoria orthogonalis omnium 
cycloidum datarum AM, AM &c.

Corollarium 7.
119. Sumto AC alius magnitudinis, aliae 

quoque curuae CMM prodibunt, et fic infinitae tra- 
iertoriae orthogonales inueniuntur, quae omnes 
inter fe funt fimiles. Data ergo vna facile quot
quot libuerit , conftruere licebit.

Scholion 4.
120. Omnes hae curuae arcus abfeindentes 

ifochronos , quaecunquc fuerint cuiuac fecandae, 
femper conftrui pofiunt, etiamfi id ex aequatio
ne non appareat. Per quadraturas enim cx da
tis curuis arcus pofiunt abfeindi , qui dato tem
pore defcenfu abfoluantur, hocque modo punda 
quotlibet curuae quaefitae inueniuntur. Si quidem 
curuae fecandae funt algebraicae, aequatio pro 
curua fecante femper ita eft comparata, ut fartis 
debitis fubftitutionibus indeterminatae a fe inuicem 
poflint feparari. At fi curuae fecandae differen

tia li 



tiali aequatione exprimantur, aequatio differen- 
tiulis pro curua fecante rariflime feparadonem in
determinatarum admittit. Caufa eft , quod pecu
liari modo, quo in hoc cycloidum cafu ufus fum, 
parameter a eliminari debeat ; caque fubftitutio 
ad feparationem non deducat.

Scholion
ui. Deinde obferuandum eft, omnes cur- 

uas arcus ifochronos abfeindentes, quarum nume
rus pro vario ipfius b valorc eft infinitus, inter 
fe fimiles effe, fi quidem curuae fecandae fue
rint tales. Colligitur hoc ex generali aequatio- 
ne « in qua cum p fit fiinfiio
•ipfarum a et x nullius dimenfionis quantitates//, 
b et .v homogeneitatem conftituunt. At cx ae
quatione curuarum fecundarum, quia in ea a, x 
et y vbique eundem dimenfionum numerum con
ficere ponuntur, valor ipfius a erit fundio ipfa
rum x et y vnius dimenfionis. Quare eo fubfti- 
tuto loco a habebitur aequatio pro curua fccante, 
in qua b , x ct y vbique eundem dimenfionum 
numerum conftituunt. Confcquentcr b variabili 
pofito oriuntur infinitae curuae fimiles inter fc 
rcfpedu pumfti A. Data ergo vnica , reliquae 
facile ex Emilitudinis ratione deferibuntur.

Scholion 6-
122. Materia haec de arcubus ifochronis ab- 

fcindendis iam praeterito feculo eft pertra&ata
in



in A<ft. Ernd. Lipf. A. 16'97. a Cei. Ioh. Ber- 
4)111110, atque poftmodumin Comment. Acad. Parif. 
a Cei. Saiiriho, qui vero alia methodo funt vfi. 
Ego vero eam adhibui methodum, quam in no- 
ftris Commenti pro A. 1'734. tt^di, tanquam 
commodiffimam ad huiusmodi. problemata foluen- 
da. In his vero locis Viri Cei. cumas quoque 
(imilcs tantum, vt ego, confidcrauerunt, fine 
dubio, quia pro curuis didi milibus fohitio fit ni
mis difficilis et faepe etiam vires fupcrat. Vo
cantur vero in locis citatis hae curuac fynchronac, 
quia arcus fimul percurfi abfcinduntur.
•nb p 'natu:i !dt । »4 A v j' i /

Scholion 7.
123. Ex mea differtatione Tomi IX. Com- 

mcnt. Acad. Petrop. apparet , has curuas fyn- 
chronas fimili modo pofle inveniri, fi cumae 
datae etiam non fuerint fimiles, fed eiusmodi 
tamen, vt pofito ds~pdX) in p quantitates a 
ct x datum dimenfionnm numerum conftituant; 
tum enim aeque facile valor litcrac q inuenitur. 
Vt fi numerus dimenfionum ipfarum a et x in p 
fuerit n, aequatio pro cuma fecante reperietur 
haec Quare fi fue
rit o = -J, vt fi fuerit erit —
u ideoque .v ” ma , feti .v in data ratione ad 
parametrum a eft capiendum : quo igitur cafu 
conftrudip fynchronamm eft facillima. At fi p 
Toni. II. II non
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non huiusmodi habuerit^ valorem, ex fupra ci
tata differtatione mea intelligitur, quo modo in 
aequationem quaefitam fit inquirendum.

PROPOSITIO 15.
Problema.

Tabui» iv. X2^. Si fuerit, vt ante infinitae curuae fimi- 
F,g' *’ les AM, AM etc. et redapofitionedata D E ; invenire 

eam curuam AMN, fuper qua corpus tempore breuif- 
fimo ex A ad re£tam DE defcenfu peruenit.

Solutio... . . '
Defcripta per Prop. praeced. quacunque cur

va CMM arcus AM ifochronos abfeindente, du
catur tangens GMH parallela datae redae DE. 
Manifeftum eft: fuper curua AM, quae ad pun
dum cpntadus M tendit, corpus tempore bre- 
uiffimo ad redam GMH effc venturum, quia 
quaeque alia punda redae GMH extra curuam C 
MM cadunt, ideoque longiore tempore opuseft, 
quo corpus ad ea perveniat. lam, quoniam o- 
mnes curuae a curuis AM, AM arcus ifochro
nos abfeindentes funt inter fc fimiles (i u)- con
cipiatur ex iis una quae redam DE tangat, di
co pundum contadus fore in N pundo , quo 
reda AM per prius pundum contadus AI duda 
redae DE occurrit. Sequitur hoc tum ex natu
ra fimilitudinis curuarum CA1M rcfpedu pundi 
A, tum etiam ex eo, quod arcus AMN fimilis 
/it arcui A AI, atque redae DE in eodem an
gulo occurrat; quo curua AM redae GH. Qua

re



re cum corpus per AM tempore breuiffimo ad 
GH perueniat, ncccftc eft, vt quoque tempore 
breuiflimo fuper curua AMN ad redam DE per
veniat. Q E. I.

Corollarium i.
125. Ex hoc perfpicitur, fi reda DE fue

rit horizontalis, corpus defceniu per verticalem 
AC ad eam citifiime perucnire, ob tangentem 
curuae CMM in C horizontalem: id quod qui
dem per fe perfpicuum eft.

Corollarium 2.
126. Si ergo curuae AM, AM fuerint cy- 

cloides vt in exemplo 3. Propof. pracc. pofui- 
mus, corpus fuper ea cycloide celerrime ad re
dam DE peruenit, quae huic redae in N ad an
gulos redos occurrit; quia angulus, quem quae
que cyclois cum curua CM conftituit, eft redus.

Corollarium 5.
127. Si igitur reda DE fuerit verticalis feti 

parallela ipfi AC, portio cycloidis AMM erit di
midia cyclois. Quare fuper dimidia cycloide mo
tus horizontalis eft celerrimus.

Corollarium 4.
128. Si curuae AM, AM fint redae cx Tabui» iv, 

pundo A ad redam pofitionem datam DE du- Fjs'5' 
dae, corpus fuper ea AM citiftimc ad DE per
veniet, quae eft chorda circuli per A tranfeuntis et cen
trum in verticali AB habentis, atque rectam DE tan
gentis .(112.). H 2 Co-



Corollarium 5.
129. Si igitur angulus DCA fuerit n graduum erit 

angulus BAM graduum, ct angulus AMC gra
duum^?. Scu duda horizontali AGH, anguloque 
DGH bifedo reda GF, erit quaefita linea AM pa
rallela ipfi GF.

Corollarium 6f
130. Quare fi linea DE fuerit verticalis cor

pus ad eam citiflime perueniet defcendendo fuper 
reda ad horizontcm angulo femiredo inclinata. 
Corpus igitur fuper reda hoc modo inclinata 
motu horizontali celerrime progreditur.

Scholion,
Tabula iv. 131- Simili modo quoque inueniri poteft , 

F,g'4‘ fuper quanam infinitarum curuarum fimilium AM, 
AM corpus defccnfu citiflime ad datam curuam 

' perueniat. Nam fi linea GMH fuerit cuma quae
cunque tangens curuam CMM in M, corpus fu
per hac curua AM celerrime ad curuam GMH 
perueniet, fi quidem tota curua GMH extra cur
uam CMM fuerit fita. Eodem etiam modo 
poflet determinari , fi curuae AM, AM non fu
erint fimiles , fuper quanam corpus celerrime ad 
datam lineam GH perueniat. Ex infinitis enim 
curuis CMM arcus ifochronos ablcindentibus ea eft 
quaerenda, quae datam GMH tangat, critque ea 
curua AM, quae per pundum contadus tranfit 
ea, quae quaeritur. Sed cum in his cafibus dif
ficile plerumque fit curuas CMM inucnire, mul

to que
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toque difficilius eam determinare, quae datam li
neam tangat ; quaeftionem ad curuas fimiles tan
tum reftnnximus.

PROPOSITIO 16.
Theorema.

132. Tempora defcenjuum, quibus corpus cur- Tabu|a iV( 
uas AM et km Jimiles jimiliterque expungo kpo- Fig. 6. 
fit as percurrit, funt in ratione fub dupli cata laterum 
homologorum.

Demon It ratio.
Qiiia curuae AM, Am funt fimiles, erunt AM: 

km\ AP: kp\ etPM:p»in data ratione, nem
pe ea, quam latera homologa tenent; fit haec 
ratio laterum homologorum N: n. Quia celeri
tas in M eft ad celeritatem in m , vt VAP ad 
VAp, erunt celeritates in M et m in ratione 
fubduplicata laterum homologorum. Sumantur 
jam ex M ct m elementa fimilia rationem fcili- 
cet N ad n tenentia, erunt tempora, quibus haec 
duo elementa homologa percurruntur in ratione 
compofita cx dire&a elementorum , i. c. N ad n 
et reciproca celeritatum, i. e. VN: ^n. Ex quo 
fequitur , tempora, quibus curuarum AM, km 
elementa homologa percurruntur , efle in ratio
ne fubdnplicata laterum homologorum. Quare 
cum haec ratio fit conftans, tempora, quibus to
tae curuae A AI et km percurruntur, eandem hanc 
rationem tenebunt. Q E. D.

H 5 Co-
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Corollarium i.
133. Tempora igitur, quibus arcus circulares 

fimiles fimiliterque politi defcenfu percurruntur , 
funt in fubduplicata ratione radiorum.

Corollarium 2.
134. Pendula igitur,quaearcuscircularesfimiles 

defcribunt , ofcillationes abfolucnt temporibus , 
quae rationem fubduplicatam longitudinum pen
dulorum tenebunt.

Corollarium 5.
135. Eadem ratio temporum locum habet, 

fi corpora pendula non circulos deferibant, fed 
alias curuas, dummodo eae fuerint inter fe fimi
les , fimilesque arcus abfoluantur.

Scholion.
136. In his autem omnibus potentiam folli- 

citantem femper ponimus vniformem , deorfum- 
que tendentem , etiamfi hanc conditionem omi- 
ferimus. Hanc enim hypothefin ante pertraftare 
conftituimus, quam ad alias fumus progrclTuri.

PROPOSITIO 17.
Problema

Tabula v. 137. Exijlente potentia follicitante vnformi ten- 
denteque deorfum, moneatur corpus fuper curua qua
cunque AM cum data celeritate initiali in A: de- 

ter-
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terminare motum corporis fuper hac curua, et pref- 
Jionem, quam curua in fingulis punCiis fujtinet. 

Solutio.
Polita potentia follicitante g, et celeritate 

initiali in A debita altitudini b, praetercaque AP 
~x\ PM”7’, AM~j et celeritate in M debi
ta altitudini v. His politis erit dv~gdx, (93.) 
vnde fit v~b-\-gx. Porroque tempus per ar
cum AM erit /7^^). Deinde preflio totalis, 
quam fullinct curua fecundum direflionem norma- 
lis MN erit = <£-+- (s>3-) = +

exiftente dx elemento conflante. Hoc 
enim tantum differt haec folutio a folutione Prop. 
13. quod ibi effet v—gx , hic vero fit v~b-\- 
gx. Ex his igitur formulis tum motus tum pref- 
fio cognofcitur. Q. E. I.

Corollarium r.
138. Si linea AM fuerit refla, jam ex §.8 8. 

intelligitur tempus per AM effe ad tempus de
fcenfus pcrAP eadem celeritate Vb incepti , vt 
eftAM ad AP. Preflio vero ob euanefeentem 
vim centrifugam erit feu conftans.

Corollarium 2.
139. Patet etiam hoc cafu , quo motus non 

a quiete incipit, celeritatem ab altitudine tantum 
pendere. Quare quaecunque fuerit curua AM ce
leritas corporis in quouis eius punflo innotefeit, 
etiam incognita curuae natura.

Ex em-



Exemplum i.
14.0. Sit curua AM parabola verticem in A 

ct axem verticalem AP habens ; erit ergo pofi-
3 j adxta eius parametro ” a , y — ax ; et

z/y— Habebitur ergo tempus per AM
— Deinde cum pofito dx confiante
~ ji____—adx* „ . dxddy___— 2 a_________ _______fit (i(ty —4xVax> Crit —(a-4~4x}Vi®,-4~4®x)‘ Con- 
fcquentcr prefiio totalis eft 
____ ga1—40 &____  
— («-+-4») V (fl^+ax)*

Corollarium 5^
141. Si igitur cd b— j prefiio curuae c- 

vanefeit. Corpus ideo hoc cafu libere in hac pa
rabola moneri poflet; qui eft etiam ipfe cafus 
praccd. Libro pertradatus.

Corollarium 4*
142. Exiflente igitur b~^ga erit tempus 

per arcum Hoc ergo tempus
aequatur tempori defcenfus per abPciflam AP a 
quiete incepti.

Corollarium
143. Si b >> prefiio fit negatiua , tum 

igitur curua in plagam axi AP oppofitam premi
tur. A fi b g a diredio preflionis erit in 
MN. Qiiantitas vero preflionis in fingulis curuac 
pundis crit reciproce vt radius ofculi. 

. Exem-



SNTTr D4TA LINEA IN VACVO. tf

- Exemplum 2.
14.4. . Si curua AM fuerit circulus; cuius 

radius — a, et centrum in verticali AP fit 
pofitum ; erit j*~2ax — a*“, vnde 
et Erit ergo tempus, quo arcus
AM j>ercurntur:z:/v7^^ Atque CUm
fit , erit prefiio, quam circulus in
pun&o M patitur — — g — —
— 2A — —•,

Corollarium 6.
14.5. Tempus per logarithmos exprimi pot- 

eft, fi fuerit b — o\ fit autem “w, feu corpus 
perpetuo in A manebit. Id quod per fupra tra
dita (97.) pater. Nam, quia curua in A eft nor
malis in AP, neque radius ofculi infinite paruus, 
corpus defeendere non poteft.

Corollarium 7»
i^6. Si cft b — , feu celeritas initialis,

tanta, quantam corpus acquirit cadendo cx alti
tudine dimidii radii circuli; prefiio totalis cum 
vi centrifugaj erit confpirans atque ” , erit
itaque altitudini percurfae proportionalis.

DEFINITIO 5.
14.7. Motus ofcillatorius eft motus recipro- Tabuit T, 

cus, quo corpus alternarim accedit ct recedit F*g« *. 
ab initio motus M. Ita fi corpus juper curua 
Tam. II. I MAN



MAN moneatur, primo defeendet fuper MA, tum a- 
fcendet ih AN , donec celeritatem amiferit; deinde 
ex ^iterum defeendet afcendttque in arcu AM, quo 
f^to iterum defeendet, hanc que periodum continuabit'. 
Atque t.alis motus, ofcillatorius vocatur.

’ ; Corollarium l •-
14.8. Motus ofcillatorius ergo confiftit in al- 

te^ms-defccnlibus et .acentibus fuper linea curua; 
atque defcenfu motu accelerato monetur , afeen- 
fu vero celeritatem ucquifitam rurfus perdit.
-vr hm. o Corollarium 2.
au< 14.9. Quilibet ergo defcenfus fuper eadem 

curuae parto fit, fuper qua praecedens afccnfus 
contigit; Quare cum celeritas corporis ab alti
tudine itantum pendeat in vacuo, corpus in eo
dem curuae pundo fnie in afcenfu fiuc in defeen- 
fu eandem habet , celeritatem.

Corollarium 5.
Ex quo (equitur tempus defcenfus per 

MA, d^quale ^efle tempori afccnfus perAM; fi- 
miliquc modo tempus afccnfus per AN tempori 
defderrfus per NA. ’■ > H- .

' Corollarium 4.
151. Corpus in arcu AN afeendens ad puti

dum N vsque’perucnfct, quod aeque altum eft 
,v - i ac pundum AI, ex quo erat delapfiim. Scqui-

’ tur hoc ex eo , quod celeritas per altitudinem 
tantum determinetur.
-na CO’
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Corollarium $.
152. Si curua AN fimilis ct aequalis fuerit 

curuae AM, tum motus per AN aequalis erit 
motui per AM. Quare omnes afccnfus et de- 
fccnfus aequalibus fient temporibus.

Corollarium 6.
153. Si curuae MA, AN fuerint diflimiles , 

tempus faltem per MAN aequale erit tempori 
per NAM, feu tempora acceffionum ct receflio- 
num erunt inter fe aequalia.

Corollarium 7.
154. Quia corpus femper ad eandem altitu

dinem pertinget, manifeftum eft hunc motum o- 
fcillatorium perpetuo durare debere.

Corollarium 8.
155. Curua ergo ad motum ofcillatorium 

producendum apta crt omnis curua , quae de 
pundo infimo A duos habet arcus afccndcntcs , 
vt MAN.

Scholion I.
156. Expofuimus hic proprietates motus o- 

fcillatorii, quales ex expofita hypothcfi poten
tiae follicitantis vniformis ct perpetuo deorfum 
tendentis confequuntur. Eaedem vero quoqtfc 
locum habent, fi potentia vteunque ab altitudi
ne pendeat, vel etiam ad fixum punftum diri
gatur; id quod in fequentibus plenius apparebit. 
In medio refiftentc vero res aliter fe habet ,

I 2 nam
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nam neque afcenfus per datam curuam fimilis eft 
defce.nfui per eandem, neque in afcenfu coipus 
ad aequalem altitudinem pertingit ei, ex qua dc- 
fcenfu erat delapfum.

Scholion 2.
157. Vocari folct motus per MAN itus fe- 

quens vero motus per NAM reditus, confillit 
ergo motus oftillatorius ex alternis itibus et re
ditibus. Ofcillatio vero ab aliis vocatur motu» 
ex itu et reditu conflans, ab aliis tam itus quam 
reditus ofcillatio vocatur. Hic priori fenfu ofcil- 
lationis vocem‘accipiemus, ita vt vna ofcilla
tio ex vno itu vnoque reditu conflet. Itus ve
ro atque reditus vterque vno afcenfu vnoque de- 
fcenfu confidit, atque ideo integra ofcillatio du
os afcenfirs duosque dcfcenfus complodetur. Cum 
igitur tempus itus aequale fit reditus tempori , 
erit tempus vnius ofcillationis duplo maius quam 
tempus vnius itus feu reditus.

Corollarium 9.
158. In hoc ergo capite, in quo de motu 

in vacuo agitur, fi motum ofcillatorium exami
nare velimus, vel afcenfus vel dcfcenfus folos fu
per duabus curuae partibus AM, AN confidcra- 
re opus habebimus.

Scholion
159. Nihil refert vtrum arcus AM et AN 

▼nam curuam continuam conflituant, an vero 
fint diuerfae curuae, dummodo in A ita fint

con-
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coniundae, vt communem habeant tangentem : 
alias enim motus perturbaretur. Quare ad mo
tum ofcillatorium inquirendum tantum opus ell, 
vt motus fuper curuis AM et AN feorfum de
finiamus. Sufficit enim hoc tum ad ofcillationes 
determinandas, tum ad relationem inter maiores 
minoresque ofcillationes inueniendam. Vocan
tur autem eae ofcillationes maiores , quae maiori
bus arcubus abfoluuntur, minores vero, quae mi
noribus.

Scholion 4.
160« Prop. 6. §. 49. pcrfpicitur , quo

modo ofcillationes ope pendulorum effici queant; 
fcilicet ope cuolutae curuaram AM et AN, cir
cum quas filum circumducitur. Ab Hugenio et
iam ifte pendulorum vfus ad ofcillationes ac
commodatur, vt vel ex eius inftituto , quo eo 
motu ad horologia perficienda vtitur apparet. 
Eaedem vero difficultates , quas loco cit. com- 
memorauimus, hic locum habent. Quamobrem 
motum punfti fuper datis lineis hic tantum in- 
uettigabimus, mentemque ab omnibus pendulorum 
circumftantiis abducemus, quae noftrum inftitutum 
turbare poflent.

PROPOSITIO 15.
Problema.

16x. Exijlente potentia follicitante uniformi et 
deorfum direMa, determinare tempus afcenfus feu de- 

Jcenfus per quemuis circuli arcum EA in puncto cir
culi infimo A terminatum.

I 3 SO’

Tabula



: •- Solutio.
Sit C circulicentruYn, erit CA radius vertica

lis (eu paralleluk dirc&ioni potentiae g. Ponatur 
AC—a, et arcus AE altitudo AG~£, erit cele
ritas in infimo ptihdb A debita " altitudini gb 
quia corpus cx E defccndcns tantam habebit cele
ritatem , cum ih A peruenerit. Atque tantam ce
leritatem corpus in A habere debet, vt ad E vs- 
que atcenderC phAii. Cbnfideretur quodvis arcus
AE elementum Mw, et dicatur AP—.v, -eritPM

Celeritas vc-— V^ax-x^ et Mm -
ro in M erit 'debita altitudini g. GV~gb— gx. (93). 
Tempus igitur, quo elementum Mw fine afccnfu 
fiuc defqenfu percurritur, erit zz

.v

Quod quia integrari non poteft per feries eius 
integrale exprimemus. Eft autem pofito 2
______ 1_______ __ 1 Z j , 1. x2 7>-t-c) 1 x\3 3 <?*) 

—VbcG\ 4~ 2 bc "• 8 6’F1

4- 4- etc. ). Hoc ergo per
multiplicatum et integratum dat tempus, quo 

arcus AM abfohutur -^6 "+" H-

“4 06’c1 iji»»?'----------- H crc.j. lo
tum vero tempus per arcum EA prodibit, fi fiat 
x~b , et ratio perifphcriae ad diametrum zzz it: i. 
quo pofito habebitur , yj- (24-8^4-7^!4-etc.) 
__ 'K^Za , b <ib2 . .— Fvi" (1 4~4^ 4-67^ 4- etc.). Vbi cocfficicn- 

tes
1£ -



tes i, ctc. ftmt quadrata cocfficientium^ 
1> |,qui prodeunt fi ( i-s)~| in .ferini refolut- 
tur. Ex hac igitur derie tempus, yero proxime 
p&dfr fnWfri? Q. B^IT “ 4 ' z M □

Corpllarjtw»ji
Q?o maior igitur arcus EA eft, eo ma- 

ius quqquc erit tempus, ^quo is percurritur, Ht 
enim pofito za tempus infinitum • quia 
corptis defcenfu lemicirculum nequaquam deferibe- 
IC pOtcftj T ,

Corollarium 2.
Si igitur corpus ofcillatorio motu mo-

uctur in arcu circuli EAF, erit tempus vnius itus 
vel reditus duplo maius, quam tempus vniu$ 
afcenfus vel defcenfus , quia tempus per 
ANF aequale eft tempori per AMG. Quare 
vnius itus reditusvc tempus, feu tempus dimidiae o- 
fcillationiserit (i 4- ^4-^ 4- ctc.). In
tegra vero ofcillatio tempore duplo maiore ab- 
foluctur.

Scholion i. . 4
164. Series haec tempus exprimens ftatim 

hoc modo poteft inueniri. Temporis elementum 
in hos favores refoluatur x 11 °~
rumque pofterior tantum in feriem commutetur
fcilicct hanc ^4» 4- etc.pofito
Quia autem poft integrationemnt x~b erit Vito—

7t;
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— f xdx __  17T& r X*dx __  vj.ir6* r XTdx
—J V(&c—x1) —*-* 2, > J^bx—x1) —' 2. 4- J ^x-i^ 

= . etc. Ex quibus totum defccnfus tem
pus vt ante colligitur—'^5 ( i 4-4-H?8 4- 
1H£ -+-ctc-)-

Scholion 2.
165. Quo appareat a cuiusnam aequationis 

conftru&ione fummatio feriei i 4-1; 4-fr?-h \ b tt r* 6*c
etc. pendeat, pono 7 ~ 77777 et lummam feriei 

— r * denotante c numerum, cuius log. eft — 
1. His pofitis ex mea feries fummandi metho
do in Comment. Acad. Petrop. Tom. VII. ex- 
pofita inuenitur fequens aequatio <7^- | ■ ^7——,
Ex qua aequatione , fi conftrui poflet, inuenirc- 
tur, q in t , indeqne ipfa fumma per t feu per ~ 
Quia autem aequatio conftrudionem non admit
tit in fc fpedata, apparet eam tamen conftrui 
poffe , quia fumma feriei per tempora in circu
lo ope quadraturarum aflignari poteft. Data e- 
nim fumma feriei ex ea conftruftio aequationis 
inuentae fequitur.

Corollarium z.
166. Si arcus AE, in quo defccnfus vel a- 

Icenfus abfolvitur , ponitur infinite paruus, tem
pus per eum tamen non fit infinite paruum. Eua- 
nefeit enim in expreflione temporis tantum b. 
eritque tempus defccnfus vel afcenfus per arcum 
AE euanefeentem —

Co-



Corollarium 4.
167. lunAa altera circuli parte AF cum AE 

ofcillationcs per arcum EAF euanefeentem fient 
infinite paruae, tempore tamen abfoluentur fini
to. Scilicet tempus vnius itus vel reditus feu 
tempus vnius dimidiae ofcillationis erit zz 5^-

Corollarium
168. Tempora igitur huiusmodi ofcillatio- 

num infinite paruarum funt in ratione fubdupli- 
cata compofita ex dire&a radiorum et recipro
ca potentiarum follicitantium.

Corollarium 6^
169. Haec eadem valent, fi potentia folli- 

citans non fuerit vniformis. Nam vtcunque va
riabilis ponatur, tamen, dum in corpus fuper 
arcu infinite paruo motum agit, conflantem ha
bebit valorenu

Corollarium 7.
170. Intelligitur, etiamfi curua EAF non 

fuerit circulus fed curua quaecunque, tum etiam quae 
hic allata funt ad ofcillationes infinite paruas fu
per hac curua pertinere. Tum vero loco radii 
a radius ofculi huius curuae in punfto infimo A 
eft accipiendus.

Corollarium
171. Huiusmodi ofcillationes fuper arcu in

finite paruo EAF efficiuntur ope penduli, cuius 
longitudo eft radius AC. Tempora •; 'nr ofcil- 

Tom. 1L K ktio- 
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lationum infinite paruarum pendulorum funt di- 
refte vt radix quadrata ex longitudine penduli 
et reciproce vt radix quadrata ex potentia fol- 
licitante.

Corollarium 9^
172. Si curua ANF non fuerit aequalis cur- 

uae A ME pro ofcillationibus infinite paruis ra
dium ofculi in A tantum confiderare fufficit. Sit 
is ~ a erit tempus afcenfus per arcum AF infinite 
paruum ~ atque cum tempus defccnfus per 
arcum A ME euanefeentem fit erit tempus 
vnius itus feu dimidiae ofcillationis fuper curua 
compofita EAE =□

Corollarium 10.
173. Si ofcillationes non fuerint infinite par

vae fuper circulo BAD, tempora ofcillationum 
maiora erunt , quo maiores fint ofcillationum 
arcus. Atque' fi ofcillationes tamen fint valde 
paruae , erit tempus talis ofcillationis ad tempus 
ofcillationis infinite paruae vt quadruplum diame
tri circuli finu verfo arcus percurfi au&um ad 
quadruplum diametri ipfum.

Corollarium ir.
174. Altitudo ex qua corpus eodem tem

pore ab eadem potentia £ follicitatum defeendit, 
quo fit defcenfus per arcum EMA infinite par
vum eft — ^eu ad odauam radii partem 
vt quadratum peripheriae circuli ad quadratum 

dii"
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diametri •, quam proxime ergo haec altitudo erit

Corollarium 12.
175. Super chorda autem arcus EMA cor

pus defeendit tempore eodem, quo per diame
trum circuli (102). Quare tempus defcenfus fu
per chorda infinite parua eft ad tempus defcen
fus fuper arcu refpondentc vt ad i. e. 
vt diameter ad quartam peripheriae partem. At
que tempus defcenfus cx diametro feti dupla pen
duli longitudine eft ad tempus vnius integrae o- 
fcillationis infinite paruac ex itu et reditu com- 
pofitae vt diameter ad peripheriam.

Scholion 5.
176. Si duo arcus circulares AE et FA fu- v< ' Fig, 4.

per quibus coninnftis ofcillationes peraguntur non 
funt aequales, ope penduli hac ofcillationes con
fici poffunt , fi in centro K arcus AF clauus in
figatur, vt filum CA , poftquam arcum- EA cir
ca centrum C defcripfit, in K retineatur et cir
ca centrum K arcum AF deferibat.

PROPOSITIO 19.
Problema.

177. Data potentia follicitante inuenire longitu* 
dinem penduli infinite partias ofcillationes conficientis 
quod fingulos itus reditusue uno minuto fecundo ab- 
foluat,

K 2 So-



Solutio.
Exiftcnte a longitudine penduli qnaefita et 

r potentia follicitante, vnitate vim gravitatis de
notante , eft tempus vnius dimidiae ofcillationis 
infinite paruaezz-^. Haec vero expreflio vt 
in minutis fecundis habeatur, longitudo a in par
tibus millefimis pedis Rhenani eft exprimenda, 
et formula per 250 diuidcnda, vt ex pri
mo Libro apparet. Qiamobrem habebitur tem
pus vnius dimidiae ofcillationis ~ minut. 
fec. Quare, cum hoc tempus vnum minutum fe
cundum efle debeat, erit irVa a~ 250 Vgr atque 

— 3 166^. part. mill. pedis Rhen. Haec 
•rgo eft longitudo penduli femiofcillationcs vn© 
minuto fecundo abfoluentis; Q. E. L

Corollarium i»
178. Longitudines ergo pendulorum eodem 

tempore ofcillationes peragentium, fed a diuerfis 
potentiis Pollicitatorum, fune in ipfarum potentia- 
xum ratione»

Corollarium 2.
179. Si potentia follicitans g aequalis eft vi 

grauitatis r , qui cafus in ofcillationes in fuperfi- 
•fuperficie terrae faftas competit , erit penduli lon
gitudo, quod itus reditusque Angulos vno minu
to fecundo abfoluit = 3, 16625 pedum Rhenaa. 
fcu trium pedum cum fexta pedis parte.

Sclu>
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Scholion. I.

180. Apprime conuenit haec longitudo cum 
ea , quam Hugenius per experimenta invenit; ex 
quo apparet nos in praecedente libro numerum 
15625. ferup. ped. Rhen. refte pro altitudine,ex 
qua corpus vi grauitatis follicitatum tempore v- 
nius minuti fecundi dclabitur , affumfiAe; ex hoc 
enim numero fluit numerus 250, per quem tem
porum exprefliones dividi debent, vt minuta fe
cunda praebeant. Cum igitur Hugenius longitu
dinis 3, 166. pcd. tertiam partem pro pede v- 
niuerfali haberi velit, quippe cuius longitudo vbi- 
que terrarum per obferuationes potefl determi
nari: continebit hic pes vniuerfalis 1055 parte» 
millefimas pedis Rhenani.

Scholion 2«
181. Obferuationibus vero hic pes vniuerfa- 

• lis fequenti modo commodiflime determinatur. 
Sumatur pendulum longitudinis/, quod ad mini
mas ofcillationes faciendas impellatur , numeren- 
turque cius dimidiae ofcillationes tempore vnitr» 
horae, earumque numerus fit n, ita vt vna femi- 
ofcillatio abfoluatur tempore min. fecund. 
Sit iam longitudo penduli femiofcillationes mi
nutis fecundis abfoluentis z. Quare cum tempora 
ofcillationum diuerforum pendulorum ab eadem 
potentia follicitatorum fint in fubduplicata ratione 
pendulorum (171.); erit1"0 : x — VJ: Vx idea-

’ ‘t.



que z zz ^{ooo et confequcnter pcsvniuerfaliszz

3 888'0000’

Corollarium 5.
182. Pendulum igitur quadruplo longius quam 

316$^ ferup. pedis Rhenani femiofcillationes du
obus minutis fecundis abfoluet ■, quia tempora o- 
fcillationum funt in fubduplicata ratione longitudi
num pendulorum.

Corollarium 4.
1S3. Cum femidiameter telluris fit 20382230 

ped. Rhen. fi tantae longitudinis pendulum conci
piatur, durabit eius vna femiofcillatio 25 36 min. 
fecunda. Quare in horis 24. prope 17 ofcillatio- 
nes integras abfoluet.

Corollarium 5.
185. Quia tempus dimidiae ofcillationis eft 

erit tempus integrae ofcillationis —. At 
huic tempori aequale eft tempus reuolutionis in 
peripheria circuli radii a a corpore motu libe
ro pcratftae , quod ad centrum circuli vrgetur vi 
—g, vt ex pracced. Libro apparet. Hanc ob rem 
tempus vnius ofcillationis integrae penduli femi- 
diametro terrae aequalis aequatur tempori , quo 
corpus proieAum in fuperficic terrae vnam re- 
uolutioncm perageret. Oftendit vero quoque Hugc- 
nius corpus hoc modo motum tempore 24. ho
rarum fere 17 reuolutiones effe abfoluturum.

A Co-



Corollarium 6.
186. Cum vis grauitatis fit ad vim qua cor

pus in fupcrficie folis ad centrum folis vrgetur, 
vt 1000 ad 4.1 ; erit longitudo penduli , quod in 
fuperficie folis femiofcillationes minuto fecundo 
abfoluit —77, 226 ped. Rhenan. Simili modo 
ob grauitatem in fuperficie louiszz^^J, tale pen
dulum longum erit 6, 4.4.8 ped. Atque in fuper- 
ficic Saturni ob grauitatem = “£7 talis penduli 
longitudo erit 4, 054. ped.

PROPOSITIO 20.
Problema.

'.c/*
1S7. Si fuerit curua BAD, fuper qua fiunt Tp]lg‘ 

ofcillationes, cyelois circulo diametri AC fuper baji ho
rizontali BD defcripta\ determinare tempus oscillatio
nis per quemque arcum EAF, exijlente potentia folli- 
citante uniformi et deorfum tendente.

Solutio.
Sit radius ofculi in A nempe AO=<7, qui eft 

duplum diametri circuli generatoris AC, erit er
go AC — ^a et pofita abfeiffa AP —r, et arcu re- 
fpondente AM—J, erit ex natura cydoidis 
zax. Sit. iam abfeiffa arcui EAE, qui motu o- 
fcillatorio percurritur, rcfpondens AG— b, erit 
celeritas in pun&o infimo A debita altitudini gb9 
et celeritas in M debita altitudini g (b—xf QPa" 
ie cum fit ds — erit tempus, quo arcus AM 

per-



percurritur ~ J T&^xy Eft vero

fi poft integrationem ponatus quo tempus per 
totum arcum AE prodeat, — n, Ceu pe-
ripheria circuli per diametrum diuifa. Quare tem
pus vnius afcenfus vel dcfcenfus eilm^^, et tem
pus vnius itus vel reditus per arcum EAF erit —

Atque tempus vnius integrae ofcillationis 
erit-^. Q. E. I.

Corollarium I. , • \
188. Quia in hanc temporis exprcfllonem 

littera quae quantitatem arcus EAF determinat, 
non ingreditur, omnium ofciilationum tempora, 
quae fuper eadem cycloidc perficiuntur , funt in
ter fe aequalia.

Corollarium 2.
189. Tempus ergo vnius cuiusque ofcillationis 

erit aequale tempori ofcillationis per arculum infi
nite paruum. At arculus infinite paruus congruit 
cum arculo circuli radio OA deferipti. Quare tem
pus cuiusque ofcillationis fuper cydoide BAD 
aequale erit tempori, quo pendulum longitudinis 
a ofcillationcm minimam abfoluit. Id quod etiam ex 
praecedente Propof. elucet, tempus enim minimae 
ofcillationis penduli eft zz: ~(167.), qua ea- 

• dem formula tempus vnius ofcillationis integrae 
fuper cycloidc expreffum inutnimus.

Co-
a



Corollarium $.
190. Si igitur pendulum ita adaptetur, vt 

corpus ofcillans in cycloide moneatur ; omnes 
eius ofcillationes flue fuerint magnae fine paruae 
aequalibus abfoluentur temporibus. Quare fi AO 
fnerit = 3166^ fcrup. pedis Rhen. fingulac femi- 
ofciliationcs minuto fecundo abfoluentur.
IU/ i3 ni mn? • ».>1 A: 1

Corollarium 4.
191. Omnes igitur dcfcenfus fuper cycloide 

ad punitum infimum A funt aequitemporanci feu 
ii6chroni; item omnes afcenfus ex punito in
fimo A donec celeritas fuerit abfumta. Tempus 
vero vnius afcenfus vel defcchfus eft vM-

Scholion r.
-

192, Propter hanc proprietatem cyclois tau- 
tochronae nomine appellari folet , quia omnes 
ofcillationes fuper ea eodem tempore abfoluuntur. 
Hugenius primus hanc eximiam cycloidis proprie
tatem detexit , ftatimque cogitauit de cycloide 
in locum circuli fubftituenda in ofcillationibus , 
id quod in horologiis effecit. Nunc tamen ho
rologiorum artifices hunc ofcillandi modum rur- 
fus deferuerunt, quod eius vfum nimis exiguum 
comperucrint. Atque certe in vacuo quaelibet 
curua ofcillationes ifochronas producit, quia per
petuo eiusdem magnitudinis exifiunt. In medio 
relidente vero , quo ofcillationes decrefcunt, cy- 
T4m.IL L clois 



clois hanc proprietatem amittit , idcoque nullius 
eft vtilitatis.

' . ; jq UJJf.H 1O OQ i

Scholion 2. J '
Tabula V, "• < '>'0.

Fig. a» . 193. Intelligitur etiam, fi duae cycloides AE
et AF diffundes in pundis infimis iungantur, o- 
Iciilationcs fuper curua compofita EAF aequali
bus temporibus abfolui. Nam cum iuper vtra- 
que tempora ivfccnfus vel dcfcenltis fint conflan
tis quantitatis , etiam fummae eorum nempe tem
pora fcmiofcillationum et integrarum ofcillationum 
inter fc cr,unt aequalia. Sit duplum diametri circuli 
generantis cycloidcm AF ~ a erit tempus vnius as- 
cenfus vel defcenfu^. fuper AF~Quare itus 
reditusve fu per curva compofita. EAF abfoluetur 
tempore —integravero ofcillatio tem
pore i r o '' z.,!

• --C 1 r <; ■ in-o*□ciiolion
194. . Ordo requireret, vt antequam ad alias 

potentiae (ollicitantis dire&iones progrediamur, 
effeiftus potentiae , cuius direftiones fint adhuc 
parallelae, fed variabiles euolueremus, motumque 
corporis a huiusmodi potentia follicitati fuper 
data curua inuc(ligaremus. Sed cum exempla mo
tum notatu dignum continentia nobis adhuc late
ant , htque principia, quorum ope motus fuper 
quaque curua cognofeirur, iam fint expofita, ple
niorem tradiationem do differemus, vbi curuas 

fumus 



fumus inuedigaturi, fuper quibus corpus a huius- 
modi potentiis follicitatum, data lege incedat.

PROPOSITIO 21.
Problema 

r , ----- ' l I ihlJJH ' ' iK» .OHO
196. Si corpus perpetuo vi quacunque ad cen

trum fixum C trahatur, atquefuper data curua AM 
moneaturdeterminare motum corporis fuper hac li
nea , et prejjionem , quam curua in Jm^ulis punctis 
fujlinet.

Solutio.
* " 1 4

Sit corporis celeritas initialis in A debita 
altitudini b, et pundi A a centro C didantia AQ 
~a. Celeritas vero corporis in quocunque cur
uae loco M debita fit altitudini v, et vis , qua 
corpus in M verfus C follicitatur fit ~ P, exiden- 
tc vi grauitatis corporis moti ~ 1. Dicatur di- 
ftantia MC,/, et arcus A M , s \ erit elemen
tum Mw— ds et Mnz=-dy. Centro C deferiban- 
tur arcus circulares MP, mp\ erit AP~ a— y, Pp 
— Mn~ —dy. lam dudta tangente MT in eam- 
que perpendiculo CT , erit MC: MTzzMw: M«; 
et MC: CTzzMm: mn, vnde erit MT“ et 
CT — Ex quibus, fi vis centripeta in
tangentialem fecundum MT et normalem lecun- 
dum MO refolvatur, erit vis tangentialis^—7^ 
et normalis zz Ex vi tangentiali ergo
habebitur dv ~—Pdy. Ponatur interuallum AP

L 2 —x,

Tabula V 
Fig, 6,



$4. CAPVT SEC^KD. DE M0T7 PVNCTI 

zzx, quo corpus propius ad centrum acccfiit, 
erit a—y — x et dx~ — dy. Quare erit dv — Pdx, 
et fi P a diftantia MC pendeat, poterit JPdx 
exhiberi. Ita igitur inte grali J P dx accepto, vt 
euanefeat pofito .r — o, erit v~ b -4- J'P dx. Ex
quo tempus per irCiim AM erit —Vis 

A normalis tota in prefiione curuae fc-
eundum MO infumitur. Quo igitur haec com
modius exponatur er cum vi centrifuga fimul ex
hibeatur, pono perpendiculum CT~p, erit vis 
normalis Deinde radius ofculi MO erit “ 
■Jy , ex quo habetur vis centrifuga — —zz 

cuius effedus eftedui vis normalis eft J n J *
contrarius. Quamobrem curua in M verfus MO 
premetur vi — Q. E. j.

Corollarium i.
196. Si igitur vis P a diftantia y tantuni 

pendeat, ita vt corpus in aequalibus a centro di- 
ftantirs aequaliter vrgeatur, celeritas corporis a 
diftantia quoque tantum pendebit, atque corpus fuper 
curua AM motum in aequalibus a centro diftan- 
tiis aequales habebit celeritates.

Corollarium 2-
197. Atque in quouis puncto AI celeritas 

tanta erit, quantam idem corpus acquireret, fi 
eadem celeritate initiali b ex A per interual- 

e J



lum AP dcfccnderet , exiftente nimirum CP ~ 
CM.

Corollarium 5.
198. Etiamfi igitur ipfa curua A M fit inco

gnita; tamen corporis fuper ea moti in quaque 
-a centro C diftantia celeritas poteft aflignari. Eft 
nempe pro diftantia y, b -\-J'Pdxy exiftente 
x~a-y.

Corollarium 4.
jpp. Si curua AM fuerit talis , vt preflio, 

quam corpus in eam exercet, fit nulla, erit cur- 
ua ea ipfa, quam corpus motum in A celeritate 
Vb inchoans libere deferiberet. Erit itaque pro 
motu libero Vpdy — 2.bdp-\-zdpjEdx. feu obr/.rzz 
—dy, habebitur Ppdy2dpjPdy~zbdp. Cuius 
inte'gralis eft p jPdy~bp' — bb* exiftente b per
pendiculo ex C in tangentem in A demiffo. 
Ex his aequationibus invenitur P— uti prae- 
ced. Libro pro motu libero inuenimus.

Corollarium
200. In motu igitur fuper quacunque curua 

AM, preflio, quam curua in M fecundum MO 

rmtinet, eit — — —
diff, p 2 v 
fd x (a ^x)’ ' 2 ' . i

Exemplum j.
201. Sit curua AM circulus centrum in C 

habens; erit motus corporis vniformis, propter 
-oO L 3 caa’



eandem eius perpetuo a centro virium C diftan- 
tiam. Quare erit v~b et jPdx^o, atque tem
pus per AM”^ — 7”. Deinde cum fit y — a,
erit et p~a et dp ~ dy. Quamobrem prCiho
quam curua fecundum MO leu verfus centrum C
fuftinet, prodibit zzP—
fi fuerit b /4 corpus libere

Ex quo perfpicitur , 
s per hunc circulum

motum iri

( * M»i.? ! 4 

v ? Jt<
202

Exemplum 2. QQ
. 1 . < ■. Sit vis centripcta P potcftati cuicun

que diftantiarum y proportionalis feti P z rn

curua AM fpiralis logarithmica circa centrum C,
ita vt fit p+zmy, et dp 

Tn Erit ergo V— b-hf-r

— mdy, atque<7.fzo-
/.V an~i~1 — v n-,_ 1 -4-/ w~a_

n / *

atque tempus per arcum AM («-{-1) f' 
V( 1 —m2)

T, 
k Prefn° q1™™

curua fecundum M O fuftinet ,
2w^n4_’

erit w( «H-3) y'

Ml

*

i:nqo5q hnv '<h iq-; > rn



Corollarium 6. '
203. Corpus igitur cum in centrum C'per

venerit, celeritatem habebit finitam, fi n-\- 1 eft 
numerus affirmatimis, altitudo enim ifti celerita-

1 ; . j :i- i . it :
ti debita eft 7—-—-7= 4- b. At i eft nu- 

merus negatiuus vel etiam zz<7 celeritas corporis 
in C erit infinite magna. i: 1 '

Corollarium 7.
204. In ipfo vero centro corpus vi infi

nita premetur dire&ione a centro tendente, feu 
vis, centrifuga praeualebit , fi fuerit a > — 3. At 
fi « <C — 3 r vis normalis prncyalcbit, atque 
eurua vi infinita verfus centrum ,premetu^ ,

PROPOSITIO 22.
Problema.

205. Si corpus perpetuo vi centnpeta ad cen- T™uIa J 
trum virium C trahatur , dataque Jit curua EAF 
ad oleiliandum idonea , determinare motum ofcillatori- 
um corporis Jopcr huc curua.

J !Sdlutio■ n ! r. ; . ..Sit vis centnpeta finitioni cuicunque diftan- 
tiarum a centro C proportionalis; erit celeritas 
corporis in aequalibu-s a centro C diftantiis, vt 
M et N, eadem. In E vero et F celeritas cor
poris fit nulla, maxima vero erit in puncto 

cur-I



.1'7 1

curuae A centro C proximo, ducaturque reda 
CAO. Corpus orgo per arcum EAF pfciUatio- 
nes abfoluer, ad quas definiendas matum, corpo
ris fuper ytraque curua AE et AF jnuefiigare fuf- 
ficit. Sit celeritas corporis t maxima, quam ha
bet in A debita Altitudini b, et celeritas in quo
cunque pundo • M debita altitudini v. Po,natur 
dirtantia CM, cui aequali^ fit CP,et vis ccn- 
tripeta in P. Sit CA—a et AP~x, atque 
AG = fc, fumta erit' y^a -p-.v et CG
zsCE—tf-Hfc. Polito arcu AM —r, erit tangens 
MC j quam perpendiculum ex C in eam demif- 
fum determinat ideoque vis tangentialis “

motui corpori 'crcfccntc y :eft contra
ria : vnde habebitur dv^z-Pdf— - Pdx et? v ~ b 
-fPdxy, integrali.JPdx ita accepto, vt euanefeat 
pofito x—o. Si-igitur ponatur v~o, dabit ex 
aequatione b~fPdx valor ipfius x erutus inter- 
uallum AG feu k. Tempus creo, quo arcus AM 
percurritur, eil —/v-^^, ex quo tempus per 
totum arcum AE prodibit, fi pofi integrationem 
ita inftitutam , vt integrale euanefeat pofito xz± 
k, feu fPdx — b. Simili modo tempus per ar
cum AF inuenictur, quo igitur inuento fumma 
horum temporum dabit tempus vnius fcmiofcilla- 
tionis. Q. E. I.

Corollarium i.
aod. Si curua AF fimilis et aequalis fuerit 

curuae AE tempora per vtramque erunt aequa
lia ,



lia , atque ideo tempus vnius femiofcillationi9 
aequabitur duplo tempori per AE.

Exemplum i.
207. Si arcus EAF fuerit infinite paruus, 

potentia follicitans P ob diftantiam a centro E 
inuariabilem, erit conflans ~g. Sit radius ofcu
li curuae in A feu AO = /’) erit AE arcus cir
culi hoc radio deferiptus. At ex natura circuli 
erit CT = et M T ==

Sed ob
et x refpedu a et h infinite paruum erit MT ~ 
V;abx(<M-b) _ T ___  ___ __________ __ b ( c-t-x) d x __ _

b cc "s 2'.abx\a-+-b) ■— V 2 a^x■( a-f-k ) —•

At cum fit v—b-SXi ideoque £ = 
gk-, habebimus v~g(k—x') atque elementum

temporis — ysgca-t-bj (&x—«-)• At J^^x—xi^ pofito
X — k fit — 7T peripheriae circuli exiftente diametro 
i. Confequentcr tempus per arcum AE infinite 

,,___ ^ab _  ar V 2 ab
paruum elt — ^2g{a+b) — 2vg^M-b?

Corollarium 2.
208. Si centrum virium infinite diftet , vt 

effet a zz 00 erit potentiae diredio fibi parallela, 
ideoque vt fupra erit tempus, quo arcus AEab- 
foluitur — —7! At fi arcus circuli EA fit linea 
reda , feu b =2 00 , erit tempus per EA — — 
Tom. II, M Co*



Tabula VI.
Fig.4.

Corollarium 5.
209. Si ergo hic cafiis comparetur cum ofcil- 

lationibus penduli a potentia £ quoque fed dire- 
diones fibi parallelas habente follicitati, erit pen
duli ifochroni longitudo zz Tempus enim 
vnius defccnfus feu afcenfus huius penduli eft zz 

irV 2 ab , -s x2Vgta-+-b) • (*#<».).

Exemplum 2.
210. Sit iam vis centripeta potcftati cuicun- 

que diftantiarum proportionalis feu Pzzj-n, et li

nea EF reda. Erit AM zz j — V ( y  — a') et4

4- OH-i) bfn~ n4“'. Vel dida CE zz
n -j-' i n -t- t q n-f-1 _  y n -4— 1

* «« = ■ („+7H ~ ’ ” ” =
Confequenter ob ds ~ habebitur tempus

ydrV (n-y-i') p
per AM (J+TryT+Ty Q!'od in- 
tcgrale ita eft accipiendum, vt fiat zz o pofitoj 
zz. a. Tumque fado y zz c habebitur tempus per 
lineam EA. Semiofcillatio vero feu motus per 
EAF aequabitur duplo huius temporis.

Co-

yn dy
X—y—a. Erit autem porro x —b-f-— zz b H-

— y «-+-«
— > pofitoquc v—o fiet yn+' ~
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Corollarium 4.

211. Ponatur vis centripeta diftantiis pro
portionalis feu w~i erit tempus per AM —~ 

feu pofito AE _ z ob — i* 
et y ~a 4~ r erit tempus per AM — J-^~s*j» 
vnde tempus per AE erit m Omnes igitur 
ofcillationes fuper hac reda abfoluuntur eodem 
tempore , dimidia nimirum ofcillatio tempore 
tt/s/ conficietur.

Corollarium $.
212 Si ofcillatio eft infinite parua, tempus 

vnius femiofcillationis fuper reda erit quoque 
mV —f, at cum vis centripeta tum vt conftans 
confiderari poflit, fit ea —erit g, ideo- 
que tempus vnius femiofcillationis — vt fu- 
pra §. 2qS.

Corollarium 6.
213. Q.uia dirediones grauitatis reuera con

vergunt ad centrum terrae , corpus in fupcrficie 
telluris fuper reda perfede horizontali ofcillatio
nes peragere poffet , nifi refiftentia et fridiones 
impedirent. Tempus autem vnius femiofcillatio
nis talis foret ( ob a ~ femid. terrae et g “ i ) 
2537. minut. fccund. (183.)

Mi PRO-



PROPOSITIO 23.
Problema.

2I+’ & corpus follicitetur a duabus quibus- 
cunque potentiis , quarum alterius dire&io Jit verti- 
calis MQ, alterius horizontalis MP: definire ntoium 
corporis ab ijlis viribus follicitati fuper data curua 
AMB.

Solutio. aioqa.5J
Sit celeritas in B nulla , ih M debita alti* 

tudini v. Vis follicirans fecundum MQ fit "P, 
et ea fecundum MP~Q. Ponatur BR —R 
M~z, arcus BMxw, quas litteras ad delcen- 
fum corporis cx quiete cx B adhibebimus. At 
pro aicenfu ex A quacunque cum celeritate . ini
tiali , qui motus ad ofcillationes referetur, fitAP

QM j PMzzAQ—j et arens AM — s r 
celeritas vero corporis in A debita fit altitudini 
b\ erit ergo t -4-x— conii, item z -4-y conft.
et w-4-z— conft. vnde dt-\-dx"0 et dw-{-dz 

Refolutis potentiis P ct Q in normales et 
tangentiales , erit vis tangentialis ex P orta — 
ct vis normalis ex P orta zzz: trahens fecun
dum MN. Deinde erit vis tangentialis exQor- 
ta et normalis ex Q— 90116 M nor“ 
mali eft contraria. Vtraquc vis tangentialis mo
tum per BM accelerat , ideoque erit dv — Pdt 
-4- Qdz, et v^JPdi /Qdz his integralibus ita

ac-



acceptis, vt euanefcant fabis t et z~o. Atque 
pro afcenfu ex A erit v — b—fYdx — /Qdy, his in- 
tegralibus ita fumtis, vt euanefcant pofitis x et y 
~o. Pofitis igitur in illa aequatione v — /Pdt 
-i-JQdZ) 7 —BD et z ~ AD fiet v — b. Qua
re tempus per BM erit et tem
pus per AM ~_/q^- Sumto elemen
to dt vel d x conflante erit radius ofculi curuae 
in M~si~m, atque vis centrifuga cuius direbio 
fecundum MN eft - Totalis
ergo vis, qua curua in M fecundum MN premi-

a __  Pdz—Q_d't. 2dtddz(JPdt-+-(QAz) n T tur clt~—----- 1-------- d^7T—*----- • QE.I.
Corollarium 1.

215. Si P eft funbio ipfius x vel t, quae’ 
cunque, et Q funbio ipfius y vel z quaecunque 1 
tam Pdx quam Qdy integrari poterunt; atque 
ideo celeritas v poterit exhiberi, et ope aequa
tionis pro curua tempus quoque.

Corollarium *
216. Quia quaecunque et quotcunque poten

tiae follicitantes , fi modo earum direbiones fint 
in co plano , in quo eft curua AMB , in huius- 
modi duas potentias poffunt refolui, haec pro- 
pofitio tatiflime patet et omnes cafus complebi
tur , quibus potentiarum dtrediones et curua funt 
in eodem plano.

M 5 Scho-
r



Scholion,
217. Patet etiam haec propofitio latius , fi 

pauca adiiciantur, et comprehendit cafus , quibus 
non omnes potentiarum dirediones funt in pla
no curuae. Tum enim hae potentiae in binas funt 
refoluendae, quarum alterae fint in ipfo curuae 
plano , alterae ad hoc planum normales. Illae 
igitur in plano curuae fitae eodem modo, quo in 
propofitione vfi fumus, tradatae dabunt accelera
tionem corporis ct preflloncm fecundum MN: al
terae potentiae, quia normales funt in curuam, 
in curua premenda tantum infumentur. Quare 
hinc duplex nafcetur prefiio, quam curua fuftinct, 
altera fecundum MN direda, altera ad planum curuae 
normalis. Harum igitur duarum prefllonum,fi media 
fumatur diredio prodibit diredio potentiae aeqinua- 
lentis, in qua curua premitur. Qnamobrem non eft o- 
pus, vt huiusmodi cafus cuoluamus, fed paucis attin
gemus motum corporum fuper curua , quae ipfa 
non eft in plano fita, vbi potentiam follicitantem 
conftantcm et deorfum tendentem ponemus.

PROPOSITIO 24.
Problema.

Tabula vi, 218. "Exiflente potentia follicitantc uniformi, 
4' eiusque directione reCta deorfum tendente , determina

re motum corporis fuper curua quacunque A M non 
in eodem plano conjlituta.

So-



Solutio.
Sit curua AQproiedio curuae A AI in plano 

horizontali , demiffisque ex pundis quibusque pro
ximis M et in in hoc planum perpendiculis MQ. 
et mq, ducantur ad axem pro lubitu affumtum 
AP normales QP et qp ; ponanturque AP — .r, 
PQ—, et QM — z. Sit corporis celeritas in 
A debita altitudini b, celeritas in M debita altitu
dini v. Potentia vero fit qua corpus in M 
fecundum M Q follicitatur. Dudta tangente MT, 
ct in eam ex Q perpendiculari QT, refoluatur 
potentia £ in tangentialem ct normalem. Erit ob 
MQ: Mf —dz vis tangentialis

Atque ob MQ: QT — 
dy^dz1): V^-hdj') vis normalis
Quia autem vis tangentialis motum retardat erit 
dv—-gdz et v~b-gzf vnde tempus, quo arcus 
AM abfoluetur, prodit =Vis 
normalis vero efficiet , vt curua in M a corpore 
tanta vi prematur iuxta direftionem ad Mw nor
malem et in plano QM///-; fitam. Premitur ve
ro curua praeterea a vi centrifuga fecundum di- 
re&ionem politioni radii ofculi oppofitarn vi — 

f defignante r radium ofculi curuae in M.
Inuenimus autem fupra §.71. politionem radii 
ofculi, ex qua proinde diredio vis centrifugae in- 
notefeit. Quantitas vero vis centrifugae dabitur ex 
radio ofculi, qui §. 72. eft inuentus; eft nempe r~

_________ rv t
V(dAMd^*--hd.4z’)-t"(diyd3a3^dzdJ^'/r Q E- 1.

Co



Tabula’ VI. 
Fig-

Corollarium I.
219. Celeritas igitur corporis hoc quoque 

cafu ab altitudine tantum pendet. Atque celeri
tas in AI tanta e(t, quantam corpus per QM alcen- 
dens cum celeritate in Q altitudini b debita in AI 
haberet.

Corollarium 2.
220. Non poterit ergo corpus ad maiorem 

altitudinem afeendere , quam ad Nam fi eft 
b—gz~o , corpus in ea altitudine omnem celeri
tatem amifit, iterumque dcfccndet.

Corollarium 3.
221. Incelligitur etiam, fi potentia non con- 

ftans fuiffet accepta, fcd variabilis P; tum inucn- 
tam fuiffe celeritatem in AI debitam altitudini b — 
fYdz.

Scholion r.
222. Si in plano verticali concipiatur curua 

AM ad axem horizontalem AQ relata-, fueritque 
AQ~ curuae AQ praec. Fig. et QM~ QM pracc. 
Fig. erit quoque curua AM aequalis curuae AM 
praec. Fig. Si iam corpus fuper curua AM afeen- 
dat celeritate initiali in A debita altitudini b, et ab 
eadem potentia £ Pollicitatum , habebit in M quo
que celeritatem altitudini b —gz debitam- Atque 
ideo tempus quoque afccnfus per A M congruet 
cum tempore afccnfus per A M in praeced. Fig. 
Hac igitur ratione motus corporis fuper curua non 
in eodem plano fita reduci poteft ad motum fuper

curua 



curua in eodem plano pofitn. Inter motus enim 
ipfos nullum erit diferimen; at prefliones, quas 
hae duae curuae fufferunt , erunt diuerfae. Quam- 
.obrem hoc modo preflio vt libet poterit variari 
manente motu corporis fuper curua eodem.

Scholion 2.
223. Pofuimus hadenus curuam, fuper qua 

corpus monetur , et potentiam follicitantem vna 
cum diredionc datas, ex iisque motum corporis et 
preffionem curuae deduximus. Nunc igitur cum 
haec tufficere poflint , ad alias quaeHiones pro
grediemur , in quibus ala pro datis accipiuntur, 
reliquaque funt inuenienda. Et 'primo quidem da
ta fit preffio in fingulis curuae pundis et poten
tia follicitans; ex quibus ipfa curua et motus fu
per ea debeat inucniri. Deinde aliis fidis com- 
binationibus inter eas res , quae in computum ve- 
Biunt, alias-iquaeftiones formabimus.

PROPOSITIO 25.
Problema.

224. . Si corpus a quacunque, vi perpetuo deor- Tabula vh. 
fum trahatur^ inuenire curuam A M , quam corpus 
fuper ea dejcendins ubique aequaliter premit.

Solutio.
Sit AM curua quaefita, dicatur fuper axe 

verticali abfeifla AP~^, applicata P M et 
curua AM — .c. Sit porro Vis corpus in M foi- 
licitans m P; ct altitudo debita celeritati in A”^;

Tom. IL N ent 



I

erit altitudo debita celeritati in M ~ b -4- fPdxt 
integrali JPdx ita fumto, vt euanefeat fido x~o. 
His pofius erit preflio , quam curua fecundum 
normalem MNfuflinet(83)x’yf -4- f
fumto elemento dx pro conflante. lam cum haec 
preflio debeat efleconflans, ponatur ea — erit 
kd.d — Pd'dy~\-zbdxddy-\-zdxddyjPdx. At fi po
natur ds conflans, habebitur k.ds dx— Pdxdy-y-zb 
ddy-y-zddyj Pdx, cuius integralis efl J zz

Quae aequatio cum P per X detur , 
confhui potefl', quia y in eam non ingreditur fcd 
tantum dy, Q E. I.

Corollarium j.
225. Exprimit /vfep^) tempus , quo cor

pus ex A celeritate initiali eadem , qua per A AI 
monetur, per altitudinem AP delabitun, etV(b-y- 
f Pdx dat celeritatem in eodem loco. Quare ce
leritas haec in P per tempus per AP divifa , dat 

ex qua proprietate curua AM determinatur.

Corollarium 2.
226. Tempus autem per AP quantitate con

flante quacunque puta Vc poteft augeri. Hacque 
quantitate conflante angulus, quem curua. in A 
cum AP conftituit , determinatur. Erit fcilicet fi- 
nus huius anguli pofito finu toto 1. Qua
re Vc maior non potefl accipi quam i ideo- 

que



SI^PTm DATA LINEA Iit vaceo: 99 

que fi motus in A a quiete incipit c debet efle 
—o.

Exemplum.
227. Sit potentia vniformis feu P—g , erit 

t- hdx   2W;M-gx)--2/iVM-2 Wc Idy (bgx \— —g----- - — —d^1 , vn- 
dc------------------------------------ atque SAy V (i-^-gx}

kdsY(b-\-gx')-^kdstjVc—Vb). Ex qua orietur 

fequens aequatio dy — ^^{by-gx} — ^^Xb-^-gx}-^^c—^b)*)• 
Sit V (b-\-gx) — t et — /c-4- Vb —: h, erit C 
ct dx zz His igitur fubftitutio habebitur dy— 

Haec aequatio tribus cafibus 
integrationem admittit, quorum primus eft, fi £ 
■—n,tum enim inueniturcurua,quam corpus in A pro- 
iedum libere deferibit. Alter eft cafus , quando 
b — o, feu Vb—Vc, tum enim habetur ,
feu linea fatisficiens erit re&a inclinata. Si ter
tio k—g, feu fi tota prefiio aequatur vbique vi fol- 
licitanti corpus g; erit d]y cuius
integralis eft gy — y /7) 4- conft.
Conftans haec, quia pofito x~o tcMt — Vb, fitj 
sio, debet efle—------ ---------r(z.bVb-b ). Rc-
flituto ergo 'V^b-V-gx) loco t ct pofito Vb—yc~ 
h~Va habebitur -4——(b-^-gx—a V(db-y-gxy^Va 
(Jj-4~gx)—b-{-V a b)V (2 V ab—a). Quae eft aeq ua- 
tio pro curua quaefita, in qua a debet efle numerus 
; N 2 mi- 



minor quam b. Si corpus ex quiete cadere de
bet, alia linea praeter redam non fatisfacit. De
bet enim effe c—o, vt angulus ad A fit realis, ct 
propterea habetur

Corollarium 5.
22S. Aequatio algebraica inuenta, fi ab irra- 

tionalitate liberetur, fit ordinis quinti. Si in 
ea ponatur a~b , quo cafu curuae tangens in A 
eft verticalis; prodibit ~(g.r — V(a‘-\~gaxY)
V (2 Y (az .V) — a} -4- a.

Corollarium 4.
229. Si generaliter tangens in A debeat efle 

verticalis, erit V c~ o, atque ideo prodibit ifta 
aequatio tangens
in A ponatur horizontalis erit IcVe — g^b habe- 
biturque haec aequatio 

■ ■
Scholion.

230. Vocatur haec curua linea aequabilis pref- 
fionis, eiusque folutio extat in Comment. Acad. 
Parif. quae cum hac noftra egregie conuenit. Ce
terum cx folutione conftat, fi potentia non fuerit 
conftans, fcd vtcnnque variabilis P, aequationem 
inueritam nihilominus integrationem admittere, fi 
preflio in curuam ipfi P debeat efle proportiona
lis. Erit enim kzzwP atque pro curua quaefita pro» 

dibit



... . r Pdx)dibit fcquens aequatio —As V(b-+-fPdx) ) CU"

ius integralis eft dy~V fb-y-JVdx} zz. indsV (b-\-fPdx} 
-y-mdsVc. Haec aequatio, fi fuerit c—o erit pro 
linea redta ad horizontem inclinata. At per V c 
definitur angulus, quem curua in A cum verticali 
conftituit, cius enim finus eft m 4- . Quare fi
fumatur V c ~ — V b curua tanget in A verti
calem. Praeterea haec curua hanc habet proprie
tatem, vt tempus, quo arcus AM percurritur pro
portionale fit w.AM —PM. Denique ex folutio- 
ne huius propofitionis fluit folutio fequentis, in 
qua ex data curua et preflione aequabili quaeritur 
quantitas potentiae deorfum tendentis.

PROPOSITIO 26.
Problema.

231. Data curua AM et celeritate initiali in Tabula vti, 
A debita altitudini b, inuenire quantitatem potentiae Fie- 
perpetuo deorfum tendentis , quae faciat, ut corpus 
fuper curua AM defeendens curuam ubique aequaliter 
premat.

Solutio.
Sit potentia follicitans quaefita —P, didtisque

• AP— x, PM=.7i ct AMz:r , atque preflione, 
quam curua fuftinet zz k ; habebitur ifta aequatio 
kds dx — Vdxdy ^-ibddy-^-zddyfPdx^iA^in qua ds 
eft elementum conftans. Ex hac igitur aequatio
ne quantitatem P erui oportet. Aequatio autem

N 3 per



per dy multiplicata et integrata dat kdsfdxdy ~ 
dy*fYdx-4- bdy*, ex qua prodit flPdx -4- b — 
fdx dy, quae differentiata dat P — jy — 
fdxdy. At integrale jdxdy ita eft (umendum, vt 
pofito x~o fiat jy- fdx dy — b. Quo autem haec 
integratio facilius fucccdat , ponatur dy ~pdx erit 
ds — dxV(i-yp*), et fdxdy — dsf^^, ideoque

fdx dy —fvf^ppy Ex qua aequatione 
prodibit P Z J Q E. I.

Corollarium i.
232. Ex hac aequatione quoque fiatim cele

ritas corporis in fingulis pun&is habetur ; altitu
do enim debita celeritati corporis in M eft b -4- 
/ ^dx ~ fdxdy Z Tempus vero,
quo arcus AM abfoluitur,1 eft Z

Corollarium 2»
233. Pcrfpicuum eft ex aequatione inuenta, 

quantitatem potentiae P eo fore maiorem , quo 
maior fit/:, ceteris paribus; variabilis enim eius 
valor du&us eft in preflionem k.

Corollarium 5^
234. . Etfi vero non videatur potentia P a 

celeritate initiali b pendere, quia in expreflione 
b non 



b non incft«> tamen pendet P ab b ob integralc 
quod ita eft accipiendum, vt pofito x 

. . r kd-+-pi>) r pd» — 1 .Z®» nat —^1— J^\-^pp) _ b. Variata ergo ce
leritate initiali alia prodit potentia follicitans j 
tamctfi curua propofita eadem maneat.

Exemplum 1.
235. Sit curua AM parabola in A verticem 

et axem horizontalem habens-, ita vt fit aj ~x*. 
Erit ergo = hineque p = , et
— — i V(a’-h4-v') 4- C. Quate erit

3f pdx___ ___  k{a2^x2)2 . kW+tf) „
p2 J\( i-hpp) — s*2 ~T- • y^uae

quantitas cum debeat efle — b, fi fic x~0, erit 
r .— —a r pdx    ^{a2-i-^x2) — a r ..'----- ieu — 2----- • P-x quibus
.inuenictur P~In jpf0 er. 
go punAo A potentia Perit infinite parua, tam nu
merator enim, quam denominator euanefeunt,fitque 
valor iftius expreflionis ~o. Celeritas vero in A 
non poteft efle arbitraria , etiam fi conflans C 
videatur ex b determinata. Nam C talem tantum 
habet valorem , qui expreflionem b 4- fPdx — 
f d x dy reddat finitae magnitudinis. Pendebit 
ergo b ab a eiusque valor inuenictur, fi in ex- 

3
pieflione ------ -—8~r----- x—, ponatur x—o. 1 um
autem prodibit bz^-^. Hac ergo celeritate defeen- 

fus 



to^CAPrT SECVND. DE MQT7 PANCTI 

fus incipere debet, vt prefiio vbique aequalis a 
potentia P inuenta oriatur.

A — * " • ’*

Exemplum 2.
236. Sit curua AM circulus radii a tangens 

redam AP in A, erit y~a —V (a—x*) ct 
atque V(i^pp} — Fiet crgo/^^j
—~ ad quod conftantem addere non li
cet, quia fit infinitum euanefcente x.
Erit ergo k. ~ b 4- fpdx,
quare celeritas corporis erit vniformis , ideoque 
potentia Pollicita ns euanefeit. Perfpicuum enim 
eft corpus a nulla potentia Pollicitatum in peri- 
pheria circuli aequabiliter progredi, eiusque vim 
centrifugam effe vbique eiusdem magnitudinis.

Exemplum 5.
237. Sit curua AM cyclois bafin habens ho

rizontalem et cufpide tangens verticalem AP in A; 
ita vt fit dy~Habetur ergo p — v 
et V(i-HP) = Q.l,arc erit

4- C et k-^ - W. Sumta 
ergo conftante C finitae magnitudinis fit Z» — oo, 
quare nat C~o, erit b -+~JPdx — , ct h~ ot

'Prodibit igitur P~j—£. Si itaque corpus fuper 
cycloidc AM ex A defeendat ex quiete ct folli- 

citctur 



citetur deorfum a potentia, quae reciproce eft vt 
radix quadrata ex abfeifla AP, corpus vbiqua 
curuam aequali vi premet.

Scholion.
238. Dantur igitur cafus , quibus celerita

tem Vb non pro lubitu aflumere licet, quem
admodum in his exemplis euenit. Quoties enim 

fit infinite magnum fafto x~o, conflans in 
integratione ipfius 7^77] addenda plerumque hoc 
ipfo determinatur, quod celeritas initialis non 
debeat cfTe infinite magna. Scmpcr autem , fi 
curua in A tangit redam AP, fit infini
tum pofito x~o, id quod in caufa etiam eft, 
quod in exemplis allatis celeritas initialis non 
Ct arbitraria.

PROPOSITIO 27.
Problema.

239. Si corpus a quacunque vi perpetuo deor
fum trabatur ; inuenire curuam A M , fuper qua 
corpus ita mouetur, vt tota preJJ.o, quam curua fu- 
Jiinct, datam habeat rationem ad prejjionem a vi 
normali ortam.

Solutio.
Defcendat corpus ex A celeritate debita al

titudini b, et pofito AP — x , PM—y } AM—r, 
Tum. IL O fit 

Tabula VIL 
«♦ j



fit potentia corpus in M follicitans —P, erit al- 
titudo debita celeritati , quam corpus in M ha
bet , — b-^-JPdx. Tota vero prefiio quam cur- 
ua in M fecundum diredionem normalis MN, 
fuftinet = 4- fumto ds pro ele
mento conltante. lam habeat fc haec prefiio ad 
vim normalem vt m ad i ; erit (w— i) Vdxdy 
zzzddy (b Vdx') ; quae eft aequatio pro cuma 
quaefita. Haec vero reducetur ponendo v loco 
b-t-fPdx, ad hanc formam — 2-^y, quae in-

m— i
tegrata dat 2 /^ — (w—1) ’ ^eu =

m— 1
_ <v 2 dx

a 2 dy. Ex qua habebitur dy = y
m—1

dx(b-\-fPdx} 2

pro curua quaefita. Q. E. I.

Corollarium i.
24.0. Celeritas corporis ibi eft nulla, vbi 

~0, feu vbi curuae tangens eft verticalis, fi qui
dem ^4-' fuerit numerus pofitiuus , feu fi m ma
ior fuerit vnitate. In his igitur cafibus curuam in 
A tangere ponemus redam AP, et celeritatem 
initialem feu b~o.



Corollarium 2.
141. Qiiare fi m i , feu fi preflio tota ma

ior eft, quam preflio a vi normali orta; curuam
m— 1

, , . ... . , dx (f?dx) 2
quaefitam dabit ifta aequatio

in qua j'Pdx ita debet accipi, vt euanefeat poli
to X—O.

Corollarium 5.
242. Si m ~ i , vis centrifuga euanefeet, et 

propterea linea quaefita erit reda. Fit autem 
ex aequatione ddj—o, quae eft proprietas lineae 
redae.

Corollarium 4.
243. Si m—o tum tota preflio euanefeit, 

quare tum prodibit curua, quam corpus celeri
tate fila altitudini b debita proicdum libere de- 
feribit. Pro hac igitur curua habebitur illa ae- 
quatio dy=z^^.jPAxY

Corollarium 5.
244. Si w eft vnitate minor, tunc vis cen

trifuga erit contraria vi normali , et propterea 
curua AM erit concaua deorfum. Ponamus igi
tur in A curuam efle normalem ad AP, erit b~ 
a. Polito igitur Aznr/, habebitur pro curua quae- 

1 -m
a 2 dx 

f.ta haec aequatio
O a Co-



Corollarium 6-
24.5. Pro motu libero igitur , quo cafu eft 

Tii—O) inuenietur curua a corpore defcripta , fi 
in A horizontaliter celeritate altitudini a debita 
proliciatur, cx hac aequatione dy — •

. <
Exemplum i.

24.6. Sit vis follicitans vniformis fcu P —g 
erit JVdx ~gx. Cafibus ergo quibus 111 > 1 , et 
corpus in A cx quiete defeendit, aequatio pro 
curuis quaefitis, feripto loco «, erit haec dy

x 2 dx
— At fl fit m<* > et corpus
in A celeritate altitudini a debita proficiatur ho
rizontaliter , curua fuper qua corpus moneri de
bebit, feripto gc loco U) exponetur hac aequa-

1 —m 
C 2 dx

tione Hae ergo curuae

erunt algebraicae, fi vel vcl fuerit
numerus integer affirmatiuus. Hoc vero euenit 
fi m fuerit terminus vel ex hac ferie 3 , y, | , 
4, ctc. vel ex hac ferie o, y, J, | 
ctcet.

Corollarium 7.
247. Si igitur tota pi effio triplo debeat cfTc 

maior quam vis normalis, curua erit circulus tan
gens 



gens rcftam AP in A. Namque erit dy^r^^i} 
feu y—c—V(/—x2)} aequatio ad circulum radii c.

JOfJO 
Corollarium 8 •

24 .8. Sit tota prefiio duplo maior quam 
vis normalis, feu vis centrifuga aequalis vi nor
mali cum caque confpirans; erit curua cyclois 
cufpide verticalem in A tangens. Aequatio enim 
ent dy—

Exemplum 2.
249. Quaecunque fuerit potentia follicitans 

P, requirantur curuae eiusmodi , vt preffio tota 
quam curua fuftinet , fit duplo maior quam 
vis normalis feu quam vis centrifuga, quae hoc 
cafu illi aequalis erit. Fiat igitur w~2 , et pro 
curua quaefita haec habebitur aequatio dy——^^ 
Seu dido J'Pdx~X erit dy — dx V 
Hoc exemplum ideo attulimus, quod in fequen- 
tibus demonftrabitur curuas huius proprietatis ef- 
fe fimul lineas celerrimi defcenfus.

Corollarium 9.
250. Perfpicitur ergo infinitas effecuruas quae- 

ftioni fatisfacientes, propter quantitatem a arbi
trariam. Atque infinitae hae curuae omnes tan
gent reftam AP in A. . . a

' . f hJ >0 ' ' ‘
O 5 ScIiO’



Scholion. i.
251. Ex folutione huius problematis appa

ret, quomodo problema inuerfum , quo curua et 
ratio inter totam preflionem et vim normalem 
datur, at quantitas vis follicitantis dcorfum ten
dentis quaeritur, folui debeat. Cum enim fit v 
ds~a'^~-dy feu pofito dy—pdx, V

. m- 1
m . aP~2~(i^pp) — a -y—perit v —-------------- — P 4-

> V d x \ hineque differentiando P</.r —
3 -m

2apm-1dp 
■------------------ • Confequenter inuenitur P ~
(w— 1) (1 -y-ppyn^

3—m
2 ap m—। dp

- ------------------ Vbi notandum, cclcri- 
(m—1) (i-^pp) m—। dx
tatem initialem iam effc datam , nam formula

"‘—f
•----------- 1— j u in ea ponatur X—Oj dat P.
(i-y-pp^—i

Scholion 2.
252. Simili modo fi motus corporis feu ce

leritas eius in fingulis locis detur , atque relatio 
prefllonis totius ad vim normalem, inuenietur ex 
celeritate ftatim potentia follicitans. Vt fit v al
titudo debita celeritati in M, erit ob b-y-JPdx



m— i m— 1
P~» atq116 aequatio v 2 ds — a dy 

dabit naturam curuae requifitae. Cum enim v 
fit data , dari debet vel in x vel s et conflanti
bus quantitatibus, fcilicet quae ad curuae naturam 
exprimendam adhibentur. Ceterum eadem pro
blemata in hypothefi virium centripetarum vel 
plurium potentiarum follicitantium propofita non 
habent plus difficultatis, etiamfi ad magis perple
xas aequationes perueniatur. Atque cum fimpli- 
cia exempla in medium proferre non liceat ad 
illuflrandum, ea potius relinquo; hocque eo ma
gis, quod in fcqucntibus , vbi de brachyflochro- 
nis agetur, eiusdem naturae curuae prodeant, 
quas ibi diligentius expofiturus fum. Nunc igitur 
ad ea progredior problemata , in quibus motus 
quaedam proprietas proponitur, ex qua coniun- 
da vel cum potentia follicitantc curua quaeritur , 
vel cum curua ipfa, potentia follicitans. Proble
mata vero nimis facilia, vt quando vel fcala 
ccleritaturp , vel fcala temporum daretur , 
praetermitto, cum ex expreffionc celeritatis vel 
potentia follicitans, vel ipfa curua fponte fluat, 
atque temporis expreffio facillime ad celeritatem 
deducat. Hanc ob rem huiusmodi afferemus quae- 
fliones, in quibus non ipfae celeritates vel tem
pora dantur, fed relationes quaedam ab iis pen
dentes.

PRO-



Ttbula VI.
Fig. 3.

PROPOSITIO 28.
Problema

253. Sollicitetur corpus a quacunque potentia 
deorfum tendente \ inuenire curuam AM fuper qua 
corpus defendens motu aequabili deorfum feratur t 
feu aequabiliter a horizontali AB recedat.

Solutio.
Pofitis AP—.r, PM ~y, AM~f, er poten

tia follicitante — P, fit celeritas corporis initia
lis in A debita altitudini b, erit celeritas in M 
debita altitudini b-\-fPdx. Quare tempufculum, 
quo elementum M percurritur, eft 7^:774^- 
Quia autem motus per A M refpondere debet 
motui aequabili per AP , concipiatur corpus mo
tum (nper AP celeritate conflante debita altitu
dini b, debebit tempus per Pp aequari tempori 
per Mm , vnde habebitur , feu
dy^b — dx^jPdx. Pono autem celeritatem ini
tialem congruentem cum celeritate dcfednfus , vt 
curua in A tangat verticalem AP, ct corpus pri
mo principio redta defeendat.Nam quia propter mo
tum acceleratum necefle eft vt curua continuo 
magis ad horizontem inclinetur, eius initium 
commodiflime fumetur in A, vbi curua eft verti
calis. Prodiitque ergo pro hac curua aequatio 
dy V b~ dx V fPdx. Q E. 1.

Ci ■ Co-
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Corollarium 1.
254. . Haec ergo curua hanc habet proprie

tatem , vt quo maior fit corporis celeritas , eo 
magis quoque curua in eo loco ad horizontem 
fit inclinata.

Corollarium 2.
255. In loco ergo fupremo, vbi celeritas 

corporis eft minima, inclinatio curuae debet ef- 
fe minima, feu tangens curuae in eo loco de
bet elfe verticalis.

Corollarium
•256. Celeritas igitur initialis Vb non pot- 

eft eife nulla, quia ei aequalis eft celeritas re- 
fpediua, qua corpus deorfum progreditur, feu ab 
horizontali AB recedit.

Scholion 1.
257. Vocatur haec curua linea aequabilis de- 

fcenfus, quia corpus fuper ea defeendens aequa
bili motu deorfum progreditur. Lineae huius in- 
uentio extat in Ad. Erud. Lipf A.1690. pro hy- 
pothefi grauitatis/ feu potentiae follicitantis vni- 
formis. Satisfacere autem huic quacftioni demonftra- 
tur ibi parabola cubicalis Neiliana, quae eadem 
in exemplo fequente prodibit.

Exemplum i.
258. Sit potentia follicitans vniformis feu 

P— g, erit JFdx^gx. Quare pro curua quaefita 
Topi. H. P habe? 



habebitur ifta aequatio dy b dx Vgx, quae 
integrata praebet hanc, 3.7 Vb zz 2xVgx, feu~ 
— xSj quae eft pro parabola Neiliana ciifpide in 
A verticalem AP tangente, cuius parameter eft 
Pro quaque ergo alia celeritate initiali, alia eft tu
menda parabola.;
? 7 < Exemplum 2. -

259. Sit potentia follicitans P poteftati cui- 
cunque abfeiflarum data linea audarum proportio- 

, r (/74-^)™-'-««-^*
nahsvt P zz —n---- , erit/P^-^^-p---------
Quamobrcm pro curua fatisfaciente habebinir ifti 
aequatio dy V(»4~i) bfn zz V(r74~x)n^,~‘^ 
Si a~o , ita vt potentia follicitans P fit poteftati 
exponentis n diftantiarum corporis a horizontali 
AB proportionalis, erit ^'^^4-1) b^—dxVx^^ 

n±i
cuius integratis eft y V (7/4-1) b / n —---- , feu

w4~3
bj'nyz — xn-^* . At «4-x debet efle 

numerus affirmatiuus, alioquin JPdx fieret infini
tum , quia cuanefccre debet fado x~0. Fit ergo 
«4-3^>-; quare fatisfaciunt parabolae verticibus 
in A verticalem AP tangentes. Vt fi «zzi feu P 
zz-J, fatisficiet parabola Appolloniana, cuius pi- 
rameter eft 2 V 2^/

Scholion. 2.
26'0. Ex huius propofitionis folutione perfpi- 

citur quomodo cius inuerfa, qua data curua, quae
Ht 



fit linea aequabilis defcenfus, requiritur potentia 
follicitans. Cum enim fit dy Vb — dxVfPdx , erit 
fPdx Ex qua oritur pofito dx conflante,
P Perfpicitur ergo potentiam P a cele
ritate initiali Vb pendere. Curua vero data ita 
efle debet comparata, vt in A tangat verticalem 
AP- Si curuae radius ofculi in M dicatur r, erit

— rdx* Quare fi ex. gr. curua AM fuerit cir
culus tangens AP in A, cuius radius ~ a, erit r
~ t/j' zr er^ ds — Pro cir
culo ergo erit P~ Celeritas vero in M
debita eft altitudini b j P dx ~

Corollarium 4.
261. Patet ceterum ex aequatione, quam 

inucnimus , ~ virali tempus quo arcus AM
defcribitur, aequale efle tempori, quo corpus vnifor- 
miter celeritate altitudini b debita abfeiflam AP 
percurrit. In hoc ipfo fcilicct natura lineae ae
quabilis defcenfus nititur.

PROPOSITIO 29.
Problema.

262. Trahente uniformi potentia ubique verti- Tabula vn, 
edit er deorfum, invenire curuam AM, fuper qua 1S’ 3’ 
corpus aequabiliter verfus datam plagam AP progre
ditur.

P 2 So-



Solutio.
Sit AM curua quaefita, ct pro axe fumatur 

cius tangens AP, quae verfus datam plagam di
rigitur. Problema ergo requirit, vt corpus fuper 
AM motum a potentia vniformi g follicitatum 
eodem tempore ad M perueniat, quo corpus mo
tu aequabili nempe celeritate Vb latum abfeiffam 
refpondentem AP percurrit, eritque celeritas ini
tialis in A debita altitudini b. Dicantur AP— xt 
PM — y, et AM~r , ducaturque verticalis AQ, 
in Q (ecans horizontalem MQ. Celeritas igitur 
corporis in M tanta erit , quantam in Q. ca
dendo per AQ cum lua celeritate Vb acquireret; 
quare celeritas corporis in M debita erit altitu
dini b-±~gz dida AQ— z. Per conditionem pro
blematis vero debet effe/y —j^b <cu 
— vnde oritur hacc aequatio dyV bzzdxVgz. 
At z in x etj' dabitur ex angulo PAQ; fit finus 
huius anguli — w, erit cofinus — V(i— ni~) pofito 
finu toto = i. Nunc erit : m~ AP(.v):
PO, ex quo erit PO—ideoque MO —

At AO fiet - y^. Deinde ob 
i:w=MO:OQ, erit OQ~ Con-
fequeuter A 2 zr w x V (i — in), et hinc dy
----dz dxV(l—m’) „— In m—• Quo valore in aequatione in- 
uenta fubflituto prodit dz ~Vb"dx Vb(y—m ) 4- 
mdx Vgz, quae transit in hanc dx —

Cu-



Cuius inregralis inuenitur x =
Ql,ac aquatio , locos valore my, 

-4-.rV(ir-^’) fubftituto, dat naturam curuae quae- 
fitae. Q E« I*

Corollarium 1.
263. Curua ergo fatisfaciens femper eft li

nea transcendens, nempe a logarithmis pendens, 
nifi fit in vel 0 vel 1, i. e. nifi reda AP vel fit ver
ticalis vel horizontalis.

Corollarium 2.
264. Si igitur m~o problema cum praeceden

te conuenit, fit enim z~x, ideoque curua expri
metur hac aequatione dy Vb — dxVgx} quae dat 
parabolam cubicalem vt fupra.

Corollarium 5.
265. Si in~i fit hnca AP horizontalis, ct 

Z~y- Habetur ergo dx — , feu A’=: •^, feu
.Y*~ Haec ergo curua eft ipfa proiedoria , 
quam corpus in A celeritate V b horizontaliter 
proieAum libere deferibit. Haec enim curua, vt 
ex fuperiore libro intelligitur, hanc habet proprie
tatem , vt motus horizontalis fit aequabilis.

Corollarium 4.
z66. Si x et y, et confequenter z eft valde 

paruum, erit /(1 —H i-m*))—a»(i —m 
■+■ > qnam proxime. Initium cr-

P 3



go curuae AM exprimetur hac aequatione x zzzz 
ftu ob *=*«y4-xV(i-^ iiu

Quie reducitur
ad hanc ^4^“ — (47 4- x V (i — m*))*.

.1 i7K;iv;HoTdO 
Corollarium 5.

Si w~i , feu fi linea AP eft horizon
talis, et feries logirithmo illi aequalis continue
tur in infinitum, haecquc feries loco illius fubftitu- 
atur , termini omnes prae inpnitefimo cv> euane- 
fcent. Dabit autem infinitefimu> z~0, fen j'~o, 
id quod indicat hoc cafu lineam redam horizonta
lem quoque fatisfacerc. Id quod quidem pirieeft 
perfpicuum, nam corpus fuper reda horizontali 
aequabiliter progredietur, ideoque motus cius ho
rizontalis eft aequabilis.

Scholion i.
268. Mirabile igitur videtur, quod aequatio 

difFcrentialis et intcgralis quoque, quae prodit fi 
ponatur wzi , parabolam tantum praebeat , et 
redam horizontalem excludere videatur. Sed no- 
tandumeft, lineam redam horizontalem pro omni
bus quoque plagis AP fafisfacere cum motus in ea 
fit aequabilis , atque ideo verfus omnes plagas ae
quabiliter progrediatur. Perfpicuum autem eft ae
quationem noftram generalem hanc redam com
prehendere non poffe , quia redam AP nusquam 
tangit, nifi in cafu w zz 1, quo cum ca con

gruit. 



gruit. Atque haec ipfa ratio quoque eft, cur pro 
cafu etiam w—i linea re&a non direfte inueniri 
queat.

Scholion 2.
269. Manifcftum quoque eft eadem opera pro

blema latiori fenfu acceptum folui potuifle , fi fci- 
licet potentia follicitans non vniformis fcd varia
bilis vtcunque effct pofita. Namque fubftituto P 
locp. g, et JPdz loco gz in aequatione differen- 
tiali, prodiflet haec aequatio dy V b ~ d x V fl?dz 
pro curuae quaefita. Habet vero z eundem valo- 
rem quem antei Quare fi P ab altitudine z et 
conftantibus tantum pendent, poterit jPdz vel in
tegrari vel per quadraturas exhiberi. Atque tum 
aequatio pro curua poterit conftrui, pcrucnictur 
enim ad hanc agnationem dx £ 
in qua variabiles x ct z funt a fc immeem fepara- 
tac. Nolui autem problema nimis lata fignifica- 
tione confufum efficere. Quando enim latior fi- 
gnificatio neque plus difficultatis habet in fc, ne- 
quq ad peculiarem vium accommodari potelt , eo 
relidFo particulare tantum problema pertrada- 
re conftitui. Propter eandem rationem fequens 
problema ifoebronae paraccntricae in hypothefi 
tantum potentiae vniformis et deorfum diredac 
refoluo. ' ' ‘ ' '
~r- Ajv w.IA amii

t • IT t r- ’lb \t? T mnino nob ’ mr. ; j
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Tabula VII. 
F»6-4-

PROPOSITIO 50.
Problema.

T ; J:p
170. In bypotbefi potentiae follicitantis unifor

mis et deorfum tendentis inuenire curuam A M Jtiper 
qua corpus defeendens aeqyabiliter a dato puncto C 
recedit,

-i Solutio^ ■ - !-
Sit AM curua qwaefita, eius fumatur tangens 

CA, quae per datum pundum C transit, erit 
corporis in A celeritas minima, i Quia enim haec 
celeritas tota ad recedendum a C impenditur, in 
aliis curuae elementis necefle eft , vt celeritas fit 
maior, eo quod cius tantum pars ad rcceffum in» 
fumitur. Fundum A ergo erit fupremum curuae 
quaefitae.Sitigitur celeritas corporis in A debita alti
tudini b, hacquc celeritate concipiatur corpus per 
AP vniformifer moiieri: debebit itaque hic motus 
cum defccnfu corporis fuper curua AM ita con* 
uenire, vt ad quaeque punda P et M aequaliter 
ab C diftantia fimul periieniatur. Pofita celeri
tate in M debita altitudini v , ducatur CP~CM 
m*, et fit finus ang. PCM~?, pofito finu toto 
m. Ducantur arcus circul 
C, erit Mn—Pp — dx, et 
dt. Quare erit finus ang.
Erit igitur mn — 7*^), atque M;« zr V {dx'-f- 

Cum ergo elementum Mw celeritate Vv
* ‘ * J

lares PM et pm centro 
ang. pCm finus~Z-+- 

m L n — V(,_tn.-x

co-



eodem tempore defcribi debeat, quo elementum 
Pp celeritate V b erit — V ( -^ 4- feu
dx^^i—tt) Cv—b)zzL Xd 11/b. Requiritur ergo vt 
V determinetur. Ad hoc ducatur ex C vertica
lis CQ et horizontales AD, et M Q; poftquam 
ergo corpus ex A ad M de/cendit , deorfum per- 
ticnit intcruallo DQ. Quare pofita potentia fol- 
Jicitante zz g erit v—b-^-^. DQzz£ 4-g. CQ— 
g. CD. Sit AC~a, finus anguli ACDziw, erit 
eius cofinus zz V (i—n*), vnde erit CD — a V 
(x—«*), et cofinus ang. MCQzz mt d- V (1 — tn) 
(1—?). Quam ob rem erit C Q — mtx d- x V 
(1— m') (1—/*). Ex quibus conficitur v~b — gaV 
(i-ih) 4-w^f.r+g.r V(x-»/’) (1— t'). Quo lo
co v valore fubftituto prodibit ifta aequatio dx 
V (1 — 11) (mgtx 4-g .v V (1 —m) (1 —f) -gW( 1 — in)) 
zz xdt 1/ b, feu haec d-f V (mgt x 4-g x V (1 —in) 
(1— t*) — ga V(i — in)) zz Quae aequatio
exprimit naturam curuae quaefitae, et, fi inde
terminatae x et t a fe inuicem (eparari portent) 
ipfa curua conftrui portet. Q. E. I.

Corollarium i.
271. Perfpicuum igitur eft ex aequatione in- 

uenta innumerabiles curuas quaefito fatisfacere, ob 
tres quantitates angulum fcilicet ACD, diftantiam 
AC et celeritatem Vb , qua corpus a fixo pundo 
C recedit, quae pro lubitu variari poffunt.

Tom. II. Q Co-
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Corollarium 2»
272. Atque harum trium quantitatum binis 

quibusque affumtis pro arbitrio tertia fola varia
bilis infinitas producet curuas quaefito fatisfacien- 
tes. Ac quia aequatio haec generaliter conftrui 
non potcft, omnes curuae fatisfacientes exhiberi 
non potiunt.

Corollarium
' r t • ; I , . ,

273. Quod ad figuram curuarum harum at
tinet, intelligitur, eas omnes in A cufpidem ha
bere debere , quia A eft pundum fupremum. 
Alter enim curuae ramus ex A ad alteram par
tem redie AP defccndere debet; Excepto cafd 
quo CAP fit linea horizontalis, tum enim haec 
yatio cclfiit-

Corollarium 4.
274. - Alter vero ramus ad alteram redae 

CP partem pofitus aeque foluit problema ac ifte 
AM. Inuenitur enim eadem ex aequatione, fi 
modo t fcu angulus PCM accipitur negatiuus.

Corollarium
275. Ex fola autem aequationis inucnfae in- 

fpedione perfpicitur eam duobus cafibus fepara- 
tionem indeterminatarum admittere , -quorum al
ter eft fi alter fi in~i. Illo fcilicet eafu 
euanefeit diftantia AC et pundiim A in C inci- 
cidit ; hoc vero cafu reda CP fit horizontalis.

- Hos



Hos igitur ambos cafus in fequcntibus duobus ex- 
cmplisi' euolucmus. 1 < r •;

■ UJJ 11', , ril ; ■ n . Jl!

Exemplum 1.
275. Incidat ergo pundum A in C feu cor

pus defecnfum incipiat in ipfo punfto C ; fiet a 
^0. Hoc ergo cafu aequatio pro curua quaefita 
abibit in hanc — t»—.■ ■„ inVox   V( 1—fii —*i X i — O ’ 11 
qua indeterminatae a fe inuicem funt ieparatae. 
Conftru&io igitur curuae quaefitae per quadratu
ras confici poterit; fiet enim ~— j

, quae integratio- ita debet 
abfolui , vt fado /—o fiat bt^o. Narfiqufgerie- 
ralis aequatio ita debet integrari vt pofito tzz.0 
fiat x ~ a. Hoc igitur cafu integrate1 j 
l o >dt . ; n . . /. . i 'om: _lta cfl accipieqdum, vt fa ; 
do iplum euanefeat. Ad confirUdiioncm hu
ius integratis vero melius perfpiciendam , pono 
cofinum anguli MCQ feu mt —f-V
7-q , quo fadto fiet finus ang. MCw, feuj^~t-^ 

Hisque fubftitutis habebitur illa ae
quatio: > qti°d intcgralc ita eft
accipiendum, vt fadto q — V {i— m) fiat x~o,

Corollarium
277. Si ipfi b diuerfi valores attribuantur. 

Omnes curuae quae oriuntur erunt inter fe fimi-
Q 2 les,



les, manente enim angulo MCP, diftantia CM 
proportionalis eft accipienda ipfi b altitudini ge
neranti celeritatem initialem

Corollarium 7.
278. Quicunque ergo fuerit angulus ACQ, 

conftrudio non immutatur, fcd tantum conftans 
adiicienda. Quare conftrpdio inferuiens vni ca- 
fui ad omnes cafus poteft accommodari.

Scholion 1.i - - — — * 'liJJ * •' • . fj

279. Problema hoc dc aequabili receffu a fi- 
xo pundo praeterito feculo jam erat propofitum 
et folutumin Ad.Lipf.A.i695.atquefolutiones quae 
ibi extant conucniunt apprime cum cafu huius 
exempli , vniuerfalis enim folutio illo loco noa 
eft data. Quamobrem cafus exempli fcquentis 
nouas prorfus dare videtur curuas huic quaeftio- 
ni fatisfacicntes. At quia fequens conftrudio cum 
hacconuenit, quanquam ipfaecumae fint prorfus dif
ferentes, tamen etiam fequens cafus in iis, quae hac 
de re tradita funt, contineri ceinfendus eft.Vocantur 
autem iftiusmodi curuae ilochronae paracentricae, 
quia motus fuper iis a centro fixo fit aequabilis.

Exemplum 2-
280. Sit linea CAP horizontalis, fiet 

atque in aequatione generali euanefeet terminus 
gaV (i—m*). Hoc igitur cafu aequatio fit vt an

te 



te feparabilis, transmutabitur enim generalis ae- 
quatio in hanc t feu
quod integrale ita eft accipiendum, vt pofito/ — ® 
fiat Quare ita integrato, vt cuane-
fcat pofito t~o erit Vg? —/y^yj. Quae con- 
ftrudio ergo cum praecedente conuenit.

Scholion 2.
281. An praeter hos duos cafus alii inueni- 

ri queant, qui feparationem indeterminatarum ad
mittant, vehementer dubito. A nemine quidem, 
quantum fcio, alius eft erutus, quamobrem non 
ncceffe effc iudico, vt huic materiae diutius im- 
morcr.

PROPOSITIO 51.
Problema.

282. "Potentia follicitante exifiente uniformi et Ttb VHL 
deorfum tendente, inuenire curuam AM, fuper qua F«g. i, 
corpus data cum celeritate initiali ita moneatur, vt 
aequalibus temporibus aequales angulos circa pun^ 
clum fixum C abfoluat.

Solutio.
Sumatur initium curnae in loco quodam 

A in quo reda CA in ipfam curuam eft norma
lis. Sitque celeritas in A debita altitudini b, et 
AC~^-, erit celeritas angularis vt , cui quanti-

Q 3 cati
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tati celeritas angularis in lingulis pundis M ex- 
preffa debet eflc aequalis. Sit celeritas in AI de
bita altitudini v et CMzzr, erit mn~dx. Fiat 
Vt Mw: AUzzV-v: quae quantitas per A1C
diuifa dat celeritatem angularem zz qu£ic 
cum aequalis effe debeat ipfi \ habebitur haec ae
quatio M?. A1C. V b~ Mw. xVb. Sit
jam duAa verticali DC Q, finus ang. ACDzzra, 
erit coGnus eius zz V(i—pofito finu totozzi. 
Item finus ang. A1CD Gt zz t , erit cofinus zz V 
(i—ZZ). His igitur pofitis erit CDzz« V( r — m*) 
et CQz-.r atque finus ang. AiCwzz
^=1^ = vnde fit M«- ^)et Mm - —

At quia corpus cx altitudine DQ_ 
eft delaplum , erit v~b-\-g. DQ— b
—gx V (i—ZZ). Quibus vigoribus in aequatione in- 
uenta fubflituris orietur haec aequatio, bdx\i-tf) 
~ a b d t‘ -f-g a d C V {i—in x d ta V fi—ZZ) ——
-bx^dt\ fcu
Quae aequatio ita integrata vt poGto Z zz w fiat 
x — a , exprimit naturam curuae quaefitae. 
Q. E. I. •

Corollarium I.
283. Si loco finuum angulorum ACD, A1CD 

eorum cofmus introducantur, fiatque V 1 — m') — 
n et V(i-M)^?;erit dxVb =~

feti



' — d<?_________ _ ^b.____ ______ . . ,
fCU — 1(b(a*—^H-go^na—qx)) ) quae lt2 Clt 1H'

tcgranda, vt pofito q—n liat x~a.

Corollarium 2.
284. . Vbi curua ad radium CM eft normalis r 

ibi ob euanefcens dx erit b{a—x*)~ga'{qx—na^ 
Quoties ergo eft q — , erit curua in
radium CM normalis. Qiiia autem q intra limi- 
mites -4- 1 et — 1 continetur; x non potcft efle 
maior data quantitate; nam pofito X ~ eo fieret 
£ — ce, quod e flet ab turdum.

Corollarium 3^
285. Si CM eft normalis in curuam erit ce

leritas angularis ~ , quae aequa
lis efle debet ipfi Maxima ergo eft illa ce
leritas angularis fi q~—i. Ille autem motus an
gularis eo fit minor quo maior eft x. Eo vero 
minor porro erit motus angularis , quo magis 
obliqua eft curua ad radium MC. Quare curua 
non vitra datam dirtantiam infra C defeendere 
poterit , quam diftantiam dabit .r ex hac aequa
tione x^b — aV(b-&gna-\-gx') , nempe x —

-H V H"1)* Haec ergo eft maxima cur
uae a puncto C diftantia..

Corollarium 4.
286. Cum igitur curua non vitra datam di- 

ftantiam a centro fixo C diftare queat, curua haec 
erit

C



erit in fe rediens. Scilicet vel poft vnam reuolu- 
tionem vel poft duas vel poft tres etc. vel etiam 
poft infinitas rcuolutiones in Ce redibit. Prout 
litterae af b, n et g fuerint aflumtae.

Exemplum r.
287. Si potentia follicitans euanefcit fitg~0; 

et corpus aequabiliter promonebitur. Tum igitur 
pro curua defcripta haec habebitur aequatio 
zz , cuius integralis per log. eft V — x 

_//)), feu 
xV-i-V(a-x') — c t V — 1 -c V( 1—/Z). Quae 
rcduda dat (a — c*) ^GZ-l-f3) c tx — 4. t3aa------ -
4,(1 <?t\ Incidat reda AC in verticalem CD hoc 
enim perinde eft, ob eu^nefeentem potentiam g, 
debebit ergo fieri x—a , pofiro ex quo fit

atque a ~a x'4-4*'1' feu a’—a (1 — tt). 
Quae aequatio eft pro circulo diametri a per pun- 
ftum fixum C transeunte. Quando enim motus 
in circulo eft aequabilis, motus quoque rcfpedu 
cuiusque pundi in peripheria erit aequabilis.

Scholion,
288. Perfpicuum autem eft hoc cafu periphe- 

riam circuli quoque fatisfacere, cuius centrum eft 
in pundo fixo C, quippe quae folutio eft facilli
ma et fua fponte fe prodit. Quamobrem maxime 
mirandumeft hunc cafum in folutionc non conti-• neru
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neri. Ratio vero huius fimilis prorfus eft eius, 
quam fupra §.268. dedimus, vbi finiilc parado- 
xum obleruauimus. Ad circulum centrum in C 
habentem defignandum prodire debuiffet x — a , 
feu dx—O^ quod vero quia X vt quantitas varia
bilis confideratur non fieri potuit, praefertim cum 
in eadem aequatione folutio alia fit contenta, in 
qua x eft quantitas rcuera variabilis. Ex prima 
vero aequatione pofito vz^b, quae eft Mw. a =: 
Nm. x intelligi poteft circulum fatisfacere , nam 
£ vbique eft x~a erit quoque Mw~Mw. Magnuin 
autem arbitror fubfidium ad conftrucndas curuas 
huic problemati fatisfacicntes proditurum, fi tali 
methodo folutio inveniri pofle, quae fponte pro 
cafu motus aequabilis circulum centrum in C ha
bentem eflet datura. Cum enim cafus fimplicif- 
fimus ita fit inuolutus et abditus, vt elici vix 
queat, coniicere licet, alias f.iepc curuas fimpli- 
ces in generali quapiam folutione contineri, quae 
fint erutu difficillimae.

PROPOSITIO 32.
Problema.

289. Si corpus attrahatur vi quacunque ad™- vin» 
centrum virium C, inuenire curuam AM juper qua l‘&' a 
corpus data cum celeritate dejeendens, motu aequabi
li verfus C feratur,

T™- II. R



Solutio.
Sit corporis in A celeritas minima debita 

altitudini b-, erit refti CA tangens curuae in A, 
quia corpus in A ducale ad C moneri debet. 
Sit AC—et CM—r; celeritas in M debita al
titudini v, et vis ccntripcta in M—P, erit — b 
—JPdXy quod integrale ita eft accipiendum vt 
fa&o x~a , euanefcat, fiatque V — b. Celeritas 
vero in M tanta effc debet, qua elementum M//I 
eodem tempuiculo abfoluatur, quo clcmcntumPp 
celeritate ^b Erit ergo Vb\Vv — Pp:Mw~MT:MC, 
vnde prodibit ifta aequatio b. MC* —MT,— b, 
M 1 ’-MT\/P<7.r.Dicatur perpendiculum CTintangen- 
tem —p j erit bp* ~ — (jd—p^jVdx , feu p*——

Vcl fi finus anS’ ACM ponatur ~t erit 
?T='vifet)- Vndc fequens emergit aequatio: 

Qiiarum vtraque, fi qui
dem P per x datur, ad curuam conftrucndam eft 
apta. Q. E. I.

Corollarium r.
• 90. Si vis ccntripeta poteftati cuicunque 

dift antiarum fuerit proportionalis , nempe P~=3 
xn

critfPdx —:---------rrr- H°c ^bftituto ha-

bebitur pro curua AM fequens aequatio
—dx



— dx .an^~x « .- —V——, Quae aequatio ita debet in- 

tcgrari vt fafto t~o fiat x—a.

Corollarium 2.
291. Si *ta accipiatur, vt fiat zro fi 

t~o, prodibit ex illa aequatione integrata haec

fV(i-tt) — V bp
an^^V(an-*-'—xn+-')

*a «4-i _y _Tvw-rr ~BS, fi centro C ra-
2 . . ■ • ' ,

dio BC—1 defcriptus fuerit arcus circuli BS^. Ex 
quo patet curuam AM infinitos habere gyros ante
quam corpus in C perueniat. Nam pofito x~0 
fit BS~ eo.

. «DO di
Corollarium 5.

292. Pendet igitur conftru&io huius curuae 
partim a quadratura circuli, partim a logarithmis 
fi«H-i eft numerus affirmatiuus. At fi n-1-1 eft 
numerus negatiuus, is terminus qui per logarith- 
mos erat datus, ad quadraturam circuli quoque 
reducitur. ( •

Corollarium 4.
293. Curua haec pundum habebit flexus 

contrarii, vbi eft dp~o. Ad hoc igitur inue-
R 2 nien-
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niendum fumatur aequatio pp — ex (lna
differentiata pofitoquc d[)~o prodibit b? x — 2. 
{j^dx^-zb^dx.

Corollarium 5.
294. In cafu igitur quo P

xn
7^. pundtum fle-

xus contrariiibi erit, vbi eft («4-1)*bf*xn+' —
2 — x"^*1)2 4- 2(»4-x) bJK (a

i n 1

Vnde haec oritur aequatio ----- ----- ------------ _

v( (»+3r*'/:n -+- s
4-

Quae in integrati fubftituta dabit angulum ACM. 
in quo eft pun&um flexus contrarii.

Scholion. r.
295. Cum autem de natura huiusmodi cur- 

uarum difficile fit in genere quicquam produce
re, ad cafus (peciales defeendendum erit principa
les, id quod in fequentibus exemplis efficere vb 
fum eft.

Exemplum i.
29^. Sit vis ccntripeta ipfis diftantiis pro

portionalis feu fiet w^r- Pofito ergo ar
cu BS—s curua quaefita exprimetur ifta aequa- 

... , _  y(a»-x») , a 7 q-HV a1—r?v
iionc J "l"' 27 26/ a—v^2'—«’)•

- ' <llla 



qua aequatione data quanis pundi M a C diftan- 
tia repetitur angulus BCS, quo abfoluto corpus 
in ea diR.mtra cxiftrt. Inter diftantiam MC , 
X vero et perpendiculum CT — p aequatio haec

■ (l x - X + ,erit pp — Huius curuae pun&um fle
xus contrarii erit vbi eft dp—o, hoc autem vbi 
eft- -V4~ x2-^-— a*— 2.abf) feu x x ~~
# ^zbf—2V (a* bf-\-b2f2quia x non maior 
efle poteft quam a. Hinc fit x — y (a “4- bf) — 
Vbf, atque g = Anguli ergo ,
quem curua in pundo flexus contrarii conftituit 
cum radio CM cofinus erit ~ Aequa
tio vero curuae in feriem conuerla erit; pofito' 
y\a2-x2}— y , haec sV 2 bf—4- 4-
4-^5 4-etc. In ipfo ergo curuae principio, 
vbi .v non multo minor eft quam a, Ceu y val
de paruum erit sV zbf Deinde ex ipfa
aequatione apparet fa&o x~o fore rrrcv, qua
re curua infinitis fpiris ambit centrum C, erit- 
que quando corpus centro iam proximum eft 
— Ex quo fequitur proxime circa centrum
C curuam abire in logarithmicam fpiralenu

Exemplum 2-
297. Sit n~~ 1» feu »4-1— 0, qui cnfus ex 

ipfa aequatione differentiati eft eruendus. Fit e- 
ahn ob j jPdx^xfbi 1 vnde habebitur ifta

R 3 aequa-



aequatio ds= ^ir, — VJ7-j , cuius integra- 
3

s eft s~ Z3ibf—Altera aequatio inter per- 
fxx l~

pcndiculum p ct x, erit haec pp Ex

qua inuenitur pundum flexus contrarii in eo lo
co, in quo eft b~ *H~ - bl fcu /® — — 

hoc erg0 habebitur fumendo r — 
3

Pcrfpicitur porro fi fiat X—0,fo
re .f — 00, feu curuam infinitis fpiris centrum C cir- 
cunidare, hoc vero cafu erit — i, fcup — .v. 
Vltimo ergo, curua in circulum infinite paruum abit.

* Exemplum 5.
298. Ponatur 11— — 1 vt vis centripeta fit 

quadratis diftantiarum reciproce proportionalis , 
erit 77—^ = ~~ V = ds. Ponatur = 
„ , fiet = «£= dy-^. Exprimit 
vero /-y—j-arcum, cuius tangens eft j' fc» V-^- 
fit hic arcuserit /-4-Vbique 
ergo data diftantia x capiendus eft arcus s in 
dudus aequalis differentiae inter tangentem et 
arcum refpondentem, pofito radio — i. Si x 
ponatur zzo, fiet s—co, ex quo fcquitur curuam 
per infinitas fpiras ad centrum C defccndere.

Prae-



Praeterea ob -/P*— erit pp —
Ex quo fequitur fi x euanefeat fore ^~i, feu 
curuam vltimo quoque in circulum infinite par- 
num abire. Si fuerit ab — ff, erit p/> —^^—^^et 

Pundum flexus contrarii hoc ergo cafu 
incidet in eum locum, vbi eft zax—^xx, feu 
vel xz_o vel x ~ ja. Sin autem fuerit ab~^ff) 
eritH-j—et pundum flexus contrarii ha
bebitur capiendo xz^V

Scholion 2.
-99- Q10 autem appareat, quomodo fpirae 

infinitae fint comparatae, fi vis centripeta fueut 
poteftati cuicunque diftantiarum proportionalia 

xn
feu r—JH, confideretur aequatio inter p et x> 

pp — A®"*"1
quae erit - = Vbi
duo diftinguendi funt cafus alter quo 77-4-1 eft 
eft numerus affirmatiuus alter quo eft negatiuus. 
Si W-4-i eft numerus affirmatiuus facio x~o fit 
PP
XX = Hoc ergo cafu curua
AM circa centrum C abit in logarithmicam fpi- 
ralem. At fi /H~i eft numerus negatiuus fado 
X~0 fit — 1. His ergo in cafibus curua in C 
abit in circulum infinite paruum. Fit his cafibus 
torporis ad C accedentis celeritas infinite magna,
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ct hanc ob rem nifi curua in circulum abiret 
corpus celeritate infinite magna ad C accederet, 
quod effer contra conditionem problematis. De
terminatis igitur curuis, fuper quibus corpus ae
quabiliter ad centrum virium accedit , inuelligabi- 
mus eas curuas, fuper quibus motu aequabili circi 
centrum virium circumfertur.

PROPOSITIO 33.
Problema

T*b. vin. 300. Si corpus attrahatur perpetuo ad centrum 
3. virium C, determinare curuam AM, fupcr qua cor

pus motu angulari circa centrum C aequabiliter mo
uetur.

Solutio.
Sit A curuae punftum fupremum , vbi curua 

normalis erit in radium AC; fitque celeritas corporis 
in A debita altitudini Z» et AC— a, crit motus an
gularis in A— cui quantitati motus angularis in 
fingulis pundis M debet effe aequalis. Ponatur 

cui aequalis capiatur CP, et fit vis centri- 
peta in M—P, erit celeritas in M debita altitudi
ni b—fPdx, integratifPdx ita accepto vt euanc- 
fcat pofito x~a. Ducta tangente MT vocetur 
perpendiculum ex C in eam demiffum CT~p , 
erit X'.p—Mm :mn. Hanc ob rem celeritas perw» 
— ct celeritas angularisquae

aequa- 



aequalis efTe debet ipfi Hinc prodit feauens 
aequatio bx'~a bp'~a*p'j?dx, feu p — •
Centro C radio BC ~ i deferibatur arcus circu
li BS, qui dicatur —r, erit i:ds~x: mn, vnde 
erit mn~xds et M m — V (dx1 x'd s'). Cum
nunc fit X: p — ~V (d x'-±-x't ds'p xds fiet p : 

y_uo valorc in aequatione inuenta 
fubftituto habebitur bdx*-^bx^ds*—abdsz—a* ds* 
fPdx, hineque ds — ?7'p^ Ex qua ae
quatione curua quaefita poterit confirui. Q.E.I,

Corollarium i.
301. Q110 minor fit x, co maior fiet b— 

fPdx, quare quo minor fit x eo minor quoque 
fiet , feu finus anguli CMT. Eft enim £ — 
_ XV&__

—J Pdx) •

Corollarium 2.
302. Porro tam ex hypothefi quam hac ae

quatione x non poteft fieri maior quam fie
ret enim p £> a*. Quamobrem radiorum CM nul
lus poteft efle normalis in curuam, nifi qui eft 
maximus nempe AC.

Scholion r.
303. Per fc quidem manifeftum eft in qua

cunque vis centripetae hypothefi circulum cen- 
Totii. IL S tro 



tro C defcriptum fatisfacere ; corpus enim fu- 
per circulo vniformiter moneri debebit. Etiam- 
fi autem aequatio generalis circulum non com
prehendere videatur, nihilo tamen minus in ea 
contentus effe debet; vt iam fupra innuimus.

Scholion 2.
304. Perfpicuum autem eft: nullam aliam 

Cliruam centrum C cingentem praeter circulum 
quaefito fatisfacere pofle. Nam in huiusmodi cur- 
uis fieri non poteft , vt omnes redae ex C cdu- 
dae et in curuam normales fint inter fe aequales. 
Quae igitur curuae praeter circulum problema 
foluunt, eae per ipftim centrum C transire de
bent, vt plus vno radio MC non fit in curuam 
normali. Cuiusmodi ergo fint hac curuae in lc- 
quente exemplo videamus.

Exemplum. ,
305. Sit vis centripeta diftantiis a centro 

direde proportionalis feu P ~ erit — fPdx ~ 2 2 **
* Quo fubftituto pro curua fequens prodit

• i____—dx^b „ - r dxaequatio ds—Eft vero —Kij ar-
2/

cus, cuius finus eft exiftentc toto finu — i. 
Notetur hic arcus per A-f. Sit finus arcus BS 
— t, erit vnde fiet A. t — V •

(A.i-



(A.r—A^). Scu arcus cuius cofinus eft-^erit~A.^ 
• Vnde conftruftio curuae facilis fluit, 

eritque curua algebraica quoties V a~:^^ eft nu
merus rationalis. Sit V a-^^J-~in feu zbf~ 
m*— > erit vtr-TtF — CU1US mtegralis per 
logarithmos imaginarios eft ml (fV— 1 -4-V( 1—//)) 
—feu

°l\ Demittatur ex M in AC perpendi
culum MQ—y et pofito CQ~ U) erit i-.t~x'.y 
atque -J. Proptcrea prodibit
— Vt fit in~2 feu habebi
tur ifta aequatio (^^)’= Quac
redufta dat hanc x^—au- ay2~ax2—zay* y feu 
y~x Va-r~ et u—x At fi inter coordi-
natas orthogonales u et y aequatio defideretur 
ea erit ordinis fexti haec (y'u') 3 ~a\u'-y*)* 
In hac curua applicata erit maxima fi x ~ j, 
feu fi fumatur CQ — ^a V | — a V , tum enim 
erit In aliis vero ipfius m valo-
ribus maxima applicata erit vbi eft my\^a—x2) 
~ ux.

PROPOSITIO 34. 
Problema.

306. Sit potentia follicituns vniformis g, et Tab. viu 
vbique deorfum tendat) detur que curua AT) inue-

S 2 nire



uire curuam AM, fuper qua corpus ita defcendat, 
vt tempus per arcum quemcunque AM proportiona
le fit radici quadratae ex applicata refpondente P T 
curuae datae AT.

Solutio.
Ponatur abfeiffa communis AP — xt curuae 

AT applicata PT~/, dabitur ergo, quia curua 
AT datur aequatio inter .v ct t, quae talis effe 
debebit , vt euanefeente .v fiat quoque t ~ o , 
quia motus initium in A ponitur, et tempora 
a pundo A computantur. Sit porro curuae quae- 
fitae AM applicata P M ~y , ct arcus AM — s. 
Debita fit celeritas initialis in A altitudini A Erit 
ergo celeritas in M debita altitudini b-\-gx, ct 
tempus quo arcus AM abfoluitur —^—7—, quod 
aequale efle debet ipfi VA Habebitur ergo haec 
aequatio fvd̂ r^ = Vt feu 7—7 —Vnde 
dt\b-+~gx) “ ^tds* — ^.t dx2 ^.tdy* , atque 
/y~ Ex qua aequatione , cum
t per x detur , curua quaefita A M conllrui po
terit. Ita autem eft confirnenda, vt pofito x~9 
fiat quoque y—0 , quo curuae AM initium fit in 
A. Q. E. I.

Corollarium i.
307. Quo igitur curua fit realis, oportet, 

vt b dt *^~&xdt’ fit maius quam ^tdx^lcu 777-



, flue integrando Vz >
Si enim fuerit V t — > curua AM fit
reda verticalis, fuper qua defcenfus fit celerrimus.

Corollarium 2«
308. Si igitur in curua AT alicubi fiat 

aequale ipfi ibi tangens curuae A M re-
fpondens erit verticalis. Atque fi infra hunc lo
cum fit> curua AM non eousque 
defeendet, fed habebit pundum reuerfionis ineo 
loco vbi tangens eft verticalis.

Corollarium 5.
309. Si angulus quem curua AT in A cum 

verticali AP conftituit fuerit acutus, cuius tangens 
, . . . . .  „ dt   mdx terit in initio A, t—mx, et 2Vf — 2-^ p» 

, vnde maius efle debet quam
* . y r t r •id quod femper accidit 11 b non fuerit — 0.

r dxVbm^-A-em^x—^mx} n„r. • • Tum autem erit dy^------2^x - ——• Pofito igi
tur xm 0, fiet —<v>, feu his cafibus curuae A M
tangens in A erit horizontalis^ nifi fit b — 0. At 
fi b—o, erit dyz^¥ ‘̂}‘ Ne igitur curua AM 
fiat imaginaria, debet gm maius effe quam 4, at
que tum curua AM cum AP in A angulum acutum 
conftituet, cuius tangens erit

S 3 Co-
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Corollarium 4.
310. Sin veto angulus , quem curua AT in 

A cum verticali AP facit, f.t redus, fit in ~ cv. 
Hoc ergo calu curuae AM tangens in A femper 
erit horizontalis, fiue b fit— o fiue iccus.

Corollarium
311. Si celeritas iy A eft —.0, et in prin

cipio A curua AT confundatur cum curua , cuius 
aequatio eft t~a.xn, exiftente n numero affirma- 
tiuo, quo crcfcente .v quoque / crcf<at, erit dt~ 

dxV( a^n2.v2 n“ 1 — 4.axn 
a.nxn~~l dx et dy ~--------- —----- *--------------2 V axn

Nunc ne dy fiat imaginarium fa&o x~o debebit 
efle n^zn— i, feu n <£ i , quibus cafibus fcilicet 
curua AT in A eft normalis ad AP. Tum vero 

. . _ . , ndx^a.e'ent in puncto A, dy —------et y
2.V —

——2—ct radius ofculi curuae AM in A— 
n—f—i

n2 agxK „ .
। Ex quo fequitur curuae AM, cuius tan

gens in A eft horizontalis, radium ofculi in A de
bere efle infinite partium, fi corpus ex quiete fu
per ea defeendere pofle debeat.Nifi enimradiusofculi 
fuerit infinite paruus, corpus perpetuo in A quie- 
icens permanebit.



Corollarium 6-
312. Si igitur corpus ex quiete defeendere 

ponatur in A, quo curua A AI fiat realis , debe
bit --n/—maius efle quam faltem in initio cur- 
uae AT. Quare fi ponatur -4- pdx , ^vbi
p eft quantitas affirmatiua faltem nifi x ponatur 
nimis magnum, erit Vt — fpdx
ita accipi debet , vt euanefeat fadto x~ 0. Hoc 
aurem valore loco fubftituto prodibit —

-\-pdx feu ,r — x-y-fpdxV pyx, procurua quae- 
iita AM. Vel inter x et y haec habebitur aequa
tio y —JdxV(zpVgx-y-gppx). Notandum vero 
eft p non talem efle pofle quantitatem, ex qua 
fpdx praelcripto modo acceptum fiat infinite 
magnum.

Corollarium 7.
313. Ex di^is intelligitur, quamdin p valo- 

rem affirmatiunm retineat , tamdiu curuam A M 
defeendere: fi fit p—o, et deinceps negatiuum, cur
ua AM in illo loco habebit cufpidem, et reuer- 
tetur furfum. Si p — co, monente tamen fpdxfi- 
mto, curua AM ibi habebit tangentem horizon
talem.

Corollarium g.
314. Si b non ponatur ~o, ex eadem cur

ua AT innumerabiles inireniri poterunt curuae AM; 
prout enim celeritas initialis maior minorue acci
piatur, alia prodit curua AM.

Scho-
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Scholion.
315. Problematis huius maximus erit vfus ia 

' folutionibus fequentium problematum indetermi
natorum, in quibus omnes curuae requiruntur, 
fuper quibus corpus eodem tempore vel ad da
tam redam vel curuam lineam perueniat. Hanc 
ob rem indolem quantitatum t et p diligentius in- 
uertigauimus, quo iis in fequentibus vti liceat, 
i ; 11 .  X I t' ” J / t

PROPOSITIO 55.
Problema.

ix 3 16. Pofita potentia jollicitante vnformi g et 
deorfum directa, invenire omnes cur nas A MC,fuper 
quibus corpus in A ex quiete defcenjum incipiens da
to tempore ad retiam horizontalem BC perueniat.

Solutio.
Ponatur AP-r, PA1~j, et AB=n. In curut 

AND exprimat PN Cupra fumtam quantitatem jpdx, 
cuius curuae haec debet effc proprietas, vt in Acum 
axe AB concurrat, ciusque applicatae continuo vsque 
ad D (altem crefcant, quo fcilicet pdx fit affir- 
matiuum. Nunc fumto y ~fdxV(2p'Vgx-+-gppx) 
erit tempus per A M C = -H 80.(312.). 
Quamobrem cum infinitae curuae huius indolis in 
locum curuae AND fubftitui queant, ex iis infi
nitae orientur curuae AMC, .fuper quibus omni

bus 



bus corpus eodem tempore ex' A ad lineam ho
rizontalem BC pertingit. Ad. hoc ergo obtinen
tium pro jpdx talis quantitas accipi debet, quae 
euanefeat pofito x^o, et fiat r±BD pofito x~af 
retinente p vbiqiie per AND aflirnutilium valo- 
rcm. Q. E. I. rf

/ ■— 'i’ ■< „

Corollarium L
■ ■ •31*7. Si fa&o x — a fiat p—0. feu fi curui 

AND in D pcrpcndiculariter infiftat horizonta
li CD , curua AMC quoque horizontali DC per- 
pendiculariter infiftet.

Corollarium 2*
318. Atque fi pofito x~o, fiat quoque p~ 

o, tangens curuae AMC in A crit verticalis, idem 
vero quoque accidit, fi pVx fiat ~o pofito x^o. 
At fi pV x fiat infinitum pofito x~o} curua A 
MC in A habebit tangentem horizontalem.

Scholion 1.
3r9.Tntelligitur ergo problema hoc maxime efle 

indeterminatum , cum infinitis modis infinitae 
curuae AMC poflint inueniri. Quamobrem in Co
quentibus exemplis modum indicabimus quotcun- 
que libuerit feries infinitarum curuarum quaefito 
fatisfacientium inueniendi.

Tom.iL T Exem-



Exemplum i.
320. Ponatur PN —fpdx~z et BD~ VA, 

ita vt tempus defcenfus effe debeat — H-Vb. 
Sumatur pro curua AND haec aequatio Z—ax*-H 
p.v, quae hanc iam habet proprietatem , vt fpdx 
ieu z euanefcat pofito xzzo. Nunc quia fado
x~a fieri debet z~'Vb, habebitur 'Vb~a.a 
hmcquc pa<?, ideoque z_a,r 4---— a.<x. 
Deinde quia p feu d£ afiirmatiuum femper habere 
debet valorem fi x^a^ debebit effe
aa afiirmatiuum.” Quare opoitct effc.M>M2 , 

* । 4 __ponatur ideo 'Vb~aa' -\-a.af erit a~—Quo 
x1/^-4~yxV5= quae aequatio

fubftituendis loco f innumerabilibus valoribus af- 
firmatiuis, infinitas dat curuas AND. Fiet au-

fubftituto habebitur

___  dz  2xJb-A-fifb ■h-Vn-v----- Ix^bx-A-J^^bx. e tem p — dx —________et pvgx~- —-------- > eX
qua patet omnes hinc orientes curuas AMC tan
gere redam AB in A. Aequatio vero pro cur- 
uis AMC erit haec y =: -b/>
( zx-\-f) -\-gbx ). Quae infinitas
continet curuas problemati fatisfacicntes y fupet 
quibus omnibus temnus defcenfus ad lineam ho
rizontalem eft — -4- V b.o

4 '■
Corollarium

321. Hae autem lineae omnes funt redificabites* 
Nam cum fit — 4-^v, erit s~x-\-fpdx



Vgx. Eft vero fpdxV^x^^
a. -t-«J

Vnde tota curua AMC erit = ^4—1-----3~—-—
«H-J - 

.zn*f f B ; ir:x'3O Io J onp;.: ,'V..S
Corollarium 4.

322. Inter has igitur curuas AMC longif- 
fima prodit fi fzzo , erit enim tum AMC~tf-|- 
^Vgab. Et pro hac erit aequatio ifta y~ 
~V (a* xV gb X-\-gb x). Breuiflima vero habetur fa- 
do tum enim erit AMC a b.
Et aequatio pro hac curua erit J V (zaVg 
hx^bx).

Scholion 2.
323. Omnes curuae AND fub aequatione & 

contentae funt parabolae, adeo vt 
per folas parabolas innumerabiles inuentae fint 
curuae problemati fatisfacientes. Neque vero o- 
rnnes parabolae in hac aequatione continentur , 
fed loco illius aequationis, fi adhibeatur haec, 

* . „/r x(M-V&O . . ,2 -\-zYj — —a > quae etiam infinitas para
bolas continet, iterum infinitae curuae AMC in
venientur, fuper quibus corpus dato tempore de- 
fcenfum abfoluit. Ex quo intelligi poteft quo
ties infinitae inueniri queant curuae AMC, fi tan
tum fcdiones conicae in locum curuae AND fiib-

T a ftituan-



ftrtuantur. Sumta enim pro curua AND hac 
aequatione z H-ac—px 4-yx4-y.r-t-0.v2, quae 
omnes continet fediones conicas per pundum A 
transeuntes, fieri debet b-\- a.~V y a -H
SciVb) atque ~ et debent efle quanti*
tates pofitivae^ quod quam infinitis modis fieri 
poflit , facile perfpicitur. Si deindq omnes cur
vae algebraicae confiderentur, atque pollmodum 
quoque curuae tranfeendentes fimul, maxima co
pia curuarum fimul deferiptarum concipi poterit.

Exemplum 2.
324. Sumatur pro curua AND haec acqua- 

xnVb
tio generalis , denotante n numerum
aflirmatiuum quemcunque ; euanefeet z pofito x~ot 
fictquc z^Vb pofito x~o vt requiritur: praeter- 

d z )i x n~1 V* b 
ta verd quoque erit p feu-^——  k quanth 

' ■ -i • nxn~^V^b
tas affirmatiua. Cum igitur btipVgx^-----~K—

. / , ...
erit y {^nanxn~^ Vg b 4- n'gbx 2K—X ).

Quae aequatio infinitas curuas AMC compledi- 
tur, quae omnes erunt redificabiles. -Erit enim

n-t-n ,/ 7

AMC = * +

i T



Corollarium, $.
3452 Si flierit ’» — g erit' 

atque y - et AM
rc curua abit in lineam reflam inclinatam fuper 
qua dcfcenfus fit tempore -4- V b. Perfpi- 
citur ergo dari lineas breuiores refla hac incli- 
nata , fuper quibus corpus dato tempore ex A ad 
horizontalem BC peruenit; faflo enim n < £ 
nea AMC fit breuior.

f ■ Scholion 5.
3 2(7. Ceterum fi detur vnica curua AND de" 

fideratam curuam ,AMC praebens, ex ea ipfa in" 
numerabiles aliae poterunt inueniri. Data enim 
vnica aequatione inter z et x capiatur PN'=x=: 
(ma—vn^c prQ diucrfo ipfius m valore in
numerabiles curuae orientur. Simili modo poni 

(maxn- (m— r )s 
etiam poteft PN —--------- ----------------------

enim PN — Z—Vb fi ponatur x—a. Atque ge
neraliter fi fuerit Pfunflioquaecunque ipfarum .rct'4^ 
A vero eadem funftio quae prodit fx&o x~actz:zzV b, 
accipi poterit PN—Debebit autem P talis cf- 
fe funftio vt Ps euanefcat faflo x~o et K-^n9 
et diff. PN diuifum per dx debet effe quantitas 
affirmatiua, faltem quamdiu eft x<ta.

'■ 'r. ' ' ' ; . X* *f-



ijo caput SEcrm. de motu pvncti .

Scholion 4.

et A canio»
a, 'fumatur

327. Simili modo problema genpraliflime 
foluetur , fi defignante P quamcunque fumftioncm 
ipfius x euanefcentem fi eft x 
quantitatem in quam abit P fi fit x 
~ pro generaliffima aequatione curuae AND. 
Sit deinde dl?—Qdx, debebit Q effe quantitas affir- 
inatiua, quamdiu x non fuperat^; erit at-
que hinc V(2 quae
eft generaliffima aequatio pro curuis AMC, quae

u

omnes a corpore defccndente propofito tempo
re abfoluentur. Apparet hoc modo curuas trans
cendentes quoque in locum curti arum AND fub- 
flitui pofle, quibus cafibus tempus, quo quaeuis 
curuae AMC portio abfoluitur, agebraice not> 
poteft definiri. Si Qygbx ponatur — R, erit^rx 

/(2 AR-+-RR). Sumto ergo loco R quacun
que fun&ione ipfius X, ad inueniendam A inte
grari debet ita vt euanefeat pofito de
inde poni oportet x~a , et quod prouenit erit 
— A. Hic vero hoc tantum eft monendum vt 
pro R fumatur quantitas affirmatiua , quamdiu x 
non excedit a, et caneri debetne y^^fiat infinitum 
fi praeferipto modo accipiatur.

PROPOSITIO 36.
Problema.

Tabui* n, 32S. Yofita potentia follhitante vniformi g et 
Fg,a’ vbique deorfum dire^a t inucnire omnescurua/ AMC

fuper 



fuper quibus corpus ex A dato tempore ad rectam 
BC ad horizontem vtcunque inclinatam defccndat.

Solutio.
'; , , ■ - - ■ t , ; . r , , | I ’

Exprimat Curtiae AND applicata BD tempus» 
qua corpus ex? A ad redam BC pertingit , et du- 
da per quodvis pundum M reda MQ paralleli 
redae datae BC fecante verticalem AB in Q ex
primat applicata QN tempus/ quo corpus partem 
AM percurrit. Quare fi infinitae curuae AND 
concipiantur, quae omnes in B eandem habeant 
applicatam BD , hae omnes generabunt curua» 
AMO fuper quibus corpus dato tempore ab A 
ad redam BC peruenit. Curuae autem AND vt 
fupra monitum concurrere debent in A cum ver
ticali AB, et vsque ad D diuergere debent ab AB. 
Ponatur nunc tangens anguli ABC =2^, fitque 
APm1, PM~7, AQzcm, QNzz/y et APzz^ erit 
PQzi k , idcoque x -4- * — u, Quia autem cele^ 
ritas in M debita eft altitudini gX erit tempus 
per AM —/ quod aequale efle debet ipfl
QN ~ G erit adeo dt. “ et gxdl*~
dx'-\-dy\ At ob curuam AND datam, dabitur 
t in M, et cum fit u~ x -4- dabitur t per x et y
quamobrem habebitur aequatio inter X et y pro 
curiia qnaefita AMC. Vel cum fit y ~ kll^kx, 

dX1 — zk* du dx -4- A* du , ex 
qua aequatione x per u inuenire licebit. Sit ad 
hoc di ^pdu^nt gxp'du a~-4- 1) dx* — ik' 

dudx



Quq fado 
curua quae- < • *• i /

d'Mx+k'du’, atque dx
Curua igitur AND talis accipi debet w vbiqire -p 
maius fit quam yp^r^Tj. Aequatio illa autem ita 
debet integrari vt fadp u—0 fiat X—0. 
quoque eruetur aequatio inter .v ety pro 
Cta. Q. E. L

• Corollauum I» u. h

319. Curua AMC tanget in A redam AB fi fit dj 
pofito x~o\ tum vero debebit effe du~dxt 

atque 1 ~ 4- i)p’ x—k'). Quare hoc euc-
•niet fi fit ppx~p fado X—O. Quia autem hoc ca- 

t fu eft^ infinities minor quam x , erit in ipfo ini
tio x — ex quo fequitur curuam AMC in A tan
gere verticalem AB fi fuerit g polito u~o. 

e ipii ihignc «najino tr 4 ><f
Corollarium 2.t I t . t . *

330._ Deinde curua AMC normalis erit in QM 
fi fuerit PQ=-^_ feu d x — kdj j ~k'du — 
VdXy fine dx =: p~. Hoc vero eucniet vbi erit 

2 ___fe _ __ 1 ' 'P / 4 - .

Corollarium
331. In ipfo pundo A expreflio ppx vel fi- • * X» If«itum valorem eumque maiorem quam ha

bebit fado X=:0', vel infinite magnum. In polle- 
jiore cafu erit <Z.v~4- mduy ct cum fit dx dx



-4- -yk , erit drz^—kdx. Quibus cafibus tangens 
curuae AMC in A parallela erit redae BC.

Exemplum.
332. Sit curua AND parabola quaecunque, 

ita vt fit erit dt — ^, et p — vn-
de habebitur ifta aequatio, 1} dx — kddu~ 
-P- '^=ddu\ Huius aequationis integralis 
eft C=(±V(al(^,-Fi)x-k'u) 4-
(a\fc’4-1 j x — C//) 4~B V«)?- Exiftente A “

I -a1) k*) n __  a*—V(a*( i —4( t —a*^1) t — ” 2 v t -D   ' 2 VIA ——•
•—2 A 2B ~ ~atque £ — aZb. Cum igitur fit it numerus 
negatiuus , erit C(+ V
zz (-4- V(a\&*-4-1).r—Eu) -4~BV«) £, vbi C deno
tat conftantem, quae efficiat vt pofito x~o fiat 
U—0. Manifeftum autem eft quaecunque fuerit 
conftans , femper fieri u~0 pofito .r—o} excepto 
cafu quo vel 71 euanefeit. At tt euanefeere non 
poteft, g vero euanefeit cafu quo a“ 1 , hoc igi
tur cafu debet effe C=:eo, fietque 4-Vta‘oC-l-1) 
x-kd) -l-aVu-0, feu u~x tt y — o\ quare fa- 
tisfacit hoc cafu reda verticalis AB. Reliquis 
cafibus vero ob C arbitrariam quantitatem ex 
vnica curua AND innumerabiles curuae AMC in
veniuntur. Vnicus porro cafus eft feorfim tra- 
dmdus, fi A~B feu tum enim erit
iu—Q — 2 /(r+ + r^zaT~ exiftente r ~~
Pow. n. u V(/



^Xt(kZ-h\')X—ktU') r . y .------- vu------ -• Confequentcr pro hoc cafu ha
bebitur haec aequatio C~a IpV^ x-Cu) 
~~~ a7VU' -- a’Vu , . f,

’ - ) H- V(x2(£2-f-1 jx—quoque de.
2

terminatione non opus habet. Si eft a^>i fit 
B ct hinc quoque p numerus negatiuus, tum er
go debet efle C =—Hoc ergo cafu erit vel 
AViizzV^^P+^x-Pu) vel B/«—
x—lcu). Quae duae aequationes funt pro lineis 
redis certo modo inclinatis et per A transcun* 
tibus: haeque etiam generaliter fatisfaciunt. Vt 
fi fuerit a~i , erit A~i et B—o, hineque hae 
aequationes U — X feu y—o ct— x-\~ 

fcu x~ky> quae eft linea reda perpendicula
ris in BC , haec enim a corpore eodem tem. 
pore percurritur , quo verticalis BC.

ii Corollarium 4.
332. Nifi igitur fita~i vel a>i, innu

merabiles lineae curuae inueniuntur problemati fa- 
tlsfacientes; quae ergo omnes minore tempore ab* 
foluentur , quam perpendicularis AB.

Corollarium 5.
333« Cum ergo ex vnica curha AND infi

nitae oriri queant curuae AMC, facile intclligi- 
tur infinities plures curuas huic quaeftioni fatis- 
faccre , quam praecedenti.

Co-



Corollarium 6,
334. . effici potcft determinanda con-

flante C, vt curua quaefita per datum pundum redae 
BC transeat. Deinde aliis affiimcndis curuis AND 
fimili modo infinitae curuae poterunt inueniri, 
fuper quibus corpus non folum dato tempore ad* 
redam BC perucniat , fed ad quodvis in ea pun
dum datum C.

Scholion 1.
335. In hcc exemplo cafus qno a~ i bis 

occurrit, prima enim vice linea reda verticalis tan
tum fatisfaciens eft inuenta , altera vice praeter 
hanc redam alia inclinata , vtroque tamen modo 
eadem aequatione generali fumus vfi. Saepius au
tem iam huiusmodi cafus obtigerunt, in quibus 
aequatione^ differentiales continent in fe aequa
tiones intcgrales , quae nihilominus per integra
tiones non eruuntur. Vt in cafu a~1 haec ha
betur aequatio differentiatis,
quae integrata dat x~u. Interim tamen perfpi- 
cuum eft hanc aequationem k*u— (k21) x in 
illa quoque contineri, ctiamfi per integrationem 
non prodeat. Et hanc ob rem pofterior aequa
tio integratis aeque fatisfacit ac prior x~u. Hinc 
generaliter colligere licet aequationem differentia- 
lem y in qua 1 eft talis fundio ipfius

quae euanefeat pofito t~o, et V fundio quae- 
cunque ipfius aeque comprehendere hanc in-

U 2 tegra-



tegralem t~o ac hanc J ~ — /V du , quae per 
integrationem elicitur. Plerumque quidem catus 

o , fi t eft fimplex quantitas negligi poteft , 
at fi t eft quantitas compofita -vt in noftro cafu, 
perperam omittitur. Similem catum fupra ha
buimus §. 300. in aequatione dtdx) 
vbi obferuauimus aequationem x~a in ea conti
neri, etiamfi integratio nequidem poflit perfici. 
Nam pofito a— x~t erit — dx — dt et \[ab~bx* 
'-a^fVdx) erit fundio ipfius t, quae fit — 0 fi 
fit /—0 feu x~a\ namque jVdx ita accipi jube
batur, vt euanefeat pofito x~a. Pofita ergo 
hac ipfius t fundione zz T erit ds~ ex qua 
aequatione ergo tuto concludi licet , fatisfacere 
aequationem t~o feu x—a , ideoque problemati 
illi fatisfacere circulum, vt ibi innuimus. (303.) 
Magis vniuerfaliter vero in hac aequatione Ndu~ 
y, fi T non euanefeit pofito t—O, comprehen
detur ifta aequatio T~0 , ex qua erit t" con
flanti quantitati,ideoque dl~o.Vnde intelligiturT— 0 
contineri in aequatione propofita V du —M. Atque 
hinc fi / fuerit quantitas compofita v.g. ex u et .v fta- 
tim habetur aequatio integratis , per integratio
nem vix eruenda.

Scholion 2.
336- Cafus hic fupercft, qui peculiarem re- 

folutionem requirit, quando reda BC fupra pun- 
dum
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dum A cumBA concurrit, et quando eft paral- 
, lela. Confiderabimus autem fequcnte problemate 

tantum cafum , quo fit BC parallela verticali AB 
et in data diftantia pofita; ex quo fimili modo ca
fum reftae BC vtcunque inclinatae deducere li
cebit.

PROPOSITIO 57- 
Problema.

337. Sollicitetnr corpus perpetuo deorfum vi™-. IX* 
uniformi g; inuenire curuas innumerabiles, fuper qui- * ’ 3‘ 
bus corpus ex A motum a qniete incipiendo , dato 
tempore ad regiam verticalem EC perueniat.

Solutio.
Sit AMC curua quaecunque quaefitarum, ct 

pro axe fumatur reda verticalis AB, dicatur AP 
—jr, PM~AQ”J; erit celeritas in AI debita al
titudini gx , et tempus per AM Sit
porro AND curua, cuius quaevis applicata QN 
exprimat tempus per AM, et fit QN—t funftio- 
ni ipfius poterit ex curua AND data curua 
AMC inucniri. Quare fi infinitae curuae AND 
concipiantur , quae omnes in E communem ha
beant applicatam DE, omnes producent curuas 
AMC fuper quibus corpus dato tempore per DE 
exprefib ex A ad CE perueniet. Erit itaque t

et pofito dt~pdy ent gp*xdy^ — dx*
U 3 4-



-k-dy2, atque dx~dyV(gp’X — i). Quae ita in
tegrata, vt polito x~o fiatj'rzo, dabit curuas 
AMC quaefitas. Sit R funftio quaccunquc ipfius 
y ct JRdy ita capiatur vt euancfcar pofito y~o. 
Tum fiat/Rr/j—A pofito j—AE ~a} et exiften- 
te DE^Vb fumatur j erit P — ~£ at
que d x ~ Vfg^R ’ X — A*). Quae aequatio, 
quicquid pro R fubftituatur , dabit innumeras eur
oas quaefito fatisfacientes. Q. E. I.

Corollarium i.
338. Cafus ergo habetur fimpliciffimus, fi 

fuerit R—1, tum enim aequatio feparabilis pro
dit. Erit vero Z—ob A~#. Hanc ob rem 
fit dy , atque V ^bx-a) —y. Qui
autem nullius eQ vtilitatis , ob valorcm ipfius y 
imaginarium.

Corollarium 2,
339- Quia autem V(g^R\v—A’) non potefl 

efle quantitas imaginaria , oportet fit R *.v > 
etiamfi x—0. Quare R neque quantitas conftans 
efle poteft , neque fumfiio ipfius y , quae euane
fcat fa&o y~o. Hanc ob rem R talis efle debet 
funAio ipfiusy, quae fiatrreo, fi ponatur y—o. 
Praeterea tamen ciusmodi efle debet, vt J Rdy 
non fiat infinitum quod eueniret fi cflet R=j vcl 

etc.

Exem-



Exemplum.
340. Ponamus ergo effc R~ erit /R<7 

~ 2V7 et A—2V a. Hinc habebitur ifia aequa
tio zdxVay — dy V (^bx-^ay). Quae aequatio 
quia eft homogenea ponatur x~qy, erit 2 qdyV a 
^-zydq-Va — dyV^bq-^a} feu
— Pofito et V(»^—1) — r erit
— Quae pofterior formula a quadratura
circuli pendebit, fi 11^2. Hoc yero cafu erit in- 
tegrale ly~lC 4- /(2 r-n 4- V)

l^r—n—yo?-4)).Quaeob ftzz-^-^abit in 
hanc Q^V^x-y^-^h-V^n-y^ Vy.) =

( 2V(ra4H»W-4-)) ^y) Vbi pro
C conflantem quamcunque accipere licet, quia ipfa 
aequatio ita eft comparata , vt pofito x — 0 fiat 
y—0. Per methodum autem fupra traditam (335) 
ex aequatione differentiali fiatim habetur haec in- 
tcgralis 1 qVa ~V{gbq — feu zx^a—^^b
xy-^yy} vnde oritur —quae 
dat duas lineas redas, nifi fit gb quo cafu 
aequatio eft imaginaria. In cafu quo n — a erit 

feu ly 2 /(r— 1) 4- vnde fit ly 
--zl^V^x-y} -Vy)4- 21Vy4--4- 
7C, feu /(V^x-y}—^Vbi etiam 
pro C quantitatem quamcunque accipere licet. Si 
»<^2, tum conftru&io curuae partim a logarith-

4 mis



mis partim a quadratura circuli pendet; fiunt enim 
obV(;/—4.) imaginarium logarithmi inucnti imagi
narii. Hoc igitur cafu expedit conftru&ionem per
ficere prae expreflione analytica.

PROPOSITIO 58-
Problema.

Tabula ix. 34.1, Sollicitetur corpus perpetuo deorfum vi uni- 
i S4 formi g, dataque fit curua quaecunque BSC inuem- 

re omnes curuas AMC, fupcr quibus corpus defen
dendo ex A dato tempore ad curuam BSC perucniat.

Solutio.
Sit curuarum quaefitarum quaccunque AMC, 

per cuius quodvis pundum M ducatur cur
va MQfimilis curuae BSC rcfpcdu pundi fixi A. 
et exprimat curuae AN applicata NQ tempus per 
arcumAM: exponet ergo applicata BD tempus per to
tam curuam AMC. Quo fado poterit viciflim ex 
data curua AND curua AMC inueniri. Quare fi 
infinitae curuae AND concipiantur, quae omnes 
in B habeant applicatam BD communem , eae ge
nerabunt infinitas curuas AMC, fuper quibus omni
bus corpus ex A defeendendo dato tempore per 
BD expreffo ad curuam BSC perueniat. Sit nunc 
ABzrrf, BD = VA, ct arcui QM abfeindatur 
arcus fimilis BS ex curua data BSC, crit AQAB 
=zPM : RS = AP: ARzzPQ: BR. Ponatur porro

AP



APzz#; PM —y, AQ=:w, QN—t-, kK~r\ RS 
—Sf dabitur ob curuam BSC datam aequatio in
ter r et s, atque ob curuam AND datam da
bitur aequatio inter t et u. At ob fimilitudinem 
erit u: azzy. s~X'. r, vndc erit y—et .r”— 
~r. Celeritas deinde corporis in M debita eft: 
altitudini gx , ex qua tempus per AM erit — 

quod aequale poni debet ipfi t; vndc 
oritur ifta aequatio gx dt'~dx2 -\-dy\ Quia au
tem t per u datur fit dt—pdu, et p fit funftio 
ipfius «; atque ob dx-^^ et dy = 
transibit illa aequatio in hanc; garup2du^^udr 
-\-rduf-+-(uds-\-sdu')\ At quia curuaBSC da
tur, erit j funftio ipfius r fitque dszzqdr^ exi- 
flente q funftione ipfius r quacunque. His fubftitu- 
tis habebitur aequatio inter uetridagarup^du2 — 
{udr~{-rdu}2 y^uqdr-^-sdu}1. Quae nidice qua- 
drata extrada dat ■ +U»
Ex qua fi aequatio inter r et u inueniatur, inde 
habebitur fimul aequatio inter x et y pro curua 
quaefita. Qiiod autem ad curuam AND attinet, 
fit P funftio quaecunque ipfius h, et /Pdu ita 
integratum vt euanefcat fafto U—O, ct fiat—A pofi- 
to u—a i tum fumatur , pro aequatione
curuae AND. Erit ergop—vbi pro P fun- 
ftionem quamvis ipfius u ponere licet. Q.E.I.

Tom. IL Co



Corollarium i.
342. Si u ponatur — 0 , eo ipfo quoque x 

et y euanefcunt, nifi forte fiat r vel s infinitum. 
Illo igitur cafu in integratione aequationis diffe- 
rentialis inuentae conflantem quamcunque addere 
licet, quia non opus eft vt r datum habeat va- 
lorem, fi u fit — 0.

Corollarium 2.
343. Tum igitur ob conftantem arbitrari

am addendam ex vnica curua AND data innu
merabiles inueniuntur curuae AMC quaefito fatis- 
facientes.

Corollarium 5.
344, Si curua BSC ita eft comparata, vt 

nusquam neque r neque s fieri queat infinite ma
gnum , femper vnica curua AND infinitas dabit 
curuas quaefitas A M C. Quae non fohim hanc 
habebunt proprietatem , vt corpora fuper iis dc- 
fcendentia fimul ad datam BSC perucniant; fed 
quoque fimul ad quam vis datae fimilem curuam 
QM pertingent.

Corollarium 4.
345. Cum igitur in integratione aequatio

nis inuentae conftantem quamcunque addere li
ceat , 

~j’ J ' ■■f

■ A
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ceat, ea ita poterit afliimi vt curua AMC ad 
datum pundum C curuae datae BSC dirigatur. Hoc- 
que modo infinitae curuae AMC poterunt inue- 
piri, quae omnes in dato pundo C conucniant.

Scholion 1.
Pofuimus curuas QM fimiles curuae 

BSC vt curua ipfa in A ercda fiat infinite par- 
ua et omnia punda curuae BSC in A conuc
niant, et x ct y cuanefcant pofito u~o. Po- 
tuiflemus autem eodem modo curuas QM vel 
cum BSC congruentes ponere , vel diferepantes 
lege quacunque. Vt fit Q fundio ipfius u quae
cunque euancfccns pofito u~o, abeatque ea in B, 
fado u~a, curua QM ita pendere poterit a cur
va BSC vt fit x— ct y — : namque fado
U—ay curua QM transibit in ipfam BSC, et in A 
curua in pundum transibit, nifi curua BSC in in
finitum progrediatur. At etiam hoc cafu pro Q 
talis accipi poterit fundio, vt etiamfi fiat rzrco, 
tamen Qr et Qr fiat zz 0 fi u—o. Pofito autem 
di^Ndu, habebitur aequatio generalis fequens 
Q/r(i ^qq^Ndu^+sq^duVlp^ -{Ns 
—Nrq^'). Quae aequatio latiffime patet , et ex 
vnica curua AND infinite infinitas curuas AMC 
fuggerct , quin etiam infinitas fuppeditabit, quae 
per datum pundum C transeunt.

X 2 Scho-



iS^ CAPUT SECU ND. DE MOTU PUNCTI

Scholion 2.
34.7. Quantumuis generalis autem eft haec 

aequatio, tamen curua QM eft fimilis curuae 
BSC, quia eft x y~r: s. Quare adhuc generalior 
folutio poterit exhiberi, in qua curuae QM vtcun- 
que diflimiles ponuntur curuaeBSC eiusmodi tamen 
vt QM in BSC abeant fido u~a. Obtinebitur 
vero haec folutio , fi R fumatur fundio quaecun- 
que ipfius u cuanefcens fido u—o , abeatque R in 
D pofito u~a, fitque </R —W^. Sumatur enim 
x et 7 — abibit x in r et y in r fi fiat 

atque euanefeente u tam x quam y cuanc- 
fcent, quicquid fit r. Hinc autem fequens orietur 
aequatio generaliflima: du
(D*QV r +B*RW? s yxz+du
—B*D*(RV^r—QW.f)’). Ia hac aequatione loco dr 
introduci poteft ds ponendo loco dr, vel etiam 
loco r poterit x introduci ponendo loco r eius 
valorem et tum habebitur aequatio inter u et 
x. Notandum autem eft quia Q euanefeit fado u 
— 0, P talem effe debere, fundionem ipfius u, vt 
P’Q pofito u~o, vel fiat quantitas finita vel infi
nite magna, at tamen canendum eft ncfPdu debi
to modo fumtum fiat infinite magnum.

Corollarium
34.8. Aequatio in foliirione fmicnta fit fepara- 

bilis, fi fuerit P — erit A—2 V u ct p zzz •
Habe-



du
Habebitur enim — ^{1+W)

r-
dantur enim s et q per r.

Corollarium 6.
349. Simili modo aequatio Schol. I. fepara- 

tionem admittet, fi fuerit P*Q— V* feu P~ 
TT , • dr(i-\~qq}Habebitur enim =

in qua indeterminatae u et r funt a fc 
inuicem feparatae..

Exemplum 1.
350. Manente P1^— V* feu fPdu~2.'VQ 

ob N du~ dQ^) erit fafto AzzaVB. Vn- 
, r do. dr(i-^qq}____________

de fit __ _r_sx^-qq^s-rq}'). ‘
bebit ergo/Pdu requifitam proprietatem, vt evane- 
fcat facto u — 0 euanefeit enim Q Sit nunc 
curua BSC circulus fuper diametro AB deferip- 
tus, erit {ar-r ), et q z= 2^?^) atque 2’ 
i-\-qq~-^^i}y his- valoribus- loco r et q fub' 
flitutis prodibit ifta aequatio ~

^iac ac^ua'
X 3 tio> 



tio non folum indeterminatas a fe inuicem habet 
feparatas, fed etiam generaliter per logarithmos 
integrari poteft: poteft enim in aequatione 
zz^^r^^b membrum irrationale ra
tionale effici. Prodibit autem integratis haec

4a __ / 2V;g—-r)^V(EZ>—4r) । ^'^ab C ^b—^r)-j~y‘gb( a — T) 
^a—gb____________?»’ " -----4«—gb ^d{gb—4»-)—^^b(a—r)

-4/C- Notari hic convenit caium quo gb— 4^ 
feu Vb^^i quo tempus per quamvis curuam 
AMC aequale ponitur tempori defcenfus per rc- 
ftam verticalem AB j tum enim erit

Si ig^ur fignum 4- valeat, 
erit dr — 0 , er r “ conft. — c , vnde fit j ~ 
V(ac — c') et xy~Vc; V(a-c) feu jV c—.x V 
(/i-d)) quae aequatio omnes dat chordas in hoc 
femicirculo cx A du&as, quemadmodum jam de- 
monftravimus tempora per fingulas chordas efle 
inter fe aequalia. Valeat fignum — erit^—^^.) 
atque hinc , fe — g. Erit ergo Q
—Cf/V) atque ob s—V(ar—r*) habebitur .r 
0r\/V2=JL et y — eliminata ergo r pro
dibit ifta aequatio (pofito w) y-f-.v’ — maV 
xy. Hae ergo curuae hanc habent proprietatem, 
vt arcus earum a femicirculo abfeiffae abfoluan- 
tur defeendendo eodem tempore, eo fcilicet 
tempore, quo fingulae femicirculi chordae per
curruntur, k • . \

Co-



Corollarium 7.
35 1.Huius autem curuae cuius aequatio efty-4- 

X^—maVxy figura eft AMFA ; habet nimirum 
diametrum AF cum verticali AP angulum femire- 
ittim conrtituentem et in A nodum. At vero o- 
mnes hae curuae funt inter fe fimiles, et omnes 
ad omnes circulo., accommodari poflunt.

Corollarium g.
352. Si ergo in hac curua fumatur quod

cunque punitum M et per hoc et A circulus 
tranfiens concipiatur centrum habens in vertica
li AP, corpus arcum AM eodem tempore per
curret, quo diametrum circuli, feu quo chordam 
AM. Quare haec curua. hanc habet proprieta
tem, vt quivis arcus AM a corpore ex A dc- 
fcendente abfolvatur eodem tempore, quo fubten* 
fa AM.

Corollarium 9.
353. Hoc ergo cafu quo P^—V' perinde 

eft five fit five fecus; eadem enim prodit 
aequatio inter x et y. Vti tam ex exemplo hoc 
quam ex aequatione intelligitur.

Exemplum 2.
354. . Manente vt fit —r

Tabula IX.
Fig, 5. '

Tabula IX.
Fig. 4.

dr



dr^i-^qq) ,
----------—;—77-------------- 37 ’ ^1C curua BSC cir-

culus centro A radio AB“rt defcriptus, erit r — 
V(a-r') ct q~^~r} atque i-\-qq — ~^7~- 
Quibus fubftitutis prodibit fequcns aequatio,

—f— a d r « zv
yj^gr^ Vbl 5 ’ maiUS effC dcbct qUflrn 

^a, quia r non excedere poteft a. Hinc ftatim 
ille radius innotefeit , qui quaefito fatisfacit, po
nendo zz a fcu quo cafu erit j zz

f ~16-}. Vnde erit a.': y zz 4^: V^b'—i6a} 
et zz quae eq. tangens anguli illius
radii, fuper quo corpus dato tempore \ b ad pe- 
ripheriam peruenit, cum verticali AB. Curuae 
praeterea algebraicac non dantur , quia formula 
diifcrcntialis non effici poteft rationalis.

Exemplum 5.
355. Sumta aequatione generaliffima ex §. 

(347.) et ponatur linea BSC reda horizontalis 
fiet r~a et dr~o. Hanc ob rem loco dr in
troducatur eius valor vbi 7 erit infinite ma
gnum. Deletis ergo terminis , qui prae 7 eua- 
nefeunt , proueniet ifta aequatio: ABRr/r-j-ABW 
sdu —^r_Y)duV (gB ab P 2Q—A2^2 V2). Quae 
aequatio ob V/du — d^ et P, Q, ct V data per 
u integrationem admittit. Erit nempe zz



C+ (gB^^PQ—A W1). Ex qua aequa
tione ergo invenitur s. Deinde cum fit y—^j 
at y euanefcere debeat facto u—0 , debebit elfe 
Cz=0, fi quidem integrate /<Zh V(gB^P’Q—AVV‘) 
ita fumatur vt euanefeat pofito u~o. Tum ergo 
•rit x~^ et y ~ AW}
Quae eft aequatio generalis pro omnibus curuis 
fuper quibus corpus ex A ad horizontalem datam 
defccndit.

Exemplum 4.
3 $6. Teneatur aequatio generaliflima fuprt 

inventa (34.7)5 et ponatur linea BSC refta ver
ticalis parallela ipfi AB et ad diftantiam f ab ea 
pofita erit S—f et q—o. Quare habebitur ifta 
aequatio ADQ<fr-|-ADr/7Q~-+- duV(gBDI^P1Qr-< 
A2By”W2). Cum autem fit Qr—Bx hoc fubfti- 
tuto prodibit ADdx — ± ^(gD^P^-Ay^W’), 
Vnde invento x erit j'~y \ At quia in illa 
aequatione indeterminatae x et u non funt a fe 
inuicem feparatac , non multum ex ea deriuare 
licet.

Scholion 3.
357 . Ex generali huius problematis folutio- 

ne, quando vnica curua AND infinitas dat cur- 
uas AMCj colligere licet folutionem huius pro
blematis , quo infinitae requiruntur curuae, fuper 
Tom. 1L Y qui-
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quibus omnibus corpus ex A ad datum punftum 
peruenit. Quaelibet enim curua AND vnam da
bit curuam per datum pundum curuae BSC trans
euntem j hocque modo innumerabiles hqiusmodi 
curuae obtinebuntur. Sed cum hoc modo folti- 
tio nimis effer difficilis ct operola, aliam genui
nam magis afferre conuenit. Modus autem, quo 
vtemur ita eft comparatus , vt vnam curuam jam 
noffe oporteat , cx qua innumerabiles deduce
re docebimus. Haec ergo curua quae nota effe 
debet, ex alterutra traditarum methodo eliciatur 
vt ex §. 350, vbi curua per quodvis pumftum fe- 
micieculi tranfiens inveniri poteft dato tempore 
deferibenda.

PROPOSITIO
Problema.

Tabula X.
Fig. 1« 3 5». 

uniformi g,
Sollicitetur corpus perpetuo deorfum vi 
dataque fit curua AMC fuper qua cor

pus ex A ad punCtum datum C peruenit , inuenire 
omnes curuas ANC fuper quibus corpus eodem tem
pore ad punCtum C ex k defccndit.

Solutio.
Sumta verticali AB pro axe omnium curua* 

rum fit curuae datae AMC abfeiffa AP~f , ap
plicata PM zz.11 •, fttque curua ANC vna quaefitarum: 
capiatur in ea arcus AN, qui eodem tempore 

abfol-
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ibfoluatur, quo arcus AM , jungantur punda M 
et N reda MN, et conftruatur curua ALB talis, 
■vt applicata PL aequalis fit redae M N. Haec 
ergo curua ALB occurret axi AB in pundis 
A et B; nam incidente pundo M in A, pun- 
dum N quoque in A incidet, ct pofito M in C 
pundum N quoque erit in C, quia arcus AMC 
ct ANC eodem tempore percurri ponuntur. In- 
telligitur autem ex curua ALB inveniri pofle cur
vam ANC; quare fi infinitae huiusmodi curuae 
ALB concipiantur, in A ct B incidentes in AB, 
carum quaeque dabit curuam ANC, hocquc mo
do innumerabiles prodibunt curuae ANC quaefito 
fatisfacientes. Sit nunc PL —r, erit r fundio 
quaedam’ ipfius AP—Z; curuae autem ANC po
nitur abreifla AQ— x, ct QN~J. His pofitis erit

—r, ideoque j ~ z/ -4- V 
(r — (.v—tf). Porro quia tempus per AM aequale 
ponitur tempori per AN, erit 5
feu x dtz-\-xdu~tdx^-^tdy2. Eft autem ^—^-4-

Sit du=pdt ct dr~qdt, 
erunt r, p, et q fundiones ipfius Z: ponatur por
to breuitatis gratia x—t — z feu x~t-\-Z) erit 
dy~pdt A- et dye-i-dx2 ^/dP-h-dP-y-z
dtdz-\-dz2A- — I — V -—“A» J / " **
Hinc obtinetur ifta aequatio

- ztdtdz+zdt’-}-zp'dl' ex qua
Y a z
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z ex t determinetur, habebitur aequatio inter 
.v ct y. Quo autem appareat cuiusmodi fundio 
ipfius t loco r debeat accipi, vt r euanefeat, 
tam pofito t~o quam AB~^, fit P fundio 
quaecunque ipfius t euanefeens pofito t—o, ct Q 
fit etiam talis fundio euanefeens pofito t — ot 
abeat vero Qin A fi fiat t~a\ poterit ergo poni r 
— P(A—Q). Hocque valore fubftituto quicquid 
loco P ct Q fubftituatur, habebitur aequatio pro 
cumis quaefitis. Q E. I. 

*
Scholion i.

359. Ex hac quidem aequatione maxime 
intricata parum concludi poteft ad propofitum t 
etiamfi haec methodus genuina efle videatur. 
Saepe autem aequatio inuenta ad abfurdum de
ducere debet, vt fi curua data AMC fuerit linea 
breuiflimi defcenfus, quo cafu non dari poteft a- 
lia curua, fuper qua defcenfus fiat eodem tem
pore. Ad noftrum ergo inftitutum conueniens 
videtur de lineis celerrimi defcenfus tradare, ca- 
que problemata refoluere, in quibus inter omnes 
curuas vel eiusdem longitudinis vel aliam pro
prietatem communem habentes ea quaeritur, 
quae minimo tempore abfoluatur. Atque etiam 
quemadmodum inter omnes lineas, fuper quibus 
defcenfus fit eodem tempore, ea fit inuenienda, 
quae data quapiam proprietate fit praedita. E- 
tiamfi enim difficillimum fit omnes lineas idem 

dcfccn-



defcenfus tempus habentes exhibere, tamen ex iis 
quaelibet poteft inueniri ex proprietate, quam 
prae reliquis omnibus poflidet. Requiritur autem 
ad hanc rem pertra&andam methodus ifoperime- 
tricorum, quam vt paflim expolitam hic non ex
plicabimus.

Scholion 2.
360. Huius autem problematis folutio per Tabah ix, 

(34.8) fequenti modo habetur: erat ibi £ ~— Fi5'4»

dr(i-H77)
--------- r~^77i77—-‘■•-z------ x* Sit punftum C

ad quod omnes curuae conuenire debent, pona- 
turque AE~/ et EC—fi ergo fit r~f, fieri de
bet s—h. Ad hoc fit S fundio quaecunque ipfius 
r} quae abeat in F pofito r—f, quo fado po- 
natur r~-p. Subftituatur hic valot in fuperiore 
aequatione , eaque ita integretur vt pofito u—a 
fiat r—f. Deinde ex ea aequatione prodibit aequa
tio inter coordinatas curuae quaefitae AMC nem
pe AP^.v et PM~y, ex eo quod eft x — ~ ct 
.7 — -^ Atque arbitrarius valor ipfius S dabit in
finitas curuas AMC puncta A ct C jun
gentes, et fuper quibus corpus dcfccndcns tem
pore dato —Vb perueniet ex A ad C. Sit au
tem r/S= Tdr, erit q ~ , atque % =
_________W-J-Z^T*) _____________________________

Y o du —
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du_ ^-(F^Z/T*)
' T“ -1 T^ST-l- Fr(b )- (AS - b rr) 5

Quae aequatio ita integretur, vt pofito tt~a fiat 
V—fy quo fado ponatur X —ct y atque
habebitur aequatio inter x et y pro infinitis cur- 
AMC quaefito fatisfacientibus.

PROPOSITIO 40.
Problema.

Tabula x. S^1- lenire legem generalem, Jecundum quam 
Fig. 2. curua dfpojita ejfe debet, ut corpus fuper ea dejeen-

* dens citijfime perueniat ad quoduis curuae punCtum. 
t ' . i

Solutio.
Sit AMC curua huiusmodi , fuper qua cor

pus ex A ad C tempore breuiorc perueniat , 
quam fuper quavis alia curua per punita A ct C 
transeunte. Sumtis ergo’ in ea duobus quibusque 
M et p., curua inter ea intercepta ita debet effc 
comparata, vt corpus in motu fuo per AMC , 
arcum inter M et p. interceptum breuiore tem
pore abfoluat quam quemuis alium, fi effet in
terceptus. Sint nunc puncta M et p. proxima 
junda duobus clementis Mwp. , ct debebit tem
pus per Mwp. effe minimum; feu per regulas 
methodi maximorum ct minimorum aequali tem
pori per elementa proxima Mwp-. Ducantur ad-

. / axem
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axem AP applicatae MP, wp, (X7r, fumtisqne 
elementis Pp, p7t inter fe aequalibus, feu quoque 
MG—w/H, et pm fi opus eft ad n produda , erit 
vm infinite paruum rcfpeftu elementorum Alw 
et wp.. Debebit ergo efle t.
-4-/. «p,. Sit celeritas quam corpus in AI habet, 
debita altitudini v, qua ergo tam elementum Mw, 
quam Mn percurret. Celeritas autem quam in m 
habebit debita fit altitudini ct celeritas,qua m 
in «habebit debita fit altitudimv-l-^H-z/r/w, illa au
tem celeritate percurret elementum wp., hac ve
ro elementum ;/p.. Hinc ergo habebitur ifta ac*

• Mn . mp.   Mn .  np. _____ a
qiiatlO, 1 “ ^(v-t-du)—Vu ? cit VC1 o
._____L _____ —- 1 __. "—ddw ______ v n d f* d 11 /V i c
V (v-+-au-+-ddiu) — ^(v-t-du) 2 ^10-du; VJf-t-au) ’ vuuc unciis

.. I • t •*. nS   wdcentris M et p. arculis mg et nb, erit —77^

J 1 '2lv-^du)y.v-bdu)’ Porro — Vv"
d u 1 - 1 3 d u x x • 1 1 *

2 v^v cr (v~+-'du)^v-t-diT) — Wv RUIDUS, jUC-

glcdis negligendis, fubftitutis oritur &v(mb—ng)—: 
mb. du-np.. ddw^zmb.du—^lni.ddw. Eft vero pro
pter triangula fimilia wMG et nmb^xmlA 
vt fequitur wg: mn — mG\ feu — 
et mb: mn P-H: wp. , feu wb ~ Quam-

, . .mM   «iGs —ntG. du Mm ddtu.  u zrobrem erit m™'— juS mn —-^aitt.
Quae aequatio eft homogenea et determi

nat naturam curuae AMC brachyftochronae vo
catae
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catae, fuper qua corpus tempore breuiflimo e* 
A ad C perucnit. Q: E. I.

Corollarium i.
361. Si ergo dicatur MG—mll — dx, mG—dy, 

et Mm—yXdx*-+-dy*')—ds', erit H p. — dy -j- ddy et 
in [x ~ ds dds. His fubftitutis habebitur ivddy 
— 9ua fi ex potentiis follicitan-
tibus determinentur v, du, et ddw , habebitur 
aequatio pro curua brachyftochrona- At femper 
ddw ita inuoluet mn, vt mn ex calculo excedat.

Corollarium 2.
363. Sit radius ofculi curuae ^m\x — r is- 

que in plagam auerfam ab axe AP direftus erit r~ 
ds3 A dy__  dsddy—dydds__ dx2ddy

^dd^i at eft d‘ £ — — — sr- Quarc
erit d.^—-*, fi’nc prodibit ifta aequatio — 

Ubi notandum eft effe -J vim centri- 
fugam , qua curua in M fecundum normalem ad 
cumam premitur.

Corollarium
364. Si ex potentiis follicitantibus fluat dv 

ZzPdx -F Qdy 4- R ds ; erit du ” P dx4-Qdy 4- 
Hds ct ddw ~ Q. mn-^R.ng.) quia pumfto m in 
« translato crefcit dy particula mn et ds particu

la 



la w^.Quia autem eft vg zz erit ~ — Q— 
quibus fubftitutis habebitur ifta aequatio — 

Tdy—Qdx 
ds

Scholion 1. • z
365. Ex folutione intelligitur formulam in

ventam latiflime patere, atque ad potentias fol- 
licitantcs quascunque extendi, etiam rcfiftcntia 
non excepta. Quaecunquc enim fuerint poten
tiae follicitantes, determinari poteft tam du quam 
ddw, qui valores fubftituti dabunt aequationem pro 
brachyftochrona quaefita. Attamen haec tantum 
locum habent, fi potentiarum diredtiones fint 
in eodem plano: curua enim inuenta eft in eo 
dem plano fita. Nihilo tamen minus fi poten
tiae non fuerint in eodem plano, curua brachy- 
flochrona in dato plano ope formulae huius po
terit inucniri. In quolibet enim plano dato pe
culiaris erit curua brachyftochrona quaecunquc 
fuerint potentiae follicitantes. Alia vdro quaeftio 
eft, fi quaeratur linea brachyftochrona inter om
nes omnino lineas data duo punfta jungentes , 
etiam non in vno plano fitas. Quoties vero po- 
tentiarum follicitantium dirediones in eodem pla
no funt pofitae, dubium non eft lineam brachy- 
ftochronam in eodem pofitam efle plano. Nam 
fi curuae non edent in eodem plano potentiae 
oblique agerent, et propterea corpus non tan
tum, quantum fieri poteft, accelerarent. Ex hac 

Tom. II. Z igitur
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igitur folutione tam linea abfolute brachyftochro- 
na, fi potentiarum follicitantium dircdioncs funt 
in eodem plano, inuenitur , quam linea, quae 
in dato plano eft brachyftochrona , quaecunquc 
fuerint potentiae follicitantes.

Scholion 2.
$66. Quaeftionem hanc de linea brachyfto

chrona feu celerrimi dcfcenfus primus produxit 
Cei. Ioh. Bernoulli , atque plures eius folutiones 
extant tam in Ad. Lipf. quam Transadionibu* 
Angi, et Comm. Acad. Parif. ct alibi vbi hoc 
problema tam in hypothefi potentiae follicitan- 
tis deorfum diredac, quam pro viribus ccntri- 
petis folutum dederunt. Nemo autem problema 
fundamentale, quale hic dedimus, tam late pa
tens pracmifit, vt ad potentias quascunque et re- 
fiftcntiam etiam extendi poflet. Sumferunt enim 
omnes ddw"0) quod femper perperam fit, nifi di- 
redio potentiae fit MG vel wll. Et hanc ob 
rem Cei. Hermannus ccfpitauit, dum tali pro- 
pofitione ad brachyftochronas in medio rcfiften- 
tc inueniendas eft vfus in Comm. Acad. Petrop» 
A. 17-7quasque corredas dedi in iisdem Coinra’- 
A’ 1734- ex hoc ipfo problemate.

' PROPOSITIO 41, 
Problema.

•Tabui» x. 357. Si corpus perpetuo deorjum trahatur vi 
2* . qua'
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quacunque-, inuenire lineam bracJyjlochronam AMC 
fuper qua corpus citiffime ex X ad Q defcendit.

Solutio.
Pofita AP—x; PM—j'; et arcu AM~/, fit 

vis quae corpus in M deorfum vrget — P; erit 
v—fPdx hoc integrali ita accepto vt euanefcat 
pofito xzzao , fi quidem corpus motum in A ex 
quiete inchoare ponitur: atque dv—Pdx. Erit 
ergo du~Ydxzaidv et ddw~oy quia dx inua- 
riatum manet, eunte m in n. Quocirca habe
bitur ifta aequatio eu d. & — cuius integratis 
eft — 2 teu vds*~ady\ hineque dx*fPdx 
z=.aay*-dy*jPdx. Quamobrem pro linea bra- 
chyftochrona quaefita habebitur ifta aequatio dy 

in qua indeterminatae x et y funt a fe 
inuiccm feparatae. Curuae autem longitudo ha
betur cx ha£ aequatione ds QE.I.

Corollarium 1.
36 8.In A igitur vbi celeritascorporis euanefeit 

feu fitjWx—0, erit/fy—0 feu tangens curuae in A 
erit verticalis incidens in AP. At vbi fit JPdx 

ibi tangens curuae erit horizontalis.
Corollarium 2.

369. Quia ddw~.o, et du — Pdx, erit-’ — 
T?’ (363) Eft vero ^7 vis normalis, qua cur-

Z 2 va



va in M fecundum normalem verfus axem AP 
duftam premitur. Confcquenter vis normalis eft 
aequalis vi centrifugae et in eandem plagam ten
dens. Quocirca linea brachyftochrona hanc ha
bet proprietatem, vt tota preffio, qua curua pre
mitur, fit duplo maior quamvis normalis fota. In fe- 
quentibus vero demonftrabimus hanc proprietatem 
in omnibus lineis brachyftochronis fivc in. vacua 
flue in. medio refiftente locum habere^

Corollarium 5..
370. Propter arbitrariam a dantur infinitae 

curuae brachyftochronae omnes in A initium ha
bentes. Atque hac litcra a effici poteft, vt cur
va ex A per datum pundum C transeat, quae 
erit linea inter A et C, fuper qua. tempus eft mi
nimum.

Corollarium 4»
571. Quia curua AMC alicubi habet tangen- 

Tabut» x. tem horizontalem, fit ea BC et in C fumatur a- 
Fjs-3« Hus axj$ verticalis C Q Sit CQ—X, 

etCM-S; erit dX^ — dx, dY^—djet dS 
—-ds-, atque JPdx—a—fPdX integrali JTdX 
ita accepto vt evanefeat pofito X — o. Ad 
hunc ergo axem CQ fi curua referatur, habebi-

•/, ■ Jtr JPdX) r jq------d^atur ifta aequatio dY—— ---- feu «b — v/pj^

Corollarium 5..
372. Hae ergo omnes curuae ad vtramque 

partem axis CQduos arcus habent fimiles ct aequa
les» 



les. Simili modo ad vtramque partem axis AB 
curua aequaliter eft difpofita. Quamobrem huius- 
modi curuae infinitas diametros habebunt inter 
fe parallelas, et ad diftantiam BC pofitas; nifi 
forte potentia follicitans ita accipiatur, vt fupra A 
fit negatiua , quo cafu curua CMA furfum tendere 
poterit et partem concavam deorfum convertere..

Exemplum r-
373. Sit potentia follicitans vniformis feu P 
crh fVdx — gx vnde loco a pofito gb pro 

brachyftochrona in hac potentiae foliicitantis hy- 
pothefi habebitur ifta aequatio dy — ^2*) feu ds~

At fi aequatio ad axem CQ referatur erit 
dY=dy^—x) et dS—^^ cuius intcgralis eft S 
— Ex qua aequatione patet curuam efle
cycloidem fuper bafi horizontali a circulo diametri 
b deferiptam et deorfum conucrfam : quemad
modum hoc a Cei. Ioh. Bcrnoulli aliisque eximiis 
Geometris jam pridem eft inuentum^ Si itaque' 
dentur duo quaecunque punda A et M, linea fuper 
qua corpus ex A citiflime ad M defeendit, inucm* 
tur fi deferibatur cyclois cufpidem in A, et bafem 
horizontalem habens, atque per pundum M tran- 
fiens; id quod ex eo, quod omnes cycloidcs fune 
curuae fimiles, ex vnica deferipta cydoide facile 
efficitur.. Tempus autem, quo corpus ex A ad M 
Percingit, quodque eft minimum, erit —

Z 3 e£
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et cunne A AI longitudo erit ai b
(b—X). Cum autem fit PM~ j; erit 
tempus per AM zz zz arcui in circulo
diametri b cuius finus verius eft x duefto in yp.

Exemplum 2.
374. . Si potentia follicitans P fuerit vt po- 

xn 
tcftas quaecunque abfeiflae CQ> nempe P zz: j-7

erit Confequenter curua bra*

chyftochrona AMC exprimetur hac aequatione

rZY—

JX V OH-r) af*
—3^ ita vt fit S

feu d S -----—
»—2

«X 2 zz—V(«H-1

Quare fi fuerit vel n~r vel n^> 1 curua CM erit 
infinite magna , feu ipfa rc&a BC. Cufpis autem 
curuae A feu locus in quo motus incipit habetur
fumendo CQ— BA zz V Curuae pro
dibunt algcbraicae fi fuerit «zz denotante
«z numerum integrum affirmatiuum quemcunque. 
His igitur cafibus erit n numerus negatiuus, vni- 
tate minor, ita tamen vt w-p-i fit numerus af-
firmatiuus. Sit wzzi, erit «zz— Quare fiet dY 

dX



/7 Y — 1 2
7 — X7), cuius integralis eft Y z

3—1 2 3
— ^af T—X^)2). Quae aequatio ab irratio- 

nalitate liberata fit ordinis fexti. Simili modo 
aliae curuae algebraicac inuenientur, quae incer
tis hypothefibus funt brachyftochronae.

Scholion I.
375. Ex data problematis folutionc fequitur 

. fimul folutio problematis inuerfi, quo quaeritur 
potentia follicitans deorfum dire&a , talis vt da
ta curua fit brachyftochrona. Debet autem haec 
curua in pundo infimo C habere tangentem ho
rizontalem, ct alicubi in A vbi eft motus initium, 
tangentem verticalem. Vt fi fuerit aequatio pro 
curua data haec R dX, erit R 2fPd X zz a — 

fPdX atque [P dX — Vnde inucnitur Pzz
Si ergo radius ofculi in

M ponatur r, propter habebitur P zZ
7^. Quare problema hac vnica fohictur analo
gia: vt radius ofculi curuae in M ad lineam da
tam; ita finus anguli, quem tangens curuae in M 
cum verticali facit, ad potentiam follicitantem , 
quae quaeritur. Altitudo vero debita celeritati , 
quam corpus in M habet, eft a— fPdX —lArni — 

ex quo fequitur celeritatem corporis efle
Mi ipfi finui anguli , quem tangens curuae cum 

vertr 



Tabula 
Fig.
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verticali conftituit, proportionalem. Vtfifit cur
va CMA circulus radio c deferiptus; erit r zz c 
Ct dX ZZ ^2cx—XXj atque ~ '^cx—xxy) ex qui* 
bus fit Pzz zz' ^77^. Vis ergo corpus de- 
orfum trahens proportionalis cfle debet abfciffac 
AP, cui etiam celeritas eft proportionalis.

Scholion 2.
376. Inuenta linea brachyftochrona pro hy- 

pothcfi potentiae follicitantis deorfum tendentis, 
ordo requireret, vt lineas brachyftochronas in 
hypothefi virium centripetarum determinaremus, 

x. At propofitio fundamentalis (361.) ita eft com
parata , vt elementa curuae Mw et m |x ad axem 
AP et ordinatas orthogonales MP, mp referan
tur, quod ad cafum virium centripetarum non 
commode quadrat. Videtur quidem elementa 
MG et wH vt conuergentia ad centrum virium 
confiderari pofle; fed hic ipfe error, qui ex hoc 
oritur, quod elementa MG et wll non effent pa
rallela, vt propofitio fundamentalis requirit, pcr' 
peram negligitur. Perfpicuum hoc reddi poteft 
determinando radio ofculi, qui fi MG et fue- fTl G-
rint inter fe parallela eft zz MG: d. mw’ ftnae 
autem cxpreftio non locum habet, fi MG et wH 
ad centrum virium convergunt. Quare antequam 
ad brachyftochronas in hypothefi virium centri
petarum accedamus, ex propofitione fundamen

tali
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tali generalem deriuabimus proprietatem cuicun
que potentiarum follicitantium hypothefi accom
modatam. Ex quibus pcrfpicietur Ccl. Herman- 
num in Phoronomia aliosque, qui brachyllochro- 
nas pro viribus centripetis dederunt, efle decep
tos, dum vfi funt principio cum veritate non 
confentaneo, vt mox indicabitur.

PROPOSITIO 42.
Theorema.

377- Quaecunque fuerint potentiae folli citantes, Tabuit x. 
ea linea erit bracbyjlocbrona, quam corpus fuper ea p's' a’ 
motum premit vi duplo maiore, quam ejl vel fola 
vis centrifuga, vel fola vis normalis.

Demonftratio.
Quaecunque et quotcunquc fuerint potentiae 

follicitantes, eae omnes in binas refolui poffunt, 
quarum altera trahat fecundum MG altera fecun
dum MP. Sit illa fecundum MG trahens“P ct 
quae fecundum MP trahit — Q, ct dicantur AP 
~x, PM—J , ct AM~r; itemque altitudo ce
leritati in M debita — v. Erit cx his duabus 
viribus vis tangentialis — —ct vis normali* 
__ Hanc ob rem erit dv — Pdx- Qdy.
Cum hac expreffione comparetur , quod fupra 
(3^4-) eft allatum, vbi pofuimus dv — ?dx 4- 
Tom. II, A a Qdy



erit Q negatiuum et R~o. Sequitur 
ergo exinde fore . At eft V vis
centrifuga, qua curua in M premitur ct 
eft vis normalis. Quare cum vis centrifuga fit 
aequalis vi normali , tota prcfllo , quam curua 
fuftinet duplo maior eft quam vel fola vis cen
trifuga , vel fola vis normalis. Q. E. I,

Scholion r*
378. In fequente capite dcmonftrabimus hanc 

eandem propofitionem locum etiam habere in 
medio quocunque refiftente; id quod quidem ea
dem opera hic demonftrare potuiflemus : fed , 
quia refiftentiae fcquens caput eft deftinatum, eo 
potius hoc theorema transferre vifum eft.

Corollarium 1.
379. Ex hac igitur propofitione facile erit 

in quacunque potentiarum follicitantium hypothefi 
brachyftochronas determinare. Hocque ipfum jam 
ex aliqua parte fupra pracftitimus, vbi curuas de- 
terminauimus , in quibus preflio totalis datam ha
beat rationem ad vim centrifugam.

Corollarium 2«
380. Cum fit dv — PJx— Qdy, erit v~[Pdx 

integralibus ita accipiendis, vt eua- 
nefeant
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nefcant faflis x cr y — 0 , fi quidem motus in 
A ex quiete incipere debet.

Corollarium 5.
381. Si ergo hic pro v inuentus valor fub- 

ftituatur habebitur aequatio pro curua brachyfto. 
chrona haec Eft ver0 r --

(363-) himto dx pro conftante, quia in 
partem oppofitam axi AP cadere r ponitur; vn- 
de habetur (hacc aequatio: (fPdx—JQdy')
—- P dy -4- Qdx.

Corollarium 4.
382. Quia hacc aequatio eft diffcrentialis fe

cundi gradus atque ideo duplicem integrationem 
requirit, altera integratione conftans quaevis po
terit adiici, altera effici debet, vt faflo x—o fiat 
quoque yzzo. Infinitae ergo prodeunt curuae 
brachyftochronae pro eadem potentiarum follici- 
tantium hypothefi. Atque conftante arbitraria ef
fici poterit, vt curua per datum punflum transeat.

Corollarium
383. Tempus, quo corpus ex A ad M per

venit, eft quae qui
dem expreffio prius ex aequatione curuae eft in-

Aa 2 vefti-



veftiganda; minimum vero hoc tempus efle de
bet inter omnia alia tempora motuum per cur
vas omnes pun&a A ct M jungentes.

Scholion 2.
384. Quemadmodum porro in quacunque 

potentiarum follicitantium hypothefi cae curuae 
libere deferibuntur, in quibus vis centrifuga aequa
lis eft et contraria vi normali; ita eae curuae e- 
runt brachyftochronac, in quibus vis normalis quo
que aequalis eft vi centrifugae, fed in eandem 
plagam tendens. Atque quemadmodum illa pro
prietas communis eft omnium curuarum libere 
deferiptarum etiam in medio refiftente, ita haec 
quoque proprietas ad omnes lineas brachyftochro- 
nas in medio refiftente extenditur.

PROPOSITIO 45.
Problema.

Tabuh x, 385. Si corpus vi quacunque perpetuo traba- 
4’ tur ad centrum virium C: inuenire Uncam braebj- 

Jlochronam A AI, fuper qua corpus ex A citiffime ad 
M pertingat.

Solutio.
A pundo A, in quo motus initium ponitur, 

ad centrum virium C ducatur reda AC, item
MC



MC, et in tangentem AIT ex C perpendiculum 
CT. Ponantur AC~« ; CM—j*; CT — p ; vis 
centripeta in M—P et celeritas in M debita altitu
dini v. His politis erit dv~—Pdy et v~—jPdy 
hoc integrali ita accepto vt euancfcat pofito y 
zza. Vis normalis autem erit ~ ; cui aequalis
cAe debet vis centrifuga et in eandem plagam ten
dens; tum enim proueniet curua brachyftochro- 
na, vt Prop. praec. dcmonftrauimus. Curua igi
tur debebit efle connexa verius centrum C ct ra
dius ofculi in partem averfiim a centro C cadet. 
Quare cum haec expreflio exhibeat radium o- 
fculi, quatenus verfus centrum cadit, erit vera ra
dii ofculi expreflio in noftro cafu . Vis igitur 
centrifuga erit , cui aequalis po
ni debet vis normalis ex quo oritur haec ae
quatio cuius integralis eft —fPdy,
feu p — y — bjPdy^ quae eft aequatio pro curua 
quaefita inter y et p. At fi centro C ducatur ar
cus MP hicque dicatur erit nm—y*s et pp-----  

^ine ^et atque valore
iplius p ex fuperiorc aequatione fubftituto habebi-

, —adW—b.fPdy ntur ds zz:) quae eft aequatio inter y et 
arcum circuli s radio a deferiptum , qui metitur 
angulum ACM, ex qua fluit confttu&io curuae 
quaefitae. Q. E. L

Co-



Corollarium r.
386. Quia altitudo celeritati debita eft v = 

—fPdy “ ; celeritas corporis in quovis loco
erit vt perpendiculum ex C in tangentem demif- 
fum : fimili modo, quo in motu libero celeritas 
cll huic perpendiculo reciproce proportionali».

Corollarium
3 87. Sit radius ofculi in M ~ r, erit 7-— 

ex conditione problematis. Hinc ergo habe
bitur 2^. Quia autem in initio curuae
in A eft pz^o feu AC tangens curuae, erit ra
dius ofculi quoque in A—0, nifi forte fimul P vis 
ccntripeta in A euanefeat.

Corollarium 5.
388» Maximam corpus habebit celeritatem 

in loco vbi dp^o^ ibi autem ex aequatione pro 
curua fit dy—b. Quare in eo loco corpus celer
rime mouetur vbi refla CM in curuam eft norma
lis. Curua ergo vitra hoc punflum a centro C 
recedit.

Scholion 1.
389. Celeritas ergo corporis in fingulis bra- 

chyftochronae punflis non eft proportionalis fi- 
nui anguli, quem tangens curuae cum direflione 
vis ccntripetae conftituit; huius enim anguiiTMC

finus
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finus celeritas vero ipfi p inucnta eft pro
portionalis. Haec quidem proprietas locum ha
bet, fi centrum virium infinite diftat ct diredio- 
nes vis follicitantis funt inter fe parallelae , vt 
ex Prop. 41. intclligitur, vbi celeritas erat vt^ 
i. e. vt finus ang. quem elementum curuae cum 
diredione potentiae follicitantis conftituit. Hanc 
autem proprietatem Cei. Hermannus in Comm. 
Acad. Petrop. A. 1727. omnibus brachyftochro- 
nis tam in vacuo, quam in medio refiftente com
munem cfle eft arbitratus. Atque hanc ob rem non 
folum eae lineae , quas in mcdiQ refiftente pro 
brachyftochronis dedit, tales non funt, fed etiam 
quas in vacuo pro viribus centripetis invenit. 
Hoc autem cafu inuenit hanc aequationem 
zz: £ a noftra atque vera aequatione prorfus di- 
ferepantem. ... ' 

Exemplum i.
890. Sit vis centripeta ipfis diftantiis corpo

ris a centro proportionalis, fietP—Quare 
erit JPdy atQuc V—4^ = 4 Quae cft
aequatio pro brachyftochrona in hac vis centri- 
petae hypothefi , inter p et y. Altera vero ae
quatio inter arcum s radio a deferiptum, qui eft 
menfura anguli ACM, et y eft haec ds -—:----

Huius curuae pundum infimum 
feu centro proximum habetur ponendo vel dy~o

vel 



vel p—y , tum autem erit yzz, haec ergo 
eft minima curuae a centro C diftantia. Radius 
ofculi huius curuae in quovis pundo eft zz ~ 
V jn pundo ergo centro proximo ra
dius ofculi eft maximus quippe zz^^j. Pona
tur tangens anguli ACMz/ pofito finu toto

. ds   df JbW—y"1)— i , erit —a — F-t-Ft j ponatur porro '^[2jy2-^by1—a-b^ 

habebitur ifta aequatio 7^=
b

Ex quo intelligitur curuam toties efle algcbrai- 
cam quoties eft numerus quadratus. Lon
gitudo curuae AM eft porro generaliter —zzzz 

hoc erS° cafu erit ^—J^y^~b.

— 2V—v2/(zf^p^yy-z^b)' gx qUa aequatione fe- 
quitur curuam brachyftochronam AM efle hypo- 
cycloidcm, quae generatur rotatione circuli cuius 
diameter eft =—— “’Pcr concava Padc 
peripheriae A E centro C radio AC deferiptae. 
Cum igitur b pro lubitu accipere liceat, apparet 
omnes hypocycloides fuper peripheria AE natas 
efle brachyftochronas.

Exemplum 2.
391. Sit vis centripeta reciproce proportio

nalis quadratis diftantiarum , vt fit Pz^, vnde 
erit/p<r=^4-e=^, atquc

b'



, quae eft: aequatio pro brachyftochrona in hac 
■vis centripctae hypothefi. Altera vero aequatio 
inter arcum J et y erit ifta
Huius ergo curuae pundum infimum pofito dy—: 
0 , determinabitur ope huius aequationis cubicae 
ayzbf'y~ a bj*. Ceterum ifta aequatio inter 
s at y fufficit ad curuam quaefitam conftruendam.

Scholion 2.
392. Ex his igitur, quae inhac et praeceden

tibus propofitiombus allata funt, intelhgitur quo
modo in quacunque potentiarum follicitantium hy
pothefi ea linea fit inuenienda , fuper qua cor
pus ex dato pun&o ad datum punftum citiflime 
perueniat. Nunc ergo etiam determinari opor
tet eam lineam , fuper qua corpus a dato pun&o 
citiflime non ad datum pun&um fcd ad datam li
neam perueniat, quae fane curua vna erit ex 
infinitis brachyftochronis: at quaenam ea fit in fe- 
quente Propofirione declarabimus.

PROPOSITIO 44.
Theorema.

393. Corpus a dato puncto A ad quamuis Vi- TabU]a x< 
ream datam BM celerrime peruenit fuper linea bra- $♦ 
cbyjloi.hrona AM, quae datae lineae BM ad angu
los relitos occu rit : bocque in quacunque potentiarum 
follicitantium bypotbeji.
Tom. 1L Bb De-
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Demonflratio.
Sit AM ea linea , fuper qua corpus cx A ci- 

tiflime ad lincamBM perueniat; perfpicuum eft pri
mo hanc lineam fore brachyftochronam: nam 11 da
retur linea , fuper qua corpus citius ab A ad AI 
perueniret, ea potius quaefito fatisfaceret. Prae
terea haec linea AM ad angulos rcdos in M cur- 
uac BM occurrit; nifi enim ad angulos rcdos 
occurreret, duda minima normali mn^ ob mn^ 
iM corpus citius per Amn ad curuam BM per
veniret, quam per AwM. Quare ne haec exce
ptio locum inuenire poflit, neceffc eft, vt curua 
AA1 datae curuae normaliter infiftat. Confequen- 
ter corpus fuper ea infinitarum brachyftochrona* 
rum ex A ad curuam BM dudarum citiflime ad 
curuam BM perucnit, quae curuae BM ad angu
los redos occurrit. Q- E. I.

Corollarium r.
394. Si ergo infinitae curuae quaerantur, 

fuper quibus corpus dato tempore ab A ad li
neam BA1 perueniar, oportet vt datum tempus 
fit maius quam tempus per brachyftochronam A 
M: alias enim problema fieret impoflibilc.

Coollarium 2-
395. Si accidat vt phircs curuae brachyfto- 

chronae fint no males in cumam BM , plura quo
ji. que 



que prodibunt tempora minima vel maxima.Hiec 
enim methodus tam minima quam maxima de
clarat.

Corollarium 5^
296. Quia tempus per curuam brachyfto- 

chronam AM eft minimum, intelligitur ex me
thodo maximorum et minimorum, fi duae bra- 
chyftochronae proximae concipiantur normaliter 
infiftentes curuae BM , tempora per eas efle in
ter fc aequalia.

Corollarium 4.
397. Hinc porro perfpicitur, fi curua BM 

fuerit eiusmodi, vt omnes brachyftochronas ex 
punfto A ductas fecet ad angulos redos, tem
pora per omnes brachyftochronas ad curuam B 
M vsque ducftas fore inter fe aequalia.

Corollarium
398. Quamobrem curua quae ab omnibus 

curuis brachyftochronis ex punfto A duftis arcus 
ifochronos, feu eodem tempore percurfos ab- 
fcindit., ea quoque omnes brachyftochronas ad 
angulos re&os fecabit, feu erit illarum traiedoria 
orthogonalis.

Corollarium 6.
399. Atque viciflim quoque perfpicitur, fi 

curua, quae ab infinitis curuis arcus ifochronos
Bb 2 ab
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abfcindit, fuerit carum traieAoria orthogonalis •, 
eas infinitas curuas omnes cife brachyftochronas.

Scholion.
400. Facile intelligitur hanc propofitionem 

locum quoque habere in medio refiftcnte; fimi- 
li enim modo apparet tempus per elementum 

normale in curuam BM minus effe quam tem
pus per elementum mM quod non eft perpendi
culare ; in hoc autem totius demonftrationis vis 
eft fita. Quare fi, infinitis curuis ex pundo A 
edudis, lex potentiarum follicitantium et refiften- 
tiae poterit inueniri, in qua cae curuae omnes 
fmt brachyftochronae, fimul harum curuarum tra- 
jedoria orthogonalis poterit exhiberi quaerendo 
tantum curuam ab iis curuis arcus ifochronos ab- 
fcindentem. Atque hanc ipfam traiedorias or- 
thogonales inueniendi methodum jam adhibuit 
Cei. Ioh. Bernoulli, in Acft. Lipf. A. 1697.

PROPOSITIO 45.
Problema.

401. Inter omnes curuas punSa A et C jun
gentes et aequaliter longas eam determinare AMC 
fuper qua corpus celerrime ex A ad C perueniat, in 
bypotbefi potentiae follicitantis vniformis g et deorfum 
dircUae,

So’



Solutio.
Duda verticali AP et horizontali PM dica

tur AP—v, PM—y et AM—.c; eritque tempus 
quo arcus AM abfoluitur lam per metho
dum ifoperimetricorum, de qua peculiarem dedi 
diflertationcm cum formulis generalibus, ex qui
bus quaeuis problemata facile rcfolui pofliint, in 
Comment. Acad. Petr. A. 1733 ; duae quantita
tes confiderandac funt arcus A ds et tem
pus per AM—quarum altera alterius re- 
fpedu debet cffe minima vel maxima. Eodem 
enim redit fiue inter omnes curuas aeque longas 
quaeratur ea, quae breuiHimum habeat defcenfum, 
five inter omnes, fuper quibus defcenfus fiunt 
eodem tempore ca, quae eft breuiffima. Per for
mulas autem meas dat /ds, hanc quantitaaem diff. 

et dat d/ff. quarum altera alterius mul 
tiplo cuicunque aequalis eft ponenda. Habetur ergo 
integrando g - m , feu dy a-^x} — 
indsVx. Sumendis vero quadratis erit dy^Va— 
V x)x — m'xdx'-\-m* x dy', vnde erit dy------- 

mMx_______j   dx(Va—Vx) v
V(a—2<ax-+-(*—m’)x) CL ‘‘J — y(a—2Vax-f-(i— 
quo curua quaeiita determinabitur. Q. E. I.

Corollarium i.
4. 04. In aequatione inuenta duae infunt quan

titates a et m arbitrariae , quibus effici poteft vt 
curua per datum pundum C transeat, et vt fimul fit

Bb 3 datae
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datae longitudinis. Atque tum haec curua celer* 
rime abfoluctur inter omnes alias curuas eiusdem 
longitudinis per A ct C transeuntes.

Corollarium 2.
403. Si ponantur a et iw infinite magna 

prodibit cyclois , quae non folum inter omnes 
curuas eiusdem longitudinis, fed inter omnes ©- 
mnino citiflimc abfoluitur.

' . i ’ ’ i

Corollarium 3,
404. Si ponatur m~o prodit dyzzv, feu re

da verticalis. At fi fi.it a~o, oritur reda quaecun
que per pundum A duda. Eft enim reda linea 
inter omnes lineas, quae eodem tempore abfol- 
vuntur minima (eu breuifiima.

Corollarium 4.
405. Si ponatur m— i, prodibit curua alge- 

braica , erit enim dy—^^~—v cuius integralis 
eft Haec curua
etiam eft redificabilis, namque erit s = v ------

V(4—aV^.r). Quin etiam tempus per 
arcum AM algcbraice poterit exprimi, erit enim 

- It» _ Aequatio vero pro
curua reduda fit ordinis quinti.
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Corollarium
4.06. Si in hac curua fumatur x~*, ibi tan

gens erit horizontalis, atque reda verticalis in eo 
curuae pundo erit diameter curuae. Illo nutem lo
co fit et longitudo curuae ad hocpundum
erit ~ Atque tempus , quo hic arcus abfol- 
vitur eft = Eodem ergo tempore 'corpus 
reda defeendet per altitudinem | a.

Scholion.
4.07. Miffis nunc hisce de celerrimo defcenfn 

progredimur ad eas curuas confidcrandas , fuper 
quibus plures defcenfus inter fe comparati datam 
teneant relationem. Huc maxime pertinet quae- 
ftio de curuis tautochronis, fuper quibus vel omnes 
defcenfus ad pundum infimum curuae vsque fiunt 
eodem tempore , vel integrae ofcillationes. Ad 
haec deinde aliae accedere poiTunt quaeftiones 
cum difficiles, tum vim methodi, qua vtemur, il- 
luftrantes.

PROPOSITIO 46. 
Problema. * > ■ •

4.08. Inucnire legem generalem curuarum tauto- 
chronarum, fuper quibus omnes defcenfus ad pundum 
A, initio defcenfus ubicunque in curua AM accepto, 
abfoluantur eodem tempore.

So

Tabula Xt
Fig. 1,



Solutio.
Sumta recta AP pro axe, dicatur curuae por

tio AM~s, fitque altitudo celeritati in A debita 
zz#, et altitudo celeritati in M debita zzv; erit 
tempus quo arcus AM abfoluitur quod in-
tegrale ita eft capiendum, vt euaneicat pofito r 
—o. Tum fi in eo integrali ponatur v~o, ha
bebitur tempus defcenfus a loco in quo celeri
tas erat nulla vsque ad punitum A, feu totum 
defcenfus tempus; id quod eadem quantitate ex- 
preffum effe debit, quaecunque fuerit quantitas#. 
Haec igitur quantitas # neque in expreflione tem
poris ineffe debet, neque in expreflione pro cur
va AM, quia haec eadem curua idem defcenfus 
tempus producere debet , vrcunque varietur #. 
Sit jam v quantitas compofita ex litera z ad curuam 
pertinente, et a curua AM cum abfeiffa AP et 
applicata PM tantum pendente, neque # inuol- 
vente; atque ex littera b quae ex b et quantitatibus 
conflantibus fit compofita. Sit autem v talis ipfa- 
rum b et z funftio vt euanefeat , pofito z^b, 
atque vt fiat zz b, fi fit z~a.b, exiftente a nu
mero quocunque.Ponatur porro ds"pdz pro aequa
tione curuae quaefitae, debebit p talis effe quantitas, 
in qua non contineatur b vel #, quia hae litte
rae in aequationem curuae ingredi nequeunt Ha
bebimus ergo pro expreflione temporis per AM, 

h°c integrali ita accepto vt euanefeat pofito 
v — b feu z ~a.b. Deinde hoc integrale fi in eo 

po-
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ponatur «zsZj dabit tempus totius defcenfus, in 
quo Z> ineffe non poterit. Hoc vero eucnit fi 
fuerit fundio ipfarum b et z nullius dimenfionis, 
feu fi fuerit fundio nullius dimenfionis. Sit v 
fundio m dimcnfionum ipfarum b et z , debebit 

m—2
effe p—,Cz 2 , denotante C quantitatem con
flantem a b non pendentem. Quoties ergo pro 
v talis fundio fuerit comperta , habebitur pro 

m—2
curua quaefita haec aequatio ds — Cz dz, feu r

771

— confl. fi optfs eft, quo r euanefeat, fi 
in z euanefeat vel x vel y. Q. E. I.

Corollarium i.
409. Quo igitur haec methodus poffit ad

hiberi , oportet vt 0 quantitatibus finitis fit cx- 
preffum: atque vt ea expreffio transmutari pof
fit in funftioncm homogeneam cx h ct z con
flantem.

Corollarium 2.
410- Hanc ob rem neccffc eft vt fiat v~bf 

fi ponatur z~ a b ; quo in quantitate conflante 
adie&a etiam non reperiatur h. Sufficit igitur ii 
viderimus fieri v—b, fa&o z^a.b neque opus eft, 
vt integratio abfohiatnr.

Corollarium 5.
411. Intelligitur etiam curuam in A habere 

debere tangentem normalem in diredtionem vis 
'£om,IL Cc folli*
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follicitantis; nifi enim hoc fuerit, tempus per ar
cum defcenfus infinite paruum , foret quoque in
finite paruum.

Scholion.
412. Valet haec folutio non folum fi, vti 

figura indicat, curua exponatur per coordinatas 
orthogonales; nihil enim intereft quibusnam quan
titatibus naturam curuae exponere velimus-, dum
modo in z non ingrediatur b. Poteft autem z 
continere lineas et quantitates quascunque a cur
va pendentes. Hac igitur methodo in vacuo , in 
quacunque potentiarum follicitantium hypothefi, 
lineae tautochronae poterunt inueniri, quia fem- 
per celeritas per quantitates finitas exprimi po
teft. At fi, vt in mediis refiftentibus fieri folet, 
celeritas non poteft exhiberi finitis quantitatibus-, 
haec methodus vfum habere nequit; fed alia de* 
fideratur , quae fuccedit, etiam fi celeritas per 
aequationem differentialem tantum detur.

PROPOSITIO 47.
Problema.

TtW» xt. 413. Si corpus deorfum follicitetur vi quacun- 
't'1* que\ inuenire lineam tautoebronam, fuper qua omnes 

defcenfus jiant eodem tempore.
Solutio.

Pofito AP—w, PM—y; et AM~f, fit cele
ritas in A debita altitudini b\ et in M debita al- 

titu-



titudiniv. Sit porro vis follicitans in M~P, erit 
b—fPdx integrali JTdx ita accepto vt euane- 

fcat fado x—o. lam fi ponatur bzzb et fPdx 
mz , erit v fundio vnius dimenfionis ipfarum h 
et Z) et euanefcit fido z~b, fitque <v—b fado 
z^o. Erit igitur m~i, ideoque habebitur pro 
curua quaefita ifta aequatio ds~~ et s^zVaz 
zz: 2 V afPdx. Si defideretur aequatio inter 
* ct j , erit ob d s — yajpdxf dy— v/pd» 
Q. E. I.

Corollarium r.
414. Quia euanefcit jPdx fado x~o^ tan

gens curuae in A erit horizontalis, nifi in A 
euanefeat P. Atque curua alicubi habebit tan
gentem verticalem, ibique plerumque cufpidem, 
hoc euenit vbi erit fPdx zz^P2. Ibi enim fit 
dyzzv.

Corollarium 2.
415. Huius curuae in pundo infimo A ra

dius ofculi eft aequalis fubnormali zz: ix^2"^ ’ 
quia in A j ety fiunt aequalia. Quare in A erit 
radius ofculi ~2^P, vbi P denotat potentiam 
follicitantem in pundo A.

Corollarium 5.
416. Ex radio ofculi in A et potentia fol- 

licitante in A inucnitur tempus afcenfus vel de-
C c 2 fcen-



20+ CAPUT SECUND. DE MOTU PUNCTI
*

fcentus per infinite panium arcum ~ —
Huicque tempori tempus cuiusque defeen- 

fus cll aequale. In hypothefi ergo grauitatis — 
i , pendulum longitudinis 2« defcenfus infinite 
paruos eodem tempore abfoluet.

Exemplum
417. Sit potentia follicitans vbique conflans 

nempe P~£, erit l?dx~gx atque s~ zVgaxt i- 
temque dy —\ vnde intelligitur curuam 
cfie cycloidem deorfum convexam, prorfus cum 
linea brachyttochrona in eadem potentiae hypo* 
thefi congruentem. Quod autem omnes defeen- 
fus fiant eodem tempore fuper cycloide jam fu!- 
pra dcmonftr animus (187)..

Exemplum 2-
418. Sit potentia follicitans vt poteflas quae-

•unque ipfius .v, erit Pzz:-^ ct fPdx~ — 3

fi quidem fuerit «4-1 numerus aflirmatiuus; fin enim 
effetH-t-J numerus negatiuuSjfieret/P^-co-Erit igi- 

n-H
2 x . atur V—- atque ——=—

ix  ̂((ziH-1 Xvn— ’ — fn)
--------- yp-----------. Ex qua aequatione intel

ligitur curuam fore redam vtcunque inclinatam ad
V ho-

.4 



horizontem, fi fuerit »~r. At fi n^>i curua in initio 
A fit imaginaria, quo vsque nimirum /n incipit 
minus effe quam (M-i)

Scholion I.
419. Ex aequatione generali apparet redam 

AP effe diametrum curuae. Quare cum in va
cuo afcenlus fint fimiles defcenfibus, femiofcilla- 
tiones omnes fu per curua MA ad alteram partem 
vsque produda erunt quoque ifochronae r er con- 
fcquenter etiam integrae ofcillationes. Deinde cum 
ob arbitrariam 4 infinitae fint curuae tautochronac 
AM , duae quaeque m pundo A coniundae, vt ibi 
habeant tangei t m communem horizontalem , pro
ducent tam femiofcilTationes quam integras ofcil- 
lationes ifochronas; fi fcilicet pendulum ita accom
modetur vt ofcillando huiusmodi curuas abioluau

Scholion 2.
42O. Intelligitur etiam ex folutione eas curuas,- 

quas inuenimus, effe folas, quae quaefito fatisfa- 
ciunt. Nam loco p alia fundio ipfius z fubftitui 
nequit, vt in integrati, fi ponatur prorfus ex 
formula exeant b feu b. Id quod aliis methodis, 
quibus tautochronac funt inuentae, non fatis liquet.

Scholion 5.
421. Quia cft J— 2 Vd/P dx^evit Pix 

Bx quo apparet, cuiusmodi effe debeat potentia
C C 3, ftjlr 



fbllicitans,vt data curua fit tautochrona.Scilicet po
tentia deorfum tendens debet eife proportionalis ipfi 
^exdata curua defumto.Quare nifi curua fit redifica- 
bilis, valor potentiae follicitantis non poteft al- 
gcbraice exhiberi.

PROPOSITIO 48.
Problema.

422. Si corpus perpetuo trahatur ad centrum 
virium C vi quacunque-, inuenire lineam tautoebro' 
nam BMA , fuper qua corpus omnes defienfus ad pun* 
Pium A usque eodem tempore abfoluat.

Solutio.
Dicatur CAzrc, CM~j', et vis centripcta in 

M corpus follicitans — P. Sit porro celeritas in 
debita altitudini b et ea in M altitudini v. Su
matur jPdy ita vt euanefeat pofito , quo 
fado erit v — b — fYdy. Sumtis ergo b pro b 
et/Pdy proz, erit fundio ipfarum b ct z, eui 
c aequatur, vnius dimcnfionis, quare erit m = 
1. Si nunc arcus A M dicatur , erit s — 2 
\ a z = 2 V afPdy , atque hinc d s — Si
nunc in M ducatur tangens in eamque cxcentro C 
demittatur perpendiculum CT, quod dicatur p, 
erit ds, Quare habebitur j*yp^—(js ~
p*) aY' feu pt—y*—y-Nftd^t aequatio pro curua quae- 
fita. Q. E. I.

Co-



Corollarium 1.
i r ....... . . - . . - . - , - -

423. In punAo A xbi fPdy euanefeit, erit 
p~y, feu reda CA erit normalis in curuam, in 
coque propterea celeritas corporis erit maxima, 
quia A eft punftum curuae centro C proximum.

Corollarium 2>
424. Si ponatur p = o } habebitur pundum 

curuae B; in quo refta CB curuam tangit. In 
eoque punfto, quod erit fupremum, curua cufpi- 
dem habebit. Inuenitur yero punftum B ex hac 
aequatione a?'~jVdy\ atque y non poterit effc 
maior, quam valor ex hac aequatione inuentus.

Corollarium 5.
425. Apparet etiam ex aequatione inuenta s 

^zVtifVdy, quia iignum radicale fignum ambi
guum inuoluit, curuam duos habere ramos AB 
et AD inter fe fimiles et aequales; et hanc ob rem 
ofcillationes , quae fuper curua BAD fiunt, effe 
inter fe aequales.

Corollarium 4.
426. Radius ofculi in puhfto A eft ~ 

Et quia eft AC~c, erit tempus, quo vnus dc- 
fcenfus fuper curuae AB portione infinite parua 
abfoluitur — tiVa (207.), huic igitur tempori o- 
mnes defcenfus erunt aequales. Hanc ob rem ofcil- 

latio- 



lationes, quae fiunt fuper curua BAD ifoclironae 
erunt cum ofcillationibus penduli in grauitatis hy
pothefi, cuius longitudo eft ~2a.

. f.'. ."o riuui

Exemplum r.
4.2* 7. Sit vis centripcta dirc<fie proportiona

lis diftantiis a centro vt fit P~-y, erit fPdy zz
Hinc ergo erit AM—f—V~y—c\ atque 

f"zzy yHuius curuae radius ofculi in 
pundo M, qui eft ^y, inucnitur ~ 7^—7 V( arf— 
f )j 3-4-c=). Ex quo fequitur fi fuerit za^>f cur
vam verfus centrum C fore connexam vt exhibet 
figura. At fi fuerit 2azz.f1 curua euadet linea 
reda in A normalis ad redam AC. Fundum autemB 
vbi CB tangit curuam inucnitur ex hac aequatio
ne (f-2a)yy=cc^ cx fiua fit BC — 
Quoties ergo accidit vt fit ^2 a feu curua con
vexa verfus C, habebit curua cufpidcm.in B. At
que in his cafibus curua erit hypocyclois, quae 
generatur rotatione circuli, cuius diameter eft — 

\ fuper concaua parte circuli centro 
C radio — deferipti. Hoc ergo cafu cur
uae tautochronae conucniunt cum brachyftochronis 
fupra inuentis (390).At fi ^a^f quo cafu curua eft 
concaua verfusC,fit BC imaginaria et curua AM non 
amplius eft hypocyclois» Tum autem erit p3 — 

(a/?—



vndc p vbique praeter in A erit 
maior quam AC. Sit c~0 , fiet p~y V ~~ f 
quare hoc cafu curuae tautoebronae erunt omnes 
fpirales logarithmicae circa centrum C deferiptae. 
Corpus fcilicct fuper fpirali logarithmica perpe
tuo eodem tempore ad centrum C pertinget, 
vbicunque defcenfum inceperit. Hac igitur vis ccn- 
tripetaehypothefi tautochronae erunt,primo omnes 
hypocycloides, deinde omnes lineae pedtae vtcun- 
que dudae , tertio omnes fpirales logarithmicae, 
et quarto infinitae curuae aliae hac aequatione 
contentae p*—(2-—fi quidem fuerit 2a^>f et 
c nonzzo.In hac autem vis centripetae hypothefi pro 
tautochronis tantum dederunt hypocycloides Neu- 
tonus in Prine, et Hermannus in Phoronomia et 
Comment. Acad. Petrop. A. 1727. quamvis hic 
aequationem aeque generalem ac noftram habuerit.

Exemplum 2.
+ a8. Ponatur vis centripeta reciproce pro

portionalis quadratis difiantiarum a centro, vt fit P” 
erit Curua igitur A M

erit = 2^^! atque ?/> = ^ttS^,vnde 
inucnitur radius ofculi Vbi
ergo p euanefeit ibi etiamradius ofculi fit ~0.1pfius 
BC valor autem reperietur ex hac aequatione 
— Si igitur ponatur BC —erit a
Tom. II. D d zz



id q110^ aflumi poteft, quia k eft quanti- 
titas arbitraria. Ceterum apparet hanc curuam 
intra A ct B habere pofle pundum flexus contra
rii, id quod cuenit , fl curua in A eft concaua 
verfus C, nempe fl fuerit

Exemplum 3.
429. Sit vis centripeta vbique conftans feu 

Pzzi, erit [P dy —y — c. Quare fl centro C radio 
CM ducatur arcus MP, erit /P^ — AP, atque ar
cus AM zz 2 y a\y—O— 2a. AP. At erit por
ro 7 vnde inuenitur B
Q—a-y-C) et curua AMzz 2 ^zz2(BC—AC). Ra
dius ofculi vero in pundo M erit zz
Jnpundo ergo infimo A erit radius ofculi zz y~c' 
Curua igitur in A erit concaua verfus C fi 2a^>c 
at connexa fl atque radius ofculi in A erit
infinite magnus, fi 2«zzf. Primo cafu, quo cur
va in A eft concaua verfus C, curua habebit pun- 
dum flexus contrarii, vbi eft C Mzz-| (d-H*) — 
BC. Si eft czzo, ita vt pundum A in centrum C 
cadat, fiet y chorda huius curua^, critque AMzz 
2V ay, cuius curuae radius ofculi in ipfo centro C 
eft infinite paruns, atque eftpzzyV, curua au
tem ipfa per quadraturam circuli poteft conftrui.

PRO-



PROPOSITIO 49.
Problema.

4.30 . Si corpus follicitetur a potentiis quibus - 
cunque, inuenire curuam AM, fuper qua omnes dc- 
f erfus ad punCtum A usque fiant aequalibus tempo
ribus.

T«bub xr.
Fig. J.

Solutio.
Quaecunque fuerint potentiae follicitantes, 

cac omnes reduci poflunt ad duas, quarum altera 
corpus perpetuo deorfum trahat fecundum MQ, 
altera vero horizontaliter fecundum MP. Sit vis, 
quae fecundum MQ trahit — P, et vis quae fe
cundum MP trahit ~ Q: dicantur AP—.r, PM— 
y, AM—f , fitque celeritas in pundo A debita al
titudini b et celeritas in M debita altitudini v. 
His pofitis erit b—fPdx —fQdy. Quare fi po
natur h— b et fPdx-A-jQdy — z, erit v fundio vnius 
dimenfionis ipfarum b et z, et propterea m~ 1 
(4.08). Quamobrem habebitur pro curua quaefita 
ifta aequatio szxzVaz~zVaC/Pdx^fQdyf feu ds 
— At Quia ds—^^dx^d/) erit
dy   aPQ.-+- V (JP dx-4-JQ.dy}{ay*—J vdx—SQdy-^aQ.*) t •
dx —• J^dx-i-pldy—a^ . IU ipiu
ergo principio A, vbi cft/P^.r -\-fQdy~o, erit 
Pdx-\-Qdy—o, feu dy: d x~—P: Q Atque vt ex 
praecedentibus intelligitur tempus cuiusque dcfccn- 
fus aequatur tempori, quo in hypothefi grauita-

D d 2 tis
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tis ~ i pendulum longitudinis na defcenfum ab- 
foluit. Q- E. I.

Scholion.
4.31 . Si habeatur curua, fuper qua omnes de- 

fcenfus fiunt eodem tempore , facile erit dare 
curuas fuper quibus ofcillationes omnes eodem 
tempore peragantur. Nam quia in vacuo afcenfus 
fimiles funt dcfcenfibus, omnis curua , quae eft 
tautochrona pro defcenfibus , talis quoque erit 
pro afcenfibus. Quare duae curuae tautochronae 
coniumftae in pumfto A dabunt curuam, fuperqua 
omnes ofcillationes funt ifoch.-onae. Attamen 
hac ratione alterum problema, quo curuae omnes 
ofcillationes ifochronas producentes requiruntur , 
non perfetfte (cluitur: dari enim poflunt curuae in
finitae huic quaeftioni fatisfacientes, quarum tamen 
partes non fint aptae ad defcenfus folos ilochro- 
nos efficiendos. Problema autem hoc modo pro
poni poteft: data curua quacunque inuenire aliam, 
quae cum ea coniundU producat omnes ofcillatio
nes aequidiurnas. Nunc vero antequam ad haec 
progrediamur, aliud problema proferemus, in 
quo quaeritur curua datae curuae adiungenda, vt 
omnes defcenfus fuper hac curua compofita abfol- 
uantur temporibus aequalibus. Quod problema vt 
maxime difficillimum mihi quondam erat propo- 
fitum aCl Dan. Bcrnoulli. Attamen hac methodo, 
qua in inveftigatione tautochronarum vtor, etiam 
iftud problema refolui poteft.

PRO-



PROPOSITIO 50.
Problema.

432. In bypothefi grduitatis vni formis deorfum 
tendentis, fi detur curua ANB, inuenire curuam B 
MF ei adurgendam, ut omnes defcenjus fuper hac 
curua compofita ad A usque abfoluantur aequalibus 
temporibus , in quocunque curuae BMF punCto dejcen- 
fus incipiat.

Tabula XL 
Fig. 4.

Solutio.
Si defcenfus incipiat in infimo curuae quae- 

fitae pundo B, defcenfus fiet per datam curuam 
BNA tantum, eius ergo tempori, quod etiam da
bitur, aequalia effe debent omnium defcenfuum 
tempora. Sit AD=r^, AQ_u, ANzz:/; dabitur- 
que aequatio inter u et t. Pro curua autem quae- 
fita fit BP—# et BMzn. Nunc in defcenfu quo
cunque fit celeritas in pun&o B debita altitudi
ni b , erit celeritas in M debita altitudini b — X’9 
atque celeritas in N debita altitudini a-\-b—u. 
Tempus ergo defcenfus per curuam incognitam 
eft Jy(b—xj ita integratum vt euanefeat pofito x 
~o, et poft integrationem pofito x~b. Tem_ 
pus vero per curuam cognitam BNA erit^—^^, 
ita integratum vt euanefeat pofito u~o , atque 
poft integrationem pofito u~a. Expreflio ergo 

poftquam fidum eft x~b; ita debet efle
com- 



comparata, vt fi addatur ad expreflionem tem
poris per BNA, cx aggregato penitus egredia
tur littera b: tum enim totius tempus defcen
fus crit quantitas conflans neque pendens a b feu 
a pundo curuae BMF, in quo defcenfus incepit. 
Sit integrale/y^—} poflquam pofitum efl 
aequale huic ferici k-\-a.b-\-$b' -4-y b* b' H- 
ctc. b-^-^b-y'b-^^b' Vb-\~zb'\b H- ctc.
Quare fi defcenfus in pundo B incipiat, tempus 
totius defcenfus crit ~ k , ob euanefeentem b. 
Ipfi k ergo aequale effe debet tempus totius de- 
fccnfus per curuam compofitam, in quocunque 
curuae B AI F pundo ponatur initium defcenfus. 
Sit nunc curuae quaefitae BMF natura fcqucntc 
ferio expreffa d s — — A d .v V x — B x d x V x 
— C x2 dx V.v—-D x ’ dx V x — etc. — Fdx — G xdx — 
IIx 2dx — \x*d x — etc. Ponatur peripheriae ad 
diametrum ratio or: i, quae reucra efl/—i;-V—i, 
ita vt fit 7t — Zy5r — V - i / — i. Efl vero 

♦ pofl integrationem, pofito x—b^f^^-^^b-,
= U ^b' i = m ^cb'

Atque = a F V b; f — § zGbVb 
x: § | 2 Vb\ ctc. Quo igitur horum terminorum
cum illis terminis coniundim tempus per BNA ex
primentibus aggregatum aequetur ipfi A, termini 
liomogcnci b inuoluentes fefe tollere debent. Fiet 
igitur 2 7tA~a feu A~f. fimilique modo Bx:

£; C = ? Ctc. Atque F - <; G = H?



H —I— etc. Quamobrem cuma,
y, £, etc. y , 0, i etc. fint quantitates 

cognitae propter curuam ANB datam; habebitur 
pro curua quaefita BMF ifta aequatio: ds — :~ 
(t«Tx 4-T.3 Yx 2 A’4~ etc.) ~A”
(%A-Ayx 4--J4 i a/4-ctc.), cuius in-
tcgralis eft azz ~~ (,] a.x / x -i-yf
y.v ’ V.vH-ctc.) —| ( % x H- £ 4 .v Ox3 H- 
II-} ‘**-H etc.). Cuius feriei hanc do conftru- 
dionem : fumatur — A^^ira vt euanefeat 
pofito u"0, tum fiat u^a, et prodibit functio 
quaedam ipfius b. Ponitur x (1— s) loco b et 
quod prodit fit R. Tum integretur dum .v 
vt conftans confideretur , ita vt euanefeat pofito

0. Deinde ponatur 3—1 , et prodibit fundio 
ipfius .v quae erit Hocque modo prodibit 
aeqatio pro curua quaefita. Q. E. I»

Scholion 1.
433. Conftrudio haec prorfus Angularis fed fa

cilis tamen fequitur ex ea methodo , qua vius 
fum in aequatione a C. Riccati quondam pro- 
pofita conftruenda , atque hac potifiimum gau
det praerogatiua , quod quaccunque fuerit curua 
data, quaefita eius ope femper pofiit conftrui , 
etiamfi aequatio ipfib quae pro curua inucnitur 
minime faepe tradari pofiit. Dat praeterea fta- 
tim aequationem finitam eam, quae alias ex fum-’ 
mationc ferierum inucnirctur.

Co-



Corollarium i.
434. Si in aequatione pro curua BMF in

venta ponatur x~o, erit ds~~^, vnde inclina
tio curuae in B ad verticalem BP innotefcit. Quo 
igitur appareat, quomodo hae duae curuae inui- 
ccm cohaereant, oportet quoque politionem tan
gentis curuae ANB in B determinare.

Corollarium 2.
435. Sit DQ—p et BN“^ , erit dtm--dq 

et a-u—p. Vnde tempus per BNA erit 
pofito in hoc integrali p—a. Sit in ipfo punito

— Ldp, erit generarim dq—Ldp-^-Pdp, ex- 
iftente P tali fundione ipfius p, quae euanefeat po
fito p~o. Videamus ergo cuanefcente p qualem 
terminum haec aequatio /7/^) —produ- 
cat. Prodit autem pofitop—a, aLV^-p^-aL 
V b, vnde in ferie initio afliimta prodit terminus 
— qui conucnit cum b, erit ergo L~
— £ et dq ~ Ex quo intelligitur curuam da
tam ct quaefitam in punito coniundionis B com
munem habere tangentem.

Scholion 2.
436’- Dixi 2LV(/» + <?)-zLVb in ferie da

re hunc terminum — 2<^VZ»; nam V(b-j-a'), dat 
terminos hos 1/^4-^-4-etc. cum aliis compa-

ran-
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parandos. Hic autem folus terminus Ldp dat ter
minum huius formae % Vb. Quare ex eo tan
tum de inclinatione curuae in B concludere li
ret.

Scholion 5.
437« Conftrudio curuae quacfitae quam de' 

di etiam hoc modo immutari poteft, fcribatur 
poftquam in integrali — ! y^-uj pofitum 
eft uzza, loco b hoc x z, et vocato eo, quod 
prodit R , integretur ^2^, in quo x vt quanti
tas conflans tradetur, ita vt euanefeat pofito z 
mo. Tum ponatur , atque id quod proue- 
nit , aequetur ipfi ; hacque ratione plerumque 
commodius aequatio pro curua quaefita obtinetur.

Exemplum r.
438. Sit curua data ANB cyclois ita vt fit

feu dt — ycuj erit — J —•
/<<wVc z duVc t/ 7 a—2u—2V(u2—au) -/

^(au—u1) J (au-j-bu—u2)  V C l a V—G
l Ponatur u=a et habebitur
V-cl-t-V-c i—^^—-rtVc-zV-cl(Vb-
V-a) ^-Tl-cl(a-b-b)=itVc^-c
natur xz loco b et habebitur R~7rVfH-V — G

quo multiplicato per y^rx) habebitur 
5^4-^,'^3 > niius integrnle eft =-2

Tam. IX, F, e "5



— 2<—«(«+*) ali—»)—. y _

Vx V-a (i — z) -+-^z(a-t-x) ~~* 2 ' 2 * **

7—i , qui duo vltimi termini funt inter fe aequa
les ob 7T—V—x. 7—i. Ponatur nunc z—i ha
bebitur quod aequale eft po
nendum ipfi Hinc prouenit ifta aequatio rzz 
— 2V4TH-2V c (rH-x) feu sH- ANB~ ANBM ~ 2 
Vr(AD-FBPX Ex quo patet curuam BME effe 
continuationem datae AND, ita vt coniun&ae to
tam cycloidem conftituant; id quod ex natura 
tautochronismi, cui cyclois fatisfacere inuenta 
cft> per fe (equitur-

Exemplum 2.
439. Sit linea data ANB rc&a ad horizon- 

tem vtcunque inclinata erit dtzzzndu, atque/^^ 
= 2»V4-2«V>-iO-2^^

•^-b—u). Ponatur u~a atque ^~.V2,erit R —2« 
"Va-^znVxz—znV^aA-xz)- Quamobrem critj^y^ 

r dz^a . . .. t/ ... r dzjz /■dz^a-i-xz} ___— VU—J4(\—z) *■ J ^(i—z — 41
nV<t—^nVa( i—«J-t-iwV 2 ?>•
Eft vero/jifgi)—
poftquam in integrali pofitum eft s — i. At 

P0^ integrationem ponatur 2=1, 
dat 1/a-\-^xx A. denotante A. ~~ arcum 
circuli radii =i, cuius finus eft "~x. Quocirca 
exit 4«Va'-2»V

hinc-



hincque i—nx H- ——^~x| & Huius ae
quationis differentialis eft ds~ndx-A.

Curua haec autem non vitra 
datam altitudinem poterit afeendere vt in F vs- 
que , vbi erit ds — dx. Pofito igitur ds~dx t 
erit % A.. Fiat ergo vt n: n—i ita 
femiperiphtria circuli cuius radius eft i, ad ar
cum eiusdem circuli, cuius cotinus fit m, erit '

—in atque x—a\\~”~. Vt fi fuerit angulus 
DAB, 6o°) erit , et m~o, ideoque BE— 
tfzzAD. Ex quo fequitur, fi angulus DAB fue
rit maior quam 6o- grad. fore x^a, at fi ille 
angulus minor fuerit quam 6o°, fore x^. Ce
terum ex aequatione differcntiali apparet, vt jam 
notauimus in pundto B fore ds~ndx , tum ve
ro perpetuo fieri ds<^ndx, vsque in F, vbi eft 
ds — dx.

Corollarium 5.
440. Si linea recta BNA fuerit horizontalis 

erit n—cv ct a—o. Si autem fit fuerit
dr~~ — cx aequatione differcntiali in
venta , cuius integralc eft ~ 
ideoque s — ^^fx. Curua ergo erit cyclois, 
cuius infimum elementum curuae datae locum 
tenet.

Ee 2 Cc-



Corollarium 4.
4. 41. Si aequatio differentialis ds^ndx*- 

denuo differcntietur pofiro dx con- 
flante, prodibit dd s ~ • Ex qua aequa
tione fequitur curuae in B radium ofculi fore in
finite paruum.

Scholion 4.
442. Ex aequatione generali diffcrcntiali ds 

— 0i|Z*4-etc.)
etc. fequitur femper fore dds—w pofito x—o, niii 
fuerit a~o. Quoties igitur non fuerit a~o ra
dius ofculi curuae quaefitac in B erit =□?. At ii 
fuerit a—O, tum radius ofculi curuae BMF in 
punito B inuenitur ~ V (—• 1). Ex quo in 
quouis exemplo propofito ilatim radius ofculi 
curuae in pundo B innotefeit.

Exemplum 5.
443. Si curua data ANB hanc habuerit ae

quationem , vt fit dt — Cundu\ erit tempus per
. _  rCundu

N A — J ^a-^uy Ponatur —f ct f-u 

r\ erit u~f-r\t un—fn-”fn-1 fn~2r*
rs.3 f r -4- etc. Cum vero fit

, . / Qundu

n 
u



n fn—t y.8 i n.n—i fn—2«8 n.n—t .n—2 fn—3 yy » .T.yJ 7 ^T. 2.y j ' T.2. T 7 J 7
ccc.). Quia autem haec quantitas cuanefcerc de
bet fafto un= o feu r — Vf j erit quantitas illa 
conflans addenda z: 2 C (1 — Tj + yVl 
— 4” etc-)« Ponatur nunc a feu r "
y b , atque loco feriei 1 — -£3 4- — etc. po
natur N, prodibit totum defcenfus per BNA tem
pus = 2 C Np-4-; - 2 C (JnVb-^fn~' bVb-V-

fn~2 b2Vb-^)^ /"~3 b^b-h etc.).Re- 
ftituatur a-\-b loco / et orietur hoc tempus — 
sCN
+ J» etC.) - 2 C («" V *

an~* b3 Vb-^-ztz.}. Haec igitur feries cum ferie 
affumta hoc tempus exprimente comparata dat:

a=^ aCN«»~j;
eCNu-j; aCN«”-< etc.
<=-eC«n; ti==^2C«“-'; 6^=^^sCa"-2

etc. Hinc oritur ds~ zCNandx
a

)(2n-!>Vx
1. 3- aV« i • 3. $. «2Va ~* 

n(n~ i )x* n(n—i)(n—2)x8« a < x -n ,.s . , 2 aX

Huius vero feriei pofterioris fumma eft
H-etc j 
C dx {a

n} huiusque integralis Quare

Ec 3 poft



poft integrationem habebitur Jrr--------^-p-- •—

_ 4CN<7nV'a’ ( 2 «4- i) f2 n— i ).v'
m V a '3 3 • 5 •

4- — 4- etc.). Quae eft aequatio
pro curua quachta BMF, quae toties ex ter
minorum numero finito conflat, quoties n fue
rit terminus huius feriei — 5, etc. Eft
vero N—fdp( 1 — pp) n fi poft integrationem po
natur p~i. Hacque fadU fubftitutione eft fdp 
ii—pp) n'4"1 — fAp^—ppT- Quare fi fue
rit nz=.—£ , quia eft/-^^zz J, erit fi n = 
i, fi M-J erit N = fi erit N
= fi n-^ erit N = m? ctc. At quia 
fi n~o eft N—1 , erit fi w~i, N~|’, fi N— 2, 
erit N—J fi »=3; e™ N—’ji|4 etc- Vt fi 
curua fuerit cyclois erit n~ — £, ideoque erit s

2CV (^4-x ) ~ - C V a vt fupra inuenimus. 
(43 $*)•

Scholion
4. 4.4. Quando igitur eft dt — Cundu, hic va

lor pro r inucnitur, atque ex ipfa methodi na
tura intelligitur: fi dt aequetur aggregato ali
quot huiusmodi terminorum , tum j aequalem 
fore aggregato ferierum a fingulis terminis pro- 
duAarum. Hac igitur ratione, fi curua data fue

rit



rit quaecunque, feries eft quaerenda terminorum 
huius formae Cun.duy ipfi d t aequalis. Atque 
ex iis omnibus debitus ipfius s valor obtinebi
tur. Vt fi fuerit natura lineae datae ANB haec
- __  du^c du • A .H; primus terminus dat C~vc 
et vnde fit szz^c^x^-zVac, al
ter terminus dat C~et «—5 et N = vn* 

j
de oritur s = Cutua qmcfl.
ta ergo fcqucntc aequatione exprimetur s -

2 (o-4-3c)Va-2xVx

Exemplum 4..
445. Sit curua data circulus diametri c, erit 

_ _  ii du _  , z 1 1. V «
* V (v u — u } 2-C \ V c u 2. c V c

fr^y^H-etc.) Sumto nunc quolibet termino feor- 
fim ct inveniatur valor ipfius ds, habebitur colligen-
J- „ ? cdxr 1 1 y(g-4-x) . 1 .3 (c-l-x)dis omnibus ds~ n 1—x)i 1 2cyc i 2.4.c4yc

r.TxVx2 c y<^ 2.4.c:Vc ^tC,.
— 3 1-3oVx
2.2.4czVc 

d^Ex quibus fequens aequatio' nafeitur
Vn4-.c)(c—a—xj-ivicx—X1) d cx) i . dx- " ' V(cx-x^ *
-1-— ,7/7 ( _ A___
■/cx 2CVc )" |.2. dx4 11 11 ' V (cx---- x1) Vcx 2cVc
ii3aVx a3 , 1 r_ »'• _
2.4c2Vc7 v.2.3>. dx}: ^'(cx—x?j ycx- 2.c^

U 3"



57^^ ~ ) — etc- Q^e exprcfiio in mul
tas alias formas transmutari poteft.

PROPOSITIO SL
Problema.

nIt xi bypotbejl gravitatis vniformis deor-
Fig.5, 'funi tendentis Ji detur curua quaecunque AM^inue- 

nire curuam AN eius modi, vt ofcillationes, quae per
aguntur fuper curua compojita MAN; jint omnes in
ter Je ifoebronat»

Solutio.
Sit datae curuae AM abfcifTa AP— u\ arcus 

rcfpondens AM~t, dabitur ob curuam datam 
aequatio inter u et t. Deinde in curua quaeft- 
ta AN ponatur abfeifla AQzzx et arcus AN”r. 
lam in ofcillationc quacunque fit celeritas in 
pundo A debita altitudini b\ eritque tempus per 
MANzz/^j Atque fi in hac expref-
fione ponatur uzzb et x~b prodibit tempus vnius 
femiofcillationis; quod cum debeat effe conflans, 
ex formula id exprimente littera b prorfus eua- 
nefccre debet. Ponatur et ds~

eritque tempus vnius femiofcillatio- 
„• _ p du^f , C dx-Jb , f^du __ r QJx „
ms —J ^(bu-u1) ■+- J^bx-x1) J ^b-u) J v (b-x) Polt 
quam pofitum cll u~b ct xzzb. Huius autem 

expref-
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expreflionis duo priores termini jam ita funt 
comparati, vt b ex iis euanefcat fido u—b et 
xzzb y dant nimirum tt V f -4- m Vb , denotante 
7T peripheriam circuli diametri—i. Quare'fi po- 
fleriores termini ita fuerint comparati, vt fete 
dcftruant, fido U"~b et x — b^ habebitur id quod 
quaeritur; at P et Quales neceffe eft fint quan
titates, quae b non inuoluant, quia in aequationes 
curuarum ingrediuntur. At erit —

uj J y \,0 X)

~o fado uzx:b et x—b, fi Q talis fuerit fundio 
ipfius x , qualis P eft ipfius u. Seu cum nihil 
impediat, quo minus poni poflit x~u, fiat 

oportebitque efle Q—P. Datur vero P
ex aequatione curuae A M datae , quippe eft P

— Q110 c’rca Pro curua quaefita haec ha
bebitur aequatio ds — d^b — d t , feu s
-4- t — 2 V hu-\-iVfu\ ex qua aequatione determi
natur natura curuae quaefitac AN. Q. E.I.

Corollarium i.
4.4.7* Sumta igitur A P 2= x\ cum fit A T ^T' 

M = f et AN~J, erit NA + MAz:/ -4- j — 2 
(yf -4- V b) VAP, feu fumma arcuum eidem 
abfeifiae refpondentium proportionalis eft radici 
quadratae ex abfeifla AP.

Tom. II, F f Co-



Corollarium 2.
448. Curua igitur quaefita AND ita debet 

effe comparata) vt fumma arcuum AM + AN 
aequalis fit arcui cycloidis eidem abfeiffae A P 
refpondentis. Ex qua proprietate fponte fluit ; 
omnes ofcillationes efle ifochronas.

, ।,
Corollarium 5.

449. Tempus ergo vnius ofcillationis > ae
quatur tempori defcenfus fuper cydoide , cuius 
in infimo punito radius ofculi eft b'.
Seu pendulum huius longitudinis producet femi- 
ofcillationes minimas ifochronas ofcillationibus 
fuper curua MAN. Pendulum vero long. £( V/ 

peiaget totas ofcillationes ifochronas»
' : ■ fl

Corollarium 4.
450. Quia quantitatem b pro lubitu accipe

re licet , infinitae curuae AND fatisfaciunt: at
que etiam ea poterit determinari vt tempus ofcillatio
nis fit datae quantitatis» Vt fi vna ofcillatio ifo- 
chrona efle debeat ofcillationi penduli longitudinis 
i; erit L~ 2 (V/H-y ideoque —

Quare L maius efle debet quam zE
Corollarium,

4$r» Si data curua AM fuerit Cyclois feu 
— altera curua AN erit quoque cyclois 

quo- 



quaccunque, fit enim ds — Atque fuper 
duabus huiusmodi cydoidibus non folum integrae 
ofcillationes erunt ifochronae, fed etiam finguli 
afcenfus et defcenfus fuper qualibet cydoide ab- 
foluentur eodem tempore.

Exemplum r.
452. Sit curua data AM refla vtcunque ad 

horizontem inclinata, vt fit dt —. nduy prodibit 
pro curua quaefita pofito loco V/H-VZ> haec 
aequatio ds~^~ —ndu — ^~ —ndx. Quare fi 
vocetur PNzzj', erit dy — dx7^4“«’— 1) 
vbi denotat longitudinem penduli ifochroni: 
ex qua aequatione curua quaefita poterit con- 
flrui. Curua autem in D habebit punflum reuer- 
fionis ibique tangentem verticalem, quod habe
bitur fumendo AC — 77^7. Curuae vero in 
infimo loco A radius ofculi eft — L. Hic praeter
ea notandum eft fi n— 1 , quo cafu linea AM fit 
refla verticalis in AC incidens, fore cumam quae- 
fitam algebraicam; erit namque dy — ^yyx ~ 
cuius integratis eft feu ?
ya — T y ■ — 6 L E” 2 L x —j— a 4 L x —* 1 b x 3^ 2 L x 
quae ab irrationalitate prorfus liberata fit quatuor 
dimenfionum. Huius curuae cufpis D habebitur 
fumendo AC^-JL, quo cafu fit CD^y

F f 2 Ex em-



Exemplum 2.
453. Sit curua data AM circulus radii 

erit Hinc pofito V i loco Vf-hVb
r^rit /J e   du-JL adu  .— dxVL  adx  p
CTiL as— y2u y(2au—u1) V2x V(2ax—x2)* EjA

qua aequatione fequitur dy~dx V^7737) 
4-7^7^17 ~ 1 )• Cufpis curuae AND erit vbi eft 
^7 — 1 4-v(2ax-7x2j feu 4 x 2Lx —1 6 ax -4—

x — 8aLx -4-24« x —4aL x-4- 1 2 a L a: — 
1 6 a3X~^r^a2 L' — 8 a ’L -4- 4 a* — 0. Ponatur L 
xxa , fiet x~o et 4^* — 1 4 rz.v2 -4— r 7 a* .r — 8 «r 
~o, At fi L~2^ erit x* — 3 ax s4- 5 a'x'— 2 a 
x — a^—b, vnde fit x — a zzAC. Hocque ci* 
fu longitudo penduli ifochroni eft g.

Scholion.
454. Si igitur efficiatur, vt pendulum 

in huiusmodi curua compofita ofcillationes per
agat, cius ofcillationes aeque erunt ifochronae, 
ac fi in cycloide moneretur. Atque hanc ob rem 
quaecunque curua ad tautochronismum adhiberi 
poterit. Reflat in hoc negotio ifta quaeftio , 
quemadmodum curuam datam comparatam efle 
oporteat, vt inuenta cum data vnam curuam con
tinuam conftituat, id quod fequente propofitione 
pracftabimus.

PROPOSITIO 52.
Problema.

455. In bypotbeji gyauitatis v ni formis deorfum
ten*
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tendentis inuenire curuam continuam fuper qiia 
omnes femiofcil/ationcs abfoluantur aequalibus temporibus. 

Solutio.
Sit igitur curua MAN curua continua, in ea- 

queAPrx, et AM — t, et AN~j. Aflumatur 
noua indeterminata z atque x et t ita den
tur in z, vt pofita z affirmatiua prodeat curuae 
pars AM, at pofita z negatiua prodeat curuae pars 
AN. Quia nunc pro vtraque parte x eundem obti
net valorem, debebit x talis efle fundtio ipfius zt 
quae eadem maneat, fiue z affirmatiue fumatur 
fiue negatiue; feu x debet effe fundio par ipfius z. 
Deinde t eiusmodi effe debet functio ipfius z, vt 
prodeat r, fi ponatur — z loco z. At quia arcus 
j in alteram partem axis cadit, eius valor erit 
negatiuus refpeftu curuae AM: quare fi in valo- 
re ipfius t ponatur— z loco z, prodire debet— r, 
Sit nunc R funCtio impar ipfius zt et S eius fun- 
ftio par; et ponatur Z~R-hS , fiet——R 
-4- S , feu j — R — S ; vnde fit t -4- j —— 
2R. Sit longitudo penduli ifochroni ~ quia 
eft V za — debebit efle t-\-s~ zVzax‘,
hineque erit R —V zax, et x ~ y*. Quia autem 
x debet effe fumftio par ipfius z ; ex hac expref- 
fione id per fe obtinetur ; cum enim R fit fun- 
dtio impar, eius quadratum eritfundio par. Sit 
igitur R—s, erit 2—Vzaxr atque S debebit ef
fe fun&io par ipfius V z a x feu ipfius V x, Quo 
fiufto habebitur ifta aequatio j — V zax — S pro 
omnibus curuis continuis tautochronis. Sit dS~z

Tr-* /* T d X
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erit Tfiindtio impar quaecunque ipfius l/.r.Qua- 
propter fietds—-^--^atque dy — v ,ax- — , 
pofito PNzzy. Ex qua aequatione infinitae curuae 
tautochronac continuae reperiuntur. Q E. L

Corollarium r.
4. 56. Curua igitur hoc modo inuenta AN efl 

tautochrona cum fui ipfius parte continua A M. 
Dantur vero per praecedens problema infinitae aliae 
curuae A M, quae cum ANconiundae ofcillationes 
ifochronas producunt.

Corollarium 2. '
457. Per praecedentem propofitionem omnis 

curua AM, cuius haec eft aequatio t—V 2 c xS 
feu dt — ofcillationes ifochronas cum
curua AN producit. At harum ofcillationum lon
gitudo penduli ifochroni eft —

Corollarium 5*
458. Inter has ergo infinitas curuas AM cum 

AN ofcillationes ifochronas producentes ea eft 
continua cum AN in qua eft c~a. Atque lon
gitudo penduli ifochroni fit —ay vt affumfimus.

Corollarium 4.
459. Si ponatur c~o\ erit cum curua AN 

quoque tautochrona haec curua AM, cuius aequa
tio eft dt—feu t~S. Hocque cafu longitu
do penduli eft Quoties ergo eft T — V

to- 



toties quoque linea rcda^ cum AN tautochronis- 
mum producit, fi ita fuerit inclinata yt anguli MAP 
fecansfit fe^ cofinus — V~b.

% ' ' 11 • b ' ■Corollarium
46’0. Quia curua AN in pundo A ad axem 

AP normalis efTe debet, oportet vt T euanefeat 
pofito X — 0. Idem etiam fequitur ex eo quod 
a— T debeat efle quantitas affirmatiua (altem in 
initio A. Si enim T fieret infinitum pofito x~ot 
id quod infinitis modis accidere poteft, ita tamen 
vt S euanefeat pofito x~Of curua AN in alteram 
axis AP partem cadet, curuaque in A haberet cu- 
fpidem et corpus poftquam fuper MA defeendit 
per reflexionem fuper AN afeenderet, quod effet- 
contra naturam ofcillationum.

Corollarium 6» '
461. Si igitur T euanefeit pofito x~o\ ra

dius ofculi in A qui efl obr^ in hoc loco, 
erit —a, ideoque ofcillationes congruent cum ofcil- 
lationibus minimis penduli longitudinis a vt aflum- 
fimus.

Corollarium 7.
4<T2. Curuae portio AN habebit in D tan

gentem verticalem ibique cufpidem; quod pundum 
inucnitur ex hac aequatione a zz Tz^V 2 ax, fu- 
mendo AC — valoii ipfius x ex liac;,aequatione. 
Altera quoque pars AM habebit cufpidcm fi ali
cubi fuerit (i 4- T zz V lax,

Co-



Corollarium g.
4.63 . Si hierit Szzo et T~o, erit jzz 1 laji. 

Quare curua erit cyclois atque portio AN aequae 
lis et fimilis curuae A M. Eft ergo cyclois curua 
continua fuper qua omnes ofcillationes abioluun- 
tur eodem tempore.

Exemplum.
464. . Sit quo cafu curua AN quoq;

eft tautochrona cum reda angulum AD conftituen- 
te, cuius cofinus eft erit atquc
s~V 2 ax— x-/a> Habebitur autem dy ~ 

, Quae aequatio etiam congruit 
cum ea, quam in prop. praec. pro curua inuenimus, 
quae cum re&a tautochronam conftituat (452) , fi 
modo feribatur L pro a et « pro V^-. Quare fi fue
rit b~a, curua quoque algebraica inucnitur NAM , 
quae eft tautochrona, cuius aequatio eft dy=zdx 
V ^ct integralis haec zy—a— (V a— 2V2A9V (a— 
&Vzax). Quae eft ea ipfa curua, quae cum refta 
verticali tautochronam conftituit, vt fupra inucni- 
mus(45 2). Longitudo vero penduli ifochroni eft 
■zza, fi corpus in hac curua ofcilletur. At fi mo
veatur fuper rcfta AC et parte curuae AN, longi
tudo penduli ifochroni erit a. Atque fi D fue
rit cufpis curuae, erit AC~^, alter vero ramus 
AM in infinitum afeendit. Praeter hanc curuam 
tautochronam algebraicam aliae vix inucniri po
terunt.

CAPUT
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caput tertium.
DE MOTU PUNCTI SUPER DATA LINEA 

IN MEDIO RESISTENTE.

PROPOSITIO 55.
Problema.

■ " . ' - T’ ■ . !'"
455.

S
I corpus folli citetur deorfum a potentia vnifor- 

g, irimedio quacunque rejiftpnte^ determinare>/ otum 
corporis difcendentis fuper data curua A M, 

et prejjlonem t quam curua m fn^ulis punctis JuJli- 
net.

Solutio.
Ponitur in verticali AP abfeifla — x, appli

cata et arcus AM“>; iitque aliitudo cc-
leiititi corporis in M debita ~vct relidentia 
in M ~ R. Manifeftum jun eft cx capite prae
cedente ii nulla eflet reiiilentia fore dvzzgdx. 
Rctillentia vero minuit hoc celeritatis incremen
tum, et aequipollet vi tangentiali — R-, eiu>que 
folins effeftus in hoc confideret, vt foret dvzz 
^-Kds. Quamobrem fi et potentia iollicitan'g, 
er refillentia R ambae timui in corpus agunt, erit 
dv~ gdx — R ds, cx qua aequatione celeritas cor- 
poris in quouis punAo M clt eruendi. Atque fi 
corpus in A cx quiete dcfccndat, integiaoo ira

Tom. II. Gg cil 



eft inftitucnda, vt fado x~o prodeat quoque v 
~0. Verum fi data cum celeritate corpus in A 
defccnfum inceperit, in integratione eflici debet, 
vt pofito x~o, fiat v aequalis altitudini debitae 
illi celeritati initiali. Cum autem inuenta fuerit 
celeritas corporis, habebitur fimul tempus, quo 
quinis arcus AM abfoluitur fumendo Quod 
ad preflionem , quam curua in M fuftinet, fpc- 
dat, curua in M duplici vi premitur, vi centri
fuga fcilicet, et vi normali. Ponamus curuam 
effc connexam deorfum, et elementum dx con
flans, erit longitudo radii ofculi in contrariam 
partem normalis MN diredi zz ^dy~) vnde vis 
centrifuga erit zz qUa curua fecundum di-
redionem MN premitur. Secundum eandem ve
ro diredionem curua premetur a vi normali, 
quae eftzz^7; vis normalis enim a potentia ab- 
foluta g tantum oritur, quia diredio vis refiften- 
tiae eft in tangente fita , ideoque nullam vim 
normalem generat. Confequenter tota vis, qua 
curua in M fecundum diredionem normalis MN 
premitur eft Q. E, I.

Corollarium i.
466. Expreflio ergo vis curuam prementis 

congruit cum ea, quam in vacuo inuenimus. 
Neque tamen curua in medio rcfiftcnte eadem vi 
premitur qua in vacuo, ob celeritatem a quavis

ccn- 



centrifuga pendet, quae a medio refiftente va
riatur.

Corollarium 2.
4.67 . In ifto defcenfu corpus non vt in vacuo 

maximam habet celeritatem in pundo B, in quo 
tangens eft horizontalis; fed pofito dv — o, lo
cus in quo corpus maximam habet celeritatem 
inuenitur ex hac aequatione gdx—Rds feu 
S- in eopundo,vbi fmus anguli,quem tangens curuae 
cum linea horizontali conftituit , eft ad finum 
totum vt potentia abfoluta £ ad refiftentiam in 
eo loco.

Corollarium 5. _
468. Celeritas corporis igitur augetur vs- 

que ad hoc punitum, in quo celeritas eft maxi
ma; vitra vero hoc pun&um celeritas iterum de- 
crefcit, quia tum Rds excedit &dx> et hanc ob 
rem fit dv negatiuum.

Corollarium 4.
4.69 . Si refiftentia fuerit vt potcftas quae

cunque celeritatum, cuius exponens eft aw, et 
fi medium refiftens fuerit vniforme , cuius expo
nens fit k; vbi k eft altitudo celeritati debita, 
qua cum corpus mouetur, refiftentiam patitur 
Vi grauitati aequalem. Hoc ergo calu erit K = 

v™



k™’ atque ifta habebitur aequatio ad motum dc-
, , vmds

finiendum : dv—gdx— -r^-

Corollarium $.
470.Si autem abfciflac in axe BQ capiantur, fue- 

ritque BQ—a*, et BM—.f, propter ha
rum quantitatum diffcrentialia negatiua refpedu 
priorum, habebitur dv~—gd x-{-Rds. Quae ae
quatio ita eft integranda, vt pofito a’—0 fiat v 
n~bj fi quidem celeritas in B, quam corpus in 
hoc pundo obtinet, huic altitudini fuerit de
bita. At preflio fecundum MN, quam curua fu- 
ftinet, eft =

Corollarium 6,
471. . Si medium fuerit vniforme cuius ex

ponens fit fc,refiftentia vero fundioni cuicunque ipfius 
v, quae fit V, proportionalis.. Sumatur K talis 
fundio ipfius k, qualis V eft ipfius v, erit refi- 
ftentia R~ ideoque habebitur ifta aequatio. 
dv——gdx~}-^j fumto axe BQ.

Scholion r..
47-• Formulam hic duplicem incrementum 

celeritatis exhibentem dedi pro duobus axibus AP 
au B.Qj, quia in fcquentibus mox hac. mox illa

viemur».
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vtemur. Scilicet quando defcenfus femper fit ex 
fixo pundo vt A, vtemur priore formula AP pro 
axe fumente. At fi in eadem curua plurcs de- 
fcenfus ad pundum fixum vsque B fint confiderandi, 
vt in motu ofcillatorio vfu venit, pofteriore for
mula vtemur, in qua BQ pro axe habetur.

Scholion 2-
473. Quia formula , cx qua motus corpo

ris fuper data curua determinari debet , ita eft 
comparata, vt indeterminatae paucis cafibus a fe 
inuicem feparari queant, faepe ex ea' nihil, quod 
ad motum fpedat, concludi licet. Quamobrcm 
eos tantum cafus euolucre conuenit , quibus ae
quatio dv~-\-gd x 4- v^f vel feparari vel inte
grari poteft.. Hi autem cafus omnino ad tres 
cafus generales reducentur. Primus eft, quando 
Linea fuper qua corpus monetur eft reda, tum 
enim ob ds—ndx, aequatio transit in hanc 
— dx, in qua indeterminatae funt a fe inuicem 
(eparatae. Secundus cafus eft, quando inV vni- 
cam tantum obtinet dimenfionem v, tum enim 
aequatio integrationem admittit.Tertius cafus eft, 
quando tam v quam aequatio pro curua it.i eft com
parata , vt in aequatione uet.r, vbique eundem 
dimenfionrm numerum conftituant;, tum enim per 
regulam notam Bernoullianam indeterminatae a fe 
inuicem poffunt feparari. Hoc autem euenit, fi 
in Vds vnica fuerit dimenfio ipfarum v et x.. 
Praeter hos quidem cafus eheut duo alii, inte
grationem admittentes, led qui huc non. pertir

G& 3, nent»



nent. Primuseft fi refiftentia euanefcit, qui vero 
cafus in praecedente Capite iam fufficienter eft per- 
tradatus. Alter cafus eft, fi potentia follicitans 
g euanefcit; de quo autem non eft opus vt aga
mus, quia motus fuper quacunque linea congruit 
cum motu fuper linea reda, de quo in praece
dente libro iam fatis eft didum. Praeterea quo
que multis cafibus aequatio fe parationem admit
tit, fi fuerit V”^1, quoties fcilicet aequatio pro 
curua ita eft comparata, vt aequatio ad cafum 
aequationis, quam quondam Com. Riccati pro- 
pofuit, poteft reduci. Generaliter vero etiam 
poteft in hoc cafu celeritas per feriem exhiberi, 
atque finita expreflione definiri, quemadmodum 
ego generalem aequationis Riccatianae dedi con- 
ftrudionem. Quoties igitur natura rei requiret, 
praeter tres cafus expolitos, fubinde quoque hunc 
cafum , in quo refiftentia biquadrato celeritatis 
eft proportionalis, euoluemus.

Scholion 5.
4*74- Quia haec de motu in medio refiftentc 

tradatio per fe eft difficilis et intricata, non ad 
plurcs vis follicitantis hypothefes, vt capite prae
cedente fecimus, eam accommodabimus; fed m ~ 
bis perpetuo potentia follicitans erit vniformis 
ct deorfum direda ; neque de viribus centripetis 
multum erimus folliciti. Atque cum potentia 
follicitans ponatur vniformis, medium refiftcns 

quo- 
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quoque tale poni conueniet; fluidum enim quod 
refiftentiam generat, ipfam corporis grauitatem 
minuit, et fi id non cflet vniforme, potentia 
abfoluta non redU vniformis poneretur. Deinde 
etiam propter eandem rationem curuam in qua 
corpus mouetur, totam in eodem plano pofitam 
aflumemus, quo multas difficultates nullam vti- 
litatem afferentes remoneamus.

PROPOSITIO $4.
Problema.

4.75 . Si corpus perpetuo follicitetur deorfum a Tabuhxn 
potentia uniformi g, in medio quocunque refiftente\ 
determinare motum corporis fuper data curua AM 
afeendentis et prejfioncm, quam curua in ftn&ulis pun* 
Ciis M patitur. 

z •

Solutio.
In verticali AP pofita abiciffa APzr^j PM 

zsj' ct AM~r, fit altitudo celeritati in A debi
ta zzZ»', eique in M debita atque rcfiftentia 
in M"R. Erit igitur dum corpus afeendit tam po
tentia follicitans g, quam rcfiftentia R motui con
traria. Hanc ob rem erit fimili modo , quo in 
praecedente prop. dv ~ — g d x — R^j. Ex qua 
aequatione v ita debet determinari , vt fafto x 
—0 fiat v~b. Deinde cum rcfiftentia in prefli- 
onem, quam curua patitur, non ingrediatur , 

erit 



erit vt fupra preffio tota, quam curua in M fe
cundum dircdionem normalis MN fuflinct ~ 
_ ^xddy pofito dx conflante; vbi denotat 
vim normalem, et — vim Centrifugam,
Vtramque juxta MN diredam. Q. E. 1.

Corollarium f.
47C). In afcenfu corpori» ergo fuper quacun

que curua celeritas corporis pefpetuo imminuitur; 
atque pundum curuae D reperietur, in quo cor
poris afeendentis celeritas cuanefeit, fi m aequi- 
t i u n c dv——gdx—R ds p o d i n t cg r at i o nem p o n a t u r <cZo,

Corollarium 2
«477- Si corpus fuper curua DMA def ende

ret,' haberetur ifla aequatio dv — - gdx~\- R ds, 
(4.70 ) ex qua intelbgitur afeenfum non efle fi- 
milem defcenfui, vr in vacuo. Sed fi refiflcntii 
fieret negatiuafeu accelerans, turi afcenfus fimilis 
foret defcenfui. Quare defcenfu» in med^o re fi- 
flente congruet cum afcenfu in medio tantum- 
dem accelerante et viciffim.

Corollarium
47S. Quoniam aequatio pro afcenfu hoc tan

tum diftert ab aequ .tione pro defcenfu, quod 
refillentia R valorem induat negatiuum ; intelli- 
gitur iisdem cafibus , quibus aequatio pro defeen-

fu 



fu reparari vel integrari poteft, iisdem quoque 
aequationem pro aiccnfu fimili modo tradari pofTe.

Corollarium 4.
479. Si fuerit R—erit pro afcenfu fu- 

per curua AM haec aequatio dv ~—gdx—^. 
At pro defcemu habetur dv ~ — gdx -4- ~r« 
Quare fi illa aequatio poterit integrari fimul quo
que huius aequationis habebitur iutegrale ponen
do tantum — K loco K. 

■
Scholion.

480. Secundum tres igitur cafus fupra me
moratos, quibus aequatio inuenta vel leparari 
vel integrari poteft , tam defcenfum quam afeen- 
fum pertractabimus, fifcilicet detur curua fuper qua 
motus fieri ponitur. Deinde autem ex datis po
tentia follicitante , refiftentia et preflione curuam 
inueftigabimus. Tertio fi motus quaedam pro
prietas fuerit propofita, curuam determinabimus, 
quae in data refiilentiae hypothefi fatisfaciat. 
Praeterea feqnentur alia problemata, in quibus 
harum quatuor rerum refiftentiae, motus, prefiio- 
nes et curuae duae dantur, reliquae duae requi
runtur. Habebimus deinceps quoque problemati 
indeterminata, quibus omnes curuae requiruntur, 
fuper quibus corpus defeendens vel eandem cele
ritatem acquirit vel eas eodem tempore abfoluit. 
Tom, IL Hh Tum



a^tUPUT TERTIEM DE MOTE EENCTI

Tum fequetur dodrina de lineis brachyftochro- 
nis, atque tandem caput concludet de motu oi- 
eillatorio tradatio.

PROPOSITIO 55- 
Problema.

Tabula xn. 481. In medio refijlente uniformi quocunque ei
Fig.j. bypotbcfi grauitatis uniformis g, determinare motum 

corporis defendentis fuper linea reCta AMB ad bo^ 
rizontem utcunque inclinata.

Solutio.
Pofita AP~x erit Afc=w, et quia me

dium refiftens eft vniforme, erit refiftcntia R —
Pofita ergo altitudine celeritati in M debita 

zzu; erit du —gdx — (465.). Vnde fit -y
zztZ.v, in qua aequatione indeterminatae lunt a 
fc inuicem feparatae: erit ergo x } i11
qua integratione efficiendum eft vt pofito .vzz^ 
fiat u~o , fi quidem defccnfus in A ex quiete in
cipiat. Sin vero habeat celeritatem initialem haec 
per integrationem eft introducenda. Tempus per 
fpatium AM eft zzPofito ergo loco dx 
eius valorc in ut habebitur tempus per A M zz

Qu°d intcgralc ita eft fumendum, vt 
pofita V u zz celeritati initiali in A euanefeat. 
Preflio vero quam linea in quouis pundo M fuftinety 
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eft conftans nempe aequalis vi normali
, quia vis centrifuga euanefcit ob ddy~o. 

Q. E. L

Corollarium r«
•»

482. Celeritas corporis ergo tam diu acce
leratur, quam diu cftgK>>nV. At fi fcmei fue
rit #K“ «V corpus neque accelerabitur neque 
retardabitur. Diminuetur vero corporis celeritas 
fi in initio A fuerit nV >gK.

Corollarium 2.
4S3. Si ergo corpus in A dcfcenfum a quiete 

incipiat motus perpetuo crcfcet , ita tamen vt 
femper fit quippe quae eft vltima ce
leritas, quam dcfccnfu per infinitum fpatium de* 
mum acquirit.

Corollarium 5.
484. Quo maior ergo eft: angulus BAC, eo 

minor eft vltima, quam corpus acquirere poteft 
celeritas. Maximam vero celeritatem vltimam, 
qua aequabiliter progreditur, acquirit defcenfu fu
per reda verticali AC.

Corollarium 4*
485. Si rcGftentia fuerit vt poteftis in li

cis z m celeritatum, erit V — vm et vnde
Hh 2 ifta



ifta habebitur aequatio x m_vvm ) atque
„ r nkmdv

tempus per AM=/

Exemplum r.
486. Refiftat medium in fimplici ratione ce

leritatum, erit iwzi, atque dv—gdx — ~jp, 
r,. „ r dv^Jk   2Vkv . zgk i_Nk ,Hinc nt a —J^k-n^v— n H- n2 k—«vi/ vel 

ner Teri em v— — . I 2^2 1 .per lenem x — 2g 5g W
etc. fi quidem dcfcenfus in A ex quiete inci
piat. Tempus autem per fpatium A M erit zz

Q.uare fl tempus per
AM ponatur zz /, erit nx-i- zV kv zz —At- 
que in ferie ^-r + ipa + Tpr + p’!^; 
-4- etc. Si ergo corpus in defcenfii per AB ac- 
quifiuit celeritatem altitudini b debitam, ex hac 
reperitur altitudo AC — ^-h H-

Exemplum 2.
478. Refiftat medium in duplicata ratione 

celeritatum, erit et x=f-^v = ~ ,
fi quidem corpus in A cx quiete afccnfum in- 
choaucrit. Quare fi e fit numerus, cuius loga- 

nx
rithmus eft vnita , erit ek zz-gL—.atqUe v zz



1 nX \ r
k ~1) — ^ ( i — ). Hanc ob rem fi
nx n

nek ]
corpus in B habuerit celeritatem altitudini b de
bitam, erit AC—-^^l~b. Atque fi corpus per 
fpatium infinitum delccndat, habebit celeritatem 
altitudini ^debitam. Tempus vero per fpatium 
A M erit Per feries
tam fpatium x, quam tempus commode expri
mitur; id quod generaliter pro quouis valore 
litterae m in fequente exemplo monftrabimus.

Exemplum 5.
488. Sit refiftentia vt poteflas 

. _ kmdv
celeritatum, ent ;

preflio in feriem conuerfa dat dx — «•

exponentis

quae ex-
nv™ dv

n1 v-mdv
Ex qua inuenitur x~ ~ H-

etc. Atque fi ponatur tempus per A M dt, 
ndx znVv

quia ed d t — — erit t ~ ------ -4-V V
2.n'vmV<v 2.n3vZmVv

2 1 )^rk2m )g4Z:3w
etc.

Hh 3 PRO-



PROPOSITIO 56.
Problema.

TibuhxiL 489. Refjiat medium in ratione quacunque mul- 
tiplicata celeritatum \ datum que fit putidum A , ex 
quo infinitae retiae A M fint edutiae: determinare 
curuam CMD huiusmodi y vt corpus per quamlibet 
retiam AM defeendens in puntio M eandem habeat 
celeritatem.

Solutio.
Sit zm exponens poteftatis celeritatis., cui 

refiftentia ert proportionalis, dicaturque AP— x 
ct AM”::, et ponatur z~nx. Sit altitudo ce
leritati in M debita — 0, quae debet efle con

flans fcilicct ~b. v ■ a k dv _.Erit ergo dx~------------- -b ^km-nvn
(485.) denotante, vt fupra k exponentem refi- 
ftentiae, ct g potentiam follicitantcm deorfum 
tendentem. Ad naturam curuae CM ergo inue-
niendam oportet integrare aequationem dx-----  

kmdv
~km~n vm~ *ta vt pofito v ~ 0 fiat quoque X— 
o\ tum autem poni b loco v atque “ loco 
hocque modo obtinebitur aequatio inter x et z 
naturam curuae exponens. Per feriem autem fu
pra aequationem propofitnm integrauirrus (488), 

& tvnde pofito b loco v habebimus x —



nbn~^x n
(w-t- i etc’ Ponatur

qn loco n ct multiplicetur vbique per q> quo 
' , , , . bq b m'+'1

i m-i
Quae multiplicata per xmz abit in hanc xdz 

bkmxdz—bkm zdx
4-(w-i) zdx = g^x-b^z----- • Cfiflru- 
dio autem curuae facilius fequitur ex aequatio-

p bkmdq
ne qx —J Supra autem

feriem ipfi q x aequalem, ex qua patet fi fuerit 
g km gx

5™ — ~^n:) tum1-^- aequari ferici harmonicae
• '1

facio habebimus q x~ — -H—--------- — --3—— -4-
g {m-^r1) & km

£ sm-t-i 2m-4-l )

+ ctc* Sumantur diffcrcntia-
V - ‘n "t- A )£ *

lia et diuidatur per b d q habebitur 
b™qn ,

g3 ^km^bmqm f feu
bkmdq 

gkn—b m q™'
zAt quia eft q^ — n et n — J-po-

„ i z m — 1 m—t
natur loco q et prodibit z m x n dz-^r

$ m
1-m m— 1 1 >-1-1- •“""A. A Z» <v v /Z «v _ 7i Z» ry y* z/ v(m-^z^x mdx—b—__ -____x

^k.mx-bmz

habuimus



—•etc. idcoque effc x infinitum.

Si igitur x eft infinitum, erit qn
x

g k n—* 
bm

ex quo perfpicitur redam A E fore curuae afym-

toton ct tofinum ang. CAE fore zz Ver"

ticis’ autem curuae C a pundo A diftantia AC
1 • 1 • r • haequalis erit huic fenei - H-

2771 Debet autem efie necefla-

rio b™ , alias enim vertex C a pundo A 
infinite diftarct. Q. E. I.

Corollarium r.
490. Si applicata PM vocetur y , erit z 

y(x*~hy*) et dz^—^^, quibus valoribus in 
aequatione inuenta fubftitutis habebitur xydy-^ 

bkmy(xdy-ydx)

Corollarium 2.
491. 

mutabitur
Ponatur in hac aequationey~px, trans
ilia aequatio in hanc xpdp-\-nidx-y-!np <!X 

,quae aequatio per {i-Vpp) 2m

mul-



multiplicata fit intcgrabilis , habebitur enim 
i-—-™

VI (1-hpp) — gkm__bmV{1^_pp^ ) quic

expreffio per quadraturas effici poteft

Corollarium 5.
49"* Si refiftentia euanefeat, corpusque ia 

vacuo moueatur fit k infinitum; atque cx fupra 
data ferie inucnitur qx~b̂  feu a* — vndeco- 
gnofeitur lineam CM fieri redam horizontalem.

Scholion i.
493. Quia autem ex hac aequatione gene

rali parum ad cognitionem curuae poteft con
cludi, in exemplis fpecialibus hanc disquifitionem 
vlterius profequemur. Talia autem aflumemus

. . e bk^dq .exempla, m quibus formula integra

tionem faltem per logarithmos admittit, quo ad 
expreffiones finitas perucmamus, cx quibus faci
le erit curuae naturam perfpicere.

Exemplum 1.
494. Sit igitur refiftentia ipfis celeritatibus 

proportionalis, erit m~ Ponatur AC~<q 
quia celeritas, quam corpus per AC cadendo ac- 
quiiit, debita cilc debet altitudini b erit 
Toz//. II. Ii



sV^-4- igi 7g^ (+8S.). Deinde vero erit 
V^=j-fcu atque q x~f quod in- 
tegrale ita eft accipiendum vt pofito z~X feu 

fiat x zzz a vel eius valori aflignato. Erit 
ergo qxz^—zVbkq-^-^k quae aequa
tio loco q fubftituto abit in hanc z'~ —-zz 
Vbk^zgkx Si qzzci fit x~a~ —
2Vbk^zgk l Fiat autem q~ 1 -h dq

habebitur dx -\-xdq ~—dqVbk^-^^b ~
At quia eft cofinus anguli MAC erit V d q zzz 
fi nui huius anguli. Quamobrcm incrementum 
ipfius x infinities minus eft , quam incrementum 
anguli MAC, incidente MA in CA t ex quo fe- 
quitur tangentem curuae in C effc horizontalem; 
huiusque curuae tangens in infinito feu afymtota 
erit AE exiftente ang. EAC cofinu Cete
rum haec curua cx altera verticalis AC parte 
arcum habebit fimilcm et aequalem ipfi CMD» •

Scholion 2,
495. Generaliter quidem etiam oftendi pot

eft curuae tangentem in C effe debere horizon
talem. Pofita enim w~i, in ferie x exprimen- 

b b^^
te habetur A C zzz —1~ -—-—“+“ ctc- au* g ^(w-4-1)^
geatur w elemento dn habebitur incrementum mo- 

r bm+ldn
mentaneum ipfius AC =

z b



- -------- —, -^4-etc. Eft vero £ cofinus an- 

guli MAC, idcoque finus ~— Vpo
fito------------ loco n. Quamobrem incrementum
ipfius AC infinities eft minus quam incrementum 
anguli-, atque ideo AC normalis erit in curuam

( DMC.

Exemplum 2.
496. Sit rcfiftentia quadratis celeritatum pro

portionalis erit wi—i", pofitoque AC—a erit a— 
~a

> atque b~gk(i-e fc). Deinde vero 
nsk b z _ rbkdg __ gfe_______eft — n.— xj atque x—%-—J gk—' gk—bq-*

Z

kl Habebitur ergo —, vnde fe- 
। « ~ a. e^bz e*z(ek — 1)

quitur x =----- ----------- “—* pofito loco
gh(ek-x)

b eius valore in a. Ad curuam autem conftruen- 
dam commodifiime adhibetur haec aequatio %~k 
^k^iTqi ftua z cft A M et q eft fecans angu- 
H MAC.

Scholion 5.
497. In folutione problematis ad inuenien- 

dam aequationem curuae CMD vfi fuimus feriei 
cuiusdam fummatione •, eandem vero aequationem

Ii 2 fine



fine feriebus fequente modo elicere licet. Quia 
kndv

' "m) haccque rpfa aequatio expri- 

mit naturam curuae quaefitac, fi pofl integratio
nem ponatur v~b ct -x loco n. Quamobrcm fi 
/ kmdv
' dlfferentietur ponto non folum y

fcd etiam n variabili, atque tum ponatur v con
flans — b et ~ loco n habebitur aequatio diffe- 
rentialis pro curua quaefita. Ad hoc efficien-
, i , . _ r k.m pw d v,dum pono n — quo prodeat X — J

bn
Ponamus breuitatis gratia P, fltque

aequatio differentiatis haec dx~Pr/<y-]- fi
etiam p variabilis accipiatur. Quia autem P eft 
fundio nullius dimenfionis ipfarum v et p erit 
a^P^H-Qp, ideoque Hoc igitur
loco Q valore fubftituto prodibit pdx
ld*p^'dv-kmpnvdp

\-xdp.
—j.

Rcftituatur n "’loco

P) 
in

et orietur vin dx^xdn — nik^ndv^-k^vdn y

qua aequatione n aeque variabilis eft aflumta
ac v et x. Nunc ponatur ^^b, dv—o ct 
atque habebitur ifta aequatio: xdz-^-(jn—x}zdx~

bk



b k m ix d % — % d x')
quae cum aeQuationc fuPra 

inuenta congruit.

PROPOSITIO 57.
Problema.

498. Si refijhntia fuerit in quacunque multi- Tabuhxn. 
plicata ratione celeritatum-, inuenire curuam AMC 
huius proprietatis , vt corpus defcendens fuper qua- 
vis fubtcnfa A M dato tempore ex A ad M per- 
ueniat.

Solutio.
Ducfta verticali AC ponatur AP—.v, AM~r, 

fitque H — Polita altitudine celeritati in M dc-
vm

bita — v ct refiftcntia —pj fit tempus quo cor

pus per AM defeendit — t, quod debet clTc quan
titas conflans. Habebimus ergo cx praccedcnti- 
, f Wv r nkmdv
bus X-J

Quocirca ad naturam curuae AMC inueniendam, 
opus eft vt vtraque aequatio, fi fieri poteft, re 
ipfa integretur, et valor ipfius v ex altera aequa
tione in altera fubftituatur, atque tum loco n 
feribatur quo facto habebitur aequatio inter

' Ii 3 x ct



x et z naturam curuae quaefitae exprimens. At 
fi integrationes non commode perfici poterunt, 
vtraquc aequatio eft diffcrentianda ponendo quo
que n variabili ; et poftquam pofitum eft dt—O, 
cx duabus aequationibus inuentis eliminari debet 
v, quo prodeat aequatio n et x tantum conti- 
.nens, quae ob n zz * exhibebit naturam curuae

quaefitae. Ad hoc ponatur n — , quo ha-

r kmpmdv
beamus x —----- =~ J p-n

r kmdv
et z

Quarum aequationum illius fumto quoque p va
riabili differentialis iam eft inuenta pdx—xdp —

dv-~kmpmvdp , 
-Ad alteram aeQua"

km
tionem differentiandam pono ■— ? P1 

fitque dt~P dv-p-Qdp. Quia autem P eft fun-
<ftio ipfarum v et p dimenfionum — m— erit

t—P-y — H-Qp> atque hinc
— Quo valore loco Qfubftituto prodibitpdt~
k^tp dv—v dp} (i—im}tdp

^gk.mpm—vm')'Vv 2
2 Vc atque dl"0) habebimus

Sit nunc /zz

- i) dpVc zz
k n(<pdv—vdp')

Eliminetur ex his duabus 

aequationibus dv ct prouenict pdx—xdp—^m-i)



pdx—xdp
=====

dr - -------- pofito x~rp. Subftituatur hic 2dpvc * r
valor loco v in aequatione {z m—1} dp'V c——

kn(p dv —v dp} 
(gkrn’pm—<1) n )V v

dr ^.^{p dv—vdp) 
vel in hac 7^.12 &pm — v

Cafu quidem quo m~ £ feu refiftentia celeritati
bus proportionalis Crit pdvhzvdp feu v~a.p et 
P~b~x"vnde fcquitur fore zz=ax-f 
quamobrem in hac refiftentiae hypothefi curua 
AMC eft circulus omnino vt in vacuo. In aliis
hypothefibus nifi re ipfa aequatio alterutra inte
gretur eliminata <y habebitur aequatio differen- 
tio-differentiatis inter z ct x naturam curuae ex
primens. Q. E. I.

M
Corollarium r» *

499. Si ponatur vzzup] e,ntpdv—vdp—ppdii

Atque hinc erit V u~ d r
(^zm—i^p^^dpVc-1

kmdu fubftitutus in aequatione dr~—- gA: • u

qui valor

dabit ae

quationem inter p ,ct r , cx qua aequatio inter 
x ct z formabitur.

CO”



Corollarium 2.
500. In medio ergo quodrefiftit in fimplici ce

leritatum ratione apparet curuam AMC efle cir
culum. Atque ideo in hac refiftentiae hypothefi 
tempora defcenfuum per fingulas circuli chordas 
cx pundo A dudas funt inter fe aequalia.

Exemplum r4
501. Sit refiftentia quadratis celeritatum pro

portionalis erit atque .rz: feu
— nx

( 1 — e k \ Praeterea vero erit/rza
fcu , -------------

vg —Vw . vgfe—vnv> Anae nt t ———
2V£C 2

£ k ( C 1—■ I ) .,.
-—------ 2- Eliminata ergo v et J-pofito lo-
n ( e -4-i)

g 2Vgcx 2
4-r (rvtx-i)

co n habebitur —x— ~ —-v—----- j fcu -47"/^
ffe ^/kz 4-1)

/ i-d- . n— —--------- zzft’ In hac curua eft AC — k
1 —V (1 — ek

2 V^c —ygc
(e 4-i) , -he r . .

/ -------------- — - ------- j b igitur ponatur
e v fc

AC



« Vgc —Vfc
AC”;?, erit zedi—eyki -4- e ; vnde erit

e W — ^H-VC^ -1), feu 1^ 4-V
a ‘L— 1)). Erit igitur Vx l(e^k — 1)) ~zz

* _?
V z / (e^k H-V7^ k— 1)) aequatio pro curua AMC. 
Si rcfiftcntia fuerit valde parua, crit k quan- 

__z
titas vehementer magna, atque ideo 4- V

4- 4- huiusque logarithmus erit = 4-
a a

-«Y? . Simili modo erit /( e M -H V e'k - 1)) — 1 2kVfe
Atque hanc ob rem habebitur pro

curua AMC haec aequatio ~ -4-
a’ - /,«_!_ °!__ A ___ ~* 1 %_! -4-i 2 k feu a .1 (1 । 6 /j । ^k1 * 6 6 1 4 4 k*

Vnde perfpicitur fi rcfiftcntia prorfus eunnefcat 
feu k fiat infinite magnum fore a x zz z' atque 
ideo curuam AMC circulum. At fi medium ra- 
riflimum fuerit, crit ax(^a-\-6k} — 6kz z*, 
ct differentiando adx {a-\-6 k}~i 2kzdz-\-^z' 
dz. Si nunc fiat zdzzz xdx habebitur applicata 
PM maxima, feu locus vbi tangens curuae eft 
verticalis , Mcilicct 6 ak.— 1 2 k a'H- 3 xz feu 

vnde fit !^=S+lY+io 
kzs-\-z\ ex qua aequatione ipfius z valor quam 
proxime eft > atque .v zz -----

Tom. II. Kk (3 V 2



et + Curua ergo la-
tHlisna eft fiipra medietatem, ibique latior eft 
quam altitudo AC.

Corollarium 5.
502. Si igitur linea reda vel curua hinc 

curuam AMC in M tangat , ita vt tota extra 
fpatium AMC fit fita, corpus ex A ad cam li
neam citius perueniet defeendendo fuper chorda 
AM, quam fuper quauis alia reda ex A adeam 
lineam duda.

■H
Exemplum 2.

503. Sit m numerus afiirmatiuus et rcfifteti"
tia valde parua, erit £ quantitas vehementer ma"

, . km 1 _
gna, atque hinc -7—------- H—Q.u0“0 7 1 gkm-iivn g g*

. . v nv m~i~1 .
circa erit x H---------------- atque t~eVf

2 nVv 2 n2vX
hilK<Iuc Prodit ”

ngmx

. * 
atque v

y. 2

His autem valoribus fubfiitutis pro.dit ifta aequa
(1O



n^-xxm n2gzm~zx~m
t10 2)km ~~ (21/1^2) k 2m.

Quia vero eft n — — , habebitur ifta aequatio Vg
< m —1 Xm—1 ~2 2m—2 2m—2 „ 3

/' V — ~~ y —}—    —    — ■■ —■ • - ■ — ........ —___________ _________ _

(2 m-\- 2 ) k.2m
g z 3

fi medium eft

raridimum. Vnde patet fi refiftentia penitus eua
nefeat fore z 2 —gcx feu curuam AMC circu
lum diametri AC.

Scholion.
504. Si igitur cognita fuerit curua AMC, 

ct detur linea quaccunque determinari poterit re
da AM fuper qua corpus ex A celerrime ad da
tam lineam pertingat. Scilicet conftruenda eft 
curua AMC, quae datam lineam tangat v. g. in 
M; eritque reda AM ea reda fuper qua corpus 
defeendendo ex A citiffimc ad lineam datam per
veniat. Atque fimili modo in praecedente pro
blemate fi reda vel curua tangat curuam CMD 
in M, corpus ex A defeendendo per AM vsque 
ad lineam tangentem curuam CMD maiorem ac
quiret celeritatem, quam defeendendo fuper qua
vis alia reda ex A ad eam lineam duda. Ex 
his igitur folui poffant problemata , quibus re- 
quiritur reda ex A ad datam lineam duda, fii- 
Pct'qua corpus defeendendo vel maximam acqui- 

Tabula XIL 
Fig. 4,



ztoCAPUT TERTIPMDE MOTP PANCTI 

rat celeritatem, vel citiflime ad eam lineam per
tingar. Quamobrem hisce problematibus non diu
tius immorabimur, fed ad afcenfum fuper lineis 
redis confiderandum progrediemur.

PROPOSITIO
Problema.

5°5* typotheji grauitatis vniformis ct me
dio quocunque rejijlente uniformi determinare motum 
corporis data cum celeritate initiali ex A afeenden- 
tis fuper linea retia AB utcunque inclinata ad bo- 
rizontem.

• * .ii
Solutio.

Dnda horizontali AC et ex M ad eam per
pendiculari A1P vocetur PMzzr, fitque AAl^^’. 
Sit altitudo debita celeritati initiali in A~b, et 9^“ 
titudo debita celeritati initiali in M—v, refiflcn- 
tia vero in AI fit “ His pofitis erit du~— 
Sdx—n^^ (475.), vnde habetur ^^^7- atque 
x "fhoc integrali ita accepto vt euane- 
fcat polito uznb. Si deinde ponatur uz^o, pro
dibit t—BC, vbi in pundo B corpus omnem ce
leritatem amittit- Tempus vero, quo corpus per 
AM afeendit e(l —hoc integrali quoque 
ita accepto, vt euanefeat pofito in quo



fi porro ponatur v~o, prodibit tempus totius 
afcenfus per AMB. Preflio autem, quam linei 
AMB fuftinet, vbique clt conflans ct aequalis vi 
normali zz Q. E. I.

Corollarium 1.
50^. Si linea AMB fit horizontalis euane- 

fccnte angulo BAC fiet co. Pofito igitur AM 
erit z—J-v~ , ct tempus quo per AM 

progreditur erit —
Corollarium 2.

507. Si refillentia fuerit vt poteftas expo
nentis iw celeritatum erit V~vm et k.^.

f —kmdv
Hoc ergo cafu erit x~J - m , atque

—nk.mdv
tempus per AM

Corollarium 5.
50S. Vtraque hae: expreffio in feriem con- 

b—v
verfa dat a —- & ■+"
n 2 ( 1. 2M-I 2n+> )
—2------------ ------------ etc. Atque tempus per AM~



(4.J11-+-i )g3 k.2m
etc. Quamobrem pofito

£ w2£2m-4-l
O—0 erit BC—H------ -——,-7^

— etc. atque tempus totius afccnfus per AB zz
2 nVb zn2 b n~t~^ . 2 n 3 b 2m^
~~g (zm-^x)g2km U^-b i)g,k2m etc.

Tabula XII. 
Fifi 7»

Exemplum r.
509. Sit refiftentia celeritatibus proportio

nalis, erit atque x “ J
_ HinC Crit rota altitudo
BC ad quam corpus pertingere valet — —

Tempus vero, quo per AM afcen- 
dit eft ^rc
tempus totius afcenfus per AMB erit — z V k 
7 S* igitur corpus fuper linea inclinata
AC defeenderit et celeritate in C acquifita afeen- 
dat in CB vsque ad B; fitque AC — N. AD ct 
BC —r/. BE atque celeritas in C debita altitudi- 
ni /5 crit + AC = -
= + (+86); BE = ~ W

C B = 2 V Z, Atque
tempus defcenfe per AC = 2 Vk l (cit)
ct tempus afccnfus per CB zz 2 Vk l

dc



SVTER DATA LINEA IN MEDIO RES. 263 
♦ 

de defcenfus ct afcenfus fuper lineis reAis inter 
fe comparari polfunt.

. ) f|’. i
Corollarium 4,

510. Si hi log rithmi per feries exprimun
tur, patet fieri non polfc, vt fit BE —AD, eft 
enim in quacunque rcfiftcntiae hypothefi , vt cx 
feriebus (5.0S. et 488.) int ellig i t u r, BE<^^ et 
AD>*. fieri autem poteft vt fit AC—BC.

Corollarium
5n . Effici autem ficile poteft vt tempus 

defcenfus per AC aequale fit tempori afcenfus 
per CB. Fieri fcilicet debet NgVk-\-NnVbt 
feu n—Eft igitur «>N feu ang. BCE 
<C ang. ACD. Relatio autem inter N et M pen
det a celeritate in pun&o C.

Corollarium 6.
512. Si autem angulus BCE aequalis fuerit 

angulo ACD, feu tempus afcenfus per BC 
minus erit tempore defcenfus per AC. Atque 
hoc generaliter locum habet in quacunque refi- 
flentiae hypothefi; eft enim tempus defcenfus per 
AC > et tempus afcenfus per CB < 
vt ex feriebus lupra datis (^.bb. ct 508-) appa
ret.

Exem-



TabulaXUFi g. 6.

TabuhXU, 
F-T 7»

Exemplum 2.
513. Rcfiftat medium in duplicata ratione 

celeritatum, erit Quare habebitur
atque BC = J- , et AB = k 

1*^'- Tempus vero afcenfus AM erit
(A. tang. - A. tang. V^) exiftentc 

radio zz i, et A denotante arcum circuli. Erit 
ergo tempus afcenfus per A B zz ~~ A tang. V 
Si nunc corpus fuper linea inclinata AC defccn- 
derit, et celeritate in C acquifita , quae debita 
fit altitudini b rurfus afeendat per CB, fuerit- 
que AC~N. AD ct BC —w.BE, erit AD zz 
£ 7r&5 et AC~£7-*^, atque tempus de- 
fcenfus per AC = 7 (4-87-)- Porro
vero erit BE-^^--, BC—kl^^ et tem
pus afcenfus per CBzz^^ A. tang. V"(.

Corollarium 7.
514. Tn hac rcfiftentiac hypothefi commo

de effici poteft, vt fit AC —BC: debebit enim 
efle ngk"Ngk-^-Nnb, feu
tur m>N hineque ang. BCE<ACD.

Exemplum 5.
515. Sit rcfiftentia qu.im minima et propor

tionalis potcftati nn celeritatum, erit k quantitas 
vehe- 



vehementer magna. Si ergo celeritas in C 
fuerit debita altitudini b ct AC ~ N. A D
atque BC—h-BE, corpusque fuper AC de- 
fcendat et fuper CB afeendat; erit AD —
Z» N h~+l

et tempus defcenfus per AC—

aNVZ»
---------F ;------ ;—(48 8.). Pro afcenfu ve-

b nb 1
ro erit BE=~ - ct tempus per

znVb ^.n2bn'Vb
CB= 4-----(T7«4-i)£ ?T^508’Si
debeat vt fit AC ~ BC , oportet efle N H-

n2bm
n vn^c

> propter quantitatem k

n ~ N -4-

valde ma

gnam. At quo tempus defcenfus per AC aequa
le fit tempori afcenfus per CB, debet efle N-4-

N2bm _ n2 bm
feu « — N 4-

(2 m~\-1
Scholion 1.

$16. In cafu huius exempli, quo refiflentia 
cft valde parua, curua AMD poteft determinari Fi e. 2

II. L1 huius



huius proprietatis, vt corpus ex C celeritate al
titudini b debita afccndcndo fuper quauis re&a 
CM ad curuam AMD pertingat. Pofita enim 
CM~z, et MPzz.r, erit n~~ atque x~ -— 

nbm+'
;--- ;——Quare habebitur ifta aequatio

z~&bk™ x — knx2. Sit CP—/
/j^+l

et loco fcribatur / orietur/vV-f-/)

zzzbx—gx 2 feu ffyy^bb—ff) x x—z^bx3 -Eg2 
X*. Si ponatur y—o , erit et x~o et x — 
~C A. Curua ergo etiam per pun&um C trans
it, quae autem eius pars quaeftioni fatisfacere 
ce flat , propter fcquentcs terminos negleftos, 
qui perperam negliguntur fi n feu fit quoque 
valde magnum. Aequatio vero dat curuam clli- 
pfiformem maxime oblongam circa axem mi
norem AC deferiptam. Vera autem curua habet 
formam AMD, cuius afymtotos eft horizontalis CE, 
fi quidem eft m 5> i, ciusque aequatio habetur 
omnibus fumendis terminis, quae erit xdz-V’ 

bkm( zd x — x dz)
Si m curua

non in infinitum progredietur, fcd incidet in CE
bkmfumendo CE~--------Nam fi corpus

(i— m)b^
horizonraliter non in infinitum progredi poteft, fed 

i' in diftantia finita omnem amittit celeritatem.
Scho-



Scholion 2.
517. Si mediuin refiftcns non fit vniforme, 

tum linea non effet recta , fuper qua motus fa
cillime determinari poffet: idem quoque eft no
tandum fi potentia follicitans non fuerit vnifor- 
mis. Vt fit potentia follicitans ~ P et refiften- 
tia ~ vbi Q talis eft fundio exponentis reft« 
ftentiae variabilis q, qualis V eft ipfius His 
politis motus corporis fuper quacunque curua ex
primitur hac aequatione dv — -4- Pdx-4- . Eius 
ergo curuae, fuper qua motus facillime definitur, 
haec erit aequatio PQ^x—kds, ex qua oritur 
fcquens 2= Pt/a: , motum fuper hac cur
ua determinans, in qua indeterminatae funt a fe 
inuicem feparatae. Quare fi etiam huiusmodi hy- 
pothefes perfequi vellemus, loco linearum recta
rum huiusmodi curuas hac aequatione cxpreflas 
PQ/Z.r ~ kds alfumerc deberemus. Sed quia (la
tuimus hypothefin potentiae follicitantis et refi- 
ftentiae vniformis tantum fufius pertraftare, mif- 
fis his ad eos cafus progredimur, in quibus v vni- 
cam tantum habet dimenfionem, id quod euenit, 
fi refiftentia proportionalis fuerit quadratis cele
ritatum.

PROPOSITIO 59.
Problema.

518. In hypotbeji grauitatis vniformis g, et re- 
ffentiae quadratis celeritatum proportionalis defeen-

L1 2 dat

TahulnXH.
Fig .1.



dat corpus fuper curua quacunque AMB; determi
nare eius motum et prejionem) quam curua in fin^u- 
lis punctis fujlinet.

. Solutio.
In axe verticali fumatur abfc i fla AP=a' et 

ponatur arcus AM—.f, celeritas in M debita al
titudini v et exponens refiftentiae k, erit rcfiften- 
tia zz £•. Quamobrem ifta habebitur aequatio mo
tum corporis exponens dvcxzgdx — (4.^5). Ad

hanc integrandam multiplico per ek eritque in- 
tegralis ekv—fe*gdx. Ita autem fumi debet 
hoc intcgrale, vt pofito s~o, abeat v in altitu
dinem celeritati initiali in A debitam. Si igitur 
defcenfus ex quiete fieri ponatur, e*gdx ita de
bet integrari vt euanefeat pofito s~0. Hoc ita- 

que faflo erit v~g e ^fe^dx. Vnde tempus 
—s

per AM erit — f----- 4------ . Pofito nunc PM—y 
Vgfe^ dx

fumtoque dx conflante, erit prefiio, quam curua 
in M fecundum normalem MN fuftinet 4“

2ge kdxddyfekdx T
-----------E' L

Co.



Corollarium r. '
<19. Preflio, quam euhia fuftinet in hanc 

, r 1p* /7 r ✓/ 2 / *
formam poteft transmutari —■■— d. SL/* 

e~*dydx
dx, quae, 

_s
eft e ^dx, 
datur.

poftquam pro data curua integratum 

commodius ad quosuis cafus accommo-

Corollarium 2.
520. Corpus in defcenfu maximam habet ce

leritatem , vbi eft v “ - Hoc vero eucnit
J *

vbi eft c~*kdx~ds fe^dx, feu vbi A.lfc^dx~ 
*, in quo pundo patet tangentem non efle ho
rizontalem.

Corollarium 5.
* e ksn n $n~1 d e

521. Si fuerit fe«dx erit

snds sn sn+'
a^1 k at<lue A an—1 'Zf ^-ia

re fi haec aequatio exprimat curuae quaefitae na-
£.f R

turam, erit v zz ^37 et tempus per A M =
n— 1 2—n

2. d 2 s 2 t ...
■7-------- 7----- fi quidem n fuerit minor binario ;(2-n)V^ 1

L1 3 nam 



nam ii 2 vel n^>2, curua in A tangentem ho
rizontalem habebit, atque corpus ibi perpetuo 
permanebit.

Corollarium 4.
522. Simili modo etiam peripicitur, ii x fue

rit potcftas quaccunque ipfius r vel huiusmodi po- 
£ 

teflatum aggregatum, fempcr integrari poiTc e*dx 
atque ideo celeritatem terminis finitis exhiberi.

Corollarium
523. Si autem abfciflae in axe verticali BQ 

fumantur et celeritas, quam corpus in B habebit 
debita fit altitudini b; praetereaque vocetur BQ 
—x ct BM~f, erit dv——gdx-\- j cuius inte-

■—s .—s
gralis eft e k v~b—g fe k dx integrali fcilicet 

—j

fe kdx ita accepto vt euanefeat pofito x zz 0.
j. .2 j=2

Hanc ob rem erit v zzbe k —ge kfe kdx, et tem
pus, quo in defcenfu arcus MB abfoluitur zzzz 
r dx / —---- - ■ ---- -
.^24 }\b-gfe~kdxf

Corollarium 6-
5 24..Si igitur detur celeritas in pundoB nempe 

Vb) inucniri poteft in curua B M A pundum A, 
ex quo defccnderc incepit, vbique celeritatem 

ha- 



habuit ~o. Quaeri debet. fcilicet locus, vbi eft 
J e d x xz b~, Atque etiam expreflio temporis 
P ds

J e^V^Sfrkdx) dabit tcmPU5 totius defcenfiis
—s

per AMB, fi poft integrationem ponatur Je~*dx—b.

Scholion.
525. Duplicem hic motum inueftigandi mo

dum ideo attulimus, vt tam ad defcenfus ex da
to punrto fartos, quam ad defcenfus vsque ad da
tum punrtum, vt in motu ofcillatorio fieri fo- 
let , accommodari poffit.

PROPOSITIO 60. ' ’ 
Problema. rt

$26. Exiftente potentia follicitante vniformi et Tabulaxn, 
medio vniformi rejijlcnte in duplicata ratione celeri- F1^2’ 
tatum\ determinare motum corporis afccndentis fuper 
data curua AMD, et preffionem quam curua jujli- 
net in fm^ulis pungis M.

Solutio.
In linea verticali AP ponitur abfeifla APzz:#, 

arcus AM—r, celeritas in A debita^fitqMn^ 
et celeritas in M altitudini v.. Sit -potentia fol
licitans deorfum zzf et refiftentia zz-?. His po- r • , vds 'T- 'htis erit dv^—^dx— k— (4.75,quae multipli

cata



s — rCata per c dat integralc e kv m b — g Je k dx ita 
S

fumto fe^dx vt eiianefcat pofito x~ o. Hanc 
—r —r s

ob rem erit v~.eh b—ge kje ^dx, -atque tempus 
r ds

afccnfus per arcum AM—/----------— -:—. Ex in-
V(b-Sf(kdx)

uenta celeritate habebitur preflio, quam curua in 
M fecundum normalem MN patitur , ------

pofito PM~; ct fumto dx pro
•WW“Mr Q- E- E, ?

Corollarium i.
- s
527. Pofito ergo v~ o, erit gjt * dx~ & 9 

ex qua aeqtiVnbhc obtinebitur punctum D, quous
que corpus ex A •afeeridere poterit. Atque tem- 
pus totius afcenfus per AMD habebitur, fi in cx- 

preflione temporis ponatur gfe dx~b.
'• v I

Corollarium 2.
528. Si in formula preflionem exhibente lo

co v cius yalor inyentus fubllituatur, habebitur 
^nf^bdxddy trdy .^\dxddyfekdx 

 '-^77-^'
Quae transmutari poteft in hanc formam —•



fe *dx.

■ic Ibdxddy , gds ‘------- r-i-------- H -7-------d. 2_ fe * dx.
ds e*dydx ds2

•
Corollarium 3.

529. Pro defcenfu vero, fi celeritas in A 
debita quoque eft altitudini Z», prefiio quam cur
ua in M fecundum normalem A1N fuftinet eft

£ s
2 e ^b dx ddy g eHds dy 2

ds3 dydx d’ ds2

Corollarium 4.
530. Si igitur tam afcenfus quam defcenfus 

refpcdu axis AP definiatur, aequatio afccnfum 
determinans transmutari poteft in aequationem 
defcenfus feribendo—fc loco jk; atque viciflim. Qua
re fi fuper curua AM defcenfus fuerit determi
natus, habebitur quoque afcenfus ct viciflim.

Scholion.X
531. Quia formulae afccnfum ct defccnfum 

determinantes tantam inter fe habent aflinita- 
, tem, afcenfus et defcenfus facile poterunt inter fe 

comparari , atque ideo ofcillationes fupcr dati 
curua determinari. Id quod in fequente propo- 
fitionc, quantum generaliter fieri poteft, prac- 
ftabimus.

Toni. II. Mm PRO'



PROPOSITIO 61.
Problema.

Tabuiaxu. 532. Sint curuae quaecunque MA ct NA in 
^^>9- infimo plinfl0 a contunsae y atque corpus dejcendat 

fuper curua AN in medio rejijtcnte uniformi fecun
dum quadrata celeritatum ; inter fe comparare defeen- 
fum fuper curua MA et afccnfum fuper curua AN.

Solutio.
Sit celeritas in punfto A debita altitudini 

atque in axe verticali AP abfeiffa AP~t , arcus 
AM~i. Pro curua afcenfus AN vero fit AQzzf 
et AN —r. His pofitis erit corporis defeenden-

J r -s
tis celeritas in M debita altitudini e kb—ge kfe~* 
dx. (523.) Corporis vero afeendentis fuper cur

ua AN celeritas in N debita eft altitudini e *b—
ge kfe^dt (526). Quare fi celeritates in M et N 
euanefcant, ita vt MAN fit arcus vna femiofcil-

latione deferiptus erit et ^^fekdA
Si nunc concipiatur alia femiofcillatio arcum m 
An abfoluens , in qua celeritas in punfto A de-

—s

bita fit altitudini b-\-db 
—s —*

e^dx, hi neque e kdx~

, erit b-^=fe kdxAr
-AM

feu e b.Vp—Q, Si-

militer pro afcenfu erit e k .Qq — db
£

Ex qlli" 
bus



. AM + AN
bus fiet feu IPp-lQ^^^.
Dato ergo arcu MAN vna fcmiofcillatione de- 
fcripto, fi corpus in pundo proximo fuperiore 
m defccndere incipiat, inuenietur punftum n ad 
quod fupra N pertinget; erit nempe Q^ —zzz

_ q e I 

e *
Corollarium r.

533« Si igitur MAN et mkn fuerint duo 
arcus ofcillationibus proximis defcripti, erit fem- 
pcr Q/y<^Pp, eoque minus erit Q^ quam Ypy 
quo maior fuerit fumma arcuum AM4-AN. Scm- 
per igitur quoque erit AQ minor quam AP.

Corollarium 2.
AM-4-AN

534. In vacuo, quia eft k—00, erit e. * 
rzi •, fietque Q^=:Pp, atque hinc AQ—AP. Qua
re corpus ofcillans in vacuo ad tantam afccndit 
altitudinem, quanta erat illa ex qua defcendit.

Corollarium
535. Si refiftentia fuerit valde parua, ideo-

AM-I-AN
que k vehementer magnum, erit e k —14- 

Quare hoc cafu erit Q</4-—“Pp, at
que



Corollarium 4.
$$6. Si punAum O fuerit locus, in quo cor

pus dcfcendens maximam habet celeritatem, ibi- 
£

que ponatur AOrzj, AS=jt , erit e kb— g 
s — r —s

e^Je kdx, feu b=gje k dx4-e£x. Quare fi cor
pus ex m defeendat, erit pundum maximae ce- 

—s
leritatis in 0, exiftente db~ge~^ dxex- 
iftente dy~ov ct radio ofculi in punito O, feu

—AO
* -J- j .

' J.
Corollarium 5.

Tempus vnius itus per MAN habetur, 
* X

ii in integrahum fumma f----------- ~r~ 4- 
y^-gfe^dx)

r sij y r r~J— ---- —— ponatur fe ^dx~^ atque/e* dt
^{b-gfe^dt}

— L, Sicque prodibit tempus vnius fcmiofcilla- 
tioniSa '

Corollarium 6.
53S Ex diftis alia elegans fequitur proprietas, vt 

fi corpus cx A celeritate Vb afccndat ad N at
que ex N iterum decidat per NA fitque celeri
tas quam tum in A habebit debita altitudini c, 

- Dein- 



Deinde ex A celeritate altitudini b-\-db debita 
afcendat pertingatque ad n, vndc rurfus .dtfcen- 
dendo in A acquirat celeritatem altitudini c -4-

AN ’ 1.
dc debitam. Erit ergo & = e k • Qq et ^5*= 

—AN

*' * .Qj/. - Atque Q72 = vel etiam g
2 AN ■ - . 6

—e~l~ 1 • \ >

Scholion.T * ' V I— . V >
539. Rcftat vt haec generalia ad exempla 

feu datas curuas accommodemus, quo yfus eo
rum eo magis pateat. Accipiemus autem pro

2 a
curua data cycloidcm tantum , eo quod fe hdX' 
in ea facile poflit exhiberi, et aequatio quoque 
inter s ct x fit algcbraica. Inueftigabimus ergd 
tam defccnfus fuper cycloide fados, quam ofcil
lationes, quo appareat, quantum ofcillationes, 
quae in cycloide fiunt, ab 'ifochronismo difere- 
pentjqnippe quae in vacuo omnes eodem tempore 
abfolui funt demonftratae. . r

:u:/! , .'
PROPOSITIO 62 

Problema.
540. Sit curua data cyclois ACB fuper bafi Tab. xiu. 

horizontali AB prouolutione circuli diametri CD de- Fi£ 
fcrijta\ corpus que fuper ea ex A descendat in medio 
refiftentc in duplicata ratione celeritatqaiy determinare 
motum corporis defeendentis.

Mm 3 So-



Solutio.
Pofita aCDzr:^, AL~x, et AM~; erit 

ex natura cycloidis .c — a — T (a — 2ax) leu zax 
— zas—ss. Celeritas vero in M debita fit al-

—r j

titudini v, erit k Jek dx.

, sds •( 4 t . / 4 , dx~ds-— , erit Jekdx~kek -p-

Quia autem eft
S £_

k2ek ke* s
a aa

ak—k2
a Quo va-

lore fubftituto erit v —
rr p k (H k —l — / ’ ~ ) • • • ••iz___i —I---- Maxima corporis erit celeritas 

a
vbi eft hoc igitur accidit, vbi

eft e kk~ a-\-k feu s ~ k /Inucniri etiam 
poteft punitum N in quo corpus omnem celeri

tatem perdit faciendo i'—0 feu ek—
— ex Aua aequatione valor ipfius j

dat arcum ACN. Tempus quo arcus AM defeen- 
ds V a

fu abfoluitur eft zzJ ‘^7 ' ~
V^k{s—e k(a-4-k)).

Deinde ad preflionem inueniendam eft
__ vnde preflio ipfa in punfto M prodit 

/ 2 ii x 2g<^4- 2^- igks 2^ a k-----2 k k

De-



Determinauimus ergo celeritatem, et tempus, ct 
preflionem, vnde motus corporis innotefcit. Q.E.L

Corollarium 1.
—s

54 .1. Quia eft f . 4—ZE—.----- —-nJ * X. i,k 1 . 2k * I. 2.3 k5
4- etc. fi ponatur a -f- k c feu a—c— k erit 
(c-k)v__ r , er___ cs1 ( cs* __  at

g k — • • TT 1 2 k * 4~ 7.2. 3 k * CtC.   ~
7^ 4- - ctc- Q.uare erit v — ^ (

as । (,a-t-k)s* _ (a-|-fe)sT
».2k 4“ 1.2.3^ 4“ «C.' 1 • .

Corollarium 2.
542. In vacuo igitur, vbi k eft infinitum , 

crit v~gs — ~gx> vt conftat. At fi refiften
tia tantum fit valde pania et propterea k valde 
magnum erit v — gs-1^ — ^4-^~k.

Corollarium 5.
543. In vacuo apparet celeritatem corporis 

efie nullam in duobus pundtis vbi eft s~o et .f” 
2 a, i. e. in duobus cufpidibus A et B. In medio 
vero refiftentc alter locus eft s~o,alter vero ex hac 
aequatione erui debet 43=7-5-^ — 775-7^4-7^-3^-^ 
- etc. vnde inuenitur s = ^ 4- +

-H etc. Si igitur k fuerit valde magnum 
erit quam proxime.

Co-



Corollarium A.
• . ■ , • < .. .. .

"544.. Eadem haec feries inuenta fubftituto 
a-+-k loco c transformator in lunc s~za~~k 
-4- i Wi* -4“ etc. ex qua valor ipfius j dat ar
cum ACIM, quo.vsque corpus motu fuo perue- 
hirc riotcQ.* . . . , - ' i !' ' ' .

Corollarium z.’ .......... J
54-5' Arcus AO ab.A ysque ad O, vbi dor- 

pus maximam Habet* celeritatem,
„ a 1 , a3 a* . a5
a-2k "I” 3^' " «P 4- etc. Quare erit ar- 
cqs,^^^ ^-etc. OC=^ + $
-etc. et ..
> • ' . i , . 2.1 . ■■ /

Corollarium 6*
546. Celeritas vero in pundo C repetitur

, , . gk2-gek (^k-hkk)debita altitudini — - ---- -  - ---------------- — r
a 6

a a* _J_ °3______  ___ a*_______ 1 . ____ «’_____ .
2 i-3k 1,2.4-k® 1.2.3S*1 1 1.2.34.6 — etc* )•

Vnde perficitur celeritatem in C nunquam pofle 
efle ciianefcentcm; nam altitudo huic celeritati
l r - H n • , 
debita eft ~ . ■ -1 -

ius eft quam
quam jI*.

gk2 ± ,
—* —1—«),atque r * femper ma- 
e^-a /
I*4~rj exceflus autem maior eft 

Quare altitudo debita celeritati in C
ma-



SUPER DATA LINEA IN MEDIO RES. ±8r 

ga
maior eft quam—idcoquc ACM maior eft 

a ? *
quam A C.

Corollarium 7.
54.7. Altitudo debita celeritati maximae in

O eft — rt —1^— r f « . । Ai__ P-t 1u e it —a k —g (2 3 k ‘ 4 k2 5 ks
etc.). Quare cxccffus huius altitudinis fupra al
titudinem celeritati in C debitam eft

H-etc.Haec nempe expreflio obtinetur,fi in generali 
valore ipfius v fubftituatur kl^- loco s, quip
pe cui quantitati arcus AO eft aequalis.

Scholion.
54.8. In folutione huius propofitionis confi- 

derandum venit, quod ex formula defcenfum tan
tum determinante etiam afcenfum corporis fuper 
arcu CN deriuauimus; ex quo dubium oriri pot- 
cft, an ifte afcenfus legitime fit definitus. Hoc 
autem ex ipfa formula afcenfum determinante fa
cile perfpicitur. Vfi enim fuimus formula hac 
dv —gdx — Rds, quae pumfto M vitra punftum 
C cadente propter dx fadum negatiuum abit in 
hanc dv~ —gdx—Rds, quae reuera naturam af
ccnfus continet. Ex his intelligitur continuitas 
inter afcenfum et defcenfum, qua nullo interiedo 
To/n. II. N11 faltu 



faltu inter fe cohaerent. Vbi enim curua fe furfum 
fledcre incipit, ibi fimul formula defcenfui infer- 
uiens transmutatur fponte in formulam afcenfus. 
Atque haec connexio locum habet in medio quo
cunque refiftente, vti ex generalibus formulis ap
paret, quae tantum figno ipfius dx difcrepant. 
Quamobrem data aequatione pro curua quacun
que, non eft neceffc vt inquiratur, fuper quanam 
parte corpus afcendat defcendatve, fed alterutra 
formula ad aequationem accommodata verum da
bit motum fuper curua propofita. Hoc tantum 
eft tenendum, vt abfciflae in axe verticali capi
antur, atque ea formula flue afcenfus fiue defccn
fus adhibeatur , quae cum motus initio congruar.

PROPOSITIO 6^ 
Problema.

^9- Sit curua data ACB cyclois fuper bafi 
1' horizontali AB dejeripta et deorjum fpeffuns j cor* 

pirque fuper ea ofei dationes peragat in medio ref/lente 
in duplicata ratione celerilalumt determinare motum, 
ofcillatorium.

Solutio,
Ponatur diameter circuli in eaque

fumatur abfeifla CP—.v, et arcus *CM vocetur st 
erit ex natura cycloidis j — V zax et x~at
que dx~~<f Defcendat nunc corpus fuper ar

cu



super data linea in medio res. zs3

cu MC> fitquc eius celeritas in C debita atitudi-
S

ni b, erit altitudo debita celeritati in M — e
—r

—kfe kdx (523.). Eft vero fe kdx—J------ -
a

h1—k~ e k -ke k r
a ; quare altitudo debita cele

ritati in M eft — e^(ab—gk2} gk*-\-gks 
a

Ab-^C--3^'— H--------—rr H' ^-rr4- etc.)
6 a ' 2 1 2. 3 fe r 2.3 4 * 2.34- 5 k 7
Arcus ergo in quo integer fit defcenfus habebitur 

fi ipfius r valor cx hac aequatione quaeratur: e k
Fiet autem hinc in ferie rzzA-l-f^ 

4- 4- 4- etc. pofito breuitatis ergo A
loco Huic ergo feriei aequatur arcus C M, 
fi quidem corpus cx pun.fto M deficendere ince
perit. Celeritatem maximam corpus habebit in

S

o fumto COr:.f ex hac aequatione e kzz^^ 
feu C Ozzk 1^p, atque altitudo huic maximae 
celeritati debita eft 1 t~f__ab ~ b 4- 

. etc. Ad tempus determinandum 
conuemt ad pun&um O celeritatemque maximam 
retpkcre, et tempus per MO definire. Hanc ob 
rem pono altitudinem celeritati in O debitam zer, 

N n 2 ct



et arcum MO —erit CO — aA et (*
—gc

s — His fubftitutis erit altitudo
. - ^kz-]-ac-\-e;h/—e

debita celeritati in M feu ------------- ------------ -a
Quia nunc v minor eft quam c, pono c — v~z} 

q
critqtie nzgkz-{-gkq ~ e atque in ferie

H-etc. Ex qua con-
nertrndn fir n — — -^--4- — _2A’2* -4-uertenuo nt q— Vg 3gk^ iwvg

io8og®^— ctc' Incipiat defcenfus in pundo M, 
erit ibi ct z~c, ideoque OM —-£-c~ 
^1- --^ae — ~^-c2- -4-ere Ex eadem' tSgk^Vg issg^3 ' losogWg. etc’ xi-.x e tuum 
formula, fi ponatur q negatiuum, habebitur motus 
per OCN: at quia perinde eft, fiuc q ponatur 
ncg,atiuum: fme k , erit arcus ON, fi N fueric 
pundum quousque corpus afeendit, —

। aculae _i 2o2c~__ 1 atcryf2ac _
' iSgk^Vg ‘ i3 5g kJ 1 08 og1 k* Vg "I ctc. lempus 

vero per MO hoc modo inuenitur; quia eft di 
__  j __  adz __adz , adzVzaz__  'Y^zdz 1 a-zdz^^az 
— "7—3gfe 1 iagfe^g USpP 1 432g?k+Va 
— ctc. hoc diuifum per Vv — y (c — z) dat elc- 
mentum temporis — r-r———?----------—t -4-. r , V2g {CZ— z-) 3gkV{c— Z)

___ ___________  t 'a2z2'dzV. a
i2gk2Vg (cz-zz) “ CtC’
Qiod ita integrari debet vt pofito vel t*—q 
euanefeat ; deinde ii ponatur z~c h ibebitur tem
pus quo corpus per arcum AIO defccndir. Hoc 
igitur tempus pofita peripheriae ad diametrum

ratione



mione tt ad 1 erit - 4a2cVc
l 3 S g'fe7

-4- etc. Pofito igitur It negatiuo erit tempus
quo corpus ex O ad N vsque afccndit — 4-
ia^c Tracta t ^a2c^c .
3gk * 1 t- > 3 sg2^"! etc. Tempus ergo per
MCN feu tempus vnius dimidiae ofcillationis eft

Yg * 12&wg "• c*-c’ v: E- *•

Corollarium i.
550. Si ergo celeritas maxima corporis de- 

fcendentis fuerit debita altitudini c, propter CO
— ™ pr',t M C V2 oc | 2ac | acV2ac----- 2a2c2 

gk eric 1VA'------ Vg 3£k~' "i 8gk2Vg___ t3Sg’^

—etc. Totus vero afcenfus CN erit
__ Q p p___ V2ac __ 2ac ■ ac<2ac i . 2a2c2 .
----UA UW---- Vg 3£ft • i 8gV4Vg 1 3 \g2k*

+ «c. Hinc erit CM-CN— g-
4arc2 ., —2V2ac . acV2ac a2c2\/iac
istg*^ ctc* atQllc MCN — —H pg^vgH-♦+Qg2^*?x 
-4- etc.

Corollarium 2.
551. Si totus arcus dcfccnfus MC ponatur 

~E et fcquens arcus afcenfus CN~F} atque al-
-x

titudo debita celeritati inC_ A, erit - — k2— e~^ 
(1 2 1 1 17 A _ I E* _ Es 1 ^5
tK —— 2 3ft 8fe* 3 bfc1 *” 1 4 4 /{♦-------- CtCr 

Atque pofito k negatiuo eodem modo inuenitur
1“ Ex qui
bus fir F— F _ 26 e* 1 . 8gE*. etr,US nt 1* — L h,- “ etc*

N n 3 ac-



tlsCAPYT TERTim DE MOTK PANCTI 
*

F F®atque altitudo debita celeritati maximae c zr 
- _ prr3ak' Cic,

Corollarium 3.
552. Quia F eft arcus afcenfus in prima di

midia ofcilLcjf ne, crit idem arcus F arcus defcen
fus in fequeme ofcillatione: cum quo ergoconiun- 
getur arcus afcenfus G — E—W 7? “ ilK "+*

— etc. Atque fimili modo fequentes ofcil- 
lanoncs quotquot libuerit definiri poifunt.

Corollarium 4,
553. Ex aequatione tempus exponente appa

ret tempus quo corpus ex M ad O penienit fem- 
per minus efle tempore quo corpus ex O ad N 
vsque pertingit. Simili modo etiam arcus ON 
maior eft quam arcus OM, arcus vero CN mi
nor eft arcu A1C.

Corollarium 5;
554. Si ofcillationes fuerint infinite paruae, 

feu c quantitas euanefeens, congruent ofcillatio
nes cum ofcillationibus in vacuo fadis; in fingu
lis enim expreflionibus iidem termini euanefeent, 
qui euanefeerent pofito k — 00. Minimis ergo o- 
fcillationibus ifochronae erunt ofcillationes pen
duli longitudinis a in vacuo, follicitati a potentia 

feu penduli in hypothefi grauitatis cuius 
longitudo eft

Co-



Corollarium 6-
555. At fi ofcillationes fiant maiores, tem

pora ofcillationum quoque fient maiora, quare in 
hac refiftentiac hypothefi cyclois tautochronismi 
proprietate non gaudet. Quo enim in quaque 
ofcillatione maior fuerit celeritas maxima, maior 
quoque erit exceffiis temporis ofcillationis huius- 
modi fupra tempus ofcillationis minimae.

Scholion r.
556. Quod diximus ofcillationes minimas cum 

ofciUatiombus in vacuo congruere locum habet, 
fi a ct jt fuerint quantitates finitae magnitudinis. 
Si enim a effet infinite magnum , fcu k, infinite 
piruum, fequentes termini tempus exprimentes

-4“ etc. non euanefeerent etiamfi r,
effet infinite paruum. Tum. igitur tantum ofcil- 
lationcs minimae fuper curua quacunque in vacuo 
ct medio rcfiftente inter fe congruent, quando 
neque radius ofculi curuae in infimo pundo fue
rit infinite magnus, neque refiftentia infinite magna.

Exemplum.
557. Exempli loco cuoluamus cafum , quo 

refiftentia tam fit exigua, ideoque k quantitas tam 
magna vt fraftiones, in quarum denominatoribug 
k plures duabus habet dimenfiones, tuti pro nihi. 
Io haberi poflint. Di&a igitur altitudine celeri, 
tati maximae in O debita c, ita vt fit C O ^lk'y

erit 



erit arcus defcenfus M C —E — 7yc4- £^4-‘~yyg 
ct fequens arcus afcenfus C N ~ F — 4r

Vnde nnicnitur V c= -yH-
7£JVg r gE1 «E* I gE* T-3 6 w1 V 2 a > ^U •— 2 a 3 ak ' 3 a k * atque h----- E

3’y4-|p. Tempus ergo dimidiae ofcillationis per 
MCN cfl — ^4-^'“. In fcqucnte dimidia 
ofcillatione eft arcus defcenfus rz F — E — jy 4-

quem fequetur arcus afcenfus G " E — yy 4-
•, atque tempus huius dimidiae ofcillationis 

exit — —t- ~ i~apvg> A’bi vltimus terminus
negligi poteft ob in denominatore. In tertia 
fcmiofcillatione eft arcus defcenfus m G — E—

W~’ et arcus defcenfus — H ~E—^yH- 
Atque generaliter in ea fcmiofcillatione, quae in
dicatur numero n eft arcus defcenfus =:E ——3/y —
4- ct arcus afcenfus = E - 4-
Quamobrem poft «fcmiofcillationescorpus ab infimo 
pumfto C diftabit arcuE—-yy 4-^2—, qui minor eft 
quam arcus defcenfus primae ofcillationis quantitate
2nF? __ 4-n’E’

3 ‘ Tempus autem femiofcillationis nu
mero
At fi

n indicatae •   'nijia i -rrE-V2a    Trfn—i 
Crit — yg 1 24'^Vg l&Pvg

totus arcus primae femiofcillationis MCN
dicatur A, erit A = 2E-^’ 4-yp et E~£ 4- 
■^y- euanefeente fponte termino fcqucnte.. Hinc

to-
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fequcnte. Hinc totus arcus ofcillatione per nu
merum n indicata deferiptus erit — 2E—

■ x-dn1— in-4-1 ) E*  a (n—i U* i (n-i )*A» 
" * ^k2 3k ~ 9 k2 •

Corollarium 7.
558 Si n fiant ofcillationes dimidiae ct ar

cus dclbenfus primae ofcillationis fuerit E ct ar
cus afcenfus vltimae ~L, erit L~E—-4- 
^p-,quac exprcffio, fi per feriem propius capia
tur, fere congruet cum progrefiione geometrica 
eiusdem initii, haneque ob rem erit L ~ 
feu 3 &(E-L) ~ anEL.

Corollarium g.
559. Hinc fi peraftis aliquot femiofcillatio- 

nibus detur arcus defcenfus primae ofcillationis E, 
Vna cum arcu afcenfus vltimae L inueniri poteft: 
liti merus femiofcillationum n eft, namque 11 —— 
3HE— L) 

2£L •

Corollarium 9.
560. Patet ergo diminiitioncm arcuum non 

a longitudine penduli pendere, fed ex n et E da
tis idem reperitur arcus L quaecunque fuerit lon
gitudo penduli a. Atque eft femper n propor
tionalis ipfi j; — E-

Scholion 2.
561. Uniusmodi experimenta circa ofcillatio 

nes in medio refiftente multa rcccnfet Newt. iu 
Tom. 11. O o Phil.



Phii. Lib. II. vbi notat arcum dcfcenfus primae, 
arcum dcfcenfus vltimae ofcillationis atque nume
rum ofcillationum tam in aere quam in aqua et 
mercurio. Quare fi haec media pcrfc&e rcfifte- 
rent in duplicata celeritatum ratione , congrua 
efle deberent cum hisce formulis , ita vt decre
mentum arcus proportionale eflet numero ofcil
lationum ct arcui primo et vltimo coniundim. 
Qiod etiam locum habere obferuaui in maiori
bus ofcillationibus, in quibus celeritas non eft ni
mis exigua. At in ofcillationibus minimis ma
xima aberratio ab hac regula confpicitur. Ex quo 
colligitur quo maior fuerit corporis celeritas in 
fluido, eo propius rcfiftcntiam accedere ad ra
tionem duplicatam celeritatum , motum autem 
tardiflimum alii refiftentiae infuper efle obnoxium, 
quae in motibus celerioribus prae refiftentia, 
quae quadratis celeritatum eft proportionalis, 
euanefeat. In hisce quoque experimentis New- 
tonus rcfiftentiam partim fimplici celeritatum ra
tioni, partim fcsquiplicatae, partim duplicatae pro
portionalem aflumfit, neque tamen pro motibus 
tardiflimis fatisfecit.In vltima veroPhil.Editione ipfc 
Newtonus quoque infuflicicntcm priorem theo
riam fuam agnofeit , atque pluribus rationibus o- 
flendit alteram illam fluidorum refiftentiam efle 
conftantem feu temporis momentis proportiona
lem; quam antea ipfis celeritatibus proportiona
lem erat arbitratus. Hanc ob rem iftam refi- 
flentiam cum ea, quae quadratis celeritatum eft 

propor-
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proportionalis in fcquenti propofitione con- 
iunclam confiderabimus; cum praefertim aequa
tionum refolutio ct celeritatum determinatio hac 
adicdionc non difficilior cuadat.

Corollarium io.
562. Quod ad tempora ofcillationum ct fe- 

miofcillationum attinet, perfpicuum eft ea decre- 
fcero, quo minores fiant arcus deferipti; atque fi 
arcus plane euanefcant tempus dimidiae ofcillationis 
fore =

Corollarium n,
563. Exceflus autem cuiusque femiofcillatio- 

nis temporis fupra tempus minimae fcmiofcilltl* 
tionis in cafu refiftentiae minimae eft de
notante E arcum defcenfus illius femiofcillationis 
Quare ifte exceflus proportionalis eft quadrato ar
cus defcenfus, vel etiam quadrato totius arcus fe- 
miofcillatione deferipti. 

r

Scholion 5.
$64.. Cyclois igitur, quae ab Hugcnio apta 

eft demonftrata ad ifbchronismum pendulorum 
producendum, hanc proprietatem in medio refi- 
ftente in duplicata celeritatum ratione amittit, 
et hanc ob rem in aere non inferuit , nifi vel 
ofcillationes fint valde paruae , vel inter fe pro
xime aequales. Ex hoc vero, quod maiores o-

Oo 2 fcilla- 



fcillationcs diutius durent, colligi licet, veram cur
uam tautochronam in hac refiftentiae hypothefi 
magis cOe curuam quam cycloidem. Quemad
modum fcilicet cyclois in circulo eiusdem radii., 
cuius cyclois eft in infimo pun&o, continetur,, 
ita quoque vera tautochrona in cycloide conti»- 
nebitur, atque eius curuedo a pundo infimo ma
gis decrefcct, quam curuedo cycloidis.

PROPOSITIO 64.
Problema.

* 1 nl? "X11JFigV ’ 565. Si medii rejijientia partim fuerit conjlansr
partim quadratis celeritatum proportionalis, deter
minare motum ofciUatorium corporis fuper cycloide' 
MCB, [altem in cafu quo rejijientia ejl valde parua.

Solutio.
. Sit vt ante diameter circuli generatoris CP 

— ^a-, CP —t-,. et arcus C M—a Ponatur cele
ritas in C debita altitudini b} et celeritas in M 
altitudini v. Potentia corpus- perpetuo deorfum» 
follicitahs fit —g, pars refiftentiae quae eft con
flans fit — b, et pars refiftentiae quadratis cele
ritatum proportionalis fit — £ vt ante ; erit £ 
quantitas valde magna refpedu v ct r et a\ at
que b. valde paruum refpedu g. lam fiat dcfccn- 
fus fuper arcu MC, erit dv " — gdx 4- b d J -P*

f i —-j
y-, atque hinc v ~ c * b — e k j e {^dx — bds }.
n - a - c > Air



At quia eft ex natura cycloidis, dxzz ~ erit fe * 

g dx — ——'~~~a—~~—~ C t ^'~k — bk—b

ke =* ; vnde fit V
a

Celeritas maxima habetur fi fuerit -^eu
S

e~^ zz—7—.. Dicatur altitudo debita celcrita- 
ti maximae in O~f, erit CO— z ~P ct ab 

—bak—ac
zzglc'—b ak—^kz e £'<’ . Ponatur arcus MO~ 

ha । ac j -a erit .f~- + -E vnde nt v zz1 £ /
ac-P^k"1 -Pgkq — e^g.V „------ --------- -—------- -— Qma nunc v minus eft

a
quam c, pono, v-v — z , erit az-Pgkz-Pgkq

J
— —. e ^kz. Quae aequatio in feriem conuerfr 
dat vt fupta ™ zz qZ-P £ ~P , atque 7—^-

et zzc, idcoquc M O — — —- -p-1 v& 11*
Ex eadem formula reperitur arcus afeen-

V^ac । ac .

incipi defcenfus ex M, erit 
ibi vzzo ct z 

. <ja^2ac^ ■
, r,ir.,• ■ ; f/zac । ac j aepaelus O N __ H- 3-fe "i- T^yg ; atque cum in his 

b non reperiatur erit vt fupra tempus fcmiofcil- 
lationis per M0N=*^-i+^i Totus vero' 
»rcus ddeenfts MC c:it =^-t-^+ 
at<iuearcus afcenfus CN= -^ * ^-ac ^zac^.

Oo 3.
Vg 3gk 1 BprVg’

Quare;



Quare G arcus defcenfus A1C ponatur E et arcus 
afccnfus CN = F, erit F=z E- 4- -+■
JJL In fequcnte femiofcillatione eft arcus defeen- 
fus F et arcus afcenfus G — E —
4- Atque generaliter in ca femiolcillatio- 
ne, quae indicatur numero n , arcus afcenfus eft

T< Znha 2nE* । ^n^haE । 4n1E’— 3fkE—6hnak— E--- — 3k yk'--  04
re fi peradisw femiolcillationibus dicatur arcus de- 
fcenfus primae E ct arcus afcenfus vltimae L, erit 
j^«EL=:35^ (E—L) - 6bnak feu n
Tempus vero quo quaelibet femiofcillatio per M 
CN abfoluitur eft —^4-^pp^2 loco f eius 
valore fubftituto. Q. E. I.

Corollarium I.
566. Si ponatur c~oy vt locus prodent in 

quo corpus Gt quieturum, inuenitur MC~^: 
corpus ergo in quiete permanere poteft non lo- 
lum in punAo C , fcd extra C quoque in di
ftantia cis et vitra C. Quare in huiusmodi 
medio rcfiftcnte cx ftatu quietis penduli non ex- 
aAc linea verticalis poteft cognofci; fcd angulo 
cuius Gnus eft ~ aberrari poteft.

Scholion r.
567. Huiusmodi reGftentiam in aqua locum 

habere experimentis facile euincitur , quippe in 
moti-
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motibus tardiflimis refiftentia quadratis celerita
tum minime proportionalis obferuatur •, in fluido 
vero praeter refiflentiam quadratis celeritatum 
proportionalem aliam non dari probabile eft, ni- 
fi refiflentiam conflantem. Confirmatur hoc etiam 
experimentis a La Hirio inflitutis , quibus mon- 
ftrauit pendulum in aqua extra fitum verticalem 
in quiete permanere pofle. Quod fieri non pof- 
fet, fi refiftentia a fola celeritate penderet. Ex ex
perimentis Newtoni) quae circa retardationem mo
tus pendulorum in aere inftituit, concludi poteft 
globi plumbei diametri 2 dig. refiftentiam con
flantem efle circiter partem millionefimam gra- 
uitatis, feu Hic ergo globus filo
fuspenfus a linea verticali aberrare poteft angulo 
ioz//, qui autem error eft infenfibilis. Maior 
autem et fenfibiiis efle poterit hic error , quo 
minor fimulque leuior globus adhibeatur.

Corollarium 2»
568. Ad hunc angulum inueniendum infer- 

uit ifta aequatio ex fuperiori dedudla ~ 
— — finui anguli, quo pendulum a linea ver
ticali declinare poteft. At loco Earcumparuum acci
pi conuenit, quo termini ncgleAi eo magis fiant 
infenfibiles.

Corollarium 5.
s69. Ex aequatione apparet

fluo maior fit arcus ofcillatione deferiptus eo mi- 
aorem 



norem fieri terminum 6bak refpe&u 2gEL. At
que hoc in caufa eft, quod haec refiftentia tan
tum in minimis ofcillationibus fentiatur.
♦in (ib olidtdonq iinb non metis mak( cjwq»' rj

Corollarium 4.
570. Quia b eft numerus tum per hypothe- 

nn valde paruus, tum in fubtilibus fluidis, ad 
quae haec propofitio eft accommodata, reipfa fe
re cuanefcens; in expreflione temporis euanefeet 
quoque ba prae gE, idcoqnc tempus vnius femi- 
ofcillationis erit — -4“^7^ Refiftentia igi
tur conftans non immutabit tempora pfcillatio- 
wum.

Scholion 2.
571. Etiamfi ergo haec refiftentia conftans 

cum refiftentia quadratis celeritatum proportio
nali coniurufta confideretur, calculus co neque fit 
prolixior neque difficilior. Nam ex celeritate 
maxima Vt’ totus arcus vna femioicillatione de- 
feriptus eodem modo determinatur, fiue haec re
fiftentia conftans adiit fiue non; vtroque enim 
cafu plane eadem obtinetur aequatio. Quamob- 
rem vel ex hoc ipfo fequi videtur, hanc refi- 
flentiae legem in natura' locum habere, alias ve
ro rcfiftentias praeter hanc et eam, quae quadra
tis celeritatum eft proportionalis, adu non in- 
ueniri. Fluida autem iam pridem duplicem refi- 
ftentiam exercere obferuata fiint, alteram quadra- 

is
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tis celeritatum proportionalem, quae in motibus 
celerioribus fola oblenietur, alteram in motibus 
tardiflirnis tantum fenfibilem. Illa refiftentia ori
tur a vi inertiae particularum fluidi, et per eam 
corpus de motu fuo amittit, quando particulas 
eas remonet; quam quadratis celeritatum propor
tionalem efle dubitari nequit. Haec vero refillen- 
tia a tenacitate fluidi ortum habet, qua particu
lae fluidi inter Ce cohaerent ct difficulter a fe in- 
uicem feparantur. Dum igitur corpus per datum 
fpatium mouetur datus particularum numerus ipfi 
fpatio proportionalis a fc inuicem diuelli debet; 
quare haec refiftentia congruit cum potentia ab- 
foluta motum corporis retardante; quippe quae 
etiam per aequalia fpatia aequalem iduum nume
rum in corpus exerit? Haec igitur refiftentia feu

• r ■ / /1vis motui corporis femper eft contraria , ct fe
cundum ipfam diredionem motus in corpus agit, 
atque ideo eft vis tangentialis perpetuo conflans ct 
retardans. At hoc cafu natura a calculo exce
ptionem poftulat , quando corpus quiefeit. Quo
niam enim haec vis eft conftans, . aeque agere de
beret in corpus quiefeens ac in motum ; quiefeens 
autem corpus, quia fluidi particulas non diuellir, 
hanc vim fentire nequit. Accedit ad hoc, quod, 
cum haec vis diredioni motus fit contraria, ea 
in corpus quiefeens, quod nullam habeat dire
dionem, nullum effedum habere queat. At fi 
motus fuper linea curua inueftigatur, tangens cur- 
uae femper pro diredione motus habetur, etiamfi

Tom. II, Pp cor-



29S CAPUT TERTIUM DE MOTU PUNCTI 

corpus adu quiefcat, atque ideo calculus cffedum 
huius vis etiam in corpore quiefcente oftendif, 
hoc igitur cafu a calculo exceptionem fieri opor
tet Corpus pendulum ergo per aliquod partium 
fpatium circa C in quiete permanere poffe ideo 
eft dicendum , quia eius nifus verfus C non luffi- 
cit ad particulas fluidi a fc inuicem feparandas. 
Quare corpus quieicere potefl in quolibet pundo 
illius fpatioli, cti.imfi calculus oflendat, etiam in 
ipfo pundo C corpus non in quiete perfeuerare 
poffe.

Scholion
$72. Ex his quae partim generaliter tradi

dimus partim de cydoide attulimus, perfpicitur, 
quomodo in medio refiftcnte in duplicata ratio
ne celeritatum motus corporis fuper quacunque 
curua poliit determinari. Confiderauimus quidem 
medium refiftcns vniforme, et potentiam follici- 
tantem quoque aequabilem; fcd ex aequatione rc- 
foluenda apparet , eam quoque integrari poffe, 
quomodocunque tum medium fit difforme, tum 
potentia follicitans variabilis , femper enim in 
aequatione altitudo celeritati debita v vnicam tan
tum habet dimenfionem. Progredior igitur ad 
alias medii rcfiftentis hypothefes ; fed quii tum 
non pro quauis curua motus poteft definiri, cur
uae primo funt inueniendac, quae determinatio
nem motus admittunt. Affumimus hic autem iux*

ta
• lOi q J



ta inftitutum noftrum eas curuas, quae ad aequa
tionem homogeneam deducunt, in qua indeter
minatae vbique eundem obtinent dimenfionum 
numerum. Si rcfiftcntia fuerit poteftati celerita
tum exponentis 2111 proportionalis, habetur ifta

, , vw 7 f
aequatio dv“ A-gdx -4- ——, quae quo fit ho- fC
mogenea inter v et x debet cfle d s ~x~ndx, 

m _ ।
feu s~a*X '~mf feu x—a^-i.f i-m. Vel fi X
•t s datis quantitatibus augeantur vel diminuan-

tur, in curua , cuius haec eft aequatio x—a*~*

(.f-h/) ‘“OT — am~f '~m} motus quoque determi
nari poteft. In medio ergo rcfiftente in fin plici 
ratione celeritatum curua fit cyclois, idcoquc mo
tum fup«r ea determinemus.

PROPOSITIO 6^
Problema.

573, In medio quod refiftit in fimplici rationem. xHi. 
celeritatum, determinare motum ofcUlatorium corporis F‘^11 
fuper cycloide A C B, exiflente tam medio quam po
tentia follicitante vniformi.

Solutio.
Sit iterum vt ante diameter circuli genera

toris CDzZjtf; abfeifla CPzzjr, et arcus CM—j.
Pp a Pons-



Ponatur celeritas in C debita altitudini b et ce
leritas in M altitudini V. Potentia corpus per
petuo deorfiim trahens fit —ct refiflentia ~ 

Fiat fuper parte A AI C defcenfus, erit ex 
natura defcenfus dv~ — g d x -4- £*- -4-

Ponatur erit vn-
de fit zkudu "—gasds audsj quae aequatio 
ita debet integrari vt fa&o s~o fiat Pro 
afcenfu vero fuper arcu CN haec habetur aequa
tio zkudu ~—gasds— auds. Ponatur uz^pf) 
habebitur pro defcenfu ikb1 s dszkp s2 dp—— 
gasds 4- ap s d s ,feu — V- Hinc flC
integrando — /(A “ 1^4“
7 __  1 C' ’ > 7 .
' ^kp—a—V(a2—ggafe)   E 2ks2^h l~

«  l^“ 'Jkv—as-f-s Via1—8gafe) /r   j , »,
£V(a2—3gak~) ^a^kv—as—sV(a2—Sgafc) 1 *ei1 ---  l \ 2 a V

Ponatur s~0 et v~b fiet /C~ /2 a * bVk; hinc 
a 

2aWk—asVf-l-g^Vfe  t ^kv—as-f-sV^-Sgak)} y(a*_s FZTl hCt------ ^Tk-------------- — \^ âs-^a2-3gak))

In altera vero curuae parte CN pro afcenfu cor
poris pofito CNzz/ habetur haec aequatio 
S£vVfe47a£yr-+-££W^ — ( ^a^kv-^as—s^^—tpak') x c-

2ab^Jk \ ^a^kv-4-as-^-si/ifi2— Sgak)' ' ‘
altitudo celeritati maximae, quae fit in O, de
bita dicatur c, erit C O = atque c — b

Hae autem aequatio
nes locum non habent, nifi fit fe»

' u1 4



Nam fi k^>^. aequationes a logarithmis 
ct quadratura circuli fimul pendebunt. Ponamus 

, a ds _ -pdp _-dpefle = cntquc T zz —^-7——v ------  
1 4kJ i 4* 

adp
-, , 3. Integrando ergo prodibit ls~lC —
4:w? 4^
i(h- a- \ 1___?___a 'j _j____________________________ 3*____
/'F 4 k 1 * 4 k P—a — * sjk 4fe / • kv— as
— IC-K^a^ kv-as) -I- l sFit igi
tur /C — / \-d Vkb\ vnde habebitur /
7^—. Apparet hinc in defcenfu celeritatem nus
quam efle pofle zzo, femper enim 4.V&y maius 
efle debet quam J. Hoc ergo cafu, fi celeritas 
in pundo C fit rcalis defcenlus initium fit ima
ginarium. Quare vbicunque corpus defcenfum in
ceperit celeritas in pundo infimo C erit — 0. 
Ad motum igitur inuefligandum fi defcenlus fit 
cx pundo dato E fueritque CEz/, erit /C — 
l — ideoque ‘ -7—— 4v*vZ? Ex quo in-
telligitur femper efle debere 4. V kv<^s, quamob- 
rem in pundo C vbi azio debet quoque cfle ^”^ 
Maxima celeritas, quae fit in O habetur ponendo 
Vv— 7- feu quo pofito prodit Zi

1, feu —e —CO denotante e numerum, 
cuius logarithmus eft ~ 1. His igitur cafibus, 
quibus arcus defcenfus eft realis, nullus eft arcus 
afcenfus. At fi corpus per arcum CN celeritate 
initiali in C altitudini b debita afccndat, motus

Pp 3 hac



hac aequatione exprimetur ex
qua patet efle r-f- 4. V kv k.b et V v V b
Totus arcus afcenfus CN reperiti.r faciendo v^of 
tumque erit /^3 zz— 1, feu CN — Si eft
k<^~, quem cafum iam tra&auimus, rcfiftentii 
adhuc fit maior, quamobrem multo magis cele
ritas in C erit — 0, fi quidem defcenfus ex pun- 
(fto dato fiat; atque pro data celeritate in C ini
tium defcenfus erit imaginarium Quamobrem ae
quatio quam pro defcenfn dedimus eft imagina
ria, nifi conftans determinetur ex dato defcenfus 
initio. Sit igitur arcus CE —/, erit

fadoque s~0 erit
= u v non =“’ n»m
fi v eft —0 haec aequatio non valet. Apparet 
Alitem hinc aequationem contradictionem conti
nere, quia a v maius efle deberet quam gff feu 

P°fifo j pro /• At eft zz: 2X atque ita 
eflet v^>2gX) quod eft abfurdum, nam in vacuo 
eft tantum V—gX) atque in medio refjftcnte ad
huc minor efle debet. Pro afcenfu autem infer* 
uit aequatio inuenta atque ex ea totus arcus afcen
fus CN reperitur faciendo v~o, quo pofito pro- 

___ o
Jit —r — Fx his iai-2ab ' o-+-V(az—i ’ **1S Igl
tur perfpicitur fi fuerit vel vel ofcil- 
Jationes peragi non pofle, quia poft nullum de- 
fcenfum afcenfus fequi poteft. Quare nobis po- 
tifiiinuin reliqui cafiiS| quibas fimt in-

ucfti- «/
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ueftigandi ; quia enim in his refiftentia eft minor, 
atque quantumuis parua aflumi poteft, ofcillatio- 
nes vtique perfici poterunt. Fadis ergo fuperio- 

ribus fubftitutionibus habemus —-zz—i- ——
* 2k 2 fe 

quae aequatio pofito q—p — ^ abit in hanc 

=‘ Ponatur ^k~ quia
l6fe»

eft quantitas affirmatiua, eritque IC — Is — IV (q* 
H-B ) 4- ~k J 4-B’)-4-^Az.
•vbi At. u-eft arcus circuli cuius tangens eft exi- 
ftente finu toto zz 1. Reftituto autem pro q 
valorc debito erit /C~lV(2avVk.—asVv-{-g^ 
V k) H- Ponatur ad Z C defi
niendum s~o et v~b , erit IC~ IV zabVk-\- 
4Bfe ** • > quare erit 1 ^^av^k—as^v-^-gs^k) — 4B fe 
At. Pro afcenfu vero per arcum CN
* • 1 ___________ a * . 4 B fe ? 
inuenitlir / ----  4Bfe kv-^-cn*
Pofito nunc vzo prodit integer arcus defcenfus 
MC cx hac aequatione /V^ — rUAZ. zz

Atque totus arcus afcenfus CNinuenie- 
tur ex hac aequatione l V A/. zz

h*s aeQuati°nibus quanquam videan
tur arcus afcenfus et defcenfus inter fe aequales, 
tamen funt inaequales; dantur enim infiniti arcus 
quorum tangens eft eadem , atque pro afeen- 
fu alius accipi debet alius prodefcenfu. Atque 

cum
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cum infiniti dentur arcus tangentis , quilibet 
eorum ad propofitum accommodari poteft. His 
enim fumtis arcubus in ordine prodeunt fuccefli- 
uc omnes arcus tam afcenfus quam defcenfus, quam 
diu corpus ofcillationes peragit; nam quia aequa
tio inuenta eft generalis ea omnia loca oftende- 
re debet, in quibus corporis ofcillantis celeritas 
vnquam eft ~o. Quare in hac refiftentiac hypo- 
thcfi hoc habetur commodum, quod ftatim pro 
qualibet ofciilatione centefima v. gr. arcus tam de
fcenfus quam afcenfus poflit definiri. Sit arcus D 
cuius tangens eft -J- , et pofita ratione diame
tri ad peripheriam iitt, erit eadem tangens ~ 
omnium horum arcuum D; tt-4-D ; 2 ?r H-D ; 
37T-4-D; etc. Pro arcu defcenfus nunc primae 
ofcill itionis MC fumi debet arcus D, eritque

— feu abfeiffa ardus M C ~ -r?2B< Abfeiffa autem £
arcus afcenfus fequentisfeu abfeiffa arcus defcenfus fe-

— a ( jr-f-D )

eundae femiofcillatioois erit ~ e . Simi- o e
li modo abfeiffa arcus defcenfus in tertia femi-

— "f 2 TT-f-P)

ofciilatione erit - e 2Bk . Atque genera
liter abfeiffa arcus defcenfus in ofciilatione quae in-

— otnir-f-P)

dicatur per»-4-i eft2B/J , quae firnnl eft ab- 
fciffa arcus afcenfus in ofciilatione quae indicatur 
numero n. Qiod ad tempora ofcillationum at
tinet, ea fcqucnti propofitioni referuamus. Q.E.I.

Co
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Corollarium 1.
574- Nifi ergo fuerit ofcillationes ab- 

folui non poflunt; quia finito primo dcfccnfu 
corpus ad quietem redigitur, fi vel k vel £ 
— At fi ^^ofcillationes perpetuo durabunt, 

— q(nir-4-D)
quia exprefiio 2B/i neque cuanefcere ne
que negatiua fieri poteft.

Corollarium 2«
575. Arcus defcenfus fe habet ad arcum fe- 

quentem afcenfus in data ratione; eft enim ab- 
-Da —a(7r-4-D)

fciflarum ratio te zsk ad b- e 2Bfe , ideoque
—7Tq

ipforum arcuum 1 ad e , quae ratio non pen
det a celeritate data V b.

Corollarium 5.
576. Atque fimili modo arcus defcenfus primae 

femiofcillationis ad arcum afcenfus femiofcillationis 
numero » indicatae datam habet rationem , eft enim 
haec ratio vt ad 1. Quare fi numerus femiof- 
cillationum duplo fit maior haec ratio fit duplicata.

Corollarium 4,
577. Arcus defcenfus quotcunque fcmiofcilla- 

tionum fe infequentium conftituunt progrefiionem 
—713 

geometricam decrefcentcm in ratione 1 ad At
que ideo integri etiam arcus femiofcillationibus de- 

Tom. II, Qq feripti



fcripti erunt in progreflionc geometrica eiusdem
denominatoris.

Scholion r.
578. Quia autem pro D infiniti arcus acci

pi poffunt, quo appareat quinam cx iis pro ar-
cu defcenfus accipi debeat; fumo cafum quo kzz: 
f-j atque arcus afcenfus zz4^-; feu eius abfeiffi 
_ m —2

aez T-' £
-2 Hoc aurem cafu eft B~0 atque

—a(iT-t-D)

abfeiffa arcus afcenfus zz|- c
effc a-^=2 et tt4-Dzz^

tangens arcus tt H-D, ct cum *—■ fit 
debet tt + D effc zz 0.

SBfe Debet ergo
0. Eft vero

Ex quo intelligi
tur 7T -4- D efle minimum arcum tangenti

refpondcntem. Dicatur ergo minimus arcus 
tangenti —- rcfpondens E, erit DzzE —7t.Quo
circa in prima femiofcillatione erit abfeiffa arcus 

g(7r—e) t
defcenfus zz- * , idcoque ipfc arcus

a(7Tr-E)_

MCzz/ Ponatur feu tangens
arcus Ez=t, erit arcus defcenfus primae fcmiofcil-

■7T—E

lationis —e T V~. Arcus afcenfus primae feu 
z? arcus defcenfus fecundae femiofcillationis zz e t 

Atque arcus defcenfus in femiofcillatione
—E-fn-4-1 

quae indicatur numero n -4- 1 crit z t r 
V:g—, qui eft fimul arcus afccnfus in fcmiofcilla- 
tipne numero n indicata. Progrcffionis geome
tricae ergo, quam hi arcus afccnfus conftituunt,

—5
denominator eft e Co-



Corollarium $.
579. Ex his etiam in qualibet femiofcillationc 

celeritas in punfto infimo C poteft definiri. Sit 
enim in femiofcillationc, qpiae numero n indica
tur, celeritas in C debita altitudini p, erit arcus 

-e
afccnfus ~e T V , qui aequalis effe debet ipfi 

— E —(n— 1)ix . • (n— 1 Jir
f t Hinc flt: Vp—£ t y^
Celeritates ergo in pundto C in femiofcillationi- 
bus fucceffiuis progrcffionem geometricam quoque

—7T 
conftituunt cuius denominator eft £ t.

Corollarium 6.
580. Si n ponatur numerus negativus femi- 

elcillationes , quae ante primam fa&ae effe pof- 
fent, cognofcuntur. Vt in femiofcillationc pri
mam praecedente arcus defcenfus effe debuiffet 

2 tt^-E
•— f t y

& Corollarium 7.
581. Si in prima femiofcillationc defcenfus 

fiat ex pun&o cydoidis fupremo A , erit arcus
TT—E

defcenfus ~a. Quare eft — e r et celeri- 
E—->r

tas in pundo infimo C feu V b erit e 7 V
Corollarium g.

582. Si rcfiftentia fere evanefeat, feu k fue
rit quantitas vehementer magna erit B— ct

Qq 2 TZZ



* — VaT —‘ ^7^- Cum igitur fit t valde magnum 
erit E —atque arcus defcenfus primae femi

ofcillationis et arcus
£ * • ' £

afcenfus = (x-^T)* • * c
Scholion 2.

5S3. Ex folutione huius propofitionis inter 
cetera inrelligi poteft, quanta circumfpedione fae- 
pe opus fit ad conclufiones ex aequationibus de
ducendas. Nam in cafu aequationes quas
pro defcenfu et afcenfu inuenimus ita funt com
paratae, vt ex iis fequi videatur arcum afcenfus 
aequalem effc arcui defcenfus; nam fado v~oex vtra- 

a 
que aequatione prodit ^b—
Atque hoc ita fe quoque haberet, nifi defcenfus 
necefTirio faceret b—o. Pofito autem b^o y nul
lus datur afcenfus et aequatio pro defcenfu pror- 
fus eft immutanda. Quare nifi ex cafu quo kzz 

aduertiffemus b effe ~o, difficulter ex aequa
tione veritas cognofci potuiflet. .Idem quoque ac
cidit , vbi in eadem hypothefi defcenfu ex 
dato pundo fado celeritatem in pundo C 
inueftigauimus, pofiro enim s~o, aequatio 
ad abfurdum deduxit. Ita enim eft com
parata illa aequatio , vt fido s~o non oftendiit 
eife quoque v—o, etiamfi reuera fit v~o ; ii enim 
tantum termini funt negledi , in quibus reperie» 
batur s} cum reliqui v continentes eodem iure 

negli&i 



negligi debuiflent. Inueniri ergo non poteft efle 
U~0 fi 0, fed quia ex aequatione abfurdum 
fequitur, nifi effet U~o, ex hoc concludi pot
eft efle U—O fi s~0. In aliis vero cafibus, in 
quibus abfurdum non tam facile perfpicitur, dif
ficulter lapfus euitari poterit.

PROPOSITIO 66-
Theorema.

584. . In medio uniformi, quod refifiit in fim- 
plici celeritatum ratione, omnes defcenjus fuper cy
cloide AMC fiunt aequalibus temporibus-, atque fimi- 
liter etiam omnes ajcenjus fuper cycloide CNB aequa
libus temporibus abfoluuntur fi quidem potentia Jol- 
licitans fuerit uniformis et deorfum directa,

Demonftratio.
Pro defccnfu fi dicatur arcus CM~s et al

titudo debita celeritati in M, u, habetur ifta ae
quatio dv — -^-]-^. Ponatur Vv~u, erit u 
vt ip(a celeritas- in M, atque ob' du~zudu ha
betur ifta- aequatio 211 duzz-^in qua u 
et s vbique eundem tenent dimenfionum nume
rum. Quare fi ponat-ur initium defcenfus in E et 
arcus CE—f, et integretur aequatio propofita 
ita vt fiat u~o pofito s~fy prodibit aequatio in- 
tegralis in qua u,f ct s vbique eundem dimen
fionum numerum conftituunt. Ex hac igitur aequa-

Qq 3. bitun'
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bitur u fundioni vnius dimenfionis ipfarum/et r. 
Quocirca elementum temporis erit fundio nul
lius dimenfionis ipfarum f, s atque elementi ds. 
Eius ergo integrale ita acceptum vt euanefeat po
fito s~o, erit fundio quoque nullius dimenfio
nis ipfarum f et sf et exhibebit tempus per ar
cum CM. In hac igitur fundione fi ponatur s 

euanefeet f vbique ex ea fundione, acqua- 
biturque tempus totius defcenfus per EC fundio- 
ni ex quantitatibus conflantibus £, a ct k tantum 
compofitae, in quam neque f neque alia quanti
tas pundum E refpiciens ingredietur. Q.amob- 
rem tempus defcenfus per EC eadem exprime
tur quantitate, vbicunque pundum E accipiatur, 
atque ideo omnes defcenfus aequalibus abfoluen- 
tur temporibus. Si in formula tempus defcenfus 
exhibente ponatur — Vk loco V k prodibit tem
pus afcenfus in arcu CNB, quod propterca quo
que erit conflans, quantuscunque fuerit arcus afccn- 
fu percurfiis. Q. E. D.

Corollarium I.
585. Quia u aequalis eft fundio vnius dimefl- 

fionis ipfarum f et s aequabitur y fundioni nul
lius dimenfionis ipfarum f et s. Quare fi pona
tur s~nf aequabitur J- quantitati conflanti, in 
qua non inerit f. In variis ergo defcenfibus ce
leritates in pundis homologis totorum arcuum, 
erunt ipfis arcubus f proportionales.

Co-



Corollarium 2.
$36. Cum in dcfccnfu maxima celeritas fit 

-vbi eft uzzg~t inuenietur punftum O feu arcus 
CO cx aequatione in qua f et s vbique eundem 
dimenfionum numerum conftituunt; ex qua ergo 
erit s fcu CO ipfi f proportionalis. In pluribus 
ergo defcenfibus tam maximae celeritates ipfae, 
quam arcus CO arcubus defccnfuum toti» erunt 
proportionales.

Corollarium 5.
587. Quia tempus per MC aequale eft fun- 

dioni nullius dimenfionis ipfarum / ct r j tempus 
quoque per EM aequabitur fundioni nullius di
menfionis ipfarum / et j , feu etiam ipfius f et 
arcus EM.

Corollarium 4.
588. Hinc confequitur non folum tempori 

integrorum defcenfuum, fed etiam tempora de- 
fcenfuum per partes fimilcs arcuum totorum effe 
inter fe aequalia. Similique modo hoc locum 
habet in afcenfibus.

Corollarium $.
589. Cum igitur tam omnes defcenfus 

fint ifochroni quam omnes afcenfusj etiam omnes 
femiofcillationes aequalibus abfoluentur tempori
bus. Atque in cafu k^>j~, quo corpus perpetuo 

ofcil- 
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ofcillationes continuat , omnes abfoluentur tem
poribus aequalibus.

Corollarium 6.
590. Cyclois ergo, quae eft curua tautochro^ 

na in vacuo, eandem proprietatem retinet in 
medio quod refiftit in fimplici ratione celerita
tum. Praeterea cyclois quoque tautochronismum 
obtinet in medio, cuius rcfiftcntia eft conftans , 
feu momentis temporum, vt Ntwtonus loquitur, 
proportionalis. (570.)

Scholion I.
591. Hunc triplicem cycloidis tautochronis

mum Newtonus quoque demonftrauit in Prine- Phil. 
atque quod ad refiftentiam ipfis celeritatibus pro
portionalem attinet , ex hoc dcmonftrationcm 
formauit, quod in diuerfis defcenfibus, fi arcuum 
partes totis arcubus proportionales accipiantur , 
in iis locis celeritates fint totis arcubus quoque 
proportionales. Nam fi celeritates totis arcubus 
fuerint proportionales, fi elementa quoque ca
piantur totis arcubus proportionalia, tempora per 
ea erunt inter fe aequalia.

Scholion 2.
592. Etfi autem ex his appareat, tempora 

tam afcenfuum quam defccnfuum inter fe efle ae
qualia, tamen determinari non poteft, quantum 
fit tempus fiue defcenfuum fiue afcenfuum neque 

etiam



etiam tempora dcfcenfuum et afcenfuum inter fe 
poffuut comparari. Aequatio enim relationem in
ter s et u definiens ita eft complicata, vtexea 
elementum temporis per vnicam variabilem 
non poflit exprimi. Praeterea ofcillationes infi
nite paruae , quae ante in determinandis tempo
ribus calculum valde facilem reddiderunt, in hac 
refiftentiac hypothefi nihil adiuuant. Nam etiam 
fi arcus totus deferiptus ponatur infinite parmis^ 
in aequatione l —aus-t-gss^k) as—4auvl
quae ex fuperiori integrata Oritur, ne vnicus ter
minus euanefeit prae ceteris. Pendebit autem tem
pus afcenfus a quantitatibus ajketg, at quomo
do ex his fit compofitum non liquet. Interim 
tamen hoc certum eft, quo maior fit g ceteris 
paribus, minus efle tempus, at crefccnte a tem- 
Pus quoque crcfccre; & vero crefccnte diminui , 
quia refiftentia fit minor. In hac igitur rcfiftcn- 
tiae hypothefi refiftentia in motibus tardiflimis 
non euanefeit, quemadmodum in refiftentia qua
dratis calcritatum proportionali. Ex quo confe- 
qui videtur, fi refiftentia in maiore quam dupli
cata celeritatum ratione crcfcat, in motibus tar
diflimis refiftentiam negligi pofle; at fi refiften
tia fuerit in minore ratione, etiam in motibus 
tardiflimis refiftentiam confiderari debere.

• ’ ' '' i: ■ i ’ '

2W.II. Rr PRO-



PROPOSITIO 67.
Tab. KUJ, 

Fig, x.

Problema.
593. I'i medio vniformiy quod refijlit in ratio

ne multiplicata celeritatum, cuius exponens ejl zm, 
determinare motum corporis fuper curua C M A , in 
qua arcus quisque C AI proportionalis ejl potejldti 
a^fijfae CP, cuius exponens ejl i—in.

Solutio,
Pofitis abfeifia CP—.v et arcu CM—J erit

a m d xds — ——Sit celeritas in M debita altitudini

vn v} erit refiftentia in M — —;
k.m 

; atque ideo fi cor-

pus defeendere ponatur fuper arcu C M habebitur
•a . , amvmdxifta aequatio dv~-gdx-\---- 777-^' Pro afccn-

A. . t

fu autem fuper eadem curua inferuit ifta aequa-
, , anvmdxtio : dv~—gdx — ———. Vtraque vero aequatio 

I a
feparationem admittet, fi ponatur v~tx} prodibit 

z m (f x
enim pro defccnfu xdt — — t dx —^dx-\-_ 777—

~~ dt d V
afcenfu haec aequatio

-k.mdt __dx
^^ty^t^T' In qulbus £ie9u^ion,bu5'
variabiles t ct X a fe inuicem funt feparatae; ita 

vt 
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vt t per x ope quadraturarum poflit determinari. 
Conftans in integratione addenda definiri debet 
vel ex data celeritate in pundo C vel ex loco 
curuae in quo vel dcfcenfus incipit vel afcenfus 
finitur. Si ponatur abfeiffa toti arcui defccnfus 
vel afcenfus rcfpondens aequalis erit v fundio- 
ni vnius dimenfionis ipfarum / ct .r tam in de- 
fccnfu quam afcenfu propter aequationes differen- 
tiaies homogeneas. Hanc ob rem Vv aequabitur 
functioni dimidiae dimenfionis ipfarum f ct .v. 
Tempus igitur dcfcenfus per MC, quod eft ~ — 

ds m „ dx .— — am /------aequale erit functioni ± — m 
Vv JxmVv *

dimenfionum ipfarum f et x. Quia autem pofito x~f 
prodit tempus totius defccnfus vt/^^j cui eti
am proportionale eft tempus totius afcenfus, fi 
quidem f abfeiflam arcus totius afcenfus deftgnat. 
S' ponatur totus arcus vel defcenfus vel afcen
fus ~A, quia eft A vt m, erit tempus to-

A 1tum vel afcenfus vel dcfcenfus vt 7.7 vel vt A2'2 
J 2

Plurium ergo defcenfuum tempora funt in ratio
ne multiplicata totorum arcuum deferipto- 
rum. Atque in eadem ratione funt quoque tem
pora afcenfuum inter fe; fed tempora afcenfunm 
et defcenfuum inter fe non comparantur. QE.L 

Corollarium 1.
594. . Qiia celeritas fcu Vv aequalis eft fun- 

&i°ni dimidiae dimenfionis ipfarum f et .r; in
Rr 2 pluri-

3'
3
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pluribus defccnfibus celeritates in pun&o C ac- 
quifitae funt in fubduplicata ratione altitudinum, 
cx quibus corpus defcendit. Atque altitudines , 
ad quas corpus afccndens pertingit, funt in du
plicata ratione celeritatum initialium in C.

Corollarium 2.
595. Cum tam tempora defcenfus quam af- 

ccnfus iint vt f 2.~~) omnes defcenfus aequalibus 
abfoluentur temporibus , fi fuerit w—i feu refi- 
ftentia ipfis celeritatibus proportionalis. Atque 
hac hypothefi pariter tempora afccnfuum inter fe 
erunt aequalia. Curua autem erit cydois, vt an
te oftendimus

Corollarium 5.
595. • a j amdx Quia eft ds —-------erit amxx~m

Ex quo perfpicitur, nifi fit curuam AMC
fore negatiuam feu quod perinde eft imaginariam. 
Scmper enim curua maior effe debet quam ab- 
fcifla.

Corollarium 4.
597« Praeterea femper debet effe ds > dx ;

quare quo hoc accidat fi x~o debet m effe nu
merus pofitiuus. Hinc noftra propofitio requirit 
xt 111 inter limites o et i contineatur.

Co-



Corollarium $.
598. In his cafibus maximus ipfius X valor 

erit a\ ibique erit dszxdx, feu tangens vertica
lis. Hocquc loco curua habebit cufpidcm, altius 
enim afeendere nequit, quia fi x^a, foret ds^ 
dx, quod fieri nequit.

: . o:> < '1 ■ ,1 m J

Corollarium 6.
599. Si m continetur intra limites o ct r , 

curua in C habebit tangentem horizontalem, at-
s ds_ a~mx 

que radius ofculi in C erit —--7-____-—— -

pofito x — o. Quare radius ofculi in C erit in
finite paruus fi finitus fi et infinite
magnus fi

... ('
Corollarium 7.

600. Tempora minimorum dcfccnfiium ct 
afccnfuum funt infinite parua, fi at finita
fi m — Infinite magna denique erunt, fi
Tenent ergo radiorum ofculi in infimo pun&o 
C rationem.

Scholion.
Coi. Habemus hic ergo exempla cumarum 

pro refirtentia minorem quam duplicatam ratio
nem celeritatum tenente, fuper quibus motus cor- 
Poris poteft determinari. At fi medium in ma- 

Rr 3 iorc 



iore quam duplicata ratione refiftit, curua nus’ 
quam habebit tangentem horizontalem, atque ideo 
defcenfus ct afcenfus nunquam finiri poffunt Quo 
autem in exemplo appareat, qualis fit motus cor
poris in medio, quod in maiore quam duplicata 
ratione celeritatum refiftit , jnueftigare lubet mo
tum corporis fuper cycloide (altem in medio , 
quod refiftit in quadruplicata ratione celeritatum. 
Hanc vero refiftcntiac hypothcfin prae aliis eli
go, quia in ea celeritas commode per feriem 
poteft definiri.

:'..L „ . * .,

PROPOSITIO 68-
Problema.

Tab, xiii. 602. In medio uniformi, quod refiftit in qua- 
Fib x« druplicata ratione celeritatum, determinare tam de- 

jcenjum quam afcwfum corporis quenteunquejuper cy
cloide ACB.
j.a .djn. lab nm lamlni:.: no q : 'T . •' >

Solutio.
ronta potentia vniformi corpus perpetuo dc- 

orfum trahente g, et abfciffa CP~ A’, ct arcu 
CM-s, erit cx natura cycloidis dxz^--f Sit 
celeritas in C debita altitudini b, et in M alti
tudini w, atque exponens refiftentiae k, erit rc
fiftentia in Pro defcenfu ergo habebitur
haec aequatio du~~gdat 
pro afcenlu ifta: dv~ — — ^s. Pro defcenfu

po-
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k*dzponitur v— —sj- erit ^=^4-^ pon

to /7/ conflante. Quamobrem habebitur iSddz —
. quje aequatio in fericm conuerfa dat z~ 

f I h J _i— f. 2jls31 1_ _ b£E   
J J 2. 3 «kT ‘3 4.q/<2 ~2.3.(.6a’^ ' 3 4.6.7?F 
4- Tyf 4- etc. Ad conflantes f et h de-

3 ^k2

terminandas quaeratur valor ipfius v pofito
erit ergo b——hj}. Et quia fi .f — 0 eft dv

b*ds 
f

—h 2ddzpropter <7«?=-^ ^Jz2 ■ b*_
»*d s , e r 11 k z —

_ i»1 dt 
~k2
- kV>*
" ff

quae aequatio cum illa congruit erit ergo b ——
Hoc fubftituto erit v , 

h — । b&s* ' g1^ ■ '1 6^’s0 etc
______ 2 q I ~ 3ak2______ 2.3. S ~ I ~ 3 46 a2k * ’ , 
_ bJ . b*___________________ i - g^6 ptr
1 — k2 2.3aft* — 3-^-ak4 "r 2.3.6a2k^ VLU’
Pro afcenfu vero pofito — .f loco j h bebitur v rz: 
b - bJld -4- .JlLl- -1- Wj* - _ prr
T । bs_  ^5 । Ex his

k2 mk2 ~ 3~ + ak^2^76^4- etc.

aequationibus totus arcus vel defcenfus vel afcen
fus inuemtur, fi ponatur ^"0 , atque valor ipfius 
a inuefligatur. Vt fi k fuerit quantitas valde ma
gna erit arcus defcenfus qui fit
4- 4- etc. At fequens arcus afcenfus
qui fit F erit
Q E. I.

Corollarium
603. Si ergo refiftentia eft quam minima 

crE fumma arcuum defcenfus et afcenfus feu ar
cus
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cus vna (cmiofcillatione defcriptus, i. c. E-l-F~ 
quam proxime.:»') .» ■ >

r; ‘)rjc' n . r>l ni ' n' ■■ "
Corollarium 2. •'

604. . Differentia autem inter arcum afccnfus 
ct defcenfus Icilicct E^F--. Quare 
differentia inter arcuum delccniiis et afccnfus eft 
vt biquadratum fummae arcuum.'

Scholion r.
605. Ex his perfpicitnr in medio rariffimo, 

quod relidit in quadruplicata ratione celeritatum 
differentiam inter arcus afccnfus et defcenfus pro
portionalem effe biquadrato fummae arcuum, feu 
E—Supra autem vidimus in medio 
rariflimo, quod in duplicata ratione celeritatum 
refidit, efle arcum defcenfus E— er ar"
cumafcenfus F”2^ — hinc erit E-4-Fzo-^^ 
et Quare in hac re
ddentia ed differentia inter arcus afccnfus et dc- 
fccnfus vt quadratum fummae arcuum. Atque in 
medio quod in fimplici ratione celeritatum re
fidit, fi fuerit rariflimum ed et

0!’^ «it E-F=^-
Seu differentia inter arcus defcenfus ct 

afccnius ed ipfi fummae arcuum proportionalis.
Ex
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Ex quo confequi videtur in medio quocunque ra- 
riftimo, quod refiftit in zm multiplicata ratione 
celeritatum, differentiam inter aicis afcenfus et 
defcenfus fuper cycloide proportionalem effc po- 
teftati fummae arcuum afcenfus et defcenfus, cu
ius exponens fit im. Atque in hac refiftentiae 
hypothefi coniedare licet, fore arcum defcenfus 
r_ ~Vzab 2. ^.6 - - - - 2 m. a b™

1 3.5.7-— ct arcum af’
"V zab 2.4. 6 —----abn

cenfut F— -77--------- — -------- ;------ :------7=. Vndeyg 3-5-7 "( ^^4-1
„ 1.2.3......... (E-4-F) ~m
fit e - f—Q.11 °“

tics ergo m eft numerus integer feu zm nume
rus par, afiignari poteft aequatio inter E—F et 
E-ft-F: at fi m fuerit numerus fradus valor fra- 
dionis 3 per methodum interpola
tionem, quam exhibui in Comment. Acad. Petrop. 
A. 1730, inueftigari poteft. Ex qua quidem con
fiat fi zm fuerit numerus impar valorem huius 
fradionis inuoluere quadraturam circuli, quemad
modum etiam in cafu, quo 21112^.1 repetimus.

Scholion 2.
606. Quod quidem ad ipfam propofitioncm 

attinet, eife differentiam inter arcus defcenfus 
ct afcenfus fuper cycloide in totuplicata ratio
ne fummae arcuum , in quotuplicata ratione ce- 

Tow, II, $s \cri-



lentatum fit refiftentia, fi quidem fuerit niinimj 
Newtonus in Prine, demonftrauit. Atque demon* 
Arationem etiam cx ipfa aequatione d v zz

vmdr , .
-I- - — dcriuarc licet. Ponatur enim vzb-— /i
^H-Q’ v^i Q. erit quantitas valde parua prae b 
ct 2^. Hanc ob rem habebitur —

{b~^^d^ (2 ab—^s2 md.r
-+- ~— pro defccnm feu 77,7^"" 
hoc integrati ita accepto vt euanefeat pofito

g/ Jzab—es^^df 
Pi o dcfcenfu ergo erit vzzb—1---- F /—7———2 a /

„ n’ r ( 2 ab — fj2 \mds 
ct pro afcenfu v~b— ------ /----- 7---- ------------1 2 a J (&ak\m Jiat Ponatur vzo , et quia tunc proxime eft 77

ponatur s zz H- q , erit 0 zz
2 ab—gss (h , a ff^zab—^^y11^

J attpiC zgbJ (2ak)m

fi quidem poft integrationem ponatur.c~V*g .At quia 
in hoC ipfius q valore ipfarum Vb ct s liinta^ 
dfmcnfiones habebit q hurusmodi formam N/'n- 
Quocirca erit arcus defcenfus E~^77 -4-N/'”1 ct 
arcus afcenfus Hinc ergo ha-

bebitur E—F — 2 ---- .Atmi-
, . , / a c/ iaH-gy .mmerus N obtinebitur ex formula 7 ^tbJ ' r 



fi poft integrationem ponatur. — Atque haec 
eft demonflratio illius ipfius, quod in praecedente 
fcholio ex indudione deriuabamus. Erit enim 
N numerus rationalis, quoties m fuerit numerus 
integer affirmatiuus-, at fi zm fuerit numerus in
teger impar inuentio numeri N a quadratura cir
culi pendebit. Generaliter autem valor ipfius q

Z.4..6 - - zm abn 
cum hac cxpreffione----- - ------ ------ -—con-
gruit.

PROPOSITIO 69.
Problema.

607. In medio, quo refijlit in quadruplicata rei Tab. xm. 
tione celeritatum, fi detur corporis juper curua AMC F1B 2’ 
ex dato puncto A. defeendentis in fmgulis locis cele
ritas^ inuenire celeritatem eiusdem corporis defcenfum 
in quocunque alio puncto E incipientis.

Solutio.
Pofito CP~r et CM~r, fit corporis ex A 

delapfi celeritas in M debita altitudini u, quae 
quantitas u ergo per hyp. datur per x et .r. lam 
fi corpus defcenfum ex quocunque pun&o E in
cipiat , fit celeritas in M debita altitudini v. Ae
quatio vero motum determinans erit gdx 
H-A > quae dat valorem ipfius 5) vbi,cunque de- 
Icenfus inceperit-, erit ergo etiam du—— gdx H-



\z-- Ponatur v~ u — qy erit du-dq~—gdx-\~ 
\z- — “H-ex qua aequatione propter du
=-gdx-i-'^ oritur feu -

2 fudi
—■ &> quae multiplicata per e dat

2 fudi
, , 2EE ce k* ds
hanc integralem e ~cq-E-qJ—-»----- , cx

A*

k e
qua prodit q —-------—. Quocirca ent v=«—

M-jfc ~k~ds
Zfudi

Pe * .... .. ruds----- ’ in qua aequatione integraliaj-^- et:

2 f ud i
fe fei ds ita fint accepta vt euanefeant pofito 
Sit nunc altitudo celeritati in C debita cr. a, fi. 
defcenfus ex A fiat y at altitudo celeritati in C 
debita fi defcenfus ex E. fit ~b\ erit b ~a —

Ex quo habebitur 

ta ergo celeritate in

2fudi

_ Dx-2fudi
C-E-^a—b^fe ds

C nempe Vb inucnietur
pundum E, in quo defcenfus incepit cx hac aequa-

2fudi
(a—^k^e^ . r

tionez/ — —------------ ex qua valor ipfius
b)fe^^ds

dabit arcum C M E. Quia igitur datur u Pcr s 
ex hac aequatione celeritas corporis ex quocun- 

que



v y

que alio pun&o dclapfi fuper curua AMC inue- 
nictur. Q. E. I.

Corollarium r.
608. Si valor ipfius v ita immutetur vt tam 

in numeratore quam in denominatore b fine co- 
2fuds 2juds

_ . .... (u/e'^2 ds-lde )efficiente appareat, prodibit v —----- 37^------------
fe^ d s

/1 E*u xdb-a-\ \
Id e k2 —u f e k2 d t'

-------------- -----------------------Atque erit u —0’
X • v

[ "fuds j
' fe ds '
r — Ln eft (l —p- 2/uds 2/uds —

ds—tfe feI

Corollarium
609. Quia efterit huius aequa- 

2juds
tionis per e' multiplicatae integrali^ haec

ae k2 —ge h2 fe i2 dx’, integralibus ita fumtis 
vt euanefeant pofito j vel x—0. Vel etiam eft 

at<lue hinc/^=/i+/^. Q_uare
r , S5dX

. e * uerit e t2——_— . vnde dx loco ds in aequatio-

Rc fuperiore poteft introducu
O'



Corollarium 5.
Oo. Si refiflentia fuerit quam minima, cua- 

2fuds
nefcet Je k* ds prae kz \ et ideo erit —•

Zjuds

(a-b) e ** — « —propterAquan- 
titatcm maximam. Quamobrcrn erit v—b^--jfi-- 

rUds ifudl', 11 x

R

Corollarium 4.
611. Cum autem fit V(i 4-^-^) — 1 

erit elementum temporis
k'ds

-n—?-r —--------rr------ Per aequationem autem

du~—^dx-\- eft quam proxime u~ a — g x -f-
yndc crif juds— Jta-gxjds, atque = 

Cds
x^d's)V (+ "
k2ds

v > j \ o \ gx^ds 1

Scholion.
612. Quemadmodum hypothefis rcfidcntiae 

quadratis celeritatum proportionalis prae aliis hy* 
pothefibus excepta ea, quae eft conflans, hanc ha
bet praerogatiuam, vt corporis fuper quacunque 

curua



SEP ER DATA LINEA IN MEDIO RES. 327 

curua moti celeritas in omnibus locis ex aequa
tione curuae poflit definiri, ita haec refiftcntiae 
hypothefis in hoc prae reliquis excellit, quod cx 
dato vnico defcenfu vclafcenfu, fimtil omnes de - 
fcenfus et afcenfus poffmt determinari. In aliis 
enim refiftentiis operatio , qua hic vfi fumus , 
non fuccedit, neque ad aequationem deducit, in 
in qua indeterminatae a fe inuicem feparari pof- 
funt, Hanc ob rem vti refiftentia conflans eft 
fimpliciffima, eamque fequitur ea, quae quadratis 
celeritatum eft proportionalis, ita poft has pro 
fimpliciffima refirtentiae hypothefi eft habenda 
ea, quae fit in quadruplicata ratione celeritatum* 
Videtur quidem ex his parum commodi ad mo
tum in hac refiftentiae hypothefi definiendum ob
tineri, quia votis defcenfus tanquam datus accipi
tur, qui autem inuentu aeque eft difficilis ac quis
que alius. At fi plures defcenfus confidcrantur, 
et inter fe comparantur, aequatio

rcipfa tres variabiles implicat, nempe prae
ter v ct .f feu .v celeritatem in pumfto C, quae 
in variis defcenfibus variatur. Quare cum refolu- 
tionem huius aequationis ad hanc aequationem dic 
zz—gdx reduxerimus, quae ad vnicum de- 
fcenfum fpedat, illud incommodum trium varia
bilium hoc modo tollitur. Praeterea ope iflius- 
artificii plures defcenfus inter fe comparari pof- 
funt, quod in aliis refiftentiac hypothefibus nc 
quidem fieri poteft. Atque hinc etiam multa pro'

■ * ’. bis-



blemata inuerfa pro hac refiftentiae hypothefi re- 
folu pofiunt, quae in aliis omnino tradari ne
queunt,

PROPOSITIO 70.
Problema.

Tab. xnr, 613. Si rejiflentia fuerit quam minima rejpc&u 
Fis*  3- potentiae follicit antis abfolutae, et proportionalis po- 

tejlati cuicunque celeritatum determinare motum cor
poris fuper quacunque curua AM.

* . vndsterminus-^— vehementer exiguus, atque pro- 

pterea g.v quam proxime. SnbftituaturgT 1°" 

€0 v in termino erit d
at-

Solutio.
Defcendat corpus fuper curua AM, dcfcenfus 

initio in A exiftente; ponatur fuper axe verticali ab- 
fcifla AP—x, arcus AM—r, et potentia perpe- 
tuo deorfum trahens —g. Sit celeritas in M de- 

bita altitudini v et refiftentia ibidem — -^, lta 
vt refiftentia fit proportionalis potcftati exponen
tis zm celeritatum. His pofitis erit dv~gdx— 
vnds

at quia refiftentia ponitur valde parua, erit 



atque fimili modo adhuc propius v—gx-^fx^sK»
—fxm 1 dsjxnds. Quae integralia ita K» *

funt accipienda vt euanefeant pofito x~0. Hinc 

ergo erit—= — -4-
Vv Vgx '2k,™gxVgx 2k.2mg2 x V^x

1 3g~m(f’xmds )*

AM

a~y^. "♦ Atque tempus defccnfus per

pr.
At fi defccnfus ad fixum pun&um C vsque defi-
deretur, initio defcenfus cx punfto E facto, po
natur punfti E fupra C altitudo verticalis CD— 
abfeifla CPzzx et arcus CM=.f, quibus pofitis 
hic cafus ad fuperiorem reducetur, fi ibi loco .r 
ponatur a — x ct — ds loco ds. Quare fi altitu
do celeritati in M debita vocetur v, erit g

F15 2,

VI C' 2m 1
/(a—x)m ds 4—7?^/(a-.v) 1 d s 

f(a—x)mds; q.p. Haec vero integralia ita funt 
accipienda vt euanefeant pofito .r “ a. Atque 
tempus per arcum EM eft — — f7^—77 4-

2km 
omnia integralia ita funt capienda, vt euanefeant 
pofito x~ct. Simili modo fi corpus cx C fu- 
per curua CME afccndat tanta celeritate, qua ad

Tom. II. T t pun- 

J (^a—x) ^ds f(a ^-x^ds. q. pr. vbi iterum



pundum E vsque pertingere poflit , caedem ae
quationes locum habebunt fi modo loco km po
natur — km. Hanc ob rem erit v (a — x) — 
{rm ni p '
^J^-x^ds4- (a~ x) m~’ ds^a-x^ds^.p.

atque tempus afcenfus per M E zz — / 7^37)—
m— 3 — 3£—^Ra—X) dsfUi—x^ds q. pr. omnibus his in-2 k

tegralibus quoque ita acceptis, vt,euanefeant po
fito x~a. Atque hoc modo tam dcfcenfus cor
poris fuper curua quacunque, quam ofcillationes 
fuper curua idonea in medio rariflimo poterunt 
determinari. Q. E. I.

Fig. 3’

Fig. 2.

Corollarium r.
614. Apparet ex his, quod quidem per fc 

intclligitur, fi corpus in medio rcfiftente fuper 
curua? AM dcfccndat, fore celeritatem in M mi
norem, quam fi corpus in vacuo fuper eadem 
curua defeendiflet. Atque tempus in medio re- 
fiftente maius eft, quam tempus defcenfus per 
AM in vacuo.

Corollarium 2.
Altitudo celeritati in pundo infimo 

C debita prodibit , fi in expreflione ipfius v po* 
natur x ~ o. Hoc autem fado fit 4"

^f(a-x)mds q. pr. pofito poft integrationem fa- 
pra 



pra praefcripto modo peradtam x~o. At fi 
(a-x^ds ita capiatur vt euanefcat pofito x—o, 

f m.
tum erit in pundo C, v~ga-—f(a-x^ds, fi Kt
poft integrationem ponatur x~a. Id quod ad 
defcenfum pertinet.

Corollarium 5.
616. At pro afccnfu celeritas corporis in C 

'qua ad E vsque afeendere valet debita erit alti- 
gm t

tudini zzx)mds } fi hoc intcgrale ita 

accipiatur vt euanefcat pofito x~o, atque poft 
integrationem ponatur x~a.

Corollarium 4.
617. Sit altitudo debita celeritati in C~b 

quam iam defeendendo per EMC acquifiuit , et. 
qua iterum fuper eadem curua aCcendet; ponatur 
altitudo DC defcenfu percurfa vt ante a. et al
titudo ad quam quam afccnfu pertinget a—d, erit

d quantitas valde parua ;
g 771 

atque ideo

. , £m np-m—t
Ra-x^ds^ga-gd-i- d~^-

/c
f^a—x^ds. Vel etiam d~^^—.b

Tt 2 Co-



Corollarium S- -
diS. Quia tempus defcenfus per EM eft zz — 
z/f „ 3 —3

+ hi’ i“-
tegralibus ita acceptis vt euanefeant pofito x~a, 

tempus per

dsf(a—x)mds, fi integralia ifa accipiantur vt eua
nefeant pofito x~o. Atque fimili modo in af- 

r ds pm—9
cenfu erit tempus per CM~ / -r—---------u.---?

— 3
S{a-x} 2dsfta-x^ds.

; • »;*-e •' - rmn< te . • mi
Corollarium 6«

619. Integrum ergo tempus vel defcenfus 
vel afcenfus per CME habebitur, fi in his pofte- 
rioribus formulis ponatur poft integrationem .v—a.
* ■ 01n * 2' • j q * 111 j > n i .>■

Scholion.
620. Satis iam expofitis iis, quae ad mo

tum corporis fuper data curua iniieniendum per
tinent, progredior ad quaeftiones inuerfas , i^ 
quifus ex aliis datis, quae incognita funt, inue- 
ffigantnr. Et primum quidem occurrunt hni»s" 
modi problemata, in quibus lex accelerationis feti 
fcala celeritatum datur, ct curua quaeritur, quae 
motum illi feclae conucnicntem producat in me- 

x dio



c
dio quocunque refiftcnte; potentiam vero abfolu- 
tam vt ha&enus conflantem et deorfum dire&am 
a frumemus.

PROPOSITIO 71.
Problema.

621. In medio, quod ref/lit in ratione qua- kiii, 
cunque multiplicata celeritatum, inuenire curuam AM, 
fuper qua corpus ita defeendat, vt in fingulis pun
ctis AI celeritatem babeat debitam altitudini, quae 
aequalis Jit applicatae refpondcnti PL datae curuae BL.

C 1 L.’Solutio.
Pofita AP“.r et PLm? dabitur aequatio in

ter x ct v propter curuam BL datam. lam fit 
arcus AM~f, et exponens rationis multiplicatae 
celeritatum zm, cui rcfiftentia eft proportio- 

vmds
nans-, quibus pofitis erit dvz^gdx---- — j de- 
notante# potentiamvniformem deorfum trahentem 
ct k exponentem refiftcntiae. Ex hac igitur ae- 

. , gkndx—kmdvquattone eft ds— --------- , qU.ie quia «v per
x dari ponitur, variabiles habet a fc inuiccm fe- 
paratas, atque idcirco fufficit ad curuam quaefi- 
tam AM conftrucndam. At quia ds femper ma
ius effe debet quam dx\ ne curua AM fiat ima
ginaria, oportet vt fit dx—kmdv^>vmdx, feu

Tt 3 dx^
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kndv kmdv
dx> Namque vbi cft dxz=-\k.m-^
ibi curuae A M tangens fit verticalis; et vbi dx<i 

kmdv
—^-, lbl curua AM omnino partem habe

re nequit. Q E. I.

Corollarium i.
622. Cum vbi curuae BL tangens eft ver

ticalis, fit dv — o, erit in loco rcfpondente cur- 
^kn dx

uac AL, ds——^—, in quo pundo corpus de- 
fcendens maximam vel minimam habebit celerita
tem. Ne igitur hoc curuae AL pundum fit ima- 

m
ginarium, oportet fit gk.m$>vm} feu v <^kyg-

Corollarium 2.
623. Si curua BL alicubi incidat in axem 

AP, vt ibi fit v — o\ erit in loco curuae AM re- 
fpondente ds — co\ fi quidem m fuerit numerus 
affirmatiuus. Hoc ergo loco curua AM habebit 
tangentem horizontalem, in quam curua definct*

Corollarium 5.
624. Habeat curua AM alicubi tangentem 

horizontale, m euanefeet illo loco dx prae ds. 

Quamobrcm erit ds~---- . Ex quo apparet 
in



in loco curuae BL refpondente applicatas dccre- 
fcere debere, atque ibi curuae BL tangentem fo
re horizontalem, quia dv infinities quoque ma
ius erit quam dx.

Corollarium 4,
62 $. Curuae AM tangens, vt vidimus, eft 

k m d v
verticalis, vbi eft dx=-r^i---- Quo igitur cur-
ua in initio A, vbi celeritas fit nulla, habeat 
tangentem verticalem, oportet vt ibi fit dv— 
gdx, feu v~gx. Hoc ergo cafu tangens angu
li, quem curua BL in A cum AP conftituet, 
erit ~g.

' Corollarium
, gkmdx—km dv . ,

626. Cum fit ds~--------- =-------- , erit elc-
ds gkm d x — kn dv

mentum temporis y— —'—------ - Quocir-
2km

ca tempus defcenfus per AM erit~„---------- r-r < • r r
r dx

/ ^+1.

Scholion r,
627. Si curua BL fuper AB afeenderer, 

tum curua AM quoque furfum vergeret; atque 
!oco defcenfus problemati fatisfaccret afcenfus ftr

per................'.4



per illa curua. Fit enim hoc cafu abfcifia x ne* 
gatiua ideoque et eius elementum d x \ quamob- 

—rkndv—kmdv rem habebitur ifta aequatio di——-------- -  —-------1 q}m
. , , Vmds 'quae oritur ex aequatione dv ——gdx—~— na- rd

,turam afcenfus continente. Simili modo fi cur
ua BL ita eft comparata, vt rurfus nfcendat ; 
tum curua AM quoque furfum dirigetur; et par
tim defcenfu partim afcenfu conditioni praeferi- 
ptae fatisfaciet.
< . "■ ' ■ ’ f,LJ fi. ' ! J.f» I .7 ; -r U <

Exemplum I.
628. Si quaeratur curua AM fuper qua cor

pus aequabiliter moneatur celeritate fcilicet alti
tudini b debita; crit BL linea reda parallela axi 

, *kmdxAP atque u — b. Hanc ob rem erit ds—-pir~.

Vnde fequitur lineam AM fore redtam inclinatam, 
et cofinum anguli, quem cum verticali AP cofl* 

b™
ftituet fore — pofito 1 pro finu toto. Q.110 
igitur maior fuerit b, feu celeritas, qua corpus 
ferri debet , co minor erit angulus cum verticali 
AP, atque fi fuerit bm~gkm, tum linefl quan
ta ipfa erit verticalis AP. At fi bm maior pro
poneretur quam^771, tum folutio perduceret ad ima
ginarium; ad angulum fcilicet, cuius cofinus effer 

maior



maior finu toto. Tempus porro, quo lineae por
. rZ'.m.v .e

ent Vbtio AM delccnfu abfoluitur ,

Exemplum 2.
629. Quaeratur curua AM fuper qua corpus 

ita defcendat, vt eius celeritas in fingulis pun&is 
fit vt radix quadrata ex altitudine AP, quae eft 
proprietas omni motui in vacuo competens. 
Erit igitur vt^ax, et dv — adx\ hisque fubftitu- 

. , , dx—akmdx
tis habebitur ds zr.------ — ■—------- et s zr—— «“r"1

------------, vbi conflantis additione non cfl 
(a— rn)am }

opus fi m i- At fi m~ i. curua eft tradoria 
fuper linea horizontali per A transeunto deferi- 
pta; fuper qua corpus ab infinita diftantia, con- 
curfu fcilicet traAoriae cum afymtoto, dcfcenfum 
incipit. Simili modo fi 1 , curua formam ha
bebit tra&oriae fimilem. Semper autem efle de
bet ex quo perfpicitur corpus in medio re- 
fiftente non tantam acquirere poffe celeritatem 
quantam in vacuo. Deinde quia ds maius elfe 
debet quam dx, erit (£-a) km > a mxm; corpus 
igitur profundius defeendere nequit, quam per al- 771
titudinem — — a); quo loco curuae tangens
erit verticalis, curuaque pundum ^euerfionis ha
bebit. I empus autem, quo corpus per arcum 

Tom. U. Uu AM



r,. a r d^ a) km XAM defcendit eft ~ / ---- ——--------------- ------
J Va.x (i —

Quare nifi fit tempus non poteft efle fini
tum; fed eft infinite magnum; nam fiw~‘ cur
ua erit cyclois deorfum verfa, fuper cuius verti
ce A corpus perpetuo permanebit.

Corollarium 6,
63O- Perfpicitur ergo in medio rcfiftcnte mo

tum non vitra datum punftum pofle continuari; 
ita vt celeritates femper fine in fubduplicata ra
tione altitudinum. • I ' ' r >

Corollarium 7.
631. Ex his apparet omnes curua? Iioc mo

do inuentas habere in A tangentem horizonta
lem. Qnamdiu ergo radius ofculi in A eft fini
tae magnitudinis; corpus nunquam defeendet. At 
fi radius ofculi fit infinite parmis, quod cuemt 
fi w<C2» tum corpus delccndere poterit; id quod 
ex eo, quod tempus fit finitum, intelligitur.

Scholion 2.
632. Si corpus ex A delcenfum incipiat, at

que curuae AM in A tangens non fuerit hori
zontalis, tum ipfo motus initio refiftentia eft nul
la, erit ergo ibi dv~gdx. Quamob;em quo lo
co AM curua prpdeat non habens in A tangen-

JJ tem



tem horizontalem, curua BL, quae in A conue- 
nict cum AP, ita debet eflc comparata, vt in 
ipfo initio fit v—^X) feu tangens curuae BL in 
A cum axe AP angulum conftituere debet, cu
ius tangens fit —g ; alioquin enim curua A M non 
angulum acutum cum AP conficeret. Magis au
tem defeendendo femper eflc debet in
medio enim refiftcnte celeritas cx quacunque al
titudine acquifita minor eft celeritate, quae in 
vacuo ex eadem altitudine acquiritur. Porro in 
medio refiftcnte corpus maiorem celeritatem ac • 
qiiirere non poteft, quam fi per lineam vertica
lem delaberetur, quia enim linea verticalis eft bre- 
uiflima, et citiflimc defcenfu abfoluitur, corpus 
quam minime refiftentiae adioni eft expofitum. 
Quamobrem in medio refiftcnte curua BL ita de
bet eflc comparata, vt v vbiqtie fit minor, quam 
altitudo debita celeritati, quae a corpore in eo
dem medio refiftcnte per AP cadendo acquiritur. 
Vbi enim v hanc altitudinem fuperat, ibi curua 
AM fit imaginaria.

Scholion 5.
633. Simili modo res fe habet fi pro afeen- Tab. xni. 

fu detur curua BLD, cuius applicatae PL fint al- 5« 
titudines debitae celeritatibus corporis afeenden- 
tis fuper curua inucnienda A ME in pundis M. 
Didis enim AP"I'; H—t' ct AMr.f, erit
•— p- bm /1 v — k.m clv

------ irT-------- • Ne igitur ds fit negatiuum,



oportet, vt dv habeat valorem negatiuum, i. e. 
vt curua BL continuo ad axem AD conuerg’t. 
Deinde etiam — dv maius efle debet quam gdX 
feu tangens curuae BL vbique cum axe AP n a- 
iorem angulum conflituere debet, quam eft is, 
cuius tangens eft Neque vero hoc fufficit, 
fed praeterea — dv—gdx manis effc debet quam

feu -dv>----- -------------, fiue differen

tia inter — dv et gdx maior effe debet quam 
v m dx
—jTm"'' Haec poftrema conditio huc redit, vt 
PL fit minor, quam altitudo debita celeritati, 
quam corpus in P haberet, fi ex A celeritate ait. 
AB debita, per AP afeendiflet. In afcenfu enim 
per lineam verticalem corpus pro ratione altitu
dinis percurfac minimum celeritatis detrimentum 
a refiftentia patitur. In ipfo autem punfto D, 
angulus ADB tantus efle debet vt cius tangens (it 
— g\ quia prope pundumE,in quo celeritas eft 
nulla, refiftentiae effe&us euanefeit: fin vero ifto 
•angulus eflet maior, curua A ME in E tangen
tem haberet horizontalem, vti in pracced. febo- 
lio quoque de defccnfu monuimus.

PROPOSITIO 72.
Problema.

& dctur curua AM qua corpus In. 
vacuo moucatur; inuenire curuam a m, Juper qua cor -

, pus



SVPER DATA LINEA IN MEDIO RES. 34.1 

pus in medio rcfiftente ita defcendat, vt celeritas in 
a aequalis fit celeritati in X, et /unitis arcubs A M 
et am aequalibus, vt celei itites in fu^ulis pungis 
M et m fint quoque aequales.

Solutio.
Dudis axibus verticalibus AP et ap, et ho

rizontalibus MP, mp\ fit AM~ am — .1 ; AP~Z, 
ct ap — x\ propter curuam AM datam dabitur 
aequatio inter r et t. lam fint celeritates in 
punftis A et a debitae altitudini A, ct celerita
tes in M et m debitae altitudini v. Sit poten
tia abfoluta deorfum follicitans g, et refiftentia vt 
potellas exponentis 2111 celeritatum. His pofitis 
erit pro motu in vacuo fuper curua AM, dv" 
—gdt, feu v — b—^t\ et pro delcenfu in medio 
rcfiftente fuper curua ma erit dv^z—^dx -4- 
v m d s—•, in qua aequatione fi loco dv ct v fub- K.
ftituantur valores ex priori aequatione inuenti , 

(b—^t^ds
prodibit —gd t — -^dx-\-------——i ^dx—dtK»

(b—^t^dS ~
-4------—----- - Quia autem datur aequatio inter 

t ct .f y fi loco t eius valor in r fubftituatur, ha
bebitur aequatio inter .r ct r pro curua quaefita 
am. Q. E. I.
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Corollarium r.
635. Si in curua AM punftumB fuerit ini

tium defcenfus, ideoquc eius altitudo fupra A— 
g-; habebitur quoque in curua am initium dcfcen- 
fus b, fumendo arcum amb~AMB.

1

Corollarium 2.
6^6. Ex folutione apparet effe femper dx^> 

dt: quare altitudo ap maior erit quam altitudo 
AP; in medio enim refiftente maiore opus eft 
altitudine ad eandem celeritatem generandam 
quam in vacuo.

Corollarium 5.
^37- Quia in curuis AM et am fumtis aequa

libus arcubus, celeritates in illis locis funt aequa
les; tempora quoque, quibus aequales arcus AM 
et am deferibuntur, erunt aequalia. Atque ideo 
tempus defcenfus in medio refiftente per bino 
aequale eft tempori defcenfus in vacuo per BMA-

Corollarium 4.
^37- Ne curua bma fiat imaginaria, opor

tet vt fit vbique dx^ds. Hanc ob rem debet 

effe dt+-~~—<ds feu gk"dt < "
O

(b—gt)mds. Hoc autem ita fe habet fi fucrirgA”1



<^(gkm—bmy)d s, qui eft cafus fi i euanefeit et per
tinet ad pundum <7 , nifi t alicubi habeat valo- 
rem negatiuum. Quocirca ad hoc tantum eft re- 
fpiciendum vt pundum a fiat reale, quod cucnit 
fi gkmdt non maius fuerit quam (gkm— bm) ds.

Corollarium $.
639. Ne igitur curua a m fiat imaginaria, an- 

m
te omnia necefle eft, vt fit b<^k Vg\ Sit in pun
do A ds~u.dt^ erit a numerus vnitate maior;

m
et ideo erit gkm ^atgk™ —bm} feu b<£k V
Si ergo curua MA in A habeat tangentem ho-

771

rizontalcm debet effe b^kVg propter a~oo. I

Corollarium 6.
6^0. Sit autem, fi fuerit ds~adt in pun

do A, b^zx-^—^k^^ erit in ipfo pundo a^dx 
s. Hoc ergo cafu curua am in 

a tangentem habebit verticalem.

Corollarium 7.
64.1. In initio motus in B fit b^gt, feu 

t — L Pro pundo b igitur erit dx—dt curua- A t
rum elementis fumtis aequalibus. Quare tangen
tes in pundis B et b aequaliter erunt inclina
tae.

Scho-
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Scholion i.
3 I -

642. Quia curua am non abfolutc cx curua 
AM conQrui poteQ, fed praeterea nofle opor
tet celeritatem in pundoA feu defcenfus initiumB; 
fi in curua A M aliud defcenfus initium accipiatur, 
alia inuenietur curua am. Curuae ergo BMA ct 
bma ratione vnici defcenfus tantum ita congruunt, 
vt celeritates aequalibus percurfis fpatiis fint in
ter fc aequales; et fi in aliis pundis initia de
fcenfus ponantur, haec conucnientia non amplius 
locum habebit. Non igitur dantur duae curuae 
fuper quibus defcenfus omnes ad datum pundum 
vsque inter fe congruant, altera in vacuo altera 
in medio rcfiftente conftituta.

Exemplum
642. Sit AMB’ linea reda vtcunque incli

nata ita vt fit s et quaeratur curua ainb 
fuper qua corpus fimili modo progrediatur in me
dio refiftente, quo fuper AMB in vacuo. Pofi
to autem — loco t prodibit fcquens aequatio in
ter x et j pro curua quaefita ainb-, dx~~-\- 

—- ■ d s , cuius intcgralis eft x ~ ~

,------ —r x » mTm’ Nepundum a fiat
ima-



imaginarium oportet vt —<1. Nam fi
, (a— x^km . , ,

fuerit bm~-------- -----  curua in a habebit tan- cc
gentem verticalem; neque proptcrca b maiorem 
habere poterit valorem. Ponatur igitur corpus 
fuper linea inclinata BMA ex tanta altitudine de- 

m
fcendiffe , vt fiat erit dx~~-\~
(k™ean^' (a—i')—zs')mds
-———--------- ’ cft aeclufltl° Pro
curua amb) in qua initium defcenfus in b eft ca* 
piendum, vbi eft ds^adx, feu arcus amb erit ~k 
m & 1 ( a — I } ,y- -------------- . Si rcfiftentia fuerit quadratis cele-

£ . d.
ritatum proportionalis eritw“i, ideoqucd.v~--H- 

~ds — et integrando x — S — ~^.
Quae eft aequatio pro cycloide fuper bafi hori- 
rizontali deferipta, cuius circuli generatoris dia
meter eft

Corollarium g.
6^^ Sit ergo fuper bafi horizontali C B de- xiu 

feripta cyclois AMB circulo generatore ANC, Fiu 7« 
et fit medium refiftcns in duplicata ratione ce
leritatum, cuius exponens fit ~ L Si nunc in 
circulo ANC fumatur chorda ANxJ ducatur- x 
que horizontalis PNM, et cx M tangens MT: 
atque duo corpora ponantur defeendere alterum

Tom.IL Xx fuper
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fuper MT in vacuo ct alterum fuper curua MB 
in medio rcfiftente, ambo haec corpora aequali
bus temporibus aequalia fpatia abfoluent.

Exemplum 2«
6^$. Sit curua AMB cyclois deorfum fpe- 

dans, cuius circuli generatoris diameter —gj erit 
ss~2.at et t~~ atque dt——- His ergo fub' 
ftitutis prodibit pro curua amb fequens aequatio 
r sds (zab-gss^ds

—4-—------> vel fi totus arcus
AMB, qui in vacuo dcfcenfu. abfolui ponitur, vo
cetur c erit b~ideoque pro curua amb orie-

sds gm“v ( cc — ss^ds ..
tur ifta aequatio dx~ — 4-€-------------------------
Ne igitur haec curua in punfto a fiat imagina
ria, oportet iit g™—'f2771 < 2mamkmr vel altitu-

VI
do arcus AB minor efle debet quam ; nam

fi fuerit altitudo» arcus AB—~ £ r nim curuae 
amb tangens in. b erit verticalis- Si ergo B fit 
cufpiS’ cycloidis, erit 2a—- z ^CLl c-at- et fi fit 
praeterea 2-qud’ curuae ambiwa
tangens fiat verticalis, habebitur itti aequatio dx' 

sds {aa—ss^ds ..
j, quae curua; in. duobus

punctis a et b habebit tangentes verticales..
Cc-



Corollarium 9.
64.6. Cum igitur corpus in vacuo fuper cy- 

cloide ita defeendat, vt eius accelerationes fint 
fpatiis percurrendis proportionales; eandem pro
prietatem habebit dcfcenfus in medio refiflcnte 
fuper curua bma^ fi initium defccnfus fumatur in 
pundo b, quod per aequationem ad curuam amb^ 
determinatur, erit fcilicct anLb~.c.

Corollarium io.
647. Si in curua AMB aliud defccnfus ini

tium B capiatur; tota curua reperietur,
quia in eius aequatione longitudo arcus A MB— 
continetur. Quare etiamfi cyclois fit curua tau- 
tochrona in vacuo, curua amb talis tanen non 
erit in medio refiftente: quia pluribus defcenfibus 
fuper AMB totidem curuae diuerlae in medio 
relidente refpondcnt,

Scholion 2.
64.8. Curuae hoc exemplo erutae funt eae 

ipfae, quas Clar. Hcrmannus in Comm. Tom.lL 
pro tautochronis in mediis relidentibus inuenit; 
fed fimul ipfe demonflrauit eas quaefito fatisface- 
re non polle. Ceterum ex his intelligitur, fimi- 
li modo in medio refidente curuam poffe inue- 
niri, fuper qua corpus afccndendo eodem modo 
moneatur, quo fuper dato curua in vacuo. Sint



enim pun&a Ae t a initia afcenfus illud in va
cuo hoc in medio refiftente-, fitque celeritas ini
tialis debita altitudini b\ habebitur pro curua ainb

{b—gt^ds 
gkmifta aequatio dx~dt~ ex qua aequa

tione intelligitur, curuam ainb non fieri poffc 
imaginariam, nifi ipfa curua AMB talis fuerit. 
Nam quia, ne curua amb fit imaginaria, efle 
debet dx<^ds\ hic dx minus eft quam dt, quod
per fe minus eft quam ds. Vt fi linea AMB fit 
linea verticalis, altera ainb poterit aflignari; nam 
pofita AB'—r, erit b—gc, et s — quare pro 
curua ainb inuenitur ifta aequatio dx—ds —

•.m~' Cc — s)m ds
------pi---------- , cuius intcgralis eft x — s -f-

Fi« 7-

----------7------ 7-7-------------. Accommodetur haec 

aequatio ad rcfiftentiam quadratis celeritatum pro
portionalem fiet m — 1, ideoque erit a’— s -p 

quae eft ad cydoidein hoc 
modo: deferibatur cyclois AMB circulo genera
tore diametri ACr fuper bafi horizontali BC, 
tum capiatur arcus AM=i-r, erit M initium 
afcenfus, cx quo pnado , fi corpus MA afccndat 
celeritate altitudini gu debita, in medio refiften
te in duplicata ratione celeritatum eodem mo
do monebitur, quo in vacuo eadem celeritate 
initiali fuifum afccndcns verticaliter.

PRO-



PROPOSITIO 75- 
Problema.

6^9. Si potentia fuerit uniformis et deorfum di- Tab. xiv, 
re^af mediumque in ratione quacunque multiplicata F1S’ x’ 
celeritatum refiftat’\ determinare curuam AM, Juper 
qua corpus defeendendo fecundum horizontalem AH 
aequabiliter progrediatur.

Solutio.
Sit A curuae pundum fupremum, per quod 

ducatur axis verticalis AP; celeritasque, qua cor
pus horizontalitcr progreditur, fit debita altitu
dini b. Sumatur abfeiffa AP—.v, applicata PM 
— y et arcus AM — e; fitque corporis in M cele
ritas debita altitudini v, qua celeritate corporis ele
mentum Mw —t/f percurret. Erit ergo vt ds ad 
dy ita corporis celeritas per Mw, quae eft vt 
Vv ad celeritatem horizontalem V/;, vnde ori
tur 0=^’. lam fit potentia follicitans—ex- 

'7;m 
ponens rcfiftentiae fc, et ipfa rcfiftcntia —^His /c

„. . , 3 v^dspotitis erit dv—gdx—i Quae aequatio, fi 

loco v valor fubftituatur, exprimet naturam 
cui :ac quaefitae. Sit autem ds—pdy, erit v—bp* 
et dx^dyVip1— 1). Quocirca habebitur zbpdpzzEgdy 

♦ rfy
---- -) quae feparata dat dy~~
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zbk^pdp . .
Curuae igitur quaefitae fe- 

quens erit conftru&io ; fumto y zzzzzzzzzz 
„ zbknpdpF . ___ £_ £-------- erit x ——-------------- —

^2—1)—'

r ibk^pdpy^-i} O E I 
J^mV{p1-i)-Pnp2^'

Corollarium l
650. Si loco pp reftituatur , atque per v

, c . . r kmdvVbdefiniantury et r, erity— ——  ------ -——- atque
J Jgk.mV(y—b)-^vmVv J 

km dvT (v — b)
^Jg^V^b)-»^ SimilN“e modo hinc

- kmdvVverit arcus .f _yf——----— Sumto autem(<y— b}- vnvv
F loco pp erit ds—-^ ct dx zz atque
1 > __ d x-i/v
as — ^v—b’

Corollarium 2.
~ J kmdvVb651. Quia aequatio dy———~---------------- eft3 J gkmV^-b)-vmVv

feparata; ex ea folutio particularis quaefito fatis- 
faciens erui poteft, faciendo denominatorem
y(-V—b} — vm /vzzo, vnde erit ipfa celeritas

cm^ c
conftans. Sit ergo v~c erit VkV-^)zz-^—

. atque



gkmd x
atque ideo ds — pro linea reda inclinati 
vt fiipra iam inuenimus (627),

Corollarium
652. Q110 autem corpus data celeritate, quae 

debita eft altitudini b horiwntaliter progrediatur.
ex aequatione — cmV c

gkm definiri debet al-
titudo c. Qua inucnta habebitur inclinatio redae 
fatisfacientis, et celeritas corporis initialis Vr i« 
A qua aequabiliter per redam defcendct.

Corollarium 4.
633. Si refiftentia euancfcat corpusque in va

cuo moucatur fiet 1l~oq ideoque X—.J^ feu U 
—atque dy = Integran
do ergo fiet y~~Vb(ga-±-gx —b) — Vb(ga— b) 
quae eft aequatio pro parabola, quam corpus pro- 
iedum libere defcribit.

Exemplum-
Si medium fuerit rariflimum, atque

ideo £ valde magnum,
rVm V V'

~ SE zm^b): q. pr. Hanc ob rem 
hi-



2 V b (v—b} 
habebitur y~----- ------

VmdvV bv
~ 2 i m 7~T. Ax Ct A ——

- Ex uc Poftcrior' aequatione

eft quam proxime , qtu

valor in aequatione dy^x^fz^) fubftitutus dat ae
quationem inter x et y pro curua quaefita.

PROPOSITIO 7^ 
. Problema.

Tab. xiv. 655. Inuenire curuam AM fuper qua corpus 
F’S'2’ defccndens in medio quocunque rejijlente aequabiliter 

deorfum progrediatur exijlente potentia abfoluta wii- 
for mi et deorfum directa.

Solutio.
Pofita abfeifla AP~.r> AM“.fj fit celeritas 

qua corpus vniformiter defeendere debet debita 
altitudini b. Potentia porro vniformis deorfum 
direda fit g, ct altitudo debita celeritati M— v 

v™ vnds
atque refiftentia — p? erit ergo dy—gdx— 

Debebit autem effe vt M;«: MNzzVc’: Vb}xn~ 
de erit <y —jj-,. Ex hac ergo aequatione erit 
ds^d-^p, quo valore in aequatione fubftituto ha- 

vm^dx kmdvVb
bebitur dx — gdx- tcu dx—

Quam-



, , • . - kniMbQj^obrem ent x = — ■ t==

r kmdvVv
atque dpp'!tata PM^==

fbmdvV(v-b) .
Ex ftulbus aequationibus con- 

ftruftio curuae quaefitae conficitur. Q. E. I.

Corollarium r.
656. Ex his tribus aequationibus, fi dcfide- 

retur aequatio ex .r, y ct r tantum confidens, 
accipi poteft ea, ex qua valor ipfius v commo- 
difiime poterit inueniri, isque deinceps in alter
utra reliquarum fubftitui.

Corollarium 2*
_ k^dvVb

6^. Quia aequatio ‘'x-^^y in-
determitas a fe inuicem habet feparatas, poterit 
folutio particularis obtineri ponendo gkm Vb—v™ 
, T. . i_ 2m_ i

V v—o. Hinc igitur erit v~g 2">+i 
__•__ w

•J J g2m^-'dxideoque ds — m e Satisfacit ergo li- 
b^T

nca reda in-clinata, fi corpus data celeritate Vv 
fuper ea moneatur.
* ' - ne') •. ■ )i! ■

Tojn. II. Yy Scho-



Scholion r.
658. Qiod in praecedente et hoc proble

mate linea reda inclinata folutionem praebeat 
particularem, ex eo intelligi potcft, quod in me
dio refiftcntc reda inclinata inueniri poflit, fu
per qua corpus aequabiliter moneatur, vt Cupra 
(627) oftendimus. Hic autem ipfc cafus vtrique 
problemati fatisfacit; fi enim corpus fuper reda 
aequabili motu incedit, tam horizontaliter, quam 
verticaliter aequabiliter quoque promonetur*, quin 
etiam fecundum quamcunque plagam aequabiliter 
fertur.

Corollarium 5.
659. Pro vacuo fit A — oo. Quamobrcm erit 

X~ feu v—gx atque ds~d-^p et dy —
2

quae aequatio integrata dat^~- ^■Vb > et
praebet parabolam cubicalem redificabilem vt fu- 
pra iam inuenimus.

Exemplum r.
660. Ponamus refiftentiam ipfis celeritati

bus proportionalem erit ideoque x zzzz
fi initium afeiflarum in 

eo pundo accipiatur, vbi v euanefeit. Ex hac 
x —y

autem aequatione prodit zz feu vzz^^



X ~~x
^vFfe-i (i—f7w). Valore hoc

—X

ipfius v fubftituto habebitur ds~
dxV^i—c^ybk

Vel cum fit dszx^k^y ponatur v~ u2 erit ds
9uac integrata dat

S —Vg2bk* / —zVkv, in qua valor ipfius V 
\g2bk—V"»

ante inuentus fubftitui poteft, quo prodeat ae
quatio inter x et r.

Exemplum 2.
65i. Rcfiftat nunc medium in duplicata ce

leritatum ratione, erit w ~ i ; ideoquc dx ~~ 
d&ii ^ds = Huius Po(letioris aequa
tionis integrate eft s — ’ cx 'I113 ort'

15 3 3/ -3»
tur c 2* — ; atque v -k- i}e 2kVb

1 —e zk)Vb. Quocirca^crit ezkj
Vb\ qui valor in aequatione dx~^ fubftitutus 
dat aequationem inter r ct x pro curua quae- 
fita.

Scholion 2.
662 . Quemadmodum in his duobus proble

matibus curuas determinauimus fuper quibus cor
pus motum vel fecundum horizontem vel deor- 
fum aequabiliter feratur, ita fimili modo proble

ma



ma, refolui poteft, fi corpus fecundum quamuis 
aliam plagam aequabiliter progredi debeat; ipfirn 
autem quaeftionem, quia nihil concinni ex folu- 
tionc deduci poteft, hic omifi; atque ob eandem 
caufam problema ifochronac paracentricae in me
dio refiftente non attingo. Adiungam vero his, 
in quibus celeritatum quaedam lex proponitur , 
non parum curiofum problema, quod a nemine ad
huc eft traditum, pro mediis rcfiftcntibus ; quod 
pro vacuo propofitum ne problema quidem eft. 
Quaeritur fcilicet curua fuper qua corpus ad da
tum pundum maxima celeritate pertingat j in va
cuo enim corpus fuper quacunque curua motum 
in eodem loco femper eandem obtinet celeritatem.

PROPOSITIO 7$. 
Problema.

TaFigXIV' ^^3« Intel' omnes curuas punCta A et C iun^ 
1 ’3' gentes determinare eam A M C, fuper qua corpus ex 

A ad C defeendens maximam acquirat celeritatem 
exijlentc rejijientia in quacunque multiplicata ratione 
celeritatum, ct potentia uniformi deorfum tendente.

Solutio.
Qiio corpus ad punctum C maxima cum ce

leritate perucniat, curuae quaefitae AMC duo 
quaeque elementi Mw,wp. ita pofita effe debent, 
yt corpus ea percurrendo maximum accipiat ce- 

leri- 



leritatis incrementum. Nim fi corpus per alia 
elementa M'tp. maius acquireret celeritatis augmen
tum, maiorem quoque in C habiturum edet ce
leritatem. Per methodum igitur maximorum po
litio elementorum M w,/wp. inuenietur, fi elemen
ta haec cum proximis M//( wp. comparentur ct 
celeritatis augmenta, quae per vtraque generan
tur, inter fe aequalia ponantur. Ducantur ad hoc 
ad axem verticalem, AP plicatae MP. nmp ct 
p. tt fintque elementa axis Vp, pn aequalia. Du
cantur quoque verticales MF, wg, et in curuae 
elementa normales mft ng. Iam fit potentia fol
licitans ~g, exponens rcfillentiae — k, ipfa re
lidentia in zm multiplicata ratione celeritatum, et 
altitudo celeritati in M debita ~v. His pofitis 
erit incrementum ipfius v per Mw — g. MF -

-7S— et incrementum altitudinis celeritati debi
tae dum corpus per wp. progreditur ~g. wG-

nj m M m
(v M F - - -r~- T p-

A»

- —
Dum ergo corpus 

i
elementa et «p. conficit altitudo v accidit 

m M maugmentum — g (M F G)------ .—-—
£1 m

(v MF—Mw)m m p.
_______ _____________ • At elementa Mzr/wp. 

km
percurrendo accipiet v angmentumr:g(MF-F-wG>—

Yy 3 vm. Mz/



vmMn (v-i-g- MF — — MwY^ix
~fm *“  kn. Quibus Abi ae- 

km
qualibus pofitis habebitur o~vm( Mn — AIm ) 4- 

vm ..(04-$. M F- -r^. M«r//Ht'+S'MF-pAh)’B
A»

mu.. Eft vero Mn -Mm=.nf ct (t'4-^.MF-
vm
km

m-l MF rnv2m-1
—7^—M» atque

(v-A-g. M F - —. Mw
A.

m ~vn-j-mgvm~l. M F—

„—.—Mw. Nunc vero his valoribus fubftituen- 
km

dis prouenict haec aequatio v(nf— mg^—mg. MF.
VI V m

mg---- r~ (Mh.hjx — Mw. wp.)=0. At eft Mw.
A»

np. — M m.mp. nf— Mm. mg, atque ob trian
gula nf m j wFM et mgn, i^-Gni fimilia eft«/^ 

atque mg—^~. His fubftitutis et per nm 
m v m diuifo prodit «v (S~ -~ ) -mg.~f •+“ “JS-"

—o. Huius aequationis duo prio
ra membra funt diftercntialia primi gradus, ter
tium vero, quia differentiali fecundi gradus aequi 
pollet; rciici poteft-, fiet ergo
-o, fiue Ex qua aequa
tione determinatur pofitio elementorum Alw et

wjx. 



mu., Quo autem fymbolis vtamur , fit AP — Xj 
PM—J' et AM—J erit Pp — p^ — dx, mY^dyf 
ct Mm — ds, prodibitque -\-v d.dys~o. Ae-

rumd squatio vero canonica eft dv—gdx—7 -—, in qui A*
fi loco gdx ex fuperiore aequatione fubftituatur 

d. g habebitur dvd- 4- zz 0, 
, , ,r„ m vm d y

feu <yd. ^4----- =0. Sit dy—pds

et erit vt fequitur pdu-\-{-~-udp-\-

---- £— — 0, ex qua integrata prodit u ~~ 
Z* 

m— ( 
r m t t)-____-------- Cp ™ ds. Ex hoc u obtinebitur er*l .m J 1

go viciflim k i —1,1, qui valor in fuperiori ae
quatione ingpdsV(i—pp') vdp — o fubftitutus,
dabit aequationem inter p ct r , et confequenter 
inter y et s. Ad curuam autem conftrucndam 
hoc modo computuit! inftitui expedit ; Pofito dy 
^.pds habentur hac duae aequationes mgpdsV 

d s(1 -pp^vdp — 0 et dv—gdsV( 1 -pp) - — -

Ex illa eft ds—H111 *n ^ac hibftitu- 
• <ym-+-1 dp

tus dat mpdv^vdp~-~?——-,-------- Haec diuifa
per p2 fit integrabilis eritque integrale



Vmp

•— m

feti --------

3 PH t:uorj \
Quocirca erit mgds

-V
Ct V. gkm

m

-kdpVg

p{ i -pp^ ~V( i -pp)) 
m

rn
, ^kdpVg * ct n^dx—-^----- :-----------

. , -kdpVg
atque mgdy —------- —---------- --------- . Ex qui-

(i -pp / /(a/H- V (x -ppl)
bus aequationibus facile eft ciruam quaefitam con-
finiere. Q. E- I.

Corollarium i.
664. . Si radius ofculi curuae in M verfus axem 

diredus vocetur r, erit d. ~ —d^. Hocqne va
lere fubftituto habetur feu =^y- —
Eli vero -r- vis centrifuga corporis in hac curua 
moti, cuius diredio eft ab axe direda ct eft 
vis normalis. Quare in curua quaefita vis cen
trifuga eft contraria vi normali ct fe habet ad 
vim normalem vt 2111 ad 1, id cfl, vt exponens 
poteflatis celeritatis, cui rcfiftentia eft propor
tionalis ad vnitatem.

Corollarium 2.
66$. Hae igitur omnes curuae parte conea- 

ua funt deorfum diredae. Quia enim vis nor
malis
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malis diredio deorfum refpicit, et radius osculi 
in eandem plagam tendit, concauitas curuae quo
que deorfum rdpicere debet.

Corollarium 5.
666. In medio refiftcntc in fimplici ratio

ne celeritatum /erit zin—i. Hoc ergo cafu vis 
centrifuga aequalis eft et contraria vi normali. 
Quamobrem curua quaefito fatisfacicns, erit ipfa 
proiedoria, quam /corpus proiedum libere dc- 
feribit.

Corollarium 4.
^6^. Quia in aequatione ingds —— 

m
d 1) V c-------_---------------------------indeterminatae funt ! 771

^(r-pp)5V(apH-V( 1 -ppD
feparatae, tres folutiones particulares inde obti
nentur. Primam dat aequatio ctp-y- V
quo cafu celeritas fit infinita, et quacuis reda 
fatisfacit. Secunda eft p— 1, feu dy^ds, quae 
eft pro reda horizontali, et tertia eft p — o, 
pro reda verticali; quae femper hanc habet pro
prietatem, vt corpus in ea defeendens maxima 

,celeritatis augmenta accipiat.

Exemplum 1.
663. Rcfiftat medium in fimplici ratione ce

leritatum erit Sumatur cx tribus inuentis
‘ II. aequa-



aequationibus ea, quae dy continet , erit dy ™ 
t cuius integrnlis eft j — C - 

Zp^C—ppy Cum autem fit p — ddys et V(i-pp) 
erit / = feu negle&a conftante C,

quia curuam non immutat, erit a.y dy-y-ydx-y- 
2glcdy — O. Quae aequatio per y diuifa et de
ntio integrata dat ay -y-x-{-zgkly—C. Quae eft 
aequatio pro curua logarithmicali eaipfa, quam 
Libr. I. proiedoriam in hac rcfiftentiae hypothe- 
fi inuenimus.

Exemplum 2.
669. Sit nunc refiftentia quadratis celerita

tum proportionalis erit i. Sumatur aequa- 
~kdb ”

tio ifta ds " -—-r^TTT777~~~7:7- Huius au-- ■ 1 p^-ppy^-y-v^ PP^
tem integralis eft s zz k , flue e k —

Hinc fit ^ek dy -ady—dxy

atque dszzdyV^i-y-^e^-.a)1). Quae eft aequa
tio pro curua quaefita , quae hanc habebit pro
prietatem , vt vis centrifuga corporis fit duplo 
maior quam vis normalis^ Curua igitur perpe
tuo furfum premetur vi aequali vel ipfi vi nor
mali vel dimidio vis centrifugae. In hac vero 
curua corpus ita monebitur vt altitudo celeritati 

gk gkds gkds
in M debita fit ~-_-r—y 

ck Gp ^ekdj ax^ a(ty



Scholion r
670. Cum in quauis rcfiftcntiae hypothefi 

peculiaris ratio inter vim centrifugam et vim 
.normalem locum habeat-, vacuum autem tanquam 
cafus cuiusque refiftentiae confiderari queat: fequi- 
tur in vacuo quamvis curuam fatisfacere debere. 
Omnes enim curuae in vacuo hanc habent pro' 
prietatem, vt fuper iis ex aequalibus altitudini
bus aequales generentur celeritates-, ideoque nul
la poteft definiri, quae potius quam reliquae quae- 
fito fatisfaciant.

Scholion 2.
671. Notatu dignum eft, quod in omnibus 

his curuis inuentis nusquam corporis celeritas fit 
aequalis nihilo. Atque idcirco problema hac me
thodo non ita refolui poteft, vt determinetur 
inter omnes defcenfus ex A ad C cx quiete fa- 
dos is, in quo corpus maximam acquirit cele
ritatem-, cui quaertioni fola reda verticalis per 
C tranfiens ct cum horizontali per A duda con- 
iunda fatisfacit. Noftra autem folutio ita eft 
comparata, vt duorum elementorum quorumque 
contiguorum pofitionem eam definiat, quae ma
ximum vel minimum celeritatis augmentum pro
ducat. Quamobrcm hac methodo ea curua inue- 
nitur , fuper qua corpus motum vel maius vel 
minus celeritatis augmentum acquirit, quam fu
per alia quacunque curua A et C iungente , fi

Zz a cor-
4»



CAPUT TERTIUM DE MOTU PUNCTI 

corpus ex A eadem celeritate dcfcenfum inchoet.. 
Ex inuentis. autem colligi poteft, hic ratione eam 
prodire curuam, fuper qua minimum celeritatis in
crementum generetur,, vel fuper qua corpus mo
tu maxime vniformi feratur. Atque hoc fenfu 
facile pcrfpicitur, motum cx quiete incipere non 
pofle. Quampiam enim certum clt fi punfta A 
ct C in. linei verticali funt pofita, fuper hac ver
ticali motu in A ex quiete facto maximam in C 
generari celeritatem; tamen calculus non hanc 
dat folutionem, etiamfi praebeat lineam vertica
lem; fed celeritatem, initialem in A facit debi- 

tam ait. 9U4® ceteritiis tanta» eft „ vt noni 
amplius augmentum accipere queat. Hac igitur 
celeritate corpus aequabiliter ex A ad C delcen- 
det;. hacque ratione nullum, hoc eft minimum 
capit celeritatis incrementum. Problema ergo ,, 
vt folutioni confentaneum fliiflet r ita proponi 
debmfTct inter omnes lineas pundta A et C iun- 
gentes eam determinare,, fuper qua, corpus mo
tum minima accipiat celeritatis augmenta; atque 
fimul celeritatem initialem in Ahuicipiaefito ae- 
commodatam definire,

Scholion
672. Secundum ordinem praefer i ptum fequr 

deberent nunc hniusmodi problemata, in quibus 
tempornm quadam lege data curuae- effent inuc- 
ftigandac idoneae^ fed curo temporum leges plc- 

raeque 



raequeiad' celeritatum leges poftint reduci,huiusmodi 
quaeftiones non profero. Sed vnicam in hoc ne 
«otio quaeftionem de curuis brachyftochronis tra- 
dabo, quia ea ctfi temporis praefcripta> eft con
ditio ad celeritatum rationes, quas iam pcruol- 
uimus, reduci non po-teft. Qua in re iisdem prae- 
mUlis vtar, quae fupra circ& brachyftochronas in 
vacuo funt tradita^

PROPOSITIO 76- 
Theorema.

673. In medio quacunque' rcfiflente et' 'potentia'- xiv;. 
vim absolutarum hypothefi quacunque ea curua AMC' Flg’ 4’
eft’ bracbyfiachrona feu breuijfimum ab A ad C pro
ducit defcenfum; in qua vis centrifuga ejl aequalis vi 
normali r et in eandem plagam diretta*

Demonffratio^
QUaecunque fuerint potentiae ablolutae in cor

pus in M agentes, eae in duas inter fe norma- 
malcs- poliunt refoluiy quarum altera fit ML~ P, 
altera MN —Q. Sumto curuae elemento' Mw~ 
ds, dudisque perpendiculis ml r mnr fit W—mn' 
— dx ct ml—Mn~dy;. Ponatur altitudo* celo- 
jitati in M debita — v et vis rcftftentiae'—R , 
atque radius ofculi in M~r, quem pono furfum 
diredum, ita vt pofito* dx conftante lit 
His pofitis erit dv — Pdx 4- Qdy — Rds , quia

Z z 3 IW.v



eft vis tangentialis ex potentiis P et Q 
orta. At ftipra ex natura brachyftdchronismi fi 
fuerit Jc’P/7 x-4-Qrfy-4-R inuenimus fore y 
= ( 3 64), quae formulae ab hac noftra
tantum in figno literae R differunt, haecque in 
computum non vemt. Denotat autem y vim 
centrifugam fecundum normalem MO agentem at
que —eft vis normalis iuxta MO agens ex 
vtraque vi P ct Q orta. Quare fi fuerit vis cen
trifuga vi normali aequalis, ct in eandem plagam 
direda, curua erit brachyftochrona. QE.D-

Corollarium i.
674. . Si vis normalis, quae oritur ex refo- 

lutione potentiarum abfolutarum corpus follici- 
tantium, vocetur N et vis tangentialis ex eadem 
refolutione orta ponatur T, erit
ct ^r-zzN, quae duae aequationes coniundac da
bunt curuam brachyftochronam.

Corollarium 2«
675. Quaecunquc igitur fuerit refiftentia, erit 

femper vnde celeritas corporis fuper bra
chyftochrona facile inuenjtur. Erit enim vt vis 
grauitatis i ad vim normalem N ita dimidium 
radii ofculi ad altitudinem celeritati in M de
bitam.



Scliolion.
675. Haec eadem proportio quoque locum 

habet in motu corporum proiedorum libero, eft 
enim pariter pro motu libero vis centrifuga ae
qualis vi normali. Discrimen autem in hoc con
fidit, vt in motu libero vires centrifuga et nor
malis fint inter le oppofitac; pro curuis brachy- 
flochronis autem confpirantes. Sine in motu li
bero diredliones radii ofculi r et vis normalis N 
coincidunt ; in brachyflochronis vero inter fe funt 
contrariae. Hanc ob rem hic fumfimus r — 
cum in motu libero fit r^.^idy •

Corollarium 5.
677. Cum cx formula brachydochronismi in

dolem continente prodeat fi hic valor
vbique loco v in altera aequatione «/v —(T—R) 
r/.f fubftituatur, habebitur aequatio naturam cur
uae brachydochronac exhibens.

Corollarium 4.
678. In quocunque ergo medio relidente et 

quibuscunque follicitantibus corpus potentiis, cac 
curuae omnes erunt brachydochronac, in quibus 
tota, quam fudinent, preflio duplo maior cd quam 
vel fola vis centrifuga vel fola ex potentiarum 
follicitantium refolutione orta vis normalis.

PRO-



PROPOSITIO 77.
Problema.

679. In medio uniformi quod refijlit in ratio
ne quacunque multiplicata celeritatum, et potentia ab- 
fluta exijlente uniformi et deorfum directa ; deter
minare curuam braehyfoJjronam AM, fuper qua 
carpus defeendens temfore brcuijfmo ex A ad M per
veniat.

Solutio..
Pofitis in axe verticali abfcjfla AP“1', -ei- 

<gue rcfpondentc applicata PM“jy, arcuquc curuae 
quafitae AM~J; fit £ potentia deorfum follici- 

u*
tans, et 7^ refiftentia in AI, fi quidem celeritas A.
in M fuerit debita altitudini u. Ilis pofitis erit 
vis normalis ctii aequalis effe debet vis cen
trifuga, quae eft y— (.676), fumto dx pro

„ t, - L . „ _  pds*j-yconflante. Facta ergo aequatione eft c —ziixddy • 
Aequatio vero canonica pro defccnfu in hoc me- 

u^ds
dio refiftcnte dat du~gdx—Prior autem 

aequatio pofito dsdds loco dyddy propter dx
conflans abit in hanc u —--^fdjj cx 
g dy 1 . pdsdyddy _pdsjyz d*s_ fdy"1 gds1 
2dx ' axdds 2dxdds* —2dx~> dx

vmds
gdx — ) quae aequatio reduda

qua fit duxx- 
fds dyz dy _ -

Zdxdas2

dat ~
3£hb*’ 2dx



(T™ , f m -r-i r*"”

’ ^cn dsii'^ 3 ^s
m—t . m—1 2m—2

afS>»tio «ponit
naturam curuae quaefitae. Quae aequatio quo re- 
dncat-ur ct ad condru^ionfCm praeparetur, pono 
//> — pdx, vt fit dy^dxy\p'^ i), critque dQ 
~dpdx et d*s ~ dxddp. Hi$ fubftitutis habe-.

. 1 dx\pp-j)w“•
bitur ifta aequatiopddp-^dp __ ’ „w-i2----- *

^Junc fit porro dx~qdpi\ eri,t ddx^O"dqdp-\-qddp 
Wfiwqoc haec aequatio -

3<lp— „»-3 t?; . z. tZ”-*-'.,

-—: Hi

aequatio qno intvgrabilis fiat ptr rnp~~'im—x' et ha-
ibebitur — mp—^q

.--------- -------- ;

-rn '' I
—Wl_-

p--ndp(p
a— . K- 

vi s™—' .

—m—1 g t/lp~3m~x <]~mdp~
_ j m—t

--------- , cuius integxalis eft p^n 
'.--- «* i 11 >• n) . s 0 0.

c(p'-ir-'2p
----- 7 Ponatur

a “i 33 )!i I » -« 1 (;

ni gm~x
' A” 
?rrtld

— P erit P fun&io quaedam
ipfius p, ct proinde dabitur coiiceflis faltem qua- 
draturis. His igitur pofitis erit p*q~ P, atque 
Z7 —Jj. Qiiia vero eft 'd x

Toni. II.do ct



et atque y~fTd^*—^. Unde conftrur
dio curuae brachyftochronae fcquitur. Q. E. L

■

Corollarium i.
680. Sit A pundum in quo motus incipit 

atque celeritas eft nulla; erit ibi v~o feu
vnde fit dy~O) quia ds euanefeere non 

poteft. In pundo A ergo curua habebit tan- 
«entem verticalem. ■ ■

Corollarium 2.
t 681. Quia in ipfp motus initio motus in 

medio refiftente a motu in vacuo non discrepat, 
curuae AM initium A a cycloidis cufpide, quae 
eft brachyftochrona in vacuo non discrepabit. 
Ideoque in A non foliim tangens erit verticalis, 
fed etiam radius ofculi in co loco erit infinite 
paruus."?

Corollarium 3.
682. Quia in A eft dy — o j^que eft dy~ 

dx*V(p'+1), erit pro puQdQ A,p^x- Ex da
ta ergo curuae conftrudionc pundum A obtine
bitur , fi fiat p—i. Integralia ergo illa ita de
bebunt accipi vt .r, s et y euanefeant pofito.p—r.
’" •> ■ ta I 

aupiG i? Corollarium 4.
683. Quoniam eft v— 

ds—pdx et ds' — dp d x \
erit propter

atque 
ob



ob Ax^p, erit Vndc
patet 0 cuanefcerc (i fit p — i.

' * ! ■) /i • / C O

Corollarium 5.
684. Radius ofculi in pundo quocunque M 

Qnare ob ds—pdx erit ra
dius ofculi r—V(p*—i)zz —• 
In pundo ergo A vbi eft p~x erit radius ofcu
li r—o. o- ■

Corollarium 6*
685. Sit B pundum brathyftochrbnae, in quo 

tangens eft horizontalis; erit ibi dyz^ oo idcoque 
p —00. Pundum igitur B inuenietur ponendo 
p — oo. Erit ergo in hoc pundo v et ra
dius ofculi r~P.

- ‘J ........j! • . • :: l; Jj : .:l/. > j • j -

( Exemplum r*
686. Ponamus refiftentiam cuancfcentem ita 

vt motus fiat in vacuo, erit Z:~cv>, ideoque ha
bebitur d.fs — 3 d~o. Quae aequatio diuifa 
per dsdds et integrata dat Idds — 3 lds~IC feu 
Cfd S . . — | r— — X * y , ,— adx—adx1- Haec aequatio denuo integrata 
^at ~ 2^7*—Vel mutatis conftantibue 
pofitoque ds~pdx\ erit — az^ppx~\-Cppquas 
quia pofito p—1 , x debet euanefeere, abit in 
hanc X~^^L} ideoque
quae eft aequatio pro cycloide vt conftat.

Aaa 2 Exem-



J 11 Exemplum 2.
687. Refiftat medium in duplicata ratione

Tab. KIV. 
5*

celeritatum, erit jn^i} atque C -
Vnde fit P — cm Hanc ob rem erit

rah^ • . fMf' c;t creo j ——J p^kp—a) —J p(kp—a)‘ "iC ‘ ' ( k-a, p
■ ■ <_ • - ■■ “'! v p* q-, u; :

atqnc dx. Porto er-

gb' liabebitiit ef^^kds^dx:? qaue inter-
$ C - -

grata dat k(k—a} e* ~ks — ax 4-kVeTeli- 
n • . , . T

minata (qu^itate cxponcntiali ek (errt ksds---- 
axdi-aUs-^ akdx ^o> At fi cxpone^tialeni* — • * ‘ ' 9 •- ••.11 .<• ’ I J . ' A JX k _

prr feriem exprimere vclinhus, erit k^k—a}ek 
-k^k- k- a x p 4- 4- rrrp-^ -rrh^
4-etc.). Quae feries lubllituta dat -'^7'— 
4- 775^4-7-/3.^»4- «te.. In quouis pundo 
M eft 1’rb‘lpunftt) B vero in quo

' - . j . ( ■ . :■ ■ 'j-. r i
tangens eft horizontalis crit at$luc f .

ihi cc idprcot.f^^E —jfe»4r^^oatiuuctur 
nunc icurua vitra 11 ni BNG., CMW5 natura vt in- 
ueniutur in axe BQ p,onatur ahfciffa;BQ=r/, et 
arcus lh\i~s. politis crit A14 .1 — 4-

et AiMNi:/-S4^.

57^ori^> in fuperiore aequati^”

ne fubfticdcii prodrb'if: fciv
' ct 2 ; E at^ 



at — e{ck-i)-kz. Atque per feriem
4-etc- Pro curua BNC; at 
pro ramo BMA in quo erit arcus B AI, z negx’

—z - .
tinus erit at ~ x -^^4-
—etc. Curua fero BNC i» C habebit 
quoque ungentem verticalem , quod punftum in- 
nenitur ponendo dz^ dt. Fiet vero hoc pofito 

a~kek--k1 leu —BNC. Atque Z—CE
— — - 3’4--"^ — etc. cum contra fit
AD^w-F^-+-5i-4-etc. Ex quo apparet pundum 
A cile altius politum quam punctum C; atque m 
A et E curuam habere cufpMes feu punda reuer- 
fionii? ita vt tam AD quam CE fint curuae 
diametri; id quod ex hoc iutelligitur, quod fiC 
y ~ J vbi Vfp3—1) valorem habet tam
aHirmatiuum quam negatiuum,

Scholion j.1 ■ >
688. Infra perfpicictur hanc curuam brachyrta- 

chronam congruere cum curua tautochronain eadem 
rcfiflcntiaehypothefi.Haec vero inter motus tau- 
tochronos ct brachyllochronos intereft differentia; 
vt ad tautochronismum obtinendum corpus in 
ramo CND defeendere in altero afeendere de- • » • ’ ! . ’ 1 •! _ ybW, cum e contrario pto' brachyllochronismo 
delctnfus per AMB heri debeat. Interim ran en 
-“J in Aaa 3 haec



haec vtriusque curuae conuenientia attentione di
gna videtur, cum ct in vacuo eadem congruen
tia obfcructnr.

.. . i f t j w n > <mp . m a M H u .1 c n
Exemplum 5.

689. Rcfiftac medium in quadruplicata ra
tione celeritatum, ita vt fit w~ 2. Habebitur 
ergo pro curua quaefita ifta aequatio: dsd* Sr-^ 
dds^—^i—. Ad conftrucndam vero curuam 
p— vnde fit atque
f — _______r^kdp43n , __

a x—J/>Vg(p+-3nf J-H‘p) -----
f k. py'3 n'pp—1j n • nJ p^ip^iupi^py Huius ergo curuae conflrudio 
vti generalis habetur. Quia autem n numerum 
quemcunque denotat , fit « — A crit j—y_ 
— l)_ :H3 n, . ■ 1--------^p' ' ~ig~ > quam conflantem ideo adie- 
cimus, quo fiat y~0 pofito p — x. Atque pofito
p~<^ erit applicata . Fit autem p~

12fe*—at9ue F kp 1) — jx ——
V(96/tI>VOr-24r,li’7t-SM^IV3K-R’>4l t-
----- - Ex 9110 oritur ,f =
f------ ----------------------------------------- ----- -4.----—
J ^/{96^y^3l’-2^tk^-ii£lSy^3g-eiy^ —------------------
/ i 2 k1 dy-^kydy^3r—f1

J vg)( 2 4-’ fluae eft aequatio 
inter coordinatas .r et y pro curua quaefita.

Scholion 2.
690. In medio, quod in fimplici celeritatum 

ratione refiftit, brachyftochronam fimplicius de- 
terni i-
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terminare non licetquam flatim ex vniuerfali 
cpnflrudione confequitur. Quamobrem hunc re- 
flftcntiae cafum exemplo non fumus profccuti. 
Quod autem ad reliquas huc pertinentes propo- 
fitiones attinet, in quibus curua quaeritur, fuper 
qua corpus defcendens citiflime ad datam lineam 
flue redam flue curuam perueniat-, ea fimili mo
do pro refiflente medio foluuntur, quo pro va
cuo. Cum fcilicet ex eodem pundo A innume
rabiles egrediantur curuae brachyflochronac; ex 
iis ea efl eligenda, quae datae lineae flue redae 
flue curuae ad angulos redos occurrat; fuper hac 
enim corpus ad iflam lineam breulflimo tempo
re peruenire capite praec. eft demonftratum. Si
mili ratione curua, quae ortines brachyflochronas 
ad angulos redos traiicit, ab omnibus arcus ab- 
fcindet ifochronos, feu quos corpus defcendens ae
qualibus temporibus abfoluitp Haecquci 'omnia eo
dem fe -habent modo, quaecunquc fuerit refiflcn- 
tia, et quaecunque potentiae abfolutae. Proble
ma autem brachy flochronarum generaliflime con
ceptum euoluemus.

PROPOSITIO 78. 
Problema.

591. Iw medio'rejijiente quacunque-, et 
tiis foUicit antibus quibuscunque \ inuenire curuam bra- 
cbyjlocbronam AM, fuper qua corpus defcendens ex 
A ad M citiflime perueniat,

So-



Solutio.
Sit A motus initium; per quod anentur r.e- 

&a quaecunque AP pro axe habenda, in qua fu
matur abfeifla APz7A‘; cui reipondeat applicata 
PMzzj et arcus AA1”./. Sit porro corporis 
.in AI celeritas debita aitjtudi.ui V\ et refiftentia 
vtcnnquc a celeritate pendens— R. QuaccutKjue 
nunc corpiis fpllicitcnt potentiae abfolptae. ea- 
jpm loco duae potentiae iubfhtui ponunt in datis 
biredionibus A1L ej A1N, quarum illa axi AP fit 
parallela, ha.ee rcry, ad illum jjor^ 
tem yorpus^^SUodumAlL fonicitans fit rr P ct 
yis f^undum «MNxZ.Q. Ex his viribus oritur^ 
.z^PZv-4-Qz/r —Rr/f. Atque , natura brachy.fto' 
chronismi dat = ^5 (d73.)' de-
-notnnte r radium, ofc.uli curuae in>iM verfus fu- 
perfora dir.cdtumpro quo ergo fiim.to dx con
flante ponimus cum alias deberet efle rrr

Ex his ergo duabus aequationibus —*-
dx~\-()dy — Rds et —Vdy--Qdvf fi elj-

mineturv, habebitur aequatio pro curua brachy- 
■flochrona quaefita-, eft nempe ; cu
jus diffcrentiale loco dv^ atque ipfum v in re- 
{ifte,ntia R fubftitutum dabit aequationem pro cur- 
wa quaefita. Q. E. I.

uq- ■ :y, x u; "

Co^



Corollarium j.
692. Aequatio pro curua, fi diAo modo i> 

eliminetur fit differentialis tertii gradus. Quare 
ft triplex integratio adhibeatur, tres quoque con
flantes adiici poterunt, quibus effici poteft vt eua- 
nefeente x fimul quoque jy et s et <y euanefeant,atque 
praeterea curua per datum punftum M transeat,

Corollarium
693. Quia igitur femper curua brachyfloch.ro- 

na poteft exhiberi , quae initium habeat in A et 
per datum pundum transeat; infinitae curuae bra- 
chyftochronae ex punAo A educi poflunt.

Corollarium 5.
694. . Inuenta aequatione pro curua brachy

ftochrona AM, innotefeet fimul corporis fuper 
ea dcfccndentis celeritas in fingulis punAis^ erit

__ Pdych2— namque c, —---- • .
Corollarium 4.

695. Data celeritate determinari ex ea po
terit tempus, quo corpus arcum AM abfoluit: 
erit fcilicet tempus per AM^-J^^-y ; 
quod propter aequationem inter x ct y iam in- 
uentam poterit faltem per quadraturas exhiberi.

Corollarium 5.
696. Si igitur curua eflet innenienda, quae 

omnes bracbyftochxonas ex A cduAas ad angu-
1L Bbb lo$



los reAos traiicere deberet ; tum eius lineae con- 
flruftio haberetur, ii ab omnibus abfeinderetur 

eiusdem magnitudinis. Hac enim ra
tione ab iftis cumis infinitis arcus ifochroni ab- 
fcinduntur, qui, quoniam omnes curuae funt bra- 
chyftofhronae, terminabuntur ad traieftoriam or- 
thogonalem. • u ► -^7 -- ' * *

Exemplum.
697' Sit refiftentia quadratis celeritatum pro

portionalis'; atque exponens refiflentiae vtcunqne 
variabilis erit R — Cum ergo fit dv~Vdx

Jds^Qdyerit integrando e <i v—[e a (P/Z.r-4- 
Qdfy Cum autem fit ®=S^^^erit srf» 

ddyfc <1 {Pdx-^-Qdy }—e q ds*{Ydy H- Qdx}, in qua 
aequatione non amplius ineft v. Interim tamen 
haec aequatio fit differentiatis tertii gradus, fi dif- 
ferentiatione figna integralia tollantur, Indeter
minati praeterea ipfarum P, Q et q valores in. 
caufa funt, quo minus aequatio ad'conftruftionem 
praeparari queat.

a .-f veee' o 
Scholion.

^9^- Quae hic ex duabus potentiis P ct Q 
circa! curuas brachyflochronas funt* dedufta,, latd- 
fime patent^ quia, quotcunque potentiae corpus, 
illicit au crine r eae omnes» im huiusmodi duas pof-

fiintr 



funt refolui ; fi modo omnium direftiones in eo
dem plano fuerint pofitae. Quamobrcm in hac 
quoque propofitione continentur brachyllochro- 
nae pro quacunque virium centripetarum hypo- 
thefi, quas autem, quia neque concinnae, neque 
conftruibiles aequationes proueniunt, vlterius non 
perfequimur. Miffis igitur his, in quibus celeri
tatum quaedam lex praeferibitur, progredimur ad 
fequentes quaeftiones, in quibus curuae requirun
tur, quae a corpore fuper iis moto datam fu (li
neant prcffionem.

PROPOSITIO 79.
Problema.

699. In bypotbefi gr duitatis uniformis, et me- Ta^ xv» 
dio uniformi, quod in ratione quacunque celeritatum F1S’ 11 
r effit, determinare curuam aequabilis prejfonis AM, 
quae a corpore fuper ea def endente, ubique eandem 
fuf ineat presfonem.

Solutio.
Pofitis AP~.v, PM~y, AM~s, ct celeri

tati iri M altitudine debita iit p*otentia^cor' 
pus deorfum fecundum ML trahens 'zr g et vis 

. um
refiftentiae in M—Erit ergo dum corpus

u^ds 
per elementum Mw progreditur du~gdx—-jyy 

Ponamus curuam deorfum effe conucxam, ita vt
Bbba MR



MR fit radii ofculi dircdio, atque ipfe radius 
ofculi MR— pofito dx conflante. Vis ergo 
centrifugae dircdio erit in normali MN; eius- 
que quantitas eft ^z'—/S3ddy. Secundum eandem 
vero diredionem curua premitur a vi normali ex 
refolutione potentiae ML~g orta, quae eft ~

Tota ergo vis qua curua fecundum MN premitur 
efl~j~ 4- ^r^jquae cum debeat effe conflans po
natur ea aequalis ag, habebiturque a.gd<* — gdy 
dA4- dxddy, atque hinc vzzSit 
ds—pdx, atque dy — dx V (p* — i ) erit ddy —

His fubflitutis erit
zz Sit porro dx-^qdp
erit v~ gpq (apV (pz— i)— p'-T-i)) vel p —P^, 
pofito gp(apV (p* — i )—pJ4- i) — P- Erit ergo 
dv — Vdq-\-qd? et vm — Vmqm. Quibus valori-

. . vmd^
bus in aequatione dv~gdx—-7^ fubflitutis pro-

A» 
p m „ m $

dibit P dq 4- q dPzrgdx--- —~. Eft vero dx
• Ar

— iqdp et ds pdx — zpdqdp. Quamobrcm 
proueniet ifta aequatio: Pdq4~q^P— 2g q dp — 
2pmp^p
------ pya-------- } quae duas tantum continet varia

bilem p ct q^ quia P per p datur. Ad hanc ac-
. n . 1

quationem conftruendam ponatur q— —j •, quo

fado obtinebitur ifta aequatio du-T-:=-:=:- 
n.mp



2 mpdp

in hanc

imgfdp 
quae duda in e * et integrata abit 

-2mg jdp 2mgJ df 
2me p ,e *pdp

U------- ---------J----------------Hinc er-

go inuenitur u per p, atque u inuento erit
£ dp 2dpV(p*— i)2 dp

i, et j
m

I 
pTJ x “ m x m

P‘m

P

Curn autem fit P~gp(apV(p’ — ) erit
__ ।__________** — 1 . .. ntaue f 1 x 
— p aV(p-i) i axp-aV(pI-|)atCllt'J p —P । a 

* T («-+- ।) / ap-ytr1-!) —
X JJ 2 a />-V(p2-l) el p ’ 

1) —??!(«-{-1)
(p2 — 1)). « (ap—y(p*— *

2m£jd^ Zmgjdp
re p pdp e ^'p , - r 2mfdPEft vero r—~- —--- p dp.

2 mg z
— 2mzfdP

e p r zmzD? p 
--------------- / m— fe f dp —-TL.

gF‘
_ , m(a— 1) —gi(a-<-1)

/p^Cp-VCp--!)) a (ap-V( p 2- I ) ' dp
m(a— 1) ~r„ ."n

Cum igitur hoc modo ex p inueniri poflit w, 
curuae quaefitae conftru&io hinc perficietur.QE.L

Quocirca erit u—-^— 
g

Corollarium j.
700. Curua inuenta ergo hanc habebit pro- 

piietateiri; vt in quouis pundto M prematur ver-
Bbb 3 fus



fus MN vi conftanti, quae eft. ad vim grauitatis 
MLj vt a ad i.

Corollarium 2.
701. Si pro a fumatur numerus negatiuus , 

curua vbique fecundum MR diredionem priori 
oppofitam aequabiliter premetur. Hoc ergo ca- 
fu curua debet effe concaua deorfum , quia vis 
centrifuga contraria atque maior efle debet quam 
vis normalis, cuius diredio femper in MN eft 
fit a. ■ ■ .

Corollarium 5.
702. Si a~0; tum curua prodibit, quae 

nullam omnino preftionem a corpore fuftinet: 
Quae ergo curua eft ea ipfa, quam corpus pro- 
ie&um libere motum defcribit.

• ..... ; >
Corollarium 4.

703. Si a~i feu tota preffio —£ , tum 
curua erit connexa deorfum vbique. Nam quia 
vis normalis fola vbique eft minor quam g nifi 
cafu quo ds~dy ; vis centrifuga cum ea confpi- 
rare debet , ideoque radius ofculi in plagam ipfi 
A1N oppofitam cadere.

Corollarium
704. . Si ponatur kme t zwzj



Zmgjdp

i---- Particularis ergo folutio, quia in hac 

aequatione indeterminatae funt a fe inuicem fe- 
paratae, habebitur fi ponatur P—o. Hinc autem 
fit gp^ap V p1—1) — p*1)—' 01 feti a.p — V(p1 
— 1) fiue ad$~dy. Vnde prodit m~y. Satis
facit ergo reda angulum cum verticali AP con- 
ftituens, cuius finus eft a fumto 1 pro finu to
to. Hoc enim cafu vis centrifuga euanefeit, ct 
vis normalis fit — ag.

Exemplum
70$". Sit a~ 1 , feu quaeratur curua, quae 

vbique vi prematur \ quo ca(u integratio ipfius 

fimplicior euadit: erit enim e v~p2m 
(p--V^-iD-^=x ))=-.

P J\p'~^P^ (p^-iD^dp 
Hanc ob rem erit U—gld^p 2-^pV (p2 — 1 )) 2"1- 
Quae aequatio quoties 2.111 eft numerus integer 
integrationem admittit.. Pofito cnimp24-pV 
(/-1)=^- J erit p-r^ atque «=4^—

—-W--------• Eft autem hac
politione r~ 2.p* — 1 4- zp1), feu Vr— 
^4-1). Vt fi fuerit m~ feu rcfiftentia 
celeritatibus proportionalis erit’« =

yrT--\ )dr
•* r^r



Mr1— t )dr— < _ f^hk __ r*-4-gVr—? . __ lrr-+-6r-hWr
I ry/r 2£V& v Vr 3(r-+-i)Vr/— ^Cl1
mutata conflante g eft u " Pofito
autem loco r eius valorc erit u —

C c:r g o; erit um 2 u
(p^i-t-pv. i et propter V~gp (p-V(p2-i))
yr !y\ crit Pum —-\p^P*-1Mp*-t-1-i-p^p'-<))Mp*-1 > 

r .. 9&kp

atque * = /-i)).
Scholion, r

7o$- Similis integratio formulae, cui u eft 
aequalis, etiam fuccedit fi a~—i, quo cafu pro
dit, concana deorfum in qua vis centrifuga con* 
traria eft et maior quam vis normalis, quippe ex- 
ceffus eft —g. Eadem vero ipfa prodit aequa
tio, quae pro cafu a~ i, niG quod fignum ipfius 
V{p'— i) debet immutari Quod ad reliquas quae- 
ftiones huc pertinentes attinet, in quibus aliae pref- 
fionum leges proponuntur; eae vel ad nimis pro
lixos calculos deducunt; vel iam funt pertra&a-* 
tae. Vidimus enim curuas , in quibus prellio to
talis fit duplo maior, quam vei fola vis centri
fuga vel fola normalis , efle brachyftochronas, at
que curuas in quibus alia obtinet ratio, fupra 
quoque iam pcrtra&auimus, cum curuas inueftiga- 
remus, fuper quibus motus quam minime accele
raretur. Sequitur ergo, vr ad curuas inuenien- 

das



das progrediamur, fuper quibus plurcs diuerfi de- 
fcenfus vel afcenfus datam inter fe teneant leges, 
quae quaefliones plurimum difficultatis in fe ha
bent. Neccfle criim eft ad huiusmodi problema
ta foluenda, vt celeritas corporis in fingulis lo
cis poflit exprimi per quantitates, quibus curuae 
natura determinatur. Quod autem cum non in 
quauis refiftentiae hypothefi poffit perfici, vti fu- 
pra notauimus ; tales quaefliones tantum pro fpc- 
cialibus refiftentiae hypothefibus poterunt pro
poni. Praecipue ergo ifta tradatio ad refiften- 
tiam quadratis celeritatum proportionalem eft 
accommodanda ; quia hoc cafu aequatio canoni
ca, qua celeritas determinatur, feparationem va
riabilium admittit, atque ipfa celeritas poteft ex
hiberi. Tum etiam confiderari poteft refiftentia, 
quae biquadratis celeritatum eft proportionalis ; 
cum pro hac hypothefi celeritas quodammodo 
cognofeatur. Denique quaecunque fuerit refiften
tiae lex, fi modo refiftentia eft valde parua, hu- 
iusmodi quaefliones folutu faciliores euadent. In 
his vero problematis vel ratio celeritatum , quae 
in diuerfis defcenfibus fuper eadem curua acqui
runtur, inuefligatur; vel temporum,quibus diuer
fi defcenfus aut afcenfus abfoluuntur , ratio. At
que in vtroque genere, ex data vel temporum 
vel celeritatum variis defcenfibus acquifitarum ra
tione ipfae curuae funt inueniendae.

Tom.H. PRO



1'ab.
Fif

PROPOSITIO 80.
Problema. G

xv. 707. In medio uniformi, quod rejijtit in dupli- 
,a’ cata ratione celeritatum, atque potentia abfoluta de- 

orfum tendente-, comparare inter fc celeritates in pun
cto A, quae in diuerfis defcenfibus corporis fuper 
curua acquiruntur.

Solutio.
Sit celeritas in A quarh vno defcenfu acqui- 

fiuit debita altitudini b, ct celeritas in AI debitu 
altitudini u. Ponantur AP±xf AM~.r, poten
tia follicitans in M quae fit vtetinque variabilis 
~P; atque exponens refiflcntiae”k. His politis 
erit du — -?dx-\-v^, quae aequatio integrata dat

S S — S
v ~e *(b—fe dx) integrati fc kpdx ita acce
pto vt euanefeat pofito X — 0, Sit nunc M ini
tium defcenfus vbi ctivrzo, inuenictur hoc pun-

—r
dum ex aequatione b~fe t?dx. lam ponatur 
alius defcenfus fieri ex pundo proximo w> atque 
celeritas in A acquilita fit debita aititud. b-}-db.
Erit ergo b-±-db~Je "Wx= fummae omnium 

e kPdx ab A vsque ad m\ in aequatione vero ~ j - j
priore \e d x fignificat fiimmam omnium e 
Pdx ab A vsque ad AI tantum. Illa crgO’ fum-

—j 
ma fuperat liauc fummam vltimo elemento e * 

?dx



EUx exiftentc AM±:j ct P/j — ^. Erit ergo db 
.—s

~c '*Pdx. Ex qua aequatione datur relatio in
ter arcum MA defcenfu percurfum et inter ce
leritatem in pun&b infimo A acquifitam. Q.E.I.

Corollarium 1.
708. Dato ergo arcu defcenfus AMz=J;erit 

altitudo celeritati in A acquifitae debita, b^fc * 
Pdx. Seu fi pundum M et celeritas in A tan- 
quam variabiles quantitates confiderantur, erit 

aequatio inter eas db~e ^Pdx.
031 i E

Corollarium 2.
709. Ex hac ergo aequatione, fi propofiti 

fuerit quaecunque ratio inter arcus defcenfus et 
celeritates in punefio A acquifitas ; inuenietur ae- 
qftaCio pro curua AM propofitac conditioni fa
tis faci ens.

Corollarium 3.
710. Si medium non fuerit vniforme fed 

difForme vtcunque, exiftente eius exponente ~q\ 
loco aequationis inuentae prodibit' ifta aequatio 
db~e APdx, cuius fimilis eft vfus.

Corollarium 4.
7n.Q uia valor ipfius c eft vilitate maior, quippe 

—Jdj
2* 718218284., erit e A feu e * vnitate minor;

Ccc 2 et



3S8 caput tertium de motu puncti 

ct hanc ob rem db<^Vdx. In vacuo vero eflet 
db^Pdx.

-m CJL.? . T.n.J OH .lEUp/L LMp r ' 
Scholion r.

. • .. -f ■, •,. ■

712. Simili modo res fe habet in afcenfn , 
quando corpus celeritate altitudini b debita cxA 
per arcum AM±f hfccndit. Tum enim erit db 

—e k?dx vel in medio diffoirni db~e OYdx, 
Quae formulae cx illis defcenfui inferuientibus in- 
uenientur ponendo —J loco -4-/; qua fubftitu- 
tione femper defcenfus in afcenfum transmutatur. 
Hinc apparet quemadmodum pro defcenfu femper 
erat db^Pdx, ita fore pro afccnfu femper db^>

s Jds
?dx, quia e* feu e 0 eft vnitate maior.

11? : qoiq ? (T .pi;
Corollarium 5.

Y713. In medio ergo refiftente neque pro 
afccnfu neque pro defcenfu effe poteft b~J'Pdx 

j
vel b—afPdx-, tum enim foret e * — a ; feu J— 
conft. in qua aequatione nulla linea continetur.

Corollarium 6,
714. . Neque etiam curua poterit inueniri, pro 

qua vel in defcenfu vel in afccnfu foret 
denotante Qfundionemquamcunqjipfarum jet/Gnili 
Qita fit comparata vt J,- fiat zz: x pofitis s et xzzo.

Fit



±fds
Fit enim e 9 P —■ Q et e 1 abit in i pofito 
J — o.

Scholion 2.
715. Ratio huius eft, quod^pofuimus / eua- 

nefeere euanefeente a; atque hanc ob rem aequa-
• 11 • 1 k •tio db~ ita debet integrari, vt euanc-

fcat pofito .V— 0. Si autem b ita detur, vt db 
per dx exprimatur, aequatio per dx diuidi po
terit. Quocirca ea ad hanc legem non poteft 
accommodari, nifi forte fponte aequatio hac pro
prietate iam gaudeat. Sin autem datus ipfius b 
valor talis fuerit, vt effet db~R^,feu b~fRds 
euanefeente b fado s~o\ tum aequatio pro cur-

iJ d*
ua quaefita erit Rds~ c ‘lYdx, quae femper eft 
pro curua rcali, dummodo j'Rds habeat valo-
rem affirmatiuum, prodeatque ds^>dx feu e 9 
P>R.

' ..J . ‘iU ; ■■

Exemplum i.
716. Sit potentia follicitans vniformis , feu 

et medium refiftens vniforme, requiratur-
que curua MA hanc habens proprietatem , vt 7 
corpus in Rngulis defcenfibus ad A vsque acqui
rat celeritatem, qi)ae fint in fubduplicata ratione 
arcuum. dcfcenfu percurlbrum. Erit ergo V b vt

Vs feu bzz.&.s\ vnde fit ads kdx feu ackds
Ccc 3 ^^dx



Z^gdx, cuius integratis eft ak(c k— i}~gx-, ad
dita conftante, quo fiat x~o euanefcentc r. Ha- 

bcbitur ergo atque j- — l(ak+gx) -
lak. Q.liac differentiata dat — ^^x; ex quo 
intelligitur curuam effe tradoriam filo longitudi
nis k fuper bafi horizontali a pundo A deorfum 
diftante internatio p. Conftructur ergo curua hoc 
modo; fupcr bafi horizontali CE et filo BCz=£ 
dcfciibatur tradoria BA; tum ducatur horizon- 
talis DA a CE ad diftantiam DC —p; quo fa- 
do fatisfaciet curuae portio BA quaefito. Po
nimus autem BC verticalem ct B pundum tra- 
dori ic fummum; ex quo intelligitur a neceffario 
minus effe debere quam g. Si enim effet maior 
foret CD>CB, ideoque pundum A imaginarium. 
Sin autem effet a~£, pundum A in B caderet, 
adeoque nonnifi pundum fatisfaceret. Si fuerit 
a~o, pundum A infinite diftarct, et corpus de- 
fcendens omnem amitteret celeritatem. Cum igi
tur debeat effe crit /

Exemplum 2«
Tab. xv. 717. In fuperiori tam rcfiftentiae quam po- 

F1S'4' tentiae follicitantis hypothefi quaeratur curua AMF 
fupcr qua omnes afcenfus ex pundo A fadi ita 
fe habeant; vt toti arcus afcenfibus fingulis abfo- 
luti fint quadratis celeritatum initialium in A pro- 

por- 



portionales. Erit ergo vt ante b~asy atque db
_s

~<xd^ Cum autem pro afcenfibus fit db~ge * 
--3

dx , erit ae kds—gdx, atque integrando a£.( i — 
—r ”r

e ^)"gx. Hinc igitur habetur e £ — at- 
<lue feu Ex quo appa
ret curuam iatisfacientem efle iterum tradoriam 
fuper bafi horizontali CE filo longitudinis k con- 
rtrudam-, fed deorfum fpedantem , cuius cuspis 
fit in B exiftente BCr:i. Sumatur autem CD 
— dudaque horizontali DA erit A pundum 
in quo afcenfus omnes incipere debent Hinc er
go quoque intelligitur a non poffe efle maius quam 
g-, quia alias pundum A foret imaginarium. At 
fi fuerit azzg feu b~gs incidet A in B eritque 
arcus quolibet afcenfu percurfus

Scholion 5.
71 S. Plura huiusmodi exempla, quia tam fa

cile ex vniuerfali formula inuenta refolni poliunt? 
hic praetermitto; neque etiam huiusmodi quac- 
ftiones pro aliis refiftentiae hypothcAbus, quibus 
folutio earum inueniri queat, afferoy quoniam ta
les quacftiones neque iam funt agitatae, neque 
fatis funt curiofae , vt earum foTutione» requiran
tur. Ad dignioria igitur progredior problematnr 
in q.uibus curuae quaerunritr taucochronae, fu-per 
quibus omnes vel afcenfus vel defcenfus aequali
bus abfoluantur temporibus.

PRO



PROPOSITIO 8i.
Problema,

119> In hypothefi potentiae uniformis deorfum 
directae et medio uniformi, quod rejifit in duplicata 
ratione celeritatum inuenire curuam tautocbronam AM, 

fuper qua omnes defcenjus ad pundum A usque ab- 
foluantur aequalibus temporibus.
-m? ■ ‘iii; f. • i)! -olh J?» il oH i i d ■ ■ .h

Solutio.
Confidcrctur quicunque dcfcenfus, in quo ce

leritas quhm coipus in pundo infimo A acqui
rit, debita fit altitudini b. Ponantur AP~.v; 
AM— f ; altitudo celeritati in M debita at
que potentia follicitans —g et medii exponen
di, ita vt rcfiftentia in M fit ad vim grauitatis 
vt J- ad i. His pofitis erit du~ —gdx -+- >

1 —s
quae aequatio integrata dat V — t^^b—fe kgdx) 

intcgrali je kgdx ita fumto vt euanefeat pofito 
x vel s—o. Ex hac ergo aequatione initium de
fccnfus inuenitur ponendo u~0 feu f e ~ kgdrz^b. 
Tempus vero quo arcus M A abfoluitur hinc erit 

ds .
—/ ~, cx quo prodibit totius dc- 

e-W(b-c kgdx)

fcenfus tempus, fi poft integrationem futfe *gdx 

— b. Ponamus breuitatis gratia je k^dx — tf 
ct



et ita vt fit tempus totius defcenfus
c

pofito poft integrationem t~b. Quo 
nunc haec expreflio perpetuo eundem obtineat 
obtineat valorem, debebit eflc funftio nul
lius dimenfionis ipfarum b et t. vt pofito t~b 
cx formula b euanefcat. Hanc ob rem du debet 
cfle funftio dimidiae dimenfionis ipfius t tantum, 
quia u a b pendere non poteft. Fieri ergo ncccf- 
fe eft exiftente a quantitate conflante b
non continente. Hoc pofito erit tempus vnius 
defcenfus — a/, pofito poft integrationem 
t~b. Vel polita ratione diametri ad periphe- 
riam 1; tt erit tempus vnius dcfcenfus — «tt, qui 
valor perpetuo idem manet quomodocunque b 
feu defcenfus initium mutetur. Curua ergo tau- 
tochrona quaefita determinabitur ex hac aequatione 
du — ^—^r j cuius integralis eft saV/—2^

(i-c^ feu addita fcilicet conflan
te , quae faciat t euanefeere pofito s~o. Cum 

•—s —S
autem fit t~fe kgdxt erit dt~ c k g dx ~ 

—f
(i — eik) e-kds. Ponamus a feu a~V-i 

r 4
erit adx — k^e^k — 1) da , cuius integralis eft ax 

S
= 2 kXe-k — 1 )—ks , quae quidem aequationes, 

Toni. II. D d d quia 



quia variabiles s ct x a fc inuicem funt fepara- 
tae ad curuam conftrucndam fufficiunt. Sin au
tem aequatio ab exponcntialibus libera dcfidere- 
tur, quia ex altera aequatione eft k —i) — 

erit hoc valore inaltera fubftituto axds 
ksdt ~ z akdx. Q. E. I.
. । . i» uiz

Corollarium r.
720. Quia eft a.—V- -, erit tempus vnius de- 

fcenfus ~ tt V~. In vacuo autem ct grauitate “i, 
eft tempus defcenfus penduli Qua
re longitudo penduli ifochroni in vacuo eft —

Corollarium 2.
721. Si igitur fuerit -^“ = 316^6' part. mille- 

fimarum pedis Rhenani , defcenfus abfoluetur di
midio minuto fecundo; hoc ergo cucnit fi fit a 
^1583^ ferup. ped. Rhcn.

Corollarium' z.
722. Altitudo celeritati in M debita feu V 

s
crt ~e ktb-Jfkgdx)— c ^b — atque ob t —

erit „ _ (_ (, _ } -- 
a *

- —------- # 
a

Co-
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Corollarium 4.
723. Pofito v~o> prodibit totus arcus de- 

fcenfus ex hac aequatione ab~gk\i Si
ergo arcus defcenfus ponatur —f, erit ab^gk*

— f c • & k, & k(1 — .Quare dato arcu defcenfus J erit v —

(( r ( i —

Corollarium $.
724. . Aequatio pro curua haec zk 1

1) — ks in feriem exponentiali c-k conuer- 
tendo , qu ac c (l 1 —] 2 /> "d 1.2.4- & *1 I . 2 • 3 • 8 *3 I
etc. abit in hanc a.v zz ,s2.2 4- rrS'. 4-14-rrTTsP 
4- etc. feu 2 ax — A4- 2*4-
etc.

Scholion 1. 1 ■
725. Notari hic conuenit hanc curuam fi- 

mili aequatione exprimi, qua fupra brachyftochro- 
na afcenfui inicruicns exprimebatur; ibi enim erat 

. _ a® , z3 . z*
i.a.sfcH-TTaTf^TTi H-etc. (687), quae 

aequatio ab hac noftra pro tautochrona inuenta. 
in hoc tantum differt, quod hic fit 2 a quod 
ibi erat a, atque exponens refiftcntiae brachyfto- 
chronae duplo maior eft exponente refiftentiae 
pro tautochrona. Curua ergo brachyftochrona 
quoque ad tautochronismum producendum accom-

Ddd2 moda-
.J
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Fig
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modari poteft; arcu afcenfus defcenfui tributo, 
in medio refiftente, cuius exponens eft duplo mi
nor.

Corollarium 6*
Ad inueniendam continuationem cur

uae MA vitra A poni debet .r negatiuum > quo 
—£

fado habebitur i )-f-vel zax^.
~ Quac eadem ae

quatio prouiiflct, fi k negatiuum feci flemus, Fa- 
<fto autem k negatiuo defccnfus mutatur in afeen- 
fum ; quocirca curua MA vitra A continuata aG 
cenfui inferuiet atque fuper ea omnes afcenfus eo
dem abfolucntur tempore fcilicet ttI^.

Corollarium 7,
xv 727. Eadem ergo curua continua BMANC 
5- erit tautochrona tam pro defcenfu quam pro afeen» 

fu. Namque fuper arcu BMA omnes defcenfus 
eodem tempore abfoluuntnr , atque fuper arcuA 
NC omnes afcenfus. Quare omnes dimidiae ofcil- 
htiones, quae in arcu B M A incipiunt, erunt in
ter fe ifochronae, atque tempus vnius fcmiofcil- 
I itionis erit Z3 2 7rV-f. £

Corollarium g.
72». Si refiftentia euanefeit, quo cafu k fit 

«o, curua haec in cydoidcm abire debet, quae 
eft 



eft curua tautochrona in vacuo. Hoc ipfum ae
quatio per feriem. exprcffa indicat , fit enim mX 
zzzfeu aequatio pro cycloide.

Corollarium 9.
729. Curua ergo BMANC prout cyclois 

habebit cufpides verticales in B ct C, ad quas 
inueniendas ponatur dxzzdS) eritque pro arcu 
BMA, azz k{e^<— 1) feu AMB; at
que cius altitudo BD crit — Pro
arcu afcenfus vero ANC erit ANC — 
et CEzz~/~ Siue per feries crit BD
—~ TTAtque CE—a-Ar 3k 

2 a1 . 2«’ . __H- = etc.

Corollarium ior
730. Ex his perfpicitur cufpiccm C arcus 

afcenfus. eleuatiorem effc cufpide A arcus defcen
fus. Atque arcus ANC cufpis in infinitum abit 
fi k.~a\ ct fi a^>k cufpis C erit imaginaria.Ce
terum cx aequatione patet, tam BC quam CE 
efle diametros curuae inuentae.

Corollarium
731. Si corpus in dimidia ofcillatione ha

buerit celeritatem altitudini b debitam, crit ircus 
defcenfus zz zk./feu per feriem zz.' ’̂

l>dd3 Jit
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s + + ctc- fequcns arcus afccnfus =
n _  ^'b ~9b i ~ abi/ab __
2/v/ — igfc —H jgpyg C^C'

Corollarium n.
732. Si ergo defcenfus fiat cx pundo B ita 

vt arcus defcenfus fit — AMB_ 2kl1''^ erit b~ 
fequentis vero afccnfus arcus erit — zk 

J 2a-hk 
a-t-k *

Corollarium 15.
733. Ex aequatione pro hac curua apparet 

curuam in pundo A habituram cfle tangentem 
horizontalem. Cum porro pofito ds conflante 
radius ofculi in M fit zr quia eft

dx — ~ 2 — 1 )ds, .r erit d d.r “ c 2 * ds et V{ds2 
s

—dx^—dsV^i-^e^-i)2)', erit radius ofculi in M—

V^^—Ak2^^ — !}2) „ _------------------------ . Pofito ergo s~o ent ra- 
eZk

dius ofculi in pundo infimo A —2/7. In B vc- 
io et C radius ofculi euanefeit.

Corollarium 14.
734« Radius ofculi non eft maximus in pun

do infimo A; fed per methodum maximorum 
maximus inuenitur in arcu afcenfus, idque in pun

do



do O exiftente In hoc enim
pundo eft radius ofculi — Ex quo con
cluditur nili fit curuaturam curuae ANC
perpetuo diminui, neque pundum O usquam 
cxifterc.

Scholion 2.
735. Hoc igitur problemate duas inucnimus 

curuas, fuper quarum altera omnes defcenfus, fu- 
altera vero omnes afcenfus aequalibus abfoluntur 
temporibus. Atque cum fuper tota curua BAC 
omnes itus feu fcmiofcillationcs aequalibus pera
gantur temporibus,fi quidem in curuae portione B A 
incipiant; haec curua ad ofcillationes in fluido ifo- 
chronas faciendas effet idonea, fi modo reditus 
quoque inter fe effient ifochroni, de quo vero 
non conflat. Quia autem in fluidis praeter refi- 
ftentiam quadratis celeritatum proportionalem 
alia infuper obferuatur, quam momentis tempo
rum proportionalem feu conflantem effie proba’ 
bile eft; etiam coniundim cum ifta rcfiftentia tau
tochronam determinare operae pretium eft; quod 
vero facile ex praecedente effici poteft. Sit enim 
rcfiftentia conflans — b, erit pro defcenfu dv~ 
—gdx-\-bds-\-^. Quare fi in priore operatione 
tantum loco^r/v vbique^x—bds fubftituatur, tauto
chrona fatisfaciens fimili modo obtinebitur; pro 
defcenfu fcilicct prodibit ita curua C? — E) 

3
—1) atque pro afcenfu vero haec
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dA*—■ (£ —(rsfc—!), miae curua quoque 
cum priore eandem curuam continuam conditu it, 
abit enim altera in alteram ponendo r negati- 
uum. Notandum hic eft (i fuerit fore cur- 
uam tautochronam tradoriam BAF afymtotam 
habentem horizontalem C E , quae a pundo A 
diftet interuallo AE~ ". Fili autem longitudo, 
quo haec tradoria deferibitur, eft ~ 2 L Quod 
autem fuper huiusmodi curua tangentem horizon
talem nusquam habente femiofcillatio abfolui pof- 
ftt, atque alicubi pundum aequilibrii A exifterc, 
mirum non eft; cum, vt fupra iam obferuaui- 
mus, in tali refiftentiae hypothcfi, corpus in lo
co fubfiftere queat declini. His autem cafibus , 
quibus curua vitra A defeendere pergit nulli re
ditus atque ideo nullae ofcillationes peragi pof- 
funt, quia corpus, quanquam fuper plano declini 
ad quietem peruenire poteft, tamen fuper eo a- 
fcenderc nequit; in quouis enim curuae portio
nis AF pundo corpus in quiete perfeucrarc poteft.

Scholion
•736. Non multo difficilior fit problematis 

folutio, fi potentia deorfum tendens non con
ftans, fed variabilis vtcunque P, atque exponens 
refiftentiae etiam variabilis 7 ponatur. Habebi
tur cniin pro elemento temporis in defcenfu 

r/.f
—j-^7------- zjdi------- . Si nunc vt ante ponatur

'^dx)



-Jds . d'
fe aPdx— Z; ct -j — du •, debebit quoque 

e 2 q
, »dt c j aldtI a 1 d.Xeffe du = yp feu / — -^r- — -7^------- . Quae ae- 

e 1 d s *
quatio denuo differentiata pofito ds conftante et 
ioco dt cius valore fubftituto dabit ^t~P(jddx 
-4-<7dPdx— 2Pdxds pro curua defcenfus ifochro- 
nos habente; Huiusque curuae continua vitra A 
afccnfibus inferuiet.

Scholion 4.
737. Tnutochronam hanc in hypothefi refi- 

flentiae quadratis celeritatum proportionalis pri
mus ego dedi in Comment. Tomo IV. vbi ea
dem, qua hic, fum vfiis methodo. Deinceps ve
ro etiam Cei. lob. RemouUi mihi per litcras figni- 
ficauit, fe quoque in eadem refiftentiac hypothefi 
iftam tautochronam rcpcriffe; cuius methodus 
extat in Comm. Acad. Parif. A. 1730. In aliis 
vero refiftentiac hypothefibus, excepta ea, quae 
ipfis celeritatibus eft proportionalis, nemo ad
huc, quantum mihi conflat, tautochronas deter- 
minauit. Quod enim ad eas curuas attinet, quas 
in Acft. Lipl. A. 1726. tautochronarum nomine 
dedi; cac quaefito non fatisfaciunt; vti Ccl. Hcr~ 
mannus, qui primum in easdem inciderat, atque 
ego podea monftrauimus. Difficultas autem me
thodi huius tautochronas inueniendi in hoc

Tom. II. Eee coii-
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confidit , quod in aliis rcfiftentiae hypothefibus 
celeritas non poflit vniuerfaliter ex aequatione 
canonica determinari. Quomodo vero nihilomi
nus pro aliis refiftentiis tautochronac inueftigari 
queant, cx fequente propofitione colligi poterity 
in qua pro mediis rariflimis in quacunque celeri
tatum ratione multiplicata rcfiftcntibus tautochro
nac inucnicndae proponuntur.

PROPOSITIO 82- 
Problema.

738« I» media rarifjima, quod rc/ljlit in qua
cunque multiplicata ratione celeritatum, et typotbeji 
potentiae uniformis deorfum tendentis, determinare 
curuam tautoebronam A M, fuper qua vel omnes de
fcenfus vel afcenfus aequalibus abfoluantur temporibus.

Solutio.
Pofitis abfeiffa AP—.v ct arcu AM”J; fit 

totus arcus defcenfu aliquo deferiptus zz/ Poten
tia follicitans deorfum ponatur altitudo ce
leritati ia M debita fit ~v, exponens rcfiftcntiae

k, atque ipfa rcfiftentiae vis — vbi A eft
quantitas valde magna ita vt fraftiones, qua? in 
denominatote k plurium quam m dimenfionum 
habent, pro cuanclcentibus haberi queant. His, 
pofitis erit cx natura defcenfus dv — &dx 4-

vmds



v m d— —. lam fi rcfiftentia prorfus abeffet, curua qucfi- A. /
ta effet cydois, cuius nequatiocft gx — ar1; quia 
autem medium eft rariflimum , curua quaefita non. 
multum a cycloidc differet-, ponatur igitur aequatio

, e.fnpro curua quaefita haec gx^as H—Quia ve- 
vmds vmdsro eft dv~ —gdx~\ propter terminum 

valde paruum erit proxime v~ C —gx — Cas2 — 
g f» * / •
—, vbi conftans C ex hoc determinatur, quod A»
fi fit rzr/fiat v~o. Quocirca erit-v—a 

g
— {fn—sn') quam proxime. Ponatur ergo v=ra A*

g
H- Q, erit ^—-2ar^-

n£sn~'ds , vnds n^sn~x ds—F^Q—-gdx-}- . zasds
am(f*-sz)mds .

H-------------------- , neglectis reliquis terminis qui
A»

pro vm poni deberent; quia in iis k plures quam 
m in denomitatore habet dimenfiones. Ex his iam

fequitur fore Q— — s^ds intcgrali hoc
ita accepto vt euanefeat pofito s^f. Erit ergo 

g
o=«(/'-/) 4-

E e e 2 atque



atque hinc
omittendis iterum terminis fequentibus ob memora
tam rationem.Hinc nunc prodibit tempiis/^/^—-^

£ Ms{fn-sD_ ,

quod ita integratum, vt euanefeat pofito s~o\ 
dabit tempus, quo corpus dcfccndens arcum MA 
— r abfoluit. Totum ergo defcenfus tempus per 
arcum f obtinebitur, fi poft integrationem pona
tur S—f\ quod tempus debet efle conftans feu 
ita comparatum, vt non pendeat abji Primus au- 
tem temporis terminus pofito poft in-
teprationem s~f iam dat huiusmodi exprefiio-
nem , in qua non amplius ineft /j prodit enim 
Quamobrem fi duo reliqui termini ita eilent com
parati, vt poftquam potitum eft s~f fefe de
finiant*, quaefito foret fatisfa&um ; haberetur enim 
pro integro defcenfns tempore haec ex prefiio 3-^-/, 

r^s(fn—sn) quae eft conftans. Debebit ergo efle S / —y----—-

— ~a ? pofito poft integratio-

ch( 1n—sn}nem s~f Dat autem T——------3— pofito.f“A
multiplum poteratis ipfius f, cuius exponens eft 

m—a, atque alterum intcgraley—------- 

pofi- 



pofito f dat multiplum poteftatis ipfius/ cu- 
iu.f exponens eft zm—i. Fiat igitur
atque g ita fumatur vt hae duae poteftates ipfius/, 
quarum vtriusque exponens erit zm—i, fefe de- 
ftruant. Quo autem appareat quales cocflkientes
habiturae fint iftae ipfius/ poteftates-, ex cafibus 
fimplicioribus concludemus. Integratis igitur fe- 
quentibus formulis ita vt euanefeant pofito
tumque faAorzzfrepcrietury' SL—1.2_f- at-

3 
2

||/3 i hineque erit generaliter //______ _____ /_

— , vnde erit g fML"—1 —

Alterius termini coefficien» 
cx eadem analogia innotefeet. Eft enim integra
tione ita inftitnta, vt intcgrale cuanefcat pofito 

o; per feriem j (f2— f-^ds — —,f) _q_
T" P"-’ J-+- 
mfm—i)(»—/ /-i i» r» . .i. 7 J <J 1—s^) — etc. Haec igitur fe- 

amdx
ries in — du<^a et integrata atque tum

zlm
1.3 1.33

i) __

1.33- 7- . His igitur duo
bus valoribus inter fe aequatis prodit g — 

Eee^



i ----- i) am--- ——------------ ; ,—quo valore loco.gfub- 

ftituto habebitur pro curua tautochrona ad dc- 
fcenfiis pertinente, pofito £ loco a homogenei- 
tatis ergo , fequens aequatio g x ~ 4- 
I 3'5—' (2W_i) ^4-'
-----  ----------- ;---- :—r m im' Vel fi ex X defi- 2.4.6---- 2------------------- km
deretur / hinc oritur ifta aequatio s — Vgax — 
1.3.5 1 )gmaxm-------------- ------ -4——Atque tempus vnius 2.4.6- --2
cuiusque defcenfus fuper hac curua erit zz , 
feu longitudo penduli in vacuo a grauitate natu
rali ~i follicitati, eodem tempore defcenfus ab- 
foluentis erit — Eadem aequatio pro curua 
tautochrona mutatur in aequationem pro curua 
fuper qua omnes afccnfus aequalibus temporibus, 
tempore fcilicet abfoluuntur, ii loco kn feri- 
batur — kn. Q. E» I.

Corollarium i.
739. Si 2w4- 1 >2 feu 77/>2, curuae ra* 

dius ofculi in punito A idem erit, qui pro acqua- 
tionegam^-; fcilicet In his ergo cafibus cor
pus minimum defcenfum abfoluit eodem tempore 
quo in vacuo; feu defcenfus fuper infima curuae 
portiuncula infinite parua, idem erit in vacuo et 
in medio rcfiftente fi modo

Co-



Corollarium 2.
740. Si w —i- in ytroquc termino s habe

bit duas dknenfiones. Quare radius ofculi in A 
non amplius erit fed co erit minor. In hoc 
ergo medio, quod in ratione celeritatum relidit; 
tempus defcenfus minimi per arculum circularem 
maius erit quam in vacuo; hocque in data ratione,

Corollarium 5.
74. T. Si m fuerit <C |; verum tamen > ot 

radius ofculi in A erit infinite paruus; fuper hac 
ergo curua in vacuo minimus defcenfus abfoluc- 
rctur tempore infinite paruo; cum in medio rc- 
fiftcntc finito tempore perficiatur.

Scholion D
742, Quod ad hunc cafum attinet r 

hoc quod diximus quidem ex aequatione fequi- 
tur, quam in medio rariffimo quaefito plene fa- 
tisfacere ponimus. In cafu autem quo tres 
termini, cx quibus aequatio confidit, ctiamfi me
dium fit rarifiimum non fotisfaciunt, Duo enim 
termini quibus gx aequatur, confiderari debent 
tanquam duo termini initiales feriei conuergcntis, 
in qua fequentes prae primis euanefcant. Tota 
vero feries hujusmodi habebit formam^.v—^H- 
Aj,2m"Hl U f 4m Q(6m—i

quai 



qua exponentes ipfius s in progrefiione arithme
tica progrediuntur-, haecque forma partim ex ana• 
logia partim ea ipfii ratione, qua ad fecundum 
terminum inuenieudum vfi fumus, colligi poteft. 
Ex hac iam forma apparet curuae in punAo in
fimo A conditionem, fi ni<^ cx duobus termk 
nis primis cognofci non pofle, quantumuis k fit ma
gnum. Quia enim exponentes ipfius s decrefcunt, 
in fequentibus terminis s tandem in denomina- 
torem migrabit , ideoque pofito s ~ o fiet 

, ex quo apparer curuam his cafibus 
in A, non terminari; neque radium ofculi in hoc 
loco poiTe definiri. Quod incommodum non ha
bet locum, fi exponentes ipfius a crefcunt.

Scholion 2»
743. Hinc igitur patet modus curuam tau- 

tochronam in medio in quacunque celeritatum 
ratione multiplicata refiftente inueniendi; etiamfi 
medium non fuerit rariflimum. Cum enim aequa
tio pro tautochrona fit huius formae gx~s- -4- 
A f2’"'4"' Bf4m

+ CtC* qUem“ 
admodum cx conditione tautochronismi valorem 
cocflicientis A determinnuimus;, eodem modo 
etiam cocfircientcs reliquorum terminorum pote
runt definiri. At propter tantopere compofitas 
formulas integrales labor fere fit infuperabilis; 
autem forte fubleuabitur, fi quis tantum vnicum 

cocf-



coefficientem B vel ad fummum duos B et C de
terminandi operam adhibuerit, quoniam fequen- 
tes ex analogia concludi poflcnt. Ad haec ac
cedit, quod haec feries incafu, quo cogni
ta fit; quippe ex fuperioribus (724) habemus 5 x 
■— a I H4sak* 48 ocp+ etc« quae fe
ries ad generalem inueniendam non parum fub- 
fidii afferet. Terminus vero B inueniri debet cx 
fequente aequatione BJ 3 A4 A

y, 7”

lf—7Ti-7^—mNr (jf-ss l
j ds(ff-ss)n~l f ds( f-ss}n

-mf— --------7-7------- -z  ---------- , cuius acqua-

tionis integralia ita funt fumenda vt euanefeant 
pofito S~f, quo fifto poni debet s~O' atque 
tum valor ipfius B inuenictur. Coefliciens ve
ro A iam cognitus eft; inucnimus enim A

Pro cafu T10 fupe- 
riorem aequationem euolui inuenique Br^; 
cxiflcnte A—id quod egregie congruit. Si 
autem valores coefficientium in infinitum inno- 
tefcerent, tum haberetur quidem aequatio ferie 
infinita conflans pro tautochrona quaefita; quae 
autem fi eius lex cognita fuerit, per methodum 
meam, feries fummandi, in aequationem termi
norum numero finito conflantem transformari po- 

Torn. II. Fff terit 



terit. Atque hanc propemodum vnicam et tu- 
tiflimam indico methodum, cuius ope tautochro- 
nac in aliis refittentiae bypothefibus inueniri queant»

Corollarium 4.
1 A r 2^4-1

•74.4. Si igitur aequatio^.?

Bi4" . . ,-4- —r™ -4- etc. exprimat tautochronam de-

fcenfuum; afcenfus tautochronos producet iRa.cur- 
,t Af2’*1WLgX—-

H- etc. quae oritur ponendo negatiuum»

Corollarium 5.
745. Perfpicitur hinc quoties m fuerit nume

rus integer, toties tautochronam afccnfibus infer- 
nientem ANC effe continuam tautochronae de- 
fcenfuum B M A. Eidem enim aequatio oritur 
fiue X:w fiue s ponatur negatiuuin.

Corollarium 6.
745 Praeterea intelligitur curuam ANC, hi- 

per qua omnes afcenfus eodem tempore abfol- 
nuntur, quo defcenfus fuper curua BMA, minus 
e(Te curuam quam BMA, et cufpidem C altius ha
bere pofitam quemadmodum in medio quod in 
duplicata celeritatum ratione refiftit.



Cprollarium 7.
In medio quod in fimplici ratione ce

leritatum refidit, omnes ipfius .f exponentes fiunt 
3x2; cx quo (equitur tam tautochronam defeen- 
fuum quam afccnfuum efle femicycloides. Ea ve
ro pro afcenfu, quia j2 minorem habet coeffi- 
cientcm, quam pro defcenfu maiore circulo erit 
genita; fi quidem tempora afcenfuum aequalia efle 
debeant temporibus defcenfuum. Interim vero 
eadem cyclois continua femiofcillationes quoque 
producit ifochronas, afcenfuum vero tempori 
erunt minora quam tempora defcenfuum.

Scholion
748. Si w eft numerus integer facile ex da

ta forma poteft ipfius A valor definiri. Namque 
fi w~ 1 erit A~^; fi w~2 erit Ax^ et iti 
porro. At fi m non eft numerus integer diffici
lius eft valorem A exhibere; feries enim valo- 
rum ipfius A debet interpolari. Pro fraftionibus 
quidem, quarum denominator eft 2 valor ipfius 
A per quadraturam circuli poteft definiri. Pofi
to enim r pro perimetro circuli, cuius diameter 
eft 1, erit vt (equitur :

2, J, etc.
A X _2JL . . 2. 4- 6- 1 Pf.r

' TT ’ 3.2V’ 3.$.3w’ 3.

Ex quo patet fi fuerit in —forc A —tz— 
i~-72j(n-+-1)tt > atque adeo g x —— a H- 

ii' Fff 2 2.4. 6



2.4.6---- 2«. S2^2
3.5.7- - ^2)1-1-i)^n-}-i)'na'nicm exiftentc fcilicet m

Quaecunque autem m fuerit fra&io, erit

perpetuo A = • hoc in«g«»
ita accepto, vt euanefeat pofito z^O' atque tum 
pofito z~i. Quemadmodum docui in Comment. 
A. 1730. in Diff. de progreflionibus transcen
dentibus.

Corollarium g.
74.9. Si nunc pro fingulis mediis refiftenti- 

bus rariflimis quaerantur tautochronae defcenfuum 
eae fc habebunt vt fequitur:

m — o ^A^^-4-r
I 32 , J *

j2 , 51

, .   s2 . J ♦
W — 2 S — <T “I " 3 it a k ^ak

s1 , 3 s s
w — a g a — a ""H ^.oa 2 k*

_ c s1 , SsO
— 2 — <T -H 4 f2 i; 2 Vak
— 31 — a" ~H 1 1 '2 a ’ feV

Ex his formabuntur tautochronae afcenfuum; fi 
vltimi termini fiant negatiui.

Scholion 4.'
750. Haec igitur fufficiant de tautochronis 

fimplicibuS; fuper quibus vel omnes defcenfus tan
tum 
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tum, vel omnes afcenfus aequalibus abfoluuntur 
temporibus. Praeter has autem curuas etiam aliae 
tautochronarum nomine appellari poliunt, fuper 
quibus vel omnes femiofcillationcs, vel etiam fo* 
lum omnes integrae ofcillationes fint ifochronae; 
quarum curuarum numerus vti etiam in vacuo 
eft infinitus. Quod autem ad integras ofcillationes 
attinet, haec quaeftio refiftentiae propria eft, in 
vacuo enim omnes fcmiolcillationes inter fc funt 
aequales. Quia autem in his quaeftionibus duae 
curuae inueniendae proponuntur, quarum altera 
ad afcenfus altera ad defcenfus pertineat; ante
quam hpiusmodi quaeftiones pro tautochronismo 
foluamus, alias faciliores propofitiones circa bi
nas curuas afcenfum et defcenfum fpedbAntes prae
mittemus. ■_ k j . v „■ *

PROPOSITIO 85- ", 
Problema.

751. I» hypotbeji potentiae vniformis deorfum 
tendentis et medio vniformi, quod rcfijlit in duplicata 
ratione celeritatum, data curua MA inuenire alte
ram A N illi in A innuendam buius indolis \ vt cor
pus per arcum qucmcinque MA fuper curua data 
defeendens Juper curua quaefita ajcenfu conjiciat ar
cum AN , qui aequalis fit arcui MA.

Solutio,
Pofitis potentia follicitanteg; exponente re* 

fiftcntiae k, et celeritate in A, quam ex defeen-
Fff 3 fu

Tab. KV.
Fig. 6.



Qi acquifiuit, quaque fuper curua quaefita ANaf- 
ccnfum inchoat, debita altidPdifii A; fit pro cur- 
iia data abfeiffa APiz.Vj arcus ' AM— s, pro quae
fita Vero fit abfeiffa AQ~Z atque arcus AN—r. 
His'1 pbfitis' .erit altitudo celeritati corporis defeen-

U'; ; • * * r-Zl ।
.dentis in M debita — ek (b—gf e kdx) ct alti
tudo celeritati corporis ofeendentis in N debita 

_._ r r
Z^'c~^b—gfe'^dty). Integer ergo arcus defccn- 

i —£
fus progenit cx hac aequatione b~gfe kdx\ in
tegor verp arcus afccnfus cx hac aequatione b 

■ r
‘—gfe'kdt. Inter arcus igitur defcenfus et afccn- 

—s r
fus haec habebitur aequatio: fe~kdx~jekdt feu 

—s r
huius differcntialis e“ kdx~e k dt. Quare cum ar
cus afccnfus aequalis efle debeat arcui defcenfus 
ponatur r~s \ quo fafto prodibit ifta aequatio

■-
e kdx^dt. Cum autem curua MA data fit, 
dabitur aequatio inter j- ct x\ cx qua , fi loco 
dx eius: valor per j et. ds fubftituatur, prodibit 
aequatio inter t et r feu inter t et r propter r 
— .f, qiiae determinabit naturam curuae quaefitae 
AN. Q. E. I.

Corollarium i.
752. Si cutruae datae ,MA pprtio infima ex

primatur aequatione x—a.sn\ erit proportione 
in fi-



infima curuae AN haec aequatio <7ria»c 'a"*' 
r 9 £nUJ j bo — t JU 4 t 35icqq£ 3od xo «cw 
ds. Eft vero propter s nrcum mi,nimum

, 2 OL N S n_*~ 1
i —vn^e erit a-fn——r—r—— feu tantum

t^a>n. Portiones ergo infimae vtriusque curuae 
erunt inter ie E miles.

• * G»
■ ’ .. i A v:.Corollarium 2, P r ;/
, . _ asS* q jg • . ■ . ■753. Ex aequatione e ^dx~dt intelligitur
efle (emper dt <^dx ifcu t <^x. Pundum ctgo N
femper humilius erit pofitum, quam pundum rc- 
fpondens M. Ex quo feqhitur curuam AN mi
nus effe curuam verfus AB, quam curuam AM.

h. > J-I: 4tHU3' t oi:'o . . fi c/j '
Corollarium 5.’ __ . rn < KTZ^754. Hanc ob rem curua ANC non pote

rit effe fimilis et aequalis curuae AM; quia hoc 
cafu punda M et N arcus aequales AM-ct-AN
terminantia forent in eadem altitudine fita.

■t: , /-5 n J o» ‘Corollarium 4.
755. Si corpus fuper curua MA.,CX altitt|r 

dine infinita dcfcendcrct, quia in A celeritatem 
tantum finitam acquirit ad altitudinem tantum fi
nitam afeendere poterit. Hoc ergo cafu, quo 
curua AM in infinitum porrigatur, Curua ANC non 
vitra datam altitudinem afeendere poterit , fed 
V afym-



afymtoton habebit horizontalem .B C. Id quod 
etiam ex hoc apparet, ii fit JZiw; tum enim 
prodit dt~o. ■ ' ahg " h

,' 'C C
j•; • r r h - . ■ » r 1 fi : o' nv - jScholion r„

I \ . ■ ; » a . 1
^$6. Quemadmodum ex hac propofitione 

intclligitur, quomodo ex data curua defceiHuum 
MA inueniri debeat curua afcenfuum AN; ita vi- 
ciflim hinc facile erit ex data curua AN alteram 
definire. Si enim detur aequatio inter t et s , 

2 r o t ti •. . .
erit dxx^e^dt^ aequatio pro curua AM.
-oi mn.amjq , n-iil >r ? ia nfi -j-

Corollarium $■.
757. Quia curuae defcenfuum MArefpondet 

curua afcenfuum AN, cuius haec eft aequatio dt — 
— 2S

e ^d x. Ita fi haec curua AN pro curua de- 
fccnfiium accipiatur, erit rcfpondentis curuae afeen- 

— 2« —4?
luum abfeiffa zzif e kdt~fe~~ kdx.

Corollarium 6^ ‘
758. Si hoc modo vltcriores curuae refpon- 

dentes quaerantur, obtinebitur fcquens aequatio
num feries.

curuae recondens arcui s.
I zxz x ‘ . n '

r tt ' / —J 311 ~fe^x
III =zfe~kdx

IV



— 6 s

IV ~ fe kdx

— 2 (n-1 )t 
n — fe k dx.

Corollarium 7.
759. Huius igitur feriei duae curuae conti

guae hanc habebunt proprietatem, vt, iis in in
fimo punflo A coniunflis, corpus fuper priori 
defeendens, fuper altera per arcum afeendat ae
qualem arcui defcenfus. Infinitefima autem hu
ius feriei curua faflo «—eo, fit reda horizonta-

—00s
lis, quia euanefeit e k j ideoque ipfa curuae ab- 
fciffa.

Exemplum 1.
750. Sit linea data refla verticalis, erit x~s. Tnb. xvi. 

Pro curua ergo afcenfuum quaefita ANE cxillcnte F,5',• 
A Q — et AN —j habebitur ifta aequatio dt —
-Js i, ~2*

e Hds feu t — k ). Atque eliminata quan
titate exponentiali erit ztds — kds—k d t fiue

- ----- — 5*. Ex qua aequatione pcrfpicitur
curuam ANE effe trafloriam fuper afymtoto ho* 
rizontali BD filo longitudinis genitam. Qua
re altitudo afymtoti AB erit ~^k. Si nunc haec 
ipfa trafloria ANE pro curua dcfcenfuum acci-* 
piatur, ei refpondcbit curua quaefita, cuius ab-

Tom. II, Ggg fcifla



—v
fcifla arcui r refpondens erit ~fe k d$\ quae er
go curua iterum erit tradoria afymtoton hori
zontalem habens, cuius afymtotos fupra A ele- 
uata eft interuallo ^k, cui longitudo fili aequatur. 
Serici vero fuperioris omnes curuae erunt tra- 
doriae, quae filis generantur, quorum longitudi
nes conftituunt hanc feriem £ etc. Re
da fcilicet verticalis tanquam tradoria confidera- 
ri poteft, cuius filum generans eft feu infini
tum. Vltima autem huius feriei tradoria in re
dam abit horizontalem per A dudam.

Exemplum 2.
Si linea defcenfuum data fuerit reda 

vteunque ad horizontem inclinata MA, ita vt fit 
IVI A (j ): AP(a') —a; i , feu^xzz/; habebitur pro 

curua quaefita AN ifta aequatio a.dt~e k ds,
—

cuius integralis eft a t — * (i — e k ). Ex quibus 
aequationibus coniundis oritur aa/ds—kds—akdt feu 
( £—t)ds .—~ Quae aequatio quoque eft pro tra

doria filo longitudinis fuper afymtoto horizon
tali BD genita; exiftente AB—haecque tra
doria per A transire debet. Seriei fequentes cur
uae omnes funt quoque tradoriae, vt in praece
dente exemplo, quarum fila generantia funt 
2> ii Jb etc. earum vero alymtutorm a pundo
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h • k kA diftantiae tenent hanc progreffionem oa’^’ 

etc. Hac fcilicet omnes tradoriae cum axe 
verticali AB angulum conftituent aequalem an
gulo PAM.

Corollarium g.
7^2. Tradoriarum harum ea, quae primam 

feu rectam M A praecedit, hanc ergo habebit pro
prietatem, vt corpus fuper ea defeendens, po- 
ftcaque fuper reda AM afeendens aequalia fpatia 
percurrar.

Corollarium 9.
763. Ad curuam igitur defcenfuum CA in

veniendam, cui refpondeat recta inclinata AM; fu- 
per afymtoto horizontali filo longitudinis | de- 
feribatur tractoria CA, in caque fumatur appli
cata A^^s^ er cx A conftituatur reda inclina
ta AM; eritque C A curua defcenfuum , cui re- 
fpondet reda AM pro afccnfibus.

• * C 2 C . * 2 ; « - O ' cl < j C '£

Scholion 2-
764. . Inferuire poteft hic cafus inftar exem

pli problematis inucrfi, quo ex data curua afeen- 
fuum, curua defcenfuum requiritur.

Ggg 2 Exem-



Tab. XV, 
Fig. 6.

Exemplum 5.
“765. Sit curua defcenfuum data cyclois MA, 

cuius natura hac aequatione fit exprefla zax—/, 
feu circuli genitoris diameter zz |. Erit ergo dx 
— s-~f vnde pro curua altera afcenfuum AN haec 

inuenitur aequatio adt~e k sds, cuius integra-
—2s

lis eft, at—%( 1 — e k ) — k S) quae propter 
— 2r

e abit in hanc atsds — -
a~^~. Haec curua in A, vt iam eft diftum, tam
gentem habebit horizontalem. Habebit vero etiam
afymtoton BC horizontalem; cuius altitudo BA 
reperictur fi s fiat zz oo. Fiet autem hoc cafu

—
e ~k —0\ quare erit JzzABzzL’. gx hoc intel- 
ligitur curuam alicubi puncftum flexus contrarii ha
bere debere; quod inuenietur fi pofito di con
flante, ponatur dds~o. Hinc vero prodibit i 
— y feu S—^. Quare fi fumatur arcus ANzz| 
erit N pun&um flexus contrarii; cui refpondet 
abfeifla AQzz^ —leu BQ—Quo circa erit 
femper AB:BQzz<?: 2 = 2, 71028: 2.

Scholion 5.
766’. Problema hoc propofitnm extat ab a- 

nonymo in Aft. Lipf. A. 1728. eiusque lolutio- 
nem dedit in Commenr. Acad. Petrop. A. 1729‘ 
Cl. D. BernouUi) alia vfus methodo. Praeter 

hanc
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hanc vero conditionem anonymus ille potiflimum 
requirit vnam curuam continuam , cuius alter ra
mus defcenfibus alter afcenfibus inferuiat, cuius- 
modi curuae dantur innumerabiles, quas in fe- 
quente propofttione detegemus.

PROPOSITIO 84. 
. Problema.

767. Iisdem poftis vt ante} inuenire curuam T«b. xv. 
continuam MAN huiusmodi, vt in quauis femio[ciHa- Fig-<5. 
tione, quae femper in arcu MA incipiat, Juper ea 
fucta arcus defcenfus MA aequalis fit arcui afcenfus 
fcquentis AN.

Solutio.
Propofitio haec a praecedente in hoc tan

tum differt, quod ibi data fuerit curua MA i hic 
vero ea quoque quaeri debeat ex hac conditio
ne, quod vtraque curua MA et A N vnam ean- 
demque curuam continuam conftituere debeant. 
Sumtis igitur arcubus AM et AN aequalibus “j, 

—2t 
et pofita AP“.r atque AQzJ, erit dttze k 
dx. Quia autem curua MAN debet effe conti
nua, aequationem inter r ct x ita oportet effe 
comparatam , vt ii in ea loco r ponatur minus 
-r, quo cafu arcus AM in arcum AN abit, va-

— 2X »
lor ipfius x fiat zz t feu zz/e * dx. Pono igi’ 

Ggg 3 tur



•!

tur dx—Mds, vbi M fit fimdio quaedam ipfius .f; 
eaque abeat in N, fi loco r ponatur—r. Pona
tur ergo —.f loco s quo cafu x abit in t , erit- 

— 2£
que dt~— Nds. Eli vero quoque dt~ek dx 

— 2» —?£
~c k Mds, quocirca eritN —— & M. Sit por

ro P, abeatque P in Q pofito —j loco s
— $

eritque Q Quibus valoribus loco AI et
N fubftitutis prodibit Q“ —P. Ex quo apparet 
P huiusmodi effe debere fun&ionem ipfius .f, quae 
abeat in —P pofito —j loco r, quas funftiones 
impares appellare confueui. Sit itaque P fumftio 
quaecunque impar ipfius r, cuiusmodi funt e.gr.

r ' f
as, as3, as5 etc. eritque Mrs^Pds feu X—fe * 
Pds. Quae eft aequatio pro curua quaefita. QE.I.

Corollarium i.
s

76S. Qiia eft dx~e kPds erit fumendis lo- 
.garithmis Id x— ■{-[- IP -+■ / d s. DifFerentietur haec 
aequatio denuo pofito, ds conftante, prodibitque 

fc“ kPddx-Pdxds-^kdxdP. Qnae 
aequatio ab exponentialibus eft libera.

Cor ollarium 2.
•769. Quoniam P per .c dari debet aequatio 

inuenta non habet variabiles inter fe permixtas; 
quamobrem ea fufficit ad curuas in ea contentas 
conftruendas. "

£ Excm-



Exemplum.
y

770. Ponamus effe P —erit axz^fe ksds 
_s —

z^ke ^s—k1 e quae eft aequatio pro vna
et fortaffc fimpliciflima curua fatisfaciente. Haec 

s
vero aequatio eliminato exponentiali e * abit in 
hanc axsds~aksdx—k*adx-Y-k1 sds . Vel ex-

S

pofito e k per feriem prodibit ifta aequatio ax~ 
u + Haec ergo
curua in A habet tangentem horizontalem, eius- 
que radius ofculi in hoc loco eft a. Quia ne cur
ua fiat imaginaria effe debet dx<^ds debebit effe

s
c^s^a. Quo ergo loco fit e ks, quae exprel- 
fio crefcente j quoque crefcit, aequalis a, ibi 
curua A M habebit tangentem verticalem atque 
pun&um reuerfionis. Pro ramo AN pofito — s 

— s
loco haec habetur aequatio a x —Je ^sdsj 

.—s
e~^sds ~feu dxz=.—------ Quare quamdiu fuerit e ks<^,

curua non fit imaginaria. At fi vsqunm fi e~k 
s — a, ibi curua quoque habebit pun&um reuer
fionis ct diametrum verticalem. Fieri autem por- 

—5
eft fi rz fatis magnum accipiatur, vt e ks femper 
minus fit quam a, quo cafu curua AN in infi
nitum abibit, afymtotonque habebit horizonta

lem 



lem BC. Fit nutem e k s ~ o cafibus , jzro ct 
j— co, habebit ergo valorem maximum, fi eius 
differentiale hoc vero cafu fit k —s , ct 

—5
c ^s~ke. Quare fi fuerit a^>^ curua habebit afym- 
toton BC, cuius altitudo BA erit -V- At fi 
fuerit curua AN, vti alter ramus, habebit 
quoque pundum reuerfionis, quod ex hac taequa- 

—s
tionc determinabitur, az^.e ^s. In priori cafu 
curua AN habere debet pundum flexus contrarii, 
quod reperietur ex hac aequatione i~erit fci
licet in N fumto arcu AN~£.

PROPOSITIO 87- 
Problema.

77 x. In bypotbefi grauitatis et rcjjlentiae prae
cedenti fi data fuerit curua MA, fuper quadefeen- 
fus alfoluanturj inuenire pro ajcenjibus curuam AN 
buius proprietatis, vt afcenfus cuiusque tempus aequa
le fit tempori dejcenfus praecedentis.

Solutio.
Pofitis vt ante potentia follicitantc — X, e* 

medii exponente zsX:; fit pro curua MA abfcif- 
fa AP — x-, arcus AM~.c, atque pro curua quae- 
fita AN, abfeifla AQ = /-, arcus AN~r. Pona
tur altitudo celeritati defcenfu quodam in A ac- 
quifito debita , qua celeritate fequentem af- 
cenfum in curua AN abfoluet. His pofitis erit 

alti- 



altitudo -celeritati in M debita ~ e k(b—gje lldx) 
_r 

ct altitudo in afcenfu celeritati in N debitas^’* 
r.

(b-gfc kdt). Tempus ergo defccnfus per arcum
. r ds

M A erit —J  ----------- ——, et tempus afcenfus
■£-kV (b—gje kdx) 

a m e^dr ,per arcum , quae duo
J( b—gf c~kdt}

tempora, fi poft integrationem, ponatur gfc kdx 
r . .j

zrJ, atque gjc kdt~ b debent efle aequalia. Po- 
—r r

natur ad hoc obtinendum gfe^dx — X; gfe dt 
r ds r

—Te atque -j— ~dS et r-kdr — dR., vbi X, 
■ . f 24

T, S ct R fint tales functiones, quae euanefeant 
pofito X, s,t ct r~ o. Efficiendum ergo eft, 
vt haec duo intcgralia ct f ^7] fiant in
ter fe aequalia, fi poft integrationem ponatur 
X"^ ct 'l—b. At S ct R vti ct X et T funt 
quantitates a b prorfus non pendentes, atque 
eandem inter fe relationem tenere debent, quem- 
cunquc valerem b habuerit. Quaefito ergo fatis- 
fict, fi R fuerit talis fiindio ipfius T, qualis S eft 
ipfius X. Vel fumto R—S efle quoque debet 

TzX. Eft vero S— zk( 1 — e^k) ct Rzra^(c^
Tom. II. Hhh — 1)



—— r ); fiido igitur R — S erit 2 z= e -5 
r-5 2 *

atque r~ 2 — c~k\ Quia autem hoc
•—r r

pofito effe debet XzsT feu e *dx~e'kdt fiet 
— s—r r —r

t—fe~k dx. Cum vero fit £ *—( 2 —/ 
—J dx

— *} erit t—f--------- ~~
fk (z—e2k

r dx _
J--- ;------ . Ex quibus ergo conftrudio curuae

( 2^2 k— i/
—r 

innotcfcit, quia fumto arcu AN~rzr2K(2—e2k) 
d vhuic refpondet abfcifla KQzzt — T--------------- --

( 2 e H— 1 )* 
Aequatio vero pro curua AN commodius inue- 
nietur ex data aequatione inter j et X. Nam 

—- dtquia eft — 2 kl( 2 — e^k) et x~ I-——-----  • fi.
(2 e 2 k — j )* 

loco s et x hi valores fubftituantur, prodibit 
aequatio inter t et r pro curua quaefita AN- 
Q. E. L

Corollarium l

772. Qttia eft r~ zkl{ 2— ) erit d r tz

^-s
•------~zis---- • Cum vero nc curua AN fiat ima* 
( 2 — e 2 k ) 
ginaria efle debeat dr^dt-y curua AN cousque 

erit



erit realis, quousque ds *> —---- -—=-, feu d s
c 2 i ( 2 — c 2

dx

2^2*— j
Corollarium 2.

j
773. Eft vero femper maius vnitate •, 

ex quo (equitur vbi fuerit ds^dx eo magis fore ds^ 
d x——--- . Quare fi curua data fuerit realis, quae-

1
fita quoque femper erit rcalis.

Corollarium 3.
r

774. . Cum fit .t — — 2 k K 2 — e= *) erit ds~

^'dr dr , . ............................ ~~ ——---- , vnde facilius relatio in- 
( 2 —---2 h ) ( —1 )
ter ds et dx in computum duci poteft.

Corollarium 4.
775' Ex folutionc problematis fimul appa

ret, quomodo eius inuerfum fit foluendum. Si 
enim curua afcenfuum A N datur , feu aequatio 
inter t ct r, ex ea aequatio inter x et s for

mabitur ope aequationum t — F—~s----  et r—
(2 £2k—

—r
2&/( 2—

Hhh2 Co-



Tnb. XVI.
Fig.t.

Corollarium $.
775. Ad curuae formam circa punitum A 

indagandam ponantur .f et r valde exigua, erit-
—X

que — 1, vnde fiet dr zz ds atque dtzzdx. 
Ex quo perfpicitur curuarum M A et N A infimas, 
portiones cfie inter fc fimiles et aequales-

Exemplum i-
777. Sit linea defccnfimm data rcfta MA, 

vtcunque inclinata, vt fit szzax feu dszzadx. 
_ , d)' ,
Cum nunc fit dszz—~---- et dx zz-------~r-----

2 e st—1 (2^2”*-!)*
habebitur inter t et r pro curua quaefita ifta ae-

a. d t —r
quatio, drzz ——— ^cu c ndv—dr ci>

2C Tk— 1
-r

ius integralis eft at — 1 — e— r. Quae ac- 
quatio in fcriem co nue da dat at~r-773 ^.4-777-^5^

“b" etc- ideoque in punito infimo A cit 
dr—adt. Curua haec alicubi habebit tangentem 
horizontalem, qui locus inuenictur ponendo dt

-r:
zzo tum vero erit 2zze2* feu r zz 2 k / - 5 cur 
refpondet atzzz k—zklz. Atque fi r fiat maius 
quam 2U 2 valor ipfius dt fiet negatiuus, ideo- 
que curua iterum defccnder, donec —dt fiat zzd^r 
hoc auterh accidit, fi eft 1— azzzc^k feu^^2^ 

i



/7—. At quia a non poteft cffe minus quam 
ij ii eft <%m tangens verticalis in infinitum ab 
A diftabit> atque fi a^> 1 vitra tangentem hori
zontalem nusquam habebit tangentem verticalem. 
Sed antrorium vitra tangentem habebit vertica
lem, vbi eft r~— zkl^-. Cafu ergo quo li
nea data eft verticalis, feu a~ 1 fit r~o} fea 
tangens in A erit verticalis.

Corollarium 6.
Si s denotet totum arcum dcfcenfus, r Tab. xy, 

exprimet totum arcum fequenti afcenfu fuper cur- 
na AN deferiptum. Quare fi detur arcus defeen-

•—S

fus s reperietur arcus afcenfus r — 2 kl (2 — c 
Quoniam enim pofuimus TzzX integros arcus 
dcfcenfus et afcenfus litterae s et r denotant. . . • s

Exemplum 2.
779. Sit curua data MA ipfh tautochrona 

defcenfuum, quam ante pro eadem refiftentiae 
hypothefi inucnimus-, habebit curua AN hanc pro
prietatem, vt omnes afcenfus aequalibus quoque 
abfoluantur temporibus-, iisdem nempe quibus de- 
fccnfus fuper MA. Quare turua AN erit ipfh 
tautochrona afcenfuum cum curua MA continua 
iam ante inuenta. Q10 hoc autem ex ifto cal
culo oftendatur, fumamus aequationem pro cur- 
ua tautochrona defcenfuumr quae eft vel adx^k

Hlih^



43o CAPUT TERTIUM DE MOTU PUNCTI

i j
(ezk— i) ds vel ax — zkSteik — ij—ks. Cum nunc

—r
- , d)' L ezkfit ds~——— ct c^k — ——---- atque dx — 

zei k— i 2 e ^k— i
dt a dt

—7T---- j his fubftitutis erit —zz?-------- ————
(2fH—i)’ (if 2* — i) *

—r
kdr( i — e 2*)
---- —r--------feu adt— k (i — e -k^dr. Quae ae- 
(ze ik-rf

quatio cx illa formatur, fi pro x po-natur t at
que — r pro f. Qiiarc haec curua AN eft con
tinua cum AIA atque tautochrona afcenfuum.

Corollarium /.
780. Dato ergo arcu defcenfus r fuper tau

tochrona defcenfuum; erit arcus afccnfus fequen- 
tis fuper tautochrona afcenfuum 2 k/( z—e^it^ 
Atque fi defcenfus a cufpide tautochronae defccn- 

s
fuum incipiat, cuius locum dat e 2k —2^.) 
crit arcus afccnfus r~ zkl^~^, vt fupra inueni- 
mus (732).

Scholion.
781. Cum itaque tautochrona in hac rcfi- 

ftentiae hypothefi quaefito fatisfaciat atque fit clir' 
ua continua; hinc anfam arripimus inucftigandi 

plures 



plures curuas continuas, quarum duo rami vices 
curuarum MA ct AN fuftinere queant-, id quod 
in fequente propofitione praeftabimus.

PROPOSITIO 86. 
Problema.

•782. Iisdem pofitis vt ante inuenire cafit^ qui
bus duae curuae MA et AN, fuper quibus depensus 
et fquentes afcenjus aequalibus temporibus alfoluan- 
tur, unam curuam continuam conf ituunt.

Solutio.
Manentibus iisdem denominationibus, quibus 

in praecedente propofitione vfi fumus, fcilicet 
APrza”, AMzj, AQ~r et AN—r; praeter 

r —r
duas aequationes ibi inuentas 2 — e^-^-e^ et 
—s r

e kdx— e kdt effici debet, vt aequationes inter 
J ct x et inter r et t fub eadem aequatione com
prehendantur. Sumamus ad hoc nonam variabi
lem z,-ex qua pun&um M in curua AM deter
minetur, ita vt fi z fiat negatiuum, eodem mo
do obtineatur pundum N in altera curua. Hanc 
ob rem s huiusmodi effe oportet fundtionem ipfius 
z, vt eadem, fi loco z ponatur —z, det arcum 
AN, qui ob pofitionem negatiuam eft — r, ita

—g
vt J abeat in — r pofito — z loco z. Ponatur^2* 

r r
— i-p-Q, erit e 2*'zz 1 — Q propter 2—e^-A-o2k 

ideo-

Tab XV
Fig. 6,



TERTIAM DE M.QTV PPKCT1

ideoque Q erit funflio impar ipfius z, quae in fui 
negutiuam abit fado z ncgatiuo. Erit itaque 

r
rr.(iH-Q)2 et c k~(i — Q)2. Porro autem efle 
debet r/.v atque x talis efle
debet fundio ipfius z, quae abit in t pofito z ne- 
gatiuo. Ponatur dx~ Mdz, abeatqup M in N fa
do z negatiuo , erit ergo dt^— Ndz. Quamobrcm 
fiet M (i H- Q / —~N ( r — Q)*. Sit ergo M—P 
(i— Q)2 exiftente P quoque ~ fundioni impari 
ipfius z\ atque tum flet N’-P (i+Q)’; 
ideoque aequalia inter fe erunt M ( i H-Q)1 
ct — N(i — Q)2 vti requiritur. Sumtis ergo pro 
lubitu loco P ct Q fundionibus imparibus ipfius z, 
erit dx~ Vdz( i — Q)1 feu x "J Pdz (i —Q)2 atque 
s—zk!-^ Vndc innumerabiles oriuntur curuae 
MA, quarum partes continuae AN afcenfus pro
ducunt ifochronos refpediue defccnfibus fuper MA 
fidis. Quia autem duae fundiones occurrunt P 
et Q, determinetur altera, vt fit Q— — z erit r rz 
^kl atque x~J Pt/s(r-H:)*. In quarum po- 
ileriore aequatione valor ipfius z cx priore, qui 

—r
eft zzi-e-k fubftituatur, habebiturque aequatio 
inter x et r pro curua quaefita. Q E. L

Corollarium i.
783. Si zzzo, fit quoque .r rr 0. Quare in

tegrate ipfius TdzC 1 z)1 ita accipi debet vt cua-
nefeat pofito z~o. Nam cuanefccnte arcu y ab- 
fcifla quoque x cuancfccre debet.



SVTER DATA LINEA IN MEDIO RES. 43 3

Corollarium
784. Cum fit s= erit ds ~et

quia eft d x~P d z(i-p-zY, erit
nifi ergo P(i-x) (i-Hs) maius fuerit quam 2^ 
curua erit realis.

Corollarium 5.
785. In pundo infimo A, quia euanefeit z, 

erit ai —V- Quare P talis effe debet fundio im
par ipfius z, vt ea, fi z~o, minor fit quam 2 k: 
hoc autem euenire non poteft, nifi P talis fue
rit fundio ipfius z, quae euanefeat pofito z~ot 
hocque cafu tangens in A erit horizontalis.

Exemplum
7S6. Quia P debet cfto fundio impar ipfius 

z, ponatur P — Quo pofito erit x ~~
f azd? feu dx — Eft vero z—i—e^ ctJ ( 1 —z)1 (1 —z)—r —-r
dz — ^ke2k^D atque 1— z~e^k. Quibus fubfti-

—-j — r
, . , ac 2 kds (1 — e^k) , *

tutis habebitur dx —---------- —------— ~k(c2k-i\
zke k

Quic eft aequatio pro curua tautochrona fupra 
inuenta, fuper cuius parte MA omnes defcenfus 
aequalibus abfoluuntur temporibus; fuper parte au
tem altera AN omnes afccnfus iisdem temporibus.
To/h. II. Hi Excm-



Exemplum 2-
707. oil 1 — , erit x— / ((.—

—s
— 3£5i±fi.J. Cum autem fit zm i — e - k et x— z r.—%

—£ 2 —r
—1 . a(i—e'2k) (4.-^2*) —s

—e^", erit x—---------- —s----------— a (x — e^)
e2,l

( + *=‘
3«

— 1) — a^e-l — (3 — ezkf). Quae aequa
tio in feriem conuerfa dat ----- LL_

. ,S I® . 1 netc. ~ b .v mutata conflante a
inin 26 •

PROPOSITIO 87
Problema.

T.b. XVT.
Fig. 3. 788. In bypotbcft grauitatis vniformis deorfum 

tendentis et medio vnijormi in duplicata celeritatum 
ratione rejlfiente, Ji detur curua quaecunque MA, 
fuper qua corpus defcenfus abfoluaty inuenire curuam 
A N ei iungendam ad afcenfus idoneam, ita vt omnes 
femiofeidationes, quae juper curua MAN Jiunt y ae
qualibus abfoluantur temporibus^

Solutio.
Pofitis vt haftenus potentia follicitante, , 

ct exponente refiftentiae k, fit curuae datae MA 
«bfeifla AP ~.r; arcus A M~.r, curuae vero quae- 
fitae abfcifTa AQ—1\ arcus AN —r. Incipiat nunc 
defcenfus in quocunque curuae MA pundo, fic* 

qu? 



que celeritas in A acquifita debita altitudini 
qua celeritate lequentem afcenfum in curua AN 
abfoluet. His politis erit altitudo celeritati cor- 

£ —J
poris dcfccndcntis in M debita zz(b—gffkdx^ 
et altitudo celeritati corporis afccndentis in N 

—r r
debita rt”? k(b-gje Ex his erit tempus, 
quo in hac fcmiolcillatione arcus MA et AN per- 

x ds . drcurruntur zz f—----------—--- -4- / 'z?------------ 7----  
e = * V{b—gfc^dx} C2kV (b—g----- dt\

quae expreflio integrum dabit femiofcillationis tem- 
—s

pus, fi poft integrationem ponatur gfe kdxzzbt 
r

atque gfe idt~b. Cum igitur hoc tempus de
beat femper habere valorem conflantem, qui non 
a quantitate litterae b pendeat, ex hac conditio
ne determinari debebit aequatio inter t et r ope 
datae aequationis inter .v ct s. Ponamus breui- 

—— s z*
tatis gratia gfe* dx — X ctgfe'% d t zz T , atque 
ds dr
--~ds ct -^7 zz dR. Quibus fubflitutis habe- 
e 2k
re debebit valorem conflantem
fi poli integrationem ponatur X — b, et T ~b. 
Fiat ergo generaliter T —X , quia T ab X non 
pendet,habebimus pro tempore hanc expreffionem; 

J quae ita debet effe comparata, vt poft
integrationem fidto X~b littera b prorfus ex 

lii 2 calculo



calculo euancfcat. Hoc autcin fiet, fi fuerit t/S 
-4-rZR—) erit enim tempus femiofcillationis 

xx; ~ a denotante tt peripheriam cir
culi, cuius diameter — i. Sit a— } denotabit 
f longitudinem penduli in vacuo ct grauitptc —g 
fcmiofcillationes minimas eodem tempore abfolucn-
tis,quohaefemiolcillationes fuper cumis MA et AN 
peraguntur (i67). Cum igitur fit dS^dR—^^ 

erit S-4-R — 2VzVzffc kdx. Eft vero 
—f r

S—zkti—e^Yex R— ik(e-k — 1), vnde erit A 
r — r ■ -S • r _s

eYk—ke^k—Vzffe kdX) feu e^k — eYk-\-±V 

fe kdx, ideoque fiet r~ 2 kl(e ik y 2 fj'e kdx\ 
Huic vero valori ipfius r refpondens valor ipfius 
t ex hac aequatione determinabitur T”X feu * 

dt ~c kdx. Ex quo i nue ni tu r t—T-——~--- ——-

ex quibus conftmdHo curuae innotefeir. Aequa
tio autem pro curua quaefita A N commodius ex 
data aequatione inter x et s obtinebitur, fi loco

s iuMtuitur 2ffe'kdt) et loco x’
hic valor /—------- _£----- _t His enim fubftitu-

(1 — ^dt}
tis orietur haec aequatio inter r ct quae eft 
prorcurua.,quaefioD AN. Q. E. I, 

.f Cc



Corollarium r.
7S9. Cum ofcillationes minimae congruant 

cum olcillationibus in vacuo, fi curuae MA tan
gens in A non fuerit horizontalis, vel fi radius 
ofculi in A fuerit infinite paruus, curuae quaefi- 
tae AN radius ofculi in A erit Erit enim 
hoc cafu tempus defcenfus minimi zzo ct tempus 
afcenfus —

.:toq n . t Jir ncirt >. u . ;• r
Corollarium 2.

790. Sin autem curuae MA in A radius ofculi 
fuerit finitae magnitudinis fcilicet b, erit tempus 
defcenfus minimi (i66). Quo igitur tem
pus femiofcillationis 'fit erit radius ofculi
curuae AN in A~( 2 V/—V7j)\ debet autem effe 

feu ne curua AN fiat imaginaria.
■ r. T . . .. . .■ r.

Corollarium 5.
791. Curuae ergo M A ct AN in A et tan- 

gcnrein horizontalem, et radium ofculi commu
nem habebunt, fi fuerit f —b. Hoc enim cafu 
curuae AN radius ofculi in A fiet quoque ~b.

Scholion i.
792. Quemadmodum hic ex data curua de- 

fcenluum curua afcenfuum determinauimus; ita per- 
fpicitur fimili modo cx curua afcenfuum data cur
uam defccnluum inueniri pofiey fi enim detur aequa-

lii 3 tio



tio inter t et r-, quia eft .c 2 kl(ezk — ^Vzfje kdt)
dtatque x—J-------—-------------. his valoribus fub-

(1—kV zfjeydt'}1
ftituendis aequatio pro curua defcenfuum inter s 
et x obtinebitur.

Corollarium 4*
793- cum f innumerabiles habere poflit va- 

lores, modo fit ad quamuis curuam fiue
defcenfuum fiue afcenfuum datam innumerae ad- 
iungi poflunt curuae, ciusmodi, vt femiofcillatio- 
nes fuper iis faftac fint omnes ifochionae, omni
no vti in vacuo fieri poteft.

Corollarium $.
794. Qiiia in folutione pofuimus T—X hac 

aequatione relatio continetur, inter quemque ar
cum dcfcenfus integrum ct arcum refpondentis af- 
cenlus. Ita fi arcus dcfcenfus fuerit j erit arcus

—-s — s
afcenfus zffe kdx).

Exemplum r.
795- Sit linea defcenfuum data reifta verticalis 

PA pro qua eft s~x. Erit ergo quoque ds~dxt
—j ~s

atque fe kdx~k(i —e Vnde igitur fiet rzz.2

kl(e2fc4-V1— feu e'sfe—k)
Porro



Porro autem eft t~C- . fen J I----------- —J >
(i4-f2k]/ (i))1

r-t-s
e k dt~ds. Eliminato ergo j prodibit pro cur
ua afcenfuum ifta aequatio; dt—k(2f-k)dr—

dr 4-a f k1 e^dr—:— ------------ „•------ -—jn varjabi-
f2* V(4 j]-3!- z f k—zfke~k)

les funt a fe inuiccm feparatae, quare ca ad cur
uam conftruendam fufficit. Integratio vero hu
ius aequationis a quadratura circuli pendet. Pro 
vacuo cx hac aequatione elicitur faciendo k~ oo 
ifta aequatio dt-^-dr — feu r—iV
ifXz f—r'), quae aequatio ad eam quam in cap, 
praec. inuenimus reduci poteft,
-I ' * -1 D") 'il

Exemplum i,
796’. Sit linea dcfcenfuum data ipfa rauto- 

chrona defccnfuum fupra iuuenta, cuius aequatio 
eft adx~kds (e~zk— i). Erit ergo Je kdx~~f df

—S

r~s k(i—e2k) _r —9
je*dx~—-r--— Quamobrem fiet ee 4- 

atquefs*^:
i. .1



ct ds—-
I

atque adx —

T XX / / ^7 < ' ' —r
_L Cum autem porro fit dx

^2* Y a-V a/ ) 
' r r

L . r a ke^dr(e^k — i)
—c^dt, erit ae^dt^--—-——.-—- '^adtz=:

fcu )
{—Va-Y-V zj)
vbi V zf maius eifc debet quam Va. Haec au
tem aequatio inuenta comprehendit omnes tau- 
tochronas afcenfuum-, quae enim harumcunquc cum 
tautochrona defcenfuum iungatur, fuper curua ex 
iis compofita omnes femiofcillationcs debent effe 
ifochronae. Si fumatur/—2 rt, aequatio erit

—r

haec, adt — kdr(i— e 2fe), quae eft pro tautochro
na afcenfuum, fuper qua omnes afccnfus eodem 
tempore abfoluuntur, quo defcenfus fuper tauto
chrona defcenfuum data, atque ea eft continuatio
tautochronac

-J - Ac

797- Sit

defcenftram.— i » J* — * V'

Exemplum 5.
linea defcenfuum data MA t.iuto

chrona afcenfuum, et quaeratur quales curyae cum 
ea iunftae femrofcill rtiopes ifechronas producant. 
Aequatio vero pro hac curua AIA eft adxz^kds



—s .—s . —f —3*
Erit ergo Je^dx—ljd^e^^

—.3$ _ — 3^
(ti—c -4- y c"2* ) — ‘| - (• i' 3 -p 2' r 'TF) —
; -j _j 3 “ r _“

(. i-P-2^".* ) (2*/. Ex liis oritur —i?2* 
-4- (1 - e 2 k) V 2/ ( 1 + ; f H ) atque t * 
, ..W.O.ci
/____ -—-----------4,,^-»^. , cx quibus conftru-

dio curuae con/equitur. , , , .?
Scholion 2,

798. HoC eXcrriplum ideo attulimus, vt ap
pareat, cum quanam curua tautochronam afeen- 
fuum coniundam efle oporteat, quo fcmiofcilla- 
tiones omnes aequalibus temporibus abfoluantur. 
Ex formulis, autem inuentis apparet curuam quae- 
fitam non efle tautochronam dcfccnfuum; acqua- 

r

tio enim cdttxkdrr ) in illis formulis non 
continetur, quod periculum facienti ftatim pate
bit. Qiiamobrcm fi MA fuerit tautochrona de- 
fcenfuum et AN afcenfuum , etiamfi omnes itus 
per MAN iisdem abfoluantur temporibus, tamen 
reditus feu lemiofcillationes fequentes per NAM 
non erunt ifochronae. Pendulum ergo, quod fe
cundum curuas MA ct AN ofcillari efficitur, ofcil- 
lationes non faci'et ifochfbnas etiamfi alternae fe- 
miofcillationcs, in quibus defccnfus in curua MA 
incipit, aequalibus peragantur temporibus. Haec

To)n. II. Kkk con- 



confequcnrer curua compofita MAN non eft ido
nea ad pendulorum motum in medio refiftcntc 
aequabilem efficiendum. 'Optimum vero huic in
commodo remedium afferretur, fi cafus determi
naretur, quo curua AN fimilis et aequalis cur- 
uac MA prodiret.

PROPOSITIO 88.
Problema.

*VI’ *799- Si curuae MA. et AN eam habuerint pro
prietatem y vt omnes jemioj'cillationcst quae in curua 
MA incipiunt, fint inter fe ijocbronae in medio quod 
in duplicata ratione celeritatum refijiit; determinare 
cafus y quibus hae duae curuae coniunttae MA et AN 
•unam curuam continuam conjlituunt.

Solutio.
Manentibus iisdem denominationibus, quas in 

praecedente Prop. adhibuimus-, fcilicet APzl .v ; 
AM^j AQ—t\ ct ANzzj, atque/— longitudi
ni penduli ifochroni in vacuo et grauitate —g : 

r —s
inuenimus ibi has duas aequationes ke^-ke-^c  ̂

—s r — s
"V iffe kdx et e kdt~e kdx, quibus relatio inter 
vtramque curuam continetur. lam quia curuae 
MA ct NA duo debent effc rami curuae conti
nuae, aequatio inter x ct s ita debet efle com
parata, vt fi x abeat in ty tum fiat— — r pro
pter fitum negatiuum. Ad hoc accipiamus nouam 
variabilem z, cuius S ct x fint tales fun&iones, vt

n, . , . z • •



fafto z negatiuo x abeat in t et s in — r. Sit fe kdx 
-T. tlL~z'\ erit ke~k —ke^k — ~V 2f-f fifto enim z ne

gatiuo, quo cafu r in — s et — s in r transit, 
—r Z.

prodibit ke~k — ke2k~—zV zf\ quae aequatio cum 
priore congruit. Sit P funftio quaecunque par 
ipfius z, quae non mutatur etiam fi loco z po
natur — Z‘, et ponatur quo
pofito quaefito fatisfiet. Namque faciamus z ne- 

gatiuum ; abibit—J in r; atque habebitur kc-k~ 
r —s

^zV zfH-P; ac ke^k — ke^k —z^ zf\ vti requiri- 
2' —*

tur. Alteri aequationi Jc kdt~fe'kdx per hanc 
—s

fe^dx — z1 iam fatisfit; pofito enim s negatiuo et 
T — s

dt loco dx atque r loco—r proditjife dt~z'^ fe k d x. 
Ex variabili ergo z, cuius P eft funftio quaecun- 
que par; curua quaefita A M, cuius continua eft 

—S
altera AN ita determinatur, vt fit czk—— z^2/ 

e 2kf , (

H-J, atque dx~ zckzdz~ pr;r rr™zdz (2P-XV2/)»- Erit ergo
x~ik et s—zkl~^rj. Sit z^^f,
tum ad formulas fimpliciorcs efficiendas tum ad 
homogeneitatem commodius producendam, quia 
debebit cffe u vnius dimenfionis, erit ergo P fun- 
ftip par ipfius u vnius dimenfionis quoque. Quare 
habebitur atque x~q. e. I.

Kkk 2 Co-



X

tertifm de motu TV^CTl

Corollarium t .■
Soo. Infinitae ergo curuae tautochronac MAN 

inuenientur •/fi infiniti varii valores loco P, qui 
omnes fint funftiones pares ipfius u fiibftituantur. 
Aequatio vero inter x ct x obtinebitur, fi cx 
duabus aequationibus iilucntis s—2k/f~ atque X 

variabilis u quae etiam in P ineft , 
clindnetur.

n m « ■ ‘ ’Corollarium 2.
Soi. Quia eft i^a^crit 

" '. ' . _ —s:. * 
et e-k~ Ru P—Atque e - * ds~ zxl 
^^7—. Cum qua aequatione fi altera dx~j^^i 

coniungatur, prodibit ‘ Qliae ae-
. r. u z ••

quatio ad eliminandum u eft faepe commodiflima. * 7 
flo nimbS. f?AA nilut: p r .n p q -jup 

Scholion 1.
802. Quia cuanefccnte .e quoque x euanefeere 

debet; primum inueftigahdbm eft, quo ipfi u da
to valOrS’j euanefcat. Deinde intcgraleJcp^u^ ’ta 

accipi debet, vt euanefcat, fi loto u idem valor 
fubftituatUr. Hocquc obferuaiidum eft, cum iil 
cunftriiftiorre curuae, quae ope duarum inuenta- 
rum aequationum perfici poreft, tum in concin
natione Aquationis inter .v et X/ fi quidem ea 

ex
•oO £ WI



super data linea in medio res. ^5

cx aequatione integrata x — deducatur.
Ceterum fi loco u ct P quaelibet eorum multi
pla adhibeantur, loco duarum inuentarum aequa
tionum adhiberi pofTunt iftae S" 2 k./^— ct x 

vki conflans c cfl arbitraria, et idcirco 
ita determinari poteft, vt r eodem cafu euane- 
fcat, quo euanefeit x. At j euanefeit fi w —oj 
quia eft fe * dx~^ • atque fe ^dx euanefeit eua- 
nefeente s\ quare c aequale efle debet valori ipfius 
P fi in eo ponatur u~o. Eodem ergo cafu x' 
debet euancfccrc, ex quo conftans in integratio
ne valoris ipfius x determinatur. Vel etiam lo
co P talis funftio par ipfius u accipi debet, quae 
fiat ~c fi ponatur u— 0.

Corollarium 5.
803. Cum longitudo penduli ifochroni in 

vacuo ct grauitate fit —f', atque ofcillatio- 
nes minimae in medio rcfiftcnte non diferepent 
ab ofcillationibus in vacuo: crit radius ofculi cur
uae in A~f-, fi quidem tangens curuae in A fue
rit horizontalis.

Exemplum 1.
804. . Quia P efle debet fundUo par ipfius u, 

fitPconftans ~f—A; quo pofito u~o fiat s — o.
—* —s

Erit ergo k-u — ke^k feu a —k(i-e2k). Atque 
■■- * -r

ob dP~o, habebitur — f_ (cu u
dx 2a zd^

Kkk 3 Ex



Ex quibus aequationibus conficitur ifta kds 
s

i). Quae aequatio eft pro ipfa tautochro
na defcenfuum; quae vitra A continuata dat tau
tochronam afcenfuum; atque omnes femiofcillatio- 
nes fuper hac curua continua, fi modo in ramo 
MA incipiant, erunt ifochronae.

Exemplum 2.
805. Sit P zzretinebit P eundem va- 

lorem fado u negatiuo. Hoc pofito erit k — u
Sp O k A A

-I- • et propter dP^z^-Aa erit----------

— > ex 9ua aequatione prodit u zz zz
fadx - 1 1------T------ -—. Qui ipfius u valor in altera ae- 

a {ae^ds^/dx)
— 1

quatione fubftitutus dat 2fu*e ^dx ds~^k{e2k-^ 
s S

{ae-^ds -E-fdxf - f' ae~k d x*; atque extrada radice 
S s s _r

aedkds  a et* ae^ , ae^

In cafu fpeciali fi fuerit ifta aequatio abit
__f j

^kc^^ds _ i-l-fO
in hanc ■——------- -------, quae duasaequntio-

- ( X e 2*—1
nes in fe compleditur, quarum altera eft fdxcz 

s s
j^kedkds{c^^— 1), et altera ^-fdx — ^ke^ds^c^

H-i)



H-i). Harum autem pofterior, quia pofito S—O, 
non euanefeit dx, et ob valorem ipfius dx nega- 
tiuum, eft inutilis. Prior vero integrata dat/xm6fc*

II 4 x' ' : J
L---- p- feu $ fx~ 8 t’ ( 2e\k —

Quae vitra A continuata hac aequatione expri- 
— 3 r —r

mitur 3J7” 8£’( 2r 4fc —3 esfe-p-i). Per feriem 
vero habetur ifta aequatio: fx — £-+-y£-+-yyyy* 
H-etc. ct pro altera curuae parce AN haec;/^ 
__ r* ir! i _L9.r* _ etr — J 2$k' 3&4kz CtC’

Corollarium 4.
8otf. Quia eft yl—fe * dx, erit —

fje kdx, Eliminato vero u eft
—r

/e ^dx. Quare fi ille valor ipfius u in hac ae
quatione fubftituatur, prodibit ftatim aequatio in
ter j et x»

Exemplum
807. Ponamus efle P~, feu PTzr

-\-u\ fubftitutis loco P et valoribus fupra da

tis, k2d k-\-ke2kV zffe~kdx=k*, feu VzffcTdx 
~s ~s

— Hinc quadratis fumendis oritur
—r t ~ 5 —skd x~k (e -k — e 2 k — kz (e'k e k — 2).

—S
Haec vero aequatio differentiata dat hanc 2fck dx^kds



V S —S 2S
(e *-r‘*)fcu 2fdx—kds(e *-i), cuius integraliseft zfx~ 

2 £
Z’ Zi
------—ks—^. Quae aequatio in feriem conuerfa

dat H- etc.
. ' •Scholion 2.

$oS. Qua^ in his exemplis inucnimus curuas 
tautochronas pro medio quod rcfiftit in duplica
ta ratione celeritatum , eae ita funt comparatae, 
vt arcus MA et AN fint diffimiles. Cum igitur 
omnes defcenfus fuper curua MA incipere debeant, 
fequentes femiolcillationcs, quae in curua NA in
cipiunt, non erunt tautochronae, id quod in cau- 
fa eft, quod hae curuae ad motum ofcillatorium 
accommodari nequeant. Huic autem in commo
do remedium afferretur , fi huiusmodi curuarum 
MA ct NA par inucniretur, quae eflent inter fe 
fimiles et aequales, hoc epim ca(u perinde fuper 
vtraque curua defcenfus fieri portet. Dubium quo
que nullum eft, quin talis cafus 'exiftat ; ciusque 
innentio, quia hac duae curuae forte non erunt 
continuae, ad praecedentem propofitionem po
tius pertinet. Indagari fcilicct debet curua dc- 
fcenfuum, cui rcfpondens curua afccnfuum fimilis 
ct aequalis fit; haec vero inueftigatio ob defeftum 
analyfeos ita eft difficilis, vt dubitem, num quis
quam ante infignem analyfeos promotionem, ad 
hunc fcopum pertingere poffit. Haec vero quae- 

ftio



flio huc reducitur, vt inueftigetur aequatio inter 
s er x huius conditionis, vt fi in ca ponatur —

e*dx} loco 5; ct /--------- ----- ?----  
(i-p ^Wzffe ^dx) 

loco x, eadem prodeat aequatio, quae habebatur 
ante. Conditio quidem haec multis modis faci
lior effici poteft; attamen quomodo ei fatisfieri 
poffit non video. Si medium fuerit rariffimum, 
non difficile eft ex allatis cafum inuenire, quo 
duae curuae MA ct AN fint inter fe fimiles et
aequales. Ego quidem ad finem perdu&o calculo 
hanc inneni aequationem fdx~sds-\-^, feu/v 
— quae curua fimul vitra A 'con
tinuata ramum habet AO fimilcm et aequa
lem arcui AM; quare pendulum in hac curua.
ofcillans fingulas femiofcillationes abfoluet aequa
libus temporibus. Erit autem j1 — — pV-|- 3 k V 
{9^ 4- +fx} et 3^^ (9 D ^.fx),
Quia vero t eft quantitas valde magna, erit s 
Vzfx-^, atque Hincquc fit
dy~dxv jzdzx' Ponatur j — 2a erit

* — rj«y a^x_ la_dx / x_D.( adx—xdx r__ a^xdx
• x J 3P a-x J 1(ax—xx) J 3fe4V(ax----xx)

Ddx,1

Quae ergo curua eodem fere modo, quo cyclois 
deferibi poteft ope redincationis circuli.

Tom.II. Co-Lll ,



Corollarium f.
809. Si fumatur a k. V 3 feu 2 kV 3 •, 

curua haec abit in ellipfin, cuius axis horizonta
lis eft duplo maior quam verticalis, qui eft ~ k 
y 3. Fieri ergo potell, vt ellipfis fit tautochro- 
na in fluido rariflimo; atque magis fatisfaciat 
quam cyclois.

Scholion
Tab. xvi. 810. Conftru&io autem curuae tautochronae 

F1S'4« in medio rariflimo in praec. fcholio datae cfl vt 
fequitur. Super reda verticali AB~^=s/ de- 
feribatur femicirculus AOB , ct ex hoc fuper ba
fi BD cyclois AFD; quae eadem inuerfo funde- 
feribatur AGD. Quibus fidis curua quaefita AMC 
conftruetur (umendis vbique eius applicatis PM = 
PF— jpPG1, qua ratione curuae infinita punda 
cognofcuntur. Vel etiam accipi poteft PM~(i 
H-3~p)P0-|-( r — jp) AO; ita vt cycloide non fit 
opus. Curua autem haec alicubi habebit tangen
tem verticalem, feu applicatam PM maximam 
quae inuenitur pofito dy — 0. Prodibit autem 
— feu cui valori fi AP aequalis ca
piatur, inuenictur applicata maxima.

PROPOSITIO 89. 
Problema.

Teb. xvi. 811. I» bypotbefi grauitatis uniformis deorfum 
tendentis g, data curua quacunque am pro difcenfi- 

bus 



bus in vacuo \ inuenire curuam AM pro defcenfibus 
in medio rejiflente uniformi in duplicata ratione ce
leritatum huius indolis, vt omnes defcenfus fuper MA 
fint ifochroui refpcfiiue omnibus dcjcenfb^s Juper ma; 
fi celeritates in punctis imis a et A fuerint aequales.

Solutio.
Sit pro curua defccnfuum in vacuo am ab- 

fciffa ap^t\ arcus am-=.r\ pro curua vero de- 
fcenfuum in medio rcfiftcnte fit AP“a’ ct A Ai 
zz:s-, refiftentiae vero exponens ponatur ~k. Iam 
confidcrcntur bini defcenfus fuper his curuis, in 
quibus celeritates in A ct a acquifitac fint aequales 
ct debitae altitudini b. Erit ergo tempus defcen
fus in vacuo — /7^^, fi poft integrationem po- 
ponatur gt zz b. At pro tempore defcenfus in 
medio refiftente fuper curua M A habebitur 
r As /  ---------- z?— fi item poft integrationem po-

12 * \\b—gje ^dx)
—r

natur gfe * d x zz b. Qunmobrem haec tempora 
ds —f

erunt aequalia fi fuerit — zz dr ct fe^dx — f, 
£2k

his enim pofitis pro vtroque tempore habebitur 

eadem expreflio J Cum igitur fit —jzr
e^

dr, crit integrando zk( 1 — e 2*) •— r atque e^k zz 
Lli 2



vnde prodit s—ikl^~r, Altera vero ac-
-s -s ” -r

quatio ^e ^dx~t dat e *dx~d t. Eft autem c'* 
— quo valore fubftituto habetur dx—^i-^ 
ex quo oritur x—J^~y-' Data ergo aequatio
ne inter t et r pro curua am ope duarum harum ae
quationum,quibus jet x per t et r determinantur,con- 
ftrui poterit cuma quaefitaAM. Aequatio vero inter 
A'et j commodius inuenicturcx data aequatione inter 

t et r\ fi in ea loca r fubftituatur zk(i —c-*). 

et fe^dx loco f. Q E. T-
Corollarium r-

812. Circa pundum infimum A vbi t et r 
funt quantitates cuancfccntes fit .f et

feu dx — et ds~dr-\-^..
Quare inclinatio curuae M A ad axem in A aequa
lis erit inclinationi curuae ma in A.

Corollarium 2*
813. Porro radius ofculi in pundo infimo-a 

fi tangens fuerit horizontalis eft et in A
quia tangens quoque erit horizontalis ~

Erit ergo *=*_ ^^(r 
• k ,

Quare ob r infinite partium erit -dx — 'dt '

Corollarium 5.
Siq.. Si ergo curua ma in a habuerit tait- 

gemem horiz.ontalcm erit curuae MA tangens ini



A quoque horizontalis; atque radius ofculi in A 
aequalis erit radio ofculi in a.

Corollarium 4.
815. Si igitur in vacuo inuenta fuerit cur- 

ua ma\ in qua tempora defcenfuum quameunque 
habeant relationem ad celeritates in a acquifitas; 
idem problema pro medio refiftente fohictur cur
ua MA, quae praeferipta ratione ex. curua 
conftruitur^

Corollarium
816" . Si igitur curua ma fuerit cyclois feu 

tautochrona in vacuo' AM erit tautochrona de- 
fccnfuum in medio refiftente fupra inuenta. Fo^ 
fito enim rz~zat feu rdrzzadt-, prodibit fub- 
ftitutis loco r ct t inuentis valoribus ifta aequa- 

—$ ■—r ✓ —-s
tio 2kezkds( 1—eik) — ac *dx feu adx~ zkds' 

S
2«—1)„

Exemplum.
817. Sit am linea reda vtcunque inclinata7 

ita vt fit r~ nt\ erit tempus defcenfus, quo ce
leritas altitudini b debita generatur ~ f

Eandem ergo habebit proprietatem curua 
MA, vt tempus cuiusque defcenfus in medio re- 
fiftente quo celeritas V7; generatur, fit feu 
proportionale ipfi celeritati genitae. Cum autem 
fit/' —«r, erit d)'^ ndty in qua fi loco dr et dt

—s -sr
vaEores imienti fubftituantur • prodibit

L1 Is dx:



S
dx feu n dx ~eddkd s\ quae eft aequatio pro trado- 
ria filo longitudinis dk generata, qualis reprae- 
fentatur in fig. 2. T.ib. XVI. nempe curua C A,quae 
in A eam habet inclinationem quam reda data ma.

Scholion r.
8 r 8. Quemadmodum hic curua MA eft deter

minata,fuper qua omnes defcenfus in medio refiftcn- 
tc iisdem abfoluuntur temporibus, quibus defcenfus 
in vacuo fuper curua ma^ fi celeritates vltimae in A 
ct a fuerit aequales; ita eodem modo curua MA pot
eft definiri, fuper qua omnes afcenfus in medio re- 
fiftente iisdem temporibus abfoluuntur,quibus fimiles 
iisdem celeritatibus incipientes afcenfus in vacuo fu
per curua am. Nam cum in medio refiftente defeen- 
fus in afcenfum mutetur fado k negatiuo; fi ponan
tur AP“a’ ct AM—.f habebitur x~tj* et

S s
zkll&Z feu inuerfe t~fc * dx et
Ex quibus tum facile curua AM. poteft conftrui ct 
aequatio pro ea inueniri.

Scholion 2.
Si9. In hoc problemate ex curua defcenfuum 

in vacuo data determinauimus curuam defcenfuum in 
medio refiftente. Facile autem apparet vicifiim ex 
data curua AM pro medio refiftentealteram am pro 

—i 
vacuo inueniri poffe Cum enim fit r—zk^i—e^^ 

—s •
et t^fe^dx conftrudio curuae am ope harum dua
rum aequationum perficitur.Aequatio vero pro curua, 

am 



ani inter t et r commodius ex data aequatione inter 
X et t repetitur ; fi in ea loeo x fubftituatur J 
et 2 fc / 2fe2.i~ loco J. Quod hic praeterea de delccn- 
fibus didum eft, idem de afcenfibus valet, fi modo 
fc ponatur ncgatiuum vti in Scholio I monuimus.

Scholion 3.
420. Tradita hic inuentio alterius curuae dua1 

rum^w ct AM ex altera etiam locum habet, 11 
datae curuae non habeatur aequatio, fcd fi manu 
vtcunque fuerit duda; ex formulis enim inuentis 
conftrudio poteft deduci , quae ab aequatione non TaFig*VI 
amplius pendeat. Quamobrem cum in cap. praec. 
(432.) in cafum inciderimus pro vacuo quo cur
uam cm inuenimus cum data ac iungendam, vt

/

omnes defcenfus ex quouis pundo curuae cm vs
que ad a aequalibus abfoluantur temporibus; fi- 
milia exempla cx iis pro medio rcfiflente erui 
poterunt, quibus linea cx partibus duarum diuer- 
farum curuarum compofita fit tautochrona. Si . 
enim curua acm fuerit huiusmodi curua tautochro- 
na pro vacuo, ex ea per folutionem huius pro
blematis fimilis curua compofita pro medio rc- 
fiftente inuenietur. Scilicet ex ac methodo tra
dita curua AC definiatur; qua innent a pofita bp 
^.tjCm—r’, et BP — x, atque C M —.c; ct prae
terea ab — a, ac — c et AB~A ct AC—C; tum 
enim cum data fit aequatio inter t et r erit AP 
— A "T" x (zk-c-rf ct A M — C 4“ J — 2 fc / 2 fc—c—r'



At fi pro medio refiftcnte data fuerit curua AC; 
atque requiratur altera CM cius proprietatis, vt 
omnes defcenfus fuper MCA aequalibus abfoluan- 
tur temporibus; folutio non diflimili modo effi
cietur. Nam ex data curua AC pro medio re- 
fiflente, inueniatur curua eiusdem proprietatis pro 
vacuo ac per Scholion 2. Qua inuenta quaera
tur curua cm ei adiungenda, quae omnes defeen- 
fus in vacuo ifochronos producat (43 2.). Deni
que methodo modo tradita ex curua compofita 
acm pro vacuo quaeratur fimilis curua compo- 
iita pro medio refiftcnte ACM, cuius quidem 
pars AC iam eft cognita, quippe cx ea lineam 
ac definiuimus. Idem ergo problema quod in 
vacuo tantum in fe habebat difficultatis, in medio 
quoque relidente refoluitur.Dcnique hinc caput hoc 
finiens Ledtorcm bencuolum rogo, vt antequam 
ad caput fequens progrediatur, quae in Cap. I. 
ab §. 5S. vsque ad linem cap. tradita funt, re
petere velit»

CAPUT
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CAPUT QUARTUM 
OB 

MOTU PUNCTI SUPER DATA SUPERFICIE.
'I >.« - JVUj t > JI J' i. 5U^HT3 JD

PROPOSITIO 90.
Problema,

•-W- ; J. , hi • >£. ■ ■ . >. ■ ,T: ' , i

82 1.

D
ata via in Juperficie quacunque Mwjx’, inueni

re eius ■pojitioncm rejpectu plani dati APQ, et 
radii osculi illius viae in M tam pojitioncm 

quam longitudinem 5 nec non normalis in fuperfici
em Jitum-

Tab. XVIL 
Fig. 1.

Solutio.
Sumto pro lubitu plano APQin eoquc axe 

AP, quorum refpedu pofitio curuae Mwp. fit deter- 
minanda 5 ex tribus pundlis proximis M, m cr /x 
datae viae in fuperficic in planum APQ demittantur 
perpendicula MQ, mq, p.£-, atque ex punftis Q, q, 
£ ad axem AP perpendicula QP, qp er Pofito 
nunc initio abscisfarum in A, fit AP~x \ VQy^y 
et QM—s. Quia porro fuperficies data ponitur, 
dabitur aequatio eius naturam exprimens inter tres 
has variabiles a, y et 2; quae aequatio fit haec dz 
rz^dx-y-^tly. Cum hac aequatione fi coniungatur 
alia aequatio, exprimetur linea quaedam in illa fu
perficic exiftens; quare cum linea Mwp. data

Tcom. II. Mmm po- 



ponatur dabitur praeter aequationem dz~Vdx-\^ 
Qdy infuper alia aequatio , qua curua Mwp. determi
natur, quam autem hic repraefentare non eft opus. 
Sint elementa absciflae P/», pix~dx inter fe -aequa
lia, feu fumatur elementum dx conflans. Erit er
go pq^y-y-dy-, i^—y-y-zdy-y-ddy, -atque qm—z-y- 
dz, et ^\k~z-\-zdz-y-ddz. His pofitis fit MN nor
malis in fuperficiem in pundo M, ct N pundum 
quo haec normalis plano APQoccurrit, demittatur 
ex N in axem perpendiculum NH; erit AH—a-4- 
Ps et HN——y ( 6 8 ). Sit nunc MR pofitio 
radii osculi curuae Mw[x , ct R incidentia eius in 
planum APQ; erit ex R in axem demiffo perpen- 
dicnlo RX; atque
VD__ zdxtddy-l-zdz{dzddy—dyddz) , Q i --^1'-— '(dxtdj-jy^ddz—dydzddy ' J ( Oo J. LOD' 
gitudo vero radii osculi fcilicet M O ‘

3
f dx2~y- dy2-\-d z2)^

V {d x2 {ddy2-y-ddz2)-y-{dy ddz — dzddy}2} 
Denique concipiatur planum, in quo fita funt ele
menta Mw, wp-, produdum, donec planum APQ 
interfecct fit que interfectio reda RK1, cui cx A 
eredn perpendicularis in K occurrat, et cx P in V • 
inuehtum eft Gipra-cffc PV~"^— y ( 68 ). Cum 
nunc fit XR?PV: AX-APzzPV :PI, erit Pl~

XK-PV • 12/11 A 1 -{dv^+Wyddz-dydyd y
«que XR-PV^^^;^
bus foblUtutis erit
•J ■ —-



= AI—PI----- AP—
Hinc repetitur AK =

PV.AI __  zdxddy-ydxddz-xdzddy-j-xdyddz t>U„; in
H — dxddz • i um 'CIO m

quo Cita funt elementa Mw et inp. , inclinatio ad
planum APQinuenietur, demittenda exQperpcn- 
diculari QS ad inrerfeftionem Rl; erit enim tan
gens anguli inclinationis —At cum fit IV;PI 
QV : QS erit illa tangens = ------

AnguU vero NMR> qucm 
radius osculi cum normali in fuperficicm conftituit, 

n ddy(dx-f-Pdz )—ddz(Ydy—Q_dx) , . . ,,
tangens eft —(^ddy)VidxI-t-dy2-t-dz'i)^ 71 )• Ex
his igitur omnia deduci poflunt, quae ad pofitio-
nem curuae Mwp. cognoscendam requiruntur. QE.I.

Corollarium r.
822. Curuae Mmp. proie&io in plano APQ 

eft curua Q^^, cuius natura exprimitur aequatione 
inter x et y. Quare ifta proieftio habebitur, fi ope 
aequationum dz—Vdx-\-Qdy, et cius, qua ipfa cur
ua in fuperficie dudta determinatur, noua formetur 
aequatio eliminanda variabilia, quae fit internet 
y tantum.

Corollarium 2.
823. Simili modo, fi eliminetur x, vt pro

deat aequatio inter et z; hac aequatione definie
tur proiedio curuae Mwp. in plano quod eft norma
le ad axem AX. Atque aequatio in qua non inefty^

Mmm 2 fed



fed tantum x et z dabit proieciionem curuae Mwpc 
in plano, quod normaliter planum APQ fecundum 
ax m AX inferfecat.

Corollarium 5.
824. . Curuae autem M/z/p. natura ex duabus 

eius proicdionibus in duobus planis inuiccm norma
libus diftinde cognoscitur. Qualem cognitionem 
quoque fuppeditat vnica proieftio vna cum ipfa fa? 
pcrficie.

Corollarium 4.
825» Quamobrem ad curuam in fuperficre 

data quamcunque charaderibus defignandam requi
ritur, vt praeter aequationem dz ~Vdx-^-Qdyy 
qua fupcrficies determinatur, detur aequatio duas 
tantum variabiles inuoluens pro proiedione quapi
am curuae

Corollarium
826. Si fupcrficies fccetur plano, fimili mo- 

do , quo cpnus ad fcdiones conicas producendas 
fecari folet, Curua cx hac fcdioiie orta erit in eo- . », •* dem plano. Quare his cafibus tam pofitio redae 
IR erit conflans, quam plani IMR inclinatio ad 
phnnm AP£. , ,

' Exemplum *
§17. Si igitur detur fupcrficies quadcunque 

eaque fetetur plano IMR; quaeratur curua hac fec-
tio-



tione orta.; Ad hoc ponatur AI=^; AK^; ct 
anguli inclinationis plani IMR ad planum APQ tan
gens critque a — ct b =
zdxddv— vdxdda — xdzddy-f-xdy dd » ______2----------------- ------------ > atque «-------

Ex quibus aequationibus con- 
iundis cum dz^Pdx— Qdy natura curua hac fedi- 
onc genitae determinabitur. Ex prioribus vero 
duabus aequationibus oritur feu ddz-.
ddy~adz-.bdx-\-ady \ cuius aequationis integralis eft 
±ldz ~^l^bdx-Y-ady')— ^lc, feu c dz~bd x-\-a dy, 
et porro c z"bx\^-ay~\~j}'. Jn prjma vero aequa
tione fi loco ddz ct ddy eorum proportionalia fub- 
ftituantur, prodibit ai,d^
^bxdz~bzdx-^dzdy~-aydz, cuius per zz-diyifae in
tegralis eft haec feu cz~bX^af^afy
quod ergo ante erat ff hic eft ab&uff~ab. Con
flantem vero r tertia aequatib definiet;, erit auterrr 

feu erit
fuperior littera r=e—atque praeter aequatio- 
nem fuperficiei naturam exprimentem habetur ifta 

bx-\-ay-^ab r ex quibus natura quaefitac 
curuae eft dcrinanda. Qpia autem tota curua quae- 
fita eft in plano IMR,, commodiflune ea exprime
tur aequationi inter coordinatas orrhogouales in 
eodem plano innatas. Sumto ergo 1R pro1 axe, ex 
M in ebm demittatur perpendictilum MS et vocetur 
IS=Pet MS—U. Eft vero IA;AK~IP:PV fen i* 
V ~ct Porr3”cft

M m m 3 I'’ a



V(a2A-lADa—^^-:QS', quare erit QS=£ et 
SV—^. Ex his prodibit MSzzwzz—atque

Ex quo oritur^ z
ct A—ct fubftitutis his valoiibus in 
aequatione 1 — A x -Hay H-a b prodibit ^zz

His 'Sltur ^ribus loco x^y et z 
in aequatione fupetficici fubftitutis proueniet aequa- 

' tio inter t ct u feu coordinatas orthogonales cur
uae quaefitae.

Corollarium 6.
828. Si interfodio plani fecantis IR in ipfum 

axem AX incidat fnmaturquelin A j erit ;
^^vTTwi3') et x—

Corollarium z.
829. Si interfedio IR plani fecantis SMR 

cum plano APQ fuerit normalis ad axem AX erit 
b=n. Quare prodibunt z—^  ̂
-a et y——t. Ul> •_

Corollarium gf
830. Cum valores loco s,y et x fubftituendi 

fint vnius dimenfionis ipfarum t exu, perfpicuum 
eft aequationem inter t ct u non plures habere pos- 
fe dimcnfioncs; quam jpfam aequationem inter zt 
y cc x.

< f.n a 1 Co-



Corollarium 9.
831. Quare fi aequatio inter z, y et x fuerit 

'duaruin dimenfionum, cuiusmodi praeter conicam 
innumerabiles dantur fuperficies, omnes fcdiones 
plano fadae erunt fediones conicae.

•L Scholion,
832. In Commcnt. Tom. III. ea diflertatio- 

ne, in qua lineam breuiflimam in fupcrficie quacun
que determinaui, tria praecipue fuperficierum ge
nera fum perfecutus, quae erant cylindrica, coni
ca et tornata feu rotunda. Aequatio vero genera- 
Ifs ^“PrZv-i-QfZy dat fupcrficies cylindricas fi P 
euanescit et Q tantum ab y ct z pendeat, ita vt 
aequationem pro hoc fuperficierum genere absciffa 
A’ non ingrediatur; omnes enim fediones inter fe 
parallelae funt quoque aequales; pro his ergo eft 
aequatio dz~Qdy. Ad genus conoidicum refero 
omnes eas fuperficies quae gcnenrantur ducendis 
redis ex fingulis curuae cuiuspiam pundis ad pun- 
dum fixum extra planum cius curuae fitum. Quae 
fuperficies hanc habent proprietatem, vt omnes 
fediones parallelae fint inter fc fi miles earumque la
tera homologa, vt diftantiae fedionum a vertice 
coni. Aequationes vero pro huiusmodi (uperficic- 
bus, fi quidam vertex poli fuerit in A, ita funt 
comparatae, vt a’, y ct z coniundim vbique eun
dem dimenfionum numerum confiituant. Superfi
cies denique tornatae feu rotundae rtiihi funt, quae 

gene
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generantur conucrfione cuiusainqiie curuae circa 
axem,, qui axis fi luerit, AX, polito x colante 
aequatio inter /et s ifalm Qn».
re aequatio,p(rp lis hanc habebit formam dzzz-tdx— 

y-~ , feu z d z 7^ dj zz-z Ydx, vbi ~Pz ab $ tantum 
pendet; feu eft Qzzz—% ct P ~ * exiftente X fun' 
dione ipfius x. Quemadmodum autem in his fu- 
pcrficicbus tornatis ompes fediones axi normales 
funt circuli, ita tales fupefficies concipi poffunt, 
quarum fediones axi normales fint curuae quaecun
que fimiles. Tales fupcrficies omnes hac contine
buntur proprietate generali vt fundio quaecunque 
ipfius x aequalis fit fundioni eiusdem vbique dimen- 
fionum ipfarumjp et z numeri. Vt fi ifte dimenfi' 
onum numerus fuerit w; aequationis P^azi:R^-4- 

pro ea haec erit proprietas vt fit RsH-Qy 
= v/Pdx, vel Ex quo,
an data aequatio fit ad npiusmodi fuperficiem, fta- 
tim concludi poteft.

PROPOSITIO 91.
Problema.

®3 3* fuperficie quacunque data lineam de
terminare} quam corpus in ea motum ct a nullis poten- 
tiis foHicitatum dferibit tam in vacuo quam in medio 
quocunque refijlente.

So-



Solutio.
Quia corpus a nullis potentiis abfohitis fol- 

licitari ponitur, linea ab co in fuperficie dcfcri- 
pta crit linea breuiflima in vacuo (62.). Medii 
autem refiftcntis vis celeritatem corporis tantum 
imminuit, neque diredionem vllo modo afficit, 
quare etiam in medio refiftentc via a corpore 
in quauis fupcrficie deferipta erit pariter breuif- 
fima. Manentibus igitur vt ante A P~ x, PQcz/ 
et QMrz, fit d z-—T> d x -\-Qdy aequatio fuper- 
ficiei naturam exprimens, atque Mw,wp. duo li
neae breuiflimac cuiuspiam elementa. Ex his fu- 
pra pro linea breuiflima inuenta eft haec aequa
tio Pdzdd'y4-dxddy“Pdyddz— Qdxddz (69-)/ 
vnde oritur ddz—^^^ 1̂. At aequatio ad fu
perficiem differentiata dat ddz — d?dx 4- Qddy 
-y-dQdy , ex quibus coniundis fit ddy —zz 
(Pdy-Qdx)(dPdx-4-dQdy) j __  (Pdz-t-dx')(dPdx-t-dQ_dy, .

dx( 1-4-PM-Q5) ec (1 (1Z — dX( । ' • JJa-
to ergo elemento Mw, fequcnswp. in linea bre
uiflima inuenictur; crit enim tt^~ PQ4-2 ^'4- 
ddy ct £|x — QM4- 2dz-\-ddz, et ipfarum ddy 
ct ddz valores funt inuenti. Quare hinc fequen- 
tis cuiusque elementi pofitio determinatur , atque 
ipfius lineae breuiflimae natura per quamcunquc 
eius proiedionem cognofcitur. Q. E. L

Corollarium i.
834. . Si in aequatione pro fupcrficie P et Q 

tantum per .v et y dantur, aequatio ddy zzzizz 
Tom. II, ” N n n (P^T



proiedionem lineae breuiflimae 
in, plano APQ denotat.

'■ 11 •Corollarium 2.
635. Pro linea ergo brcuiflima Mwp. fum- 

tis ekmbntis axis aequalibus erit
dxjiH_p»4-Q») atque ----- ~ t- 2 « ~ -t-

ex quibus aequationibus pun- 
ftiim p. ex duobus praecedentibus M ct m co- 
gnofcitur.

Corollarium 3.
835. Quia pro linea brcuiflima angulus RMN 

euan^fcit (71.), incidet R in N, pofitio ergo ra
dii* ofculi ita fe habebit, vt fit A Xz^.r-l-Pz ct 
X lt ——Qs —Longitudo vero radii ofculi crit
' dPdx~t-dQ.dy

Corollarium 4.
837. Planum vero IMR in quo fita funt 

elementa lineae breuiflimae Mwp. ita determina
bitur, vt flt AL = -a’ ct

Tangens vero 
anguli quem planum IMR cum plano APQcon- 
ftituit crit —Huiusque an- 
guh fecans eft — pdy—ojix ’ > ‘eu cou

Pdy—Q,dx_________  ntlS — Excm-



Exemplum j.
838. Sit fupcrficies cylindrica quaecunque 

axem habens AP, exprimetur eius natura hac ae
quatione dz~Qdy euanefeente P in generali ae 
quatione dz~P dx-\-Qdy. Quare pro proiedio- 
ne lineae breuiffimae huius fuperficiei in plano 
APQ habebitur ob P~0 ct dP~ 0 haec aequatio 

feu ct =
VfiH-Qj, fi quidem Q tantum per y detur; at 
fi Q. Per y et z dctur variabilis z e(t eliminan
da ope aequationis dz^Qdy. Vti in cylindro 
circulari in quo eft z\ erit z — V(a —y\ 
ct Q— Quare erit adx^^^-y In ge
nere autem JdyV (1 H-Qj exprimit arcum fcdio- 
nis ad axem AP normalis; quare dido hoc arcu 
—J erit a.vzL.t. Ex quo intelligitur, fi talis fu
pcrficies in planum explicetur, fore lineam bre- 
uiflimam redam; vti conflat.
' •'ri Ikiui /r : t ' ' :

Exemplum 2.
839. Sit fupcrficies propofita conica quae

cunque verticem habens in A; aequatio pro tali 
fuperficie ita poterit adaptari, vt z aequetur fun- 
dioni vnius dimenfionis ipfarum x ct y. Quare 
in aequatione dz = Pdx^-Qyly , litterae P et Q 
erunt fundiones nullius dimenfionis ipfarum x et y. 
Hanc ob rem , vti iam alibi ollendi, erit P.rH- 
Q/=^> lui , vnde fiet

Nnn 2 tc



ct P/7j —QVt —, atque dPdx -q- dQdy 
_____ jrdPJx-t-PxJy1—Yydxdy—yxdPdy____(ydx—xdy)(ydP<—p dy) 

ct tandem__________________________ Quibus fub-
ftitutis erit Po
natur y^p x\ aequabitur P fnndioni cuidam ipfius 
p tantum, quia P eft fundio nullius dimenfionis 
ipfarum x et y. Erit vero dy^pdx-T-xdp ct ddy 
—xddp-}- 2 dxdp=-
_ Ex qua ae. 
qnatione quidem proiedio difficulter cognofcitur. 
Quomodo autem linea breuifiima in tali (uper- 
ficic fit determinanda fufius docui in Commenr. 
III. p. 120. Ceterum idem de linea breuifiima 
eft notandum quod ante, fcilicet quod ea in pla
num explicata fuperficie conica abeat in redam.

Scholion.
840. Simili modo in determinandis lineis 

breuiflimis fuper aliis fuperficierum fpeciebus non 
hic immoror, quia in cit. loco hanc materiam 
plenius expofui. Progredior ergo ad inueftigatio- 
nem linearum, quae in fuperficie a corpore a 
quibuscunque potentiis follicitato deferibuntur. An
tea vero ncccfTe eft, vt in effedus cuiusque po
tentiae curatius inquiramus.

DEFINITIO 4.
841. Vim prementem vocabimus in fequentibus 

.eam vim normalem, cuius dir effio cjl normalis ad 
ipfam juperjiciem in qua corpus monetur. C o-
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Corollarium.
842. Haec vis premens ergo vel anget vim 

centrifugam vel minuit , prout eius direAio di- 
reAioni radii ofculi lineae breuiflimae vel COQ' 
traria eft vel in eam incidit (79.).

DEFINITIO
843. Vim defierent em vocabimus in fequentibus 

eam vim normalem > cuius directio cfi in plano fuper- 
ficiem tangente et perpendicularis in viam a corpore 
deferiptam,

Corollarium.
844. Haec ergo vis corpus a linea breuiffi- 

ma, quam a nullis potentiis follicitatum deferibe- 
ret, defleAit, et vel cis vel vitra eam detrahit 
pro eius direAionc vel cis vel vitra tendente. 

i

PROPOSITIO 92. 
Problema.

845. Determinare efferum vis prementis in cor
pus fuper fuperficie quacunque motum, quod prae
terea a nullis potentiis follic itatur,

Solutio.
Quia haec vis premens eft normalis in fu- 

perficiem, idcoquc eius dire Aio MN', ea neque
Nnn 3 celc-

r»b. xv n.
Fig. J»



celeritatem , neque diredipnem motus afficiet, 
fed tota in prelfione fupcrficiei confugietur, cor
pus igitur in eadem linea progredietur, in qua 
ii haec vis abeflet, mouerctur-, quae autem eft 
linea breuiffima in prop. praec. determinata. Mo
nebitur ergo corpus in linea Mwp., cuius radius 
ofculi MO incidet in normalem fupcrficiei MN. 
Sit ergo MN diredio huius potentiae prementis, 
quae propterea fuperficiem verfus interiora fe
cundum MN premet. Ponatur haec vis premens 
— M; premetur ab ea fuperficies fecundum MN 
vi z^M. At fi. radius ofculi MO in eandem pla
gam incidere ponatur, vis centrifuga vi prementi 
«rit contraria eiusque effedum minuet. Cum au
tem Mwp. fit linea breuiflima, eft radius ofculi 
M O - - pcr quem fi diui-
datur dupla altitudo v celeritati in M debita, pro
dibit vis centrifuga. Hanc ob rem erit vis, qua 
fuperficies fecundum MN premitur 4-

M. Pofitio tandem hu
ius vis prementis per fuperiora inuenta eft 
x-l-Ps et HN——Qs—jr; demiflo fcilicet ex 
pundo N, in quo normalis MN plano APQ_0C' 
currit, ad axem perpendiculo NH. Q. E. 1- 

rAu Jv. . i. ’ -v:
Corollarium I.

846. Cum neqiie altera vis normalis defle- 
dens, neque vis tangentialis neque vis* rcfifientiae, 
fi quae adcll, preffionem in fuperficiem afficiant-, 

per-

/
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perfpicitur, a quibuscunque potentiis corpus prae
terea follicitetur, preflionem femper tantam effe 
quantam hic aflignauimus.

Corollarium 2.
847. Quantumuis igitur via a corpore de- 

fcripta a linea breuiflima difcrepet, tamen preflio i» 
fuperficiem fit fecundum normalem in fuperficiem, 
feu fecundum radium ofculi lineae breuiflimae, 
non vero fecundum ipfius curuae deferiptae ra
dium ofculi, cuius longitudo etiam ad preflio- 
nem non requiritur.

Scholion.i 4 •• ••
848. Ob hanc caufam eam radii ofculi lineae 

breuiflimae formulam adhibuimus, in qua diffe- 
rcntialia fecundi gradus non infunt, ne is pen- 
deat a pofitione duorum elementorum Mw et 
per quae corpus reipfa mouctur. Sed ifte radius 
ofculi ex vnico elemento Mw innotefccre debet: 
Si enim corpus propter vim defledentem non 
lineam breuifiimam deferibat, difFerentialia fecun
di gradus ct ddz non amplius in radium ofculi 
lineae breuiflimae ingredi debent,

PROPOSITIO 95.
Problema.

849. Vis tangentialts, quae fecundum tangentem 
MT corpus trahit, effeSum in corpus in fuperficie ’5’3’ 
quacunque motum determinare.

So-



Solutio.
Sit haec vis tangentialis —T, corpusque per 

elementum Mw progrediatur celeritate altitudi
ni v debita; quia haec vis motum diminuit, erit 
du — — T. M m~ — TV(dx ' H- dy' -{-dz*)i ma
nentibus iisdem denominationibus, quibus ante 
fumus vfi. Praeterea vero haec vis neque pref- 
fionem neque deuiationem a linea breuifiima af
ficit. Ad pofitionem vero diredionis huius vis 
inueniendam, producatur tangens MT donec oc
currat plano APQ in T; erit T pundum in ele
mento ^Q produdo. Fiat ergo dz-. V(dx*-}-dyt) 
— z; QT; critque QT — Ex T de
mittatur in axem perpendiculum TF; erit V (dx*

—QT: PF; quare habetur PF=z et 
AF~ —• Porro ob dx\ dy— ^:y —FT erit 
FT~j' — ; ex quo pundum T determinatur.
Q E. I.

Corollarium.
850. Cum refiftentia ad vim tangentialem fit 

referenda, ex his intelligitur, quomodo refiften- 
tiae effedus fit determinandus. Vt fi fuerit rc
fiftentia rzR, erit dv~—(T-J-R) ^(dx* 4- dy* 
•^-dz*).

PROPOSITIO 94. 
Problema.

T»b. xvii. 851. Vis normalis deflectentis N efle Cium in 
F‘s’ 3’ corpus fuper fuperficie quacunque motum determinare.

Solu-



Solutio.
Pofitis vt ante AP—x, PQ—7 ct QM~s, 

exprimatur fuperficiei natura hac aequatione dz 
rzPdx -p- Qdy ; ct moneatur corpus celeritate al
titudini v uebita per elementum Mw: quo per- 
curfo, nifi vis defleAcns adeflet , progrederetur 
per elementum wpc fecundum lineam breuiflimam •, 
forctqite dy 4- et
K«4-2^4-^3^^835^ bm acce- 
dat vis normalis defleAens N, quae direAionem 
habeat antrorfum. Haec ergo vis efficiet, vt cor
pus deferipto elemento Mw non per wp. ince
dat, fed ab hac direAione antrorfum dcflcAat.
Ponamus igitur pergere per wv, erunt Mw et mv 
duo elementa curuae a corpore deferiptae. Qua
re demiflb ex y in planum APQ perpendiculo v<r\ 
erit 7rcr~y -4— zdv-V-ddv et a-^~z —4- idz-y-ddz.
Hinc ergo habebitur <x? | • T “ r “f " j ddy
Ct IU VT-----fdx-+-Pd?_(dPdx-+-dQ^)dx”(t-i-p1-+-q?) ddz» Pofito ve
ro breuitatis ergo — ddet
{ax+Yaz)yirox-+-a\jay) ___ j j y
' 4c(h-p’-hq*) —dd^, inuenietur radius ofculi
angulo elementari p/wy rcfpondens ~——--zz

3
_____________{dx^dy^dz1^
V( ^zddv-dzddy‘fydd^dyddz)'+dx\ddy-ddy)'+dx^ 
Hic ergo fi dicatur — r erit N=?feaH’=Nr, 
quia hic angulus eodem modo generatur, quo 
corpus a vi normali in plano a linea reAa dc-

Tom. II. O o o fle Ai-



fleftitur. Eft
Atque locort^ ct dd^ debitis valpribus fubliitutis fit 

^x^dy^dz'?
''-VpdxXddy^ddJWdzddy-dyddif-^^^ 
Cum autem per aequationem d z~Pdx -V Qdy 
fit dVdx-\-dQdyz~ddz — Qddy, erit in fubfidium 
hac ipfa aequatione dz—Ydx-y- Qdy vocata r — 

3
{dx^-p-dy*-A-dz1 { i -pP^-l-Q’)v---- L—t----- ——------- , ——- VJ. Hanc ob rem

- ddy < dx -P Pdz }-\-ddz{ Pdy- Q x)
erit ddz(Pdy — Qdx )—ddy {dx -y-Pdz )~/v{dx ’ 

3+^‘+rfS7V(l+r+(j). q. e. 1. ...... . : ' . . ’
Scholion l

852. Congruit haec formula cum ea , quam 
fupra(7p) pro effedu huiusmodi vis determinando 
inuenimus. Differentia qnim tantum eft in figno 
litterae N, quam vim ibi negatiue accipiendam effc 
apparet. Atque hic etiam de figno non certi c(Te 
potuiffemus, quia cx quantitate radix quadrata, 
quam hic extraximus, aeque poteft efle negatiua 
ac affirmatius. Hoc vero dubium, fi calculus ad 
cafum fpecialcm accommodetur, ftatim tollitur-, 
quia formula eiusmodi efle debet, vt punftum y 
cis p. cadat fi potentia N antrorfum, vt pofui' 
mus, fuerit direfta. Ex quo ope exempli etiam 
fignum radicis quadratae determinaui; atque hanc 
ipfam formulam inueni.
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Corollarium i,
S53- Si vis dcfledcns N euanefeat, corpus 

motum fuum in linea breuiffima cdntlnuabit; id 
quod ipfa aequatio quoque indicat.'1 Pofito enim 

habebitur ddy{ dx-^-^dz}— ddz^dy—Qdx^ 
quae aequatio eft pro linea brdUiflima.
- ugqtii c inbgni) imdq ciftyi-mm ana rnuLcrq

C6rollarium 2*
854- Quaecunquc ergo vis 'premens, ct vis 

tangentialis atque refiftentia corpus in fupcrficie 
motum follicitet, fi modo nulla aftuerit vis de- 
fledens,'corpus femper in linea breuiflima mone
bitur. ' .'i ; J ui- • ... n

Scholion 2.
855. Quod autem ad pofitionem huius vis Tab: XVH« 

defledentis N attinet, ea ex hoc deducetur, quod 1 g 
ea pofita fit in plano tangente fuperficicm, at
que fimul fit normalis curuae deferiptae; fit er
go MG eius diredio et G pundum, in quo pla
no APQ occurrit; ita vt vis N fecundum MG tra
here cenfchda fit, dum eam'ante antrorfum vrgere 
pofuimus. Primo ergo determinari debet inter- 
fedio plani fuperficicm in M tangentis interfe- 
(ftio cum plano APQ, quae fit reda TVG; Haec 
vero inuenietur, fi duae tangentes fuperficiem ad 
planum APQ vsque producantur, atque punda, 
in quibus in planum APQ incidunt linea reda iun- 
gantur. Sit ergo MT tangens lineae deferiptae,

O o o 2 quae



quae propterea fuperficiem quoque tanget; erit 
vt iam inuenimus AF — — x ct FT~ y-^
(849.). Porro fuperficics feda intelligatur plano 
PQ>1, fitque MV fedionis huius tangens; erit QV 
— ex aequatione dz~Pdx4- Qdy pofito dx~o. 
Innotefcit ergo pundum V, quocirca reda TV 
produda erit interfedio plani tangentis fuperfi- 
ciem in M cum plano APQ. Pundum ergo G 
in quo roda MG plano APQ occurrit, pofitum 
erit in reda T V. Porro in reda TQ fumatur 
QS“ eritque MS normalis in elemen
tum Mm deferiptum. Atque fi ad QS ducatur 
normalis SG, ex hac reda SG omnes redae ad
M dudae erunt in elementum Mm perpendicula
res. Quare cum MG fit quoque normalis in ele
mentum deferiprum, pundum G quoque pofitum 
erit in reda SG. Pundum ergo G erit in in- 
terfedione redarum TV et SG. Eli vero PL— 

et ELGrz. ang. PQT. Ponatur GE 
-t, erit LE-g, ct Deinde
etiam propter triangula fimilia cil FP:FT-4-PV
— PE:GE-PV, hoc

Hinc
et A E~,v 4-, vnde pundum G deter-
minitmv' Si ergo ducatur red*. QG eritQG2^

or__ x^'dy"-^dy2-t-lz2-+-dz\ i-+-P2-+-O2M
(Qjx—Pdy2') (Q_dx— P-CyP ’Ct xy~ , ” Qdx—Pdy -------- -I *

Z(dx2+dy2+dz'
atque MG= —- —---------

soo O PRO-4



PROPOSITIO 95.
Problema.

856. Si corpus fuper fuperficie motum a quot* 
cunque potentiis Sollicitetur^ definire vires normales 
prementem fcilicet ct dflett entem, atque vim tangen
tialem ex resolutione omnium ortam.

Solutio.
Quaecunque fuerint potentiae follicitantes r«b.xvn. 

eae ad tres reduci poliunt, quarum dirediones F’s’ 2' 
fint fecundum tres coordinatas x,yz Sit nunc 
vis corpus in M fecundum parallelam abfeiffae PA 
trahens—E-, vis fecundum parallelam ipfi QP tra
hens—F, ct vis fecundum MQtrahens—G. Sin
gulae ergo hac vires refoluendae funt in ternas,nor
malem prementem fcilicet , normalem defleden- 
tem et tangentialem. Quia autem hae tres diredi? 
ones funt inter fe normales, ex quaque ipfarum E, 
F et G vires normales et tangentialis prodibunt, fi 
illae ducantur in cofmum anguli, quem illarum vi
rium dirediones cum illis conflituunt. Incipiamus 
a vi tangentiali, cuius diredio clt MT exillcnte 
AF=S-* et VT=y-^, atque 
ct M 1 — * Vndc erit coGnus anguli
QM 1 , quem diredio vis G cum vi tangentiali con- A. _ Q.M_ dzItituit —MT—In quem fi ducatur vis 
G, prodibit vis tangentialis ex ea orta " Z 

tofinus vero anguli , quem MT
O o o 3 con-



Tab. XVII.
Fig. I.

Tab. XVII, 
Tab. 4.

conftituit cum diredione vis F, quae eft ipfi QP pa
rallela eft zz cof. PQT. JQMTzr'*2^.^ zz

Vis ergo tangentialis ex F orta eft
—Cotinus porro anguli, quem di- 
redio vis E' conftituit cum MT eft
ideoque vis tangentialis cx vi E orta
Iam confideretur vis premens,cuius diredio citMN, 
exiftente AHzzvH-Pz et HN——Q~, feu PHzr 
Pz et QP-t-HN—— Qs. Ex quo erit QN~.£V(P2 
H-Q2) et MN=sV( i-H^-f-Q2). Anguli ergo, 
quem diredio potentiae G cum MN conftituit, co- 
finus eft ideoque vis premens ex G
orta zz^pp^Qa, Porro anguli, quem diredio 
vis F, quae eft parallela ipfi QP, cum MN confti
tuit, coflnus eft ~ cof. PQN./QMNzz^^-^z±

Ergo vis premens cx vi F orta eft 
zz—Atque fimili modo vis premens ex 
vi E orta eft zz—Denique cum vis dc 
fledentis diredio fit MG, atque PEzz^^y^ et 
QP H-EG —erit anguli, quem MG cum 
diredione vis G conftituit, cofinus -----

Qdx-Ydy .
------------ —----- i------------------- • quare vis defle-

(1-+-PM-Q.)
G(Q/v-P^)

dens ex viG ortacftzx----------- —— ------------- —

Porro anguli, quem MG cum diredione vis F
con-



conftituit, cofinus eft — * 1*1 Lr
dx-^Fdz ..

------------- ------ f----------------- iquamobremvisdcnq-
{dx^df-Y-dz^Vi 1 H-P’-^)

. v n_ FCdx-^-Pdz}ftens cx vi r orta eft _--------------------——--------------
(dx^-^-dy-^dz2)^ 1-t-P’H-Q1)

Denique anguli, quem diredio vis E cum MG 
conftituit, cofinus eft zzzz ~ zzzzzzzzzz—zz

--------------:---- -y------------------ . Vis e rg.o d e fl e e n s

-E dy-^^dz) 
ex vi E orta eft — ■----------

(dx^dy-^dz?? / (14-P14- ) •
Cum autem ante vim tangentialem vocauerimus 
T; vim prementem zz M et vim defle&cntem zzN: 
ad has vires tres propofitas E,F,et G reduxi- 
mus•,er 11 namque 1 ~ v Lf M—vTi+u”^1)

—E(dy-i-(^fz)~}-F(.dx-y-Pdz^-i-G( Qdx—Pdy) 
a t q u c N zz----- —:-----------—

^dx2-\-dy~\~dz2^ /(1+ P’4- Q1)*
Q. E. L

Corollarium r.
§57. Si igitur corpus a tribus potentiis E,F 

et G follicitetur; erit, pofito v pro altitudine 
debita celeritati in M, dv~ — E dx— F dy — G dz 
(84.9.), fi loco T ponatur vis tangentialis ex re- 
folutione potentiarum E, F ct G orta.

Co-
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Corollarium 2.
858. Si praeterea corpus in medio refiften- 

te moneatur, atque refiftentia in M fuerit—R: 
erit <7^ Edx — Ydy — Gdz-KV^dxi-^-dy-^-dz'),

Corollarium 5.
11

859. Si in aequatione S51. inuenta, in 
qua eftedus vis defledentis N eft determinatus, 
loco N fubftituatur vis defledens ex refolutione 
virium E,F et G orta, prodibit 
zz-E(tdj-\-(2dz)-]-Y(dx-i-Ydz')~G( ,̂dj'-(^(lx)»

• . . " * •* ’

Corollarium 4*
860. Si ergo ex iftis duabus aequationibus 

confletur vna eliminanda v, prodibit aequatio , 
quae cum locali ad fuperficiem dz~Pdx-+~ Qdy 
coniunda determinabit viam a corpore in fuper
ficie deferiptam.

Corollarium 5.
8<5i. Vis autem, qua fuperficics fecundum 

normalem in eam premitur, tam cx vi norma
li premente M, quam ex vi centrifuga orta eft “ 
&^P-=^(dx^dyt+dz*)+J:y(dPflX‘A-dQ.dy) ,Q _ x

(dx^dy^dz  ̂1 -+-PM-Q*)-------- ( 8 4 5 ) t IUO U1 CU-
tO loco M valore inuentp.

Corollarium 6,
Sd2. Eft vero ex aequatione coroll. 3. in-

uenta zv — (dx1-d-dy’^-dzz}l,E{dy-A-^dz')-R{dx-A-Pdz'}-A-G{Pdy-Qdx'))
—ddx^Pdy—djdxy-i-dAyidx-t-Pdz)

quo
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nuo valorc ibi fublHtuto prodibit tota preflio — 
(Gdxddy—Fdxddz-j-E^ddz—Edzddj । 4-p14-Q?)

ddz(Pdy—Q-dx)—ady(dx-+-Pdzj

Scholion.
8^3. Quia tres potentiae E, F, G direAio- 

nes habent inuicem normales, erit potentia iis 
aequiualens E1-4-F*-|-G’)‘ His vero tribus 
viribus aequiualere inuenimu» tres M, N et T, 
quarum direAiones funt quoque inuiccm norma
les; quare iftis tribus aequivalens vis erit — V(M* 
4-N’H-T1). Quamobrem fi loco M,N et T 
fubftituantur valores inuenti cx E, F et G, pro
dire debet quoque V (EI-+-Ft4-Gx)id quod cal
culo inftituto re ipfa fe habere deprehendetur. 
Inferuit autem hoc inftar probationis, vtrum cal
culus prolixus, quo haec refolutio eft abfoluta, 
reAe fuerit inftitutus, an vero fecus. Hac vero 
probatione inftituta reperientur fe hae formulae 
reAe habere.

PROPOSITIO 96.
Problema.

864. In bypotbefi grauitatis vnifortnis et deor- 
fum directae g, determinare lineam, quam corpusfu
per quacunque fuperficie protelum in vacuo deferibit.

Solutio,
Sit APQ planum horizontale 

tam in fuperficie data, quam in 
Tom. II, P p p

, er M punAum Tnh. xvn 
linea a corpore ,g,a’

de-



defcripta. Erit ergo M verticalis et propterea 
diredio vis grauitatis g. PoEtis A P~ X, P 
et atque aequatione fupcrficiei naturam
exprimente dz^z-T d^t^^dy} fit celeritas in My 
qua elementum percurritur, debita altitudini v. 
Cum igitur problema hoc fit cafus praecedentis > 
iit enim G_ g, E^o et F~oy habebuntur hae 
duae aequationes dv~— gdz (S 5 7.), atque zvddz 
( PdyQ_dr) — ivddy{dx-^fdz}nf-g(Pdy — Qdx) 
(dx^-dy^-i-dz^ — O. Sit porro altitudo debi
ta celeritati, quam corpus habiturum eflct, fi irr 
planum horizontale A PQ pcrucnirct, — b y erit 
v~b — gz. Per alteram vero aequationem eft au
— ddy^dxy-Pdz)-ddz(Pdy-^x)' V uuc cm 2V —----------- 
daddzy.ly^dx) — dzdyySdx±fdi) q' Afi QUatlO Ope

(Pliy—Q.dxrt^4-pd>5-H.i2iI) xL: ‘ • 1
aequationis dz~Vdx —Qdy transmutatur m nane 
dy ^dy^A-^dz^ ryiy__ integrata dat lv
— Kdx^dy^-dz^-zf^^^- Jn ^uouis.crgo 
cafu fpcciali inuelligari debet, an integra
tionem admittat. Quod fi contigerit, habebitur 
v in differentialibus primi gradusy atque cum fit 
v^b—^z, orietur aequatio differentialis primi 
gradus curuae deferiptae naturam exprimens. Pref- 
fiQ vero in fuperficiem fecundum normalem erit zz 

quae Cubiaris differenmliM» 
fecundi gradus abit in hanc ------ -

">b .r .v, Co



DATA SUPERFICIE. 4»1' ■ " - 1 A , ' 4
Corollarium j*

• ■ > sVJd
&6$. Celeritas? ergo corporis in hypotheft 

geauitatis vniformis g et 'debUum dircftae in fu- 
pcrficic quacunque moti ex fola altitudine cogno- 
fci poteft, omnino vt ii corpus in eodem plano 
moneretur.- ; .n t - r>

Corollarium 2>
$66. Si tempufculum, quo elementum Nini 

abfoluitur, ponatur dt, . , , .. wdy
aequationem ergo inuentam erit Idt —Jtdj-Q&i 

ddt _ Pddy U; - 1 ' ■atque — ?dy—o.dx* ;
. . . >: 7? C " . :
Corollarium 5.

867. Ex inuentis aequationibus reperictur ddy
-- Z^dy—f^j^^dy-^dlQ j _

£Z)( I-+-r2-+-Q_*) ~ (IH-P2H-Q,*)dx ^atquc
» j _ gQ_{PAy—O.dx) (dx^-j-dy^-j-dx1) i (dPdx-j-dQ.dyUdx-i-Pda!')

----- 2dx(i—£Z)( 1 hTp^-HQ.2) ( 1-4-P2-t-Q.2)da:

Hinc erit dzddy-djddz =
— Curuae vero deferiptae rn-
dins ofculi erit — ________ 5Clius O1CU11 erit __

c 1 v ' 'Scholion.
8<58. Harum formularum vfum in cafibus p.^- 

ticularibus, quibus certa quaedam fpccies fuper- 
fitierum confideratiir, in feqtrentibus problematis 
fufius exponemus, quibus fingularium fupcrficierum 
exempla adiungemus.

Ppp 2 PRO-



^^CAPKT DE MQTK P^CTl

T«b. XVIII.
Fig. z.

PROPOSITIO 97.
Problema.

869. In bypotbeji gravitatis uniformis deo/fom 
tendentis g, determinare motum corporis in fuperjicie 
cuiuscunque cylindri t cuius axis jit verticalis.

Solutio.
Quia axis cylindri ponitur verticalis, erunt 

omnes fediones horizontales inter ic aequales j 
fit igitur ABQC bafis cylindri, in cuius fuperficie 
mouetur corpus. Ponatur AP— x, fitque
z corporis altitudo fuper pundo Q in fuperficie 
cylindri. Natura ergo huius fuperficiei cylindri
cae hac exprimetur aequatione 0 ~ Pdx -f- Qdy 
feu Qdy — — 'Pdx. Haec autem aequatio orietur 
ex generali dz — Pdx 4- Qdy, fi P et Q fiant 
quantitates infinite magnae, feu euanefeente co- 
efficiente ipfius dz, fi quem afliimfiflemus. Qnam- 
obrem in aequationibus ante inuentis P et Qquafi 
quantitates infinite magnae confiderari debent ^cu- 
amfi fint finitae magnitudinis. Erunt autem P et Q 
fundiones ipfarum x et y tantum, neque in iis 
inerit z. His ergo in calculum dedudis, habebi-

. g(Pdy—Q.az)(dx1-+-d>2-|-axI)tur v—b £ 2;, atque iv—rdxddy-—?dydaz.-hQ-axdJs 
— dydiTd^^^ddT propter analogiam P;(^- 
dy. —dx At pofterior aequatio logarithmica erit 
Iv—l(dx2 4- dy2 4- dz2) - -Kdx2-p-dy2-i-dz2)



2) 4-/c Vnde fit
^-1 + 1^^-, Hinc oritur (i-r-gs)(rfA'J 
-FW^edz* feu
cuius integralis eft fV^dx 2 -y-dy 2) — —
vhi JV^dx 2 -+- dy 2 ) denotat arcum bafis BQC 
motu horizontali percurfum. Si tempuiculum quo 
elementum M m abfoluitur ponatur dt, crit

atque adt — V{dx 2-Pdy2), porroqne at 
~ jV {d xzdy z Quare tempora erunt pro
portionalia arcubus in bafi refpondentibus. Aequa
tio autem /V (dx2 -F dy 2 ) — — dabit
aequationem pro curua in fuperficie cylindrica de- 
fcripta, fi haec fuperficics in planum concipiatur 
explicata; denotabit enim tum jV( dx 2-\-dy 2) ab- 
fciffam m axe horizontali et z applicatam verticalem. 
ProieAionem vero curuae defcriptae in plano verti
cali planum horizontale iuxta AC Iccante habe
bimus, fi ope aequationis Pdx-j-Qdy — o elimi
netur.y, vt prodeat aequatio inter x ct z, quae 
erunt coordinatac huius proicdionis. Scilicet ob

erit V(dx'--Fdj'-)-^ V( PM-Q2), ideo- 
que j jn p etQlocoj'
eius valor in x debet fubftitui. Prefiio vero quam 
fuperficics fuftinebit a fola vi centrifuga orietur, 
'propter potentiam^ in ipfa fuperficie fitam, erit- 
que —- ’-+•<!z1 jv(r) > qua vi corpus ab axe

P p p 3 cylin-
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cylindri recedere conabitur, fi haec expreffio fue
rit affirmatiua. Q. E. L

Corollarium i.
870. Curua ergo, quam corpus in fuperficie 

cylindri deicribit, fi fupcrficies in planum expli
cetur, abibit in parabolam, ipfam fcilicet proie- 
doriam, quam corpus proicdum in plano verti
cali defcriberet.

Corollarium 2.
671. Si motus corporis fuper fuperficie cy

lindrica compofitus confiderctur ex motu verti
cali, quod vel furfum vel deorfum progreditur, 
et ex horizontali; erit motus horizontalis aequa
bilis, quia tempora t proportionalia funt fV {dx2 
-hdy2) i. e. arcubus horizontali motu percurfis. 
Motus vero verticalis erit vel aequabiliter acce
leratus vel retardatus.

Corollarium 5.
672. Si ergo motus horizontalis euanefcit, 

corpus reda vel afeendet vel defeendet, omni
no ac fi libere afccndcret vel defeenderet. Hic- 
que cafus prodit, fi fuerit c~o, quo V(dx~-i- 
dy2) euanefcit.



Exemplum.
873. Sit bafis cylinuri circulus cuius, quadrans 

fit BQC et radius AB = rz; erit a- 2H-j'2— a* et 
;tdx-\-ydy~0» Fiet ergo P~. x ■ Q“ 
—.r2). Proicdio vero lineae in fuperlicie cylin
drica hac deferiptae in plano verticuli ex AC ere- 
do exprimetur aequatione j• 
Si ergo fuerit c—o, fiet dx^o, atque con
flanti; quare hoc cafu proiedio erit linea reda* 
Curua vero, quae cfl proiedio pro quocunque 
ipfius c valore, ope redificationis circuli conftrue- 
tur. Preflio autem, quam fupcrficies cylindri fufti- 
net eft = y propter aequationem

Quare preflio vbique erit coa- 
ftans ct ipfi. f proportionalis*

Corollarium 4*
874. Propter eandem aequationem erit gene

raliter preflio, quam cylinder quicunque fuftinct zz 
2 c (d P dx-y- d^dy} _ 2 Q *r(dV dx -\-dQdy)__

--------------------5—•

Scholion.
875. Non folum autem ope refblutionis mo>- 

tus fuper fuperficie cylindrica ereda corporis mo>- 
51»
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tus facile poteft determinari; fed etiam fi cylin
dri axis fuerit horizontalis eadem facilitate mo
tus corporis cognoicetur. Namque fi corpus non 
habeat motum horizontalem iuxta axem cylindri 
corpus perpetuo in eadem cylindri fe&ione per
manebit, in eaque mouebitur tanquam fuper linea 
data. Sin vero accedat motus horizontalis, is 
perpetuo idem manebit, neque alterum motum 
perturbabit; atque his motibus coniungendis ve
rus corporis motus facile cognofcetur.

PROPOSITIO 98.
Problema.

T*b.xviii. 1^6. Si corpus inoueatur in fupcrficie filici re* 
F‘s'a* tundi i cuius axis efi verticalis AL, in vacuo agra- 

uitate vniformi g foUicitatum; determinare motum cor
poris fuper huiusmodi fupcrficie.

Solutio.
Generetur folidum rotundum conuerfione cur

uae AM circa axem verticalem AL, erunt omnes 
eius fediones horizontales circuli, quorum radii 
funt applicatae curuae AM. Aequatio ergo na
turam huius fuperficiei exprimens erit dz—^^ff^ 
denotante Z fundionem quamcunque ipfius 2; erit 
enim 2JZdz — X 2 -f-J'2—L M2. Si ergo detur ae
quatio pro curua AM, inter AL~z et LM~ 
VxjZdz-, dabitur quoque Z. His praemiffis erit 

itaque 



itaque Pzz* et Q— ; qui valores fi fubftituan- 
tur , habebuntur duae fequentes aequationes , ex 
quibus tam curua defcripta quam motus fuper ea 
cognofcetur, v"b—gz atque lv~ l(dx 2-\-dy 2 
-4-^=)-a Kx 
dy-ydx) -f- conft. Quare erit ■« — —
~b—gz. Ponitur x2 4-j 2 —u 2 ; erit u iundio 
quaedam ipfius z, nempe u2—zfZdz-, atque fu- 
perior aequatio abibit in hanc V (d x 2 4- dy 2) — 

Proicdio vero in plano hori
zontali per aequationem inter x et y habebitur, 
fi ex aequatione x2 4-,y 2 — zj Zdz valor ipfius 
z in x et y fubftituatur; huiusque proiedionis arcus 
eft fV (dx 2 4- dy 2). In plano autem verticali ha
bebitur proiedio eliminanda yj quo fado prodit 
aequatio quae aequatio fi
per u diuidatur <;ojnftrudionem admittit. Prefiio 
vero quam fuperficies fuftinct axem verfus erit ±=

— fZ________DPT
VC«S*0-^ri-^,5 2y(x»H-j24-Z»i • xL *•

Corollarium 1.■ ■ ■ ■
877. Si tcmpufculum, quo elementum Mw 

abfoluitur ponatur dt-, erit , cuius iu-
tcgralis eft ait ~xdy—y dx. Ipfum ergo tempus 
erit vt xy-zfydx^ denotante lydx arcam proie- 
dionis in plano . horizontali.

Tom.II. Q_qq Co-
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Fig.j.
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Corollarium 2-
878. Si corpus in proicdione in plano ho

rizontali moueri concipiatur, erit celeritas eius 
in Q debita altitudini ex quo motu ia
proicdione iplc motus in fuperficie inuenietur»

Corollarium 5.
S79. Sit igitur BQC proicdio curuae in pla

no horizontali, in qua rhoueatur corpus ita vt 
motus eius refpoodeat motui corporis in fuperfi
cic ipfa; erit tempus quo arcus BQabfoluitur vt 
^—fydx feu negatine vt jydx — ^ i. e. vt arejt 
BAQ dudo radio AQ

Corollarium 4*
880. Areae autem BAQelementum

Duda ergo tangente QT ct demiflo in eam ex 
A perpendiculo AT erit AT — Quare
altitudo celeritati in- Q debita eft zz ^pzzp^po- 
fito AT~ p.

Corollarium 7.
8S1. Corpus ergo in protectione motum per

inde in ca monebitur, ac fi libere moneretur ar- 
tradum vi quadam centripeta ad centrum A.

Corollarium g.
88a. Refpondeat pundum B motus in fir- 

perficic faAi initio, ct cum detur diredio pri-
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ma motus in fuperficie, dabitur perpendiculum ia 
tangentem in B. Sit ergo AB~/, et perpen
diculum in tangentem ~ erit altitudo celeritati 
in B debita zzgi.

Corollarium 7.
883. Vis ergo centripeta verfus A tendens, 

quae faciet, vt corpus in proie&ione BQC libere 
moneatur, erit — pofito u pro V (./-p./). 
Aequatio vero inter u et z exprimet naturam 
curuae, cuius conuerfione genita eft fupcrficies 
propofita , ideoque datur.

Corollarium g.
884. Eft porro V (dx9-^ dy2) — ct ydx 

— xdy — «i valores fi in aequatione in-
uenta fubftituantur, dabunt cz u "du "-y-czu dz9—c* 
p dz -- J feU p --------------------c^dz^^^du* (.b—gz)'

Corollarium 9.
885. Huius ergo quantitatis 

differcntiale per du diuifum dabit vim centripe- 
tam in A requifitam, vt corpus in proiecftione 
BQC moneatur libere, motu rcfpondcntc motui 
corporis in fuperficie.

Corollarium TO,
88(>. Si c—0, fiet quoque p = o. Quare hoc 

cafu proiciftio in plano horizontali erit rc&a per
Qqq z A



A transiens. Super qua corpus ad A accedens 
ita attrahetur vt fit vis centripcta

Corollarium n*
887. Si corporis direftio prima fuerit hori

zontalis tangens in B ad AB erit normalis; idco- 
que b— f. Hoc vero cafu celeritas in fuperficie 
aequalis erit celeritati in proiedione; quare fi fue
rit i valor ipfius z, fi eft ti—J\ erit

Corollarium 12.
888. Si praeterea vis ccntripeta in B aequa

lis fuerit vi centrifugae, curua BQC erit circulus, 
ct propterea ipfa quoque curua in fuperficie dc- 
feripta, atque motus tam in fuperficie quam in 
proiedbione aequabilis. Sit vbi eft u~f ct z~it 
dz—mdu-, erit ob p—f, et u~f et in ca- 
fu, quo circulus deferibitur, z c*.

Corollarium 15.
S89 Si ponatur 7r:i vt peripheria ad dia

metrum erit circuli noftri peripheria — stt/, quae 
diuifa per celeritatem i. e. V-?7, dat tempus 
vnius periodi in circulo , quod ergo erit 
Pendulum ergo integras ofcillationcs his periodis 
ifochronas abfoluens erit — in eadem grauita- 
tis hypothefi.

Corollarium 14.
890. In fuperficie ergo, quae generatur con- 

uerfionc curuae AM circa axem verticalem AL, 
Co- 



corpus proie&um circulum radii LM defcriberc 
potell eodem tempore, $>uo pendulum longitu
dinis =2 fubnormali LS integram ofcillationem 
abfoluit.

Corollarium i$.
891. Si ergo curua AM fuerit parabola omnes 

periodi per circulos horizontales in conoidc pa- 
rabolica aequalibus abfoluentur temporibus; atque 
penduli, iisdem temporibus ofcillationes integras 
peragentis longitudo aequabitur dimidiae parti pa- 
rametri.

Scholion 1.
892. Quaecunque aflumatur curua AM; fi vis 

centripeta motus in proieftione verfus A ex da
ta formula definiatur, caque aequalis ponatur vi 
centrifugae, atque coniungatur cum aequatione b—^i 
—-pt prodibit hoc enim cafu tam
proie&io erit circulus, quam ipfa curua in fuper- 
ficie deferipta. Q.110 vero hoc melius appareat po
natur dz—qdu, prouenietque vis centripeta

T.1m nnmtnrw—C-‘--- i' Ponaturw—J —l> 
et bj ; atque q~m\ erit vis centripeta rx

aequalis pofita vi centrifugae dat 2/rX

Exemplum*
893. Sit fuperficies conica circularis feu AM™ 

line* refta vteunque inclinata ad axem AL; quare
Qqq 3 erit

xvin.



erit z~mu et dzmwdu. Vis ergo centripeta ad A 
tendens , quae faciet vt corpus libere in proicdione 
BQG m-oueacur, erit Haec ergo vis
erit compotita cx vi conflante et vi reciproce cubis 
diftantiarum a centro A proportionali. Si c~o, 
tum proiedio erit linea reda per A tranfiens, atque 
vis centripeta erit —7^72 fiue conflans. Corpus 
ergo motu aequabiliter accelerato ad A accedet, 
mottls vero in fupcrficic conica congruet cum des- 
cenfirvel ascenfu fuper reda inclinata critque pari
ter aequabiliter acceleratus. Sin autem proicdio 
fuerit curuilinea et tangens in B normalis ad AB, 
erit i~mf) atque b—nif—p, pofito AB—/. Erit 
ergo hoc cafu atque fi corpus in circulo
horizontali reuoluitur, erit infuper
Quo ergo hoc accidat debet effe celeritas corporis 
debita altitudini '7—^. Atque periodi in hoc cir
culo iisdem abfoluentur temporibus, quibus pendu
li longitudinis ~ integrae oscillationes. At fi non 
fuerit zc3 — gmf3, verum tamen , curua
BQC habebit quidem in B tangentem ad AB nor
malem , fed proicdio haec non erit circulus. At 
fi zc3 proxime aequale fuerit ipfi gw/3 , curua 
quoque a circulo non multum diferepabit; habebit 
autem abfides varias, in quibus tangens ad radium 
eft perpendicularis. Harum abfidum vero pofitio 
per prop. 91 Libr. pracced. determinatur. Quoni
am enim vis centripeta cft-^y^^1, fi haec com
paretur cum illa vi centripeta ob y~ut erit P~

aca



— ,^4 X W® P —' atqU® yd? —
ideoque pofito «—/, diftabit quoque li

ne. abfidum a praecedente abfide angulo 180V 
graduum. Quoniam autem proxime eft 

2 c 3zzgmf3 , erit angulus inter duas abfides inter
ceptus = 1 8oVt?—- graduum. Cum ergo —p1 
femper fit maius quam erit angulus inter duas ab
fides interceptus maior quam 103 grad. 55^

Scholion 2<
894. . Exemplum fuperficiei fphaericae hic 

non adiungo, fed motus fuper ea determinationi 
fequentem propofitionem deftino, quia haec mate
ria particulari pertraftatione eft digna Si enim pen
dulum non 'fecundum planum verticale impellitur, 
tum corpus in fuperficie fphacrae monebitur, et vel 
circulos deferibet vel alias curuas non parum 
elegantes , quemadmodum Curuis experimen
tum inftituenti innotescet. Cafus quidem, quo 
pendulum circulos abfoluit, a Cei. lob. BernouUit 
in Aft. Lipf. A. 1719 iam eft expofitus fub titulo 
motus turbinatorii. At fi curua non fuerit circulus, 
nemo quantum fcio, hunc penduli motum vel con>~ 
fiderauit vel determinaifit-

DEFINITIO 6.
895. Motus turbina tori os vocatur penduli 

non in plano verticali irnpulfi motus. Hoc ergo cafu 
pendulum non in eodem plano verticali moMtur, fed cur^

Hami



CAPPT QFARTFM DE MOTU PUNCTI

Uam quandam defcribet in fuperficie Jpbaertcat cuius 
radius eft ipfa pendulo longitudo, fitam.
\©81 O OS J d ;; • b 'J.1G . i ■• ■ •' jl: 

c PROPOSITIO 99.
Probi, ma

Tob. xvni. 89(7. Penduli ad motum turbinatorium incita- 
Fig.a.etj. deid^minare motum et lineam curuam } quam in 

fuperficie fpbaerica dejeribit.

Solutio.
f

Quia corpus motum pendulo eft alligatum in
fuperficie fphaerica monebitur, cuius radius eft lon
gitudo penduli. Sit haec longitudo feu radius 
fphacrac —'a, erit z~a—Via2- u2} ex natura circii»

, a2 d u-r- et dq=-----------Ii A M. Erit ergo q
it

U

V(a2-

2 a1ideoque ?A- qU1 du—12 [a1—u2)' Ex his inuenitur vis centri»
peta ad A tendens, quae facit, vt corpus in pro 
iedioneBQC libere moneatur, —•
Atque pro curua BQC haec habebitur aequatio p2 — 

a2^3 .----- - ------ -—--------------- ?--------quae ad proiefti- 
9-p-(b—ga}{a2 — u2 )-\-g{a2-u2 j"2

__ 2 &«- 2 gaiM- 3 ) 
—: a2

onem BQC conftruendam fufficit. Sit tangens in- 
B perpendicularis ad radium AB, id quod femper 
alicubi contingere debet, nifi proieftio fit linea rec
ta , quia vis centripeta decrescit, decrescente u. 
Ponatur AB—erit i=:a—V(a2—f2), • atque b-gd
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/2)—Si praeterea fuerit ni3 
coipus in circulo reuoluetur, cuius radius cd/j ce
leritate debita altitudini p —Penduli ve
ro integras ofcillationes iisdem temporibus abfol- 
pentis longitudo eft ~ — Sin autem non

JlK nRRPK fit. iWW lW«gua; .curua BQC 4 crnc^Io non mujtum^ifcrcpa- 
bit. Cuius curuae, quo politiones abfidum inue- 
niantur, erit iuxta prop. 91. Libri pracccd.j—u 
et P~ £(2/;—2grB^ 3gV(d*—H4). Hinc eft £-P —

B ’ rsiKMwd . ' . 3i 7»tP *
£ ™y~ 4 —

—u1)’ Qma curua feic eft circu-
Ponatur u~J\ atque 2 b-zga - 2g

V (?-/’)— quo fado prodibit
Hinc fcquitm interuallum inter duas abfides 

effe angulum y^^lTr/grailuum/' Tanto fcilicet 
angulo locusin quo pendulum ab axe maxime 
dillit, diditus eft a loco, in quo pendulum axi 
eit proximum. Q. E. I.

’.3b
Corollarium j.

S97. Quo igitur pendulum AB~rt motu tur- Ta^xvnj 
blnatorio circulum BDCE deferibat , oportet vt 
cius celeritas debita fit altitudini jj:> ' { c 2. AO

Corollarium 2.
898. Longitudo vero penduli, quod ofcilla

tiones minimas integras eodem tempore abfol- 
Tobi. II. Rrr uit,



(I .
?

+9S CAWT Q^ART^M DE MOTV PANCTI %
uit, quo periodus in circulo BDCE conficitur, 
eft _ AO.

• ; . 'j'. , f.,»

Corollarium 5.
899. Tempora ergo, quibus diuerfi circuli 

motu turbinatorio a pendulo AB percurruntur, 
funt in iubduplicata ratione altitudinum AO.

HIH 11 -i; '■ > 1 C' O t"'-U '3

Corollarium 4.
900. Quo igitur pendulum longitudinis a cir

culum horizontalem maximum conficiat, cuius 
radius eft a, celeritas infinite magna requiritur; 
atque quaeque periodus tempore infinite paruo 
abfoluitur.
e,jii<kn jamijr /n au 1

Corollarium 5;
901. Si radius circuli BO fuerit valde par- 

uus relpcdu penduli AB“rf, congruent periodi 
motus turbinatorii cum ofcillatiombus integris eius
dem penduli.

Corollarium 6.
902. S’ curua dei r.pti non fuerit circulus, 

fcd rigura proxima, atque BO valde panium; 
erit angulus- inter duas abfides 900, feu redus.

Corollarium 7. f ▼
903. Hoc vero cafu curua a corpore deferi- 

pta erit-cllipfis centrum habens in A. Quod cx
l ' 1 ‘ M -yj
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vi centripeta colligitur, quae tum ipfis diftantiis 
fit proportionalis.

Corollarium
904. . Quo maior autem eft radius BO; eo 

maior quoque erit angulus inter duas abfides in- 
tprccptus. Atque fi fiat BO~BA, erit hic an
gulus 1800.

Corollarium 9.
905. Si angulus BAO fuerit 30. grad. erit Flg. 5, 

BO~^ BA feu J — -^a. Angulus ergo inter 
duas abfides interceptus crit graduum feu 990, 
$oz. Proiedlionis ergo in plano horizontali haec 
erit figura abedef^bik etc. in qua abfides fum
mae funt in c> e, g, i > et ^inae

*' k ’ <1 < ■

Corollarium 10.
906. In hac igitur figura linea abfidum mo

uetur in confequeijtia; fingulis enim periodis cir
citer 390 progredietur in confcquentia.

Corollarium n.
907* Sin autem ille angulus BAO minor 

fuerit quam 30. graduum; tum minor etiam erit 
abfidum progreffio. Quae quo pro quonis angu
lo BAO ftatim cognofeatur, fra&ioncm

Rrr 2 , i»
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na ergo periodo linea abftd 
graduum, q. pr. fi / J

in feriem refoluo, quae crit fcquens, | 
2'6 a* "+“ CtC* 

promonetur angulo 
valde eft paruum.
r s -Ofl ej: i ei p? t c 4 oq

Corollarium 12.
908. Ex his apparet promotionem lineae 

abfidum in fingulis periodis proxime effc in du
plicata ratione finus anguli BAO.

3113 .b£V
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