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1. Cel i zakres

Celem opracowania jest prezentacja i próba oceny wspó³czynnika Zengi
opisuj¹cego nierównomiernoœæ w rozk³adzie cechy. W niniejszym opra-
cowaniu przedstawione zostanie jego zastosowanie w kontekœcie
rozk³adu dochodów. Miernik ten zosta³ zaproponowany przez Michele
Zengê w artykule zatytuowanym Inequality curve and inequality index based

on the ratios between lower and upper arithmetic means [Zenga 2007, s. 3-27].
Omawiany wspó³czynnik opiera siê na dolnej i górnej œredniej arytmetycznej.
Warto wspomnieæ, i¿ przez pojêcie wspó³czynnika nierównomiernoœci Zengi ro-
zumieæ mo¿na równie¿ sformu³owane w latach 1984 oraz 1990 [Dagum, Zenga
1990] dwa inne wspó³czynniki, których znaczenie zosta³o podkreœlone chocia¿by
przez zamieszczenie ich w Encyclopedia of Statistical Sciences. Ilekroæ jednak w
opracowaniu mowa bêdzie o wspó³czynniku nierównomiernoœci Zengi, uto¿sa-
miaæ go nale¿y z najnowsz¹ propozycj¹ w³oskiego statystyka.

2. Oznaczenia

Wszystkie wykorzystane w opracowaniu oznaczenia zosta³y zaczerpniête
z pracy [Zenga 2007].
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górnej œredniej. £atwo zauwa¿yæ, ¿e N uporz¹dkowanych rosn¹co reali-
zacji zostaje podzielonych na dwie grupy. Miejscem podzia³u jest realiza-
cja x

j
,dla j s=1,... , .Dolna œrednia jest zatem œredni¹ arytmetyczn¹ reali-
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j
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, przy j s=1,... , , górna œrednia

zaœ jest œredni¹ arytmetyczn¹ realizacji wiêkszych od x
j
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j s= -1 1,... , (dla j s= mamy M x s

+ = ). Mo¿na zatem wyznaczyæ s par
dolnych i górnych œrednich. Na ich gruncie tworzona jest miara nierówno-
miernoœci rozk³adów analizowanych realizacji.

3. Wspó³czynnik nierównomiernoœci Zengi

Nierównomiernoœæ pomiêdzy „doln¹ grup¹” {( , ), ... ,( , )}x n x n
j j1 1 a od-

powiadaj¹c¹ jej „górn¹ grup¹”{( , ), ... ,( , ),( , )}*x n x n x
j j s s s+ + +1 1 1 0 okreœla

nastêpuj¹ca wartoœæ indeksu:
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Miarê I bêdziemy nazywaæ wspó³czynnikiem nierównomiernoœci Zengi.
Twórca miernika opartego na górnej i dolnej œredniej dodatkowo pro-

ponuje diagram ilustruj¹cy nierównomiernoœæ. W prostok¹tnym uk³adzie
wspó³rzêdnych tworzy siê s prostok¹tów o bokach równoleg³ych do osi
uk³adu wspó³rzêdnych zgodnie z nastêpuj¹c¹ procedur¹: pierwszy pro-
stok¹t zbudowany jest z odciêtych na odcinku [ ; ]0 1p oraz rzêdnych na od-
cinku [ ; ].( )0
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wszystkich prostok¹tów jest wartoœci¹ zdefiniowanego wczeœniej
wspó³czynnika nierównomiernoœci Zengi.

Przyk³ad
Tabela 1 zawiera wyniki obliczeñ dla przyk³adowego szeregu rozdzielcze-

go zbudowanego z par{( , ; ),( , ; ),( , ; ),( ; ),11 20 2 5 64 4 5 11 10 2 ( ; ),( ; )}.15 2 20 1

Tabela 1. Wyniki przyk³adowych obliczeñ

j xj n j N j N N j- p j

n

N

j x nj j Q j T Q j- M
p j( )

- M
p j( )

+ I
p j( )

1 01,10 20 020 80 0,20 0,20 022,0 022,0 279,5 1,10 03,49 0,69
2 02,50 64 084 16 0,84 0,64 160,0 182,0 119,5 2,17 07,47 0,71
3 04,50 11 095 05 0,95 0,11 049,5 231,5 070,0 2,44 14,00 0,83
4 10,00 02 097 03 0,97 0,02 020,0 251,5 050,0 2,59 16,67 0,84
5 15,00 02 099 01 0,99 0,02 030,0 281,5 020,0 2,84 20,00 0,86
6 20,00 01 100 00 1,00 0,01 020,0 301,5 000,0 3,02 20,00 0,85

�ród³o: opracowanie w³asne.

Wspó³czynnik nierównomiernoœci Zengi rozk³adu dochodów – wybrane zagadnienia 27



Wspó³czynnik nierównomiernoœci wynosi 0,7248. Rysunek 1 przedsta-
wia diagram odpowiadaj¹cy powy¿szemu przyk³adowi.

4. Wspó³czynnik Zengi jako miara nierównomiernoœci
w rozk³adzie dochodów

Podstawow¹ cech¹ rozk³adu dochodów
ludnoœci jest jego jednomodalnoœæ oraz
asymetria prawostronna. Jest to pra-
wid³owoœæ obserwowana niezale¿nie
od kraju czy te¿ czasu. Rozk³ad docho-
dów opisywany mo¿e byæ m.in. przez
funkcjê w przybli¿eniu opisuj¹c¹
rozk³ad, histogram rozk³adu empirycz-
nego czy grupy kwantylowe. Poza tym
zastosowany mo¿e byæ jeden wskaŸnik,
który charakteryzuje wybran¹ cechê
rozk³adu, przede wszystkim nierówno-
miernoœæ (por. [Szulc]). Wœród znanych
wspó³czynników koncentracji wymie-
nia siê indeks koncentracji Giniego,
wspó³czynnik Schutza oraz Atkinsona.
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Rys. 1. Przyk³adowy diagram

�ród³o: opracowanie w³asne.
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Rys. 2. Diagram ilustruj¹cy brak nierównomiernoœci

�ród³o: [Zenga 2007].



Wspó³czynnik Zengi jest now¹, konkurencyjn¹ miar¹ nierównomiernoœci
w rozk³adach dochodów.

Miara Zengi spe³nia wszystkie zasadnicze za³o¿enia klasyfikuj¹ce j¹
do miar nierównomiernoœci dochodowych. W kolejnych podpunktach a-e
przedstawione bêd¹ w³asnoœci miary I w odniesieniu do rozk³adów do-
chodów (por. [Zenga 2007]).

a. W przypadku braku
nierównoœci zachodzi
I =0.Sytuacja ta jest mo¿-
liwa jedynie dla s=1.

b. Dla maksymalnej
nierównoœci wartoœæ in-
deksu musi byæ rosn¹c¹
funkcj¹ C

N
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lim .
N

N
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c. Niech Y oraz X

bêd¹ nieujemnymi zmien-
nymi. Jeœli zachodzi
Y X= a , dla a>0, to
I Y I X( ) ( ).=

Powy¿sza w³asnoœæ
jest zgodna z jednym z
ogólnych aksjomatów
miar nierównomiernoœci
rozk³adu dochodów, który
powiada, ¿e miara nie powinna ulegaæ zmianie, jeœli wszystkie dochody
zmieniamy w sta³ej proporcji. Równie¿ popularne miary bazuj¹ce na
funkcji Lorenza s¹ niezale¿ne od skali pomiaru.

d. Niech Y oraz X bêd¹ nieujemnymi zmiennymi. Jeœli Y X h= + ,dla
h>0, to I Y I X( ) ( ).<

Jest to Daltonowska zasada, która g³osi, ¿e zwiêkszenie o tak¹ sam¹
wielkoœæ ka¿dej z analizowanych realizacji powoduje zmniejszenie nie-
równomiernoœci rozk³adu dochodu.

e. Niech w obrêbie zmiennej X ,opisanej tym razem przez N realizacji
spe³niaj¹cych warunek 0 1 2 1£ < < < < < <+x x x x x

i i N
K K , nast¹pi

przeniesienie (transfer) z x
i+1 do x

i
wielkoœci h>0, pod warunkiem ¿e

h x x
i i

< -+

1

2 1( ),dla i N= -1 1,... , .Wówczas wartoœæ I zmaleje – zgodnie

z zasad¹ transferów Daltona.
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Rys. 3. Intuicyjny przypadek maksymalnej nierównomiernoœci

�ród³o: [Zenga 2007].



Jeœli ma miejsce transfer dochodu od osoby o dochodzie wy¿szym do
osoby o dochodzie ni¿szym, to nierównoœci œciœle siê zmniejszaj¹. Trans-
fer nie mo¿e byæ jednak dowolnie du¿y.

5. Próba oceny miernika Zengi

Przeœledzenie kilku charakterystycznych przyk³adów pozwoli podj¹æ próbê
oceny wspó³czynnika Zengi i porównania go z wspó³czynnikiem koncen-
tracji Lorenza.

Kryteriami wyodrêbnianych prostych przypadków bêd¹:
l liczebnoœæ,
l jednolitoœæ,
l obecnoœæ podgrup,
l istnienie obserwacji odstaj¹cych.

W przypadku jednolitej, nielicznej grupy, jak na przyk³ad dla kolekcji
z tab. 2, uzyskujemy I =0 0543, , co potwierdza intuicyjne podejrzenie o
bardzo s³abej nierównomiernoœci w rozk³adzie.

Niewielka modyfikacja analizowanej grupy pozwoli przyjrzeæ siê, jak
obserwacja odstaj¹ca wp³ywa na miernik Zengi. Wartoœci x

j
dla

j=1 7, ,K pozostaj¹ takie same, natomiast wartoœæ maksymalna jest reali-
zacj¹ wyraŸnie odbiegaj¹c¹ od pozosta³ych (tab. 3).
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Tabela 3. Jednolita, nieliczna
grupa z obserwacj¹ odstaj¹c¹

j x j n j

1 1,90 1

2 1,95 1

3 2,00 1

4 2,07 1

5 2,08 1

6 2,09 1

7 2,10 1

8 90,00 1

�ród³o: opracowanie w³asne.

Tabela 2. Jednolita,
nieliczna grupa

j x j n j

1 1,90 1

2 1,95 1

3 2,00 1

4 2,07 1

5 2,08 1

6 2,09 1

7 2,10 1

8 2,11 1

�ród³o: opracowanie w³asne.



Wartoœæ I =0 9123, wskazuje bardzo du¿¹ nierównomiernoœæ. Stwier-
dzenie, i¿ wspó³czynnik jest wra¿liwy na realizacje odstaj¹ce na pewno
nie jest przesadne.

Tabela 4 ilustruje przypadek przeciwny; wartoœci
x j

j
, , ... , ,=1 8 s¹ mocno rozproszone na przedziale

[ , ; ].0 85 800 Wartoœæ wspó³czynnika bliska jednoœci
( , )I =0 9472 potwierdza bardzo du¿¹ nierównomiernoœæ.

Godny rozpatrzenia jest tak¿e przypadek z mocno ry-
suj¹cymi siê podgrupami – analizuj¹c w kontekœcie do-
chodów – „podgrup¹ bogatszych” oraz „podgrup¹ bied-
niejszych”.

W grupie A, w której liczniejsza jest podgrupa „bied-
niejszych” wspó³czynnik przyj¹³ wartoœæ 0,5656, nato-
miast w grupie z liczniejsz¹ podgrup¹ „bogatszych”
wspó³czynnik przyj¹³ zdecydowanie mniejsz¹ wartoœæ –
0,0430.

Dla tych j sÎ{ ,... , },1 dla których wagi
n

N

j
maj¹ naj-

wiêkszy wp³yw na wspó³czynnik I I
n

Np

j

j

s

j
= ×

=

å ( ) ,
1

warto-

œci I
p j( ) s¹ wiêksze w grupie A. Z kolei dla

tych j sÎ{ ,... , },1 dla których wagi
n

N

j
maj¹

najwiêkszy wp³yw na wspó³czynnik

I I
n

Np

j

j

s

j
= ×

=

å ( ) ,
1

wartoœci I
p j( ) s¹ mniejsze w

grupie B.
Wielkoœci I przy mocno wyró¿-

niaj¹cych siê podgrupach kszta³tuj¹ siê wiêc
w bardzo ró¿ny sposób, jak pokazuje
przyk³ad, mog¹ byæ nawet bardzo ma³e.

Kolejnym, ciekawym zagadnieniem jest
zestawienie wartoœci wspó³czynników Zen-
gi i Giniego – popularnego indeksu koncen-
tracji. Wyniki obliczeñ dokonanych dla
omawianych przyk³adów ujêto w tab. 6.
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Tabela 5. Mocno zarysowane podgrupy
z jedn¹ podgrup¹ bardziej liczn¹

j x j n j j x j n j

1 10,46 100 1 10,46 1

2 10,50 100 2 10,50 1

3 10,60 100 3 10,60 1

4 10,70 100 4 10,70 1

5 10,00 1 5 10,00 100

6 10,10 1 6 10,10 100

7 10,20 1 7 10,20 100

8 10,25 1 8 10,25 100

Grupa A Grupa B

�ród³o: opracowanie w³asne.

Tabela 4. Niejednolita,
nieliczna grupa

j x j n j

1 0,85 1

2 2,01 1

3 4,00 1

4 9,00 1

5 40,00 1

6 120,00 1

7 400,00 1

8 800,00 1

�ród³o: opracowanie w³asne.



Wspó³czynnik Giniego zgodnie z przyjêtymi w niniejszym opracowa-
niu oznaczeniami wyznacza siê ze wzoru
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Dla wspó³czynników Zengi I oraz Giniego G wyznaczonych dla tej
samej grupy zawsze zachodzi G I£ (dowód w [Zenga 2007]), jednak
wspó³czynniki I wyznaczane dla pewnych grup nie musz¹ zachowywaæ
tego samego porz¹dku co wspó³czynniki G wyznaczane dla tych samych
grup (por. dwa ostatnie wiersze tab. 6).

Tabela 6. Wspó³czynniki Zengi vs Giniego

Charakterystyka grupy
Wspó³czynnik I

Zengi
Wspó³czynnik G

Giniego

„Mocne” podgrupy, liczna bogata 0,0430 0,0145

Jednolita grupa 0,0543 0,0192

„Mocne” podgrupy, liczna biedna 0,5656 0,2187

Nieliczna grupa z obserwacj¹ odstaj¹c¹ 0,9123 0,7411

Niejednolita grupa 0,9472 0,7235

�ród³o: opracowanie w³asne.

6. Wnioski koñcowe

Wspó³czynnik nierównomiernoœci Zengi dla rozk³adu mo¿e byæ wyko-
rzystywany m.in. dla zmiennej quasi-ci¹g³ej, jak¹ jest dochód.

Zastosowanie indeksów proponowanych przez Zengê jest najbardziej
uzasadnione w przypadku realizacji zebranych w szeregi rozdzielcze
punktowe o du¿ych liczebnoœciach dla poszczególnych kategorii cechy.
Wynika to choæby z odpowiednio dostosowanych oznaczeñ i postaci wzo-
rów. Pod tym wzglêdem propozycja Zengi jest bardziej u¿yteczna ni¿ Gi-
niego. Ponadto miernik Zengi jest wra¿liwy na istnienie obserwacji od-
staj¹cych (wyraŸnie wzrasta wielkoœæ I). Wielkoœci I przy mocno
wyró¿niaj¹cych siê podgrupach kszta³tuj¹ siê w bardzo ró¿ny sposób,
mog¹ byæ nawet niewielkie.
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Zagadnienie wymaga dalszych, bardziej zaawansowanych technik
oceny i porównywania wspó³czynnika opartego na dolnej oraz górnej
œredniej arytmetycznej z innymi, dok³adniej ju¿ omawianymi w literatu-
rze przedmiotu.
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