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Vorwort.
Die hier neu abgedruckten vier Abhandlungen, auf die in der 

neueren Fachliteratur vielfach Bezug genommen wird, waren bisher 
für alle Benutzer, die nicht große wissenschaftliche Bibliotheken 
in ihrer Nähe haben, schwer zugänglich. Von den Sammelbänden, 
in denen sie sich befinden, ist auch ein Teil schon vergriffen. Wir 
glauben deshalb den Wünschen der Fachgenossen entgegenzukommen, 
wenn wir diese Abhandlungen in einem mechanischen Neudruck be­
quemer zugängEch machen. Dabei konnten verschiedene Druckfehler 
berichtigt werden; auch ein in der II. Mitteilung der „Tragflügel­
theorie“ vorgekommener Denkfehler konnte in einer besonderen 
Zufügung richtig gestellt werden. In einem Anhang ist eine Über­
sicht über die neuere Literatur auf dem Gebiete der vier Abhand­
lungen wiedergegeben.

Göttingen, im Februar 1927.

L. Prandtl. A. Betz.



Inhaltsverzeichnis.
Seite

L. Prandtl, Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung . 1
L. Prandtl, Tragflügeltheorie, I. Mitteilung.......................................... 9
L. Prandtl, Tragflügeltheorie, II. Mitteilung..........................................36
A. Betz, Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust . . . 68
Anhang.................................................................................................................93



Sonderabdruck 
aus den „Verhandlungen des III. Internationalen Mathematiker-Kongresses, 

Heidelberg 1904 ”
Druck und Verlag von B. G. Teubner, Leipzig, 1905, S. 484 bis 491.

Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung.

Von

L. Prandtl aus Hannover. 

(Hierzu eine Figurentafel.)

In der klassischen Hydrodynamik wird vorwiegend die Bewegung 
der reibungslosen Flüssigkeit behandelt. Von der reibenden Flüssigkeit 
besitzt man die Differentialgleichung der Bewegung, deren Ansatz durch 
physikalische Beobachtungen wohl bestätigt ist. An Lösungen dieser 
Differentialgleichung hat man außer eindimensionalen Problemen, wie 
sie u. a. von Lord Rayleigh*)  gegeben wurden, nur solche, bei denen 
die Trägheit der Flüssigkeit vernachlässigt ist, oder wenigstens keine 
Rolle spielt. Das zwei- und dreidimensionale Problem mit Berück­
sichtigung von Reibung und Trägheit harrt noch der Lösung. Der 
Grund hierfür liegt wohl in den unangenehmen Eigenschaften der 
Differentialgleichung. Diese lautet in Gibbsscher Vektorsymbolik**)

*) Proceedings Lond. Math. Soc. 11 S. 57 = Papers I 8. 474 f.
»*) a o b skalares Produkt, axb Vektorprodukt, V Hamiltonscher Diffe­

rentiator (V = * er + i + t 4--) •
\ öx cy cz]

p + v o V») +V(F+p) = fcV2v (1)

(v Geschwindigkeit, p Dichte, V Kräftefunktion, p Druck, k Reibungs­
konstante); dazu kommt noch die Kontinuitätsgleichung: für inkom 
pressible Flüssigkeiten, die hier allein behandelt werden sollen, wird 
einfach .. „div v = 0.

Der Differentialgleichung ist leicht zu entnehmen, daß bei ge­
nügend langsamen und auch langsam veränderten Bewegungen der 
Faktor von p gegenüber den andern Gliedern beliebig klein wird, so 
daß hier mit genügender Annäherung der Einfluß der Trägheit ver­
nachlässigt werden darf. Umgekehrt wird bei genügend rascher Be­
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wegung das in v quadratische Glied v o V v (Änderung der Geschwin­
digkeit infolge Ortswechsels) groß genug, um die Reibungs Wirkung k^^v 
als ganz nebensächlich erscheinen zu lassen. In den in der Technik 
in Frage kommenden Fällen von Flüssigkeitsbewegungen trifft letzteres 
fast immer zu. Es liegt also hier nahe, einfach die Gleichung der 
reibungslosen Flüssigkeit zu benutzen. Man weiß indessen, daß die 
bekannten Lösungen dieser Gleichung meist sehr schlecht mit der Er­
fahrung übereinstimmen; ich erinnere nur an die Dirichletsche Kugel, 
die sich nach der Theorie widerstandslos bewegen soll.

Ich habe mir nun die Aufgabe gestellt, systematisch die Bewegungs­
gesetze einer Flüssigkeit zu durchforschen, deren Reibung als sehr klein 
angenommen wird. Die Reibung soll so klein sein, daß sie überall 
vernachlässigt werden darf, wo nicht etwa große Geschwindigkeits­
unterschiede auftreten, oder eine akkumulierende Wirkung der Reibung 
stattfindet. Dieser Plan hat sich als sehr fruchtbar erwiesen, indem 
man einerseits auf mathematische Formulierungen kommt, die eine Be­
wältigung der Probleme ermöglichen, andrerseits die Übereinstimmung 
mit der Beobachtung sehr befriedigend zu werden verspricht. Um 
eines gleich hier zu erwähnen: wenn man, z. B. bei der stationären 
Bewegung um eine Kugel herum, von der Bewegung mit Reibung zur 
Grenze der Reibungslosigkeit übergeht, so erhält man etwas ganz 
anderes als die Dirichlet-Bewegung. Die Dirichlet-Bewegung ist 
nur mehr ein Anfangszustand, der alsbald durch die Wirkung einer 
auch noch so kleinen Reibung gestört wird.

Ich gehe nun zu den Einzelfragen über. Die Kraft auf den Ein­
heitswürfel, welche von der Reibung herrührt, ist

K - (2)
bezeichnet man mit w = % rot v den Wirbel, so ist nach einer be­
kannten vektor-analvtischen Umformung unter Berücksichtigung, daß 
diw = 0 ist: K~ — 2krotw. Hieraus ergibt sich ohne weiteres, daß 
für w = 0 auch K = 0 wird, d. h. daß auch bei beliebig starker Rei­
bung die wirbelfreie Bewegung eine mögliche Bewegung darstellt; wenn 
sie trotzdem sich in gewissen Fällen nicht erhält, so liegt das daran, 
daß sich vom Rande her wirbelnde Flüssigkeit in die wirbelfreie hinein­
schiebt.

Bei einer beliebigen periodischen oder zyklischen Bewegung kann 
sich bei längerer Dauer die Wirkung der Reibung, auch wenn sie sehr 
klein ist, anhäufen.

Man muß daher für den Beharrungszustand verlangen, daß die 
Arbeit von K, also das Linienintegral / K « ds längs jeder Stromlinie 



Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung. 3

bei zyklischen Bewegungen für einen vollen Zyklus gleich Null wird; 
bei nach dem Orte periodischen Strömungen hat man für die Periode: 

p
fK o ds = (F2 + p2) - (Ft + ft)-

Bei zweidimensionalen Bewegungen, bei denen eine Stromfunk­
tion V»*)  existiert, läßt sich hieraus mit Hilfe der Helmholtzschen 
Wirbelgesetze eine allgemeine Aussage über die Verteilung des Wirbels 
herleiten. Bei der ebenen Bewegung erhält man**)

*) Vgl. Encyklopädie der mathem. Wissensch. IV 14, 7.
•*) Nach Helmholtz ist der Wirbel eines Teilchens dauernd dessen Länge 

in der Richtung der Wirbelachse proportional; also ist bei der stationären ebenen 
Bewegung auf jeder Stromlinie (ip = const.) w konstant, also w = f(ip); hiermit 
wird

fK o ds = 2kJrot w o ds = 2k f'(i/>)Jrot o ds = 2kf'Jv o ds.

_ dw = (V» +p0 — (Fi +&). 
dtp p '

2kjv o ds

bei geschlossenen Stromlinien wird dies gleich Null; also ergibt sich 
hier das einfache Resultat, daß innerhalb eines Gebietes von ge­
schlossenen Stromlinien der Wirbel einen konstanten Wert annimmt.

Bei axialsymmetrischen Bewegungen mit Strömung in Meridian­
ebenen wird für geschlossene Stromlinien der Wirbel proportional dem 
Radius: w = er- dies ergibt eine Kraft K = 4:kc in Richtung der Achse.

Die bei weitem wichtigste Frage des Problems ist das Verhalten 
der Flüssigkeit an den Wänden der festen Körper. Den physika­
lischen Vorgängen in der Grenzschicht zwischen Flüssigkeit und 
festem Körper wird man in genügender Weise gerecht, wenn man 
annimmt, daß die Flüssigkeit an den Wänden hafte, daß also dort 
die Geschwindigkeit überall gleich Null bezw. gleich der Körper­
geschwindigkeit sei. Ist nun die Reibung sehr klein und der Weg 
der Flüssigkeit längs der Wand nicht allzu lang, so wird schon in 
nächster Nähe der Wand die Geschwindigkeit ihren normalen Wert 
haben. In der schmalen Übergangsschicht ergeben dann die schroffen 
Geschwindigkeitsunterschiede trotz der kleinen Reibungskonstanten merk­
liche Wirkungen.

Man behandelt dieses Problem am besten, indem man in der allge­
meinen Differentialgleichung planmäßige Vernachlässigungen vornimmt. 
Nimmt man k als klein von der zweiten Ordnung, so wird die Dicke 
der Übergangsschicht klein von der ersten Ordnung, ebenso die Normal­
komponente der Geschwindigkeit. Die Querunterschiede des Druckes 
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können vernachlässigt werden, ebenso eine etwaige Krümmung der 
Stromlinien. Die Druckverteilung wird unserer Übergangsschicht von 
der freien Flüssigkeit aufgeprägt.

Für das ebene Problem, das ich bisher allein behandelt habe, er­
hält man beim stationären Zustand (X-Richtung tangential, Y- Richtung 
normal, u und v die entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten) die
Differentialgleichung

v
dazu kommt noch

ßu\ dp_  , ß*u  
ßy) + dx~ ^Fy”

*) Vgl. z. B. Zeitschr. f. Math. u. Physik Bd. 46 8. 435 (Kutta).

ßu dv _ ~ 
ßx "T ßy ~

Ist, wie gewöhnlich, durchaus gegeben, ferner für den Anfangsquer­
schnitt der Verlauf von u, so läßt sich jede derartige Aufgabe nume­
risch bewältigen, indem man durch Quadraturen aus jedem u das zu­
gehörige ~ gewinnen kann; damit kann man mit Hilfe eines der 
bekannten Näherungsverfahren*)  immer wieder um einen Schritt in 
der X-Richtung weiterkommen. Eine Schwierigkeit besteht dabei aller­
dings in verschiedenen am festen Rande auftretenden Singularitäten. 
Der einfachste Fall der hier behandelten Bewegungszustände ist der, 
daß das Wasser an einer ebenen dünnen Platte entlang strömt. Hier 
ist eine Reduktion der Variablen möglich; man kann u — f ) 
setzen. Durch numerische Auflösung der entstehenden Differential 
gleichung kommt man auf eine Formel für den Widerstand

R = 1,1 • ■ • bVkol^
(b Breite, l Länge der Platte, ue Geschwindigkeit des ungestörten Wassers 
gegenüber der Platte). Den Verlauf von u gibt Fig. 1.

Fig. 1. Fig- 2-

Das für die Anwendung wichtigste Ergebnis dieser Untersuchungen 
ist aber das, daß sich in bestimmten Fällen an einer durch die äußeren 
Bedingungen vollständig gegebenen Stelle der Flüssigkeitsstrom von der 
Wand ablöst (vgl. Fig. 2). Es schiebt sich also eine Flüssigkeits- 
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schickt, die durch die Reibung an der Wand in Rotation versetzt ist, 
in die freie Flüssigkeit hinaus und spielt dort, eine völlige Umgestal­
tung der Bewegung bewirkend, dieselbe Rolle wie die Helmholtz sehen 
Trennungsschichten. Bei einer Veränderung der Reibungskonstanten 1: 
ändert sich lediglich die Dicke der Wirbelschicht (sie ist der Größe 

proportional), alles übrige bleibt unverändert; man kann also, 
wenn man will, zur Grenze Ä' = 0 übergehen und behält immer noch 
dieselbe Strömungsfigur.

Wie eine nähere Diskussion ergibt, ist die notwendige Bedingung 

Fig. 6.

für das Ablösen des Strahles die, daß längs der Wand in der Richtung 
der Strömung eine Drucksteigerung vorhanden ist. Welche Größe diese 
Drucksteigerung in bestimmten Fällen haben muß, kann erst aus der 
noch vorzunehmenden numerischen Auswertung des Problems ent­
nommen werden. Als einen plausiblen Grund für das Ablösen der 
Strömung kann man angeben, daß bei einer Drucksteigerung die freie 
Flüssigkeit ihre kinetische Energie zum Teil in potentielle umsetzt. 
Die Übergangsschichten haben aber einen großen Teil ihrer kinetischen 
Energie eingebüßt; sie besitzen nicht mehr genug, um in das Gebiet 
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höheren Druckes einzudringen, und werden daher diesem seitlich aus­
weichen.

Nach dem Vorhergehenden zerfällt also die Behandlung eines 
bestimmten Strömungsvorganges in zwei miteinander in Wechsel­
wirkung stehende Teile: einerseits hat man die freie Flüssigkeit, die 
als reibungslos nach den Helmholtzschen Wirbelgesetzen behandelt 
werden kann, andrerseits die Übergangsschichten an den festen Grenzen, 
deren Bewegung durch die freie Flüssigkeit geregelt wird, die aber 
ihrerseits durch die Aussendung von Wirbelschichten der freien Be­
wegung das charakteristische Gepräge geben.

Ich habe versucht, in ein paar Fällen den Vorgang durch Zeichnen 
der Stromlinien näher zu verfolgen; die Ergebnisse machen indes auf 
quantitative Richtigkeit keinen Anspruch. Soweit die Bewegung wirbel­
frei ist, benutzt man mit Vorteil beim Zeichnen den Umstand, daß die

Stromlinien mit den Linien konstanten Geschwindigkeitspotentials ein 
quadratisches Kurvennetz bilden.

Fig. 3 und 4 zeigen den Beginn der Bewegung um eine in die 
Strömung hineinragende Wand in zwei Stadien. Die wirbelfreie An­
fangsbewegung wird durch eine von der Kante des Hindernisses aus­
gehende und sich spiralig aufwickelnde Trennungsschicht (gestrichelt) 
rasch umgestaltet; der Wirbel rückt immer weiter ab und läßt hinter 
der zum Schluß stationären Trennungsschicht ruhendes Wasser zurück.

Wie sich der analoge Vorgang bei einem Kreiszylinder abspielt, 
ist aus Fig. 5 und 6 zu ersehen; die von der Reibung in Rotation 
versetzten Flüssigkeitsschichten sind wieder durch Strichelung kenntlich 
gemacht. Die Trennungsflächen erstrecken sich auch hier im Be­
harrungszustande ins Unendliche. All diese Trennungsflächen sind be­
kanntlich labil; ist eine kleine sinusförmige Störung vorhanden, so 
entstehen Bewegungen, wie sie in Fig. 7 und 8 dargestellt sind. Man 
sieht, wie sich durch das Ineinandergreifen der Flüssigkeitsströme deut­
lich gesonderte Wirbel ausbilden Die Wirbelschicht wird im Innern 
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dieser Wirbel aufgerollt, wie in Fig. 9 angedeutet ist. Die Linien 
dieser Figur sind keine Stromlinien, sondern solche, wie sie etwa 
durch Beigabe von gefärbter Flüssigkeit erhalten würden.

Ich will nun noch kurz von Versuchen berichten, die ich zum 
Vergleich mit der Theorie unternommen habe. Der Versuchsapparat 
(in Fig. 10 in Aufriß und Grundriß dargestellt) besteht aus einer 
1% m langen Wanne mit einem Zwischenboden. Das Wasser wird 
durch ein Schaufelrad in Umlauf versetzt und tritt, durch einen Leit­

apparat a und vier Siebe b geordnet 
und beruhigt, ziemlich wirbelfrei in 
den Oberlauf ein; bei c wird das zu 
untersuchende Objekt eingesetzt. Im 
Wasser ist ein aus feinen glänzenden 
Blättchen bestehendes Mineral (Eisen­
glimmer) suspendiert; dadurch treten 

alle einigermaßen deformierten Stellen des Wassers, also besonders 
alle Wirbel durch einen eigentümlichen Glanz hervor, der durch die 
Orientierung der dort befindlichen Blättchen hervorgerufen wird.

Die auf der Tafel zusammengestellten Photogramme sind auf diese 
Weise erhalten. Bei allen geht die Strömung von links nach rechts. 
Nr. 1—4 behandelt die Bewegung an einer in die Strömung hineinragen­

den Wand. Man erkennt die 
Trennungsfläche, die von der 
Kante ausgeht; sie ist in 1. 
noch sehr klein, in 2 bereits 
mit starken Störungen über­
deckt, in 3 reicht der Wirbel- 
über das ganze Bild, 4 zeigt 
den „Beharrungszustand“; man 
bemerkt auch oberhalb der 
Wand eine Störung; da in der 
Ecke infolge der Stauung des

Wasserstroms ein höherer Druck herrscht, löst sich (vergl. S. 5) mit der 
Zeit auch hier der Flüssigkeitsstrom von der Wand ab. Die verschiedenen 
im „wirbelfreien“ Teil der Strömung sichtbaren Streifen (besonders in 
Nr. 1 und 2) rühren davon her, daß beim Beginn der Bewegung die 
Flüssigkeit nicht völlig ruhig war. Nr. 5 und 6 gibt die Strömung um 
ein kreisförmig gebogenes Hindernis, oder, wenn man will, durch einen 
stetig verengten und wieder erweiterten Kanal. Nr. 5 zeigt ein Stadium 
kurz nach Beginn der Bewegung. Die eine Trennungsfläche ist zu 
einer Spirale aufgewunden, die andere langgestreckt und in sehr regel­

Fig. 9.
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mäßige Wirbel zerfallen. Auf der konvexen Seite nahe am rechten Ende 
bemerkt man den Beginn einer sich ablösenden Strömung; Nr. 6 zeigt den 
Beharrungszustand, bei dem sich die Strömung ungefähr in engstem 
Querschnitt ablöst.

Nr. 7—10 zeigt die Strömung um ein kreiszylindrisches Hindernis 
(einen Pfahl). Nr. 7 zeigt den Beginn der Ablösung, 8 und 9 weitere 
Stadien; zwischen den beiden Wirbeln ist ein Strich sichtbar, dieser 
besteht aus Wasser, das vor Beginn der Ablösung der Übergangsschicht 
angehört hatte. Nr. 10 zeigt den Beharrungszustand. Der Schweif 
von wirbelndem Wasser hinter dem Zylinder pendelt hin und her, 
daher die unsymmetrische Augenblicksgestalt. Der Zylinder enthält 
einen längs einer Erzeugenden verlaufenden Spalt; stellt man diesen 
so, wie in Nr. 11 und 12 und saugt mit einem Schlauch Wasser aus 
dem Zylinderinnern ab, so kann man die Übergangsschicht einer Seite 
abfangen. Wenn sie fehlt, muß auch ihre Wirkung, die Ablösung, aus­
bleiben. In Nr. 11, das zeitlich Nr. 9 entspricht, sieht man nur 
einen Wirbel und den Strich. In Nr. 12 (Beharrungszustand) schließt 
sich, obwohl, wie man sieht, nur ein verschwindender Teil des W assers 
ins Innere des Zylinders tritt, die Strömung bis zum Schlitz eng an die 
Wand des Zylinders an; dafür hat sich aber jetzt an der ebenen Außen­
wand der Wanne eine Trennungsfläche gebildet (eine erste Andeutung 
dieser Erscheinung ist bereits in 11 zu sehen). Da in der sich er­
weiternden Durchflußöffnung die Geschwindigkeit abnehmen muß und 
daher der Druck steigt*),  sind die Bedingungen für ein Ablösen der 
Strömung von der Wand gegeben, so daß auch diese auffallende Er­
scheinung in der vorgetragenen Theorie ihre Begründung erhält.

*) Es ist F-|-p = const. auf jeder Stromlinie.



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1918, S. 451 bis 477.

Tragflügeltheorie.
I. Mitteilung.

Von

L. Prandtl.
Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Juli 1918. 

Abgeschlossen am 13. Dezember 1918.

Vorbemerkung. Die Anfänge der im Nachstehenden dar­
gelegten Theorie gehen auf das Jahr 1910 zurück. Die erste 
Mitteilung darüber erfolgte in einer Vorlesung „Aeromechanik 
und Luftschiffahrt“ im W.-S. 1910/11. Weitere Mitteilungen sind 
enthalten in einem Vortrag auf der Versammlung von Vertretern 
der Flugwissenschaft zu G-öttingen am 3. bis 5. November 1911 
und in dem Artikel „Flüssigkeitsbewegung“ im „Handwörterbuch 
der Naturwissenschaften“ 2). Anwendungen und selbständige Er­
weiterungen meiner theoretischen Ansätze sind in Arbeiten von 
0. Föppl3), A. Betz4) und C. Wieselsberger5) enthalten. Auf die 
demnächst erscheinende Dissertation von M. Munk6), die eine 

1) „Ergebnisse und Ziele der Göttinger Modellversuchsanstalt“, Verhandlungen 
dieser Versammlung (Oldenbourg, München u. Berlin 1912) S. 19, abgedruckt in 
der Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt, Jahrg. 3 (1912) S. 33.

2) Auch als Sonderdruck unter dem Titel „Abriß der Lehre von der Flüssig- 
keits- und Gasbewegung“ erschienen (Gustav Fischer, Jena 1913). Vergl. dort 
S. 112 und 133, hier S. 12 u. 33.

3) „Auftrieb und Widerstand eines Höhensteuers, das hinter der Tragfläche 
angeordnet ist“. Zeitschr. f. Flugt. u. M. 2 (1911) 8. 182.

4) „Die gegenseitige Beeinflussung zweier Tragflächen“, Zeitschr. f. Flugt. 
u. M. 5 (1914) 8.253. Vergl. hierzu auch: „Auftrieb und Widerstand einer Trag­
fläche in der Nähe einer horizontalen Ebene“ und „Auftrieb und Widerstand 
eines Doppeldeckers“, Zeitschr. f. Flugt. u. M. 3 (1912) 8. 217 und 4 (1913) 8. 1.

5) Beitrag zur Erklärung des Winkelfluges einiger Zugvögel, Zeitschr. f. 
Flugt. u. M. 5 (1914) 8. 225.

6) „Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“, Göttingen 1918. 
[Erscheint 1919].
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wichtige Erweiterung des Anwendungsbereiches der Theorie be­
deutet, sei hier besonders hingewiesen.

Die folgende Darstellung entspricht nicht dem geschichtlichen 
Werdegang der Ideen, vielmehr ist gerade die hier gewählte Art 
der Begründung der Theorie in Abschnitt 4 bis 8 der zuletzt ent­
standene Teil. Der älteste Stand der Theorie ist in einer An­
merkung zu Nr. 13 angedeutet.

Die neuere Entwicklung ist in verschiedenen Beiträgen meiner 
Mitarbeiter in einer bisher geheimen Zeitschrift der Flugzeug­
meisterei und in einem — ebenfalls aus Zensurgründen noch un­
gedruckten — Vortrag von mir auf der Hamburger Tagung der 
Wissenschaftlichen Gesellschaft für Luftfahrt (April 1918) ent­
halten. Eine Darstellung der wichtigsten bis dahin vorhandenen 
Lehren findet sich auch in dem Buch von Dr. R. Grammel, „Die 
hydrodynamischen Grundlagen des Fluges“ 1), eine gemeinverständ­
liche Darlegung in einem Aufsatz von A. Betz in den „Natur­
wissenschaften“ 2).

1) Vieweg, Braunschweig 1917. Vergl. dort S. 114 u. f.
2) „Einführung in die Theorie der Flugzeugtragflügel“, Naturwissenschaften 

1918, Heft 38 u. 39.
3) Die ersten Lösungen stammen von W.M.Kutta, vergl. „Auftriebskräfte 

in strömenden Flüssigkeiten“. Illustr. aeronaut. Mitteilungen 1902 S. 133; aus­
führlicher dargelegt in den Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss., Math.-Phys. 
Klasse, 1910, 2. Abh. und 1911 S. 65. — Die Literatur über diesen Gegenstand 
ist bearbeitet in dem oben erwähnten Buch von R. Grammel und in dem von 
Drzewiecki ins Französische übersetzten Buch von N. Joukowski, „Adrodyna- 
mique“, Gauthier Villars, Paris 1916 (vergl. etwa auch: Joukowski, „Über die 
Konturen der Tragflächen der Drachenflieger“. Zeitschr. f. Flugt. u. Motorl. 1 (1910) 
S. 281). — Auf die seither erschienenen Aufsätze von v. M i s e s , „Zur Theorie des 
Tragflächenauftriebes“ und von Tb. v. Kärmän und E. Trefftz, „Potential­
strömung um gegebene Tragflächenquerschnitte“, Zeitschr. f. Flugtechnik und Mo- 
torluftschiffahrt 8 (1917) S. 157 und 9 (1918) S. 111 sei ebenfalls hingewiesen.

4) Vergl. A. Betz, „Untersuchung einer Joukowski’schen Tragfläche“, Zeit­
schr. f. Flugt. u. M. 6 (1915) S. 173.

A. Allgemeine Grundlegung.
1. Das ebene Problem des Tragflügels in einer reibungslosen 

Flüssigkeit ist bereits seit längerer Zeit für einige Klassen von 
einfachen Querschnittsformen gelöst8). Die Ergebnisse stimmen 
innerhalb des Bereiches der kleinen Anstellwinkel qualitativ mit 
der Erfahrung überein. Wenn man durch künstliche Mittel (z. B. 
seitliche Wände) das ebene Problem wirklich nachzuahmen sucht, 
so ist die Uebereinstimmung auch quantitativ so gut, als man es 
in Hinsicht auf die vernachlässigte Reibung nur verlangen kann ).4
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Die Erzeugung des Auftriebes ist dabei an das Vorhandensein 
einer Zirkulation der Strömung um die Tragfläche herum geknüpft1). 
Es ist für einen Abschnitt von der Länge Z des unendlich lang zu 
denkenden Flügels, wenn die Geschwindigkeit des Flügels relativ 
zu den unendlich entfernten Teilen der Flüssigkeit = V, die Zir­
kulation (Linienintegral der Geschwindigkeit) um den Flügel herum 
= r und die Dichte des Mediums = p ist, der Auftrieb

1) Dies ist anscheinend zuerst von Lanchester „Aerial flight“ Bd. I (Aerody- 
natnics , Constable, London 1907, deutsch von C. u. A. Runge, Teubner, Leipzig 
1909, § 90 und §§121 u. f.; nach Angabe des Verfassers 1894 vorgetragen), un­
abhängig von ihm von Kutta (1902) und Joukowski (1905) gefunden worden, vgl. 
die oben angeführte Kutta’sche Abhandlung und das Joukowsky’sche Buch, S. XII. 
Die quantitative Beziehung stammt von Kutta und von Joukowski und ist von 
diesen offenbar unabhängig gefunden worden.

- A = pFZr

(„Kutta-Joukowski’sche Formel“). Joukowski hat einen sehr an­
schaulichen Beweis dafür gegeben, in dem er den Impulssatz für 
stationäre Flüssigkeitsbewegungen auf eine den Flügel in größerem 
Abstande umschließende Kreiszylinderfläche anwandte. Es zeigt 
sich dabei, daß die Hälfte des Auftriebes durch den Unterschied 
der ein- und ausströmenden Bewegungsgröße, die andere Hälfte 
durch Druckunterschiede an der „Kontrollfläche“ hervorgebracht 
wird. Daß mit der Erzeugung von Auftrieb eine Zirkulation not­
wendig verknüpft sein muß, davon kann man sich auch durch Be­
trachtung der Verhältnisse am Flügel selbst überzeugen. Der Auf­
trieb entsteht in der Weise, daß unter dem Flügel Ueberdruck 
und über ihm Unterdrück geschaffen wird. Nach dem Bernoulli- 
schen Satz muß also unten die Geschwindigkeit relativ zum Flügel 
vermindert, oben vermehrt werden, d. h., zu der Translationsge­
schwindigkeit V muß oben eine Zusatzgeschwindigkeit nach hinten, 
unten eine Zusatzgeschwindigkeit nach vorne hinzukommen. Dies 
bedeutet aber ein Zirkulieren der Zusatzströmung um den Flügel.

2. Diese ganze Betrachtungsweise ist eng mit dem Umstande 
verknüpft, daß es sich hier um eine Potentialbewegung handelt. 
Sie ist, da das mehrdeutige Potential einen zweifach zusammen­
hängenden Raum erfordert, und die Zirkulation einer mehrdeutigen 
Potentialbewegung sich ohne zirkulatorische Kräfte zeitlich nicht 
ändern kann, auf den unendlich langen Flügel und auf die statio­
näre Bewegung beschränkt. Will man jedoch eine nichstationäre 
Bewegung oder aber das räumliche Problem des „endlich langen 
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Tragflügels behandeln“, so kommt man ohne Wirbel in der Flüssig­
keit nicht mehr aus. Betrachtet man z. B. den Beginn der Be­
wegung eines unendlich langen Flügels aus der Ruhe heraus, so 
ist sicher die Zirkulation zu Anfang gleich Null; da aber nach 
einem bekannten Satz in einer reibungslosen Flüssigkeit bei Ab­
wesenheit zirkulatorischer Kräfte die Zirkulation auf jeder ge­
schlossenen „flüssigen Linie“ zeitlich unveränderlich ist, muß beim 
Entstehen der Zirkulation um den Flügel ein Wirbel von gleicher, 
aber entgegengesetzter Zirkulation in der Flüssigkeit auftreten, 
damit der Satz für eine flüssige Linie gelten kann, die so gelegt 
ist, daß sie das bis dahin vom Flügel bestrichene Flüssigkeitsge­
biet mnschlingt, ohne es zu durchsetzen. Beim endlichen Flügel 
müssen auch schon bei der stationären Bewegung Wirbel in der 
Flüssigkeit vorhanden sein, denn nach dem Stokes’schen Satze 
kann sich die Zirkulation auf einer geschlossenen Linie bei deren 
Verschiebung nur dadurch ändern, daß Wirbellinien geschnitten 
werden. Bedenkt man aber, daß überall, wo Auftrieb ist, auch 
Zirkulation sein muß, so findet man, daß eine den Flügel um­
schlingende Linie, wenn sie über ein Flügelende herübergestreift 
wird, notwendig Wirbel schneiden muß, denn wenn sie den Flügel 
verlassen hat, so muß auch ihre Zirkulation verschwunden sein1).

1) Dies ist bei Lanchester ausführlich auseinandergesetzt: Aerial flight Bd. I 
§ 125—127. Bei Lanchester finden sich, wie ich nachträglich feststellte, mancherlei 
Anschauungen, die den im Folgenden vorgetragenen sehr verwandt sind. Jedoch 
fehlt bei ihm die quantitative Durcharbeitung, die für den Erfolg entscheidend war.

2) Vergl. meinen Vortrag auf dem III. Intern. Math. Kongreß zu Heidelberg : 
„Ueber Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung“. Verhandl. d. Kongr. 
Leipzig 1905 (Teubner) S. 484.

3) Der zurückgelegte Weg muß hierzu mindestens von der Größenordnung 
des Krümmungsradius sein. An scharfen Kanten beginnt sonach der Vorgang sofort.

3. Daß in einer reibungslosen Flüssigkeit Wirbel gebildet 
werden, scheint zunächst im Widerspruch mit den Sätzen von La­
grange und Helmholtz zu stehen. Man muß jedoch bei allen An­
wendungen der Hydrodynamik, die sich auf Wechselwirkungen 
zwischen der Flüssigkeit und festen Körpern beziehen, die Rei­
bungslosigkeit durch einen Grenzübergang von einer sehr kleinen 
inneren Reibung aus entstanden denken ). In der Flüssigkeit mit 
kleiner Reibung ergibt sich eine „Grenzschicht“, in der der Ueber- 
gang von der Körpergeschwindigkeit zur Geschwindigkeit der freien 
Strömung stattfindet. Diese Schicht, in der die Rotation von Null 
verschieden ist, verläßt den Körper, wenn die Bewegung hinrei­
chend lang andauert ), und tritt damit als freie Wirbelschicht in 

2

3
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das Inner© der Flüssigkeit ein. Löst sich die Grenzschicht bereits 
vor dem Hinterende des Körpers ab, was bei stumpfen Körper­
formen die Regel ist, dann bleibt hinter ihr ein Wirbelraum oder 
ein „Totwasser“ zurück, und es entsteht ein beträchtlicher Wider­
stand. In besonderen Fällen, nämlich bei schlanken, nach hinten 
zu mehr oder minder scharf zulaufenden Formen, kann jedoch er­
fahrungsgemäß die Grenzschicht bis zum hinteren Ende des Kör­
pers haften bleiben1) und verläßt ihn erst an dem geometrischen 
Ort, an dem sich die Strömung wieder zusammenschließt. Dieser 
geometrische Ort ist manchmal ein Punkt (z. B. bei achsensym­
metrisch angeströmten Umdrehungskörpern), häufiger jedoch eine 
Linie („Zusammenflußlinie“). Im letzteren Fall treten die Grenz­
schichten der beiden Seiten zu einer Wirbelschicht vereint in die 
freie Flüssigkeit hinaus. Die Geschwindigkeiten beiderseits der 
Wirbelschicht können übereinstimmen. In diesem Fall, der z. B. 
bei der stationären ebenen Flügelströmung zutrifft, verschwindet, 
da die Grenzschichten beim Uebergang zu unendlich kleiner Rei­
bung unendlich dünn werden, in der Grenze jede Spur der Wirbel­
schichten, und es bleibt eine Potentialbewegung übrig. Im allge­
meinen jedoch sind die Geschwindigkeiten zu beiden Seiten der 
Wirbelschicht verschieden und bleiben es auch beim Grenzüber­
gang zur Reibungslosigkeit. Es ist also das Bestehen einer flächen­
haften Wirbelschicht (eine „Trennungsschicht“ im Sinne von Helm­
holtz) hinter dem Körper in einer reibungslosen Flüssigkeit sehr 
wohl möglich; sie entspringt dann immer an einer Zusammenfluß­
linie.

1) Nach den bisherigen Erfahrungen kommt dies nur bei turbulenten Grenz­
schichten, also über der „kritischen Geschwindigkeit“ vor, vergl. meine Abhand­
lung „Ueber den Widerstand von Kugeln“, Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss, zu 
Göttingen, 1914, S. 177.

2) Vergl. hierzu etwa die Göttinger Dissertation von G. Fuhrmann (f 1914):

Die Körperformen, bei denen die Strömung sich hinter dem 
Körper ohne Totwasserbildung wieder zusammenschließt, ergeben 
einen sehr kleinen Widerstand in der Bewegungsrichtung und sind 
deshalb von großer praktischer Bedeutung für alle Fälle, bei denen 
es sich um Erreichung großer Geschwindigkeiten in einem wider­
stehenden Medium handelt. Sie haben unser besonderes Interesse 
auch deshalb, weil die Abwesenheit eines Totwassers oder eines 
räumlich ausgedehnten Wirbelgebietes eine mathematische Analyse 
der Strömungsvorgänge zuläßt. Die Uebereinstimmung der theo­
retischen Ergebnisse mit denen der Versuche ist in solchen Fällen 
häufig überraschend gut2).
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4. Die praktisch verwendeten — d. h. durch die Erfahrung 
als gut erkannten — Flügelformen weisen sämtlich eine mehr oder 
minder scharfe Hinterkante auf, was nach den Bemerkungen der 
vorigen Nummer dahin zu verstehen ist, daß es bei der Formge­
bung der Flügel darauf ankommt, ein Totwasser möglichst zu ver-

Fig. 1. Zur Zeit gebräuchliche Flügelprofile, 

meiden. Für die theoretischen Betrachtungen wollen wir deshalb 
immer annehmen, daß die Hinterkante des Flügels scharf ist.

Von der wirbelfreien Umströmung einer scharfen, in die 
Flüssigkeit einspringenden Kante weiß man, daß die Geschwindig­
keit an der Kante unendlich groß wird. In Wirklichkeit treten 
nun — wenn von unstetigen Geschwindigkeitsänderungen abge­
sehen wird — solche unendlich große Geschwindigkeiten niemals 
auf. Das Endlichbleiben der Geschwindigkeit hängt mit der Aus­
bildung einer Wirbelschicht ursächlich zusammen. Damit die Ge­
schwindigkeit endlich bleibt, darf nämlich keine Grenzstromlinie 
einen in die Flüssigkeit einspringenden Winkel mehr bilden; wie 
man leicht sieht (vergl. Fig. 2 und 3), ist dies nur in der Weise 
möglich, daß ein Zusammenfluß der Strömungen von beiden Seiten 
der Kante, oder — im Grenzfall — ein Totwasser entsteht. 
Wenn man diesen Grenzfall auch als „Zusammenfluß“ gelten lassen 
will, so kann man sagen, daß scharfe Kanten immer Zusammen-

Theoretische und experimentelle Untersuchungen an Ballonmodellen, Jahrbuch der 
Motorluftschiff-Studiengesellschaft 1911/12 (Springer-Berlin 1912) S. 63 u. f.; siehe 
bes. Fig. 43—48 S. 106 u. 107.
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flußlinien sind, es sei denn, daß die Geschwindigkeit an der Kante 
auch ohne Zusammenfluß endlich bleibt (dieser Spezialfall tritt 
z. B. dann ein, wenn die Strömung der Kante parallel verläuft; 
für die Flügelhinterkante trifft dies nie zu, diese ist also immer 
eine Zusammenflußlinie).

Fig. 2.

Nach den Helmholtz’schen Sätzen ist die einmal vorhandene 
Wirbelstärke eines wirbelnden Flüssigkeitselementes zeitlich un­
veränderlich; die Bedingung, daß an der Kante die Geschwindig­
keit jederzeit endlich bleiben muß, kann deshalb nur in der Weise 
erfüllt werden, daß die Wirbelstärken in dem jeweils neu zu bil­
denden Streifen der Wirbelschicht den hierfür notwendigen Wert 
annehmen. Diese Endlichkeitsbedingung ist auch, soweit es sich 
um die Bewegung eines Flügels von glatten Formen mit einer 
endlichen und höchstens stetig veränderlichen Geschwindigkeit 
handelt, erfüllbar und reicht ersichtlich zur Bestimmung der Wirbel­
stärken in der Wirbelschicht aus. Bei unstetigen Formen oder 
Bewegungen sind jedoch in der reibungslosen Flüssigkeit unend­
liche Geschwindigkeiten an der scharfen Kante trotz Wirbelschicht 
nicht ganz vermeidbar. Hier wird man die Bedingung, durch die 
die Wirbelstärken definiert werden, so festsetzen können, daß 
durch ihre Erfüllung das Unendlichwerden von Geschwindigkeiten 
so weit als möglich eingeschränkt wird.

Gemäß den vorstehenden Darlegungen wollen wir feststellen, 
daß die klassische Hydrodynamik der reibungslosen Flüssigkeit 
durch die folgenden Axiome und Sätze ergänzt werden muß, da­
mit sie als Grenzfall der unendlich kleinen Reibung gelten kann:

Axiom I. An Zusammenflußlinien (Linien, längs deren 
zwei vorher durch den Körper getrennte Strömungen Zu­
sammentreffen) können Wirbelschichten entspringen.

Axiom II. An ausspringenden scharfen Kanten der Körper 
treten unendliche Geschwindigkeiten nicht, oder doch in mög­
lichst beschränktem Umfange auf.
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Satz 1: Ausspringende Kanten der Körper sind bei quer 
zu ihnen verlaufender Strömung stets Zusammenflußlinien (und 
daher in der Regel Ursprung von Wirbelflächen).

Satz 2: Die Wirbelstärken in dem jeweils neu gebildeten 
Streifen der Wirbelschicht nehmen denjenigen Wert an, durch 
den die Geschwindigkeit an der Kante endlich wird, bezw. 
durch den das Unendlichwerden von Geschwindigkeiten mög­
lichst eingeschränkt wird.
5. Bei der Berechnung der Geschwindigkeiten, die ein vor­

liegendes Wirbelsystem hervorbringt, entstehen durch die Anwe­
senheit von festen Körpern in der Flüssigkeit große Schwierig­
keiten, wenn man sich nicht auf besonders einfache Fälle *) be­
schränken will. Man kann diese Schwierigkeiten umgehen, wenn 
man die festen Körper durch gedachte Wirbelverteilungen er­
setzt, durch deren Wirkung die Strömung außerhalb der Körper 
dieselbe bleibt, wie bei Anwesenheit der Körper. Dadurch, daß 
man den von den Körpern eingenommenen Raum zu einem Teile 
der Flüssigkeit selbst macht, wird diese schlicht zusammenhängend, 
und es können jetzt die bekannten für die unendlich ausgedehnte 
Flüssigkeit gültigen Beziehungen zwischen Wirbelfeld und Ge­
schwindigkeitsfeld angewandt werden. Mathematisch wäre damit 
allerdings nichts gewonnen, wenn es sich um Körper von genau 
vorgeschriebener Form handelte, da man die zugehörige Wirbel­
verteilung erst zu finden hätte, und dieses auf genau dasselbe ma­
thematische Problem führen würde, wie die ursprüngliche Auf­
gabe. In sehr vielen Fällen genügt es jedoch, eine Wirbelver­
teilung „passend anzunehmen“ und die zugehörige Körperform 
hinterher zu berechnen. Praktisch reicht man dabei vielfach mit 
Annäherungen aus. Durch planmäßige Vereinfachung des An­
satzes , die je nach der Art der Aufgabe verschieden weit gehen 
kann, wird eine Beweglichkeit der Methoden erreicht, die sich 
gegenüber der zwar strengen, aber auch starren Methode der ex­
akten Theorie als großer Vorzug erweist.

Die an Stelle der festen Körper eingeführten Wirbel gehorchen 
nicht dem Helmholtz’schen Satz über die Bewegung der Wirbel, 
sondern ihr Platz ist ihnen angewiesen durch die Bedingung, die 
sich aus ihrer Aufgabe, den Körper zu ersetzen, ergeben. In allen 
übrigen Beziehungen sind sie wie wirkliche Flüssigkeitswirbel zu

1) Vergl. hierzu L. Föppl, „Wirbelbewegung hinter einem Kreiszylinder“, 
Sitzungsber. der Bayr. Akad. d. Wiss. Math.-phys. Klasse 1913. S. 1, ferner Max 
Lagally „Ueber die Bewegung einzelner Wirbel in einer strömenden Flüssigkeit, 
ebenda 1914, 8. 377.
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behandeln. Zum Unterschied von solchen „freien Wirbeln“ mögen 
sie im folgenden „gebundene Wirbel“ heißen.

Damit zu dem Wirbelsystem ein G-eschwindigkeitsfeld existiert, 
muß natürlich die Integrabilitätsbedingung — Divergenz des ge­
samten Wirbelsystems gleich Null — erfüllt sein.

Die Frage, wie das System der gebundenen Wirbel für einen 
ruhenden festen Körper in einer gegebenen stationären Flüssig­
keitsbewegung aussieht, wird in einer Anmerkung zum nächsten 
Abschnitt beantwortet werden.

Die Euler’schen Gleichungen können formal beibehalten werden, 
wenn man diejenigen Kräfte, die eigentlich der feste Körper auf­
nimmt, durch ein in der Flüssigkeit bestehendes besonderes Kräfte­
system aufgenommen denkt. Die Kontinuität wird durch die Hin­
zunahme der Wirbel nicht gestört, die Kontinuitätsbedingung braucht 
daher nicht geändert zu werden. Die Grenzbedingung, daß am 
festen Körper die Normalkomponente der Geschwindigkeit der 
Flüssigkeit und des festen Körpers übereinstimmen müssen, liefert 
im Zusammenhang mit den Angaben über die Bewegungsverhält­
nisse des festen Körpers den Weg zur Berechnung der Form des 
Körpers; hierbei ist die Bedingung wohl zu beachten, daß die ge­
bundenen Wirbel in den Grenzen des festen Körpers eingeschlossen 
bleiben müssen.

B. Allgemeine Theorie der stationären Bewegung.
6. Im folgenden seien zunächst für den einfachsten und wich­

tigsten Fall, die stationäre Bewegung einer unendlich ausgedehnten, 
homogenen und volumbeständigenFlüssigkeit gegen irgend ein 
ruhendes Flügelsystem, die grundlegenden Gleichungen abgeleitet. 
Die ankommende Flüssigkeit habe im Unendlichen die Geschwindig­
keit V, ihr Druck sei dort p0 (die Schwerewirkung möge außer 
Acht bleiben). Dann besteht auf jeder Stromlinie, die aus dem 
Unendlichen kommt (Geschwindigkeit v, Druck p), die Bernoulli’sche 
Gleichung

QV* pF2 - /p

1) Dio Kompressibilität der Luft darf, solange die Geschwindigkeit klein 
gegenüber der Schallgeschwindigkeit ist, in erster Annäherung vernachlässigt 
werden. Die hierdurch entstehenden Fehler sind von der Größenordnung Vi lc- 
(c = Schallgeschwindigkeit).

2) Die Druckgröße q = wird „Staudruck“ genannt; der Druck p« + 2 

herrscht an den Punkten, wo v — 0 ist. Solche Tunkte heißen „Staupunkte“,

P + = Po + -y = Po + <1 )• W
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Da nun nach unserer Voraussetzung jeder Flügel ohne Bildung 
eines Totwassers umströmt wird, hinter ihm also nur eine Wirbel­
fläche zurückbleibt, füllen die aus dem Unendlichen kommenden 
Stromlinien den ganzen Raum außerhalb der Flügel lückenlos aus, 
es gilt also Gleichung (1) an jedem Raumpunkt außerhalb der 
festen Körper.

Für die Entwicklung der allgemeinen Sätze ist es nun ange­
nehm, die Wirbel, sowohl die gebundenen wie auch die freien, 
räumlich verteilt anzunehmen. Der Uebergang zur flächenhaften 
Verteilung läßt sich dann immer hinterher leicht vornehmen. Die 
räumliche Verteilung kann man dadurch entstanden denken, daß 
statt einzelner weniger Flügel ein räumlich verteiltes System von 
unendlich vielen infinitesimalen Flügeln vorhanden sei. Gleichung 
(1) bleibt auch für ein solches Flügelsystem noch richtig, wenn 
wir voraussetzen, daß die aus dem Unendlichen kommenden Strom­
linien den durchströmten Raum lückenlos erfüllen. Dies trifft zu, 
wenn die infinitesimalen Flügel so dünn angenommen werden, daß 
der Anteil des Flügelinnern am Gesamtvolumen in der Grenze ver­
schwindet.

Die an Stelle der Flügel auftretenden Ersatzkräfte werden 
jetzt Volumenkräfte und mögen für die Volumeneinheit die Größe 
k besitzen. Dann lautet die Euler’sche Gleichung:

pv. Vv‘)+Vp = k. (2)
Nun ist nach einer bekannten Regel

v = grad + rot v X v;

/ \
beachtet man ferner, daß wegen Gl. (1) grad (—-+#) = 0 ist, so 

ergibt sich die Beziehung:
k = p rot v xv. (3)

Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes setzt sich aus den ge­
bundenen und den freien Wirbeln zusammen:

rotv = y + e. (4)

Die Kräfte k stehen in ursächlichem Zusammenhang mit den ge­
bundenen Wirbeln y, während es gerade das Kennzeichen der freien 
Wirbel e ist, daß ihre Bewegung ohne Einwirkung von äußeren

1) Gibbs’sche Symbolik: Vektoren werden durch Fettdruck gekennzeichnet; 
a . b skalares Produkt, a x b Vektorprodukt; a b Dy ade (Affinor). — Für die 
Vektoren y und s standen nur halbfette Zeichen zur Verfügung.
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Kräften auf die Flüssigkeit verläuft. Die Gleichung (3) zerfällt 
somit in die folgenden zwei:

p(yxv) = k, (5)
s x v = 0. (5 a)

Die erstere ist das Analogon des Kutta-Joukowski’schen Satzes 
für das Volumenelement; aus ihr folgt, daß die Kräfte k überall 
senkrecht zur Geschwindigkeit v stehen. Die zweite sagt aus, daß 
im freien Wirbelgebiet überall e || v ist, was sich auch so aus­
sprechen läßt, daß die freien Wirbellinien unter den hier 
vorausgesetzten Bedingungen identisch sind mit 
Stromlinien. Diese Beziehung ist für die späteren Entwick­
lungen von größter Wichtigkeit.

Von y ist nur die zu v senkrechte Komponente durch Gl. (5) 
definiert; bei der zu v parallelen Komponente ist es innerhalb der 
Körper praktisch gleichgültig, ob man sie zu den gebundenen oder 
zu den freien Wirbeln rechnet.

Anmerkung: Auf Grund der vorstehenden Beziehungen läßt 
sich die oben gestellte Frage nach dem Wirbelsystem, das einen 
festen Körper in einer stationären Strömung ohne Totwasser zu 
ersetzen geeignet ist, beantworten. Es ergibt sich folgende Lö­
sung: „Man denke sich das Innere des Körpers durch ruhende 
Flüssigkeit von dem Druck p0 4• q, wie er im Staupunkt herrscht, 
ersetzt; dadurch tritt an die Stelle der Körperoberfläche eine 
Wirbelschicht mit einem Geschwindigkeitssprung von dem Betrage 
v') Diese Wirbelschicht ist das gesuchte gebundene Wirbelsystem“. 
Diese Behauptung ist dadurch zu beweisen, daß gezeigt wird, daß 
das angegebene System die Gleichungen (1) und (2) befriedigt. 
Für diesen Beweis sei angenommen, daß die Wirbelschicht eine 
endliche aber kleine Ausdehnung in der Richtung der Flächennor­
malen habe. Es ist dann, wenn kleine Größen von der Ordnung 
des Verhältnisses Schichtdicke : Krümmungsradius vernachlässigt 
werden:

ixt dv y = rotv = —, ' dn
also wegen Gl. (5)

. dv
k = pyXV = — llor--- 1 v dn

1) Zu der Möglichkeit, feste Grenzen durch freie Wirbelschichten in der 
unendlich ausgedehnten Flüssigkeit zu ersetzen, vergleiche man auch die Abhand­
lung von M. Lagally „Zur Theorie der Wirbelschichten“, Sitzungsber. der Bayr. 
Ak. d. Wiss. Math.-phys. Klasse, Jahrg. 1915. S. 79.
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(n = Einheitsvektor in der Richtung der äußeren Normale). Da 
lv.Vv| hier gegen v^- vernachlässigt werden darf, ergibt die

U rP

Euler’sche Gleichung (2)
dp du= — pv — an an

oder integriert:

P~Pt =

Setzt man unserer Behauptung entsprechend = 0 und = p0 + q, 
so ergibt sich

r pr2 ।
P + —g- = Po + 2

entsprechend Gleichung (1)!
7. Wegen der bekannten vektoranalytischen Identität 

div rot v = 0 ist mit (4)
div y + div e = 0. (6)

Faßt man eine Stromröhre ins Auge, die das von den gebundenen 
Wirbeln erfüllte Gebiet, den „tragenden Raum“ durchsetzt, so 
läßt sich, da die Stromröhre mit der Wirbelröhre identisch ist, 
der „Fluß“ der freien Wirbel in ihr, E = Jje.dF, berechnen, 
wenn das Feld der gebundenen Wirbel gegeben ist. Da vor dem 
Eintritt der Stromröhre in den tragenden Raum der Wirbelfluß 
gleich Null ist, ist in dem Querschnitt Fan der Stelle s der Strom­
röhre der Fluß gleich der Gesamtergiebigkeit aller von der Stelle 
s stromaufwärts gelegenen „Quellen“ dive; wegen (6) hat man 
also

/s /• /’-F
/ / div y dt. (7)

— 00
Der Wirbelfluß kann also nur in solchen Stromröhren von Null 
verschieden sein, die den tragenden Raum durchsetzt haben.

Für ein tragendes System, daß sich mit gleichförmiger Ge­
schwindigkeit geradlinig in ruhender Luft bewegt, läßt sich dieses 
Ergebnis auch so aussprechen: „Das System der freien Wirbel 
besteht aus denjenigen Luftteilchen, über die der tragende Raum 
hinweggegangen ist, und zwar gehören zu einer Wirbellinie je­
weils diejenigen Luftteilchen, die durch ein und denselben Punkt 
des tragenden Raumes hindurchgegangen sind.

Da im allgemeinen die vom tragenden System erzeugten Ge­
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schwindigkeiten klein sind gegenüber der Bewegungsgeschwindig­
keit des Systems, gibt diese Aussage bereits ein recht anschau­
liches Bild von dem Wirbelsystem. Die Quellen und Senken der 
Verteilung y befinden sich zumeist in der Gegend der Flügelenden, 
es sind also die hauptsächlichsten Wirbel hinter den Flügelenden 
zu erwarten.

8. Die gesamte Luftkraft ) in einem tragenden Raum R er­
gibt sich nach (5) zu

1

1) Diese ist in den folgenden Darlegungen immer zu verstehen als die von 
dem Flügel oder Flügelsystem auf die Luft ausgeübte Kraft. In der Flugtechnik 
pflegt man die ihr entgegengesetzt gleiche Kraft, die durch die Luftbewegung am 
Flügel hervorgerufen wird, zu betrachten.

K = fff kdt = q f f f (yx ^dt. (8)

Die Geschwindigkeit v besteht dabei aus zwei Bestandteilen, der 
Geschwindigkeit im Unendlichen V und der Geschwindigkeit v*, 
die von dem Wirbelfelde y + e herrührt und mittelst der Biot- 
Savart’schen Formel berechnet wird. Es ist also

» _ v+v = v+yy(9)

wo r den Fahrstrahl vom Sitz des Wirbels bis zum Aufpunkt be­
deutet, für den v* gerechnet werden soll. Die Integration ist auf 
den gesamten von Wirbeln erfüllten Raum zu erstrecken.

Die Gesamtkraft in einem tragenden Raum R wird demnach

«io)

wobei sich die ungestrichenen Größen auf die Integration der 
Gleichung (8) im Raum R, die gestrichenen dagegen auf die Inte­
gration der Gleichung (9) im gesamten von Wirbeln erfüllten Raum­
gebiet beziehen. Der Vektor r ist von dem gestrichenen nach 
dem ungestrichenen Raumelement hin gerichtet.

Für den Fall, daß die gebundenen Wirbel im ganzen Raum 
zu ein und derselben Richtung parallel sind, läßt sich Formel (10) 
für die Gesamtkraft aller tragenden Wirbel noch vereinfachen. 
Es ist nämlich hier das Integral

fff ff- * 
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da je zwei Beträge, die durch Vertauschung von y und y' aus­
einander entstehen, wegen des dabei eintretenden Vorzeichen­
wechsels von r einander gegenseitig aufheben. Es braucht also in 
diesem Falle nur das der freien Wirbel e berücksichtigt werden1). 
Diese Beziehung gilt natürlich nicht mehr, wenn der Integrations­
raum R nur einen Teil des gesamten tragenden Raumes umfaßt, 
da jetzt die Integrationsgebiete der dr und dt' verschieden sind, 
und deshalb die Vertauschung nicht bei allen Paaren von Raum­
elementen möglich ist.

1) Diese Beziehung stammt von meinem Mitarbeiter, Herrn M. Mank,und 
ist in seiner Dissertation „Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges“ 
enthalten. — Unter dem „Feld der freien Wirbel s" ist hier dasjenige Geschwindig­
keitsfeld verstanden, das aus der Verteilung s mittels der Biot-Savart’schen Formel 
folgt. Da die Verteilung s für sich allein nicht quellenfrei ist, ist der Wirbel 
dieses Feldes auch außerhalb der Verteilung s von Null verschieden.

9. Zur Vereinfachung der Überlegungen ist es zweckmäßig, 
einen „tragenden Faden“ zu betrachten, d. h. ein Raumgebilde von 
dem kleinen Querschnitt F, dessen Längserstreckung dem Verlaufe 
der Wirbellinien des Feldes y folgt. Es ist also in Formel (8) 
dt = dF. di zu setzen, wobei anzumerken ist, daß di || y ist, wes­
wegen eine Vertauschung der Faktoren ds und y in den vekto­
riellen Produkten erlaubt ist. Man kann deshalb schreiben:

Ersetzt man v innerhalb eines jeden Querschnittes F durch seinen 
dortigen Mittelwert v, so kann auch geschrieben werden:

(12)

Dies ist eine Verallgemeinerung des Kutta-Joukowki’schen Satzes 
für den tragenden Faden. Die Berechnung von v hat mit Hilfe 
der Gleichung (9) zu erfolgen.

Im Falle von isolierten tragenden Fäden entsteht hierbei 
dadurch eine Schwierigkeit, daß die Geschwindigkeiten in ein und 
demselben Querschnitt F untereinander sehr große Unterschiede 
aufweisen, die gegen Unendlich gehen, wenn F gegen Null geht. 
Bei einem einzelnen geraden tragenden Faden oder bei mehreren 
unter sich parallelen geraden Fäden genügt es, nach dem im vorigen 
Abschnitt Gesagten, das Feld der freien Wirbel e zu berechnen, 
wobei diese Schwierigkeit nicht auftritt. Ist diese Vereinfachung 
aber nicht anwendbar, dann kann man die Berechnung von v da­
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durch erleichtern, daß man zu dem gegebenen Wirbelfaden der y 
einen unendlich langen geradlinigen Wirbelfaden von konstanter 
Stärke addiert und wieder subtrahiert, dessen Wirbelverteilung y 
in dem Element F • ds mit der des gegebenen Wirbelfadens an der 
Stelle s, ys, übereinstimmt. Es ist jetzt, wenn v' die von dem 
unendlich langen Wirbelfaden herrührende Geschwindigkeit ist, 
die Kraft in dem Element F.ds

F
dK = y J ys x (V + V* — v' + v') dF • ds;

V* —v' ist nun im Querschnitt F weniger stark veränderlich als 
V*, weil die örtlichen Einflüsse, die die großen Unterschiede in 
den Werten von v* hervorgebracht hatten, beseitigt sind, denn in 
dem Querschnitt, für den v zu berechnen ist, heben sich y und 
— y' auf; das noch verbleibende Integral

IPs X v' • dF • ds

ist aber nach einer der Gl. (11) völlig analogen Betrachtung gleich 
Null. Es bleibt also das Ergebnis, daß für die Berechnung von 
K an Stelle_von v* auch v* — v' eingeführt werden darf, bezw. daß 
in Gl. (12) v = V + (v* —v') gesetzt werden darf. Im übrigen 
verbleibt bei gekrümmten tragenden Fäden die aus der Theorie 
der Wirbelringe bekannte Schwierigkeit bestehen, daß v logarith­
misch unendlich wird, wenn F bei endlichem r gegen Null geht.

10. Die Bildung eines Wirbelsystems hinter den Tragflächen 
hat zur Folge, daß bei der Bewegung der Flügel kinetische Energie 
in der Flüssigkeit zurückbleibt. Dieser kinetischen Energie ent­
spricht eine Arbeitsleistung der Kräfte k oder, anders ausgedrückt, 
ein bei der Flügelbewegung zu überwindender Widerstand. 
Nach Gl. (3) steht die Kraft k senkrecht auf der Richtung von v, es 
ist also die Arbeitsleistung an der Volumeneinheit in dem Bezugs­
system, in dem der Flügel ruht, k.v gleich Null. Setzt man 
V = V + v*, so wird demnach

kV = — k.v*.

In dem Bezugssystem, in dem die ungestörte Flüssigkeit ruht, be­
deutet der linke Ausdruck, aufgefaßt als Produkt der Geschwindig­
keit V mit der in ihre Richtung fallenden Komponente der Kraft 
k, die Arbeitsleistung eines Widerstandes, der rechte Ausdruck 
dagegen, aufgefaßt als das Produkt der Kraft k mit der in ihre 
Richtung fallenden Komponente der von dem Kräftesystem er­
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zeugten Geschwindigkeit v*, bedeutet die von dem Flügel zur Er­
zeugung der Wirbelbewegung an die Flüssigkeit abgegebene Ar­
beitsleistung.

Unter Berücksichtigung von Gl. (5) ist die Arbeitsleistung an 
der Volumeneinheit gleich

y X V • V* = y X V . V*

(wegen y x V*. V* = 0!), also ist die gesamte Arbeitsleistung 
(W = Widerstand):

K-V = W- V = §jJy xV. v* dz =

(13)

In dem Sonderfall, daß alle tragenden Wirbel parallel sind, gilt 
wieder die gleiche Überlegung, die zu Gl. (11) geführt hat, es ist 
also auch hier ausreichend, die von e herrührenden Beiträge zu v 
bei der Widerstandsberechnung zu berücksichtigen:

(13 a)

C. No twendige Vereinf achungen.
11. Die strenge Behandlung der im Vorstehenden dargelegten 

Ansätze bietet bei dem heutigen Stande der Mathematik noch un- 
übersteigliche Hindernisse. Man ist deshalb gezwungen, Nähe­
rungsverfahren einzuschlagen. In dieser Richtung war der Ge­
danke sehr fruchtbar, nach denjenigen Beziehungen zu fragen, die 
sich im Falle sehr kleiner Luftkräfte ergeben. In diesem 
Fall erhält man offenbar eine „Näherung erster Ordnung“, wenn 
bei allen vorkommenden Größen jeweils nur das Glied niedrigster 
Ordnung beibehalten wird. Dadurch erhält man einen linearen 
Zusammenhang zwischen den Kräften und den Zusatzgeschwindig­
keiten v*, wodurch die Superposition anwendbar wird, und sich 
alle Vorteile der linearen Theorien einstellen. Es steht natürlich 
nichts im Wege, die lineare Theorie mittelst der Methode der 
schrittweisen Annäherung nachträglich zu verfeinern ; jedoch zeigt 
die Anwendung der Theorie auf die praktischen Aufgaben, daß 
bereits die lineare Theorie für die meisten Fälle ausreicht.

Bei dieser ersten Näherung werden die durch das Wirbel­
system erzeugten Zusatzgeschwindigkeiten v* als überall klein 
gegen die Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung V an-
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gesehen, sodaß v*, wo es als Summand neben V vorkommt, ver­
nachlässigt werden darf. Die freien Wirbellinien, die nach dem 
unter Nr. 6 Gesagten Stromlinien sind, gehen durch Vernachlässi­
gung von v* in Gerade über, die von der Hinterkante des Flügels 
parallel mit der Bewegungsrichtung nach hinten verlaufen. Man 
überzeugt sich leicht, daß man einen relativen Fehler von der 
Ordnung der kleinen Größe v*/V begeht, wenn man für die Be­
rechnung von v* am Ort des Tragflügels diese Geraden an Stelle 
der Stromlinien als Sitz der Wirbel annimmt. Die Berechnung 
von v* wird hierdurch außerordentlich vereinfacht.

Bei der Ermittlung der Größe der Gesamtkraft K nach Gl. 
(10) kommt das zweite Glied als klein gegenüber dem ersten in 
Wegfall; bei der Berechnung des Widerstandes in der Bewegungs­
richtung, W, der von zweiter Ordnung klein ist, wenn die Ge­
samtkraft klein von erster Ordnung, ist dagegen gerade dieses 
Glied ausschlaggebend.

12. Eine weitere Vereinfachung besteht darin, daß man von 
der genauen räumlichen Verteilung der tragenden Wirbel ab­
sieht. In den meisten Fällen wird man sich damit begnügen, an 
Stelle der in der Anmerkung zu Nr. 6 beschriebenen Wirbelfläche 
für jeden Flügel einen einzigen tragenden Wirbelfaden anzunehmen, 
der durch die Schwerpunkte der Wirbelverteilungen der einzelnen 
Querschnitte hindurchgezogen ist, und dessen Wirbelstärke in 
jedem Querschnitt gleich der dortigen Gesamtzirkulation ist. Da 
die in der Praxis verwendeten Flügel meist ziemlich langgestreckt 
sind, reicht diese Annäherung für viele Zwecke vollständig aus. 
Die Querabmessungen des tragenden Fadens sind für die meisten 
Aufgaben ohne Belang; man spricht deshalb von „tragenden 
Linien“

Für den einfachsten Fall, nämlich für eine einzige gerade 
tragende Linie senkrecht zur Richtung von V (für den „geraden 
Eindecker“) seien im folgenden die Hauptformeln zusammenge­
stellt. Das Koordinatensystem sei folgendermaßen festgelegt (vergl. 
Fig. 4): die tragende Linie sei die X-Achse, die Y-Achse zeige

1) Wie eine nähere Betrachtung zeigt, reicht das Bild der tragenden Linie 
nicht mehr aus für solche Flügel, hei denen die Y Koordinate der Flügelmittel­
linie veränderlich ist (Flügel in der Flugrichtung gekrümmt oder auch nur schräg 
liegend). In diesem Fall muß die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe Be­
rücksichtigung finden, da in die Formel für w Faktoren von der Größenordnung 
In &/< eingehen (& = Spannweite, t = Flügeltiefe), die bei t = 0 unendliche Werte 
liefern würden.
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Fig. 4').
in der Richtung von V nach hinten, die Z-Achse nach unten. Einer 
Zirkulation der Strömung, die von Y nach Z dreht, entspricht 
dann ein Auftrieb, der am Flügel nach oben, an der Flüssigkeit 
nach unten gerichtet ist (also die Hauptkomponente der Kräfte k 
in der Richtung der positiven Z-Achse!).

Die Geschwindigkeit v* habe die drei Komponenten u, v und 
w in der Richtung der X-, Y- und Z-Achse. An Stelle von ydt 
in Gl. (9) und (10) tritt das Wirbellinien-Element rdx, an Stelle 

von edv das Wirbelflächen-Element -~^dxdy. Der Flügel reiche 
von x = a bis x = b. Die Geschwindigkeitskomponenten am Ort 
der tragenden Linie werden hiermit

u = 0 v = 0,
dr . . . . dr ,1) Statt -r- m Fig. 4 ist zu lesen.
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___ j_ fx' = b rV^00^ (x-x’)dx'dy
~ 4^Jx, = aJv=0 dx' (^_xly + y^ ~

= _Lf6^£.^ (i4)
4n J dx' x—x' v 1

In dem letzteren Integral, dessen Integrand durch Unendlich läuft, 
r’ — s pb

+ I )) zu nehmen, wovon 
x' + s

man sich überzeugen kann, wenn man zunächst in dem Doppelin­
tegral die untere Grenze y — yl setzt und in dem damit erhal­
tenen einfachen Integral zur Grenze y^ = 0 übergeht.

Der Auftrieb, d. i. die Z-Komponente von K, ergibt sich ge­
mäß Gl. (12) zu

rb
A = qV rdx, (15)

da
der Widerstand (die Y-Komponente von K) gemäß Gl. (13) oder 
(13 a) zu

r 7 P Cbnr \dr dxdx'
w->ja rwdx - (16)

Da es sich bei diesen Formeln um eine Näherung erster Ord­
nung handelt, sind sie nur zulässig, wenn w wirklich überall am 
Ort der tragenden Linie klein gegen F bleibt. Dieses ist nicht 
mehr der Fall, wenn r am Flügelende einen von Null verschie­
denen Wert hat, denn in diesem Falle würde vom Flügelende ein 
Wirbelfaden von endlicher Stärke abgehen müssen, der eine um­
gekehrt proportional mit dem Abstande vom Flügelende wachsende 
Geschwindigkeit w ergäbe. Ein derartiges Anwachsen der Ge­
schwindigkeit kann aber, wenn der Anstellwinkel am Flügelende 
in der Größenordnung der sonstigen Anstellwinkel bleibt, in Wirk­
lichkeit nicht vorkommen. Wir stellen daher fest, daß an den 
Enden der tragenden Linie r = 0 sein muß.

Anmerkung. Nimmt man an, daß der Auftrieb über den 
größten Teil des Tragflügels in gleicher Stärke verteilt ist, seine 
Abnahme auf Null sich also auf kurze Stücke an den Flügelenden 
beschränkt, so sind alle abgehenden Wirbel auf einen schmalen 
Bereich an den Flügelenden zusammengedrängt und können daher 
angenähert je durch einen einzelnen Wirbelfaden ersetzt werden. 
Auf dieses Schema, bei dem der Flügel durch drei in nebenste­
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hender Art zusammengefügte geradlinige Wirbelfadenstücke von 
gleicher Wirbelstärke ersetzt ist, gehen -------------------------------  
alle unsere älteren Untersuchungen zu­
rück. Dieses Schema ist immer zu­
lässig, wenn es sich um das Studium
eines Einflusses handelt, den der Elügel in einiger Entfernung 
von dem Wirbelsystem hervorruft. Es ist mit Erfolg bei der 
Untersuchung der gegenseitigen Beeinflussung benachbarter Elügel 
verwendet worden (Fußn. 3—o S. 1). Bei der Selbstbeeinflussung 
des Flügels muß es nach Obigem versagen 1).

1) Ein unvollkommener Versuch, die Schwächung des Auftriebes durch die 
Randwirbel bei gegebenem Anstellwinkel zu berechnen, hat zu der bei sehr läng­
lichen Flügeln immerhin brauchbaren Formel im Jahrbuch der Motorluftschiff- 
Studiengesellschaft 1910/11 (Springer, Berlin 1911) S. 87 geführt, die allerdings 
— wegen der nicht näher bekannten Zustände an den Flügelenden — noch eine 
empirische Konstante enthält.

D. Anwendungen auf den Eindecker.
13. Die wichtigsten Aufgaben, die sich auf Grund der vor­

stehenden Ansätze lösen lassen, sind die folgenden drei:
1) Gegeben sei die Verteilung des Auftriebes über die Spann­

weite, ferner p und F; gesucht ist die Flügelgestalt, die diese Auf­
triebsverteilung hervorbringt, außerdem der Widerstand.

2) Gegeben sei die Flügelgestalt, gesucht die Auftriebsver­
teilung und der Widerstand.

3) Gegeben ist der Gesamtauftrieb und die Flügelspannweite, 
außerdem p und V-, gesucht ist diejenige Verteilung des Auftriebes 
über die Spannweite, bei der der Widerstand ein Minimum wird.

Über die letztere Aufgabe wird noch zu sprechen sein; be­
züglich der ersteren beiden sei hier noch folgendes bemerkt: Bei 
der ersten Aufgabe lassen sich die Größen w(«) und W durch 
reine Quadraturen ermitteln; mit der Kenntnis von w läßt sich 
auch die Frage nach der Flügelgestalt, allerdings nicht in eindeu­
tiger Weise, beantworten. Wenn die Gestalt des Flügelprofils 
und dessen aerodynamische Eigenschaften gegeben sind, dann kann 
zu einer gegebenen Flügeltiefe der Anstellwinkel und umgekehrt 
zu einem gegebenen Anstellwinkel die Flügeltiefe berechnet werden. 
Die Durchführung dieser Aufgabe hat die folgende Annahme zur 
Voraussetzung, die mindestens in dem Falle eines sehr langge­
streckten Flügels unmittelbar einleuchtet: ein Flügelelement, das 
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unter dem Winkel arctg w/v zur Wagerechten angeströmt wird, 
muß unter dem Winkel

a = arctgw/7+a' (17)
angestellt werden , um denselben Auftrieb zu ergeben, wie ein 
gleiches Element eines unendlich breiten Tragflügels von konstantem 
Profil, der unter dem Winkel «' angestellt und wagerecht ange­
strömt wird. Die Abhängigkeit zwischen dem „wirksamen Anstell­
winkel^ a' und dem zugehörigen Auftrieb kann aus Rechnungen 
nach Art der Kutta’schen oder aus entsprechenden Versuchen ent­
nommen werden.

Ist t die „Flügeltiefe“, d. h. die Abmessung des Flügels in 
der Richtung von V, so kann F = Vt f(a') gesetzt werden. Für 
praktische Zwecke reicht es immer aus, f(u') als lineare Funktion 
von a' anzusetzen: f (a') — c,«' + c2 (nach den Kutta’schen Rech­
nungen erhält man für flache kreisbogenförmig gewölbte Flügel, 
wenn (3 den Zentriwinkel des Kreisbogens bedeutet,

fW = na' + ~ß;

nach v. Misesx) hat die untere Grenze von c,, die bei den ge­
bräuchlichen Flügelprofilen auch nicht viel überschritten wird, den 
Wert w).

Die zweite Aufgabe ist die Umkehrung der ersten. Sie ist 
im allgemeinen viel schwieriger zu behandeln als diese, da sie 
nicht auf Quadraturen, sondern auf eine Integralgleichung führt. 
Schreibt man w/P statt arctg w/Vj so führt unser Ansatz 

wjV+a = a(x) = gegebene Funktion von x
unter Berücksichtigung von Gl. (14) zu der Gleichung:

1 radr dx T c, _ ,1sn1

1) v. Mises, „Zur Theorie des Tragflächenauftriebs“, Zeitschr. f. Flugt. u. 
M. 8 (1917) S. 157.

4nVJb dx' ’ x—x' c, Ft(x) c,

Im folgenden seien zwei Beispiele für die Durchführung dieser 
Aufgaben des Näheren ausgeführt.

14. Bei einem unendlich langen Tragflügel sei der Auftrieb 
eine periodische Funktion des Ortes. Durch eine Fourier - Zer­
legung gelangt man hier zu einzelnen Gliedern von der Form 
r — Feos [ix. Die zugehörige Geschwindigkeit tv wird gemäß

pD °° sin [I x'dx'Gl. (14) w | ~~ ’
Tt JI/ ] Js—oo
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mit ~ x) = u wird

^nw _ fi1-nu;r C+°° wxudu 
u r J u

Das erstere dieser beiden Integrale ist = 0, das zweite = a1), 
so daß also

1) Vergl. etwa Jahnke-Emde, Funktionentafeln, S. 19.
2) s. Note 1 auf vorhergehender Seite.

u r ul'w = • cos HX = —

wird. Es werde nun r = Vt c, a' gesetzt, was ohne weiteres zu­
lässig ist, wenn man die Anstellwinkel von derjenigen Richtung 
zum Profil aus rechnet, in der man das Profil anblasen muß, um 
den Auftrieb Null zu erhalten; dann ist der von dieser Richtung 
aus gerechnete Anstellwinkel

iv P / 1 u \ < (1 , ci A“ = « +T = + = “ (1+ 4

2 TT
Führt man die Wellenlänge A — ein, so wird

K/a' = l + ^.; (19)

da nach v. Misesä) ct immer ungefähr = n wird, ergibt sich die 
Näherungsformel

«/«' 1 + 5 t/k.

Der Widerstand für die Länge 7, die eine ganze Anzahl von 
Halbperioden betragen mag, wird gemäß Gl. (16)

W — —I cos’ uxdx = —-ö — ■ (20)
4 Jo 8

Handelt es sich um eine beliebige periodische Auftriebsverteilung, 
so ergeben in dem Ausdruck für den Widerstand die gemischten 
Glieder in der Fourier - Entwicklung für die Periode den Wert 
Null; der Widerstand erhält damit den Wert

w = (20a)o
Die zweite Aufgabe ist bei diesem Beispiel nicht schwieriger
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zu lösen als die erste. Man braucht nur den als Funktion von x 
gegebenen Anstellwinkel a in eine Fourier-Reihe zu zerlegen und 
zu jedem Glied den zugehörigen Wert von a' bezw. von r zu er­
mitteln und diese Werte wieder zusammenzusetzen. Es mag da­
rauf hingewiesen werden, daß nach dem oben angegebenen Zu­
sammenhang zwischen a und a' bei abnehmender Wellenlänge bezw. 
zunehmender Flächentiefe der Betrag der Auftriebsschwankung 
immer mehr gegen den Betrag der Winkelschwankung zurückbleibt. 
Dieses Verhalten findet darin seine Begründung, daß bei kurz­
welligen Schwankungen des Anstellwinkels der Ausgleich der Strö­
mung nach der Seite immer stärkeren Anteil erhält. Irgendwelche 
Unstetigkeiten im Verlauf des Anstellwinkels spiegeln sich daher 
in der Auftriebsverteilung nur sehr abgeschwächt wieder.

15. Wichtiger als dieses Beispiel ist das folgende, das sich 
auf den endlichen Flügel (Eindecker) bezieht. Es hat lange Zeit 
Schwierigkeiten gemacht, geeignete Funktionen für die Auftriebs­
verteilung zu finden, bei denen nicht an den Flügelenden praktisch 
unwahrscheinliche Singularitäten auftreten. Die Lösung brachte 
dann (November 1913) der Ansatz:

r = vi^(r. + r,r+r4r+---)

mit g = x: 6/2, wo b die Spannweite ist. Für die Behandlung 
der hier entstehenden Integrale mag zunächst angemerkt werden, 
daß *)

;+1 „an+i m = n
q — - V n

-i m=Q
und

ist, worin pn = | —— und + 2 ist, also

Po = 1 q» = i
A — i ?. = I
Pi = I 7» — A
P3 = A la = tA-

Hiermit erhält man gemäß Gl. (14) bis (16)

1) Die Form der Darstellung stammt von A. Retz (1917).
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A = (2 t)

ferner, mit p_t = 0,
1 । m = n .

w = 2j SM jr« ” +2 «P«-™-)) (22)

no I m=11 iw = -/SS rs. C* S 9^ ((2^+l)Ä-m-2(23) 
i k l m — 0 /

Die Ausrechnung der Zahlwerte für die ersten Glieder der Reihen­
entwicklungen ergibt:

A = CG + i G + ^T, -|---- ) (21a)

w = ^lr. + ra(3^-i)+G(5§4-H*-rV)+-:J (22a)

w = T^ + iGG + IGG+-
+ in +HGG+- (23a)

Mit Hilfe dieses Ansatzes konnte die Frage nach derjenigen 
Auftriebsverteilung, die für gegebenen Gesamtauftrieb den kleinsten 
Widerstand liefert, in Angriff genommen werden. Die Ausrech­
nung1) ergab das sehr bemerkenswerte Resultat, daß das Minimum 
dann eintritt, wenn alle F2n mit Ausnahme von F„ gleich Null 
sind, also der Auftrieb nach einer halben Ellipse über die Spann­
weite verteilt ist. Dies Ergebnis hängt damit zusammen, daß die 
Zahlenkoeffizienten der Glieder GG„ in der Formel für den Wider­
stand mit denen der Glieder F2n in der Formel für den Auftrieb 
übereinstimmen, während der Faktor von F’ die Hälfte des Fak­
tors von Fo ist. Die Geschwindigkeit w ergibt sich für diese Lö­
sung als über die Spannweite konstant! Eliminiert man Fo aus 
den Gleichungen, so wird

1) Von E. Pohlhausen Ende 1913 durchgeführt.
2) Erste Veröffentlichung in einem Aufsatz von Betz, Zeitschr. f. Flugt. n.

2 A
w = VpW (24)

nr w a 2A* „W ~ yA — )• (2ß)

M. 5 (1914) S. 239.
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Die Form eines Tragflügels dieser Art ergibt sich, wenn festge­
setzt wird, daß die Profilform und der wirksame Anstellwinkel a' 
konstant sein soll, als durch zwei Halbellipsen begrenzt, vergl. 
Fig. 5; da w konstant ist, wird auch der geometrische Anstell­
winkel a über die ganze Spannweite 
konstant.

Für derartige Tragflügel läßt sich 
nun, wie man sieht, an Hand der obigen 
Formeln die Abhängigkeit der Luftkräfte 
vom Seitenverhältnis studieren. Die di­

mensionslose Größe c„ — wo F der «' qF
Flächeninhalt des Flügels und q = | p P2 
der Staudruck ist, ist nach unseren bis­
herigen Annahmen (vergl. Nr. 13) bei 
gegebener Profilform eine reine Funktion 
des wirksamen Anstellwinkels «' (näm­
lich ca — 2f(a')); der zugehörige geo­
metrische Anstellwinkel ergibt sich aus 
der Beziehung

a = « +- =

Über den Widerstand 
liehen Flüssigkeit, wie

c F
(26)

in einer wirk­
et sich aus den

Versuchen ergibt, wird die Annahme ge­
macht, daß er aus zwei Teilen besteht, nämlich aus dem hier be­
trachteten Widerstand und einem aus Luftreibung und schädlicher 
Wirbelbildung bestehenden Widerstand, der bei gegebener Profil­
form nur von a' abhängt (Für diese beiden Anteile des Wider­
standes haben sich die Namen „induzierter Widerstand“ und „Profil­
widerstand“ eingebürgert. Der erstere Name soll darauf hinweisen, 
daß dieser Widerstand durch die gegenseitige Beeinflussung 
der einzelnen Tragflügelteile zustande kommt, der letztere, daß 
es sich um eine Eigenschaft des „Profils“ handelt). Wird 
W= TÜ + geschrieben und werden die dimensionslosen Größen

„ _ w „ w, . w0
qF’ C™‘ qF Und Cw° qF

eingeführt, so wird unter Berücksichtigung von Gl. (25)
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w c’ Fp --  /• ,_  _  ct
° V ~ «5’

und damit also
c>p 

c” ~ (27)

Man kann also, wenn man a' oder, was praktisch auf dasselbe 
hinauskommt, ca als unabhängige Veränderliche nimmt, von einem 
1 all auf irgendeinen anderen Fall mit anderem Seitenverhältnis 
umrechnen; denn es gilt für je zwei entsprechende Zustände, für 
für die cüi = ist,

c (F F \ 

e if f \

Es ist das Verdienst meiner Mitarbeiter A. Betz und M. Munk1), 
nachgewiesen zu haben, daß diese Formeln mit gutem Erfolg auch 
auf Tragflügel von anderem als elliptischem Umriß angewendet 
werden dürfen. In der Tat zeigt sich, daß sie eine für die prak­
tischen Bedürfnisse ausreichende Darstellung der Abhängigkeit der 
Luftkräfte vom Seitenverhältnis ergeben und gestatten, aus den 
mit einem Seitenverhältnis gemachten Beobachtungen auf irgend­
welche Anwendungsfälle mit anderem Seitenverhältnis umzurechnen. 
Daß die Formeln auch bei anderen Umrissen einigermaßen stimmen, 
dürfte seine Begründung darin haben, daß die Auftriebverteilung 
auch z. B. im Falle eines rechteckig umrandeten Flügels nicht 
allzu stark von der elliptischen abweicht2). Beim Widerstand, 
für den die Formeln genauer stimmen als beim Anstellwinkel, 
liegt eine Erklärung auch darin, daß der Widerstand der ellipti­
schen Verteilung ein Minimum ist und die Veränderlichkeit einer 
Größe in der Nachbarschaft des Minimums nur gering ist3).

1) s. die Literaturangabe im Anhang, S. 95.
2) Die Durchrechnung von Beispielen zeigt, daß der in den Gleichungen 

(21) und (22) zum Ausdruck kommende Mechanismus bei verhältnismäßig geringen 
Änderungen der Auftriebsverteilung sehr erhebliche Änderungen in der Verteilung 
der Geschwindigkeit w liefert, oder anders ausgedriickt, daß bei Abweichung der 
Flügelgestalt von der Abb. 5 die dabei auftretende Vertikalgeschwindigkeit w eine 
ausgleichende Wirkung von der1 Art hat, daß die Änderung der Auftriebsvertei­
lung erheblich hinter derjenigen Änderung zurückbleibt, die auf elementarem 
Wege aus der Änderung der Flügelgestalt gefolgert werden würde. Für kleine 
Seitenverhältnisse b/t gilt dies in höherem Maße wie für große.

3) Eine Nachrechnung der in, Teddington (Technical Report of the Adv.
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Der soeben geschilderte Erfolg der Theorie veranlaßte uns, 
auch für zusammengesetzte Flügelsysteme entsprechende Bezie­
hungen zu suchen. Über die Ergebnisse dieser Untersuchungen, 
sowie über andere Aufgaben und Fragen der Tragflügeltheorie 
soll in einer zweiten Mitteilung berichtet werden.

Comm. f. Aeron. 1912/13. London 1914 S. 97 u. f.) auf Grund von Druckvertei­
lungsmessungen ermittelten Auftriebsverteilung für einen rechteckigen Flügel vom 
Seitenverhältnis 6 :1 nach Formel (21) und (23) ergab gegenüber der Ellipse 
einen um rd. 3% größeren Widerstand.



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1919, S. 107 bis 137.

Tragflügeltheorie.
II. Mitteilung.

Von

L. Prandtl.

Vorgelegt in der Sitzung vom 21. Februar 1919.

A. Mehrdeckertheorie.
1. Als Vorarbeit für die Durchbildung der Theorie des Mehr­

deckers auf der Grundlage der in der ersten Mitteilung gegebenen 
Ansätze für die Flügeltheorie der ersten Ordnung sei zunächst 
die Aufgabe behandelt, von der Störungsgeschwindigkeit, die von 
einer „tragenden Linie“ mit gegebener Auftriebsverteilung her­
rührt, an einem Aufpunkt A die Komponente nach einer gege­
benen Richtung zu ermitteln (in den Anwendungen wird es sich 
hauptsächlich um die Richtung senkrecht zu einer anderen den 
Aufpunkt enthaltenden tragenden Linie und senkrecht zur Flug­
richtung handeln).

Die Aufgabe werde zunächst auf Grund der in Nr. 12 der 
I. Mitteilung angegebenen Beziehungen für den Fall gelöst, daß 
sowohl die tragende Linie wie auch der Aufpunkt und die vor­
gegebene Richtung in ein und derselben Ebene senkrecht zur Flug­
richtung (einer „Querebene“) enthalten seien. Dann ist die Wir­
kung der Querwirbel gleich Null, und die Längswirbel ergeben 
für die Geschwindigkeitskomponente in der Z-Richtung (vergl. Abb. 1)

1 rl dr sin ß „Q.w = — -r- I -5-------— ds. (28)Ast / ds a

Da an den Flügelenden r — 0 ist, läßt sich durch partielle In­
tegration hierfür schreiben:
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Wählt man den Aufpunkt zum Koordinatenursprung und die vor­
gegebene Richtung zur Z- Achse, so wird sinß/u = xla2, ferner

7 d dJL = cos £ — sine-?-; hiermit ergibt sich nach kurzer Rech­
ts dx---------- oz
nung 4- (—= -4 cos (2/3 — e) und also

6 ds \ a / al

w = fl ds. (29)

Mit Hilfe dieser Gleichung läßt sich sofort der Widerstand an­
schreiben, der dadurch entsteht, daß ein Flügel 1 unter dem Ein­
fluß der Störung steht, die von einem in derselben „Querebene“ 
befindlichen Flügel 2 ausgeht. Die Störungsgeschwindigkeit senk­
recht zu einem Element des Flügels 1 heiße der Widerstand 
wird dann gemäß den Darlegungen in Nr. 12 der I. Mitteilung:

W» = ef^ds^w,,

oder wenn w13 nach Gl. (29) eingesetzt wird, wobei gemäß Abb. 1 
ßt anstelle von ß — s, ferner ß, anstelle von ß geschrieben wird:

w p rl> rl2r\j\cosjßi+_ß^dsids, ,3Cf) 
lä ~ in L L a2 ' 7

Das Doppelintegral ist in den Größen von Flügel 1 und 2 voll­
ständig symmetrisch gebaut; wir schließen daraus, daß der Wider­
stand, der am Flügel 2 durch die Gegenwart des Flügels 1 ent­
steht, von derselben Größe sein muß, wie der hier berechnete.
daß also
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W — W — ”ai

ist. Diese Gegenseitigkeitsbeziehung ist für die Folge von großer 
Wichtigkeit. Sie ist von meinem Mitarbeiter Dr. M.-Munk auf 
einem andern Wege gefunden worden. Da es offenbar nicht darauf 
ankommt, daß die zusammengefaßten tragenden Elemente jeweils 
zu einem einzigen Flügel gehören, läßt sich der Satz auch so aus­
sprechen :

„Greift man aus einem tragenden System, dessen Elemente 
sämtlich in einer „Querebene“ enthalten sind, zwei Gruppen 
beliebig heraus, so ist derjenige Widerstandsanteil, den die 
Gruppe 1 durch das Geschwindigkeitsfeld der Gruppe 2 erfährt, 
ebenso groß, wie derjenige von Gruppe 2 im Feld von Gruppe 1“.

Anmerkungen: 1) Der gegenseitige Widerstand zweier unter­
einander befindlichen Flügel ist positiv, der von zwei nebenein­
ander befindlichen Flügeln dagegen negativ; durch erstere Anord­
nung wird also der Gesamtwiderstand gegenüber dem Zustand 
weit voneinander entfernter Flügel vermehrt, durch letztere ver­
mindert.

2) Die bei der Ableitung von Gl. (29) benutzte partielle Inte­
gration läßt eine anschauliche Deutung zu: die Geschwindigkeit 
w erscheint hierin aufgebaut aus den Beiträgen von lauter infini­
tesimalen Flügeln von der Länge ds und der Zirkulation r. Der 
Integrand von GL (29) stimmt in der Tat, wie man schon aus der 
Ableitung entnehmen kann, überein mit der Geschwindigkeit, die 
von zwei im Abstande ds befindlichen Wirbellinien von entgegen­
gesetzt gleicher Wirbelstärke = r hervorgebracht wird. Das 
Doppelintegral in Gl. (30) darf in diesem Sinn aufgefaßt werden 
als die Summe der Wirkungen der Wirbelschweife aller tragenden 
Elemente ds2 auf alle tragenden Elemente dsv

3) Die Gleichungen (29) und (30) verlieren ihre Anwendbarkeit, 
wenn der Wert a — 0 vorkommt, da sie in diesem Fall die Form 
oo_oo annehmen. Sie sind deshalb auch ungeeignet zur Be­
rechnung der Geschwindigkeit wn auf dem Flügel selbst und zu 
der des Eigenwiderstandes eines Flügels. Für diese Größen steht 
jedoch die auch sonst verwendbare Gl. (28) zur Verfügung, wobei 
hier von dem Integral der Hauptwert zu nehmen ist. Grundsätz­
lich ist allerdings auch eine Ermittlung mit Gl. (29) und (30) auf 
dem Wege denkbar, daß die gegenseitige Einwirkung von zwei 
sehr benachbarten Flügeln gleicher Art berechnet und im Endre­
sultat zum Grenzfall des Zusammenfallens der beiden Flügel über­
gegangen wird. Aus einer entsprechenden Überlegung folgt u. a., daß 
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die Beziehung Wit = W2t auch für den Grenzfall zweier räumlich 
zusammenfallender, im übrigen aber beliebiger tragender Systeme 
gilt. Hiervon wird in Nr. 5 Gebrauch gemacht werden.

2. Zur Untersuchung des allgemeinen Falls werde zunächst 
das Feld berechnet, das ein tragendes Element von der Länge ds 
mitsamt dem abgehenden Wirbelpaar in irgendeinem Raumpunkt 
hervorbringt. Der Koordinatenursprung werde in das tragende 
Element gelegt, die Richtung des Elements werde zur X-Achse 
gemacht; dann ist zunächst die von einem einzigen abgehenden 
Wirbel erzeugte Geschwindigkeit, mit a* = x^ + z', r* = a3 + y* 
und r'3 = a2 + (y — y'? :

r f°°dy'sin <p _ r f°° dy' ■ a _ r A
4% r'2 4% Jo r13 4jra \ r /

also ihre Komponenten:

Das abgehende Wirbel paar gibt:

du, = — "ds: dv. = 0; dw1 dx
dw , -x—ds.dx

Hierzu kommt noch die Wirkung des Querwirbels:

„ , rds z , rds y
du, = 0; dv, =

Nach einer kurzen Zwischenrechnung ergibt sich, wenn die aus
Abb. 2 ersichtlichen Winkel eingeführt werden:

, rds L , ■ x sin 2/3 sin a sin 2/3 ] 
du = -4^((l+^«)~^- +----- 2F~

, rds cos a cos /3--  —— —- • j 4?r r
7 rds L , . x COS 2/3 sin a cos’ ß ' 

dw = r1 + sin “V“ +------r3------

(31)

Zur Berechnung des Anstellwinkels und des Widerstandes 
braucht man die Geschwindigkeitskomponente wn senkrecht zur 
Flugrichtung und senkrecht zur Richtung des beeinflußten tra­
genden Elementes. Ist dieses (1 in Abb. 3) gegen die X-Achse 
unter dem Winkel £ geneigt, so ist



rds . .cos (2/3 — e) , sin « cos /3 cos (ß — «) 1 .= l(1+sin a) —77—+--- 7—7 <31 a)
Der Widerstand, der an einem tragenden Element 1 durch das 
Feld des tragenden Elementes 2 entsteht, ist nun

d* W12 = q I\ ds,. dwn.
Die Ausrechnung ergibt, wenn wieder ß, für ß — e und /3a für ß 
eingeführt wird,

d'W„ Q r, ds,. r, ds, cos (ß, + /S2) sin a cos ß, cos ß,|(l + sm«) —+ —p---------- (-32)

Der Widerstand, den das Element 1 an dem Element 2 ver­
ursacht, wird, wie leicht ersichtlich, erhalten, wenn für a, ß, und 
ß, a — 3t, ß, + 3t und ß, + 3t gesetzt wird. Hiermit wird

Q^ds^r^s, _ gin cos (ß, + ßj _ sin« cos ^2 cos/3,1 (32a)

Die beiden Widerstandsanteile sind also nur dann gleich, 
wenn beide Elemente in derselben Querebene liegen. Sehr bemer­
kenswert ist, daß die Summe d1 W„ + d' W21 auch im allgemeinen 
Fall unabhängig von « ist. Durch Integration über zwei Gruppen 
von tragenden Elementen ergibt sich demnach die Summe der 
beiden gegenseitigen Widerstände zu

w12 + w„ = (33)
also unabhängig von «,d. h. von den «/-Werten der einzelnen tra­
genden Elemente. Diese Summe bleibt daher ungeändert, wenn 
die beiden tragenden Gruppen in der Flugrichtung gegeneinander 
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verschoben werden. Da der Gesamtwiderstand eines tragenden 
Systems außer solchen gegenseitigen Widerständen noch die Eigen­
widerstände enthält, die von einer Verschiebung des zugehörigen 
Flügels in der Flugrichtung natürlich ebenfalls unabhängig sind, 
läßt sich der Satz aussprechen:

„Der Gesamtwiderstand eines beliebigen Tragwerks bleibt 
ungeändert, wenn die tragenden Elemente, ohne ihre Auf­
triebskräfte zu ändern, in der Flugrichtung gegeneinander ver­
schoben werden (oder wenn, wie man sagt, ihre „Staffelung“ 
geändert wird)“.
Dieser Satz ist ebenfalls von Munk gefunden und in seiner 

Göttinger Dissertation2) auf andere Art bewiesen worden. Zur 
Vermeidung von Mißverständnissen sei betont, daß die Anstell­
winkel der einzelnen tragenden Elemente bei der Verschiebung 
entsprechend den Änderungen der normalen Geschwindigkeitskom­
ponenten wn so zu ändern sind, daß die wirksamen Anstellwinkel 
(vergl. Nr. 13) und daher auch die Auftriebskräfte unverändert 
bleiben.

I) Mit dem Wort „Tragwerk" werde im folgenden die allgemeinste Form 
eines tragenden Flügelsystems bezeichnet, im Gegensatz zu den speziellen Formen 
des Eindeckers, Zweideckers usw.

2) Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges, Göttingen, 1918; 
z. Z. im Druck.

Der innere Grund für die Unabhängigkeit des Gesamtwider­
standes von der Staffelung ist der, daß die Widerstandsarbeit 
gleich der in der Wirbelbewegung hinter dem Tragwerk zurück­
gelassenen kinetischen Energie ist; es kommt also nur auf dieses 
Wirbelsystem selbst an, nicht auf die genaueren Umstände, unter 
denen es erzeugt worden ist.

Die tragenden Elemente sind bisher immer senkrecht zur Flug­
richtung angenommen worden. Eine tragende Linie, die schräg 
zur Flugrichtung verläuft, kann für die Berechnung von gegen­
seitigen Widerständen, wenn der Wert a = 0 ausgeschlossen bleibt, 
unbedenklich durch eine aus Elementen der hier betrachteten Art 
zusammengesetzte Treppenlinie ersetzt werden. Für die Berechnung 
des Eigenwiderstandes von solchen Flügeln bestehen die in Fußnote 
S. 17 der I. Mitteilung bereits erwähnten Schwierigkeiten, die eine 
Durchführung der Integration in endlichen Ausdrücken nur zu­
lassen, wenn von dem Bilde der tragenden Linie abgegangen und 
und die Verteilung des Auftriebes nach der Tiefe berücksichtigt 
wird. Nach der vorangegangenen Überlegung über die Wirbel­
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energie ist es jedoch ersichtlich, daß nicht nur die in diesem Ab­
schnitt abgeleiteten Sätze auch für derartige Flügel gelten, son­
dern auch deren Eigenwiderstand mit dem der ihnen entsprechenden 
ganz in der Querebene liegenden tragenden Linie übereinstimmen.

3. Für ein Flügelsystem, bei dem die relative Verteilung des 
Auftriebs innerhalb jedes einzelnen Flügels festgelegt ist, ergibt 
sich durch Anwendung von Gl. (16) und (33) der Gesamtwider­
stand als eine (definite) quadratische Form der Flügelauftriebe 
At, A2 ... An. Man kann daher nach Ermittlung der Koeffizienten 
der Form leicht die Aufgabe lösen, bei gegebenem Gesamtauftrieb 
^A At bis An so zu bestimmen, daß der Gesamtwiderstand ein 
Minimum wird. Die Koeffizienten für Tragwerke, die aus geraden 
Eindeckern bestehen, deren Mittelpunkte sämtlich in einer die 
Flugrichtung enthaltenden Lotebene liegen, habe ich unter der 
Annahme berechnen lassen, daß der Auftrieb über jeden einzelnen 
Flügel nach einer halben Ellipse verteilt ist, und habe die prak­
tischen Folgerungen aus diesen Ergebnissen in einem Aufsatz in 
den „Technischen Berichten der Flugzeugmeisterei“ gezogen ). 
Hier mag aus den Ergebnissen das Folgende kurz erwähnt werden : 
Der gegenseitige Widerstand von zwei Flügeln mit den Spann­
weiten S, und b, und dem senkrecht zur Flugrichtung gemessenen 
Abstand h kann geschrieben werden

1

1) „Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern“. T. B. Bd. III, S. 309.

WIt = W„ = (34)IS ” nqb,ba v '

wobei der Zahlenfaktor 6 eine Funktion von hf —— und ft = 

b,/bl ist. Die Ausrechnung ergab folgende Tabelle :

Tabelle 1. Werte von 6.

2^,) = 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,3 0,4 0,5

bjba = 1,0 1,000 0,780 0,655 0,561 0,485 0,370 0,290 0,230
0,8 0,800 0,690 0,600 0,523 0,459 0,355 0,282 0,225
0,6 0,600 0,540 0.485 0,437 0,394 0,315 0,255 0,210

Für den wichtigsten Fall, bx = ba, kann folgende Näherungs 
formet für a angewandt werden:



Tragflügeltheorie II. 43

1 - 0,66 h/b 
1,055 + 3,7 h/b (35)

Als Beispiel mögen die Ergebnisse für einen Doppeldecker mit 
den Flügelspannweiten bt und b2 (< b^) und der Höhe h näher an­
gegeben werden. Der induzierte Widerstand wird

(36)

dieser wird ein Minimum für

A2: A, — (u — u):------ö

der Wert dieses Minimums ergibt sich zu

^"nn- nqb* 1-20/1 + ^ • (37)

Der erste Faktor dieser Formel ist der Widerstand eines 
Eindeckers von der Spannweite bt mit dem Auftrieb Aa + Ar Da 
für h > 0 immer ß < [i ist, wird der zweite Faktor immer kleiner 
als 1.

Wird die größere Spannweite bt vorgeschrieben, die kleinere 
aber freigelassen, so ergibt sich der kleinste Widerstand für bt = ba 
und Aa = Av Der zweite Faktor von Gl. (37) wird hier |(l + u).

Das Verhältnis des induzierten Widerstandes eines Tragwerks 
zu dem des Eindeckers mit gleicher Spannweite und gleichem Ge­
samtauftrieb werde allgemein mit h bezeichnet. Dann besteht für 
ein Tragwerk, sobald der zugehörige Zahlwert von x bekannt ist, 
die Möglichkeit der Umrechnung von einem Eindecker, für den 
Versuchsergebnisse vorliegen mögen, in derselben Weise, wie dies 
in Nr. 15 der I. Mitteilung für die Umrechnung von Eindeckern 
untereinander dargetan ist. Gleiches gilt auch von Flügelsystemen 
untereinander. Für den Widerstand von zwei Tragwerken gilt 
also bei gleichem ca entsprechend Gl. (27 a):

Dabei ist vorausgesetzt, daß entweder, was in der Regel zutrifft, 
die Widerstandsziffer cWo des Profilwiderstandes sich mit dem An-

1) Dieser Gedanke stammt von Munk, vergl. dessen Abhandlung: „Beitrag 
zur Aerodynamik der Flugzeugtragorgane, Techn. Berichte der Flugzeugmeisterei 
Bd. II, S. 187.
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steilwinkel nicht stark ändert, oder aber, daß die Flächenbelastung 
aller Flügel dieselbe ist.

4. Bei der Aufgabe, für eine gegebene Auftriebsverteilung 
eines Mehrdeckers die zugehörige Flügelform zu berechnen, tritt 
bei den üblichen Maßverhältnissen (Abstand zweier Flügel von der 
Größenordnung der Flügeltiefe) ein Einfluß sehr fühlbar auf, der 
bisher noch nicht erwähnt worden ist, der „Krümmungseinfluß“ : 
Die Stromlinien erfahren am Ort eines Flügels durch die Einwir­
kung der anderen Flügel eine Krümmung. Man darf auf Grund 
des Superpositionsprinzips, das innerhalb der Theorie der ersten 
Ordnung als gültig erkannt ist, annehmen, daß ein in der ge­
krümmten Strömung stehender Flügel dann dieselben Kräfte liefert, 
wie ein in gerader Strömung stehender, wenn seine eigene Wöl­
bung um den Betrag der Stromlinienkrümmung größer ist als die 
des Vergleichsflügels. Eine erste Näherung ergibt sich, wenn die 
Krümmung der Stromlinien für die Mitte der Tiefe unter der An­
nahme berechnet wird, daß die übrigen Tragflügel durch tragende 
Linien ersetzt werden dürfen. An einem Aufpunkt A, an dem 
die zum Flügel und zur Flugrichtung senkrechte Geschwindigkeits­
komponente, die von den übrigen Flügeln herrührt, = w„ ist, ist

die Krümmung der Stromlinie genähert dieser

Weise ist der Krümmungseinfluß in der Arbeit von Betz über die 
gegenseitige Beeinflussung der Tragflügel eines Doppeldeckers’) 
berücksichtigt worden. Genauere Werte wird man erhalten, 
wenn einerseits bei den beeinflussenden Flügeln auf die Verteilung 
des Auftriebes nach der Tiefe Rücksicht genommen wird, an­
dererseits auch bei dem beeinflußten Flügel statt der Krüm­
mung an einer Stelle in der Mitte der Tiefe der Verlauf von w„ 
über die ganze Tiefe passend bewertet wird. Derartige Unter­
suchungen sind zur Zeit in Vorbereitung.

B. Tragwerke kleinsten Widerstandes.
5. Die Bedingungen, unter denen für ein Tragwerk von ge­

gebener Form der Flügelmittellinien ein gegebener Gesamtauftrieb 
mit einem Minimum von induziertem Widerstand verknüpft ist, 
hat mein Mitarbeiter M. Munk in seiner bereits erwähnten ver­
dienstvollen Dissertation in voller Allgemeinheit angegeben. Die

1) vergl. Fußnote 4, ß. 1 der I. Mitteilung. 
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im folgenden mitgeteilte Ableitung, die unter Benutzung der Er­
gebnisse der Abschnitte 1 und 2 auf kürzestem Wege zum Ziel 
kommt, unterscheidet sich allerdings formal stark von der Munk- 
schen Ableitung, die auf der Anwendung der Mittel der klassi­
schen Variationsrechnung beruht.

Für das uns vorgegebene Tragwerk dürfen wir, da der Ge­
samtwiderstand dadurch nicht geändert wird, das durch Verschie­
bung aller tragenden Elemente in eine Querebene entstandene 
„ungestaffelte Tragwerk“ setzen, für das die Gegenseitigkeitsbe­
ziehung besteht. Wir wenden diese Beziehung in der
Art an, daß das Tragwerk als Ganzes die eine Gruppe von tra­
genden Elementen bildet, während die andere Gruppe die ihm 
überlagerte Variation ist. Diese Einteilung ist zulässig, da der 
Satz = WS1 nach der Bemerkung am Ende von Anmerkung 
3) zu Nr. 1 auch für räumlich zusammenfallende Tragwerke gilt.

Wird der Auftriebsverteilung eine über eine kurze Strecke 
ds verteilte zusätzliche Luftkraft SN normal zu der gegebenen 
Richtung des Flügelelements überlagert, und ist die von dem 
Tragwerk herrührende Störungsgescbwindigkeit normal zum Flügel­
element = w„, dann ist der Widerstand Wtl, den die Geschwindig­
keit w„ an der überlagerten Luftkraft hervorbringt, = SN.wJV, 
der gesamte gegenseitige Widerstand also doppelt so groß.

Zur Erfüllung der Nebenbedingung, daß die Variation des 
Auftriebes gleich Null ist, seien zwei Zusatzkräfte SN, und SN, 
auf zwei tragenden Elementen ds, und ds, angenommen, die mit 
der X-Achse die Winkel und e, bilden. Dann ist wegen des 
Verschwindens der ersten Variation des Widerstandes

SNi • + SN,. wnt = 0;
die Nebenbedingung ergibt

SN, cos e, + SN, cos e, = 0.
Beides ist nur verträglich, wenn

wn, : wn, = COS L: cos s, 
oder allgemein für alle tragenden Elemente des ungestaffelten 
Tragwerks

tvn — wo cos s (39)
ist. Sind alle tragenden Elemente parallel, dann ist cos e = 1 
und daher w, — w = const. für alle tragenden Stellen 1).

1) Für den geraden Eindecker war dieses Ergebnis durch eine Sonderbe­
trachtung bereits früher (in Nr. 15 der I. Mitteilung) gewonnen worden.
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Im allgemeinen Fall von beliebig im Raum verteilten tra­
genden Elementen führt nach dem Früheren diejenige Auftriebs­
verteilung zum Widerstandsminimum, die an dem entsprechenden 
ungestaffelten Tragwerk der Bedingung (39) genügt. Daß es sich 
hier immer um ein echtes Minimum bandelt, ist daraus zu ent­
nehmen, daß die „zweite Variation“ den Eigenwiderstand der zu­
sätzlichen Luftkräfte darstellt, also wesentlich positiv ist.

6. Für die Lösung der Aufgabe, die Auftriebsverteilung zu 
finden, die zum Widerstandsminimum führt, ergibt sich nach M u n k 
ein Weg durch die folgende Betrachtung: Die Greschwindigkeit, 
die von einem abgehenden Wirbel in der Querebene durch seinen 
Anfangspunkt hervorgerufen wird, ist gerade die Hälfte derjenigen, 
die ein nach beiden Seiten unendlich langer Wirbelfaden von 
gleicher Stärke hervorbringen würde. Bei einem ungestaffelten 
Tragwerk stimmt daher das Feld der u und w in der Querebene 
bis auf einen Faktor 2 überein mit demjenigen eines Systems von 
nach beiden Seiten unendlich langen Wirbeln, das in Anordnung 
und Stärke dem der abgehenden Wirbel des Tragwerks entspricht. 
Dieses Feld ist aber eine ebene Strömung, die quellenfrei und 
außerhalb der durch die tragenden Stellen gezogenen Parallelen 
zur Flugrichtung auch wirbelfrei ist. Die in der vorigen Nummer 
abgeleitete Bedingung für das Eintreten des Widerstandsminimums 
bedeutet für diese ebene Strömung nichts anderes, als die Grenz- 
bedingung für eine aus den Wirbelflächen gebildete starre Zy­
linderschale, die sich mit der Geschwindigkeit 2w0 in der Rich­
tung des gegebenen Auftriebs bewegt ); die Flüssigkeit ist dabei 
im Unendlichen in Ruhe.

1

1) Entsprechend den früheren Festsetzungen werden die Flügelkräfte hier 
immer in der Richtung gerechnet, in der sie auf die Flüssigkeit wirken.

2) Eckige Klammern als Differenzzeichen!

Die Behandlung von Beispielen ist dadurch zurückgeführt auf 
eine bekannte Aufgabe des ebenen Problems der Hydrodynamik. 
Die Wirbelstärke in der Wirbelfläche (d. h. der Geschwindigkeits­
sprung) für die der Geschwindigkeit 2 w0 entsprechende Bewegung 

ist nach Früherem = ; hieraus ergibt sich durch Integration

r (das an der Flügelspitze = 0 ist) gleich dem Potentialsprung
2). Die Normalkraft auf die Längeneinheit des Flügels N ist 

(/FF; somit ist der Auftrieb

A = f N cos s ds = ßNdx = dx-, (40) 
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eine etwaige Seitenkraft ist

S = fN sin eds = —['Nds — -QVj'^dn1). (40a)

1) Setzt man dx + i dz = d^, = Z und beachtet, daß der Sprung
der Stromfunktion *P aus Gründen der Kontinuität = 0 ist, so kann man auch 

schreiben A—iS = gVf Zd^, wobei der Integrationsweg das starre Gebilde 

— oder anders gesprochen, das Tragwerk — von außen umschlingt. Für das 
Integral kann auch das Residuum im Unendlichen genommen werden.

Man kann die Strömung in eine stationäre verwandeln, indem man 
der Flüssigkeit eine der Geschwindigkeit des starren Gebildes ent­
gegengesetzt gleiche Geschwindigkeit erteilt, durch die das starre 
Gebilde zur Ruhe gebracht wird, und im Unendlichen die Ge­
schwindigkeit — 2w0 entsteht. Die Gleichung (40) wird hierdurch 
nicht geändert. —

Für mehrfach zusammenhängende tragende Ge­
bilde erhält man bei diesem letzteren Bilde in dem abgeschlos­
senen Inneren ruhende Flüssigkeit. Der Potentialsprung wird da­
durch, daß für das Potential im Innern ein beliebiger konstanter 
Wert angenommen werden kann, unbestimmt. Dem entspricht in 
unserer Anwendung die Tatsache, daß bei einem ringförmig ge­
schlossenen Tragwerk eine konstante Normalkraft N, die ja 
auch keine, von Null verschiedene Resultante ergibt, keinen Wider­
stand hervorruft und daher auch zu einer bestehenden Verteilung 
von Auftrieb willkürlich hinzugefügt werden darf, ohne den Wider­
stand zu ändern. Man kann auch das Innere des Ringes durch 
tragende Linien, die von einem Punkt der Berandung zu einem 
anderen führen, in Felder teilen und in jedem Feld ein anderes 
Potential annehmen. Die durch die jetzt vorhandenen Potential­
sprünge definierten Normalkräfte ändern den Widerstand ebenfalls 
nicht. Der innere Grund dieses Verhaltens ist der, daß von den 
inneren Flügeln, bei denen auf der ganzen Länge die Normalkraft, 
also auch r konstant ist, keine Wirbel abgehen.

Für die praktische Rechnung wird man die Geschwindigkeit 
im Unendlichen (nach der zweiten Auffassung), die = 2w0 ist, auf 
1 normieren, d. h. man berechnet statt $ das reduzierte Potential 
tp = d>/2w0, das die Dimension einer Länge hat. ß^dx ist also 
eine Fläche, die im folgenden F' heißen möge. Hiermit wird

A = qV. 2w*F', 
also

wa = A^qVF'-, (41) 
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andererseits ist

W = f ^rNds = fcos e . Nds = ^A
J V V J r

(gemäß Gl. 39 und 40); also mit (41)

W = A'^q V*F' = A'IlqF'. (42)

Werden wieder die dimensionslosen Größen ca = A/qF und cw. — 
W/qF eingeführt, so wird

cWi = eaF/4F'. (43)

7. Das Tragwerk erteilt, während es seine Bahn entlang be­
wegt wird, einer Luftpartie nach der anderen die, wie wir an­
nehmen, kleinen Geschwindigkeiten, die wir als das Ergebnis der 
abgehenden Wirbel kennen gelernt haben. Gemäß der vorange­
gangenen Überlegung — oder auch gemäß den Gleichungen (31) 
mit sin « = 1 — sind diese hinreichend weit hinter dem Trag­
werk, wenn wir von den bis dahin eingetretenen Deformationen 
der Wirbelfläche im Sinne der Theorie der I. Ordnung absehen, 
= 2u bezw. 2w, wobei gemäß unserer bisherigen Bezeichnung u 
und w die Geschwindigkeiten beim ungestaffelten Tragwerk in 
der Querebene sind. Statt diese Geschwindigkeiten in zeitlicher 
Reihenfolge immer neuen Luftpartien zu erteilen, kann man sich 
vorstellen, daß sie durch einen Stoß auf der ganzen Bahn des 
Tragwerks gleichzeitig erzeugt werden. Zur Ausführung dieses Stoßes 
bedarf man eines festen zylindrischen Gebildes von der Gestalt 
des vom Tragwerk überstrichenen geometrischen Ortes. Tür den 
Fall, daß es sich um ein Tragwerk kleinsten Widerstandes handelt, 
ist dieses Gebilde starr, andernfalls wird es bei dem Stoß eine 
Formänderungsbewegung ausführen. Man kann nun leicht von 
dem Stoßvorgang auf den Vorgang am Tragwerk umrechnen und 

wird dabei wieder auf Gl. (40) geführt. Die Stoßdrücke f pdr
"o

(p = Flüssigkeitsdruck, r = Stoßdauer), die nach einem bekannten 
Satz der Hydrodynamik = p0 sind, wo 0 das Strömungspotential 
ist, ergeben nämlich durch den Drucksprung [p] an den festen 
Flächen eine Stroßkraft normal zur Fläche, die für die Flächen­

einheit = f [p]dt = p [0] ist. Diese entspricht der Wirkung 
0

der Normalkraft N für die Zeit, in der das Tragwerk die Längen­
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einheit zurücklegt, es ist somit N[V = in Übereinstimmung 
mit dem Früheren.

Für die Fläche F' läßt sich noch eine einfache mechanische 
Bedeutung angeben. Schreibt man die Geschwindigkeit des zy­
lindrischen Gebildes nach dem Stoß, also die Geschwindigkeit der 
Wirbelfläche weit hinter dem Tragwerk, 2w0 — wl, dann ist nach 
Gl. (41) und (42)

A — oF Vwl

und W. V = Atv. = 9F Ci
^F' V ist die sekundlich durch den Querschnitt F' hindurch­

tretende Luftmasse. Die Gleichungen zeigen, daß man den Auf­
trieb und die Widerstandsarbeit richtig erhält, wenn man an­
nimmt, daß die Luft innerhalb des Querschnittes F' die Abwärts­
geschwindigkeit u\ erhalten hat, außerhalb aber unabgelenkt bleibt.

8. Der vergleichenden Beurteilung von verschiedenen Trag­
werkformen dient die nachfolgende Betrachtung:

Zunächst gilt der Satz: „Bei unverändertem Gesamtauftrieb 
wird durch Hinzufügen von Tragwerkteilen das Minimum des in­
duzierten Widerstandes verkleinert, durch Wegnahme von Trag­
werkteilen dagegen vergrößert. In Ausnahmefällen kann es un­
verändert bleiben“. Der Beweis ergibt sich durch folgende Über­
legung: das Weglassen eines Tragwerkteiles ist gleichbedeutend 
damit, daß für das vollständige Tragwerk eine Auftriebsverteilung 
gewählt wird, bei der die Auftriebsdichte in dem fortzulassenden 
Teil Null ist. Diese Verteilung wird im allgemeinen von der Mi­
nimalverteilung des vollständigen Tragwerks abweichen, ihr Wider­
stand also größer sein als der Minimalwiderstand des vollständigen 
Tragwerks. Nur in dem Ausnahmefall, daß eine zum Widerstands­
minimum führende Auftriebs Verteilung mit Auftrieb Null in den 
wegzulassenden Teilen möglich ist, bleibt der Widerstand unver­
ändert.

Nach dem in Nr. 6 über mehrfach zusammenhängende Trag­
werke Gesagten dürfen im Innern von ringförmigen Tragwerken 
Flügel, die von einem Randpunkt zu einem anderen verlaufen, nach 
Belieben eingefügt werden, ohne daß der Minimalwiderstand ge­
ändert wird. Durch solche Zufügungen und nachheriges Fortlassen 
des Überflüssigen kann man aber aus einem ringförmigen Tragwerk 
alle beliebigen Tragwerke herstellen, die- ganz in seinem Innern 
liegen, oder wenigstens seine Grenzen nirgends überschreiten. Der 
induzierte Widerstand kann bei dieser Umwandlung nie abnehmen, 
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im allgemeinen wird er beim Fortlassen der in Wegfall kommenden 
Teile zunehmen. Hieraus entnimmt man den für Abschätzungen 
wertvollen Satz: „Ein ringförmiges Tragwerk besitzt von allen 
Tragwerken, die seine Grenzen nirgends überschreiten, den kleinsten 
Minimalwert des induzierten Widerstandes".

9. Die Fläche F' läßt sich nach den aus der Hydrodynamik 
bekannten Methoden für eine Reihe von Tragwerksformen be­
rechnen. Für den geraden Eindecker von der Spannweite b, ent- 
entsprechend der Strömung um eine ebene Platte, ergibt sich F' 

gleich der Kreisfläche mit b als Durchmesser: F' = -^b’. Durch 
Einsetzen dieses Wertes in Gl. (42) ergibt sich die früher ge­
wonnene Beziehung (25). Weiter konnte F' für ein Tragwerk mit 
einem lotrechten Kreis als Mittellinie leicht berechnet werden. Ist

der Durchmesser = b, so wird hier F' =
Die Ermittlung von F' für einige verwickeltere Fälle, bei 

denen elliptische Integrale auf treten, hat Herr R. Grammel auf 
meine Veranlassung durchgeführt. Im folgenden mögen die Er­
gebnisse ohne Beweis kurz angegeben werden. Dabei bedeuten K 
und E die Normalintegrale erster und zweiter Gattung zum Modul 
k, K und E die zugehörigen vollständigen Normalintegrale; K' E', 
K' und E' sind die entsprechenden Integrale zum Modul kf—

1) Für einen aus zwei geraden Eindeckern von gleicher Spann­
weite zusammengesetzten Doppeldecker ergibt sich folgende Rechen­
vorschrift : für einen Modul k, der nahe an Null angenommen wird, 
ermittle man die Hilfsgrößen

a’ = E'/K'; t = und 1/d = (0—e’Ä'(0 J1 --  lv

dann ergibt sich das Verhältnis der Höhe zur Spannweite des 
Doppeldeckers zu

hlb = d^/2K' 
und die Fläche F” zu

F' = .JjM’(1 + ^-2«’).

2) Für ein rechteckförmiges ringartig geschlossenes Tragwerk 
(das also aus einem Doppeldecker durch Einfügen von abschlie­
ßenden Seitenwänden entsteht, und das nach dem in Nr. 8 Ge­
sagten einen kleineren • induzierten Widerstand hat als alle in 
seinem Rahmen eingeschlossenen Mehrdecker) fand Grammel die 
Beziehungen
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... E —Ä'2K , 
hl1 = E^FK' und

F, _ «ö’F2
4(E' —FK')2 ’

3) Für einen Eindecker von der Spannweite b mit einem 
Spalt von der Breite d in der Mitte wird zunächst zu der vom 
Mittelpunkt aus gerechneten Abszisse x die Hilfsvariable

t — gebildet, dann mit = Vl —(d/ö)2

berechnet, worauf F' durch Quadratur aus

/•&/2
F' = 4 / 0 dx

* d/2 
ermittelt werden kann.

Die Durchführung der Zahlenrechnung für diese drei Fälle, 
die ich Herrn K. Pohlhausen verdanke, hat die folgenden nicht 
uninteressanten Zahlenwerte ergeben. Es ist überall das Verhältnis 
x des Widerstandes der untersuchten Anordnung zu dem Wider­
stand des Eindeckers von gleicher Spannweite angegeben:

Tabelle 2. Werte von x = -^-FiF'.
4

h/b = 0 0,05 0,10 0,15 0,2 0,3 0,4 0,5

Doppel­
decker 1,000 0,890 0,825 0,776 0,739 0,684 0,645 0,615
Rechteck 1,000 0,865 0,787 0,728 0,680 0,601 0,545 0,500

Der Doppeldecker ist also bei gleicher Spannweite und gleichem 
Auftrieb dem Eindecker, das Rechteck beiden überlegen, wie das 
allgemeine Gesetz es verlangt. Für den praktischen Gebrauch 
dienen folgende Näherungsformeln: für den Doppeldecker:

1 + 1,63 h/b
* = 1,027 + 3,84 h/b t

(44)
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1 + 0.45A/& 
= 1,045 + 2,8 hlb (45)

Bei dem Tragflügel mit Spalt liegt der Vergleich mit dem­
jenigen Eindecker nahe, der durch Schließen des Spaltes unter 
Zusammenschieben der beiden Teile entsteht, der also die Spann­
weite b — d hat. Über das Verhältnis des Widerstandes mit Spalt 
zu dem ohne Spalt gibt die Tabelle 3 Auskunft.

Tabelle 3. Werte von x = (b — dy : F'.

dlb = 0,000 0,001 0,01 0,0316 0,1 0,25 0,5 1,0

x = 1,000 1,312 1,480 1,612 1,763 1,896 1,975 2,000

Diese Werte werden durch die Formel angenähert:

2 VI + 0,35 (10logW
(46)

C. Einfluss von Wänden und von freien Grenzen.
10. Das Studium des Einflusses einer seitlichen Begrenzung 

des von der Flüssigkeit erfüllten Raumes auf einen darin befind­
lichen Tragflügel ist vor allem von Bedeutung für die Beurteilung 
von Versuchsergebnissen, die im künstlichen Luftstrom gewonnen 
sind. Die Versuchsanstalten verwenden teils Kanäle mit festen 
Wänden, teils freie Luftstrahlen, die mit angenähert zylindrischer 
Begrenzung den sie umgebenden Luftraum durchströmen. Es ent­
steht so die Aufgabe, das Verhalten eines Tragflügels oder Trag­
werks bei festen oder freien Grenzen parallel der Richtung von 
V zu untersuchen.

Bei festen Wänden ist die exakte Bedingung das Verschwinden 
der Normalkomponente wn der Geschwindigkeit an den festen 
Wänden, bei freien Grenzen dagegen die UnVeränderlichkeit des 
Druckes auf diesen. Die letztere Bedingung kann im Bereich 
der Theorie der I. Ordnung wie folgt umgeformt werden: Nach 
dem Bernoulli’schen Satz ist an den freien Grenzen

(V + v}2 + u2 + w2 = const. = F’
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oder
2 Vv + u' +v4 + w4 — 0;

innerhalb der I. Ordnung gilt also ® = 0 auf den freien Grenzen, 
oder auch v = 0 auf demjenigen Zylinder parallel zur Y-Achse ’), 
der bei Abwesenheit der Störung durch den Tragflügel die Strahl­
grenze darstellen würde.

Die beiden Aufgaben lassen sich in der Weise lösen, daß zu­
nächst der Tragflügel mit dem aus den früheren Abschnitten be­
kannten Geschwindigkeitsfeld für die unendlich ausgedehnte Flüssig­
keit betrachtet wird, und nun (im Innern singularitätenfreie) Po­
tentialströmungen zugefügt werden, bei denen an den Grenzen wn 
bezw. v entgegengesetzt gleiche Werte haben, wie die Flügelströ­
mung. Die Geschwindigkeitskomponenten, die von der Zusatzströ­
mung am Flügel verursacht werden, ändern dort den Anstellwinkel 
und den Widerstand in gleicher Weise, wie dies früher von den 
Störungsgeschwindigkeiten dargelegt worden ist, die von andern 
Flügeln herstammen.

Für den freien Strahl, der uns wegen der Göttinger Versuchs­
anlage besonders naheliegt, ergibt sich bei beliebiger Form des 
Strahlquerschnittes das Folgende: Die Randwerte der F-Kompo- 
nente der Flügelströmung auf der zylindrisch angenommenen Strahl­
oberfläche seien v; die F-Geschwindigkeit der zusätzlichen Poten-

tialbewegung auf dem Strahlrand ist daher — = —v-, das Po­

tential wird also längs jeder Erzeugenden des Strahlrandes inte­
grierbar: es ist

— c y
= - J vdy-

—oo

(Die untere Grenze des Integrals ergibt sich daraus, daß hinrei­
chend weit stromaufwärts das zusätzliche Feld verschwinden muß). 
Das zusätzliche Feld im Innern des Strahles ergibt sich hieraus 
durch Lösung der „ersten Randwertaufgabe“.

Soweit es sich lediglich um die Berechnung des Gesamtwider­
standes handelt, genügt es wieder, den Zustand weit hinter dem 
Tragwerk, also für y = oo zu kennen. Die Randwerte

— r+°°_
= vdy

— oo

1) Das Koordinatensystem möge entsprechend dem bisher gebrauchten so 
gelegt sein, daß die Y-Achse mit der Richtung des ankommenden Luftstrahles 
übereinstimmt und die Z-Achse parallel zum resultierenden Auftrieb ist. 
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sind, wie leicht zu sehen, unabhängig von etwaiger Staffelung der 
tragenden Elemente, aus deren Wirkungen sich v additiv zu­
sammensetzt. Diese vereinfachte Aufgabe führt also wieder auf 
ein ebenes Problem, nämlich auf die Ermittlung des Geschwindig­
keitsfeldes uiwl für die Randwerte 0, des Potentials.

Für ein ungestaffeltes Tragwerk ist v, und daher auch v, eine

gerade Funktion von y, damit wird — / vdy eine ungerade Funk- 
0

tion von y. Das zusätzliche Randpotential wird damit
— f0 , — — —
0 = — J vdy—J vdy = 0o + 0', wo 0' ungerade. 

— oo 0
Entsprechendes gilt für das Potential im Innern; die Geschwindig­
keiten m und w zerlegen sich dadurch in einen von y unabhängigen 
m •! Ö0 Ö0O , . . „ .. , Ö0' , Ö0'
Teü M° = ~öF’ w° = 17 und m einen Te11 “ “ 17’ w =
der in y ungerade ist. In der Querebene des Tragwerks ver­
schwinden die ungeraden Teile, und es bleibt somit wieder das 
ebene Problem übrig. Wie leicht zu sehen, ist genau entsprechend 
dem Früheren 0, = 2 0o und u, = 2m0, wt = 2h>0.

Wegen ü = 0 am Rande für die fertige Strömung ist dort 
überall 0 = const., also setzen die Stromlinien der zu der Pa­
rallelbewegung mit der Geschwindigkeit V hinzukommenden Strö­
mung senkrecht auf der Strahloberfläche auf. Bei der Betrach­
tungsweise von Nr. 7, die hier ebenfalls anwendbar ist, findet man 
aus der Forderung, daß der Druck auf der Strahloberfläche wäh-

T
rend des Stoß vorganges sich nicht ändert, wegen 0 = / pdt wieder 

0
0 = const. für die Strahloberfläche.

Die Bedingungen für den Kanal lassen sich ebenso durch­
führen. Nur wird man hier wegen wH — 0 auf die „zweite Rand­
wertaufgabe“ geführt, u und w bestehen auch hier aus einer ebenen 
Strömung plus einem in y ungeraden Anteil, wenn das Tragwerk 
ungestaffelt ist.

Für die Ermittlung der ebenen Strömung w0 w„ läßt sich mit 
Vorteil die Methode der Spiegelbilder ein wenden. Bei einem Strahl 
oder Kanal von Kreisquerschnitt hat man dabei in bekannter 
Weise zu jedem abgehenden Wirbel einen ebenso starken von 
gleichem (bezw. entgegengesetztem) Vorzeichen in dem Punkte hin­
zuzunehmen, der dem anderen nach reziproken Radien entspricht. 
Einem Streifen des abgehenden Wirbelbandes von der Stärke
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dr . ... drds entspricht somit ein gleich starker vom Betrage -^-7- • ds'.

Durch Integration zwischen je zwei entsprechenden Punkten er­
gibt sich hieraus, daß für die gespiegelten tragenden Wirbel r' — qp r 
ist (Minuszeichen für den Strahl, Pluszeichen für den Kanal).

11. Die zahlenmäßigen Verhältnisse für den Kreisstrahl habe 
ich für den einfachsten Pall, einen geraden Eindecker in der Mitte 
des Strahles, näher untersucht und zwar unter der Annahme, daß 
der Auftrieb nach einer halben Ellipse verteilt ist. Ist b die 
Spannweite des Eindeckers und D der Strahldurchmesser, so wird 
die von den Strahlgrenzen verursachte Störungsgeschwindigkeit 
w' in der Entfernung x aus der Mitte, mit der Abkürzung 
§ = 2 x b/D*

A / D K OK \

Hierdurch ergibt sich ein Zusatzwiderstand

W = 4*1^
(i+(49)V + 16 \D / + 64 \D) + /

Eine Vergleichsrechnung mit rechteckiger Auftriebsverteilung ergab 
das erste Glied in der Widerstandsformel identisch mit dem obigen; 
der Schluß liegt nahe, daß dies auch bei irgend einem anderen 
Tragwerk der Fall ist. Wenn man sich auf dieses erste Glied 
beschränkt, was praktisch in den meisten Fällen ausreicht, so läßt 
sich der gesamte induzierte Widerstand unter Einführung des 
Querschnitts F„ des Luftstromes schreiben:

(50)

Bei einem Kanal von Kreisquerschnitt erhält man die glei­
chen Störungsbeiträge, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen. 
Das erste Glied der Reihe bringt eine recht merkliche Korrektur, 
bei b/D — 1/2 z. B. wird sie bereits 1/8 des induzierten Wider­
standes. Der vollständige Ausdruck liefert anstelle von 0,125 bei der 
elliptischen Verteilung 0,1262 und bei der Rechteckverteilung 0,127.

12. Der durch den Kreisstrahl hindurchgesteckte Flügel hat 
ebenfalls ein gewisses praktisches Interesse, da er eine besonders

1) Der Faktor 2 bei Fo läßt sieh so deuten, daß der Strahl nur die Hälfte 
des Auftriebes als Impuls durch Ablenkung von der ursprünglichen Richtung auf­
nimmt, da die andere Hälfte — einer einfachen Rechnung zufolge — durch den 
Impuls des zum Flügel gehörigen Wirbelsystems aufgenommen wird.
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bequeme Versuchsanordnung ergibt. Man kann seine Theorie er­
halten, wenn man beachtet, daß da, wo der Flügel durch die 
Strahloberfläche hindurchtritt, wegen der Druckgleichheit über und 
unter dem Flügel der Auftrieb Null werden muß. Für eine Reihen­

entwicklung ist hier die Funktion R'-x1
K + x2 und ihre ungeraden Po­

tenzen geeignet, da die Reihe für x — ± R verschwindet und 
außerdem der Bedingung für den Kreisstrahl ffR^x) = — f (z) 
genügt. Die ziemlich umständliche Durchrechnung für die zwei 
ersten Glieder, der sich Herr K. Pohlhausen in dankenswerter 
Weise unterzog, ergibt für

T._ I R' — x* 
ß|C‘ R2 + x2 +C1

/ R2-x2
\ R2 + x2

A = pPR2{C1(3r-2) + ca(|^-4)|
D 7 R2 — x2 fc, , 3 R-QR^ + x* ) 

“ (R’ + zy ]2 + 4 Cs’ (R4+^)’ f

(51)

(52)

(53)

Das Minimum von W bei gegebenem A wird erhalten für

c, = 1,213 A/P V2R2 und c, = -0,541 A/P V2 R2 
und wird

Wmin. - 0,277 A2/q ^R' = 1,74 A'^q F„. (54)

Dieses ist das 1,74 fache des Widerstandes eines Eindeckers von 
der Spannweite 2 R in der unendlich ausgedehnten Flüssigkeit (die 
einfache Näherungsformel (50) gibt das 1,5 fache, was für diesen 
extremen Fall immerhin noch recht annehmbar ist).

13. Bei Tragwerken von solcher Tiefenentwicklung, daß es 
nicht mehr erlaubt ist, die Veränderlichkeit der Störungsgeschwin­
digkeit mit der Tiefe zu vernachlässigen, muß der Wölbungsein­
fluß beachtet werden. Ein Fall, für den dieser ermittelt worden 
ist, der aber auch sonst praktische Bedeutung hat, mag hier noch 
kurz behandelt werden. Um das ebene Problem im Versuch an­
genähert zu verwirklichen, haben wir einen Tragflügel seitlich 
durch zwei parallele Wände abgeschlossen, die den Strahl in seiner 
ganzen Höhe auf eine größere Strecke begleiten. Die Ober- und 
Unterseite des Strahles war dabei frei. Die Bewegung ist eine 
ebene Strömung mit zwei freien Grenzen über und unter dem 
Flügel. Dieser befand sich in der Strahlmitte. Durch unendlich
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oft wiederholte Spiegelung an der oberen und unteren Grenze er­
gibt sich hier eine unendliche Reihe senkrecht übereinander be­
findlicher gleicher und gleichsinniger tragender Wirbel von der 
Stärke F in Abständen gleich der Strahlhöhe h. Die Zusatzge­
schwindigkeit im Unendlichen hinter dem Tragflügel wird

W1 = 2w„ = A/q Vlh = Alp VF„, (55)

der Widerstand also

W = A.wJV = = A^F.. (56)

Zur Ermittlung des Wölbungseinflusses werde die Geschwindigkeit 
w für die Strahlmittellinie (|| V) berechnet. Es wird durch die 
Wirkung der gespiegelten Wirbel für z = 0

Fy 1— w = ~ ... , —; n i n h + y

für kleine y ist demnach

ry S 1 — * rv

1) Für zahlenmäßige Abschätzungen sei bemerkt, daß die flugtechnisch inter­

w wo = i 2 S n‘ 6 Ffb 1

(57)

also die Krümmung
■i i-n 5 /w\ _  JtF _ nA _  %cat 

üqVuf ~ wf' v 7

Um diesen praktisch allerdings meist geringen Betrag1) muß die 
Wölbung des Versuchsflügels größer sein als die des unendlich 
langen Flügels in unbegrenzter Flüssigkeit, dessen Eigenschaften 
ermittelt werden sollen.

Beim ebenen Probleme im Kanal erhält man mit unendlich 
vielen gespiegelten Wirbeln von abwechselnden Vorzeichen w, — 0, 
also keinen induzierten Widerstand, ferner entsprechend

ry^ -1" 
jr FF + y* (59)

für z — 0, was eine Wölbungskorrektur von entgegengesetztem 
Sinn und vom halben Betrage wie beim Strahl ergibt.

essierenden Werte von cn zwischen 0,2 und 1,2 liegen.



58 L. Prandtl,

D. Die Zustände in grossem Abstand vom Flügel.
14. Für die Ermittlung des Geschwindigkeitsfeldes eines Trag­

werks in großer Entfernung von diesem genügt es, wenn die Um­
gebung des Wirbelschweifes zunächst außer Acht bleiben darf, die 
Formeln (31) unter der Näherungsannahme zu integrieren, daß die 
Fahrstrahlen vom Aufpunkt nach den einzelnen tragenden Ele­
menten parallel sind. Sind die Auftriebsrichtungen der einzelnen 
tragenden Elemente um Winkel « gegen die Z-Achse geneigt (vgl. 
Fig. 3), so ist überall anstelle von ß zu setzen ß — « und ferner 
zu beachten, daß die in Gl. (31) angegebenen Beträge nach ihrem 
tragenden Element orientiert sind. Die Integration ergibt, wenn 
man das neue Koordinatensystem so wählt, daß die Seitenkraft 
8 = f rds sin s verschwindet, Formeln, die sich von den Gl. (31) 
nur dadurch unterscheiden, daß fräs cos e = frdx = A/qV an­
stelle von rds tritt. 1

Der Druck in großer Entfernung vom Tragwerk wird — ab­
gesehen von dem Gebiete des Wirbelschweifes — p = p0-pVv, 
da die Quadrate der Störungsgeschwindigkeiten hier vernachlässigt 
werden dürfen, also gemäß Gl. (31)

„ „ 9 frj cos « cos d Az
- = 4^ • m

Unter dem Tragwerk herrscht Überdruck, über ihm Unterdrück.
Das Integral des Druckunterschieds über eine unendlich aus­

gedehnte Ebene senkrecht zur Z-Achse (wagerechte Ebene) wird 
unabhängig vom Abstand der Ebene = ± | A, je nachdem die 
Ebene unter oder über dem Tragwerk liegt. Zwei Ebenen dieser 
Art, die das Tragwerk zwischen sich schließen, nehmen also zu­
sammen den ganzen Auftrieb in Form von Druck auf. Dies gilt 
so für ein nach allen Richtungen unendlich ausgedehntes Luftmeer. 
Ist in endlicher Entfernung ein wagerechter Erdboden vorhanden, 
dann muß, um der Grenzbedingung dort zu genügen, ein „gespie­
geltes Tragwerk“ im Bildpunkt des wirklichen angenommen werden. 
Dieses erzeugt in jeder wagerechten Ebene über dem Boden einen 
Überdruck mit einer Resultierenden, die gleichfalls jA ist. Mit 
dem Druckfeld des wirklichen Tragwerks zusammen liefert dem­
nach jede Ebene zwischen dem Tragwerk und dem Erdboden, also 
auch dieser selbst, den Betrag A, jede Ebene über dem Tragwerk 
dagegen, wo die Überdruckwirkung des gespiegelten Tragwerks 
die Unterdruckwirkung des wirklichen im Gesamtbetrag aufhebt, 
den Betrag Null.



Tragflügeltheorie II. 59

15. Von den Zuständen im Wirbelschweif, die mit dem Wider­
stand in Beziehung stehen, soll später die Rede sein. Was den 
Auftrieb betrifft, so interessiert noch die Rolle des in der Flüssig­
keit vorhandenen Impulses. Dieser ist durchaus nicht eindeutig 
bestimmbar, sondern, wie schon das Verhalten der Druckresultie­
renden andeutete, von den Verhältnissen im Unendlichen abhängig. 
Umgibt man das in einem allseitig unbegrenzten Medium befind­
liche Tragwerk mit einer parallelepipedischen Kontrollfläche, so 
ergibt die Anwendung des Impulssatzes für stationäre Bewegung 
wenn man zuerst die Grenzflächen senkrecht zur U- und Z-Achse 
und dann erst die senkrecht zur X-Achse ins Unendliche rückt, 
einen Impuls gleich dem Auftrieb, der aus dem Wirbelschweif 
stammt; geht man zuerst in der X- und Z-Achse, dann erst in 
der Y-Achse ins Unendliche, so liefert der Wirbelschweif nichts, 
dafür aber der tragende Wirbel einen Impuls = A; wenn endlich 
zuerst in der X- und Y-Achse ins Unendliche gegangen wird, und 
erst alsdann in der Z-Achse, so wird der Impuls Null und es er­
geben sich nur Druckkräfte mit der Resultante A. In anderen 
Fällen wird Druck und Impuls zusammen erhalten. Von der Art 
des Grenzüberganges unabhängig wird das Ergebnis im Falle eines 
Bodens in endlicher Entfernung und in dem Fall, daß der Flug 
in einer allseitig unendlich ausgedehnten Flüssigkeit erst eine end­
liche Wegstrecke hindurch andauert. Im ersteren Fall ergibt sich 
ein Bodendruck = A und kein Impuls, im zweiten Fall nur Im­
puls im Betrage A.

Dieses letztere Ergebnis ist am besten mittelst eines bekannten 
Satzes über die Bewegungsgröße, die zu einer geschlossenen Wirbel­
linie von der Stärke r gehört, einzusehen. Diese Bewegungsgröße 
ist, wenn F die als Vektor genommene von der Wirbellinie be- 
randete Fläche ist, für eine nach allen Seiten unendlich ausge­
dehnte Flüssigkeit = pFF. Wenn der Flug mitten in einer all­
seitig unbegrenzten Flüssigkeit begonnen worden ist, so ist der

1) Vgl. etwa meinen Artikel „Flüssigkeitsbewegung“ im „Handwörterbuch 
der Naturwissenschaften“, S. 112. — Die dort (S. 114) gemachte Bemerkung, daß 
der Auftrieb von der Luft zunächst in Form von Impuls aufgenommen und erst 
später, wenn die abwärts bewegten Luftmassen den Boden erreichen, in Form 
von Druck auf diesen übertragen wird, war irrig. Der Irrtum hing mit der oben 
dargelegten Mehrdeutigkeit des Impulses zusammen, die mir damals noch nicht 
bekannt war. — Analoge Betrachtungen für die Hubschraube zeigen übrigens, 
daß auch hier der Auftrieb momentan — oder wenn die Kompressibilität berück­
sichtigt wird, mit Schallgeschwindigkeit — als Druck auf den Boden übertragen 
wird.
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Wirbelschweif jedes Flügels hinten durch einen „Anfahrwirbel“, 
vorne aber durch den „tragenden Wirbel“ geschlossen. Dies gilt 
auch von jeder einzelnen Wirbellinie von der Stärke dr. Ist 1 der 
Abstand der beiden zusammengehörigen Wirbellinien — oder falls 
dieser Schwankungen unterworfen ist, der Mittelwert dieses Ab­
standes —, so hat man, da der Flügel in der Sekunde um die 
Strecke V vorrückt, einen sekundlichen, Zuwachs an Bewegungs­
größe von qVfldT (das Integral genommen über die Wirbelfäden 
eines Vorzeichens), der gleich dem Auftrieb des Flügels zu setzen 
ist. Es muß also im Wirbelschweif überall das fldr konstant 
und gleich dem über den Tragflügel genommenen Integral f Tdx 
sein.

16. Für die Beurteilung der Zustände im Wirbelschweif weit 
ab vom Tragwerk darf die Eigenbewegung der Wirbellinien, die 
für die Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes am Tragwerk selbst 
vernachlässigt wurde, nicht mehr unbeachtet bleiben. Diese Be­
wegung besteht einerseits in einem Aufrollen des oder der Wirbel­
bänder von den Flügelspitzen aus und — bei Mehrdeckern — in 
einem seilartigen Umeinanderschlingen der durch das Aufrollen 
erzeugten Wirbelstränge, andererseits in einer gemeinsamen fort­
schreitenden Bewegung des ganzen Wirbelsystems senkrecht zu 
seiner Längserstreckung. Die Wirbelstärke wird durch weitere 
Andauer der Aufrollbewegung in jedem kleinen Volumteil immer 
mehr vergleichmäßigt und strebt einer stetigen räumlichen Wirbel­
verteilung als Grenzwert zu. Die gesamte Wirbelstärke der einen 
Seite stimmt in normalen Fällen mit der Zirkulation in der Mitte 
des Tragwerks überein. Der in Nr. 6 der I. Mitteilung abgeleitete 
Satz, daß für die Bewegung relativ zu dem Tragwerk in dem 
Wirbelsystem die Bernoulli’sche Gleichung mit einer universellen 
Konstanten gilt und daß deshalb die Wirbellinien mit den Strom­
linien relativ zum Tragwerk identisch sind, bleibt auch für diesen 
Grenzzustand in Kraft.

Im Fall des Eindeckers erhält man zwei gerade Wirbelfäden, 
bei denen allerdings, wenn nicht eben die Auftriebsdichte über den 
größten Teil des Flügels konstant ist, auch außerhalb der eigent­
lichen Wirbelkerne schwache Rotation vorhanden ist. Nimmt man 
zur Vereinfachung an, daß alle Rotation in zwei Wirbelkernen 
von kleinem Durchmesser vereinigt ist, so erhält man außerhalb 
der Wirbelkerne eine ebene Bewegung. Innerhalb der Wirbel- 
keme ist wegen der schraubenförmigen Gestalt der Wirbellinien 
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auch eine axiale Komponente v' in der Richtung von dem Flügel 
weg vorhanden

Für die nachfolgende Betrachtung über den Widerstand in­
teressiert der mit dieser Bewegung verknüpfte Unterdrück. Für 
einen Punkt außerhalb der Wirbelkerne, der von den Wirbelachsen 
die Entfernungen rt und rt aufweist, ist dieser, wie eine leichte 
Rechnung lehrt, durch die Gleichung gegeben : 

wobei l den Abstand der beiden Wirbelfäden und Uo deren Zirku­
lation bedeutet. Für das Innere der Wirbelkerne wird, wenn der 
Einfachheit halber die übliche Annahme gemacht wird, daß die 
Rotation im Innern jedes Wirbelkernes konstant ist, der Unter- 

(1 / 7* \2\ • /

1) Die Komponente der Gesamtgeschwindigkeit ist demnach V-f- v + v', wo 
v die der Gl. (31) entsprechende Komponente ist. Diese ist in der Gegend der 
y-Achse sehr klein und nimmt überdies mit der Entfernung vom Tragwerk be­
liebig ah. kann deshalb hier außer Acht bleiben.

2) Vergl. die Berichtigung. 8. 66.

l — AJ 1 wobei r' der Kernradius und u = 
2 \r / /

rj2nr' die Umfangsgeschwindigkeit im Radius r' ist. Der Stei­
gungswinkel der schraubenförmigen Wirbellinien auf der Mantel­
fläche der Kurve ist gegeben durch tga = V u', die lineare Stei­
gung der Schraubenlinien ist daher

H = 2nr' = 4 V/T,. (62)
Die Axialgeschwindigkeit v' ergibt sich aus der Schraubengestalt 
der Wirbellinien oder auch aus der Bernoulli’schen Gleichung ge­
nähert zu

Das ganze Wirbelsystem bewegt sich mit der Geschwindigkeit 
w' = rj2al (64)

abwärts.
Bei einem Doppeldecker ergeben sich vier Wirbelfäden, die 

zu zweien je als Rechts schraube (rechts) und Linksschraube (links) 
verschlungen sind. Wird angenommen, daß die Entfernung der 
zwei Wirbel einer Schraube gleich der Doppeldeckerhöhe h ist. 
und daß beide die gleiche Stärke T\ haben, so ergibt sich die Ge­
schwindigkeit, mit der die beiden Wirbel umeinander umlaufen, 
angenähert zu ux = rj2 n h. Damit wird die Schraubensteigung
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H = 2n~ • VI ut = WF V/r,. (62a)

Die Geschwindigkeit v‘ ist in der Mitte der Schraube genähert 
, 2r, r\

V 2nh/2 ’ V ~ ^FV' (63a)

17. Der Widerstand hängt nach Früherem eng mit der kine­
tischen Energie des Wirbelsystems zusammen. Diese bleibt unter 
der Voraussetzung der Reibungslosigkeit bei der Umformung des 
Wirbelsystems unverändert. Ihr Betrag für die Längeneinheit, 
der mit dem des Widerstandes übereinstimmt, ist — unter Ver­
nachlässigung des von höherer Ordnung kleinen v' —

W=-^^  ̂+ w^dF. (65)

In einem Schnitt, der senkrecht zur Achse des Wirbelsystems ge­
führt wird, finden sich die in voriger Nummer beschriebenen Unter­
drücke, die als Resultante eine Saugkraft ergeben. Diese stimmt 
nun mit dem obigen Wert für den Widerstand nicht überein, son­
dern ist größer als dieser1). Diese Differenz wird durch den Im­
puls der Geschwindigkeit v' ausgeglichen, der der Saugkraft ent­
gegenwirkt. Um dies klar zu stellen, wenden wir den Impulssatz 
für die stationäre Bewegung auf die Komponenten parallel der 
Achse des Wirbelsystems an und benützen hierfür eine Kontroll­
fläche, die aus einer Ebene senkrecht zu dem Wirbelsystem weitab 
vom Flügel und einer zu ihr parallelen Fläche weit vor dem Flügel 
besteht, mit einem im übrigen beliebigen Abschluß nach den Seiten 
und nach oben und unten, von dem nur angenommen wird, daß er 
sehr weit vom Flügel abliegt. Dann ist für ein Flächenelement 
dF der hinteren Kontrollebene die Saugkraft = ^„-p^dF und 
der longitudinale Impuls = dm(V-(V+v')) = - p (V +v')dF. v'. 
Die Bernoulli’sche Gleichung liefert:

1) Beim Eindecker z. B. beträgt die Differenz = = rd V« des Wider-
Standes.

2) Zu derselben Formel wird man geführt, wenn man die Energie des se-

Pt~P = p!V + -j-(®'2 + w2 + w2).

Die Gesamtwirkung von Saugkraft und Impuls auf dem Flächen­
element dF ergibt demnach

dW — dF• (u* + w2 - ®”)2). (66)



Tragflügeltheorie II. 63

Streng genommen muß noch berücksichtigt werden, daß wegen 
der Abwärtsbewegung des Wirbelsystems mit der Geschwindig­
keit w' die Achse des Wirbelsystems gegen die Flugrichtung um 
einen Winkel d nach unten geneigt ist, für den gilt: sind = w'IV 
(wobei w' senkrecht zur Wirbelachse gemessen ist). Man findet 
bei einer genaueren Betrachtung, daß die Resultante der aus der 
obigen Überlegung folgenden Kraft in die Richtung der Achse des 
Wirbelsystems fällt, also ebenfalls unter dem Winkel d geneigt 
ist. Der Widerstand ist dann die Projektion dieser Kraft auf die 
Y-Achse, so daß also die Beziehung zwischen dem Widerstand 
und den Zustandsgrößen im Wirbelschweif in strenger Form lautet:

W = cos d ff (u2 + w2 - v'!) dF1). (67)

1) Dies ist auch energetisch einzusehen, da das sekundlich neugebildete 
Stück des Wirbelschweifes nicht die Länge V, sondern wegen seiner Eigenbewe­
gung nur V cos ö hat.

Andererseits ergibt sich aus derselben Betrachtung der endgültige 
Wert des Auftriebes zu

A = QVfrdx- Wtg d. (68)

Das Korrektionsglied Wtg d ist übrigens, wenn A von der I. Ord­
nung klein ist, von der III. Ordnung, kann also praktisch immer 
außer acht bleiben.

18. Die Gleichung (65) erlaubt in einfachen Fällen, die Größe 
der Wirbelkerne abzuschätzen, zu denen sich das Wirbelband des 
Flügels zusammenrollt. Für den Eindecker kann unter der An­
nahme, daß die Wirbel sämtlich in zwei Kernen von gleichförmig 
verteilter Rotation enthalten sind, das Integral von Gl. (64) ent­
sprechend den Angaben von Nr. 16 ausgewertet werden. Es liefert

<69)

Nimmt man am Tragflügel elliptische Auftriebsverteilung an, so 
wird andererseits W = 2A2/a(>V2b2; die Zirkulation eines Wirbel­
stranges ergibt sich gleich der Zirkulation in der Mitte des Trag-

4 Aflügels F =----- —; hiermit wird n q Vb ’

kundlich neu gebildeten Stückes des Wirbelschweifes betrachtet. Dieser besteht 

aus der kinetischen Energie: dF(V -f- «'). -x- A2 + w2 + F2) und aus der Arbeits- 

leistung des Druckes dF(p—p^v', was unter Benutzung der Bernoulli’schen Glei­
chung wieder den obigen Ausdruck gibt.
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ln-^ — — (ji2—1) = 2,215, also Ijr' = 9,16.

Die am Schluß von Nr. 15 angeführte Beziehung liefert hier 
7C

l = so daß unter der Voraussetzung der obigen Annahmen

sämtliche Abmessungen des Wirbelsystems bekannt sind. Die Stei­
gung der Stromlinien im Kern wird gemäß Gl. (62), wenn ca und 
b anstelle von ra, l und r' eingeführt werden:

H = 0,455 b*lcaF. (70)

Die Geschwindigkeit in der Ebene des Wirbelpaares wird 
außerhalb der Wirbelkerne

w = 2^1^^ -40, (71)

innerhalb der Kerne nach unserer Annahme eine lineare Funktion. 
Im Gegensatz zu der Geschwindigkeit ohne Aufrollen des Wirbel­
bandes w, = 2te0 = 4A/wpF62 wird demnach die Geschwindig­
keit in der Mitte des Wirbelpaares

= 4i</ = 2FJal = 8wja\ (72)
Fig. 4 gibt ein Bild der beiden Geschwindigkeitsverteilungen auf

Fig. 4.

den Parallelen zur X-Achse, wobei noch erwähnt werden mag, 
daß für das nicht aufgerollte Wirbelband außerhalb des Trag- 

(oc \, — — 1 ist.V^HW) '
Die Entfernung vom Flügel, in welcher sich das Aufrollen 

der Hauptsache nach vollzieht, ist umso größer, je kleiner die Ge­
schwindigkeit w, ist; denn sie ist offenbar von der Größenordnung 
^IV/w^ Die genauere Aufklärung des Aufrollvorgangs hat — 
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wegen der Verschiedenheit'von wl und — eine gewisse Bedeu­
tung für die Berechnung der Zustände an einem Verhältnis mäßig 
weit hinter dem Tragflügel befindlichen Höhenleitwerk (Steuer­
fläche).

Die in den beiden Mitteilungen dargelegte Flügeltheorie ist 
nach verschiedenen Richtungen hin der Ergänzung und Erweiterung 
fähig. Einerseits läßt sich durch Übergang von der tragenden 
Linie zur tragenden Fläche eine Verfeinerung gewinnen, die nicht 
nur die Einflüsse der Profilgestalt auf den Auftrieb und das Mo­
ment zu untersuchen gestattet, sondern auch den bei Doppeldeckern 
usw. sehr bemerkbaren Wölbungseinfluß besser als bisher zu be­
rechnen erlaubt; ferner lassen sieh auch die Verhältnisse bei schräg­
gestellten und in der Flugrichtung gekrümmten Flügeln mit sol­
chen Ansätzen klären. Eine genäherte Ermittlung der Wirkungen 
der zeitlichen Änderung des Auftriebs, z. B. beim Flügel sch lag, 
ist mit ihnen ebenfalls möglich. Andererseits lassen sich die An­
sätze der Flügeltheorie auch auf den Kurvenflug, sowie auf die 
Vorgänge an Luftschrauben übertragen, wobei im Hintergründe 
noch die Anwendung auf Gebläseräder und Turbinen steht. Neben 
den obengenannten Problemen harren auch auf den in den beiden 
Mitteilungen behandelten Gebieten noch zahlreiche Aufgaben der 
Durchführung.

Mit der Bearbeitung verschiedener dieser Aufgaben ist bereits 
begonnen worden. Über ihre Ergebnisse hoffe ich später an dieser 
Stelle zu berichten. Im übrigen liegt es mir fern, mit den obigen 
Bemerkungen das ganze Arbeitsgebiet für Göttingen reservieren 
zu wollen; im Gegenteil werde ich die Mitarbeit der Fachgenossen 
jederzeit gerne begrüßen. Nur würde in diesem Fall zur Vermei­
dung von Doppelarbeit eine vorherige gegenseitige Bezugnahme 
zweckmäßig sein.

Zusammenfassung. I. Mitteilung: Die Hydrodynamik der 
reibungslosen Flüssigkeit wird durch Hinzufügung von Sätzen über 
die Entstehung von Wirbeln am festen Körper ergänzt, und eine 
Tragflügeltheorie entwickelt, bei der die Flügel durch geeignete 
Wirbelgebilde ersetzt werden. Es wird eine „Theorie der I. Ord­
nung“ aufgestellt, in der unter Annahme kleiner Störungsge­
schwindigkeiten bei jeder Zustandsgröße nur die jeweils niedrigste 
Ordnung berücksichtigt wird. Durch diese Theorie werden die 
Zusammenhänge zwischen der Verteilung des Auftriebes über die 
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Spannweite und dem Anstellwinkel und dem Widerstande aufge­
klärt ; im besondern werden die auf den geraden Eindecker bezüg­
lichen Formeln aufgestellt.

II. Mitteilung: Die Theorie der I. Ordnung wird auf beliebige 
Flügelsysteme („Tragwerke“) erweitert, und u. a. ein neuer Be­
weis des Munk’schen Satzes gebracht, daß auf den Gesamtwider- 
stand eines Tragwerks eine Änderung der „Staffelung“ ohne Ein­
fluß bleibt, wenn die Auftriebsverteilung der einzelnen Teile dabei 
ungeändert bleibt. Die Ergebnisse der Munk’schen Dissertation 
über die Tragwerke kleinsten Widerstandes werden auf anderem 
Wege hergeleitet und durch eigene Betrachtungen ergänzt. Die 
bei den Kanälen und freien Luftstrahlen der Versuchsanstalten 
durch die Begrenzung des Luftstromes auftretenden Fehlereinflüsse 
werden dargelegt und berechnet. Die Zustände in großer Ent­
fernung vom Tragwerk und im Wirbelschweif werden erörtert und 
ihr Zusammenhang mit dem Auftrieb und dem Widerstand klar­
gelegt. — Ein Ausblick auf die weiteren Aufgaben der Theorie 
wird angefügt.

Berichtigung (1927).

Bei der Ableitung von Formel (61) S. 61 ist übersehen worden, 
daß das Geschwindigkeitsfeld u,w wegen der Abwärtsbewegung 
des ganzen Wirbelgebildes mit der Geschwindigkeit w' = in 
dem Bezugssystem, relativ zu dem die Luft im Unendlichen ruht, 
nicht stationär ist; das Geschwindigkeitsfeld ist stationär für ein 
mit der Geschwindigkeit w' abwärts bewegtes Bezugssystem. Auf 
der rechten Seite von Gl. (61) muß daher hinzugefügt werden:

— p w iv' =
/ l l 

qT { 2+x < 2 X 
kn'lx r\ r’ (61a)

Gl. (65) bezw. die genauere Gl. (67) bleibt aber trotzdem richtig, 
wie sich nach dem Energiesatz erwarten läßt, und wie sich aus 
einer sorgfältigen Anwendung des Impulssatzes auch ergibt. Be­
achtet man, daß die Wirbelachsen unter dem Winkel d abwärts 
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geneigt sind, so sind die Geschwindigkeiten w und w', so wie sie 
bisher gerechnet wurden, senkrecht zu den Wirbelachsen anzunehmen, 
nicht senkrecht zur Flugrichtung, wie das bisher der Einfachheit 
halber vorausgesetzt worden war. Für die Anwendung des Impuls­
satzes werden die Verhältnisse jetzt am einfachsten, wenn man eine 
Kontrollebene betrachtet, die die Wirbelachsen senkrecht schneidet. 
Das Zusatzglied von Gl. (61a), das die Saugkraft gegenüber der 
bisherigen Rechnung zu verkleinern scheint, liefert jetzt einen 
Beitrag, der = A • sin ö gefunden wird, und gibt mit dem Impuls 
parallel der Kontrollebene, der = A • cos d wird, zusammen gerade 
das volle A senkrecht zur Flugrichtung. Der übrigbleibende Be­
trag parallel den Wirbelachsen ist dann wie bisher der Widerstand 
parallel den Wirbelachsen gemäß Gl. (69). Es braucht deshalb an 
dem Text von S. 63 u. 64 nichts geändert zu werden.



Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen.
Mathematisch-physikalische Klasse, 1919, S. 193 bis 217.

Schraubenpropeller mit geringstem Energieverlust.

Von

Albert Betz.

Mit einem Zusatz von L. Prandtl.

Vorgelegt in der Sitzung vom 28. März 1919 durch L. Prandtl.

Wenn man mit einem Tragflügel eines Flugzeuges Auftrieb 
(senkrecht zur Bewegungsrichtung) erzeugen will, so ist dies nur 
unter gleichzeitiger Entstehung von Widerstand (entgegengesetzt 
der Bewegungsrichtung) zu erreichen *). Dieser rührt daher, daß 
zur Erzeugung des Auftriebes der Luft eine nach abwärts ge­
richtete Geschwindigkeit erteilt werden muß, deren kinetische 
Energie durch Arbeitsleistung, also durch Überwindung eines 
Widerstandes aufgebracht werden muß. Die Größe dieses Wider­
standes hängt außer von Auftrieb, Spannweite, Fahrgeschwindig­
keit und Luftdichte auch von der Verteilung des Auftriebes über 
die Spannweite ab. Nach einem Satz von Munk2) ist sie unter 
Beibehaltung der übrigen maßgebenden Größen dann ein Minimum, 
wenn die der Luft erteilte Vertikalgeschwindigkeit an den von 
der Tragfläche durchlaufenen Stellen konstant ist3).

1) Vergl. Prandtl, Tragflügeltheorie I. Mitt., Abschn. 10. Göttinger Nach­
richten 1918, S. 451.

2) Munk, Isoperimetrische Aufgaben aus der Theorie des Fluges. Disser­
tation Göttingen 1919.

3) Vergl. Prandtl, Tragflügeltheorie II. Mitt., Abschn. 5. Göttinger Nach­
richten 1919, 8. 107.

Die Strömung hinter einer Tragfläche mit günstigster Auf­
triebsverteilung ist demnach so, wie wenn der von der Trag­
fläche durchlaufene Raum zu einem festen Körper (Brett) erstarrt 

1
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wäre, der sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit nach abwärts 
bewegt.

Bei einem Schraubenpropeller, der dazu dient, ein Drehmoment 
in Schub umzusetzen, liegen nun sehr verwandte Verhältnisse vor. 
Zur Erzeugung des Schubes muß Flüssigkeit axial nach hinten be­
schleunigt werden (Schraubenstrahl) und durch Ausübung des Dreh­
momentes wird ihr auch eine Drehbewegung erteilt. Es muß 
deshalb bei der Umsetzung von Drehmoment in Schub außer der 
Schubarbeit auch noch die kinetische Energie der Flüssigkeit im 
Schraubenstrahl von der Antriebsmaschine aufgebracht werden. 
Diese nicht nutzbar zu verwertende Arbeit drückt sich in einem 
maximalen theoretischen Wirkungsgrad aus, der von den Größen: 
Schub, Schraubendurchmesser, Fahr- und Drehgeschwindigkeit und 
Dichte der Flüssigkeit abhängt. Sieht man von der Drehenergie 
ab, die meist unbedeutend ist, so wird das Maximum des Wirkungs­
grades erreicht, wenn die Axialgeschwindigkeit über den ganzen 
Strahlquerschnitt konstant ist (gewöhnliche Schraubenstrahltheorie). 
Um dies zu erreichen, muß der Schub über die ganze Schrauben­
kreisfläche gleichmäßig verteilt sein, was aber wiederum eine 
gleichmäßige Verteilung der Schraubenflügel oder mit anderen 
Worten unendlich viele Schraubenflügel voraussetzt.

Bei wirklichen Schrauben ist nur eine endliche Anzahl von 
Flügeln möglich und deshalb der Schub auf diese Stellen konzen­
triert. Bei der geringen Flügelbreite kann man sich den Schub 
eines Schraubenflügels auf eine Linie konzentriert denken (ent­
sprechend der tragenden Linie, welche den Flügel eines Flugzeuges 
in der Theorie ersetzt1) Will man aber die endliche Flügelbreite 
berücksichtigen, so kann man verhältnismäßig leicht von den un­
endlich schmalen Flügeln dazu übergehen, indem man durch Inte­
gration eine Schar von Linien zu einem Körper zusammenfaßt. 
Wenn man so den Schub auf einzelne Linien konzentriert und 
außerdem die Drehenergie des Strahles in Betracht zieht, so erhält 
man wesentlich weniger einfache Verhältnisse. Immerhin gibt es 
auch hierbei eine verhältnismäßig einfache Darstellung für jene 
hinter einer Schraube erzeugte Bewegung, welche den geringsten 
Energieverlust, also den größten Wirkungsgrad bei gegebenen 
äußeren Bedingungen mit sich bringt:

1) Vergl. Prandtl, Tragflügeltheorie I, 12, a. a. 0.

Die Strömung hinter einer Schraube mit gering­
stem Energie Verlust ist so, wie wenn die von jedem 
Schraubenflügel durchlaufene Bahn (Schrauben-
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fläche) erstarrt wäre und sich mit einer bestimmten 
Geschwindigkeit nach hinten verschiebt oder sich 
mit einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit um 
die Schraubenachse dreht1).

1) Da man eine Schraubenfläche in sich selbst verschieben kann und dies 
offenbar keinen Eintiuß auf die Flüssigkeitsbewegung hat, so kann man diese Be­
wegung der Schraubenfläche, die sich aus einer Drehung um die Achse und einer 
Verschiebung in axialer Richtung zusammensetzt, jeder anderen Bewegung der 
Fläche überlagern. Dadurch kann man eine reine Axialbewegung in eine reine 
Drehbewegung überführen und umgekehrt, ohne daß dadurch an der Strömung 
der umgebenden Flüssigkeit etwas, geändert wird. Es ist deshalb auch gleich­
gültig, ob man eine axiale Verschiebung der Schraubenfläche, oder eine Drehung 
um die Achse betrachtet.

2) Ebenso wie bei den entsprechenden Problemen der Tragflügeltheorie 
werden auch hier die von den Flügeln verursachten Störungsgeschwindigkeiten 
als klein gegenüber der Eigengeschwindigkeit der Flügel vorausgesetzt. Der Be­
weis gilt also streng nur für Schrauben mit kleinem Schub (bezw. kleinem Be- 

lastungsgrad —, wo 8 = Schub, e = Luftdichte. E == Schrauben- g t v 4
kreisfläche, v = Fahrgeschwindigkeit). Während bei Tragflügeln diese Voraus­
setzung stets mit hinreichender praktischer Genauigkeit zutrifft, kommen bei 
Schraubenpropellern, insbesondere für Schiffe, ziemlich hohe Belastungsgrade vor, 
so daß hierbei schon merkliche Abweichungen von der hier gegebenen Theorie 
zu erwarten sind. Weiter bleiben hier ebenso wie bei der Tragflügeltheorie die 
Reibungsverluste unberücksichtigt, sie sind im übrigen auch praktisch nur von 
geringer Bedeutung gegenüber den theoretisch erfaßbaren Verlusten.

3) Vergl. Prandtl, Tragflügeltheorie I, 6, a. a. 0.

Der Satz wurde zunächst als Analogie zu dem entsprechenden 
oben für die Tragfläche angeführten aufgestellt und hatte eine ge­
wisse Wahrscheinlichkeit für sich. Der Beweis für seine Richtig­
keit soll im folgenden gebracht werden2). Der Satz gilt für be­
liebig geformte Schrauben. Im. Interesse einer leichteren Ver­
ständlichkeit der Beweisführung soll jedoch zunächst vorausgesetzt 
werden, daß die Schraubenflügel geradlinig von der Achse nach 
außen hin verlaufen, also je mit einem Radius zusammenfallen. 
Nachträglich wird dann der Beweis auch auf beliebige krumm­
linige Flügel ausgedehnt werden.

Wie bei der Tragfläche sind auch bei der Schraube die auf 
einen Flügel ausgeübten Kräfte pro Längeneinheit (abgesehen von 
reinen Widerstandskräften) gleich dem Produkt F-c-q aus der 
Zirkulation r um das Flügelprofil, der Geschwindigkeit c desselben 
und der Flüssigkeitsdichte p und sind senkrecht zur Geschwindig­
keit c gerichtets). Von der Hinterkante eines Flügels gehen

1*
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ö cWirbel ans, pro Längeneinheit so viele, daß ihre Zirkulation -v- ux 

ist (x = Abstand von der Schraubenachse). Sie verlaufen im 
wesentlichen in der vom Flügel zurückgelegten Bahn (wenn man 
von ihrer geringen Eigenbewegung absieht1), also in Schrauben­
linien. In ihrer Gesamtheit bilden sie eine Schraubenfläche. Ihr 
Geschwindigkeitsfeld ist die durch die Bewegung des Flügels 
verursachte Strömung.

1) s. Anm. 2 voriger Seite

Hat ein Teil eines Flügels (im Abstand x von der Achse) die 
Geschwindigkeit c = y^ + fxny (Fig. 1; v = Fahrgeschwindigkeit, 
to = Winkelgeschwindigkeit der Schraube), so würde bei ruhender 
Flüssigkeit die Relativgeschwindigkeit derselben gegen das Flügel­
profil die Größe und Richtung — c haben. Diese erzeugt an dem 
Flügelelement, dessen Länge dx sein möge, in Verbindung mit der 
dort herrschenden Zirkulation r eine Kraft dP = q ■ r c dx, die 
senkrecht zur Geschwindigkeit c und zum Radius x steht (Fig. 1).

Tritt nun infolge des Wirbelfeldes noch eine Störungsgeschwindig­
keit w hinzu, die in dem betrachteten Punkte senkrecht zur Be­
wegungsrichtung c und zum Radius (Flügel), also senkrecht zu der 
vom Flügel durchlaufenen Schraubenfläche steht, so ergibt dies 
eine Kraft dQ = g-Tw-dx, die entgegengesetzt zur Bewegung.« 
richtung c liegt. Zur Überwindung dieser Kraft dQ muß bei der 
Geschwindigkeit c eine sekundliche Arbeit c-dQ geleistet werden. 
Eine Störungsgeschwindigkeit, welche in die Schraubenfläche fällt 
würde eine Kraft senkrecht zu c mit sich bringen, welche also 
keine zusätzliche Arbeit verursacht; wir brauchen deshalb bei 
der Beurteilung der Energieverhältnisse auch nur die Störungs­
geschwindigkeit, welche senkrecht zur Schraubenfläche steht, in 
Betracht zu ziehen.
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Wenn für gegebene Werte von Schub S, Durchmesser 2R, Ge­
schwindigkeit v, Winkelgeschwindigkeit w und Flüssigkeitsdichte p. 
bei einer bestimmten Verteilung der Zirkulation längs der Flügel 
(längs x) der zusätzliche Energieverbrauch fc-dQ ein Minimum 
sein soll, so muß jede kleine Änderung in der Verteilung, welche 
den gleichen Schub ergibt, in erster Näherung den Energie­
verbrauch unverändert lassen (6 fc-dQ = 0 für S = konst.).

Nach Einführen des Wertes für dQ lautet die Minimums­
bedingung :

» /R v
d 2 I Q F w- —-----dx = 0 *), (1)

1 Jo sm« 7

wobei noch c = —r— gesetzt ist, mit tg e —----  (« = Steigungs-sm s occo
winkel der Schraube).

Von der Kraft dP, welche durch die ungestörte Geschwindig­
keit c am Flügelelement mit der Zirkulation r erzeugt wird, dient 
die in die Achsrichtung fallende Komponente (Fig. 1)

aP----- ---- q-T x w-dx c

ztir Schuberzeugung. Die Anteile, welche von den Störungs­
geschwindigkeiten bezw. den damit verbundenen Zusatzkräften 
herrühren, kommen dagegen als kleine Größen zweiter Ordnung 
nicht in Betracht (vergl. Anm. 2, S. 3). Die Nebenbedingung, daß 
der Schub konstant sein soll, nimmt demnach die Form an

n
S = 2 I q rx-a-dx = konst.1). (2)

i
(es mögen n Flügel sein) auszuführen und die Summe dieser n Integrale zu 
bilden ist.

1
Vermehren wir an der Stelle xk (zwischen x( und xt + dx) den

Wert r nm den Betrag — und vermindern ihn an der Stelle xk 00 x
(zwischen xk und xk + dx; die Strecke dx soll in beiden Fällen

dieselbe sein) um den Betrag —, so wird dadurch der Schub
Xk

nicht geändert, da er an der einen Stelle um d-q ■ a-dx vermehrt, 
an der anderen aber um den gleichen Betrag vermindert wird.

1) Das ^-Zeichen soll andeuten, daß die Integration bei sämtlichen Flügeln
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Soll auch der Wert des Energieintegrales V / o-T-w-—.— dx 
1 Jo sine

unverändert bleiben, so müssen sich die durch die Änderung von r 
erzielten Zusatzgrößen der Energie gegenseitig aufheben.

Wir müssen nun zunächst untersuchen, wie groß die Änderung 
der Verlustenergie ist, wenn wir an irgend einer Stelle längs einer 
Strecke dx eine Zirkulation dT hinzufügen. Diese Änderung zer­
fällt in zwei Teile. Einmal wird die Verlustenergie dadurch ver­
ändert, daß an der Stelle, wo d r hinzugefügt wurde, bereits eine 
Störungsgeschwindigkeit herrscht, welche zusammen mit dem hinzu­
gefügten Zirkulationselement eine Widerstand bildende Kraft er­
zeugt; andererseits wird aber durch das neue Zirkulationselement 
und die von seinen Enden ausgehenden beiden Schranbenwirbel 
auch die Störungsgeschwindigkeit an allen übrigen Stellen geändert 
und damit auch die Verlustarbeit, welche an den übrigen mit Zir­
kulation versehenen Flügelteilen auftritt.

Wir können die Energieverhältnisse aber auch noch von einem 
anderen Standpunkte aus betrachten. Die gesamte beim Arbeiten 
der Schraube verlorene Energie ist hinter der Schraube in Form 
von kinetischer Energie vorhanden, welche in dem von den 
Schraubenwirbeln herrührenden Strömungsfeld steckt ’). Wir 
können deshalb die sekundliche Verlustarbeit anstatt an der 
Stelle, wo sie entsteht (an den Zirkulation führenden Flügelteilen) 
auch weit hinter der Schraube dadurch bestimmen, daß wir die 
kinetische Energie zwischen zwei im Abstand v voneinander be­
findlichen Ebenen senkrecht zur Schraubenachse ermitteln. Da 
nämlich der Schraubenstrahl infolge der Fortbewegung der Schraube 
in jeder Sekunde um den Betrag v länger wird, wird die Energie 
desselben um den zwischen den beiden erwähnten Ebenen befind­
lichen Betrag größer. Befinden sich diese Ebenen in großer Ent­
fernung von der Schraube, so hängt die Geschwindigkeitsverteilung 
nur von der Stärke und Anordnung der von den Flügelhinter­
kanten ausgehenden schraubenförmigen Wirbel ab, da deren An­
fang (die Schraubenflügel) wegen der großen Entfernung keinen 
Einfluß mehr hat. Es ist daher auch gleichgültig, an welcher 
Stelle der einzelnen Schraubenwirbel deren Anfang liegt, wenn 
er nur weit genug von den Kontrollebenen weg ist. Die Verlust­
energie bleibt daher auch unverändert, wenn wir das kleine hinzu­
gefügte Zirkulationselement dT-dx längs der von seinen End-

1) Von Reibungsverlusten ist, wie bereits erwähnt,abgesehen. Vergl. Fuß­
note 2, S. 70.
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punkten ausgehenden Schraubenwirbel, d. i. längs seiner Bahn, 
verschieben. Bei einer Verschiebung nach hinten wird aber die 
Verteilung der Verlustenergie auf die Entstehungsstellen geändert. 
Die von den nicht verschobenen Teilen der Flügel herrührende 
Störungsgeschwindigkeit ist hinter dem Propeller größer, da sich 
die Schraubenwirbel von dort aus nach vorn und nach hinten er­
strecken, während sie in der Flügelebene selbst nur nach einer 
Seite hin vorhanden sind; umgekehrt nimmt vor dem Propeller 
der Störungseinfluß rasch mit der Entfernung ab. Es wird daher 
bei der Verschiebung nach hinten der Anteil größer, welcher durch 
Zusammenwirken der von den Flügeln herrührenden Störungs­
geschwindigkeit mit dem zusätzlichen Zirkulationselement entsteht, 
während die Störung, welche dieses Zirkulationselement mit seinen 
Wirbeln an den Flügeln verursacht, mit zunehmender Entfernung 
immer kleiner wird und damit auch die dadurch verursachte Verlust­
arbeit. Wenn wir das zusätzliche Element genügend weit nach 
hinten verschieben, so verschwindet der letztere Anteil vollständig, 
und die ganze durch das Hinzufügen des Elementes verursachte 
Verluständerung ist durch das Zusammenwirken der vom ganzen 
Propeller herrührenden Störungsgeschwindigkeit mit dem Zirku­
lationselement gegeben. Bezeichnen wir mit iv' die Komponente 
der Störungsgeschwindigkeit, welche an der Stelle des verschobenen 
Zirkulationselementes (also weit hinter der Schraube) senkrecht 
zu diesem und zu seiner Bahn, also senkrecht zu der von ihm be­
schriebenen Schraubenfläche steht, so ist, wie wir weiter oben sahen, 
die dadurch entstehende sekundliche Verlustarbeit q-dr-w’■ c-dx, 
und dies ist, wie wir eben zeigten die ganze durch das Hinzu­
fügen von dF verursachte Mehrarbeit.

Nun können wir auf unsere Minimumsbetrachtung zurück­
kommen. Darnach durfte sich die Verlustenergie nicht ändern, 
wenn wir an der einen Stelle der Flügel im Abstand von der

Achse längs einer Strecke dx Zirkulation von der Stärke — 

hinzufügten und an einer anderen Stelle im Abstand xk von der 
Achse längs einer ebenso großen Strecke Zirkulation von der 

Stärke —■ Wegnahmen. Die durch das Hinzufügen und Weg-
Xk

nehmen dieser Zirkulation verursachte Energieänderung läßt sich 
nach dem oben Auseinandergesetzten durch folgenden Ausdruck

angeben, wobei wieder c = —---- gesetzt ist (e = Steigungswinkel 
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der Schraubenfläche in dem betreffenden Radius; die Indices i 
und Ä geben an, daß die betreffenden Werte an den Stellen x, 
und xk gemeint sind):

p • — • Wj • — ax — p ‘Wl- --- ax = 0, xi ‘sin «,-------xk sin £j

daraus ergibt sich
--4— =  4— = Konst. = C1) 

x^ sin«, sin«*

1) Die Winkelgeschwindigkeit ra ist eingeführt, um die Konstante C dimen­
sionslos zu machen.

oder
-U— = C -sin«. (3)
xco

Diese Bedingung wird aber durch Drehen einer starren

Schraubenfläche vom Radius R und der Steigung H = 2« —CO 
(Bahn des Flügels) gleichfalls erzeugt. Durch Drehung einer 
solchen Fläche mit der Winkelgeschwindigkeit v wird nämlich 
ein im Abstand x von der Achse befindliches Flüssigkeitsteilchen, 
abgesehen von seitlichen Verschiebungen, normal zur Schrauben­
fläche mit der Geschwindigkeit

wM = x ■ v ■ sin « (4)
verschoben, wie man sofort aus Fig. 2 ablesen kann, die einen 
Schnitt durch die Schraubenfläche senkrecht zum Radius in zwei

um die Zeit dt auseinanderliegenden Zeitpunkten darstellt. Dies 
ist aber, wenn v — C ■ a gewählt wird, gerade der Wert von w' 
der Minimumsbedingung. Da außerdem die Richtung von ivn mit 
der von id über einstimmt, und im übrigen beide Bewegungen Po­
tentialbewegungen sind, so ist damit gezeigt, daß die beiden Vor­
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gänge,. hervorgerufen einerseits durch den Schraubenpropeller von 
günstigstem Wirkungsgrad, andererseits durch die sich drehende 
Schraubenfläche identisch sind.

Wir hatten bisher der größeren Einfachheit halber voraus­
gesetzt, daß die Propellerflügel mit Radien zusammenfallen. Der 
Beweis läßt sich aber mit ganz geringen Änderungen auch für 
beliebig geformte Flügel führen, nur werden dabei die Verhält­
nisse etwas weniger übersichtlich. Wir betrachten wieder an 
irgend einer Stelle der Flügel im Abstand x von der Achse längs 
einer Strecke dl ein Zirkulationselement r, wobei nun dl mit dem 
Radius einen Winkel bilden möge. Wir können diese Strecke dl 
in die drei Komponenten zerlegen, dx in Richtung des Radius, 
dy in Richtung der Bahngeschwindigkeit c und < in Richtung 
senkrecht da/:u. Das Zirkulationselement von der Länge dl läßt 
sich dann durch drei Elemente von der gleichen Stärke längs der 
drei Strecken dx, dy und dz ersetzen, Für den Schub liefert nur 
das Element dx einen Beitrag, da die anderen beiden Zirkulations­
komponenten mit der Geschwindigkeit c zusammen nur Kräfte in 
radialer Richtung ergeben. Dieser Beitrag ergibt sich demnach 
genau wie bei geradlinigen Flächen zu:

dS = q - r-x-co-dx.

Zur Verlustarbeit tragen nur die beiden senkrecht zu c liegenden 
Elemente dx und dz bei, da das in die Bewegungsrichtung c 
fallende Element dy nur eine Kraft senkrecht dazu ergibt, welche 
mit c zusammen keine Arbeit liefert. Wir fassen diese beiden 
Elemente dx und dz zweckmäßig zu einem besonderen Element ds 
zusammen, welches also die Projektion von dl auf die zur Be­
wegungsrichtung c senkrechte Ebene ist. Mit diesem Element 
zusammen liefert eine Störungsgeschwindigkeit w, die senkrecht 
zur Bewegungsrichtung und zum Element ds, also senkrecht zu 
der bei der Bewegung beschriebenen Schraubenfläche *) steht, eine 
Verlustarbeit pr-w-c-ds. Störungsgeschwindigkeiten, die in 
diese Schraubenfläche fallen, ergeben nur Kräfte senkrecht zu c, 
also keine Verlustarbeit. Der Winkel, den ds mit dem Radius, 
also mit dx bildet, ist derselbe wie der, den die von ds bezw. dl 
beschriebene Schraubenfläche ‘) mit dem Radius bildet. Wir wollen 

docihn mit j bezeichnen. Dann ist ds = ----- r- und unsere Mini- coS;

1) Die Strecken dl und ds beschreiben bei der Bewegung dieselbe Schrauben­
fläche.
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mumsbedingung nimmt jetzt die Form an (wobei wieder c = 
eingeführt ist):

ön p-r-w-r--------^-dx = o (5)i Jo sm« cos;

mit der Nebenbedingung
n fR

S — 2 I o- T■ X' a ■ dx = konst. (6)
i Jo

Die Nebenbedingung hat sich gegenüber dem früheren einfacheren. 
Problem überhaupt nicht geändert und in der Variationsgleichung 

ist nur der Faktor . hinzu gekommen, der bei radial stehenden 
Flügeln 1 ist.

Der weitere Gedankengang ist genau der gleiche wie vorher. 
Wir fügen an einer Stelle x wieder eine zusätzliche Zirkulation 

im Betrag hinzu, verschieben sie so weit nach hinten, bis die OG
ganze durch das Element hervorgerufene Verlustenergie an dem 
Element selbst entsteht und gegeben ist durch den Ausdruck:

d , , d , v 1 ,p W ■ C • ds — Q • W---- :  ■  r • dX, v x----------------------x sme--- cos;
wobei w' wieder die weit hinter dem Propeller senkrecht zur 
Schraubenfläche herrschende Störungsgeschwindigkeit auf der durch 
den Punkt x gehenden Schraubenlinie ist. In gleicher Weise wie 
vorher finden wir nun für w' die Bedingung:

Figur 3.

----  = C • sin e • cos;. (7) xa
Dies ist aber auch wieder gerade die 

Geschwindigkeit, welche man durch Drehen 
der von den Schraubenflügeln beschriebenen 
Schraubenflächen erhält, wie man aus Fig. 3 
ersehen kann. Dort sind wieder zwei auf­
einander folgende Lagen der Scbraubenfläche 
gezeichnet und zwar in einem Schnitt senk­
recht zur Bewegungsrichtung c, der den 
Radius enthält. In ihm ist die Normale 
PN zur Schraubenfläche und der Winkel j 
in wahrer Größe vorhanden. Daraus ist ohne 
weiteres zu ersehen, daß PN— PN cos j 
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ist (PN1 soll senkrecht zum Radius sein) und aus der Figur 2, 
welche einen Schnitt senkrecht zum Radius darstellt, ist, wie 
bereits früher geschehen, abzulesen, daß PN' — x • v sin« • dt 
ist, wobei wieder v die Winkelgeschwindigkeit des Systems, 
xv dt = PP1 also die Verschiebung des Punktes P in der Zeit dt 

PN

1) Die Gesetze des Geschwindigkeitsfeldes eines Wirbels sind dieselben wie 
die des magnetischen Feldes eines elektrischen Stromes.

ausdrückt. Die Normalgeschwindigkeit wn = ergibt sich 

demnach zu:
wn — xv sin « cos j, (8)

was wieder mit der Geschwindigkeit der Minimumsaufgabe nach 
Größe und Richtung übereinstimmt, wenn v = Ca gesetzt wird. 

Damit ist der am Anfang dieser Untersuchung aufgestellte 
Satz über die mit geringstem Verlust verknüpfte Strömung hinter 
einer Schraube auch für beliebig geformte Flügel bewiesen. Die 
gegebene Beweisführung ist im wesentlichen auf physikalischer 
Anschauung aufgebaut; es dürfte vielleicht von Interesse sein, zu 
zeigen, wie man den Beweis auch auf mehr formalem Wege führen 
kann, zumal da hierbei durch die aufgestellten mathematischen Be­
ziehungen teilweise ein tiefer gehender Einblick in die Vorgänge 
in der Schraube gewährt wird. Um jedoch nicht zu weitläufig 
zu werden, sollen nur Schrauben mit geradlinigen radial stehenden 
Flügeln, die außerdem in einer Ebene liegen, in Betracht gezogen 
werden. Die Beweisführung für allgemeinere Formen bietet hierbei 
ebenfalls keine Schwierigkeit, sie würde aber merklich umständ­
licher ausfallen.

Betrachten wir zunächst die Geschwindigkeit, welche ein von 
einem Punkte x ausgehender Schraubenwirbel von der Stärke E(x} 
an einer Stelle | erzeugt. Der Steigungswinkel der Schrauben- 

(V \ tg«(£) = Der Winkel, den 

die beiden Radien bilden, auf denen die Punkte x und | liegen, 
sei ö (Fig. 4). Man kann diese Geschwindigkeit dadurch ermitteln, 
daß man den Einfluß eines Elementes E (Fig. 4) des Schrauben­
wirbels auf den Punkt § mittelst des Biot-Savart’schen Gesetzes *) 
angibt und daraus durch Integration über die Länge des Wirbels 
(von r = 0 bis t = oo; r ist der Winkel, den die beiden durch 
E und x gehenden Ebenen einschließen, welche sich längs der 
Schraubenachse schneiden) den Einfluß des ganzen Wirbels findet.
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Figur- 4.

Dabei ergibt sich jedoch die Schwierigkeit, daß dieses Integral 
sich nicht in geschlossener Form auswerten läßt; es wird deshalb 
im folgenden immer in der Form eines unausgewerteten Integral­
ausdruckes verwandt werden.

Zerlegt man die Geschwindigkeit, die der vom Punkte x aus­
gehende Schraubenwirbel an der Stelle | erzeugt, in die drei Kom­
ponenten wa in axialer, wt in tangentialer und wr in radialer Rich­
tung, so sind diese drei Geschwindigkeitskomponenten gegeben 
durch die Ausdrücke:

rfx) -awa = —7— 'x' / N ’[x — 5cos(r + a)]dr (9)

w, = -4—•—; / A 7 [g — x cos (r + s) — xt sin (r + ff)] dr (10)

v /•oo q
wr ~ 4^ ' 77 ' J A T[.rsin(r + 0)-:r-T-cos(T + ff)]dT (11)

wobei zur Abkürzung gesetzt ist

x2 + ^-2^cos(t + ö) + Xts = N (12)
CO

ist der Abstand des Elementes E vom Punkte |).
Für unsere Betrachtungen brauchen wir nur die Komponente, 

welche im Punkte £ senkrecht zur Schraubenfläche steht, die vom
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Flügel, dem der Punkt g angehört, durchlaufen wird. Hierzu 
liefert wr gar keinen Beitrag; wa und wt liefern die Beiträge

”•■7® "”a -“'-T®
(dabei ist c(|) = + (&>)’, vergl. Fig. 1). Herrscht an der Stelle £
die Zirkulation r(|),so verursacht der Wirbel die schädliche Ar­
beit pro Längeneinheit

= P • • j™N'il[x-teos(t + d)]-x-1--w

+ [trcos(t + tf) —§ + rrrsin(r + (i)] — Idt

- p • i (13:

Denken wir uns nun einen Propeller von der Art, daß nur an 
der Stelle zwischen x und x + dx die Zirkulation r(x) und an der 
Stelle zwischen | und g + dl- die Zirkulation F(J) herrscht, so gehen 
einerseits an den Stellen x und x + dx Schraubenwirbel von ent­
gegengesetztem Drehsinn mit der Zirkulation —F(x) bezw. + r(x) 
aus; andererseits gehen entsprechende Wirbel mit der Zirkulation 
— und +r(|) von den Stellen | und £ + d£ aus. Der schäd­
liche Einfluß, den die beiden bei x und x + dx abgehenden Wirbel 
an der Stelle £ verursachen, ist nach obiger Formel (13) gegeben 
durch

4st dx '
(Die Differentiation nach x rührt daher, daß es sich um die 

Differenzwirkung zweier im Abstand dx befindlicher Wirbel 
handelt). Entsprechend ist die Wirkung der bei | und t, + d% 
abgehenden Wirbel an der Stelle x

p • • dx ■ dl-. (15)

Mit x,—o) soll dabei jene Funktion bezeichnet werden, 
in welche *P(x, |, o) durch Vertauschen von x und | einerseits und 
von ö und —a andererseits übergeht. Außerdem ruft auch das 
Wirbelstückchen r(x)dx an der Stelle § eine axial gerichtete 
Geschwindigkeit hervor, deren Größe man leicht mittels des
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Biot-Savart’sehen Gesetzes aus Fig. 5 ableiten kann. Sie be­
trägt :

F(x) . , r(x)----- y^sm^u =---- gsmffaa;, (16)

wobei r — ^x* + g’ — 2 cos ff der Abstand der Punkte x und £ 
ist. Die dadurch verursachte Verlustarbeit beträgt (vergl. oben 
die durch wa verursachte Arbeit)

F(a>)r(|) isinff

(17)
V 4:71 r* '

Entsprechend erzeugt das Wirbelstückchen F(§)d| an der Stelle x 
die Verlustarbeit

_ f (18)

Der gesamte durch das Zusammenwirken der beiden Wirbel­
stückchen r^dx und F(|)d| nebst den zugehörigen Schrauben­
wirbeln verursachte Verlust beträgt

(VW-n WF® rd^a,«) a^ . d^x,-^

— sin (— ff)j ■ dx • dl

= p + Xi _ . dx • dl. (19)

Dabei ist 
. dtpfx, l, e) l'co.Ä(x, l, ff) =------ -^5- sm ff
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der Anteil des Klammerausdruckes, der mit dem Faktor

zusammen den Teil der Verlustarbeit angibt, welcher an der 
Stelle £ durch die Einwirkung der dort herrschenden Störungs­
geschwindigkeit auf die Zirkulation entsteht. Entsprechend 
stellt

m/j. x öWi-, x, — ff) x'a . , .x, - ff) = --^L -----L _ __ sm (_ ö)

den für die Stelle x in Frage kommenden Ausdruck dar.
Die beiden Ausdrücke B(x, 0) und £(£, x, — 0) gehen inein­

ander über, wenn man einerseits x und £ und andererseits 0 und 
— 0 vertauscht. Wir müssen nun diese Funktion B genauer unter­
suchen, wobei sich gewisse Symmetrieeigenschaften ergeben, welche 
für unseren Beweis wesentlich sind.

Nach Gleichung (13) ist
f°° _H

yF(x,£,0) = / N —£sin(T + ß)]a?£w

1+ [x cos (r + ff) — £ + xt cos (r + ff)] •— \dt, (20)G) ]
wobei N wieder die in Gleichung (12) angegebene Bedeutung hat. 

dNDa sich hieraus ~v— = 2[x — £cos(r + 0)] ergibt, wird

£, ff)
dx

AT~ ^2;r £ca — g’ wcos (t + 0) + [cos (t + 0) -f- rsin(r + ö)]ldt

v I[x—£ cos (t+0)] x£ w + [x cos (r+ff) - £ + xt sin (t + ff) ]—U)r—£ cos (t+ «)] dr

_3 iv 1
N ’|2a;£(ij + — [cos(v-f-ö) + Tsin(r + <j)Bdr

£’wcos(t 4- 0)dt

/ S I 4»* 1

— 3J N ’|[x—gcos(r-|-ff)][a;cos(T +ff) —£] — — 2(«£)twcos(r + g)pr

r— 4-1 iN j[F'-|-£scos’(T + ff)];r£w-(-[a; —gcos(r + 0)]a;r — sin(r + 0)pr. (21)
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Nun kann man das zweite dieser vier Integrale
f°° g* co cos (r 4- ff)I --------- ;------ dt
'o N*

partiell integrieren mit cos (r 4- tf) als integrablen Faktor, wobei 
zu beachten ist, daß

-^- = 2^|sm(T + ff) + —

und daß für die Grenze r = 0 N = r* wird.

r
? co cos (r + ff) , ---- 5----- - dt 

N*
»^sta-3 r£t^AL£shl(,+(^ (22)

r Jq w* a j
Der Integralausdruck rechts in der letzten Gleichung ergibt mit 
dem letzten Gliede der Gleichung (21) zusammengenommen

r°° — a f— 31 N *-i[a:3 +|2cos’(r4-ff) + Fsin2(r + ff)]a;§<ö 
^0 l

4- [a> — x § cos (r 4- ff) 4- g’] — t sin (r + ff) 1 d r 

-xf v2= -3/ N V rsin(r + ff)J
^0 l

1
— xi, — rsin(r 4- o)cos (r + ff)| dt.

Schreiben wir nun die vollständige Funktion R(x, g, ff) an, so 
kommt zu den eben umgeformten Gliedern des Ausdruckes für 

noch das Glied —sin ff aus Gl. (16) hinzu. Dieses 
hebt sich aber mit dem bei der partiellen Integration Gleichung (22) 
entstandenen Gliede 4- —-j— sin ff gerade weg. Wir erhalten deshalb 
für S den Ausdruck:

e)
r°° ~4[ v* i

— I N ]2a:go34-----[cos (r + ff) + r sin (t + ff)] > drv'o l o J

— Bf N ^cos(r + ff)][a:cos(T + e) — g]——2(ad;)’<dcos(t + 0)
»'O l 10

+ [#’ + g’] [x g co 4- — t sin (r 4- ff)]
03

. 1- a?g — rsin(t 4-ff)cos(r 4-ff)j-dr. (23) 
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Aus dieser Darstellung der Funktion 3 ist zunächst ersichtlich, 
daß sie in x und | symmetrisch ist, daß sie also ihren Wert nicht 
ändert, wenn man x und £ miteinander vertauscht. Die Funktion 

(I, x, — 6) unterscheidet sich demnach von ihr nur noch durch das 
Vorzeichen von ö,und wenn g = 0 ist, d. h. wenn x und £ auf 
demselben Radius liegen, so ist 3{x, |, 0) = 3& x, 0), was wir in 
folgendem Satz ausdrücken können:

Liegen zwei Elemente eines Schraubenflügels auf 
einem und demselben Radius in der Entfernung x 
und £ von der Schraubenachse, so ist die Verlust­
arbeit, welche an der Stelle £ durch die von der Zir­
kulation an der Stelle x herrührende Störungs­
geschwindigkeit verursacht wird, gleich der Ver­
lustarbeit, welche an der Stelle x durch die von der 
Zirkulation an der Stelle £ herrührende Geschwin­
digkeit erzeugt wird.

Weiter ist aus Gleichung (23) zu erkennen, daß die Funktion 
3{x,i,,e) und entsprechend auch 3^x,-e) ihren Wert nicht 
ändert, wenn man gleichzeitig die Vorzeichen von t und g ver­
tauscht, da immer nur die Verbindungen cos(r + e), r.sin(r + u) 
und t’ vorkommen. Es ist demnach, wenn wir noch die eben er­
wähnte Vertauschbarkeit von x und £ mit benützen und die Aus­
drücke unter dem Integralzeichen mit 3' bezeichnen:

roo -oo
a(x, £, o) = / 3'(x, T + G^dt = I 3’(^, x, — t — G^dt.

Da aber

so erhalten wir aus der letzten Gleichung

3'(x, G^dt. (24)

Mit Worten heißt dies:
Die Verlustarbeit, welche durch die von der Zir­

kulation an der Stelle x herrührende Störungs­
geschwindigkeit an der Stelle £ verursacht wird, 
ist ebenso groß, wie die Verlustarbeit, welche an 
der Stelle x entstehen würde, wenn die von £ aus­
gehenden Schraubenwirbel anstatt nach hinten nach

2 
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vorn in der Verlängerung der wirklichen Wirbel 
verlaufen würden.

Die gesamte durch die beiden Zirkulationselemente r(x)dx 
und F(g) di, herrührende Verlustarbeit ergibt sich nun nach Glei­
chung (19) und (24)

f°°^^x,T-^dT+r B^t-e^dx-di. 
oo J

r(x)-r<i) r r+°° i= Q----4—---- [J Ä"(|, x, t — ^dt^dx-d£. (25)

Dies läßt sich folgendermaßen ausdrücken:
Die ge s am t e V e r 1 u s t a r b e i t, welche durch die 

gegenseitige Einwirkung zweier Zirkulationsele­
mente an den Stellen x und | dieser Elemente ver­
ursacht wird, ist ebenso groß, wie die Verlustarbeit, 
welche an der einen Stelle allein entstehen würde, 
wenn die von der anderen Stelle ausgehenden Schrau­
benwirbel sich nach beiden Seiten ins Unendliche er­
strecken würden.

Wenn wir Gleichung (25) über jeden Flügel nach £ integrieren 
und die Summe über die «Flügel bilden, so erhalten wir die Ver­
lustarbeit dW, welche das Element r(x)dx in Verbindung mit 
sämtlichen Schraubenflügeln verursacht. Bei der Integration und 
Summation der rechts stehenden Ausdrücke ist zu beachten, daß

1 n p(t\
7^' S Jo -4^- Ä'(g, x,t-0) dtdl = w(x)

die zur Schraubenfläche senkrechte Störungsgeschwindigkeit im 
Punkte x und

1 n r+oa
TM"?] S'&X,T-0)dTdl = w1 (x)

die entsprechende Störungsgeschwindigkeit auf der durch x ge­
henden Schraubenlinie in großer Entfernung hinter der Schraube 
ist, wo die Schraubenwirbel nach beiden Seiten hin sich erstrecken. 
Wir erhalten demnach

dW = q • r(x)-w'(x) ■ c(x) • dx. (26)

Der weitere Gang der Untersuchung ist derselbe wie beim 
ersten Beweis. Wir haben w'(x) zu bestimmen aus der Bedin­
gung:
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n pR
Verlustarbeit = I r(x)-w'(x)-c(x)• dx = Minimum (27)

1 •'o

n fR
Schubarbeit = S-v = ^2 I r^-x-wdx = Konst., (28)

i Jq

was auf die Gleichung führt
r(x)'W’(x)-c(x) = C-v-r(x)-x-co, (29)

wobei C Lagrange’scher Faktor ist. Daraus ergibt sich
wf— = C-sins, (30)

<Az LU

V
wenn wir wieder — = sin e einführen. Dieser Ausdruck stimmt c
mit der früher abgeleiteten Formel (3) überein, und w’ bedeutet 
auch hier wieder die Geschwindigkeit hinter der Schraubenfläche 
und ist identisch mit der durch Drehen einer starren Schrauben­
fläche erhaltenen Geschwindigkeit.

Wir haben durch die vorhergehende Untersuchung die Lösung 
des Minimalproblems der Sehraubenpropeller in der Form gewonnen, 
daß wir angeben können, wie die Geschwindigkeitsverteilung in 
großer Entfernung hinter der Schraube sein muß. Für die Be­
urteilung der Vorgänge an den Schraubenflügeln interessiert viel­
fach die Störungsgeschwindigkeit, welche an der Stelle der Flügel 
selbst herrscht. Für Schrauben, deren Flügel symmetrisch zu­
einander liegen *), was ja fast stets zutrifft, läßt sich nun folgender 
einfache Satz aufstellen:

Bei symmetrischen Schrauben sind die Störungs­
geschwindigkeiten am Flügel halb so groß wie an 
den entsprechenden Stellen der Schraubenfläche weit 
hinter dem Propeller.

Dieser Satz ist leicht einzusehen: Die von der Zirkulation 
um die einzelnen Flügel herrührenden Störungsgeschwindigkeiten 
heben sich am Ort eines Flügels infolge der symmetrischen Lage 
der in Frage kommenden Stellen zu den übrigen Flügeln gerade 
auf. Es ist also nur der Einfluß der von den Flügeln ab­
gehenden Wirbelsysteme zu betrachten. Nun ist aber das Wirbel­
system von 0 bis +oo, wie es an den Flügeln wirksam ist,

1) Dazu gehört, daß die Flügel mit Radien zusammenfallen, welche in ein 
und derselben Ebene senkrecht zur Achse (Schraubenkreisebene) liegen und 
gleichen Winkelabstand voneinander haben.
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kongruent zu dem System von 0 bis — oo, welches die gedachte 
Fortsetzung des ersteren bildet. Wegen der symmetrischen 
Lage eines jeden Punktes der Flügel zu den beiden Wirbel­
systemen ist auch die von den beiden Systemen verursachte 
Störung dieselbe. Weit hinter der Schraube, wo ein System von 
— oo bis +oo, also die Summe der beiden einander kongruenten 
Systeme wirksam ist, wird demnach auch die Störung doppelt so 
groß wie am Flügel selbst, wo nur das eine System in Wirksam­
keit tritt. Formelmäßig können wir diesen Gedanken so aus­
drücken: Ein Flügelelement an der Stelle x erzeugt an einer 
anderen Stelle £ eines Flügels eine Störung, welche abgesehen 
von nebensächlichen Faktoren gegeben ist durch die Funktion

/•oo
I S'(x, g, T + 0)dt,

wenn wieder 6 den Winkel bezeichnet, den die durch x und g 
gehenden Radien bilden. Wegen der symmetrischen Anordnung 
ist ein dem Flügelelement x entsprechendes symmetrisch zu | 
gelegenes Element vorhanden, dessen Einfluß durch den Ausdruck

(x, g, t — g) dt

gegeben ist. Nehmen wir die von diesen beiden Elementen ver­
ursachten Störungen zusammen und berücksichtigen, daß wir t + ff 
wegen des symmetrischen Baues von mit — t — g und t — G mit 
— t + G vertauschen können. (Vergl. S. 17), so erhalten wir:

o)dt

(x, — t + ff) dt

(x, g, r + ff) dt. (31)

Hieraus ist die Gleichwertigkeit des Wirbelsystemes hinter dem 
Ausgangspunkt (von 0 bis 4-oo) mit dem davor liegenden (von 
— oo bis 0) auch formelmäßig ersichtlich.

Zum Schluß möge noch etwas über die Analogie des hier be­
handelten Schraubenproblems mit dem in der Einleitung erwähnten 
Tragflügelproblem gesagt werden, das ja den Anstoß zu der ganzen 
Untersuchung gab: Dem Eindecker würde eine einflügelige Schraube
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entsprechen. Der dort auftretenden Funktion * entspricht hier 
x~ 5

die Funktion *P(x, £, 0). Dem ungestaffelten Mehrdecker entspricht 
die Schraube mit symmetrischer Flügelanordnung; dem gestaffelten 
Mehrdecker die unsymmetrische Schraube. Der Vertikalabstand 
der einzelnen Decks spielt dort etwa dieselbe Rolle wie hier der
Winkel o.

Zusatz.
Die von Herrn Betz gefundene Vorschrift für die günstigste 

Kraftverteilung bei Luftschrauben erlaubt in dem Fall, daß es 
sich um eine vielflügelige Luftschraube handelt, auf ziemlich ein­
fache Weise Näherungsformeln für die Verteilung der Zirkulation 
— und damit auch der Luftkräfte und der Flügelgestalt — auf­
zustellen. Entsprechend dem Gedankengang im Abschnitt 7 der 
II. Mitteilung meiner „Tragflügeltheorie“1) wird das System von 
Schraubenflächen, das durch die Luftschraube bei ihrer Bewegung 
in die Luft hineingeschnitten wird (Fig. 1), als starres Gebilde 
betrachtet, und es wird diesem starren Gebilde durch einen Stoß eine

1) Nachrichten der Ges. d. Wiss. 1919, S. 107.

Geschwindigkeit w in der Achsenrichtung erteilt. Die bei diesem 
Stoß erzeugten Luftgeschwindigkeiten stimmen im Bereich der
Theorie der I. Ordnung mit den Geschwin­
digkeiten überein, die die Schraube hinter 
sich in der Luft zurückläßt. In der äußeren 
Randzone treten beim Umströmen der Kan­
ten der Schraubenflächen Radialgeschwindig­
keiten auf, die eine besondere Betrachtung 
erfordern. Diese Radialgeschwindigkeiten 
klingen aber, wenn die Schraubenflächen 
hinreichend dicht stehen, nach dem Innern 
zu sehr rasch ab, so daß es hier ausreicht, 
die tangentiale Komponente wt und die 
axiale Komponente wa der Luftbewegung 
zu betrachten. Die Bewegung, die bei dem 
Stoß erzeugt wird, erfolgt im Innern, wie 
leicht zu sehen, normal zu den Schrauben­
flächen, mittelst derer der Stoß auf die

Figur 1.
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Flüssigkeit ausgeübt wird. Ist v die Geschwindigkeit, mit der 
die Luftschraube gegen die Luft fortschreitet, o deren Winkel­
geschwindigkeit, dann ist die Steigung der Schraubenflächen 
H = v T, wo T = 2jt/<d die Umlaufszeit ist, also

H = 23tvloT.
Der Steigungswinkel ergibt sich aus

tg e = Hl2nr = v/rto,
wo r der Abstand des Elementes von der Drehachse ist. Der Ge­
schwindigkeit des Schraubenflächensystems nach dem Stoß w ent­
spricht somit eine normal zu den Schraubenflächen gerichtete 
Flüssigkeitsbewegung vom Betrage wn — weoss; dies ergibt die 
Komponenten:

vrcowt = w cos £ sine = iv -r-—9-r (1)v + r* iv ' '

, r*/n\wa = w cos’« == w -5-—j—(2)

Die Zirkulation für einen Schraubenflügel im Radius r ergibt 
sich bei «Schraubenflügeln, die gleichmäßig auf den Umfang ver­
teilt sein mögen, zu

p_  2nrwt   2nw vr’o _  H wa 
n_n v* + r* o2 ' n

Anmerkung: Die Ergebnisse dieser Betrachtung, die ebenso 
wie die Betz’sche Theorie nur für den Grenzfall sehr schwach be­
lasteter Schrauben streng gültig sind, lassen sich auf stark be­
lastete Schrauben erweitern, wenn man, wie Herr Betz in einer 
anderen noch zu veröffentlichenden Untersuchung gezeigt hat, in 
den obigen Formeln für v und ra die genauen Werte der Strö­
mungsgeschwindigkeiten relativ zu den Flügelprofilen v + wa/2 und 
r(o — wt/2 setzt, wobei unter v die Zuflußgeschwindigkeit im Un­
endlichen vor der Schraube und unter wa und wt die zusätzlichen 
Geschwindigkeitskomponenten weit hinter der Schraube verstanden 
werden. Eine brauchbare Näherung für mäßig belastete Schrauben 
erhält man übrigens schon dadurch, daß in den obigen Formeln v 
durch « + »c/2 ersetzt wird, wobei die einfache Vorstellung von in 
die Luft geschnittenen Schraubenflächen, die sonst hinfällig wird, 
beibehalten werden kann. Von dieser letzteren Näherung ist in 
Formel (8) Gebrauch gemacht.

Für die Randzone gilt die folgende Sonderbetrachtung. Es 
sei a der senkrechte Abstand von zwei benachbarten Randkurven 
der Schraubenflächen, also gemäß Figur 1 :
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— cos e n
2nvR 

n^+RW' (4)

An die Stelle der Umströmung der Ränder 
der Schraubenflächen mag nun die Umströmung 
der Ränder eines äquidistanten Ebenensystems 
vom Abstand a, gemäß Fig. 2,gesetzt werden, 
um den Abfall der Zirkulation an den Flügel­
spitzen zu studieren. Nach den Darlegungen 
von Nr. 6 der II. Mitteilung ist die Zirkulation 
gleich dem Potentialsprung der in der Flüssig­
keit zurückgelassenen Strömung zu setzen. 
Es ist also das Strömungspotential für die in 
Fig. 2 angedeutete Strömung zu berechnen. 
Die nach Fig. 2 zerschnittene Ebene (z-Ebene) 
läßt sich konform auf das Äußere des Einheits­
kreises (^-Ebene) abbilden durch Figur 2.

(5)

a

Die Strömung von Fig. 2 verwandelt sich dabei in zirkulatorisches 
Umströmen des Einheitskreises, es ist also 0 + i ’F = F = iclnt; 
hiermit ergibt sich nach kurzer Rechnung:

a , Jez = — In cos —. sr c (6)

Für reelle Werte von F, also für die Stromlinien ’F — 0, wird 

x = ~ Incos— oder 0 = ± earccos % c

für x < 0. Der Potentialsprung wird somit, wenn, mit R = Außen­
radius, R — r für — x gesetzt wird,

[0] = 2carccose—(7)
Der Abfall der Zirkulation an den Flügelspitzen der Schraube 

wird nun proportional dem Abfall des Potentialsprunges in Glei­
chung (7) angenommen. Bei den praktisch üblichen Abmessungen 
liegen die Funktionswerte von r nach Gleichung (3) für die Gegend 
der Flügelspitzen regelmäßig schon in der Nähe des Asymptoten­
wertes, sind also dort fast konstant. Es wird deshalb kein großer 
Fehler gegenüber der wahren Lösung der Minimumsaufgabe ent­
stehen, wenn man an ihrer Stelle denjenigen Verlauf von r setzt, 
der sich ergibt, wenn man die Werte von r aus Gleichung (3)
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mit dem Ausdruck der Gleichung (7) multipliziert, wobei durch 
die Wahl c = 1/sr der Asymptotenwert dieses Ausdruckes auf 1 
normiert wird. Hiermit ergibt sich also als Endformel:

iw (y + w/2) r2 cj
n (v + w^'f+^co*

arccose-"^-^ (8)

mit a nach Gleichung (4), in der ebenfalls gemäß der Anmerkung 
S. 89 v durch v + w/2 ersetzt werden kann. Die Gleichung gilt 
um so genauer, je mehr Schraubenflügel vorhanden sind, es ist aber 
zu erwarten, daß sie auch bei wenigen, ja selbst bei zwei Flügeln, 
immer noch brauchbare Resultate ergibt. Die Fig. 3 zeigt in der 
stark ausgezogenen Linie den Verlauf von r abhängig von r für 
vier Flügel und für einen Wert

HI2 aR = (y + w/2)/R <n = 1 : 5,

was etwa dem bei Flugzeugschrauben Üblichen entspricht. Der 
Verlauf von r bei zwei Flügeln ist zum Vergleich in Fig. 3 ge­
strichelt beigefügt.

Bei Vergrößerung der Flügelzahl würde die Größe a verkleinert, 
der Abfall an der Flügelspitze also steiler werden; im Grenzfall 
von unendlich vielen Flügeln wäre dieser Abfall also senkrecht 
anzusetzen. Der Verlust an Völligkeit in der Verteilung r und 
daher auch in der Schubverteilung, der bei endlicher Flügelzabl 
gegenüber unendlich vielen Flügeln eintritt, läßt sich dadurch 
zum Ausdruck bringen, daß man die Verteilung nach Gleichung (7) 
flächengleich durch ein Rechteck ausgleicht. Dadurch erweist sich 
irgend eine Schraube als dynamisch gleichwertig mit einer Schraube 
mit unendlich vielen Flügeln, bei der die Flügel um einen Be­
trag a' (Figur 3) kürzer sind als die Flügel der gegebenen 
Schraube. Der Betrag a' ergibt sich aus der Forderung, daß
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sein muß, zu

cn ,

a' = — In 2 = 0,2207 a. n (9)

In dem obigen Beispiel ergibt sich für unendlich viele Flügel 
(Verteilung in Fig. 3 durch Schraffur angedeutet) eine äquivalente 
Schraubenkreisfläche, die um 13 °/o kleiner ist als die gegebene 
Schraubenkreisfläche der vierflügeligen Schraube.

Die Flügelkräfte und die erforderliche Formgebung der Flügel 
können, sobald r bekannt ist, nach den in der „Tragflügeltheorie“ 
I 13 angegebenen Grundsätzen, die sich ohne weiteres auf den 
Fall der Schraube übertragen lassen, ermittelt werden. Ein nä­
heres Eingehen hierauf kann deshalb an dieser Stelle unterbleiben.

L. Prandtl.



Anhang.

Hier mögen einige kurze Hinweise auf die Arbeiten Platz finden, 
die inzwischen im Zusammenhang mit den vorstehenden Abhand­
lungen entstanden sind oder Sonst in enger Beziehung zu ihnen 
stehen. Bibliographische Vollständigkeit ist dabei nicht angestrebt 
worden. Die in den Abhandlungen bereits zitierten Arbeiten sind 
nicht noch einmal erwähnt.

I.
Die Fragen der Flüssigkeit mit kleiner Reibung sind zunächst 

in drei Göttinger Dissertationen weiter verfolgt worden:
H. Blasius, Grenzschichten in Flüssigkeiten mit kleiner 

Reibung, 1907, abgedruckt in der Zeitschr. f. Math. u. 
Phys., Bd. 56 (1908), S. 1.

E. Boltze, Grenzschichten an Rotationskörpern in Flüssig­
keiten mit kleiner Reibung, Göttingen 1908.

K. Hie m e n z, Die Grenzschicht an einem in den gleich­
förmigen Flüssigkeitsstrom eingetauchten Kreiszylinder, 
1911, abgedruckt in Dinglers Polytechn. J ournal, Bd. 326 
(1911), S. 321.

Die erste dieser Arbeiten behandelt den zweidimensionalen Fall 
eines symmetrischen Hindernisses, sowohl bei stationärer Strömung 
als auch bei Beginn aus der Ruhe heraus. Die im Heidelberger 
Vortrag auf Grund einer vorläufigen Abschätzung zu 1,1 ... ange­
gebene Zahl für den Widerstand einer Platte wird zu 1,327 be­
rechnet. Die zweite Arbeit behandelt in analoger Weise den Ro­
tationskörper; die dritte führt für eine experimentell ermittelte 
Druckverteilung am Kreiszylinder die numerischen Rechnungen 
genauer durch und vergleicht die berechnete Ablösungsstelle mit 
der beobachteten, wobei sich sehr befriedigende Übereinstimmung 
ergibt.

Später hat Th. v. Kärmän mit seinen Schülern die Fragen 
der Flüssigkeit mit kleiner Reibung aufgegriffen und eine praktische 
N äherungsmethode entwickelt, welche die Schwierigkeiten der nume­
rischen Durchführung der exakten Rechnung geschickt vermeidet, vgl.:
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Th. v. Karman, Über laminare und turbulente Reibung. 
ZAMMx) 1921, S. 233 (s. auch Innsbrucker Vorträge, 
S. 146); ferner:

K. Pohlhausen, Zur näherungsweisen Integration der 
Differentialgleichung der laminaren Grenzschicht (Aus­
zug aus der Göttinger handschriftlichen Dissertation2)). 
ZAMM 1921, S. 252.

1) Abkürzungen:
T.B. = Technische Berichte, herausgegeben von der Flugzeugmeisterei der In­

spektion der Fliegertruppen, Charlottenburg.
ZFM = Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftschiffahrt.
ZAMM = Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik.
Z.d.V.D.I. = Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure.
„Ergebnisse“ = Ergebnisse der Aerodynamischen Versuchsanstalt, herausgegeben 

von L. Prandtl, München, bei Oldenbourg.
„Innsbrucker Vorträge“ = Vorträge aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, 

Innsbruck 1922, herausgegeben von Th. v. Karman und T. Levi-Civita, Berlin 
1924, bei Springer.
2) Von der Göttinger Universitäts - Bibliothek und der Staatsbibliothek zu

Berlin leihbar.

In der letzteren Arbeit wird die Kärmansche Methode für das 
Beispiel von Hiemenz numerisch durchgeführt. Erwähnt sei noch 
die handschriftliche Dissertation von

W. Tollmien, Zeitliche Entwicklung der laminaren Grenz­
schichten am rotierenden Zylinder, 19242).

Eine Weiterführung dieser Arbeit ist in Aussicht genommen.
Von experimentellen Untersuchungen über das Verhalten der 

Grenzschichten sind hier vor allem die Arbeiten von Professor 
J. M. Burgers und seinem Schüler B. J. van der Hegge Zynen 
über die Strömung in unmittelbarer Nähe von glatten ebenen, längs- 
beströmten Platten zu erwähnen, vgl.:

Burgers und v. d. Hegge Zynen, Verhandl. d. Akad. v.
Wetensch. Amsterdam, 1. sect. Deel XIII No. 3, 1924;

Burgers, Proc. of the I. Internat. Congr. f. applied me- 
chanics, Delft 1924, S. 113;

v. d. Hegge Zynen, Thesis, Delft 1924.
Bezüglich der experimentellen Feststellungen über die Beein­

flussung der Grenzschichten durch Mitbewegung der Wand mit der 
Strömung (rotierende Zylinder) und durch Absaugung von Flüssig­
keit nach dem Körperinnern entsprechend Abb. 11 und 12 der hier 
beigefügten Tafel sei auf folgende neuere Arbeiten verwiesen:

J. Ackeret, Neuere Untersuchungen der Aerodynamischen 
Versuchsanstalt. ZFM 1925, S. 44.
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A. Betz. Der Magnuseffekt, die Grundlage der Flettner- 
walze. Z.d.V.D.I. 1925, S. 9.

J. Ackeret, Grenzschichtabsaugung. Z.d.V.D.I. 1926,S. 1153.
0. Schrenk, Versuche an einer Kugel mit Grenzschicht­

absaugung. ZFM 1926, S. 366.

II.
Was die Tragflügeltheorie betrifft, so sind zunächst in Er­

gänzung der in den Abhandlungen selbst angegebenen Literatur 
noch einige Arbeiten zu erwähnen, die im Kriege von der Flugzeug­
meisterei als geheim erklärt worden sind. Hierher gehören die S. 34 
der I. Mitteilung erwähnten Arbeiten von Betz und Munk, die 
in den Technischen Berichten, herausgegeben von der Flugzeug­
meisterei (T.B.), abgedruckt sind. Es sind dies:

A. Betz, Einfluß der Spannweite und Flächenbelastung auf 
die Luftkräfte von Tragflächen. T.B. I, S. 98.

M. Munk, Spannweite und Luftwiderstand. T.B. I, S. 199.
M. Munk, Modellmessung an drei Tragflächen verschiedener 

Spannweite. T.B. I, S. 203.
Die erste bringt die Umrechnungsformeln für Eindecker, die zweite 
erläutert die Bedeutung der Umrechnungsformeln, die dritte bringt 
den experimentellen Beweis dazu.

Auf die Theorie der Doppeldecker beziehen sich die Arbeiten:
A. Betz, Berechnung der Luftkräfte auf eine Doppeldecker­

zelle aus den entsprechenden Werten für Eindecker­
tragflächen. T.B. I, S. 103. (Zusammenstellung der For­
meln auf Grund des „Hufeisenwirbels“.)

M. Munk, Beitrag zur Aerodynamik der Flugzeugtragorgane.
T.B. II, S. 187. (Vergleich mit Versuchsergebnissen.)

L. Prandtl, Der induzierte Widerstand von Mehrdeckern. 
T.B. 111 S. 309, abgedruckt in „Ergebnisse“ II. Lief., S. 9. 
(Formeln auf Grund der elliptischen Auftriebsverteilung.) 

Eine Zusammenfassung der damaligen Kenntnisse stellt der Vor­
trag auf der Hamburger Versammlung der Wissenschaftlichen Ge­
sellschaft für Luftfahrt (April 1918) dar:

L. Prandtl, Tragflächenauftrieb und -widerstand in der 
Theorie, abgedruckt im Jahrbuch VI der Wiss. Ges. f. 
Luftfahrt, Berlin 1920, bei Springer.

Hier mag auch erwähnt werden, daß, wie uns erst 1926 be­
kannt wurde, von Lanchester in England während des Krieges 
ein Fortschritt, der parallel mit dem unsrigen ging, erzielt wurde. 
In seinem Buche:
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The Flying Machine. Two Papers: The Aeröfoil and the 
Screw Propeller, London 1915 (Sonderdruck aus den Pro- 
ceedings of the Institution of automobile engineers Bd. IX), 

findet er für den induzierten Widerstand des Eindeckers eine mit 
Gl. (25), S. 32 identische Beziehung; unsere Umrechnungsformeln 
finden sich aber nicht bei ihm.

Die Weiterführung der Tragflügeltheorie über den Stand der 
hier wiedergegebenen beiden Abhandlungen hinaus betraf zunächst 
die in Nr. 13 der I. Mitteilung erwähnte „Zweite Aufgabe“ (Be­
rechnung der Auftriebsverteilung für gegebene Gestalt des Flügels). 
Mit ihr befaßt sich die Göttinger Dissertation von

A. Betz, Beiträge zur Tragflügeltheorie, mit besonderer 
Berücksichtigung des einfachen rechteckigen Flügels, 
München 1919 (Auszug in Beiheft 2 der ZFM 1920, S. 1); 

ferner die Abhandlungen von
R. Fuchs, Beiträge zur Prandtischen Tragflügeltheorie. 

ZAMM 1921, S. 106;
E. Trefftz, Zur Prandtischen Tragflügeltheorie. Math. Ann. 

82 (1921), Heft 3/4.
Vgl. auch die zusammenfassenden Darstellungen von E. Trefftz 
in der ZAMM 1921, S. 206, und in den „Innsbrucker Vorträgen“, 
S. 34. Mit den Verhältnissen im Kurvenflug befaßt sich die Disser­
tation von

C. Wieselsberger, Zur Theorie des Tragflügels bei ge­
krümmter Flugbahn, 1922 x) (Auszug in der ZAMM 1922, 
S. 325).

Der Eindecker mit Scheiben an den Flügelenden ist von F. Nagel 
berechnet, vgl. „Ergebnisse“ III. Lieferung, S. 17; Experimente dazu 
ebenda S. 95.

Die Ausführungen über Berichtigung von Versuchsergebnissen 
wegen des. endlichen Luftstromquerschnitts (Nr. 10 u. 11 der II. Mitt.) 
sind durch Berechnung der Verhältnisse im rechteckigen Kanal 
ergänzt von

H. Glauert: The Interference of Wind Channel Walls on 
the Aerodynamic Characteristics of an Aerofoil. Reports 
and Memoranda of The Aeronautical Research Committee, 
Nr. 867, London 1923.

Bezüglich der weiteren experimentellen Prüfung der Theorie sei 
verwiesen auf:

„Ergebnisse“, I. Lief. (1920), S. 50, und II. Lief. (1923), S. 17, 
35 u. 41 (Sämtliche Beiträge von C. Wieselsberger);

1) Vgl. Fußnote 2, S. 94.
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„Innsbrucker Vorträge 1922“, S. 47 (C. Wieselsberger):
H. Glauert, Experimental tests of the vortex theory of 

aerofoils. Technical Report of the Aeronautical Re­
search Committee 1923/24, Vol. 1, S. 169 (Reports u. Me­
moranda, Nr. 889);

A. Fage u. EL L. Nixon, The prediction on the Prandtl 
theory of the lift and drag for infinite span from mea- 
surements on aerofoils of finite span. Ebenda S. 183 
(Reports u. Memoranda, Nr. 903).

Die am Schluß der II. Mitteilung angekündigte Verfeinerung 
der Theorie durch Übergang von der tragenden Linie zur tragenden 
Fläche ist in der Zwischenzeit ebenfalls im wesentlichen durch­
geführt; es sei hier auf folgende Arbeiten verwiesen:

W. Birnb aum f, Das ebene Problem des schlagenden Flügels. 
Handschriftl. Diss. 1922J), Auszug in zwei Aufsätzen in 
der ZAMM 1923, S. 290 und 1924, S. 277;

H. Bienek, Der Eindecker als tragende Wirbelfläche. Hand­
schriftl. Diss. 1923 Auszug in der ZAMM 1925, S. 36;

N. K. Bose, Über das Doppeldeckerproblem. Handschriftl. 
Diss. 1923 x), Auszug in der ZAMM 1927, S. 1.

Die Birnbaum sehe Arbeit enthält zunächst eine Formulierung 
für die Auftriebsverteilungen, denen in erster Näherung Profilformen 
mit einer Funktion 1., 2. und 3. Grades als Gleichung entsprechen 
(gerade Platte, flach gewölbte und flach S-förmige Platte), durch 
deren Superposition beliebige Profile angenähert werden können, 
und macht davon Anwendung auf langsam mit kleiner Amplitude 
schlagende unendlich lange Flügel; Blenk berechnet neben dem 
geraden Eindecker den mit Pfeilform und den seitlich schiebenden 
Eindecker; Bose behandelt vor allem die Wölbungseinflüsse bei 
der gegenseitigen Einwirkung der beiden Flügel eines Doppel­
deckers; bezüglich des ersteren Aufgabenkreises sei noch auf den 
Vortrag von Prandtl: Über die Entstehung von Wirbeln in der 
idealen Flüssigkeit, „Innsbrucker Vorträge“, S. 18, verwiesen, be­
züglich der experimentellen Prüfung der letzteren Arbeit auf 
„Ergebnisse“ III. Lief., S. 9.

Als weitere Arbeit auf diesem Gebiet muß noch die folgende 
unabhängig von den soeben genannten Göttinger Arbeiten ent­
standene Dissertation der Technischen Hochschule Berlin erwähnt 
werden:

H. Wagner, Über die Entstehung des dynamischen Auftriebs

1) Vgl. Fußnote 2, S. 94.
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von Tragflügeln, 1924 (Auszug in der ZAMM 1925, 
S. 17),

in der die nichtstationären Vorgänge beim Bewegungsbeginn aus 
der Ruhe heraus behandelt werden.

Das Doppeldeckerproblem wird in einer anderen Art be­
handelt von

B. Eck, Neuartige Berechnung der aerodynamischen Eigen­
schaften eines Doppeldeckers. ZFM 1925, S. 183.

III.
Im Zusammenhang mit der hier abgedruckten Doppelabhandlung 

über Sehraubenpropeller seien zunächst zwei Arbeiten angeführt, 
deren Entstehung zwar zeitlich früher liegt (wenn auch die zweite 
davon erst später veröffentlicht wurde), die aber sehr ähnliche 
Probleme wie die hier wiedergegebenen behandeln:

H. Pöttinger, Neue Grundlagen für die theoretische und 
experimentelle Behandlung des Propellerproblemes. Jahrb. 
d. schiffbautechn. Ges. Bd. 19 (1918), S. 385;

A. Betz, Eine Erweiterung der Schraubenstrahltheorie. ZFM 
1920, S. 105.

Föttinger untersucht das Strömungsfeld in der Umgebung eines 
Propellers. Er nimmt dabei die Zirkulation längs der Propeller­
flügel als konstant an, so daß von den Flügelspitzen und von der 
Nabe konzentrierte Wirbel ausgehen. Betz behandelt in seiner 
Arbeit den Propeller mit unendlich dicht stehenden Flügeln bei 
vernachlässigbar kleiner Kontraktion.

Im übrigen ist der Inhalt der hier abgedruckten Arbeit in der 
Zwischenzeit nach verschiedenen Richtungen hin erweitert worden. 
Einerseits wurde der Hauptgedanke, welcher zu einer Aussage über 
die Strömung im Schraubenstrahl führt, auch auf Propeller mit 
endlicher Belastung (merklicher Kontraktion) ausgedehnt. Eine 
Darstellung in dieser allgemeineren Form ist in dem Artikel von 

A. Betz, Tragflügel und hydraulische Maschinen. Handbuch 
der Physik Bd. VII, S. 257 u. f.

gegeben. Andererseits wurden von verschiedenen Verfassern die 
Vorgänge beim Propeller teils von etwas anderem Standpunkte 
aus behandelt, teils die Ergebnisse in eine für die praktische Ver­
wendung bequemere Form gebracht und teils durch Einbeziehung 
der Verluste am Flügelblatt (Profilwiderstand) ergänzt. Es sind 
dies hauptsächlich folgende Arbeiten:

H. B. Helmbold, Zur Aerodynamik der Treibschraube. 
ZFM 1924, S. 150;
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H. B. Helmbold, Die Betz-Prandtlsche Wirbeltheorie der 
Treibschraube und ihre Ausgestaltung zum technischen 
Berechnungsverfahren. Werft, Reederei, Hafen 1926, 
S. 565 u. 588;

H. B. Helmbold, Eine Näherungslösung des Problems der 
wirtschaftlichen Luftschraube. ZEM 1927, S. 13;

E. M o e 11 e r, Im offenen Eliissigkeitsstrom arbeitende Flügel­
räder. Z.d.V.D.I. 1924, S. 675;

E. Pistolesi, Neue Ansätze und Ausführungen zur Theorie 
der Luftschrauben. „Innsbrucker Vorträge“, S. 67;

Th. Bienen und Th. v. Karman, Zur Theorie der Luft­
schrauben. Z.d.V.D.I. 1924, S. 1237;

Th. Bienen, Die günstigste Schubverteilung für die Luft­
schraube bei Berücksichtigung des Profilwiderstandes. 
ZEM 1925, S. 209 u. 221 und 1926, S. 4;

Th. Bienen, Die rechnerische Ermittlung der Schubver­
teilung und des Wirkungsgrades für ausgeführte Luft­
schrauben bei beliebigen Betriebszuständen. ZEM 1926. 
S. 485.

Die Arbeiten von Helmbold und von Moeller bringen in 
der Hauptsache Umformungen der hier wiedergegebenen Ergebnisse 
für den praktischen Gebrauch. Dabei wird auch der Verlust an 
den Flügeln (der Profilwiderstand) mit in Rechnung gezogen. In 
der zweiten Helmb oldschen Arbeit (in Werft, Reederei, Hafen) 
wird außerdem für stark belastete Schrauben der mit der Strahl­
drehung verbundene Unterdrück im Strahlinnern berücksichtigt.

Pistolesi berechnet die Änderungen von Schub und Dreh­
moment unter dem Einfluß der Störungsgeschwindigkeiten und ge­
langt unter Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung zu 
ganz ähnlichen einfachen Formeln, wie sie in der Tragflügeltheorie 
den Einfluß des Seitenverhältnisses zum Ausdruck bringen. An­
stelle des Seitenverhältnisses tritt dabei das Verhältnis von Blatt­
breite zu Radius.

Bienen und v. K ä r m ä n berücksichtigen in ihrer Arbeit 
näherungsweise sowohl den Einfluß der Drehung wie auch den des 
Profilwiderstandes. Sie ermitteln eine günstigste Schubverteilung 
und die dazu erforderliche Flügelform. Die daran anschließenden 
Arbeiten von Bienen allein befassen sich noch ausführlicher mit 
der günstigsten Schubverteilung bei Berücksichtigung des Profil­
widerstandes.

Über die praktische Anwendung und experimentelle Prüfung 
der Theorie ist hauptsächlich in dem Vortrag von
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F. Horn, Versuche mit Tragflügel-Schiffschrauben. Jahrb. 
d. schiffbautechn. Ges. Bd. 28 (1927), S. 342,

Material enthalten.

IV.
An zusammenfassenden Darstellungen mögen noch erwähnt 

werden:
L. Prandtl, Applications of modern Hydrodynamics to 

Aeronautics. Report 116, National Advisory Committee 
for Aeronautics, Washington 1921 ;

R. Puchs und L. Hopf, Aerodynamik (Bd. II des Hand­
buchs der Plugzeugbaukunde, herausgeg. von P. Wagen­
führ), Berlin 1922 bei R. C. Schmidt u. Co.;

Maurice Roy, Theorie des surfaces portantes. Scientia, 
Phys. Math. No. 39, Paris 1922;

R. Glauert, The Elements of Aerofoil and Airscrew theory. 
Cambridge 1926.

Perner Beiträge von
L. Hopf, „Zähe Flüssigkeiten“ (besond. S. 121 u. f.) und
A. Betz, „Tragflügel und hydraulische Maschinen“ 

in Bd. VII des Handbuchs der Physik, herausgeg. von Geiger und 
Scheel, Berlin 1927 bei Springer.

Auf die folgenden mehr oder weniger populären Darstellungen 
mag ebenfalls hingewiesen werden:

A. Betz, Einführung in die Theorie der Flugzeugtragflügel. 
Die Naturwissenschaften 1918, S. 557;

L. Prandtl, Die neueren Fortschritte der flugtechnischen 
Strömungslehre. Z.d.V.D.I. 1921, S. 959;

A. Betz, Die Vorgänge beim Sehraubenpropeller. Die Natur­
wissenschaften 1921, S. 309;

L. Prandtl, Magnuseffekt und Windkraftschiff. Die Natur­
wissenschaften 1925, S. 93;

J. Ackeret, Das Rotorschiff und seine physikalischen Grund­
lagen. Göttingen 1925, bei Vandenhoeck und Ruprecht;

J. A ckeret, Grenzschichtabsaugung. Z.d.V.D.I. 1926,S. 1153;
A. Betz, Wirbelschichten und ihre Bedeutung für die Strö­

mungsvorgänge. Die Naturwissenschaften 1926, S. 1228;
L. Prandtl, Beitrag „Strömende Bewegung der Flüssig­

keiten und Gase“ in Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik, 
Bd. I, 11. Aufl. (in Vorbereitung).





Über Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung.L. Prandtl.
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