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0D TLOMACZA.

Profesor E. Pascal jest autorem cennych, wydanych nakla-
dem zasluzZonej firmy medyolanskiej Ulrico Hoepli podreczni-
kow matematyki wyzszej, ktore szybko pozyskaty sobie uznanie
w literaturze matematycznej. Jego lekcye Rachunkow: rozniczko-
wego, calkowego. waryacyjnego i rdznicowego wydane zosta-
przed "kilkoma laty 1w przekladzie polskim; ,Rachunek warya-
cyjny“ wydano Swiezo w przekladzie niemieckim, a ,Reperto-
ryum* niniejsze, ktd.ego tom [ oddajemy do uzZytku czytelnikow
polskich, ma wyjs¢ niezadlugo i po niemiecku.

W przedmowie, ktora ponizej dajemy. autor wyjasnia cel
1 zadanie swej pracy. W uznaniu jej zalet i w przekonaniu., Ze
przynie$¢ ona moze pozytek naszej mlodziezy, podjeliSmy ten
przeklad, kierowani nadto przeswiadczeniem, zZe 1w naszej lite-
raturze, tak niezasobnej dotad w dziela, podwiecone wyzszym cze-
Sciom matematyki, ksiazka podobna do niniejszej moze byc¢ poza-
danym nabytkiem.

Stan obecny literatury matematycznej polskiej, zwlaszcza
w dziedzinie wykladowej — mimo pewnego ozywienia w ostat-
niej dobie —, daleki bardzo od stanu tejze literatury w innych
krajach, potrzebom naglacym mlodziezy naszej bynajmniej nie
czyni zado$é. W wielu dziedzinach matematyki wyzszej nie posia-
damy dotad wcale podrecznikdw, a brak ten odbija sie niekorzyst-
nie i na.rozwoju jezyka naukowego polskiego; rozwoj ten bowiem
—nawet obok Zywego slowa wykladowego—trudnym sie staje bez



X1

utrwalenta mysli naukowej w postaci wykladu ksiazkowego we
wszystkich przedmiotach, nad ktéremi pracuje matematyka nowo-
czesna. Otdz w ksiazce tej, obejmujacej w treSciwym zarysie
najwazniejsze dobytki nauki. czytelnik znajdzie wyrazone w mo-
wie ojezystej niejedno w tych jej dzialach. o ktorych w ksiaz-
kach matematycznych polskich dotad wcale nie pisano.

W porozumieniu z autorem uzupetniliémy przektad licznemi
dopelnieniami oraz wskazdwkami bibliograficznemi, odnoszacemi
sie do literatury matematycznej polskiej.

Pragniemy, aby ta ksiazka mogla sta¢ sie pozytecznym prze-
wodnikiem dla miodziezy naszej w studvach nad nauka. ,z ktorej
. poczatkowa tylko znajomoscia, jak stusznie méwi Jan Snia-
decki, zaden kraj ani do jej pozytkdw nie trafi, ani do rzedu
naroddw gruntownie uczonych nigdy naleze¢ nie bedzie.“

S. D.

PRZEDMOWA AUTORA.

Celem tej ksiazki jest podanie na mozliwie niewielkiej prze-
strzeni zarysu prawie wszystkich gldwnych teoryj matematyki no-
woczesnej, a mianowicie z kazdej teoryi tyle tylko, aby czytelnik
mogl sie w niej zoryentowac iznales¢ zarazem wskazdéwki, do
jakich dziel ma sie zwrOcié, jezeli pragnie szczegodlowiej ja poznadé.

Dla studenta ksigzka niniejsza ma by¢ rodzajem vadem e-
cum, w ktérem znajdzie on treSciwie zestawione wszystkie po-
jecia i rezultaty, ktére w czasie swych studyéw przyswoil sobie
lub zamierzat przyswoi¢. W bledzie bylby ten, ktoby mniemat
ze zadaniem naszem bylo ufozenie encyklopedyi matematycz-
nej; praca podobna przekraczataby sily nasze i nie godzitaby sie
z rozmiarami tej ksiazki. Dajemy w niej tylko skromne repertoryum,
ktore, jak $miemy mniemad, przyniesé moze skromny pozytek stu-
dyujacym matematyke.
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Porzadek. jakiego trzymaliSmy sie w ukladzie réznych czesci
kazdej teoryi jest wszedzie mniej wiecej taki: najprzid podajemy
definicye i pojecia zasadnicze: potem przytaczamy (bez dowod(w)
twierdzenia i wzory oraz zwiazki. zachodzace pomiedzy utwo-
rami 1 wielkodciami, wprowadzonemi przez definicye zasadnicze:
wreszcie podajemy krotky bibliografie prac. odnoszacych sie do
danej teorvi.

Nie mogac dac wszystkiego. ograniczamy sie wielckrotnie na
rzeczach najwazniejszych. Trudnosci wyboru byty tu liczne i nie-
male i nie zawsze udalo sie nam pokonad je szczesliwie: dla tego
tez oSmielamy sie prosi¢ o poblazliwose w sadzeniu szezegdlow tej
pracy.

Z dziel pokrewnych tego rodzaju istnieja nastepujace:
Laska ,Sammlung von Formeln der reinen und angewandten
Mathematik® (trzy czedci, Brundwik, 1888, 188¢, 1604), Hagen
»Synopsis der hoheren Mathematik® (2 czeéci, Berlin 163, 1894),
wreszcie wychodzace obecnie pod redakcya H. Burkhardta
i W.Fr. Meyera dzielo zbiorowe p. t. ,,Encyclopaedie der ma-
thematischen Wissenschatten® (Lipsk od r. 1898). Lecz pierwsza
z tych ksiazek jest wladciwie tylko niezbyt obszernym zbiorem
wzorow; druga, jakkolwiek obszerna i pelna cennych wiadomosci,
nie wydaje sie nam ulozona w ten sposob, aby mogta by¢ przy-
datng dlatych czytelnikéw, jakich mamy na mysli; trzecia wreszcie
majaca bycrozlegla encyklopedya matematyczng, podajacg wyczer-
pujace wiadomoéci o wszystkich teoryach specyalnych, bedzie
cenng bezwatpienia dla badaczy, ale ze wzgledu na rozmiary nie-
dostepna dla poczatkujacych zwlaszcza matematykow.

Erunesto Pascal.






ROZDZIAL 1L

TEORYE WSTEPNE.

§ L

Liczby niewymierne.

Dajmy, ze mamy dwie klasy liczb wymiernych: kla-
se A1 klase B, takie: 1¢ ze kazda liczba klasy A jest mniej-
sza od kazdej z liczb klasy B; 2° ze dawszy sobie liczbe ¢ do-
wolnie mata, mozemy zawszze znales¢ dwie liczby: jedne a
w klasie 4, druga b w klasie B, aby ich réznica b— a byla mniej-
sza od o, ale nieréwna zeru.

Takie dwie klasy 41 B okreslaja liczbe, ktdra moze albo
nalezeé do jednej tylko z tych klas, albo nie naleze¢ do zadnej
i by¢ wymierna;jezeli zas nie zachodzi zaden ztych dwuprzy-
padkéw, méwimy, ze d wie klasy A i B okreslaja liczbeg
niewymierns.

Liczba niewymierna przedstawia sig tym sposobem jako
liczba, oddzielajgca klasg 4 od klasy B, co oznaczaé bedziemy
w ten sposéb: a= (4, B).

Liczbg wymierng » nazywamy mmniejszg od liczby a,
jezeli w klasie 4 istnieja liczby wigksze od n; wigksza od q,
jezeli w klasie B istniejg liczby mniejsze od n..

Pascal. Rep. L



2 Rozdziat I. — § 1.

Dwie liczby niewymierne a, o’ nazywaja sie té wnemi,
jezeli kazda liczba wymierna mniejsza od a jest takze mniejsza od
o1 kazda liczba wymierna wieksza od o jest takze wieksza od o'.

Aby dwieliczby niewymierne a = (4, B),
o = (4, B), bylyrdwnemi, jest koniecznem i do-
statecznem, by kazda liczba klasy 4 byla mniej-
sza od jakiejkolwiek liczby klasy B'iaby kaz-
da liczba klasy A’ byla mniejsza od jakiejkol-
wiek liczby klasy B.

Abyliczbaabyla wiekszaodliczby o, jest
koniecznem i dostatecznem, by istnialta liczba
klasy 4, przewyzszajgca wszystkie liczby
klasy 4"

Liczba B nazywa sie suma dwu liczb a=(4, B), a'=(4', B'),
jezeli jest okreslong przez dwie klasy liczb, ktére otrzymaé mo-
zna, dodajac wszelkiemi mozliwemi sposobami wszystkie liczby
klasy 4 1 wszystkie liczby klasy B, a nastepnie wszystkie liczby
klasy B i wsaystkie liczby klasy B’. Piszemy to symbolicznie:

p=a-++a =4+ A" B+ B)

Jezeliliczby aia sgréwne toia—+ty, o-+y
bedg réwne tu y jestliczba, okreslong przy
pomocy klas, a4y i o'+ y zadsa okreslone jak
wyzej.

Réznica iiloczyn dwu lieczb, okreslonych za pomocs
klas, okreslamy w sposéb podobny do powyzszego; wykonywajac
te dzialania wszelkiemi mozliwemi sposobami na liczbach, two-
rzgeych klasy. W symbolach bedzie:

¢« —a=(4d— 4", B—B)
ad' = (4.4', B.B).

W dzieleniu dwu liczb niewymiernych o= (4, B,
o = (4/, 8') mozemy przyjac, ze obie liczby sg dodatnie, bo
gdy jedna lub obie sg ujemne, to dos¢ zmieni¢ znaki, ilorazowi
za$ nada¢ znak wedlug znanego prawidla dla liczb wymiernych.
Mozemy tedy przyja¢, ze wszystkie liczby klas 4, 55, 4, B’ ss
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dodatniz 1 rézne od zera: Dzielenie okreslamy za pomocs
symbolu:

L ( 4 B
o B - T) :

Podnoszenie do potegiiwycigganie pier-
wiastku mozna okresli¢ sposobem analogicznym, po okaza-
niu, ze nowe okreslenia nie sa w niezgodzie z danem juz okre-
sleniem iloczynu. W symbolach bedzie:

n

at = (4".B'): Va=(V 4, } B)

Przejdzmy do wykladnika niewymiernego. Niechsj
% bedzie liczba jakakolwiek. a zas liczbg niewymierng:
a=(d, B). Liczbe, okreslong za pomocg dwu klas, ktére two-
rzymy, podnoszac n do poteg, wskazanych przez wszystkie liczby
dwu klas 41 B. nazywaé bedziemy potegg a— tg liczby =
w symbolach bedzie:

n* = (ni, nf). jezelin > 1.,

n* = (nf. nt), jezelin < 1.

‘Wlasnoscl zasadnicze liczb wymiernych 1 dzialan na nich
wykonywanych pozostaja, na podstawie nowych okreslen, nie-
zmiennemni.

Og6t wszystkich Lezb wymiernych i niewymiernych two-
rzy obszar liczb rzeczywistych.

Sa trzy gléwrne teorye liczb niewymiernych: Dedekinda
{Stetigkeit und irrationale Zahlen, Brunswik 1872,1892), Weie r-
strassa (patrz K ossak, Die Elemente der Arithmetik, Beilin
1872, i nizej cytowang pracg Pincherlego)iG. Cantora
(wylozona np, w dziele Stolza, Vorlesungen tiber allge-
meine Arithmetik I, § VII).

Rozprawy o teoryi liezb niewymiernych wymieniamy nastgpujace:
G. Cantor (Mathem, Annalen, V; Acta mathem, IT), Hein e (Journ.
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Crelle LXXIV), Pincherle (Giornale di matem. XVIII) Dini,
Fondamenti par la teorica delle funzioni di variabili reali, Piza, 1878,
przeklad niemiecki Lurotha i Schepsa (Lipsk 1892): Pasch
Differentialrechnung, 1882, Ricci (Istituto Veneto, 1893, Giorn. di
mat, 1897); Betazzi (Periodico di matem. 1888, Teoria delle gran-
dezze, Piza 1890); Dubois-Reymond Functionentheorie, Ty-
binga 1882, przeklad francuski Milhauda, Paryz 1887; T an-
nery, Introduction a la théorie des fonctions, Paryz 1886; B a c¢h-
m ann, Irrationalzahlen, 1892, Biermann, Elemente der hoheren
Mathematik 1895). Jasny wyklad teoryi mozna tez znalezé w dziele:
Capelli-Garbieri, Analysis algebr , Padwa 1886,

Liczby niewymierne dziels sig na dwie kategorye: do pier-
wszej nalezg liczby, zwane algebraicznemi, ktére sa
pierwiastkami rzeczywistemi réwnan o spélczynnikach calko
w 1t ych; do drugiej liczby niealgebraiczne lub prze-
stepmne. Liczbami drugiej kategoryi sa np liczba = 1 liczba e.
Istnienie liczb przestepnych wykazal po raz pierwszy Liou-~
ville, nastepnie G Cantor. Patrz nizej rozdzial XXT.

Vsl

2.

Liczby zespolone.

Jezeli wprowadzimy jednostke urojong ¢, okreslo-
ng za pomocg wzort *=—1, to liczbg zespolong be-
dzie liczba postaci a - 44, gdzie a i b s liczbami rzeczywistemi;
a nazywasle czgscig rzeczywista tej liczby, b—spdl-
czynnikiem czesciurojonej.

Dla zachowania prawidel zasadniczych rachunku nalezy
przyjaec, ze:

Dwie liczby zespolone sa rdwne wtedy
i1 tylko wtedy, gdy oddzielnie sgrédwnemiich
czgscl rzeczywiste 1 czgs$ciurojone. Liczba
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zespolona jest zerem wtedy tylko, gdy od-
dzielnie jest zerem jej cze$é¢ rzeczywista
i1czeséurojona.

Liczby zespolone dodajemyiodejmujemy.
dodajagciodejmujac oddzielnie ichczgéct rze-
czywisteiurojone.

Liczba a—ib nazywa si¢ sprzezong wzgledem liczby
a - .

Suma dwu liczb zespolonych sprzgzonych
jest liczbg rzeczywistag. Iloczyn dwu liczb
zespolonych sprzezonych jest liczba rzeczywi-
st a, ktérg nazywamy kwadratem modulu lub norma licz-
by zespolonej.

Liczbe zespolona mozna przedstawié w postaci trygo-
metrycznej g (cosa-¢sin a), gdzie g jest modulem,
ktéry mozna uwazaé zawsze za liczbe rzeczywisty dodatnia,
a zas nazywa sie argumentem.

Liczby zespolone mozna przedstawié geometrycznie za po-
mocs punktéw plaszezyzny w ten sposéb, ze liczbie zespolonej
a 40 odpowiada punkt P o odecietej a 1rzednej b w prostokat-
nym ukladzie spélrzednych (G auss, Werke IT, str. 171, III,
str, 6). Wtedy modul o wyraza odleglos¢ punktu I’ od poczatku
O spblrzednych. argument zas a jest katem, ktéry prosta OF
tworzy z osig odcietych.

Modul sumy dwu liczb zespolonych jest
mniejszy od sumy a wiekszy od réznicy ich
moduldw.

Moduliloczynulub ilorazujest réwny ilo-
czynowilubilorazowimoduldw.

Argumentiloczynulubilorazu réwna sig
sumie lub odpowiedniordznicy argumentéw.

Potege n-ty (n—liczba calkowita)liczby zespolo
nej, wyrazone] w postaci trygometrycznej,
otrzymujemy, podnoszgc do potegl ntej modul
imnozgc argument przez liczbe n (wzér Moi-
vre'a).
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Dla liczby n wymiernej ulamkowe], po-
staci _pl—’ potega m-ta licbzy zespolonej
y 5
o (cosa-tisina) jest rowna:

p

o ? (cos iq)_ (@ + 2km) ~+ i sin —g— (a + 27m))

gdziel jest jakakolwiek liczbgcalkowita do-
datnia. Wyrazenie to ma tylkoskonczong licz-
be réznych wartosci, a mianowicic ¢ wartosci, kto-
re otrzymujemy, ktadac za k liczby 0, 1,2, .. ¢—1.
Jezeli m jest liczbg niewymierna, okreslong
przezdwie klasy 4, B, t.j. gdy n=(4, B), wtedy modu-
lem n-tej potegi liczby zespolonej bedzie o"=(4". B")
(patrz § 1), jej argumentem zas$ bedzie liczba okre-
slona przez dwie klasy (liczb w ogdle niewymiernych).

(.4 (a+2%a), Bla-+t2kn)

gdzie jak zwykle & jest liczba calkowita dowolna.
W tym przypadku rozwiazan jest nieskonczenie wiele.
Rozwigzanie, odpowiadajace takiej wartosci liczby %, ze a2kn
zawiera sie¢ pomiedzy —m 1 -+, nazywa sie rozwigzaniem
gléwnem

Co do okreslenia wykladnika ilogarytmdéw zespolonych
patrz Rozdzial XTIL

Przy pomocy przedstawienia geometrycznego liczb zespo-
lonych mozna na liczbach tych wykonywaé geometrycznie dzia-
lania zasadnicze. Jezeli 41 A’ sa punkty plaszczyzny,
przedstawiajgce dwieliczby zespolone, to dlaotrzy-
maniaich sumy kreslimy réwnolegltobok o bokach
04 i 04’ (O jest poczatkiem spdlrzednych); wiers-
cholek tego réwnolegloboku, przeciwlegly wierz-
chotkowi O, przedstawia sume liczb zespolonych.

Réznice wykreslamy za pomocs podobnej kon-
strukcyl, zastesowanejnie dopunktdw 41 4’,leczdo
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punktu 4 1 do punktu symetrycznego wzgledem
punktu 4’ w odniesieniu do punktu O.

Dla utworzenia iloczynudwuliczb zespolonych
przedstawionych przez punkty 4 i 4’| bierzemy
na o0si rzeczywistej, t. j. na osiodcietych, punkt 1
1 kreslimy tréjkat 041, potem tréjkat do niego podo-
bny OA’P taki, ze gdy obrécimy go okolopunktu O
az do zlaniasie boku 04’z bokiem 01, to bok P4’ sta-
niesig réwnoleglym do boku A41. Wtedy punkt P
przedstawiac¢ bedzieiloczynliczbzespolonych.

Nakoniec iloraz dwuliczb zespolonych, przed-
stawionych przez punkty 414, tworzymy za pomo-
ca nastepujace] konstrukcyi: Kreslimy tréjkat
04l i na 04 bierzemy odcinekréwny 04 z punktu
koncowego K tego odcinka prowadzimy prostg ro-
wnolegla do Jl, ktéra spotyka prosts Ol w punkecie
Q, obracamy tr6jkat OKQ okolo punktu 0, pdéki OK
nie zejdzie sie z O4'; polozenie, ktére zajmie wtedy
punkt @ bedzie punktem zgdanym, przedstawiajg-
cym iloraz liczby 4’ przez liczbe 4.

Z przedstawicniem geometrycznem liczb zespolonych wia-
ze sig rachunek, zwany rachunkiem ekwipolencyj.

Najwazniejszemi pracami o tej teoryi (précz cytowanych juz prac
Gaussa) sa: Wessel C., Essai sur la théorie analytique de la
direction (1799, przedruk w 1897). Argand, Essaisur la maniére
de représenter les quantités imaginaires 1806, (przedruk w Paryzu
1874). Mourey, Vraie théorie des quantités imaginaires, 1828,
przedruk w1861, Cauchy, Mémoires sur les quantités géomé-
triques, Exercices d'Analyse, IV. Bellavitis, Sul calcolo delle
equipollenze 1833—1834 (lista tych prac znajduje si¢ w cytowanej
nizej ksiazee Laisanta). Hankel Theorie der complexen Zahlen-
systeme, Lipsk 1867 (poréw. Hertz i Dickstein, Teorya liczb
ogolnych, w Pamigtniku Towarzystwa Nauk $cistych w Paryzu, t. VII,
1875). Hoiiel, Théorié des quantités complexes, Paryz 1874, Lai-
sant, Théorie et applications des equipollences, Paryz 1887. Taun-
n ery,Introduction ete. (patrz§1). Stolz,Vorl.ub, Arithm.t. IIipatrz §1).
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§ 3.

Kwaterniony.

Jedno z uogdlnien teoryi liczb zespolonych stanowi rachu-
nek tak zwanych kwaternionéw, w ktérym, précz jednostki
zwyczajnej liczb rzeczywistych, wprowadzamy jeszcze trzy jed-
nostki 4, 4g, 4, 1 tworzymy wyrazenie:

g 2y ay 45 ay 4 ag.

Pragnac zachowaé¢ wlasnosé ogélng, ze iloczyn dwu kwa-

ternionéw jest kwaternionem, musimy przyja¢, ze iloczyn dwu

Jednostek daje si¢ wyrazié liniowo przez same jednostki. Przyj-
mujemy tedy, ze

W=—114=—1 = —1,
Yly == — lgly == 13, Tyly == — lgly == &y, Gl = — G403 = Iy.
Stad widaé juz. ze wlasnosé przemiennosel iloczynu nie utrzy-
muje sig w ogdlnosci dla tych nowych liczb. Gdy a,=a,=as,

kwaternion nazywa sie skalarem, gdy @, =0 nazywa sie
wektorem. Modulem kwaternionu jest liczba doda-

tnia rzeczywista Va 2+a,*+a,>=a,®. Liczba

ot Qy

A S — %
" Va, ”—|—a,‘~’—f—a32+ VL(12+a2"+a3 T Va2 d-a,2a,®

nazywa sie 0sig kwaternionu

Kazdykwaternion mozna przedstawié w posta-
el o (cos a+1sina) gdzie g jest modulem, a—argumen-
tem, 1—osig.

Kwaternion o (cos a--1 sin a) nazywa sl¢ sprzezonym
wzgledem kwaternionu g (cos a—{—l sin a).

Kwadrat osi réwna sig jednostce ujemnej.

Iloczyn dwu kwaternionéw sprzezonych réw-
na sig kwadratowi modutu.
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Iloczyndwu kwaterniondw, majagcych o$
wspélng, otrzymujemy, mnozac moduly i do-
dajgcargumenty. Wtym przypadku iloczyn
nie zalezy od porzgdkuczynnikéw.

Jezeli kwaterniony dane do mnozenia sg
réwne, otrzymujemy wzdér podobny do wzoru
Moivrea.

Kwaternion z=a,+4,a,-4,a, +%0;, czyni zadosé
réwnaniu

23 — (Bag*—a,*—ay®—as?) @ + 2a, (0,24 a,*+ a,*+Fa*) = 0.

Mozna pomysle¢ ogédlniej liczby zespolone o n jednostkach,
t. j. liczby postaci

a = ‘1'1a1 + 7-2(12 + ... + in-—lau-—l‘:'iﬂam

gdzie 4y, 4y . . . 4,1, 4, sa jednostkami.

Z literatury o liczbach zespolonych ogélniejszych i o kwaternionach
wymieniamy dzieta: Grassmann, Ausdehnungslehre (Szezecin 1862),
oraz Gesammelte Werke, Lipsk 1894, 1896; Hamilton, Lectures on
quaternjons Dublin 1853, Elements of quaternions, Londyn 1866, prze-
ktad niemiecki Glana, Lipsk1882: Hankel, Theorie der complexen
Zahlensysteme, Lipsk 1867. Tait. Quaternions 1882, wydanie fran-
cuskie 1884; Weierstrass (Gotting. Nachr. 1884), Schwarz, De-
dekind, Holder (tamze 1884, 1885, 1886): Berloty, Théorie des
quantités ccmplexes & 7 unités principales, 1886: Howu&l, Théorie des
quatern. 1874; Laisant, Introduction & la méthode des quatern., Pa-
ryz 1881: Stolz, Vorl iber Arith. IT, Lipsk 1886; Her tz, Pierwsze za-
sady kwaternionéw Hamiltona, Warszawa 1887; Dickstein, Pojecia
i metody matematyki, Warszawa 1891, str. 171 i nast
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VA

4.
Teorya grup punktowych (agregatow, zbiorow).

Ustaliwszy jednostke miary i oznaczywszy na prostej
(w ogdlnosci w jakiejkolwiek rozmaitosci jednowymiarowej)
punkt poczatkowy (zerowy), mozemy do kazdej rzeczywistej
wartosel pewnej ilosci zmiennej dobra¢é punkt prostej, i odwrot-
nie. Nieskonczonej lub skonczonej liczbie punktéw prostej od-
powiada¢ bedzie nieskonczona lub skonczona liczba wartoscl
zmieunnej. 1 odwrotnie. Ogét ten nieskonczonej i skonczonej
liczby punktéw tworzy tak nazwana grupe nieskonczonsg
lubskonczonag punktéw,jednowymiarowsg lub
liniowa. Jezeli zamiast jednej zmiennej rozwazamy dwie
zmienne 1 obrawszy uklad spélrzednych Descarte s’a, jak to
sie czyni w geometryi analitycznej, do kazdej pary wartosci obu
zmiennych dobierzemy odpowiadajacy jej punkt plaszezyzny, to
nieskonczonej lub skonczonej liczbie par wartosci zmiennych od-
powiada¢ bedzie grupa dwuwymiarowa nieskon-
czona lub skoniczona. W tenze sposéb mozemy okreslié
grupy o dowolnej liczbie 12 wymiaréw.

Punktem granicznym takie] grupy nazywa sie
punkt, w ktérego Lazdem dowolnie malem otoczenin istniejg
zawsze punkty nalezace do grupy.

Kazda grupanieskonczona punktdéw ma
zawsze przynajmniej jeden punkt graniczny.
Grupaskonczona niema wcale punktdw gra-
nicznych.

Jezeli grupa punktéw ma wigeej niz jeden punkt granicz-
ny,to ogdél tych punktéw tworzy grupe pocho-
dng. Podobnym sposobem otrzymacby mozna z niej 1 inne
grupy pochodne, jezeli pierwsza grupa pochodna jest
nieskonczonsg.

Przyktady: Grupa 1, , 1, 2,...ma jako punkt gla—

niczny punkt zero. Grupa, ktérej punkty sa tvpu — + T
I
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(n,m=1,28...), ma za punkty graniczne punkty typu
% , tworzace znowu grupe nieskonczons,.

Grupa punktdw wymiernych ma za pierw-
sza grupe pochodna ogdél wszystkich punktdw.

Kazda grupa pochodna zawiera w sobia
wszystkienastepne grupy pochodne.

Jezeli jedna z grup pochodnych jest skonczona, wtedy
przerywa sie szereg grup pochodnych i grupa pierwotna nazywa
sle grupa plerwszego gatunku W przeciwnym ra-
zle nazywa sie grupa drugiego gatunku.

Grupa nazywa sie zgeszczong lub wszedzie—ge-
sta w pewnym przedziale, jezeli w kazdym dowolnie malym
przedziale, zawartym w poprzednim, znajduje sie nieskonczenie
wiele jej punktow.

Dwie grupy nazywaja sie grupami réwnej mocy, je-
zell pomiedzy ich elementami mozna ustanowié odpowiedniosé
wzajemns 1 zupelna. Jezeli punkty grupy odpowiadaja w spo-
s6b jedyny i zupeiny punktom grupy, utworzonej z szeregu liczb
calkowitych 1, 2, 3 .. ., grupa nazywasi¢ odliczalna.

Jezeli pierwsza grupa pochodna grupy
liniowej punktéw jest odliczalnsg, to wszyst-
kie punkty grupy dajasie zawrzeé¢ w odciu-
kach, ktérychsume mozna unczynié dowolnie
matlas.

Grupa nazywa sig dosk onala, jezeli zlewa sig ze swojg
plerwsza grupa pochodna, a wiec ize wszystkiemi nastepnemi
grupami pochodnemi

Powyisze pojecia naleza do pierwszych w teoryi grup. Teoryg
te utworzyl . Cantour (Math. Ann. V, str. 128, 1872, Crelle,
LXXVIIL, str. 258, LXXXTIV, str. 242, Acta math. IT, IV, V). W przed-
miocie tym ogloszono liczne prace. jak to mozna widzie¢ z artykuléw
Vivanti ego: ,Notice historique sur la théorie des ensembles®
(Biblioth. math. VI, 1892, str. 9) i STeoria degli agregati (Rivista di
matematica, IIT, 1893, str. 189). Borel. Théorie des fonctions, 1898.
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D

§ 5.
Pojecie ogdlne funkeyi.

Jezeli pomyslimy zmienng y, zwiazana z inng zmien-
ng z w ten sposéb, iz nadawszy na x pewns wartose, zawartg
w ustalonym przedziale lub, ogdlniej, zawarta w oznaczonej gru-
ple nieskonczenie wielu wartosci, otrzymujemy jedne okreslong
wartosé na y, méwimy, ze y jest funkcya zmiennej
w i)rzedziale lub grupie okreslonej. Zmienna o
nazywa si¢ zmilenng niezalezna. Podobna definicye
utworzyé mozna dla funkey: y, zaleznej od wigkszej liczby
zmiennych a,, Z, . ..

Funkcya y zmiennej x nadaje sig do przedst a-
wienia analitycznego, wtedy, jezeli mozna ustanowic
uklad dzialan analitycznych, ktére nalezy wykonaé¢ juz to na
samej zmiennej », juz to rownoczescie na zmiennych 1y, aby
wybrawszy pewny wartos¢ na x i wykonawszy wskazane dziala-
nia, médz dojs¢ do wartosel y.

Funkcya y zmiennej x nadaje sie do przedstawie-
nia geometrycznego wtedy, gdy po przyjeciu » 1 y za
spolrzedne Descartes’a punktu na plaszezyznie, miejscem
geometrycznem punktu o spélrzednych « i y bedzie krzywa
w zwyklem znaczeniu tego wyrazu.

Przedstawienia analityczne moga by¢ dwojakie: wyrazne
iniewyrazne lub uwiklane. Przedstawienie analityczne
nazywa si¢ wyraznem wtedy, gdy, wskazane dzialania anality-
czne maja byé wykonane wprost na zmiennej x, a wykonawszy
je, otrzymujemy odrazu wartosé zmiennej y. Jezeli zas przyj-
miemy, ze mamy dang analitycznie funkeye dwu zmiennych z
1y, t. j. pewien uktad dzialan analitycznych, ktére nalezy wy-
konaé réwnoczesnie na obu zmiennych iy, 1 zZe szukamy tym
sposobem wszystkich par wartosci, dla ktdorych ta funkeya obu
zmiennych jest zerem, wtedy y mozna bedzie uwazaé w ogdle za
funkcye zmiennej x, lecz dang za pomocg réwnania, t. j.
niewyraznie.
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Jezeli funkeya nadaje sie do przedstawienia analitycznego
wyraznego, a symbole dziatan analitycznych, do tego przedsta-
wienia wchodzacych. nalezac tylko do pierwszych czterech dzia-
tan rachunku, oraz do potegowania z wyktadnikiem calkowitym,
sg w liczbie skoficzonej, wtedy funkcya nazywa sig wy-
miernas.

Najogdlniejszg postaciag funkecyl wymiernej
jednej zmiennej jest:

@y - 8 = aL? + a0 + L L
by + 0y + by7* 4 bg® - oL by

gdzie ¢, @, ...0y 0 ... sa stalemi.

Jezeli w przedstawieniu analitycznem funkcyl znajduje sig
symbol pierwiastkowania, zastosowany do zmiennej x lub do
funkeyl wymiernej tej zmiennej, wtedy funkeya nazywa sie

2Zmiewymierns.
‘ : Funkcya nazywa sie przestepna, jezeli do jej przed-

Ltawienia analitycznego wchodza symbole i innych dziatan,
précz wyzej wymienionych np. dzialanie lagorytmowe, dzia-
tanie wskazane przez funkcye zwane trygonometrycznemi i t. d.;
te dzialania wykonywaja sig albo na samej zmiennej z, albo
na jej funkeyi.

Jezeli y jest funkcya zmiennej 2, ta za$ zmienna 2 jest znowu
funkeya zmiennej #, wtedy y nazywa si¢ funkcyg zfozong
zmiennej 2 za posrednictwem funkeyi z. Podobng definicye
tworzymy dla przypadku, w ktérym y jest funkeys wigkszej
liczby zmiennych z, 25, 23, . . . , kazda zas$ znich jest znowu
funkecyg innych zmiennych.

Jezeli y jest funkcys zmiennej z, to zmienng & mozna uwa-
zaé za funkeye ilosci y; funkeya taka nazywa sig odwrotna.

Funkcys zmiennych oy, oy, . . . nazywa si¢ jedn orodna,
jezeli po pomnozeniu kazdej ze zmiennych przez ilosé nieokre-
slong ¢, t. j. po podstawieniu #%,, tLy, . - - zamiast Xy, Zg, - - .
wartos¢ funkeyi przy nowych argumentach bedzie rowna war-
tosei funkecyi przy argumentach pierwotnych, pomnozone]
przez pewnsg potege iloscit ... Wyraza tg wlasnosé wzor:

ilieises

fal. ueel.
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f (G, b2, o) = U %y, 29y - 00 ),

zachodzgcy dla jakiegokolwiek ¢ 1 dla kazdego ukladu wartosci
o, %y, . .. Liczba r nazywa sig stopniem jednorodnoseci.

Wyrazu funkeya uzywali pierwsi: Leibniz (Acta Erudito-
rum, 1692). Bernoulli (Mémoires de Paris. 1718), Euler (Introdue-
tio in analysin intinitorum, 1748).

Pomysl.oddzielenia pojecia funkeyi od pojecia jej przed-

stawienia analitycznego zawdzieczamy I.ejeune-Dirichle-
towi

6.

R

Funkcye catkowite i wymierne jednej zmiennej.

Niechaj beda dane dwie funkcye calkowite (wielomiany)
jednej zmiennej x, mianowicie F(x)1 f(a), plerwsza stopnia in,
druga stopnia % (i > n); mozna wyznaczyé jednoznacznie dwa
inne wielomiany, mianowicie Q(z) stopunia m—n 1 H(x) stopnia
mniejszego niz n, aby bylo toz tozsamosciowo:

F(x)y=7F(x) ¢ (x)+ R ().

Q(x) nazywa sig 1lorazem, R(x) zas resztg. Jezeli R==0,
méwimy, ze funkcya F jest podzielna przez f.
Utworzywszy kolejne réwnosei:

f @) = E(z) Q () + B (z)
R(x) = K, () Q) + &, (z)
dojdziemy napewno do takiej réwnosci, w ktdrej reszta, dajmy

na to, M.y, jest réwna stalej. Jezeli ta stala jest zerem,
to reszta B, jest najwigkszym spdélnym dzielnikiem
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funkecyj Fif. Jezeli R, nie réwna sig zeru, wtedy
funkcye Fifsa wzglednie pierwszemi.

Jezeli wielomiany F, 1f, sg wzglednie pierw-
szemi, t0 mozZna zawsze wyznaczy¢ jedyne dwie ta-
kie funkcye calkowite G,_;, gs. aby bylo:

Eﬂ !//zwl “I,"' Gm-—-) fu == l~

Mozno$¢ wyznaczenia dwu funkeyj calkowi-
tych Hn_;, hartakich, aby bylo:

Fm hn—k ";" fn Hm—l. == ()

stanowi warunek konieczny i dostateczny na to, by
dwie funkcye F, f mialy dzielnik wspdlny stopnia co
najmniej k.

Resztg z podzielenia funkcyi f(x) przez x—a jest
fla). Jezeli fx) znika dla a=a, to jest przez x—a po-
dzielne.

Jezeli (x—a)* jest czynnikiem funkeyi f(x), (x—a)*t! zas nie,
to méwimy, ze « jest pierwiastkiem wielokrotnym
o wielokrotnosci a funkeyi flz) lub ré wnania f(x)=0.

Ogéblna funkeya wymierna zmiennej x ma postaé

FaN gdzie F1if sg symbolami dwu wielomianéw ze zmienns ...
Jezeli o jest pilerwiastkiem wielokrotnosci a réwnania

3 : y S
f(x)=0, wtedy funkecya ~[f— , gdzie B jest stopnia niZszego

niz f, mozna rozlozyé w ten sposdb:

R{z) 4 + Hy (x)
flx) = lz—u) (r—a 21 fi(z) ’

tu 4 jest stala, R (x) jest wielomianem calkowitym stopnia o je-
dnosé nizszego od stopnia wielomianu R(x), fle) za$ jest ilora-
zem z podzielenia funkeyi f(x) przez (x— a)z.

Niechaj %, %, . . . , #, bedg pierwiastkami réwnania f(z)=0
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wielokrotnosci odpowiednio 4, ¢ . . . 4,; funkcye wymierng f

gdzie R jest stopnia nizszego niz f, mozna rozlo-
Zy¢é w ten sposéb:

R(m) 4,
P a—ar T o= R =
B,
+ f——: J)s T (=)L gl iT = J—lg
+

gdzie 4, B, . . . sg stalemi.

Spélezynniki 4;. 4, ... wyznaczaja sie zapomocs nastepu-
jacych wzordw zwrotnych (gdzie znaczki przy K if sluza do
oznaczenia pochodnych, patrz Rozdzial VII):

A
B(x) — % ) @) =0,
1&

A,

T /4 0 =

R'(ry) — 0 (r) =0

112

R a1 — 3 19 @) —

) ()

fe

Analogicznie napisa¢ mozna wzory na By, By, ... . .
Jezeli 1y =i, =..... =1, bedzie wprost:

Blz) ,_ R@)

Ay=—rr——, B = 7",
! f(xq) f(z5)

W przypadku, gdy flz) ma wszystkie pierwiastki rézne,
(t. j. gdy zaden z nich nie jest wielokrotny), otrzymujemy na-
stepujacy wzér godny uwagi:
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R (‘1.1) 1 £ (“1'2) ! . + R Tyl — O

fiLr) T ey ' T ()

Jezeli trojmian #*4-prtq jest czynnikiem mia-
nownika flz), t. j. gdy

f(x)= (' +pe—+qF fi (1)
wtedy bedzie tozsamosciowo:

R Pz —+ @
fon (== pr )
gdzie /i)(x) jest nows funkcya calkowita stopnia nizszego od sto-

pnia funkeyli B, zas P, @ sa ilosciami stalemi.
W temze zalozeniu bedzie:

R ()
(o = px gV filx)?

+

Rx)y Px-4Q + Poax—+Q | . Ew 4@, RA(x)
f@) @rprtqr T (P fprrg—t T T 2ty TR (w)

gdzie R, jest stopnia nizszego niz f.
Jezeli réwnanie f(x)=0 ma pierwiastki urojone, to wzdr

poprzedni stuzy do przeksztalcenia funkeyi —[;— na sume ulam-
kéw elementarnych rzeczywistych.

Rozklad funkeyi ulamkowej wymiernej na ulamki proste znajdu-
jemy juz u Jana Bernoulli'ego (Dziefa t. I); potem przedmiotem tym
zajmowali sie Euler, Cauchy i inni.

§ 7.
Teorya granic.

Méwimy, ze funkcya y zmienne] z ma dla x réwnego a
granice A4, jezeli dawszy sobie o dowolnie male, moZemy

Pascal. Rep. L 9
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zawsze znalesé otoczenie punktu a takie, ze dla kazdej wartosci =
w niem zawartej, wartosé¢ bezwzgledna funkeyi y rézni sig od 4
o ilosé mniejszg od o.

Rozrézniaé bedziemy granice z prawejstronyigra-
nice, lewej strony stosownie do tego, czy wlasnosé powyzsza
spelnia sig po stronie prawej, czy tez po stronie lewej od a; to
rozréznienie jest zbytecznem, jezeli spelnia sig ona po obu stro-
nach.

Warunkiem koniecznymidostatecznym istnie-
nia granicy jest, by, dawszy sobie ¢ dowolnie male,
mozna bylo znalesé otoczenie punktu a takie, zZe
réznica bezwzgledna dwu wartosci, ktére przyjmu-
je funkcya y w dwu jakichkolwiek punktach tego
otoczenia, jest mniejsza od o.

W przypadkach, gdy A lub a sg nieskonczonosciami, na-
lezy daé definicye nastgpujace:

Méwimy, ze granica funlkeyl y jest 4 oo dla « dazacego do
a, gdy, dawszy sobie w dowolnie wielkie, mozna znales¢ takie
otoczenie punktu a, ze dla kazdej wartosci 2 w niem zawartej
wartosé funkeyl y jest zawsze stalego znaku, a co do swej war-
tosci bezwzgledne] wieksza od w.

M6wimy, ze funkeya y ma granice 4 dla » dazgcego do
=+ oo, gdy, dawszy sobie ¢ dowolne male, mozna znales¢ liczbe
x' taka, ze dla kazdej wartoscli 2>>2' (lub mniejszej od z') réz-
nica A—y jest co do wartosci bezwzgledne] mniejsza od o.

Mdwimy, ze funkcya y ma granice = co dla x dazacego do
=+ oo, gdy, dawszy sobie w dowolnie wielkie, mozemy znalesé
takie «/; ze dla kazdej wartosei 2 >z’ (lub —2') funkcya y jest
znaku stalego i co do wartosei bezwzgledne] wieksza od w.

Jezeli trzy funkeye 4, ¥, y; zmiennej x sg ta-
kie, ze, dawszy sobie ¢ dowolnie malte, mozna zna-
les¢ otoczenie punktu a takie, iz dla punktéw tego
otoczenia wartosé funkeyi y, jest zawsze zawarta
pomiedzy wartosciami funkeyj y, 1 y, i jezeli te
dwie ostatnie funkcye dazg do jednej i tej samej
granicy 4 dla x=a, to i y, dazye¢ bedzie do granicy
dla 2=a i tg granicg bedzie 4.
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Jezeli funkcya y, gdy = zbliza sie do a, rosnie
bez przerwy, a przynajmniej nie maleje, pozostajge
wecigz mniejszg od liczby 4, to wtedy funkcya ta
ma granice dla x=—=a 1 granicg ta jest albo ilosé¢ 4,
albo liczba mniejsza od 4

Granica sumy algebraicznej, iloczynu, ilorazu
funkeyj, majacych granice dla x=a, jest réwna su-
mie, iloczynowi, ilorazowi granic.

. kn - ) ; 2\
lim < =0 Jim 14+ 2=
lim —Sl-?ci=1., 1im n(]n/a——l)::log.a,,
z=0 #n=oc0

_1_
fing, — ST 1im(1+ m)"'=e,
z=0 x m - 0
fim 2% —1,, e ) O
=10 Z m=0 m

Vi, g 0, lim J0g (1 + wm)

z=10 X m=0 w
.oav—1 s

lim ——— =log a, lim ylogy =20
y=0 Yy y=0

i LT “ lim - =e.

y=0 m n=oco V’i’?

3
lim { n(a* — 1)} = log a,

n=co

!
lim ——— e = 1
n—oo We—"V2an
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lim (1 -+ —fgcl)ﬁ: g/ @ : Jim :c{ ﬁﬁx—) —1 }:1ogelim (),

z=c

lim 1 V@ D)t 2. 2n :é,

11111 ]ﬁ—g(—l—qz—?z-—-l = O < hm ne—* . e 0’
: Ir4+2-4...4n 1 . . )
"1:1moo Py = rF1i jezelir +1 jest dodatnie

=00 s » n e »

Jezeli f(xz+1)—f(r) dazy do granicy ozna-
czonej A, gdy x dagzy do nieskonczonosci, 1 je-
zeli funkcya [f(z) jest skonczonag dla kazdej
skonczonej wartosci @, stajagc sie nieskon-
czong tylko dla x=co, wtedy:

1im~f(—x)=A.
z=oc0 X
Jezeli mamy funkcye f{(z) rozng od zera
1 0od nieskonczonosci dla kazdej skonhczonej
wartosci nax, wigkszej od pewnejliczby ozna-
czonej, 1 stawajgcg sig zerem lub nieskonczo-
noscig jedynie dla xz==co,1 jezeli nadto:

it

r=0c0 [ (&)

to bgdzie takze:

lim V f(z) = A.
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Twierdzenie Gaussa, Niechaj beda dwie ilosci a
ig, f<<a. Utwoérzmy wyrazenia kolejne:

‘11:% (a+ﬁ), B =V?ﬂ_
=% +p), po=Va B

‘13:‘%(‘12"“.32)’ By = ]/a:)ﬂz
to bedzie:

lim @,=lim B, (Srednia arytmetyczno-geometryczna)

n==co n=oco

§ 8.

Granica wyZsza i nizsza wartosci funkeyi.

Jezeli f (x) jest funkeys stale skonczong w calym prze-
dziale od a do bfto: albo istnieje jeden lub wiecej punktéw prze-
dzialn. wktérych funkeya ma wartosé najwieksza, albo ist-
nieje wartos¢ 4 taka. ze lubo przy zmienianiu ilosci  w prze-
dziale, f(x) nie moze ani dojs¢é do tej wartodel, ani jej prze-
kroczy¢, to jednak dawszy sobie ¢ dowolnie male, mozna zaw-
sze znales¢ taks wartosé x w przedziale, Ze réznica pomiedzy 4
a wartosclg funkeyl w tym punkcie bedzie co do wartosci bez-
wzglednej mniejsza od . W tym drugim przypadku
méwimy, ze 4 jest granicg wyzszg wartosci f
w punkeie . Analogiczna definicya okresla granice nizsza.

Jezeli istnieje maximum wartosel funkeyl, to funkcya
moze albo czynié zadosé warunkowi cechujacemu granice wyz-
sza, albo tez moze warunku tego nie spelniac.

W tym ostatnim przypadku nie istnieje
granica wyzsza W Scislem znaczeniu tego wy-
razu; w przypadku pierwszym bedziemy mieli
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granice wy#Zszg, ktéra jestzarazem maximum
funkcyl

Jezell funkcya ma w przedziale granice
wyzszg 4, to istnieé bedzie napewno przy-
najmniej jeden punkt w przedziale taki, ze
w dowolnie malym odcinku punkt ten ota-
czajgcym granica wyzsza wartoscl funkeyi
jest takze 4 (Twierdzenie Weierstrassa).

Nazywamy oscylacya (Wahanwm sig) funkcyl W prze-
dziale réznice pozquzy najwigkszemil 1 najmniejszemi warto-
g$ciami, jakie przyjmuje ta funkcya w przedziale, lub jezeli te
maXima i minima nie istniejg—rdznice pomiedzy granica wyzszg
1 granicg nizZsza.

Bolzano pierwszy mial mysl uwazania granicy wyzszej i niz-
szej (patrz Stolz, Math. Annalen, XVIII), lecz dopiero pézuiej
Weierstrass rozwinal szeroko te pojecia analizy.

§ 9.
Teorya funkeyj ciagtych i nieciagtych.
Funkeya f (%, @5, . .. ) nazywa sig c1agls w punkcie
Ty =0y, Ty==0y, . . . , gdyjej granicadla x; =u,, 2,=a,, . . . .réwna
sig wartoscl [/ (a;, ay .. ). Inaczej: jezeh damy sobie ¢ dowol-
nie male, to mozna zawsze znalesé¢ uklad wartosci ky, L, . . . taki,
ze dla kazdego ukladu z,, x, . - . , czynigcego zados¢ warunkom:

a— =z <o+ hy g — Ny <<y Ny ...

réznica pomiedzy wartoscia, jaka przyjmuje f, a wartoscia
[ (ag, a3 . ... @) jest bezwzglednie mniejsza od o.

Funkeyacigglaiskonczona jednej zmien-
nej, czynigca zadosé warunkowi

fe4+y=7fw+7{y)
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ma postaé najogdlniejsza:
fie) = u %

Funkcyaciggla jednej zmiennej spelnia-
jaca zwiazek

fetn=rwf
ma posta¢ najogdlniejsza:
flr) = 4%,
gdzie 4 1 a sg ilosciami stalemi.

Najogélniejszg postacig funkecyiciaglej
jednej zmiennej, gdy ma spelnia¢ zwigzek:

Feyp=7[@ -+
jest F(x) = A log, x.

Twierdzenia powyzsze podal Cauchy.

Jezeli szereg nieskonczony funkecyj cia-
glych jest szeregiem jednostajnie zbieZnym
(patrz Rozdzial IV), to przedstawia on funkecye cia-
gla tych zmiennych.

Szereg potegowy wewnatrz obszaru swej
zbieznosci przedstawia funkcye ciggla zmiennej.

Jezell szereg potegowy jest zbieznyina
kresach obszaru zbieznosci, to 1 natych kre-
sach przedstawia on funkecye ciggla (Twierdzenie
Abela).

Funkecye zmiennej ciaglej w calym przedziale nazywamy
jednostajnie cigglaglubrédwnociggts, jezel dawszy
sobie ¢ dowolnie male, mozemy znales¢ taks liczbe 4, by dla
kazde] wartosei & w przedzialeidla kazdego d, <~ bylo
stale:

f(x96y) _f(a-’).<0'-
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Definicya dla funkeyj wielu zmiennych jest analogiczna.

Funkcya wprost ciggla jest zarazem i ré-
wnociggla (Twierdzenie Cantora).

Jezeli funkcya jest ciagta w przedziale,
to mozna podzielié ten przedzialna skonczong
liczbe takich przedzialéw czastkowych,aby w kaz-
dym z nich oscylacya funkcyi1 byla mniejsza
od jakiejkolwiek ilosci o, dowolnie danej.

Dla funkcyl ciaglej granica wyzsza sta-
nowl jejmaximum, granica nizsza jej minimum.

Jezeli funkcya ciagla jest oznaczona
wnieskonczonej liczbie punktdw. to jest tez
oznaczong 1 wich punktach granicznych.

Jezelli funkcya cigglta jest oznaczona we
wszystkich punktach wymiernych pewnego
odcinka, to jest tez oznaczona i w jego pumn-
ktach niewymiernych.

Jezeli funkcya ctagla w przedziale ma
w dwu jego punktach wartosci przeciwne-
go znaku, to w punkcie posrednim ma war-
tosé zero.

Jezeli funkcya cilagla przyjmuje dwie
wartosci i Bwdwu punktach widprzedzia-
Iu, to w punktach posrednich przyjmuje wszel-
kg wartosé¢, zawartag pomiedzy 4 1B (Wiadomo
ze ta wlasnos¢ nie charakteryzuje funkeyj cigglych; patrz Dar-
boujx, Mémoire sur les fonctions discontinues, Annales de I'Ecol.
normale, Iv).

Funkcya jest nieciggls lub przerywana w pun-
kcie a, jezeli granice wyrazen f(a—3) 1 /(a—d) dla 6=0 sa:
1) albo nieoznaczone, 2) albo nieréwne, 3) albo bedac réwnemi,
nie sz réwne wartosci funkeyi /' w punkeie ¢. W ostatnim
przypadku mozna zniesé¢ uieciaglosé, zmieniajac war-
t0$¢ funkeyi w punkcie «. "W pierwszym przypadku niecigglosé
nazywa sig niecigglosciag gatuunku drugiego, a
W pozostalych przypadkach—nieciggloscig zwyklalub
gatunku pierwszego.
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Jezeli funkcya fjest nieciggla w punkcie
a, to istnieje zawsze liczba dodatnia ¢,rézna
odzeraitaka, ze dla kazdego 6>>¢ mozna zaw-
sze znalesé¢ przedzial w otoczeniu punktu a,
tak, ze f(x)—f(a) <o, lecz niemoze to by¢ dla kaz-
dego o<d¢. Liczba ¢ nazywasie skokiem fun-
keyi Jezeli nieciagglosé¢ jest gatunku pierw-
szego, to skok jest réznicg pomiedzy f(a) ilim
f(a + ).

Jezeli funkcya ma nieskonczenie wiele punktéw przerwy
to punkty te moga albo tworzyé grupe taks, ze daja sie zaw-
rze¢ w przedzialach, ktérych sume mozna uczynié¢ tak mals, jak
sie podoba, albo tego uczynié nie mozna. W pierwszym razie
nazywamy funkcye punktowo niecigglg (lub pun-
ktowo-przerywana), wdrugimza$ liniowo-niecig-
gla (lub liniowo-przerywana). Przykladem drugiego
gatunku funkeyi jest funkeya, bedaca nieciagla we wszystkich
nieskonczenie wielu punktach odcinka skonczonego.

Czytelnika, pragnacego bardziej szezegélowo poznaé ten przed-
miot, odsylamy do cytowanych w-§ 1 dziel Dini’ego i Tannery’ego.
Poréw, tez Pascal ,Note critiche et eserciziit. d.“ Medyolan 1895,
gdzie podano wiele przykladéw i odno$ne wskazdwki bibliograficzne.

§ 10.
Teorya kombinacyj. Spotczynniki dwumianowe.

Liczba réznych sposobdéw, jakiemi mozna rozmiescic n
przedmiotéw na 7 miejscach ustalonych, nazywa sie liczbg
przemian m przedmiotéw. Wyrazamy ja tak:

w=nl=1.2.8....(n—1).n
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Ustalmy dla 7 przedmiotéw pewng kolej nastepstwa
i uskutecznijmy po tem przemiane; powlemy, Ze W otrzymanej
przemianie dwa przedmioty tworzg odwrdcenie (inwer-
sye), jezeli nastepuja po sobie w porzadku odwrotnym, niz
w przemianie pierwotnej. Przemiana nazywa si¢ parzysta
lub nieparzysta, stosownie do tego, czy zawiera parzy-
stg lub nieparzysta liczbe odwrdcen.

Istnieje-%—! przemian parzystych 1 tylez
nieparzystych.

Liczba sposobdéw, jakiemi % przedmiotéw, wybranych z po-
miedzy n danych (k<C%), mozna rozmiesci¢ na k miejscach sta-
Iych, nazywa sig¢ liczbg rozmieszczen m przed-
miotéw po k Liczba ta wyraza sig tak: ¢

n!
Dypk=nn—1)...®n -k 4+ 1) =m

Jezeli k=m,rozmieszczenia stajgsie przemianami.

Liczba sposobdw, jakiemi pomiedzy n przedmiotami dane-
mi mozna wybraé k przedmiotéw, nie uwzgledniajac porzadkn,
w jakim je wybrano, nazywa sig liczba prostych kombi-
nacyj zn przedmiotéw po k Jest ona:

_nmm—1...n—k+1) n
Cor = 1.2...k —(lc)

Dn,h . -Pn
—PA - Pk-P71~In

Odrazu wida¢ wiasnosé:
Cn,}; - Cn, n—Fk

Jezeli w rozmieszczeniach element moze powtarzaé sie
pewny liczbg razy, mamy wtedy rozmieszczenia z pow-
térzeniem. Liczba ich wynosi:

D'n,k = nk.
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Jezeli w kombinacyach kazlly element moze powtarzaé sie
pewng liczbe razy, mamy kombinacye z powtdrze-
niem. Ich liczba wynosi:

e n+k—1m-+L—21...(n4+1).n
e 1.9.8...&

] C’ﬂ+]1'—111f == (n + if— 1) .
Liczby O, ; nazywajg sie takze spélczynikami dwu-
mianowemi (lub binomialnemi), poniewaz sz spol-
¢zynnikami réznych wyrazéw rozwiniecia potegi dwumiagu.
Pomiedzy niemi istnieje bardzo wiele zwigzkéw; wymie-
niamy nastepujace:

(=2 ¢ ()= (Y
(3= s (3]

(Z)=O,jeze1in<k : ("):1,

n
HERAR¢]
(3] (2] (3] o ()=

(o) (E el (57 oo QR =

1—(’17')2+ (;’)2— et (4)"(”)2: (7" ("

) ,jezelin parzyste ,
" g "

.=0 ,jezelin nieparzyste;
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B

e (i G+ G =0

1

Spélezynniki dwumianowe liczby — —— maja ciekawe
wyrazenia :
— 1\ 1 (—1/._, 1.3 (-—1/._,)___ 1.8.5
( 1 )——’?z" \ 2 )_ g £\ 8 /7 2.4.6
— 1Y, 1.83.5.7
(2= vresite

Inne zwigzki bardzie] zlozone pomiedzy spdélczynnikami
dwumianowemi wyrazajs wyznaczmki Zeipela (Patrz E.
Pascal, Determinanti, Medyolan, 1897),

Liczbe calkowita N mozna zawsze 1 jednym
tylko sposobem wyrazié¢ jako sume n spélczyn-
nikéw dwumianowych, wktérych skaznikisg
ustalonemiisgliczbami naturalnemi od 1 do
dom, przyczem podstawa mniejsza odpowiada
skaznikowi mniejszemu. (W spélczynniku dwumia-

nowym (Z’ )nazywamy n— podstawa, k— skaznikiem,).
Tym sposobem wzdr

N:(?)—{—(éﬂ)—}- ..... (g:”),(xl;\/xk-{—l)

n

ma zawsze jedno jedyne rozwigzanie w licaz-
bachcalkowitych dodatnich z, oy, ..... Ly

Jezell przez l: ’Z] oznaczymy liczbe (n +]]f ==} ) , be-

dziemy mieli twierdzenie:
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Jezeli N jestliczbg catkowitg dodatnig, to

Sl P DR E R S R

gdzie x; < @iy, ma zawsze jedno jedynerozwia-
zanie w liczbach catkowitych a,, @, ....%, (Patrz
E. Paseal, Giorn. di mat. XXV.)

Spdtczynniki dwumianowe mozna otrzymaé za pomocs tak
zwanego trédjkata arytmetycznego Pascala

w ktérym liczby kazdego wiersza tworzymy, dodajac dwie bezpo-
$rednio nad nig stojace liczby wiersza poprzedzajgcego. Liczby
kazdego wiersza poziomego sg spélezynnikami dwumianowemi,
odpowiadajacemi liczbom calkowitym dodatnim, liczby znajdu-
jace sig na przekatnych odpowiadajg (bez uwzglednienia znakn)
liczbom calkowitym ujemnym.

Co do innych wzoréw, odnoszacych sie¢ do spdlezynnikéw dwu-
mianowych, patrz Hagen, Synopsis der hoheren Mathematik, Berlin
t. I, 1891, str, 64 i nast.

Liczby figuryczne. Liczby figuryczne sg przypadkiem
ogodlniejszym spoélezynnikéw dwumianowych. Aby je otrzymad,
uogdlniamy konstrukeye trdjkata arytmetycznego Pascala
w sposéb nastepujacy: Tworzymy figure:

0, 1
4, 144, 1
6, 1424, 2494, 1
4, 1+36, 3+86, 34, 1
9, 1446, 4166, 6144, 444, 1

. . b
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w ktdrej kazdy element danego wiersza jest sumg dwéch bezpo-
sredmio znajdujacych sig nad nim elementéw wiersza poprzedza-
jacego Dla §=1 otrzymujemy tréjkat arytmetyczny Pascala

Elementy, znajdujace sig na trzeciej przekatnej (pierwszg
jest przekatna, zfozona z elementéw d) sg liczbami wielo-
kagtowemi (poligonalnemi) rzedu 1-go, 2-go, 3-go, stosownie
do wartoscl 8); elementy, polozone w czwartej przekatnej, sg
liczbami wieloscianowemi (poliedralnemi) rzedu
1-go, 2-go. 3-go .. dla 6=1, 2, 3.1t. d. Te wszystkie liczby
nazywaja sie liczbami figurycznemi.

Liczby wielokatowe rzedu 2-go sa kwadra-
tami.

Liczby wielokgtowe wyraza wzor:
1
== 1+ #n) (2-F+nd)

liczby wieloscianowe zas wzdr:

—_

8 14+ n)@+4n)B+nd).

Suma n pierwszych liczb wielokatowych wynosi:

-é-nm-i,—,l)[(n—l)d—-i—fs—l,

2=
sama za$ n pierwszych liczb wieloscianowych :

2:2%1 n(n+1) (n-+2) [(n+1)6+4]

Kazdaliczba calkowita dodatnia jest su-
mg trzech (albo mmniej) liczb wielokgtowych
rzgdu 1-go,czterech(albo mniej) liczb wieloksg-
towychrzedudrugiegoit. d, wogdle jest su-
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mg # (albomniej)liczb wielokatowychrzedu
n—2)-go. (Twierdzenie Fermata).

Rozwazania nad liezbami figuryeznemi zawdzigezamy przewaznie
Eulerowi. Powyzsze twierdzenie podal byl Fermat bez do-
wodu; dowdd ten dla pierwszych przypadkéw znajduje sieu Eulera
(Acta Petrop., IT, str. 48, 1777), Lagran ge’a (Mem. Berl. 1770),
G aussa (Disqu. arithm, art. 293) i u innych.




ROZDZIAL II

TEORYA GRUP PODSTAWIEN.

& 1
Wiadomoséi ogdlne.

Mamy danych n elementéw 1 tworzymy dwie ich przemia-
ny; dzialanie, stanowigce przejscie od pierwszej przemiany do
drugiej, nazywa si¢ podstawieniem pomiedzy n ele-
mentami.

Istnieje n! podstawien pomigdzy » elemen-
tami.

Jezeli do n elementéw zastosujemy najprzéd jedno podsta-
wienie, nastepnie drugie i t. d., to ostatecznym wynikiem bedzie
nowe podstawienie elementdw. To ostatnie nazywa sig ilo-
czynem podstawiendanych. Jezeli dane podstawie-
nia sg wszystkie réwne, iloczyn ich nazywamy potega pod-
stawienia.

Podstawieniem tozsamos$Sciowem (iden-
tycznem) mnazywamy takie, ktdre pozostawia bez zmiany
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wszystkie elementy. Podstawienie takie oznaczamy symbo-
lem 1.

Jezeli iloczyn dwu podstawien jest niezaleiny od porzgdku
czynnikéw. podstawienia nazywamy wzajemnie przemien-
nemi.

Jezeli iloczyn dwu podstawien jest jednoscia, podstawienia
nazywamy wzajemnie 0d wrotnemi: jezeli jedno z nich jest
s, to drugie oznaczamy przez s—.

Istnieje zawsze potega podstawienia réwna jednosci; wy-
kladnik tej potegi, gdy wszystkie poprzedzajace ja potegi nie
dajs wyniku réwnego jednosci. nazywamy rzedem podsta-
wienia.

Podstawieniem kolowem lub cyklem nazy-
wamy podstawienie, ktérego elementy wszystkie lub niektdre
przemieniajg sie w porzadku kolowym.

Kazde podstawienie daje sie zawsze roz-
lozyé nailoczyn podstawien kolowych

Podstawienie, ktére za elementy «, b, ¢ . . . podstawia ele-
menty a', 0, ¢’ ... wyraza sig¢ symbolem

w, b, c
[ N N
a, U, ¢ .

Tud,b.¢..... stanowig przemiane elemeutéw a, b, ¢.. ..
Jezeli podstawienie jest kolowem, wtedy za elementy «, /,
(. podstawiaja sig odpowiednio elementy &, ¢, d .....
takie podstawienie oznacza sie wprost za pomoca symbolu

(@, 0,¢, . . . . m),

gdzie w nawiasie stojg jeden za drugim elementy w porzadku ta-
kim, ze za kazdy poprzedzajacy podstawia sie nastepny, za osta-
tni z elementéw— pierwszy.

Rzgd podstawienia kolowego réwna sig
liczbie jego elementdw.

Podstawienie kolowe rzedu drugiego nazywa sie prze-
stawienilem.

Pascal, Rep 1. 3



34 Rozdziat I1.—§ 1.

Kazde podstawienie mozna wyrazié jako
iloczynsamych przestawien.

Podstawienie nazywa sig parzystem lub nieparzy-
st em, stosownie do tego, czy liczba przedstawien, na ktére sig
rozklada, jest parzysts lub nieparzysta.

Jezelipodstawienie s jest rzedu m, to je-

dna z jego poteg s bedzie rzqdu%, gdzied jest

najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb
m 1.

Méwimy, ze ogél podstawien t worzy grupe, gdy ilo-
czyn dwu jakichkolwiek podstawien tworzy jedno z pomiedzy
podstawien danych.

Liczba podstawien grupy stanowi rzgd grupy

Rzagd grupy jest zawsze dzielnikiem li-
czby nl

Jezeli wszystkie podstawienia grupy H zawierajg sig po-
miedzy podstawieniami innej grupy G, wtedy H nazywa sieg
podgrupsa grupy G~ Rzad podgrupy H jest dziel-
nikiem rzgdu grupy G.

Rzad grupy jest wielokrotnoscig rzedu
kazdego z jej podstawien.

Grupa wszystkich n! podstawien nazywa sig grupg syme-
tryczna.

Wszystkie podstawienia parzyste tworzg
grupe, ktéra nazywa si¢ naprzemienng; jej
rzgdem jest —,%— n!]

Jezeliz, @,,... 2,58 nelementami grupy,
tokazda grupa, zawierajgca n—1 przestawien

(@a 1), (@ x3), « o o (Wa Fa—1)y (%o o) « - - (X0 ),

jestidentyczna z grupg symetrycznag.

Te podstawienia jakiejkolwiek grupy, ktd-
renalezg do grupy naprzemiennej, tworzg pod-
grupe, ktéra albo zlewa si¢ z grupg dang, albo
jestrzgdurédwnego potowie rzedu grupy danej.
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Jezeli grupa zawiera n—2 podstawien ko-
lowych

(g By @3), (%1 To &)y « .« .+, (L Ty La),

tojest albonaprzemiennsg albo symetryczn g.

Potegipodstawienia tworzg grupe, ktérej
rzgd jestréownyrzedowl podstawienia.

Podstawienia wspdélne dwém grupom two-
rzg nowsg grupe.

Jezelipjest liczbg pierwszg, p¥ zad§ naj-
wyzszg potega liczby p, zawarta wanl, toist-
nieje grupa rzedu pf. Jezelirzad grupy jest
podzielny przez liczbe pierwsza p, togrupa
zawlera podstawieniarzedup. (Cauchy)

Dwa podstawienia nazywaja sie podobnemi, jezeli roz-
nig sig jedynie nazwsg elementéw, ktére zawieraja.

Dwie grupy nazywajg sie podobnemi, jezeli skladajg
sie z jednakowej liczby podstawien podobnych i jezeli do kaz-
dego z podstawien grupy pierwszej mozna dobra¢ jednoznacznie
podstawienie z drugiej grupy w ten sposdb, zZe zmieniajac jedna-
kowo dla wszystkich nazwy elementéw, od podstawien jednej
grupy dochodzimy do podstawien drugiej.

Jezelidwa podstawienia lub dwie grupy
sg podobne, to istnieje zawsze podstawienie
s takie, ze iloczyn s'.4.s (w ktérym 4 jest je-
dnem z podstawien danych lub podstawieniem
jednejz grup danych) bedzierdwny drugiemu
z danych podstawien lub odpowiedniemu pod-
stawieniu drugilejgrupy danej.

Iloczyn s'4s nazywa sie¢ podstawleniem
przeksztalconem z podstawienia 4 (lub prze-
ksztalceniem podstawienia 4) przy pomocy
podstawienia s.

Kazde podstawienie jest podobne do jedne-
gozeswych przeksztalcen.

Jezelis s’ sg dwa podstawienia, toiloczy-
ny ssisssgdwoma podstawieniamipodobnemi
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Jezelisis sa podstawieniami przemien-
nemi, to podstawienem przeksztalconem z s
przy pomocy s jest samo podstawienie s

Przeksztalcenie iloczynu jest réwne iloczy-
nowiprzeksztalcen czynnikdw.

Jezelidwa podstawienia sg przemienne-
mi1, toich przeksztalcenia przy pomocy tego
samego podstawienia begdg tez przemiennemi

Wszystkie podstawienia, przy pomocy kto-
rych grupa dana przeksztaica sig na siebie
sama, tworzg grupe.

Jezeliprzeksztalcamy grupe przy pomocy
jednego podstawienia, to podstawienia prze-
ksztalcone tworzg grupeg podobnag do danej.

Jezeli podstawienie jest takiem, ze ogdl iloczynéw s 4,
gdzie A jest jakiemkolwiek podstawieniem grupy , nie rézni sig
od ogélu iloczynéw B.s, gdzie B jest takze podstawieniem gru-
py @, wtedy podstawienie s nazywa sig przemiennem
z grupa G.

Jezeli wszystkie podstawienia grupy H maja dopiero wla-
snosé co okreslong wzgledem grupy &, wtedy cala grupa H na-
zywa sie przemiennsg z grupa G. W tymyprzypadku,jezeli
H jest podgrupa grupy @, to nosi nazwe grupy charakte-
rystycznejlub wyrdznionej.

Wszystkie podstawienia n elementdw, prze-
mienne z danem podstawieniem tychze ele-
mentéw lub z grups dana, tworza grupe, do
ktorej grupa dana naleZy jako podgrupa cha-
rakterystyczna.

Jezeliliczba elementdw jest wieksza od4,
to grupa przemienna zjakiemkolwiek podsta-
wieniem zawiera wszystkie podstawienia pa-
rzyste, a wiec jest grupgnaprzemienna.

Dla n=4 grupa czterech podstawien

L1, (2 @) (25 @), ( Ly) (g &), () 2,) (25 25) ]

posiada tez samg wlasnose.
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Grupa G nazywa si¢ zlozonga, jezeli zawiera w sobie
podgrupe charakterystyczna H.; ta ostatnia nazywa sie naj-
wigkszag, jezeli nie jest zawarta w innych charakterystycz-
nych podgrupach grupy G.

Utwérzmy szereg grup

G, &, G . . . . . 1
w ten sposéb, aby kazda z nich byla grupg charakterystyczng

najwieksza prprzedzajacej, to bedziemy mieli to, co si¢ nazywa
szeregiem sktadu (kompozycyi) grupy &.

Jezeli
o o= —— 1 1
v 71 e + f2 T P ?
sg rzedy grup szeregu, to liczby e, e, . . . nazywaja si¢ czyn-

nikamiliczbowemisktadugrupy &

Jezeli mamy dwa szeregi skiadu jednej
grupy zlozonej, wtedy liczba wyrazdw obu
szeregéw musi byé jednakowa, a czynniki
liczbowe skladu, jezeli nieuwzgledniamy po-
rzgdku, sg jedneilte same.

Szereg skladu grupy symetrycznejskla-
da sieg z grupy naprzemiennejizl gdy n> 4
czynnikami liczbowemi skladu sg przeto 2
. 4 . . ..

1 5l Grupa naprzemienna wiecej niz 4 ele-
mentéw. nie jest zfozona.

Kazda grupa, niczawarta wgrupie naprze-
miennej, jest zlozona: jednym z czynnikéw
skladu jest 2.

Dla n =4 szereg skiadu grupy symetry-
cznej jest nastepujacy: 1) grupa symetryczna;
2) grupa naprzemienna; 3) Gy==[1, (1,%,) (23%,), (Z,73) (L£s2y),
(22 (2r3)); 4) Gy=[1. (myx) (myz))], B) G=1.
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§ 2.
Przechodniosé.

Jezeli podstawienia grupy s takie, Ze za ich pomocy k
elementéw dowolnie wybranych moze przej$é na  innych ele-
mentéw, réwniez dowolnie wybranych, grupa nazywa sig k-
krotnie przechodnia. Jezeli k=1, grupa nazywa sig
pojedyhczo-przechodnia W przeciwnym razie na-
zywa sig nieprzechodnis.

Rzad grupy przechodniej jest wielokrot-
nodcigrzedutej jejpodgrupy, ktdrej podsta-
wienia nie zmieniajg miejsca jednego jakie-
gokolwiek elementu np. ;.

Grupy przechodnie, ktdrych rzgd jest rédw-
nyichstopniowi majgtylkotakie podstawie-
nia, ktédrezmieniajg miejsca wszystkich ele-
mentow.

Kazda grupa przechodnia ma przynaJmnleJ
n—]1 takich podstawien, ktdre zmieniajg miej-
sca wszystkich elementdéw.

Grupa naprzemienna jest (n —2)-krotnie
przechodnia.

Rzad grupy kkrotnie przechodniej jest
rowny n(n—1yn—2) ... n—k+1l)m, gdzie m jest
rzedem podgrupy, pozostawiajgce] bez zmiany
It elementdw.

Podgrupa charakterystyczna grupy prze-
chodniej nie zawiera wszystkich elementdw.

Jezeli grupa dwulub wigcejkrotnie prze-
chodnia zawiera podstawienie kolowe 3-go
rzgdu, to zawiera wszystkie takie podstawie-
niaizawiera zarazem grupe naprzemienna.

Jezeli grupa k-krotna przechodnia nie za-
wiera w sobie grupy naprzemiennej, to kazde
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podstawienie porusza z miejsca wiecejniz k
elementéw i zawiera wiecej niz2k—4elementdw.

Rzgd grupy k-krotnie przechodniej i nie
zawierajgcej wsobie grupy naprzemiennej, jest
dzielnikiem liczdy —:;'—, gdzie m jest wigksza
z dwuliczb &, 2k—4.

Grupa, niezawierajaca wsoble grupy na-
przemiennej, niemoze byé wigcej niz ¢-krotnie
przechodnia, gdzie ¢ jest mniejsza z dwuliezb
n+4 n
8 2

Grupa przemienna z podstawileniami gru-

py k-krotnie przechodniej jest co najmniej
(k—1)-krotnie przechodnisg.

§ 3.

Niepierwotnosé.

Niechaj G bedzie grups pojedynczo - przechodnia o n
elementach. Jezeli elementy te mozemy podzieli¢ na =

uktadéw po %:—— elementéw, ze gdy podstawienie grupy prze-

ksztalca element ukladu A4 na inny tegoz ukladu, to prze-
ksztalca tez 1 wszystkie elementy w 4 na inne elementy w 4,
podstawienie za$ przeksztalcajace element w ukladzie A na
element w ukladzie B, przeksztalca wszystkie inne elemen-
ty w 4 na wszystkie inne elementy w B, wtedy grupa na-
zywa slg niepierwotng, a powyzsze uklady nazywajg sig
ukladami niepierwotnosci W przeciwnym razie
grupa nazywa sie¢ pierwotna,

Jezeli w grupie podzial elementéw na ukla-
dy jest mozliwy dwoma réznemisposobamito
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bedziemozliwyitrzecimsposobem przez ze-
branie w jeden uktad wszystkichelementdw
wspdélnych ukladowi zpierwszegoidrugiego
podziatu.

Jezeli grupa nieplerwotna posiada m ukla-
déw niepierwotnosci, torzgd jej bedzie dziel-

nikiem liczby m! (—?3—') .
m

§ 4.

lzomorfizm,

Jezeli podstawienia dwu grup mogs odpowiadaé sobie
w ten sposdb, ze iloczynowi dwu podstawien jednej odpowiada
iloczyn odpowiednich podstawien drugiej, wtedy obie grupy na-
zywaja sig izomorficznemi (réwnopostaciowemi).
Jezeli jednemu podstawieniu jednej odpowiada tylko jedno
podstawienie drugiej, izomorflzm jest jednostopnio wy; jezeli
jednemu podstawieniu pierwszej odpowiada wiegce] podsta-
wien drugiej, izomorfizm jest wielostopniowy. Te izo-
morfizmy mozZna nazwaé jeszcze holoedrycznym i me-
riedrycznym (Jordan).

Jezeli grupy GiI sg izomorficzne w sto-
pniu pierwszym, toichrzedysgrdwne.

Jezeliizomorfizm grupy GiI jest wielo-
stopniowy, a podstawieniu 1 grupy G odpo-
wiadajg podstawienia ¢,,0,,...0, grupy I, to
tworzg onepodgrupe grupy I.

W przypadku izomorfizmu wielostopnio-
wego grup Gil kazdemu podstawieniu gru-
py Godpowiada jednakowa liczba m podsta-
wieh grupy I; rzad grupy I'jest réwny m razy
wzigtemu rz¢dowi grupy G; mnazywasie sto-
pniem izomocrfizmu.
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Jezeli L jest podgrupg charakterystycz-
ng grupy @, to grupa odpowiednia A grupy I’
izomorficznej z G begdzie takze grupg cha-
rakterystyczna w I. Jezeli L jest grupsg naj-
wigksza, to i1 4 bedzie najwieksza.

§ 5.
Funkeye, naleZgce do grup podstawieri.

Wyobrazmy sobie funkeye wymierng @, elementéw z,
Zy, - . . Zu Jezeli do tej funkeyl zestosujemy wszystkie moz-
liwe podstawienia pomiedzy elementami, to wartos¢ funkeyi o,
moze si¢ zmienié lub nie. Ogdél wszystkich podstawien,
dla ktérych wartosé ¢, pozostaje bez zmiany, sta-
nowi grupe, ktérg nazywamy grupg funkeyi

Do kazdej funkcyinalezy grupa, ado kaz-
dej grupy nalezy nieskonczenie wiele funkeyj.

Funkcye nie zmieniajagce sig przy wszyst-
kich podstawieniach, sg funkeyamisymetry-
cznemi

Kazda funkecya,nalezgca do grupy naprze-
miennej, funkeya naprzemienna), ma postaé

o= + S VA,
gdzie A jest wyrdznikiem n elementdw, t. j.

1, %ot
A= 1II (x: — z)’,
i.J
S 1 8 za§ sy funkcyami symetrycznemi ele-
mentdw.
Zastosowawszy do funkeyl ¢, wszystkie mozliwe podsta-
wienia, otrzymujemy m réznych jej wartosci @;, Pg, . - . Pn.
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Liczba m jest dzielnikiem liczby n!; jezeli
r;est rzqdem grupy funkeyi ¢, to 1loczyn rin
réwna sieg nl

Grupy, nalezace do @, 9 ... % 53 Wszyst-
kie do siebie podobne.

Jezelin>4 m>2 to grupy te majg jedno
tylko podstawienie wspdlne, ktore jest je-
dnoscia.

Jezeli m=4 tomoga onemieé¢ cztery pod-
stawienia wspdlne

(1, (@) (3%,), (2,%3) (@awy), (2124) (%42y) ]

Wartosci funkeyil m-wartosciowej sg pier-
wiastkam: réwnania stopnia m-go, ktédrego
spéiczynnikisg funkeyamisymetrycznemi ele-
mentéw &, Zy. .. L

Wyrdznik m wartosci ¢ ma jako czyn-
nik wyréznik elementéw «, Stad i wszystkie
funkcye, majgce wigcej nizjedng wartosé,
przyjmujg wartoscirdwne, gdy dwie ilosci @
stajg sieréwnemi.

Przy mnelementach niezaleznych od siebie
funkcyenaprzemiennesgjedynemifunkcyami
ktédrych pctegimoga byé symetrycznemi, jak-
kolwiek same one symetryczneminie sg.

Jezeli m>4, wtedy nie istnieje funkecya
o wigkszejliczbie wartosci, ktédrejby potega
miala tylko dwie wartosci w zalozeniu, ze po-
miedzy elementaminie zachodzg zwigzkispe-
cyalne.

Jezeli n=4, to funkecya

(@79 + 234) + & (2, 1 22y) + & (2,2, ~+ ro%),
gdzie &=1, jest funkecys, ktdrej szescian ma
dwie wartosci

Jezeli n=3, to

w” 4 exy” —F g
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jest funkcys, ktérej szescian ma dwie war-
tosei.

Dwie funkcye, nalezgce do tej samej gru-
Py, daja sig wyrazi¢ wymiernie jedna przez
drugsa, i odwrotnie. (Twierdzenie Lagrange'a).

Jezelijedna funkcya pozostaje niezmie-
niong przez podstawienie grupy innej fun-
kcyi, a nie zachodzi wlasnos$é odwrotna, to
pierwsza funkcya daje sie wyrazi¢ wymiernie
przez druga; druga zas jest pierwiastkiem ré-
wnania stopnia m (jezeli m jestliczbg jej wartosci), kt 6-
rego spblczynnikisg funkeyamiwymiernemi
pierwszej. Kazdg funkecye wymierng =n iloseil
2, % ... %, moZnawyrazi¢wymiernieprzezkaz-
dg funkecye n ilosci, posiadajacg n! wartoseci;
wszczegdlnoscizas za pomocg funkecyjlinio-
wych typu az ozt ... + auy, gdzie o, a5 ... as S5
stalemi dowolnemi.

§ 6.

Przedstawienie analityczne podstawieri.

Podstawienia n elementéw mozna przedstawié jeszcze ana-
litycznie nast¢pujacym sposobem:
Niechaj bedzie podstawienie

Dyy By By = - o - in
(x;“ Liyy Lig « o - - Xy,

Utwérzmy funkeye ¢ zmlenneJ z taka, ze kiedy z staje sig
kolejno 1, 2 ... n, to () staje sie kongruentnem z ¢, , %y, - . . tn
wedlug modulu n. Wtedy symbol |z,9(2)| moze wyobrazaé
podstawienie dane; rozumiemy przezen to, ze skutkiem danego
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podstawienia kazdy skaznik z jlosci 2 przechodzi na skaz-
nik @(2).

Niechaj n=mt, wtedy kazdy element moze byé¢ przedsta-
wiony z k skaznikami, z ktérych kazdy przybiera wszystkie
wartosci od 1 do n:

Z.

1y Sa0 . o €

Podstawienie pomiedzy temi elementami mozemy wyobra-
zié symbolem:

18y 8y & 5 « 205 Py (Bys 29 = » » 25) | (mod. m);

rozumiemy przezen to, ze zamiastistotnej wartosei funkeyi nalezy
bra¢ wartosei kongruentne z niemi wedlug modulu m i mniej-
sze od m.

Wszystkie podstawienia postaci

b2y « o« . o zZi; 2,4ay, « .o .y 21 -+ ap | (mod. m)
tworzg grupe, ktdranazywa sigarytmetyczna,.

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym,
natoby, symbol

Zy ..o 8n; 0% . 62 M2y + oL G2, ... | (mod m)

wyobrazal grupe, jest to aby wyznacznik

Pay, by, v Gy
se by, « . . ., 6!
!
|
|y b, - . . .o

byt wzglednie pierwszy z modulem m. W tym
przypadku podstawienia postaci poprzedza-
jace] nazywajg sieg prdstawieniami liniowe-
mi lub takze podstawieniami geometryczne-
mi. Tworzgonegrupe ktéra nazywasiggrupas
liniowa.
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Podstawienia grupy liniowej sa przemien-
nemi z grupg arytmetyczna.
Rzgd grupy liniowej om*elementach jest:

7= [m. k] m*=1 [, k—1] m*~2 _ .. . [m, 2] m [m. 1]

gdzie symbol [m 9] oznacza wogdle liczbe roz-
wigzah zagadnienia o wyznaczeniu o lieczb
mniejszych od m i wzglednie pierwszych z m.

Jezeli w szezegolnosel spolezynniki a, b, . . . . ¢ czynig za-
dos¢ warunkom:

a’2+bl2 + e "[‘ 2y =
a/12+a22 '{_ftl'—_—l )

i
o = \

ats—F0by—+ . . 4r0, =0

(modm) - - - - « « .« - . .)(modm),
b2—+b
S |
b+l + . Faly=0

wtedy podstawienia liniowe nazywaja sie ortogonalnemi
(prostokatnemil

Jezell k=2h, skazniki zas, ktérych jest 2/, sa rozmieszczo-
ne parami

St S2 Y oo - o - Sn e

to podstawienia liniowe tych skaznikdw, majace wlasnosé taka,
ze zastosowane do funkcyi

it
.E (Zt Ne — Ye ‘:';’

e=0
(gdzie £, n sa symbolami skaznikéw, podleglych tym samym wa-
runkom co @, z) mnoza je tylko przez czynniki stale, nazywaja
sig podstawieniami abelowemi Tworzg one
grupe, ktéra nazywa sie abelowa (Hermite).

Teoryg grup podstawienr utworzyli Abel (Crelle, VI)iCauchy
(Exercices, 1844). Temu ostatniemu zawdzigezamy wigkszosé twier-
dzen. podstawowych tej teoryi, ktérej poinmiejsze hadania Galois’a
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(Journ, de Liouville, XI, 1846) nadaly wielka, waZnosé, zwlagzcza
w zastosowaniu do réwnan algebraicznych.

Do nowszych i zupelnych dziel o tym przedmiocie naleza: Jor-
dana, Traité des substitutions etc., Paryz, 1870; Netto, Substitu-
tionentheorie, Lipsk, 1882 (przeklad wloski Batta glini'ego, Turyn,
1885); Petersena, Algebraische Gleichungen“, Kopenhaga, 1878,
(przeklad francuski, Paryz, 1897). ‘W Algébre supérieure“ Serreta
(przektad niemiecki W ertheima, Lipsk, 1868), teorya ta jest dosta-
tecznie rozwinigta, W rozdziale V-ym przedstawimy teoryg Galois’a,
t. j. zastosowanie teoryi podstawien do rownan algebraicznych, w roz-
dziale za$ IX podamy teorye grup przeksztalcen, ktéra ma
wiele wezléw, wspdlnych z teorya podstawien.




ROZDZIAE III.

TEORYA WYZNACZNIKOW.

§ L

Wiadomosci ogolne.

Niechaj bedzie n? ilosci ulozonych w kwadrat:

Gyyy Qrgy - - - . Oin
agl /Y S £
any y Ong Unn

Utworzmy wszystkie iloczyny typu
Air,y Ggry » o« o« OQnr

gdzie 7y, 75 ... .7, stanowig jakakolwiek przemiane liczb
1, 2....n kazdemu z iloczynéw nadajmy znak - lub — |
stosownie do tego, czy przemiana skaznikéw r jest przemiang
parzysts, czy tez nieparzysta; wezmy wreszcie sume algebraicz-
ng n! w ten sposéb utworzonych iloczynéw. Suma ta nazywa
sig¢ wyznacznikiem n? ilosci 1 przedstawila sie za pomocsg
symbolu:
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’au; Qg+« o 5 s

\ oy s g o . - an

Unyy na . 2

Zbiér wszystkich n® elementéw, ulozonych w kwadrat, sta-
nowi macierz (matryce) k wadratowas; przekatna, zlozona

z elementéw ay;, Gag; . . . , Gun nazywa sie przekatng glé-
wng, same za$ elementy @y, @ . . . Gy — elementami
glédwnemi.

Jezeli w wyznaczniku wszystkie elementy je-
dnego wiersza (lub kolumny) sg zerami, wyznacznik
jest zerem.

Jezeli w wyznaczniku przemienimy wiersze na
kolumny, wyznacznik nie zmieni sie.

Jezell w wyznaczniku przestawimy dwa wier-
sze (lub kolumny) réwnolegle, otrzymamy nowy wy-
znacznik réwny pierwotnemu ze znakiem przeci-
wnym.

Jezelidwawiersze lubdwiekolumny)réwnolegle
w wyznaczniku sg jednakowe, wyznacznik jest
Zerem.

Jezeli elementy jednego wiersza lub kolumny
pomnozymy przez k, to 1 sam wyznacznik zostanie
pomnozony przez k.

Wyznacznik nie zmienia sie jezeli zmie-
nimy znak wszystkich elementdw, stojgcych
na miejscachnieparzystych, rozumiejac przez
miejsca nieparzyste te, dla ktérych suma ska-
Znikdwjest nieparzysta.

Wyznacznik nie zmienia sig, jezeli kazdy
element ax pomnozymy przez p~* gdzie p jest
liczbg dowolna.

Wyznacznik jest zerem, jezeli elementy
jednegowiersza (lubkolumny)sgjednakowemiwie-
lokrotnos$ciami elementédw wiersza réwnole-
glego (lub kolumny réwnoleglej).



§ 1. — Wyznaezniki. Wiadomosei owdlne. 49

Wyznacznik. w ktorymelementy jednego
wiersza: (lub kolumny) sa wyrazeniami wielo-
mianoweml réwha sie sumie wyznacznikéw,
ktérych elementy sa wyrazeniami jednomia-
nowemi.

Wyznaczunik nie zmienia sie, jezeli do ele-
mentdédw jednego wiersza (lub kolumny) dodamy
elementy wiersza rédwnoleglego (lub kolumny),
pomnozone przez jakakolwiek liczbe.

Wyznaczuik jest zerem, jezeli elementy
jednego wiersza (lub kolumny) sa kombinacyami
liniowemi podobnemi elementéw wierszy ilub
kolumn) ré6 wnoleglych, i odwrotnie,

Z macierzv kwadratowe] rzedu n-tego. po usunieciu m
wierszy 1 kolumn. pozostaje macierz kwadratowa rzedu n—m.
Wyznacznik, ktéra taka macierz przedstawia, nazywa sie
minorem, podwyznacznikiem wyznacznikiem
czgstkowym lub wyznacznikiem pochodnym
wyznacznika danego. Jezeli jego elementy gléwne sg elemen-
tami gléwnemi danego. nazywamy go minorem glé wnym.

5 n\l*_ . ;
Istnieje minorow rzedu m-tego.
n

5. " : . .
Istnieje (m) minorow gléwnych rzedu

m-tego.

Minor jest klasy pavzystej lub nieparzystej,
tosownie do tego, czy suma liczb porzgdkowych. odpowiadaja-
cych wierszom i kolumnom go skladajacym, jest parzysta lub
nieparzysta.

Kazdemn minorowi rzedu m odpowiada jeden minor rzedu
n—m, utworzony przez usuniecie kolumn i wierszy, skladajacych
minor dany. Te dwa minory nazywaja sie wzajemnie dopel-
niajgcemi. Dopelnieniem algebraicznem (ilo-
scig dolaczona) minorn jest jego minor dopelniajacy, wziety
ze znakiem - lub —, stosownie do tego. czy jest klasy parzystej
czy nieparzystej.

Wyznacznik ré6wna sig sumie iloczyndéw
minoréw, zawartych wm wierszach lub kolu-

Pascal, Rep. 1. 4
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mnach przez odpowiednie dopelnienia alge-
braiczne.

Wyznacznik réwna sig summie algebra-
icznej iloczynéw elementéw wiersza lub ko-
lumny przez odpowiednie dopelnienia alge-
braiczne.

Suma iloczynéw minoréw, zawartych w m
wierszach, przez dopelnienia algebraiczne od-
powiednich minordw, zawartych w innych w
wierszach réwnoleglych, jest zerem. Godnem
uwagi jest to twierdzenie w przypadkn m==1.

Jezelli wyznacznik jest zerem, dopelnienia
algebraiczne elementdéw jakiegokolwiek wier-
sza sa proporcyonalne do elementdw jakie-
gokolwiek innego wiersza rdwnoleglego.

Po wprowadzenin minoréw rzedu 2-go. kazdy wyzuna-
cznik rzedu n-tegomozna przedstawi¢ w po-
staci wyznacznika rzedu (n—1)-go.

Jezell wszystkie elementy wyznacznika
sg podzielne przez p tosam wyznacznik jest
podzielny przez pn

Jezeli wszystkie minory rzgdu 2-g0 wy-
znaczunika sy podrielne przez p, to sam wy-
znacznik jest podzielny przez pr.

Iloczyn dwu wyznaczunikdw tego samego
rzeduoelementach odpowiednio Gryy Dppiotrzy-
mujemy, tworzagc wyznaczuik o elementach
(j, gdzle ¢ moze mie¢ jedno z czterech wy -
razen:

Gy = Gy bf‘. + s {)./.2 + g + Czn {)j'n !

G = tylpy + Gulyy + . . . 4 awly, ' (prawidlo
>

e, = al"b?j + Ugy b?j + 5 o o + iy b,,j \ B Inet a..)

Co=tbyj 4 o5 lyy -+ . . . ay by
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Jezell wyznaczniki nie sg tego samego rzedu, to wyznacz-
nik rzedu nizszego muzna zamieni¢ na wyznacznik rzedu wYyZ-
szego, dolaczajac wiersze lub kolumny, ktorych elementy, znaj-
dujacesignamiejscach niegléwnyech, sa zerami, elemen-
ty za$, znajdujace sig na przekatnej gldwnej, sa réw-
ne jednosci.

Nazywamy macierzg prostoksatng—tablice, w ktdrej
nm elementéw uklada sig w prostokat. Jezeli mamy dwie macierze
prostokatne’o m wierszach i 2 kolumnach, to utworzywszy sume
iloczynéw elementéw wierszy macierzy pierwszej przez odpowie-
dnie elementy w wierszach drugiej, otrzymamy m?® elementéw
wlozonych w kwadrat i mogacych utworzyé wyznacznik rzedu
m-tego. Ten wyznacznik nazywa sieiloczynem wedlug li-
nij macierzy prostokatnych.

Kazdy minor wyznacznika, bedacegoiloczynem dwu danych
wyznacznikow, jest loczynem dwu macierzy prostokatnych.

Tloczyn wedlug linij dwu macierzy prostokatnych o n ko-
lumnach 1 m wierszach réwna sig zeru, jezeli m >n; jezeli m<n,
réwna si¢ sumie iloczynéw minordw rzedu m, zawartych w pierw-
szej macierzy, przez odpowiednie minory zawarte w drugiej.

Wyznacznik [, ktérego elementy 4,; sg dopelnieniami ele-
mentéw a,, wyznacznika D, nazywa sie wyznacznikiem uktadu
dolaczonego lub wzajemnym wzgledem danego.

Jezeli wyznacznik jest zerem, to jego wyznacznik wza-
jemny wraz ze wszystkiemi minorami (az do minoréw rzedun
2.g0), jest zerem.

Wyznacznik ukladu dotaczonego ma wartoseé
r6wna potedze (n—1)-ej wyznacznika danego.

Jezeli nazwiemy homologicznemi dwa minory wyznacznika
I’ i R, zamkniete wierszami i kolumnami tych wyznacznikéw
o odpowiednio réwnych liczbach porzgdkowych, to:

Jakikolwiek minor M rzedu m-tego, zawarty
w wyznaczniku R, r6wna sie minorowl wyznaczni-
ka 0, homologicznemu z dopefnieniem algebraicz-
nem minoru M w [, pomnozonemu przez potege
(m—1)-3 wyznacznika danego.
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Dopelnienie elementu A, wyznacznika # réw-
na sie elementowi @, pomnozonemu przez potege
(n—2)-a wyznacznika D.

Jezelli pomnozymy przez siebie dwa wyznacz-
niki D, D', a nastepnie w sposéb analogiczny po-
mnozymy ich wyznaczniki wzajemne Rif, to dru-
giiloczynbedzie wzajemnym wzgledem pierwszego.

Wyznaczniki symetryczne i skosne. Pfafiany.

Jezeli @,, =a,, ,wyznacznik nazywa si¢ symetryczny

jezeli a,, = — a, , nazywa sie skodnym; jezell wreszcie
@ps = — @, przyczem @, =0, nazywa sie polsymetrycsz-
nym.

Kwadrat wyznacznika jest wyznacznikiem sy-
metryczunym.

W wyznaczniku symetrycznym minory dopel-
niajagce dwoéch elementdw sprzezonych sg rowne.

Wyznacznik nkiadu dolgczonego wyznacznika
symetrycznego jest symetryczny.

Wyznacznik pédisymetryczny rzedn nieparzy-
stego jest zeremn:. .

Wyznacznik péisymetryczny rzedu pavzyste-
go jest kwadratem zupelnym wyrazenia wymier-
nego calkowitego swych elementdw.

Wyrazenie takie nazywa sig pfafianem n* elemenidw,
lub takze pétwyznacznikiem (Scheibner).

Pfafian rzedu n (parzystego) elementéw ayy, ¢y, - ¢, , Ozna-
cza sig symbolem (123 . »). Symbolern (12....2) oznacza sie
wlasciwie tenz dwu pierwiastkdw wyznacznika pélsymetrycznego,
ktéry zawiera ze znakiem + wyraz aysiy, . . . Guy, »-
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Liczba wyrazéw pfafianu rzedu m-tego jest.
(n—=1)(n—3)...3. 1L

Pfafian zmienia znak skutkiem przestawienia
dwu elementéw.

Pfafian rzedun-tego rozwijasie wedlug wzoruw

(12 .. .0 = (12)(34. .. n—1,n)
+ (13) 5 ... 12
=3
+ An)@3...n—1,.
Kazdy minor rzedu (n—1)-go wyznacznika rze-
duparzystego réwnasigiloczynowipfafianu (12..m)

przez pfafian rzedu (n—2)-go, otrzymany z pierw-
szego przez zniesienie dwu skaznikdw.

Réwnanie
@y — Ty Gz . o - 5 Opa |
Usy. Qgg — X, . o ., l2n
t = ()
.
| Bue g Gury o - - G

"ma same plerwiastki rzeczywiste, jezeli wyznacz-
nik 1losci a jest symetryczny. (Twierdzenie Sylve-
stera).

Kazdy wyznacznik skosny, ktérego elementy
glédwne sa rowne 1, jest sumg kwadratdw.
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§ 3.

Wyznaczniki specyaline.

Wyznacznik Hankela utworzony jest sposobem naste-
pujacym:

N N
|
47 . u
1 2 n |
P o= |
Ap—1, Cbuy y (2n—2 1

Nazywa on sie¢ takze wyznacznikiem ortosymetry cz-
nym (Hankel) lub persymetrycznym (Sylvestern

Wyznacznik ten ma te wiasnosé, ze moze byé
wyrazony przez réznice kolejne ilosci «. Polo-
ZYWSZY :

A =a; — ay,
AD = a, —a;, A,® = A — A @,

AV =@ —a; o, A2 =4 — A O A =A,® — A2, ) |

L

znajdujemy:
Gy AW, A . . L A
po | AT AP AD A
R 5 :
An_l(n—-‘.l)’ A”(n),AN__ltnﬁ--z) L. Azn___)(Qn 2)

Jezcli w szczegdlnosci elementy tworzg po-
step arytmetyczny rzedu (n—1)-go, bedzie:

2 (n—1)

P = (___1) 2 I' An_‘(n-——l) 'lu :
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jezell ten postep jest rzedu nizszego niz m—1,
wtedy P = 0.

Jezeli elementy tworza postgp geometrycz-
ny, to F=0,
Wyznacznik kolujacy (cyrkulant) jest postaci:

i . Gy, « « . . .,Q,,

|

| g, Uy, - y 0y
4= Gy, Gy ; Aoy

L (O Y { o T

Wyznacznik kolujacy rzedu m-tego rozpada
sieg na m czynnikéw wymiernych wzgledem swych
clementéw wedlug wzoru nastepujacego:

(% -1) (rR—2)

P=(—1 7 o(a)®(@) . . . ¢la)
gdzie
9(2) =a + wwz+a 224+ . . . 4 T

a;. Gy - « . 0, $§ 1 pierwiastkami réwnania 2* —1=0.
Wyznacznik kolujaey

L8 o - = & 4R
t‘_).,f:’», e |
tm. 1, . . . . .,n—1

rowna sig :

#(u—1)
(——-1) = —’—Lﬁ:’)i—l—.'n""’.
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56
Wyznacznik Vanderrmonde’a lub Cauchy’ego jest
postact:
1, 1, B |
P
D= a> u’ Ce eyt
ar*= ", L . L L L GyT?
1 réwna sie:
n=1) 1,
(=0 ¥ A—gy (2 <<))-

Kwadrat wyznacznika Cauchy’ego jest wyzna.
cznikiem Hankela.

Wyznacznik
L g ; iy
(m ) ('m~|~1 ) m-4
1 1 M)

(1rz+1 (m-l—-2) (an-}—n—}-—l
2 ) (7 | |

( m-Fn—1) ) (¢n+n.)) m+2n—1)

n ; 2% o ot ( n )

rowna sig jednoscl

Wyznacznik Zeipela

) E P R

(m;i)—] )’ (7;:1—{) o : (m—[—l)

(e
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rowna sie:
(m—l—r) ( m—r--1 ) m—r—p-+1
1/’ r+1 ot ( r—1 )
(p—{—'r)(p—‘[—r—l) r—1

r—1)\ 1 ST ( r<-1 )
Wyznacznik Sterna

1, 1, 1 |

1)

gdzie D jest wyznacznikiem Cauchy’ego, utworzenym z ilo-
gc1 .

Wyznacznik
1
=y L 0 70 l1
1 |
oI o Lo 0
i |
1 1 1 1
|l =D’ @—=2)1’ =~ 1l

réwna si .
< n!
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Wyznacznik Smitha
a1, 2 . . . .. 1Ln)

(n, 1, (m2) . . . . . (n,n)

gdzie (i, j) oznacza najwiekszy wspodlny dzielnik
liczb catkowitych 4, j, réwna sie ¢ (1)¢(2) . . . @(n),
gdzie @(k) jest liczbg liczb mniejszych od &k i pier-
wszych wzgledem Fk.

Kontynuanty
| 4, 1, O g 1
( -1, a,, 1, , O
C, = |0, 1. a, .0
iO, 0, 0, . . . . , U

czyniag zado$é wzorowi zwrotnemu:
Cn = Qp (7”—1 “i"' (711-—2 .

Kontynuant ma wyrazdw

(3)+(7L—I1)+()L—£2)+- -‘Jr‘(”;k)’

gdzie k=%, gdy nparzyste, k= n—;—l , gdy n nie-
parzyste.
Jezeli pomiedzy elementami wyznacznika zachodzg
zwigzki
a]l2 + a"_)iz e a'm:! == l,

Uy Gqy + Qg @y, + . . - . F ana, = 0.

wyznacznik nazywa sie ortogonalnym
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P70
[

Kwadrat wyznacznika ortogonalnego jest je-
dnoscig dodatnig. Dopelnienie algebraiczne ele-
mentu w wyznaczniku ortogonalnym rédwna sie
samemu elementowl, pomnozZonemu przez wyzha-
cznik. Kazdy minor wyznacznika ortogonalnego
réwna sie swemu dopelnieniu algebraicznemu, po-
mnozonemu przez wyznacznik dany.

Iloczyn dwu wyznacznikéw ortogonalnych
jest ortogonalny.

Jezeli a sg elementy wyznacznika ortogonal-
nego D, to réwnanie

I |
| @i 2. dyy, T ‘
Uyy Gw—tx,. . . . . @
=0
2 5 o = o ot oo x .
Gy g ]

jest réwnaniem odwrotem takiem, iz dla n nieparzystego ma ono
pierwiastek @ = — D i me ma zadnego innego pierwiastka rze-
czywistego; dla » parzystego i /)= —1 ma pierwiastek x— + 1
i nie ma zadnego innego pierwiastka rzeczywistego. (Twierdze-
nie Brioschi’ego.)

Jezeli a,;, b; sg elementy dwu wyznaczuikow
ortogonalnnych o wartosei e=-41 1 tego same-
gorzedu, 1 jezeli wyznacznik o wyrazie ogélnym
a;—+ by jest zavazem zerem, to i wszystkie minory
rzedu (n—1)-go beda zerami. (Twierdzenie Stieltjesa.)

Co do wskazéwck bibliograficznych patrz rozmaite rozdziaty
E.Pascala, Determinanti (Medyolan, 1896.)
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§ 4
Wyznaczniki Wroiiskiego.

Wyznaczniki Wronskiego albo wrotiskiany two-
rza sig W sposOb nastepujacy:

‘W pierwszym wierszu mamy % funkeyj zmiennej 2, w wier-
szach nastepnych ich pochodne pierwsze, drugie i t. d.

Cug ), uy () i e s 2 (20 ‘

i |

by (2),  w,(x) . . ()|

W= i
261("—1) (m), ug(n—l) (IL‘), Ce e, u”(n—-}.) (J.) ‘

Pochodng wronskianu tworzymy, zastepujac
elementy ostatniego wiersza pochodnemi n-temi
funkeyj.

Jezeli funkcye w pomnozymy przez jakgkol-
wiek ilosé w(xz), to wyznacznik zestanie pommno-
ZOny przez o

Znikanie wronskianu W jest warunkiem ko-
niecznym 1 dostatecznym na to, by pomiedzy n
funkeyami w,(x), uy(z) . . . w.(x) zachodzil zwigzek
liniowy jednorodny o spdélczynnikach stalych.

Wyznacznik
‘ w (L) , . . . oo ()
w, (1), . . o L U, (1)
W= wu+2), . . . ., w (e++2) ’
%, (x+n—1) y U (£ 4 n-——1)




§ 4. Wrotskiany. § 5. Jakobiany, esyli wyznaezniki tunkeyjne. til

rowny

f w (%) , o m om a2 s 5 W)
Awg (w0 o 0 0000 A, (0)
' 7
1
FAT g (). o 0 o 0 AT g, (e

gdzie A jest symbolem rozuicy w(x 1) — w(r), A « ()
= Awlz—+1) — Auw(z), . . . .. , Dazywa sig wyznacznikiem
réznicowym Wronskiego (wrounskianem 1dzuico-
wym).

Znikanie wyznacznika W, jest warunkiem ko-
niecznym 1 dostatecznym na to, aby pomiedzy =2
funkeyami % istnial zwigzek liniowy jednorodny
o spélezynnikach, ktére sg funkeyami pervodycz-
nemi zmiennej », t. . takiemi funkecyami i Flu), dla
ktérych F(r+1)=Fxz) przy wszelkich wartosciach
na 2. (Twierdzenie Casorati’ego).

Co do literatury o wronskianach patrz: Dickstein, Wlasnosei
i niektére zastosowania wronskiandw (Prace matem.-fizyczne t. I. 1888 ):
Peano, (Mathesis, IX, str. 75 i str. 110. 1889); Peano, Sul deter-

minante wronskiano (Ace. Lincei, 1897); Vivanti, Sul determinant-
wronskiano (Ace. Lincei, 1898).

§ 5.
Jakabiany czyli wyznaczniki funkeyjfne .

Niechaj bedzie n funkeyj %, #» - - . - . Ya. zaleznych od
zmiennych %, 73, . - - - . s«
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Wyznacznik
2y 9y, Y
3w 3w, 0 T o
&y oy Yy
3:1‘1 ’ 3.1'2 L ’ ag.u )
l a.[/“ ayn ag/n _
Pt ~at BEEEIL I

ktory zwvkle wyobrazamy za pomocy symbolu

S (Upy Yaw « » « 2 Un)
Xy, Lay v o vy L)

nazywa sie wyznacznikiem funkcyjnym lub jakobia-
nem funkeyj .

Jezeli oy, ¥y, - - -, Yu 53 funkecyami zmiennych
%1y Zuy ..., Zn, te za$ ostatnie—funkcyamil zmien-
nych @, %, . .., 2,, wtedy mamy wzor

O Wi Yoo - v oY) O (Y Yor - -+, Yn) 2 (21, 295 - - - 5 Zn)

O (Fyy Xgy e oy @n)  O(Zy,Zaye ey Zn) @ (Xy,Tay - oo Tn)
Jezell y;, 93, . - ., Yn sg funkcyami zmiennych
%y, Ty, ..., %, to odwrotnie te ostatnie sa funk-

cyami pierwszych, i bedzie:

O (Yis Yoy - -« 3 Yn) — 1
(T, Ty -+ - 5 Tn) 9By, Xy, - . ., Zy)
3(3/17y2a Cee yn)

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
by pomigdzy n funkcyami n zmiennych zachodzil

zwigzek, jest, aby jakobian ich byl tozsamo$cio-
Wo zerem.



§ 3. — Jakobiany. e2yli wyznacsniki funkeyjne.

f=d

Jezell
Ue by 5 Lys 5 54 » «
i (9."; A {,En) = " ~: "l)
Uy ‘\a‘U a’?? cea Iy
23,2 cus W)
fo:
L u,
0-33:1"”’91’,,
Ju u
1 1
a(g/h Yo- - - -5 Yn 1 Uy, .
) ” ; = ey 241 aml 3.1’,,
(T Lay o o vy X) 2,
" A by,
"T QT s

Twierdzenia powyzsze zawdzigczamy Jacobiemu.

Nazwawszy K wyznacznik po stronie drugiej poprzedniego
wzoru, mamy nastepujace twierdzenie (Casorati’ego):

Jezelli K jest tozsamos$ciowo zerem, to zwig-
zek pomiedzy nt+1 funkeyami u,. . ..., o, jest
zwiazkiem jednorodnym, iodwrotnie.

Jezeli mamy n-+ 1 funkcyj jednorodnych o n
zmiennych 1 kombinujagc je ze soba po n, utwo-
rzymy n + 1 jakobiandéw, z tych znowu utworzymy
n-+1 nowych jakobiandw, kombinujac je po n; wte-
dy te ostatnie, poza czynnikiem wpdlnym, przed-
stawia¢ beda funkecye, z ktdérych wyszlidmy.
(Twierdzenie Clebscha.)

Niechaj bedzie n funkeyj vy, #, -... ¥u 0 541
zmiennych ;. a5, .. .. Zyt1. Utwérzmy n-+1 jako-
biandéw funkeyj, uwazanych za funkcye # zmien-
nych: nazwijmytejakobiany: vy, yy, ... puy. Wtedy
zachodzié bedzie zwigzek:

2 3 + L (— 1) 3 -0
3, Y 3.1—_) Yo - = 395,,+1 Yt == UL
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§ 6.
Hesyany.

Jakobian n pierwszych pochodnych funkeyj # zmiennych
nazywasie hesyanem funkeyi danej.

Jeieli funkcya dana F (x,, 1y ...,4s) jest fun-
keya jednorodna stopnia m-tego n zmiennych i je-
zeli przyjmiemy, ze jedna ze zmiennych 2, jest
réwna jednoscy tak ze F stanie sig [ (2, %y . - -, Za- ),
wtedy oznaczajac przez f, pochodng druga funk-
cyi f wzgledem z, i %, olrzymamy hesyan (bez
uwzglednienia czynnika liczbowego) w postact :

) fll: 5 /"1 n-19 f‘n—l i
!

H=| /" Ty - = fn~ 1, n~1 fn—\ e
|
I m
% f\? * ,/n-—'l, 7“‘_1 f [

Jezeli funkcya jednorodna n zmiennych moze
za pomocsg przeksztalcenia liniowego zmiennych
przej$¢ na innag funkecye z mniejsza o 1 liczbg
zmiennych, wtedy hesyan jest tozsamosciowo ze-
rem. (Twierdzenie Hessego.)

Twierdzenie odwrotne jest prawdziwem tyl-
ko dla przypadkéw n < 4 (patrz Gordan-Noether,
Math. Ann. X, str. 547, a co do innych szczegéléw: Pasca
Determinanti, str. 327 1 nast.

Zastosowania jakobianéw i hesyandw do geometryi krzy-
wych 1 powierzchni podamy w drugim tomie niniejszego dziela.

Teorya wyznacznikéw wyplynela z zagadnienia o rozwiazywaniu
rownan liniowych. Za pierwszych jej tworcow nalesy uwazaé Leib-
niza, Cramera, Laplace’a, Cauchy’ego, Jacobiego, a pierw-
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szy traktat zupelny svstematyeczny teoryi napisal Brioschi Szeze-
goly bibliograticzne u E. Pascala. Determinanti.

Opréez dwu monografij Cayvleya Trans. Cambridge. VIII)
iSpottiswoodea Crelle. r. LI) dv wazniejszyeh dziel o teoryi wy-
znacznikéw naleza' Brioschi (Pawia. 1854 . Baltzer (Lipsk. 1857 —
1882). Trudi (Neapol, 1862), Trzaska (W, Kretkowski. 1870
(w dodatku dv ,Rachunku rozniczkowego® W1 Folkierskiego!: Ntu-
dniCka (Praga. 1871). Hutiel (Paryz, 1871). Hesse (Lipsk. 1872),
Dolp(Darmstadt 1874). Mansion(Gandawa,1876). Giinther (Erlan-
gen, 1877). M. A. Baraniecki .Teorya wyznacznikow. kurs uniwersy-
tecki“ (Paryz, 1879:. jedno znajobszerniejszych w tym przedmiocie;
Gordan (Lipsk.1886). Pordw. S. Dickstein .Pojecia i metnds ma-
tematyki® (Warszawa. 1891. str. [59. 192y,

. Rozwazano takze i wyznaczniki rzedu nieskonczonego.
Co do tych patrz E. Pasca L. c., oraz najswiezsza monografie Cazza-
niga: ..Sui determinanti d’ordine intinito“ (Aunnal. di mat. 1897. E_ 4
no ad uno tipo di determ. nulli d’ordine infinit. tamze 1898.)

Yascal Rep 1. 5



ROZDZIAL IV,

TEORYA SZEREGGW, ILOCZYNOW NIESKONCZONYCH
1 UBAMKOW CIAGEYCH.

L

s

Wiadomasci ogdlne o szeregach.

Niechaj bedzie szereg nieskonczenie wielu liezb
Uy, Uy, . . .. Utwlrzmy sume S, pierwszych n z tych liczb, t. j.

S,=u +u—+ . . . +

Granica ilosci S, dla n=—co nazywa sie sumsg szeregu,
utworzonego z nieskonczonej liczby wyrazéw u w porzgdku ozna-
czonym. MOéwimy, ze szereg jest zblezny,rozbiezny lub
nieoznaczony, stosownie do tego, czy ta granica istnieje
1 jest skonczony, czy istnieje 1 jest nieskonczona, albo weale nie
istnieje.

Suma ilukolwiek wyrazéw, poczgwszy od m-tego, na-
zywa sie reszta szeregu; jest ona:

Rn = Unta "“F Wn4-2 —}‘ s o om A Unto -
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Mozna wyobrazii- sobie, ze ilosci u zaleza od dwu lub wie-
cej skaznikéw, zamiast od jednego; wtedy przy pomocy podo-
bnej definicyi otrzymujemy szeregi podwdéjme. potréjne
it. d., w odréznieniu od ktérych poprzednie nazywaja sie po-
jedynczeml

Jezeli wyrazy szeregu sa ilosciami zespolonemi, otrzy-
mujemy szereg zespolony; oddzieliwszy w nim czes¢ rzeczy-
wisty od czysto-urojonej, powiemy, ze szereg zespolony jest zbiez-
ny, jezeli kazdy z tych dwu szeregéw jest zbiezny.

Szereg moze by¢ zbiezny tylko wtedy, gdv uwazawy kazdy
jego wyraz z jego wlasnym znakiem*i moze przestaé by¢ zbiez-
nym, gdy bierzemy wartosci bezwzgledne wyrazow. W takim razie
szereg nazywa sie wprost lub zwyczajnie zbieznym.

Szereg moze pozostaé zbieznym i wtedy. gdy zmieniamy
znaki wszystkich jego wyrazow ujemnych: w tym przypadku
szereg jest bezwzglednie zbieznym.

Jezeli szereg jest bezwzglednie zbiezny, to
jest takze 1 zwyczajnie zbiezny.

Szereg o wyrazach zespolonych nazywa sie bezwzgle-
dnie zbieznym, jezeli jest zbieznym szereg moduléw. t. j.
bezwzglednych wartosci jego wyrazéw.

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu sa funkcyami jednej Iub
wiece] zmiennych, otrzymujemy wtedy szereg funkeyj.

Jezeli dawszy sobie ¢ dowolnie male, mozna znales¢ skaznik
n taki, aby, przy kazdej wartosci (zawartej w pewnym ob-
szarze) ilosci zmiennej lub zmiennych, reszta B, dla kazdego
m>n byla zawsze co do wartosci bezwzglednej mniejsza od g,
wtedy méwimy, ze szereg jest jednostajnie zbiezny lub
réwnozbiezny.

Z dwu szeregdw jeden nazywa sie szybcej zbieZnym
i

A

niz drugl. jezeli stosunek ich reszt dazy do zera dla n ros-
nacego nieograniczenie.

Dla zbieznosci szevegu jest koniecznem ide-
statecznem, by dawszy sobie ¢ dowolne, mozna
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bylo znales¢ taki skaznik »n/, aby dla kazdego
m>n byto R,<o co do wartosci bezwzglednei.

By szereg byl zbiezny. jest koniecznem, aby
granica wyrazu ogdlnego u, byla zerem.

Jezeli szereg jest bezwzglednie zbiezny, to
pozostaje takim, gdy wszystkie wyrazy jego po-
mnozymy przez ilosci mniejsze od liczby danej.

Szereg jest zbiezny, jezeli wyrazy jego sg co
do wartosci bezwzgledne); odpowiednio mniejsze
od wyrazdw szeregu zbileznego.

Szereg o wyrazach dodatnich jest rozbiezny,
jezeli wyrazy jego sa co do wartosci bezwzgled-
nej odpowiednio wigksze od wyrazdw szeregu
rozbieznego.

Jezeli wyrazy szeregu naprzemian dodatnie
1 ujemne maleja co do wartosci bezwzglednej
1 dagza do zera. szereg jest zhiezny.

Jezeli szereg

|
Uy -ty uy
jest zblezny, szereg zas

1 1 1

-E:—f— ?2‘1‘- E:+
o wyrazach dodatnich—rozbiezny, to granica ilo-
CZYDU dn Up. jezeli istnieje dla m=oco, musi byé ze-
rem.

W szeregu zbieznym o wyrazach dodatnich
iloczyn nu, jezeli ma granice,to dazy do zera dla
n=o0. Olivier (Crelle, II) uwazal to kryteryum za
konieczne i dostateczne, Abel (Crelle, III) wykazal,
ze jest tylko koniecznem.

W szeregu zbieinym o wyrazach dodatnich
weigz malejgeych, iloczyn nu, dazy do zera. Ca-
talan, Comptes rendus 1886; patrz co do tego Giundice
(Riv di mat. IV, str. 165).
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Jezeli dla m rosnacego nieograniczenie
wyrazenie

WUn )
Ay m— — @yt -

(gdzie Xu, jest szeregiem danym o wyrazach
. 1 . .
dodatnich, X g SZeregiem rozbleznym o wyra-
w

zach dodatnich) poczawszy od pewnej] war-
tosci n. pozostaje wcigz wieksze od pewnej
liczby dodatniej, szereg Xu, jest zbiezny;
jezell przeciwnie, poczawszy od pierwszej
wartosci, m pozostaje wciaz ujemne, to szereg
jest rozbiezny. (Twierdzenie Kummera. Crelle, 1835.)

Szereg jest bezwzglednie zbiezny, jezeli
granica stosunku wyrazu do poprzedzajace-
go(oileistnieje) jest co do wartosci bezwzgle-
dnej1losciag mniejsza od jednosci(Cauchy).

Szereg owyrazach dodatnich jest rozbie-
zny, jezeli granica stosunku wyrazu do po-
przedzajacego (0oileistnieje) jest iloscia wie-
ksza od jednosci (Cauchy).

Nzereg o wyrazach dodatnich jest zbiez-
ny lub rozbiezny, stosownie do tego, czy wyra-

Un

Zenie n( —~1)dla, n=cc dazy do granicy wyz

um—-]-l
szej lub nizszej od 1. (Twierdzenie Raabego, Crelle, X1).

Nzereg o wyrazach dodatnich jest zbiez-
ny lub zbiezny, stosownie do tego, czy wyra-

zenie
[n (“" —1) - 1]log n
Unr1

dazy do granicy wiegkszej lub mniejszej od
jednosci.
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W szeregu zbieznym o wyrazach dodat-

nich liczba
[n ( .. -1)—1J'n
Uy—1

ro$énie nieograniczenie wraz z N

Jezeli wszereguo wyrazach dodatnich ilosé
L3

Vu,., poczawszy od pewnej wartoscl m, pozo-
staje weciaz mniejsza od liczby danej. mniej-
szej od 1, szereg jest zbiezny;, gdy pozostaje
weigz wieksza od 1, — jest rozbiezny.
h = - g - . . WUy
Jezeli istnieje granica stosunku——;’—:'—
n n
to istnieje tez granica wyrazenia Ju, i rdw-
na sie poprzednie].

’

Szereg o wyrazach dodatnich moze bye
zbiezny, chociaz mnie istnieje granica sto-
ks

i
waha sig pomigdzy granicami,zktérych jedna
jest najwigksza.

sunku W tym przypadku stosunek ten

Szereg jest zbiezny lub rozbiezZny, ~to-
sownie do tego, ¢czy granica wyrazenia

log -

log n

jest wiekszalub muniejsza odl (kryteryvuwm lo-
garytmowe Cauch yego).
Szereg

w(l) 4+ w(@) + . . . + u) + .
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jest zbilezny wtedy i tylko wredy, jezeli
H—n

h'ia /u(:c)dac: 0

(kryteryum calkowe Cauch y'ego).
Szereg Xu, jest zbiezny, jezeli mozna zna-
lesé liczby dodatnie a;, ag,..... takie, ze

e a]

lim{log 1 - N 1 ]>0

iy un$,, ) a - I

n=0co

(kryteryaom Pringsheima).
Szereg Nu, jest zbiezny, jezeli mozna
znalesé liczby dodatnie a;. 4, ... takie, ze

. @, U
lim { a,.; log —*"«—"—t}—'—} 0
ﬂ;rn{ i = a’n—H unq'p-;—l >
(kryteryum Pringsheima).
Szereg o wyrazach dodatnich jest zbies
ny, jezell wyrazenie

( 1— 1"E> K ,
log »

poczawszy od dostatecznie wielkiej warto-
scimn, pozostaje weiaz wiekszem od 1; jest roz-
biezny, jezeli poczawszy od pewne] wartosel
n, nie przewyvzsza jednosci (kryteryumm Jameta,
Mathesis, 1892.str.80. Poréw. Cesaro.(Analisi Algebrica. str. 489).

Inne kryterya podali: Gaus s (Werke, III, str. 139; kryteryum
Gaussa wyplywa zkrytervum Raabego). De Morgan, (Dif-
fer. Calculus, Londyn 1836), Bertrand (Journ. de Liouville, II,
str. 37), Bonnet (tamze, VILL str. 19—99), Pauker (Crelle,
XLI, str. 138), Dini {Annal. delle Univ. Toscane, Piza 1867), Du
Bois—Reymond (Crelle, LXXVI), Pringsheim (Math. Ann.
XXXV), Giudice (Rend, Palermo. 1890) 1 t. d.
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-1
1<

Aby szereg pozostal zbleinym przy ja-
kiejkolwiek zmianie porzadkujego wyrazdw,
jest koniecznem i dostatecznem, by byl bexz
wzglednie zbieznym (twierdzenie Dirichleta,
Crelle IV); w tym przypadku suma szeregu pozo-
staje tez niezmieniong dla kazdego odwré-
cenia (inwersyl) wyrazow.

Jezeli szereg o wyrazach dodatnich i ujem-
nych jest¥thezwzglednie zbiezny, to beda tex
oddzielnie bezwzglednie zbieznemi: szereg
ntworzony zsamych wyrazéw ujemnych 1 ntwo-
rzony z samych wyrazéw dodatnich.

Niechaj bedzie szereg, dla ktérego lim u, =0; niechaj

@ + o+ e+ - . - .01
by + by + 03 + . . . . (2

beda sumy wyrazéw dodatnich oraz bezwzglednych wartosci
wyrazéw ujemnych, wzietych w tym porzadku. w jakim istotnie
zachodzg.

Jezeli dwa szeregl (1), (2) sa zbiezne, to
szereg dany bedzie bezwzglednie zbiezny;
jezeli oba szeregl sa rozbiezne, to, mozna zaw-
sze tak rozmiescié¢é ich wyrazy, aby szereg
catkowity byl zbiezuy, rozbiezny lub nieo-
znaczony. 1 w przypadku gdy jest zbiezny.
mégl mieé wartose zupednie dowolna. (Twier-
dzenie Riemanna, Werke, str. 221).

Jezeli Xu,, Xu, sa dwa szeregi dane, to szeregi

2 (un + ).
oy (Utuvl + Un—1Vq —l" Un—20, + T + u,lv,,)

nazywamy odpowiednio: sum g albo iloczynem dwu sze-
regéw danych.

Suma i iloczyn dwu lub wigcej szeregéw
bezwzgledniezbieznych jest szeregiem bez-
wzglednie zbieznym (Cauchy).
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Aby iloczyn dwuszeregéw zbieznych byl
zbileznym, wystarcza, by jeden z nich przy-
najmniej byl bezwzglednie zbieznym (patrz
Mertens, Crelle, LXXIX).

Jezeli iloczyn dwu szeregéw zbieznych
jest zbiezny, to wartoscia jego jest iloczyn
wartosci szeregéw danych.

)

U

Szeragi specyalne. Postepy.

1 1 Q2r—1

1_«{_7237_{_?%__{_ S = @ By, ,
1—}—%——%— 312; -+ ... =—;§—ij—(_2—;)~!n“’Bzr-,
1 — 21 + 312, 22(;;!1 e e

gdzie B1i E sa tak zwanemi liczbami Bernoulli'ego 1 Eu-

lera (patrz Rozdz. XVIII).
Jezeli s, oznacza szereg odwrotnoscl p-tych poteg liczb na-

turalnych. to:

at FiAd 78

ﬂ‘l
_6-'-.34_ 30 :"6:'“925!'58'-—‘—_94507

fl

S

78

= e————— — — 202 0566 90: 28540 . . . .
Sy 55 7946 . 1, 202 056 903 159 594 285

78

% = 995, 1915... °
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.’!t7

— 9295, 286...
1-—%—%7’15—-- L =T
L — e+ 5 — =0, 91596550417721905460357
1 — —1_._ _-1__ — — 753
37 T B 32 7
1-= slﬁ'Jf %—— - 1:3;b

Co do tych szeregéw liczbowych patrz: Stieltjes (Acta math.
1887), Brisse (Compt. rend., LXIV, str. 1339), Novi, Algebra ete.
str. 118)

2 1 3 1
l—logT—}——Q—-—logb——}——gv———.... . ¢

Jest to t zw stala Eulera = v, 77215664 . . .

1‘,’21”_‘3+51; +910 - =-.i-1og2=o,17328ﬁ79.
1.;3[ 31’+ i = 210g‘2—]7

Tzi‘s 341 ““sé =%—10g2,
T§?4+T‘; >+6§8+ =z — log2,

2.;.4 4;6_1\—();(""*" = n;—3 :

L 4 3123+_i_.5__125+ ig 7'127 C



v

2 -— Szeregi speeyalne. 7

1_%“—’_ éi o E-Z’é; T e ylg :

14+ 5 — 35+ rre— rigato— Vi
R P

el LRl LA =] TR

+ 3 = e =2, TISWIBWBIEH . . .,

1 1 1 1 1 CTICTTIEE

1 1 1 4
arctg.—2—+arctgw—i—a1*ctg.m +...= v
1 2 3 4 R 5
o2 —~3—’—+ Ve - ’73‘?—{"...: 19 —10g2=012951q..
Szeregl——})——}— —jg'———»i— . . jest zwyczajnie

zbiezny; ma onsume zalezna od porzgdku wy-
razéw, Jezeli po m wyrazach doodatnich na-
stepuje m ujemnych. wtedy suma szeregu wynosi

J:
/ m

log 2 ]/ - (Dirichlet, Berl. Abh.1887),

Szereg

w 1
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nazywasie harmonicznym (Euler) rzedu m-tego; dla
n=1 szereg ten jest rozbiezny, dla n dodatniego i wiekszego od
1 jest on w ogdle zbieznym.

Kolej wyrazéw. w ktdrej réznica kazdych dwu sasiedmch
jest stala, nazywa sie postepem arytmetycznym;
jezeli r-ta réznica wyrazéw jest stala, otrzymujemy postep
arytmetyczny rzedu

Suma n pierwszych wyrazdw postepu aryt-
metycznego 1-go rzedu rowna sie potowie ilo-
czynu liczby wyrazdéw przez sume wyraziéw
plerwszego 1 ostatmiego.

Jezeli A,") oznacza réznice m-ty. odnoszaca sig do wyrazu
plerwszego (patrz rozdz. X), to suma n pierwszych wy-
razéw postepu arytmetycznego r-tego rzedu
Wynosi:

n—1

n
e A ()
O Z (m—}— 1) At

m=0

gdzie A (™ jest zerem dla m>.
Suma postepu arytmetycznego

PA20+D + 30+ + 4+ + . .

Wynosi:
; 1 : .
Sy = " m+1) Bp+2n—2)

Suma postepu arytmetycznego

P+ @—14—=D+@®-2)(q—2+ . ..

wWynosi: .

Lo
So= g n|6ve — —1) Gr+3—2041))
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Postepem geometrycznym rzedu r-tego nazy-
wamy kole] wyrazow, ktdre sg potegami jednej zmiennej o wy-
kladnikach, stanowigcych postep arytmetyczny rzedu r-tego.

Suma n pierwszych wyrazédw postepu geo-
metrycznego 1-go rzedu wynosi:

"1
Ltqt e+ .+t =L

O sumach postepéw geometrycznych rzeddw wyzszych patrz:
Cauchy, Exercices. 1827, Jacobi, Fundamenta nova, Kummer

(Crelle, XVIT), Glaisher (Quart. Journ. of Math. 1871. XT) etec.

Szereg

T X :
——J‘+ I—z T I

nazywa sie szeregiem Lamberta. Suma tego szeregu wynosi:
z6 L) + 2262 Fx203)+F . ... ..

_gdzie 8 (p) oznacza w ogdlnosci liezbg dzielnikéw liezby p, wia-
czajac w nie 1 i sama liczbg p (patrz Scherk, Crelle. IX, X,
Curtze, Annal di Mat. Tit. d.).

S g o .. .
Jezeli stosunek — nie jesi rzeczywisty,
)

to szereg podwéjny

1
= S
2 (2mw ~+ 2nw’)?r -
m, n

gdzie suma rozcigga sieg na wszystkie warto-
$ci catkowite, dodatnie i njemne liczb m 1 n
(précz kombinacyim=0,n=0) jest bezwzgle-
dnie zbiezny przy r_

Szereg S m'u’m

keyj przestqpn@?l 3,11 ,

azié za pomocs fun-
cznych. Jezell g;. ¢,
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sa niezmiennikami funkeyj eliptycznej p, ktorej péiperyodami sg
® i o (niezmienniki te mozna wyrazié za pomocg funkeyj o
o argumencie zero, patrz Rozdzial XVI), otrzymamy wzory:

1
Sy =5 92
. 1
’56"—- BT U3 4
S
So=3T3 57
_ 395 Ys

‘W nastepnych paragrafach podamy wiadomoscl, odnoszace
sie doszeregdw funkeyj, szeregéw potegowych, rézniczkowalnosei
1 calkowalnosci szeregdw, rozwijalnosci funkcyj na szeregi, do
szeregéw funkeyj zmiennej urojonej i t. d.

Podrgezniki algebry i rachunku réZniczkowego obeymuja najeze-
Sciej 1 wyklad o szeregach; istnieja nadto traktaty specyalne: Lacroix
(Paryz, 1800), Catalan (Paryz, 1860), Lsurent (Paryz, 1862),
Novi (Algebra, Florencya 1863). Historyi szeregéw nieskonczonych
poswigeone jest dzieto Reiffa (Geschichte der unendlichen Reihen,
Tybinga 1889). Por. tez odpowiednie rozdzialy w dzicle M. Cantora:
» Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik,
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S
A

lloczyny nieskorczone.

Niechaj bedzie ciag nieskonczony ilosci v, %, . . . ; utworz-
my iloczyn II, pierwszych n z pomiedzy nich.

Jezeli dla n rosnacego nieograniczenie II, dazy do granicy
skonczonej, powiadamy, ze iloczyn nieskonczony iloscl
danych jest iloczynem nieskonczonym zbieznym

Wiloczynie zbieznym jest lim wu,=1, stad
wynika, Ze poczawszy od pewnej wartosci n,
wszystkie u, sa dodatnie.

Aby iloczyn nieskonczony I, byl zbiezny
inieréwny zeru, jest konieczaonem idostatecz-
nem, by szereg logu, +logu, +... byl zbiezny.

Jezeli ten szeregdazy do —oo, tloczyn II
dazy do zera,

Aby iloczynnieskonczony, ktérego czyn-
nikisg wszystkie dodatniei wszystkie mniej-
sze lub wieksze od 1, byl zbiezny i nierdwny
zeru, jest koniecznem i dostatecznem, by szereg

(o, —1 + (w,—1) — . . .

byl zbiezux.

Iloczyn nieskonczony u, u, ..., ktérego
czynniki sa jakiekolwiek jest zbieznyinie-
réwny zeru jezelli zbleznemi sa dwa szeregh:

(w, —1) - i — 1) +
bty = 1P = (== 1) -

Gdyby tylko pierwszy szereg byl zbiez-
ny, drugi zas byl rozbiezny, szereg bylby
zbiezny lecz mialby wartosé¢ zero. Gdyby oba
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szeregi byly rozbiezne nie mozunabynic wogdé-
le powiedzieé o zbieznosci iloczynu nieskon-
czonego, oileilosei ty, uy ... nle bylyby wszy-
stkie wieksze od 1; w tym bowilem przypad-
kumozna twievdzié, Ze szereg jest rozbiezuny.

Jezeli u;, uy . . .sagilosciami zespolonemi,
1loczyn nieskonczony jest zbiezny, jezpeli
tylko zbieznousé szuregnu

(g = 1) + (ug— 1) -+ . . .

jest zbieznoscia bezwzgledna (Weiorsirass).
Jezell iloczyn nieskonczony zachowuje tez samy wartoss
przy zmianie porzgdku czynnikdw,nazywamy go iloczynem nie-
skoniczonym bezwzglegdnie zbieznym.
Iloczyn bedzie bezwzglednie zbiezny, je-
zeli 1 szereg logu; -+ logu,~.,. joast bezwzgle-
dnie zbiezny.

Jezelli czynniki ., t, . . . sg wszystkie
mniejsze od 1, zas uly, wy ... wszystkio wiek

szeod 1 (przyjmujemy wszystkie za dodatnie,
co zawsze zalozy¢ wolno), to iloczyn bedzie
bezwzglednie zbieznym. jezeli takiemi sg od-
dzielnie iloczyny nieskonczone u ., t, ... ..
wy. We, o ...

W tym przedmiociec patrz prace: Kummer (Crelle, XIIT),
Arndt (Archiv Grunerta, XXT), Weierstrass (Crelle, NI, Functio-

nenlehre, str. 206), Dirichlet (Berliner Abhand, 1837), Novl
Algebra).

Podajemy nizej najwazniejsze wzory teoryi iloczyndw nie-
skoniczonych.
2

. o I 0 I
sma=.r I |1l — —~J;sinh.r=wﬂl1»} ’ ];
1 &

v=1 73 ot 94 g?

4

(o] 12

E 0 2
| e W e U o

r"m— 7 (7‘71‘—— —_

2 2
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: m 7 m 20— 2 + m din — — .
e S — « TN T W g e ..
° n 2 n—m " u-Fo 3n —wm " Bu— m

7 n 1 2u—m 3 2utm

2 n—m 2 nutm’ 2 dp—m "

Wzory te podal Euler (Introductio ete.): zachodzace w nich
iloczyny nieskonczone nie sa bezwzglednie zbiezne. wartosé ich
przeto zmienia sie przy zmianie porzadku czynnikéw. Dla innego
rozmieszozenia czynnikow wartosé iloczynu obliczyl Cayley.
Tak np. we wzorze na wstawe mamy czynniki

R R
rgr i rr

uporzgdkowane w ten sposéb, ze sasiaduja ze soba czynniki od-
powiadajace tej same] bezwzglednej wartosci skaznika r; jezeli
zas uporzadkujemy je w ten sposdb, aby po m czynnikach, od-
powiadajacych wartosciom dodatnim 7. nastepowalo 1 czynni-
kow, odpowiadajacych skaznikom# ujemnym, to wartoscia iloczy-
nu bedzie:

A :i—f)— + —“_L—L’_‘T) {wzor Wallisa)
2 L "33 o557
2 (4L (6.8yL (10,12, 14,16 |1 ,
e 2 [FNS Vs dBe e D W Wedr Ca-
¢ 1(3)(57) <<>.11.13.15) - (Wzor La

talana, Journ. de Liouv. 1875.)

Oznaczywszy przez C stala Eulera (patrz wyze] § 2,
oraz nizej Rozdzial XVIIT) mamy :

Ll

(=] n

(7:10gﬂ — 3
1

e
1
Pascal, Rep. L. 6

3=



8: Rosdzial IV.

2 (Z2n—1)* =1 L7 __‘77_2__‘1_!_
(’n——l)'-’-——z,i - le,_]z'r (1) 0 )(3) by
32 g2
!
1) (B2 —u?) (BI—u?) Aoz s
o "_(_"TH
7 Z : n 4 N
[1[(1_‘[_‘,,‘2)__“ I = 2. (Buler).
[¢]
II Lo Y; S o . (Eunler).
(I—a"2) AJ (L—un) (1—22) . . . (1—u™)
1§ (1 — ) (1 — 2¢2+1 cos 2 4= g+t
= 5 (—1r " cos 2ratlgl < 1L (Jacobi).

-

Wzory na rozwiniecie funkeyj eliptycznych na iloczyny
nieskonczone podamy w rozdziale X'VI.

Fakultety analityczne; czynnikowe (faktoryaine).

Nazywamy zwykle fakultetami (réznoczynni-
kowemi) analitycznemi iloczyny ktérych, czynniki
kolejne tworzg si¢ wedlug pewnych praw okreslonych. -

Réznoczynnikowe Heinego (Handbuch der Kugelf., T,
str. 109) sa iloczynami postact :

(1'—(1) (1 — ,"‘) 4 ’ (1 — (}’”)

Fakultety Krampa (Aun. de Gergonne, TIT, 1812) sg ilo-
czynami typu

Z@+d) (@+2d) . . . (z 4+ (n—1)d)
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W przypadku d =1, lub d = — 1 otrzymujemy tak zwa-
ne czvnnikowe (faktoryalne) Jezeli jeden z czyn-
nikéw skrajnych jest jednoscig. otrzymujemy czynnikowa
li¢czby calkowitej: oznaczamy ja przez n!.

Czynnikowa n! zawiera si¢ pomiedzy dwiema
granicami:

n

(l_nﬁ)d < n! -z (—7—1—?:;—) )

(Cauchy. Exerc. IV. str. 207,

Cogolnienie czynnikowych dla liczb niecalkowitych pro-
wadzi do tunkevi .gamma* Eulera; uogdinienie dla liczb
zespolouych rozwazal Cayley.

Fakultetami analitycznemi Weilerstrassa sg ilo-
czyny nieskonczone typu (Functionenlehre. str. 200):

(2 dyn = i R P i

Z - md,= | e-Hmtrid

dla jakichkolwiek wartosci rzeczywistych lub zespolonych ilo-
scl z, d, m.

Dla z. m rzeczywistych i d dodatniego otrzymujemy takul-
tet Bessela.

Czynnikows Welerstrassa jest (tamze str. 1931d.).

y 5(-1—)1_“—* .

Taczynnikowa jest funkcya analityczngilosei z,
skonczona i ciagla.

Fakultetami i ezynnikowemi zajmowali sie: Wronski (Réfut, de
la Théorie des tonct. anal. de Lagrange, Paryz; 1812); Clausen
iCrelle (Crelle, VII), Bessel, (Abhand. II); Ohm (Crelle, XXXTX);
Oettinger (tamze XXXTIT, XXXV, XXXVITT, X1IV): Schaefli
(tamze XTIIT, LXVIT), Weierstrass (tamze LI). Dawniejsze prace
sa: Vandermondea (Mém. de Paris, 1772) i Kr amlpa, juz wy-
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zej cytowane. Vandermonde nazywal fakultety ilodciami nie-
wymiernemi réznyeh rzedéw. Najnowsze badanie o tym
przedmiocie oglosit Capelli (Giorn. di Baltt. XXXI. XXXIII).

O

un

Utamki ciggte.
Wyrazenie postaci

&y
by + G,

nazywasig nlamkiem cigglym zstgpujacym: wy-
razenie zas

_ Gy + by
by
» utamkiem cigglym wstepujagcym.
Ponizej, o ile nie bedzie wyraznego zastrzezenia, moéwié be-
dziemy tylko o pierwszym.
Liczba wyrazéw moze byé skonczona lub nieskonczona.
Tlosei @ 1 4 nazywajs sie licznikami i miano-
wnikami czgstkowemi. Jezeli zatrzymamy sig na wy-
razie n-tym, to ulamek czastkowy, ktéry w ten sposéb otrzymu-
jemy, nazywa sig n-tym ulamkiem przyblizonym lub

n-tem przyblizeniem (reduktem);cznaczamy go przez ;"

Mozemy przyjaé, ze wszystkie liczniki sa réwne 1.
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Przyblizenia czynig zadosd nastepuja-
cemn zwiazkowl zwrotnemnu:

,‘1,, /ln .‘4;,*', = flx _1,, 2

i

B, /’n Bi 1 4 oty Bues

Licznik A4, i mianownik B, przvhblizenia
mozna wyrazi¢ za pomoeg wyzunaczunikdéw for-
my specyalnej, t. j.tak zwanych kontynuantéw
patrz wyzej str. 58).  Jest mianowicie:

;. U, 0, 0 0,0 by, w,o 0,00 0,0
—L b, a,. 0000 00 —1. b, 00000000
O, =L b a...0.0 ;B=0, =L b,a ..00
0, 0.0 Lo —1 b, PO, 0,0, 0, .., —1. b,

Réznica dwu przyblizen kolejnych wy-
raza sie wzorem:

.'1”71 _ A, . (_—1)" A, . . . Uy
B;H—l —Bn - -BH B’m‘»l ’

Réznica dwu przvblizen rzedu m-tego
1 B-Ttego (m >mn) jest:

A Au Y QU - - O

-Blll - B}! BIIZ -BH

gdzie ¢ jest mianownikiem nlamka
£ = ln41 + Unt2
? b”T_’ +”‘”+5
]I”.,d 4+ ... + Aon
by *
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Przyblizenie mozna zawsze wWyrazil¢ wzorem:

)1_11_ — al _ aqag + _“1&2‘_".‘. N <_1)11—1 q,ﬂ?'_- i
_Bn 'Bl B1B2 B2Bg B,;-—‘I_Bn

Jezeli wszystkie ilosci «ibdsg dodatnie,
toréznice pomigdzy kolejnemiprzyblizenia-
mi tworzg szereg o wyrazachmalejacychisa
naprzemian dodatnie i ujemne.

Jezeli ilosci « 10 sa dodatnie, to przybli-
zenia o skaznikach parzystych tworza sze-
reg rosngcy. przyblizenia o skaznikach nie-
parzystych tworzg szereg malejacy.

Jezeli ilosci @« 1 0 sa dodatnie, to kazde
przyblizenie zawiera sie pomigdzy dwoma
nastegpujacemi posobie przyblizeniamio ska-
znikach mniejszych.

Przyblizenia ulamkéw ciaglych. maja-
cych wszystkie liczniki czastkowe rdwne 1
a za mianownikl czastkowe liczby calko-
wite dodatnie, sa ulamkami nieprsywiedl-
nemi.

Przyblizenia ulamkacigglego

a4y
by — a,
by — ay

g — . ...,

gdz1e ilodci aibsa wszystkie dodatniei czy-
nig zadosé zwigzkowi a,> b, + 1, 83 wszyst-
kie dodatnie, mniejsze od 1 irosnace.

Jezeli br=ua,+1, to

A ey Faya, + .. L + a,a, ... a,

: g
B, I+ +ma,+ 0 0 0 T ¥ g a,
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Jakiekolwiek przyblizenie ulamka cia-
glego, ktérego wyrazy sg liczbami ealkowi-
temi, zbliza sie¢ do wartosci ulamka ciggle-
go wiece]j niz jakikolwiek inny ulamek o wy-
razach prostszych (Euler, Introductio § 382).

Jezeli dla n=oco istnieje granica ulamka
‘; toméwimy. ze ulamek ciggly jest zbiezny.
Jezeli liczniki czastkowe asg wszystkie
dodatnie. mianowniki zas ) sg jednego zna-
ku, to ulamek ciagly jest zbieiny wtedy,
i tylko wtedy. gdy przynajmniej jeden z dwnu
szeregow

14y Qs

+ 0, + ..
2 n, + cs,a4 P gy,

LY asa,, 1 gty 1, 4
by u,q TN R

jes trozbieiny(krvteryum Seidela, Habilitationschritt,
Monachium. 1846 1 Sterna, Crelle. XXXVII); tenze ula-
mek jest nieoznaczony. jezeli obateszeregi
sg zbiezne.

Utamek ciggly o elementach dodatnich
jest zbiezny. jezeli

bn«}-l Z)n -

Jim 0,
n=co a’u—-l
lub—gdy kltadac
I)n+1 bn
Tl = —
an+1

—otrzymujemy szereg

d,‘.{._] ay+2 _;__

14+ au | TH+aps !
rozbiezny (Novi, Algebra,).
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Tlamek ciagly nieograniczony, ktdédrego
elementy sa liczbami calkowitemi i dodat-
niemi, czyniacemi zados¢ warunkowi b, > a,
ma warto$é niewymierna mniejszg od 1.

Ulamek ciggly

y
b, —
by — . .

gdzie ilosci a i b sg dodatnie, jest zbiezny,
jezeli b, > a, + 1.

Ulamek ciagly

1
Iy —-_1

by —

gdzie i1losci h sa dodatnie, jest zbiezny, je-
zeli, poczgwszy od pewnej wartosciskaznika
n, jest zawsze I, > 2

Ulamek ciagly nazywa sie peryodycznym, jezeli
utamki czgstkowe powtarzaja sie wnim wtym samym porzgdku.

Kazdy ulamek ciggly peryodyczny, ma-
jacy liczniki czastkowe rdwnel, za miano-
wnikizasczagstkoweliczbycalkowite,jest pier-
wiastkiem réwnania stopnia 2-go, ktérego dru-
gl pierwiastek jest ulamkiem ciaglym peryo-
dycznym otym samym peryodzie napisanym
w porzadku odwrotnym (Euler, Lagrange).

Dla prostoty oznacza¢ bedziemy utamek ciggly, ktérego
utamkami czastkowemi sa SR

b7 T - - %apomocyg sym-
1 ]

% ay
bolu.( i R
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Mamy wtedy wzory:

77 b /I
l“-Tb—a-{_( U )
1 i 22 33 ,
(T’T' T 1 ....)r——log,
(_1__ o £ T ,
AR Tl B A S
11 1.1 2.2 2.2
12" 23" 31" 157
s S B =log fL & &4,
X ? e A
T "8 "5 7, | =tg
z S £ ©?
To % e e | = twha
7 \* | 7
(B & B ),
B3 T h 7 -
Pierwiastkami réwnania a? - as=10 sa:
A h . h A
Jl——(;i.TL‘ ...... ,.I._,—————-(l—lr‘(—.T ......

Za tworeg teoryl ulamkiw ciaglych mozna uwaza¢ Eulera
(Comm. Petrop. IX, XI, Novi Comm. Petr. IX, XT, Introductio etc.).
Potem zajmowali sie niemi: Lagrange (Mém. de Berl. 1769 —1770);
Legendre, Théorie des nombres; Moebius (Crelle VI), Gauss
(Werke, IIT); Wronski (Introd. & la phil. des math. 1811), Stern
{Crelle X, XTI, XXXVIT), Heine (Kugelfunctionen). Wieksze szcze-
g6ty i wiadomosei historyczne zoales¢ mozna u Ginthera (Grunert's
Archiv. LIV, Math. Ann. VIT; Beitrige zur Geschichte der Ketten-
briiche, Weissenburg 1872); Darstelluny der Niherungswerthe von Ket-
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tenbr., Erlangen 1873). Przedstawienie geometryczne ulamkéw
ciaglych podal Sylvester (p. Novi, Algebra, gdzie teorya ta trak-
towana jest szezegdlowo i jasno). Uogdlnienie ulamkéw ciaglych po-
dali: Jacobi (Crelle LXIX), Fiirstenau (Progr. Wiesbaden 1872),
Giinther (Grunerts Archiv, LVII), Pincherle (Ace. Bolog).

O utamkach wstepnych patrz prace Givthera w ,Zeitschrift«
Sehlomilcha, XXT.




ROZDZIAL V.

TEORYA ROWNAN ALGEBRAICZNYCH.

un

1.

Wiadomoscr ogdlne.

Jezeli przyréwnamy do zera wielomian ze zmienung x. t. j.
funkeye wymierna calkowita zmiennej z. bedziemy mieli réwna-
nie algebraiczne f(z)=0. Stopien wielomiann nazywa sie
stopniem réwnania.

Nazywamy pierwiastkiem réwnania liczbe, ktéra
podstawiona zamiast , zamienia rownanie na tozsamosé.

Kazde réwnanie o spélezynnikach rzeczywi-
stych lub zespolonyvch mazawsze pierwiastek (twier-
dzenie d’Alemberta) i ma tvle pierwiastkéw rzeczy-
wistych lub zespolonych. ile wynosi jego stopien.

Wskazowki historvezne co du tego twierdzenia znalezé mozna
w studyum G. Loria, Il teorema fundamentale della teoria delle equ.
alg. (Rivista di matem. I).

Jezeli réwnanie ma spéleczynniki rzeczywiste 1 jezeli
a—-F1p jest jego plerwiastkiem. to bedzie nim takze a — .

Jezeli rownanie ma r pierwiastkéw réwnych sobie i réw-

nych a. liczba a nazywa sie pierwiastkiem wielokrotnym
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réwnania o wielokrotnosci 2. W tym przypadku
strona plerwsza réwnania jest podzielna przez (x — ) .
Stosunki spélczynnikéw réwnania do spolczynnika przy
najwyzszej potedze zmiennej .. sa funkeyami symetrycznemi
elementarnemi pierwiastkdw réwnania; t. J. jezeli mamy réwnanie

er* -+ ™ 4 . . . . 4 an =

ijezeli a;. ay, - - W, sa jego pierwiastkami, bedzie:
ity [ i
=0 T 0 T - - 'Jl_ Qu ,
4y
,
4 - +ay + . s e+ auian,
0
“
(—1P = =0, . ....da.
by
Jezell przez s, & . . ... oznaczymy sumy pierwszych,

drugich 1 t. d. poteg pierwiastkéw, to funkeye symetryczne s
mozna wyrazi¢ przez spélezynniki rdwnania (wzory Newtona
Inb Girarda), a mianowicie:

(y 8y + oy = (.

Wy 8 —+ g & -+ 20, = 0,

Uy $q —F (89 = tas, —+ 3uy = 0.
Uy S =+ CSuq =+ . - . 4 na, = 0.
ySnt1 + ) Syth—1 + ...+ (bps, = O, (]\'.'= 1, 2 .

Funkeye symetryczne zupelne lub funkeye alef Wron-
sklego sa to funkcye, ktdre otrzymaé mozna, podnoszac do
potegi l-ej, 2-giej, 3-ej .. ..

|

1 t. d. sume pierwiastkéw
2

. ay (wedlng wzoru na potege wielomianu)
1 zastgpujac w rozwinigciu wszystkie spéiczynniki jednosciami-
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Jezeli funkcye alef. odpowiadajace kolejnym wartosciom
n=1.m=2 ... oznaczvmy przez A4,, 4y, . . . , to pomiedzy
temi ilosclami 4 a spolezynmikami zachodzié beds zwiazki
nastepujace, analogiczne do wzoréw Newtona:

wyds + a4,y - wd, o .. L L L+ ad, = 0O
(i=12.......4, =1

Kazda funkecya symetrvezna calkowita pler-
wiastkow réwnania jest funkcya wymierna calko-
witg stosunkow pomiedzy spolczynnikami a a spdl-
czynnikiem «, plerwszego wyrazu. To twierdzenie od-
powlada nastepujacemu:

Kazda funkcya symetrvezna calkowitan ilosci
jest funkecyg wymierna calkowita tfunkcyj syme-
trycznych elementarnych tych n ilosecl

Co do sposobéw przedstawienia tunkcyj symetryeznych przez tun-
keye elementarne, patrz Salmon, Algébre superiéure. wyd. trancuskie.
str. 50), por. Dickstein, Pojeciaimetody matematyki. str. 2101 dalsze.

Rozwigzawszy powyzsze wrory wzgledem ilosei a lub
wzgledem ilosci s otrzymujemy wzér Waringa:
i

= \_‘(_' ])}"";ﬂ“" ..7}.n(_£+z-~_>+ o ;L,,—ly!(i,”"-.(w? )}&_. ( {{’f,, Ay
P Na , o

A AL LA i, o,

gdzie X rozciaga sie na wszystkie wartosci calkowite dodatnie
wyvkiadnikéw 4, czyniace zadose warunkowi:

o o+ 24, + . . .+ 0, =i
Nadto:
i — 1 i 1 o .
— == v—(—.— .) £ ! o — M 85 . L 8t
, — A2 i AV A ’

gdzie 4, 424, + . . . + ik = i.
Analogicznie otrzymaé mozna wzor Wronskiego na wy-
razenie funkcyi alef, a mianowicie:
4= (—petist ooy T At T ht ( = )l’ (_a;,\_)
YRR N @, (t,
A+24L 4 ...~ nia=1.
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Jesli we wzorach Newtona zamiast «y, @y . . . dn wez-
miemy odpowiednio «,, @u—1, - - . &, & skazniki przy ilosciach
s zamienimy na ujemne. otrzymamy sumy jednakowych poteg
odwrotnosci pierwiastkdw.

“r
0

Przeksztafcanie rownan.

Polozywszy w réwnaniu f )=\, y + ¢ zamiast x, otrzy-
mamy rownanie F(/) = (), htdrego pierwiastkl sg 0 ¢ mniejsze
od odpowiednich pierwiastkéw réwnania f=0.

Spotezynniki funkeyi /' s postaci:

1
71 e

Jezeli polozymy nue 4 @y = 0, to ¢ Wyznaczymy w ten
sposéb, aby réwnanie ze zmienna y nie mialo wyrazu druglego
(t. j. z potegl y*~1).

Aby otrzymaé véwnanie, ktérego pierwiastki sa odwrotno-
sciami pierwiastkow réwnania danego, trzeba «,,w, . . ., @, za-
stapit odpowiednio przez (., w,—1 . . (4.

Przeksztalcenie Tschirnhausena. Niechaj
bedzie réwnanie

JU 4 gt 4L L L L+ a, = 0
polézmy:
=P+t ps 4+ - . . ..+ o (m<n),

nastepuie rozwinmy kolejne potegi ilosci y, a W rozwinigeiu ich
o’pmﬁmy ich stopien wzgledem « ponizej n przy pomocy réwna-
nia danego. Otrzymamy tym sposobem :

J‘=yu+p1w—l— Coe

y: =p"u T+
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Mamy w ten sposéb = réwnan liniowych wzgledem
oo 2% ... 2L Rugujac te iloscl. otrzymamy réwnanie:

i U e i R R MES])

ktorego spotezynniki ¢ beda fuukeyami wymiernemi 1losci p 1 «.
Za pomocy tegoz procesu elimnacyl mozna wyrazié o wymiernie
przy pomocy y, mamy zatem rezultat nastepujacy: Pierwiastki
rownania ze zmienng z 1 plerwiastki réwnania (tego samego
stopnia) ze zmienna y, wyrazaja sl¢ wymiernie pierwsze przez
drugie, i odwrotnie. Przeksztalcenie to nazywa sie przeksztal-
ceniem Tschirnhausena.

Mozna, korzystajac z dowolnosci spélezynnikéw p, spra-
wié. by znikaly niektére ze spdlezynnikéw ¢. Gdybysmy
wszakze chcieli, aby réwnanie ze zmienng y bylo dwumien-
nem. to réwnania. jakie nalezaloby rozwiaza¢ celem wyzna-
czenia spblezynnikéw p. nie dalyby sie w ogdle rozwiazaé alge-
braicznie. Na tem przeksztalceniu oparte se rozwazania J er-
rarda 1 Bringa (patrz Klein, Ikosaeder, str. 143).

Réwnanie, ktérego pierwiastkami sg kwadraty réznic pierwia-
stkéw réwnania danego, t.j. (@, — a;)% nazywasi¢ r6 wnaniem
kwadratéwréznic pierwiastko w: jest ono stopnia
n{n—1) , e . . :
—5 - Spélezynniki jego sa funkcyami symetrycznemi
plerwiastkéw réwnania danego, a wiec daja sie wyrazié wymier-
nie przez sp6iezynniki tegoz. Przy pomocy metody Lagran-
ge'a znajdujemy te spélezynniki sposobem nastepujacym: Nie-
chaj s, oznacza sume /-tych poteg plerwiastkéw réwnania dane-
go. §’, —sume takichze poteg pierwiastkow réownania przeksztal-
conego; bedzie wtedy :

. 2
2 b,=2(—1v( Y
7
(F=0:1,2 . .. 28

Znalazlszy s’y wyznaczymy przy pomocy wzoréw N e w-
tona spélezynniki szukane.
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N
Obnizenie stopnia rownania. Rownanie odwrotne.

Za pomoca podstawienta, wykonanego na zmiennej z, mo-
Zna rozwigzanie réwnania danego sprowadzi¢ niekiedy do roz-
wigzania réwnania stepnla nizszego; nazywa sig to obnize-
niem stopniardwnania.

Roéwnanie nazywa sie odwrotnem, jezeli jego pier-

: s 5w ; 1
wiastkl daja sie uporzadkowa¢ w pary typu a, — .
a

Npoleczynniki rOwnania odwrotnego, réw-
nooddaloneod wyrazdw skrajnych, sa rdwne
(1jednego znaku).

Jezeli réwnanie odwrotne jest stopnia
nieparzystego. to jednymzjego pierwiastkow
jest x = — L.

Podzieliwszy pierwsza strone takiego réwnania przez a1,
sprowadzamy je do réwnania odwrotnego stopnia parzystego

W réwnaniu odwrotnem stopnia 2n dzielimy strone pierw-

sza przez z", potem kladziemy « + }7 = ¥, i dochodzimy tym

sposobem do rdwnania stopnia n-tego ze zmiennag ;. W tem
przeksztalceniu wyrazamy przez y ilosel

1
£ — = X,

W

obliczamy je za pomocg wzoréw zwrotnych

4\'1+I = U ‘\-r - Xl-—l-

Historya teoryi rownan jest w swych poczatkach historya samej
algebry. Pierwsze préby rozwiazania réwnan stopnia 3-go znajdujemy
u Fibonaceiego (Leonardo Pisamno, Liber Abaci, 1202,
1227); po tem rozwigzanie ich istotne znalazd Scipione del Fer-



§ 3. — Obnizenie <topnia rownania. .

ro w . 15343 (jak o temmdéwi Cardano, De arte magna., (515,
Rozdz. 1. Roéwnaniem stopnia 3-go zajmowsali sie nastepnie (' a i-
dano (LeiiTartaglia (Weneeya 1546). Ludwik Fer-
rari znalazl rozwiszanie algebraiczne réwnan stopnia 4-gu (wspCinina
otem Cardano (L e Rozdz. XXXIX).

Liste zupelna wszyvstkich dziel dawniejszych 1 nowszyeh o teorvi
rownait znajdujemy na koneua cennej ksiazki Matthiessena (Grawl-
ziige der Algebra der litt. Gleichnngen. Lipsk, 1896); tu wyvmieniuy
tvlko najwazuiejsze w porzadku chronologicznym: Vieta (Lugd.
Batav. 1646}, Cartesius (Leyden. 1637, Lugd. Bat. z komeutarzem
Nchootena), Delahire (Parvz 1679), Tschirnhausen (Acta
Erud. Lipsk II. 1683). Hallev (Phil. Tran-. 1687), Robeirval
(Mém. de Paris VI, 1693), Rolle Algebra, Parvi 1690), Mém. de
Paris 1708, 17049, 1711 . Nicole {tamze, 1758, 174]1. 1743), Euler
(Comm, Petr 1789, Novi Comm. Petr, IN. XTIV, Mém, de Berl. 1764
etc ), Bezvut (Mém. de Paris 1762, 1764, 176535, 1768. Théorie des
coquat. Ponz 1779), Waring Miscell. analyt. Meditat, alg.. (‘antaliri-
glae 1762—1770), Lagrange (Traite de la résolut. des équ . Paryz
1798, Mém. de Berlin od 1768 - 1773), Vandermonde (Mém. dePa-
ris. 1778—1774). Ruttini(Teoria generale delle equaz, Bologna 1798
Mew Soe. ltal 1803— 1805, Mem.Ist. Nazionale 1806 it d.j. Budan
(Paryz 1807), Wronski (1827.1847). Fourier(Parvz 1831),Gauss,
{Autlisung der binom. Gleichung. Gitt. Abh, 1849), A bel (Oeuvres.IL),
Galois (Journ.de Livuville, XI, 1846). Cauchy (Suar la résol deséqu.
numériques ete., Paryz 1829, Comptes rendus 1836—1840 1 t d.),
Nturm Sar la résolution des equ. numer, Paryz 1835). Do tego trze-
ha dolaczy¢ wszystkie prace z reoryi niezmienuikow, o ktére] mdéwimy
w rozdziale NIL.

Specyalne dziela. odnoszace ~i¢ du seoryi rownai, sy cytuwane
wyzéj dzielo Matthiesena. dulej Petersena (Kopenhaya,
1878, przeklady wloski 1 francuski). Todhuon dtera; zaliczyé tu
nalezy ogdlne dziela, obejmujace alg elwe wizZsza, a mianowicie: §er-
ret, Bertrand, C(esdaro, Capelli Weber. Netto,
W jezyku polskim mamy Algebre wyZsza W1 Zajaczkowskie-
go (Lwow 1884), oraz ,Rozwiazywauie rovnai liczehbuyeh- J. S o-
chockiego (Warszawa, 1884).

Pascal. Rep. L 7
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Wypadkowe [ub rugowniki: wyroZniki.
Niechaj beda dwa réwnania:

o=, x" + @ "4+ . .. =0,

P = b, £* + bl g + ... + b, = Q.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym nato, aby one mia-
1y przynajmniej jeden pierwiastek wspolny, jest znikanie funk-
cyl wymierne] calkowite] spodc zynnikéw, ktory nazywamy w y-
padkowalubrugownikiem dwu réwnan danych.

Wypadkowa jest stopnia n-tego wzgledem
spblczynnikéw funkcyl ¢, stopnia zas m-tego wzgle-
dem spéleczynnikéw funkeyi y.

Wypadkowe] mozna daé¢ postadé wyznacznika

rzedu n—ui:

ﬂ‘

Do takisj postaci dochodzimy metody Kulera lub metods
dialityczng Sylvestera.

Za pomoca metody Bezouta dochodzi sie do wypadko-
we] w postaci wyzuacznika rzedu n-tego, gdzie n jest wyzszy ze
stopni dwu réwnan danych.

Jezelipolozymy dla krdétkosei

(0j) = w, by — a;b,,
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to w przypadku m=mn, otrzymujemy:

- 110), 120, (30), A BTR O F
(20). (301 — (21), (40) —+— 310 RS,
B= (30} (40 =31),50— +1)-=(32),. . . ., n2

H

no, (ml)y, ®@2. . . . . . . . (na—1j

Jezelim<n, to plerwsze n wierszy pozo-
staja bez zmiany, pozostale zas n-m tworzymy.
przy pomocy spéltczynnikowrdiwnania stopnia
nizszego sposobem nastepunjacvm:

Ugy Qyy Qye o o .
O, dys iy « + & = & @ &

O. O, «,. . . .

1

Gdy ,charakterystyka* wyznacznika £
jestm——n—=£5 t. j.gdy wszystkieminory rzedu
wyzZszego niz m+n—£Kk sa zerami, minory zas
rzedu m+n—4hniesag wszystkie zerami. wtedy
rownania maja k plerwiastkdw wspdlnych

Jezeli BR=0, to dopelnieniaalgebraiczne
clementéiw ktéregokolwiek wiersza, o ile nie
sy zerami, sa proporcvonalnedo potegkolej-
nvchtejsamejzmienne]j.

Warunki konieczne i dostateczne na to,
by riwnaniamialy p pierwiastkdow wspdlnych
wyrazamy w tensposéb: macierz wyznacznika
B ma charakterystyke n—p. (Twierdzenie Dar-
boux’a.

Nazywamy wyrdzunikiem rownania danego funkcye
wyniierna i calkowita jego spolczynnikow, ktéra przyréwnana
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do sera, wyraza warunek kouleczay 1 dostateczny na to, aby
réwnanie mialo przynajmniej dwa pierwiastki réwne.
Kladac
sy =0 T — . . . . . + a.nr,
gdzie a sag plerwiastkl 10wnanta, otrzymuje-
my wyraznik wpostaci

: Sy« Spe S - e |
X 1

Spe Sy by, C e ey ‘
!
i
: .

i

| Su—ty Suy Sutly D T -1 I |

gdzie ilosci 5, jak wiadomo. wyrazié mozna
zapomocag spilezynnikdwrdwnania. W tunk-
¢yl pierwiastkdédw wyi1dznik przedstawia sie
tak:

1 1. ,

|

I

| O'l (ty ? U

i ) 2

T v ‘
i

|

PO e L w w e L et

Wyroznik jest funkeya wymierny calkowita
stopnia2n—2spdlezynnikédw rdwnaniastopnia n-tego.
W funkeyi spdélezynnikéw wyréznik wyraza
sig tak:
ooay. g,

O T '

|
10, 0, .. L,

=i, , .

!

P 1y n—1ay, (e—2)y .

1

L0, na,. (n—21L)yu, .

|
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Ilu zyn w, :,zyatklch sum a;T @, zwykle nazywa »le gemi-
nan-em rowninia. Geminant wyraza s ie wymier-
nie przez spoélceczynniki réwnania. Pu\m\mam
do zera w yraza, on warunek na to, abv réwnanie mialo dwa pier-
wiastki rowne 1 znaku przeciwnego.

Tnne wlasnosci Wypadkowy«,h lub rugownikéw i wvrdzni-
kdow po lajemy w rozdziale XII-ym o niezmiennikach.

Wrypadkowa otrzymali po raz pierwszy Euler, Bezout
ilbagrange Jacobi zastosowal w rvm celu wyznaczniki. Liste
prac. odnosza‘,q rch sie do tego przedmiotu. puda]e E. Pascal. .De-
terminanti~.  Pracg klasyezny o rugownikach jest rozprawa G ord a-
na ‘\Iath Ann III)

Rugowniki 1 wyrézniki po za réwnaniami, ktdre spelniaja
na zasadzie wiasnosci niezmienniczej, czynia zadosé pewnym
réwnaniom roézniczkowym. Rdwnania te znalazl Brioschi
{Crelle, LIII) Patrz Faa di Bruno, Crelle XIV i Biuire For-
men, Lipsk 18811

s 4
Uktady rownaii liniowych.

Niechaj bedzie uklad s rownan pomiedzy n niewiadomemiz

Uyp £y - g Ty 0 o T @ B = Yy,
Wy L7 F gty + o 0 unds = Yu

Macierz wszystkich spélezynuikéw @ nazywa sie macie-
rza ukladn, Zaldimy, ze wszystkie wyznaczniki rze-
du p—1, zawarte w tej macierzy sa zerami (sa zerami tedy
i wszystkie wyznaczniki rzedn wyzszego), nie sa za$ zerami
wszystkie wyznaczuiki rzedu p. Liczba p nazywa sie cha-
rakterystyka macierzy.

Abymacierz mialta charakterystyke p,jest
koniecznem 1 dostatecznem, by miala przy-
najmniej jeden nierdwny zern wyznacznik 4

zedu p-tegoiaby byly zerami wszystkie wy-
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znacznikirzegdup+l,ktéoretworza sie z 4 przes
dopisanienowego wierszainowej kolumny.
Niechaj charakterystyka macierzy ukladu danego bedzie p,
i niechaj nieréwny zeru wyznacznik 4 rzedu p-tego. w niej za-
warty, bedzie:
P P

.L4=
'
3
P @pe o - e e
Abyréwnaniadanenie byly zesobay sprze-
cznemi, jest koniecznem i dostateczne, by by-
1y zerami wszystkie wyznaczniki Al

Py, - - o oL Qi Yy j

| . R

Ay = 1 1
Up1. N R !

| f

? Griy « « o oy Wy Y

Witym przypadkuukladmrdéwnan danych
sprowadza sie do ukladup pierwszych z po-
miedzy tychrédwnan.

‘W innej postaci mozna to twierdzenie wypowiedzieé¢ tak:

Aby réwnania dane byly zgodnemi ze soba,
t. J. aby mialy jedno lub wiecej rozwiazan
wspélnych, jest koniecznem i dostatecznem,
by macierzspélczynnikdwimacierz

| g o o - o ., Linta

SR

L O s o ny Y

mialy jedneite samy charakterystykq(tdpelll_
¢ Dla spdéltistnienia n4+l réwnan pomiedzy
®n niewiadomemi potrzeba, by wyznacznik
spéleczynnikéwiwyrazdéw znanych byl zerem.



§ 4— Tklady rownai liniowyel. 100

Wartosci ;. uy, - - . .. STy czZyNlace z2d0ONG
ré6wnaniom danym, wyrazaja sle za pomora
wzordw (Cramera)

A

-

L, =

B

gdzie 4, jest wyznacznikiem. ktéry otrzymu-
jemy z wyznacznika 4, znoszac jego kolumne
i-ta 1 piszac zamiast jej eclementéw wyra-
Zenia:

4
Y1 =Y — Uy dp-z — « o . — 1, &y

S . -
Yo=Yp — CupH Tppl — o o o — lyn B

Jezeli p=mn wtedy ilosci % sa samemiilo-
$ciamiy, a strona druga bedzie niezalezna od
ilosciz. Wtymprzypadkuana 4, . ... », otrzy-
mujemy jedyny uklad wartosci czyniacych
zadosé¢ réwnaniom,

Jezeli p <n, wtedy nkladréwnan p—n roz-
wigzan.

Jezeli strony drugle vdownan y. Jy. - . . s 52 WSZVst-
kie zerami. otrzymnujemy rownanie jednorodne.

Abyuklad réwnan jednorodnyeh mial roz-
wiazanie rdzne od rozwiazania ocrzywistego
7 =ay=...—=u,=0, jest koniecznem, by cha-
rakterystyka macierzy spdélezynnikow t j p
bylamniejsza od n

Abyukladwréwnan jednorodnych o n nie-
wiadomych mial rozwiazania wszystkie réw-
nezeru, powinien wyznacznik nkladu byé
Zerem.
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Jezelimamyn—lrownan liniowych pomie-
dzv n niewiadomemi o macierzy, ktdrej cha-
rai;terystykzg jest n—1, to wartosci niewiado-
mych sa proporcyonalne do minoréw rzedn
n—1. wtej macierzy zawartych.

Niemoze by¢ wigcejnad n rédwnan linio-
wych jednorodnychiniezaleznychpomiedzy
n niewiadomemi

§ 6
Rozwigzywanie rownan.

Rownaniestopnia trzeciego. Réwnanie
a4 g s oy = (),
po podstawienin

/)=!/—

1
*g— 4y .
zamienia sle na 16wnanie:

V' py + =0

Jezeli:

A B : : ,
1 e —7 = U. to dwa plerwiastki beda urojone sprze-

zone, jeden zas rzeczywisty:

q '} . : : :

T - or << 0. wezystkie plerwiastki sa 1zeczywiste;
-~

4* p? . . )

5 -+ 3 = 0. dwa pierwiastki sa rdwne.
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Pierwiastki wyrazaja sie za pomocy wzoru (ktéry pordal
Tartaglia:

3 I L
1 q / ¢ , 9 ¢ P
y=f = L 4p tdet) b -] i

Nalezy tu zauwazyé¢, ze kazdy z plerwiastkow szesciennych ma
trzy wartosci 1 ze nalezy tak kombinowac wartosci jednego picr-
wiastka z wartosciami drugiego. aby ich iloczyn byt rzeczy wistv
p

3 _

Wzér powyzszy jest niedogodny z tego wzgledu. ze daje
pierwiastki rzeczywiste réwnania (w przypadku, gdy wszystkie
sg rzeczywiste) pod postacia urcjong (t. zw. przypadek nie-
przywiedlny). Jest on jeszcze niedogodny i dla tegu. ze
daje czesto pod postacia niewymierna pierwiastki w y-
mierne. ktore zreszta.jak to zobaczymy nizej, mozewmy ot1zi-
mad 1 na innej drodze.

iréwny —

Polézmy :
p e
(| g
e g pus b, o=] — %
2 - e
o* P 5o B
5 T 57 = o sin % h,

_1/1 = 2 o ! COS 5 .
-
! b bhrg
Yy = 2 0 3 cos *;;——’r- —’5—) .

1

Iy = % 0* COS(%-—{- —4-_;—5—)

b

Inne metody rozwiazania réwnania stopnia trzeciego podali: Liu-
grange (Oeuvres, VIII), Eisenstein (Crelle. XXVIIy, Ei-
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senlohy (ramze NLII). Clausen (Astion. Nachrichten N. 446),
Grunert (Archiv, ILstr.446), Reidt (Zeitschrift Schlomilcha.
XVII), Cayley (patrz prace Gordana i Clebscha o nie-
zmiennikach). Weichold (Americ, Journal, I) it.d.

Réwnaniestopnia 4-go. Jezeli w réwnaniu
x4t + a3+ axt +ayr 4 a0, = 0.
polozymy : =y — —IL— ay . otrzymamy:
4oty +r=0.

Rozwiazmy za pomoca wzordéw poprzedzajacych 1dwnanie
stopnia 3-go (rozwiazujace)

2 T AR ps'_'-“' T __
S e a A S T A

i niechaj z,. 2,, 2z, beda trzy pierwiastki tego réwnania. Roz-
patrzmy wartosel = Vz;. &+ Vz,, &+ Ve, i nadajmy kazdemu
z tych pierwiastnikéw znak + lub —, tak,aby iloczyn wszystkich
trzech pierwiastnikéw byl réwny — % . Mozna uskutecznié to
czterema réznemi sposobami- jezeli mianowicie 7, %,, 7, sa war-
tosciami pierwiastnikow, to warunkowi

% 27 — —-g—.

mozemy oczywiscie zadosé uczynic. dobierajac, pL6ez powyzszej,
kombinacye:

Zl7 '—'Z‘.’: - Zﬁ; ~— L+ Z2a —Z;: '—Zl’ "_Z‘u Z&'
Czterema pierwiastkami réwnania danego beda :
=2 + 4. Z;; a,=Z,—Z2—Z3;

oy = — Zy + Zy — Zs; U= —2 — Zy+ Z;.
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Inne metody podali Lagrange (Oeuvres, VIII . Euler (Cowm.
Petrop. VI), Ampére (Archiv Grunerta. II, Aronhold (Crelle.
LII), Eisenstein (tamze XXVII). Hermite (Equations modulaires,
Parvz 1859). Matthiessen (Zeitschrift Schlomileha. VIII). Faadi
Bruno (Amer. Journ. IIl). Rozwiazanie, oparte na tesryi niezmien-
nikéw. znales¢ mozna w pracach Clebscha i Gordana o niezmien-
nikach.

Rownaniastopnia d-go 1 6-go. Réwnanie stopnia
5-go (og6lne) nie daje sie rozwigzaé algebraicznie: rozwiazujemy
je przy pomocy funkcey) eliptveznych. Rozwiazanie to po raz
pierwszy podal Heimite.

Rownaniem stopnia 5-go zajmowali sie: Wroiniski (Canon de lo-
garithmes 1827, Wydanie polskie. Warszawa 1890): Jacobi (Crelle,
I1I, XIII); Cayley (Phil, Trans. CLI), Galois (Journ. de Limav. XI,
str. 412), Betti (Ann. di Tortolini 1853), Hermite {Compt.. rend.
1858. t. XLVI). Brioschi (Annali di Tortolini 1858). Kronecker
(Compt. rendus 1858, t. XLVIL Berlin. Moratsh. 1861. Crelle LIX),
Joubert (Compt. rend. 1859, t. XLVIII), Hermite (tamze. 1866},
Roberts (Annali di mat, (2). 1), Brioschi (Comp. rend 1866,
Ann, di mat. (2), I, 1867, w dodatku do przekladu dziela Cayleya
o funkeyach eliptyeznych, Medyvolan 1880, Comptes rendus LXIII,
LXXIII. LXXX, Ace. Napol. 1866), Klein (Ikosaeder, Lipsk 1884).
W ostatniem dziele znajduje sie rys historyezny zagadnienia o rozwig-
zaniu réownania stopnia 5-go.

Roéwnanie stopnia §-go nie daje sie rozwiazad 1 za pomocs
funkeyj eliptyeznyelh. Potrzebne sa tu funkceyve hypereliytyczne.

Do tego przedmiotu odnosza sie prace: Maschke-Brioschi
{Ace. Lincei, 1888). Brioschi (Acta math. XI[, 1888, Dawniejsze
rozwozania sa: Brilla (Math, Ann, XX, Cole'go (Amer. Journ.
VIII, 1866).

O réwnaniach stopnia 7-go i 8-go istnieja hadania Kleina. No-
thera i Gordana (Math., Ann. XV. XX).
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on

Rownania dwumiennae.

Kazde réwnanie typu
sm = 4 = 0.

t. j. réwnanie dwumienne mozna za pomocs {atwego przeksztal-
cenia sprowadzi¢ do postaci

v — 1 = 0.

Jezeliajest pierwiastkiem réwnania dwu-
miennego tegotypu, toiae” (gdziem jest licuz-
bacalkowita jakakolwiek), bedzie pierwiast-
kiem tegoréwnania.

Jezelli n jestliczbag plerwsza « zas$ rdoz-
nym od jednosdci plerwiastkiem réwmnania
y—1=0.to0a0%a ..a"sg n pierwiastkamitego
rownania; jezelimnie jestliczba pierwsza. to
pierwiastek ¢, majacy te wlasnodé nazywa sie
pierwiastkiem pierwotnym. Istnieje @(n) piei-
wiastkdéw pierwotnych: ¢(n) jest liczba liczb pierw-
szych mniejszych od n 1 wzgledem n pierwszych.

Rozwigzanie rdwnania 2"--1=0, gdzie n
jestiloczynem réznych liczb pierwszych za-
lezy od rozwiazania tejze postaci rédwnan,
wktérych wykladnikiilosel « sa wlasnie temi
liczbami pierwszemi

Jezelin jestliczba pierwsza, to plerwiast-
kiréwnania daja sig przedstawié za pomoca
wzorutrygonometrycznego:

2k n 2k

% = co§ ——— 1 sin
n + n

gdzie k przyjmuje wartosci 0,1,2...n— L
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Pierwiastki véwnania dwnmiennego, przedstawione geonie-
tryeznie. odpowiadaja punktom podzialu podzialu ikregu na n
czescl réwnyeh 1 dlatego to rdéwnanie dwuwicnne ##— 1 z= 0 na-
zywamy tez rowunaniem podzialu kola. Wrykresdliw-
szy geometrycznie pierwiastki. nskuteczniamy po lzial okregn
kola.

Réwnanie

v —1
go—1

:.L“‘I-{-J,‘_'-'—[— e . . a4 L=,

i

gdzie n jestliczba plerwszag, jest rownaniem
nieprzywiedlnem. t j. nie posiadaczyanikdw
wymiernych,

Jezelin jestliczba pierwsza, tu dla roz
wigzania rownania £ 'Fs"2 4+ L Lo+ 1=0
rozkladamyliczbe n—1 na czynniki pierwsazve
Pisle - -.1 T0ozZzWiazujemy réwnania

2 - 1=0, —1=0,....

Réwnanie dwumienne daje sierozwiazad
algebraicznie.

Jezelin-1jest potega liczby 2. tordwnanie dwu-
mienne daje sie rozwlazacza pomocg samych réw-
nan stopnia drugiego. W tym przypadku podzial
okregumozunanskureczni¢ za pomocalinijkiicvrkla.

Réwnanie »'—1==0 ma pierwiastki:
{ i3 1 i3
) — T TS o T T

Réwnanie +° — 1 = U ma pierwiasthi:



110 Rosdsial V

l
[y
o
il
|
~
b
—
+
1
ot

Vi) WIS )

—t

(—1—15—41 10 —

L,
~|
ol

i

4

Wartodeli prerwiastkow w pizypadku 21=17 i s=19Y podal
Gauss (Werke I). Wiecey szezegélow o tim przedmiocie znalesé
mozna w dziele Bachmanna _Die Lelie von der Kreistheilung®
Lipsk 1872, w tymn dziele znajdujemy tez konstiukeye geometryczne,
Konstiukeye dlan=17 podali: v Staudt (Crelle XXIViSchroter
(tamze LXXYV). Dla n==257 czes¢ analityezna 10zwinal Richelot
(Crelle IX). geometryezna E. Pascal (Ace. Napol. 1887). Inne
przypadki patrz: E Pascal (Giorn. di Batt. XXV), Amaldi
(tamze XXX).

Pierwiastki wielokrotne rownania.

Aby liczba a byla pierwiastkiems —kro-
tnym réwnania flv)=0. jest koniecznem i do-
stateczem, by a« bylo pilerwiastkiem same-
gorownania oraz r—1 pieiwszych jego rédw-
nafh pochodnyech (patrz Rozdz VI).

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby réwnanie nie miato pierwiastkow
wielokrotunych jest, abynajwiekszy wspélny
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dzielnik funkoyi flz) 1 jej pierwszej pochod-
nej byl iloscig stala.

Jezeli podzielimy funkcye fix) przez naj-
wiekszy wspélny dzielnik funkeyi danej f
ijej pochodnej f, otrzymamy funkcyve, ktd-
rej pierwiastki sa réwneco do wartoscipier-
wiastkom funkeyi f, lecz sa wszystkie poje-
dyhczemi

Ozuaczy przez [); najwiekszy wspdlny dzielnik funkeyi
f1ijej pochodnej f, przez D, -- najwiekszy wspélny dzielnik
funkeyi D, 1 jej pochodnej [ : bedzie:

D, = stalej jest warunkiem koniecznym
i dostateczunym na to, aby funkeya [ nie
miala pierwiastkdw tréojkrotnych,it.d.

Jezeli untworzymy ilorazy

I D D,
Dl Tl Dz =% D3 — g

to roOwnania

L Pu

L e =

N

Pa ?,

beda mialy odpowiednio jako pierwiastki po-
jedynhcze: wszystkie pierwiastki pojedyn-
cze danego, wszystkie pierwiastki podwdj-
ne. wszystkie pierwiastki potrdjne it. d

9.

/8

Pierwiastki rzeczywiste i/ zespolons rownania.

Pomiedzy kolejnewmi pierwiastkami rze-
czywistemi réwnania f=0 zawiera sie nie-
parzysta liczba pierwiastkéw réwnania po-
chodnego f=0. (Twierdzenie Rollego.)
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Pomiedzy dwoma kolejnem1 plerwiast-
kami rédwnania /=0 nie moze sie zawlieracd
wigcejnadjeden pierwiastek rdéwnania f=0.

Jezeli wszystkie pilerwiastki réwnania
=0 sg rzeczywiste, to toz samo zachodzi
idla f=0.

Jezeli wyrazy réwnania su uporzadkowane wedlug ich sto-
pnia. to méwimy, ze dwa wyrazy nastepujace po sobie dajg
zmiane lub nastepstwo znakdéw, stosownie) do tego,
czy sa znaku tego samego czy |irzeciwnego.

W kazdem réwnaniu flu)=0 liczba pierwia-
stkéwrzeczywistych dodatnich nie przewyz-
sza liczby zmian znakow funkeyifiz),liczba zas
pierwiastkdw ujemnychnie przewyzsza licz-
byv zmian znaku funkeyi fl—z). (Twierdzenie Des-
cartes’a.)

Nadmiar liczby zmian znakdw po nad
liczbg pierwiastkdw dodatnich réwnania f(r)=U
jest zawsze parzyst

Jezeli flr)y ma tylko jedne zmiane, to f(x)=0
ma tylko jedenpierwiastek dodatni.

Réwnanie, majace wszystkie pierwiastki
rzeczywiliste ma tyle pierwiastkow dodatnich,
ile ma zmian znakow.

Réwnanie posiada przynajmniej 24 piler-
wiastkdw zespolonyech, jezeli brak w nim 2k
wyrazow kolejnych, lub jezeli brak ich 2k—1
pomiedzy wyrazamil jednego znaku.

liiczba pierwiastkdw rzeczywistych réw-
nania f(#)=0, wigkszych odliczby dodatniej a
nie przewyzsza liczby zmian, jaki daje dla
L= szeregu wielkos$ei

h=azt+ax—24 . . . . . -+ Gy,
[;=fb.b""’—{—aa"*2—}— v ow s e owm o G,
/‘n 1—”0'—1-(51,

f"——a/o,
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i1 w kazdym przyvpadku réznica pomiedzy te-
mi dwiema liczbam: jest parzysta. (Twierdzenie
Laguerrsia.)

Liczba pierwiastkdw rzecevwistych réw-
nania fuwr)=0 pomiedzy. u=«ais=0h(u-7h) nie
przewyzsza liczby zmian straconych w sze-
regu " " ... (kolejnych poclhiodnyeh) w przej-
scivodr=«wdor=Ub wkazdyvm przypadkurdz-
nica pomiedzy temidwiema livzbami jest pa-
rzvsta, (Twierdzenie Budana.)

Jezeli podzielimy funkeye / przez jej pierwsza pochodna f
1 reszte otrzymana. po zmienieniu jej znaku.oznaczymy przez f.;
nastepnie podzielimy f' przez /, i reszte, po zmienieniu jej znaku,
oznaczymy przez f, i t. d.; wtedy szereg

[« £ fos Tas

nazywa sie krotko szeregiem Sturma.

Liczba pierwiastkéw rzeczywistych réw-
nania fla)=0 pomiedzy x=air=0jest dokla-
dnie réwna liczbie zmian znakn, straconych
w szeregu Sturma w przejscin odax=a do «=b.
Twierdzenie Sturma).

Jezell polozviny «=—:z, b=+ -c. bedziemy mieli licz-
be wszystkich pierwiastkdw rzeczywistyeh.

Jezell §,. &, %, . . . oznaczajg sumy jednakowych poteg
pierwiesrkéw 1 polozymy:

to hedziemy mieli twierdzenie:
Liczba par plerwiastkéw urojonych réw-
nania f(x)=0, pozbawionego pierwiastkdéw wie-

Piscal. Rep I. be]
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lokrotnych, réwna sig liczbie zmianznaknu
W SZeTCgU 06, Oyy Op « « « = +

Warunk: konieczne 1 dostateczne rze-
czywistosci wszystkich pierwiastkéw rdédw-
nania algebraicznego o spélczynnikach rze-
czywistych sa:

g; >0 oy >0 o » . 0 >0

§ 10,
Pierwiastki wymierne rdwnania.

Aby liczba calkowita ¢« mogla by¢ pier-
wiastkiem réwnania o spéleczynnikach cal-
kowitych, jest koniecznem 1 dostatecznem,
by taliczba bylta dzielnikiem ostatniego spdl-
czynnika a,; dalej aby, jezeli p, jest ilorazem
tego dzielenia, liczba a dzielita spélczynnik
a—s powiekszony o p,, gdzie p, jest ilorazem
poprzedniego dzielenia it p.

Kazde réwnanie, w ktéorem spdélczynnik
przynajwyzszej potedze 2 nie jest jednosdcis,
nie ma pilerwiastkéw unlamkowycech wymier-
nych.

Jezelirédwnanie o spélczynnikach wymier-
nych ma tylko jeden pierwiastek k-krotny,
to pierwiastek ten nie moze by¢ wymierny.
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§ 11
Przyblizons wyznaczanie pierwiastkdw rzeczywist,ah réwnania.

Granicy wyzsza pierwiastkow rzeczywistych row-
nania nazywamy liczbe wiekszg od kazdego z pierwiastkéw.
Analogicznie okreslamy granice nizsza.

Jezeli przy r=a wszystkie funkeye £./f". ..
sg dodatniemi, toliczba ta jest granicg wyzsza
pierwiastkéw rdwnania f=0 (Newton.

Celem wyznaczenia granicy wyzsze] wyznaczamy liczbe
calkowita, bezposrednio wyzsza od pierwiastka rdwnania
f=1 =0; te wartos¢ podstawiamy w funkeyi fi«=2 1, jezeli re-
zultat jest ujemny. dodajemy do niego tyle jednosci, aby otrzy-
ma¢ liczbe dodatnia. Dalej tak postepujac. dochodzimy do liczby
cathowite]. przy ktorej wszystkie pochodne sa dodatnie.

Inne granice wyzsze ofrzymujemy za pomoca rwierdzen na-
stepujacyeh:

Jezeli a jest wartos¢ bezwzgledna spéi-
czynnikanjemnego, majacegonajwieksza war-
taseé liczebna wtedy granica wyvzsza wyraza
sie tak:

L=1- —(fl—r— (Maclaurin).
o

Jezeli a. jest pierwszy spélczynik ujem-

ny. to granica wyzszg jest:

1
L=1-=+ ] —_ — iLagrange)
,

Jezeli g, jestnajwiekszyv z pomiedzy spél-
czynnikdéw, poprzedzajacych pierwszy spél-
czynnik njemny, to granica wyzsza jest:

S=2

/
L=1~i—]"'+ it (Tillot.

-
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Przy pomocy twierdzenia Sturma mozna rozdzieli¢
pierwiastki, t j. znales¢ przedzialy, wewnatrz ktévych za-
wiera sie jeden tylko pilerwiastek rzeczywisty réwnania.

Niechaj « 1 b bedg dwa krance, pomiedzy ktoremi zawiera
sig jeden pierwiastek rzeczy wisty réwnania: niechaj o
bedzie wartoscia. przy ktdrej fla) 1 f"(«) sa jeduego znaku.

Jezeli ntworzymy kolejno ilosci:

fue
oy = — —7,
' faw)
(@)
Uy =a, — —Ll(—l— )
/()
" Feen)
m —— i P e
i )

to liczby typ beda szvbko, dazyly do warto-
$ci pierwiastka funkeyil /, zawartego pomie-
dzy a1 b (Twierdzenie Newtona).

Jezell ntworzymy kolejuo ilosci

Z)H f(”n) — f(/),,)
]L(“v)—‘f(bn) ’

])"'H = (({u =, bﬂ — b);

to liczby b1 bedn rédwniez dazyly do war-
tosci pierwiastka, zawartego pomiedzy w1/
Jezeli sie zatrzymamy na danym skazniku »,
to blac popelniony bedzie muiejszy od ty—0h,.

Co do metod przyblizonegu obliczania. opartyeh na rozwazaniach
geometrycznyeh, patrz Catalan, 2M{langes math, I str. 79 Metoda
Lagrange’a (Mem. Berl. 1769, Oeuvres, II. III) daje rozwinigcie
pierwiastka na ulumek ciagly, Istnieja metody Eulera (Caleul. diff. II.
1755.§234) Wronskiego 1827, 1847 (patrz S. Dickstein, ,Ome-
todzie teleologicznej rozwiazywania réwnan®, Rozprawy Akad. Krak,
XVIIL, XIX), W. Krauze, (Prace mat.-fiz. III). Cauchyego
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{Oeuvres, IV, p.41—u4), Jacohiego (Crelle VI, str, 257), Heisa
{Sammlung v. Beisp. und Aufgaben aus. der allgem. Arithmetik und
Algebra Kolonia 1882, § 102),

Teorya Galoisa.

Zalézmy. ze istnieje zwiazek pomiedzy pierwiastkami réw-
nania &, 'y, . . . Jo» lub inacze], Ze mozna utworzyé funkcye
wymierna calkowita pierwiastkdw, ktdrej wartosé jest zerem lub
iloscig znana. W takim przypadku réwnanie nazywa sie spe-
¢cvalnem; grupa zas. nalezgca do funkeyl pierwiastkéw. na-
zywa sie grupsg rownania (patrz wyzej Rozdziat IT).

Grupa réwnania ogélnego jest grups symetrycznag.

Réwnanie nazywa sie nieprzywiedlnem, jezeli nie
posiada czynnikéw, ktorych spolezynniki wyrazaja sie wymier-
nie przez spélczynniki samego réwnania.

Grupa réwnania nieprzywiedlnego jest
przechodnig, i odwrotnie

Rzad grupyréwnanianieprzywiedlnego
stopnian, ktérego pierwiastki sg funkcyami
wymiernemi jednego znich, rdwna sig n,1iod-
wrotnie.

Trwoirzmy funkeye

=g+ ady+ . - o« . . ta

o n spolczynnikach nieoznaczonych e, as. . . . an. W ktirej
iy da. - . . Xy s§ plerwiastkami rownania. Jezeli zastosujemy
do tej funkeyl wszystkie r podstawien grupy. otrzymamy 7
wartosci

T A

réwnanie FQO =({—&§) & —8&) . . . =) =0
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nazywa sig réwnaniem rozwigzujacem Galoisa
dla réwnania danego.

Wszelkie pierwiastki réwnania F=0 sq
funkcyami wymiernemi jednego z nich; za
ich pomoca mozna wyrazié wszystkie pier-
wiastki réwnania danego f(z)=0.

W ogélrosci roz wigzuj g cem nazywamy kazde réwna-
nia. za pomoca plerwiastkéw ktérego wyrazié mozna plerwiastki
danego.

Réwnanie ogdlne *topniu n (n>4) mozna
rozwiazaé przez rozwigzanie réwnania roz-
\Vla&ﬂJqCG ostopnia wyzszegoniz 2, lecz nie

istniejeréwnanie rozwiagzujgce stopnia niz-
szegoodniwiekszego od2. Jezeli azjest réz-
neod6. to nie ma rownania rozw1azugaue ' 0
stopnia n.réznego odréwnania danego f(r
Jezell mn=26 1stunieje réwnanie rozw1a.4uJa<,
stopnia 6~go.Rownanle stopnia 5-go posiada
rozwiazujace stopnias 6-go; r()wnanu, stopnia
n{+t maja 1‘0zwiaézuja:ce stopni nizszych.

Niechaj G bedzie grupa rownania; utworz-
my szeregi bkladaJazceG t. j.zbudujmy szereg pod-
grup G, L, I'...,zktérych kazdanastepuj eyoa_]ebt pod-
grupa charakterystycznag najwieksza poprze-
dzajace]; jezeli rzedami tych podgrup sa #»
?IT’ 7',)7'3 y+-.,torozwiazanie réwnania =0
zalezeé begdzie od réwnan, ktdrych grupy sa
pojedyhczemiiodpowiedniorzeddw ry, ry, ...

- Rdéwnanie ogélne stopnia n>4 nie daje
sle rozwiagzad algebralcznle. (Twierdzeuie R utf-
finiego i Abela).

2

Historyg tego twierdzenia czytamy wpracy Burkhardta (Zeitsch.
t. Math. und Physik XXXVII, 1892 lub Aunali i matem. 1894, prze-
klad Pascala).
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Warunkiem koniecznym 1 dos tatecanym
na to, aby réwnanie stopnia n >4 dalo sie
rozwigzaé za pomocg pierwiastnikdéw (algebra-
icznie) jest, by czynniki skladu grupy byly
wszystkie liczbami pierwszemi

Réwnaniami abelowemi nazywamy takie réwnania
nieprzywiedlne, ktérych kazdy pierwiastek daje sie wyrazi¢ wy-
miernie za pomocs innego, a symbole tych funkecyj wy-
miernych sa przemiennemi, t j. jezell

ro=R,(x) , »=0(n),
B, (H() = 8B (H.(2)).

Roéwnania takie daja sie rozwigzad alge-

to bedzie:

Lhralcznie,

Réwnanlia typu - ;_~_;~_ll = (), (t. j. rOwnania po-
dziatu kola) sqa rdwnaniami abelowemi

Podstawienia grunpy rdwnania abelowe-
£0 83 wzajem przemiennemi.

Rozwiagzanie réwnania.abelowego nieprzy-
wiedlnego stopnia n=p%9* ..., glziep, ¢ ... sa
liczby pierwsze, ~\plowmd za »i¢ dorozwigza-
nia rownan n,belowy(] opni p“ Ry

Rozwigzanie rdwnania abelowego nie-
przywiedlnego stopnia p*. gdzie p ]est licz-
bg piterwsza, sprowadza s'iq do rozwigzania
réownan abelowyeh, ktdrveh grupy zawierajg
tylko podstawienia rzedu p (nie liczac pod-
stawienia 1.

Rozwigzanie rownania abelowego 111ep]/v-
wiedlnego stopnia p?, ktdrego grupa zawiera

ylLo l)i)d\ld\Vl(‘]l]tL rzedu p, sp1owadaa sig do
rozwilgzania a rownan abelowych nieprzy-
wiecdlnyeh rzedu p.

Wigksze szezegdly o nindejszej teoryi zmalesé mozna w Roz-

dziale 11 1w traktatach Jordana i Netto,
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RACHUNEE ROZNICZKOWY.

4

Nieskoriczonostki i nisskorczonosci.

Zmienna, ktore] granicq jost zoro, nazywa sic niosh on
czonoasthay lub iloseignioskonezoniomalyyzmion-
na, ktore] granicy - nieskonezonos®  nazywa sic niecshoun
czonoscig Iub 1lodein nieskonezenio wiclka.

Niechaj a1 # bedsy dwioma nieskonezonostkami;

N - o s § . -
jozeli lim B O, mowimy, %e « jost ragdu wyzszogo nig o
jezeli lim P — ¢, mawimy, ze « jest rzedie mzszego niz fh
TR ; L . .

jezell im —:- = A (skohezone), wmdwimy, ze « 1 sy tego
. ﬂ o N b

samego rzedu.
Dla niegkoniczonosei ndrzymuje sig praypadek frzeci, o dwa
pierwsze przypadki zmieniaja sie¢ jeden na diogi,
Jezeli a jost rzodu wydszego niz fl, zas L Jost iloseiy

”n
skonezong, wtody mowimy, Ze « jest rzedu n-lego weelodom g,

n moze by¢ liczbg dodatnig jakakolwick, ealkowita lub nicenl-
kowity.
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Jezell a jest nieskonczonostka lub nie-
skonhczono$cig topozostanie nig, nie zmienia-
jac swego rzedu, 1 po pomnozeniu lub po-
dzieleniu przez jakakolwiek iloséskonczonag
roznyg od zera.

Suma algebraiczna skofhiczonej liczby nie-
skofczonostek jest nieskonczonostka, ktdrej
rzad jest réwny rzedowi nieskonczonostki
rzgdunajnizszego.

Jezeli nieskonczonostka ajest sumg alge-
braicznyg skonczonej liczby nieskonczono-
nostek, t. j. jezeli

a=atoat ... Foa

gdzic a niechaj bedzierzedunajnizszego, to
mozna zawsze znaledé takie otoczenie warto-
scl granicznych tyeh zmiennych, od ktérych
zalozy te nieskonczonostki, ze dla kazdego pun-
ktutegooteczenia znak iloscia bedzie taki
sam, jak znak 1loscl a;.

Granica stosunku dwdéceh nieskoficzono-
stek nie zmienia sieg, jezeli dodamy do nich
nieskonczonostki rzeddw odpowiedunio wyz-
szyeh.

Analogiczne twierdzenia istniejy dla nieskonezonosci, po-
trzeba tylko wyraz: nizszy zastapi¢ wyrazem wWyzszy.
Wyraz NajwyZszy — wyrazem najnizszy.

Jezelirdznica dwdch nieskonczonoseci da-
zy do granicy skonczonej, to obiesg tego sa-
moegorzeduigranics ich stosunku jest jednosé.

Méwiimy, Ze szereg nieskonczony nieskoniczonostek

Oy Ogy Oy, « - + Guy = » o

|

dazg jednostajnic do zera, jezeli dawszy sobie ¢ dowol-
nie male, mozemy znales¢ takie otoczenie wartodei zmiennych,
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od ktoryeh te nieskonezonostki zaleza, 2e dla wszystkich pun-
ktow otoezenin wszysthkio ilosel a sy mniejszo od g,
Jezell mamy dwa nieskonezone szeregi nieskonezonostek:

. ) ) )
Uy g oy v oo iy oo o s [Py Plag v oo [l o o

gdzie kazde g, jest rzedu wyzszego niz q, mowimy, ze ilosei
sgpjednostajnie rzedu wyzszego nizg ilosei a
Jezeli stosunki

P [ [

25 (L [

zdazaja jedvnostajnio dozera,
Joezell suma nieskonezonostel

g o |os e o b oum b s
dagzy do graniey skonezonej i jezelt nieshons
czonostki
Bros e o« 0 o w & by
sy jodnostajnie ragdu wyzszego niz ilosel w
wtedy suma ilosei gdazy dozera i bhoedaio:
(X%} =2
. b . al
TR % - lim N (g 4 [,
el P
1 !
fojesumailoscianiczmionia sve, joseli do kaz-
dej nicskonezaonostki o dodamy nieshonezo-
czonostkirzeduwyaszego i,
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5w

Mg
O

Teorya pochodnych funkcyj rzeczywistych jednej lub wielu
zmiennych rzeczywistych.

Jezell ¢ jest funkeyyq zmieunej @ 1 jezell tej zmiennej
nadamy przyrost dowolny A, wtedy y dozna w ogdle
przyrostu, ktéry oznaczmy przez dy. Granica stosunkun

Ay
Az
znaku przyrostu Ar, nazywa sie pochodng funkeyl w pun-
keie & Jezell ta granica istnieje tylko dla A.r dodatniego,
nie istnicje zas dla Az wjemnego lub odwrotnie, albo tez istnie-
jac w obu przypadkach, nie ma w nich tej samej wartosci. wtedy
mamy odpowiednio pochodna po prawej stronie
ipochodna polewejstronie punktu ..

Warunki konieczne istnienia pochodnej
sa: 1) funkeya powinna byé ciggla wpunkeie:
2 funkceya powinna by¢ skonczona wotocze-
niu punktuiwsamympunkcie.

Jezell przyrost Ay zmienia nieskonczenie
wielerazy znak w jakiemkolwiek otoczenin
punktu, wtedy pochodna wtym punkeciealbeo
nie istnicje alho jest zerem.

w zalozeniu zo istnieje, Ze jest skonezona i niezalezna od

B v m . L ;
Przykladewm jest funkeya f(a) =mwsin =-: fo) = O tun-
2 ; . g
keya ta wo punkeie # =0 nie ma pochodnej: funkeya zas
o . ,
fla)y =2 sin - - | f(0) =0, w punkcie w=0 ma poclodug 16w-
@

ny zera.
Co do funkeyj o nic majacych pochodnej patrz  dzielo 8. Pax-
cala  Note eritiche di ealeolo ete.*  Medyolan 1893, od str. 85 —128.
Dla funkeyi nadajacej sig do przedsta-
wienia geometrycznego, pochodna wpunkeie
przedstawia stycznag trygometryczna kata,
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jaki styczna geometryczna do kraywej two-
rzy z osig J.

Jezelidla r=co istniojo granica stosunknu
Ay
Az
wtedy réwna si¢g ona wartosel

f()

ijeststaly dla wszelkioj wartosel Aw, to

lim (Twierdzenio Caneh y'ogo).

Co do tego pracdmiotu patrz: Dubois-Reywond, Aun, di
mat [V, Math., An, XV Stelz Math, Annc XV Rouguet, Nouy,
Anne XV ste. 675 K. Pasceal, Notr, eritiche, efe,

Jozeli pochodna funkeyi ma granieq dla
Loz, bo funkeya jest eiagla dla e

Pochodna ilodeistalej jost zorom,

Pochodna sumy algobraicznej funkeyj ri-
wna sie sumie algebraicznej pochodnyeh fun
key).

Pochodna iloezynu poewnej liezhy eznyn-
nikdw jostrowna sumiciloczyndow poechodnej
kazdego cayunika przez waas sthio czynunilhi
pozostalc

Pochodnailovazudwu funkheyj rowna s
ultamkowi, majacemu za licznikh rdgnice pomie
Adzy iloczyunam pochodnoj licaniha pracsa mia-
nownik a iloczynem poehodnej mianownika
przoz liczunik, & za mianownih hwadrat nia
nownika danego ulambka,

Jozolt yjest funkeyn zmionnej o ta zas
jast funkeys zmicnnej o, to poehodna funleyi
ywzgledem wrowna sigilocsynowi pochodneg
funkeyly wrgledom 2, pomunozone] pracs po-
chodng funkeyiz wazgledom o,

Pochodna funkeyi odwrotue] rdownn sig
odwrotnejarytmoetycznoj pochodunej funkeyi
proste]

.
«
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Jezeli szereg pochodunych wyrazdw sze-
regufunkcyi jest szeregiem réwnozbieznym.
wtedy wartosé jego jest pochodng szeregn
danego.

Pochodng szeregu potegowego otrzy-
mujemy tworzac szereg pochodnych wyrazdw
szoregu danego,

Pochodny funkeyi y wzgledem z oznaczamy symbolem

dy - . - . . .
ik Zasadniczemi wzorami rézniczkowemi sy nastepujace:
a.r
= /.m, ([r/’/ == .’,l;”'—]_
' e
l - IZ‘{/ 1
{f == S = el
./ | (‘ﬂ' 2 V " b
i ty CON a1y Y == CO0S U @ sin
= g Vo = cos at T LI L. SR N |
.(/ b ((AL‘ 1 / il ([’w
Wy L y
o=t . = eemme— e T oNRG S ==t L e o
i B e costn > Y Yl =
dy 1 dy
f—-=cotgwr, 7w e LY COSCC - == coty . cosec.wr
Y S5 dy st Y Y odr ® '
thy
U s (:' M e }I
/ e
y
! wt. e =t loge
4 e it
| dy 1
£ O, =5 ,
4 Eaif r Az
by Lo
g == log, &, g T log, e
; dy 1 )
U T | 700 i y rawarte pomig-
! . 7
by 1 \ dzy 0 L5
I == WIC CO8 e, e - '":.'-—-:,
Y= b R
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e dyy L
g = arc tg », ——= —p—- | rawalteo o=
Yy g &5 7o 14 a2 Yy rawarte pouie
dy 1 dzy O 1 |
i == arct cotg ., —— = — = ' 2
Y= 20 14
{ arc se d'” !
= arc¢ sec . ot e i - P T {erm
/ " T % o 1 I Zawarie pomie
: 9
diy 1 dzy 01
J==AYC. CONE Py S e ' &
o Vot —1
y
=, -(I.,(/' — I A (10@" g "‘1[' 1),

Pochodna wyznacznika, ktdrogo olemoenty
se funkeyamizmiennej w, rowna sigsumio wy-
znacznikow tegoz samego rzedu ktore two-
rzymy, podstawiajac, zamiast elemontdw da.
nego szeregn, pochodnetychelemoentdw,

Niechaj bgdzio funkeya f(wy, #y . ... . ) powngj licaby
amicnnyels zamiast oy, w0 ..o podstawmy pewien ukiad war-
tosel g, @, . . . : pochodna fankeyi [ wzgledom vy nazywa sig
pochodun czgsthown pierwszogo rzedu lub
pochodna czgstkowa pierwszay, Analogicznic okre-
slamy pochodne czgstkowe wzgledom innyeh zmiennyeh,  Po-
shodne czastkowo oznaczamy za pomocy notaeyi (Jacobi'ego)

& of

N § o8 o s
ary dury

Funkeya nzmionnyeh wma n poelodnyceh
czgsthkowyceh l-go rzgdu

Powtarzajac na pochodnyeh rzgdu 1-go dzintanie tworze-
nia pochodnych, otrzymujemy pochodne rzedu 2 go, 3-go i t. d.,
lub pochodne drugie, trzecio i t. d. To pochodne wyrazaja sig
symbolamnii:
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dby  d¥y
dr? 0 dxd 7

.« ., gdy y jest funkeya samego

%y 82y 3,/

9T Y S Gt il em , gdy y jest funkeyy wieln
1 il 1

zmiennych.
sy : f oA .
Jezeli dwie pochodne rzedu 1-go alf - T;];- fun-
Wy cry

keyi dwu zmiennych sy skoficzone w calem
otoczeniu punktuospdélrzednych «, a 1 gdy
¥

& 1 ory ' 31.3 ull
jest ci@gl awibympunkceie 1 igtnieje wcafem
otoczenin pun ktu, wtedy te dwie drugie po-
chodne sa rdwne; poru:g(luk tworzenia pocho-
dunych lubrdzniczkowania jest, jak sig mdwi,
dowolny. (Twierdzenie o zmianie porzydku brania pocho-
dnych.)

Podajemy kilka najwazniejszych wzordw, odnoszgeych sig
do pochoduych rzedu wyzszego.

jedna zdwupochodnych drugich

"
s gt =m (m—1) . . . . . (o wflyan
it . N
e sin & = sin (*2 - :1,,') ,
_dr | nx !
{" (1 2 1»! (—Lp=1 g - e | sin (n are cos x)
(I = (=L L35 L (2 prers el
dan 1 ) ) ) (20 ) 5
(J ac;oln, Crelle, XV, str. 3, Hermite, Math. Ann., X).
({/" . ¢! . o
e (TSI )z sin . ’
(6.1""' ( . T + |
s
.‘1,
" ) ot ’
o o= o e 1T,

.o
sin”
4

W tym praedmiocie patrz 1, Pasenl, Note evitiche di caleolo®  (str, 118),
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Jezeli y jest funkeys zlozong. t.j. gly y jest tunkeyy
zgmiennych uy, o, . . ., ktdre sg funkeyami zmiennaj », wtedy
pochodna funkecyi y wazglgdem a wyraza sig
wzorem:

y Ay | Qyday |
dar Ay U d

Wi b

Jezoliyjest funkeya uwiklang zmiennej
z, dang przezrdwnanioe f(x y) .= 0; wtedy po-
chodna funkcyi y wzgledem » wyraza sig
WZOTem:

3
dy o
A

RI7;

Jezell yjest funkeyg nwiklang dwon zmicn-
nyeh o, w. dang przes rdwnanio [foa,ey) 0,
wtedy pochodne czastkowe funkeyi vy wyra-
Zajg sie wzoramis:

af af
dy ity Qy A,
duy df Shry of
QY dy

Pochodno czagstkowe ankeyi jodnorod-
nejsag funkeyamijodnorodnemi, ktdryeh sto-
piefn jednorodnodei jest ol zmniejszony.

Suma iloczyndw pochoduyceh cogsthowyeh
funkeyijodnorodnaej pracz same zmionnoe rdw-
na si¢ funkeyi, pomnozonejprzes stopion jo-
dnorodnogci (Twierdzonio Iiulera).

af af ‘
T VL

gdzier jost stopniom jednorodnogei, Ta wla-
snos¢ przoedstawia warunok koniecany i do-
stateczny, aby funkeya byta jodnorodny
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§ 3.
Teerya roziniczek funkcyi jednej i wielu zmiennych.

Nazywamy rézniczks zmiennej niezaleznej = przyrost
jakikolwiek nadany tej zmiennej; oznaczamy te rézniczke przezdz.

Nazywamy rézniczksg funkcyiy zmiennej =
iloczyn pochodnej funkeyi y przez rdzniczke zmiennej niezalez-
nej. Oznaczamy ja przez dy; jest tedy:

dy = f' (x) dx .

Rézniczka funkcyl rédzni sig o nieskon-
czonostki rzedu wyzszego od przyrostu, ja-
kiego doznaje funkcya, jezeli zmiennej nie-
zaleznejnadajemy przyrost dx.

Jezeli przyjmiemy, ze ré6zniczka pierw-
sza zmiennej niezaleznej jest stata dla kaz-
dej wartosci @, torézniczka nta funkcyi rédwna
sigiloczynowi pochodej n-tej przez n-tg pote-
gerézniczkizmiennejniezaleznej.

Nazywamy r6zniczka zupelns funkeyl wielu zmien-
nych sume iloczynéw jej pochodnych czgstkowych przez réz-
niczki zmiennych niezaleznych:

: a/ d
af =~éyL dx, -+ ——d—g* dzy +
] ;

Jezeli pochodne czgstkowe rzedu 1-go fun-
keyisgciaggle, tordzniczka zupelnardznisie
od przyrostufunkcyi onieskonczonostki rze-
déw wyzszych, (Twierdzenie o réZniczce zupelne;j).

Mozna uwazaé za stale rézniczki zmiennych, od ktérych
zalezy wprost funkeya f (ma to miejsce, gdy zmienne te sg nie-
zalezne, lub tez gdy sg funkcyami liniowemi jednej lub wielu
zmiennych niezaleznych); wtedy rézniczka n-ta funk-
¢yl wyraza sig wzorem:

Pascal. Rep. L. 9
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aef = ((a/- da, - ;J/_ R ) )(m1

o)
g

gdzie symbol postronic drugiej wyobraza po-
tege symboliczana coznaczy, 2e¢ po rozwinie-
cinzwyklym sposobem tej povoginalezy wy-
ktadnikipoteguwazad¢ za skazuiki rzgdu po-
3, of
chodnych —
2 J dw, 7 3wy
W innyeh praypadkach rozniczka rzedu wyzszogo tunkeyi
f tworzy sie wedlug tego samego prawa. wodlug ktdrogo two-
rzymy rézniczke pierwszy, t. j. uwazajac dry, day, ...z
[unkeye okreslone wszystkich zmiennych.

§ 4
Teorya funkcyj rozZniczkowalnych w cafym obszarze. Twierdzenia
Rollego o wartosci Sredniej i/ wnioski z niego.

Jezeli funkceya zmionnojwjest skonezony
irézniczkowalng weatkowitym obszarze od
adobimatesamyg wartodd wpunktach kran-
cowyeh, wtedy wprzedziale igtniejo przynaj-
muiejjeden punkt, wktorympochodna funk-
eyl jest zerem (Twierdzenie Rolleg o).

Jezeli funkeya fjost stalo skonczona i vréz-
niczkowalna we wszystkich punktach prze-
dzialu od «w do 0, a na krancach jego ma war-
tosé zero, to dawszy sobie jakakolwiek war-
tosé kb, znajdziomy zawsze punkt wewnytrz
przedzialu, w ktdrym

I (@) k.

e S

1)

(Twierdzenie Waringa.)
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Przy tychsamych zalozeniach o funkeyi
f(x) w calym przedziale od z, do «,+ /% zacho-
dzi wzor:

foat+h) = flzy) = lif'(x, + 60
0=6<1. (Twierdz. o wartosci sredniej).

Jezeli funkcya w calym przedziale ma
wartoseé zero, to jest iloscig statlsa.

Jezeli funkcya w calym przedziale ma
pochodng stala, to jest funkeyg liniowsg zmien-
nej s

Jezeli funkecye (), p(x), y(x) sg skohczone
1 majg pochodne wcalym przedziale (a, b),
wtedy istnieje przynajmmniej jeden punkt J’
w ktorym

@’(wl)’ w’(xl‘ xl(wl)
o (a), y(a), z(@) | =0.
o (D). w(h), 7 ()
Jezell f(ey, £9. 25, ...) jest funkcys skon-

¢zong i majaca pochodng w calym przedzia-
lei jezeli

(@, ay . - . ), lag+ly, apFhy, . . . )

sy spOirzednemi dwu punktéw, zawartych w ob-
szarze i takich, ze prosta jz lagczgca znaj-
duje sie cala w obszarze (w ogéle 1 analityeznie),
tak, ze potozywszy

ry=a, -l Xy=a, f+ahy, sy=a,4sly ...

otrzymamy punkty, odpowiadajace wartosciom
O< z<<r wszystkie zawarte w obszarze, to
bedzie:
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f(all Thl’ a2+h2, « 0. ) e f(al,a.;, « oo )

= hl + /12 “l"

notag b G
ry tayt Oy

0" 8 1.

Jezeli funkeya f(x;,4y,...), caynigca za-
dosé warunkom twierdzenia poprzedzajacego,
ma w calym obszarze pochodng réowny zeruy,
to funkcya ta jest w calym obszarze 1losciy
stalsg.

Teorya wzoru Taylora-Maclaurina. Rozwijalnosé funkey) na szeregi.

Joezeli funkeya /(¢) jost skonczong i rdz-
niczkowalngy Wraz zo swomi n—I piorwszem
pochodneml W pr/mlxm.ln od wy do ay + b, wtoe-
dy ma miejscoe wzdr:

h

(@ h) = [(&y) 4 1! £y + Z —_— ) 4

h 5 h"(l"—-())”‘“ v
o Sl et pin 1y [t 00,

gdzie p jest dowolug liczha calkowity doda-
tnig, 0<0<<l1.
Jezell F—n lab p =1, vo ostatni wyraz prayjmuje po-

staci specyalne:
R, — ht U { e 0/ I )
e pt [V 00, (Lhagrang e,
],n l___ﬂ)n 1 i
]x’, s— ( , ) \ /(h\\ (,l‘(, { 0 /))7 (( tan e h ;\-)'

(n

.
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Wzér powyzszy nazywa sig wzorem Taylora, a ostatni
wyraz jego nazywasig resztg lub wyrazem dopelnia-
jacym. Kladac x,=0, h=2, otrzymamy wzér Maclaurina.

Jezell f(z)1 Fix) sa dwie funkcye skonczo-
ne irézniczkowalne w calym przedziale (z,,
2,+Nn) 1 jezeli pochodna funkcyi F nie staje
sig nigdy zerem w tym przedziale, wtedy:

fE 4+ —F(m) _ e, 4600
(@, + 1) — Fap) P (xg—+0h) °

Jezell funkeya f(x, 2,4, ...) wielu zmien-
nych jest skonczona 1 rézniczkowalna wraz
ze wszystkiemi swemi pochodnemi az do po-
chodnej rzedu n—1 wlgcznie w calym uwaza-
nym obszarze, 1ijezell (4,0 ...), (@, ay+hy, ...)
sa takie dwa punkty obszaru, ze punkty po-
srednie prostej je taczgcej (t j. wszystkie punkty
o spolrzednych @, + 00, a,-F0M,, ..., gdzie 0 <8LL) nale-
zg do obszaru, wtedy ma miejsce wzor:

flo —+nh,a+nhy, ...))=f(e,0....)
af af
+(3a, b+ i e )

+ 5 (aafl 1+3f e ko))

b
1 of of w-t)
+ '(T,;‘:l—)! ( a—al— hl + —aa‘?— ]L:', —i'- v oo )) -+ jl,, =
2 0 ¢ <
gdzie symole———f—, ~r . . . oznaczajg, Ze pochodne »sa
oa, ity
obliczone dla punktu (a;, ¢, . . . ), a nawiasy symboliczne

af /‘ w o o
(( 20, ~Ny + hy + . )) wyrazaja, ze po rozwinieciu po-
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tegi n-tej wielomianu nalezy zamiast poteg i-tych lub iloczyniw

af @ . ‘g
pochodnych 21 j L .« . podstawi¢ odpowiadnie pochodne
au, Aty
rzedu i-tego funkeyi f, gdzie wreszeio Ry ma jedue z dwu naste-

pujacych postaci:

, 1 a (’)]" (nh
R, = g ((' ‘}f”]‘x o '3'1.2‘ P ))

a'vl 2w | Oy
&y ) @y

(O-z. - 1)

1

Ry o= O (( o, | of hy 4 .. _))m)

(')’L——l)! a-l.l 3.1'2 Ay oag b My
&y g i O

Wzdr powyiszy nazywa sig wzorem Taylora dla
funkeyi wielu zmiennyeh, '

Jozell wskazano wyzej warunki dla wzorn Ta ylora za-
chodza dla kazdej wartoscei m i jezeli graniea resaty I, jost zo-
rem dla n=oco, wtedy fla, 4 =) 1 f(a,-Fhy, oy Dy oo 0) rog-
wingG mozna na szereg wedbug rosngeyeh poteg ilosei 7w opezy -
padku  pierwszym, ilosei Ao b o0 wopraypadku deagin,
1 otrzymujemy wredy tak nazwany szoereg Taylora,

Aby funkceya data si¢ rozwing® na sze-
reg Taylova, jest koniecznom, by ona sama
1 jej pochodne jakiegokolwiek rzedu skon-
czonego byly zawszo skonezone w kazdym
punkcie przedziatu, t. j. we wszystkich pun-
ktach o0k Tub (w,-4 04, w40k, .. .) adzio
jak zwykle, 0-50-2 1,

Jozeli fO(r,-f0T) Tab [, | O, ty-| Ohy, .. o) dla
jakiegokolwiok 0, cxynigecogo zadosé waran-
kowi 00 1 i jakiegokolwiok n, pozostajo
co do wartodei mniejsze od liczby skonczo-
nej, t. j, jezoli f® nie dyzy do ¢ wraz z
wtedy funkeya daje siec rozwin 4 N Nzaregy
Taylora.
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Warunkiem koniecznym i dostatecznym
rozwijalnosci na szereg Taylora funkeyi je-
dnej zmiennej jest, by reszta

. hn (1 __6)11—1 .
B, = T T f(x, -+ 6h)

dazyla réwnomiernie do zera, gdy n ro$nie
do nieskonczonosci (Pringsheim).

Patrz co do tego Pringsheim (Math. Ann. XLIV), oraz E
Pascal, Note eritiche, str. 176—214.

Jezell funkecya jednej zmiennej daje sig
rozwingé na szereg wedlug poteg rosnacych
calkowitych zmiennej, to szereg ten moze
byé¢ tylko szeregiem Taylora.

Nzereg dwumianowy (binomialny)

(IFaym = y+ )z + (m)xy + .

ma znaczenie dla m  dowolnego 1 () <1,
” » , m dodatniego i x=—1,

Y N . m41 R 12 = -+ 1L
Szereg geometryczny

1 , .
e =14t , ma znaczenie dla & <7 1.

r—1

Jest to przypadek szczegdlny poprzedniego.
Szeregi wykladnicze:
-z x? '
o=1+ gtartar T

a log @ 2% (log u)? z? (log @)?
w14 18 ogar , w0oar |

maja znaczenie dla kazdego & 1 kazdego .
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Szeregi goniometryczne!'

A

x'\‘
BT | majg znaczenie dla

sinx—-—x—————,—-i—

3

a2 ot wszystkich wartosei z.
COS X == ]. -_— --QT + —4‘1— e J y

Szeregilogarytmowe:

xz x{ x‘i
g l+a) =2 — -+ 5 — 5 +
(dla — 1 <& < + 1),

ogx = (2 —1) — —é— (x—1)2 + %—— (r—1)}

x x? o’
arctgw:T«-—- -3—+—5—+

Inne szeregi Taylora:

1 2 7 s 1382
e RNt T L S L, S R T Eeiiscio P T B TR
g% = + 5 0t yp i’ ap' oqp @+ prgos 2 T+

e g2m—1
= Z B o 2m—1)!
(—a< a2 -+ ),

9em (9em __ 1)
2m

Bernoulli’ego (patrz Rozdzial X VIII),

gdZiB /32,,, ==

Bl)m; tu 11(‘Zby .B2m 58 1iCZbami
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cot; ——————l~ac————1— 3 b —i—-l 2
gr— % =73 B YT s IS 93555
[ “ 28 2m p2m -1
‘—i (2m)! b

(—n<x<+n).

Sact 6126 a2

sz =145+ g+ g+t Byt

gdzie E,, sa liczbami Eulera (patrz Rozdzial XVIII).

1« Tad | 29z

cosec & — - = zr T i+ AT T

2 @2 — 1
2m+2)!

(0 << 2 << m).

+ [j‘_‘m—i»:l w:&m-{»l +

arc sin @ = x - %m:‘—]» _4%—;1-5 +

_;‘ 135._(21’;_-1) xm+1
T i

2.4.6...2n 2m-+1
0
(a* < 1.)
= Qem—1 _Bzm

+ 20

log sin & = log v — Z
1

" T (2m)!

-

(-~a<<a <=z

2 e Bzt 8’ 38
e L s 4 +9!“4_1_ BT T T
wex 1 B,x'-’ _34',34

a1t g2+ 35— —

(Szereg tworzacy liczb Bernoulli’ego B,, B,)
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y 1 B B,z
g =l—g%+ g~ — —ur * - "

Q2 AT D356
208l =— - S
cos®.r 1 57 Ti o
(dla kazdego «).
N m? m? (m? - 22)
cos (marcsinx) =1 — - a4 5 £t
- -

26 'l’"

m? (m2—22) (m*—42)
;!
(1l -7}

7¥ cos® o

. A
21 ‘

ewcos be =1 + rcosy, x -

gdzie ¢ =1 cos @, h=1rsino.

g 6.

Teorya wzaorow nieoznaczonych.

Jezeli stosujac zwylde twierdzenia o granicach 1 szukajac
granicy funkeyi. znajdziemy, ze ona przedstawia sig pod
postaciami:

0 co
T —, 0.00, 20" 17, 0" oo,

wtedy mamy zagadnienie o wzorach nieoznaczonych; rozwiazac
to zagadnienie jest to znales¢ w jakikolwiek sposdb, czy za po-
mocy odpowiedniego sztucznego $rodka granice funkeyi danej
(o ile istnieje).
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Rozwigzanie wszystkich powyzszych nieoznaczonosci spro-
wadza sie do wyznaczania pierwszej z nich.

: ' . 0 .
0 ozwlgzaniu wzoru nieoznaczonego T mozemy WwWypo-

wiedziec twierdzenia nastepujace:

Jezeli funkcye o(«), y(z) okreslone w pun-
kciewlwjegootoczeniu sg zerami waiwtym
punkcie maja pochodne, i jezeli nadto po-
chodne 9'(¢)1 p'(¢) nie sa obie zerami lub obie
nieskonczonosciami. a gdy p’(u)==0, stosunek

|
i(t—&h_r& nie zmienia znaku wraz ze zmianag

ilosci I, wtedy:

PO g (i ge b oe, L
1113} S ) przy przyjeciu, zeio—_.ia,i_ =

=o).
Jezell granice funkeyl ¢ 1 y sg przy x=a
zerami., jezeli istnieje w tym punkecie grani-
ca stosunkn ich pochodnych i jezelli w cal-
kowitem otoczeniu punktu @ pochodna fun-
keyli w jest rézna od zera, wtedy istnieje gra-
; ¢(x) . : :

nica stosunku—(—f—)— rowna sie gramnicy sto-

W

sunku pochodnych.

O nieoznaczonosci ——- mozemy wypowiedzie¢ twierdzenie:
co

Jezeli granice funkecyj 9iy dla r=u0a sg
réwne oo, jezeli istnieje granica stosunku
pochodnych i jezeli wreszcie p'(«) nie tylko
niejest zerem, lecz manadtoznak staly weal-
kowitem otoczeniu punktu a wtedy istnieje
granica stosunku funkcyj i réwna sig sto-
sunkowi pochodnych.

Oto jest rozwiazanie niektérych nieoznaczonosci :

r—sinz 2

lim ———— lim ze® = co
r=co T~ COS & £=00
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o s 1 i tgar —wr _ a?
. L5 8 ,Lnio tg by —bx — DY
Im ———-— =0
<=0 l(.)g (1+e[‘) i ])J/
lim — =log « — log
=1 &r
. (¢r — gSIMx X 1
lim =1 lim a?log —=0; (p > 1)
r=0 T —Ssmax z=0 &L
. . log «
Im zz=1 : lim ——-f;n- — =0, (m>0).
=0 =0

Poréwn, E. Pascal ,Rachunek rézniezkowy“ przeklad polski
str. 163 176, Note critiehe cte. str. 288, Stolz, Grundziige ete, I,
str. 72—83.

§ 7.
Funkcye rosngce i malejgce. Maxima i minimo funkcyi jednef
» lub wielu zmiennych

Funkeya f(x) jedne] zmiennej nazywa si¢g w punkcie a,
rosngca, jezell istnieje zawsze wartosé L taka, ze dla kaz-
dej wartosei I << k istniejg rdwnoczesnio dwie nierdwrosei:

/.(a'o - /‘) - f(xn) <0, flzy + Iy — f(-"'n >0.

Funkcya nazywa si¢ malejaca, jezeli zachodzy réwno-
czesnie dwie nierdwnoscl przeciwne :

f@o—10) — [(r) >0, fla+h) — /(=) <O.

Jezeli w punkcie x, pochodne pierwsza,
druga, . . . .,®mn—1)—a sg zerami, pochodna
zas n-ta zerem nie jest, wtakim razie, jezell
n jest liczbg parzysta, funkecya nie jest amni
rosngcsa, ani malejgca w tym punkecie; jezeli
zas n jestliczbg nieparzysty, wtedy funkeya
jest rosngcy, gdy pochodna n-ta jest dodatnia
w punkecie z;, malejgca, gdy ta pochodna jest
ujemna.



Funkeye rosngec i matejaeo. 141

Funkcya jednej zmiennej (lub wielu zmiennych o, x, . . .)
ma maximum w punkcie z; (lub w punkeie o spéirzednych
Gy, Gy, . . .), Jezeli mozna znalesé takie & (lub uklad wartosci
ky. Ly, . . .), zc dla kazdego <k (lub dla kazdego ukladu
Iy <Fy, hy<ZThy, .. .) jest zawsze:

f(xoih) - f (xu) < 0
(h%b Flag Iy, gy oo 0) — flag, tg, ... ) <0)

Przeciwnie funkcya ma w tym punkcie minimum, jezeli
spelniaja sig powyzsze nieréwnosci ze znakiem >~ zamiast < )

Aby funkcya miala maXimum lub mini-
mum w punkcie, trzeba, aby pochodna rzedu
l-go lub wszystkie pochodne czastkowe rze-
du 1-go byly w tym punkcie réwne zeru

Aby funkcyabyla maximum lub minimuu
w punkecie, jest koniecznem, by rzad » pierw-
szej z pochodnych, ktdrej wartos¢ w tym pun-
kcie jest rézna od zera (lubrzad pierwszych
z pomigdzy pochodnych czastkowych, ktére
nie znikaja wszystkie w tym punkecie), byl
liczba parzystas.

W przypadku funkeyi jednej zmienne],
jezeli n jest rzedem pierwszej z niezunika-
jacych w tym punkcie pochodnych, otrzymnu
jemy maximum, gdy /"(x) jest ujemne, mi-
nimum zas, gdy f®(s) jest dodatnie.

W przypadku funkcyi wielu zmiennych.
jezeli liczba (parzysta) u jest rzedem pochod
nych czgstkowych, ktdrenie znikaja wszyst-
kie w uwazanym punkcie, nalezy rozwazac
wyrazenle:

((_a_f.]gl 4- of Iy 4+ . . . . .>)w. (patrz § 4

3(1,1 Oy
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Rozwingwszy to wyrazenie, otrzymamy
forme stopnia ntego ilosci Iy, Iy, .. .: jezeli
forma ta jest znakustalego dla kazdego ukla-
du wartosei/y, I,...istaje sie zerem jedymnie
dla Iy, =1, =.=0 (forma okreslona), wtedy
w tym punkcie mamy istotniemaximum, gdy
forma ta jest stalenjemny minimum zas, gdy
jest stale dodatnia.

Jezell forma powyzsza moze sie stawaé zerem 1 dla inny«h
wartosci précz Ny == Iy =. =0 (forma poélokreslona), wtedy po-
trzebnem jest specyalne badanie w celu rozstrzygniecia pytania
0 maximum I minimum. Jezeli ta forma nie jest statego znaku
(forma nieokreslona), wtedy w tym punkcie nie istnieje ani maxi-
mim, ani minimum,

W oprzypadku specyalnym, w ktérym n=2
1 liczba zmiennych jest takze 2, otrzymujemy:

af o 3
P 2 9 e el 2.
Ty e Iy hy + 30,7 ly* s

aby ta forma byta okresslona, potrzeba, aby
wyrazenie

& o 2
Qa,? Oa,? da,da,
bylo dodatniec 1 vdizne od zera: bedziomy
mieli wtedy maximum lub minimum, stoso-

gt

2
d,

wnic do tego, czy jest ujemne lub do-

datnie.

Teorya maxlmiéw 1 minimdw funkeyj wiclu zmiennyeh pobudzita
do wielu waznych badawi., Poréwnaj: Scheefter, Math. Ann.
XXXV; Dantscher, tamze, XLII, LI; Stolz, Wiener Berichte 18¢8-—
1890—1891 ~1893. Wskazowki co do tego w ksingce Pascala,
+Note critiche di calcolo str, 226,
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RACHUNEK CARBRKOWY.

§ 1.

Catkowalnosé.

Niechaj fix) bedzie funkeys skonezony od v=a do r==10.
Podzielmy przedzial (a,)) na n przedzialéw &;. 6, ... .. On
1 niechaj f. bedzie wartoscig, ktora przybiera funkeya f w pew-
nym punkcie przedziatu §, lub granica wyzsza albo nizsza war-
tosci funkeyi f w tym przedziale. Utwdérzmy sume

n
X /8,
r=1
izmniejszajmy nieograniczenie wielkosé przedzialéw czastko-
wych, zwigkszajac nieograniczenie ich liczbe.

Jezeli dla » = cc powyzsza suma ma granice i zawsze te
sama, niezaleznie od prawa, wedlug ktérego przedzialy dazs do
zera oraz niezaleznie od prawa,wedlug ktorego wybieramy wartosé
fr W przedziale §,, méwimy wtedy, ze funkcya f jest calko -
wialna wprzedziale a, D, 1 Ze wartoscig tej granicy jest
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calka okreslona funkecyi od « do b. Taka calke
wyrazamy symbolem

b

If () da .

@

Wartosci ¢ 1hnazywajg sie granicami wyzsza i nizsza calki.
Okreslenie to wymaga zmiany w dwu przypadkach:
l-o, kiedy funkecya staje sig nieskonczong w jednym lub
wielu punktach przedziatu;
2-0, kiedy jedna z granic calkowania jest nieskonczona.
Jezeli funkcya f(x) staje si¢ nieskonczong dla » =g,
(< ¢ < b); wtedy calka okreslona funkeyi f(+) od « do & na-
zZywamy wyrazenie

[ b
lim / £y dr -+ lim / Flay dr,
¢ =u, ellia=il)y
¢+ 8"

w zalozeniu oczywiscie, ze granice tu zachodzace istnieja 1 sa
zawsze te same,bez wzgledu na sposdb, w jaki ilosal ¢, &” zdazajg
do zera, niezaleznie jedna od drugie;j.

Taka calka okreslona nazywa sic niewlasciwa.

Jezeli zdarzy sie, Ze granica sumy powyzZszych dwdch
calek istnieje tylko wtedy, gdy ilosul ¢, & sa zwiazane pewnem
prawem, wtedy otrzymujemy calki niewlasciwe oso-
bliwe (Cauchy).

Jezeli jedna lub obie granice sg nieskonczone, wtedy calks,
okreslong niewlasciwa funkeyl f(+) bedzie:

"

ylim } f(a) dz lub lim {/ f ) de ’./"(.:') (/,.r}
—oo.“ 2”2$§ 5 ‘«

w zatozeniu oczywiscie, ze te gramice istnieja, niezalozuic od
sposobu, w jaki o', x” daza do co.

Jezeli w tym drugim przypadku granica .stnicje tylko wte-
dy, jezeli " 12" sg zwigzane pewnym warankiem, otrzymujemy
calke niewlasciwa, osobliwa,
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Calka niewlasciwa nazywa sie bezwzglednie zbie-
zng, gdy granica, o ktorej mowa w okresleniu, istnieje i wte-
dy. jezeli funkcye f(x) zastapimy wszedzie jej wartoscia bez-
wzgledna; nazywa sie zwyczajnie zbieznag, jezeli ta
wlasnosé miejsca nie ma.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby funkcya skonczona bylacatkowal-
na w calym przedziale jest, by granica

”
lim 2 D, 8,
=00

r==1

gdzie D, przedstawia oscylacye funkeyi w prze-
dziale 6,, byla zerem.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
aby funkcya skonczona bylacalkowalna, jest
by lim =0, gdzie r oznacza sume przedzia-

16w 6,. wktérychoscylacya funkecyi jest wie-
ksza od jakiejkolwiek liczby ustalonej.

Kazda funkcya ciggla jest calkowalna,

Kazda funkcya punktowo-nieciagla (patrz
wyzej str. 24) jest calkowalna. (Twierdzenie Rie-
manmna).

Wartosé catki okreslonej funkecyicalko-
walnej nie zmienia sie, jezeli zmienimy war-
tos¢ funkeyi w jednym lub wiecej punktach
a nawet w nieskonczenie wielu punktach, hy-
leby one tylko byly tak rozmieszczone, ze
w kazdym dowolnie malvm przedziale znaj-
duje sie zawsze punkt, w ktérym-wartos¢ fun-
keyinie ulegla zmianie.

Jezeli funkeya skoficzona jest stale ros-
naca lub stale malejaca w calym przedziale
calkowania, wtedy jest funkcyacalkowalna.

Funkcya ciggla innych funkecyj catko-
walnyeh (wszczegdlnosci sumaiiloczyn) jest

Tascal, Rep. I 10
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sama funkeya calkowalna., (Twierdzenie Du Bois
Reymonda)
Calka okreslona posiada nastepujace wlasnosci:

b a
’ Fir) dz = ‘ f(x) dr,
a “
‘IA « b
‘ flr)de = //( ) do - {f () do .
Xt
’f(,r) drx = (h — «) lim

Calkaokreslona iloczynu dwu funkeyj daje

sig przedstawié w postaciachnastepujacych:
b .Il

L. {f‘(-') Aty de = f (a8 (b—w) f fi(r) dr .

[

gdzie ¥ zawiera sie pumiqdzy 0 al, fif, s3a

funkeyami ciaglemi, f, zas nie zmienia znaku

poledZ} granicami calkowania:

.b L« T+ 9= «)

2. | £ i) dor = frar [ o dee
.. .a

przy tych samych warunkach;

b

[ 1@ £ @

a

K e W) h

- f(x)./ ) da 4 (D) /fl(a, ) des

et (b — ay
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w zalozeniu, ze funkeye f,/; sa ciaglemi i ze
druga nie zmienia znaku w grvanicach catko-
wania.

Zauwazy¢ nalezy. ze wartoseé ¢ jest wo-
géle odmienna wkazdym z trzech powyzszych
wWZorow.

Twierdzenia, odnoszace sie do przypadkéw zbieznosci ca-
ek niewlasciwych. sg nastepujace:

Niechaj funkeya f(r) staje sie nieskon-
¢zong wpunkecie 0 i bedziecalkowalng w ca-
Iym przedziale od e do h—e jezeli mozna zna-
les¢ liczbe dodatnia v<C1, taka ze (»#—0) f(r)
dazy do granicy skoncronej dla +» =10 lub
waha sie¢ pomiedzy granicami skoneczoenemi,
to wtedy wniesé mozna, ze calka okreslona
od ¢« do b jest bezwzglednie zbiezna.

Jezeli funkcya f(r) twierdzenia poprze-
dzajacego jest funkcya stalego znakunu, to wa-
runkiem koniecznym zbhieznodéci calki od a
do & jest, by:

lm (o — b)Y f(a)

z=0b
bhvlo zerem lub wahalo sie pomiedzy dwiema
granicami, z ktérych jedna jest zerem (gra-
nice te. na zasadzie zalozen, nie mogsa byé
przeciwnego znaku)

Jezeli danafunkcya jest calkowalna w pe-
wnym przedziale (azdoco), i jezell mozna zna-
lesé takie »>1. aby

Iim o7 f(x)

Y i
bylo skoficzone (lub zerem), lub, w razie nie-
istnienia granicy,byiloczynten wahalsie po-
miedzy granicami skonczonemi, wtedy caltka
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funkeyi f () od @« do oo jest bezwzglednie
zbiezna.

Przy zalozeniach poprzednich i przy do-
laczeniu zalozenia, ze funkeya f(x) nie zmie-
nia znakn od pewnego punktuw az do co. wa-
runkiem koniecznym, aby granica catki byla
skonczona. jest, byiloczyn zfix) dla £=0co mial
granice skonczong lub wahal sig pomigdzy
dwiema granicami, z ktdrych jedna jest zerem.

O catkach niewlasciwych patrz: Riemann, Werke str 229; Du
Bois-Reymond, Crelle LXXVI, Math. Ann. XIII; Pringshein,
Math. Ann, XXXVIT i t, d., por, Pascal, Note critiche cte.

Jezeli w calce okreslonej granics wyzszg jest o, to calka
przedstawia funkcye zmiennej .z, zwana funkcya callowuy.

Jezeli do funkcyi catkowej dodamy ja-
kakolwiek staltg dostaniemy funkcye, ktdra
mozemy tez przedstawiéprzez calke okreslo-
ng o granicy wyzszej réwnej « 1 o granicy
nizszej, réznej od poprzedniej.

Niechaj ¢ (x) oznacza funkcye catkows; funkeya nieokre-
slona, objeta wzorem

Flo) =g () + ¢,

{gdzie ¢ jest staly nieoznaczona), nazywa sie calkg nieo-
kreslong funkecyi ioznacza sig symbolem

Fz) = | f () do.
Jezeli znamy calke nieokreslona. to cal-
ke okreslong obliczymy za pomoca wzoru
b

/ f(x) de = F(b) — F(u)

Funkeya calkowa jest zawsze funkcya ciagla
Jezeli funkeya fur) pod znakiem callko-
wym jest funkcyg ciggla, wtedy funkcya cal-
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kowa jest funkcya rézniczkowalng ajej po-

chodna jest réwna funkcyi danej f(x).
Jezeli tfunkecya f(») jest ciagls, to

-{1 -b

’f(g:) de = f(b); d(clz If(:c)dw:-—f(a).

“ @

d
ab

Przeksztatcenia catki pojedynczej. Jezeli
)b
I=|f) da

a

1 polozymy a=vy(y), gdzie vy jest takze funk-
cyardzniczkowalna zmiennej y, ijezeli w prze-
dziale od « do ) mozna uwazac¢ y za funkcye
samej zmiennej wtedy

] f (w(z/)) dy ,

gazie ' 1 0 s3 wartosciami zmiennej y, otrzy-
manemi z réwnan a=wp(y), b=y
Niecha] bedzie

o)

o (y) ff(a y) o,

“uly)

gdzie a(y), b(y) oznaczajag dane funkcye zmien-
nej y. Jezelizalozymy, ze /(z,y) jest funkcys
ciggla dwu zmiennyeh, ze f(x,y), a(y), b(y¥) majg
pochodne wzgledem y, i Ze pochodna /', jest
cigglta wzgledem obu zmiennych, wtedy:

by
deo

1
dy , [y(xy) dr — f(a,y) ‘a(J + f.y

a(y)

dbvy P
dy

?
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Jezelia i b sg ilosciamistalemi, toznak
rozniczkowania Wzglqdemy;jest przemienny
ze znakiem calkowania, t. j. pochodna calki
ré6wna sie calce pochodnej. (Twierdzenie o rdz-
niczkowaniu pod znakiem.)

Twierdzenie tozachodzizawsze, gdy

F (1, y) ff(l y) do

jest takag funkcya zmiennych %, y"ze dla niej
utzymuje sig twierdzenlie o przemianie po-
rzadku dwu rédzniczkowan wzgledem 4 1 y.

Jezeli granice @10 sy stalemi, jezell sta-
temi sag 1losci ¢ 1 d, funkcya zas f(r,y) jest cla-
gla, wtedy:

b

d b a
[y [ ey de=[ds [ e a

‘ a a <

Twierdzenie o catkowaniu pod znakiem.)

§ 2.

Catki nieokresl/one.

Calki nieokreslone podstawowe.
. " pmt1
A = —————— = —
jr ¢ P (m=—1),

.’.dezlog L {e’”dx:e’,

fsinJr rlw:—cosw;fcosxclx:sina;,
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1 1
=1t %’-—— {2z = — cotg |

‘os‘-’x“ & %5 ‘smi’xm cotg -
1 .
’l—————j dx = arc sin £ = — arc cos x -+ const ,

R
f. 1 dr = arc tg » = — arc cotg x — const
ST = il ’
Y ode % da V1-4a2
[ o =logte 53 g v = log —
' log & dr = s log s — u; { tg » de = — log cos x,
,'Sec 'fLI—»l 100_1+sin:c

ST 08 T e

f arc sin  dr = » arcsinz + V 1—u2
. 1 .
/ arc tg = doz = arctg o — —- log (1.,

’arc sec o dr = a4 arc sec x — log (& + Vui41),

Caitki nieokreslone funkcyj wymiernych.

" dr = l,’f—l— arc tg (VT .’l:)
Ja -4 bo? a b @ ’

jezeli @ 1 b sa jednego znaku,

|

1b l/’ 1 .I,V—"b‘i"V(
u — - — — —

—ald !

jezeli a i b sa znakdéw przeciwnych.

S

b
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' dr o __l_ loo --- —iﬁi-—~'

J_,TEZ? v )T 2w T A b

) . ht-2ex—V b= dae

[ dr L, e "/ U el
a+br + ca? Vi — dac 42684102 —dac —4ae>0.

= —pa— , jezeli 0! —4ac = 0,

b4+ 2ca
= ——_2: arc tg —ﬂ_—_ , jezell 0? —4uc<<O
V4ac — b2 Vaduc— b2
" x2dr 1 loo a® 4+ b
as — Gad T ° ¥ — g3

Dla obliczenia catki funkeyl wymiernej
rozkladamy te funkcye na funkcye elemen-
tarne (patrz Rozdziat I, § 6), a potem wykonywamy
catkowanie.

Catki funkcyj niewymiernych

l—d—Jf —_ = -+ _z.. arc tg ]/ e , jezell a 1 b sg jednego
(atDz)V x Vab . znaku
: log a—-bc—{—mr Y=al , Jezeli @10 sa zna-

T =a @ - bo

kdw przeciwnych,

l' Ve dze  2Vm a |  dr

a4 br T T m(:l—) .
__ 4z 1 Va-tbr — V a
s T2 == 1@ 2, L 0,
.I-cVu +bo Va g Vailr 1 Va jezell « >

2 S
—— arctg LCE , Jezeli a < O,
—a V—a
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f dec V1—a? = {;— V1—a? 4 % arc sin .

l.rlx Vita? = % Vita? 4 —;— log (& 4 V1i+4a?),

. R
]% ViF2 — Vige® — log L 'rl“”"’ ;

fﬂ Va?—1 = Va2—1 — arc cos LS .
z =

I—(ﬁ% Vi—a? = Vi—x? -+ log 1 =Vli=s

o

" odx 1 N .
S . V f ) 2 i
J Vagte 7 g W To AV a b, jeell >0,
= 1 arc sin / i jezeli b <0
[— b / e a——— 3

Y—0b (l = .w),Jezeli<

I" d«&

V_———’—————%—b 3=V%10g(n+ a2 Vo Var+br?), jezeli b>0
JVar—+bx
+

O
<

u
E

—— arc sin

, Jezell b <C 0.

=

Catki funkcyj trygonometrycznych

" dx e &

l+cosa g 3

' dx 1 x b

’ simx—J-cos x V3 logtg(‘) & _5—)
x - sin % a

}1—}-@031 v =2 g 5 .
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’ 1 1
I sin? x de = — 5 sw 20 4 5 %
" i : | .
/ sin a. cos b do = ST $hsindr sinax —+ « cos b cos m;}
&
J st s ==
d : 2 2 L .
f,__d'.a;_.__ = —— ———are by = =- . jezelia > b
@+ bcoswe Vi — b Va-+ b
1 x
— __E_ tg ‘2_ s 3 (L == ]).
1 Vi—u to gy +ibFu
= == lOg ) n (<< h
Pr—at 5 tg , 10 ta
: dx 1 —
———— = arc t —k? te
{ [—%?sin® 1 e B L ),
Catki funkcyj zawierajgcych logarytmy.
’ log 1
ar 10 p o= gl ( . Q . _—
.}L g x dx v 2“‘{"1 RIET n =1,
/‘vlog x dr log
(@ by = (= 1) b baye

1 - 1 1
(m — 1) ab 3 (m—2) (aFba )2 + (- 3) @ (bay +

+

—

e A
L.a"=3(a~bz)[ " (m=- l)co”“"/) > + or

f sin (log vy da = i { sin (log ©) — cos (log @) } ,
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{ cos (log z) de = —’:? {sin (log ) + cos (log .1')} ,

" log (log z)

L

dr = log x log (log 2) — log «,

14 acosz

‘ log (¢ 4 cos ) dr = PP

Calki funkcyj, zawierajgcych funkcye wyktadnicze.

. N a®art 0% gn—1 ?’[;(77"-1) nT ppR—2
. ool = loga  log?a + log?a T
— 2.
e n(n—1) ... Ia”.
log)¢~la
" dr lo e
I+e 8 Tfe

' dar 1 a
—_— — — arctg |e**]/ |,
" ae s + be—mz "lV (lrb g ( y 5 )

Yodx 1
= Yma — log (- bem=y \
‘ ot bee am " gl B

,- dow__ 1 g, Jatber — Va

Va-tbem= mla JaFbentVa '
Txerdy 0 e®

JTad+4x2 14z

’ rer dop = e® (& — 1)

e (@ sin o' — cos x)
14+ a* !

‘e"“ sin & do =

Ve 2114 i 1 V 14-ew=—-1
.'Vl +e“ - ———_——L_l,‘—-— + 47 o5 Vl-_—_l_—euz_]_
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Calki funkcyj, zawierajacych funkcye kotowe odwrotne.

"z arc sin —_— .
’—-——————- do = & — V1-2? arc sin 2,

V1i—u?
‘arcsinz z arc sin & 1 , "
I mdl —~—T_—.—:@§—+ 5 log (1—ux?),
/':c arc sin x A = ¢ sin % + 1 o 11—
(i=a)* 1 e 3 8 TEa
" x?are tg £ E 1
de=2zarctge — — log (1+4x ) —5 (arc tg «)2,
1+ = g
/'_:r_%ﬁc_tg T s = —ViTa?arc tgx V2 arctg ——-.l/—z-—
| — Vi—at
— arc sin .
2 ’——__..12 3 5 .
j aﬁjg__x - zrarctgay 1 - tgl/ﬁﬁi— 1 jezeli
J(VaFbr2) aVat-0r?  aVb—ua b—a " a<lh

_ waretgx 1 Io Vadi?  Va—b
aVatba  aVa—b g]a+1)z?+la-—b

»ooa>0.

TCatkowanie przez szeregi. Szereg, ktdrego wy-
razy sg funkecyami zmiennej x, réwnozbiez-
ny wecalym przedziale, przedstawia funkcye
calkowalng zmiennej 2; calke zas tegoszere-
gu przedstawia szereg calek pojedyneczych je-
g0 wyrazéw.

‘W szezegdlnosei :

Szereg potggowy jest calkowalny wyraz

po wyrazie w przedziale zawartym wobhsza-
rze catkowania calego szeregu

Tsin @ 23 25
—_— e = T —
£
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Funkcya zmiennej w, okreslona za pomoca poprzedniego
szeregu, jest nowa funkcys przestepna, ktére nazywaja , wsta-
wag calkowa* (Integralsinus).

o a2 %3
| @=lgz+ o+ g5+ 575 +

Ten szereg przedstawia réwniez nowsg funkcye prze-
stepna, ktéra nazywamy ,logarytmem calkowym (Inte-
grallogarithmus).

I log (1-—2 g cos z + 9°) (ZJ‘:—-QE,IQLQ sin (n ), (o<<1)
“log (a -+ bu) b 114 ¥ s
f‘“ e dr =log u log +—J——§_,—(a) J
+ i (.b_)ik J-3 —
32 \a

1 1 1\l 1(a)\%1

= 2 gl PR el Pl R

g (ogba) (b) ""2‘-*(1; )x 32(1)) =i ol
" dx ogx: 1 log*a 1 log'r
.flogtrl"g Hoga) < oy e Ty o e

I ten ostatni szereg jest. jak latwo widzieé, logarytmem cal-
kowym o argumencie log # zamiast z.

3.

2/

Catki okreslone i niewtfasciwe.

Catki okre$lone pomiedzy granicami 01 1.
1 1
" dx o= / de 27
Ifuta® 3137 f1—wa? 3y3]
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1 i /

Vo = [ Ves 5 o= o
Y e ‘ot de 2-tel'n
£ s e~ LWL Z 7T
A
.11 Py 1] 0}
[Hre--2  [Eo=-
1
!%o:%‘—lr da = — —%i ,
1
‘. log (log 1) dx = — A (stala Fulera, patrz Rozdz. XVIII)
2 .
’ (log T 1—}1—1 =4,
- 1
" are sis’ s i e _%_ log 2.
) 1 o

_arctg w ~ . 1
' & ol Z (=1L (O + 12
U} {
1 )
I =1 (log r)* dx = (—1)" —

i bn-}-] ?
(3]

Caikl okre§lone pomiedzy 0 i—:'z— , pomiedzy O 1 -ﬁ— , pomie-
dzy 01 =.

£11

< 1 .
J tg @ do = 5~ log 2

0



da

Wy

33
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} l—sinreos 1™

= (7 — A) cosec 4.

T

/ E dz
J 'l k2 sin?

iy 9 . |
J p+qcosa; I — » jezeli g << p.
! il |
= ]q—‘_—_7§ 1 9 > w Q>0
1
- T ’ n Q=D
} Cwtg o dr =cc,
0
o ' .
f log sin z dr = — 5 log 2.
0
f ~1og tg x dx =
0
e B _ 5
/ i g g — =D (=3) -; 2 s m parasste

%N (71-—2) .. 5

(n—-l) n—3)..38.1 =
n (m—2) . 4_2 T

n nieparzyste.

=5 [+ e e e ]
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T 7T
v

/ sinaqx sin b x der = / cos 4 cos bz dy =0,
‘0 “
[d_
cos x
I:—ﬂﬁ_— == jezeli p? > g2
Jptqeosz ppr =g’ J P >4,
=0 ) i 7)2 < (72
{_7 dx _ — T 'eieli P > ) 5
. “P+Qcosx"‘"y'p—2‘_—_(?a J P 0,
)
=0 5 v 2)2<,’2.
‘.‘r dz = e
1—2 ; 2 1—p02 7 :
o pcosx—+p 0
= b
= 92__1 ’ y? 0 >l o

4

(a=0)

/10g(1-——2gcosw—{—g‘~’)tla =0, jezel1 p < 1,

3

= 2 xnlog g, no e>1.
Caiki niewtasciwe o granicach nieskoriczonych.
im dw
7T
—— ~
[fEmmgn . 6020
0
{ e__es 2% d-t — V 2
2
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[ve]

»

J e~%cos (2p2x) dr = K;
Q

e bt

‘OG
/ ezt de = n! (n calkowite).
0

(==} ¥

[ e~rxrldy = I (n); funkcya Eulera 2-go gatunku
) (n jakiekolwieky.

5t _
e? dx = V =.

‘ sin% z dx = / cos?e x dz = oo,
2 "

Sin b

{——.————cla'-_—o. b<<a).

sin a4 x
3

oo =]

~

x TT
/ex+1d"’= 19’ {61_1‘”— 6
Q

a— 2 .
[em : dw = —;a L Bio_1, (Bsgliczby Bernoulli’ego).

— e—ﬂ.’l:

,Md.v=—§—, joteli ¢ > 0.
z 2
0
0, »w e =0,
:—“%’7 2 Q<O‘
"cos p x . { tgox e
/—-———w—-—dm_oo, o dx 3

F)
Pascal. Rep. 1.
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/.

0

Rozdzat V1l

(o]
Ccos ¢ 4
1—a?

4

-

de = - sm g,

[ e LU G
0

(<)

, Jezell o << .

A jest stalg

Eulera.

/- s @J da ! g
J T+2cosaa- ¢* « 2 e
.
p— 1 i
20 149
10059_‘ dt = —| 2¢om
S (2
0
508—1——1 1 dar
J =g gl T —=Asd
0
(e & ==
T -
Wt 1 ) % ]
[l aler e
[
‘e’”logwd“?- -4
‘0
l’+m

’

’ e—0% <bx gy — 6‘4—11]/" _..n_ A

._ - p
-‘+ had

} sin (p x?) da

) -

— l cos (p x?) du
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S ey

+F o2, e, :
S10 P sin pu dx 9 COos pu
T W= ’ L T T , -‘—-r"z'r‘ de=0.
¢* 4 a* R e n A 9t
oo -_l
-
COS P T
S 2—,‘ dr = = e~r |
ana i
oSN par
——T—j-— dr=me?.
¢’
‘ "tO 31
} g1 e = 7,
o ;
bl < <

—C2
Najbogatszy zbidr calek okreSlonych znajduje sie w dziele Bie-
rens de Haana ,Tables d'intégrales définies’* Leiden 1867.

4.

S

Catki eliptyczne. )

Niecha] bedzie zwigzek algebraiczuy (2, y) = 0 pomiedzy
dwiema zmiennemi 1 niechaj krzvwa, ktéra to réwnanie wyobra-
za, bedzie rodzajun p=1. (‘alka

I Dla lepszego zrozumieni. tego paragrafu oraz zmaczenia uzytych tu

symboléw, patrz rozdzial XVI.
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| Fwy) do,

o

w ktére] F jest symbolem jakiejkolwiek funkeyi wymieinej
zmiennych z, y, zwigzanych powyzszem réwnaniem, jest calky
eliptyczng ogolng,.

Jezeli funkcya f ma postaé specyalng 9* =X, gdzie X jest
wielomianem ogélnym stopnia 1-go wzgledem «, wtedy calkg
eliptyczna mozna przedstawi¢ w postaci

gdzie 1 jest jakgkolwiek funkcys wymierng zmiennej o

Calka ta, jezeli zalozymy, ze funkcya R nie
ma pierwiastkéw wielokrotnych, daje si¢ zawsze
przedstawi¢ jakokombinacyaliniowa calek trzech
typéw réznych, majgcych odpowiednie charak-
tcrystyczne wlasnosci. Tetrzy typy mozna przedstawié
wpostaci,nadanej im Legendre'a, lub przesz Weier-
strassa.

Formsa Liegendre’a trzech typdw jest nastepujaca:

dx
{ ?(fm s catka 1-go gatunku.
V1—k2 o2
2 ‘ﬁ_ dz | » 2-go )
dx

» 3-go ’
(14na?) V(1—a?) I—k%z?) ' s ’
Mozemy przyjaé, ze we wzorach tych k& jest liczbg, ktore)
warto$é¢ bezwzgledna jest mniejsza od 1.

Kladgc z=sin ¢, otrzymujemy powyzsze catki w postaci na-
stepujacej:
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¥

’ {
1. f i SR Y

I 1—#3sin? ¢

'
2. ‘Tl—/{? sin* @ . dy = £ ik ¢,

‘U

I‘p l = .

3. ’ e = I (n, k. @).

(I4n?sin?¢p) }'1 — k? —s_ini’?

.
1

Liczby % i ¢ nazywajs sie odpowiednio: modulem i am.
plituda.

W formie Weierstrassa typy poprzednie przed-
stawiajg sie tak:

»

1 t av
VA —gp—gs

N 417“—-J B - f/

3. ’ l-.Lp s —tfs 1 VX0 =0, g—1s (lp
i P [Ey D —
W trzeciej calce ¢ jest staly dowolna. Zamiast te] catki roz-
wazaé mozna tak zwana calke normalng 3-go gatunku (calke
Kleina):

p— g || e = 13—
a=3%]| F=~1q

>0

_ ]'_4?'3—,’/2 75—‘.'/:: — 144 o ’/1-_L/“J —_——_(QL~
P — T 4pd—gop—u5’
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Mozna te calke przedstawic pod postacia catki podwéjnej:
Q= / du’} du p’ —u),

€ . .
i, 1}

gdzie g=p(u'), ¢ =p).

Przeksztalcenie Landena stuzyé moze (patrz Rozdzial
XVI) do przyblizonego obhuama calek eliptycznych Il-go ga-
tunku.. Mamy:

? R

"_‘*LZ(]J o 1 ‘M_ (l(p o
. P1—/2sin? g 14k o1 1 1— k) sin? ‘
] (1+L E
gdzie
@y = (L-+ ) sin !{u €os @
V1 — k2 sin? ¢ -
L= (L W)sintg 0T
cos ¢y = - 7 M)

J T — k2 sin? ¢

T C o L—Z
Jezeli k<1, to modul calki drugiej, t. j. &, = TR
mniejszy od k, a kolejue stosowanie tego wzorn doprowadza do
calki o bardzo malym module i o hardzo wielkiej amplitudzie.
Stosujac wzér odwrotny, doszhbydémy do calki eliptycznej o mo-
dule tak blizkim 1, jak cheemy, i o bardzo wmalej amplitudzie.

Jezell Ly, kg, ky. ... s3 kolejne moduly, ¢, ¢, @5, ... —
kolejne amplitudy, A zas jest calky zupelng Liegendreia, t. j-

jost

o . . .. .
wartoscig calki przy p= 5~ i przy prostoliniowej drodze calko-
-

wania, bedzie:

K= (U4l Lk il4k).....
12K ¢
F“‘Pv k) = _‘I-I_— - -;)il' H

Jest to wzdr przyblizony dla wartosci #, dostatecznic wielkich.
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Do obliczania ilosel 9, stuzyé moga wzory zwrotne:
tg (¢, — @) =cos P tg ¢;: sind =1,
tg (9 — @) = cos # tg g1 sind; =k,

tg (@, — o) =con Py tg @i sin Gy =y,

Stosujac odwrotne przeksztalcenie Lianden a, dochodzimy
do wzorn :

: %% SRy )
F g, k)= : 275 log tg (_g_+ 1/2)_),
gdzie
2—2”‘ ;.—2”; 1_9;/7_;
-1—*’1_1__/{7 % 1_{_117 3_1+12’ .....

sin (2y, — ¢)=FKsing, sin 2y, — y,) = 1; siny,.
sin (2yy—y,) == A, siny, ... ..
Stosowanie przeksztalcenia Gaussa do obliczania calek
eliptycznych 1-go gatunku prowadzi do nastepujacego wzoru

Jacobi'ego. Nadawszy calce eliptycznej postac

P

d
|— - ——
“ I'm? cos? ¢ —+ n? cos? ¢
i kfadge:
m —+ n —
m/ j— , W =}mn,
, m/ i
m'’ = _,{; —, n'=lwm'n’,

b

A= Tmlcos’gp + n? sin?¢,
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v Vo A
A -—] m' m mi A

otrzymujemy

ATATAY L
gul=tgy. T w0

gdzie u jest granica wspllna, do ktdvej dazg ilosel m) 1 n @
(t. zw. $rdpnia arytmetyczno - geometryczna Gaussa, patrz
rozdz. I, § 7).

Przy pomocy przeksztalcenia Gaussa rachunek caly
prowadzi wprost do catki

'

L Cd'(p_ L o ! (dcp (P’

>

J VYV uteosf o - 3 iy .
L Videosto 4 pfsing !

gdzie u jest $rednia arytmetrycznorgeometryczng, ¢ zas jest
granicg ilosci @, ¢,, @,, . - . , okreslonych za pomocy wzoréw

i g = m sin ¢,
m' cos? ¢, 4 m? sin? ¢,
; ST
yin @, = ¥

m' cos? @y ~ m' sin® @,

Co do tego obliczenia patrz artykud J. Kowalezyka w ,,Wiado-
mosciach matematycznych't II, 1898, str. 21-—3 1.

Liczne sg dziela o calkach eliptycsnych; dzielo , Elliptische Fune-
tionen* Ennepera, zawicrawiele szczegdlow oraz wskazdéwek history-
cznych i bibliografieznych.
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S
Catki wielokrotne.

Niechaj funkeya 2 dwu zmiennych 2 1y bedzie okreslona
w pewnem calkowitem polu plaskiem. Podzielmy to pole na pola
czastkowe, dowolnie obrane: g,. g,. ... 6,. w kazdem zuich obierz-
my punkt dowolny i obliczmy w nim wartosé f, funkeyi z: na-
stqpm'e utworzmy sume X /, 0, 1 wezmy granice tej sumy,
zmniejszajgc n1e0g1 aniczenie wszystkie pola czastkowe 6. 6y... Ga.
Jezeli ta granica 1stnieje 1 p051ada wartos¢, niezalezny od wyboru
wartosci f; od wybhoru pél ¢ oraz od sposobu. w jaki one quzam
do zera. to nazywamy ja nkreslong calka podwdjna
dla pola danego 1oznaczamy symbolem

”.f(w. y) dor dy .

Podobniez okreslamy calki potrdjne. poczwdrneit. p.

Catke podwdjna mozna zawsze przedsta-
wié za pomoca dwu kolejnvceh calek pojedya-
czych: jednej, odniesione] do jedne] zmiennej
1 wzieto] w granicach, ktdre sa funkecyami
drugiej zmiennej. oraz drugiej calki. odnie-
sionej do drugiej zmiennej 1 wzietej pomie-
dzy granicami stalemi.

Jezeli valke wielokiotna

gdzie 1losei ruwazamy za fn 11kcven7mienny=h
Yis Ysneeo--Yn, chcemy przeksztaleicé na inna cal-
ke, zawierajagcea zmienne y, to przeksztalcamy
najprzéd funkeyve f pod znakiem calkowym
w ten sposéb. aby zawierala te nowe zmien-
ne, potem muozymy ja przez wyznaczuik fun-
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keyjny danyceh zmiennych yo (Twierdzenie
o przeksztalcanin calek wielokrotnych).

Mozna zawsze znales¢ funkeye F zmien-
nyech 21y taka, aby wartosé¢ calki podwdj-
nej okreslonej

[ fracy)dody.

w polu danem zalezala tylko od warvtosej
jakie funkcya Fprzybiera na obwodzie pola,
nie za$ od wartosci funkeyi w punktach we-
wnetrznych,

§ 6.
Catkowanie rézniczek zupefnych.

Niechaj begdzia w yrazenie rézuniczkowe
typu:

Nydry +Xydory - . 0 o 0 0 A Xadr,
gdzie X}, Xy, ... Xy s4 funkeyami zmiennych
Iy Ly o . %5 warunki koniteczne i dostateczne

na to, aby to wyrazenic bylo vézniczky zu-
pefng doktadng pewmnej funkceyi ¢ zmien-

. : n{n—I} . ,
nych ay, oy ooy, skladaja sie e )zwwzkow:
X,  8X,
day  dua,

W przypadku, gdy te warunki spelniaja sie, powyzsze wy-
razenle nazywamy rézniczka zupelny doklaldna
lub calkowalna.
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Aby zcatkowaé to wyrazenie, t.]. aby znalesé¢ funkeye ¢,
ktérej ono jest rézniczka zupelna, postepujemy w ten sposéb.
Obliczamy najprzod calke

’Xx dx, .

w ktdrej uwazamy tylko a; za zmienng, pozostale za$ zmienue
&gy U oo, 2z 1losel stale. Znalazlszy po zealkowaniu funkeye
Ly (o, 2y, .. .wy), tworzymy rézniczke zupelna 1 odejmujemy
ja od rdzniczki danej; otrzymamy w ten sposéh nowe wyrazenie
rézniczkowe, majace o jeden mniej wyrazéw 1 o jedne mniej
zmienng, t. j. zawierajace tvlko zmienne wy, &, . .. &, Z tem
nowem wyrazeniem postepujemy tak samo, jak poprzednio, 1 do-
chodziiny do funkeyi L, (r9. 2. . .. x,). Tak postepujge, otrzy-
mujemy n funkeyj Ly, L, ... Ly, z ktérych plerwsza zawiera
wszystkie zmienne .. 2, ... @&, druga zmienne xg. iy, ... 2y,

trzecia zmienne .y, Z,, ..., 1t. d. Suma
L+ Ly+Ly+ . - . . . — Li+ const

jest calka szukans.

Wyrazenie o dwu zmiennych X, de, 4 X,dx;, po
pomnozeniu przez odpowiedni czynnik g, zalez-
ny od dwu zmiennych (czynnik calkujgcy). daje
sie zawsze zamieni¢ na rézniczke zupelna.

Wyrazenie o trzech zmiennych
X, dry + X, dwy, + X, dx,
po pomnozeniu przez pewien czynnik, daje sig za-

mienié na rézniczke dokladnag, jezeli staje sig za-
dosé warunkowi:

d X P [ 02 0.X5)
AYI SAYQ _ aX‘; )+ Xp ( a\_’ 8¥1) ' ‘Y3< Y] 0_: 0

- 9 e
dury 0%, o 3,
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Dla >3 czynunik calkujacy istnieje prazy
n (m—1)
2
poprzedniego, a dajgcych sie latwo z niego otray-
ma¢ przez ustalenie jednego skaznika i praemie-
nianie dwu pozostalych wszelkiemi mozliwemi

sposobami.

spelnieniu sie warunkdw, podobnyel do

P~
{

s

Waranki catkowalnosei wyrazen, zawierajgcych pochodne jednej
lub wielu funkeyj jednej zmiennej.

Niechaj bedzie funheya
t Fl.gu.y" . - « .« y),

w ktérej zakladamy. ze y jest funkeya znuennej a; cheemy zba-
dae¢, kiedy, bez up1zedniej znajomosei tej funkeyi, mozna wyra-
zenie F zeatkowad. 1. ] kiedy F jest pochodng dokladny pewnej

funkeyt zmiennyeh o, g, ¢ oLyl

Warnnkiem konteczunym i dostatecznym na to
jest:
OF d BF d+ F 4 (= 1y AN 5
Y da oy dat 3y T EYY Ayt T

Jezell funkeya F zawieira joszeze inna funk-
¢ye s 1 jej pochodne. to do tego warunku przyby-
wa warunek analogiczny, w ktdrym zamiast y pi-
szemy z it.d.

Zagadnienie to ma zwiyzek z 1achunkionn waryacyjnym.
Twierdzenie samo wypowiedzial Euler (1764, locz plerwszy
jego dowdd podal Condorcet (Acad. de Paris, 1765).

Co do szezegiléw patrz K. Pascal, ,Rachunch waryacyjny‘
przeklad polski, Warszawa. 1897, str. 150—15H06,




ROZDZIAL VIIL

ROWNANIA ROZNICZKOQWE.

S 1

Wiadomosci ogalne.

Zwigzek pomiedzy funkeya niewiadoms y, jej pochodnemi
az do pochodnej rzedu n-tego wzgledem zmiennej niezaleznej
oraz samg zmienngstanowi to, co nazywamy réwnaniem réz-
niczkowem zwyczajnem rzedn n-tego

Jezeli zakladamy m zwiazkéw pomiedzy x, m funkeyami
Yi» Uy « - - Ym zmiennej x iich pochodnemi, to mamy ukltad m
réwnan rézniczkowych zwyeczajnych.

Zcalkowaé lub rozwigzaé rdéwnanie czy tez uklad
réwnan jest to znalesé te funkeye y albo funkeye y,, ¥5. . - . Ym-

Jezeli funkeya niewiadoma lub funkcye niewiadome zalezg
od wielu zmiennych 1 jezeli istnieje jeden Iub wigcej zwigzkéw
pomiedzy niewiadoms lub niewiadomemi, zmiennemi oraz po-
chodnemi czgstkowemi funkeyi, wtedy mamy ukltad réwnan
o pochodnych czagstkowych.

Kazde réwnanie lub uklad réwnan ma zawsze calke, je-
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zeli zalozymy ciaglo$é funkeyj. stanowiacych pierwsze sirony
tych rownan.

Dowody tego twierdzenia podali: Cauchy (patrz Moigno,
Caleul diff. 1844, II; Briot ¢t Bouquet, Journ. de 1’Ecol. polyt,
cah. XXXVI); Lipschitz (Amu. di Mat. II, Bulletin Darboux X);
Volterra (Giorn. di Matem. XIX); Peano (Ace. Torino, 1886,
Math, Ann, XXXVII), Arzela (Ace. Bologna 1896) it. d.

Calka y rdwnania rézmiczkowego zw yezajnego rzedu n-tego

nazywa sie 0 g6 lua, jezell zawiera n stalyeh e, ¢y o ont Cay tak
ge jakobian funkeyj y, ¥/, ¥ . .. g 1 wzgledem ilosci e.e,. e,

jest vézny ofl zera.

Calka szczegdlug nazywa sie calka, kidry otrzyinujemy
z calki ogdliej, nadajace stalym wartosel szezegdlne Jub zakla-
dajuc pomiedzy niemi pewne zwiazhi.

("alka osobl: wa nazy wa sie catha, ktdrej nie mozna otrzy-
mac¢ z caltki ogdlnej prav pomocey postepowania, wshazanegp
w poprzedzajacem okreslening mozna ja wszakze otrzymad zaw-
sze z calki ogdlnej. nadajuc tlogciom statvin wartoser, ktore sy
funkeyami zmiennej .

Jezeli, majac rownanie roZniczkowe rzedu n-tego, znaj-
dziemy zwiazek pomiedzy staly dowolng. zmenna &, funkeys y
1 pochodnemi tej fumkeyi az do pochodnej rzedu (0 1)-go wha-
cznie, to zwiazel taki nazywasie calky pierwsza rdwnania
danego. '

Réwnanie rézniczhowe zwvezajne rzedu n togo
manréznych caleh pierwszyeh: jezeli jedne znieh
rozwigzemy wzgledem stalej, a nastepnie wes-
miemy pochodny, znajdzicmy dane rdwnanie roz-
niczkowe; jezeli zud pomigdzy temi calkami wy-
rugujemy ¢, ¥’ ... MY zuajdziemy calke ogdlny,

Obreslenia analogiczue, odnoszace sia do rdwnaf réznics-
kowych czastkowych podajemy w § 7 niniejszego rozdziatu.

B
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§ 2.

Rownania rozniczkowe zwyczajne rzgdu 1-go. Czynnik catkujqey.
Rozwiazania osobliws.

Niechaj bedzie réwnanie rzedu 1-go, sprowadzone do postaci
Mdr 4+ N dy = 0.
Niechaj u bedzie wyrazeniem takiem, e
WM dr - w0 Nody

jest rézniczka dokladna: wtedy u nazywa sig czynnikiem
catkujacyvm (Euler patrz wyzej § 6 rozdzialu poprzedniego).
Rozwiazanie danego réwnania mozna uczyni¢ zaleznem od zna-
jomosci czynnika u.

Istnieje nieskonczeniei wiele czynnikdéw cal-
kujacych.

Jezeli znamy jeden z nich u, to inne mozemy
wyrazi¢ przez u (), gdzie

dy = pu M di + pu N dy.

Jezeli znamy dwa czynniki calkujgce rézmne
p#, 'y to stosunek ich.przyréwnany do stalej daje
catke réwnania.

Czynnik calkujacy p czyni zadosé réwnaniu

2 e 2N oM
R N R BT Lt S . | PO
. 2y = or ‘u( or Ay )—_O’

Jezell

1 joN _8]1_[_)
N (Gx 2y
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jest funkeyaq same| zmienne) o, np. réwna sie ),
wtedy istunieje czynnik calkujacy, bedgcy funkeys
samej zmienunej «», a mianowicie:

o g/ W) dL
1= gl wlade
Jezelli wyrazenie

L (8N _ 2

A 2 Qy

jest funkeva samej zmiennej ¢, np. rowna sie y(y),
wtedy istnieje czynuik calkujacy. bedacy funk-

¢yg samej rmicnne] g, a mianowicie:

(== el ey

I

Jezeli wyrazenie

mozna przedstawié w postaci
No - My (.

wtedy istnieje czynnik calkujacy, bedacy iloczy-
nem funkcyi samej zmiennej # przez funkcyg sa-
mej zmiennej y.

Jezeli funkcye M, N sa vostacl
M= () 9 (), N =1 (x)y, ¥),

wtedy czynnikiem calkujacym jest ———— aréw-
) a(y) iy ()
nanie nalezy do typu tych, w ktérych zmienne

moga byé oddzielone.
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Jezeli M1 N sa funkcevami jednorodnemi tego
samego stopnia, wtedy

jest czynnikiem calkujacym.
: . .
W przypadku tym kladge Y — z moiemy réw-
S -

nanie dane przeksztalei¢ na tforme bezposrednio
catkowalna:

du NA(L, 2

E .

T T 1.z + 2 N1 2)

I
&

Réwnania liniowe postaci

di
L+ =g

gdzie P1Q sg funkcyami samej zmiennej &, calku-
jemy przy pomocy wzoru

iy = e~/ P[] [ Qe B:dy + const |.

Rownanie postaci

dy ~f( ax —+— by + ¢
e o'z + by +

gdzie al/ — a'b=0,sprowadza sie do typu réwnan je-
dnorodnych. jezeli potozymy:

ar + by ¢ =, o+ Uy =y
Pascal. Rep L 12
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Jezeli zas ab’ — a6 = 0, wtedy
Wz 4+ Wy ¢ = m (we 4 by 4 ¢ + n,

a wprowadziwszy zmicnug o« zamiast », dnacho-
dzimy do typurdwnan, w ktdéryeh zmicune sy od-
dzielone.

Réwnanie Bernoulli‘ego

M Ly -+ @y,

(Lt

gdzie Pi ) sa funkeyami samej zmiennej . zamie-

niasiena rownanieliniowe, jezeli pologzymy gyt "=z,
Réwnanie

dy
dr

=P Q Ry
daje sie sprowadzi¢ do typu rdwnania Bernoullile-
go. jezell znamy jedne jego calke szezegdlng u
1 polozymy nastepnie y=—mu—+r.

Rdwnanie

Ndx 4 Ydy -+ 7 (ady — ydoy == 0.

gdzie X. Y, 7 sa tunkeyami jednorodnemi, przytem

dwie pierwsze jednegostopuia, przez podstawienie

y==zr przeksztalca sie na rdwnanie Boernoulli’ego.
Réwnanie Riceati’ego jest postaci:

y
P - D e e
. bif cx :

gdzie b, ¢ sa stalemi.  Poldzmy naj przod gy = , & nastepnie:
e
- L+ zr o mtl w” __2m-1 L0
rt T e T e

-
2 ~
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L. om—2 . . , .
Jezeli - jest liczha calkowita vdwng %. to po k takich
/ L

pedstawieniach dojdziemy do rdéwuania. w ktdrem po jednem
jeszeze podstawieniu

Iy = x&m—»l ”

zmienne zostana oddzielone.
Jezeli zas uskutecznimy podstawienia

. b m—1 £ Zm—1 e
o = = "l:_——_,————’_ . % ,,,__,:"..—~————~ &
2 ( 2, / z,
m-—2 . . . ; o
to. gdy ———— jest liczby calkowita réwna £, po & podstawie-

l‘l
niach 1 po podstawieniu

= phm~1,

Y

3

.

dojdziemy do réwnania, ktdrego zmienne sa oddzielone.

Przypadki
;) 1 .’)
mw—2 e m 2 i
- = calkowite], - s = calkowitej .
2 2

sq dwoma przypadkami, w ktérych réwnanie Riccatiego da-
je sie calkowaé w postaci skonczonej. O catkowaniu go przez
szereg@l patrz nizej.

Poisson dal rozwiazanie réwnania Ricceatiego przy po-
mocy calki okrestonej (Journ, de 1'Feole polyt, Cah. XVI), O réwna-
niu Riecati'ege pisali Cay Tes (Phil. Maguz, XIXVI, 1868). Schlafli
(Annali di mat, I), Catalan (Bull. de Belg. 1871, XXXT). Glaisher
(Quart. J. XI—XTII), Bach (Ann. de VEcol. normn.. (2) i IIT).

Literaturg tego przedmiotu znales¢ mozna w pracy M, Feldbluma
.Teorya réwnania Riccati’'ego® 1 t. (. (po rosyjsku), Wardzawa 1898.
(patrz , Wiadomosel matematyezne®, 11, 1898),

Réwnanie Jacobiego

(A A = A"y (ady — ydar — (B + Bl 4 B'y) dy

— (0—:— Cr + 0”‘//) oy = (,
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za poniocy podstawien
r=tda y=r+p
gdzie a 1 p okreslaja sig ze swiazkow

) C+(ut+Cp _ B+ Bat B
A+A'a+A,3=._M-ﬂi‘_-/= i:-(_l__ [

I zas jest plerwiastkiem rdwnauia

% Y SRR A7 i
B, B —5h B i - 0.
o o o=k

sprowadza sie do rdwnania, w ktdrem spolezynniki rozniczel sa
funkeyami jednorodnemi. (Patrz Winkler. Wien. Ber., ILXTIV,)

Podobnego typu réwnanie, w ktorem spotezynniki rdz-
niczek sg w ogole funkcyami wymiernemi zmiennych @i y,
nazywa sig rownaniem Darboux’a (patrz Darboux, Bull.
des sciences math. (2), T

Réwnanie Eulera

dx dy

- = e =0,
V7 I fun

gdzie f(a)=(1-—2% (1 --k%2) ma calke

YV F@) —ab fry)y —= (1 -k2aty?),
Réwnania. nie zawierajgce ani = ani y a za-
wierajace tylko y/, calkujg sie, jezeli w nich za-

- . ¢ . .
miast y polozymy y — . gilzie ¢ jost stata.
J*
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Rdwnanie typu

RO 72
TEY e T i

calkme sle przez wyrngowanie ilosei p pomiedzy
niem a réwnaniem

y = [ pety)dp — const.

Réwnanie typn

= v ) =

calkuje sie przez wyrugowanie ilosci p pomiedzy

niem a rownaniem

o == ’——(/—(2—’— dp —- const.
P

Réwnanie typu (réwn. Monge)

o dy dy
A == ( da ) vy ( fr )
= 1)+ 4 W),

catkuje ~ig, jezeli wyrngujemy p pomiedzy rdwna-
niem danem a nastepujaceun:

dopddp . ty Jim zlp
485 S ( ) i'
= I ems | ‘#_J_ W e dp == const (

fuph==p
Réwnanie Clairanta

iy
y =+ uin. (1' = ——L)

.
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calkuje sig, jezeli polozymy wrédwnanin danem
zamiast p stala dowolna.

Calke osobliwa réwnania Clairauta otrzymu-
jemy, rugujac p pomiedzy {réwnaniem danem
a zwiazkiem s’ (p) = 0.

W ogdluosel, aby otrzymacé catke osobliwa rdwnania roz-
niczkowego zwyezajnego rzedu 1-go, trzeba wazigé pochodng
wzgledem stalej dowolnej strony pierwszej zwigzkn, przedsta-
wiajacego calke ogdlua, przyrownad t¢ pochodny do zera, a na-
stepnie wyrugowaé stala pomiedzy {ak otrzymanem rdwnaniem
a calka ogdlug.

Otrzymane wten sposdh rozwigzanic osobliwe
przedstawia geometrycznie obwiednig krzywych,
ktdre przedstawia calka ogdlna.

Rowwvanie rézniczkowe rzedn I-go 1 stopnia
l-go wzgledem y' n1e ma rozwigzania osobliwego.

Jezell strona prerwsza rownania rozniczkowego jost alge-
braicznie wymicrny i calkowita wzgledem gy, 4" 1 jezoli A jest
wyroznikiem tego rdwnania wzgledem znuennej y/) wiody roz-
wigzanie osobliwe spelniaé musi warunek A==0,

Rozwigzania ogobliv ¢ hyly przedmiotem licznyeh badait,  DPray-
taczamy tu prace: Darboux’ (Comptes rendus LXX, 1870), Cay-
ley’a (Messenger 1882), Casoratitego (Tst. Lomh. [871 — [875),
Lincei, 1876—I187% (Ann. di mat. XIN). Liste prac o tvm przedmnio-
cie i najwazniejsze rezultaty dotad oirzymane pomiedeit liia Predolla
w rozprawie, ogloszone] w (Giornale di Matem, NXXI1I, 1895). Pordw.
Zajgczkowski ,'Teorya ogblna rozwinzan osobliwyeh rézniczkowych
zwyezajuyeh® (Pam. Akad. Um. w Krak. I, 1877, oraz » Wyklad
nauki ovéwnaniach rézniezkowych®, Pavyz 877, str. 171—206.
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$ 3.
Rownania rézniczkowe liniowe.
Réwnanie typu

XJZ/(")+ X]‘lj("'“—f— s+ Xy = X,

gdzie ilosci X sy tunkeyami tylko zmienne] «. nazywa sie row-
naniem rézniczkowem liniowem: jezeli X, =0. na-
zywa sie jednorodnem, jezeli X,1;2=0 — zupelnem.

Roéownanie liniowe jednorodne za pomoca pod-
stawienia

,/ =— e_’.'ll

przeksztalci¢ mozna nainnerdwnanierzedu(n—1)-
go, ktére juz nie jest liniowem.

Jezeli yy, ¢,,-.. Y. sa nrozwigzaniami szczegol-
nemirdwnanialiniowegojednorodnego.takiemi, ze
ich wronskian jest rézny od zera, wtedy rozwiaza-
nie ogdlne przedstawia wzdr:

.l/ = ('1 yl + U‘.‘y:! + . . . + Gilf/n-

Rozwiazanin ogdlnemn zawsze tg postaé na-
da¢ mozna.

Jezeli znamy jedno vozwiazanie szezegdlne

y =14, rOwnania liniowego jednorodunego rzegdu n-

tego, wtedv za pomory podstawienia y=y, calko-

wanie réwnania zupelnego sprowadzié mozna do

calkowaniainnegordwnaniategoztypuirzedun—IL.

Dla rozwiazania réwnania jednorodnego

o spéleczynnikach stalych ay. 4. . . ., & nalezy roz-

wiazaé rownanie algebraiczne. zwane charaktery-
stycznem:

", 2" "!"‘ 0, =" + - e . "‘:'— @, = 0.
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Jezeli a jest pierwiastkiom pojedynczym rze-
czywistym tego réwnania, to y=e* bedzio calky
szczegdlng réwnania réozniczkowego danego.

Jezeli a jest pierwiastkiem rrzeczywistym »-
krotnym rédwnania charakterystyczanego, to

y= %, y=re. . . Y= le™

sg calkami szczegdlnemi danego réwnania rédz-
niczkowego. Wreszcie kazdej parze pierwiastkow
zespolonych sprzezonyveh a—m—+ni odpowiadajg
dwie calki szczegdlne

Yy =cos (nx) e, y==sin{nL) e,

W ten sposdb, rozwiazawszy rdwnanie charakterystycane,
mozemy znales¢ n calek szezegdlnych niezaleznyeh; z nich zas
tworzymy calke ogolny.

Dla zcatkowania rdwnania liniowego zupelnego, caltkujemy
odpowiadajace mu rownanie jednorodne, t j. rownanie, otrzy-
mane przez zastgpienic funkeyi X, ;1 zevem.  Jezell ealky ogolng
tego rownania jest

y=cih -l 4 o | e
t0 rozwingui cx ey they ; :
0 rozwigznjemy wedlug osel FPEREERE - rowWnania:
1 (h
ey de, tley
v A ! S
o YTy T T du
dey dey de
! "y A . — A fo==
l U + 1 Yo o } o Yo 0.
dey de de
(n 2 g iy =1 4 & th =2) = ()
3R A sl el i SR e ,
dey de de \'
[TRLERY + ‘2 ’/‘(x ) L B Cu y (n—1)__ “Antl
dr N e + g de VP X,
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Calkujac otrzymane zwigzki

IZ(' !l(‘, (6(5,,
= @ = ¢ LY e s e e . - = (L)
da 93 (2). du e (4 dr Twln)

znajdziemy n funkeyj ¢, ¢,.... ... ¢, zmiennej x, ktore podsta-
Wiwszy W wyrazeniu na y. otrzymamy calke ogdlna.

Jezeliznamy calke szcezegdlny réwnania
zupelnegoicalkeogdlnag odpnw edniego réw-
nania jednorodnego, to bioracich sume. znaj-
dujemy catke ogdélna danego réwnania zu-
petnego.

Jezelirdwnanierdzniczkowe zupelne ma
spdlezynnikistale. ajego ~trona druga jest
postaci P+, gdzie P jest wielomianem ze zmien-
na & wtedyv calka szczegdlnardwnania znpel-
nego jest

Q) xv et

glzie u jest liczba pierwiastkdw rdwnania
danego, réwnyveh 1 (lub zeru jezelilniejest
plerwias stkiem réwnania charakteryvstyczne-
go). G zas jest wielomianem tego samego sto-
pnia ¢o P, osy_)<')l('25‘1111i]{aul. Ltore otrzyvimuje-
my.podstawiajyc za fto wyruzenie il wyznacza-
jac warunki, przy ktérveh réwnanie spraw-
dza ~ie tozsamosciowo (Patrz Jordan, Cours d’ana-
Ivse, ITI ~tr. 108).

Jezeliznamyv calke szeczegdlny rdwnania
zupeinego, wtedy catkowanie sprowadzié mo-
zna do calkowania réwnania liniowego tego
samegorzedn lecz jednorodnego

Jezeli znamy calke szczegdlng rdwnania
jednorodnego. wtedy calkowanie réwnanisa
zupelne osprowadzié mozna do calkowania
réwnania zupelnegorzedunizszego.

Jezell gy, Yoy - - - Yo sacalkami szezegodlne-
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miliniowo-niezaleznemirdwnania jednorod-
nego, whtedy ich wronskian wyraza sig naste-
pujacym wzorem Liouvillea:

- L dr

W = ("¢ 1,

Jezelimamy rownanic zupelune rzedu 2-go

A S B VAR
1jezell yy jest valky szezegolugrdownania

g Py 4y - 0.
wtedy kladac

vy = g -,

znajdziemy:

s ., P
g = J ‘ ’.\.//l("f -1 0

acalkqgogdlngrdwnania danego hedzuie:

.

V=1 '[;2 dat Uy e

Jegeli y, yo sudwic calki szezegdlne li-
niowo-niezaleznerdwnanialiniowago rzedu
2-go,topunkty zevowe funkeyiy sa praedzie
lone punktami funkeyi gp: mianowicic pomie
dzy dwoma punktamizerowemi funkeyi y, znaj-
duje si¢ zawsze punkt vorowy tunkeyi g, pomig
dzy za$ dwoma punhtami zerowoemi funkeyi g
gnajduje sig zawsze joden punkt zerowy tun-
kcyl y, (Twierdzenic Ntwrwma .

Rownanialiniowe postaci

o (@@ + 0) ™ -f oy (s - by n=t yle=n fayy - 0
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sprowadzajasie do typu réwnan o spélezyn-
nikach stalych za pomocg podstawienia art-b=¢'.
Réwnania Laplace'a sa postaci

(@ by g = (ay by —+ (et = bu) y = 0.
Polozywszy
aﬁz”—i’—a’lzn-l + S + ey = I)U( ) [””—‘}_blznhl + - -}—b,,=t;n<z)

> A
e’ v, gdzie (jest stala, otrzymujemy calke

ora T——
Z ("L)

ogdlna w postaci:

Iy e -1

S e — Cuer S} e Tdt.
gdzie ilosei €y, Cy, ... s zwigzane jednym warunkiem, ilosci

za$ B maja dajace sie wyznaczy¢ wartoscl. (Patrz Jordan,
1 e t. I, str. 253: d’Arcais, Caleolo infinit, t. I, str. 565).
Rdéwnanin

/1-(1'—152) %ﬁ‘:i/“ - (1"1"‘/"" (l(/.ll) +— / = ()

czyvnia zadosé peryody tak zwanej calki eliptyczne] Legendre’a

‘1(1 V(1 — kPt

uwazane za tunkeye ilosel k. (Patrz rozdzial XVI)
Réwnanie

(23— 1) y"— Busy” + Ba(u+Day—ala+ 1) (a42)y=0

ma catke ogdlng
y=C (x— 1Pt C, (2 — )24 Oy (r— &)+,

gdzie & jest pierwiastkiem szesciennym z jednosel.
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Réwnanie y” = u% ma calke ogdlna

AR LY. HP)
. T ' o }» o e 2 2
.(/ == OI J = (/ : “(;;f__ + (.,'2-' ’ T 1(_ L]
Co (=T v [l==Ifv

(patrz Spitzer, Archiv Grunerta LII).
Réwnanie

Yy = da*y" -+ Bay 4+ Cy
badal Spitzer (Math. Ann. TII, Archiv Grunerta LI11) i wyra-

zil rozwigzanie jego za pomocy calki okreslonej.
Rdéwnanie
y+ 1)!/r ,i (L)‘,/ -~ (),
’ ) . . . . . .
w ktérem /[°, () sa funkeyami wymiernemi zmiennej 2, badal
Euler; catka tego réwnania wyraza sig za pomoca catki okre-
b o o { 4

slonej. Przypadek. w ktorvm te frunkeye sy liniowe, badal
Winkler (Wiener Berichte, LXVID.

urn

i

Rownania rzedu wyzszego nad pierwszy.

Réwnanie typu
Fye=m gy =0, Tub ) — ¢ (g 1
jezell w niem polozymy y V- p. daje

B ‘ (&[)
REED)

-} const .

Rugujac p z tego 1 poprzedzajacego rdwnania, ot ruymujomy
wyrazenie funkeyi y=b przez 2, a za powmocy holejnych kwa-
dratéw mozemy zualesé .
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Réwnanie typu
(/ui) s ]t‘ ( ]/(n——:’.) )’

jezell polozymy:

Tt = pe oy T = .
daje :
Lo = f fipy dp 4+ coust,
“dp "
£ = ' P coust.

q

Otrzymujemy tu p w funkcyi zmiennej z, stad zas znaj-
dziemy y®-V w funkecyi tejze zmiennej, a przez kolejne kwadra-
tury dojdziemy do funkeyi y.

Jezeli bedziemy uwazali & 1y za funkeye liniowe zmien-
nej t,% za funkeys stopnia zero, —;fm—‘l{—
—1 it. d.. to wszystkie wyrazy réwnania beds tego samego sto-
pnia, a rzad réwnania obnizy sie. jezeli polozymy

za funkeye stopnia

x =9, y=-cze".

Rzad réwnania jednorodnego wzgledem ilosci y i jej po-
chodnych obniza sie. jezeli polozymy:

dz
dur

=, lub ' = uy.

=
i
1
Q
v

Rzad rownania. nie zawierajacego wyraziie zmiennej ., mo-
: S dy . e
zna obnizyé, kladac y' = TJ_ — p 1 uwazajac y za NOW§
duw
zZmienng.

Jezeli nadamy ilosei  wymiar 1, ilosei y wymiar =,
pochodnej y wymiar n—1 it.d., wtedy y™ bedzie wymiaru zero;
réwnanie bedzie jednorodnem stopnia r, a kladac x=¢’, y=¢". z,
obnizymy rzad o jednosé.



190 - Rosdzial V1.

Rzad réwnania
A= Py 4 Q' = 0.

w ktérem [’1 () zawieraja tvlko y 1« mozna obnizy¢ o jednose
w nastepujacych praypadkach:
1) jezeli I’ 1 @ sa funkcyami tylko zmiennej «; kladge

—= == p, ofrzymujemy réwnanio Bernoulliego;

2) jezell P 1 ¢ sa funkeyami iylko xmienuej y; kladae
s

1 @

-

'

7 == - V'=— 5 przychodzimy do przypadku poprze-

g
dzajacego.

3) jezell P jest tunkoys tylko zimiennej @, @ zas funkeys
tylko zmiennej y. Calky plerwszg jest wtedy:

lOg (_ij‘) s / Pd.r + ’ (1)4‘;/ = Onst,

a calky ogdlna:

Judy T Sy
‘ dye 2 ‘ o
Jost to praypadek réwnania, zwanego rownanicm liiou-
ville’a.

Catkowanie rownar rézniczkowych przez szeregi.

Najzwyklejszg metody calkowania rézmiczkowego zwyezaj-
nego rzedu n-tego przez szeregi jest nastepujaca: Rozwiyzujemy
réwnanie wzgledem y; hiorae poehodne otrzywmanego wyraze-
nia, otrzymujemy kolejuno yiv, y®i2 | | wyrazone przez ®, Y
Y. ..y nadajemy wartosei dowolue ilosciom ¢, ¢ .. y®=D
dla 2z =.r, i tworzyiny szereg
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g = Yo 1T b —a) Y’y T “(_J;H‘L‘;) '

Jezeli ten szereg jest zbiezny wpewnym
obszarzena okolo pnnktu x,. wtedv przedstawia on
calke réwnania danego

Jezeli nadawszy warrosci zupelnie dowolne nay. o', . . 9,27,
nie otrzymamy niezgodnosci pomiedzy wartosciami pochodnych

P gl s szereg zas jest zawsze zbiezny, wtedy wyo-
braza on calke ogdlna: jezeli zas nie mozna nadaé ilosciom
Yoy Y - - - Y8 wartosci zupelnie dowolnyeh, lecz tylko pe-

wne wartoscl. wtedy szereg (o ile jest zbiezny) przedstawia
calkeg szezegdluag.

Rdwnanie Riceatiego w przypadkach, w ktéryeh nie
daje sie catkowal w postaci skonczonej, moze by¢ catkowane
PrZy pOmocy szereglw.

Nie:haj bedzie réwnanie Riccati'ego

' = el

14

~

Polézmy y = ; : bedzie :
2 — etz = 0,

Jezeli z,, 2, sa dwiema calkami szczegélnemi tego réwna-
nia, to calka ogdlng rdwnania danego bedzie:

Polézmy :

bedzie

1 m .
- —==1 " y —2
w4 2tz o+ ( T 1) c2e” u=0.
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Dwiema catkami szczegdlnewni tego rdwnauia uporzadko-

wanemi wedlug poteg rosnguych zmienuej o (przy zalozeniy
m

- — 1 =) sa

2

= n(Bn42) On-+4) .. ] (2r—1L D (r—1)]
241_14_5( 1y ¢ 7 (30 ){)ll—{-— ) l(} ) 2 (2 1)|

Tt D n i) (20t 2) . - e 1) 2
r"l
‘ o 2. ¢ Hy. o[ 2r 1) ni2r| \
= v s 12 “H—Z)(SN'F B i SRAUEE
“'—'—"L1L+_l( H o rH(n4 1y .1;L+2)(2n+') ..... (rn+ril) * g
r==1

Te szeregl sy zbicznemi dla wszystkich wartosel .
Clatky szczegdluy réwnania

" 7“‘<a+ﬁ+l)” ok (Lﬁ -
"+ BT Y sl 2 y=0

zwanego rownaniem Gaussa, jest tak nazwany szereg hyper-
geometryczny

L2+ 1)
zbiezny dla wartosel 2, dla ktéryeh o f 71 (Patrz Rozdz XVIIT)
Rdownanie Legendrea
(L—22) " - 22y +nm--1)y-- 0,

ma catki szezegdine :

?/1:l+la_éym+ d(a+].)ﬂ/‘)’| R

e - 1) o v =Ly 200 B
Y. = gl — e Al SR L
YWECT g 0T Y e e -
L (- Z).. iy (n-4 I) (= 2) (e f=3) (et 2) TP,
2(2n-|-13) 200204 3120 (D)

Y= gD

zbiezne dla |r|<Z1. Jezell 2n jest liczby nieparzysta dodatnig
lub ujemns, to te dwic calki nie sg niezaleznemni.
Réwnanic

zy"” 4 y' oy =0
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ma catke szezegoilna (przy kazde] wartosei «):

M = 1 —

Réwnanie Bessela

2y oy F @t —nt)y =0
ma caltke szczegilng
9

= id
n 1 o o y £ . )
z { 22 (n—+1 + R L Lym+2) },

druga calke szezegdlna otrzymujemy, zmieniajgc # na —n. Je-
zeli m jest liczbg catkowita, to otrzymujemy w ten sposéb jedne
tylko calke szczegdlng

Jezeli w rownaniu Bessela napiszemy:

I == 10, a=yip,
to réwnanie przeksztalcl sig na nastepujace :
2z 4+ (20 -1t -+ (02— BnF Byt )=

Do tej postaci mozna sprowadzié, przy odpowiednim do-
horze ilosui a, B, 7. kazde rownanie typu

8" + mt: 4 (b4-ctt) 2 = 0.
Tak np. jezeli

m—1 ‘ a 1 _
qQ = ——— _ — == — . % aph
) . P n 2 By g
i

otrzymamy réwnanie:

(22" + mtd 4 qttz = 0,

°

ktérego catka szczegdlng jest:
Pascal, Rep. L. 13
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.y o 4
=1 — == a? e = ==y
Y L 20+ 1) + (e 4 Ligm—-3) :
W przypadku szezegdInym. ady

24 1 = 0, o — gt - O

otrzymujemy rawnanie Riccati’ego przeksztatcone.

§ 6.
Uktady rownar rézniczkowych jednoczesnych.

Ukdad m row. 11 rdozniezkowyel, za \viure\jagu‘yvh Ziennsy
&, ne funkeyj i ich pochodne az do pewnego rzedu wzgledew .,
nazywa sie ukladem rdwnan rézniczkowych je-
dnoczesnych, Jezeli w ukladzie tym zachodza pocho-
dne rzedu wyzszego nad pierwszy. to kladae:
iy dz Ay,

- D, L
dor ! ot thr? !

Y
i

1 pravigezajace te nowe vownania do danych, sprowadzamy ukiad
dany o ukladu 2 réwnan pomiedzy o tonkevami g g o o o Y
rawierajacego pochodne stopnia nie wyzszego nad plerwszy.

Taki uklad daje sie zawszo calkowad za
pomocag n zwigzkdw skonczonyeh pomiegdzy
Uiallos oy Yn znstatemi dowolnemi

Jezeli z ukladu tegu wyrugujemy n- 1 funkeyj nie-
wiadomych wraz z ich pochodnemi. dojdzienny do réwnania réz-
niczkowego zwyezajnego rzedu n-tego, ktdrego catka zawiera n
statych dowoluyrh.  Aby to uskutecznié, stosujemy metode
nastepujaca:
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Rozwigzujemyréwnania wzgledem pochodnych

!/' = fl (Ly Yry Yoo o « o . . !/ﬂ),

i = [ O 1 -

bierzemy pochodna pierwszego znich wzgle-
dem st podstawiamy po strounie drugiej, za-
miast pochoduyeh funkeyjyich wartosci, wzie-
tezpowyvzszychrdwnan; bierzemy w takispo-
s6b pochodna n—1 razy i otrzymujemvy y/, 5, ... y,™,
Wyrazone DrLez Y, lfa;s .- Un- RUEUJAC Yo, Yyor Yn,
znajdziemy rownanierézniczkowe z funkeys
Y1 Znajac nplerwszych calek tegordwnania
rézniczkowego, t j.

Wy o My sy »wn PP FE= 00 oo Wl G B oo B U by

ipodstawiajac w nich wartosci poprzednie,
otrzymane na y, y,"... 3V znajdziemy 2 zwigz-
kow pomiedzyilodciaml & Yy Yo, - -« Yny €1y Coy o -« Can

Jezelirdwunan danych niemozemyrozwig-
za¢ wzgledem pochodnych pierwszych. to kaz-
deznichrdézuniczkujemy n—lrazy, i otrzymu-
jewmyv n?réwnan pomiedzy »ailosciami

A T P A T R 1 AR

Rugujac pomiedzy temi réwnaniami n(n—1)
1losed ot c oo 0™ v ovoe Unth - - 1™, Otrzymamy
réwnanie rozniczkowe rzedu n-tego wzgle-
dem y;. Rugujacpomiedzy c¢calkamipierwsze
mitego rownaniain’réwnaniami poprzedza-
jacemi ilosei y/ ... ;™ y o ™ s Y - e e s Y™
znajdziemy zwiazek pomigdzy 2y, 4. Mo -o-Un
astala.
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Uklad rdwnan

d dy ,
(iél” = an+ Py, + v 0 = du s+ o

gdzie a, B, 7, B, B, ¥’ sa stale. ma calki nastgpujace:

U + Z‘l Uy _.I_ o = Gl (.(a+ a' i
Yot g e + gy = Cyelet 22

gdzie 4, , A sa pierwiastkami (réznemi) rownaniami stopnia dru-
giego 4 B4 =4 (a—a'l), zas p 1, sa odpowicdniemi warto-

| 14
. s a-1—a l o e
sciemiutamka y = —————. Jezel 1, = 4,. a stad uy = u,,
y 47 1 W My =y

wtedy jedna z calek jest postaci poprzedzajgce], dimga zas jest:

ay' —a'y

Vot e = o N (L G ),

W przypadku, gdy po stronie drugiej réownan danych wy-
stepuje jeszeze wyraz, bedacy funkeys samej zmiennej @, wtedy
rozwigzujemy zadanie, zakladajac, ze wpoprzedniem rozwigzaniu
C; 1 C, sa funkcyami tej zmiennej, 1 oznaczamy warunki, przy
ktérych czynig zados¢ danemu rownanin (metoda warya-
cylistalych).

Niechaj bedzie nuklad réwnan jednoczesnyel

dr_ dy _ dyy
X e IYX — 1,2 —— e e « 4 & o

N=uwe +~byy +wn+ . . . . . +e

Yi=ac4Vy 4+ yy + . . . . . 4 e,
L=Ve4+Vy+cy+ . . . . . + ¢,
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Niechaj kazdy z powyzszych stosunkéw réwna sie df; otrzy-
mujemy przez to n—1 wyrazen typu
1
*

t = C; (A —}— ey + Vilfs -—}— ..... i) ,

gdzie k, sa n-1 pilerwiastkami réwnania

i a—1I. a’, 3 g
' /)’ /)’ - /l'. /)” . - ’
’ =0
& e, A—kyoooL L, ! )
losei za$ 2, w. ». . . . I sa dane przez réwnania

A = gt " L L L L = k.
b T pd L L L = .

AP . gl L —
O e 7 e e A T T T = rdy,

G ‘uw/ — wae! + .. = Ik,

Rugujac ¢ pomiedzy n—1 w ten sposéb otrzymanemi wy-
razeniami, zunajdziemy »n calek niejednorodnyveh z n stalemi
(n -1 calek jednorodnyel).

§ 7.
Rdwnania o pochodnych czgstkowych.

Jezeli dany jest zwiazek pomiedzy funkcys ¥, zmiennemi
diy ey . o ., o 1 pochodnemi czastkowemi pierwszego rzedu
Dy Poe - -« Du funkeyi y wzgledem tych zmiennych, to zwiazek
F=0 pomiedzy y, £y, o - - - &n 1 » stalemi dowolnemi, ta-
ki. ze obliczajac z niego m pochodnych funkeyi y i rugujac
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stade, dochodzimy do réwnania rézniezkowego danego, nazywa
sig calka zupelna.
' Jezeli F jest calka zupelna ze stalemi ¢, ¢ .. .. ¢, to
kiadge:
oL orF R

— = () =0, L. - =
ey ’ dey

rugujac % tyeh véwnan i z rownania F=0 wxzystkic state do-
wolie, otrzymujemy calke osobliwa.

Jezeli zas jedne ze stalveh np. ¢ uwezyvnimy rdwng funk-
cyi dowolnej wszystkich pozostatyeh 1 wyrugujemy state po-
miedzy calks zupelng F=0, funkceya @192 —1 zwigzkami

ar aF 3P . ol ar  ad
T = { CETEEEN -+ - —
da, T ! Qty-n ey Mby-q

otrzymamy roswiazanie. w ktore wehodzi funkeya dowolna.
Rozwiazanie to nazywa sie rozwiazaniem ogdlnem
Iub calkag ogdlna.

Zunajgce catke zupelng, mozZemy znad wszy-

4 “ . “

stkieinne calki

Kazde rozwiazanie jest zawsze zawartbe
wjednejzpowyzszych trzeeh kategory].

Rownanie o pochodnych ezastkowyeh [-go rzedu. liniowe
wrgledem pochodnych. jest postaci

P

Papo+ o o oo A Papa -2 P
gdzie Py ... P, P sy tunkeyami zaleznemi od y i od znien-
nych @, @y, ... 8. Py Pae .. p zas sa pochodnemi ezastkoweini

fankeyi y odpowiednio wagledem .y, o, . . o, s

Utwirziny uklad rownan rézniczkowych liniowych zwy-
czajnych

da, _ dro  dy
2 7. p, = p o
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Calkujac ten uklad, otrzymamy = calek w, = const,
Uy = 091_13’5. .+« .« Uy=const., gdzie u;, Uy, . . . u, sg fun-
keyami ilosel g, o, oy, . . o &£y, Funkeya dowolna wszystkich
ilosel u, przyrownana do zera, stanowi calke ogdlna rdwna-
nia danego (Rozwiazanie Lagrange’a).

W przypadku, gdy réwnanie nie jest liniowem wzgledem
D1y Pas « « -+ Iny calkowanie sprowadzi¢ mozna do calkowania
réwnan liniowych.  Metody, do tego celu sinzace, znane sa pod
nazwa metod Pfaffa 1 Jacohi’ego.

Niechaj bedzie rownanie
Iy Hae v o s gl My Py Dav v v« a M =0

. - 00 . ’ &
postarajmy sie znales¢ . — 1 zwiazkow podobmych z n — 1
stalemi:

Fytry, Ly o o0 Yo Py Py - e D) = (g,
F,n——l (J 1 .1;2, L 7";": U Pul’m i 11)14) = thx—1,
takich, aby p. py. . . . g, otrzymane z powyzszych 12 réwnan.

zamienialy drugy strone rdwnania

Ay o= pdry + pode, + . - 0 pudr,

na rézniczke zupelny. Zcealkowawszy to ostatnie réwnanie, znaj-
dziemy funkeye y, wyrazong przez ilodei o 1 nows stala.

Zmalezienie funkeyj Fy .. . Fu—q zalezy od calkowania
réwnania rézniczkowego liniowego o pochodnych czgstko-
wyeh,  Jezeli polozymy

g lﬂm d F aﬁﬁm wwe=1,2 )
= + TR Pt L] ‘ ) o
ar, R}

o,

to P, zaleze bedzie od rownania o pochodnych czastkowych
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] SF) s
y (Swl ’ (31 )

1
o=l = 2| e 4p

opy T S

F, od dwu réwnan analogiczuych
[FF| =0, [IE|=0,
Fy od trzech rédwnan:

VFR]l=0. |FfAHl=0 |EP|=1)

it d

Nie potrzeba wyznaczaé catek ogolnych tych réwnan. wy-
starczy wyznaczenie ich calek szezegdlnych.  Szezeglly musimy
tu pomingé.

Metoda Pfatfa sprowadza rozwiazauie danego vownania
do zagadnienia nastgpujacego: . Zcalkowad przy pomocy m ca-
lJek wyrazenie postaci

X] (6.1'1 ‘“[[“ -4&-’3 (b o -{-' ST ’*]L ,X-_),”, ([«l'zm = “,

gdzie ilodel X sg funkeyami zmiennych «. Jacobl plerwsay
zajal sie metoda P faffa (Orelle, II), zmodyfihowal ja 1 wydo-
skonalil. wreszcie stworzyl metode nowa (patrz nizej wskazdwki
bibliograficzne).

W rozwigzanin przy pomocy metody Piafia napotyka-
my wyrazenia zwane pfaffianami, ktoresa picrwiastkami
kwadratowemi wvznacznikow polsymetryeznych vzedu parzy-
stego (patrz wyze]. Rozdzial I11. § 2).

Roéwnanie Eulera

2%y

22y
L - 2 —_— | JESIEG.\ ATy < %
37 20 3%, 2 + ¢ = {)

ma catke ogdlng
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gdzie {1 p sa symbolami funkeyj dowolnych, 11 1, zas sa pier-
wiastkami réwnania

=+ 204 + ¢i* + 0.
Jezeli A==1,, calka ogélna ma postaé:
[y T Ary) = g (@ - Aey) (pry ~+ b, )s

gdzie y 1 6 sy stale dowolne.

Jezeli b =0. otrzymujemy tuk zwane réwnanie st run
dzwieczacych réwnanie Bernoulliego. w ktérem y
jest wysunieciem miejsca punktu o odciete] @, ; vy oznacza czas)

Roéwnanie Laplacea

aty Ay .y
st WP o L T L Py e
e, T e T S gy R =

w ktérem /. V. 2, () sy funkeyami same] zmienne] o, calkuje
gie w ten sposéb:
oM

.
1
wadzi¢ mozna do catkowania rownania

Jezeli 2 —

—MN— A4 = 0, wtedy calkowanie spro-

n

"élr + .\VU —+ (2 - O:

ktére, nie zawierajac pochodne] wzgleden v, catkuje ~ig jak rdw-
nanie rozniczkowe zwyezajne, pod warnukiem. ze staly dowolns
uczynimy réwng funkeyi dowolnej zmieunej »,. Znalazlszy tym
sposebem «. podstawiamy te warto$é w rdownauiu

dy

"E;—,‘ "l—‘ JI!/ - 'lb,

catkujemy je podobnie.jak poprzeduie, i zuajdujensy y z dwiena
funkcyami dowolnemi. z ktérych jedua zalezy tylko od .ry, druge
tylko od z,.
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Jezell A nie jest zerem. wtedy przy pomocy podstawienia

"
-&;{; 4+ My = u

otrzymujemy rownanle ze zmienna ¢ tegoz typu, co dane. Do
tego nowego rdéwnania stosujemy tozsamo postepowanic, t, j.
badamy, czy nowa ilo§¢ A nie jest zerem i t. d.

Do rownania typu powyzszego daje sie sprowadzic 1 takie
rownanie. w ktorem zachodzg liniowo 1 pozostale pochodne dru-
vle funkeyi 4.

Patrz Liacroix (Caleul intégral), lmmszenieckij (Archiv Gru-
nerta LIV), oraz note Boussinesqa (Comptes Rendus LXNIV),
ktory sadzil, 7e picrwszy uskutecznil powyzsza redukey ¢ (pordw. Ser-
retr. Comptes Rendus LXXIV)

Réwnanie [iiouville’a

- .Ji{/_,_ = 24
Quy
ma calke ogdlna:
! 1]
ry) ¢ L)
y = ,, log --.f.('cf([ 2
ah 2 flra) )]

gdzie f, ¢ sa dwiema funkeyami dowolnemi; pierwsza zmiennej
iy, druga zmiennej .

Darboux (Comptes rendus 1882) rozwazal rdwnanie na-
stepujace:

4y m(L--w) .

a’l'l 3.1‘._) - (4 )

J5,

Jest to przypadek szezegolny réwnania

2,1 dn due
€X, — Q& B e o ’ — = sl ”
(1 2) duy dut, p aur, T ary ’
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gdvz, kladac w pierwszem y = (# —— .2, 4. otrzyvmujemy przy-
padek szezegdlny drugiego (w ktérym g==8"m).

Calka rdownania ogélniejszego jest:

w=[f9 (a)lwy —u)"" a—x,) " da

<

&y —Ty) T (@), — a) T e — )P
x|

gdzie ¢ 1y sa funkeyami dowolnemi.

Rezultat ten zawdzieczamy Appelowi Bull. Darboux 1882,
str, 314). Réwnaniem tem zajmowali sie juz Euler (Caleulus inregr.
III) i Poisson (Journ. de I'Ecol. polvt XII). Inne wskazowki zna-
l24¢ mozna u Darboux’a (Théorie des surtaces, I str, 54) i Jameta
(Bull. Darboux, 1895, str, 208

Rdwnanie jeszeze ogdlnisjsze

IeRli u u e 2 P
5 . - ———— = ——— 3 —— g = ()
crydu, &y —.r, oay (=) 20y, (2 —2, )*

badal juz La place (Acad, des sciences 1773) sprowadzié je
wozna do poprzedzajacego.

Spasdb catkowania rdwnania

aon (im—-—n’/ ) -

=0 e+ P T 2R + am B y)
c cJ’
1 )

znales¢é mozuna w Spitzera (Archiv Grunerta LI, 1870,
Calkowaniem rownania

2y 2y

e
CET

zajmowali sie¢ Schldafli (Crelle LXXIT) i Le Roux (Bull
Darboux. 1895).
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Rozdziat VI,

Literatura o réwnaniach rézniczkowych jest bardzo vozlegla.

Rys historycany tej teoryi znales¢ moina w dziele Schlesin-
gera: ,Theorieder lincaren Differentialgleichungen® (Lipsk 1895—97),
gdzie znajduje sie takie dosé zupelna hibliogratfia.

Pierwszy Euler (1769) zajmowal sie wyczerpujuco réwnaniami
rozniczkowemi; po nim D’Alembert. Legendre. Cauchy 1 inni

‘W ostatnich ezasach zajmowano sie szezegolowo rownaniami réz-
niczkowemi liniowemi, badajac ich zwiazek z teorya funkeyj oraz teoryg
grup przeksztalcen (patrz Rozdzial IX). W tym nowym kierunku ba-
dan naleZy wymieni¢ przedewszystkiem prace Fuchsa (Crelle, LXVI,
LXVIII, Berl, Akad. 18841 t. d.). Inne cytaty podajemy w rozdziale
nastepnym. Celem prac doby najiwiezsze] jest nietyle znajdowanie
calek, ile badanie zachowania sig tychze w sasiedztwie danego punktu,

Z ksiazek, traktujacych o réwnaniach rézniczkowyeh, wymieniamy
dziela: Boole'a (Londyn 1865 —1872) Wl Zajaczkowskiego
(Wyklad nauki o réwnaniach réZzniczkowyoh, Paryz 1877). Forsvtha
(Londyn 1883, Cambridge 1890, przeklad niemiecki Masera, 1889).
Schlesingera wysejeytowane, Craiga (New-York, 1889)1 ¢.d,

Réwnaniami o pochodnyeh czastkowyeh zajmowali sie: d’A1e m-
bert, Euler, Lagrange (,Théorie des tonctions analytiques
i ,Caleul des tonetions“): Cauchy (Comptes rendus XIV, XV, XVI)
i joni,

Pierwsze prace o rownaniach liniowyeh 1-go regdu zawdzigezamy
Lagrangeowl, Cauchy'emu Jacobiemu (Crelle I, XNIIIL
Werke IV); o rownaniach nieliniowych—I.a gran ge’owi, Charpi-
towi (wpracy przedstawionej Akad. paryskiej w 1784.1ecz nicogloszo-
nej; metode jej wylozyl Lacroix w swoim ,Rachunku® § II,
str. 5481 Nastepuja potem metody P fafta (Berl, Abh 1814—1815),
metoda charakterystyk Cauchy’ego (Exerciees 11, 1841), Jacob i'e-
go (Crelle XV1I, Tiouville IIT), nowa metoda tegoz { Crelle LX), prace
Mayera (Math. Ann. I, V, VI, VU { Liego (tamze V, IX, XI).
O rozwiazaniach osobliwych pisal Darboux (w Mém. des Sav.
étrang. XXVII, 1883). Iune wazne prace s Ampére’a (Journ.
de I'Kecol. pol. cah. XVII—XVIII)., Clebscha (Crelle LXV), K o-
walewskie] (tamze LXXX).

Zbior metod calkowania rdwnan o pochodnyeh czastkowych po-
daja: Tmschenetz ky (Sur l'intégration des équ. du L (rdre, prze
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klad Hoiela. Paryz 1869; tegoz Sur l'intégr. des'equ. du 2 ordre,
Greitswald 1872 i Archiv Gruncrta 1869, 1872), Graindorge (Mém.
delaSoc. scient. deLiége (2),V, 1872), Goursat (Paryz, 1891— 1896),
Mansion (po po francuku i w przekladzie niemieckim, Berlin 1892,
gdzie przedrukowano rozprawy Kowalewskiej. Imszenieckiego
i Darbouxa).

Badania, dotyczace istnienia calek réwnaii o pochodnyeh czastko-
wych. oglosili: Riquier (Aun. de I'Ecol. Norm. (3). X, 1893:. K-
nigsberger (Math. Ann. XLII), Bendixon (Ball de la So-
cieté math. de France, 1896) i inni.



ROZDZIAYL IX

TEORYA GRUDP PRZBKSZTALCIN.

ur
—

Grupy przeksztatcer punktowych

Niechaj bedzie o zmiennych oy .. 0y pracksztalémy
je na zmienune u4% 1y, L. La, za pomocy WZOrow:
(hH afy = Cabyg s 5 6 6 qBns s oy - 5 5l
{¢e=12 ")

gdzie f, sy tunkeyami analitycznemi w pewnym obszarze.
Kazdemnukladowi wartosei «, «, . . ., @, odpowiada prze-
ksztalcenie. Przeksztalecenie &, = %, nazywa sie zwykle
przeksztalceniem toZsamodcio wem.
Przyjmijmy: 1) ze te funkeye sy odwracalne, t.j. ze
z wzorow powyzszych mozemy wyrazi¢ iloscl uy jako funkeye
ilosci #',.  2) ze ilodcl ajest istotnie », t. j. Ze zmieniajye
je wszystkiemi mozliwemi sposobami, otrzymujemy co” prze-
ksztalcen: 3) ze przeksztalcajac za pomoca jednego z powyz-
szych wzoréw ilosci o' na ', anastgpuie za pomocy innego lub
tegoz wzorn ilodci 2’ na 2", otrzymujemy zawsze przeksstalce-
nie, zawarte we wzorze (1. Mdwimy wtedy. ze przeksztalcenie
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powyzsze (1) w liczbie .7 tworzg grupe clagla prze-
ksztalcen. Grupa ta nazvwa sie ciagla dla tego, ze
zieniajac sposobem ciaglvin parametry ¢, mozemy przejsé od
jednego przeksztaleenia grapy do kazdego innego. Przeciwnie.
grupy podstawien pomiedzy n elementami mozna w tem zna-
czenin uwazal za nieciggle.

Jezell 1 jest liezba skonezony. gropa nazywa sie sk on-
czona klasy r-tejlnb r-paramerrow g (r-gliederig).

Jezeli w szezegioluosel tunkeve fsa fankeyami wymiernemi
Hlosel o 1 @, ~a. asatakze wymiernemiich odwrécenia. mamy wtedy
przeksztaleenia. zwane przeksztalceniami (‘remony.
Tworza one oczvwiscie grupe, zwana grupa Cremony, do
ktdrej stosuje sie nastepujyce twierdzenie:

Grupa Cremony zawiera przeksztalcenie
tozsamosciowe 1, a przeksztalcenia jej mo-
zna uporzadkowad parami wten sposob, ze kaz-
demu przeksztaleeninodpowiada drugie takie.
ktéregoiloczyn przez pierwsze daje 1, (rodrugie
nazywa sie przeksztaleceniem odwrotnem wzgledem pierwszego).

Nie wszystkie grupy posiadaja wlasnosé pierwsza 1 druga.

Jezell wszystkie przeksztalcenia f two-
rzy grupe, to ich odwrdcenia tworza tez
grupe.

Dwie grupy nazywajg sie podobnemi, jezeli od wzo-
réw jedune] mozua przejs¢ do wroréw drugiej, zakladajac, Ze pa-
rametry dawne sa funkeyami nowych, oraz Ze dawne zmienne
sa tfunkeyami nowych zmiennych.

Jezell przeksztalcenia f tworza grupg,
wtedy 1losei . uwazane za funkeye parame-
trow d,czynia zadosé pewnym réownaniom 106 z-
niczkowym.

Jezeli grupa jednoparametrowa zawiera
prazeksztalcenie tozsamosciowe, to jej prze-
ksztalcenia sa przemienne (t. j. iloczyn ich-
jest niezalezny od porzgdku czynnikdw) ida-
jasie podzielié na pary przeksztalcen wza-
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jemnie odwrotnych: nadto kazda taka grupa
jest podobnado grupy przesunige¢

W=y oo e YW1 =Yu—1, Ya=yu+¢.

Przeksztalcenia takiej grupy mozZna wy-
razié tak:

o~
(5

i e [: R ts i
x/'=x‘—!—T E(r ... ) + 57 X&) —+ 31 X {X(E)) ...

: . 9
gdzie symbol X oznacza N &, - .
1 a.?_.'/

Jezeli uczynimy ¢ nieskonczenie malem. bedziemy mieli
przeksztalcenie zwane nieskonczonostkowem . Jest ono:

' o ot L. o . .
’1-:1=J‘1+ T :! '*' ‘g“ :\.(C’z, "‘*‘ 3! ‘\(X(L:z))“}— o e o

Przeksztalcenie nieskonczonostkowe jest okreslone przez
funkeye &, a wiec 1 przez symbol X.

Mozemy powiedzie¢:

Kazda grupa jednoparametrowa, zawie-
rajgea przeksztalecenie tozsamosdciowe, okresla
przeksztatcenie nieskonczonostkowe i sama
jest przez tukiez przeksztalcenie okreslona.

Przeksztalcenia nieskonczonostkowe, wyrazone symbolami

X, X - o o .., X
nazywaja sie niezaleznemi od siebie, jezeli zwiyzek
e X +eaeXs()+ . . o . e X(fi =0
w ktérym ilosci e nie zalezg od zmiennych #, moze zachodzi tyl-
ko wtedy, gdy wszystkie te ilosci e sa zerami.

Kazdej grupier-parametrowej odpowia-

darniezaleznych przeksztalcen nieskonczo-

nostkowych X;, X,.....X,;jezeli posiada ona
nadto przeksztalcenietozsamosciowe, to mo-
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zna przeksztaleenia jej wyrazi¢ za pomoca
wzoru ’

r 1 o2
) 2 : 5 Z i Ay
A =L + Al Sk + c})|J Xk (Sji‘) + % s “ s &
-l .
h=t I

gdzie i;- Ay . . . 4, sar parametrami dowolnemi.

Grupa r-parametrowa z podstawieniem
tozsamosciowem zawiera r przeksztalcen nie-
skonczonostkowych niezaleznych,i nie wie-
cejniz .

Wazng grupa przeksztalcen punktowych jest t.z. grupa
przeksztalcen rzutowych (ezyli grupa rzuto-
w a); przeksztalca ona zawsze prosta na prosts, jezeli ilosei «
uwazamy za spolrzedne punktn w przestrzeni n—wymiarowe;j.
Ju] wyrazenie jest nastepujace:

' _ ty, ‘/UI _i_ s s 80 + e Ty + an+l,a

2, == T

yenda J1 T+ - 0 - - + Ayn+1 T + An41. nt+1 '

Jej podgrupa, dla ktdrej
Alp1 = =« + « o« . = Apy 1 = 0.

nazvwa sig grupg liniowa.

§ 2.

Niezmienniki skoriczone i rézZniczkowe grupy jednoparametrowej.

Nazywamy niezmiennikiem skonczonym wagl
rézniczkowym gmpy funkcye samych zmiennych, albo
tez i ich pochodnych, ktéra nis zmienia sie przez przeksztalcenia
grupy.

Paseal. LRep. L. 1%


Pase.il
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Abyv funkeya Q. a) nie zmieniala sie przy
wszysthkich podstawieniach grupy jednopa-
rametrowe], jest koniecznem i dostatecznenmn,
by bylo Y(2)=0. gdzie X jestsvmbolew prze-
ksztaltcenia nieshonczonostkowego grupyv. Nie-
zmiennik  jest przeto rozwiazaniem 1rdwna-
niardézniczkowego o pochodnyeh czastkowyeh

R VI
=t Sle b a’:} o

Aby ogdl wazsstkich o ' krzywyeh, ktdre
przedstawia rownaniemlr a,)=const. pozostalnie
smienny przy wazvstkich podstawioniach gru-
pyjednoparametronwej jest koniccznem i do-
stateczunem. by X bylo tfunkeyyg samego o
Jezeli wezezegdlnosei Xqwl=0, to 1 kazda po-
jedyhceza krzywa pozostajenlczmieniona.

Rownaniervridgniczkowe rzedu 1-go
M, odey - My daey = 0

pozostajeniezmiennem co do postaci (procz
ewentualnego cxzynnika) dla wszystkich prae-
ksztalecen grupy wtedy 1 tylko wtedy., jezeli
ktadgacsymbolicznie

. 3 ‘ 2
} S lMl *S—fli—— + JM;‘ a',ﬂ

mamy tozsamodciowo:
X(F) o= JT(X) == 4.V,

gdzie A jest funkceyva tylkoilosci o 1wy,
Réwnanie rézniczkowe M dr, — Mydr, = 0
nalezy do grupyv jednoparametrowej, i jezeld
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Znamy nxyezmle_nuxk grupy L(r, o) tv catko-

wanie rownania rozniczkowego sprowadza

siedo kwadratury.
Riwnanierdézniczkowe l-gorzedn

d.r
F oLy, 3

dic, ) =v

nalezy do grupy jednoparametrowej, ktérej
przeksztalceniem nieskonczonostkowem jest
o

Ve o 1 9
a ! 5-"1 T oev 9'1,2

1
ag &, o&, ) iy Q& | dxy \? oF
+[ oz, +(aq+“at,~; dz, Tz, (7[50;) ]“;“ZLT
()

jest zerem przy F=0. v zalozZeniu, ze réwnanie

dane jest takiem, iz trzy pochodne funkeyi F

du,, . . . .
£ nie znikajg wszystkie

wzgledem oy, /
l,l1

wskutek rownania F= 0.

Jezell znamy niezmiennik skonczony Q(x 4y
grupvjednoparametrowej pomiedzy dwiema
zimieunemi, to za pomoca kwadratur otrzaymacé mo-
zna wszystkie mozliwe niezmienniki rozniczkowe
rzedu l-go (zawierajace tylko pochodna pierw-
szailosci o, wzgledem uy); a przyréwnawszy
do zera te niezmiennikl rdzniczkowe otrzy-
mamy wszystkie mozliwe réwnania rdznicz-
kowe rzedn l-go, nalezace do tej grupy.
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Przeksztatcenia stycznosciowe.

Przeksztalcenia. o ktérych mowa w dwu poprzednich para-
grafach, nazywaja sig przeksztalt eniami punktowemi: roznia me
one od tak zw. przeksztalcen sty cznosciowych, ktére g
w pewnej mierze przeksztalceniami ogdluiejszemi. Dla prostoty
przyjmijmy, ze mamy dwic tylko zmicnne; przeksztalcenie pun-
ktowe okresla sig za pomoca Wzordw

&y = (v, n), 1y = [y, L),
Na podstawie tych wzordw pochodny zmiennej z', wzgle-
dem .2/, mozna wyrazi¢ przez pochodnaq zmiennej r, wzgledem &
1 < 2 gle 1

a mianowicie:

o L o dry

da’ oy Ary dury
S 1 1 ‘P(" r y
da', o + fy, dr, TN
0,y ox, duay
Skutkiem tego forma
loy
day — S22 dry =0
b da,

zamienia sie ‘przy pominiecin czynnika) na

'y
duo'y — == dt’y = 0.
dua’,
o .y , . :
Polézmy e = [ wyobrazmy sobie poprzednic prze-
2,

ksztalcenie jako przypadek szezegdlny przeksztateenia ogdlniej-
szego pomigdzy trzema ziniennemi, majacego postaé
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%= (X . p) a = qo @y, p P o= p, (. Sy P

1 zaldzmy, ze te trzy zwiazki pozostawiaja bez zmiany forme
rozniczkowy

Az, — pdey = (.
t. j. przeksztalcaja ja (przy pominieciu czynnika) na
driy — P dr’, — 0.

Mowiny wtedy, ze uskutecznione przeksztalcenie jests ty-
cznos$clowem.

Jezelipomiedzy trzema powyzszemi zwigz-
kamimozna wyrugowac¢ p tak, abyv otrzymaé¢
a'y. o'se Wyrazone jedynie przez x, %,. wtedy
przeksztalceniestyeznosciowe staje sie pun-
ktowem.

Wykonywajac kolejno dwa przeksztalce-
nia styvezunosciowe OTrzZzymujeny znowu prze-
ksztalcenie styveznosciowe.

Odwrotnos$¢ przeksztalcenia stycznoscio-
wego jestprzeksztalveniem stycznosciowemn.

Funkcyve ¢4 q,, okreslajace przeksztatce-
niestveznosciowe czynia zados¢ zwiazkowl:

. dy, (g, | 3:,.7) R (aql , Sr“)
ST R i O i BTV £ S, - N . S — 0.
[91-9] e o, p LA P Ay

Iodwrotnie jezelli dwie funkeye ¢,.9, spraw-
dlzaja zwigzek |¢.4y]=0. to zapomoca nich
mozna zawsze, i to sposobem jedynym, okre-
ili¢ przehsztaleeniestyeznosciowe,
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4.

Niezmienniki i parametry rbzniczkowe.

Niechaj bedzie n—-m zmiennych i, dgy o o L %41 210 Sy o0 Sy
z ktérych zmienne z »g funkeyami zmiennyeh z: niechaj be-
dzie nadto grupa przeksztalcen wzystkich zmiennych. Funk-
cya wszystkich zmiennyeh i pochodnych ilosci 2 wzgledem o,
pozostajaca bez zmiauy. gdv wykonywamy wszysthie prze-
ksztalcenia grupy. jest niezmiennikiem rozniczko-
wym grupy. Jezeli grupa jest grupa calkowita. mamy nie-
zmiennik rdzuniczkowy bezwzgledny., Jezeli tnnk-
eya ta obejmuje nadto tunkeve dowolne iich pochodne. mamy
t0, co nazywamy zwykle parametrem rozniczkowym;
jest to wyrazenie, przejete z teorvi powierzelini,

Niezmiennikiem rozniczkowym grapy rzutowej jest nie-
zmiennik Schwarza

Poniewaz niczmicnnik ton ma wlasnosé, polegajacy na
tem, Ze pozostaje ou niezmienionyvi (précz czynnikan gdy prae-
mieniamy zi., Sylwester nazwal go recyprokan-
tem (wzajemnikiem) i rozeiggnal pdznie] te nazwe na wazyst-
kie niezmienniki rdzniczkowe 1zutowe,

Mozna pomvslet niezmisnnik rézniczkowy w innem znacze-
niw, oduoszace po mianowicie doformy rdzniczkowe] zasadniczey:
mamyv wtedy pojecie niezimiennika rogniczkowego. ktdre zbliza sie
bardzo do pojecia niezmiennika w teoryi form algebraicznych,
Niechaj bedzie dana forma rézniczkowa
‘.l';‘ Z,} ___.(éx,'(‘.lj G @ v o5

¢l
t. j. funkeya jednorodna calkowita okreslonego stopnia wzgle-
dem ey, de, . . . dac, ze spélezynnikami, ktore sg funkeyam
wszystkicl zmiennych.
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Dla wszystkich przekszraleen grupy. forma ta rézniczkowa
przeksztalea sie na inna tego samego stopunia: spolezynniki Z
przechodza namne, lecz w ren sposdh, ze w cgolnosel kazdy nowy
spolezyunik Z,, jest wogdlenie wprost praeksztalceniem spolezyn-
nikow dawnyceh. lecz pewny kombinacy o przeksztaleen wzystkich
dawnych Z. Funkeva ziennyeh o, ilodei 7 1 funkeyj dowolnych,
htora przy wezystkicl podstawieniach grupy zachownje te sama
postaé co do iloscei 21 Z nowyel. nazvwa sie wogdle parame-
metrem rozniczkowym nalezacvym do grupy.

Praypadek ten wozna nwazaé za za szezegilny wzgledem
poprzedzajucego, jezeli pravjmiemy, ze przeksztaleenia. ktérym

poddajemny ilosei ¢ (hedace tuukevann zmienuvel o) sa wlasnie
takiemi. jakie wyuikaja z przedstawienia nowyveh spolezyunikéw
Z formy rozniczkowe] przez spdlezy nuiki dawne 1 przez zmiienne.

Podd 1a ostamnia postaciy ~szezegdlny zadanie o wyznaczenin
parametrow lub mezimiennikdw rozniczkowyvch wiaze sie z ba-
daniami. rozpoczetelel przez (faussa. Lamdégo Jaco-
Lif’ego 1 rozwinigtemi W najnowszyeh czasach pizez Beltra-
niego i innyeh, ktdrzy za punkt wyjscia wzieli teorye powierz-
ni. Badania re nalezy uwazac za przypadek szezegdlny zaga-
dnienia wyze] wyslowionego 1 dla tego jeszcze, Ze w niem nie
rozpatrujemy grmpy specyalnej przeksztalcen, lecz grupe calko-
wita wszystkiclh przeksztaleen. Nazwa .parvamety roznicz-
kow v~ pochodzi od Lamé g o.

Wedlng wxlozonvch tu poje, niezmiennikiem rdézniczko-
wym jest tak zw. krzywizna Gaussa powlerzehni (patrz
,(Feometrya rozniczkowa®.

Jezell mamy forme rézniczkowa kwadratowa

I, n

X oa,. doy day .

1N
i przez « oznaczymy wyznacznik iloscl «,., przez A—wyznacznik
ukladu dolaczonego, przez 4,, — jego elementy, wtedy wyrazZenie
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(gdzie U jest funkcya dowolng zmiennych)
jest parametrem rézniczkowym vzegdu I-go.
Wyrazenie

alr v
C e
LUV =23 b5 o

jest parametrem rézuniczkowym rze¢du l-go, za-
wierajacym dwie funkcye dowolne.
Wyrazenie

(V)]

L a(ll [')
L T

Vu A —_3"1',

Co

jest parametrem rézniczkowym rzedu 2-00.

Glownem dzielent o grupach prazeksztaleen iich  zastosowaniach
do réwnan rdézniczkowyeh jest dzielo Liiego:r [Theorie der Trans-
formationsgruppen® it. d., 3 tomy. Lipsk 1891 — 93: dalej tegoi:
, Vorlesungen ither contuierliche Gruppen mit geometrischen und an-
deren Anwendungen® Tipsk 1898, herause, von Go Sehelters:  Vor-
lesungen {iber Differcntialgleichungen mit hekaunten  infinitesimalen
Transformationen, herausgegeben® von G, Sceheflers, Lipsh 1891
(streszezone przez J. Paczowskiego w . Pracach matematyezno-
fizyeznych®, t. VIL Warszawa 1896); Geometrie  der Berithrangs-
transformationen®, Llpsk 1896 (streszezone przez . Wivrzbickicgo
w ,Pracach matematyczno-fizaeznyeh® £ TN, Warzawa  1898).  Nie
cytujemy tu licznych rozpraw Liego w rdznyveh tomach Rozpraw
Akademii w Chrystianil i w dzienniku  Mathematisehe  Annalan®,
7 polskich autoréw w przedmiocie tym oglosit rozprawy K. Zoraw-
ski, (,Acta mathematica* t. 17, 1891 1 w ,Rozprawach Akademii
krakowskiej* t. XXIIL i nastgpne).

O Dibliografii tego przedmniotu, zwlaszeza hedacey w zwiazku
z teorya rownan rozniezkowyeh, mezna znalesé dane w nowem  dzicle
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Schlesingera . Handbuch der Theorie der linearen Ditferentinl-
gleichungen, . Lipsk 1895—97).

W pracach o niezmiennikach i parametrach rézniczkowyeh win-
nismy odrézni¢ dwie kategorye: jedne z nich maja swéj punke wyjscia
hezposrednio w teoryi grup. inne za$ wychodza z badania torm réznicz-
kowyceh, specvalnie kwadratowyeh.

Do kategoryi pierwszej naleza rozwazania Schwarza uad nie-
zmiennikiemn réZniezkowym grupy rzutowej (Bestimmung einer speciel-
len Minimaltlache. Berl, Abh. 1871). Brioschi'ego (Annali di mat.
XIII, Acta math, XIVit e Svlvestera (Am. Jown. VIII, X).
Halphena nad niezmiennikami rézniczkowemi rzutowemi (Journ. de
de I'Ecole polyt. 1880, Comptes rendus LXXNXVIL. Journ. de Liouv.
1876, 1880. 1883, Acrta math, IIT). Forsytha (Phil. Transact. 1888).
ogolne badania Liego (Math, Ann. XXIV. (w zwinzku zniemi eytowa-

a WyZe] rozprawa Zovawskic go o przeksztaleeniu powierzehni.
Acta math. XVIL 1891, Rozprawy Akad, krak. 1898).

Do kategoryi drugiej hadanl nalezy rozwazania Gaussa nad
krzywizny powierzehni, nastepnie hadania Lamé go (Lecons sur les
courdonnées  cwrvilignes). Jacokiego (Werke ). (asorati'ego
(Annali i mat. (1). ITI, IV; (2). XIT) i Beltrami'ego (Ace. Bologna
(2), VIIL, 18696), ktory rozeiagnul na przypadek n zmienny ch hadania
poprzednie W dziele Brioschiego o wy/maceznikuch (1854) rozpa-
tenje sie juz przypadek nicaniennika rdmiczkowego rzedu 2-go dla 2
zinienny ch. lecz dla specyalnego przy padku do formy kwadrarowej zasa-
duiczej. Wreszcit nalezy tu wspomnie¢ o nowszy ch badaniach: Ricei'ego
(Annali di wat. XII, XIV. Lincei. 1888, 1884, Ist. Veneto 1893), Pu-
dova’y (Lincei 1887). I'roheninsa (Urelle ('X). Knohlaucha
(tamze C'XT) 1 innyeh.



ROZDZIAL X.

RACHUNEK ROZNIC SKONCZONYCH.

N
Wiadomosci ogd/ne.

Wyobrazmy sobie kole] wartosei @, aq, ry, ... zinlennej &
i niechaj f(») bedzie funkeva tej zmiennej; vézmnice flry) (o),
flog)—fa). .. .. Lnazywajg sie roZznicami plerwszemi
funkeyli £1 oznaczaja sie za pomocy svmboldw Afle,). Ao, ..

Wykonywajac podobne dzialania na rdznicach pierwszyels,
otrzymujemy rGzuice drugier A2 A oL L1 td

Réznice n ta funkevi f(@ przedstawia
wzbr:

A fluy) = flern) — )y flrmaa) = (00)y flaty 2a) B -+ 1 f,).

Wartos¢ tfunkceyi w punkeie a4, przedstawia
wzor:

f(@n) = f(%o) + {0); Aflr) 4 (o), A2f(ry) g e o= AP
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Mamy nadto nastepujace wzory (Studnicki):

A% f(rign) = X (m), Am fim,).
=)

1=

Am#n/‘kz./‘) — _IS': (__1 ’t““x _\,n/.("l““—‘)

1=

n—1 n—1

2 Alnf(”.h =) “: ((7l b et Am i ﬁ"‘h ),
=0 2=

n-1 n— 1

2 fir) =X ) Afr).
= =0

Przyjmijmy. ze
— Ly = Ly Ly = P ]I. .

wtedvrdznice m-te wielomianu stopnia m-tego
sa stale. t.j. niezalezne od » i rédwne (nie nwzgle-
dniamy wyrazu l"a,, gdzie «, jest spdleczynni
kiem pierwszego wyvrazu wielomiann)czynni-
kowejliczby m:

A et = ¢ (eh— 1),

An 1 = | ! )n ’)l' h”
r Y ' (==l (==20) Lo ot nl)

Arsin (ax + b) = (2 i 2{‘) o (a,.'r—i-l)-}- ah—m) )

A cos (az 1 b) = (2 sin —a_it )“(.Oa (aa-i—bj— (ah—}——;) ),

Rozwazajac potegi n-te liczb naturalnyeh 1 ich réznice ho-
lejne odnosnie do pierwszego elementu (7, otrzymujemy vz -
nice wyrazu 0*. Mamy tu wzory:
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An Ot = m (A Q% - A%l 0%),
A Om = m! = m™ — (m); m — 1y (m)y (m — 2" — . .,

+ (=1 (m)s
Am (Oh)u _—— ]tn Am On ,

. Am Om o i A"U”‘ " .
A flag) = b e () SErE o+ = [ ()
m()n-+1
4 Jt Ao 1"y,

(n—41)!

gdzie 5 jest punktemizawartym pomiedazy g,
1oy =nh.

Am g “ ]
n! — gl oy
gdzier, ry. .7asgliczby calkowite dodatuie,

ktédrych suma réwna sigm, i odziesuma roz-
ciggasie na wszystkie mozliwe kombinacye
tych liczh.

Jezeli B, cznacza liczhe Bernoulliego (patrz
Rozdzial XVIII), to

1;'——1 1
= (—1) o

- 1 1 1 J
W ()m — -\ Y - m w oy
\( S AOm - - A% =l — amm ],

Oto tablica réznic wyrazu 0" az do AW 10
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At oa ] oas oA I As [ A6 AT A® AY Ato
ool 1|0 o 0 0 0 " R 0
w12 o o o | o e | @ | u
o | 1| 6 l o | o | o 8 o | o N 0
oo | 1| 14| 30 o o | o ol SRR TR B
o | 1w w0 |20 | w0 | o | o | o | o 0
(;— 1] 62 l 540 “ 1660 | 1800 710 N -0 o Oﬂ *i() J
o Ty *1:72 1806 8100 | 16800 | 15120 - 5040 0 0 0
O |1 {258 | 5796 i4082: 126000 01520 141:12;%“;).—';;)”  m e
» L 51(;: 181.")()_1 18:%454(1: 934120 !Tsm.;i-z-u* 9328140 st | a0 -

ote | 1 |1022

B | o ' ,
H5980 ;8185.2() l 5103000 16435440 l 29635200 | 30240000 ; 16329600 | 3628800
|
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UL
LS

Interpolacya. Funkcye interpolacyjne.
Wyrazenia

f(wl )"‘[_‘_'Ti)

A Z,. o) ==
/ 1 ( U 1) Xy — I,

7

fi (rg- 2,) — fi (g, d1)
Ly —sil g

fo £y 'y 20 =

sy funkcyamiinterpolacyjnemi l-go, 2-go 1 . d.
rzedu. Zajmowal sig niemi pierwszy Ampere (Gergonne,
XVI). pozmiej Cauchy, Bellavitis, Genocchiit.d.

Wskazdwki bibliograficzne co do tegy znales¢ mozna w tomie 1I
«Rachunku nieskonczunoSciowego® Pascala, przeklad polski,
Warszawa 1897, str. 186).

Funkcyeinterpolacyjne say symetryczne-
mi wzgledem wszystkich zmiennyceh ktore
zawiera]a. (Twierdzenie Ampérea.)

Kazdag funkcye interpolacyjna mozna

przedstawié wtensposdb:

o o) — f ()
faldgiay oo @)= (0, — 1) (B —2Bis) w g s (g )
1)
+ (ry—zy) (2 —ry) oo (2 —2y)

+ f(a”ll)

(X — ) (B — ') o oo (3 — Tper) ]
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Pomiedzy trzewu funkcyvami interpola-
cyjnemitego samegorzedn zachodzi zwigzek:

Faly o dge Tye o o MBg=ty  F faldge e ' ys o) g — &)
+ tuldpetn ) (g — ) — O,

Funkceyveinterpolacying dlaclementdw ro-
wnoodleglychmozZna wyrazi¢ za pomoca wzoru

A)lf(w)
e . 0
fo (g @y — o o ooy = 0l Tl
Inbtez za pomoca wzorn
. [ (&)
[ Croeay 10y ooy Rl =T
) n!
gdzie
x L &L oy nh
Jezeli elementy x, &£y ... ., zlewaja sie,

wtedy funkeva interpolacyjna rzedu n-tego
staje sie--jezeli pominiemy czynnik liczbo-
wy—pochodna nta funkeyi

Funkevainterpolacyjna ojakichkolwiek
elementach wyvrazasie za pomoca wzorn Ge-
nocchiego:

i A :
[ (wo.xl,....x,,)=[ ; I ' Ot P PR
(.l 1; I
< (B 4 (g =My (@ —a ) by A
"%—(9'”—‘.’“_]) tl.ig...t") dil.dtg...dt,;.
Wartosé funkeyi f w jakimkolwiek pun-
kcie #daje sie wyrazié¢ za pomocva wzoru, wkté-
rym spolezynniki rozmaitych wyrazow sa
funkeyamiinterpolacyjnemi, mianowicie:
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F(@) = @) + @ — ) fi (o 11
A (& =y 1 (=) fy (%o 2y, )
4+ ...,

g =) (Bl e e . (J’—-—-(L’_")

e ANt

gdzie & jest zawarte pomiedzy najmniejszg
anajwieksza z wartosch vy, rn, .. Lk Wzor ten
mozna nazwaé¢ uogédlnionym wzorem Newtona
lub Gaussa.

Jezeli przedzialy pomiegdzy kolejnemi
punktami . sy wazystkie rdwne 2, wtedy otray-
mujemy w#ouv:

flo =r @) + =2 Af@) +

() =ty ) o (o =y — (11——-[)/1) .
T nl A

po =) =) L (X = )

- el e - —

i (n+1“ /.’Hl(s’.

gdzie & jest zawarte pomiedzy najmuicjszag
najwickszg z trzech wartosei &, »y-fnh o

Jezell wszystkie punkty £y, 2y . . . @, schodzy sig w pun-
keie . otrzymujemy wzér Taylora.

Poprzedniemu wzorowi ogdlnemu mozna
nadadé postad:

"

Fla) = 3 fray W) i) (e )

=3 B
. . 0 1) . . . . ?
(=) oo (0 —% 1) (Le—ip )« - {rp-==d'y)
=0
gdzie R oznaczareszieg t.j. wyraz ostatni.
Wzdr ten nazywa sie wzorem interpolacyj-
nym Lagrange’a i daje sie napisaé w ten sposdéb:
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7(‘1') (p(‘L) |
o= S48 20 g
gdzie
(o) = (—2r) . . . . . (=)

Zagadnienie interpolacyjne polega na tem:
dajmy, Ze sg dane wartosci funkeyi w nieokreslonej liczbie pun-
ktéw; jak wyrazi¢c wartos¢ funkeyl w jakimkolwiek punkcie
przy pomocy powyzszych wartosci?

Poprzednie dwa wzory moga oczywiscie sluzyé do rozwis-
zania zagadnienia, jezeli reszta B dlan=o0 dazy
do zera.

Jezeli zamiast wartosei funkeyi w nieskonczenie wielu
punktach mamy dane wartosci nieskonczenie wielu pochodnych
w jednym punkeie (ktéry to przypadek moze byé pod pewnym
wzgledem uwazany za przypadek szeczegdélny poprzedzajscego,
przy przyjeciu. ze punkty w ktérych mamy dane wartosci fun-
kuvi, sg nieskonczenie blizkie), wtedy zagadnienie interpolacyjne
staje sie zagadnieniem, odnoszacem sig do wzoru Taylora.
Wieksze szezegily 1 wskazowki bibliograficzne znajdujg sie we
wspomnianym juz traktacie .Rachunku réznic* (§ 17).

Wzory na kwadratury przyblizone.
Wzér Simpsona jest nastqpuj acy:
Y
. b—a | ) ( t)
;= 4 2
| F)de =g = @+ 4 @ = 5 | -2f

1

e w5
%)

-+ /') % + K,

(o U)o 65

R

1ascal, Rep T 15
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gdzie reszta B’ (gdy f' jest skonczone 1 clagle) jest:

1 (b—un) . ,
o= gm0 <<

Dla wartoscr n dostatecznie wielkich R bedzie dostatecz-
nie male 1 czesé plerwsza poprzedniego wzorn (bez reszty) daje
wartosé dostatecznie przybhzong catk

Wzér Cotesa jest,

U u
b—a

fl)yde = (b—a) S 007 (et 2728 1 R,
rad T " m

u /=t

gdzie Iy, sa spolczynuiki hiezbowe, mezalesme od @ib, a mia-
nowicie :

)I

L } Tdt,

7"(/)——- __1 % ¢
( (=1 2. z‘m— )'

T=1tt—1 ... (¢—iFL, {-—~i—=1) ... n
Liczby It czyma zadosé zwigzkowi

I = liyle 9.

Tablica wartosci /i jest nastepujaca:
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z—:()ll:—:l 7 = I — 3 (::4’1:5
1
n=1 = _ I
M 1
. 1 3 V
n =3 g 3 !
w—g | T s 2 e -
80 i) i3
T s | 2 |
=== = . o
Pla's) a0 144
R TR E S B 3r | -
n=0 1 2w | B | . | 105
AT 3TT | 49 | 2089
n="T | pox | Tremo | 640 | 17980
T w9 SR BT 28 | Ak |
n==8 | om0 | a7y | T 147 | 1447 | 289D
T et | 174 27 oo | wsso |
n=="* <600 | TRIG00 2240 5600 TSN
T oG | o2enTs | L6LTs | 675 1825 17807
w10 | oses | otaoess [T 10058t | 1247t | 11088 1 24948
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Rozdziat X.

Wzér Gaussa na kwadrature jest:

b ” [/
" L fla) f @ (%) I
ff(a:) b = E g ] 2=z
a =0 a
gdzie p(r)= (s — ) (L' —2y) .. . (L—2Xp); Lo, Lyy ., Ly sg

pierwiastkami funkeyi kulistej] Legendre’a:

(Zu—{-l

y(z) = AT [(a' —a)*tl (x—0b) "+1]

Wzdr ten jest w ogéle wzorem przyblizonym; wszakze jezeli 1
jest funkeya calkowitg stopnia nawet wyzszego od n, lecz
nizszego od 2n -1, wtedy wzdér jest dokladny, t.j. reszta
jegojest wtym przypadkuzerem

Aby médz zastosowaé wzér raussa, trzeba znaé pier-
wiastkl funkeyi kulistej @ (x). Dla wigkszej dogodnosei rachun-
ku polozmy w=a - (b—a)t, tak aby calkowanie rozciagalo sie
od =0 do t=1 Tunkeya /(&) stajesie F(z), a calka przy-
biera postad:

1 n 1
v S )
(b — a) j Fidt = - (6)‘: —IF%;-O/ L dt

v =)

gdzie ilosci ¢, sg pierwiastkami funkeyl

gt
g [tﬂ+] (t - 1)“-“1] '

Pierwiastki te Gauss obliczyl (Werke III, str. 193)
z 16-ma znakami dziesigtnemi; podajemy je w ponizszych ta-
blicach (z 10-ma cyframi dziesietnemi):
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=0 =l no= 2 t w =3
fy 0,5 | 0,2113248654 | 0. 1127016633 l 0,069-131;4—-1;
1, 0,7886751343 0,5 11),33000.;475;24
& - 1 0, 8372933346 .—0,6699905-2}—
|
A | 0. 9305681557
\ n =4 ) n o= 3 i n=—==6 !

&, | 0, 0469100770 | O, 0337652428 ; 0, 0254460438

4, | 0,23075653449 | 0, 1693953067 | 0, 1292344072

h, 10,5 0,3806904069 | 0, 2970774243

t, | 0.7692346550 | 0,6193093930 | 0.5

1y % 0. 9530899229 | 0.8306046932 | 0, 7029225756

t; 0, 9662347571 | 0, 8707655927

i

0, 9745539561

~
<D
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§ 4.
Rachunek odwrotny réznic.

Funkeya ¥(x), ktorej réznica (gdy kolejne wartosci zmien-
nej maja rozmieq stala 1), jest funkeyy dang f(x), nazywa sie
calkqgrdznicowa nieokreslony funkeyi danej. Czyni
ona zadosé zwiazkowd :

Fl+41) — F(r) = [ (1)

dla kazdej wartosel « 1 oznacza sie symbolem X f(v).
Réznica F(a+n) — F() rdwna sig fla)-Ffla+1)-F. .. ..

a+n—1 . i
—+ fte—1n—1), oznacza sig symbolem X /(2) 1 nazywa sig

a
calkardznicowag okreslona.

Podajemy wzory nastepujace:

1
) — —_— g n S | — L.
el m—-1 2 + 12

N\ . (= 1) (2u-p 1)

h” = = i

3!

A R e T
AJJ

_4: ]
=1
n
o B4 Lond 90 4 n—1)
AL 30 ’
r=1

N s W 1?2202 4 2n —1)
e ) — .
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"

Kladaz s= X ». mamy (Seitz und Gander. The Analyst,
. . 3

VI 1879)

1 .. N
V LY = — (A — 24 e 12050 — Bax ).

Suma szescianow pierwszych n liezb na-
turalnyeh rdwna sie kwadratowi snmy tyeh
iczb. -
Calke réznicows okreslona mozna wyrazi¢ za pomocy ealki
rozniczkowej] okreslonej tejze funkeyi: wzdr na te nazywa sie
wzorem Eulera i ma posta¢ nastepnjaca:

V.

WX fle) — | o)

1 By 1y
=— 5 hlf@), + S #IFOL. - ..

B nr /
—-—1—!‘— Ay P+

B ..

gdzie By, B,, Bg . .... sa liczbami Bernoulli'ego,
symbole [Fw@) ", [f(x) )", . . . . . oznaczaja roznice
Sy — fla), 'y —p'@) ...

Co do innyeh rozwazan, odnuszacyeh sie do rachunku odwrot-
nych roznie. vdsylamy ezytelnika do eytowanego juz ,Rachunku réz-
nie~ Pascala (Warszawa, 1897).

Najwazniejszemi traktatami rachunku roznic sa nastepujace:
Lacroix, Traité des différences, Paryz 1800; Herschell, Collec-
tion ot Examples ete., 1820; Schlomilih, Differenzeu und Summen,
184%: Boole. Finite diff., 1860, i najnowsze dzielo: Markoff, Dif-
ferenzenrechnung, Lipsk 1896.
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RACHUNEK WARYACYJNY.

§ 1.

Wiadomosci ogdolne. Waryacya pierwsza catki.

Niechaj beds dwie kizywe, ktérych rdownaniami sa:
y=r (), y, =1, (x). Jezeli pomiedzy punktami (x, y) pierwszej
1 punktami (r;, 7,) drugiej mozna ustanowié¢ odpowiednioseé do-
wolng, lecz taks, ze odleglosé pomiedzy odpowiadajacemi sobie
punktami bedzie nieskonczonostkows, t.]. dazaca do zera, moé-
wimy wtedy, Ze przy przejsciu od pierwsze]j krzywej do drugiej.
spéirzedne x, y doznaja waryacyi. Rdznice pomiedzy odcie-
temi odpowiednich punktéw, t.j. o; —., oznaczamy za pomocs
symbolu Lagrange’a drinazywamy waryacysg zmien-
nej niezaleznej #. Roéznica pomiedzy rzednemi odpo-
wiadajacych sobie punktéw bedzie w ogdle sumg nieskonczono-
stek réznego rzedu; czesé rzedu najnizszego nazywamy w a -
ryacysg ilosci y ioznaczamy przez dy.

Jezeli F jest funkeys ilosci @, y, ¥, ", . ., to w przej-
sciu od pierwszej krzvwej do drugiej, funkeya 2 doznaje w ogoile
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przyrostu nieskonczonostkowego, ktdrego czes¢ rzedu najniz-
szego nazywa sle waryacysq funkcyi F i oznacza sie
przez O F.

Waryacya funkcyi Fréwna sie waryacyi
wzigte] w przypadku, gdy = pozostaje bez
zmiany (t. j. gdy odpowiadajgcesobie punkty
maja te samg odcigta)i powigkszonej o wyraz,
bedacy iloczynem catkowitej pochodnej fun-
keyi Fwzgledem z przez du.

Waryacya funkeyi F w przypadku, gdy «
pozostaje bez zmiany, jest:

or =L sy 4+ 2L oy + 35w+

gdzie oy, 0y, 8y" ... sa wyryacyamiilosciy ¥,y
w przypadku niezmieniajgcegosiez. Gdyby fun-
kecya Fzawierala inne jeszcze funkeye 2z, u...
zmiennej z, wtedynalezaloby dodaé¢ i odno-
szacesie do tych funkeyj wyrazy, podobnie
dopowyzszychutworzone.

Waryacyecatki okreslonej

v
I= ' Fz,y, v, 9" ... y") dr

przedstawia wzor

' e

6T = [ oFda + [Féur]

. Ea
gdzie przez 6Fnalezy rozumie¢ waryacyg,obli-
czong dla przypadku w ktérym « pozostaje
bez zmiany.

Jezeli funkcya F zawiera nadto granice
@, %", wtedy do strony drugiej nalezy doda¢
jeszcze:
z’ '

. —a—, dr + 61:”J —% dx .

L T" mn
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Waryacya catkiokreslonej poprzedniego
typu. w zalozeniu ogdluiejszom, 12 Fzawiera
nadto funkceye z, v ... iich pochodune o miano-
wicie pochodne funkeyi y az do rzedn r wig-
cznie, pochodne tunkeyi s az dorzedun r wlg-
czniel to d, wyraza sigw tonsposdbe

8] = [17' 4 Koy -+ Koy -l . o A Kprhoyr-D
e i VLI S A 1L I B (VAR L N

"
!

+

| ey - Hoz k. ) de,

adzia .
H = M — '/(/111 . ’f“”—- i, N- "‘j\i ‘f[\ 5
R Y S A
N M-_—- 01‘"”.11/,. | 1)1”,: ()/” -
oy 0y oy
ymdE o e
Joazeli catlha
/.:(/lm‘z/ A ) e

* ’
3

jesttozsamosciowo zovom, hoy wzgledu na war-
tosci, nadano funkeyom dowoluym oy, dz ... .. :
wtody kazda zilodei /My, Hy ... .., must bye
osobno zerem. (Twimrdzenio pomoeniczoe glowno,)
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Jezelichcemy wyznaczyé funkeye y,2...
zmliennej x, oraz granice ' s’ tak, aby calka
Imiata wartodé maximum lub minimum, na-
lezy polozy¢ 61=0,co stanie sie, gdy

H, =0, Hy,=0..

oraz
= [m.r—}—./\71(5;/+1\'1'5,/'+ L Ky
+ Kyds + K83 4 L A K
+]~_—o

Réwnanie ['=0 nazywa si¢ rOwnaniem, odno-
szaycem sieg do granic.

Rownania H, =0, Hy,=0, . . ..., sa réwnaniami rdéz-
niczkowemi, ktdre po zealkowaniu daja nam funkeye y, z...
7z pewng liczby stalych dowolnych; stale te wyznaczamy przy
pomoey rownania, odnoszgcego sie do granie.

Jezeli dane sg wartosci funkeyi y i jej pierwszych r—1 po-
chodnych dla granica’, ", svartosei funkeyi 2 1 s—1 jej pierwszych
pochodnychit. d., jezeli nadto same granice sg zgéry dane, wtedy
o' = Ju' =0, Sy=0y'=.....=0, dz=0s'= ..... ={)
rownanie zas, odnoszace sie do granic, sprawdza sig samo przez
slg tozsamosciowo.

Jozell powyzsze wartnsel nie sa z géry oznaczone, wtedy
rownanie I'==0) rozpada si¢ na réwnanie nastepujace :

Fp=0, I'n=20,
Kiw=0K\p=0,...K, =0 Kyy»=0,...
1(-_)_’ ot = O, j{g,_r’ = “, . [X’-_)_'_)” = (), K’?y gr= 0, o

Zagadnienie ogdélne rachunku waryacyjnego. gdy wartosci
grauie, funkeyj iich pochodaych na granicach nie sg z gory
oznaczone, mozna roziozyé na dwa zagadnienia: jedno, nalezaes
wlasciwie do rachunku waryacyjnego i podobne do zagadnienia
danego,lecz w zalozeniu, ze granice, wartosci funkeyach i ich po-
chodnych sg na granicach oznaczonemi; drugie za$ nalezace dora-
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chunku rézniczkowego, jest zwyklem zagaduieniem na ma-
ximum 1 minimum funkeyj wielu zmiennych.

Jezeli miedzy funkeyami nicwiadomemi y, # ... zachodza
zwigzki rézniczkowe:

¢, =0,9,=0,.....¢,=0 @m<n.

wtedy zagadnienie na maximum i minimum calki okreslonej na-

zywa sie zagadnieniem na maximum i minimum

wzgledne; w przypadkach pozostalych mamy zaga-

dnienie na maximumiminimum bezwzgledne.
Zagadnienie najogolniejsze rachunkn waryacyjnego mozna

nawsze sprowadzi¢ do nastepujacej postaci kanonicznej.
Sprawié¢, by calka

"

K
‘ Fdr,
',!
gdzie Fzawiera zmienny «, funkcye y, o ... ¥

tej zmienneji iech prorwsze pozhodne, zwig-
zanerdownaniami rézuniczkowemi rzedu l-go
9, =0, ¢,==0,...9¢,=0, bylo maximunwm lub mi-
nimum

Zagadnionie torozwigzujemy a8 pomocy
wyzej wskazanej metody, szukajae maximuwm
lubminimum bezwzglednego calki

e

/.,ZIZ.I‘_
.J
gdzie
i
£ = F 4+ X)g:

t =1
1loscidsgnowemi funkeyawmi niewiadomoemi
zmiennej x (Metoda mnoznikéw Lia gran ge’a).

Ziadanie izoporymetryezuo, (ktdremozna
uwazacé za przypadek szezogdlny poprzodza-
jacego), jest nastepujace:
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Sprawi¢, by catka

1= |[Fd
5
byla maximum lub minimum i aby jednocze-
sniecalki:

x! xr’! "

¥
I, = ’ Fidz, I, = ‘ Fodz, . .. I,,,=/F,,,dx
o o o
przybraly wartosci z gory oznaczone l,ly, ... L

Zagadnienie to rozwigzujemy, szukajgc
maximum lub minimum bezwzglednego calki:

P

J= [ *é W F) de = /'gﬁcu,

’

xz

gdzie 1losci 1 moznauwazaé za stale (Metoda
Eulera).

Jezeliidzie o maximum 1 minimum bez-
wzgledne, funkecya zas podcatkowa Fzawiera
najwyzej pochodne pierwsze funkcyj niewia-
domych, to aby zagadnienie bylo wogdle rozwia-
zalnem, jest koniecznem, by hesyan funkecyi F,
uwazanej za funkcye pochodnych pierwszych,
bylrézny od zera.

W szezegdluoscei. gdy mamy jedne funk-
cyeniewiadoma, jest koniecznem, by pocho-
dna funkcyi Fwzgledem y bylardzna od zera.

W warunkach twierdzenia poprzedzaja-
cego, jezeli zalozymy, ze funkcya F zawiera
pochodne funkecyj niewiadomych az dorzgdu
r-tego, dla rozwigzalnosci zagadnienia jest
koniecznem, by hesyan funkeyi F, uwazanej za
funkcye pochodnyeh »-tych, byl rézny od zera.

W szczegdlnosci gdy n=1, jest koniecznem
by pochodna druga funkcyi F wzgledem y® by-
lardzna od zera.
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Wzagaduieninogdlnem na maximum i mi-
nimum wzgledune., sprowadzonem do postaci
kanoniczunej, «.j. gdy w danveh zagadnienia
wystepuja najwyzej pochodne rzedu pierw-
szego tunkeyvjniewindomycel, dla rozxwigzal-
nofcizagadnienia jest konieceznoem by wy-
zunaczuik:

REXY, =0 Je 3w, |
RIEE T oy Ty }
R, QHO ag, e, |
§ e e @ i o Wi PR A s omow s e |
a,’ INS,’/] "‘,(/ " '3,(/':4 ' S}‘/IM
ot 0
. O ... 0,
Ny o’y
oy, o .
P (0, , 0
0’y N

byl rézuy od zerva (2 ma tuznaezenic wyze] wskazane)),

Wroszeie wzagadonieninizoperymetrycezunem
(gdy funkeye FoFy 00, by suwierajy pocho-
dne najwyze] rzedu pierwszego funkeyi nie-
wiadomych), warunkiem konitecznymrozwig-
zalnodei jest, by hesyan funkeyi @ (palrz wy-
z6j), uwazany za funkeye pochodnyeh piorw-
szych, byl rdzny od zera

9

<N

7

Waryacya druga.

Waranki, poprzednio podane, sy konieezne; celem zualezic-
nia warunkow dostatecznyeh istnienia wmaximam lub minimun
nalezy zwrdcic sig do rozwazania t. 2. waryacyi drugiej.
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Waryacya druga calki okreslonej jest wyrazeniem typu

/ QUYL - Olay - - - OYus O 00 « o L 0y OYYy oL L) e,
gdzie Qjest forma kwadratowsy ilosed dyy, . . . .. Oy
OY'ys -

W przyvpadkun jednej tylko funkeyi nie-
wiadome] y. waryvacyva druga daje sie spro-
wadzi¢ dopostaci (Twierdzenie Jacobiego. Crelle XVII):

+

{ o ’_['_( A, 001 3A,0y")
’ I S e + da? L
7 (. , i7)
+ {—= 1¥ (4, ) t oy de .

o.r |

gdzie ilosci 4 sy funkcyami zmiennej o

Jezell polozywszy:

(3// == ll 2

iy el
— 2 LI H._') ol
t,_(la{:l—[—.....-}—C_aagr,

—odzie ilosel €C sq nowemistalemi dowolne-
mi, 1lodci zad ¢ stalemi, otrzymanemi zcal-
kowania rédwnania rdzniczkowego, wynika-
jucego ze znikania waryacyl pierwszej—zalo-
zymy, ze funkcya ¢, nie moze znikaé wrazze
swemi plerwszemi »—1 pochodnemi w dwnu
jakiehkolwiek punktach drogi catkowania
(w szczegdlnosci na obu granicach) wtedy
waryacva druga przybiera postad:

a”

) o , dib,2",) ‘ &1z,
I =2, {/*131 = ——‘7—‘——}— ..... g _.__._d(wr_; )}

'

2

Przeksztalcenie tonazywasie przeksztalceniem Jacobiego.
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Stosujgc kolejno to przeksztalcenie, d-0.7 =
dziemy wreszcie do postaci

P

B 1= (=1y=t [ 2% B, dr.

¢

o*F ] Al \2
Br= g b || e

gdzie fankecya ¢ jest utworzomna podobnie
jak 4, lecz z innemi stadlemi €. Jezeli moze-
my wyznaczy¢iloscei ¢ wtensposdbh, aby iloseé
pod zpakiem catkowym nie stawala sie nie-
skonczong dla wartosci «. znajdujycych sie
na drodze calkowania; jezelil nie ma takich
wartodcl O, dla ktdrych ¢ lub & 1 wszystkia
ich pierwszo pochodne az do pochodnyeh rze-
du r—1, znikaja w dwu punktach lrogi catl-

I"l

. S 0 . .
kowania; jezeli pochodnas— ;jost zawsze jod-
? ()I/(;)Ja o
nego znaku i nie staje sig nieskonczonyg dla
wartosci «# na tej drodze, wtedy znalezione
rozwigzanie dawad¢ bedzie z pownoscig ma-
ximum lub minimum, stosownio do tego, czy
or
( — 1):‘—-1 - ot
oy
jest stale njemunem lub stale dodatniem,
W przypadku r=1 waryacya drunga sprowadza si¢ do postaci:

a4
.

) — __"f!i’__l JUL T oW
6% 1 --" e Sy / Sy : o,

a kryterymn na maximum i minimum wyprowadza si¢ z latwo-
Scly z twierdzenia poprzedzajacego.

Dane historyczue i hibliograticzne o réznyeh twierdzeniach, poda-
nych w tych dwu paragratach, znaledé mozna w tomie I | Rachunku
nieskonczonoSeiowego® Paseala (praeklad polski, Warszawa [897).
Najnowszg prace o wyprowadzeniu dostatecznyeh warunkow maximum
i minimum cafek pojedynezych oglosit A. Kneser (Math. Ann, LI,
str. 321 — 845, 1898).
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Rozne zagadnienia rachunku waryacyjnego.

Zagadnienie Newtona. Znalesé¢ krzyws
ptaskg ostycznejciggle], przechodzgcy przez
dwa punkty dane i obrotem swym okolo osi
danej wytwarzajacag bryle ktdéra zanurzo-
na w cieczy Ww kierunku swej osi, napotyka
op6ér najmniejszy. (Cialo okragleonajmniej-
SZym oporze.)

Wprowadza sie hypoteze, zZe opdr, jaki napotyka cialo
przy zanurzeniu, jest proporcyonalny do kwadratu rzutu pred-
kosci na normalna do powierzchni i ma kierunek tej normalnej.
Znajdujemy krzywa, ktorej spélrzedne x, y, wyrazaja sie w fun-
keyi ilosei y’ sposobem nastepujacym (x jest osia obrotuy

3B 1 o By
m_a(@T+ 7 Tlogy) +by=—"Fr"—.

Krzywa ta posiada ostrze w punkcie, dla ktérego y' = V3.

Zagadnieniem tem zajmowal! sig¢ Legendre (Mém. de Paris,
1786), patrz August, (Crelle CII, 1888) i § 30 ,,Rachunku warya-
cyjnegot E. Pascala, Warszawa. 1897),

Zagadnienie o brachystochronie. Jakag
droge powinno opisywat ciato, ozywione pred-
koscig poczatkowar, i poddane jedynie sile
ciezkosci,aby weczasie mozliwienajkrdtszym
przenioslo si¢ z punktu ospdlirzednych »y, y,,
2, do punktuospélirzednych x, y, 2;, wzaloze-
nin, ze osrodek, w ktérym sie porusza, jest al-
bo préznig, albo stawia opdr, ktdry jest funk-
cyapredkosciciala?

Krzywa jest cyklojda o podstawie poziomej.

raseal Rep T 16
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Jezeli punktkoncowej krzywejma sig znajdowaé nakrzywej
z géry danej, wtedy trajektorya przecinaortogonalnie te ostatnis.

Zagadnieniem tem zajmowal si¢ Lagrange (Mise. Taur. II,
1760—61). Co do szezegdlow patrz § 81 ,Rachunku waryacyjnego
Pascala.

Wyznaczydé krzywa dlugosci danej, prae-
chodzacg przez dwa punkty dane i taka, ze gdy
nakreslimy miedzy temiz punktami drmgsg
krzywa, ktdrej rzedne sg potega Ilub pierwiast-
kiem odpowiednichrzedunych krzywej pierw-
szej lub odpowiednich lukdw tejze, to pole
drugiej bedzie maximum. W przypadku szezegdlnym
tego zagadnienia t.j. gdy rzedna drugiej krzywej ma byé réwna
tukowi odpowiedniemu danej, otrzymujeny linie fancuchowa.

Zagadnjeniem tem zajmowal sie Jakoh Bernoulli w jednej
7z pierwszych prac swoich nad rachunkiem waryacyjnym (Acta Krudi-
torum, 1697).

Pomigdzy wszystkiomi wielokgtami zam-
knietemi,majgcemiza boki odeinki dane, zna-
lesé wielokat o polu najwigkszem., Dowodzi sig,
ze wielokatem tym jost wiolokal wpisany w kolo.

Zagadnienie to przy pomoey rachunku waryacyjnego iraktowat
Liagrange w dragim dodatku do swej rozprawy:  Nouvelle méthode
ete.* (Mise. Taur., t. I1); drogy syntetyezna badal je juz Cramer
(Akad. Berl. 1752). Analogiczne zagadnienie dla wielogciandw o danej
powierzehni i najwigkszej objetodei badal Tiindelof (Math, Ann. 11,
str. 150),

Jezeli zamiast wiclohoku mamy krzywg o danym obwo-
dzie, wtedy otrzymujemy kolo.

Twierdzenie to udowodnil jui Zenodor, a prackazal nam Pap-
pus (patrz Cantor, Geschichte der Mathematik, I, ste. 208). Le-
goendre w § VI swej rozprawy (Acad. de Paris, 1786) bada to zaga-
dnienie szezegolowo przy pomocy rachunku waryacyjnego.  Znajduje
sig uno takze u Bulera ,,Methodus inveniendi ete. Rozdz. V, § 41,
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O zagadnieniach tego rodzaju na plaszezyznie, na kuli, i w prze-
strzeni, lecz z punktu widzenia czysto geometrycznego, istnieje obszerna
rozprawa Steinera (Crelle, XXIV, str. 93 i 189; Liouville, VI).

Pomiedzy dwoma punktami danem: lub
dwiema krzywemi poprowadzié¢ takg krzywa,
aby cialo poniejspadajace osiggalo wkoncu
swego spadku predkos¢ najwieksza,.

Zagadnienie to rozwiazuje Lagrange w ostatniej lekeyl swego
»Caleul des fonctions® (Oeuvres, X, str. 448).

Jezeli punkty skrajne majg si¢ znajdowaé¢ na dwu krzy-
wych danych, wtedy znajdujemy, iz styczne do tych krzywych
w punktach skrajnych powinny byé réwuolegle. Jest to rezul-
tat analogiczny do tego, jaki znajdujemy dla brachystrochrony.

Pomiedzy krzywemio jednakowym obwo-
dzie, majagcemi tesame dwa punkty skrajne,
znalesé krzywa, dla ktérej Srodek ciezkosci
linii jest najbardziejodlegly od podstawy.

Zagadnienie to blednie rozwiazal Galileusz (1638), ktdry
mniemal. ze krzywsa szukang jest parabola; pozniej zajmowali sie tem
zagadnieniem bracia Bernoulli’owie Jan i Jakéb, Huygens i Leib-
niz (Acta Evuditorum, 1640—1692).

Zmajdujemy, ze krzywy szukang jest Tancuchowa, t.j.
krzywa. ktére] promien krzywizny réwna sie dlugosei linii nor-
1nalnej, pomiedzy krzywa a osig odeigtych lecz jest polozony po
stronie przeciwleglej tej normalnej. Jezeli @ jest stalg nicozna-
czona, to nalezy sprawie, by calka

Sy + a)ds

byta maximum, gdyz ’ ’ y ds, jak wiadomo z mechaniki, réwna

sie rzednej srodka ciezkosei linii.
Zagadnieniem tem zajmowal sig takze Legendre (§ 7 rozpra-
wy z r. 1786, Acad. de Paris). Patrz May er, Math. Ann. XIII, str. 65.

Wiele z nastepujacych zagaduien podal 1 rozwiazal Euler
w stawnej rozprawie ,,Methodus inveniendi etc.* 1744.
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Przez dwa punkty przeprowadzi¢ krzywa‘
taka, aby pole, zawarte pomigdzy ta kraywg
jejrozwinietginormalnemi w punktach skyraj-
nych, bylomozliwienajmniejszem.

Znajdujemy, ze krzyvwa jest galezia cyklojdy (Euler 1. .
Rozdz. 1, § 51).

(o do tego zagadnienia patrz Jellet . Variationsrechnung,
(przeklad niemiecki, Brunswik 1860, str, 191 1 422) i Todhundter
, Researches i t. d., Londyn 1871, str, 250,

Pomigdzy wszystkiemi krzywemi, laczy-
cem: dwa punkty i wytwarzajacemi przez obrdt
okolo osipowierzchnig o polu jednakowemn,
znalesé krzywa, dla ktdre) ta powierzchuia
zamyka objetodd najwieksza (Enler, Rozdz. V
§ ).

Zagadnienie to dato powdd do wielu kontrowersyj. Patrz Lin-
delot, Caleul des variations, str, 218 1 Greve [ Kin Problem aus der
Variationsrechnung®, Getynga, 1875, ’

Pomigdzy wszystkiomi krzywemi, prze-
chodzgecemi przez dwa punkty i zamykajgce-
mipole jednakowe, znalesé krzywe, ktére obro-
tem swym okolo osi wytwarzaja powierzchnie
opolunajmniejszem (Kuler, Rozdz V. §4bH).

Otrzymujemy krzywa vzedu trzeciego z vunktem podwdj-
nym, podana pod muncrem 65w klasyfikacyl krzywych rzedu
8-g0, utworzonej przez Newtona.

Pomiegdzy krzywemio jeduakowym obwo-
dzieiprzochodzgeomi przez dwa punkty, zna-
lesé krzywe. ktore obrotem swym okolo osi
wytwarzajy ciato o najwigkszoj objetosci
(BEuler, Rozdz. V, § 46).

Otrzymijemy tak nazwany krzy wag sprezysts, ma-
jacy te wlasnose, ze jej promien krzywizny jest odwrotmo pro-
poreyonalny do odeigte].
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Pomiedzy krzywemi o jednakowym obro-
cieznalesé krzywas, ktdra obrotem swym okolo
0sl wytwarza powierzchnie o polu najwiegk-
szem lub najmniejszem (Euler, L. ¢. Rozdz. V, § 47).

Znajdujemy linie lancuchows. Powierzchuia wytworzona
Jest powierzchnig fancuchowa lub katenoidg (Plateau.

Patrz Goldschmidt (Determinatio superf. min, ete., Getynga,
1831; Lindeld f (,Sur les limites entre lesquelles la caténoide est une
surface minima“, Math. Ann. Vol. II, st, 60; 1870).

Pomiedzy krzywemio jednakowym obwo-
dzie i zamykajacemi tozsamo pole, znalesé
krzywa, ktéra obrotem swym okolo osi wy-
twarza powierzchnie, zamykajacg objetosé
najmniejszg (Euler, Rozdzial VII, § 22).

Znajdujemy krzyws sprezysta.

Pomiedzy krzywemiotychsamych odcie-
tych,zamykajacemipole jednakowe i wytwa-
rzajgcemi obrotem okolo osi powierzchnie
zamykajace jednakowa objetosé znalesé kray-
wid, ktérej srodek cigzkosciznajduje sie naj-
nizejlubnajwyzej (Euler, L c. IV, § 23).

Znajdujemy linie prosta.

Danesa dwie plaszczyzny réwnolegtle
i1punktna jednej z nich; poprowadzié¢ ztego
punktu dodrugiej plaszczyzny linig dlugoseci
danej taka, aby pole powierzchni walcowej,
ktéra otrzymujemy, prowadzgc zrozmaitych
punktéw linie prostopadle dodwu plaszczyzn
lpomiegdzy temiz plaszczyznamizawarte, bylo
najwieksze.

Znajdujemy helise.
Prtrz Moigno: ,Caleul des variations®, (Paryz, 1861, str. 299).

Ustaliwszy dwie rzedne, poprowadzié
z punktu jednej do punktudrugiej krzywga ta-
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kq, aby figura, okreslona przez o8, przez dwie
rzedneiprzez krzywa, miala obwdd z gdéry da-
nyizarazem polenajwieksze.

Patrz Challis: On the solution of three problems ete, (Phil.
Mag. 1872.

Znalesé powierzchuie o polu danem, zamy-
kajagcg objetosé najwieksuza.
Patrz: Sarrus (Mém. des Sav. étrang., t X, 1846), Sabinin
(Zhiornik mat., Moskwa, XIV, str. 451, 1890).

Znalest krzywa, majgcyg kraywizneg pierw-
sug stalg 1 punkty skrajnenadwodoch danych
krzywyeh lub powierzcehniach, a ktorej dlu-
gosé jestnajwieksza lub najmniejsza.

Zagadnieniem tem zajmowali sig; Dalaunay, Jellet, Tod-
hunter. Nowa prace o tym przedmiocie oglosit Venske, Getyn-
ga, 1891,

Wyznacrnyé¢ krzywa, majaca moment beg-
wladnosci wzglegdem punktu danego, najwiek-
szy lubnajmniejszy.

Euler roswiazal zagadnienie to blednie. Rozwigzanie dokla-
dne podal Ossian Bonnoet (Liouville, IX, str, 97, 1S44).  Analo-
giczne zagadnienie w pracy:  Sur le minimum du potenticl de Uare*,
rozwinzal De la Goupilliere (Assoc, Frauwe. Besancon, t. NXIJ,
str. 164, 1893).
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TEORYA NIEZMIENNIKOW.

g 1.
Formy dwdjkowe. Przedstawienie symboliczne.
Funkeya wymierna calkowita jednorodna stopnia n-tego

o zmiennych x;, £, nazywa si¢ formg dwéjkows stopnia
n-te go. Przedstawi¢ ja-mozemy w ten sposéb:

n n
f (g, 2) = 2( , ) Qr 24" 257

r=0

gdzie dla dogodnosei rachunku nadajemy spélczynnikom postaé
( :’ ) a,, uwidoczniajac przez to spélczynniki dwumianowe.
Symbolicznie piszemy te forme tak:
[= (o + ay )" = @,
przyjmujac, ze

at = Gy ol = qa;, ....,d" = Q,
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——— e —e

1rozumiejge, ze strony pierwsze tych réwnosci sa tylko symbo-
lami do oznaczenia stron drugich; ilosci ), %, sa wiec takze
symbolami, ktérymn mozna nadawaé¢ znaczenie tylko wtedy, gdy
sg skombinowane ze stopniem 9.

Tlosci « sg spSlezynnikami istotnem: formy /, ilosei o-~
spolezynnikami symbolicznemi.

Kazda funkeya ilosci « daje sie wyrazi¢ jako funkeya ilosci
a,lecz nie odwrotnie. Jezeli wprowadzimy symbole réwno-
wazne symbolom a, 1. j. napiszemy :

f=aa'n=ﬂa"=}/,"=-....,

wtedy funkeya ilosci a, 8,y . .., ktorej kazdy wyraz zawiera
iloscl a az do stopnia n, ilodcl B az go tegoz stopnia 1 t. d. moze
byé odrazu sprowadzona do funkeyi spélezynnikéw istotnych a.
Stopien jej co do spdlezynnikéw istotnyceh réwna sig liezbie sym-
boléw a, B, 7 . . ., wystepujacych w danem wyraZeniu.
Przez
(ap) + — (Ba)

oznaczamy wyznacznik symboliczny

lag, oy,

b

Pomigdzy czynnikami liniowemi symbolicz-
nemi a wyznacznikami symbolicznemi zachodzy
nastepujgce tozsamoscl zasadniczo:

(@B)yy: = (pr) . - (ya) B, == 0,
arfiy = ay iy = (aff) (+y),
@p)(y0) -+ (By)(@d) - (ya) (fd) == 0.
Jezoli polozymy
£y = A2, 4+ Ayt by = Ay ) A Ay @y

Ay 4y ’
A= (modul),
Au, Ay
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[\
H~
©°

to forma

l
Q
8

n
[ = ayy® —i—(l)(qxl"‘lxg + ...,

przejdzie na nastepujacs :
e 'l m n ool =1 I n
= da,a'\» —+ 1] G e+ = o't

Spélczynnikie’ wyrazaja sie liniowo przez
spéleczynniki a. Jezeli wyrazimy spélezynniki @' symbo-
licznie przez iloscl &/, to zwigzki, zachodzace pomiedzy spél-
czynnikami ¢' 1 ¢ mozna, wyrazi¢ w ten sposdb:

1 / . p—
oy = Ay + Adyay; oy = Aoy + dya,
skad:

o ’ b 1. . ’
day = — dydy + yndyi da = A, — 45,4d,.

Niezmienniki i spofzmienniki.

Niechaj bedzie uktad form stopnin, n',.... Wyobrazmy
sobie funkcye wymierng spélczynnikéw form danych oraz zmien-
nych z i uskutecznijmy wskazane przekssztalcenie liniowe, t. j.
podstawmy zamiast zmiennych a« ich wartodei, wyrazone
w zmiennych &/, lub zamiast dawnych spélezynnikéw ich warto-
§cl, wyrazone w nowych.

Jezell funkeya przeksztalcona daje sie wyrazié jako iloczyn
potegi #-tej modulu przez wyrazenie, utworzone ze spélezynni-
kéw przeksztatconychize zmiennych, przeksztatconych wtensam
spos6b, w jaki funkeya dana utworzona zostala ze spélezynni-
kéw dawnych 1 zmiennych dawnych, wtedy méwimy, ze funkcya
ta ma wlasno$é niezmienniczg. Jezeli zawiera zmienne,
to jest spélzmiennikiem; w przeciwnym razie nie-
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zmiennikiem. Jejstopien co do zmiennych nazywa sie
rzegdem; liczba r-skaznikiem. Ogdl form danych na-
zywa sig ukltadem zasadniczym.

Mozna rozszerzy( pojecie spélzmiennika, pomysliwszy
taka funkcye niezmiennicza, ktora, pricz zmiennych o, ), za-
wiera jeszcze inne szeregl zmiennych ¢y, Vg, %1, Jo, - - - 1 przytem
wszystkie majg podlegaé tym samym podstawieniom (o tych sa-
mych spélczynnikach), ktérym podlegaja zmienne x. Mamy
wtedy spdizmiennik o wieln szeregach ilosci
zmiennych.

Jezeli skaznik » jest parzysty, forma niezmiennicza nazywa
sig forma o charakterze parzystym; w przeciwnym
razie nazywa si¢ forma o charakterze nieparzystym.

Jezelim, n'. .. sa rzedami form zasadniczych, &, k&' ...
stopniami formy niezmienniczej co do spdtezynnikiw rdznych
form, m za$ rzedem tej formy, t. j. stopniem jej co do zmien-
nych, wtedy zachodzi zwigzek :

2 - mo=nk + 'k’ -+ . .

Jezeli wszystkie formy danesg rz¢du pa-
rzystego, to ich niezmiennik unie moze byée
rzgdu nieparzystego.

Kazda forma dwojkowa rz¢dn nieparzy-
stegomn>3 posiada conajmniej dwa nieczmien-
nikiliniowe. ktdrych wypadkowa jost vdzna
odzera (Clebsch).

Kazda formadwdjkowa rz¢dun parzystego
n>4 posiada conajmniej dwa spdtzmienniki
stopnia 2-go, ktéryeh wypadkowa jest rdzna
odzera (Clebsch).

W kazdym wyrazie formy niezmienniczej, wyrazonym przez
spélezynniki istotne formy lub form zasadniczych, t. j. przez
Qo Gyy Qgy o v =y Dys Oyy Dy, o ooy atwOrzmy swme iloczynow skaz-
nika kazdego ze spilczynnikow «, b . .. przez odpowicdni wy-
kladnik. Ta suma nazywa sie waga wyrazu.
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Wlasnos¢ zasadniczg form niezmienniczych wyrazajs
twierdzenia :

W kazdej formie niezmienniczej waga
kazdego wyrazu jest stala, co wyrazamy mé-
wige, ze formy niezmiennicze sg funkecyami
izobarycznemispdélczynnikéw form zasadni-
czych. Waganiezmiennika lub spdélzmienni-
ka zlewa sig z wyzej okreslonym skaznikiem r.

Kazda forma niezmiennicza J czyni za-
dosé nastepujgcymrownaniom rézniczkowym:

o.] a.J
23n—rae——— I = rJ
nor ( ) . oa, < ! a'.l ’

o o
3 re, — — X xy = rJ.
e r oa, r - 8-":3
a.7 N
> N—?F) 0y —— — 2 X =0,
@ ‘rZ( )it 2ty % . 0,
o7 o
>3 - — X =0
ra/r—l aa’. R axl )

gdzie: sumowanie wzgledem # rozciaga sie na wszystkie spdl-
czynniki formy; wyrazy wzgledem a zmieniajs si¢ od jednej for-
my zasadniczej do drugiej; sumowanie wzgledem z oznacza, ze,
gdy idzie o spdlzmiennik o kilku szeregach zmiennych z, ¥ . . .,
to nalezy utworzyé tylez wyrazéw podobnych, jeden wzgledem
o, drugl wzgledem y 1 t. d.

Jezeli w szczegdlnosci idzie o niezmiennik, to odpowiednie
réwnania rézuiczkowe otrzymujemy z poprzednich, znoszac su-
mowanie wzgledem .

Powyzsze réwnania rézniczkowe znalazt Cayley (1854), potem
badali je Sylvester, Aronhold i inni.

Niezmienniki, uwazane jako funkcye pierwiastkéw zasa-
dniczej formy dwéjkowe], czynia zados¢ pewnym réwnaniom
rézniczkowym, ktére znalazl Brioschi (Ann di mat. V).
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Najwazniejsza wlasno$¢ form niezmienniczych streszcza,
nastepujgce twierdzenie Clebscha.

Formaniezmiennicza, wyrazona za pomo-
cy spolczynnikéw symbolicznych, przedsta-
wia sig zawsze jakosuma wyrazdéw, z ktdrych
kazdy jest iloczynem symbolicznym wyzna-
cznikdéw typu (af),(ag) , - . 1 ¢czynnikéw symbo-

, licznyeh typuaray oo .., app ..., gdzie a ...
sg symbolami réwnowaznemi plerwszej for-
my zasadniczejionf ..., takiemiz symbolami

drugiejit.d. i gdzienaturalniestopien wzgle-
dem kazdegozesymbolow «, f...jest n, wzgle-

dem kazdego zesymboldw a, g .. jest o it d;
-, n . ..sgstopniamiform danyclh

Liczba czynnikdéw lintowyeh symbolicz-
nychprzedstawiarzad formy niezmienniczej;
liczba wyznacznikdéw symboliczunyeh jest vo-
wna skaznikowilub wadze 2

Dziutania nic zmieniajgce wlasnoscei nie-

zmienniczej. Niechaj, jak zwykle, «, @, @y . . . bedy
spélezynniki jeduej, 0, by, 6, . . . spdlezyuniki drugiej forwy

tego samego rzedu.

Jezeli .J jest niezmionnikiem lub spdl-
zmiennikicm ukladu do kvoregonalezy pierw-
sza forma, to wyrazewic

>
E/(’a“”l
au,
bedziemialordwniez wartosé¢ niezmiennicuy
ibgdzieniezmiennikiem lub spdétzmiennikiem
ukladu pierwotnego, rozszerzonego przez do-
Tgczenie formy drugie].
; TS . .
Dzialanie X' 0, 3 BAsyWa s dzialaniom lab proce-
i,
sem Arenholda.

Jezeli Jjest spdlzmiennikiom rze¢du m-tego,

towyrazenioe
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1 oJ oJ

Y — ! -

w ST T a.rg)

Jestrédwniez spélzmiennikiem.

Dziatanie

1 2
M Ey‘ ]
Clp

nazywa sig¢ dzialaniem biegunowem o biegunie y;
nie zmienia ono, jak to wynika z poprzedzajacego twierdzenia,
wlasnosci niezmienniczej.

Przez symbol A,* rozumiemy dzialanie biegunowe o biegu-
nie y, powtérzone k razy

Jezelioznaczymy symbolicznieprzez p,”
spélzmiennik rzedu m-tego, to bedzie:

AII/. p-bm o p-l.m—/. j}y}\,

Jezelli J jestspélzmiennikiemodwu sze-
regachiloscizmiennych 2, y, stopnia m-tego
wzgledem pierwszych zmiennych stopnia m'-
tego wzgledem drugich, to dzialanie

1 ( o2J e

mm’ \ oz, dyy ok Yy ) ==

nie zmienia wlasnosci niezmienuiczej. Dazia-

. o2 o : .
lanie i vty 3!/1) nazywamy dzialaniem lub proce-
sem Q.
Jezeli funkcye dwu zmiennych przedstawimy symbolicz-
nie w postaci [ (., y) = ;" b,”, to bedzie:
Ok (a,” b2y = (Gb)F a B~ 14, F.

Istnieja jeszceze dwa dzialania niezmiennicze symboliczne;
jedno z nich zwane faldowaniem (Faltung, piega), wprowea~
dzil Gordan: polega ona na tem, ze w iloczynie symbolicznym,
zlozonym z wyznacznikdw symbolieznych 1 czynnikéw linio-
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wych symbolicznych, zastepujemy dwa czynniki liniowe a,, b,
wyznacznikiem (¢ 0).

Drugie dzialanie t. zw. nasunigcie (Ueberschiebung, spinta)
wprowadzil Clebsch, polega ono na twierdzeniu z dwu form
danych «,”, 0,” wyrazenia

(@) @, b1,

Dzialanie Clebscha daje sig w ten sposob wyrazi¢ przy po-
mocy dzialania £:

((6 b) t&;"—l ])x7n—~-1 _— l“(") ((Z," J’ym)]qzr .

Dziatanie to powtérzone k razy na formach f, @, wyraza sig sym-
bolem (/, ¢);-
Tozsamosci, odnoszgce sieg do dzialtania

Clebscha. Pomigdzy trzema formami /, ¢, o
zachodzi tozsamogdé:

(/¥ (o @), (fowy, f
@, 7 (el (@), ¢ —0.
NUAVALE (y, ¢)*, ),y
lﬁ ?, v, 0

Pomigdzy czterema formami /, ¢, y, y za~
chodzizwigzek:

(7% o (f, ), (fy y)*, %
2 i O €77 L (788 1) LI A
G o S CTUR ) O (V7N 1) I (TN b

== (),

frs (nel, (2. y)*, (% 21
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§ 3.
Wzér Clebscha-6ordana.

Jednym z najwazniejszych wzoréw do symbolicznych prze-
ksztalecen form niezmienniczych jest wzdér Clebscha-Gor-
dana, dajacy rozwiniecie funkecyi o dwu szeregach ilosci zmien-
nych x, y przez biegunowe wyrazenie o jednym tylko sze-
regu, pomnozone przez potegi calkowite dodatnie wyzna-
cznika (sy). Niechaj /(z,y) bedzie funkcya o dwu szeregach
ilosci zmiennych stopnia m wzgledem jednych, stopnia n wzgle-
dem drugich. Jezeli przez A oznaczymy dzialanie biegunowe
o biegunie y i zmiennej «, przez I)—dzialanie biegunowe o bie-
gunie r 1 o zmiennej y, bedzie:

f= ADrf 4 q,® (xy) A1 D1 Qf
+ P (xy)? A2 D=2 QY L + a® QS

Spoétezynniki o sa liczbami, czynigcemi zadosé wzorom
zwrotnym :

(m —p 4 1y @
(n+1) — g, 3)
a,0H = ;¢! = (% —2pT2) (mk—2pF8) ‘>’

Dla k=mn bedzie:

e o) 3]

S (m + n—p—-{—l)
P
Dla symetryi co do skaznikéw m, 1 mozna wyrazenie to
oznaczaé tez przez a,™ " .
W przypadku k=mn wyrazenia D¥f, D—'Qf, ... nie za-
wierajg zmiennej y 1 wtedy otrzymujemy wyrazenie funkeyi f
za pomocg samych biegunowych A funkeyj zmiennej z.
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Oto tablica wartosci liczb a,” * dla réznych wartosci skaz-

nikéw m, n:

p=1 ‘p=2 lpz 3 {P=~'E
m=1, n==1 !
N0 I
m=2 n=1 =
3
m=3, n=1 _.,:__
m=4 n=1 4
__~5 - [ —
m=hH, n=1 _15_
R
— (3
m=06, n=1 —
]
1
=2 (= -
m , n 1 4
m=3, n=2 -:_ ~;§~
s |
m=4& n==2 e
' 5 |08 |
m=5H, n==2 I_f) —2~
e e u— ‘ unnd - —
m==0, n=2 3 '*,5-"
2 (
me==3, n=23 3 »9. !
2 WIUW o
m=4 n=13 _1‘{ _6 ‘.2..
7 H )
m="5 n=3] .1_5.. .19 1
8 : 2
45 4
n— 6, n=x3 2 o -
e bg | 7
12 4
me=4, n=4 9 ' e
s I R O I
m==95 n==4% :%)— 175. :
m=06, n=4% l:')' ] 10
) 7
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Kazda forma (f,z.y.) tylko jednym sposobem daje
sie rozwingé na szereg nporzgdkowany wedlug po-
tegrosngeych wyznacznika (xy); spélczynniki tego
szeregu sg biegunowemi. Jezeli forma fjest syme-
tryczna wzgledem 1y, to spédlczynniki poteg pa-
rzystych wyznacznika (ry) sg zerami.

§ 4
Zestawienie nazw, uZywanych w teoryi forim.

Do teoryi form rézni autorowie, zwlaszcza angielscy, wpro-
wadzili wielks liczbe nazw, ktérych znaczenie dobrze jest rozu-
miec.

Quantics (yuantica) — tak anglicy zwykle nazywaja
forme.

2. Konkomitanty. Jest to nazwa, nadana przez
Sylvestera utworowi niezmierniczemu ogdélnemu.

8 Niezmiennik widoczny. Jest to ilodé stala.

4. Niezmiennik bezwzgledny. Jest to niezmiennik
wymierny wlamkowy o skazniku zero.

5. Przeciwzmiennik (kontrawaryant) jest to
utwor, majacy wlasnosé niezmiennicza, wtedy gdy iloscl # w nim
zawarte poddajemy przeksztalcenin liniowemu nie prostemu, lecz
odwrotnemu; jest to zatem utwoér, ktéry odtwarza sig, pomnozo-
ny przez potege modutu, jezeli zamisst spdtczynnikéw dawnych,
podstawimy ich wyrazenia w spolczynnikach przeksztalconych,
zamiast za$ ilosci 2,, x, wyrazenia:

Azy = A dppy — Ay'y; Aoy =~ dpa', + ;2.

6. Konkomitanty mieszane Nazwe tg nadaje
Sylvester utworowi o dwu szeregach ilosci zmiennych, ma-
jacemu wlasnosé niezmienniczg wtedy, gdy jedne zmienne podda-

Pascal. Rep. L. 17
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jemyv przeksztalceniu prostemu. drugie zas odwrotnemu. Utwo-
ry te nazywamy takze

7. Formami posredniemi(Zwischenformen, Aron-
hold) patrz § 6

8. Diwarianty (Salmon) patrz§ 6.

9. Nadwyznaczniki (Hyperdeterminants). Tak
Cayley nazywal prerwotnie niczmicnniki.

10. Spéipodstawieniowemi (cogredienti) nazy-
wajy sie dwa szeregi zmicnnych, ktdre poddajemy tym samym
podstawicnions.

11. Przeciwpodstawieniowemi (contragrodionti)
nazywaja sie dwa szoregr zmuiennych, z ktéryeh pierwszo podda-
jewmy podstawieniom liniowym prostym, drogic—odwrotnym.,

12, Bmaunanty. Stosujae & razy dzialanic Aronholda
do niezmiennika formy /. dochodzimy do niezmiennika formy f
1 formy, ktorej spdlezynniki wprowadzaja sic pray powyzZszent
dziataniu.  Ttwdr ten nazywa sic emananfem form f
iqg (Cayley).

3. Kombinanty. Satoniezmienniki lub spétzmion-
niki jednoczesneukladu form jednego stopnia, do kidryeh stosujae
dzialanic A ronliolda, oduiesione do obu form uktadu, otrzy-
mujemy na rezultat zero (patrz G ordan, Invariantentheorie,
IT str. GOy,

Kombinant zmicniasicoczynnik liczhowy, jo-
zZoli zamiast ukladu form danyceh wezmiomy uklad,
kidérego tormy sa kombinaeyami linitowemi form
przewroinych,

Lh Bwektanty, Jezeli w procesic Avonholda, za-
miast mnozyé kazdy pochodny pracs spolezynmik 0, o {ym su-
mym skazniku, jakima spitezynnik, wzglodem ktorogo wzigto
pochodug, mnozymy pochodng przes (- Ly a2 a7, (L. jesoli
tworzymy

N ¢
# n o ?
sy ( 1) Wy oy 3. &
’

gelzie w, sy spilezynnileami istotnemi danej formy rzedu n-tego,
ktdrej J jost wiezmiennikiom, otrzymujemy .oz owoektant
(Caylev).
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15. Katalektykanty. Forma rzedu nieparzy-
stego 2m--1dajesie zawsze wyrazi¢ jako suma m po-
tega form liniowych

A=l Dy (By—ay )14 L L L L ~+ O {2y — @iy )2,

Rdéwnanie. od ktdérego zalezy wyznaczenie

spb6dczynnikow a4, ..., an jest postaci
ay s e S P P | i
ty, e
: | =0
t : |
N I K

inazywasie katalektykantem (Sylvester).

Tez same rozwazania stosowaé¢ mozna 1 do form rzedu
parzystego (patrz Cayley, Crelle LIV).

16. Syzygie. Taknazywaja sie zwiazki, zachodzace
pomiedzy formami niezmienniczemi ukladu zupelnego.

17. Formy skos$ne (schiefe Formen, formes gauches,
forme gobbe, skwew); sa to formy niezmiennicze o charakterze
Nleparzyst)m (patrz wyzej § 2).

1S. Pdélzmienniki (Seminvarianten, peninvarianti),sg
to utwory, majace wlasno$¢ niezmienniczg nie dla wszystkich
mozliwych podstawien liniowych, lecz tylko dla podgrupy grupy
calkowitey.

Uktady zupetne form niezmienniczych.

Kazdy niezmiennik lub spélzmiennik spél-
zmiennika jest niezmiennikiem lub spélzmien-
nikiem ukladuzasadniczego.

Kazda forma niezmiennicza ukiadu form
daje sig zawsze zlozy¢ przy pomocy kolejnego
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stosowania procesu faldowania (Twierdzenie Gor-
damna.)

Dla danej formy lub danego nkladu form
zasadniczychistnieje zawsze liczba skoriczona
niezmiennikowispolzmiennikow, ktdrych kfaz-
dyinny niezmiennik nktadu jest funkeva cal-
kowitg (Twierdzenie fordana).

Ogdl tych niezmiennikéw 1 spolzmiennikow tworzy to, co
nazywamy ukltadem zupetnym.

Liczba form ukladu zupelncgo nie jest znana a priorvi.
Granieq jej wyzszy wskazal Goordan (Jour. de Liouville, 1874).

Liiczba spolzmiennikdw J stopnia mirze-
dup tormyrzedun rdwna sig liczbie spdlzmioen-
nikdowstopnianirvagdup formy razgdu m (Twier-
dzenie o wzajemmnosel Hermite'a).

Tine wazne twicrdzenic (Brios ¢ hi’e g o, Tow. naukowe
w [irlangen, 1895) jest nasteprjace:

Jezolidwie formy dwdjkowe maja wspdl-
ny cxynnik liniowy, to ich spdlzmionnik jedu o-
cresny stopnl p, ¢ 1 vzgdu e wyvaza si¢ pruez
niezmiennikiispolzmienniki form, ktdre otrzy-
mujemy z form danych, opuszezajace ich ezyn-
nik wspdlny (Zastosowanie togo twicrdzenia podat Briosehi
Ace. Torino 189065,

Uktad zupetny ukiadu form liniowych. Kazdy spilezyn-
nik lub niezmiennik ukladu form liniowyeh «,, b, ... tworsy
slg z agregatow czyunikow trzech nastepujacycl typdw:

1) niezmienniki typu (aby, . . .

2) spotzmienniki typw a,, by, w,. b,

3) spotzmienniki typu (wy), . ..

Uktad zupetny jednej lub dwu form kwadratowych. [klad
zupelny formy kwudiatowej @,* tworzy sie ze spélzmiennika
a,? oraz z niezmiennika (wyroznika) (wa’)?. Niczaniennik (ww’)?
wyraza sig pre.ez spolezynniki w ten sposdb: 2 (w,aq — %),
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Uktad zupetny dwu form kwadratowych /= a,?, ¢ = (**
tworzy sie:

1) z dwu form danych;

2) z wyrdznikéw

Ay =(an’P, Ay = (UV);
3) z niezmiennika
Ao =1(ab)? = a,by + 0y — 20,0, :

4) z jakobianu form danych:
9 = (ab) b= (a,by —ay b;) 2y +(a by —asby) &85 + “11‘2_’;7’_161 Jury ™

Pomiegdzy temi formami zachodzi zwigzek:

9 = — 4 (A 9* — 2,y fot dppf?).

Jezell ¢ jest tozsamosciowo zerem, wtedy funkeye £1 ¢ sy
proporcyonalne.

Jezeli 4, 44, — A%, jest tozsamosciowo zerem, wtedy
obie formy majg czynnik wspdiny.

Uktad zupelny trzech lub wiecej form kwadratowych
/=102 o=10,7 p=c,?, ... tworzy sie:

1) z u form danych;

n(n—+1) ,
2) 2 ——‘;—L—)torm Ay A Ay oo Ay
nn—1)y ,. . .,
3) z -s—> spoizmiennikéw kwadratowych
(f'\ rp) = ﬁfq"y (f-. 7}’) = 0_}1,v, ..... 5
— )
1) z ™ (% 16?(“ ) niezmiennikéw typu
(g, Doy Co
Bpp= ({f. @), ). = (ab) (1) (b) = | ay, by, ¢
gy Dg, Cy
Razem ~ A +§n+6) form niezmienniczych, wliczajac

w to formy dane.
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Pomigdzy temitformami, procz zwigzkdw
powyzszych, odnoszacych sig¢ do spdlzmien-
nikéw pomigdzy kazdemi dwiema tformami,
1stniejg zwigzkinastepujaqce:

Ay A, iy
2[‘2/(,,,/. == .::l.(p iy .Aqup 5 A(p y

Apry lpps Ay

dyrs e iy f
Apry dops Apey @ .
Aprs Apo, Ay Y
/ I Y
[Py = 90y + 9,0 =0,
Bign ' = Ay Doyt <Ly Dyu=t= Apypihyy -

Pomigdzy niezmionnikami 4 lub 5 torm
istniejanadto zwigzki:

Ay, Ay A A,

|

|

i A »/y - lr/w, » -'lt,u/: « 14, 7

| == (),
..“l g .,'”1 yep gy .! Yy s A"I:p P

]

\ 4’10/ ] "L"l'? A(_“l’\ ‘ll.’;(

gdzle g moze by¢ wszezegolnodel samg forma ymadio mamy zwia-
zek
.‘4‘;‘(;) Iin/lxp — A/n/v [g;“,(p }"‘ 11;2 [‘)Q'l”" o A’L’ [l),,v,,z == () "

1 inne podobne

Pomigdzy niezmiennikami szescin form
zachodzg (précz poprzedzajacych) nastepujace zwiazki:
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HfW’Rzeo - ijpx Reo'x' "I” Rf're Hol/’;{ — i 'I'ZUH 7 05

Arys Ao Ajo
Ay Aoy Ago
A Yy gy .A yr o2 ,..’l o

OR gy Bype =

Oto niektdre zwigzkipomiedzy niezmien-
nikami4 lub wiecej form:

l A,l VAR A_/'Za f

20,99y, = ; Apy - Ador v,
v, 2z 0
; Ay -“l.fx . 4, e :
295 By = | Ay, Ay Age ; 1
l P, yA] e

Flgyy — @Ry ~+ whyy ~ ghpw = 0,
f‘]f(pl/lz == ‘-IJ-¢ ﬁ’l'z + A,“{'/’ 'ﬂ'lqg + Afz'ﬁ'(px‘u.

Znikanie niezmiennika #, nalezacego do trzech form kwa-
dratowych f, @, ¢ ma znaczenie nastgpujace:

Jezeli K, jest tozsamosciowo zerem, to
trzy pary punktdw, przedstawiajacych pier-
wiastkitrzech form kwadratowych, przy réw-
nanych do zera, naleza do tej samej inwolu-
cyl, iodwrotnie.

Ukiad zupeiny formy rzedu 3-go. Uklad zupelny for-
my f==a,==«,?. . .. tworzy sig z form nastepujacych :
L 7
oy @y, Y7 ]
2. A= (a2 aza’, = 2 | th, Uy — L4Ty

Uy by, Ly2
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3. R=CQAA)?=(ad)?(«"a")?(aa")(a'a"
= 2|4 (a,05—a,?) ((430,—0y%) — (Gytt;—a, 09)%];
L Q = (6d)a2d, = ad) (¢/a")a.a".>
= (g® (ty — Batylt; 09 - 204 %) ay?
+ B (e a; — 2a0,% - aiuy) 12 @,
— B (ayuea, — 2a* @y + @y ay?) 1y 2,?
— (ty6,* — Bayagng 4+ 2a,3) x,*.
Tlosel A, R, @ sa odpowiednio: hesyaunem, wyrdzni-
kiemijakobianem; pomigdzy niemizachodzie

zwigzek
QQ 4 A RS == 0,

Wyréznik tormy /° jezeli pominiemy czynnik staly, rdwna
sig wyréznikowi formy A, t. j. K.

Jezeli =0, wiedy /13 majy podwijny czynnik hniowy,
wspdluy obu tym formom; ¢ zas jest zupelnym szescianem {ego
czynnika liniowego.

Jezeli A jest tozsamoselowo zerem, wtedy () jost szescianem
zupelnym formy hulowe;.

Punkty,przedstawiajace pierwiasthki /=01 @=0,
sg trzema parami punktéw w inwolueyi, ktdraoj
punktami podwdjuemi sa pierwiastki rdwnania
A= 0.

Uklad zupeiny formy kwadratowej i sze$ciennej. [Tkiad
zupelny form f=« = ' *=.._.... s gram i - W,
tworzy sie:

1. z pigeiu niezmiennikow:

Ay = () Asy - (AA), 0 Ay - (wd)?,
== (ap)?, M= -— (02,

2.z czteroch spilzmiennikow liniowyel:
p=(ub)h,; g=(up)a,: r=~ PA)A,; s—(0p)0,:
3.z trzech spilzmiennikéw kwadratowyeh:

Fi A=0UPhV,; 0=(0d)a,d,:

4.z trzech spilzmiennikdw szesciennych :
w; Q@=0MN0YA.; S=(ab)u, b2,
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Wszystkich form jest 15. Znakowanie powyzsze
pochodzi od Gordana; znakowanie Clebscha jest nieco
odmienne.

Pomiedzy piecioma niezmiennikami za-
chodzizwigzek:

. —_— 2_3_[2= ;11ng— .J.A.‘;'AF.L"!"' ‘4AAF2’
gdzie
L= 3 (4; 40 — 4%,).

Niezmiennik L jest wyréznikiem formy 6.
Inne zwiazki sa:

¢ = fF— § 04y 1= AL — 17y — 6 = 0+ L.

Forme 6 mozna, zamiast przez nasuniecie (f, 1), wyrazié

przez nasuniecie (¢, p) tak, ze:
b= (f,3) = (¢, ).

Wypadkowa form f1i ¢, wyrazona przez niezmienniki za-
sadnicze, rowna sie F— 2.4, Ay

Uktad zupeiny dwu form szeSciennych.
Uklad zupelny dla form f=u*=0a"%=...;0 =0, =V =..
skladasie z nastepujacych 26 form:

1) siedmiu niezmiennikdw:
Aan, Age. Aye, EYCE Aro,
T = (f, ¢)?, 2= (AV)(Vo) (A6).
2) szesciu sp6lzmiennikow liniowych:
x=(f, V) = g, N
Ly QA (Gph (Fak
3) szesciu spélzmiennikéw kwadratowych:

A= (f,1" V= lp, pit, b = (f.9)
(av), (R @), (K, 1)
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1) szesciu spolzmiennikéw szesciennych:
oo @=(A2, E=(e.V), (AV), (9. 3)
5) spdélzmiennika stopnia czwartego:
& = (f, 9

Zachodzi tuzwigzek zasaduniczy bardze
prosty
(fym) + (@.p) = 0.

Wyrdznikiem formy 0 jest:

v

.

y 3

Auwp = Ay —
nadto jest:
(f,m) = V,4d); 20 = (p.z.

Pomigdzy "niezmiennikamizachodzg dwa zwigzki:
dpas doo. ey
200 = ‘ RIVE dun Ay
| Aye,  Aev,  dyy

2J42 == (A ydov — Adgadyo) = Fdyodowe  doa.dyg)

Wypadkowa form f, ¢ rdwna siq 2.J0Q — 272

Dawniej mniemano, ze uklad zupelny dwu form szescien-
nych sklada sig z 28 form (patrz np Clebsch: [Bindire For-
men“), potem odkryto, ze dwa spdtzmienniki liniowe byly zby-
teczne, bo mozna je wyrazié¢ wymiernio przoz inne (patrz Sylve-
ster C.R. 1877, D’Ovidio i Goerbaldi, Ace. Torino, 1850).

Mozna tworzy¢ 1 inne spolzmienniki lintowe; wyrazenia ich
za pomocy niezmiennikdw ukladn zupelnego sy:

(@ V)= (m, A); (K, A2 = (p, V);
(p, A% = (p A); (f, ¥0 = (o, ¥
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— (fy ) = (¢, *)* = Aoy~ (4doo + £ J%) p+ 7 (4, 7);
—(p,ap)? = (f, n°)* = Ao, p + (doo+5§S°) n—J (V, p);
(f, P°)? = A7+ Aoy p+ J (3, 0) 5
(@, 7%)? == Aygp + dgva + J (v, 7).

Jezeli Q =0, a nie sg zerami minory wyznacznika 2-go
rzedu, przez ktéry wyraza sig Q° (patrz wyzej), wtedy istnieje
korabinacya liniowa [~ form f i ¢, bedgca szescianem zupel-
nym spéizmiennika liniowego p lub =; te dwie formy w tym
przypadku (po za czynnikiem) zlewaja sie. Zachodzi réwniez
twierdzenie odwrotne.

Jezeli sg zerami wszystkie minory 2-go rzedu wyznacznika,
za pomocy ktdrego wyraza sig £° (a wiec jest zerem 1 Q), wtedy
@ jest typu f + 1Q, (jest spélzmiennikiem formy f) lub f1i @ sa
szescianami zupelnemi. W obu przypadkach p iz sg tozsamo-
$clowo zerami.

Ukladem trzech form szedciennych zajmowal sie v. Gall (Math.
Ann, XLV, 1894).

Uktad zupelny formy dwéjkowej dwukwadratowej. Uklad

ten dla formy /= «,*=1',, tworzy sie z utworéw nastepujacych:
1) Dwa niezmienniki:

i=(ad)t = 2 (uga, — 4ayu;—+3a,*);

7.= (f, H)4 — llta’)2 ((ball)ﬂ (CL’(L")2§

@, Gy, f

== G|, ty; !,
Uy, Gy, @ [
2) Dwa spdétzmienniki dwukwadratowe f,
H=(aaNa,?0',? = 2[ (@0, —a,%) r,*+ 2 (@ a3 — a,@3) 2,20y

+ (g, F2a,a, — Bag?) x2xe? + 2(uq @y — @y @) iy 257

~+ (s @y — @y%) Z,4].



2K8 Rozdziat XIIL.

3) Spélzmiennik rzedu 6-go:
T == {f, Hi == (g a')* (@"d) & a0l
= (% @y — Buy ty @ty + 20,%) @, ®
+ (@2, 4 2uga; ay — Dayan® + 6a2ay) Sy
~+ B (ayayay ~ Bay gy 4 2a.*ay) ay*
-+ 10 (o2 gy — uy wy?) 2t oey?
D (—ayagn, A 3y ag g — Dy ay?) it ayt
- (Qaga,® — gty — 2a w0y — 6wz y) oyt

+ Baya,a, —a, a0 -~ 2aty eyt

Formy Hi T Gordan oznacza przez A it Pomigdzy wy-
pisanemi formami zachodzi zwigzek :

T R AN S
Pie= — N HY -, Hf :iwfs .

Jozell praez m, w', m" oznaczymy {rzy pierwiastki rowna-
nia szesciennego

£ =z — Gy = 0, (rownanie rozwigzujace)
1 polozymy :

H+mf= ~2¢* H-4w'f==9yp* H-1 n"[.--29

bedzie :
T = 2(}1 .
Trzy tormy kwadratowo ¢, y, y maja ciekaws wlasnodé,
mianowicie, zo kazda z nich jest jakobianem dwdch pozostalych

n'—m" m" mom’
S 20 0 R I UPR O LSRR £
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Wyréznikiem formy f jest:

Hf = ? (Z" _ b]‘) n

N

I

Rugownik form fi A, pomijajac czynnik liczbowy, réwna
sig kwadratowl wyréznika formy f.

Jezeli wyrdznik formy f jest zerem, to f ma czynnik po-
dwdjny, 1 ten sam czynnik jest zarazem czynnikiem dwukrot-
nym dla H, pieciokrotnym dla 7'

Jezeli /1 H réznig sig czynnikiem stalym, wtedy 1 tylko
wtedy f jest kwadratem zupelnym formy rzedn 2-go.

Jezeli H jest dokladny czwartg potega. nie znikajaca toZsa-
moseiowo, wtedy ¢ =0, j==0, f za$ ma czynnik potrdjny. Od-
wrotnie, jezeli f ma czynnik potréjny, H bedzie czwarta potega
dokladna, ¢ i j za$ beda zevami. W tym przypadku 7" bedzie
potegs széstg dokladng tego samego czynnika, ktéry w f wy-
stepuje trzykrotnie.

Jezeli H jest toZsamosciowo zerem, to f jest dokladnie po-
tegs czwarty wyrazenia liniowego 1 odwrotnie; w tym przypad-
ku T; 4, j sa oczywiscie zerami.

Uktad zupeiny formy kwadratowej i dwukwadratowe;j.
Niechaj bedzie

f=iif=l= . ..1 P=0t=0r=...

uklad zupeluy sklada sie z 18 tform nastepujacych :
1) Szescin niezmiennikéw:

U5 ] (jak wyzej),

D (na')?, A= (b (D) = (ypu)?,
B = (aH)? (W' H)® = (gu), C= (wyx p)(xe)=(tu).
2) Szesciu spélzmiennikéw kwadratowych:

[i w = (b2,  y=(aI?H?2,

t=(prly... V=wa)y u,, X = (a)y:d.
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3) Piecin spélzmienmkiw dwukwadratowych:
Q. H o= (V20,2
L=wb e, MNM=Hw)ll'e , K=y H'.
4) Spolzmiennika stopnia G-go:

T = (p, H).

Wszystkich form jest 18.
Pomiedzy temiformamizachodzi zwiazcek:

D, A, B.
3 e ) (A .’/. D
o= g .1, D+ -3 . T -+ 3
L Jn jd i B iD
Beogd Ty sy Ty | BEE

Rugownik form /1 ¢ ma postad

A ADB § YD,

Jozeli € jost zevem, wiedy 1 tyvlko wiody istuieje forma kwa-
dratowa g taka, ze ¢ mozna wyrazi¢ jako funkeye kwadratowy
form 1 gy, Tym ukladem zupelnym zajmowal sie Harvbordt
Math, Ann, 1, 1669

Inne uktady zupelne

Uklad dla formy szesciennnejidwukwa-
dratowej obliczal Gundelfinger (Tybinga 1885): potem
Sylvestor C R INTS sprowadzit uklad do trzeeh formacy;.
Uktad ten sklada si¢ z 61 form, mianowicie: 20 niezmienni-
kéw, 15 spolzmicnnikdéw Imiowyeh, 10 niczunennikdw kwadra-
towych, 8 niezmicnnikéw szesciennyel, b mezmienmkow dwu-
kwadratowych, 2 niezmiennikéw rzedu H-go, jednego nie-
zmiennika rzedu (-go.

Wypadkowsy dla formy szedcionnoj i kwadratowe) obliczyl
Briosclad (Collect. math, in memoriam  Chelini, Modyo-

lan 1831).
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Dwie formy dwukwadratowe. Uklad, obliczonyprzez G oxr-
dana (Math. Ann. IT, patrz przeklad niemiecki dziela Faa di
Bruno), sklada sie z 28 form. a mianowicie: osmiu niezmien-
nikéw. osmiun spélzmiennikéw kwadratowych, siedmiu spdl-
zmiennikéw rzedu 4-go, pieciu spélzmiennikéw rzedu 6-go.

Grordan poczatkowo wprowadzit dwa utwory zbyteczne, jak to
pozniej zauwazyl Sylvester (U, R. 1887), Pomiedzy ofmiu nie-
zmiennikami zachodzi zwiazek, ktérego obliczenie rozpoczal Bertini
(Math Ann. XT. 1877) a ukonesyt d'Ovidio (Ace. Torino XV, 1880).
I inni autorowie zajmowali si¢ tem pytaniem (patrz wiadomosei, za-
warte w nocie d’0Ovidio ,Sopra alcune classi di sizigie binarie®, Acc.
Torino 1893) i note Brioschi'ego (Ace. Torino, 1896), Wy-
padkowa dwu form kwadratowych obliczyl d’Ovidio (Ace. Torino,
1880) .

Forma rzedu pigtego posiada najwyzej 23 formy niezmien-
nicze, a mianowicie :

~1
1

spolzmiennik

4 niezmienniki stopni 4, 8, 12, 18
4 spolzmienniki 1-go rzedu ., 5, 7, 11, 13
3 - 2 . . 2,6, 8

3 . 3 , - 8,9, 9

2 . 4 . . 16

3 " 5 " , 1.3 7

2 6 2, 4

1

1

0

Niezmienniki sa tedy stopni 4, 8, 12, 18 co do spélezyuni-
kéw formy rzedu 3-go; przez dwie pierwsze z pomiedzy nich
wyraza sie W yr6znik, obliczony przez Salmona (Camb. math
Journ. V. 1850).

Uklad zupelny dla formy rzedu 5-go znajduje sig u Clebscha
Patrz: Gordan ,Invariantentheorie“; Faa di Bruno (przeklad)
»Bindre Formen* str. 828—355; Cayley; d'Ovidio (Acce. Torino,
1880). (o do wypadkowej formy 5-go rzedu i kwadratowej patrz
d’0Ovidio (Mem. Soe, ital. delle seienze, t. IV, 1881), a co do wypad-
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kowej formy 5-go rzgdu i dwukwadratowej lub dwu form 5-go rzedu
d’0vidio (Mem. Lincei IV, 1888).

Uklady zupelne dla form rzedu b-go 1 wraz z inna formg
nie sg jeszcze zupelnic znane, jezeli wylaczymy tylko prace
Wintera (Progr. Darmstadt, 1380), gdzie badany jest przypa-
dek formy kwadratowej 1 formy rzedu 5-go.

Uktad zupelny formy dwdjkowej szistego rugdu skiada sie:

z D nlezmiennikow stopni 2. £ 6, 10, 15

. U spolzmiennikéw 2-go rzedu . 5.0, 7,8, 10, 12
) - 4 " - 2, L b, 7Y

L5 . 6, o L% 49

LB . S . VI W

_— . 10 . - 4

W L - 12 - - 3

Ten uklad zupelny znajduje sig uw Clebsceha (Bindre Formen),
u trordana (L ¢.)iinnych. Wyrdmik tej formy obliezyl pierwszy
Brioscehi (Crelle LITL, Ann. di Math. T). Zwiazki pomiedsy (orma-
mi ukladu zupelnego znalezli: Clebseh, Gordan, Stephanos
(Comptes rendus NCVI). Maisazno (Lincei NIN, Math. Ann. XXXI),
d'Ovidio (Ace. Torino 1889, 1892, 1863).  Wypadkows formy 6G-go
rzedu 1 formy  szeSeiennej obliezyt ’Ovidio (Ace. Torino 1892);
ukladem formy t-go i 4-go rzgdu zajmowal sig v, (all (Progr.

Lemgo, 1873).

Uktad zupetny formy dwdjkowej rzedu 7-go sklada sig
z utwordw, przedstawionych w ponizszej tablicy, gdzie widaé
odrazu numer kolejny, rzad 1 stopien kazdego z nich.
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Rzad w zmiennych,

o114 s 410161789111 )12,13 141D
LT 1T 0 T L0 1 Te § L 1 [ ]
T2 L
IR
ANy
S| T (L (20 120 (20 (20 o« | 1] |
ol N O I 2 2 T T O
pr TI 03 421 1&1 12 | _T11] I
- 8131 181 131 81 1 1 111 1 1 T |
2 l_er BT sl =l X1
S I R TN Y O Y e e
S 0§56 (31 U [ 1t 1 | | 1 1 1 1
= 2061 (60 1 (L1 1 1
S |CIBT T I
2ol AT T T2 T
2ol s
w620 I3 T
A T 2 T T O O
s |89 LT
° N
w 202 [ T LT 1301 T 0 71
23T T I T 1 T 1T 1
S | T T T
T I L T T
o2 [ L L [ L r v T T 1T
071 T 1 1 T 1 T 1 T 11

Uklad zupelny dla formy 7-go rzedu badali: Krey (Diss. Ge-
tynga, 1874}, (Gtordan (Ueber das Formensystem bindrer Formen,
Lipsk. 1875); Sylvester (Am. Journ. of. Math., II, 1879) podal
tablice form ukladu zupelnego, lecz wymagada ona poprawek; v. Gall
(Math. Ann, XXXT, str. 318) traktowal zagadnienie ogdlniej i podal
tahlice, wyZe]j umieszczona.

Uklad zupelny dla formy 1zgdun 8-go jest nastepujacy :

Pasaal. Rep L 18
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Rzad wzmiennyclh.

0 9 4 6 s 10| 12| 1 18
|
1 1 | 1
|
Lo 1 1 1 1
ke
~O
=1 s 1 { I 1 i i q 1
=
o
>l s 1 2 1 I 9 | 1 1
[>]
3 1
a2l s | v o2l 2t 13 1
w0 _ S R R R
e | ) ) |
1 6 1] 1 2 3 1 1
'cs | l__ .
[
ol 7 1 2 2 3
N ” 1
2 | | t
8 I 2 i
- ! ! |
] - 5 -
al g 1, 3 i | 5
1<) | ‘
Bl [er— — ——
o |
10 1 2 ! ’ ' !
I N
T T
- ) L *‘ o _ [‘MM_M*_*_”_
" 1 . 1 1
? |

Razem form 69.

UkYad ten zmalazt Sylvester (Am. Journ, IT); pozniej badal go
vo Grall (Math, Ann, XVIT, str. 81, 149, 456), keory poezatkowo mnie-
mal, iz znalazl frzy uiwory zhyteczne w tablicy Sylvestera oraz
brak jednego ntwora (Cy,* t. j. spélzmiennika 4-go rzgdu i 10 stopnia);
potem na str. 456 . XVIT poprawil si¢ co do utwordw zbytecznych;
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wreszeie co dv (% to Sylvester (C. R. 1881) uznal jej zby-
tecznosé,

Co do innych ukladéw zupelnych patrz prace Sylvestera (Am.
Journ. IT). ktére dla 9-go rzedu znalaz! utwordw 415, dla rzedu
10-go za$ 475.

Wyréznik formy rzedu 7-go badal Gordan (Math. Ann, XXXT).
Co do zwiazkow pomiedzy dziewiecioma niezmiennikami formy rzedu
8-go patrz Alagna, Rend. Palermo VL

Wazng praca o utworzeniu ukladéw zupelnych jest praca G or-
dana: , Ueber des Formensystem ete.“, Lipsk, 1875,

§ 6.
Przedstawienia typowe form dwdjkowych. Formy stowarzyszone.

Przedstawieniem typowem jednej lub wielu form
nazywamy takie przedstawienie, ktérego zmienne sg spélzmien-
nikami wymiernemi, spélczynniki za§ niezmiennikami wymier-
nemi form danych.

Dla formy a,” rzedu nieparzystego dochodzimy do
przedstawienia typowego w sposdb nastepujacy:

Wiemy, ze dla takiej formy, gdy n>>3, istnieja zawsze dwa
spotzmienniki liniowe, ktorych wyznacznik jest rézny od zera;
niechaj temi formami beda a,. .. Podnoszac do potegi m-tej
obie strony tozsamosei symbolicznej

e (&) = uylaf) — prl@a).

otrzymamy po stronie pierwszej f.(ap)*, po drugiej za$ forme
rzedu n-tego ze spélzmiennikami a, 1 fe, ktére] spélezynniki
sg niezmiennikami. Pozostaje tedy tylko wyrazi¢ te spélezyn-
niki przez niezmienniki zasadnicze.

Toz samo mozna uczynié dla ukladu form zasadniczych,
ile razy istnieja dwa spélzmiennikiliniowe.

Do przedstawienia typowego formy ¢," rzedu parzyste-
go dochodzimy sposobem nastepujgcym:
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Wiemy, ze dla n parzystego 1 >4 istuieja zawsze dwa
spolzmienniki kwadratowe, ktdrych wypadkowa jest rézna od
zera. Za ich pomocy mozna zawsze utworzyé trzeci. liniowo od
pierwszych niezalezny, t. j. ich jakobian.

W kazdym przypadku mozenmy tedy pomysle¢ trzy spdl-
zmienniki: a®., A%, y%. Za ich pomocy mozna otrzymaé

i : LN ;
przedstawienie typowe, podnoszac do potegi = obie  strony
zwigzku toZsamosclowygo

a Bop, = ala,d)* + poe BE - yia )

gluie 4, B, € sa odpowicdnio jakobianami dla p, 31 y. a; a, .
Jozell w szezegdlnosel y = (' wtedy:
s 7

Bugy= % {twal (B, B7 - L pPY,
1 1 i B oteaymujemy:
a podnoszae do potegl g - otrzymujemy :
n i

[ Bapy)? = Jatu 12 A g, BY? -y (e, (172

Rozwijajac, otrzymamy przedstawicnio tunkeyi f za pomocy
zmiennych a, #, y zo spélezynnikami, ktore sa niezmionuikami,

Formy (niezmienniki, spolzmienniki), za pomocsy ktérych
otrzymujemy przedstawienie typowe, nazywaja sig formami
stowarzyszonemi (Schwesterformen).

Liczba form stowarvzyszounych jost [ |-3,
jezeli Ik liczba spdédeaynnikiow formdanych
ijezeli za nowe zmicenne wybicramy spdl-
zmiennikiliniowe; jezell zas wybieramy spél-
zmienniki kwadratowe, toliczba form stowa-
rzyszonych wynosi &} 10.

Kazdy niezmiennik lub s polzmiennik ukla-
dudanegomoze byé¢ wyrazony wymiernio (lecs
nie w funkcyach calkowitych) za pomoca form
stowarzyszonych przedstawienia typowego.



§ 7. — Przedstawienie kanoniczne form. 277

§7.
Przedstawrenie kanoniczne form.

Przedstawieniem kanonicznem form nazywa
sie takie przedstawienie, w ktérem liczba spélczynnikéw jest moz-
liwie najmniejsza; daje sie to uskutecznié¢ za pomocg odpowie-
dniego podstawienia liniowego (liczba spélczynnikéw podsta-
wienia liniowego jest 4, a wiec liczba, do ktérego zredukowaé
mozna liczbe spélezynnikéw, wynosi najwyzej 4).

Jezeli w szczegdlnosel nowe wprowadzone zmienne i nowe
sp6lezynniki sg spélzmiennikami i niezmiennikami formy. mamy
wtedy przedstawienie kanoniczne typowe.

1. Forma szeScienna.

Kazda forme szedcienng mozZna przeksztal-
cié wtensposdb:

— —]‘7—‘% (5% — &%)

T2

tu &, &, wyrazone przez x,, x,, sa dwoma czynnikami liniowemi
spélzmiennika kwadratowego A: A = —2&§,.
2 Forma dwukwadratowa
Kazda forma dwukwadratowa daje sig
sprowadzi¢ do postaci

4
2

f o E 4L (£ AE S
f==6&F 0m& &2+

Urp

gdzie m jest pierwiastkiem réwnania

% 2 (1-4-Bm?)?
7T 0 mr(l—m¥E

stopnia 3-go wzgledem m?; &, £, s3 czynnikami liniowemi jednej
z trzech form kwadratowych ¢, v, ¥, na ktére rozklada sie nie-
zmiennik rzedu 6-go (patrz wyzej str 268).
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Modul (rs) podstawienia

S == 1y iy R I
oblicza sig z wzora
e L+3m
(raff = S (1 - m?) e
gdazie ), ¢ nalezy obliczy¢ dla formy kwadratowe] ogdlnej (nie-
zredukowanej do postact kanonicznej).
Aby forma dwukwadratowa dala si¢ prze-
ksztaleié na forme &*-F&4 jest koniceznom, by j= 0,
3. Forma rzedu 3-go.
Kazda formarz¢du H-go daje sie praedstias
wi¢ w postaci:

ey (G—m 5N By (& =g &) By (& =iy &)

t.j. jako suma trzech poteg platyech (Sylvestor),
Hoset &, & sy dwoma spélzmiennikami liniowemi fory
rzedu H-go, o mianowicie spdlzmiennikami, ktdre oznaczamy
praes o, 0
==& jest spolzmiennikicm liniowym stopuia H-go
S B
My, My, My 88 plorwiastkami spolzmiennika szeseicnnego stopnia
3-go (ktéry ozmaczamy zwykle przcez j), ilosei & sy okreslone za
pomocy trzech zwinzkdw:

O == &
=L LE] 1 7%

Uy = by | ) B0 = L= ([ §")
3 oymy -t kymuy-{-leymy) BBY Ayy - o= () &V ED
10 (feymy® A Jeymg® -~} hyng®y B3 - 1, (s & &)™

strony drugio sy tu wyrazone jako nasunicein formy / ua hom-
binacyo liniowae & &, zas /! jost niczmicnnikiom, kidry otray-
mujemy, tworzae nasunigeio dragie spolanionnika kwadrato-
wego stopnia 8-go 4 na forme & :

L= (“)‘w $1)L"’ - 8y )y 51)"'-

Szezegdly znaledé mosa v Gordana (Invariantheoric),
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Jezeli j ma jeden pierwiastek podwdjny, ktory bedzie wéw-
czas pierwiastkiem réwnania ¢ =0, wtedy poprzedzajaca forma
kanoniczna nie jest mozliwa. Bedzie wtedy R2j = 6%. a kla-
dac dla symetryl d=17,, g==1%, otrzymamy forme kanoniczna
(Bringa 1786):

6 B = DBy" + 5 By tny — 14,90,
gdzie 4, B sa niezmiennikami formy rzedu 5-go stopni 4. 8. Pod-
stawiajic tu
5B = — 14 =1, X4 1,

otrzymujemy forme Hermitea

1

AV~X~EJ‘?
D]

4. Forma rzedu 6 go.
Forma ta moze byé¢ sprowadzona do postaci kano-
nicznej

wh = ot =t - duvw (w—v) r—0) (0—u),
gdzie w, r, wsa trzema formami liniowemi, 1 zas pier-
wiastkiem rdownania

|ty by, t,, wy—-1 |
‘ |
| 1 !
I Uy, tly, "y + ghy Uy |
I = 0.
tha, ty— 3 Gy, s !
ay—+24,  uy, (h, (g

Jezell niezmiennik stopnia 4-go
L@, a4, Uy, dg

i a,, thys Uy,  Ug |

jest zerem, wtedy forma rzedu 6-go sprowadza sig

do postaci
TR LI B
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O redukeyi formy 6-go rzedu do sumy czterech poteg széstych
patrz Salmon, Lessons, art. 246).

Tnne tormy kanoniczne w przypadku ogdlnym podali: Brilj
(Math. Ann. XX, str. 330), Brioschi i Maschke (Math., Ann,
XXX, str. 496, Ace. Lincei 1888, Acta math. XII). Forma ostatniego
jest postaci

2
@b+ agt+ pur, + p oty 40,

gdzie a, B, y, 0 sa czterema niezmiennikami formy; to przedstawienie
jest typowem 1 kanonicznem,

Inne jeszeze przedstawienie kanoniczne podal Briosehi (Ann. di
mat. XTI, 1883).

(o sie tyezy historyl teoryl niezmiennikow, powiemy, ze  jezeli
pominiemy pewne rozwiazania Gaussa i Liagran ge'a) ~wzigla ona
poczatek swego rozwoju od Aronholda, CayleyaiSylve-
stera. Potem Clebsceh i Goordan wprowadsili rachunek tak
zwany symboliezny i doprowadzili go do mozliwego rozwinigein; jakkol-
wiek pierwszy pomyslrachunkusymbolicznego, pod inna— co praw da—
forma, pochodzi od matematykow angielskich,

Szezegotowa historya teoryi niezmiennikdw miedei sie w pracy
Fr. Meyera (,Bericht ither den gegenwiirtigen Stand der Invarian-
tentheorie“, Jahreshericht der Deut, Mathem.-Vereinig, [, [892), prze-
ktad S. Dicksteinaw ,Pracach matematy ezno-fizyeszny ch® t, V1I,
VII, IN i X).

Najwaimiejszewi dzielami, trakiujacemi o teoryi niczmicnnikdw
sa: Salmon  Lessous to the modern  higher Algebre®,  Dublin
1850— 1885  (przeklad uniemiceki Fiedlera, Lipsk 18681877,
polski Sa gajly, w t. IT Algebry, Paryz, 1875): Briosehi, An-
nali di Tortolini, I, 1861: I"iedler, Lipsk 1862; Clo bhw e l, Bindre
Formen, Lipsk 1872; Fad di Bruno, Formes Dbinaives, Turyn
1876, przeklad niemiecki Waltera 1 Noethera, Lipsk [881;
Gordan, ,Invariantentheoriet, Lipsk 1887; K 1lis, [ Algebra of
Quantics, Oxford 1895,


Vereinig.il

ROZDZIAXL XIIIL

FUNKCYE ZMIENNYCH ZESPOQLONYCH.

§ L
Wiadomosei ogdlne.

Do prostoty i dogodnosei przyjmiemy, ze zmienna zespolong
r—+y przedstawia wedlug znanego sposobu punkt na plasz-
czyznie.

Zmienna zespolona X-¢ Y nazywa si¢ funkeya mon o-
geniczng (lub wprost funkcys) zmiennej zespolonej 7,
jezell X 1 Y sg (w pewnej czesci plaszezyzny, ktdrej punkty
maja za spblrzedne 2 1 y) funkeyami rzeczywistemi ci‘ayglemi dwu
zmiennych rzeczywistych s 1y,czyniacemi zadosé dwém zwigzkom:

2T Y Yy 23X (okreslenie

2y =7 Tz oy oz Cauchy'ego);

albo 1inaczej: jezeli w = X - 77 zalezy w pewnej czesci
plaszezyzny od z=x -4y w ten sposéb, iz stosunek odpowied-

nich przyrostéw, t. j. %;i, ma granice okreslong i jedyna, bez
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wzgledu na sposdb, w jaki Az dazy do zera, t. ]. bez wagledu na
to, w jaki sposéb punkt, przedstawiony przez zmienny zespolong
(r—FAz)+i(y+Ay), zbliza sia do punktu, przedstawionego
przez & iy (okreslenie Riemann a).

W § 3 podawmy definicye funkeyj analityczunych we-
dlug Weierstrassa.

Jezeli .\ ¥ sy tfunkeyami rzeczywistemi jednowarto-
seiowemil zmiennych oy, wtedy funkeya nazywa si¢ jedno-
wartosciowa. jednoznaczna, lub jednopostaciowy
monodromiczug lubmonotropowa)y; jozell zas sy to fun-
keye, majace wiecej wartosei, to funkeya o nazywa sig wielo-
zn: ¢zna. wielowartosciowa, lub wielopodstacio-
wa, (polidromiczng lub politropowa).

W praypadku prerwszym, jezeli dla wszystkich  wartoscl
lub wazystkich punktdw wewnagtrz uwazane] cuesel plaszezyzny
funkeya w jest skonczona, mamy tfunkeyg holomorticzny,
albo inacze] funkeyy o charaktoerze funkeyi calkowi-
t ej, albo wreszeie regnlarna (Weiorstrass).

Jezeli tomkeya w staje sie nieskonezony w jakims punkeie

=01’ lecz w ten sposob, Ze istnicje zawszo otoezonio tego pui-
" . L. .
ktu, wewnatrz ktorego funkeya just holomorliczng,  wiedy
w

funkeya w nazywa sie meromorficzua, a punkty, w kto-
rych stajo sie¢ nieskonezony, nazywaja si¢ biegunami.

Przypadkicm szezegolnyin funkeyi holomorficznej jost, fun-
keya wymierna, calkowita; praypadkiem  szezegdhiym
fankeyl meromorficznej jest funkeya w ymicrna; praypadkiom
szezegol ymo funkeyl monogenicziej jest funheya algebra-
lezna, ktdry mozun okreslic ogdluiej w sposdh nastepujaey .
Zalormy, ze pomigdzy ilosciami w i ¢ zachodzi mwiyzek catko-
wity wymierny ¢ (w,2)=0; wtedy @ bgdzie w ogdle funkeya
wicloznaczny zmiennej 23 fankeya wymicrna #o, &) dwu zanion-
nych @iz nazywa sig funkeyy algebraicsny ogdluy
zmiennej o Fankeyom algebraiczanym poswigeamy roz-
dziad NXV.

Funkeya monogeniczna nicalgebraiczna jest funkeysy prz o=
stepnay.
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Powiadamy, ze z=g¢ jest pierwiastkiem lub ze-
rem rzedu & funkeyi jednoznacznej f(2), gdy f(a)=0, oraz
fi2) o e o ) .. , .
gdy e ult nie staje si¢ ani zerem ani nieskonczonoscia dla

zZ =a.

Powiadamy, Ze z=oco jest pierwiastkiem lub ze-
rem rze¢du k& funkeyi jednoznacznej f(z), gdy f(co)=0
nacdto &*f(2) nie staje sig ani zerem, ani nieskonczonoscia dla
2 == ©O.

Nazwieniy puukt =« biegunem rzgdu k funkeyi f(z)

. 1 .
gdy tfunkcya 7ie) ma w punkcie z=u punkt zerowy rzedu
k-tego  Jezeli w jest funkeys jednoznaczng zmiennej z, wtedy
tak czesc jejrzeczywista XN jakispdlezynnik
czesciurojonej, tj. Y, czynig zadosé rdwnaniu
rozniczkowemu (Laplace’a)

2
-+ i 0.
C‘[/"

a2

Kazda funkeya dwu zniennyeh rzeczywistych «, g, czy-
nigea zados$ ¢ réwnaniu Laplacea, nazywa sie funkoeoys
potencyalng lub funkcya harmoniczna.

Odwrotnie: jezell X, ¥ sg funkcyami cig-
glemiilosci e, yileczynig zadosé powyzszemnu
rownaniurdzniczkowemu, to moga one stano-
wi¢ czegsé rzeczywistyl spoleczynnik czedcl
wrojonej funkeyijednoznaczne].

Jezeli czesé rzeczywista zmiennej w jest
dana, tomozna wyznaczyé czgsé caysto uro-
jona (zdolgczeniem stalej dowolnej).

Jozell znanym sposobem przedstawimy za pomocy punktow
na plaszezyznie (w) wartoscl zmiennej zespolonej w, to ustano-
wimy odpowiedniosé pomiedzy punktami plaszezyzny w a pun-
ktawi plaszezyzny . Mdwimy wtedy, ze plaszezyzna z jest
odwzorowana naplaszczyznie .
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Rozpatrzmy czesé plaszezyzny z, na ktdrej funkeya w jest
funkeya jednoznaczna: punktowl z odpowiada punkt o;
linii ciaglej w obszarze zmiennej z odpowie linia ciagla w ol-
szarze zmiennej «. Odwzorowanie posiada wtedy nastepujacy
wazng wlasnosé.

Kat miegdzy dwiema liniami, spotykajay-
cemisignaplaszczyznieez réwna sie katowi
pomiedzy odpowiedniemi liniami na plasz-
czyznie w.

Takie odwzorowanie nazywa sie podobnoem (conforme,
patrz ,Geometrya rézniczkowa*) 1 odpowiada przeksztaleeniu,
zwanemu ortomorficznem (Cayley)

Tréjkat nieskonczeniec maly na plaszczy-
Znie z jest (pomijajac nieskonczonic male
rzedéw wyzszycl) podobny doodpowiedniego
trédjkatunieskonczonostkowego na plaszeany-
Znie 2.

o

W punktach, w ktérych jest e

= 0, odwzorowanie po-

dobne staje.

Linie plaszezyzny 2, dla ktoryeh N==statoj, nazywajy siq
lintami poziomemi, 1o dla ktérych Y==stale] liniaani
pradu (przeplywu), obic -liniami rdwnego poten-
cyatu (ekwipotencyalnemi).

Linie poziome sy prostopadle do linij
przeplywu

Zamiast na plaszezyznie, mozna zmienna zespolona praed-
stawié na kuli, rzucajyce steveograticznie punkty plaszezyzny na
kule. Otrzymujemy wtedy te dogodnosé, ze punkt w nieskon-
czonodel staje sie jedynym punktem na kuli,
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Sczeregi potegowe zmiennyeb z~spolonyeh.

Szeregi potegowe zmiennych zespolonych.

O dzialaniach na zmiennych zespolonyeh, mianowicie o do-
dawaniu, odejmowanin, mnnzeniu, dzielenin. podnoszeniu do po-
tegl rzeczywiste] mowilismy jnz w rozdziale I-ym; funkeye al-
gebraiczne tej zmiennej okreslilismy w § 1 rozdzialu niniejszego.
Puzistaje jeszeze rozpatrzenie podnoszenia do potegi zespolonej,
logarytmu, funkeyj trygonometrycznych zmiennych zespolo -
nych i t. p., co pozwoli nam na wprowadzenie funkeyj przestep-
nych tych zmiennyeh. W tym celu zajmiemy sie najprzéd sze-
regami, a mianowicie szeregami potegowemi.

Okreslenie szeregdw o wyrazach zespolonych podalismy
wyzej w rozdziale IV ym.

Okreslenia 1 twierdzenia zasadnicze o szeregach funkeyj
zmiennych zespolonych sy analogiczne do okreslen 1 twierdzen
o szevegach funkeyj zmiennych rzeczywistych. W tenze sam
sposob okreslamy zbieznos¢ 1 zbieznos¢ bezwzgledna; nalezy
tylko wszedzie w okresleniach dawniejszych przez wartoseé
bezwzgledna rozumieé to, co nazywa sie¢ modulem
lub wartoscia bezwzgledna liczby urojonej (patrz Rozdz. 1, § 2).

Obszarem zbieznosel takiego szeregu jest nie juz odcinek
proste], leez pole ptaskie.

Rownozbieznos¢ danego szeregu funkeyj zmiennej
zespolonej okreslamy w ten sposéb: zachodzi ona wtedy, gdy
dawszy sobie ¢>-0, mozna znales¢ takie n, ze dla kazdego m>n,
reszta [, (2) szeregu ma modul mniejszy od o, dla wszelkiej war-
toscl 2 w obszarze zbieznosel :

Rozpatrziny szereg poteg calkowitych dodatnich zmicnnej
zespolonej 2, t J.

A e ol B i el T
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Jezelidla z=2, moduly rézunych wyrazidw
szeregu potegowego pozostajag mniejsze od
liczby A, wtedy dla kazdej wartosci s, ktérej
modul jest mniejszy od z, szeveg potegowy
jest zbieiny bezwzglednie. a wige niczaleznie
od porzadku wyrazdw.

Jezeli dla 2=z, szereyg jest zbiczny nie
bezwzglednie, wtedy dla kazdej wartodei g
omodule mniejszym niz modud 5, szereg be-
dzie zbiezny bezwzglednie, a dla kazdoj war-
toscizomodnle wiekszym od modulu g, bedzie
rozblezny.

Obszar zbieznosci szeregn potegowego
tworzy kolo, ktdrego srodek znajduje si¢ wpo-
czatkun spdélrzednych. Na punktach okregu
tego kolaszeregmoze by¢ zbieznym bezwzgle-
duie, zwyczajnie, albo tez by¢ rozbiecznym.
Moga byé¢ szeregizbiezne jodyniec zwyczajnie
dla wszystkich punktdw okrggu (Pringsheim,
Math. Ann. XXV).

Jezell spolezynniki a, ay, ay ... szerogu

potegowego sy takie, ze poczywszy od pewne-
% !'L"'} k } . .

goskaznikan, stosunek ———r dajo sigroz-

(lw'] A
wingé naszeregi typu:
e L] fu o -} ¥ -

]

0y 41 N n*

to koto zbieznodci szeregu potggowego ma
promienréwny L. W punktach okreguszereg
jestrozbiezny. jezoli > -0; jest zwyczajnie
zbiezny (wyjawszy dla z=1); joezeli 0 _-py - —1
jest bezwuzglednie zbiezny, jezeli p  —1;
(Twierdzenie Woierstrassa, Crollo, [.]).

Suma szeregu potggowoego jost funkeys
ciggla zmiennej ¢ dla kazdego punkiu wao-
wnatrz kola zbieznodel.
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Granica dla =0 sumy wyrazéw, poczaw-
szy od wyrazu n-tego (n>>1) szeregu potegowego
zbieznego, jest zerem.

W kole, znajdujacem sie calkowicie we-
wnatrz kola zbieznosci szereg potegowy jest
réwnozbiezny.

Jezeli dwa szeregi potegowe majg toz-
samo kodo zbieznosciijezeli dla kazdejlicz
by dodatniej o znales¢é mozna taka war-
tos¢ z o module mniejszym od ¢, ze warto-
$ciobnszeregdw bedgréwne dla tej wartoseci
z.to wtedy spdélczynniki odpowiednie obu sze-
regéw sg rédwne. Twierdzenie to utrzymuje sig 1 wtedy,
kiedy oba szeregi maja skonczong liczhe wyrazéw z pote-
gami ujemnemi calkowitemi

Pochodna szeregupotggowego jest suma
pochodnych jego wyrazdédwimatosamokolo
zbieZznoscicoiszereg dany.

Szereg poteg ujemnych, jezeli jest zbie-
zny dla wartosci z, zmiennejz to jest bezwa-
runkowo zbieZzny dlakazdej wartosciz kto-
rejmodul jestwiekszy od mod z,. Obszar zbie-
znoscitakiego szeregu przedstawia cala pla-
szcezyzna,po wylgezeniu z niej pola kota, ktérego
§rodek znajdujesie wpoczatkuspdlrzednych.

Jezelliszereg poteg dodatnichiujemnych

-+ o0

t.j. X,z jest zbiezny dla 2=z, to z dwu sze-
- 00

(o) o0
regow 2(.:14,.3“, 21](,4_,,:"", pierwszy bedzie zbiezny

bezwzglednie dla kazdej wartosciz ktérej
modul jest wiekszy od mod z. Obszar zbiez-
nos$ci uwazanego szeregu stanowi wogéle pier-
scien kolowy, zawarty pomigdzy dwoma ko-
Yami, majacemi §rodek w poczatku spéirzed-
nych, W szczegdlnoéciobszarem tym byé mo-
ze cala ptaszczyznalubtylko punkty okregu
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Jezeli dwa szeregi potegowe (0 potegach
dodatnich i njemnych) majag ten sam obszar
zbieznos$ci,w ktérym istnieje przynajmmniej je-
den punktctaki, zegdy opiszemy okolto tego pun-
ktu, jakosrodka, koloodowolniemalym pro-
mieniu, bedziemy mieli zawsze wewnagtrz te-
go koltataki punkt 2, ze wartosci obu szere-
géw dla z=272 bedgréwne, wtedy spélczynniki
odpowiednie obu szeregdéw muszg byérdwne.

Jezeli mamy nieskonczong liczbe szeregdw
potegowych bezwzglegdnie zbieznych w obsza-
rze, zawartym pomiedzy dwoma okregami;
mianowicie:

Tcc
f(z) = Zam,/t Zn’
—cec

1 szereg

jestrownozblezny wtymze obszarze, wtedy
szereginieskonczone

Wy + Q1 _l_ 2n _I" -

sg zbiezne dla kazdej wartoscin, a oznaczyw-
szy ich wartos$ciprzez a, bedziemy mieli:

- ce e
Sz, =23 fm (3)7
—cC n=—\

(Twierdzenie Weierstrassa, Berl. Akad. 1830; Stolz, Math.
Ann. XXTV).

Jezeli szereg poteg calkowitych dodat
cC
nich Xa,2* jest zbiezny dla wszystkich pun-
9
ktow 2’ kola ze srodkiem w poczatku spélrze-
dnych, tosume tego szeregu mozna wyrazi¢

Za pomocy szeregu poteg, odniesionego do pun-
ktu 2’ 4 i.
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1@ =+ Y L oy,
1

a obszarem zbiezZnoscitego szeregu bedzie
kolo. opisane okolo punktu z.

Jezell 2’ jest punktem okregu pierwszege kola o promieniu
R 1 jezell on porusza sie na tym okregu, to promien zbieznosci
£2" druglego kola bedzie sig zmienial i bedzie mial swoja granice
WYZsza.

Warunkiem koniecznym i dostatecznymna to,
aby R bylo prawdziwym promieniem zbieznosci
szeregu plerwszego, jest, by ten szereg nie
byljuzzbieznym dla punktu zewngtrz kola
opromienin /fiaby granicanizsza dla B’ byla
zZerem.

Jezeli granica nizszg dla R’ jestr, wtedy
prawdziwym promieniem zbieZnosci plierwszego
szeragu jest K+

Jezeli wezmiemy ' na obwodzfe pierwszego kola lub
blizko obwodu, to drugl okrag bedzie mdgl obejmowaé punkty,
nie zawarte w pilerwszym.

Jeszcze o definicyi funkeyj zmiennych zespolonych. Funkcye
analityczne Weierstrassa.

Funkeye zmiennyeh zespolonych okredlilismy wyzej sposo-
bem szezegdlnym i otrzymalismy t.z. funkcye monogeniczne
Wiasno$é zasadnicza tych funkeyj polega na tem, ze w kazdym
punkecie maja one pochodng jedyna, t. j Ze gra,niea. stos1'1nllm
przyrostGw nie zalezy od sposobu, w jaki przyrost zmienne] nie-
zaleznej dazy do zera.

Pascal. Rep L 19
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Lecz moznaby oczywiscle rozwazalé funkeyq zmiennej ze-
spolonej z punktu widzenia ogdlniejszego: mnozZna mianowicie
powiedzie¢, ze zmienna rzeczywista lub zespolona jest funkeyy
zmiennej z==r--{y, gdy dla kazdej wartosci z (w pewnym
obszarze) ma wartos¢ oznaczony.  Wtedy wszeika funkeya
rzeczy wista lub zespolona dwu zmiennych o, y moze byd¢ uwa-
zana za funkeye zmienne] zespolonej; @dyz dawszy sobie o,
mamy jednoznacznie wartosé . oraz wartose¢ y, a stad 1 wartosé
funkeyl zimdennych @ 1y, Pozostaje jeszeze zbada¢ waranki,
przy ktorych tak okreslona funkeya jest clagla 1 ma pochodng,
W ten to sposdh ogdlny mozna wprowadzié do analizy funkeyoe
zmiennych zespolonych (patrz np. Stolz, ,Vorlesungen iiher
allgemeine Arithmetik* 11, oraz ,Grundziige der DUl and Tote-
gralrechnung® 11, Lipsk, 1893). Wprowadzajac nastepuie vdz-
niczkowalnos¢, praychodzimy do funkeyj monogenicznych:
dla pozyskania tedy funkeyj monogenicznych wprowadzamy po-
jevie rézniczkowalnose, leez nie wprowadzamy przaed-
stawilenia analitycznego, od ktdrogo o pojecia funkeya
monogeniczna jest jeszeme niezalezna.

Lievz wtody powstaje mysl postgpowania odmiennego, t. j.
uprzedniego wprowadzenia drugiego pojecia, aby dopiero z niego
wyplywalo pojecio pierwsze.  Dochodzimy tym sposobem do
funkeyj monoge nicznych analitycznych Waoicerst rassa,

Nrechaj bedzie szereg poteg catkowityeh dodatuich iloscei
z—2zy; jego prawdziwe kolo zbicznodei okoto punktu 2, niechaj
ma promien £ Wezmy na okrggu punkt £, i przchsztatomy
szereg wa Inny, odniesiony do punkiu zy (patrs § 2).  Niechaj
promien nowego kola zbieznosei hedzie Ry (zaldzmy, 2o jost on
rozny od zora); tym sposobem rozszerzamy funkeye pierwotng
na obszar, ktorego szereg pierwotny uie obejmowal.  Dla tych
punktéw szereg nowy jest dalszym ciggiem anali{ycz-
nym lub przeprowadzenicmanalitycznem picrwszego,
Tak postepujae, mozemy przeprowadzié funkeye w obszar
rozleglejszy. Ogol tych wszystkich funkeyj, ktore pracdsia-
wiajy te rozne szeregi  stanowi funkeye jodyna, ktors, wedlug
Wolerstrassa, nazywamy funkeyy, monogoniczng
analityczung vozniczkowalnodé jej jest zapowniona skui-
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4

kiem rozniczkowalnosci szeregu potggowego, Jest jasnem, ze
wyblerajac odpowiednio rézne srodki réznych kél zbieznoscr,
po sobie nastepujacych, mozna wyobrazic sobie rézne drogi,
prowadzace do tego samego punktu. Jezeli na kazde] z tych
drég dochodzimy zawsze do te] same] wartosel funkeyi, ta funk-
cya bedzie jednowartosciowa; w przeciwnym razie bedzie
ona wielowartoscio wa.

Szereg pilerwotny, dajacy poczatek wszystkim innym sze-
regom, rozszerzajacym kolejno obszar pierwotny, nazywa sie
elementem poczgtkowym lub pierwotnym fun-
keyianalitycznej. Jezelitu i owdzie na pewnej linii
przeprowadzenie nie jest mozliwe, wtedy mamy funkcye
oobszarze osobliwym

Funkeya analityezna w pojmowanin powyzszem jest oczy-
wiscle zarazem funkeys monogeniczna w tem znaczeniu, o jakiem
mowa w § 1. Naodwrdt, funkeya monogeniczna w tem ostatniem
znaczenin niezawsze jest funkeys analityczng; moze ona (jak to
zobaczymy) daé sie rozwingé na szereg potegowy W otoczeniu
pewnych punktédw 1 wtedy obszar jej zbieznosel przypada w ob-
szarze zbieznoscel funkeyl analitycznej. Lecz moze sig zdarzyé:
albo ze ta tunkcya analityczna nie daje sig przeprowadzi¢ po za
ten luh 6w ohszar, chociaz funkcya po za tym obszarem istnieje;
albo tez,mimo ze daje sie przeprowadzié, nie daje wszakze wartosci
rownych wartosciom funkeyi zewnatrz obszaru.

O funkeyach analitycznych Weierstrassa cytujemy prace
nastepujace: Weierstrass (Functionenlehre, Berlin, 1886)
Pincherle (Giorn. di Batt,, XVIII), Biermanun (Analytische
Functionen, Lipsk, 1887), Puzyna (Teorya funkey] analitycznych,
t. I, Lwdw, 1898).

Przyklady, odnoszace sig do uwag w ustepie poprzedzajacym,
zuajdujy sie u Tanneryego (Berl. Akad. 1882), Schrodera
(Schlom. Zeitsch, 1876), Pringsheima (Math. Ann. XXII, 1883)
1 innych.

Funkeyami o obszarach osobliwych zajmujg sig gléwnie: P oin-
caré (Acta Soc. Fennicae, 1881), Appel (Acta math. I, 1882,
Goursat (Comptes rendus XCIV, 1881, Bulletin des sciences math.
XI, 1887), Lerch (Rozprawy Czesko - Krél. Tow. nauk w Pradze,
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dze, 1887, Dziennik Teixeiry 1892), Stioltjes (Bull. des seicnees
math., XI, 1887) Krygowsk: (Bull, de la Société math, de France,
1897, Prace mat.-hz. IN, 1898).

q t.

Najprostsze funkcye przestgpne.

Funkeya 2, gdy 2 jest liezby zespolona, o kraesla sie przez
Szereg

zhiezny dlu kazdej wartosei 2.

Wiasnose glownate] funhkeyi «.e¢v - ¢
utrzymuje sie tuboz zmiany, jak rdwnioz wla-
cn O
Snosé T
3

Fankeye sin z, cos 1, gdy 2 jost lezba zespolony, okreslajy
slg przez wzory:

A k3 -

sin 2 == 2 31 | S s
2¥ 2

o8 g e |- 01 | o

Twierdzonie o dodawaniu tfunkeyi ,wsta-
wu' i ,dostawa 1 twierdzonia z niem zwia-
zane, pozostajg bezzmiany i dla argumoentow
zespolonyecl.

Wzorem zasadniczym jest wzdr:

g% tlm= g4 (Cos b - {sin b).
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Funkcya e jest peryodyczna, t.j. nie zmie-
niaswejwartosci jezeli zpowiekszamy o 2kai
(b jestliczba calkowita jakgkolwiek).

Kazdy pierwiastekréwnania ¢é=4--iBna-
zywa sig logarytmem neperowym liczby ze-
spolonej A+¢B. Réwnanie tomanieskoncze-
nie wiele pierwiastkéw, ktére sag w ogdle
wszystkie zespolene; jeden znich otrzymuje-
my zdrugliego, dodajac liczbe postaci 2k=i
tk caltkowite), Mozemy nazwaé wartoscia gléwna
logarytmu neperowego wartosé, w ktérej spélczynnik przy i
jest zawarty miedzy —az a +=n (wlaczajac: ~=); oznaczamy
ja przez log. (4 44 B).

Funkcye «tyokreslamy za pomoca wzorn
o = elog ut2ime)

W ten sposéb a° moze mie¢ w ogéle nieskonczenie wiele warto-
$ci; uwaza¢ bedziemy tylko wartodé, odpowiadajaca wartosc
k=0 inazywaé¢ ja bedziemy wartoscia gldwna po-
tegl .

Jezell polozymy z = x + 7y, a = g (cos a -} isin a), bedzie

@ = g[cosz (a+2km +isinz(a+2km) |

> e~veta) | cos (y log, o+ i sin (ylog.) |-

Jezeli przez «° rozumiemy jedynie wartosé gléwng, wredy
«* nie czyni juz zados¢ wszystkim gltéwnym wlasnosciom poteg,
t. j. zwigzkom:

. ot = a7t (@7 )r=u*, logw =zloga,

gdyz wartosé gléwna np. wyrazenia (o) jest jedny z wartosel
wyrazenia ¢, lecz nie jest jego wartoscia glowna.

Co do réZnych okreglen funkeyj wykladniczych i logarytmowych
patrz: Dur & ge, Theorie der Functionen, Lipsk, 1864, rozd. V; Briot
et Bouquet, Fonctions elliptiques II; Stolz, Arithmetik I, it. d.
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§ .
Granica, ciagfo$é, rozZniczkewanie i catkowanie w obszarze zespolonym,

Okreslenie 1 twierdzenia zasadnicze, odnoszace si¢ do gra-
nic 1 eigglosel, pozostajq bez zmiany dla funkeyj zmiennych ze-
spolonych.

Pochodna, jak powiedzelismy, okresla sig, jak zwykle,
jako granica stosunku przyrostow 1 mozna dowiese, ze twierdze-
nia, odnoszace sig do sumy, loezynu i ilorazu, tunkeyi zlozonej,
funkeyi odwrotnej i t. d.. pozostaja bez zmiany, jak rowniez
prawidla, odnoszace sie do rdéimiczkowania funkeyj elemnen-
towych

(todnem jest uwagi twierdzenic:  Istunienie piorw-
szej pochodnej funkceyi zmiennejzospolonej
pociaga za soba istnienio pochodnyeh wezel-
kiego rzedu.

Jezelitunkeya jednowartoseiowa jest ze-
rem rzgdn/l wpunkeio (nie znajdujacym sig
w nieskonczonosei), to jej pochodna jost ze-
remrzedul I jezeli punktom tym jest nie-
skonczonosé, wtedy pochodna dla 7z~ ¢ hedzie
verem rzedu A+ 1.

Jezeli funkceya jodnowartosciowa ma bie-
gunrzedu /s wpunkeie, znajdujacym si¢ w od-
leglosciskonczonej, to pochodna joj ma w tym
punkeie biegun rze¢du k-f 1; jezoll tym pun-
ktem jest nieskonczonosé, to poehodna ma
wnim biegun rzgdu b — L.

Podamy kilka spostrzezen, odnoszaeyceh sie do calkowania,

W przypadkn zmiennych rzeczywistych droga eatko-
wania jest z gory ustalona przez to, ze zinienna przebiega zaw-
sze po osi odeigtych. Wezmy taraz dwa punkty na plaszezy-
Znie zespolonej i polgezmy jo linig.  Podzielmy (o linig na n
ezesel 1niechaj 8y, 0y, . . . oznaczajq rdznice pomiedzy wartodeia-
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mi zmiennej zespolonej, odpowiadajacemi kolejnym punktom
podzialu Niechaj fi. f, . .. oznaczaja wartosci funkeyi f w pun-
ktach, znajdujacych si¢ pomiedzy temi punktami podzialu. Gra-
nica sumy X/, d,, W zalozeniu, ze 4. 6,. ... daza do zera, gdy
n rosnie do nieskonczonosci, jest calka okreslong funkeyi.
Jezeli zmieniamy granice gérng calki. mamy funkecye calko-
wa. Otéz tu ujawnia sig fakt nowy. jakiego niema w przypad-
ku zmiennych rzeczywistych, t. j. zZe do kazdego punktu dojsé
mozna w nieskonczenie wielu kierunkach, gdy tymeczasem
w przypadku zmiennych rzeczywistych dochodzi sig do pewnego
punktu, wychodzac zinnego, tylko w jednym kierunku (jezeli
wylaczymy przejscie przez nieskonczonosé.

Calka funkcyli monogenicznej jest rdw-
niez funkcya monogeniczna. Bedzie ona jedno - lub
wielowartosciowa, stosownie do natury funkcyli danej.

Jezeli funkcya dana jest monogeniczna,
jednowartosciowa i holomorficzna wobsza-
rze jednoobwodowym, to calka jej ma zaw-
sze w danym punkcie jedne wartosé, niezalez-
nieod drogi, ktorg do tego punktu dochodzimy.
Twierdzenie to zawdzigezamy Cauchy'emu: powrdcimy do
niego w paragrafie nastepnym, w ktérym podamy rézne twier-
dzenia, odnoszace sie do funkcyj monogenicznych.

of

6.

Rézne twierdzenia o funkcyach monogenicznych, holomorficznych

i meromorficznych.

Funkcya holomorficzna w danym obszarze
nie moze mieé wszystkich pochodnych réw-
nych zeru w pewnym punkcie niebgdac w ca-
lymtym obszarze iloscig stala.
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Funkcya holomorficzna w danym obsza-
rzeistala dla wszystkich punktdw linil chos-
bynajmniejsze], jest statag wealym obszarze,

Funkecya holomorficzna wdanym obsza-
rzema wszystkie pochodneréwniez holomor-
ficzne.

Funkcya holomorficana wobszarze skon-
czonym ma skonczong liczbe zer stopnia skon-
czonegoicatkowitego.

Jezelifunkeya jest meromorficzana w pe-
wnym obszarze toanionasama, aul jej pocho-
dneniemogg znikad¢ w punkceio.

Funkcyameromorficzna w obszarze skon-
CzZONym mapierwiastkdw 1 biogundéw Iwzbe;
skonczona i wszystkie one sy stopnia skon-
czonegoicatkowitego

Funkeya meromorficzna w danym obszavzo
réwna sie funkeyl wymiornej, powigkszonej
ofunkcye holomorticznyg w tymze obszavze
Jezoli ay, a,, . .. sy biegunami funkeyi danoj, to vozlozywszy
funkeye wymierng ua wamki proste (patrz Rozdzial 1), wyra-
zimy ja w ten sposib:

B, R
(x— “ )" i +('J'-——w,)‘a et J—(ly e s

gdzie state 4, By, . ., bedaee lieznikami Wamkow, ktovyeh mia-
nownikl sg plerwszeiml potggami dwunmiandw o =, &'=—(y, . . . .
nazywaja sig¢ pozostalesciami (residua) funkeyi
(Cauchy).

Funkcya holomorficzna na catej plassz
czyznie, ktérej modul jest wszedziomnicj-
szy od liczby danej, jest ilosciy stalsg.

Funkcya holomorficzna na calej plasz-
czyznie, majgca jako jedyuny biegun z=ou,
jest funkcya wymiorng calkowity
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Funkcya meromorficzna na calej plassz-
czyznie (1 dla #2=o0) jest funkcyg wymierns, mo-
ze wigcmieé tylkoskonczong liczbe pierwiast-
kdwibiegundw stopniaskonczonego.

Jezeli funkcya f(2) jest holomorficzna

wobszarze jednoobwodowym, to caltka /}"(z)dz.

wzlgta po krzywej zamknietej Wewn@tfz tego
obszaru, jest zerem. (Twierdzenie Cauchy’ego).
Przy zatozeniach twierdzenia poprzedza-

jacego,catka /f(z)dz ma wartosé zalezng jedy-

nie od granic a niezalezny od drogicalko-
wanla.

Jezeli funkoeya f(2) jest holomorficznag
w obszarze o obwodzie zespolonym, to caltka
’f(z)(l:, rozciggnieta od jednego punktudo dru-

giego, atakze od punktu do tegoz samego pun-
ktu polinii zamknigtej, zachowuje wartose
stala przy zmianie drogi calkowania wtedy,
gdy nowa droga daje sig sposobem cigglym
otrzymaé¢ z dawnej 1 gdyna wszystkich sta-
dyach odksztalcenia pozostaje wewnatrz ob-
szaru, niespotykajacnigdzieobwodu.

Méwimy, ze zmienna przebiega obwdd w kierunku d o d a-
tnim, jezeli podczas przebiegu pozostawia obszar zawsze po
stronie lewej.

Jezeli funkcya jest holomorficzng w ob-
szarze, majgcym postacé pierscienia, t. J. w ob-
szarze o dwéch obwodach, z ktérych jeden
znajduje sig wewngtrz drugiego, wtedy calka
jej,rozciggnieta w kierunku dodatnim po ob-
wodzie zewnelrznym, réwna sie calce, rozcla-
gnietej w kierunku ujemnym po obwodzie we-
wnetrznym.

Jezeli funkcya jest holomorficzna w pe-

¢
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wnej czgsci plaszczyzny oobwodzie pojedyn-
czym, to jej wartosé wpewnym punkeie ¢ daje
ste wyrazi¢ w ten sposdb:

. L fe)
[la) = Dor / J18) dz,

gdzie catka jestrozeiagnigta wkiorunku do-
datnim poobwodzie pola.

Jezeli funkceya [(z2) jost meromorticzna
wobszarzo o obwodzie pojedynezym, to calka

7)) de
Rt 7) //( ) 42,

«

wzigta po obwodzio w kierunkun dodatnim, rd-
wna sig sumic pozostatosci funkeyj wzgle-
dem biegundéw, znajdujaueych sie w obsza-
% 6.

Jezell funkeya [(z) jost moromorticzna
wobszarze i joazoell m, me. ...88 rz¢dami jej zor,
Mo, Moy, Tzedamijejnioskonczonosel, wiedy
1 ‘ f(2)

¥, N
gL e (2 ez Mg — XN,

ft2)

gdzie calkarozeiygasig poobwodziec obszarn
w kierunku dodatnim. Toz samo twicrdzenie mozna
wypowiedzie w ten sposib:

Jezeli funkceva f() jost meromorficzna
wobszarze o pojedynezym obwodzic i jezeli
wychodzge z pawnego punktuobwodu, przobie-
gamy go w kierunku dodatnim i obliczamy
zmiane, jakioj wsposdb ciggly doznajeargu-
ment, gdy powracamy do punktu wyjscia wte-
dyrdéznica pomigdzy temi dwoma argumenta-
mi jest wiclokrotnodcig liczby 27 n mianowicie
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réwna sie 2km, gdzie k= Imy—m, (Casorati, Teori-
ca, etc., str. 430).

W funkeyi meromorficznej na calej pla-
szczyznie liczba zer rd6wna sie liczbie nie-
skonczonosei, jezelizerolubnieskoficzonos$é
rzedu ¢ nwazamy za zjednoczenie ¢ zer lub
nieskonczonosci Stad otrzymuje sig latwo twierdzenie
zasadnicze algebry, ze wielomian wymierny ma tyle pierwiast-
kéw, ile wynosi jego stopien.

Funkcya holomorficzna w kole, ktédrego
$rodek jest w punkcie 2z, daje sie rozwingé¢
naszereg wedlug poteg calkowitych dodat-
nich dwumianu z—z, zbiezny wtem kole. Sze-
regten mozna napisa¢ w postaci, nadanej mu
przez Cauchy’ego (Ace. Tor., 1831-2, Comptesrendus 1846).

o L [ flads | L (" f(2)ds
1) —§;z_lf z—e, T(U—ZO)E’E_&./ (2—2z,)?
. | f(&)dz
(z—2,)~ EIETRT : °
te=agh] — o=t

gdzie calkirozciggajasie wkierunkudodat-
nim po obwodzie kola lub po jakimkolwiek
obwodzie spélsrodkowym, zawartym w obsza-
rze. MozZna ten szereg przedstawié tez w po-
stacli wzoru Taylora-Maclaurina:

£ =fa) Fe-z) L0l 4o L8 4

1.2

Jezeli funkcya jest holomorficzna w ob-
szarze plerscieniowym, zawartym pomigdzy
dwoma kolamispdélsrodkowemio srodku 2. to
dajesigrozwinagé naszereg, postepujgcy we-
dlug poteg dodatnich i njemnych dwumianu
z2—z,, zbiezny wtem polu Otrzymujemy wtedy
szereg Liaurenta (Comptes rendus 1843, t. XVII, str. 939)
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+ 9
. 1 e oW "f(2) ds
fie) = D 77 (e=2,) /(zw—zo)“ ?

gdziecalkarozcigga sig wadluz jednego z ob-
woddéw w kierunku dodatnimlub wzdluz okre-
guspolsrodkowegoizawartego w pierscienin,
ograniczounym dwoma okregami

ur

8.
Punkty osobliwe istotne.

Niechaj bedzie funkeya dana na cade] plaszezyzuie; jezell
funkeya ta, nawet w nieskonczonoscei, nie posiada innych pun-
ktéw osobliwych procz biegunow (t. j. punktdw, w ktdryceh od-
wrotnosé jej pozostaje jednowartosciows 1 jest zerem), 1. j. jezeli
jest funkeyyg meromorficang na cale] plaszczyznio (pordw. § 1),
wtedy, jak wiemy, jest funkeys wymierng.

Jezell mamy funkeye przest¢puny, okreslong dla calej
plaszezyzny, to muszy istnied takio punkly, w ktdrych ani ta
funkcya, ani jej odwrotnose, nie pozostajy jednopostaciowemi;
takie punkty nazywaja sie istotnio osobliwomi. Zo mogy
istnie¢ punkty, majace taks wlasnose, okazujo odrazu rozwaza-
nie jednej z najprostszych funkeyj przestepnych, mianowicie
funkeyi wykladniczey.

Jezelipewien punkt jost punktem osobli-
wymistotnym funkeyi, to punkt ton jest za-
rozem punktem istotnie osobliwym jej odwro-
tnoscl.

Granica funkeyi, jozeli zmienna jej zbli-
zasigjakimkolwiek sposobem do punktu isto-
tnie osobliwego, jest nieoznaczona.

Przy zblizaniuzmiennej do punktu isto-
tnie osobliwego mozna sprawié, by modul réz-
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nicy pomigdzy wartosciag funkecyi i jakakol-
wiek dang wartosciag 4 byl mniejszy od wszel-
kiejiloscidanej dowolnie

Jezelidamy 4,tomozemy wogdleznalesé
wotoczeniu punktu istotnie osobliwego nie-
skonczenie wiele punktéw, w ktérych war-
tosé funkcecyirdwna sie 4; moga wszakze ist-
nie¢ dwieinie wigcej niz dwie wartosel wy-
Jatkowena 4, dla ktérych niema wotoczenin
punktu e zadnego takiego punktu, wktérymby
wartosé funkceyi byla A. (Twierdzenie Picarda, Com-
ptes rendus LXXXVIII, LXXXIX: Ann. de I'Ecole Normale
1850; Traité d’Analyse, t. IT, str. 1221

Wedlng tego ostatniego twierdzenia punkty istotnie oso-
bliwe dziela sie na trzy kategorye:

1) punkty, dla ktérych wartosel wyjathowe A, o ktérych
mowa wyzej, nie istnieja;

2) punkty, dla ktorych istnieje jedna taka wartosée wy-
jatkowa. Takim naprzyktad jest punkt =0 dla funkcyi

1

sin -

U')——‘

a wartosciy wyjatkowa 4 w tym przypadkn jest 4=0;
3) punkty, dla ktorych istnieja dwie wartosci wyjatko-
1

we .. Takim jest punkt z=0 dla funkeyi e?, a wartosciami
wyjatkowemi sy 1=0, A=oc0.

Funkcya jednopostaciowa, majgca nieskon-
czenie wiele biegundw, ma, jako punkt istotnie oso-
bliwy, punkt graniczny biegundw

Funkeya, nie majaca bieguna w odleglosci skonczonej na
pmbzuyznie, jest funkcys calkowits lub holomorficzng na cale;
plaszez yAme oprocz w punkue nieskonczonym Jezeli w nieskon-
czonosel nie ma bieguna, to nie moze by¢ wielomianem calkowi-
tym: jest funkcya przestepng catkowita 1 ma
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w nieskonczonodci puukt istotnie osobliwy. Fun-
kcya {aka daje sig rozwingé na szereg poteg cal-
kowitych dodatnich, zbiezny dla kazdego punktu
plaszczyzuy.

Funkeya taka moze mie¢ nieskonczony liczbg
zer w odleglosci skoficzonej.

Jakie jest wyrazenic ogdlne takiej funkeyi, majacej zera
z géry dane? Na pytanie to odpowiada stawne twierdzenie
Weierstrassa (Berl. Akad. 1870), bedace rozszerzeniom twier-
dzenia, podanego przez Canchy ego. Twierdzenie Canch yego
brzmi.

“Jezeli «;, 1ty .. 5a punktami zerowoemi funkeyi
[EIRD NAN

!
“ 5 i i [ Al I . o
jezeli lima,= 03 1 szereg \ i jest zbiezuy, to

n - o (II
funkeya, majaca za zera ty H\o punkty powyzoej da-
ne, Lie majaca zadnego lu@gunu ajakojedyny punkt

osobliwy punkt w nieskonczonosci, ma postad

(5] o
Flz) = cefr> I (l - ) )
1 (b
gdzie (7(z) jest funkeya holomorticzny na catoj pla-
szozyznie,

Twierdzenie Welerstrassa jest nastepujece:

Jezeli szeuxg;}d
zna dobral zawsze lu:..abeg catkowity dodatlniag o,
stalyg lub zmieniajgcy si¢ wraz z m, w ten spo-
86b, aby szerog

nie jest zbiezny, to mo-

\\ a%

£ 1)
—;') Uy (5—ty)

byl réwnozbiezny na calej ptaszezyznie, i wtedy
bedzie:

f(z) = cet® II (L .i) e:’,,,( ;‘)l ,

by
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gdzie

9

z z
Pl)= 24 555+
“\ POV + h

[

ZCO

w a®

W kazdym przypadku e=n—1 czyni zadosé
powyZszemu warunkowi.

; o i” P‘"( —u )

Czynnik ( 1 ——Je

th
plerwszym lub pierwotnym. W twierdzeniach poprze-
dzajgcych zakladamy, ze punkt —zero nie zawiera sie pomiedzy

punktami «,. Jezeli jest tam k-razy, to do iloczynu przybywa
czynnik /.

nazywa sle czynnikiem

Jezeli o jest stale, to otrzymujemy tunkcye holomorficzne,
majace rodzaj; liczba w nazywasie rodzajem, gdy niezmienia
sle wraz z 2 1 jest najmniejsza pomiedzy wezystkiemi liczbami.
czynigcemi zadosé powyzszemu warunkowi (Laguerre, Com-
ptes rendus, XCIV, XCV, XOVIIL;, Cesaro, Comptes rendus,
XCVIII1t. d.).

Funkcya jednowartosciowa na calej plasz-
czyznie, majagca w odleglosci skonczonej tylko
biegun, jest zawsze ilorazem dwu funkcyj catko-
witych; mozna przeto, przy pomocy powyzszego
otrzyma¢ wyrazenie takiej funkeyl

Jezeli chcemy w podobny sposéb przedsta-
wié¢ funkeye jednowartosciows na calej plaszczy-
znie (nawet w nieskonczonosci) i majacs jedyny punkt
istotnie osobliwy z=u w odleglosci skonczonej,
to mozna zastosowaé wzdr podobny do poprze-

a—a

. , y z "
dniego, kladac tylko zamiast — wyrazenie -
v (s z—a

Z poprzedniego twierdzenia wyplywaja wnioski naste-
pujace:

Funkcya jednowartosciowa, ktéra nie ma ani
zer ani biegundéw wodleglosci skonczonej, a jako
punkt istotnie osobliwy ma punkt w nieskonczo-
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4

nosci jest postaci e?®, gdzie (/(2) jest tunkcys
calkowitsg.

Funkcya jednowartosciowa, ktéra ma skon-
czong liczbe zer w nieskonczonodci. nie ma bie-
gundw, a w nieskoniczonosci ma jedyny punkt
istotnie osobliwy, jest postaci

Z)('E) ¢ r.y:\_‘

gdzie F(z) jest wielomianem
Funkeya jednowartoscowa, majaca skonczong
liczbe zer i skonezong liczbe hiegundw, wnieskon-
czonosci zad jedyny punkt istotnie osobliwy, jest
postaci
Pe)
()

gdzie ', @ sa dwoma wielomianami.
Posrepowanie, za pomocy ktorego dowodzi sie wzoru

s
afi)

Weierstrassa, moze stuzyé do wyrazenia funkeyi, majacej
na plaszezyzuio nieskofiezenio wiele biegundw, ktovyeh punkten
granicziym jest punkt wo nieskonezonodel, za pomoces sy
funkeyi holomorticznej i szeregn zbicznego na caloj plaszezy-
zuie, ktorego kazdy wyraz jest funkeyy wymierng zmiennej z,
majacg joden tylko biegun w jednym 2z bicgundw [unkeyi da-
nej.  Tym sposobem otrzymujemy przedstawionie funkeyi o nie-
skonczenie wielu biegunach, rdzne od praodstawienia pod posta-
cig ilorazn loczynow.

Rozszerzenie tego wzorn na przypadek, w ktdrym istnieje
nieskonczenie wiclo punktow istotnie osobliwyeh  (zamiast bie-
gundw), stanowi twierdzenio Mittag- Lo fflora.

Twierdzenic Weiterstrassa dajo wyrazenie funkeyt jo-
dnopostaciowej, majacej jedon punkt istotnie osobliwy; nae-
suwa sie tu przeto odrazn zagudnionio o przedstawienin funk-
eyl ze skoncezong lub nieskoncezony liczby osobliwosel istotnych.

Mozna otrzymad¢ zawsza wyrazenio takie, jako
sume pewnejliczby lunkeyj, z ktorych kazdama tyl-
kojednegosobliwosdéistoing.
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Tym sposobem rozszerzamy twierdzenie o rozkladzie funk-
¢yl wymiernej na ulamki prostsze.

Kazda funkcya jednowartosciowa holomor-
ficzna w calej plaszczyznie, précz w punktach
Uy Ugy .. . Gy, WEktérych posiada bieguny lub osobli-
woscl istotne, daje sig zawsze przedstawic, jako
suma n funkeyj, majacych pojedunymtylko biegunie
lub punkcie osobliwym istotnym wjednym z pun-
ktéw danych. Jezelijedenzpunktiw danychajest
w nieskonczonosci, wtedy odpowiednia funkcya
jest holomorficzng nacalej plaszczyznie z pun-
ktem istotnie osobliwym w nieskonczonosci.

Jezeli mamy nieskonczenie wiele punktéw
(g, (bg, . ., majacych punkt graniczny wnieskonczo-
nosci, to funkcya, majacatylko w tych punktach
punkty istotnie osobliwe lub bieguny, wyraza sig
za pomocgszeregu

i lG" (zj—a,,) - F"(Z)] gl

n=l1

gdzie G, sg funkcyami, majacemijedynypunktisto-
tnieosobliwy w a,; F, sa wielomianami, ktérychsto-
pniezawsze oznaczyé mozna; wreszcie G jest funk-
cya holomorficzna na calej plaszczyznie, majacs
jedyny punktosobliwy punkt wnieskonczonosci.
Wielomiany Fi1i@niewjedynytylkosposdb wy-
zna,czyé sie¢daja. Jezelipunktyasg wszystkie bie-
gunami tojestrzecza naturalna, ze wyrazy szere-
gustajgsie wszystkie funkeyami wymiernemi.

Co do tych twierdzen cytujemy prace Mitta g-Lefflera (Comptes
rendus 1882, Acta mathem. IV); Weierstrassa (Functionenlehre,
str. 28, 67, 102); Hermite'a (Crelle XCI); Casorati'ego (Annali
di mat X), traktat Forsytha (Theory of tunctions 1893), gdzie za-
gadnienie to traktowane jest obszernie i w wielu przypadkach szczegdl-

Pascal Rep. T. 20)
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nych; dalej lekeye analizy Hermite'a i Picarda. Co do praypadku.
w ktorym zamiast punkt6éw osobliwych sa linie osobliwe, patrz Picard
(Compt. rendus 1881), a co do ruzszerzenia twierdzenia Weierstrassa
na funkeye wielowartosciowe (funkeye jednowartosciowe na powierz-
chni Riemanna) patrz Appel (Acta math. I).

Teorye funkeyi zmiennej urojonej ugruntowal, rzee mozna, glo-
wnie Cauchy w slawnej rozprawie: Sur les intégrales définies, prises
entre les limites imaginaires 1825, Comptes rendus 1846,  Drugi krok
wazny uezynil Riemann (1851) genialnym pomystem swym, za po-
moca ktérego z najwicksza prostots i elegancya hadaé mozna funkeye
wielowartosciowe, czego nie mozua bylo czynié dosé prostym sposohem
za pomocy metod Cauchy'ego, jakkolwick nie jednemu z piszacych
dawniej o tej teoryi zdawado si¢ » poczatku inaczej (patrz np. przedmowe
do drugiego wydania wyzej cytowanego dziela Briota i Bouqueta).

Z innego stanowiska i prawic réwnoczednie z Ricmannewm
Weierstrass utworzy! teoryg funkeyj.

Réznica obu pogladdw, zaréwno glehokich, polega gldwnie na
tem, ze Riemann bicrze za punkt wyjseia przedstawicnic geometryezne
funkeyi 1 uwaza utwor, ktory ja przedstawia, jakby cod wezednicjszego
niz sama funkeya, Weicrstrasys wyechodzi znéw z analitycznego
przedstawienia funkeyi i rozwaza tyllo takie [unkeye, ktéve daja sie
przedstawié¢ analityeznie sposobem danym. Zressta glehokie badania
nad osobliwodciami istotnemi funkeyj analitycznych zawdzigezamy
tylko Weiergtrassowii jego nezniom.

Stawnym traktatem o teoryi funkeyj, napisanym prawie wylacznie
pod wplywem pomystéw Cauchy’ego, jest cytowane juz dziclo Briota
i Bouqueta, ,Théorie des functions clliptiques® (2 ed., Paryz, 1875;
pod wplywem pomystéw Cauchy’ego i Ricmanna powstaly dzieta:
Durege ,Klemente der Theorie der Functionen Lipsk 1864, N eumann,
»vorlesungen ither Riemann’s Theorie der Alel'schen Integrale®, Lipsk
1867, w ktérem wprowadzono przedstawienie funkeyj na kuli; Caso-
rati ,Teorica delle functioni di variabili complesses, Pawia, 1868;
Holzmitller ,Theorie der isogonalen Verwandschaften und conf-
Abbildungen®, Lipsk 1882, TPomysly Weierstrassa, rozwinigte na
jego lekeyach i w ,Functionenlelwe* (Berlin 1886G) przedstawia, lubo
niezupeliie poprawnie w wielu punktach Biermann Theoric der
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analytischen Functionen*, Lipsk 1887. Najnowsze dziela starajs sig
godziéidee Riemannai Weierstrassa; do nich nalezy przede-
wszystkiem obszerne wyzej cytowane dzielo Forsytha, dzieto Pi-
carda (Paryz 1893), dzielo Burkhardia ,Einfihrung in die Theo-
rie der analytischen Functionen, (Lipsk 1897), dalej Petersena
»Functionstheorie“ Kopenhaga 1898 i cytowane wyzej dzielo Puzyny
»Teorya funkeyj analityeznych®. Lwow 1898.




ROZDZIAY, XIV.

TEORYA FUNKCYJ W ZWIAZKU Z TEORYA GRUP: PERYODYCZNOSC;
AUTOMORFIZM.

§ 1.

b

Podstawienia /iniowe.

Podstawienie liniowe ogilne, uskutoeznione na
zmiennej z, jest postaci

o TETPE (wd — be=-1),

P bl -

co wyrazamy symbolem :

(z, “e - ’°»-), lth m(“‘ /’).
. ¢ ¢

Jezell z jost zmionny zespolony, pracdstawiang sposobem zwy-
klym naplaszezyznie, to podstawienio liniowe kazdemu punktowi
przyporzgdkownje punlkt tejze plaszezyzny, 1 o odpowiedniose
jest dwujodnoznaczng  (Prasksztaleenio  homogra-
ficzne).
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Dla.tego podstawieniaistniejg dwa punkty
z, ktérych kazdy odpowiada sobie samemu; sa
niemipunkty:

o« —d+V(e--d)*+4he
2¢

~
=13 =2 —

Podstawienie, w ktérem te dwa punkty podwéjne
(Fixpunkte, wedlug Kleina) zlewaja sie, nazywa sie para-
bolicznem.

Jezeli dla danego podstawieniadwapunkty
podwdjnesaréznemi, to podstawienie daje sie
sprowadzié do postaci

!

[
N

-

L=k =

2

[

ta

gdzie
b [odd—Vie—dFF3bc]*
LT dad —be)

Jezeli I jest liczba rzeczywista dodatnig, podstawienie na-
zywa sie hyperbolicznem; jezeli jest liczbg zespolong
o module 1, nazywa sie eliptycznem; wreszcie jezeli k jest
liczba zespolong o module réznym od 1 i o argumencie réznym
od zera, podstawienie nazywa sie loksodromicznem.

Kazde podstawienie loksodromiczne mo-
zna zlozyé z podstawienia hyperbolicznego
wpolaczeninzeliptycznem.

Nazwy te napotykamy poraz pierwszy w pracach Kleina
(Math. Ann. XTIV, str, 142, XXT, § 3).

Aby lepiej zrozumieé réznice pomiedzy temi trzema pod-
stawileniami, rozpatrzmy ich postacie prostsze:

g'=1Iz I rzeczywiste dodatnie,
2 =¢%z; ajakiekolwiek,

=ope%z; o441, a==0.
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Jezeli w pierwszem z nich zimienamy A sposobem ciaglym,
to punkt ¢’ poruszaé sig bedzie po prostej, wychodzacej z po-
czathkn spélrzgdnych. Jezeli w drugiem podstawieniu zmieniamy
a, to punkt 2z’ poruszaé sie bedzie po okregu, majacym srodek
swéj w poczatku spéirzednych. W loksodromicznem podsta-
wieniu wreszcie punkt doznaje przemieszezenia, ktéve jest kom-
binacys przemieszczen poprzednich: mamy tu przedluzenie pro-
mienia wodzgcego w polgczeniu ze zmiang kierunku.

Podstawienie eliptyczne posiada te wla-
snosé, ze jestalbo peryodycznem, albo nie-
skoficzonostkowem, t. j. wychodzac z punktu danego
albo powracamy do tego samego punktu po catkowitej liczbie
kolejnych podstawien, albo tez, kolejno stosujac to podstawienie,
mozna zblizyé sie do punktu wyjscia tak blizko, jak chcemy
(patrz Forsyth, Theory of functiens, str. 521).

Przeksztalcenie za pomoca promieni od-
wrotnych lub odwrdécenie (inwersya), jest to dziala-
niem, w ktérem, majac kolo na plaszczyznie, danemu punktowl
przyporzadkowujemy inny, lezacy na prostej, laczacej punkt
dany za srodkiem kola 1 po tejze jego stronie tak, aby iloczyn
dwu promieni wodzacych rdéwnal sie kwadratowl promienia
kola.

Przeksztcenie przez odbicie jest to prueksztal-
cenie, przy pomocy ktérego, majac prosta dana, kazdemu jej
punktem przyporzgdkowujemy punkt symetryczny z nim odno-
$nie do prostej.

Kazde podstawienie liniowe mozna zaw-
sze zloZyé zodwrdcenia wpolgczenin z odbi-
clem.

Iloczyn dwéch odwrdcen daje podstawie-
nieliniowe, ktére jest hyperbolicznem, para-
bolicznem lub eliptycznem, stosownie do te-
go,czy dwa kola, stanowigce podstawe odwré-
cenia, niemajg wecale punktu wspélnego, lub
majgl, 2punkty wspélne.

Kazde podstawienieliniowe przeksztalca
kolana kota.
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Kazde podstawienieliniowe daje sie przed-
stawié nieskonczenie wielusposobami, jako
wypadkowa parzystejliczby odwrdcen.

Mozna wraz z Poincarém wprowadzié pewne pojecie
uzyteczne do okreslania wlasnosci, charakteryzujacych rozmaite
gatunki podstawief limiowych. Rozlézmy podstawienie liniowe
na parzysta liczbe 2m odwrécen wzgledem 2m kil plaszezyzny
(co mozna uskutecznié nieskonczenie wieln sposobami). Kazde
kolo zastapmy kulg o tym samym srodku i promieniu i, dawszy
sobie punkt w przestrzeni, utwérzmy w tym samym porzadku
odwrécenie wzgledem wszystkich kul. Mozna dowiesé, ze
bez wzgleduna sposdb, w jaki uskuteczniono
pierwszy rozktad podstawienia na odwrdce-
nia, otrzymamy zawsze ten sam punkt, jako
odpowiadajgcy punktowi danemu (Poincaré,
Acta math. ITI, str. 53). Mamy tedy srodek interpretacyi pod-
stawienia liniowego jako przeksztalcenia punktéw w przestrzeni.
Otrzymujemy stad nastepujace wyniki:

Jezelidane podstawienie jest eliptyczne
toprzeksztalca same na siebie punkty kotla,
ktére przechodzi przez dwa punkty podwdjne
podstawienia, ma za Srednice prosta te pun-
kty laczaca 1 znajduje sie na plaszczyznie
prostopadlej doplaszczyzny danej (kolo po-
dlwoéjne); dalej przeksztalca na siebie same
wszysthkie kola takie, ze kule, przez nie prze-
chodzace, przecinaja ortogonalnie koto po-
dwojne.

Jezelli podstawienie jest hyperboliczne,
toistnieja tylko dwa punkty przestrzeni, po-
zostajace stalemi; sa to punkty podwdjne, a
podstawienie przeksztalca same na siebie
wszystkie okregiikule przechodzgce przez te
punkty.

Jezelipodstawienie jest paraboliczne, to
jedentylko punkt pozostajestaly; jest to je-
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dyny punkt podwdjny; podstawienie prze-
ksztalca same na siebie wszysthie okregii ku-
le, przez punkt ten przechodzgce 1 styczne
wnim do pewnej prostej na danej] plaszczyZnie.

Jezeli podstawienie jest loksodromicuzne,
toono przeksztalca nasiebie samo kazde kolo,
majace za sredniceg prosta, taczagcyg punkty po-
dwéjnei polozone wpltaszczyznie prostopa-
dlej do danej, lecz zmienia punkty tego kotla
jedne na drugie, précz oczywiscie punktéw
podwéjnych.

Kazde podstawienie, nie zmieniajyce pun-
ktu, polozonego zewnatrz plaszczyzny, jest
koniecznie podstawieniemeliptycznem.

Niechaj kula o promieniu 1 bedzie styczng w poczatkn
spétrzednych O do plaszezyzny zmiennej zespolonej z; nie-
chaj kazdemu punktowi plaszezyzny odpowiada punkt na
kuli, otrzymany za pomoca rzutu punktéw plaszezyzny z gdr-
nego bieguna kuli, t. j. z punktu kuli wprost przeciwlegtego pun-
ktowi stycznosci (). Obracajmy kule okolo jednej z jej sreduic,
wtedy zmienna z doznaje przeksztalcenia liniowego. Wazdr od-
nosny znalazl Cayley (Math. Ann. XV, 1879), jest on:

(i) s —(B—la)
(F¥ia)zF(5—1p) "

2’:

gdzie a B, y, 0 sg liczby rzeczywiste dowolne, czyniace tylko za-
dos¢ zwigzkowi a* 4 B + y2 4 §* =1, wyrazajycemu, ze wy-
znacznik podstawienia jest jednoscig dodatniy.
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Grupy podstawieri liniowych.

Grupy podstawien liniowych mozna tworzyé ze skon-
czong lub z nieskonczona licaby podstawien. Grupy
z nieskonczona liczba podstawien moga byé ciagle lub nie-
ciggle: grupy sa ciagle wtedy, gdy w nich znajduje sie
podstawienie nieskonczonostkowe: rozumiemy
przed to takie podstawienie, w ktdrem moduly ilosci a—1, ), ¢,
d—1 sa nieskonczenie male.

W stosowaniu do teoryi funkeyj niema potrzeby rozwaza-
nia grup ciaglych, gdyz funkeya analityczna, ktdéra nalezalaby do
takich gruv, musialaby przyjmowaé tez sams wartosé wpunktach
nieskonczenie blizkich, a wige moglaby byé tylko iloscia stala.
Nalezy rozwazaé przeto jedynie grupy nieciagle: lecz 1 pomiedzy
temi trzeba uczyni¢ nowe wyrdznienie. Istotnie mozna wyobrazié
sobie grupy ciagle dla punkiu ogélnego plaszezyzny. ktore
w specyalnych punktach zezwalajg na przeksztalcenie nieskon-
czonostkowe, t. j. mozna wyobrazié sobie, zeistnieja punkty pla-
szezyzny takie, 1z punkty, odpowiadajace im skutkiem pewnych
podstawiel grupy, stajg sie tak do nich blizkiemi, jak chcemy.
W tym przypadku grupa nazywa si¢ niewlasciwie nie-
ciggla; wprzypadku przeciwnym mamy grupy wiasci-
wie nieciggle (Klein, Math. Ann. XXIT, str. 176; Poin-
caré, Acta math. ITI, str. 57).

Naprzyklad, grupa utworzonaz podstawien,
ktérych spélczynnikisgliczbami calkowite-
mi dodatniemi, jest niewlasciwie nieciggla
dla punktdw z rzeczywistych, a wlasciwie nie-
ciaglta dla punktéw z zespolonych. Kazda gru-
pa, utworzona z podstawien ospdélczynnikach
rzeczywistych, jest zawsze wlasciwie niecia-
gla dla kazdej wartodei z zespolonejimoze
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byé¢ niewlasciwienieciggly tylko dla warto-
scizrzeczywiste]. (Poincaré, Actamath.III, str.58).

Rozwazmy grupy, ktérych wszystkie podstawienia mozna
utworzyé przy pomocy po dstawien zasadniczych
w liczbie skonczonej.

Jezell mamy grupe nieciagla, to moze zdarzy¢ sie, Ze pla-
szezyzna z dzieli sig na pewng liczbe pdl skonczonych lub nie-
skonczonych, ktére przeksztalcaja sie¢ wzajemnuie
za pomocy podstawien grupy. Jedna z takich czedcl moze sig
dzielié na nieskonczong liczbe obszaréw w ten sposéb, ze kiedy
punkt z przebiega ten obszar, to punkt, przeksztatcony przy po-
mocy podstawienia grupy, przebiega inny obszar, ktory mozemy
nazwaé kongruentnym z plerwszym. Kazdemu obszarowt
odpowiada tedy podstawienie grupy; linia, oddzielajaca dwa sty-
kajace sig obszary, nazywa si¢ bokiem. Te boki sg po dwa za
soba sprzezone, t. j. podstawienie przeksztalca punkty je-
dnego na punkty drugiego; punkt przeciecia dwdch bokdw ko-
lejnych nazywa sig¢ wierzcholkiem obszaru.

Mozna zawsze sprawi¢, ze obszar bedzie
wielokgtem, ograniczonym okregami lub lu-
kamiokregow kol; przytem wielokgt taki mo-
zenie by¢ pojedynczo-spéjny.

Na spdéjnosci tego wielokata polega pojecie rodzaju
grupy-

Badanie grup i ich istnienia sprowadza sig do badania po-
dzialu plaszezyzny na obszary kongruentne: jezeli znamy jeden
taki obszar (wielol gt poczatkowy lub tworzacy), oraz
rozklad jego bokéw na pary bokéw sprzezonych, to grupa jest
okreslons.

Podstawienia zasadnicze sy te, ktdre od-
powladajg wszystkim obszarom sasiednim
wielokgta tworzgcego.

Pomiedzy grupami o skonczonej liczbie podstawien miesz-
czg sie grupy wieloscianowe (dwusclanowe, czworoscia-
nowe, osmioscianowe, dwudziestoscianowe, patrz § 3).

Pomiedzy grupami o nieskonczonej liczbie podstawien naj-
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prostsza jest grupa peryodyvczna. do ktore] naleza fun-
Eocye peryodyczne (patrz § 4).

Nastepnie 1dzie grupa, utworzona # podstawien, ktdéra na-
zywasiegrupa modulowa:do niej nalezg funkeye modu-
fowe. Potem idzie grupa, ktérej podstawienia maja spélezyn-
niki rzeczywiste (jest to grupa Fuchsa, a odpowiadajace
jej funkeye nazywajg sig funkcyami Fuchsa Wreszcie
idzie grupa, zlozona z podstawien o spétezynnikach zespelonych;
jest to grupa Kleina (jak ja nazywa Poincaré), a odpo-
wiadajace jej funkcye nazywaja sia wogdle funkeyami auto-
morficznemi (Klein).

Nalezy zauwazyé, Ze Poiuncaré zachowal nazwe
grup Fuchsa, dla pewnych przypadkdw specyalnych grup
o spétczynnikach zespolonych. Jezeli przyjmiemy, ze

L a,z—}—/i)
= (z1 7:5+5¢

sg podstawieniami grupy o spéleczynnikach rzeczywistych, to
podstawienia, wyrazone symbolem

alz-{—b,]

az+p a[c‘z-s-d, + 8

7)Z+57 ” ilﬁ—{—b, ’
! \:c,:+¢1,]+5

 —

gdzie a, p, 7. 8 sa liczbami jakiemikolwiek, spelniajacemi waru-
nek ad —yp =1, tworza réwniez grupe o spolezynnikach ze-
spolonych. Te grupe nazywa Poincaré grupa Fuchsa.

Grupa podstawien ospdélczynnikach rze-
czywistych pozostawia bez zmiany o$srzeczy-
wisty plaszczyznyz i przeksztalca na same
siebie dwie pdlplaszczyzny. Ta grupa Fuch-
sawznaczeniuszerszem przeksztalca na sie-
bie samo kolo (kolo zasadnicze), kt6rego réwnaniem
jest

. oz
Ozgsé rzeczyw. wyraz. —g_ L =0.
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W przypadku grupy Fuchsa w znaczeniu scislejszem
suma pol wszystkich obszardw jest nieskonczona: w przypadku
grupy Fuchsa, w znaczen.u obszerniejszem, suma ta jest shon-
czona, gdyz obszary rozciagajg sie tylko wewnatrz kola zasadni-
czego i moga pokrywaé cale kolo lub tylko czes¢ jego.

W przypadku najogélniejszym grupy Kleina suma pél
obszaréw jest w ogdlnosci skonezona.

Co sie tyezy historyi i bibliografii teoryi funkeyj automoriicznych
zauwazymy, Ze—pomijajac funkeye peryoedyczne—pierwsze przyklady
funkeyj, nalezacych do grup o nieskoiiczonej liczbie podstawien znalazi
Schwarz wr, 1872 (Crelle LXXY), hadajac fankeye, ktdre powstajy
7 szeregu hypergeometrycznego Gaussa, Potem Klein i inni ba-
dali funkeye medulowe. Poincaré i Klein z dwdch réznych pun-
ktéw widzenia utworzyli teorye funkeyj. nalezacych do grup liniowych,
7 pomiedzy prac Poincarego w tym przedmiocie wymieniamy naj-
wazniejsze 1 najobszerniejsae, ogloszone w Acta math I, III, IV, V, oraz
w Math. Ann. XIX. précz ogloszonyeh w Comptes rendus wr. 1881
ipozniej. Z prac Kleina wymieniamy ogloszone w Math. Ann, NIV,
XYII NIX, XX. XXTit. d. Do teguz przedmiotu odnosza si¢ tez
prace Dycka (Math. Ann. XX, XXII). Bolza’y (Am. Journ. NIIT),
najnowsze Rittera (Math. Ann. XLV). Funkeyom automorticznym
poswieeone jest osobne dzielo: R. Fricke und F. Klein | Vorle-
sungen iiher der Theorie der autamorphen Functionen® ktarego t. T p. t.
.Die gruppentheoretischen Grundiagen® ukazal si¢ w r. 1897 (Lipsk,
Teubner).

Grupa anharmoniczna. Grupy i funkcye wieloscianowe.

Pierwsza grupa. zlozong ze skonczonej liczby podstawien,
jest grupa, wynikajaca z podstawien:

1 1
Z,=Z, Z'=—~’ z’:l-—-—z '.C’= e,
g ’ 1—z 7
' z—1 el
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ktdérych strony drugie odpowiadaja szesciu wartosciom. jakie
przyjmowaé moze stosunek anharmoniczny czterech ilosci. Fun-
keya, niezmieniajgca sieg przy podstawieniach
tej grupy, jest

(2 —z 4 1)

fE) = — T

Do grup skonezonych naleza t. zw. grupy wieloscia-
nowe (polyedralne).

Wyobrazmy sobile wieloscian foremny, wpisany w kule
o promieniu 1; istnieja pewne obroty wieloscianu takie, ze po ich
uskutecznieniu wierzcholki wracaja w swe polozenia pierwotne.
Jezeli rzucimy tedy kule stereograficznie na plaszczyzne styczna,
na ktérej rozmiescimy zmienna 2, to kazdy taki obrdét kuli
odpowiada specyalnemu przeksztalcenin liniowemu zmiennej 2z
{patrz § 1). Funkcya. ktérej pierwiastkami sa wartosei 2, odpo-
wiadajace wierzcholkom wieloscianu, pozostanie oczywiscie nie-
zmieniona dla wszystkich obrotéw, utworzymy tym sposobem
grupe wieloscianowsg 1 odpowiadajaca jej funkceye.

1. Grupa cykliczna, jest to grupa, utworzona z n podsta-
wien

2tha
Z’=e “.z; (k=0,1,..., n—1).

Najprostsza funkcya, do tej grupy nale-
Zaca, jest

wz® -+ b.

gdziealbsagstale jakiekolwiek.
2. Grupa dwuscianowa (diedralna) tworzy sie z 2n pod-
stawien
2hez
S T

7 = ————z—; (k=0,1,....n—1)
z

Funkcya, nalezaca do tej grupy. jest:

@1y

z/l



318 Rozdziat X1IV.

3. Grupa czworo$cianowa (tetraedalna). Stosownie do polo-
Zenia czworoscianu wpisanego w kule, sg dwie rézne grupy, kté-
rych podstawienia przemieniajs pomiedzy sobg wierzcholki
czworodcianu. Grupy te zawieraja 12 podstawien
isaholoedrycznie izomorficzne z grupg na-
przemieung o+ elementac h. Pierwsza z tych grup
tworzy sie z 12 podstawien:

ZiE=Tp gl = == i .
- z
L . z+1 , . 2—1
a_tiz_l.z_ifz+1,
z4 b z—1
=t f=FTT
druga zas z 12 podstawien:
j i
=4z, = —
z
3 “—5 D s
— 4 (l%z)z—&—i__’ Y V2.2—(1L—14) 7
V2z—(1—1) 14+dz+V2
o (1——232—}—1/‘2 e V2 z— (1 +41)
- (1)’ (1—Ne+V2

Dla pierwszej grupy pozostaja bez zmiany (przy pominie-
ciu czynnika) dwie funkeye:

24+2V—8.2241;
przy drugiej za$ grupie dwie funkeye:
24+ 2V3 .22 1.

Te wielomiany, przyréwnane do zera, dajg réwnania, kté-
rych pierwiastki odpowiadajg wierzcholkom czworoscianu, wpi-
sanego w kule 1 znajdujacego sig w czterech rézmych poloze-
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niach. Dla tego to kazde z tych réwnan nazywa sie réwn a-
niem czworoscianmu.

1. Grupa o$mioScianowa (oktoedralna). I tych grup jest
dwie. Skladajg sie onez24podstawienisaho-
loedrycznieizomorficzne z grupg symetryocz
na +elementéw. Pilerwsza z grup osmioscianowych jest

2=z, 2=
z
g1 oo—1
2= ¢ ol =gt kE 0,1,23
=1 F1 ¢ > 3)
g et p g Bt
=t —— =i —
Z—1 £~

Roéwnanie, ktdrego pierwiastki pozostajg bez zmiany przy
podstawieniach grupy, jest

z2(e*—1)=0. (réwnanie o$mioscianu.)
Drugs grupa osmioscianows, jest:

’ r
g =iz, = —.

g AtV o VI g 5493
12.z—(1—3)’ 1-+z+V2
o — gt (1+i)z—}—-_l/_‘§—_ o — g V2. g—(141)
V2.z—@144)° (1—o)z+V2
Odpowiedniem réwnaniem jest:
z(zt+1)= 0, (réwnanie osmioscianu).

5, Grupa dwudziesto§cianowa (ikozaedralna) zawiera
60 podstawienijest izomorficzna z grupg sy-
metryczng b elementdw. Podstawienia te sa:
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— (e—¢*) ez + (& —¢)
“ =& (&2 —e&h &b 2 -+ (e — &%) ’

) i )& g — )

S P § g Ry R

2t
gdzie e = ¢ ® ; k1K przybieraja wszystkie wartosc 0, 1, 2, 8, 4,
Réwnaniem dwudziestoscianu jest:

2(x0F1)1 (22— 1) = 0.

Teorya grup skonczonych, a w szezegdlnodei grup wieloscianowyeh, jest
rozwinigta w dziele Kleina ,Vorlesungen tiber das Tkosaeder®, Lipsk,
1894, gdzie znalesé tez mozna odnosne wskazdowki historyezne i hiblio-
graficzne. Wymieniamy nadto prace Kleina  Dindre Formen mit
linearen Transformationen in sich selbst*, Math. Ann. XX, dalej prace:
Gordana (Math. Ann, XII), Brioschi’ego (Lincei 188Y), Ann. di
mat. VIII, Comptes rendus XCVIit. d;; Cayley’a (Quart. Journ. of
math. XVI, 1879) i ¢, d.

§ 4
Funkcye peryodyczne.

Grupy, utworzone z jednej lub z dwu podstawien typu (pa-
rabolicznego)
d =z + 2w, =z 2w
mozna nazwaé grupamiperyodycznemi, a funkeye.
im odpowiadajace, funkeyami pojedynczo lub podwdj-
nie peryodycznemi. Tlosel 2w, 20’ nazywajy sig pe-
ryodami
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Grupe, utworzong zpowyszszych dwu pod-
stawied, mozna utworzyé przy pomoecy jedne-

go podstawienia tejze postaci jezeli stosu-
’

o' . s " . :
nek zJest rzeczywisty, wymilerny; jest to
4
grupa ciqgla,jez’eli%jest liczbg zespolona.

Grupa, ntworzona z trzech lub wigcej pod-
stawiefh typu poprzedzajagcego, albo daje sig
zbudowaé¢ za pomocag dwu podstawien tegosz,
albojest grupaciggla. Inaczej mdwigc, mozna
zawszeznalesé liczby catkowite m, w/, m”" takie,
ze mw+mw + m"o" albo bgdzie zerem, albo czegd¢
rzeczywista 1 urojona tego wyrazenia bedg
mniejsze od jakiejkolwiek ilosci danej, t.j. be-
da nieskonczenie male.

Te twierdzenia ogdlne w formie nieco odmiennej mozna
znalesé u Clebscha-Gordana (Abel’sche Functionen, § 38).

Nie istnieja funkecye jednowartosciowe
jednego argumentu wigcej niz dwuperyody-
czne. {(Twierdzenie Jacobiego, Werke I str. 202).

Kazda funkcya jednowartosciowa 2p— pe-
ryodyczna musi byé funkeys przynajmniej p
argumentéw (Jacobi).

Stosunek peryoddw funkcyi podwdjnie pe-
ryodycznej niemoze byé¢ liczbg rzeczywisty
(Jacobi, Werke IL, str. 5).

Wielokat tworzgey dla grupy podwdjnie peryo-
dycznej mozna sprowadzi¢ do réwnolegloboku, ktérego jednym
2z wierzcholkéw jest poczatek na plaszczyznie z, a jeden z bo-
kéw przypada na osi rzeczywistej. Réwnoleglobok ten nazywa sig
réwnoleglobokiem zasadniczym. Cala plaszezy-
zna pokrywa sig siecia réwnoleglobokéw, przystajacych do réw-
nolegloboku tworzgcego.

Funkcya podwéjnie peryodyczna nie moze
byé¢ holomorficzna.

Pascal. Rep. L. 21
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Summa pozostalos’ci (rezydudw) w kasz-
dym réwnolegloboku funkcyi meromorticz-
néjpodwéinie peryodycznej jest zerem,

Kazda taka funkcya posiada przynajmnie]
dwa bieguny wkazdym réwnolegloboku.

Dla kazdej takiej funkcyl suma punktdw
zerowych wkazdymréwnoleglobokn elemen-
tarnym réwnasie sumie rzedow je] nieskon-
¢czonosciwtymzeréwnoleglobokmn

Dwie funkcye meromorficzne podwdjnie
peryodyczne majace te.amepex30<1§ te same
zeraitesame nieskoficzonosci roznig sie tyl-
koczynnikiem stalywm.

Suma punktéw zerowych, zmniejszona osu-
me punktdw nieskonczounosci funkeyli podwdj-
nie peryodycznej wvéwnolegloboku c¢lemen-
tarnym, réwnasie wielokrotnosci peryoddw.
(Twierdzenie Liiouville’a).

Majgc dane peryody, n punktow .’/(‘l‘()W'\’(Jh
itylez punktédw nieskonczonosci, mozemy za-
wsze znalesé odpowiadajacy 1mf11111\(.3<; po-
dwojnie peryodyczuy.

Suma punktéw, w ktdryveh funkeya podwdij-
nie peryodyczna posiada tgz samg wartosd
w 1'c'>wnolegloboku elementarnym, jest sta-
Iy (jezell pominiemy wielokrotnosci peryoddw).

Funkeya podwdjnie peryodyczna nazywa sie funkey g
rzgdu n-tego, jezeli w réwuolegloboku zasadniczym ma n
nieskonczonosci.

Funkcya podwéjniec peryvodyeczna rzedu 2-go
czynizadosé zwigzkowi frad-f—z)=/[(2), gdzie
aifsgpunktamijejuieskonczonosei.

Poclhodna funkcyi podwdjuie peryodycz
nejrzedu 2-go znika w czterech punktach (i
sa poélperyodami):

a~%2—/3’ a+ﬂ . a+/3+ a—}/f

+ w4 .
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Funkcya F(z), majaca te same nieskonceczo-
noscii peryody co funkcya f(2) w twierdzeniu
poprzedzajgcem iczynigca zados$é réwnaniu
Fla+p-2) = F(z), wyraza sie wymiernie przez
funkcye f(z).

Kazida funkcya podwdjnie peryodyczna
rzedun wyrazasie wymiernie przez funkcye
rzedu 2-go, majgca te same przyrody, iprzez
jejpochodna. (Twierdzenie Liouville'a.)

Dwie funkcye podwéjnie peryodyczne, dla
ktérych sieciréwnolegle bokéw majg wspdl-
na jedne sieé wierzcholkdw, sa zwiazane réw-
naniemalgebraicznem.

Funkcya podwéjunie peryodyczna ijej po-
chodnasgzwigzane réwnaniem algebraicznem.

Powiadamy, ze funkcya analityczna posiada twierdze-
nie o dodawaniu algebraicznem, jezeli pomiedzy
wartosciami f(2), f(z'), /(z-+2'), gdzie z 1 2/ sg jakiekolwiek
punkty na plaszezyzuie, istnieje zwigzek algebraiczny.

Jezeli funkcya, posiadajaca twierdzenie
ododawaniu, jest jednowartosciowsg, wtedy
flz+2) wyraza sie wymiernie przez f(2), f(2).
[, 11

Kazda funkcya podwéjnie peryodyczna
meromorfitzna jeduowartosciowa posiada
twierdzenie o dodawaniualgebraicznem. Od-
wrotnie: kazda funkcya meromorficzna na ca-
lej plaszeczyznie (z wylaczeniem punktu o0),
dla ktérej istnieje twierdzenie o dodawaniu
algebraicznem (poniewaz nie mainnych pun-
ktédw istotnie osobliwych précz co), jest fun-
kecyg wogole podwdjnie peryodyczna.

Funkeya meromorficzna na calej plaszezyznie (précz oo)
i podwdéjnie peryodyczna, a wiec majaca twierdzenie o dodawa-
niu algebraicznem, nazywa sie w ogéle funkcyg elipty-
czngjednowartosciowa.
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Funkeya p() moze by¢ nazwana funkeys eliptyczna ele-
mentarna. Jest ona rzedu 2-go, za pomocs niej i jej pochodnej
mozna wyrazié kazdg inng funkeye eliptyezna (na podstawie po-
wyzszego twierdzenia).

Widzimy tedy, ze teorya funkeyj podwdjnie peryodycz-
nych sprowadza sig do teoryi funkeyj eliptycznych; do tej wige
odsylamy czytelnika |0 szezeg6ly (patrz Rozdzial XVI).

Dodajemy, ze teorye funkcyj eliptycznych, oparty gldwnie na
pojeciu podwdjnej peryodyeznosei, wylozyl Liouville w r. 1847
i oglosit w Comptes rendus w r. 1851 (patrz tez Crelle, LXXXVIII);
potem taz drogg poszli Briot i Bouquet (Journ. de I’Heol. Polyt.
1856), oraz Méray. Wyklad jasny twierdzei o funkeyach podwéjnie
peryodycznych znajdujemy w dziele: Briot et Bouquet ,Théorie
des fonctions elliptiques® (Paryz, 1872).

Funkcye, nie pozostajace bez zmiany przy powiekszaniu
argumentu peryodu, lecz pozyskujace wtedy czynnik staly lub
wykladniczy stopnia 1, nazywamy zwykle funkeyami p odwdj-
nie peryodycznemi 2goi3-go gatunku, stosownie
do tego, czy czynnik ten jest stalym, czy tez wykladniczym
stopnia 1-go co do zmiennej.

O zwiazku tych funkeyj z funkeyami peryodyeznemi zwyczajnemi
znale$¢ mozna wiadomosei w pracach Hermite'a (Comptes rendus
1861—62, 85), Mittag-Lefflera (tamze 1880), Brioschi'ego
(tamze 1881), Frobeniusa (Crelle XCIII)it. 1. Poréwn. tez dzielo
Forsytha ,Theory of functions etc., Cambridge, 1893, Cap. XII, str.
273 1 nast.

§ b.
Funkcye modufowe.

. Funkcy.a Jednopostaciowa nazywa sie m o dulowa, jezeli
nie ulega zmianie przy wszystkich podstawieniach grupy lub
podgrupy modulowej
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gdzie a, b, ¢, d sa liczby rzeczywiste dodatnie. Nazwa .mo-
dulowa* pochodzi stad, ze modul 1 funkeyj eliptycznych. nwa-
zany za funkcye stosunku pervodéw przestepnych z == %—.jest
wlasnie funkceyg tego gatunku.

Grupa modulowa jest niewlasciwie niecig-
gta dla wartosci zrzeczywistych (patrz§2.

Jezell F(z), f(2) sa funkcye modnlowe. na-
lezace do grup G. G, gdzie G jest podgrupsy
grupy @, to funkcya F wyrazasie wymiernie
przez funkeye f.

Dwie funkeye modulowe, nalezgce do tej
samej grupy, wyrazaja sle wymiernie jedna
przez druga.

Niezmiennik bezwzgledny funkeyj elip-
tycznych (patrz Rozdzial XVI)

+ (=2
9% Il — k)2

jest funkcya modulows, nalezaca do grupy
calkowite;.

Podstawieniami tworzacemi grupy cal-
kowitej sa podstawienia

(:, z—}—l), (:, —‘%T)

z ktédrych pierwsze jest parabolicznem, dru-
gie zas eliptycznem peryodycznem.

Wielobok poczatkowy lub tworzacy dla funkeyi A* jest
czworobokiem krzywokreslnym nieskonczonym na péiplaszezy-
znie dodatniej: dwa jego boki sg réwnolegle do osi rzednych
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i maja odciete -1, —1, dwa drugie sg pélkolami na plaszczy-
snie dodatniej o promieniu §, majacemisrodki w punktach +-§, —4.
W tym wieloboku funkcya A? przyjmuje raz jeden wszyst-
kie swoje wartosci; t. j. wartosci, jakie przyjmuje W innych cze-
$ciach ptaszezyzny, sa réwne tym, jakie ma wewngtrz wielo-
boku.
Grupa funkcy:r modulowej £k*k’* tworzy

siqzdwupodstawieﬁ(:, z+2), (z, ——%)

Dwie fukcye ¢ = 14//?, l,u=14//? sa funkeyami m o-
dulowemi. nalezgcemi odpowiednio do grup
nastepujacych. Funkcya ¢ nalezy do podgru-
py grupy funkcyi k2 tworzacej sig z trzech
podstawien

A== (z, =12), B=(z, :_255?1) C=(z, »,—5_).

lecz wten sposob, ze w kazdym iloczynic lice-
ba czynnikéw 4 jest kongruentmna =z zerem
wedlug mod. 8. Funkceya yp nalezy do podgru-
pygrupy funkcyik®, tworzacejsieztychzetrzech
podstawien, lecz wtensposdb, ze w kazdym
1loczynieliczba czynnikdw B, zmniejszona o li-
czbgczynnikdw C, jest=0 (mod. 8).
Wielobok tworzguy dla niezmiennika bezwzglednego

oo 3 (=R
TO =57 =y

ma trzy boki; jednym jest tuk kola o promieniu 1 ze <rod-
kiem w poczatku, rozciagajacego sig od punktu z odciety -—4%
do punktu z odeigts + 4; pozostale boki sa prostemi, wycho-
dzacemi z konea tego boku i rozeiagajacemi sie do -+ oo rdwno-
legle do osi rzednych. Funkeya J(z) w punktach ==y,
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L . . e on
_“1‘9 — 1 o0, t.J. w wierzcholkach péltréjkata tworzacego

przyjmuje odpowiednio wartosci 1, 0, cc.

2

Grupa funkcyi modulovﬁlfej k* i'modul Legen-
dre'a) jest utworzona z podstawien:

(ff 2):(8 (1)) (mod. 2);

jej podstawieniamitworzagcemi sg

1
(Z, m) 3 (2, 2 + 2)

Teorya funkeyj modulowych jest najscislej zwiazana z teorys
przeksztalcen funkeyj eliptycznych (patrz Rozdz. XVI).

Nazwa: _funkeye modulowe eliptyczne® pochodzi od Dedekin-
da (Crelle LXXXTII. 1877) Badaniem w niej zasadniczem jest to,
ktére odnosi sig do podgrup grupy zasadniczej i do funkeyj do nich na-
lezgcyeh. Klein zbadal rozlegla klase tych podgrup.

Glownemi pracami o tej teoryi sg prace: Kleina (Math. Ann.
XVI, XVII),Hurwitza (tamze XVIII), Dycka, Gierstera (tamze
XVIL XX), Frickego (tamze XXI, XXVYIIT, XXIX), Kieperta
{Crelle LXXXVII).

Punktem wyjscia prac Kleina byly jego wlasne badania nad
grupami skonczonemi, a potem studyum rozprawy Schwarza (Crelle
LXXYV) o szeregu hypergeometrycznym, Niedawno wyszlo obszerne
dwutomowe dzielo o tunkeyach modutowych. opracowane przez Fri-
che go. wedlug wyktadéw Kleina |, Vorlesungen tber die Theorie der
elliptischen Modulfunctionen“, Lipsk, 1890—92)
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$ 6.

Funkcys Fuchsa i Kleina (automorficzne).

Teorye funkecyj podwdjnie peryodycznych rozpoczynamy
od zbudowania funkeyi O, ktérych stosunki wlasnie funkeye te
wyraiaja. Poincaré usifowal pdjsé ta sama droga dla funk-
cyj ogblniejszych. ktére nas w tej chwili zajmuja.

Zauwazywszy, ze szereg

| (m calkowite > 1)

\({ __{__ (] ’m

jest zbiezny, zbudowal on szereg zbiezny

o ,2 =+ l),*) 1
Bipl=2.4 ( ¢4 d | e r—d

(gdzie H jest symbolem jakiejkolwiek funkcyi wymiernej), przed-
stawiajacy funkcye jednopostaciowa, ktora nazwal teta-tuceh-
sowg lub teta-kleinowsg stosownie do tego, czy grupa zasa-
dnicza jest grupa Fuchsa czy Kleina Mozna te tunkeye
nazwaé takze psendo-auntomorficzng.

Liczba punktéw zerowych i nieskonczo-
nosciowych tej funkcyi wewnatvz wieloboku
poczatkowego lub tworzacego R, jest zawszeo
skonczona

Funkcya 6 sprawdza zwigzek:

a,z -+ 0, )
—————| = O (2 i,
(c‘z—}—dZ B G T
Kazda taka funkeya analityczna istuieje tylko w tej czedci
plaszezyzny, do ktdrej nalezy wielobok poczatkowy oraz wszyst-
kie wielobeki w liczbie nieskonczonej, ktdére otrzymujg sie z nie-
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go przez po Istawienia grupy. Tak np. w przypadku grup fuch-
sowych w znaczeniu obszerniejszem funkeya istnieje tylko w kole
zasadniczem lub w czescl tego kola, ktérego okrag jest linig oso-
bliwg dla tej funkeyi. Mamy tu funkeye o obszarach
osobliwych. (Patrz Rozdziat XIII).

Iloraz dwutakich funkecyj, odpowiadaja-
cychtejsamej liczbie m, jest funkcya auto-
morficzna, majacg nieskonczong liczbe zer
1nieskofczonosci wewnatrz B,. Odwrotnie,
funkcye anutomorficzna mozna zawsze wyra-
zi1¢ za pomoca funkecyj 6.

Pomiedzy dwiema funkcyami automor-
ficznemi. odpowiadajacemitejsamej grupie,
zachodzizawsze zwigzek algebraiczny,i kaz-
dainna funkceyva tej grupy wyraza sieg wymier-
nie przez dwie takie funkoeye

Spélrzedne punktéw krzywej algebraicz-
nej jakiejkolwiek daja sie zawsze wyrazi¢
jako funkecye fuchsowe jednegoitegosamego
parametru.

Kazde réwnanie rézniczkowe liniowe o
spélczynnikach algebraicznych daje sie zaw-
szecalkowa¢ przez funkcye fuchsoweiteta-
fuchsowe.

Co do innych szezegdléw patrz prace, eytowane w § 2.



ROZDZIAL XV.

FUNKCYE ALGEBRAICZNE 1 CAZK1l ABELOWE.

1.

oS

0gdine wiadomosei o funkcyach algebraicznych. Rozgatgzienie.

)

Wyobrazmy sobie zwiazek f (i, 2) =0, gdzie /' jest funk-
cya wymierng calkowitg pomiedzy dwiema zmiennemi zespo-
lonemi wiz. Ilos¢ w. okreslona jako funkcyailosdcizg,
bedzie wogdle wielowartosciows, a mianowi-
ciebedziemiala n wartosci, jezell m jest sto-
pniem réwnania wzgledem w. Funkeya taka nazywa
sie funkeya algebraiczna zmienej 2. Ogdlniej:
Kazda funkcya wymiernailoseciw il ez, pomie-
dzy ktdremi zachodzlzwigzek powyzszy, na-
zywa sig funkcysg algebraiczng zmiennej 2.

Zreszty od drugiego okreslenia mozna powrdcié do pierw-
szego, gdyz, jezell polozymy w, =M (w0, 2) 1 wyrugujemy 0 po-
migdzy tem rdwnariem i danem f(w,2) =0, otrzymamy réw-
nanie wymierne F(w,, z) = 0.

Jezeli zmiennej z nadamy wartosé z==z,, wtedy réwnanie
stopnia n-tego wzgledem 1w, f(w,z)=0, da nam 2 pierwiast-
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kow a, ktére mogs byé wszystkie rdzne, lub tez niektére pomie-
dzy niemi moga byé 1 réwne. Jezeli przyjmiemy, ze jest w ogo-
le m pierwiastkéw réwnych, bedziemy mieli twierdzenie Cau-
chy'ego (Exercices, 1841).

Jezeli dla z=z, réwnanie mam pierwiastkow
wréwnych uy, wtedy dla wartosci zblizkie]j z
m plerwiastkéw réwnania posiadaé bedzie
wartoscinieskonczenie malo rédznigcesie od 1.

Gdy dla 2=z, pierwiastek w=uw, nie jest
wielokrotny, wtedy: jezeli w plaszczyznie =
zmienna z opisze kolto dostatecznie male okolo
punktu g, tvzmienna w w plaszczyznie « opi-
sze kolo dostatecznie male okolo punktu g
jednemu obrotowl w plaszeczyznie z odpowiada
jeden obrdt lub caltkowita liczba obrotdéw
w plaszczyznie w. W otoczeniupunktu z fan-
keoya w=w, daje sie rozwinaé naszereg, upo-
rzgdkowany wediug poteg catkowitych ro-
snacychréznicy 2—¢, poczynajac od potegi
pierwszej,lub od potegi wyzszej, niz pierwsza.

Gdy dla z=z, funkecya f ma m pierwigst-
kéwréwnych w, wtedy: jezeli zmienna 5 opi-
sujewswej plaszczyznie okolo punktu z kolo
dostatecznie mate, wartosé w okrazy punkt
g, lecz wten sposdb, ze gdy 2z czyni jeden
obrét wswej plaszczyznie, w przechodzié¢ be-
dzie od jednego z pierwiastkdow nieskoncze-
nie blizkich w, (zgodnieztwierdzeniem Cauchy’ego)
doinnego.Jezeli pouskutecznieniu pewnej li-
czby m; obrotéw w plaszczyZnie 2z powrdcimy
wplaszczyznie wdo pierwiastka, z ktédrego wy-
szlisSmy, przeszedlszy przez m, z pomiedzy m
plerwiastkdéw, méwimy wtedy, ze ny pierwiast-
kéw tworzy cykl Z pozostalych pierwiast-
k6w znowu my, tworzy nowy cykl 1 t. d; snma
my—-my .. réwna sig oczywiscie liczbie m.
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Pierwiastki wliczbie m, tworzace cykl, daja

sie w otoczeniu punktu g rozwingé na Swe-

regi, ktérych pierwszym wyrazem jest ¢

a pozostale wyrazy postepuja wedlug poteg
' 1

calkowitych dodatnich czynnika (z—2,) ™ podo-
bniesie rzecz ma dla m, pierwiastkow, two-
rzgceych eykl drugiit. d. Wartosé tedy funkeyi w
w punkeie najblizszym punktu z, wyobraza tyle szeregdéw, ile
jest cykléw, na ktdre rozpadaja sig pierwiastki nwazanego r4-
wnania.

Jezeli wszystkie liczby m,, m,, . . . sa réwne jednosci, wte-
dy w otoczeniu punktu z, otrzymujemy i rozwinigé szerego-
wych. odpowiadajacych m réoznym wartosciom funkeyi w tym
punkeie. Jezeli przedstawimy zwiazek f(u,2)=0 za pomocy
krzywej na plaszezyznie. to przypadek ten odpowie rozwazaniu
punktu m-krotnego krzywej o stycznych rdéznych.

Jezeli nie wszystkie liczby m sg réwne jednosci. punkt z,
nazywd sie punktem rozgalezienia rzedu m;—1 dla
wartosel funkeyi w, stanowiacych cykl pierwszy, rzedu m, — 1
dla m, wartosci, stanowigcych cykl drngi 1 t. d. W przedsta-
wieniu geometrycznem punkt rozgalezienia odpowiada punktowi
takiemu krzywej, ze przechodzaca przezen rzedna przecina
w dwu przynajmnie] punktach nieskonezenie blizkich tez samg
galez krzywej; w szczegdlnosci zas punktowl, w kidrym styczna
do galezi linii krzywej jest prostopadla do osi odcietych.

Jezell w szezegdlnosci rozwinigeie funkeyi wna szereg we-

1
dlug poteg iloscl 1z—z,) " rozpoczyna sig od wyrazu z czynni-

my

kiem (2—z,)"™ = z—z,, t. j. jezeli sa zerami picrwsze 1y =1
spolezynnikéw rozwiniecia, toi wtedy z, bedzie puuktem roz-
galezienia, lecz natury bardzie] zlozonej. W przedstawieniu
geometrycznem krzywej ten przypadek zachodzi dla ostrza, lub
ogodlniej dla punktu wielokrotnego o zlewajacych sie stycznych.
Takie rozgalezienie nazywaé bedziemy rozgalezieniem
ostrzowem.
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Jezeli z, nie jest punktem rozgalezienia lub jezeli jest pun-
ktem rozgalezienia ostrzowego, wtedy otoczenie tego punktu
1 otoczenie punktu v, odpowisdaja sobie wzajemnie w odtwo-
rzeniu podobnem; jezeli za$ z, jest punktem rozgalezienia zwy-
klego rzedu m;—1. odtworzenie nie jest podobnem.

Punkt rozgalezienia zwyklego rzedu m;—1 mozna uwa-
zat jako zjednoczenie m,—1 nieskonczenie blizkich punktéw roz-
galezienia rzedu 1-go.

Dzieje sie to (jezeli wylaczymy rozwazanie rozgalezienia
ostizowego) na podstawie nastepujacego twierdzenia Noethera
(Math. Ann. IX: por. takze rozprawe Halphena: Surlespoints
singuliers des courbes algébriques®, gdzie mozna znales¢ tez
wskazdwki bibliograficzne):

Mozna zawsze, za pomocg przeksztalcen Cre-
mony przeksztalcié¢ krzywsa algebraiczng plasks
f(w,2)=0 na inna, majaca tylko punkty wielokro-
tne o stycznych réznych.

Liczba punktéw rozgalezienia pojedynczych,
zwyczajnych 1 ostrzowych, odpowiadajacych ro-
wnaniu f(w,2)=0, wynosin(n—1)—24d—2r, gdzien jest
rzgd krzywej, ktdra przedstawia tordwnanie, d j‘est
liczba punktéw podwédjnych krzywej, r liczba
ostrzy. Jezeli krzywa ma punkty wielokrotne, to
kazdy z nich powinien byé¢ liczony w tym wzorze
za pomocg swego réwnowaznika w punktach po-
dwdjnych i1 ostrzach. jak tego nczy teorya krzy-
wych algebraicznych.

Dla kazdego punktu rozgalezienia byé musi:

f dw

aw_("), Iub —— = co.

Nie jest to wszakze warunek dostateczny roz-
galezienia, gdyz jezeli np.
of

Jw

= 0, 1 oprécz tego %— =0,

wtedy rozgalezienia niema.
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Jezeli r6wnanie zasadnicze jest postaci

z—(agwt 4 a4 ... 4 a,) = 0.

wtedy punktami rozgalezienia jest punkt z=oo,
ktéry jest punktem rozgatezienia rzedu (n—1) go,
oraz punkty z,ktérym odpowiadaja wartosci w, bedg-
ce pierwiastkami rdwnania

n@, 14 (n—1) a2 4. L “+ e =0,

ktérego strona pierwsza jest pochodna strony
pierwszej rownania f=0.

Jezeli réwnanie zasadnicze f=0 jest postaci

w? — (qyz 4~y 4. . ... —+ a,) =0,

to punktéw rozgalezienia jest » 1 s3 niemi pier-
wiastki réwnania:

AL N A e + a, = 0.
0 1

Wiegksza czesé twierdzen w tym paragrafie podaje klasyczna
rozprawa Puiseux’go (Journ. de Liouville, XV, 1850).

§ 2.

Konstrukcya powierzchni Riemanna.

Do badania funkeyj algebraicznych nadaja sie dosé dobrze
tak nazwane powierzchnie Riemanmna, wprowadzone po raz
pierwszy przez tego uczonego. Powierzchniom tym poswigcamy
specyalny rozdzial w tomie 2-gim tej ksigzki, gdzie mdéwi¢ be-
dziemy o nich ze stanowiska geometrycznego (,Teorya spéjno-
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$ci powierzchni®); tu damy pojecie o nich o tyle tylko, o ile to
jest potrzebne do przedstawienia funkeyj algebraicznych.

Dajmy, ze funkcya algebraiczna ma n wavtoscl. Zamiast
jednej plaszczyzny z, wyobrazmy sobie 2 plaszezyzn 2, polo-
zonych jedna na drugiej w ten sposob, aby punkty, dla ktérych
z ma te samg wartosé, znajdowaly sie na sobie. Na kazdej
z plaszczyzn polézmy jedna z n wartosci. jakie przyjmuje 10 dla
tej samej wartosci i nastepnie spéjmy plaszezyzny w ten spo-
s6b, aby wyszedlszy z pewnego punktu i obieglszy plaszczyzny
po pewnej drodze, mozna bylo powrdeié do punktu wyjscia z ta
sama wartosciq na .

Plaszezyzny, lezace na sobie i tworzace powierzchnie Rie-
manna, nazywaja sie jej lisémi.

Dla ustalenia mysli, prsyjmijmy, ze mamy tylko dwie plasz-
czyzny (n=2); oznaczmy na nich punkty rozgalezienia, ktérych
liczba powinna by¢ w tym przypadku parzysta,i polaczmy je po
dwa (t.j. 1-y z 2-gim, potem 3-iz4-ym 1 t.d.) za pomoca jakichkol-
wiek linij (ktére moga byé i prostemi), nie przecinajacych sie ze
soba (linie spéjnosci). Przetnijmy plaszezyzny wzdluz tych
linij. a nastepnie zlaczmy brzeg prawy plaszezyzny gornej z brze-
glem lewej plaszezyzny dolnej, oraz brzeg lewy plaszezyzny
gérnej z brzegiem prawym plaszezyzny dolnej. Skutkiem
takiego spojenia plaszezyzn mozna przejs¢ od jednej z mnich
do drugiej, lecz nie mozna okrazy¢ punktu rozgalezienia w je-
dnej 1 tej samej plaszezyznie; przebiegajac tedy po okregu okolo
punktu rozgalezienia. przechodzimy od plaszezyzny gérnej do
dolnej. aby po tem po obrocie wrécié do plaszezyzny gdrnej.

Niechaj w ogélnoscl bedzie n plaszezyzn z, polozonych na
sobie 1 niechaj ==z, bedzie punktem rozgalezienia, w ktérym m,
z pomiedzy 1 wartoscl # przemienia sie wzajemnie kolowo, inne
s tworzy cvkl drugii t. d. (patrz § 1). wtedy poczynajac z pun-
ktu z,, robimy tylez cie¢ w rozmaitych plaszezyznach 1 spajamy
je ze soba W ten sposéh, aby m; z pomiedzy nich stanowilo cykl
plerwszy (l-y z 2-gim, 2-gi z 3-im... . w -ty z l-ym), my—cykl
drugiit.d

Jezeli krzywa, przedstawiona przez rdwnanie
f(w0,2)=0, jest nierozkladalna, t. j. nie moze rozpada¢
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sie na krzywe nizsze, wtedy ukiad tak spojonych
n plaszczyzn stanowi powierzchnig jedyna, kté-
ra moze sie przeksztalcaé sposobem cigglym wten
sposéb. ze powstaje stad powierzchnia zwyklego
wygladu réznie spleciona i na ktdérej z jednego
punktu mozna, sposobem ciaglym, przejs¢ do kaz-
dego innego.

Jezelifunkeyafjestrozkiadalna, wtedy mamy
nie jedng lecz tyle powierzchni, na ile czynni-
kéw rozktada sig f; na kazdej z nich mozna przejsé
z jednego punktu do innego sposobem cigglym.

Jezeli krzywa nierozkladalna, przedstawiona
przez réwnanie f(w,2)=0, jest rodzaju p (patrz ,Teo-
rya krzywych®), wtedy odpowiadajaca je] powierz-
chnia Riemanna jest takze rodzaju p. Ta liczba
calkowita dodatnia przedstawia najwiekszg liczbe
cieé zamknigtych, ktére mozna uskutecznié na po-
wierzchni, nie doprowadzajac jej do rozpadnigcia
(patrz ,Teorya spdinosci“).

Powierzchnia Riemanna rzedu p moze byé
sposobem cigglym przeksztalconana kule p— powto-
kowa, t. j. na kule, w ktdrej uczyniono 2p otworéw
ipotaczonoje dwa po dwa powierzchniami postaci
rur zwinietych.

Powierzchnia nazywa si¢ pojedynczo-spdjna lub je-
dno-spdjna, jezeli rozpada sig skutkiem jakiegokolwiek usku-
tecznionego na niej ciezcia zamknietego, albo skutkiem ciecia,
Iaczacego punkt brzegu z innym punktem tegoz brzegu, gdy po-
wierzchnia posiada brzegi. Tak np. jednospéjng jest knla (po-
wierzchnia bez brzegéw lub czesé plaszezyzny ograniczona
kotem).

Kazdgpowierzchnie Riemanna rodzaju p mo-
znauczynié¢ jednospdéjna zapomocy p cig¢ zamknie-
tych (cigeia 4), p cige otwartych (cigeia B), taczacych
dwa punkty calkowitego brzegu, ktére pow&taly na
powierzchniskutkiem pierwszychcigé, wreszcieza
pomocay 1nnych p—lciet otwartych (ciecia C).
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§ 1. -- Konstrukeya powiersehni Riemanna.

Ogél tych wszystkich cie¢ przedstawia
brzeg jedyny, ktdry mozna przebiedz calko-
wicie, wychodzac z pewnego punktu; jest to
brzeg powierzchni, ktdra stala sig jedno-
spdjna.

Jezeli powierzehnia Riemanna rodzaju p daje sie za-
mieni¢ na inna, majacy tylko dwa liscie. to nazywa sie hy per-
eliptyczna.

Typem kanonicznym powierzchni hyper-
eliptycznej Riemanna rodzajup jest powierz-
chnia, zlozona zdwulisci 1 majaca 2p-+2 pun-
ktéwrozgalezienia.

Dla p=1 kazda powierzchnia Riemanna
Jest hypereliptycznag wlasciwviemamy wtedy
tak zwang powierzchnie eliptyczna Riemanna.

Dla powierzchni hypereliptyczne; o dwu lisciach, uklad
cie¢ 4, B, C, zamieniajacych ja na jednospdjna, tworzy sie spo-
sobem nastepujacym. Niechaj punkty a,. s, ..., ¢+ beda
punktami rozgalezienia a proste (ay a,), (it; @) ... (@1 pt2)
liniami spojnoscl. Wykreslmyna jedvej z plaszozyzn krzywe zam-
kniete, zawierajace w swem <wnetrzu pierwsze p z pomiedzy
linij spdjnosci, otrzymamy tym sposobemlinie 4, 4,....d,. Naste-
pnie tworzymy B, kreslac krzywe zamknieta, ktora wychodzac
z jednej z plaszezyzn z punktu linii a; @y, dochodzi do punktu
linil @aptq U421, przeszediszy nastepnie do drugiej plaszezyzny,
wraca do tegoz samego punktu linii (¢, ¢,). Podobniez tworzy-
my By, ... B, 1 kreslimy te linie tak, aby sie nie przecinaly.
Wreszcie tworzymy linie C, .. ... , Cy—1, Taczac punkt linil 4,
z punktem linii B;. punkt linii 4, z punktem linii B, 1 t, d

P'aseal. Rep I. 29
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Funkeye na powierzchni Riemnanowskiej.

Dla kazdego punktu powierzchni Riemanna mamy jedne
wartosé z 1 jedne wartosé w: ta ostatnia pozostaje bez zmiany
bez wzgledu na droge, jaka mna powierzchni dochodzimy do
purktu.

Niechaj bedzie funkcya monogeniczna ziniennych z i w
taka, ze dla kazde] pary wartosci z, w. czynigcych zado$é zwigz-
kowi f(w,z)=0, t.j. dla kazdego punktu powierzchni Rieman-
na ma ona jedne wartosc. Taka funkcya nazywa sie funkcys
jednopostaciowa na powierzchni Riemanna,

Kazda funkcya jednopostaciowa na po-
wierzchni Riemanna, nie majaca innych oso-
bliwosci précz biegundw (t J. punktéw, w ktérych
staje sig nieskonczong tak, ze jej odwrotnus¢ jest w tych pun-
ktach zerem i funkeya clagla) jest funkeysa wymierng
ilosciwicz (funkecyaalgebraiczng ilosci 2l

Kazda funkeya jednopostaciowa na po-
wierzchni Riemanna musi koniecznie posia-
daé bieguny, t. j. nie moze by¢ skonczony na
calej powierzchni, chyba ze jest stala.

Kazda funkcya algebraiczna (funkeya jeduo-
postaciowana powierzchni Riemanna)przyjmuje kazdg
wartos¢ krazy, wszczegdlnosci zas ma tyle
zer,ile ma biegunéw. Liczba I nazywa sie stopniem
funkeyi

Grupa k punktéw, z w ktorych funkeya algebraiczna pray-
biera tg samg wartosé, nazywa sie réwnoresztny (korre-
svdualna), z grupa innych & punktiw, w ktoryeh taz sama
funkcya przybiera inna wartost.

Nieistnieje funkcyva algebraiczna, maja-
camniej niz p+1 biegundéw dowolnie danvel,
gdzie p jest rodzajem zasadnicze] powiersz-
chni Riemanna.
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Funkecyaalgebraiczna ogélna majgca pt1
biegunéw dowolnie danych, zawieraliniowo
dwiestaie jednorodne, . j. jest postaci ¢ Frfe,
gdzie Fjest funkcya okreslong tejze natury,

Funkcya algebraiczua ogdlna majaca k
biegundéw dowolnie wybranychzawiera linio-
wo k—p+1lstalych dowolnych, t j. istnieje 1—p
prawdziwych funkecyj (wylaczamy ilos¢ stala) 1i-
niowo niezaleznych majacych biegunyswoje
wszystkie lub niektdre w tych % punktach.
(Twierdzenie Riemanna,Crelle LIV, Abel sche Functionenn. 5.)

Uogdlnienie tego twierdzenia odnosi sie do przypadku,
w ktérym punkty dane maju polozenie specyalne.

Jezeli rownanie f(w,2)= 0 rozwazamy jako rownanie krzy-
wej plaskiej rzedu #-tego, to krzywa dolaczong rzedu
(n—3i-go nazywamy taka krzywa tego vzedu, ktora przechodzi
(r—1)-krotnie przez punkty r-krotne krzywej zasadniczej.

Krzywa dolaczonarzedu (n—3)-go ma 2p—2
zmiennych punktdw przeciecia (précz pun-
ktow wielokrotnyceh)zkrzywy zasadniczaiist-
nieje p krzyvwych dolaczonychrzedu (n—3)-go,
liniowo od siebie niezaleznych

Jezell I punktéw nalezy do przecieé (zmiennych) krzywej
dolaczone] rzedu (n—3)-go z krzywa f. méwimy wtedy, zZe te k
punktow tworzy grupe specyalna.

Jezeli przez Lk punktdw danych przecho-
dzizkrzywychrzedu (n—3)-go liniowo nieza-
leznych, to funkcya algebraiczna, majaca bie-
guny swe wszystkie lub niektdre w tych k&
punktach zawiera¢ bedzie liniowo A—p+4r-1
stalveh dowolnych jednorodnych. (Twierdzenie
Riemanna-Rocha, Crelle LXIV))

Jezeli 1=0, mamy wyzej przytoczone twierdzenie Rie-
manna.

Funkeya algebraiczna, ktorej bieguny tworzg grupe spe-
cyalna, nazywa sie funkcya specyalna.
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Liczba biegundéw funkcyispecya ije
conajwyzejréwna 2p—2 i moze dosiggnact
granicy.

Kazda funkcye specyalng mozna przed-

stawicé w postam—s—p—, gdzie 1 ¥ sa plerwsze-

mi stronami réwnan dwu krzywych dotaczo-
nych rzedu n—3.

Teorya funkeyj algebraicznych jest Scisle zwiazana z teorya grup
punktéw na krzywej. O tej teoryi istnieje pierwsza praca klasyezna
Brilla-Noethera (Math, Ann. VII); po szczegdly odsylamy czytel-
nika do drugiego tomu tej ksiazki.

O twierdzeniu Riemanna-R ocha, oprécz prac wskazanych,
patrz jeszcze Lindemann: ,Untersuchungen iiber den Riemann-
Roch’schen Satz* (Lipsk 1879). Noether (Spraw. Erlangen 1879),

Przed zakonczeniem tego paragrafu winnismy jeszcze do-
daé, ze mozna utworzyé teorye funkeyj monogenicznych na po-
wierzehni, unogdlniajac pojecie funkeyl zmiennej urojonej na
plaszezyznie.

Na powierzchni danej rozwazajmy uklad spdlrzednych
krzywokreslnych p, ¢ i niechaj £, F, G beda spdélezynniki formy
rézniczkowej, wyrazajace] kwadraty elementu liniowego po-
wierze hni (patrz tom IT rozdzial o ,Geometryi rézniczkowej“).

Jezeli p’, q" sa funkcyami rzeczywistemi ilosel pig, czy-
nigcemi zadosé, dwom zwigzkom:

ap' '

E = L

o . dq F W
p lEG —F '’

- A

9 _ °p y

5

& ' VEG —rF¢

wfaedy znc_u'enna zespolona p’ —+-i¢' bedzie funkcys punktu po-
wierzchni o spélrzednych p i ¢, taka, ze jej wartosé jest nieza-
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lezna od kierunku, w jakim porusza sie na powierzehni punkt
p. ¢: nie bedzie zas funkcya zmiennej zespolonej p+ 4 ¢, chyba ze
». ¢ stanowia uklad spélrzedunych izometrycznych. W ngdle
wezakze bedzie funkcya innej kombinacyi zespolonej zmiennych
piq; lkombinacya ta jest mianowicie calka rdézniczki dokla-
dnej. ktéra otrzymujemy, mnozac

IELZ,;+(F+51EG+FJ)_I§;{_

1

przez czynnik calkujacy postaci ogélne] zespolonej u -+ iv.

Powyzsze zwigzki sy zwiazkamikoniecznemi i dostateczne-
mi na to. aby zmienna zespolona byla funkcya innej; z nich
otrzymujemy dwa zwiazki nastepujace:

, & ; oy 3([’ 2y’
Kl ((’“ B Faq)| 2 (E aq""Fap)_U
p VEG — F* Toeg | EG —F* T

oy Ayt Ay’ Ap’
(e X g 52 _p
2 Y 0 2 2q op _0
ep |EGF —F? 2 IEG—F? )

zastepujace zwiazki A? =0 teoryl zwyklej (patrz Rozdz XTII).

Jezeli przedstawimy p'+ /¢’ przez punkty plaszezyzny,
to zmienna ta bedzie funkeya punktu powierzchni (w znaczeniu
wyzej wskazanem), jezell powierzchnia 1 czese plaszczyzny od-
powiadajg sobie w odtworzeniu podobnem. Ogdlniej.
jezeli ), ¢ sa spélrzednemi krzywokreslnemi punktu inunej po-
wierzchni, wtedy zagadnienie: ,uczyni¢ punkt jednej powierz-
chni funkcys monogeniczng punktu drugiej, odpowiada: ,od-
tworzeniu podobnemu® jednej powierzchni na druga (patrz roz-
dzial odpowiedni w tomie 2-gim).

Poprzednie rezultaty znajujemy po raz pierwszy w klasycznej roz-
prawie Beltrami'ego (Annali di mat, I, str, 829); inne wskazéwki
iszezeguly u Neumanna (Abel'sche Integrale, Lipsk, 1865, 1884)
i Kleina (Algebraische Functionen, Lipsk 1892).
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§ 4

Catki abelowe.

Niechaj /? (10, z) bedzie funkeya algebraiczna zmiennej z,
ktéra ze zmienna w polaczona jest zwigzkiem wymiernym

fle. 3) =0; calka

’H (o, 2) dz
nazywa sie calka abelowa.

Funkecya 2z, ktérag ta calka przedstawia,
jest wogdle funkcya o nieskonczenie wielu
wartosciach: to znaczy, ze, idac na powierz-
chni Riemanna poréznych drogach catkowa-
nia, mozna dojsé¢ dotegosamego punktu zrdz-
nemi wartosciamicalki

Jezeli za pomocy cie¢ 4, B, C uczynimy powierzchnie je-
dnospdjng (patrz § 2), to réznica wartosci catki w dwu odpowie-
dnich punktach brzegéw, utworzonych za pomocs ciecia, 4 jest
iloscia stala, ktora nazywa sie modufem peryodyczno-
scipierwszego gatunku; dla ciec Bmamy moduly
peryodycznos$ci drugiego gatunku, dla cigé¢
Ctardznica jest zerem,

Calkaabelowa ma najmniej 2p moduldw
peryodycznos$ci; réznica dwu wartosci, jakie
onamoze mie¢ w punkecie, jest suma wielokrot-
noscijejmoduléw peryodycznoseci.

Calki abelowe rozréiniaja sie wedlug natwy funkeyi
1t (w, 2), lub lepie] wedlug natury biegunéw tej funkcyi.

Jezeli funkcya Eniema innyzh biegundw,
préczpunktdwrozgalezienia, wtedy catka mo-
ze byé¢ stale skonhczong imamycalke gatunku
pierwszego.Jezeli funkcya Rma biegunrzedu
wyzszegomnad 1 wpunkeie (u,2), wtedy calka
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stajesie wtym punkcie nieskonczona, podo-
bnie jak funkcya algebraiczna (punkt nieskonczo-
nosci algebraiczne]) i otrzymujemy calke gatunku
2-go.Jezeli wreszcie R ma biegunrzedul-go
wpunkecie (W, %), wtedy calka stajesie¢ wtym
punkcie nieskonczong, jaklogarytm funkeyi
algebraiczne] (punkt nieskonczonosei logarytmowej)ibe-
dziemy mielicalke gatunku 3-go,

Calki dwu pierwszych gatunkéw maja jako moduly peryo-
dycznosel tylko wyzej rzeczone moduly w liczbie 2p; calki ga-
tunku 3-go maja, procz tych, jeszcze inne moduly, zalezne od
nieskonczonosci logarytmowych. Jezeli okrazamy takie nie-
skonczonosci, to wartosé calki powieksza sie o loczyn liczby 274
przez wielokrot nosé¢ pozostatosci, ktéra tej nieskonczonosci od-
powiada (patrz Rodziat XIII, § 6).

Suma pozostalosci cafek 3-go gatunku jest zawsze zerem.

Kazda calka abelowa daje sieg zawsze przed-
stawié za pomoca kombinacyiliniowej calek
1-go, 2-go 1 3-g0 gatunku

Jezeli zmienna calki abelowe] przebiega sposobem ciaglym
ogdl trzech ukladdw cie¢ 4, B, C, t.]. kontur calej powierz-
chni Riemanowskiej jednospéjnej, otrzymujemy na re-
zultat tozsamosciowo zero.

W przypadku rodzaju p=0, t.j. wprzypad-
ku zwyczajnej plaszczyzny zespolonej nie-
ma calek 1-go gatunkuw oznacza to, ze catki
funkeyj wymiernych zmiennej sg zawsze cal-
kamigatunku 2go lub 3-go; a wigc dla p=0nie
ma funkecyj, ktére pozostajgskonczonemi dla
calej plaszczyzny zespolonej (nawet dla z=co).

Jezeli powierzchnia zasadnicza Riemannowska jest
hypereliptyczng lub w szczegdlnosci eliptyczna, wtedy odpo-
wiednie calki abelowe nazywaja si¢ hypereliptyczne-
milub eliptycznemi.
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Catki abelowe gatunku 1-go.

Istnieje p calek abelowych 1-go gatunknu
liniowo-niezaleinych, jezeli powierzchnia
zasadnicza Riemanna jest nierczkladalna
i1 rodzaju p.

Jezeli f(u,2)=0 rozklada sie na L czynni-
kéw., wtedy istnieje p—i—1 catek abelowych
1-go gatunkuliniowo-niezaleznych (Christof-
fel, Ann. di mat. X).

Kazda catka abelowa l-go gatunku odpo-
wiada jednej z p krzywych dolaczonychrze-
du (n—3)-go. )

Oznaczmy przez iy, i, . . ., 1, calki 1-go gatunku 1 nie-
chaj w, . o,/ beda ich moduly peryodycznosci. Niechaj mia-
nowicie w ;. bedzie wartoscig calki w,, gdy zmienna catkowania
przebiega w kierunku dodatnim (t. j. w kierunku przeciwnym
ruchowi skazéwekzegarowych)linie 1;; i podobnie w, 4+, niecha]
bedzie wartoscig tejze calki, gdy zmienna przebiega linie A,.
Tlosci m,; mozna tez okresli¢ jako réznice dwu wartosci calek na
dwu brzegach linii 4;; i podobnie okreslié mozna w, 44 -

Pomiedzy modulami peryodycznosci 1st-
nieja zwiazki dwuliniowe, znalezione przez
Riemanna (Werke, str. 124). Sa one nastepujace:

Al
]‘ZA(COM W), ot = O,y Wy ) = 0,

: . p—L:
a jest ich p_(%_ ’

Jezeli razem z temi zwigzkami bedziemy rozwazali zwiazki
analogiczne pomiedzy modutami peryodycznosci calek 2-go ga-
tunku (patrz nizej), to przy pomocy pewnego rozwiazania mozna
mieé zwigzki, w ktérych drugie skazniki ilosci w sg state, pier-
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§ 5. Catki abelowe getunku 1-go

o
=
(&1}

wsze za$ zmienne w sumowaniu, gdy tymczasem ponizej jest
przeciwnie. Zwigzki te otrzymal Welerstrass (Progr. Gymn.,
Braunsberg. 1849, patrz § 6).

Jezeli polozymy

W =0 —}— ?:/3;/. »

to suma
P
;2' (azl. Igz, htp ™ Qo hep ﬁel )

bedzie z pewnoscig rézna od zera i dodatnia;
przedstawia ona polecalego odtworzenia po-
dobnego powierzchni Riemannana plaszczy-
znie caltki w,. Wyznacznik

Wy, @, . o . o, Oy
|

Woy, Wy, « .« - o . 5 Oy

Wy, Dpze o« o o o Dy

musi byérdézny od zera.

Moduty 1-go gatunkuniemoga byé¢ wszyst-
kierzeczywistemi, jakréwniezniemogsgbyc
wszystkie czysto-urojonemi

Nieistnieje calka 1-go gatunku, dla ktérej
sg zeramil wszystkiemoduly peryodycznosdci
wzgledem cigé A, ani wszystkie moduly pe-
ryodycznosci wzgledem cigé B.

Mozna uwazaé p calek v pierwszego ga-
ko kombinacye liniowe poprzednich calek
i1takie, ze tablica moduldw peryodycznoseci
odnosnie docieé¢ 4 jest nastepujaca:
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Al AB; ‘4‘1’
w, L, 10, . . « & s 5] 0
i
vs, | 0, i, (. . .. .,10
-
;L’p, O 1 05 | o ¢+ 6« 8 » = | &
|

Te calki nazywaja sie normalnemi Riemann za-
miast tych calek normalnych rozwazal inne, dla ktérych tablica
poprzednia ma za eiementy przekatnej gléwnej liczby 4z zamiast
1. Clebsch i Gordan (Abel’sche Functionen str. 408) uwa-
z&11 za calki normalne takie, w ktérych te elementy sg 2in.

Jezeliprzez 7; oznaczymy moduly peryo-
dycznoscicaleknormalnych wzgledem cigé B,
bedziemy mieli zwigzki 7,=7,, nadto czesci
urojone moduidw 7, powinny byé wszystkie
zeznakiem dodatnim.

Jezeli polozymy r,=9y,;+44,, to forma
kwadratowa d,; m n, gdzie liczby nsg jakiekol-
wiek liczby rzeczywiste, powinna byé¢ zawsze
rézna od zera (forma kwadratowa okreslona).

§ 6.
Catki abelowe 2-go gatunku.
Istnieje p calek gatunku 2-go, liniowo od
siebieniezalesnych i stajgcych sie nieskon-

czonosciamil-gorzedu wtym samym punkcie
oznaczonym z=i
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Rozniczkujac jedne z takich calek r—1
razy wzgledemt?, otrzymujemy calke gatunku
2-go, ktéra staje sig co” w punkecie &

Catka gatunku 2-go, stajgcasigoo! wdwu
punktach, daje sig wyrazié¢ jakosuma dwu ca-
lek, z ktédrych kazda staje sig col w jednym tyl-
kopunkecie. )

Mozemy wyznaczy¢ calki 2-go gatunku ¥4
takie, ze modulyich peryodycznosci wzgle-
dem cieé¢ 4 sg wszystkie zerami; wtedy moduly
peryodycznosci wzgledem cigé B beda funk-
cyamialgebraicznemi iloscié, rdwnemi mia-
nowicie —2imy,(t), gdzie y,(z) jest pierwszag stro-
ng réwnania krzywej dolgczonej rzedu n— 3,
odpowiadajacej calce normalnej 1-go gatunku .

Jezelip punktdw ¢, #,...,{ nie lezy na
krzywej dotaczonejrzedu n—3 wzgledem krzy-
wej zasadniczej f(w,2)=0, wtedy kazda calka
Y0 gatunkn 2-go z nieskonczonoscia jakakol-
wiek wirzedu plerwszego i majagca moduly
rowne zeruna cleciach 4, daje sig wyrazié za
pomoca catek analogicznych, majacych nie-
skonczonosci wpunktach t,¢,.....

Wzdér odnodny otrzymujemy, rozwijajac
wyznacznik

yo, =y« . . ., T l
(), w@), . . .,y = Funke. alg. ilosel ¢
1 Ilul’(t) L) Wp(.t/), . . . ] wp(t(p))

gdzieilosciy majgznaczenie wyzej okreslone.

Jezeli ¥y, ¥,, - .., Y, oznaczajg minory, zawarte w ma-
cierzy ostatnich p kolumn poprzedzajacego wyznacznika, po-
dzielone przez wyznaczuik
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7101“’)7 . X A . . 3 1101 (Z‘(L’)) E
|
!
wl(lh, . . . . . () !

wtedy zachodzizwigzek
Y0 = Xy, () I, + tunkcya algebr. ilosci 7.

Calki Y,., Y,,...,7Y, mozna nazwaé normalnemi
zachowuja sie one w sposéb specyalny odnosnie do peryody-
cznoscl. >

Ich moduiy na cieciach 4 sa wszystkie
zerami; moduly na cieciach Bsazerami, proécs
jednegoréwnego 2im dla I, jest modul wzgle-
demcie¢ B, réwny 2ia: moduly tych calek sg nie-
zalezne od punktéw nieskonczonosci.

Jezelizmienimy punkty nieskonczonosci,
tonowe calki rézni¢ sie beda od dawnych
o funkcyealgebraiczne.

Rézniczkujac wzér poprzedni »—1 razy,
otrzymujemy calke drugiego gatunku, stawa-
jaca sie co” w punkcie {, wyrazonaliniowo przez
p calek normalnych,

Jezeli Z jest jakakolwiek calka 2-go gatunku z punktem
nieskonczonosciowym w ¢ rzedu 1-go, toutworzywszy Z'", .. | Z(t,
podobnie jak w twierdzeniach poprzedzajacych, dojdziemy do
takichze rezultatéw, pamietajac tylko o tem, ze nalezy ilosei ¥
zastapié ilosciami Z, ilosci zas v ilosciami . Przez ¢ rozumie-
my tu strony pierwsze réwnan krzywych dolaczonych rzedu
(n—38)-go, odpowiadajacych calkom 1-go gatnnku «, hie zas
calkom normalnym v (patrz § poprzedzajacy).

Catki Z. Zy,...,Z, wtensposéb utworzone,
nazywaja sig tez calkami normalnemi; maja

onemoduly, niezalezne od punktéw nieskonczo-
noscl
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Jezeli przez —i.; . —1), 14, Oznaczymy moduly peryody-
cznosci calek 7, na cieciach 1., B,. bedziemy mieli zwiagzki
dwuliniowe:

p
20 iy — Onip ) = 0, dla ik,
¢

:2[‘:‘[ " }:}.7
gdzie1loscl o sa modutamicatek gatunku I-go.
Nadto pomiedzy modulami calek garnnku
2-go zachodza zwiazki:
v :
= (N0 ), 14p =~ Norgpn ) = 0.

e—|

, . ) (p-—1)
ktorych jest AL e
) . 2
Jezell napiszemy w,4.; zamiastzn, ., to wszystkie
zwiazkl poprzednie wraz ze zwigzkami § po-
przedzajacegozawrzeé bedziemozna wzwiazku
jedynym:

g
N

f-i‘dl(wt’ W) itp — WL W fpy) = 0, j#é—i_l)
= x; j==it+p

gdziei jprzyjmuja wszelkie wartosci 1,2,.. ., 2p.
(Zwiazki Riemanna).
Odwracajac te zwigzki, otrzymamy zwiazki
Welerstrassa:
Il

2w wig, ) — @, Oity,.)
h=1

=0. j==itp
=2z j=i|p;
2p (2p—
zwigzkdw tych jest—lg(~£)———l—).
Wyznacznik rzedu 2p, nutworzony ze wszyst-
kich ilosci w, odnoszgcych siedocaltek 1-go i 2-go
gatunku:
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Wyyy = o ¢ o e Wy, zp

2,1 5 . . . . . g W2p2p

jest rézny od zera.

Funkcya algebraiczna ogélna, stajaca sie
nieskonczong w s punktach #.¢,...,t"" moze by¢
Wyrazona zaWwsze za pomocg Wzoru

F=d¢Z" 4+ .. ... + )z 4 C;

gdzie liczba stalych dowolnych okresla sie na
podstawie twierdzenia Riemanna-Rocha.

§ 7.

Catki abelowe gatunku 3-go.

Z twierdzenia, podanego w § 4, wedlug ktérego w calce
3-go gatunku suma pozostatosci logarytmowych jest zerem, wy-
nika, ze calka taka ma co najmniej dwie nie-
skohczonoscilogarytmowe.

Granicg calki trzeciego gatunku o dwnu
nieskonczonosciach, gdy tezblizaja sie do
siebie nieograniczenie, jest calka gatunku
2-go, majaca w tym punkcie.nieskonczonosé¢
algebraiczna.

Catke gatunku 3-go 0o » nieskonczonosciach
algebraicznych mozna wyrazié¢ liniowo przez
r calek gatunku 3-go, z ktérych kazda ma tyl-
ko dwie nieskonczonosci.

Abycalke gatunku 3-go o dwu nieskonczo-
nosciach uczynié¢ jednowartosciows na po-
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wierzchni Riemanna, zamienionej najedno-
spéjna, dosé poltaczyéobie nieskonczonosci
cieciem; na powierzchni tak przecietej cal-
ka jest jednowartosciowa,

Pochodna caltki gatunku 3-go wzgledem
jednego z punktéw nieskonczonosci loga-
rytmowej jest calka gatunku 2-go, majaca
tylko jeden punkt nieskoficzonosci algebra-
icznej rzedu pierwszego.

Jezell przez P oznaczymy calke gatunku 3-go z dwoma
punktami nieskonczono$ci logarytmowych ¢, f,, przez Z® calke
gatunku 2-go z nieskonczonoscig algebraiczng t, bedziemy
mieli wzdr

h

Pl = / Z0dt.

‘'t

Wrazenie Z jest znéw calks pomiedzy dwoma punkta-
mi z, 2z, powierzchni Riemanna, ktére;oznaczamy przez skaz-
niki dolne, bedzie wtedy:

Wprowadziwszy calkinormalne gatunku
2-go, bedziemy mieli
et
¢ty th oz tty o i
P,=w Z + . . .. +w, Z, +|Frdt,
t
gdzie F jest funkcya algebraiczna ilosci z
z,t1 wszystkich punktéw ¢,¢,...,{», zapomo-
cg ktédrych tworzymy calki normalne Z,2,.., Zy
ostatni wyraz jest funkcya algebraiczng je-
dnowartosciowsg wzgledem 2z gdyz calkowa-
nie odbywa sig tylko wzgledem zmiennej ¢

Moduly peryodycznosci calki P”: sa:
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¥ . .
- _wa‘nm, dla ciecia 4,

=1

Yy
.
“'2”/" ’]1,]—{—1:, ” ” Bl-
=1
Jezeli wyjdziemy z calek Y, zamiast z calek Z,, otrzyma-
my calke trzeciego gatunku, ktéra, wedlug Clebscha i Gor-
dana, oznaczamy przez /1.
b i 1t _
Moduly peryodycznosci calek II' majg
wartosé zero na cieciach 4, i réwnaja sie
2izv" na cigeciach B.
Calka II czyni zado$é réwnosdci:

nazywa sie to przemienno$cig parametrdw
t 4, zargumentami 2, 5.
Mamy takze wzdr:
ity 4L faf
‘:rl:' + n::, + I‘Z:; == O’
jezeli droga calkowania od z do z nie prze-
cina drogi 4 ¢, ¢.

Dla kazdej calki trzeciego gatnnknu P”1
suma
pta + Phi L ptt

jest calks gatunku pierwszego

Calki gatunkéw 2-go i 8-go, rozwazane w poprzednim i ni-
niejszym  paragrafie, zamieniliSmy na normalne, by uczynié
mozliwie najprostszemi ich moduly peryodycznosci Nowsze
badania Kleina i jego uczniéw majg cel odmienny; idzie
w nich o zbudowanie calek 2-go i 3-go gatunku w ten sposéb,
aby ilosci podcalkowe byly wyrazeniami niezmienniczemi wzgle-
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dem formy podstawowej f(w, z) = 0, przedstawiajacej powierz-
¢hnig Riemanna.

Nalezy wtedy zamiast w, 2 wprowadzi¢ trzy zmienne je-
dnorodne, utworzyé calke trzeciego gatunku ), ktéra rdwnies
jak i calka /T Clebscha-Gordana posiada wlasnosé¢ niezmien-
nosci przy przemianie parametrdw 1 argumentow.

Nie mozemy tu wchodzié w szezegdly 1 dlatego ograni-
czamy sig na podaniu wskazowek bibliograficznych, odnosza-
cych sie do calek abelowych.

Ahel pierwszy znalazl stawne i wazne twierdzenie. v ktorem
méwinmy w paragrafie nastepnym. Teorya calek abelowyeh jest po-
krewna z teorya funkeyj abelowych. o ktérych méwimy w rozdziale
XVII, tak Ze Libliografie obu tych dzialéw wiaza sie ze sobg. Dzielami
podstawowemi sa tu: rozprawa Riemanna (Crelle, LXIV). lekeye
Weierstrassa o funkeyach abelowych, dzielo Neumanna (Lipsk
1865, 1884), oraz dzielo Clebscha-Gordana (Lipsk 1866), ktére
szezesliwie zapoczatkowalo zwiazek pomiedzy pojeciami geometryeznemi
i analitycznemi w tej dziedzinie. Najnowsze prace Kleina mieszcza

sie w Math. Ann. XXVII, XXXTI, XXXV

§ 8.
Twierdzenie Abela.

Niechaj bedzie funkcya algebraiczaa tna
powierzchni Riemanna iniechaj v, o, . oo, Tm;
YisYsy -y yn heda odpowiednio jej punkty zero-
welpunktv nieskonczonosciowe (dwie grupy
punktéw spélvesztowych); jezeli Ijest jaka-
kolwiek calkagalbelowa, tosuma

Zz,
m

%‘ /.(ZI

=1

Ye
rascal Rep. I 23
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Jesr funkeyaalgebraiczno-logarytmowsg ilo-
¢citzdodaniem wielokrotnosci moduldw pe-
ryodycznosci calki J (Twierdzenie Abela).

Jezeli I jest calkyg 1-go gatunku, to powyz-
szasuma jest zerem (nie liczac wielokrotno-
$cimoduldédw peryodycznosei)

Jezeli Ijest calka gatunku 3-go0, majacy
dwapunkty & 7 nieskonczonosci logarytmo-
wej.tosuma powyzsza ma wartos o‘nlezaleznq
odspecyalnego wyborucalki; wartosé ta vrdw-
na sie log i(’j (pomijajagce wielokrotnosei modu-
16w peryodyecznoscil.

Jezeli I jest calky gatunku 2-go z punktem
nieskonczonosci algebraicznej & to wartose
sumy (jezell pominiemy wielokrotnosci mo-

t'&)
dut t
uldw)jes e
Jezelinapiszemy ¢t w postaci
;e 2)
T oyw,2)

ijezeliistnieje taka wartosé 4, dla ktdrej krzy-
wa @(w,2) —Ay(w,2)=0 przechodzi przez oba pun-
kty & n, wtedy strona druga wzoru w twier-
dzeniu Abela dlacalek gatunku3-go jest ze-
rem (jezeli pominiemy wielokrotnodci peryo-

d o w).

Zapomoca twierdzenia Abela suma & calek
x, ’

.

> / al,

=1,

b

gdzie k>p+41, 2 zas1y sa jakiemikolwiek war
tosciami, daje sie zawsze wyrazié jako suma
analogiczunych p oa,IeL (p jest ,rodzajem“ powierzchul
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=
ot
| =t

Riemanna), pomijajac (jezeliidzie o calki 2-go
i8-go gatunku) pewna funkcye alg ebralczno—-
logarytmowa.

W przypadku eliptv znym p=1mamy: »u-
ma dwu lub qucm calek ellptvculych daje
sig zawsze wWyrazi¢ za pomoca jednej calki,
przyczem jedna z granic moze byé wybrana
dowolnie. (Twierdzenie o dodawaniu Eulera.)

Twierdzenie Abela dla calek pierwszego
gatunku wyraza warunek konieczny i dosta-
teczny na to, aby dwie grupy punktéw byly
spélresztowe. (Riemann, Weierstrass).

Jezeli we wzorze, wyrazajacym twierdze-
nie Abela, zmienimy odpowiedniosé pomigdzy
granicamil wyzszemilniZszemi, tocalasuma
powiekszysiealbo zmniejszy o wielokrotnosa
calkowite moduldw peryodycznosdci.

Za pomocy twierdzenia A bela mozna udowodnic twierdze-
nie Riemanna-Rocha iinne twierdzenia zasadnicze teoryi fun-
keyjalgebraiczanych, np.tak nazwane ,t wierdzenieoreszcie®
ktérego twierdzenie A bela jert tyllio forma przestepna. ,Twier-
dzenie o reszcie“ brzmi jak nastepnje:

Jezell &, 2y .o, @l Yy Yas-or Un 88 dwie grupy
punktéw spélresztowyvech to gdy przez punkty
o przechodzi jakakolwiek krzywa, przecina-
jaca krzywsa zasadriczg winnych b punktach
2432y, ....21, wtedy punkty z1iy stanowié¢ beda
przeciguvie zupelne innej krzywej z krzywa
zasadnlcza.

Jezeli powierzchnia Riemanna ma » lisci,
to suma wartosci, ktére przyjmuje ta sama
calka abelowa 1l-goi2-go gatunkuprzy opisa-
nindrég zamkniegtych, sprzgzonych we wszy-
stkich rlisciach, jest zerem,

Twierdzenie Abela jest najbardziej zasadniczem w cale]
teoryi funkeyj algebraicznyeh i ich calek.



396 Rozdzial XVI.

Odkryl je Abel najprzod dla przypadku hypereliptycznego
(Crelle IIT). a nastepnie (1826) dla przypadku vgdlnego (Mémoire sur
une propiété générale d'une classe trés-etendue de fonctinns transcend.;
Mémoires des Sav. étrang. t. VII, 1841).

Dowad tego twierdzenia znales! mozna w dziele Clebgeha-
Gordana oraz w innych dzielach. cytowanyel w § poprzedzajacym,



ROZDZI1AY, XVI

TEORYA FUNKCYJ ELIPTYCZNYCH

§ L
Funkcye 9 Jacobiego.
Funkeye § Jacobi’ego sa nastepujace:
F(e) = 1—+—9§(—1)”(1‘ cos 2r
r=1

g
X (—=1yg ever,

- co

i

co 1 N 1
Dyfa)=2 X (—=1y=1 g1 "7 sin 2r—1) .

r=1

'rC'O - 1 )
— E (___1)1 l([& (2 =1) ((."v—-l)lr’
—co

co 1 (211
Jpfa) = 23 g+ 7T eos (2v—11xz
=1

1

T o 1
v~ (21—1)3
by {24(1 ) (25 —1V0 ,

~ 00
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Rozdzial XVL

co
$ley=1+4+223 q" cox2pz

r=1

—+cc
B )’
= X ¢ e’*'*.
-—CJ

Teszeregisgzbiezne dlakazdej wavtosci
jezeli mod g<1.
Funkcya 9, jest nieparzysta, wszystkie
pozostale sg parzystemi:

St ia) =d(@: H@Etin = 1 J,(),
S@+'a)=F &Kr). ¢ wtia) = 8

1

O (akelogg) = F 1q et ud (a),
1

Juz—+Llologg = 22 0" Tet 9 (1),

I

1
§yla = L ilogq) + @ Tex"d, (1).

i
Mx+lelogg) = + ¢~ Tet® 9,(1),

=

l
d@etLatlilogg) = q tex ' 8,(r).

. 1
hivr+iatlilogg = ¢ fetr 9§, (a).
1

Bl 4+ 'at-leloggy = + g sexr P (2).

S+ lilagg) = T g~ & ek 8 ().

I +a)=3%). J(rta) = — 9 (L) .
')92{: +a) = — ,92(3,); 19, (j'i:ﬂ) = 8‘,(,1).
dladlog)) = — g Tek2 9(y),

i
\

v elogg) == — g Tet2reg, (1),
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By(x = ilogg) = 4 g lez27 Jy(x),
Og(w +ilogq) = 4 ¢ let?e G, ().
Wszystkie funkcye $iich pochodne czy-
niazadosérédwnaninrdézniczkowemu:

029 a4
o T 2 (log ¢) =

0.

Jezeliiloscia’ sa polaczone zilosciami o
zwigzkami:

ay= w0ty E ), o =dw oy — a1y,
afy = t(@ — 2t —), =10 —s—atag)

to wtedy mamy nastepujace trzy wzory Jacobi'ego:
t 4

4 ) 4
}{.;l] Q()_; (-"1;} +1{II 29‘.;(.7'/‘) = [ ‘l()](’.L',]‘) + Il 19_5(7',),

=1 =

-

4 1 4 4
I Yoy — Oy = TLH") — 1§ ('),
k=1 L=1 =1 =1

4

4 4 4
0 9x) — I Oy = I 90h)) + II §L')).
=1 =1 =1

=1

Jezeli przez (¢j/ik) oznaczymy iloczyn 9y (ay) 9, (v 2) Fulvs) Fylesy),
a przez (ijhk)" takiz iloczyn dla argumentéw 2. to zachodzi¢ be-
da zwiazki nastepujace:
(0033) + (1122) = (0033, - (1122),
(0033) — (1122) = (2211 + (3300),
(0022) - (1183) = (0022)" - (1133),
(0022) -- (1138) = (2200)" -~ (3311)’,
(8322) + (0011) = (8322) 4 (0011,
(8322) — (0011) = (2283)" 4 (1100},
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(3021) — (2130) = (3021) — (2130,
(2031) — (3120) = (2031Y — (3120Y,
(1820) - (2018) = (1320 + (2013).

9,(0) Sz \~-a5) Hay—as) = 9%(@;) 94 ws) — O () & 2(@)
= 9y2(;) 932 Zy) — B,22;) By 2(2,),
8(0) B, (wy+3) 0y (y—ay) = 9,%@,) 9%(oa) — OUarr) B3 (ay),
9,2(0) Oy (1~ 25) Oy (,—s) = D X(@y) Fy*(rg) — D5°(2y) 9% (),
$,2(0) Gy (@-F5) Oy (2 — ) = 9, %(;) FoX(xy) — 5% (xy) D, 2 (),
32(0) Boluyas) Do(,—as) == 9,2(xy) F33(g) — P (x,) H3(r),
= P xy) F2xy) — 9 2z,) 92y
$H0) 9,(1Fxa) Oy(a1—m5) = PHxy) 83(xy) + Hy*xn) 9,3(xs),
= By3(a1) &5*(e0) - D1 *(1) 91%(,),

930) H(27) = H(x) — FHr) = FHx) — HH»),
9,%0) Fo(2) == By4(xx) — P (x) = T, H(2) — PH(r),
&:3(0) 9,(2x) = 84(r) + (@) = Jghix) 4 Si(w),
H0) 92(0) 8,(0) 91(2) = 2(w) Fu(r) Falu) 9y(r) .
Pomiedzy funkcyami @ jednego argumen-
tuistniejag dwaniezalezne od siebie zwigzki

algebraiczne. MozZna je przedstawié przez
dwa zpomiegdzy czterech zwigzkdw nastepu-

jacych:
8;3(0) 9*(x) = 9%0) Fy*(w) + 9,%0) 91*(),
9.20) 92(x) = 920) 94r) — 90, 9e3(x),
9401920 = $2(0) §,%(x) — 92.0) d*(v),
#,20) 8,%(x) = 940) H4a) -+ 8:20) Tk,
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Pomiedzy funkcyami & parzystemi i po-
chodng funkcyid, dla argumentu zero istnie-
jadwanastepujacezwiazkialgebraiczne:

#,40) = BH0) -+ 8,4U); 400) = H(0) ,(0) $,(0).
Zachodzg jeszcze nastepujagce zwigzki

pomiedzy pochodnemi funkcyj & dla argu-
mentu zero:

9" 8, 9"
o —_ =z = Y s —_ e 2 4 4.
¥, 9, Y Y 3 () tyt 8,4
3‘" & »u 001\‘ . ] "z
T ow =N g iy =W
19.2n 9" , ) ?9.317 ,9;""
Dy - g = — 9,4 9, “3‘53——‘*‘219“4193 :

v (
= B oo i 8 98 [ “S'
3 g+ = B8+

Funkcya 9, czyni zadosé nastepujacemnu
zwigzkowi. ktdrynazywasieréwnaniem trdj-
wyrazowem:

Iy (o ) 9, (ry — 3a) Iy (2 - 2,) 9, (93 — )

~ Oy k) 9y (% -1y Oy (@ ag) By (ry — )

By feg ) Gy (= ) By oy ) By —2y) =0

Pochodne stosunkdéw funkecyj & wyrazaja sie

przez stosunki samych funkeyj ¥ za pomocg wzo-
réw nastepujacych:

d i) . To(x) Ay
ot = $2(0 4,
dr  3(x) Rt Hx)  d(L)

A dyle) () Yy(x)

Al — 0)
dr  X(r) &0 3’(37) &(-7'1‘

?
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) _ g @ H0)
dr ) ) %) ) Hx)
4 By 0) V) (@)

dx Oy B &(r) ¥y(z)

Ha) B

d (s
1(1) __—_-,3.“,»() &3(,7;) ‘(}=(J;) ,

de ¥,(7)
) 02D _H)

de oy (2) V() Hlr)

Pochodne logarytmowerzeddw drugiego i wyz-
szych funkecyj & wyrazaja sie przez same fun-
kcye ¥ za pomocg wzordw:

ATV (%) F40) 9, %)
& 08 M = S50y T SRy )
B og () = YO B0
dart TS TEETRN0) TOHH0) TR
A 8‘”(0) ¥, "2(0) ﬂ'.g(l‘)
—_— ¢ \}. i nsko I y J Ak

d.? log %1 H0) ¥20) Tt

&? 37(0) B 20) Bt

= log #,(+) = $0) T 930) 940 -
(—;i—3 log $(r) = — 2%,%0) (s )ﬁ{ _’;)‘_)‘
L;% log & () = —+ 28,"40) i ;2:(1&))‘\}’(')')
%:? log $,(z) = — 28,0, 1! )&&f;“('il)_{l'.=<-”) ’
Edq; log 8,(x) = + 28,%(0) -"C’i(;’i)_gj% ?,—'_""_) ’

Funkcye ¥ s3 funkcyami calkowitemi,
ktére nie staja sie nieskonczonemi dla zadnej skonczonej war-



§ 1. -— Fuankeye 3 Jucobiego 363

tosel #; ich punktami zerowemi. t. j. punktami plasz-
czyzny. w ktérych finkeye & znikaja. sa nastepujace:

dla funkeyi ¥(2) punkty w=ma —nilog g

» = F(x) = z="ilogy+ma—mnilogyg,
, . () . r=—"1ta—ma—nilogy,
N . d(x) . o=—"g—4ilog g +mzx—i2logy,

gdzle m 11 mogy przyjmowaé wszystkie wartosei calkowite
dodatnie 1 ujemne.

Rozwiniecia funkeyj ¥ na iloczyny nieskoficzone 1ajq
postac:

Sro) e DB I [ <o snommet )

i ma— (n-+41dogy

Hi) = HO T [1 — v )

s mar - nelogq

"
Ba(r) = &2(0),,,,1{(1 T (= Da—nilogy )’

o
$ia) = 00 I [1 — — J.
) B (M4 Ja—(n—1)log ¢
gdzie iloczyny II rozciagajs sie na wszystkie wartosel m. n valko-
wite, dodatnie i wjemne, nie wylaczajac zera; tylko dla iloczynu
nieskonczonego, przedstawiajacego funkeye ¥, . nalezy wylaczyé
kombinacye m —=0. n = 0.
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ur
Do

Funkcye eliptyczne Jacobi ego.

Polézmy:
R
J?ii—{—) = lk.smq, &2({) = I/ 5 COs .
. ) H&) A
oty = 737 | TR = T e,
= $,40) ..

Wzory te okreslaja ilosé ¢ jako pewna funkcye zmiennej ¢,
nazwana funkeyva-amplituda ioznaczana symbolem am,
tak ze

@ == am .

Funkeye sing, cosq, 4 ¢ oznaczaja sie odpowiednio przez
sn/, cunv, dnuw.

1 nazywaja sie wstawa—amplituda, dostawsag—ama
plituda, delta—amplitudy. Sgtotrzy tunkcye elip-
tyvezne Jacobi'ego; pomiedzy uiemi zachodza zwiazk: alge-
braiczne:
sn®r -+ enfr = 1; dn? r 4+ hfsnty = 1,
Funkeya odwrotna wzgledem funkeyi
sie przez calke okreslong :

amplitudy wyraza

l,: (]l
. g . ‘ dy
F1—I2sintg Ao

] i}

1nazywa sie¢ calky eliptyczna gatunku 1-go.
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Funkcye te posiadajg twierdzenie o dodawa-
nin algebraicznem, t. j. wartosé funkeyi dla ar-
gumentu  + r, wyraza sig¢ algebraicznie przez
jej wartosci dla argumentdw pojedynczyech ry, v,
Wzory odnosne sa:

nryenvydne, =snpenydary
L — sy sntr,

sn (e, 4= t9) =

en vy en vy, o sn oy s, dnw, du v,
(v ) = — kel L Rl W
1 —£”sn? ryosn® ey

dn (2, & v,) = dn ry dn vy Fk%su ey snwy cn e en e,
" 1 —/%sn* ¢y sn? o,

Inng wlasnosé tyeh funkey;j eliptyeznych stanowi to, ze pochodne
ich wyrazaja sie algebraicznie przez same funkeye

d,
I 8N = cn v . dun e,

v

d
— onv = — snv.dnv,
v

d .
—— dnr=—/*snordnr.
e

Wprowadzmy ilosci:

__’? de o ’!—’ g
I Vi—iPsintp | Vi—Rsing ’

. |
(t. t. calki zupelne Legendrea. gdzie znak M ma ozna-

czat, iz calkowanie odbywa sig na drodze prostoliniowej
pomiedzy wskazanemi granicami. Mamy wtedy wzory:
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VK 3
{}:(U"_—] B4 3 6.-’(0):]/ o ;

} 1 7
_ r
p 5t v =
t}m):] 2K_/__; '-,2_02_:. W vl
T .-:A

Poniewaz g ma mieé modul mniejszy od 1, przeto czesé rzeczy-
=

wista stosunkn —— powinna byé¢ dodatnia i rézna od zera.

K
Trzy tunkcye eliptyczne snv, ene, dnv sy fun-
keyami podwojnie peryodycznemi; wartosciichnie
zmieniaja sle, jezell argument ¢ powiekszymy
o wielokrotnoscei calkowite nastepujacych ilosei:
dla snv o 4A, 2¢A,
ecnv .. 4K, 1K',
2K. 40K’

"

,. dnw .
A

Przy powiekszeniu argunmentu o poéllub o ¢wierci

peryoddw otrzymujemy:

sn (v12K) = —snw en {024 ) = — cen v dn (02 K )=dn »,

s (r2K)=snv; enw+2K')= —cn v; dn (»-F20K') = —dn v.

l

sn(v—K)= %1131% en (b4-K)=— 7. o dn(u+K’) dn x
dnv , .
s (OTJK ) .If e 17 -}—‘2[( )———- Z_‘é—t—l—’l’ dn (U"l“ZK ) 7 7 .

Wszystkie trzy funkeye staja sie nieskonczo-
nemi w tych samych punktach

r=2mK 4+ 2n-+1)i K’
istaja sie zerami:
funkeya sn v w puuktach v =2mA + 2nih’,
- cny o o, - r=2m-4-1)K4+2n: K",

- dne |, . r=(2m—41) K+ ©Cn+1)2 K’



§ 2. — Funkeye eliptvezne Jacobi’egn

367

W punktach. w ktérych argument ma wartos¢ polowy luh
éwierci pervodu. funkeye maja wartosci nastepujace:

i

© su v Lo dny
LK 1 \ Wf ! =
2 ) 1+ P14 ‘
3 K L VAN Y-
2 Y14k VIR
1 1 é d 1K
—K+:K' o PSS — ]k
2 V1= R
3 . 1 | il 7
K4+ hK | — |- i1k
5T yi=7# 1%
1. i VI+k By
——?«_KI — s ll—r]i.
2 Vi 1k
A+% iK' 1 _Ti=ky 7
= Ik Ik
L G L 2 . N gy
2 VE 1%
IK_]_:; iK' i_ __ﬂ“/“ —V1-k
e Vi 'k
-}-K—}—%—JK’ (T VTR — == i D /T
2 2 vk 2 VE e
3 1 . | =iV
K+ :)—ZJX'V_E____ (VIR TR — = = vk i T +iVI—F)
1 3 Li ke B w5
Ry S ) ¥ [T - VTR — 1 V1L HV1—K
2T .ma{' i T T e T !
3., 8./ | 1-iVE| 1% — T
o AW =EH = T—%)
ey /K(V V"/E" e+l 1- &} 57 }/9,{V1+A ¥
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Przypadkiznieksztalceera. Dla k=0 mamy:
p=amvr=~r. K:—g—; KE'=co. ¢=0, I'=1,

sn? = sinv, env = cosv. dnv = 1,

FBy=1, H)=0, %) =0 &) =1

Dla 7/ =0 mamy:

P
“+tg —
o — 100. 1 1 tg ] to. (p @"—1
— g 0—2— b ]’ ’
1—tg ff‘ e+ 1

ec____ e— o 2 2
W—(;:— . cn dn v =

= e eh—}-?:“

SNy =

~

szeregizad ¥ stajg sigrozbieznemi.

Cztery funkcye o Weierstrassa.

Kltadac
— 1 = 80
w0 TT T8 o ¥0)
mamy:
- Ty
o(u) = .._9.)_@~ _.Bl_@“
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19 | §
5w ¢ (@)

0, (76) = ¢? 0y (O) 9
_].11.“.'. ,a- (7-)
— 2 @ 3
O, (11/) = ¢ &3 (O) s
1 2
o W) = ¢? @ " gifg)) )

Tecztery funkcye o(u) sa funkeyami cal-
kowitemi zmiennej u, dajacemisierozwingé¢
na szeregi wediug poteg calkowitych rosna-
cych tej zmiennej: pierwsza z nich jest funk-
cygnieparzysta, trzy ostatnie—parzystemi.
Wyraz przy potedze pierwszej w wrozwinie-
cino(w) ma spéieczynnik 1. a wyrazudrugiego
(zawierajacego u®) nie ma Wyraz pierwszy
rozwiniecia pozostalych funkeyi 6 jest je-
dnoscia, a wrozwinigcin iloczynu g (u) alu)au)
brak wyrazu, zawierajacego u?

Wzory peryodycznosci. Poldzmy:

’

10_ e ® PR w " o___ | ’
0g = c¢aT =17 a—)—. W =w-To0.

Stad 1 na zasadzie znanych wlasnoscl wynika, ze spdlczyn-
’
. ; - e . w . ;
nik czesci urojonejstosunku - musi byé do-

datniirdézny od zera., Poldzmy nadto:
, . iz
no' —jo=—7, =917

Tloscl w, ' nazywaja sie modulami gatunku plerw-
szego, y, 7’y modulami gatunku drugiego. Mamy
wtedy wzory:

6 (4 2w) = — o) Tt
o (u + 20') = — o (u) e2¥%+o)
o (U -F 20" = — g (u) e2/ Wt

Paseal leep.]. 2%



Rozdziat XVI.

[S\4
~1
(=)

(v 4+ 20) = — g (u) e2lrto
o, (1 + 200") = + o, (0) c¥ete)
Og (NI + 2(0) = + o0, (Zl) eﬂ)]il(+(l)l :
gy + Qa)’) = 4 o, (26} e 2+ o) ,

(u__]__ Qa)) = <+ g, (1) e2uftto)

Oy
o, (40— 20') = — o, (1) ¢ (et
n
o (w) o ¢ (w) A o (")
! gla'y’ / o(w") "’

T e
G (w)eap (),

o (MU -Fw) =

6 (U o)

o (4 ") =

Funkeya o czyni zado$( nastepujacym zwiszkom :

o (w') ema; (u).

o (w") e a,(u) .

0t 1) 0 (Uy — uy) 0, (Uy b o (g — )

~+ 0 (U 4 wy) o g — g 0 () - wy) o (1, — uy)
+ o (t + wy) o (U — wy) o (1ty =+ uy) o (thg — 1)) = O

Jesttot.zw.réwnanie tréjwyrazowe.
Wzor:
0 (H-1y) o (1 —1,) b,
a, (1,) o, () du,?
nazywa si¢ wzorem na dodawanie.

log (1)) == (7%‘?, log o (u,).

Dalej jest:
Sl12)alt )0y, )04(105) — 0ty ) 45050yt
00,2 1ty) — 62(14y) 0,210, ) '

o. (uy+u,)
o (U—u,)
gdzie 4, 4, k
kow 1, 2, 3.

przedstawiaja jakakolwiek przemianeg skazni-
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Wprowadzy oznaczenia nastepujace:

1 ( 1 2
LY & 1 \2
e e Q)- €y == — | — 4 __ 94y , __ 1( 7 i
= 3lg) © = 3lg) (- =—3lgg) (it
bedzie :
. ey, — e, —_
Jt e 2T , T2 e € e,
€ €y e — e,

e ey =20

n=]e,—e,.u; K=] =y .0 1K= Vel -ty .o
Polézmy jeszeze:

A=16 ("71—6 (82'*83)2 (31'—()‘:&)2> Lwyréznik)

g =— L (c6, + ey + ey)

gy =4 e ey ey } . (mezmienniki)
otrzymamy stad:

A =g, —27y* V§]/ ('2“2‘) ¥, (0).

4 4 4 2 7\t
(w) =00 = L wposas

( 5”—) (3949,° — 3999, 129,12 —2.872),

gs®

Wyrazenie =4 hazywa sle niezmiennikiem bez-
wzglednym; w funkeyl moduln Legendre'a wyraza sig
ono tak:

P A e

A o7 lh (1—k~

Pomiedzy czterema funkcyami o istnieja dwa zwigzki alge-
braiczne; mamy mianowicie cztery wzory nastepujace, z ktérych
dwa sa nastepstwem dwdch pozostalych:



w
e
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6 2() — 6% (u) + (e, - e;) o (1) = U.

G2 (1) — 6,2 ) =+ (r,—ey) ¢* (1) = 0O,

6,40 — o,%(w) — (e,—e,) o (u) = 0,
(e,—ey)0,2( 1) + (& —e,)0,(1) - (e;—r)o,* (1) = 0.

Pomiedzy funkeyamt sn, cn. dn 1 funkcyam: o zacho-
dzq zwigzki:

- o{u) o, () en
snr=le—c , 4 = Jg,—u 5
o, () o(t) snv
oyt 0, (26 dn v
cnp= 2 ) : Bl Vey—e,
o,(w) o(wi sn v
o,(U o,(1
dn v = ) 2, = Ve,—e, :
a,(n) o(u) sn 0
Punktamizerowemi funkeyj o sg:
{la tunkeyl 6 punkty 2meo -+ 2n0’ = w,
5 . Pn-rDo -+ 2n0’ = w,,
. 5 Oa = 2+ + 2n-+l)o’ = u«, .
Gy - 2mow + (2n+1)o’ = 1w, ;

tu m 1im sy dwie jakiekolwiek liczby calkowite dodatnie lub
ujemne.

Rozwiniecia na iloczyny nieskonczone sa:

Y s B
ofw) = Il 1 — “)ew oy
my,n w

) 1% 1w
Gl / (1 M) TT e
w,

myn

1
o) =e¢ ®

oS
QO
QQ .
[
wl 1o
D
R 54

. dy,’
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otrzymujemy :
9
Dez:'letg"_g Y DA = 0:

1 "

L 1 ’ "
6 y‘.)wu D’? ZFg2w7

200, .D??’ ==

4

Da) S o 2)]’ le e o ._)07/7 _l)w" — 217",

oraz réwnania rézniczkowe dla funkeyi o:

a"(u) — Do(u)—{—11~2 g2 1o (u) = 0,

¢ () — Dofu) + (e, - % Js uﬂ> ou) = 0.

Pochodne modutéw jednych wzgledem drugich:

= T(—T s w—l——g—g,n). = T(§93W—3!Ja"x)
o4s - A< 8 fayro+ 4:‘(/“’ Uk ag:;*T(Z-(/?gw__QT‘(/;n).
377_211 , A\ 377— 2 /1 ) i\
= e =il == Flmue-r);

— _z_yl alogi v _iiz_ alogA_
T2 T - 1= 21 2w

Rozwinigcia funkcyj ¢ na szeregi.
Kladac:

2 2041 u*
— W = 3 '
alu) = 2 1/-3,,-1»1 (2’)7,—}‘1)! ) 0!(“) = =Cy, (gn)l s

otrzymujemy nastepujace wzory zwrotne:

(2n—1) (n—1)
6

l".’n -1 — -D[)._‘Il—] - fa ['211—31

- " - (n—=12n—3)
2, = D Gl - 6 Yolon—y -

an—=1
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SN

Stad wynikaja nastepujace rozwinigcia:

(3.93 —S‘QJr) c“+ .....
8
o) =1— e 4 ¥ (% g )%r +(%’/*"Ti“/29) w
+ ('1"?‘ gser— ng ga'ey 4 ?2 s .f/.%)-% 4,

Nastepne wyrazy znalez¢ mozna w tablicy, zunajdujacej sie na
str. 7 dziela: ,Formeln und Lehrsiitze ete.® Schwarza, Ge-
tynga 1885.

Przypadki znieksztaicenia. Jezeli wyrdznik A staje sie
zerem, a zatem dwie ilosci e réwnemi sobie, np. ¢,=¢,=0, wtedy
erlzle.

v

11 1 7? ]
oy =—2, w=-37+ —, N = = — «
1 ? 2 I ._3,0 ? } ].2 ) «w ?

a funkeye o przybleraja postad:

1 - 11!!{“‘ . -—
o(U) = —=—=—v¢ ¢ sin (u] —3u)
| —Bu

2 Lo
ay (1) = e 3 3

1
s el wit
cos (uV =3u); ayu)y=rc 2 ; ofu)=

)
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§ 4.

Funkcya p Wererstrassa.

Funkf:ya p(m) okresla sig za pomoca jednego z nastepuja-
cyeh wzordw :

2

, d2
plw) = — Tt log o),

pu) = e + BT

sn¥(Ve,—e,. o)
Nadto mozna p (u) okreslié jako calke rdwnania rézniczko-
wego

st =t — g5 — oy,
z warunkiem p(U)=co. Detinicya ta jest réwnowazna z naste
pujaca: funkcyap jest funkeyaodwrotng calki

bl

ds
S —— =1l

2] (s—e) (s—e,) (S—e;)
co

Funkcyap jest podwdjnie peryodyczng o pe-
ryodach 2w 1 20"

Mamy wzory :

pPlw) = ¢ plo)

o] 0._” p(w”) = e.i‘

Pu) — plw) = [—G&% I ;o plu)-—ple’) =[£2(z—t) ]‘

o(u)
il -
pl) — plo’ = l % “)-l ;

o)
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e = ————
snr o= ]/ L cn v == I S, . dnv=]/£”_‘), by
Py —g plu)—e, plu—e,

pHu) = 4p°(0) ~ ¢ap(2e) — ;.

Pl = 6p*u) — lg,. p"wr = 12p(w)p(w);
PV(w) = 120p3(w) p'(w) — 18 ¢ap(u) — 12¢,
M) = 360pu) — 15¢,p"(u),

V') = 36[140174(”)'—98922'2(1{) =20¢,p(u) + ‘i_(/'a? I

Rézne postaci twierdzenia o dodawaniu dla funkcyi p(u).

L Pl —=p ) )
plutatg) + pln) + ple ) = .| Trs—rs- |

1 d plag)—p'(uy)

(g = 1y) — pluy) = — D duy  plug)—p(u)

Jezeli w, +u.~+w ==0, bedzie.
1 1 1. 1 |
plug).  pGo),  ply) l = 0.

Py plw) p’(uﬂ'

Jezell w1, .. —Fu, =0 bedzie:

I 1, i . . 1

P, ), . pln)

gy plug), .. L ) = 0.
p(n _’\(ull 1)(/1—2)”(") R . I,/I—z)(“”)

Dodajac do argumentn pélpeivody ., o' znajdziemy
W/Ory :



§ &4 — Fuunkeya p Weierstrassa. fif

. _ (31—‘32) (El_t%‘_)' i r = (63—-&1) (83——&") &
pgllz"‘f—a)) = e] + ‘—61) 3 p(u 2,‘—'}— ]7(“)‘—‘@9 1

i)
(e;—ey) (e,—¢))
| /R — ! 4 1 2 2
puT ") =e; T ol — &

Punkty postaci2mon-+2nw’, gdzie m 1 n sg liczby
calkowite,sg wszystkie punktaminieskoficzonosci
funkeyj p. Sa to punkty nieskonczonosci rzedu
2-gn: poza temi innych nieskonczonosci funkeya
niema.

Wartosci funkeyj p 1 p’ dla wartosei argumentéw réwnych
éwiartkom peryodéw sa:

o) =atVa—a Va=ei o5 +o)=atia—a. Vo=

r
w — ——. [® —_—
p( : )zeg-—]‘eg——es JVe—eg: P(—f)" + w) =e,~1'e,—e, . Ve,—e,

A —_— PU—
p(_gf_ -+ 2.) = & ii]’/(’z—e3 ]el_eo,

1) e Lk
V T)_) = — 2Ae,— ;) e;—ey — 2 (6, — &)l e, —ey

PI( 5 + o = Rile,—ey)Ve—r, —-2 (e, —&)) L ey—e
o' — s
( )=—2i(€1—€3)102—93 - 2 (e, —rile—e,

a w) — 9 (e~ 0, Voy—in — 2ite,—e,)l 6 —e,

o | o — . o g
p i"‘é‘ =2 (e,—e)Ve.—e, + 2i (c;—e;) e, —e,
W otoczeniu punktu w="0 funkcya p rozwija si¢ na szereg

[
p () = — 4w 4 a4
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ktirego spélezynniki sa funkcyami wymiernemi ilosci g¢,, ¢,
& mianowicie:

i Y _ Bds il
58Yh =g gn BT g

1 g5* g5° a2 4t
= ([ + i) w= w3y

=

BYatt? o ) 1( 290.%y;
41118 T 255.57.18) T 9levELT. 1L 13"’"%”13

Mozna uadto funkcye p rozwingé na szereg podwojuy za pomocy
WO

l ¢ . v 1 - b 1

pay=-— + 3w ¥ — -Lout XY=~ +

w? ow 2"
gdzie w = 2mw-+2nw’, sumowanie zas rozelaga sle na wizystkie
kombinacy= wartosei catkowityceh, dodatuich 1 wjemnyeh lezb
a1 m, wyjawszy kombinacye 0, O.

Przypadki szczegblne; znieksztaicenie funkcyi p. Jezeli
;== mamy przypadek zwany harmonicznyu: calka elip-
tyezna daje sie przeksztalei¢ na

w=— 1 ; dy

bedzie p=e ;2
W tym przvpadkup ma wlasunosc, ktdrg
przedstawia wzdr:
Py = — p(u

Jezeli 2w jest pevyodem. to i 2im bedzic pe-
ryodem.

Jezell y,=0, mamy przypadek zwany rdwnoanhar-
mounicznym Funkeya pma wtym pravpadkn
wlasnosé wyrazona wzorem:

plalty = apu).
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gdzieajest pierwiastkiem szesciennym z jed-
nosci Jezeli 2w jest peryodem, toi 2w bedzis
peryodem.

Jezeli wyrdznik A staje sie zerem, wtedy funkeya p
znieksztalca sie 1 staje si¢ funkcys pojedynczo-peryodyczng,
a mianowicie: albo funkeys trygonometryczna, albo funkeys
zlozong z wykladniczych.

Jezeli e;=¢,= u, wtedy:

3a 7 1
plu) =0 — —————— 6 =5 ==y @ = oz,
sin® (ul — Bu) sz V—3u

a jezell a =0, bedzie wprost p(u)= % .

Jezell e, == e, = a, wtedy :

: 2
eul.“_}_,)—-uha 1
. r 5
pu_r,—}—ﬁn( gt e | 3 =] @ =y
et et A Z ]3((

Funkcye wymierne ilosei p i .

Kazda funkecya wymierna iloscipiy daje
sig wyrazi¢ jako kombinacya liniowa typmw

c+ = o,g(u——uy)—%—_.,r-,,pfuwu,, +zc,,p i) s s 1 5

t. j.liniowa wzegledem ()= &Zloﬂr(/f) wzgledempiu)

oraz wzgledem pochodnyveh kolejnych funkeyi
p, Nadtosuma wszystkich spolezynnikdw o,
b j. Xe,=0.

Punkty %, sa punktami nieskoficzonosci rzgdu plerw-
szego funkeyi danej; punkty #’, punktami nieskoiczonosci
rzedu drugiego; punktyu”, —rzedu trzeciegoit.d
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Kazda funkcya wymierna ilosci p ip’ daje sie
przedstawi¢ zawsze w postaci:

olu—u'y) o(i—u'y) . . . .. o(1—u',)
o(u—u"y) o(n—u"y) . . .. L gu—u"y)

gdzie 4 jest stala, w'—punkty zerowe funkeyi, +"—
punkty nieskonczonoscii gdzie suma wszystkich
wartosci u' réwna sig sumie wszystkich warto-
$c1l u'.

Te dwa przedstawienia funkcy] wymiernych
ilosci pip’ odpowiadajg dwom przedstawieniom
funkcyj wymiernych jednej zmiennej: jednemu za
pomocg ulamkdéw elementarnych, drugiemu za
pomocg rozkladu licznika 1 mianownika na
czynniki.

Teorya przeksztafcenia funkeyj eliptycznych.

Niechaj beds dwie funkeye eliptycuna:
n=pu+b w,o)), p=p o o).

Warunek konieczny i dostateczny na to
aby pierwsza znich dala wyrazié¢ sie wymier-
nieprzez drugsa, stanowito, by pomiedzy mo-
dulamiw, o' w, o iliczbami a, b zachodzily
zZwiazki:

(0 = av, + fo’, ; ne' = yu, 4 do’'| ;

b=(m--a—y)o, + (1 - f— o o,
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gdziea b,y,6,mn sy jakiekolwiekliczby calko-
wite. Szukanie takiego wyrazenia wymiernego funkeyi p, przez
funkeye p stanowl zagadnienie o przeksztalceniu wy-
miernem funkecyip. Liczba « nazywa sie mnozni-
kiem; lecz latwo okazaé, Ze w przeksztalceniu wymiernem
funkeyi pmozna mnoznik a przyja¢ zawsze réwnym1, liczbe zas
réwna zeru, gdyz wzory,odpowiadajace réznym od jednosci war-
tosciom « 1 réznym od zera wartosciom 0, otrzymuja sie latwo
z wzoréw, odnoszacych sig¢ do przypadku u==1, §=0.
Wyznacznik

jestzawsze liczbg calkowitag dodatnia Inazywa
sie rzgdem przeksztalcenia. Wlasnosé zasadnicza
liczby 7 jest nastepujaca. Dajmy, ze p wyraza sig wy-
miernie przez ) za pomocs wzorup‘z—g%,gdzie
@1y sy dwa wielomiany bez czynnika wspél-
nego; wtedy liczba» jest réwna stopriowi
rownaunia
@(p) = pypip) = 0

wzgledem p, t. j. jest wiekszemu ze stopni wie-
lomiandw ¢ i; innemi slowy: liczba ta wskazuje,
ile wartosci funkeyip odpowiada jednejite]
samej wartoscl funkeyi s.

Jezeli za punkt wyjscia obra¢ nic funkeye eliptyczng p,
lecz funkeye sn, to zagadnienie o przeksztalceniu wymiernem
dla funkeyi sn mozna wypowiedzie¢ w sposéh podobny do po-
WyZszego; zwracamy przytem uwage na to, ze jedno zagadnie-
nie odpowiada drugiemu tylko w pewnych przypadkach.

Warunek koniecznyidostateczny na to.
aby funkcya

sn, = sn (@' v + ¢, K, A')
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wyrazalasie wymiernie przez funkeyg
sn = sn (r, N, K,
yfanowla zwiazki:
W 2K =aRK Bk d K =2+ 8K
h=2uw'++1—da) K, +4% @20 —p)iK',

gdzied, f,y o ~aliczbamicalkowitemi.

W tym przypadku nie mozna juz, jak poprzednio, przyjaé,
ze mnozunikvéwnasie 1, albowiem mnoznik a' na wartosé zalez-
na od samego przekssztaleenia; i liczba 0’ nie moze by¢ zerem
w kazdym przypadku.

Zagadnienie o przeksztalceniu mozna przedstawié jeszcze
w nastepujacej postaci:

Danem jest réwnanierdzniczkowe:

dy da

’

=< (

(L —y? (y— 25"77’) T (1—a?) (1—k2e?)

znales¢ zwigzki jakie powinny zachodzié po-

miedzy stalemi/ o, k aby calka tego rdéwnania

bylo y=¢q(s), gdzie ¢ jest symbolem funkecyi wy-

miernej stopnia okreslonego wzgledem .
Albo tez tak:

Majac dang catke eliptyczna

przeksztaleié janainng calke tejzo postaci,
t.j.nacalke

1 dy

« ¥ (lw',/ﬁﬁ:_/a‘,/e)
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Bl

za pomocsa przeksztalcenia y=¢(«) danego stop-
nia 1 znalesé¢ zwigzki pomiedzy ilosciami
La, k.

Widzimy stad, ze w tej postaci zagadnienie o przeksztal-
cenin funkeyj eliptycznych schodzi si¢ z zagadnieniem o prze-
ksztalceniu calki eliptycznej na inna, ktére to przeksztalcenie.
odpowiednio zastosowane, stuzy do obliczania przyblizonej war-
tosel samych calek.

Przeksztalcenie jest okreslone przez liczby calkowite a. g,
y, 0 1 dlatego oznacza si¢ za pomoca symbolu

[ 3

y. 0

ktéry jest zwyklym symbolem podstawienia liniowego dwoch

zmiennych jednorodnych (w naszym przypadku w i w’). Dowo-

dzi sie, ze skladunie dwu przeksztalcen uskutecznia sie za po-

mocy zwyklego prawidla o lloczynie dwdch podstawien liniowych.
Kazde podstawienie

rzedu mn=ad—fy mozna za pomocsg mnozenia
przez odpowiednie podstawienie rzgdu 1-go
sprowadzi¢ do pedstawienia typu

g, 0
v,
d

gdzie djest dzielnikiem liczby n, » zas przed-
stawia liczbe calkowita dodatnia, mniejsza

n - : . :
od i Podstawienie takie nazywa sie elementarnem;
[¢2

. : . .o ;
liczba takich podstawien wynosi X —-, gdzle suma rozciyga

d 9
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sie na wszystkie dzielniki d liczby n. Jezelin jest liczbg
pierwsza, to podstawienelementarnych jest
nw-r 1.

Iloczvn dwu podstawien elementarnych
jest takze podstawieniem elementarnem

Kazde podstawienierzeduniepierwszego
mozna zlozyé-—-pomijajacpodstawieniarzedu
l—zinnych podstawienh rzagddéw,bedacych licz-
bamipierwszeml,

Wszystkie podstawienia rzedu 1-go mozna
zlozyézdwutylko podstawien, tworzgcych

1, 0 01
s=(y 1) B=(_1 o)

Przeksztalcenie liniowe. wykonane na pdlpe-
ryodach o i ', daje wyniki nastepujace: 1) I'mnkceya p pozo-
staje bez zmiany, t. j. wzér na przeksztatcenie jest wprost p,=.
2) Niezmienniki y,, g, pozostaja bez zmiany. 3) Funkcya o nie-
parzysta pozostaje niezmienng. <) Funkcye o parzyste oraz
niezmienniki niewymierne ¢ przemieniaja sie wedlug wzordw:

! .

=03, 04 = 043
S B '

€y == €1, (g ==y, €3 == 0Oy,

odnoszgcych sig do podstawicnia tworzacego «, orvaz wedlung
wzordw :

017=03, 0g=0y, 0,;,=0,

odnoszacych sie do podstawienia tworzacego B. 5) Pélmoduly
pr_zes_tqp.nei drugiego gatunku », " przeksztateaja sie dla pudar,n‘.-
wienia liniowego przy pomocy tych samyveh wzordw kuore stuzg
dla w, w'. 6) Dla podstawienia 4, wykonanego na peryodach



§ 6. — Teorya przeksztaleenia funkeyj eliptyeznyeh. 385

7 ]
G s s ® G s o ,
iledei 1 v == —- stajg sie odpowiednio +,=u, r,=741, a fink-
[0) ’

cve ¥ przeksztaloajy sie za pomoces wzordw :

or

Py =et ) (mory ¥z, r4l) =etd (0.1):
¥, (rorH1) = By (e, r); yarHl) = S, 7).

7) Dla podstawienia B, wykonanego na pervodach o, ilosei

. i : ; ¥ 1

irstaja sie odpowiednio v = = . 7y = — — . a funkeye &
T T

przeksztaleaja sle za pomoca wzordw:

213

NES ! b o | 1 G- =

1}(‘;—, — —T—) = rre ¥, (2, 1) \},( . —-—T—) = lire™ ¥ (z,1);
g l o v a l ) . te

1‘%_,(-«,— ——) =l ire T Gl T fh‘ -— —-—~) = 1] ize™ Wy (a4, 7).
T T T T

8) Funkeya p. jak wiadomo, nie zmienia sie przy pordstawienin
liniowem. funkeya sn ne zachowuje sie tak prosto. Podstawie-

o as s Moy B : ] . »
nia liniowe odnoszg sie w tvin przypadkn nie do w, o',
Vs O

lecz do 2/, [N, Wszystkie rozwiyzania zwigzku

A—}»an(z k?)
B sn(rk?)

sn {qv —J,—/).Z‘-’)~

zawleraja sic w nastepujacyeh 24 wzorach :

1
‘ v JoV ssn N AW ‘ . 4 ] g b i
si (e, k) = s (r, £*); sn(t=e4 KL K =+ T (o

1

S (i— kv, —sn (v.52)

_}_) = =+ [osn (v k) sn4 heHRY, = )

% 14VE7 | T 1=bEk 1 VEs (8

o JA=TRE A 1—Vk 1HE 1—VEsn(o,)
= g A <1+1 >) TivE TEme R

Piseil. Rep. | 25

—:3 o — Vit 14 N 1_;7 T2
S sﬂ(—t{ll__*__w.)_v—f-}IH __}_L]h(l !/—/—))——l— +hk e s (1, 1)

o —
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ool 10 B R ey A R 1=VE 1V e, i)
”D(T—{ } <1_1’E> ) TT1HVE T 1=Viesn (v k2’
(;1*?_75“_)':’,.__,_&,_,; (B I Rl
2i 2 ' X 1 1—Tksn (v )

/ o _n. 2 ! . o © v —1 II_L— 3 2)
sn(l:’l k) ! [\; | \ ( iVl ) )_ 1+al/ 2.! s sn (v, k%) .
: z 14-i1'F 1—il & 11 sm (12

Sn(i{é_;'r‘;_l (NP (- k ) 14k 1= VEsnn i)
&1

141 T 1—d T 1l fesnor k)

sn(—%—{(l"”ﬂ k)2 U_H-{H__;_A } (I’HI /‘) ) -+ %fi& L’ﬂjj'?cigfl_,("‘f)
o R 2 14l & 140 & 1—dl kesn(e, k)’

—il Ty o ] N —U A ¢
Sl](:t {Ll‘-_gl_/i)‘ z*—iLL “K1} (1—{-—2]/)):_- 1 zH 1-—1—2]/ sn(uk?

1—il% 1+ ik 1—a iz sn(z,k

Wzory pary pierwszej, drugiej oraz kazde dwa polaczone
klamra odpowiadajy tej samej wartosei modutu przeksztalconego
12, ktéry moze mie¢ tylko szesé wartosci réznych. Tlosci 247,
1 4, sa pblperyodami funkcyi sn przeksztalcone;j.

Przeksztatcenie rzedu 2-go. Trzy przeksztalcenia elemen-
tarne rzedu 2-go, zastosowane do w, w', s3:

- ,
(a) :(O 1) L) 0=2m, o=,

1, O .
(b)__(o 9) t.]. o=, o =20,

N ,
(c> e (1 2)! t'_]- O == W, w,:w]—l—'.?wl.

2

1. Dla tych podstawien odpowiednie przeksztalcenia funik-
eyl p (p po drugiej stronie rozumie sig przy wartosciach pétmo-
dulowych w, ') sg nastepujace:
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DY) — eplu) + (e —e) (r—ey)
plu)—e d

a) ]i(l(; %, a)) =

b) p(u; , ﬂ) - & (“)_‘"eap(“)ﬂL(ez“" )("z‘" )
i Pu)—e,

“=w) D) = a0 £ (e e
4) - M\—M

el u; w.
p ( ’ plu) —e, d

—t

2. Przeksztalcenia funkeyi o parzystej sg :

1
w —_—e "
a) a(u; 5 w’) = e " g(ujg, (u),
1
COI = equ?
b) o (u, w, —?) = ¥ 6 (1) oyi1),
W' —) L:,n
¢) o (u, w, ‘)) =¢*  o(u)o,(u),
—

3. Odpowwdme przeksztalcenia modutéw przestepnych

2-go gatunku 7, 5’ sa:

2)

’

c &) = :ew-+y; n =o' + 2y,

b) M = &w + 21; 771’=é€3€0'+?7',
c) 0 = ;w4 2p; m="1e (0'—w) -+ (n'—).

4. Odpowiednie przeksztalcenia funkeyj o parzystych sg:

1
(1)) :—e,ug
o (u; %, w) = o,(1) [p(u) —_—p (-2*”3- ,

® |
1!(‘2* — ploe) | 4

-2— e

m(u; % 3 to") = 6" (w) "
[T e

1
w N E €, 7
a{(u; 5 w) = o3 {u) . o,(u)e
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’

® eyn-
b)Y o (u,, o, T)«) = ¢, () g, (1) eZ
w!
) plu—o) —p (-5—) 1
{ w " \ 2 = en
0 (u; o, —2—) = 0y° (U). P ,
pley —2)(3—>

"y ®' _";.;'”[
o, (u; o, _‘; ):ol‘é’(u) ; []) (u)——p(?)] e*

’ 1
w—0 — e u-
c) o (u; @)% ) = o, (1) 65 (U1 e* ™,

o'—o o 2 e
0y (u, o, ——)—) o(a) [p(u\-—-p(—o—)] T

(D”
11(——9——) — plu—To

oW —0 -
Lo (“: ®, *—T) = ¢ 1) , ———f—————— ¢2

I

5. Niezmienuniki niewymierne ey, e,. ¢, przeksztalcaja sie

za POMOCE WZOrOW:

a) ¢y =o¢ +2le —e, le,—e,; ¢, =e—2lc—e, . ley—rc,:

e = — 2¢,
by = — 2 ¢y = ¢ — 2l—c, . loy—e
e, = ¢, —2lc,—e, . | v,—e
o) € = — 2,; €y = e, —2le—e, .le—e, ,

ey = e; -+ 27’V‘:‘2‘_’{; - Ve, —e, .

6. Znalazlszy waitodeiilosad ¢/t mozna znalesé wartosé mo-
dulu przeksztalconego /* w kaz’dvm z trzech przypadkow. Mamy:

(1—Fy? Lale
2 . Do
2) FP=3igm D P= 1+/. 7y O =
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7. Funkcye ¥ przeksztalcajg sie za pomoca wzordw:

a) g = ¢*, & = 2z,

X
=

% (22 ¢%) -= ] > = = Yy (25 9) B2 (2, Q)5
1]

{11~L ¥, q) = PIFE 82 (=, q)},

{uTA 92z, @) — VI—K 8, (g, o,

1 (1= .. . |
¥ (V) =4 7(2]; ){%- @) + 4 (g
mut%-] ;TﬁmwﬁmWL

-—--—_"19'(-13 ﬁ' y
i q) ¥, (z.q)

&, (o, 13)—:]—.] T(H_k’ ‘19 L. Q)— B3 (. q)‘

K} 2K
_a d
Qo= *y Ty ==

= rl7
$ (x, e 2 '3)::]/ il ¥, (z,Q ¥ @9,
1 (& i [ (2,9 ¥ 9

_m 1 s
3‘2(1’16 Z/IL'):I I;I;I-IL—A-, 19‘./(2)1‘)' ,I'(Z)
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w1 -
¥ (e *q?) ==] m{ﬁfu.(})—-}—if}f(a‘,b) 3
-’?)l ‘,Ih—n o S 9.2y |
'5"("033 - q° ) = & 2K(75,—i]£) 79‘.‘: (”’7(2)_7’ 1 (l-q)fs

8. Podamy jeszcze wzorv na przeksztalcenie funkeyl sn.
Gdy 1 @' sa poddane wszystkim trzem wskazanym wyzej pod-
stawieniom, funkcya p przeksztalca sie wymiernie, lecz
funkeya sn przeksztalca sie wymiernie tylko przy dwéeh
plerwszych z pomigdzy tych podstawien, przy trzeciem prze-
ksztalca sie niewymiernie. Przeksztalcenia funkeyl sn, odpo-
wiadajace wszystkim trzem przeksztalceniom wymiernym funk-
¢yl p, sa nastepujgce :

oy (AN 1—(1F) sn® (v k)
3.) sn ((1 +]» )U+Bl )-,( 1+]“/) ) - ]___(1—].,‘) sn? (7'. L)

(Przeksztalcenie Landena);

(L 4+ %) sn (v, k)
14k sn? (v, k) 7

1%k
| . 5
b) sn ((1 T+ L) s (l 7 /‘:)2)

(Przeksztalcenie Gaussa):

dilek! ) _ (K—ikysn(e k) 1—F®sn? (0. k)
(J'—ik)2] — 1—k (h+ik') sn2 (0. k)

(Przeksztalcenie niewymierne).

¢c) sn ((k’—- ik) v, —

§ 7.

0 mnoZeniu argumentu w funkcyach eliptycznych.
MnoZenie zespolone.

Zagadnienie 0 mnozenin argumentu w funkevach eliptvez-
nych jest nastepujace:
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Znales¢ wzoér, przy pomocy ktérego funk-
¢vaeliptyczna (n.p.snlubp) o argumencie, po-
mnozonym przez n (gdzien jestliczba calko-
witg), wyraza si¢ za pomoca tejze funkcyielip-
tveznej oargumencie pojedynczym.

Zagadnienie o mnozeniu przez m jest spe-
cvalnem zagadnieniem o przeksztalceninrze-
dun?wtakiem przeksztalceniu modul pozosta-
jeniezmienionym.

Rozpatrzmy mnozenie argumentu dla funkeyi su. Jezeli
n jestnieparzyste, to funkeya sn(nv) wyraza
sig¢ zawsze wymiernie przez sn/m jezell zas n
jest parzyste, to sn(nr4K) (gdzie 2K jest pier w-
szym pélpervodem funkcyi sn) wyrazasie wy-
miernie przez snv, funkcya zas sn(nv) daje sie
wyrazié przez funkcye wymiernailodcisnz po-

mnozong przez Vi—sn?v. V1-k%n.

Co sie tyczy funkeyi p(u). to dla niej p(nu) zawsze Jda-
jesie wyrazié¢ wymiernie przez p(u).

Rozlozywszy liczbe n na czynnikil pierw-
Sze, MOZemMY zawsze mnozenie przez n sprowa-
dzié do kolejnych mnozen przez2iprzez czvn-
uiki pierwsze nieparzyste.

Wzory namnozenie przez 2 3dla funkey:
S 832

2enwlT—snle. ] 1—k*snie
1—A*antw

sn2v=

sn o { 83—4 (14k*sn* r) 4 6k snt r—I* sn® ry
1—6k?sntv - 4k (1-F£%) snb o =3k sn° ¢

sn 3 r =

Wzory na mnozenie przez 4. 5 »a bardziej skomplikowuue.
Mozna je znales¢ w dziele Cayley’a o .funkeyach eliptycz-
nych“ (ttom. wloskie Brios c¢hi'ego, Medyolan, 1880, Cap. IV,
str. 73 1 nast.)

Godnym uwagi jest nastepujgcy wzlr ogélny (patrzEn n e-
per Ellipt. Funct. Halle 1890, str. 374), w ktérym wszalze
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spolezynniki nie sa przedstawione wyraznie jako funkeye ilosei
k; liczba 1 jest w nim nieparzysta:
1 st v
L 2mK+2m 1K’
0 .

sn-
sn (no) = n snv JI 5 K
: ) 2m K-+ 2miK ;
wmon 1_7‘:_ sn- -ﬁj—;__‘_ sn- v
"

gdzie Joczyn rozciaga sie na whzystkie kombinacye

n—1 , 9—1
7)L"'——“1,2...-. 5) 4 9]1:U’i1.i2,...:’:——‘9—.

oraz na kombinacye :

m=0, w=+41L+2 43 .... -t

Wzér na mnozenie dla funkeyi p jest:

p(mt) = p(w) — _Lii”_#’";;__
K -)l

El

g dzie

n=1  p=—

¢
)

3 . . )
yr, = 3pH(rn) — 5 Y2P* () — Bg,p(16) — 167

g = p(W) | = 2045 g 10007+ gl Dy P g5 0

Wazir zwrotny dla funkeyi v jest w ogdlnosei:
Y2 u+1 == YWont2 1}'/13 — Y '/)"'n—{—l 5

[ o )

Pl,] ('/':H;e Y'=y—1 = Y ’/";14—1) .
P
Patrz Halphen Fonetions elliptinques I. str. 102,
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Zagadnienie o mnozeniu zespolonem argumentu
funkeyj eliptycznych mozna przedstawié pod nastepujacemi po-
staclami :

Dany jest wielo.mia,n flx)staopnia 4-go lub 3-go;
jakim warunkom winny zadosé czynic¢ te wie-
lomiany oraz liczba zespolona w, aby réwna-
nierdzniczkowe

de 1 dy

Vi mo )

mialocalke wymierna postaci y=Ru?

W przypadku, gdy m jest liczba rzeczywista calkowita,
réwnanie to ma zawsze calke tej postacii wtely mamy zagadnie-
nie o mnozeniu zwyklem. Jezell wielomian f{s) weZmiemy
w postaci specyalnej Jacobie'go albo Weierstrassa,
to zagadnienie bedzie mozna wyslowié w ten sposéb: Jakim
warunkom powinny czynié zalos¢ moduly fun-
keyi eliptycznej Jacobliego albo funkeyi Weier-
strassaijakim warunkom liczba zespolona m,
aby sn(mv) dalo sie wyraziéc wymiernie przez
sno, albo p(mu) wymiernie przez piu).

Moduly. ktire w ten sposib znajdziemy, nazywaja sie mo-
dulami osobliwemi Liczba m powinna byé po-
staci at2lb, gdzie wid sa dwie liczhy wymier-

'
ne. Stosunek (= Z)) moduldw funkeyj elipty-
cznyech powinien by¢ pierwiastkiem réwnania
stopnia 2-go o spdlezynnikachcalkowitych

Pierwsze wlasnosei funkeyj eliptycznyeh. obdarzonyeh mnoze-
niem zespolonem, w czesel intuicvjnie, przeczud Ahel. Najwazniejsze
prace o tym przedmiocie zawdzigczamy Krouneckerowi (Ber.
Monatsber. 1857— 1862—1863—1870—1875—1877--1880—1882)
i Hermite owi (Comptes rendus 18591, Potem zajmowali sig ta
rzecza Greenhill (Proc. of Camb ete.. 1884), Weber (Acta math.
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VI), Pick (Math. Ann. XXV, XXVT.. Sylow (Liouville, ITT. 1887)
Kiepert (Math, Ann. XXXTINit, d.
0 zastosowaniach t¢j teoryi do podzialu luku lemniskaty pisali:

Abel (Dziela), Hoffmann (Crelle XLVIII), Kiepert tamze
LXXVi, Sechwering (tamze CVII .

1

Teurya funkey] elipty canyeh powstala wraz z zagadnieniem o wy-
prostowanin elipsy, hyperboli. lemniskaty it. d. Zajmowali si¢ nip
pierwsi: Fagnano, Landen, d’'Alembert. Maclaurin, Euler
(Novi Cumm. Petrop. X, 1764) zebral rozproszone rezultaty i ustano-
wil zasady ogélne teoryi. Po Eulerze przedmiotem tym zajmowal
sie Legendre w licznych rozprawach (Acad. de Paris. 178G, 1793
it. d.), poczem w r, 1825 (;glosil slawne dzielo p. t. . Traité des fone-
tions elliptiques et des intégrales eulériennes” (Paryvz 1825 — 1828,
2 romy z trzema suplementami).

Okres 1815 do 1829 nazwal mozna najwazniejszym dla teoryi
funkes j elipts eznyeh. albowiem w nim, procz klasycznego dziela Lie-
gendrea, ogloszune byly w kritkich odstepach czasu jedna po
drugie] genialne prace Abela i Jacobiego. Dzielo Jaco-
bhiegn p. t.  Fundamenta nova Theoriae tunctionnm ellipricurum® wy-
dane zostalo wlasnie w r. 1829. W klasycznej tej pracy rozpuczal
Jacobi badanie funkeyj &, ktérych teorye rozwinal nastepnie w pé-

L

zniejszy ch vozprawach. 0 historyi rozwoju teorvi funkeyj eliptyeznych
w latach 1826—1829 mozna ezytalé z korzysciy dzielko Konigs-
bergera (Zur Geschichte der ellipt. Funct. Lipsk 1879). Wska-
zowki historyezne zawiera tez dzielo Casoratiego ,Teorica delle
funz. ete.* Po Jacobim najwazniejszy krok w teoryi funkeyj elip-
tyeznyeh nezynil Weierstrass przez wprowadzenie funkeyi o.

Teorva funkeyj eliptycznvel zajmowali sie prawie wszyscy ana-
lisei tegn wieku, jedni mniej, drudzy wiecej: Caxley, Hermite,
Weierstrass, Brioschi. Klein i wielu innych.

Wiskazéwki historyezne szczegolowe, cdnoszace sie do tej teoryi,
zuwiera cenne dzielo Ennepera (Elliptische Funct. Halle, 1890).
NajwaZniejszemi traktatami, précz Ennepera, sg: Briota i Bou-
queta (Paryz 1875). Cayley'a przeklad Brioschiegu. Medyo-
lan 1880), Konigsbergera (Lipsk 1874), Greenhilla (Lon-
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dyn 1592, przeklad fr. 1897). Halphena (Paryz 1886). Ostatni
autor stara sie w dziele swem wprowadzi¢ funkeye eliptyczne metcds
elementarna, podobna do tej, jaka wprowadzaja sie tunkeye trygonome-
tryezne, Nie sadze wszakze, aby metoda ta byla najodpowiedniejsza o
wytworzenia ogolnego i rozleglegu pogladu, i mniemam, ze autor nie
ma stusznosei. gdy méwi w pewnem miejscu swej ksiazki, ze odtad
pewne inne metody i pewne inne rozwazania naleza juz do historyi.

~ /Zbifr wzordw. odnoszacych sie do teoryi Weierstrassa, za-
wiera dzielo wydane przez Sehwarza: , Formeln und Lehrsatze
ete.“ (Getynga 188Y)., Najnowszemi traktatami sa dziela: Tanne-
ryego i Molka (Parvz 1893), Appela-Lacoura (Panz
1877). Krausego (,Thecrie der doppellperiodischen Funct.*,
Lipsk 1890). Pascala (Medyolan 1896). Burkhardta ,Ellip-
tische Functivnen. Lipsk 1899, R iem anna Elliptische Functionen
wiyl. H. Stahl. Lipsk 1899,

Teorve fuukevj elipts czny ch przedstawi¢ mozna za p'omn ey viz-
nych metod: albo wichodzi vie z odwrdcenia calek eliptyeznyeh, albo
z teoryi ogdlnej funkeyj. ktdia stosuje sig do funkeyj podwdjnie peryo-
dyeznyeh, albo wreszcle bierze sie za punkt wyjseia tunkeye & Jac -
biegu iliczne pomiedzy niemi zachodzgce zwiazki. W dziele, przeze-
mnie vgloszonem obralem wilagnie ten ostatni kierunek, wychoudzac z rez-
prawy Jacobiego, w ktérym ou zalozyl sobie ten sam cel, o ile to
bvlo mozliwem w jegu czasach. Nie ulega wszakze watpliwnsel, 7e
i przy pomocy innyeh metod mozZna w sposob zupelny i ogdlny wilezy ¢
podstawy zasadnicze teoryi funkeyj eliptycznych, ktéra jest jedny 7 naj-
wazniejszy ch w matematyce.

Teorva fankeyj podwéjnie pery ods eznych, ktdre sa vgdh ewi tuu-
keyvami eliptveznemi, zajmuje sie rozdzial XIV.




ROZDZIAL XVIL

FUNKCYE HYPERELIPTYCZNE I ABELOWE.

Vi
—

Twierdzenie Jaco bie'go o adwrdceniu.

Rozpatrzmy calke abelowa rodzaju p (patrz Rozdz. XV,

(0, 3)

Vo= I F(w, z) dz,

Ma ona 2p modulow peryodycznosei (jezeli jest 1-go lub 2-go ga-
tunku): stad punkt (w0, z), uwazany jako funkeya ilosci v, jest
funkeyg 2p-krotnie peryodyczny. Na mocy stawnego twierdze-
nia Jacobiego (patrz Rozdzial XIV) wiemy. ze taka funkeya
nie moze byé¢ jednowartosciows dla p>1: stad z, jako tunkeya
llosciv. bedzie wlasciwie funkcyq nie o jednej
wartosei, lecz o nieskonczonej liczbie warto-
$ci. Odwrdcenie calki abelowe] nie daje si¢ tym sposobem
uskuteczni¢, gdyz nie doszlibysmy na tej drodze do funkeyj jedno-
wartosciowych Jacobi pokonal te trudnosé sposobem naste-
pujacym (Crelle, IX).



§ 1. — Twierdzenie Jucobi'ewo, it

Polézmy :
] o v l
w, = / + ‘ - . —}—/ dn,
l ‘;1_ ‘d' .ap ’
WS y o
T
2, . ‘ap

=’ + —{— S | du,
M ‘ +"L [Z )

guzie dla prostoty oznuczamy przez & punkt powierzehni Rie-
manna, zalezny od dwu ilosei w12, a nietylko od samych
wartosel 2: gdzie iy du,. ..., du, sa rézniczkami p calek 1-go
gatunku liniowo-niezalezuych; gdzie wreszeie ¢. ¢y, . ... @4, >3
punktamiz giry oznaczonemi. Calki vy, .... u,. jako sumy p j padek
podobnych. waja re saine moduly peryodyeznosei co i te calki.
Jezeli te ostatnie stajq sle normalnemi (patrz Rozd. XV
o modnlach 7 na cieciali D, wtedy 1 pierwsze strony maju tez
same moduly: nazwijmy wtedy strony pierwsze vy. lg, . . - . t,.
Ustaliwszy granice gérne 24, 25, . ., &y, Dalezy wyznaczy¢
artodei 1loscl w (pomijajac moduly peryodycznosei). Rozldzmy
kazde u na ¢zedé rzeczywista 1 urojona 1 rozpatrzmy przestrzen
o 2p wymiarach. w ktdrej spolrzednemi punktu niechaj beda 2p
wartosel ezesel rzeczywistveh 1 urojonych iloscl g, g, ... L w,.
Oznaczmy ogdlnie przez w, (! = 1.2,...,p: j=1.2... .. 2p)
moduly pervodyeznosdel iloscl u, 1 polozywszy

——
Wy — Gy T ,Bl_/ V- 11

rozpatrzmy w powvze] okreslonej przestrzeni wszystkie punkty
te) = (w,), ktére wraz z punktem (u) = (0) tworzg wierzcholki
réwnoleglosciann w tej przestrzeni. Za pomocg takich réwno-
leglodciandw podzielimy caly przestrzen 2p—wymiarows w ten
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spo~ob; ze kazdemu punktowi przestizeni odpowladaé bedzie
punkt réwuolegloscianu poczatkowego o spélrzednych, rdéiniy-
¢yeh sig o calkowite wielokrotnosei moiluléw pervodycznosei od
spoirzednych punktu rozwazanego.

Kazdemu ukiadowi punktdw 2z, Z,.....:, odpowiada
punkt réwnolegtoscianu poczatkowego przestrzeni ilosei u. Tklad
» punktéw nie moze w ogdle zmieniaé sie, pozostajac rdwno-
resztowym z samym soby o ile jest nkladem ogdlnyin, nie
specyalnym (patrz twierdzenie Riemanna-Rochua.
Jezeli zas rozwazawmy uklad specyalny p punktéw, wtely
wszystkim innym punktom réwnoresztowym Z uwazanym od-
puwiada ten sam punkt przestrzeni (u).

Kazdy punkt rownolegloscianu poczat
kowego w przestrzeni (u) (pomijajac pewne
miejsce punktéw osobliwych) odpowiada je-
dnemu 1 tylko jednemu z unkitaddw p pun-
ktdwikazsdy uklad p punktdéw odpowiada je-
dnemu 1 tylko jednemu punktowl rdwnole-
gioscianu poczatkowego, Punkty u, odpowia-
dajgce wszystkim mozliwym ukladom p punk-
téw, wypelniaja caly rdédwnolegloscian po-
czatkowy.

Mozna tedy uklad p punktow uwazacé wogd-
le za funkcye pargumentédwu; mianowicie fun-
k ¢y a wymierna symetryczna p punktdw, jakkolwiek
na powierzchni Riemanna wybranych, moze
byé¢ uwazana za funkcye jednowartosciowas
ilosciuw Funkecya itaka nazywa sig abelowa 1 jest
funkeysg 2p-krotnie peryodycznag p argumen-
t 6 w. Na tem wlasnie polega Jacobiego twierdzenie
0o odwréceniu, udowodnione przez niego najprzéd dla przy-
padku hypereliptycznego, a nastepnie przez Weierstrassa
dla przypadku abelowego (Crelle, LID.

Mozna jeszcze okreslic funkcye abelowa w ten spo-

‘ v - . qr . i . .
sob.  Wyobrazmy sobie funkcye wymierng 2 ilosei w i z iroz-
- - Y

patrzmy p wartosci tej funkeyl w p jakichkolwiek punktach.
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Wartosei te beda pierwiastkami rownania, ktérego spélezynniki
sa funkeyami jednowartosciowemi argumentiw u i funkeyami
wymiernemi symetryczuemi spélrzednych p punktéw. Funkeya
symetryczna p pierwiastkdw takiego réwnania bedzie funkeva
abelowa (Clebsch-Gordan. Abel'sche Functiouen, str.
135—139 ).

Funkcya abelowa. wedlug powyzszego, bedzie okreslona
jako jednowartosciowa dla wszystkich punktéw przestrzeni 2p—
wymiarowej ilosel w, prdécz pewnego miejsca (p—2)
wymiarowego punktéow os obllwvch w ktérych
moze mied mukonczeme wiele wartosci. Dla p=2 mirjsce to
sprowadza sig¢ do punktu réwnolegloscianu poczatkowego (np.
do punktu (0) i wszystkich mu odpowiadajacych). Dla p=3
miejsce to tworzy w réwnolegloscianie poczatkowym rozmaitose
jednowymiarowa. W miejscach tych funkeya abelowa przyj-

. . 0
muje posta¢ nieoznaczona —. (Patrz Clebsch-Gordan

0
1. ¢, str. 184—-187)

Szukanie wyrazen funkeyj abelowych przez catki u stanowi
tak zwane zagadnienie o odwrdceniu Rozwiazujemy
to zagadnienie przy pomocy funkeyi @, podobnie Jak W przy-
padku eliptycznym

Jezeli zasadnicza powierzchnia Riemanna jest hyper-
eliptyczng, wtedy odpowiadajace jej funkcye nazywaja sig h y-
pereliptycznemi lub ultraeliptycznemi (Prym)-

W rozprawach Weierstrassa funkeye abelowe ozna-
czone sa symbolami Al (uy, w, .. .. Uy).

§ 2.
Wtasnosci zasadnicze funkeyj abelowych.

Pochodna funkcyiabelowe] jest funkcya
abelowa.
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Pomiedzy p—1 tunkcyami abelowemi. a
w szczegéblno~ci pomiedzy funkcya ahelowa
ijejppochodnemirzedun l-go. zachodzizwig-
zek algehraiczny.

Kazda funkcye abelowa mozna wyrazié
wymiernie przez p—1 danych funkcyj abelo-
wveh, wezezegdlnoscizad przez dang funkeye
a clowai1jejppochodnych pierwszegorzedun.

Kazda funkcyaabelowa posiada twierdzenie
o dodawaniu algebraicznem. t.j. wartos¢ jej dla avgu-
mentow u~+T wyraza sie wymiernie przez war-
tosci p+1 funkeyjabelowych dlaargumentdw
w, 1 U,.

Istnieje. jak widzimy, analogia tych twierdzen z twierdze-
niami, odnoszacemi sie do funkeyj podwdjnie peryvodveznych.

Co do innych szczegiléw patrz up. Stahl. Abelsche Funetio-
nen, Lipsk 1896, str. 305 i nastep.

S 3.
Szeregi ¥ i ich wiasnosci.

Togdlnijmy szeregl &, znane z teorvi funkeyj eliptyeznych.

Napiszmy -

oo
Pl Pae w5 s 5 W) == X 8
-0l
gdzie
Q= (run - 2r 0,1 . W2 et 0wy,

suma zas X rozciaga sie na wszystkie mozliwe kombinacye war-
losci calkowitych. dodatnich 1 wjemnych liczb 2y, 9y, . . ., 0.
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Hosar vy oo oo, vy nazywamy argumentami funkeyvi #,
ilosel 7. 7. - . ., 7y — modulami. Moduly czyniy zadosé
zwigzkom 7, =7;.

Aby szeregpowyzszy byl zbiezny,jest ko-
niecznemi dostatecznem, by wyznacznik

’ ’
Ty & = = @ = 5 Tip

’ ’
Tply = « = « « Ty

gdzie 7 oznacza czes$é rzevzywista modulu 7,

byl rézny od zera i1 by forma kwadratowa

i..p . :
S 7. mn byla okreSlongiujemnego znaknu.

by

Gdy te warunki spefniajg sie, wtedy & przed-
stawilia funkcye zawsze skoniczongiciagla dla
wszystkich Loncyonych wartosci argumen-
tow:nadto czyni zadosé nastepujacym zwiaz-
kom zasadniczym. 1. Jezeli v, powigkszymy
omi, funkeyanieunlegniezmianie 2. Jezeliar
gumenty r. ty,...,tr, powiekszymy odpowiednio
O T Tizy...,T,, nowa wartosé funkeyi bedzie
réwna plerwotune], PO_I.D.D.OZOHGJ przez ¢ YT
Kombinujge te dwie wlasnoscl, otrzymujemy nastepujaca ogol-
niejszq. 3. Jezeli ¢, ¢ge ooy gus My ligy oo by sg liczby
calkowite a G4i¢ vznaczajgodpowiednio wy-
razella

o —X,97,; 23,00, + Xty n—+2a i,
bedzie:
D+ G .. G =S, o ., ) ef.
4 Funkceya $ jest funkeyva parzysva. 5. Funk-
eva 1 wszystkiejejpochodneczyuia zadosé

rownaniomrozniczkowym:
<l Rep. 1 26
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Powyvisze wlasnosdel sa charakterystyiznemi dla funkeyi W
funkeya, ktora je posiada, moze rézni( sie od funkeyi & tylko
czynnikiem.

Oznaczmy teraz przez ¢ (,..... Ui N lyo o I, szeveg
liczb niecalkowitych, mianowicie ulamkéw o mianowni-
ku 2: wystarezy rozwazy¢ dwa przypadki, w ktérym lieznik jest
zerem lub jednosciy.

Utwérzmy przy pomocy liczb ¢ 1 wskazane wyze] wyra-
zenia (4, . ., G, 1rozpatrzmy funkeye § (¢, (.. ... v, + G,
ktéra oznaczace bedziemy

. .ql*" v . b ] s (Y \ o
p1zez&( A ) (ryo ... v,)  lub przez 9 (h ) (r).

Nowa ta funkeya rézni sie od poprzedniej funkeyi @, ktd-
ra obejmuje i tenze symbol ogdélny, mianowicie gdy wszyst-
kie liczby ¢ 1 7 sa zerami. Symbol

e w i < q
( by .oy ) o ( I )
nazywa si¢ charakterystyka funkeyi & Kazdej charaktervstyce
odpowiada pewna funkeya #; dwie zas charaktervstyki. ktérveh
odpowiednie liczby réznig sie od siebie o liczby calkowite, daja
te samg funkeye & (pomijajac czynnik). Stad wynika. ze bedzie
mozna mie¢ tyle funkeyj 4, ile mozna utworzyveé charakterystyk
w ten sposéb, aby liczby odpowiednie w dwdch takich charakte-
rystykach réznily sie zawsze o liczby calkowite. Dosé bedzie,
jak juz powiedziano. ograniczy¢ sie do takich charakterystyk,
w ktérych liczniki utamkéw g, 2 maja wartosei 0, 1. Istnieje
27 charaktery~styk, ktére mozna uwazaé za
rézne, a wieé¢ 1tylez funkecyj d Funkceya # po-

czgthkowa macharakterystyke (8’8 )
RN



§ 8. — Szeregi & i ich wiasnolei 403

Te funkecye ¥ sg parzyste lub nieparzyste
stosownie dotego. czy suma +y by ly—-.. S0,
jestparzystalubnieparzysta (¢ 1/ sa ulamkami
o mianowmku 2).

Jezell przez ¢y, ....¢,. lo... ], rozumiemy nie sanie
ulamki o mianowniku 2. lecz liczniki tvelh nlamnkdw, wtedy
liczhy. skladajace charaktery~tvke. nie sy
juz ulamkowemi, lecz ~q calkowitemii otrzy:
mujelny tym sposobem sy mhiole uproszezone,

Liczbafunkeyjd parzystyceh jest 2012041,
nieparzystych jest2 32r- 1, Dla p=2mamv 10
parzystyveh, 6 mieparzystyvel: dla p=3 mamy 36
parzystyvch, 28 nieparzyvstvel. ‘

Tak utworzone funkcye § czyvnia zados¢
wyzej napisanym rownaniom rozniczkowvm.
Nadtoczynia zados¢ zwiazkom: ‘

{}(Z )(L‘,....v/+n’f ..... v,) = (—1)9/ z‘)(%)(vl ..... oS
1’}( 7’_) (v, e, Uy = =1 (-’I."T/Azaﬁ(%) (B 5 3 T3l

zwigzkite moZna uwazac¢ zauogdlnienie zwigz-
kéw, ktdrymezyni zados¢é funkevadzasadnicza,

Jezeli do skladu charakterystyki, zamiast liczb o miano-
wniku 2, bierzemy liczby o mianownikach 3.4 ..., otrzymu-
jemy funkeve. bardziej zloZzone od poprzednich.

Funkeye & dla jakiejkolwiek wartosel liezby p badal pierwszy
Riemann w slawnej rozprawie o tunkevach abelowyeh oraz w inny ch
rozprawach (Crelle, LXV).,  Ruozliczne zwiazki w przypadku p=2 ba-
dali: Gopel (Crelle XXXV). Rosenhain (Mém. des Sav. étrang.,
X1, 1851) i Hermite (Comptes rendus XI., 1853). Wazne prace
o teoryi funkeyj @, o ich zwiazkach i o teoryi charakterystyk oglosili:
Prym (Riemann's Charakteristikentheorie ete, Lipsk. 1822), Krazer
{Theorie der zweifachen unendlichen Thetareihen, Lipsk 1882), W e-
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her (Math, Ann. XIV, Crelle LXXXIV), Prym i Krazer (Acta
math. IIT). Stahl (Crelle LXXXVTII). Frobenius (Crelle LXXXIX),
Kanse (Hyperell. Fanctionen. Lipsk 1886), Schottky (Abel’sche
Functionen. Lipsk 1880) i inni.

O charakterystykach wyzszych, t. j. gdy mianownik jest wiekszy
od 2, pisali: Krazer (Math. Aun, NXII), von Braunm it hl (Math,
Amn. XXXII). Co do rudzaju p=1 patrz: Thomae (Math. Ann. VI),
Klein (tamze XVIL str. 132, 565), Bianchi tamze, XVII, str.
234, Badania t. z. keutignracyi charakterystyk dla p=381i p=4 oraz
roznyeh zastosowai tej teoryi prowadzil E. Pascal (Aunn. di mat. XX,
XXT i rozmaite noty w Rend. Lincei 1892—93),

§ 4
Funkeye &, majgce za argumenty catki abelowe gatunku 71-go.

Mozna przyjat zemoduly = funkeyj & sa
modulami peryodycznosci nkltaducalek nor-
malnych gatunku 1-go, gdyz warunki, jakim te ostatnie
czynia zadose, sa takie same jak warunki, ktdre muszg spelniaéilo-
sci 7,aby odpowiedni szereg, wyrazajacy funkcye 9, byl zbiezny

Wezmy nastepnie zamiast argumentow ulklad p calek nor-
malnyeh 1-go gatunku o wickszej liczbie wyraziw niz w § 1,
wtedy funkcye d stana sie funkeyami punktdéw
powierzchni Riemanna.

Wezmy argumenty pod postaciy ¢,—e¢,, gdzie ¢, sg ilo-
sul stale, ¢, zas sg rowne / de,. Tak ntworzona funk-

J e
cya ¥ jestzawsze skonczonaicigglta dla kaz-
degopunktupowierzchni Riemanna;zachowuje
onu tgz samg wartose pray przejsciu przez cigcia
Aiprzyprzejsciuprzezciecia C, apozyskujeczyun-
nik e~ -¢)=w gdy przekraczamy ciecia B, na
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powierzchni Riemanna. Funkeya ta posiada p
punktdw zerowych czynigecychzadost¢ zwige-
k om:

St .:]’

’—}— § s ow I—-:—k,—e,(mod'ri:u),

. «

“ &

t. josumy. jakieprzedstawiaja strony pierw-
sze, sg TOwne k—r, (L sgstale, niezalene od punktéw z
1 od stalych e, a zalezne od cie¢ na powierzehni Riemanmna).
jezelipominiemy kombinacye liniowa o spdl-
czynnikach catkowitych moduldw riai (ktére
sg modulami peryodycznosci calek gatunku 1-go). (Twierdzenie
Riemanna.)

Jezeli ¥ jest tozsamosciowo zerem, to pun-
kty z;,25,...,z; sapunktami zerowemi krzywej
dolgczonej rzedun—3; jezeli zas punkty z nie s
takiemi punktami to ¥ niemoze byé¢ tozsamo-
$clOowo zerem.

Mozna wyznaczy¢ punkty a,a,.....4, wten
sposéb,aby funkeya:

’

: ap?
1‘}(' (h'——}_" (71‘)
L 1(
znikata wpy punktach z=z:punkty « sa okre-

slone algebraicznie jako punkty styvcznosci
krzywe] oznaczonej.stycznej dokrzywej za-
sadniczej f[(w,5)=0, oraz okreslone przeste-
pnie jako punkty zerowe (w liczbie) p fuuk-
eyl 'ﬁ( ‘ dv ) Takiez twierdzeniestosuje sig do funkeyi @ z cha-

a

raktex}'s:tyk@ jakakolwiek: zmienia sie tylko krzywa stycznosci.
Biorac pod uwage funkcye & z charakterystyks jakakol-

wiek (

i

h

) , mozemy powiedzie¢ ogdlinie :
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Punktamt zeroweml tunkeyi & (%)(
1+

punkty stycznosci krzywej dolaczonejrzedu
n—2, gdy charakterystyka funkcyi ¥ jest pa-
rzysta; punkt ¢izbidr p—1 punktow stycznosei
krzywej dolaczonejrzedu n--3, gdy charakte-
rystyka funkcyi & jest nieparzysta. Kazdejcha-
rakterystyce odpowiada specyalny nkladkrzy-
wyechstycznosci

’,:clz;) sS4

«

Logarytmilorazudwu funkcyj 9 ktorych
argumenty sg calkami gatunku 1-go, wyraza
sieg za pomoca calki gatunku 3-go.

Pierwsze pochodnelogarytmowe funkcyi
$ wyrazaja sie za pomoca calek gatunku 2-go
oraz funkeyjalgebraicznych.

Drugie pochodne logarytmowe funkceyi &
wyrazajasieza pomoca funkecyj algebraicznych;
pochodne te sa wlasciwie funkcyamiabelowe-
mi wtem znaczenin, w jakiem je okreslono
w § 1

Ilorazy funkecyj 9 sa funkcecyami abelo-
wemi.

Na podstawie tych i innych twierdzen podobnych funkeye '
& stuza do rozwigzania zagadnieniaoodwrdceniu.

Wigee) szezegolow zuajdzie ezytelnik w evtowanych juz dzielach
Clebscha-Gordana, Neumanna, Stahla; w pracach:
Pryma (Akad. wied, 1864, Schweiz. Gesell. 1868), Webera
(Berlin 1876), Thomae’go (Halla, 1877—1879).

Ze stanowiska teoretycznego uczyniono w ostatnich cza-
sach znaczny postep, wprowadzajac zamiast funkeyj ¢ funkeye
o, podobnie jalk to uczynil Weierstrass dla przypadku elip-
tycznego. Funkcye o, wprowadzone przez Kleina rdznia sig
od funkeyj 9 czynnikiem, a przedstawiaja te dogodnosc ze wza-
jemuie przemieniaja sig wprost przy przeksztalcenin liniowem



§ 5. — Funkeye s Kleina w praypadku hyperelipty czuym. 7

peryodéw. gdy tymezasem funkeye & przy przemianie tej pozy-
skuja jeszcze czynnik wykladniczy.

Odsylajac czytelnika do dziel Kleina i innych, ponizej
cvtowanych, ograniczamy sie tu jedynie na podaniu gléwnych
wzordw nowej teoryl i totylko dla przypadku hypereliptyczuego.

9,

v

Funkcye o Kleina w przypadku hypereliptycznym.

Po wprowadzeniu spélrzednych jednorodnych, t. j. przy zalo-
~1

Zeniu 2 =

, forma zasadnicza hypereliptyczna rodzaju p

25

niechaj quzie typu:

gdzie strona druga jest formg dwdéjkowa stopnia 2 p—-2 w postaci
symbolicznej (patrz Rozdzial XII).
Niechaj calkami normalnemi gatnunku 1-go beda:

o
i, = ' zi‘_“(_zlc_lz._, — 2z,d7q)
T )
y } f(:v Z'Z)
o
T — f 2,071 (2, d2y — 29dz,)
Vil 2)

L2

Calka zasadnicza gatunku 1-go z punktem pojedynczo-nieskon-
czonym niechaj bedzie:

“adz) V) VA + et apt!
2 (zt)?
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Rézniczkujacto wyrazenie p—1 razy wzgledem 7, i ¢, dzielac
przez (n—1)!, otrzymujemy p calek normalnych Z;, Z,. ... Z,.
Calka normalna gatunku 3-go niechaj bedzie calks, ktéra Klein
oznacza litera (; ma ona wilasnos¢, ze jej tunkeya podcatkowa
jest spétzmiennikiem formy dwdéjkowe] zasadniczej: jest
tedy: .

" Sde 1fiz). 12" + ™' 2H

I'fl) 2z

it - T (z2dz)
vy = by =

Punktami nieskoficzonosci logarytmowej tej
calki trzeciego gatunku sa punkty: o/, 9.
Przy pomocy calki @ utworzmy wyrazenie:

2,y =20
Vi) )

gdzie przey Q;fj rozumiemy wartos¢ Q wtedy, gdy punkty nie-
skonczonosel ', y' staja sig punktami odpowiednio sprzezo-
nemi na powierzchni hypereliptycznej dwupowlokowej (pun-
ktami sprzezonemi na powierzchni dwupowlokowej nazy-
wamy dwa punkty, z ktérych jeden lezy na jednej, drugi na
drugiej potowie). Wyrazenie to ma wazne znaczenie w rozwa-
zaniach Kleina; nazywa si¢ ono formg pierwotna lub
gléwna (Primform) i ma te wlasnosé, ze nie posiada weale
rozgalezienia na powierzchni Riemanna: Ze ma
jeden tylko punkt zerowy z—y inie stajesie wcale
nieskonczonem
Funkeye ¢ argumentéw

‘_a(”)

‘!/v Pt

"y
mozna okresli¢ niezaleznie od funkeyj . Utwérzmy wyrazenie

H,,]_ 02 ($(“.?/”‘)

M= I, (O oy 1, Qe ® T, Q (37 8
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w ktérem symbol I7,, oznacza iloczyn, rozciagniety na wszystkie
kombinacye i, A=1.2....,» symbol zas II’,, takiz iloczyn
z wylaczeniem kombinacyi =k Wszystkie f ukcyeos
posiadaé¢ bedgczynnik M: drugiczynnik zmie-
niaé sie begdziewrazzg budowa jego zaleiy
odrozkladuformy dwéjkowej fmadwa czyun-
nikitakie, zerdznica ich stopni jest wielo-
krotnoscia liczby 4. Poldzmy tedy:

1

. +1

[ote = Fo—t-20 Yptit2s (‘u=0, o ,%—

1 napiszmy wyznacznik Dy, rzedu 2y, ktdrego wiersze tworza
sie przez podstawienie zamiast z odpowiednio

ol s v w2 0y o . ., gl
w elementach :
Tl o), BTV RRE « v o g BT RIEY 20 v s

Wtedy kazda tfunkcya o bedzie miala wyraze-
nie takie:

Cpyp = MD()M‘“ .

Poniewaz mozna uskuteczni¢ 2% rozkladéw foimy [ na
iloczyn ¢ y. istnieje przeto 22 zasadniczych funkeyj o, z ktd-
rveh kazda jednemu z tych rozlktadéw odpowiada.

Funkecyeo dajag s.e wyrazic¢ jakoiloczyny
funkcy] @ przez czynnik wykladniczy stopnia
2-go wzgledem argumentéw « oraz przez czyn-
nik zalezny tylko od moduldédw ispdlczynni-
kdw,

8
3dy pomnozymy fankeve o przez s=VJ3,3,, gdzie 4,, 4,
sa wyréznikami form ¢ 1y (jezell stopien jednej z funkeyj ¢, v
staje sie O lub 1, zamiast odpowiedniego wyrdznika nalezy pod-.
stawié 1), otrzymamy funkeye, ktéra niektérzy autorowie ozna-
czaja symbolem 7% (np. Wiltheiss. Math. Ann. XXXITII).
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Takutworzone funkecye o niestaja sie ni-
gdzie nieskoficzonemi na powierzchni Rie-
manna. Stosownie dotego c¢zy liczba u jest
parzysta lub nieparzysta ifunkcya o jest pa-
rzysta lub nieparzysta. Funkcyao odpowia-
dajacaspecyalnejwartoseciu staje sie 0 w punk-
eie 1 =g 0ty =0,

Dla p=2 istnieje 10 funkeyj o parzystyvel i 10 nie-
parzyvstych. Dlap=3 mamy: 28 funkeyj 6 nieparzy-
sty ¢ h. odpowiadajacych rozkladom formy 1zedu Sgo na forme
kwadratows 1 forme rzedu 6-go; 35 tunkeyj o6 parzystych
nie znikajacych dla argumentu zero 1 odpowiadajgcyveh rozkladom
formy fna dwie formy rzedu 4-go: ostatnia funkeya parzysta,
ktéra znika dla argumentu zero, odpowiada rozkladowi formy
danej na tunkcye rzedu S-go oraz forme rzedu zerowego.

Funkeye ¢ czynia zados¢ pewnym réwnaniom rozniczlko-
wym czastkowym rzedu drugiego. dajacym sie przy pomocy pe-
wnych modyfikacyj wyprowadzié z réwuan prostszych. ktérym
czynia zadosé funkeye 9.

Dla funkeyj Th réwnanie takie otrzymal Wiltheiss.

Funkcyeodaja sie rozwinaé na szeregl,
ktéryech wyrazy postepuja wedlug poteg ar-
gumentdw, sg funkcyami wymiernemi calko-
witemi spéleczynnikdéw form e iy iposiadaja
wlasnos¢ niezmiennicza. Jezelipolozymy:

fie) = w1 — (p—Lyugz~2e2, . .. ...

tokazdy wyraz bedzieniezmiennikiem jedno-
czesnym trzech form dwéjkowych z ¢, vy kaz-
dy znich mianowicie jest typu

pT2, wte, o
x P ¥
gdzie skazniki, postawione nad literami g
@, 0znaczajg stopnie wyrazu wzgledem spol-
czynnikdw tych trzech form dwéjkowyeh.
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K lein rozciagnal koustrukeye funkeyj @ i na przypadek
funkeyj abelowych dla p jakiegokolwick. Przypadek p=3 zbadal
on potem szczegdlowiej; lecz nie mozemy wehodzié w szezegoly
tego badania.

GIéwnemi pracami. traktujacemi o funkeiach ¢ hypereliptycz-
nyeh, o ich rozwinieciu na szeregi. o réwnaniach rdzniczkowyveh. ktd-
rym zadosé czynia, sa prace: Kleina (Math, Ann, NXVII, XXXIT),
Burkhardta (Math., Ann. XXXII XXXY), Brioschiego (Ace.
dei Lincei 1888), Wiltheissa (Crelle IC. Math. Ann. XXIX,
XXXT, XXXTID. E. Pascala (Ann. di mat. XVII[, XVIIT, XIX).
Z prac. odnoszaceych sie do wspumniane] wyzej konstrukeyi ogdlniej-
szych tunkeyj o, wymienimy badania: K1eina (Math, Ann. XXXVI),
Wiltheissa (Gotting. Nachr., 1889), E. Pascala (tamze 188Y.
Annali di Mat. XVII, XVIID, Wirtingera (Math. Ann. XL,
Monatshette, II). Wyklady K1leina. ktére daly poczatek tym bada-
niom nad funkcyami ¢ hypereliptyveznemi i abelowemi, mialy miejsce
w Getyndze w latach 1887—1884).
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FUNKCYE SPECYALNE.

§ 1.
Funkcya wykfadnicza i funkcya logarytmowa. Llczba e.

Funkcye wykladniczg przedstawia szereg

o

~2

1+~i+§!~—]—.....,

zbiezny dla wszelkiej wartosci zespolonej zmiennej z: oznaczamy
te funkcye symbolem ¢, Wartosé tej funkeyi dla z=1, t. j e
nazywa sie¢ podstawa logarytmdéw naturalnych:
wartosé funkeyi wykladniczej dla jakiejkolwiek wartosci z jest
potega z-ta liczby e.

Liczbaejestnietylko liczba niewymier-
ng, ale jest nadto liczba przestepnsg (patrz
Rozdz. XXTI). Wartos¢ liczby e wynosi :

v =2, 71828 18284 59045 23536 02874 71353 . . . . .

log vulg. e==0, 434 294 481 903 231 827 651 128 919
Ve= 1,4446067

.....
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Funkceya wykladniczaposiada wlasno$é zasadni-
cza.wyrazajacasiezwigzkiem:

/() f&) == f (242,

t.j. tak zw. twierdzeniem o dodawaniu

Funkcyae jest peryodyczna: peryodem jejjest
27zi. Rdéwnanie ¢=0 nie ma zadnego pierwiastku
skonczonego.

Kazdy pilerwiastek rowiania ¢ = nazywa sie logaryt-
mem naturalnym liezby w. Logarytméw liczby w
jest nieskonczenie wiele; kazde dwa rézniq sie o
wielokrotnosé liczby 2=/ Ilos¢ z. uwazana jako tunk-
cya ilosci i, jest funkeya wielowartosciows v nieskoficzenie wieln
wartosciach: pomiedzy temi wartosciami obieramy jedne. w ktd-
rej spolczynnik czesd urojonej zawiera sie pomiedzy —a a -z,
(wlaczajac #+=). Tym sposobem okreslamy funkeye jedno-
wartosciowsyilosciw, ktéra nazywasie funkceya loga-
rytmowa naturalna i oznacza sie przez log, w.

Dla kazdej wartosci w, ktorej modut jest <1
(zwylaczenia wartosciw=—1)szereg

. w? o w!

U == —2— T —3— = . . .
jestzbiezny,awartosciajegojestlogarytm (w zna-
czeniu scislejszem, o ktérem dopiero co byla mowa)iloscil+w
t.J log.(14w); czes¢é urojona te] funkeyi zawierasie
pomiedzy — E_I)L a —{—l)l— :

2 2

Mozna, wedlug Riemanna, okresli¢ funkeye logarytmo-
wy ogdlna jako funkeye, czynigea zadosé zwigzkowi funkey]-
nemu:

flo. ) = fw) -+ flry);

wtedy funkeya jest oznaczona, gdyv sie pominiestala mno-
zZaca Z tego zwiazku mamy f(1)=0, f(0)=occ. Rézniczku-
jac wzgledem e, 1 kladac nastepnie =1, otrzymujemy
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wilwi=/"1 astal, @ly oznaczymy 1) przez M moiul),
bedzie:

fod) = M’ -L?IL-I.[:

1

Funkeya tak okreslona jest funkeya odwrotng wzgledem funkeyi
typu =A% liczha 4 nazywa sie podstawa.

Jezelt modnl M=1. wtedy funkerya logarytmowa staje sie
naturalna jej podstawy jest liczba e

Funkecyalcgarvtmowa nienaturalna réwna
sig funkeyinaturalnej.pomnozonej przez sta-
1a (modul)

Gdy zmienna w okrgzy punkt zero i powrdcli do punkiu
Wyj $cia, znajdziemy wtedy na funkcye logarytmowsg wartoseé
r6zng od plelwotne], a wiec bedziemy mieli nieskonczenie wiele
wartosci. Uczynimy jednowartoéciowa te funk-
cye.jezelina plaszczyznie w przeprowadzimy
ciecie od punktuzero donieskonczonosci (patrz
Rozdz. XIIT, § 4.

Dla argumentu rzeczywistego otrzvmujemy zawsze wartose
rzeczywisty funkeyl logarytmowe] naturalnej. Talks wartosé
bedzie mozna wtedy wprost okreslic jako liczbe rzeczy wi-
stg z, czyniaca zados¢ réwnaniu =1 dla danej jakiejkolwiek
wartodcl rzeczywistej na w. Te liczbe nazywamy zwykle lo ga-
rytmem naturalnym lub hyperbelicznym (poniewaz
moze sluzye¢ do kwadratury hyperboli réwnobocznej). Dzielac
liczbe z przez

log ¢ = 2, 3025851
lub mnezae przez
1

M= —-=0.43429 . . .

M fog.i0 0. 43429 .
otxzymugemx logarytm zwyczajny lub dziesietny
Briggsa, (od nazwmka autora. ktéry prerwszy sporzadzit ich
tablice wr. 1617). Liczba M nazywa sie zwykle modulem
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ukladu logarytméw Briggsa. Adams obliczyl te liczbe
(Proceed. of the Royal Society 1878, str 73) z 282 cyframi dzie-
sietnemi. Logarytmv zwyczajne okresla sie zwykle jako roz-
wiazania rzeczywiste riwnania wykladniczego 10¢=w dla
wszystkich wartosei . Dla logarytméw naturalnych podstaws,
jest e. a modulem 1; dla lugaryvtméw zwyczainych podstawa jest

10. modualem =, 43429 . .. .

. log,.10)
Logarytmy. utworzone pierwotnie przez Nepera 1614),
nie byly wlasciwie logarytmami naturalnemi. Te ostatnie
zbudowano po raz pierwszy w r. 1619 (New logarithmes, Lon-
don. 1619). Logarytmy Nepera, znajdujace sie w dzie-
Tach ,Canonis descriptior (Edynburg 1614) i .Canonis con-
structio® (tamze 161¢9) maja podstawe zmienng. Jezelli przez
Lu oznaczymy logarytmy Nepera. przez log.a logarytmy na-
turalne bedzie:

La I
10 1108 157 =0

a wiec podstawa logarytméw Nepera zmienia sie wraz z a.
I dla tego to pierwotne logarytmy Nepera zarzucono i za-
stapiono je logarytmami naturalnemi (ktdre nazywano tez nepe-
rowemi).

Nalezv sie tu wzmianka logarytmom dodawania
iodejmowania, zbudowanym po raz pierwszy przez L eo-
nelliego. anastepnie przez Gaussa (Werke IT, III) prazy
pomocy ktdryeh, majac logarytmy dwu liczb a, . mozna znalesé
logarytm icl sumy irdznicy. Tablice te skladajg sig z trzech

.. 1
kolumn: w plerwszej umieszezono log m. w drugiej log (1—!—3),

w trzeciej log (1+m). W kolumnie pierwszej szukamy:
log @ — log b = log }—(f (w zalozeniu log a > log b)

w drugiej:
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=0
log (l -+ ——) =log —— = log (¢—rb1 — log «.

i stad juz znajdujemy log (a—+1)). Podobnie moznaby poslugivwaé
sie kolumng trzecia Tablice takie znajduja sie w wielu podrecz-
nikach logarytmowych, np. w podreczniku Kéhlera

Funkcye kofowe i hyperboliczne.

Funkcye kolowe ,wstawa“ 1 .dostawa“ okreslaja sie ana-
lityeznie dla jakiegokolwiek argumentu rzeczywistego lub ze- o-
lonego przez wzory:

sin =T———3—,———-}—

szeregl po stronach drugich sa zbiezne dla wszelkich wartosci z.
Przy pomocy tych funkeyj okreslamy nastepujace :
sin 5 cos 2 1 1

. cotg 7 = — , b88 & = , COseC 3= —— .
Cos 2 sin 2 cos S sin 2

t

g3

Dla dwéeh funkcyj sine, cosz ma miejsce
zwiazek zasadniczy sin’z 4+ cos?z=1. Dla argu-
menturzeczywistego funkcye kolowe sa rze-
czywistemi.

Nie bedziemy sig tu zatrzymywali nad dobrze znanem
przelstawieniem geometrycznem tych funkeyj w przypadku,
gdy 2 jest rzeczywiste.

Funkcye kolowe sa peryodyvczne; modulem
ich peryodyczunosci jest 2z
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Wzoramigléwnemisg nastgpujace;
sin (¢ &+ £,) = sin 2 cos 2, 4 cos 7 sin 2,
cos (z +~ 2,» = cos = ¢os &, 0= sin 2 sin z;,

SIn (2 4+ 2y - 2,) = sin 2 cos 2y CUS 2,  sin 2; €Os 2, €OS 2,

-~ sIn 2, ¢Os ¢ COs 7y — SIN 2 sin 2y sin 24,

COs (Z -2y 4 2,) == €08 & COs 5 €OS =, — COs £ Sik 2, sin 2y

in 2 sin 2, — ¢0s 2, sin 2 sin 2,

— COos 2y 8
tu g e kg b__ S_
= D ot o= ST S

gdzie przez S; rozumiemy sume stvezunych argumentéw pojedyﬁ-
czych, przez 8, sume iloczyndw stycznych argumentéw, branych
podwa. przezs, sumeiloczyndwargumentdw.branych po trzyit.d.;

sinz4-sin 5, = 2sin 4 (g =) eos L (2= 2).

¢0S £ == oS z; = 20 'z 42z ! (2 — 2y).
~ T =
“ . <= <1 ber 4 Zicl
Cos Zz +sin 2z, = 2sin [— — —— )Co\ —— = s
== i L4 2 1 2

sin (2 = =)
tg s +tg 3 = ——=—"L
gL ¢OS 2z COS Z,

sinZ2z = 2s8inzc0s 2. ¢os 22 = cos? z — 8-z, =
l—tg‘ é

sin 83z =38sinz —4sin’z; cosB: =

nigz —m)tgtz—+ .

tonzg = —— -
g l—m), tg?z 4+ tgre—+ .. ...
1—cosz 1-+cosz 1—cosz
:{_‘ +]/ '_——*—. COs Z-—‘j‘_‘] ———T"—)—b——, Tgéiz"‘t] m.
b

rascal, Rep 1



418 Rozdgial XV 1L

Funkcye kolowe sa zwigzane z funkeyami
wykladniczemi za pomocg godnych uwagi
zwigzkéw Eulera:

er — g 6?:+(‘_':

1 _— 103 3 R : Sin =
sinz = 5 , COS 2 & . ¢ cosz —+isin .

Funkcya ,wstawa® dla argumentu czysto urojone-
g o iz gdzie z jest rzeczywiste, jest iloscig urojona czysta, stad

sin (i z)

funkeya (z rzeczywiste) jest funkcya rzeczywista. Dla

tegoz argumentu czysto urojonego funkcya ,dostawa® jest funk-
cya rzeczywista, funkeya zas .styczna“ jest funkeya rzeczywisty
po podzieleniu przez + Te funkeye rzeczywiste

sin (/2) tg (22)

. , tos iz, i

nazywaja si¢ funkcyami hyperbolicznemi i ozna-
czaja sie odpowiednio za pomoca symboli:

sinh z, cosh z, tgh z.

Z tych okreslen wida¢ odrazu, ze funkcye hyperboliczne po-
siadaja wlasnosci, podobne do wlasnosci funkeyj kolowych; wzo-
ry dla pierwszych wyprowadzajs sig z wzoréw dla drugich przez
podstawienie ¢sinh zamiast sin, cosh zamiast cos, {tgh zamiast
tg. Wzoramiwykladniczemi dla funkecyj hy-
perbolicznych sg:

& — e

: €1 °
sinh z = — coshz=~——%——

Zwigzek zasadniczy pomiegdzy wstawa
idostawg zamienia sie¢ na nastepujacy:

cosh? 2z — sinh? 2z = 1.

Funkcye hyperboliczne otrzymaly swoja nazwe z powodu
wlasnosel nastepujacej:
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§ 2. — Funkeye kolowe i hyperboliezne.

Jezeli nakreslimx hyperbole réwnoboczna, ktérej réwna-
niem (w odniesieniu do osi hyperboli) jest u?—1?=1 i jezeli przez
z oznaczymy pole podwéjne wycinka hyperbolicznego. ograni-
czonego osig .. promieniem wodzacym G4 (idacym ze srodka O
hyperboli do punktu 4 na niej) oraz galezia samej krzywej, wte-
dy spolrzedne z, y punktn .4 bedg réwne odpowiednio dostawie
1 wstawie hyperboliczne] ilosei 2.

Jezeli poprowadzimy styczng w wierzcholku M hyperboli
az do przeciecia sie w punkcie 7' z promieniem wodzacym OA
1 przez pinkt 7 poprowadzimy rdéwnolegla do osi « az do
punktu przeciecia sie L z okregiem, opisanym z punktu ¢ pro-
mieniem OM=1, wtedy kat =LOM nazywa sie katem
przestepnym Lamberta: funkeye hyperboliczne wy-
razaja sie przez funkcye kolowe kata Lamberta wten sposdb:

1

sinh z = tg 7. ecoshz = ——
cos 7

Funkeye hyperboliczne badali w wieku zeszlym Riccatii Lam-
bert; znakowania pierwszego z nich zostaly powszechnie przyjete.
Nastepnie zajmowali sie niemi: Gudermann, ktory zbudowal obszerne
tablice (Crelle VI, VIL VIII) i Mossotti. Z nowszych autoréw pisali
o nich: Hotel. Laisant (Mém, de Bordeaux), Glinther (Die Lehre
von den Hyperbelfunctionen, Halla, 1881), Forti, kiéry oglosil nowe
tablice tych funkeyj, (Rzym, 1892). Szcezegdly bibliograficzne i do-
kladna historye tego przedmiotu znajdzie czytelnik w dzietach ostatnich
dwu autorow.
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§ 3.
Funkcya Bernoulliego. Liczby Bernoulli’ego i Eulera.

Funkcya lub wielomianem Bernoulliego
nazywamy wyrazenie:

n .

GulZ) = W — 4T (), Bt — g Boattt 4L
-—

w ktérem By, B,,,....sa t. z. liczbami Bernoulli'ego

{(Raabe, Crelle XLIT).

Istnieje wzér:
P 1 £FL) — @ (1) = (m41)am;
Dla .r=n caltkowitego dodatniego jest:
Pu () = m|Int 201 L (m-D) ]

Wielomiany B ernoulliego dla.zcalkowitego daja tedy wyra-
zenie sumy jednakowych poteg pierwszych x—1 liczb calkowi-
tych (przy pominieciu czynnika liczbowego).

Liczby Bernoulliego sa spolezynnikami rozwinie-

; jezeli mianowicie rozwiniecie na-

. .oae
cia na szereg funkcyi )
piszemy w postaci:

B, .* B, x4
l+de+ —5 *“"—i!*‘

to liczby B beda liczbami Bermnoulli'ego. Liczby te maja
zwigzek ze spéiczynnikami rozwinigcla stycznej. Jezeli na-
piszemy:
o] P

2L = —"-: I TN T T

tg 1 P 2m—1)1"
bedzie:

221)1 22»1 —_— 1
e =D 5

n
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Liczby Bernoulliego wyrazajg sie przy
pomocy réznic wyrazenia 0 (patrz Rozdz. X) wten
sposob:

n—1 23 1 2 1 2 )2 1 m ()2

Przez wyznaczniki liczby Bernoulli‘ego
wyrazaja sie tak:

A O, . .. . w1
(3, 1. . N A |
2m ' (3). (3),. . . T
B, = 5ma9si ) ! | (Hanssner),
(2m—3y,. (2m—3) 1.1}
1 ]
R 1 I
i 1 ‘
Lok L
By = (2m)! ' - | (Glaisher),
. - }
1 1 1 |
|

!\'.«i =

2m-1)1 2! -1t
Godnymuwagijest wzdr:
T P l —
lin B - ) "T=1ale.
nN=c ])(

Istnieje bardzo wiele wzoréw zwrotnych dla liczb Ber-
noulli’'ego. Najdawniejszym jest wzdr Moivre'a (Miscell
anal. Londyn 1730) :

(2ms 1y, Bow — 2m1) 10, 0 oo (1) 20 Dy By, (1 (- ) =10,
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Nastepnie idzie wzér Jacobi'ego (Crelle X1I, str. 263):
(20421, Buy— (242), Boy_g=t - ~-(—1 732012 s By (— 1y sm=0),
Wzor Sterna (Crelle, LXXXIV):
(‘Zm-'}-l )o Bou—(2i4+1), Bo 2+ .. (—1)" 73 (24 1)z, B-(—11" 4 =0

Tnne wzory zwrotne znalezé mozna w cytowanej ponizej ksiazce
Saalschitza.

Do liczb Bernoulli'ego stosuje sie nastepujace wazne
twierdzenie v. Staudta i Clausena (Crelle XXI, Astr.
Nachr. XVII, 1840):

Jezelia. B,7,...s8allczby pierwsze niepa-
rzyste. ktére, zmniejszone o jednosé daja
dzielnikiliczby 2m to wtedy:

Dy == liczbie caltk. 4~ (—1)’”; é —,‘—-—i——[— %— + —} +. . } .

Mozna otrzymaé wzory zwrotne tylko pomiedzy czeSciami
calkowitemi liczb Bernoulliego; wzory takie podali po raz
plerwszy Hermite {Crelle, LXXXT) i Stern (Crelle, LXXXYVTI),
a nastepnie ogdlnie Lipschitz (Crelle, XCVI).

Spélezynniki frozwinigeia stycznej (patrz
wyzej) sg liczbami calkowitemi, ktore koncza
sie naprzemiannacyfry 216, poczynajac od
By = 2.

Liczby Bernoulliego otrzymaly swa nazwe od Jakdha
Bernoulliego, ktory wprowadzil je po raz pierwszy do analizy
(,Ars conjectandi®, Bazylea, 1713); te nazwe nadali im Moivre
i Euler. Bernoulli obliczyl 5 pierwszych z tych liczb, Euler
obliczyl ich 15, O hm 81 (Crelle XX), Adams 62 (Crelle. LXXXYV).
Blizsze szezegdly o liczbach Bernoulli'ego znales¢ mozna w dziele
Saalschiitza .Vorlesungen tber die Bernoulli'schen Zahlen“
(Berlin 1893).

Prace dalsze o tym przedmiocie oglosili: Glaisher (Mess. of. Math.
1876), Seidel (Miinch. Akad. 1877), Radicke (Die Recursionsfor-
meln fir die Bernoulli'schen und FEuler’schen Zahlen, Halla 1880),
Haussner (Gottinger Nachr, 1892, Zeitschrift fiir Math. 1894)it. d



§ 2. — Dunkeva Bernoulli ego.

Oto tablica pierwszych 15 hiezb Bernoulli'ego.

1 1 1 1 5
BQ_E.B":%‘BG_E, B~:3—6-Bll‘—=é§'
691 , T ., B6IT 13867
Bo=ymp Pu=5 - =30 b= g
B, LML o SIS o 286364001
20 330 - T 188 79730
8553103 23749461029
Bu= —— Bu= g —
B - SE15841276005 J 1709321041217
o = 14322 v L= 510 )
. — 2577687853367 B 26315271563093477373
EETHES o 16—

1919190 ’

Pokrewnemi z liczbami Bernoulli'ego sg liczby Eulera,

odpowiadajace spolezynnikom rozwiniecia siecznej
lozymy :

(=
~

£2i:z
sec r = 2 TR T .
"2y !

0

Jezeli po-

to liczby Kb, bedg liczbami Eulera. Wyrazajg sig one

przy pomocy wyznacznikéw w ten sposéb:

o1, 1, 0, . .0
E 1‘ (4,21 17 1

L1 (6), (6), 0

1

‘ 1. @m—2),. (@m—2),.

1. 2m),,  2m),. s (21) 00s

"(Haussner)
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i —; 1, 0. , 0
|
1 1
—4:! s —2"" . 1 T 0 ‘
Ezmr-" (Glaisher)
1t L 1
i(?m\!’ Cm—2)" Cm—-H!> "~ - T A

Liczby Euleradajasie wyrazié¢ przez licz-
by Bernoulli’ego przy pomocy wzoru:
(2m-41) By, = 221 (2211—1) 2m—+1), Bun
— 221 (=31} (2m—~+1), Bpps

+ (- 1)”"] 23 (2—1) (2?}2 A1)t B:g —}—— (——1)’".

Jezeli wprowadzimy wspélezynniki g rozwinigcia stycznej.
otrzymamy wzdér Sterna:
Eow = Pon—+ 2m~1) B, o2t - . . + (2m—1)zp—2 Eom_of; -
Wzor zwrotny dla liczb Eulera jest nastjpuiacy:
Eow — (2m)g By + (2m), By —
(=17 (i) yns E, 4 (=117 = 0.

Podajemy jeszeze dwa wzory :

9 s
EZ/)Z > "éﬁ‘ ﬂQm - E?m > 2")1“(*%;’3—_1)" Ezm—l-

I‘Jiczby Eulerasa wszystkie liczbami cal-
kowitemi, dodatniemi, nieparzystemi. Suma
dwu liczb kolejnych jest podzielna przez 3.
Liczba Eyf+1l dlam parzystego. liczba zas Esy,—1
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NrS
[ &)
ot

dla m nieparzystego jest podzielna przez 3.
Liczby Ey dlam parzystego koficza sie na cy-
fre 1, dla m nieparzystego na cyfre 5.

Pierwsze dziewie¢ liezh obliczyl sam Euler (dziewiata blednie)
Liczby te badal (i nadalimnazwe) S cherk (Math. Abh.. Berlin 1825);
pozniej zajmowalo sie niemi wielu autordéw, zwlaszeza ei, ktérzy hadali

liczby Bernoulli’ego. Stern (Crelle, LXXIX) znalazl wicle
jich wlasnosei.

Podajemy tu tablice pierwszych czternastu liczb Eulera
E, E,E,...,E; wedlug Scherka:

1. 5, 61, 1365, 50521, 2702765, 199360951, 19391512145,
2L0E8TIOTHLEL,  STOZTIIES2B7T525.  6O3485TAZ93137901,
15514534416355T086905,  408T0T2500293123592361,
1252259641403629565468285.

§ 4

Stata Eulera. Stata harmoniczna.

Znany jest wzér Eulera, sluzacy do wyrazenia calki réz-
nicowej okreslonej (sumy) przez calke zwykls tej samej funkeyi
(patrz Rozdz X). Wzor ten jest:

b

b ! q . b B-) o iy
Xt = [ ds —t[f@l4 5 [ful

«

B, v s
__._I!i[/’(:r)]g—{—...,.:

ta By, B,, . . saliczbami Bernoulliego.
Polézmy a==0, b=x, wtedy wzor przybiera postaé:

z ' By By i ;
%‘f{w;: ’ flr) de — —1— Jia) = s flr) — I!*/‘ () . . stala
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gdzie wyraz ostatni (stala) nie zalezy oczywiscie od x, a przez
symbol /;‘(.T) dx rozumiemy calke nieokreslona funkeyi

f(z). Polézmy:

1

Fler= e

R I fl&) doe = -]1;- Iog—lij_[—]ll— ;

stala w {ym przypadku nazywa sie stala harmoniczna.
poniewaz suma po stronie pierwszej jest wtedy sumg pierwszych
wyrazow szeregu harmonicznego pierwszego rzedu (rozbieznego)-
Stata harmoniczna zalezeé bedzie od warto-
$ci @i b: oznaczamy ja przez A(a,b). Dla a=0, =1 bedzie
ona stala Eulera, ktérg oznaczamy przez 4.

Stale A (a,b) i A okreslaja sig tedy za pomoca Wzoréw :

1 a1 B.b Bhs
deh=—glegt gt s~ Wt
. 1 B, B
_— J — o " et St S
4 .}g] WAt T g E T A T }

Mamy zwiazki :

(T

o

4(a,b) — A(b—a. by = _,”)‘_ cotg

A(a, D)= })— A(‘b—b_l).

Wartose stale] A z 20 cyframi dziesietnemi jest:
4 == 0. 57721 56649 01532 86106 06512 £ . . . .

Przez calki okreslone stala 4 wyraza sig w ten sposob :
g

, log log wde = — 4, (Mascheroni)

.
i
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i 1 dx . 1 "
Jl =g e =) e~ ) =
& 0
f (f—i—:le“-' o _;1z;_> eTdr =4 lc:’irc_'cl.: e e

o N
I (lo;x ; 1_1_,)“7"1 = 4: (Legendre)
1]
{._8—'10,%.7316.)' = — A,
i)

Przez szereg oraz przez iloczyn meskonczony stala Eulera
wyraza si¢ w ten sposéb:

1
E(—J—'——-log(l—’,— i))::fl log ]JfAfi— = 4.
1 \n n 1

1—{—;

Stalg 4 napotykamy w teory: tunkeyj Eulerowych.

Euler obliczyl te stala najprzéd z i, potem z 16 cytrami dzie-
sigtnemi (,De numero memorabili ete*. Acta Petrop. V, 1781) i ozna-
czal ja litera 7. Nastepnie zajmowali sig tym przedmiotem: Ma-
scheroni (Adnotationes ad Buleri Cale. ete). ktory obliczgl stala do
20-¢j cyfry, Legendre do 19-ej, Soldner do 25-ej, Lindemann
(Grunert, Archiv XXTX) do 35-ej, Oettinger (Crelle LX) do 40-g),
Nicolai do tyluz (patrz Gauss. Werke III, str.154), Shanks
(Proc. Roy. Soc. 1866 —1867) do 59 ¢yfry (50-ta cyfra jest bledna);
Glaisher (tamze, 1871) do 100 i wreszeie Adams (tamze 1878 oraz
JPapers¢ I, str. 459) do 263 cyfr dziesietnych. O stale] Eulera
oglosil pracg Knar (Grunert's Archiv XLI. XLII). Funkecye 4(a.1)
badal Gtauss w rozprawie o szeregu hypergeometry cznym (Werke II).
Tablicg wartosei tych funkeyj podal Nicolai: znajduje si¢onana koficu
wspomnianej rozprawy Gaussa.
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1
¥}

Funkcye Eulera

Legendre (Fonctions elliptiques, vol. II. str 363, Paryz
g piques, 3
1826) nazwal po raz pierwszy funkcvami Eulera gatunku
P P ) B g

pierwszegoidrugiego funkcye, badane przez Eulera
(Cale. integr.). a o ktéryeh obeenie méwic¢ bedziemy.

Calka Eulera gatunku 1-go, jak byla pierwotnie
okreélona przez Legeudrea. jest:

1
. q

B (p, . n) = I a 0= (L — ) s :

«
t

tu n jest liczba stala: p, ¢ liczbami zmiennemi, tak ze B jest fun-
keya iloscl p. . Liegendre, idac za Eulerem, oznaczal
R ) - : : :

ve funkeyve svinbolem (1—2) Nastepnie Binet (Jowrn del Ecol.
7

polytech. zesz. XXVTI) zaczal oznaczaé te funkeye litera grecka

Bidla tego nazywaja ja funkcya beta. Przypadek n—1

rozwazany bywa w potdrecznikach: symbol uproszezony B(p,q)
pisze sie zamiast B (p,q¢. 1).

Funkeya beta dla n=1 jest symetryczna wazgledem p, ¢, t .

B(p,q) = B(q,p).

Wartosel funkeyi B (p. : n). gdy p. ¢ s3 wieksze od n, wyra-
zaja sie przez te funkeye dla wartoseip, ¢, zawarte pomiedzy 11 n
t(Legendre). Mamy:
i

)

1 )
B(p,n;n) = o B(p.n—p:n)= — -

sin—-
%
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B ,,—-1;1)2% Bp~1,q:1).
)

Bp.g—1: 1y =B p,p1) — Bip—1,4:1).
Funkceva B czyni zados¢ zwiazkowl (Eulera):
B.gyn B(p—q. i = Bp.riwy Bip—i. g

W przypadku n=3. 4 6.5 12 funkcya B daje sie wyrazié
za pomoca calek eliptyeznyeh (patrz Legendre, 1. ¢. Rozdz.
ill)  Logarytn: fuukeyi B daje sie wyrazi¢ za pomo:y calki
ckreslonej. Zakladajac n=1. mamy:

s

* L T 7
log B(p.q) = ! [,;-f/' i T 1_ e _1+a—rJ’

I—e [—rr 7 s -

1]

Nazywamy calka Eulera gatnnku 2-go 1 ozna-
czamy litera I" funkeye :
1
' 1\
L (3) = / D (Iog I) dor.

Bez zmniejszenia ogdlnosel rachunku, mozemy przyja¢ m=1,
1 kladac x”=t, napisac:
T {2) = - % (2
n (:) S 1 (u) .

m*

Pisze sie wprost (Legendre).
1 1
: et
' =.’ (log L_) da
1]
Eulev 1 Gauss nzywaja symbolu II(z 1)
Jezeli : jest liczba calkowita, mamy:

I'(z) = (z-—-1}!
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Funkcya I'jest skoiczona dla kazde] war-
toscirzeczywiste] z, wiekszej od O.
Inne wyrazena funkeyi I"sa :

It3) == , e~ at de.

.
"

i— —2)...
I'z) = lm w 1) (u—2) :

wmeo 2L ... (z+p-1) (Euler, Gauss),

r@o=0 —2* _  (®uler, 1729).

Funkcya I'ma wlasnosci, wyrazajace sie
za pomoca zwiazkéw nastepujacych:

I(z+1) = 2I'(z): I'(z+k) = (z+k—1) (2+E—2) ... z2I'(2),

are .. e, 2

— - =T@lg:; I'AI(l—2) = — .
[ I AN T - - _F_gf’_z_)_ = £

=T +a= coszm imn  I'(2) n’

'z 4= _1_3__2_(2_{—3_)__ ‘n, (2 calkowite)

1 = 3 1 -
11(7)=V3’I, F(§)=§V )
- '
T4l = 517_’—, _11;‘(5))_ (dla = jakiegokolwiek)
1 2 (=1 "= -3 (m catko-
T("ﬁ) P(%) """ { ( m ) = (2a) . évite,Euler}
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1 ‘ 2 e —1)

I'er z +%)F(: + ——) o F(z + ”‘m )
iti—1 1 cu

= T'mz)(2=) > w2, (m catkowite, zjakiekolwiek’

Gauss, Werke IIT str. 150),

i -t Ik /J.
log; I'zy = ’ l (2—1) e —%:eiz ]"i‘;"— <

log I 2) =r_.§1 [z log( 1—}—71—.)—10{5(1 -+ —7:—)], (Gauss)

dlogI’ Z()——-hmlloo —-—i——-——l——-—...———-—l——}
~ p=co | z z—1 T p
-~ e—* o
o ’ ( s l-—-e—-’)dx’

Z(1)=A jest stala Eulera.
‘:+1 {
’ log I'(r)dx = zlogez—=z + - log2x. (Raabe)

Wartos¢ funkeyj I'(z), gdy z przyjmuje wartosci od O
do {. zmieniasie od co do Va =1, 77245, a dla wartosci z,
od £ do 1 zmienia sie od Vz do 1. Funkeya I'(z) ma
wartos¢ najmniejsza dla c=1. 46163 21451105
a wartosé log I'(2) w tym punkeie wynosi 9, 94723 91743 9340,
co odpowiada przybliZzenie wartosei I'(z) =0.885... .

Droga od z=0do z=1 zwykle nazywasie peryodem
pierwszym funkeyi I' droga od z=1do2=2 peryo-
dem drugim it.d. Zréwnan poprzedzajacych widaé, Ze
znajac funkcye I"dla peryodu pierwszego, mo-
Zemy wyznaczy¢ja tatwo dla kazdej innej
wartoscli zmienne]j.

Mozna udowodni¢ ogélnie, ze znajac funkeye I'(z) dla dowol-
nie malej czesci peryodu pierwszego, mozemy wyznaczyé jg dla
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S
b

Lkazdej wartosel argumentu, t. j. mozemy za pomocg srodkéw
elementarnych wyznaczyt jej wartosé dla kazdej wartosei .
(Legendre, L c. str. 446, Rozdz. XI).

Funkcye I' sa wazniejsze od funkcy] B; rachunek tych
ostatnich sprowadza sig do rachunku funkeyj I" przy pomo-
cy wzoru zasadniczego

r{5) (5
n

n 1’ {—B%l)

B(p, g;n) =

Dla 1=1 maniy:
I'w) L'y
Bip, ) = ——->1—
LO="Tgp1y

Tym sposobem rachunek funkeyi B o dwu argurentach
sprowadza sie do rachunku funkeyi I"o jednym tylko argumen-
cie. Do rachunku liczbowego funkeyi log I'(z) Legendre sto-
sowal szeregl rozbiezne, ktére wszakze obliczone w pewien spo-
s6b prowadzily do dostatecznie wielkiego przyblizenia. Wzdr,
stosowany przez Liegendre’a, malo rini sie od nastepujacego:

logI'(z) =(z— !) logz—= r Llog2x + .J(2),
gdzie

B, B B

_ b2 4 3
=g —gFF T Fe T

o f B—""'r“-)-
TV G ey s

gdzie B sy liczby Bernoulli’e go, 6 liczba zawarta pomiedzy
0al. Jezeli przediuzymy szereg po stronie drugiej poprze-
dniego wzoru, otrzymamy szereg rozbiezny.

‘Wyrazy tego szeregu najprzid zmniejszaja sig, a nastepnie
rosng bez granic; mozna przeto znales¢ takg wartosé r. aby
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reszta byla mozliwie najmniejsza, a obliczywszy nastepnie wy-
razy az do tej wartosci r, otrzymujemy przyblizenie, wystarcza-
jave w praktyce. Nadto wzlr staje sie bardzie] przyblizonym,
gy 2 jest wieksze. gdyz mozna wykazac, 12 wyiaz najmniejszy
maleje bystro wraz z wrostem ilosci 2. Na tej podstawie Le-
gendre zbudowal tablice wartosci log I'(z) z 12 ecyframi dzie-
sigtnemi dla wszystkich wartosel z, stanowigcyeh postep aryt-
metyezny od 1do 2 z réznicg rowna jednej tysigeznej. Wyzna-
czenie skaznika r wyrazu o wartosci najmniejszej bylo przed-
miotem badan Genocchiego (Mem. Soc. It. VI 1 Limbour-
ga (Acal. de Belg XXX). Patrz takie ,Cours danalyse*
Hermire'a. Dla tunkeyi I’ istniejg tez tablice Gaussa
z 20 cytrami dziesietnemi.

Rozcingniecie funkeyi I'(2) rokreslonej dla wartosci rze-
ezywistveh dodatnich argnmentu) na wartosel rzeczywiste uje-
mne zmiennej z uskutecznil juz Legendre przy pomocy wzorn
I'(1-4-2)y==:T"1zi. w zalozeniu, ze w tym wzorze wartos¢ z ujeni-
ne zawiera sie pomiedzy —1 a 0. Ten wzor okresla wtedy funk-
cye I' dla wszystkich wartosei ujemnych pomiedzy —1 a 0
{pierwszy peryod ujemny. wedlug Legendrean
w tenze sposéh idue dalej. mozna okreslic funkeye 17 dla wszyst-
kich wartosel njemnych zmieunej 2. Znajdujemy wtedy, ze dla
i=—1,—2, —38.... funkcya J' jest nieskonczona. oraz ze po-
miedzy U a —1 jest ujemny, pomiedzy —1a —2 dodatnia it. d.

Rozeiagniecie funkevi I” na cale pole zespolone zapoczat-
kowal Weierstrass (Crelle, L), rozwazajac zbieznosé ilo-
czyunu  badanego juz dawnie] przez Eulera i Gaussa,
Werke TI1. str. 145):

(u— 1! B
wtp+1) oo u—+2—1d

gdzie #z jest liczbg zespolona. Otrzymujemy tym sposobem funk-
eve I'(z) ogdlna. majacy dwie wlasnosei chavakterystyczne:

'z +
=1tz

hm - =1 I'z+L =:zI(2.

w=u

Pascal Rep I
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Funkeya I'(£) dla wartosci z zespolonych jest funkeys
jednopostaciowy w calej plaszczyznie, majaca nieskonczonosei
rzedun pierwszego w punktach z=0,—1, -2,... i osobliwosé
istotng w punkeie nieskonczonosel na plaszezyznie; odwrot-
nosétej funkeyijest funkeva holomorficzna
w catle] plaszczyvinie i wyraza sie Waznym
wzorem Welerstrassa:

x|n

1 oo z\ -
L / ( 14 -———) e
F(]- + Z) n=1 v n
Funkeya I'z) daje sie rozlozyé na sume
dwu funkeyvj: I'(z) = Q(2)+ P(2). obu jednowartosciowych;
plerwsza z nich jest holomorficzna. druga meromorficzng w calej
plaszczvinie. Plerwsza wyraza sie w ten sposob:

Qz) = gtz + 2 - oL

gdzie
I‘O()
¢ L ( < log’ & o
DT T i
’ 1! = a ?
1
druga zas
1 1 1

Mare == St fiess = »

uwidocznia nieskonczonosci rzedu prerwszego funkeyi 'z,
(Twierdzenie Pryma, Crelle LXXXT). Dowdd tego twierdze
nia znajdujemy w cyt. pracy Prymaorazu Pincherlego
(Rend. Palermo 1880) 1 w ,Cours d'analyse® Her mitea.

Funkeyal(z)niemoze byé calkg rdwnania
réozniczkowego algebraicznego (Hilder, Math.
Ann. XXVIII, 1886).

Podajemy tu szereg wzordw, odnoszacych sie do funkeyi I
oraz jej pochodnej logarytmowe]j Z:
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b
. I'|\— T 1
[ty i de = [T L2, @lane, Orelle
2 ' h b XVI).
D] f[r(—(}—+11+1)
v pHLy L 2
h:::**‘-"( -1 (4)
1
i 27 de = Zip—4q ~ Zq)
“
1 l 1
A R N sk P Uk
1= a = T Z( 1 ) i A‘ i , (Legendre)
7]
" ge L adh 1 _ja
I =520 |~ 245
'1 d
P — ¥
;'_;l_*’_l Zipy — Zg)
':'__, ; i I'(p) pa
I = SIn gu dr = __117—— sin =5
’ xr=lcos g dr = -1——;:,!)——('05%2
- £ (77}‘) V&2
p_] s ~) . r ‘S{;ls _;_ R "b .
f cos (9T do TV([P s {(Raabe)

o

Pierwszy wasny, cytowany juz w ) ze). traktat o funkeyach I" oglosil
Legendre. Gauss polozy! podwaliny teoryi tej funkeyi przy pomocy
wzoru podanego na str. 430. Poisson (Ee. Pol. Cahl. XIX), Jacobi
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(Crelle XI), Dirichlet {(Urelle XV, Werke I str. 271) prowadzili
dalsze badania w tym kierunku. Inne prace, proez cytowanych juz
Prima. Weierstrassa i innych sa: Cauchy (Exere,). Crelle
{Crelle, VII), Plana (Crelle XVII). Piola (Opusec. mat. e fis, Me-
dyolan 1832). Schlomilch (Analyt. Studien VI), Brunel (Mo-
nographie. Bordeaux 1885 oraz Encykl. der Math. Wiss. IL 1, Lipsk
1899). W nowszej pracy bada Blaserna (Ace. Lin. 1895) funk-
- d{zZ (1],
- dz
Patrz art. Lerc ha (Prace mat. fiz., X, 1849—1900).

i podaje tablice jej wartoseiktéra obliczyl A Sella.

s 6.

Funkeya hypergeometryczna.

Nazywamy funkceyyg hypergeometryczng funk.
cye. ktorg przedstawia szereg
w. ow(e+D 001,

Fudboeoy= 1+ jyn e SGTme o

gdzie a,b. ¢, 2 53 liczby zespolone jahickolwiek. Jezeli jedna z dwu
liczb @, b jest liczba calkowita njemna —n, szereg urywa sie
1 staje sie wielomianem catkowitym stopuia » tego; jedynie tylko
w tym przypadku mamy wielomian

Jest widocznem. ze funkcya £ jest symetryezna wzple-
dem « 1 b.

Prostemi przypadkami szczegdélnemi szeregu hypergeome-
trycznego sa:

szereg dwumianowy  F(—m, b, b, 3) = (1+2)",
szgereg logarvtmowy (1 1, 2, —z) = zlog (1+2y
oraz
PR S 1—}—4
1 g g = grlwy
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']EIFL F‘b b, ¢ )— 14+ 1' 2 o ‘7‘7_(}'——1‘» e
h![lF(u b, %—. /;) = cus{2¢l 2},
z m 2/}
lin F( h. —_—f—, —}): N :i_"
bz - 02 2l e
F(a b, e, 1y = LAe) I {r—u—by (Ganss.

Te—a) V 1T (e—b)

Szereg hypergeometryezny jest zhiezny
dla|:]<l.rozbiezny dla |z|>1: jego kolem zhiez-
noici jesttedy kolo o promieniul ze srodkiem
wpoczatkuspéirzednyeh (GFauss, Werke IIT

Jezeli przez R (a+b—¢) oznaczymy czesé rzeczy wisty wy-
razenia a+b—c bedziemy mieli nastepujace twierdzenie( W eier-
strassy, Crelle: LI):

Jezeh |zl = 1, wtedy
gdy Bta 4+ b —¢)>1, granica wyrazu ogdélnego jest oo :
. Rla+1 —¢)=1,. . - ; . skoniczona
o O<Ruu+b—e)<1, - - . Zerem 1 sze-

reg jest /bxezuv dla wszystkich puun-
ktow okregu |z|=1, précz punktus=1:

» Iia +8—c < 0. szereg jest zbiezny dla wszystkich pun-
ktéw okregu |z|=1.

Jezeliuwazal bedziemy szereg typu hypergeometryeznego,
jako elem e nt funkeyi analityczne] w pojmowaniu teoryi funk-
cvjanalitycznych Weierstrassa, wtedy mamy funkceye
holomorflczua wcale] l)l’lSACZyAnle z wyla-

zeniem punktéw r=oc1z=1

FunLcy a hypergeometryczna jest calka szcze-
gélna réwnaniardézniczkowego liniowego rze-
dudrugiego (Euler):

s (L—z) - ’”j e [ e Gl 1)-]£——¢LZ;I'=H
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Jezeli polozymy ogdlniej
y= Ca*(l— 2y Fab,cz),

to y bedzie calka szczegdlna réwnania :

dx? z z—1 s

dy o |1- a—~aj+ l~':—_“;i dy “

—au’ w' ¢
a [ + 48 J:(gilfu.

gdzie dla symetryi przyjeto:

d=1—c—a, B =0b-a—y, y = c¢—a—b+y, p=ua—a—y
atba+pbp T4y =1
Jezeli polozymy:
xr—a e—b
z = :
z—0b t—a '

to powyzsre rownanie rézniczkowe przyjmie postaé syme-

tryczng :
@y Jlzezd | Lpof | l—yyl| dy
dr? | z—a > —0 a—c¢ [ dz

+{aa’(a-—.b)(a——c) + BA (0 — w)(b—¢)

z—a z—0bh
7 (e—a) (c—=10) ¥ .
+ r— ¢ (x—a) (x—b) (e—c) &

(Papperitz Math. Ann. XXV).

Funkeye hypergeometryczna mozna uwazaé za calke
okreslona. Mamy (wedlug Eulera):

I'(c)

El
I'(a) I'(¢ — a) / W (L — ) 01 (1 — zie)~ @ da.

]

F(nr =
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Uwazana za tunkexe ilosci ¢ lub b funkeya hyvpergeome-
trycezna jest tunkcva holomorfieznag w calej plaszezyznie ipricz
w punkeie z): uwazana za funkeye ilosei ¢. jest tunkeya mero-
morticzna w calej plaszezyznie 1 staje sie nieskoniczona rzedu
plerwszego w punktach =0, -~ 1.—2... . W obu przypad-
kach mamy punkt istotnie osobliwy w nieskohczonosel.

Jezeli uwazamy funkeye hypergeometryezng jako funkeye
argunentu @ 1 oznaczymy przez A £, A?F. . . . jej kolejne roz-
njce dla wartosel a. a41, v+2, . . . tegoz argumentu. wtedy
fuukecya hypergeometrycezna czynié bedzie
zadoséréwnaniurozuicowemn rzedu 2-go:

(wt D E—=DXF+ [ b+1)(e—¢) |]AF 1+ bz F = 0.

Dwie funkeye, 7. ktérych parametry a, b, ¢ rézniy sie o ilo-
$ci stale nazywaja sie sgsiedniemi (contiguae, Gauss).

Pomigdzy trzema funkeyami sgsiedniemi
zachoazi zawsze zwigzek liniowy jednorod-
nyospdélczynnikach, ktéresa funkcyami wy-
miernemi zmienne] 2. Réwnanie rézniczko-
we liniowe jest przypadkiem szcgegdlnym ta-
kich zwiazk6w pomiedzy funkeyami sasied-
niemi. Pochodne funkceyl F wzgledem z53 tez
funkeyami hypergeometrycznemi sasiednie-
miz . Pochodna plerwszyg jest

P o— wh

Fla+1,041,c41, 2.

Iloraz dwufunkeyisasiednich daje sie rozwi-
na¢naulamek ciaglyv.

Funkeye hypergeometryezna hadano z trzech odmiennyeh pun-
ktow widzenia. jako calke okreslona. jako szereg. wreszcie jako calke
szezeg6lng réwnania rézniczkowego liniowego rzedu 2-go.

Pierwszy badal funkeye te Euler (Nova Acta Petrop. 1778,
Cale. integ. 1769)., nastepnie zajmowali sie nig P faff nauczveiel
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Gaussa (Disquisitiines anal. I). Gauss Werke [II) w slawnej
rozpravie, oraz K ummer (COrelle XV) wzigli za punkt wyjscia réw-
nanie rozniczkowe. Praca Riemanna z r. 1857 stanowl wielce
wazny krok w tej teoryi; mozna powiedzie¢. Ze od niej to datuje nowo-
czesna teorsa réwnan rézniezkowyech liniowyeh. ugruntowana przez
Fuchsa,

Badanie ilorazu dwu rozwiazan szezegoluyveh rdwnania réznicz-
kowego vrzedu 2-go zapoczatkowal. rzec mnzna. liemann
w dwodeh rozprawach o powierzehniach najmuiejszsch (Werke, Nv. 17
i 26); nastepnie badanie to dla przypadku hypergeometry cznego rozwi-
nal Schwarz w donioslej rozprawie ((relle, LXXY, 1872), ktdra
stala sie punktem wyjéeia waznych poszukiwan. miedzy innemi nad unie-
zmiennikami rézniczkowemi rzuntowemi.,

Niedawno Klein (Math. Ann. XXXVII) znalazl nowe wazne
rezultaty o punktach zerowych funkeyi hypergeometrycznej (por. tez
Math. Aon. XTI i prace Schillinga (Math. Ann, XTIV}

Togodlnienia funkeyj hy pergeometryeznych sa réznego rodzaju,
Pomiedzy innemi zasluguja na uwage nogdéluienie Heine go (Crelle,
XXXIL XXXIV) i Thomaego (Math Ann. 1L, ktorzy uogdlnili
szereg Gaussa. wprowadzajac wigksza liczhe parvametrow. lune
nogélnienie podal Heun (Math. Ann. XXXIII) wziawszy za punkt
wyjseia réwnania réiniczkowe. Wreszeie Pochhammer (Crelle
LXXI, 1870). Appel (Conptes rendus 1880 1 Jowrnal de Tiouv,
VII), Picard (Ann de I'Ecol Norm. XH. 18811 Goursat
(tamze 1883) 1 Horn (Acta math XV) rozpatrywali tfunkeye hyper-
geometryczne nie jednej, lecz dwu i wigeej zmiennyel: pierwszy z tveh
autoréw postawil to zagadnienie mniej wyraznie od pozostalych. (‘o do
innych szczegolow tej teoryi patrz kwrs litografowany Kleina zr.

1894 ,Ueber dic hypergeometrischen Faunctionen® oraz wyciag z kursu
lekeyj Pincherlego (Giorn. di Batt, XXXII).
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§ 7.
Funkcye kuliste (Legendre'a) jednej zmiennej,

Rozwinmy wyrazenie

T = (I —2qz + o)

gdzie a 1 7 sy liczby rzeczyvwiste muiejsze od 1 na ~zereg wedlug
poteg dodatuich rosnacyeh ilosei ar spdtezynuikami rozwiniecia
beda ilosei:

P2 = 1.3.5..... (-1 nn—1) |
S 2! {” 202n—1)"
wnin—lim—2ym—-8 . |
TR 2n—112n—2) I

Wielvmian P® dla z rzeczywistego lub zespolonego na-
zywa sie funkcyva kulistag plerwszego gatunku
Legendre’a; oznaczamy 14 zwykle przez X' lub X, . Nazwe
sfunkcya kulista* (sfervezna) wprowadzil Gauss

Funkcye te sa przypadkiem szezegdlnym funkevi hyper-
geometrycznej: dla n calkowitego dodatniego przed-
stawlaja one mianowicie szeregi hvpergeo-

me’tryczne skonczone:

. 13..2n-1 n l—um 1 1
P (:): -*;’2‘[-———. z F("- —;2—, 2"‘ . ‘Q“*"’l, ‘2“__,"),
1.3...02n—1 R |
_ZJ("”’(J)____( 1y, T on ) F({—mn. ’)8—1’*——2.—2—, 27)’
3.9.. 2n+1 3 3
Peeth(z) = (— 1y 222 J‘( . ) .:F(— T B »_),:-).

gdzie F jest symbolem fuukeyl hypergeometryczne] Gaussa.
Zasadniczemi wzorami dla funkeyj £ sa nastepujace :
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PO =1, PO, I®=" (22 - “51>T) P2 (— 2} = P (g,

1.3.5 2n—
Pt (—z) = — P@T(z), PW(0)=(—1) _-‘3_0—‘—( n?rzl)‘
o P @) z) . 1y, 3.5 . (2n—1)
i S = Uy T

Kladac y = cosf, otrzymujemy:

2 N
T in) — A L e D)
1.8 9= P {cosB) = cosnb ; W=7 cos (n—2) 6
1.3 n.u—1)
- cosin—4) 64 ... ..
T 1.2 (Zn—-l) @2n 3. 008 th—=) 9 1

Jezell 6 jest rzeczywiste to najwieksza wartosé P (cos by
przypada na 6=0; wartos¢ ta réwna sie jednosel.

Funkcye kuliste mozna wyrazié tez za po-
mocyg wWzoru:

1 i e 1 ol

M) =g T

Wzér ten nazywa sig wzorem Ivoryego i Jacohiego,
lecz nalezy przypisa¢ go Rodriguesowl (patrz Heine
~Kugelfunctionen®, wyd. 2-gie, str. 20); mozna go uwazaé za
ciekawy wzor rachunku vozniczkowego, wyrazajacy pochodne
rzedu n-tego funkeyi (2°— 1) (Jacobi. Crelle, XV).
Wszystkie pierwiastkirdwnania P®(z)=0
sarzeczywiste, mniejsze od 1irdzne od siebie;
nadto jezeli g jest pierwiastkiem, toi1 —p jest
nim takze. Wartosciliczbowe tych pierwiastkéw dla war-
toscl 22 od 1 do 7 obliczyl G anss, ktéry nzywal ich do swego
wzoru na kwadrature. Podalismy czes¢ tablicy Gaussa
w Rodziale X, str 229. Co do pierwiastkéw funkeyj kulistych
patrz takze wazng rozprawe Markowa (Math. Anu. XXVII),
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Funkcye kulista wyrazic mozna za pomo-
¢y waznego wzoru Laplacea (Méc. celeste, 1.V, Pa-
ryz 1825, keiega XI. rozdz. II):

oy L
L i L T , (2—cosq ) 22— 1)* dep.
b}
Na pudstawie tego wzorn mozna unogélni¢ fankcye P* dla przy-
padkun. gdy » jest dodatnie lecz niecatkowite.

Jezeli wezmiemy argument w postaci dostawy 1 przyjmie-
my, ze 6 jest rzeczywiste i 0 <26 <<z, bedziemy mieli dwa
wzory Dirichleta:

fi &1
‘costgcosng dg ’ sinfj¢cosngde

5;— F™ (cosh) = ’

V2 (cosq — cosfl V2(cosb —cosq)

b E
T Sind g smne de “cosd g sin ng dg
;2— Plwicost) = — ’ - L ' / a9 7er
SV 2(cos p—cos B) “ V2icos 6 — cosg)
i

Te wzory nie stosuja sie do przyvpadku n= 0.
Funkcya kulista F" czyni zados$é¢ réwna-
ninrdézniczkowemu:

dFez)y  dPY(3)

-3 gL
bL—g% dz? d:

- 4+ nin-+1) Poesy = 0.

Funkeye kuliste gatunkun drugiego okresla
WzOL

Ny (”y — ”! j =1 ()l—}—_l)(“—{—?) -n—3
@ =g gnrn YT T T oy

(n—++1) (n+2) (n+3) (n+4)
T 2.1 (2nt3 2u+5)

——

ke

Funkeye te analogiczne do funkeyj kulistych gatunku 1-go hadal
Heine ((relle XVII, Kugelfunctionen, ete ).
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'o8
=~
=

Pomiedzy funkcyami Pi @ istnieje zwig-
zek prosty:

) = 3 2un+1) P (r) @QUy) (Heine lc.)

!/——1' n=u
dla kazdej pary wartoscia, y, dla ktérych:
e —12=1| > |y—Ty?-1].

('o do tego twierdzenia patrz (. Neumann (Ueber die Ent-
wickel. e. Function nach den Kugelfunctionen, Halle 1862; Theorie der
Bessel'schen Functionen, Lipsk 1867), Thomae (Crelle, LXVT),

Funkcye (» wyrazaja sig przez szereg hy-
pergeometryczny za pomoca WzO0Tru:

n! L L g2 3 1
" (2) = o gmr=r Pl S R
@z 3.9, .(2n—1) ( 2 2 72 o z*

Dla z=1 funkeya Q" jest nieskonczona. przyczem:

lim 1—z) @Mz = 1.
=1

Dlakazdej wartosci z, ktérej modul jest
mniejszy od 1, funkcya @ jest skonczona. Funk-
cye €' mozna wyrazi¢ za pomoca calki wielokrotnej:

o P
’ d zn+?

({)f’l) (2 = 2r p! , ..... ’izi——vﬁ_"_ﬁ ’

gdzie po stronie drugiej catkowanie wykonywa sie n+1 razy.

Funkcya ¢ jest inng calka szczegdlng tego samego 1éw-
nania rézniczkowego, ktéremu czyni zadosé funkceya /-0

Funkcye @V mozna tez okresli¢é za pomocsy
wzoru:

F1
dr e

@) =1 | Poy) .=y (Neumanun, Crelle XXXVID.

ol ¢
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Nadto funkcye Q¥ podobniejak i P*, mozna
wyrazic¢ jako pochodna n-ta, t. j.

(2r)!  dz* JoE-1p 47

Funkcye kuliste gatunkn 1-goi 2-go czynig
zadosé zwigzkom:

| P(2) Pri(zydz = 0; | @uis) @ (21ds = 0,

~—

;Tt

\Zn—i—l’
| 0, gdy m=mn,

’ P(m)(z) (9 "'(,;")LZZ p— gd} I = n

w ktérych calkowania uskuteczniaja sig w zwrocie dodatnim
po elipsie. majacej ogniska w punktach 1. —1. lub po innej
krzywej zamknietej. dajace]j sie przez przeksztalcenie ciagle i hez
przekroczenia drogi (—1. -1, zamieni¢ na rzeczong elipse.

Z pierwszym z powyzszych wzoréw pokrewny jest wzir
Legendre'a dla przypadku zmiennej z rzeczywistej:

A
’ 2 P ey = () < n.

Funkecye kuliste czyniaqa zadosé nastepu-
jacym wzorom zwrotnym:

(1 Prrl— 2u-1L s F 4 P = 0; PU —: P = (),
(Grauss; patrz Heine, Kugelf. T str. 91—-92)

4 Pt 4 Pu -1

dz dz = (2n+1) P,
(1) QU — 2p1) 2QU QD =05 QY +zRvHl=
LLQ()I—rH dQ(n—u

e — = (2n-+1) Q).
dz dz il &
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Funkcya Q™ czyni jeszcze zados§é naste-
pujacemu waznemu zwigzkowl (Gauss, Nova integr.
val, per approxim. inv.):

2.
QM (z) = § PM(z)log :il— — Zw,

-t

gdzie Z" jest funkcya calkowita stopnia (1 —1)-go wzgledem z.
Wielomian Z® mozna wyrazié w ten sposéb :
2n— 2n— 2n --

(Jl) () ol AR -3)( ~ ~
2 1.0 P (2) 3(n— 1) v )t

wyraz ostatni zawiera £ ™ lub P®, stosownie do tego, czy u jest
nieparzyste lub parzyste.

Wskazéwki historyczne i bibliograficzne o funkeyaeh kulistych
w ogblnodei podajemy w paragrafie nastepnym,

Funkcye tuliste dwu ziniennych (Lagrange'a).

W funkeyi kuliste] gatunku pierwszego I'®/ (z) zamiast z
polézmy cosy, gdzie

cosy = cos B cos O 4 sin B sin b cos (¢ —¢').

Temu katowl y mozna da¢ interpretacye geometryczng. uwazajac
go za kat pomiedzy dwoma promieniami wodzacemi, wy-
chodzgeemi z poczatku spélrzednych i i1dacemi do dwu punktéw
danych. W rzeczy samej, jezeli (g, 6, ¢). (o', ¥, ¢') sa spdl-
rzedne biegunowe dwu punktéw danych, to kat pomiedzy dwoma

promieniami wodzacemi jest wlasnie y. a odleglose punktéw
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1
wynosi r==(p*—2p0 cosy -} o*)* . Jezeli przez z.y,y; 2, ¥, 2
oznaczymy spolrzedne kartezyanskie obu punktéw, bedzie:

T = p cos f. ' = o' cos ',
y = o sinbcos ¢ . y! = p’sin b cos ¢,
= psin § sin ¢. 2" = p/sin 6 sin ¢,
;ra"—-}—gy’—i—zz’ ‘ 2 re 4 YY)
cos p=-—= - — =] (r—2V+(y—y L+ (z—2)2.

pp

Funkcya P staje sie wtedy funkcys zmiennych 6. 6. ¢, ¢’, a po
wprowadzeniu tych zmiennych pizyjmuje postaé:

2
. L | |vos & - ¢sinb’ cos(¢'— w)]
Pt cosy) = 2:—;_} Tcos b6 —F 2~in 6 cos (p—w 71 e

Przyjmijmy drugi z dwu uwazanych punktéw za staly, pierw-

szy za zmienny, wtedy P staje sie funkeya dwu zmiennyeh

s : &Ly 2 . . :
8. ¢ lub tez trzech zmiennych —, 7, —, zwigzanychréwnaniem
A o 3

< & 4

-+ e =

v

Najwazniejszg wlasnoscia funkeyj P, uwazanych za
funkcye zmiennych x, y, 2, jest nastepujaca: funkcye te, po-
mnozone przez pewien czynnik, czynig zados¢
réwnaniuvrézniczkowewmu o pochodnych czast-
kowych rzedu 2-go:

a2l a1 U
27 — 9.4 I Ay
= dr? + ar T ez )
Mamy mianowicie :
P(m 1
& PXE 2 ) p— 2 —
At Py =0, A (0»+=)—0-
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Jezell przeksztalecimy wyrazenie AU przez wprowadzenie
zmiennych 6. ¢, funkeya P™ czynié bedzie zadosé
réwnaninopochodnychczgstkowych:

P , 1 g2 pun aPuu

—+ cotg 6 55 —+ n(n1) P=Q,

262 T sin?h  d¢?

Funkeya P jest wiec funkcya wymierna calko-
wita ilosei cosf sinficose, sinfising, czyniaca zadosé po-
wyzszemu rownaniu.

Przechodzac do definicyi funkeyi kulistej dwu zmiennych.
powiemy:

Najogdlniejsza funkcya wymierna calko-
wita stopnia n-tego tych trzech ilodci (a wiec
funkecya dwu zmiennych niezaleznych), czy-
nigcazadodé poprzedniemurdwnaniu réznicz-
kowemu, nazywa sie funkcya kulista Laplacea
1 oznacza sie przez Y); przypadkiem szezegdlnym tunkeyi Y
jest P t. j. funkeya kulista ie gendre’a, gly wniej za
argument przyjmiemy cosf ¢os b’ —+- sinf sinb’ sin (p—g’).

Funkcya Laplacea wyraza sie przez funkeye Legen-
dre’a za pomoca wzorn:

. i . . . dt P (cosh,
() — ] 08 (La 1 /iz ST S ¢ () z Iy -
Yo = ‘_.25,”] b, cos (i@) —+ kosin(eg ) | sin e o6

gdzie I, 1 I, sa statemi dowolnemi.
Innem wyrazeniem funkevi Liaplace’a przez funkeye
Legendrea jest:

2401

o) = 2: n; P ((:OS ¥ )

h—1
gdzie 1y, m,, . . ., My sy stale dowolne w liczbie 2n-t1, zas
cosy, = cosfcost; - sinfsinb; cos(p— qu);

Bi, wi sa spélrzedne 2n+41 punktow, znajdujacych sie na kult
o promieniu 1



§ 5. — Funkeye kuliste dwu zmiennyeh. 449

Kazda funkcya wymierna jednorodna calkowita stopnia
n-tego U (x,y,2), czynigea zadosé réwnaniu A* U =0, podzielona
przez ", jest funkcys Liaplacea. Funkeya najogdlniejsza
Laplace’a zawiera 2n41 stalych dowolnych.

Funkcya kulista Y®, uwazana za funkcye
spélrzednych », y,z punktéw na kuliopromie-
nin.lma wlasnoseé:

” Y Yde = 0, m=n,

gdzie calkowanie rozciaga sie na cala po-
wierzchnie kuli Mamy takze:

i 47
Y () n) o () ,
” P g 2__71-&-112,_";?’,.’

gdzie Yg"le, oznacza wartos¢ funkeyli YW dla 6=, ¢=¢"
p=¢'
‘Wzory te mozna tak napisac :

’ sin 64 6 / T (hg). Y™ (6, @) dp =0, m=n.
u )

' - ) - 4z 3]
’ sin 6 d 6 ’ Y6, @) P™cos y)dy = Orzii Yi,:,,
. - 1

p=¢

. 1
i "

gdzie cosy wyraza sie wiadomym sposobem przez 6, 6. ¢, ¢'.

Funkcye koliste bhadali rownoezesnie Legendre (Sur lat-
traction des sphéroides, Mém. de Paris 1v85, 1787, Exerc. Fonct.
ellipt.) i Laplace (Mém. de Paris 1785, Mécan. céleste). Puiiniej
zajmowali sig niemi gldwnie: Gauss (Werke V). Dirichlet (Crelle
XVII), Jacobi (Crelle, XV); w nowszych czasach: Dini (Annali
di mat. VI), F. Neumann (Lipsk 1878), a zwlaszeza Heine,
ktérego praca dwutomowa ,Theorie der Kugelfunctionen® (2 tomy,
wydanie 2-gie, Llpsk 1878) zawiera najwiece]j szezegolow 1 wekaziw ek

tascal Rep. T. g
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o tym przedmiocie. Badano takie funkeye stozkowe, majace
wiele zwiggku z funkeyami kulistemii walecowemi. Patrz
Mehler (Crelle LXVIII)  Ueber eine mit den Kugel- und Cylinder-
functionen verwandte Function® it d. (Progr. Elblag 1870), a takze
cytowany traktat Heinego. (t. I str. 300, H str. 218). Najwazniej.
szy rezultat dla funkeyj stozkowych jest ten: sa to funkeye kuliste
w przypadku, gdy skaznik 22 jest zespolony.

Zarys teoryi funkey] kulistych zawiera sie w najnowszej ksigzce
Frischaufa (Lipsk 1897).

§ 9.
Funkcye walcowe Bessela.

Funkecya walcowgy (cylindryczng) lub funkecys
Bessela gatunku pierwszego nazywamy funkeye,
okreslong za pomoca wzorm:

J(g) = 52 (1— AN i
S T 20@0n+2) T 2.4.(272—}—2)(2114—4)_—"')

. 1 _:_‘ u_ 1 —:—)1112 1 z n-+4
- 017,!(2) 1!(92+l)!(2 +2‘!’(5+~2)!(‘2_) -

Szereg ten jest zbiezny dla kazdej wartosci 2.
Bessel dal (Akad. Berl. 1824) definicye nastepujacs :
L
JW(z) = —~/ cos (281N @ — N w) do-.
4

0
Jest nadto:

kg

() e # e ) 120 |
JO (2) 1.8.5.. 2n—T) = } cos (zcosw)sin® w d w ,
0

(=1
T (2) = ——n—f gicsmcosnwdo.
) 0



§ 8. — Funkeye walecowe Bessela. 4o

Funkecya J"(z)jestcalkaszczegdlng rdw-
nania rézniczkowego:

K 1 eF

Q.2 1 3
c i z €z

2w

+{i—-Z]r=n

-

Dla ¥ =0 funkcya .J @/ (2. staje sle:

2 24
J (Z) == 1 —":,27'—}—;)*2.—4:} == % s & 5 3

1 jest granica funkeyi kulistej ™ (cos 7;;) dla n=cc.

Wraz z funkeya J Neumann rozwazal inng funkeye,
ktéra oznacza przez O™ i nazywa funkcyg Bessela ga-
tunku 2-go. Okresla sie ta funkeya przy pomocy wzoru:

AT ‘ 2

(1) ~) — - o !
@0 =7t sy T sz e oy T )

gdzie ¢,=1 dla u=0, ¢,=2 dla n>>0 1 gdzie lLiczba wyrazdw
w nawiasie jest skonczona; ostatnim wyrazem jest:

zh
2.4, n.(20—2) 2n—4)...n "’

gdy n parzyste,

271——1
2.4, (n—1 (2n—2i2n—4). .. (nF+1) °

gdy n meparzyste.

Poprzednie wyrazenie mozna i tak napisac:

m n (-1 2\ | (n—2)1/ 2\"t- (m—3)l; 2
& 0 ‘3’=Z(‘T)T'(’E)T 1 (?)"" 31 (\g) T )

ostatnim wyrazem jest:

(n—2)!
e S8 .

2
2 ( ; )U , gdy n parzyste. albo ( 'z' ) . gdy n nieparzyste.
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Funkcye (i2) mozna wyrazlé za pomocsg
calkiokreslone]
o R 7T Po? - z2)"
00(2) —J (0 + Ve 4+ 22)" + (0 —Tw*+ 2

=)
SEES ¢~ de .

1]
Funkcya 0"(2) jest funkcys wymierng cal-
R | . : ;
kowita ilosci — stopuia (n41)-go, znikajgca dla

z=co; czyni ona zado$é rdwnaniu rézniczko-
wemu:

*F 3 ©oF n—1
5 > 9z G+l — = F =y
: 1 n ;
gdzie g, = ~ dla 1 parzystego, ) dla n niepavzystego.

Przez wprowadzenie funkcyl O gatunku 2-go Neumanu
pokazal, ze mozna utworzy¢ teorye funkcyj walcowych analo-
giczna do teoryl funkcy] kulistych; wiele wlasnosci pozostaje
bez zmiany, réznice jedyna stanowi to, ze funkeye kuliste gatun-
ku 1-go 1 2-go sa rozwigzaniami szczegdlnemi jednego i tego sa-
mego réwnania rézniczkowego, gdy funkeye walcowe I™), O
sg rozwigzaniami dwu réznych réwnan rézniczkowych.

Funkcya J®(2) znika dla nieskonczenie
wielu wartosci rzeczywistychitylkorzeczy-
wistych zmiennej z (twierdzenie Fouriera).

Funkcye J”i O maja trzy wlasnosci ana-
logiczne do wltasnosci funkeyj kulistych, mia-
nowicie:

[0 (@) T (2)dz = 0; | 0(2) OM(2)de =0 ' TON() O0)(s) dz= ki,

gdzie calkowanie odbywa si¢ wzwrocie dodatnim wzdtuz krzy-

wej zamknigtej. Gdy krzywa ta nie zawlera w swem wnetrzu

punktu zerowego, jest zawsze k=0; gdy go zawiera, wtedy k=0,
. > TR :

jezell m=n; E= jezell m=n. Gdy krzywa przechodzl przez

”
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punkt zero, wtedy wzory, w ktérych zachodzi OV nie maja
miejsca.

Dla kazdej wartoscin (wyjawszy n=0 za-
chodzg zwigzki zwrotne:

Ju(z ()
2 d](‘lﬂ‘ ) — Juz—-l)(‘_;')__']m-{-'x (3)3 2 dol "Z):Om-—')(z}_O(u-H)(z)_
b w3

Dla #»=0 mamy:

dJ 0 (z) d OW(z)
e N (1) £ R N 1)
dz el dz O (e).
Funkcya J®(z) czyni zadosé zwiazkowi
zwrotnemu (Bessela) dla n>0:

232' an)(z) — ’](n—l)(:) — J(u#—-l)(:‘-

~

Nadto jest:

dJ (z)

jw;(z) o _B’_ J u)[:' —_
2 dz

Wzdr:

I X ) )
—_— (¥ 4 ) (g
v—z = Jehe) O

ma miejsce dla wszelkich par wartosei z, y,
czyniacych zadosé warunkowi modz < mody.
Ciekawa,zwlaszcza ze wzgledu na zastosowania. wlasnoscig
funkeyj Bessela jest nastepujaca:
Niechaj n bedzie odleglosciy dwu punktéw o spélrzgdnych
@, y; oy, s funkeya J© () czyni zado$é réwnaniu o pochodnych
czastkowych:
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i tez wlasnosé posiada inna funkeya YW (r), ktéra wraz z funk-
cya J°(r) jest inna calky szczegllua réwnania rozniczkowego li-
niowego rzedu 2-go, ktéremu czyni zadosé funkcya 1% .

O rozwinieciu na szeregi wedlug funkeyj Bessela patrz
Rozdzial XIX.

Najwazniejsze prace o funkeyach Bessela oglosili: Bessel
(Abh. der Berl. Akad. 1824), Jacobi (Crelle XV), Schlomilch
(Zeit. f. Math. u. Phys. 1857), Lipschitz (Crelle LVI),C. Neumann
(Besselsche Functionen, Lipsk 1867), Heine (Kugelfunctionen) ete

§ 10.
Funkcye Lamégo.

Wprowadzimy funkcye Liamégo pod postacig najogdl-
niejsza, nadana im przez Heinego. Niechaj v (2) bedzie wie-
dz

lomianem stopnia (p—+1) wzgledem z; poldézmy du = } V_—ET
Y 2

1 niechaj bedzie rownanie rézniczkowe:

@V ,
g T e@ V=0,

w ktdrem ¢ (2) jest znowu wielomianem tak wybranym, aby to
réwnanie mialo rozwigzanie ¥V, rowne funkcyi calkowitej
stopnia n-tego wzgledem z. W takim razie funkcye V nazywamy
funkcya Lamégorzedu p-tego i stopnia n-tego.

Funkecye Lamégo mozna takze okreslié
jako funkecygecalkowity stopnia n-tego, czynia-
cagzadoséréwnaniu:

@V iV

4y(z) e + 29z e + p(z) V=0,

gdzie  jest wielomianem danym stopnia p-1, ¢ wielomianem
tak dobra¢ sig majacym, aby to réwnanie rézniczkowe mialo
wlasuie takie rozwiazanie, o jakiem mowa.
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(n41.(n-+20  (n-Fp+2)
1p—1)!
dajacych poczgtek tyluz funkeyom L am ¢ go, pomiedzy kis-
rem nie zachodzi zaden zwiazek liniowy jednorodny o spélczyn-
nikach stalych. Wielomian ¢ jest stopnia p — 1. Funkeye,
wprowadzone przez Lamé go, sa wlasnie przypadkiem szcze-

gilnym tu uwazanych: s one rozwiazaniami réwnania

Istnieje (2n—++p—1) fankeyj @,

PE a1l
— 2252 — 0 — P
f;

ot — D) e —
: ) & ¢) d:? Iz

+ [ ym-—nn + 1)2) N = 0.

Jezeli wprowadzimy catke eliptyezna u, okreslony za po-
mocy zwiazhu
d:

1(z* b (=2

du= —¢

wiedy powyzszemu réwnaniu nadaé mozna posta¢ typu:

A’ Btz
~—{Z}~)—— = [n(n-+1)k?snZw—+ 1] E (.

Funkeye tu uwazane badali: Lamé (Lecons sur les fonctions
inverses. ste.. Paryz 1857; , Chaleur~, tamze 1861; Joun Licuville’a 1V,
V. VIII; w przypadku ogdélnym Heine (Crelle, LX. LXI, LXII, Berl,
Monatsh. 1864, patrz takze  ,Kugeltunctionen®, I str. 445).



ROZDZIAL XIX.

PRZEDSTAWIENIE ANALITYCZNE FUNKCYJ.

>/
—

Rozwazania ogélne, szereg Wrornskiego. Szereg Lagrange'a.

Zagadnienie zasadnicze o przedstawieninanalitycznem funk-
cyj jest bardzo dawne. Rozwazania, odnoszace sie do tego
przedmiotu, podzieli¢ mozna na dwie kategorye: albo idzie o wy-
ragenie funkcyl przez inne funkeve, z géry dane; albo, tez o wy-
razenie funkeyi danej przez wartosci, jakie ona 1 jej pochodune
posiadajg w pewnych punktach i t. p.

Kazde wyrazenie analityczne o skonczonej lub nieskonczo-
nej liczbie dziatan mozna rozwazaé z dwojakiego punktu widze-
nia, stosownie do tego, czy dajemy z géry ilosci stale, jakie maja
zachodzi¢ w rozwinieciu, czy tez dajemy forme iJosci zmiennych.

Najprostszem rozwinieciem, nalezacem do tego porzadkn
rzeczy, jest stawne rozwiniecie, znane pod nazwsg wzoru T a vy-
lora-Maclaurina. Mozna je uwazaé za wzdr pierwszej
kategoryi, jezeli Zgdamy rozwiniecia, ktérego wyrazy postepujs
wedlug poteg catkowitych dodatnich réznicy z2—z,: za wzdr zas
kategoryi drugiej, jezeli widzimy w nim rozwiniecie. za pomoca
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=1

e~
Dt

ktérego mozna oblicza¢ wartosci funkeyi przy pomocy danych
wartosel funkeyi i jej kolejnych pochodnych w punkcie a, .

Do tego samego rzedu rozwazan nalezg wzory Cauchy'e-
goiLaurenta (patrz Rozdz. XIII), rézne wzory interpolacyj-
ne (patrz Rozdz. X), wzory Weierstrassa i Mittag-
Lefflera (patrz Rozdz XTII). Wreszcie innemi wzorami,
nalezqcemi do pierwsze] kategoryi. sa wzory Wronskiego
1 Lagrange’a.

Pierwszy z tych autordw stawia sobie zadanie. dotyczagce
wyrazenia funkeyi za pomoca szeregéw, ktérych wyrazy zalezs
od innych funkeyj, dowolnie danych. Wzér, ktéry otrzymuje,
nazywa prawem najwyzszem. Jest to wzér bardzo ogdlny,
lecz daleki od tego, aby mozna bylo uwaza¢ go za scisly z pun-
ktu widzenia analizy dzisiejszej; Du Bois-Reymond nadaje
mu znaczenie jedynie formalne. Praca Wronskiego, do-
tyczaca tego przedmiotu, byla przedstawiona Instytutowi fran-
cuskiemu w r. 1810, lecz pomysly jego pozostaly nieznanemi pra-
wie przez lat 60, pdki nie ukazala sie praca Cayleya (Quart.
Journ. 1873). po ktérej nastapily dopiero prace Transona
(Nouv. Ann. de Math. 1875, Ch. Lagrange'a (Comptes Rendus
1884 Acad. de Belgique 1834) 1 innych.

Wieksze szezegdly o szeregach Wronskiego znalesé mozna w pra-
cach Dicksteina (Prace matemat.-tiz,, Warszawa t* H1890 i 5. 'V,
1893; Bibliotheca mathematica. Stockholm 1894; Zycie i dziela Wroii-
skiego“. Krakow 1896). Pordwn. liaurent, Cours d’analyse, t. III.

Jest rzeczg naturalng, ze z szeregn Wronskiego wyni-
kaja jako przypadki szezegdlne—wzér Taylora, wzory Biir-
manna (rozwiniecie funkevi wedlug poteg innych funkeyj)
oraz tak zwany szereg Liagrangea. Ten ostatni ma postaé
nastepujaca :

?

V. 1 g—a*t'] (@ f'(2) @ (2" |
flzi=fwa) + 27)2—{—-1)! [tp(z) \ dz" fi=a

»=()

gdzie ¢ (z) jest funkeya dowolng z tem zastrzezeniem. aby byla



458 Rozdziat X1X.

holomorficzng w czesci plaszezyzny otaczajace] punkt a. Dla
@(z) =1 otrzymujemy rozwinigcie Taylora.

Szereg ten stosujemy przy szukaniu pierwiastkow réwna-
nia postaci 1z—a)—aq(z)==0, ktérego rozwiazanie dla przy-
padku szczegélnego ¢ (2)=sinz stanowi wazne zagadnienie
mechaniki niebieskiej.

Wymieniamy nastepujace prace o szeregu Lagrange’u: Chio
(Savants étrang. X1II, Ace. diTorino 1872), Genocch i (Comptes rend.
1873), R o u ¢ h é§(Eeole pulytech. cah. XXXIX), Ziorsawski(Prace
mat.-fiz. 'V, 1894; Rozpr. Akad. krak. XXXVII, 1899).

Nalezy zwréci¢ nwage na to. ze do wzordw drugiej kate-
goryi nalezg wzory, ktérveh wyrazami sy funkcye kolowe (sze-
regi Fouriera), kuliste, funkcye Bessela i t. p. O tych
rozwinieciach jest mowa w paragrafach nastepnych.

Rozwinigéie na szeregri Fouriera.

Szereg typu

o

2 [agsin (kz) - by cos (kz) ]
nazywasigszeregiem trygonometryczn y. Jezell wyzcze-
gdlnodei spolezynniki tego szeregu wyznaczaja sie za pomoca
WZOrow :

1 j
bo=—(—z-'} flada; b= ;, flaicos (ka) da;
—x b ——t

uk-:—glz—"f(a) sin (ka) da.

-
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gdzie f(2) jest funkeya, ktora szereg przedstawia, mamy wtedy
szereg Fouriera. Sadzono dawniej, ze wszystkic szeregi
trygonometryczne sa szeregami Fouriera: pézniej pokazalo
sie. ze tak nie jest (Heine, Crelle LXXI).

Méwi sie, ze funkeya czyni zado$¢ warunkowi Diric h-
leta, jezeli w pewnym przedziale jest zawsze skohczona, nie
ma nieskonczenie wielu niecigglosci zwyklych i nie ma nieskon-

czenie wielu maximoéw 1 miniméw; wtedy zachodzi twierdzenie
(Dirichleta):

Funkecya f(2), czyniaca zadosé wszystkim
warunkom Dirichleta. daje sie rozwina¢ na
szereg Fouriera, ktérego wartos¢ wkazdym
punkcie Z\\'VCZ&]HVHIJebt wartoscig funkeysy
wkazdym zas punkceie przerwy zwyklej jest
sredniag dwu granic prawe) i lewej. do ktd-
rychdazy funkcya, zblizajac sie do punktu
przerwy. Rozwiniecie takie jest mozliwe
tylko jednym sposobem (Heine, Crelle LXXI).

Jezelr funkcya staje sie nieskoniczonsg
wpunkeiec¢, wiedy warunhiem dostatecznym
na to, aby szereg w dalszvm ciggu przedsta-
wial tfunkcye, jest, by calka

et wm
.

/ fla)da

t—w

bylazbieznag (Dirichlet, Du Bois Reymond, Crelle
LXXXIX).

Jezeli funkeya posiada skoficzong liczbe
punktéw osobliwych, w ktérych otoczeniu ist-
niejenieskonczenie wiele punktéw przerwy
zwyczajnej, wtedy twierdzenie powyésze
utrzymuje sie, lecz szereg nie daje wartosci
funkcyi w punkcie osobliwym (Dirichlet, Lip-
schitz, Crelle LXIII).

Jezell funkeya ma nieskonczenie wiele
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maximdédwiminiméw 1 jezeli dla kazdego ta-
kiego punktu fczynizadosé warunkowi:

Im [f(f+ 61— F(pr] logd = 0,
d=0

toiwtedy daje sie rozwinaé na szereg Fou-
riera Jestto twierdzenie Lipschitza, a warunek poprze-
dzajacy, ktdry jest warunkiem bardziej scie$niajacym niz wa-
runek ciaglodci funkeyi, nazywa sie warunkiem Liipschit za.

Istniejg napewno funkcye, nie czyniace
zadoé$é warunkowi Lipschitza, dla ktédrych sze-
reg Fouriera jest rozbiezny(DuBois Reymond,
Abh. der Bayr. Akad. XII, 1876).

Zbieznosé szeregu Fouriera w punkecie
okreslonym zalezy jedynie od sposobu, w jaki
zachowuje sie funkcya w sasiedztwie tego
punktu (Riemann).

Istnieja funkcye calkowalne z nieskon-
czenie wielumaximamiiminimami nie daja-
ce sie przedstawié za pomocg szeregu Fou-
riera (Riemann).

Sa funkecye niecalkowalne ze skonczong
liczbg maximdw 1 minimdéw, nie dajagce sig
przedstawié za pomocyg szeregu Fouriera (Rie-
mann). :

Szereg Fouriera jesi jednostajnie zhiez-
ny, gdy przedstawia funkcye cigglsg albo tez
nieciggly tylko w skonczonej liczbie punktdw,
1 nie majagca nieskonczenie wielu maximdw
iminiméw (Heine, Crelle LXXI).

Funkcyaskonczona, posiadajagca nieskon-
czenie wiele osobliwosci takich, ze jedna
z grup pochoduych tej grupy nieskoneczenie
wielu punktédw jest skoficzona, jezeli daje sig
rozwinag¢ na szereg Fouriera, to jednym tylko
sposobem (twierdzenie Cantora, Math. Ann. V).
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e

Bez wzgledu na sposdb. w jaki funkeya
dajesierozwingé naszereg trygonometryvez-
ny, ktédregospdiczynniki a;, b, staja sig nie-
skonczenie malemi gdy rodnie liczba k spdl-
czynnikite majg zawsze postac wyze] wska-
zang przez szereg Fouriera, o ile tylko calki
zachodzace wich wyrazeniuniec sg pozlhiawio-
ne znaczeniu (Twierdzenie Du Bois-Reymounda Abh.
der Bayr. Akad. 1875).

Badaniu przedstawienia funkeyj za pomocy szeregdw tih gonvme-
trycznych dalo peczatek calkowanie riwnania t. zw. struny drgaja-

ety 2 &Y

:z = Q- 3 ]xtﬂle-

cej, t. J. rdwnania o pochodnyeh ezastkowsych

mu czyni zadosé szereg trygonometryezny. Euler pustawil zagadnie-
nie, czy kazda funkeya daje sie zawsze przedstawié za pomocyg szeregu
trygonometrycznego: Fourier za$ (Acad. de Paris 1807) mniemal.
ze mozna na nie odpowiedzie¢ twierdzaco. Ruzwazania Fouriera
byly bardzo dalekiemi od Seislosel; po nich nastapily prace Poissona
i Cauchy’ego; lecz pierwszy praca istotuie wazna o tvm przedmio-
cie byla praca Dirichleta (Crélle, IV. 1829). Z pozniejszych
wazng jest rozprawa Riemanna (Diss. inaug. 1854), ktory rozwaza
ten przedmiot z nowych punktéw widzenia, a w pierwszej czesel roz-
prawy daje wyborny rys historyezny i krytyczny wszystkich poprze-
dnich badan, odnoszacych sie do szeregéw try gonometrycznyeh. Z prac
nowszych wymieniamy prace juz eytowane: Heinego, Du Bois
Reymonda, Lipschitza. daleg] Dinfego (Ann. di mat. VI),
Ascoliego (Lincei 1878), ksiazke Diniego: Sulla serie di Fou-
rier* (Piza 1880, studyum krytyczne i historyczne Sachsege
(Inaug. Diss.. Getynga 18791, podane w przekladzie w Bull. Darboux
zr.1880. Dirichlet i Riemann mniemali, ze kazda funkeya
ciagla moze hy¢ w kazdym punkeie bez wyjatku przedstawiona przez
szereg Fouriera; Du Bois Reymond dewiodl pierwszy, iz to
mniemanie jest bledne. Schwarz podal na to przyklad dostatecznie
prosty.



402 Rosdsiant XIX.

Badano tez szeregi trygonometryczne o dwu zmiennych i przed-
stawialnos¢ funkeyj przez takie szeregi; patrz co do tego prace A sco-
li’ego (Lincei 1879—1880).

72

Rozwinigeie na szereg wedfug funkcyj kulistych Legendre’a.

Kazda funkcya jednowartosciowa f(z), ktd-
ra jest skoficzona 1 ciggla wewnatrz elipsy
zogniskamiwpunktach 41, —1, daje sie roz-
wingé na szereg typuw

f(2) = «®PW(v) + o, PY(2) + . . . s
gdzie spbélczynnikia okreslaja sie za pomocy
WZOTU:

S

2’ ) !
P . ‘fi[ () PO (.c) da.

—1

Rozwiniccie takie jest mozliwe tylko je-
dnym sposobem.

Kazda funkcya jednowartosciowa f(2z), skon-
czonalciggla wewnatrz pierscienia eliptyoz-
nego, ograniczonego dwiema elipsami spél-
ogniskowemioogniskachwpunktach -1, —1,
dajesigrozwinaé naszereg typu:

fie) = ap PY(2) + oy PO(z) -+
=+ By QM(3) + B QM (2) 4

b

ktéry zachowuje swe znaczenie dla wszystkich punktéw pier-
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Scienia. Spélczynnikia p. okreslajgsie za po-
moca wWzero w:

1

a, = - -“Tl , f(l QW) (’l‘)dﬂz

|

\+1
f o) P (@) dae .

* g

2

B =

Potega :* w rozwiniecin wedlug funkeyj kulistych przed-
stawia sie tak:

n!

; 2 +1
B o J 9 ' LI 9 oy =M -2 2
2= e EpESTR 2n,+1 P (~)—§-(_n—}—3)——2——P {z)

- 2n4+1) (2n—1
—r—(‘371—}—1)“n_’_2)_(4“ )

P"Yiz)+...}(Legendre 1784)

Wzér analogiczny stanowi :

1 1.3.:. 2 —1 '3} . 2'n ]— n—rz
L= LB O 1y eyt 51 2 0 o)

2 1) (2n—+- nt+4)
— (2n49) { n—r}))(jn,% Q" 2y - . }

(Fodnemi uwagi sa rozwiniecia nastepujace (Bauer,
Crelle LVI):

, 1.3
2 —pors|treto )Pw ..... :
all—z? r _F')(. ) ( .4 +
8 1 1.8,
7a10s1n4:3P‘—{— (-4—)13<3)~}—11( 4)}’“—1— ..... ,
2 B 1 P 5 1 1 P® 9 i (___1_,)2})(4)
= [ == - — E(T) "6 (2.4

1.3
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Rozwinigcia funkeyj sinnf 1 cosnt wedlug funkeyj kuli-
stveh (Heine, Kugelf. I, str. 86 1 dalsze; Most, Crelle LXX) s3:

2 —2) .
i;i . ((317: 3)) sinnf = (2n—1) F*—1(cos )
T S R Sl
(n—1)* —
2 T T (1)
+ (2r 4 3) - T 9)~——n- P (cos B)

' Sy T [—=1pP—n] | (n+1P—n?] ., g
= BT | (n4-2)2—n?] | (n4-2412—n? | d (cos )

3.5...(2n+1)

i 2 2(u) ‘
2 57Dy cosnf = (2n-1) L™ (cos b)
: — ()
| D) _— \n Y
-+ (2% 3) (72_“2) P (cos H)
L (2 —T) [—(n+1)%] [2*—(n—1)2] Po—) cos8) 4 .. ..

[*—(n—2)?] [n2—(n—4)?

§ 9

Rozwinigeie funkeyi punktéw na kuli na szereg wedtug funkeyj

kulistych Laplace’a.

Niechaj bedzie kula o promieniu 1 i punkt na niej, okreslony
zez dwie spolrzedne biegunowe: jedne 6 (zmieniajgca sig
Odox) i druga ¢ (zmieniajaca sig od 0 do 2%). Funkeya
uennych 6, ¢ nazywa sie zwykle funkcyg punktéw
111 lub takze funkcya dwéch katow.

Funkcya /(t,p), skonczonaiciaggla dla wszy-
kich punktéw kuli, majaca przerwy w skonczo-
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nej liczbie punktéw lub linij, daje sie rozwingé na
szereg funkeyj kulistych Laplace’a w postaci:

flog) =YY"+ YvfTo4 ..., ,
gdzie
i 2n i 1 l:T ) .n-.'t
o = — j 48, sin 6, } £ (8, @u1 PO (cos v dopy .
‘U h
cosy = cosB cosB; - sinf sin6; cos(g—e¢;).

Rozwiniecie to ma miejsce dla kazdego punktu kuli, o ile
w punkcie srednicowo-przeciwleglym funkcya jest takze ciagla,
2 na kolach wielkich, przez punkt dany przechodzacych, maskon-
czong liczbe maximdéw 1 miniméw. Rozwiniecie to daje sie tez
rozciggnaé na przypadek. w ktérym ta liczba maximéw 1 mini-
méw nie jest skonczona; lecz wtedy zachodza warunki, w ktorych
szezegoly wehodzié nie bedziemy.

Rozwazania nad przedmiotem, o ktorymmowa, rozpoczal Poisson
(Ecole polyt. cah. XTX, _Chaleur~ str. 212); pézniej zajmowali sig nim:
Dirichlet (Crelle XVII), ktory sprostowal blad w dowodzeniu P ois-
sona; Bonnet (Liouville, 1852); Kronecker (patrz Heine, Ku-
gelf. I str. 434) i Dini (Annali di mat VI, 1874) stwierdzili, ze do-
wodzenia Dirichleta wymagaja jeszcze pewnyeh uzupelnien.

§ 9.
Rozwinigcie funkeyi na szereg funkcyj Bessela.

Kazda funkcya f(z), jednowartosciowa, skon-
czonaiciggla wewnatrz kola o promieniul,
daje sigrozwingC naszereg:

[2) = ay.JY(z) + a, TV () = ay TD(2) + . .. - .
Pascal. Rep 1 30
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stosuje siedo wszystkich punktédw tego kotla.
Spélezynniki wyrazaja sie w ten sposch:

En

a" ==

&0

/ flz) O (zrdz,

gdzie catkowanie uskutecznia sie w zwrocie dodatnim wzdluz
okregu; wzdr powyzszy na rozwiniecie daje sie obustronnie 1r6z-
niczkowaé.

Kazda funkg;a Jednowzutosclowa s kon-
czonaliciggla w pilerscieniupomiedzy dwoma
kolami spdélsrodkowemi, ktéoryeh sSrodki sa
wpunkciezero daje sie rozwingé¢ na szereg
postaci:

f(2) = aJ"(z)+adJMN) + .. ...
4+ Bo OOz + B Oy + ... L. :

ktory stosuje sie do wszystkich punktiwpiers-
cienia; spdlezynniki maja wartosci:

& [ N R .
Sy = 12 ./ (2 OF '(.:)(]:Z. /ju SR o } f(u)-j‘ )(Z)d.a,

2 Y

gdzie oba calkowania wykonywajy sie wzwrocie dodatnim wzdlug
krzywe] zamkuietej, zawarte] w plerdcienin 1 otaczajgcej punkt
zero.

Przypadkami szezegélnemi tych rozwinieé sa nastepujgce:
coss = JONg) — 2.J@(z) + 2.TH(z) —

sinzg = 2J®(z) — 2@ (z2) 4270 (z) — . . ...
1= JMNz) 4+ 2T%(2)+2.J%(2) + ... ..
1o = JO()+3J@ ) 45I%z) + ... ..

JO et z) = T () JW (2) — 2TV () ]V (2)F2J 2 (¢) T (2)—. ..
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Jezeli rozwiniemy na szeregi Fouriera funkeye
€0s 1zsinw), sin(:sinw), to spélezynniki wstaw 1 dostaw beds
funkevami Bessela.

Jezeli funkeya fiz) jest skonhezona iciagla
dla wartoscirzeczywistych z zawartych mie-
dzyOlaimapochodna zawsze skonczong, wte-
dymozna jarozwina¢ wedlug wzoru:

flz) = F0)—+ 4, + 4, T ()4, T (2:)4+ 4,9 (83)+...,

gdzie
4 1
2 it
A= - ‘,u cos (e d i —'f—l—(‘ﬁ—% dt.
T — Fe

0 "

Do prac. odnoszacyeh sig do tego przedmiotu, procz wymienionyeh
juz poprzednio, nalezy doda¢ prace C. Neumanna .Ueber dienach
Kreis-Kugel- und Cjylinderfunctionen forwsehr. Entwick.” Lipsk 1881
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TEORYA LICZB CALKOWITYCH: WYMIERNYCH 1 ZESPOLONYCH.

§ 1
Podzielnosé liczb wymiernych catkowitych. Liczby pierwsze.

Liczba calkowita jest podzielna przez druga, jezeli
reszta po podzieleniu pierwsze] przez drugsg jest zerem.

Liczba calkowita pierwsza jest liczbg podzielna
tylko przez siebie sama i przez jednosé.

Kazda liczba calkowita rozktada sig jed-
nym tylko sposobem na iloczyn skonczonej
liczby czynnikdéw pierwszych.

Jezell liczba N, rozlozona mna czynniki pierwsze, jest
(vl Ll , to suma jej wszystkich dzielnikoéw
plerwszych iniepierwszych wynosi:

am—H - ]_ /3”"{"1 i 1
P | s ‘3—1 .....

aliczba tych dzielnikéw:

(m~41) (n + 1)
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Liczba N daje sie: § (m—~1)(n—+1)... albo ! (m—F1)(n+1).. 4
roznemi sposobami rozlozyé na dwa czynniki, stosownie do tego,
czy przynajmniej jeden z wykladnikéw m, n . .. jest nieparzy-
sty lub zaden.

Diwie liczby nazywaja si¢ wzglednie pierwszemi,
jezeli nie maj3 innego wspdlnego dzielnika préez jednosci.

Oznaczamy symbolem ¢ (N) liczbe liczb pierwszveh wzgle-
dem liczby N 1 mniejszych od niej.

Istniejezwigzek (Eulera):

= 1 1
P = B~y — ).
gdziea f...sg czynniki pierwsze rézune licz-

by A
Jezeli N, N'sa liczby wzglednie pierwsze,
to:
P(NN') = p(N)p(NY).

Jezeli z przyjmuje kolejno wszystkie wartosci dzielnikéw
Liczby N, to:
S ¢ (z) = N.

Jezeli N=N+N,-}-. . ., gdzie N, N, N, . . . sa liczby cal-
kowite, to wyrazenie
N!
NINS .

jest liczba catkowita.

Jezeli p jest liczbg pierwsza, lo najwyizsza jej potega, za-
warta w V! jest N'-N"4-N" -} ..., gdzie N’ jest czescig cal-

AT/

kowity utamka

. N" czescia calkowita nlamka f?; 1t d.
Dirichlet dowiddl nastepujacego twierdzenia (Akad. Berl.
1837).
Kazdy nieograniczony postep arytmetycz-
ny. ktérego wyraz plerwszyirdinica salicz-



470 Rozdziat XX.

bami wzglednie pierwszemi, zawiera nie-
skoficzenie wiele liczb pierwszych.

Wymieniamy jeszeze nastepujace twierdzenia o liczbach
pierwszych i zlozonych.

Aby 2741 byloliczbapierwsza, jest konieczne,
bymbylopotegaliczby 2.

Nie mozna wszakze twierdzie. by wszystkie liczby postaci
22" + 1 (jak mniemal byl Fermat) byly liczbami pierwszemr;
istotnie dla n==0, 1,2, 3,4 otrzymujemy liczby pierwsze 3, 5, 17,
257, 63537, lecz juz dla n=4 liczba

2 1 = 4294967297

jest podzielna przez 641.

Abyliczba 2¢+1 byla pierwsza, jest ko-
niecznem idostatecznem, by dzielila liczbe
3% —+1 (Liucas).

Aby 2—1 bylo liczbg pierwsza, koniecznem
jest.by p bytoliczbg pierwsza. Warunek ten
nie jest wszakze dostateczny, gdyz np. 211—1=23 .89,

Dzielniki nieparzyste liczby 22"+ 1 maja posta¢ 2+ g 1.
Dzielniki pierwsze nieparzyste liczby postaci «?*t! — 1 lub
@t 41, gdzie 2n4-1 jest liczba pierwsza, albo maja postaé
2(2n+1)+4-4+1, albo sy odpowiednio dzielnikami liczb a—1, a4 1.

Jezeli p jest dzielnikiem nieparzystym liczby «”-1, to
mozna p przedstawié w postaci 2wg+1, gdzie o jest jednym

z dzielnikéw liczby m (wlaczajac liczbe 1). Nadto liczba .
®

bedzie nieparzysta 1 pierwsza wzgledem ¢, p zas bedzie dzielni-
kiem liczby a» 1.

Dowody niektdrych tych twierdzen oparte s na teoryi kon-
gruencyi, ktérg nizej podajemy.

Aby liczba nieparzysta byla liczba pierwszg, jest koniecz-
nem 1 dostatecznem, by jednym tylko sposobem byta réwna réz-
nicy kwadratéw dwu liczb catkowitych.

Zadna liczba postaci a*~+4 z wyjatkiem 5, nie jest liczba
pierwszg (Zofia Germain).



7

§ 1. — Podzielnosé liezb wymiernyeh, catkowityeh 1 t. d. 471

Jezeli 20>>7, to istnieje przynajmniej jed-
naliczba pierwsza, zawarta pomiedzy a i 20—2
(Twierdzenie Czebyszewa, Journ. de Louville, XVTI, Akad.
Petersb. 1850).

Tloczyn n pierwszych liezb calkowitych nie moze byé po-
tegs liczby calkowite) ani iloeczynem poteg liczb calkowityceh,
(Liouwille, (2), IT).

Liczba nazywa sie doskonala wtedy, gly réwna sie
sumie wszystkich swoich dzielnikdw.

Liezby doskonale,dotad znane,otrzymujg sie za pomoca wzoru
(odpowiadajacego metodzie, znalezionej juz przez Euklidesa)
E,=2:"1(2r —1) wprzypadku, gdy czynnik drugi jest liczba
plerwszy.

Niema innych liczb doskonalyceh parzy-
stych,précz ryech, ktdresg zawarte we wzorze
Euklidesa.

Nie znamy dotad liczb doskonalych nieparzystych.

Dotychezas znane liczby doskonale odpowiadaja nastepu-
jacym wartosciom liezby p: 2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 81, 61; oto osm
z nich :

6198 446 8128 33350336: 83K9869056:  13743869132&

2305843008139682125,

Lucas zapewnia, iz dowiddl, ze dla p=67 i p==89 nie

otrzymujemy liczb doskonalych (Théorie des nombres, I, str.376).

Zagadnienie o znalezieniu liczby liezb pierwszych, mniejszych

od liczby danej lub zawartych pomiedzy danemi granicami, dalo
pobudke do licznych badan.

Euler (Pam. Akad berlinskiej 1772, str. 36) znalazl wzor
22+ 2x-+41, z ktérego kladae, »r=0.1,2..., otrzymal. 40 liczb
pilerwszych; analogicznemi wzorami sa +%—~ - 17, dajacy dla
(@==0,1.2...) 17oraz wzdr 22?29, dajacy 29 liczb pierwszych.

Legendre (Théorie des nombres) znalaz! wzér przy-
blizony, wyrazajacy liczbe liczb pierwszych, mniejszych
od liczby danej ». Jezeli tg liczbg oznaczymy przez ¢(z), bedzie
z dostatecznem przyblizeniem dla & bardzo wielkiego:
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s
P8 = [ = 1,08566

Riemann (Werke, str. 136) zajmuje sie W pracy spe-
cyalnej zagadnieniem o znalezieniu dokladnej wartosel
funkeyi @(2); lecz wzér jego jest bardzo skomplikowany.

Temze zagadnieniem zajmowali sie: Gauss (Werke IT, str,
435—447), Divichlet Berl. Akad. 1838). Czel vszew (Liou-
ville XVII, a takze w ,Teoryi kongruencyi* Dodatek IIT). Inne prace
o tvmm przedmiocie sa: Curtzego (Annali di mat. I). Meissela
(Math, Ann. 1, HI, XXI, XXHI. XXY). kidry obliczyl liczhe liczb
pierwszych dla pierwszego miliarda liczb naturalnyeh, Mertensa
(Crelle, LXXVHI). de Jonquiéres'a (C. R. XCV). Lipschitza
(tamze XCV, XCV1), Piltza (Jena 1884) Poincaré go (C. R.
CXII), v. Mangoldta (Akad Berl. 1807. Ann de I'Ecole Polyt,
1896), Cakena (C R. 1893, Annales de 1'Ecole Normale 1894),
Levi-Civita (Lincei, 1895). Wryklad tego przedmiotu znajduje sie
w rozdziale 12-ym dziela Bachmanna ,Zahlentheorie* t 11. 1894,

Niektére prostsze twierdzenia, odnoszace sie do tego przed-
miotu, sg nastepujgce:

Granica wyrazenia (pzb) — log z dla =00 jest —1
(Czebyszew).
Wartose calki
e
logx

n

wyraza wartos¢ funkeyi ¢(x) z przyblizeniem tem
wigkszem, im wieksze jest £ Ten wzir na wartosé funk-
cyl () jest daleko bardziej przyblizony, niz powyzej podany
wzér Liegendre'a; znajdujemy go u Gausa (L c. str. 414),

Nastepujaca tablica daje liczbe liczb pierwszych, zawar-
tych w granicach miedzy 1 a 100, miedzy 101 a 3001 t. d.:
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Pomiedsy 1 a 100 zawiera sie 25 liezb pierwszyeh

oy .. 200 ., - 21

= 201 . 300 . 45 16

. S0 00 . . 16

01 a0 L a 17

i b1 S 600 . % 14
4 601 . LU - - 16 . o
oL 500 . - 14 . x

801 . q00 ., o 15

001 . 1000 . 1%

1 & 1000 o s 165

- 1001 . 200 .. . 133
2001 . 3000 . 5 127 )

. 2001 .. 000, . 120
N 1001 . 5000 . . 119 V
“ 5001 ., 6000 ., . 114 -
< 6001 . w000 . 5 117 5

% 7001 ., 8000, - 107

8001 . 000 .. 5 110

Q01 .. 10000 . - 112

1y 1000000 ., = TRA9K

1 .. 100000000

w . BT31435

‘Podobna tablica czestosci liezh pierwszyeh, dosé
daleko posunieta, znajduje sie w tomie IT ,Dziel“ G aussa; w niej
pomieszezono liczby liezb pierwszych w rdznyeh chiliadach az do chi-
Liady 1000-ej, t. j. do 100000¢). Tablice te nalezv w kilku miejscach
sprostowac wedlug wskazdwek Meissela w Math., Ann, IL

Tablice dzielnikdw liczh pierwszych dla 1-go i 2-go miliona wraz
z liezhami pierwszemi w nich zawartemi ulozyli: pierwsza Chernaec
(1811), druga Burkhardt (Paryz 1814); patrz G auss, (Werke II,
str. 181—183). W tablicach Burkhardta nalezy uskuteczni¢
poprawki (patrz np. Meissel 1 c.). Wspomnimy wreszcie o tabli-
cach Vegi (NSammlung math. Tafeln, r. 1796, wydanie, opracowane
przez Hiilswse g o. Lipsk, 1840).

Pytanie, pokrewne z zagadnieniem poprzedzajacem odnosi,
sig do funkeyi 1« Mertensa (Crelle, LXXVII). Rozumiemy
przez u(n) jednosé¢ dodatnia lub ujemna, stosownie do tego. czy
n jest lloczynem parzyste] lub nieparzystej liczby czynnikdw
pierwszych rdznych, przytem pul)=-1, un)=0 jezeli
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ma czynniki kwadratowe (wyjawszy jednos¢). Pierwszem pros-
tem twierdzeniem o funkeyi u jest nastepujace:

Suma Jud),rozciagnieta na wszystkie dziel-
nikiliczby jakiejkolwiek N (wlgczajgc wnie
samg liczbe Ni1jednos¢) jest zerem.

O tej funkeyi patrz note Lipschitza (C. R. 1879)1 wyklad
u Bachmanna, L c.

§ 2.
0 funkcyi liczbowej E(x).

Za pomocy symbolu F(s) (Legendre) oznaczamy naj-
wiekszg liczbe calkowita wymierna, zawarta w liczbie dodatniej
rzeczy wistej .«

Za pomoca symboln £, () (Hermite) oznaczamy wyra-
Zenie
Eir) Etr+1) ... E(x4q--1)

Jq (J/') == (1!

Funkeya K jest oczywiscie funkcys nieciagly. Godnem
jest uwagi, ze funkeya

plo) = E@ 4 Va—E«)

jest funkcys ciagla zmiennej . dla rzeczywistych dodatnich war-
tosel z. Funkeye te zastosowal Schwarz do zbadania funkeyi,
nie majacej pochodnej w nieskonczenie wielu punktach.

Dla funkeyi £ mamy wzory nastepujace:

I Blo+ o) = Ema)—E(),  (Hermite)
m—1

> (111—7'){E2(a; -+ —:n—) + E, (,' — J-)}

r=1 bt

= E, (mos) —m &y (z). (Hermite)
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m—] oY, n -1 Sm

EE(MJ:— ——)—ZE(mx————)—_—_m—n. Stern)
r=1 m =1 n

m.Z'-T{ Iy (-/‘ + 7'—) — [y (m — I—) | =’”§.E PR (Stern)
sy n = ml 5 T

O tunkeyi E(r) oglusili prace: Hermite (Acta math., V, str,
315, VIII, Correctivn). Stern (Acta math. VIII. X, Crelle (II),
Pringsheim (Math. Ann. XXVI), ktory szukal rozwiniecia na
szereg trygonometryczny funkeyi £(s), wreszcie Bertolani (Giorn.
i Matem. XXXIV. 1895).

Wiadomosci ogdlne o korgruencyach.

Dwie liczby «, f mnazywaja sie kongruentnemi
lub przystajacemi wedlug modulu n, jezeli ich
réznica jest podzielna przez n. Oznaczamy to za pomocg sym-
bolu

a = f (modn)

inazywamy kongruencya.

Wiszystkie liezby. w odniesieniu do modulu n, dziela sie na
n klas (Gauss); w kazdej klasie znajduja sie liczby, przystajace
wedlug tego modulu. Liczby 0,1,2...rn—1 mozna uwazaé za
przedstawicielki tych n klas.

Liczba danej klasy jest niekongruentna (nie-
przystajaca) doliczby innej klasy.

Uktad n liczb, wybranych dowolnie po jednej z kazdej klasy
np uklad 0,1,2...mn—1. tworzy uklad zupelny liczb
nieprzystajacychlubukladzupelny reszt wzgle-
dem modulu n.
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-1
oy

Dwie liczby. przystajace do trzecie] we-
dtug tego samego modulu, sg przystajacemi
dosiebie wedlug tego modutu

Dwielub wigcej kongruencyj otym samym
module mozna dodawa¢é¢, odejmowaé¢, mnozyé
stronami; wyrazy kongruencyli mozna wszyst-
kiemnozy¢ przez jedneitesamsg liczbe.

Wyrazy kongruencyi mozna dzielié przez
icheczynnik wspélny £, jezeliczynnik ten jest
wzglednie pierwszy do modulu »; jezell zas
ten przypadekniezachodzi. tomozna dzielié¢
modul przeznajwiekszy wspdlny dzielnik po-
miedzy nim a liczbg L

Jezeliajestliczbg pierwszg wzgledem n,
@n) zas oznacza liczbe liczb pierwszych mniej-
szychod 1l wzglednie pierwszych z taliczba,
to:

a?" = 1 (mod n). (Euler.)

Dla n=yp', gdzie p jest liczba pierwszg, zachodzi twier-
dzenie:

Jezeli a jest niepodzielne przez liczbe
pierwszag p, to:

a1 "' =1 (mod. p*)

Dla k=1 otrzymujemy twierdzenie Fermat a:

Jezeli anie jest podzielne przez liczbe
pierwszg p, to
a?~'=1 (mod p).

Jezelip jestliczbg pierwsza. to:
(p—1)4+1 =0 (modp). (Twierdz. Wilsona.)

‘ .Nieehaj f bedzie symbolem funkeyi wymiernej catkowitej;
Jezeli a=f (modn), to bedzie takze fla)=f(B) (mod n).
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Niechaj f(x). F{z) beds wielomiany. Dawszy sobie modul
1, mozemy postawi¢ nastepujace zagadnienie:

Jakie s3 wartodci wymierne calkowite
liczby %, ktére podstawione zamiast ». czynis
zadosé kongruencyt:

f(rr= F(r) (modn)?

Przenidslszy na strone pierwsza wszystkie wyrazy ze stro-
ny drugiej i wyrazajac tymze znakiem f nowa funkeye, jaka
otrzymamy na stronie pierwszej, mozemy poprzednis kongruen-
cye napisaé w postaci:

f(@)= 0 (mod n).

Powstaje wtedy pytanieo rozwiazaniu kongruen-
¢y, analogicznedo pytania o rozwiagzywaniu réwnan. Stosownie
do stepnia funkeyi /; mamy kongruencye stopnia 1-go, 2-go it.d.

Jezeli #x=a czyni zados¢ kongruencyil
flz)=0(modn), to kazda liczba, przystajaca do
liczby a wedlug mod »n, rédwniez czyni zadosé
kongruencyl.

Z tego twierdzenia wynika. ze kongruencya, jezeli ma je-
dno rozwiazanie, to ma ich nieskolczenie wiele; wszakze rozwia-
zan przystajgcych do siebie nie bedziemy uwazali za rézne idla
tego mozemy powiedzieé, ze kongruencya moze mie¢ naj-
wyzej tyle réznych rozwigzan. ile jest klas
liczb wedlug n.

Jezelin jest liczbg pierwsza. toliczbe roz-
wiagzan ré6znych kongruencyi f(«)=0(modn) okre-
sla stopien wielomianu f(z). jezeli jest nizszy
od n.

Jezeli modul n jest liczby pierwsza p, to rozwiazanie kon-
gruencyl f(z)=0 (mod p) mozna sprowadzi¢ do rozwigzania
kongruencyi R(»)=0 (modp), gdzie R(r) jest wielomianem
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stopnia p—1, a mianowicie reszta z podzielenia funkeyi f(u)
przez 1P — 2.

§ 4

b

Kongruencye stopnia 71-go.

Kongruencya ¢r-—b=0(modn) ma zawsze roz-
wigzanie, jezeliainsaliczby wzglednie pier-
wsze.

Jezeli m jest liczba plerwsza p, to rozwiazaniem kon-
gruencyl ar —b=0(mod p) jest . =0ba*—*(mod p).

Jezeli n jest liczba zlozona. to rozwiazaniem kongruencyi
ax —b=0(mod 1) jest .r=bu =1 (mod n), gdzie ¢ (n) ma zna-
czenie wyzej podane (str. 469).

Kongruencya az—-0=0(modn) nie ma rozwia-
zania, jezeli ktérykolwiek czynnik wspélny
liczbaimmniejest dzielnikiem liczbyd. Jezeli
najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb ain
jest d,iliczba d jest zarazem dzielnikiem licz-
by b to kongruencya bedzie miala drozwiazan:

2n d—1)n

r=d, .1'-=~a+-3—, r=a+ o, ..a;s;_-a—}—(—-mcr——(modn),

gdzie a jest pirerwiastkiem kongruencyi

—?’—.z‘——z—t E()(moj " )
o
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§ b.
Kongruencye stopnia 2-go. Reszty kwadratowe.
Jezeli w kongruencyi stopnia 2-go :
ax? -+ bx + ¢ = 0 (mod n),

a jest podzielne przez n, to kongruencya sprowadza sie do kon-
gruencyi stopnia 1-go, ktérs otrzymujemy, odejmujac od strony
plerwsze] wyraz az>.

W przypadku n=2, kongruencya daje sie rowniez sprowa-
dzié do kongruencyi stopnia 1-go, ktérej stroma pierwsza jest
reszta z podzielenia ar?—- bz —+ ¢ przez «*—x (patrz § 3).

Rozwigzanie kongruencyi:

ax? ~+ br 4 ¢ =0 (mod p),

gdzie p jest liczbag pierwszag, nie dzielaca
liczbyai1rdézna od 2, sprowadza sig dorozwig-
zania kongruencyt

2% = (0 — 4uc) (mod p).

gdzie pomiedzy zix zachodzi zwigzek 2arb=z.
Kladac 02— dn¢=¢q, mamy:

Jezeli 9= 0 (mod p), to powyzsza kongruencya ma jedyne
rozwigzanie z =0 (mod p): jezell ¢=zz O(modp) (znak == ozna-
cza: .jest nieprzystajace*), to kongruencya :*=¢ (modp), albo
wecale nie ma nierozwiazania, albo ma ich dwa, stosownie do tego,

-1
czy q%przystaje do —1 lub do -1, wedlug modulu p. W przy-
padku, gdy -?=¢ (modp), kongruencya ma dwa rozwigzania, t. j.

)—1
gdy ql_z': -+ 1 (modp), liczba ¢ nazywa sie resztg kwadra-
towa liczby p.
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Jezeli p jest liczba plerwsza nieparzysts, to liczba veszt
; ; .1
oraz liczba niereszt wynosi —- (p—1).

Iloczyn dwureszt jest reszta, iloczyn re-
szty przez reszte jest niereszta; dwuniereszt
jest reszta.

Liczba 1 jest zawsze resztg liczby p, licz-
baza§ —1 jest reszta lub niereszta, stosownie

; —L .
dotego, czyllczbap—g—— jest parzysta lub nie-
parzysta

Liczba 2 jest resztag kwadratowa wszyst-
kichliczb pierwszych postaci 8n+1, 8#4T; jest

niereszta wszystkich liczb pierwszych po-
staci 8n+3, 8n+b5 (Lagrange).

Dwie liczby, przystajace do siebie wedtug modulu p, sgrdw-
noczesnie obie resztami lub obie nieresztami.

Wszystkie twierdzenia o resztach wzgledem modulu pier-
wszego mozna wyrazlé sposobem latwym za pomocs tak zwa-
nego symbolu Legen drea.

Niechaj (—;Z)—) oznacza 1 lub —I1, stosownie do tego, czy

q jest lub nie jest reszta kwadratowa liczby p. Poprzednie
twierdzenia daja sie wtedy wyrazi¢ sposobem nastepujacym:
Jezeli:

Q=q05 .. , to: (~Q) = (ipL) (3)3«) .....

Jezeli (jak w § 1) E oznacza najwieksza liczbe calkowits
nie wiekszg od z, to:

( 0 ) . 1)1:(—2;"—)+A(%?—) ERSR & E(_Q';;)q)
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Jezeliq jest nieparzyste1muiejsze odp, to:

(lL)—— (-—1):1‘1"_I B(2)-1(2)-.. - ( M;ff).

p

Najwazniejsze twierdzenie z teoryi reszt kwadratowych
znanejestpod nazwa prawa wzajemnoscidwu liczb
pierwszyec

Jezelipigsgdwieliczby pierwsaze, to:

)= 7
p /]

Twierdzenie to znal juz Euler (Opuscula anat I, 1772, patrz
Kummer, Berl. Akad. 1859, Kronecker, (Berl. Monatsber.
18751; dowiddl go po raz pierwszy Legendre (Acad. des sciences
1785); potem G auss (Disquis. arithm) dal wiele dowodéw, z kté-
rych niektére opieraja si¢ na réwnaniu podzialu kola, Inne dowodze-
nia podali: Eisenstein (Crelle, XXVII), Lebesgae (Liou-
ville XII), Kummer {Abh. der Berl Ak 1861). Zeller (Berl.
Monatsber. 1872) 1 t. d.

W poprzednich twierdzeniach byla mowa o resztach kwa-
dratowych wzgledem modulu pierwszego nieparzystego.
Dla modulu niepierwsze go okreslenie reszty kwadratowej
pozostaje bez zmiany. Nadto:

Liczba g jestresztg lub nieresztg kwadra-
towa potegil p® liczby plerwszej nieparzystej
p, stosownie dotego, czy jestreszta lub nie-
resztg tej ostatniej.

Liczba ¢ jestreszta kwadratows potegi
20 gdy w=1, albo gdy w=2, ¢=1(mod4), albo wresz-
cie gdy w>3, g=1(mod8). Aby liczba g byla resz-
ta kwadratowsa liczby zlozonej P=p, ps..., gdzie
PyyPyy.-- S8 liczbami pierwszemi, jest koniecz
nemidostatecznem, aby byla reszta wzgle-
dem kazdego zczynnikdw pierwszych p,p, ...

rascal. Rep T 31
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Twierdzenia te mozua tez wypowledzie¢ w ten sposéb:

Kongrueneva o*=¢(mod ) ma rozwiazaniec
wtedy. jezeli wa je kongruencya «*=¢ (mody
iwtakimurazie ma dwarozwigzanla.

Kongruencyva s2=¢g(mod2?) jest zawsze mo-
zliwa, pdveo=liwtedyma jeden pierwiastek:
gdy w=2, jest rylko mozliwa, jezell q‘::l(mod-i)
i wtedy ma dwa pilerwiastki; gdy wreszole
w>3, jest tylko mozliwa, jezell ¢=1lmodS)
iwtedvma czterv pierwiastki

Kongruenceyvua «f—y modpp,...)0 jest mozliwa
wtedvtvlko, 2dy s4 mozliwemil kongruencye
=g mod p), G—glmod pyr .. Jezell liczby pypy, ... sa
wszysthienieparzyste Inb jedna tylko réwua?,
aliczba wszysikich wynosi g, to kongruencya
ma 24 rozwigzan Jezelidwa z pomiedzy czyun-
NikGwW Pl .. sa vowne 2 wtedy byé powinno
g=1quod4) 1 wtym przyvpadkumamy 2¢F roz-
wigzan Wreszcele jezelltrzy lub wigeejz po-
miegdzy czyunikow ppy ... rOwnajgsie 2, wtedy
by¢ musig=1(mod8) 1 rozwiyzan bedzie 2¢+2,

Symbol Legendrea rozuiaggnal Jacobi una prazypa-
dek modulu zlozonego. Kladziemy jako okreslenie:

i &
wtedy («j;;, ma wartosé 4-1 lub —1.  Lecz nie mozna juz ma-
T Ui . . s e
Wit. ze (—i_— = — 1 jest warunkiem koniecznym 1 dostatecz-
nyw ua to, by ¢ bvlo reszty kwadratowa liczby L. albo-
wiem wedlug wyzej wskazanego twierdzenia trzeba, aby kaz
. ( q .
dy =z symbolow (—/) (—) .. byl 41, a nie wystarcza, aby

) ) \ Py D2
loczyn 1eh byl 1.
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Symbol Jacobiego (%) ma wszystkie wlasnosel sym-
bolu Legendrea w przypadku modulu pierwszego nieparzy-
stego. Poslugujae sie wzorem wzajemnosel, ktéremu ten symbol
takze czyni zado§¢, mozemy upraszcza¢ rachunek z symbolem
Legendrea w przypadku moduln pierwszego.

Dla znalezienia pierwiastkéw kongruencyl kwadratowej
2% —q(mod p) trzeba uciec rie do teoryi skaznikéw. ktora wy-
lozymy w § 7.

W jednym tylko przypadku latwo znales¢ rozwiazanie kon-
gruencyl. mianowicie, kiedy p jest liczba pierwszg postaci 4r43.
W tym przypadku (jezeli kongruencya jest rozwiazalna) jedno
jej rozwiazanie jest reszty a z podzielenia =" przez . drugiem
rozwigzaniem jest p—a

g1
-Kongruencye dwumienne  Resziy szescienne i rzedow wyZszych.

Kongruencya postaci:
«™ = A (mod p).
w ktérej p jestliczba plerwsza nieparzys
jestmozliwa tylko wtedy, gdy:
i
4 =1 (mod p),
gdzie w jestnajwiekszym wspélnym dzielni-
kiem liczb m i p—1.
W tym przypadku kongruencya ma o rozwiazan, ktére sg

zarazem rozwiazaniami kongruencyl

g _ A (mod p).
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gdzie s jest liczba, czyniaca zadosé warunkowi:

"
«

s = l(modp—_—l).
(93]

Liczba 4 w tym przypadku nazywa sie reszta rzedu
m-tego liczby p.

Liczba -1 jest zawsze reszta rzedu m kazdej liczby p.
Liczba —1 jest reszty, gdy dzielac p—1 przez w (najwiekszy
wspdlny dzielnik liczb m i p—1), otrzymujemy liczbe parzysta.

Co do rozwigzania kongruencyj dwumiennych patrz § 7.

Analogicznie do symbolu Legendrea (-]—)q—) dla reszt

kwadratowych, wprowadza si¢ symbol [—;Z——-ldla reszt szedcien-

nych oraz symbol ((73—)) dla reszt dwukwadratowych.

Dla utworzenia teoryl zupelnej tych reszt i ustanowienia
twierdzenia analogicznego z twierdzeniem o wzajemnosci, nalezyv
rozszerzyé dziedzing liczb wymiernych i objaé¢ w niej liczby po-
staci a0V —1, gdzie , b sa liczbami calkowitemi, oraz liczby
o+ be, gdzie ¢ jest pierwiastkiem szesciennym z jednosci. Patrz

nizej §§ 91 10.

§ 6.
Kongruencye wyktadnicze. Pierwiastki pierwotne i skazniki.
Jezeli kongruencyi

4% = q (mod p),

gdzi.ep jestliczbg pierwszg, nie dzielaca ani
4 anig czynizadosé s=gq, to czynié bedzie jej
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zado$é¢ i kazda liczba,przystajgca do a wedlug
modutu p—1.

Liczba rozwigzan (nieprzystajacych wedlug modulu p—1)
kongruencyi 4% = ¢ (modp) jest ta sama, jak kongruencyi
4% =1 {mod p).

Najmniejsza a z liczb (précz zera), czynigeych zadosé kon-
gruencyl 4% =1 mod. p (ktéra ma zawsze puzynajmniej jedno
rozwiazanie), jest dzielnikiem liczby p—1 (wlaczajac 1 p—1);
inne rozwigzania sa wielokrotnoseiami liczby e.

Na podstawie twierdzenia Fermata wiadomo, ze p—1
czyni zawsze zadosé kongruencyl 47 =1 (mod p): otéz, jezeli
p—1 jest najmniejsza z pomiedzy liczb, czynigcych zadosé tej
kongruencyi, 4 nazywa si¢ wtedy pierwiastkiem pier-
wotnym liczby p.

Istnieje @(p—1) pierwiastkdéw pierwotnych
liczby p. zawartych pomiedzy 01 p—1.

Jezeli A4 jest pierwiastkiem pierwotnym liezby p, kongru-
encya 4’=¢ (mod p) ma jedno rozwiazanie. To rozwigzanie
jedyne, zawarte pomiedzy O i p—1, nazywa sie skazZnikiem
(indeksem) liczby ¢ 1oznacza sie w ten sposéb: .»=1indg.

Teorya skaznikéw ma analogie z teorys logarytméw: liczba
4 nazywa sie podstawsa ukladu skaznikéw; twierdzenia
o skaznikach sg podobne do twierdzen o logarytmach.

Dwie liczby przystajagce maja skazniki
réwne.

Skaznikiem jednosci jest zero.

Skaznik iloczynu przystaje (mod. p—1 do
sumy skaznikéw.

Skaznik potegi przystaje (mod. p—1) do ilo-
czynu wykladnika przez skaznik podstawy
potegi.

Za pomocy tych twierdzen mozna rozwiazywaé kongruen-
sye dwumienne (patrz § 415):

7" =¢q (mod p),
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albowiem z kongruencyi takie] wyplywa nastepujaca:

m.ind. » = ind .y (mod p—1).

W tablicach skaznikéw szukamy ind.q, a dla mozliwosci
tej kongruencyi potrzeba, by najwiekszy wspdlny dzielnik e«
liczb m i p—1 byl dzielnikiem skaznika liczby ¢. W tym przy-
padku kongruencya ma w rozwigzai, ktdre znajdujemy przy po-
mocy metody, podanej w § 3.

Twierdzenia, odnoszace sie do pierwiastkdw pierwotnyeh,
sg nastepujace:

Pierwiastkiem pierwotnym liezby pierw-
szej postaci 241 jest 3.

Jezeli dn+1 jest liczba pierwsza, to 2 jest
pierwiastkiem pierwotnym liczby 2(dn—1)41,
gdy ta jest pierwsza, a jezeli 4nd32 jest liczba
pierwszg, to 2(Hn4+3)--1 jest pilerwiastkiem
pierwotnym liczby 2(dn+-3)41.

Liczba pierwsza postaci 4u-F1l ma pierwia-
stek pierwotny 2, jezell n jestliczbg pierw-
szg >2.

Liczba pierwsza postaci 4.2, a+1 ma za
pierwiastek pierwotnyliczbe 3, jezeli njest

2
liczbg plerwsza wieksza od o 1gdy m>0.

Pierwiastki pierwotne i skaznikiobliczyl Jacobi w pracy ,Ca-
non arithmeticus* (Berlin 1839), ktérej nie wlaczono do wydanis dziet
zupelnych. Tablice tych pierwiastkdw obliczyli réwniez: Crelle (Crelle
1X), Kulik (Crelle XLV), a tablice obszerne az do modutu 338 znaj-
duja si¢ we wloskim przekladzie ,Teoryi liczhb*. Uzebyszewa
Hotiel oblicayl tablice (az do mod 199) wedlug wskazdwek L e-
besgue’a (Tables arithmétiques, Parvz 1866; patrz takze Journ. de
Liouv. XIX, 1854). W tablicach tyeh za podstawe hierze sig
najmniejszy co do wartosei bezwzgledne] z pierwiastkéw pierwotnych
wzgledem danego modulu.

23
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§ 8
Formy kwadratowe. Frzedstawialnosé liczb przez formy.

Formg kwadratowa liczbowa nazvwa »le wy-
razenie typu

ax? 4 b0y = ey

gdzie «, b, ¢ sa liczbami danemi wymiernemi calkowitemi: .. y
liezbami calkowitemi nieoznaczonemi lub niewiadomemi. Forme
vaka oznaczamy za pomocg symbolu (a, b, ¢). Wylaczamy przy-
padek, w ktérym wyrdznik lub wyznacznikformy.t. j.
D =1*— ¢, jest kwadratem zupelnym, albowiem wtedy forma
rozpada sie na dwa czynniki liniowe o spolezynnikach wy-
miernych.
Jezeli polozymy:

z=aa’ + gy’; £=yx 4 oy,

to forma dana przeksztalci sig na inna, ktére] spdlezynnikami
beda :
= aa’+ 2bay + ¢y,

0 = wap 4 btad— By)—+cyro,

¢ = aﬂ2 —1—~2Z)ﬁ5 -}— co”.

Podstawienie powyzsze oznaczamy, jak zwykle, symbolem
‘ % /:; ) Jezeli D' jest wyznacznikiem formy przekszralconej,
v 7o
bedzie :
D = (ad— Byl D).

Stosownie do tego, czy wyznacznik ad — py (wyznacznik
podstawienia liniowego) jest dodatni lub wjemny, podstawienie
nazywa si¢ wla$ciwem lub niewlasciwew. Dwa pod-



4388 Rozdzial XX.

stawienia s3 podobne, gdy oba sy albo wlasciwe, albo oba
niewlasciwe

Méwimy, ze forma (a'. 0, ¢') jest zawarta w formie
(@, b, ¢), gdyz kazda liczba przedstawialna przez druga forme
moze by¢ przedstawiona i przez pierwsza,.

Méwimy. ze forma (&', V', ¢') jest zawarta w formie (a, b, ¢)
wlasciwie lub niewlasciwie, stosownie do tego, czy

podstawienie ( ;’ {53 ) jest wlasciwe lub niewlasciwe.

Dwie formy, zawarte wzajemnie jedna w drugiej, nazywajg
sieréwnowaznemi. .

Dwie formy sarownowaznemi, jezeli majg
wyznacznikiréwneigdy jedna znich jest za-
waria wdrugiej.

Dwie formy nazywaja sig rownowaznemil wlasci-
wie lub niewlasciwie, stosownie do tego, czy wyznacz-
nik przeksztalcenia, przy pomocy ktdrego przechodzimy od je-
dnej do drugiej, jest +1 lub —1. Dwie formy mcya by¢ réwno-
waznemi jednoczesnie jednym i drugim sposobem.

W zagadnieniu o przedstawianiu liczby m za pomoca formy
kwadratowe] (a, b, ¢) mozemy ograniczy¢ sie na przedstawie-
niach tak zwanych wlasciwych, t.j. takich, w ktérych 21y sa
liczbami wzglednie pierwszemi, albowiem z tych przedstawien
wlasciwych latwo otrzymaé mozna niewlasciwe.

Abyliczba m dala sig przedstawicé¢ wladci-
wie przez forme (a,0,¢) jest koniecznem, by
D=0 —acbyloresztg kwadratowsa liczby m.

Teorya przedstawialnosci liczb za pomoca form kwadra-
towych (odpowiadajaca znowu teoryl réwnan nieoznaczowych
stopnia 2-go o dwu niewiadomych) daje sie sprowadzi¢ do teoryi
réwnowaznosci samych form (Poréwn. Dirichlet — Dede
kind § 60).

Dwa zagadnienia zasadnicze teoryl réwnowaznosci sa na-
stepujace :

I Znalesé¢ kryteryum, przy pomocy ktdre-
gomoznarozstrzygnaé, czy dane dwie formy
sgrownowazne lub nie, :



§ 8. — Formy kwadratowe i t. d. 489

II. Znalest wszystkie podstawienia, za po-
mocg ktérych dana forma przeksztalcasiena
inng jejréwnowazna.

To drugie zagadnienie, gdy znanem juz jest jedno z tych
podstawien, sprowadza sie do nastepujacego:

I bis. Znalesé wszystkie podstawienia, za
pomoca ktérych dana forma przeksztalca sie
na samg siebie.

To znéw zagadnienie przeksztalca sie na inne (patrz niZej
TI-ter), za pomocs twierdzen nastepujacych:

Jezeli ‘ :’ ‘g ) Jjest podstawieniem, za pomoca ktérego for-
7

ma (n, b, ¢) 0 wyznaczniku D. w ktérej niechaj ¢ bedzie najwiek-
szym wspolnym dzielnikiem spélezvnnikéw a. 20, ¢, przeksztalca
sig na sieble samg, to bedzie zawsze:

t—bu , cu
Q@ = — = ——,
G G
au 4 lu
;r = . 6 = e
G G

{, u sa liczby calkowite, czynigce zadosé réwnaniu nieoznaczone-
mu, zwanemu réwnaniem Pella:

t* — Du* = %,
gdzie

D = O(mod¢?) Iub 4D = ¢*(mod4s?).

Odwrotnie, jezeli £, u sa dwie liczby calkowite, sprawdzajgce
poprzednie réwnanie, to liczby a, f, 7, , wyrazone podanemi
wyzej wzorami, sa spélezynnikami podstawienia, ktére prze-
ksztalea forme (a, b, ¢) na siebie sama.

Stad wyplywa zagadnienie:

II-ter. Znale$¢ wszystkierozwiazaniacal-
kowiter6wnania nieoznaczonego:

2 — Du! = ¢°
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gdzie
D = 0modeg® lub 4D = ¢* (mod4s?).

Dla rozwiazania zagadnienia I wprowadzamy pojecie for-
my zredukowanej. Okrelenie tej formy jest inne w przy-
padku D ujemnego, niz w przypadku D dodatniego.

Jegeli /7 jest ujemne, to forma zredukowana nazy-
wamy forme o spétezynnikach skrajnych «, ¢ dodatnichi spraw-
dzajacych nieréwnosci:

¢ o> 210,

gdzie b| oznacza wartosé bezwzgledna ilosci 0. Mamy wtedy:
Kazda forma o wyznacznikuujemnym jest
r6wnowazna tormie zredukowanej.
Jedynemi typami dwu form zredukowa-
nychréwnowaznychowyznaczniku ujemnym
inietozsamosciowych sa:

(@ La, ¢) 1 (. — L, c).
(a, by @) 1 (4, — Db, a).

Podstawienia, za pomoca ktdoryeh przecho-
dzimy od jednej do drugiej, sg odpowiednio:

0, —1 0, - 1 \)
( g 1 )’ ( 1, 0/

Dane formy o wyznacznikach ujemnych przeksztalcajs sig
najprzéd na odpowiednie formy zredukowane (patrz co do te-
go w § 64 dziela Dirichleta-Dedekinda), a nastep-~
nie bada sie. czy formy zredukowane podchodza pod jeden
z tych przypadkdw.

Jezeli D jest dodatnie, to forme nazywamy zreduko-
wana, jezell pierwiastki jej sq znaku przeciwnego i takie, ze co
do wartosei bezwzglednej jest:
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—b+Vf)§

A

< 1.

gdzie przez VD rozumie sig zawsze wartos¢ dodatnig pierwiast-
nika. Mamy wtedy:

Dla kazdego wyznacznika dodatniego ist-
nieje zawsze skonczonaliczba form zreduko-
wanych

Kazda formao wyznaczniku dodatnim jest
zawszeréwnowazna formie zredukowanej,

Forma (a, 0, ¢) nazywa sie sgsiednia postronie
prawej wzgledem formy (¢, b'. ¢/), jezeli obie formy majs
ten sam wyznacznik, jezeli nadto ¢'=aq, suma za$ 0’ jest przez
@ podzielna. Forma druga nazywa sie wtedy sasiedniy
po lewe] wzgledem formy pierwszej.

Kazda forma zredukowana o wyznaczniku
dodatnim ma jedne tylko sasiednig po pra-
wej,ktdra jest zredukowana,. i podobnie jedneg
tylko sasiednia zredukowangy po lewej.

Majac forme zredukowana o danym wyznaczniku budujemy
jej zredukowane sasiednie po prawej i po lewej; nastepnie z kaz-
dg z form zredukowanych postepujemy tak samo. Otrzymujemy
tym sposobem szereg nieograniczony form zredukowanych; po-
niewaz wszakze liczba ich jest skonezora, wiec pn pewnej liczbie
dziatan musimy powrécié do zredukowanej pierwotnej.

Ogél wszystkich form zredukowanych w ten sposéb otrzy-
manych tworzy to, co Gauss nazywa peryodem.

Jezeli istnieja inne formy zredukowane o tym samym wy-
znaczniku 1 nie zawarte w tym peryodzie, to mozna wyjsé jednej
z nich 1 utworzy¢ peryod drugi i tak dalej.

Po takiem ustaleniu pojeé, mozna dowies¢ nastepujacege
twierdzenis zasadniczego Gauss a.

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym
nato, aby dwie formy zredukowane o tym sa-
mym wyznacznikudodatnim byly réwnowaz-
ne, jest, by nalezaly do jednegoitegosamego
peryvodu
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Twierdzenie to daje rozwigzanie zagadnienia I dla wyzna-
cznika dodatniego.

Waznem jest nastepujace rozwazanie zwigzku pomiedzy
peryodami form zredukowanych a ulamkami ciggtemi.

Jezelidang jest formazredukowana o wy-
znaczniku dodatnim D, ktérej pilerwszy spéi-
czynnik jest dodatni, to je] pierwszy pierwiastek
(t. j. plerwiastek, w ktérym pierwiastnikowi VD dajemy znak
ujemny) bedzie dodatni. Jezeli wigc rozwiniemy na ula-
mek ciagly pierwszy pierwiastek w, otrzymamy ulamek ciagly
peryodyczny, ktérego peryod ma tyle wyrazéw, ile ma wyrazéw
szereg form zredukowanych sasiednich.

Za pomocg wyrazow tego utamka ciaglego mozemy utwo-
rzy¢ cztery liczby a, g, y, 6 podstawienia, ktdre forme o wyzna-
czniku dodatnim D przeksztalca na sama siebie. Odbywa sie to
w sposob nastepujacy: Niechaj bedzie

1
CERTE
/‘.2 ......

¢0 napiszemy w skrécenin tak :
o= (ky. by, B,y oo 0, ).

Tlorazy niezupelne i powtarzaja sie w peryodzie, zlozonym
z parzystej liczby 2 elementéw, tuk ze:

I, = kg, jezeli 7 =s (mod 2i).
Wprowadzmy parametr /=12, ..., i potéimy:
7 : ; d . :
o= ke R ], 3 == Rga By« 5 Peaa Bagna):

& nastgpnie wezmy za a, §, . 0 odpowiednio liczniki i miano-
waiki tych wlamkéw ciaglych s konczonyech.

Liczbya B, 7,6, wtensposéb obliczone, sa
wszystkie dodatnie 1*stanowiaspélczynniki
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*§ 5. — Formy kwadratowe i t. d.

podstawienia, ktére przeksztalca formeg o pier-
wiastku o nasamg siebie. Wszystkie takie
podstawieniaotrzymujemy,kladacza h kole J-
nol, 2 3....

Majac cztery spélczynniki a, g, y, 6, znajdujemy przy po-
MOCy WZOrow:

" — t-—bu,, p,:___c_ui_.’ 7._:_“_'1’ bgH—bu

o (] ¢ 4]

wartosel dedatnie ilosci ¢, w. czynigcych zadosé réwnaniu Pella.
Nieskonczenie wiele rozwigzan tego réwnania (gdy D> 1)
otrzymujemy, nadajac liczbie / wszystkie mozliwe wartosei cal-
kowite dodatnie. Nadawszy liczbie h wartosé¢ L
otrzymujemy rozwiazanie najmniejsze. t. j. to, dla
ktorego ¢ 1w majs wartosci najmniejsze.

Oto, w jaki sposéb nalezy postepowaé celem znalezienia
rozwiazan réwnania Pella

?— Dy = o, gdy D=>0.

‘Wyznaczamy forme zredukowana o wyznaczniku D1 o dziel-
niku ¢, ktére] pierwszy spélezynnik jest dodatni. rozwijamy
pierwiastek dodatni tego rownania na wlamek ciagly, znajdu-
jemy ilorazy niezupetne k,, k, ..., nastepnie stosujemy wzory
pOWyZsze.

Ziwracamy uwage na to, ze w powyzZszych rozwiazaniach
zakladamy, 1z D nie jest kwadratem zupelnym.

Za pomoca metody powyzszej mozna znale$¢ wszystkie
rozwigzania rownania Pella; lecz istnieja tez wzory. za
pomoca ktérych mozna rozwiazania te wyra-
zi¢ przez rozwiazanienajmniejsze. Wzorytesa:

= AT+ (a)y T*2 02D 4 (), T4 T D . . . .. !
oy ;1_ {) T U@ 1 0D+ . b,
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gdzie 7, U naleza do rozwigzanla najmniej-
szego, zas nw przyjmuje wartosci 1, 2 3, ..

Dla uzupelnienia teoryi réwnania P ella rozpatrzmy jesz-
cze przypadek. w ktérym /7 jest ujemne.

Witymprzypadkuvrdéwnanie Pella ma skon-
czonyg liczherozwigzan.

Jezell D=0 (mod) ¢°, mamy dwa rozwiyzania, gdy wartos¢
bezwzgledna wyznacznika D jest wigksza od 6% catery rozwia-
zania. gdy —D=0"; sq niemi:

i=ta nes{; t=0, u=41.
Jezeli 4D = ¢* (mod 46%), mamy dwa rozwiazania:

=0, =1

gdy —31 D> 30%;

§7es8 1ozwlazan :

1

=40 w=\{; ft=-4'!¢. u==+1 (=-_'6, u=2F1.

gdy —4 D = 3%

Ywnanie. zwane 10wnaniem Pella, hylo zaproponowance przez
Fermuata irozwiazane przez Pella. Petem zajmowali sig niem:
Euler, Lagrange (Qenvres [L1I)1 Dirichlet (Berl. Monats-
her. 1841, 42_ 46: (‘imp. Rend 1840)

Powizszy zarys teoryi torm kwadratow yeh wlozony zostal wedlug
dziela Dirichleta-Dedekinda, w ktérem przedstawiono teo-
rye, po raz pierwszy podana przez G aussa w , Disquis. arithm

Dodamy jesz ze niektdre twierdzenia, odnoszace sie do
teoryi form kwadratowych.

Kazda liczba pierwsza dodatuia postaci
dn+lmoze byé rawszeijednym tylko sposo-
bemrozlozonana sume kwadratdw (Twierdzenie
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Fermata, dowiedzione po raz pierwszy przez Eulera. Novi
Comm. Petrop. V. patrz tez Smith. Crelle Li. Wyznaczenie
podstaw tych kwadratdw zuwdzieczamy Gaussowi (Theoria
resid. biquadr. Werke 1. Jezeli wyznaczymy liczby a i b naj-
muniejsze pod wzgledem wartoscei liczebuejiczyuiace zadost kon-

gruencyom :
P—1 N3
oy (5

o= (—1)+ . 5 ———— (mod pi,

()"

p—=1

— I
ig/,l(’f_;_)z l = —1) :" ywod p).

to bedzie: p == w? - "

Kazda liczba pierwsza p postaci Su+1 moze
byé¢ zawszeitojednymtylkosposobemrozlo-
zonana kwadratikwadrat potrdjny.

Kazda liczba pierwsza jednej zdwu po-
staci 207+1, 2009 daje sie zawsze 1 to jednym
tylko sposobem rozlozy¢ nasume kwadratu
1pigeciokrotnego kwadratw kazda zas liczba
pierwsza jednej zdwu postaci 20m-3, 20n4-7
daje sie zawsze czterema sposobami przed-
stawiéjako forma (211.3).

Kazdaliczba pierwsza postaci 6udl daje
sie zawsze przedstawic¢ jako forma u2—ay--y2

Poeczwdérnosé liczby pierwsze] postaci
int+l daje sie przedstawi¢ w postacisumy kwa-
dratuipotréjnego kwadratutyput.j dp==4>13 B,
liczba 4 jest reszta szescienng liczby p Liczby
A1 B okreslaja jako najmuiejsze co do wartosei bezwzgled-
nej z pomiedzy czyniycych zadosé kongruencyom:

»=1 H=1

Al( ?7g1 >!]3E 1; 4L1B (g”? _',f-":,—) = 0 (mod p).

gdzie v jest plerwiastkiem pierwotnym liczby p.
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Twierdzenie to znajdujemy najprzéd u J acobi’ego (Crelle II,
De residuis cubicis ete), nastepnie u Cauch y'ego (Mém. sur la théo-
rie des nombres), Lebesgue’a (Liouville II), Sterna (Crelle
VIL, IX), Clausena (tamze VIIL).

Kazda liczba pierwsza jednej zdwu po-
stacl 8n-+t+1, 8n4-3daje sig zawszelto jedonym
tylko sposobem roztozyé na kwadrat i podwdj-
ny kwadrat (Jacobi, Crelle XXX; Stermn, tamze
XXXTI).

§ 9
Liczby zespolone catkowite G aussa. Reszty dwukwadratowe.

Liczba postaci a = a-+bi, gdzie i =V—1, «, b za$ sa licz-
bami wymiernemi calkowitemi nazywa si¢ liczba catko-
wita zespolong Gaussa (poréwn. Rozdzial I, § 2), licz-
ba zas +Va*4-6? — jef modulem lub norma.

Jezeli liczby @ i ) sa obie parzyste, liczba zespolona nazywa
sle zespolong parzysta; jezeli jedna z nich jest parzy-
sta, mamy liczbg zespolong nieparzysta; jezeli obie
nieparzyste—liczbg zespolong pdlparzysta.

Méwimy, ze liczba calkowita o jest podzielna przez
liczbe catkowita g, jezeli a=p.y, gdzie y jest liczbg zespolong
catkowity.

Jednoscig nazywa sig kazda liczba zespolona, ktéref
modul jest jednoscia. Mamy cztery jednosci: +1, —1, -1, —i.
Cztery liczby, ktére otrzymujemy, mnozac jakakolwiek liczbe ze-
spolong przez kazda z tych jednosci. nazywaja sie stowarzy-
szonemi.

Liczba ¢+ b¢ nazywa si¢ pierwotna, jezeli a—1
1 b, podzielone przez 4, daja réwnoczesnie reszte O lub reszte 2-
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W kazdej grupie czterech liczb stowarzyszonych istnieje zaw <ze
liczba pierwotna.

Liczba a0 nazywa sie pierwsza, jezeli nie mozna juj
rozlozyé na loczyn dwa liczb zespolonych calkowitych, vbu riz-
nych od jednosci.

Prawa zasadnicze (tak zwane euklideso-
we) podzielnosci liczb catkowityeh wymier-
nychutrzymuja sie bez zmiany i dla liczh ze-
spolonych pod warunkiem. Ze liczb stowarzy-
szonych nie bedziemyuwazali za zasadniczo
réozne.

Kazda liczba zespolona catkowita daje
sie zawsze—i to jednym tylko sposobem—wrvyra-
zié jakoiloczyn skonczonejliczby liczh éier-
wszych.

Jezeli liczba a jest podzielna przez liczbe g. to norma liczby
«t jest podzielna przez norme liczby g.

Norma liezby jest podzielna przez sama liczbe.

Najmniejsza ze wszystkich liczb wymiernych, podzielnycls
przez liczbe pierwszy zespolona, jest liczba wymierna pierwsza:
kazda liczba pierwsza zespolona jest przeto
dzielnikiem liczby pierwszej wymiernej i to
jednej tylko.

Norma liczby pierwsze] zespolonej jest
rowna alboliczbie pierwszej albo kwadrato-
wiliczby pierwszej. W pierwszym przypadku
mamy liczbe zespolong pierwsza stopnia 1-go,
wdrugim takaz liczbe stopnia 2-go. W obu przy-
padkach norma jest zawsze postaci +n—-1.

Liczba 2 jest stowarzyszona z kwadratem liczby pierwszej
stopnia 1-go 1—.i.

Kazda liczba pierwsza wymierna postaci 4n-3 jest liczbg
pierwsza zespolona stopnia 2-go.

Kazda liczba pierwsza dodatnia wymierna postaci a1
jest iloczynem dwu liczb pierwszych zespolonych stopnia 1-go.
niestowarzys zonych.

tascal. Rep 1. 32
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Powiadamy, ze dwie liczby calkowite zespolone a sa
o )
przystajacemi wedlug pewnego modulu zespolonego w. jezeli
a— B jest podzielne przez w.

Latwo rozciagngé na liczby tu badane wszystkie twierdze-

18ng 3 Y

nia (V, § 31 4) o kongruencyach z liczbami wymiernemi. Talk
np. kongruencya:

at gt L —+ @, — 0O (mod. m),

ktérej spélezynniki sy liczbamizespolonemi
calkowitemi. m—réwniez liczba zespoulona cal-
kowita, niemoze mie¢ wigcej niz n plerwiast-
kéw nieprzystajacych.

Kazda liczba a-bi jest przystajaca wedlug mod m do jed-
nej tylko liczby +—-yi, gdzie o, y wybrano z dwéch szevegdw:

7| . :
0,1.2 . . '(T’” 1); 0,1,2, .. (d—L1);
tw {m| oznacza norme liczby m, d za$ najwiekszy wspélny
dzielnik dwn spélrzednych liczby
Kombinujac wszystkie wartosel « z wartosciami y, otrzy-
mamy razem |m| liczb zespolonych, z ktérych kazde dwie sy
nieprzystajacemi; tworzaone uklad zupelny reszt we-
dlug modulu m.
Jezelim jest liczba zespolony pierwszg nieparzy-
sta, u—jejnorma,n—liczbg przez nia niepodzielng,to

nu—l = l (m(}d “Z).

Jest to nogodlnione twierdzenie Fermata.
gl
Jest tez m ¢ =4¢ mod m), gdzie ¢ =0, L, 2. 3.
Reszty dwukwadratowe. Liczba 7 nazywa sie veszty
dwukwadratowsy licsby zespolonej m, jezeli jest mozliwa
kongruencya:

L4 = n (mod. m).
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Liczba zespolona n jest reszta dwukwa-
dratowsa liczby m (pierwszej zespolonej nie-
parzvstej), jezeli:

n* = 1 (mod m),

gdzie yu jest norma liczby m.
Dla przedstawienia charakteru dwukwadratowego liczby n

m
ktéry oznacza liczbe i¢; jeieli to wyrazenie jest réwne -1,
n jest reszta kwadratowsg liczby m.

Dwieliczby, przystajace wedlug mod.m, ma-
jatensamcharakter dwukwadratowy.

wzgledem liczby m stosujemy symbol Jacobiego ((—7—1—)) ;

Charakter dwukwadratowy iloczynn dwdch liezb réwna sie
iloczynowi charakteréw dwukwadratowych ich czynnikow.

/

Jest : ((%a)\) =14,

Jezeli m=a—0bi jestliczba zespolong pier-
wotna i plerwsza, to

() = s

m

Jezell m, n sa dwie liczby zespolone pierwsze (bez dzielni-
nikéw wspélnych précz jednosei’. m zas nieparzyste, to jest zaw-

576 ((% >> = -4 L

Twierdzenie o wzajemnosci dla reszt dwukwadratowych
jest nastepujace.

Charaktery dwukwadratowe dwuliczb ze-
spolonych pierwotnychipierwszych sa réw-
ne, jezeli przynajmniejjedna z liczb =l(mod.4);
saréwneiznakuprzeciwnego, jezeli obie licz-
by sa ==3-}2i(mod.4).
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Teorye reszt dwukwadratowych utworzyl Gauss (Werke II.
Theoria residuorum biquadraticorum); potem zajmowali si¢ nig: Ei-
gsenstein (Crelle XXVIII), Lebesgue (Liouville IV) i t. d. Wy-
klad jej prosty znajduje sig¢ w dziele Bachmanna (,Kreistheilungs
lehre¥).

6.

ur

Liczby zespolone szescienne catkowite. Resity szescienne.

Nazywamy zespolong szescienna liczbe posta
¢l atbe, gdzie ¢ jest pievwiastkiem szesciennym z jednosci, t. j.
—14V=3
D)

£== , ¢1bsy liczbami calkowitemi wymiernemi. Licz-

ba a-+Dbe* nazywa sie liczba sprzezona z poprzednia, a ilo-
czyn obu jest norm a.

Nie powtarzamy tn okreslen podstawowych, ktore sa podo-
bne do okreslen w paragrafach poprzedzajacych.

Liczba. ktdrej norma jest 41, jest jednoscig zespolona. Jest
tu szes¢ jednosci zespolonych:

+1, —1, +¢& —¢ 14 e=—¢ —1l—e=—+¢'.

Liczba 3 w tej teoryi nie jest liczba pierwszg lecz lloczynem
liczby 1—e przez 1—¢?.

Stosownie do tego, czy a+be jest lub nie jest podzielne
przez 3, liczba a-he ma czynnik 1-—e lub go niema.

Mnozac liczbe dang przez szesé jednosei, otrzymujemy
liczby stowarzyszone.

Liczba nazywa si¢ pierwotna, jezell spdlezynnik przy
¢ jest =0 (mod. 3), a czesé pozostala jest = — 1 (mod 38).

W kazdej grupie szesciu liczb stowarzy-
szonych istnieje zawsze liczba pierwotna.

W obszarze liczb calkowitych szesciennych istnieja
trzy gatunkiliczb pierwszych:
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1. liczba 1—¢, ktdra jest dzielnikiem liczby 3.

2. liczby rzeczywiste pierwsze postacl 6n-3; teliczby sa
tez plerwotnemi.

3. liczby zespolone pierwsze, ktérych norma jest postaci
6n-F1.

Jezeli m jest liczbg zespolona pierwszg (rézng od 1—¢)inie
podzielna przez m. wiedy otrzymujemy uogdlnione twierdzenie
Fermata:

et =1 (mod. my,

gdzie p jest norma liczby n, lub

ot
n 3 = & (mod. m).
gdzie o =0, 1, 2.
g4
Reszty szeScienne. Jezelin * =1 (mod.m), to n jest

reszta szedcienmnag liczby m (jezeli m nie jest podzielne
przez m). Charakter szescienny liczby n wzgledem m wyrazamy

. . n
symbolem Eisensteina [—J .
m

Charakter szescienny liczby l—e okresla

wzor:
[ 1—¢ ] 2 e
St | 8
a—be

Twierdzenie 0 wzajemnosel dla reszt szeSciennych jest na-
stepujace:

Jezelin, msg dwieliczby szedcienne pier-
wsze plerwotne tocharakter szescienny licz-
by n wzgledem m ré6wna sie charakterowi licz-
by mwzgledem n.

Resztami szeSciennemi zajmowali sie: Jacobi (Crelle, IT),
Bisenstein (tamze XXVII, XXVIII:), Lebesgue (Liouville
IV)it. d. Poréw. lekcye 14 i 15 w cytowanem dziele Bachmanna.
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Fermatowi zawdzigczamy zwrocenie uwagi analistdw na ten
gatunek problematow liczbowyeh, ktire, zlaczone poézviej w jedno
cialo doktryny, utworzyly to, co dzis nazywamy teorya liezb
lub arytmetyka wyZsza Pierwsze wielce waine odkryecia
w tej teoryi zawdzigezamy Eulerowi, kitory utworzyl tez pierw-
szy teorye tak zwanych skaikéw (Comm. Petr. 1773) 1 reszt
kwadratowych. Po Eulerze, Lagrange zajmowal sie wiele
teorya liczh i pierwszy polozyl podstawy teoryi ogdlnej torm kwadra-
towych., Podzniej ukazaly sie dwa wielce wazne dziela: .Théorie des
nombres®* Legendrea (kol. VI), ktére doczekalo sie za 2y cia au-
tora trzech wydan, ostatnie bylo w r. 1830—-tu znajdujemy pierwszy
dowdd twierdzenia o wzajemnosei reszt kwadratowych—oraz . Discui-
sitiones arithmeticae Ganssa (Lipsk 1801), ktéremu zaw dzieczamy.
miedzy innemi, teorve zapelna torm kwadratowych, jak ja wyzej
podaliSmy.

Dzielo Legendre’a, jest rzee mozna, repertoryum wszyst-
kich badan. znanyeh wiwezas o tym przedmiocie. Gaussowi za-
wdzieczamy picrwsze studvum systematyezne o liezbach  zespolonyeh
i mysl pieknego wyzyskania jej celem nogdlnienia, uzupelnienia i udo-
wodnienia réznyveh twierdzen z teoryi liczh wymiernych.

Pomijajac dla krotkosel tytuly prac innyeh autordw: Caucehy'e-
go. Dirichleta, Kummera, Jacobiego, Eiscvnsteina,
Kroneckera, Liouville'a it d,, ktdrzy zajmowali sie teorya
Hezb, powiemy tvlko, ze do najwazmiejszych traktatow nowoezesnyeh
naleza: .,Vorlesungen ither Zahlentheorie von Lejeune-Dirichlet, wy-
dane przez Dedekinda (wydanie czwarte. Brundwik 1894, gdzie
zebrano i specyalne hadania innyeh autoréw; traktat Czehyvszewa
(przeklad niemiecki Schapiry, Lipsk 1889 wloski Masseri-
nie'go, Rzym 1895); Theorie des nombres, L ucasa (Parvz 1891);
wyborne dzielo , Zahlentheorie* Bachmanna (Lipsk 1894). Kurs
litografowany Kleina:, Ausgewithlte Kapitel aus der Zahlentheovie
1896) ma gléwnie na celu hadanie teorvi form kwadratowych ze stano-
wiska geometrycznego.

Historyg teoryi liczb zawiera znana praca Smitha: Report on
the theory of numbers® (Dziela, Oxfurd, 1894).
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TEORYA LICZB ALGEBRAICZNYCH I LICZB PRZESTEPNYCH

§ L
Wiadomoscei ogdline

Kazdy pierwiastek réwnania algebraicznego o spolczynni-
kach wymiernych, nazywa »sie liczba algebraiczna:
liozba ta moze by¢ rzeczywista lub zespolona.

Jezeli pierwszy spolezynnik réwnania jest jednoscia, a po-
zostale liczbami calkowitemi, mamy liczbe algebraiczng
calko wita; winnych przypadkach mamy liczbe algebraiczng
niecatkowita lub ulamkowa.

Liczba zespolona a-pi, gdzie a 1 B sa liczby wymierne,jest
przypadkiem szczegdlnym liczby algebraicznej, obejmujacym
znéw w sobie. jako przypadek szczegdlny, liczby wymierne.

Méwimy, ze ogol liczb tworzy cialo, jezeli odtwarza sig
przez cztery dzialania zasadnicze, ktdre mozemy nazwaé¢ dz1a-
faniami wymiernemi.

Ogdl wszystkich liczb wymiernych sta-
nowicialoliczbowe.

0gbél wszystkich liczb algebraicznych
stanowi ciafto.
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Liczby wymierne calkowite odtwarzaja sigjuz
przy pomocytrzech pierwszychdzialan wymiernych.

Kazdy pierwiastek réwnania, majacego pierw-
szy spbélczynnik réwny jednosciizainne spdélczyn-
niki liczby calkowite algebraiczne, jest tez licz-
ba calkowita algebraiczns.

Pomigdzy mnieskonczenie wielu rdwnaniami
o spoleczynnikach wymiernych. ktérych pierwiast-
kiem moze by¢ liczba algebraiczna,réwnaniestop-
nia najnizszego jest nieprzywiedlnem, t.j. pierw-
sza strona jego niema dzielnikéw ospdélezynnikach
wymiernych.

Niechaj liczba algebraiczna 6 bedzie pierwiastkiem réwna-
nia nieprzywiedlnego rzedu n-tego; utwoérzmy ogél liczb typu

q)(e) =:9(Ju-i—x16+f9b‘-’+ . . . . . _}_')"_1611-4‘

gdzie &y, @y, . ... -1 58 jakiemikolwiek liczbami wymiernemi.
Liczby tak utworzone stanowia ciato 2, ktdre nie
daje sie wytworzyé¢ w ten sam sposéb z innego
pierwiastka 6 innego réwnania nieprzywiedlnego
stopnia réznego od n.

Takie cialo liczb nazywa sig cialem skonczo-
nem stopnia n-tego.

Mozna wybraé¢ n liczb ciala £ w ten sposédb,
by kazda inna liczba tegoz ciata dalasie przez nie
wyrazié¢ liniowo przy pomocy spéleczynnikdéw wy-
miernych. Méwimy, Ze te n liczb tworzy podstawe cialaQ.

Ciala Q, ', Q" ..., utworzone ze wszystkich pierwiast-
kéw 6, 67, 67, . . ., réwnania nieprzywiedlnego stopnia »-tego,
nazywaja sie cialami sprzezonemi.

Jezeli w=¢(0) jest liczba ciala Q, to w'=q (6’) nalezed-
bedzie do ciala ', iliczby wi e bedy sprzezonemi. Jezeli
wszystkie ciala sprzezone z cialem 2 s3 identyczne z tem cialem
(jak to np. ma miejsce, gdy 6 jest pierwiastkiem réwnania dwu-
miennego), wtedy 2 nazywa sie cialem normalnem lub cialem
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Galoisa. Nazwa ta, wprowadzona przez Dedekinda,

przypomina teorye G alois'a rozwiazalnosci réwnan algebra—‘

icznych przez pierwiastniki(t.j. za pomoca réwnan d wumiennych).
Jezeli o =¢(6) jest liczba ciala 2, to iloczyn:

ww'. ... V= @(0)p(8) .. .. gD

gdzie 6,6, . . ., 8= 3 wszystkiemi pierwiastkami danego
réwnania nieprzywiedlnego, nazywa sie norma liczby wiozua-
cza sie przez NMo).
Norma liczby o jest zawsze liczba wy-
mierna. -
Jezeli w jest liczba wymierna ciala Q. to
1jejsprzezonesgrowne o1 bedzie Nlw)=o"
Jezeli w, w, sa dwieliczby ciala O, to

Nlww, = Niw,) N(w,).

Wyrdznikiem n liczb ciala £ nazywa sie wyznacz-
nik, utworzony z tych liczb i ze wszystkich jej sprzezonych
w kazdem z cial ', ", . .., Qb

Wyrdznik jest liczbag wymiernsg Jezeli
mamy % liczb ciala £, toonetworzg podstawe
tegociala lub jej nie tworzg, stosownie do
tego,czyich wyrdznik nie jest lub jest zerem.

Kazdaliczbaalgebraicszna za pomoca mno-
zenia przez liczbe wymierna calkowita. 10z
nag od zera, mozZe byé zamieniona na liczbe
valkowita algebraiczna.

Mozna znale$é nieskonczenie wielu sposobami podstawe
ciala Q, zlozona z samych liczb calkowitych i mozna jeszcze
wybraé rzeczona podstawe tak, aby wyréznik liczb w niej za-
warty byl minimum. Taki wyréznik minimum nazywa sig
liczba zasadniczg ciala Q lub wprost wyrdznikiem
ciala Q.

Jeieli n=2, t. j. gdy réwnanie zasadnicze jest stopnia 2-go.
mamy cialo kwadratowe. Liczby zespolone a--bi, gdaie
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i=V—1, 4ib sa liczbami wymiernemi, stanowig przypadek
szezegolny tego ciata. Norma liczby w0z odpowiada ilo-
czynowi (w+bi)(6—-03), t. j. zwyklej normie lub modulowi liezby
zespolonej.

Liczba zasadnicza ciala kwadratowego, utworzonego z liczb
zespolonych wymiernych, jest — <.

NI
N~

Podzielnosé liczb catkowitych algebraicznych. Liczby idealne
Kummera.

Liczba calkowita @ nazywa sig podzieln g przez liczbe
catkowita 8, gdy a=pfy, gdzie y jest liczba calkowita.

Jezelia, § sg liczby calkowite algebra-
iezmne podz1elne przez u, to atp, a—p be da r G w-
niez podzielne przez u.

Jezeli ajest podzielne przez i, P podziel-
ne przez u, to a bedzie takze podzielne przez pu.

Jednoscig nazywa sie kazda liczba calko-
wita algebraiczna, bedgca dzielnikiem liczbhy
l,awigc kazdejliczby calkowitej algebraicz-
nej. Kazdy pierwiastek rdéwnania algebra-
icznego, ktdrego spdltezynniki skrajne sa réw-
ne 1, a pozostale spdlezynniki syg liczbami
calkowitemi, jest jednoscig. Jednosci jest
nieskoficzenie wiele.

Jednosciodtwarzaja sie za pomocy mno-
zenia, dzieleniaipierwiastkowania.

Jezelidwieliczby sg podzielne wzajemnie
jedna przez druga, ich ilorazy sa jedunoscia-
mi; dwieliczby nazywaja sie wtedy stowarzy-
szoneml
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Dwie liczby, stowarzyszone z trzecia, sa stowarzyszonemi
wzgledem siebie, )

Jezell a jest podzielne przez . kazda stowarzyszona z licz-
by a jest podzielna przez kazda stowarzyszona z liczbg f.

Dwieliczby calkowite algebraiczne a. g
nazywaja sig wzglednie pierwszemi, jezeli
istniejg dwieinneliczby calkowite algebra-
iczne & 7. takie, ze:

e 1 fin=1.

Jezell a jest pierwsze wzgledem p. p pilerwsze wzgle-
dem 7, to 8 jest pierwsze wzgledem gy.

Jezeli kazda z liczb ay, ay, . . . jest plerwsza wzgledem kaz-
dej zliczb B, p,, .. ., to dwa iloczyny aas ..., pif. ... 2
wzglednie pierwsze.

Kazdy wspdlny dzielnik dwdch liczb wzglednie pierwszych
jest jednoscia.

Dwieliczby calkowite a. f maja zawsze
wspoélny dzielnik ktory dajesie przedstawié
w postacl

d=ul-+py,
gdzie & n sy dwie liczby calkowite: nadto 6 jest
podzielne przez kazdy wspdlny dzielnikliczbaip.

Jezeli dwie liczby nie maja zadnego wspélnego dzielnika,
procz jednosel, to beda wzglednie prerwszemi w znaczeniu powy-
ze] wskazanem.

Norma liczby «, nalezgcej do ciala Q (patrz § po-
przedzajacy), jest podzielna przez a, ailorazjestlicz-
ba calkowita, nalezgca do ciala Q.

Jezeli aif nalezgdociala @, zasajest podziel-
ne przez f, to N(a) jest podzielne przez N().

Dwie liczby a, § nazywaja sie przystajacemi (kon-
gruentnemi) wedlug modulu m, jezeli ich rdzmica jest
podzielna przez u; sa nieprzystajacemi (niekongruentnemi)
w przypadku przeciwnym.
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Liczba liczb ciala Q, nieprzystajacych do sie-
bie (po dwie biorac) wedlug modulu 4 réwna sie
wartosci bezwzgledne] modulu g« t.J. Mu). Jezeli g
jest jednoscia, wtedy wszystkie liczby ciala Q
przystaja do zera wedlug mod g 1 jest Nu)=+1.

Liczba algelraiczna p nazywa sie rozkladalna, jezeli
ma dzielniki rézne od jednoscl 1 od liczh z suby stowarzyszo-
nyeh; w przeciwnvm razie nazywa sig nierozkladalna. Tych
dwu definicy] nie nalezy miesza¢ z nastepujacemi:

Liczba calkowita u, rozna od zera. nazywa sie pierwszg,
jezell dwie jakiekolwiek liczby ciala £ niepodzielne przez u,
daja iloczyn rowniez przez u niepodzielny; gdy ten przypadek
nie zachodzi, liczha ¢ nazywa sie ztozona.

Tylko dla specvalnych cial £ obie definicye sy rownowaz-
ne, t. j. ze kazda liczba pierwsza jest takze nierozkladal-
naiodwrotnie. Tak np. ma to miejsce dla ciala liczb wymier-
nych i dla clala kwadratowego liczb zespolonych wymiernych.

W ogdlnosel kazda liczbarozkladalna jest zlo-
zonea, lecz nie kazda liczba zlozona jest koniecznie
rozkladalna.

Jezell dla ciala £ oba pojecia powyzsze zle-
waja sie, wtedyv kazda liczba rozkladalna moze
byé¢ przedstawiona 1 to jednywm tylko sposobem
jako iloczyn skoncezone] liczby eczyvnuikdw nieroz-
kladalnych (w zalozeniu, ze dwie liczhy stowarzy-
szone nie sy uwazane za rézune;: w innyeh przypad-
kach rozklad liczby rozkladalnej na czynniki mosz-
na uskutecznié wielu sposobami.

Dla usuniecia tej osobliwosed, skutkicw ktdre] prawa eukli-
desowe podziclnosci moglvhy stracié wszelkic znaczenie dla liczb
ciafa Q. Kummer wprowadzit pojecie liczh idealnyeh,
dzieki ktoryni dawne prawa podzielnosei zostajy przywrdcone.
Wyjasnimy to nowe pojecie na praykladzie szezegdlnym.

Niechaj bedzie cialo kwadratowe Q, ktéremu daje poczytek
pierwiastek réwnania 924-5=0 (Dedekind w dziele cyto-
wanem). Cztery liczby catkowite
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e=2 p=3 p=l—b r=1-b

sa nierozkladalne, lecz zachodzi pomiedzy niewi zwiyzek ap=u
stad wynika, ze a nie jest liczba pierwsza. poniewaz iloczin
dwu liczb g, » jest podzielny przez a.
. e . . .
Gdyby a, . u, » byly wszystkie liczbami wymiernemi, wte-
dy z poprzedzajacego zwiazku wynikaloby:

a=aa,. =L, n=aqf,. r=ap.

gdzie o, . f, sa wzglednie pierwsze, o, i f, réwniez wzglednie
plerwsze: kazda zas liczba w podzielna przez a. czynilaby zadosc
kongruencyi : '

aw = 0(modu); ro = U(moda).

W przypadku, gdy powyzszego rozkiadu nie muzna istor-
nie wykona¢. przypusémy, zZe zostal on wykonany idealnie
i wprowadzmy liczby idealne a;, ay. p, gy, okreslone w ten
sposéb. ze kazda liczba, po dzielna przez a;, czyni
zadoséjednejzdwu poprzedzajagcvehkongruen-
¢yj- W naszym przypadku liczby idealne «.a. 3, p,
ktérychnie mozna faktycznie utworzyé, beda okreslone wpowyz-
szem znaczeniu przez kongruencye:

1+9w=0mod2), . . . .(a),
(1 —6w=0(mod3). . . . . (a),
(1—8)w = 0(mod2). . . . . (H)
(l1—6)w = 0(mod 3), . . . . (B)

Wprowadziwszy liczby podobne, znajdziemy, ze liczby pe-
przedzajace a, p, u, v, wystepujace jako nierozkladalne, rozkla-
dajg sig obecnie w ten sposéb:

a=2=q*; p=3=Ppp.

p=1—0=aqp; r=140=ap;
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mozna nastepnie okazaé, ze liczby a;, f£,, f;nie sg 1deal-
nemipierwszemi

Wprowadzenie liczb idealnych przywraca zupelnie, jak
powiedziano, cialu 2 wszystkie zwykle prawa podzielnosci; wpro-
wadzenie to jest przeto dogodnem do utworzenia teoryi podziel-
nosel, stuzacej we wszystkich przypadkach.

Powiemy jeszcze, w jaki sposéb rozumial Kummer
wprowadzenie tych nowych liczb.

Niechaj beda dwa przecinajace sig kola na plaszczyznie;
prosta, przechodzaca przez ich punkty wspdlne, nazywa sig
osia pierwiastna; jest ona miejscem punktéw takich, ze
styczne do dwdch kol przez taki punkt przechodzace (az do pun-
ktéw stycznosei) sg réwne. Jezeli kola nie przecinajg sie, wtedy
nie stosuje sie pierwsze okreslenie osi pierwiastnej, lecz mozna te
os$ okresli¢ jako miejsce geometryczne punktdw, dla ktérych zacho-
dzi wlasnosé druga.

Podobnie rzecz sig ma z pojeciem liczb idealnych ; wycho-
dzimy z przypadku. w ktéorym liczby . ;. a.. §, istnieja, znaj-
dujemy wlasnosé tych liczb, wyrazona za pomoca wyzej poda-
nych kongiuencyj i rozciagamy te wlasnosé i na ten przypadek,
w ktorym liczby nie istnieja. W ten sposéb indywidualizujemy
utwory, ktére mozna nwazac za nogdlnienie liczb, istniejacych
faktycznie w przypadkn pierwszym.

Pojecie liczb idealnych zostalo wprowadzone przez Kum-
mera w przypadku specyalnyn réwnania podzialu kota (Crelle
XXXV, XL, LITT, Akad. Berl. 1356).

Liczbami algebraicznemi i idealami zajmowali sie: Dirichlet
(Akad Berlin. 1840, 1841. 1846), Dedekind (Ueher die Anzahl der
Ideal-Classen®, Brunswik 1877, ,Ueber der Zusammenhang der Theo-
rie der Ideale“ ete. Rozprawy getyngskie, XXTIII,  Sur la théorie des
nombres algébriques*‘, Bull. Darboux (I),X1,(2) I, 1877; Fuchs (Crelle
LXV), Selling (Zeitschr. firr Math. 1865); Zolotarew (Liouville,
1880); Sochocki (Prace mat fiz. V, Warszawa, 1895). Wyklad zu-
pelny calej teoryl w cytowanem dziele Dirichleta-Dedekinda
i w rozdz. XVII dziela , Kreistheilung Bachmanna. Wasny refe-
rat o teoryi liczb algebraicznych, zawierajacy nadto wskazéwki histo-
ryczne i bibliografiezne oglosit Hilbert w tomie V Rocznika stowa-
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rzyszenia niemieckiego matematykow. Wryklad teorsi liczh algebra-
icznych. funkeyonaldw i idealéw znajdujemy w Algehrze H. Webera
t. I, Branswik 1899,

§ 3.
Liczby przestepne

Jezell ponmigdzy liczbami algebraicznemi rozwazamy tylko
rzeczywiste. to moina zapytaé, czy kazda liczba rzeczy-
wista, w ogdle niewymierna, jest liczba algebraiczng, t.]. czy
moze by¢ pierwiastkiem réwnania algebraicznego o spélezynni-
kach wymiernych. Odpowiedz na to pytanie jest przeczaca:
istnieja liczby niealgebraiczne czyli przestepne.
Pierwszy Liiouville dowidd! istnienia liczb takich (Comptes
Rendus 1844, Journ. de Liouville XVI, 1851); potem pytaniem
tem zajmowal sie ponownie G. Cantor (Crelle LXXVII,
1873). Wyklad dowodzenia Cantora znalesé mozna w Swie-
zem dzielkn Kleina ,Vortriige iiber ausgewithlte Fragen der
Elementargeometrie®, Lipsk. 1895.

W zwiyzku z teorya liczb przestepnych jest pytanie, czy
liczba 7 (stosunek okregu kota do srednicy) i liczba e (podstawa
logarytmow naturalnych) daja sie wykreslié za pomoca kon-
strukeyl geometrycznej elementarnej, t. j. za pomoca linijki
i cyrkla. Z pierwszem z tych pytan wiaze sig stawne zagadnie-
nie o kwadraturze kola

Dowiedziono, ze liczby = 1 e sa nietylko niewymiernemi,
lecz sy 1 przestepnemi, t. j. nie mogg by¢ pierwiastkami réwnan
algebraicznych o spélezynnikach wymiernych. stad juz wyplywa
niemozliwosé powyzszej konstrukeyl geometrycznej.

Niewymiernos¢ liczby = udowodnil Lambert (Vorliufige
Kenntnisse tiir die so die Quadratur des Cirkels suchen, 1770). Legen-
dre wykazal, ze liczba =2 jest niewymierna. Hermite w slawnej
rozprawie ,Sur la fonction exponentielle* (Comptes rendus 1873) do-
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wiodl. ze liczba e jest przestepng Pod wplywem rozwazan Hermi-
te'a Lindemann w 1882 (Math, Ann. XX) udowodnil, ze liczba =
jest przestgpna. Uproszezenie dowodéw tych autordéw zawdzieczamy
Weierstrassowi (Berl. Berichte 1881), Bachmannowi (Vorle-
sungen iiber die Natur der Irrationalzahlen, Lipsk 1892), Hilberto-
wi, Hurwitzowi 1 Gordanowi (Goth. Nachr. 1893, Comptes
rendus 1893, Math. Ann XLIII, Prace mat.-fiz V), Merteusowi
(Prace mat -tiz IX).

§ 4
Liczba =

Liczba ta jest, jak wiemy, jest nietylko niewymierna, lecz
i przestepna. Nazywamy ja niekiedy lndolfina (liczbg Lud ol-
pha) od imienia matematyka (XVII wieku). ktdry ja obli-
czyl z 35 cyframi dziesietnemi. Euler podal 100 cylr (In-
troductio etc. 1748). De Lagny — 112, Richter — 330,
Shanks kolejno: 440, 530, 707 (Proceed. Royal Society, XXI),
Wartosé liczby z z 40 cytrami dziesietnemi jest:

7-=3, 14 159 26535 89793 23846 26433 83279 50283 +1971 .
W papyrusie Rhinda (2000 lat przed Chr.) wartos¢ =«
dana jest przez (19(1);- 3,16 ... Wartosciami przyblizonemi

liczby 7 sg wlamki:

22 333 335 108993 104348 208341 312689
77 105" 113" 33102 * 33215 ' 66317 = 99652

Najwazniejszemi wzorami do obliczania wartosci liczby =
83 nastepujace:
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T Z 2 )6 , .
B E R R e (Wzdr Wallisa),

z:l_%_xr}__%_;-%“... (Wzér Leibniza)
_1:_:1_,,}1;_+%~_71_+%~— .....

%—2 —i)——i-i}-ilz)‘ﬁ‘ 21_: 31257' ji 3 7.127+
:;nyf?_: +%‘%“%‘+%+111 .....

2 NNRE RN IPAE PO YN W R
?}%_1_% %_1.11_;_1%— .....

=1+ ot et e

Co do innych szeregéw, utworzonych z kwadratéw, szes-
clanéw lub poteg wyzszych odwrotnosei liczb naturalnych, akto-
re wyrazaja sie przy pomocy liczby =, patrz Rozdz. IV, §2.

O liczbie e, o liczbie Eulera, it. d. patrz Rozdz. XVIIL.

Pascal. Rep. L 33
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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA.

s
[y

Wiadomosci ogdlne. Prawdopodobieristwo skutkiw i prawdopodobien-
stwo przyczyn.

Jezeli nie sa dane wszystkie przyczyny zachodzenia zja-
wiska, lecz niektore z tych przyczyn sg nieznane lub niemozliwe
do wykrycia, wtedy oczekiwaé mozna zajscia zjawiska raczej je-
dnym niz innym sposobem. Kazdy ze sposobdw, w jaki zjawisko
zachodzi¢ moze, nazywa si¢ jednym z przypadkdédw mozli-
wy ¢ h. aliczba wszystkich tvel przypadkéw moze byé skon-
¢zona 1 mata, skonczona 1 hardzo wielka, wreszele nieskonczona.

Wszystkie te przypadki mozliwe mozna laczyé w grupy.
zbierajac w kazdej grupie wszystkie te, ktére dla pewnego po-
wodu cheemy lub mozemy uwaza¢ za réwnowazne. Ogél
wszystkich przypadkdw. objetych w grupie, uwazamy za jedno
zjawisko. A wiec kazda grupa charakteryzuje zjawisko.
Jezeli np. z urny, zawierajacej galki biale i galki czarne, wycia-
gamy jedne galke, to jest 1zecza naturalng uwazaé za réwno-
wazne dwa zdarzenia wyciggniecia po galce bialej, chociazby
za kazdym razem innej. Mdéwimy wtedy, ze w obu przypadkach
zachodzi to samo zjawisko.
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Liczba wszystkich przypadkéw, zawartych w grupie, sta-
nowl liczbe przypadkdéw sprzyjajacych zdarzenin
zjawiska, scharakteryzowanego przez te grupe. Jezeli w urnie
poprzedzajace] sg 4 galki biale i jest 10 czarnych, to liczba przy-
padkéw sprzyjajacych wyciagnieciu galki bialej jest 4.

Nazywamy prawdopodobiefhstwem matema-
tycznem zdarzenia zjawiska stosunek liczby pPrzy-
padkéw sprzyjajacych do liczby wszystkich
przypadkdw mozliwych, w zalozenin, ze wszystkie
przypadki mozliwe uwazamy za ré wnomozliwe.

Przez to ostatnie zastrzezenie rozumiemy, ze w zdarzenin
zjawiska nle uczestniczy przyczyny zakléeajace, albo—inaczej
mowigc—ze przyczyny dzialajace sa takie. iz nie moZemy zna-
les¢ zadnego powodu, dla ktérego zjawisko mialoby zachodzié
racze] wedlng jednego przypadku mozliwego niz wedlug dru-
giego. Tak np jezeli w poprzedzajacym przykladzie jedna
z galek ma rozmiary inne niz pozostale, to rzecz jasna, iz sta-
nowi to nie mala przyczyne zakldeajaca, z powodu ktérej nie
mozemy juz stosowaé wzordw prawdopodobiehnstwa matema-
tycznego.

Z powyzszego okredlenia wynika, ze prawdopodo-
hiennstwo przedstawia sie zawsze jako ulamek,
zawarty miedzy Oa l(wlagczajac granice). Je-
zell prawdopodobienstwo jest zerem mamy
wtedy niemozliwo$é zjawiska; jezeli jest réwnem
1. mamy pewno$¢ zachodzenia zjawiska,

Jezell podzielimy grupe wszystkich przypadkéw sprzyja-
jacych na pewna liczbe podgrup 4, B, ..., to jest oczywistem,
ze toz zjawisko zdarzy sig bez wzgledu na to, czy zachodzi ktéry
z przypadkéw sprzyjajacych grupy A, czy ktéry z przypadkéw
grupy B it. . Prawdopodobienstwa zachodzenia zjawisk w pod-
grupie Alub B i t. p., nazywajgsi¢ prawdopodobien-
stwamiczgstkowemi, a prawdopodobiefistwo samego
zjawiska nazywa si¢ witedy prawdopodobieastwem
calkowitem.

Prawdopodobienstwo calkowite jest sumgy
prawdopodobienstwczastkowych.
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Niechaj bedzie dwa lub wiecej zjawisk (niezaleinych) za-
chodzacych rownoczesnie. Np. niechaj beda dwie urny: jedua
z galkami bialemi 1 czarnemi, druga z galkami czerwonemi i zie-
lonemi; mamy wyciagnad¢ jedne galke z wmmy plerwszej i jedue
zurny drugiej. Zjawisko, wynikajace z kombinacyi pierwszego
i drugiego zjawiska, nazywa sie zjawiskiem zlozonemn.

Prawdopodobienstwo ziozone rdwua sic
iloczynowiprawdopodobienstw pojedyncezych
zjawisk skladowyeh.

Zagadnienia o prawdopodobienstwach dziela sie na dwie
kategorye: zagadnienia o prawdopodobhienstwie skur-
kéw 1 zagadnienia o prawdopodobienstwie przy-
czyn: albo inaczej, zagadunienia o prawdopodobien-
stwie a posteriori 1 zagadnienia o prawdopodo-
bienstwie a priori. W zagadnieniach pierwszej kategorvi
rozwazamy tylko prawdopodobienstwa tega. czy zachodzg lub nie
skutki przyczyn ustalonych. W zagadnieniach drugiej katego-
ryl wiemy, Ze zaszlo w pewien sposob jedno zjawisko lub wigceef
zjawisk, ktore mozna uwazac jako zalezne od tej sanej przy-
czyuy, L pytamy, w jaki sposob wyznacza sie prawdopodobien-
stwo, Ze przyczyna tego zjawiska jest raczej ta niz inna ponie-
dzy przyczynami, okreslonemi jako mozliwie, oraz jaka pomiedzy
temi przyczynami jest najprawdopodobniejsza.

Najprostszy tego przyklad jest nastepujacy: Niechaj be-
dzie n urn, zawierajacych galki biale 1 galki czarne; pierwsza
niechaj zawiera ; galek bialych i/, czarnych, druga «, biatych
10, czarnych 1 t.d. Wyciagnieto galke bialg 1 niewiadomo
z jakiej urny. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagnieto
ja z urny plerwszej: jakie, ze wyclagnieto jg z drugiej?

Do zagaduien o prawdopodobienstwie przyczyn nalezy tak
nazwana teorya bleddw. Pewng wielkos¢ wymierzono
pewns liczbe razy i otrzymano tylez réznych rezultatéw: jeke
jest najprawdopodobniejsza, t. j. majagca najwieksze
prawdopodobienstwo miara tej wielkosci?

Objasnimy jeszcze pojecie nadziei matematycz-
nejiwartosci prawdopodobnej.
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Jezell gracz wygrywajac. moze pozyskaé sume A i jezeli
prawdopodobienstwo jego wygranej wynosi p, wtedy méwimy. ze
iloczynpd jestjego nadzieja matematyczna. Jezeli moze
wygraé¢ sume A’ 1 jezeli prawdopodobienstwo tegozdarzenia jest p’,
sume 4" z prawdopodobienstwem wygranej 3" i t. d.. wtedy jego
nadzieja matematyczna bedzie p/ A+ p"4"+... Aby gra byla

spraw ledllW’d, jest koniecznem, hy 11ac121e]e
matematyczne wszystkich graczy byly réw-
ne. Nadzieja matematyczna graczaréwna sie
jegostawce t j. sumie, ktdérg on do gry wklada

Wartoscia prawdopodobna wielkosel 4 jest na-
dzieja matematyczna gracza, ktéry majac prawdopodobienstwo
p wygranej, ma pozyska¢ sume réwna 4; jezeli wielkosé 4 moze
przyjmowac wartoscl A, 4", .. .. wtedy wartoscig prawdopodo-
bng ilosei 4 jest p'A—Fp'A"+4 .. ...

W przedmiocie nadziel matematycznej stawnem jest zagad-
nienie, zwane paradoksem petersburskim, podane
przez Daniela Bernoulli'ego. Dwaj gracze 41 B graja na
nastepujacych warunkach: 4 wyrzuea w powietrze monete: jesli
ta padnie na ziemie strona z géry umdéwiona, to £ placi mu
sume 1 fr. 1 gra jest skonczona; jezeli przeciwnie moneta padnie
strona przeciwlegla, wtedy gra trwa dalej. Jezeli po powtérnem
rzuceniu moneta padnie na ziemig strona nmdwiona, B placi 2 fr.
a jezell padnie strona przeciwlegla, gra trwa dalej. Za trze-
cim razem osoba B zaplad 4 fr. jezeli moneta padnie na ziemie
strona umdwiona i t. d. W dalszym przebiegu ary pod temi wa-
runkami B placi¢ bedzie odpowiednio 8. 16, . . . fr. Zacho-
dzi pytanie, jaka stawke powinna osoba A postawit, aby gra
byla sprawiedliwa. albo inacze] ,jaka jest nadzieja matematyczna
gracza 4. Rachunek. wedlug powyzsze] zasady wykonany, pro-
wadzi do wyniku, ze nadzieja matematyczna 0so-
by 4 jest nieskoniczona.
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Prawdopodobisristwo skutkow. Twierdzenie Jakdba Bernoulli'sgo.

Prawo wielkich liczb.

Jezeli prawdopodobienstwem pewnecgo
zdarzenia jestp, a prawdopodobienstwem zda-
rzenia przeciwnego jest 91 jezelirobimy u préb
w tych samych warunkach, to prawdopodo-
bienstwo, aby zdarzenie pierwsze powtoérzylo
sig m razy (niezaleznie od porzadku) wynosi:

Au'! _ n ap—n
n! (u—n)! L

Jezeli wyznaczymy » tak, aby to prawdopodobienstwo bylo
maximum, znajdziemy:

Wartoscig najprawdopodobniejsza liczby »
jestliczba catlkowita, zawarta pomiedzy up—¢
i up—+p; wartoscig najprawdopodobniejsza licz-
by u—mnliczba catkowits, zawarta pomieday
ug—q 1 ug4q. To prowadzi do wniosku: Kombinacya,
majacyg najwigksze prawdopodobienstwo, jest
ta, w ktdrej zdarzenia ukazujg sie¢ wliczbie
proporcyonalnej do ich prawdopodobienstw.

Otdz twierdzenie Bernoulliego orzeka, ze powieksza-
1ac liczbe préb, dojdziemy do tego,iz zachodzaca kombinacya
zblizasie do tej wlasnie, ktéra ma najwieksze prawdopodobien-
stwo. Jezeli zastosujemy wzér Stirlinga:

. 7!
Iim e =
S R X T

b
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znajdziemy, ze prawdopodobienstwo. aby zdarze-
nieoprawdopodobienstwiep powtérzylo sie
up razy w u prébach (prawdopodobienstwo maximum)
wynosi:

1

REDTE

To prawdopodobienstwo maximum dazy
zatem do zera, gdy liczba u prdéb rosnie nie-
ograniczenie. Tem bardziej zatem dazyeé be-
dzie do zera dla rosnacego yu prawdopodobien-
stwa, aby liczba n (t j. liczba razy powtdrzenia sie zda-
rzenia) byla pewng liczbg oznaczona rézna od up.

Nazywamy odchyleniem bezwzglednem rdznice
pomiedzy wartoscia liczby » a wartoscig najprawdopodobniej-
szg te] liczby, t. j. wp, 1 kladziemy l=up—n; odchyleniem
wzglednem nazywamy stosunek A :

j

Prawdopodobienstwo, aby zdarzenie sprzyjajace zachodzi-

1o » razy, t.j., aby odchylenie réwnalo sie 7, wynosi przyblizenie:

k*
____1_.__._ e_ 2upq .
I 2mpupq
. ; . I . - :
jezeli zalozymy, ze — . —= sa jest dostatecznie male. Liczba

I

iz natury swej jest liczba calkowita, dodatniy lub ujemns:
w rachunkach wszakze bywa dogodnem zastepowaé ja przez
zmienng ciggla, mogacy przyjmowaé wszelkie wartosci mozliwe.
Mamy wtedy: prawd o podobienstwo odehylenia, zawartego po-
miedzy —a 1 +a daje wzor:

1 .+a h?
e , ¢ 2201qdh,
V2mupq .
ktdre—mu kla,dgc——.—]}_—,.;—_: =1 — mozna nadaé¢ postac:

V2upq
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Jezeli powiquzamy liczbe w préb i pozostawiamy stala
liczbe o (granice wyzsza odchylema) wtedy prawdopodobien-
stwo, aby odchylenie bylo mniejsze od a, dazy do zera; jest to
wiec dazenie do pewnosci, ze odchylenie powinno przewyzszac
jakakolwiek liczbe a: innemi slowy, przy powiekszaniu liczby
zwieksza sie bez granic odchylenie bezwzgledne. Powiekszajac

]
sie, powieksza sie wszakze tak, Ze jego stosunek do u, t. j. A

u
czyli odchylenie wzgledne dazy do zera. Twierdzenie to w poniz-
sze] Yatwiejsze] postaci nazywa si¢ twierdzeniem Ber-
noulliego.

Gdy u rosnie nieograniczenie, t. j. gdy powigkszamy nie-
L , ) L
ograniczenie liczbe prob, stosunek e gdzie n jest liczbg pray-

padkéw, w ktérych zachodzi zdarzenie o prawdopodobienstwie p.

dazy do zlania sie zsamem prawdopodobienstw em p, t.j. lim— =
%

Tak np. gdy wyciagamy galke z urny, zawierajacej galke
czarng 1 dwie biale, kladziemy do urny gatke wyciagniets i zno-
wu powtarzamy toz samo wielka liczbe razy, to liczba razy.
w ktérych wyciagnigto galke biala,jest przyblizenie réw-
na podwdjnej liczbie razy, w ktérych wyciggnieto galke bialg.

Twierdzeniem, ktére mozna uwaza¢ za ogdlniejsze od
twierdzenia Bernoulli’ego iz ktérego to ostatnie wyplywa
jako wniosek, jest t. zw. twierdzenie o éredniej arytme-
ty cznej. Niechaj pewna wielkosé moze mie¢ wartosci 4,. 4y,....4,
1 niechaj prawdopodobienstwami tych wartosci mozliwych bedy
P Das - -, D,. Wedlug definicyi (§ 1), wartoscig prawdopodobny
tej wielkosci jest p,4;+pody+ ... +p,4,=V. Czynimy g préh
1 otrzymujemy raz wartosé z, (ktéra jest jedna z wartosei 1)
potem wartosé z, (ktdra jest znowu jedng z wartosel 4) 1t d
Srednia arytmetyczna tych wartosei, t. j. :
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137
—

Z+z+ ... 42,
u

=M,

gdy u rosmnie, dazy do wartosci prawdopodobnej V, t. j.
Iim (J[—T1)2= 0.

g—0oc
Zaldzmy w szczegdlnosci, ze r ==2; dla ustalenia mysli
przyjmijmy nadto, ze stajemy w warunkach twierdzenia B e r-
noulli'ego, t. j. wyobrazamy sobie zdarzenie o prawdopodo-
bieastwic p i zdarzenie przeciwne o prawdopodobienstwie ¢, tak
Ze p+q=1 (biorac przyklad zwykly, wyobrazamy sobie, ze
w urnie jest @ kul bialych i 0 kul czarnych, tak ze u:0=p:q).
Tu wartosci mozliwych jest dwie: zdarzenie zachodzi lub nieza-
chodzi. t. j. zachodzi zdarzenie przeciwne. Aby wyrazi¢ z&da-
nie wliczbach, musimy mie¢ wartosci na 1,14, t. j. ustalic.
ktéra liczba odnosi si¢ do zdarzenia o prawdopodobienstwie p.
ktora do zdarzenia przeciwnego. Gdyby szlo np. o gracza, to
liczba 1, odpowiadalaby stawce gracza, kiéry wygrywa, gdy za-
chodzi zjawisko o prawdopodobienstwie ¢. 1 odwrotnie. Warto-
scig tedy prawdopodobna jest pid; + ¢4, Dla prostoty przyjmij-
my J3 za zevo, t. j. wezmy 1;=g, 1, =—p. Wtedy wzdr twier-
dzenia poprzedzajacego staje sie wprost: lim M*=01 nalezy tylko
u=0c0o
wyznaczyé M. Niechaj w u prébach powtarza sie n razy zdarzenie
o prawdopodobienstwie p, a wiec u—mn razy zdarzenie przeci-
wne. Poniewaz nadajemy wartos¢ liczebna ¢ kazdemu zda-
vzeniu pierwszej kategoryi. wartosé liczebng —p kazdemu zda-
rzeniu drugiej, to srednia arytmetyczna otrzymanych wartosei
bedzie:
K e g — (u— n)p . _71_ .

2

2 p 2

a wiec érednia staje sie tem, co nazywamy odchyleniem
wzglednem i na tem wlasnie polega twierdzenie Ber-
nonlliego

To rozwazanie ustanawia zwigzek pomiedzy teorys twier-
dzenia Bernoulli'ego a teorys bieddw, ktéra poda-
Jjemy w paragrafie nastepnym.
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Nazywamy wartoscia prawdopodobna odchylenia
lub kwadratu odchylenia sumeg iloczyndéw wartoscl bezwzglednej
kazdego odchylenia lub jego kwadratu przez prawdopodo-
bienstwo samego odchylenia. Te wartosci prawdopodcbne przed-
stawiaja od powiednie catki:

9 T B 1 el
e | T Al — e [ T
V2mupq . V2mupq

) — o

Wartosé prowdopodobna kwadratu odchyienia po u prébach
wynosi upq: wartosé prawdopodobna samego odcliylenia wynosi:

'y e
P2upg 0,79789 ) upyq,

P

wielkos¢ te nazywamy odchyleniem $redniem, Wynika
stad :

Stosunek wartosci prawdopodobuej kwadratu zboczenia do
kwadratn wartosci prawdopodobnej sanego zboczenia bezwzgled-
nego réwna sie m:2

Jezeli wartosé powyzszej calki uwezynimy réwna . znaj-
dziemy warto$é odchylenia 0,47603638) 2upg, o prawdopodo-
biefistwie {: nazywamy je odchyleniem prawdopodo-
bnem. Stosunek odchylenia prawdopodobnego do sredniego
jest staly i réwny 0,8463. Odchylenia tak prawdopodobne jak
1$rednie, s3 proporcyonalne do pierwiastku kwadratowego z licz-
by préb. Prawdopodobienstwo, aby w u probach odchylenie byto
mniejsze od &, wyraza sie calkg okreslony, ktérej granica nizsza jest
zero,wyzsza zas zalezy od —Vg_—,- ; jezeli granice wyzsza oznaczymy

yri
przez i, otrzymamy calke, ktora G a us s oznacza symbolem 6 (7).
Jest przeto niezbednem utworzenie tablicy wartosci tej calki
okreslonej, tak, aby moina byto dla danych waitosei a i u obli-
eza¢ prawdopodobienstwo. Dajemy te tablice na koncu roz-
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. . . @
dzialu. Jezeli powiekszamy =" to wartosé ealki szybko dazy
- !

i

do jednosei.

Prawo wielkich liczb Poissona (Comptes ren-
dus 1835) jest prébg nogdlnienia prawa Bernoulliego wprzy-
padku, gdy prawdopodobienstwo p w ciagu préb jest zmiennem.

Mgl

3.

Prawdopodobieristwo przyczyn. Teorya btediw.

Najwazniejszem zagadnieniem w teoryl prawdopodolienstwa
jest zagadnienie teoryi bledéw lub metody naj-
mniejszych kwadratdw, utworzone przez Gaussa
(Theoria motus 1809), jakkolwiek slady tegoz znajdujemy juz uli e-
gendre'a (Nouv. méth. pour la déterm. «es orbites des cométes
Paryz 1806).

Jezeli uskuteczniamy pomiary jednej i tej same] wielkosci
w tych samych warunkach, to mozna przyjaé zasade, ze najod-
powiedniejsza wartoscig jest wartosé t. z. sredmia, ktéra jest
funkeys symetryczna wartosel 1 ma te wlasnosé, iz staje sie
réwng k, gdy wszystkie wartosci uczynimy réwnemi k. Srednich
jest nieskonczenie wiele; najprostszg z nich jest $redmnia
arytmetyczna, t.j. stosunek sumy wielkosci do ich liczby.
G auss przyjal postulat nastepujacy:

Jezeli uskuteczniamy pomiary jedne] i tej samej wielkosci
w tych samych warunkach, to wartoscia naprawdopodobniejsza
mierzone] wielkosci jest srednia arytmetyczna wartosci, otrzy-
manych z pomiardw.

Niektérzy matematycy starali sie¢ udowodni¢ postulat
G aussa, przyjmujac inne postulaty bardziej bezposrednie, lecz
nie zdajesie, by teréznedowody (Encke, Schiaparelli it.d)
byly wolne od zarzutiw; zresztg nie twierdzimy bynajmniej, Ze
postulat powyzszy nalezy przyjaé¢ za matematyczniepewny. Patrz
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ap. dyskusye o tym przedmiocie w najnowszych traktatach Ber-
tranda i Poincarégo oraz uwagl, zawarte w cytowanych
nizej rozprawach Wl. GosiewskiegoiwpracyCzubera.
Niektérzy (jak Bessel iinni) usifowali uzasadni¢ doswiad-
czalnie zasade G aussa.

Godnem jest uwagi, ze jezeli zalozymy. iz bledy obserwa-
cyl sg dostatecznie made, to wszelka $rednia da zawsze wartos¢,
zawarts pomiedzy granicami obserwacyl. a wartoscl wszystkich
srednich nie wiele wzajemnie sie réznia.

Srednia arytmetyczna ma wlasnosé osobliwa:  Jezeli
Ly, Loy 5Ly 58 Wartodel,otrzymane z u pomiardw 1 jezeli ¢, &.... ¢,
oznaczaja bledy, t.j.réznice pomiedzy temi wartosciami a sred-

: 1 ;
nig v = — (X4 25 +...2,), to suma kwadratédw ble-
u

déw jest minimum. Jezeli zamiast z weZmiemy inna ja-
kakolwiek liczbe, to suma bedzie miala zawsze wartos¢ wieksza.
Ta wlasnos¢ charakteryzuje srednig arytmetycznag.

Jezeli przyjmiemy zasade sredniej arytmetycznej, t. j. ze
ona przedstdwia wartosé najprawdopodobniejsza
wartosei prawdziwej wielkosci mierzonej, to znajdziemy, iz
prawdopodobienstwo, aby réznica pomiegdzy
tag wartoscia a wartosciq prawdziwa wielko-
$ci zawierala sie pomiedzy /A, 1 /. wyraza sie
przez caltke:

Ry

E U ,

= ‘ e~ ndl
JT .
Iy

gdzie I jest pewng stala. Podobniez wartosgé calki

ke

o~

/ el == 0k, a)

.
0

on
218 ——
== _.~/ e "Il =

Vo .
"

wyraza prawdopodobienstwo, ze tasama réznica
(t.J. blad, ktéry popelniamy,prayjmujac wartodé sre-
dnig arytmetyczng), jest codo wartosci bezwzgled-
nejmniejszaod a.
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Prawo, przedstawione przez ten wzdr. nazywa sie pra-
wem bieddw. Gdyby$my za wartosé najprawdopodobniej-
szg przyjeli wartosé rézna od sredniej arytmetycznej, mielibysiuy
mne prawo bledow.

W teoryl bledéw znajduje tedy, jak widzimy, zastosowa-
nie funkeya 6, o ktérej byla mowa w § poprzedzajacym.

Btedem prawdopodobnym jest ten, ktérego pra-
wdopodobienstwo jest .

Stafa & jest odwrotnie proporcyonalna do bledu prawdopo-
dobnego 1, jest mianowicie kl=0, 76936 ... . Stala I nazywa
sig zwykle miarg dokladnosciobserwacyi Dokla-
dnosé jest wprost proporcyonalna do plerwiastku kwadrato-
wego z liczby obserwacyj.

Po ustanowieniu prawa bledéw, okreslamy, podobnie jak
w§§li2 wartosé prawdopodobng biedn jako sume
iloczynu wszystkich mozliwych wartosci bledéw przez odpo-
wiednie prawdopodobienstwo; wartosé te prawdopodobna
hledu (ktérej nie nalezy mieszaé z bledem prawdopodobnym 2)
przedstawiacatka:

c

2k
— ze_’ he=te dh = ———,

R oV
1

a wartosci prawdopodobne kwadratu, szescianuit.p.
bledu przedstawiajaodpowiedniocatki:

cQo )/ (= 1
2k . 1 26 .
Z2 | hte 't @l = ——. | Lt = ——
‘7w ’ e l 2k* =z .ﬂ, k3w
2L 3
Y et @b = ——
=| T

)

Wzory te sa bardzo wazne, albowiem przy ich pomocy oraz
przy pomocy twierdzenia osredniej,podanego w § poprzedzajacym,
mozemy obliczaé wartos¢ % i réwnoczesnie sprawdzaé doktad-
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n0$¢ obserwacyj. W same] rzeczy, jezeli przypomnimy sobie,
ze przy wielkiej liczbie u préb srednia otvzymanych wartosci
dazy do wartosci prawdopodobnej i jezeli przez s, s,, &, s, ozna-
czymy odpowiednio sume wartosci bezwzglednych bledéw
£, Eae vty &y, ich kwadratéw, szesciandw 1 poteg czwartych,
otrzymamy wzory przybliZzone:

8 1 l Sy 1

P - T

1 s, 3

BV w4kt

i

e I
u

ktére mogy sluzy¢ do wyznaczenia liczby k 1 do wzajemne] kon-
troli. 7 wzoréw tych otrzymuja sie nastepujace:

S2 Sy 8y

n 7T n n 3m?

G2 sy st \F &

[+ [ o
ktore doswiadezalnie winny sprawdzaé sie dokladnie. Jezeli
tedy przy danych obserwacyach nie spelniaja sie, to pozostawiaja
sluszng watpliwosé co do czynionych obserwacyj i ich wyni-
kéw. Pierwszy z tych wzoréw wyraza twierdzenle nastepu-
jace: Stosunek sredniej kwadratéw bledéw do kwadratu ich
$redniej dazy przy wzrastanin liczby obserwacyi do polowy
liczby 7.

Osobliwym jest fakt. ze podobne prawo zdaje si¢ rzadzié
zachodzeniem zdarzen, ktérych nie mozna uwazaé¢ za przypad-
kowe. Tak np. pomiedzy 10000 logarytmami tablic o 10 cyfrach
dziesietnych, znaleziono, ze siddma cyfra dziesigtna jest zerem
990 razy, jednostka 997 razy, dwdjka 993, czwdrka 10121 t. p.
Jezeli do tych liczb zastosujemy w pewien sposéb pierwszy
z powyzszych wzordw znajdziemy 1,561.. ., t.j. liczbe bardzo

bliskg, liczby —i} = 1,570.... Przyklad ten podaje Bertrand

(Probab. Paryz 189).
Podamy jeszeze jedno wazne twierdzenie:
Uskuteczniamy pewien pomiar, dzielimy go na  czesciizmierz-
my kazdg z nich, uwzgledniajac odpowiednie poprawki, nastep-
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nie dodajemy do siebie wyniki. Jest oczywistemn, ze im wieksze
bedzier, tem mniejszabedziedokladnosé miary calkowitej; zacho-
dzi tu twierdzenie, przewidziane przez Fouriera.

Dokladnosé¢ pomiaru calkowitego, zlozo-
negoz 7 pomiaréw czgstkowych, jest odwrot-
nie proporcyonalna do pierwiastka kwadra-
towego liczby r

Tablica wartosel catki 6(¢) Gaussa.

t 1 6 (1) t | 6
0.0 ] 0. 0000000 | 2,0 0, 9953223
01 ¢ oA 21 0,070
0.2 | 02207025 2.2 1 (991372
0,5 | 0,3286267 53 | 0.9988365
0,4 | 0,4283022 2,4 | 0,9993115
0,5 | 0,5204999 2.1 | 0,9993930
0,6 | 0,6038561 2,6 | 0,9997640
0,7 | 06778010 I 2,7 | 0,9999057
0,8 TE1010 [ 9,8 | 0,9999250
0,9 7969082 2,9 | 0,9999559
| 1,1 | 08427008 3,0 | 0,9999779
C11 | 68802050 3,1 | 09999884
1,2 | 0,9103140 3,2 | 0,99999%0 ’
1,3 | 0,93400%0 | 5.3 | o0.9999969
1,4 | 09522851 | 3,4 | 0,9999985
L5 | 2,9661052 3,5 | 0.99999925691
1,6 | 0,9763484 3,6 | 0,9999996441%
1,7 | 0,9537904 3,7 | 0,99999953255
1,8 | 9,9890905 3,8 | 0,99999992200
1,9 | 0,9927904 3,9 | 0,99999996522
40 | 099999998459
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Kédampfe (Phil Stud. IX, 1893) ulozyl tablice czterocy-
frowa, postepujaca od tysiacznej do tysiacznej czesei ilosei ¢
w przedziale od 0.000 do 1.509.

Zagadnieniami, nalezgcemi do rachunku prawdopodobienstwa,
zajmowali si¢ pierwsi: B. Pascal. Fermat Huygens. Moivre,
Daniel. Jan, MikolajiJakdh Bernoulliowie, Euler,
Lagrange. Najwazniejszym traktatem svstematycznim o teoryi anali-
tyczaej prawdopodobienstwa jest dzielo Lia place’a: Traité analy-
tique du caleul des probabilités (Paryz 1812, 1814, 1820, 1847); w nim
zebral autor wszystkie badania dawniejsze wlasne i innych matematy-
kéw. Prawie rownoczesnie rachunek prawdopodobienstwa uezynil po-
step w innym kierunku, dzieki Gaussowi (Theoria motus 1809, The-
oria combinationis observationum i t. d., Tow. Getyngskie 1821 —1826
it d.), ktory ubtworzyl teorye najmuiejszych kwadratéow:
teorya ta szybko przeniosla sie na pole praktyezneiuczynila tam znacz-
ne postepy. Istnieje bardzo wiele rozpraw Luplacea, Cauchy’e-
go, Fouriera, Knckego, Bessela, Bienayme'go, Pois-
sona, Puissanta, Czehyszewa iinnych z teoryi prawdopo-
dobiefistwa 1 najmnicejszych kwadrvatow, To wskazdwki o tyeh pracach
odsylamy  ezytelnika do ksiuzki Todhuntera (A history of the ma-
thematical theory of the probability (Lond:n 1865), albo do listy, zala-
czonej na koneu trakratu Laurenta, Parsz 1873, wreszeie do naj-
nowszej pracy K. Czubera: Die IEntwickelung der Wahrschein-
lichkeitstheorie und ihrer Anwendungen®, ogloszonej w VII tomie
Sprawozdan niemieckiego Stowarzyszenia matematvkow (Berlin 18991,
Z traktatéw systematyeznyeh o rachunku prawdopodobienstwa 1 naj-
mniejszych kwadratow, procz klasyeznego traktatu Lia placea, wy-
mieni¢ nalezy dziela Liacroixa (I806), Poissona (1837), Gal-
lowaya (Edynburg 1882), Juwhna (Lipsk 1839), Queteleta
(Bruksela 185, 1833), Liaurenta (Paryz 1873), Ferrvero
(O najmniejszych kwadratach, Florencya 1876G), Bertranda (Paryz
1889), Poincarégo (Paryz 1896). Z vozpraw o teoryl bledow
i metodzie najmniejszych kwadratdw wymieniamy nadto artykuly orygi-
nalne Wi Gosiewskiego w tomach I, U, V, IN | Prac matem.-
fizyes.* O metodzie najnowszych kwadratéw patrz prace Br. Gusta-
wicza ,Rachunek wyrdwnania bledow ete.” (Krakow [896).




ROZDZIAL XXIIIL

NARZEDZIA 1 PRZYRZADY ANALITYCZNE .

W rozdziale tym pragniemy poda¢ niektére wiadomosci
o réznych narzedziach, wymyslonych do wykonywania dzialan
analityeznych sposobem mechanicznym. Nie mozemy opisywaé
ich tu szcezegdlowo i dla tego ograniczamy sie na krétkim opisie
niektérych tyvlko; o integrafie powiemy nieco szczegélowiej.

Podzielimy ten 10zdzial na trzy czesci: w pierwsze] poda-
jemy zarys wiadomodel o narzedziach, stuzgcych do rachun-
kéw elementarnych, i dla tego nazwanych narzedziami
arytmetycznemi: wdrugiej] méwimy o narzedziach, slu-
zacych do rachunkéw, ktére nazwa¢ mozemy przewaznie alge-
braicznemi, np. szukanie pierwiastkéw rzeczywistych réwnania
1 ukladu réwnan; wreszele w czescl trzeciej poméwimy o narze-
dziach rachunku calkowego, t. j. o narzedziach, stuzacych do
obliczania calek okreslonych lub do kreslenia krzywej calko-
wej (calki nieokreslonej).

§ 1
Narzedzia arytmetyczne. Dziatania elementarne. Abaki

Dwie sa kategorye narzedzi arytmetycznych. Do jednej
zaliczamy narzedzia, dajace rezultaty $cisle dzialan arytme-

raseal. Rep. T 34
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tycznych zasaduniczych: do drugiej narzedzia—zwane narzedzia
mi o skali logarytmowej — dajace rezultaty z przybliZeniem
w praktyce wystarczajuacen.

Narzedzia kategoryl pierwszej bywaja dwoch rodzajow,
W jednych otrzymujemy wyuiki, kombinujac ze soby rozma-
itemi sposobami opatrzone podzialami lnialy, ktoryeh ruehy sy
wzajem niezalezne. W innych narzedziach czescl skladowe sq
tak zesoba polaczone. 1z tworzymaching we wlasciwein znaczenin
tego wyrazu. tak ze ruch jednych czeser okresla juz  w sposdn
jedyny ruch pozostalych.

Neper w r. 1617 zbwlowal po raz pierwszy przyhor
plerwszego rodzaju 1 opisal go w swoim dziele: Rthabdologia
sive numerationis per virgnlasIibvi duno=. Jest to wzasadzie tablica
pytagorasowa. na dziesieé podzielona kolumn, zlozona mianowicie
z dziesieciu ruchomyeh haldw (listewek), z wypisancml na nich
liezbami tablicy pytagorasowej 1 przysuwanych dosiebie po odpo-
wiednienm przestawienin. [Forma narzedzia nsprawiedliswia nazwe
laseczek Nepera Zadanic ivh polega ua otrzymywaniu ilo-
czynow i ilorazow liczh wielocy trowyel prav pomoey samyeh
dodawan 1 odejmowann.

Pierwszg modytikacy e tego narzedzia wykonal Gaspar
S c¢hott, umiesciwszy listewki zliczbami na walcacl ruchomyceh
okolo ich osi.  Inne zmiany 1 ulepszenia zawdzigezamy: Peti-
towil (1678), Poetiusowil (1728), Mdéanowi (173L1).
Roussainowi (1788, Hist. de 'Acady, Prahlowi (L7389,
1 Rothowi (I841). Najuowszego i najwaznicjszego ndesko-
nalenia w najnowszych czasach dokonali Genaille i Liuecas
(1885).

Pierwsze navzedzic, nalezqre o kategoryi arytmetycz-
nych wlasciwych, w ktdrych za pomocy ruchéw mechanicznych
odpowiednio skombinowanych wykonywaé mozna cztery daia-
lania arytmetyeczne, zbudowat po wielu zmuwlnych usilowaniach
Blazej] Pascal wur 1642; nastepnie [eibniz w v. 1673
przedstawil inne podobue narzedzie Towarzystwu krélewskiemn
w Londynie i wkrdtce potem Akademii paryskiej. Wspominamy
dalej o machinie Rotha i oarytmometrze Thom a-
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s a (1820). prahtycznym 1 doskonalym. Pomguzy narzedziami
rachunkowemu bardziej zlozonemi i pomyslowen \&'}'1111633&(- na-
lezy narzedzie Scheutza, wzeczywistniajace pomys! Bah-
Lage'a: bylo ono wystawione w Paryiu wor 1855, Czelv-
sz e w zbudowal inng machine taks o ruchn clgglym. ’

Opis szezegnlowy wszystkich tych narzedzi znalesé mozng v dzie-
le 'Ocagnea: .Le caleul simplitié ete.“ (Paryz 1894). Opis in-
nyeh  narvzedzi rachunkowych. przedstawionyeh na zjezdzie Stowa-
rzy szenia niemieckieyo matematykow w r. 1898 w Monachium. znaledé
mozna w dziele W. Dy cka ,Katalog mathematischer Modelle, Ap-
parate und Instrumente' (Monachium 18Y2. 1843). Purdwn. art.
Mehmkegyo: ,Przyezynek do historyi machin rachunkowyeh~ (Pra-
ce mat.-fiz. . VI, 1893).

Przechodzae do narzedzi kategoryi dengiej powiemy prze-
dewszystkiem, zZe typem ich jest t. zw. linijka rachunke-
wa o podzialce logarytmowej pomyslana po raz
pierwszy przez Edmunda Gunthera wor 1624 whritce po
wynalezienin logarytmow. Narzedzie to ulegalo kolejnu znacz-
nym modytikacyom: przez umieszezenie skali, ktdra w narzedzin
pierwotnem byla prosto-liniowa. na kole (Bonceher. Wron-
s ki), na ebpsie (Fuller 1t d., lub przez zagiecie samej skali
1 zmntejszenie tyn sposobem rozmiaréw narzedzia (Mannheim).
Stopien dokladnoser rachunkdéw przy pomocy tyeh linijek zalezy
eldwnie od dokladnoscl ich konstrukeyi, gdyz zasada w nich
jest, ze linijka ruchoma przesuwa sie po linijee stalej, na ktorej
wypisane sg tak zwane skale logarytmo we, . j. podzia-
ly odpowiadajace logarytimom liczb. Wprowadzenie loga-
rytmdéw na linjee daje te same uproszezenia. co w rachunku
zwyklym; mamy tu wiec niejako narzedzie. ktore nalezy postawie
obok poprzednio wspomnianego narzedzia Nepera, tylko zZe
zamiast liczb mamy td ich logarytmy. Précz rachunkiw zwyk-
lych mozemy za pomoca linijki rozwigzywaé tez rownania
stopnia 2-go 1 3-go.

Opis szezegdlowy linijki rachunkowej znajdzie caytelnik w dzie-
lach: Lalanmne’a (Paryz 1851), Benoita (Paryz 1851) Elliota



332 Roz lzat XXI1L

(A treatise on the slide 1ule. London), Guy'a (Paryz 1855}, Vo g-
lera (Anleitung zum Entwerten graphischer Tateln ete.. Berlin 1877),
Selli (Regula caleolatore, 1886G. przeklad francuski Montefiorego-
Leviego). Historve i klasyfikacye roznych rodzajéw linijek o poduial-
ce logarytmowe] podal A, Favaro (Ist. Veneto (5) V, 1879).

Abakiem lub tablica gratficzna nazywamy
w ogéle narzedzie. sluzace juz to do wykonywania rozmaitych
rachunkdw elementaruveh. jnz to do rozwinzywania réwnan,
do rachunkdw trvgonumetrycznyceh it. p. Abalk jest w istocie
rzeczy tablica, na ktdrej oznaczone sg punkty proste 1 krzywe,
z odpowiedniemi liczbami; jezeli mamy dane wielkosei pew-
nych zmiennych i polaczymy na ta whcv prostemi punkty, tym
wartosciom odpowiadajyce lub punkty spotkania prosty ch 7 na-
kreslonemi krzywemi, otrzymamy wartos¢ szukanej niewiacdo-
mej. Juz zwyczajna tablica mnozenia jest jedunym z najprost-
szych abakow. Teorva konstrukevi takieh abakow stanowi
nauke, zwana nomogratiag.

Pierwsze prace, odnoszace sie do tego przedmiotu, zawdzigezamy
Lalanneowl (1843), Massauowi (1881), Lallemandowi
(1886). u rozwinigeie i udoskonalenie d'0ca gne’owi. ktorego naj-
nowszy traktat o tym przedmiocie wyszed Swiezo p. t: | Traité de
nomographie (Paryz 1894). Tamze podana jest dawniejsza i najnow -
sza literatura tego przedmiotu,

Za pomocy metody nomograticsne] rozwiyzywaé mozna
réwnania stupma, B-go 1 4-go, zagadnienia trygonometryczne

1t. p., nie mowiae juz o wa,zn.yuh zastosowaniach tej metody do
zagadnien technicznyvch,




§ 2. — Przyrsady algebraicune i 1. d 533

§ 2
Przyrzqdy algebraiczne. Rozwiazywanie réwnan.

Do rozwiazywania réwnan, opréez wspomuianych juz aba-
kéw, istnieje bardzo wiele przyrzaddw 1'Ocagnea. Mehm-
kego iinnyel. ktéryeh opis znajduje sie we wspommianym
wyzej -Katalogu® Dycka. Mozemy tez rozwiazywad réwna-
nie stopnia 2-go 1 3-go. a nawet rdwnania trdjmienne stupnia
H-go za pomoca lnijki rachnnkowe). Tintegraf. o ktdirvm ind-
wimy w § nastepnym. daje metode graficznegy rozwiazywania
rownan przy pomocy calek.

Procz tego zhudowano narzedzia mechamczne Jdo 10zwig-
zywania ukladu réwnan liniowycli.  Opis jednego z nich. powny-
slonegoprzez Veltmanna, znajdujesie w Kataloou* Dy cka:
inne zbudowal W. Thom-son (lord Kelvin: por. Proc. of
Roy. Soe XXVIIIL, 1878: Natural Philosophy, 1856, 1. ~tr. 452).
Narzedzie Veltmauna zbudowane jest na zasacach hizdro-
statyki, a mianowicie na zasadzie naczyn polaczonyveh: skla-
da sig z drazkdw, stykajacych sie z naczyniami napelnio-
nemi clecza; wszystko za$ miescl sle W naczyniu napelnionem
wodg. Kazdy drazek odpowiada réwnanin liniowemu. a walec
na kazdym drazku odpowiada jednej niewiadomej. Z wartosei
stupdw cievzy otrzymujemy wartosci przyblizone niewiadomych,
a powtarzajac dziatania, mozemy takze oblicza¢ poprawki. Przy-
rzad Thomsona nie zawiera cieczy isklada sie z drazkiw
Létek i niel nawinietyeh na kolka.

s
o

Narzedzia catkowe. Integrafy. Analizatory.

Do narzedusi calkowych naleza nastepujace:
1 Narzedzia do wmierzenia pél krzywych plaskich, a wiec
dajace wartosé okreslonej calki funkeyi, graficznie wyk eslonej
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Narzedzia takie nazywaja sie w ogéle planimetrami Jest
ich wiele rodzajéw; najlepiej znanym jest planimetr Am-
slera (pierwsza konstrukeya w 1854).

2. Narzedzia. siuzace do kreslenia krzywe] calkowe;.
a ktore daja to, codaje rachunek calki nieokreslonej funkeyi, gra-
ficznie nakreslonej. Sato integrafy lub integratory;
moga one sluzy¢ do tego samego celu co 1 planimetry,'i do
wielu innych celéw.

3. Narzedzia, sluzace do caltkowania pewnych typow row-
naf rézniczkowych.

" 4 Narzedzia, sluzace do wyznaczenia dlugoscei Inkn lini
krzywej (krzywomierze). Takie narzedzia buduje Coradi
w Zurychu.

5. Analizatory harmoniczne, ktore sy w istocie
rzeczy integratorami do obliczania calek okreslonych. wystepu-
jacych jako spoélezynniki szeregu Fouricra. a mianowicie
calek:

2a 2or

’eosntf(t) dt, {sinwt.f’(z‘udt.

o .

Do narzedzi tego rodzaju naleza narzedzia Thomsona,
Henriciego, Sharpa: wiadomosé o nich podaje artykul
Henricie'go w cytowanej ksiazce Dy ek a.

Zajmiemy si¢ tu tylko opisem integrafw. DPierwsze na-
rzedzia tego rodzaju zawdzieczamy Zmurce (186G1), Thom-
sonowi (1876). Cayley'owi (1877i; najbardziej wszakze
godnym uwagi jest integraf Abdaunka-Abakanowi-
cza (1882, pierwszy model wykonano w 1878; patrz Sprawozda-
nia Akademii krakowskiej, marzec 1880, Comptes rend.21 lutego
i7marca 1881), ktérego wykonanie do znacznej duskonalosel pod-
nidst G. Coradi w Zurychu. O wynalazku swoimn napisal
Abakanowicz dzielo p. t. ,Tes intégraphes et la courbe
intégrale“. Parvz 1886 (przeklad niemiecki Bitterli'ego, Lipsk
1889).

Zasada. na ktérej opiera sig to narzedzie, jest najprostsza.
Wyobrazmy sobie nakreslona krzywa. ktorej rdwnaniem jest
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w=f(x) 1 wezmy punkt Ftej krzywej o spélrzednych prostokat-
nych zy, ;. Na osi odcietych odetnijmy diugosé 1, poczz;ws%y
od spodka rzednej ¥, 1 rozwazajmy tréjkat prostoka‘tny ktérego
wierzcholkami sa: punkt P, spodek rzednej tego pu;lktu’ 1 koniec
odcinka o dlugosci 1. Przeciwprostokatna tego
tréjkata jest stalerdwnolegla do hstycznif

lini krzywej. ktdrejréwnaniem jest y='f(;r)r_l.r.

Coradi zbudowal dwa modele integraféw, opartych na
tej zasadzie: model mniejszy 1 model wiekszy. Opiszemy tylko
mniejszy.

Rame prostokatna metalowy rozmiaréw 30 cm. na 14 cm.
podtrzymujg trzy kélka s 177, sluzace do nadawania jej ruchu
prostoliniowego na ~arkuszn rysunkowym. Na nim kreslg
sie dwie osie, wzajemnie prostopadle, z ktérych jedna (y) jest
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rownolegla do boku N, druga przechodzi przez punkt, w ktd-
rym znajduje sig ostrze FF wtedy. gdy woézek inchony GG znaj-
duje sie w swem polozeuniu poczatlkowem (polozenie to otrzymu-
jemytatwo, przez przytwierdzenie srubki w otworze ozuaczonym
na boku d). Wdzek GG moze przesuwad sie wzdluz boku NN,
a ruch ten, skombinowany ziruchem calego narzedzia w kie-
runku prostopadlym, sprawla. Ze ostrze [ moze opisywaé
slad krzywej dowolnej (vdzniczkowe]); stad nazwa ostrza
iwbézkardzniczkowego. Przy pomocy pewnego sy-
stemu polaczen stawowych sprawiamy, ze sztabka F jest
w kazdem polozeniu réwnolegla do plaszezyzny krazka A
iz druglej strony réwnolegla dn przeciwprostokatnej trijka-
ta prostokatnego. o ktérym wyzej byla mowa. Stad wynika,
ze w kazdem polozenin plaszczyzna pionowa krazka R jest
zawsze rownolegla do te] przeciwprostokatnej; z druglej strony
krazek R $visle przywiera do papiern rysunkowego pod naciskiem
cigzaru wozka V1 (wozka calkowego) Ten krazek tedy
poruszaé sig bedzie we wlasnej plaszezyznie 1 przenosié bedzie
wraz z soba wzdiuz bokn N\ wézek calkowy, a z nim oléwek
Z inie bedzie zmienial kierunku swego ruchu, o ile nie zmienia
go sztabka £’ ta za$ nie moze go znieniac, jezell wozek roznicz-
kowy nie schodzi z boku NN. "Z wdzkiem calkowym polaczony
jest noniusz, przesuwajacy sie po skali N'.\'', podzielonej na
centymetry 1 milimetry, tak zZe w polozeniu poczatkowem zero
noniusza schodzi sig z zerem podzialki, a po przebiezeniu Iuku
krzywej przez ostrze F, mozemy odezytaé liczbe, wyrazajaca
wielkosé pola pomiedzy tym lukiem osia o1 dwiema skrajnemi
rzgdnemi. W ten sposob oldwek Z opisuje krzyvwa calkows krzy-
wej danej. Tuwlasnosé pozwala nam na wielokrotne zasto-
wania narzedzia.

Ze sztaba L jest zlaczony czop staly, okolo ktérego obraca
sig sztabka ruchoma F, odlegloié pomiedzy tym czopem a srod-
kiem boku 4 przedstawia jednostke miary narze-
dzia, a prosta, tgczaca dwa takie punkty stale, jest w kazdem
polozeniu podstaws tréjkata prostokatnego, o ktérym mdwi-
lismy. Narzedzie jest zbudowane w ten sposob, ze ten czop staly
mozna umieszezaé w rdznych miejscach. jezeli checemyv zmie-
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nia¢ jednostke miary narzedzia od minimum 7 ¢m, do maximum
124 cm.

Liczby, ktore otrzymujemy na skali ¥N', nalezy mnozy¢ przez
jednostke miary narzedzia. Na skali mamy centymetry. mili-
metry i dziesigte cze$é milimetra; jezeli wiec miara narzedzia
jest 10 em., to otrzymamy wyniki w centymetrach kwadrato-
wych i milimetrach kwadratowych Jezeli na skali N' czytamy
np. 7,26 cm., to mnozac przez 10, mamy 72,6 1 otrzymujemy 72
¢m. kw. 1 60 mm. kw.

Réznica modelu wiekszego od mniejszego jest miedzy inue-
mi ta, Ze ostrze rézniczkowe 1 ostrze calkowe znajduja sie na
jednym boku, a nie na bokach przeciwleglych.

Zwigzki wzajemne osobliwoscl krzywej calkowe] 1 krzywej
rézniczkowej sg nastepujace: jezeli krzywa rozniczkowa ma
maximum lub minimum, to krzywa calkowa ma punkt
przegigcia; jezell krzywa rézniczkowa spotyka of &
to krzywa calkowa ma maximum lub minimum: jezel
krzywa rozniczkowa zmienia nagle kierunck. to krzywa calkowa
ma ostrze. Aby otrzymaé styczng do krzyvwej calkowe) w pun-
kcie danym, dos¢ nadaé ostrzu rézniczkowemu ruch po prostej
rownoleglej do osi z, t. j. pusci¢ reka wozek 1 pozwohé narze-
dziu przesuwaé si¢ na jego kélkach Jezeli wézek rozuiczkowy
przebiega prosta prostopadlia do osix, t. j. przesuwasie po na-
rzedziu, ktére samo pozostaje nieruchomem. wtedy ostrze calko-
we pozostuje stale.

Pozytki narzedzia tego sg nastepujace: 1° Stuzy ono do
mierzenia pdél, t.j. spelnia uslugi planimetru; slad krzy-
wej nalezy wtedy opisywaé w zwrocle ruchu skazéwek ze-
gara . 2' Moze slugyé do opisywaniaruchem cigg-
Iym paraboli; dos¢ bowiem, by ostrze rézniczkowe prze-
biegalo jakakolwiek prosta. Stosownie do nachylenia prostej.
otrzymujemy parabole o réznych parametrach. 3° Mozna
dzielié dane pole zamkniete na czgsclpropor-
¢yvonalne do wielkosci danych przy pomocy
p‘rostej danego kierunku; dos¢ wtym celu obra¢ ten
kierunek za o$ y, zbudowaé krzywa calkows, odpowiadajacy.
calkowitemu obwodowi krzywej, podzieli¢ na czesel proporcyo-
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cvonalne odleglos¢ pomiedzy punktem poczatkowym 1 pun-
ktem koncowym krzywej (te.punkty bedy na jednej i tej sa-
mej rzednej) 1 powtdérzyé dzialanmie tak, aby punkt poczat-
kowy kizywe] calkowej byl jednym z punktéw podzialu.
Nowa krzywa calkowa przelnie poprzednia w punkecie, ktérego
odcieta Ledzie odcieta prostej réwnoleglej do osi z 1 przecinajg-
cej pole wsposéb zadany. 4° Mozna oblicza¢ momenty
statvezne pola wzgledem prostej danej. Dosc w tym celu wy-
braé o$ » rédwnolegle do te] prostej, jednemu z punktéw przecie-
cia prostejiohwodn krzywej pozwolié opisaé krzywa calgiwrdcic
do tego punktu; otrzymamy krzywa catkows, poczein ostrzem roz-
niczkowem opisac te ostatnia krzywa i otrzymaé nowa krzy-
wa calkowa.  Odleglosé pomiedzy punktem poczatkowym i pun-
ktem koncowym tej ostatuiej, dajaca sie odezytaé na skali, sta-
nowi moment szukany. Liczbe milimetrow i dziesietnych cze
fel milimetra, odezytywanych na skali, nalezy oczywiscie po-
wmnezy¢ przez jedunostke miary narzedzia. Gdyby prosta nie
przecinata pola, to dosé hyloby polaczyé jakakolwiek linig jeden
z je] punktéw z punktem obwodu krzywe], przesuunaé ostrze
rozniezkowe najprzod wzdinz tej linii, nastepnie wzdluz obwodn
pola (w zwrocie ruchu skazdwek zegara) 1 wreszeie znéw po
Imii w zwrocie przeciwnym. 5 Powtarzajac wshazane dzia-
Iania nu ostatnie] krzywej, otrzymujemy wartosé momentu
drugieco rzedu pola wzgledem prostej: w tenze spo-
sOb mozemy otrzvmywaé¢ momenty rdéznych rzeddw.
(" Przyjmijmy, ze krzywa calkowa obwodu pola danego zostala
opisana przez punkt, polozony najbardzie; na lewo na ob-
wodzie, 1 ze punkt poczatkowy krzywej calkowej lezy na osi
a1 calkujemy te krzywa calkowa w przypuszezeniu, ze pnunkt
poczatkowy nowej krzywe] jest na osi «. Skonzywszy to
catkowanle, puséiny reka wozek réiniczkowy 1 pozwdélmy na-
rzgdzin praesuwad sie na kélkach; wtedy krzywa calkowa opi-
sze styczng do krzywej w punkcie koncowym. Styczna tu
przetuie o5 22w punkcie. htorego odeieta réwuna sie odciete]
prostej rdwnoleglej osi y 1 przechodzi przez Srodek ciezkoscl
pola danego; mamy tym sposobem. powtarzajac dzialania przv
Innym  kierunku osi. sposdéb znajdowania srodka
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® Mozemy wykreslaé¢ graficz-
nie pierwiastki réwnania algebraicznego fiz)=0.
Polézmy w tym celu y=f{z) i utwirzmy pochodne kolejne
y'=/"x). y"=f"(x)...., péki nie dojdziemy do ilosci sta-
lej. Nakreslmy nastepnie prosta réwnolegla do osi i majaca
rzedna réwna tej stale] i calkujmy; otrzymamy prosta, kti-
ra, przy odpowiednim doborze osi. moze przedstawiaé przed-
ostatnia pochodna. Calkujmy powtérnie, znajdziemy pocho-
dna poprzedzajaca i tak dalej postepujac, wrvkreslimy gra-
ficznie krzywa y=/f(x). Pierwiastki réwnania f(+)=0 odpo-
wiada¢ beda punktom spotkania tej krzywej z osia x; beds
niemi mianowicie odleglosci tych punktéw od poczatku, po-
dzielone przez jednostke miary narzedzia. Jednostki, ktdre
obra¢ nalezy do kreslenia prostej réwnoleglej do osi o i inne
kolejne stale calkowania sa niezalezne od jednostki miary na-
rzedzia 1 moga byé obrane dowolnie. TUwaga ta jest wazna,
gdyz mogloby sig zdarzyé, ze cheac utrzymaé jedne 1 tez
same jednostke miary. moglibysmy nie znales¢ miejsca w ob-
szarze dzialan narzedzia. §" Mozemy rozwiazadé gra-
ficznie slawne zagadnienia o kwadraturze
Lhola 1 o podwojeniuszescianu Dla rozwiazania
plerwszego zadania dos¢ wykredlié graficznie dlugoesé a. t. j.
krzvwa calkowa kola o promieniu 1 (jedno$¢ miary narzedzia):
otrzymamy wtedy krzywa zygzatowata, a odleglos¢ pomiedzy
dwoma kolejnemi ostrzami kizywej daje nam 7. Dla rozwia-
zania drugiego zadania dosé zcalkowa¢ dwa razy rdwnanie
y=0r; otrzymamy w ten sposéh krzyws y=z% odcicta tej
krzywej, odpowiadajaca rzednej réwnej 2 (t. j. dwom jednost-
kom miary niezaleznej od jednostki miary narzedzia), przed-

ciezkoscipola.

stawia 172 (w jednostkach miary nsrzedzia). Mozna tez roz-
wiazaé graficznie zagadnienie o podziale kata na trzy réwne
czescl; szezegély pomijamy. 9¢ Préez tego integraf znajduje
liczne zastosowania w mechanice, w teoryi krzywej sprezystej,
w nauce o elektrycznosci i t. d. Szczegdly znales¢ mozna
w cytowanem dziele Abakanowicza.
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DOPEELNIENIA 1 SPROSTOWANIA.

ROZDZIAL 1.

.oty 10w wierszu 15-ym od dolu powinno hy¢ za wsze, zam.

LZawsNzue.

.ostr. T Tytul dziela Wessela jest: Bssal sur la représen-

tation analytigne de la direction*.

str. 9. Do literatury w tym paragrafie podanej dolaczyé naleZy:
Study (Leipz. Ber. 1881); Seheffers. Mollien (Math
Ann. 1891, 1893); Encyelopadie der math. Wissensch. 1899, ar-
tykul Study’ego: Theorie der gemeinen und hoheren complexen
Zahlen-.

. ostr. 13, wiersz 18 od dolu, powinmo byé logarytmo we,

zanl. lagorytmow e,

ROZDZIAYL 11

. str. 34, Twierdzenie tu podane udowodnil Iolder (Math.

Ann. XXXIV. 1889,

Do literatury tego przedmiotu nalezy dolaczyé: . Algebre-
Webera (wyd 2-gie 1898, 1899), w ktorej tomic 2-gim wy-
toZona jest ogdlna teorya grup; nowsze prace Hoyera (Math.
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§ 3,

Ann. 50: 51, 52): dzielo o teoryi grup Buruside’a (Londyn
1897 ) oraz prace amerykaiskich matematykow (‘olego
i Millera: (Quarterly Journ.. Bull. of Am. Noc. it. d.), wreszceie

najnowsze prace Froheniusa wSprawozdaniach Akademii
berlinskiej.

ROZDZIAL III.

str. 33.  Co do literatury ostatniego réwnania na tej stronie
patrz Clebsc¢h-Lindemann .Vorlesungen ither Geome-
trie« II. ». 168.

. str. 59, Do literatury dolaezamy: Frobenius (Crelle

LXXVIV). Voss (Bayr. Akad. 1890). Stieltjes (Acta
mat. VI).

. str. 3. Do literatury jakobiandw: Jacohi (Crelle XXV

Neumann (Math. Ann. I).

Wyznacznikami rzedu nieskoficzonego zajmowali sie: Hill
Poinearé i Helge v. Koeh: prace tego ostatniego oglo-
szone w Aeta mat. XV. XVL.

ROZDZIAL IV

Do literatury o ulamkach ciaglyeh nalezy dolaezy¢ najnowsze
prace P ade’go (Journ. de math. (4). X. 1894, Comptes rendu»
1899); poréw. artykul Pringsheima w Eneyklopadie der
math. Wissenschaften I, 2 (1899).

ROZDZIAL V.

str. 96, Twierdzenia, w tym paragrafie podane. brzmié powin-
ny tak:

Spétezynnikirownania odwrotnego »top-
nia parzystego, réwnooddalone od wyra-
zéw skrajnych, saréwne (i jednego znaku).
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Jezelirownanie odwrotne jest stopnia nie-
parzvstego, wtedy spoélezynniki rdwnood-
dalone od wyrazdw skrajnyveh sa” albo rdw-
ne i tego samego znaku albo rowune i zZna-
ku przeeiwnego: wtedy rownanie ma pier-
wiastek w=—1 w przypadku pierwszym r=-}1
w drugim  Podzieliwszy pierwsza strone tego rdwnania
przez o1 Tub odp. przez w—1. sprowadzamy  je do rownania
odwrotnego stopnia parzystego.

3. str. 970 Do literatury tego przedmiotu nalezy dodaé:s podrecs-
niki algebry: Webera, Netto (Lipsk 1898, 1899) oraz
prace Kroneekera (Akad. Berl. 1853, 1856, 1879, (relle.
XC1).

6. str. 107. O rownaniach stopnia 3-go 1 4-go patrz najuowsza
prace J. Sochocekicego (Prace mat-fiz. Xo 1899—1000,
oraz , Wiadomosel matematyezne* IT1, 1899,

O str. 1130 Twierdzenie Budana  prayvpisuja  takze Jo u-
rienowi(Analyse des équat. détern.. Parvz 1831), ktovy sto-
sowal je w swoich wykladach prze 1 Budanem.

12, str. 119, O teoryi Galoisa patrz takZe L Algebres Webera

ROZDZIAL VI

2, str. 127, Co do twierdzenia o zmianie porzadku hrania pochod-
nyeh patrz prace Blancheta (Liomille VI, 1841). Lin-
delofa (Aeta Soe. Feno VI, Genoeehiego (Akad. Tu-
ryhska IV, 1869). Se¢hwarza (Abhandlungen t. 1. s 2750
Peano (Math. Amn. 1890) Ntolza (Grundzige der Diff,
und Int. Rechnung, Li])skllh‘wb E. P aseala (Note eritiche).

7, str. 142, Do literatury o maximum i minhmum funkeyi nalezy
dolaezyé Genoceceli-P eano (Differential und Integralrechn.
Lipsk 18499, x. 177—18Y).

ROZDZIAL VIL

4, str. 163. Tablice Bierens de laana (zawierajyee 8339
wzoréw) byly drukowane poprzednio w r. 1858 w tomie IV
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Pamietnikow Akademii nank w Awsterdamie. W r, 1862 1onge
autor wydal dzieto: LExposé Ce Ia théorie des transformations
et des méthodes d’¢valuation des intégrales détinies. Do litera-
tury dolgezamy nadto: Meyer, Vorlesangen ther die Theorie
bestiminiter Integrale (Lipsk 18711, Kroneeker, Vorlesun-
gen I Brunel, art. w . Encyelopiidie der wath. Wissenseliat-
ten~ (Lipsk 1899 ).

4, str. 166. Redukeyy calki eliptyeznej do kombinacyi trzech ealek
zasaduniczych zajmowsli sie: Legendre (Fonet. ellip. I, rocd.
+i3) Richelot (Crelle XXXIV), Plana tamze XXXIV).,

,str. 106, Punkeye p owiersz 3) sa funkeyami Weierstrasa,
Calki eliptyezne sa szezegdluym przypadkiem ealek abelo-
wyeh (p. Rozdz, XV, Charakterystyezne ich whasnolei sg na-
stepujace:  Jezeli zmienng niezaleZng przyjmiemy jako zespo-
long, to calka gatunku 1-go nigdzie nie staje sie nieskofiezonay;
catka gatunku 2-go staje ~ie nieskofiezona alegebraicziie: to jest
granica stosunku jej do pewnej funkeyi algebraicznej nieskoi-
czonej w punkeie jest skofiezona: calka gatunku 3-go ma nie-
skotiezonoSé logaryvtmows, t. j. granica stosunkn jej do fogaryt-
wu funkeyi algebraicznej nieskofiezonej w punkeie jest skoii-
¢Zold.
Wazng whisnodé ealek eliptycznyeh wyraza twierdze-
nie o dodawaniua, stanowigce praypadek szezegilny takie-
eoz twierdzenia dla catek abelowyeh.

Twierdzenie o dodawaniu dla catek gatunku 1-go brzi:

o 2 ¢

thr ' tz 0 dt
Il (=) (I—iFy

gdy pomiedzy .o, y, ¢ zachodzi zwigzek algebraiczny:

2l (T— 2 1—£k%22) 4 2l (=02 (1—=A%2)

F= [— 2.2z

Twierdzenie o dodawaniu dla catek eliptyeznyceh gatunku 2-vo
ustanowil Liegendre (Fonet. ellipt. I): ma ono postaé:

E(l @)+ Etlyy) — E(k, ) = h*singsinfysing,
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gdzie pomiedzy @, v, x zachodzi zwiazek, ktory otrzymujemy
% wyzej podanego. kladac x—=siny. z=siny, t=siny.

I dla calek gatunku 3-go Legendre podal twierdzenie
nastepujgee :

I (n k@) 4 I, kyp) — (0, k,x)

J n ) sin g sinysin g b n(14Fn)(?4n) )
= ] (14-n) (k*Fn) aEelg (L—~n sinﬁx—nsinwsiny)cosx}; ?
gdzie Ay=V1—k?sin®y. Jezeli pozostajemy w dziedzinie zmiennej
rzeczywistej, to wzlér ten musi by¢ zmieniony, gdy 2 jest ujewne
i mniejsze od jednosci. MozZna wtedy otrzymaé wzor, w ktérym po
stronie prawej wystepuje wprost logarytm. JeZeli za$ wprowadzamy
liezby urojone. to wyraZamy arctg przez logarytm za powoeg wzoru
1 i—w
T);. log 1-—_;(-[—)— ”
Twierdzenie to jest wlaseiwie tylko inna postacia twierdzenia
o dodawaniu funkeyj eliptyeznyeh sinam, coscm, Aam (patrz Rozdz.
XVI) oraz twierdzenia o calkowaniu rownania Bulerowego
(patrz Rozdz. VIIL, § 2).
Dla calek gatunku 1-go w postaci Weierstrassowe]
twierdzenie o dodawaniu ma postaé;

O =

- dp ; 5 dq ' dr
‘ v Vrw 5 { S
VAPt —gp - gy VACP—g20—g" . Vdri—g,r—y,

co oo

gdy pomiedzy p. g, r zachodzi zwiazek:
l Vs qQ. r
; 1, 1, 1 =(.

V4P3—.(12P_.(/'s» V4‘23_.‘/2‘?—93, V4"'3‘-92"”"(l:;

Pierwsze badania nad tym przedmiotem zawdzieezamy Eule-
rowi (Novi. Comm. Petr. 1761, VI. VII); péZniej ukazata sie praca
Lagrange'a (Misc. Taur. IV, 1766, 1769) i druga Eulera
t{Acad. Imp. 1778). Wymieniamy nadto: Richelot (Crelle XXIII,
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XLIV), Liouville (Comptes rend. 1856, gdzie podana jest wy-
tworna metoda catkowania réwnania roZniczkowego eliptyveznego;
Sechellbaeh (Crelle, LIV). Wiadomosei historyezne podaje G e-
nocehi (Bull. Boneompagni, I, 1870).
Wyrazenia £ (I, - PlE 2 wigie b=} T—Ip. wiv d

3 f S R -y , gdzie k'=1} 1—[?, ¢dy dro-
ga calkowania jest prostoliniowa, nazywaja ~ie calkawi zupel-
nemi: Legendre oznaczal catki zupelne gatunku 1-go przez K,

s T T -

K*‘. Podobuniez & (k, —3), E(lg’_ ——)—) nazywaja sie catkami zu-

pelnemi gatunkn 2-go ioznaczaja sie przez F i E'. Jest:

T %

* log sing S 1 1 7
—_— —dp = }lo sinem . rdv = —-Klog— — - K’
1 V1—k?sintg 4 o & 2 Sk 4 77

K —
: K 1
flogcosamvdz::l(]og e T{”Klv
11{
’ log dam v de = % Klogk'.

.
Y]

Przedmiotem tym zajmowali sie: Ro b erts (Liouville (1). XIX,
1854, Schlom. Ztschrif. H, 1857), Genocehi 1 Sylvester
(Phil. Mag. 1860), Brioschi (Annali di mat. (1), III, 1860), Wan-
gerin (Schlom. Ztsehrif. XXXIV).

Na rozwiniecie K i E podajemy wzory:

=% {1+(%)2752—;-(;:3)2]:4—1—(;;5;'_2)2156—1— . }

3

1

2.4

2.4.6

Ez%{l_(’ 5

1_)'-’/:'-’ (1.3)2k4 (1.3.5)3156 ”},

Inne rozwinigeia, gdy K Dliskie jednosci. znajdujemy u Le-
gendre’a (Mém. de Paris 1780, Fonet.ellipt.T) i Sch lémileha
(Zeitsehrif. f. Math. und Phys. . s. 49).

Pascal Rep L. 35
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Pomiedzy X, XK', K, E' zachodzg zwigzki:

KB K _ K E
ok T k kk'®” R FATE
SF A E 3 LR?LE
N L ak — k® I’

KE' - K'E - KK''= Tf (zwiazek Legendre'a).
Teorye zupelny ilofei AL A'. K, &' znajdujemy u Glai-
s hera (Quarterly Journ. 1885); pordwn. Rozdz. XVI.
Calki gatunku 2-go i 3-go daja si¢ wyrazié przez funkeye & lub
o, jezeli catke gatunku 1-go przyjmiemy za argument. JeZeli polo-
Zymy :

»

dp

W = )~
149 —gop—0
hedzie (patrz Rozdz. \\[I §5)

Z: — ‘(Oj—'—((?ij:‘ ] Hq == l()g (ZSZ{ ) o :((,I';l)) &l
1

. (2e—1ty)

Q == log _%_(—ﬁ:u.z) gdzie g=p(u,), 9y =pty).

§ 4, otr. 168, O przeksztaleeniu Gaussa pisal Borehardt
(Crelle LVIII, Berliner Ber. 1876).
§ 5, str. 179, O calkach wielokrotnyeh patrz prace Jacobic'go

(De determ. funet., Crelle XII, Werke 3). Przypadek n==2 roz-
wazal Buler, n=3 Lagrange. Poréwn. Kronecker
(Crelle LXXH, ,Vorlesungen ete.“, Lipsk 1894, 5. 225).

Twierdzenie Stokesa o przeksztaleeniu ealki potrdjuej
rozeiggnigte] 1 objetosé na calke podwdjng, rozeiagniety na
powierzehni¢. ogloszonme zostalo w Cambr. Univ. Cal. 1854 r.
O catkach podwéjnyeh patrz najnowsze dzicto Stolza:
» Vorlesungen ither Doppelintegrale«, (Lipsk 1899).
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str. 172, Calkowaniem rozniezek zupelnyeh zajmowal ~ie pierw-
s2y Euler: ponim: Morgan (Quest. J. 1858), Natani
(Crelle LXIII), Du Bois-Reyvmond tCrelle LXX, Math.
Am. XH), Collet (Aunales de I'Eeole norm. (1), VII, 1875,
Bertrand (Comptes rend. LXXXITI, 1876). Pordwn. For-
s vth Theorie on diff. equ. (Przekiad niemiecki, Lipsk 1593

ROZDZIAL VHIL

str. 195, Jezeli rownaniu  réZniczkowemu nadamy  postaé
dy,—fudr=0(i=1.2.... n), to bedziemy mieli uklad rownai
zupelnych luh Pfaffa. eatkowalny nicograniczenie, t. j
za pomoey R réwnah, o zuaczy, Ze daje nie Wyznaezyé n
ukladdw mnoZnikow g, ... g (i=1.2.. .., M), PTZY pomoey
ktorego dvehodzimy do 2 rézniezek zupelnyeh. MnoZnik g ezyni
zados¢ réwnania

- - . .
/! % o)
3 = el 5 =g T e ew T = Ak
ou \ €Uy Clly Slfn
str. 201, wiersz 8 od géry. powinme byé¢ drgajaeyveh za-

miast dZwieezacyeh

str. 202, wiersz 12 od gdry. do literatury dodaé. Nervet
Compt. rend. LXXIV.

étr. 204, Do literatury nauki o réwnaniach rézuiczkowyeh do-
dajemy: L. Heffter .Einleitung in die Theorie der linearen
Differentialgleichungen~ Lipsk 1894, L. Koenigsbeeger
wLehrbueh der Theorie der Differentialgleichungen* Lipsk 1889,
C. Jordan Cours Qanalyse, t. I: Picard Traité d'ana-
lyse: Helge v. Koceh wnowej pracy (Akad. Sztokholmska
1899) rozwaza uklady nieskofczenie wielkiego rzedu vownaf
rézniczkowyceh zwyezajnych.

Do literatury teoryi réwnaf rozniczkowyeh zupetnyeh i réw-
nania Pfaffa dodajemy; 1) Dla réwnan calkowalnyeh nieogra-
niczenie: Deahna (Crelle XX), Natani (Crelle LXHI,
5. 314), Meyer (Math. Amn. V), Frobenius (Crelle LXXXI):
2) Dla ukladow niecatkowalnyeh nieograniczenie: Pfaff
(Berl. Ak. 1814, 1715), Gauss (1815), Jacobi (Crelle IL
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XVII), Natani (Crele LVIIL), Clebseh (Crelle LX; LXI),
Grassmann (Ausdehnungslehre 1862), Iiic (Archiv fir
Math. II, 1887), Frobenius (Crelle LXXXII), Darboux
(Bull. Darboux (2), VI), Forsyth (Theoris on diff. equ,),
Vivanti (Rend. Palermo XI1), Engel (Leipz. Beriehte),
Rusjan (Prace mat-fiz. VI, IN) i t. . Guldberg (Akad,
w Chrystianii 1898, 18949, Comptes rendus 1899,

ROZDZIAL IX.

§ 1, str. 209, Mozna wykazaé, ze istuieja grupy, nie zawierajace

przeksztaleenia  tozsamo$eiowego:  przvkiad podal Engel
wr. 1894 (patrzstr. 163 1 165 t I dziecla Liego-Engela,
Theorie der Transtormationsgrappen).

§ 3, str. 213, Pojecie przeksztaleenia stycznodeiowe-

3

P78

3 4.

& o daje sie rozeiagnaé na przypadek wielu zmiennyeh,
str, 217 Niezmiennikiem ealtkowym nazywamy
wyrazenie postaci:

1 =” g ..‘.(Z)(U'l dry . . . duy,

glzie @ jest taka funkeya mmiennyell @, Loy oy Loy 21y Zayeery
i pochoduyeh ilogei & wzgledem iloSei 2, ze wartod$¢ calki
nie ulega zmianie przy praeksztalceniach grupy. Niezmiennikami
catkowemi zajmowali sie: Liie (Leipz. Ber. 1886), Poinearéd
(Acta mat, XII, str. 32, 1890, Zorawski (Rozp. Ak, kra-
kowskiej 1895), Koenigs (Compt. rend 1895), Cartan
(Bull. Soe¢. Math. 1896), Hurwitz (Gott. Nachr, 1897), Lie
(Leipz. Ber. 1897).

ROZDZIAL X,

str. 231, Do literatury teoryi interpolacyi dodajemy jeszeze:
Gauss (Werke Il1), Lagrange (Oeuvres VII), (zeby-
szew (Akad. Peters. 1859), Hermite (Crelle LXXXIV).
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1.

Frobenius (tamZe LXXUI), Méravy (Ann. de U'Ee, norm.,
1884), Teixeira (Crelle ¢X). Bendixson (tamze CL
Acta IX), Pincherle (Akad. holofiska 1893 ), Netto (Math,
Ann. XLH).

Z literatury o kwadraturach przytaczawy: Jacobi(Crelle
I Christoffel (tamze LV), Czebyszew (Liouville (2)
XIX), Markoft (Math. Ann, XXI). Stieltjes (Fe. norm
(3) I, Cowmpt. rend. XCIX),

Do literatury rachunku odwrotuego réznie: Thomae
Zeitschr. f. M. XVI). Le Paige (Nouv. Corr. U, ), Ny i-
vester (Phil. Mag. 1879, Am. J. IV, Messenger (2) XVII),
Cesaro (Nouv, Amn. (3) V), Pinelerle (Ist Lomb. 1886,
1894, Acc. Bol. 1895, 1896).

ROZDZIAL XI1L.

str. 249. Ostatnie dwa wzory w tym paragrafie brzmie¢ po winuy

Agy = dypa’y — dydy: Aoy = — Aoy + dydy -

4, str. 257, Po wzorach na koteu Nr. 5 nalezy dodaé: spolezyn-

4

)

niki tego przeksztatcenia otrzymujemy. podstawiajac. zamiast
spOtezynnikéw podstawienia danego. ich dopekienia algebraicz-
ne w wyznaczniku A.

str. 259, wiersz 1 u géry: zamiast katalektykaunty, po-
winno byé kanonizanty., Dhiform rzedu parzystego 2m
istnieje zwiazek pomiedzy spélezynnikami postaci:

L ;

(Ll j & @ e = W . am-LE% _ 0‘
| |
T Uam

ktory nazywa sie katalektykantem wyznaczika.

§ 4, str. 259, wiersz 13 od gory, zamiast p o lzmienunik powimo

byé poélniezmicunnik
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§ 4, str. 259, w wierszu ostatnim, zamiast @, napisaé @,. zamiast
Uom NAPISAC Ayp—1: Wyrazy W wierszu tuz pod wyznacznikiem
nalezy przekresli¢,

ROZDZIAL X1V,

§ 4, str. 321 wiersz 4 od géry: zamiast wymierny powinno hyé
niewymierny,
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		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

