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ASYMETRYCZNE METODY WIELOWYMIAROWE  
W BADANIACH MARKETINGOWYCH

Streszczenie: Celem referatu jest prezentacja marketingowych zastosowań asymetrycznych 
metod wielowymiarowych, a w szczególności asymetrycznej analizy korespondencji oraz 
związanej z nią analizy wariancji dla danych nominalnych (CATANOVA), pozwalającej na 
poprawną ocenę układów zależności przyczynowych w tabelach na podstawie dekompozycji 
asymetrycznych współczynników siły związku w tabeli kontyngencji (współczynników τ Go-
odmana-Kruskala, τM Marcotorchina, Δ Simonettiego lub indeksu Graya-Williamsa). Zastoso-
wanie tych metod pozwala na poprawną analizę zależności w tabelach danych budowanych 
na podstawie stosunkowo małych prób.

Słowa kluczowe: asymetryczna analiza korespondencji, analiza wariancji zmiennych nomi-
nalnych (CATANOVA).

1. Metody wielowymiarowe w badaniach marketingowych

Wielowymiarowa analiza danych ma już długą tradycję w badaniach marketingo-
wych. W analizie tej wykorzystywane są takie metody, jak analiza głównych skła-
dowych, analiza głównych współrzędnych (metryczne skalowanie wielowymia- 
rowe) i analiza korespondencji. Powszechność stosowania tych metod wiąże się 
jednakże z dosyć częstą praktyką asymetrycznej interpretacji wyników analiz  
(z wyróżnieniem zmiennych zależnych i niezależnych). Jest to szczególnie wi- 
doczne w przypadku analizy korespondencji, w której asymetrycznej tabeli danych 
(n × m) towarzyszy (błędnie) asymetryczna interpretacja wyników. Jest to widocz-
ne szczególnie w badaniach marketingowych, w których badacza mniej interesuje 
dotarcie do ukrytej struktury wymiarów, a bardziej określenie zależności między 
grupami predyktorów (zmiennych niezależnych) i wywoływanych przez nie efek-
tów (zmiennych zależnych). W tego typu sytuacjach (a stanowią one zdecydowaną 
większość zastosowań analiz wielowymiarowych w badaniach marketingowych), 
stosowanie metod klasycznych może prowadzić do błędnej interpretacji wyników. 
W tego typu sytuacjach bardziej poprawnymi metodami wielowymiarowymi są 
asymetryczne metody analizy korespondencji, głównych składowych lub skalowa-
nia wielowymiarowego.
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2. Asymetryczne metody wielowymiarowe

Do głównych metod wielowymiarowych stosowanych w badaniach marketingo-
wych należą: analiza głównych składowych (dekompozycja macierzy korelacji), 
skalowanie wielowymiarowe (dekompozycja macierzy dystansów) oraz analiza ko-
respondencji (dekompozycja współczynnika phi). Wszystkie te metody mają rów-
nież swoje asymetryczne odpowiedniki w analizie danych. 

W obszarze zastosowań analizy głównych składowych do tego typu metod asy-
metrycznych zalicza się analizę głównych składowych ze zmiennymi instrumental-
nymi (Principal Component Analysis with Instrumental Variables – PCAIV) [Rao 
1964] oraz analizę głównych składowych z projekcją na podprzestrzeń referencyjną 
(Principal Component Analysis onto a Reference Subspace – PCAR) [Esposito, Bal-
bi 1999]. Szczególne zastosowania w badaniach marketingowych reprezentuje dru-
ga metoda analizy. Celem PCAR jest odzwierciedlenie w układzie zredukowanej 
przestrzeni osi głównych relacji zachodzących nie w ramach jednego, ale między 
dwoma zbiorami zmiennych, z których jeden jest zbiorem zmiennych niezależnych 
(X), a drugi zbiorem zmiennych zależnych (Y). Na podstawie informacji o kowarian-
cjach między blokami zmiennych (XX, XY, YX, YY) analiza pozwala na wyodrębnie-
nie głównych składowych uzyskiwanych poprzez projekcję zbioru zmiennych zależ-
nych (Y) na przestrzeń zbudowaną w oparciu o zbiór zmiennych niezależnych, 
maksymalizując zakres wyjaśnianej wariancji dla każdej ze zmiennych zależnych 
przez zbiór predyktorów (wyjaśnianiu podlega suma współczynników korelacji wie-
lorakich między daną zmienną zależną a zbiorem predyktorów). Idea PCAR jest 
przedstawiona na rys. 1.

Rys. 1. Idea metody PCAR

Źródło: [Vinzi 2001].
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W pierwszym etapie analizy dokonywana jest ortogonalna rotacja procrustowa 
(R) macierzy X2 oraz X1, ..., Xk zmiennych niezależnych. Następnie dokonywana jest 
projekcja X na wektor Y zmiennej zależnej. W celu identyfikacji struktury zmienno-
ści wykonywana jest analiza głównych składowych (u1 reprezentuje tu pierwszy 
wektor własny).

Skalowanie wielowymiarowe jest zwykle związane z analizą danych symetrycz-
nych, jakimi są miary odległości (np. euklidesowa), w których odległość A do B 
między punktami reprezentującymi obiekty (np. marki) jest taka sama jak odległość 
B do A. W badaniach marketingowych danymi wejściowymi są często dane o podo-
bieństwach między obiektami (proximities). W tego typu danych ich przekształcenie 
na miary odległości wiąże się z utratą informacji. Cechą charakterystyczną miar 
bliskości jest ich asymetryczność wywoływana naturą relacji między badanymi 
obiektami. Typowymi przykładami danych asymetrycznych relacji w macierzach 
podobieństw są dane dotyczące pozycjonowania produktów, gdzie relacje typu pro-
totyp–kopia w badaniach percepcji produktów (naśladowca jest bardziej „podobny” 
do lidera niż lider do naśladowcy) czy dane dotyczące zmian preferencji marek 
(brand switching) w tabelach przepływów mają charakter asymetryczny.

W asymetrycznym skalowaniu wielowymiarowym tabela asymetrycznych  
podobieństw X jest dekomponowana na dwie macierze: symetryczną macierz odleg- 
łości (M) oraz jej asymetryczną część (N) (skew-symmetric), tak że X = M + N 
[Zielman, Heiser 1996]. W procesie dekompozycji stosowane są różne metody (de-
kompozycja według wartości osobliwej, model odległościowy, metoda wektorów 
dryfujących (drift vectors), model odległości promieniowych (radius distance mo-
del) itp. [Borg, Groenen 2005]. W metodzie Gowera część symetryczna jest przed-
miotem klasycznej analizy MDS, a część asymetryczna jest reprezentowana w prze-
strzeni wielowymiarowej dekomponowana z wykorzystaniem analizy głównych 
składowych [Constantine, Gower 1978]. 

3. Asymetryczna analiza korespondencji

Celem zastosowanie asymetrycznej analizy korespondencji jest ocena zależności  
(a nie współzależności) między kategoriami wierszy i kolumn tabeli kontyngencji. 
W jej ocenie nie można stosować tradycyjnej miary współzależności, jaką jest staty-
styka χ2. W analizie asymetrycznej zamiast współczynnika χ2 stosowane są asyme-
tryczne miary zależności w tabelach kontyngencji, takie jak współczynnik τ Good-
mana-Kruskala, współczynik τM dla danych kubicznych Marcotorchina, indeks 
Graya-Williamsa, wskaźnik Δ Simonettiego, zagregowany wskaźnik predykcyjny 
(API) i wskaźnik Tallura [D’Ambra, Lauro 1992].

2
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PN-236-Badania marketingowe...-Lopacińska, Sobocińska.indb   147 2012-08-07   07:07:21



148 Adam Sagan

Współczynnik τ Goodmana-Kruskala (1) lub jego rozszerzona wersja dla kostek 
danych τM Marcotorchina są najczęściej wykorzystywanymi miarami oceny siły pre-
dykcji w tabelach kontyngencji. Odzwierciedla on różnicę między predykcją po-
szczególnych kategorii zmiennej zależnej dokonywanej na podstawie rozkładów 
brzegowych (pi.) a predykcją dokonaną na podstawie rozkładów warunkowych  
(pij/p.j). Jeżeli rozkłady warunkowe są identyczne jak rozkłady brzegowe, to znajo-
mość rozkładów warunkowych nie poprawia predykcji na podstawie rozkładów 
brzegowych i współczynnik τ = 0. W sytuacji przeciwnej występuje doskonała prze-
widywalność rozkładów zmiennej zależnej na podstawie znajomości rozkładów  
warunkowych i współczynnik τ = 1. Z tego powodu takie współczynniki, jak τ Go-
odmana-Kruskala, λ Kruskala lub współczynnik niepewności są miarami proporcjo-
nalnej redukcji błędu predykcji (PRE). 

Bardzo często jednak współczynnik τ przybiera niskie wartości pomimo istnie-
jących zależności w tabeli kontyngencji, dlatego jest on uzupełniany o test hipotezy 
dotyczącej równości brzegowych i warunkowych rozkładów w tabeli danych i tym 
samym istotności relacji predykcyjnych wskazywanych przez współczynnik τ.  
W asymetrycznej analizie korespondencji najczęściej stosowana jest w tym celu  
statystyka C kategorialnej analizy wariancji (CATANOVA) Margolina–Lighta [Beh, 
D’Ambra 2009]:

( )( ) ( )( ) 2
2

1

1 1
1 1 .

1 m
mi

n I
C n I

p
τ λ

=•

− −
= − − =

− ∑∑                          (2)

Jest ona pochodną klasycznej analizy wariancji i współczynnika Giniego. Wyni-
ka to stąd, że suma kwadratów odchyleń od średniej jest równa kwadratom różnic 
wartości między wszystkimi parami obserwacji. Analiza ta polega na dekompozycji 
całkowitej zmienności obserwacji w tabeli danych na zmienność międzygrupową i 
wewnątrzgrupową. Zmienność całkowita (TSS) jest funkcją kwadratów obserwacji 
brzegowych zmiennej niezależnej i jest dana jako:

2
1

1 .
2 2

I
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nTSS n
n •=

= − ∑                                          (3)

Zmienność wewnątrzgrupowa (BSS) jest funkcją odchyleń rozkładów warunko-
wych od odpowiednich rozkładów brzegowych:

2
1 1

1 1 .
2 2

J I
ijj i

j

nBSS n
n= =
•

= = ∑ ∑  
                                   

(4)

Zmienność wewnątrzgrupowa jest różnicą między zmiennością całkowitą a 
zmiennością międzygrupową (BSS = TSS – WSS). Podobnie jak w analizie wariancji, 
odnosząc zmienność całkowitą do liczebności próby, a zmienność międzygrupową 
do liczby kategorii zmiennej niezależnej (grup), otrzymujemy średnią zmienność 
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całkowitą (MST), międzygrupową (MSB) i wewnątrzgrupową (MSW). Statystyka C jest 
również funkcją stosunku zmienności międzygrupowej do zmienności całkowitej:

( )( )( )1 1 BSSC n I TSS= − −  

Na tej podstawie można również obliczyć współczynnik B

T

MS
MS

τ =  . W porówna-

niu do klasycznego testu χ2, statystyka C jest bardziej odporna i powinna być wybie-
rana w przypadku małej liczebności próby [Sarnacchiaro, D’Ambra 2007].

Celem asymetrycznej analizy korespondencji jest dekompozycja współczynnika 
τ, a dokładniej tabeli reszt predykcji (reprezentowanych przez licznik tego współ-

czynnika) ij
ij i

j

p
p

p
π •

•

= −   w zredukowanym układzie o mniejszej liczbie wymiarów  

i ukazanie predykcyjnych zależności między wierszami i kolumnami tabeli kontyn-
gencji. Jest to analiza asymetryczna, więc w zależności od tego, czy zmienna w 
wierszach czy kolumnach jest traktowana jako zmienna zależna, obliczany jest 
współczynnik τa lub τb (zależny wierszowo, lub zależny kolumnowo)1. Macierz reszt 
predykcji (różnice między predykcją brzegową i warunkową) jest przedmiotem de-
kompozycji SVD:

1
.

S
ij

ij i s is js
sj

p
p a b

p
π λ•

=•

= − =∑                                      (5)

Tabelą wejściową do analizy asymetrycznej jest tabela scentrowanych profili ko-
lumnowych (lub wierszowych w zależności od tego, gdzie znajduje się zmienna 
niezależna). Zawiera ona informacje, które komórki w tabeli charakteryzują się wyż-
szą (lub niższą) proporcją w porównaniu do rozkładów brzegowych i tym samym 
wskazuje na wzrost (lub spadek) predykcji zmiennej zależnej dla określonych kate-
gorii zmiennej niezależnej. W efekcie biplot asymetrycznej analizy korespondencji 
prezentuje kategorie zmiennej niezależnej i zależnej w zredukowanej przestrzeni, 
maksymalizując moc predykcyjną zmiennych niezależnych. 

Porównując dekompozycję w symetrycznej i asymetrycznej analizie korespon-
dencji, należy również zauważyć, że w obliczeniu bezwładności układu (inercji) w 
symetrycznej analizie korespondencji uwzględnione są rozkłady brzegowe (1/pi.) 
(por. wzór (6)). 

2

1 1
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I J

ij i

i ji j j

p pI
p p p

•

= =• • •

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑                                        (6)

1 Współczynniki te nie mają związku z symetrycznymi współczynnikami korelacji (zgodności) 
rang τa, τ b oraz τ c dla danych porządkowych. Jest to tylko zbieżność nazw.
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Natomiast w asymetrycznej analizie korespondencji rozkłady te nie są brane pod 
uwagę (por. wzór (7)), co w przypadku tabel zbudowanych na podstawie mniejszych 
prób (tabel z wieloma wartościami zerowymi w komórkach) czyni asymetryczną 
analizę korespondencji mniej wrażliwą na małe proporcje brzegowe w tabeli danych 
(na przypadki odstające).  

22

.ij ij i
num j iij ij

j j j

p p pp p
p p p

τ •
• •

• • •

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑                        (7)

Diagnoza mocy predykcyjnej w NSCA jest dokonywana na podstawie wskaźni-
ków jakości predykcji, do których należą: wskaźnik względnego wkładu zmiennej 
zależnej w dekompozycję τnum (Relative Response Contribution), wskaźnik wkładu 
zmiennej niezależnej w dekompozycję τnum (Relative Predictor Contribution) oraz 
wskaźnik względnego wkładu osi głównej w dekompozycję τnum (Relative Axis Con-
tribution).
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Graficzną prezentacją zależności asymetrycznych jest graficzny biplot w zredu-
kowanej przestrzeni osi głównych. Celem biplotu jest prezentacja asymetrycznych 
zależności między zmiennymi, więc współrzędne punktów reprezentujących kate-
gorie zmiennej zależnej są współrzędnymi standardowymi, a punkty reprezentujące 
kategorie zmiennej niezależnej mają współrzędne główne. Informacja o statystycz-
nej istotności powiązań jest przedstawiona za pomocą okręgów lub elips ufności. 
Dla przykładu 95-procentowy okrąg ufności dla danej kategorii zmiennej zależnej 
jest obliczany za pomocą wzoru: 
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4. Porównanie wyników asymetrycznej i symetrycznej  
    analizy korespondencji 

Porównanie wyników symetrycznej i asymetrycznej analizy korespondencji jest 
przedstawione na podstawie danych dotyczących wyboru czasu antenowego stacji 
telewizyjnych zawartych w opracowaniu A. Stanimir [2006, s. 200]. Badaniami ob-
jęto 109 studentów uczelni wrocławskich. Tabela 1 przedstawia zależności zacho-
dzące między wyborem stacji a przyciągającymi odbiorców cechami tych stacji te-
lewizyjnych.
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Tabela 1. Liczebności wyborów stacji z punktu widzenia ich cech

Cecha TVP1 TVP2 TVN Polsat TeDe
Prezenterzy 1 2 2 3 3
Obraz 1 2 5 2 3
Reklamy 4 2 9 3 6
Wizerunek 2 5 6 2 5
Popularność 2 5 3 3 9
Przyzwyczajenie 9 3 4 1 2

Źródło: [Stanimir 2006].

Analiza tabeli danych została przeprowadzona na podstawie symetrycznej i asy-
metrycznej analizy korespondencji. Celem analizy klasycznej jest przedstawienie 
współzależności między cechami w układzie wielowymiarowym (dla uproszczenia 
wybrane zostały dwa pierwsze wymiary). Analiza asymetryczna dotyczy oceny za-
leżności wyboru konkretnej stacji od cech poszczególnych stacji. Zmienna wybór 
stacji jest w tym układzie zmienną zależną, a cechy stacji telewizyjnych jej predyk-
torem. Tabela 2 zawiera wyniki kategorialnej analizy wariancji dla danych nominal-
nych (CATANOVA). 

Tabela 2. Analiza wariancji dla danych nominalnych

MST MSB MSW Tau

Zależne kolumny 0,393 0,022 0,371 0,057
Zależne wiersze 0,411 0,019 0,391 0,048

Źródło: opracowanie własne na podstawie wyników analizy Asymtab 6.

Dla 20 stopni swobody poziom p dla tej statystyki wynosi 0,21, dlatego nie ma 
podstaw do odrzucenia hipotezy, że rozkłady warunkowe są równe rozkładom brze-
gowym.

Tabela 3 zawiera porównanie wyjaśnianej zmienności tabeli danych w obu me-
todach. W CA jest są to odchylenia standaryzowane statystyki χ2, a w NSCA tabelą 
wejściową są centrowane profile zmiennej niezależnej (wierszy). Obliczony na pod-
stawie tabeli danych współczynnik τa = 0,057 wskazuje na niewielką zależność mię-
dzy zmiennymi. 

Struktura wartości własnych w obu analizach jest bardzo podobna. Należy jed-
nak zwrócić uwagę, że w analizie korespondencji łączna bezwładność tabeli wynosi 
0,23, a wartość wskaźnika związku predykcyjnego analizie asymetrycznej to zaled-
wie 0,057. Wnioskować należy, że cechy stacji w bardzo niewielkim stopniu przewi-
dują wybory poszczególnych stacji. 

Tabele 4 i 5 przedstawiają porównanie wskaźników jakości odwzorowania kate-
gorii wierszy i kolumn analizy symetrycznej i asymetrycznej. 
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Tabela 3. Struktura wartości własnych

Analiza korespondencji Asymetryczna analiza korespondencji

Łączna bezwładność = 0,23 Współczynnik τ = 0,057,  
łączna bezwładność = 0,04 (= 2*MSB)

Wartości własne Wyjaśniana
bezwładność (□) Wartości własne Wyjaśniana

predykcja (□)

0,39 65% 0,027 62%
0,22 22% 0,012 27%
0,14 8% 0,002 6%
0,10 5% 0,002 5%

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 4. Struktura wkładu wymiarów w wyjaśnianiu inercji i τ w CA i NSCA dla kolumn [inercja]

Analiza 
kolumn

Analiza korespondencji Asymetryczna analiza korespondencji

względny 
wkład 

kolumny 
w inercję 

układu (χ2)

względny 
wkład 

wymiaru 1  
w bezwładność

względny 
wkład 

wymiaru 2  
w bezwładność

względny 
wkład 

kolumny 
w inercję 
układu (τ)

względny 
wkład 

wymiaru 1 
w predykcję 

zmiennej 
zależnej

względny 
wkład 

wymiaru 2 
w predykcję 

zmiennej 
zależnej

TVP 1 0,4972 0,742 0,04 0,445 0,956 0,038
TVP 2 0,089 0,016 0,193 0,079 0,137 0,380
TVN 0,150 0,000 0,670 0,205 0,002 0,982
Polsat 0,114 0,081 0,000 0,075 0,427 0,000
TeDe 0,150 0,162 0,095 0,197 0,772 0,113

Źródło: opracowanie własne.

Z porównania analiz korespondencji wynika, że struktura wkładu w wyjaśnienie 
bezwładności tabeli i wpółczynnika τ jest podobna. Analiza asymetryczna nieco sil-
niej różnicuje wkład poszczególnych wymiarów w predykcję kolumn. Pierwszy wy-
miar najlepiej przewiduje wybory TVP 1 i TeDe, drugi natomiast – wybory TVN. 

Dla punktów wierszowych (zmiennych niezależnych) największy wkład w wy-
jaśnienie bezwładności (lub τ) tabeli ma popularność (moda) danego kanału i przy-
zwyczajenie widzów.  

Finalnym efektem analizy jest graficzna prezentacja zależności między wiersza-
mi a kolumnami tabeli danych. Rysunek 2 przedstawia wykres analizy koresponden-
cji z uwzględnionymi okręgami ufności dla predyktorów. Wykres potwierdza wyniki 
wcześniejszych analiz. Większość przedziałów ufności przecina początek układu 
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współrzędnych, co wskazuje, że profile warunkowe tych zmiennych nie różnią się 
istotnie od profili brzegowych. Jedynie kategorie „przyzwyczajenia” i „popularność” 
istotnie przewidują wybory TVP1 oraz TVP2 i Polsatu2. 

2 Dla czytelności rysunku przedstawione zostały okręgi ufności tylko dla wybranych zmiennych 
niezależnych. Wszystkie pozostałe zależności również okazały się nieistotne statystycznie. Bardziej 
poprawne w tej analizie byłoby przedstawienie elips ufności z powodu dużych różnic w zakresie wyjaś-
nianej predykcji (i bezwładności) przez wymiar 1 i 2. 

Tabela 5. Struktura wkładu wymiarów w wyjaśnianie inercji i τ w CA i NSCA dla wierszy

Analiza wierszy
Analiza korespondencji Asymetryczna analiza 

korespondencji

względny wkład wierszy  
w inercję układu (χ2)

względny wkład wierszy  
w inercję układu (τ)

Prezenterzy 0,101 0,079
Obraz 0,061 0,067
Reklamy 0,089 0,100
Wizerunek 0,060 0,054
Popularność 0,185 0,225
Przyzwyczajenie 0,503 0,474

Źródło: opracowanie własne.

Rys. 2. Graficzna prezentacja wyników asymetrycznej analizy korespondencji wraz z okręgami ufności 
dla predyktorów

Źródło: opracowanie własne.
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5. Podsumowanie

Asymetryczna analiza korespondencji jest metodą mającą zastosowanie do wizuali-
zacji zależności między zmienną niezależną a zmienną zależną w tabelach danych. 
Pozwala na bardziej jednoznaczne, w porównaniu do klasycznej analizy korespon-
dencji, określenie zależności predykcyjnych w tabeli kontyngencji i jest bardziej 
właściwą metodą do analizy tabel rozproszonych, zbudowanych na podstawie mniej 
licznych prób. Zastosowanie NSCA w badaniach marketingowych, które w więk-
szości przypadków dotyczą układów zależnościowych i predykcyjnych między 
zmiennymi, pozwala więc na istotną poprawę interpretacji uzyskiwanych wyników. 
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ASYMMETRIC MULTIVARIATE METHODS  
IN MARKETING RESEARCH

Summary: The aim of the paper is to present the marketing applications of asymmetric mul-
tivariate methods, particularly asymmetric correspondence analysis and the analysis of vari-particularly asymmetric correspondence analysis and the analysis of vari- asymmetric correspondence analysis and the analysis of vari-
ance for nominal data (CATANOVA).Those methods allow for a correct analysis of depen-
dency structures between variables, based on the decomposition of asymmetrical association 
coefficients in the contingency tables (τ Goodman-Kruskal and Marcotorchino, Simonetti Δ or 
Gray-Williams Index). The application of these methods may also help in a proper analysis of 
dependence relations based on relatively small samples.

Keywords: asymmetric correspondence analysis, analysis of variance for nominal data  
(CATANOVA).
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