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WYBRANE TESTY ZGODNOŚCI DOTYCZĄCE 
ROZKŁADÓW STATYSTYK EKSTREMALNYCH I ICH 
ZASTOSOWANIE W ANALIZACH FINANSOWYCH1 

Streszczenie: Statystyki ekstremalne, minimum i maksimum, wykorzystywane są w anali-
zach finansowych, ubezpieczeniowych, w meteorologii i kontroli jakości. Pojawienie się 
nietypowych, rzadko występujących zjawisk powoduje zwykle duże straty finansowe, któ-
rych wielkość, przy ustalonym prawdopodobieństwie, pozwala określić graniczny rozkład 
statystyk ekstremalnych. Jest on rozkładem Frécheta, Weibulla lub Gumbela. W celu wery-
fikacji hipotezy dotyczącej przynależności dystrybuanty rozkładu statystyki ekstremalnej do 
klasy rozkładów Gumbela stosowane są testy zgodności. Wśród testów wyróżnia się dwie 
grupy. Jedne z testów wymagają istnienia próby losowej złożonej z wartości statystyk eks-
tremalnych, inne oparte są na statystykach pozycyjnych przekraczających pewien ustalony 
poziom, zwany progiem. W pracy przedstawione zostały wyniki analiz własności testów 
wykorzystujących wartości ponadprogowe wraz z przykładem ich zastosowania do weryfi-
kacji hipotez statystycznych o postaci rozkładu logarytmicznych stóp zwrotu wybranych in-
deksów giełdowych. 

Słowa kluczowe: statystyka maksimum, test zgodności, rozkład Gumbela, rozkład Frécheta, 
rozkład Weibulla. 

DOI: 10.15611/pn.2014.371.23 

1. Wstęp 

Analiza granicznych rozkładów statystyk maksimum i minimum wykorzystywanych 
w badaniach finansowych związana jest z koniecznością weryfikacji hipotez doty-
czących klasy rozkładu analizowanej statystyki ekstremalnej. W pracy zaprezento-
wane zostały wybrane testy statystyczne służące do badania zgodności rozkładu sta-
tystyki ekstremalnej z rozkładem typu Gumbela, Frécheta lub Weibulla oraz wyniki 
przeprowadzonych analiz ich własności, które mogą być pomocne przy wyborze 
testu stosowanego w badaniach empirycznych. 
                      

1 Artykuł powstał na podstawie badań realizowanych w ramach projektu DEC-2011/01/ 
B/HS4/02746, finansowanych przez NCN. 
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W pracy rozważane są tylko statystyki maksimum ze względu na następujący 
związek statystyk minimum i maksimum: 

 { } { } ( )( )
( )( )

(1) 1 2 1 2min , , ..., max , , ..., nn
n n nX X X X X X X X= = − − − − = − − , (1.1) 

gdzie )(
)1(
nX , )(

)(
n
nX  są, odpowiednio, statystyką minimum i maksimum z próby loso-

wej nXXX ...,,, 21 .  

Uogólniony rozkład statystyki maksimum { }( )
( ) 1 2max , , ...,n
n nX X X X=  określony 

jest za pomocą dystrybuanty [Embrechts et al. 1997]:  

 

1

, ,

exp 1      dla  0, 1 0,
( )

exp exp        dla  0,   ,

M

x x

F x
x  x R

x

µ σ x

µ µx x x
σ σ

µ x
σ

−  − −   − + ≠ + >      = 
  −  − − = ∈  

   

 (1.2) 

gdzie µ  jest parametrem położenia; σ  −  skali, a 
x
1

 −  parametrem kształtu. 

Szczególnymi przypadkami uogólnionego rozkładu maksimum są rozkłady 
Gumbela ( )0=x , Frécheta ( )0>x  i Weibulla ( )0<x , które charakteryzują gra-
niczne rozkłady maksimum zmiennych losowych, odpowiednio, o „cienkich”, „gru-
bych” i „krótkich” ogonach. 

Dystrybuanta graniczna ( )xF m
xδµ ,,  statystyki minimum ( )

( )nX 1  wyznaczana jest  

z zależności ( ) ( ),1 ,,,, xFxF Mm −−= xσµxδµ  gdzie ( )xF M
xσµ ,,  jest dystrybuantą granicz-

ną ( )
( ).n
nX  

Postać rozkładu statystyki maksimum zmiennej losowej X ściśle związana jest  
z rozkładem ogona tej zmiennej, czyli rozkładem zmiennej uXXY >= , gdzie u 
jest ustaloną wartością, zwaną progiem. Granicznym rozkładem zmiennej Y jest uo-
gólniony rozkład Pareto o dystrybuancie określonej wzorem: 

 

-1

,

1 1      dla     0, 0,
( )

1 exp       dla    0, 0.

y y y
F y

y y

x
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x x x β
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− − = ≥  

 

 (1.3) 

gdzie R∈x  jest parametrem kształtu, a 0>β  parametrem skali. 
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Istotnym, wspólnym dla obydwu rozkładów parametrem jest x , zwany indek-
sem ekstremalnym. Jego znak określa klasę uogólnionych rozkładów statystyk eks-
tremalnych oraz postać uogólnionego rozkładu Pareto. 

2. Testy zgodności weryfikujące hipotezy 
o rozkładzie maksimum z próby  

Weryfikację hipotez dotyczących postaci uogólnionego rozkładu statystyk ekstre-
malnych (Gumbela, Frécheta czy Weibulla) można przeprowadzać testami zgodności 
opartymi na próbach losowych będących ciągami wartości statystyk ekstremalnych 
lub wartości ponadprogowych. 

Niech )(
)(

n
nXZ =  będzie zmienną losową określającą maksimum z n-elemen-

towej próby wylosowanej z populacji utożsamianej ze zmienną losową X. Na pod-
stawie m-elementowej próby prostej )(

)(
)(
1)(1 ...,, n

mnm
n
n XZXZ ==  weryfikujemy 

hipotezę zerową mówiącą, że maksimum ma rozkład Gumbela, czyli hipotezę:  

 ( )0 :
GFH F z ∈Ω   (2.1) 

wobec hipotezy: 

 ( )1 :
GFH F z ∉Ω ,  (2.2) 

gdzie ( )zF  jest dystrybuantą zmiennej Z, natomiast 
GFΩ  jest klasą rozkładów 

Gumbela. 

Powyższe hipotezy można zweryfikować, na podstawie m-elementowej próby, 
stosując jeden z testów: Cramera von Misesa, Andersona–Darlinga lub Kołmogoro-
wa–Smirnowa bądź inny znany test zgodności.  

Statystyka testu Cramera von Misesa wyrażana jest wzorem: 

 ( )
2

1

1 2 1 .
12 2

m

CM i
i

iW F Z
m m=

− = + − 
 

∑  (2.3) 

Statystyka testu Andersona-Darlinga ma postać : 

 ( ) ( )( )1
1

1 (2 1) ln ln(1 .
m

AD i m i
i

W m i F Z F Z
n − +

=

= − − − + −∑  (2.4) 

W przypadku weryfikacji hipotez o rozkładach statystyk ekstremalnych testy 
Cramera von Misesa i Andersona–Darlinga charakteryzują się lepszymi własnościa-
mi niż np. test zgodności chi-kwadrat i Kołmogorowa–Smirnowa. Rozważania doty-
czące tych testów oraz wartości krytyczne dla wybranych rozkładów teoretycznych 
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zawarte są w pracach M.A. Stephens [1974; 1977; 1979; 1991], P. Puig, M.A. Ste-
phens [2000]. 

Gdy nie posiadamy próby złożonej z m maksimów, stosujemy tzw. podejście 
blokowe, polegające na podziale n-elementowej próby nXXX ...,,, 21  na m grup 
(bloków) i wyznaczeniu w każdej z grup wartości maksymalnej. Zastosowanie tej 
procedury sprawia, że wartości maksymalne w poszczególnych blokach niekoniecz-
nie są wartościami m największych statystyk pozycyjnych określonych na podstawie 
tej próby losowej. 

Fakt, że rozkład maksimum jest ściśle związany z rozkładem ogona („grube”, 
„cienkie”, „krótkie” ogony), możemy wykorzystać i stosować metody oparte na war-
tościach ponadprogowych.  

Niech )(
)(

)(
)1( ...,, n

n
n XX  będzie ciągiem statystyk pozycyjnych otrzymanym z  

n-elementowej próby prostej 1 2, ,... .nX X X  Dla ustalonego progu u wyznaczamy 
statystyki pozycyjne o wartościach większych niż u i oznaczamy je przez 

( ) ( )
( ) ( ), ..., .n n
n k nX X−   
Hipotezę (2.1) wobec (2.2) możemy zweryfikować, przy przyjętym poziomie 

istotności α , stosując poniżej przedstawione trzy testy zgodności [Neves et al. 2006; 
Neves, Fraga Alves 2008]. 

Sprawdzianem pierwszego z analizowanych testów, zwanego testem ilorazo-
wym, jest statystyka wyrażona wzorem: 

 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( 1) ( )

1

( ) ln .
1

n n
n n k

n k
n n
n i n k

i

X X
R k k

X X
k

−

− + −
=

−
= −

−∑
 (2.5) 

Statystyka ta, przy założeniu prawdziwości hipotezy zerowej, ma standary-
zowany rozkład Gumbela o dystrybuancie ( ) ( )( )exp exp .GF x x= − −   

Obszar krytyczny wyznaczony jest przez kwantyle ,
2
αv  

2
1 α
−

v , odpowiednio, rzę-

du 
2
α

 i 
2

1 α
−  standaryzowanego rozkładu Gumbela. Hipotezę zerową odrzucamy 

na korzyść hipotezy alternatywnej, gdy 
2

)( αvkRn <  lub 
1

2

( ) .nR k v α
−

>  

Sprawdzianem drugiego z testów jest statystyka postaci: 

 ( )( )*( ) 4 2 ,n nG k k G k= −  (2.6) 
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gdzie  

 
( )2( ) ( )
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* 1

2
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1
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n n
n i n k

i
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∑

∑
 (2.7) 

Statystyka )(kGn  ma rozkład asymptotycznie normalny ( )1,0N . 
Hipotezę zerową odrzucamy na korzyść hipotezy alternatywnej, gdy 

2

)( αukGn <  lub 
2

1
)( α

−
> ukGn , gdzie 

2 2
uα

α 
Φ = 
 

 oraz 
1

2

1
2

u α
α

−

 
Φ = − 
 

 i α  jest 

przyjętym poziomem istotności.  
Kolejny test zgodności weryfikujący hipotezy o rozkładzie statystyki maksimum 

charakteryzuje sprawdzian określony wzorem: 

 







−

−
= 1

1)(
14)( * kG

kkW
n

n , (2.8) 

która ma również rozkład asymptotycznie normalny ( )0,1 .N  
Obszar odrzucenia dla tego testu jest identyczny jak dla testu ze statystyką 

).(kGn  
Hipotezę alternatywną można dokładniej sprecyzować: 

 ( )
FFzFH Ω∈:'1   (2.9) 

lub 

 ( )1 '' : ,
WFH F z ∈Ω  (2.10) 

gdzie 
FFΩ  oraz 

WFΩ  są, odpowiednio, klasą rozkładów Frécheta i Weibulla. 

Gdy hipoteza alternatywna jest postaci '1H , to odrzucamy hipotezę 0H  na ko-
rzyść 1 ',H  jeśli: 1( )nR k v α−>  α−> 1)( ukGn  lub αukWn <)( , odpowiednio,  

w przypadku stosowania testu ilorazowego, testu ze sprawdzianem )(kGn  lub testu 
ze sprawdzianem ).(kWn  

Hipotezę 0H  odrzucamy na korzyść hipotezy ''1H , gdy ( ) ,nR k vα<  

αukGn <)(  lub 1( ) .nW k u α−>   
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3. Analiza własności wybranych testów zgodności  

Analiza własności testów: ilorazowego (test I), testu ze statystyką )(kGn  (test II)  
i testu ze statystyką )(kWn  dla wybranych rozkładów zmiennej losowej X przepro-
wadzona została metodami symulacyjnymi. Z twierdzeń dotyczących przynależności 
dystrybuanty maksimum do obszarów przyciągania rozkładów Gumbela, Frécheta  
i Weibulla [Castillo et al. 2004] wiadomo, że dla zmiennych o rozkładzie normalnym 

( )( ),N µ σ , gamma ( )( ),Gamma a b , w szczególności wykładniczym ( )( )Exp λ , 
statystyka maksimum posiada graniczny rozkład Gumbela, natomiast dla zmiennych 
o rozkładzie Cauchy’ego ( )( ),Ca m λ  i Pareto ( )( ),Pa θ α  rozkład Frécheta. Roz-
ważając wymienione klasy rozkładów, badano liczbę odrzuceń hipotezy zerowej 
mówiącej, że rozkład statystyki maksimum jest Gumbela w przypadku 1000- 
-elementowych prób i powtarzaniu procedury weryfikacji hipotez 10 000 razy. War-
tości progów ustalane były na poziomie kwantyla Q rzędu 0,9 i kwantyli wyższych 
rzędów. W tabelach 1 i 2 przedstawiono wyniki analiz dla wybranych rozkładów  
i progu będącego kwantylem rzędu 0,95 oraz 0,9. Wartości dla rozkładów normalne-
go, gamma i wykładniczego stanowią oszacowania rozmiaru testów (tab. 1). Okazało 
się, że dla rozważanych rozkładów najgorsze własności, spośród analizowanych 
testów, posiada test III. Odsetek błędnych decyzji znacznie przekracza ustalony po-
ziom istotności 0,05. Lepsze rezultaty uzyskano, ustalając próg na poziomie kwanty-
la rzędu 0,95. W tabeli 2. zawarte są odsetki poprawnie podjętych decyzji związa-
nych z odrzuceniem fałszywej hipotezy zerowej. Okazało się, że w tym przypadku 
wykorzystanie elementów próby losowej większych niż kwantyl 0,9 daje lepsze wy-
niki. Oczywiście więcej jest błędnych decyzji, jeśli indeks ekstremalny jest bliższy 0. 
W przypadku rozkładów z „grubymi” ogonami różnice między wynikami uzyska-
nymi przy zastosowaniu tych testów są mniejsze.  

Tabela 1. Odsetek odrzuceń prawdziwej hipotezy zerowej dla rozkładów o „cienkich” ogonach 

Rozkład zmiennej 
losowej X 

Test I Test II Test III 
0,95Q  0,9Q  0,95Q  0,9Q  0,95Q  0,9Q  

( )3,1 / 2N  0,0109 0,0782 0,0052 0,1173 0,1820 0,4463 

( )3, 2N  0,0121 0,0850 0,0080 0,1106 0,1802 0,4336 

( )3Exp  0,0196 0,0272 0,0378 0,0037 0,0511 0,0546 

( )6Exp  0,0234 0,0262 0,0538 0,0336 0,0596 0,0584 

Gamma(3,2) 0,0128 0,0234 0,0191 0,0226 0,0752 0,1189 

Gamma(3,1/2) 0,0123 0,0219 0,0209 0,0241 0,0731 0,1174 

Źródło: opracowanie własne. 
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Tabela 2. Odsetek odrzuceń fałszywej hipotezy zerowej dla rozkładów o „grubych” ogonach  

Rozkład 
zmiennej X 

Indeks 
ekstremalny 

Test I Test II Test III 
0,95Q  0,9Q  0,95Q  0,9Q  0,95Q  0,9Q  

( )3,1Ca  1 0,9128 0,9892 0,9887 0,9999 0,9360 0,9994 

( )3, 2Ca  1 0,9087 0,9898 0,9887 0,9999 0,9349 0,9994 

( )3,1Pa  1 0,9153 0,9903 0,9895 1,0000 0,9410 0,9993 

( )3, 2Pa  1/2 0,5908 0,7883 0,8167 0,9643 0,5476 0,9039 

( )3,1 / 2Pa  2 0,9974 1,000 1,0000 1,0000 0,9996 1,0000 

Źródło: opracowanie własne. 

Uzyskane wyniki pozwalają stwierdzić, że dla rozpatrywanych klas rozkładów 
spośród rozważanych testów najlepsze rezultaty otrzymano przy zastosowaniu testu 
II, ze statystyką )(kGn . 

4. Zastosowanie testów zgodności do badania 
rozkładu statystyki minimum logarytmicznych stóp zwrotu 
indeksów giełdowych 

Zaprezentowane testy zgodności wykorzystane zostały do analizy rozkładu statystyk 
ekstremalnych dwóch indeksów: polskiego indeksu WIG 20 i amerykańskiego DJIA. 
Rozważano logarytmiczne dzienne stopy zwrotu wymienionych indeksów. Aby sto-
sować przedstawione metody, zakładamy, że ciąg logarytmicznych dziennych stóp 
jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o identycznych rozkładach. Wartości 
dziennych logarytmicznych stóp zwrotu indeksu WIG 20 i DJIA dla kolejnych 1000 
dni przedstawiają rysunki 1 i 2.  

Zastosowanie testów: ilorazowego, ze statystyką )(kGn  oraz ze statystyką 

)(kWn  wymaga rozważania zmiennych losowych ....,, 21 RR −− , gdzie iR  ozna-
czają logarytmiczne dzienne stopy zwrotu, odpowiednio dla indeksu WIG 20 oraz 
DJIA. Wtedy weryfikujemy hipotezy o przynależności dystrybuanty rozkładu staty-
styki maksymalnej zmiennych ....,, 21 RR −−  do obszaru przyciągania dystrybuan-
ty rozkładu Gumbela, czyli hipotezy ( )

GFzFH Ω∈:0  wobec hipotezy alternatyw-
nej mówiącej, że dystrybuanta ta należy do obszaru przyciągania dystrybuanty roz-
kładu Frécheta ( )1 ' : .

FFH F z ∈Ω   
Wyznaczone wartości statystyk testów wynosiły dla WIG 20: 

,095,0)50(1000 =R  301,0)50(1000 −=G , 329,0)50(1000 =W , zatem zastosowanie 
tych testów pozwoliło podjąć decyzję o braku podstaw do odrzucenia hipotezy zero-
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wej. Dla indeksu DJIA otrzymano: ,275,0)50(1000 −=R  178,0)50(1000 −=G , 

188,0)50(1000 =W  i podobnie jak w poprzednim przypadku uzyskane wyniki spra-
wiają, że brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. 

 

 

Rys. 1. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu WIG 20 w okresie 25.08.2009–19.09.2013 

Źródło: opracowanie własne. 

 

Rys. 2. Dzienne logarytmiczne stopy zwrotu indeksu DJIA w okresie 29.08.2009–19.09.2013 

Źródło: opracowanie własne. 

5. Podsumowanie 

Rozważane testy statystyczne mają zastosowanie w analizach finansowych, gdy sza-
cowaniu podlegają miary wartości narażonej na ryzyko. Jedno z podejść określają-
cych wartość zagrożoną VaR oparte jest na teorii zdarzeń ekstremalnych, inne wyko-
rzystuje metodę wartości ponadprogowych służącą do modelowania ogonów rozkła-
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dów rozważanych zmiennych. Pierwsza z metod wymaga znajomości uogólnionego 
rozkładu statystyki ekstremalnej zmiennej losowej określającej wielkość strat lub 
wielkość logarytmicznych stóp zwrotu, druga zaś uogólnionego rozkładu Pareto 
stanowiącego oszacowanie rozkładu wartości przekraczających pewien ustalony 
próg. W obydwu przypadkach istotne jest rozstrzygnięcie, do jakiej klasy rozkładów 
należy statystyka maksimum. Podjęcie decyzji o postaci granicznego rozkładu staty-
styki maksimum na podstawie zaprezentowanych w pracy testów zgodności, a na-
stępnie oszacowanie parametrów uogólnionego rozkładu statystyki ekstremalnej lub 
uogólnionego rozkładu Pareto pozwoli określić wielkości kwantyli, które wykorzy-
stywane są do wyznaczania wielkości narażonej na ryzyko. 
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SELECTED TESTS OF GOODNESS OF EXTREME 
DISTRIBUTIONS AND THEIR APPLICATION 
IN FINANCIAL ANALYSES 

Summary: Minimum and maximum statistics are used in the financial analyses, insurance, 
meteorology and quality control. The appearance of untypical events causes large financial 
losses. The sizes of these losses determine the limiting distribution of extreme statistics, 
which may be the Fréchet, Weibull or Gumbel distribution. The verification of the hypothe-
sis that the distribution function belongs to the Gumbel distribution is based on the good-
ness-of-fit tests. There are two groups among the tests. Some of the tests require a random 
sample consisting of the minimum or maximum values, other are based on order statistics, 
which exceed a prespecified level, called a threshold. This paper presents the results of ana-
lyzes of the selected tests and the example of their application to the verification of the sta-
tistical hypotheses about the form of the distribution of logarithmic returns of the selected 
indexes. 

Keywords: maximum statistic, goodness-of-fit tests, Gumbel distribution, Fréchet distribu-
tion, Weibull distribution. 


