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EFEKT HISTEREZY – 
WYCENA OPCJI I IMPLIKOWANA ZMIENNOŚĆ

Streszczenie: W pracy zaprezentowano jeden z procesów stochastycznych należący do no-
wej klasy procesów histeretycznych. Atrakcyjną własnością wprowadzonej klasy procesów 
jest  fakt,  iż  histeretyczna modyfikacja  standardowego  procesu  (w  zaprezentowanej  posta-
ci) nie wprowadza dodatkowego czynnika losowego. W omówionym przypadku wydaje się, 
że rodzina powierzchni implikowanej zmienności jest na tyle bogata, że możliwe będzie jej 
praktyczne wykorzystanie. 
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1. Wstęp

Badania empiryczne prowadzone przed Czarnym Poniedziałkiem 19 października 
1987  r. nie wykazywały  istotnych odstępstw założeń  teoretycznych modelu Blac-
ka–Scholesa (stała wartość implikowanej zmienności) [Black, Scholes 1973] od re-
aliów rynkowych. Począwszy od tej daty, obserwowana jest zależność implikowanej 
zmienności  zarówno  od  ceny wykonania,  jak  i  czasu  do wykonania. Wydarzenia 
te zapoczątkowały nowy kierunek badań: modelowanie implikowanej zmienności. 
Zdaniem autora mamy tutaj do czynienia z sytuacją paradoksalną: modelowana jest 
wielkość, która wynika z błędnego założenia. Należy bowiem pamiętać, iż impliko-
wana zmienność (rozumiana jako rozwiązanie równania: cena teoretyczna obliczona 
z modelu Blacka–Scholesa = cena empiryczna) jest niczym innym, jak niewłaściwą 
wartością, która po podstawieniu do nieadekwatnego modelu da w  rezultacie po-
prawną cenę. Oznacza to, że modelowana jest wielkość wywodzącą się z błędnego 
założenia stałej wartości zmienności σ. Bardziej poprawne byłoby położenie nacisku 
na zgodność cen teoretycznych i empirycznych, a nie na odwzorowanie empirycznej 
powierzchni  implikowanej  zmienności.  Własność  odwzorowywania  powierzchni 
implikowanej zmienności powinna być jedynie (o ile w ogóle) skutkiem ubocznym 
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przeprowadzonego  rozumowania  skutkującego  realistycznym  modelem  wyceny. 
W dziedzinie badań implikowanej zmienności wyróżnić można cztery główne nurty: 
modele lokalnej zmienności, modele stochastycznej zmienności, modele skokowo-
-dyfuzyjne [Ekstrand 2011; Zhu 2010], oraz parametryczne bądź nieparametryczne 
modele powierzchni implikowanej zmienności [Homescu 2011]. Ostatnia z nich, po-
mimo potencjału objaśniającego, ma charakter stricte symptomatyczny. 

Jednakże mimo  przedstawionej wyżej  logicznej  luki  implikowana  zmienność 
posiada ugruntowaną pozycję w praktyce i nauce. Biorąc pod uwagę powyższe, au-
tor  pracy  zaprezentuje  nową klasę modeli  dynamiki  cen  instrumentów bazowych 
opartą na mechanizmie histerezy. Wykaże także, iż zaproponowany model posiada 
bogatą rodzinę powierzchni implikowanej zmienności i tym samym potencjał apli-
kacyjny (sic).

2. Model dynamiki cen akcji – efekt histerezy

Klasycznym  modelem  ewolucji  cen  instrumentów  bazowych  jest  geometryczny 
ruch Browna [Hull 2009]:

 t t t tdS S dt S dWµ σ= + ,  (1)

gdzie: St – cena akcji w chwili t;  µ  – współczynnik dryfu (analogon intensywności 
oprocentowania w kapitalizacji ciągłej); σ  – zmienność; Wt – proces Wienera.

Można  wykazać,  że  w  przypadku  gdy  cena  instrumentu  bazowego  ewoluuje 
zgodnie z równaniem (1), powierzchnia implikowanej zmienności powinna być pła-
ska. Jak już wspomniano wyżej (patrz też: [Hull 2009]) badania empiryczne wskazu-
ją na istotną zależność implikowanej zmienności od ceny wykonania i czasu do daty 
wykonania (efekt uśmiechu zmienności).

W  literaturze  przedmiotu  występuje  wiele  modeli  odzwierciedlających  efekt 
uśmiechu zmienności [Hull, White 1987; Heath, Platen 2002; Merton 1976, Fengler 
2012]. Jak zostanie to pokazane w dalszej części, zaproponowany przez autora mo-
del dynamiki cen, mimo że można go zaliczyć do rodziny modeli przełącznikowych 
[Mao, Yuan 2006], zachowuje własność zupełności rynku.

Rozważony w dalszej części pracy model opiera się na efekcie histerezy. Rysu-
nek 1. przedstawia schemat przełączania pomiędzy stanami „1” i „2”, w których cena 
jest  geometrycznym  ruchem Browna.  Przejście  ze  stanu  „1”  do  stanu  „2”  nastąpi 
z prawdopodobieństwem 1,  jeżeli  tylko cena akcji będzie równa  12S   (indeks „12” 
oznacza, że w danym punkcie nastąpi przejście ze stanu „1” do stanu „2”; znaczenie 
indeksu „21” jest analogiczne). Natomiast jeżeli układ jest w stanie „2”, przejście do 
stanu „1” nastąpi z prawdopodobieństwem 1, gdy cena akcji będzie równa  21S . Warto 
podkreślić, że układ nie może być w stanie „1” z ceną akcji większą lub równą S12. 
Analogicznie, układ nie może być w stanie „2” z ceną akcji mniejszą lub równą S21 
(w każdym ze stanów realizacje procesu cen są ciągłe z prawdopodobieństwem 1). 
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Rys. 1. Efekt histerezy

Źródło: opracowanie własne.

Równanie ewolucji ceny ma w tym przypadku postać:

 ( ) ( )1 2 1 1 2 1t t t t t tdS S dt S dWµ ζ µ µ σ ζ σ σ=  + −  +  + −     ,  (2)

gdzie:  { }1,2i∈  – stany rynku;  iµ  – dryf w i-tym stanie;  iσ  – zmienność i-tym sta-
nie;  0tζ =  jeżeli układ jest w stanie „1”;  1tζ =  jeżeli układ jest w stanie 
„2”.

Równanie stochastyczne (2) musimy uzupełnić o warunek początkowy  ( )0 0,S ζ , 
gdzie  0S  jest aktualną ceną akcji a  0ζ  aktualnym stanem układu. Łatwo można za-
uważyć, że proces cen akcji nie jest procesem Markowa, natomiast dwuwymiarowy 
proces ( ),t tS ζ  jest procesem Markowa. Wydawać by się mogło, że rynek w rozpa-
trywanym modelu nie  jest zupełny, ponieważ moment czasu, w którym następuje 
zmiana stanu, jest losowy (rozpatrywane w literaturze modele przełącznikowe skut-
kują niezupełnością rynku). Jednakże zaprezentowany model nie wprowadza dodat-
kowego procesu przeskoku pomiędzy stanami. Zmiany stanu są całkowicie determi-
nowane ceną akcji  tS : zmiana stanu nastąpi z prawdopodobieństwem jeden, jeżeli 
tylko spełnione są odpowiednie warunki  (patrz wyżej)  i  z prawdopodobieństwem 
zero w pozostałych przypadkach. Zaproponowany przez autora model można trak-
tować  jako graniczny przypadek klasycznego modelu przełącznikowego  (Markov 
switching models) z niejednorodną w przestrzeni cen intensywnością zmiany stanu:

 ( )
1212 '

lim '1S SS
λ

λ λ ≥→+∞
=   (3)
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 ( )
2121 '

lim '1S SS
λ

λ λ ≤→+∞
= .  (4)

Dla  każdej  skończonej wartości  'λ   model  rynku  jest  niezupełny.  Przypadek 
graniczny  ( 'λ → +∞ )  opisuje  histeretyczny mechanizm  przełączania  i  skutkuje 
zupełnością  rynku.  Podobnie  w  przypadku  przełącznikowego  procesu  Markowa 
z  jednorodną  intensywnością  przejścia,  graniczny  przypadek  12 21,λ λ → +∞  opi-
suje mieszaninę geometrycznych ruchów Browna oraz skutkuje zupełnością rynku. 

Warto  również  zauważyć,  że  w  przypadku  gdy  12 21 'S S S= =  otrzymujemy 
model o nieciągłej zmienności:

 ( ) 1

2

gdy '
gdy '

S S
S

S S
σ

σ
σ

≤
=  >

 ,  (5)

gdzie  'S   jest punktem nieciągłości (może być także punktem nieciągłości współ-
czynnika dryfu). W punkcie 'S  możemy założyć, że zmienność jest lewo- lub pra-
wostronnie ciągła. W powyższym przypadku (5) zaproponowany model należy zali-
czyć do modeli z lokalną zmiennością. Ponadto, dobierając odpowiednio parametry 
równania (2), można otrzymać proces losowy powracający do średniej. Własność ta 
sprawia, iż zaproponowany model stanowi atrakcyjną alternatywę dla klasycznych 
modeli struktury terminowej stóp procentowych [Andersen, Piterbarg 2010]. Należy 
również podkreślić, że model z histerezą stanowi uogólnienie modeli z rodziny typu 
Threshold.

Dyskusji wymaga również kwestia istnienia i jednoznaczności rozwiązania rów-
nania (2). Proces będący rozwiązaniem równania (2)  jest geometrycznym ruchem 
Browna do momentu osiągnięcia punktu zmiany stanu (moment zatrzymania, stop-
ping time). Następnie proces startuje w nowym stanie z ceną równą cenie, dla której 
nastąpiła zmiana stanu, i ponownie jest geometrycznym ruchem Browna do kolejne-
go momentu zatrzymania, itd. Stąd można wywnioskować, że równanie (2) posiada 
silne i jednoznaczne rozwiązanie (uporządkowany ciąg rozwiązań). 

Analogicznych  rozważań  nie  można  zastosować  w  odniesieniu  do  równania 
z nieciągłą zmiennością (5). W modelu tym przełączanie między stanami (stopping 
times) występują z nieskończoną częstością. Ponadto klasyczne twierdzenia o istnie-
niu i jednoznaczności rozwiązań stochastycznych równań różniczkowych [Oksendal 
2010] nie mają tu zastosowania, gdyż współczynniki równania nie są lipschitzow-
skie. W pracy [Krylov 1969] wykazano, że jeżeli współczynniki równania są ograni-
czone i współczynnik zmienności jest większy od zera, to równanie posiada jedynie 
słabe rozwiązanie. 

3. Wycena opcji – implikowana zmienność

Problem wyceny instrumentów pochodnych na histeretycznych rynkach nie był do 
tej pory rozważany w literaturze przedmiotu. W rozwiązaniu zagadnienia wyceny 
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wykorzystamy własność zupełności rynku. W tym przypadku (czynimy standardo-
we założenie o istnieniu instrumentu pozbawionego ryzyka o stopie oprocentowa- 
nia r) istnieje jedyna martyngałowa miara, dla której cena opcji dana jest wzorem 
(ograniczamy się do wyceny waniliowych opcji europejskich): 

 ( )* ,rt
tV e E Payoff S K−=    ,  (6)

gdzie: V – wartość opcji; t – czas do wykonania; K – cena wykonania;  ( ),tPayoff S K – 
wypłata z opcji;  *E – symbol wartości oczekiwanej w świecie neutralnym wo-
bec ryzyka (w celu obliczenia wartości oczekiwanej stosujemy miarę martyn-
gałową).

Należy podkreślić, że stochastyczne równanie różniczkowe (2) posiada nieek-
splozywne rozwiązanie. Stąd wynika poprawność wzoru (6) na wycenę instrumentu 
pochodnego [Lewis 2000; Sin 1998].

Zastosowaną we wzorze (6) miarę martyngałową (jądro wyceny) możemy otrzy-
mać,  rozwiązując odpowiedni układ cząstkowych równań różniczkowych. Zagad-
nienie  to nie było  rozpatrywane do  tej pory w  literaturze.  Innym podejściem  jest 
zastosowanie metod numerycznego rozwiązywania równania:

 ( ) *
1 2 1t t t t tdS rS dt S dWσ ζ σ σ= +  + −   ,  (7)

gdzie: r – stopa oprocentowania instrumentu wolnego od ryzyka;  *
tW  – proces Wie-

nera względem miary neutralnej wobec ryzyka.

Kolejnym  podejściem  jest  uogólnienie  równania  Blacka–Scholesa.  Problem 
uogólnienia  równania Blacka–Scholesa  oraz wyprowadzenie  i  rozwiązanie  odpo-
wiedniego układu równań na jądro wyceny będzie stanowiło tematykę dalszych ba-
dań autora. W pracy zastosowano jedynie symulacyjne techniki wyceny opcji.

W celu oszacowania rozwiązania równania (7) zastosowano algorytm Eulera–
Maruyamy [Platen, Bruti-Liberati 2010]. Ponadto zastosowano jedną z technik re-
dukcji wariancji (metodę zmiennej kontrolnej) [Kroese et al. 2011]:

 ( ) ( )0
1

,
rt N

rt
sym ti ti

i

eV Payoff S K a S S e
N

−

=

 = + − ∑


.  (8)

Współczynnik a dobrano w taki sposób, aby wariancja estymatora ceny opcji V


 
była minimalna:

 
( )

( )2

cov , t

t

Payoff S
a

D S
= − .  (9)

Ponieważ  nie  dysponujemy  wartościami  teoretycznymi  kowariancji  wypłaty 
z opcji i ceny akcji oraz wariancji ceny akcji w dniu wykonania opcji, zastąpiono je 
wartościami oszacowanymi na podstawie wstępnej próby. W zależności od wartości 
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parametrów modelu  odchylenie  standardowe  estymatora  zostało  zredukowano  od 
kilku do kilkunastu razy. W przeprowadzonych symulacjach założono następujące 
parametry modelu:

S0 = 1 – początkowa cena akcji (w tym przypadku cenę wykonania można rozu-
mieć jako moneyness 0/K S ),

r = 0.1 – stopa wolna od ryzyka,
Δt* = T/4000 – długość odcinka czasu dyskretyzacji stochastycznego równania 

różniczkowego (7); T jest czasem do wykonania opcji.
W pracy nie przedstawiono rezultatów wyceny, gdyż głównym celem pracy jest 

modelowanie powierzchni  implikowanej zmienności. Ponadto ograniczono się do 
implikowanej zmienności obliczanej na podstawie oszacowanej symulacyjnie ceny 
europejskiej opcji kupna.

Implikowana zmienność jest rozwiązaniem równania:

 ˆ
BS symV V=   (10)

gdzie:  ŝymV – otrzymane drogą symulacji oszacowanie ceny opcji call,

( ) ( )1 0 2
rt

BSV N d S Ke N d−= −  – teoretyczna cena opcji call w modelu Blac-
ka–Scholesa,
( )N x  – dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego,

2

1

1ln
2 ,

imp

imp

S r t
Kd

t

σ

σ

   + +   
   =  

2 1 impd d tσ= − .

Ponadto, stosując aproksymację delta [Casella, Berger 2001], oszacowano błąd 
estymatora implikowanej zmienności (oszacowanie nie uwzględnia błędów nume-
rycznych  zastosowanej  procedury  do  rozwiązywania  równania  (10); w  znaczącej 
liczbie przypadków błędy te są znacznie mniejsze od błędów statystycznych):

 
ˆ ˆ
sym sym

imp

imp

imp

V V

BS
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S

V Vegaσ
σ

σσ

≈ =
∂
∂

   (11)

gdzie: 
imp

Sσ – błąd oszacowania implikowanej zmienności;
ŝymVS  – błąd oszacowa-

nia ceny opcji call.

W mianowniku  powyższego  wyrażenia  nie  występuje  symbol  wartości  bez-
względnej, gdyż Vega opcji call jest dodatnia.
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4. Dyskusja wyników

Z uwagi na ograniczoną objętość pracy zaprezentowane zostaną wyniki jedynie dla 
wybranych kombinacji zbioru parametrów. Ceny opcji szacowane były na podstawie 
400 000 wygenerowanych realizacji.

Rysunek 2. przedstawia krzywe implikowanej zmienności w zależności zarówno 
od ceny wykonania, jak i od stanu początkowego. Ponadto naniesiono uproszczone 
przedziałowe oszacowanie ceny opcji  ,

impimp Sσσ ±   jednak z uwagi na niewielkie 
wartości błędu 

imp
Sσ   trzy linie: oszacowanie punktowe oraz granice przedziału są 

praktycznie nierozróżnialne. 
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Rys. 2. Przykłady krzywej implikowanej zmienności. W części „a” zmienność w stanach „1” i „2” 
wynosiła odpowiednio 0.2 i 0.8. W przypadku „b”: 0.1 i 0.4

Źródło: opracowanie własne.

Z rysunku 2. wynika, że krzywa implikowanej zmienności nie jest płaska – jest 
niemonotoniczną funkcją ceny wykonania. Ponadto różnica pomiędzy stanami „1” 
i „2” jest bardzo wyraźna. Jedynie w przypadku opcji in-the-money różnica ta ulega 
zatarciu. Kształt krzywych implikowanej zmienności przypomina literę U (efekt ten 
byłby  lepiej widoczny w przypadku  cen wykonania wyrażonych w  skali  logaryt-
micznej). Podobne krzywe implikowanej zmienności są obserwowane na rynkach 
instrumentów pochodnych.

Rysunek 3. przedstawia zależność implikowanej od czasu do wykonania. Podob-
nie jak wyżej naniesiono granice oszacowania przedziałowego. Z rysunku 3. wynika, 
że rodzina krzywych implikowanej zmienności odtwarzanych przez zaproponowany 
model  jest bogata. Obserwujemy dodatnią, ujemną,  jak  również niemonotoniczną 
zależność implikowanej zmienności od czasu do wykonania.

Rysunek 4. przedstawia dwuwymiarową zależność (powierzchnię implikowanej 
zmienności) implikowanej zmienności od ceny wykonania i czasu do wykonania. 
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Rys. 3 . Przykłady krzywej implikowanej zmienności. W części „a” zmienność w stanach „1” i „2” 
wynosiła odpowiednio 0.2 i 0.8. W przypadku „b”: 0.1 i 0.4

Źródło: opracowanie własne.

Rys. 4. Powierzchnia implikowanej zmienności

Źródło: opracowanie własne.
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Obserwując  kształt  poziomic, możemy  zauważyć,  że  kształt  powierzchni  im-
plikowanej  zmienności  jest  dość  skomplikowany. W  pewnym  zakresie  czasu  do 
wykonania kształt krzywej implikowanej zmienności przypomina literę U z jednym 
minimum, w innym z dwoma minimami lokalnymi (patrz też rys. 2b). W przypadku 
bardzo krótkich czasów do wykonania wydaje się, że implikowana zmienność jest 
malejącą funkcją ceny wykonania. Ponieważ w krótkim horyzoncie czasu prawdo-
podobieństwo przekroczenia ceny wykonania większej od 1.2 jest mało prawdopo-
dobne, należy ostrożnie podchodzić do interpretacji wyniku. Zasadne byłoby zwięk-
szenie liczby generowanych realizacji lub/i zastosowanie technik redukcji wariancji 
dla przypadku zdarzeń rzadkich (rare event) [Bucklew 2004]. Podobnie w pewnych 
zakresach ceny wykonania krzywa  implikowanej zmienności może być malejącą, 
rosnącą  i niemonotoniczną  funkcją czasu do wykonania. Z uwagi na ograniczoną 
objętość nie prezentujemy innych kształtów powierzchni implikowanej zmienności.

Z  powyższego wynika,  że  rodzina  powierzchni  implikowanej  zmienności  ge-
nerowana  przez  zaproponowany model  jest  na  tyle  bogata,  że  potencjalnie może 
pozwolić na praktyczne zastosowanie nowej klasy procesów stochastycznych w mo-
delowaniu instrumentów pochodnych.

5. Podsumowanie

W pracy zaprezentowano jeden z procesów stochastycznych należący do nowej kla-
sy procesów histeretycznych. Atrakcyjną własnością wprowadzonej klasy procesów 
jest fakt, iż histeretyczna modyfikacja standardowego procesu (w zaprezentowanej 
postaci) nie wprowadza dodatkowego czynnika losowego. W omówionym przypad-
ku wydaje się, że rodzina powierzchni implikowanej zmienności jest na tyle boga-
ta,  że możliwe będzie  jej praktyczne wykorzystanie. Wymaga  to  jednak dalszych 
badań. Należy także podkreślić, że procesy z histeretyczną modyfikacją mogą być 
również wykorzystane w procesie zarządzania ryzykiem (analiza portfelowa, struk-
turalne modele ryzyka kredytowego etc.). 
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HYSTERETIC-LIKE EFFECT – DERIVATIVE PRICING  
AND IMPLIED VOLATILITY

Summary: The paper presents one of the stochastic processes belonging to a new class of 
hysteretic-like processes. An attractive property of the class of processes introduced is that the 
hysteretic modification of the standard process does not introduce additional random factor. 
This results in the market completeness. It also allows to mimic a wealthy family of implied 
volatility surfaces. 

Keywords: derivative instruments, pricing, hysteresis, implied volatility.


