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METODA JĄDROWA W ANALIZIE FINANSOWYCH 
SZEREGÓW CZASOWYCH1 

Streszczenie: W analizie finansowych szeregów czasowych wykorzystywane są m.in. me-
tody statystyczne oparte na statystykach jądrowych. Procedury estymacji i weryfikacji hipo-
tez statystycznych oparte na metodach jądrowych stanowią wygodne i uniwersalne narzę-
dzie analiz finansowych szeregów czasowych. W pracy przedstawione są wybrane metody 
jądrowe, w tym nieparametryczna jądrowa estymacja funkcji gęstości. Przedstawione są 
również modyfikacje metody jądrowej, uwzględniające charakter finansowych szeregów 
czasowych. Zaprezentowany zostanie przykład zastosowania metody jądrowej wraz z uwa-
gami dotyczącymi wyboru parametrów metody. 

Słowa kluczowe: metoda jądrowa, funkcja jądra, parametr wygładzania, estymacja funkcji 
gęstości. 

DOI: 10.15611/pn.2014.371.02 

1. Wstęp 

W analizie finansowych szeregów czasowych metody nieparametryczne, niewyma-
gające założenia o rozkładzie zmiennej losowej w badanej populacji, są często wyko-
rzystywanymi narzędziami statystycznymi. Metody te mają zastosowanie np. w es-
tymacji funkcji gęstości, w estymacji funkcji regresji lub w weryfikacji hipotez doty-
czących charakterystyk funkcyjnych zmiennych losowych, w tym o postaci funkcyj-
nej regresji. Potrzeba wykorzystania metod nieparametrycznych w analizach finan-
sowych wynika często z braku informacji wymaganych do przyjęcia założenia o 
rozkładzie populacji (np. gdy badane zjawisko jest nowe lub nietypowe) lub też ko-
nieczności zastosowania innych niż liniowe zależności (co występuje bardzo często 
w analizach dotyczących finansowych szeregów czasowych). 

Dużą grupę metod nieparametrycznych stanowią metody oparte na statystykach 
jądrowych, znane w literaturze jako metody jądrowe. Metody jądrowe wymagają 
                      

1 Praca zrealizowana w ramach projektu sfinansowanego ze środków Narodowego Centrum Na-
uki przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/B/HS4/02746. 
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przyjęcia jedynie niewielu założeń dotyczących gładkości funkcji lub istnienia po-
chodnych określonego rzędu badanych funkcji. Uniwersalność tych metod związana 
jest również z postępem w technologii komputerowej i możliwością wykorzystania 
dużych zbiorów danych. Metody jądrowe charakteryzują się dobrymi własnościami, 
chociaż należy pamiętać, że wymagają wykorzystania dużej liczby obserwacji, co 
czasami traktowane jest jako ich wada. Należy jednak podkreślić fakt, iż metody 
jądrowe stanowić mogą uzupełnienie klasycznych metod stosowanych w analizach 
finansowych, a w wielu przypadkach należą jedynie do nielicznych metod możli-
wych do zastosowania w konkretnym zagadnieniu badawczym dotyczącym analizy 
finansowych szeregów czasowych. 

Celem pracy jest prezentacja wybranych metod jądrowych mogących znaleźć za-
stosowanie w analizach finansowych, jak również wskazanie, na podstawie wyników 
badań symulacyjnych, tych własności omawianych metod, które wynikają z wyboru 
parametrów metody jądrowej. 

2. Metoda jądrowa 

Metoda jądrowa została zastosowana po raz pierwszy w estymacji funkcji gęstości w 
latach pięćdziesiątych ubiegłego wieku. Estymator jądrowy funkcji gęstości określo-
ny jest w następujący sposób [Parzen 1962; Rosenblatt 1956]: 

 ( )
1

1ˆ ,
n

i

i

x Xf x K
nh h=

− =  
 

∑  (1)  

gdzie: 1, ..., nX X  jest próbą prostą, K(u) jest funkcją jądra, h parametrem wygła-
dzania. 

Funkcja jądra i parametr wygładzania są zwane parametrami metody jądrowej i 
mają zasadniczy wpływ na postać estymatora jądrowego. W literaturze prezentowane 
są różne postacie funkcji jądra [Domański, Pruska 2000; Gajek, Kałuszka 1996; Här-
dle et al. 2004]. W praktyce najczęściej wykorzystywana jest funkcja jądra K(u), 
która jest symetryczną, nieujemną funkcją gęstości (np. funkcją gęstości rozkładu 
normalnego), a to zapewnia, że estymator funkcji gęstości jest również funkcją gę-
stości. Funkcje jądra o takich własnościach zwane są funkcjami jądra klasycznymi 
lub drugiego rzędu [Silverman 1996]. Funkcje jądra rzędu q , dla 2≥q , określone 
są w następujący sposób: 

( ) 1,K u du
+∞

−∞

=∫  

 ( ) 0ju K u du
+

−∞

=∫  dla 1 1,j q≤ ≤ −   (2) 
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( ) .qu K u du
+

−∞

< ∞∫  

Dla funkcji jądra wyższych rzędów estymator funkcji gęstości może przyjmować 
ujemne wartości w niektórych punktach. 

Parametr wygładzania h (h > 0) określa stopień wygładzenie estymatora funkcji 
gęstości. Optymalny parametr wygładzania to taki, który otrzymujemy przez mini-
malizację określonej miary dokładności estymatora. Optymalny parametr jest nie-
możliwy do wyznaczenia, gdyż jego wartość jest uzależniona od nieznanej funkcji 
gęstości (w szczególności drugiej pochodnej nieznanej funkcji gęstości). Wyróżnia-
my dwie grupy metod wyboru parametru wygładzania w jądrowej estymacji funkcji 
gęstości: metody cross validation (oparte na minimalizacji scałkowanego kwadratu 
odchyleń) oraz metody plug-in (oparte na minimalizacji scałkowanego błędu śred-
niokwadratowego). W praktyce stosowane są przede wszystkim: metoda subiektyw-
na (polegająca na subiektywnym doborze różnych wartości parametru wygładzania i 
wyborze tej wartości parametru, której zastosowanie w estymacji spełnia oczekiwa-
nia badacza) oraz metoda Silvermana (przyjmująca założenie, że nieznaną funkcją 
gęstości jest funkcja gęstości rozkładu normalnego). W literaturze trwa dyskusja 
dotycząca najlepszej, z punktu widzenia określonego kryterium, metody wyboru 
parametru wygładzania.  

3. Wybrane metody wnioskowania statystycznego 
oparte na metodzie jądrowej 

Niech { }tX  będzie ściśle stacjonarnym procesem z gęstością brzegową ( )xg  i łącz-

ną funkcją gęstości ( ),jf x x y  oraz { } 1

T
t t

X
=

 będzie losową próbą o liczebności T. 

Estymator jądrowy gęstości brzegowej ( )xg  przyjmuje następującą postać: 

 ( )
1

1ˆ ,
T

i

i

x Xg x K
Th h=

− =  
 

∑  (3) 

gdzie K(u) jest funkcją jądra, h parametrem wygładzania.  

Estymator jądrowy dystrybuanty brzegowej ( )xG  ma postać : 

 ( )
1

1ˆ ,
T

i

i

x XG x H
Th h=

− =  
 

∑  (4)  

gdzie ( )uH jest funkcją jądra przyjmującą postać dystrybuanty.  
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Możliwa jest modyfikacja klasycznego podejścia polegająca na uwzględnieniu 
wag. Wówczas estymatory (3) i (4) odpowiednio przyjmują postać [Harvey, 
Oryshchenko 2012]: 

 ( ) it

T

i

i
t w

h
XxK

Th
xg ,

1

1ˆ ∑
=







 −

=  dla Tt ,...,1= ,  (5) 

oraz: 

 ( ) it

T

i

i
t w

h
XxH

Th
xG ,

1

1ˆ ∑
=







 −

=  dla Tt ,...,1= .  (6) 

Wagi określone są następująco∑
=

=
t

i
itw

1
, 1 dla Tt ,...,1= . 

W estymacji łącznej funkcji gęstości jest wykorzystywany estymator jądrowy 
wielowymiarowy o postaci [Kulczycki 2005]: 

 ( ) ∑∏
= =








 −
=

T

i

d

i

iti

h
XxK

Th
xf

1 1

1ˆ ,  (7)  

gdzie ( )′= dtttt XXXX ,...,, 21 , ( )′= dt XXXx ,...,, 21 jest wektorem. 

W estymacji funkcji regresji ( )tt XYE  na podstawie próby { }T
ttt XY 1, =  wykorzy-

stywany jest nieparametryczny jądrowy estymator Nadarayi–Watsona:  

 ( ) ( )
( )xg
xmxr

ˆ
ˆˆ =  ,  (8) 

gdzie ( ) ∑
=







 −

=
T

i

i
t h

XxKY
Th

xm
1

1ˆ i ( ) ∑
=







 −

=
T

i

i

h
XxK

Th
xg

1

1ˆ są estymatorami 

jądrowymi. 

Jądrowy estymator Nadarayi–Watsona wykorzystywany jest w weryfikacji hipo-
tez statystycznych dotyczących postaci funkcji regresji (por. [Śliwicki 2012]).  
W weryfikacji hipotezy zerowej ( ) 0:0 =xmH , przy hipotezie alternatywnej 

( ) 0:1 ≠xmH , gdzie ( ) ( )xXYExm ==  statystyka testowa ma postać: 

 ( ){ } ( )∫
+∞

∞−

−= dxxwxmhnT ~0ˆ 2
1 ,  (9) 
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gdzie ( )w x  oznacza funkcję wagową ustalaną przez badacza w celu ograniczenia 
wpływu wartości granicznych lub obszarów z obserwacjami rzadko występującymi. 
Dla ( ) ( ) ( )Xw x f x w x= , gdzie ( )Xf x  jest funkcją gęstości zmiennej losowej X, 
otrzymujemy następującą postać statystyki testowej: 

 ( ){ } ( )∑
=

−=
n

i
xwxmhT

1

2
2 0ˆ .  (10) 

Przy prawdziwości hipotezy zerowej statystyki testowe (9) i (10) mają rozkład 

normalny z wartością oczekiwaną 0 i wariancją 
( )
( ) ( ) ( )

4 2
2

22 ,
X

x w x
dx K K x dx

f x
σ+∞ +∞

−∞ −∞

∗∫ ∫


 

gdzie warunkowa wariancja ma postać ( ) ( )xXYDx == 22σ , natomiast K K∗
oznacza splot funkcji jądra. 

4. Estymacja jądrowa funkcji gęstości cen energii 

Na podstawie wyników sesji Rynku Dnia Następnego na Towarowej Giełdzie Ener-
gii SA, dotyczących cen średnich ważonych wolumenem ze wszystkich transakcji na 
sesji giełdowej dla danej godziny dla energii elektrycznej w dniach 26 sierpnia- 
21 września 2013 r. (w zł za MWh) [http://wyniki.tge.pl/pl (21.09.2013)], wyzna-
czono estymatory jądrowe funkcji gęstości. Uwzględniając dyskusję dotyczącą sto-
sowania metod jądrowych w szeregach czasowych [Bowman, Azzalini 2004], podję-
to decyzję o zastosowaniu w badaniu klasycznych metod jądrowych. Z dostępnych 
592 obserwacji pobierano w sposób losowy próby o liczebności 10, 50, 100. W me-
todzie jądrowej wykorzystano różne liczebności próby, różne funkcje jądra oraz za-
stosowano różne metody wyznaczania parametru wygładzania. Na podstawie wyni-
ków estymacji wykazano zależność postaci estymatora funkcji gęstości od liczebno-
ści próby, wyboru funkcji jądra oraz wyboru wartości parametru wygładzania. 

W etapie pierwszym badania wyznaczano estymatory jądrowe gęstości z funkcją 
jądra Gaussowską oraz metodą Silvermana do wyboru parametru wygładzania na 
postawie prób o różnych liczebnościach. Wyniki przedstawione są na rysunku 1. 

Jądrowa estymacja funkcji gęstości cen energii elektrycznej dokonana na pod-
stawie jedynie 10-elementowej próby wskazała na zdecydowanie dwumodalny cha-
rakter funkcji gęstości, podczas gdy estymacja z wykorzystaniem prób „dużych”  
(n = 50 oraz n = 100) dostarcza informacji o jednomodalnym charakterze funkcji 
gęstości, co może stanowić zalecenie dotyczące stosowania raczej dużych prób  
w procesie estymacji funkcji gęstości cen energii.  

Drugi etap badania polegał na wyznaczeniu estymatorów jądrowych przy zasto-
sowaniu  różnych  funkcji  jądra.  Do  badania  wykorzystano  jedynie  próbę  10 ele- 
mentową,  gdyż  ta  próba  w  estymacji  w  etapie  pierwszym dostarczała informacji 
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Rys. 1. Estymacja jądrowa funkcji gęstości cen energii (funkcja jądra Gaussowska,  
praktyczna zasada Silvermana); a) próba n = 10, b) próba n = 50, c) próba n = 100, 
d) n = 592 

Źródło: opracowanie własne. 

o dwumodalności. A dwumodalność funkcji gęstości została wykazana przy wyzna-
czeniu estymatora na podstawie wszystkich 592 obserwacji (rys. 1, d). Wyniki esty-
macji jądrowej funkcji gęstości zostały przedstawione na rysunku 2. 

Estymatory funkcji gęstości z różnymi funkcjami jądra wskazują na wyraźnie 
dwumodalny charakter badanej funkcji gęstości. Nawet tak mała próba  
(10-elementowa) daje podstawy do twierdzenia o małym wpływie wyboru funkcji 
jądra na wynik estymacji.  

Następny etap badania związany jest z wartością parametru wygładzania. Pod-
czas gdy w etapie pierwszym i drugim zastosowano metodę Silvermana wyboru 
parametru wygładzania, to w etapie trzecim badania zastosowano metodę subiek-
tywną. Wyniki estymacji przedstawiono na rysunku 3. 

Metoda subiektywnego wyboru parametru wygładzania, choć wydaje się prosta 
w zastosowaniu  (szybka  i  nieskomplikowana), nie może być stosowana w skompli- 
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Rys. 2. Estymacja jądrowa funkcji gęstości cen energii (próba n = 10, praktyczna zasada Silvermana); 
a) funkcja jądra Gaussowska, b) funkcja jądra prostokątna, c) funkcja jądra trójkątna,  
d) funkcja jądra Epanecznikowa 

Źródło: opracowanie własne. 

kowanych analizach finansowych. Okazuje się, że wybór wartości parametru wygła-
dzania ma bardzo duży wpływ na wynik estymacji funkcji gęstości. Mała wartość 
parametru wygładzania powoduje, że estymator charakteryzuje się wielomodalnością 
(zwłaszcza w przypadku małych prób), natomiast w wyniku wykorzystania dużej 
wartości parametru wygładzania estymator staje się bardzo wygładzony i być może 
traci się w ten sposób wiele informacji o charakterystyce funkcyjnej badanej zmien-
nej losowej.  
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Rys. 3. Estymacja jądrowa funkcji gęstości cen energii (funkcja jądra Gaussowska); a) h = 3, n = 10,  
b) h = 10, n = 10, c) h = 3, n = 100, d) h = 10, n = 100, e) h = 30, n = 100 

Źródło: opracowanie własne. 
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5. Podsumowanie  

Zalecenia wynikające z zastosowania estymatora jądrowego funkcji gęstości cen ener-
gii elektrycznej dotyczą stosowania w praktyce raczej dużych liczebności prób. Małe 
próby mogą powodować konstrukcję estymatora funkcji gęstości, który nie odzwier-
ciedla prawdziwej charakterystyki funkcyjnej. Parametry metody jądrowej (funkcja 
jądra i parametr wygładzania) muszą być dobierane przy uwzględnieniu doświadczenia 
badacza i w oparciu o informacje dodatkowe dotyczące badanego zjawiska. Przy czym 
zastosowanie różnych funkcji jądra nie spowodowało znacznych różnic w postaci es-
tymatora. Parametr wygładzania okazał się mieć decydujące znaczenie. Stosowanie 
metody subiektywnego wyboru parametru wygładzania jest dopuszczalne jedynie  
w nielicznych przypadkach analizowanych przez doświadczonego badacza. 
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KERNEL METHOD IN THE ANALYSIS 
OF FINANCIAL TIME SERIES 

Summary: In the analysis of financial time series, methods based on kernel statistics are 
used. The estimation and verification of statistical hypotheses based on kernel methods are 
useful and widely used tools in the analysis of financial time series. The paper presents the 
chosen methods of kernel ones, including the nonparametric estimation of the probability 
density function. The modifications of the kernel methods are presented, taking into account 
the nature of the financial time series. An example of application of kernel method is also 
presented, with comments on the choice of method’s parameters. 

Keywords: kernel method, kernel function, smoothing parameter, estimation of the proba-
bility density function. 


