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PROBLEMY DECYZYJNE
W FUNKCJONALNEJ ANALIZIE
GLOWNYCH SKEADOWYCH

Streszczenie: Analiza funkcjonalna bazuje na danych funkcjonalnych, tzn. na krzywych
i trajektoriach, czyli ciagu indywidualnych obserwacji, a nie jak w przypadku danych
wielowymiarowych na pojedynczej obserwacji. Funkcjonalna analiza gléwnych sktadowych
polega na transformacji funkcjonalnych zmiennych pierwotnych w zbiér nowych wzajemnie
ortogonalnych zmiennych, zwanych glownymi skladowymi. Zastosowanie metody dla
danych funkcjonalnych umozliwia analiz¢ danych o charakterze dynamicznym. Celem arty-
kutu jest scharakteryzowanie etapow funkcjonalnej analizy glownych skladowych ze
szczegdlnym omowieniem krokow, ktore nie wystgpuja w klasycznej analizie gldwnych
sktadowych.

Stowa kluczowe: dane funkcjonalne, funkcjonalna analiza gtéwnych sktadowych, dane
wzdhuzne.
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1. Wstep

Analiza funkcjonalna zajmuje si¢ analizg danych o charakterze funkcjonalnym.
Danymi funkcjonalnymi sg krzywe i trajektorie, czyli cigg indywidualnych obser-
wacji, a nie pojedyncza obserwacja. Chociaz dane funkcjonalne czgsto sg wyrazone
w czasie (zalezg od czasu), to ich zakres i cel sg zupelie inne niz szeregéw czaso-
wych. Analiza szeregéw czasowych ma na celu modelowanie lub prognozowanie
danych. Natomiast funkcjonalna analiza danych bada natur¢ danych, ksztatt trajek-
torii w czasie [Ingrassia i Costanzo 2005].

Dane funkcjonalne majg realizacje dyskretne. Dane te przeksztatca si¢ za po-
moca procedur wygtadzajacych, np. za pomoca liniowych kombinacji znanych
funkcji bazowych, na odpowiednig funkcje x, (t), ktora jest wilasciwa postacig
funkcjonalng danych [Daniele 2006; Hall, Miiller, Wang 2006].
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Techniki statystyczne dla funkcjonalnych danych zakltadajg, ze funkcje opisu-
jace dane naleza do przestrzeni Hilberta: sa funkcjami rzeczywistymi okreslonymi
na przedziale domknigtym, catka kwadratow tych funkcji jest skonczona (tzn. nor-
ma funkcji jest skonczona).

Prekursorami zastosowania analizy gtownych sktadowych dla danych funkcjo-
nalnych byli:

e Besse i Ramsay [1986],

e Ramsay i Dalzell [1991],
e Ricei Silverman [1991],
e Silverman [1995; 1996].

Zaroéwno klasyczna (PCA), jak i funkcjonalna (FPCA) analiza glownych skta-
dowych pozwalajg wykonaé rzut wielowymiarowych danych na przestrzen o duzo
mniejszym wymiarze, jednoczes$nie zachowujgc maksymalnie duzo informacji
(w tym przypadku zmienno$ci danych). Podstawowa roznicg tych dwoch metod
jest rodzaj danych: PCA bazuje na danych wielowymiarowych, natomiast FPCA na
danych funkcjonalnych [Ramsay i Silverman 2005; Ramsay, Dalzell 1991 ].

Celem artykutu jest scharakteryzowanie etapéw funkcjonalnej analizy glow-
nych sktadowych ze szczegdlnym omowieniem przeksztatcenia danych do postaci
funkcjonalnej. W artykule przedstawiono przyktad empiryczny, w ktorym dokona-
no analizy liczby studentéw szkot wyzszych w Polsce. Celem badania byto porow-
nanie sytuacji roznych typoéw szkot wyzszych na przetomie lat 2000-2013.

2. Przeksztalcanie danych na dane funkcjonalne

Dana jest zmiennay,. Niech y, = ( y,(t),y,(t),.... ¥ (tp)) bedzie probkowym po-
miarem zmiennej Y w czasie ¢,1,,...,¢, dla i-tej jednostki (i = 1,2,...,n). Dane y;

nazywane sg surowymi danymi funkcjonalnymi (raw functional data). Realizacje
dyskretne przeksztalca si¢ w funkcje¢ ciagla x, (t) Zbiér X, = (x1 (®),x,(),...,x, (t))
nazywany jest funkcjonalnym zbiorem danych (functional dataset) [Daniele 2006;
Hall i in. 2006].

Funkcjonalna analiza glownych sktadowych polega na znalezieniu sktadowych
gléwnych wyjasniajacych najwigcej zmiennosci wspolnej wszystkich zmiennych.
Problemem jest wyznaczenie funkcji x, (t), dla ktorej mozliwe jest wyznaczenie
gtoéwnych sktadowych.

W przypadku gdy nie mozna przedstawi¢ Y w prostej funkcyjnej postaci, Ram-
say 1 Silverman (1997) zaproponowali trzy podejscia do FPCA:

1. Dyskretyzacja danych — przeprowadza si¢ PCA dla danych dyskretnych
(réwno odlegte punkty pomiaru), a nastepnie otrzymane wektory wiasne prze-
ksztatca si¢ do funkcjonalnej postaci.
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2. Numeryczny schemat obliczeniowy wyznaczenia funkcjonalnych wektorow
wlasnych z rownania wlasnego (dopuszczalne nieregularne punkty pomiaru).
3. Funkcje x, (t) przedstawia si¢ jako kombinacj¢ liniowa funkcji bazowych:

x,(6)=2"c,0,(0), (1

gdzie: ¢; — wspolczynniki kombinacji liniowej,
9 (t) - funkcje tworzace baze ortonormalng przestrzeni Ly(I) oraz x, (t)e L,(1),
L, (1) — przestrzen Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem na przedziale I
wyposazona w iloczyn skalarny (u,v) = J u(t)v(t)dt.
1

Najczesciej wykorzystywane sa nastgpujace funkcje bazowe:

e jednomiany 1, ¢, tz, t3, e, tk, e
o funkcje Fouriera (dla danych cyklicznych) 1, sin(w?), cos(wf), sin(Qw?),
cos(2wi), sin(3wt), cos(3we), . . ., sin(kwt), cos(kwt), . . .

e funkcje B-spline, ktore posiadaja nastepujace wasnosci:
— kazda funkcja bazowa jest ,,sklejeniem” funkcji rzedu m w punktach nazy-
wanych weztami,
— suma, r6znica i kombinacja liniowa tych funkcji bazowych jest nadal funk-
cja typu B-spline.
Jako kryterium dopasowania dla kazdej krzywej przyjmuje si¢ catke z kwadra-
tu bledu:

’ =J.[x(s)—)2(s)}2ds, 2)

gdzie x, i x, to odpowiednio obserwowane i dopasowane krzywe.

b -5

Globalna miara aproksymacji dana jest wzorem:

2

SSE=Y"|x - %, 3)
i=1

Dane funkcjonalne powinny by¢ wygladzone, wszelkie chropowato$ci funkcji
traktowane sa jako szum, ktoéry powinien by¢ catkowicie usunigty. Miarg chropo-
watosci funkcji jest jej pochodna drugiego rzgdu, funkcje wygladzone powinny
przyjmowac mate wartosci tej pochodne;j.

Stosuje si¢ dwa podejscia do wygtadzania danych:

1) funkcje wygtadza si¢ w trakcie wyodrebniania gtdéwnych sktadowych,

2) dane wygladza si¢ przed zastosowaniem procedury FPCA.
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Ramsay i Silverman (1997) zaproponowali wygladzanie danych podczas wy-
odrebniania gléwnych skladowych poprzez maksymalizacj¢ nastepujacej funkcji
przez funkcje wagowe:

2

,11_1 ,- Ufj(t)xi(t)dt]
J& (de+af(D%é, (1)) a

przy warunku I & (t)dt=1, gdzie a jest parametrem. D&, () jest pochodng II
T

“

rzedu funkcjif/.(s). Dla a =0 funkcja jest rowna wariancji probkowej, zatem

otrzymujemy niewygtadzong FPCA. Rozwigzanie tej optymalizacji sprowadza si¢
do rozwigzania rownania wtasnego:

(Ms).&)= 2,1+ aD*s () (5). (5)
gdzie D4§ ; (S) jest pochodna IV rzedu funkcji &, (S)

W drugim podejsciu stosuje si¢ wygladzanie danych przed zastosowaniem
procedury FPCA. Jako kryterium dopasowania krzywej do danych obserwowal-
nych przyjmuje si¢ minimalizacj¢ kwadratu bledu uzupetniong o ,.kare” dla funkcji
niewygtadzonych:

A 12 2
[ =% +e

(6)

Obie normy niekoniecznie sg takie same. Druga norma powinna by¢ powigzana
z pochodna drugiego rzedu funkcji x, (t) , ktora jest miara chropowatosci funkcji.

X

3. Funkcjonalna analiza gléwnych skladowych

Klasyczna analiza gtdéwnych sktadowych (PCA) stuzy do eksploracji zmienno$ci w
wielowymiarowym zbiorze danych. Wykorzystujac warto$ci wlasne macierzy wa-
riancji dla danych, PCA wyznacza sktadowe, ktore wyjasniajg zmienno$¢ w ob-
serwowanym zbiorze danych. Dla kazdej sktadowej gtéwnej okres$la si¢ tadunki
czynnikowe na wszystkich zmiennych okreslajagce wariancje wyjasniong przez
dang sktadowa.

W przypadku funkcjonalnej analizy gtownych sktadowych (FPCA) kazda
gltowna sktadowa wyrazona jest przez funkcje wagowa gltownych skladowych
(principal component weight function), inaczej nazwang funkcja wiasng (eigen-

function) &, (t) zalezng od czasu [Daniele 2006; Hall, Hosseini-Nasab 2006].

Funkcja wlasna maksymalizuje wariancje funkcji gtéwnych sktadowych:
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def 1 n

vt s)=—— 3w, (0) = (o)t () - 5(s) @

n—143
Analogicznie do klasycznej PCA problemem w funkcjonalnej jest rozktad wa-
riancji funkcji:

v(ts) =2 2,€,(0)5,(s), ®)

gdzie 4,,¢; (t) spelniaja rownanie wilasne:

(Ms)&,)=1¢,(s) )
oraz wartosci wlasne sg dodatnie i niemalejace:
def
A, = [ & (et (s)eds (10)
T

Funkcje wlasne spetniajg warunek:
[& ()t =1 oraz [, ()6 (r)dt =0 (i< ). (11)

T T

Wyniki gtéwnych sktadowych dla i-tego obiektu w zbiorze danych sa zdefi-
niowane nastepujgco:
\ def
W =(x,&,) =& () (r)dr (12)
T
Funkcje wlasne okreslajg gtdowne sktadowe zmiennoséci migdzy probkowymi
funkcjami x, [Ingrassia i Costanzo 2005; Hall i in. 2006; Krzysko i in. 2012].

Problemy decyzyjne w funkcjonalnej analizie gldéwnych sktadowych wystepuja
na kazdym etapie jej procedury.

Przed przystgpieniem do wyodrebniania sktadowych nalezy okresli¢ liczbe
skladowych, wykorzystujac do tego celu np. wykres osypiska, wartosci wlasne lub
wskaznik CV (cross validation). Nastgpnie wyodrebnia sie¢ funkcje skladowe. Po
wyodrgbnieniu sktadowych, podobnie jak w klasycznej analizie glownych sktado-
wych, nalezy je zinterpretowaé. W przypadku danych funkcjonalnych interpreta-
cja jest trudniejsza.

Praktyczne wyjasnienie funkcjonalnych gtéwnych skladowych ulatwiaja wy-
kresy odchylenia kazdej ze sktadowych od srednie;j.

W celu latwiejszej interpretacji sktadowych mozna przeprowadzi¢ rotacje
ukladu.

Funkcjonalna analiza czynnikowa umozliwia przedstawienie obiektéw w prze-
strzeni funkcji glownych skladowych. Taka wizualizacja danych umozliwia po-
rownanie badanych obiektow.
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4. Przyklad empiryczny

Spadek liczby ludnosci, starzenie si¢ spoteczenstw skutkuje wicloma niekorzyst-
nymi zmianami o charakterze ekonomicznym i spotecznym. Demograficzne tsu-
nami wplywa rowniez na sytuacje szkolnictwa wyzszego. Od kilku lat w szkotach
wyzszych liczba studentéw spada, co znaczaco wptywa na ograniczenie mozliwo-
$ci rozwoju szkolnictwa wyzszego. Pojawia si¢ pytanie, w jakich typach szkot

wyzszych sytuacja jest najgorsza.
W tabeli 1 zamieszczono liczbg studentdw poszczegdlnych uczelni wyzszych w
Polsce na przetomie lat 2000-2013.

Tabela 1. Liczba studentow w szkotach wyzszych (2000-2013)

Wyzsze Wy Wyzsze Wyzsze Wy Uniwer- | Akademie | Wyzsze | Wyzsze
Uniwer- szkoly yzsze szkoly szkoly yzsze sytety | wychowa- | szkoly szkoty
Rok . szkoty szkoty .

sytety | technicz- . ekono- pedago- i medycz- | nia fizycz- | artystycz- [ teolo-

ne rolnicze miczne giczne morskie ne nego ne giczne
2000 443291| 318377| 85539 369 498 148 293 10 135] 29487 22171 12793 9283
2001 510 145] 334511 91339 386 596 134 089 11688| 32824 23010 13314 9 848
2002 527248 344317| 98147 389 537 138 871 12401 37669 23 724 14129 10 033
2003 543 368| 342 407| 104077 382319 137204 12216 42360 24 893 14 563 10 200
2004 554 878| 340219| 107 645 387878 133 800 12111] 44460 26 951 15101 10438
2005 563 062 331052| 107 696 407 755 111 846 11476] 48842 28 157 15391 10 422
2006 550494 318905 91997 406 171 117 409 10 500| 53 060 29 048 14 932 10 652
2007 538208 310555| 89735 410 810 110 334 9921 56114 28 713 15377 10 980
2008 526381 322111 87556 356 561 107 668 10 103| 58015 28 184 15 736 7392
2009 535576 317468| 81245 309 991 106 822 9977] 59922 28 206 16 132 7480
2010 526796 318738| 80494 278 425 102 540 10402| 61957 27574 16 444 6784
2011 516237 337828 80430 248 642 73 585 10566| 61210 27231 16 970 7 000
2012 492939 343083 79403 223 467 64 956 10398 60595 26 459 17 134 6106
2013 454 225| 331099| 76 064 199 409 54 921 10 064| 59 665 25335 17 065 6 064
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie danych BDR [http://stat.gov.pl/bdl/app/wybrane cechy.

Rys. 1. Liczba studentow
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Rys. 2. Funkcjonalne glowne sktadowe

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Empiryczne wartosci liczby studentéw w szkotach wyzszych w latach 2000-
-2013 przedstawia rys. 1. Pogrubiona krzywa oznacza $rednig dla badanych typow
uczelni. Dane wielowymiarowe przeksztalcono na dane funkcjonalne metoda
B-spline, a nastgpnie za pomocg funkcjonalnej analizy gtownych sktadowych wy-
odrgbniono dwie gltéwne sktadowe (rys. 2).

Pierwsza funkcjonalna glowna sktadowa, oznaczona linig ciagla, wyjasnia
75,1% zmiennosci wspoélnej, natomiast druga, oznaczona linig przerywana, 24,7%.
Praktyczne wyjasnienie funkcjonalnych gléwnych sktadowych utatwiajg wykresy
odchylenia kazdej ze sktadowych od $redniej (rys. 3). Linia ciggla przedstawia
$rednig liczbg studentow, linia zbudowana ze znakow ,,+” oznacza Srednig powick-
szong o te czes$¢ sktadowej, ktora wyjasnia zmienno$¢ wspolna. Linia zbudowana
ze znakow ,,—” oznacza $rednig pomniejszong o ta warto$c.

Pierwsza funkcjonalna gtéwna sktadowa Druga funkcjonalna gléwna sktadowa
o M g - 3
o =]
(S 3 |
/——’_\ o .
_ 8 .
Q =
¢ S
3 i
o
T T T T T 1 — T T T T T
2000 2004 2008 2012 2000 2004 2008 2012

Rys. 3. Odchylenia funkcjonalnych gtéwnych sktadowych od $redniej

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Rys. 4. Rzut obiektow na ptaszczyzng wyznaczong przez dwie funkcje sktadowe

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Pierwsza sktadowa odpowiada za ogo6lng tendencje¢. Dodatni tadunek na tej
sktadowej oznacza, ze krzywa opisujaca liczbe studentow danego typu uczelni lezy
powyzej Sredniej. Druga sktadowa pokazuje tendencje w pierwszych latach w od-
niesieniu do ostatnich (,,poczatek kontra koniec”) — poréwnuje okres do roku 2008
z okresem po 2008 roku. Dodatni tadunek na drugiej sktadowej oznacza, ze liczba
studentow na poczatku badanego okresu byla mniejsza od $redniej, natomiast na
koncu liczba byta wigksza od $redniej.

Funkcjonalna analiza czynnikowa pozwala na wizualizacje danych umozliwia-
jaca porownanie badanych obiektoéw. Rysunek 4 zawiera rzut danych na ptaszczy-
zn¢ wyznaczong przez dwie funkcjonalne gtowne sktadowe.

5. Zakonczenie

Podjecie decyzji w kolejnych krokach funkcjonalnej analizy gtownych sktadowych
zalezy od natury danych, celu badania, wiedzy badacza na temat badanego zjawi-
ska oraz jego do$wiadczenia. Wybor sposobu wyznaczania funkcji x, (t) oraz
funkcji bazowej w duzej mierze zalezy od natury danych. W przypadku x, (¢) naj-
czesciej wykorzystuje si¢ kombinacje liniowa funkcji bazowych, natomiast funkcje
bazowe czgsto sa funkcjami B-spline. Wybor podej$cia do wygtadzania danych
najczesciej zalezy od wykorzystywanego programu, np. w programie R wygtadza-
nie przeprowadza si¢ przed FPCA.

Takie decyzje podj¢to w przedstawionym przykladzie empirycznym. Badanie
miato na celu poréwnanie liczby studentéw w rdéznych typach szkot wyzszych w
Polsce w latach 2000-2013. Na podstawie rysunku 4 mozna zauwazy¢, ze wyzsze
szkoly techniczne maja dodatnie tadunki na obu sktadowych gtéwnych, co ozna-
cza, ze liczba studentéw jest wyzsza od $redniej oraz sytuacja w pdzniejszych la-
tach jest lepsza niz na poczatku badanego okresu. Liczba studentow wyzszych
szkot ekonomicznych jest wigksza od sredniej, jednak sytuacja w poczatkowych
latach (do 2008) byta lepsza niz na koncu badanego okresu. Uniwersytety medycz-
ne maja liczbe studentéw ponizej $redniej, jednak sytuacja po 2008 roku jest lepsza
niz przed tym rokiem.
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DECISION PROBLEMS IN FUNCTIONAL PRINCIPAL
COMPONENTS ANALYSIS

Summary: The functional principal components analysis combines advantages of the
standard principal components analysis and enables analyzing data with dynamic nature.
The main difference in both methods is the type of data: the PCA is based on multivariate
data, whereas the FPCA on the functional data including curves and trajectories, i.e. a series
of individual observations, not a single observation, as usual. The purpose of this article is to
characterize the functional stages of principal component analysis with a special discussion
of the steps that are not present in the classical principal component analysis.

Keywords: functional data, functional principal components analysis, longitudinal data.





