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ZASTOSOWANIE MODELI IRT W KONSTRUKCJI  
ROZMYTEGO SYSTEMU WAG DLA ZMIENNYCH  
W ZAGADNIENIU PORZĄDKOWANIA LINIOWEGO – 
NA PRZYKŁADZIE METODY TOPSIS 

Streszczenie: Rozmyta metoda TOPSIS zakłada, że oceny kryteriów i/lub współczynniki 
wagowe wyrażone są w postaci trójkątnych liczb rozmytych. Otwartą kwestią pozostaje 
sposób ustalenia parametrów tych liczb. Możliwym rozwiązaniem jest zastosowanie modeli 
teorii reakcji na pozycje skali (IRT). Celem artykułu jest zaprezentowanie propozycji meto-
dy ustalania rozmytych współczynników wagowych, opartej na trzech modelach IRT: PCM 
(Partial Credit Model), GPCM (Generalised Partial Credit Model) oraz RSM (Rating Scale 
Model). Proponowaną metodę zilustrowano na przykładzie empirycznym dotyczącym upo-
rządkowania liniowego wybranych modeli smartfonów.  

Słowa kluczowe: porządkowanie liniowe, rozmyta metoda TOPSIS, liczby rozmyte, rozmyte 
wagi, modele IRT. 
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1. Wstęp 

Rozmyta metoda TOPSIS umożliwia prowadzenie analiz w warunkach informacji 
rozmytej, tj. gdy oceny obiektów i/lub wag kryteriów wyrażone są w postaci wartości 
lingwistycznych. Pozwala to respondentom formułować oceny w sposób bardziej natu-
ralny niż za pomocą liczb, ale jednocześnie powoduje, że opis ten jest mniej precyzyj-
ny i subiektywny. Pomocna okazuje się teoria zbiorów rozmytych, która pozwala m.in. 
wyrazić pojęcia nieostre i niejednoznaczne za pomocą liczb rozmytych. Z uwagi na to, 
że wyniki porządkowania liniowego obiektów mogą zależeć od parametrów opisują-
cych liczby rozmyte, sposób ich estymacji wymaga odpowiednich metod.  

Celem artykułu jest przedstawienie propozycji metody ustalania rozmytych 
współczynników wagowych opartej na trzech modelach IRT: modelu punktów 
częściowych (PCM), uogólnionym modelu punktów częściowych (GPCM) oraz 



Zastosowanie modeli IRT w konstrukcji rozmytego systemu wag… 127 

wielokategorialnym modelu Rascha (RSM). Proponowana metoda zakłada, że kry-
teria charakteryzujące obiekty wyrażone są na skali metrycznej, natomiast współ-
czynniki wagowe w postaci wartości lingwistycznych.  

2. Rozmyta metoda TOPSIS 

Załóżmy, że dany jest zbiór obiektów { }niAA i ...,,1==  i zbiór kryteriów 
{ }mjCC j ...,,1== , gdzie { }mjnixX ij ...,,1;...,,1~~ ===  oznacza zbiór rozmytych 

ocen, a { }mjwW j ...,,1~~ ==  zbiór rozmytych wag. Uporządkowanie liniowe obiek-
tów przy wyżej wyszczególnionych założeniach możliwe jest m.in. poprzez zasto-
sowanie rozmytej metody TOPSIS.  

Rozmyta metoda TOPSIS wymaga realizacji następujących kroków [Chen 2000]:  
Krok 1. Obliczenie znormalizowanych ocen: 
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1

( ) ij
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Krok 2. Obliczenie ważonych znormalizowanych ocen: 

 ( ) ( )ij j ijv x w z x=   . (2) 

Krok 3. Wyznaczenie wzorca +A  i antywzorca −A  rozwoju: 

 { } { }1 2 1 2( ), ( ),..., ( ) (max ( ) ),(min ( ) ) 1,...,m ij ijii
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A v x v x v x v x j J v x j J i n− − − −= = ∈ ∈ =

     , (4) 
 

gdzie 1J  oraz 2J  są odpowiednio kryteriami wpływającymi stymulująco i desty-
mulująco na kryterium syntetyczne.  
Krok 4. Obliczenie dla każdego obiektu odległości od wzorca +

id  i antywzorca 
rozwoju −

id (w oryginalnej pracy jest to odległość euklidesowa). 
Krok 5. Obliczenie miary syntetycznej: 
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i

i i
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d d

−
+

+ −=
+

, )...,,1( ni = . (5) 

Wartości miary (5) unormowane są w przedziale <0; 1>. Im mniejsza odległość 
obiektu od wzorca, a większa od antywzorca, tym wartość miary syntetycznej jest 
bliższa jedności. 
Krok 6. Ustalenie rankingu obiektów. Najlepszy obiekt posiada największą war-
tość miary syntetycznej.  
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3. Konstrukcja rozmytych współczynników wagowych  
    z zastosowaniem modeli IRT 

Modele IRT stanowią alternatywę dla klasycznej teorii pomiaru. Pozwalają na wy-
jaśnienie mechanizmu leżącego u podstaw odpowiadania respondenta na pozycje 
skali z punktu widzenia zarówno własności skali, jak i cech respondentów związa-
nych z mierzonym zjawiskiem (np. zdolności, kompetencji, zaangażowania emo-
cjonalnego itp.) [Sagan 2005]. Umożliwiają przekształcenie wyników pomiaru ze 
skali porządkowej w skalę przedziałową, a parametry charakteryzujące responden-
tów i pozycje skali wyrażone zostają wspólną jednostką pomiaru (określaną mia-
nem logitu) na tym samym kontinuum. Szczegółową charakterystykę modeli IRT 
można znaleźć m.in. w opracowaniach: Hambleton i in. [1991], Embretson i Reise 
[2000], Ostini i Nering [2006], DeMars [2010].  

3.1. Ogólna charakterystyka wybranych modeli IRT 

Propozycja metody ustalania rozmytych współczynników wagowych dotyczy 
trzech modeli dla kategorii uporządkowanych: PCM – Partial Credit Model [Ma-
sters 1982], GPCM – Generalized Partial Credit Model [Muraki 1992] oraz RSM 
– Rating Scale Model [Andrich 1978]. U podstaw wyszczególnionych modeli leżą 
założenia o jednowymiarowości skali (wszystkie pozycje skali mierzą wyłącznie 
jedną zmienną ukrytą) oraz lokalnej niezależności pozycji skali (odpowiedź na 
określoną pozycję skali jest niezależna od odpowiedzi na inne pozycje). Modele 
nie znajdują zastosowania w analizie „ekstremalnych” wzorców odpowiedzi na 
pozycje skali (np. w sytuacji, gdy respondent wybiera kategorię „zdecydowanie 
nieważne” w ramach wszystkich pozycji skali).  

Prawdopodobieństwo wyboru przez n-tego respondenta kategorii x )...,,2,1( mx =  
na i-tej pozycji skali, odpowiednio dla modeli PCM, GPCM oraz RSM, wyrażone 
jest wzorem: 
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gdzie: nβ  – stopień zdolności n-tego respondenta do udzielenia poprawnej odpo-
wiedzi na i-tą pozycję skali, iδ  – stopień trudność i-tej pozycji skali, ijτ  – wartość 
progowa dla j-tej kategorii w ramach i-tej pozycji skali, iα  – parametr dyskrymi-
nacji dla i-tej pozycji skali.  

W modelu PCM i GPCM odległości między wartościami progowymi nie są 
równe w ramach wybranej pozycji skali i mogą się różnić między poszczególnymi 
pozycjami. Model GPCM różni się od PCM dodatkowym parametrem dyskrymi-
nacji α . Model RSM jest bardziej restrykcyjny w swoich założeniach w stosunku 
do modeli PCM i GPCM, bowiem zakłada, że odległości między wartościami pro-
gowymi są jednakowe dla wszystkich pozycji skali. Ponadto w ramach modelu 
RSM szacowany jest dodatkowy parametr δ  charakteryzujący stopień trudności 
odpowiedniej pozycji skali. 

3.2. Współczynniki wagowe jako trójkątne liczby rozmyte 

Wagi kryteriów w rozmytej metodzie TOPSIS zaproponowanej przez Chena 
[2000] mają postać trójkątnych liczb rozmytych scharakteryzowanych za pomocą 
trzech parametrów: 

 ( )ijijijij cbaw ,,~ = , (9) 

gdzie: ijw~  – waga j-tego kryterium nadana przez i-tego respondenta, ija  – lewy 
zakres dziedziny liczby rozmytej, ijb  – środek dziedziny liczby rozmytej, dla któ-
rego wartość funkcji przynależności wynosi 1, ijc  – prawy zakres dziedziny liczby 
rozmytej. 

Proponowane podejście polega na wykorzystaniu wartości progowych, szaco-
wanych w ramach wyszczególnionych wcześniej modeli IRT, do ustalenia trzech 
parametrów liczb rozmytych. Wartości parametrów dla uporządkowanych punktów 
szacunkowych skal pomiarowych (określanych mianem kategorii lub wartości 
lingwistycznych) ustalane są zgodnie z odpowiadającymi tym punktom wartościa-
mi progowymi. Wartości progowe wyznaczane są na kontinuum zmiennej ukrytej 
w punkcie przecięcia krzywych charakterystycznych sąsiadujących ze sobą kate- 
gorii. Zatem wartość progową stanowi punkt, w którym prawdopodobieństwo  
wyboru przez respondenta jednej z dwóch sąsiadujących kategorii jest takie samo  
i wynosi 0,5.  
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Przyjmując jako przykład 5-stopniową skalę oceny ważności o następujących 
punktach: zdecydowanie nieważne (ZN), nieważne (N), średnio ważne (ŚW), waż-
ne (W), zdecydowanie ważne (ZW), formuły na ustalenie parametrów trójkątnych 
liczb rozmytych dla każdego z tych punktów przedstawiono w tab. 1. 

Tabela 1. Formuły dla parametrów trójkątnych liczb rozmytych  

Kategoria 
Parametry liczb rozmytych 

a  b  c  
ZN -4 -4 

1iτ  
N 

1iτ  1 2

2
i iτ τ+  2iτ  

ŚW 
2iτ  2 3

2
i iτ τ+  3iτ  

W 
3iτ  3 4

2
i iτ τ+  4iτ  

ZW 4iτ  4 4 

Źródło: opracowanie własne. 
 

W proponowanym podejściu dwa z trzech parametrów liczb rozmytych przypo-
rządkowanych kategoriom skrajnym ustalane są arbitralnie. Chodzi o parametry  
a  i b  w przypadku pierwszej kategorii oraz b  i c  w przypadku ostatniej kategorii. 
Taki zabieg umożliwia lewo- i prawostronne ograniczenie skali ocen ważności. 
Gwarantuje, że wartości mniejsze lub większe na kontinuum zmiennej ukrytej od 
odpowiednio lewo- i prawostronnego ograniczenia skali w postaci trójkątnych 
liczb rozmytych będą miały wartość stopnia przynależności do tych liczb równą 1. 
Przyjęte w artykule wartości wyżej wymienionych parametrów wynikają z faktu, 
że w modelach IRT kontinuum zmiennej ukrytej często ograniczane jest do prze-
działu <-4;4>.  

Dysponując w ramach każdego z kryteriów trójkątnymi liczbami rozmytymi 
opisującymi poszczególne kategorie skali, należy dokonać transformacji ocen waż-
ności każdego z respondentów do postaci stosownych trójkątnych liczb rozmytych. 
Wagi dla każdego z kryteriów, w postaci trójkątnych liczb rozmytych, ustalane są 
na podstawie średniej arytmetycznej z ocen ważności wyrażonych w postaci trój-
kątnych liczb rozmytych (zgodnie z zasadami arytmetyki dla tych liczb).  

4. Przykład empiryczny 

Propozycję ustalenia wag z zastosowaniem trójkątnych liczb rozmytych i modeli 
IRT zastosowano do uporządkowania liniowego 10 wybranych modeli smartfonów 
dostępnych na polskim rynku. Wybrane modele były według serwisu skąpiec.pl  
w styczniu 2014 r. najczęściej wyszukiwanymi w sieci modelami. Modele scharak-
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teryzowano za pomocą 7 kryteriów: 1C  – wielkość ekranu (cale), aC2  – rozdziel-
czość ekranu w poziomie (px), bC2  – rozdzielczość ekranu w pionie (px), 3C  – 
rozdzielczość wbudowanego aparatu cyfrowego (Mpx), 4C  – ilość wbudowanej 
pamięci (GB), 5C  – pamięć RAM (GB), 6C  – maksymalny czas rozmów (h). 

Ważność poszczególnych kryteriów w użytkowaniu smartfonów oceniono na 
podstawie wyników badania ankietowego (ankieta internetowa) przeprowadzonego 
wśród użytkowników smartfonów w sierpniu 2014 r. Próba miała charakter celo-
wy, a jej liczebność wyniosła 47 respondentów. W ocenie ważności zaproponowa-
no szacunkową skalę porządkową z pięcioma punktami: „zdecydowanie nieważ-
ne”, „nieważne”, „średnio ważne”, „ważne”, „zdecydowanie ważne”. Żaden z re-
spondentów nie wybrał w ocenie kryteriów kategorii „zdecydowanie nieważne” 
lub „nieważne”, dlatego w dalszej analizie wykorzystano pozostałe trzy. 

Kryteria zostały znormalizowane zgodnie z formułą przekształcenia liniowego 
[Shih i in. 2007]. Znormalizowane wartości kryteriów wyszczególniono w tab. 2. 

Wartości progowe dla każdego z kryteriów oszacowane z zastosowaniem 
trzech modeli IRT wyszczególniono w tab. 3. 

Tabela 2. Znormalizowana macierz danych 

Model 1C  aC2  bC2  3C  4C  5C  6C  
Samsung Galaxy S4 I9505 0,11 0,15 0,15 0,16 0,14 0,16 0,14 
Samsung Galaxy S3 i9300 0,11 0,10 0,10 0,10 0,14 0,08 0,17 
myPhone Next 0,10 0,08 0,08 0,10 0,03 0,08 0,04 
Samsung Galaxy S III mini I8190 0,09 0,07 0,06 0,06 0,07 0,08 0,11 
Samsung Galaxy S DUOS S7562 0,09 0,07 0,06 0,06 0,02 0,06 0,10 
Samsung Galaxy Note III N9005 0,13 0,15 0,15 0,16 0,28 0,23 0,17 
Sony Xperia Z 0,11 0,15 0,15 0,16 0,14 0,16 0,11 
Goclever Quantum 4 0,09 0,07 0,06 0,02 0,03 0,04 0,04 
Apple iPhone 5 16 GB 0,09 0,09 0,09 0,10 0,14 0,08 0,06 
Sony Xperia J 0,09 0,07 0,07 0,06 0,02 0,04 0,06 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 3. Wartości progowe dla kryteriów 

Kryteria RSM PCM GPCM 
1τ  2τ  1τ  2τ  1τ  2τ  

  1C  0,32 3,16 -1,29 2,72 -2,26 0,55 

  aC2  -0,08 2,77 -1,15 2,06 -2,25 0,14 

  bC2  -0,08 2,77 -0,62 1,86 -1,49 0,04 

  3C  -0,28 2,57 -1,88 1,95 -2,60 0,06 

  4C  -0,49 2,36 -1,79 1,66  -3,7 -0,19 

  5C  0,60 3,44 0,63 1,94 -1,78 -0,28 

  6C  0,32 3,16 -1,29 2,72 -2,26 0,55 

Źródło: opracowanie własne z zastosowaniem pakietu eRm programu R. 



132 Bartłomiej Jefmański 

  
 

Na podstawie wartości progowych ustalono liczby rozmyte odpowiadające po-
szczególnym ocenom ważności kryteriów. Po dokonaniu transformacji wyników 
pomiaru do postaci liczb rozmytych i ich uśrednieniu otrzymano wagi dla poszcze-
gólnych kryteriów (tab. 4).  

Tabela 4. Wagi dla kryteriów w postaci trójkątnych liczb rozmytych 

Kryteria 
RSM PCM GPCM 

a b c a b c a b c 

    1C  1,06 2,21 3,30 -0,06 1,59 2,95 -1,84 0,44 1,66 

    aC2  0,99 2,25 3,17 0,14 1,81 2,76 -1,63 0,87 1,72 

    bC2  0,99 2,25 3,17 0,14 1,81 2,76 -1,63 0,87 1,72 

    3C  0,96 2,18 3,13 0,29 1,86 2,68 -1,42 1,03 1,70 

    4C  0,97 2,36 3,17 -0,12 1,81 2,82 -1,94 0,87 1,84 

    5C  0,92 2,84 3,15 -0,03 1,97 2,80 -1,84 1,14 1,93 

    6C  0,83 1,59 3,08 0,21 1,32 2,53 -1,23 0,65 1,47 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 5. Wyniki uporządkowania liniowego obiektów 

Model RSM PCM GPCM Pozycja  
w rankingu 

Samsung Galaxy S4 I9505 0,725508 0,7158 0,697902   2 
Samsung Galaxy S3 i9300 0,480931 0,474803 0,465406   4 
myPhone Next 0,178115 0,177357 0,177335   7 
Samsung Galaxy S III mini I8190 0,208997 0,205879 0,207966   6 
Samsung Galaxy S DUOS S7562 0,124602 0,120075 0,115968   8 
Samsung Galaxy Note III N9005 0,980537 0,99707 0,997317   1 
Sony Xperia Z 0,702254 0,693314 0,677326   3 
Goclever Quantum 4 0,018816 0,020498 0,022253 10 
Apple iPhone 5 16 GB 0,333795 0,331402 0,334635   5 
Sony Xperia J 0,06058 0,061886 0,059359   9 

Źródło: opracowanie własne. 

 
W celu ustalenia współrzędnych obiektu wzorcowego porównano trójkątne 

liczby rozmyte za pomocą metody wyostrzania zaprezentowanej w opracowaniu 
Dinga i Lianga [2005]. Wszystkie kryteria mają charakter stymulant, dlatego 
współrzędne wzorca ustalono jako liczby rozmyte, odpowiadające wartościom 
maksymalnym. Wyniki uporządkowania liniowego, wraz z wartościami miary 
syntetycznej, przedstawiono w tab. 5.  
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5. Zakończenie 

Ustalenie systemu wag dla kryteriów w zagadnieniu porządkowania liniowego 
obiektów może bazować na informacji pozastatystycznej i być realizowane metodą 
ocen respondentów. W takim przypadku oceny ważności kryteriów najczęściej 
wyrażone są w postaci wartości lingwistycznych. Transformacja tych wartości do 
postaci liczb rozmytych pozwala uwzględnić nieprecyzyjność tego typu stwierdzeń 
oraz umożliwia zastosowanie rozmytej metody TOPSIS. 

Jak wykazano w przykładzie empirycznym, rozpiętość liczb rozmytych przypo-
rządkowanych wartościom lingwistycznym jest zróżnicowana w zależności od 
wybranego modelu IRT. Dowodzi to zasadności przyjętego podejścia, które  
w przeciwieństwie do klasycznej teorii pomiaru nie zakłada jednakowych odległo-
ści pomiędzy punktami szacunkowych skal pomiaru.  

Wybór modelu IRT nie miał wpływu na ostateczne uporządkowanie obiektów, 
pomimo różnic w odległościach od wzorca i antywzorca oraz wartościach miary 
syntetycznej. Należy jednak podkreślić, że są to wyłącznie wstępne wyniki, które 
posłużyły głównie do charakterystyki proponowanego podejścia, a nie badania 
zgodności otrzymanych wyników z zastosowaniem różnych modeli IRT. Realiza-
cja drugiego celu będzie możliwa po zwiększeniu liczebności próby badawczej.  
Z kolei większa liczebność próby może skutkować wzrostem zmienności ocen 
ważności kryteriów poprzez wybór kategorii do tej pory niestosowanych (czyli 
„zdecydowanie nieważne” i „nieważne”). To również może mieć wpływ na wyniki 
uporządkowania liniowego obiektów.  

Nowym problemem badawczym, który pojawił się w trakcie realizacji etapów 
rozmytej metody TOPSIS, jest wybór, w zależności od funkcji preferencji kryte-
riów, wartości maksymalnych i minimalnych jako współrzędnych wzorca i anty-
wzorca rozwoju. Pojawia się zatem konieczność porównania trójkątnych liczb 
rozmytych, co wymaga zastosowania odpowiednich metod. Wybór metody może 
mieć zatem również wpływ na wyniki uporządkowania liniowego obiektów.  
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THE APPLICATION OF IRT MODELS IN THE CONSTRUCTION 
OF A FUZZY SYSTEM OF WEIGHTS FOR VARIABLES  
IN THE ISSUE OF LINEAR ORDERING –  
ON THE BASIS OF TOPSIS METHOD 

Summary: A fuzzy TOPSIS method assumes that the assessment of criteria or/and weight 
coefficients are introduced in the form of triangular fuzzy numbers. An open issue is  
the way to establish parameters of these numbers. A possible solution is an application of 
the Item Response Theory models. The aim of this article is to introduce a suggestion of 
the method of establishing fuzzy weight coefficients based on the three IRT models: PCM 
(Partial Credit Model), GPCM (Generalised Partial Credit Model) and RSM (Rating Scale 
Model). A suggested method was illustrated on the empirical example concerning linear  
ordering of selected models of smartphones.  

Keywords: linear ordering, fuzzy TOPSIS, fuzzy numbers, fuzzy weights, IRT models. 
 




