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BAYESOWSKIE SZACOWANIE STAWEK SKLEADKI
W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH
Z WYBRANYMI FUNKCJAMI STRATY

Streszczenie: Ubezpieczenia komunikacyjne stanowia duza cz¢$¢ portfela ubezpieczen ma-
jatkowych wigkszo$ci towarzystw ubezpieczeniowych. Dlatego w przypadku ubezpieczen
komunikacyjnych problem kalkulacji sktadki jest szczegolnie istotny. W pracy przedstawiono
zastosowanie metod bayesowskich do wyznaczania zwyzek i znizek w taryfikacji a posterio-
ri. Podjgto probeg oceny, czy funkcja straty wplywa na wartosci estymatoréw stawek sktadki.

Slowa kluczowe: stawka sktadki, estymator bayesowski, liczba roszczen, ubezpieczenia ko-
munikacyjne.

1. Wstep

Rynek ubezpieczen komunikacyjnych w Polsce rozwija si¢ bardzo dynamicznie.
Charakteryzuje si¢ duza koncentracja pod wzgledem udziatu poszczegoélnych towa-
rzystw ubezpieczeniowych w rynku oraz bardzo silna konkurencja, o czym $wiad-
czy dynamika udziatéw ubezpieczycieli w rynku ubezpieczen komunikacyjnych.
Dlatego towarzystwa ubezpieczeniowe musza skutecznie wycenia¢ ryzyko w swo-
ich taryfach. W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC taryfikacja jest dwuetapo-
wa. W pierwszym etapie — nazywanym a piori — wyznacza si¢ sktadke bazowa na
podstawie znanych czynnikow ryzyka (najczesciej sa to region rejestracji pojazdu
i pojemno$¢ skokowa silnika). Nastgpnie w sktadce bazowej uwzglednia si¢ zwyzki
i znizki, gtownie wynikajace z przebiegu szkodowo$ci w poprzednim okresie ubez-
pieczenia. Ten etap nazywany jest taryfikacja a posteriori. Zasady udzielania zwy-
zek i1 znizek okreslane sg indywidualnie przez dane towarzystwo ubezpieczeniowe
inazywane systemem bonus-malus. Zwyzki i znizki sa okreslane jako procent sktad-
ki bazowej 1 nazywane stawkami sktadki netto.

W pracy przedstawiono zastosowanie metod bayesowskich do szacowania sta-
wek sktadki netto w przypadku ubezpieczen komunikacyjnych OC samochodow
osobowych. Do konstrukcji estymatorow zastosowano funkcje straty kwadratowa
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i liniowo-wyktadnicza. Sktadk¢ netto wyznaczono na podstawie zasady wartosci
oczekiwanej. Celem pracy jest ocena, czy posta¢ funkcji straty wptywa istotnie na
wartosci stawek sktadki oraz jaki wptyw na wyniki estymacji parametru szkodowo-
$ci ma dobor statej w przypadku funkcji straty LINEX. Badania przeprowadzono na
podstawie danych rzeczywistych.

2. Estymatory bayesowskie parametru 6 dla roznych
funkcji straty

Niech (K, ..., K)) bedzie proba losowa prosta oraz K bgdzie zmienna losowa, ktore;j
rozktad zalezy od parametru 6 przybierajacego wartosci ze zbioru @. Oznaczmy
przez D zbidr wszystkich mozliwych decyzji, a przez d element tego zbioru begdacy
jednowymiarowa zmienna losowa. Niech (O, D, L) bedzie gra statystyczna ze zbio-
rem stanow @, zbiorem wszystkich mozliwych decyzji D oraz funkcja straty L.

Funkcjq straty nazywamy funkcje okreslona na zbiorze @ x D, ktdrej wartoscia-
mi sa wielkoS$ci straty ponoszone na skutek podjecia okreslonej decyzji d dotyczace;j
warto$ci parametru ¢ [Domanski, Pruska (2000)].

Rozwazmy funkcje straty: kwadratowa oraz liniowo-wyktadnicza (LINEX) od-
powiednio dane wzorami

LV(0,d)=c(d—6),c>0, (1)

L'"(0,d) =blexp(a(0—d))—a(@—d)—1],a=0,b>0. )

Klasycznie w estymacji bayesowskiej stosuje si¢ kwadratowa funkcje straty.
Kwadratowa funkcja straty oznacza, ze w przypadku przeszacowania i niedosza-
cowania nieznanego parametru @ o taka sama warto$¢ ma jednakowe znaczenie dla
decydenta. Jednak w przypadku ubezpieczen nie zawsze musi tak by¢. Przeszacowa-
nie sktadki moze spowodowac utrate klienta, a niedoszacowanie sktadki — straty dla
firmy ubezpieczeniowej. A. Zellner zaproponowat po raz pierwszy niesymetryczna
funkcje straty nazywana liniowo-wyktadnicza [Zellner 1986]. W przypadku funkcji
straty LINEX parametr b jest parametrem skali i najczgsciej zaktada sig¢ ze b =1,
parametr a jest parametrem ksztattu, a jego znak odzwierciedla kierunek asymetrii.
Im wigkszy jest |a|, tym wigksza asymetria funkcji LINEX.

Niech K bedzie zmienng losowa oznaczajaca liczbe szkdd w danym roku dla po-

Jjedynczej polisy. Wowczas wektor (k, k,, ..., k) bedzie wektorem zaobserwowane;
przez t lat liczby szkod dla danej polisy. Parametr szkodowosci 6, w roku ¢ + 1 dla
polisy opisanej wektorem obserwacji (k, ..., k) jest nieznany. Parametr ten mozna

oszacowaé za pomocy estymatora bayesowskiego € = 4,, na podstawie wektora
obserwacji (k, ..., k).

Zalézmy, ze rozktad liczby szkdd w ubezpieczeniach komunikacyjnych jest roz-
ktadem Poissona z parametrem 6
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k
P(KZk):exp(—Q)%,kzo,l, 3)

Niech parametr 8 bedzie zmienna losowa o rozktadzie a priori gamma z para-
metrami « i f o funkcji gestosci danej rownaniem

2(0) = ﬁ;g; exp(=B0), 0>0,a>0, 3>0. @

Woéwczas rozktad liczby szkoéd w portfelu jest uyjemny dwumianowy.
Estymatory bayesowskie parametru & odpowiednio dla funkcji strat opisanych
rownaniami (1)—(2) sa postaci [Lemaire 1985; Boratynska 2008]:

é(,)zg:a+k

VAT ®
jom =1 AL
Oy _a(a+k)1n/3+t—a’ (6)

gdzie: f+t—a>0.
3. Estymatory stawek skladki netto

W ubezpieczeniach komunikacyjnych indywidualna sktadka netto w okresie ¢ + 1
jest wyznaczana na podstawie rownania [Lemaire 1985]:

I(X,K) =(EX)-(EK) b, (7
gdzie: TI(X, K) — indywidualna sktadka netto w okresie # + 1,
EX — wartos$¢ oczekiwana pojedynczej szkody,
EK — wartos$¢ oczekiwana liczby szkéd z danej polisy,
b — stawka sktadki w okresie ¢ + 1.

t+1
Kazde towarzystwo ubezpieczeniowe musi okresli¢ procentowe wartosci b,
nazywane stawkami sktadki. Przyjmijmy, ze EX = | oraz ze rozktad liczby szkod
w portfelu jest ujemny dwumianowy, wtedy rownanie (7) ma postaé

a
H(K) ZE'bm' ®)
Stad stawka sktadki wynosi
b, =£H(K)-l()0%. )
a
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Zat6zmy, ze sktadka netto jest wyznaczana na podstawie zasady wartosci ocze-
kiwanej danej wzorem

I(K) =(1+ Q) EK, (10)

gdzie O > 0 nazywa si¢ wspolczynnikiem bezpieczenstwa. Wspotczynnik bezpie-
czenstwa jest ustalany indywidualnie przez kazdego ubezpieczyciela, a jego wartos¢
nie jest ujawniana. W pracy przyjgto warto§¢ wspotczynnika bezpieczenstwa rowna
100%. Uwzgledniajac zatozenia dotyczace postaci rozktadu liczby szkod oraz wy-
korzystujac estymatory bayesowskie dane wzorami (5) i (6), otrzymujemy nastgpu-
jace postaci sktadki netto

H”)(K)=(1+Q)0;:]; , (11)
) _ l ﬁ+t
() =1+ Q)@+ R, (12)

Uwzgledniajac rownanie (9) oraz roéwnania (11) i (12) oraz przyjmujac Q = 1,
otrzymujemy odpowiednio stawki sktadki netto, ktora powinien ptaci¢ ubezpieczo-
ny, ktory po ¢ latach zglosit & szkod:

ICAR IR

t+1 T (Z(ﬂ+f) (13)
b =L (o +k)1nﬂ’6—:t-100%. (14)
aa +Ii—a

4. Badanie empiryczne

Badania przeprowadzono na podstawie danych pochodzacych z t6dzkiego towa-
rzystwa ubezpieczeniowego dla portfela ubezpieczen komunikacyjnych OC samo-
chodow osobowych. Z portfela ztozonego z 15 878 polis, wylosowano 1000 polis
(proba prosta). Wsrdd wylosowanych polis $rednia roczna liczba szkod i wariancja
odpowiednio wynosily k =0,187;S> =0,21. Oceniono testem zgodnosci chi-kwa-
drat zgodno$¢ rozktadu liczby szkéd z rozkladem ujemnym dwumianowym. Na po-
ziomie istotnosci 0,05 brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, ze rozktad
liczby szkod jest ujemny dwumianowy.
Estymatory parametrow a oraz f rozktadu ujemnego dwumianowego, wyzna-

czone metoda momentoéw [Domanski, Pruska 2000], maja postac

Y R

d St~k b S7 -

= (15)
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gdzie: k — wartos¢ $redniej liczby szkod,
S; — wariancja liczby szkod.

Warto$ci oszacowanych parametrow rozktadu liczby szkdéd wynosza:
B=81304 i &=15204

Na podstawie proby oszacowano stawki sktadki netto za pomoca wzordéw (13)
i (14), porownano ich warto$ci oraz zbadano wptyw doboru parametru a na ksztalt
funkcji straty LINEX.

W tabeli 1 porownano stawki sktadki oszacowane dla funkcji straty kwadra-
towej oraz linowo-wykladniczej z parametrem a = 0,4. Otrzymane stawki sktadki
sa nieznacznie wigksze w przypadku kwadratowej funkcji straty. W tabelach 2 i 3
oraz na wykresach 1, 2 przedstawiono stawki sktadki otrzymane dla funkcji linio-
wo-wyktadniczej z roznymi parametrami ksztaltu a. W literaturze parametr ksztattu
funkcji straty LINEX czgsto jest zwiazany z miarg awersji do ryzyka Arrowa-Pratta

Tabela 1. Stawki sktadki netto (%) oszacowane z wykorzystaniem kwadratowej funkcji straty (SQR)
oraz liniowo-wyktadniczej funkcji straty (LINEX, a = 0,4)

t
k 0 1 2 3
SQR | LINEX | SQR | LINEX | SQR | LINEX | SQR | LINEX
0 100 100 89 88 80 79 73 72
1 148 147 133 132 121 120
2 206 205 186 184 169 167
3 265 263 239 236 217 215
4 323 321 291 289 265 262

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Stawki sktadki netto (%) oszacowane z wykorzystaniem liniowo-wyktadniczej funkcji
straty (LINEX) dla =01 ¢ =1 oraz ré6znych wartosci parametru a funkcji LINEX

t

i 0 1

a a
81| 54| 04| 04 5.4 81 | 81| 54| 04| 04 54 8,1
0 100 | 100 | 100 | 100 | 100 | 100 92 91 89 88 82 39
1 152 | 151 147 | 147 | 136 65
2 213 | 210 | 206 | 205 190 90
3 273 | 270 | 264 | 263 | 244 | 116
4 333 | 330 | 323 | 321 | 298 | 142

Zrodto: obliczenia wlasne.
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Tabela 3. Stawki sktadki netto (%) oszacowane z wykorzystaniem liniowo-wyktadniczej funkcji
straty (LINEX) dla # = 2 i t = 3 oraz roznych warto$ci parametru a funkcji LINEX

t
2 3
k
a a
-8,1 |54 |-04 |04 5.4 8,1 -8,1 |54 |04 |04 5.4 8,1

0 85 84 80 79 70 29 79 77 73 72 61 23
1 141 138 | 133 | 132 | 116 48 | 131 128 | 121 120 | 101 39
2 197 | 193 | 186 | 184 | 162 67 | 183 | 179 | 169 | 167 | 141 54
3 252 | 248 | 239 | 236 | 208 86 | 235 | 230 | 218 | 215 | 181 69
4 308 | 303 | 292 | 289 | 254 | 104 | 287 | 281 | 266 | 262 | 221 85

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 4. Stawki sktadki netto oszacowane z wykorzystaniem liniowo-wyktadniczej
funkcji straty (LINEX) dla # = 4 oraz roznych wartosci parametru a funkcji LINEX

k t=4
a

-8,1 -5,4 -0,4 0,4 5,4 8,1
0 74 72 67 66 54 20
1 123 119 112 110 90 33
2 171 167 156 153 125 46
3 220 214 200 197 161 59
4 268 261 244 240 196 72

Zrédlo: obliczenia wiasne.

i przyjmowany w granicach 0,4 <a < 11,5. Jednak w literaturze aktuarialnej mozna
znalez¢ opracowania, w ktorych rozwaza sig rozne wartos$ci tego parametru, tacznie
z ujemnymi [Boratynska 2008; Jasiulewicz, Kordecki [2011]. W przypadku danych
rzeczywistych ograniczeniem jest dziedzina f + ¢ —a [ 0 logarytmu we wzorze (14),
czyli |a| < [ . Stad w pracy parametr ksztattu a € (-8,1304; 8,1304). W analizowa-
nych przypadkach najwigksze stawki uzyskano dla najmniejszej przyjetej wartosci
parametru ksztaltu funkcji LINEX, natomiast najmniejsze stawki dla najwigkszej
warto$ci parametru a. Rysunek 3 prezentuje posta¢ funkcji LINEX w zaleznosci od
parametru ksztattu a i warto$ci straty.



Bayesowskie szacowanie stawek sktadki w ubezpieczeniach komunikacyjnych

353

k=0 k=1
120 160
8 100 —e—a=(-)8,1 T 1407
= —8—a=(-)54 = 120 \
3 87 £ 100
5 —a—a=(-)04 5 80 o
60 <
£ \ X | a0 E o
H k] \-o\
2 40 '\‘\.\ —n—a=54 ) 40 —
20 ° —e—a=8,1 20
0 0 T T T )
0 “l é é 4‘1 0 1 2 3 4
¢ t
k=2 k=3
250 300
T 200 g0 % i’\%
= ]
E \\ é 200 —
S 150 s —— 3 \\
5 § 150
100 ®
‘§ \ o .\\’\.,\.
S0 —e 50
0 T T 1 o
0 1 2 4 0 1 2 3 4
¢ t
k=4
350
300 -
I3
= 250 |
=3
g
] 200 ~X
£
H 0 \
100 \._\_.
50
0 T T T ]
0 1 2 3 4
t

Rys. 1. Wartosci stawek sktadki netto oszacowane z wykorzystaniem funkcji straty LINEX w zalezno$ci
od parametru ksztattu a funkcji LINEX dla réznej liczby szkod k&

Zrbdto: opracowanie wlasne.
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Rys. 2. Wartosci stawek sktadki netto w zaleznosci od funkcji straty oraz liczby szkod k dla roznych

wartosci ¢

Zrodto: opracowanie wiasne.

a=-8,1

a=-54

8 7 65 43 21

123456789 10

Rys. 3. Funkcja LINEX w zalezno$ci od parametru ksztattu a oraz straty x =0 — d

Zrbdto: opracowanie wlasne.
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5. Whnioski

We wszystkich przypadkach estymatory stawek sktadki rosna wraz ze wzrostem
liczby spowodowanych szkdd & dla danego ¢ (por. rys. 2). Dla danej liczby szkod
natomiast maleja wraz ze wzrostem ¢ (por. rys. 1), czyli wraz z dluzsza historig szko-
dowosci kierowcy. Swiadczy to o poprawnosci oszacowaf. Maksymalne stawki
sktadki netto otrzymano dla k=4 1¢= 1. Przy tym warto$ci estymatoréw zaleza od
przyjetej funkcji straty, a w przypadku zalozenia liniowo-wyktadniczej funkcji straty
od parametru ksztattu tej funkcji. Im parametr ksztattu funkcji starty LINEX jest
mniejszy, tym wyzsze stawki sktadki. W przypadku najwyzszych stawek sktadki,
czylidlak=41it¢t=1, mamy: dla a =-8,1 stawke 333%, dla a = 8,1 stawke 142%,
dla kwadratowej funkcji straty stawka wynosi 323%. Im parametr ksztattu funkcji
straty LINEX jest blizszy zera, tym stawki bardziej zblizone do stawek oszacowa-
nych z wykorzystaniem kwadratowej funkcji straty, czego mozna byto oczekiwac.
Okazuje sig, ze duze roznice parametréw ksztaltu funkcji LINEX skutkuja dosé
duzymi r6znicami w stawkach sktadki netto. Dla a = 8,1 stawki skladki sa w gra-
nicach od 20% (dla k=01iz¢=4) do 142% (dla k=41t = 1); dla a = -8,1 stawki
sktadki sa w granicach od 67% (dla k=01¢=4) do 333% (dlak=41it=1). Dla
kwadratowej funkcji straty stawki sa w granicach od 67% do 323%. Juz A. Zellner
[1986] zauwazyl, ze niedoszacowanie i przeszacowanie estymowanego parametru
o t¢ sama warto$¢ nie prowadza do jednakowych skutkéw ekonomicznych i spo-
tecznych. Przyjmujac kwadratowa funkcje straty, zaktadamy, ze skutki ekonomiczne
przeszacowania i niedoszacowania sktadki o t¢ sama wartos¢ sa jednakowe. Jest
zatem uzasadnione stosowanie asymetrycznej funkcji straty n.. liniowo-wyktadni-
czej. Jezeli a < 0, to strata jest liniowa przy przeszacowaniu estymatora parame-
tru 8, wyktadnicza przy niedoszacowaniu estymatora parametru & (por. rys. 3). Dla
a>0 odwrotnie. Zatem dla a <0 niedoszacowanie spowoduje duzo wigksze straty niz
przeszacowanie. W przypadku a > 0 odwrotnie. Bardziej problematyczny jest wybor
warto$ci parametru |a|. Rozsadna wartos$cia wydaje si¢ w tym przypadku usredniona
warto$¢ z dopuszczalnego przedzialu ze wzgledu na ograniczenia wyznaczane przez
rynek, co do wartosci stawek sktadki w funkcjonujacych na rynku towarzystwach
ubezpieczeniowych. Dalsze badania mozna prowadzi¢ z wykorzystaniem metod
symulacyjnych. Mozna réwniez sprobowac tak dobra¢ parametr @, aby zminima-
lizowa¢ ryzyko bayesowskie. W pracy nie poddano ocenie ryzyka bayesowskiego
w przypadku rozwazanych funkcji straty, co moze stanowi¢ temat dalszych badan.
Problem odpornosci bayesowskiej przedstawiono np. w pracy [Mgczarski 1998].
Wedlug autora estymatory bayesowskie w szacowaniu sktadek ubezpieczeniowych
sa ,,mozliwie stabilnymi rozwiazaniami, «nieufnymi» wobec chwilowych gtebokich
znizek empirycznego poziomu ryzyka, ale takze nie zawyzajacymi tego poziomu
(i nie odstraszajacymi przecigtnych klientéw przesadnymi sktadkami) w sytuacji
istniejacych szans wystgpienia wielkich szkod” [Meczarski 1998, s. 151]. Z punktu
widzenia ubezpieczyciela ocena wynikow estymacji stawek sktadki sprowadza sig
do oceny efektywnosci funkcjonowania systemu bonus-malus.
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BAYESIAN ESTIMATION OF PREMIUM RATES IN MOTOR
INSURANCE WITH SELECTED LOSS FUNCTIONS

Summary: Motor insurance is a large part of the portfolio of property insurance of most in-
surance companies. Therefore, in the case of motor vehicle insurance the problem of premium
calculation is particularly important. This paper presents an application of Bayesian methods
to determine the increases and reductions in a posteriori tariffs. An attempt of the evaluation
whether the loss function influences values of estimators of premium rates was made.

Keywords: Rates of premiums, Bayes estimator, claim frequency, civil responsibility car
insurance.





