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WERYFIKACJA MODELI 
KRZYWEJ DOCHODOWOŚCI 
NA PODSTAWIE METOD DYNAMICZNYCH

Streszczenie: W krajach o dobrze rozwiniętym rynku międzybankowym modele parame-
tryczne odgrywają istotną rolę w polityce pieniężnej. Od kilku lat banki centralne stosują 
różne kryteria dopasowania (krzywej do danych rzeczywistych). Aby wskazać, który z mo-
deli jest odpowiedni dla polskiego rynku, w artykule wykorzystano metody dynamiczne. 
Obejmują one postać zmienności implikowanej stopy forward oraz postać macierzy, której 
elementy stanowią współczynniki korelacji implikowanych stóp forward o tym samym te-
norze (długości), lecz o różnym terminie rozliczenia transakcji i pozwalają na dynamiczny 
pomiar adekwatności szacowania krzywej. Artykuł wskazuje optymalną postać macierzy oraz 
wskazuje kryterium dopasowania, które spełniło pożądane kryteria. Analiza została oparta na 
stopach WIBOR w latach 2009–2011 i zastosowaniu modelu Svenssona.

Słowa kluczowe: krzywa dochodowości, modele parametryczne, oczekiwania rynkowe.

1. Wstęp

Konstrukcja struktury terminowej stóp procentowych jest obecnie przedmiotem 
zainteresowania wielu banków centralnych ze względu na możliwość wykorzysta-
nia jej potencjału informacyjnego dla prowadzenia skutecznej polityki pieniężnej. 
Modelowanie struktury terminowej na potrzeby polityki pieniężnej sprowadza się 
do znalezienia pewnego subiektywnego konsensu między jakością dopasowania 
a akceptowaną gładkością, elastycznością oraz stabilnością szacowanej krzywej 
[Anderson, Sleath 2001], dlatego proces oceny modelu należy rozpatrywać na kil-
ku płaszczyznach, uwzględniających: dobór oraz weryfikację dostępnych danych, 
wybór kryterium dopasowania szacowanych funkcji do danych rzeczywistych oraz 
procedury estymacji parametrów, ocenę jakości dopasowania oszacowanego modelu 
do danych rzeczywistych oraz weryfikację cech implikowanej krzywej forward. 

Pierwsze próby szacowania terminowej struktury stóp procentowych na rynku 
polskim w oparciu o parametryczny model Nelsona-Siegela przeprowadzone były 
na podstawie danych obejmujących kwotowania wybranych bonów skarbowych 
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oraz obligacji [Stamirowski 1999]. Kolejne krzywe dochodowości tworzone były 
przy wykorzystaniu modelu Svenssona na wtórnym rynku obligacji skarbowych 
[Stępniak, Zieliński 2000]. Ze względu na krótki horyzont czasowy dostępnych 
wówczas instrumentów, a także ze względu na wielkość obrotów, oba badania miały 
raczej charakter informacyjny, prezentujący możliwości interpretacyjne krzywych 
dochodowości. 

M. Marciniak [2006] porównał model Svenssona oraz funkcji sklejanych dla 
danych z rynku obligacji, wskazał wady i zalety każdego z nich z uwzględnieniem 
cech rynku polskiego, który charakteryzuje się średnią płynnością. P. Kliber [2009] 
dokonał analizy porównawczej trzech modeli: Nelsona-Siegela, Svenssona oraz 
funkcji sklejanych na podstawie danych z rynku obligacji uzupełnionych stawka-
mi WIBOR. Dodatkowo przeprowadził analizę zmienności stóp spot uzyskanych 
w wyniku estymacji modelu. Do tej pory jednak na polskim rynku nie przeprowa-
dzono badań, które wskazałyby optymalne – z punktu widzenia rodzimej polityki 
pieniężnej – kryterium estymacji krzywej dochodowości.

Model krzywej dochodowości, skonstruowany na potrzeby polityki pieniężnej, 
oprócz statycznego obrazu bieżącej sytuacji rynkowej powinien pozwolić na łatwe 
dostosowanie się krzywej do zmian struktury terminowej, będących efektem na-
pływu nowych informacji i modyfikacji oczekiwań rynkowych. Dlatego też szaco-
wanie struktury terminowej przy wykorzystaniu modeli parametrycznych wymusza 
znalezienie alternatywnych metod pozyskiwania informacji o dynamice wyznaczo-
nych stóp procentowych. Samo kryterium jakości dopasowania nie daje podstaw do 
wskazania najlepszej metody szacowania struktury terminowej, dlatego alternatywą 
może stać się analiza zmian implikowanych stóp forward, które są powszechnie wy-
korzystywane w badaniu oczekiwań oraz ryzyka.

Celem artykułu jest zbadanie zmian szacowanej krzywej i porównanie jej z dy-
namiką stóp rynkowych, co stwarza możliwość alternatywnej oceny modelu krzywej 
dochodowości. Możliwość wykorzystania implikowanej stopy forward wynika ze 
zgodności modeli parametrycznych z dynamicznymi modelami rynkowymi (klasy 
HJM).

2. Metodologia badań

Analiza implikowanych stóp forward przeprowadzona została w dwóch etapach. 
W pierwszym zbadano zmienność implikowanych stóp forward mierzoną odchy-
leniem standardowym. W drugim etapie skonstruowana została macierz, której ele-
menty stanowią współczynniki korelacji implikowanych stóp forward o tym samym 
tenorze (długości), lecz o różnym terminie rozliczenia transakcji. Oczekuje się, że 
poziom skorelowania pomiędzy implikowanymi stopami będzie tym wyższy, im 
bardziej zbliżony jest termin rozliczenia kontraktów (dwie stopy, których termin 
rozliczenia jest zbliżony, zmieniają się w tym samym kierunku i w tym samym stop-
niu, co gwarantuje stabilność i wygładzenie utworzonej powierzchni).
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Na potrzeby analizy wykorzystano wyniki estymacji krzywych, które doprowa-
dziły do wyznaczenia trzech ocen wektora parametrów w zależności od przyjętego 
kryterium dopasowania (kwadrat różnic cen, rentowności oraz rentowności korygo-
wanych odwrotnością duration). Badanie objęło parametryczny model Svenssona 
[Svensson 1994] wykorzystywany przez polski bank centralny zastosowany do stóp 
WIBOR, co doprowadziło do uzyskania trzech wektorów ocen parametrów na każdy 
dzień badawczy. Zakres czasowy badań obejmuje lata 2009–2011, wykorzystano 
kod VBA.

Uzyskane oceny parametrów prowadzą wprost do uzyskania zarówno chwilowej 
struktury forward, jak i stopy zerokuponowej o dowolnej długości, dlatego możliwe 
jest także wyznaczenie implikowanej struktury forward o zakładanej długości (te-
norze).

Niech τ będzie dowolnym dniem, dla którego pozyskane są dane służące do sza-
cowania krzywej. W oparciu o wyznaczone oceny parametrów, dla dowolnego dnia τ 
możliwe było oszacowanie trzech implikowanych struktur forward fτ(s, s + Δs) o usta-
lonej z góry długości Δs > 0 oraz momencie realizacji transakcji forward w dniu s.

Ze względu na to, że celem szacowania krzywej dochodowości jest identyfika-
cja oczekiwań rynkowych, przedmiotem analizy często są stopy, które – z punktu 
widzenia banku centralnego – są kluczowe dla prowadzonej polityki pieniężnej. Od 
stycznia 2005 r. jedną z oficjalnych stóp NBP jest minimalna rentowność 7-dniowe-
go bonu pieniężnego emitowanego przez NBP, dlatego do analizy wybrano strukturę 
implikowanej 7-dniowej stopy forward dla wybranych terminów rozpoczęcia trans-
akcji s.

Posługując się wzorem na implikowaną stopę forward dla t s s= + D : 
1 ( , )( , ) ln

( , )
sf s s s

s s sτ
δ τ

δ τ
+ D = ⋅

D + D
 oraz zakładając, że długość transakcji (tenor) 

7 ,
365

sD = otrzymano wzór na siedmiodniową implikowaną stopę forward: 

7
365

7 365 ( , ), ln ,
365 7 ( , )

sf s s
sτ

δ τ
δ τ

 + = ⋅  + 
(1)

gdzie: ( , )sδ τ – czynnik dyskontowy,
7

365( , )f s sτ + – implikowana 7-dniowa stopa forward,
τ – moment wyznaczania implikowanej stopy forward,
s – moment rozpoczęcia transakcji forward. 

Choć parametry modelu pozwalają oszacować poziom implikowanej stopy 
w dowolnym momencie w przyszłości s, na potrzeby analizy wyznaczono 17 naj-
bliższych implikowanych tygodniowych stóp forward (dla każdego z trzech kryte-
riów dopasowania, w dniu τ, w którym dostępne są dane). 
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Za moment realizacji s implikowanych stóp forward przyjęto kolejne dni w ty-
godniowych interwałach. W rezultacie otrzymany ciąg ma postać: 

7 14 119, , ,
365 365 365

7( , ) .
365 s

f s sτ
=

 + 
 



(2)

Ciąg dany wzorem (2) można zapisać za pomocą wektora τf stóp 7
365( , ),f s sτ +  

gdzie 365
7+s  wyraża zapadalność tygodniowej stopy forward realizowanej w dniu 

s i wyznaczonej w dniu τ:
7 7 119 12614 14 21

365 365 365 365 365 365 365( , ) ( ; ); ( ; ); ; ( ; )s s f f fτ τ τ τ+ =   f  . (3)

Wektor ten odzwierciedla oszacowane w momencie τ wartości tygodniowych 
implikowanych stóp forward, które miałyby obowiązywać za tydzień, dwa, aż do 17. 
tygodnia. Należy więc podkreślić, że są to stopy o tej samej długości (tenorze), ale 
których realizacja przebiega w różnych momentach w przyszłości.

Aby badać dynamikę każdego z elementów ciągu, należy zdefiniować zmianę 
implikowanej stopy forward w kolejnych dniach. Przyjmując, że dane można pozy-
skać w czasie dyskretnym oznaczonych jako: { }1,2, , 504τ =  , wówczas dzienna 
zmiana implikowanej stopy forward 7

365( , )f s sτD + jest równa:

7
3657

365 7
1 365

( , )
( , ) ln .

( , )
f s s

f s s
f s s

τ
τ

τ -

+
D + =

+
(4)

Zbiór dziennych przyrostów implikowanej stopy forward można także zapisać 
w postaci wektora:

7 7 119 12614 14 21
365 365 365 365 365 365 365( , ) ( ; ); ( ; ); ; ( ; ) .s s f f fτ τ τ τD + = D D D  f  (5)

Rynki finansowe dosyć jednoznacznie określają cechy charakteryzujące dyna-
mikę stóp forward, które są opisywane zarówno poprzez wykres zmienności jak 
i macierz korelacji między poszczególnymi parami elementów wektora 7

365( )sτD +f  
(wzór (5)).

Szeregi implikowanej logarytmicznej 7-dniowej stopy forward dla 17 róż-
nych terminów realizacji 7 11914

365 365 365, , ,s =   zapisane w postaci wektora 
7 7 119 12614 14 21

365 365 365 365 365 365 365( , ) ( ; ); ( ; ); ; ( ; )s s f f fτ τ τ τD + = D D D  f  , można również ozna-
czyć dla 1,2, , 17n =   za pomocą 365

7ns ≡ : 

7( 1)7 7 119 12614 14 21
365 365 365 365 365 365 365 365( , ) ( ; ); ( ; ); ; ( ; )nn f f fτ τ τ τ

+D = D D D  f  . (6)

Wówczas możliwe jest zbadanie korelacji poszczególnych serii dziennych przy-
rostów implikowanych stóp forward różniących się terminem realizacji:
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, ,
7 7( 1) 7 7( 1), ; , ,
365 365 365 365n m n m

n n m mf fτ τρ ρ  + +   ≡ D D    
    

(7)

gdzie: mn,ρ – współczynnik korelacji dla n, m = 1, 2, …, 17,

7 7( 1),
365 365

n nfτ
+ D  

 
– zmiana stopy forward postaci:

7( 1)7
7( 1) 365 3657

365 365 7( 1)7
1 365 365

( , )
( , ) ln

( , )

nn
nn

nn

f
f

f
τ

τ
τ

+
+

+
-

D =  dla n = 1, 2, …, 17.

Wyznaczone współczynniki ρn,m tworzą macierz korelacji P o siedemnastu wier-
szach i siedemnastu kolumnach o postaci:

P { }, 1,2, , 17; 1,2, , 17n m n m
ρ

= =
=Ñ

  , (8)

gdzie:

, ,
7 7( 1) 7 7( 1), ; ,
365 365 365 365n m n m

n n m mf fτ τρ ρ  + +   ≡ D D    
    

, dla 7,,,, 121 =mn .

Macierz P obejmująca współczynniki ρn,m charakteryzuje się następującymi włas- 
nościami [Rebonato 2002, s. 190–191]: 

[1] , 1,m mρ =  dla dowolnego m,
[2] ,1 1n mρ- ≤ ≤ , , 1,2, , 17n m =  ,
[3] , , .m n n mρ ρ=
Ponadto dla współczynnika korelacji ρn,m kluczowy jest dystans pomiędzy ciąga-

mi (elementami wektora Δfτ), który wyrażony jest (w tygodniach) przez moduł róż-
nicy |n – m|. Im jest on większy, tym oczekuje się słabszego związku pomiędzy sto-
pami. Ta specyfika rynku pieniężnego określona została jako efekt dekorelacji i jest 
to zjawisko analogiczne do tego, które jest obserwowane w szeregach czasowych 
[Brace i in. 1997]. Oznacza ono, iż najsilniej skorelowane są te pary implikowanych 
stóp zwrotu, których termin rozliczenia jest najbardziej zbliżony. Wraz ze wzrostem 
zróżnicowania się terminów realizacji implikowanych stóp forward ich wzajemny 
związek ulega osłabieniu: 

[4] dla ustalonego n, ρn,n+m jest malejącą funkcją m.
Biorąc pod uwagę to, że korelacja dotyczy zmian stóp forward, proces dekorela-

cji nie dąży do zera, lecz do pewnej dodatniej wartości:
[5] dla ustalonego n , ,lim 0.n n mm

aρ +→∞
= >

Dodatkowo można zauważyć, że wraz z wydłużaniem się terminu realizacji 
transakcji proces dekorelacji jest coraz słabszy. Oznacza to, że oczekiwania dotyczą-
ce stopy 7-dniowej w odleglejszej przyszłości nie są bardzo zróżnicowane. W przy-
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padku krótkiego horyzontu realizacji kontraktów rynek silnie różnicuje oczekiwa-
nia, dlatego korelacja spada szybciej: 

[6] dla ustalonego m, ρn,n+m jest rosnącą funkcją n.
Do objaśnień wykresów przyjęte zostają poniższe oznaczenia: 

wksn  – termin realizacji stopy 7 7( 1),
365 365

n nfτ
⋅ + 

 
 

 gdzie 1,2, , 17n =  .

Na podstawie współczynników korelacji (elementów macierzy P) można zbudo-
wać wykres przedstawiający trójwymiarową powierzchnię. Na osiach X oraz Y odło-
żone są terminy realizacji kontraktów implikowanych 7-dniowych stóp forward, na-
tomiast na osi Z wartości korelacji między nimi. Poszczególne odcienie na wykresie 
powierzchniowym reprezentują odpowiedni przedział wartości współczynnika kore-
lacji reprezentowany w legendzie wykresu. 

Rys. 1. Optymalna powierzchnia korelacji implikowanych stóp forward zróżnicowanych 
ze względu na termin realizacji

Źródło: opracowanie własne.

3. Badanie empiryczne

Analiza wykresów otrzymanych w wyniku zastosowania modelu Svenssona 
z uwzględnieniem różnych kryteriów dopasowania pozwoliła na przeanalizowanie 
adekwatności każdej z metod.

Dobór modelu krzywej dochodowości stanowi niezbędny element procedury 
wyznaczania implikowanych zmienności stóp forward, dlatego można domniemy-
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wać, że wybór kryterium dopasowania krzywej do danych rzeczywistych może mieć 
także wpływ na powierzchnię korelacji [Alexander, Lvov 2003]. Zadanie sprowadza 
się do wskazania metody, która pozwala na wskazanie optymalnego modelu kon-
strukcji krzywej, który z kolei umożliwia skonstruowanie macierzy korelacji o włas- 
nościach [1]–[6]. Analiza przeprowadzona zostanie na podstawie wykresów po-
wierzchni korelacji oraz odpowiadających im wykresów konturowych. Te ostatnie 
ilustrują wartość współczynnika korelacji w sposób analogiczny do dwuwymiaro-
wej mapy topograficznej, różnicując ich poziomy za pomocą koloru ograniczonego 
liniami łączącymi interpolowane punkty o tej samej wartości (rys. 2).

W wyniku przeprowadzonych obliczeń można stwierdzić, iż kryterium dopaso-
wania w postaci minimalizacji sumy kwadratów różnic cen pozwoliło na otrzymanie 
powierzchni o pożądanych cechach (rys. 2a). Kształt, jaki przybiera powierzchnia, 
jest zgodny z naturalną współzmiennością stóp procentowych, których korelacja 
maleje wraz ze wzrostem różnicy pomiędzy momentami realizacji kontraktów. Jed-
nakże w tym przypadku widać wyraźnie, że również stopy forward o bliskim ter-
minie realizacji, kiedy dystans |n – m| ulega zmniejszeniu, jest duży, co oznacza, że 
mocno skorelowane są nawet zmiany stóp o realizacji w 1. i 2. czy 3. tygodniu, czyli 
takie, pomiędzy którymi dystans wynosi 1–2 tygodni. Biorąc pod uwagę strukturę 
oczekiwań oraz ilość potencjalnie napływających informacji korelacja zmian stóp 
powinna być znacznie niższa, co świadczy o słabościach tego kryterium. 

Dla kryterium minimalizacji sumy kwadratów różnic rentowności (rys. 2b) sto-
py forward wykazują zdecydowany spadek korelacji dla realizacji w terminie od 11 
do 13 tygodni. Wraz z odroczeniem terminu realizacji kontraktu, dystans |n – m| dla 
stóp, w przypadku których notuje się wysoką korelację, zmniejszył się, co przeczy 
ujednolicaniu się oczekiwań w długim terminie (nie jest wykazana własność [6]). 

Dla kryterium dopasowania opartym na minimalizacji sumy kwadratów róż-
nic cen ważonych odwrotnością duration (rys. 2c) otrzymana powierzchnia speł-
nia własności [1]–[6]. Można więc przyjąć, że model Svenssona oszacowany przy 
kryterium minimalizacji różnic cen generuje powierzchnie korelacji o pożądanych 
własnościach (rys. 2a). 

4. Podsumowanie

Porównanie modeli parametrycznych pod kątem własności powierzchni korelacji, 
jakie uzyskuje się z oszacowanych implikowanych 7-dniowych stóp forward, po-
zwala na sformułowanie następujących wniosków. Przede wszystkim warto podkre-
ślić, że zastosowanie tych samych danych, ale innego kryterium optymalizacyjnego 
miało istotny wpływ na poziom implikowanych stóp forward. Kryterium dopasowa-
nia zatem musi być przemyślane i odpowiednio dobrane ze względu na istniejące 
warunki rynkowe. Kryterium dobroci dopasowania do danych rzeczywistych nie jest 
kluczowe z punktu widzenia polityki pieniężnej (i ekstrakcji oczekiwań z krzywej 
dochodowości), dlatego możliwe jest zastosowanie alternatywnej metody analizy 
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powierzchni korelacji implikowanych stóp forward. Analiza modeli Svenssona ze 
względu na trzy różne kryteria dopasowania wskazuje, że lepsze własności gwaran-
tuje kryterium dopasowania oparte na minimalizacji sumy kwadratów różnic cen 
ważonych odwrotnością duration i to ono powinno być stosowane w analizowanym 
okresie w procesie konstrukcji krzywej dochodowości.
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YIELD CURVE VERIFICATION BASED ON THE CORRELATION 
SURFACE METHOD

Summary: In countries with well developed inter-bank market the parsimonious models play 
an important role in the monetary policy. For several years central banks have utilized differ-
ent objective functions to determine whether the model fits the market data. To show which 
model is appropriate to local market data the dynamic methods were applied. They cover the 
functional form of the implied forward rate volatility and correlation surface of the implied 
forward rate. The paper shows the appropriate correlation surface and points the objective 
function for yield curve modelling on the Polish market (based on WIBOR data and Svensson 
model).

Keywords: Yield curve estimation, parsimonious models, market expectations.
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