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WERYFIKACJA MODELI
KRZYWEJ DOCHODOWOSCI
NA PODSTAWIE METOD DYNAMICZNYCH

Streszczenie: W krajach o dobrze rozwinigtym rynku migdzybankowym modele parame-
tryczne odgrywaja istotna rolg w polityce pieni¢znej. Od kilku lat banki centralne stosuja
rozne kryteria dopasowania (krzywej do danych rzeczywistych). Aby wskaza¢, ktory z mo-
deli jest odpowiedni dla polskiego rynku, w artykule wykorzystano metody dynamiczne.
Obejmuja one posta¢ zmiennos$ci implikowanej stopy forward oraz posta¢ macierzy, ktorej
elementy stanowia wspotczynniki korelacji implikowanych stop forward o tym samym te-
norze (dtugosci), lecz o réznym terminie rozliczenia transakcji i pozwalaja na dynamiczny
pomiar adekwatno$ci szacowania krzywej. Artykul wskazuje optymalna posta¢ macierzy oraz
wskazuje kryterium dopasowania, ktore spelnito pozadane kryteria. Analiza zostata oparta na
stopach WIBOR w latach 2009-2011 i zastosowaniu modelu Svenssona.

Stowa kluczowe: krzywa dochodowosci, modele parametryczne, oczekiwania rynkowe.

1. Wstep

Konstrukcja struktury terminowej stop procentowych jest obecnie przedmiotem
zainteresowania wielu bankéw centralnych ze wzgledu na mozliwos¢ wykorzysta-
nia jej potencjatu informacyjnego dla prowadzenia skutecznej polityki pienigzne;.
Modelowanie struktury terminowej na potrzeby polityki pieni¢znej sprowadza si¢
do znalezienia pewnego subiektywnego konsensu migdzy jakoscia dopasowania
a akceptowana gltadkoscia, elastycznoscia oraz stabilno$cia szacowanej krzywej
[Anderson, Sleath 2001], dlatego proces oceny modelu nalezy rozpatrywac na kil-
ku ptaszczyznach, uwzgledniajacych: dobdr oraz weryfikacje dostepnych danych,
wybor kryterium dopasowania szacowanych funkcji do danych rzeczywistych oraz
procedury estymacji parametrow, oceng jakosci dopasowania oszacowanego modelu
do danych rzeczywistych oraz weryfikacjg cech implikowanej krzywej forward.
Pierwsze proby szacowania terminowej struktury stop procentowych na rynku
polskim w oparciu o parametryczny model Nelsona-Siegela przeprowadzone byty
na podstawie danych obejmujacych kwotowania wybranych bonéw skarbowych
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oraz obligacji [Stamirowski 1999]. Kolejne krzywe dochodowosci tworzone byty
przy wykorzystaniu modelu Svenssona na wtornym rynku obligacji skarbowych
[Stepniak, Zielinski 2000]. Ze wzgledu na krotki horyzont czasowy dostgpnych
woweczas instrumentow, a takze ze wzgledu na wielkos¢ obrotdéw, oba badania miaty
raczej charakter informacyjny, prezentujacy mozliwo$ci interpretacyjne krzywych
dochodowosci.

M. Marciniak [2006] poréwnat model Svenssona oraz funkcji sklejanych dla
danych z rynku obligacji, wskazat wady i zalety kazdego z nich z uwzglednieniem
cech rynku polskiego, ktory charakteryzuje si¢ $rednia ptynnoscia. P. Kliber [2009]
dokonat analizy porownawczej trzech modeli: Nelsona-Siegela, Svenssona oraz
funkcji sklejanych na podstawie danych z rynku obligacji uzupetnionych stawka-
mi WIBOR. Dodatkowo przeprowadzil analiz¢ zmienno$ci stop spot uzyskanych
w wyniku estymacji modelu. Do tej pory jednak na polskim rynku nie przeprowa-
dzono badan, ktére wskazatyby optymalne — z punktu widzenia rodzimej polityki
pienigznej — kryterium estymacji krzywej dochodowosci.

Model krzywej dochodowosci, skonstruowany na potrzeby polityki pieni¢zne;j,
oprocz statycznego obrazu biezacej sytuacji rynkowej powinien pozwoli¢ na tatwe
dostosowanie si¢ krzywej do zmian struktury terminowej, bedacych efektem na-
ptywu nowych informacji i modyfikacji oczekiwan rynkowych. Dlatego tez szaco-
wanie struktury terminowej przy wykorzystaniu modeli parametrycznych wymusza
znalezienie alternatywnych metod pozyskiwania informacji o dynamice wyznaczo-
nych stop procentowych. Samo kryterium jakosci dopasowania nie daje podstaw do
wskazania najlepszej metody szacowania struktury terminowej, dlatego alternatywa
moze stac si¢ analiza zmian implikowanych stop forward, ktore sa powszechnie wy-
korzystywane w badaniu oczekiwan oraz ryzyka.

Celem artykutu jest zbadanie zmian szacowanej krzywej i pordwnanie jej z dy-
namika stop rynkowych, co stwarza mozliwo$¢ alternatywnej oceny modelu krzywej
dochodowosci. Mozliwo$¢ wykorzystania implikowanej stopy forward wynika ze
zgodnosci modeli parametrycznych z dynamicznymi modelami rynkowymi (klasy
HIM).

2. Metodologia badan

Analiza implikowanych stop forward przeprowadzona zostata w dwoch etapach.
W pierwszym zbadano zmiennos$¢ implikowanych stop forward mierzona odchy-
leniem standardowym. W drugim etapie skonstruowana zostata macierz, ktorej ele-
menty stanowia wspotczynniki korelacji implikowanych stop forward o tym samym
tenorze (dtugosci), lecz o ré6znym terminie rozliczenia transakcji. Oczekuje sig, ze
poziom skorelowania pomiedzy implikowanymi stopami bedzie tym wyzszy, im
bardziej zblizony jest termin rozliczenia kontraktéw (dwie stopy, ktérych termin
rozliczenia jest zblizony, zmieniaja si¢ w tym samym kierunku i w tym samym stop-
niu, co gwarantuje stabilnos$¢ 1 wygladzenie utworzonej powierzchni).
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Na potrzeby analizy wykorzystano wyniki estymacji krzywych, ktoére doprowa-
dzity do wyznaczenia trzech ocen wektora parametrow w zaleznosci od przyjetego
kryterium dopasowania (kwadrat r6znic cen, rentowno$ci oraz rentownosci korygo-
wanych odwrotnoscia duration). Badanie obj¢lo parametryczny model Svenssona
[Svensson 1994] wykorzystywany przez polski bank centralny zastosowany do stop
WIBOR, co doprowadzito do uzyskania trzech wektorow ocen parametréw na kazdy
dzien badawczy. Zakres czasowy badan obejmuje lata 2009-2011, wykorzystano
kod VBA.

Uzyskane oceny parametrow prowadza wprost do uzyskania zarowno chwilowe;j
struktury forward, jak i stopy zerokuponowej o dowolnej dtugosci, dlatego mozliwe
jest takze wyznaczenie implikowanej struktury forward o zaktadanej dtugosci (te-
norze).

Niech 7 bgdzie dowolnym dniem, dla ktérego pozyskane sg dane stuzace do sza-
cowania krzywej. W oparciu o wyznaczone oceny parametréw, dla dowolnego dnia 7
mozliwe byto oszacowanie trzech implikowanych struktur forward f (s, s + As) o usta-
lonej z gory dtugosci As > 0 oraz momencie realizacji transakcji forward w dniu s.

Ze wzgledu na to, ze celem szacowania krzywej dochodowosci jest identyfika-
cja oczekiwan rynkowych, przedmiotem analizy czgsto sa stopy, ktore — z punktu
widzenia banku centralnego — sa kluczowe dla prowadzonej polityki pienigznej. Od
stycznia 2005 1. jedna z oficjalnych stop NBP jest minimalna rentowno$¢ 7-dniowe-
go bonu pienigznego emitowanego przez NBP, dlatego do analizy wybrano strukturg
implikowanej 7-dniowej stopy forward dla wybranych termindéw rozpoczgcia trans-
akcji s.

Postugujac si¢ wzorem na implikowana stopg forward dla t=s+As:

f,(s,s+As)=i-ln 0. s)

——> <~ oraz zakladajac, ze dlugos¢ transakcji (tenor
S(rs + ) ja g ji (tenor)

As = %, otrzymano wzor na siedmiodniowg implikowana stopg forward:

fr(s,erlj:ﬁ-ln—a(T’s) , (1)
365 7 o(7,8 + 55
gdzie: o(z,s) — czynnik dyskontowy,

f.(s,s +55) — implikowana 7-dniowa stopa forward,

7 — moment wyznaczania implikowanej stopy forward,

S — moment rozpoczecia transakcji forward.

Cho¢ parametry modelu pozwalaja oszacowac poziom implikowanej stopy
w dowolnym momencie w przysziosci s, na potrzeby analizy wyznaczono 17 naj-
blizszych implikowanych tygodniowych stop forward (dla kazdego z trzech kryte-
riow dopasowania, w dniu z, w ktorym dostgpne sa dane).
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Za moment realizacji s implikowanych stop forward przyjeto kolejne dni w ty-
godniowych interwatach. W rezultacie otrzymany ciag ma postac:

{f (s, s+%)} T @)

7365'365" 7 365

Ciag dany wzorem (2) mozna zapisa¢ za pomoca wektora f_stop f,(s,s + %),
gdzie s+ 5 wyraza zapadalnos¢ tygodniowe;j stopy forward realizowanej w dniu

s 1 wyznaczonej w dniu z:

fT(S,S+%):|:f;(3;5;365) f(365;365 ;ég’éég):l (3)

Wektor ten odzwierciedla oszacowane w momencie ¢ warto$ci tygodniowych
implikowanych stop forward, ktére miatyby obowiazywac za tydzien, dwa, az do 17.
tygodnia. Nalezy wigc podkresli¢, ze sa to stopy o tej samej dlugosci (tenorze), ale
ktorych realizacja przebiega w r6znych momentach w przysztosci.

Aby bada¢ dynamike kazdego z elementow ciagu, nalezy zdefiniowa¢ zmiang
implikowanej stopy forward w kolejnych dniach. Przyjmujac, ze dane mozna pozy-

ska¢ w czasie dyskretnym oznaczonych jako: 7 = { L2,..., 504} , wowczas dzienna
zmiana implikowanej stopy forward Af, (s,s + %) jest rowna:
S2 (5,5 +55)
Af, (5,5 +555) = In=F———0—, (4)
flr—l (S S+ %)

Zbidr dziennych przyrostow implikowanej stopy forward mozna takze zapisac
W postaci wektora:

AfT(S’S+%):|:Af;’(325;365) A‘f‘(365’365 ’Af;(%’%)] (5)

Rynki finansowe dosy¢ jednoznacznie okreslaja cechy charakteryzujace dyna-
mike stoép forward, ktore sa opisywane zaréwno poprzez wykres zmiennosci jak
i macierz korelacji miedzy poszczegolnymi parami elementow wektora Af, (s +x)
(wzor (5)).

Szeregi implikowanej logarytrnicznej 7-dniowej stopy forward dla 17 roz-

. o o7 4 11 . .
nych termindéw realizacji s§=s5,3%,..., 3¢ zapisane w postaci wektora

Af (5,5 +5%) =[ M. (55322): A, (255 2); .5 A, (B2528) |, mozna réwniez ozna-

365 2 365
— In

czy¢dla n=12,...,17 zapomoca s = :

n (n+Dy _ . . . .
Afr (37?’ 7365] ) - [A-f;'(?)zS 2 365) Af (365 ’ 365 ° A-f;' (%’%)] : (6)

Wowczas mozliwe jest zbadanie korelacji poszczegdlnych serii dziennych przy-
rostow implikowanych stop forward rézniacych si¢ terminem realizacji:
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pn,m EIon,m (A-ff( I 7(n+1)j’Af;’ (7_m 7(m+1)jj 2 (7)

365 365 365 365

gdzie: Pum — wspblczynnik korelacjidlan,m=1,2, ..., 17,

Af (7_11 T(n+ 1)) _ :
1365”365 — zmiana stopy forward postaci:

A Tn  1(n+l) _1 f;(%au;gl))
V. (365> 565 ) = nf 7 70Ty dlan=1,2,...,17.
-1

365° 365

Wyznaczone wspotczynniki p  tworza macierz korelacji P o siedemnastu wier-
szach i siedemnastu kolumnach o postaci:

P :{p”’m}n:l,z,,..,l7; m=1,2,...,17 5 (8)
gdzie:
Tn T(n+1) Tm 7(m+1)j
—p [ar[ Ar [ 2 T DN g nm=1,2,...17.
Prom p”"”[ff[sés 365 ] f’[365 365

Macierz P obejmujaca wspotczynnikip = charakteryzuje sig nastgpujacymi wlas-
nosciami [Rebonato 2002, s. 190-191]: ’

(1] p,,,, =1, dla dowolnego m,

2] -1<p,, <1, n,m=1,2,...,17,

31 Lo = P

Ponadto dla wspofczynnika korelacji p, | kluczowy jest dystans pomigdzy ciaga-
mi (elementami wektora Af), ktory wyraZdny jest (w tygodniach) przez modut r6z-
nicy |n — m|. Im jest on wigkszy, tym oczekuje si¢ stabszego zwiazku pomigdzy sto-
pami. Ta specyfika rynku pienigznego okre$lona zostata jako efekt dekorelacji i jest
to zjawisko analogiczne do tego, ktére jest obserwowane w szeregach czasowych
[Brace i in. 1997]. Oznacza ono, iz najsilniej skorelowane sa te pary implikowanych
stop zwrotu, ktorych termin rozliczenia jest najbardziej zblizony. Wraz ze wzrostem
zroznicowania si¢ terminow realizacji implikowanych stop forward ich wzajemny
zwiazek ulega ostabieniu:

[4] dla ustalonego n, p jest malejaca funkcja m.

Biorac pod uwagg to, ze korelacja dotyczy zmian stop forward, proces dekorela-
cji nie dazy do zera, lecz do pewnej dodatniej wartosci:

[5] dla ustalonego n, limp,, . =a>0.

Dodatkowo mozna zarlnl_\;&OaZyé, ze wraz z wydluzaniem sig terminu realizacji
transakcji proces dekorelacji jest coraz stabszy. Oznacza to, ze oczekiwania dotycza-
ce stopy 7-dniowej w odleglejszej przysztosci nie sa bardzo zrdéznicowane. W przy-
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padku krotkiego horyzontu realizacji kontraktow rynek silnie roznicuje oczekiwa-
nia, dlatego korelacja spada szybciej:

[6] dla ustalonego m, p, . jestrosnaca funkcja n.

Do objasnien wykresow przyjete zostaja ponizsze oznaczenia:
MM] odzie n=1,2,...,17.
365 365

Na podstawie wspotczynnikoéw korelacji (elementéw macierzy P) mozna zbudo-
wac wykres przedstawiajacy trojwymiarowa powierzchni¢. Na osiach X oraz Y odto-
zone sa terminy realizacji kontraktow implikowanych 7-dniowych stop forward, na-
tomiast na osi Z warto$ci korelacji migdzy nimi. Poszczegdlne odcienie na wykresie
powierzchniowym reprezentuja odpowiedni przedzial warto$ci wspotczynnika kore-

lacji reprezentowany w legendzie wykresu.

n wks — termin realizacji stopy f, (

_____ H09-1
R [ CEE : 50809
Zosy LT 07-08
: 1 week 0607
- 0506
0 ks B 0405
< 13 wks .g’;ﬁ’:

n w
Eiféééigm”“’“ :0:14022
Tz al E 00,1

Rys. 1. Optymalna powierzchnia korelacji implikowanych stop forward zré6znicowanych
ze wzgledu na termin realizacji

Zrodto: opracowanie wiasne.

3. Badanie empiryczne

Analiza wykresow otrzymanych w wyniku zastosowania modelu Svenssona
z uwzglednieniem réznych kryteriow dopasowania pozwolita na przeanalizowanie

adekwatnosci kazdej z metod.
Dobor modelu krzywej dochodowosci stanowi niezbedny element procedury

wyznaczania implikowanych zmiennosci stop forward, dlatego mozna domniemy-
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wac, ze wybor kryterium dopasowania krzywej do danych rzeczywistych moze mie¢
takze wptyw na powierzchnig korelacji [Alexander, Lvov 2003]. Zadanie sprowadza
si¢ do wskazania metody, ktéra pozwala na wskazanie optymalnego modelu kon-
strukcji krzywej, ktory z kolei umozliwia skonstruowanie macierzy korelacji o wlas-
no$ciach [1]-[6]. Analiza przeprowadzona zostanie na podstawie wykresoéw po-
wierzchni korelacji oraz odpowiadajacych im wykresow konturowych. Te ostatnie
ilustruja wartos¢ wspotczynnika korelacji w sposob analogiczny do dwuwymiaro-
wej mapy topograficznej, roznicujac ich poziomy za pomoca koloru ograniczonego
liniami taczacymi interpolowane punkty o tej samej wartosci (rys. 2).

W wyniku przeprowadzonych obliczen mozna stwierdzié, iz kryterium dopaso-
wania w postaci minimalizacji sumy kwadratow réznic cen pozwolito na otrzymanie
powierzchni o pozadanych cechach (rys. 2a). Ksztalt, jaki przybiera powierzchnia,
jest zgodny z naturalng wspotzmiennoscia stop procentowych, ktorych korelacja
maleje wraz ze wzrostem roznicy pomigdzy momentami realizacji kontraktow. Jed-
nakze w tym przypadku wida¢ wyraznie, ze rowniez stopy forward o bliskim ter-
minie realizacji, kiedy dystans |n — m| ulega zmniejszeniu, jest duzy, co oznacza, ze
mocno skorelowane sa nawet zmiany stop o realizacji w 1. 1 2. czy 3. tygodniu, czyli
takie, pomigdzy ktorymi dystans wynosi 1-2 tygodni. Biorac pod uwage strukture
oczekiwan oraz ilo$¢ potencjalnie naptywajacych informacji korelacja zmian stop
powinna by¢ znacznie nizsza, co $wiadczy o stabosciach tego kryterium.

Dla kryterium minimalizacji sumy kwadratow ro6znic rentownosci (rys. 2b) sto-
py forward wykazuja zdecydowany spadek korelacji dla realizacji w terminie od 11
do 13 tygodni. Wraz z odroczeniem terminu realizacji kontraktu, dystans | — m| dla
stop, w przypadku ktorych notuje si¢ wysoka korelacje, zmniejszyt sig, co przeczy
ujednolicaniu si¢ oczekiwan w dtugim terminie (nie jest wykazana wlasnos¢ [6]).

Dla kryterium dopasowania opartym na minimalizacji sumy kwadratow rdz-
nic cen wazonych odwrotnoscia duration (rys. 2¢) otrzymana powierzchnia spet-
nia wilasnosci [1]-[6]. Mozna wigc przyjac, ze model Svenssona oszacowany przy
kryterium minimalizacji r6znic cen generuje powierzchnie korelacji o pozadanych
wlasnosciach (rys. 2a).

4. Podsumowanie

Porownanie modeli parametrycznych pod katem wlasnosci powierzchni korelacji,
jakie uzyskuje si¢ z oszacowanych implikowanych 7-dniowych stop forward, po-
zwala na sformutowanie nast¢pujacych wnioskdéw. Przede wszystkim warto podkre-
sli¢, ze zastosowanie tych samych danych, ale innego kryterium optymalizacyjnego
miato istotny wpltyw na poziom implikowanych stop forward. Kryterium dopasowa-
nia zatem musi by¢ przemys$lane i odpowiednio dobrane ze wzgledu na istniejace
warunki rynkowe. Kryterium dobroci dopasowania do danych rzeczywistych nie jest
kluczowe z punktu widzenia polityki pieni¢znej (i ekstrakcji oczekiwan z krzywej
dochodowosci), dlatego mozliwe jest zastosowanie alternatywnej metody analizy
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powierzchni korelacji implikowanych stop forward. Analiza modeli Svenssona ze
wzgledu na trzy rozne kryteria dopasowania wskazuje, ze lepsze wlasnosci gwaran-
tuje kryterium dopasowania oparte na minimalizacji sumy kwadratow roéznic cen
wazonych odwrotnoscia duration i to ono powinno by¢ stosowane w analizowanym
okresie w procesie konstrukcji krzywej dochodowosci.
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YIELD CURVE VERIFICATION BASED ON THE CORRELATION
SURFACE METHOD

Summary: In countries with well developed inter-bank market the parsimonious models play
an important role in the monetary policy. For several years central banks have utilized differ-
ent objective functions to determine whether the model fits the market data. To show which
model is appropriate to local market data the dynamic methods were applied. They cover the
functional form of the implied forward rate volatility and correlation surface of the implied
forward rate. The paper shows the appropriate correlation surface and points the objective
function for yield curve modelling on the Polish market (based on WIBOR data and Svensson
model).
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