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ANALIZA ZMIENNOŚCI INDEKSÓW BRANŻOWYCH 
GPW W WARSZAWIE PRZY ZASTOSOWANIU 
MODELU GARCH BEKK

Streszczenie: Zmienność stóp zwrotu z instrumentów finansowych określa poziom ryzyka 
inwestycyjnego z nimi związanego. Badania prowadzone na rynku finansowym potwierdzają, 
że wariancja stóp zwrotu z akcji na danym rynku zależy nie tylko od zmian na tym rynku, ale 
również od sytuacji na innych rynkach. Dlatego w artykule podjęto się analizy powiązań mię-
dzy zmiennością indeksów branżowych GPW w Warszawie przy wykorzystaniu wielowy-
miarowych modeli GARCH. W tym celu posłużono się modelem GARCH BEKK, który ze 
względu na jego uproszczoną specyfikację jest wygodnym narzędziem do badania zależności 
między zmiennością w systemie zmiennych. Oszacowanie parametrów modelu pozwoliło na 
ustalenie mechanizmów transmisji impulsów między sektorami gospodarczymi. Otrzymane 
wyniki potwierdzają ciągłe zmiany w czasie warunkowych wariancji i kowariancji między 
rozpatrywanymi indeksami branżowymi.

Słowa kluczowe: wielowymiarowy model GARCH, model BEKK, indeksy branżowe, wa-
runkowa macierz kowariancji.

DOI: 10.15611/pn.2014.365.06

1. Wstęp

Podmioty funkcjonujące na rynku prowadzą działalność w różnych sektorach go-
spodarczych. Specyfika sektorów przejawia się w odmienności uwarunkowań po-
dejmowania decyzji przez przedsiębiorstwa, zarówno zewnętrznych jak i wewnętrz-
nych. Znajduje to odzwierciedlenie w osiąganych przez nie wynikach finansowych 
i ich kondycji ekonomicznej. W przypadku spółek notowanych na giełdzie papierów 
wartościowych obrazem sytuacji ekonomiczno-finansowej spółek są poziomy ich 
kursów oraz wskaźników rynkowych.

Globalne rynki finansowe podlegają ciągłym procesom integracyjnym [Baillie, 
Bollerslev 1995]. Powoduje to, że rynki finansowe, a także ich segmenty wykazują 
się różnokierunkowymi powiązaniami, co skutkuje oddziaływaniem zmian kursów 
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akcji na jednym rynku na pozostałe rynki [Minovic 2009]. Ważnymi informacjami 
dla uczestników rynków finansowych zaangażowanych w przedsięwzięcia w róż-
nych sektorach przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych są powiązania między 
indeksami branżowymi. Wiedza na temat powiązań pomiędzy zmiennością indek-
sów branżowych umożliwia inwestorom indywidualnym i instytucjonalnym osiąg- 
nięcie dodatkowych korzyści dzięki dywersyfikacji ryzyka.

Celem artykułu jest zbadanie powiązań pomiędzy zmiennością indeksów bran-
żowych spółek notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie. Ze 
względu na ciągłe fluktuacje w czasie poziomu indeksów branżowych analiza zależ-
ności między ich zmiennością może zostać przeprowadzona przy zastosowaniu wie-
lowymiarowych modeli GARCH. W pracy do badania powiązań pomiędzy zmien-
nością indeksów branżowych wykorzystano model GARCH BEKK. Otrzymane 
rezultaty pozwoliły na wskazanie kierunków transmisji szoków w poszczególnych 
sektorach gospodarczych na inne sektory. Wyniki pomiaru zależności między indek-
sami branżowymi mogą zostać wykorzystane przez inwestorów do dywersyfikacji 
ryzyka portfela w układzie sektorowym. 

2. Indeksy giełdowe GPW w Warszawie

Indeks giełdowy jest miernikiem obliczanym na podstawie cen akcji wszystkich no-
towanych na giełdzie spółek lub określonej ich grupy. Poziom indeksów oraz ich 
zmiany są źródłem informacji o panującej koniunkturze giełdowej i są traktowane 
jako wskaźniki kondycji rynku kapitałowego. Długookresowe analizy historycznych 
wartości indeksów umożliwiają określenie tendencji zachodzących na rynkach oraz 
ich segmentach, dzięki czemu są ważnymi instrumentami wspomagającymi decyzje 
podejmowane przez inwestorów. Ze względu na różnorodność instrumentów finan-
sowych oraz ich klasyfikacji istnieje potrzeba stosowania różnych grup indeksów.

Pierwszy indeks giełdowy został opublikowany w 1896 r. przez Charlesa Dowa 
i Edwarda Jonesa. Opierał się on na kursach akcji odpowiednio dobranych 12 spółek 
notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Nowym Jorku, tak aby od-
zwierciedlał aktualną sytuację na giełdzie. Od tamtej pory indeksy giełdowe stały 
się popularnym narzędziem stosowanym do zobrazowania kondycji wyselekcjo-
nowanych grupy spółek i kierunków jej zmian. Wraz z rozwojem giełd papierów 
wartościowych na świecie oraz postępem technologicznym liczba funkcjonujących 
indeksów zaczęła szybko rosnąć i obecnie funkcjonuje dziesiątki indeksów opisują-
cych zachowanie określonych rynków i ich segmentów. Indeks powinien dostarczać 
wiarygodnych informacji o sytuacji na rynku lub w sektorze, dlatego musi być opar-
ty na reprezentatywnej grupie papierów wartościowych.

Indeks giełdowy spełnia wiele funkcji, przy czym najważniejsze z nich to:
• syntetyczna informacja o sytuacji na rynku lub wybranych jego segmentach,
• instrument bazowy dla instrumentów pochodnych (opcji, kontraktów futures, 

kontraktów forward),
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• punkt odniesienia dla oceny efektywności inwestowania,
• specjalistyczne narzędzie służące inwestorom do budowy własnych wskaźników 

giełdowych,
• substytut portfela rynkowego, co ma znaczenie w teorii portfelowej i modelach 

rynku kapitałowego.
Giełda Papierów Wartościowych w Warszawie publikuje indeksy od 1991 r. Naj-

wcześniej zastosowany został Warszawski Indeks Giełdowy (WIG), który obejmuje 
akcje spółek notowanych na rynku podstawowym. Rozwój polskiego rynku kapita-
łowego powodował, że liczba indeksów stale rosła, a ich obecna liczba wynosi 26 
[GPW 2013]. Wśród 26 indeksów 3 to indeksy narodowe, a 11 to indeksy sektorowe. 
W celu utrzymania wiarygodności indeksów giełdowych GPW stworzyła kryteria 
bazowe, które muszą spełniać spółki wchodzące w ich skład, określające przede 
wszystkim liczbę i wartość akcji w wolnym obrocie.

Zmiany poziomu indeksów wskazują tendencje panujące na rynku lub w jego 
segmentach. Wahania poszczególnych indeksów są ze sobą ściśle powiązane, co 
wynika nie tylko z podobnego składu spółek wchodzących w ich skład. Dotyczy to 
również indeksów branżowych, których wartości zależne są od kondycji sektorów 
gospodarczych. Sytuacja ekonomiczno-finansowa sektorów i poziom ryzyka bran-
żowego odznacza się wielokierunkowymi powiązaniami, co potwierdzają badania 
prowadzone przez naukowców [Gradzewicz i in. 2010; Kijek 2013]. Dlatego ważne 
jest, by analiza indeksów, w tym indeksów sektorowych, była prowadzona również 
w ujęciu wielowymiarowym.

3. Wielowymiarowe modele GARCH

Wielowymiarowe modele GARCH (MGARCH) stanowią ważny krok w rozwoju 
metod analizy wielowymiarowych finansowych szeregów czasowych. Zastosowa-
nie różnorodnych specyfikacji sprawia, że modele tej klasy odznaczają się dużą 
elastycznością i umożliwiają ich wykorzystanie do opisu różnorodnych zjawisk na 
rynkach finansowych.

Pierwszymi propozycjami modelowania heteroskedastyczności w szeregach 
czasowych były przedstawiony przez Engle [1982] model ARCH (Autoregressive 
Conditional Heteroscedasticity) oraz uogólniona w późniejszym okresie przez Bol-
lersleva [1986] jego wersja, czyli model GARCH (Generalized ARCH). Obydwa 
modele są najczęściej stosowanymi narzędziami do analizy zmienności jednowy-
miarowych finansowych szeregów czasowych.

Badanie powiązań pomiędzy zmiennością większej liczby szeregów wyma-
ga zastosowania wielowymiarowych modeli GARCH – MGARCH (Multivariate 
GARCH). Umożliwiają one prognozowanie zmienności oraz analizę łącznych wa-
hań (comovement) wielowymiarowych szeregów czasowych [Zivot, Wang 2006].

Specyfikacja modelu MGARCH powinna uwzględniać strukturę analizowane-
go wielowymiarowego szeregu czasowego oraz właściwości rozważanego modelu. 
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Z jednej strony model powinien możliwie najpełniej opisywać wahania warunkowej 
wariancji i kowariancji zmiennych, natomiast z drugiej strony nie powinien być zbyt 
rozbudowany, tak aby możliwa była estymacja i interpretacja jego parametrów (licz-
ba parametrów modelu szybko rośnie wraz ze wzrostem liczby zmiennych). Dlatego 
budowa modelu MGARCH wymaga ustalenia liczby parametrów na poziomie, któ-
ry pozwoli zachować równowagę między prostotą a elastycznością. Innym ważnym 
warunkiem, który musi spełniać model MGARCH, jest dodatnio określona macierz 
kowariancji, co wymaga nałożenia dodatkowych restrykcji.

W ogólnej postaci model MGARCH można zapisać następująco:

 t t tr µ ε= + , (1)

 1/2
t t tH vε = , (2)

gdzie rt jest wielowymiarowym wektorem losowym, μt jest warunkową wartością 
oczekiwaną procesu, która może być stałą lub modelem VAR, εt jest wektorem 
składników losowych, Ht jest macierzą warunkowych kowariancji, vt jest procesem 
niezależnych zmiennych losowych o zerowej średniej i jednostkowej macierzy ko-
wariancji. 

W pierwszym zaprezentowanym modelu MGARCH, określanym mianem 
modelu VEC, wprowadzonym przez Bollersleva, Engle’a i Wooldridge’a [1988],  
Ht przybiera poniższą formę:

 '

1 1
vech( ) vech( ) vech( )

q p

t i t i t i j t j
i j

H c A B Hε ε− − −
= =

= + +∑ ∑ , (3)

gdzie operator vech(∙) oznacza wektor złożony z elementów macierzy kwadratowej, 
znajdujących się na głównej przekątnej i poniżej przekątnej, c jest wektorem stałych, 
Ai i Bj są macierzami parametrów. W powyższej postaci model posiada dużą liczbę 
parametrów, co stwarza poważne problemy z estymacją jego parametrów. Dlate-
go stosuje się modele MGARCH z restrykcjami nałożonymi na parametry, tak aby 
zmniejszyć ich liczbę oraz zapewnić dodatnią określoność macierzy Ht.

Jedną z propozycji ograniczonej wersji modelu VEC przedstawili Baba, Engle, 
Kraft i Kroner, który znany jest pod nazwą modelu BEKK [Engle, Kroner 1995]. 
Dzięki odpowiedniej specyfikacji zmienna w czasie macierz kowariancji spełnia 
warunek dodatniej określoności. Macierz warunkowych kowariancji w modelu 
BEKK(p,q) wyrażona jest następująco:

 ' ' '

1 1
'

q p

t i t i t i i j t j j
i j

H CC A A B H Bε ε− − −
= =

= + +∑ ∑ , (4)

gdzie C, Ai oraz Bj są macierzami parametrów, przy czym C jest macierzą dolno-
-trójkątną. Taka dekompozycja stałej w modelu gwarantuje dodatnią półokreśloność 
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macierzy kowariancji, jak również stosunkowo najmniej skomplikowaną numerycz-
nie procedurę estymacji parametrów.

Zastosowany w niniejszej pracy do analiz zależności pomiędzy indeksami bran-
żowymi model BEKK(1,1) przyjmuje poniższą postać:

 '
1 1 1' ' 't t t tH CC A A B H Bε ε− − −= + + . (5)

Diagonalne elementy w macierzach A i B mierzą wpływ impulsów i zmienności 
z poprzedniego okresu na zmienność bieżącego okresu dla poszczególnych indek-
sów branżowych. Natomiast elementy pozadiagonalne tych macierzy określają za-
leżności między zmiennością rozważanych indeksów branżowych. 

Estymację parametrów modelu BEKK przeprowadza się za pomocą metody  
quasi-największej wiarygodności. Przy szacowaniu wektora parametrów θ maksy-
malizowany jest logarytm funkcji wiarygodności postaci:

 ' 1

1 1

1 1log ( ) log(2 ) log
2 2 2

T T

T t t t t
i i

N TL H Hθ π ε ε−

= =

⋅
= − − −∑ ∑ . (6)

Maksymalizacja logarytmu funkcji wiarygodności odbywa się przy założeniu 
normalności rozkładu składników losowych. Brak normalności rozkładu składni-
ków losowych nie ma jednak istotnego wpływu na jakość oszacowań parametrów 
modelu, gdyż jak dowodzą Comte i Lieberman [2003], niezależnie od faktycznego 
rozkładu innowacji estymatory metody quasi-największej wiarygodności dla modeli 
MGARCH są zgodne i mają asymptotyczny rozkład normalny. Dlatego w pracy przy 
estymacji parametrów dodatkowo zastosowano wielowymiarowy rozkład t-Studenta.

4. Charakterystyka danych

W przeprowadzonych w pracy analizach wykorzystano notowania indeksów bran-
żowych Giełdy Papierów Wartościowych w Warszawie. Do badania wybranych zo-
stało sześć indeksów branżowych, które funkcjonują na GPW co najmniej od 2008 r. 
Są to następujące indeksy:
• indeks WIG-banki – w skład wchodzą spółki (obecnie 13) sektora „banki”,
• indeks WIG-budownictwo – w skład wchodzą spółki (obecnie 24) sektora „bu-

downictwo”,
• indeks WIG-chemia – w skład wchodzą spółki (obecnie 5) sektora „przemysł 

chemiczny”,
• indeks WIG-deweloperzy – w skład wchodzą spółki (obecnie 25) sektora „de-

weloperzy”,
• indeks WIG-paliwa – w skład wchodzą spółki (obecnie 8) sektora „przemysł 

paliwowy”,
• indeks WIG-spożywczy – w skład wchodzą spółki (obecnie 26) sektora „prze-

mysł spożywczy”.
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Do badania przyjęto dzienne logarytmiczne stopy zwrotu z indeksów od 22 
września 2008 r. do 7 lutego 2014 r. (1346 obserwacji). Rozkład logarytmicznych 
stóp zwrotu w rozważanym okresie zaprezentowano na rysunku 1.

Rys. 1. Logarytmiczne stopy zwrotów indeksów branżowych GPW w Warszawie

Źródło: opracowanie własne.

Wzrokowa ocena wykresów logarytmicznych stóp zwrotów badanych indek-
sów branżowych wskazuje, że ich średnia jest stała, natomiast wariancja zmienia 
się w czasie. Można zaobserwować efekt skupiania wariancji, co przejawia się wy-
stępowaniem okresów wysokiej i niskiej zmienności. Okresami wyraźnie większej 
zmienności indeksów branżowych są lata 2008-2009 oraz 2011 rok. Takie zachowa-
nie indeksów branżowych przemawia za wykorzystaniem do opisu ich zmienności 
oraz zależności pomiędzy szeregami wielowymiarowych modeli GARCH.



86 Arkadiusz Kijek

5. Wyniki badania

Badanie zależności pomiędzy zmiennością indeksów branżowych GPW w Warsza-
wie przeprowadzono przy wykorzystaniu modelu GARCH BEKK. Oszacowano pa-
rametry modelu BEKK (1,1), przyjmując wielowymiarowy rozkład normalny oraz 
wielowymiarowy rozkład t-Studenta dla innowacji procesu. Najwyższą wartość lo-
garytmu funkcji wiarygodności osiągnięto dla modelu z wielowymiarowym rozkła-
dem t-Studenta, dlatego też parametry tego modelu poddano ocenie i interpretacji. 
Oszacowania parametrów macierzy A i B modelu BEKK (1,1) oraz ich istotność 
dla sześciu indeksów branżowych WIG: banki, budownictwo, chemia, deweloperzy, 
paliwa i spożywczy zaprezentowano w tabelach 1 i 2.

Tabela 1. Oceny i istotność parametrów macierzy A w modelu BEKK (1,1) dla indeksów branżowych 
WIG

Parametr  
A(↓,→) BANK BUD CHE DEW PAL SPO

BANK 0,134*** 0,017 –0,036* 0,043* –0,013 0,092***

BUD 0,036** 0,133*** –0,020*** 0,056*** –0,032** 0,032**

CHE –0,012 –0,030 0,312*** 0,105*** 0,057 –0,035
DEW 0,109*** 0,000 –0,015 0,201*** –0,064*** 0,001
PAL 0,063** 0,017 0,010 0,101*** –0,054** 0,075***

SPO –0,045 0,097*** –0,077** 0,014 0,075** 0,032*

BANK – banki, BUD – budownictwo, CHE – chemia, DEW – deweloperzy, PAL – paliwa,  
SPO – spożywczy, * – istotność na poziomie 0,1, ** – istotność na poziomie 0,05, *** – istotność na 
poziomie 0,01.

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 2. Oceny i istotność parametrów macierzy B w modelu BEKK (1,1) dla indeksów branżowych 
WIG

Parametr  
B(↓,→) BANK BUD CHE DEW PAL SPO

BANK 0,974*** –0,011*** 0,064*** –0,001 –0,006 –0,057***

BUD –0,006* 0,986*** 0,027*** –0,015*** –0,003 –0,022***

CHE 0,045*** 0,039*** 0,711*** –0,063*** –0,021 0,307***

DEW –0,024*** –0,004 0,022 0,960*** 0,015** –0,004
PAL 0,004* –0,006 0,039** –0,049*** 0,987*** –0,003
SPO –0,032** –0,040*** 0,235*** 0,030** –0,005 0,708***

BANK – banki, BUD – budownictwo, CHE – chemia, DEW – deweloperzy, PAL – paliwa, SPO – 
spożywczy; * – istotność na poziomie 0,1, ** – istotność na poziomie 0,05, *** – istotność na poziomie 0,01.

Źródło: opracowanie własne.
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Parametry w macierzy A i B mierzą zależności pomiędzy zmiennością indeksów 
branżowych. Diagonalne elementy macierzy A określają efekty ARCH występujące 
w poszczególnych szeregach logarytmicznych stóp zwrotu, natomiast diagonalne ele-
menty macierzy B wyznaczają występujące w nich efekty GARCH. Wszystkie para-
metry znajdujące się na głównych przekątnych obydwu macierzy okazują się istot-
ne statystycznie (tylko dla parametrów A(6,6) i A(5,5) p-value wynosi poniżej 0,01). 
Oznacza to, że zarówno innowacje i zmienność z poprzednich okresów determinują 
warunkowe wariancje indeksów branżowych. Dodatkowo znacznie wyższe wartości 
parametrów na głównych przekątnych macierzy w porównaniu z elementami pozadia-
gonalnymi, świadczą o silniejszej reakcji na informacje pochodzące z własnego rynku 
i ich większej trwałości niż w przypadku informacji z innych rynków. 

Elementy pozadiagonalne w macierzach A i B wskazują na powiązania pomię-
dzy zmiennością indeksów branżowych. Wartości parametrów w macierzy A okre-
ślają, jak impulsy w sektorach wpływają na zmienność pozostałych indeksów 
branżowych. Charakterystyczna sytuacja występuje w przypadku sektora „budow-
nictwo”. Szoki występujące w tym sektorze przenoszą się na wszystkie pozostałe 
sektory (wszystkie parametry A(2,∙) są istotne statystycznie), natomiast zmienność 
jego indeksu reaguje tylko na innowacje z sektora „przemysł spożywczy”. Z kolei 
innowacje w „przemyśle chemicznym” mają najmniejsze oddziaływanie na zmien-
ność innych indeksów sektorowych (istotnie oddziałują tylko na zmienność sektora 
„deweloperzy”). Zmienność indeksu tego ostatniego sektora („deweloperzy”) jest 
w największym stopniu podatna na szoki z pozostałych branż (tylko szoki w „prze-
myśle spożywczym” nie mają istotnego wpływu). 

W macierzy B większość parametrów jest istotna statystycznie, co oznacza silne 
zależności pomiędzy zmiennością indeksów sektorowych. Najmniejsze powiązania 
z wahaniami pozostałych indeksów sektorowych wykazuje indeks „przemysłu pa-
liwowego”, który jest podatny tylko na fluktuacje w sektorze „deweloperzy”. Na-
tomiast ostatni z wymienionych sektorów odznacza się najmniejszym oddziaływa-
niem na zmienność pozostałych indeksów branżowych (wpływa tylko na „banki” 
i „przemysł paliwowy”). W przypadku pozostałych sektorów (poza „przemysłem 
paliwowym” i „deweloperami”) wszystkie pary indeksów odznaczają się istotnymi 
zależnościami dwukierunkowymi. Potwierdza to występowanie wielokierunkowych 
powiązań pomiędzy ryzkiem występującym w systemie sektorów gospodarczych.

Wyniki pomiaru parametrów wielowymiarowego rozkładu indeksów branżo-
wych mogą zostać wykorzystane przez inwestorów przy konstrukcji portfela. Zgod-
nie z klasyczną teorią Markowitza [1952, 1959] przy obliczaniu wariancji portfela 
uwzględniane są kowariancje stóp zwrotu z aktywów. Zatem zastosowanie analo-
gicznego podejścia do optymalizacji struktury branżowej portfela inwestycyjnego 
[por. Kijek 2012], opartego na wielowymiarowym rozkładzie indeksów branżo-
wych, pozwoli na dywersyfikację ryzyka.
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6. Zakończenie

W artykule zbadano powiązania pomiędzy zmiennością sześciu indeksów sekto-
rowych notowanych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie. W tym 
celu wykorzystano model BEKK, który należy do klasy wielowymiarowych mo-
deli GARCH. Ze względu na jego uproszczoną specyfikację jest on wygodnym na-
rzędziem do badania zależności między zmiennością w systemie zmiennych. Za-
stosowanie modelu BEKK pozwoliło na zidentyfikowanie sektorów, w przypadku 
których impulsy i zmienność ich indeksów branżowych oddziałuje na zmienność 
pozostałych indeksów sektorowych.

Wyniki badań wyraźnie wskazują na wielokierunkowe zależności pomiędzy 
zmiennością indeksów sektorowych GPW w Warszawie. Zdecydowanie największe 
oddziaływanie na ryzyko pozostałych sektorów mają fluktuacje w sektorze „budow-
nictwo” i w mniejszym stopniu w „przemyśle spożywczym”. Z kolei sektorami ce-
chującymi się największą podatnością na wahania w pozostałych branżach są „ban-
ki” oraz „deweloperzy”. Zmiany w ostatnim z wymienionych sektorów jednocześnie 
mają najmniejszy wpływ na ryzyko w innych branżach.

Zaprezentowane wyniki mogą zostać wykorzystane przez inwestorów przy 
kompozycji portfeli inwestycyjnych. Dostarczają one informacji na temat transmisji 
szoków w sektorach gospodarczych na inne branże gospodarki. Wiedza taka umoż-
liwia precyzyjniejszą ocenę ryzyka inwestycyjnego i dzięki temu pozwala na efek-
tywniejszą alokację środków finansowych.
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ANALYSIS OF VOLATILITY LINKAGES 
AMONG SECTOR INDICES OF WARSAW STOCK EXCHANGE 
BY GARCH BEKK MODEL

Summary: The level of investment risk associated with financial instruments is measured by 
volatility of their returns. The studies of financial market confirm the dependence of variance 
of stock return from the changes on the company’s market as well as the situation on other 
markets. That is the main reason for conducting the analysis of linkages among the volatility 
of sector indices of Warsaw Stock Exchange by multivariate GARCH model. The estimation 
of parameters of BEKK model for sector indices enables the author to establish the mecha-
nism of shock transmissions among economic sectors. The results of study confirm that the 
conditional variances and covariances among sector indices exhibit constant changes over 
time.

Keywords: multivariate GARCH model, BEKK model, sectoral indices, conditional cova-
riace matrix.




