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Artur Zaborski 
Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu 

ZASTOSOWANIE MIAR ODLEGŁOŚCI  
DLA DANYCH PORZĄDKOWYCH 
DO AGREGACJI PREFERENCJI INDYWIDUALNYCH 

Streszczenie: W artykule dokonano klasyfikacji metod agregacji preferencji indywidual-
nych oraz przedstawiono metody wykorzystujące miary odległości. Wskazano miary, które 
mogą być stosowane do pomiaru odległości między relacjami preferencji różnych respon-
dentów. Opisano miary wykorzystujące jedynie rozkłady preferencji dla wszystkich par 
obiektów, miary oparte na rangach oraz miarę GDM2, która w swojej konstrukcji wykorzy-
stuje relacje dopuszczalne na skali porządkowej. W części empirycznej przedstawiono przy-
kład, w którym agregację preferencji indywidualnych przeprowadzono z wykorzystaniem 
funkcji BruteAggreg programu R. 

Słowa kluczowe: preferencje indywidualne, metody agregacji, miary odległości, środowi-
sko R. 

1. Wstęp 

Agregacja indywidualnych ocen preferencji pewnego zbioru alternatyw umożliwia 
porównanie ich ze społecznego punktu widzenia, wyboru z tego zbioru alternatywy 
najlepszej lub podzbioru najlepszych alternatyw. 

Do tej pory powstało wiele metod agregacji preferencji. Są to głównie metody 
wypracowane w ramach teorii wyboru społecznego (metody związane z zasadą 
zwykłej większości, metody związane z regułą Bordy, metoda Condorceta, metoda 
optymalnej predykcji i in.). 

Celem pracy jest wskazanie możliwości wykorzystania do agregacji miar odleg- 
łości między ocenami preferencji indywidualnych (np. odległość Spearmana, odleg- 
łość τ – Kendalla) oraz miar stosowanych do pomiaru odległości obiektów opisa-
nych zmiennymi mierzonymi na skali porządkowej.  

W części empirycznej dokonano agregacji indywidualnych preferencji eksper-
tów zajmujących się sprzedażą detaliczną i naprawą sprzętu komputerowego 
względem wybranych marek monitorów LCD, za pomocą funkcji BruteAggreg 
programu R. 
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2. Preferencje indywidualne 

W celu uporządkowania zbioru obiektów { }1, , , ,i mX x x x=    ze względu na 
preferencje stosuje się relacje preferencji mocnej ( i jx x ), preferencji słabej  

(   i jx x ) oraz indyferencji ( i jx x≈ ). Jeżeli istnieje funkcja, która umożliwia po-
miar obiektów na skali porządkowej, to wymienione relacje można przedstawić 
jako [por. Bąk 2004, s. 37]: 
− 1 2( ) ( )i jx x u x u x⇔ > , 

− 1 2  ( ) ( )i jx x u x u x⇔ ≥ , 

− 1 2( ) ( )i jx x u x u x≈ ⇔ = , 
gdzie funkcja u jest funkcją użyteczności, porządkującą analizowane obiekty zgod-
nie z preferencjami konsumenta. W badaniu preferencji nie są istotne wartości 
różnic między wartościami funkcji użyteczności poszczególnych konsumentów, 
przez co dozwolonymi przekształceniami matematycznymi dla obserwacji są ściśle 
monotoniczne funkcje rosnące, które nie zmieniają dopuszczalnych relacji, tj. rów-
ności, różności, większości i mniejszości. 

Relacje preferencji indywidualnych powinny spełniać następujące warunki 
[zob. np. Varian 1997, s. 66; Bąk 2004, s. 36]: 
− zwrotności – jeżeli dla każdego ix X∈  zachodzi relacja   i ix x , tzn. dwa iden-

tyczne obiekty nie są rozróżniane na skali preferencji danego konsumenta, 
− spójności – dla każdej pary obiektów ,  i jx x X∈  musi być spełniony przy-

najmniej jeden z warunków:      i j i j i jx x x x x x∨ ∨ ≈  ,  

− przechodniości – jeżeli dla każdej trójki obiektów ,  ,  i j kx x x X∈ oceny konsu-

menta spełniają warunek racjonalności, tzn.: i j j k i kx x x x x x∧ ⇒   . 
Oceny formułowane przez konsumentów zazwyczaj spełniają te warunki. Wa-

runek spójności może nie być spełniony w przypadku, gdy obiekty znacznie różnią 
się od siebie i trudno je umieścić na „wspólnej skali”, zaś warunek przechodniości 
– gdy obiekty różnią się bardzo mało lub są na tyle złożone, że trudno je porówny-
wać między sobą. 

Informację o relacji preferencji h-tego respondenta otrzymuje się, prosząc go  
o uporządkowanie obiektów zbioru X od najbardziej do najmniej preferowanego. 
Można też poprosić respondenta o dokonanie, zgodnie z jego własnymi preferen-
cjami, porównań wszystkich par obiektów. Ten drugi sposób jest jednak bardzo 
pracochłonny, zwłaszcza przy dużej liczbie obiektów. Ponadto w wyniku porów-
nań parami, można otrzymać relację, która nie spełnia warunku przechodniości.  
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3. Klasyfikacja metod agregacji preferencji 

Klasyfikacji metod agregacji preferencji można dokonać na podstawie dwóch kry-
teriów. Pierwsze z nich określa, jakie są wykorzystywane informacje o preferen-
cjach indywidualnych. Według tego kryterium wyróżnia się dwa rodzaje metod: 
− metody binarne – wykorzystujące jedynie rozkłady preferencji dla wszystkich 

par obiektów (np. otrzymanych na podstawie porównań parami), 
− metody niebinarne – korzystające z pełniejszej informacji o relacjach preferen-

cji (np. opierające się na uporządkowaniach preferencji). 
Drugie kryterium klasyfikacji określa sposób, w jaki dokonuje się agregacji. 

Według tego kryterium możemy rozróżnić trzy grupy metod: 
− miary tendencji centralnej – choć są najczęściej wykorzystywane, to taki spo-

sób agregacji nie zawsze jest właściwy; mimo że preferencje są mierzone na 
skali porządkowej, to stosując te metody, często przyjmuje się założenie, że 
preferencje konsumentów mierzone są co najmniej na skali przedziałowej;  

− metody wypracowane w ramach teorii wyboru społecznego – można tu wy-
mienić metody związane z zasadą zwykłej większości (metoda Copelanda, me-
toda Tody), grupę metod związanych z regułą Bordy, metodę Condorceta, me-
todę optymalnej predykcji i in. [zob. Lissowski 2000]; 

− metody wykorzystujące miary odległości między indywidualnymi relacjami 
preferencji. 

4. Agregacja preferencji z wykorzystaniem wybranych 
    miar odległości 

Agregacja preferencji indywidualnych z wykorzystaniem funkcji odległości polega 
na znalezieniu spośród permutacji uporządkowań należących do zbioru Q, takiej 
relacji preferencji 1R , dla której suma odległości od wszystkich indywidualnych 
uporządkowań preferencji jest najmniejsza, tzn.:  

 1

1 1

( , ) min ( , )
n m

h hR Qh h
d R R d R R

∈
= =

=∑ ∑ , (1) 

gdzie: 1( , )hd R R  – odległość między relacją preferencji h-tego respondenta ( hR ) a R1, 
 Q – zbiór wszystkich możliwych uporządkowań preferencji m obiektów. 

Ponieważ mediana jest tą wartością, która minimalizuje sumę odległości warto-
ści zmiennej od stałej, dlatego R1 określa się medianą uporządkowań preferencji. 

Drugą metodą wyznaczania zagregowanego uporządkowania preferencji jest 
wybór takiego, które minimalizuje sumę kwadratów odległości od indywidualnych 
uporządkowań, tzn.: 
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 [ ]2 22

1 1

( , ) min ( , )
n m

h hR Qh h
d R R d R R

∈
= =

  = ∑ ∑ . (2) 

Uporządkowanie 2R  nazywane jest średnią uporządkowań indywidualnych, 
ponieważ właśnie średnia minimalizuje sumę kwadratów odległości zmiennej od 
stałej. 

Miary odległości między uporządkowaniami preferencji można podzielić na te, 
które wykorzystują binarne relacje preferencji (tzn. czy respondent przedkłada ix  
nad jx , czy jx  nad ix , czy też jest wobec nich indyferentny) oraz miary oparte na 
rangach, w tym miary stosowane do pomiaru odległości obiektów opisanych 
zmiennymi mierzonymi na skali porządkowej. 

Za najważniejszą binarną miarę odległości uznaje się miarę Kemeny’ego [Ke-
meny, Snell 1962]: 

 
1 1

1( , )
2

m m
g h

g h ij ij
i j

d R R r r
= =

= −∑∑ , (3) 

gdzie: , 1,2, ,i j m=   – numer obiektu, 
 , 1,2, ,g h n=   – numer respondenta, 

 

( )
1 gdy ,
0 gdy 

i jg h
ij

i j i j

x x
r

x x x x
=  ∨ ≈





dla g-tego (h-tego) respondenta. 

Odległość Kemeny’ego spełnia trzy postulaty metryki, a ze względu na swoją 
konstrukcję nazywana jest odległością „miejską”.  

Inną miarę odległości między uporządkowaniami preferencji wprowadził Bo-
gart [Bogart 1973]: 

 ( ) 1, ( ) ( )
2g h g hd R R R R= −A A , (4) 

gdzie: A  – pierwiastek kwadratowy sumy kwadratów elementów macierzy A, 

 ( )( ) ( )g hR RA A  – macierz ocen preferencji g-tego (h-tego) respondenta  

o elementach ( )

  1 gdy 
  0 gdy .

1 gdy 

i j
g h
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x x
a x x

x x
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Ze względu na postać i własności miarę Bogarta określa się jako miarę „eukli-
desową”. 

Spośród miar odległości typowych dla uporządkowań preferencji opartych na 
rangach można wymienić odległość Spearmana (Spearman footrule distance) oraz 
odległość τ – Kendalla [zob. Pihur, Datta, Datta 2009]. 
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Odległość Spearmana przyjmuje postać: 
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i
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gdzie: ( )g
ir x  ( ( )h

ir x ) – ranga i-tego obiektu w profilu preferencji g-tego (h-tego) 
respondenta, 

Odległość Spearmana może być znormalizowana tak, aby przyjmowała warto-
ści z przedziału [ ]0;1 . W tym celu wyrażenie (5) należy podzielić przez 2 / 2m . 

Odległość τ – Kendalla [Kendall 1938] oparta jest na liczbie inwersji występu-
jących w danej relacji preferencji w porównaniu z inną relacją preferencji. Odleg- 
łość τ  – Kendalla wyrażona jest wzorem: 
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Podobnie jak dla odległości Spearmana odległość τ – Kendalla można znorma-
lizować tak, aby jej wartości mieściły się w przedziale [0;1]. Normalizacji dokonu-
je się przez podzielenie wyrażenia (6) przez m(m–1)/2. 

Do agregacji preferencji indywidualnych można również wykorzystać kon-
strukcje miar stosowanych do pomiaru odległości obiektów opisanych zmiennymi 
mierzonymi na skali porządkowej (zarówno bazujących na rangach, jak i miary 
GDM2, która wykorzystuje dopuszczalne relacje na skali porządkowej). Ponieważ 
dla różnych indywidualnych relacji preferencji poszczególnym obiektom mogą 
zostać przyporządkowane takie same oceny, dlatego możliwe jest stosowanie tylko 
tych miar, które dopuszczają rangi powiązane. 

Jedną z takich miar jest odległość Podaniego [Podani 1999]. Odległość między 
dwoma relacjami preferencji wyrażonymi za pomocą rang przedstawia równanie: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 .max .min

( ) ( ) 1 / 2 1 / 2
, 1

1 / 2 1 / 2

g hm
i i gi hi

p g h
i i i i

r x r x t t
d R R

R t t=

 − − − − −
 = −
 − − − − 

∑ , (7) 

gdzie: git ( hit ) – liczba respondentów, którzy przypisali taką samą rangę jak g-ty 
(h-ty) respondent i-temu obiektowi (łącznie z respondentem g (h)), 

 .maxit  ( .minit ) – liczba respondentów, którzy przypisali maksymalną (mini-
malną) rangę i-temu obiektowi, 

 Ri – rozstęp wyznaczony na podstawie porangowanych wartości dla i-tego 
obiektu.  
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Miarą, która w swojej konstrukcji wykorzystuje relacje dopuszczalne na skali 
porządkowej, tj. równości, różności, większości i mniejszości, jest zaproponowana 
przez Walesiaka [Walesiak 1993, s. 44-45] miara GDM2. Miara GDM2 zastoso-
wana do wyznaczania odległości między uporządkowaniami preferencji przyjmie 
postać: 
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 ( ) ,  gi hi lix x x  – ocena preferencji i-tego obiektu przez g-tego (h-tego, l-tego) 
respondenta, 

 , , 1,  ,  g h l n=   – numer respondenta, 
 1,  , i m=   – numer obiektu. 

5. Agregacja preferencji indywidualnych w programie R 

W programie R agregacja preferencji z wykorzystaniem miar odległości jest moż-
liwa za pomocą funkcji BruteAggreg pakietu RankAggreg. Pomiar odległości 
między relacjami preferencji w funkcji BruteAggreg jest dokonywany z wyko-
rzystaniem odległości Spearmana oraz odległości τ – Kendalla. Składnię funkcji 
oraz jej podstawowe argumenty prezentuje tab. 1. 

Tabela 1. Opis funkcji BruteAggreg w programie R 

BruteAggreg(x, k, weights=NULL, distance=c("Spearman", "Kendall"), 
importance=rep(1,nrow(x))) 

x macierz uporządkowanych preferencji 
k liczba najważniejszych uporządkowań podlegających agregacji 
weights wagi uporządkowań preferencji podlegających agregacji 
distance wykorzystywana miara odległości 
importance wektor wag wskazujący ważność każdego uporządkowania preferencji 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem dokumentacji programu R. 
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Przykład 

Wybranym 28 ekspertom zajmującym się sprzedażą detaliczną, serwisowaniem 
i naprawą sprzętu komputerowego przedstawiono 8 marek monitorów LCD (Sam-
sung, LG, Maxdata, Philips, Benq, NEC, Neovo, Hyundai) z prośbą o uszeregowa-
nie swoich preferencji poprzez przyporządkowanie poszczególnym markom rang 
od 1 do 8, przy czym liczba 1 oznaczała markę najbardziej preferowaną. Następnie, 
wykorzystując skrypt 1, dokonano agregacji ocen preferencji za pomocą funkcji 
BruteAggreg:  

Skrypt 1 
library(RankAggreg) 
x<-read.csv2("monitory_pref.csv", header=TRUE) 
liczbaObiektow<-ncol(x) 
x<-as.matrix(x) 
m1<-BruteAggreg(x, liczbaObiektow, distance="Kendall") 
m2<-BruteAggreg(x, liczbaObiektow, distance="Spearman") 
print(m1, quote=FALSE) 
print(m2, quote=FALSE) 
plot(m1) 
plot(m2) 

W wyniku zastosowania skryptu 1 otrzymano zagregowane uporządkowanie 
ocen preferencji oddzielnie dla odległości Spearmana oraz odległości τ – Kendalla: 
Algorithm: BruteForce 
 Distance: Kendall 
 Score: 6.714286 
The optimal list is:  
 Samsung Philips LG Benq NEC Hyundai Maxdata Neovo 
 
 Distance: Spearman 
 Score: 11.42857 
The optimal list is:  
 Samsung Philips LG Benq NEC Hyundai Neovo Maxdata  
 

6. Podsumowanie 

W artykule przedstawiono metodę agregacji preferencji indywidualnych z wyko-
rzystaniem miar odległości. Wskazano miary, które mogą być stosowane do po-
miaru odległości między relacjami preferencji różnych respondentów. Przedsta-
wiono miary wykorzystujące jedynie rozkłady preferencji dla wszystkich par 
obiektów (np. otrzymanych na podstawie porównań parami), miary oparte na ran-
gach oraz miarę GDM2, która w swojej konstrukcji wykorzystuje relacje dopusz-
czalne na skali porządkowej. 
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W części empirycznej przedstawiono przykład, w którym agregację preferencji 
indywidualnych przeprowadzono z wykorzystaniem funkcji BruteAggreg pro-
gramu R. Pomiaru odległości między relacjami preferencji dokonano za pomocą 
odległości Spearmana oraz odległości τ – Kendalla, ponieważ jedynie te dwie mia-
ry są stosowane w funkcji BruteAggreg. W dalszych pracach zostaną podjęte 
próby rozszerzenia oprogramowania o inne miary odległości, dzięki czemu możli-
wa będzie również agregacja indyferentnych relacji preferencji. 
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THE APPLICATION OF DISTANCE MEASURES  
FOR ORDINAL DATA 
FOR AGGREGATION INDIVIDUAL PREFERENCES 

Summary: The article presents the classification of individual preferences aggregation 
methods and shows the methods which use the distance measures. Measures which can be 
applied to measuring the distance between different respondents preference relationship 
were discussed. The article describes measures which use preference distributions for all 
pairs of objects (e.g. obtained from pairwise comparisons), measures based on ranks and dis-
tance measure using permissible transformations to ordinal scale (GDM2 distance). In the 
empirical part the example of individual preference aggregation was carried out by 
BruteAggreg function of R program. 

Keywords: individual preferences, aggregation methods, distance measures, R software. 




