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Małgorzata Sej-Kolasa, Mirosława Sztemberg-Lewandowska 
Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu 

WYBRANE METODY  
ANALIZY DANYCH WZDŁUŻNYCH 

Streszczenie: W artykule przedstawiono możliwości wykorzystania wybranych metod wie-
lowymiarowych do analizy zjawisk opisanych danymi wzdłużnymi (longitudinal data). 
Omówiono dwa podejścia wykorzystujące modele ze zmiennymi ukrytymi. Pierwsze podej-
ście bazuje na modelach równań strukturalnych, a dokładniej na modelu latentnych krzy-
wych rozwojowych. Model ten zakłada, że zmiana jest procesem ciągłym scharakteryzowa-
nym przez zmienne, których realizacje różnią się między obiektami. Drugie podejście bazu-
je na analizie danych funkcjonalnych. Jedną z metod analizy danych funkcjonalnych jest 
funkcjonalna analiza głównych składowych, która posiada zalety klasycznej analizy głów-
nych składowych, dodatkowo umożliwia analizę danych o charakterze dynamicznym. 

Słowa kluczowe: dane wzdłużne, funkcjonalna analiza czynnikowa, SEM, krzywe rozwo-
jowe. 

1. Wstęp 

Badania wzdłużne są badaniami czasowo-przekrojowymi, powstają z połączenia  
w jeden zbiór szeregów czasowych obserwacji pochodzących z różnych obiektów. 
Obiektami, czyli jednostkami przekroju, mogą być np. regiony administracyjno- 
-gospodarcze w obrębie jednego lub kilku państw czy powiązane ze sobą makrore-
giony gospodarcze. Na zachowanie każdego obiektu wpływają zarówno czynniki 
indywidualne, wynikające ze specyfiki obiektu, jak i czynniki determinujące dzia-
łalność wszystkich obiektów w jednakowy sposób i w jednakowym stopniu.  

Celem badań wzdłużnych jest obserwacja wybranych obiektów i zjawisk  
w dłuższym okresie, np. kilkumiesięcznym, kilkuletnim i dłuższym. Badania te 
umożliwiają systematyczne gromadzenie danych dotyczących badanego zjawiska, 
obserwację zachodzących zmian oraz wyjaśnianie ich przyczyn. Dane wzdłużne 
(longitudinal data) pokazują stan obiektów w czasie; są wynikiem wielokrotnych 
obserwacji tych samych zmiennych w długich okresach. 

W artykule pokazano możliwości wykorzystania metod wielowymiarowych do 
analizy zjawisk opisanych danymi wzdłużnymi zaprezentowano dwa podejścia 
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wykorzystujące modele ze zmiennymi ukrytymi. Pierwsze podejście bazuje na 
modelach równań strukturalnych, drugie na analizie danych funkcjonalnych. Celem 
artykułu jest porównanie obu metod z uwzględnieniem ich odmienności oraz 
wskazaniem ich zalet i wad. 

W celu zobrazowania tych metod przytoczono przykład empiryczny, którego 
przedmiotem badania był poziom edukacji w państwach europejskich, scharaktery-
zowany przez współczynnik skolaryzacji1, dotyczący studentów uczelni wyższych 
studiów I i II stopnia (ISCED 5, 6). Zakres przestrzenny badania to 30 państw eu-
ropejskich, natomiast zakres czasowy to lata 1999-2011. Dane pochodzą z baz 
Eurostatu. 

2. Funkcjonalna analiza głównych składowych 

Analiza głównych składowych polega na transformacji zmiennych pierwotnych w 
zbiór nowych wzajemnie ortogonalnych zmiennych, zwanych głównymi składo-
wymi. Funkcjonalna analiza głównych składowych posiada zalety klasycznej ana-
lizy głównych składowych, dodatkowo umożliwia analizę danych o charakterze 
dynamicznym. Podstawową różnicą tych dwóch metod jest rodzaj danych: PCA 
bazuje na danych wielowymiarowych, natomiast FPCA na danych funkcjonalnych. 
Danymi funkcjonalnymi są krzywe i trajektorie, czyli ciąg indywidualnych obser-
wacji, a nie jak zwykle pojedyncza obserwacja. 

W przypadku funkcjonalnej analizy głównych składowych (FPCA) każda 
główna składowa wyrażona jest przez funkcję wagową głównych składowych 
(principal component weight function), inaczej nazwaną funkcją własną (eigen-
function) ( )j tξ  zależną od czasu [Daniele 2006; Ramsay, Silverman 2005]. Funk-
cja własna maksymalizuje wariancję funkcji głównych składowych: 

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
1

1, .
1

ndef

i i
i

v t s x t x t x s x s
n =

= − −
− ∑  (1) 

Analogicznie do klasycznej PCA, problemem w funkcjonalnej jest rozkład wa-
riancji funkcji: 

 ( ) ( ) ( ), j j j
j

v t s t sλ ξ ξ=∑ , (2) 

gdzie ( ),j j tλ ξ  spełniają równanie własne: 

 ( ) ( ), , j j jv u sξ λ ξ=  (3) 

                      
1 Współczynnik skolaryzacji wyraża liczbę studentów na 100 osób należących do tej samej grupy 

wiekowej. 
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oraz wartości własne są dodatnie i niemalejące: 

 ( ) ( ) ( ),
def

j j j
T

t v t s s dtdsλ ξ ξ= ∫ . (4) 

Funkcje własne spełniają warunek: 

 ( )2 1j
T

t dtξ =∫  oraz ( ) ( ) ( )0   j i
T

t t dt i jξ ξ = <∫ . (5) 

Funkcje własne określają główne składowe zmienności między próbkowymi 
funkcjami ix [Ingrassia, Costanzo 2005; Hall i in. 2006]. 

Empiryczne wartości współczynnika skolaryzacji dla 30 państw europejskich w 
latach 1999-2011 przedstawia rysunek 1. Dane wielowymiarowe przekształcono na 
dane funkcjonalne metodą B-spline, a następnie za pomocą funkcjonalnej analizy 
głównych składowych wyodrębniono dwie główne składowe (rys. 2). 

 

 
 
Rys. 1. Skolaryzacja państw europejskich 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 
 
Pierwsza funkcjonalna główna składowa, oznaczona linią ciągłą, wyjaśnia 59% 

zmienności wspólnej, natomiast druga, oznaczona linią przerywaną – 40%. Podob-
nie jak w klasycznej analizie główne składowe należy zinterpretować, jednak w 
przypadku danych funkcjonalnych interpretacja jest trudniejsza. Praktyczne wyjaś- 
nienie funkcjonalnych głównych składowych ułatwiają wykresy odchylenia każ- 
dej ze składowych od średniej (rys. 3).  Linia  ciągła (leżąca pośrodku) przedstawia 
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Rys. 2. Funkcjonalne główne składowe 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 
 

średnią wielkość zmian współczynnika skolaryzacji, linia zbudowana ze znaków 
„+” (najgrubsza) oznacza średnią powiększoną o tę część składowej, która wyjaś- 
nia zmienność wspólną. Linia zbudowana ze znaków „–” oznacza średnią pomniej-
szoną o tę wartość.  

  
Pierwsza funkcjonalna główna składowa Druga funkcjonalna główna składowa 

  
Rys. 3. Odchylenia funkcjonalnych głównych składowych od średniej 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 
 
Pierwsza składowa odpowiada za ogólną tendencję. Przyjmuje wartości dodat-

nie, zatem dla danego kraju dodatni ładunek na tej składowej oznacza, że krzywa 
opisująca wielkość zmian współczynnika skolaryzacji leży powyżej średniej. Dru-
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ga składowa pokazuje tendencje w pierwszych latach w odniesieniu do ostatnich 
(„początek kontra koniec”) – porównuje okres do roku 2006 z okresem po 2006 
roku. Dodatni ładunek na drugiej składowej oznacza, że tempo zmian na początku 
badanego okresu było większe od średniej, natomiast na końcu tempo było mniej-
sze od średniej. 

Funkcjonalna analiza czynnikowa pozwala na wizualizację danych, umożliwia-
jącą porównanie badanych obiektów. Rysunek 4 przedstawia rzut danych na płasz-
czyznę wyznaczoną przez dwie funkcjonalne główne składowe. 
 

 
Rys. 4. Rzut obiektów na płaszczyznę wyznaczoną przez dwie funkcje składowe 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 

3. Model krzywych rozwojowych 

Modelowanie równań strukturalnych (SEM – Structural Equation Modeling), ina-
czej nazywane LISREL (LInear Structural RELationships), jest ogólną, głównie 
liniową, wielowymiarową techniką statystyczną. Jest ona bardziej konfirmacyjna 
niż eksploracyjna, czyli wykorzystuje się ją do sprawdzania dopasowania określo-
nego modelu do danych, a nie do budowy pasującego modelu. Jednym ze złożo-
nych modeli strukturalnych jest model krzywych rozwojowych, który służy do 
analizy zmiany wartości poszczególnych zmiennych w czasie. Model ten zakłada, 
że zmiana jest procesem ciągłym scharakteryzowanym przez zmienne, których 
realizacje różnią się między obiektami [Acock, Li 2002; Konarski 2004]. 

Model pomiarowy opisuje zmienne latentne, tzn. parametry krzywych rozwo-
jowych. Natomiast model strukturalny zawiera informacje o zróżnicowaniu tych 
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parametrów. Model krzywych rozwojowych pozwala na estymację parametrów  
nie tylko funkcji liniowej i wielomianowej, ale także np. logarytmicznej, wykład-
niczej. Takie podejście do analizy zmiany pozwala na uwzględnienie korelacji 
między statusem początkowym i tempem zmiany krzywej rozwojowej oraz testo-
wanie relacji między błędami pomiarowymi [Sej-Kolasa, Sztemberg-Lewan-
dowska 2009].  

Przy założeniu, że chwile pomiaru nie różnią się między obiektami, model po-
miarowy ma postać: 

 ,= +Y Λη Ε  (6) 

gdzie: Y  – wektor obserwowalnych zmiennych, 

 

Λ  – macierz ładunków czynnikowych, 

 

η  – wektor zmiennych latentnych, 

 

Ε  – wektor błędów pomiaru zmiennych obserwowalnych. 

Natomiast model strukturalny jest wyrażony wzorem: 

 ,ξαη +=  (7) 

gdzie α  zawiera średnie wartości indywidualnych parametrów regresji ,α βµ µ ;  
ξ  zawiera pozostałości regresji. 

Opisany model SEM z założeniami: ( ) ( ) ( ),  0,  E E Var= = = Ψη α ξ ξ  oraz 

( ) 0,  E =Ε  ( ) ,Var = ΘΕ  ( ), 0Cov =Ε η  bazuje na następujących równaniach: 

 Y =μ Λα , (8) 

 T= Λ Λ +Σ Φ Θ . (9) 

Obiektami w badaniu są państwa europejskie, zmienną zależną – wartości 
współczynnika solaryzacji, natomiast t jest numerem pomiaru, badanie obejmuje 
dwanaście lat. 

Zmiennymi latentnymi w modelu są: stan początkowy i tempo wzrostu (szyb-
kość zmian) i-tego obiektu. W większości modeli równań strukturalnych ładunki 
czynnikowe są estymowane, tutaj są znane. Stan początkowy i-tego obiektu jest 
taki sam w każdej chwili pomiaru, dlatego ładunki zmiennych na tym czynniku są 
równe 1. Natomiast ładunki zmiennych na drugim czynniku odzwierciedlają zróż-
nicowanie czasowe kolejnych pomiarów w odniesieniu do 1999 roku. 

W tabeli 1 zamieszczono miary dopasowania opisanego modelu liniowego do 
danych. Otrzymany model przedstawiono na rysunku 5. 

Zadowalająca wartość RMSEA wynosi poniżej 0,05, natomiast dla wszystkich 
pozostałych miar im wartość bliższa jest jedności, tym lepsze dopasowanie. IFI i 
MFI wykazują dobre dopasowanie (wartości powyżej 0,8), CFI i GFI wykazują gor-
sze dopasowanie (wartości powyżej 0,6), natomiast wartość RMSEA jest graniczna. 



Wybrane metody analizy danych wzdłużnych 327 

Tabela 1. Miary dopasowania otrzymanego modelu 

Statystyka chi-kwadrat p = 0,1 
Indeks Bollena IFI (Incremental Fix Index) 0,810 
Indeks Bentlera I Muellera CFI (Normed Comparative Fit Index) 0,611 
Indeks Joreskoga i Sörboma GFI (Goodness-of-Fit Index) 0,636 
Indeks McDonalda MFI (McDonald Fit Index) 0,911 
Wskaźnik RMSEA (Root Mean Square Error of Approximation) 0,055 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu R. 
 

 
Rys. 5. Estymowane parametry modelu 

Źródło: opracowanie własne z wykorzystaniem programu EQS. 
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Wartość constant potrzebna jest w przypadku modelowania zarówno średniej, 
jak i kowariancji modelu. Strzałka charakteryzująca zależność constant z Intercept 
reprezentuje średnią dla stałej modelu liniowego, natomiast strzałka łącząca con-
stant z Linear reprezentuje średnią dla współczynnika kierunkowego modelu. 
Średnie te są wolnymi parametrami modelu. 

Współczynnik kierunkowy otrzymanego modelu liniowego wynosi 1,8, zatem 
tendencja zmian współczynnika solaryzacji jest rosnąca. 

Model krzywych rozwojowych pozwala dodatkowo na ocenę modelu w każ-
dym badanym roku, co umożliwia określenie, w którym roku tendencja zmian 
współczynnika solaryzacji dla wszystkich obiektów była największa. 

4. Podsumowanie 

Zarówno funkcjonalna analiza głównych składowych, jak i model krzywych roz-
wojowych bazują na zmiennych ukrytych. Obie metody pozwalają na analizę da-
nych wzdłużnych (czasowo-przekrojowych). Każda z metod zakłada, że zmiana 
jest procesem ciągłym scharakteryzowanym przez zmienne, których realizacje 
różnią się między obiektami. 

Podstawową różnicą obu metod jest rodzaj wykorzystywanych danych: dane 
funkcjonalne lub wielowymiarowe.  

Funkcjonalną analizę głównych składowych stosujemy w celu wyodrębnienia 
funkcjonalnych głównych składowych, natomiast model krzywych rozwojowych – 
w celu estymacji parametrów wybranego modelu, np. liniowego. Zaletą pierwszej  
z metod jest  możliwość  pokazania  nie  tylko  ogólnej  tendencji  zmian,  ale także 

Tabela 2. Funkcjonalna analiza głównych składowych i model krzywych rozwojowych - porównanie 

Wyszczególnienie Funkcjonalna analiza 
głównych składowych Model krzywych rozwojowych 

Podstawowe  
założenie 

Zmiana jest procesem ciągłym scharakteryzowanym przez zmienne, których 
realizacje różnią się między obiektami 

Rodzaj danych Funkcjonalne Wielowymiarowe 
Funkcje  
przybliżające dane 

B-spline, stała, wykładnicza, funkcja 
Fouriera, wielomianowa, potęgowa 

Liniowa, wielomianowa, logarytmicz-
na, wykładnicza 

Zmienne latentne Ogólna tendencja 
„Początek kontra koniec” 

Stan początkowy modelu liniowego 
(współczynnik kierunkowy prostej) 
Tempo zmian modelu liniowego 
(przecięcie z osią) 

Cel procedury Wyodrębnienie funkcjonalnych 
głównych składowych 

Estymacja parametrów wybranego 
modelu 

Istotne zalety 
metody 

Wizualizacja obiektów Miary dobroci dopasowania parame-
trów modelu 
Ocena modelu w każdym badanym 
okresie dla wszystkich obiektów 

Źródło: opracowanie własne. 
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tendencji w początkowym okresie w odniesieniu do okresu ostatniego. Dodatkowo 
metoda pozwala na wizualizację danych. Zaletą drugiej metody jest możliwość 
dokonania oceny modelu w każdym badanym okresie dla wszystkich obiektów 
oraz oceny dobroci dopasowania poszczególnych parametrów modelu. Wadą funk-
cjonalnej analizy głównych składowych jest utrata informacji spowodowana ko-
niecznością przekształcenia danych empirycznych na dane funkcjonalne. Utrata 
informacji występuje również w modelu krzywych rozwojowych na etapie estyma-
cji parametrów modelu. 

Syntetyczne porównanie obu zaprezentowanych metod zawiera tabela 2. 
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SELECTED METHODS FOR AN ANALYSIS  
OF LONGITUDINAL DATA 

Summary: This paper presents the possibilities of using selected multivariate methods to 
analyse phenomena described with longitudinal data. Two approaches based on models with 
latent variables are described. The first approach is based on the structural equation model-
ling and, more precisely, on the latent growth modelling. This model assumes that changes 
are continuous processes characterised by variables the realizations of which differ between 
objects. The other approach is based on the functional data analysis. One of the methods  
for analysing functional data is the functional principal components analysis which has the 
advantages of the principal components analysis and enables analysing data with dynamic 
nature. 

Keywords: longitudinal data, functional factor analysis, SEM, growth curves models. 
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