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Katarzyna Wardzińska
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WYKORZYSTANIE METODY OBWIEDNI DANYCH 
W PROCESIE KLASYFIKACJI PRZEDSIĘBIORSTW

Streszczenie: Celem artykuł jest pokazanie możliwości wykorzystania metody DEA (Data 
Envelopment Analysis) w procesie klasyfikacji. Metodę obwiedni danych wykorzystano do 
wyznaczenia obszaru akceptacji (zbiór możliwości produkcyjnych) dla przedsiębiorstw cha-
rakteryzujących się niskim poziomem ryzyka kredytowego. Następnie na podstawie funkcji 
przynależności dokonano klasyfikacji badanych przedsiębiorstw. Jednocześnie dane poddane 
zostały klasycznej analizie dyskryminacyjnej. Otrzymane wyniki porównano, budując dla 
obu metod macierze klasyfikacji.

Słowa kluczowe: metoda obwiedni danych, proces klasyfikacji, maszyna klasyfikacyjna 
DEA, analiza dyskryminacyjna.

1. Wstęp

Celem artykułu jest pokazanie możliwości wykorzystania metody obwiedni danych 
w procesie klasyfikacji przedsiębiorstw. Zastosowano podejście opracowane przez 
H. Yan i Q. Wei nazwane maszyną klasyfikacyjną DEA (DEA classification machi-
ne) [Wei, Yan 2011, s. 5029]. Analizie poddano polskie przedsiębiorstwa branży 
logistycznej. Zmiennym wejściowym (nakładom) przypisano wartości wskaźników 
opisujących sytuację finansową badanych jednostek. Za jedyne wyjście (efekt) przy-
jęto, stałą dla wszystkich obiektów, sztuczną wartość 1. Przedsiębiorstwa zostały 
podzielone na dwie grupy. W pierwszej znalazły się jednostki charakteryzujące się 
relatywnie niskim poziomem ryzyka kredytowego, drugą stanowiły obiekty z wyso-
kim ryzykiem kredytowym. Dane wzorcowe wykorzystano do wyznaczenia obszaru 
akceptacji (zbiór możliwości produkcyjnych). W tym celu wykonano analizę danych 
metodą DEA. Uzyskane wyniki posłużyły do zdefiniowania funkcji przynależności. 
Jednocześnie dane poddano klasycznej analizie dyskryminacyjnej. Ostatecznie do-
konano klasyfikacji przedsiębiorstw, wykorzystując w tym celu utworzone funkcje 
dyskryminujące. Otrzymane wyniki porównano, budując dla obu metod macierze 
klasyfikacji.
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218 Katarzyna Wardzińska

2. Metoda DEA i koncepcja maszyny klasyfikacyjnej 

Metoda DEA (Data Envelopment Analysis) należy do grupy granicznych, niepara-
metrycznych metod pomiaru efektywności. Szacowanie efektywności polega na roz-
wiązaniu dla każdego obiektu zadania programowania liniowego [Cooper, Seiford, 
Zhu 2004, s. 13]. Produktywność definiuje się jako iloraz ważonej sumy efektów 
do ważonej sumy nakładów. W wyniku pomiaru produktywności można wyznaczyć 
efektywność wykorzystania zasobów na tle innych obiektów [Nazarko i in. 2008,  
s. 91]. W efekcie oszacowania efektywności otrzymywany jest ranking analizowa-
nych obiektów. Wzorcowe jednostki służą do wyznaczenia granicy efektywności 
[Guzik 2009, s. 68]. 

Narzędziem wykorzystanym do rozwiązania problemu badawczego była ma-
szyna klasyfikacyjna DEA (DEA classification machine). Elementami maszyny są: 
zbiór zmiennych charakteryzujących populację, zbiór danych wzorcowych, obszar 
akceptacji, funkcja klasyfikująca. Twórcy rozwiązania widzą ogromny potencjał 
wykorzystania tej metody w praktyce ze względu na dużą wydajność obliczeniową 
[Wei, Yan 2011, s. 5029].

W przeprowadzonej analizie wykorzystano podstawowy model CCR zoriento-
wany na nakłady [Cooper, Seiford, Zhu 2004, s. 8]. W modelu tym zakłada się mini-
malizację nakładów w celu osiągnięcia jak najwyższej efektywności. Zastosowano 
uproszczony model, w którym stałym wyjściem dla wszystkich jednostek była war-
tość jeden (zapis (xj,1) dla j jednostek, j = 1, …, n, gdzie xj wejścia j-tego obiektu). 
Postać modelu przy takim założeniu przedstawia tab. 1 [Wei, Yan 2011, s. 5032].

Tabela 1. Postać pierwotna i dualna modelu wykorzystanego do analizy

Postać pierwotna Postać dualna
min θ 

1

n

ü
j

x xλ θ
=

≤∑

1
1 1

n

j
j

λ
=

⋅ ≥∑  

λj ≥ 0, dla j=1, …, n

max μ0

0 0,jxω µ− ≥
 
j=1, …, n

0 1xω =

00, 0ω µ≥ ≥

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Wei, Yan 2011, s. 5032].

W wyniku rozwiązania zadania programowania liniowego otrzymuje się osza-
cowane efektywności [Charnes, Cooper, Seiford 1994, s. 40]. Obiekty wzorcowe 
(na rys. 1 są to obiekty A, B, C i D) osiągają efektywność 100%. Wyznaczają one 
granicę efektywności.

Zbiór możliwości produkcyjnych (T) definiuje się jako zbiór wszystkich kom-
binacji nakładów i efektów, który obejmuje technologicznie wykonywalne sposoby 
produkcji (rys. 1). Zapis matematyczny zbioru przedstawia wzór (1) [Wei, Yan 2011,  
s. 5031].
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1 1
| , 1, 0, 1, ..., .

n n

j j j j
j j

T x x x j nλ λ λ
= =

 
= ≤ ≥ ≥ = 
 
∑ ∑ (1)

Zbiór możliwości produkcyjnych, którym określono w maszynie klasyfikacyjnej 
DEA obszar akceptacji, można zapisać również w postaci równań przecinających 
płaszczyznę (intersection form) (2) [Wei, Yan 2011, s. 5035].

{ }0| 0, 1, ...,k kT x x k lω µ= − ≥ = (2)

Rys. 1. Zbiór możliwości produkcyjnych (dwie zmienne – wejście 1 i wejście 2) 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Wei, Yan 2011, s. 5032].

Taki zapis umożliwia zdefiniowanie funkcji klasyfikacyjnej (3) [Wei, Yan 2011, 
s. 5035].

( )( )01
( ) min .k k

k l
d x sign xω µ

≤ ≤
= − (3)

Klasyfikacja polega na rozstrzygnięciu, czy wartość funkcji klasyfikacyjnej dla 
danego obiektu wynosi 1 czy –1 (4). Jeśli obliczona wartość wyniesie 1, wówczas 
dany obiekt należy do obszaru akceptacji. Wartość –1 oznacza, że nie znajduje się 
on w danej grupie.

1 ,
( ) .

,1
x T

d x
x T
∈

=  ∈−
(4)
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220 Katarzyna Wardzińska

W celu zobrazowania mechanizmu działania maszyny klasyfikacyjnej DEA pro-
cedurę zastosowano dla danych rzeczywistych. 

3. Klasyfikacja przedsiębiorstw – badanie empiryczne

Koncepcję maszyny klasyfikacyjnej DEA wykorzystano do klasyfikacji polskich 
przedsiębiorstw z branży logistycznej (PKD 52.10 – magazynowanie i przecho-
wywanie). W dalszej części artykułu pokazano praktyczne wykorzystanie metody 
obwiedni danych w procesie klasyfikacji danych. Przedstawiono charakterystykę 
zmiennych, proces budowy obszaru akceptacji i wyniki klasyfikacji.

Obiektami analizy były 44 polskie przedsiębiorstwa branży logistycznej. Przy-
jęto podejście opisowe wyboru obiektów [Walesiak 2005, s. 189]. Dane pozyskano 
z raportów agencji ratingowej RatingTrands dostępnych w bazie EMIS (Emerging 
Markets Information Services). 

Zmiennymi charakteryzującymi przedsiębiorstwa były wskaźniki finansowe 
z roku 2011: ogólny wskaźnik zadłużenia oraz wskaźnik rentowności. Wybór tyl-
ko dwóch zmiennych podyktowany był chęcią prezentacji wyników w przestrzeni 
dwuwymiarowej.

Wskaźnik ogólnego zadłużenia (debt ratio) został obliczony jako relacja kapita-
łu obcego do wielkości aktywów ogółem. Dostarcza on informacji, jaka część ma-
jątku jest finansowana przez zadłużenie. Przyjmuje się, że im w mniejszym stopniu 
przedsiębiorstwo korzysta z finansowania zewnętrznego, tym stabilniejsza jego sy-
tuacja finansowa. W przypadku ryzyka kredytowego im mniejszy jest ten wskaźnik, 
tym mniejsze jest ryzyko kredytowe. 

Drugi wskaźnik uwzględniony w analizie to klasyczny miernik rentowności ak-
tywów ROA (Returns On Assets). Oblicza się go jako relację zysku netto do akty-
wów ogółem. Informuje o zdolności przedsiębiorstwa do wypracowywania zysków 
i efektywności gospodarowania jej majątkiem. Im wyższy jest wskaźnik ROA, tym 
lepsza jest kondycja finansowa spółki. W przypadku ryzyka kredytowego im niższy 
wskaźnik, tym wyższe ryzyko kredytowe. 

Klasy ustalono na podstawie skal ratingu, które w analizowanych raportach wy-
rażane były odpowiednimi symbolami literowymi. Według agencji ratingowej Stan-
dard & Poor’s, długookresowe poziomy ratingowe przedstawiają się następująco 
(umowny, powszechnie przyjęty podział skali) [EuroRating]:
• poziom inwestycyjny (AAA, AA, A, BBB) – grupuje ratingi podmiotów charak-

teryzujących się relatywnie niskim poziomem ryzyka kredytowego, 
• poziom spekulacyjny (BB, B, CCC, CC, C, D) – grupuje niższe ratingi, odzwier-

ciedlające wyższe ryzyko kredytowe.
Według tej skali dane zostały podzielone na dwie klasy. Na pierwszą złożyły się 

przedsiębiorstwa ze skalą od AAA do BBB (poziom inwestycyjny). Drugą grupę sta-
nowiły przedsiębiorstwa ze skalą od BB do D (poziom spekulacyjny). Przykładowe 
dane zawiera tab. 2.
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Tabela 2. Wskaźniki finansowe i skale ratingowe arbitralnie wybranych przedsiębiorstw

Przedsiębiorstwo Wskaźnik zadłużenia Wskaźnik rentowności Rating Poziom
L4 2,08 46,61 A inwestycyjny
L10 7,36 7,69 BBB inwestycyjny
L17 36,55 5,12 BB spekulacyjny
L24 59,66 0,88 D spekulacyjny

Źródło: opracowanie własne na postawie raportów agencji RatingTrands.

W celu wyodrębnienia obszaru akceptacji dla przedsiębiorstw o inwestycyjnym 
poziomie ryzyka kredytowego posłużono się danymi z grupy jednostek z ratingiem 
określonym od AAA do BBB. Dane te zostały następnie poddane analizie metodą 
DEA w programie Frontier. Danymi wejściowymi w modelu CCR-I były:

x1 – odwrotność wskaźnika płynności bieżącej,
x2 – wskaźnik rentowności.
Do obliczeń wzięto odwrotność wskaźnika 

płynności oraz wskaźnik rentowności. Założo-
no, że im niższe będą te wielkości, tym gorsza 
jest sytuacja finansowa danego przedsiębior-
stwa i wyższe ryzyko kredytowe. Tym samym 
model CCR pozwolił na wyznaczenie obiek-
tów wzorcowych – znajdujących się na granicy 
obszaru. Za jedyną daną wyjściową, stałą dla 
wszystkich przedsiębiorstw, przyjęto sztuczną 
wartość 1. W badanym przypadku nie ma zna-
czenia wielkość efektu wypracowanego przez 
przedsiębiorstwa. 

Analiza metodą DEA w programie Fron-
tier pozwoliła na ustalenia rankingu przed-
siębiorstw, a tym samym sprawdzenie, które 
obiekty są wzorcami i posłużą do budowy ob-
szaru akceptacji. Tabela 3 przedstawia wyniki 
analizy. W analizowanym przypadku przedsię-
biorstwa z najwyższą efektywnością mają naj-
gorszą sytuację finansową w badanej grupie 
(mają ratingi na poziomie BBB, tj. najsłabsze 
należące do grupy). Klasyczna interpretacja wyników analizy DEA została odwró-
cona (najlepsi nie są najefektywniejsi), ponieważ wzorce miały wyznaczyć granicę 
między poziomem inwestycyjnym i spekulacyjnym, a nie pokazać przedsiębiorstwa 
najbardziej efektywne. Efektywność równą 1 uzyskało przedsiębiorstwo L5 i L44. 
Te dwa obiekty posłużyły do wyznaczenia obszaru akceptacji.

Tabela 3. Wyniki analizy DEA 
– efektywność przedsiębiorstw

Przedsiębiorstwo Wynik
L5 100%
L44 100%
L39 93,4%
L36 73,0%
L45 65,3%
L8 60,4%
L32 34,7%
L16 32,8%
L26 27,7%
L21 23,6%
L22 20,65
L42 7,4%

Źródło: opracowanie własne na podsta- 
wie wyników uzyskanych w pro- 
gramie Frontier.
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Empiryczna krzywa produktywności jest granicą wyznaczoną przez przedsię-
biorstwa wzorcowe, tj. takie, które w analizie metodą DEA otrzymały efektywność 
1 (L5 i L44). Graficzną ilustrację obszaru wyznaczoną przez te przedsiębiorstwa 
przedstawia rys. 2. Na wykresie znajdują się również pozostałe przedsiębiorstwa 
z grupy wzorcowej (poziom inwestycyjny). Granica obszaru powstała w wyniku po-
prowadzenia w górę pionowej linii od punktu odpowiadającego przedsiębiorstwu 
L44 (punkt wzorcowy najbardziej wysunięty w górę), przez połączenie punktów 
odpowiadających przedsiębiorstwom L44 i L5 oraz wyznaczenie poziomej linii 
z punktu L5 (punkt wzorcowy najbardziej wysunięty w prawo).
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Rys. 2. Graficzna prezentacja obszaru akceptacji – zbiór możliwości produkcyjnych

Źródło: opracowanie własne w programie Excel.

W dalszym etapie oszacowano funkcje dyskryminacyjną i dokonano klasyfika-
cji, której sumaryczne wyniki zostały zestawione w macierzy klasyfikacji (tab. 4).

Tabela 4. Macierz klasyfikacji – maszyna klasyfikacyjna DEA

Grupa (poziom) Spekulacyjny p = 0,69 Inwestycyjny p = 0,31 % popr.

Spekulacyjny 29 2 93,54

Inwestycyjny 0 13 100

Źródło: opracowanie własne.

Prawidłowo sklasyfikowano 93,54% przedsiębiorstw z grupy spekulacyjnej. 
W dwóch przypadkach (przedsiębiorstwo L40 i L41) poziom określony w raportach 
agencji ratingowej różnił się od poziomu określonego według funkcji klasyfikacyj-
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nej (tab. 5). Wszystkie przedsiębiorstwa z grupy inwestycyjnej zostały prawidłowo 
sklasyfikowane. Oznacza to, że funkcja dyskryminująca została prawidłowo skon-
struowana. 

Tabela 5. Wartości funkcji klasyfikacyjnej i poziomy arbitralnie wybranych przedsiębiorstw

Przedsiębiorstwo Wartość funkcji Poziom rzeczywisty Poziom według klasyfikacji
L5 0 inwestycyjny inwestycyjny
L10 1 inwestycyjny inwestycyjny
L24 –1 spekulacyjny spekulacyjny
L40 1 spekulacyjny inwestycyjny
L41 1 spekulacyjny inwestycyjny
L44 0 inwestycyjny inwestycyjny

Źródło: opracowanie własne.

W przypadku przedsiębiorstw wzorcowych (L5 i L44) wartość funkcji wynio-
sła zero. Wartość na poziomie 1 oznaczała zakwalifikowanie do obszaru akceptacji, 
czyli określenie poziomu inwestycyjnego badanej jednostki. Jeśli wartość wyniosła 
–1 oznaczało to, że dany obiekt należy do drugiej klasy, czyli przedsiębiorstw cha-
rakteryzujących się spekulacyjnym poziomem ryzyka kredytowego.

4. Analiza dyskryminacyjna

W celu porównania wyników badane przedsiębiorstwa zostały poddane klasycz-
nej analizie dyskryminacyjnej. Zmienną grupującą był poziom określający ryzyko 
kredytowe. Zmiennymi niezależnymi były dwa omawiane wcześniej wskaźniki: x1 
– wskaźnik rentowności oraz x2 – wskaźnik płynności bieżącej. Analizę wykonano 
w programie Statistica. Otrzymane wyniki przedstawiono w tab. 6.

Tabela 6. Podsumowanie analizy dyskryminacyjnej

Zmienna Lambda 
Wilksa

Cząstk. 
Wilksa F usun. (1,41) p Tolerancja R2

x1 0,911042 0,670280 20,16849 0,000057 0,999862 0,000138
x2 0,651677 0,937048 2,75441 0,104618 0,999862 0,000138

Źródło: opracowanie własne na podstawie wyników uzyskanych w programie Statistica.

Według wyników analizy dostateczną moc dyskryminacyjną posiada tylko jedna 
zmienna. Jest nią x1 – wskaźnik rentowności. Świadczą o tym uzyskane poziomy p. 
W przypadku x2 poziom p przekracza wartość krytyczną 0,05. Oznacza to, że tyl-
ko wskaźnik rentowności ma statystycznie istotny wkład w rozróżnienie badanych 
przedsiębiorstw.

23-Wardzinska.indd   223 2013-08-16   12:47:45



224 Katarzyna Wardzińska

W wyniku analizy otrzymano surowe współczynniki oszacowanej kanonicznej 
funkcji dyskryminacyjnej. Na ich podstawie można zapisać równanie funkcji od-
dzielającej przedsiębiorstwa o poziomie spekulacyjnym od przedsiębiorstw z pozio-
mem inwestycyjnym (5).

( )1 2 1 2, 0,92 0,4 0,637.f x x x x= − − + (5)

Następnie przeanalizowano moc dyskryminacyjną oszacowanej funkcji. W tym 
celu wykonano analizę kanoniczna (testy chi-kwadrat kolejnych pierwiastków).  
Na podstawie uzyskanych wyników (niski współczynnik Lambda Wilksa na pozio-
mie 0,278733 oraz empiryczny poziom istotności bliski wartości 0) można wniosko-
wać, że oszacowana funkcja dobrze dyskryminuje badane przedsiębiorstwa.

Dalszym etapem analizy było obliczenie współczynników funkcji klasyfikacyj-
nych. Otrzymane wynik pozwoliły na oszacowanie dwóch funkcji fs oraz fi (6,7).

( )1 2 1 2, 3,51 0,056 0,72,sf x x x x= + − (6)

( )1 2 1 2, 23,05 0,09 4,17.if x x x x= + − (7)

Na podstawie wartości funkcji dyskryminacyjnych program dokonał klasyfika-
cji, której sumaryczne wyniki zostały zestawione w macierzy klasyfikacji (tab. 7).

Tabela 7. Macierz klasyfikacji – analiza dyskryminacyjna

Grupa (poziom) Spekulacyjny p = 0,69 Inwestycyjny p = 0,31 % popr.
Spekulacyjny 30 1 96,77
Inwestycyjny 8 5 38,46

Źródło: opracowanie własne na podstawie wyników uzyskanych w programie Statistica.

Analizując wartości umieszczone w tab. 7 można zauważyć, że klasyfikacja 
przedsiębiorstw do grupy „poziom spekulacyjny” jest trafniejsza (96,77% prawi-
dłowo zaklasyfikowanych obiektów). W przypadku drugiej grupy przedsiębiorstw 
„poziom inwestycyjny” uzyskano niecałe 40% trafności. Na tej podstawie można 
twierdzić, że zbudowany model prawidłowo sklasyfikował przedsiębiorstwa o rela-
tywnie niskim poziomie ryzyka kredytowego. 

5. Podsumowanie

Głównym problemem badawczym było wykorzystanie metody obwiedni danych 
w procesie klasyfikacji danych. Metodę DEA wykorzystano do budowy obszaru ak-
ceptacji przedsiębiorstw charakteryzujących się inwestycyjnym poziomem ryzyka 
kredytowego. Przeprowadzona analiza potwierdza użyteczność metody obwiedni 
danych jako narzędzia służącego do wyznaczenia granicy pomiędzy klasami. Po-
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równanie wyników analizy z rezultatami uzyskanymi klasyczną analizą dyskrymi-
nacyjną pokazało większą skuteczność wykorzystania maszyny dyskryminacyjnej 
DEA w klasyfikacji badanych obiektów. Należałoby jednak zweryfikować skutecz-
ność metody na innych zbiorach danych. Tę problematykę autorka zamierza rozwi-
jać w przyszłości.
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APPLICATION OF DATA ENVELOPMENT ANALYSIS 
IN COMPANY CLASSIFICATION PROCESS

Summary: The article presents the possibility of using Data Envelopment Analysis in the 
classification process. The method was used to create an acceptance domain (the set of pro-
duction possibilities) for companies characterized by a low level of credit risk. Then the clas-
sification function was used to classify all data. At the same time the discriminant analysis 
was applied to check the conformity of classification results. A classification matrix was used 
to compare the two methods used in this study.

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), classification process, data envelopment 
analysis classification machine, discriminant analysis.
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