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PROCEDURY TESTOWAŃ WIELOKROTNYCH

Streszczenie: W artykule przedstawiono procedury testowań wielokrotnych, a szczególnie 
procedury łączne, które uwzględniają łączne rozkłady statystyk testowych, dzięki czemu są 
mniej konserwatywne od procedur brzegowych. W przykładzie empirycznym do porównań 
parami przeciętnych wynagrodzeń brutto wybranych grup zawodowych w modelu zrówno-
ważonej jednoczynnikowej analizy wariancji zastosowano klasyczną procedurę Tukeya, wy-
brane procedury brzegowe oraz procedury łączne testowań wielokrotnych.

Słowa kluczowe: testowanie wielokrotne, FWER, repróbkowanie. 

1. Wstęp

W wielowymiarowej analizie danych często mamy do czynienia z testowaniem 
wielokrotnym. Typową sytuacją jest porównywanie parami wartości przeciętnych 
w celu wyodrębnienia jednorodnych podgrup wartości przeciętnych w sytuacji, gdy 
analiza wariancji spowoduje odrzucenie hipotezy zerowej o równości wartości prze-
ciętnych we wszystkich grupach. W tym przypadku rozwiązaniem mogą okazać się 
klasyczne procedury post-hoc powszechnie dostępne w pakietach statystycznych. 
W przypadku modelu zrównoważonej analizy wariancji zalecane w literaturze tema-
tu jest zastosowanie procedury Tukeya1. Testowanie wielokrotne to jednak nie tylko 
porównywanie parami wartości przeciętnych, gdy ANOVA spowoduje odrzucenie 
hipotezy zerowej, to również powszechne w statystycznych analizach wielowymia-
rowych testowanie istotności współczynników korelacji w macierzach korelacji czy 
testowanie istotności współczynników regresji w modelu regresji wielorakiej. Nie-
stety, nadal często zdarza się, że liczne testowania są prowadzone każde na poziomie 
istotności α, a wnioski są podsumowywane łącznie, a przecież wraz ze wzrostem 
liczby rozpatrywanych hipotez rośne prawdopodobieństwo wykrycia pozornie istot-
nych statystycznie związków. Jeśli rozważymy teoretycznie testowanie m prawdzi-
wych, niezależnych hipotez zerowych, każdą na poziomie istotności α, to prawdo-
podobieństwo odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej wynosi 

1 Procedura typu single–step uwzględniająca zależności pomiędzy statystykami testowymi, oparta 
na studentyzowanym rozstępie [Hochberg, Tamhane 1987; Bretz, Hothorn, Westfall 2011].
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1 – (1 – α)m. Już w przypadku 20 niezależnych, prawdziwych hipotez zerowych, 
testowanych każda na poziomie istotności 0,05, prawdopodobieństwo odrzucenia 
co najmniej jednej prawdziwej hipotezy wynosi 0,64, a wartość oczekiwana liczby 
błędnych odrzuceń wynosi 1. W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia 
z niezależnymi testowaniami, co znacznie utrudnia kontrolę efektu testowania wie-
lokrotnego. 

Celem artykułu jest przedstawienie zarówno zalet, jak i wad procedur testowań 
wielokrotnych umożliwiających kontrolę efektu testowania wielokrotnego, a szcze-
gólnie procedur łącznych, które uwzględniają łączny rozkład statystyk testowych, 
dzięki czemu są mniej konserwatywne od procedur brzegowych. 

2. Miary błędu I rodzaju dla rodziny wnioskowań

W celu wprowadzenia najczęściej spotykanych miar błędu I rodzaju dla rodziny 
wnioskowań przyjmijmy pomocniczo następujące oznaczenia. Niech V oznacza 
zmienną losową określającą liczbę prawdziwych hipotez zerowych odrzuconych 
w procesie testowania m hipotez zerowych, a R – zmienną losową określającą liczbę 
odrzuconych hipotez zerowych. 

Wybrane miary błędu I rodzaju dla rodzin wnioskowań:
• FWER (Family-Wise Error Rate):   FWER = P(V > 0),
• gFWER (generalized FWER):   gFWER = P(V > k), k = 0, …, m,

• FDR (False Discovery Rate):   
dla 0

.
0 dla 0

RVE
FDR R

R

>  
  =  
 =

Miara FWER nawiązuje do tradycyjnego podejścia, gdy chcemy się ustrzec 
błędnych odrzuceń prawdziwych hipotez zerowych. W 1953 r. w monografii pt. The 
Problem of Multiple Comparisons Tukey porównywał różne miary kontroli błędu 
I rodzaju dla rodziny wnioskowań, podsumował je wnioskiem, iż „kontrola FWE 
powinna być standardem” [Hochberg, Tamhane 1987]. Niestety, wraz ze wzro-
stem liczby weryfikowanych hipotez maleje moc procedur kontrolujących FWER 
rozumiana jako zdolność procedur do wykrywania fałszywych hipotez zerowych. 
Lehmann i Romano [2005] zaproponowali kontrolę miary gFWER, będącej uogól-
nieniem miary FWER. Nie rozwiązuje to jednak problemu spadku mocy procedur 
w przypadku bardzo licznych zbiorów, złożonych z tysięcy, milionów wnioskowań, 
np. w genetyce. Indywidualne poziomy istotności są tak małe, iż rzadko dochodzi do 
odrzuceń hipotez zerowych. W przypadkach bardzo licznych zbiorów wnioskowań 
warto rozważyć kontrolę FDR [Benjamini, Hochberg 1995], czyli wartości ocze-
kiwanej frakcji błędnych odrzuceń pośród wszystkich odrzuceń hipotez zerowych. 

Niezwykle wygodnym pojęciem w teorii testowań wielokrotnych są skorygo-
wane prawdopodobieństwa testowe. Analogicznie do zwykłych prawdopodobieństw 
testowych (p-value) skorygowanym prawdopodobieństwem testowym (adjusted 
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p-value) ip  dla dowolnej hipotezy H0,i vs. HA,i nazywamy najmniejszą wartość 
FWER, przy której dana hipoteza zerowa H0,i zostałaby odrzucona, gdy rozpatry-
wana jest cała rodzina hipotez. Analogicznie są definiowane skorygowane prawdo-
podobieństwa testowe w przypadku innych miar błędu I rodzaju dla rodziny wnio-
skowań.

Skorygowane prawdopodobieństwa mają liczne zalety. Są łatwe do interpretacji, 
gdyż mając podane ich wartości, decyzję o ewentualnym odrzuceniu hipotezy podej-
mujemy, porównując odpowiadające jej skorygowane prawdopodobieństwo testowe 
z przyjętym łącznym poziomem istotności dla całej rodziny wnioskowań. Wskazują, 
jak mocne są podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej w kontekście kontroli wy-
branej miary błędu I rodzaju dla całego zbioru wnioskowań. Można również łatwo 
porównywać różne procedury, porównując ich prawdopodobieństwa skorygowane 
(mniejsze wartości skorygowanych prawdopodobieństw testowych wskazują na 
mniej konserwatywną procedurę). 

3. Procedury brzegowe testowań wielokrotnych 
kontrolujące FWER

W ostatnich latach znaczną popularność zyskały proste obliczeniowo, o szerokim 
zakresie zastosowań (mogą być stosowane w przypadku porównań wartości prze-
ciętnych, badania istotności współczynników korelacji czy współczynników regre-
sji) brzegowe procedury testowań wielokrotnych. Proces testowania w przypadku 
tych procedur polega na analizie zbioru prawdopodobieństw testowych otrzyma-
nych z indywidualnych wnioskowań. 

Najstarszą, a zarazem najprostszą procedurą brzegową testowań wielokrotnych 
jest procedura Bonferroniego. Procedura Bonferroniego jest procedurą uniwersalną, 
czyli można ją stosować w przypadku dowolnej rodziny wnioskowań, bez względu 
na typ zależności pomiędzy statystykami testowymi. Metoda Bonferroniego jest me-
todą bardzo konserwatywną, czyli metodą o małej mocy. Konserwatyzm ten jest tym 
poważniejszy, im silniejsze są zależności pomiędzy statystykami testowymi lub im 
liczniejsza jest rodzina wnioskowań. Mniej konserwatywna jest uniwersalna proce-
dura Holma, która jest wieloetapową modyfikacją procedury Bonferroniego. Każda 
hipoteza odrzucona przez metodę Bonferroniego jest odrzucona również przez me-
todę Holma, natomiast hipotezy odrzucone przez metodę Holma mogą nie zostać 
odrzucone przez metodę Bonferroniego. 

W przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworzą wielowymiarowy 
rozkład normalny lub rozkład t-Studenta o niezależnych składowych [Shaffer 1995], 
a rozważane hipotezy alternatywne mają dwustronne zbiory krytyczne, do kontroli 
efektu testowania wielokrotnego można zastosować modyfikację procedury Bon-
ferroniego oraz procedury Holma oparte na nierówności Šidáka [Hochberg, Tam-
hane 1987, s. 366; Westfall i in. 1999; Denkowska 2005]. Jak wykazali B. Holland, 
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M.D. Copenhaver [1987], procedury ŠidákaSS (single-step) oraz ŠidákaSD (step-
-down) zapewniają kontrolę FWE również w przypadku, gdy statystyki testowe 
mają dodatnią zależność orthantową [Denuit, Scaillet 2004; Shaffer 1995].

Spośród procedur brzegowych największą moc mają procedury wieloetapowe 
typu step-up, zapewniające kontrolę FWER w przypadku statystyk testowych nieza-
leżnych lub silnie dodatnio skorelowanych. Skomplikowana obliczeniowo procedu-
ra Hommela daje nieznacznie lepsze wyniki od procedury Hochberga. 

Wymieniając najważniejsze procedury brzegowe, należy wspomnieć o proce-
durze Shaffer [1986] dla hipotez logicznie powiązanych. Przykładem hipotez lo-
gicznie powiązanych mogą być hipotezy o równości wartości przeciętnych parami 
dla co najmniej trzech populacji. Zauważmy, że w rzeczywistości niemożliwe jest, 
aby 1 2µ µ=  oraz 2 3 ,µ µ=  ale 1 3.µ µ≠  J. Shaffer uznała więc, że w przypadku po-
równywania wartości przeciętnych trzech populacji nie ma potrzeby rozpatrywać 
sytuacji, gdy odrzucamy jedną hipotezę zerową, a przy dwóch stwierdzamy, że nie 
mamy podstaw do ich odrzucenia i zaproponowała modyfikację uniwersalnej proce-
dury Holma, która dzięki uwzględnieniu logicznych relacji pomiędzy hipotezami ma 
większą moc, a kontrola FWE na poziomie α jest nadal zagwarantowana.

Podsumowując zalety brzegowych procedur testowań wielokrotnych, należy 
podkreślić ich szeroki zakres zastosowań, prostotę obliczeniową oraz niewielkie 
wymagania odnośnie do założeń modelu statystycznego. Niektóre z procedur brze-
gowych zapewniają kontrolę wybranej miary błędu I rodzaju tylko w przypadku 
pewnych typów zależności pomiędzy statystykami testowymi2. Procedury te cha-
rakteryzują się zazwyczaj większą mocą w stosunku do procedur uniwersalnych, ale 
wymogi dotyczące zależności pomiędzy statystykami komplikują ich użycie i ogra-
niczają zakres zastosowań. Natomiast wadą uniwersalnych procedur brzegowych 
jest fakt, iż nie uwzględniają łącznego rozkładu statystyk testowych, przez co mają 
mniejszą moc od procedur łącznych. 

4. Procedury łączne Westfalla i Younga kontrolujące FWER 

Procedury zaproponowane przez Westfalla i Younga [1993] oparte na regule do-
mknięcia [Domański, Pruska 2000, s. 201; Hochberg, Tamhane 1987] wykorzystują 
repróbkowanie. Resampling umożliwia przeprowadzanie testowania wielokrotnego 
mimo braku normalności czy też braku znajomości struktury kowariancyjnej da-
nych. Procedury Westfalla i Younga oparte są na maksimach statystyk testowych 
lub minimach prawdopodobieństw testowych. Wadą tych procedur jest wymóg „ob-
rotowości podzbioru” (subset pivotality), który w przypadku procedur opartych na 
maksimach statystyk testowych oznacza, że rozkład maksimum statystyk testowych 
dla dowolnego podzbioru I zbioru wszystkich rozważanych wnioskowań {1, …, m}, 
musi być taki sam zarówno w przypadku prawdziwości wszystkich hipotez zero-

2 Np. procedury ŠidákaSS, ŠidákaSD, Hommela, Hochberga zapewniają kontrolę FWER 
w przypadku typów zależności wymienionych powyżej w artykule. 
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wych Hi dla i ∈ I, jak i w przypadku prawdziwości globalnej hipotezy zerowej 0
CH , 

głoszącej, że wszystkie hipotezy zerowe Hi (i ∈ {1, …, m}) są prawdziwe.
Warunek obrotowości podzbioru jest bardzo istotny, zwłaszcza gdy resampling 

wykorzystuje rozkład generujący dane przy założeniu prawdziwości wszystkich hi-
potez zerowych, pozwala to bowiem uprościć algorytm procedury opartej na regule 
domknięcia i zamiast testować 2m – 1 przecięć hipotez zerowych, wystarczy prze-
prowadzić m testowań. Niestety w wielu sytuacjach badawczych warunek ten nie 
jest spełniony. Należy do nich np. testowanie istotności współczynników korelacji. 
Rozkład generujący dane przy założeniu prawdziwości hipotez zerowych może da-
wać łączny rozkład statystyk testowych inny od prawdziwego (rzeczywistego) roz-
kładu. Rozważmy badanie istotności trzech współczynników korelacji ρ12, ρ13, ρ23. 
Aitken wykazał [Westfall, Young 1993], że gdy H0,12 oraz H0,13 są prawdziwe, a H0,23 
jest fałszywa, to łączny rozkład statystyk testowych odpowiadających prawdziwym 
hipotezom zerowym jest w przybliżeniu normalny, zależny od współczynnika kore-
lacji ρ23, czyli warunek obrotowości podzbioru nie jest spełniony. 

Procedury Westfalla i Younga uwzględniają łączny rozkład statystyk testowych 
i dzięki temu mają większą moc niż brzegowe procedury testowań wielokrotnych. 
Procedury te niekoniecznie muszą się opierać na resamplingu, gdy rozkład statystyk 
testowych jest znany i jest to np. wielowymiarowy rozkład normalny lub t-Studenta.

4.1. Przykład empiryczny

W przykładzie do porównywania parami wartości przeciętnych w modelu zrów-
noważonej analizy wariancji zastosowano procedury łączne oparte na maksimach 
statystyk testowych, procedurę „free”3 oraz Westfalla [1997] dla hipotez logicznie 
powiązanych4. Otrzymane wyniki porównano z wynikami otrzymanymi za pomocą 
klasycznej procedury Tukeya oraz za pomocą wybranych procedur brzegowych5. 
Przykład empiryczny dotyczył porównywania przeciętnych wynagrodzeń brutto 
w Polsce w 2010 r. w pięciu grupach zawodowych, takich jak6: rolnictwo, leśnictwo, 
łowiectwo i rybactwo (r); przemysł (p); przetwórstwo przemysłowe (pp); edukacja 
(e); opieka zdrowotna i pomoc społeczna (z). Dane dotyczące przeciętnych mie-
sięcznych wynagrodzeń brutto dla województw Polski zaczerpnięto z „Rocznika 
Statystycznego Rzeczypospolitej Polskiej 2011”7. W badaniu przyjęto poziom istot-
ności 0,01. 

3 Procedura „free” jest procedurą step-down Westfalla i Younga [1993] wykorzystującą fakt, iż łącz- 
ny rozkład statystyk testowych w modelu zrównoważonej analizy wariancji jest wielowymiarowym 
rozkładem normalnym lub t-Studenta. Dostępna poprzez metodę summary w pakiecie multcomp w R.

4 Modyfikacja procedury maxT Westfalla i Younga [1993]. Dostępna poprzez metodę summary 
w pakiecie multcomp w R.

5 Skorygowane prawdopodobieństwa testowe dla procedur brzegowych wyznaczono za pomocą 
funkcji mt.rawp2adjp dostępnej w pakiecie multtest w R.

6 W nawiasach podano oznaczenia grup, które przyjęto w badaniu.
7 http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xbcr/gus/rs_rocznik_statystyczny_rp_2011.pdf.
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Tabela 1. Surowe prawdopodobieństwa testowe oraz skorygowane prawdopodobieństwa testowe 
wyznaczone dla procedury klasycznej Tukeya, procedur brzegowych Holma, Šidáka SS, Šidáka SD 
oraz procedur łącznych „free”, Westfalla

Porów- 
nania

Surowe
prawd.

pi

Skorygowane prawdopodobieństwa testowe 
ip

Tukey Holm Shaffer Šidák SS Šidák SD „free” Westfall

r – pp 0,000000 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001

pp – e 0,000000 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001 <0,001

r – p 0,000331 0,00299 0,00265 0,0019 0,0033 0,0026 0,0024 0,0018

p – e 0,000833 0,00727 0,00583 0,0025 0,0083 0,0058 0,0053 0,0024

z – r 0,001224 0,01039 0,00734 0,0049 0,0122 0,0073 0,0067 0,0047

z – pp 0,002567 0,02103 0,01283 0,0103 0,0254 0,0128 0,0117 0,0096

z – e 0,002890 0,02348 0,01283 0,0103 0,0285 0,0128 0,0117 0,0096

pp – p 0,008152 0,06062 0,02446 0,0163 0,0786 0,0243 0,0234 0,0162

z – p 0,688864 0,99439 1,00000 1,0000 0,9999 0,9032 0,9026 0,9026

r – e 0,779654 0,99861 1,00000 1,0000 0,9999 0,9032 0,9026 0,9026

Źródło: obliczenia własne (pogrubiono prawdopodobieństwa skorygowane mniejsze od 0,01).

Po sprawdzeniu założeń modelu analizy wariancji zweryfikowano hipotezę mó-
wiącą o równości przeciętnych wynagrodzeń brutto w tych grupach zawodowych. 
Hipoteza ta została odrzucona (p = 0,000000). Następnie zastosowano zalecaną w li-
teraturze tematu klasyczną procedurę post-hoc Tukeya. W przypadku procedur brze-
gowych kontrolujących FWER zaskakująco dobrze wypadła brzegowa procedura 
Holma, w której skorygowane prawdopodobieństwa testowe są wyznaczane tylko na 
podstawie surowych prawdopodobieństw brzegowych, bez wnikania w strukturę ko-
relacyjną danych. Klasyczna metoda Tukeya spowodowała odrzucenie czterech hi-
potez zerowych, a procedura Holma aż pięciu, na poziomie FWE wynoszącym 0,01. 
Również pięć odrzuceń, ale znacznie mniejsze prawdopodobieństwa skorygowane, 
otrzymano w przypadku procedury Shaffer dla hipotez logicznie powiązanych. Na-
tomiast modyfikacje procedur Bonferroniego oraz Holma oparte na nierówności Ši-
dáka dają nieznaczną poprawę mocy w stosunku do modyfikowanej procedury.

Najlepszą procedurą spośród procedur kontrolujących FWE, która wykryła aż 
siedem istotnych różnic dla par: { , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }r pp pp e r p p e z r z pp z e
okazała się procedura łączna Westfalla [1997], wykorzystująca logiczne powiąza-
nia pomiędzy hipotezami. W przypadku procedur nieuwzględniających logicznych 
relacji między hipotezami najlepiej wypadła procedura łączna „free”, która mimo, 
iż dała tyle samo odrzuceń co inne procedury brzegowe wieloetapowe (Holma, Ši-
dákaSD), to prawdopodobieństwa skorygowane były najmniejsze.
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5. Procedura łączna testowań wielokrotnych Dudoit 
i van der Laana

Dudoit i van der Laan [2008] przedstawili procedurę łączną, która w odróżnieniu od 
propozycji Westfalla i Younga nie opiera się na rozkładzie8 generującym dane, który 
spełnia hipotezę zupełną, że wszystkie hipotezy zerowe są prawdziwe, ale na roz-
kładzie „zerowym” statystyk testowych, czyli rozkładzie statystyk testowych przy 
założeniu prawdziwości hipotezy zupełnej. Przedstawili dwa rodzaje „zerowych” 
transformacji bootstrapowych statystyk testowych: przesunięcie i skalowanie oraz 
kwantylowe przekształcenie. Procedura Dudoit i van der Laana jest dostępna w pa-
kiecie multtest w R pod nazwą MTP. Zapewnia ona kontrolę wybranej miary błędu 
I rodzaju dla rodziny wnioskowań: FWER, gFWER, FDR, TPPFP9. Można ją wy-
korzystywać do porównań parami wartości przeciętnych, do testowania istotności 
dla współczynników regresji, testowania istotności współczynników korelacji oraz 
w wielu innych sytuacjach badawczych. 

Dudoit i van der Laan [2008] zadedykowali procedurę MTP badaniom gene-
tycznym, specyficznym ze względu na bardzo liczne rodziny wnioskowań, składa-
jące się z tysięcy hipotez zerowych. Wstępne eksperymenty symulacyjne pokazują, 
że wskazane są dodatkowe badania potwierdzające kontrolę miar błędów I rodzaju 
w przypadku mniej licznych zbiorów wnioskowań.

6. Podsumowanie

Bezsprzecznie kontrola efektu testowań wielokrotnych jest konieczna. Zaleca się 
przez merytoryczną oraz formalno-statystyczną analizę maksymalnie redukować 
liczbę rozpatrywanych wnioskowań oraz dążyć do wyboru procedury o największej 
mocy. Nieskomplikowane, o szerokim zakresie zastosowań, uniwersalne procedury 
brzegowe nie uwzględniają łącznego rozkładu statystyk testowych, przez co charak-
teryzują się gorszą mocą od procedur łącznych. Z kolei zakres zastosowań procedur 
łącznych zaproponowanych przez Westfalla i Younga jest ograniczony ze względu 
na wymóg obrotowości podzbioru. Ciekawą alternatywą zatem wydaje się dedyko-
wana badaniom genetycznym procedura łączna zaproponowana przez Dudoit oraz 
van der Laana. Szeroki zakres zastosowań, możliwość wyboru miary błędu I rodzaju 
dla zbioru wnioskowań i dostępność w pakiecie multtest to jej istotne zalety. Uży-
teczność tej procedury w przypadku mniej licznych zbiorów wnioskowań wymaga 
jednak dalszych badań.

8 Rozkład generujący dane może dać w efekcie rozkład łączny statystyk testowych o innej struk-
turze zależnościowej niż ich prawdziwy rozkład (gdy niespełniony jest warunek obrotowości pod- 
zbioru).

9 TPPFP (Tail Probability for Proportion of False Positives): TPPFP = ( ),V
RP q>  gdzie q ∈ (0,1).
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MULTIPLE TESTING PROCEDURES

Summary: The article presents multiple testing procedures, in particular joint procedures tak-
ing into account the joint distribution of the test statistics, which makes them less conservative 
than popular marginal multiple testing procedures. The empirical example uses the Tukey’s 
procedure, selected marginal and joint multiple testing procedures for pairwise comparisons 
of average gross earnings in selected professions in the balanced one-way analysis of variance 
model.

Keywords: multiple testing, FWER, resampling.
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