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PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Streszczenie: W artykule przedstawiono procedury testowan wielokrotnych, a szczegélnie
procedury laczne, ktore uwzgledniaja taczne rozklady statystyk testowych, dzigki czemu sa
mniej konserwatywne od procedur brzegowych. W przyktadzie empirycznym do poréwnan
parami przeci¢tnych wynagrodzen brutto wybranych grup zawodowych w modelu zréwno-
wazonej jednoczynnikowej analizy wariancji zastosowano klasyczng procedure Tukeya, wy-
brane procedury brzegowe oraz procedury taczne testowan wielokrotnych.

Stowa kluczowe: testowanie wielokrotne, FWER, reprobkowanie.

1. Wstep

W wielowymiarowej analizie danych czesto mamy do czynienia z testowaniem
wielokrotnym. Typowa sytuacja jest porownywanie parami wartosci przecietnych
w celu wyodregbnienia jednorodnych podgrup wartosci przeci¢tnych w sytuacji, gdy
analiza wariancji spowoduje odrzucenie hipotezy zerowej o rowno$ci wartosci prze-
cigtnych we wszystkich grupach. W tym przypadku rozwigzaniem moga okazac si¢
klasyczne procedury post-hoc powszechnie dostgpne w pakietach statystycznych.
W przypadku modelu zrownowazonej analizy wariancji zalecane w literaturze tema-
tu jest zastosowanie procedury Tukeya!. Testowanie wiclokrotne to jednak nie tylko
porownywanie parami wartosci przecigtnych, gdy ANOVA spowoduje odrzucenie
hipotezy zerowej, to réwniez powszechne w statystycznych analizach wielowymia-
rowych testowanie istotnosci wspotczynnikdéw korelacji w macierzach korelacji czy
testowanie istotnosci wspotczynnikow regresji w modelu regresji wielorakiej. Nie-
stety, nadal czesto zdarza sig, ze liczne testowania sg prowadzone kazde na poziomie
istotnosci a, a wnioski sg podsumowywane tacznie, a przeciez wraz ze wzrostem
liczby rozpatrywanych hipotez ro$ne prawdopodobienstwo wykrycia pozornie istot-
nych statystycznie zwigzkow. Jesli rozwazymy teoretycznie testowanie m prawdzi-
wych, niezaleznych hipotez zerowych, kazda na poziomie istotnosci a, to prawdo-
podobienstwo odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej wynosi

! Procedura typu single—step uwzgledniajaca zalezno$ci pomigdzy statystykami testowymi, oparta
na studentyzowanym rozstepie [Hochberg, Tamhane 1987; Bretz, Hothorn, Westfall 2011].
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1 — (1 = a)". Juz w przypadku 20 niezaleznych, prawdziwych hipotez zerowych,
testowanych kazda na poziomie istotnosci 0,05, prawdopodobienstwo odrzucenia
co najmniej jednej prawdziwej hipotezy wynosi 0,64, a warto$¢ oczekiwana liczby
btednych odrzucen wynosi 1. W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia
z niezaleznymi testowaniami, co znacznie utrudnia kontrole efektu testowania wie-
lokrotnego.

Celem artykutu jest przedstawienie zarowno zalet, jak i wad procedur testowan
wielokrotnych umozliwiajacych kontrole efektu testowania wielokrotnego, a szcze-
golnie procedur tacznych, ktore uwzgledniajg taczny rozktad statystyk testowych,
dzieki czemu sg mniej konserwatywne od procedur brzegowych.

2. Miary bledu I rodzaju dla rodziny wnioskowan

W celu wprowadzenia najczesciej spotykanych miar btedu I rodzaju dla rodziny
wnioskowan przyjmijmy pomocniczo nastepujace oznaczenia. Niech V' oznacza
zmienng losowa okreslajacg liczbe prawdziwych hipotez zerowych odrzuconych
W procesie testowania m hipotez zerowych, a R — zmienng losowa okres$lajaca liczbg
odrzuconych hipotez zerowych.

Wybrane miary bledu I rodzaju dla rodzin wnioskowan:

e FWER (Family-Wise Error Rate): FWER = P(V>0),
e gFWER (generalized FWER): gFWER=P(V>k),k=0,...,m,
E(Kj dlaR>0
¢ FDR (False Discovery Rate): FDR = R
0 dlaR=0

Miara FWER nawiazuje do tradycyjnego podejscia, gdy chcemy si¢ ustrzec
btednych odrzucen prawdziwych hipotez zerowych. W 1953 r. w monografii pt. The
Problem of Multiple Comparisons Tukey porownywal rézne miary kontroli btedu
I rodzaju dla rodziny wnioskowan, podsumowat je wnioskiem, iz ,,kontrola FWE
powinna by¢ standardem” [Hochberg, Tamhane 1987]. Niestety, wraz ze wzro-
stem liczby weryfikowanych hipotez maleje moc procedur kontrolujacych FWER
rozumiana jako zdolno$¢ procedur do wykrywania fatszywych hipotez zerowych.
Lehmann i Romano [2005] zaproponowali kontrol¢ miary gFWER, bedacej uogol-
nieniem miary FWER. Nie rozwigzuje to jednak problemu spadku mocy procedur
w przypadku bardzo licznych zbiordéw, ztozonych z tysiecy, miliondw wnioskowan,
np. w genetyce. Indywidualne poziomy istotnosci sg tak mate, iz rzadko dochodzi do
odrzucen hipotez zerowych. W przypadkach bardzo licznych zbiorow wnioskowan
warto rozwazy¢ kontrole FDR [Benjamini, Hochberg 1995], czyli wartosci ocze-
kiwanej frakcji blednych odrzucen posrod wszystkich odrzucen hipotez zerowych.

Niezwykle wygodnym pojeciem w teorii testowan wielokrotnych sa skorygo-
wane prawdopodobienstwa testowe. Analogicznie do zwyktych prawdopodobienstw
testowych (p-value) skorygowanym prawdopodobienstwem testowym (adjusted
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p-value) p, dla dowolnej hipotezy H, vs. H, & nazywamy najmniejszg warto$¢
FWER, przy ktorej dana hipoteza zerowa H,, zostataby odrzucona, gdy rozpatry-
wana jest cala rodzina hipotez. Analogicznie sg definiowane skorygowane prawdo-
podobienstwa testowe w przypadku innych miar btedu I rodzaju dla rodziny wnio-
skowan.

Skorygowane prawdopodobienstwa maja liczne zalety. Sg tatwe do interpretacji,
gdyz majac podane ich wartos$ci, decyzj¢ o ewentualnym odrzuceniu hipotezy pode;j-
mujemy, porownujac odpowiadajace jej skorygowane prawdopodobienstwo testowe
z przyjetym facznym poziomem istotnosci dla catej rodziny wnioskowan. Wskazuja,
jak mocne sg podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej w kontekscie kontroli wy-
branej miary btedu I rodzaju dla catego zbioru wnioskowan. Mozna rowniez tatwo
porownywaé roézne procedury, porownujgc ich prawdopodobienstwa skorygowane
(mniejsze wartosci skorygowanych prawdopodobienstw testowych wskazuja na
mniej konserwatywna procedurg).

3. Procedury brzegowe testowan wielokrotnych
kontrolujace FWER

W ostatnich latach znaczng popularnos¢ zyskaty proste obliczeniowo, o szerokim
zakresie zastosowan (mogg by¢ stosowane w przypadku porownan wartosci prze-
cietnych, badania istotnosci wspotczynnikow korelacji czy wspotczynnikow regre-
sji) brzegowe procedury testowan wielokrotnych. Proces testowania w przypadku
tych procedur polega na analizie zbioru prawdopodobienstw testowych otrzyma-
nych z indywidualnych wnioskowan.

Najstarszg, a zarazem najprostsza procedurg brzegowa testowan wielokrotnych
jest procedura Bonferroniego. Procedura Bonferroniego jest procedura uniwersalna,
czyli mozna ja stosowaé w przypadku dowolnej rodziny wnioskowan, bez wzgledu
na typ zalezno$ci pomiedzy statystykami testowymi. Metoda Bonferroniego jest me-
toda bardzo konserwatywna, czyli metoda o malej mocy. Konserwatyzm ten jest tym
powazniejszy, im silniejsze sg zalezno$ci pomiedzy statystykami testowymi lub im
liczniejsza jest rodzina wnioskowan. Mniej konserwatywna jest uniwersalna proce-
dura Holma, ktdra jest wieloetapowa modyfikacja procedury Bonferroniego. Kazda
hipoteza odrzucona przez metod¢ Bonferroniego jest odrzucona roéwniez przez me-
tode Holma, natomiast hipotezy odrzucone przez metode Holma moga nie zostacé
odrzucone przez metod¢ Bonferroniego.

W przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworza wielowymiarowy
rozktad normalny Iub rozktad ¢-Studenta o niezaleznych sktadowych [Shaffer 1995],
a rozwazane hipotezy alternatywne majg dwustronne zbiory krytyczne, do kontroli
efektu testowania wielokrotnego mozna zastosowa¢ modyfikacj¢ procedury Bon-
ferroniego oraz procedury Holma oparte na nieréwnosci Sidaka [Hochberg, Tam-
hane 1987, s. 366; Westfall i in. 1999; Denkowska 2005]. Jak wykazali B. Holland,
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M.D. Copenhaver [1987], procedury SidakaSS (single-step) oraz SidakaSD (step-
-down) zapewniaja kontrole FWE roéwniez w przypadku, gdy statystyki testowe
majg dodatnig zaleznos$¢ orthantowa [Denuit, Scaillet 2004; Shaffer 1995].

Sposrod procedur brzegowych najwigkszg moc maja procedury wieloetapowe
typu step-up, zapewniajace kontrole FWER w przypadku statystyk testowych nieza-
leznych lub silnie dodatnio skorelowanych. Skomplikowana obliczeniowo procedu-
ra Hommela daje nieznacznie lepsze wyniki od procedury Hochberga.

Wymieniajgc najwazniejsze procedury brzegowe, nalezy wspomnie¢ o proce-
durze Shaffer [1986] dla hipotez logicznie powigzanych. Przyktadem hipotez lo-
gicznie powigzanych moga by¢ hipotezy o réwnosci wartosci przecigtnych parami
dla co najmniej trzech populacji. Zauwazmy, ze w rzeczywistosci niemozliwe jest,
aby u, =u, oraz u, =y, ale y # ;. J. Shaffer uznata wiec, ze w przypadku po-
rownywania warto$ci przecietnych trzech populacji nie ma potrzeby rozpatrywac
sytuacji, gdy odrzucamy jedng hipotez¢ zerowsa, a przy dwoéch stwierdzamy, ze nie
mamy podstaw do ich odrzucenia i zaproponowata modyfikacje uniwersalnej proce-
dury Holma, ktora dzicki uwzglednieniu logicznych relacji pomiedzy hipotezami ma
wigkszg moc, a kontrola FWE na poziomie « jest nadal zagwarantowana.

Podsumowujac zalety brzegowych procedur testowan wielokrotnych, nalezy
podkresli¢ ich szeroki zakres zastosowan, prostote obliczeniowa oraz niewielkie
wymagania odnosnie do zalozen modelu statystycznego. Niektore z procedur brze-
gowych zapewniaja kontrole wybranej miary biedu I rodzaju tylko w przypadku
pewnych typow zalezno$ci pomiedzy statystykami testowymi?. Procedury te cha-
rakteryzuja si¢ zazwyczaj wigkszg moca w stosunku do procedur uniwersalnych, ale
wymogi dotyczace zaleznosci pomiedzy statystykami komplikujg ich uzycie i ogra-
niczajg zakres zastosowan. Natomiast wada uniwersalnych procedur brzegowych
jest fakt, iz nie uwzgledniajg tacznego rozktadu statystyk testowych, przez co maja
mniejsza moc od procedur tacznych.

4. Procedury laczne Westfalla i Younga kontrolujace FWER

Procedury zaproponowane przez Westfalla i Younga [1993] oparte na regule do-
mknigcia [Domanski, Pruska 2000, s. 201; Hochberg, Tamhane 1987] wykorzystuja
reprobkowanie. Resampling umozliwia przeprowadzanie testowania wielokrotnego
mimo braku normalnosci czy tez braku znajomosci struktury kowariancyjnej da-
nych. Procedury Westfalla i Younga oparte s3 na maksimach statystyk testowych
lub minimach prawdopodobienstw testowych. Wada tych procedur jest wymog ,,0b-
rotowos$ci podzbioru” (subset pivotality), ktéry w przypadku procedur opartych na
maksimach statystyk testowych oznacza, ze rozktad maksimum statystyk testowych
dla dowolnego podzbioru / zbioru wszystkich rozwazanych wnioskowan {1, ..., m},
musi by¢ taki sam zarowno w przypadku prawdziwos$ci wszystkich hipotez zero-

2 Np. procedury SidakaSS, SidakaSD, Hommela, Hochberga zapewniaja kontrole FWER
w przypadku typow zalezno$ci wymienionych powyzej w artykule.
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wych H dlai € I, jak i w przypadku prawdziwosci globalnej hipotezy zerowej H, o,
gloszacej, ze wszystkie hipotezy zerowe H,(i € {1, ..., m}) sg prawdziwe.

Warunek obrotowo$ci podzbioru jest bardzo istotny, zwtaszcza gdy resampling
wykorzystuje rozktad generujacy dane przy zalozeniu prawdziwosci wszystkich hi-
potez zerowych, pozwala to bowiem uproscic¢ algorytm procedury opartej na regule
domknigcia 1 zamiast testowac 2” — 1 przecig¢¢ hipotez zerowych, wystarczy prze-
prowadzi¢ m testowan. Niestety w wielu sytuacjach badawczych warunek ten nie
jest spelniony. Nalezy do nich np. testowanie istotnosci wspotczynnikow korelacji.
Rozktad generujacy dane przy zalozeniu prawdziwosci hipotez zerowych moze da-
wacé taczny rozktad statystyk testowych inny od prawdziwego (rzeczywistego) roz-
ktadu. Rozwazmy badanie istotnosci trzech wspotczynnikow korelacji p ., p, s p,,
Aitken wykazat [Westfall, Young 1993], ze gdy H, |, oraz H,,, sa prawdziwe, a H,,
jest falszywa, to taczny rozktad statystyk testowych odpowiadajacych prawdziwym
hipotezom zerowym jest w przyblizeniu normalny, zalezny od wspotczynnika kore-
lacji p,,, czyli warunek obrotowosci podzbioru nie jest spetniony.

Procedury Westfalla i Younga uwzgledniaja taczny rozktad statystyk testowych
i dzigki temu maja wigksza moc niz brzegowe procedury testowan wielokrotnych.
Procedury te niekoniecznie muszg si¢ opiera¢ na resamplingu, gdy rozktad statystyk
testowych jest znany i jest to np. wielowymiarowy rozktad normalny Iub z-Studenta.

4.1. Przyklad empiryczny

W przyktadzie do poréwnywania parami wartosci przecigtnych w modelu zréw-
nowazonej analizy wariancji zastosowano procedury taczne oparte na maksimach
statystyk testowych, procedure ,,free’” oraz Westfalla [1997] dla hipotez logicznie
powiazanych®. Otrzymane wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi za pomoca
klasycznej procedury Tukeya oraz za pomoca wybranych procedur brzegowych’.
Przyktad empiryczny dotyczyt porownywania przecietnych wynagrodzen brutto
w Polsce w 2010 r. w pigciu grupach zawodowych, takich jak®: rolnictwo, lesnictwo,
lowiectwo i rybactwo (r); przemyst (p); przetworstwo przemystowe (pp); edukacja
(e); opieka zdrowotna i pomoc spoteczna (z). Dane dotyczace przecigtnych mie-
siecznych wynagrodzen brutto dla wojewodztw Polski zaczerpnicto z ,,Rocznika
Statystycznego Rzeczypospolitej Polskiej 201177. W badaniu przyjeto poziom istot-
nosci 0,01.

3 Procedura ,,free” jest procedura step-down Westfalla i Younga [1993] wykorzystujaca fakt, iz tacz-
ny rozktad statystyk testowych w modelu zréwnowazonej analizy wariancji jest wielowymiarowym
rozktadem normalnym lub #-Studenta. Dostgpna poprzez metode summary w pakiecie multcomp w R.

* Modyfikacja procedury maxT Westfalla i Younga [1993]. Dost¢pna poprzez metodg summary
w pakiecie multcomp w R.

5 Skorygowane prawdopodobienistwa testowe dla procedur brzegowych wyznaczono za pomoca
funkcji mt.rawp2adjp dostgpnej w pakiecie multtest w R.

¢ W nawiasach podano oznaczenia grup, ktore przyjeto w badaniu.

" http://www.stat.gov.pl/cps/rde/xber/gus/rs_rocznik statystyczny rp 2011.pdf.
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Tabela 1. Surowe prawdopodobienstwa testowe oraz skorygowane prawdopodobienstwa testowe
wyznaczone dla procedury klasycznej Tukeya, procedur brzegowych Holma, Sidéka SS, Sidaka SD
oraz procedur tacznych ,,free”, Westfalla

Por6w- ilrl;?y\ze Skorygowane prawdopodobienstwa testowe p,
nania » " | Tukey | Holm | Shaffer | Sidik SS | Sidak SD | ,.free” | Westfall

r—pp | 0,000000 | <0,001 <0,001 | <0,001 | <0,001 <0,001 | <0,001 | <0,001

pp—e | 0,000000 | <0,001 <0,001 | <0,001 | <0,001 <0,001 | <0,001 | <0,001

r—p 0,000331 | 0,00299 | 0,00265 | 0,0019 | 0,0033 0,0026 | 0,0024 | 0,0018

p—e 0,000833 | 0,00727 | 0,00583 | 0,0025 | 0,0083 0,0058 | 0,0053 | 0,0024

z—r 0,001224 | 0,01039 | 0,00734 | 0,0049 | 0,0122 0,0073 | 0,0067 | 0,0047

z—pp |0,002567 | 0,02103 | 0,01283 | 0,0103 | 0,0254 0,0128 0,0117 0,0096

z—e 0,002890 | 0,02348 | 0,01283 | 0,0103 | 0,0285 0,0128 0,0117 0,0096

pp—p |0,008152 | 0,06062 | 0,02446 | 0,0163 | 0,0786 0,0243 0,0234 | 0,0162

z—p 0,688864 | 0,99439 | 1,00000 | 1,0000 | 0,9999 0,9032 | 0,9026 | 0,9026

r—e 0,779654 | 0,99861 | 1,00000 | 1,0000 | 0,9999 0,9032 | 0,9026 | 0,9026

Zrodto: obliczenia wiasne (pogrubiono prawdopodobienstwa skorygowane mniejsze od 0,01).

Po sprawdzeniu zatozen modelu analizy wariancji zweryfikowano hipoteze mo-
wigcg o rownosci przecigtnych wynagrodzen brutto w tych grupach zawodowych.
Hipoteza ta zostata odrzucona (p = 0,000000). Nastepnie zastosowano zalecang w li-
teraturze tematu klasyczng procedure post-hoc Tukeya. W przypadku procedur brze-
gowych kontrolujacych FWER zaskakujaco dobrze wypadla brzegowa procedura
Holma, w ktorej skorygowane prawdopodobienstwa testowe sa wyznaczane tylko na
podstawie surowych prawdopodobienstw brzegowych, bez wnikania w strukture ko-
relacyjng danych. Klasyczna metoda Tukeya spowodowala odrzucenie czterech hi-
potez zerowych, a procedura Holma az pigciu, na poziomie FWE wynoszacym 0,01.
Réwniez pig¢ odrzucen, ale znacznie mniejsze prawdopodobienstwa skorygowane,
otrzymano w przypadku procedury Shaffer dla hipotez logicznie powigzanych. Na-
tomiast modyfikacje procedur Bonferroniego oraz Holma oparte na nieréwnosci Si-
daka daja nieznaczng poprawe mocy w stosunku do modyfikowanej procedury.

Najlepsza procedurg sposrod procedur kontrolujacych FWE, ktora wykryta az
siedem istotnych réznic dla par: {r, pp},{pp,e},{r,p},{p.e}.{z,r},{z, pp}.{z,e}
okazata si¢ procedura taczna Westfalla [1997], wykorzystujaca logiczne powigza-
nia pomiedzy hipotezami. W przypadku procedur nieuwzgledniajacych logicznych
relacji migdzy hipotezami najlepiej wypadta procedura taczna ,,free”, ktéra mimo,
iz data tyle samo odrzucen co inne procedury brzegowe wieloetapowe (Holma, Si-
dakaSD), to prawdopodobienstwa skorygowane byty najmniejsze.
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5. Procedura lgczna testowan wielokrotnych Dudoit
i van der Laana

Dudoit i van der Laan [2008] przedstawili procedure taczng, ktdra w odroznieniu od
propozycji Westfalla i Younga nie opiera si¢ na rozktadzie® generujacym dane, ktory
spetnia hipotezg zupelna, ze wszystkie hipotezy zerowe sa prawdziwe, ale na roz-
kladzie ,,zerowym” statystyk testowych, czyli rozktadzie statystyk testowych przy
zatozeniu prawdziwosci hipotezy zupelnej. Przedstawili dwa rodzaje ,,zerowych”
transformacji bootstrapowych statystyk testowych: przesunigcie i skalowanie oraz
kwantylowe przeksztatcenie. Procedura Dudoit i van der Laana jest dostgpna w pa-
kiecie multtest w R pod nazwa MTP. Zapewnia ona kontrole wybranej miary btedu
I rodzaju dla rodziny wnioskowan: FWER, gFWER, FDR, TPPFP°. Mozna ja wy-
korzystywac¢ do porownan parami wartosci przecigtnych, do testowania istotnosci
dla wspotczynnikow regresji, testowania istotnosci wspdtczynnikow korelacji oraz
w wielu innych sytuacjach badawczych.

Dudoit i van der Laan [2008] zadedykowali procedur¢ MTP badaniom gene-
tycznym, specyficznym ze wzglgdu na bardzo liczne rodziny wnioskowan, sktada-
jace sie z tysigcy hipotez zerowych. Wstepne eksperymenty symulacyjne pokazuja,
ze wskazane sg dodatkowe badania potwierdzajace kontrolg miar btedow I rodzaju
w przypadku mniej licznych zbioréw wnioskowan.

6. Podsumowanie

Bezsprzecznie kontrola efektu testowan wielokrotnych jest konieczna. Zaleca si¢
przez merytoryczng oraz formalno-statystyczng analize maksymalnie redukowac
liczbe rozpatrywanych wnioskowan oraz dazy¢ do wyboru procedury o najwigkszej
mocy. Nieskomplikowane, o szerokim zakresie zastosowan, uniwersalne procedury
brzegowe nie uwzgledniaja tacznego rozktadu statystyk testowych, przez co charak-
teryzuja si¢ gorsza moca od procedur tacznych. Z kolei zakres zastosowan procedur
facznych zaproponowanych przez Westfalla i Younga jest ograniczony ze wzgledu
na wymog obrotowosci podzbioru. Ciekawg alternatywa zatem wydaje si¢ dedyko-
wana badaniom genetycznym procedura tagczna zaproponowana przez Dudoit oraz
van der Laana. Szeroki zakres zastosowan, mozliwo$¢ wyboru miary btedu I rodzaju
dla zbioru wnioskowan i dostepnos¢ w pakiecie multtest to jej istotne zalety. Uzy-
tecznos¢ tej procedury w przypadku mniej licznych zbioréw wnioskowan wymaga
jednak dalszych badan.

8 Rozktad generujacy dane moze da¢ w efekcie rozklad taczny statystyk testowych o innej struk-
turze zaleznosciowej niz ich prawdziwy rozktad (gdy niespelniony jest warunek obrotowosci pod-
zbioru).

? TPPFP (Tail Probability for Proportion of False Positives): TPPFP = P(% > q), gdzie g € (0,1).



Procedury testowan wielokrotnych 369

Literatura

Benjamini Y., Hochberg Y., Controlling the false discovery rate: a practical and powerful approach to
multiple testing, “Journal of the Royal Statistical Society”, Ser. B, 1995, vol. 57, no. 1, 289-300.

Bretz F., Hothorn T, Westfall P., Multiple Comparisons using R, Chapman and Hall, Boca Raton, 2011.

Denkowska S., Zastosowanie procedur testowan wielokrotnych opartych na uporzqdkowanych praw-
dopodobienstwach testowych do wydzielania jednorodnych podgrup wartosci przecietnych, ,,Prze-
glad Statystyczny” 2005, t. 52, nr 1, 115-131.

Denuit M., Scaillet O., Nonparametric tests for positive quadrant dependence, “Journal of Financial
Econometrics” 2004, 2, 422-450.

Domanski Cz., Pruska K., Nieklasyczne metody statystyczne, PWE, Warszawa 2000.

Dudoit S., van der Laan M., Multiple Testing Procedures with Applications to Genomics, Springer
Series in Statistics, 2008.

Hochberg Y., Tamhane A.C., Multiple Comparison Procedures, John Wiley & Sons, NY 1987.

Holland B., Copenhaver M. D., An improved sequentially rejective bonferroni test procedure, “Biomet-
rics” 1987, 43, 417-423.

Lehmann E.L., Romano J.P., Generalizations od the familywise error rate, “Annals of Statistics” 2005,
vol. 33, no. 3, 1138-1154.

Shaffer J.P., Modified sequentially rejective multiple test procedures, “Journal of the American Statisti-
cal Association” 1986, 81, 826-831.

Shafter J.P., Multiple hypothesis testing, “Annual Review of Psychology” 1995, no. 46, 561-84.

Westfall, P.H., Multiple testing of general contrasts using logical constraints and correlations, “Journal
of the American Statistical Association” 1997, 92, 299-306.

Westfall PH., Young S.S., Resampling Based Multiple Testing, Wiley, New York 1993.

Westfall P.H., Tobias R.D., Rom D., Wolfinger R.D., Hochberg Y., Multiple Comparisons and Multiple
Tests, Using the SAS System, SAS Institute Inc.,1999.

MULTIPLE TESTING PROCEDURES

Summary: The article presents multiple testing procedures, in particular joint procedures tak-
ing into account the joint distribution of the test statistics, which makes them less conservative
than popular marginal multiple testing procedures. The empirical example uses the Tukey’s
procedure, selected marginal and joint multiple testing procedures for pairwise comparisons
of average gross earnings in selected professions in the balanced one-way analysis of variance
model.

Keywords: multiple testing, FWER, resampling.



