
PRACE NAUKOWE 
Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu
RESEARCH PAPERS 
of Wrocław University of Economics

278

Redaktorzy naukowi

Krzysztof Jajuga
Marek Walesiak

Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu
Wrocław 2013

Taksonomia 20
Klasyfikacja i analiza danych 
– teoria i zastosowania

str_3_PN_278.indd   1 2013-07-31   11:14:01



Redaktor Wydawnictwa: Aleksandra Śliwka
Redaktor techniczny: Barbara Łopusiewicz
Korektor: Barbara Cibis
Łamanie: Małgorzata Czupryńska
Projekt okładki: Beata Dębska

Publikacja jest dostępna w Internecie na stronach:  
www.ibuk.pl, www.ebscohost.com,  
The Central and Eastern European Online Library www.ceeol.com, 
a także w adnotowanej bibliografii zagadnień ekonomicznych BazEkon
http://kangur.uek.krakow.pl/bazy_ae/bazekon/nowy/index.php

Informacje o naborze artykułów i zasadach recenzowania znajdują się  
na stronie internetowej Wydawnictwa  
www.wydawnictwo.ue.wroc.pl

Tytuł dofinansowany ze środków Narodowego Banku Polskiego 
oraz ze środków Sekcji Klasyfikacji i Analizy danych PTS

Kopiowanie i powielanie w jakiejkolwiek formie  
wymaga pisemnej zgody Wydawcy

© Copyright by Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu  
 Wrocław 2013

ISSN 1899-3192 (Prace Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu) 
ISSN 1505-9332 (Taksonomia)

Wersja pierwotna: publikacja drukowana

Druk: Drukarnia TOTEM

00-Spis tresci_wstep.indd   4 2013-08-19   08:42:29



Spis treści

Wstęp ......................................................................................................  9

Józef Pociecha: Wskaźniki finansowe a klasyfikacyjne modele predykcji 
upadłości firm .............................................................................................  15

Eugeniusz Gatnar: Analiza miar adekwatności rezerw walutowych .............  23
Marek Walesiak: Zagadnienie doboru liczby klas w klasyfikacji spektralnej  33
Joanicjusz Nazarko, Joanna Ejdys, Anna Kononiuk, Anna M. Olszew-

ska: Analiza strukturalna jako metoda klasyfikacji danych w badaniach 
foresight ......................................................................................................  44

Andrzej Bąk: Metody porządkowania liniowego w polskiej taksonomii – pa-
kiet pllord ...............................................................................................  54

Aleksandra Łuczak, Feliks Wysocki: Zastosowanie mediany przestrzennej 
Webera i metody TOPSIS w ujęciu pozycyjnym do konstrukcji syntetycz-
nego miernika poziomu życia .....................................................................  63

Ewa Roszkowska: Zastosowanie rozmytej metody TOPSIS do oceny ofert 
negocjacyjnych  ..........................................................................................  74

Jacek Batóg: Analiza wrażliwości metody ELECTRE III na obserwacje nie-
typowe i zmianę wartości progowych ........................................................  85

Jerzy Korzeniewski: Modyfikacja metody HINoV selekcji zmiennych 
w analizie skupień  ......................................................................................  93

Małgorzata Markowska, Danuta Strahl: Wykorzystanie referencyjnego 
systemu granicznego do klasyfikacji europejskiej przestrzeni regionalnej 
ze względu na filar inteligentnego rozwoju – kreatywne regiony ..............  101

Elżbieta Sobczak: Inteligentne struktury pracujących a efekty strukturalne 
zmian zatrudnienia w państwach Unii Europejskiej ...................................  111

Elżbieta Gołata, Grażyna Dehnel: Rozbieżności szacunków NSP 2011 
i BAEL ........................................................................................................  120

Iwona Foryś: Wykorzystanie analizy historii zdarzeń do badania powtórnych 
sprzedaży na lokalnym rynku mieszkaniowym  .........................................  131

Hanna Dudek, Joanna Landmesser: Wpływ relatywnej deprywacji na su-
biektywne postrzeganie dochodów .............................................................  142

Grażyna Łaska: Syntaksonomia numeryczna w klasyfikacji, identyfikacji 
i analizie przemian zbiorowisk roślinnych .................................................  151

Magdalena Osińska, Marcin Fałdziński, Tomasz Zdanowicz: Analiza 
zależności między procesami fundamentalnymi a rynkiem kapitałowym 
w Chinach ...................................................................................................  161

00-Spis tresci_wstep.indd   5 2013-08-16   11:22:02



6 Spis treści

Andrzej Bąk, Tomasz Bartłomowicz: Mikroekonometryczne modele wie-
lomianowe i ich zastosowanie w analizie preferencji z wykorzystaniem 
programu R .................................................................................................  169

Andrzej Dudek, Bartosz Kwaśniewski: Przetwarzanie równoległe algoryt-
mów analizy skupień w technologii CUDA  ..............................................  180

Michał Trzęsiok: Wycena rynkowej wartości nieruchomości z wykorzysta-
niem wybranych metod wielowymiarowej analizy statystycznej  .............  188

Joanna Trzęsiok: Wybrane symulacyjne techniki porównywania nieparame-
trycznych metod regresji .............................................................................  197

Artur Mikulec: Kryterium Mojeny i Wisharta w analizie skupień – przypa-
dek skupień o różnych macierzach kowariancji .........................................  206

Artur Zaborski: Analiza unfolding z wykorzystaniem modelu grawitacji  ....  216
Justyna Wilk: Identyfikacja obszarów problemowych i wzrostowych w wo-

jewództwie dolnośląskim w zakresie kapitału ludzkiego  ..........................  225
Karolina Bartos: Analiza ryzyka odejścia studenta z uczelni po uzyskaniu 

dyplomu licencjata – zastosowanie sieci MLP ...........................................  236
Ewa Genge: Segmentacja uczestników Industriady z wykorzystaniem anali-

zy klas ukrytych  .........................................................................................  246
Izabela Kurzawa: Wielomianowy model logitowy jako narzędzie identyfika-

cji czynników wpływających na sytuację mieszkaniową polskich gospo-
darstw domowych  ......................................................................................  254

Marek Lubicz, Maciej Zięba, Konrad Pawełczyk, Adam Rzechonek,  
Jerzy Kołodziej: Modele eksploracji danych niezbilansowanych – proce-
dury klasyfikacji dla zadania analizy ryzyka operacyjnego........................  262

Aleksandra Łuczak: Zastosowanie rozmytej hierarchicznej analizy w two-
rzeniu strategii rozwoju jednostek administracyjnych ...............................  271

Marcin Pełka: Rozmyta klasyfikacja spektralna c-średnich dla danych sym-
bolicznych interwałowych ..........................................................................  282

Małgorzata Machowska-Szewczyk: Klasyfikacja obiektów reprezentowa-
nych przez różnego rodzaju cechy symboliczne ........................................  290

Ewa Chodakowska: Indeks Malmquista w klasyfikacji podmiotów gospo-
darczych według zmian ich względnej produktywności działania  ............  300

Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz: Wykorzystanie modeli proporcjo-
nalnego i nieproporcjonalnego hazardu Coxa do badania szansy podjęcia 
pracy w zależności od rodzaju bezrobocia .................................................  311

Marcin Salamaga: Weryfikacja teorii poziomu rozwoju gospodarczego J.H. 
Dunninga w ujęciu sektorowym w wybranych krajach Unii Europejskiej   321

Justyna Wilk, Michał Bernard Pietrzak, Stanisław Matusik: Sytuacja spo-
łeczno-gospodarcza jako determinanta migracji wewnętrznych w Polsce .  330

Hanna Gruchociak: Delimitacja lokalnych rynków pracy w Polsce na pod-
stawie danych z badania przepływów ludności związanych z zatrudnie-
niem  ...........................................................................................................  343

00-Spis tresci_wstep.indd   6 2013-08-16   11:22:02



Spis treści 7

Radosław Pietrzyk: Efektywność inwestycji polskich funduszy inwestycyj-
nych z tytułu doboru papierów wartościowych i umiejętności wykorzysta-
nia trendów rynkowych ..............................................................................  351

Sabina Denkowska: Procedury testowań wielokrotnych  ...............................  362

Summaries

Józef Pociecha: Financial ratios and classification models of bankruptcy pre-
diction .........................................................................................................  22

Eugeniusz Gatnar: Analysis of FX reserve adequacy measures ....................  32
Marek Walesiak: Automatic determination of the number of clusters using 

spectral clustering .......................................................................................  43
Joanicjusz Nazarko, Joanna Ejdys, Anna Kononiuk, Anna M. Olszew- 

ska: Structural analysis as a method of data classification in foresight re-
search ..........................................................................................................  53

Andrzej Bąk: Linear ordering methods in Polish taxonomy – pllord  
package .......................................................................................................  62

Aleksandra Łuczak, Feliks Wysocki: The application of spatial median of 
Weber and the method TOPSIS in positional formulation for the construc-
tion of synthetic measure of standard of living ..........................................  73

Ewa Roszkowska: Application of the fuzzy TOPSIS method to the estima-
tion of negotiation offers .............................................................................  84

Jacek Batóg: Sensitivity analysis of ELECTRE III method for outliers and 
change of thresholds ...................................................................................  92

Jerzy Korzeniewski: Modification of the HINoV method of selecting vari-
ables in cluster analysis ..............................................................................  100

Małgorzata Markowska, Danuta Strahl: Implementation of reference limit 
system for the European regional space classification regarding smart 
growth pillar – creative regions ..................................................................  110

Elżbieta Sobczak: Smart workforce structures versus structural effects of 
employment changes in the European Union countries .............................  119

Elżbieta Gołata, Grażyna Dehnel: Divergence in National Census 2011 and 
LFS estimates ..............................................................................................  130

Iwona Foryś: Event history analysis in the resale study on the local housing 
market .........................................................................................................  141

Hanna Dudek, Joanna Landmesser: Impact of the relative deprivation on 
subjective income satisfaction ....................................................................  150

Grażyna Łaska: Numerical syntaxonomy in classification, identification and 
analysis of changes of secondary communities ..........................................  160

Magdalena Osińska, Marcin Fałdziński, Tomasz Zdanowicz: Analysis of 
relations between fundamental processes and capital market in China ......  166

Andrzej Bąk, Tomasz Bartłomowicz: Microeconomic polynomial models 
and their application in the analysis of preferences using R program ........  179

00-Spis tresci_wstep.indd   7 2013-08-16   11:22:02



8 Spis treści

Andrzej Dudek, Bartosz Kwaśniewski: Parallel processing of clustering al-
gorithms in CUDA technology ...................................................................  187

Michał Trzęsiok: Real estate market value estimation based on multivariate 
statistical analysis .......................................................................................  196

Joanna Trzęsiok: On some simulative procedures for comparing nonpara-
metric methods of regression ......................................................................  205

Artur Mikulec: Mojena and Wishart criterion in cluster analysis – the case of 
clusters with different covariance matrices ................................................  215

Artur Zaborski: Unfolding analysis by using gravity model .........................  224
Justyna Wilk: Determination of problem and growth areas in Dolnośląskie 

Voivodship as regards human capital ..........................................................  235
Karolina Bartos: Risk analysis of bachelor students’ university abandonment 

– the use of MLP networks .........................................................................  245
Ewa Genge: Clustering of industrial holiday participants with the use of la-

tent class analysis ........................................................................................  253
Izabela Kurzawa: Multinomial logit model as a tool to identify the factors 

affecting the housing situation of Polish households ..................................  261
Marek Lubicz, Maciej Zięba, Konrad Pawełczyk, Adam Rzechonek,  

Jerzy Kołodziej: Modelling class imbalance problems: comparing classi-
fication approaches for surgical risk analysis .............................................  270

Aleksandra Łuczak: The application of fuzzy hierarchical analysis to the 
evaluation of validity of strategic factors in administrative districts ..........  281

Marcin Pełka: A spectral fuzzy c-means clustering algorithm for interval-val-
ued symbolic data .......................................................................................  289

Małgorzata Machowska-Szewczyk: Clustering algorithms for mixed-fea-
ture symbolic objects ..................................................................................  299

Ewa Chodakowska: Malmquist index in enterprises classification on the ba-
sis of relative productivity changes ............................................................  310

Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz: Using proportional and non pro-
portional Cox hazard models to research the chances for taking up a job 
according to the type of unemployment .....................................................  320

Marcin Salamaga: Verification J.H. Dunning’s theory of economic develop-
ment by economic sectors in some EU countries .......................................  329

Justyna Wilk, Michał Bernard Pietrzak, Stanisław Matusik: Socio-eco-
nomic situation as a determinant of internal migration in Poland ..............  342

Hanna Gruchociak: Delimitation of local labor markets in Poland on the 
basis of the employment-related population flows research .......................  350

Radosław Pietrzyk: Selectivity and timing in Polish mutual funds perfor-
mance measurement  ...................................................................................  361

Sabina Denkowska: Multiple testing procedures ............................................  369

00-Spis tresci_wstep.indd   8 2013-08-16   11:22:02



 PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCŁAWIU nr 207 
 RESEARCH PAPERS OF WROCŁAW UNIVERSITY OF ECONOMICS nr 278 • 2013 

Taksonomia 20. Klasyfikacja i analiza danych – teoria i zastosowania ISSN 1899-3192 

 

Artur Mikulec 
Uniwersytet Łódzki 

KRYTERIUM MOJENY I WISHARTA 
W ANALIZIE SKUPIEŃ – PRZYPADEK SKUPIEŃ 
O RÓŻNYCH MACIERZACH KOWARIANCJI 

Streszczenie: Kryteria Mojeny i Wisharta są metodami wyboru optymalnego wyniku gru-
powania stosowanymi w przypadku metod aglomeracyjnych analizy skupień. Celem artyku-
łu jest prezentacja wyników empirycznej analizy efektywności kryteriów Mojeny i Wisharta 
wyboru liczby skupień – na tle analizowanych dotychczas kryteriów Bakera i Huberta, Ca-
lińskiego i Harabasza, Daviesa i Bouldina, Huberta i Levine’a – w przypadku skupień o róż-
nych macierzach kowariancji. Analiza empiryczna została przeprowadzona z wykorzysta-
niem programu ClustanGraphics 8 oraz pakietu clusterSim środowiska R. 

Słowa kluczowe: reguła górnego obszaru odrzucenia, reguła średniej ruchomej, kryteria 
Mojeny, kryterium Wisharta (tree validation), ClustanGraphics. 

1. Wstęp 

Etap oceny wyniku grupowania, tj. wyboru liczby skupień w analizie wykorzystują-
cej hierarchiczne algorytmy grupowania (ze względu na ich własności), jest jednym  
z końcowych, lecz niezwykle ważnych etapów w klasyfikacji. Mając bowiem cały 
ciąg klasyfikacji 0 1 1, , ..., nP P P − , należy na podstawie pewnych formalnych kryteriów 
podjąć decyzję o wyborze ostatecznego wyniku grupowania. 

Celem artykułu jest prezentacja wyników empirycznej analizy efektywności 
dwóch kryteriów Mojeny [1977] bazujących na analizie odległości łączenia kolej-
nych obiektów na wykresie drzewa – best cut significance test (upper tail rule, mo-
ving average quality control rule), oraz kryterium Wisharta [2006] oceny losowości 
podziału obiektów na wykresie drzewa – tree validation1. Wymienione wyżej kryte-
ria zostały porównane z punktu widzenia wyboru liczby klas (oraz ich struktury)  
z innymi, powszechnie wykorzystywanymi w tym celu, procedurami wyboru liczby 
skupień: Bakera i Huberta (BH), Calińskiego i Harabasza (CH), Daviesa i Bouldina 
(DB) czy Huberta i Levine’a (HL). W artykule rozważane są przypadki skupień ge-
                      

1 Ich omówienie na tle innych metod wyboru liczby skupień odnaleźć można w pracy Mikulca 
[2012]. 
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nerowanych w oparciu o różne macierze kowariancji zmiennych (skupienia zróżni-
cowane dla klas)2. 

2. Metody wyboru liczby skupień 

Problem oceny efektywności procedur wyboru liczby klas był już w literaturze 
przedmiotu poruszany wielokrotnie, poczynając od historycznych i najbardziej zna-
nych prac empirycznych prezentujących wyniki tego rodzaju analiz w kontekście 
metod hierarchicznych [Milligan, Cooper 19853; Milligan 1996], a skończywszy na 
pracy, w której przedstawiono wyniki analizy empirycznej wybranych procedur ana-
lizy skupień, w tym indeksów służących ustalaniu liczby klas dla metod klasyfikacji 
hierarchicznej, dla danych porządkowych [Walesiak 2011]. Jeśli natomiast spojrzeć 
szerzej na metody ustalania liczby skupień, w kontekście oceny jakości wyniku gru-
powania, to kompleksowy i usystematyzowany przegląd literatury z tego zakresu  
z lat 1908-2011 odnaleźć można w pracy pt. Ocena jakości wyników grupowania – 
przegląd bibliografii [Migdał-Najman 2011]. 

Dwa kryteria Mojeny oraz kryterium Wisharta – analizowane w artykule – to 
jedne z niewielu procedur wyboru liczby skupień (obok indeksu Beale’a, Dudy  
i Harta, indeksu RMSSTD oraz RS 4) dedykowane metodom klasyfikacji hierarchicz-
nej, np. aglomeracyjnej. Niemniej także inne wymienione we wstępie procedury 
mogą być zastosowane jako kryteria wyboru liczby skupień dla metod aglomeracyj-
nych – różnią się one konstrukcją kryterium wewnętrznego oceny wyniku grupowa-
nia. W tabeli 1 zamieszczono tylko wybrane metody oceny liczby skupień, będące 
przedmiotem porównań w artykule. 

Tabela 1. Metody oceny liczby skupień w zbiorze danych* 

KRYTERIUM Formuła, przedział zmienności Kryterium wyboru 
liczby skupień 

1 2 3 
Bakera i Huberta 

( ) S SBH u
S S
+ −

+ −

−
=

+
, ( ) 1;1BH u ∈ −  ( )ˆ arg max

u
u BH u=     

Calińskiego 
i Harabasza ( ) ( ) ( )

( ) ( )
/ 1
/

u

u

tr B u
CH u

tr W n u
−

=
−

, ( )CH u R+∈  ( )ˆ arg max
u

u CH u=     

                      
2 Empiryczna analiza efektywności kryterium Mojeny i Wisharta w analizie skupień – przypadek 

skupień generowanych na postawie  tej samej (jednakowej) macierzy kowariancji zmiennych była 
tematem artykułu wygłoszonego podczas Kongresu Statystyki Polskiej w Poznaniu, 18-20 kwietnia 
2012 r. [Mikulec, Fijałkowska-Kupis 2012]. 

3 Analiza wykazała, że pięcioma najlepszymi regułami wyboru liczby skupień były kryteria: Ca-
lińskiego i Harabasza, Dudy i Harta, Huberta i Levine’a, Backera i Huberta oraz Beale’a (F-ratio).  
W pierwszej dziesiątce omawianych procedur znalazło się również pierwsze kryterium Mojeny (gór-
nego obszaru odrzucenia). 

4 Indeks RMSSTD to miara jednorodności skupień oparta na sumie kwadratów odległości we-
wnątrz skupień, indeks RS to miara niepodobieństwa między skupieniami oparta na sumie kwadratów 
odległości pomiędzy skupieniami odniesionej do sumy kwadratów odległości między obiektami  
w całym zbiorze danych [Gan i in. 2007]. 



208 Artur Mikulec 

Tabela 1, cd. 
1 2 3 

Daviesa 
i Bouldina ( ) ( ),1

1 max
,

u
q r

r q rq

S S
BD u

u d q r≠=

 +
=   

 
∑  ( )ˆ arg min

u
u BD u=     

Huberta 
i Lewine’a ( ) ( ) min

max min

w

w w

D u l D
HL u

l D l D
−

=
−

, ( ) ( )0;1HL u ∈  ( )ˆ arg min
u

u HL u=     

Górnego obszaru 
odrzucenia 
(Mojena I) 1x k sαα α+ > + ⋅  

klasyfikacja Px,  
aby odpowiadający jej krok 

: 1, ..., 2x x n= −   
pierwszy spełniał nierówność 

Średniej ruchomej 
(Mojena II) 

1x x x x xL b k sα α+ > + + + ⋅ . gdzie: 

( )1
2

x
x

y b
L

−
= , 

( )

( )
1 1

2

6 2 1

1

x x

f f f
f x y f x y

x

w y
b

y y

α α
= − + = − +

 
− + 

 =
−

∑ ∑
, 

1 1f fw w −= + , ( )2 , ...,f x y x= − + , 1 1x yw − + =  

klasyfikacja Px,  
aby odpowiadający jej krok 

: , 1, ..., 2x x y y n= + −  
pierwszy spełniał nierówność 

Losowości podziału 
obiektów na 
wykresie drzewa 
(Wishart) 

Porównywanie wyników ciągu klasyfikacji uzyskanych 
metodami aglomeracyjnymi z rodziną drzew 
generowanych na podstawie losowej permutacji zbioru 
danych 

0H  mówiąca o tym, że struktura 
grupowania obiektów w postaci 

danego drzewa jest losowa  
(brak struktury), 1 0:~H H  

* n – liczba obiektów ( )1, ...,i n= ; m – liczba cech ( )1, ...,j m= ; u – liczba grup 

( ), , 1, ..., ;q r s u= −qK skupienie q; ,S S+ − – liczba par odległości, odpowiednio zgodnych i niezgod-

nych; ( )utr B , ( )utr W − ślad macierzy kowariancji, odpowiednio międzygrupowej (Bu) i wewnątrzgru-

powej ( )uW ; ( )
1

1 /
q

m tq
tq q ij qj

i K j
S n x z

∈ =

= − −∑∑  miara rozproszenia obiektów w grupie ( ),qq K przy 

czym dla 1t =  jest ona średnią odległością obiektów w skupieniu ( )qq K  od środka ciężkości, tj. medo-

idy w grupie, a dla t = 2 jest ona odchyleniem standardowym odległości obiektów w skupieniu  ( )qq K  

od środka ciężkości, tj. medoidy w grupie (dla grupy r miarę rS  wprowadza się analogicznie); 

( )
1

,
m p

p
qj rj

j
d q r z z

=

= − −∑ miara odległości między środkami ciężkości, tj. medoidami ( ),qj rjz z grup q  

i r, odpowiednio miejskiej dla  p = 1 lub euklidesowej dla p = 2; D(u) – suma wszystkich odległości 
wewnątrzgrupowych; lw – liczba odległości wewnątrzgrupowych; min max,D D – odległość wewnątrzgru-

powa, odpowiednio najmniejsza i największa; [ ]min ,x ioi o
dα

<
= ( ), 1, ...,i o n x= − −  miara niepodobień-

stwa (odległości) między skupieniami; 1xα + – poziom (odległość) połączenia grup w kroku x + 1,  

α – średni poziom (odległość) połączenia grup, −αs odchylenie standardowe poziomu (odległości) 

połączenia grup; k-stała ( )2,75;3,5 ;k ∈  y – liczba wartości poziomu (odległości) połączenia klas α  
w danym kroku (do wyznaczenia średniej ruchomej); xα – średnia ruchoma wartości parametru α  obli-
czona w kroku x; Lx – korekta dla opóźnionego „trendu” poziomu (odległości) połączenia klas obliczona 
w kroku x;  bx – „ruchome” średniokwadratowe nachylenie linii trendu poziomu połączenia klas w kroku 
x; −xs „ruchome” odchylenie standardowe wartości parametru α (odległości). 

Źródło: opracowanie własne na podstawie [Mojena 1977; Wishart 2006; Gatnar, Walesiak (red.) 2009]. 



Kryterium Mojeny i Wisharta w analizie skupień… 209 
 
3. Założenia oraz schemat analizy empirycznej 

Empiryczna analiza efektywności dwóch kryteriów Mojeny i kryterium Wisharta na 
tle pozostałych czterech kryteriów – Bakera i Huberta (BH), Calińskiego i Harabasza 
(CH), Daviesa i Bouldina (DB), czy Huberta i Levine’a (HL) – przeprowadzona 
została dla: 
• 2-5 skupień; 
• 2-5 zmiennych; 
• skupień o następującej strukturze dla 100 obiektów: 

– 2 skupienia zawierające odpowiednio 40 i 60 obiektów, 
– 3 skupienia zawierające odpowiednio 20, 30 i 50 obiektów, 
– 4 skupienia zawierające odpowiednio 5, 15, 25 i 55 obiektów, 
– 5 skupień zawierających odpowiednio 5, 10, 15, 20 i 50 obiektów; 

• skupień bez zmiennych zakłócających; 
• skupień generowanych na podstawie różnych macierzy kowariancji zmiennych, 

powodujących różne rozproszenie obiektów w skupieniach, a więc różny 
kształt skupień (skupienia zróżnicowane dla klas), zob. rys. 1, 

• miary odległości euklidesowej, 
• trzech najczęściej stosowanych metod aglomeracyjnych – pełnego wiązania, 

średniego wiązania i Warda. 
W rezultacie analizie poddano 16 zbiorów danych5, biorąc pod uwagę 4 warianty 

liczby skupień, 4 warianty liczby zmiennych, wykorzystując w tym celu 3 metody 
aglomeracyjne. Na rysunku 1 zaprezentowano jeden z analizowanych zbiorów da-
nych wygenerowany dla 5 skupień i 5 zmiennych na podstawie różnych macierzy 
kowariancji zmiennych, powodujących zróżnicowanie kształtu skupień (wydłużone, 
sferyczne) oraz różny stopień ich separowalności.  

Obliczenia przeprowadzone zostały na zbiorach danych wygenerowanych pole-
ceniem cluster.Gen pakietu clusterSim [Walesiak, Dudek 2012] środowiska 
R oraz z wykorzystaniem programu ClustanGraphics 8 [Wishart 2006]. Ich schemat 
był następujący: 
• krok 1 – wygenerowano zbiory danych według przyjętych założeń (16 zbio-

rów), dla których znano właściwą strukturę skupień (2-5 skupień), 
• krok 2 – w programie ClustanGraphics 8 dokonano analizy skupień z wyko-

rzystaniem 3 algorytmów grupowania aglomeracyjnego (48 wyników), a wynik 
wykresu drzewa zawierającego wszystkie podziały zbioru obiektów zapisano 
do pliku, 

• krok 3 – w programie ClustanGraphics 8 dokonano wyboru liczby skupień 
(wyniku grupowania) według dwóch kryteriów Mojeny i kryterium Wisharta, 

 
                      

5 Ze względu na ograniczoną objętość artykułu nie jest możliwe przedstawienie pełnej charakte-
rystyki analizowanych zbiorów danych. 
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Rys. 1. Zbiór wygenerowany dla 5 skupień i 5 zmiennych 

Źródło: opracowanie własne. 

• krok 4 – w środowisku R (clusterSim) obliczono pozostałe indeksy wyboru 
liczby skupień – Bakera i Huberta (BH), Calińskiego i Harabasza (CH), Davie-
sa i Bouldina (DB), Huberta i Levine’a (HL) dla podziałów w zakresie 2-10 
skupień, a następnie wybrano optymalne rozwiązanie według danego kryterium 
wyboru liczby klas: BH (max), CH (max), DB (min), HL (min), 

• krok 5 – mając rozwiązanie, tj. wynik analizy skupień – strukturę skupień 
wskazaną przez każde  kryterium wyboru liczby skupień dla każdego analizo-
wanego zbioru danych, obliczono skorygowany indeks Randa6 zgodności 

                      
6 Skorygowany indeks Randa, niemający tendencji do wzrostu wartości w przypadku zwiększania 

liczby klas, porównuje przynależność wszystkich par obiektów według dwóch porównywanych klasyfi-
kacji. Pozwala określić odsetek par obiektów zgodnych w obydwu porównywanych klasyfikacjach. 
Szczegóły dotyczące skorygowanego indeksu Randa odnaleźć można w pracy Walesiaka [2011]. 
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przynależności obiektów do skupień powstałych na bazie danego kryterium na 
tle właściwego podziału analizowanego zbioru obiektów (znaną strukturą klas), 

• krok 6 – biorąc pod uwagę wszystkie wyniki grupowania, tj. poprawne pod 
względem struktury i przynależności obiektów do skupień – o wartościach sko-
rygowanych indeksów Randa zbliżonych do jedności, oraz niepoprawne pod 
względem struktury i przynależności obiektów do skupień – o wartościach sko-
rygowanych indeksów Randa zbliżonych do zera, oceniono efektywność anali-
zowanych kryteriów wyboru liczby skupień, uśredniając wartość tego indeksu 
dla każdej z metod aglomeracyjnych i każdego kryterium. 

4. Wyniki analizy empirycznej 

W tabeli 2 dla każdego analizowanego kryterium wyboru liczby skupień przedsta-
wiono liczbę poprawnych oraz błędnych wskazań liczby skupień względem metody 
grupowania aglomeracyjnego dla 16 analizowanych zbiorów danych, w których 
skupienia wygenerowane zostały na podstawie różnych macierzy kowariancji 
zmiennych – służą one ocenie trafności wskazań liczby skupień przez poszczególne 
kryteria. 

Kryterium Bakera i Huberta – niezależnie od metody grupowania aglomeracyj-
nego w ok. 2/3 przypadków wskazało właściwą liczbę poszukiwanych klas. Zbliżone 
wyniki poprawności dla tego kryterium uzyskano we wcześniejszej analizie, tj. dla 
zbiorów o skupieniach generowanych za pomocą jednakowej macierzy kowariancji 
zmiennych. 

Lepsze wyniki poprawności wyboru liczby skupień uzyskano na podstawie kry-
terium Calińskiego i Harabasza, dla którego poziom poprawności wskazań – bez 
względu na metodę grupowania aglomeracyjnego – wynosił co najmniej 81,25%.  
W przypadku wcześniejszej analizy – dla skupień z tą samą macierzą kowariancji 
zmiennych – uzyskane wyniki były zbliżone, choć nieco gorsze. 

Indeks Daviesa i Bouldina zdecydowanie częściej wskazywał poprawną liczbę 
skupień w analizowanych zbiorach danych dla metody pełnego wiązania oraz Warda, 
natomiast dla metody średniego wiązania poziom trafności jego wskazań nie przekra-
czał 50%. Niemalże identyczna sytuacja pod względem trafności wyboru liczby klas 
dla tego kryterium według metody aglomeracyjnej występowała w analizie skupień 
generowanych na podstawie jednakowej macierzy kowariancji zmiennych. 

Dwa kolejne kryteria, tj. Huberta i Levine’a oraz górnego obszaru odrzucenia 
(Mojeny), w ogóle nie sprawdziły się z punktu widzenia wyboru liczby skupień  
w zbiorach danych, w których skupienia są wygenerowane na podstawie różnych 
macierzy kowariancji zmiennych. Zdecydowanie częściej wskazywały niepoprawną 
liczbę skupień, podobnie jak w przypadku wcześniejszej analizy – zbiorów danych  
o skupieniach z jednakową macierzą kowariancji zmiennych. 

Na podstawie wyników wskazań poprawnej liczby skupień dla drugiego kryte-
rium  Mojeny (średniej ruchomej)  można stwierdzić, że w przypadku metod średnie- 
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Tabela 2. Wskazania liczby skupień według kryteriów wyboru liczby skupień 

METODA Wskazanie 
poprawne błędne 

Bakera i Huberta (BH) 
Średniego 
wiązania 10 62,50% 6 37,50% 

Pełnego wiązania 11 68,75% 5 31,25% 
Warda 11 68,75% 5 31,25% 

Calińskiego i Harabasza (CH) 
Średniego 
wiązania 14 87,50% 2 12,50% 

Pełnego wiązania 13 81,25% 3 18,75% 
Warda 14 87,50% 2 12,50% 

Daviesa i Bouldina (DB) 
Średniego 
wiązania 7 43,75% 9 56,25% 

Pełnego wiązania 13 81,25% 3 18,75% 
Warda 13 81,25% 3 18,75% 

Huberta i Levine’a (HL) 
Średniego 
wiązania 3 18,75% 13 81,25% 

Pełnego wiązania 6 37,50% 10 62,50% 
Warda 1 6,25% 15 93,75% 

Górnego obszaru odrzucenia (Mojena I) 
Średniego 
wiązania 2 12,50% 14 87,50% 

Pełnego wiązania 1 6,25% 10 93,75% 
Warda 6 37,50% 15 62,50% 

Średniej ruchomej (Mojena II) 
Średniego 
wiązania 11 68,75% 5 31,25% 

Pełnego wiązania 9 56,25% 7 43,75% 
Warda 0 0,00% 16 100,00% 

Losowości podziału obiektów na wykresie drzewa (Wishart) 
Średniego 
wiązania 10 62,50% 6 37,50% 

Pełnego wiązania 8 50,00% 8 50,00% 
Warda 9 56,25% 7 43,75% 

Źródło: opracowanie własne. 

go i pełnego wiązania w większości przypadków pozwalało ono wybrać właściwą 
liczbę skupień w analizowanych zbiorach danych, niemniej poziom trafności tych 
wskazań jest stosunkowo niski (56,25 i 68,7%). Charakterystyczne jest, iż kryterium 
to całkowicie nie sprawdziło się w analizie skupień metodą Warda. Warto dodać, że 
podobne wyniki (zbliżoną poprawność tego kryterium dla pierwszych dwóch metod 
aglomeracyjnych oraz jego nieprzydatność przy metodzie Warda) uzyskano we 
wcześniejszych analizach dla zbiorów danych o skupieniach tworzonych na podsta-
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wie tych samych macierzy kowariancji zmiennych. Trudno jednak stwierdzić, czy  
w przypadkach obydwu tych analiz błąd kryterium średniej ruchomej nie był wyni-
kiem zastosowania metody Warda z miarą odległości euklidesowej zamiast kwadratu 
tej odległości. 

Ostatnie z analizowanych kryteriów – losowości podziału obiektów na wykre-
sie drzewa – w ponad połowie przypadków, bez względu na metodę grupowania 
aglomeracyjnego, poprawnie wskazało liczbę poszukiwanych klas. Warto dodać, 
że w analizie zbiorów danych o skupieniach z jednakową macierzą kowariancji 
zmiennych, wykonanej wcześniej, omawiane kryterium częściej wskazywało wła-
ściwą, poszukiwaną liczbę skupień. 

Należy zdawać sobie sprawę, iż sama poprawność (częstość) wskazywania 
przez poszczególne kryteria właściwej liczby skupień jest pierwszą, ale nie dosta-
teczną przesłanką do oceny efektywności, tzn. przydatności, danego kryterium  
w zakresie wyboru liczby skupień. Istotna jest również zgodność danego wyniku 
grupowania pod względem przynależności obiektów do ich właściwych skupień,  
a więc zgodność wyniku grupowania ze znaną strukturą klas dla wygenerowanych 
zbiorów danych, którą oceniono za pomocą skorygowanego indeksu Randa. 

Tabela 3. Zgodność wyniku grupowania według kryteriów wyboru liczby skupień 

METODA Kryterium 

Średnia wartość 
skorygowanego 

indeksu 
Randa 

Średniego 
wiązania 

Bakera i Huberta (BH) 0,902 
Calińskiego i Harabasza (CH) 0,948 
Daviesa i Bouldina (DB) 0,859 
Huberta i Levine’a (HL) 0,849 
Górnego obszaru odrzucenia (Mojena I) 0,390 
Średniej ruchomej (Mojena II) 0,947 
Losowości podziału obiektów na wykresie drzewa 
(Wishart) 0,948 

Pełnego 
wiązania 

Bakera i Huberta (BH) 0,904 
Calińskiego i Harabasza (CH) 0,936 
Daviesa i Bouldina (DB) 0,935 
Huberta i Levine’a (HL) 0,879 
Górnego obszaru odrzucenia (Mojena I) 0,284 
Średniej ruchomej (Mojena II) 0,867 
Losowości podziału obiektów na wykresie drzewa (Wishart) 0,828 

Warda Bakera i Huberta (BH) 0,930 
Calińskiego i Harabasza (CH) 0,937 
Daviesa i Bouldina (DB) 0,935 
Huberta i Levine’a (HL) 0,696 
Górnego obszaru odrzucenia (Mojena I) 0,708 
Średniej ruchomej (Mojena II) 0,491 
Losowości podziału obiektów na wykresie drzewa (Wishart) 0,870 

Źródło: opracowanie własne. 
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Stąd też w tab. 3 zaprezentowano wyniki zgodności wyniku grupowania ze 
znaną strukturą klas, uśredniając wartości skorygowanego indeksu Randa wzglę-
dem każdej z metod aglomeracyjnych i każdego kryterium, a uśrednienia tego do-
konano, biorąc pod uwagę strukturę skupień wszystkich wyników analizy skupień 
(odnoszących się do wszystkich 16 zbiorów danych), zarówno tych o „popraw-
nym”, jak i o „błędnym” wskazaniu liczby skupień przez poszczególne kryterium 
(zob. tab. 2). 

Tym samym w ocenie efektywności uwzględniono dwa aspekty – liczbę „do-
brych” i „złych” rozwiązań (wyników grupowania) wskazanych przez poszczegól-
ne kryteria wyboru liczby skupień oraz zgodność każdego wyniku grupowania ze 
znaną strukturą klas. 

5. Podsumowanie i wnioski 

Biorąc pod uwagę wyniki przeprowadzonych analiz (por. tab. 2, 3), można stwier-
dzić, że spośród rozpatrywanych procedur wyboru liczby skupień dla metod aglome-
racyjnych najbardziej efektywne okazały się kryteria: Calińskiego i Harabasza (CH) 
oraz losowości podziału obiektów na wykresie drzewa (Wisharta) – które może nie 
zawsze okazywało się tym najlepszym na tle pozostałych (jak w przypadku metody 
pełnego wiązania i Warda), ale z reguły wskazywało właściwą liczbę wyodrębnio-
nych klas i gwarantowało stosunkowo wysoką zgodność wyniku grupowania ze zna-
ną strukturą klas. Natomiast w przypadku metody aglomeracyjnej średniego wiąza-
nia kryterium losowości podziału obiektów na wykresie drzewa (Wisharta) okazało 
się równie wysoce skuteczne jak kryterium Calińskiego i Harabasza (CH). 

Zestawiając ze sobą trafność wskazań liczby skupień oraz zgodność wyniku gru-
powania ze znaną strukturą klas dla wszystkich wyników analizy wyraźnie należy 
zauważyć, że najsłabsze okazały się kryteria: Huberta i Levine’a (HL) oraz górnego 
obszaru odrzucenia (pierwsze kryterium Mojeny, Mojena I). 

Z kolei kryterium średniej ruchomej (drugie kryterium Mojeny, Mojena II) cha-
rakteryzowało się stosunkowo dobrą efektywnością w przypadku metody aglomera-
cyjnej średniego i pełnego wiązania, lecz w ogóle nie sprawdziło się w analizie sku-
pień z wykorzystaniem aglomeracyjnej metody Warda – być może wynikało to np.  
z zastosowania w obliczeniach miary odległości euklidesowej. 

Uzyskane rezultaty w pewnym stopniu zależą od analizowanych przykładów – 
założeń analizy empirycznej, w tym sposobu generowania danych o znanej struktu-
rze klas. Generowanie danych losowo z wielowymiarowego rozkładu normalnego na 
podstawie macierzy wartości średnich i macierzy kowariancji to jeden z możliwych 
sposobów – często wykorzystywany w analizach symulacyjnych. Być może losowe 
generowanie danych na podstawie innych rozkładów wielowymiarowych oraz tzw. 
funkcji połączenia (copula) lub wykorzystanie danych zawierających skupienia  
o zadanym stopniu separowalności (nowsze podejście do generowania danych) po-
zwoliłoby na sformułowanie bardziej ogólnych wniosków. Niemniej jednak wciąż 
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podstawowym problemem pozostaje fakt, iż dla danych o znanej strukturze klas ist-
nieje nieskończenie wiele kształtów skupień dla dowolnej liczby wymiarów 
i nie jest możliwe przebadanie każdego z nich. 
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MOJENA AND WISHART CRITERION IN CLUSTER ANALYSIS 
– THE CASE OF CLUSTERS WITH DIFFERENT COVARIANCE 
MATRICES 

Summary: Mojena and Wishart criteria are designed to facilitate the choice of the optimal 
clustering solution in the case of agglomeration methods in cluster analysis. The aim of the 
paper is to present the empirical study on efficiency of Mojena and Wishart criteria in the 
choice of the number of clusters. The study was conducted with the focus on clusters with 
different covariance matrices and the results were compared to previously analysed criteria 
of Baker and Hubert, Caliński and Harabasz, Davies and Bouldin, Hubert and Levine. The 
empirical analysis was made with the use of ClustanGraphics 8 program and clusterSim 
package of R environment. 

Keywords: upper tail rule, moving average quality control rule, Mojena criteria, Wishart 
criterion (tree validation), ClustanGraphics. 


