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ANALIZA UNFOLDING 
Z WYKORZYSTANIEM MODELU GRAWITACJI 

Streszczenie: W artykule zaprezentowano modyfikację wielowymiarowej analizy unfolding 
poprzez wykorzystanie w jej konstrukcji funkcji grawitacji. Modyfikacja ta pozwala na 
uwzględnienie w analizie dodatkowych czynników (takich jak udział w rynku lub lojalność 
względem marki), które mają wpływ na oceny preferencji respondentów. W klasycznej ana-
lizie unfolding udział ten jest ignorowany lub przyjmuje się, że jest on taki sam dla wszyst-
kich obiektów. 

Słowa kluczowe: unfolding, model grawitacyjny, analiza preferencji. 

1. Wstęp 

Jedną z metod skalowania wielowymiarowego najczęściej wykorzystywanych  
w badaniach preferencji jest analiza unfolding. Jej celem jest odkrycie, na podstawie 
danych preferencji, wspólnej przestrzeni punktów reprezentujących respondentów  
i badane obiekty.  

W klasycznej analizie unfolding przyjmuje się założenie, że preferencje wszyst-
kich respondentów determinowane są przez takie same wymiary, a każdy respondent 
posiada w przestrzeni swoje najbardziej preferowane miejsce (punkt idealny), które 
jest traktowane jako punkt odniesienia do oceny preferencji obiektów poprzez po-
równanie odległości punktów reprezentujących obiekty od punktu idealnego. 

Mimo że w wielu przypadkach preferencje konsumentów są pod silnym wpły-
wem wielkości udziału w rynku poszczególnych marek, w modelach punktu idealne-
go udział ten jest ignorowany lub przyjmuje się, że jest on taki sam dla wszystkich 
obiektów. 

Celem artykułu jest przedstawienie modyfikacji procedury skalowania wielo-
wymiarowego w analizie unfolding poprzez wykorzystanie w jej konstrukcji funkcji 
grawitacji. Modyfikacja ta pozwala na uwzględnienie w analizie dodatkowych czyn-
ników (takich jak np. udział w rynku badanych marek), które mają wpływ na oceny 
preferencji respondentów. 
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2. Podstawy analizy unfolding 

Celem analizy unfolding jest znalezienie dla ustalonych ocen preferencji ijf  i-tego 
respondenta względem j-tego obiektu  ( 1, ,i N=  ; 1, ,j n=  ) takiego odwzoro-
wania ϕ , dla którego: 

 ˆ ( ),ij ij ijd d fϕ≈ =  (1) 

gdzie: 2

1
( )

r

ij ja ia
a

d x y
=

= −∑  –  odległość między 1( ,  ,  )j j jnx x=x   a 

) , ;( 1 iNii yy =y ,  
 jax  – a-ta współrzędna punktu reprezentującego j-ty obiekt, 

 iay  – a-ta współrzędna punktu reprezentującego i-tego respondenta, 

 ijd̂  – monotoniczna funkcja regresji między ijd  a ijf . 
Dla ocen preferencji mierzonych na skali porządkowej funkcja ϕ  spełnia zależ-

ność [Takane, Young, de Leeuw 1977]: 

 ' ' ' '
ˆ ˆ .ij i j ij i jf f d d⇒ ≤  (2) 

W analizie unfolding współrzędne punktów X i Y są wyznaczane tak, aby mini-
malizowały wartość funkcji dopasowania STRESS1: 
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Najbardziej powszechną metodą wyznaczania w kolejnych cyklach iteracyjnych 
konfiguracji punktów w analizie unfolding jest transformacja Guttmana. W wyniku 
jej zastosowania współrzędne punktów po K-tym cyklu iteracyjnym wynoszą [Borg,  
Groenen 2005, s. 298]: 

 
* * * * * *

* * * * * *

( , ) ( , )

( , ) ( , )

K

K T

+

+

 = + 
 = + 

11 11 12

22 12 22

X V B X Y X B X Y Y

Y V B X Y X B X Y Y
, (4) 

gdzie: 1 1( ( ) ),T

n n
N n N+ − −

×
  = − + 11V I 11  

                      
1 Inne postacie funkcji dopasowania prezentują m.in. [Borg, Groenen 2005, s. 251-253; Zaborski 

2001, s. 53]. 
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1 1( ( ) ),T
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1 – kolumnowy wektor jedynek, 

* *( , )12B X Y  – macierz o elementach 
* *

* *

* *
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= 
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X Y
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* *( , )11B X Y  – diagonalna macierz o elementach ,ii ij
j

b b= −∑  

* *( , )22B X Y   – diagonalna macierz o elementach ,jj ij
i

b b= −∑  

* *,  X Y  – macierze X i Y wyznaczone w K – 1 cyklu iteracyjnym. 

3. Model grawitacyjny w analizie preferencji 

W klasycznej analizie unfolding przyjmuje się założenie, że preferencje wszystkich 
respondentów determinowane są przez takie same wymiary. Nie uwzględnia się jed-
nak pewnych czynników, które mają wpływ na preferencje. Jednym z takich czynni-
ków może być udział w rynku różnych marek. Konsumenci mogą bardziej prefero-
wać produkty powszechne, sprawdzone, gdzie w przypadku sprzętu elektronicznego 
czy samochodów spodziewają się większej dostępności części zamiennych lub ser-
wisu. Z drugiej strony, jeżeli np. preferencje mierzone są wielkością zakupów danej 
marki, na oceny preferencji może wpływać wielkość dochodów lub liczba dzieci  
w gospodarstwie domowym. Ponadto inaczej kształtują się preferencje młodych 
gospodarstw domowych, a inaczej  gospodarstw „dojrzałych”. 

Te dodatkowe czynniki w modelu grawitacyjnym określa się jako masy. W za-
leżności od tego, czy są to czynniki wynikające z własności badanych obiektów czy 
respondentów, będziemy je nazywać masą obiektu bądź masą respondenta. 

Model grawitacyjny określony jest równaniem (por. [DeSarbo i in. 2002]): 

 









= 2

ij

ij
iij d

SM
f

χβ

ϕ , (5) 

gdzie: 
ijf  – ocena preferencji i-tego respondenta względem  

j-tego obiektu, 
 

iϕ  – pewna monotonicznie niemalejąca funkcja dla  
i-tego respondenta, 

 
∑
=

−=
r

a
iajaij yxd

1

2)(  – odległość między jx  a iy , 
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jM  – masa j-tego obiektu (np. udział w rynku, wartość 
marki), 

 
iS  – masa i-tego respondenta (np. wielkość dochodu, 

lojalność względem marki),  
 β i χ  – parametry masy. 

W modelu grawitacyjnym przyjmiemy założenie, że oceny preferencji są wprost 
proporcjonalne do iloczynu mas obiektu i respondenta, a odwrotnie proporcjo- 
nalne do odległości między punktem respondenta a punktem obiektu na mapie per-
cepcyjnej. 

Ponieważ w pracy skoncentrowano się na niemetrycznej analizie unfolding,  
w której oceny preferencji mierzone są na skali porządkowej, w dalszej części pomi-
nięto masę respondenta i przyjęto, że parametr masy obiektu jest równy 1.   

4. Algorytm grawitacyjnej analizy unfolding 

Algorytm analizy unfolding z wykorzystaniem modelu grawitacji ma charakter itera-
cyjny i jest analogiczny jak w przypadku innych metod skalowania wielowymiaro-
wego. Kolejne etapy analizy prezentuje rys. 1. 

Konfiguracja
początkowa Normalizacja Obliczanie

odległości
Regresja

monotoniczna
Stress <

lub K=max
Prezentacja

wyniku

Nowa
konfiguracja

punktów

Nie

Tak
ε

 

Rys. 1. Algorytm analizy unfolding 

Źródło: opracowano na podstawie [Zaborski 2001, s. 65]. 
 
Dla ustalonych Mj  oraz ocen preferencji fij wyznacza się kwadraty odległości: 

 2 .j
ij

ij

M
d

f
=  (6) 

Jeżeli wielkości Mj  nie są znane, wtedy przyjmuje się, ze  1.jj
M∀ =  

Następnie dla macierzy ijd =  C przeprowadza się jej dekompozycję według 
wartości własnych: 

 T ,=C UΛV  (7) 
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Gdzie: ( )1diag , , rλ λ=Λ   jest diagonalną macierzą wartości własnych macie-
rzy A, przy czym 1 2 rλ λ λ≥ ≥ ≥ . U jest macierzą wektorów własnych macierzy 

TCC , odpowiadających wartościom własnym 2 2 2
1 2, , , rλ λ λ . Natomiast V jest 

macierzą wektorów własnych macierzy CCT  odpowiadających tym samym warto-
ściom własnym.  

Konfiguracje początkowe (0)X  punktów reprezentujących obiekty oraz punktów 
idealnych (0)Y  wyznaczane są jako: 

 
1/2)(

2/1)(

UΛY
VΛX

0

0

=

=
. (8) 

Współrzędne punktów konfiguracji wspólnej należy znormalizować tak, aby w 
każdym cyklu iteracyjnym ich środek ciężkości znajdował się w początku układu 
współrzędnych, a średni kwadrat odległości punktów od początku układu współrzęd-
nych był równy 1, tzn.: 

 

( )

Nnyx

rayx

N

i

r
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Dla znormalizowanej konfiguracji punktów oblicza się odległości ijd  oraz, na 

podstawie równania (6), wartości ijF . 

Ponieważ oceny preferencji ijf  są mierzone na skali porządkowej, poszukuje się 

wartości îj ijF F≈ spełniających warunek monotoniczności: ' ' ' '
ˆ ˆ ,ij i j ij i jf f F F⇒ ≥  

przy jednoczesnej minimalizacji wartości wyrażenia ( )2
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W kolejnym etapie należy wyznaczyć wartość funkcji dopasowania STRESS w 

postaci  [Imaizumi 2005]: 
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Przedstawiona postać funkcji dopasowania jest modyfikacją funkcji STRESS 
zaproponowanej przez Kruskala i Carrolla [1969], która zapobiega pojawianiu się 
rozwiązań zdegenerowanych.  

Jeżeli wartość funkcji dopasowania jest mniejsza od ustalonej wcześniej stałej 
lub wartość funkcji STRESS nie ulega zmianie w kolejnych cyklach iteracyjnych, 
następuje prezentacja wyników. W przeciwnym wypadku przechodzi się do kolej-
nego cyklu iteracyjnego. 

Jeżeli wartości jM  nie są znane, nowe współrzędne punktów oraz wartości jM  
wyznaczane są za pomocą metody gradientowej. Po K-tym cyklu iteracyjnym wyno-
szą one: 

 1 ,K K
ja ja

ja
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x
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przy czym α  jest współczynnikiem kroku zmieniającym się w każdym cyklu itera-
cyjnym (zob. np. [Bąk 2004, s. 101]). 

Jeżeli znane są wartości jM , nowe konfiguracje punktów można również wy-
znaczyć za pomocą wzoru (4). 

5. Przykład zastosowania grawitacyjnej analizy unfolding 
w badaniu preferencji 

Wybranym osobom, które zajmują się sprzedażą sprzętu komputerowego, przedsta-
wiono 8 marek monitorów LCD o największym udziale w rynku (zob. rys. 2) z proś-
bą o określenie swoich preferencji poprzez przyporządkowanie poszczególnym mar-
kom liczb od 1 do 8, przy czym liczba 8 oznaczała markę najbardziej preferowaną. 
Otrzymaną w ten sposób macierz preferencji prezentuje tab. 1.  

Tabela 1. Macierz preferencji marek monitorów LCD 

Respondenci Marki monitorów LCD 
Samsung LG Maxdata Philips Benq NEC Neovo Hyundai 

1 7 8 1 6 5 2 3 4 
2 6 4 3 8 7 2 1 5 
3 8 4 3 7 2 6 1 5 
4 7 4 1 6 5 8 2 3 
5 6 8 4 7 5 3 2 1 
6 8 5 4 6 3 7 2 1 
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Tabela 1, cd. 

7 8 7 2 5 4 3 6 1 
8 6 7 4 8 3 5 2 1 
9 6 8 4 7 5 3 2 1 
10 8 7 6 3 1 5 4 2 
11 8 5 1 7 6 3 2 4 
12 5 4 3 6 8 7 2 1 
13 7 8 1 6 4 5 3 2 
14 4 8 2 7 5 6 1 3 
15 8 3 7 4 2 1 6 5 
16 7 5 3 8 6 2 1 4 
17 8 7 2 6 3 4 1 5 
18 8 6 1 7 5 2 3 4 
19 8 6 2 7 4 3 1 5 
20 7 6 3 8 2 4 1 5 
21 7 6 3 8 2 1 4 5 
22 7 8 1 5 4 2 6 3 
23 7 8 1 6 4 5 3 2 
24 4 8 1 7 5 6 2 3 
25 3 7 6 8 1 4 5 2 
26 8 4 5 6 3 7 2 1 
27 7 2 6 8 1 4 5 3 
28 6 8 2 7 5 1 4 3 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Rys. 2. Udział w rynku wybranych marek monitorów LCD 

Źródło: [Kuśmierz 2006]. 

Na podstawie danych zawartych w tab. 1 przeprowadzono grawitacyjną analizę 
unfolding, w której za wagi obiektów przyjęto udziały w rynku analizowanych marek 
monitorów. Wyniki analizy prezentuje rys. 3. 
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Rys. 3. Konfiguracja punktów reprezentujących marki monitorów i respondentów 

Źródło: opracowanie własne. 

Rozkład punktów na mapie percepcyjnej pozwala stwierdzić, że najbardziej pre-
ferowanymi markami monitorów są Samsung, Philips i LG. Jednocześnie można 
zauważyć, że wyniki grawitacyjnej analizy unfolding wskazują na większe podo-
bieństwo pod względem preferencji wymienionych marek, niż wykazało to badanie 
przy wykorzystaniu klasycznej analizy unfolding (por. [Zaborski 2011]). Na uwagę 
zasługuje pozycja monitorów Maxdata. Mimo że pod względem udziału w rynku 
monitory te plasowały się na trzeciej pozycji, to w opinii respondentów są jedną  
z najmniej preferowanych marek. 

6. Podsumowanie 

Zastosowanie modelu grawitacyjnego pozwala na uwzględnienie dodatkowych 
czynników mających wpływ na oceny preferencji konsumentów, takich jak np. 
udział w rynku, lojalność względem marki czy wielkość dochodów potencjalnych 
nabywców. W klasycznej analizie unfolding udział tych czynników jest ignorowany 
lub przyjmuje się założenie, że jest on jednakowy dla wszystkich obiektów. 

W części empirycznej przedstawiono wyniki badania autora, którego celem była 
ocena preferencji względem wybranych marek monitorów LCD, oraz dokonano ich 
porównania z wynikami uzyskanymi przy wykorzystaniu klasycznej analizy unfolding. 

W zaprezentowanym przykładzie rozmieszczenia na mapie percepcyjnej punk-
tów idealnych oraz punktów reprezentujących obiekty dokonano przy założeniu, że 
masy badanych obiektów są znane. W dalszych badaniach zostanie podjęta próba 
wykrycia na podstawie danych preferencji zarówno wspólnej konfiguracji punktów 
idealnych i punktów reprezentujących obiekty, jak i udziałów dodatkowych czynni-
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ków (mas) wpływających na oceny preferencji, jednak wymaga to przygotowania 
właściwego oprogramowania komputerowego.  
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UNFOLDING ANALYSIS BY USING GRAVITY MODEL 

Summary: The article presents a modification of the multidimensional unfolding analysis 
by using gravity function in its structure. This modification allows to consider in the analy-
sis the additional factors (such as market share or brand loyalty), which affect the assess-
ment of the respondents preference scores. These factors are ignored or assumed to be the 
same for all objects in classical unfolding models. 

Keywords: unfolding, gravity model, preference analysis.  


