
PRACE NAUKOWE 
Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu
RESEARCH PAPERS 
of Wrocław University of Economics

278

Redaktorzy naukowi

Krzysztof Jajuga
Marek Walesiak

Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu
Wrocław 2013

Taksonomia 20
Klasyfikacja i analiza danych 
– teoria i zastosowania

str_3_PN_278.indd   1 2013-07-31   11:14:01



Redaktor Wydawnictwa: Aleksandra Śliwka
Redaktor techniczny: Barbara Łopusiewicz
Korektor: Barbara Cibis
Łamanie: Małgorzata Czupryńska
Projekt okładki: Beata Dębska

Publikacja jest dostępna w Internecie na stronach:  
www.ibuk.pl, www.ebscohost.com,  
The Central and Eastern European Online Library www.ceeol.com, 
a także w adnotowanej bibliografii zagadnień ekonomicznych BazEkon
http://kangur.uek.krakow.pl/bazy_ae/bazekon/nowy/index.php

Informacje o naborze artykułów i zasadach recenzowania znajdują się  
na stronie internetowej Wydawnictwa  
www.wydawnictwo.ue.wroc.pl

Tytuł dofinansowany ze środków Narodowego Banku Polskiego 
oraz ze środków Sekcji Klasyfikacji i Analizy danych PTS

Kopiowanie i powielanie w jakiejkolwiek formie  
wymaga pisemnej zgody Wydawcy

© Copyright by Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu  
 Wrocław 2013

ISSN 1899-3192 (Prace Naukowe Uniwersytetu Ekonomicznego we Wrocławiu) 
ISSN 1505-9332 (Taksonomia)

Wersja pierwotna: publikacja drukowana

Druk: Drukarnia TOTEM

00-Spis tresci_wstep.indd   4 2013-08-19   08:42:29



Spis treści

Wstęp ......................................................................................................  9

Józef Pociecha: Wskaźniki finansowe a klasyfikacyjne modele predykcji 
upadłości firm .............................................................................................  15

Eugeniusz Gatnar: Analiza miar adekwatności rezerw walutowych .............  23
Marek Walesiak: Zagadnienie doboru liczby klas w klasyfikacji spektralnej  33
Joanicjusz Nazarko, Joanna Ejdys, Anna Kononiuk, Anna M. Olszew-

ska: Analiza strukturalna jako metoda klasyfikacji danych w badaniach 
foresight ......................................................................................................  44

Andrzej Bąk: Metody porządkowania liniowego w polskiej taksonomii – pa-
kiet pllord ...............................................................................................  54

Aleksandra Łuczak, Feliks Wysocki: Zastosowanie mediany przestrzennej 
Webera i metody TOPSIS w ujęciu pozycyjnym do konstrukcji syntetycz-
nego miernika poziomu życia .....................................................................  63

Ewa Roszkowska: Zastosowanie rozmytej metody TOPSIS do oceny ofert 
negocjacyjnych  ..........................................................................................  74

Jacek Batóg: Analiza wrażliwości metody ELECTRE III na obserwacje nie-
typowe i zmianę wartości progowych ........................................................  85

Jerzy Korzeniewski: Modyfikacja metody HINoV selekcji zmiennych 
w analizie skupień  ......................................................................................  93

Małgorzata Markowska, Danuta Strahl: Wykorzystanie referencyjnego 
systemu granicznego do klasyfikacji europejskiej przestrzeni regionalnej 
ze względu na filar inteligentnego rozwoju – kreatywne regiony ..............  101

Elżbieta Sobczak: Inteligentne struktury pracujących a efekty strukturalne 
zmian zatrudnienia w państwach Unii Europejskiej ...................................  111

Elżbieta Gołata, Grażyna Dehnel: Rozbieżności szacunków NSP 2011 
i BAEL ........................................................................................................  120

Iwona Foryś: Wykorzystanie analizy historii zdarzeń do badania powtórnych 
sprzedaży na lokalnym rynku mieszkaniowym  .........................................  131

Hanna Dudek, Joanna Landmesser: Wpływ relatywnej deprywacji na su-
biektywne postrzeganie dochodów .............................................................  142

Grażyna Łaska: Syntaksonomia numeryczna w klasyfikacji, identyfikacji 
i analizie przemian zbiorowisk roślinnych .................................................  151

Magdalena Osińska, Marcin Fałdziński, Tomasz Zdanowicz: Analiza 
zależności między procesami fundamentalnymi a rynkiem kapitałowym 
w Chinach ...................................................................................................  161

00-Spis tresci_wstep.indd   5 2013-08-16   11:22:02



6 Spis treści

Andrzej Bąk, Tomasz Bartłomowicz: Mikroekonometryczne modele wie-
lomianowe i ich zastosowanie w analizie preferencji z wykorzystaniem 
programu R .................................................................................................  169

Andrzej Dudek, Bartosz Kwaśniewski: Przetwarzanie równoległe algoryt-
mów analizy skupień w technologii CUDA  ..............................................  180

Michał Trzęsiok: Wycena rynkowej wartości nieruchomości z wykorzysta-
niem wybranych metod wielowymiarowej analizy statystycznej  .............  188

Joanna Trzęsiok: Wybrane symulacyjne techniki porównywania nieparame-
trycznych metod regresji .............................................................................  197

Artur Mikulec: Kryterium Mojeny i Wisharta w analizie skupień – przypa-
dek skupień o różnych macierzach kowariancji .........................................  206

Artur Zaborski: Analiza unfolding z wykorzystaniem modelu grawitacji  ....  216
Justyna Wilk: Identyfikacja obszarów problemowych i wzrostowych w wo-

jewództwie dolnośląskim w zakresie kapitału ludzkiego  ..........................  225
Karolina Bartos: Analiza ryzyka odejścia studenta z uczelni po uzyskaniu 

dyplomu licencjata – zastosowanie sieci MLP ...........................................  236
Ewa Genge: Segmentacja uczestników Industriady z wykorzystaniem anali-

zy klas ukrytych  .........................................................................................  246
Izabela Kurzawa: Wielomianowy model logitowy jako narzędzie identyfika-

cji czynników wpływających na sytuację mieszkaniową polskich gospo-
darstw domowych  ......................................................................................  254

Marek Lubicz, Maciej Zięba, Konrad Pawełczyk, Adam Rzechonek,  
Jerzy Kołodziej: Modele eksploracji danych niezbilansowanych – proce-
dury klasyfikacji dla zadania analizy ryzyka operacyjnego........................  262

Aleksandra Łuczak: Zastosowanie rozmytej hierarchicznej analizy w two-
rzeniu strategii rozwoju jednostek administracyjnych ...............................  271

Marcin Pełka: Rozmyta klasyfikacja spektralna c-średnich dla danych sym-
bolicznych interwałowych ..........................................................................  282

Małgorzata Machowska-Szewczyk: Klasyfikacja obiektów reprezentowa-
nych przez różnego rodzaju cechy symboliczne ........................................  290

Ewa Chodakowska: Indeks Malmquista w klasyfikacji podmiotów gospo-
darczych według zmian ich względnej produktywności działania  ............  300

Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz: Wykorzystanie modeli proporcjo-
nalnego i nieproporcjonalnego hazardu Coxa do badania szansy podjęcia 
pracy w zależności od rodzaju bezrobocia .................................................  311

Marcin Salamaga: Weryfikacja teorii poziomu rozwoju gospodarczego J.H. 
Dunninga w ujęciu sektorowym w wybranych krajach Unii Europejskiej   321

Justyna Wilk, Michał Bernard Pietrzak, Stanisław Matusik: Sytuacja spo-
łeczno-gospodarcza jako determinanta migracji wewnętrznych w Polsce .  330

Hanna Gruchociak: Delimitacja lokalnych rynków pracy w Polsce na pod-
stawie danych z badania przepływów ludności związanych z zatrudnie-
niem  ...........................................................................................................  343

00-Spis tresci_wstep.indd   6 2013-08-16   11:22:02



Spis treści 7

Radosław Pietrzyk: Efektywność inwestycji polskich funduszy inwestycyj-
nych z tytułu doboru papierów wartościowych i umiejętności wykorzysta-
nia trendów rynkowych ..............................................................................  351

Sabina Denkowska: Procedury testowań wielokrotnych  ...............................  362

Summaries

Józef Pociecha: Financial ratios and classification models of bankruptcy pre-
diction .........................................................................................................  22

Eugeniusz Gatnar: Analysis of FX reserve adequacy measures ....................  32
Marek Walesiak: Automatic determination of the number of clusters using 

spectral clustering .......................................................................................  43
Joanicjusz Nazarko, Joanna Ejdys, Anna Kononiuk, Anna M. Olszew- 

ska: Structural analysis as a method of data classification in foresight re-
search ..........................................................................................................  53

Andrzej Bąk: Linear ordering methods in Polish taxonomy – pllord  
package .......................................................................................................  62

Aleksandra Łuczak, Feliks Wysocki: The application of spatial median of 
Weber and the method TOPSIS in positional formulation for the construc-
tion of synthetic measure of standard of living ..........................................  73

Ewa Roszkowska: Application of the fuzzy TOPSIS method to the estima-
tion of negotiation offers .............................................................................  84

Jacek Batóg: Sensitivity analysis of ELECTRE III method for outliers and 
change of thresholds ...................................................................................  92

Jerzy Korzeniewski: Modification of the HINoV method of selecting vari-
ables in cluster analysis ..............................................................................  100

Małgorzata Markowska, Danuta Strahl: Implementation of reference limit 
system for the European regional space classification regarding smart 
growth pillar – creative regions ..................................................................  110

Elżbieta Sobczak: Smart workforce structures versus structural effects of 
employment changes in the European Union countries .............................  119

Elżbieta Gołata, Grażyna Dehnel: Divergence in National Census 2011 and 
LFS estimates ..............................................................................................  130

Iwona Foryś: Event history analysis in the resale study on the local housing 
market .........................................................................................................  141

Hanna Dudek, Joanna Landmesser: Impact of the relative deprivation on 
subjective income satisfaction ....................................................................  150

Grażyna Łaska: Numerical syntaxonomy in classification, identification and 
analysis of changes of secondary communities ..........................................  160

Magdalena Osińska, Marcin Fałdziński, Tomasz Zdanowicz: Analysis of 
relations between fundamental processes and capital market in China ......  166

Andrzej Bąk, Tomasz Bartłomowicz: Microeconomic polynomial models 
and their application in the analysis of preferences using R program ........  179

00-Spis tresci_wstep.indd   7 2013-08-16   11:22:02



8 Spis treści

Andrzej Dudek, Bartosz Kwaśniewski: Parallel processing of clustering al-
gorithms in CUDA technology ...................................................................  187

Michał Trzęsiok: Real estate market value estimation based on multivariate 
statistical analysis .......................................................................................  196

Joanna Trzęsiok: On some simulative procedures for comparing nonpara-
metric methods of regression ......................................................................  205

Artur Mikulec: Mojena and Wishart criterion in cluster analysis – the case of 
clusters with different covariance matrices ................................................  215

Artur Zaborski: Unfolding analysis by using gravity model .........................  224
Justyna Wilk: Determination of problem and growth areas in Dolnośląskie 

Voivodship as regards human capital ..........................................................  235
Karolina Bartos: Risk analysis of bachelor students’ university abandonment 

– the use of MLP networks .........................................................................  245
Ewa Genge: Clustering of industrial holiday participants with the use of la-

tent class analysis ........................................................................................  253
Izabela Kurzawa: Multinomial logit model as a tool to identify the factors 

affecting the housing situation of Polish households ..................................  261
Marek Lubicz, Maciej Zięba, Konrad Pawełczyk, Adam Rzechonek,  

Jerzy Kołodziej: Modelling class imbalance problems: comparing classi-
fication approaches for surgical risk analysis .............................................  270

Aleksandra Łuczak: The application of fuzzy hierarchical analysis to the 
evaluation of validity of strategic factors in administrative districts ..........  281

Marcin Pełka: A spectral fuzzy c-means clustering algorithm for interval-val-
ued symbolic data .......................................................................................  289

Małgorzata Machowska-Szewczyk: Clustering algorithms for mixed-fea-
ture symbolic objects ..................................................................................  299

Ewa Chodakowska: Malmquist index in enterprises classification on the ba-
sis of relative productivity changes ............................................................  310

Beata Bieszk-Stolorz, Iwona Markowicz: Using proportional and non pro-
portional Cox hazard models to research the chances for taking up a job 
according to the type of unemployment .....................................................  320

Marcin Salamaga: Verification J.H. Dunning’s theory of economic develop-
ment by economic sectors in some EU countries .......................................  329

Justyna Wilk, Michał Bernard Pietrzak, Stanisław Matusik: Socio-eco-
nomic situation as a determinant of internal migration in Poland ..............  342

Hanna Gruchociak: Delimitation of local labor markets in Poland on the 
basis of the employment-related population flows research .......................  350

Radosław Pietrzyk: Selectivity and timing in Polish mutual funds perfor-
mance measurement  ...................................................................................  361

Sabina Denkowska: Multiple testing procedures ............................................  369

00-Spis tresci_wstep.indd   8 2013-08-16   11:22:02



PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO WE WROCŁAWIU
RESEARCH PAPERS OF WROCŁAW UNIVERSITY OF ECONOMICS nr 278 • 2013

Taksonomia 20. Klasyfikacja i analiza danych – teoria i zastosowania ISSN 1899-3192

Andrzej Dudek
Uniwersytet Ekonomiczny we Wrocławiu,

Bartosz Kwaśniewski
Nokia Siemens Networks

PRZETWARZANIE RÓWNOLEGŁE ALGORYTMÓW 
ANALIZY SKUPIEŃ W TECHNOLOGII CUDA

Streszczenie: W artykule scharakteryzowano podstawy metodologiczne i technologiczne 
przetwarzania równoległego danych w technologii CUDA (Compute Unified Device Archi-
tecture) oraz dokonano przeglądu możliwości wykorzystania przetwarzania równoległego 
w technologii CUDA dla najbardziej znanych algorytmów analizy skupień, w tym klasyfi-
kacji spektralnej [Ng i in. 2001]. W pracy ponadto wskazano miejsca, w których zastoso-
wanie przetwarzania równoległego znacznie przyśpieszy czas ich wykonywania. Całość jest 
zakończona porównaniem empirycznych charakterystyk czasu pracy i otrzymanych rezulta-
tów równoległych wersji algorytmów analizy skupień z implementacjami tych algorytmów 
w popularnym środowisku statystycznym R i w języku C++.

Słowa kluczowe: analiza skupień, przetwarzanie równoległe, CUDA.

1. Wstęp

Jednym z kluczowych zagadnień problemu klasyfikacji jest fakt, iż wraz ze wzro-
stem liczby klasyfikowanych obiektów liczba możliwych podziałów zbioru rośnie 
w tempie wykładniczym [Walesiak 2009, s. 246]. Problem klasyfikacyjny jest ze 
swej natury NP-zupełny, a co za tym idzie – bardzo istotna jest optymalizacja czasu 
wykonywania procedur analizy skupień [Gordon 1999, s. 40]. Istotnym elementem 
takiej optymalizacji jest pełne wykorzystywanie mocy obliczeniowej współczes- 
nych komputerów. Jednym z najbardziej obiecujących sposobów skrócenia czasów 
wykonywania komputerowych implementacji algorytmów metod skupień jest wy-
korzystanie przetwarzania równoległego procesorów kart graficznych komputerów. 
W artykule scharakteryzowano stosunkowo nową architekturę obliczeniową CUDA 
i przedstawiono jej możliwości aplikacyjne dla algorytmów analizy skupień, a jego 
celem głównym jest wskazanie miejsc, w których zastosowanie przetwarzania rów-
noległego może znacząco skrócić czasy wykonywania tych algorytmów. Ponadto 
w pracy opisany jest eksperyment symulacyjny, porównujący czasy wykonywania 
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procedur obliczenia wartości własnych oraz „pojedynczej” klasyfikacji spektralnej 
(bez estymacji parametrów klasyfikacji) w środowisku statystycznym R, w języku 
C++ i z wykorzystaniem technologii CUDA. Całość zamyka podsumowanie i wska-
zanie problemów otwartych i kierunków dalszych badań.

2. Problemy złożoności czasowej algorytmów analizy skupień

Jednym z najważniejszych problemów poprawnej analizy skupień jest zachowanie 
równowagi pomiędzy osiąganymi wynikami a czasem realizacji algorytmów, co osią-
gane jest poprzez odpowiednie konstruowanie algorytmów (zob. [Gordon 1999, s. 40]). 

Wyzwania, przed którymi stoją badacze na początku XXI wieku, powodują, że 
nie zawsze możliwe jest osiągnięcie kompromisu pomiędzy jakością algorytmu ana-
lizy skupień a czasem jego realizacji, zwłaszcza w przypadku dużych (zawierają-
cych więcej niż 10 000 obiektów) zbiorów danych i zbiorów, w których naturalnie 
występują klasy o nietypowych kształtach, innych niż elipsoidalne kształty otrzy-
mywane z wielowymiarowego rozkładu normalnego (zob. np. [Dudek 2012]). W ta-
kich przypadkach wydaje się, że ograniczenia obliczeniowe „dobrych” algorytmów 
klasyfikacyjnych (np. spowodowane koniecznością znalezienia wartości własnych 
w kolejnych jego etapach czy iteracyjnego znajdowania optymalnych parametrów 
algorytmu) wpływają na ich złożoność czasową i długi czas wykonywania, a z dru-
giej strony algorytmy „szybkie”, takie jak CLARA [Kaufman, Rousseeuw 1990,  
s. 3] nie dają rezultatów odpowiadających rzeczywistej strukturze klas. Oprócz szu-
kania optymalnych algorytmów, co jest najważniejszym zadaniem analizy skupień, 
niezbędne jest więc również szukanie metod skracania czasu wykonywania tych 
algorytmów poprzez odpowiednie wykorzystanie możliwości oferowanych przez 
współczesne komputery, takich jak przetwarzanie równoległe.

Bardziej szczegółowe opracowanie problemów złożoności czasowej i pamięcio-
wej algorytmów analizy skupień, zwłaszcza dla dużych zbiorów danych, znajduje 
się w pracy [Dudek 2012].

3. Przetwarzanie równoległe i technologia CUDA

CUDA (Compute Unified Device Architecture) jest opracowaną przez firmę  
NVIDIA, równoległą architekturą obliczeniową, która zapewnia radykalny wzrost 
wydajności obliczeń dzięki wykorzystaniu mocy układów GPU (Graphics Proces-
sing Unit – jednostka przetwarzania graficznego) (za: http://www.nvidia.pl/). 

Technologia CUDA wykorzystuje fakt, iż nowoczesne karty graficzne skonstru-
owane są z dużej liczby procesorów wykonujących operacje zmiennoprzecinkowe. 
W przeciwieństwie do procesorów typu CPU (Central Processing Unit) sterujących 
pracą komputerów w architekturze von Neumanowskiej1 liczba procesorów (rdzeni) 

1 Co oznacza praktycznie wszystkie współcześnie używane komputery.
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może sięgać kilkuset, podczas gdy typowe współczesne komputery zawierają pro-
cesory CPU 2- lub 4-rdzeniowe2. Procesory graficzne mają wprawdzie zdecydowa-
nie ograniczoną w stosunku do procesorów CPU listę rozkazów, jednak zawierają 
prawie cały zestaw instrukcji obliczeń zmiennopozycyjnych, więc dla zastosowań 
typowo obliczeniowych te ograniczenia nie są istotne.

Typowe procesory GPU są około 2-3-krotnie wolniejsze niż procesory CPU. 
Ze względu jednak na ich liczbę3 łączna moc obliczeniowa wszystkich rdzeni GPU 
w nowoczesnym komputerze może być kilkudziesięciokrotnie lub stukilkudziesię-
ciokrotnie większa niż moc obliczeniowa procesora/procesorów jednostki centralnej 
komputera.

Przykładowo moc obliczeniowa wszystkich rdzeni CUDA karty graficznej Ge-
Force GTX 680 (najbardziej wydajnej według stanu na początek roku 2012 kar-
ty graficznej NVIDIA) wynosi ponad 3000 000 000 000 (3 TFLOPS-ów) operacji 
zmiennoprzecinkowych na sekundę, podczas gdy moc obliczeniowa sześciordzenio-
wego procesora Intel Core i7 980 XE wynosi 109 000 000 000 (109 GFLOPS-ów).

CUDA jest najbardziej popularną technologią umożliwiającą wykorzystywanie 
w pełni mocy obliczeniowej rdzeni GPU. Od strony badacza/programisty najczę-
ściej wykorzystywana jest ona przez programy w języku CUDA/C. Typowy pro-
gram w tym języku składa się z części gospodarza (host-a) wykonywanej na pro-
cesorze CPU i procedur jądra (kernel) wykonywanych na rdzeniach GPU/CUDA. 
Wywołanie procedur jądra z poziomu gospodarza odbywa się ze wskazaniem struk-
tury i liczby rdzeni (pogrupowanych w większe jednostki – bloki i kraty (grids)), na 
których mają być one wykonywane.

Pisanie efektywnych programów wykorzystujących przetwarzanie równoległe 
jest zadaniem trudnym, wymagającym od programisty zastosowania zupełnie in-
nych technik niż w obliczeniach jednoprocesorowych w C/C++ czy R. Farber [2011 
s. 13-17] wymienia trzy cechy efektywnych programów w języku CUDA/C:
• Minimalizowanie przesyłania danych z jednostki centralnej do GPU i odwrotnie.
• Dbanie o to, aby pojedyncze bloki obliczeń nie były zbyt krótkie, bo wtedy na wy-

dajność zbyt duży wpływ ma czas, który musi zostać zużyty na ich uruchomienie.
• Korzystanie z pamięci wspólnej i wykorzystywanie bloków danych bez przeła-

dowywania, na ile jest to możliwe.

4. Obszary zastosowań technologii CUDA 
w statystycznej analizie danych

Przetwarzanie równoległe w technologii CUDA, mimo że jest stosunkowo nową 
techniką obliczeniową, znalazło już wiele rzeczywistych zastosowań w algorytmach 

2 Przykładowo system operacyjny Windows 7 Professional „widzi” maksymalnie 8 rdzeni proce-
sora CPU.

3 Karta graficzna GeForce GT 640, na której były wykonywane dalsze obliczenia, zawiera 384 
rdzenie GPU, taktowane 900 MHz z 2 GB pamięci taktowanej 1,8 Gb/s.

18-Dudek, Kwasniewski.indd   182 2013-08-16   11:55:26



Przetwarzanie równoległe algorytmów analizy skupień w technologii CUDA 183

statystycznej analizy danych, przyśpieszając czas ich wykonania 3-300 krotnie. In-
gram, Munzner i Olano [2009] opracowali równoległą implementację klasycznego 
skalowania wielowymiarowego, uzyskując przyspieszenie rzędu 10-15 razy. Firma 
Hewlett Packard [Wu, Zhang, Hsu 2009] przeprowadziła analizę skupień algoryt-
mem klasycznej metody k-średnich w wersji na GPU w czasie poniżej 1 minuty, co 
oznacza około 300-krotne przyśpieszenie w stosunku do sekwencyjnej wersji tej me-
tody wykonywanej na procesorze CPU. Przyśpieszenie podobnego rzędu otrzymali 
również [Hong-tao i in. 2009; Ma i Agrawal 2009; Shalom, Dash, Tue 2008]. 

Z kolei Kumar, Satoor i Buck [2009] opracowali implementację znanego al-
gorytmu E-M wykorzystywanego m.in. w modelowaniu zmiennych dyskretnych 
i ograniczonych [Agresti 2002]) czy analizie dyskryminacyjnej, uzyskując przyśpie-
szenie rzędu 170 razy w stosunku do wersji „klasycznej”.

Wśród ważnych zastosowań technologii CUDA wymienić można jeszcze imple-
mentację metody wektorów nośnych [Vapnik 1998]. Catanzaro, Sundaram, i Keut-
zer [2008] osiągnęli ponad 150-krotne przyśpieszenie w stosunku do wersji jedno-
procesorowej.

W przypadku metod analizy skupień wyróżnić można dwa obszary zastosowań, 
w których wykorzystanie technologii CUDA może przynieść znaczne skrócenie cza-
su obliczeń:
• Algorytmy wykorzystujące operacje macierzowe zwłaszcza na dużych macie- 

rzach (por. [Farber 2011, s. 149-150, 203-204]). Zastosowanie przetwarzania rów- 
noległego znacznie przyśpiesza czasy standardowych operacji mnożenia, od-
wracania, szukania wyznacznika macierzy, a nawet umożliwia obliczenia na 
macierzach, których rozmiar jest większy niż pamięć karty graficznej, co nie jest 
możliwe w przypadku przetwarzania jednoprocesorowego.

• Algorytmy iteracyjnie estymujące parametry kluczowe dla procesu klasyfikacji. 
O ile każda z tych iteracji nie zależy od poprzedników, można osiągnąć znaczne 
przyśpieszenie czasu wykonywania tych algorytmów poprzez zastąpienie ite-
racji równoległym obliczeniem estymowanych parametrów i wybór parametru 
optymalnego w następnym kroku.

5. Obliczenie wartości własnych 
w procedurze klasyfikacji spektralnej

Technologia CUDA zostanie zastosowana w celu skrócenia czasu wykonywania 
procedury klasyfikacji spektralnej. Procedura klasyfikacji spektralnej ma wiele wa-
riantów, dla wszystkich z nich można wyróżnić sześć najważniejszych etapów (wg 
[Ng, Jordan, Weiss 2002, za Walesiak, Dudek 2009]):

1. Konstrukcja macierzy danych X = [xij].
2. Zastosowanie estymatora jądrowego do obliczenia macierzy podobieństw 
[ ]ikA=A  (affinity matrix) między obiektami najczęściej obliczanej według wzoru 

(zob. [Karatzoglou 2006, s. 26]):
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2exp( )ik ikA dσ= − ⋅ , , 1, ,i k n=  , (1)
gdzie: dik – odległość euklidesowa między obiektami i oraz k, 

σ  – parametr skali (szerokość pasma – kernel width).

3. Konstrukcja znormalizowanej macierzy Laplace’a 1/2 1/2− −=L D AD  ( D  – dia-
gonalna macierzy wag, w której na głównej przekątnej znajdują się sumy każdego 
wiersza z macierzy [ ]ikA=A , a poza główną przekątną są zera). W rzeczywistości 
znormalizowana macierz Laplace’a przyjmuje postać: .−I L  

4. Obliczenie wartości własnych i odpowiadających im wektorów własnych 
(o długości równej jeden) dla macierzy L. Uporządkowanie wektorów własnych 
według malejących wartości własnych. Pierwsze u wektorów własnych (u – liczba 
klas) tworzy macierz E = [eij] o wymiarach .n u×

5. Przeprowadzenie normalizacji tej macierzy zgodnie ze wzorem 
2

1

u

ij ij ij
j

y e e
=

= ∑  ( 1, ,i n=   – numer obiektu, 1, ,j u=   – numer zmiennej, 

u – liczba klas). 
6. Macierz Y stanowi punkt wyjścia zastosowania klasycznych metod analizy 

skupień.
Krokiem o największej złożoności czasowej w procedurze klasyfikacji spektral-

nej jest krok 4 związany z obliczaniem wartości własnych. W tym celu zastoso-
wać można metodę obliczenia wartości własnych przez dekompozycję QR [Francis 
1961]. Dekompozycja QR polega na przedstawieniu macierzy wejściowej w postaci 
iloczynu dwóch macierzy ortogonalnej macierzy Q i górnej trójkątnej macierzy R. 
Obliczenie macierzy S zawierającej wartości własne macierzy L poprzez dekompo-
zycję QR odbywa się według następującego algorytmu:

1. = ×0 0L Q R  – macierz wejściowa, =0 0S Q , .=0A L
2. Powtarzaj ustaloną liczbę razy (lub do osiągnięcia konwergencji): 

dokonaj dekompozycji: = ×n n nA Q R ,
dokonaj podstawień: + = ×n 1 n nA R Q ; + = ×n 1 n nS S Q , 
gdzie: n oznacza numer kroku iteracji.

3. Po zakończenie kroku 2 nA  na przekątnej zawiera wartości własne macierzy 
L, a nS zawiera w kolumnach jej wektory własne.

Sama dekompozycja QR może odbywać się na kilka sposobów. Za najbardziej 
efektywną metodę uznaje się dekompozycję QR poprzez refleksję Householdera 
[1964]. Refleksja Householdera to przekształcenie (macierz mnożąca macierz wej-
ściową), w którego wyniku otrzymuje się wektor zawierający na pierwszej pozycji 
wartość niezerową, a na pozostałych zera. Dekompozycja QR odbywa się w tym 
przypadku zgodnie z (2) i (3)

( ) ( ) ( )= n 2 1R H H H L , (2)
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( ) ( ) ( )= 1 2 nQ H H H , (3)

gdzie: L     – dekomponowana macierz, 
( )iH  – refleksja o wymiarach ( ) )1(1 inin −+×−+ uzupełniona o zera poza 

przekątną główną i jedynki na przekątnej głównej.
Potencjalne przyśpieszenie implementacji tego algorytmu w technologii CUDA 

może wynikać z faktu, że poszczególne macierze ( )iH  mogą być obliczane niezależ-
nie, a co za tym idzie – obliczenia mogą być wykonane równolegle.

6. Eksperymenty symulacyjne

Eksperymenty symulacyjne porównujące czasy wykonania implementacji algoryt-
mów w różnych językach, w tym w języku CUDA/C, zostały podzielone na dwie 
grupy. W pierwszej porównano czasy obliczeń tylko wartości własnych, w drugim 
czasy wykonywania pełnej pojedynczej procedury klasyfikacji spektralnej.

W obu eksperymentach porównano implementacje tych samych algorytmów 
w języku R, języku C++ z zastosowaniem bibliotek LAPACK [Anderson i in. 1999] 
oraz w języku CUDA/C. Dwie pierwsze implementacje jako procedury jednowąt-
kowe nie różniły się od siebie znacząco, natomiast w implementacji wykorzystują-
cej technologię CUDA zastosowano wykonywane równolegle mnożenia macierzy, 
mnożenia macierzy przez skalar oraz obliczanie wartości własnych zgodnie z proce-
durą opisaną w poprzednim punkcie. 

Tabela 1 przedstawia czasy obliczania wartości własnych dla różnych rozmiarów 
symetrycznych macierzy wejściowych. Dla każdego rozmiaru wygenerowanych zo-
stało 30 zbiorów danych, a tab. 1 przedstawia średnie ze wszystkich obliczeń. 

Tabela 1. Średnie czasy obliczeń wartości własnych

Rozmiary macierzy R C++ CUDA
58 x 58 58 ms. 44 ms. 69 ms
429 x 429 1,02 s. 4,49 s. 743 ms
839 x 839 6,56 s. 22,32 s. 1,21 s.
1975 x 1975 75,34 s. 131,45 s. 7,45 s.

Źródło: opracowanie własne.

Tabela 2 przedstawia średnie (z 30 pojedynczych symulacji) czasy obliczenia 
pełnej procedury klasyfikacji spektralnej (bez automatycznego znajdowania para-
metru σ ).

W obu przypadkach osiągnięto przyśpieszenie o jeden rząd wielkości (w przy-
bliżeniu 10-krotne) dla większych rozmiarów macierzy wejściowych. W przypadku 
mniejszych macierzy przyśpieszenia nie osiągnięto lub wręcz zastosowanie techno-
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Tabela 2. Średnie czasy wykonywania procedury klasyfikacji spektralnej

Rozmiary macierzy R C++ CUDA
50 x 6 480 ms 427 ms 734 ms
60 x 4 414 ms 4,49 s 747 ms
234 x 8 1,62 s 1,41 s 843 ms
520 x 7 11,97 s 13,23 s 2,47 s
1099 x 11 179,4 s 185, 21 s 16,3 s

Źródło: opracowanie własne.

logii CUDA spowodowało wydłużenie czasu wykonywania algorytmu, co jest zgod-
ne z drugą z opisanych zasad programowania równoległego dotyczącą zbyt małych 
bloków danych.

7. Podsumowanie i problemy otwarte

W artykule scharakteryzowano technologię przetwarzania równoległego CUDA 
i możliwości jej zastosowań w algorytmach analizy skupień ze szczególnym 
uwzględnieniem procedury klasyfikacji spektralnej. Osiągnięte wyniki symulacyjne 
wskazują około 10-krotne przyśpieszenia czasu wykonywania „pojedynczego prze-
biegu” procedury klasyfikacji spektralnej w stosunku do implementacji w środowi-
sku statystycznym R i w języku C++ w bibliotece LAPACK.

Problemem otwartym jest opracowanie wersji równoległej procedury analizy 
spektralnej z automatycznym określaniem wartości parametru σ  – szerokości pas- 
ma [Walesiak, Dudek 2009]), a w szerszej perspektywie opracowanie biblioteki me-
tod analizy skupień i innych gałęzi wielowymiarowej analizy statystycznej wykony-
wanych na rdzeniach GPU w technologii CUDA i połączenie ich ze środowiskiem R.
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PARALLEL PROCESSING OF CLUSTERING ALGORITHMS 
IN CUDA TECHNOLOGY

Summary: In this paper methodological and technological basis of parallel processing in 
CUDA (Compute Unified Device Architecture) technology are characterized along with 
an overview of its application possibilities for most known clustering algorithms including 
spectral classification [Ng et al. 2001]. Places for which parallel processing can drastically 
increase performance times are pointed. The paper is completed with empirical comparison 
of the characteristics of time and received results of the parallel version of the clustering al-
gorithm with implementations of these algorithms from the popular statistical environment R 
and with C++ implementations.

Keywords: clustering, parallel processing, CUDA.
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