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ANALIZA WRAŻLIWOŚCI METODY ELECTRE III 
NA OBSERWACJE NIETYPOWE 
I ZMIANĘ WARTOŚCI PROGOWYCH

Streszczenie: W artykule przeprowadzono analizę wrażliwości dwóch wybranych metod po-
rządkowania obiektów, Taksonomicznej Miary Rozwoju i ELECTRE III, na wprowadzenie 
obserwacji nietypowych. Uzyskane wyniki pozwalają stwierdzić, że w przypadku rozważa-
nego zbioru obserwacji niskim poziomem wrażliwości na wpływ obserwacji nietypowych 
charakteryzuje się wyłącznie ta druga metoda. Badanie obejmowało również ocenę wpływu 
zmiany wartości progowych stosowanych w metodzie ELECTRE III na rezultaty porząd-
kowania obiektów. Potwierdzony został pogląd o dużym znaczeniu określanych poziomów 
wartości progowych na otrzymywane wyniki klasyfikacji.

Słowa kluczowe: klasyfikacja, metody porządkowania, obserwacje nietypowe.

1. Wstęp

We wszelkiego rodzaju zjawiskach, w tym również w zjawiskach ekonomicznych, 
ważną rolę odgrywają zdarzenia nietypowe, które mogą i często mają znaczący 
wpływ zarówno na ostateczny kształt specyfikowanego modelu, jak i na uzyskiwane 
za jego pomocą wyniki. Wskazuje się, że obserwacje nietypowe (outliers) najczę-
ściej są skutkiem błędnych danych statystycznych lub przejawem znacząco odmien-
nej realizacji rozpatrywanego procesu. W literaturze przytaczane są zróżnicowane 
definicje obserwacji nietypowych. Według D. Hawkinsa [1980], obserwacja niety-
powa jest to obserwacja na tyle znacząco różniąca się od innych obserwacji, że ist-
nieje podejrzenie, że jest generowana przez inny proces. V. Barnett i T. Lewis [1994] 
określają jako obserwację nietypową obserwację istotnie różniącą się od innych ob-
serwacji w próbie. D. Pyle podkreśla, że obserwacjami nietypowymi w przypadku 
danych mierzonych na skali nominalnej mogą być obserwacje o niskiej częstotli-
wości występowania [Pyle 1999]. Różnice w definicjach obserwacji odstających 
mogą być również efektem założeń dotyczących charakteru (struktury) analizowa-
nych danych, jak również metod stosowanych do identyfikacji tych obserwacji. Jako 
przykład można tu podać definicję przekrojowej (spatial) obserwacji nietypowej ro-
zumianej jako obiekt, którego charakterystyki niezwiązane z jego przestrzennymi 
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86 Jacek Batóg

atrybutami są znacząco odmienne od obiektów znajdujących się w jego sąsiedztwie, 
nawet wówczas, gdy nie odróżnia się on od obiektów całej populacji [Shekhar, Lu, 
Zhang 2003].

Oprócz obserwacji nietypowych wymieniane są w literaturze również inne ro-
dzaje obserwacji obniżających jakość danych i wpływających na obciążenie uzy-
skiwanych wyników, takie jak obserwacje dźwigniowe czy obserwacje wpływowe 
[Kufel 2010, s. 136]. W pracach A.J. Foxa [1972] oraz C. Chena i L.M. Liu [1993] 
wyróżniono cztery rodzaje obserwacji mających istotny wpływ na wyniki procesu 
modelowania charakterystyczne dla danych w postaci szeregów czasowych: addi-
tive, innovative, level shift i transitory change. R.S. Tsay [1988] wyróżnia jeszcze 
jeden rodzaj obserwacji nietypowej – variance change.

Stosowane metody identyfikacji obserwacji nietypowych uzależnione są od 
charakteru tych obserwacji. Obszerny opis klasyfikacji tych metod znaleźć można 
w pracach [Williams i in. 2002; Lu, Chen, Kou 2003]. Warto też podkreślić, że czę-
sto ważne jest nie tylko odkrycie obserwacji nietypowych, lecz również określenie 
stopnia ich nietypowości [Breunig i in. 2000].

Obserwacja nietypowa może powodować zniekształcenia uzyskiwanych wyni-
ków, ale często też informuje o wystąpieniu zdarzenia mającego istotne znaczenie 
merytoryczne. Przykładem mogą być zdarzenia ekstremalne występujące na przy-
kład w analizie ryzyka [Zarządzanie ryzykiem… 2007, s. 68]. W przypadku identy-
fikacji obserwacji nietypowych sugerowane są zazwyczaj dwa podejścia. Pierwsze 
z nich sprowadza się do usunięcia tych obserwacji. Drugie natomiast polega na wy-
korzystywaniu w procesie modelowania metod odpornych1.

Przesłanką przeprowadzonego badania jest stwierdzenie, że obserwacje niety-
powe mają znaczący wpływ na wyniki porządkowania uzyskiwane za pomocą me-
tod statystycznej analizy wielowymiarowej. Natomiast jego celem jest porównanie 
wrażliwości rezultatów dwóch wybranych metod porządkowania obiektów: ELEC-
TRE III oraz Taksonomicznej Miary Rozwoju (TMR) na wpływ obserwacji niety-
powych2. Pozwoli to określić, czy metody te są wrażliwe na wprowadzenie tego 
typu obserwacji. Dodatkowo weryfikacji poddana zostanie zmienność wyników po-
rządkowania obiektów uzyskiwanych za pomocą metody ELECTRE III przy doko-
nywaniu zmian charakterystycznych dla niej wartości progowych: równoważności, 
preferencji i weta.

2. Opis metody ELECTRE III

Ponieważ metoda Taksonomicznej Miary Rozwoju należąca do grupy metod po-
rządkowania liniowego jest szeroko opisana w literaturze przedmiotu3, ograniczymy 

1 Zdarzają się również propozycje łączące te dwa podejścia, zob. [Motulsky, Brown 2006].
2 Wybór tych dwóch metod pozwoli przeciwstawić sobie metodę powszechnie znaną i stosowaną 

(TMR) z metodą, która jest znacznie mniej popularna, a dodatkowo wykorzystuje subiektywnie okre-
ślane wartości progowe (ELECTRE III).

3 Począwszy od prac Z. Hellwiga – zob. na przykład [Hellwig 1968].
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się do opisu metody ELECTRE III4. Metoda ta wykorzystuje relację przewyższania 
S zdefiniowaną na zbiorze Ω zawierającym obiekty Qi (i = 1, 2, …, n), charakteryzo-
wane przez cechy Xj, którym przypisane mogą być wagi kj (j = 1, 2, …, m). Wartości 
cech Xj dla obiektów i oraz i’ oznaczone są odpowiednio przez qij oraz qi’j. Kon-
struowany model preferencji oparty jest na porównywaniu parami poszczególnych 
obiektów, a przy obliczaniu jego parametrów (współczynników) wykorzystuje się 
progi preferencji pj, równoważności gj i weta vj, których wartości ustalane są przez 
tworzącego model. Procedura budowy modelu rozpoczyna się od obliczenia dwóch 
indeksów nazywanych odpowiednio współczynnikami zgodności C(Qi, Qi’):

' '
1

1

1( , ) ( , )
m

i i j j i im
j

j
j

C Q Q k C Q Q
k =

=

= ∑
∑

,
(1)

gdzie: '

'

1 dla
( , ) 0 dla

( ) / ( )dla pozostałych przypadków

ij j i'j

j i i ij j i'j

j ij i j j j

q + g q
C Q Q q + p q

p q q p q

 ≥
= ≥
 + − −

, 

i niezgodności Dj(Qi, Qi’):

' '

'

1 dla
( , ) 0 dla

( ) / ( )dla pozostałych przypadków

ij j i'j

j i i ij j i j

i j ij j j j

q v q
D Q Q q p q

q q p v p

 + ≤
= + ≤
 − − −

, (2)

na podstawie których obliczane są następnie współczynniki wiarygodności S(Qi, Qi’):

' ' '

''
' ' '

'

( , ) gdy ( , ) ( , ) dla
1 ( , )( , )

( , ) dla ( , ) ( , )
1 ( , )

i i j i i i i

j i ii i
i i j i i i i

F i i

C Q Q D Q Q C Q Q j
D Q QS Q Q

C Q Q D Q Q C Q Q
C Q Q

≤ ∀
 −=  > −

∏
 (3)

pozwalające określić, w jakim stopniu obiekt Qi przewyższa obiekt Qi’. Relacja prze-
wyższania S zostaje potwierdzona, jeśli poziom wiarygodności ( , ) > ( )i i'S Q Q sλ λ− , 
gdzie parametr λ określany mianem „poziom cięcia” definiowany jest przez decy-
denta. Wartości poziomów wiarygodności S(Qi, Qi’) pozwalają wyznaczyć macierz 
wiarygodności, której elementy T(Qi, Qi’) obliczane są następująco:

'
'

'

1 dla ( , ) ( )
( , )

0 dla ( , ) ( )
i i

i i
i i

S Q Q s
T Q Q

S Q Q s
λ λ
λ λ

> −
=  ≤ −

, (4)

4 Zob. na przykład prace [Roy 1991; Figueira, Mousseau, Roy 2005].
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a następnie „jakość” M(i) poszczególnych obiektów będącą różnicą między sumą 
wartości T(Qi, Qi’) odpowiednich wierszy i kolumn macierzy wiarygodności. Stwo-
rzenie ostatecznego uporządkowania obiektów opiera się na dwóch uporządkowa-
niach cząstkowych: malejącym (zstępującym) i rosnącym (wstępującym).

3. Uzyskane wyniki

Ocena wrażliwości dwóch rozpatrywanych metod na występowanie obserwacji nie-
typowej przeprowadzona zostanie na podstawie porównania uporządkowań wybra-
nych polskich miast według stopnia ich rozwoju. W badaniu wykorzystane zosta-
ły następujące cechy diagnostyczne charakteryzujące poziom rozwoju tych miast 
w roku 2010 (zob. tab. 1): dochody na 1 mieszkańca (X1), zużycie energii elektrycz-
nej na 1 mieszkańca (X2), saldo migracji ogółem na pobyt stały (X3), przeciętne mie-
sięczne wynagrodzenie brutto (Polska = 100) (X4), liczba samochodów osobowych 
na 1000 ludności (X5), stopa bezrobocia (X6), środki trwałe brutto w przedsiębior-
stwach na 1 mieszkańca (X7).

Tabela 1. Wartości cech diagnostycznych

Miasto X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

Warszawa 6 085 976,7 3 940 136,7 543,6 3,5 141 948
Kraków 4 480 1 060,4 416 103,2 479,6 4,7 60 134
Katowice 4 330 878,3 –1 078 132,9 500,7 3,8 80 003
Poznań 4 419 878,0 –3 005 111,0 525,6 3,6 82 488
Szczecin 3 167 784,6 –290 104,4 412,5 9,7 42 007
Wrocław 5 010 951,3 693 107,0 503,2 5,5 58 732
Toruń 3 612 742,5 –642 93,8 412,2 8,2 40 916
Gdańsk 4 439 929,9 –112 119,6 484,3 5,4 66 887

Źródło: BDL GUS.

W celu umożliwienia jednoznacznego porównywania wartości zmiennych X3 
(saldo migracji) oraz X6 (stopa bezrobocia) z wartościami progowymi zostały one 
przeskalowane do wartości dodatnich, przy czym druga z nich dodatkowo została 
zamieniona na stymulantę5. W metodzie TMR w procesie normalizacji zmiennych 
zastosowana została metoda unitaryzacji zerowanej.

W pierwszej kolejności ocenie została poddana zgodność uporządkowań obiek-
tów w wariancie podstawowym obejmującym 7 obserwacji, bez obserwacji nietypo-
wej (Warszawy).

5 W przypadku zmiennej X3 do każdej obserwacji dodano stałą równą 3100, a w przypadku zmien-
nej X6 stałą równą 13. Stopa bezrobocia została wcześniej zamieniona na stymulantę za pomocą for-
muły: D

j
S
j X=X − .
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Tabela 2. Wyniki porządkowania w wariancie podstawowym 
(bez obserwacji nietypowej)

Pozycja TMR (N = 7) ELECTRE III (N = 7)
1 Gdańsk Wrocław
2 Katowice Kraków
3 Wrocław Katowice
4 Kraków Gdańsk
5 Poznań Poznań
6 Toruń Toruń
7 Szczecin Szczecin

Źródło: obliczenia własne na podstawie tab. 1.

Widoczne jest w tym przypadku uzyskiwanie identycznych pozycji wyłącz-
nie przez obiekty charakteryzujące się niskimi wartościami cech diagnostycznych. 
Warto jednocześnie zauważyć stosunkowo niską pozycję Poznania. Zostało to spo-
wodowane występowaniem w przypadku tego miasta najwyższego ujemnego salda 
migracji6.

W kolejnym kroku wprowadzona zostaje obserwacja nietypowa (miasto Warsza-
wa) charakteryzująca się w większości przypadków znacznie wyższymi wartościami 
rozważanych cech diagnostycznych. Wyniki porządkowania przedstawiają dla me-
tody TMR i metody ELECTRE III odpowiednio tab. 3 oraz 4.

6 Warto byłoby również rozważyć wartość tej zmiennej dla Poznania jako specjalną odmianę ob-
serwacji nietypowej, lecz wykracza to poza ramy niniejszego badania.

Tabela 3. Wyniki porządkowania 
po wprowadzeniu obserwacji nietypowej (TMR)

Pozycja TMR (N = 7) TMR (N = 8)

1 Warszawa

2 Gdańsk Wrocław

3 Katowice Gdańsk

4 Wrocław Kraków

5 Kraków Katowice

6 Poznań Poznań

7 Toruń Toruń

8 Szczecin Szczecin

Źródło: obliczenia własne na podstawie tab. 1.

Tabela 4. Wyniki porządkowania 
po wprowadzeniu obserwacji nietypowej 
(ELECTRE III)

Pozycja ELECTRE III 
(N = 7)

ELECTRE III 
(N = 8)

1 Warszawa
2 Wrocław Wrocław
3 Kraków Kraków
4 Katowice Katowice
5 Gdańsk Gdańsk
6 Poznań Poznań
7 Toruń Toruń
8 Szczecin Szczecin

Źródło: obliczenia własne na podstawie tab. 1.
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W przypadku metody TMR obserwujemy znaczące różnice w pozycjach zajmo-
wanych przez cztery miasta (Gdańsk, Katowice, Wrocław i Kraków) w obu warian-
tach. Zmianie nie ulegają tylko pozycje trzech ostatnich miast (Poznania, Torunia 
i Szczecina). Natomiast metoda ELECTRE III wydaje się mniej wrażliwa na wpro-
wadzenie obiektu nietypowego w postaci miasta Warszawy. Pozycje wszystkich po-
przednio klasyfikowanych miast nie uległy zmianie.

Ocena wrażliwości metody ELECTRE III na zmiany wartości progowych wyko-
nana została przy założeniu zmniejszenia oraz zwiększenia wszystkich tych wartości 
o 20% w porównaniu do ich wartości wyjściowych. Rezultaty przeprowadzonej ana-
lizy wrażliwości zaprezentowane zostały w tab. 5 (dla wariantu podstawowego) oraz 
w tab. 6 (z dodaną obserwacją nietypową).

Tabela 5. Wyniki porządkowania przy zmianie wartości progowych (wariant podstawowy)

Pozycja Wariant podstawowy (N = 7) Progi < 20% Progi > 20%
1 Wrocław Wrocław Wrocław
2 Kraków Katowice Kraków
3 Katowice

Kraków, Gdańsk
Gdańsk

4 Gdańsk Katowice
5 Poznań Poznań Toruń
6 Toruń Toruń Poznań
7 Szczecin Szczecin Szczecin

Źródło: obliczenia własne.

Tabela 6. Wyniki porządkowania przy zmianie wartości progowych (z obserwacją nietypową)

Pozycja Wariant podstawowy (N = 8) Progi < 20% Progi > 20%
1 Warszawa Warszawa Warszawa
2 Wrocław Wrocław Wrocław
3 Kraków Katowice Kraków
4 Katowice

Kraków, Gdańsk Katowice, Gdańsk
5 Gdańsk
6 Poznań Poznań Toruń
7 Toruń Toruń Poznań
8 Szczecin Szczecin Szczecin

Źródło: obliczenia własne.

Uzyskane wyniki pozwalają stwierdzić brak wpływu zmiany wartości progo-
wych na pozycje uzyskiwane przez obiekty charakteryzujące się zdecydowanie 
wyższymi oraz niższymi wartościami zmiennych (Warszawa, Wrocław, Szczecin). 
Natomiast pozostałe miasta odznaczają się pewną wrażliwością na zmianę warto-
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ści progowych. Przy czym nie ma w tym przypadku znaczenia, czy wartości te są 
zmniejszane czy zwiększane.

4. Wnioski

Przeprowadzone analizy wykazały, że wyniki porządkowania obiektów dla obu wy-
korzystywanych metod pomimo braku obserwacji nietypowych są zbieżne wyłącz-
nie w zakresie obiektów charakteryzujących się niskimi wartościami cech diagno-
stycznych. Metoda ELECTRE III charakteryzowała się w porównaniu do metody 
TMR, w przypadku rozważanego przykładu, mniejszą wrażliwością na wprowadze-
nie obserwacji nietypowej. Warto jednak zauważyć, że przeprowadzone porównanie 
ograniczało się do stosunkowo mało licznego zbioru obiektów, co spowodowane 
było wysoką pracochłonnością obliczeń. W przypadku zmiany wartości progowych 
gj, pj oraz vj obserwowana była niezmienność zajmowanych pozycji wyłącznie w za-
kresie obiektów odznaczających się znacznie wyższymi i znacznie niższymi warto-
ściami cech diagnostycznych w porównaniu do pozostałych obiektów. Warto jed-
nocześnie wskazać, co było widoczne w uzyskiwanych wynikach, na ograniczenie 
metody ELECTRE III, polegające na trudności w ocenie, który obiekt jest lepszy 
w przypadku zajmowania tej samej pozycji przez co najmniej dwa obiekty. Kolejne 
zagadnienia, z którymi musi się liczyć użytkownik tej metody, to brak możliwości 
określenia „rzeczywistej” odległości między poszczególnymi obiektami oraz su-
biektywny wybór wartości progowych. Dalsze możliwości badawcze sprowadzić 
się mogą do porównania wrażliwości metody ELECTRE III na występowanie ob-
serwacji nietypowych z innymi metodami porządkowania obiektów, oceny tej wraż-
liwości przy wykorzystaniu liczniejszych zbiorów danych oraz oceny wrażliwości 
uzyskiwanych wyników na zmianę wag.
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SENSITIVITY ANALYSIS OF ELECTRE III METHOD 
FOR OUTLIERS AND CHANGE OF THRESHOLDS

Summary: The paper carries out the sensitivity analysis for the introduction of outliers of 
two ranking methods Taxonomic Measure of Development and ELECTRE III. The received 
results show that, in the case of considered objects, only the latest method is robust. Using the 
same data significant sensitivity of ELECTRE III method for thresholds change was proved.

Keywords: classification, ranking methods, outliers.
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