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Rozdziaª 1Wst�pTeoria gier jest dziedzin¡ matematyki zajmuj¡¡ si� rozwi¡zywaniem problemów w przy-padku, gdy zahodzi kon�ikt interesów. Znajduje szerokie zastosowanie w ekonomii, bio-logii, sojologii a tak»e w informatye. Opisuje ona interakje mi�dzy grazami, a tak»ebada wpªyw ih zahowania na ±rodowisko.Poniewa» w grah niekooperayjnyh graze zazwyzaj nie mog¡ przewidzie¢ strate-gii swoih rywali, a interakje mi�dzy grazami maj¡ wpªyw na wypªaty poszzególnyhgrazy zostaªo wprowadzone poj�ie równowagi. Jest to ukªad strategii grazy, od któregoodst�pstwo przez pojedynzego graza jest nieopªaalne. Poj�ie to zostaªo wprowadzoneprzez Cournota [17℄. Rozpatrywaª on wówzas problem duopolu zyli rozwa»aª gr� dwu-osobow¡. Poj�ie równowagi zostaªo rozszerzone na problem oligopolu przez Johna Nasha[38, 39℄, st¡d z jego nazwiska wywodzi si� poj�ie równowagi Nasha.Poj�ie gry stohastyznej wprowadziª Shapley [55℄. W grze stohastyznej ka»dygraz podejmuje deyzje w ustalonyh etapah. Deyzja graza uzale»niona jest od ak-tualnego stanu gry, który w tym przypadku pohodzi ze zbioru sko«zonego. Aktualnystan jest zmienn¡ losow¡ zale»n¡ od historii gry, zyli od stanów gry i ukªadów deyzjiposzzególnyh grazy we wze±niejszyh etapah. Shapley rozpatruje gry o sumie ze-rowej, w której aªkowit¡ wypªat¡ dla graza jest ozekiwana warto±¢ sumy dziennyhwypªat zdyskontowanyh na moment rozpoz�ia gry. W pray Shapleya wykazano ist-nienie stajonarnyh strategii optymalnyh.W roku 1964 Fink [22℄ zajmowaª si� modelem zdyskontowanej gry stohastyznej osumie niezerowej, w której jednak zbiór stanów nadal ma tylko sko«zenie wiele ele-mentów. Wykazaª on istnienie równowagi Nasha ª¡z¡ dwie idee - klasyzny dowódNasha i równania optymalno±i Bellmana. W swojej pray wykorzystaª mi�dzy innymiTwierdzenie Kakutaniego o punkie staªym [56℄. Dla zdyskontowanyh gier stohasty-znyh o sumie niezerowej i o zbiorze stanów moy ontinuum problem istnienia równowagiNasha (nawet w zbiorze strategii zrandomizowanyh) w ogólnym przypadku jest otwarty.Pewne twierdzenia o istnieniu ǫ - równowagi zostaªy uzyskane za pomo¡ dyskretyzajiprzestrzenii stanów w praah [41, 45, 62, 64℄. S¡ jednak klasy gier dla któryh istnienierównowagi udaªo si� wykaza¢. W najbardziej ogólnym przypadku strategie grazy za-le»¡ od historii gry. Zatem posta¢ strategii jest bardzo skomplikowana w porównaniu do3



przypadku zdyskontowanyh gier o sumie zerowej, w której udaªo si� wykaza¢ istnienierównowagi stajonarnej. Problemowi temu przygl¡dali si� Mertens i Parthasarathy [36℄.Istnienie stajonarnej równowagi w grze o sumie niezerowej i zbioru stanów moy onti-nuum wykazano dopiero w pray Himmelberga, Parthasarathy'ego Raghavana i Van-Vleka [28℄.Kolejnym przykªadem jest praa Parthasarathy'ego i Sinha'y [47℄. Zaªo»ono tu, »eprawdopodobie«stwo przej±ia jest bezatomowe, oraz nie zale»y ono od aktualnego stanugry, a jedynie od ukªadu deyzji grazy. Zaªo»ono, »e deyzje grazy pohodz¡ ze zbiorusko«zonego. Uogólnienie powy»szego modelu znajduje si� w pray Nowaka [42℄. Praw-dopodobie«stwo przej±ia jest sko«zon¡ kombinaj¡ liniow¡miar bezatomowyh ze wspóª-zynnikami zale»nymi od stanu gry i akji grazy. Przy pomoy niesko«zenie wymiarowejwersji Twierdzenia Kakutaniego i Twierdzenia Lapunowa o obrazie wektorowej miarybezatomowej wykazano istnienie stajonarnej równowagi Nasha.Szzególnym przypadkiem gier niekooperayjnyh s¡ gry supermodularne. Przy po-moy wyników pray Milgroma i Robertsa [37℄ mo»na zaw�»y¢ klas� deyzji w grahdynamiznyh do stajonarnyh strategii b�d¡yh funkjami monotoniznymi. Gry su-permodularne rozwa»ane byªy przez Amira [3℄, Curtata [18℄ i Nowaka [44℄.Inn¡ podklas¡ gier stohastyznyh jest klasa gier eksploataji zasobów. Ta klasamo»e mie¢ zastosowanie przy problemah typu: jak¡ ilo±¢ danego odnawialnego surowaskonsumowa¢, a ile zostawi¢ na nast�pny okres. Gry tego typu mog¡ mie¢ zastosowanie wtakih problemah jak eksploataja lasów zy poªowy ryb. Stan gry oznazaj¡y ilo±¢ za-sobów jest zmienn¡ losow¡ zale»n¡ od ilo±i pozostawionego surowa w poprzednim okre-sie. Model poªowu ryb zaproponowali Levhari i Mirman [32℄. Prawdopodobie«stwo przej-±ia byªo zast¡pione deterministyzn¡ funkj¡ produkji. Wa»n¡ wªasno±i¡ tej funkjibyªo przei�ie si� jej z diagonal¡ ukªadu wspóªrz�dnyh w punkie zerowym i w pewnympunkie o dodatniej odi�tej. Przei�ie nast�powaªo w taki sposób, »e przy mniejszyh za-sobah produkja powodowaªa zwi�kszenie ilo±i zasobów w nast�pnym okresie, natomiastprzy wi�kszyh zasobah nast�powaª spadek ilo±i zasobów. Bardziej ogóln¡ posta¢ takiejfunkji wprowadzili Dutta i Sundaram [21℄, natomiast stohastyzny odpowiednik takiejfunkji zastosowano mi�dzy innymi w pray Majumdara i Sundarama [33℄ oraz Dutty iSundarama [20℄. W grze Levhariego i Mirmana pojawiª si� problem tragedii wspóªist-nienia. Skonsumowanie zbyt maªej ilo±i surowa powoduje zmniejszenie zysków graza,a powoduje wzrost zysków przeiwników. Natomiast pobranie zbyt du»ej ilo±i surowapowoduje zmniejszenie ilo±i surowa w przyszªo±i, o powoduje zanik zysków zarównodla graza jak i oponentów. Tragedi� wspóªistnienia w swoih modelah kwestionowalitak»e Dutta i Sundaram [21℄, ale ih rozwa»ania dotyzyªy tylko duopolu.Sundaram [58℄, Majumdar i Sundaram [33℄ oraz Dutta i Sundaram [20℄ rozwa»alisymetryzn¡ gr� eksploataji zasobów. Za pomo¡ Twierdzenia Shaudera wykazali ist-nienie stajonarnej równowagi w klasie funkji dolnie póªi¡gªyh.Podobnie jak w grah supermodularnyh, równie» w niektóryh grah eksploataji za-sobów istnienie niezrandomizowanyh stajonarnyh równowag Nasha zostaªo wykazaneprzez zaw�»enie zbioru strategii do rodziny funkji jednakowo i¡gªyh i wykorzystaniutwierdzenia Arzeli - Asoliego, a nast�pnie twierdzenia o punkie staªym. Takiego sposobu4



u»yª Amir [2, 5℄. Za pomo¡ Twierdzenia Topkisa o maksymalizaji funkji supermodu-larnej [60℄ wykazaª istnienie stajonarnej równowagi w klasie funkji monotoniznyh ilipshitzowskih ze wspóln¡ staª¡. Z kolei Balbus i Nowak w [9℄ otrzymali podobne wªas-no±i równowagi, korzystaj¡ z wyników w pray [10℄, w której przy pomoy TwierdzeniaShaudera wykazano istnienie równowagi Nasha, nie preyzuj¡ jej wªasno±i.Kolejnym problemem w teorii gier stohastyznyh jest kwestia zbie»no±i równowagNasha i wypªat Nasha w grze o sko«zonym horyzonie zasowym, gdy dªugo±¢ horyzontud¡»y do niesko«zono±i. Praa Raghavana, Tijsa i Vrieze'a [49℄ pokazuje, »e w ogól-nym przypadku problem ten jest ma negatywne rozwi¡zanie, poniewa» zbiór równowagNasha mo»e by¢ wieloelementowy, a tak»e w odró»nieniu od proesu deyzyjnego niejest ªatwo stworzy¢ odpowiedniego operatora zw�»aj¡ego. W pray Nowaka i P. Sza-jowskiego [46℄ problem zbie»no±i funkji równowagi udaªo si� rozwi¡za¢ w przypadku gierdwuosobowyh. Prawdopodobie«stwo przej±ia byªo sko«zon¡ kombinaj¡ miar proba-bilistyznyh w tym delty Diraa skupionej w punkie zero. Za pomo¡ równa« Bellmanaotrzymano monotonizn¡ zbie»no±¢ funkji równowag Nasha w grze ze sko«zonym hory-zontem zasowym do funkji stajonarnej równowagi Nasha w grze o niesko«zonym hory-zonie. Przy okazji udowodniono istnienie równowagi Nasha nie korzystaj¡ z TwierdzeniaShaudera. Z kolei Balbus i Nowak [8℄ udowodnili zbie»no±¢ zarówno równowag Nasha,jak równie» funkji równowag, o zostaªo opisane w Rozdziale 3. Autorzy tej pray roz-patrywali gr� wieloosobow¡, ale rozwa»ania ogranizyli do gier symetryznyh. Problemzbie»no±i rozwi¡zaª tak»e P. Szajowski w pray [59℄. Tym razem gra byªa niesymeryznai wieloosobowa, ale wspóªzynniki przy prawdopodobie«stwie przej±ia miaªy inn¡ form�.Grami eksploataji zasobów zajmowali si� równie» Cave [16℄, Fisher i Mirman [23℄,Mendelsohn i Sobel [35℄, Sobel [57℄ oraz Wi�ek [63℄.Gry stohastyzne, a w szzególno±i gry eksploataji zasobów mo»na rozpatrywa¢jako podklas� gier wielogenerayjnyh z zynnikiem altruistyznym stale równym jeden.W grah wielogenerayjnyh graze wyst�puj¡ w wielu pokoleniah i tworz¡ dynastie.Ka»dy graz »yje przez jeden etap gry, a po nim natyhmiast pojawia si� potomek. Wobr�bie danej dynastii wszysy graze maj¡ t� sam¡ funkj� wypªaty, która zale»y tylkood stanu gry, zale»nego od stanu i ukªadu deyzji w zasie »yia poprzedniego pokolenia.Model gry wielogenerayjnej za staªym wspóªzynnikiem altruistyznym wprowadziliPhelps i Pollak [48℄. W ih pray podobnie jak w kolejnyh wyst�powaªa tylko jedna dy-nastia. W pray Harrisa i Laibsona [26℄ sposób dyskontowania zaproponowany przez au-torów pray [48℄ zostaª nazwany quasi-geometryznym. Ponadto w tej pray wprowadzo-no poj�ie Monej i Sªabej Hiperboliznej Relaji Eulera. Wykazano, »e równowaga Nashaspeªnia Sªab¡ Hiperbolizn¡ Relaj� Eulera. Podali równie» warunki na speªnienie Mo-nej Hiperboliznej Relaji Eulera. Quasi-geometryzny sposób dyskontowania pojawiª si�równie» w przykªadzie oblizeniowym w pray L. Maliar i S. Maliar [34℄.Alj i Haurie [1℄ wprowadzili gr�, w której w ka»dym pokoleniu wyst�puj¡ przedstawi-iele ró»nyh dynastii, w taki sposób, »e w ka»dym etapie wszystkie dynastie maj¡ pojednym przedstawiielu. Stany i strategie pohodziªy ze zbioru sko«zonego. Rozwi¡zanieproblemu istnienia doskonaªej równowagi Nasha w grah wielogenerayjnyh pojawiª si�równie» w praah Bernheima i Ray'a [12℄ oraz Leiningera [31℄. W tyh praah u»yto5



deterministyznej funkji przej±ia. W tym samym zasie posta¢ rozwi¡zania pojawiªa si�w praah Lane-Leiningera [29, 30℄ oraz Bernheima i Raya [11℄. W powy»szyh praah,podobnie jak w praah Arrowa [6℄ i Dasgupty [19℄ u»yto sposobu dyskontowania w opar-iu o postulat, »e preferenje grazy zale»¡ tylko od jego wªasnej konsumpji i konsumpjibezpo±redniego nast�py. W drugiej z�±i pray Arrow rozpatrzyª przypadek, gdy prefe-renje ka»dego graza zale»¡ od jego konsumpji oraz od konsumpji m potomków (mustalone dowolnie). Powy»sze rozwa»ania uogólnili Harris [25℄, a nast�pnie Amir [4℄,który wprowadziª losowe prawdopodobie«stwo przej±ia. Prawdopodobie±two przej±iapodobnie jak w [2℄ miaªo dystrybuant� wkl�sª¡ wzgl�dem warunku i podobnie jak w [2℄znaleziono stajonarn¡ równowag� w klasie funkji monotoniznyh i lipshitzowskih zestaª¡ 1.Kolejny przykªad gry wielogenerayjnej zaprezentowaª Nowak [43℄. Prawdopodobie«-stwo przej±ia byªo kombinaj¡ wypukª¡ sko«zonej ilo±i miar zale»nyh od aktualnegostanu. Byªa to struktura prawdopodobie«stwa znana z pra Nowaka [42℄, Nowaka i P.Szajowskiego [46℄, oraz Balbusa i Nowaka [8℄. W tej pray zbiór multi - strategii zostaªposzerzony do pewnego zwartego podzbioru zbioru strategii zrandomizowanyh. Jednakrównowa Nasha, otrzymana jako punkt staªy pewnego i¡gªego operatora jest niezran-domizowana.Gry wielogenerayjne speªniaj¡e stajonarny postulat rozwa»aª równie» Rawls [50℄.Zaproponowaª on zasad� sprawiedliwego oszz�dzania, zwan¡ tak»e zasad¡ maksyminow¡.Preferenje grazy zale»aªy tylko od ih wªasnyh konsumpji. Z drugiej strony reguªaRawls'a uwzgl�dniaªa potrzeby nast�pów i polegaªa na tym aby ka»dy potomek osi¡gn¡ªprzynajmniej pewne minimum. Kryterium Rawls'a zastosowali Arrow [6℄ i Dasgupta [19℄.Arrow przyj¡ª liniow¡ funkj� produkji.Stajonarny postulat powoduje, »e w wielu grah wielogenerayjnyh z niesko«zonymhoryzonem zasowym mo»na uzyska¢ stajonarn¡ doskonaª¡ równowag� Nasha, stosuj¡odpowiednie twierdzenia o punkie staªym. Od tej zasady odeszli Saez-Marti i Weibull[54℄. Rozwa»any przez nih model zawieraª zynnik dyskonta zmienny w zasie. Zapro-ponowany przez nih model jest równowa»ny pewnemu modelowi gry wielogenerayjnejz pewnym zynnikiem altruistyznym, który jest tak»e zmienny w zasie. Co wi�ejka»dej funkji dyskonta odpowiada funkja wagi altruistyznej w sposób �jeden na jeden�.Poniewa» z ka»dym pokoleniem zmieniaj¡ si� preferenje grazy wyznazenie stajonarnejdoskonaªej równowagi jest niemo»liwe.Niniejsza rozprawa dotyzy modeli altruistyznyh z quasi-hiperbolizn¡ funkj¡ dys-konta, w któryh wyst�puje zasada stajonarnego postulatu. W ogólnym przypadkuzynnik altruistyzny mo»e zale»e¢ od aktualnego stanu. We wszystkih rozdziaªahrozwa»ane s¡ gry z wkl�sªa i odpowiednio gªadk¡ funkj¡ u»ytezno±i, natomiast praw-dopodobie«stwa przej±ia s¡ kombinajami wypukªymi miar probabilistyznyh, które wnajbardziej ogólnym przypadku zale»¡ od bie»¡ego stanu.W Rozdziale 2 przedstawiono rezultaty pray Balbusa i Nowaka [10℄, w której zas-tosowano model Alj i Haurie'go [1℄ w elu uogólnienia tradyyjnyh gier eksploataji za-sobów, które byªy prezentowane przez Amira [2℄, Nowaka [42℄, Balbusa i Nowaka [8℄, zyNowaka i P. Szajowskiego [46℄. Prawdopodobie«stwo przej±ia jest kombinaj¡ wypukª¡6



dwóh miar probabilistyznyh niezale»nyh od obenego stanu. Nie jest to szzególnyprzypadek prawdopodobie«stwa znanego z pray Amira [2℄, bo w odró»nieniu od niego,dystrybuanta warunkowa prawdopodobie«stwa przej±ia jest niei¡gªa wzgl�dem warunkuw punkie zerowym. Istnienie stajonarnej doskonaªej równowagi Nasha udowodnionoprzy pomoy Twierdzenia Shaudera, konstruuj¡ przy pomoy sªabej* - topologii zwartypodzbiór zbioru strategii zrandomizowanyh i odpowiedni operator. Konstrukja tego ope-ratora byªa mo»liwa dzi�ki udowodnieniu jednoznazno±i równowagi Nasha za pomo¡pomonizej gry statyznej. Poniewa» nie byªo mo»liwe zastosowanie Twierdzenia Gabayai Moulina [24℄, ani Twierdzenia Rosena [52, 27℄, problem jednoznazno±i rozwi¡zano ele-mentarnie de�niuj¡ nowy porz¡dek na przestrzenii Rn i rozwa»aj¡ wªasno±i funkjimalej¡yh.W pozostaªyh rozdziaªah przedstawiono modele dyskontowanyh gier stohasty-znyh. Rozdziaª 3 przedstawia rezultaty z pray [8℄. Rozwa»ono symetryzn¡ gr�wieloosobow¡ z prawdopodopodobie«stwem przej±ia b�d¡ym kombinaj¡ wypukªa sko«-zonej ilo±i miar probabilistyznyh zale»nyh od obenego stanu. W tym modelu istniejestan pohªaniaj¡y (zerowy), który daje zerow¡ u»ytezno¢, a wi� powoduje, »e gra si�ko«zy. Udowodniono, »e równowagi Nasha w grah o sko«zonym horyzonie mono-toniznie zbiegaj¡ do równowagi w grze z niesko«zonym horyzontem. Powy»szy sposóbpokazuje (podobnie jak praa [46℄), »e istnienie równowagi mo»na wykaza¢ z pomini�iemTwierdzenia Shaudera. Opróz tego jak pokazuje zamieszzony przykªad, równowag� wgrze z niesko«zonym horyzontem mo»na aproksymowa¢, równowagami w grze o sko«-zonym horyzonie.Kolejny rozdziaª opisuje model symetryznej gry stohastyznej eksploataji zasobówz prawdopodobie«stwem przej±ia znanym z Rozdziaªu 2 i pray [10℄. Dopuszzono sytu-aj�, gdy »¡dania grazy przekrazaj¡ dost�pne zasoby. W takim przypadku graze dziel¡mi�dzy sob¡ dost�pne zasoby na równe z�±i i gra si� ko«zy. Podobny sposób podzia-ªu rozwa»ali Majumdar i Sundaram [33℄. Istnienie równowagi Nasha w grze obi�tej dozbioru multi-strategii takih, które uniemo»liwiaj¡ grazom przekrozenie dost�pnyh za-sobów, zostaªo ju» wykazane w pray [10℄ i Rozdziale 2. Okazuje si�, »e jest to tak»erównowaga Nasha w grze rozszerzonej i to zarówno ze sko«zonym jak i niesko«zonymhoryzontem zasowym. Ponadto podobnie jak w [2℄ jest to funkja monotonizna i ma-j¡a wªasno±¢ Lipshitza ze staª¡ 1. Dodatkowo zastosowanie równowagi z ogranizeniamidaje wi�kszy zysk ni» podziaª wszystkih zasobów mi�dzy siebie. Wyniki tego rozdziaªuznajduj¡ si� w pray [9℄.W ostatnim rozdziale rozwa»ane s¡ asymptotyzne wªasno±i równowag Nasha wdyskontowanej i niesymetryznej grze eksploataji zasobów znanej z pray [46℄. Posta¢równowagi jak równie» posta¢ odpowiedniej wypªaty jest znana z pra Amira [2, 5℄. Do-datkowo z Rozdziaªu 2 i z pra [10, 24℄ mo»na wywnioskowa¢, »e zahodzi jednoznazno±¢równowag w grze ze sko«zonym horyzontem. W tym rozdziale wykazano, »e równowagi iodpowiednie funkje wypªat zbiegaj¡ (przy β → 1) jednostajnie do pewnej funkji, któraokazaªa si� by¢ ǫ - równowag¡ w β - dyskontowanyh grah stohastyznyh o sko«zo-nym horyzonie zasowym dla dostaznie du»yh β. Za pomo¡ zbie»no±i równowagudowodnionyh w [46℄, podobne wyniki uzyskano w grze z niesko«zonym horyzontem.7



Rozdziaª 2Gry stohastyzne wielogenerayjneRezutaty niniejszego rozdziaªu pohodz¡ z publikaji [10℄. Gªównym elem tej z�±ipray jest wykazanie istnienia równowagi doskonaªej w grze wielogenerayjnej. Model grywielogenerayjnej, przedstawia si� nast�puj¡o:
• T = {1, 2, . . .} jest zbiorem kroków gry,
• Dla ka»dego t ∈ T , Gt = {1t, 2t, . . . , mt} jest pokoleniem m grazy,
• Dla ka»dego i ∈ M := {1, . . . , m}, Fi := {it}t∈T jest dynasti¡, a ka»dy graz it+1 ∈
Gt+1 jest potomkiem graza it ∈ Gt,

• S ⊂ R+ jest przedziaªem zawieraj¡ym 0 zwanym przestrzeni¡ stanów,
• Ai(s) - przestrze« akji dla ka»dego graza it ∈ Fi przy stanie s ∈ S. Nieh

A(s) := A1(s)×, . . . ,×, Am(s) oraz C := {(s, x) : s ∈ S, x ∈ A(s)} .

• ri : C → R jest funkj¡ wypªaty (u»ytezno±i) graza it ∈ Fi. W ka»dym kroku
t ∈ T , przy stanie st ∈ S, ka»dy graz jt ∈ Gt wybiera akj� xjt ∈ Aj(s). Wtedygraz it ∈ Fi otrzymuje bie»¡¡ u»ytezno±¢ ri (st, x1t

, . . . , xmt
) .

• q - jest prawdopodobie«stwem przej±ia ze zbioru C do zbioru S zwanym prawemruhu. Je±li st jest stanem dla kroku t ∈ T , graze z pokolenia Gt wybieraj¡ akje
xt ∈ A(st), q(·|st, xt) jest rozkªadem prawdopodobie«stwa nast�pnego stanu.

• α : S → [0, 1] jest i¡gª¡ funkj¡. Dla ka»dego t ∈ T oraz st ∈ S, α(st) nazywamywspóªzynnikiem altruizmu.
• β ∈ (0, 1) nazywamy zynnikiem dyskonta.
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2.1 Istnienie stajonarnej równowagi Nasha w grze ek-sploataji zasobówNieh Φi b�dzie zbiorem funkji borelowskih fi : S → S takih, »e fi(s) ∈ Ai(s) dladowolnego s ∈ S i nieh
Φ := Φ1 × . . .× Φm.Strategi¡ markowsk¡ dla graza it ∈ Gt nazywamy funkj� fit ∈ Φi. Multi-strategi¡ dlapokolenia Gt nazywamy funkj� ft := (f1t

, . . . , fmt
) ∈ Φ. Dla ka»dego t ∈ T nieh

f t := {fτ : τ = t+ 1, t+ 2, . . .} .Wtedy f t jest zbiorem multi-strategii stosowanyh przez wszystkie pokolenia nast�pu-j¡e po Gt. U»ytezno±¢ dla graza it ∈ Gt de�niujemy jako:
γit(f

t)(st) := ri(st, ft(st)) + α(st)E
ft

st





∞
∑

τ=t+1

βτ−tri(sτ , fτ (sτ ))



 , (2.1)gdzie Eft

st
jest operatorem warto±i ozekiwanej dla jedynej miary probabilistyznej P ft

st(zde�niowanej na zbiorze wszystkih mo»liwyh historii gry startuj¡ej ze stanu st) wyz-nazonej przez f t i prawdopodobie«stwo przej±ia q zgodnie z Twierdzeniem Ionesu Tul-ea (Proposition V.1.1 w [40℄). Zaªó»my, »e ka»dy graz it ∈ Gt stosuje t¡ sam¡ strategi�
fi ∈ Φi. W tym przypadku mówimy, »e graze z dynastii Fi u»ywaj¡ stajonarnej strategii.Zakªadaj¡, »e wszystkie dynastie w ka»dym kroku u»ywaj¡ tej samej strategii i kªad¡
f := (f1, . . . , fm) zauwa»amy, »e multi-strategia

f t := {fτ = f : τ = t+ 1, t+ 2, . . .} ,jest taka sama dla wszystkih t ∈ T . St¡d mo»na j¡ nazwa¢ stajonarn¡ multi-strategi¡ wgrze mi�dzygenerayjnej. Zauwa»my, »e powy»sza multi-strategia jest wyznazona przezpewn¡ funkj� f ∈ Φ.Spróbujemy przedstawi¢ wyra»enie (2.1) w bardziej zytelnej postai dla multi-strategiistajonarnyh. Dla ka»dej ogranizonej funkji v i f ∈ Φ kªadziemy:
[

Q1
fv
]

(s) :=
∫

S

v(s′)q(ds′|s, f(s)), (2.2)gdzie s ∈ S i f := (f1, . . . , fm). Dla dowolnego t ∈ T zde�niujmy:
[

Qt+1
f v

]

(s) :=
[

Q1
fQ

t
fv
]

(s). (2.3)Dla ka»dej stajonarnej muli-strategii f := (f1, . . . , fm) ∈ Φ, t ≥ 2 i st ∈ S de�niujemy9



Ji(f)(st) := ri(st, fi(st)) +
∞
∑

τ=t+1

βτ−t
[

Qτ−t
f ri(fi)

]

(st), (2.4)gdzie r(fi)(s) := ri(st, fi(st)).Gdy wszystkie pokolenia u»ywaj¡ stajonarnej multi-strategii,z (2.1) i z (2.4) wynika, »e funkja u»ytezno±i dla ka»dego graza it z dynastii Fi jesttaka sama i zadana jest wzorem:
γit(f)(st) := γit(f

t)(st) = ri(st, fi(st)) + α(st)β
∫

S

Ji(f)(st+1)q(dst+1|st, f(st)).Dla ka»dego f ∈ Φ, s ∈ S rozwa»amy jednokrokow¡ gr� Γ(f, s) o sumie niezerowej, gdziefunkja wypªaty dla graza i jest postai:
ki(s, f)(x) := ri(s, x) + α(s)β

∫

S

Ji(f)(s′)q(ds′|s, x), (2.5)gdzie x = (x1, . . . , xm) ∈ A(s) jest multi-strategi¡ m grazy.De�nija 1 f ∗ ∈ Φ jest stajonarn¡ równowag¡ doskonaª¡ w grze mi�dzygererayjnejje±li dla ka»dego s ∈ S, f ∗(s) ∈ A(s) jest zyst¡ równowag¡ Nasha w grze Γ(f ∗, s).Wprowad¹my teraz podstawowe zaªo»enia:A1 Dla ka»dego i ∈M zbiór akji jest postai:
Ai(s) := [0, ai(s)],gdzie funkje ai s¡ nieujemne, niemalej¡e i i¡gªe oraz dla ka»dego s ∈ S speªniaj¡nierówno±¢:

a1(s) + . . .+ am(s) ≤ s.R1 Dla ka»dego i ∈ M, oraz x := (x1, . . . , xm) ∈ A(s), funkje bie»¡ej u»ytezno±is¡ postai:
ri(s, x) := ui(xi).Zakªadamy ponadto, »e funkje ui s¡ ±i±le wkl�sªe, rosn¡e i dwukrotnie ró»nizkowalne,przy zym ui(0) = 0.P1 Prawdopodobie«stwo przej±a q jest nast�puj¡ej postai: q({0}|0, (0, . . . , 0)) = 1,oraz gdy s > 0, x = (x1, . . . , xm) ∈ A(s),

q(·|s, x) = g



s−
m
∑

j=1

xj



µ(·) +



1 − g



s−
m
∑

j=1

xj







 ν(·), (2.6)gdzie g : S → [0, 1] jest funkj¡ dwukrotnie ró»nizkowaln¡, ±i±le wkl�sª¡ i rosn¡¡.10



Uwaga 1 Z zaªo»enia P1 wynika, »e dla ka»dego st ∈ S, xt := (x1t
, x2t

, . . . , xmt
) ∈

A(st), rozkªad prawdopodobie«stwa nast�pnego stanu q(·|st, xt) zale»y od poziomu ª¡znejinwestyji
I(st, xt) = st −

m
∑

i=1

xit .Uwaga 2 Czasami zakªada si�, »e miara µ we wzorze (2.6) stohastyznie dominuje miar�
ν. Oznaza to, »e dla ka»dej funkji niemalej¡ej zahodzi nierówno±¢

∫

S

v(s′)µ(ds′) ≥
∫

S

v(s′)ν(ds′).Wtedy zwi�kszenie poziomu ª¡znej inwestyji w pokoleniu Gt powoduje, »e zwi�ksza si�tak»e ozekiwany stan zasobów w nast�pnym pokoleniu. To zaªo»enie stosowano mi�dzyinnymi w [18, 43℄, oraz w Rozdziale 4 niniejszej pray.Uwaga 3 Przedstawiony model mo»na zinterpretowa¢ nast�puj¡o: S jest zbiorem wspól-nyh zasobów grazy, które mog¡ by¢ przez nih wykorzystywane do konsumpji, lub in-westowania. Zbiory Ai(s) okre±laj¡ granie konsumpji dla graza it ∈ Gt przy stanie
s. Warto zwrói¢ uwag�, »e bie»¡a u»ytezno±¢ graza it zale»y wyª¡znie od jego wªas-nej konsumpji. Przej±ie ze stanu st do stanu st+1 odbywa si� zgodnie z rozkªademprawdopodobie«stwa opisanym za pomo¡ formuªy (2.6). Prawdopodobie«stwo przej±iazale»y od poziomu ª¡znej inwestyji wszystkih grazy z pokolenia Gt, przez któr¡ nale 
yrozumie¢ I(st, xt).Uwaga 4 Konepja równowagi doskonaªej przedstawionej w De�niji 2.1 pohodzi zpray Alj i Haurie'go [1℄, gdzie rozpatrywano gry o sko«zonyh zbiorah stanów i akji,bez szzególnej interpretaji ekonomiznej. Alj i Haurie uogólnili poj�ie równowagi wmode-lu wielogenerayjnym wprowadzonym do literatury ekonomiznej przez Phelpsai Pollaka [48℄, którzy zakªadali, »e ka»da generaja skªada si� z jednego reprezentanta(m = 1) i rozpatrywali model z deterministyzn¡ funkj¡ przej±ia. Wersj� stohasty-zn¡ modelu Phelpsa i Pollaka studiowaª Amir [4℄, po zym w miar� ogólny rezultat wtym zakresie podaª Nowak [43℄. Niniejsza praa stanowi rozszerzenie wyników Amira iNowaka [4, 43℄, polegaj¡e na tym, »e u»ytezno±¢ przedstawiieli generaji Gt uwzgl�dniakonsumpj� wszystkih nast�pnyh pokole«.Uwaga 5 De�nija 2.1 wydaje si� by¢ nieo skomplikowana. �atwiej zrozumie¢ problemw niej poruszany przyjmuj¡ m = 1. W takim przypadku hodzi o znalezienie polityki,która stanowi najlepsz¡ odpowied¹ dla ka»dej geneaji, gdy wszysy stosuj¡ staª¡ reguª�konsumpji. Z matematyznego punktu widzenia hodzi o znalezienie punktu staªegopewnego odwzorowania okre±lonej przestrzeni funkyjnej w siebie, daj¡ego równowag�mi�dzy generajami, której nikomu nie opªaa si� zmieni¢ (zaburzy¢).
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Uwaga 6 Przedstawiony wy»ej model mo»e by¢ inazej interpretowany. Mo»emy przyj¡¢,»e it = i dla ka»dego t, zyli aªa dynastia jest w istoie tym samym grazem. Wtym przypadku mamy na uwadze m grazy, któryh u»ytezno±i ulegaj¡ zmianie w za-sie. U»ytezno±¢ graza i na poz¡tku okresu t wyra»ona wzorem Wit uwzgl�dnia fakt,»e zmienia swój punkt widzenia na przyszªe poziomy konsumpji przez uwzgl�dnieniewspóªzynnika α(st). Tak mo»e si� dzia¢ na poz¡tku ka»dego okresu. Mamy wówzasuogólnienie standardowego modelu z zynnikiem dyskonta β. Czasami w litera-turze itnazywany jest sobowtórem graza i o numerze t (self t). Zmieniaj¡ swoje spojrzenie naprzyszªo±¢ graz i mody�kuje klasyzn¡ u»ytezno±¢ dyskont znan¡ na poz¡tku ka»degookresu. Czasami pojawia si� sytuaja, »e α(st) < 1, o oznaza, »e graz zazyna mniejmy±le¢ o przyszªo±i, ni» mu si� wze±niej wydawaªo. Tego typu interpretaja jest przyj�taw pray [26℄. Je±li α(·) = 1, to model o którym piszemy redukuje si� do do standardowejgry stohastyznej z zynnikiem dyskonta β, w której u»ytezno±i w grazy nie zmieni-aj¡ si� w zasie. W Rozdziaªah 3, 4 i 5 b�dziemy analizowali gr� z α = 1, która mastandardow¡ interpretaj�.W niniejszym rozdziale zmierzamy do udowodnienia nast�puj¡ego rezultatu.Twierdzenie 1 Ka»da wielogenerayjna gra eksploataji zasobów z niesko«zonym hory-zontem speªniaj¡a zaªo»enia A1, R1 i P1 posiada stajonarn¡ równowag� doskonaª¡.Uwaga 7 Wprzypadku α = 1 twierdzenie 1 przynosi nowy rezultat o istnieniu stajonarnejrównowagi Nasha w grze stohastyznej z ontinum stanów.2.2 Jednoznazno±¢ równowagi Nasha w grze pomo-nizejTen podrozdziaª ma harakter pomonizy. U»yjemy nast�puj¡yh oznaze«: je±li
(x1, . . . , xk) ∈ Rk, wtedy

x̄ :=
k
∑

j=1

xj , oraz x̄−i =
m
∑

j 6=i

xj .Nieh d = (d1, . . . , dk), di > 0. Ponadto nieh Ui : [0, di] → R+, Hi : [0, d̄] → R b�d¡ustalonymi funkjami. Rozwa»my pomoniz¡ jednokrokow¡ k - osobow¡ gr� Γk dla której
i− ty graz (i = 1, . . . , k) wybiera strategi� ze zbioru [0, di]. Funkja wypªaty i− tegograza jest postai

wi(x) = Ui(xi) + ciHi(x̄),gdzie x := (x1, . . . , xk) , ci > 0. W niniejszym podrozdziale wprowadzono nast�puj¡ezaªo»enie: 12



C: Funkje Ui oraz Hi s¡ ±i±le wkl�sªe i klasy C2. Ponadto Ui jest rosn¡a, natomiast
Hi jest malej¡a.Zmierzamy do udowodnienia pomonizego rezultatu:Twierdzenie 2 Przypu±¢my, »e zahodzi warunek C. Wtedy gra Γk ma dokªadnie jedn¡równowag� Nasha.Do udowodnienia powy»szego rezultatu potrzebujemy kilku lematów. Nieh (Rk,≺)b�dzie przestrzeni¡ z nast�puj¡¡ binarn¡ relaj� ≺:De�nija 2 x := (x1, . . . , xk) ≺ y = (y1, . . . , yk) wtedy i tylko wtedy gdy:

x̄−i ≤ ȳ−idla ka»dego i = 1, . . . , k.Lemat 1 (Rk,≺) jest zbiorem z�±iowo uporz¡dkowanym.Dowód �atwo udowodni¢, »e relaja ≺ jest zwrotna i przehodnia. Wystarzy wykaza¢sªab¡ asymetri� relaji. Nieh x ≺ y oraz y ≺ x. Wtedy dla dowolnego i mamy
∑

j 6=i

(xj − yj) = 0.�atwo zauwa»y¢, »e ró»nia wektorów r := x− y speªnia ukªad Cramera Ar = 0, gdzie
A =























0 1 1 . . . 1 1
1 0 1 . . . 1 1
1 1 0 . . . 1 1... ... ... . . . ... ...
1 1 1 . . . 0 1
1 1 1 . . . 1 0























.

Poniewa» det(A) 6= 0, wi� r = 0, zyli x = y. 2De�niujemy funkj� najlepszyh odpowiedzi dla i - tego graza jako
Bi(x̄−i) := arg max

a∈[0,di]
{Ui(a) + ciHi(a+ x̄−i)} .Dla ka»dego x := (x1, . . . , xk) nieh

B(x) := (B1(x̄−1), B2(x̄−2), . . . , Bk(x̄−k)) .Z naszyh zaªo»e« wynika, »e B(x) ma jeden element.Lemat 2 Funkja B : (Rk,≺) → (Rk,≺) jest nierosn¡a.13



Dowód Nieh
λi(a, y) := Ui(a) + ciHi(a+ y), a ∈ [0, di], y ∈ [0, di]oraz

φi(y) := argmaxa∈[0,di]
λi(a, y), y ∈ [0, di]. (2.7)Poniewa»

∂2λi
∂a∂y

≤ 0,

λi jest funkj¡ submodularn¡. Z Twierdzenia 6.1 w pray Topkisa [60℄ lub ze strony 5-7w ksi¡»e Rossa [53℄ mo»na wywnioskowa¢, »e φi is nierosn¡a i i¡gªa. St¡d wynika, »e
B : (Rk,≺) → (Rk,≤) is nierosn¡a. Poniewa» dla x, z ∈ Rk, x ≤ z poi¡ga za sob¡
x ≺ z, funkja B : (Rk,≺) → (Rk,≺) jest równie» nierosn¡a. 2Lemat 3 Je±li x i z s¡ równowagami Nasha w grze Γk oraz x ≺ z, wtedy x = z.Dowód Nieh x, z , b�d¡ równowagami w grze Γk, oraz x ≺ z. Wtedy z Lematu 2
z = B(z) ≺ B(x) = x. St¡d i z Lematu 1 wynika, »e x = z.2Lemat 4 Nieh ξ : [0, b] → R b�dzie funkj¡ i¡gª¡. Zaªó»my, »e istnieje przelizalnyi domkni�ty zbiór Z ⊂ [0, b] taki, »e ξ′(y) istnieje i ξ′(y) > −1 dla y ∈ [0, b] \ Z. Je±li
y0 ∈ (0, b] i y ∈ [0, y0), wtedy

ξ(y) < ξ(y0) − (y − y0), (2.8)oraz je±li y0 ∈ [0, b) i y ∈ (y0, b] zahodzi
ξ(y) > ξ(y0) − (y − y0). (2.9)Dowód De�niujemy

p(y) := ξ(y) − ξ(y0) + (y − y0), y ∈ [0, b].Ta funkja jest i¡gªa na [0, b] i ró»nizkowalna w ka»dym punkie y ∈ [0, b] \Z. Ponadto
p′(y) = ξ′(y)+ 1 > 0 dla dowolnego y ∈ [0, b] \Z, oraz p jest i¡gªa na [0, b]. St¡d wynika,»e funkja p jest ±i±le rosn¡a na [0, b]. Zatem je±li y0 ∈ (0, b], oraz y ∈ [0, y0), wtedy
p(y) < p(y0) = 0, o poi¡ga za sob¡ nierówno±¢ (2.8). Je±li y0 ∈ [0, b) oraz y ∈ (y0, b],wtedy p(y) > p(y0) = 0, o poi¡ga za zob¡ (2.9). 2Lemat 5 Funkja φi zde�niowana w (2.7) jest ró»nizkowalna w ka»dym punkie y ∈
[0, di] \ Z, gdzie Z jest zbiorem przelizalnym i domkni�tym. Ponadto φi(y) > −1 dlaka»dego y ∈ [0, di] \ Z.
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Dowód De�niujemy ∆i := {y ∈ [0, di] : 0 < φi(y) < di}. W dowodzie Lematu 2wykazano, »e φi jest funkj¡ i¡gªa i nierosn¡¡. St¡d, ∆i jest przedziaªem lub ∆i = ∅.Nieh Di := Int(∆i). Gdyby ∆i = ∅, wtedy φi byªaby funkj¡ staª¡ na [0, di] i st¡dzaszªoby φ′
i(y) = 0 > −1 dla dowolnego y ∈ [0, di]. Zaªó»my wi�, »e ∆i 6= ∅. Nieh

Di = (η1, η2). Je±li η1 > 0, wtedy φi(y) = di dla ka»dego y ∈ [0, η1) i st¡d φ′
i(y) = 0dla y ∈ [0, η1). Je±li η2 < di, wtedy φi(y) = 0 dla ka»dego y ∈ (η2, di] i st¡d φ′
i(y) = 0dla y ∈ (ξ2, di]. Zde�niujmy Z0 := {y ∈ (η1, η2) : u′′i (y) = 0}. Jest to zbiór przelizalnyi domkni�ty. Rozwa»my dowolnie ustalony y ∈ [0, d̄i] \ Z0. Z zaªo»enia C, φi(y) jestjedynym rozwi¡zaniem równania

U ′
i(φi(y)) + ciH

′
i(φi(y) + y) = 0. (2.10)Z Twierdzenia o Funkjah Uwikªanyh i z (2.10) wnioskujemy, »e φi jest funkj¡ ró»nizko-waln¡ w ka»dym punkie y oraz speªniona jest zale»no±¢

U ′′
i (φi(y))φ

′
i(y) + ciH

′′
i (φi(y) + y)(φ′

i(y) + 1) = 0. (2.11)Nieh Z = Z0 ∪{η1, η2}. Wtedy zbiór Z jest przelizalny i domkni�ty. Z zale»no±i (2.11)mamy
φ′
i(y) = − ciH

′′
i (φi(y) + y)

ciH
′′
i (φi(y) + y) + U ′′

i (φi(y))
> −1,dla ka»dego y ∈ [0, d̄i] \ Z, o ko«zy dowód. 2Dowód Twierdzenia 2 Zauwa»my, »e funkja najlepszyh odpowiedzi Bi dla graza ima posta¢ Bi(xi) = φi(xi). Z Lematu 5, Bi speªnia zaªo»enia Lematu 4. Przypu±¢my,»e Γk posiada dwie ró»ne równowagi Nasha x = (x1, x2, ..., xk) oraz z = (z1, z2, ..., zk). ZLematu 3 wynika, »e musz¡ istnie¢ ró»ne indeksy i oraz j takie, »e xi > zi i jednoze±nie

xj < zj. Z Lematu 4 otrzymujemy
Bi(xi) > zi − (xi − zi) oraz Bj(xj) < zj − (xj − zj).oraz równowa»nie

Bi(xi) − xi > z − x oraz Bj(xj) − xj < z − x.Zatem
Bi(xi) − xi > Bj(xj) − xj,o oznaza, »e x nie jest punktem staªym B, a tym samym nie jest równowag¡ Nasha wgrze Γk. Sprzezno±¢ ko«zy dowód. 2Twierdzenie 2 mo»na rozszerzy¢ na m osobow¡ gr� Γ̃m o wypªatah w postai
w̃i(x) = Ui(xi) + ciHi(x̄),gdzie x := (x1, . . . , xm) ∈ Rm, xi ∈ [0, di] oraz ci jest wªa±iwe dla i = 1, . . . , m.15



Twierdzenie 3 Je±li speªnione jest zaªo»enie C, wtedy gra Γ̃m ma dokªadnie jedn¡ równo-wag� Nasha.Dowód Nieh I := {i : ci ≤ 0}. Bez straty ogólno±i mo»na zaªo»y¢, »e I 6= ∅. Dlawszystkih i ∈ I oraz xi, funkja w̃i jest nierosn¡a w xi. St¡d dla ka»dego graza i ∈ I i
xi, mamy

Bi(xi) = argmaxxi∈[0,di](Ui(xi) + ciH̃i(xi + xi)) = di.Nieh x∗i := di dla dowolnego i ∈ I. Je±li I = {1, 2, ..., m}, wtedy x∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
m) =

(d1, d2, ..., dm) jest jedyn¡ równowag¡ w grze Γ̃m. Bez straty ogólno±i mo»na zaªo»y¢, »e
I = {k + 1, ..., m} z 1 ≤ k ≤ m − 1. Je±li k = 1, wtedy jedyna równowaga Nasha jest wpostai x∗ = (x∗1, d2, ..., dm) gdzie

x∗1 := argmaxx1∈[0,d1](U1(x1) + c1H̃1(x1 + d1)).Przyjmijmy, »e 2 ≤ k ≤ m− 1. Rozwa»my Γ̃k z
H̃i := Hi



x+
m
∑

j=k+1

dj



 ,gdzie x = (x1, x2, ..., xk), ci > 0 dla ka»dego i = 1, 2, ..., k. Z Twierdzenia 2, gra Γ̃k majedyn¡ równowag� Nasha nazywan¡ (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k). Nieh x∗ := (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
k, dk+1, ..., dm).Wtedy x∗ jest jedyn¡ równowag¡ Nasha w grze Γ̃m. 2Uwaga 8 Twierdzenie 2 nie zahodzi, je±li zaªo»ymy, »e funje Ui s¡ tylko wkl�sªe. Nieh

Ui(xi) = xi, ci = 1/e, oraz Hi(x1 + x2) = 1 − e−(x1+x2), xi ∈ [0, 1], i = 1, 2. Ka»da para
(x∗1, x

∗
2) speªniaj¡a równo±¢ x∗1 + x∗2 = 1 jest równowag¡ Nasha w tej grze.Uwaga 9 Gdy zaªo»ymy dodatkowo, »e U ′′

i (x) < 0 dla ka»dego x ∈ [0, di], twierdzenie 2mo»na udowodni¢ za pomo¡ moniejszej wersji Twierdzenia Rosena [52, 27℄.2.3 Istnienie równowagi Nasha w grze z niesko«zonymhoryzontemDe�niujemy
ζ :=

µ+ ν

2
.Strategia skorelowana jest to borelowskie prawdopodobie«stwo przej±ia ψ(·|·) takie, »e

ψ(A(s)|s) = 1 dla ka»dego s ∈ S. Przez Ψζ oznazamy przestrze« klas równowa»no±iskorelowanyh strategii, w której strategie w obr�bie tej samej klasy s¡ sobie równe ζ-prawie wsz�dzie. Ka»da funkja f ∈ Φ mo»e by¢ traktowana jako element ψ ∈ Ψζ taki,»e ψ({f(s)}|s) = 1 ζ-p.w. 16



Przez funkj� Carathéodory'ego na zbiorze C rozumiemy w : C → R tak¡, »e w(s, ·)jest i¡gªa na A(s), w(·, a) jest funkj¡ mierzaln¡ na S, oraz funkja s → max
a∈A(s)

|w(s, a)|jest ζ - aªkowalne na S. Poniewa» wszystkie zbiory A(s) s¡ zwarte, Ψζ jest przestrzeni¡zwart¡ i metryzowaln¡ w sªabej* topologii. Szzegóªy mo»na znale¹¢ w praah [7, 61℄.W niniejszej pray wykorzystamy fakt, »e ψn → ψ w Ψζ wtedy i tylko wtedy, gdy dlaka»dej funkji Carathéodory'ego w na C
∫

S

∫

A(s)
w(s, x)ψn(dx|s)ζ(ds) →

∫

S

∫

A(s)
w(s, x)ψ(dx|s)ζ(ds) gdy n→ ∞. (2.12)Lemat 6 Je±li ψn → ψ w Ψζ, wtedy dla ka»dej funkji Carathéodory'ego zbie»no±¢ w(2.12) zahodzi gdy ζ zast¡pimy przez µ, lub ν.Dowód �atwo zauwa»y¢, »e teza wynika z de�niji ζ , oraz z faktu, »e µ, ν ≪ ζ. 2Oznazmy L∞(ζ) := L∞(S, ζ) jako przestrze« Banaha zªo»on¡ z funkji ζ-istotnie ograni-zonyh o dziedzinie w zbiorze S i warto±iah w zbiorze lizb rzezywistyh. Nieh dla

L∞(ζ) b�dzie dan¡ sªaba* topologi¡ σ(L∞(ζ), L1(ζ)). Sªaba gwiazdka zbie»no±¢ i¡gu
{vn} do v ∈ L∞(ζ) jest oznazone przez vn ∗→ v w L∞(ζ).Dla ka»dej mierzalnej i ogranizonej funkji v : S 7→ R i ψ ∈ Ψ, nieh

[Q
(1)
ψ v](s) :=

∫

A(s)

∫

S
v(s′)q(ds′|s, x)ψ(dx|s) oraz [Q

(t+1)
ψ v](s) := [Q

(1)
ψ Q

(t)
ψ v](s).Lemat 7 Zaªó»my, »e zahodzi P1. Nieh vn ∗→ v ∈ L∞(ζ) oraz ψn → ψ w Ψ. Wtedydla dowolnego t ∈ T, mamy Q(t)

ψn
vn

∗→ Q
(t)
ψ v in L∞(ζ) przy n→ ∞.Dowód Nieh t = 1. Zahodzi

Q
(1)
ψn
vn −Q

(1)
ψ v = (Q

(1)
ψn
v −Q

(1)
ψ v) + (Q

(1)
ψn
vn −Q

(1)
ψn
v). (2.13)Z de�niji zbie»no±i i¡gu ψn do ψ w przestrzenii Ψζ wynika, »e wyra»enie w pierwszymnawiasie z prawej strony równo±i (2.13) d¡»y do 0 (n→ ∞) w sªabej* gwiazdka topologiina L∞(ζ). Zauwa»my

|[Q(1)
ψn

(vn − v)](s)| ≤
∣

∣

∣

∣

∫

S
(vn(s

′) − v(s′))µ(ds′)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

S
(vn(s

′) − v(s′))ν(ds′)

∣

∣

∣

∣

.St¡d i z faktu µ≪ ζ , oraz ν ≪ ζ wynika, »e [Q
(1)
ψn

(vn − v)](s) zbiega jednostajnie do zeraw s ∈ S. St¡d Q(1)
ψn

(vn− v)
∗→ 0 w L∞(ζ). Wi� lemat jest udowodniony dla t = 1. Dowóddla dowolnego t ∈ T przebiega indukyjnie. 2Dla ka»dego ψ ∈ Ψ, k ≥ 2, i s ∈ S, de�niujemy

Ji(ψ)(s) := ui(ψ)(s) +
∞
∑

τ=k+1

βτ−k[Q
(τ−k)
ψ ui(ψ)](s), (2.14)17



gdzie
ui(ψ)(s) :=

∫

A(s)
ũi(x)ψ(dx|s),

x = (x1, x2, ..., xm) ∈ A(s) oraz ũi(x) := ui(xi).Lemat 8 Je±li speªnione s¡ zaªo»eniaA1,R1 oraz P1, wtedy funkje ψ 7→ ∫

S Ji(ψ)(s)µ(ds)oraz ψ 7→ ∫

S Ji(ψ)(s)ν(ds) s¡ i¡gªe na Ψ.Dowód Zauwa»my, »e szereg (2.14) jest jednostajnie zbie»ny. St¡d teza wynika natyh-miast z de�niji zbie»no±i w Ψ, (2.14), oraz Lematów 6, 7. 2Dowód Twierdzenia 1 Dla ka»dego ψ ∈ Ψ, s ∈ S de�niujemy gr� o sumie niezerowej
Γ(ψ, s) w której przestrzeni¡ akji jest A(s) i dla dowolnego x = (x1, x2, ..., xm) ∈ A(s)funkja u»ytezno±i dla graza i wynosi

ki(s, ψ)(x) = ui(xi) + βα(s)
∫

S
Ji(ψ)(s′)q(ds′|s, x). (2.15)Jak zwykle nieh x =

∑m
j=1 xj . Z P1, mamy

ki(s, ψ)(x) = ui(xi) + βα(s)[ci(ψ) + di(ψ)g(s− x)], (2.16)gdzie
ci(ψ) =

∫

S
Ji(ψ)(s′)ν(ds′) oraz di(ψ) =

∫

S
Ji(ψ)(s′)µ(ds′) −

∫

S
Ji(ψ)(s′)ν(ds′).Przy zaªo»eniah R1 i P1, z Twierdzenia 3, oraz (2.16) wynika, »e gra Γ(ψ, s) ma jedyn¡równowag� Nasha, zwan¡ fψ(s) ∈ A(s). Warunki i¡gªo±i i jednoznazno±¢ równowagiNasha w Γ(ψ, s) implikuje, »e funkja s 7→ fψ(s) jest i¡gªa.De�niujemy N : Ψ 7→ Ψ jako N (ψ) := [fψ], gdzie [fψ] oznaza klas¡ funkji f ∈ Φtakih, »e f = fψ ζ-p.w. Zauwa»my, »e je±li ψn → ψ0 w Ψ (przy n → ∞), wtedy (zLematu 8) ci(ψn) → ci(ψ0) oraz di(ψn) → di(ψ0) dla wszystkih i. Z (2.16), mamy

lim
n→∞

max
x∈A(s)

|ki(s, ψn)(x) − ki(s, ψ0)(x)| = 0.Powy»szy fakt i jednoznazno±¢ równowagi Nasha w grze Γ(ψ, s) (dla wszystkih ψ i
s ∈ S) (Twierdzenie 3) implikuj¡, »e fψn

(s) → fψ0
(s) dla dowolnego s ∈ S gdy n→ ∞. ZTwierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±i ogranizonej wynika, »e [fψn

] → [fψ0
] w Ψ (ze sªab¡*topologi¡). Pokazano, »e N jest funkj¡ i¡gª¡. Z Twierdzenia Shaudera-Tikhonov'so punkie staªym (Rozdziaª II, Warga [61℄), istnieje ψ∗ ∈ Ψ takie, »e ψ∗ = N (ψ∗). Tooraz de�nija N (ψ∗) implikuje istnienie zbioru borelowskiego B1 ⊂ S i pewnego f ∗ ∈ Φtakiego, »e f ∗(s) = ψ∗(s) dla ka»dego s ∈ B1 oraz ζ(B1) = 1. Ponadto wiemy, »e f ∗(s)jest jedyn¡ równowag¡ Nasha w grze Γ(ψ∗, s) dla ka»dego s ∈ B1. Nieh s ∈ S \ B1.Poniewa» µ, ν ≪ ζ, mamy µ(S \ B1) = 0 i ν(S \ B1) = 0. St¡d wynika, »e w obu grah

Γ(ψ∗, s) i Γ(f ∗, s) funkje u»ytezno±i s¡ takie same dla ka»dego graza i ∈ M oraz dladowolnego s ∈ S. St¡d f ∗(s) jest zyst¡ równowag¡ Nasha w grze Γ(f ∗, s) dla dowolnego
s ∈ S, o ko«zy dowód. 2 18



2.4 Istnienie i jednoznazno±¢ równowagi Nasha w grzeze sko«zonym horyzontem zasowymNieh n ≥ 2 sko«zonym horyzontem gry. Nieh Tn := {1, 2, ..., n}. Nieh {ft}t∈Tnb�dzie i¡giem strategii ka»dego pokolenia w grze o sko«zonym horizonie. Mamy
ft = (f1t

, f2t
, ..., fmt

) oraz ft ∈ Φ. Nieh
f t := {fτ : τ = t, ..., n}, t ∈ Tn.Dla wszystkih t ≤ n − 1, funkja u»ytezno±i dla graza it ∈ Gi jest zde�niowanajako

γn,it(f
t)(st) := ui(fit(st)) + α(st)E

ft

st





n
∑

τ=t+1

βτ−tui(fiτ (sτ ))



 . (2.17)Je±li t = n, wtedy
γn,it(f

t)(st) = γn,in(fn)(sn) := ui(fin(sn)). (2.18)Z (2.17) oraz (2.18), mo»na zauwa»y¢ (dla t ≤ n− 1), »e
γn,it(f

t)(st) = ui(fit)(st) + α(st)β
∫

S
γn−1,it+1

(f t+1)(st+1)q(dst+1|st, fit(st)). (2.19)Dla dowolnyh t ≤ n − 1, f t+1 = {ft+1, ..., fn}, oraz st ∈ S, oznazmy Γ(f t+1, st) - gr�o sumie niezerowej granej przez pokolenie Gt, z przestrzeni¡ strategii A(st) i funkj¡u»ytezno±i dla graza it ∈ Gt

kit(x) = kit(f
t+1, st)(x) := ui(xit) + α(st)β

∫

S
γn,it+1

(f t+1)(st+1)q(dst+1|st, x), (2.20)gdzie x = (x1t
, x2t

, ..., xmt
) ∈ A(st) jest pro�l strategizny dla pokolenia Gt. Równo±i(2.19), (2.17) umo»liwiaj¡ zde�niowanie równowagi doskonaªej w grze ze sko«zonymhoryzontem.De�nija 3 Nieh f̃ := {f̃1, f̃2, ..., f̃n}, gdzie f̃t = (f̃1t

, f̃2t
, ..., f̃mt

) ∈ Φ. Markowsk¡równowag� doskonaª¡ w mi�dzygenerayjnej grze o sko«zonym horyzonie nazywamy i¡g
f̃ taki, »e

f̃in(sn) = argmaxa∈Ai(sn)ui(a) dla ka»ego sn ∈ S, in ∈ Gn, (2.21)i dla ka»dego t ≤ n− 1, it ∈ Gt, st ∈ S, f̃t(st) jest równowag¡ Nasha w grze Γ(f̃ t+1, st).Twierdzenie 4 Przy zaªo»eniah A1, R1 i P1 gra mi�dzygenerayjna o sko«zonymhoryzonie ma jedyn¡ równowag� doskonaª¡.Dowód Konstrukaja równowagi� doskonaªej przebiega za pomo¡ indukji wsteznej.�atwo wykaza¢, »e f̃n jest jednoznaznie wyznazona w (2.21). Zauwa»my, »e funkjau»ytezno±i kit dla graza it ∈ Gt zde�niowana przez (2.20) jest i¡gªa na A(st) ±i±le19



wkl�sªa lub rosn¡a wzgl�dem xit niezale»nie od strategii pozostaªyh grazy. Funkjawypªaty dana jest wzorem
kit(x) = ui(xit) + α(st)βhit+1

(st, x),gdzie
hit+1

(st, x) :=
∫

S
γn,it+1

(f̃ t+1)(st+1)ν(dst+1)

+
(∫

S
γn,it+1

(f̃ t+1)(st+1)µ(dst+1) −
∫

S
γn,it+1

(f̃ t+1)(st+1)ν(dst+1)
)

g(s− x).Jednoznazno±¢ równowagi Nasha wynika z Twierdzenia 3 zastosowanej w ka»dej grze
Γ(f̃ t+1, st), t ≤ n− 1. 2

20



Rozdziaª 3Aproksymaja równowagi Nasha w grzesymetryznej eksploataji zasobówRezultaty niniejszego rozdziaªu zostaªy opublikowane w pray [8℄. Jak ju» wspomniano wUwadze 6, poz¡wszy od tego rozdziaªu rozwa»amy standardow¡ gr� stohastyzn¡ m -osobow¡, przyjmuj¡ α = 1. Udowodniono, »e w grze symetryznej równowagi Nasha dlagier sko«zenie krokowyh s¡ zbie»ne monotoniznie do równowagi w grze niesko«zeniekrokowej, gdy horyzont zasowy wzrasta. Podobna zbie»no±¢ zahodzi tak»e dla wypªatNasha.Gdy f jest markowsk¡ strategi¡ ª¡zn¡ dla grazy, wypªata dla graza i w grze zniesko«zonym horyzontem zasowym wyra»ona jest wzorem
γi(f)(s) = Ef

s

(

∞
∑

t=1

ri(st, ft(st))β
t−1

)

. (3.1)W przypadku gry n - krokowej wypªata dla i - tego graza wynosi
γn,i(f)(s) = Ef

s

(

n
∑

t=1

ri(st, ft(st))β
t−1

)

. (3.2)W niniejszym rozdziale przyjmujemy nast�puj¡e zaªo»enia:A2 Zahodzi A1 oraz dodatkowo ai(s) = a(s) ≤ s/m dla ka»dego i ∈M .R2 Zahodzi R1 i dodatkowo ui(s) = u(s) dla ka»dego i ∈M .P2 Prawdopodobie«stwo przej±a q jest nast�puj¡ej postai:
q(·|s, x) =

L
∑

j=1

gj



s−
m
∑

j=1

xj



µj(·|s) + g0



s−
m
∑

j=1

xj



 δ0(·), (3.3)gdzie L ∈ N , dla j = 1, . . . , L, gj : S → [0, 1] jest funkj¡ dwukrotnie ró»nizkowaln¡,±i±le wkl�sª¡ i rosn¡¡, µj(·|·) s¡ pewnymi rozkªadami prawdopodobie«stw przej±ia z S21



do S, δ0(·) - delta Diraa skupiona w 0. Ponadto g0 : S → [0, 1], g0(0) = 1 i speªnionajest równo±¢
L
∑

j=0

gj(·) = 1.Zatem mamy do zynienia z gr¡ symetryzn¡, to znazy, »e zbiór akji, oraz funkjau»ytezno±i s¡ takie same dla wszystkih grazy. Udowodnienie gªównyh rezultatówpoprzedzono analiz¡ pomonizej gry jednokrokowej.3.1 Pomoniza gra jednokrokowaW tym podrozdziale rozpatrujemy pomoniz¡ symetryzn¡ m-osobow¡ gr�, w którejzbiór strategii dla grazy to I = [0, d] gdy d > 0. Zaªo»ono, »e U : I → [0,∞) jestjest funkj¡ ±i±le wkl�sª¡ i rosn¡¡ tak¡, »e U(0) = 0 oraz, »e Hk : [0, md] → [0,∞)s¡ to funkje ±i±le wkl�sªe i malej¡e (k = 1, ..., L). Ponadto u, hk s¡ dwukrotnieró»nizkowalne. Nieh Gc b�dzie gr¡ symetryzn¡ w której funkja wypªaty jest
wci (x) := U(xi) +

L
∑

k=1

ckHk

(

m
∑

t=1

xt

)

,gdzie x = (x1, ..., xm) ∈ Im, c = (c1, ..., cL) speªniaj¡ warunek ck ≥ 1 dla wszystkih k.Nieh G = Gc oraz wci = wi gdy ck = 1 dla ka»dego k.Przy powy»szyh zaªo»eniah gry G i Gc maj¡ symetryzne r�wnowagi Nasha, któr¡oznazono przez x∗ = (a∗, ..., a∗) i odpowiednio przez y∗ = (b∗, ..., b∗).Lemat 9 Zahodzi
b∗ ≤ a∗ oraz wi(x

∗) ≤ wci (y
∗)dla ka»dego graza i.Dowód Krok 1. Na poz¡tku poka»emy, »e b∗ ≤ a∗. De�niujemy

w(a, t, c) := U(a) +
L
∑

k=1

ckHk(a+ (m− 1)t)gdzie a, t ∈ I, c = (c1, ..., cL) i kªadziemy w(a, t) := w(a, t, c), gdy ck = 1 dla wszystkih
k. Nieh ϕ(t) := arg maxa∈I w(a, t). Mamy

∂2w(a, t)

∂a∂t
= (m− 1)

L
∑

k=1

H ′′
k (a+ (m− 1)t) ≤ 0,o oznaza, »e w jest funkj¡ submodularn¡. Z Twierdzenia Topkisa w [60℄ lub ksi¡»kiRossa [53℄, funkja ϕ jest niemalej¡a i i¡gªa. Zatem przei�ie wykresu funkji ϕ zdiagonal¡ na I2 zawiera jeden punkt zwany (a∗, a∗). Zauwa»my, »e

w(a∗, a∗) = max
a∈I

w(a, a∗) = max
a∈I

[

U(a) +
L
∑

k=1

Hk(a + (m− 1)a∗)

]22



o oznaza, »e (a∗, ..., a∗) ∈ Im jest symetryzn¡ równowag¡ Nasha w grze G.Podobnie de�niujemy ϕ(t, c) := arg maxa∈A w(a, t, c). Zauwa»my
∂2w(a, t, c)

∂a∂ck
= H ′

k(a+ (m− 1)t) ≤ 0,zatem (a, c) → w(a, t, c) jest funkj¡ submodularn¡ przy ka»dym ustalonym t. Z Twierdze-nia Topkisa [60℄ ϕ(t, c) jest funkj¡ i¡gª¡ i nierosn¡¡ wzgl�dem c ∈ RL. (Ozywi±ie na
RL rozwa»amy porz¡dek produktowy.) Poniewa» cj ≥ 1, dla dowolnego j, otrzymujemy

ϕ(t, c) ≤ ϕ(t) dla dowolnego t ∈ I. (3.4)Dla ustalonego c mo»ey zaobserwowa¢, »e wykres funkji t → ϕ(t, c) przeina diagonal�w [0, d]2 w dokªadnie jednym punkie nazywanym (b∗, b∗). Ozywi±ie, (b∗, ..., b∗) ∈ [0, d]mjest symmetryzn¡ równowag¡ Nasha w grze Gc. Z (3.4) wynika, »e b∗ ≤ a∗.Krok 2. Nieh t∗ := arg maxt∈I κc(t) gdzie
κc(t) := U(t) +

L
∑

k=1

ckHk(mt). (3.5)(Ozywi±ie, κc jest funkj¡ ±i±le wkl�sª¡.) Kªadziemy κ := κc gdy wszystkie wspóªzyn-niki ck = 1. Udowodnimy, »e t∗ ≤ b∗. Przypu±¢my, »e t∗ jest rozwi¡zaniem równania
U ′(t) +

L
∑

k=1

mckH
′
k(mt) = κ′c(t) = 0.Zauwa»my

λ(t) := U ′(t) +
L
∑

k=1

ckH
′
k(mt) ≥ U ′(t) +

L
∑

k=1

mckH
′
k(mt) = κ′c(t) (3.6)dla ka»dego t ∈ I. Zaªó»my, »e λ(b0) = 0. Wtedy z (3.6) wynika, »e t∗ ≤ b0. Gdy

b0 = b∗ otrzyujemy natyhmiast t∗ ≤ b∗. Zahodzi to, gdy b∗ ∈ (0, d). Gdy b∗ = d, wtedyozywi±ie t∗ ≤ b∗. Przypu±¢my, »e b∗ = 0. Wtedy z de�niji t∗ i zaªo»e«, »e funkje hks¡ malej¡e oraz, »e (0, ..., 0) ∈ Im jest równowag¡ Nasha otrzymujemy
U(0) +

L
∑

k=1

ckHk(0) ≥ U(t∗) +
L
∑

k=1

ckHk(t
∗) ≥ U(t∗) +

L
∑

k=1

ckHk(mt
∗) ≥ U(0) +

L
∑

k=1

ckHk(0).Poniewa» u jest ±i±le wkl�sªa, podobnie jak funkje Hk, a tak»e staªe ck s¡ dodatnieotrzymujemy t∗ = 0. St¡d t∗ = b∗ = 0.Krok 3. Je±li κ′c(t) < 0 dla ka»dego t ∈ (0, d), wtedy t∗ = 0 ≤ b∗.Krok 4. Je±li κ′c(t) > 0 dla ka»dego t ∈ (0, d), wtedy t∗ = d.Zauwa»my, »e
U ′(t) +

L
∑

k=1

ckH
′
k(mt) ≥ κ′c(t) > 023



dla wszystkih t ∈ (0, d). Zatem otrzymujemy b∗ ∈ {0, d}. Gdy b∗ = d mamy t∗ = b∗.Przypu±¢my, »e b∗ = 0. Wtedy z zaªo»enia, »e (0, ..., 0) ∈ Im jest równowag¡ Nasha ide�niji t∗, otrzymujemy
U(0) +

L
∑

k=1

ckHk(0) ≥ U(d) +
L
∑

k=1

ckHk(d) ≥ U(d) +
L
∑

k=1

ckHk(md) ≥ U(0) +
L
∑

k=1

ckHk(0).To oznaza, »e κc(0) = κc(d) = κc(t
∗) i przezy zaªo»eniu, »e κc jest ±i±le wkl�sªa.Dowiedli±my, »e t∗ ≤ b∗ ≤ a∗.Krok 5. De�niujemy E := {t ∈ I : κc(t) ≥ κ(a∗)}. Wida¢, »e E jest przedziaªem oraz

a∗, t∗ ∈ E. Zatem b∗ ∈ E. Mamy wi� wi(x∗) ≤ wci (y
∗) dla ka»dego graza i. 2Z Lematu 9 i Twierdzenia 2 natyhmiast otrzymujemy:Lemat 10 Gra Gc ma dokªadnie jedn¡ równowag� Nasha i jest ona symetryzna.3.2 Gªówne rezultatyNieh B0(S) b�dzie przestrzeni¡ wszystkih ogranizonyh nieujemnyh borelowskih fun-kji v : S → R takih, »e v(0) = 0. Przez F̄ oznazamy zbiór wszystkih multi - strategii

f̃ = (f, f, ..., f) ∈ Φ. Zauwa»my, »e istnieje odwzorowanie typu 1-1 mi�dzy f ∈ F i f̃ ∈ F̃ .Zde�niujemy dobrze znany operator w programowaniu dynamiznym odpowiednim dla tejgry. Nieh f̃ ∈ F̃ , oraz v ∈ B0(S). Nieh
(Tfv)(s) = u(f(s)) + β

∫

S
v(s′)q(ds′|s, f̃(s)) (3.7)gdzie f̃(s) = (f(s), ..., f(s)) ∈ A(s). Poniewa» v(0) = 0, z P2, wynika, »e Tfv ∈ B0(S)oraz

(Tfv)(s) = u(f(s)) + β
L
∑

j=1

∫

S

v(s′)µj(ds
′|s)gj(s−mf(s)). (3.8)Dla ka»dego v ∈ B0(S) oraz s ∈ S, de�niujemy gr� symetryzn¡ Γ(v, s) z funkj¡wypªaty dla graza i postai:

ki(v, s, x) := u(xi) + β
∫

S
v(s′)q(ds′|s, x)gdzie x = (x1, ..., xm) ∈ A(s). Zauwa»my, »e dla ka»dego v ∈ B0(S) i dla dowolnego

s ∈ S+, mamy
ki(v, s, x) = u(xi) + β

∫

S+

v(s′)q(ds′|s, x). (3.9)Poniewa» v ≥ 0, z (3.9), zaªo»enia P2 i Lematu 9, wynika, »e, dla ka»dego s ∈ S, ta grama (zyst¡) symetyzn¡ równowag� Nasha SNEΓ(v, s). �atwo wida¢, »e SNEΓ(v, s) =
(0, 0, ..., 0) dla s = 0. 24



Rozwa»my najpierw gr� o sko«zonym horyzonie. Za pomo¡ indukji wsteznejRieder [51℄ otrzymaª proedur� wyznazania zrandomizowanej równowagi Nasha w ka»dej
n− krokowej grze. Przy naszyh zaªo»eniah, jeste±my w stanie otrzyma¢ niezrandomi-zowan¡ równowag� i otrzyma¢ dodatkowo monotonizno±¢ dla równowagi Nasha i funkjirównowagi.Nieh n b�dzie horyzontem gry. Nieh f1(s) := a(s) dla ka»dego s ∈ S. Wtedy

v1(s) := max
a∈A(s)

u(a) = u(f1(s))dla ka»dego s ∈ S. Ozywi±ie v1 ∈ B0(S). Je±li v0(s) := 0 dla ka»dego s ∈ S, wtedy
f̃1(s) = SNEΓ(v0, s). Innymi sªowy, f̃1(s) jest symetryzn¡ równowag� Nasha w grzejednokrokowej, natomiast v1 jest funkj¡ równowagi dla wszystkih grazy oraz v1 =
Tf1v0. U»ywaj¡ Lematu 9, mo»na zde�niowa¢ f̃2, ..., f̃n ∈ F̃ , a tak»e v2, ..., vn ∈ B0(S)nast�puj¡o

f̃k(s) := SNEΓ(vk−1, s) oraz vk(s) := (Tfk
vk−1)(s) (3.10)dla s ∈ S i k = 2, ..., n. Rozwa»my n-krokow¡ strategi� Markowa π(n)

i zde�niowan¡ jako
π

(n)
i = (f ∗

1 , f
∗
2 , ..., f

∗
n) := (fn, fn−1, ..., f1) (3.11)gdzie fk ∈ F odpowiada pro�lowi f̃k ∈ F̃ (k = 1, ..., n). (�atwo wida¢ f ∗

k = fn−k+1.)Otrzymano nast�puj¡e twierdzenie.Twierdzenie 5 Ka»da n-krokowa gra stohastyzna speªniaj¡a zaªo»enia A2,R2, P2 iL posiada niezrandomizowan¡ Markowsk¡ równowag� Nasha π(n) = (π
(n)
1 , π

(n)
2 , ..., π(n)

m ) z
π

(n)
i zde�niowan¡ w (3.10) i (3.11), i = 1, ..., m. Funkja równowagi w grze n-krokowejdla i− tego graza jest vn ∈ B0(S) (niezale»nie od i). Ponadto mamy

vn(s) ≥ vn−1(s) oraz fn(s) ≤ fn−1(s) (3.12)dla ka»dego s ∈ S.Dowód Stwierdzenie, »e π(n) jest równowag¡ Nasha wynika z powy»szej konstrukji irówna« Bellmanna dla programowania dynamiznego w grah o sko«zonym horyzonie,[13, 14℄ i [53℄. Nale»y udowodni¢ (3.12). Ozywi±ie, fk(0) = 0 oraz vk(0) = 0 dladowolnego k, zatem (3.12) zahodzi dla s = 0. Ustalmy s > 0 oraz graza i. De�niujemy
η(a) := u(a) + β

∫

S+

v1(s
′)q(ds′|s, a, g̃−i)gdzie g̃ := f̃2. Z (3.7), (3.8) oraz de�niji v2 i g = f2 mamy

v2(s) = (Tgv1)(s) = max
a∈A(s)

η(a). (3.13)Z zaªo»e« R2 i P2 mamy η′(a) ≤ u′(a) dla ka»dego a ∈ A(s). To oraz (3.13) implikuje, »e
f2(s) = arg maxa∈A(s) η(a) ≤ f1(s). St¡d te» v2(s) ≥ v1(s). Nieh vn−1(s) ≥ vn−2(s) oraz25



fn−1(s) ≤ fn−2(s) dla dowolnego s ∈ S i dla pewnego n. Nieh s ∈ S+. Rozwa»my gr� Gz podrozdziaªu 3.1, gdzie U(x) = u(x) dla dowolnego x ∈ A(s) oraz
Hk

(

m
∑

t=1

xt

)

:= gk(s(x))β
∫

S+

vn−2(s
′)µk(ds

′|s),gdzie x = (x1, ..., xm) ∈ A(s). Nast�pnie rozwa»my gr� Gc, w której
ckHk

(

m
∑

t=1

xt

)

:= gk(s(x))β
∫

S+

vn−1(s
′)µk(ds

′|s)z ck zde�niowanym jako:
ck :=

∫

S+
vn−1(s

′)µk(ds
′|s)

∫

S+
vn−2(s′)µk(ds′|s)

.Z Lematu 9 otrzymujemy vn(s) ≥ vn−1(s) i fn(s) ≤ fn−1(s), o ko«zy dowód. 2Twierdzenie 6 Ka»da m - osobowa stohastyzna gra eksploataji zasobów z niesko«zo-nym horyzontem speªniaj¡a zaªo»enia A2,R2,P2,L ma niezrandomizowan¡ stajonarn¡i symetryzn¡ równowag� Nasha f̃ ∗ ∈ F̃ . Ponadto dla ka»dego s ∈ S mamy
v∗(s) := lim

n→∞
vn(s) = γi(f̃

∗)(s) oraz f ∗(s) = lim
n→∞

fn(s).Dowód Granie v∗ oraz f ∗ istniej¡ na moy Twierdzenia 5. Ozywi±ie v∗(0) = 0 i
f ∗(0) = 0. Nieh s ∈ S+. Kªadziemy φn(s) := (fn(s), ..., fn(s)) ∈ A(s). Z (3.7) oraz (3.8)mamy

v∗(s) = lim
n→∞

vn(s) = lim
n→∞

(Tfn
vn−1)(s)

= u(f ∗(s)) + β
∫

S+

v∗(s′)q(ds′|s, f̃ ∗(s))oraz
v∗(s) = lim

n→∞
max
a∈A(s)

[

u(a) + β
∫

S+

vn−1(s
′)q(ds′|s, (a, φn−i)

]

= max
a∈A(s)

[

u(a) + β
∫

S+

v∗(s′)q(ds′|s, (a, f̃ ∗
−i(s)))

]

.Zatem dla s ∈ S+ mamy
v∗(s) = u(f ∗(s)) + β

∫

S
v∗(s′)p(ds′|s, f̃ ∗(s)) (3.14)

= max
a∈A(s)

[

u(a) + β
∫

S
v∗(s′)p(ds′|s, (a, f̃ ∗

−i(s)))
]

.26



Ozywi±ie, (3.14) zahodzi dla s = 0 z f ∗(0) = 0 oraz v∗(0) = 0. Z postai równa«Bellmana i strategii optymalnej dla programowania dyskontowanego opisanego w [14℄ lubw [13℄ mo»na wywnioskowa¢, »e
v∗(s) = γi(f̃

∗)(s) = sup
πi∈Πi

γi(πi, f̃
∗
−i)(s)dla dowolnego s ∈ S oraz dowolnego graza i, wi� f̃ ∗ jest symmetryzn¡ i stajonarn¡równowag¡ Nasha. 2Nieh

Jk(v)(s) :=
∫

S+

v(s′)µk(ds
′|s)dla v ∈ B0(S).Twierdzenie 7 Przypu±¢my, »e speªnione s¡ zaªo»enia A2,R2, P2 i L. Ponadto S =

[0, s0], funkje s → a(s) oraz s → Jk(v)(s) s¡ i¡gªe dla dowolnego k i ka»dej funkjii¡gªej v ∈ B0(S). Wtedy granie
vn(s) → v∗(s) oraz fn(s) → f ∗(s) as n→ ∞s¡ jednostajne w s ∈ S.Dowód Z Lematu 10 oraz (3.14) funkje f ∗ i v∗ s¡ i¡gªe. Z (3.10) oraz Lematu 10wnioskujemy wi�, »e ka»de vn oraz fn s¡ funkjami i¡gªymi. Zatem teza twierdzeniawynika z (3.12) oraz Twierdzenia Diniego. 23.3 PrzykªadW tej z�±i znaleziono ǫ-równowag� w grze dwuosobowej. Nieh S = [0, 1], A(s) =

[0, s/2], u(a) = 4a− 4a2 dla s ∈ S, a ∈ A(s). Zaªó»my, »e prawdopodobie«stwo przej±ia
p ma posta¢

q(·|s, x) = g(s(x))µ(·) + [1 − g(s(x))]δ0(·),gdzie x = (x1, x2) ∈ A(s) × A(s), s(x) = s − x1 − x2 oraz g(s(x)) = 2s(x) − s2(x), µjest miar¡ probabilistyzn¡ na S maj¡¡ g�sto±¢ ρ(s) = 2s. Nieh β = 0.6. Dla gry n- krokowej z n = 7, funkje równowagi v1, ..., v7 i równowagi Nasha π(7)
i = (f ∗

1 , ..., f
∗
7 )s¡ nast�puj¡e: f ∗

7 (s) = f1(s) = s/2 oraz v1(s) = −s2 + 2s, dla ka»dego s ∈ S, oraz
f ∗

(8−k)(s) = fk(s) = s/2 dla s ≤ sk, vk(s) = −s2 + 2s dla s ≤ sk, k = 2, ..., 7, gdzie funkje
fk i warto±i sk s¡ dane w poni»szej tabeli.
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k fk(s) sk2 0, 1s+ 0, 3 0, 753 0, 10278053624628s+ 0, 29443892750745 0, 741254 0, 10304563274190s+ 0, 29390873451620 0, 740409373869175 0, 10307183192095s+ 0, 29385633615811 0, 740326234795166 0, 10307443003588s+ 0, 29385113992824 0, 740317989477987 0, 10307468777241s+ 0, 29385062445517 0, 74031717152542

k vk(s)2 −0, 36s2 + 1.44s+ 0.063 −0, 36886679046082s2 + 1, 47546716184326s+ 0, 042032838156744 −0, 36970892125888s2 + 1, 47883568503552s+ 0, 040345567226145 −0, 36979211754163s2 + 1, 47916847016652s+ 0, 040179060243166 −0, 36980036763464s2 + 1, 47920147053855s+ 0, 040162550505497 −0, 36980118605213s2 + 1, 47920474420853s+ 0, 04016091274062Mamy
max
s∈S

(v7(s) − v6(s)) = ε := 0.00000081748762. (3.15)Nieh w := v6 i g∗ := f7. Wtedy
w(s) ≤ v7(s) = (Tg∗w)(s) dla ka»dego s ∈ S. (3.16)Z programowania dynamiznego przedstawionego w literaturze [13, 14℄ oraz (3.16), wniosku-jemy, »e

w(s) ≤ γi(ḡ
∗)(s) ≤ sup

πi∈Πi

γi(πi, ḡ
∗
−i)(s). (3.17)Innymi sªowy, z (3.15) mamy

max
a∈A(s)

[u(a) + β
∫

S
w(s′)p(ds′|s, (a, ḡ∗−i(s)))] = v7(s) ≤ w(s) + ε dla ka»dego s ∈ S.(3.18)Z programowania dynamiznego [13, 14℄ i (3.18), otrzymujemy
sup
πi∈Πi

γi(πi, ḡ
∗
−i)(s) ≤ w(s) +

ε‖u‖
1 − β

= w(s) +
5ε

2
, (3.19)gdzie s ∈ S, ‖u‖ = maxa∈[0,1/2] u(a) = 1 oraz ε jest zadan¡ lizb¡ w (3.15). Z (3.17) i(3.19), ḡ∗ jest ǫ-równowag¡ z ǫ = 2.5ε.
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Rozdziaª 4Gra eksploataji zasobów bezogranize«Rezultaty niniejszego rozdziaªu zostaªy opublikowane w pray [9℄. Przedstawiony zostaªmodel stohastyznej i symetryznej grym - osobowej, w której graze nie maj¡ ogranize«o do planowania wªasnej konsumpji. Celem tego rozdziaªu jest wykazanie, »e równowagiNasha w grze z ogranizeniami na konsumpj� dominuj¡ w sensie Pareto równowag� Nashapolegaj¡¡ na aªkowitej konsumpji na poz¡tku gry. Rozpatrywany model speªnia do-datkowe zaªo»enia:A3 Dla ka»dego i ∈M zbiór akji jest postai:
Ai(s) := [0, s].R3 Dla ka»dego i ∈ M, oraz x := (x1, . . . , xm) ∈ A(s), funkje bie»¡ej u»ytezno±is¡ postai:

ri(s, x) :=











u(xi) gdy m
∑

j=1
xj ≤ s,

u(s/m) w przeiwnym wypadku.Zakªadamy ponadto, »e funkja u jest ±i±le wkl�sªa, rosn¡a i dwukrotnie ró»nizkowalna,oraz u(0) = 0.P3 Speªnione jest zaªo»enie P1 i dodatkowo miara probabilistyzna µ stohastyzniedominuje ν, zyli tak jak wspomniano w uwadze 2, dla ka»dej funkji niemalej¡ej vspeªniona jest nierówno±¢
∫

S

v(s′)µ(ds′) ≥
∫

S

v(s′)ν(ds′).Uwaga 10 Gdy za miar� ν przyjmiemy δ0, otrzymamy model opisywany w rozdziale 3.Zatem przedstawione prawdopodobie«stwo przej±ia ma bardziej ogóln¡ posta¢.Podobnie jak w Rozdziale 3 zakªadamy, »e gra jest standardow¡ β - dyskontowan¡ gr¡stohastyzn¡ ze sko«zonym lub niesko«zonym horyzontem zasowym. Zatem wypªata29



dla graza i jest w postai (3.2) dla sko«zonego horyzontu lub (3.1) dla niesko«zonegohoryzontu.4.1 Symetryzna równowaga Nasha w grze z ogranize-niamiW tym podrozdziale wprowadzono dodatkowe ogranizenia. Zaªo»ono, »e zbiór akjidost�pnyh dla ka»dego graza jest w postai Aci(s) = [0, s/m]. Wtedy
Ac(s) := Ac1(s) × . . .× Acm(s).Nieh
Cc := {(s, x) : s ∈ S, x ∈ Ac(s)} .Nieh F c b�dzie zbiorem wszystkih borelowskih funkji f : S → R+ takih, »e

f(s) ∈ Ac(s) dla dowolnego s ∈ S. Funkja u»ytezno±i dla ka»dego graza jest postai
ri(s, x) = u(xi). Dla dowolnej borelowskiej i ogranizonej funkji v : S → R takiej, »e
v(0) = 0 mo»na wyznazy¢ pomoniz¡ symetryzn¡ gr� G(v, s) z funkj¡ wypªaty

ki(v, s, x) := U(xi) + cH



s−
m
∑

j=1

xj



 , (4.1)gdzie
U(·) := u(·) + β

∫

S

v(s′)ν(ds′),

H(·) := β





∫

S

v(s′)µ(ds′) −
∫

S

v(s′)ν(ds′)



 g (·) ,oraz
c :=

∫

S

v(s′)µ(ds′) −
∫

S

v(s′)ν(ds′).Z zaªo»enia P1 wynika, funkja H(·) jest wkl�sªa, rosn¡a i dwukronie ró»nizkowalna.Oznazenie: Dla s ∈ S i dowolnego i = 1, . . . , m nieh x ∈ Aci(s). De�niujemy x̃ :=
(x, x, . . . , x) ∈ Ac(s).Twierdzenie 8 Ka»da sko«zenie krokowa gra stohastyzna z ogranizeniami speªnia-j¡a zaªo»enia R3, P3 i L ma jedyn¡ symetryzn¡ równowag� Nasha. Ponadto funkjarównowagi jest niemalej¡a wzgl�dem stanu.Dowód Poniewa» s = 0 jest stanem absorbuj¡ym bez straty ogólno±i mo»na zaªo»y¢,»e s > 0. Gra jednokrokowa ma tylko jedn¡ symetryzn¡ równowag� Nasha i jest to30



π(1) := (f1, . . . , fm) gdzie fi(s) = s/m dla ka»dego graza i. Funkja równowagi jest takasama dla wszystkih grazy i wynosi
v1(s) := max

a∈Ac

i
(s)
u(a) = u(s/m).Z zaªo»eniaR3 jest to niemalej¡a funkja. Przez indukj� przypu±¢my, »e teza twierdzeniazahodzi dla gry n - krokowej. Wystarzy zatem udowodni¢ tez� dla gry (n+1) - krokowej.Nieh π(n) :=

(

f̃n, f̃n−1, . . . , f̃1

) b�dzie jedyn¡ symetryzn¡ równowag¡ Nasha w grze n- krokowej stosowan¡ poz¡wszy od drugiego kroku. Przez vn oznazono odpowiedni¡funkj� u»ytezno±i. Z zaªo»enia indukyjnego wiemy, »e vn jest niemalej¡a. Rozwa»mygr� G(vn, s). Funkja u»ytezno±i wynosi ki(vn, s, ·). Z zaªo»enia indukyjnego wynika, »eparametr c we wzorze (4.1) jest nieujemny. St¡d i z Lematu (10) wynika, »e istnieje jedynasymetryzna równowaga Nasha f̃n+1 w grze G(vn, s). Gdy s = 0 fn+1(s) = s/m. Z pro-gramowania dynamiznego stwierdzamy, »e π(n+1) =
(

f̃n+1, π
(n)
) jest równowag¡ Nashaw grze (n + 1) - krokowej. Pozostaªo do pokazania, »e funkja vn+1(·) jest niemalej¡a.Do tego nale»y udowodni¢, »e funkja y∗n+1(s) := s− (m− 1)f ∗

n+1(s) jest niemalej¡a.Nieh Yi(s) := [ s
m
, s
m−1

] dla ka»dego i oraz s ∈ S. Nieh Y (s) := Y1(s) × · · · × Ym(s).Rozwa»my gr� pomoniz¡ Ḡ(vn, s) gdzie funkja u»ytezno±i dla graza i jest
ξi(s, y) := U

(

s− yi
m− 1

)

+ cH

(

sm− σ(y)

m− 1

)gdzie y = (y1, ..., ym) ∈ Y (s). Zauwa»my
∂2ξi
∂s∂yi

= − 1

(m− 1)2
U ′′

(

s− yi
m− 1

)

− m

(m− 1)2
cH ′′

(

sm− σ(y)

m− 1

)

≥ 0.St¡d ξi jest funkj¡ supermodularn¡ na kraie L := {(s, yi) : s ∈ S, yi ∈ Yi(s)} z porz¡d-kiem produktowym, o wynika z wyników zaprezentowanyh w praah Rossa [53℄ i Top-kisa [60℄. Dalej z Topkisa w [60℄ funkja najlepszyh odpowiedzi dla graza i zde�nowanajako
Bi(s, y−i) := arg max

yi∈Yi(s)
ξi(s, y−i, yi)jest niemalej¡a na s ∈ S. Poniewa»

∂2ξi
∂yj∂yi

=
1

(m− 1)2
cH ′′

(

sm− σ(y)

m− 1

)

≤ 0,dla wszystkih i 6= j, ξi(s, y) jest funkj¡ submodularn¡ na kraie Y (s), [53℄ i [60℄. Znowuz Twierdzenia Topkisa funkja najlepszyh odpowiedzi dla graza i dla ustalonego s ∈ S,jest niemalej¡a w y−i.Nieh ỹ∗(s) = (y∗(s), . . . , y∗(s)) b�dzie jedyn¡ symetryzn¡ równowag¡ w Ḡ(vn, s).Dla ka»dego s > 0 oraz graza i, mamy y∗(s) = Bi(s, ỹ
∗
−i(s)). Poka»emy teraz, »e y∗ jestnierosn¡a. Nieh s1 < s2. Wtedy dla dowolnego i, mamy

0 = y∗(s1) − Bi(s1, ỹ
∗
−i(s1)) ≥ y∗(s1) − Bi(s2, ỹ

∗
−i(s1)),31



oraz
0 = y∗(s2) − Bi(s2, ỹ

∗
−i(s2)).St¡d

y∗(s1) − Bi(s2, ỹ
∗
−i(s1)) ≤ y∗(s2) −Bi(s2, ỹ

∗
−i(s2)). (4.2)Przypu±¢my, »e y∗(s2) < y∗(s1). Wtedy dla dowolnego i, ỹ∗−i(s2) < ỹ∗−i(s1) wzgl�demporz¡dku produktowego. Z monotonizno±i Bi, wnioskujemy, »e

Bi(s2, ỹ
∗
−i(s1)) −Bi(s2, ỹ

∗
−i(s2)) ≤ 0.St¡d i z (4.2) dohodzimy do sprzezno±i, »e y∗(s1) < y∗(s1). Zatem mamy y∗(s1) ≤

y∗(s2).De�niujemy
x∗i (s) := x∗(s) :=

s− y∗(s)

m− 1
, x∗(s) := (x∗1(s), ..., x

∗
m(s)). (4.3)Poniewa» ỹ∗(s) jest symetryzn¡ równowag¡ Nasha w grze Ḡ(vn, s), ªatwo pokaza¢, »e

x̃∗(s) jest równowag¡ w G(vn, s). Z jednoznazno±i symetryznej równowagi G(vn, s),(Lemat 10), x̃∗(s) = f̃ ∗
n+1(s) dla ka»dego s ∈ S. Z (4.3) wynika, »e x∗ = f ∗

n+1 jest funkj¡niemalej¡¡ w s ∈ S.W ko«u dowodzimy, »e vn+1 jest funkj¡ niemalej¡¡. Nieh s1 ≤ s2.Mamy f ∗
n+1(s) = x∗(s) dla wszystkih s oraz poniewa» g niemalej¡e, otrzymujemy

vn+1(s1) = max
xi∈Ac(s1)

{U(xi) + cg(s1 − (m− 1)x∗(s1) − xi)}

≤ max
xi∈Ac(s2)

{U(xi) + cg (s1 − (m− 1)x∗(s1) − xi)}

≤ max
xi∈Ac(s2)

{U (xi) + cg(s2 − (m− 1)x∗(s2) − xi)}

= vn+1(s2),o ko«zy dowód. 2Rozwa»my gr� z niesko«zonym horyzontem. Z Twierdzenia 1 w [10℄ istnieje stajonarnasymetryzna równowaga Nasha f̄ ∗ = (f ∗, ..., f ∗), f ∗ ∈ Fc. Funkja równowagi to v∗.Wiadomo, »e f̄ ∗(s) jest jedyn¡ równowag¡ Nasha w grze G(v∗, s). Udowodnimy, »e v∗ jestniemalej¡a.Twierdzenie 9 Zaªó»my, »e dyskontowana gra stohastyzna speªnia zaªo»enia R3 P3 iA3. Wtedy funkja równowagi v∗ w grze stohastyznej z ogranizeniami i z niesko«zo-nym horyzontem jest funkj¡ niemalej¡¡.Dowód De�niujemy
c :=

∫

S

v∗(s′)µ(ds′) −
∫

S

v∗(s′)ν(ds′).Je±li c ≥ 0, wtedy mo»na powtórzy¢ rozumowanie z Twierdzenia 8 rozwa»aj¡ gr� G(v∗, s)i wtedy pokazujemy, »e v∗ nierosn¡a. Przypu±¢my, »e c < 0. Wtedy jedyna sym-metryzna stajonarna równowaga w G(v∗, s) jest postai x̄∗(s) = (s/m, ..., s/m). St¡d
v∗(s) = u(s/m) dla wszystkih s ∈ S. Poniewa» µ stohastyznie dominuje ν, zahodzi
c ≥ 0, o przezy zaªo»eniu. St¡d c ≥ 0 i dowód jest zako«zony. 232



4.2 Symetryzna równowaga Nasha w grze bez ogranize«W tym podrozdziale rozwa»amy gr�, w której graze mog¡ wybiera¢ dowolnie du»y poziomkonsumpji.Twierdzenie 10 Przypu±¢my, »e zahodz¡ R3 i P3. Nieh π∗
k = (f̄ ∗

k , ..., f̄
∗
1 ) b�dziesymetryzn¡ markowsk¡ równowag¡ Nasha w grze k - krokowej grze bez ogranize« skon-struowanej w Twierdzeniu 8. Wtedy π∗

k jest równowag¡ Nasha w k-krokowej grze bezogranize«.Dowód Teza zahodzi dla s = 0 or n = 1. Nieh s > 0 i zaªó»my, »e teza za-hodzi dla n ≥ 1. Rozwa»my gr� (n + 1) - krokow¡. Oznazmy π∗
n+1 = (f̄ ∗

n+1, ..., f̄
∗
1 )symetryzn¡ równowag� w tej grze skonstruowan¡ w Twierdzeniu 8 Z zaªo»enia induk-yjnego π∗

n = (f̄ ∗
n, ..., f̄

∗
1 ) jest symetryzn¡ równowag¡ Nasha w n-krokowej podgrze bezogranize« startuj¡ej z drugiego stanu. Oznazmy wspóln¡ wypªat� równowagow¡ dlawszystkih grazy przez vn.Oznazmy

f̄ ∗
n+1(s) = (f ∗

n+1(s), ..., f
∗
n+1(s)).Nieh (f̄ ∗

n+1)−i(s) oznaza f̄ ∗
n+1(s) bez i - tej wspóªrz�dnej.

ϕ(x) := r(s, x) + β
∫

S

vn(s
′)p(ds′|s, (f̄ ∗

n+1)−i(s), x), x ∈ A(s) = [0, s]m.U»ywaj¡ de�nij� c oraz H , dan¡ w dowodzie Twierdzenia 8, otrzymamy
ϕ(x) = u(x) + cH((m− 1)x∗n+1(s) − x)je±li x ≤ s−(m−1)f ∗

n+1(s) oraz ϕ(x) = u(s/m), w przeiwnym razie. Wystarzy pokaza¢,»e
f ∗
n+1(s) = arg max

x∈A(s)
ϕ(s). (4.4)Z Twierdzenia 8 otrzymujemy c ≥ 0. Z R3 oraz P3, ϕ jest ±i±le wkl�sªa na I :=

[

0, s− (m− 1)f ∗
n+1(s)

]. Wiemy, »e
f ∗
n+1(s) = arg max

x∈[0,s/m]
ϕ(s). (4.5)St¡d ϕ(f ∗

n+1(s)) ≥ ϕ(s/m). Przypu±¢my, »e x 6∈ I oraz x ≤ s. Poniewa» s/m ∈ I, mamy
ϕ(f ∗

n+1(s)) ≥ ϕ(s/m)

= u(s/m) + cH((m− 1)f ∗
n+1(s) − s/m)

≥ u(s/m)

= ϕ(x).Przypu±¢my f ∗
n+1(s) = s/m. Je±li x ∈ (s/m, s], wtedy x 6∈ I, oraz ϕ(f ∗

n+1(s)) ≥ ϕ(x) =
ϕ(s/m). Zaªó»my, »e f ∗

n+1(s) < s/m. Poniewa» ϕ jest ±i±le wkl�sªa na I oraz zahodzi(4.5), dohodzimy do wniosku, »e ϕ(f ∗
n+1(s)) ≥ ϕ(x) dla dowolnego x ∈ I. Pokazali±my,»e zahodzi (4.4). 2 33



Twierdzenie 11 Zaªó»my, »e zahodzi R3 i P3. Wtedy stajonarna symetryzna równo-waga Nasha f̄ ∗ w grze z ogranizeniami jest te» równowag¡ w grze bez ogranize«.Dowód Dowód przebiega podobnie jak dowód Twierdzenia 10. Wystarzy skorzysta¢ zTwierdzenia 8, z którego wynika, »e v jest funkj¡ niemalej¡¡.2Na konie udowodnimy nast�puj¡y rezutlat.Twierdzenie 12 Przy zaªo»eniah R3 i P3 mamy
vn(s) ≥ u(s/m) oraz v∗(s) ≥ u(s/m), s ∈ S.gdzie vn (v∗) s¡ wspólnymi wypªatami równowagowymi w grze n-krokowej (niesko«zeniekrokowej).Dowód W grze jednokrokowej powy»sze nierówno±i s¡ widozne, bo v1(s) = u(s/m),

s ∈ S. Nieh n > 1. Z Twierdzenia 8 i 10, mamy
vn(s) = ki(s, vn−1, f̄

∗
n(s))

≥ u(s/m) + β
∫

S

vn−1(s
′)q(ds′|s, (f̄ ∗

n)−i(s), s/m)

≥ u(s/m).Dla gry z niesko«zonym horyzontem, z Twierdzenia 9 i 11 otrzymujemy
v∗(s) = ki(s, v, f̄

∗(s))

≥ u(s/m) + β
∫

S

v∗(s′)q(ds′|s, f̄ ∗
−i(s), s/m)

≥ u(s/m)o ko«zy dowód. 24.3 PrzykªadRozwa»my m - osobow¡ gr� stohastyzn¡ z S = [0, 1], u(x) =
√
x, g(y) =

√
y, ρµ(s) =

2 s, ρν(s) = 26 (1 − s)25, gdzie ρµ oraz ρν s¡ g�sto±iami µ i odpowiednio ν. Nieh
π∗
k = (f̄k, ..., f̄

∗
1 ) b�dzie symetryzn¡ Markowsk¡ równowag¡ Nasha w grze k-krokowej.Odpowiednia u»ytezno±¢ dla ka»dego graza oznazono przez vk. Wtedy:

v1(s) =
√

s/m, s ∈ S,oraz vn+1(0) = 0 podzas gdy dla s > 0, mamy
vn+1(s) =

√

f ∗
n+1(s) + β

√

s−mf ∗
n+1(s)

1
∫

0

vn(t)(ρµ(t) − ρν(t))dt+ β

1
∫

0

vn(t) ρν(t) dt.34



Ozywi±ie, f ∗
1 (s) = s/m i dla n > 1, f ∗

n speªnia równo±¢
1

2
√
x
−
β

1
∫

0
vn(t)(ρµ(t) − ρν(t))dt

2
√
s−mx

= 0,lub równowa»nie,
√
s−mx− β

√
x

1
∫

0

vn(t)(ρµ(t) − ρν(t))dt = 0. (4.6)Z (4.6) otrzymujemy
x = f ∗

n+1(s) =
s

(

β
1
∫

0
vn(t)(ρµ(t) − ρν(t))dt

)2

+m

. (4.7)Caªka w (4.7) w ka»dym kroku byªa oblizana numeryznie metod¡ trapezów. Niehm = 2oraz β = 0.99. Poni»szy wykres pokazuje funkje równowagi w grah z ogranizeniami dlaró»nyh warto±i kroków k (s ≥ 0). Wida¢, »e vk(s) > v1(s) dla k > 1 oraz s ∈ (0, 1].

Rysunek 4.1: Funkje równowagi w grze sko«zenie krokowej.
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Rozdziaª 5Asymptotyzne wªasno±i równowagNasha w dyskontowanyh grahstohastyznyhW tym rozdziale rozpatrzono dwuosobow¡ niesymetryzn¡ β - dyskontowan¡ gr� stohasty-zn¡. Celem tego rozdziaªu jest zbadanie asymptotyznyh wªasno±i równowag Nashai funkji równowag gdy β → 1. Z tego wzgl�du u»ytezno±i dla graza i (i = 1, 2)zde�niowane w (3.2) i (3.1) oznazamy γβi,n(f)(s) i odpowiednio γβi (f)(s).Ponadto gra speªnia zaªo»enie R1 orazS S jest przedziaªem ogranizonym. Nieh S = [0, s∗].A4 Speªnione jest zaªo»enie A1. Ponadto dla i = 1, 2 funkje ai s¡ lipshitzowskie zestaª¡ równ¡ 1.P4 Prawdopodobie«stwo przej±ia jest postai (3.3). Zaªo»ono dodatkowo, »e dla
j = 1, . . . , L miary µj(·|s) nie zale»¡ od s. Oznazamy wi� µj(·) := µ(·|s) dla dowolnego
s ∈ S.5.1 Asymptotyzna równowaga w grze ze sko«zonymhoryzontem zasowymNieh

E :=

{

f : S → S : 0 ≤ f(s1) − f(s2)

s1 − s2
≤ 1

}

.�atwo wida¢, »e E jest zbiorem funkji niemalej¡yh ze staª¡ Lipshitza równ¡ 1. Wtym podrozdziale rozpatrzono gr� ze sko«zonym horyzontem. Z tego wzgl�du mo»nadopu±i¢ równie» gry β - dyskontowane z β = 1. Wtedy wypªata dla graza jest równasumie dziennyh wypªat. 36



Dla ka»dego (v1, v2) ∈ B0(S)×B0(S) (B0(S) jest zde�niowane w podrozdziale 3.2), s ∈ S,
β ∈ (0, 1] wyznazono gr� Γ(β, v1, v2, s), w której funkja wypªaty dla ka»dego graza ijest równa

ki(β, vi, s, x) = ui(xi) + β
∫

S+

vi(s
′)q(ds′|s, x), (5.1)gdzie x = (x1, x2) ∈ A(s). Poniewa» vi ≥ 0, zahodz¡ zaªo»enia R2 i P4 oraz funkjawypªaty jest w postai (5.1), z wyników w artykule [46℄ mo»na wywnioskowa¢, »e dladowolnego s ∈ S, gra ma zyst¡ równowag� Nasha NEΓ(β, v1, v2, s).Ozywi±ie NEΓ(β, v1, v2, s) = (0, 0) dla s = 0.Nieh β ∈ (0, 1] b�dzie zynnikiem dyskonta, natomiast n b�dzie horyzontem gry. Dla

i = 1, 2 i s ∈ S nieh fβi,1(s) := ai(s), oraz
vβi,1(s) := max

ai∈Ai(s)
ui(a) = ui(f

β
i,1(s)).Ozywi±ie vβi,1 ∈ B0(S). Je±li vβi,0(s) := 0 dla dowolnego s ∈ S, wtedy

f̄β1 := (fβ1,1(s), f
β
2,1(s)) = NEΓ(β, vβ1,0, v

β
2,0, s).Zatem f̄β1 jest równowag¡ Nasha w grze jednokrokowej, vβi,1 jest funkj¡ równowagi Nashadla graza i oraz vβi,1 = ki(β, vi,0, s, (a1(s), a2(s))). Rozumuj¡ analogiznie jak w [46℄,mo»na zde�nowa¢ fβi,2, ..., fβi,n ∈ Fi oraz vβi,2, ..., vβi,n ∈ B0(S) w nast�puj¡y sposób

f̄βk := (fβ1,k, f
β
2,k) := NEΓ(β, vβ1,k−1, v

β
2,k−1, s) oraz

vβi,k(s) := ki(β, v
β
i,k−1(s), s, f̄

β
k (s)),gdzie s ∈ S oraz k = 2, ..., n. Na moy Twierdzenia 2 wynika, »e powy»sze de�nijes¡ poprawne, poniewa» gr� Γ(β, v1, v2, s) mo»na sprowadzi¢ do gry z podrozdziaªu 2.2.Rozwa»my strategie n - krokowe jako π(n),β

i dla graza i zde�niowanej jako
π

(n),β
i = (fβ∗i,1 , f

β∗
i,2 , ..., f

β∗
i,n) := (fβi,n, f

β
i,n−1, ..., f

β
i,1).(Ozywi±ie fβi,k = fβ∗i,n−k+1.) Nieh π(n),β :=

(

π
(n),β
1 , π

(n),β
2

). Oznazmy fi,n := fβi,n,

vi,n := vβi,n, oraz π(n) :=
(

π
(n)
1 , π

(n)
2

)

:=
(

π
(n),β
1 , π

(n),β
2

) gdy β = 1.Z powy»szej konstrukji i równania Bellmana dla programowania dynamiznego wgrze ze sko«zonym horyzonie (na przykªad [13, 14, 53℄ lub [53℄) wynika, »e π(n),β jestrównowag¡ Nasha w grze n - krokowej β-dyskontowanej. Z Twierdzenia 14.4.1 w ksi¡»eAmira [5℄ oraz Lematu 2.1 w [2℄ dla dowolnego β ∈ (0, 1), zahodzi fβi,n(·) ∈ E . Ponadto
vβi,n(·) s¡ funkjami niemalej¡ymi i i¡gªymi.Lemat 11 Dla dowolnego n ∈ N , oraz i = 1, 2 zahodzi

fβi,n(s) → fi,n(s) gdy β → 1,37



oraz
vβi,n(s) → vi,n(s) gdy β → 1jednostajnie wzgl�dem s ∈ S.Dowód Bez straty ogólno±i mo»na zaªo»y¢, »e s > 0. �atwo wida¢, »e teza zahodzi dla

n = 1. Zaªó»my, »e
fβi,n(s) → fi,n(s) gdy β → 1oraz
vβi,n(s) → vi,n(s) gdy β → 1jednostajnie wzgl�dem s ∈ S (dla i = 1, 2). Ustalmy s ∈ S. Z równa« Bellmana dlagraza i otrzymujemy

vβi,n+1(s) = ui(f
β
i,n+1(s)) + β

L
∑

j=1

∫

S

vβi,n(s
′)µj(ds

′)gj
(

s− fβ1,n+1(s) − fβ2,n+1(s)
)

≥ ui(xi) + β
L
∑

j=1

∫

S

vβi,n(s
′)µj(ds

′)gj
(

s− xi − fβ3−i,n+1(s)
)

,dla dowolnego (x1, x2) ∈ A(s). Nieh βN b�dzie dowolnym i¡giem takim, »e βN → 1 oraz
fβN

i,n+1(s) jest zbie»ny dla i = 1, 2. Nieh
x∗i (s) := lim

N→∞
fβN

i,n+1(s).Z zaªo»enia indukyjnego i Twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±i ogranizonej (dla j =
1, . . . , L) mamy

∫

S

vi,n(s
′)µj(ds

′) = lim
N→∞

∫

S

vβN

i,n (s′)µj(ds
′).St¡d i z i¡gªo±i funkji ui (i = 1, 2) oraz gj (j = 1, . . . , L) mamy (dla (s, x1, x2) ∈ D)

ui(x
∗
i (s)) +

L
∑

j=1

∫

S

vi,n(s
′)µj(ds

′)gj (s− x∗1(s) − x∗2(s))

≥ ui(xi) +
L
∑

j=1

∫

S

vi,n(s
′)µj(ds

′)gj
(

s− xi − x∗3−i(s)
)

,38



o oznaza, »e ((x∗1, π(n)
1

)

,
(

x∗2, π
(n)
2

)) jest równowag¡ Nasha w grze (n + 1) - krokowejgdy β = 1. Z Twierdzenia 4 równowaga Nasha w tej grze jest jedyna. St¡d fi,n+1(s) =

x∗i (s) = lim
β→1

fβi,n+1(s). Z i¡gªo±i ki otrzymujemy
vi,n+1(s) = lim

β→1
vβi,n+1(s).Z Lematu 2.1 w [2℄ i Twierdzenia 14.4.1 w [5℄ funkje s → fβi,n+1(s) ∈ E i s → vβi,n+1(s)s¡ niemalej¡e i i¡gªe. Powtarzaj¡ rozumowanie z Lematu 14.5.3 w [5℄ otrzymujemyjednostajn¡ zbie»no±¢ fβi,n+1(·) i vβi,n+1(·) dla β → 1. 2Lemat 12 Dla dowolnego n ∈ N nieh

ψ
(n),β
i := (φ

(n),β
i , φ

(n−1),β
i , ..., φ

(1),β
i )b�dzie pewn¡ rodzin¡ strategii dla i - tego graza zale»n¡ od β ∈ (0, 1]. Zaªó»my ponadto,»e istnieje grania

ψ
(n)
i := lim

β→1
ψ

(n),β
i . (5.2)Je±li zbie»no±¢ w (5.2) jest jednostajna, wtedy dla i = 1, 2 oraz n ∈ N zahodzi

lim
β→1

(

sup
s∈S

∣

∣

∣γβn,i(ψ
(n),β
1 , ψ

(n),β
2 )(s) − γβn,i(ψ

(n)
1 , ψ

(n)
2 )(s)

∣

∣

∣

)

= 0. (5.3)Dowód Bez straty ogólno±i mo»na zaªo»y¢, »e s > 0. Wiadomo, »e dla n = 1 tezatwierdzenia jest prawdziwa. Przypu±¢my zatem, »e teza (5.3) zahodzi dla pewnegoustalonego n. Zauwa»my, »e
∣

∣

∣γβn+1,i

(

ψ
(n+1),β
1 , ψ

(n+1),β
2

)

(s) − γβn+1,i

(

ψ
(n+1)
1 , ψ

(n+1)
2

)

(s)
∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣ui(φ
(n+1),β
i (s)) − ui(φ

(n+1)
i (s))

∣

∣

∣+ β∆β(s), (5.4)gdzie
∆β(s) =

∣

∣

∣ωβ1 (s) − ωβ2 (s)
∣

∣

∣ ,

ωβ1 (s) =
∫

S

γβn,i
(

ψ
(n),β
1 , ψ

(n),β
2

)

(s′)q(ds′|s, φ(n+1),β
1 (s), φ

(n+1),β
2 (s))oraz

ωβ2 (s) =
∫

S

γβn,i
(

ψ
(n)
1 , ψ

(n)
2

)

(s′)q(ds′|s, φ(n+1)
1 (s), φ

(n+1)
2 (s)).Ze zbie»no±i jednostajnej w (5.2) oraz jednostajnej i¡gªo±i funkji ui wynika, »e pier-wsza z�±¢ (5.4) d¡»y jednostajnie do 0. Wystarzy teraz dowie±¢, »e ∣∣∣∣∣∣∆β(·)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
d¡»y do0, gdy β → 1. Zauwa»my, »e

ωβ1 (s) =
L
∑

j=1





∫

S

γβn,i
(

ψ
(n),β
1 , ψ

(n),β
2

)

(s′)µj(ds
′)gj

(

s− φ
(n+1),β
1 (s) − φ

(n+1),β
2 (s))

)



 .39



Ustalmy dowolnie ǫ > 0. Poniewa» (z zaªo»e« lematu) φ(n+1),β
i (·) jest jednostajnie zbie»ne,gdy β → 1, oraz funkje gj(·)(j = 1, . . . , L) s¡ jednostajnie i¡gªe, istnieje β1 takie, »e dladowolnego β > β1 zahodzi

ωβ1 (s) ≤
L
∑

j=1





∫

S

γβn,i
(

ψ
(n)
1 , ψ

(n)
2

)

(s′)µj(ds
′)gj

(

s− φ
(n+1)
1 (s) − φ

(n+1)
2 (s))

)



+ ǫ

= ωβ2 (s) + ǫ,oraz
ωβ1 (s) ≥

L
∑

j=1





∫

S

γβn,i
(

ψ
(n)
1 , ψ

(n)
2

)

(s′)µj(ds
′)gj

(

s− φ
(n+1)
1 (s) − φ

(n+1)
2 (s))

)



− ǫ =

= ωβ2 (s) − ǫ.Poniewa» ǫ jest dowolny i niezale»ny od s, ||∆β(·)||∞ → 0, gdy β → 1. 2Twierdzenie 13 Dla dowolnego ε istnieje staªa β0 taka, »e je±li β > β0, pro�l (π(n)
1 , π

(n)
2

)jest ε- równowag¡ w β - dyskontowanej grze n - krokowej.Dowód Z Lematu 11 π(n),β jest jednostajnie zbie»na do π(n) (gdy β → 1) dla ka»dego n ∈
N . �atwo zauwa»y¢, »e dla n = 1 i s = 0 teza Twierdzenia jest prawdziwa. Nieh s > 0.Zaªó»my, »e teza zahodzi dla pewnego n. St¡d istnieje staªa β1 taka, »e dla ka»dego β >
β1, π(n) jest ε/4 - równowag¡ w grze n - krokowej. Nieh ψ(n+1) =

(

φ(n+1), φ(n), . . . , φ(1)
)b�dzie dowoln¡ strategi¡ Markowa dla graza i w grze (n + 1) - krokowej. Z zaªo»eniaP3, jednostajnej i¡gªo±i ui (i = 1, 2), gj (j = 1, . . . , L) wynika, »e istnieje β1 taka, »edla wszystkih β > β1 zahodzi

γβn+1,i

(

π
(n+1)
1 , π

(n+1)
2

)

(s) =

= ui (fi,n+1(s)) + β
∫

S

γβn,i
(

π
(n)
1 , π

(n)
2

)

(s′)q (ds′ |s, f1,n+1(s), f2,n+1(s))

≥ ui
(

fβi,n+1(s)
)

+ β
∫

S

γβn,i
(

π
(n,β)
1 , π

(n,β)
2

)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, fβ3−i,n+1(s), f
β
i,n+1(s)

)

− ε/4,o wynika z Lematów 11 i 12. Dalej z równa« Bellmana (Ross [53℄) otrzymujemy
≥ ui

(

φ(n+1)(s)
)

+ β
∫

S

γβn,i
(

π
(n,β)
1 , π

(n,β)
2

)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, fβ3−i,n+1(s), φ
(n+1)(s)

)

− ε/4, 40



poniewa» pro�l π(n+1),β jest równowag¡ Nasha w grze n+ 1 krokowej. Z zaªo»enia induk-yjnego otrzymujemy
≥ ui

(

φ(n+1)(s)
)

+ β
∫

S

γβn,i
(

π
(n,β)
3−i , ψ

(n)
)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, fβ3−i,n+1(s), φ
(n+1)(s)

)

− 1

2
ε.Z Lematów 12, 11 wynika, »e istnieje β2 taka, »e dla β > β2, s ∈ S

∣

∣

∣γβn,i
(

π
(n,β)
3−i , ψ

(n)
)

(s) − γβn,i
(

π
(n)
3−i, ψ

(n)
)

(s)
∣

∣

∣ ≤ ε/4.St¡d gdy β3 := max (β1, β2), wtedy dla dowolnego β > β3 mamy
γβn+1,i

(

π
(n+1)
1 , π

(n+1)
2

)

(s) ≥

≥ ui
(

φ(n+1)(s)
)

+ β
∫

S

γβn,i
(

π
(n)
3−i, ψ

(n)
)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, fβ3−i,n+1(s), φ
(n+1)(s)

)

− 3

4
ε.Z Lematu 12 i jednostajnej i¡gªo±i gj istnieje β4 taka, »e je±li β > β4

β
∫

S

γβn,i
(

π
(n)
3−i, ψ

(n)
)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, fβ3−i,n+1(s), φ
(n+1)(s)

)

≥

β
∫

S

γβn,i
(

π
(n)
3−i, ψ

(n)
)

(s′)q
(

ds′
∣

∣

∣s, f3−i,n+1(s), φ
(n+1)(s)

)

− ε/4.Do zako«zenia dowodu wystarzy przyj¡¢ β0 := max(β3, β4). 25.2 Asymptotyzna równowaga w grze z niesko«zonymhoryzontemDla graza i nieh Mi b�dzie zbiorem strategii markowskih.Lemat 13 Nieh ψ := (ψ1, ψ2) b�dzie dowoln¡ multi-strategi¡ Markowa. Wtedy
sup

ψ∈M1×M2

∣

∣

∣γβi,n (ψ) (s) − γβi (ψ) (s)
∣

∣

∣→ 0, gdy n→ ∞jednostajnie wzgl�dem s ∈ S, i β ∈ (0, 1). 41



Dowód Zauwa»my, »e
γβi (ψ)(s) =

∞
∑

t=1

Eψ
s

(

ui (ψi,t(st)) β
t−1
)

,gdzie ψi,t jest poziomem konsumpji dla graza i w kroku t je±li graz stosuje strategi�
ψi. Z zaªo»enia P4 dla t > 1 zahodzi

zβt (s) := Eψ
s

(

ui(ψi,t(st))β
t−1
)

=
L
∑

j=1

βt−1
∫

S

ui(ψi,t(s
′))µj(ds

′)Eψ
s (gj(st−1 − ψ1,t(st−1) − ψ2,t(st−1)))

≤ ||u||∞
L
∑

j=1

Eψ
s (gj(st−1 − ψ1,t(st−1) − ψ2,t(st−1))) .Nieh

hj,βt (s) = Eψ
s (gj(st−1 − ψ1,t(st−1) − ψ2,t(st−1))) .Z zaªo»enia P4 mamy

hj,βt (s) =
L
∑

k=1

∫

S

gj(s
′ − ψ1,t(s

′) − ψ2,t(s
′))µk(ds

′)hk,βt−1(s). (5.5)Nieh hβt (s) := max
j=1,...,L

{

hj,βt (s)
}

. Z (5.5) oraz P4 mamy
hβt (s) ≤ C ∗ hβt−1(s) ≤ Ct−1hβ1 (s) ≤ Ct−1,gdzie

C =
L
∑

k=1

∫

S

gj(s
′)µk(ds

′).Ozywi±ie 0 < C < 1, oraz C jest staª¡ niezale»n¡ od s i β. Poniewa»
zβt (s) ≤ ||u||∞ lCt−1,z kryterium Weierstrassa szereg zβt (s) jest jednostajnie zbie»ny w (s, β), o ko«zy dowód.

2Lemat 14 Dla dowolnego β ∈ (0, 1] nieh (ψβ1 , ψβ2 ) ∈ Φ b�dzie stajonarn¡ multi - strate-gi¡. Je±li dla i = 1, 2 zahodzi
lim
β→1

sup
s∈S

∣

∣

∣ψβi (s) − ψi(s)
∣

∣

∣ = 0,wtedy
lim
β→1

sup
s∈S

∣

∣

∣γβi
(

ψβ1 , ψ
β
2

)

(s) − γβi (ψ1, ψ2) (s)
∣

∣

∣ = 0.42



Dowód Nieh ǫ > 0. Z Lematu 13 dla wystarzaj¡o du»yh n mamy
∣

∣

∣γβi
(

ψβ1 , ψ
β
2

)

(s) − γβi (ψ1, ψ2) (s)
∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣γβi,n
(

ψβ1 , ψ
β
2

)

(s) − γβi,n (ψ1, ψ2) (s)
∣

∣

∣+ ǫ. (5.6)Z Lematu 12 po przej±iu do graniy β → 1, lewa strona wyra»enia (5.6) nie jest wi�kszani» ǫ. 2Bazuj¡ na wynikah w pray [46℄, oraz korzystaj¡ z twierdzenia 2, mo»na uzyska¢zbie»no±¢ równowag Nasha w grze ze sko«zonym horyzontem zasowym do stajonarnejrównowagi Nasha w grze z niesko«zonym horyzontem zasowym.Lemat 15 Dla dowolnego i = 1, 2, oraz β ∈ (0, 1) istnieje grania
fβi (s) := lim

n→∞
fβi,n(s). (5.7)Powy»sza zbie»no±¢ jest jednostajna wzgl�dem s ∈ S. Ponadto stajonarna multi-strategia

πβ := (πβ1 , π
β
2 ), πβi :=

(

fβi , f
β
i , . . .

) jest równowag¡ Nasha w β - dyskontowanej i niesko«ze-nie wiele krokowej grze.Dowód Ustalmy β. W pray [46℄ zostaªa udowodniona zbie»no±¢ vβi,n → vβi , gdy n→ ∞.St¡d i z twierdzenia 2 natyhmiast otrzymujemy zbie»no±¢ w (5.7). Ponadto z [2℄ oraz[5℄ wynika, »e ka»da funkja fβi,n(·) ∈ E . St¡d natyhmiast otrzymujemy jednostajn¡zbie»no±¢ i¡gu fβn (·) dla dowolnego β. Z równa« Bellmana mo»na natyhmiast zauwa»y¢,»e πβ jest stajonarn¡ równowag¡ Nasha w β - dyskontowanej grze z niesko«zonymhoryzontem. 2Lemat 16 Dla i = 1, 2 istnieje jednostajna grania
f ∗
i (s) := lim

β→∞
fβi (s).Dowód Nieh β1, oraz β2 b�d¡ dowolne. Z lematu 15 wynika, »e dla dowolnego ǫ > 0mamy

∣

∣

∣fβ1

i (s) − fβ2

i (s)
∣

∣

∣ ≤
∣

∣

∣fβ1

i,n(s) − fβ2

i,n(s)
∣

∣

∣+ ǫ/2,dla dowolnego s ∈ S i wystarzaj¡o du»yh n. Z Lematu 11 istnieje staªa β0 taka, »eje±li β1, β2 > β0 wtedy
∣

∣

∣fβ1

i,n(s) − fβ2

i,n(s)
∣

∣

∣ ≤ ǫ/2.Poniewa» ǫ oraz s ∈ S s¡ dowolne, dowód jest sko«zony. 2Dla i = 1, 2 de�niujemy π∗
i := (f ∗

i , f
∗
i , . . .).Twierdzenie 14 Dla dowolnego ε oraz n ∈ E istnieje β0 taka, »e je±li β > β0, stajonarnamulti - strategia (π∗

1 , π
∗
2) jest ε- równowag¡ w β - dyskontowanej grze z niesko«zonymhoryzontem. 43



Dowód Nieh ǫ > 0. Dla dostateznie du»yh β mamy
γβi (π∗

1, π
∗
2) (s) ≥ γβi

(

πβ1 , π
β
2

)

(s) − ǫ. (5.8)Powy»sza nierówno±¢ zahodzi z Lematów 14 i 16. Nieh (ψ1, ψ2) b�dzie dowoln¡ multi-strategi¡. St¡d i z (5.8) zahodz¡ nierówno±i
γβ1 (π∗

1 , π
∗
2) (s) ≥ γβ1

(

ψ1, π
β
2

)

(s) − ǫ

γβ2 (π∗
1 , π

∗
2) (s) ≥ γβ2

(

πβ1 , ψ2

)

(s) − ǫ.Z Lematu 13 dla wystarzaj¡o du»yh n mamy
γβ1 (π∗

1 , π
∗
2) (s) ≥ γβ1,n

(

ψ1, π
β
2

)

(s) − 2ǫ

γβ2 (π∗
1 , π

∗
2) (s) ≥ γβ2,n

(

πβ1 , ψ2

)

(s) − 2ǫ.Z Lematu 12 mamy
γβ1 (π∗

1, π
∗
2) (s) ≥ γβ1,n (ψ1, π

∗
2) (s) − 3ǫ

γβ2 (π∗
1, π

∗
2) (s) ≥ γβ2,n (π∗

1, ψ2) (s) − 3ǫ.Z Lematu 13 mo»na przej±¢ do graniy n→ ∞, aby otrzyma¢
γβ1 (π∗

1 , π
∗
2) (s) ≥ γβ1 (ψ1, π

∗
2) (s) − 3ǫ

γβ2 (π∗
1 , π

∗
2) (s) ≥ γβ2 (π∗

1 , ψ2) (s) − 3ǫ.Poniewa» ǫ jest dowolny, mo»na zde�niowa¢ ε = 3ǫ aby otrzyma¢ ε - równowag�. 25.3 PrzykªadRozwa»my gr� dwuosobow¡ w której S = [0, 1], a1(s) = a2(s) = s/2, u1(s) = u2(s) =
√
s,natomiast prawdopodobie«stwo przej±ia jest w postai

p (· |s, x) =
√
s− x1 − x2µ(·) +

(

1 −√
s− x1 − x2

)

δ0(·),gdzie µ jest rozkªadem jednostajnym na [0, 1]. Z [8℄ oraz Twierdzenia 4 istnieje jedynasymetryzna równowaga Nasha w β dyskontowanej grze o sko«zonym horyzonie. Za-uwa»my, »e
fβ1,1(s) = fβ2,1(s) = s/2,oraz
vβ1,1(s) = vβ2,1(s) =

√

s/2.Dla i = 1, 2 oraz n ≥ 1 otrzymujemy π(n),β
i = fβi,n dla

fβi,n(s) =
s

2 + c2n
,44



oraz funkj� równowagi
vβi,n(s) =

1 + βc2n
√

c2n + 2

√
s,gdy cn zde�niowano indukyjnie: c1 = 0 oraz dla n ≥ 1

cn+1 =
2

3

1 + βc2n
√

c2n + 2
.Je±li we¹miemy grani� n→ ∞, otrzymamy

cβ =

√

√

√

√

√

√

(18 − 8β)2 + 16(9 + 4β2) − (18 − 8β)

2(18 − 8β)
.Z Twierdzenia 6 oraz 7 natyhmiast wnioskujemy, »e

fβi (s) =
s

2 + (cβ)2 ,oraz, »e πβ :=
(

fβ1 , f
β
2

) jest stajonarn¡ równowag¡ Nasha w β - dyskontowanej grze zniesko«zonym horyzontem, a tak»e
vβi (s) =

1 + β
(

cβ
)2

√

(cβ)2 + 2

√
sjest funkj¡ równowagi. Bior¡ grani� β → 1 otrzymamy

f ∗
i (s) =

20

30 +
√

192
s,oraz

v∗i (s) =

√
192 + 10

√

20
√

192 + 600

√
s.Z Twierdzenia 14 wynika, »e stajonarna strategia π∗ = (f ∗

1 , f
∗
2 ) jest ε równowag¡ β -dyskontowanej niesko«zenie krokowej grze, gdy β jest wystarzaj¡o du»e.
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