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Yorwort.

Bring® vor, was wehr ist;
Schreit’ a0, dass ez Klar ist
Und verficht's, bis er mit dir gar int/

Wenn ich nun wieder statt des zweiten Theiles der Gas-
theorie den ersten der Mechanik publicire, so will ich das
nicht mit dem Hinweise auf berithmte Muster fiir die Reihen-
folge des Erscheinens der Bande entschuldigen. Das kam
vielmehr so. Im zweiten Theile der Gastheorie hauften sich
die nothwendigen Einschaltungen tiher Mechanik so, dass sie
erst einen ganzen Paragraph, dann einen Abschnitt auszu-
filllen schieren und ich mich zuletzt entschloss, ein ganzes
Buch daraus zu machen, indem ich noch ein Vorlesungsheft
hinzunahm, das ich in den vorigen Ferien fiir Vorlesungen
iiber Mechanik im folgenden Wintersemester ausgearbeitet
hatte. Als ich mir aber mein Aunditorium betrachtete,
glaubte ich die ganze Methode desselben mit eifer ein-
facheren vertauschen zu sollen. Dafiir nahm ich den Inmhalt
des betreffenden Heftes, damit doch meine Miihe nicht ganz
verloren sei, in das vorliegende Buch auf, welches ich also
als Vorlesungen bezeichnen konnte, die ich an der Wiener
Universitat nicht gehalten habe.

Man sprach in neuerer Zeit viel itber die Dunkelheiten
in den Principien der Mechanik und suchte sie dadurch zu
beseitigen, dass man der Mechanik ein ganz neues, fremd-
artiges Gewand gab. Ich habe hier den entgegengesetzten
Weg eingeschlagen und versucht, ob sich nicht bei mdglichst
treuer Darstellung der Mechanik in ihrer alten classischen
Form die Dunkelheiten ebenfalls vermeiden liessen, theils
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indem ich gewisse Dinge, die man frither iiberging oder als
selbstverstindlich nur obenhin beriihrte, ausfiihrlich behan-
delte, theils indem ich jede berechtigte Kritik sorgfiltig be-
ritcksichtigte. Besonders kann ich da den Bemerkungen
Hertz' iiber den Ideenreichthum der einschlagigen Schriften
Mach's nur aufs Warmste zustimmen, wenn ich auch
keineswegs fiberall derselben Ansicht bin, wie Mach.

Gerne hitte ich mich der Bezeichnungsweise der Qua-
ternionen angeschlossen; doch wiare dies meinem Bestreben,
alles dem deutschen Publikum fremdartige auszuschliessen,
zuwidergelaufen.

Der zweite Theil der Vorlesungen iiber Mechanik, der
erst die gastheoretisch wichtigen Principe bringen wird, soll
in kiirzester Zeit und dann, sobald es mir mdglich sein wird,
aunch der zweite Theil der Gastheorie erscheinen. Ein dritter
Theil der Mechanik soll die Elasticititslehre und Hydro-
dynamik enthalten, und =0 wieder zur Gastheorie zuriick-
leiten.

Von Vollstindigkeit und wesentlich Neuem kann natiir-
lich bei einem so umfangreichen und vielbearbeiteten Ge-
biete, wie die Mechanik, nicht die Rede sein. Trotzdem
stellte es sich vom Abschnitte iiber das Kriftenparallelo-
gramm (§ 10) bis zur Definition des Gleichgewichtes eines
Systems, dem d’Alembert’schen Principe und der all-
gemeinen Form der Bewegungsgleichungen (§§ 72, 73 und 74)
heraus, ddss auch manpghe spedielle Sitze der Mechanik noch
der schiirferen Pricisirung bediirfen. Natiirlich konnte hier
keine dieser Fragen zum Abschlusse gebracht werden; das
wire nur in einer Monographie mdglich; aber ich bin zu-
frieden, wenn ich auf Liicken hingewiesen und Anregung zu
weiterer Forschung gegeben habe.

Abbazia, den 3. August 189T7.
Ludwig Boltzmann.
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I. Grundbegriffe.

§ 1. Charakterisirnng der gewidhlten Methode.

Die Mechanik 1st die Liehre von der Bewegung der
Natarkdrper, d. h. der Ortsverindernag (relativen Lagen-
iinderung) derselben, welche mit keinerlei Aenderang ihrer
itbrigen Fagenschaften verbunden ist. Sie hat nach dieser
Defimtion anch die Bedingungen zu erforschen, unter denen
vin Korper seinen Ort nichi verindert, d. b. rubt.

Da die Ortsverinderungen die alleremfachsten Krschei-
nangen sind, so ist die Mechanik das Fandament der ge-
sammten Naturwisscnschaft. Es kann ons daher nicht wou-
dern, dass sie schon frih (durch Newton, Lagrange,
Huler ete) hoch entwickelt und gegenwirtig zu immer
grosserer Vollendung gebracht wurde. Diese Vollendung
Lesteht aher mehr in der Sicherheit, specielle Aunfgzaben zu
behandeln, als in der threr Grundprineipien. Letztere wurder
vielmebir gerade in der neuesten Zeit vielfach angegriffen.

Ich citire da nur das bekannte Buch Hertz’s!), welcher
freilich dann zugiebt, dass die Unklarheit der Grundprineipien
der Mechanik hauptsiichlich durch die mangelhafte Dar-
stellung in den Lehrbiichern verschaldet sei Aunf meine
Ansicht iiber die Ursache, welche zu dieser mangelhaften
Art der Darstellung verieitete, werde ich alsbald zu sprechen
kommen.

Fs wurde woh! niemals bezweifelt und wird von Hertz
in dem angefiihrten Bucke besonders hervorgehoben, dass

') Die Principien der Mechanik in neuemw Zusammenhauge dar-
gestellt wan Heinrich Hertz. Lepzig, J. A. Barth, 1894,
Boltzmann, Mechanik I 3 Anflage 1



2 L §1. Charskterisirung der gewibliea Methode.

unsere Gedanken blosse Bilder de. Objecte (besser Zeichen
fiir dieselben) sind, welche mit diesen hochstens eine gewisse
Verwandtschaft haben, sich aber mit ihnen niemsals decken
konnen, sondern sich zu ihnen verhaltén, wie die Buchstaben
zu den Laulen oder die Noten zu den TOnen. Sie ver-
mbgen auch wegen der Beschrinktheit unseres Intellects
immer nur einen kleiren Theil der Objecte wiederzuspiegeln.

Wir konnen nun in zweieriei Weise verfahren: 1. Wir
k3nnen die Bilder mekr allgemem lassen. Wir laufen dann
weniger Gefahr, dass sie sich spater als falsch erweisen
werden, da sie sich neucnidcckien Thatsachen leichter an-
passen lassen; ollein durch ibve Allgemeinheit werden die
Bilder mebr uphest'uunt und verwaschen und ihre Weiter-
entwicklung wird :nit emer gewisscn Unsicherheii und Viel-
deuntigkeit verkniirat sein. 2. Wir specialisiren die Bilder
und fihren sic his zu einem gewissen Grade ins Detail auns.
Dann werden wir viel mehr Willkiirliches (Hypothetisches)
hineintragen miissen, was vielleicht auf neue Erfahrungen
nicht passt; dagegen haben wir den Vortheil, dass die Bilder
mdglichst klar und deutlich sind, und wir alle Consequenzen
aus denseiben mit voller Bestimmtheit und Eindeutigkeit zu
ziehen vermbgen.

Gerade die Unklarheiten in den Principien der Mechanik
scheinen mir duber zu stammen, dass man micht sogleich
mit bypothetischen Bildern unseres Geistes beginnen, son-
dern anfangs an die Erfahrung ankmiipfen wollte. Den
Uebergang zu den Hypothesem suchte man dann mehr zn
verdecken, wenn mnicht gar einen Beweis zu erkfinsteln, dass
das ganze Gebilude nothwendig und hypothesenfrei sei, ver-
fiel aber gerade dadarch in Unklarheit.

Vollends in der neuesten Zeit wird hiufig die Forderung
aufgestellt, man solle nur die direct gegebenen Erscheinungen
ertasser. und ihnen nichts Willkiirliches hinzufiigen. So sehr
es sich emptieblt, das Thatsichliche vom Hypothetischen zun
trennen und letzteres nie grundlos zm hénfen, so glaube
ich doch, dass man ohne alles Hypothetische iiber eine
unvereinfachte Markirung jeder einzelnen Erscheinung im
Gedichtnisse gar nicht hinauskommen konnte. Alle Verein-
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fachungen der Gedichinisshilder, alle Erfassung von Gesetz-
missigkeiten, alle Regeln, complicirte Frscheinungen kurz zu-
sammen zu fassen und nach einfachen Vorschriften vorsus
zu bestimmen, beruhen auf der Anwendusg von Biidern,
die von fremden einfachea Erscheinungen mnd Willeruacter
hergenommen sind.

Man hat als Ideal die blosse Aulstellung vor partiellen
Differentialgleichungen und Vorhcrsagung der Erscheinungen
aus denselben hingestellf. Allein auch diese sind nichis
anderes, als Regeln zur Construction fremder Vorstellungs-
bilder, der Zahlenreihen. Partielle Differentialgleichungeu
fordern die Construclion von Zahlenrusammensteliungen, die
eine Mannigfaltigkeit von mehreren DHimensionen bilden. Sie
gind, wenn man sich der Bedeutung ihrer Symbolik erinner:.
absolut nichts anderes als die Forderung, sich sehr viele
Punkte solcher Mannigfaltigkeiten (d. h. Stellen, die dureh
mehrere Zahlen der Mannigfaltigkeit, wie Raumpunkte dar ¢,
die Coordinaten charakterisirt sind) vorzustellen und daraus
nach bestimmten Regeln fortwihrend neue Mannigfaltigkeits-
punkte abzuleiten, gewissermasassen cine Fortbewegung der
Punkte in der Mannigfaltigheit zu denken.’)

So enthalten, wenn man auf den Grund geht, auch die
Maxwell’schen elektromagnetischen Gleichungen in der
Form, in der sie Hertz reproducirt, Hypothetisches, der
¥rfahrung Hinzugefigtes, das wie immer durch Uebertragux -
der an endlichen Korpern beobachteten Gesetze suf von un
fingirte Flemente gebildet wird. Sie sowie alle partiel! -
Differentialgleichungen der mathematischen Physik, welche
“zudems beim gleichzeitigen Zusammenwirken mehrerer Natu -
kriafte (Klcktricitat, Magnetismus, Elasticitit, Warme, Chb-
mismus) eine fast uniibersehbare Complication haben, giv:.
ebenfalls nur, wenn auch aus etwas anderen Elementen z:
den uns gewohnten Atomen znsammengeseizts, unexact:
schematische Bilder fiir bestimmte Thatsachengebiete. Thre
Rechtfertigung sucht Hertz erst machtriglich in der Ueber-

+ Vgl. Bollz.anann, Ueber die Unentbehrlichkeit der Atomistik
ir der Naivrwissensehaft. Wien. Sitzber. Bd. 103, 8. 907, 7. Nov. 1896,
Wied. Ann. Rd. 60, S, 231, 1897.
1 +
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einstimmung mit der Erfahrung, geradeso wie wir es fur die
atomistischen Bilder thun werden.

Die Behauptung, dass durch die Atomistik, nicht aber
durch die partiellen Differentialgleichungen den Thatsachen
¥remdes hinzagefiigt werde, scheini mir unbegriindet. Aller-
diags darf man nicht aus der hiufig durch Thatsachen
s0 nahe gelegten Anwendbarkeit der Atomistik schliessen,
duss ihre Bilder fiberall ausreichen miissen. Wo ihre un-
gezwungene Anwendung noch nicht gelang, soll man andere,
von anderen Elementen ausgehende Bilder beizichen. Man
darf nor in den Thatsachen selbst wohlbegriindete atomi-
stische Bilder anwenden, niemals durch Willkiirliches, Phan-
tastisches der Natur Gewalt aathun.

In dieser Hinsicht wird gewiss Niemand die Atomistik
fir alle Phantastersien verantwortlich machen, welche von
TUnberufenen auf ihrem Gebiete getrieben wurden. Wer
weiss, ob die Energetik, wenn sie je das heuntige Alter der
Atomistik erreichen solite, an solchen Aunswiichsen #rmer
sein wiirde?

Man darf auch nie metaphysische Griinde fiir das Bild
suchen oder daraus voreilige Schliisse, wie dass die cheimisehen
Atome materielle Punkte seien, ziehen. Ebenso wenig darf
man die Moglichkeit ans dem Auge verlieren, dass es norh
einmal durch ganz andere Bilder verdringt werden konne,
sagen wir, um ja micht engherzig zu erscheinen, sogar von
Mannigfaltigkeiten hergenommene, die nicht einmal die Eigen-
schaften unseres dreidimensiopalen Raumes haben, so dass
also z. B. die einfachen geometrischen Constructionen der
Atomistik durch Manipulationen mit Zahlen zu ersetzen
wiiren, die eine complicirte Manuigfaltigkeit bilden. -

Ich bin somit der Letzte, der die Moglichkeit, aunf
anderem als atomistischem Wege ein besseres Bild der
Nawr zu gewinnen, leugnen wirde. Gerade um fir den
Werth eines etwaigen anderen derartigen Naturbildes einen
Maassstab zu gewinnen, will ich in diesem Buche danach
streben, die alten Bilder der Mechanik so klar and con-
sequent, als es mir mdglich ist, zu entwickeln. Nun ver-
suche man es, ein anderes hypothesenfreieres Weltbild,
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sei es auf energetischer oder rein phiinomenologischer
Basis, nicht blos in einigen unbestimmten Andeutungen als
moglich hinzustellen, sondern vom Anfange bis zum Ende
mit der gleichen Klarheit zu entwickeln, wie im Folgenden
das mechanische Bild dargestellt werden wird. Hic Rhodus,
hic salta!

So lange dies noch nicht gelungen ist, gebe ich die
Moglichkeit, nicht aber die Gewissheit zu, dass ein anderes
Weltbild das mechanische verdringen wird.

Bildern aber, welche unbestimmter und verschwommener
als das nun zu entwickelnde sind, werden wir blos einen
Platz neben diesem zuerkennen, da jemen zwar grissers
Anpassungsfihigkeit, diesem aber die griosste inmere Voll-
kommenheit zukommt, wodurch es gewissermaassen zum
Musierbilde wird, mit dem sich an Klarheit und Deutlich-
keit jede neue theoretische Vorstellung wird messen miissen.

Wir werden ferner von der Grundannahme einer wenn
auch grossen, so doch endlichen Zahl von materiellen
Punkten ausgehen. Man sagt gewohnlich, durch die Diffe-
reatialgleichungen werde ein zuerst von eciner endlichen
Zabl ausgehendes Bild ganz vermieder, allein das ist wieder
Tauschung. Die Differentialgleichungen fordern gerade so
wie die Atomistik zunichst die Vorstellung einer grossen
endlichen Zah! von Zahlenwerthen und Mannigfaltigkeits-
punkien, d. h. Stellen in der Zahlenmannigfaltigkeit. Sie be-
haupten nur hinterdrein, dass das Bild die Erscheinungen
niemals exact darstelle, sondern nur um so mehr angenihert,
je grosser man die Zahl dieser Mannigfaltigkeitspunkte und
je kleiner man ihren Abstand wihlt und da scheint mir wieder
vorliufig die Mdglichkeit noch gar nicht ausgeschlossen, dass
das Bild bei einer gewissen sehr grossen Zahl der Mannig-
faltigkeitspunkte die Krscheinunger am besten darstelle wnd
bei weiterer Vergrosserung dieser Zahl sich wieder von ihnen
entferne, dass die Afome in einer grossen aber endlichen
Zahl existiren.

Dis qualitativen Gesetze der Naturerscheinungen und
auch die quantitativen Beziehungen unter sehr einfachen
Verliiiltnissen, z. B. die Bedingungen des Gleichgewichts eines
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schweren Paralielopipeds, dessen Kanten sich wie 1:2:3
verhalten, kann man freilich auch im Geiste abbilden, ohne
von einer sehr grossen endlichen Zahl von Elementen auns-
zugehen. Sobald man aber die Gesetze bei complicirten Be-
dingungen quantifativ angeben will, muss man immer vou
Differentialgleichungen ausgehew, d. h. zuerst eine grosse end-
liche Zakl von Mannigfaltigk vitspunkten sich vorstellen, also
atomistisch denken, woran dadurch nichts geiindert wird,
dass man sich hinterher durch Vermehrung der Zahl der
vorgesteliten Punkte dem Continuum beliebig nihern kann,
ohne es jemals zm erreichen.

Doch wie dem auch sei, gerade heute hat es einen
Reiz, dis durchsichtigste naturwissenschaftliche Disciplin, die
Mechanik nach einer Methode zu bebandeln, welche der
momentan modernen gerade entgegengesetzt ist und ven
vornherein ganz specielle Vorstellungsbilder zo Grunde zu
legen. Der Leser wird sich vielleicht anfangs des Gefithls
nicht erwehren kdnnen, dass wir blos ein Spiel wit Gedanken-
bildern treiben und die Wirklichkeit aus dem Auge verlieren.
Unbekiimmert darum werden wir zuniichst trachten, das Vor-
stellungsgebiude mdglichst klar und widerspruchslos zu ge-
stalten. Zeigt es sich dann in Ucbercinstimmuong mit der
Wirklichkeit, so ist damit das Willkiirliche in den Grund-
vorstellungen entschuldigt. Wir wollten ja mchts, als ein
Bild der Natur hshen und dadurch, dass wir uns dessen
Klar bewusst sind, lanfen wir nicht Gefahr, dem Bilde mehr
als der Erfahrang ze frauen und gegen letztere blind zu
werden.

§ 2. Die der Lehre von Raum und Zeit entlehnten Grund-
begriffe. Erste Grundannahme, Continuitit der Bewzgung.

Jede Ortsverinderang geschieht im Verlaufe der Zeit
und spielt sich im Raume ab. Die Lehre vom Raume als
solchen und der Zeit als solcher haben wir daher voraus-
zusetzen, ehe wir die Mechanik in Angriff nehmen. Die
Zsit als Mannigfaltigkeit einer Dimension ist durch die in
einer Dimension angeordnete Munnigiaitigkeit der Zallen
darstelibar, dagegen goben die Raumverhdltnisse zu einer
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besonderen Wissenschaft, der Geometrie, Veranlassung. Die
gesammte Lehre der rationalen und irrationalen reellen
Zahlen mit Einschluss Jer Infinitesimalrechnung sowie die
gesammte Geometrie setzen wir daher als bekaunt voraus.
Zwar involviren auch diese Wissenschafien manche prin-
cipielle Schwierigkeiten. Doch dieselben #bertragen sich
gleichmassig auf alle Aunsichten iber die Principien der
Mechanik, da alle vor Raum und Zeit ausgehen missen.
Da wir hier aber nur die der Mechanik eigenthtimlichen
principiellen Schwierigkeiten besprechen wollen, so wollen wir
uns um die der Arithmetik und Geometrie nicht kitmmern.

Wir konnen offenbar kein Bild von Kérpern und Be-
wegusgen derselben erhalten, wenn wir alle Theile des ge-
sammten unendlichen Raumes gleichmissig ins Auge fassen.
Wir wollen daher zahlreiche einzelne Punkte desselben vor
den iibrigen hervorheben. Diese vor den ibrigen auige-
zeichneten Raumpunkte nernen wir materielle Punkte.

Um die Lage irgend eines der materiellen Punkte zu
irgend einer Zeit zu definiren, denken wir uns zu allen
Zeiten im Raume ein bestimmtes rechtwinkeliges Coordi-
patsusystem vorhanden. Unter dem Orte unseres materielien
Punktes zur gegebenen Zeit varsiehen wir dessen Lage re-
lativ gegen jenes Coordinatensystem, welche wir in bekannter
Weise durch cartesische oder Polarcoordinaten oder sonst wie
bestimmen.

Das Coordinatensystem ist freilich nichis Reelles, allein
darin liegt nach den hier zu Grunde gelegten Anschauungen
keine Schwierigkeit, da es sich ja gegenwiirtig blos am Con-
struction eines Vorstellungsbildes handelt. Wir werden spiiter
schen, dass dieses Coordinatensystem in verschiedener Weise
gewahlt werden kann. Wir werden auch seher, dass der Ort
eines materiellen Punktes statt durch seine relative Lage gegen
dieses Coordinstensystem durch die gegen drei besonders
hervoraubebende materielle Punkte oder einen Korper, welche
gewisse Figenschaften besitzen miissen, definirt werden kann
oder auch gegen gewisse aus der Gesammtheit der Punkte
abzuleitende Gerade oder Ebenen, so dass man in das Ge-
dankenbild blos Gleichartiges (lauter materielle Punkte), nicht
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snch dazu noch ein Coordinatensystem aufzunehmen braucht.
Doch es wiirde vnser Bild nur verwirren, wenn wir diec
jetzt beriicksichtigen wiirden. Unser Bild bestebt daher
aus dem Coordinatensysteme und simmtlichen materiellen
Punkten, welche zu jeder Zeit eine gegebene Lage relaliv
gegen das Coordinatensystem haben. Dass wir noch andere
Coordinatensysteme wihlen kionnen. ohne dass das Bild von
seiner Uebereinstimmung mit der Fifahrung etwas einbiissen
wirde, kiimmert uns einstweilen nicht.

Ebenso wenig als die Frage nach der Méglichkeit, Lagun
im Raume absolut zu bestimmen, macht uns die nach deu:
Kriterium der Gleichheit verschiedener Zeitintervalle von
unserem Standpunkte Schwierigkeiten. Wir fingiren die
Méglichkeit der Construction eines vollkommen sich gleici:
bleibenden Chronometers, der geniic<nden Abhaltung aller
storenden Einflisse von demselben und seiner Irsetzung
durch ein anderes gleich beschatfenes, noch bevor es sich
im Mindesten abgenutzt hat. Ein Blick auf das Chronemeter
belohrt uns dann iiber den Werth derjenigen independenten
Variabeln, welche wir die Zeit nannten.

Ich bin weit entfernt mir einzubilden, dass es mdglich
sei, hier und im Folgenden jedes Wort vor dem Gebrauche
exact zn definiren. (Vgl. die erste Seite meiner Abhandlung
yiber die Frage nach der chjsctiven Existenz der Vorginge
in der unbelebten Natur<)?!) Die Ursache der Klarheit obiger
Bilder liegt auf der Hand; es sind Vorschrifien, riumliche
Verhaltnisse zu denken, welche sich jeder leicht angenshert
mit Lineal und Bleistift oder Holzstiben und Stricknadelu
sichibar und greifbar darstellen kann und welche so gelaufig
sind, dass ihre blosse Vorstellung meist schon ohne Zeich-
pung ausreichend klar ist. Dabel wird von einem Minimum
von Vorstellungen Gebrauch gemacht. Der Uebergang von
wenigen einzeln vorstellbaren Punkten zu sebhr vielen wird
durch allgemeine Regeln iibersichtlich vermittelt. Je melr
sich durch diese einfachen Bilder, die wir doch zur Da:-
stellung gewisser Phinomene gegenwiirtig sicher micht ent-

N Wien, Sitzber., Bd. 108, S. 83, 7. Januar 1897.
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Leuren honnen, darstellen liisst, desto begreiflicher muss uns
ui: Natur erscheinen.

Was nur durch Zoziehung anderer Vorstellungen ex-
klurt werden kaun, erscheint uns weit uubegreiflicher. Jeden-
i3 aber soll man anch bei Darlegung derartiger anderer
Vorstellungen die Elemente, von denen man ausgeht, nicht
hlos unbestimmt andeuten, sondern ebenso aufrichtig uud
klar pricisiren, wie ich dies hier versuche.

Wir wolleu nun unser Bild weiter ausfithren dadurci:
dass wir uns bestimmte Gesetze fir die Ortsverinderun~
aller dieser materiellen Punkte mit der Zeit fingiren. An-
ntuae 1. Wir stellen uns vor, dass zuz selben Zeit nic-
teals zwel verschiedene materielle Punkie zusammenfilley
1. unendlich nahe aneinander liegen, dass dagegen jedes-
mal, wenn sich zu irgend einer Zeit irgend ein materielier
Punkt an irgend einem Orte {natislich relafiv gegen uncer
Coordinatensystem) befindet, dann zu einer unendlich b
nuchbarten Zeit sich ebenfalls cin und nur ein materieller
Punki an einem deom ersteren Orte unendlick Lenachbarteu
urte hetndet. Wir sagen, der letztere materielle Punkt
ist derscihe wie der erstere und nennen dies das Gesetz der
Continnitit der Bewegunz. Es giebt uns allein die Mag-
Lichkeit, denseiben materrellen Punkt zu verschiedenen Zeifen
wieder za erkinuen. Den Tnbegriff aller Orte, an denea sich
cin und derselbe matericlie Punkt im Verlavfe aller Zeitea
v qndet, heist die Bahn dieses materiellen Punktes, der
Inbeyriff derjenigen Orte, welche er wahrend einer end-
lich begrenzien “eil durchiief, heisst der Weg wihrend
dirger Zeit.

Wir konnen das Gesetz der Contmnuitit anch so for-
oubiren: Jedem materiellen Punkte, der zu einer gewissen
Zeit gewisse Coordiniten hatte, entspricht zu einer umend-
lich weniz verschs denen Zeit cin und nur ein materieller
Tonkt pat je unendlich wowy verschiedenen Coordinaten,
welcher derselbe marerelie Purkt heisst, d. h. die Coordi-
naten jedes matericllen Funkies sind contirairliche Functionen
der Zeit, r=q (. # =y )\ v = ¢{))
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§ 8, Zweite@rundannahme, Existenz der Differentialquotienten
der Coordinaten nach der Zeit. Begriff der Geschwindigkeit
und deren {omponerten.

Wir wollen unser Bild weiter dahin ergiinzen, dass die
eben besprochcnen Functionen ¢ {8}, +(f) und yx(¢), welche
die Abhiingigkeit der Coordinalen jedes materiellen Punktes
von der Zeit ausdriicken, erste und zweite Differential-
quotienten haben sollen, die nirgends unendlich werdey, was
wir die Grundannahme 2 pemnen wollen. Wir wollen mit
7% resp. oy =x+§, 4, =y + 1, 3, = z + { die Coordinaten
der beiden Raumpunkte 4 und 4’ bezeichnen, wo sich ein
bestimmter materieller Punkt zar Zeit ¢ resp. ¢ + v befand.
@ sei die Lange der Geraden 4 4. Wenn dann ¢ constant
bleibt und r immer mekr abnimint, so muss also Folgendes
eintreten:

1. Dex Quotiens §/7 nihert sich einer bestimmten end-
lichen Grenze, welche wir mit « bezeichnen. Nach der
Symbolik der Differentialreckrurg wird sie mit dz/d¢ oder
@’ (1) bezeichnet. Dassalbe gilé fiir 7/7 und g‘,‘jr. Es ist also

{llmir-uﬁfii:rp({), hmw—t:: = ' {}),
1

d

lim-}—-—-w-—-mi-—z\t},

welche Grissen positiv and negativ und auch gleich Null
sein kénnen und die Componenter der Geschwindigkeit des
matericllen Punktes in den drei Coordinstenrichtungen
heissen.

2. Da fir jeder Wert von = die Gleichung

o=+ Y8+ +

bestebt, so ndbert sich der Quotient &/v der Limite

—————g dn)e , /dy\3 . [dz\%
e=VErEra= /(3] + () + (&)

= Vg @OP + wer+ K or

welche die Geschwindigkeit des materiellen Punktes zur

Zeit ¢ heisst und pur einen endlichen positiven Wert ein-
schliesslich der Null haben kanm.

2)
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3. Wenn die leiztere Limite nichi gleich Null ist, so
nihert sich die Richtung der vom 4 gegen 4’ gezogemen
Geraden jedenfalls einer bestimmten, in einem bestimmten
Sinne gezogenen Richtung im Raume, weiche die Richitung
der Geschwindigkeit des materielien Punktes zur Zeit ¢ heisst.
Wir wollen allgemein die Winkel eincr beliebigen gerichteten
(in einem bestimmten Sinne gezogenmen) Geraden G mit den
positiven Coordinatenaxen mit (G, 2), (G,y) und (G,2), der
Winkel zweier gerichteter Geraden G und H mit (. H)
bezeichnen. Da fir jeden Werth vor r die Gleichung
§ = o cos (g,2) 1it zwei analogen, fir die beiden ibrigen
Coordinatenaxen geltenden besteht, so ist auch:

3) wu=ccos{pz), v=ccos(sYy), @w=ccos(azx)

Seien A”, A7, .... 4% die Raumpunkte, wo sich der
materielle Punkt zu den Zeiten {+27, /1 +87, ...t +ng=T
befindet, so nibert sich dann, wie die Integralrechnung lshrt,
anch die Summe der Geraden A4 4, 4’4", .... T ON
wenn 7 immer mehr abnimmt, dagegen ¢ und das Product az
constante endliche Grdssen sind, einer bestimmten Limite,
welche der in der Zeit 7 — ¢ zuriickgelegte Weg heisst und
nach der in der Integralrechnung iiblichen Symbolik mit

T

Jedt bezeichnet wird, wobei man noch hiufig ds fir cd!

i
schreibt, so dass

ds dx\? dy\3 dz\2
% qr=o=VI& + (&) + (%)
ist. Die erste der Gleichungen 1) hat keine andere Be-
deatung, als dass der Zuwachs § der Abscisse sich von dem
wit « multiplicivten Zuwachse t der Zeil npur um eine
(rosse unterscheidet, welche durch r dividirt sich mit ab-
nehmendem r der Grenze Null nihert. Die Bedeutung solcher
Gleichungen wird besonders kurz und anschaulich ausgedriickt,
wenn man die Zuwichse der Varisheln gleich anfangs durch
den betreffenden Variabeln vorangestelite Differentialzeichen

bezeichnet. Die Gleichheit zweier Diffeventialansdriicke be-
deutet dann nichis anderes, als dass sich diesclben nur um
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eine Grisse unterscheiden, welche durch eines der Difie-
rentiale (wenn der Coefticient eines derselben Null ist, muss
dieses gewidhlt werden) dividirt, sich mit alnehmendwvm
Werthe des Nenners der Grenze Null nihert (unendlich
klein hoherer Ordnung ist). Die Gleichheit zweier Diife-
rentialausdriicke ist daher erwiesen, wenn man geometrisch
oder sonst wie zeigen kann, dass ihr Unterschied unendlich
klein hoherer Ordnung ist.

Wir wollen uns sehr hiufig der Gleichungen zwischen
Differentialausdriicken in diesem Sinne bedienen und schreil en
daher die Gleichungen 1), 2), 4) einfacher in der Form:

f dz=udt, dy=vdt, dzx=wdt,
\is=cdt= Yo+ @y + @a°-

Die letzte dieser Gleichungen besagt, dass sich der Unter-
schied zwischen dem sehr kleinen Wege ds und der mit ¢
multiplicirten Zeit «¢t, wihrend welcher er zurickgelegt
wurde, durch d: dividirt der Gremze Null nihert, woraus
sofort folgt, dass die Summe fds aller wihrend einer eud-
lichen Zeit zuriickgelegten Wege gleich dem Integrale fe¢dt
ist, wenn ¢ als Function der Zeit gegeben ist.

Es giebt wie bekannt auch Functiouen, welche Lei
jedem unendlich kleinen Zuwachs des Argaumentes unend-
lich wenig wachsen, ohne dass sich fiir irgend einen Werth
des Argumentes der Quotient des Zuwachses des Argumentes
in den der Function bei unendlicher Abnahme des ersteren
irgend einer bestimmten Grenze nihert, daher folgt aus der
Annahme 1 noch keineswegs die Annabme 2. Jeder. d-r
einmal Mechanik studirte, wird sich wohl erinnern, welcne
Schwierigkeiten ihm das Verstindniss der Bewcise machie,
dass die Bewegung wihrend einer sehr kurzen Zeit als ge-
radlinig und gleichformig, die Kriifte wihrend einer solchen
als unverénderlich betrachtet werden kbnnen. Diese Schwierig-
keiten liegen einfach darin, dass die betreffenden Beweise
gar nicht richtig sind.

Die analytischen Functionen haben wir ja gerade szur
Darsteilung der Erfahirungsthatsachen gemacht Thre Dife-
rentiirbarkeit kaun nicht als Beweis fiir die Differentiirbar-

4a)
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keit empirisch gegebener Functionen gelten, da ja die Zahl
der denkbaren undifferentiirbaren Functionen gerade so un-
endlich gross ist, wie die der differentiirharen. Kbenso ist
die Thatsache, dass jeder mit der Hand oder einer Maschine
gezogene Strich dem Habitus einer differenzirbaren Function
entspricht, nur ein Beweis, dass, so weit heute unsere Be-
oLachtungsmittel gehen, die Differentiirbarkeit der in der
Mechanik empirisch gegebenen Functionen eben etwas er-
fahrungsmissig Gegebenes ist.

Deshalb haben wir ohne jede BeschOnigung die Diffe-
readirbarkeit einfach als Anpahme hingestellt, welche mit
den bisherigen Erfahrungsthatsachen iibereinstimmt.

§ 4. Einfihrung der Vectoren.

Im Folgenden wird uns die Vectorrechnung oft niitz-
iich sein. Wir wollen daher ihre Grundbegriffe schon an
diesem einfachen Falle erdrtern. Unter einem Vector ver-
stehen wir eine endliche Gerade von bestimmter Liinge, be-
stimmter Richtung und beshmmtem Sinne (Angabe, welcher
ihrer Endpunkte als Anfangs-, welcher als Endpunkt anzu-
sehen ist). Da der Zweck des Vectors nur der sein soll,
uns diese drei Dinge zu versinnlichen, so ist es, so lange
der Veetor nicht noch etwas anderes ausdriicken soll, gleich-
giiltig, von welchem Punkte des Raumes aus er gezogen wird.
Am h#ufigsten wollen wir einen Vector vom Coordinaten-
ursprunge O aus ziehen (diesen als Anfangspunkt der be-
treffenden Geraden wihlen).

Unter der Summe zweier Vectoren (Vectorsumme) ver-
stehen wir einen dritien, den wir erhalten, wenn wir vom
Endpunkte des einen Vectors aus dem zweiten Vector auf-
tragen und den Anfangspunkt des ersten mit dem  End-
punkte des so erhaltenen zweiten Vectors verbinden. Die
Summe wird also aus den beiden Vectoven <o erhalten, wie
nach dem Krifteparallelogramme die Resuitirende zweier
Krifte. Ein Vector, dessen Summe mit einem zweiten einen
dritten Vector liefert, heisst die Differenz (Vectordifterenz)
des dritten und zweiten Vectors. Wenn die Projection eines
Vectors auf die Abscissenaxe gleich der Summe der Pro-
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jectionen zweier anderer Vectoren auf die Abscissenaxe ist
und dasselbe von den beiden anderen Coordinatenaxen gilt,
so ist, wie man sofort sieht, der erste Vector die Summe
der beiden anderen. Dasselbe gilt fiir die Differenz zweier
Vectoren und fiir die Summe von mehr als zwei Vectorer.
Um letatere zu finden, muss man zur Summe des ersten
und zweiten den dritten addiren u. s. w., daher vom End-
punkte B des ersten Vectors 4B eine Gerade BC gleich
lang und gleich gerichtet wie der zweite Vector, vom End-
punkte C dieser Geraden eine Gerade CD gleich lang und
gleich gerichtet wie der dritte Vector u.s. w. zichen. Die vom
Anfangspunkte 4 des erstem Vectors zum Endpunkte M der
letzten dieser Geraden gezogeme Gerade ist dann die Summe
aller Vectoren. Die Figur

5) ABCD... M,

die natiirlich nicht in emer Kbene zu liegen braucht, heisst
das Vectorpolygon, speciell, wenn die Vectoren Krifte dar-
stellen, das Kraftepolygon.

Wir konnen offenbar die Lage beliebiger materieller
Punkte zu einer belichigen Zeit auch durch die Vectoren
darstellen, welche man von irgend einem Raumpunkte, z. B.
vom Coordinatenursprunge gegen diejenigen Raumpunkte
ziehen kann, in denen sich die materiellen Punkte zur be-
treffenden Zeit befinden. Die Entfernung 4 4' der Raum-
punkte 4 und 4, wo sich ein matericller Puuki zu den
Zeiten ¢ und ¢ + z befindet, kann dann ebenfalls als Vector
betrachtet werden und zwar ist derselbe dic Diiterenz der
Vektoren 0.4’ und O A4, welche die Punkte .f und 4’ mit
dem Coordinatenursprunge O verbinden. Wir kdnnen von
einem beliebigen Punkte, z. B. vom Coordinatenursprung O
ans auch einen Vector Ob zichen, welcher gieich gerichtet
und gleich lang wie 4.4’ ist. Da jedoch die Linge von 4 4’
mit abnehmendem 7 selbst bis ins Unendliche abnimmt, so
konnen wir auch die Lange dieses Vectors 00 im Verhiili-
nisse von z za irgend einer ein fiir allemal unveriinderlich
gewihlten Zeit (der Zeiteinheit) vergrossern. Die Grenze 0 B,
welcher sich der so vergrosserte Vector mit abnehmendem z
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pihert, nennen wir den Geschwindigkeitsvector des be-
treffenden materiellen Punktes zur Zeit . Er selbst stelit
die Geschwindigkeit des betreffenden materiellen Punktes in
Grosse und Richtung, seine Projectionen auf die drei Coor-
dinatenaxen, deren Componenten =, ¢, w dar, und zwar
gleichgiiltig, von welchem Punkte des Ranmes aus er ge-
zogeu wird.

& 5. Begriff der Beschleurigunz uud deren Componenten.

Wir haben in dieGruudansa? ~u 2 such die Bedingung auf-
genommen, dass die Coordinaten zweite Differentialquotienten
nach der Zeit besilzen. Weun diece Differentialquotienten
wihrend einer endlichen Zeit »r gieich Null sind, so liegen
die Verbindunyslinien 44", 4'.4", 4’4" ... der Raumpunkte,
wo sich der materielle Punkt zu den Zenten ¢, ¢+ 7, i 4 271,
...t nt hefindet, alle in cin und derselben Geraden und
sind alle untercinander gleich lang; die Bahn des materic'len
Punktes ist a'so eine Gerade und es werden in gleichen
Zeiten gleiche Wege zuriickgelegt. Die Geschwindigkeit ist
constant, die Bewegung gleichférmig. Jede Beschleunigung
oder Verzogerung der Bewegung, jede Kriimmung der Bahn
nach der eimen oder anderen Seite ist also dadurch bedingt,
dass die zweiten Differentialquotienten der Coordinaten nach
der Zeit von Null verschiedene Werthe haben. Es sind
daher jetzt vor allem anderen die Werthe dieser zweiten
Differentialquotienten zu studiren.

Ein materieller Punkt moge sich wieder zu den Zeiten
¢, t+ 7 und ¢ 4 27 in den Raumpunkten 4, 4" und 4" be-
finden, deren Projectionen auf die Abscissenaxe D, I, D seien
(3. Fig. 1). =z, g, » resp. 2, ¢, 2’ und =", y”, 2" seien die Coor-
dinaten des materiellen Puanktes zu den Zeiten ¢ resp. ¢ + =
und ¢+ 2z. Dann ist bekanntlich der zweite Differential-
quotient der Abscisse z des materiellen Punktes nach der Zeit,
welehen man die Componente der Beschleunignng dieses
materiellen Puuktes in der Abscissenrichtung nennt, gleich
der Limite des Ausdrucks
6) 2 = — T — 7) - DD’ ~Dpr

t! ti
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tiir unendlich abnehmende z; nun sind aher die Strecken
DD und D" die Projectionen der Vectoren 44" nnd 4" 4”
auf die Abscissenaxe. Der Zihler des Bruches der Formel 6
ist also die Projection der Differenz dieser beiden Vectorcn
anf die Abscissenaxe. Da es hierbei offenbar gleichgiiltig
ist, von welchem Punkte
aus man die Vectoren auf-
triigt, so wollen wir die

1Y
e
g : beden Vectoren von dem-
selben Raumpunkte aus
A auftragen, also z. B. den
. i y Vector 44" durch einen
z

gleich langen wund gleich

Fig 1. gerichteten, von A aus

gezogenen Vector 4'F er-

setzen. Die Verbindungslinie £ 4” der Endpunkte der heiden
Vectoren 4'E und 4’4" oder eine ihr parallel vom Coordi-
natenursprunge aus gezogene gleich lange Gerade Oc stellt
also die Differenz der beiden Vectoren 4’4" und 4 4" dar.
Die Projection von Oc oder E 4" auf di¢ Abscissenaxe ist
daher gleich dem Zihler der Formel 8. Die Limite, welcher
sich diese durch z* dividirte Differenz nahert, ist die ¢ rnpo-
nente der Beschlennigang in der Abscissenrichtung. Da das-
selbe von den beiden #brigen Coordinatenrichtungen gilt, so
giebt uns also der Vector 4" oder O¢ ein genaues Bild
von der Kriimmung der Bahn, sowie von der Beschleunigung
oder Verzigerung der Bewegung. Man wird die Idinge
dieses Vectors wieder lieber im Verhiltnisse von z# zum
Quadrate der gewihlten Zeiteinheit vergrossert zeichneu.
Die Limite O, welcher sich der so vergrisserte, vom Coor-
dinatenursprunge aus gezogene Vector bei constaniem ¢ und
abnehmendem r nihert, heisst der Vector der Beschleunigung
oder noch kiirzer einfach die Beschleunigung des betreffen-
den materiellen Punktes zur Zeit 7 Seine Componenten
in den drei Coordinatenrichtungen sind gleich dem, was wir
chon frither die Componenten der Beschleunigung in den

drei Coordinatenrichtungen genanrt haben, also gleich ‘?,:Tu
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resp. ig;—' und —?Tf, Die Gesammtlinge des Vectors O C

ist die positive Quadratwurzel aus:
o’z \2 | (diy\? , [d*z)?
(&) + (@) + (@)
Selbstverstindlich hiltte man denselben Vector O € auch
erhalten, wenn man die Endpunkte der beiden Geschwin-
digkeitsvectoren OB und OB des materiellen Punktes zu
den Zeiten ¢ und ¢4 r durch eine Gerade verbunden und
die Limite gesucht hatte, welcher sich diese Gerade durch
7 dividirt nihert.
Seien (g,2), (g,%) und (g,2) die Winkel zwischen der
Beschleunigung unseres materiellen Punktes (d. h. dem Vector

0 (O), und den drei Coordinatenaxen und g die Grisse dieser
Beschleunigung (d. h. die Lange dieses Vectors); dann ist also:

d* a* d?
?) }'}"g‘ =g cos@:x): _‘i‘g‘ =g GOS(g,y), 'a“;“ =4 (cos(_q,x).

‘Wenn die Beschleunigung eines materiellen Panktes in
einem Falle durch irgend einen Vector OC, in einem andern
Falle durch einen andern Vector O dargestellt ist, so
verstehen wir unter der Summe dieser beiden Beschleu-
nigungen diejenige Beschleunigung, welche durch die Summe
der beiden Vectoren OC und OD dargestellt wird. Sind
die Componenten der Beschleunigung OC nach den Coor-
dinatenrichtungen gleich

Co £ &
ae# ’ de’? ae

die der Beschleunigung 0D

Fz Py, dz
det? det?! df?

so sind die Componenten der Summe beider Beschleunigungen

d*z, 'z, &y d*y, d'z d* zy
8) g TR g T ged g T ar"

Analog definiren wir die Summe von drei und mehr
Beschleunigungen.

Boltzmann, Mechanik T 3 Auflage 2
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§ 6. Grundannahme 3—7.

Es sei eine beliebige Anzahbl (») materieller Punkte ge-
geben. Zu irgend einer Zeit ¢ sollen sich dieselben in den
Raumpunkten 4,, 4;, 4;...4, befinden. Wir erginzen
nun unser Bild durch folgende weitere Grundannahmen,
welche uns die Beschleunigungen aus der Constellation der
materiellen Punkte finden lehren.

Grundannabme 3. Die (im Sinne des obigen als Vector
zu denkende) Beschleunigung irgend eines materiellen Punktes
ist gleich der Summe von n—1 (ebenso zu denkenden) Be-
schleunigungen, von denen jede die Richtung der durch den
betrachteten materiellen Punkt und einen der iibrigen ma-
teriellen Punkte gezogenen Geraden hai und als die von
jenem zweiten Punkte dem ersten ertheilte Beschleunigung
oder als die Beschleunigung des ersten materiellen Punktes
durch den zweiten bezeichnet wird.

Grundannahme 4. Die Beschleunigung irgend eines
materiellen Punktes durch einen zweiten ist immer entgegen-
gesetzt gerichtet, der des zweiten durch den ersten. Wenn
also die erste Beschleunigung die Richtung der von dem
ersten gegen den zweiten Punkt gezogenen Verbindungslinie
hat (Fall B), so hat die zweite die Richtung der von dem
zweiten gegen den ersten Punkt gezogenen Verbindungslinie.
Man sagt dann, die beiden materiellen Punkte ziehen sich
an. Hat dagegen die erste Beschleunigung die Richtung
der Verlingerung der vom zweiten gegen den ersten Punkt
gezogenen Verbindungslinie fiber den ersten Punkt hinaus
(Fall 4), so hat auch die zweite Beschleunigung die Rich-
tung der Verlingerung der von dem ersten gegen den zweiten
Punkt gezogenen Verbindungslinie {iber den zweiten hinaus,
die beiden materiellen Punkte stossen sich ab.

Grundannahme 5. Die Grisse der Beschleunigung g¢,,
eines beliebigen materiellen Punktes durch einen beliebigen
anderen héngt weder von der absoluten Lage der beiden
Punkte im Raume, noch von dem Absolutwerthe der Zeit,
noch von der Beschaffenheit der Umgebung oder der Ge-
schwindigkeit der betreffenden Punkte, noch von der Richtung
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ihrer Verbindungslinie im Raume, sondern allein von der
Linge r,, dieser Verbindungslinie ab. Sie ist also allein
eine Function F(r,,) dieser Liinge. Wir geben der Function
P(r,,) das positive oder negative Vorzeichen, setzen also,
da wir der Beschleunigung g,, als einem Vector immer das
positive Vorzeichen geben, g,, = + F(r,,) oder — F(r,), je
nachdem die beiden Punkte sich abstossen oder anziehen, je
nachdem also die Beschleunigung in die Richtung der Ver-
langerung der Verbindungslinie oder in diese selbst fallt.
Die Form dieser Function lassen wir vorlaufig noch voll-
standig unbestimmt.?)

Grundannahme 6. Die Grosse der Beschleunigung,
welche der erste materielle Punkt dem zweiten ertheilt,
braucht zwar nicht gleich der zu sein, welche umgekehrt
der zweite dem ersten ertheilt. Beide Beschleunigungen
stehen jedoch in einem zu allen Zeiten und in allen Ent-
fernungen constantem Verhilinisse. Setzen wir daher die
Grosse der Beschleunigung g,, des zweiten materiellen Punktes
durch den ersten gleich u, F(r,,), so ist u, eine fiir dieses
Punktepaar zu allen Zeiten und in allen Entfernungen con-
stante Grosse. Sie ist wesentlich positiv, da wir auch fir
den zweiten Punkt im Falle der Anziechung g,, = + u, F(r,,),
im Falle der Abstossung g,, = — u, F(r;,) setzen.

Grundannahme 7. Ist r,, die Entfernung desjenigen
materiellen Punktes, welchen wir den ersten genanunt haben,
von einem ebenfalls beliebigen dritten materiellen Punkte
and @ (r,) die Beschleunigung des ersten materiellen Punktes
durch den dritten, ferner p, ®(r,s) die des dritten durch
den ersten materiellen Punkt, so steht immer die Beschleu-
nigung des zweiten materiellen Punktes durch den dritten

') Hier ist allerdings ohne erhebliche Stérung der Klarheit eine
Verallgemeinerung des Bildes mdaglich und auch versucht worden,
durch die Annshme, dass die Function ¥ auch den ersten oder sogar
den zweiten Differentialquotienten von r,, nach der Zeit enthilt. Ist
letzterer linear darin enthalten, so kann man auch sagen, dass die
Factoren m, von denen spiiter die Rede sein wird, nicht constant
sind. Doch hat diese Verallgemeinerung so wenig praktische Be-
deutung erlangt, dass wir hier nicht weiter darauf eingehen wollen.

2#
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zu der des dritten durch den zweiten im constanten Ver-
hiltnisse g, :p,, S0 dass, wenn r,, die Entfernung der letz-
teren beiden materiellen Punkte und ¥(r,;) die Beschleu-
nigung des zweiten materiellen Punktes durch den dritte.

ist, dann —z— Y(r,) die des dritten durch den zweiten

sein muss.

Um dieser Annahme einen mehr symmetrischen Aus-
druck zu verleihen, bezeichnen wir mit m, eine ganz be-
liebige, aber zu allen Zeiten und an allen Orten constante
positive Zahl und setzen:

m, my
—;';— = ﬂl,3 ¥ I = ﬂla .
Ferner bezeichnen wir die Grdsse m,.F(r,,), welche
offenbar ebenfalls eine Function von », sein wird, die
dasselbe Vorzeichen wie F(r,,) hat, mit £, (r,,); die Grossen

‘—:’L ®(r,,) und %— W(r,,) mit £, (r,;) und fy(rys)- Dann

konnen wir die obigen Relationen in der folgenden sym-
metrischen Form schreiben:

My 013 = My 0y = & fi5(ry),
™y G13 = My gy =  f13("13)

My Jay == My gy = =k fog (Tas) s
wo im Falle der Abstossung das positive, in dem der An-
ziechung das negative Zeichen gilt.
Ziehen wir einen vierten materiellen Punkt in den Kreis
der Betrachtungen, so kionnen wir erfahrungsmissig con-
statiren die Beschleunigungen

Qe =F(re)y 9= P (), =¥ (n),
welche der erste, zweite und dritte materielle Punkt in den
Entfernungen r,, r,, und r,, durch den vierten erfahren,
ferner den Factor g,, mit den man die Beschleunigung
F, (r,,) multipliciren muss, um die Beschleunigung g, des
vierten materiellen Punktes durch den ersten zu erhalten.
Da die Grundannahme, welche wir die Grundannahme 7
nannten, fiir je drei beliebige materielle Punkte gelten soll,
so muss dann die Beschleunigung g,, des vierten materiellen
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Punktes durch den zweiten gleich -%;L D, (ry,) und die Be-
schleunigung g,, des vierten materiellen Punktes durch den
dritten gleich '%:" ¥, (r,,) sein. Wenn wir nun genau wie
frither setzen

_:l:- =my,, m Pr) = fie(rd),
% 1 () = my D, (r35) = [34(720)

1:;1" W, (rsg) = mg W, (ry) = f34 (734)
so erhalten wir:
My g1y =My gy = F f14(r);
My Gyg = My Gg3 = F fo4(ra0)y
Mg gy = My Gz = = f34(rgy)-

Die Ausdehnung dieser Gleichungen auf mehr als vier
materielle Punkte hat keine Schwierigkeit.

§ 7. Masse und Kraft. Gleichheit der Wirkung und
Gegenwirkung.

Wir erhalten nach dem im vorigen Paragraphen Ge-
sagten fir jeden materiellen Punkt eine bestimmte Zahl m,
welche wir dessen Masse nennen und fiir je zwei materielle
Punkte eine Function f(r) ihrer Entfernung r, welche wir
die zwischen diesen materiellen Punkten in dieser Entfernung
wirkende Kraft nennen. Den Absolutwerth von f(r) be-
zeichnet man als die Intensitit dieser Kraft, sowohl der
Kraft, welche der erste Punkt auf den zweiten austibt, und
welche gleich dem Producte der Masse des ersten in die
Beschleunigung ist, die er durch den zweiten erfahrt, als
auch der Kraft des zweiten Punktes auf den ersten, die
gleich dem Producte der Masse des zweiten in dessen Be-
schleunigung durch den ersten ist. Die Intensitat der Kraft soll
also wie der Absolutwerth der Beschleunigung als wesentlich
positiv betrachtet werden. Die Richtung der Beschleunigung,
welche der zweite Punkt dem crsten ertheilt, nennt man die
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Richtung der von dem zweiten auf den ersten ausgeiibten
Kraft. Sie ist immer entgegengesetzt wie die Richtung der
vom ersten auf den zweiten ausgeiibten Kraft und gegen den
zweiten oder von ihm weg gerichtet, je nachdem f(r) negativ
oder positiv ist.

Die von einem materiellen Punkte auf einen zweiten
ausgefibte Kraft ist also immer gleich, aber entgegengesetzt
gerichtet der von dem zweiten auf den ersten ausgetibten.
Man sagt auch, Wirkung und Gegenwirkung sind gleich,
aber entgegengesetzt gerichtet.

Wir sagen der Kiirze halber, die zwischen zwei Punkten
wirkende Kraft ist eine Centrikraft, womit wir ausdriicken:
1. dass ihre Intensitit nur Function der Li#inge der Ent-
fernung der beiden Punkte ist, 2. dass ihre Richtung in die
Richtung der Verbindungslinie derselben fillt, 8. dass Wir-
kung und Gegenwirkung gleich und entgegengesetzt gerichtet
gind. Damit die Bewegung sicher eindeutig bestimmt ist,
nehmen wir noch an, dass die natiirlich eindeutige Function
der Entfernung r, welche die Kraft giebt, fiir alle in Betracht
kommenden Werthe des » eine endlicke erste Ableitung hat
(incl Null) oder dass wenigstens der Quotient des Zuwachses
von r in den dazn gehdrigen Zuwachs von f(r) fir diese
‘Werthe von r niemals unendlich wird.

Von den Massen m aller materiellen Punkte ist eine
ganz willkfirlich. Sammtliche anderen aber sind durch diese
eine und durch die Erfahrungsthatsachen bestimmt.

Obwohl ich statt aller Citate lieber vorausschicke, dass
ich in diesem Buche blos Bekanntes darstelle und keinen
der angefithrten Satze selbst gefunden zu haben beanspruche,
so will ich doch hier, da dies vielleicht weniger bekannt
ist, erwihnen, dass die aunseinandergesetzte Definition der
Masse von Mach stammt.!)

Es wiirde unser Bild vereinfachen, wenn wir die Massen
aller materiellen Punkte gleich annidhmen, also voraussetzien,
dass sich je zwei materielle Punkte gleiche, aber entgegen-
gesetzte Beschleunigungen ertheilen. Wiirde mar dann an-

1y Carl’s Repertorinm, Bd. 4.
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nehmen, dass in dichteren Kérpern einfach mehr materielle
Punkte auf die Volumeinheit entfallen, so konnte man alle
Erscheinungen ebenso gut darstellen. Auch einen mate-
riellen Punkt von der Masse m konnte man sich sehr an-
gendhert durch m sehr nahe, fest verbundene materielle
Punkte von der Magse 1 darstellen. Ich habe das all-
gemeinere Bild blos deshalb acceptirt, weil es ebenfalls mit
keiner Unklarheit oder Unbestimmtheit behaftet ist.

Natirlich sind die hier gemachten Grundannahmen
organisch miteinander verbunden, so dass man vielfach in
‘Widerspriiche gerathen wiirde, wenn man nur eine oder
wenige fallen liesse oder verinderte, wibrend man die
iibrigen unverindert beibehielte. So kann man z. B. zeigen,
dass, wenn man die Unabhingigkeit der Beschleunigung. die
sich zwei materielle Punkte ertheilen, von ihrer Lage im
Raume und vom Absolutwerthe der Zeit annimmt, aber eine
der Annahme 4, 5 oder 7 fallen lisst, die Geschwindig-
keit zweier fest verbundener materieller Punkte mit der
Zeit ins Unendliche wachsen konnte, wobei natirlich moch
vorausgesetzt ist, dass die Wirkung der Vorrichtung, welche
sie (nahe) fest verbindet, selbst durch Krifte erzeugt ist, die
unseren Annahmen entsprechen. Daraus folgt jedoch selbst-
verstindlich nicht, dass sich die Gesammtheit unserér An-
nahmen durch das Energieprincip oder andere allgemeine
Principien ersetzen liesse. Die Méglichkeit, einen Theil
unserer Grundannahmen durch derartige Principien zu er-
setzen, will ich keineswegs leugnen.

Ja man kdnnte sogar statt von dem Begriffe der Be-
schleunigung von der Gleichung der lebendigen Kraft aus-
gehen, indem man z. B. voraussetzt, dass diese Gleichung fiir
jede Coordinatenrichtung gesondert gilt. Es diirfte dies bei
der wichtigen Rolle, die das Energieprincip in der gesammten
Natur spielt, vielleicht Manchem sympathisch sein. Doch
fand ich keine Mdglichkeit, die Ersetzung der hier gemachten
Grundannahmen durch allgemeinere Principien in einer Weise
zu bewerkstelligen, wodurch die Grundannahmen wirklic
wesentlich vereinfacht wiirden. Ich habe mich darum auc
nicht besonders bemiiht, da mir dies keineswegs wesentlich
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und aussichtsvoll vorkommt, sobald man sich doch entschliesst,
von der Fernwirkung materieller Punkte auszugehen und
erst aus dieser das Hamilton’sche Princip, die Gleichungen
der Elasticitiitslehre und Hydrodynamik etc. abzuleiten,

§ 8. Allgemeine Bewegungsgleichungen.

Falls die zwischen zwei materiellen Punkten, deren
Coordinaten x,, y,, %; resp.z,, y,, #, seien, wirkende Kraft
eine abstossende ist, fillt, wie schon bemerkt, die Beschleu-
nigung g,, des ersten materieilen Punktes durch den zweiten
in die Richtung der Verlingerung der vom zweiten gegen
den ersten gezogenen Geraden r,,, welche mit den positiven
Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Cosinus

Ty - Ty Y1 s Ty = Xy
e ry 0 719

gind. Dies sind also die Cosinusse der Winkel (g,,,2),
(913+4)s (9,5,%), welche die Beschleunigung g,, mit den posi-
tiven Coordinatenaxen bildet. Nann ertheilen wir auch der
Function £, (r,,) das positive Vorzeichen. 'Whrde also der
erste materielle Punkt nur durch den zweiten beschleunigt,
80 hitte man nach Formel 7)

a? z, 1 % —
TR T1n 908 (g9 @) v = g () ==

mit zwei analogen Gleichungen fiir die y- und v-Axe, 'Wenn
die Beschleunigung die entgegengesetzte Richtung hat, so
nehmen wir sie wieder positiv, geben aber dem Cosinue das
entgegengesetzte Zeichen, setzen also

Ty ~ &y
08 (g4, %) = o

Da wir aber dann auch der Funktion /, (v,) das entgegen-
gesetzte Zeichen geben, so ist auch in diesem Falle

dz, 1
I = [12(e)

&I, —
P .

Nach der dritten Grandannahme ist nun die gesammte
Beschleunigung des ersten materiellen Punktes die Vector-
summe der verschiedenen Beschleunigungen, die er von allen
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iibrigen materiellen Punkten erfahrt, und nach 8) ist dann
die Gesammtcomponente der Beschleunigung in der Abscissen-
richtung gleich der gewbdhnlichen algebraischen Summe der
einzelnen Beschleunigungen. Man hat also allgemein

k=n

P -

9) ny dfl‘ 2, fuin(r 3’_!’“ -
k=2

mit zwei analogen Gleichungen fiir die beiden iibrigen
Coordinaten und 8n — 3 analogen Gleichungen fiir die
anderen materiellen Punkte.

Die iiber und unter dem Summenzeichen angegebenen
Werthe der Grosse, nach der zu summiren ist, driicken
(wie im Folgenden immer) aus, dass im Ausdrucke, dem das
Summenzeichen vorgesetzt ist, dieser Grosse alle positiven
ganzen Zahlenwerthe vom unten bis zum oben angegebenen
incl. zu ertheilen und dann alle so gehildeten Ausdriicke zu
addiren sind. Wir bezeichnen mit ¢, (r,,) das unbestimmte
Integrale f f,,(r,,)dr,,, wobei der Integrationsconstante ein
beliebiger specieller Werth ertheilt werden kann,

Ferner werden wir oft nothig haben, in einem Aus-
drucke, welcher die Coordinaten beliebiger unserer mate-
riellen Punkte enthilt, einer einzigen dieser Coordinaten
einen sehr kleinen Zuwachs zu ertheilen, alle anderen con-
stant zu lassen. Die Zuwiichse, welche in solocher Weise
entstehen, nennen wir partielle und bezeichnen sie durch
das Zeichen 8. Sie sind nicht zu verwechseln mit den Zu-
witchsen, die wihrend der Zeit d¢ ecintreten (den totalen);
denn withrend dieser Zeit indern sich im Allgemeinen alle

Coordinaten. So hat der partielle Differentialquotient a”‘-”

von #,, nach =, folgende Bedeutung man ertheile von a.llr\n
Coordinaten nur dem g, einen kleinen Zuwachs, suche den
dadurch erzeugten Zuwachs von r,,, dividire ihn durch den
Zuwachs von w, und suche endlich die Limite, welcher sich
der Quotient mit abnochmendem Zuwachs des z, niihert. Da

The = Vi, — z)* + W — %) + (5 — =)
ist, so findet man nach den Regeln der Differentialrechnung:
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a"'hg - Ty — Tk

d Ty Tak 2

ebenso
4 — Y 0 e = AT %
EA ay O Tak

Ferner folgt gemiss der Definition der Functionen 4

Ll %a‘r ) Prx Tae) hﬂ.% = ") z,.ruz;‘
und analog fir y und z.

Wir wollen nun in dem Ausdrucke ¢, (r;,) der Reihe
nach % gleich jeder positiven ganzen Zahl von eins bis »
incl. und fiir jedes A wieder % gleich jeder dieser Zahlen
mit Ausnshme der, die gleich h ist, setzen. Die Summe
aller so erhaltenen Ausdriicke bezeichnen wir mit

10) 23un)=—7.

Die @Gleichung 9) kann damn in der Form geschriebzn
werden: » -

11) m = — '

mit zwei analogen Gleichungen fiir die beiden anderen
Coordinatenaxen und 3 » — 3 analogen fiir die anderen
nmateriellen Punkte. Die in irgend einer Coordinatenrichtung
auf irgend einen materiellen Punkt wirkende Kraftcomponente
ist daher die negative partielle Ableitung der Function V
aller Coordinaten (der Kraftfunction) nach der betreffenden
Coordinate.

Fir mein Gefiihl Hegt in den Differentialquotienten
pach der Zeit noch eine gewisse Unklarheit. Abgesehen
von den wenigen Fiéllen, wo sich eine analytische Function
finden lésst, welche genau die vorgeschriebenen Differential-
quotienten nach der Zeit hat, wird msn behufs Herstellung
eines Zahlenbildes die Zeit immer in eine endliche Zahl von
Zeittheilen getheilt denken miissen, bevor man zur Limite
iibergeht.!) Vielleicht sind unsere Formeln nur der selir
angeniherte Ausdruck fiir Durchschnittswerthe, die sich aus

) Vgl. Wien. Sitzber. 105, §. 912, 1896. Wied. Ann. 60,
3. 286, 1897,
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vi¢l feineren Elementen construiren lassen und nicht im
strengen Sinne differentiirbar sind. Doch fehlt hierfir bisher
noch jeder Anhaltspunkt in der Erfahrung.

§ 9. Verschiedene Ausdrucksweisen. Resultirende.
Componenten.

Statt zo sagen, der zweite materielle Punkt ertheilt
dem ersten die Beschleunigung g,,, wollen wir anch sagen:
die Kraft + £, (r,s), welche der zweite auf den ersten aus-
ibt, erzeugt diese Beschleunigung, diirfen aber dabei natiir-
lich nie vergessen, dass dies nur verschiedene Worte fiir
ein und dieselbe Thatsache sind. Wie schon bemerkt, be-
zeichnen wir den Absolutwerth der Function f, (r,,), welcher
gleich ist dem Producte aus der Masse m des materiellen
Punktes, auf den sie wirkt, und der Beschleunigung g, die
sie ihm ertheilt, als die Intensitit, die Richtung dieser Be-
schleunigung als die Richtung der Kraft. Genau so, wie
die Beschleunigungen, kénnen wir daher auch die Krifte
.durch Vectoren (Pfeile) ausdriicken, deren Liinge gleich der
Intensitit der betreffenden Kraft ist und deren Richtung
mit der Richtung der Kraft zusammenfillt, also auch mit
der Richtung der von ihr erzeugten Beschleunignng. Diese
Vectoren, welche die Krifte darstellen, tright man gewdhn-
lich nicht vom Coordinatenursprunge, sondern von dem Punkte
aus auf, auf welchen die Kraft wirkt.

Die Vectorsumme aller Kriifte, welche auf einen mate-
riellen Punkt wirken, stellt wieder eine Kraft dar, welche
man die Resultirende nennt; die Kinzelkriifte nennt man
die Componenten derselben. Da nach Grundannahme 3 die
wirkliche Beschleunigung eines materiellen Punktes die
Vectorsumme der verschiedenen Beschleunigungen ist, welche
er durch die einzelnen Krifte erfahren wiirde und sich die
Vectoren, welche die Kriifte darstellen, von denen, welche
die Beschleunigungen darstellen, nur dadurch unterscheiden,
dass die Léngen der ersteren alle mmal grosser sind, so
folgt, dass die wirkliche Beschleunigung des materiellen
Punktes die Richtung der resultirenden Kraft hat und ihr
Product in die Masse dey materiellen Punktes gleich der
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Intensitii der resultirenden Kraft ist. Die wirkliche Be-
schleunigung wird daher aus der resultirenden Kraft gerade
so gefunden, wie die durch eine einzelne Kraft erzeugte
Beschleunigung aus dieser einzelnen Kraft.

Map kann dies leicht noch weiter verallgemeinern. Sei
der Vector R die Summe beliebiger anderer Vectoren C, so
ist die Beschleunigang, welche die durch den Vector R dar-
gestellte Kraft einem materiellen Punkte ertheilt, die Vector-
summe der Beschleunigungen, welche die verschiedenen durch
die Vectoren C dargestellten Krifte demselben materiellen
Punkte ertheilen wiirden. Da es gleichgiiltig ist, in welcher
Ordnung man Vectoren zu einer Summe vereinigt, da ferner
die Vectoren, welche Kriifte darstellen, immer m mal so lang
und gleich gerichtet sind wie die, welche die cutsprechenden
Beschleunigungen darstellen, und nach der Grundannahme 3
sich Beschleunigungen wie Vectoren addiren, so wird der
materielle Punkt durch die einzige Kraft R (die Resultirende)
dieselbe Beschleunigung erfahren, wie durch alle Krifte ¢
(die Componenten derselben) zusammen, sei es, dass sonst
keine oder dass ausserdem noch beliebig andere Krifte auf
ihn wirken, deren Beschleunigung sich dann noch zu dieser
addirt.

Die Summe zweier Vectoren kann nur dann ein Vector
von der Linge Null sein, wenn beide Vectoren gleich lang,
aber entgegengesetzt gerichtet sind. Ein materieller Punkt,
auf welchen zwei Krifte wirken, wird also dann und nur
dann gar keine Beschleunigung erfahren, also sich genau
so verhalten, als ob gar keine Kraft auf ihn wirkte, wenn
jene beiden Krifte gleiche Intensitit, aber entgegengesetzte
Richtung haben. Man sagt dann, die Kriifte halten sich
das Gleichgewicht. Da die Resultirende einer beliebigen
Zahl von Kriften, die auf einen materiellen Punkt wirken,
durch die Figur 5 des § 4 (das Kriiftepolygon, fiir zwei Kriifte
Krifteparallelogramm) gefunden wird, so werden sich die
Krifte dann das Gleichgewicht halten, d.h. dem Punkte keine
Beschleunigung ertheilen, wenn das Kriftepolygon A BC... M
ein geschlossenes ist, also sein Endpunkt M mit seinem An-
fangspunkt A zusammenfillt.
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Man sieht aus der Construction des Kriftepolygons, dass
die Wirkung einer Kraft P durch die der drei in den drei
Coordinatenrichtungen wirkenden Krifte

12) X = Pcos(P,a), Y= Poos(Py), Z=P cos(P,2),

welche ihre Componenten nach den Coordinatenrichtungen
heissen, vollkommen ersetzt werden kann.

Wir bezeichnen noch mit P, die Resultirende aller
Krifte, die auf den materiellen Punkt von der Masse 2,
wirken, auf den sich die Gleichungen 9) beziehen, mit P’, P,"...
irgend welche Componenten, in die man die Kraft P, zer-
legen kann, mit X,,¥,,2,, X, %2/, X", ", Z," ... die
Componenten der Krafte P, resp. P, P,”... in den Coor-
dinatenrichtungen. Dann kdnnen wir nach dem Gesagten
die Gleichung 9) auch so schreiben:

13) mEB o X = X X

Analoge Gleichungen gelten natiirlich fiir die tibrigen

Coordinatenaxen und matcriellen Punkte.

§ 10. Poisson’s Beweis des Kriftenparallelogramms.

Von den zahlreichen Beweisen, die fir den Satz vom
Parallelogramme der Krifte gegeben worden sind, will ich hier
nur als Musterbild kurz den von Poisson in seiner Mechanik
gegebenen in etwas modificirter Form auseinandersetzen.

Wir nehmen an, dass wir mehrere Krifte (die Compo-
nenten), welche auf einen Punkt wirken, immer in allen
ihren Wirkungen durch eine einzige (die Resultirende) er-
setzen konnen. Daraus folgt, dass man die Resultirende
von mehr als zwei Kriften immer finden kann, indem man
zuerst zwei beliebige derselben zu einer Resultirenden, dann
diese mit irgend einer dritten zu einer neuen Resultiren-
den w. 8. w. zusammensetzt. Denn da die erste Resultirende
die beiden ersten Krifte vollstindig vertritt, so muss die
neue Resultirende, welche unter allen Umstinden dieselbe
Wirkung hat wie die erste Resultirende und die dritte
Kraft zusammen, anch dieselbe Wirkung haben wie die ersten
drei Krifte u s. w.
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Wir setzen ferner voraus, dass die Intensitit der Resul-
tirenden und deren relative Lage zu den Componenten von
der absoluten Lage der Figur im Raume, den Bewegungs-
verhiiltnissen, den fritheren Zeitumstinden und der Provenienz
der Kriifte unabhiingig ist, dass also Krifte beliebigen Ur-
sprungs sich gleich verhalten. Als Kraft von doppelter
Intensitit bezeichnen wir eine solche, welche dasselbe leistet,
wie zwei vollkommen gleiche gleich gerichtete Krifte zu-
sammen. Als Kraft von dreifacher Intensitit eine solche,
die dasselbe leistet, wie drei gleich beschaffene gleich ge-
richtete uw. s. w. Gesetze und selbst Sinn der erzeugten Be-
wegung kilmmert uns dabei nicht.

Wenn zwei vollkommen gleiche Krifte in entgegen-
gesetzter Richtung auf einen Punkt wirken, so ist dadurch
weder eine Bewegung in ihrer Geraden, noch senkrecht
darauf bestimmt. Der Punkt muss also, wenn er anfangs
ruhte, in Ruhe bleiben, es muss also Gleichgewicht eintreten;
der Punkt muss sich so verhalten, als ob gar keine Kraft
auf ihn wirkte.

Wenn daher eine Kraft in einem Sinne und eine Kraft
von doppelter Intensitit im entgegengesetzten Sinne auf einen
Punkt wirkt, so kinnen wir letztere durch zwei Krifte von
einfacher Intensitit ersetzen, von denen eine durch die ent-
gegengesetzte Kraft aufgehoben wird. Xs bleibt also nur
noch eine derselben.

Fihrt man so zu schliessen fort, so erkennt man leicht,
dass die Resultirende von beliebig vielen Kriiften, deren.
Richtungen in eine Gerade fallen, deren algebraische Summe
ist, wobei wir die in der cinen Richtung wirkenden Kriifte
positiv, die in der anderen Richtung wirkenden negativ
zihlen und auch die Resultirende in der einen und anderen
Richtung wirkt, je nachdem die algebraische Summe positiv
oder negativ ist.

Nun sollen auf einen Punkt 4 zwei gleiche Krifte 4 B
und .4 C wirken, welche einen beliebigen Winkel mitein-
ander einschliessen. Wir wollen die eine Halfte 4 H der
unendlichen Geraden, welche diesen Winkel halbirt, als die
positive, die andere als die negative Halbirungslinie be-
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zeichnen. « sei der Winkel zwischen der positiven Halbi-
rungslinie und einer der Kriifte, welche also untereinander
den Winkel 2 ¢ einschliessen. « kann vorliufig spitz
oder stumpf, gleich Null, gleich einem oder gleich zwei
rechten sein.

Die einzige Gerade, welche durch zwei gleich lange von
einem Punkte ausgehende Gerade eindeutig bestimmt ist, ist
die Halbirungslinie ihres Winkels. Die Resultirende 4 D der
Krifte 4B und 4 C muss daher in diese Halbirungslinie
fallen, nach ihrer positiven oder negativen Seite hin.

Wird die Intensitit jeder der Kriifte 4 B und 4 C ohne
Aenderung ihrer Richtung verdoppelt, so konnen wir uns
die Sache so denken, als ob in der Richtung von 4 B zwei
der urspriinglichen Kraft gleiche Kriifte 4 B und 4 B, wirkten,
ebenso in der Richtung 4 C zwei gleiche Kriifte 4 C und 4 G,.
Die Resultirende von 4B und A C ist 4D, die von 4B,
und 4 C, ist eine gleiche gleich gerichtete Kraft 4D,. 4D
und 4 D, geben aber zusammen eine Resultirende, die gleich
gerichtet aber doppelt so gross wie 4D ist. So beweist
man, dass 4 D iiberhaupt der Intensitit der gleichen Krafte
4 B und A4 C proportional sein muss. Es kann aber noch
irgendwie von dem Winkel der letzteren Krifte abhingen.
Wir wollen daher

4D = AB f(e)

setzen, wobei wir der Function f(«) in jenen Fillen das
positive Zeichen geben, wo 4D auf die positive Seite 4 H
der Halbirungslinie f#llt, in jenen Fillen aber, wo sie die
Richtung der negativen Halbirungslinie hat, das negative
Zeichen.

Wenn wir 180 — ¢ fiir ¢ setzen, so machen die beiden
Krifte denselben Winkel nach der entgegengesetzten Seite,
daher muss auch die Resultirende einfach ihre Richtung
umkehren, es ist also

(180 — o) = — f(e)
und es ist keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir

in dem, was nun zuniichst folgt, voraussetzen, dass « nicht
grosser als 90°ist. Wir wollen nun eine Gerade 4 K ziehen,
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welche mit der Geraden 4 H einen beliebigen Winkel 8,
der zwischen ¢ und 90° liegt, nach derjenigen Seite hin
einschliesst, wo die Kraft 4B liegt.

Wir lassen ferner auf den Punkt 4 noch zwei Krifte
AB und 4 wirken, welche durch Pfeile dargestellt sind, die
genau die Spiegelbilder der Pfeile 4 B und 4 C beziiglich der
Geraden 4 K'sind. A H sei das Spiegelbild der Geraden 4 H
beziiglich 4 K als Spiegel. Die heiden Krafte 4 B" und 4 ¢’
haben dann eine Resultirende 4 I, welche ebenfalls das
Spiegelbild von 4 D beziiglich 4 K ist und wir erhalten die
Resultirende aller vier Kriifte 4 B, 4 C, 4 B, A (", indem wir
die Resultirende von 4D und 4 D’ suchen. Letztere heiden
Krifte sind untereinander gleich und bilden den Winkel 3
mit der Geraden 4 K odcr ihrer Verlingerung, je nachdem
[{ee) positiv oder negativ ist. Thre Resultirende ist also

13a) ADf(B)=A4AB(fa) f(B)

und wirkt in der Richtung 4 K oder in der entgegengesetzten,
Je nachdem dieser Ausdruck positiv oder negativ ist. Die-
selbe Kraft miissen wir aber auch erhalten, wenn wir zuerst
die Resultirende von 4B und 4 B, dann die von 4 C' und
A ¢’ bilden und schliesslich diese beiden Resultirenden wieder
zu einer einzigen zusammensetzen. Die Resultirende von
AB und AP ist gleich ABf(f — o), die von 4 C und 4 ¢’
gleich 4B f(8a ) Beide fallen in die Gerade A K. Jede
hat die Richtung 4 K oder die entgegengesetzte, je nach-
dem der fir sie aufgestellte Ausdruck positiv oder negativ
ist. Die Resultirende dieser beiden Resultirenden ist also
ihre algebraische Summe

AB.[ff — o) + B + )]
und wirkt ebenfalls in der Richtung A K oder der ent-
gegengesetzten, je nachdem dieser Ausdruck positiv oder
negativ ist.

Da wir also fir die Resultirende der vier Krifte 4 B,
AB, AC und AC einerseits diesen Ausdruck, andererseits
den Ausdruck 13a) erhalten haben, so miissen beide Aus-
driicke untereinander gleich sein. Awuch das Vorzeichen
hat in beiden die gleiche Bedeutung. Das positive driickt
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eine Wirkung in der Richtung 4 K, das negative in der
entgegengesetzten aus. Wir erhalten somit:

13b) F@f ) =6 —a) + B + o)

fiir alle Werthe von o und B, die inunerhalb der im Obigen
angenommenen Grenzen liegen.

Fir ¢ =0 ist die Resultirende doppelt so gross als
jede der Componenten. Daher ist £(0)= 2. Wenn & ein
sehr kleiner Winkel ist, so kénnen wir jedenfalls f{e)=e¢+6—¢
oder = — (e¢ 4+ 2—¢) oder = 2 cos { setzen, je mnachdem
f(&) > 2 oder < — 2 ist oder zwischen + 2 oder — 2 liegt.
Wire es genau gleich + 2 oder — 2, so wiirden wir die
erste oder zweite Form mit { = 0 wihlen. Machen wir nun
in Gleichung 13b) der Reihe nach folgende Substitutionen:
e=¢fB=¢ dann ¢ =¢ § =25 dann e =8 § = 8¢ oder
e=f=2¢dannae=s5F=4s0dera=2¢ f=3susf,
so finden wir ohne Schwierigkeit fiir beliebige ganze Zahlen 4
f(he) = e*? + e—2¢ oder = (— 1)* (e*¢ + ¢ —*¢) oder = 2 cos k¢,
je nachdem wir die erste, zweite oder dritte Form fiir 7 (¢)
gewahlt haben. Nun verschwindet die Resultirende, also
f(he) fir he=90° aber fiir keinen Werth des he, der
zwischen 0° und 90° liegt; daher kann f(kh&) nicht durch
eine der Exponentialformeln dargestellt sein. Es muss also
gleich 2cos{z{) sein und zwar muss fiir k&= 90° anch
h 5 =909 also { = & sein. Man erhilt also f{h¢) = 2cos(hé)
und wenn man die ganz beliebige Grosse A2 mit « be-
zeichnet, f(«) = 2 cos w, womit das Kriftenparallelogramm
fir den Fall bewiesen ist, dass beide Componenten unter-
einander gleich sind.

Nun geht man zu dem Falle fiber, dass zwei ungleiche
aufeinander senkrechte Kriifte 4 B und 4 C auf einen Punkt 4
wirken. Man halbirt die Gerade B ¢ im Punkte D und zer-
legt jede der gegebenen Kriifte in eine Componente in der
Richtung AD und eine zweite, die mit der zu zerlegenden
Kraft denselben Winkel nach der entgegengesetzfen Seite
einschliesst. Die beiden letzteren Componenten heben sich
auf, die beiden ersteren sind beide gleich 4 D und geben
zusammen die nach dem Satze vom Kréiftenparallelogramme

Boltzmann, Mechanik I. 3 Auflage 3
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folgende Resultirende der beiden urspriinglich gegebenen
Krifte.

Nun erst kann man die Resultirende der ganz beliebigen
Krifte AB und 4O finden, die auf einen Punkt A4 wirken.
Man zeichnet das Parallelogramm 4 B.D C und zerlegt jede
der Krifte in zwei Componenten, von denen eine die Rich-
tung 4 D hat und die andere darauf senkrecht steht. Man
sieht sofort, dass die beiden letzteren Componenten sich auf-
heben, die beiden ersteren aber wieder die durch die Dia-
gonale 4D dargestellte Resultirende liefern.

Natfirlich ist dies keineswegs ein Beweis, dass alle
unsere im Friheren gemachten Annahmen richtig seien.
Es zeigt nur, dass man sich in Widerspriiche verwickeln
wiirde, wenn man unsere zur Definition der Krifte ge-
machter. Annahmen im Uebrigen beibehalten vnd nur iiber
die Art der Construction der Resultirenden zweier Kriifte
eine andere Annahme machen wollte.

Selbst die Annahme, dass die Intensitit der Resul-
tirenden und ihre relative Lage gegen die Componenten
nicht von der Lage der Figur gegen den Raum resp. gegen
die Fixsternwelt abhiingt, ist nicht so selbstverstindlich, als
man glaubt, da ja z. B. die Kriifte, welche im Stande sind,
ein gewisses System in einer gewissen relativen Lage seiner
Theile dauernd zu erhalten, keineswegs blos von dieser rela-
tiven Lage abhiingen, sondern sich #ndern, wenn das ganze
System sich im Raume ohne jede Aenderung der relativen
Lage seiner Theile dreht.

§ 11. Ueber die Ersetznng des Coordinatensystems des Bildes
durch andere.

Da durch die Gleichungen 9) blos die zweiten Diffe-
rentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit bestimmt
sind, so miissen noch die 67n Werthe simmtlicher Coordi-
naten und ihrer ersten Differentialquotienten nach der Zeit
(Geschwindigkeitscomponenten) zu irgend einer Zeit (der
Anfangszeit) gegeben sein. Man bezeichnet die Anfangszeit
hiufig als die Zeit #, oder Null und die Werthe der Coor-
dinaten und Geschwindigkeitscomponenten zu dieser Zeit mit
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%% 9,%....w,% Durch diese 6x Grossen und die Diffe-
rentialgleichungen 9) sind dann die Werthe simmitlicher
Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten zu jeder an-
deren Zeit eindeutig bestimmt.

Da wir unserem Bilde ein einziges bestimmtes Coordi-
natensystem zu Grunde legten, so haben wir erst zu unter-
suchen, in wie weit dieselben Regeln der Bestimmung
der Werthe der Coordinaten und Geschwindigkeitscompo-
nenten aus deren Anfangswerthen auch fiir andere Coordi-
natensysteme giltig bleiben. Alle Coordinatensysteme, fir
welche dies der Fall ist, sowie das urspriinglich gewihlte
Coordinatensystem nennen wir taugliche Bezugsysteme. Wir
denken uns zuerst ein beliebiges anderes Coordinatensystem
eingefithrt, dessen Axen zu jeder Zeit parallel denen des
urspriinglichen Coordinatensystems unseres Bildes gind und
ihre Liage gegen dieses erste Coordinatensystem nichi #ndern.
Dann unterscheiden sich die Coordinaten irgend eines Punktes
zu irgend einer Zeit beziiglich des neuen Coordinatensystems
von denen beziiglich des alten nur durch additive Constanten;
withrend die Geschwindigkeitscomponenten, die Beschleuni-
gungen, sowie alle Glieder der rechten Seite der Gleichungen 9),
von denen man sofort sieht, dass sie nur von der relativen
Lage der materiellen Punkte abhingen, vollstindig unver-
andert bleiben. Die Gleichungen 9) bleiben also ganz un-
verandert giltig, wenn man darin die Coordinaten beziiglich
des urspriinglichen Coordinatensystems mit denen beziiglich
des neuen ersetzt. Das neue Coordinatensystem leistet also
genau dasselbe wie das urspriingliche, da die Verinderungen
der Coordinaten beztiglich des neuen Systems genau nach
denselben Regeln ans den Anfangswerthen der Coordinaten
und Geschwindigkeitscomponenten abgeleitet werden konnen,
die wir fiir das urspriingliche Coordinatensystem fanden.
Dies gilt auch noch, wenn die neuen Coordinatenaxen den
alten parallel bleiben, aber der neue Coordinatenursprung
relativ gegen die alten Coordinatenaxen in einer geraden
Linie mit constanter Geschwindigkeit fortwandert, deren
Componenten beziiglich der drei Coordinatenaxen a, b, ¢
seien. Damn tritt nimlich beim Uebergang zum neuen

3*
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Coordinatensysteme zu simmtlichen Geschwindigkeitscompo-
nenten in der Abscissenrichtung die Constante a, zu denen
in der y- resp. z-Richtung aber die Constante b resp. ¢, zu
den Abscissen aller Punkte aber der Ausdruck ai 4 @, zu
den y- und z-Coordinaten b¢ + £ resp. ¢¢ + y hinzu, wobei
«, B, 7 drei neue Constanten sind. Hierdurch werden wieder
weder die Beschleunigungen noch die Glieder der rechten
Seite der Gleichungen 9) irgendwie verindert und unsere
Regeln, die Bewegung des Systems zmn finden, gelten be-
ziiglich des neuen Coordinatensystems unveréindert wie be-
ziglich des alten.

Dasselbe gilt auch noch, wenn bei Ruhe oder gerad-
liniger gleichférmiger Bewegung des neuen Coordinaten-
ursprungs die Axen des neuen, ebenfalls rechtwinkeligen
Coordinatensystems nicht denen des alten parallel sind, aber
ihre Winkel mit den Axen des alten Coordinatensystems sich
nicht indern. Denn sowohl die Beschleunigungen als auch
die Krafte haben wir durch Construction von Vectoren be-
stimmt, welche von der Lage des Coordinatensystems unab-
héngig sind. Die Ausdriicke fiir die Projectionen der Be-
schleunigungen und Kriifte auf die Coordinatenrichtungen
aber sind fiir alle Coordinatensysteme gleich. Bezeichnen
wir dic Coordinaten beziiglich des neuen Systems mit
Accenten und mit (z, o), (2 ¥), ... die Winkel der alten
und neuen Coordinat.ena.xen, so ist ja

ar d* o,
d? = d.‘f’ 008(&3,5’)-}- di’ ms{yl'm')'l' a8 GOS(Z,:B'}

P : d? d2 a2 .
Substituirt man hier fir 7-:5,‘—, —E%‘—, ?“;‘— ihre Werthe

aus den Gleichungen 9), worin man wieder fir z, — z,,
% — 9y, und =z — z, zu substituiren hat

(@ = 2y7) cos (4, 2) + (1, — %) cos (%)
+ (3, — #,) cos (z, %) ete.
und verfahrt ebenso mit d’y‘ und d!j; , 50 kann man die
Gleichungen fiir die neuen Goordlnateu leicht wieder genau
in die Form der Gleichungen 9) bringen.
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Es giebt also sehr verschiedene Coordinatensysteme,
welche genan ebenso wie das urspriingliche Coordinatensystem
dem Bilde zu Grunde gelegt werden konnen, ohne dass die
Regeln der Ableitung der Bewegung des Systems aus den An-
fangswerthen -der Coordinaten und Geschwindigkeitscompo-
nenten irgend eine Aenderung erfahren, die alle taugliche
Bezugssysteme sind. Dies ist von grosser Wichtigkeit, da oft
die Wahl des einen oder anderen Coordinatensystems gewisse
Vortheile bietet. Dagegen darf das neue Coordinatensystem
sich nicht beziiglich des alten mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit drehen oder der neue Coordinatenursprung
beziiglich des alten Coordinatensystems sich ungleichformig
oder krummlinig bewegen, wenn diese Regeln keine Aende-
rung erfahren sollen; denn im ersten Falle wiren die Winkel
(z,@). etc., im letzten die mit @, &, ¢, «, §, y bezeichneten
Grossen keine Constanten mehr, es wiirden -also die zweiten
Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit nicht
mehr die cbige Form annehmen, was wir im 2. Theile niher
ausfithren werden. Im letzteren Falle kime nur zu allen
zweiten Differentialquotienten der Abscissen nach der Zeit
die gleiche Function der Zeit dazu und dasselbe gilte fiir
die beiden anderen Coordinaten.

§ 12. Verhdltniss dieser Darstellung zm anderen.

Wir haben uns absichtlich ziemlich weit von der Wirk-
lichkeit entfernt, um ein mit den einfachsten Mitteln con-
struirbares, moglichst genanes und klares Bild zu erhalten,
d. h. ein solches, welches frei von verschwommenen Begriffen
ist, der Rechnung die bestimmtesten Anhaltspunkte liefert,
und daher in jedem bestimmten Falle eindeutig und sicher
das zu erwartende Resultat mit beliebiger Anniherung vorher
zu bestimmen gestattet.!) Die Forderung einer solchen un-

') Unser Bild genfigt insofern der bekannten Kirchhoff'schen
Forderung, dass die Physik die Thatsachen blos zu beschreiben habe,
als es lediglich ein Inbegriff von Regeln sur Construction arithme-
tischer und geometrischer Vorstellungen ist, mittelst welcher die That-
sachen allezeit richtig vorhergesagt werden kormen. Die Begriffe Ur-
sache und Wirkung sind dabei ganz vermieden. Deun wenn man
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gweideutigen Bestimmtheit des Bildes scheint mir das zu
sein, was Hertz unter der Forderung versteht, dass das
Bild mit den Denkgesetzen ibereinstimmen miisse; denn ein
snderes Denkgesetz, als dass unsere Bilder klar und ein-
deutig vorsteilbar seien und sich daraus mdglichst leicht
und sicher stets das mit der Erfahrung fibereinstimmende
Resultat ableiten lasse, kann ich mir nicht recht vorstellen.
Auch bin ich durchaus nicht der Ansicht, dass irgend etwas
2. B. die geometrischen Bilder nur aus den Denkgesetzen
abgeleitet werden kdnne.

Dagegen scheint mir die Bemerkung Hertz’ gerecht-
fertigt, dass die meisten Darsteliungen der Grundprincipien
der Mechanik der wihinschenswerthen Consequenz und Deut-
Iichkeit entbehren, welche ich hier dadurch anstrebte, dass
ich ungeschent ganz bestimmte, ins Detail ausgearbeitete
Hypothesen voramstellte. Man definirt hdufiz das Verhalt-
niss der Massen der Korper als das verkehrte Verhiltniss
der Beschleunigungen, die sie unter dem Einfiusse gleicher
Kriifte annehmen. Gleiche Krafte kann man auf avsgedehnte
feste Korper wirken lassen, indem man sie auf einen hori-
zontalen, vollkommen glatten Tisch legt und dann dieselbe
gleichgedehnte elastische Schnur oder denselben gleichen
Einflissen unterworfenen kleinen Magnet oder clekirischen
(Gegenstand einmal an dem einen, das andere Mal an dem
anderen Korper befestigh. Fliissigkeiten mfissten dabei in
eine Hiille von geringer Masse eingeschlossen werden, an
welcher die Befestigung vorzunehmen ware. Wie wir spiiter
aus dem Bilde, das wir uns von der Wirkung der benach-
barten Volumelemente elastischer und fliissiger Korper
machen kénnen, sehen werden, kann dann in der That der
Schwerpunkt des Systems, Kérper und Magpet oder Hille,
Fliissigkeit und Magnet, wie eine einzige Masse betrachtet

anch hie and da die Anwesenheit des einen materiellen Punktes als
die Ursache der Beschleunigneg des anderen bezeichnet, so will man
dawmit doch nichts als die Vorstellang der Thatsache ausdriicken, dass
beide in einer bestimmten Entfernung bestimmte Beschleunigungen
erhalten. Tch hoffe daber, dass gegen die hier gewihlte Darstellung
erkenntnisstheoretinche Finwiinde nicht gemacht werden kdnnen.
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werden, auf welche eine Kraft wirkt, die nur von der Be-
schaffenheit des Magnets und den Einfliissen abhiingt, denen
dieser ausgesetzt ist. Dasselbe gilt auch fir den Fall der
gespannten Schnur, wenn deren Masse verschwindet. Allein
wie will man gleiche Krifte an einzelne materielle Punkte
anbringen? Entnimmt man aber die Definition des Massen-
verhiltnisses zweier Korper dem Stosse derselben, so kann
man ebenfalls die Betrachtung der stossenden Volumelemente
nicht entbehren; entnimmt man sie der directen Fernwirkung
zweier kleiner Korper, so gelangt man hei consequenter Durch-
fithrung wieder zu unserer Definition.

Wenn man mit einem vollstindig klaren Bilde fiir die
‘Wechselwirkung der Volumelemente elastischer Kérper be-
ginnen und daraus die Grundbegriffe und Gesetze der gewohn-
“lichen Mechanik ableiten wiirde, so wire dagegen natiirlich
nichts einzuwenden.’) Dies geschieht jedoch keineswegs, man
definirt vielmehr durch Vorginge, bei denen solche Volum-
elemente unentbehrlich sind, wie den Stoss oder die Befesti-
gung derselben elastischen Schnur an verschiedene Korper, die
Eigenschaften (Massen) und Gesetze der Verfinderungen(Krifte)
der einfachen materiellen Punkte. In den Vorstellungen,
die man sich von den letzteren macht, werden Erfahrungen
an ausgedehnten Objecten mit begrifflichen Constructionen
an einzelnen Pankten vermischt. Wer empfinde nicht den
Circulus vitiosus, der darin liegt, wenn man bei Aufstellung
der Grundbegriffe den materiellen Punkt als einen sehr
klesnen Korper defipirt und sich darauf beruft, dass es sich
als entfernte Consequenz der hierauf gegriindeten Theorie
ergeben wird, dass man nur unendlich kleines hoherer Ord-
nung vernachldssigt, wenn man die Volumelemente, die

!y Dass jedes klare Bild der Wechselwirkung der Volumelemente
weit mehr mit der heutigen Atomistik gemein haben miisste, als man
gewohnlich annimmt, glaube ich ahderswo nachgewiesen zu hahen,
Daselbst habe ich auch gezeigt, dass es die Vorstellung verwirrt und
die Berechnung der Limite unméglich macht, wenn man die ein-
fachen Elemente selbst wieder ausgedehnt und in Differentiale zerleg-
bar anuimmt. Wien. Sitzber. 105, 8. 907, 7. Nov. 1896, Wied. Ann. 60,
8. 231, 1897.
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eigentlich kleine Korper sind, als einfache Raumpunkte be-
handelt. Wie weit klarer ist es, ausgedehnte Kdrper von
vornherein unter dem Bilde zahlreicher, dicht gedringter
Punkte 2u betrachten, deren Geeschwindigkeit sich beim Ueber-
gang zum Nachbarpunkt immer nur sehr wenig dndert. Ohne
Vorausschickung des Begriffes des materiellen Punktes so-
gleich mit den Beschleunigungen endlicher Kdrper zu be-
ginnen, geht aber wieder nicht an, wenn man nicht den
Schwerpunktssatz schon kennt. Man wende nicht ein, dass
dies nur andere Worte fiir dieselbe Sache seien. Darum,
glaube ich, handelt es sich gerade die Worte so zu wihlen,
dass an das richtige erkenntnisstheoretische Verhiltniss aller
Begriffe stets in zweckmissigster Weise erinnert wird.

Aber selbst zugegeben, dass man das Anbringen der-
selben Kraft an verschiedene matericlle Punkte definiren
kann, ohne vorber deren Masse zu d:‘inieren, so miissen die
Thatsachen, dass das Verhiltniss der Beschleunigungen der
materiellen Punkte kein anderes wird, je nach Wahl der
Kraft, dass das Verhiltniss der Beschleunigungen der
materiellen Punkte 4 und © gleich dem Produkte der ent-
sprechenden Verhiltnisse fiir 4 und B einerseits und B
und € andererseits ist, noch als besondere Erfahrungsthat-
sachen betrachtet werden, oder es miissen allgemeinere Er-
fahrungsthatsachen (z. B. das Energieprincip) vorausgeschickt
werden, aus denen sie folgen. Ueber alle diese Sitze, sowie
fiber die Gesetze der Wechselwirkung der Volumelemente,
den Schwerpunktssatz ete. mit einem Schlage eine klare An-
schauung zu geben, ist eben der Vorzag unseres Bildes der
Centrikrifte.

Auch in den Vorlesungen Kirchhoff's iiber Mechanik
befriedigt mich die Definition des Massenbegriffes nicht.
Gerade der Fall, wo zwischen den Coordinaten der mate-
riellen Punkte gegebene Gleichungen bestehen (erzwungene
Bewegung), scheint mir mehr eine Abstraction, als ein der
Natur entsprechender Fall zu sein. In allen anderen Fillen
aber wird Kirchhoff’s Definition schwankend, wie dies he-
sonders bei der Einfihrung der Masse und Dichte eines
Volumelementes eines elastischen Kb&rpers hervortritt.
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Hertz’ Mechanik wird freilich dadurch, dass sie keine
anderen Kriifte als die bei der erzwungenen Bewegung kennt,
zu einem vollkommen verstindlichen, klaren, eindeutig be-
stimmten Bilde. Sie entspricht, wie sich Hertz ausdriickt,
den Denkgesetzen. Hier vermisse ich nur eines, nimlich den
Beweis, dass sich durch dieses Bild die Natur wirklich dar-
stellen ldsst.

Natiirlich leugne ich mnicht die Maglichkeit, diese Be-
griffe in anderer Weise, als es hier geschieht, klar darzu-
stellen; nur bisher scheint mir dies noch nicht gelungen zu
sein. Auch will ich keineswegs gesagt haben, dass es mir
wahrscheinlich wire, dass die als Function der Entfernung
erscheinende Fernwirkung zwischen materiellen Punkten. das
endgiiltige Bild der Naturvorginge sein miisse. Hs ist schon
vielfach der Versuch gemacht worden, dieselbe durch Stdsse
der Moleciile eines Mediums (des Lichtithers) zu erkliren.
Allein man muss da ziemlich verwickelte Nebenannahmen
machen, z. B. zur Erklirung der Cohsision den ponderablen
Moleciilen eine gitterartige Strociur beilegen. Auch bedarf
man der Stossgesetze und damit wieder des Massenbegriffes.
Andererseits suchte man die Molectile als Wirbelringe auf-
zufassen und dadurch ibre scheinbare Fernwirkung zu er-
klgren. Die Moglichkeit, dass derartige Erklirungsversuche
die Fernkrifte einmal verdringen werden, besteht sicher.
Doch scheinen mir die bisher zu diesem Zwecke gemachten
Annshmen weder einfacher noch klarer, als das Bild, von
dem ich hier ausging. Dieselben scheinen mir vielmehr die
Zahl der willkiirlichen Hypothasen unnniitz und ohne ent-
sprechenden Gewinn an Einfachheit und Deutlichkeit zu
vermehren, was, wie ich glaube, ebenso vermieden werden
muss, wie Unklarheit und Verschwommenheit der Bilder
durch zu geringe Specialigirnng derselben. Ueberhaupt
mochte ich an Stelle der Frage, wie sind die Dinge wirk-
lich beschaffen, die bescheidenere, aber klarere setzen, durch
welche Bilder werden unsere Erfahrungen gegenwirtig am
einfachsten und unzweideutigsten dargestellt.

Wie dem immer sei, ob die zukiinftige Vervollkomm-
nung der Mechanik ven der Weiterentwickelung der heute
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gebrauchlichen speciellen Bilder oder von der Ersetzung :ler-
selben durch aligemeinere Vorstellungen emergetischen oder
phinomenologischen Charakters zm erwarten ist, jedenfalls
glaube ich, dass eine moglichst kiare Prilcisirung der gegen-
wirtigen atomistischen Mechanik nur von Nutzen sein kann,
indem diese im ersten Falle die Grundlage der Weiter-
entwickelung liefert, im letzteren Falle aber als Muster der
fiir jede neue Theorie unentbehrlichen Klarheit und inneren
Consequenz dienen kann. Diese scheint mur keineswegs in
der Uebereinstimmung mit besonderen Denkgesetzen, sondern
vielmehr darin hegrimdet, dass sie durchaus Regeln und
Constructionen benutzt, welche erfahrungsmassig stets cine
eindeutig definirte Anwendung zulassen und auch, weun man
das zu erhaliende Resnltat nicht im Voraus weiss, ein klar
bestimmtes, mit der Beobachtung stimmendes Ergebniss
liefern.

Il. Betrachtung der Bewegung eines materiellen
Punktes.

§ 13. Tangential-, Centripetal- und Centrifugalkraft,

‘Wir wollen uns nun folgendes Problem stellen: Es sei
die Bahn irgend eines materiellen Punktes von der Masse m
gegeben und auch der Ort der Bahn, wo sich der materielle
Punkt zu jeder Zeit befindet. KEs soll die Kraft bestimmt
werden, welche nothwendig ist, um diese vorgeschriehene
Bewegung desselben zu bewirken. Der materielle Punkt soll
sich zur Zeit ¢ in 4, zur Zeit { 4 7 in 4, zur Zeit ¢} 212
in 4" befinden. Dann verstanden wir unter der Geschwindig-
keit ¢ den Differentialquotienten %—f; des Weges nach der
Zeit, also cie Limite des Quotienten 4 4/z. Den Diffe-
rentialquotienten der Geschwindigkeit nach der Zeit %:—

finden wir nach den Regeln der Differentialrechnung, indem
wir von dem analog fiir die Zeit ¢ + v gebildeten Ausdruck
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A A"|r den fur die Zeit ¢ geltenden 4 4'/r abziehen, die
Differenz nochmals durch r dividiren und wieder die Limite
fir verschwindende = suchen. Es ist also:

de d*s . AAT—- AL

[k Tl
Um die Beschleunigung zu erhalten, miissen wir nach den
in § 5 gegebenen Regeln die beiden Vectoren 4.4 und 4’4"
von einem und demselben Punkte des Raumes auftragen,
wozu wir wieder den Punkt 4" wiahlen; wir ziehen also von
diesem Punkte aus die Gerade 4'E, welche die geradlinige
Fortsetzung von 44" und auch gleich
lang wie 44" ist (s. Fig. 2). Hieraunf
ziehen wir von E gegen 4” die Gerade
E4". Die Limite, welcher sich diese
letztere Gerade durch z? dividirt nihert,
ist dann die Beschleunigung des mate-
riellen Punktes m zur Zeit &. Wir kénnen
den Vector £4”in zwei Componenten EF
und E@ in der Richtung 4'F und der
darauf senkrechten zerlegen. Die that-
sichliche Beschleunigung, welche der materielle Punkt m zur
Zeit ¢ erfahrt, kann also erzeugt werden, wenn wir zwei Kriifte
darauf wirken lassen, eine Kraft (sie heisse die Tangential-
kraft) in der Richtung, welcher sich die Gerade 4' E bei ab-
nehmendem r ndhert, also in der Richtung der Bewegung des
materiellen Punktes zur Zeit ¢ und eine zweite, die Centri-
petalkraft, in der Richtung E G. Letztere Richtung nibert
sich mit abnehmendem 7 der in der Schmiegungsebene der
Bahncurve auf die Bewegungsrichtung gezogenen Normalen,
also der vom Orte des Beweglichen gegen den EKriimmungs-
mittelpunkt der Bahn hin gezogenen Geraden. Denn die
Gerade EG liegt in der Ebene der drei Punkte 4, 4", 4”
und diejenige Grenze, welcher sich diese Ebene mit ah-
nehmendem z nihert, nennt man die Schmiegungsebene der
durch die drei Punkte 4, 4" und 4" gehenden Babmncurve.
Die Intensitit S der Tangentialkraft ist nach § 7 gleich

m lim-l-i,i. Nun ist aber 4'F von 4" 4" nur durch ein un-
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endlich Kleines von der Ordnung 7%. 4 4', also von der Ord-
nung 7% verschieden, da 4 4" unendlich klein von der Ord-
nung 7 ist. Daher ist auch Z F von der Differenz 4’4" — 4 4’
nur durch ein unendlich Kleines von der Ordnung z° ver-
verschieden. KEs ist also:

li.mEtfr:limAA"AA de d*s

= =a z
und daher
de d*s
14) S=m—r=m_s.
Aus dieser und der Gleichung 4)
T
di

kann der Weg als Function der Zeit gefunden werden, wenn
die Bahn und die Tangentialkraft S gegeben sind.

Die Intensitat Z der Centripetalkraft ist gleich m lim %’i

Man bezeichnet die Limite, welcher sich der durch die drei
Punkte 4, 4 und 4" gezogene Kreis nihert, als den Kritm.
mungskreis der Bahncurve im Punkte 4, seinen Mittelpunkt O
als den Kriimmungsmittelpunkt, seinen Radius R als den
Kriimmungsradius. Nach einer aus der Theorie der Kriim-
mung der Curven bekannten Construction kann man mit
Vernachlidssigung von unendlich Kleinen héherer Ordnung
die Dreiecke 4" A'F und 4 0 4" der Figur 2 als #hnliche
Dreiecke betrachten und hat also
FA":"A 4" = 44" 04,

daher
”_. _ A’AI& _ AIAV!’

_ PA B e =g g

Nun ist aber
lim 4’4 =g,
T

daher
& . E@ m e®
15) Z =m lim = =5

Die Krifte, welche auf den materiellen Punkt wirken, kénnen
den verschiedensten Ursprung haben, aber immer muss ihre
Resultirende gleich der der beiden Krifte S und Z sein,
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wenn sie bewirken soll, dass sich der materielle Punkt in
der gegebenen Weise (so dass also der Weg gleich der vor-
geschriebenen Funktion der Zeit ist) auf der gegebenen
Curve bewegen soll

Wenn wir z. B. eine beliebige Vorrichtung haben, unter
deren Einfluss sich ein materieller Punkt von der Masse m
mit constanter Geschwindigkeit ¢ in einem Kreise vom
Radius R bewegt, so wissen wir, dass die Resultirende aller
Krifte, welche die materiellen Punkte, aus denen jene Vor-
richtung besteht, auf den bewegien Punkt ausiiben, eine
gegen das Centrum des Kreises gerichtete Kraft von der
Intensitit mc®/ R ist, welche die Centripetalkraft heisst. Da
Wirkung und (egenwirkung gleich sind, so muss auch der
bewegte materielle Punkt eine genau gleiche, aber entgegen-
gesetzte, also vom Centrum des Kreises hinweg gerichtete
Kraft, die Centrifugalkraft, auf die materiellen Punkte aus-
ithen, ans denen die Vorrichtung besteht. Ich glaunbe, dass
in dieser Darsteliung der Begriff der Centrifugalkraft wohl
von jenen Dunkelheiten frei ist, welche Hertz a. 2. 0. 8. 7
erwihnt.

8§ 14. Gleichférmige und gleichformig beschlennigte
Bewegung.

Es ist hochst wahrscheinlich, dass die Kraft f(r), die
zwischen zwei beliebigen materiellen Punkten wirkt, jedes-
mal verschwindend klein wird, sobald die Entfernung » eine
gewisse Qrenze iiberschreitet, d. h. dass unser Bild nur mit
den Thatsachen iibereinstimmt, wenn wir diese Annahme
machen. Diese Erntfernungsgrenze konnte sogar von der
Grossenordnung der Moleculardimensionen sein, wenn alle
Wirkungen, die sich scheinbar anf grissere Entfernungen
erstrecken, durch ein Medium vermittelt wiirden.

Den einfachsten Fall der Bewegung eines materiellen
Punktes erhalten wir daher, wenn derselbe so weit von allen
iibrigen entfernt ist, dass kein einziger eine bemerkbare
Kraft aunf ihn ausiibt. Dann sind, wie wir sahen, die zweiten
Differentialquotienten der Coordinaten des beweglichen mate-
riellen Punktes nach der Zeit gleich Null, die Geeschwindig-
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keitscomponenten constant. Der materielle Punkt bleibt also,
wenn er anfangs in Ruhe war, immer in Ruhe; hatte er
dagegen schon anfangs eine Geschwindigkeit, so bewegt er
sich mit dieser gleichformig in einer geradlinigen Bahn (das
Tragheitsgesetz oder Galilei’sche Princip).

Ein zweiter Fall wire der, dass die Resultirende aller
Krifte, welche auf sinen materiellen Punkt von der Masse m
wirken, wihrend der ganzen Zeit seiner Bewegung in Inten-
sitdt and Richtung vollstindig unveriinderlich ist. Dieser
Fall wiirde angenithert eintreten, wenn auf den beweglichen
materiellen Punkt beliebige, sehr weit entfernte ruhende
materielle Punkte wirken und die von allen ausgetibte Kraft
zwar so gross ist, dass sie trotz der grossen Entfernung
nicht verschwindet, ihre Grossen- und Richtungsinderung
aber wegen der Grdsse der Entfernung der wirkenden Punkte
wahrend der ganzen Bewegung vernachlissigt, daher die auf
das Bewegliche wirkende Kraft als constant betrachtet werden
kann. Wir wihlen den Raumpunkt, wo sich der bewegliche

materielle Punkt zu Anfang der Zeit befindet, znm Coordi- _

natenursprung, die Richtung der gesammten aufihn wirkenden
Kraft, deren Intensitit p = mg heissen mag, als y-Richtung
und die Abscissenaxe in der Ebene, welche diese Richtung
und die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit des materiellen
Punktes enthalt, dessen Coordinaten zur Zeit ¢ z,y,~ heissen
migen. Dann wird nach Gleichung 13)

mih=p=mg, TZ=0%=0
Da ausserdem fiir den Anfang der Zeit, fiir welchen
t =10 gesetzt werden soll, z=y=2=w=0 ist, und «
und o gleich den gegebenen Componenten u,, », der An-
fangsgeschwindigkeit sind, so findet man, mit Riicksicht
darauf, dass

ist, durch eine Rechnung, welche zu einfach ist, als dass es
nothig wire, hier darauf einzugehen:

t‘
x=0, T=1wu,t, y=1t+g5-
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Unter -der Gleichung der Bahn versteht man eine
Gleichung zwischen z und y, welche fir jeden Punkt der
Bahn, also fiir jeden Werth der Zeit ¢ besteht; wir er-
halten sie also, wenn wir die Zeit ¢ aus den letzten beiden
Gleichungen eliminiren, wodurch sich fitr 1,=0 ergiebt, z=0;
fiir jeden anderen Werth vor u, aber

= Y 9 2
Y uvx-i-ﬁu‘,z
oder
. e,*)zu::{ 7 \?
(y-'" 29) g =y }

Diese Gleichung stellt eine Parabel dar, deren Axe
parallel der y-Axe ist, deren Parameter gleich u,®/g ist und
deren Scheitel die Coordinaten — u,v,/g und — v,2/2¢ hat.
Nach den durch diese Formeln dargestellten Gesetzen be-
wegt sich jeder Punkt eines dem Einflusse der Erdschwere
allein unterworfenen, anfangs sich nicht drehenden Korpers
und zwar ist die Beschleunigung g gegen den Erdmittel-
punkt gerichtet. Jeder derartige Punkt verhilt sich daher
s0, als ob eine constante Kraft von unverinderlicher Rich-
tung vertical nach abwirts auf ihn wirkte (sein Gewicht).
Die Intensitit dieser Kraft ist zwar nicht an allen Stellen
der Erdoberfliche dieselbe, kann aber innerhalb des Raumes
des Laboratoriums als fiberall gleich betrachtet werden.
Eine merkwiirdige Erfahrungsthatsache ist hierbei, dass alle
Korper an derselben Stelle der Erdoberfliche dieselbe Be-
schleunigung erfahren, welche man die Beschleunigung der
Schwere nennt.

§ 15. Bewegungsmoment. Antrieb.

Wir wollen nun wieder zum allgemeinsten Fall der
Bewegung eines beliebigen materiellen Punktes zuriickkehren,
welche also durch die allgemeinsten Gleichungen 13) dar-
gestellt ist. Da wir nur einen materiellen Punkt betrachten,
80 wollen wir den Index 1 weglassen. KEs sei die Gesammt-
kraft P, welche auf den materiellen Punkt wirkt, sowie ihre
Richtung als Function der Zeit gegeben oder es seien die
verschiedenen Componenten P, P” ..., deren Resultirende
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die Kraft P ist, alle sammt ihrer jedesmaligen Richtung
als Function der Zeit gegeben. Da die Masse 1n des mate-
riellen Punktes constant ist, so kénnen wir die Gleichung 13)
in der Form schreiben:

1 TYNPES I

oder d(mu) = Xd¢, welche nach unseren Festsetzungen be-
sagt, dass sich der Zuwachs der Grosse mwu wihrend einer
sehr kleinen Zeit d¢ vom Product der Zeit d¢ in den Werth,
den die z-Componente der Kraft in irgend einem Momente
wahrend dieser Zeit hatte, nur um unendlich Kleines hoherer
Ordnung unterscheidet, d. h. um eine Grésse, welche durch
dt dividirt sich mit ahnehmendem d¢ der Grenze Null nahert.
Die Integration dieser (leichung liefert, wenn wir die zu
irgend einer Zeit ¢, (der Anfangszeit) gehdrigen Werthe mit
dem Index Null, die zu einer spateren, ebenfalls beliebigen
Zeit ¢, mit dem Index # bezeichnen:

ta
17) mu, — mu, = [Xdt.

)
Das Product aus der Masse in die Geschwindigkeitscompo-
nente in der Abscissenrichtung nennt man das Bewegungs-
moment des materiellen Punktes beziiglich der Abscissen-
richtung, das Produkt Xd¢ den Antrieb der Kraft in dieser
Richtung wihrend des Zeitdifferentiales d¢, das bestimmte

in
Integrale f Xdi den gesammten Antrieb der Kraft wihrend

%

der Zeit #, —{, in dieser Richtung. Man kann also die
Gleichung 17) mit folgenden Worten aussprechen: der Zu-
wachs des Bewegungsmomentes des materiellen Punktes
beziiglich der Abscissenrichtung wihrend einer beliebigen
Zeit ist gleich dem gesammten Antriebe, der auf ihn
wirkenden Kraft in dieser Richtung wihrend dieser Zeit,
was natiirlich auch fir beliebig kleine Zeitmomente gilt.
Das bestimmte Integrale driickt natiirlich aus, dass dor
Antrieb in der Abscissenrichtung wihrend der Zeit 7, — #,
so zu definieren ist: Man theilt die gesammte Zeit ¢, — (,



Gl ix1a, Il 315 Hewegungsmoment. Anireb 49

in sehr viele sehr kleine Theile 4 — 4, #,— ¢ ... §, — ¢, _,.
Man bezeichnet den Werth der X-Componente der Kraft P
zu irgend einer innerhalb der Zeitstrecke ¢ — ¢, liegenden
Zeit mit X, zu irgend einer innerhalb ¢, — ¢ liegenden
Zeit mit X, ... Der Gesammtantrieb der Kraff P in der
Abscissenrichtung wihrend der Zeit #,— 4, ist damn zu
definiren als die Limite der Summe:

18) X -0+ X —4) - X G —ty)-

Daraus, dass sich X, (4, —¢,_,) nur um ein unendlich
Kleines haherer Ordoung vom Zuwschse des in der Ab-
seissenrichtung geschitzten Bewegungsmomentes unter-
scheidet, folgt sofort, dass gich der Ausdruck 18) dem Ge-
sammizowachse dieses Bewegungsmomentes wihrend der
Zeit ¢, — t, als Limite nkhert.

Da immer X=X'4 X"+ ... ist, 80 sieht man sofort, dass
der Antrieb der Resultirenden immer gleich der Summe der
Antriebe ihrer Componenten ist. Schreiben wir statt 7, was
ja eine ganz beliebige Zeit ist, wieder ¢ und daher such statt«,
wieder u, so konnen wir die Gleichung 17) auch so schreiber:

3
u:nua-{--}';-fzdf.
[

Da u= %’; 1st, so liefert die nochmalige Integration nach ¢,

wenn man #, und dsher auch u, constant betrachtet:

1 S
m=:nu+sa(t~—to)+-3‘-fdlfdix

=, + % (= ) + o [ [e~1) X@dyg,
&

wobei X(q) die Grdsse ist, die man erhilt, wenn man X als
Function von ¢ ausdriickt und dann statt ¢ die Integrations-
variable g substituirt.

Alles Gesagte gilt natiirlich ebenso wie fiir die Abscissen-
richtung auch fir die y- und z-Richtung. Die Gridsse Pdi
nennt man auch den gesammten Antrieb der Kraft P withrend
der Zeit dt.

Poltrmann. Mechanik 1. 3 Auflaze 4
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§ 16. Lebendige Kraft. Arbeit.

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen fithren
unmittelbar zur Losung der Aufgabe, wenn die Kraft direct
als Function der Zeit gegeben ist Dies ist jedoch meist
nicht der Fall, meist sind die Krifte als Functionen der
relativen Lage verschiedener materisller Punkte gegeben.
Dann haben die im vorigen Paragraphen entwickelten
Formeln wenig Nutzen. Denn um /X d¢, fYdtund fZdt
berechnen zu kBnnen, miisste man die relative Lage sammt-
licher Punkte als Function der Zeit bereits kennen, also
die ganze Aufgabe schon gelost haben. Mehr Nutzen ge-
wihrt dann der Satz der lebendigen Kraft, zu dem man
in folgender Weise gelangt. Aus den Gleichungan 14) folgt,

da sich defdt der Grenze ¢, daher c- derselbon Grenze,
ds de
wie o, o— oder d:’ nibert,
a

e
mc-ﬁ-uﬁ’

oder in Differentialform nach dem Schema 4a geschrieben,
medew= Sds

und darch In’oegmﬁan

20) — 2% = [8ds.

Man nennt nundasProdnct derHassem&aahalbeQundnt
der Geschwindigkeit die lebendige Kraft, das Product Sds
die wihrend des Weges ds geleistete Arbeit, das Integral
S Sds die gesammte Arbeit der Kraft. Die Gleichung 20)
besagt also in Worten ausgedrfickt, dass der Zuwachs der
lebendigen Kraft eines materiellen Punkties immer gleich der
Gesammtarbeit der auf ihn wirkenden Kraft ist.

8 ist die Componente der Gesammtkraft P, welche auf
den materiellen Punkt wirkt in der Richtung des Weges ds.
Wir bezeichnen mit dz, dy, dz die Zuwichse, welche die
Coordinaten z, y, z des materiellen Punktes erfahren, wenn
derselbe den Weg ds zurficklegt, also die Componenten des
‘Weges ds in den drei Coordinatenrichtungen; ferner mit X, ¥, 2
die Componenten der Kraft P in den Coordinatenrichtungen,
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endlich mit dp die Projection des Weges d s auf die Richtung
von P. Die Projectionen S und dp sind mit positiven oder
negativen Zeichen zu versehen, je nachdem sie in die Richtung
von ds resp. P oder die entgegengesetzte fallen. Daun ist:
8= P cos (P,ds), dp == ds cos (P,d3s),

c08 (P, ds) = cos (P, z) cos (ds, z) 4 cos (P,y) cos (ds, y) +

- cos (P, z) cos (da, 2),
X = Pcos (P,2); dz =da cos (ds,z)
mit vier analogen Gleichungen fiir die beiden anderen Coordi-
natenaxen. Daher ist die wihrend des Wegesds geleistete Arbeit
22) Sds= Pdacos (P,ds) = Pdp=Xdx 4 Ydy+ Zdx
Man kann daher die Arbeit einer Kraft wihrend einer un-
endlich kieinen Wegstrecke auch finden, indem man die
Intensitit der Kraft mit der Liinge der Wegstrecke und
dem Cosinus des von beiden eingeschlossenen Winkels oder
mwit der Projection der Wegstrecke auf die Richtung der
Kraft multiplicirt. Die letzte der Gleichungen 22) besagt,
dass die Arbeit einer Kraft gleich der der Summe ihrer Com-
ponenten nach den drei Coordinatenrichtungen ist, denn Xd«
ist gemiiss der gegebenen Definition die Arbeit der z-Com-
ponente unserer Kraft. ¥s gilt noch aligemeiner folgender
Satz: wenn beliebige, auf einen Punkt wirkende Krifte
F, P”,... die Resultirende P huben und dieser Punkt einem
beliebigen, unendlich kleinen Weg zurficklegt, so ist die
Arbeit der Kraft P immer gleich der Summe der Arbeiten
ihrer Componenten. Man fiberzeugt sich von der Richtig-
keit dieses Satzes am leichtesten, wenn man die Arbeit jeder
dieser Krifte durch die Summe der Arbeiten ibrer drei
Componenten nach den drei Coordinatenrichtungen ersetzt.

Man kann die Gleichung

d(l"-z.'_} = Xdo + Ydy + Zdx
auch direct in folgender Weise ableiten: mean maltiplicirt die

linke Seite der Gleichung 16) mit » d¢, die rechte mit 4z, was
Jjagleich udi isf, ferner multiplicirt man die analoge Gleichung

beztiglich der y-Axe, also die Gleichung m 57 = ¥, links
4“

21)



o2 . § 16 Lebendige Kraft Arbeit. [GL 22

mit vd¢, rechts mit dy, verfahrt analog mit der entsprechen-
den Gleichung beziiglich der z-Axe und addirt schliesslich
die drei so erhaltenen Gleichungen. Man erhilt so eine
Gleichung, deren linke Seite m(udu + vdv + wdw), also
gleich d(}mc%) und deren rechie Seite gleich Xdz + Ydy
+ Zdx ist.

‘Wollte man Gleichungen zwischen Differentialausdriicken
vermeiden, so miisste man zunichst sehr viele sehr nahe
liegende, vom Beweglichen durchlaufere Raumpunkte A,
Ay 4y, ... durch Gerade 4 4, 4, 4,,... 4, ;A verbinden.
Wir bezeichnen fiir einen beliebigen Werth von % die
Gerade 4, , 4, mit As,; ferner mit P, die Kraft, welche
auf den materiellen Pankt in 4, wirkt, mit §,, X, Y}, Z,
deren Componenten in der Richtung 4, , 4, und in den
Coordinatenrichtungen, mit 4p,, 4z, 4y,, 4z, die Pro-
jectionen von As, auf die Richtungen von P, und die
Coordinatenrichtungen, endlich durch ein vorgesetztes 4 den
Zuwachs einer der Grossen 4 ¢, u, v, w beim Uebergange
vom Punkte 4, , zu 4, z. B. mit 4¢ die dazu erforderliche
Zeit. Die Gleichungen 21) und 22) gelten dann unverindert,
pur dass man fir P, 8, X, Y, Z, ds, dp, dx, dy, dz zu
schreiben hat: P, S,, X,, Y, 4, ds, 4z, dy, 4z,.
Die Gleichungen, welche durch diese Buchstabenvertauschung
daraus entstehen, wollen wir die Gleichungen 21%) uand 22%
nennen.

Die Gleichungen 1), 4) und 16) schreiben sich in der Form

oaﬁm%, u==lim%, mlim%——‘:‘ = X, otc.
woraus folgt
4 4 4 - (‘”l;i)
. u v w 2

mhm(u—z;:+v ¥ e +w-Is:)=hm—3_a:__= S,.
Daraus und aus den Gleichungen 21*) und 22*) folgt dann
nach den Regeln der Integralrechnung:

lim> S, 48, =Him S P, 4p, = lim S| P, 45, cos (P, 4s,) =
= im S(X, 45, + Y, 4y, + Z,4%) =

=2
_"2'(""» ""'cat):
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welche eben in der symbolischen Schreibweise der Integral-
rechnung die Form 20) annimmt. Die Gleichung 19) miisste
entweder als abgekiirzter Ausdruck fiir die Integral-
gleichung 20) betrachtet oder in Quotientenform so ge-
schrieben werden:

Pdscos(P,ds) =Pdp _ Xdzx + Ydy + Zdx =1
Sds Sds Sds 2

§ 17. Die Lissajous'schen Figuren.

Wir wollen als ersten specielien Fall denjenigen be-
trachten, wo ein einziger materieller Punkt von der Masse m
vorhanden ist, dessen rechtwinkelige Coordinaten wir mit
z, y, %, dessen Geschwindigkeitscomponenten wir mit =, v, w
bezeichnen. Die drei Componenten X, ¥, Z der darauf
wirkenden Gesammtkraft in den Coordinatenrichtungen sollen
den Coordinaten des materiellen Punktes proportional sein.
Sie sollen immer nach der Seite wirken, wo der Coordi-
natenursprung liegt, so dass sie fiir positive Werthe der
Coordinaten die Richtung der negativen Coordinatenaxen
haben, weshalb wir sie mit negativen Zeichen versehen wollen.
Es wird also dann sein:

23) X==—a,2, Y= —6,Yy, Z= —04%3,

wobei a,,, a,; und ay, constant sind. Es ist daher in den

allgemeinen Bewegungsgleichungen 13) fir m,, z,, ¥, 7,

u, v, v, X;, ¥, Z zu setzen m, 2, y, %, %, v, W,
X=—a,2, Y= —0yy, Z=—ay%,

wodmich sie die Form annehmen:

24) m-:-.pi= -y, %, mf—§= — @9Y, m%’;— = Ggy%e

Krifte, welche von anderen im Endlichen liegenden
Punkten auf unseren materiellen Punkt ausgeiibt werden.
konnen nicht genau nach diesem Gesetze auf ikn wirken,
weil ja dann die Anziehung in unendlicher Entfernung nicht
verschwinden, sondern im Gegentheile unendlich gross werden
wiirde. Wir finden jedoch einen Fall, wo die Gleichungen 28)
wenigstens angendhert gelten in folgender Weise. Der be-
wegliche materielle Punkt von der Masse m befinde sich
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unter dem Einflusse beliebig vieler anderer im Raume un-
beweglicher materieller Punkte, welche solche Krifte auf
ihn austiben, dass er, sobald er sich im Coordinatenanfangs-
punkte befindet, im Gleichgewichte ist, d.h. dass sich da~
selbst alle auf ikn wirkenden Krifte aufheben. Ferner soll
sich der bewegliche materielle Punkt vem Coordinaten-
urspruoge immer nur um eine Strecke entfernen, welche
klein ist gegeniiber jeder der Entfernungen der auf ihm
wirkenden materiellen Punkte. Dann sind auch die Coor-
dinsien , y, # des beweglichen materiellen Punktes klein
gegen alle disse Entfernungen und man kann die Kraft-
function ¥ nach Potenzen dieser Coordinaten entwickeln. Be-
zeichnen wir die Werthe, welche man erhilt, wenn man in
7. vV 8V @8V &'V @'y
' 3e’ 8y’ 8z’ @2’ dzdy "'

% =y = z = 0 setzt, mit a, a, 6, a6y, 4, Gy; .. 50 Wird:

Voot 02+ ayy + 035 + ay 5 0, 2L 4 ...

Da die in den Coordinatenrichtungen suf den beweglichen
materiellen Punkt wirkenden Kraftcomponenten immer die
negativen partiellen Differentialquotienten von 7 nach den
betreffenden Coordinaten sind und fir s =y =2=0 ver-
schwinden sollen, so muss g, = a, = a, = 0 sein. Ich setze
ferner als sus der analytischen Geometrie bekannt voraus,
dass man die Lage der Coordinatenaxen immer so wihlen
kann, dass g, = g, = @), = 0 wird. Acoeptiren wir diese
Lage der Coordinatenaxen und vernachlissigen wegen der
Kleinheit der Coordinaten die Glieder, welche beziiglich
derselben von hbherer Ordnung als der zweiten sind, so
folgt:
V=8 + 30, 2+ 0y y* + 8y 27),

Wir erhalten daher fiir die Componenten der Kriifte, welche
suf den materiellen Punkt in den Coordinatenrichtungen
wirken und fir die Bewegungsgleichungen die Gleichungen
23) und 24).

Wenn die drei Constanten a,,, a,, und ay, positiv sind,
so wird, sobald der materielle Punkt unendlich wenig in



GL25.] II. § 17. Die Lissajous’schen Figuren. 55

irgend einer der drei Coordinatenrichtungen von seiner Ruhe-
lage entfernt wird, immer eine Kraft geweckt, welche ihn
wieder gegen diese zurfickireibt. Man sagt dann, das Gleich-
gewicht des materiellen Punktes in seiner Ruhelage ist stabil.
Wire einer oder mehrere dieser Coefficienten negativ, so
whrde, wenn sich der materielle Punkt ein wenig in der
betreffenden Coordinatenrichtung aus semer Ruhelage ent.
fernt, eine Kraft wirksam, die ihn noch weiter von derselben
wegtreibt. Es miisste also dann, wenn der materielle Punkt
keine Anfangsgeschwindigkeit hiitte, die betreffende Coordi«
nate mindestens so lange fortwachsen, bis die obigen Formeln,
die ja blosse Annaherungsformeln sind, nicht mehr gelten.
Man sagt dann, das Gleichgewicht ist labil. Diesen Fall,
sowie die Fille, dass einer oder mehrere der Coefficienten
@y, Gyy Und agy verschwinden oder dass die gemachte Eeihen-
entwickelung unzuldssig wird, wollen wir nicht niher be-
trachten. Letzteres wire nur mdglich, wenn die Kraft, die
einer der wirkenden Punkte auf den Beweglichen austibt, in
der unmittelbaren Umgebung der der Ruhelage des letzteren
entsprechenden Entfernung nicht nach dem Taylor’schen
Satze entwickelbar wire. Wir beschiftigen uns daher aus-
schliesslich mit dem Falle, dass a,,, a,, und a,, positiv sind.

Die drei Differentialgleichungen 24) sind vollkommen
von einander unabhingig. Daher genfigt es, die erste zu
behandeln. Ich getze ihr Integrale als bekannt vorans. Wenn
A4 und B zwei willkiirliche Constanten und + Y42 4 B®*= C,
arctg (4/B) = — D ist, so lautet dasselbe:

o (q/%—'-)-;-asin(s]/%
- osin(:]/j;'l_n).

Bestimmt man die Constants so, dass filr ¢ =0, @ = 2,

dz .
U= = wird, so folgt:

m " omon /2] e Zon )

Die Componente der Bewegung in der Abscissenrichtung ist
eine periodische. Der Werth von = schwankt zwischen



o 1. §17. Die Lissajous'schen Figurer. (Gl 2

4 1 l/ 5+_._”-'; und — C fortwihrend hin und her

and ist bei pa.ssend gewihltem Zeitanfange immer pro-
portional dem Sinus des mit einer Constanten multiplicirten
Werthes der Zeit. Man nennt eine solche Bewegung eine
einfache Sinusbewegung oder eine harmonische Beweg:ng
oder auch, weil das Pendel angeniihert nach diesen Ge-
setzen schwingt, eine einfache Pendelschwingung. Dieselben
‘Werthe von = und % kehren der Reihe nach wieder, wenn
die Grosse unter dem Sinus- und Cosinuszeichen um 2 7, alsr

wenn ¢ um 27 = 2::]/2:; gewachsen ist. Die Hilfte 1 dieser
1

Grosse, alsp die Dauer eines Hinganges, welche gleich duvr
eines Herganges ist, nennt man die Schwingungsdauer. I)as
durch die Schwingungsdauer dividirte Product der Zahl =
und der Zeit, welche seit dem Momente verging, wo ¢ zuw
letzten Masle gleich 4 ¢ war, nennt man die Phase der
Bewegung.

Gleiches gilt natiirlich fir die Componente der Be-
wegung in der Richtung der y- und z-Axr; doch sind div
entsprechenden Schwingungsdanern 7" und r” im Aligemeinen
unter einander und von z verschieden.

Wir wollen nur noch einige Worte ither die jedenfalls
moghchen Lidsungen bemerken, fiir welche zu jeder Zeit
v = 0 ist. Dann bekommen wir nebst dex Gleichung 25) die:
analoge Gleichung fiir die y-Axe:

26) ¥ =y, cos (tl/g-’) + 7, l/g:—’sin (t]/@ .

Ser das eine Ende eines elastischen Stabes von recht-
eckigem Querschnitte festgeklemmt, am anderen Ende aber
eine verhiltnissmiissig grosse Masse m befestigt (Wheat-
stone’s Kaleidophon), so macht diesselbe angenihert die
darch die Gleichungen 25) und 26) dargestellte Bewegung,
ebengo ein Punkt eines Lichtstrahles, welcher vorher von
zwei Spiegeln reflectirt wurde, die an den Zinken zweier in
auf einander senkrechten Ebenen schwingender Stimmgabeln
befestigt sind (Lissajous’sche Figuren), Beides kann ent-
weder als Erfahrungsthatsache hetrachtet oder aus den
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snisteren Bildern fiir die elastischen Exscheinungen abgeleitet
werden.

Die Bahn finden wir in diesem Falle, wenn wir die
Zeit aus den bheiden Gleichungen 25) und 26) eliminiren.
Ist das Verhiltniss der Schwingungsdamern z und 7’ ein
rationales, so erhilt man dadurch immer eine algebraische
Gleichung zwischen z und y. Ist dieses Verhiltmiss aber
irrational, so bildet die Bahn zwar einen fortlaufenden
Linienzug, dieser aber fiillt mit wachsender Zeit allmihlich
ein ganzes endliches Stiick der Ebene (ein Rechteck) immer
mehr continuirlich aus, so dass der materieile Punkt jedem
Punkte dieses Stiickes der Ebene beliebig nahe kommt, wenn
nur die Zeitdauer der Bewegung lang genug gewihlt wird.

Wir wollen noch folgenden Fall betrachien: Awuf un-
seren materiellen Punkt, aul welchen in der Richtung OX
die Kraft — a4,,2, in der Richtung 0 Y die Kraft —a,, y
wirkt, soll noch eine dritte Kraft von constanter Intensitat ;.
wirken, welche in der zy-Ebene gerade vom Coordiuaten-
ursprung hinweg gerichfet ist. Es wire dies der Fall, wenn die
Axe des Stabes des Wheatstone’schen Kaleidophons hori-
sontal wire und auf die am Ende befestigte Masse m ausser
der Elasticitiit des Stabes noch die Schwere wirken wiirde
Wenn p m der Abscissenrichtung wirkt, tritt das Gleéichgewicht
fir » = p/a,, ein, wirkt dagegen p in der Richtung der y-Axe,
0 ist fiir den Fall des Gleichgewichtes y = p/a,,. 1st end-
beh die Ricltung der Kraft p gegen diese beiden Richtungen
goneigt, so fallt die Verschiebung, welche der materielle
Punkt aus seiner Ruhelage O erfihrt, im Falle des Gleich-
gewichtes nicht in die Richtung der Kraft, wenn g,, und a,,
verschieden sind. Sind z. B. die Seitenflichen des Stabes
des Wheatstone’schen Kaleidophons gegen die Horizontal -
ebene geneigt, so wird derselbe durch ein am Ende an-
gehangtes Gewicht nicht in einer Verticalebene, gsondern in
einer gegen die Verticale geneigten Ebene nach abwirts
gebogen, wenn sein Querschmitt ein Rechteck ist.

Wir kehren wieder zu der durch die allgemeinen
(leichungen 25) und 26) bestimmten Bewegung ohne Wirk-
samkeit der Kraft p zuriick wnd betrachten der Fall, wo



b8 . §17. Die Lissajous’schen Figuren. (G 26.

@, = a,, ist, der immer eintritt, sobald jedem auf das Be-
wi gliche wirkenden materiellen Punkte ein zweiter ent-
spricht, der ebenso relativ gegen die y-Axe, wie der erste
gegen die z-Axe Liegt. Wir wollen dann 6, = a,, = 4 setzen.
Die Elimination der Zeit aus den beidén Gleichungen 25)
und 26) lehrt, dass dann die Bahn geradlinig wird, falls
z und y gleichzeitig ihre grossten gleich oder entgegengesetzt
bezeichneten Werthe annehmen.

Wihlt man diese Zeit als Zeitanfang, so ist u,=v,=0,
z, und y, sind im ersten Fall gleich-, im zweiten entgegenge-
setzt bezeichnet. Man sagt dann, die Phasendifferenz zwischen
der Bewegung in der Abscissen- und Ordinatenrichtung ist
gleich Null oder #. Von der Geraden wird natiirlich nur
ein endliches Stick Jz,? + y,® von O aus in der einen und
anderen Richtung durchlaufen. Wenn die Phasendifferenz
dieser beiden Bewegungen 1=z oder §= ist, d. h. wenn =
seinen grossten positiven oder negativen Werth hat, wihrend
y = 0 ist und umgekehrt, so ist, wenn man einen der ersten
Momente als Zeitanfang wihlt, u, = y, = 0. Die Elimination
der Zeit zeigt, dass dann die Bahn eine Ellipse, deren
Axen mit den Coordinatenaxen zusammenfallen, oder ein
Kreis ist; sonst ist die Bahn eine geneigte Ellipse,

Wenn in den Gleichungen 25) und 26) ¢, und ag, nicht
vollig gleich, aber nur wenig verschieden sind, so geschieht
die Bewegung lange so, als ob sie vollstéindig gleich wiiren
und es #ndert sich nur allmihlich die Phaseudifferenz
zwischen den Bewegungen in der Abscissen- und Ordinaten-
richtung. Auch wenn Ja,, und Va,, sehr angenihert in
einem durch einfache Zahlen ausdriickbaren rationalen
Verhiltiisse stehen, geschieht die Bewegung lange so, als
ob sie genau in diesem Verhiltnisse stinden und es findet
allmiihlich wieder eine Phasenverschiebung zwischen der
Bewegung in der Abscissen- und Ordinatenrichtung statt.

Aehnlich betrachtet man in der Astronomie die Stdrungen
der Planetenbahnen so, als ob jeder Planet sich in jedem
Momente nach den Kepler’schen Gesetzen in einer ge-
wissen Bahn bewegte und nur-allmihlich die Elemente dieser
Bahn sich mit der Zeit anderten.
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§ 18. Gedimpfte harmonische Schwingungen.

Wir wollen nun noch den Fall betrachten, dass nebst
der der Coordinate proportionalen Kraf noch eine der Ge-
schwindigkeit proportionale wirkt, Wir wollen in diesem
Falle aber nur die Bewegung in einer Geraden ins Auge
fassen. Wihien wir diese Gerade zur Abscissenaxe, so er-
halten wir also jetzt an Stelle der ersten der Gleichungen 24)
die Gleichung

d*zx 25 az

27) m-—a-‘?=-—uz- 37"

@ und b sind Constanten. Die der Geschwindigkeit pro-
portionale Kraft soll stets der Bewegung entgegenwirken,
weshalb wir ihr das negative Zeichen geben. Die Bewegung
eines langsam unter dem KEinflusse der Schwere und des
Luftwiderstandes schwingenden Pendels geschieht, wie wir
spiter sehen werden, mit grosser Anndherang nach den
durch diese (Gleichungen ausgesprochemen Gesetzen. Die
Krifte, welche Lufttheilchen austiben, lassen sich gut durch
das Bild von Centrikriften darstellen und man kann hieraus
(wenigstens beiliufig) motiviren oder als aus der Erfahrung
bekannt voraussetzen, dass die Bewegung der Lufttheilchen
in der Umgebung des schwingenden Pendels angendhert so
geschieht, dass die Kraft der ersteren auf das letztere der
Geschwindigkeit desselben proportional ist. Nach den durch
die Gleichung 27) bestimmten Gesetzen schwingt auch ein
durch eine Kupformasse gedampfter Magnet. Wir wissen in
diesem Falle weniger fiber die Bilder, durch welche sich die
von den elektrischen Strdmen der Kupfermasse aunf den
Magneten ausgeiibten Krifte darstellen lassen. Es lehrt aber
auch hier wieder die Erfahrung, dass die dimpfende Kraft
der Geschwindigkeit proportional ist. Die Integration der
Gleichung 27) liefert

z= Ce~ut 4 (G o= 0,
sobald 5? > am ist, wobei
b+ Vii—am
m

b=~V —am
m

31“:

“3’
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positive Grossen. sind, wenn, wie wir snnebmen, ¢ und b
positiv sind, deh. wenn die der Coordinate proportionals
Krafteine Anziehun,, die der Geschwindigkeit gnoportionals,
eine Dimpfung ist. € und G, sind die Integrationscon--
stanten, die ohne Weiteres bestimmt werden kionnen, wenn
die Werthe der Coordinate und Geschwindigkeit zu An-
fang der Zeit gegeben sind. Die irgend einer Zeit ent-
sprechende Abscisse hesteht also aus zwei Summanden,
welche sich beide mit wachsender Zeit nach dem Expo-
nentialgesetze asymptotisch der Null nihern, d. h. sie nehmen
in geometrischer Progression ab, wenn die Zeit in arith-
metischer wichst. Der erste Summand nimmt noch weit
rascher als der zweite ab, so dass nach lingerer Zeit zwar
auch der gweite sebr klein, aber der erste moch viel kleiner
geworden ist.

Fir * = am folgt aus Gleichung 27)

bt
c={(Ct+ Cle =

Beide Glieder nihern sich mit wachsender Zeit asympto-
tisch der ilull, jedoch mur das zweite nach dem einfachen
Exponentialgesetze und es wiire wie im fritheren Falle leicht,
diejenige Relation zwischen dem Anfangswerthe der Coordi-
nate und dem der Geschwindigkeit zu finden, welche erfiillt
sein muss, damit nur das eine oder nur das andere Glicd
auftritt. Die Bewegung heisst in den heiden betrachteten
Fallen eine aperiodische.

Ist »* < am, so werden die beiden im ersten Falle mit
e, und ¢, bezsichneten Constanten complex und man findet,
wenn man die imagindren Exponentiellen in bekannter Weise
durch trigonometrische Functionen ersetzt:

T = [Csin({—‘) + G, cos (f;—i-)J PR
wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde:

nm b

28 P | S P -
)d Vma-25 ' Vma - &t
80 0as=s
b i a 4 1?
258) mTT m s
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ist. Wenn ¢ »m 7z wichst, wechsein beide Addenden im
Ausdrucke fiir x, daher auch z selbst das Vorzeichen. Es
muss also x jedesmal im Verlaufe einer Zeitstrecke von
der Liinge 7 einmal Null werden. Wihlen wir einen solchen
Zeitmoment, filr den = = 0 wird, als Zeit Null, so wird:

)
28h) xzce‘l'ain(i‘_‘)_

T

Jedesmal nach Verlauf der Zeit r, sonst aber nicht, wird
£ = 0. Dazwischen hat z abwechselnd positive und negative
Maxima, sobald d r/d¢ = 0 ist, welche Bedingung sich wegen

A
9 dz . ==t . (wi ni
anf
nt F 1
30) tg(T);-.T

reducirt. Wir wollen jeden positiven und jeden negsativen
grossten Zahlenwerth von z eine grosste Excursion nemnen.
Ist ¢ die zwischen Null und }z liegende Wurzel dieser
Gleichung, so hat jede folgende die ¥orm # 4 k7. r ist
also die Zeit, welche zwischen dem Eintritt einer grossten
Excursion und der nichsten darauf folgenden oder, wie
man auch sagt, eines Umkehrpunktes und des nachst-
folgenden vergeht, also die Zeit eines ganzen Hinganges,
welche natiirlich gleich der Zeit eines Herganges ist und
weiche wir die Schwingungedauer nennen wollen. Sie ist
auch die Zeit, welche zwischen zwei sich folgenden Durch-
gingen durch die Ruhelage vergeht.

Ist z, der Abgolutwerth irgend einer gréssten Excursion,
so ist der der nichsten z; ,; = x;.e~% Die Bewegung ist
daher ebenfalls eine periodische, schwingende; aber die
grossten Excursionen nihern sich in geometrischer Pro-
gression asymptotisch der Nulle. Aus der letzten Gleichung
findet man:

- S5
E »lognat Bppg +F Byy
Man nennt A das logarithmische Decrement. Es ist der

natiirliche Logarithmns des Quotienten zweier sich folgender

% = log nat
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grosster Excursionen oder auch des Quotienten des Abstandes
des k + 1ten und % + 2ten Umkehrpunktes in den des kten
und k 4+ lten. Man nennt den Abstand zweier sich folgender
Umkehrpunkte die betreffende Schwingungsweite.

§ 19. Verschiedene Anregungsarten gedimpfier Pendel-
schwingungen.

Wir wollen nun folgende Anregungsarten betrachten.
Es sei das Bewegliche anfangs in Ruhe. Zur Zeit Null werde
ihm plotalich die Geschwindigkeit , ertheilt. Der dazu er-
forderliche Antrieb ist:

4y = fXdi=mu,.

Dann gelten die Gleichungen 28b) und 29), da fiir 1 =0,
z=0 ist. In letzterer wird fir =0, dz/di=1u, Es
ist also

O0=2,
™
Daher wird die darauf folgende grossts Excursion
i i L]
TH, *Th . (m T - —arcig
31) Q.m—';'—ﬁ m(—?—)ﬂ—";‘ﬁ_“.‘;“_{;"ﬁ - T.
Denn dieselbe tritt fiir =1 ein, was die kleinste positive
Wurzel der Gleichung 30) ist Man kann daher, wenn 2
und 7 bekannt sind, aus der ersten grossten Excursion die
infangs ertheilte Geschwindigkeit berechnen. Fiihrt man
4, statt u, ein und setzt fir m seinen Werth aus der
weiten der Gleichungen 28a), so folgt
i3 A =
T = AYate B "5 aad
2 azr
In der Galvanometrie gilt eine der Gleichung 27) gleich-
lautende Gleichung, nur hedeutet « den galvanischen Strom,
A4, den Integralstrom, a den Reductionsfactor, m das Trig-
heitsmoment.

Wir betrachten nun folgende andere Anregungsweise
des materiellen Punktes zur Bewegung. Man ertheile dem-
selben im Augenblicke jedes Durchganges durch die Ruhe-
lage die Geschwindigkeit «, in der Richtung, in der er sich
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gerade bewegt. Der gesammte dazu erforderliche Antrieb
seid,. Man nennt dies die ballistische Multiplicationsmethode.
Es wird dann mit der Zeit ein stationfirer Schwingungs-
zustand eintreten, wobei die grosste Excursion jedesmal
dieselbe ist. Fir diesen muss dann nach jeder Riickkehr
in die Ruhelage die seit dem vorigen Durchgange durch
diese verlorene Geschwindigkeit durch die neu ertheilte u,
gerade ersetzt werden. Wenn also 4, die Geschwindigkeit
im Momente nach Hinzufiigung der Geschwindigkeit u, ist,
so ist {vgl. Formel 29) u e~ die Geschwindigkeit, mit
welcher der materielle Punkt wieder in die Ruhelage zurfick-
kehrt und ds diese durch Hinzuffigung von w, wieder in %,
iibergehen muss, so hat man:
ulaﬂﬂ{l-e-‘.'}, Uy = .ul...,t’

1—-g

z, ist wie frither durch die Gleichung 31) mit u, verbunden,
aus welcher durch Substitution von w, sich ergiebt

i T
Ty - — arctg —
T = 8 3 L3
i ] (1_‘..1)]’———1.1‘ =
A,]/st’-l—l‘ -—uw-—
T er(i—e— "}

2, ist im stationfrer Zustande die Schwingungsweite.
Wiirde die Geschwindigkeit % immer nur beim Durchgange
durch die Ruhelage in dem einen Sinne, nicht aber bei dem
im entgegengesetzten Sinne ertheilt, so wiirde sich nichts
indern, als das

y
1— =22

uou=

ware. In jedem Falle lasst sich w, aus der Schwingungs-
weite des stationdren Zustandes und aus 4 und z berechnen.
Ist dberdies noch m oder a bekannt, so kann auch der
jedesmal ertheilte Anirieb gefunden werden.

Eine dritte Anregungsmethode ist die Zurickwerfungs-
methode. Dabei ertheilt man bei jedem zweiten Durchgange
durch die Ruhelage eine Geschwindigkeit u, in der der Be-
wegung entgegengesetzten Richtung. Wenn das Bewegliche
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unmittelbar pachher die Geschwindigkeit #, hat, so hat es
bei der zweiten Riickkehr nach der Ruhelage die Geschwindig-
keit u,e-2* und es muss fir den stationiren Zustand

Uy — Uy 6~ 3 = 4,
daher
—
14¢ %
sein. Die erste eintretende grisste Excursion ist wieder mit
n, durch die Gleichung 31) verbunden, die zweite ist ¢ ~*mal
kleiner. Die Einfihrung von w, statt u, mn diese Gleichung
bietet keine Schwierigkeit.

Wir wollen noch eine vierte Anregungsweise betrachten,
welche wir das Multiplicationsverfahren mit andauernder
Kraft nennen wollen. Wir lassen withrend eines ganzen
Hinganges auf das Bewegliche eine constante Kraft X in
der Bewegungsrichtung wirken. Wihrend des ganzen [er-
ganges lassen wir eine gleiche entgegengesetzte Krafi
wirken, welche also jetzt wieder die Richtung der Bewcgung
hat. Ist der Zustand stationir gewordem, so geschicht der
Hingang einfach so, alz ob die Ruhelage nicht im Coordi-
natenursprunge, sondern in dem Punkte mit der Abscisse
& = X/a ware, beim Hergange aber im Punkte mit der
Abscisse — §. Wenn daher 2z, die Schwingungsweite im
stationfiren Zustande ist, so ist wihrend eines Hinganges
z,+ & als die erste und 2, — & als die zweite griisste
Excursion anzusehen. Es ist also

Ty + § = (@, — §)¢*

Uy =

oder . x4
e’ +1 s+ 1
W=y T Al

Die letzten Aufgaben sind specielle Fille des allgemeinen
Problems, dass auf den materieilen Punkt ausser den beiden
bisher betrachteten Kraften, von denen die erste der Ex-
cursion, die zweite der Geschwindigkeit proportional ist, noch
eine andere Kraft wirkt, welche eine beliebige Function 7(f)
der Zeit ist, so dass die Bewegungsgleichung lautet:

& d
mox +2b57 +az =10
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Die allgemeine Integration dieser Gleichung nach der Methode
der Integration von linearen Differentialgleichungen mit con-
«tanten Coefficienten und zweitem Theile hat kerne Schwierig-
keit, Fur
f)=BsinZ",
.

wo diese tlcichung das Mitschwingen eines elastischen
Korpers eder sonstigen Resonators mit einem einfachen Tone
liefert, nimmt jhr aligemeines Integral die Gestalt an:

— Y i B --1-:- B . At

r= 6@03—:—-!'(.13111—“?'8 -{——(—‘)—Sm{—;;—-—f).

Dabei sind z und 4 wiederum durch die Gleichungen 28)
gegeben. © und & aber sind Counstanten, derem Werthe
durch die beiden &leichungen

2 n
@ oS} =qa— ’:2 3
1

2nd

L5

@ 8in ¥ =

bestimmt sind.

Fiir den stationiren Zustand verschwinden im Ausdrucke
fiir = alle Glieder bis auf das letzte. Der materielle Punkt macht
also einfache harmonische Schwingungen, welche dieselbe
Periode, wie die anregende Kraft haben. Die Schwingungs-
weite 2 B, & ist ein Maximum, wenn 7, = am[Jam — 26*
1st. Wenn 7, = x Ym/e, aiso gleich der Schwingungsdauer ist,
welche der materielle Pankt hitte, wenn er ohne Dampfung
bei gleicher, der Coordinate proportionalen Kraft schwingen
wirde, so ist die Geschwindigheit in der Ruhelage ein
Maximum und & = }=; die Phasendifferenz zwischen den
Schwingungen des Punktes und denen der Kraft ist also 1.
Fiir grossere 7, liegt sie zwischen Null und } =, fir kleinere
zwischen {7 und a.

§ 20. Grundgleichungen fir die Centralbewegung.

Wir wollen uns nun mit dem folgenden Beispiele be-
fassen. Die Resultirende aller Kriifte, welclie anf einen beweg-
lichen materiellen Punkt von der Masse » wirken, dessen

Beltzmann, Mechanik ¥ 3 Auflage B
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Coordinaten zur Zeit { mit «, y, » bezeichnet werden sollen,
sel eine Function f(r) der Entfernung desselben von einem
im Raume festen Punkt O und falle auch immer in die
Richtung von r. Wir geben wieder der Function f(r) das
positive oder negative Vorzeichen, je nachdem die Kraft die
Entfernang » zun vergrisseru oder zu verkleinern strebt,
d. h. je nachdem sie von O weg- oder gegen O hingerichtet
ist. Eine solche Kraft nennen wir eine Centralkraft. Die
Bewegung, welche ein materieller Punkt unter ihrem Ein-
Hlusse macht, pennen wir eine Centralbewegung.

Diese Bedingungen sind realisirt, wenn auf den beweg-
lichen materiellen Punkt ein einziger anderer wirkt, welcher
in der Entfernung » die Kraft f{r) auf ihn ausiibt und entweder
durch irgend eine Vorrichtung immer in dem fixen Raum-
punkte O festgehalten wird vder zu Anfang ruhte und eine
sehr grosse Masse gegeniiber der Masse des beweglichen
Punktes hat. Im letzteren Falle sind die Bedingungeu
natiirlich nur angenshert realisirt, da die Besciileunigung
des wirkenden materiellen Punktes immer sehr klein gegen
die des anderen ist und daher auch die Geschwindigkeit
und Ortsverinderung des wirkenden materiellen Punktes
sehr klein bleiben.

Wir withlen den Punkt O als Coordinatenursprung und
die KEbene, welche ihn und die Richtung der Anfangs-
geschwindigkeit des beweglichen materiellen Punktes ent-
hilt, als zy-Ebene, dann enthilt die Gleichung 9) cin
einziges Glied, in welchem fir «,, v, %, o, %, %, My, 11,
und f;,@,,) zu schreiben ist z, y, %, 0, 0, 0, m, » und f(7).
Wir erhalten daher, wenn wir die jeder der Coordinatenaxen
entsprechende Gleichung hinschreiben, die drei Gleichungen

82) maT=210), mTL =Lf0), mT% =250

Da zn Anfa.ng der Zeit z = dx/d# =0 ist, so ist alles he-
ziiglich der zy-Ebene symmetrisch, und wir erhalten die
einzig mdogliche Losung, indem wir fir alle Zeiten z = 0
setzen. Denn wiirde irgend einmal x von Null verschiedene
Werthe annehmen, so miisste die Losung, wo » die gleichen
entgegengesctzt bezeichneten Werthe Lat, ebenso gut mdg-
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lich sein. Wenn aber der Quotient des Zuwachses von »
in den von f(r) niemals unendlich wird, so ist das Problem
immer eindeutig bestimmt, d. h. es konnen nie aus dem
gleichen Anfangswerthen nach einer endlichen Zeit sich
zweierlei Werthcombinationen der Coordinaten ergeben.

Wir haben also nur noch die beiden ersten der Glei-
chungen 32) weiter zu behandeln. Wir leiten da zuerst die
Gleichung der lebendigen Kraft nach der Methode ab, die
wir schon bei Entwickelung der Gleichung 20) auseinander-
gesetzt haben. Wir multipliciren die linke Seite der ersten
der Gleichungen 32) mit »d¢, die rechte mit dz, die linke
Seite der zweiten (leichung mit vd?¢, die rechte mit dy
und addiren dann heide Gleichungen. Da

@z
Wdtndu
ist, so erhalten wir auf diese Weise links

mudu + vdv) = d(”‘;"),

rechts aber
) 2225923 _ riyay,

da ja r = Jz?+ y? ist. Die Integration liefert
38) LI 3

wobel das unbestimmte Intezrale
34) Sfr)dr=g()
gesetzt und die willkiirliche Constante % beigefiigt wurde,
damit der Integrationsconstante des unbestimmten Inte-
grales ein beliebiger, moglichst einfach zu wahlender specieller
Werth ertheilt werden kann.
Die Ableitung ¢’'(r) von ¢(r) ist also gleich f(r).
Eine zweite Integralgleichung {d. h. Gleichung mit einer
willkiirlichen Integrationsconstante) gewinnen wir, wenn wir
die erste der Gleichungen 32) mit — y, die gweite mit + z
multipliciren und dann wieder beide addiren. Dadurch folgt:

d'y &z
”'(‘a_e"?i?)=°-
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Da m nicht verschwinden kann, so muss der Ausdruck in
der Klammer verschwinden. Derselbe ist aber der Differential-
quotient nach der Zeit von

dy dz
T ¥
Es liefert daher die Integration
~ n‘? dx
85) o R Tl

wobei % einc neue aus den Anfangsbedingungen za bestim-
mende Integrationsconstante ist.

" Es empfiehlt sich nun, » und den Winkel & der vom
Punkte O aus gezogenen Geraden r mit der positiven Ab-
scissenaxe als Polarcoordinaten einzufithren. Dann wird:

xz-=7¢08 &, y=7rsind
Die Differentiation dieser Gleichungen liefert:

dx dr d&
W——-.Wcosﬂ' r-?’—smﬁ'
dy dr

Es wird also:

Die Gleichungen 33) und 35) verwandeln sich daher in:

ot

dr'? 3
36) &ﬁ)+wﬁﬁ)=;¢@+k
und
37) rs%‘i— =k.

Aus der letzten Gleichung folgt:

38) [r2d 9 = kt.

{ stellt eine beliebige Zeit dar. Das Integrale links ist
iber den Bogen der Bahncurve zu erstrecken, der wiahrend

dieser Zeit durchlaufen wird und stellt bekanntlich die
Fliche der dreieckartigen Figur dar, welche von jenem Bogen
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und den beiden seine Endpunkte mii dem Coordinaten-
anfangspunkte verbindenden Geraden begrenzt wird, Maun
kann sie die wihrend der Zeit ¢ vom Leitstrahle » durch-
strichene Fliche nemnen. Die Gleichung 38) besagt, dass
ibr Flicheninhalt der Zeit proportional ist, wihrend welcher
er durchstrichen wird. Eliminirt man d/d¢ auns den
Gleichungen 36) und 37), so folgt:

dr

39) hin%

m

a
2 omh-2

und daraus wieder nach 37):

kdr
d = e
40) AL g+ b=
s R r®
Wenn wir f(r) = — ar setzen, wobei a eine Constante

ist, wenn also auf den materiellen Punkt eine dem Leit-
strahle » direct proportionale Anziehung wirkt, so erhalten
wir wieder den speciellen Fall, der sich aus den .chen be-
handelten Gleichungen 24) ergiebt, wenn man darin 2 = 0
und a,; = a,, = a setzt und wir wollen natiirlich nicht die
uns schon bekannten Resultate nochmals ans den Gleichungen
dieses Paragraphen ableiten.

§ 21. Centralbewegung nach dem Newton'schen
Gravitationsgesetze.
Es sei nun die Centralkraft eine dem Quadrate von r
verkehrt proportionale Anziehungskraft. Wern wir den Pro-
portionalitiitsfactor mit 4sm bezeichnen, wo 7 eine C'onstante

ist, so ist also dann

)= — 2%,

Da wir in Formel 84) den bequemsten Werth fiir die Inte-
grationsconstante wihlen kdnnen, so wollen wir ¢ () = 4 ac /r
setzen. Dann liefert die Gleichung 40}

dﬁ’:
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Setzen wir
k i
Dl
so erhalten wir
dd =— ds .
hed—w
F—%

Wir wollen noch die positive Quadratwurzel aus 1 + -hi,ﬁ
mit & bezeichnen, so dass

41} 1—8=—

wird. Ferner ertheilen wir der zu & hinzutretenden Inte-
grationsconstanten den Werth Null. Dann liefert die Inte-

gration
kl
42) = T +ecs

Fir & = 0 hat r seinen kleinsten Werth. Die geiroffene
Wahl der zu & hinzatretenden Integrationsconstante hat also
die Bedeutung, dass wir die vom Anziehungscentrnm nach
dem Perihele, d. h. nach demjenigen Punkte der Bahn, welcher
dem Anziehungscentrum am nichsten liegt, gezogene Gerade
zur positiven Abscissenaxe wihlen. Ich kann aus der ana-
Iytischen Geometrie als bekannt voraussetzen, dass die Glei-
chung 42) eine Kegelschnittlinie darstellt, in deren einem
Brennpuukte der Coordinatenursprung liegt, deren Excentri-
citit & ist und deren Axen die Richtung der beiden Coordi-
natenaxen haben. Dieselbe ist eine Hyperbel, wenn s > 1,
also h positiv ist, eine Parabel, wenn s =1, daher 2 =0
ist, eine Ellipse, wenn & < 1 oder % negativ ist, ein Kreis
fir e=0. Im letsteren Falle ist %z gleich — A2/k% Ist &
negativ und hat einen grisseren Absolutwerth, so ist keine
Bahn mehr mdglich. Dabei ist immer eine Anziehung, also 4
positiv, vorausgesetzt.

In der That hat nach Gleichung 38) oder 36), falls %
positiv ist, die Geschwindigkeit in unendlicher Entfernung noch
den reellen Werth + W{, falls 2= 0 ist, nihert sie sich mit
wachsender Entfernung der Grenze Null, falls % negativ ist,
wird sie in unendlicher Entfernung imaginir. Ist endlich
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k= — i?[k% so sieht man leicht, dass die Anziehung gleich
der der Kreishahn entsprechenden Centripetalkraft ist.

Wire die dem Quadrate der Entfernung verkehrt pro-
portionale Kraft eine abstossende, so wire A negativ. Dann
ware fiir reelle Werthe der Geschwindigkeiten stets & positiv
und daher £ > 1. Die Bewegung wiirde also stets in einer
Hyperbe! erfolgen, wenn % von Null verschieden ist.

Wir wollen nur noch dem Falle, dass e< 1 und 4
patiirlich positiv ist, einige Betrachtungen widmen. Die
Bahn ist dann eine Ellipse, deren grosse Halbaxe « das
arithmetische Mittel des grossten und kleinsten Werthes vonr
{der Perihel- und Apheldistanz) ist. Es ist also:

k* i

B T ek
Die kleine Halbaxe ist
k

&-_—"ﬂvll —§2="_i;':._'_':—£.
Sind die Anfangswerthe r, und ¢, von  und ¢ und der
Winkel zwischer beiden (r,, ¢,) gegeben, so finden sich
daraus die Constanten % und % durch folgende Gleichungen:

2i
h=ct—
)

43) a

y k=r,¢,sm (r,c,).

Um » und & als Functionen der Zeit zu finden, dient die
Gleichung 39), welche sich in unserem Falle anf

rdr

Ve +2ir — &
reducirt. Diese wird bekanntlich integrirt, indem man einen
Hilfswinkel » einfithrt, welcher durch die Gleichung

45) r=a(l — & cos u)

definirt ist. =« heisst die mittlere, & die wahre Anomalie.
Der Winkel » kann leicht durch Construction gefunden
werden. Sei die Bahnellipse gegeben, O il Mi‘t :lpunkt,
O ihr Brennpunkt, O4 ihre grosse Axe, 3 irgend +in Punkt
derselben in der Entfernung » von O mit der wahren Ano-
malie . Wir construiren Fig. 3 den Kreis vom Radius e

44) di =
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und Mittelpunkte 0" um die Ellipse herum. Die durch 3f

auf O4 gezogene Senkrechte soll die auf derselben Seite

v wie M liegende Hilfte des

Kreises im Punkte & treffen.

¥ Ferner sollen z und y die

rechtwinkeligen Coordinaten

des Punktes M bezitglich

o ¥ 7 eines  Coordinatensystems

: sein, dessen Ursprung in O

Fig. 8, Hggt, 'desaen Abscissenaxe

die Richtung der grossen,

dessen Ordinatenaxe die Richtung der kleinen Axe der
Ellipse hat. Dann ist:

: ]

= }.
Ferner ist
Y =7 —(z— sa)

Die Substitution dieses Werthes von y in die vorige Gleichung
liefert

r=a—c¢trx=call —ecos(NO4)].
s ist also NO'4 der Winkel, den wir die mittlere Ano-
malie des Punktes M genannt und mit % bezeichnet baben.
Aus der Gleichung 45) folgt

dr =0z sin vdu,
ferner folgt aus den Gleichungen 43) und 45)
hi*=—=2a(l —ecosw)?, k=ali(l —¢é),
daher

Vhr®4+2Lr—E =¢Yaisinu.

Nach Substitution aller dieser Werthe in die Gleichung 44)
lifert die Integration:

46) t= ?(u—-asin u),

wenn die Constante so bestimmt wird, dass im Momente
eines Durchgangs durch das Perihel, also fir u =0, =10 ist.

Wir setzen voraus, dass die Bahn gegeben ist. Wenn
gefragt wird, wann < einen gegebenen Werth hat, so hat
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man zunichst z. B. durch die geometrische Construction das
diesem 9 entsprechende » und dann aus Gleichung +46) den
entsprechenden Werth von ¢ zu berechnen. Fragt man um-
gekehrt, welchen Werth bei gegebener Bahn & zu einer ge-
gebenen Zeit hat, so muss man zuerst v aus der fir u
transcendenten Gleichung 46) finden (Kepler’sches Problem),
und dann aus Gleichung 45) » und aus Gleichung 42) oder
aus der geometirischen Construction & finden.

& 22. Die Centralkraft enthélt ein der dritten Potenz der
Entfernung verkehrt proportionales Glied.

Die bisher behandelten Falle der Centralbewegung sind
wok! die einzigen, welche heobachteten Naturvorgingen ent-
sprechen. Hertz hat dem Bilde der Natur, dessen Dar-
stellung iin vorliegenden Buche wieder versucht wurde, den
Vorwurf gemacht, dass es zu weit sei, d.h. dass es eine
unendliche Menge von speciellen Bildern enthalte, denen
keine Thatsachen entsprechen. Ich glanhe, dass dieser Vor-
warf itherhaupt schwer zu vermeiden ist und jedeuialls auch
Hertz" Mechanik trifft, du von der unendlichen Menge von
Bedingungsgleichungen oder verhorgenen Bewegungen, welche
vach Hertz’ Vorstellungen miglich sind, sicher auch nur
ausserordentlich wenige aufwirklivh bevbachtbare Fille passen.

Ja so lange die Awnssicht anf ein Bild, welclies uicht
mehr als die Thatsachen gebl, noch so ferne wie gegen-
wiirtiy ist, scheint es mir scgar wichtig, auch jenen
speciellen Fallen der gegenwiirtig aussichtsvollsten Bilder,
welehe nicht hisher beobachteten Thatsachen entsprechen.
einige Aufmerksamkeit zu schenken, Sie kénnen erstens in
Zukuntt einmal zur Darstellung heobachreter Thatsachen
gich ¢ignen und.zweitens erhalten wir erst durch das Stadima
aller moglichen Fitlle auch eine bessere Uebersicht ither dep
inneren Zusammenhang jener speciellen Fille. die un: schon
jetzt nitzlichk sind.

In den bisher hetrachteten Fillen der Centralbewegung
kommen nun zufillig nur ganz wenige specielle Bahnformen
vor, welche keineswegs eine Vorstellung von dem allgemeinen
Charakter allex hei der Ceutralbewegung moglichen Bahn-
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formen geben. Gerade unter den Bahnformen, die uns noch
nicht untergekommen sind, befinden sich aber solche, an denen
einize allgemeine Sitze zum einfachsten Ausdrucke kommen,
die bei verwickelteren, praktisch nicht unwichtigen Problemen,
z. B. dem Dreikirperprobleme, eine wesentliche Rolle spielen.
Deshalb wollen wir in Kiirze noch so viele der iibrigen ein-
fachsten Centralbewegungen betrachten, als notwendig sind,
um eine Uehersicht dber den allgemeinen Charakter aller
bei der Centralbewegung mdiglichen Bahnformen zu erhalten.

Wir wollen zuniichst einen Satz ableiten, der uns hierbei
niitzlich ist. Die Centralkraft bestehe aus zwei Summanden.
Der eine Theil f(r) sei eine beliehige Function der Ent-
fernung. Dazu komme noch eine Kraft ma/r% welche der
dritten Potenz der Entfernung verkebrt proportional ist und
ahstnssend oder anziehend wirkt, je nachdem die Constante a
positiv oder negativ ist. ¢{r) sei die Fuaction, welche zu
J{r) in dem durch die Gleichung 34) angegebenen Ver-
haltnisse steht. Die der jetzt betrachteten Centralkraft
f(=) + ma/r® entsprechende Function ¢(7) hat also den Werth
g () —maf2+% Daher verwandelt sich die Gleichung 40)
fiir diese Centralbewegung in die folgende

40 = kdr )

29(*y  , & +4a
riv L ey

Wir wollen diese Centralbewegung mit einer zweiten ver-
gleichen, bei welcher die Centralkraft blos gleich f() ist,
k denselben Werth, % aber den Werth %, = J4*+ ¢ hat.
Wir hezeichnen fir beide (antralbewegu.ngen den zu einem
gleichen ein fiir allemal gegebenen Werthe », des r ge-
horigen Werth von # mit Null: den zu irgend einem an-
deren Werthe des » gehorigen Werth von & bezeichnen wir
fiiv die erste Centralbewegung mit %, fiir die zweite mit .

Die Gleichung, welche der Gleichung 40) fiir die zweite
Centralbewegung entspricht, kdnnen wir dann leicht in die
Form bringen

- ) kdr
) l/;s t+a 2 (p{r:_:"_ﬁ_é?;‘: ’
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Es ist also bei der zweiten Centralbewegung ﬁﬁ]/t’_‘:a
dieselbe Function von r, wie fiir die erste & Ist uns die
Bahn der zweiten Centralbewegung hekannt, so finden wir
daraus die der ersten, indem wir jedem r, zu dem bei der
zweiten Centralbewegung der Winkel &, gehdrt, einen

%= -k%-fachen Polarwinkel zutheilen. Der zeitliche

Verlauf der Centralbewegung ergiebt sich dann immer sofort
aus dem Flichensatze.

Erstes Beispiel. Sei f(r) = 0. Dann geschieht die zweite
Centralbewegung in einer Geraden MN. OP = r, sei deren
kiirzester Abstand von 0, 4 sei irgend ein Punkt der Geraden.
Dann ist 4 O P der mit %, bezeichnete Winkel und man hat
48) 04 =r71=r/cos?,.

‘Wenn a positiv ist, so geschieht die erste Centralbewegung
unter dem Einflusse einer der dritten Potenz der Entfernung
verkehrt proportionalen Abstossung. Dann ist x < 1. Wir
finden also die Bahn, indem wir die Linve des Leit-

\ o

Fig. 4. Fig, 5. Fig. 6.

strahles O 4 jedes Punktes 4 der Geraden M N unverindert
lassen, aber den Winkel 4 OP = #, jedesmal im Verhilt-
nisse 1:x verkleincrn. Ihre Form ist in Fig. 4 dargestellt,
sie hat zwei Asymptoten, von denen jede mit der Perihel
distanz O P den Winkel }x = bildet und den Abstand xr,
vom Anziehungscentrum O hat.

Ist a negativ, so geschieht die erste Centralbewegung
unter dem Einflusse einer der dritten Potenz der Ent-
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fernung verkehrt proportionalen Anziehung und es wird
x>1. Es ist dann der Winkel 4 OP im Verhiltnisse
1:x zu vergrossern. Falls —a < 3%3/4 ist, so ist » < 2,
der Winkel einer Asymptote mit der Periheldistanz ist dann
< @, die Bahn hat die in Fig. 5 dargestellte Gestalt. Ist
—a gleich 31%2/4, so ist x = 2. Die beiden Asymptoten
sind der von O nach P gezogenen Geraden (der Perihel-
distanz) parallel, aber entgegengesetzt gerichtet und haben
jede die Entfernung 27, vom Anziehungscentrum (Fig. 6).
Liegt — a zwischen 3%%/4 und %% so sehlingt sich die Bahn

(WA VAEZANY
| Fig. 7. Fig. 8. \ Fig. 9.

spiralig um das Anziehungscentrum (Figg. 7 und 8) und die
Anzah! der Windungen der Spirale nimmt immer mehr zu,
je niher sich die Grossen — a und i% kommen. Fiir — g =12
geschieht die Bewegung in einer hyperbolischen Spirale, oder
der (stets instabilen) Kreishahn. Ist — a noch grosser, so
setzen wir l,! -‘;_{—_%— = % Die directe Integration der
Gleichung 40) liefert fiir negative %

27,

F= -
T

Es ist also OP = r, jetzi der grosste Werth des » uad
die Bahn besteht aus zwei zu O P symmetrischen Zweigen,
deren jeder eine Spirale ist, die sich dem Coordinaten-
wsprunge in unendlich vielen Windungen asymptotisch
nihert (Fig. 9 Fir k= 0 ist die Bahu eine logarithmische
Spirale, fiir positive £ eine vom Anziehungscentrum bis ins
Unendliche reichende Spirale mit der Gleichung

r(e¥? — e—*?) = const.
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Wir setzten bisher in Formel 47) /() = ¢ #) = 0. Wir
erhalten ein zweites Beispiel, welches uas einige neue Bahn-
typen kennen lehrt, wenn wir in dieser Formel

[y = — 2, daher ¢()="2
setzen. Die zweite Centralbewegung wird dann mit der
Planetenbewegung nach dem Newton’schen Gravitations-
gesetze identisch, die erste geschieht unter dem Einflusse
einer Kraft, welche 2us einem dem Quadrate und einem

DY

Fig. 10. Fig. 11.
Fig. 12. Fig. 13.

der dritten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen
Summanden besteht. Wir finden also fiir eine solche Kraft
die Bahn, indem wir in den Plansetenbahnen den zu jedem »
gehorigen Polarwinkel mit » multipliciren. Die Bahnen,
welche dadarch aus der parabolischen und den hyperbolischen
entstehen, sowie dicjenigen, welche man fir imaginiire x
erhalt, haben ganz den Typus einer der Figuren 4 bis §.
Aus den elliptischen Bahnen aber entstehen eigen-
thiimliche siernférmige geschlossene oder ungeschlossene
Bahnen, welche, je nachdem x von einem sehr kleinen bis
zu einem sehr grossen Werthe variirt, den Typus der
Figuren 10 bis 138 haben. Ist die Bahn ungeschlossen, so
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kommt das Bewegliche, wie wir es schon bei den Lissajous’-
schen Figuren als mdglich erkannten, wihrend genfigend
langer Zeit jedem Punkte, der in einem von zwei concen-
trischen Kreisen begrenztem Stiicke der Ebene liegt, beliebig
nahe. Die Bahngleichung giebt uns daher nicht fir jede
Abscisse des Beweglichen eine einzige oder eine endliche
Anzahl moglicher Ordinaten, sondern blos in jedem Punktc
die Richtung und Geschwindigkeit der Weiterbewegung.

8§ 23. Discussion der moglichen Bahntypen.

Wir wollen noch einige allgemeine Betrachtungen an-
stellen, um uns zu iiberzengen, welche Bahntypen ausser
denen, die wir bisher zufillig kennen gelernt haben, noch
moglich sind. Wir wollen uns mit dem leicht zu behax-
delnden Falle, dass k = 0, also die Bahn eine Gerade ist,
nicht befassen.

Setzen wir
49) Yo = 290) +h—1,
so erhalten wirs
50) (T =vey (55)=Fvo0

f{r) kann beliebige positive oder negative Werthe einschliess-
lich Null haben, sell aber zwischen r = 0 und r = 0o ein-
deutig, endlich und continuirlich bleiben. Da wir in der
Physik unendliche Krifte nicht zulassen, so sollten wir in
diese Bedingung die Werthe » = 0 und r = o0 einschliessen.
Doch wollen wir theils der allgemeinen Uebersicht, (heils
gewisser beliebter Kraftgesetze wegen ein umondliches An-
wachsen der Kraft fir » = 0 und » = oo zulassen. Unter
diesen Annahmen sind auch ¢ (r) und (») exclusive der
Grenzen zwischen » = 0 und » = oo eindeutig, endlich und
continuirlich.

Aus den Gleichungen 50) folgt, dass, wenn das Kraft-
gesetz und die Werthe der Constanten ~ und k gegeben
sind, nur solche Werthe von r in reellen Bahnen vor-
kommen konnen, fir welche (r) nicht negativ ist. An-
dererseits wird man in jedem Punkte 4, fir welchen w (/)
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positiv ist, einen positiven und einen gleichen negativen Werth
fir d7/d ¢ finden konnen, welcher unseren Gleichungen ge-
nigt. Durch jeden solchen Punkt werden also zwei maogliche
Bahnen gehen, die iibrigens vollkommen congruent und
Spiegelbilder beziiglich der Geraden O 4 sind. Durch jeden
anderen Punkt B, der sich in der gleichen Entfernung von O
befindet, gehen bei dem gleichen Kraftgesetze zwei congruente,
gleichen Werthen von 4 und % entsprechende Bahnen, die um
den Winkel B O 4 gegen die durch 4 gehenden Bahnen ge-
dreht sind. Wir wollen alle diese Bahnen, da sie unterein-
ander congruent sind, als eine einzige Bahnform bezeichnen.

Wenn (r) fir sehr kleine » positiv und fiir » =0
noch positiv oder gleich Null ist, so endet eine Bahnform
in O. (0) kann natiirlich nur Null oder positiv sein, wenn
@ (r) mit abnehmendem » unendlich gross von der Ordnung
1/r% oder noch hohercer, daher die Kraft f(r) von der Ord-
nung 1/7® oder hoherer unendlich wird. Fiir kein anderes
Kraftgesetz kann das Bewegliche nach O gelangen, ohne
dass k= 0 ist. Die Zeit 7, welche vergeht, bis » von einem
kleinen Werthe ¢ bis Null abnimmt oder umgekehrt und der
gesammte Winkel «, um welchen sich dabei der Leitstrahl »
dreht, sind gegeben durch

51) r= ol :
22
L. _-??T.@(?‘){-hr*‘k!
0

52) = =t ;
rl/—%—-q;[r)-l—hr’—k’

0

« nimmt daher mit abnehmendem & ab, wenn r Y (r) mit
abnehmendem » von hoherer Ordnung unendlich wird als

l(%) Ny’ (17) LA (%) ...y wobei ! der natiirliche Logarithmus,

1l der natiirliche Logarithmus des natiirlichen Logarith-
mus ete. ist. Sonst wird « unendlich und die Bahn um-
windet den Punkt O in unendlich vielen Windungen. Die dazu
erforderliche Zeit konnte nur unendlich werden, wenn 2 rg(r)
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fiir kleine » von mi¥— mA»? um kleines von hbherer (rd-
a . -
nung als r [I% Hl_ 1 verschieden wiire.

Ebenso reicht cine Bahn in unendliche Entfernung,
wenn ¥ (7) fiir r = Q0 positiv ist oder von einem positiven
Werth ans sich der Grenze Null nihert, was fiir die physi-
kalisch eigentlich allein wichtigen Fille, dass ¢ (co) ver-
schwindet, nur fiir positive A, oder wenn ¢ (») fir grosse r
positiv ist, auch fir k= 0 eintreten kann, Ob der Leit-
strabl r dabeil einen endlichen Winkel beschreibt oder un-
endlich viele Umldufe macht, sowie ob das Bewegliche eine
belebig grosse Eutfernung in endlicher oder erst unend-
licher Zeit erreicht, hingt wieder von dem leicht zu disca-
tirendem Werthe zweier bestimmter Integrale ab, welche
const genan mit den hestimmten Integralen 51) und 52)
Ubereinstimmen; nur dass ihre unters Grenze sehr gross,
ihre obere unendlich ist.

Da w(r) continuirlich ist, so kann es von cinem posi-
tiven zu einem negativen Werth nur durch den Werth Null
nbergehen.  Wir wollen bei gegebenem Kraftgesetze die
verschiedenen, einem gegebenen Werthepaare von & und %
entsprechenden Bahnen untersuchen. Kiir ihre Anzahl ist
die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung
53) pEr) =0
maassgebend. Wir setzen zunichst voraus, dass fiir das ge-
gebene Werthepaar von 4 und % die obige Gleichung 53)
keine gleichen positiven Wurzeln bat, dass also fiir keinen
positiven Werth des r, der sie befriedigt, auch #/'(r) = 0 ist.
Dann wird fiir jede positive Wurzel », der Gleichung 53)
w (r) mit wachsendem r entweder von einem negativen Werth
zu einem positiven oder umgekehrt iibergehen. Wir nennen
die Wurzel r =, im ersten Falle eine steigende, im zweiten
Falle eine sinkende. Fiir jede solche Wurzel ist dr/d % = 0.

Zwischen jeder sinkenden wuwnd der pachst grisseren
steigenden Wurzel ist () negativ, daher keine Bahn méglich.
Zwischen einer steigenden nnd der n#chst grésseren sinken-
den ist immer «ine Bahnform miglich, deren Periheldistanz
die steigende, deren Apheldistanz die sinkende Wurzel ist.
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Grosser kann » in dieser Bahn nicht werden. Die Bahn
muss sich daher nach dem Aphel in einem Zweige fort-
setzen, der wieder zum Perihel zuriickkehrt und wegen des.
gleichen Baues der Differentialgleichung mit dem vor dem
Aphel liegenden Theil congruent ist. Dasselbe gilt von jedem
Perihel.

In dem angenommenen Falle, dass r, keine doppelte
Waurzel der Gleichung 53) ist, kann » nur eine sebr kurze
Zeit hindurch sebr nahe gleich 7, sein, der auch wegen des
Fliichensatzes nur eine sehr kleine Aenderung von % ent-
spricht. Dies lehrt die in bekannter Weise auszufithrende
Discussion der Differentialgleichung fiir den Fall, dass »
nithe gleich » ist. Ich fiihre hier diese Discussion nur bei-
liunig aus. Set » zur Zeit ¢, gleich r,, was eine steigende ein-
tache Wurzel der Gleichung 53) sei. Zur Zeit ¢, 4+ z aber
sel r==r, + ¢. Setzt man Y¢/(r,) = 24, 8o reducirt sich
dic erste der Differentialgleichungen 50) fiir kleine ¢ auf

%% = Yo, + o) = 2¢Ve,

woraus folgt ¢ = a®7% So lange ¢ sehr klein ist, wird also
immer » wahrend eciner sehr kurzen Zeit vom r, bis r, 4 o
wachsen. Dasselbe gilt auch fir eine sehr kleine Abnahme
des ¢ im Aphel

Da nach dem Flichensatze dJ/d¢ sein Zeichen nicht
wechselt und nur in unendlicher Entfernung Null werden
kann, so kann die Tangente zur Bahr miemals durch den
Coordinatenursprung O gehen. Das Bewegliche muss viel-
mehy den Punkt O immer im einen oder anderen Sinne
umkreisen. Wir erhalten daher stets geschlossene oder
ungeschlossene Bahnen von dem Typrs der Figuren 10
his 18, von denen ellipsenartige Bahnen ein specieller Fall
sind, wobeli zu bemerken ist, dass der Kriimmungshalb-
messer der Bahn unendlich wird, wo f()=0 ist, da-
gezen ist die Buhn nach derjenigen Seite der Tangente,
auf welcher O liegt, concav oder convex, wenn f(r) negativ
oder positiv ist. Man sieht dies ein, wenn man f(r) in die
Tangentialkraft und in die nach dem Kriimmungsmittel-
punkte der Bahn hin gerichtete Centripetalkraft zerlegt.

Boltzmann, Mechanik I 3 Auflage 6
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Zwischen dem Perihel und Aphel kann natiirlich mdglicher
Weise die eine und die andere Kriimmung ifters wechseln.
In Figg. 5 bis 9 ist die Kriimmung immer gegen G gerichiet,
in Figg. 10 und 11 wechsels sie zwischen Perikel und Aphel
einmal.

Ist w(r) fur sehr kleire Werthe von » positiv, so muss
die kleinste nositive Wurzel der (Gleichung 53), wenn diese
iberhaupt positive Wurzeln hat, eine sinkende sein. Dann
giebt e- eine im Coordinatenursprunge endende Bahn, deren
Aphel diese kleinste Wurzel ist, welche aber ins Unend-
liche geht, wenn keine posifive Wurzel existirt. Im ersten
Falle theilt der nach dem Aphel gezogene Leitstrabl natiir-
lich die Bahn wieder in zwei Aeste, die Spiegelbilder be-
ziiglich des Leitstrahles sind.

Ist () fir sehr grosse r positiv, so ist, falls die
Gleichung 58) iiberhaupt positive Wurzeln hat, die grisste
derselben eine steigende und gleich der Periheldistanz der
sich ins Unendliche erstreckenden Bahn, welche auch wieder
durch den nach dem Perihel gezogenen Leitstrahl in zwei
Aeste getheilt wird, die beziiglih des Leitstrahles Spiegel-
bilder sind. Die im Anziehungscentrum endenden oder ins
Unendliche gehenden Bahnen haben den Typus der Figuren 9
oder 4 bis 8, wobei jedoch natiirlich auch wieder Einwirts-
und Auswirtskriimmung wechseln kann. Bei den ersteren
Bahnen kann natiirlich die Anzahl der Windungen um den
Coordinatenursprung auch beliebig gering sein.

Hat die Gleichung 53) gar keine positive Wurzel, so
kann w(r) von » = 0 bis » = oo sein Zeichen nicht wechseln.
Ist dieses Zeichen negativ. so ist iiberhaupt keine Bahn
mdglich, ist es positiv, so erstreckt sich die einzig mdgliche
Bahnform vom Anziehungscentrum bis ins Unendliche. - Es
ist dies der einzige Fall, wo ausser dem Anziehungscentrum
und dem unendlich entfernten Punkte kein Perihel oder
Aphel existirt, wo also nicht jede Bahn selbst aus zwei con=
gruenten Aecten besteht, die Spiegelbilder zu einander sind,
sondern diese beiden Syiegelbilder als zwei verschiedene
Bahnformen betrachtet werden k3nnen, da sie sich avur im
Unendlichen oder im Anziehnugscentram treffen.
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§ 24. Bahnen, welche sich der Kreishahn asymptotisch
nihern oder sie osculiren,

Es ist noch der Fall zu betrachten, dass fiir gewisse
Werthepaare von hundk, z. B. 2 = k), k=k, die Gleichung 53)
zwei gleiche Wurzeln r =1, besitzt. Dann ist gleichzeitig
Y(n) =¥ () =0, also:

54) Lty + Lm0,
Wegen der ersten der Glexchungan 50) ist dr/d¢ =0, daher
49 k
rae" s

gleich der gesammten Geschwindigkeit o. Aus Gleichung 54)
folgt daher:
) = — molfr.

Die Centralkraft ist anziehend und gleich der der Kreis-
bewegung entsprechenden Centripetalkraft. Da fiir r =1r
die Gleichung dr/d 9 = 0 besteht, so kann die Bewegung
fortwihrend im Kreise erfolgen.

Es soll zuniichst 1 (r,;) negativ sein. Dies tritt wegen
(7)) =0 ein, wenn fiir » =,

s [3mrw 0] = e

negativ ist, also /() in der unmittelbaren Umgebung des
Werthes r = »;, mit wachsendem # ab- oder weniger rasch
zunimmt, als die mit einer Constanten multiplicirte reciproke
dritte Potenz von r. Dann liegt fir das gegebene Werthepaar
von / und % zu beiden Seiten des Kreises r =# ein Ge-
biet, wo keine Centraloewegung moglich ist. Stort man die
Bahn sebr wenig, d. h. verindert man die Werthe von 2
und % sehr wenig, so muss daher die Bahn immer der Kreis«
bewegung unendlich nahe bleiben, man sagt, die Kreis-
bewegung ist eine stabile Bahn.

Ist dagegen y”(r,) positiv, d. h. wichst die Kraft in der un-
mittelbaren’ Umgebung des Werthes v =, mit wachsendem »
rascher als die mit einer Constanten multiplicirte reciproke
dritte Potenz von r, so liegt fir das in Frage stehende
Werthepaar von » und ¥ zu beiden Seiten des Kreises r =1,

e*
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ein Gebiet, wo durch jeder Punkt zwei Bahnen (beide natiir-
lich Spiegelbilder veneinander) gehen. Wenn also wieder o
eine kleine positive oder negative Grosse ist, so gehen durch
jeden Punkt, der die Entfernung r, + ¢ vom Anziehungs-
centrum hat, zwei derartige Bahnen hindurch, fiir welche
k und % dieselben Werthe, wie fiir die Bewegung im Kreise
r =17, haben.

Der Typus dieser Bahnen wird durch Discussion der
Differentialgleichung fiir den Fall, dass nahe r =17 ist,
gefunden, Wir wollen in die erste der Gleichungen 50)
r =7 + p setzen und ohne uns in eine detaillirte Analyse
der Reihenentwickelung einzulassen, durch welche die folgen-
den Resultate exact hegriindet werden kénnen, alle Glieder
bis auf die der niedrigsten Ordnung weglassen. Wenn wir
den reciproken Werth der Grosse }+”(r,) mit »® bezeichnen,
so erhalten wir dann:

%3-—-..—'.. %, Z—fa=in(-§‘;-),
wobei { den natiirlichen Logarithmus, ¢, den Werth des ¢
zur Zeit ¢, bedeutet. Es ist also sowohl die Zeit, welche
vergeht, bis o einen endlichen Werth annimmt, als auch
die, welche vergeht, bis ¢ exact gleich Null wird, also die
Bewegung exact mit der Kreishewegung identisch wird, un-
endlich. Man kionnte daher sagen, dass fiir das gegebene
Werthepaar von 4 und % in der unmittelbaren Umgebung
des Werthes r = », drei Arten von Centralbewegungen mog-
lich sind, die exact im Kreise r = r,, eine zweite ausser-
hslb, die sich, wenn sie von aussen nach innen durchlaufen
wird, in unendlich vielen Windunger, deren Zuriicklegung
eine unendlich lange Zeit beansprucht, der Kreishahn asym-
ptotisch nhert, eine dritte, die sich ebenso von innen der
Kreishewegung asymptotisch nihert. Alle drei konnen
natiirlich auch als eine einzige aufgefasst werden, in der das
Bewegliche, wenn es sich z. B. von innen nach aussen be-
wegt, sich zuerst der Kreisbahn nihert, dann in dieser un-
endlich lange verbleibt und sie dann erst in unendlich vielen
Windungen nach aussen wieder verlisst. Da es jetzt keine
Bahn giebt, die sehr nahe der Kreishahn ein Perihel und



GL 54.] II. §24. Kreisbahnasymptoten. 85

auch ein Aphel hat, so ist letztere instabil, d. h. die kleinste
Stérung bewirkt, dass sich das Bewegliche durch sehr lange
Zeit immer mehr und schliesslich um Endliches von ihr entfernt.

Jede der im vorigen Paragraphen beschriebenen Bahnen
kann daher statt des Perihels oder Aphels oder auch statt
beider sich einer Kreishahn von aussen oder innen nihern.

Wenn k und k nicht exact, aber sehr nahe gleich solchen
Werthen %, und %, sind, fiir welche die Gieichung 53) gleiche
‘Wiirzeln hat, so sind zwei Fille moglich:

Fall 1: % und % haben solche sehr nahe an k, und %
gelegene Werthe k, und k,, dass 1 (»,) einen kleinen nega-
tiven Werth hat, wobei r, wieder die fiir A =% und k =k
vorhandene doppelte Wurzel der Gleichung 53) ist. Dann
ist der Kreis » =7, von einem sehr schmalen Ringe um-
geben, innerhalb dessen keine Centralbewegung mit den
Werthen &, und &, der Constanten moglich ist?) Die inner-
halb dieses Ringes liegenden Bahnen, bei denen die Con-
stanten diese Werthe haben, werden daher, nachdem sie sich
in vielen nahe kreisformigen Windungen dem Ringe niherten,
an dessen innerem Rande ihr Aphel haben. Ebenso haben
die ausserhalb liegenden Bahnen nach vielen nahe kreis-
formigen Windungen am Aussenrande des Ringes ihr Perihel
und das Bewegliche kann niemals von einer innerhalb des
Ringes liegenden zu einer ausserhalb liegenden Bahn gelangen.

Fall 2: 2 und % sollen solche Werthe %, und k; haben,
welche ebenfalls von %, und %, sehr wenig abweichen, aber
gerade im entgegengesetzten Sinne wie k, und k,, so dass w(r)
fiir keinen Werth von# gleich Null oder negativ wird, der sehr
mahe an r, liegt. Eine Bahn, welche mit den Werthen %, und &,
der Constanten innerhalb des Krzises » = », beginnt, wird
sich zwar anfangs auch diesem Kreise in sehr vielen Win-
dungen nihern, dann aber ihn durchbrechen und nach noch-
maliger Beschreibung sehr vieler dem XKreise sehr nabe
liegender Windungen ihn nach aussen zu ganz verlassen,

‘Wean wir daher von demselben Punkte immerhalb des
Kreises r = 7, einmal eine Bahn mit den Werthen 2, und £,,

) Dieser Ring kann auch ganz innerhalb oder garnz susserhalb
des Kreises, aber immer sehr nahe daran liegen.
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dann mit den Werthen 4, und k, derConstanten ausgehen lassey,
so werden beide Bahnen und auch die Bewegungsgeschwindig-
keiten in denselben anfangs nur sehr wenig verschieden sein.
Dann aber wird die erste Babn in der unmittelbaren Nihe
des Kreises r = r, umkehren, die letzte dagegen wird diesen
Kreis wm endliches ilberschreiten und dann total von der
ersten Babn verschieden verlaufen. Aehnliches kann natiir-
lich anch beim Dreikdrperproblem eintreten. Ein Erstaunen
hieritber scheint mir kaum gerechtfertigt, da die Zeit der
Béwegung, nach welcher die beiden Bahnen weit voneinander
abweichen, eine enorm grosse ist. Nach einer enorm grossen
Zgit aber weichen ja auch zwei ungeschlossene Bahnen von
dem in Figg. 10 bis 13 dargestellten Typus in ihrer Lage,
freilich nicht in ihrer Form, um Endliches voneinander ab,
auch wenn sowohl sie, als such die Bewegungsgeschwindig-
keiten anfangs fast vollstdndig tibereinstimmten.

Nicht wesentlich verschieden sind die Verhiltnisse, wenn
fir r =, nebst v selbst noch mehr Ableitungen als die
erste verschwinden und eine gerade Ablcitung die ersie
ist, die nicht verschwindet. Nur ist dann die Zeit, wihrend
welcher » — r, von einem endlichen, bis zu einem gegebenen
sehr kleinen Werth sinkt, von noch héherer Ordnung gross.
‘Wenn dagegen eine ungerade Ableitung die erste ist, welche
nicht verschwindet, so nihern sich die Bahnen nur von einer
Seite der Kreishahn mit dem Radius r, asymptotisch, wih-
rend auf der anderen Seite fir die in Rede stehenden Werthe
von 4 und % keine Bahnen midglich sind. Wenn alle Ab-
leitangen verschwinden, so erhalten wir den schon discutirten
Fall einer der dritten Potenz der Entfernung verkehrt pro-
portionalen Kraft. Beziiglich aller ndheren Details muss auf
die Originalabhandlungen verwiesen werden.})

Ich fige noch einige Worte fiber den Fall bei, dass

f6) = — & + bl =)

ist, wo 1 >y > 0 ist. Dann ist die Kraft in der Nihe des
Werthes r =, eine eindeutige und continuirliche Function

%) Korteweg, Arch. nez1l. Bd. 19; Boussinesq, Compt. rend.
Bd. B4, p. 944.



GL 54] II1. § 25. Bewegung zweier Punkte. 87

von r, deren Ableitung nach r jedoch unendlich wird. In diesem
Falle ist die Bahn durch die Bewegungsgleichungen, die An-
fangslage und Grdsse und Richtung der Anfangsgeschwindig-
keit nicht immer eindeutig bestimmt, da das Bewegliche fiir
diejenigen Werthe der Integrationsconstanten, fiir welche
W(r,) = /(r,) = 0 ist, sich sowohl im Kreise mit dem Radiusr,,
als zuch in einer anderen Bahn, die diesen Kreis osculirt,
bewegen kapnn, und zwar erreicht das Bewegliche auf der
letzteren Bahn in endlicher Zeit eine von der Kreishahn
um Endliches abstehende Stelie, wie man sehr leicht findet,
wenn man r = r, + o setzt, wie frither nach Potenzen von ¢
entwickelt und die Zeit sucht, wihrend welcher ¢ von Null
bis zu einem kleinen endlichen Werthe wichst.

Deshalb nehmen wir immer an, dass der Quotient des
Zuawachses der Entfernung in den entsprechenden Zuwacks
der Kraft nicht unendlich werden kann. Dann sind nach
der Theorie der Differentialgleichungen Mehrdeutigkeiten
innerhalb endlicher Zeit ausgeschlossen.)) In den fruher be-
trachteten Fillen der Bahnen, die sich der Kreishahn asym-
ptotisch néhern, hatte das Bewegliche zwar anch, wenn es
anfangs aunf der Kreishahn war, gewissermaassen die Wahl
auf dieser zu bleiben oder die sich ihr asymptotisch nihernde
einzuschlagen. Diese Wahl wurde aber dadurch illusorisch,
dass sich die Bewegung im letzteren Falle erst nach unend-
lich langer Zeit von der im ersteren Falle unterscheidet.

ITL Allgemeine Integrale der Bewegungsgleichungen.

§ 25. Bewegung zweier beweglicher materieller Punkte
unter dem Einflusse einer Centrikraft.

Wir betrachten nun als einfaches Beispiel den Fall,
dass sich nur zwei materielle Punkte mit den Massen m,
und m,, zwischen denen eine Centrikraft f(r) thitig ist, in
einer Ebene bewegen. [f(+)dr mit einer bestimmten, in

) Wien. Sitzber. 106, S. 12, 7. Januar 1897.
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einfachster Weise gewihlten Constante werde wieder mit
¢ (r) bezeichnet. r sei die Entfernung der beiden materiellen
Punkte, z, y,, 2, y, deren rechtwinkelige Coordinaten zu
irgend einer Zeit £ Nach Gleichung 9) erhilt man dann
die folgenden Gleichungen:

= fOB, m G =BT

at - a -
m T =025, R =rBTh,

55)

Addiren wir von diesen (leichungen je zwei iibereinander-
stehende, so folgt:

a + a +
56) (m:z; 4 Mm%y _ (mlyéﬂ ™) _ 0.

Wir wollen nun die gerade Verbindungslinie der beiden
materiellen Punkte zu jeder Zeit durch einer Punkt § in
zwei Stiicke theilen, die sich verkehrt wie die ihnen an-
liegenden Massen verhalten. Der Punkt S, den wir den
Schwerpunkt des von beiden Massen gebildeten Systems oder
kiirzer den Schwerpunkt der beiden Massen mnennen, hat
dann zu jeder Zeit eine bestimmte Lage, die sich continuir-
lich mit der Zeit verindert und man kann von seiner Be-
wegung wie von der eines materiellen Punktes sprechen.
Fir die Coordinaten des Schwerpunktes zur Zeit ¢ findet
man durch eine einfache Rechnung die Werthe

My By + Ma Ty " Yy +Maly
L §= o tm, mtmy

Wenn beide Massen gleich sind, so liegt also der Schwer-
punkt gerade in der Mitte zwischen beiden und seine Ab-
scisse ist das arithmetische Mittel ihrer Abscissen und
gleiches gilt fiir die y-Coordinate. Ist dagegen eine Masse
grosser, so riickt ihr der Schwerpunkt um so niher, je
grosser sie ist. Die Gleichungen 56) reduciren sich daher,
da wir die Massen als ein fiir allemal constant betrachten,
auf d*§/di* = d’y[/dt* = 0. Der Schwerpunkt bewegt sich
daher gleichférmig in eirer Geraden mit der Geschwindig-
keit, die er zu Anfang hatte fort, genau so wie ein mate-
rieller Punkt, auf den gar keine Krifte wirken.

y M=
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Es handelt sich nur noch darum, die relative Bewegung
der beiden materiellen Punkte relativ gegen den Schwer-
punkt zu fiaden. Wir wollen lieher die relative Bewegung
der einen Masse m, gegen die andere m, aufsuchen. Durch
diese ist uns dann die Richtang und Liinge der Verbindungs-
linie der Massen zu jeder Zeit gegeben. Da wir auch die
Lage des Schwerpunktes zu jeder Zeit kemmen, und wissen
in welchem Verhaltnisse derselbe diese Verbindungslinie
theilt, so kénnen wir dann unmittelbar die lage jeder der
Massen zn jeder Zeit sofort finden.

Wir wollen ein zweites Cocrcimatemsystem benufzen,
dessen Axen immer denen des ersten parallel bleilen, aber
sich parailel 7u sich sellst se im Ranme bewegen, dass ihr
Coordinatenanfangspunkt imwer mit der aumgenblicklichen
Lage des materiellen Panktes m, zusamumenfallt. Die Coordi-
naten der Masse m, zur Zeit ¢ bezfiglich dieses zweiten
Coordinatensystems bezeichnen wn mit », y vhne Index.
Dann ist:

=2, =1y, 4=y —y. r=Fr+y.
Dividirt man die erste Gleichung in der ersten Zeile der
Gleichungen 55) durch m,, subtrahirt davon die darunter
stehende Gleichung, nachdem man letztere durch m, dividirt
hat und setzt noch
my My t .1 1
T oder ™ 4 e
s0 erhiiit man:
a*

m- 5 =f=.
Ehenso erhilt man, wenn man in der ersten Zeile der
Gleichungen 55) die zweite Gleichung durch m, dividirt
nnd davon die durch m, dividirte, uomittelbar daranter
stehende Gleichung subtrahirt:

m oL = ..

Diese und dic voruergehende Gle;chnng stimmen voll-
kommer mit den Gleickungen 32) iiberein. Die relative Be-
wegung des matericllen Punkies m, gegen den Punkt m,,
wornuter wir nichts andsres verstehen, als die Art der Ver-
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anderung der Coordinaten z, y des ersten materiellen Punktes
beziiglich des zweiten Coordinatensystems,” dessen Axen sich
immer parallel bleiben und immer durch den zweiten mate-
riellen Punkt gehen, geschieht also genau nach den Gesetzen,
welche wir fiir die Centralbewegung um ein fixes Centrum
kennen gelernt haben. Genauer gesprochen so, als ob der
zweite materielle Punkt unverinderlich im Raume festgehalten
wiirde und dieselbe Centrikraft f(r) auf den ersten ausiibte,
der aber nicht die Masse m,, sondern die mit m bezeich-
neten Massen haben miisste; als ob ferner der erste mate-
rielle Punkt zu Anfang genau diejenige Geschwindigkeit und
Geschwindigkeitsrichtung gehabt hitte, welche er in Wirk-
lichkeit relativ gegen das zweite Coordinatensystem hatte,
d. h. als ob seine Geschwindigkeitscomponenten in den
Coordinatenrichtungen zu Anfang der Zeit gleich
d(z— ) d(Jl %)

dt
gewesen waren. Da wir die Gesetze der Centralbewegung
um ein fixes Centrum bereits kennen gelernt haben, so er-
sparen wir durch die angefithrten Sitze fir die Aufl3sung
des in diesem Paragraphen gestellten Prohlems jede neue
Rechnung. Diese Bewegung in der zy-Ebene (der Bahn-
ebene) wird natirlich nicht gestdrt, wenn beide materielle
Punkte dazn noch die gleiche Geschwindigkeit senkrecht zu
dieser Ebene haben.

und

§ 26. Das Energisprincip.

Wir kehren nun zur Betrachtung beliebiger materieller
Punkte zuriick. Wir bezeichnen die Coordinaten irgend eines
(des Aten) derselben zur Zeit ¢ mit «;, ¥,, #,, die gesammte
Geschwindigkeit desselben mit ¢,, die Componenten der ge-
sammten Kraft, welche auf ihn wirkt, in den Coordinaten-
richtungen mit X, ¥;, Z,. Die allgemeinen Gleichungen 13)
schreiben sich dann in der Form

Pz,
58) ”“‘"‘&'ﬁ“‘“x&' ™ G s =T ™mgE dt’ -ty
el 8w
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Letzterer Zusatz bei bLier wie spiter immer die Bedeutung,
dass die Gleichurgen immer richtig sind, welchen zwischen
1 und % incl. liegenden ganzen Zahlenwerth mar dem %
auch ertheilen mdge. Da

1 d{zY dz, d*z, 2y Ao da, diz,

T df — df 4B T at df T dt af
ist, 80 erhilt man, fudem man die erste der Gleichungen 58)
mit dz,[d¢, die zweite mit dy, /dt, die dritte mit dz,/d¢
multiplicirt und dann alle fiir jeden zulissigen Werth von A
so gebildeten Gleichungen addirt:

h=mn

a7 dzy d iy d
59) ??=’2(Xa?? + R+ 5 F).
Hierbei ist
h=w
30} Tuig-}mkc,"

die gesammte lebendige Kraft aller » materiellen Punkte,
Die Integration liefert:

r.h“'I -
o) G—T=] S5 dn+ Edy, + 4,d5)

Hierbei sind 7; und 7 die Werthe von 7 zn den beliehigen

.Zeiten #, und #;; die Integration ist fiber die ganze Be-
wegung wihrend der Zcit 4, — i, 7u erstrecken. Fs ist alse,
wenn man wieder die Begriffe des § 16 einfilrt, der Zu-
wachs der gesammten lebendigen Kraft des Systems wihrend
einer beliebigen Zeit gleick der gesammten Arheit, welche
alle auf seine Punkte wirkenden Krifie wihrend dieser Zeit
geleistet haben. Letztere ist positiv zu z&hlem, wenn der Weg
in die Richtung der auf den betreffenden Pumkt wirkenden
Kraft filit. Dies folgt tbrigens schon, wenn man die
Gleichung 20) fir alle Punkte des Systems bildet und alie
diese Gleichungen addirt.

Wir betrachten den besonderen Fall, dass die Grosse,
welebe auf der rechten Seite der Gleichung 61) unter dem
Integralzeichen steht, das vollstindige Differentiale einer ein-
dentigen Function — ¥ ist, welche blos die Coordinaten der
n materiellen Punkte enthilt. Man sagt dann, es existirt
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eine Kraftfunction, welche die Zeit nicht explicit enthilt,
und nennt ¥V die Kraftfunction. In diesem Falle ist:

av 8V av
62) ’Xk"‘ﬁ?a:’ hi==5%w %=—3=z
Aml, 2...m,

d. h. die Kraft, welche auf irgend einen materiellen Punkt
in irgend einer der Coordinatenrichtungen wirkt, ist die
negative partielle Ableitung der Kraftfunction nach der be-
{refienden Coordinate. Die Ausfithrung der Integration auf
der rechien Seite der Gleichungen 61) liefert dann:

Tl"'Ta="'V1+y:w

wobei ¥, and 7, die Werthe der Kraftfunction zu den ganz
beliebigen, schon oben mit ¢ und ¢, bezeichneten Zeiten
sind. Die Summe der gesammten lebendigen Kraft und des
Werthes der Kraftfunction hleibt also wihrend der ganzen
Bewegung constant. Da ¥ eine eindeutige Function der
Coordinaten sein soll, so muss es denselben Werth annehmen,
so oft simmtliche Punkte des Syst:ms in ihre ursprilngliche
Lage zuriickkehren, es muss also dann jedesmal die ge-
sammte lebendige Kraft aller Punkte des Systems auch
wieder denselben Werth annehmen. Nach § 8 existirt eine
Kraftfunction immer, wenn die materieilen Punkte jeder
fremden Einwirkung entzogen sind und sich blos unter dem
Einflusse der zwischen ihnen wirkenden Centrikrifte bewegen.
Es ist dann nach Gleichung 10)

V= =3 >0

Ebenso muss eine Kraftfunction existiren, wenn noch # be-
liebige andere materielle Punkte, von denen jedoch jeder
eine unverinderliche feste Lage im Raume hat, Centrikrifte
auf die » materiellen Punkte ausiben. Denn man kann ja
dann die Gleichung aof das von den # 4 v Punkten ge-
bildete System anwenden, und darin die Coordinaten der
v Punkte constant, resp. ihre Massen unendlich gross setzen.
It F,,(r,,) die Kraft, welche einer der » Punkte auf einen
aer » Punkte in der Entfernung r,, ausiibt und

S B () dryy, = @ (1),
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so ist dann:
h=v k=n
62a) V== 33 —kgi gi D, (rz)-

In allen diesen Fillen wird die Summe der lebendigen
Kraft und Kraftfunction constant bleiben, also die gesammte
lebendige Kraft der » Punkte jedesmal denselben Werth an-
nehmen, sobald jeder derselben zur urspriinglichen Position
im Raume zuriickgekebrt ist. Daraus folgt aber noch keines-
wegs, dass auch jeder einzelne materielle Punkt wieder die
urspriingliche Geschwindigkeit haben muss. Speciell wenn
es sich um ein System von Korpern handelt, die aus einer
sehr grossen Zahl so dicht gedringter materieller Punkte
hestehen, dass man die materiellen Puonkte einzeln nichi
wahrnehmen kann, so ergiebt sich aus dem Bilde, weiches
wir uns gemacht haben, mit logischer Consequenz Folgendes:
es konnen dann und werden im Allgemeinen relative Be-
wegungen der einzelnen materiellen Punkte gegeneinander
entstehen, die wir offenbar so wenig als die einzelnen Punkte
direct peobachten kbnnen. HEs kann nun sein, dass diese
verborgenen Bewegungen andere wahrnehmbare, quantitativ
messbare Effecte haben, welche der lebendigen Kraft dieser
unsichtbaren Bewegungen der materiellen Punkte gegen-
einander mit Einschluss der hierbei durch Verschiebungen
der Punkte geleisteten Arbeit der Molekularkrifte pro-
portional, also mit entsprechendem Coefficienten multiplicirt
gleich sind. Dann muss die Summe der lebendigen Kraft
der sichtbaren Bewegung, der Kraftfunction der sichtbar
zwischen den Korpern wirkenden Kriifte und der mit den
entsprechenden Coefficienten multiplicirten Quantitit aller
jener anderen Effecte immer constant sein. Nennen wir
daher jeden dieser Summanden eine Energie, so muss die
Summe aller Energien constant sein. Dies ist das Energie-
princip.

Man hat die Sache manchesmal so dargestellt, als ob
das ganze mechanische Bild nur den Zweck hafte, dieses
Princip zu erkliren. Dann wire freilich, sobald man das
Princip selbst klar erkannt hat, das Bild iiberfiiissig geworden.
Es ist aber das Princip der Erhaltung der Energie nur ein
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kleiner Bruchtheil alles dessen, was durch das Bild dar-
gestellt wird und die Uebereinstimmung mit diesem grossen
allgemeinen Naturprincipe kann also nur als eine einzelne,
specielle, werthvolle Bestiitigung unseres Bildes betrachtet
werden. Erst wenn es gelungen wire, ohne Zuziehung une
seres Bildes einen Inbegriff von ebemso viel Thatsachen
ebenso klar und bersichtlich wie durch das Bild darzu-
stellen, kdnnte man sagen, das Bild sei @berflilssig ge-
worden.

Wenn die # materiellen Punkte, welche aaf das be.
trachtete System der n Punkte wirken, nicht ruhen, sondern
eine bekannte {vorgeschricbene) Bewegung machen, so sind
im zweiten Gliede des Ausdruckes fiir ¥ (Gleichung 62a}) dis
Coordinaten der » Punkte als gegebene Functionen der Zeit ¢
allein zn betrachten. Daher enthilt ¥ ausser dem Coordi-
naten der »Punkte noch die Zeit explicit. Die Kraft, welche
auf irgend einen der » Punkte in irgend einer der Coordi-
natenrichtungen wirkt, ist noch immer die negative partielle
Ableitung des ¥ nach der betreffenden Coordinate des be-
treffenden Punktes. Aber der totale Differentialquotient d V/d¢
des ¥ nach der Zeit, d. h. die Limite, welcher der durch
di dividirte gesammte Zuowachs des ¥ wahrend der Zeit d¢
zueilt, besteht aus zwei Theilen: Demjenigen, welcher durch
die gegebene Veriinderung der v Punkte entsteht, der also,
wie man sagt, daher rithrt, dass ¥ die Zeit explicit enthilt
(wir wollen ihn mit d V/8¢ bezeichnen) und dem, welcher
daher rithrt, dass die Coordinaten der n Punkte wihrend
der Zeit dt ihre respectiven Zuwichse dux, dy,, ... dz,
erfahren. Letzterer ist gleich:

he=n

Z(BV dzy.+837 dyn R4 dz,)

Jm df T Oy dt T o di

Nach Gleichung 59) ist nur der letztere Ausdruck gleich
— dT/dt, wenn mit T wie frither die gesammte lebendige
Kraft der n Punkte bezeichnet wird. Man hat also in
diesem Falle



Gl 62a] IOI. §26. Energieprincip. g5

woraus natirlich nicht folgt, dass 7+ T constant sein miisste.
Es ist also jetzt die gesammte Energie des Systems der
n Punkte nicht constant. Man sagt, das System der n Punkte
empfiingt von den v Punkten und den ihre Bewegung unter-
haltenden Kriften Energie oder giebt Energic an sie ah.
Wenn die » Punkte in Bewegung begriffen sind, so braucht
also die Energie der n» Punkte nicht constant zu sein.

Trotzdem sind Falle moglich, wo die Krifte X, ¥, ... Z,
welche auf die » Punkte wirken, als blosse Functionen dieser
Coordinaten ausgedriickt werden kdnnen, z. B. wenn die Be-
wegung der » Punkte eine cyklische ist, so dass an Stelle jedes
dieser Punkte, sobald er seinen Platz verlasst, sogleich ein
gleich beschaffener fritt und die Art und Weise dieser
cyklischen Bewegung selbst von der Position der n Punkte
abhingt oder itberhaupt wenn die Bewegung der v Punkte in
gegebener Weise von der Lage der n Punkte abhiingt. Dann
kann aber X, dz + Y, dy, + ... Z,dz, auch das Differen-
tiale einer mehrdeutigen Function sein, welche blos die
Coordinaten der » Punkte enthalt, oder es kann gar kein
vollstindiges Differentiale sein

Die Krifte, welche auf einen Magnetpol wirken, bieten
ein Beispiel des ersten Falles, wenn sich iin Felde con-
stante lineare, in sich geschlossene Strome befinden, ein
Beispiel des zweiten Falles, wenn sich der Magnetpol im
Innern eines iiherall von elektrischen Stromfiden durch-
setzten korperlichen Leiters befindet. In beiden Fillen sind
Bewegungen der » Punkte moglich, wobei dieselben periodisch
wieder in die Anfangslage zuriickkehren, aber ihre Gesammt-
energie auf Kosten der Energie der von sussen auf sie
wirkenden Kborper fortwihrend wiichst.

Noch complicirtere Fille treten natiirlick auf, wenn die
Bewegung der » Punkte auch eine Function der Geschwindig-
keitscowponenten der n Punkte oder noch anderer Bestim-
mungsstiicke ihrer Bewegung ist, so dass auch die auf die
n Punkte wirkenden Kriifte Functionen dieser Grisse werden,
in dem Sinue, wie wir schon in § 18 von Kriften sprachen,
die Functionen der Geschwindigkeit sind, worauf ich micht
weiter eingehen will.
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§ 27. Batz vem der Bewegung des Schwerpunktes.

Wir kehren wieder zum allgemeinsten Falle zuriick,
dass beliebige » Punkte ihrer Wechselwirkung und der Ein-
wirkung » frerader Punkte unterworfen sind. Der kte der
n Punkte hube die Masse m, und zur Zeit ¢ die Coordinaten
£y Yy, % Die Resultirende aller von den » Punkten auf ihn
zur Zeit ! ausgeibten Krifie sei P, und ihre Componenten
in den drei Coordimatenrichtungen seien X,, B,, 3,. Alle
diese Kriifte, welehe von den » Punkten auf die » Punkte
ausgeiibt werden, bezeichnen wir als die Krifte, welche anf
das System unserer » Punkte von aussen wirken, d.h. welche
von materiellen Punkien ansgehen, die dem Systeme nicht an-
gehdren. Im Gegensatze hierzu nencen wir die Centrikriifte,
welche zwischen je zwei Punkten des Systems wirken, die
inneren Krafte des Systems. /() sei wie frither die
zwischen dem hten und kten Punkte des Systems wirkende
innere Kraft. Die Gleichungeu 10) resp. 18) und 58) ver-
wandeln sich hei Einfi‘xhrung dieser neuen Bezeichuung in

63) m, ! dt y{“( 1%
k= .!
wit zwei analogen Sleichungen fir dic y- und z-Axe uud 34 -3
analogen Gleichungen fiir die ibrigen wmaterieizen Punkte.
Addiren wir von diesen Gleichungen alle, welche sich
aaf die 2-Coordinate beziehen, so tilgen sich alle Glieder,
welche die Functionen 7 enthalten und es folgt
h=n h=n
. d* -
64) _ﬂ‘fzmﬁzh"_ E,?( 5
k=1 h=1
Analoge Gleichungen erhalten wir natiitlich [iw die y- und
-Aze. Wir wollen nun mit S, den Schwerpunkt des vou
deu beiden Massen m, und s, gebildeten Systemes und mit
&, dessen Abscisse bezeichnen., Dann ist sermige der
Gleichung 57)
R L D5 e )

Wir denken uns ferner im Punkte S, eme Masse be-
findlich, welche gleich m, + m,, also gleich der Summe der
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Massen ist, deren Schwerpunkt S, ist und bezeichnen mit S,
den Schwerpunkt des von dieser in S, fingirten Masse und
vou der Muise m, gebildeten Systemes und mit &, die Ab-
scisse ven S;. Dano ist wieder nach Gleichung 57)

§='mx+mﬂ§=+ma-’5: mlzl+’nl'nz+mlzl

? my + Mg+ My 7y + My + iy
Wir nenuen dana S, auch Jen Schwerpunkt der drei Massen
w , m,, my. KEbenso wollen wir als den Schwerpunkt S,
der vier Massen ws,, m,, m; und m, denjenigen Punkt be-
zcichnen, welchen wir erhalten, wenn wir den Schwerpunkt
des Systoms suchen, welches von der Masse m, und der im
Punkte », gedschter Masse m; + m, + my gebildet wird.
Fiir soine: Abscisse folgt wie frither der Werth:
Ry e T b e Ly e L
: my + my + my + my E

¥ahren wir in dieser Weise fort, was wir die synthetische
Deafimtion des Schwerpunktes nennen wollen, so erhalten wir
fur «die Coordinaten §, %, & des Schwerpunktes aller » Massen
die Werthe:

h-m

65) &= g4 Zm_,,.th, ’f__zmnym g—’"zmh”v

wobei M = S'm,‘ die Summe aller Massen des Systemes ist,
he=

welche wir auch als die Gesammtmasse desselben bezeichnen
«ollen. Die in diesen Gleichungen enthaltene Definition des
Sehwerpunktes nennen wir dessen analytische Bestimmung.
Ni2 zeigt unmittelbar, dass man bei der synthetischen Defi-
nrtion jedesmal denselben Punkt als Sehwerpunkt eines Systems
materieller Puukte erhilt, in welcher Reihenfolge man immer
die verschiedenen Massen des Systems nehmen mag. Fiihren
wir die Grdssen §, g,  ein, so reducirt sich die Gleichung 64),
sowie die betden ihr entsprechenden, fiir die heiden anderen
Coordinatenrichtungen geltenden anf

h=n h=mn h==n
66) ‘UIF“’ZEM uZh dt’ '2%’ d:- 2’8"
h=1 h=1

Bolt*mann. Mechanik I. 3 Auflaze
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Genau dieselben Gleichungen wiirden wir fir die Be-
wegung eines materiellen Punktes erhalten, der die Masse M
hiitte nnd auf welchen in jedem Augenblicke die Resultirende
aller Krifte wirken wiirde, welche von aussen auf jeden der
n materiellen Punkte wirken. Von den inneren Kriiften, also
den zwischen den Punkten des Systems wirkenden Centri-
kraften, ist dabei ganz abzusehen. Wir kdnnen daher sagen:
der Schwerpunkt bewegt sich gerade so, wie ein éinzelner
materieller Punkt, dessen Masse gleich ist der Summe der
Massen aller materiellen Punkte des Systems und auf den
in jedem Augenblicke eine Kraft wirkt, welche man findet,
indem man den Angriffspunkt jeder Kraft, welche auf irgend
einen der materiellen Punkte wirkt, ohne Aerderung ihrer
Grisse und Richtung nach jenem Punkte versetzt und dann
die Resultirende aller dieser Krafte sucht. Die Componente
dieser Kraft nach jeder der Coordinatenrichtungen muss
daber die Summe der Componenten aller Husseren Krifte in
der betreffenden Coordinatenrichtung sein, welche auf alle
materiellen Punkte des Systems wirken. Natirlich muss
dieser einzige materielle Punkt auwch zu Anfang der Zeit
gleiche Liage haben wie der Schwerpunkt des Systems und
seine Anfangsgeschwindigkeit muss gleiche Grisse und Rich-
tung haben.!) :

Bewegt sich speciell dasSystem der » materiellen Punkte
blos unter dem KEinflusse der zwischen je zwei derselben
wirkenden Centrikriifte, so sind keine Husseren Krifte vor-

) Wegen der grossen Entfcrnung zwischen Erde und Sonne ist
die Kraft, welche die Sonne nach dem Newton’sehen Gesetze auf
irgend einen Punkt der Erde ausiibt, nahezu dem Quadrate der Ent-
fernung des Erdschwerpunktes vom Sonnenschwerpunkte verkehrt
proportional und gegen den letzieren gerichtet. Wean also nur Erde
und Borne anfeinander wirken whrden, so wiirden sich ihre Schwer-
punkte wie materielle mit der Masse des betreffenden Himmels-
korpers behafiete Punkte bewegen, die sich mit einer dem Quadrate
ihrer Entfernung verkehrt proportionslen Eraft anziehen, alse ganz
nach den in 8§ 21 und 25 erlfuterten Gesetzen, wodurch deren An-
wendung anf praktische Fille klar wird. Dies gilt fibrigens, wenn
man Erde und Sonne als starre Kugeln betrachtet, anch ohne Ver-
nachliissigung, wie wir in der Potentialtheorie sehen werden.
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handen und der Schwerpunkt rubt fiir alle Zeiten, wenn er
zu Anfang der Zeift ruhte. Sonst bewegt er sich mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit in einer Geraden. Die inneren
Krafte, welche ja aus den G(leichungen 64) vollkommen
herausgefallen sind, afficiren also die Bewegung des Schwer-
punktes gar nicht.

Wenn eine geladene Kahone, welche frei von jader
Einwirkung anderer Korper im Raume schweben wiirde,
anfangs ruhte und plotzlich in Folge der Einwirkung innerer
Krifte losginge, wiirde zwar die Kugel in heftige Bewegung
in einer bestimmten Richtung gerathen, der Kérper der
Kanone aber wiirde genau mit einer solchen Geschwindig-
keit sich in entgegengesetzter Richtang &u bewegen anfangen,
dass der Schwerpunki des von der Kugel und Kanone ge-
bildeten Systems nach wie vor ruhen wiirde. Dasselbe gilt
von jedem K&orper, dessen Theile blos durch innere Krifte
in relative Bewegung gegeneinander kommen.

§ 28. Masse und Gewicht des Gramms, Dyn.
Schwerpunkisberechnung,

Wir kommen jetzt wenigstens in einer Hinsicht in
Contact mit der Wirklichkeit, Wir sahen, dass die Masse
eines von allen materiellen Punkten ganz willkiirlich gewshit
werden kann, Stati dessen kénnen wir, da wir einzelne mate-
rielle Ponkte nicht wahrnehmen, jetzt die Gesammtmasse
irgend eines bestimmtén Kdrpers willkiirlich wahlen. Wir
wollen z. B. die Summe der Massen aller materiellen Punkte,
die in einem Cubikcentimeter reinen destillirten Wassers
bei dem dem Normalbarometerstande entsprechenden Drucks
und der Temperatur des Dichtemaximums vorhanden sind,
mit 1 hezeichuer.

Eine theoretische Moglichkeit, die Masse irgend eines
anderen Kirpers zu bestimmen, ergiebt sich dann wie folgt.
Die Resultirende aller Krifte, welche die materiellen Punkte
irgend eines Korpers 4 auf die irgend eines anderen Korpers B
ausiiben. muss, wenn man alle i demselben Punkte an-
greifend denkt, gleich, aber entgegengesetzt gerichiet sein

der Resultirenden der Krifte, welche umgekehrt die mate-
1“
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rielien Punkte des Korpers B auf die des Korpers .1 aus-
iiben, da dies fiir jede einzelne dieser Kriifte gilt. Die
Massen zweier in Wechselwirkung befindlicher Korper ver-
Lalten sich dalier umgekehrt wie dic beobachtbuaren Beschlea-
nigungen, welche ihre Schwerpunkte durch diese Wechsel-
wirkung erfahren, also z. B. auch umgekehrt wie die
gesammten Geschwindigkeitsinderungen, welche sie beim
Stosse aufeinander erhalten.

Als Krafteinheit haben wir, wenn zu den Formeln 9),
13) ete. kein constanter Factor dazutreten soll, diejemige
Kraft zo bezeichnen, welche dem Schwerpuukte eines Kérpers
von der Masse 1 in der Zeiteinheit die Begchleunigung 1
ertheilt. wobei wir Secunde und Centimeter als Zeit- und
Liangencinheit wahlen. Wir wollen diese Kraft Dyn nennen.
Wenn wir z. B. an einem o ¢cm langen Faden einen kleinen
Kérper, dessen Masse gleich u Grammn, also durch Stoss
oder sonstige Wechselwirkungsversuche g mal so gross,
als die oben definirte Wassermasse gefunden wurde, so im
Kreise schwingen, dass er in der Secunde einen Weg von
v Centimetern zuriicklegt, so ersehen wir aus Formel 15),
dass der Faden mit einer Kraft von uxy*/¢ Dynen ge-
spannt wird.

Schon das am Schlusse des § 14 Angefithrte macht es
wahrscheinlich, dass an einer hestimmten Stelle der Erde
durch die Wirkung der Schwere allein alle Punkte aller
Kirper dieselbe Besclhleunigung ¢ (in unseren Breiten am
Meceresniveau etwa 981 cm in der Secunde) erhalten. Alle
Consequenzen, die man aus dieser Annahme ziehen kann,
halen sich so volistindig bestiitigt (vergl. Schluss des § 51),
dass wir dieselbe als wohlbegriindete Erfahrungsthatsache
bezeichnen kionnen. Die Intensitit der Kraft, welche die
~chwere auf einen beliebigen Korper von der Masse m ausiibt
(las Gewicht dieses Korpers), ist also nach Formel 14)

P=mg.

Das Gewicht eines Korpers von der Masse eines Gramms er-
theilt daher in unseren Gegenden diesem eine etwa 981mal
grossere Beschleunigung, als die Kraft eipes Dyns. Dieses
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Gewicht, welches man auch das Gewicht eines Gramms
(nicht zu verwechseln mit der Masse eines Gramms) uennt,
ist also etwa gleich 981 Dynen. Ein Dyn ist der 981. Theil
des (Gewichts eines Gramms, rund das Gewicht eines 3Milli-
gramms.

Das Verhaltniss der Massen zweier Kérper braucht man
daher nicht durch Stossversuche oder sonstige Versuche der
‘Wechselwirkung derselben zu bestimmer, sondern dieses
Verhiltniss ist gleich dem Verhiltnisse ihrer Gewichte an
derselben Stelle des Erdkorpers, da daselbst ¢ fiir alle
Korper denselben Werth hat. Letzteres Verhiltniss aber
kann ebenso bequem als genau durch die Waage bestimmt
werden, deren Theorie wir freilich erst etwas spiter kennen
lernen werden. (Vergl § 56.)

Am Aequator erhilt jeder Korper durch die Schwere
wieder die gleiche Beschleunigung, wie jeder andere. Diese ist
aber etwas kleiner als die in unseren Breiten, wogegen sie
in der Nithe des Poles etwas grisser ist. Am Aequator ist
daher das Gewicht eines und desselben Korpers etwas kleiner,
in der Nihe des Poles etwas grosser als bei uns. Es wiirde
auch dieselbe elastische Feder bei gleicher Temperatur
durch Anhiingung desselben Korpers am Pole etwas mehr,
am Aequator etwas weaiger gedehnt, als bei uns. Die Masse
eines und desselben Korpers aber bleibt iiberall genau
gleich. Bei der Masse eines Cubikcentimeter Wassers liegt
dies einfach in unserer Definition der Masse 1. Die Con-
stanz des Massenverhiltnisses zweier Korper aber folgt aus
der Uebereinstimmung unserer Grundannahme 6 mit der
FErfahrung.

Um anzuzeigen, in welcher Weise sich die eine Grosse
ausdriickende Zahl mit den gewihlten FEinheiten indert,
schreiben wir jeder Grosse gewisse Dimensionen zu. Wir
sagen, jede Strecke hat die Dimension einer Lénge [, d. h.
sie’ wird durch eine /fache Zahl dargestellt, wenn wir die
Lingeneinheit /mal kleiner wihlen, eine Fliche hat die
Dimension [I#], ein Volum [/*], weil im gleichen Falle die
sie darstellenden Zahlen /2, resp. I°mal grisser werden. Eine
Kraft hat die Dimension [mi{-%], weil sie durch eine
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mit—2mal so grosse Zahl dargestellt wird, wenn wir die
Masseneinheit m mal, die Lingeneinheit Imal, die Zeiteinheit
fmal kleiner wahlen. Diese Dimensionen sind unmittelbar
aus der definirenden Formel X =m d?z/d ¢ ersichtlich, 4 und
d? haben keine Dimensionen, da sie nur Zuwichse aus-
driicken.

Ein Vector als eine Liinge kann einer Kraft oder einer
Geschwindigkeit so wenig gleich sein, wie eine Anzahl Aepfel
einer Zahl Birnen. Es kann nur die Lénge des ersten durch
dieselbe Zahl, wie die Intensitat der zweiten a2usgedriickt
werden. Man strebt auch dies, also dass ein Dyn gerade
durch einen Pfeil von der Linge eines Centimeters dar-
gestellt wird, in den seltensten Fallen an. Man wiirde also
besser sagen, dass die Intensititen aller Krifte gleich den
mit demselben Reductionsfactor I multiplicirten Langen der
Pfeile sind. Nur weil man sich anch so zu verstehen glaubt,
schweigt man von diesem Reducionsfactor, der immer hinzuzu-
denken ist, wenn man eine Gleichung wie P{Kraft)= 4 B(Linge)
schreibt.

Da wir nur ein richtiges Bild der Kdrper erhalten, wenn
wir uns jeden Korper aus sehr vielen, nicht einzeln anfzihl-
baren materiellen Punkten bestehend denken, so kinnte die
in den Formeln 65) angezeigte Summirung nicht wirklich
ausgefithrt werden. wenn es nicht mdglich wire, in allen
Fallen dadurch gute Usbereinstimmung mit der Erfahrung
zu erzielen, dass man sich in der Anordnung der materiellen
Punkte gewisse Regelmissigkeiten denkt. Die hichste Regel-
m¥ssigkeit ist die, dass alle materiellen Punkte gleich he-
schaffen and gleichmissig im ganzen Volumen des Korpers
vertheilt sind. Thre Yoraussetzung liefert oft gute Ueber-
einstimmung mit der Erfahrung. Dann verhilt sich die in
irgend einem Volumtheile des Kdrpers enthaltene Masse m
sur Gesaramtmasse 3 des Korpers wie das Volumen o dieses
Volumtheiles zum gesammten Volumen 2 des Korpers. Es
ist &lso m = g, wobei p = M/ Q die auf die Volumeinheit
entfailiende Masse (die Dichte des Korpers) ist. Wenn die
Anordnung der Massentheilchen nicht in dieser Weise regel-
missig ist, £0 machen wir die freilich in keiner anderen
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Weise als durch die wenigstens angendherte Usbereinstim-
mung der aus ibr folgenden Bilder mit der Erfahrung be-
weisbare Annahme, dass diese Regelm#ssigkeit wenigstens in
in der unmittelbaren Umgebung eines jeden Punktes des
Korpers vorbanden ist, d. b. dass der Quotient des Volu-
mens do jedes Volumelementes des Korpers in die gesammte
darin enthaltene Masse dm mit abnehmender Grdsse des do
stets gegen eine feste endliche Grenze o convergirt, deren
Werth sich continuirlich von Punkt zu Punkt im Korper
andern kann, so dass man mit Vernachlissigung von unend-
Lich Kleinem hoherer Ordnung hat

dm = g do.
Die Summen der Formeln 65) verwandeln sich dann

in Integrale, die iiber das gesammte Volumen des Kdorpers
zu erstrecken sind, und es wird:

fodm =f9da, §=%fmgdo,

67) . A
n=y)vedo, t=73[=edo.

Der Fall eines diinnen Bleches oder eines geraden oder
krummen Drahtes veranlasst uns zur Fiction einer ebenen
oder krummen Fliche und einer geraden oder krummen
Linie, welche continuirlich mit materiellen Punkten besetzt
sind. Fir die Fliche sei df ein Element derselben und
@df bis auf unendlich Kleines hoherer Ordnung die darauf
befindliche Masse. Fiir die Linie si ds ein Lingenelement
und ods die Masse darauf, dann ist im ersten Falle

68){ ¥=[gdaf, E=5[zgdf, n=5[voar,
=z [#9ar,

und im zweiten

M= {ocds éui zods, q:-l— yods
] = 4=ifeese =i fors
§=3—(fzards.
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o heisst die rdumliche, ¢ die Flichendichte, o die lineare
Dichte der Massenvertheilung. Falls die Massen gieich-
formig vertheilt sind, sind es natirlich Constanten, die vor
die Integralzeichen kommen konnen.

§ 29. Moment einer Kraft. Drehungssinn.

‘Wir schreiben nun die der Gleichung 63) analoge fiir
die y-Axe hin und multipliciren sie mit z,, ferner multiphi-
ciren wir die Gleichung 63) selbst mit — z, und addiren
schliesslich die beiden so gebildeten Gleichungen: es er-
giebt sich:

my (5 T8~ TR) =
k=n

l =, y1£l+2fik _-ny_; an,

k
k=2

692)

Die linke Seite dieser Gleichung kann in der Form ge-
schrieben werden:

d dy dz,

i [ml ("1 a2t 4 Ti?")]
Bildet man die der Gleichung 69a) analogen Gleichungen
far alle iibrigen der n materiellen Punkte unseres Systems
und addirt alle diese Gleichungen, so tilgen sich die Glieder,

welche die verschiedenen Functionen f enthalten, vollstindig
und mar erhilt:

h==n h=n

d d
FL 2”‘* (“‘h b d?) PACH AN

Es sei nup irgend eine gerichtete Gerade ¢ im Raume
gegeben. P, sei eine beliebige Kraft, 4 ihr Angriffspunkt,
dessen Coordinaten wie in Formel 70) mit z,, »,, %, be-
zeichnet werden sollen, 4 B der Pfeil, der diese Kraft in
Grisse und Richtung darstellt, wobei wir, wie allgemein
iiblich, den Reductionsfactor weglassen, obwohl correcter R,
gleich I'mal A B zu setzen wire.
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Wir definiven nun das Moment der Kraft ¥, beziig-
lich der Geraden G als das Product

i) +pK

der zur Geraden senkrechten Componente K dieser Kraft in
dep Abstand p der Kraftrichtung von der Geraden und zwar
mit positiven oder negativen Zeichen genommen, je nachdem
die Drehungsrichtung der Kraft um die Gerade gegen diese
dieselhe oder die entgegengesetzte Lage hat, wie gegen die
positive t-Axe die Drehung von der positiven z-Axe auf
kiirzestem Wege zur positiven 7-Axe. Den Sinn der letzteren
Angabe kann man folgendermaassen nidher erlautern. Eine
von der Geraden G hegrenzte Halbebene gehe zuerst durch
den Anfangspunkt 4 des Pfeiles 4B, der die Kraft P,
darstcllt und werde dann auf kiirzestem Wege so gedreht,
dass sic noch immer von der Geraden G begrenzt durch
den Endpunkt B desselben Pfeiles geht. Wenn diese
Drebung fir ein Auge, das ven dorther blickt, wohin die
Gerade G gerichtet ist, im selben Sinne erfolgt wie die
Drebung. welche die positive z-Axe auf kiirzestem Wege in
die positive y-Axe iiberfibrt fiir ein Auge, das von dorther
blickt, wohin die positive z-Axe zeigt, so haben wir das
positive Zeichen zu wallen. Wir nennen diesen Drehungs-
sinn immer den positiven um jene gerichtete Gerade. Ge-
miiss dieser Uehereinknuft ist also durch den Sinn, in dem
eine Axe gezogen wird, zugleich der positive Drehungssinn
um dieselbe mitbestimmt.

Wire dann 4 ein Punkt eines starren, um die Axe G
drehbaren Korpers, so wiirde die Kraft %, diesen Kérper im
positiven Sinne uwm die Axe ¢ zu drehen suchen. Wir
sagen kurz, die Kraft P, wirkt im positiven Sinne drehend
um die gerichtete Axe 4.

Im entgegengesetzten Falle, wenn die Kraff im nega-
Sinne um die Axe G zu drehen sucht, ist in Formel 71)
das negative Zeichen zu wihlen. Diese Formel zeigt, dass
das Moment die Dimension Kraft x Iinge hat. Wir kénnen
es auch so construmiren.

Wir wahlen auf der Geraden ¥ einen beliebigen Punkt €
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und legen durch denselben eine Ebzne E senkrecht zur Ge-
raden. 4 und B seien die Projectionen der Endpunkte 4
und B des die Kraft B, darstellenden Pfeiles auf diese Ebene.
Dann stelli aiso der Pfeil 4'B’ die Componente K der Kraft 3,
senkrechi zur Geraden G dar. Das Product dieser Compo-
nente in den senkrechten Abstand der Kraftrichtung von
der Geraden ist also der doppelte Flicheninhalt des Drei-
ecks O 4’ B, da wir die Linge des Pfeiles 4 B einfach gleich
der Intensitat der Kraft B, gesetzt haben. Dieser der frither
gegebenen Regel entsprechend positiv oder negativ zu neh-
mende doppelte Flacheninhalt

12) +2C4B

ist also nach unserer Definition gleich dem Momente der
Kraft §, bezliglich der Geraden G.

Wir konnen auch so verfahren: Wir errichten auf der
Ebene des Dreiecks 04 B, dessen Flicheninhalt wir eben-
falls mit C4B bezeichnen, im Punkte C eine Normale N
in dem Sinne, dass die Kraft P, im positiven Sinne um ¥
drehend wirkt, dann ist:

CA B = 4+ C4Bcos (N,G),

wo immer dasselbe Zeichen wie i den Ausdriicken T1)
oder 72) gilt. Es kann also das Moment der Kraft B, be-
ziiglich der Axe G auch definirt werden als die Grosse

13) 2 CABcos (N, G),

wobei die beiden Vorzeichen ausgefallen sind Das Vor-
zeichen dieses Ausdruckes ist also dafiir ansschlaggebend,
in welchem Sinne die Kraft P, um die Axe drehend wirkt.
Ebenso ist, wie wir spiter sehen werden, der Zahlenwerth
dieser Grosse angschlaggebend fiir die Intensitit, mit welcher
jene Kraft einen starren Kirper um die Axe G zu drehen
sucht. Dies ist der Grund, weshalb diese Grbsse das
Moment oder auch das Drehmoment der Kraft beziiglich
jener Axe heisst.

Wir wollen nun gemiiss der zweiten Definition das
Moment der Kraft B,, deren Angriffspunkt, wie dies in
Formel 70) vorausgesetzt ist, dic Joordinaten z,, y,, %, haben
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soll, beziglich der z-Axe als Drehungsaxe suchen, welche
natiirlich von den negativen » gegen die positiven gerichtet
zu denken ist. Als Punkt C kénnen wir dann der Coordi-
natenursprung wahlen, so dass die zy-Ebene an Stelle der
Ebene F tritt. Da z,, y,, %, die Coordinaten des Angriffs-
punktes 4 der Kraft sind, so sind =,, y,, 0 die des Punktes 4.
Da ferner 4'B die Projection der Kraft , auf die xy-Ebene
ist, so sind
n+%, % +%, 0

die Coordinaten des Punktes B. Nach dem bekannten Aus-
drucke fir den Flicheninhalt eines Dreiecks durch die
Coordinaten seiner Eckpunkte ist also in diesem Falle der
doppelte Flicheninhalt des Dreiecks C4'B gleich

+ (zh g}g - yaihj

und man sieht leicht, dass wieder wie in Formel 71) und 72)
das positive oder negative Zeichen zu nehmen ist, je nach-
dem die Gerade G4’ durch eine positive oder negative
Drehung um die 2-Axe auf kiirzestem Wege in die Lage
OB’ gelangt. Es ist also in jedem Falle z, 9, — 3, %, das,
was wir als das Moment der Kraft 8, beziiglich der z-Axe
definirt haben. Hitten wir einen Reduetionsfactor I” zur
Reduction der Lingen der Pfeile auf die Intensititen der
Krifte eingefiihrt, so wire dieser jetzt, da wir die Pfeile
wieder durch Krifte ausdriickten, wieder weggefallen. Die
rechte Seite der Gleichung 70) ist also die Summe der
Momente aller auf das System der n materiellon Punkte
von aussepcwirkenden Krifte beziiglich der x-Axe.

§ 30. Franzésisches und englisches Coordinatensystem.

Es ist dabei vollkommen gleichgiiltig, in welchem Sinne
fir ein Auge, welches aus jener Richtung auf den Coordi-
natenursprung blickt, nach welcher die positive z-Axe zeigt,
die Drehung von der positiven z- gegen die positive y-Axe
auf kfirzestem Wege geschieht, wenn nur die Drehung um
jede gerichiete Axe im selben Sinne als positiv aufgefasst
wird. Es erfolgt dann immer auch im positiven Sinne um
die positive z-Axe die Drebung von der positiven y zu
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der positiven »-Axe auf kiirzestem Wege und um die positive
y-Axe die Drehung von der positiven z- gegen die positive
x-Axe auf kiirzestem Wege, wie schon die cyklische Ver-
tauschung lehrt.

Wenn dieser Sinn derjenige ist, in welchem sich der
Zeiger eier Uhr dreht, deren Zifferblatt dorthin gewendet ist,
wohin die Axe gerichtet ist, so mennt man das Coordinaten-
system ein franzisisches, im entgegengesetzten TFalle ein
englisches. Ersteres kann auch so definirt werden: Eine
Person, welche ihren Kopf nach der positiven z-Richtung,
ihr Gesicht nach der positiven y-Richtung kehrt, hat die
positive z-Richtung zur linken Hand, oder: wenn man auf
der Schultafel die positive z-Richtung nach aufwiirts, die
positive y-Richtung gegen den Beschauer zieht, so ist die
positive z-Richtung gegen die Rechte des Beschauers ge-
wendet, oder: wenn in ein Brett, das der zy-Ebene parallel
ist, eine Schraubenmutter eingeschnittem ist, so dreht sich
darin eine in dem in Europa allgemein iiblichen Sinne ge-
schnittene Schraube, welche im Sinne der positiven x-Rich-
tung fortschreitet so, wie man auf kiirzestem Wege von der

ositiven y- zu der positiven 2-Richtung gelangt, oder: wenn
ie zy-Ebene ein Ackerfeld, die z-Axe eine Holzstange ist,
) schlingt sich eine nach aufwirts wachsende Hopfenranke
> um die z-Axe, wie man von der positiven z-Richtung anf
iirzestem Wege zur positiven y-Richtung gelangt, eine
Neinranke im entgegengesetzten Sinne. Natiirlich verhiilt
sich ein englisches Coordinatensystem in allen diesen Fillen
gerade umgekehrt. Bringt man bei beiden Coordinaten-
systemen die positiven z- und y-Axen zur Deckung, so fillt
die positive x-Axe des einen genau in die Richtung der nega-
tiven z-Axe des anderen. Beide Coordinatensysteme lassen
gich daher, wenn man die positive und negative Coordinaten-
richtung als verschieden betrachtet, nicht vollstindig zur
Deckung bringen, sondern verhalten sich zu einander wie
Spiegelbilder, wie ein sonst gleicher rechter und linker
Handschuh.

Eine Entscheidung fiir das eine oder andere Sysicm
braucht man erst zu treffen, wenn man zur Darstellung von
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Phinomenen iibergeht, bei dencn nicht beide Rotationsrich-
tungen gleich berechtigt sind, wo also physikalisch gegebene
Rotationen, wie die Erddrehung, oder asymmetrische Natur-
korper eine Rolle spielen, wie bei der Wechselwirkung von
elektrischen Stromen und Magneten, der Drehung der Poia-
risationsebene des Lichtes durch den Magnetismus ete. oder
wenn man selbst eine riumliche Construction ausfiihrt.
Das franzdsische Coordinatensystem lLat folgenden Vor-
theil. Will man bei Consiruction der Fliche » = f(z,y) die
r-Avs in die Tafel und die z-Axe vertical nach aufwirts
legen, so schreiten die wachsenden r wie man schreibt, die
wachsenlen y nach dem Beschauer fort. Beim englischen
Systeme muss man entweder die + z wie die Orientalen
:chreiben, oder die 4 y vom Beschauer weg, oder die + x
nach abwirts, withrend wir doch aufwiirts bauen, fortschreiten
lassen; oder man muss die y-Axe in die Tafel und die
r-Axe gegen den Beschauer oder die y-Axe aufwiirts und die
s-Axe gegen den Beschauer ziehen, was alles unbequewer
oder doch ungewohnter ist. Fiir den Physiker dagegen hat
das englische Systemn den Vorzug, dass der Strom der posi-
tiven Elektricitit ein Solenoid in dem nach diesein Systeme
positiven Sinne umkreist, wenn dessen Nordpol {das nach
dem geographischen Norden zeigende, meist als positiv be-
zeichnete knde) dorthin zeigt, wolin die Drehungsaxe weist.
Wir wollen im Folgenden in unseren Figuren das fran-
zicizelie Coordinatensystem benutzen, unter einer positiven
Drehung um eine gerichtete Axe also eine solche verstehen,
welehe cinem Auge, das von dort herblickt, wohin die Axe
cerichint ist, 1m Sione des Uhrzeigers zu geschehen scheint.

§ 31. Der Flichensatz.

Aehnliche Betrachtungen, wie wir sie in § 29 au-
gestellt haben, lassen sich anch auf die linke Seite der
ixleichung 70) anwenden. Sei wieder G eine beliebig ge-
richtete Gerade, ¢ ein Punkt derselben und E die durch
dicsen Punkt zur Geraden senkrecht gelegte Ebene. Aber
es sei jetzt A der Punkt des Rammes, wo sich zur Zeit ¢
der materielle Punkt mit der Masse m, befindet, dessen
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Coordinaten, wie schon in Formel 70), ebenfalls mit z,, y,, %,
bezeichnet werden sollen. Ferner sei jetzt B der Punkt,
wo sich die Masse m, zur Zeit ¢ + d¢ befindet, so dass also,
wie in Formel 70), die Coordinaten des Punkies B mit
z, + dz,, y, + dy,, %, + d=, zu bezeichnen sind. Endlich
seien 4" und B’ die Projectionen von 4 und B auf die
Ebene F, df, und df, die doppelten Flicheninhalie der
Dreiecke. CAB uwnd C4'B und N die aunf die Ebene des
ersten Dreiecks im Punkte O nach derjenigen Seite ge-
zogene Normale, dass die Drehung der Geraden CA4 in die
Lage OB aof kiirzestem Wege eine positive Drehung uwm
die Normale ist; wir sagen kurz, dass die Bewegung von 4
nach B im positiven Sinve um die Normale N geschieht.
Das Product ans der Masse m,, dem Cosinus des Winkels
(¥, @) und der Limite, welcher sich der Quotient df,/d:
nibert, also die Grosse

74) my, co8 (N, G)df,/di
bezeichnen wir dann als das Flichenmoment der Masse m,
beziiglich der Axe G. Dasselbe ist auch gleich
75) +m,df)[dt,
wobei natiirlich wieder das positive oder negative Zeichen
zu nehmen ist, je nachdem die Bewegung von 4 nach B
im positiven oder negativen Sinne um die Axe G geschieht.

Im speciellen Falle, dass man unter ¢ die positive
z~Axe versteht, kann man an Stelle des Punktes O den
Coordinatenursprang setzen, was in diesem Paragraphen nun
immer geschehen soll. Dann sind die 2- und y-Coordinaten
der drei Punkte C, 4, B gleich 0, 0; z,, 7, resp. z, + dz,,
Yy, + dy,. Daher ist:

af = £ (5,dy, — 4,42,

wobei das Zeichen genau dasselbe wie im Ausdrucke 75) ist.
Daher ist der vor uns eingefithrten Definition des Flichen-
momentes gemiiss

"y (31.7';' — Wt
zur Zeit ¢ das Flachenmoment der Masse m, beziiglich der
z~Axe.

dyﬁ d :k)
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Die (rosse, welche auf der linken Seite der Glei-
chung 70) nach ¢ differentiirt erscheint, ist also die Summe W
der Flachenmomente aller # materiellen Punkte des Systems
ber“glich der z-Axe; wir wollen W kurz das gesammte
Flichenmoment des Systems beziiglich der z-Axe nenmen.
Nach 74) ist:

h=n
W= m, cos(N;) 2 dh
k=1
df, ist der doppelte Flicheninhalt des Dreiecks, dessen eine
Ecke die Lage des materielien Punkies m, zar Zeit ¢, dessen
zweite Fcke die Lage desselben Puanktes zur Zeit ¢ 4 44,
dessen dritte der Coordinatenursprung ist. XN ist die auf
dieses Dreieck so gezogene Normale, dass um sie die Drehung
vos A nach B eine positive ist.
Ist U und ¥ im gleichen Sinne das gesammte Flichen-
moment ungeres Systems beziiglich der z- resp. y-Axe, so
ist sbenso:

E=m= A==

dz d d
T=m (452 - 520 = Sm,cn¥a) 2,
A=1 A=1
h=wn
d P
V==}_:m[=f. 2 g2 = Z%M(N,y
&=

Das gesammts Flichenmoment des Systema bezliglich einer
beliebigen, durch den Coordinatenursprung gezogenen ge-
richteten Geraden & aber ist:

h=n

76) _Z’m,cos(a Mk

= Ucos(G, 1) + Vcos(G,y) + Wcos{G, z).
Bezeichnen wir mit 4 die positive Quadratwurzel aus
24 V24 W? und -ziehen durch den Coordinatemursprung
die gerichtete Gerade L so, dass
cos (L,2) = U/ 4, cos (L,y) = P[4, ocos (L,3)=W]4
ist, wobei die betreffenden Winkel spitz oder stumpf sind,
je nachdem T, ¥V oder W positiv oder negativ sind, so ist
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nach Formel 76) das gesammte Flichenmoment des Systems
beziiglich der Axe L gleich 4, beziiglich der beliebigen
durch O gehenden Axe G gleich der Projecuion der in der
Richtung von L aunfgetragenen Geraden 4 auf die Richtung &
und zwar positiv oder negativ, je nachdem die Projechon
auf die positive oder negative Seite der Geraden G falit
Das gesammte Flachenmoment ist also beziiglich der Axe I.
grosser als beziiglich jeder anderen darch den Coordinaten~
ursprung O gezogenen Axe (Axe des grissten Klichen-
momentes beziiglich des Punktes O).

Beziiglich jeder durch O semkrecht zm L gezogenen
Geraden aber ist das gesammte Flachenmoment Null

Man beweist leicht, dass das gesammte Flachenmoment
eines beliebigen Systems beziiglich einer beliebigen Axe gleich
ist dem Momente beziiglich ciner parallelen durch den Schwer-
punkt des Systems gehenden Axe, vermehrt um das Flachen-
moment, welches die gesammte Musse des Systems beziiglich
der ersteren Axe hiitte, wenn sie sich im Schwerpunkte des
Systems befiinde und mit der Geschwindigkeit desselben in
der Bewegungsrichtung desselben bewegte.

Fhenso leicht sieht man, dass sich ganz in analoger
Weisce aus der geometrischen Darstellung der Kriftemomente
durch Dreieckstiichen analoge Sitze von den Momenten aller
Kriifte, die von aussen auf ein beliebiges System wirken, be-
weisen lassen. Seien:

h=n

D =é(yk3a —%,9:), E=§(xh£5 — 2, 8,),

h=n
F= gi(xh D — &)

die Momente beziiglich der Coordinatenaxen, so ist das
Moment derselben Krifte beziiglich einer beliebigen, durch
den Coordinatenursprung O gezogenen gerichteten Geraden @

D cos (G, z) + E cos (G,y) + F cos (G, z) = H cos (G, H),

wobei H eine von O aus gezogene Gerade von der Linge
+ VD*+ E* + F? ist, welche mit den Coordinatenaxen
Winkel rildet, deren Cosinus D/H, E/H, F/H sind. Das
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Moment beziiglich der Axe, welche die Richtung der Ge-
raden H hat, ist gleich H, beziiglich jeder durch O senk-
recht zn H gezogenen Geraden Null, beziiglich jeder anderen
durch O gezogenen Geraden liegt es zwischen — H und + H.
Endlich ist das Moment aller auf das System wirkenden
Krifte beziiglich irgend einer Axe gleich dem Momente be-
ziiglich einer parallelen und gleichgerichteten Axe vermehrt
um das Moment, welches alle darauf wirkenden Kriifte he-
ziiglich der ersten Axe hiitten, wenn sie ohne Aenderung
ihrer Grosse und Richtung in einem Punkte der zweiten
Axe angreifen wiirden. Das Gesammtmoment der inneren
Krifte eines Systems, d. h. der Centrikrifte zwischen je zwei
Punkten ist natiirlich beziiglich jeder Axe Null

Wenn speciell von aussen keine Kriifte auf das System
wirken, so sind auch die Momente der &usseren Krifte gleich
Null; es ist also D=E=F=0 und aus Gleichung 70)
und den analogen fiir die y- und z-Axe folgt, dass U, ¥V
und W drei Constanten sein miissen. Es hat also die durch
einen beliebigen ruhenden oder geradlinig und gleichférmig
bewegten Punkt P gezogene Axe L des Maximums des
Flichenmomentes, sowie die auf der Axe senkrechte Ebene
eine unverinderliche Richtung im Raume (unveriinderliche
Axe, unveranderliche Ebene) »nd das Flichenmoment beziig-
lich jeder solchen Axe #ndert sich ebenfalls nicht mit der Zeit.

Wenn z. B. ein Kérper obne Einwirkung iusserer Krifte
frei im Raume sich befindet, anfangs alle seine Theile in
Ruhe waren und dann blos durch innere Krifte ein Theil
desselben in drehende Bewegung kommt, so muss ein anderer
Theil derart in eine entgegengesetzte Drehung gerathen,
dass das gesammte Flichenmoment beziiglich einer be-
liebigen Axe gleich Null bleibt, da es ja anfangs gleich Null
war. In dieser Beziehung hat der Flichensatz eine gewisse
Verwandtschaft mit dem Schwerpunktssatze. Doch besteht
der folgende wesentliche Unterschied. Bei diesem sind die
Differentialquotienten, welche gleich Null sind (die linken
Seiten der Gleichung 64) und der entsprechenden Gleichungen
fur die fibrigen Coordinatenaxen), die vollstindigen Differential-
quotienten bestimmter Grossen, nadmlich der Coordinaten des

Boltzmann, Mechanik I. 3. Auflage 8
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Schwerpunktes. Die Grissen aber, welche gemiss des
Flichenprincips bei Ermangelung &usserer Krifte gleich Ngli
werden (pdmlich die linken Seiten der Gleichung 70} und
der entsprechenden Gleichungen fiir die tbrigen Coordinaten-
axen), sind nicht die vollstindigen Differentialquotienten von
Functionen der Coordinaten nach der Zeit.

Ein Kérper schwebe ohne Einwirkung Husserer Krifte
frei im Raume. Anfangs rube er. Fpiter sollen seine Theile
durch innere Krifte in relative Bewegungen gerathen. So-
bald dieselben zu zwei verschiedenen Zeiten #, und ¢ die
gleiche relative Lage gegeneinander haben, muss nothwendig
auch der Schwerpunkt des Korpers die gleiche absolute Lage
im Ranmé haben, da er diese fiberhaupt nicht &ndert. Aber
der Korper kann sich wihrend der Zeit ¢, — #, beliebig um
den Schwerpunkt gedreht haben, wenn gewisse Theile des-
selben nicht auf dem gleichen Weg: in ihre urspriingliche
Lage zuriickgekehrt sind. auf welchem sie diese verliessen,
sondern sich in geschlossenen Bahnen bewegt haben, die
eine endliche Flache umschliessen.

Eine frei im Raume schwebende, anfangs ruhende Katze
kann sich beliebig um ihre Axe drehen, wenn sie ihre Pfoten
in vom Korper weggestreckter Liage nach links bewegt, dann
gegen den Kdrper zn einzieht, im eingezogenen Zustande nach
rechts bewegt, dann wieder ausstreckt und dasselbe Spiel
wiederholt. Dieselbe Katze kann aber in keiner Weise die
Lage ihres Schwerpunktes dndern. So lange sehr viele
Schiffe im Sinne der Axendrehung um die ¥rde herumfahren,
wird der Tag verlingert. Die Axendrehung des als fest ge-
dachten Erdkorpers nimmt zwar sofort wieder die alte Ge-
scawindigkeit an, sobald die Schiffe still stehen, aber eine vom
Erdmittelpunkte nach einer festen Bergspiize am Aequator
gezogene Gerade ist durch das Mandver der Schiffe dauernd
um eine bestimmte Constante in ihrer Winkeldrehung zuriick-
geblieben, also die astronomische Zeit ist zuriickgeblieben.
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IV. Das Prineip der virtuellen Verschiebungen.

§ 32. Btarre und einseitige Verbindungen.

Wir wollen wieder der Wirklichkeit um einen Schritt
niher treten. In der Erfabrung sind uns zahlreiche Korper
gegeben, welche die mannigfaltigsten Bewegungen im Raume
machen, chne dass sich dabei ihre Gestalt, also die relative
Lage ihrer einzelnen Theile gegeneinander in bemerkbarer
Weise verindert. Wir nennen solche Korper feste, und
bilden uns das Ideal eines starren Kérpers, d. h. eines
Korpers, dessen Theile in ihrer relativen Lage niemals die
mindeste Verinderung erfahren konnen.

Wenn wir uns also einen solchen Korper aus materiellen
Punkten hestehend denken, so miissen die Coordinaten der-
selben wihrend der ganzen Bewegung gewisse Gleichungen
erfillen, welche ausdriicken, dass die Entfernung je zweier
dieser materiellen Punkte constant bleibt. Wir nennen diese
Gleichungen die Bedingungen des Systems. Ihr Bestehen,
sowie das sehr verschiedener anderer wihrend der Bewegung
materieller Punkte, konnen wir uns durch Specialisirung des
bisherigen mechanischen Bildes gut darstellen.

Von der Bewegung starrer Korper erhalten wir folgender-
maassen ein anschauliches Bild. Wir denken uns ein System
von sehr vielen sehr dicht gedringten materiellen Pankten.
Diese materiellen Punkte sollen sich ganz nach den bisher
anfgestelllen Gesetzen bewegen. In einer bestimmten rela-
tiven Lage der materiellen Punkte (der Normallage) welche
eben die Gestalt des festen Korpers bestimmt, soll die Resul-
tirende aller innerem Krifte, welche aunf jeden derselben
wirken, gleich Null sein. Sobald aber die Entfernung irgend
Zweier benachbarter materieller Punkte nur ein klein wenig
grosser oder kieiner wird, sollen sofort enorm grosse innere
Krifte auftreten, welche sie wieder in die urspriingliche
Entfernung {die Normalentfernung) zuriickzutreiben suchen.

Diese Bedingungen sind sicher erfiillt, wenn wir folgende
specielle Annahmen iiber die inneren Kriifte machen. Fiir

8*
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jeden materiellen Punkt soll es mindestens drei oder mehr
andere, nicht mit ihm in einer Ebene liegende Punkte (wir
wollen sie seine Nachbarpunkte nennen) von folgender Be-
schaffenheit geben: Die Kraft f(r), welche zwischen ihm
und einem Nachbarpunkte in der Entfernung r wirkt, soll
gleich Null sein, sobald r gleich der Normalentfernung ist,
aber einen sehr grossen positiven Werth annehmen, sobald
r ein wenig kleiner, dagegen einen sehr grossen negativen
‘Werth, sobald » ein wenig grisser als die Normalentfernung
ist. Im ersteren Falle soll also sofort eine enorme Abstossung,
im letzteren eine enorme Anziehung auftreten. Wir sagen
dann kurz, die beiden materiellen Punkte sind starr ver-
bunden, da die zwischen thnen wirkende Centrikraft weder
gestattet, dass ihre Entfernung erheblich grésser, noch auch
kieiner als die Normalentfernung sei. Fiir alle iibrigen mate-
riellen Punkte, welche nicht das Verhalten derjenigen zeigen,
die wir Nachbarpunkte nannten, soll die zwischen ihnen
wirkende Kraft in der Normalentfernung und in nicht viel
davon verschiedenen Entfernungen verschwinden.

Wenn ausser diesen inneren Kriiften noch beliebige
andere, von fremden Punkten ausgehende dussere Krifte auf
das Punktesystem wirken, so treten, sobald withrend der Be-
wegung die materiellen Punkte ihre relative Lage nur ein wenig
andern, sogleich enorme Krifte auf, welche die urspriingliche
relative Lage wieder herzustellen suchen, das System wird also
angenihert das Bild eines starren Korpers bieten, wenn wir
die durch kleine Deformationen geweckten inneren Krifte ge-
niigend gross gegeniiber den dusseren denken. Allerdings nur
angeniihert; denn es werden bei Wirksamkeit fusserer Krifte
im Allgemeinen immer kleine Gestaltinderungen eintreten, ja
in bestimmten Specialfillen, wo eine Dimension des von den
Punkten erfiillten Raumes klein ist, z. B. wenn dieser die
Gestalt einer Uhrfeder hat, werden auch gréssere Defor-
mationen mdglich sein. Es weicht also unser Bild von dem
Ideale des absolut starren Korpers ab; aber gerade in der-
selben Weise, in der auch die wirklichen festen Kérper von
diesem Ideale abweichen.

Ausser der starren Verbindung zweier materieller Punkte
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ist noch eine andere Verbindungsart, welche wir die ein-
seitige nennen wollen, von hoher Wichtigkeit. Wir haben
bisher angenommen, dass die zwischen zwei materiellen
Punkten wirksame Kraft weder eine bemerkbare Anniherung
noch Entfernung gegeniiber der Normaldistanz zulasst.

Es soll jetzt die Kraft entweder zwar fiir jede Ent-
fernung, die nur ein wenig grosser ist, als die normale,
einen enorm grossen negativen Werth annehmen, aber fiir
die normale und jede kleinere Entfernung Null sein, oder
zwar fir jede Entfernung, die nur ein wenig kleiner als die
normale ist, einen enorm grossen positiven Werth haben,
aber wieder fiir die normale und jede grissere Entfernung
Null sein. In ersterem Falle wird die zwischen den beiden
materiellen Punkten wirksame Kraft zwar jede Entfernung
fiber die normale Distanz verhindern, sich aber einer he-
liebigen Anniherung nicht in den Weg stellen, in letzterem
Falle ist die Annéherung iiber eine gewisse Grenze unmog-
lich, aber einer beliebigen Entfernung steht nichts im Wege.
Wir sagen in diesen beidep Fillen, dass die beiden mate-
riellen Punkte einseitig verbunden sind.

Ein angendhertes Beispiel fir den ersten Fall bieten
uns zwei durch einen diinnen, nahezu unausdehnbaren Faden
verbundene kleine Korper, ein Beispiel fiir den zweiten Fall
zwei starre Kugeln, deren Mittelpunkte sich entfernen, aber
in keinen kleineren Abstand gelangen konnen, als die Summe
ihrer Radien.

§ 33. Verschiedene Formen der Bedingungen, demen Punkt-
systeme unterworfen sein konnen.

Man kann durch derartige Verbindungen Fille darstellen,
wo zwischen den Coordinaten der Punkte eines Systems Be-
dingungsgleichungen vorhanden sind, z. B. den Fall einer
Masse, welche gezwungen ist, wihrend ihrer Bewegung auf
einer vorgeschriebenen Fliche oder Curve zu bleiben. Die
Darstellung geschieht in diesem Falle in folgender Weise:

Es soll eine Kugel vom Radius & ausserordentlich dicht
und gleichformig mit starr verbundenen materiellen Punkten
erfillt sein, so dass sie sich angeniihert wie eine starre mate-
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rielle Kugel verhdit. Ferner sollen zwei continuirliche Klichen,
deren senkrechter Abstand immer und fiberall gleich (gleich 25)
ist, unendlich dicht mit anderen materiellen Punkten besetzt
sein, welche entweder durch entsprechende Kriifte unver-
inderlich im Raume festgehalten odexr in vorgeschriebener
Weise bewegt werden, jedoch so, dsss der senkrechte Ab-
stand der beiden Flichen immer und @berall gleich 25 bleiht.
Wir bezeichnen diese letzieren materiellen Punkte als die
der Vorrichtung, welche die Bewegungsfreiheit ~beschrankt.

Die Kugel soll sich anfangs genan zwischen den beidem
Flichen befinden. Die Kraft, welche irgend ein materieller
Punkt einer der Flichen auf irgend einen materiellen Punkt
der Oberfliche der Kugel ausiibt, soll in der Entfernung
b—a und einer grisseren gleich Null, in einer ein wenig
kleineren Entfernung aber schon gleich einer enorm grossen
Abstossung sein. Andere Krifie sollen zwischen den mate-
riellen Punkten der Kuge! und der Vorrichtung nicht wirken.
Die Distanz zweier benachbarter materieller Punkte soll
sowohl in der Kugel, alg anch in den beiden Flichen sehr
klein gegenilber 4 — o sein. Wir haben danm den Fall nach-
geahmt, dass sich eine vollkommen glatte starre Kugel
zwischen zwei vollstindig glatten festen Flichen bewegt.
Der Schwerpunkt der Kugel, welcher mit ihrem Mittelpunite
zusammenfillt, muss dann, wemn noch beliebige #ussere
Krifte auf ihn wirken, eine solche Bewegung machen, dass
er fortwihrend auf der zwischen beiden Flichen in der
Mitte liegenden Fliche bleibt, welche mnverinderlich oder
mit der Zeit in gegebener Weise veridnderhch ist, je nach-
dem diese Flichen es sind. Es wird also wihrend der
ganzen Bewegung zwischen seinen Coordinaten eine Gleichung
bestehen, welche im letzteren Falle die Zeit explicit enthilt,
Will man die Bewegung eines einzigen matericllen Punktes
darstellen, welcher gezwungen ist, auf einer Flache zu bleiben,
so kann man sich alle Punkte der Kugel bis auf den Mittel-
punkt masselos denken oder die Kugel durch einen einzigen
materiellen Punkt ersetzen, auf den sehr grosse abstossende
Krifte wirken, wenn seine Entfernung von irgend einem
Punkte einer der Flichen ein wenig kleiner als » wird. Die
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Entfernung zweier Nachbarpunkte auf je einer der Flichen
muss verschwindend klein gegen 5 sein.

Bilden die materiellen Punkte der Vorrichtung eine
Rohre von iiberall gleichem kreisformigen Querschnitte,
welche die Kugel oder den einen materiellen Pankt um-
schliesst, so erhalten wir eine Masse, die gezwungen ist, sich
auf einer vorgeschriebenen Curve zu bewegen; dann bestehen
also wihrend der ganzen Bewegung zwischen ihren Coordi-
naten zwei Gleichungen.

Es versteht sich von selbst, dass man mittelst der
gleichen Hilfsmittel sehr verschiedene Fille realisiren kann,
wo sich materielle Punkte so bewegen, dass zwischen ihren
Coordinaten wihrend der Bewegung irgend eine Zahl von
Gleichungen besteht, welche die Zeit explicit enthalten oder
auch von ihr unabhingig sein kdnnen.

Jede Bedingung des Systems, welche dureh eine Gleichung
) @2,y ...2)=0
swischen den Coordinaten z,, y, ... 7, seiner materiellen
Punkte darstellbar ist, welche die Zeit ¢ explicit enthalten
kann oder nicht, wollen wir eine holonome Bedingung nennen.
Ein System, welches nur holonomen Bedingungen unter-
worfen ist, nennen wir ein holonomes System.

Durch starre Verbindungen materieller Punkte kénnen
auch Gleichungen dargestellt werden, welche ausser den
Coordinaten noch deren Differentiale in einer Verbindung
enthalten, die einen micht integrabeln Differentialausdruck
darstellt. Wenn wieder z,, ¥, ... z, die Coordinaten der
materiellen Punkte sind, so ist die einfachste Form dieser
Gleichungen die folgende:

78) rdi+ §dn +npdy, + ... 5, dx, =0,

wobei 1, £, 7,, ... £, beliebige Functionen von ¢, 2,4, ... %,
sind und die linke Seite keinen integrirenden Factor hat.?)
Jede Bedingung, welche nur in dieser Weise darstellbar ist,

1} Noch allgemeinere Formen, wie
dgy* . . dy
(—J;) + gin (dz)+1_5
wollen wir ansschliessen.
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nennen wir eine mnicht holonome und ein System, unter
dessen Bedingungen sich auch nur eine nicht holonome be-
findet, nennen wir ein nicht holonomes,

Fine solche Gleichung wiirde sich ergeben, wenn sich
eine starre Kugel, deren Oberfliche voll von ausserordent-
lich vielen #quidistanten, sehr feinen Spitzen wire, zwischen
einer glatten und einer mit zahlreichen Liochern versehenen
Fliche so bewegen wiirde, dass die Spitzen stets in die
Libcher eingreifen, wodurch mit beliebiger Anndherung die
Bedingung dargestellt werden konnte, dass eine feste Kuge:
gezwungen ist, auf einer festen oder verinderlichen Fliche
zu rollen. Ob nicht holonome Bedingungen durch unser Bild
anders, als in diesem Sinne mit beliebiger Anniherung dar-
gestellt werden konnen, lasse ich dahingestellt.

In der Mechanik wird haufig auch der Fall betrachtet,
dass zwischen den Coordinaten gewisser materieller Punkte
nicht Gleichungen, sondern Ungleichungen hestehen. Sei
@ (z, y, #) eine Function der rechtwinkeligen Coordinaten,
z, y, ~ eines Punktes, welche auf einer geschlossenen Fliche
der Fliche F) gleich Null, innerhalb derselben < 0, ausser-
halb > 0 ist. Die Bedingung, dass fiir einen materiellen
Punkt wiihrend der ganzen Zeit seiner Bewegung ¢ (2,3,2) <0
sein soll, kann man dann dadurch darstellen, dass man ausser-
halb der Fliche F eine andere Fliche G construirt, welche
von der Fliche ¥ immer den senkrechten Abstand « hat
und dicht mit materiellen Punkten besfiet ist, welche alle
auf einen anderen materiellen Punkt in einer Entfernung,
die grosser oder gleich a ist, keine Kraft, in einer Ent-
fernung aber, die nur wenig kleiner als a ist, sogleich eine
ausserordentlich grosse Abstossung ausitben. Die Entfernung
je zweier benachbarter materieller Punkte auf der Fliche @
soll dabei sehr klein gegen a sein. Wir haben dann eine
undurchdringliche, vollkommen glatte Schale nachgebildet, in
deren Innern sich eine materielle Kugel befindet.

Es konnen also in Folge einseitiger Verbindungen Un-
glsichungen bestehen, welche nur die Coordinaten der ver-
schiedenen materiellen Punkte und eventuell auch die Zeit ¢
explicit enthalten, also die Form
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79) ez, % --%)=0

haben. Wir nennen sie dann holonome Bedingungsunglei-
chungen. Die betreffenden Ungleichungen konnen aber auch
die Differentiale der Coordinaten enthalten, ohne auf die
Form 79) reducirbar zu sein (nicht holonome Bedingungs-
ungleichungen), in welchem Falle wir uns auf solche be-
schrinken, welche in die Form

80) rdt+ & dx, + 5, dy, ... 5, dx, =0

gebracht werden konnen.

Um die Mannigfaltigkeit der auf diese Weise construir-
baren Modelle zu zeigen, wollen wir uns noch eine enorm
grosse Zahl gleich beschaffener materieller Punkte denken,
welche alle in der sehr kleinen Entfernung @ und in grosserer
Entfernung nicht aufrmander wirken, sich aber in ein wenig
kleinerer Entfernung sofort sehr stark abstossen. Alle diese
materiellen Punkte sollen durch irgend eine #ussere Druck-
kraft in emem Gefasse dicht aneinander gedringt werden,
so dass zwei benachbarte immer sehr nahe die Entfernung a
haben. Sie werden sich dann wie winzig kleine, vollkommen
glatte Sandkorner oder auch wie die Theilchen einer reibungs-
losen unzusammendriickbaren Fliissigkeit verhalten. Letztere
konnen ja auch nur durch einen auf ihre Oberfliche wirkenden
Druck an der vollstindigen Verdunstung verhindert werden.

Es kann nun sein, dass wir dieselben (leichungen oder
Ungleichungen nicht blos in einer, sondern in mehreren
Weisen durch verschiedene Vorrichtungen erzielen konnen,
z. B. die Ungleichung 2® 4+ 3* + 2* =1 dadurch, dass wir
einen materiellen Punkt durch einen unausdehnbaren, aber
vollkommen biegsamen Faden mit dem fix gedachten Coordi-
natenursprung verbinden oder dass wir ihn in eine starre
Hohlkugel einschliessen. Wir werden sehen, dass die Be-
wegungsgleichungen, welche wir aus dem mechanischen Bild
erhalten, nur von dem Werthe der expliciten Krifte und
der Form der Bedingungsgleichungen oder Ungleichungen
abhiingen, nicht aber davon, ob diese Gleichungen oder
Ungleichungen durch die eine oder andere Vorrichtung
realisirt sind. Tn allen Fillen also, wo die Bewegung durch
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die Bewegungsgleichungen, die Anfangslagen, die Anfangs-
geschwindigkeiten und deren Richtungen eindeutig bestimmt
ist, kann sie nichi von der speciellen Art abhingen, wie diese
Bedingungen mechanisch realisirt sind.

Wenn wir im Folgenden von irgend welchen Bedingungen
sprechen, so verstehen wir darunter immer solche, welche
durch starre oder einseitige Verbindungen irgendwie realisirt
werden kdnnen. Unter den dabei geltenden Bewegungs-
gleichungen verstehen wir diejenigen, welche mnach dem
mechanischen Bilde aus diesen Verbindungen folgen. Man
hat es als selbstverstindlich betrachtet, dass fir die Be-
wegungsgleichungen nur die Beschrinkung maassgebend sein
kann, welche die Bewegung durch die Bedingungen in der
unmittelbar benachbarten Zeit erfahrt, sowie dass diese durch
Relationen bestimmt ist, welche wie die Relationen 78) oder
80) die Coordinatenzuwichse linear enthalten und worin die
Coordinaten selbst als constant angeschen werden kdnnen.
Man hat dann bewiesen, dass jede solche lineare Relation
zwischen den Coordinatenzuwiichsen durch starre und ein-
seitige Verbindungen hergestellt werden kann, dass also be-
liehige Bedingungen durch allerdings mit der Zeit wechselnde
starre und einseitige Verbindungen mit passend gewihlten
materiellen Punkten ersetzt werden kénnen. Wir wollen je-
doch hierauf nicht naher eingehen und nicht niiher priifen,
ob es mdglich ist, alle denkbaren Gleichungen und Un-
gleichungen mschen den Coordinaten in dieser Weise zu
realisiren; fiir uns existiren nur solche Bedingu.ngen, die wir
in dieser Weise realisiren kdnnen. Ebenso wenig kinnen
und wollen wir einen Beweis liefern, dass sich in der Natur
Kbrper, welche wihrend ihrer Bewegung solchen Bedingungs-
gleichungen unterworfen sind, nach den aus unserem Bilde
folgenden Gesetzen bewegen. Zu priifen, in wie weit dies’
der Fall ist, ist Sache der Experimentalphysik.

§ 34. Begriff der expliciten, verlorenen Xraft, der virtuellen

Verschiehung, ete.

Wir wollen nun die Gleichungen fiir den allgemeinsten
Fall ableiten, welcher durch unser Bild dargestellt werden
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kann, Es sei ein System von w materiellen Punkten ge-
geben, von denen beliebige starr oder einseitig untereinander
oder mit anderem u materiellen Punkten verbunden sind,
welche letztere entweder fix sind oder sich irgendwie in
vorgeschriebener Weise im Raume bewegen.

Die Kriifte, welche von diesen Verbindungen herriihren,
nennen wir die Verbindungskriifte. Ausserdem konnen noch
beliebige der » materiellen Punkte, die nicht starr verbunden
sind, untereinander Centrikrifte anstiben (die inneren expli-
citen Krifte) oder es konnen belichige andere (v) materielle
Punkte vorhanden sein, welche belichige Centrikriifte auf
irgend welche der » materiellen Punkte ausiiben (die Zusseren
expliciten Krifie) Wir nennen alle diese Krifte die expli-
citen Krifte, weil sie nicht von den starren oder einseitigen
Verbindungen der » Punkte untereinander oder mit den
g Punkten herriithren.?)

Die Verbindungen knuen wir immer durch gewisse
Gleichungen oder Ungleichungen zwischen dea Coordinaten
der » materiellen Punkte ersetzen, welche wir die Bedingungen
des Systems nennen.

Wir bezeichnen nun mit m, die Masse irgend eines
unserer » materiellen Punkie {des Aten), mit z,, y,, z, dessen
Coordinaten zur Zeit 7, mit g, v, 3, die nach den Coordi-
natenrichtungen geschiitzten Componenten der Resuitirenden
aller Verbindungskrifte, sowie mit X, ¥,, Z, die ebenso ge-
schitzten Componenten der Resultirenden aller expliciten
Krafte, welche zur Zeit ¢ auf diesen maberiellen Punkt
wirken. Dann erhalten wir nach 13) folgende Gleichungen:

a a*
mgm =Xtn mgr=T+n

&3,
my, P “zh+ﬁ'

%) Die expliciten Kriifte fallen natiirlich mit dem Zusscren zu-
sammen, falls die % materiellen Punkte keine anderen Erifte als die
Verbindungskrifte aufeinander ausithen, d.h. falls swischen ihnen
keine anderen Centrikriifte als diejenigen thitig sind, welche die Ver-
bindungsgleichungen erhalten, z. B. wenn es die Theilchen eines ein-
zigen oder mehrerer nicht sufeinander fernwirkender fester oder
trepfbar flissiger Kirper sind.

81)
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Theils um das Verstindniss anderer Schriften, wo diese
Bezeichnungen gebraucht sind, zu erleichtern, theils weil
wirklich eine anschauliche Terminologie der Auffassung
wesentlich zu Hilfe kommt, wollen wir noch folgende Be-
zeichnungen einfiihren: Die Summe (natiirlich Vectorsumme)
der expliciten und der Verbindungskrifte, welche auf einen
Punkt wirken, nennen wir die Totalkraft auf diesen Punkt.
Die Componenten der auf einen Punkt des Systems wir-
kenden Totalkraft in den Coordinatenrichtungen sind also
die Ausdriicke 81). Sie sind gleich den mit der Masse des-
selben multiplicirten entsprechenden Componenten der wirk-
lich eintretenden Beschleunigung dieses Punktes, was selbst-
verstiindlich ist, da ja die Totalkraft die Summe aller Krifte
darstellt, die iiberhaupt auf den betreffenden Punkt wirken.

Dagegen fallen die wirklichen Beschleunigungen nicht
mit denen zusammen, welche durch die expliciten Krifte
allein bewirkt wiirden. Wir stellen uns da vor, dass durch
die Verbindungen ein Theil der expliciten Krifte fiir die
erzengte Beschleunigung verloren geht. Dieser Theil der
expliciten Krifte, welcher fiir die wirkliche Beschleunigung
verloren geht und nur den Widerstand der Verbindungen
iiberwindet, soll als die verlorene Kraft bezeichnet werden.
Die verlorenen Kriifte sind also gleich, aber gerade ent-
gegengesetzt gerichtet den Verbindungskriften, da sie von
letzteren aufgehoben werden.

82) L — Y% — 3

sind also die Componenten nach den Coordinatenrichtungen
von derjenigen Kraft, die von der auf m, wirkenden expli-
citen Kraft verloren geht. Wenn man von der expliciten
Kraft, deren Componenten X,, Y,, Z, sind, die allein zur
Wirksamkeit kommende Totalkraft, deren Componenten
X+ 5y Y, + B Z+ 3, sind, abzieht, so erhilt man das,
was durch die Verbindungskrifte verloren geht, also die
Ausdriicke 82).

Ferner wollen wir im Gegensatz zur wirklichen Be-
schleunigung irgend eines materiellen Punktes, welche in
der Abscissenrichtung die Componente
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89) = (X +w)
hat, diejenige, die derselbe materielle Punkt, wenn keine
Verbindungen vorhanden wiren, durch die expliciten Krifte
allein erhalten hatte, die explicite Beschleunigung nennen.
Ihre Projection auf die Abscissenrichtung ist

1
84) = X,.
Durch die Verbindungen wird die explicite Beschleunigung
aof die wirkliche reducirt. 'Was dabei verloren geht, also
die durch die Verbindungskrifte verlerene Beschleunigung
erhalten wir, wenn wir von der expliciten Beschleunigung
die wirkliche abziehen, so dass also

1 1 1
85) ;XA*E(Xi'!'&)'—“_EIa

die Componente der verlorenen Beschleunigung des Punktes m,
in der Abscissenrichtung ist. Dieselbe ist wieder gleich, aber
entgegengesetzt gerichtet als die durch die Verbindungskriifte
allein erzeugte Beschleunigung.

Die Componenten X,, ¥,, Z, der expliciten Krifte
setzen wir als gegeben voraus, die der Verbindungskrifte
T Dy 3, Werdem wir im folgenden Paragraphen eliminiren.
Zu diesem Zwecke fassen wir die Lage simmtlicher materieller
Punkte zu irgend einer Zeit ¢ ins Auge und denken uns jedem
Raumpunkte, wo sich irgend einer der n materiellen Punkte
zur Zeit ¢ befindet, eine ganz beliebige, unendlich kieine Ver-
schiebung ertheilt. Die Coordinaten z;, y,, 2, des Raumpunktes,
wo sich zur Zeit # der hte materielle Punkt befand, sollen dabei
um Jz,, Jy,, §z, wachsen. Alle diese Coordinatenzuwichse
sollen nur der einen Bedingung unterworfen sein, dass sie
den Bedingungsgleichungen und Ungleichungen des Systems
zur Zeit ¢ genfigen, in denen jedoch die Zeit ¢, insofern sie
explicit darin vorkommt, als constant zu betrachten ist. Die
so erhaltenen Bedingungen des Systems miissten also erfillt
bleiben, wenn jeder materielle Punkt wirklich von dem Raum-
punkte, wo er zur Zeit ¢ ist, nach derjenigen Stelle versetzt
wiirde, wohin dieser Raumpunkt verschoben wurde.

Wir wollen alle mdglichen unendlich kleinen Verschie-
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bungen, welche dieser einen Forderung geniigen, virtuelle
Verschiebungen nennen. Dieselber sind durchaus nicht zu
verwechseln mit den Verschiebungen, welche die materiellen
Punkte wirklich wihrend des auf die Zeit ¢ folgenden Zest-
differentiales d¢ erleiden. Letztere nenren wir die wirk-
lichen Verschiebungen wihrend der Zeit dt Die Zuwichse,
welche in Folge der letsteren Verschiebungen die Coordi-
naten des kten der » materiellen Punkte erleiden, hezeichnen
wir mit dz,, dy,, d5, und nennen sie die Differentiale der
Coordinater zum Unterschiede von &z, dy,, d2,, welche
wir die Variationen der Coordinaten nennen.

Wenn die materiellen Punkte, welche wir die x mate-
riellen Punkts nannten, welche wir also zur Realisirung der
Bedingungen des Systems benutzten, fix im Raume sind,
mit anderen Worien, wenn die Bedingungen des Systems
mit der Zeit unverinderlich xind, so miissen die Differentiale
denselben Bedingungen wie die Variationen geniigen. Es
kdnnen alsc die Variationen auch gleich den Differentialer
gemacht werden, aber der erstere Begriff ist viel allgemeiner,
indem er {iberhaupt alle moglichen unendlich kleinen Zu-
wachse umfasst, welche den Bedingungen genfigen, wihrend
der letztere nur diejenigen speciellen Zuwichse ausdriickt,
welche wihrerd der Zeit d¢ wirklich eintreten. Wenn da-
gegen die Bedingungen des Systems die Zeit explicit enthalien,
so sind fiberhaupt im Allgemeinen die Bedinguugen fiir die
Differentiale andere als fiir die Variationen. Fassen wir eine
holonome, die Zeit explicit enthaltende Bedingung ins Auge,
die sich durch die Relation 77) oder 79) ausspricht. Danz
miissen die variirten Coordinaten z, 4 8z, g, + 97, 2, 9%,
noch immer der Bedingung genfigen, welche zur Zeit ¢ be-
steht, wogegen die der Zeit ¢ + d¢ entsprechenden Coordi-
naten =, + dx,, y +dy,, 2, + d2, der Bedingung geniigen
miissen, welche zur Zeit t + dt besteht. Man hat also, falis
die Function ¢ fiir die beweffenden Werthe der Variabeln
differentiirbar ist:

h=n

2 G} g 09 o
36) D (5L om+gody + g2 =0,

R
h=1
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wogegen man fiir die Differentiale die Relation hat:

A=wun

81 5% dt+2(a’da+ ay, + 2 d5) =0.

A=l

Es gilt das blosse Gleichheitszeichen oder beide Zeichen,
je nachdem die Relation durch 77) oder 79) definirt ist.
Bei einer nicht holonomen Bedingung miissen die Diffe-
rentiale eine Relation von der Form 78) oder 80) erfillen.
Wenn man darin ¢ constant setzt, so erhilt man die zwischen
den Variationen bestchende Relation. Letztere ist also

h=n
88) §(§h3ﬁ+’fnayh+gnazh)§o

wobei natiirlich wieder das Gleichheitszeichen der Kelation 78),
beide Zeichen der Relation 80) entsprechen. Die Relationen 86)
und 87) sind fibrigens nur specielle Kille der Relationen 80)
und 88), die man erhilt, wenn man darin

8
89} 6“ § = q=?‘£ L=

setzt. Natiirlich sind die Relationen 86) und 87) nicht
gleichbedeutend mit der Relation 79), da aus letzterer die
Giltigkeit der ersteren Relationen nur folgt, wenn die Aus-
gangswerthe der Coordinaten die Gleichung 77) befriedigen.
Wenn das Ungleichheitszeichen gilt, so sind auch andere
Ausgangswerthe moglich und dann besagt die Relation 79)
gar nichis iiber die Differentiale oder Variationen. ¥Es wire
auch mbglich, dass eine micht holonome Relation von der
Form 80) nur im Falle des Besichens gewisser Gleichungen
zwischen den Coordinaten gilt, z. B. nur so lange ein fester
Korper eine gewisse Flache berihrt, die er nach einer Seite
verlassen kann. Eine virtuelle Verriickung des Systems ist
in jedem Falle jede unendlich kleine Verriickung desselben,
bei welcher die Verschiebungen aller n» Punkte des Systems
allen, durch irgend welche Bedingungen desselben vor-
gesehriebenen Relationen 86) oder 88) geniigen.

39

-
~n

=¥
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§ 35. Mathematischer Ansdruck des Princips der virtuellen
Verschiebungen.

Es seien nun 67, 8y, ... dx, die irgend einer virtuellen
Verriickung des Systems entsprechenden Coordinatenzuwichse.
Wir multipliciren von den Gleichungen, welche wir aus 81)
erhalten, wenn wir s =1 setzen, die erste mit d«,, die
zweite mit dy,, die dritte mit dx,, ebenso von den Gler-
chungen, die wir aus 81) erhalten, wenn wir % = 2 setzen,
die erste mit J=,, die zweite mit &y,, die dritte mit J x, u.s. f.
bis zur letzten. Indem wir dann alle so erbaltenen (lei-
chungen addiren, folgt:

r h=n
d* r d’
2 [(mk g;k - ‘11.) dz, + (ma“z% - Yh) 94,
h=1
a2
90) 5 (mh o zh) 5%.]
h=mn
. @Oz, + 9,0y, + 3,9 2,)-
A=1

Es sei nun m, ein zweiter materiellor Punkt, mic
welchem der materielle Punkt mit der Masse m, starr oder
einseitig verbunden ist, z,, y,, %, seien die Coordinaten des
zweiten materiellen Punktes, r,, die Entfernung beider mate-
rieller Punkte, f;,(r,,) die vermdge der starren oder ein-
seitigen Verbindung zwischen ibnen wirkende Kraft. Dann
liefert diese Kraft in die rechte Seite der Gleichung 90), je
nachdem der Punkt m, den » Punkten oder den uPunkten
angehort, drei oder sechs Addenden, deren Summe jeden-
falls gleich

91) { ﬁ%‘?ﬂ{(ﬁ — ) 0z, — 4z) + (4 — ) Oy — 9y)
+ (% — %) 0% — dx5)] = fo(rap) 07

ist, wobei dr,, der Zuwachs der Entfernung r,, in Folge

der virtuellen Verschiebungen ist. Es ist ja

e =0 — ) + (U — ) + & — )
Der Ausdruck 91) gilt unverindert, ob der materielle Punktm,
ebenfalls den n materiellen Punkten oder ob er den p mate-
riellen Punkten angehdrt; denn in letzterem Falle ist einfach
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§z, = dy, = 0%,= 0, da die virtuellen Verschiebungen ohne
Aenderung der Bedingungsgleichungen, also ohne Aende-
rung der Lage der p materiellen Punkte vorzunehmen sind.
In letzterem Falle liefert die betreffende Verbindungskraft
nur drei Addenden in die rechte Seite der Gleichung 90).

Wenn nun die beiden materiellen Punkte m, und m,
starr miteinander verbunden sind, so miissen die Verschie-
bungen, damit sie virtmell seien, so gewihlt werden, dass
dabei die Entfernung der beiden Punkte unverindert bleibt,
also 7, = 0 ist. Dann reducirt sich also der Ausdruck 91)
auf Null. Sind alle Verbindungen starr, so reduciren sich
daher fiir jede Verbindung zweier der » Punkte je sechs
Glieder, fir jede Verbindung eines der » Punkte mit einem
der p Punkte aber je drei Glieder der rechien Seite der
Gleichung 90) auf Null. Es ist also dann die gesammte
rechte Seite dieser Gleichung Null?l)

Fiir einseitige Verbindungen zweier materieller Punkte
sind zwei Fille moglich.

1. Die zwischen beiden Punkten wirkenden Krifte lassen
keine Verkleinerung der Entfernung derselben zu, ohne sich
ihrer Vergrosserung zn widersetzen. Dann kann die zwischen
den Punkten wirkende Kraft f,,(r,,) nicht anziehend, also
nicht negativ sein. Aber auch die Entfernung der Punkte
kann nicht abnehmen, auch J7,, kann nicht negativ sein,
der Ausdruck 91) kann daher nicht negativ, er kann nur
gleich Null oder positiv sein.

2. Die Kraft verhindert nur die Vergrdsserung der Ent-
fernung, dann kann sie hochstens anziehend, niemals ab-
stossend sein, kann also keinen positiven Werth haben und
auch dr,, kann nicht positiv sein. Das Product 91) ist also
wieder entweder gleich Null oder positiv, niemals negativ.
Denn damit es negativ wire, miisste nothwendig ein Factor
negativ, der andere aber positiv sein. Darauns folgt, dass
wenn unter den Verbindungen einseitige sind, die rechte

") Das im Texte Gesagte gilt fiir exact starre Verbindungen
mathematisch exact, physikalisch aber gilt es nur angendhert. So ist
hervorzuheben,. dass die Entstehung von unsichtbaren Schwingungen
der Punkte gegeneinander aus unserem Bilde sogar vorauszusehen ist.

Boltzmanp, Mechanik I 3. Auflize 9
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Seite der Gleichung 90) jedesmal nur gleich Null oder positiv,
niemals negativ sein kann, also

h=n

92) E(Ehaxh + 0.0y, + 5 0%)=0.

Dasselbe muss daher auch von der linken Seite gelten und
wir erhalten:

h=n

03) 2 [(ﬁ% = Xn) Oz, + (m&% G Yu) oY,
A=1

+ (m;. Th Zk)é“x;.] =0,
wobei fiir durchaus starre Verbindungen das Gleichheits-
zeichen, fiir einseitige das Gleichheits- oder Ungleichheits-
zeichen gilt.

Wir wollen das darch diese Gleichung ausgesprochene
Princip das der virtuellen Verschiebungen nennen, indem
wir diesen Namen in etwas allgemeinerem Sinne als La-
grange gebrauchen und Verallgemeinerungen, die durch
Fourier, Gauss und durch Beiziehung des d’Alembert’-
schen Princips daran angebracht wurden, unter diesem Namen
mitbegreifen.

Wenn mehrere einseitige Verbindungen bestehen, so
kann es geschehen, dass jede virtuelle Verriickung des Systems,
sobald man das Zeichen simmtlicher Variationen der Coordi-
naten verkehrt, ohne deren Absolutwerth zu indern, wieder
in eine virtuelle Verriickung fibergeht, dass immer die ent-
gegengesetzte Verriickung auch virtuell ist. Dann muss in
allen Bedingungen blos das Gleichheitszeichen gelten, da
ja ihre Richtigkeit durch Umkehrung der Zeichen aller
Variationen nicht alterirt werden darf. Dann muss aber auch
in der Relation 93) wie im Falle lauter starrer Verbindungen
immer das Gleichheitszeichen gelten, da der Ausdruck links
auch fiir keine virtyelle Verriickung positiv sein kann; demnn
er wiare sonst fiir die virtuelle Verriickung, die dieser ge-
rade entgegengesetzt ist, negativ, was nach dem allgemeinen
Principe unmdglich ist. FEin Beispiel hierfir haben wir,
wenn eine starre glatte Kugel zwischen zwei starren glatten
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Flichen eingeschlossen ist, deren Abstand iiberall gleich dem
Kugeldurchmesser ist. Sie diirfte sich dann von jeder der
Flachen beliebig entfernen, kann es aber nicht vermioge des
Widersta;ndes der gegeniiberliegenden Fliche.

Da g(;h 0%, + 9,0y, + 5,62, die bei der betreffenden
Verriickung von den Verbindungskriften geleistete Arbeit
ist, so kann man sagen: fir jede virtuelle Verriickung kann
die Arbeit der von den Verbindungen herriihrenden Kriifte,
wenn lanter Gleichungen bestehen, nur gleich Null, wenn
auch Ungleichungen bestehen, nur gleich Null oder positiv
sein.’y Wenn die Bedingungen die Zeit nicht explicit ent~
halten, also von der Zeit unabhingig gelten, so muss die
wirkliche Verschiebung wihrend der Zeit d¢ mit denselben
Bedingungen vertriglich sein, wie die virtuellen Verschie-
bungen, also ein specieller Fall der letzteren sein. s
muss daher die Arbeit der Verbindungskrifte auch fiir die
wirklichen Verschiebungen die obigen Bedingungen erfiillen.
Eine fixe starre glatte Rohre kann auf eine genau hinein-
passende starre glatte Kugel keine Arbeit iibertragen, noch
von ihr empfangen. Aendert sich aber die Lage der Mittellinie
mit der Zeit, so kann auf die Kugel Arbeit tibertragen werden.
Uebrigens kann auch beim Vorhandensein von mit der Zeit
unverdnderlichen Ungleichungen nur wihrend einer unend-
lich kurzen Zeit der Bewegung eine unendlich kleine Arbeit
iibertragen werden, da sich ja hierbei der einseitig gebundene
materielle Punkt dann sogleich von der Vorrichtung entfernt.

) Der Arbeit der Verbindungskriifte gleich, aber entgegengesetzt
bezeichnet ist die der verlorenen Kriifte, deren Componenten wir ja
gleich — 1y, — §a, — 3 fanden. Die Relation 92) besagt daher, dass
die Arbeit der letzteren beim Uebergange von der wirklichen zu einer
anderen méglichen Bewegung nie positiv sein kann. Da Kriifte jede
Bewegung zu erzeugen streben, bei der sie positive Arbeit leisten,
80 kann man auch sagen, die wirkliche Bewegung geschieht so, dass
es keine andere mogliche giebt von der Beschaffenheit, dass die ver-
lorenen Kriifte den Uebergang von der wirklichen zu jener méglichen
anstrebten. Im Falle des Gleichgewichtes z. B. gehen alle expliciten
Kriifte verloren und dieses kann nur bestehen, wenn dieselben keine
mogliche Bewegung anstreben, wenn sie bei keiner mdglichen Be-
wegung positive Arbeit leisten.

9*
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Man konnte sich versucht fithlen, es als a priori evident
hinzustellen, dass die Arbeit der Widerstandskriifte, welche
gewisse Bedingungen anfrecht erhalten, bei jeder diesen Be-
dingungen nicht widersprechenden Bewegung gleich Null sein
miisse. Allein in dieser Aligemeinheit wire diese Behauptung
sogar unrichtig; denn die Widerstandskrifte konnen ja mit
Reibung verbunden sein, welche Arbeit verzehrt. Man miisste
daher den Satz auf reine Widerstandskriifte, d. h. auf solche
beschrinken, die ausser der Herhaltung gewisser Bedingungs-
gleichungen keine Wirkung haben. Da man die Abwesenheit
anderer Wirknngen kaum anders als durch die Abwesenheit
von Arbeit bei mit den Bedingungen vertraglichen Bewegungen
definiren kann, so wire es am besten einfach zu sagen, man
verstehe unter reinen Widerstandskrédften solche, bei denen
diese Arbeit fehlt. Diese rein negative Definition ist natiir-
lich die allgemeinste, giebt aber keine Vorstellung von der
Art der Wirksamkeit dieser Kriifte.

Bezeichnet man mit P, die Resultirende aller expli-
citen Krifte, die auf den materielien Punkt m, wirken, und
mit JJ, die Verschiebung ihres Angriffspunktes, so dass
X,, Y,, Z, und &z, dy,, 0%, die Projectionen von P, und
dl, auf die Coordinatenrichtungen sind, bezeichnet man ferner
mit dp, = d1, cos(P,,d1) und L, = P,cos(P,,dl) die Com-
ponente von &l in der Richtung P, und von P, in der
Richtung &1, so ist

h=n
94) { gl(xhaxh + Y0y, + Z,0%) = 2 B, 04,008(P, 04
== E‘Ph dp, = ELhalh.
Die Projection dp, ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem sie in die Richtung von P, oder in die entgegen-

gesetzte fallt. Analog bestimmt sich das Zeichen von L,.
Aehnlich kann

S (S 82,4+ S oy, + T2 5]

ausgedriickt werden, wenn man den Absolutwerth der Be-
schleunigung, ihre Componente in der Richtung der Ver-
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schiebung und die Projection der letzteren auf die Richtung
der Beschleunigung einfiihrt.

Den Fall, dass ein System anfangs ruht und unter dem
Einflusse der darauf wirkenden Kriifte dauernd in Ruhe
bleibt, nennt man den des Gleichgewichtes im Ruhezustande.

Fiir diesen verschwinden alle Beschleunigungen und man

erhilt aus 93)
h=n

95) Z(Xhaa’h'i' iy + 2,0%)=0
oder nach 94)

h=n
96) E;Ph gl cos(P,,d)=0

h=
oder

h=n

97) EP,‘ 0p,=0.

§ 36. Lagrange's Beweis des Princips der virtuellen
Verschiebungen.

Dem Bestreben, die Unabhingigkeit des Princips der
virtuellen Verschiebungen von irgend einer Amnsicht iiber
die nahere Natur der Krifie zm zeigen, verdankt der alte
klassische Beweis Lagrange’s seine Entstehung. Man denkt
sich da an den Angriffspunkt der ersten Kraft P,, welche
auf irgend ein beliebigen Bedingungen unterworfenes System
wirkt, einen vollkommen glatten Ring R, befestigt und in
der Richtung der betreffenden Kraft einen zweiten ebenso
glatten Ring S, fix im Raume vorhanden. Ebenso befestigt
man an dem Angriffspunkte der zweiten Kraft P, den Ring R,
und legt fix im Raume in die Richtung der zweiten Kraft
den Ring S, u.s. £

Wir kbnnen mit beliebiger Annaherung voraussetzen,
dass die Intensititen simmtlicher Krifte das gemeinsame
Maass ¢ haben, wenn wir dasselbe geniigend klein wihlen.
Es sei

Pi=mngq, P=m,q, ...
Man befestigt nun an dem Ringe &, das eine Ende eines
unendlich biegsamen glatten Fadens, zieht diesen hierauf
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durch R, dann durch S, dann wieder durch R, etc., bis
2 n, Fadentheile die beiden Ringe R, und S; verbinden.
Der letzte dieser Fadentheile geht durch 8, und wird von
dort durch S,, dann durch R;, dann wieder durch S, ete.
gezogen, bis wieder zwischen R, und S, im Ganzen 2n,
Fadenstiicke gezogen sind. Nun fiihrt man den Faden
nach 8 u s f, bis man den letzten fixen Ring mit dem
letzten beweglichen durch eine entsprechende Anzahl von
Fadentheilen verbunden hat, worauf man das andere Ende F
des Fadens aus dem letzten Ringe heraushingen ldsst. Auf
dieses Ende wird schliesslich mit der Hand der Zug lg¢
ausgeiibt.

Da der absolut biegsame und glatte Faden in allen
Theilen dieselbe Spannung besitzt, so iiben alle Fadentheile
auf alle beweglichen Ringe und durch diese auf die An-
griffispunkte aller Krifte dieselbe Wirkung aus, wie die ur-
spriinglich gegebenen Krifte. Man kann daher das urspriing-
lich gegebene Kraftsystem weglassen und seine Wirkung
durch jene Fiden ersetzen.

Es soll sich nun der Angriffspunkt der ersten Kraft
und mit ihm der Ring B, um das unendlich kleine Stiick
o1l verschieben, dessen Projection auf die Richtung der
Kraft P, gleich dp, sei, welche Grisse wir mit positiven
Zeichen versehen, wenn sie in die Richtung der Kraft P,
fallt, mit negativem, wenn sie in die entgegengesetzte Rich-
tung fillt. Durch die Verschiebung des Ringes R, verkiirzt
sich jeder der zwischen R, und S, gespannten Fiden um
ein Stick, welches mit Vernachlissigung von unendlich
Kleinem hoherer Ordnung gleich dp, ist, alle zwischen R,
und S, gespannten Fiden zusammen verkiirzen sich daher
um das Stiick 2n, dp,; das negative Zeichen von Jp, wiirde
eine Verlingerung bedeuten. Da dasselbe von allen iibrigen
Fadenstiicken gilt, so ist die gesammte Verkiirzung aller
dieser Fadenstiicke und daher auch, da wir den Haden als
unaunsdehnbar voraussetzen, das Stiick, um welches das Ende &
weiter aus dem letzten fixen Ringe heraustritt, gleich

98) 2n,0p, +2n,0p, + ...
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Wenn anfangs alle Ringe ruhen und irgend eine Ver-
schiebung der’ Ringe mdoglich ist, bei welcher diese Grosse
positiv ist, bei welcher also das Fadenende E wirklich weiter
aus dem fixen Ringe heraustritt, so wird diese sicher durch
die Kraft }g, welche wir darauf ausitben, bewirkt werdem.
Gleichgewicht kann daher nur bestehen, wenn der Aus-
druek 98) fir keine mdgliche Verschiebung positiv ist. Dieser
Ausdruck wird aber durch Multiplication mit der wesentlich
positiven Grosse }¢ mit der linken Seite der Relation 97)
identisch, wodurch diese Relation fir den Fall des Gleich-
gewichtes und der Ruhe bewiesen ist.

Dieser Beweis charakterisirt die geniale Einfachheit und
Anschaulichkeit der alten Schlussweise, aber auch deren
Mangel. Dass die Glieder zweiter Ordnung nur auf die Stabi-
litdt oder Labilitdt, nicht auf das Gleichgewicht selbst von
Einfluss sind, resp. dass erst nach unendlich langer Zeit eine
Bewegung eintritt, wenn blos Verschiebungen mdglich sind,
bei denen das Fadenende E eine Senkung erfibrt, die un-
endlich klein hoherer Ordnung ist, wird als selbstverstind-
lich angenommen; ebenso die Gesetze der Fadenspannung
und des Gleitens, sowie dass die Wirkungsgesetze der Krafte
immer dieselben sind, ob diese von dem Zuge von Fiaden oder
von anderen Ursachen herstammen und dass sie so allgemein
gelten, dass die Heranziehung beliebiger idealer Fille wie
absolut glatter und biegsamer Schniire unbedingt erlaubt ist.
Alle diese Gesetze galten damals als weit sicherer, als das
Princip selbst. Der Beweis der Relation 93) fiir den Fall der
Bewegung wird dann durch eine ebenfalls nicht ganz einwurfs-
freie Begriindung des d’Alembert’schen Princips vermittelt.
Ueber das d’Alembert’sche Princip vergl 83 72 und 78.

§ 37. Ein materieller Punkt ist gezwungen, auf einer
Fliche zu bleiben.

Diesen Fall wollen wir zuniichst als das einfachste Bei-
spiel fir die in den beiden vorigen Paragraphen erorterten
Sitze behandeln.

Sei m die Masse des materiellen Punktes; z, y, x dessen
Coordinaten zur Zeit &. Unter den expliciten oder #iusseren
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Kriiften haben wir alle auf den materiellen Punkt wirkenden
Krifte zu verstehen mit Ausnalhme der Krifte, welche von
der Vorrichtung ausgehen, die ihn zwingt. auf der betreffen-
den Fliche zu bleiben. Die Summe der Componenten der
ausseren Krifte in der Abscissenrichtung sei X; die gleiche
Bedeutung habe ¥ und Z fiir die beiden anderen Coordi-
natenrichtungen. Ferner sei

99) ?(x,y:x’t)= 0

die Gleichung der Fliche, auf welcher zu bleiben der mate-
rielle Punkt gezwungen ist und deren Gestalt mit der Zeit
verinderlich sein kann. Wir schliessen zunfchst den Fall
aus, dass an der Stelle 4, wo sich der materielle Punki
gerade befindet. zur betreffenden Zeit die Function ¢ un-
differentiirbar ist oder dass alle drei partiellen Ableitungen
derselben nach den drei Coordinaten gleichzeitig verschwinden.
Dann wird die Function ¢ fiir Punite, die der Fliche auf
der einen Seite sehr nahe anliegen, > 0, auf der anderen
< 0 sein. Wir wollen die erste Seite die positive, die letztere
die negative nennen.

Es erfahre der materielle Punkt eine heliebige unend-
lich kleine Verschiebung, wobei seine Coordinaten z, y, %
die beliebigen unendlich kleinen Zuwichse dz, dy, dx er-
leiden sollen. Als Bedingung, dass die Verschiebung eine
virtuelle sei, erhalten wir nach 86), wo jetzt das Gleichheits-
zeichen gilt, da es auch in 99) gilt, die Gleichung:

2 a 8

Da die jeder moglichen Verschiebung entgegengesetzte
Verschiebung ebenfalls virtuell ist, so gilt auch in Relation 93)
das Gleichheitszeichen, welche sich daher auf

- {( %-—X)Jﬁ+(m%—1’)3y+
+(m%:;--—2')6z=0

reducirt. Hier sind von den drei Coordinatenvariationen
dz, dy, dx zwei vollkommen willkiirlich. Hat man aber
fiir diese beiden bestimmte Werthe angenommen, so ist der
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Werth der dritten durch die Gleichung 100) bestimmt. Man
verfihrt nun folgendermaassen: man multiplicirt die Glei-
chung 100) mit einem passend zu bestimmenden Factor — 4
und addirt sie zur Gleichung 101). Die so gebildete Glei-
chung wollen wir als die Gleichung 102) bezeichnen und
sie der Raumersparniss halber gar nicht anschreiben.

Man kann pun die Grosse A so wihlen, dass in der
Gleichung 102) die Variation einer der Coordinaten, z. B. J z,)
den Coefficienten Null erhilt, d. h. man bestimmt i durch
die Gleichung
108) mz

Dann entfillt in der Gleichung 102) das mit dz multi-
plicirte Glied vollstindig. Die Gleichung 102) muss nun
bestehen, wenn man dz =0 und dy von Null verschieden
annimmt. Es muss also der Coefficient von dy in derselben
verschwinden und aus einem analogen Grunde muss auch
der Coefficient von &z verschwinden, so dass man mnoch die
beiden (leichungen

- o9
=X+ 152,

3 ) SR
104) x
ae 0%

erhalt.

Wir haben nebst dem drei Coordinaten z, y, » des
materiellen Punktes noch eine vierte Unbekannts 1 ein-
gefihrt. Wir haben aber auch vier Gleichungen 99), 103)
und die beiden Gleichungen 104). Die vier Unbekannten
konnen aus diesen vier Gleichungen im Allgemeinen als
Functionen der Zeit bestimmt werden. Zu diesem Behufe
miissen ausser der Gleichung der Fliche zu jeder Zeit (also
der Function @) und den Ausseren Kriften auch noch die
Anfangswerthe der Coordinaten und der Componenten der

1) Falls d¢/dx = 0 wire, so wire Jy, falls auch dg/dy =0
wire, 0% statt §z zu wihlen, damit nicht 1 unendlich oder urnbe.
stimmi wirde. Nur wenr die partiellen Ableitungen des ¢ nach
allen drei Coordinaten verschwinden wiirden, wiire die Methode nicht
anwendbar, vergl. § 39.
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Geschwindigkeiten des materiellen Punktes in den Coordi-
natenrichtungen gegeben sein.

Zur Bestimmung dieser sechs Anfangswerthe reichen
vier Variable aus, da zwischen ihnen zwei Gleichungen be-
stehen. Zunichst muss auch zwischen den Anfangswerthen
der Coordinaten die Gleichung 99) bestehen. Da ferner diese
Gleichung ebenso zur Zeit i+ 47 bestehen muss, so hat
man nach 87) zu jeder and folglich auch zu Anfang der Zeit
die Gleichnng

" a do d
103 dpde  Bedy D9 dr

Bt + 52 3z ai
Der Anblick der Gleichungen 103) und 104) lebrt, dass
die Bewegung genau so geschieht, als ob der materielle
Punkt vollkommen frei wire, aber nebst den Husseren
Kraften moch eine Kraft auf ihn wirken wiirde, welche in
den drei Coordinatenrichtungen die Componenten

_ .09 _ . de dg
106) =45 ’?—A—ag‘s 3= laz
hat. Dies ist also die Kraft, welche die Vorrichtung anf
wn ausiibt, die ihn zwingt, auf der betreffenden Fliche zu
siben. Auf diese Kraft reduciren sich in diesem Falle
3 Verbindungskrifte. Wir wollen sie kurz den Widerstand

r betreffenden Fliche oder der Vorrichtung nennen.

§ 38. Richtung der Widerstandskraft.

Wir wollen nun im Punkte 4 der Fliche, wo sich der
materielle Punkt zur Zeit ¢ befindet, eine Normale an die
betreffende Fliche nach derjenigen Seite hin ziehen, welche
wir die positive genannt haben, wo also die Function ¢
zur Zeit ¢ einen positiven Werth hat, und mit «, 8, y die
Winkel bezeichnen, welche diese Normale mit den positiven
Coordinatenaxen bildet. Wie aus .der analytischen Geo-
metrie bekannt ist, sind die Cosinusse dieser Winkel durch
folgende Gleichungen gegeben:

1.3 cosy:iﬂ-

o dy’ ¢ 8z’

_13¢g _
107) cos & = — =~ cos B =
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wobei ¢ die positive Quadratwurzel aus
dg \2 do\2 do)\?
(52) + (35 +(52)
Diese Gleichungen ergeben sich am leichtesten in fol-
gender Weise: Die Fliche, welche zur Zeit ¢ die Gleichung 99)

hat, heisse die Fliche ¥ Wir construiren die ihr unend-
lich benachbarte Fliche F,, welche die Gleichung hat

108) P (@Y7 =s,

wobei ¢ eine sehr kleine positive Grosse ist. Die Zeit warde
unter dem Functionszeichen weggelassen, da sie jetzt ein
fiir allemal als Constante anzusehen ist. Wir ziehen vom
Punkte 4 aus, welcher der Fliche F angehort, drei Gerade
in den Richtungen der drei Coordinatenaxen und eine normal
zur Fliche F. Diese vier Geraden sollen die Fliche F| in
den vier Punkten B, C, D und E freffen. Dann hat 4 E
die Richtung der nach derjenigen Seite gezogenen Normalen,
wo ¢ whachst. Da die Function ¢ in der unmittelbaren
Nshe des Punktes 4 keine singuliire Stelle hat, so kann die
Flache F, in der unmittelbaren Umgebung von Z als eben
und parallel mit F betrachtet werden. Es ist also

109) AE=ABcose=ACcos f=_A4Dcos y.

Damit in den Gleichungen 109) anch das Zeichen stimmt,
wollen wir 4 ¥ immer als positiv betrachten, 4B, 4 C, AD
dagegen sollen positiv oder negativ sein, je nachdem sie
vom Punkt 4 aus gezogen die Richtung der positiven oder
negativen Coordinatenaxen haben, also je nachdem e« resp.
oder 7 spitz oder stumpf sind, so dass 4 B stets dasselbe
Zeichen wie cos ¢, ebenso 4 O wie cos § und 4D wie cos
hat. Aus den (leichungen 109) folgt:
1
4B

110 CO8 ot =
) i =

1
I/AB’ taot I
wobei der Wurzel das positive Zeichen zu geben ist, da
AB und cos e dasselbe Zeichen haben.

ist.
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Da andererseits die Coordinaten der vier Punkte B, C, D
und F die Gleichung 108) erfiillen, so ist

= %% 4599 40_%¢

wobei auch das Vorzeichen stimmt, da wir 4B, ACund 4D
posit'v oder negativ zu nehmen haben, je nachdem sie in
die positive oder negative Coordinatenrichtung fallen, also
je nachdem sie einen Zuwachs oder eine Abnahme der be-
treffenden Coordinaten aunsdriicken. Substituirt man die
hierans folgenden Werthe fir 4B, 4C und 4D in die
Gleichung 110) und in die analogen Gleichungen fir cos g
und cos y, so erhiilt man die Gleichungen 107) und zwar
mit richtigem Vorzeichen, da ja & wesentlich positiv ist.
Aus den Gleichungen 106) und 107) folgt, dass die immer
positiv zu betrachtende Gesammtintensitit des Widerstandes
der Fliche durch

111) i=+ic

gegeben ist. Die Werthe jhrer Componenten in den Coordi-
natenrichtungen kinnen vermdge der Gleichungen 107) auch
in der Form geschrieben werden:
r=41ic08¢c¢, §=Ficosf, 3= icosy.

Hier gilt #iberall das positive oder negative Zeichen, je
nachdem A positiv oder negativ ist. Diese Formeln zeigen,
dass die Widerstandskraft i, welche die Vorrichtung auf den
materiellen Punkt ausiibt, immer anf der Fliche, auf welcher
zu bleiben derselbe gezwungen ist, senkrecht steht, und dass
sie gegen die Seite hin gerichtet ist, wo die Function ¢ zu-
nimmt oder abnimmt, je nachdem die Gleichungen fiir 4
einen positiven oder negativen Werth ergeben. Da Wirkung
und Gegenwirkung immer gleich, aber entgegengesetzt ge-
richtet sind, so ist umgekehrt der Druck, welchen der
materielle Punkt auf die Vorrichtung ausiibt, immer gleich,
aber entgegengesetzt gerichtet wie die Kraft der Vorrichtung
auf den materiellen Punkt. TUnsere Formeln lehren daher
auch jedesmal die Grdsse des letzteren Druckes kennen.
Dieser Druck ist derjenige Theil der #usseren Kraft, welcher
nicht aof Beschleunigung des materiellen Punktes verwendet
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wird, sondern in Ueberwindung des Widerstandes der Fliche
verloren geht, also die verlorene #ussere Kraft. Die Be-
schleunigung, welche sie dem materiellen Punkte ertheilen
wiirde, ist die durch den Widerstand der Fliche verlorene
Beschleunigung.

Wenn die Fliche, welche die Gleichung 99) hat, mit
der Zeit nicht verdnderlich ist, oder immer durch den Punkt
geht, wo sich das Bewegliche zu Anfang befand, so ist
dauernde Ruhe desselben mit den Bedingungen vertriglich.
Fiir diese verschwinden die Beschleunigungen und man hat
daher als Bedingung des Gleichgewichtes im Ruhezustande:

3 8o
112) X= — 1_3_3, Y= _1-@_,
Die #usseren Krifte miissen also in diesem Falle normal
suf der Fliche sein. Dies folgt tibrigens ohne Rechnung
aus der Formel 96), da der Ausdruck links in dieser Formel
nur fir <= P, d! = 90° verschwinden kann.

In diesem Falle wird der Punkt, wenn er anfangs ruhte,
in Ruhe bleiben; dann sind seine Beschleunigungen Null,
alle sussere Kraft geht fiir die Beschleunigung verloren und
wird auf Ueberwindung des Widerstandes der Vorrichtung
verwendet. Die Kraft, welche der materielle Pifnkt auf die
Vorrichtung ausiibt, ist genan gleich der gesammten Kraft,
welche von aussen auf ihn wirkt. Wenn er sich bewegt
und die dusseren Krifte stets senkrecht auf der Fliche mit
der Gleichung 99) stehen, also die Bedingungen 112) er-
fillen, so geschieht die Bewegung, wie man aus den Glei-
chungen 103) und 104) sieht, gerade so, als ob er den gleichen
Bedingungen unterworfen wire und keine Husseren Krifte
auf ihn wirkten. Zu dem Drucke, den er in letzterem Falle
schon auf die Vorrichtung ausitben wiirde, addiren sich aber
dann die dusseren Krifte.

o dg
Z = —l-a—u

§ 39. Singuldre Fille. Bedingungen, die durch Ungleichungen
ausgedriickt sind.

Wir wollen nur noch wenige Worte iiber den Fall sagen,
wo alle drei particllen Ableitungen der Function ¢ mach
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den Coordinaten verschwinden oder der betreffende Punkt
der Flache sonst ein singulirer ist. Wenn das Bewegliche
nur in einzelnen Zeitmomenten einzelne derartige singulire
Punkte durchliuft, so kann die Bewegung daselbst mittelst
folgender Regeln meist eindeutig bestimmt werden. Wenn
eine Bahn mdoglich ist, fiir welche die Geschwindigkeiten
sich nicht sprungweise dndern, so geschieht die Bewegung
in dieser Bahn; wenn es zwei oder mehrere solche Bahnen
giebt, in derjenigen, fiir welche die Beschleunigung am
wenigsten von der durch die Zusseren Krifte erzeugten ab-
weicht. Falls sich aber alle mdglichen Bahnen knicken
oder mehrere mbogliche Bahnen osculiren oder das Beweg-
liche wihrend einer endlichen Zeit lauter singulire Punkte
durchliuft, kann die Bewegung mathematisch unbestimmt
werden, was aber, wie wir sahen, ohne praktische Be-
deutung ist, da solche Bedingungen durch die von uns an-
genommenen Vorrichtungen nie mathematisch exact erzeugt
werden konnen.

Fiir den Fall des Gleichgewichtes an einem solchen
singuliren Punkte 4, wo alle drei partiellen Ableitungen
von ¢ verschwinden, liefern uns die Gleichungen 112), falls
ucht A unendlich wird, X = ¥= Z=0. In der That re-
lucirt sich dann @z + «, y+ 8, 2+ 7) auf

Jﬁww+gmw 2o

2 ] iy ]
113} 2 Oz 2 dy 2 dx

o a* 92

I +87 Byg; +“:’6m;x +aﬂ6:¢§y'

Wenn sich dies nicht wieder identisch auf Null oder auf das
Quadrat einer linearen Function von «, £, ¥ reducirt, welche
in dieser Formel beliebige sehr kleine Coordinatenzuwichse
bedeuten, so hat die Fliche F in der unmittelbaren Um-
gebung des Punktes 4 die Gestalt einer Kegelfliche, deren
Spitze in 4 ist, oder zweier sich in 4 schneidender Ebenen,
denn fir jeden Punkt der Fliche muss

plete, y+p82+7)=0
sein. Das Bewegliche kann also in der That nur im Gleich-
gewichte sein, wenn keine Kraft darauf wirkt. Ist aber
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der Ausdruck 113) ein vollstindiges Quadrat einer linearen
Function von e, 8, y oder verschwinden auch alle zweiten
partiellen Differentialquotienten der Function ¢ nach den
Coordinaten, oder ist diese Function an der betreffenden
Stelle @iberhaupt nicht nach dem Taylor’schen Lehrsatz
entwickelbar, so treten noch complicirtere Verhiltnisse ein,
welche eine besondere Untersuchung jedes speciellen Falles
erfordern und auf weiche wir nicht niher eingehen wollen.

‘Wir wollen nun noch einige Worte fiber den Fall sagen,
wo zwischen den Coordinaten eines materiellen Punktes nicht
eine Gleichung, sondern eine Ungleichung besteht, welche
wir immer in die Form bringen konnen:

114) o (2,9,2,8) = 0.

Das Bewegliche kann also dann die Fliche, welche die
Gleichung 99) hat, nach derjenigen Seite derselben, welche
wir die negative genannt haben, ungehindert verlassen, da-
gegen nicht auf die positive Seite derselben gelangen.

Die Fliche kann nur eine von der positiven Seite gegen die
negative hin gerichtete Widerstandskraft auf das Bewegliche,
umgekehrt letzteres aunf erstere nur eine von der negativen
gegen die positive Seite gewendete Druckkraft ausiiben. So
lange die Widerstandskraft diese Richtung hat, d.h. so lange
A negativ ist, wird die Bewegung wie im frither betrachteten
Falle geschehen und auch die Gleichgewichtsbedingungen
werden dieselben sein. In dem Momente aber, wo i einen
positiven Werth annehmen wiirde, wird die Giltigkeit der
frither entwickelten Gleichungen aufhéren, das Bewegliche
wird die Fliche verlassen und sich wie ein vollkommen
freier materieller Punkt bewegen. (Vergl. §8 41 und 74.)

Die wirkliche Bewegung wird nun zwar immer dem
Principe der virtuellen Verschiebungen geniigen, allein wir
haben keinen Beweis geliefert, dass dieses auch die Be-
schleunignng immer eindeutig bestimmt. Wir werden in
der That an speciellen Fillen zeigen, dass die Beschleu-
nigung manchmal erst indirect durch Zuziehung von Con-
tinuitatsbetrachtungen bestimmt werden muss. (§ 69.)

Da ein drei unabhingige Differentiale enthaltender
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Differentialausdruck bereits nicht integrabel sein kann, so
kann ein einzelner materieller Punkt bereits einer nicht
holonomen Bedingung von der Form

rdt+ fdz+ndy+Ldx=0

unterworfen sein. Hs gilt dann alles bisher Gesagte; nur
dass § 7, { an die Sielle von d¢/0z, ¢ /0yund O /0%
treten. Nach dieser Vertanschung sind die Beschleunigungen
und A wieder aus den Gleichungen 103) und 104) zu be-
stimmen, denen noch die zwischen den Geschwindigkeits-
componenten geltende (Fleichung

T+EE 4L+ =0

beizuziehen ist. Der Widerstand der Vorrichtung hat immer
die Richtung der Geraden, deren Richtungscosinus &/q, 7/s, {/o
sind, wo o = V&2 + 2? + {2 ist. Wenn man dem Beweglichen
alle moglichen unendlich kleinen Verschiebungen ertheilt, fiir
welche & 0z + 1 0y -+ { 0z verschwindet, so liegen alle Punkte,
wohin es dabei verschoben wurde, auf einer unendlich kleinen
Ebene. Die Seite dieser Ebene, wohin es gelangt, wenn bei
der Verschiebung &dz 4 7dy + ¢ d2 positiv ist, nennen wir
die positive, die andere die negative Seite der Ebene. Der
Widerstand der Vorrichtung wirkt wieder nach dieser posi-
tiven oder negativen Seite, je nachdem 1 positiv oder
negativ ist. Ersterer Fall kann nicht eintreten, wenn das
Ungleichheitszeichen gilt.

§ 40. Das einfache Pendel.

Wir betrachten nun den ganz speciellen Fall, dass ein
schwerer Punkt gezwungen ist, sich aunf einer unverinder-
lichen Kugelfliche zu bewegen und ausser der Schwere und
der Kraft, welche ihn zwingt, auf der Kugelfliche zu bleiben,
sonst keine Kraft auf ihn wirkt. Die Kugelfiiche habe ihren
Mittelpunkt im Coordinatenursprunge und ihr Radius sei
gleich I, so dass sie die Gleichung hat: 234 y*+4 22~ 12=0.
Es ist also

¢Eyr)=22+y' + 22— 1
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Ferner ist dann, wenn wir die positive z-Axe vertical nach
abwarts ziehen,
X=Y=0, Z=mg
und die Bewegungsgleichungen 103) und 104) verwandeln
gich in
&z

115) w32 =21z, m L

Die Addition der mit —y mnlhplmrten ersten und der
mit z multiplicirten zweiten Gleichung liefert:

=21y ,m =21x+mg.

d d
118) et~y =k
Die Addiﬁon der ersten, zweiten nnd dritten Gleichung, die
erste mit “, die zweite mit “, die dritte mit —

multiplicirt aber liefert:
dz\? dy\? dz\2 .
() (5 + () =2
denn da die Gleichung der Kugel zu jeder Zeit erfallt sein
muss, so folgt durch deren Diﬂ'arentiaﬁon:
222 4y 2L 4252 =0,
H und % sind Integra.honsconstmten.

Die beiden Gleichungen 116) und 117) sind tibrigens
selbstverstindlich; denn erstere driickt das Flachemprincip
beziiglich der x-Axe aus, welches weder durch die Schwere,
noch durch die stets durch die z-Axe gehende Widerstands-
kraft der Kugel gestort werden kann, letztere ist der Aus-
druck des Princips der lebendigen Kraft, dessen Giltigkeit
ebenfoNls darch die Widerstandskraft der Kugel nicht beein-
trachtygy wird.

Wir fithren Polarcoordinaten ein, indem wir setzen
118) z=lisinwcos &, y=IsinwsinF, z=1cosw.

Dann verwandeln sich die Gleichungen 116) und 117) in

I’m’wi’?— =k,
119) at
tz'("") + P sin (%)’-2gzmsw=ﬂ.

Boltzmann, Mechanfk I 3. Auflage. 10
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Aus diesen Gleichungen kann d¢ eliminirt werden und man
erhilt zuniichst ¢ durch Quadraturen durch w ausgedriickt.
Mittelst der ersten dieser Gleichungen kann dann auch &
durch Quadraturer als Function von w gefunden werden,
genau so wie bei der Centralbewegnng.

Falls sich das Bewegliche nur wenig von der Ruhelage
entfernt, also » sehr klein ist, werden die Gleichungen
sogar mit den fiir die Centralbewegung gefundenen vollig
identisch. Setzen wir in diesem Falle

r=lw, H+2gl="F,
80 erhalten wir:
3 Lo e W :‘_'1)’_ -9
=k (dt) +"(dt =h—7r
Diese beiden Gleichungen stimmen genan mit den Glei-

chungen 36) und 37) des § 20, falis man in den letzteren

setzt:
,.l
L4 (’P’} — méq‘ -

Die Projection des materiellen Punktes auf die zy-Ebene
bewegt sich daher genau so wie ein materieller Punkt, der
mit der Kraft mgr/[l gegen die Ruhelage gezogen wird. In
der That fiberzeugt man sich leicht, dass die Componente
des Gewichtes des materiellen Punktes in der Richtung
tangential zur Kugelfliche angenihert diesen Werth hat,
wihrend die normal zur Kugelfiiche von dem Widerstande
derselben aufgehoben wird.

‘Wir sahen schon damals, dass die Bewegung in einer
Ellipse geschieht, deren Mittelpunkt die Ruhelage ist und
dass 7}1[g die Zeit ist, wihrend welcher die Hilfte dieser
Ellipse beschrieben wird. Man nennt diese Zeit die Schwin-
gungsdauer des Pendels. Fir beliebige, nicht kleine Werthe
von w wollen wir nur den Fall behandeln, dass sich der
materielle Punkt in einer verticalen Ebene hewegt, als welche
man die xxEbene wihlen kann; dann ist ¢ = 0 und man
erhilt:
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woraus darch Differentiation folgt:

120) 22— —Lsinw.

Wenn iiberhaupt eine Bewegung mdglich sein soll, 80 kann

H nicht gleich — 2g! sein oder einen noch grdsseren nega-

tiven Werth haben; es sind also drei Falle moglich:
Erster Fall:

—2gl< H< + 29g1.
Dann giebt es immer einen zwischen Null und = liegenden
Winkel «, dessen Cosinus gleich — H/2g! ist. Fihrt man
diesen Winkel ein, so wird:

(%)2,—_- 'g'ig'(cos w — COos e:) = %g.(sini_g_ e mg%).
Da % sein Zeichen nur wechseln kann, indem es durch

Null geht, so muss w zwischen 4 « und — « hin- und her-
schwanken, Setzt man

w . & .
_é—= 81!1? 8111110,

. l/}dap(l —sin’%sinqu)_%.

Wenn e, also die Amplitude der Schwingungen, nicht allzn
gross ist, so liefert die Entwickelung nach dem binomischen
Lebrsatze immer eine gut convergirende Reihe, welche man
ohne Weiteres integriren kann. Die Schwingungsdauer (Zeit,
withrend welcher v von — ¢ bis 4 « wiichst), erhilt man,
wenn man zwischen diesen Grenzen, also von ¢ = —i=
bis 9 = 4 } & integrirt; sie ist also:

sin

so folgt:

Entwickelt man nach dem hinomischen Lehrsatze und be-
denkt, dass
2Y—1siny=s6.vV-T—me-vV=1
10*
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daher
228 (— 1P sin?ry = 2 () cos2nyp —
~2@)cos@n—2)y, .. (— 11 ()
dsher endlich:

1
o

s o B o (En)m
fsu"_ 11!"&’1!": 22n ) 22“(”1)3

2
ist, sa folgt:

1 e | 1.8 . 1L3LE )

e “ﬁ(l trteEe Yt Eet)

- - o .
wobel ¢ = sin —- ist.

Zweiter Fall

H=2g1
Dann folgt:

(o) =20 omrm o ()

I T — 1w
t=]/;10gnat.cotg( 5 }+const.

Das Bewegliche nihert sich dann asymptotisch der Stells,
welche vertical fiber seiner Ruhelage liegt.
Dritter Fall. Es sei

H>2gl.

Dann ist
—/__ 4 _ Al zl".) -
di = E+2g!dw(1 - sin i‘,
was man wieder nach dem binomischen Lehrsatze in eine stets
convergirende Reihe entwickeln und dann integriren kanm.

§ 41. Das Fadenpendel

Die entwickelten Formeln gelten nur, wenn das Pendel
die Kugelfliche nach keiner Seite hin verlassen kann. Als
Prototyp der Bewegung beim Vorhandensein einer Un-
gleichung soll noch kurz der Fall betrachtet werden, wo
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ein schwerer materieller Punkt an einem unausdehnharen,
vollkommen biegsamen Faden von der Linge ! befestigt ist,
dessen anderes Ende fix ist, so dass er die hisher besprochene
Kugelfliche nach innen beliebig verlassen kann. Die Bewegung
geschieht dann genau nach den frither entwickelten Gesetzen,
so lange der Faden auf Spannung beansprucht wird, d. h.
die vom Beweglichen auf die Vorrichtung ausgeiibte Kraft
vom Mittelpunkte der Kugel hinweg, also von der Seite, wo
2* + y* + 2 < P gegen die, wo z* + y* + x? > /* ist, hin ge~
richtet ist, d. h. also, so lange A negativ ist. In dem Momente,
wo A durch Null zu einem positiven Werthe iibergeht, miisste
der Faden das Bewegliche vom Mittelpunkte der Kugel
hinweg driicken, damit es auf der Kugelfiiiche bleibe und
da dies nicht méglich ist, verlisst es diese und heschreibt
innerhalb derselben die gewdhnliche Fallparabel.

Wir behandeln nur den Fall, dass sich das Bewegliche
in einer Ebene bewegt, welche wir zur zz-Ebene wiihlen,
dass also y =& =0 ist. Die Gleichungen 115) und 118)
Liefern, wenn wir wieder die Winkelgeschwindigkeit dw/d¢
mit @ bezeichnen,

ar dt ~ m ?
dx do 2 2ia
e T Egr s wTar i

Die Addition der mit z multiplicirten ersten zu der mit »
multiplicirten zweiten Gleichung liefert:

2= —motl- 292

Dies ist die Inanspruchnahme des Fadens, so lange 1
negativ ist, auf Zug, da die in Formel 111) mit & be-
zeichnete Grosse in unserem Falle den Werth 27 hat. Man
sieht auch sofort, dass das erste Glird die Centrifugalkraft,
das zweite die Componente der Schwere in der Fadenrichtung
ist. A4 kann nur Null oder positiv werden fiir negative z
also, wenn wir — x = h setzen fir positive 2 und zwar
wird 1 = 0 fiir:

121) h=o?l[g.
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Wir wollen der zur Gleichung der lebendigen Kraft hinzu-
tretenden Constante eine .solche Form geben, dass diese
Gleichung in der Gestalt

m P w?
2

122) =mgx+ k)

erscheint. Dann ist also k die grosste Hohe iiber dem
Kugelcentrum, bis zu welcher sich das Bewegliche vermdge
der ihm innewohnenden lebendigen Kraft erheben kann und
bis zu welcher es sich wirklich erhebt, falls es gezwungen
ist, immer auf der Kugelfliche zu bleiben und nicht & > !

ist. Setzen wir in 122) wieder = = — k, so erhalten wir:
LN
g

Setzen wir hier i gleich der Hohe fiber dem Kugelmittel-
punkte, bei welcher das Fadenpendel die Kugelfliche ver-
lasst, so ist @ die Winkelgeschwindigkeit, bei welcher dies
geschieht, hat also in der letzten Gleichung dieselbe Be-
deutung wie in Gleichung 121) und es folgt aus beiden
Gleichungen s = 2k/3. Das Fadenpendel kann also die
Kugelfiiche nur verlassen, wenn % positiv ist, d. h. wenn
seine lebendige Kraft ausreicht, es iiber die durch den
Kugelmittelpunkt gehende horizontale Ebene zu heben. Ist
0 < k<1, so wirde das Pendel, wenn es starr mit dem
Kugelmittelpunkte verbunden wire, in der Hohe & {iber der
durch diesen gehenden Horizontalebene umkehren. Ist es
aber durch einen biegsamen Faden verbunden, so verlisst
er die Kugelfiiche schon in der Hohe 2%/3.

Ist 1< k< 31/2, so wirde das Bewegliche im ersten
Falle den ganzen Kreis beschreiben. Im zweiten Falle ver-
lasst es ihn in der Hohe 2k/3. Ist endlich k=312, so
verlisst das Bewegliche anch im zweiten Falle den Kreis
nicht mehr. In den Fillen, wo das Bewegliche die Kugel-
flache verlisst, folgt es der Fallparabel und trifft nach
einiger Zeit die Kugelfliche wieder, aber nicht tangential,
sondern unter einem gewissen Winkel. Dann hingt die
Weiterbewegung davon ab, ob der Aufhingefaden des Pendels
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vollkommen elastisch oder theilweise oder ganz unelastisch
ist, also von Fragen, deren Beantwortung in unseren bis-
herigen Gleichungen nicht enthalten ist.

§ 42. Punkt, der gezwungen ist, auf einer riumlichen Curve
zu bleiben.

Wir betrachten nun einen materiellen Punkt, welcher
gezwungen ist, auf einer bestimmter riumlichen Curve zu
bleiben. Die ibrigen Bezeichnungen sollen dieselben wie in
§ 37 sein. Die Curve aber soll durch die beiden Gleichungen

123) @, @ yxl)=0
und
124) @, (2,9, %,8) =0

charakterisirt sein. Es gilt wieder die Gleichung 101). Dazu
kommen aber in dem Falle der Entwickelbarkeit beider
Functionen ¢ nach dem Taylor’schen Lehrsatze die beiden
Gleichungen

ax-— + dy a"" + Jxﬂa =
und

S5t + oy SR 4 8GR 0.

Wir konnen dle erste dleser Bedingungen mit dem
Factor — 1, die zweite mit dem Factor — 1, multiplicirt,
zar Gleichung 101) addiren, ferner 4, und A, so wihlen,
dass in der so er<ltenen Gleichung die Coefficienten von
dz und Jy verschw. e, Dann muss auch der von dx
verschwinden, denn dieses ist ja willkiirlich, da blos zwei
Gleichungen zwischen den drei Coordinatenvariationen be-
stehen. Die zwei Gleichungen, welche die gewiinschte Eigen-
schaft der A4 ausdriicken, vereint mit der, welche das Ver-
schwinden des Coefficienten von 6z anzeigt, lauten:

d’m O @y
maE =X+4 5% + 432,
2y 8

125) _d__t,___y_}_xl o9 1"8@1
e 2 ﬂqu; 4
mar =2+ bz +4 a;‘
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Diese drei Gleichungen verbunden mit den zwei Glei-
chungen 123) und 124) geben die fiinf Gleichungen, welche
zur Bestimmung der finf Unbekannten z, z, z, 4,, %, er-
forderlich sind. Die Elimination von i, und 4; lLefert
zwischen den Coordinaten allein die Gleichung

l dz X, f_& R

W— 0z’ o=z
‘ r 991 Opal
126) 1 dt’ — } ay ‘E; =|=0-
! g, Ogs
i Z, Bz’ 9z |

Der Wlderstand, welchen die Vorrichtung suf den
materiellen Punkt ausiibt, kann als die Resunltirende zweier
Krafte aufgefasst werden. Die erste hat in den Coordinaten-

richtungen die Compenenten 2, a%, 3 %;‘, A 9 "" , steht

also nach dem im § 38 Bewiesenen senkrecht auf der Fliche,
welche die Gleichung 123) hat. Analog sind die Ausdriicke
fir die Componenten der zweiten Kraft, welche in Folge
dessen auf der Fliche mit der Gleichung 124) senkrecht
steht. Die Resultirende beider, d. h. der gesammte Wider-
stand der Curve muss also auf dieser, welche ja die Durch-
schnittslinie jemer beiden Flichen ist, senkrecht stehen.

Die Bedingung des Gleichgewichts erhalten wir, iud:m
wir die Beschlennigung gleich Null setzen. Das Verschwind:n
der Determinante, welche man so aus der Determinante 126)
erhiilt, giebt die Bedingung, dass der Vector mit den Compo-
nenten X, ¥, Z, also die auf das Bewegliche wirkende #ussere
Kraft auf der Durchschnittslinie der beiden Flichen mit den
Gleichungen 123) und 124) senkrecht steht.

§ 43. Methode der Multiplicatoren,
wenn beliebige Bedingungsgleichungen zwischen beliebigen
Punkten bestehen.

Es hat nun keine Schwierigkeit, die Methode der un-
bestimmten Multiplicatoren auf den aligemeinen Fall anzu-
wenden, dass ein beliebiges materielles System beliebigen
Bedingungen unterworfen ist. Sei zunichst das System
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holonom und die Bedingungen durch Gleichungen aus-
gedriickt, dann konnen dieselben unter Beibehaltung der Be-
zeichnungen der §§ 84 und 35 in die Form gebracht werden:

127) @bz, ,-2)=0,1=12...0,
wobei o < 3w sein muss, da sonst alle Coordinaten durch
die Bedingungen bestimmt, also bis auf singulire Fille keine
Bewegung moglich wire. Die Functionen ¢ sollen nach
dem Taylor’schen Lehrsatze entwickelbar sein.

In Belation 93) gilt dann das Gleichheitszeichen. Dazu
treten die Bedingungen:

Man multiphmrt nun dle erste dleser Bedingungsgleichungen
it —4,, die zweite mit — 4, ..., addirt alle zur Relation 93)

und wahlt dann sammtliche 2 so, dass die Coefficienten
von o der Variationen verschwinden. Da gerade o der
Variationen durch die Bedingungsgleichungen bestimmt, die
ibrigen aber voneinander unabhiingig sind, so miissen auch
die Coefficienten aller @ibrigen Variationen verschwinden und
man erhilt die Bedingungsgleichungen in der Form:

Il=c
129) m, T2 —x, + D o el 8...n

i=1
mit zwei analogen Gleichungen fiir die beiden itbrigen Coordi-
natenaxen. Die Elimination der 2 liefert die Bedingung,
dass die Determinante von je o 4+ 1 Horizontalreihen der
nachfolgenden Tabelle 130) verschwinden muss, was im
Ganzen 3 » — ¢ yoneinander unabhingige Gleichungen liefert,
welche wir, ohne sie hinzuschreiben, die Gleichungen 131)
nennen wollen:

d!xl a'h 6% aqio

’"1 —'——'-'dt‘,' —-Xi’ "a—r: 'gx—z. . %1—

3y - a% dgs  8gc

130) e o el v B ol
d’xﬁ 0y, O J po

mgm — L e x,."‘ar.,‘



154 IV. § 43. Beliebige Bedingungen. [GL 131.

Ist das System nicht holonom, haben also einige der
Bedingungsgleichungen die Form 78), so andert sich hieran
nichts, als dass an Stelle der partiellen Ableitungen der be-
treffender Functionen ¢ die Grdssen §,, 7, ... {, treten.

Hiermit sind die Bewegungsgleichungen in dem all-
gemeinsten Falle, wo ein System beliebiger materieller Punkte
beliebigen holomomen oder nicht holonomen Bedingungen
unterworfen ist, gefunden, sobald dieselben durch lauter
Gleichungen ausgedriickt werden kdnnen, also darunter keine
darch eine Ungleichung dargestellt wird.

Wenn sich ans den Bedingungen 78) ¢ der Coordinaten-
differentiale bestimmen lassen, so kdnnen immer anch aus
den Gleichungen 131) 8 # — & der Beschleunigungen gefunden
werden. Wenn der Fall, dass durch die Bedingungen 78)
nicht ¢ der Ceordinatendifferentiale bestimmt sind, fiir ein
endliches Werthegebiet der Variabeln eintritt, so sind nicht
alle Bedingungsgleichungen voneinander verschieden.’) Diese
miissen also auf weniger reducirt werden. Fir einzelne sin-
gulire Werthe dagegen kann dieser Fall allerdings eintreten,
z. B. wenn zwischen den Coordinaten eines einzigen mate-
riellen Punktes eine einzige Gleichung ¢ (z, y, 2, ) = 0 be-
steht und alle partiellen Differentialquotienten des ¢ nach
den Coordinaten verschwinden oder wenn zwischen den-
selben Coordinaten zwei Gleichungen ¢ (z,¥,%,? =0 und
1y (zy 9, %, ) = O bestehen und fiir gewisse Werthe von =, y, »
und ¢ die beiden durch diese Gleichungen dargestellten
Flichen dieselbe Tangentialebene haben. Dann konnen
aus dem Princip der virtuellen Verschiebungen aber mehr
als 3 » — ¢ Beschlennigungen bestimmbar sein. Alle diese
Fille, sowie die, dass einzelne der Coefficienten ¥, 5, & der
Gleichungen 78) unendlich oder unbestimmt werden oder die

!} Die bekannte analytische Bedingung dafiir, dass von den
Gleichungen ¢, = @, ... go = 0 nicht alle voneinander unabhingig
sind, ist ja, dass diejenigen Determinanten der Ausdriicke 130), welche
die Coefficienten der Beschleunigungen in einer der Gleichungen 131)
darstellen, simmtlich verschwinden. Dann reducirt sich in der That
eine der letzteren Gleichungen identisch anf Null und ist zur Bestim-
mang der Beschleunigungen ungeeignet.
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Bedingungsgleichungen eine noch complicirtere Form an-
nehmen, bedirfen natirlich einer besonderen Untersuchung
und es wiirde uns zu weit fihren, alle hier moglichen Fille
eingehend zu erdrtern. Wie schon bei der Bewegung eines
materiellen Punktes beim Vorhandensein einer Bedingungs-
gleichung (Anfang des § 39), so kann auch hier wieder sogar
der Fall eintreten, dass die Anfgabe durch die geometrischen
Bedingungen des Systems ftberhaupt nicht eindeutig be-
stimmt ist, z. B. wenn ein materieller Punkt gezwungen
wire, auf einer Curve zu bleiben, welche sich in zwei oder
mehrere Aeste theilt, die sich am Verzweigungspunkte oscu-
liren, also daselbst eine Berithrung von der zweiten oder
noch hoheren Ordnung haben. Allein derartige Mehrdeutig-
keiten sind nicht von praktischer Bedeutung, da sie niemals
eintreten konnen, wenn die Bedingungen in der von uns
vorausgesetzten Weise durch eine endliche, wenn auch sehr
grosse Zahl von noch so plétzlich sich andernden Verbindungs-
kraften hergestellt werden. Sie konnen also nur durch den
(Grenziibergang zu einer unendlichen Zahl materieller Punkte
entstanden sein.

‘Wir werden den Fall, dass auch beliebige Bedingungen
vorhanden sind, die darch Ungleichheitszeichen ausgedriickt
werden, erst im § T4 bebandeln und uns frither mit cinem
wichtigen speciellen Falle beschiftigen.

V. Anwendung auf feste Korper.

§ 44. Bestimmung der Lage eines festen Korpers.

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen fiir einen
einzigen starren Korper, d. h. fiir ein System materieller
Punkte entwickeln, welche so verbunden sind, dass sich
wahrend ihrer ganzen Bewegung ihre relative Lage nicht
andern kann, genauer gesprochen, dass jede sehr kleine
Aenderun;; der relativen Lage so grosse innere Krifte wach-
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ruft, dass nie eine merkliche Aenderung der relativen Lage
Platz greifen kann, wenn die &unsseren Krifte unter einer ge-
wissen Grenze liegen (vergl. Anfang des § 32, der Korper ist
fest fiir unter dieser Grenze liegende #ussere Krifte) Um
auszudriicken, dass es absolut starre Korper nicht giebt, wollen
wir den Korper immer einen festen nennen, obwohl wir ihn
geometrisch so betrachten, als ob er absolut starr wire.

Die Lage eines gegebenen festen Kérpers im Raume
ist durch die dreier Punkte desselben 4, B, C, welche nicht
in einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt. Da der feste
Korper gegeben ist, ist die Entfernung jedes anderen Massen-
punkies desselben von jedem dieser drei Punkte gegeben
und es ist auch gegeben, auf welcher Seite der Ebene der
drei Punkte der andere Massenpunkt liegt, wenn er nicht
in dieser Ebene liegt. Dadurch ist aber die Lage jedes
anderen Massenpunktes gegeben. Es ist dabei nicht einmal
nothwendig, dass die Punkte wirklich dem Kérper angehdren,
einer, zwei -oder alle drei komnen auch ausserhalb desselben
liegen, wenn nur ihre relative Liage gegen den Korper un-
verinderlich gegeben ist, dessen sammtliche Punkte eben-
falls gegebene unverinderliche Lage gegeneinander haben.
Wenn die Lage dieser drei Punkte im Raume gegeben ist,
so ist dadurch die Lage simmtlicher materieller Punkte des
Korpers bestimmt.

Wir konnen uns, um dies und &hnliche Satze nicht
fortwihrend wiederholen zu miissen, unendlich viele, den
ganzen Raum erfiillende Punkte starr mit dem Korper ver-
bunden und sich mit demselben im Raume bewegt denken.
Den Inbegriff dieser Punkte nennen wir den erweiterten
festen Korper, nur in wenigen dieser Raumpunkte wird sich
wirklich Materie befinden.

Zur Bestimmnng der Lage des ersten Punktes 4,
welcher die Position des festen Korpers bestimmt, sind drei
Variable (Coordinaten) erforderlich. Zur Bestimmung der
Lage des zweiten Punktes B nur noch zwei, da die Ent-
fernung 4 B gegeben ist. Zur Bestimmung der Lage des
dritten Massenpunktes ¢ ist nur noch eine Variable er-
forderlich, da dessen Entfernung von 4 und B dadurch ge-
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geben ist, dass der feste Korper, d. h. die relative Lage
aller seiner Massenpunkte gegeben ist. Der dritte Punkt
muss daher in einem Kreise liegen, dessen Ebene senkrecht
zur Geraden 4 B und dessen Radius der gegebene Abstand
des Punktes von dieser Geraden ist.

Im Ganzen geniigen also sechs Variable zur Bestimmung
der Lage eines beliebigen festen Kdrpers. Ausgenommen
davon sind die Grenzfille, wo alle materiellen Punkte des
festen Korpers in einer Geraden liegen oder wo dieser aus
einem einzigen materiellen Punkte besteht. Dann geniigen
fiinf resp. drei Variable. Doch wollen wir diese Grenzfille
im Allgemeinen von unseren Betrachtungen aunsschliessen.

Da zwischen den materiellen Punkten des Korpers keine
anderen Krifte als die Verbindungskrifte wirken, so sind
die expliciten Krifte mit den von amssen auf den festen
Korper wirkenden Kriften (den Husserem Kriiften) identisch.
Es sind also die Krafte, deren Componentén in den Formeln
63) bis 70) mit %X,, 9,, 8, bezeichnet wurden, mit denen,
deren Componenten in den Formeln 81) bis 95) mit X, Y, Z,
bezeichnet wurden, identisch. Es werden jedenfalls die sechs
Gleichungen 66) und 70) der §§ 27 und 29 gelten, welche
also zur Berechnung der sechis die Lage des festen Korpers
bestimmenden Variabeln ausreichen, so dass wir die Grund-
gleichungen schon besitzen.

§ 45. Parallelverschiebung und Drehung eines festen
Korpers.

Um uns aber die zweckmissigste Wahl der sechs Va-
risbeln zu erleichtern, ist es nothwendig, in die Geometrie
der Bewegung eines festen Korpers naher einzngehen. Dabei
bietet sich uns zugleich eine neue Ableitung der Gleichungen 66)
und 70) aus dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten.
Wenn jeder Punkt eines festen Korpers um eine gleich lange,
gleich gerichtete Strecke verschoben wird, so #ndert sich
dabei die relative Lage simmtlicher Punkte offenbar nicht.
Eine solche Bewegung ist also jedenfalls eine mogliche Be-
wegung des festen Korpers. Sie heisse eine Parailelver-
schiebung desselben.
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Wenn bei einer Verschiebung eines festen Korpers zwei
ihm angehdrende oder fest mit ihm verbunden gedachte
Punkte 4 und B ihre Lage im Raume nicht &ndern, so
konnen auch alle in der Geraden A B liegenden, mit dem
Korper fest verbunden gedachten Punkte ihre Lage nicht
indern, da sie sonst ihre Entfernung mindestens von
einem der Punkte 4 oder B #indern miissten. Ein nicht
auf der Geraden 4B liegender Punkt des Korpers kann,
da seine KEntfernung von 4 und B unverinderlich ist,
nur einen Bogen eines Kreises beschreiben, dessen Ebene
senkrecht auf 4 B steht und dessen Mittelpunkt auf 4 B
liegt. Da endlich auch die Entfernungen aller iibrigen
Punkte voneinander gleich bleiben miissen, so muss der
Centriwinkel, welchem dieser Bogen gegeniiber liegt, fiir alle
Punkte des Korpers derselbe sein und alle Punkte miissen
den Bogen auch in gleichem Sinne beschreiben. Die so
definirte Bewegung eines festen Korpers, welche die einzig
mogliche ist, wenn zwei Punkte desselben ihre Lage nicht
andern, heisst eine Drehung desselben. Die gerade Ver-
bindungslinie der beiden in Ruhe bleibenden Punkte heisst
die Drehungsaxe, der betreffende Centriwinkel der Drehungs-
winkel, wobei wir aber vorliufig nur die Anfangs- und End-
lage, micht den ganzen Process des Ueberganges ins Auge
fassen. X

Die Darstellung einer Parallelverschiehung durch einen
Vector, d. h. durch eine Gerade von bestimmter Lange und
Richtung bedarf keiner Erliuterung. Jede Gerade, welche
die gleiche Liange und gleiche Richtung wie die Verschiebung
irgend eines Punktes des Korpers hat, kann als solcher Vector
dienen, Aber auch die Drehung eines Korpers kann durch
einen Vector dargestellt werden, dessen Anfangspunkt jedoch
nicht beliebig ist, sondern mit einem Punkte der Drehungs-
axe zusammenfallen muss. Die Richtung des Vectors muss
die Richtung der Drehungsaxe angeben. Die Grosse des
Vectors muss proportional dem positiv vorausgesetzten
Drehungswinkel w, also etwa gleich I"w sein, wobei I” eine
beliebige, aber fiir alle Drehungen gleich anzunehmende
Liinge ist.
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Um durch den Sinn, in welchem der Vector von seinem
Anfangspunkte aus gezogen ist, auch den Sinn der Drehung
suszadriicken, soll die Richtung des Vectors immer so ge-
withlt werden, dass die Drehung um ibn als Axe im posi-
tiven Sinne geschieht, dass sich also seine Richtung zur
Drehungsrichtung so verhilt, wie die der positiven z-Axe
zur Drehung von der positiven z- auf kiirzestem Wege zur
positiven y-Axe. Wenn wir daher vom franzisischen Coordi-
natensystem Gebrauch machen, so soll fiir ein Auge, welches
von dort herblickt, wohin der Vector zeigt, die Drehung im
Sinne des Uhrzeigers geschehen.

Ist N der Abstand irgend eines Punktes des Korpers
vor der Drehungsaxe, w der Drehungswinkel und ¥ der
Vector, der die Drehung darstellt, so ist der Bogen, welchen
der betreffende materielle Punkt beschreiben wiirde, wemn
sich der Korper continuirlich aus der Anfangslage in die
Endlage drehen wiirde:

132) Nw=NV|[T,

wobei es natfirlich ebenfalls gleichgiiltig ist, ob der betreffende
Punkt wirklich dem K&rper angehort oder blos starr damit
verbunden gedacht wird. Die Punkte der Axe erfahren,
wie schon bemerkt, keine Lageninderung. Dieselbe kann
auch ganz amsserhalb des Korpers liegen, muss aber dann
starr mit demselben verbunden gedacht werden.

§ 46. Allgemeinste Verschiebung eines festem Kdrpers.

Jeder feste Korper kann aus jeder Lage in jede an-
dere durch eine Parallelverschiebung und zwei Drehungen
um zwei Axen gebracht werden, welche durch einen be-
liebig gegebemen Punkt des Raumes oder des Kdrpers
gehen. In speciellen Fillen kann natiirlich die Parallel-
verschiebung oder die Drehung verschwinden, d. h. weg-
zufallen haben. Wenn beide Drehungen wegfallen, wenn
also der Korper von der ersten Lage in die zweite durch
eine blosse Parallelverschiebung iibergefiihrt werden kann,
nennt man die zweite Lage eine Translation der ersten.
FEine Bewegung eines festen Korpers, wobei jede Lage eine
Translation der ersten ist, mennt man eine Translations-
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bewegung. Dabei kanu ein Punkt des Kdrpers noch eine
beliebige Bahn beschreiben.

Sei A’ der Punkt des Raumes, durch welchen die beiden
Drehungsaxen gehe. sollen. Derjenige Punkt a des festen
Korpers, der sich in der Endlage in 4 benndet, soll sich
in de. Anfangslage des Kdrpers in 4 befunden haben. Wir
denken uns dabei den festen Korper immer in dem Sinne,
wie wir dies f-fiher dofinirt haben, erweitert, alse den Punkt,
welcher sich in der Anfangslage in 4, in der Endlage in 4
befindet, falls er nicht wirklich dem Korper angehort, mit
diesem fest verbunden.

Wir betrachten nun den Korper zunichst in seiner
Anfangslage und ertheilen ihm zuvorderst die Parallelver-
schiebung A 4', welche natiirlich wegfiele, wenn die Punkte
4 und 4’ zusasmmenfallen. Dabei schreiten alle Punkte des
Korpers in derselben Richtung nm das Stiick 4 4' fort, der
Punkt a des Korpers kommt also von .4 nach 4. Irgend
ein anderer, dem festen Kérper angehiriger oder in Ge-
danken damit starr verbundener Punkt 5, welcher in der
Anfangslage des Korpers in B war, komme durch jene
Parallelverschiebung allein nach B”. In der Endlage des
festen Kiorpers wird er sich im Allgemeinen nicht in B,
sondern in B befinden, wohei aber A' B = A4 B” sein muss,
da dic Punkte a« und % fest verbunden sind. Man drehe
nun den Korper um eine durch 4’ gehende, auf der Ebene
P A B’ senkrechte Axe um einen solchen Winkel, dass der
Punkt b des Kirpers von B” nach B gelangt. Da die Axe
durch den Punkt .4 gelt, so verfindert letzterer dabei seine
Lage micht weiter; es wurden also schon die heiden Punkte
z und % des Kdrpers in diejenige Lage gebracht, die sie in
dessen Endlage haben miissen. Wenn der Punkt & schon
nach der Parallelverschiebung dort war, wo er sich in der
Endlage des Korpers befinden soll, so ertfillt naticlich
wirder diese Drehung.

Ein dntter Punkt ¢, der dem starren Korper angehdrt
oder fest damit verbunden zu denken ist und der nicht mit
den Punkten o und & mn derselben Geraden liegen soll, sei
in der Anfangslage des Kérpers in ¢ gewesen, durch die
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Parallelverschiebung £ 4' nach ¢, durch die erste Drehung
nach C” gelangt, wahrend er in der definitiven Endlage des
Korpers in C sein soll. Man denke sich nun den Kéorper,
nachdem er schon die Parallelverschisbung 4.4’ und die
erste Drehung erfahren hat, um eine Axe, welche durch
die beiden Pnnkte 4" und B geht, um einen sclchen Winkel
gedreht, dass anch der Punktc von C” nach ¢’ fibergefiihrt
wird. Nun sind drei Punkte des starren Korpers, die nicht
in einer Geraden liegen, an diejenigen Stellen gelangt, welche
sie in der Endlage des Korpers einnehmen miissen, folglich
ist der ganze Kérper in seine Endlage iibergefiihrt worden,
da dessen Lage durch die dieser drei Punkte hestimmt ist.

Wenn also Anfangslage und Endlage gegeben sind, so
konnen wir immer eine gewisse Parallelverschiebung und
zwei Drehungen um zwei durch einen beliebig gegebenen
Punkt gehende Axen finden, welche den festen Korper aus
der gegebenen Anfangslage in die gegebene Endlage iiber-
fihren. Falls der Punkt C” ohnedies schon mit ¢ Zu-
sammenfiele, wiirde die dritte Drehung in Wegfall kommen.

§ 47. Zusammensetzung zweier Drehungen.

Wenn ein fester Korper nacheinander zwei Drehungen
um zwei Axen erfihrt, die sich in einem Punkte schneiden,
so kann die gesammte Lageninderung, welche er dadurch
erhalt, immer durch eine einzige Drehung um eine andere,
ebentail: durch diesen Punkt gehende Axe ersetzt werden.
Sei 4 der Punkt, wo sich die beiden Axen schneiden. Wir
constrmiren um 4 als Mittelpunkt eine Kugelfliche vom
Radius 1. Dieselbe werde von den beiden gegebenen
Drehungsaxen in den Punkten B, und B, durchstochen.
w, und w, seien die beiden Winkel, um welche der Korper
nacheinander um diese Axen gedreht werden soll. Wir
construiren auf der Kugel mit dem Radius 1 die beiden
grossten Kreise K, und K,, welche durch B, gehen und
mit dem grossten Kreise B B, nach der einen und der
anderen Seite hin den Winkel 1w, bilden. Von dem Bogen
B, B, komme man nach K, auf kiirzestem Wege im Sinne
der Drehung, die der feste Korper um die Axe 4 B, macht,

Boltzmann, Mechanik T 3, Auflage. 11
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nach K, im entgegengesetzten Sinne (Fig. 14). Ebenso con-
struiren wir die beiden grdssten Kreise K, und E,, welche
beide durch B; gehen und den Winkel }w, mit B, B, ein-
schliessen, so dass man wieder von
B, B, nach K, auf kiirzestem Wege
so gelangt, wie sich der Kérper um
die Axe 4B, dreht. Es seien C, und
C, diejenigen Durchschnittspunkte der
grossten Kreise K, und K, resp. K,
und K,, welche den Punkten B, und
B, am nichsten liegen. Derjenige
Punkt des festen Korpers, welcher
sich anfangs in G, befand, wird durch
die Drehung, welche der Korper um die Axe 4 B, erfihrt,
nach C,, durch die darauffolgende Drehung um 4 B, aber
wieder nach C, zuriickgefiihrt und da auch der Punkt 4
durch beide Drehungen keine Lageninderung erfihrt, so
kann die gesammte durch beide Drehungen erzeugte Lagen-
anderung jedenfalls auch durch eine einzige Drehung um
die Axe 4 C, erzeugt werden, welche wir die resultirende
der beiden urspriinglich gegebenen Drehungen nennen wollen.
Die Grisse des entsprechenden Drehungswinkels kann leicht
gefonden werden. Der Punkt des festen Korpers, welcher
anfangs in B, lag, erfihrt durch die erste Drehung keine
Lagenfnderung. Durch die zweite um die Axe 4 B, soll er
den Bogen B, B,, dessen Halbirungspunkt H sei, beschreiben.
Durch die resultirende Drehung muss dieser Punkt des
festen Korpers ebenfalls nach B; fibergefithrt werden. Es
muss also der Winkel

Wy = Bl C'le = 2_31 CIH

der Drehungswinkel der resultirenden Drebhung sein. Man
sieht, dass durch diese resultirende Drehung die drei Punkte
des festen Korpers, welche sich anfangs in €, und B, und
im Kugelmittelpunkte 4 befanden und welche wir, falls sie
nicht dem Korper selbst angehoren, mit diesem starr ver-
bunden denken kdonnen, in dieselben lLiagen iibergefithrt
werden, als ob der Kborper zuerst die gegebene Drehung
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um die Axe 4 B, dann die um die Axe 4 B, machte, womit
bewiesen ist, dass der Korper durch die resultirende Drehung
allein genau in dieselbe schliessliche Lage iibergefiihrt wird,
wie durch die beiden gegebenen Drehungen, welche wir die
zusammensetzenden Drehungen oder die Componenten nennen
wollen.

Aus dem sphirischen Dreiecke B, B, , finden wir:

sin (B, 4 C,) : sin (B, 4 G) = sin "2 : sin 2=
und .

% o 003 ¥Loos 0 . S0 i ¥
€08 —- = COS —- 08 = — —— Bl0 cos(B, 4 B,).

Mit Riicksicht hierauf lassen sich die beiden Drehungen des
Lehrsatzes des § 46 immer durch eine einzige ersetzen.
Dieser Lehrsatz kann daher auch so ausgesprochen werden:
Jeder feste Korper kann aus jeder gegebenen Lage in jede
andere durch eine passend gewihlte Parallelverschiebung
und eine einzige Drehung tibergefithrt werden. Dabei kann
noch ein Punkt vorgeschrieben werden, dureh welchen die
Drehungsaxe gehen muss. Thre Lage im Raume und der
Drehungswinkel sind aber dann bestimmt.

§ 48. Die Drehungen sind unendlich klein.

Die Formeln fir die Lage der Axe und Grosse des
Winkels der resultirenden Drehung vereinfachen sich, wenn
die beiden Drehungswinkel 1, und w, der urspriinglich ge-
gebenen Drehungen sehr klein sind. Dann fillt die Axe 4 C,
in die Ebene der beiden anderen Drehungsaxen 4B, und 4 B,.
Ferner wird dann

sin (B; 4 G,):sin (B, 4 C)) = w, : w,
und
wg? = 10,2 + w,* + 2w, w, cos (B, 4 B,).

Stellt man sich jetzt die drei Drehungen durch Vectoren
dar, indem man vom Punkte 4 aus auf der Axe 4 B, eine
Btrecke von der Liinge I'w,, auf der Axe 4B, eine
Strecke von der Linge I'w,, auf der Axe 4 C; eine Strecke
von der Linge I"w, auftriigt, so sieht man, dass der Vector,
welcher die resultirende Drehung darstellt, aus den Vectoren,

n*
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welche die Componenten darstellen, durch dieselbe Con-
struction gefunden wird wie die Resultirende auns zwei
gegebenen Kriften.!) Es ist dann anch gleichgiiltig, welche
der beiden zusammensetzenden Drehungen frither und welche
nachher erfolgt, wihrend dies bei endlichen Drehungen fiir
die Lage der resultirenden Drehungsaxe nicht gleichgiiltig
ist. Bei endlichen Drehungen ist ferner nur bei gegebener
Anfangsposition die Endposition, welche der Kérper in Folge

) Man fiihrt fiir sehr kleine Drehungen diesen Beweis einfacher
go. In Fig. 15 soll 4 B, C B, ein Parallelogramm sein. Ferner seien
CD, CE, B, & und B, F senkrecht auf 4B,, 4 B,, A0 und 4B, resp.
Es sollen nun die drei Vectoren AB,, AB,, A der Fig. 15 drei unend-
lich kleine Drehungen eines beliebigen festen Korpers um die betreffen-
den Axen im Sinne der den Scheibchen beigesetzten Pfeile darstellen.
wy=I.4AB,, wg=T.AB,, wy=1I.A4AC seien die entsprechenden
Drehungswinkel. Der Punkt 4 des
festen Korpers erfihrt in Folge aller
drei Drehungen keine Verschiebung.
Der Punkt C erfihrt in Folge der

)"?J/ ersten Drehung die unendlich kleine
Verschiebung w,. CD=T1.4B,.CD
T hinter die Ebene der Zeichnung, in
Folge der zweiten Drehung die Ver-

- schiebung w,.CE=I.4B;.CE

2 L 6_ vor die Ebene der Zeichnung, beide

g senkrecht zu dieser Ebene. Da, wie
Fig. 15. man leicht beweist, diese beiden
Grossen gleich sind, so erfihrt er in
Folge der beiden Drebungen znsammen keine Verschiebung, also die-
selbe, die er dureh die Drehung A C allein erfahren wirde. Der Punkt B,
endlich erfihrt durch die erste Drehung keine Verschiebung, durch
die zweite die Verschiebung 0, .B, F = I.4B,.B, F, in Folge der
dritten die Verschiebung w,.B, G =TI.4C.B, &, beide senkrecht
zur Zeichnungsebene vor dieselbe. Aus der Gleichheit der beiden
Dreiecke 4 B, B; und 4 CB,, welche beide halb so gross als das
Parallelogramm 4 B, C B, sind, folgt die Gleichheit dieser beiden
Verschiebungen, da der Flicheninhalt des ersten Dreiecks gleich
AB;. B, F, der des zweiten gleich AC.B, G ist. Es erfahren daher
alle drei Punkte A, C und B, und daher anch der ganze Korper in
Folge der Drehung A C dieselbe Lagensinderung wie in Folge der beiden
Drehungen 4 B, und 4 B; zusammen. Der letztere Schluss wiirde
hinfillig, wenn die drei Punkte 4, B,, B, in dieselbe Gerade fielen.
Doch iiberzeugt man sich leicht, dass der Lehrsatz auch dann richtig
ist, da sich dann die Drehungen einfach addiren oder subtrahiren.
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der resultitenden Drehung annimmt, gleich der, welche er
annimmt, wenn er zuerst die erste, dann die zweite der zu-
sammensetzenden Drehungen erfihrt. Bei unendlich kleinen
Drehungen dagegen ist die resultirende Drehung fortwihrend
denn Componenten &Hquivalent; genaner gesprochen: Wenn

sich der Korper zuerst um % des Winkels w, um die Axe
4B, dann um - des Winkels v, um die Axe 4B, dreht,
so erfahrt er bis auf unendlich Kleines zweiter Ordnung
wiederum dieselbe Lageninderung, als wenn er sich um ’%
des Winkels 1w, um die Axe 4 0, dreht und dasselbe gilt,
wenn er sich abermals um ;1; dieser Winkel dreht, bis die

ganzen Winkel beschrieben sind.

Alle Sitze iiber Zerlegung und Zusammensetzung von
Kriiften folgen aus dem Satze vom Kriftenparallelogramme
und sind daher unverindert auf unendlich kleine Drehungen
anwendbar, wenn letztere in der geschilderten Weise durch
Vectoren dargestellt werden. Man kann beliebig viele un-
endlich kleine Drehungen um Axen, die sich in einem Punkte
schneiden, zu einer einzigen Resultirenden zusammensetzen
oder eine Drehung in beliebig viele Componenten um der-
artige Axen zerlegen. Unter anderen kann man eine be-
liesbige unendlich kleine Drehung um eine Axe, die durch
den Coordinatenursprung geht, in drei zusammensetzende
Drehungen um die drei Coordinatenaxen zerlegen, wobei die
Pfeile, welctie die Drehungen darstellen, so gefunden werden,
als ob sie Kriifte darstellten.

§ 49. Allgemeine Bewegungsgleichungen fiir einen festen
Korper.

Nach dem Gesagten ist es ein Leichtes, die analytische
Form fiir die virtuelle Verschiebung eines festen Kirpers
zu finden, dessen Theile sonst keiner Bedingung unterworfen
sind, als dass sie simmtlich starr verbunden sind. Wir
kdnnen jede beliebige unendlich kleine Verschiebung des
Korpers erzeugen durch eine Parallelverschiebung und eine
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Drebung um eine Axe, die durch den Coordinatenursprung
geht. Die Parallelverschiecbung kdnmen wir in drei’ Ver-
schiebungen nach den drei Coordinatenrichtungen um dis
Stiicke d§ resp. d7, ¢ zerlegen, die Drehung in drei -u-
sammensetzende Drehungen um die drei Coordinatenaxen
um die Winkel de resp. 04 und dy. Diese sechs Grossen

133) 88, 81, 8L, b, 3, Oy

konnen offenbar ganz unabhiingig voneinander ganz beliebige
Werthe haben.

Den Coefficienten von §§ im Ausdrucke 93) finden wir,
indem wir alle fibrigen der Grbssen 133) gleich Null setzen.
Es werden dann die Variationen der az-Coordinaten fiir alle
Punkte untereinander gleich und gleich 8§, alle anderen
Coordinatenvariationen aber gleich Null. Die linke Seite
des Ausdruckes 93) verwandelt sich daher in:

h=n
21 35 - 5).
A=1
Der Coefficient von J#& muss verschwinden, da die sechs
Variabeln 138) vollkommen voneinander unabhingig sind.
Daher folgt:

h=n & h=n
Iy
Z = Z X,
h=1 h=1

was mit der ersten der Gleichungen 64) identisch ist.

Ebenso folgen die entsprechenden, auf die anderen
Coordinatenaxen Bezug habenden Gleichungen.

Hinfig, besonders wenn nach mehreren Indices zu sum-
miren ist, entstehen leicht Verwirrungen, wenn man nicht
jede Grosse, die in den verschiedemen Gliedern der Summe
einen verschiedenen Werth hat, durch einen angehingten
Index bezeichnet. Hier ist jedoch die Sache so einfach,
dass wir kiinftig den Index # und die Grenzwerthe iiber
und unter dem Summenzeichen weglassen wollen, ohne einen
Irrthum zu befiirchten, wie die Summe zu bilden ist.

Dazu kommt noch folgender Umstand: Es kanu sein,
dass auf diejenigen materiellen Punkte des Korpers keine
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iusseren Kruft wirkt, welche gerade dessen Hauptmasse aus-
machen. Andererseits konnen die Punkte, auf welche die
iusseren Kriifte wirken, durch Stangen von verhiltnissmissig
kleiner Masse mit dem Korper verbunden sein, was zur
Fiction fithrt, dass sie durch massenlose Vorrichtungen starr
damit verbunden sind, dass also die Massenpunkte des
Korpers andere als die Angrifispunkte der Krifte sind.
Dann ist es oft bequemer, die Summation nach den Massen
nur dber die ersteren, die iiber die Kriifte nur iiber die
letzteren Punkte zu erstrecken, obwohl man auch dann beide
Summen iiber alle Punkte erstrecken und fiir die ersteren
eintach die Kriifte, fiir die letzteren die Massen gleich Null
setzen kann. Wir schreiben also statt der letzten Formel
einfach

134) Smiz=>x.

Um den Coefficienten von de im Ausdrucke 93) zu
finden, haben wir wieder alle anderen der Grdssen 133)
bis anf de gleich Null zu setzen und die in diesem Falle
auftretenden Zuwichse der Coordinaten der verschiedenen
Punkte des Korpers zu bestimmen. Diese Coordinaten-
zuwiachse sind diejenigen, welche eintreten, wenn der Korper
keine andere Lageninderung als eine Drehung um den un-
endlich kleinen Winkel e« um die Abscissenaxe in dem
Sinne erfihrt, in dem man auf kiirzestem Wege von der
positiven y- zur positiven z-Axe gelangt. Dabei beschreibt
ein Punkt, der die Coordinaten z, ¥, » hat und sich in der
Entfernung » von der Abscissenaxe befindet, einen unendlich
kleinen Kreisbogen von der Linge rJde, der senkrecht auf
der Geraden r steht. Die Projectionen dieses Bogens auf
die drei Coordinatenrichtungen "sind daher: Naoll, —xde, y e
Die Verinderungen der Coordinaten des in Rede stehenden
Punktes sind daher

135) dz=0, dy= —zxdc, 0z =yle.

Durch Substitution dieser Werthe geht die linke Seite der
Relation 93) iiber in:

50:2 [m (?,%.i—;‘-—-x%‘-;—f) +3Y— yZ].
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Hier muss wieder der Coefficient von d« verschwinden,
wodurch sich die mit der Gleichung 70) identische Gleichung:

dx d

136) L m(g-d-;—x—}t]-—_-Z(yz—xY)

ergiebt. Die sechs Gleichungen, welche man erhilt, wenn
man zu den Gleichungen 134) und 136) die analogen fur
die y- und x-Axe hinzufiigt, sind also nothwendig und hin-
reichend, um die sechs zur Bestimmung der Lage eines festen
Kérpers erforderlichen Variabeln als Functionen der Zeit
zu finden, wenn die Anfangswerthe der Variabeln selbst
und ihrer Differentialquotienten nach der Zeit, sowie die

ansseren Krifte gegeben sind. Die letzteren kommen nur
in den sechs Ausdriicken

A:EX, B-——-Z‘Y, CL‘EZ,
137) D=>SwWZ—=Y), BE="2xX—2z2),

F=3X@Y—yX)

vor, welche wir schon in § 29 die Componentensummen
und die Momente der Krifte beziiglich der Coordinatenaxen
genannt haben. Wenn daher ein beliebiges anderes System
von Kriften auf denselben festen Korper wirkt, dessen
Theilchen dieselben Positionen, Geschwindigkeiten und Ge-
schwindigkeitsrichtungen haben, so wird derselbe, wenn zur
betreffenden Zeit fiir das zweite Kraftsystem diese sechs
Grossen dieselben Werthe wie fiir das erste haben, durch
dasselbe die gleichen Beschleunigungen wie durch das erste
erfahren. Man sagt dann, beide Kriftesysteme sind einander
dquivalent. Wenn dies durch eine lingere Zeit gilt und die
Positionen, Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen
aller materiellen Punkte zu Anfang dieser Zeit die gleichen
sind, so wird der Korper unter dem Einflusse des einen oder
des anderen Kraftsystems wihrend der ganzen Zeit dieselbe
Bewegung machen.?)

!) Wenn ein Kriftesystem K einem anderen A #quivalent ist,
so erzeugt, wie man sofort aus unseren Gleichungen sieht, anch K mit
einem dritten Kriftesysteme K’ zusammen dieselbe Bewegung, wie A
mit K’ zusammen. Speciell wenn sich K und K’ das Gleichgewicht
halten, so halten sich auch 4 und K das Gleichgewicht.
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So ist jede Kraft einer gleichen gleichgerichteten dqui-
valent, wenn die Verbindungslinie beider Angriffspunkte in die
Richtung der Krifte fallt. Man sagt, der Angriffspunkt jeder
Kraft kann bei ungeinderter Grosse und Richtung derselben
nach jedem anderen in ihrer Richtung liegenden Punkte
versetzt werden, ohne deren Wirkung auf den festen Korper
zu #ndern; denn dadurch werden weder die Grissen 4, B, C,
noch die Momente der betreffenden XKraft beziiglich der
Coordinatenrichtungen veriindert. Letzteres folgt unmittel-
bar aus der in § 29 durch die Gleichung 71) gegebenen
geometrischen Definition des Momentes.

Liasst man irgend ein Kraftsystem und gleichzeitig ein
damit Aquivalentes, in dem man aber die Richtung jeder
Kraft ohne Aenderung der Grosse umgekehrt hat, auf den
Korper wirken, so haben alle sechs Grissen 137) den Werth
Null; der Korper bewegt sich also gerade so, als ob gar
keine Krifte auf ihn wirkten, wobei selbstverstindlich, wenn
der Korper nicht ruht, im Allgemeinen nicht die Beschleu-
nigungen aller Punkte desselben Null sein werden. Jedes
Kriiftesystem hilt daher einem umgekehrten #quivalenten
das Gleichgewicht (vergl. Schluss des § 35, sowie §§ T0
und 73). Alle Kriifte eines auf einen festen Korper wirkenden
Kriftesystems werden sich das Gleichgewicht halten, wenn
die sechs Grossen 187) verschwiuden. Der feste Kérper wird
dann, wenn anfangs alle seine Punkte in Ruhe waren, in
Ruhe bleiben, wenn er in Bewegung war, sich so bewegen,
als ob keine Kriifte auf ihn wirkten, oder wenn das Gleich-
gewicht nur in einem bestimmten Zeitmomente herrschte, so
werden alle seine Punkte in diesem Zeitmomente dieselbe
Beschleunigung erfahren, als ob in diesem Zeitmomente
keine Krifte aunf ihn wirkten.

Es sei hier noch ein Satz erwihnt, der spiter in der
Elasticitatslehre Anwendung findet. Wenn auf einen festen
Korper gewisse Krifte wirken, so wird er im Allgemeinen
durch dieselben ein wenig deformirt. Wenn er nach der
Deformation ruht und sich die Krifte das Gleichgewicht
halten, so kann dieses dadurch nicht gestdrt werden, dass
man die Theile des Korpers in der Lage, die sie nach der
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Deformation angenommen haben, beliebig starr verbindet,
Denn die Theilchen itben ohnedies schon solche innere
Krafte aufeinander aus, welche den Husseren das (fleich-
gewicht halten. Durch die starre Verbindung wiirden sie
dazu noch befihigt, bei der kleinsten Aenderung ihrer Ent-
fernung Verbindungskrifte von beliebiger Grosse aufeinander
auszuiiben. Sie sind also um so mehr noch fahig, die Kriifte,
welche sie ohnedies schon aufeinander ausiiben, weiter un-
geandert anszuiiben.

& 50. Wann haben Krifte, die auf einen festen Kaorper
wirken, eine Resultirende?

‘Wir ktnnen nach dem Gesagten auch die Frage beant-
worten, wann sich ein anf einen festen Korper wirkendes
System von Kriften durch eine einzige Kraft ersetzen lisst,
welche also, wenn dies nur fiir einen Zeitmoment gilt, wahrend
dieses Zeitmomentes dieselbe Beschleunigung jedes Punktes
des Korpers erzeugt. Wenn sich aber das wiahrend jedes Zeit-
momentes einer endlichen Zeit auf den festen Korper wirkende
System von Kriften durch eine einzige Kraft ersetzen lisst, die
natirlich in Grosse und Richtung mit der Zeit verinderlich
sein kann, so erzeugt dieselbe wihrend jener ganzen Zeit
bei gleichen Anfangsbedingungen dieselbe Bewegung, wie das
System von Kraften. Man sagt dann, diese einzige Kraft ist
iem Kraftsysteme #quivalent oder sie ist eine Resultirende
lesselben.

Dazu ist erforderlich, dass die sechs Grossen 137) fiir
lie eine Kraft (die Resultirende) dieselben Werthe haben,
wie far das gegebene Kraftsystem. Es miissen also 4, B, C
die Componenten der Resultirenden nach den drei Coordi-
natenrichtungen sein. Sind £, 7, { die Coordinaten ihres
Angriffspunktes, so muss ferner:

188) 9C—(B=D,A—EC=E, EB—nd=F

sein. Hierbei sind 4, B, O, D, E, F die Werthe der sechs
Grossen 187) fir das gegebene Kraftsystem. Addirt man
die Gleichungen 138), nachdem man die erste mit 4, die
zweite mit B, die dritte mit C multiplicirt hat, so folgt:
139 AD+BE+ CF=0.
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Diese Gleichung muss also zwischen den sechs durch
das gegebene Kriiftesystem bedingten Grdssen 137) noth-
wendig erfiillt sein, wenn dieses fiberhaupt durch eine einzige
Kraft ersetzbar sein soll, d. h. wenn @berhaupt eine Resul-
tirende existiren soll. Ist sie erfillt und wenigstens eine
der Grdssen 4, B, C von Null verschieden, so existirt immer
eine Resultirende. Ist z. B. 4 von Null verschieden, so folgt
aus den beiden letzten der Gleichungen 138)

£8 _F $0 . ¥

¥ 1="g -~ ¢t~ t%

und die Substitntion dieser Werthe zeigt, dass auch die
erste der Gleichungen 138) erfiilllt ist. Da zwischen den
drei Coordinaten des Angriffspunktes der Resultirenden nur
die zwei Gleichungen 140) bestehen, so ist diese zwar in
Grisse und Richtung bestimmt, als Angriffspunkt derselben
kann aber jeder beliebige Punkt der durch die Gleichungen 140)
bestimmten Geraden, welche die Richtung’der Resultirenden
hat, gewihlt werden. Dass, wenn eine Resultirende existirt,
auch jeder andere Punkt ihrer Richtung als Angriffspunkt
gewihlt werden kann, folgt natiirlich schon aus dem Satze
iiber die Versetzbarkeit von XKriften an festen Korpern.
Falls der gewihlte Angrifispunkt der Resultirenden nicht
chnehin schon dem festen Korper angehoren wiirde, miisste
er natiirlich fest damit verbunden gedacht werden (durch
massenlose Versteifungen ete.). Denn unsere Formeln gelten
nur fiir Punkte, welche fest mit dem Kérper verbunden sind.

Falls 4 = B = ¢ =0 ist, kinnen die Gleichungen 138)
nur erfillt sein, wenn anch D= F = F=(, wenn also die
Krifte des gegebenen Kriiftesystems sich untereinander das
Gleichgewicht halten. Die Resultirende ist dann patiir-
lich Null.

Ein specielles Beispiel liefert der Fall, dass alle Krifte,
welche auf einen festen Korper wirken, untereinander parallel
gind. Wir wollen dann mit a, b, ¢ die Richtungscosinus
einer mit ihnen parallelen Geraden G bezeichnen, welche
wir, wenn alle Kriifte im selben Sinne wirken, ebenfalls in
diesem Sinne ziehen. Wenn nicht, so wollen wir sie in dem
Sinne ziehen, dass die Summe der Intensititen der im gleichen



172 V. §50. RBesultirende beim festen Korper. [GL 141.

Sinne wirkenden Krifte grosser ist als die Summe der im
entgegengesetzten Sinne wirkenden Krifte. Dann ist
X=aP, Y=b0P, Z=¢cP.
Dabei ist P die Kraft, welche auf irgend einen Punkt des
Korpers, dessen Coordinaten z, y, » sind, wirkt, Wir geben
ihr das positive oder negative Vorzeichen, je nachdem sie
die Richtung der Geraden G oder die entgegengesetzte hat.
X, ¥, Z sind die Componenten der Kraft P in den Coordi-
natenrichtungen. Der Factor ¢ ist fiir alle Kriifte gleich,
ebenso b und ¢. KEs ist also
A4=aSP, B=bSP, C=cSP,
D=b32P—c>yP, E=c>zP—a>xP,
F=a>yP—~-bd>zP

Die Bedingung 139) ist also erfiillt und es existirt immer
eine Resultirende, wenn nicht 4 = B= =0, also > P=0
ist, von welchem Falle spiter die Rede sein soll

Die Intensitit der Resultirenden ist > P, also die
algebraische Summe der Intensititen aller Einzelkriifte. Die-
selbe hat die Richtung der Geraden G, ist also parallel den
gegebenen Kriften und wirkt in dem Sinne, fiir welchen die
Summe der Intensititen der dahin gerichteten Krifte grosser
ausfallt. Die Gleichungen 140) reduciren sich aunf

1 z P 1 P 1 % P

- 2F) -3 0- ) -2 - )
Diese Gleichungen sind sicher erfiiilt, wenn
ist. Der Punkt, dessen Coordinaten durch diese Gleichungen
bestimmt sind, heisst der Mittelpunkt der parallelen Krafte.
Er kann als Angriffspunkt der Resultirenden gewihlt werden.
Als solcher kann auch jeder andere Punkt der duxch ihn
der Richtung der Krifte parallel gezogenen Geraden ge-
wihlt werden. Der erstere Angriffspunkt hat jedoch einen
besonderen Vorzug. Die durch die (Gleichungen 141) ge-
gebenen Werthe seiner Coordinaten sind nimlich unabhingig
von a, b, ¢, also von der Richtung der parallelen Krifte.
Er hort also nicht auf, Angriffspunkt der Resultirenden zu
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sein, wenn sich blos diese Richtung #ndert, d. h. wenn die
Intensitit jeder der Kriifte unveréindert bleibt und aunch jede
unverindert auf denselben Punkt des Korpers wirkt, sich
aber die Richtung aller Kriifte in gleicher Weise #ndert, so
dass alle parallel bleiben und auch die Gleichgerichteten
wieder gleichgerichtet sind.

Da nur die relative Lageninderung maassgebend ist, so
bleibt der Mittelpunkt auch Angriffspunkt der Resultirenden,
wenn er mit dem Korper fest verbunden ist und letzterer
sich heliebig dreht oder im Raume verschiebt, sobald dabei
auch die Angriffspunkte der auf ihn wirkenden parallelen
Krifte fest mit dem Korper- verbunden sind und letztere
weder Grosse noch Richtung #ndern.

Wir haben bisher den Fall ausgeschlossen, dass >'P=0
ist. In diesem Falle wird 4 = B= (= 0. Eine Resultirende
existirt, wie wir sahen, dann nur, wenn auch D =E=F=0
ist, d.h. die gegebenen Kriifte sich das Gleichgewicht halten.

§ 51. Bpecielle Fille paralleler Xrifte.

Als ganz specielles Beispiel erwihnen wir den Fall,
dass zwei parallele Krifte auf einen festen Korper wirken.
Wir wahlen den Angriffspunkt der ersten zum Coordinaten-
ursprung und ziehen die positive Abscissenaxe durch den
Angriffspunkt der zweiten Kraft. Der Mittelpunkt Iiegt dann
auf der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte und seine Ent-
fernungen von diesen verhalten sich umgekehrt wie die In-
tensititen der Krifte. Wenn die beiden Krifte gleich ge-
richtet sind, so liegt der Mittelpunkt zwischen ihren Angriffs-
punkten, sonst jenseits des Angriffspunktes der grosseren Kraft.

Die Ableitung .dieser Resultate aus den Gleichungen 141)
ist so leicht, dass wir nicht weiter darauf eingehen wollen.
Wenn beide Krafte gleich, aber entgegengesetzt gerichtet
sind, so halten sie sich das Gleichgewicht, wenn ihre Rich-
tungen in dieselbe Gerade fallen. Sonst haben sie keine
Resultirende, sondern bilden das, was man ein Kriftepaar
nennt, wovon spiter die Rede sein soll.

‘Wir sahen bereits, dass jedes Massentheilchen m eines
schweren, geworfenen, sich nicht drehenden Korpers so be-
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wegt, als ob darauf eine unverinderliche, gegen den Erd-
mittelpunkt gerichtete Kraft mg (dessen Gewicht) wirkte,
wobei g an derselben Stelle der Erde fiir alle Massentheil-
chen denselben Werth hat und die Beschleunigung der
Schwere heisst. Wir suchen nun unter der Hypothese, dass
auch in allen anderen Fillen die Wirkung der Schwere mit
der eben beschriebenen Kraft mg identisch ist, die Resul-
tirende der gesammten Wirkung der Schwere auf irgend
einen festen Korper. Wegen der grossen Entfernung des
Erdmittelpunktes sind alle auf die verschiedenen Massen-
theilchen wirkenden Krifte parallel und gleich gerichtet.

Die Resultirende aller Krifte, welche die Schwere auf
den ganzen Korper ausiibt, ist daber ebenfalls gegen den
Erdmittelpunkt gerichtet; ihre Intensitit

g >m
ist gleich der Summé der Gewichte aller Massentheilchen,
welche man das gesammte Gewicht des Korpers nennt und
welches gleich der mit der Beschleunigung der Schwere
multiplicirten Gesammtmasse desselben ist. Der Mittelpunkt
der parallelen Krifte hat vermoge der Gleichungen 141)
die Coordinaten
*’f""zmx: 1} = zmy, C___z__m_;x

Es ist also der Punkt, welchen wir schon friher den Schwer-
punkt genannt haben. Wenn sich der Korper dreht, #indert
sich das Gewicht der einzelnen Massentheilchen weder in
irosse, noch in Richtung, noch im Angriffspunkte. Der
ait dem Korper fest verbunden gedachte Schwerpunkt hort
also nicht auf Angriffspunkt der Resultirenden aller auf
alle Massentheilchen des Korpers wirkenden Schwerkrifte
zu sein, wenn sich der Korper beliebig bewegt. Wenn man
daher eine einzige Kraft von der Intensitit des gesammten
Gewichtes des Kbrpers an dessen Schwerpunkte anbringt,
so erzeugt dieselbe in jedem Augenblicke die gleiche Be-
wegung, wie die verschiedenen auf die einzelnen Theilchen
des Korpers wirkenden Schwerkriifte. Man kann, wie man
sich ausdriickt, das ganze Gewicht des Korpers in dessen
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Schwerpunkte concentrirt denken. Man darf aber dabei nicht
vergessen, dass dies nur so lange gilt, als der Korper als
starr betrachtet werden darf Die elastische Deformation
des Korpers, z. B. die Compression oder Biegung durch sein
eigenes Gewicht, wire natiirlich eine ganz andere, wenn
die Schwere statt auf alle Theilchen des Korpers nur auf
dessen Schwerpunkt wirken wiirde. Alle diese Gesetze be-
stitigen sich in der Erfahrung, so dass wir also unsere
Hypothese itber die Wirkung der Schwere auf die Massen-
theilchen eines Korpers als in der Erfahrung wohlbegriindet
betrachten diirfen.

§ 52. Theorie der Eriftepaare.

Unter einem Kriftepaare verstanden wir zwei gleiche
entgegengesetzt gerichtete Krifte, die auf einen festen Korper
wirken und nicht die gleiche Richtung wie die Verbindungs-
linie ihrer Angriffspunkte haben. Die Ebene, welche beide
Angriffspunkte und die Richtungen beider Krifte enthilt,
heisst die Ebene des Kriftepaares. Die darauf errichtete
Normale heisst die Axe des Kriiftepaares. Sie ist immer in
dem Sinne zu ziehen, dass das Paar um sie im positiven
Sinne zu drehen sucht, d. h. dass sie gegen die Drehungs-
richtung des Kraftepaares dieselbe Lage hat, wie die positive
x~Axe gegen die Drehung von der positiven z-Axe auf kir-
zestem Wege zur positiven y-Axe, dass also bei Zugrunde-
legung eines franzosischen Coordinatensystems das Paar fir
ein Auge im Sinne des Uhrzeigers zu drehen sucht, das von
dorther blickt, wohin die Axe zeigt.

Wir wollen beide Krifte durch Pfeile ausdriicken und
den Proportionalititsfactor zwischen Kraft und Pfeil gleich 1
setzen. Das Parallelogramm, welches wir erhalten, wenn wir
den Angriffspunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der anderen
Kraft verbinden, nennen wir das Parallelogramm des Krifte-
paares, seinen Flicheninhalt dessen Totalmoment. Fiir jedes
Kriftepaar ist 4 = B= (¢ = 0. Das Moment D der beiden
Krifte des Kriiftepaares beziiglich der Abscissenaxe finden
wir nach Formel 71), indem wir die Pfeile, welche die
beiden Krifte darstellen, auf die yx-Ebene projiciren, jede
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Projection mit ihrem senkrechten Abstande vom Coordinaten-
ursprunge multipliciren und die Differenz dieser beiden
Producte bilden. Diese Differenz ist, wie man unmittelbar
sieht, gleich dem Flicheninhalte der Projection des Parallelo-
gramms des Kriftepaares, also seines Totalmomentes auf die
yx-Ebene und zwar mit positiven oder negativen Zeichen,
je nachdem die Projection des Paares auf die yz-Ebene
den Korper im positiven oder negativen Sinne um die posi-
tive Abscissenaxe zu drehen sucht. Analog werden ¥ und F
gefunden.

Die Werthe von D, E und F sind alle nur abhiingig
von der Richtung der Ebene des Paares, von dem Total-
momente desselben und von dem Sinne, in dem es za drehen
sucht. Da aber 4, B und (C fiir jedes Paar verschwinden,
so sind alle Paare #quivalent, d. h. sie erzeugen unter allen
Umstinden dieselbe Bewegung des festen Korpers, wenn nur
ihre Ebenen parallel, ihre Totalmomente gleich und ihr
Drehungssinn derselbe ist. Man kann daber jedes Krifte-
paar in seiner Ebene beliebig versetzen, sein Parallelogramm
in derselben belichig drehen und durch ein anderes von
gleicher Flache und gleichem Drehungssinn ersetzen und
auch die Ebene des Paares parallel zu sich selbst beliebig
verschieben, ohne dass das Kriftepaar aufhort, genau die
gleiche Wirkung auf den festen Korper auszuiiben.

Wie Drehungen, kann man auch jedes Kriftepaar durch
einen Vector ¥V darstellen. Derselbe kann von einem be-
liebigen Punkte des Raumes aus gezogen werden, seine Rich-
tung muss die der Axe des Kriftepaares, seine mit einem
passenden, ein fiir allemal constantem Reductionsfactor I
multiplicirte Linge gleich dem Totalmomente des Krafte-
paares sein. Wenn man von den Dimensionen absieht, kann
man natiirlich auch I'= 1 setzen.

Die drei Grossen D, E, F sind die mit 7~ multiplicirten
Projectionen dieses Vectors auf die drei Coordinatenrich-
tungen, denen wir das positive oder mnegative Zeichen er-
theilen, je nachdem sie in die positive oder negative Coordi-
natenrichtung fallen. D, E und F sind also durch den
Vector eindeutig bestimmt. Alle Paare, welche in dieser
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Weise durch den gleichen Vector dargestellt werden, sind
aquivalent und man sieht sofort, dass bei dieser Darstellungs-
weise Kriftepaare genam so zu Resultirenden zusammen-
gesetzt oder in Componenten zerlegt werden kdnnen, wie
einfache Krifte. Seien V), V,, V, die Projectionen des
Vectors ¥V, welcher unser Kriftepaar darstellt, anf die drei
Coordinatenaxen, so stellen diese drei neuen Vectoren Krifte-
paare dar, fir welche die Momente beziiglich der Coordi-
natenaxe die Werthe

D, 0,0; G E O resp. 0,0, F

haben. Fir diese drei Kriiftepaare zusammen ist also die
Summe der Momente beziiglich der Coordinatenaxen genau
so gross, wie fiir das urspriinglich gegebene Kriftepaar, und
da fiir alle Pagre 4 = B= ¢ = {0 ist, so sind die drei durch
die Vectoren ¥}, ¥,, V, dargestellten Kriftepaare zusammen
dem einzigen durch den Vector V dargestellten #quivalent,
genau so wie die drei durch die Pfeile 7, ¥,, V; dar-
gestellten Kriifte die Componenten der durch ¥ dargestellten
Kraft sind. Dieser Satz ist zwar nur ein specieller Fall der
Anwendbarkeit der Construction des Kriftenparallelogramms
anf Kriftepaare; man kann aber sofort daraus dem all-
gemeinen Fall beweisen, indem man jedes Paar in drei
Componenten nach den drei Coordinatenaxen zeriegt und
dann nachweist, dass diese fiir die Resultirende gleich aus-
fallen wiirden, wie fiir die Vereinigung aller Componenten.

§ 53. Ersetzung beliebiger Krifte durch eine Kraft
und ein Paar.

Es sei ein beliebiges auf einen festen Korper wirkendes
System von Kriften gegeben. Wir sahen, dass es nicht
immer moglich ist, eine einzige Kraft zu finden, welche dem
gegebenen Kriftesysteme dquivalent ist. Es ist aber immer
mboglich, eine Kraft und ein Kriftepaar zu finden, welche
zusammen dem gegebenen Kriiftesysteme #quivalent sind,
wobei noch der Angriffspunkt der Kraft beliebig gewihlt
werden kann. Seien 4, B, ¢ die Summen der Componenten
der gegebenen Krifte, D, B, F die Summen ihrer Momente

Boltzmann, Mechanik . 3. Auflage. 12
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beziiglich der Coordinatenaxen, so kann man vom Coordi-
natenursprunge aus, den man beliebig wihlen kann, zwei
Vectoren von OK und O P ziehen, welche eine Kraft und
ein Kriiftepaar mit den Componenten A4, B, C resp. D, E, F
in den Coordinatenrichtungen darstellen. Man nemnt sie die
resultirende Kraft und das resultirende Paar. Beide zo-
sammen sind dem gegebenen Kriiftesysteme #quivalent, da
fir die Kraft D, F und F, fiar das Paar 4, B und C ver-
schwinden, daher fiir die Kraft und das Paar zusammen die
sechs Grossen 4, B, C, D, E, F dieselben Werthe haben,
wie fiir das urspriinglich gegebene Kriftesystem.

Das Paar konnen wir dabei durch einen beliebigen
gleichen und gleich gerichteten, von einem anderen Punkte
des Raumes ausgehenden Vector darstellen. Wenn wir aber
fiir die Kraft einen anderen, nicht in ihrer Richtung liegen-
den Angriffspunkt wihlen, so miissen wir das Paar in einer
‘Weise verindern, die man durch die nachfolgenden Be-
trachtungen finden kann.

Es wirke auf einen festen Korper eine einzige Kraft.
0 sei ihr Angriffspunkt, O K der Pfeil, der sie ir Grosse
und Richtung darstellt. Wir konnen ithre Wirkung auf den
festen Korper immer ersetzen durch eine gleiche, gleich ge-
richtete Kraft, die in irgend einem anderen Punkie & an-
greift, der nicht in der Richtung der ersteren Kraft liegt,
und ein Kriftepaar. Um dies zu zeigen, fligen wir noch
zwel Krifte O'K’ und O'K” hinzu, welche beide im Punkte 0’
angreifen, von denen die erste gleich und gleich gerichtet,
die zweite ebenfalls gleich, aber entgegengesetzt gerichtet
wie die Kraft OKX ist. Da sich diese beiden Krifte auf-
heben, so ist die gegebene Kraft O K iquivalent mit dem
Systeme, das aus den drei Kriften OK, O'K uud O K"
besteht. Die beiden Krifte OX und O K bilden aber ein
Kriaftepaar, welches wir durch einen Vector O'P° darstellen
konnen, der senkrecht auf der Ebene O KO’ in demjenigen
Sinne steht, dass um ihn die Drehungsrichtung des Paares,
also auch die yon O K gegen O O auf kiirzestem Wege im
positiven Sinne geschieht. Das Moment des durch O P’ dar-
gestellten Kraftepaares ist gleich der Fliche des Parallelo-



GlL 142 V. §53. Ersetzung beliebiger Kriifte. 179

gramms O K O'K”, also der doppelten Fliche des Dreiecks
OK Q. Diese doppelte Fliche ist also gleich der mit I”
multiplicirten Lange des Vectors O P'.

Die Kraft 0K’ und das so gefundene Paar O'P sind
imme: der einen Kraft O K aquivalent, was wir den Satz 142)
nennen wollen.

Sei nun ein beliebiger fester Korper und ein beliebiges
darauf wirkendes System von Kriften gegeben. Dasselbe
sei der Kraft OK und dem Paare O P aquivalent. O sei
ein beliebiger anderer Punki. HEs sei die Aufgabe gestellt,
das urspriinglich gegebene Kriftesystem durch eine im
Punkte O angreifende Kraft und ein Kriftepaar zu er-
setzen.

Wir koonen das Paar auch durch einen von O ge-
zogenen, mit O P gleichen und gleich gerichteten Pfeil 0" P”,
die Kraft aber durch eine auf O wirkende, mit O K gleiche
und gleich gerichtete Kraft O'K” und noch durch ein Paar
O P’ ersetzen, das durch die Bedingungen 142) bestimmt ist.
Die beiden Paare O’ ® und O P” kbnnen wir zu einem ein-
zigen Paare O’ P zusammense'zen, welches also mit der
Kraft O K’ vereint dem urspriinglich gegebenen Kriftesysteme
Aquivalent ist, womit die gestellte Aufgabe geldst ist.

Die neue Resultirende O X’ ist gleich und gleich ge-
richtet der -alter O K. Das neue resultivende Paar O'P”
aber hat nur dann das gleiche Moment und eine gleich ge-
richtete Axe wie das frithere resultirende Paar OP, wenn
der Punkt O in der Richtung der Kraft OK legt.

Es verdient noch erwihnt zu werden, dass der An-
griffspunkt O der resultirenden Kraft immer so gewihlt
werden kann, dass dieselbe auf der Ebene desjenigen Paares,
welches mit ihr vereint dem gegebenen Kriftesysteme dqui-
valent ist, senkrecht steht, dass also die Axe des resultiren-
den Paares die Richtung der resultirenden Kraft hat. Man
nennt den Inbegriff einer auf einen festen Kérper wirkenden
Kraft und eines ehenfalls darauf wirkenden Paares, dessen
Axe die Richtung der Kraft hat, &fters eine Dyname.

Dass der Angriffspunkt der resultirenden Kraft wirklich
immer so gewiblt werden kanh, beweisen wir wie folgt.

13*
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Es giebt stets, wie wir wissen, eine in einem beliehigen
Punkte O angreifende Kraft O K, welche, vereint mit einem
Paare OP, dem gegebenen Kriftesysteme #Zquivalent ist.
Msan kann das Paar immer in zwei Componenten zerlegen,
welche durch die Vectoren ©F, ON dargestellt sind, von
denen der erstere in dieselbe Gerade wie die Kraft OK
fallt, der letztere daranf senkrecht steht. Man ziehe nun
die Gerade O O senkrecht auf die Ebene NOK nach der-
jenigen Seite hin, dass die Drehung, welche O K auf kiirzestem
Wege nach O O tberfithrt, um ON im negativen Sinne ge-
schieht. Dem Stiicke O O’ giebt man die Linge I". ON/ O K.

Nach dem Satze 142) ist nun die Kraft O K iquivalent
einer gleichen, gleich gerichteten, in O angreifenden Kraft
O’ K" und einem Paare, welches dieselbe Axe und dasselbe Ge-
sammtmoment, aber gerade den entgegengesetzten Drehungs-
sinn wie das Paar O N hat und sich daher mit diesem auf-
hebt. Das Paar O F aber kann auch durch einen gleichen,
gleich gerichteten, von O aus gezogenen Pfeil O'F dar-
gestellt werden. Die Kraft 0K’ und das Paar O'F, dessen
Axe in die Richtung der Kraft O'K’ fillt, dessen Ebene also
senkrecht darauf steht, sind also dem urspriinglich gegebenen
Kriiftesysteme ZAquivalent. Da OF und ON die Katheten
eines rechtwinkeligen Dreiecks sind, dessen Hypothenuse O P
ist, so ist nothwendig OF < OP.

Wenn also die resultirende Kraft in O oder einem
beliebigen anderen Punkte der unendlichen Geraden O'K”
angreift, so dass sie die Richtung der Axe des dazu ge-
horigen resultirenden Paares hat, so ist das Moment des
letzteren kleiner, als bei jeder anderen Liage des Angriffs-
punktes der resultirenden Kraft.

§ 54. [Ersatz einer Drehung durch eine andere und eine
Parallelverschiebung. Schraubenbewegung.

Ganz analoge Siitze lassen sich fir Drehungen ent-
wickeln. Gerade so wie jedes Kriftesystem durch eine einzige
Eraft und ein einziges Paar ersetzt werden kann, so kann
jede beliebige Lageninderung eines festen Korpers durch
den Verein einer einzigen Drehung und einer einzigen Parallel-
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verschiebung erzeugt werden. Gerade so wie der Vector, der
ein Kraftepaar darstellt, von jedem Punkte des Raumes aus
gezogen werden kann, so kann auch der Vector, der die
Parallelverschiebung darstellt, von jedem Punkte des Raumes
aus gezogen werden. Derselbe soll daher wieder mit O P
bezeichnet werden. Der Vector, welcher die Drehung aus-
driickt, kann von jedem Punkte der Drehungsaxe aus ge-
zogen werden, wie der Vector, der eine Kraft darstellt, von
jedem Punkte ihrer Richtung aus gezogen werden kann.
Ein Vector, welcher eine Drehung darstellt, soll daher wieder
mit 0 K bezeichnet werden. Ein von einem beliehigen an-
deren Punkte O aus gezogener Vector O XK', der gleich und
gleich gerichtet wie OK ist, stellt uns eine gleiche, gleich
gerichtete Drehung um eine parallele Axe dar.

Genau so wie frither die Kraft O K iquivalent der Kraft
O K’ und einem Paare O'P’ war, so ist auch die Lagen-
iAnderung, welche durch die Drehung OK erzeugt wird,
identisch mit der, welche durch die Drehung O'K’ vereint
mit einer Parallelverschiebung O'P’ erzeugt wird.

Wir beschrinken uns auf unendlich kleine Drehungen
und Parallelverschiebungen, fir welche auch die Parallel-
verschiebung O'P’ in Grisse und Richtung durch Regeln
bestimmt ist, die dem Satze 142) vollkommen analog sind,
welcher damals das Paar O'P’ bestimmte.

Durch die Drehung OK erfihrt, wenn sie unendlich
klein ist, der Punkt O eine Verschiebung O P’ senkrecht
zur Ebene O KO in dem Sinne, dass um die von O nach
P gerichtete Gerade die Drehung der Geraden OK auf
kiirzestem Wege in die Lage O O’ im positiven Sinne er-
folgt. Die Grosse dieser Verschiebung ist w. 0’ 4, wobei w
der Drehungswinkel der durch OK dargesteliten Drehung,
O'4 der senkrechte Abstand des Punktes O von der
Drehungsaxe OK ist. Sei I" der Reductionsfactor, so dass
die Lange des Pfeiles OK gleich I'w ist, so ist also:
OK.0A _ 20K0

r = I !
wobei O K O der Flicheninhalt dieses Dreiecks ist.

143) O
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Ertheilen wir nun dem ganzen festen Kdrper die
Parallelverschiebung O'P’ und die durch ¢ K dargestellten
Drehung um eine zu OK parallele, durch O gehende
Axe, wobei auch der Drehungssinn und Drebungswinkel
derselbe wie bei der Drehung OK ist. Dadurch wird, wie
man leicht beweist, der Punkt 4 des festen Korpers und
daher auch jeder Punkt desselben, der urspriinglich in der
Geraden OK lag, schliesslich wieder in seine alte Lage
zuriickgefithrt. Ferner kxommen alle Punkte des Korpers,
die in der durch ¢ in der Richtung O K gezogenen Ge-
raden liegen, daher auch schliesslich der ganze feste Korper
in dieselbe Lage, wie durch die Drehung OK. Es erfihrt
daher der ganze Korper durch die Drehung OK allein dieselbe
Lageniinderung, wie darch die Drehung /K" und die durch
die Formel 143) gegebene Parallelverschiebung 0P’ zusammen.

Daraus ersiecht man sofort Folgendes: 1. Sei OP die
Parallelverschiebung und O X die Drehung, durch welche
irgend eine unendlich kleine Lageninderung irgend eines
festen Korpers erzeugt werden kann und O ein beliebig
gegebener Punkt. Es sei die Anfgabe gestellt, dieselbe
Lageniinderung durch eine Parallelverschiebung und eine
Drehung um eine durch O’ gehende Axe zu erzeugen. Die
Parallelverschiebung konnen wir auch darch einen Pfeil O'P”,
der gleich und gleich gerichtet wie O P vom Punkte O aus
gezogen ist, darstellen. Die Drehung O K aber konnen wir
durch eine Drehung, die durch einen von O aus gezogemen,
mit O K gleichen und gleich gerichteten Pfeil O' K’ dar-
gestellt ist, im Vereine mit einer Parallelverschiebung O' P’
ersetzen. Die Grosse der letzteren ist durch Formel 143)
und ihre Richtung durch die bei Ertwickelung jener Formel
gegebene Regel bestimmt. ('P’ muss so senkrecht auf der
Ebene OK O sein, dass die Drehung von OK auf kiirzestem
‘Wege nach O O eine positive Drehung um O P’ ist. Die Auf-
gabe ist dann gelost, wenn man noch die beiden Parallel-
verschiebungen O'P’ und O'P” zu einer einzigen O P
zusammengesetzt hat.

2. Es kann auch hier wieder der Punkt 0’ so gewillt
werden, dass die Parallelverschiebung in dieselbe Gerade
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fallt, wie die Drehungsaxe. Um den hierzu geeigneten
Punkt O zu finden, zerlegen wir die Parallelverschiebung
OP in zwei Componenten OF und ON, von denen die
erstere in die Richtung OK fillt, die letztere darauf senk-
recht steht. Wir ziehen nun die Gerade O 0" so senkrecht
auf die Ebene KON, dass die Drehung der Geraden OK
anf kiirzestem Wege in die Lage O O im negativen Sinne
um O N geschieht und machen die Linge
O00=TI.0ON|OK.

Dann wird die Drehung O K dieselbe Lageninderung er-
zeugen, wie die durch einen von O aus gezogenen, mit OK
gleichen und gleich gerichteten Pfeil O K’ dargestellte
Drehung vereint mit einer Parallelverschiebung, welche die
Parallelverschiebung O N gerade aufhebt. Die Drehung 0K’
und die Parallelverschiebung O F lings der Axe derselben
erzeugen daher jedesmal die gegebene Lageninderung des
festen Korpers.

Eine Drehung vereint mit einer Parallelverschiebung in
der Richtung der Drehungsaxe nennt man eine Schrauben-
bewegung, da eine Schraunbe, die sich in ihrer Mutter dreht,
stets eine solche Bewegung macht. Jede unendlich kleine
Lagenanderung eines festen Korpers kann daher durch eine
einzige Schraubenbewegung erzeugt werden, wenn der
Drehungswinkel, die Axe und die Ganghthe der Schraube
passend gewihlt werden.

§ 55. Allgemeine Gleichungen fir die Drehung eines festen
Korpers um eine feste Axe.

Wir gehen nun zur Bewegung eines festen Korpers iiber,
in welchem zwei Punkte, daher auch alle Punkte, die in
ihrer Verbindungslinie liegen, festgehalten werden. Wir
kénnen z. B. durch den festen Korper eine fest damit ver-
bundene Axe gesteckt denken, deren beide Enden zugespitzt
sind und in festen Lagern ruhen.

Die Position des festen Korpers ist in diesem Falle
durch die eines einzigen Punktes 4 desselben bestimmt, der
nicht anf der Axe liegt. Um aber diese zu bestimmen, fallen
wir von A eine Senkrechte auf die Axe und bezeichnen den
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Winkel zwischen der Lage, welche diese Senkrechte zu An-
fang der Zeit hatte und der, welche sie zu irgend einer Zeit ¢
hat, mit w. Dieser Winkel misst ja in der That die Drehung,
welche der Korper seit dem Zeitanfange erfahren hat. Wir
konnen den Winkel w in beliebigem Sinne herum zihlen,
bezeichnen aber diejenige Richtung der Drehungsaxe, um
welche diese Zahlung im positiven Sinne erfolgt, als die
positive.

Wir konnen die Gleichungen, welche fiir einen voll-
kommen freien Korper gelten, auch in diesem Falle an-
wenden, wenn wir zu den iusseren Kraften anch die Krifte
rechnen, welche die Drehungsaxe resp. die beiden Lager in
unverinderlicher Lage erhalten.

Irgend ein Massentheilchen » des Kérpers habe zur
Zeit ¢ die Coordinaten z, ¥, * und die Entfernung » von der
Drebungsaxe, welche wir zur Abscissenaxe wihlen (und zwar
ihre positive Richtung als positive Abscissenaxe). Die Ge-
rade r, von der Axe gegen den Punktm gezogen, schliesse
mit der positiven zy-Ebene den ebenfalls im positiven Sinne
zu zihlenden Winkel « ein, so dass

144) y=rcose, x=rsne

ist. Wahrend der Zeit d¢ soll der Winkel w um dew
wachsen, so dass sich also der Korper um den Winkel dw
um die Abscissenaxe dreht und zwar im positiven oder
negativen Sinne, je nachdem dw positiv oder negativ ist.
Den Differentialquotienten dw/d¢ bezeichnen wir mit @ und
nennen ihn die Winkelgeschwindigkeit. Daher ist auch der
Zuwachs d e des Winkels « gleich dw, wihrend r und x con-
stant bleiben. Man findet daher aus den Gleichungen 144):

d:c_o dy : dw
dF T U1 g T TTER@.gy = o X0,
—‘}?—=rcosa.m=ym,
145) |
d*z d'y da
—_— =0, 5 = —yul—s—
d 1 3P y dt’
dz s do
r it i 72
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Wir wollen ferner mit — 4,, — B,, — C, die Summe
der Componenten der von den Lagern anf die Axe und durch
diese auf den Koérper wirkenden Krifte in den drei Coordi-
natenrichtungen, mit — D,, — E,, — F, die Summe der
Momente derselben beztiglich der Coordinatenaxen, ferner
mit 4., B,, C,, D,, E,, F, dieselben Grissen beziiglich der
fibrigen ZAusseren Krifte bezeichnen, die auf den Korper
wirken. Die auf die Axe wirkenden Krifte kdnnen wir uns
an den beiden Spitzen derselben angreifend denken. Ihre
Angriffspunkte liegen daher jedenfalls in der Abscissenaxe
und ibr Moment beziiglich der Abscissenaxe ist gleich Null.
Es ist also D, = 0.

Die Substitution der Werthe 144) und 145) fir die
Coordinaten, sowie der Werthe fiir die Kraftcomponenten
und Momente in die Gleichungen 184) und 136), wobei

letztere in der Form Zm(y———-x:’g) D ete. zu

schreiben sind, liefert die folgenden Gleichungen:
— 4, + 4,=0,

— B+ B, = ——m’Emy—--j—?Emz,
— G+ O = — o' Smz + 57 Smy,
= -—E’l-l-.E'a::m’Emzx-%Emmy,
—F+F,=—o'Smzy— %‘:—Emmx,

Dd b ﬂzm(y"*' x’)

Dabei wurde 2 und 22 d“ vor die Summenzeichen gesetzt,

da » sowie dessen Dlﬁ'erentmlquotaent-an nach der Zeit fiir
alle Punkte des Korpers dieselben Werthe haben.

Die ersten fiinf dieser Gleichungen bestimmen die Kraft-
componenten — 4, — B,, — C, und die Drehmomente — E,
und — F,, welche von den La.gern auf die Axe ansgeﬁht
werden, dxenen daher auch umgekehrt zur Bestimmung der
Summen 4,, B,, C, der Componenten der Krifte nach den
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Coordinatenaxen und der Drehmomente E, und F, beziiglich
der y- und z-Axe, welche der Korper auf die Vorrichtung,
welche die Lager festhilt, ausitbt. Die letzte Gleichung
dient zur Bestimmung der Bewegung des Korpers.

Die auf ihrer linken Seite mit dw/d¢ multiplicirte
Summe wird gebildet, wenn man jedes Massentheilchen des
Korpers mit dem Quadrate seiner Entfernung von der Axe
multiplicirt und alle so gebildete Producte addirt. Sie heisst
das Trigheitsmoment des Korpers beziiglich dieser Axe und
soll mit K bezeichnet werden. Da sich wihrend der Be-
wegung weder die Masse eines Massentheilchens, noch dessen
Entfernung von der Drehungsaxe verindert, so bleibt das
Trigheitsmoment wahrend der ganzen Bewegung constant.
Unter Einfithrung desselben erhalt man aus der letzten der
Gleichungen 146):

147) Kdm dw

o= O
Man sieht, dass fir die Winkelbeschleunigung

dwldt =d*w|d®
nur die Grosse D, ausschlaggebend ist. Zwei Krifte, welche
zu dieser Grisse denselben Betrag liefern, iiben gemau die-
selbe drehende Wirkung um die betreffende Axe auf den
Korper aus, woher der Name Drehmoment beziiglich einer
Axe stammt.

§ 56. Gleichformige und gleichformig beschleunigte Drehung.
Physisches Pendel. Waage.

Die Gleichungen 147) haben genau dieselbe Form wie
die Gleichungen 13) und 14) fir die Bewegung eines Kérpers
in einer geraden oder krummen linie. Man kann daher
jeden Satz, den wir fiir die letztere Bewegung gefunden haben,
@ einen entsprechenden Satz fiir die drehende Bewegung
eines festen Korpers um eine feste Axe verwandeln, indem
man folgende Vertauschungen vornimmt: Man setzt den
Drehungswinkel w statt des Weges s, die Winkelgeschwindig-
keit @ statt der Greschwindigkeit ¢ im gewdhnlichen Sinne,
das Trigheitsmoment X des Korpers beziiglich der Drehungs-
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axe statt der Masse und die Summe D, der Momente aller
auf den Korper wirkenden Krifte beziiglich der Drehungs-
axe statt der Summe § der Componenten der Krifte in der
Richtung der Bewegung des Kdrpers.

So geschieht, wenn die Summe der Momente der Kriifte
beziiglich der Drehungsaxe Null ist, die Drehung gleich-
formig; wenn diese Summe constant ist, so erhilt man

=Dt e Dt
K’ 2K

Ein weiteres Beispiel ist folgendes: Auf einen Magnet
vom Trégheitsmomente X, der in einem Kupfergehiuse an
einem Faden aufgehiingt ist, iibt dessen Torsion und der
Erdmagnetismus ein gegen die Ruhelage treibendes Dreh-
moment — aw aus, welches nahe dem Ausschlagwinkel w
proportional ist; ein anderes theils von den im Gehiuse
inducirten Strémen, theils vom Luftwiderstande herrithrendes
Drehmoment — b o ist der Winkelgeschwindigkeit proportio~
nal und wirkt der Bewegung entgegen. Wir konnen daher
in diesem Falle alle Formeln des & 18 unverindert anwenden,
wenn wir K, w, o statt m, z, » schreiben, wodurch deren
Anwendbarkeit auf praktische Falle illustrirt wird.

Einer Korper, welcher gezwungen ist, sich unter dem
Einflusse der Schwere um eine nicht verticale Axe zu drehen,
nennt man ein physisches Pendel. Sind die Schwingungen
klein, so sind, wenn wir den Luftwiderstand als eine der
Winkelgeschwindigkeit proportionale Dampfung mit in Rech-
nung ziehen, wieder genau dieselben Formeln wie beim
Magnete anwendbar. Ohne hierauf niher einzugehen, will
ich noch einiges tiber endliche Schwingungen bei Ausschluss
jeder anderen Kraft ausser der Schwere und der Festigkeit
des Korpers und der Axe bemerken.

Sei die Drehungsaxe, welche wir wieder zur Abscissen-
axe wihlen, horizontal. Die y-Axe wollen wir vertical mach
abwarts ziehen. o sei die Lange der vom Schwerpunkte
auf die Drehungsaxe gefillien Senkrechten, welche mit der
zy-Ebene den Winkel w bilde, M sei die gesammte Masse
des Korpers, K dessen Trégheitsmoment bezfiglich der Ab-
scissenaxe. Das ganze Gewicht M g kann man sich im Schwer-
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punkte angreifend denken. Sein Drehungsmoment Leziiglich
der Abscissenaxe ist also — Mg o sin w, wobei das negntive
Zeichen gesetzt werden muss, da es den Winkel w zu ver-
kleinern strebt. Man erhilt daher die Gleichung:

d*w -
K-E_t_i_—_ —Hgﬂ'smw.

Vergleicht man dieselbe mit der Gleichung 120), so sieht
man, dass sich der Winkel w genau nach demselben Ge-
setze wie beim einfachen Pendel verindert, nur dass
K/Mo statt der Pendellinge I zu schreiben ist. So ist die
Schwingungsdauer

E 11- 3 1’.3!
148)  t=1)/5¢; (1+ e a.‘...),

wobei wieder a der Sinus des grdssten Elongationswinkels
ist. Wiare die Drehungsaxe nicht horizontal, so wiirde an die
Stelle von g die Componente der Beschleunigung der Schwere
in der Richtung senkrecht zur Drehungsaxe, also g multi-
plicirt mit dem Sinus des Winkels zwischen der Drehungs-
axe und der Verticalen treten.

Unter denselben mechanischen Bedingungen befindet
sich die Waage. Wir haben uns da einen schweren, um
eine horizontale Axe drehbaren Kérper zu denken. Derselbe
ist im stabilen Gleichgewichte, d. h. die Schwere fithrt ihn
bei jeder kleinen Storung wieder in die Gleichgewichtslage
zuriick (vergl. § 70), wenn der Schwerpunkt vertical unter
der Drehaxe liegt. In dieser Lage sind zu entgegengesetzten
Seiten der Drehaxe zwei gleich schwere Waagschalen so be-
festigt, dass die Punkte, auf welche sie driicken, vollkommen
symmetrisch beziiglich der durch die Drehaxe gelegten
Verticalebene liegen. Legt man daher einen Korper auf die
eine, einen zweiten auf die andere Waagschale, so kann man
daran, dass das Gleichgewicht ohne Drehung des Korpers
bestehen bleibt, erkennen, dass beide Kérper das gleiche Ge-
wicht und daher auch die gleiche Masse haben, da das Ge-
wicht gleich dem Producte aus Masse und Beschleunigung
der Schwere, letztere aber erfahrungsmissig fir alle Korper
gleich ist. Hilt ein auf der einen Waagschale liegender
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Korper zwei anderen, unter sich ganz gleich beschaffenen,
auf der anderen Waagschale liegenden das Gleichgewicht,
so erkennen wir, dass er die doppelte Masse als jeder der
letzteren hat ete.

Die Regeln fiir die einfachste praktische Bestimmung
der Masse folgen auch bei uns erst aus sehr verwickelten
Consequenzen unseres Bildes. Allein dies ist keine logische
Schwiche, wie wenn erst die Grundbegriffe und Fundamental-
definitionen aus Consequenzen unserer Constructioren folgen
wiirden, zn deren Aufbau sie die Grundpfeiler hiitten sein sollen.

§ 57. Trigheitsradius. Trigheitsmomente beziiglich
paralleler Axen.

Die Grosse K heisst das Trigheitsmoment, weil sie an
die Stelle der Masse tritt, welche ja das Maass des Trig-
heitswiderstandes ist, den der Korper der Beschleunigung
entgegensetzt.

Setzt man 4 = 'ff’ 8o ist 4 die Entfernung, in welcher
sich die gesammte Masse M des Korpers, wenn sie in einem
einzigen Punkte vereint wire, von der Drehungsaxe befinden
miisste, um dasselbe Trigheitsmoment wie der ganze Korper
zu haben. Denkt man sich daher den ganzen iibrigen Korper
massenlos und seine Masse in einem einzigen, fest damit
verbundenen Punkte concentrirt, der sich in der Distanz 1
von der Drehungsaxe befindet, so wiirde er unter dem Ein-
flusse derselben Krafte bei denselben Anfangsbedingungen
dieselbe Drehung um die fix gedachte Drehungsaxe machen.

Da jede im Korper gezogene Gerade Drehungsaxe sein
kann, so ist es von Wichtigkeit, das Trigheitsmoment eines
Kdrpers beziiglich jeder beliebigen darin gezogenen Geraden
leicht bestimmen zu konnen. Zu diesem Zwecke sind die
nun zu behandelnden Sitze niitzlich, mittelst welcher das
Trigheitsmoment eines Korpers beziiglich einer beliebigen
Axe leicht berechnet werden kann, wenn man das Trigheits-
moment desselben Korpers beziiglich dreier bestimmter, durch
seinen Schwerpunkt gehender Axen berzchnet hat.
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Satz iber das Tragheitesmoment beziiglich
paralleler Axen.

Heisst K das Trigheitsmoment irgend eines Korpers
beziiglich einer beliebigen Axe, L das beziiglich einer
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden Axe, welcher
von der ersten Axe den Abstand & haben soll, und ist » die
Entfernung irgend eines Massentheilchens m von der ersten,
o die von der zweiten Axe, so ist gemiss der Definition des
Triagheitsmomentes

K= Zmr’, L= Em,g’.
Die Werthe dieser Grissen beziehen sich auf kein Coordi-
natensystem. Sie sind daher unabhingig von der Lage
eines Coordinatensystems, welches wir jetzt erst einfithren
wollen. Wir wiahlen den Schwerpunkt als Coordinaten-
ursprung, die von ihm auf die erste Axe gefillte Senkrechte
als Abscissenaxe und die der ersten Axe parallele, durch
den Schwerpunkt gehende Axe als z-Axe; ferner bezeichnen
wir die Coordinaten des Massenpunktes m mit =z, ¥,
Dann ist: Bl o o3
o =x" +y5,

rr=@E—0l+y’=0'+0"—20g3,
daher:
148a) Smrt=Smo*+ o’ M—2063 mz.

M ist die gesammte Masse des Korpers. Da nun die
Abscissenaxe durch den Schwerpunkt geht, so ist dessen
Abscisse also auch > m 2 =0. Ferner ist in Gleichung 148a)
der Ausdruck links das Trigheitsmoment beziiglich der ersten,
das erste Glied rechts das beziiglich der zweiten, parallel
durch den Schwerpunkt gehenden Axe. Es ist also
149) K=L+ Mc*.

Dieser Ausdruck erlaubt das Tragheitsmoment beziiglich
einer beliebigen Axe zu berechnen, wenn das beziiglich einer
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden, die gesammte
Masse des Korpers und die Entfernung des Schwerpunktes
von der ersten Axe gegeben sind.

Sei noch eine andere, der ersten Axe parallele Axe
gegeben, sei K’ das Tragheitsmoment desselben Korpers be-
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ztiglich der letzteren Axe und ¢’ ihre Entfernung vom
Schwerpunkte des Korpers, so ist:

K =L+ Md?,
daher:
K = K+ M(c”® — o?).

Aus der letzten Formel kann das Trigheitsmoment be-
ziiglich einer beliebigen Axe berechnet werden, wenn das
beziiglich einer beliebigen anderen, ihr parallelen, die
Distanz beider Axen vom Schwerpunkte des Korpers und
die Gesammtmasse des Korpers gegeben sind.

§ 58. Das Tragheitsellipsoid.

Wir bezeichnen nun mit O einen beliebigen Punkt im
Innern oder ausserhalb des festen Korpers, ziehen durch
denselben Axen nach allen mdglichen Richtungen im Raume
und stellen uns die Aufgabe, die Relation zu finden, welche
zwischen den Trigheitsmomenten desselben Korpers beziig-
lich dieser verschiedenen Axen besteht.

Wir machen den Punkt O zum Anfangspunkte eines
vorliufig noch ganz willkiirlichen Coordinatensystems und
ziehen durch O eine willkiirliche Gerade ®, deren Richtungs-
cosinus beziiglich dieses Coordinatensystems wir mit «, £,
bezeichnen. K sei dasTriigheitsmoment des Korpers beziiglich
der Geraden ®. Ferner sei m ein beliebiges Massentheilchen
des Korpers, = dessen Entfernung von der Geraden ®, R die
Lange der vom Coordinatenursprunge nach der Masse m
gezogenen Geraden, 1, u, v die Richtungscosinus der letzteren
Geraden und s der Winkel, den sie mit der Geraden ®&
einschliesst. Endlich seien z = R, y = Ry und 2 = Rv
die Ccordinaten des Massentheilchens m. Dann ist

r*=Risine=R*[l ~ (¢l + Bp+ 797 =
= B (4 #) + B0+ o) + 72 (04 i) —
—2afip—2aydy—28ypv]=
=y + 2%) + B2’ + %) + (2 + y*) ~
~2afzy—2ayz3—287yx
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Setzt man daher
. { a=">my+z%), b= m@+27), c=Smx*+y?),
150) ‘ oy
d=2>myz, e=>mzz, f=2ma=z‘,

so erhilt man also fir das Tragheitsmoment beziiglich der
Axe ® den Werth:

151) E=>mri=ac?+ b +cy?—2dfy —2eay —2fup.
Die Kenntniss der sechs Constanten 15G), von denen a, b, ¢
offenbar die Tragheitsmomente desselben Korpers beziiglich
der drei Coordinatenaxen sind, geniigt aiso, um das Trig-
heitsmoment beziiglich jeder beliebigen durch O gezogenen
Axe zu berechnen.

Man kann sich von der durch Formel 151) ausgedriickten
Abhiingigkeit der Grdsse des Tragheitsmomentes von der
Lage der betreffenden, durch O gehenden Axe ein anschau-
liches Bild machen, wenn msan sich durch O alle moglichen
Axen gezogen denkt und auf jeder von O aus eine Liénge
auftragt, welche genau gleich dem Trigheitsmomente des
Korpers beztiglich dieser Axe ist. (Den Reductionsfactor
wellen wir, die Dimensionen nicht beachtend, gleich Eins
setzen.) Die O gegeniiberliegenden Endpunkte aller dieser
Geraden wiirden dann eine Fliche bilden, die uns ein an-
schauliches Bild von der Abhingigkeit der Grisse des
Tragheitsmomentes von der Richtung der Axe gibe. Die
Anschaulichkeit wird nicht wesentlich geringer werden, wenn
wir auf jede Axe das Quadrat oder den Logarithmus oder
sonst eine einfache Function des betreffenden Tragheits-
momentes auftriigen. Wir wollen, da dann die betreffende
Fliche besonders einfach ausfillt, die reciproke Quadrat-
wurzel aus dem Triagheitsmomente auftragen. Wir tragen
also auf die Gerade @ von O aus ein Stick OP, = r auf,
dessen Linge 1/}/K sei. Bezeichnen wir mit x =rte, y=18,
3 =ty die Coordinaten des Punktes P,, so folgt, wenn wir
fir K seinen Werth 1/t* substituiren, aus 151):

152) 1=ag?+ 0y +c3?—2dyz —2ex3— 271

Wenn wir durch O nach allen moglichen Richtungen
Gerade ziehen und auf jeder von O aus eine Strecke auf-
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tragen, deren Linge die reciproke Quadratwurzel aus dem
Tragheitsmomente des Korpers beziiglich der betreffenden
Geraden ist, so geniigen die Coordinaten der anderen End-
punkte aller dieser Geraden der Gleichung 152). Dieselbe
ist also die Gleichung der Fliche, welche von allen diesen
Endpunkten gebildet wird. Man nennt sie das Trigheits-
ellipsoid oder auch das Centralellipsoid, welches zu dem
Punkte O des betreffenden Korpers gehort. Schliessen wir
nimlich den Fall aus, dass alle Massenpunkte des Korpers
in einer Geraden liegen, so kann K niemals Null, daher ¢
niemals unendlich werden. Die durch die Gleichung 152)
dargestellte Fliiche kann sich daher nirgends ins Unendliche
erstrecken. Sie muss, da diese Gleichung vom zweiten Grade
ist, ein Ellipsoid (einschliesslich der Kugelfliche) sein.
Haben wir die sechs Grossen g, b, ¢, d, ¢ f berechnet, so
konnen wir dieses Ellipsoid construiren und erhalten so ein
anschauliches Bild der verschiedenen Trigheitsmomente. Die
‘Wahl der Coordinatenaxen war bisher vollkommen willkiirlich.
Wir kénnen immer die drei Axen des Triigheitsellipsoides
(falls dieses ein Rotationsellipsoid oder eine Kugelflache ist,
drei beliebige aufeinander senkrechte Axen desselben) als
Coordinatenaxen wahlen. Wir bezeichnen diese neuen
Coordinatenaxen mit 0X,, 0Y,, 0Z,. Die Gleichung des
Tragheitsellipsoides reducirt sich dann, wenn y,, 9, 3 die
Coordinaten eines Punktes desselben beziiglich der neuen
Coordinatenaxen sind, auf
153) l=ax+b9 +as-
Da alles, was frither allgemein bewiesen wurde, auch von
den neuen Coordinatenaxen gelten muss, so.ist, wenn z,, 7, %
die Coordinaten irgend eines Massentheilchens m des Korpers
beziiglic. der neuen Coordinatenaxen sind
& =Sm; +2), b = Sme! +2), 4= Smlel + )
2my s =2man =3mzy =0.
Die letzten drei Summen miissen ja nach 152) fiir jedes
Coordinatensystem gleich den Coefficienten von § 3, r3 und ry
in der Gleichung des Tragheitsellipsoides sein, welche fiir
unser gegenwhrtiges Coordinatensystem verschwinden.
Boltzmann, Mechanik I. 3. Auflage
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& 59. Haupttrigheitsmomente.

Jede Axe des Trigheitsellipsoids nennt man eine zum
Punkte O gehorige Haupttrigheitsaxe des Korpers und das
dazu gehorige Trigheitsmoment ein Haupttriigheitsmoment.
Da 1/Va,, 1/Vb, und 1/Ve, die Halbaxen des Triigheits-
ellipsoides sind, welches, wenn man seine Axen als Coordi-
natenaxen wiahlt, ja die Gleichung 153) hat, so sind die
Haupttrigheitsmomente die reciproken Quadrate der Halb-
axen des Tragheitsellipsoides. Ist das Tragheitsellipsoid ein
dreiaxiges Ellipsoid, so giebt es nur drei zum Punkte O
gehorige Haupttrigheitsaxen. Ist es ein Rotationsellipsoid,
so existirt fir den Punkt eine singulire Haupttrigheitsaxe
und jede darauf Senkrechte ist ebenfalls Haupttrigheitsaxe.
Dann sind auch alle Trigheitsmomente nach den letzteren Axen
gleich. Dies ist selbstverstandlich, wenn der Korper um die
singulire Haupttrigheitsaxe symmetrisch, z. B. ein homogen
mit Masse erfilllter Rotationskérper und der Punki O ein
Punkt der Rotationsaxe ist. Es kann aber auch ohne Sym-
metrie des Korpers eintreten. Bei einem beliehigen Korper
z. B., dessen Trigheitsellipsoid ein dreiaxiges ist, kann man
durch Hinzufligung einer einzigen oder beliebig vieler Massen
auf der Axe des mittleren Tragheitsmomentes diesem das
kleinste gleich machen. Dann muss der Kérper. ohne jede
Symmetrie fiir alle in deren Ebene liegenden Axen gleiches
Tragheitsmoment haben.

Ist das Tragheitsellipsoid eine Kugel, so sind alle ihre
Radien Haupttrigheitsaxen, alle Trigheitsmomente beziiglich
derselben gleich. Dies tritt bei reguliiren, gleichformig mit
Masse erfiilllten Korpern “(Kugel, Wiirfel) immer ein, wenn
der Punkt O ihr Mittelpunkt ist, kann aber auch bei ganz
unregelmissigen Korpern gewissermaassen zufillig eintreten.

Wenn wir drei Haupttrigheitsaxen als Coordinatenaxen
einfihren, so verschwinden in Gleichung 152) alle drei
Coefficienten d, ¢ und £ Wenn wir dann blos die y- und
x-Axe in der yz-Ebene drehen, so erhilt blos d einen von
Null verschiedenen Werth. Wir konnen daher eine zu O
gehorige Haupttrigheitsaxe als eine solche definiren, fiir
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welche, wenn wir sie als z-Axe und O als Coordinaten-
ursprung wahlen, bei beliebiger Lage der y- und z-Axe
(natirich fiir rechtwinkelige Coordinaten)

154) Smry=Smzz=0 wird

Wenn jedem Massenpunkte des Korpers, der auf der
einen Seite irgend einer Ebene liegt, ein anderer von genau
gleicher. Masse entspricht, der dessen Spiegelbild bezfiglich
der Ebene ist, so nennt man diese Ebene eine Symmetrie-
ebene des Korpers. Wenn ein Korper eine Symmetrieebene
hat und wir diese zur yz-Ebene wiahlen, so entspricht jedem
Punkte ein anderer mit gleichem m, y und %, und gleichem,
aber entgegengesetzt bezeichneten z, so dass

Smzy=>mzz=0
ist; dann ist also jede auf der Symmetrieebene senkrechte
Gerade eine zu ihrem Durchschnittspunkte mit der Sym-
metrieebene gehdrige Haupttrigheitsaxe. Ebense sieht man,
dass, wenn ein Korper zwei aufeinander senkrechte Sym-
metrieebenen hat, ihre Durchschnittslinie beziiglich jedes
ihrer Punkte Haupttrigheitsaxe ist. Beziiglich jedes dieser
Punkte konnen daher dann die Haupttrigheitsaxen ohne
Rechnung gefunden werden, da auch jede durch ihn in einer
Symmetrieebene senkrecht zur Durchschnittslinie beider ge-
zogene Axe Haupttrigheitsaxe ist. Man wird daher dann
zundchst die drei zum Schwerpunkte gehdrigen Haupttrig-
heitsmomente berechnen, der ja auch auf der Durchschnitts-
limie der beiden Symmetrieebenen liegen muss. Daraus
kann man damn leicht das Triigheitsmoment beziiglich jeder
anderen durch den Schwerpunkt gehenden und dann auch
beziiglich jeder parallelen Axe berechnen.

Hat aber der Korper keine Symmetrien, so bleibt nichts
fibrig, als beziiglich irgénd welcher, am.besten durch den
Schwerpunkt gehender Coordinatenaxen die sechs Cofficienten
a,b, ¢, d, ¢ zu berechnen, und nach den Methoden der ana~
lytischen Geometrie die Axen des Ellipsoides 152) zu suchen.

Um die Tragheitsmomente K, K, und K, eines Korpers
beziiglich der drei Coordinatenaxen zu erhalten, empfiehlt
es sich oft zuerst die Grissen

18*
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155) L =3mz’, Ly=>my, Ly= > mz?
zu berechnen (Binet’sche, Minding’sche Trigheitsmomente),
welche natiirlich dhnliche Eigenschaften haben wie die ge-
wohnlichen Trigheitsmomente und durch dhnliche Ellipsoide
(Binet’s, Darboux’s, Culmann’s, Reye’s Ellipsoid) dar-
gestellt werden konnen.') Xs ist dann

K =L+ Ly, =1L+ L, =1L + L,
Daraus folgt K, + K, > K, > K, — K,. Zwei der Trigheits-
momente beziiglich der Coordinatenaxen kSmmen daher be-
liebige positive Werthe haben; das dritte aber muss zwischen
deren Summe und Differenz, welche natiirlich durch Sub-
traction des kleineren vom grosseren zu bilden ist, liegen.
Da dies auch von den Haupttrigheitsmomenten gilt, welche
gleich den reciproken Quadraten der Halbaxen e, «,, ¢,
des Trigheitsellipsoides sind, so muss auch

1 1 1 1 1

C T R g Ty

sein. Ein Ellipsoid, dessen Halbaxen dieser Relation nicht
geniigen, kann also nicht Trigheitsellipsoid sein. Gilt sie
fir eine Halbaxe «, und ist «, die kleinere der beiden
anderen, so muss sie auch, wie man leicht sieht, fiir jede
andere Halbaxe gelten.

Der von uns bisher ausgeschlossene Fall, dass alle
Massen in einer Geraden liegen, bildst nur dann einen
singuldren Fall, wenn auch der Punkt O in dieser Geraden
liegt. Dann ist das Trigheitsmoment beziiglich dieser Ge-
raden, welche natiirlich Haupttrigheitsaxe ist, Null, beziig-
lich jeder daraufSenkrechten, die ebenfalls Haupttrigheitsaxe
ist, gleich. Das Triigheitsellipsoid degenerirt also in einen
unendlichen Kreiscylinder.

Bei Berechnung der Trigheitsmomente oder der Aus-
driicke 155) wird natiirlich gerade, wie wir dies in § 28 bei
Berechnung der Schwerpunktscoordinaten thaten, der feste
Korper meist als ein continuirlich mit Masse von constanter
oder verinderlicher Dichte erfilltes Volumen oder als eine

') Wied. Beibl. 17, 571, 1888; 8, 269, 1884.
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mit Masse continuirlich bedeckte Fliche oder Linie zu be-
trachten sein. Es werden also die Summenzeichen mit
Integralzeichen zu vertauschen und fir m zu setzen sein
odo, gdf resp. cds, wobei die Buchstaben dieselbe Be-
deutung wie in den Formeln 67), 68) und 69) haben.

& 60. Krafte anf die Lager.

Wir wollen nun sogleich einige Anwendungen der Sitze
iiber die Trigheitsmomente machen.

Die durch die Formeln 146) bestimmten Grdssen 4,
B, C, E, F, sind die Summen der Componenten beziiglich
der Coordinatenaxen und die Momente beziiglich der y- und
z-Axe von denjenigen Kriften, welche bei einem nur um eine
feste Axe drehbaren Korper letztere auf ihre Lager ausiibt.
Diese Formeln zeigen zunichst den selbstverstandlichen Satz,
dass diese, wenn der Korper ruht, gleich denen der #4usseren
Krafte sind, welche auf den Korper wirken. Wenn sich aber
der Korper dreht, wirken auf die Lager ausser den von
aussen auf den Korper wirkenden Kriiften noch andere Krifte,
welche durch die negativ genommenen Glieder der rechten
Seiten der fiinf ersten der Gleichungen 146) gegeben sind.

Wir wollen nur noch den speciellen Fall dizcutiren, dass
dass keine ausseren Krifte auf den Korper wirken, also
Aam B¢= C;= Da= E¢= F¢= 0 ist. Dann drebt er sich
gleichformig; es ist also auch dw/dt =0 und man erhilt
156) { 4,=0, B=a*>mny, C=aw*Smz,

E=—-0*Smzz, FF=0'>mzy.

Sind §, 7, £ die Coordinaten des Schwerpunktes des Korpers
und ist M dessen Gesammtmasse, so ist B=w?My, C,;=a>M{.
Dies sind also die Componenten der Centrifugalkraft, welche
die ganze Masse des Korpers hitie, wenn sie sich, stets im
Schwerpunkte des Korpers concentrirt, mitdrehen wiirde.
Diese Centrifugalkraft iibertrigt sich daher durch die Axe auf
die Lager. Ausserdem wirken aber noch die Drehmomente
E, und F, auf die die Lager tragende Vorrichtung. Man
sicht leicht, dass es die Momente der Centrifugalkrafte der
einzelnen Massentheilchen des Kérpers beziiglich der y- und
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#-Axe sind. Durch diese Krifte und Momente, welche ihre
Richtung fortwihrend &ndern, wird die Vorrichtung, welche
die Axe trigt, hin- und hergeschiittelt, wihrend der Korper
gleichmiissig rotirt, was man als das Schlagen der Axe be-
zeichnet. Wiirde die Axe nicht durch die Liager fixirt, so wiirde
sie sofort aus ihrer Lage weichen. Wenn 4 die Linge der Axe,
also die Entfernung der beiden Lager ist, so wirkt auf das der
positiven Abscissenaxe zugekehrte Lager in der y-Richtung

die Kraft +B, + 2., in der z-Richtung die Kraft -G, — 2%,

auf das andere Lager aber sind die entsprechenden Kraft-
componenten %,Bl' —'% und % C, + %; denn diese Kriifte

geben die Componentensummen B,, C, und die Momente E,
und F,.

Nur wenn. die Ausdriicke 156) verschwinden, wirkt bet
Abwesenheit #usserer Krifte in Folge der Rotation auf
keines der Lager eine Kraft, so dass die Axe nicht schligt
und auch dann in unverinderter Lage fortfihrt, die Rotations-
axe des Korpers zu sein, wenn die Liager hinweggenommen
wirden. Die Axe heisst dann eine freie Drehungsaxe. B,
und C, verschwinden, wenn die Axe durch den Schwerpunkt
geht. Es muss aber auch noch E, und 7, also Smzy und
> mazx verschwinden, d. h. die Axe muss eine zum Schwer-
punkte gehdrige Hauptirigheitsaxe sein. Dann ist sie freie
Drehungsaxe.

Die Formeln 146) zeigen, dass dann anch, wenn Aussere
Kriifte auf den Korper wirken, die Componentensummen be-
ziiglich der Coordinatenaxen und die Momente beziiglich der
y- und z-Axe fiir die auf die Lager wirkenden Krifte und fur
die dusseren auf den Korper wirkenden Kriifte gleich sind,
so dass vermdge der Rotation, mag diese gleichformig oder
beschleunigt sein, keine neuen Krifte auf die Lager hinzu-
treten.

§ 61. Das Reversionspendel.

Sei die Linge ? und die Schwingungsdauer z eines ein-
fachen Pendels genau bekannt; dann lisst sich darans die
iiberaus wichtige und schwer direct bestimmbare Grosse ¢
der Beschleunigung der Schwere mittelst der Formel
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i
157) T= yrl/—;—

berechnen. Leider laisst sich ein einfaches Pendel nur sehr
unexact herstellen. Ein zusammengesetztes Pendel (physisches)
laisst sich zwar ohne Schwierigkeit herstellen, allein mittelst der
zur Bestimmung seiner Schwingungsdauer dienenden Formel
kann die Beschleunigung der Schwere nur dann berechnet
werden, wenn das Trigheitsmoment, der Schwerpunkt etec.
bekannt sind, die wieder nicht leicht mit der geniigenden
Genauigkeit berechnet werden konnen. KEs ist daher will-
kommen, dass man, indem man ein zusammengesetztes Pendel
um zwei parallele Axen schwingen lisst, leicht die Linge
des einfachen Pendels bestimmen kann, welches genau die-
selbe Schwingungsdauer wie das zusammengesetzte Pendel
hatte. Aus dieser Linge kann dann, wenn auch noch die
Schwingungsdauer genan gemessen ist, die Beschleunigung
der Schwere bestimmt werden.

Behufs Ableitung der hierzu erforderlichen Sitze denken
wir uns einen beliebigen festen Korper von der Masse 3,
der beziiglich irgend einer durch seinen Schwerpunkt gehen-
den Axe das Trigheitsmoment L hat.

A=VI/H
sei der Trigheitsradius beziiglich dieser Axe. Wir ziehen
eine zu dieser Axe Parallele durch den Korper, welehe die
Entfernung ¢ vom Schwerpunkte hat, stellen diesen so, dass
beide Axen horizontal liegen und lassen ihn unter dem Fin-
flusse der Schwere allein um die letztere Axe schwingen.
Sein Tragheitsmoment beziiglich der letzteren Axe ist

L+ Mo*= M@+ oY),
daher seine Schwingungsdauer

158 l/ﬁﬂ= By

) B Mgo VeV ¢ i
Dieselbe ist also fur alle parallelen, in gleicher Distanz vom
Schwerpunkt befindlichen Axen gleich.

Betrachten wir in diesem Ausdrucke nur ¢ als variabel,
so wird er ein Minimum #J2A4/g fir ¢ = 4 haben. Die
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Schwingungsdauer ist also sehr gross, wenn sich die Axe
in sehr grosser Entfernung vom Schwerpunkte befindet. Sie
wird kleiner, bis die Entfernung der Drehungsaze vom
Schwerpunkte gleich dem Triigheitsradins ist, welcher der
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden Axe entspricht.
Rickt die Axe noch niher an den Schwerpunkt, so wichst
die Schwingungsdauer wieder nund wird abermals unendlich,
wenn die Axe dem Schwerpunkte unendlich nahe kommt.
Wir fragen nun, wie gross o gewahlt werden muss, damit
die Schwingungsdauer gleich der eines einfachen Pendels
von gegebener Lange I ist. Ist 7 kleiner ais 22, so ist
offenbar die Schwingungsdauer des einfachen Pendels kleiner
als die kleinste Schwingungsdauer des zusammengesetzten,
die Aufgabe daher nicht 15sbar. Ist I=21, so tritt die
Gleichheit der Schwingungsdaner gerade fiir die kleinste
Schwingungsdauer des zusammengeset-ten Pendels, also fiir
=1 ein. Ist endlich I > 24, so muss es immer zwei
Werthe von ¢ geben, ¢, und o,, fiir welche die Schwingungs-
danern gleich werden. In der That liefert die Gleichsetzung
der beiden Schwingungsdauern also der beiden Awusdriicke
157) und 158) die quadratische Gleichung ¢®—lg + 42=0,
welche in diesem Falle stets zwei verschiedene Wurzeln hat.
Aus den bekannten Eigenschaften der Wurzeln einer Gleichung
folgt, dass die Summe @, + o, der beiden Distanzen der Axe
vom Schwerpunkte, fiir welche die Schwingungsdauer der des
einfachen Pendels gleich ist, gleich der Liinge ! dieses ein-
fachen Pendels ist. Der Tragheitsradius i, welcher der
parallelen, durch den Schwerpunkt gehenden Axe entspricht,
ist aber das geometrische Mittel der beiden Werthe des o.

Das experimentelle Verfahren kann nun folgendermaassen
skizzirt werden. Man verfertigt ein beziiglich einer Ebene
moglichst symmetrisches Pendel und bringt daran zn ent-
gegengesetzten Seiten des Schwerpunktes zwei Schueiden so
an, dass beide ijhre scharfe Kante dem Schwerpunkte zu-
kehren und sich so verschieben lassen, dass ihre scharfen
Kanten dabei immer mdglichst parallel und in der Sym-
metrieebene bleiben. Man stellt sie dann durch Kunst-
griffe, deren Beschreibung nicht hierher gehort, so ein, dass
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das Pendel auf jede der beiden Kanten dieser Schneiden
aufgelegt genau dieselbe Schwingungsdauer hat, ohne dass
jedoch beide dieselbe Entfernung vom Schwerpunkte haben.
Dann ist die Summe der Entfernungen der beiden Kanten
vom Schwerpunkte, also, da dieser in ihrer Ebene Liegt, die
Entfernung der beiden Kanten gleich der Lange des einfachen
Pendels, welches dieselbe Schwingungsdauer hatte. Die Ent-
fernung der beiden Kanten und die Schwingungsdauer des auf
der einen oder anderen Kante ruhenden zusammengesetzten
(physischen) Pendels kann aber sehr genau gemessen und
so indirect die Liinge ! eines einfachen Pendels von gleicher
Schwingungsdauver = und diese Schwingungsdauer selbst be-
stimmt werden, woraus dann g mittelst der Formel 157) folgt.
Die Correctionen, welche man wegen des Luftwiderstandes, der
mangelnden unendlichen Kleinheit der Amplituden, der un-
vollstindigen Realisirung dieser oder jenmer Bedingung anzu-
bringen hat, wiren nicht allzn schwer ableithar, aber viel
zu weitlinfig, um hier erwihnt werden zu kdnnen.

8§ 62. Der Schwingungsmittelpunkt.

Wir wollen hieran noch einige Bemerkungen kniipfen,
welche Maxwell in seiner Mechanik bringt. Wenn ein um
eine Axe drehbarer Kérper nicht aufhdrt starr zu sein und
dieselben Krifte auf ihn wirken, so wiirde er sich, wie wir
sahen, unter denselben Anfangsbedingungen in derselben
‘Weise bewegen, wenn die Masse aller iibrigen Massentheilchen
desselben gleich Null gemacht und nur die eines einzigen
Massentheilehens gleich der gesammten Masse ¥ des Korpers
gemacht witrde, welches sich in einer Entfernung von der
Axe befindet, die gleich dem Trigheitsradius 7 ist. Man kann
sagen, dass sich das Trigheitsmoment des Kérpers beziig-
lich jener Axe durch das dieser einzigen Masse ersetzen
lasst. Wir konnen dieselbe auch durch zwei Massen p,
und p, ersetzen, von denen die eine in der Axe, die andere
in einem zu suchenden Abstande davon sich befindet und
welche zusammen gleich der Gesammtmasse des Korpers sind.
Da wir nun eine verfiighare Grisse mehr haben, so kénnen
wir diese beiden Massentheilchen so wahlen, dass auch ihr
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gemeinsamer Schwerpunkt mit dem des Korpers zusammen-
fallt. Wir erreichen dadurch einen zweifachen Vortheil

Erstens ist auch die Resultivende der Schwerkrifte,
welche auf diese beiden Massentheilchen wirken, identisch
wie fiir die Schworkrifte, welche auf den urspriinglich ge-
gebenen Korper wirken.

Zweitens ist nach dem in § 57 entwickelten Satze iiber
das Tragheitsmoment beziiglich paralleler Axen auch das
Trigheitsmoment der beiden Massen gleich dem des Korpers
beziiglich jeder der urspriinglich gegebenen parallelen Axe.

Um Grosse und Lage dieser beiden Massen zu finden,
fallen wir vom Schwerpunkte S des Korpers auf die ur-
gpritnglich gegebene Drehungsaxe eine Senkrechte S O, deren
Lange wir wieder mit ¢ bezeichnen. In O denken wir uns
eine Masse p,, auf der von O nach S gezogenen Geraden
im Punkte P jenseits S eine zweite Masse p, in der Ent-
fernung = von S; wir erhalten

by + py = M,
weil die Gesammtmasse,

;&10‘2+p5:c3=L=413M,

weil das Tragheitsmoment beziiglich der durch den Schwer-
punkt gehenden Axe und

o=y,
weil der Schwerpunkt fiir den Korper und fiir das aus beiden
Massen gebildete System gleich sein soll.

Substitoirt man den aus der ersten Gleichung folgenden
Werth von u, in die zweite und dritte und dann den aus
der dritten folgenden Werth von g, in die zweite, so folgt
z=122/c,
daher

M2 M2
h=p3a B=pra

Da nun das System der beiden starr verbunden ge-
dachten Massen p, und g, dasselbe Trigheitsmoment beziig-
lich der urspriinglich gegebenen Axe hat, wie der gegebene
Korper und auch die Schwere dieselbe Wirkung darauf aus-
ibt, so muss es als znsammengesetztes Pendel unter dem
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Einflasse der Schwere um diese Axe, welche wir uns horizontal
denken, schwingend auch dieselbe Schwingungsdauer haben.
Da ferner g, in der Axe selbst liegt, so ist dies die Schwingungs-
dauer eines einfachen Pendels, dessen Masse sichin Pbefindet.
Der Korper schwingt also um die betreffende Axe genau so
wie ein einfaches Pendel, dessen Masse sich in P befindet,
weshalb P der Schwingungsmittelpunkt des zusammengesetzten
Pendels heisst. Da dieses einfache Pendel die Lange
ct+z=0+ 2o

hat, so ist dies die frither mit ! bezeichnete Linge des-
jenigen einfachen Pendels, das dieselbe Schwingungsdauer
hat. Nun hat aber das starr verbundene System der beiden
Massen p, und p, auch beziiglich jeder parallelen Axe das-
selbe Trigheitsmoment wie der Korper. Wenn wir daher
jetzt beide Systeme um eine parallele durch den Punkt P,
der frither Schwingungsmittelpunkt war, also durch die
Masse u, gehende Axe unter dem Einflusse der Schwere
schwingen lassen, so haben beide untereinander wieder die-
selbe Schwingungsdauer. Das System der beiden Massen
p, und g, ist aber dann wieder ein einfaches Pendel von
der Linge ! = ¢ + A2/o. Daber ist jetzt O der Schwingungs-
mittelpunkt des Korpers, welcher wieder dieselbe Schwingungs-
dauer hat wie frither, wo O der Drehungspunkt und P der
Schwingungsmittelpunkt war und man sieht ohne Rechnung,
dass der Korper um beide Axen dieselbe Schwingungsdauer
hat, sowie auch ein einfaches Pendel, dessen Linge der Ab-
stand der Axen ist.

Wir wollen durch ein ebenes Bret eine Stricknadel
senkrecht auf dessen Ebene stecken. [ sei die Entfernung
des Schwingungsmittelpunktes von der Stricknadel, wenn
diese horizontal liegt und das Bret als Pendel um sie als
Axe schwingt. An die Stricknadel befestigen wir einen
Faden von der Liange !/, dessen Ende eine kleine Kugel
trigt, welche das Bret gerade berithren soll. Wir fassen
die beiden Enden der Stricknadel mit den Fingern und
bewegen sie beliebig auf und ab und hin und her, jedoch
s0, dass sie immer horizontal und das Bret immer in der-
selben Ebene bleibt. Nun ist die Bewegung der Kugel vom
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Absolutwerth ihrer Masse unabhingig; bei passender Wahl
desselben aber sowohl das Tragheitsmoment, als auch die
Wirkung der Schwere fir das Bret und die kleine Kugel
gleich; daher bewegen sie sich genau in derselben Weise.
Die Kugel beriihrt also das Bret immer in demselben Punkte.
Die durch ihren Mittelpunkt gezogene horizontale Gerade geht
fortwihrend durch den Schwingungsmittelpunkt des Brettes.

§ 63. Der Mittelpunkt des Stosses.

Wir wollen wieder zu dem urspriinglich gegebenen
Korper und den beiden starr verbundenen Massen p, und p,
zuriickkehren. Der Korper und die beiden Massen sollen
mit gleicher Winkelgeschwindigkeit um die urspriingliche Axe
rotiren. Die Wirkung der Schwere konnen wir uns dabei,
wenn wir wollen, hinwegdenken. Durch die Masse u, sei
eine zweite, der ersten Axe parallele, massenlose Axe ge-
legt und mit beiden Massen starr verbunden. Wir denken
uns diese zweite Axe plétzlich festgehalten und gleichzeitig
die Lager der urspriinglichen Axe entfernt. Dadurch wird
die Masse p, in ihrer Bewegung pldtzlich aufgehalten und
da p, ohnedies ruhte, kommt das System beider Massen
zur Ruhe, ohne dass auf die erste Masse irgend ein Stoss
ausgelibt wird. Wiirden wir dagegen irgend eine andere,
mit beiden Massen fest verbundene Axe, welche nicht durch
die augenblickliche Bewegungsrichtung der Masse p, hin-
durchgeht, plotzlich festhalten, so wiirde das System nur
zur Ruhe kommen, wenn wir gleichzeitig die urspriingliche
Axe festhalten wiirden, welche also einen Stoss erfithre, Das
Gleiche gilt natiirlich auch von dem Korper, da dessen
Triigheitsmoment beziiglich aller dieser Axen dasselbe ist.
Wenn wir ihn durch irgend eine Kraft plétzlich aufhalten,
deren Richtung durch eine durch den Schwingungsmittel-
punkt parallel der Drehungsaxe gezogene Gerade geht und
senkrecht auf der durch diesen und die Drehungsaxe ge-
legten Ebene steht, so erfihrt die urspriingliche Drehungsaxe
dabei keinen Stoss.

Wenn dic Drehungsaxe ausserdem noch Haupttrigheits-
axe beziglich ihres Durchschnittspunktes mit der zu ihr
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senkrechten, die Richtung der Kraft enthalténden Ebene ist,
so erfahrt sie auch kein Drehmoment, es erfihrt also dann
jedes der Lager keinen Stoss. Der Fusspunkt der in diesem
Falle von der Axe auf die Richtung der Kraft gefallten
Senkrechten heisst der Mittelpunkt des Stosses. Nicht nur
wenn die durch ihn der urspriinglichen Drehaxe parallel
gezogene Axe, sondern auch wenn dieser eine Punkt wihrend
der Drehung plotzlich festgehalten wird, erfihrt keines der
Lager der urspriinglichen Drehaxe einen Stoss.

§ A4. Reduction der allgemeinen Bewegung eines festen
Korpers auf die, wo ein Punkt festgehalten ist. Lebendige
Kraft der Bewegung relativ gegen den Schwerpunkt.

Wenn in einem festen Korper ein einziger Punkt fest-
gehalten wird, so kaon er sich noch beliehig nach allen
Richtungen um denselben drehen. Um die Gesetze dieser
Drehung 2zu finden, miissen wir uns zu den Kriften, welche
sonst anf den festen Korper wirken, noch eine in diesem
Punkte angreifende Kraft hinzugefiigt denken, deren Grosse
und Richtung aus den drei Gleichungen 134) stets so zu
bestimmen ist, dass dieser Punkt in Ruhe bleibt. Diese
Kraft ist eben diejenige, welche die den Punkt festhaltende
Vorrichtung auf den Korper ausiibt. Wir wollen den festen
Punkt als Coordinatenanfangspunkt eines im Raume fixen
wiahlen, dann sind also die Momente dieser Kraft beziiglich
der Coordinatenaxen Null. Dieselbe geht also-in die drei
Gleichungen 136) nicht ein, welche somit die Bewegung des
Kérpers bestimmen. Bezeichnen wir mit #, y, 2* die Coordi-
naten irgend eines Punktes des Korpers beziiglich dieses
Coordinatensystems und mit X, ¥, Z die Componenten der
darauf wirkenden gesammten #usseren Kraft in den Coordi-
natenrichtungen, so erhalten wir, wenn wir immer blos die
auf eine der Coordinatenrichtungen bezughabende Gleichung
hinschreiben, analog mit Gleichung 136) folgende Gleichung

159)  mly G-+ =Swz-+7)

als Reprisentanten der drei Bewegungsgleichungen des
Korpers bei der Drehung um einen festen Punkt.
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Wir sahen, dass bei einem beliebigen Systeme die Be-
wegung des Schwerpunktes durch die Gleichungen 66) be-
stimmt ist, also immer so geschieht, als ob daselbst die
ganze Masse des Korpers vereint wire und alle auf den
Korper wirkenden Krifte auf sie wirkten. Die Bewegung
des Schwerpunktes ist hiermit auf das einfachere, schon be-
handelte Problem der Bewegung eines einzigen materiellen
Punktes unter dem Einflusse gewisser Kriifte zuriickgefithrt.
Dies gilt also auch fiir einen beliebigen festen Korper. Da
wir jetzt die Ausseren Kriifte nicht mit den deutschen, son-
dern den lateinischen Buchstaben bezeichnen, so verwandeln
sich die Gleichungen 66) fir einen solchen in
160) ML -Sx, Tl =3y, Tt =37
wenn wie in den Formeln 66) M die Gesammtmasse des
Korpers ist.

Wir wollen nun ferner beweisen, dass die Drehung eines
vollkommen freien festen Kérpers um den Schwerpunktimmer
genau 80 geschieht, als ob der Schwerpunkt festgehalten wire
und im Uebrigen dieselben Krifte auf den festen Korper
wirkten, was wir den Satz iiber die Reduction der freien
Drehung eines festen Korpers auf die um einen festen Punkt
nennen wollen. Wir knnen daher das Problem der Bewegung
eines vollkommen freien festen Korpers unter dem Einflusse
beliebiger Krafte als gelost betrachten, wenn wir das der
Drehung desselben um einen festen Punkt unter dem Einflusse
beliebiger Krifte gelost haben. Wir werden das letztere Pro-
blem im zweiten Theile ausfithrlich behandeln, wollen aber
jetzt schon den Beweis des Theorems der Reduction der freien
Drehung eines festen Korpers auf die um einen festen Punkt
liefern. Die Momentengleichung 70) lautet in unserer jetzigen
Bezeichnung fiir den vollkommen freien Korper:

& ar
161) Sm (y?;f- —xd_g) =S WZ—x7),
welche wir wieder auch als Reprisentanten der beiden ana-
logen, fir die beiden anderen Coordinatenaxen betrachten.
Seien wieder &, #, { die Coordinaten des Schwerpunktes S
des Korpers. Wir benutzen nun ein zweites bewegliches
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Coordinatensystem, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt S
des Korpers sei und dessen Axen denen des ersten Coordi-
natensystems stets parallel seien. «, 3, 2" seien die Coordi-
naten desjenigen Punktes des Korpers beziiglich des zweiten
Coordinatensystems, der beziiglich des ersten Coordinaten-
gystems die Coordinaten z, y, # hat. Dann ist

162) g=2d+§ y=y+19, 2=2+¢

Ferner ist, da der Schwerpunkt zu jeder Zeit der Coordi-
natenursprung des neuen Coordinatensystems ist, zu jeder Zeit

163) Smdl=Smy="Smy=0,
woraus durch Differentiation nach der Zeit folgt
184) . SmlZ o, Em—-———-=0, etc.

Mit Riicksicht auf die Werthe 162) folgt
d* ’ ax’ ar
Emyi =2m(y +1) (“%“""z?;) =
T+ FEmy +UgwE

Das zweite und dritte Glied der letzten Zeile vemchwmdet
mit Ricksicht auf 163) und 164), das letzte ist mit Riick-
sicht anf 160) gleich qEZ. Daher folgb

Emy di "'Emy’ d't‘ + EZ
und ebenso
Smefl—Smy 2L ST
Da ferner
SWZ—sN=SWI-2N)+132-(SY
ist, so folgt endlich aus 161)

Em( £s —x’%)=2(y’2—x’¥).

Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung 159).
Letztere wiirde die Bewegung desselben Korpers relativ
gegen drei stets durch den Schwerpunkt gehende, nicht
rotirende Coordinatenaxen bestimmen, wenn nebst den
iibrigen unverindert auf den Kérper wirkenden Kriften auf

d’c M.
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dessen Schwerpunkt noch stets eine Kraft wirken wiirde,
die ihn fortwihrend in Ruhe erhilt. Es geschieht also in
der That die Drehung um den Schwerpunkt genau so, als
ob derselbe ohne eine andere Veriinderung der auf den
Korper wirkenden Kriifte fortwihrend festgehalten wiirde.
Bevor wir jedoch zur Drehung eines festen Korpers um
einen festen Punkt fibergehen, wollen wir noch eine Reihe
wichtiger allgemeiner Principe kennen lernen.

Wir wollen vorher noch kurz ein allgemeines Theorem,
dass sich nicht blos auf feste Korper bezieht, beweisen.
Seien n ganz beliebige materielle Punkte gegeben, die starr
verbunden sein konnen oder nicht. &, %, { seien die Coordi-
naten des Schwerpunktes des von diesen Punkten gebildeten
Systems zur Zeit ¢ beziiglich eines beliebigen fixen Coordi-
natensystems. z, y, » die Coordinaten eines beliebigen der
materiellen Punkte zur selben Zeit beziiglich desselben Coordi-
natensystems, «, i, # die Coordinaten desselben materiellen
Punktes bezfiglich eines Coordinatensystems, dessen Axen
immer denen des urspriinglichen parallel sind, aber sich so
parallel zn sich selbst im Raume bewegen, dass sie immer
durch den Schwerpunkt gehen. KEs ist dann:

r- 35 [5 + (3"+ (3)]

die gesammte lebendige Kraft des Systems. Den Ausdruck

=25 |(@) + (@) + ()]

konnen wir als die-lebendige Kraft der relativen Bewegung
der materiellen Punkte gegen den Schwerpunkt bezeichnen.

Substituiren wir im Ausdrucke fiir 7' die Werthe 162)
und bedenken, dass

d¥ da:’ dz’
D™ arar= dt 2’”??
ist, also nach 164) verschwindet, so folgt
oo M (SE), (401, (8E)
r=7+ 3 |(&) + () + (&)]
Hier ist das letzte Glied die lebendige Kraft, welche
der gesammten Masse aller Punkie zukame, wenn dieselbe
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fortwahrend im -Schwerpunkte vereint wire und die Be-
wegung desselben hitte. Man nennt diese letztere lebendige
Kraft die lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung des
Schwerpunktes. Hs ist also die gesammte lebendige Kraft
aller Punkte des Systems immer gleich der Summe der
lebendigen Kraft ihrer Bewegung relativ gegen den Schwer-
punkt und der lebendigen Kraft der fortschreitenden Be-
wegung des Schwerpunktes.

VL Vergleich der Principe, die durch Variation
des Zunstandes zu einer bestimmten Zeit gewonnen
werden.

§ 65. Analytischer Beweis eines speciellen Falles des
Ganss'schen Principes.

Wir wollen nun zur Ableitung eines neuen mecha-
nischen Principes ibergehen. Es sei zunichst ein beliebiges
holonomes System gegeben, dessen Bedingungen ausschliess-
lich durch Gleichungen definirt seien, die wir also in der Form

165) Pilt %y 8y o %) =0

schreiben konnen, welche gleichlantend mit 127) ist. Awuch
in allem Uebrigen wollen wir die in § 34 gebrauchten Be-
zeichnungen verwenden. Wir bezeichnen wieder die Be-
wegung, welche das System bei einem bestimmten Anfangs-
zustande unter dem Einflusse der darauf wirkenden Krifte
und unter den herrschenden Bedingungen macht, als die
wirkliche Bewegung desselben. Dabei sind die Coordinaten
Z, Y %, des hten materiellen Punktes gewisse Functionen
x (@), (@), o) der Zeit. Wir fanden schon in § 43, dass
die wirkliche Bewegung durch die Gleichungen 129) be-
stimmt ist.

Wir wollen nun die Coordinaten z,, y,, %, jedes mate-
riellen Punktes gleich etwas anderen Functionen y, (#), v, (%),
o, (?) der Zeit setzen. Die dadurch bestimmte Bewegung des

Boltzmann. Mechanik I 3. auflage. 14
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Systems nennen wir die nach Gauss’ Manier variirte Be-
wegung. Diese anderen Functionen der Zeit sollen so gewahlt
werden, dass zu einer bestimmten Zeit, die iibrigens beliebig
gewahlt werden kann, weder die Werthe der Coordinaten,
noch deren erste Differentialquotienten nach der Zeit, die wir
durch einen angehingten Strich markiren, eine Verinderung
erfahren. Wohl aber sollen die zu dieser Zeit geltenden
‘Werthe der Beschleunigungen zf, vi, #; fiir jeden mate-
riellen Punkt unendlich kleine Zuwichse dzy, dyx, 24 er-
fahren, welche sonst beliebig sind; sie sollen nur der Be-
schrinkung unterworfen sein, dass die variirte Bewegung
ebenfalls den Bedingungen des Systems gentigen soll, d. h. die
Substitution von x, (), ¥, (), o, (¢) fir =, y,, %, soll eben-
falls die Bedingungen des Systems, welche die Form 165)
haben, befriedigen. Die Zuwiichse, welche die der Zeit ¢
entsprechenden Werthe der verschiedenen Grdssen beim
Uebergang von der wirklichen zu der nach Gauss’ Manier
variirten Bewegung erfahren, bezeichnen wir wieder durch
ein vorgesetztes d. Wir wollen nun beweisen, dass fiir den
Uebergang von der wirklichen Bewegung zu der nach
Gauss’ Methode variirten stets

h=n
> a2y — Xp) 02y + (mays — Ya)dyi
166) < =4

+ 2y — Z4)07] =0 ist.
Natirlich gilt dies nur gerade fiir den fraglichen Zeit~
moment, fiir welchen die Coordinaten und Geschwindigkeits-
componenten keine Aenderungen erfahren, also:

167) { doy=0Yy =02, =0x) =y = 0z, = 0,
h=1,2...n

ist. Die Functionen y, (¢), ¥, (), @, (f) kdnnen immer so ge-
wahlt werden, dass diese Gleichung fiir einen bestimmten,
beliebig gewihlten Zeitmoment, nicht aber so, dass sie fiir
eine endliche Zeitdauer erfilllt sind. In letzterem Falle
miissten auch 2%, dy%, o wihrend der ganzen Zeit ver-
schwinden. Wir beweisen die Gleichung 166) in folgender
Weise: aus den Gleichungen 165) folgt fir die wirkliche
Bewegung wahrend der Zeit d¢
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h=n

6@: atp{ , a‘Fj ’ 391: )=
+2(am zht T+ 52 ) =0.

Daraus folgt dm-ch nochmalige Differentiation nach £

h=n

d P 3@ 8 9’1 T

168) g( Bt T2+ ) = @,
wobei @ blos die Zeit ¢, die Coordinaten und deren erste
Ableitungen nach der Zeit enthilt. Da nun aber weder die
Coordinaten, noch deren erste Ableitungen mnach der Zeit
beim Uebergange won der wirklichen zu der nach Gauss’
Manier variirten Bewegung eine Verinderung erfahren, so
erfahrt weder @ noch O¢,/0x,, O¢,/0y,, J¢,/dx, bei
dicsem Uebergange eine Verinderung. Es folgt also aus
Gleichung 168)

k=mn
169) g(gg; o2+ 38 o+ 38 835) = 0.

Die wirkliche Bewegung erfolgt nun den Gleichungen 129)
gemiss. Multiplicirt man die Gleichung 129) mit Jzf, die
beiden analogen fir die y- und z-Axe geltenden aber mit
Jyy und J=zf und addirt alle so fir alle Werthe des % ge-
bildeten Gleichungen, so folgt mit Riicksicht auf 169) sofort
die Gleichung 166). Bilden wir nun den Ausdruck

h=n
170) > o= [maaf— X+ ma g — B + (masii— 2],

A=1
so erfabren in diesem Ausdrucke beim Uebergange von der
wirklichen zn der nach Gauss’ Manier variirten Bewegung
nur die Grissen =z, v, und z; Verinderungen. Die erste
Variation des Ausdruckes 170) ist also durch die linke Seite
der Gleichung 166) gegeben. Diese Gleichung driickt also
aus, dass die erste Variation des Ausdruckes 170) beim
Uebergange von der wirklichen zu der nach Gauss’ Manier
variirten Bewegung fiir die Zeit ¢ verschwindet und da, wie
man sofort sieht, die zweite Variation dieses Ausdruckes
jedenfalls positiv ist, so ist dieser Ausdruck ein Minimum,
Er nimmt fir jede Zeit { zu, wenn man fiir diese Zeit von

14*
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der wirklichen Bewegung zu einer beliebigen nach Gauss’
Manier variirten iibergeht.

Befinden sich unter den Bedingungen nicht holonome
Gleichungen von der Form 78), so muss fiir jede Bedingung
von dieser Form beim Uebergange von der wirklichen zur
variirten Bewegung, damit der Ausdruck 170) ein Minimum
sei, wiederum auch die variirte Bewegung in ihrem zeit-
lichen Verlaufe jener Bedingung entsprechen. Es muss also
auch fir die variirte Bewegung

A=n

T + é;{&xi + My + L) =0
sein. Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit

h=n

g(ﬁhﬁ + yn + L) = D,

wobei @ wie in 168) eine Function der Grossen ist, deren
Variation nach 187) verschwindet. Daher folgt aus der
letzten Gleichung durch Variation

h=n

Das im gegenwirtigen Paragraphen Vorgetragene bildet
im Wesentlichsten den Inhalt des Gauss’schen Princips
des kleinsten Zwanges. Wir wollen es durch geometrische
Constructionen noch weiter veranschaulichen und dabei auch
den bisher ausgeschlossenen Fall mit einbeziehen, dass ge-
wisse Bedingungen die Form von Ungleichungen haben.

§ 66. Begriff des Zwanges.

Wir wollen uns die Liage der simmtlichen n materiellen
Punkte zu den Zeiten ¢, ¢+ d¢ und ¢+ 2 d¢ vorzeichnen. Der

b, % hte derselben, dessen Masse m, ist,

goll sich zu diesen Zeiten in den

4 r Punkten 4,, B,, G, befinden (Fig.16).

Sei ferner D, der Punkt des

Fig. 16. Raumes, wohin dieser materielle

Punkt zur Zeit ¢+ 2d¢ gelangt
wire, wenn er sich, wie dies wirklich der Fall ist, zur Zeit ¢
in 4,, zur Zeit t 4+ dt in B, befunden hitte, wenn aber gar
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keine Kriifte auf ihn gewirkt hatten. X, aber sei der Punkt des
Raumes, wohin er zur Zeit ¢ + 2d¢ gelangt wire, wenn er,
wieder zur Zeit ¢ in 4,, zur Zeit ¢ + d¢ in B, gewesen
ware und blos die expliciten Kriifte auf ihn gewirkt hitten,
deren Resultirende in den Coordinatenrichtungen die Compo-
nenten X, Y,, Z, hat.

Dann ist B, D, = 4, B, und diese Strecken fallen auch
in dieselbe Gerade. D, E, ist die mit d#* multiplicirte Be-
schleunigung, welche der materielle Punkt dorch die expli-
citen Krifte allein wihrend der Zeit d¢ erfahren wiirde und
welche wir in § 34 die explicite Beschleunigung genannt
haben. Die Projectionen dieser Strecke D, %, auf die
Coordinatenaxen sind daher nach 84)

‘:T,. X, df, -?m: Y,ds, % Z,de

D, C, dagegen ist die mit d#* multiplicirte Beschlen-
nigung, welche er wirklich erfihrt, welche also durch die
Totalkriifte, d. h. die expliciten und die Verbindungskrifte
zusammen erzeugt wird.

Bezeichnen wir wie in Gleichung 85) die Componenten
der resultirenden Verbindungskraft, welche auf den hten
materiellen Punkt wirkt, in den Coordinatenrichtungen mit
Tir Uas 3z S0 sind also nach 81) und 83)

1 d, '’ 1 "
;(Xa+zﬂ=“g?-=ﬁ, 7 (Bt 9) = %
1 v
Gt n) ="

die durch 4# dividirten Projectionen der Geraden D, C,
auf die Coordinatenaxen. Verbinden wir die beiden Punkte
E, und G, durch die vom ersteren gegen den letzteren Punkt
hin gezogene Gerade E, G,, so stellt diese Gerade die mit 42
multiplicirte Beschleunigung dar, welche der materielle Punkt
durch die Verbindungskriifte allein wihrend der Zeit d:?
erhalten hitte. Die durch d#* dividirten Projectionen von
E, G, auf die Cordinatenaxen sind also

1 1 1
o e b
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Die gleiche, aber entgegengesetzte Gerade C,E, ist
durch d#? dividirt, das, was wir in § 34 die verlorene Be-
schleunigung des betreffenden Punktes nannten, d. h. die
Grosse, die man von der Beschleunigung, welche die expli-
citen Krifte bei Abwesenheit aller Bedingungen erzeungen
wiirden, abziehen muss, um die wirkliche Beschleunigung
zu erhalten. Die durch d¢ dividirten Projectionen von G, B,
anf die Coordinatenaxen sind also nach 85)

- — B =L ma), — 2 = (h—m),
[

-~ (G- m).

Nach 172) ist der Ausdruck 170), von dem wir be-
wiesen haben, dass er fir die wirkliche Bewegung ein
Minimum ist, gleich

h=n
173) 25 > - (GEY

he=1l
also gleich der Summe der mit der jedesmaligen Masse
multiplicirten Quadrate der verlorenen Beschleunigungen
aller- materiellen Punkte oder der Summe der durch die
Masse dividirten Quadrate aller verlorenen Krifte, da far
jeden Punkt die verlorene Kraft gleich dem Producte seiner
Masse in seine verlorene Beschleunigung ist.

‘Wiren keine Verbindungskrifte vorhanden, so wire der
materielle Punkt m, zur Zeit ¢ + 2d¢ unter dem Einflusse
der wirkenden expliciten Krifte nach E, gelangt. In Folge
der Verbindungskrifte, welche die Bedingungsgleichungen
herhalten, ist er nicht nach E,, sondern nach C, gelangt,
er wurde also durch die Verbindungskrifte gezwungen, sich
1ach G,, statt nach E, zu bewegen. Die Strecke E, G, ist
lie durch die Verbindungen erzwungene Abweichung von
‘er expliciten Bewegung.

Bekanntlich wird in der Methode der kleinsten Quadrate

8 Quadrat der Abweichung des beobachteten vom wahren
'erthe multiplicirt mit dem sogenannten Gewichte der Be-
rachtung als ausschlaggebend angesehen. Analog wollen
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wir auch hier das mit der Masse des materiellen Punktes
multiplicirte Quadrat der Abweichung E, C,, das wir noch
mit der als constant zu betrachtenden Grosse di* dividirenm,
um Endliches zu erhalten,!) also die Grosse

m,. (G, B d

als das Maass der durch die Verbindungen bewirkten
Storung der Bewegung bezeichnen. Wir nennen diese
Grosse auch das Maass des Zwanges, den der betreffende
Punkt durch die Verbindungen erlitten hat oder kiirzer
den Zwang des betreffenden Punktes. Die Summe der so
fir alle materiellen Punkie des Systems gebildeten Grossen,
also der Ausdruck 173) heisst der Zwang des ganzen Systems
zur betreffenden Zeit.

Der im vorigen Paragraphen gefundene Satz kann also
unter Einfiihrung dieser Ausdrucksweise dahin aunsgesprochen
werden, dass der Zwang des ganzen Systems fir die wirk-
liche Bewegung zu jeder Zeit ein Minimum ist, d. h. dass
er zu jeder Zeit wichst, wenn man von der wirklichen Be-
wegung zu einer beliebigen, nach Gauss’ Manier variirten
Bewegung iibergeht.

Unter dem Zwange des Systems bei der variirten Be-
wegung verstehen wir dabei den Ausdruck, den wir aus 173)
erhalten, wenn wir darin fiir C, den Punkt F, des Raumes
setzen, wo sich der betreffende materielle Punkt bei der
variirten Bewegung zur Zeit {4 2d¢ befindet. Letzterer
Zwang ist also

h=n
174) 5 D (BB
A=1
Das Minimum des Ausdruckes 173) ist also so zu ver-
stehen: die Lage simmtlicher Punkte zu den ebenfalls ge-
gebenen Zeiten # und ¢ 4 d¢ 3ei unverandert gegeben. Daraus
kann die Liage berechnet werden, welche sie zur Zeit ¢ 4 2d ¢
hatten, wenn nur die expliciten Krifte, aber keine Bedingungen

1} Gerade der Quotient m; . (G, Ey)*/d #* ist von der Grosse des dt
unabhiingig, da C, E, proportional d#® ist.
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vorhanden wiren. Der Punkt m, wire dann zur Zeit ¢ + 2d¢
in E,; nun werde simmtlichen Punkten zur Zeit ¢4 2d¢
irgend eine andere, aber eine mit den Bedingungen vertrig-
liche Lage gegeben, wobei sich m, in F, befinde. Von allen
diesen Lagen wird zur Zeit ¢ 4+ 2d¢ unter dem vereinten
Einflusse der expliciten Krifte und der Bedingungen des

h=n
Systems diejenige wirklich eintreten, fiir welche ;ma-(Eth)z
=1

ein Minimum ist, da ja d¢ als gegebene Constante zu be-
trachten ist.

Wenn keine expliciten Krifte vorhanden sind, so wiirde
ohne Verbindungen keiner der Punkte eine Beschleunigung
erfahren. Dann fallen die Punkte D, und E, zusammen.
E, C, ist identisch mit der gesammten Beschleunigung und
der Ausdruck 173) stellt einfach die Summe .der mit den
Massen multiplicirten Quadrate der Beschleunigungen aller
materiellen Punkte dar. Die Bewegung, fir welche diese
Summe ein Minimum ist, nennt man in neuer Zeit auch die
geradeste, mit den Bedingungen vertrigliche Bewegung. Sie
tritt dem Principe des kleinsten Zwanges gemiss bei den
herrschenden Bedingungen immer ein, wenn keine expliciten
Krifte wirken.

§ 67. Geometrischer Beweis des Princips des kleinsten
Zwanges.

Wir wollen nun noch diese Sitze, fir welche wir bisher
nur den analytischen Beweis des § 65 gegeben haben, geo-
metrisch beweisen, wobei wir uns auch von der beim fritheren
Beweise eingefiihrten Beschrinkung frei machen werden,
dass die Bedingungen keine Ungleichungen enthalten.

Wir fassen da zunichst den Verlauf der wirklichen und
derjenigen Bewegung unserer materiellen Punkte von der
Zeit ¢ bis zur Zeit ¢ 4+ 2d¢ ins Aunge, welche wir die nach
Gauss’scher Manier variirte nannten, jetzt aber kurz die
variirte nennen wollen. Bei der letzteren sollen simmtliche
materielle Punkte zur Zeit ¢ dieselbe Lage haben, wie bei
der wirklichen Bewegung, ebenso zur Zeit ¢ 4+ d& Dadurch
sind die Bedingungen 167) ausgedriickt, dass weder die
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Coordinaten, noch deren erste Differentialquotienten nach
der Zeit eine Aenderung erfahren sollen.

Zur Zeit # + 2d¢ aber soll der hte Punkt bei der wirk-
lichen Bewegung in C, sein, bei der variirten aber irgend
eine andere Lage F, haben. Alle diese neuen Lagen sollen
blos an die Bedingung gebunden sein, dass sie mit den zur
Zeit ¢ 4+ 2d¢ herrschenden, durch Gleichungen oder Un-
gleichungen ausgedriickten Bedingnngen des Systems ver-
einbar sind.

Bezeichnen wir daber mit da,, §4,, d¢, die Projectionen
der Verschiebung G, F, des materiellen Punktes m, auf die
Coordinatenaxen, so muss jeder holonomen Bedingungs-
gleichung von der Form 165) an Stelle der Relation 86)
die Gleichung oder Ungleichung

h=n
175) Z(a"’* Sa, + a"‘ LS ac,)so

=1
entsprechen. Jeder nicht holonomen Bedingungsgleichung
oder Ungleichung von der Form 78) oder 80) aber ent-
spricht, wie wir bei Ableitung der Gleichung 171) sahen,
an Stelle der Relation 88) die Gleichung oder Ungleichung

h=n
176) S &80+ m0b +535)=0.

In diesen beiden Relationen ist fiir ¢ eigentlich ¢ + 2d¢ zu
setzen, wodurch aber die betreffende Relation nur unend-
lich wenig abgedndert wird.

Nach unseren Festsetzungen ist also die Verschiebung
des Systems aus der wirklichen Lage, welche es zur Zeit
$ + 2dt hat, in die variirte Lage, welche es zur selben Zeit
hat, jedenfalls eine der Zeit ¢ + 2 d¢ entsprechende Virtuelle.
Die Relationen 175) und 176) unterscheiden sich ja von
86) und 88) nur dadurch, dass da,, J5b,, Je¢, statt d=z,
Jy,, Oz, steht. Es muss also die Relation 92), die ja fir
alle Zeiten gilt, erfiillt sein. An Stelle der in dieser Relation
vorkommenden Grossen Jz,, dy,, d%, sind natiirlich wieder
die Projectionen da,, 03, d¢, der gegenwirtig mit C, F,
bezeichneten Verschiebung des materiellen Punktes =, auf
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die Coordinatenrichtungen zu setzen. Diese Relation lautet
daher:
h=n

177) é(&&zfi- g, 0b,+3,d¢) =0.

— %+ — B — %, sind aber nach 172) die mit m,/d?
multiplicirten Projectionen von C, E, auf die Coordinaten-
richtungen. Es ist daher

ooy, + 9,05, + 5,00, = — G B,. G, Fy.co8 3, .m,[d2,
wo &, der Winkel der gerichteten Geraden C, E, und G, F,
ist (vergl. Fig. 16 8. 212).

Bildet man diesen Ausdruck fir alle materiellen Punkte,
8o erhili man gemidss der Relation 177)

h=n

178) g;m,.ChEh.C“Fh.cos&h/dt’éi).

Der Zwang fir die wirkliche Bewegung wurde durch den
Ausdruck 173), der fir die variirte Bewegung durch den
Ausdruck 174) definirt; nun ist in dem Dreiecke G, E, F,
(Fig. 16)

FB!= G B+ C,F*—2C, E,. C, F,cos%,.
Da.her wird:

h=n
2 m(ﬂm’ (C;E;.}’ 5 2 m, (Ghm)‘
A=1 =
h=n
- 22%-————~—~—G“E‘a‘f"m‘ cos .
=1

Das zweite Glied der rechten Seite ist nothwendig positiv,
wenn nicht alle C, F, = 0, resp. unendlich klein hoherer
Ordnung als d¢* sind, wenn also nicht simmtliche Beschleu-
nigungen fir die variirte Bewegung mit denen fiir die wirkliche
zusammenfallen. Das dritte Glied kann nach 178) auch nicht
negativ sein. Da nun nach 174) die linke Seite den Zwang fiir
die variirte, das erste Glied der rechten Seite aber nach 173)
den Zwang fir die wirkliche Bewegung darstellt, so ist far
die wirkliche Bewegung der- Zwang immer kleiner, als fiir
jede nach der obigen Festsetzung mégliche variirte.
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Ersetzen wir in dem ersten Gliede der rechten Seite
(C, E,)* durch die Summe der Quadrate seiner durch 172
gegebenen Componenten in den Coordinatenrichtungen, so
geht dasselbe wieder iiber in:

A=na h

S GEE - Sim (- 1)+ (- 1)+
+ (4 - 2 2)]

was mit 170) tibereinstimmt. Da in diesem Ausdrucke
X,, Y,, Z, als gegeben, die Beschleunigungen aber als
variabel zu betrachten sind, so liefert die Bedingung, dass
derselbe ein Minimum sein soll, allgemein die Relation

179) l gf(maﬂﬂxdazf+(myf— oW +
+ (mazy — Z)d2 ] =0.

Die Bedingung, dass die Lage simmtlicher materieller Punkte
zu zwei unendlich nahe liegenden Zeiten (den Zeiten ¢ und
¢ + df) mit den fiir die wirkliche Bewegung zu diesen Zeiten
geltenden Lagen zusammenfallen muss, ist der geometrische
Ansdruck der Gleichungen 167). Dieselbe wird hiufig als
selbstverstindlich nicht erwdhnt, doch ist es jedenfalls im
Interesse der Klarheit, sie ausdriicklich hervorzuheben. Die
Functionen, welche die Coordinaten fiir die wirkliche und
fir die variirte Bewegung durch die Zeit ausdriicken, diirfen
fiir die fragliche Zeit erst in den zweiten Ableitungen und
da nur so abweichen, dass die zu dieser Zeit geltenden Be-
dingungen des Systems erfiillt bleiben.

Man sieht iibrigens leicht, dass die Relation 178) mit
179) identisch ist. Da C, F, eine ganz beliebige, der Zeit
i+ 2dt entsprechende virtuelle Verschiebung ist, so waren
wir berechtigt, ihre Projectionen da,, db,, d¢, auf die
Coordinatenaxen fir dz,, dy,, J%, in die Relationen 92)
zu sobstituiren.

Wenn wir aber die wirkliche Bewegung des Systems
mit der variirten vergleichen, so sehen wir, dass D, C, (Fig.16)
die mit d#* multiplicirte Beschleunigung des betreffenden
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materjellen Punktes fiir die wirkliche Bewegung, D, F, da-
gegen derselbe Ausdruck fiir die variirte Bewegung ist.
Daher ist C, F; die mit d# multiplicirte Variation, welche
die Beschlennigung des betreffenden materiellen Punktes
beim Uebergange von der wirklichen zur variirten Bewegung
erfabren hat. Die mit d#* dividirten Projectionen da,, db,, o2,
von C, F, auf die Coordinatenaxen sind also die Zuwiachse
d s, dyx, Ozn, welche die Componenten der Beschleunigung
in den Coordinatenrichtungen beim Uebergange von der wirk-
licken zur variirten “Bewegung erfahren. Substituiren wir
diese Werthe und fiir die Projectionen von C, B, die mit d#
multiplicirten Ausdriicke 172), so folgt:

— G, F,.C,E,.cos ¥, =
r s r & 1 r
= [(ﬁ“;};;xb)azh-f' kyn'—;hyh)ayni'
+ (5= 5 2) 954] st

Mit Ricksicht hierauf geht die Relation 178) sofort in
179) iiber. di gilt wie immer als gegebene Constante.

Substituirt man dieselben Werthe fir da,, d%,, de, in
in die Relationen 175) und 176) und dividirt durch d#, so
gehen dieselben in folgende Relationen iiber:

hA=n
a@! " g@t " an: %
2(—““6% day -+ agaya =+ 53;5%)50:

h=n

Z(En oz + 0,9y, + {,0%)=0,
=1

von denen die erste irgend einer holonomen, die zweite
irgend einer nicht holonomen Bedingungsgleichung oder Un-
gleichung entspricht. Diese beiden Relationen sind also der
allgemeinste analytische Ausdruck fir die Bedingungen,
welche nebst den Gleichungen 167) erfillt sein miissen,
damit der Ausdruck 170) ein Minimum wird. (Vergl die
Gleichungen 169) und 171).
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§ 68. Vergleich des Princips des kleinsten Zwanges mit
dem der virtuellen Verschiebungen.

Wir haben das Princip des kleinsten Zwanges aus dem
der virtuellen Verschiebungen abgeleitet. So lange das Gleich-
heitszeichen gilt, folgt wieder umgekehrt aus der abgeleiteten
Gleichung auch die urspriingliche, da wir ja Mehrdeutig-
keiten susschlossen. Sobald elso immer Gleichheitszeichen
gelten, ist das Princip der virtuellen Verschiebungen mit
dem des kleinsten Zwanges gleichbedeutend.

Wenn aber aus zwei Ungleichungen eine dritte folgt,
so folgt aus der zweiten uud dniten im Allgemeinen nicht
wieder die erste. Es ist also die zweite und dritte nicht
mit der ersten und zweiten gleichbedeutend. Daher sind
auch die Bedingungen 180) nicht mit 86) und 88} identisch,
nnd das Princip des kleinsten Zwanges 1st, wenn Relationen
mit Ungleichheitszeichen vorhanden sind, im Allgemeinen
nicht mit dem der virtuellen Verschiebungen gleichbedeutend.

Fir dauernde Ruhe simmilicher materieller Punkte sind
jedoch beide Principe auch in letzterem Falle gleichbedeutend,
80 dass auch aus dem Principe der virtuellen Verschiebungen
die Bedingungen des Gleichgewichtes im Ruhezustande immer
eindeutig folgen, wie man folgendermaassen sieht. Im Halle
des Gleichgewichtes im Ruhezustande coincidiren die vier
Punkte 4, B,, C,, D, (§ 66, Fig. 16), da die Anfangs.
geschwindigkeit simmtlicher Punkte Null ist. Es wird also
der Unterschied C, F, zwischen der Beschleumigung bei der
variirten und wirklichen Bewegung identisch mit der vir-
tuellen Verschiebung des betreftenden Punktes. Die Pro-
jectionen von C, F, auf die Coordinatenaxen kdnnen daher
ebenso gut die Grossen dxj, dyy und Jx; als die Grdssen
dz,, oy, und d=, bedeuten und die beiden Relationen 93)
und 179) werden identisch.

Analytisch spricht sich dies dadurch aus, dass man
wihrend jedes Zeitmomentes einer sehr kleinen Zeitz den 2",
y” und z", welche anfangs alle gleich Null sind, beliebige mit
den Bedingungen vertriigliche sehr kleine Werthe d2”, dy”
und J#” ertheilen kann. Die Relation 179) gilt darn
wahrend jedes dieser Zeitmomente. Integrirt man zweimal
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von O bis 7, s0 kann man die Krafte dabei constant be-
trachten, da die Bewegung des Systems anfangs mit der Ge-
schwindigkeit Null, spiter nur mit unendlich kleiner Ge-
schwindigkeit geschieht; die Beschleunigungen z, %, 1 aber
sind anfangs Null, bleiben immer sehr klein gegen X, /m,, Y, /m,
und Z,/m, und konnen daher vernachlissigt werden.
Es folgt also zun#chst

h=n T T T T
E(thd:fdtaz;{+ Y, [t [ dtdyi+
180 a) A=l 0 0 0' 01

+2.fdt [ di 64) = 0.
0 9

Offenbar ist aber * =
fdzfdtﬁsﬁ
0 1]

der gesammte Coordinatenzuwachs dz,, und dasselbe gilt fiir
die y- und z-Axe. Die Relation 180a) ist daher identisch mit

A=na
;;(X,,am,‘ + Y, 0y, + 2,6%)=0.

Ebenso findet man, dass die Bedingungen 180), welche
fiir das Princip des kleinsten Zwanges gelten, mit den Be-
dingungen 86) und 88), welche fiir das Princip der virtuellen
Verschiebungen gelten, identisch werden.

Das Princip der virtuellen Verschiebungen ist also mit
dem des kleinsten Zwanges fiir den Fall des Gleichgewichtes
im Ruhezustande identisch.

Im Falle der Bewegung und des Herrschens von Un-
gleichungen aber kann kein Beweis geliefert werden, dass
die das Princip der virtuellen Verschiebungen darstellende
Relation 93) die eintretenden Beschleunigungen auch immer
eindeutig bestimmt. Um dies nachzaweisen, geniigt es
offenbar an irgend einem speciellen Beispiele zu zeigen,
dass Fille moglich sind, wo die Relation 93) fiir verschiedene
mogliche Bewegungsarten gilt, so dass aus ihr allein nicht
erkennbar ist, welche derselben eintritt.

Ein derartiges specielles, von Gibbs erdachtes Beispiel
wollen wir im folgenden Paragraphen behandeln.
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8 69. Specieller Fall, wo das Princip des kleinsten Zwanges
mehr leistet, als das der virtuellen Verschiebungen.

Es sei eine Fliche F gegeben, welche durch den
Coordinatenursprung geht, daselbst senkrecht anf der Ab-
scissenaxe steht und der positiven Abscissenrichtung ihre
concave Seite zawendet. Ein beweglicher materieller Punkt
von der Masse m, dessen rechtwinkelige Coordinaten im All-
gemeinen z, y, » heissen sollen, passire zur Zeit ¢, fir welche
man seine Beschleunigung sucht, gerade den Coordinaten-
ursprung mit der Geschwindigkeit ». Der Kriimmungsradius
des Schnittes der Fliche F und der Ebene, welche » und die
Abscissenaxe enthdlt, sei R. Die Bedingung, welcher der
materielle Punkt unterworfen ist, bestehe zur Zeit ¢ darin,
dass er die Fliche Fnach der der negativen Abscissenrichtung
zugewandten Seite nicht iiberschreiten darf, sich aber nach
der positiven Abscissenrichtung hin beliebig von derselben
entfernen kann. Bei Anwendung des Principes der virtuellen
Verschiebung ist daher dy und dz beliebig, dz dagegen
kann ebenfalls beliebige, aber nur positive Werthe (incl. Null)
annehmen. Die Relation 93) fordert daher, dass my’' =Y
und mz” = Z sei. Da dz nur gleich Null oder positiv, und
z” vermbge der Bedingungen des Systems gleich oder be-
liebig grosser als ¢®/R sein kann (vergl § 13), so ist die
Relation 98) immer erfiillt, falls z” gleich dem grdsseren
der beiden Ausdriicke »*/R oder X/m oder noch grdsser ist.
Diese Relation lisst also véllig unbestimmt, ob sich nicht
das Bewegliche schon fiir Werthe des X, die kleiner als die
Centrifugalkraft m+*/R sind, von der Fliche losldst. Die
Unmdaglichkeit hiervon kann man nur indirect daran er-
kennen, dass dann sofort nach der Losldsung das Beweg-
liche vollig frei und seine Beschleunigung in der Abscissen-
richtung gleich X/, also kleiner als v3/ R werden milsste, so
dass es sich sofort wieder an die Fliche anschliessen miisste.

Bei Anwendung des Principes des kleinsten Zwanges
ist weder der Ort, wo sich der materielle Punkt befindet,
noch sind dessen Geschwindigkeitscomponenten zu variiren.
Die Variationen dy” und §2” der Componenten der Be-
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schleunigung in der y- und z-Richtung sind willkfirlich;
daher folgt aus der Relation 179) wieder my" =%, m%' = Z
und diese reducirt sich aunf

181) (ma” — X)dz" =0.

Die Geschwindigkeit v kann keine negative Componente in
der Abscissenrichtung bhaben, da das Bewegliche verhindert
ist, auf die Seite der negativen Abscissenaxe zu gelangen.
Sie kann aber auch keine positive Componente in der Ab-
scissenrichtung haben, da das Bewegliche sonst von der
Seite der negativen Abscissen kommen miisste, wenn dessen
Geschwindigkeit nicht eine endliche Richtungséinderung er-
fahrt, was wir ausschliessen wollen, da dazu eine anendliche
Kraft erforderlich wire. Es steht also die Geschwindig-
keit v senkrecht awf der Abscissenrichtung und daher ist
die Beschleunigung «” in der positiven Abscissenrichtung,
wenn sich das Bewegliche gerade in der Fliache F bewegt,
gleich v*/R. Das Bewegliche kann sich nicht in einer
weniger gekrimmten oder gar nach der anderen Seite ge-
kriimmten Bahn bewegen, da es sonst nach derjenigen Seite
der Flache F' gelangen wiirde, welche der negativen Ab-
scissenrichtung zugewandt ist. KEs kann also die Beschleu-
nigung keinen negativen und keinen kleineren Werth als
v*| R annehmen. Dagegen kann die Bahn stirker nach der
positiven Abscissenseite hin gekrfimmt, also 2 beliebig
grosser als +/R sein. Wir erhalten daher fir d«” folgende
Bedingungen: Wenn 2" = v?/ R ist, kann d <" nur gleich Null
oder positiv sein. Wenn dagegen z” > ¢*/R ist, so ist dz”
ebenso willkiirlich wie dy” und &2".

Nachdem dies festgestellt ist, wollen wir untersuchen,
was ‘aus dem Principe des kleinsten Zwanges, das sich auf
die Relation 181) reducirt hat, folgt. Wir unterscheiden
folgende Iille:

1. X sei negativ oder habe einen so kleinen positiven
Werth, dass X[m < v*/R ist. Dann ist in 181) der erste
Factor nothwendig positiv, da o’ = o*/Rist. Der Fall, dass
2" > v®|R ist, ist also dann durch die Relation 181) aus-
geschlossen, da in diesem Falle 02" und damit die linke
Seite von 181) auch negativ sein kdnnte. In diesem Falle,
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dass X negativ oder < mv?/R ist, muss also z” = »*/ R sein,
d. h. der materielle Punkt bleibt auf der Fliche, was mit
der Erfahrung stimmt, da dann in der That die Zussere
Kraft entweder nach der Seite der negativen Abscissen ge-
richtet ist oder, wenn sie die entgegengesetzte Richtung hat,
kleiner ist als die das Bewegliche an die Fliche andriickende
Centrifugalkraft. .

2. Ware X/m > v*|R, so wire, wenn &’ = v/ R wire,
der erste Factor der linken Seite der Relation 181) negativ.
Da 2’ jedenfalls positive Werthe haben kann, so ware also
diese Relation nicht erfallt. Dann muss also 2" > »*/R sein.
Da aber in diesem Falle =" positiv und negativ sein kann,
so kann die Relation 181) nur erfiilli sein, wenn ma"=X
ist. Das Bewegliche lost sich also von der ¥Fliche ab und
bewegt sich so, als ob es frei wiare. Djes stimmt wieder
mit der Erfahrung, da jetst die Componente der Kraft,
welche das Bewegliche von der Fliche hinwegtreibt, grosser
als die Centrifugalkraft ist.

8. Ist endlich X/m =R, so ist jedenfalls auch
z’=+¢*|/R. Denn wenn z” > o*/R wire, so wire in 181)
der erste Factor positiv und der zweite kbnnte auch negativ
sein. Die Bahn des Beweglichen wiirde dann auch, wenn
es frei wire, die Fliche F osculiren.

Aus den angestellten Betrachtungen folgt sofort Folgendes.
Ein materieller Punkt bewege sich lings einer krummen
Fliche, welche er nach der concaven, nicht aber nach der
anderen Seite hin verlassen kann. Die Components N der
von aussen auf ihn wirkenden Kraft senkrecht zu dieser
Flache wachse continuirlich von einem Werthe, der kleiner
als m?/R ist, zu einem grisseren oder springe plbtzlich zu
einem solchen iber. Dann 1ost sich das Bewegliche im
Momente, wo N=mv*/R wird, von der Flache mit der
Beschleunigung N/m los. Aus dem Principe des kleinsten
Zwanges folgt dies unwittelbar durch seine Anwendung auf
jeden einzelner Moment der Bewegung, aus dem der vir-
tuellen Geschwindigkeiten aber nur durch Zuziehung fremd-
artiger Betrachtangen, z. B. fiber die Bewegung, welche sich
dann fiir spitere Zeitmomente ergeben wiirde.

Boltzmsann, Mechanik L 2. aufiage 15
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§ 70. Gleichgewicht im Ruhezustande, wenn eine Kraft-
function existirt.

Besonders einfach gestaltet sich die Gleichgewichts-

bedingung fiir den Ruhezustand, wenn die gegebenen Krifte
eine Kraftfunction haben. Dann ist:

Xﬁﬁ___av av Z av

7m BT T aw BT T

und aus 95) folgt V=0 fiir alle mit den Bedingungen
vertriglichen Verinderungen der Coordinaten.

Es ist also dann der die Variationen enthaltende Aus-
druck 95), der das Kriterium fiir das Gleichgewicht liefert,
die vollstindige Variation einer Function der Coordinaten,
welche noch die natiirlich nicht zu variirende Zeit explicit
enthalten kann. Durch Angabe dieser einzigen Function
und natirlich der Bedingungen des Systems, wenn solche
vorhanden sind, kann daher die Frage nach dem Gleich-
gewichte auf eine lediglich mathematische Aunfgabe zuriick-
gefilhrt werden, weshalb man der Kraftfunction auch den
Namen statisches Potential giebt. Wir werden im zweiten
Theile sehen, dass in vielen Fallen auch die Auffindung
der Bewegung des Systems durch die Forderung, dass eine
einzige Function, die dann allerdings noch die Geschwindig-
keitscomponenten enthilt, ein Grenzwerth sein goll, auf eine
rein mathematische Aufgabe zuriickgefilhrt werden kanm.
Jene Function werden wir dann das (mittlere) kinetische
Potential nennen.

Wenn danernde Ruhe des Systems mit den Bedingungen
desselben vereinbat ist und ein statisches Potential existirt,
wird also das System immer im Gleichgewichte bleiben,
wenn e§ anfangs in Ruhe war und die erste Variation des
statischen Potentiales fir keine unendlich kleine mdgliche
Verschiebung der Punkte negativ ausfallt.

In diesem Falle ist auch die Definition der Stabilitit
oder Labilitit des Gleichgewichtes eine sehr einfache. Das
Gleichgewicht heisst stabil, wenn, sobald man jedem Punkte
des Systems eine sehr kleine Verschiebung und Geschwindig-
keit ertheilt, diese zu allen spiteren Zeiten sehr klein bleiben,
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sobald sich das System unter dem Einflusse der gegebenen
expliciten Krifte weiter bewegt, wie immer die urspriinglich
ertheilte Verschiebung und Geschwindigkeit beschaffen sein
mag, unter der Bedingung, dass ihre Grdsse unterhalb einer
gewissen Grenze liegt. Ist es dagegen mdglich, durch irgend
eine beliebig kleine, den Punkten des Systems anfangs er-
theilte Verschiebung und Geschwindigkeit zu bewirken, dass
diese mit der Zeit endliche Lageninderungen und Ge-
schwindigkeiten annehmen, so heisst das Gleichgewicht labil.
Der erste Fall tritt immer ein, wenn auch mit Beriick-
sichtigung der unendlich Kleinen hdherer Ordnung ¥V fiir
alle moglichen sehr kleinen Coordinatenvariationen nur
positive Zuwichse erfahrt, die wachsen, wenn die Coordi-
natenvariationen einander proportional wachsen.

Sei ¥, der Werth der Kraftfunction in der Ruhelage.
Es werde jedem Punkte eine unendlich kleine Verschiebung
und Geschwindigkeit ertheilt, wodurch die Kraftfunction den
Werth 7, + 4, die lebendige Kraft den Werth 7, annehmen
scll. Nun bewege sich das System von diesem Anfangs-
zustande ansgehend den Bewegungsgleichungen entsprechend.
Zun irgend eimer spateren Zeit ¢ sollen 7, + 4 und T die
Werthe der Kraftfunction und lebendigen Kraft sein. Dann
ist nach dem Energieprincipe

A“ + To =44 T

Es kann alse weder 4 noch T einen grdsseren als den sehr
kleinen Werth 4, + 7, annehmen. Da aber 4 unserer An-
nahme gemies nothwendig frither iiber den Werth 4, der ja
beliebig klein gemacht werden kann, hinauswachsen miisste,
bevor irgend eine Coordinate einen endlichen Zuwachs er-
fibre und auch die lebendige Kraft 7 nothwendig einen
grosseren endlichen Werth erhilt, wenn irgend eine Ge-
schwindigkeit zu einem endlichen Werthe anwichst, so
miissen alle Geschwindigkeiten stets sehr klein und alle
Coordinaten sehr nahe gleich ihrem urspriinglichen Werthe
bleiben.

Wenn V zwar nicht abnehmen kann, aber bis zu einem
endlichen Zuwachse einer oder mehrerer Coordinaten con-
stant bleibt, so heisst das Gleichgewicht indifferent. Dann

15*



2928 VI §71. Neue Bezeichnung. [Gl.182.183.

kann sich das System nach einer unendlich kleinen Storung
um Endliches aus seiner Lage entfernen, aber keine end-
lichen Geschwindigkeiten annehmen.

‘Wenn dagegen V abnehmen kann, so wird es, wenn es
durch eine passende Storung eine kleine Abnahme erfihrt,
bei wachsender lebendiger Kraft, also mit wachsender Ge-
schwindigkeit zn immer kleineren Werthen fortschreiten, bis
die fir kleine Werthe geltenden Formeln iiberhaupt nicht
mehr anwendbar sind. Das Gleichgewicht heisst dann labil.

Ein Jedermann geliufiges Beispiel bietet das (leich-
gewicht eines festen Korpers unter dem Einflusse der Schwere.
Zieht man die z-Axe vertical nach abwirts und bezeichnet
mit { die x-Coordinate des Schwerpunktes des Korpers, mit
p dessen Gewicht, so ist V= — pl. Gleichgewicht findet statt,
wenn bei jeder virtuellen Verschiebung des Kérpers § abnimmt
oder nur um unendlich Kleines hoherer Ordnung zunimmt.
Kommt der Schwerpunkt bei jeder kleinen moglichen Ver-
schiebung hher zu liegen, so ist das Gleichgewicht stabil
Giebt es kleine Verschiebungen, fiir welche der Schwerpunkt
sinkt (Ki, das auf der Spitze steht), so ist das Gleichgewicht
labil. Ein Beispiel des indifferenten Gleichgewichtes bietet
eine Kugel oder ein gerader Kreiscylinder auf horizontaler
Unterlage.

§ 71. Bezeichnung simmtlicher Coordinaten mit gleichen
Buchstaben.

Das Princip der virtuellen Verschiebungen oder des
kleiosten Zwanges konnen wir in der Form

hi=n
182) { gl[(mhwg"' Xu) 02y + (mys — Yp) Oyh +
+ ma — 5)on]=0

schreiben, wobei @« = 0 oder gleich 2 ist, d. h. ganz wegzu-
lassen oder durch zwei Striche zu ersetzen ist, je nachdem
es sich um das erstere oder letztere Princip handelt. Die
Variationen haben dabei die Relation 86), 88), 169) oder 180)
zu erfilllen, welche wir in der Form

h=n
183) hE_l(.Ei 05 + M Oys + GI%) =0
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schreiben kénnen und wobei beide Zeichen gelten oder blos
das Gleichheitszeichen, je nachdem dies in 79) oder 80) der
Fall ist. Die &, %, £ konnen in die Form 89) gebracht werden
oder nicht, je nachdem die betreffende Bedingung holonom
ist oder nicht. HEs ist « =0 oder 2, je nachdem wir das
Princip der virtuellen Verschiebungen oder des kleinsten
Zwanges benutzen.

Wir wollen nan eine Verinderung der Bezeichnungs-
weise einfithren, die uns einige unniitze Schreibereien erspart.
Wir bezeichnen die Masse des ersten materiellen Punktes
nach Belieben mit m,, m, oder m,, so dass also m,, m,
und m, drei untereinander gleiche Grossen sind. Die recht-
winkeligen Coordinaten des ersteren materiellen Punktes
bezeichnen wir mit =z, z,, z;, die Componenten seiner Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung mit i, 25, 25, i, 25, a7,
die Componenten der auf ihn wirkenden expliciten Krifte
mit X,, X,, X,, alle Componenten natiirlich in den Coordi-
natenrichtungen verstanden. Ebenso bezeichnen wir die
Masse des zweiten materiellen Punktes mit m,, m, oder o,
wobei natiirlich wieder m, =m, =m, ist. Seine Coordinaten,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungscomponenten und die
Componenten der auf ihn wirkenden expliciten Krifte mit
Ty, Tpy Doy Ths s Lo, T4 X5y 26 und Xy, X5, Xg. So fahren wir
fort bis zom letzten materiellen Punkte, dessen Masse also
mit mg,_ 9 = Ma,_ = M3, etc. bezeichnet wird.

Die Relation 182) nimmt jetzt die einfachere Form an

h=3n
184) > (mpa; — X)) dzh = 0;
h=1

fiir das Gleichgewicht im Ruhezustande aber, wo alle Be-
schleunigungen verschwinden, erhilt man

h=3n
185) S X, 02 =<0,

A=1
wihrend man die Bedingungen 183) fiir die Variationen
der Coordinaten in der Form schreiben kann

h=8n
186) Lizn =0,
} Elés Iy =

3 L L 4 i3 1 1 1 3 1
da wir auch &, &, & ... fir 7}, &, & ... schreiben wollen.
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§ 72. Das d’Alembert’sche Prireip.

Sei ein beliebiges System materieller Punkte gegeben.
Die Bedingungsgleichungen seien so beschaffen, dass voll-
kommene Ruhe des Systems oder wenigstens das Verschwin-
den simmtlicher Geschwindigkeiten und Beschieunigungen
simmtlicher Punkte des Systems zu einer bestimmten Zeit &
damit vereinbar ist. Die Bedingung, dass das System sich
unter dem Einflusse der darauf wirkenden Krifte zur Zeit &
im Ruhezustande im Gleichgewichte befinden kann, ist durch
die Relation 185) ausgedriickt. Ist das System zur selben
Zeit in irgend einer Bewegung begriffen, so sind die Be-
wegungsgleichungen durch die Relationen 184) bestimmt.
Man sieht also sofort, dass man die Bewegungsgleichungen
erhilt, indem man in den Bedingungsgleichungen fiir das
Gleichgewicht im Ruhezustande einfach statt der Compo-
nenten der expliciten Krifte X, schreibt

187) X5 — my, 2,

was wir die erste Form des d’Alembert’schen Princips
nennen wollen.

Wir nehmen jetzt an, dass sich dasselbe System unter
dem Kinflusse der darauf wirkenden Kriifte von beliebigen
Anfangsbedingungen ausgehend in beliebiger Weise bewege,
so dass also die die Gesetze der Bewegung bestimmende
Relation 184) gilt. Zur Zeit & soll pun plotzlich auf jeden
Punkt des Systems zu den ohnehin schon daranf wirkenden
expliciten Kriiften eine Kraft hinzugefiigt werden, welche
derjenigen gerade gleich und entgegengesetzt ist, die wir
friiher im § 34 die Totalkraft gepannt haben, also cine
Kraft, deren Richtung der augenblicklichen Beschleunigung
dieses Punktes entgegengesetzt und deren Intensitit gleich
dem Producte dieser Beschleunigung in die Masse des be-
treffenden Punktes ist; mit anderen Worten, deren Cormpo-
nente in der Richtung der kten Coordinate gleich

188) —

ist. Wir wollen das System von Kriften, welches durch
Hinzufiigung dieser Krifte zu den expliciten Kriiften ent-
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steht, das Kraftsystem 8 nennen. Zugleich soll jeder Punkt
in Ruhe versetzt werden. Hierdurch kommt das System
sofort ins Gleichgewicht, was wir die zweite Form des
d’Alembert’schen Princips nennen wollen.

Man beweist dies leicht in folgender Weise: Die hte
Componente in einer der Coordinatenrichtungen ist fiir das
Kraftesystem B
189) X =X, — mp .

Man erhalt also aus den Bewegungsgleichungen 184), welche
ja fiir die wirkliche Bewegung, wie sie ucter dem Einflusse
der sie erzeugenden Kriifte, deren hte Componente X, ist,
vor sich gehen, erfiillt sein miissen:

h=3n

190) Exﬁ’ﬁxﬁ%(’-

Dies ist aber gemiiss 185) gerade die Bedingung, dass sich
das System unter dem KEinflusse der Kriifte 8 zur Zeit &
im Gleichgewichte im Ruhezustande befinden kann. Die
Krifte B sind iibrigens identisch mit den Kriiften, welche
wir in § 84 die verlorenen genannt haben und welche den
Verbindungskriften gleich und entgegengesetzt gerichtet
waren. Die Componenten der verlorenen Krifte waren ja
durch die Ansdriicke 82) gegeben, welche, wie man aus 81)
ersieht, mit 189) identisch sind. Wir konnen daher das
System der expliciten Krifte (hte Componente = X)) in zwei
Kraftesysteme zerlegen: das der totalen Krifte (hte Compo-
nente = m,z;) und das der verlorenen (hte Componente
= X, — muz,). Das erste System ist so beschaffen, dass
die auf jeden einzelnen Punkt wirkenden Krifte diesem,
wenn er vollkommen frei wire, genau diejenigen Beschlen-
nigungen ertheilen wiirden, die er wirklich zur betreffenden
Zeit erfahrt. Das letztere Kraftsystem ist dem Systeme der
Verbindungskrifte gleich und entgegengesetzt gerichtet. Es
wiirde sich, wenn das materielle System momentan zur Ruhe
gelangen wiirde, an diesem immer das Gleichgewicht halten,
wenn zur beweffenden Zeit Ruhe des Systems iiberhaupt
mit den Bedingungen vereinbar wire. Wir wollen dies die
dritte Form des d’Alembert’schen Princips nennen.
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Dasselbe entspricht dem schon in der Anmerkung auf
S. 181 (8§ 85) bewiesenen Satze, dass es nie eine mdgliche
Bewegung giebt, welche die verlorenen Kriifte gegeniiber
der wirklichen anstreben. Es ist klar, dass Kriifte, welche
den Verbindungskriften entgegengesetzt gleich sind, durch
diese aufgehoben werden kdnnen und sich daher das Gleich-
gewicht halten.

Es kann vorkommen, dass die Krifte als Functionen
der Geschwindigkeiten oder anderer den Zustand des Systems
bestimmender Grossen gegeben sind. Wenn wir sagen, wir
versetzen das System plotzlich in Rube und lassen dieselben
Krifte daranf wirken, so meinen wir natiirlich nicht, dass
die Krifte dieselben Functionen der Geschwindigkeiten oder
dieser anderen Grissen bleiben sollen, sondern dass die auf
jeden Punkt wirkende Kraft durch den gleichen gleich ge-
richteten Vector dargestellt werden scli. Wenn die Krifte
blos Functionen der Lage und der Zeit sind, so tritt dies in der
That ein, wenn diese Functionen ungeéndert bleiben, da wir
ja, als wir das System plétzlich in Ruhe versetzten, nicht die
Lage seiner Theile, wohl aber die Geschwindigkeiten &nderten.

Wir konnen endlich noch folgenden Satz aussprechen,
den wir (allerdings im uneigentlichen Sinne) die vierte Form
des d’Alembert’schen Princips nennen wollen: Wenn sich
gewisse Kriifte am ruhenden Systeme das Gleichgewicht
halten, so verindern sie, zu anderen Kréften hinzugefiigt,
die durch letztere erzeugte Bewegung nicht. Wenn sich die
Bedingungen mit der Zeit fndern, muss man sagen, dass
die durch gewisse Krifte zu irgend einer Zeit erzeugte
Beschleunigung des Systems duerch Hinzufiigung anderer
Krifte nicht versindert wird, wenn sich jene anderen Krifte
zur selben Zeit an dem in gleicher Lage ruhenden Systeme
das Gleichgewicht halten wiirden. 'Wir wollen den iibrigens
leichten Beweis dieses Satzes spiter nachholen.

§ 73. Definition des Gleichgewichtes der Krifte an einem
bewegten Systeme.

Damit alle diese Sitze, welche wir die verschiedenen

Formen des d’Alembert’schen Princips genannt haben
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auch in dem Falle einen Sinn behalten, wo Ruhe aller
Punkte des Systems mit den Bedingungen desselben nicht
vereinbar ist, muss eine Definition des Gleichgewichtes von
KEriften an bewegten Korpern aufgestellt werden, das man
jedenfalls nicht auf den Fall beschrinken kann, wo keiner
der Punkte des Systems eine Beschleunigung erfihrt. KEs
bleiben alle diese Stitze mit verhaltnissmassig geringen Modi-
ficationen richtig, wenn man von dem Gleichgewichte von
Kriften folgende ganz allgemeine Detinition aufstellt, welche,
falls das System ruht, mit der frither vom Gleichgewichte
1 Ruhezustande aufgestellten zusammenfallt, diese also als
Specialfall in sich begreift, aber auch auf den Fall anwend-
bar ist, dass Ruohe des Systems gar nicht mit den Be-
dingungen vereinbar ist.

Sei ein materielles System gegeben. Ruhe desselben
kann mit den Bedingungen vereinbar sein oder nicht. Falls
keine expliciten Krafte vorhanden sind, wird bei gegebener
Anfangslage und Grosse und Richtung der Anfangsgeschwindig-
keiten sammtlicher materiellen Punlkte eine gewisse Bewegung,
also eine gewisse Beschleunigung simmtlicher Punkte ein-
treten. Wenn nun trotzdem, dass bestimmte explicite Kriifte
wirken, dasselbe System bei gleichen Bedingungen, gleicher
Lage, gleicher Grisse und Richtung simmtlicher Geschwindig-
keiten zu einer bestimmten Zeit wieder dieselbe Bewegung
macht, genauer gesprochen, wenn daran zu dieser Zeit genau
wieder dieselben Beschleunigungen eintreten, so wollen wir
sagen, jene expliciten Krifte halten sich an dem Systeme
zu dieser Zeit das Gleichgewicht, gerade so wie wir fiir einen
einzelnen freien materiellen Punkt sagen, dass sich die anf
ihn wirkenden Krifte das Gleichgewicht halten, wenn er sich
geradlinig und gleichformig bewegt, wie er es bei Abwesen-
heit aller Krafte thut.

Wenn keine expliciten Krifte vorhanden sind, erhilt
man aus 184) guge
191) ;jmxfaziéo.

=1
Wenn sich gewisse Krifte (ihre kte Componente nach einer
Coordinatenaxe heisse X§) nach unserer neuen Definition
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das Gleichgewicht halten sollen, so muss fiir die gleiche
Bewegung

k=3n
S (mn i — X7) 023 =0,
k=l

daher
199) XG0 = S k805
% xb:gmh 'h O Tp

sein. In den Fallen, wo iiberall nur die Gleichheitszeichen
gelten, folgt hieraus und aus 191)

h=3=n
193) 2 X§ 52t = 0.
=1

Die Bedingung des Gleichgewichtes ist also durch dieselbe
Relation (95) gegeben, wie bei der fritheren Definition, und
alle vier Formen des d’Alembert’schen Princips bleiben
unverindert giltig. Man erhilt wieder aus der Gleichgewichts-
bedingung 193) die Bewegungsgleichungen, indem man darin
194) X, — my ol far X3

schreibt. Die verlorenen Kriifte, deren hte Componente
X, — my o, ist, welche man also erhslt, wenn man ausser den
expliciten Kriften noch die negativ genommenen totalen, also
anf jeden Punkt noch eine Kraft wirken lisst, die entgegen-
gesetzt wie dessen Beschleunigung ist und deren Intensitdt
das Product aus der Masse des Punktes in seine Beschleu-
nigung ist, miissen bei jeder Bewegung die Bedingung 193)
erfilllen, also sich das Gleichgewicht halten. Man kann die
expliciten Krifte immer als die Superposition der negativ
genommenen letzteren (der positiv genommenen totaien) und
der verlorenen betrachten.

Wenn sich endlich irgend welche Krifte das Gleich-
gewicht halten, so erfiillen sie die Bedingung 193). Figt
man sie daher zu beliebigen anderen hinzu, so sieht die fiir
die Summe beider Krifte gebildete Relation 184) genau so
aus, wie die fiir die anderen Kriifte allein gebildete, und da
diese Relation die Bewegung vollstindig bestimmt, so wird
auch die durch die anderen Krifte allein bewirkte Bewegung
durch die Hinzufiigang der im Gleichgewichte befindlichen
Krifte nicht verindert. Man sieht sofort, dass dieser Be-
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weis auf Krifte, die sich nach der alten Definition am ruhen-
den Systeme das Gleichgewicht halten, auch anwendbar ist,
wena unter den Bedingungen Ungleichungen vorkommen.

Bei Kriften, die sich nur nach der neuen Definition
das Gleichgewicht halten, erfahren aber diese Sitze einige
Beschrinkung, wenn auch Ungleichheitszeichen zulissig sind.
Zunachst wird wegen 191) die Relation 184) sicher erfillt
sein, wenn gewisse Krifte die Relation

h=%n

195) S'X{sa =0

=1

erfilllen. Bezeichnen wir die Componenten X, — m;ay der
verlorenen Krafte mit Xj, so erfullen sie aber nach 184)
die Relstion 195). Die verlorenen Kriifte halten sich also
gicher wieder das Gleichgewicht. Das d’Alembert’sche
Princip bleibt in der Fassung, die wir seine zweite und dritte
Form nannten, richtig, selbst wenn Verschwinden aller Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen gar nicht mit den
Bedingungen des Systems vereinbar ist. In Worten aus-
gedriickt: lisst man ausser den expliciten Kraften noch die
negativen totalen, d. h. noch auf jeden Punkt eine Kraft
wirken, welche gleich der mit der Masse multiplicirten Be-
schleunigung und der letzteren entgegengesetzt gerichiat ist,
so tritt Gleichgewicht ein. Die expliciten Kriifte sind die Super-
position der diesen entgegengesetzten (der positiven totalen)
und der im Gleichgewichte befindlichen verlorenen Krifte.

Dagegen gelten die Sitze, welche wir die erste und
vierte Form des d’Alembert’schen Principes genannt
haben, nicht mehr, da ja die Gleichung 185) diejenige ist,
aus welcher die Bewegungsgleichungen durch die Ver-
tanschung 187) gewonnen werden, wogegen das Gleich-
gewicht durch die Relation 192) bestimmt wird, welche nicht
mit 185) identisch ist und auch nicht mehr Garantie giebt,
dass durch Hinzufiigung von Kriften, die ihr geniigen, zu
anderen die von jenen anderen Kriiften erzeugte Bewegung
nicht verindert wird.

Da stets die Totalkriifte dieselbe Bewegung des Systems
erzeugen, wie die expliciten, so sind beide einander immer
beziiglich des Systems &quivalent.
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Ich fand ausser der gegebenen Definition des Gleich-
gewichtes keine, welche auch auf den Fall anwendbar wire,
wo das Verschwinden aller Geschwindigkeiten und Beschleu-
nigungen gar nicht mit den Bedingungen des Systems ver-
einbar ist. Ist es mit diesen vereinbar, so kénnte man auch
die Definition des Gleichgewichtes im Ruhezustande in einer
anderen Weise so erweitern, dass sie sich auf den Be-
wegungszustand erstreckt. Man kbunte als Krifte, die sich
am bewegten Systeme das Gleichgewicht halten. solche
definiren, die sich zur gleichen Zeit an dem i» gleicher
Lage ruhenden Systeme das Gleichgewicht halten wiirden,
was wir die zweite Definition des Gleichgewichtes von
Kriften an einem bewegten Systeme nennea wollen. Dann
wire das Gleichgewicht durch die Relation 195) gegeben
und man hdtte den Vortheil, dass das d’Alembert'sche
Princip in allen vier Formen richtig bleiben wiirde, aber
den Nachtheil, dass die Definition im Falle, wo Ruhe des
Systems mit dessen Bedingungen nicht vereinbar ist, nicht
anwendbar wire, was doch wiinschenswerth wire, wenn man
wie so haufig den folgenden Satz als allgemein giiltig hin-
stellt: Jedes bewegte System kommt sofort ins Gleichgewieht,
wenn man nebst den ohnedies wirkenden Kriften auf jeden
Punkt noch eine Kraft wirken lasst, die der Beschleunigung
desselben entgegengesetzt gerichtet und deren Intensitat gleich
der mit der Masse multiplicirten Beschleunigung ist.

Da aus den Relationen 191) und 195) nothwendig
192) folgt, so miissen Krifte, die sich nach der zweiten
Definition das Gleichgewicht halten, es nothwendig auch
nach der ersten thun, was iibrigens schon aus der ersten
Definition selbst folgt, da sie ja die Ruhe des Systems nicht
storen und diese jedenfalls auch ohne explicite Kriifte mdg-
lich ist. Hs kdnnen sich aber Krifte nach der ersten De-
finition anch das Gleichgewicht halten, wenn Relation 195)
nicht erfiillt ist, sondern die linke Seite von 195) positiv
ist, so lange sie nur kleiner als die rechte von 192) ist.
Dann halten sich die betreffenden Kriifte nach der zweiten,
nicht aber nach der ersten Definition das Gleichgewicht.
Dies ist z. B. der Fall, wenn sich eine Kugel der concaven Seite
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einer starren, glatten, gekriimmten Wand anliegend bewegt.
Eine senkrecht nach der concaven Seite der Wand wirkende
Kraft indert die Bewegung der Kugel nicht, so lange sie kleiner
als die Centrifugalkraft ist, wiirde aber die ruhende Kugel
nicht im Gleichgewichte erhalten. Eine solche Kraft kann
auch, obwohl sie sich nach der ersten Definition im Gleich-
gewichte befindet, doch zu anderen Kraften hinzugefiigt, die
von jenen anderen Kriften erzeugte Bewegung verindern,
wenn ihre Hinzufiigung bewirkt, dass eine schon frither
senkrecht nach der concaven Seite gerichtete Kraft nun
grosser als die Centrifugalkraft wird.

Die Lehre vom Gleichgewichie der Krifte bezeichnet
man als die Statik, die von der Bewegung der Korper als
die Dynamik, wobei wir es unentschieden lassen konnen,
ob die Falle, wo sich Kriifte an bewegten Systemen, nament-
lich im Falle, dass die Bedingungen Ruhe derselben gar
nicht zulassen, das Gleichgewicht halten, in die Statik oder
Dynamik gehoren, da wir die Probleme der Statik und
Dynamik ohnedies immer unter einem behandeln werden.

§ 74. Anwendong der Methode der Multiplicatoren auf den
allgemeinsten Fall, dass beliebige holonome oder micht holo-
nome Bedingungsgleichungen oder Ungleichungen bestehen.

Wir sahen, dass das Princip des kleinsten Zwanges bis
auf gewisse singulire Fille die Bewegung immer eindeuntig
bestimmt. Dieses Princip wird ausgedriickt durch die Re
lation 184) mit den Bedingungen 186), deren Gesammizah
¢ sei, worin aber iberall @ =2 gesetzt werden muss.
Wenn wir daher eine Losung gefunden haben, welche die
Relation 184) fiir alle den Bedingungen 186) geniigenden
‘Werthe der Variationen erfillt, so ist sie die Ldsung des
mechanischen Problems, falls sie auch noch so viel Con-
stanten besitzt, dass man allen méglichen Anfangshedingungen
genfigen kann.

‘Wir wollen nun zeigen, wie eine solche ganz allgemeine
Losung mittelst der Methode der unbestimmten Multiplica-
toren gefunden werden kann. Von den o Bedingungen fir
die wirkliche Bewegung kdonnen die holonomen in der Form
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196) it 5,5 - 2, ) SO,

die micht”holonomen aber in der Form
h=3n

197) T+ ;.Ei Hx=0

geschrieben werden. Um die Stilisirung der spateren Theo-
reme zu vereinfachen, denken wir uns wie bisher das
Zeichen der Functionen ¢, = und § der linken Seite in 196)
und 197) immer so gewahlt, dass dieselbe =0, niemals
dass sie =0 ist. Wir wollen fiir den Augenblick in allen
diesen o Relationen, welche die ¢ Bedingungen des Systems
ausdriicken, das Gleichheitszeichen gelten lassen, so dass wir
also statt der Relationen 196) und 197) durchaus die folgenden
gelten lassen:

198) Py (s By 2y o0 23,)= 0,
h=8n
199) 7 +;.§1; & =0.
Dazu fiigen wir noch die Gleichungen
I=a
200) my 2 — X,.-.gl;?.;§}.= 0,

worin dem % alle Werthe von 1 bis 8 ertheilt werden konnen.
Fir diejenigen Bedingungen, welche die Form 197) haben,
ist in der letzten Gleichung &, der auch in 197) dort so be-
zeichnete Coefficient. Fiir die Bedingungen von der Form 196)
aber ist & eine Abkiirzung fir 8 ¢,/0z,. Es gelten dann die
Gleichungen 89). Aus den 32+ o Gleichungen 198), 199)
und 200) kénnen wir im Allgemeinen die 37 + o Grossen z”
und A bestimmen. Ueber die singuliren Fille, wo diese Be-
stimmung auf Schwierigkeiten stosst, gilt das am Schlusse
des § 43 Gesagte und es ist hier wieder nicht moglich, auf
dieselben einzugehen. Nehmen wir an, wir hitten die
Gleichungen 198), 199) und 200) allgemein geldst.

Fir alle Werthe der Integrationsconstanten und der
Zeit, fiir welche dabei kein A positiv wird, dessen Index gleich
dem einer solchen Relation ist, fiir welche auch das Un-
gleichheitszeichen gilt, ist die gefundene Losung die des
mechanischen Problems, da sie der Relation 184) mit den
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Bedingungen 186) in der That geniigt und diese die Losung
der mechanischen Aufgabe eindentig bestimmt, abgesehen
von den schon erwihnten Singularititen. Multipliciren wir
nimlich die Gleichung 200) mit dz; und addiren alle so
fir alle # fclgenden Gleichungen, so ergiebt sich:

i=c h=3n

=8n
:§1 i — %) 35 = > > kB

h=3n
121‘ & 0z ist nun fir alle I, fir welche in der betreffenden

Relation 186) nur das Gleichheitszeichen gilt, gleich Null,
fir alle anderen negstiv (incl Null) Es folgt also in der
That di» Relation 184). Da nun die gefundene Lésung
auch die erforderliche Zahl von Integrationsconstanten ent-
halt, so ist sie die aligemeine Lisung der mechanischen
Aufgabe.’) Specielle Beispiele gaben wir schon in § 41 und
zum Schlusse von § 43.

Wiirde fiir einige (sagen wir ¢’) der Werthe der I, fiir
welche in den Relationen 196) oder 197) auch das Un-
gleichheitszeichen gilt, , positiv, so wére die entsprechende
Gleichung aus den Gleichungen 198) oder 199), aber auch
das mit dem entsprechenden A behaftete Glied aus den
Gleichungen 200) wegzulassen. Denn wenn die Bewegung
der entsprechenden Gleichung 198) oder 199) gemiiss er-
folgen wiirde, so wiirde von der Vorrichtung, die die be-
treffende Relation herstellt, eine Widerstandskraft gefordert,
die sie nur zu leisten vermtchte, wenn sie auch zu ver-
hindern vermdchte, dass die linke Seite der Gleichung 196)
oder 197) grisser als Null wird; daher geschieht die wirk-
liche Bewegung unbekiimmert um diese Vorrichtung.

Wir haben pun pur mehr 32+ ¢ — ¢’ Gleichungen,
aber auch nur mehr 3# 4 ¢ — ¢’ Unbekannte. Die aus
diesen Gleichungen folgenden Werthe der Unbekannten
nennen wir die Liodsungswerthe. Dieselben befriedigen die

1) Jede der Coordinaten, die wir uns durch eine der Relationen
198) eliminirt denken, bringt keine, jede durch 199) eliminirte eine,
jede andere Coordinate zwei Integrationsconstanten hinein und man
sieht leicht, dass es ebensoviele voneinander unabhingige Anfangs-
werthe giebt.
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Relation 184) unter den Bedingungen 186) sowohl fir ¢ =0,
als auch fir « = 2. Fir « = 2 ist diese Relation der Aus-
druck des Princips des kleinsten Zwanges. Dieses giebt eine
Grosse an, welche immer fiir die wirkliche Bewegung ein
absolutes Minimum sein muss und nicht mehrerer Minima
fahig ist. Da wir also Beschleunigungen gefunden haben, fir
welche ein solches Minimum eintritt, so wissen wir sicher,
dass sie die richtige Losung des mechanischen Problems
bilden, dass also die Werthe, welche wir die Liosungswerthe
genannt haben, die wirkliche Bewegung darstellen. Diese
Werthe geben also die Losung der Aufgabe im allgemeinsten
Falle mit der einzigen Ausnahme der singuldren Falle, von
deuen am Schlusse des § 43 die Rede war.

Wiren die Anfangswerthe der Coordinaten und Ge-
schwindigkeitscomponenten so beschaffen, dass das System
schon zu Anfang der Zeit mit irgend einer Vorrichtung gar
nicht in Verbindung wire oder sich im Momente des Zeit-
anfangs bereits 1oste, so wire die betreffende Bedingungs-
gleichung schon von Anfang der Zeit an gar nicht mehr zu
berficksichtigen. Das Kriterium dafiir, dass eine Vorrichtung
ganz ausser Wirksamkeit ist, besteht immer darin, dass
durch die ihr entsprechende Relation simmtlichen Beschlen-
nigungen gar keine Beschrinkung auferlegt wird, da das
Princip des kleinsten Zwanges die ecinzige die Bewegung
immer eindeutig bestimmende Relation ist.

Sobald eine solche Beschrinkung wieder eintritt, tritt
das System mit der betreffenden Vorrichtung wieder in
Wechselwirkung und sie ist unter die o Relationen einzu-
beziechen. Wenn zudem das betreffende A negativ wird,
so ist auch die entsprechende Gleichung 198) oder 199)
unter diese Gleichungen und auch das entsprechende A ent-
heltende Glied in Gleichung 200) einzubeziehen.

Wenn die Coordinaten und (Geschwindigkeiten zn Ane
fang oder im Momente, wo das System mit irgend einer
Vorrichtung wieder in Wechselwirkung tritt, so beschaffen
sind, dass ohne endliche Aenderungen der Grdssen oder
Richtungen der Geschwindigkeiten (ohne unendliche Be-
schlennigungen) die Bedingungsgleichungen im nachsten
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Momente nicht mehr erfiillt sein kinnen, so kann die Auf-
gabe mittelst der Gleichungen, die wir bisher aus dem Bilde
abgeleitet haben, nicht mehr gelost werden. Doch spricht
dies nicht gegen das Bild, da durch niheres Eingehen in
dasselbe neue zur Liosung der Aufgabe geeignete Gleichungen
gewonnen werden komnen. Man muss beriicksichtigen, dass
die starren Verbindungen etwas dehnsam, die starren K&rper
ctwas deformirbar sind, eventuell auch dass Molekilar-
bewegungen in den Korpern und der Vorrichtung entstehen
konnen. Ein Beispiel hierfiir liefert ein fester Korper, der
ir einer undurchdringlichen Schale schief gegen die Wand
derselben anprallt und sich dabei nach den Gesetzen des
elastischen oder unelastischen Stosses verhilt.

Ist das System anfangs mit ailen Vorrichtungen in
Wechselwirkung, so erfolgt die ginzliche Loslosung von
irgend einer Vorrichtung, wenn sich die expliciten Kriifte
continuirlich &ndern, jedesmal schion in dem Momente, wo 4
durch Null zu einem positiven Werthe ibergeht.

Im Falle des Gleichgewichtes im Ruhezustande miissen
alle Beschleunigungen gleich Null sein; daher gehen die
allgemeinen Gleichungen 200) iiber in

. lee
-Xﬁ"!' 211 5?; = 0.

i=i

Jedesmal, wenn es Werthe der i giebt, welche fiir die in
Rede stehenden expliciten Krifte diese Gleichungen erfiillen,
und wenn die i, welche solchen Bedingungen entsprechen,
die auch das Ungleichheitszeichen enthalten, nicht positiv
sind, so ist das System unter dem Einflusse dieser ex-
pliciten Krifte im Gleichgewichte, weun es anfangs ruhte.
Natiirlich ist dabei wie Immer vorausgesetzt, dass die
Functionen ¢,  und § der linken Seite von 196) und 197)
schon von Anfang an stets mit solchem Zeichen gewithit
wurden, dass jede Bedingung dahin geht, dass diese linke
Seite =0, niemals = ist.

Boltzmann, Mechanik I 3. Auflage. 16
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