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MODELOWANIE LICZBY SZKOD

W UBEZPIECZENIACH KOMUNIKACYJNYCH
W PRZYPADKU WYSTEPOWANIA

DUZEJ LICZBY ZER

Streszczenie: Istotnym problemem w procesie taryfikacji oraz klasyfikacji polis w portfelu
polis jest modelowanie liczby szkdd. Portfele ubezpieczeniowe charakteryzuja si¢ tym, iz
dla znacznej liczby polis nie wystepuje zadna szkoda. Zatem zmienna licznikowa bedaca
liczbg szkod dla polisy przyjmuje istotnie duza liczbe zer (Zero-Inflated (Z1) effect), co po-
woduje, ze klasyczna regresja Poissona nie daje zadowalajacych wynikéw. W pracy przed-
stawiono zmodyfikowang regresj¢ Poissona uwzgledniajaca efekt ZI. W tego typu regresji
wystepuje ,,podwojny” problem doboru zmiennych do modelu. Jeden zbiér zmiennych nie-
zaleznych wptywa na liczbe szkod, natomiast drugi zbiér zmiennych (moze by¢ ten sam)
wplywa na wystapienie zerowej szkody. W pracy przedstawiono procedur¢ wyboru obu
zbioréw zmiennych niezaleznych w procesie szacowania liczby szkdd.

Stowa kluczowe: liczba szkod, regresja Poissona, ZIP, ZINB.

1. Wstep

Jednym z probleméw wystepujagcych w analizie danych ubezpieczeniowych jest
modelowanie liczby szkod wystepujacych w danym portfelu polis z zastosowaniem
regresji przy zatozeniu rozktadu Poissona. Jednak portfele ubezpieczeniowe charak-
teryzujg si¢ tym, iz dla wielu polis w okresie ubezpieczenia nie wystgpila zadna
szkoda. Oznacza to, iz dane zawieraja duza liczb¢ zer, co powoduje, ze klasyczna
regresja Poissona nie daje zadowalajacych wynikow. W pierwszej czesci pracy
przedstawiono regresje Poissona dla zmienne;j licznikowej oraz zmodyfikowang wer-
sj¢ regresji Poissona uwzgledniajacg sytuacj¢ wystepowania duzej liczby zer w da-
nych (ZIP). W drugiej czgsci pracy przeprowadzono przyklad empiryczny, w ktorym
zastosowano i porownano modele Poissona oraz ZIP do portfela ubezpieczen komu-
nikacyjnych, a szczegdlnie procedur¢ wyboru zbioru zmiennych wptywajacych na
zmienng zalezng, czyli liczbg szkdd, oraz zbioru zmiennych wpltywajacych na wy-
stapienie zerowej szkody w portfelu polis. Jako kryterium wyboru uktadu zmiennych
zaleznych w obu zbiorach przyjeto kryterium Akaika AIC.
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2. Modele regresji z licznikowa zmienng objasniang typu ZI

W tej czgsci pracy przedstawione zostang modele regresji, w ktorych zmienng zalez-
ng jest zmienna licznikowa przyjmujgca wartosci catkowite nieujemne oraz wyste-
puje duza liczba wartosci zerowych (Zero-Inflated — Z1). W ubezpieczeniach majat-
kowych modele takie maja zastosowanie przede wszystkim w modelowaniu oraz
prognozowaniu liczby szkod. Stosowany jest najczesciej model regresji Poissona,
w ktorym przyjmuje si¢ zalozenie, iz zmienna objasniana ¥ ma rozktad Poissona
Y ~ Pois(1) warunkowany warto$ciami zmiennych objasniajacych [Denuit i in.
2007]:

e*/li /’Liy'i
b% |

i

PY, =y)= ,i=1,..,n.

W powyzszym wzorze Y, oznacza liczbg szkéd dla i-tej osoby ubezpieczone;.
Parametr A, uzalezniony jest od pewnych zmiennych zaleznych X i J=lhk

charakteryzujacych ubezpieczonego oraz pojazd, ktoérego dotyczy ubezpieczenie, np.
plci, wieku, pojemnosci silnika samochodu. Najczgsciej przyjmowana jest logaryt-
miczna funkcja potaczenia:

k
In =3 B,X;.
=

Przechodzac do warto$ci oczekiwanej, mamy:

k
2P,
ﬂ‘i =H = e
Zatem wida¢, iz dla kazdej kombinacji zmiennych objasniajacych uzyskiwana
jest zawsze dodatnia oczekiwana liczba szkdd. W modelu przyjmuje si¢ zalozenia, ze
zmienna Y ma rozktad Poissona, $rednia warto$¢ zmiennej jest rOwna wariancji oraz
V> --» Y, saniezalezne o statej wariancji.

Parametr A, moze by¢ wykorzystywany do rangowania polis ze wzgledu na
liczbe szkod. Jednak niezbedna jest korekta tego parametru wskaznikiem czasu eks-
pozycji na ryzyko dla i-tej polisy d, , ktory pokazuje najczesciej w przypadku ubez-
pieczen majatkowych, jaka czgs¢ badanego okresu obejmowata polisa:

k
ﬂo*Zﬁ:[
A =de

Powyzszy model nie uwzglednia przypadku, w ktéorym zmienna licznikowa
przyjmuje duzg liczb¢ wartosci zerowych. Taka sytuacja wystepuje czgsto w przy-
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padku modelowania liczby szkod. Analizujac portfele ryzyka, mozna zauwazy¢, ze
dla wielu polis nie wystgpita zadna szkoda, natomiast w przypadku wystgpienia
szkod sg to jedna, dwie, trzy i rzadko wigcej. Dlatego w przypadku analizy liczby
szkod w zaktadzie ubezpieczen zasadniejsze wydaje si¢ stosowanie zmodyfikowa-
nej regresji Poissona, gdzie uwzglednia si¢ duza liczbg wartosci zerowych w da-
nych zwanej modelem ZIP (Zero-Inflated Poisson). W modelu ZIP niezalezne
zmienne Y, przyjmuja wartosci zerowe: Y, ~0 z prawdopodobiefistwem @, lub

warto$ci z rozktadu Poissona: Y, ~ Pois(A,) z prawdopodobiefistwem 1 — @, co
mozna zapisa¢ nastgpujaco [Lambert 1992]:

@, +(-@)e™, y =0
P, =y,) A ,i=1,..,n

- (l_wi) > yi>0

N

i

Zatem w modelu ZIP wystepuja dwa parametry: A, oraz @,. Oba parametry,
podobnie jak w przypadku regresji Poissona, potaczone sg ze zmiennymi objasniaja-
cymi nast¢pujacymi funkcjami polaczen:

@, !
In L |= 7
2|3

i

k
ln/li = Zﬂjinia
j=1

gdzie Z,,...,Z, sa zmiennymi zaleznymi dla réwnania pierwszego, natomiast
X,,...,X, zmiennymi dla roéwnania drugiego. Oczekiwana liczba szkéd oraz wa-
riancja liczby szkod i-tej polisy w modelu ZIP wynosi:

E(Y;):/ul(l_wi)’
D(Yz) = (l_wi)(,ui +wilui2)'

Podobnie jak w przypadku regresji Poissona w modelu ZIP zaktada sie, iz $red-
nia liczba szkod jest rowna wariancji. W przypadku, gdy wariancja jest wyzsza od
sredniej, wystgpuje problem nadmiernej dyspersji, ktoéry czesto charakteryzuje
zmienne licznikowe. Powoduje on, iz statystyki ;(2 testujgce istotno$¢ parametrow

strukturalnych modelu s3 przeszacowane, natomiast nie zmienia zgodnos$ci estymato-
réow parametrow. W celu uniknigcia nadmiernej dyspersji mozna zastosowac skory-
gowane bledy standardowe lub przej$¢ do modelu, w ktérym wprowadzany jest roz-
ktad negatywny dwumodalny [Kopczewska i in. 2009]. Model ten oznaczany jest
najczesciej ZINB (Zero-Inflated Negative Binomial):
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P(Yizyi)z

(l_wi)

Ly, + i
—ﬂli“c(1+a/1f) « (1+

¥ 1T(

_ple

o +(-@)1+ak) « . y =0

1-c

d ) 71,-]7(‘ /1_6 s
;)7% s yi > 0
(24

)

a

gdzie o >0 jest parametrem dyspersji. W przypadku, gdy a— >0, model ZINB
sprowadza si¢ do modelu ZIP (bez nadmiernego rozproszenia).

3. Przyklad empiryczny

Proces modelowania i prognozowania liczby szkod w zakladzie ubezpieczen prze-
prowadzono z wykorzystaniem bazy danych szkoéd komunikacyjnych (third party
motor insurance claims) zaczerpnigtej z pozycji [de Jong, Heller 2008]
http://www.acst.mq.edu.au/research/books/GLMsforlnsuranceData/data sets. Baza
danych zawiera nast¢pujgce zmienne uwzglednione w modelu:

a. Zmienna objasniana licznikowa:

numclaims — liczba szkod.

b. Zmienne objasniajace:

veh_body — ksztalt samochodu,

veh_age — wiek pojazdu: 1 (najmtodszy), 2, 3, 4,

gender — plec kierowcy: 0 (kobieta), 1,

agecat — wiek kierowcy: 1 (naymtodszy), 2, 3, 4, 5, 6.

c. Czas ekspozycji na ryzyko (mierzony w okresie trwania polisy w stosunku
do catego okresu uwzglednianego w bazie):

d, —wartosci z przedziatu [0,1] .

Obliczenia wykonano w programie komputerowym R.
Rozktad liczby szkdd w analizowanym portfelu przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Rozktad liczby szkod

Liczba szkod | Liczba polis | Czesto$é | Sredni czas ekspozycji na ryzyko
0 63232 93,19% 0,45
1 4333 6,39% 0,6
2 271 0,40% 0,71
3 18 0,03% 0,7
4 2 0,00% 0,88

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Widaé, iz liczba szkdd charakteryzuje si¢ bardzo duzg liczbg zer, gdzie 93% po-
lis nie wygenerowato zadnej szkody w portfelu. Warto$¢ wariancji przewyzsza war-
tos¢ $redniej 1 indeks nadmiernej dyspers;ji jest na poziomie:
wariancja — Srednia

0=

=0,00063,
srednia

co oznacza staby efekt nadmiernej dyspersji w portfelu. Do modelowania liczby
szkdd zastosowano w pierwszej kolejnosci regresje Poissona. W modelu P1 badano
wplyw poszczegdlnych zmiennych na liczbe szkod:

InA = B, + B,veh _body + ,veh _age + B, gender + B,agecat .

Model szacowano, wykorzystujac funkcje glm () {stats}, przyjmujac roz-
ktad Poissona dla liczby szkdod. W pierwszej kolejnosci zbadano istotnos¢ poszcze-
golnych zmiennych na liczbe szkdd (tab. 2).

Tabela 2. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modeli P1

Model P1 ﬂ: Ssrsgcndlﬁiﬁd p-warto$¢
Stata -1,18 0,32 0,00
Veh_body -0,95 0,39 0,05
Veh_age -0,04 0,01 0,00
gender -0,01 0,03 0,79
agecat -0,08 0,01 0,00

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W modelu P1 na poziomie istotnosci 5% zmienna charakteryzujaca ptec jest sta-
tystycznie nieistotna. Zatem w dalszej analizie zmienna ta zostata usunig¢ta z modelu.
Ponadto pozostate zmienne nie sg skorelowane. Nowy model P2 przyjat postac:

InA =B, + Blveh _body + Biveh _age + Biagecat .
Uzyskano parametry strukturalne przedstawione w tab. 3.

Tabela 3. Parametry strukturalne regresji Poissona dla modelu P2

Realizacje zmiennych w modelu P2 B e’ S:;g:&féid
1 2 3 4
Stata -1,35 0,26 0,32
veh_agel 0,00 1,00 -
veh_age2 0,13 1,14 0,04
veh_age3 0,001 1,001 0,04
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Tabela 3, cd.
1 2 3 4
veh_aged —0,08 0,93 0,04
agecatl 0,00 1,00 -
agecat?2 -0,17 0,85 0,05
agecat3 -0,20 0,82 0,05
agecatd -0,23 0,80 0,05
agecat$ -0,42 0,65 0,06
agecat6 -0,43 0,65 0,07
veh_body BUS 1,00 1,00 -
veh_body CONVT -1,75 0,17 0,66
veh_body COUPE -0,75 0,47 0,34
veh_body HBACK -1,10 0,33 0,32
veh_body HDTOP -0,87 0,42 0,33
veh_body MCARA —-0,46 0,63 0,41
veh_body MIBUS -1,15 0,32 0,35
veh_body PANVN -0,84 0,43 0,34
veh_body RDSTR -0,68 0,51 0,66
veh_body SEDAN -1,04 0,35 0,32
veh_body STNWG -1,00 0,37 0,32
veh_body TRUCK -1,04 0,35 0,33
veh_body UTE -1,25 0,29 0,32

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Wszystkie parametry modelu sg statystycznie istotne. RoOwniez test ilorazu wia-
rygodnosci pokazuje, iz model jest w catosci statystycznie istotny. W wyniku dziata-
nia funkcji lrtest{lmtest} uzyskano bardzo niski, prawie zerowy poziom
p-wartosci.

Tabela 4. Test ilorazu wiarygodnosci dla modelu P2

#Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
Model P1.1 21 -18029,2 NA NA NA
Model — tylko stata 1 —18101,5 =20 144,5839 0,000001

Zrodto: obliczenia wlasne.

Kryterium AIC przyjeto warto§¢ na poziomie 36 120. Interpretujgc uzyskane
wyniki, na podstawie warto$ci parametrow strukturalnych zawartych w tab. 3 moz-
na stwierdzi¢ kierunek wptywu zmiany wieku samochodu, wieku kierowcy oraz
ksztattu samochodu na liczbe szkdd na podstawie znaku. Natomiast w celu okre-
$lenia jednostkowego wptywu zmiennych objasniajacych na liczbe szkod wyzna-
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czono eksponenty parametrow strukturalnych modelu (w modelu przyjeto logaryt-
miczng funkcje potaczenia).

Powyzsze wyniki mozna wykorzysta¢ do rangowania polis, wyznaczajac warto$¢
A . Ze wzgledu na duza liczbe polis w bazie w pracy nie zostal przedstawiony pelny
ranking. Mozna jednak stwierdzi¢, iz najlepsze polisy uzyskaty A =0,0271, nato-
miast najgorsze A =0,2567. Analizujagc zmienne taryfikacyjne, mozna nast¢pnie
korygowa¢ stopy taryfy ze wzgledu na ,,sktonno$¢” do generowania szkdd.

Jako ze w analizowanej bazie danych wystepuje duza liczba polis, dla ktorych
nie wystapita zadna szkoda, dalej zastosowano modele ZIP. W pierwszym modelu
zalozono, iz estymowane jest rownanie drugie, zakladajac jednakowe prawdopodo-
bienstwo wystapienia braku szkody na polisie w calym portfelu. Natomiast w mode-
lu drugim przyjeto, iz w obu rownaniach wystepuja te same zmienne objasniajace.

Model ZIP1
11’1 ﬂ,ZIPl — OZIPI + ﬂIZIPlveh_bOdy +ﬁZZIPlveh_ageJ’_ﬂ}ZIPlagecat
ZIP1
w
In (—) _ o ZIP1 '
1— ZUZIPI 0
Model ZIP2
In A7 = BAP2 4 BAPveh body + B7veh age+ B agecat
ZIP2
In(-—p7 T )= v 4y veh _body + y"veh _age+y " agecat.
—w

Model ZIP3

1n lZlPS — 0ZIP3 + ﬂIZ]P3Veh_b0dy + ﬁZZlP3veh_age+ﬂ}ZIPSagecat
ZIP3

ln(f—zm) =y 4y veh _body.

Model ZIP4

In A7 = B4 + B veh _body + B veh _age+ B agecat
ZIP4
@
I = e _body + 7 veh_age

Model ZIP5

lnﬂ/ZIPS — OZIPS +ﬁIZIPSVQh_bOdy+ﬂZZIPSVeh_age‘}‘ﬂ:;ZIPSagecat

ZIP5
| w ZIP5 ZIP5 ZIP5
n(

1_w_ZIP5):7/O +7, veh_body +y;" " agecat.

Model ZIP6

1n2/ZIP6 — 0Z]P6 +ﬂlZIP6veh_b0dy+IB2ZIP6veh_age+ﬁlePéageca[
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ZIP6
1 o ZIP6 ZIP6 ZIP6
n(

1_@_21%):70 +y," "veh _age+y; “agecat.
Model Z1P7
In A7 = 777 + B veh _body + B veh _age+ B agecat

ZIP7

ln(liyww) =y + ¥y veh _age.

Model ZIP8

In 27" = BI"* + B veh _body + B veh _age+ B agecat

ZIP8

o ZIP8 ZIP8
ln(l_w—mg) =y, +y; agecat.

Modele szacowano, wykorzystujac funkcje zeroinfl () {pscl}. Do wyboru
modelu wykorzystano kryterium Akaika AIC.

Tabela 5. Wartoéci kryterium AIC dla modeli typu ZI

Model AIC
ZIP1 35938
Z1P2 35941
ZIP3 35952
Z1P4 35958
ZIP5 35957
Z1P6 35958
Z1P7 35966
Z1P8 35961

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Widag, iz wszystkie modele typu ZI osiagajg nizszy poziom AIC niz model nie-
uwzgledniajgcy masowego wystepowania wartosci zerowej. Minimalng warto$¢ AIC
uzyskat model ZIP1, gdzie na warto$¢ szkdéd wplywaja zmienne istotne: veh body,
veh_age, agecat, natomiast liczba zerowych polis jest modelowana wyrazem wol-
nym. Parametry strukturalne oraz eksponenty parametrow w tym modelu przedsta-
wiono w tab 6.

W celu porangowania polis niezbedne jest wyznaczenie dodatkowego parametru
@ , ktory bedzie staty dla wszystkich polis. Wynika to z postaci modelu ZIP1, gdzie:

ln( @ j=—0,27,
l-w
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Tabela 6. Parametry strukturalne modelu ZIP2

Realizacje zmiennych B 5o Sredni blad
w modelu P2 e szacunku

Stata -0,79 0,45 0,35
Veh agel 0,00 1,00 -

Veh age2 0,13 1,14 0,04
Veh age3 0,00 1,00 0,04
Veh_age4 -0,08 0,93 0,05
agecatl 0,00 1,00 —

agecat2 -0,16 0,85 0,06
agecat3 -0,20 0,82 0,05
agecat4 -0,23 0,80 0,05
agecat5 —0,42 0,66 0,06
agecat6 -0,43 0,65 0,07
Veh_body BUS 0,00 1,00 -

Veh body CONVT -1,75 0,17 0,68
Veh body COUPE 0,74 0,48 0,36
Veh body HBACK -1,09 0,33 0,34
Veh body HDTOP -0,88 0,42 0,35
Veh body MCARA -0,47 0,62 0,43
Veh body MIBUS -1,15 0,32 0,37
Veh body PANVN -0,83 0,43 0,36
Veh body RDSTR —-0,65 0,52 0,69
Veh body SEDAN -1,04 0,35 0,34
Veh body STNWG -0,99 0,37 0,34
Veh _body TRUCK -1,04 0,35 0,35
Veh body UTE -1,24 0,29 0,35

y 7 o Sredni btad
szacunku

Stata -0,27 0,76 0,12

Zrodto: obliczenia wlasne.

dajac parametr @ =0,43. Podobnie jak dla modelu P2 stworzono ranking polis,

gdzie najlepsze polisy uzyskaty 1=0,027, natomiast najgorsze 1=0,2941.

4. Podsumowanie

W pracy przedstawiono zmodyfikowang regresje Poissona w przypadku, gdy w da-
nych wystepuje duza liczba zer dla zmiennej licznikowej, i jej porownanie z klasycz-
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ng regresja Poissona. W analizowanym przyktadzie model ZIP przyniost lepsze re-
zultaty niz model klasyczny, dajac nizszy poziom wartosci kryterium AIC. Zasadni-
czo wada obu modeli jest fakt, iz w danej klasie polis wszystkie polisy charakteryzu-
ja sie takg samg oczekiwang liczba szkod, co jest zalozeniem mato realnym. Rozwig-
zaniem tego problemu jest przejscie do mieszanego modelu Poissona, wprowadzajac
czynnik losowy roznicujacy polisy, co lezy w zakresie przysztych prac autorki nad
omawiang tematyka.
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ZERO-INFLATED CLAIM COUNT MODELING
IN AUTOMOBILE INSURANCE. CASE STUDY

Summary: An important problem in the ratemaking process is to model the number of
claims. Insurance portfolios are characterized by the fact that a significant number of poli-
cies have zero claims (called zero-inflated (ZI) effect). Thus, the classical Poisson regression
does not give satisfactory results for the claim count with ZI effect. This paper presents a
modified Poisson regression taking into account ZI effect. There is a ,,double” problem of
the selection of variables into the model in this type of regression. One set of independent
variables affects the number of accidents and the second set of variables (which may be the
same) affects the occurrence of zero claims. In the paper we present a procedure for the se-
lection of these two sets of independent variables in the claim count estimation. In the inves-
tigated case study, the automobile insurance dataset is taken from the literature [de Jong et
al. 2008]. All calculations are based on a package {pscl} from R CRAN software.

Keywords: claim count, zero-inflation, ZIP, ZINB.



