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Artur Mikulec 
Uniwersytet Łódzki 

METODY OCENY WYNIKÓW INWESTYCYJNYCH 
PRZY BRAKU NORMALNOŚCI ROZKŁADU 
STÓP ZWROTU 

Streszczenie: W literaturze, oprócz klasycznych wskaźników rentowności inwestycji 
uwzględniających ryzyko, odnaleźć można wiele innych miar. Na szczególną uwagę zasłu-
gują metody oceny wyników inwestycyjnych stosowane przy braku normalności rozkładu 
stóp zwrotu lub gdy w szeregu występują obserwacje odstające. Należą do nich m.in.: zmo-
dyfikowany wskaźnik Sharpe’a, wskaźnik alfa wyższego rzędu, wskaźnik Omega oraz in-
deks Stutzera. W artykule przedstawiono wymienione wyżej miary oraz zastosowano je do 
oceny wyników inwestycyjnych otwartych funduszy emerytalnych. 

Słowa kluczowe: zmodyfikowany wskaźnik Sharpe’a, wskaźnik alfa wyższego rzędu, 
wskaźnik Omega, indeks Stutzera. 

1. Wstęp 

Głównym celem artykułu jest przybliżenie mniej znanych w polskiej literaturze 
wskaźników oceny efektywności inwestycji stosowanych wówczas, gdy stopy zwro-
tu nie mają rozkładu normalnego. W pierwszej części artykułu przedstawiono zatem 
zmodyfikowany wskaźnik Sharpe’a, wskaźnik alfa wyższego rzędu, wskaźnik Ome-
ga oraz indeks Stutzera. W drugiej części dokonano porównania wyników inwesty-
cyjnych otwartych funduszy emerytalnych uzyskanych za okres październik 1999 r.-
czerwiec 2010 r. [Domański (red.) 2011] z najnowszymi wynikami oceny efektyw-
ności inwestycji OFE za okres październik 1999 r.-sierpień 2011 r. 

2. Zmodyfikowany wskaźnik Sharpe’a 

Zmodyfikowany wskaźnik Sharpe’a (Modified Sharpe Ratio) oparty na wartości VaR 
[Gregoriou, Gueyie 2003] przypomina w swojej konstrukcji klasyczny wskaźnik 
Sharpe’a, niemniej jednak w charakterze miary ryzyka wykorzystuje α,iMVaR , tj. 
zmodyfikowaną wartość narażoną na ryzyko .iVaR  Zmodyfikowany wskaźnik Shar-
pe’a dla i-tego aktywa dany jest wzorem: 
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gdzie ir  to średnia stopa zwrotu i-tego aktywa, RFR  to średnia stopa zwrotu z ak-
tywów wolnych od ryzyka, a α,iMVaR  to zmodyfikowana wartość narażona na ry-
zyko iVaR  wyznaczona na podstawie charakterystyk rozkładu stopy zwrotu. 

W praktyce do wyznaczania wartości narażonej na ryzyko, gdy stopy zwrotu ma-
ją rozkład normalny, stosuje się wzór: ( ) ,ˆ 0,, iiii WurVaR ⋅+−= σαα  gdzie: ir  i iσ̂  to 
odpowiednio średnia stopa zwrotu i odchylenie standardowe stopy zwrotu i-tego 
aktywa, αu  to kwantyl rzędu α  rozkładu normalnego standaryzowanego, a 0,iW  to 
obecna wartość i-tego aktywa. W przypadku, gdy stopy zwrotu nie mają rozkładu 
normalnego, Zangari zaproponował wyznaczenie zmodyfikowanej wartości narażo-
nej na ryzyko ,,αiMVaR  wykorzystując wyższe momenty ich rozkładu, tj. miary 
asymetrii i kurtozy. Wykorzystał w tym celu aproksymację Cornisha-Fishera, która 
wówczas lepiej przybliża kształt „prawdziwego” rozkładu [Zangari 1996]: 
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Wartość α,iMVaR  oparta na aproksymacji Cornisha-Fishera będzie dawała więk-
szą stratę niż tradycyjna wartość ,,αiVaR  gdy rozkład stopy zwrotu będzie charakte-
ryzował się asymetrią ujemną lub będzie platokurtyczny ( ),0<ie  oraz konsekwent-
nie wartość iMVaR  będzie dawała mniejszą stratę, gdy rozkład stopy zwrotu będzie 
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asymetryczny dodatnio lub leptokurtyczny ( ).0>ie  Wartość α,iMVaR  odpowiada 
wartości ,,αiVaR  gdy stopy zwrotu mają rozkład normalny. 

3. Wskaźnik alfa wyższego rzędu 

Kolejnym wskaźnikiem efektywności inwestycji stosowanym w przypadku, gdy 
stopy zwrotu nie mają rozkładu normalnego, jest wskaźnik alfa wyższego rzędu 
( ).ˆ HS

iα  Jego wartość uzyskuje się na podstawie modelu CAPM opartego na wyż-
szych momentach rozkładu – asymetrii (skośności) i kurtozy (spłaszczenia). Okazuje 
się, że jest on wówczas lepszy niż tradycyjny model CAPM, gdyż daje dokładniejsze 
wyniki. Załóżmy zasadność modelu CAPM opartego na trzecim momencie oraz 
kwadratową funkcję nadwyżkowej stopy zwrotu i-tego aktywa ( )RFRr ti −,  postaci 
[Hwang, Satchell 1998]: 

 ( ) ( ) ( )( ) ,,
2

,,2,,1,0, tiMtMittMiitti rErRFRrRFRr εααα +−+−+=−  (6) 

wówczas miara efektywności i-tego aktywa HS
iα̂  przyjmuje postać: 

 ( ),ˆˆˆ ,,21 MiMiMi
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dla której współczynniki 1λ  i 2λ  wyznacza się, odpowiednio: 
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Parametry Mγ̂  i Mθ̂  są współczynnikami skośności (asymetrii) i kurtozy 

(spłaszczenia) rozkładu stopy zwrotu aktywa rynkowego M, Mi,β̂  to współczynnik 

beta (ryzyko systematyczne) i-tego aktywa oraz aktywa rynkowego M, a Mi,γ̂  to 
współczynnik koasymetrii1 i-tego aktywa oraz aktywa rynkowego M, który można 
zapisać w postaci: 

 
( )[ ]

( )( ) .
;covˆ

3
,

2
,,

,

MtM

MtMti
Mi

rrE

rrr

−

−
=γ  (17) 

Jeżeli stopy zwrotu tir ,  mają rozkład normalny, to 1 ,
ˆ

i Mλ β=  i 2 0,λ =  a wartość 

wskaźnika ˆ HS
iα  Hwanga i Satchella jest równa wartości wskaźnika Jensena. 

4. Wskaźnik Omega 

Keating i Shadwick również zaobserwowali, że przyjmowane często założenie, iż 
dwa pierwsze momenty, tj. średnia i wariancja, w pełni charakteryzują rozkład stopy 
zwrotu, jest przyczyną niedokładności w ocenie wyników inwestycyjnych. Autorzy 
uznali za właściwe wprowadzenie do miary opisującej ryzyko-zwrot portfela inwe-
stycyjnego (w miejsce średniego poziomu stopy zwrotu) referencyjnego punktu od-
niesienia – progu MAR  – odpowiadającego podziałowi stóp zwrotu na stopy przy-
noszące zyski i powodujące straty z inwestycji [Keating, Shadwick 2002a; 2002b]. 

Autorzy zaproponowali wskaźnik Omega (Omega ratio) efektywności inwesty-
cji, który w swojej ocenie wykorzystuje wszystkie wyższe momenty rozkładu stopy 
zwrotu. Wskaźnik Omega opiera się na podziale stóp zwrotu ir  na zyski i straty 

                    
1 Współczynnik koasymetrii Mi,γ̂  (co-skewness) stosowany w rozszerzonej teorii CAPM powstał 

w wyniku rozszerzenia koncepcji macierzy kowariancji na wyższe momenty. Znany jest także współ-
czynnik kokurtozy (co-kurtosis), http://www.business.uconn.edu. 
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względem przyjętego progu MAR  (Minimum Acceptable Return), będącego mini-
malną akceptowaną stopą zwrotu i-tego aktywa. Funkcja Omega i-tego aktywa dana 
jest wzorem: 

 ( )
( )( )

( )( )
,

ˆ

ˆ1

∫

∫ −

==Ω MAR

a

b

MAR
i

dxxF

dxxF
MARr  (18) 

przy czym ( )ba,  to określony przedział analizowanych stóp zwrotu, a ( )xF̂  to dys-
trybuanta empiryczna rozkładu stopy zwrotu. 

Funkcja Omega jest ilorazem zysków i strat i-tego aktywa względem przyjętego 
punktu progowego MARri = , ważonym odpowiednim prawdopodobieństwem2. 
Obliczając wartość Omega dla wszystkich potencjalnych wartości progu MAR , 
otrzymuje się funkcję charakterystyczną dla analizowanego i-tego aktywa, przecho-
dzącą przez punkt ( )( )1, =Ω= ii rMARr , gdzie ir  jest konkretną i ustaloną wartością 
progu MAR  przyjętą na potrzeby analizy. 

Na podstawie rozkładu stopy zwrotu istnieje możliwość bezpośredniego wyzna-
czenia wartości funkcji Omega ( )MARri =Ω ∗  właściwej dla danego i-tego aktywa, 
przy której zyski uzyskane z inwestycji pokrywają poniesione straty. Nieparame-
tryczną metodę wyznaczania wskaźnika Omega na podstawie dystrybuanty empi-
rycznej analizowanych stóp zwrotu dla i-tego aktywa przy progu MARri =  można 
opisać następująco: 

1. Mając szereg czasowy jir ,  stóp zwrotu i-tego aktywa dla danego okresu, 
wyznaczamy minimalną i maksymalną stopę zwrotu w danym szeregu, przyjmując 

MINira ,=  i MAXirb ,=  oraz długość analizowanego szeregu k  ( )kj ...,,1= . 
2. Dzielimy analizowany przedział stóp zwrotu ( )ba,  na k  równo rozmiesz-

czonych punktów jin ,  ( )kj ...,,1= , przyjmując, że pierwszy MINii ran ,1, == ,  

a ostatni MAXiki rbn ,, == . Punkty pośrednie jin ,  ( )1...,,2 −= kj  wyznacza się 

według wzoru: 
1

,,
,, −

+
+=

k
rr

rn MAXiMINi
MINiji . 

3. Dla każdego z punktów jin ,  ( )kj ...,,1=  na przedziale ( )ba,  wyznaczamy 

częstości względne jic ,  ( )kj ...,,1=  występowania poszczególnych wartości stóp 
zwrotu w danym szeregu ,, jir dzieląc liczbę jej wystąpień przez długość szeregu k. 

                    
2 Jedynym założeniem jest zbieżność całek we wzorze (18). 
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4. Na podstawie wartości jic ,  ( )kj ...,,1=  obliczamy skumulowane częstości 
względne występowania poszczególnych wartości stóp zwrotu na przedziale ( )ba,  

– wartości dystrybuanty empirycznej ( )jicF ,
ˆ . 

5. Dla każdego kj ...,,1=  wyznaczamy wartości ( )jicF ,
ˆ1− . 

6. Dla każdego kj ...,,1=  obliczamy skumulowane wartości dystrybuanty 

empirycznej ( )jicF ,
ˆ , tj. ( )jicFskum ,

ˆ , oraz skumulowane wartości ( )jicF ,
ˆ1− , tj. 

( )( )jicFskum ,
ˆ1− . 

7. Analizując uzyskany w kroku 2 ciąg wartości jin ,  ( )kj ...,,1=  oraz przy-

jęty próg MARri = , poszukujemy kolejnych wartości ,i jn  (oznaczmy je przez 
∗

jin ,  i ∗∗
jin , ), pomiędzy którymi znajduje się minimalna akceptowana stopa zwrotu 

MAR , a więc wartości spełniających warunek ∗∗∗ ≤≤ jiji nMARn ,, . 

8. Bazując  na  ciągach  wartości ( )jicFskum ,
ˆ  i ( )( )jicFskum ,

ˆ1−  dla każdego 
kj ...,,1=  wyznaczamy wartości funkcji ( )jir ,lnΩ  = 

( )( ) ( )( )
( )( ) 









 −−−
=

ji

jiki

cFskum
cFskumcFskum

,

,,

ˆ
ˆ1ˆ1

ln . 

9. W ostatnim kroku dla wartości MARn ji ≤∗
,  odczytujemy odpowiadającą 

jej obliczoną wartość ( )∗Ω jir ,ln . Wartość wskaźnika Omega dla i-tego aktywa obli-

czamy według wzoru ( ) ( )∗Ω∗ ==Ω jir
i eMARr ,ln . Otrzymujemy wówczas wartość 

( )∗Ω jir ,  dla i-tego aktywa, przy której zyski osiągnięte z inwestycji zrównają się  
z poniesionymi stratami. 

Wskaźnik Omega ma naturalną interpretację – jest to stosunek wartości oczeki-
wanych zysków do wartości oczekiwanych strat przy danym poziomie minimalnej 
akceptowanej stopy zwrotu MAR . 

5. Indeks Stutzera 

Spośród miar oceny efektywności inwestycji na szczególną uwagę zasługuje indeks 
Stutzera (Stutzer index), bazujący na teorii wielkich odchyleń (Large Deviation The-
ory), stanowiący alternatywę dla powszechnie stosowanego wskaźnika Sharpe’a. 
Indeks Stutzera porządkuje aktywa zgodnie ze wskaźnikiem Sharpe’a, gdy stopy 
zwrotu mają rozkład normalny, oraz uwzględnia w ocenie „asymetrię rozkładu” 
(skośność i spłaszczenie) przy braku normalności rozkładu stóp zwrotu. 
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Jeżeli przez 

tir ,  oznaczymy nadwyżkowe stopy zwrotu i-tego aktywa o warto-
ściach stóp zwrotu tir ,  względem aktywa p  o wartościach stóp zwrotu tpr ,  dla 

,...,,1 Tt =  a przez ( )Tri
  średnią nadwyżkową stopę zwrotu w analizowanym okre-

sie T  i ( ) 0>Tri
 , to indeks Stutzera przyjmuje postać [Stutzer 1998; Benson i in. 

2008]: 

 { }[ ]

tii rEI ,explnmax ⋅−= θ
θ

, (19) 

przy czym dla szeregów czasowych stóp zwrotu do wyznaczenia iI  stosuje się wzór: 

 { } .exp1lnmax
1

, 







⋅−= ∑

=

T

t
tii r

T
I θ

θ
 (20) 

Indeks iI  wyznacza się numerycznie, maksymalizując wartość podaną wzorem 
(20), np. za pomocą dodatku Solver (MS Excel 2010), przy czym θ  to parametr ste-
rujący ustalany początkowo jako wartość ujemna ( )0<θ  średniej nadwyżkowej 

stopy zwrotu ( )Tri
  podzielonej przez ich wariancję. Porównywane aktywa należy 

uszeregować według malejących wartości iI , gdyż indeks Stutzera jest średnią nad-
wyżkową stopą zwrotu taką, że prawdopodobieństwo jej nieosiągnięcia (osiągnięcia) 
w analizowanym okresie T jest najmniejsze (największe)3. 

W przypadku, gdy stopy zwrotu tir ,  i-tego aktywa dla Tt ...,,1=  mają rozkład 
normalny, indeks Stutzera można wyznaczyć, bazując na wartości klasycznego 
wskaźnika Sharpe’a ( )iS : 

 ( ) .
2
1 2

ii SI =  (21) 

6. Wyniki inwestycyjne OFE w latach 1999-2010 i 1999-2011 

Poniżej przedstawiono wyniki inwestycyjne OFE w dwóch porównywanych okre-
sach, tj. październik 1999 r. – czerwiec 2010 r. oraz październik 1999 r. – sierpień 

                    
3 Jeżeli średnia nadwyżkowa stopa zwrotu porównywanych aktywów w analizowanym okresie T 

jest ujemna ( ) ,0





 <Tri
  to interpretacja iI  jest odwrotna. Indeks Stutzera jest stopą zwrotu, przy 

której prawdopodobieństwo osiągnięcia (nieosiągnięcia) w czasie T  założonego poziomu nadwyżki 
stopy zwrotu z i-tego aktywa względem aktywa p będzie największe (najmniejsze), a porównywane 
aktywa należy uporządkować według rosnących wartości .iI  
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2011 r. Na podstawie wartości wskaźnika Omega oraz indeksu Stutzera ukazano 
zmianę wyników inwestycyjnych OFE w ciągu ostatnich kilkunastu miesięcy. 

Do analizy wykorzystano szeregi czasowe miesięcznych (logarytmicznych) stóp 
zwrotu poszczególnych OFE zawierające odpowiednio 129=n  i 144=n  obserwa-
cje. Natomiast ze względu na dużą zmienność miesięcznych (logarytmicznych) stóp 
zwrotu z aktywów wolnych od ryzyka za próg MAR  dla wskaźnika Omega przyjęto 
medianę miesięcznych stóp zwrotu wynoszącą 0,5118% – założenie takie poczynio-
no w obydwu analizowanych okresach. Podana stopa zwrotu stanowiła również 
punkt odniesienia przy wyznaczaniu nadwyżkowej stopy zwrotu i-tego OFE dla 
indeksu Stutzera. 

Tablica 1. Wartości wskaźników Omega i indeksów Stutzera dla porównywanych okresów 

OFE 

Wskaźnik 
Omega 
2010 
( )∗Ω ir  Po

zy
cj

a 
 

w
 V

I 2
01

0 Wskaźnik 
Omega 
2011 
( )∗Ω ir  Po

zy
cj

a 
 

w
 IX

 2
01

1 
 OFE 

Indeks 
Stutzera 

2010 
iI  (%) Po

zy
cj

a 
 

w
 V

I 2
01

0 Indeks 
Stutzera 

2011 
iI  (%) Po

zy
cj

a 
 

w
 IX

 2
01

1 

Generali 1,3730 2 1,3606 1  Polsat 0,8846 1 0,5534 1 
Polsat 1,3305 5 1,3431 2  Generali 0,8010 2 0,5115 2 
WARTA 1,2616 10 1,2856 3  ING 0,6353 3 0,4348 3 
PZU 1,3530 4 1,2771 4  PZU 0,5750 4 0,3421 4 
AXA 1,3227 6 1,2694 5  Nordea 0,5338 6 0,3346 5 
Nordea 1,3210 7 1,2539 6  WARTA 0,5374 5 0,3257 6 
Allianz 1,2469 11 1,2332 7  Aviva 0,5220 9 0,3229 7 
AEGON 1,2892 8 1,2255 8  Allianz 0,5312 7 0,3223 8 
Amplico 1,2310 14 1,2248 9  AXA 0,5298 8 0,3191 9 
ING 1,2627 9 1,2205 10  Pekao 0,5063 10 0,2734 10 
Pocztylion 1,2394 12 1,2162 11  Pocztylion 0,5032 11 0,2712 11 
PKO BP 
Bankowy 1,2371 13 1,2090 12  Amplico 0,4439 12 0,2368 12 
Aviva 1,3752 1 1,1928 13  AEGON 0,4038 13 0,2089 13 

Pekao 1,3585 3 1,1782 14  PKO BP 
Bankowy 0,2444 14 0,1372 14 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Wartości wskaźnika Omega pokazują, że choć w porównywanych okresach 

wszystkie fundusze osiągnęły dodatni stosunek wartości oczekiwanych zysków do 
wartości oczekiwanych strat przy zadanym poziomie minimalnej (miesięcznej) ak-
ceptowanej stopy zwrotu MAR , to w okresie od lipca 2010 r. do września 2011 r. aż 
12 z 15 funduszy odnotowało spadek wartości wskaźnika Omega. Najmniejszy spa-
dek omawianego wskaźnika w ciągu ostatnich 15 miesięcy objętych analizą wystąpił 
w przypadku Generali OFE (do 1,3606), a największy spadek w przypadku Aviva 
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OFE (do 1,1928), tym samym Generali OFE uplasował się na 1 pozycji w rankingu, 
a Aviva OFE spadł z 1 na 13 miejsce w zestawieniu. Jedynie w przypadku OFE Pol-
sat i WARTA OFE odnotowano wzrost wartości wskaźnika Omega odpowiednio do 
1,3431 oraz do 1,2856 – fundusze te zajęły odpowiednio 2 i 3 miejsce w rankingu 
(zob. tab. 1). 

Biorąc pod uwagę wartości indeksu Stutzera, należy zauważyć, że w ciągu ostat-
nich 15 miesięcy objętych analizą wszystkie OFE odnotowały znaczny spadek war-
tości iI , który nie miał co prawda wpływu na kolejność funduszy „w czołówce i  
w końcówce” porównywanych rankingów, lecz także wskazuje na pogorszenie się 
„w ostatnim czasie” wyników inwestycyjnych wszystkich funduszy emerytalnych. 
Niższe wartości indeksu Stutzera przy tym samym punkcie odniesienia informują 
bowiem, że zmniejszeniu uległa średnia nadwyżkowa (miesięczna) stopa zwrotu dla 
i-tego funduszu, której prawdopodobieństwo nieosiągnięcia w całym badanym okre-
sie, czyli osiągnięcia niedodatniej nadwyżkowej stopy zwrotu, jest najmniejsze. 
Można zatem stwierdzić, że od lipca 2010 r. do września 2011 r. fundusze co prawda 
osiągnęły „swoje” średnie nadwyżkowe stopy zwrotu względem mediany miesięcz-
nych stóp zwrotu (0,5118%), lecz kształtowały się one na niższym poziomie. 

7. Zakończenie 

W pracy przedstawiono wybrane metody oceny wyników inwestycyjnych stosowane 
przy braku normalności rozkładu stóp zwrotu. Zagadnienie to wydaje się ważne za-
równo z naukowego, jak i z praktycznego punktu widzenia. Jest ono tym bardziej 
istotne, że większość inwestorów w praktycznych analizach przyjmuje milczące 
założenie o normalności rozkładu stóp zwrotu, co rzadko jest prawdą. Zasadniczo 
trudno jest wskazać słabe strony czy też wady opisanych metod, gdyż założenia ich 
stosowalności są „minimalne”, np. zasadniczość modelu CAPM opartego na trzecim 
momencie i kwadratowa funkcja nadwyżkowej stopy zwrotu w przypadku wskaźni-
ka ,ˆ HS

iα  zbieżność całek w przypadku funkcji Omega – z pewnością są bardziej 
skomplikowane obliczeniowo. Wynika to z faktu, że tak naprawdę w ogóle nie wy-
magają znajomości postaci rozkładu stóp zwrotu (gdy nie jest on rozkładem normal-
nym), a w obliczeniach wykorzystują szeregi czasowe stóp zwrotu i wyższe momen-
ty rozkładu, bazując na wzorach aproksymacyjnych, podejściu nieparametrycznym 
czy metodach numerycznych. Na podkreślenie zasługuje fakt, iż omówione metody 
umożliwiają właściwą ocenę wyników inwestycyjnych przy braku normalności roz-
kładu stóp zwrotu, jak również dają poprawne (oraz korespondujące lub zbieżne  
z innymi powszechnie znanymi wskaźnikami) wyniki, gdy stopy zwrotu mają roz-
kład normalny – świadczy to o ich uniwersalności i wysokiej użyteczności. Uzyska-
ne na ich podstawie wyniki mają użyteczną interpretację ekonomiczną, niemniej 
jednak, nie umniejszając zalet tych metod, należy stwierdzić, że kompleksowa ocena 
wyników inwestycyjnych powinna być dokonana z wykorzystaniem podejścia wie-
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lowymiarowego, gdyż każda z omówionych miar w inny sposób ujmuje aspekt oce-
ny efektywności inwestycji. 

Porównanie wyników inwestycyjnych otwartych funduszy emerytalnych doko-
nane w artykule na bazie danych historycznych z lat 1999-2010 i 1999-2011 na 
podstawie wskaźnika Omega i indeksu Stutzera ma charakter względny i może 
stanowić podstawę wyboru czy zmiany funduszu emerytalnego. 
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INVESTMENT PERFORMANCE EVALUATION METHODS 
IN THE ABSENCE OF NORMALITY OF THE RATES OF RETURN 

Summary: In the literature, in addition to the classic return on investment indicators that 
take into account the risk, also a lot of other measures can be found. Particularly noteworthy 
are the investment performance evaluation methods used in the absence of normality of the 
rates of return or when a lot of outliers occur. For example the following methods can be 
presented here: a modified Sharpe ratio, alfa ratio based on higher moments, Omega ratio 
and Stutzer index. The paper presents mentioned above measures. Also it will be shown how 
these measures can be applied and used for the assessment of the investment performance 
for Open Pension Funds. 

Keywords: modified Sharpe ratio, alfa ratio based on higher moments, Omega ratio, Stutzer 
index. 


