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KONSTRUKCJA ESTYMATORA REGRESYJNEGO
DLA DANYCH O STRUKTURZE DWUPOZIOMOWEJ

Streszczenie: Gtownym celem artykutu jest przedstawienie przydatnosci metodologii mode-
lowania dwupoziomowego w szacowaniu wartosci zmiennych spoteczno-gospodarczych.
W pierwszej czgsci opracowania omdwiona zostata idea konstrukcji estymatora dla danych
o strukturze dwupoziomowej. W czg¢$ci drugiej przeprowadzone zostato badanie empirycz-
ne, majace na celu zastosowanie opisanego estymatora do szacowania wskaznika zatrudnie-
nia w przekroju powiatow. Po dokonaniu oszacowan poréwnano wiarogodnosci estymatora
uwzgledniajacego dwupoziomowa strukture danych oraz zwykltego estymatora regresyjne-
go. Przeprowadzona analiza wykazala istotna poprawe jakoSci oszacowan uzyskanych przy
zastosowaniu modelowania dwupoziomowego.

Stowa kluczowe: modelowanie dwupoziomowe, struktura dwupoziomowa, czg$¢ losowa,
dojazdy do pracy, szacowanie zmiennych spoteczno-gospodarczych.

1. Wstep

Podstawowym celem artykutu jest ocena przydatnosci metodologii modelowania
dwupoziomowego w szacowaniu charakterystyk spoleczno-gospodarczych w prze-
kroju terytorialnym. Zatem w pierwszej czgsci opracowania omowiona zostanie idea
konstrukcji estymatora dla danych o strukturze dwupoziomowej. W czgsci drugiej
przedstawione zostanie badanie empiryczne, celem ktorego bedzie oszacowanie
wskaznika zatrudnienia w przekroju powiatow. Wskaznik zatrudnienia jest jedna
z charakterystyk rynku pracy, ktore z kolei zaliczaja si¢ do zmiennych opisujacych
sytuacje¢ spoteczno-gospodarcza. Wysunigto hipoteze, ze charakteryzuje si¢ on struk-
tura dwupoziomowa, ktorej uwzglednienie poprawi precyzje estymacji.

Idea modelowania wielopoziomowego zrodzita si¢ na poczatku lat 70., kiedy to
badacze zwroécili uwage na zrdéznicowanie poziomu nauczania w klasach oraz szko-
fach. D. Lindley i A. Smith opracowali wtedy ogolne ramy dla badania zagniezdzo-
nych danych o ztozonych strukturach btedow losowych (por. [Lindley, Smith 1972]).

Metodologia modelowania dwupoziomowego pozwala uwzgledni¢ zaleznosé
jednostek badania nalezacych do tej samej grupy. Ponadto, dzigki podzieleniu bada-
nej populacji na grupy, mozliwe jest wyjasnienie czgsci zmienno$ci szacowanej ce-
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chy za pomoca charakterystyk z drugiego poziomu. W przypadku estymowania
zmiennych okreslonych na dwupoziomowej populacji zastosowanie omawianej me-
todologii w istotnym stopniu poprawia precyzj¢ szacunku, pod warunkiem ze zmien-
ne te charakteryzuja si¢ dwupoziomowa struktura (por. [Goldstein 2003; Hox 2002;
Raudenbush, Bryk 2002; Twisk Jos 2010]).

2. Zalozenia

Stosowanie metodologii modelowania dwupoziomowego jest uzasadnione tylko dla
specyficznych zbiorowosci oraz zmiennych. Badana populacja musi charakteryzo-
wac si¢ dwupoziomowa struktura, co oznacza, ze mozna ja podzieli¢ na skonczona
liczbe roztacznych i pokrywajacych wszystkie jednostki pierwszego poziomu grup
(inaczej jednostek drugiego poziomu). Rowniez szacowana zmienna musi charakte-
ryzowac¢ si¢ dwupoziomowa struktura, co oznacza, ze jej poziom powinien r6znic si¢
istotnie pomigdzy grupami. Zréznicowanie to wynika¢ moze z bezposredniej zalez-
nosci pomigdzy badana zmienna a przynalezno$cia jednostki pierwszego poziomu do
grupy lub zalezno$ci badanej zmiennej oraz z podziatu na grupy z pewna ukryta,
czgsto niemierzalng zmienna. Kolejne zatozenie dotyczy normalnosci rozktadu sza-
cowanej zmiennej, przy czym jego warto$¢ oczekiwana rozni si¢ pomiedzy grupami,
co jest konsekwencja dwupoziomowej struktury zmiennej, jednak wariancja powin-
na byc¢ stala w catej populacji.

3. Otrzymany estymator

W wyniku iteracyjnej konstrukcji modelu dwupoziomowego (por. [Goldstein 2003;
Hox 2002; Raudenbush, Bryk 2002; Twisk Jos 2010]) otrzymano nastg¢pujaca funk-
cj¢ regresji, pozwalajaca na uwzglednienie dwupoziomowej struktury zmiennej
objasnianej:

Yij =Yoo + 23:1(}’0612(11') +eoj +
+Xp=1 ((Vpo + Yaz1(YoaZaj) + epj)Xpij) 7, (D

gdzie: n — liczebno$¢ calej proby,
— liczba grup (liczba jednostek drugiego poziomu), j =1, ..., J,

S~
!

liczebnos$¢ proby w j-tej grupie (Z§:1 n; =n),

— warto$¢ zmiennej objasnianej dla i-fej obserwacji z j-tej grupy,
liczba zmiennych objasniajacych z pierwszego poziomu,

— warto$¢ p-tej zmiennej objasniajacej z pierwszego poziomu dla i-tej
obserwacji z j-tej grupy,p =1, ..., P,

liczba zmiennych objasniajacych z drugiego poziomu,

warto$¢ g-tej zmiennej objasniajacej z drugiego poziomu dla j-tej
jednostki drugiego poziomu, ¢g= 1,..., O,

< v S
\

(@)
|

N
<
|



592 Hanna Gruchociak

Tij , epj — niezalezne reszty dla jednostek pierwszego i drugiego poziomu,
Ypq — parametry regresji, p =0,1,...,P,¢ =0,1, ..., 0.

Zatem estymator regresyjny dla danych o strukturze dwupoziomowej mozna za-
pisaé wzorem:

?i? =Yoo t Zg=1()’0qij) + Z§=1 ((Vpo + Zg=1(ypqij))xpij) 2

z bledem losowym:

eoj + Xp=1(epj * Xpij) + 7. 3)
Powyzsze funkcje przedstawi¢ mozna rbwnowaznie w zapisie macierzowym:
YP? = diag[X(yZ + E)A] + R 4)
Y? = diag(XyZA) (5)
z btedem losowym:
diag(XEA) + R, (6)
gdzie:
rViq T 1 Xi11 - Xpyp )
Yn11 1 X1n11 XPn11
Y?lxl = _ ’XnX(P+1) =|: >
Y I Xuy Xp1y
_Yn]]_ _1 Xln]] XPn]]_
— rll -
Yoo Yo1 Yoo Tn,1
Y11 V1o
YP+1)xQ+1) = Yo T s Ry = ¢
Y Ty
Ypo YP1 YpQ .
_rn]]_
r - 1 1 - 1 0 - 0
Zyy v 2 o - 0 : :
Z+1x) = : ;] s Apxn = : 1 lo - ol
601 “ese e()]
ell cee el]
Epi1yx) = :

€p1 oo eP]
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Ry x1~Ny (0,5 0%15), E(P+1)><]~N]><(P+1)(0(P+1)><]; I,®T),
gdzie:
Too ** Top

Tpinyxpp+1) = [ 5
Tor ' Tpp

(7

Rozwiazanie powyzszego problemu sprowadza si¢ do oszacowania wspotczyn-
nikoéw funkcji regresji opisanej wzorami (2) i (4), zawartych w macierzy y. Wspot-
czynniki te szacowane sa zgodnie z metoda najwigkszej wiarogodnosci.

4. Badanie empiryczne

Aktywnos¢ ekonomiczna ludnosci w przekroju terytorialnym zdeterminowana jest
m.in. poziomem rozwoju gospodarczego regionu, w wyniku czego poziom wzgled-
nych charakterystyk rynku pracy rozni si¢ pomigdzy wojewodztwami. Wysunigto
przypuszczenie, ze poziom wskaznika zatrudnienia jako jednej z charakterystyk ryn-
ku pracy rozni si¢ istotnie pomigdzy wojewodztwami (por. rys. 1). Jezeli hipoteza ta
jest prawdziwa, zastosowanie metodologii modelowania dwupoziomowego mogloby
w istotny sposob poprawi¢ precyzj¢ oszacowan tej charakterystyki rynku pracy.

Ponizej 0.1658
0.1658 - 0.2071
0.2071-0.2522
0.2522-0.3144 min= 0111418075308
0.3144 - 0.4158 10%= 016577873155

0.4158 i wiece] Si= 53052954

EEEOOCO

IB0845834576
= 0.415780268085519
max= 0.805141657838078

Rys. 1. Rozktlad przestrzenny wskaznika zatrudnienia, przekrdj powiatow, Polska 2006

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Za jednostki pierwszego poziomu przyjgto powiaty, za$ jako jednostki drugiego
poziomu — wojewodztwa. Czas badania okreslono na rok 2006, ze wzgledu na do-
stepnos¢ danych na temat dojazddéw do pracy, wykorzystanych jako jedna ze zmien-
nych objasniajacych.

W celu porownania oszacowano rowniez parametry klasycznej regresji liniowe;.

5. Zmienne zastosowane do analizy

Szacowana zmienna jest wskaznik zatrudnienia, zdefiniowany jako stosunek
liczby o0s6b zatrudnionych w ich glownym miejscu pracy (bez uwzglednienia
podmiotéw gospodarczych o liczbie pracujacych do 9 0sob) na terenie powiatu
do liczby 0s6b w wieku produkcyjnym, tj. od 15 roku zycia do wieku emerytal-
nego, zamieszkujacych na terenie tego powiatu. Wysoki poziom wskaznika za-
trudnienia zwiazany jest z duzym nasileniem przyjazdow do pracy do danego
powiatu oraz niskim poziomem wyjazdéw do pracy z tego powiatu. Duzy udziat
0s0b zatrudnionych w danym powiecie $§wiadczy o jego dobrej sytuacji, co mo-
tywuje do podejmowania pracy na jego terenie. Z drugiej strony silne natg¢zenie
przyjazdéow do pracy do danego powiatu, przy jednoczesnym niskim poziomie
wyjazdoéw do pracy podejmowanych przez jego mieszkancow, powoduje zwigk-
szanie si¢ liczby o0sob zatrudnionych na jego terenie przy niezmienionej liczbie
0sob w wieku produkcyjnym, co jest rGwnoznaczne ze wzrostem wskaznika za-
trudnienia. Jako pierwsza zmienna objasniajaca na poziomie powiatu przyjeto
zatem intensywno$¢ dojazdow do pracy okreslona jako stosunek salda dojazdow
do pracy' do ludnosci w wieku produkcyjnym (w dalszych analizach X;).

Ze wzgledu na $cisty zwiazek pomiedzy wskaznikiem zatrudnienia i poziomem
bezrobocia jako druga zmienng objasniajaca na poziomie powiatu przyjgto nat¢zenie
bezrobocia zdefiniowane jako stosunek liczby bezrobotnych do ludnos$ci w wieku
produkcyjnym (w dalszych analizach X,).

Zgodnie z teoria Thunena wielkie miasta stymuluja rozwdj terenéw je otaczaja-
cych. W zwiazku z tym w miar¢ zwigkszania si¢ odlegtosci od osrodkow centralnych
pogarsza si¢ sytuacja gospodarcza powiatu, m.in. maleje wskaznik zatrudnienia.
Dlatego jako trzecia zmienna objasniajaca na poziomie powiatow przyjeto odlegtosé
od najblizszego wielkiego miasta (w dalszych analizach X3). Zbior wielkich miast
zdefiniowano jako 24 najwigksze ze wzgledu na liczbg zatrudnionych miasta na
prawach powiatu. Odleglo$¢ w kilometrach od centroidu kazdego powiatu od naj-
blizszego osrodka centralnego obliczono za pomoca pakietu nlme z programu R (por.
[Bliese 2009]).

Jako pierwsza zmienna z poziomu wojewodztw wybrano wskaznik zatrudnienia
zdefiniowany analogicznie jak zmienna objasniana, ale na zbiorowosci wojewodztw
(w dalszych analizach Z).

! Roznica pomiedzy liczba 0s6b wyjezdzajacych do pracy a liczba 0s6b przyjezdzajacych do pracy.
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Poniewaz wyzsze wyksztalcenie ulatwia znalezienie pracy, wysoki poziom wy-
ksztalcenia ludnosci pociaga za soba wysoka warto§¢ wskaznika zatrudnienia. Zatem
jako druga zmienng objasniajaca z poziomu wojewodztw przyjeto poziom wyksztal-
cenia, zdefiniowany jako udziat 0sob z wyzszym wyksztalceniem w ludnosci w wie-
ku produkcyjnym (w dalszych analizach Z5).

6. Weryfikacja dwupoziomowej struktury zmiennej objasnianej

Jak stwierdzono powyzej, wystepuja merytoryczne przestanki zréznicowania wskaz-
nika zatrudnienia w powiatach nalezacych do réznych wojewodztw. Aby upewnic
sig, ze zréznicowanie to jest statystycznie istotne, przeprowadzono test analizy wa-
riancji. Weryfikacji poddana zostata hipoteza zerowa o braku istotnych réznic w
srednim poziomie zatrudnienia w powiatach pomigdzy wojewodztwami.

{H01ﬂ1 ==y
H1: ~H0

Rys. 2. Przecigtny wskaznik zatrudnienia w przekroju powiatow wedhug wojewodztw, Polska 2006
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie BDL.
— 2
£joani(77)
Wyliczona zostata warto$é statystyki F-Snedecora: F = ——2——— = 2,93
RN (TRd)
n—Jj
oraz kwantyl rozkladu F-Snedecora dla obranego poziomu istotnosci 5% i stopni
swobody réwnych odpowiednio liczbie wojewodztw pomniejszonej o jeden i liczbie
powiatow pomniejszonej o liczbe wojewddztw: F(0,95; 15; 350) = 0,48. Poniewaz
wartos¢ wyliczonej statystyki jest znacznie wigksza od wartosci krytycznej:
B = {Z: 2,9332 > 0,4802}, hipoteza zerowa zostaje odrzucona na korzys¢ hipotezy
alternatywne;.
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7. Estymator wskaznika zatrudnienia

Nastgpnie wyznaczono, zgodnie ze wzorem 2, estymator regresyjny dla danych
o strukturze dwupoziomowe;j:

Y2 =0,174+ 0,487 x Z;; + 3,329 * Z,; +

+(—1,380 + 4,935 * Z;; — 105,816 = Z;;) * X1;; + (0,005 — 0,672 * Z,) *
* XZij - 0,0002 * X3ij'

Analizujac wyznaczone wspolczynniki, zauwazy¢ mozna, ze do oszacowania
wskaznika zatrudnienia na poziomie powiatu wliczana jest ok. potowa (0,487) warto-
sci tego wskaznika na poziomie wojewodztwa. Z kolei wzrost udziatu osob
z wyksztalceniem wyzszym w ludnosci w wieku produkcyjnym na terenie wojewodz-
twa o 1% powoduje wzrost oszacowania wskaznika zatrudnienia w powiatach naleza-
cych do tego wojewddztwa o 0,0329. Wspdtczynnik kierunkowy przy intensywnosci
dojazdéw do pracy jest ujemny, poniewaz duza liczba osob wyjezdzajacych do pracy
przy matej liczbie przyjazdow zwiazana jest z niskim poziomem zatrudnienia w po-
wiecie. Z przeprowadzonej analizy wynika, ze nasilenie omawiane]j zaleznosci r6zni
si¢ istotnie pomigdzy wojewodztwami (por. rys. 3a), dlatego tez wspotczynnik przy
omawianej zmiennej przyjmuje rézne wartosci dla roznych wojewodztw. Mianowicie
dla wojewddztw o wysokim poziomie zatrudnienia (Z; ;) zalezno$¢ pomigdzy wskaz-
nikiem zatrudnienia i intensywnoscia dojazdow do pracy w powiatach traci na sile,
gdyz ujemny wspdtczynnik kierunkowy powigkszony zostaje o 4,935 * Z; ;. Z kolei
w wojewodztwach charakteryzujacych si¢ wysokim poziomem wyksztalcenia zalez-
no$¢ pomiedzy zmienna objasniang a intensywnoscia dojazdow do pracy zyskuje na
sile. Wynika to z wigkszej gotowosci do podejmowania wysitku dojazdéow do pracy
wsrod osob wyksztalconych, ktore nie zawsze sq w stanie znalez¢ odpowiadajaca
swoim kwalifikacjom pracg w miejscu zamieszkania. Ujemny wspolczynnik kierun-
kowy przy zmiennej Xy;; zostal pomniejszony o 105,816 * Z,;. Rowniez w przy-
padku zalezno$ci pomigdzy wskaznikiem zatrudnienia oraz poziomem bezrobocia w
przekroju powiatdw stwierdzono istotne zrdznicowanie jej charakteru pomiedzy wo-
jewoddztwami (por. rys. 3b). We wszystkich powiatach byla to zalezno$¢ odwrotnie
proporcjonalna, jednak réznila si¢ intensywnoscia. Zauwazono, ze w wojewodztwach
o wysokim poziomie wyksztalcenia zalezno$¢ pomigdzy wskaznikiem zatrudnienia i
poziomem bezrobocia zyskuje na sile. Analizujac charakter zaleznosci pomiedzy
wskaznikiem zatrudnienia oraz odlegtoscia od najblizszego wielkiego miasta, nie
zauwazono istotnych réznic pomigdzy wojewodztwami. Niezaleznie od wojewoddztwa
powiaty polozone blizej osrodkdéw centralnych charakteryzowaly si¢ wyzszym po-
ziomem zatrudnienia. Uzasadnienie takiej zaleznosci odwrotnie proporcjonalnej zna-
lez¢ mozna na przyktad w teorii Thunena.

W celu porownan oszacowano rowniez klasyczny estymator regresyjny:

7/ = 0,389 — 1,199 * Xy;; — 0,006 * X,;; — 0,0003 * X;;.
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a. Linie regresji dla X;
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Rys. 3. Zalezno$¢ pomigdzy zmienna objasniana i wybranymi zmiennymi objasniajacymi
w przekroju powiatéw, dla kazdego z wojewodztw rozwazana indywidualnie

Zrédto: opracowanie wiasne.



598 Hanna Gruchociak

8. Porownanie obu modeli

Po dokonaniu oszacowan wskaznika zatrudnienia za pomoca estymatora regresyjne-
go dla danych o strukturze dwupoziomowej oraz klasycznego estymatora regresyj-
nego poréwnano otrzymane wyniki. W tym celu obliczono logarytmy wiarogodnosci
obu modeli i zweryfikowano za pomoca testu ilorazu wiarogodnosci istotna poprawe
modelu uwzgledniajacego dwupoziomowa struktur¢ danych w stosunku do modelu
klasycznej regresji liniowej (por. [Harville 1974]). Na tej podstawie stwierdzono
przewage jakosci dopasowania modelu dwupoziomowego istotna dla praktycznie
dowolnego poziomu ufnosci (por. tab. 1). Wyznaczono réwniez wartosci kryteriow
informacyjnych Akaike’a (por. [Sakamoto, Ishiguro, Kitagawa 1986]) oraz Bay-
esowskiego (por. [Schwarz 1978]). Otrzymane wyniki réwniez wskazywaly jedno-
znacznie na przewage modelu dwupoziomowego (por. tab. 1).

Tabela 1. Poroéwnanie jako$ci dopasowania do danych modelu klasycznej regresji liniowej
oraz dwupoziomowego na podstawie wybranych kryteriow

Kryteria oceny jako$ci dopasowania: AIC BIC InL }71? Vs 175
Klasyczna regresja liniowa —1054,14 | —1034,54 | 532,069 x2 p-value
Model dwupoziomowy -1161,46 | —1110,69 | 593,728 | 123,319 | <0,0001

Zrbdto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Bledy wzgledne oszacowan wskaznika zatrudnienia, przekroj powiatow, Polska 2006

Zrbdto: opracowanie wihasne.
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Dla wigkszo$ci powiatdw oszacowanie otrzymane przy zastosowaniu estymatora
uwzgledniajacego dwupoziomows strukture danych okazaty si¢ blizsze warto§ciom
empirycznym niz oszacowania uzyskane w modelu klasycznej regresji liniowej. Za-
owocowato to mniejszymi warto$ciami btgdow wzglednych oszacowan, szczegolnie
nizsza warto$cia ich mediany oraz kwartyla trzeciego. Rowniez maksymalny btad
wzgledny byl nizszy w przypadku uwzglgdnienia dwupoziomowej struktury szaco-
wanej zmiennej (por. rys. 4).

9. Wnioski z przeprowadzonej analizy

Przedstawione w pracy badanie moze by¢ traktowane jako empiryczna weryfikacja
przydatnosci metodologii modelowania dwupoziomowego w szacowaniu charakte-
rystyk spoteczno-gospodarczych w przekroju terytorialnym. Na podstawie przepro-
wadzonej analizy stwierdzono, ze wskazniki zatrudnienia w powiatach charakteryzu-
ja sie¢ dwupoziomowa struktura, wynikajaca m.in. ze zré6znicowania poziomu rozwo-
ju gospodarczego wojewodztw. Dzigki temu zastosowanie estymatora regresyjnego
dla danych o strukturze dwupoziomowej pozwolilo uzyskac statystycznie istotna
poprawe jakoS$ci szacunku, wyrazong wiarogodnoscia modelu oraz poprawa precyzji
wyznaczonych oszacowan.
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CONSTRUCTION OF REGRESSION ESTIMATOR
FOR TWO-LEVEL DATA

Summary: The main goal of this article is to demonstrate the usefulness of two-level mod-
eling methodology for estimating the value of socio-economic variables. The first part treats
of the idea of estimator construction for the two-level structure data. The second part de-
scribes the empirical studies which were conducted to show the application of described es-
timator to estimate the employment in the cross-section of counties. After the estimation the
likelihood of the estimator which took into account the two-level structure was compared to
a classical regression estimator. The analysis showed a significant improvement of the quali-
ty of estimates obtained using two-level modeling.

Keywords: two-level modeling, two-level structure, random effects, commuter routes, esti-
mating the socio-economic variables.





