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KONSTRUKCJA ESTYMATORA REGRESYJNEGO 
DLA DANYCH O STRUKTURZE DWUPOZIOMOWEJ 

Streszczenie: Głównym celem artykułu jest przedstawienie przydatności metodologii mode-
lowania dwupoziomowego w szacowaniu wartości zmiennych społeczno-gospodarczych.  
W pierwszej części opracowania omówiona została idea konstrukcji estymatora dla danych 
o strukturze dwupoziomowej. W części drugiej przeprowadzone zostało badanie empirycz-
ne, mające na celu zastosowanie opisanego estymatora do szacowania wskaźnika zatrudnie-
nia w przekroju powiatów. Po dokonaniu oszacowań porównano wiarogodności estymatora 
uwzględniającego dwupoziomową strukturę danych oraz zwykłego estymatora regresyjne-
go. Przeprowadzona analiza wykazała istotną poprawę jakości oszacowań uzyskanych przy 
zastosowaniu modelowania dwupoziomowego. 

Słowa kluczowe: modelowanie dwupoziomowe, struktura dwupoziomowa, część losowa, 
dojazdy do pracy, szacowanie zmiennych społeczno-gospodarczych. 

1. Wstęp 

Podstawowym celem artykułu jest ocena przydatności metodologii modelowania 
dwupoziomowego w szacowaniu charakterystyk społeczno-gospodarczych w prze-
kroju terytorialnym. Zatem w pierwszej części opracowania omówiona zostanie idea 
konstrukcji estymatora dla danych o strukturze dwupoziomowej. W części drugiej 
przedstawione zostanie badanie empiryczne, celem którego będzie oszacowanie 
wskaźnika zatrudnienia w przekroju powiatów. Wskaźnik zatrudnienia jest jedną  
z charakterystyk rynku pracy, które z kolei zaliczają się do zmiennych opisujących 
sytuację społeczno-gospodarczą. Wysunięto hipotezę, że charakteryzuje się on struk-
turą dwupoziomową, której uwzględnienie poprawi precyzję estymacji. 

Idea modelowania wielopoziomowego zrodziła się na początku lat 70., kiedy to 
badacze zwrócili uwagę na zróżnicowanie poziomu nauczania w klasach oraz szko-
łach. D. Lindley i A. Smith opracowali wtedy ogólne ramy dla badania zagnieżdżo-
nych danych o złożonych strukturach błędów losowych (por. [Lindley, Smith 1972]).  

Metodologia modelowania dwupoziomowego pozwala uwzględnić zależność 
jednostek badania należących do tej samej grupy. Ponadto, dzięki podzieleniu bada-
nej populacji na grupy, możliwe jest wyjaśnienie części zmienności szacowanej ce-
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chy za pomocą charakterystyk z drugiego poziomu. W przypadku estymowania 
zmiennych określonych na dwupoziomowej populacji zastosowanie omawianej me-
todologii w istotnym stopniu poprawia precyzję szacunku, pod warunkiem że zmien-
ne te charakteryzują się dwupoziomową strukturą (por. [Goldstein 2003; Hox 2002; 
Raudenbush, Bryk 2002; Twisk Jos 2010]). 

2. Założenia 

Stosowanie metodologii modelowania dwupoziomowego jest uzasadnione tylko dla 
specyficznych zbiorowości oraz zmiennych. Badana populacja musi charakteryzo-
wać się dwupoziomową strukturą, co oznacza, że można ją podzielić na skończoną 
liczbę rozłącznych i pokrywających wszystkie jednostki pierwszego poziomu grup 
(inaczej jednostek drugiego poziomu). Również szacowana zmienna musi charakte-
ryzować się dwupoziomową strukturą, co oznacza, że jej poziom powinien różnić się 
istotnie pomiędzy grupami. Zróżnicowanie to wynikać może z bezpośredniej zależ-
ności pomiędzy badaną zmienną a przynależnością jednostki pierwszego poziomu do 
grupy lub zależności badanej zmiennej oraz z podziału na grupy z pewną ukrytą, 
często niemierzalną zmienną. Kolejne założenie dotyczy normalności rozkładu sza-
cowanej zmiennej, przy czym jego wartość oczekiwana różni się pomiędzy grupami, 
co jest konsekwencją dwupoziomowej struktury zmiennej,  jednak wariancja powin-
na być stała w całej populacji. 

3. Otrzymany estymator 

W wyniku iteracyjnej konstrukcji modelu dwupoziomowego (por. [Goldstein 2003; 
Hox 2002; Raudenbush, Bryk 2002; Twisk  Jos 2010]) otrzymano następującą funk-
cję regresji, pozwalającą na uwzględnienie dwupoziomowej struktury zmiennej  
objaśnianej: 

  ௜ܻ௝ ൌ ଴଴ߛ ൅ ∑ ൫ߛ଴௤ܼொ
௤ୀଵ  ௤௝൯ ൅ ݁଴௝ ൅

൅ ∑ ቀ൫ߛ௣଴ ൅ ∑ ൫ߛ௣௤ܼ௤௝൯ொ
௤ୀଵ ൅ ݁௣௝൯ܺ௣௜௝ቁ௉

௣ୀଵ ൅  ௜௝  ,       (1)ݎ

gdzie: n – liczebność całej próby, 
 J – liczba grup (liczba jednostek drugiego poziomu),  j = 1, …, J, 
 ௝݊ – liczebność próby w j-tej grupie (∑ ௝݊

௃
௝ୀଵ ൌ ݊

௜ܻ௝

), 
  – wartość zmiennej objaśnianej dla i-tej obserwacji z j-tej grupy, 
 P – liczba zmiennych objaśniających z pierwszego poziomu, 
 ܺ௣௜௝ – wartość p-tej zmiennej objaśniającej z pierwszego poziomu dla i-tej 

obserwacji z j-tej grupy, p = 1, …, P, 
 Q – liczba zmiennych objaśniających z drugiego poziomu, 
 ܼ௤௝ – wartość q-tej zmiennej objaśniającej z drugiego poziomu dla j-tej 

jednostki drugiego poziomu, q= 1,…, Q, 
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௜௝ݎ  ௣௝ , ݁  – niezależne reszty dla jednostek pierwszego i drugiego poziomu, 
 .௣௤ – parametry regresji, p = 0,1,…, P, q = 0, 1, …, Qߛ 

Zatem estymator regresyjny dla danych o strukturze dwupoziomowej można za-
pisać wzorem: 

  ෠ܻ௜௝
஽ ൌ ଴ߛ   (2) ଴ ൅ ∑ ൫ߛ଴௤ܼ௤௝൯ொ

௤ୀଵ ൅ ∑ ቀ൫ߛ௣଴ ൅ ∑ ൫ߛ௣௤ܼ௤௝൯ொ
௤ୀଵ ൯ܺ௣௜௝ቁ௉

௣ୀଵ

݁଴௝ ൅ ∑ ൫݁௣௝ כ ܺ௣௜௝൯௉
௣ୀଵ ൅ ௜௝ݎ

ࡰࢅ ൌ ݀݅ܽ݃ሾࢄሺࢆࢽ ൅ ሿ࡭ሻࡱ ൅ ࡾ

ࡰ෡ࢅ ൌ ݀݅ܽ݃ሺ࡭ࢆࢽࢄሻ

௡ൈଵࢅ
ࡰ ൌ

ۏ

z błędem losowym: 

 .  (3) 

Powyższe funkcje przedstawić można równoważnie w zapisie macierzowym:  
   (4) 

  (5) 

z błędem losowym: 
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gdzie: 

ሺ௉ାଵሻൈሺ௉ାଵሻࢴ   ൌ ൥ ڭ ڰ  .  (7) 

Rozwiązanie powyższego problemu sprowadza się do oszacowania współczyn-
ników funkcji regresji opisanej wzorami (2) i (4), zawartych w macierzy ࢽ. Współ-
czynniki te szacowane są zgodnie z metodą największej wiarogodności. 

4. Badanie empiryczne 

Aktywność ekonomiczna ludności w przekroju terytorialnym zdeterminowana jest 
m.in. poziomem rozwoju gospodarczego regionu, w wyniku czego poziom względ-
nych charakterystyk rynku pracy różni się pomiędzy województwami. Wysunięto 
przypuszczenie, że poziom wskaźnika zatrudnienia jako jednej z charakterystyk ryn-
ku pracy różni się istotnie pomiędzy województwami (por. rys. 1). Jeżeli hipoteza ta 
jest prawdziwa, zastosowanie metodologii modelowania dwupoziomowego mogłoby 
w istotny sposób poprawić precyzję oszacowań tej charakterystyki rynku pracy. 

 
 
 

Rys. 1.  Rozkład przestrzenny wskaźnika zatrudnienia, przekrój powiatów, Polska 2006 

Źródło: opracowanie własne. 
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Za jednostki pierwszego poziomu przyjęto powiaty, zaś jako jednostki drugiego 
poziomu – województwa. Czas badania określono na rok 2006, ze względu na do-
stępność danych na temat dojazdów do pracy, wykorzystanych jako jedna ze zmien-
nych objaśniających. 

W celu porównania oszacowano również parametry klasycznej regresji liniowej.  

5. Zmienne zastosowane do analizy 

Szacowaną zmienną jest wskaźnik zatrudnienia, zdefiniowany jako stosunek 
liczby osób zatrudnionych w ich głównym miejscu pracy (bez uwzględnienia 
podmiotów gospodarczych o liczbie pracujących do 9 osób) na terenie powiatu 
do liczby osób w wieku produkcyjnym, tj. od 15 roku życia do wieku emerytal-
nego, zamieszkujących na terenie tego powiatu. Wysoki poziom wskaźnika za-
trudnienia związany jest z dużym nasileniem przyjazdów do pracy do danego 
powiatu oraz niskim poziomem wyjazdów do pracy z tego powiatu. Duży udział 
osób zatrudnionych w danym powiecie świadczy o jego dobrej sytuacji, co mo-
tywuje do podejmowania pracy na jego terenie. Z drugiej strony silne natężenie 
przyjazdów do pracy do danego powiatu, przy jednoczesnym niskim poziomie 
wyjazdów do pracy podejmowanych przez jego mieszkańców, powoduje zwięk-
szanie się liczby osób zatrudnionych na jego terenie przy niezmienionej liczbie 
osób w wieku produkcyjnym, co jest równoznaczne ze wzrostem wskaźnika za-
trudnienia. Jako pierwszą zmienną objaśniającą na poziomie powiatu przyjęto 
zatem intensywność dojazdów do pracy określoną jako stosunek salda dojazdów 
do pracy1 do ludności w wieku produkcyjnym (w dalszych analizach ܺ ). ଵ

Ze względu na ścisły związek pomiędzy wskaźnikiem zatrudnienia i poziomem 
bezrobocia jako drugą zmienną objaśniającą na poziomie powiatu przyjęto natężenie 
bezrobocia zdefiniowane jako stosunek liczby bezrobotnych do ludności w wieku 
produkcyjnym (w dalszych analizach ܺ ). ଶ

Zgodnie z teorią Thunena wielkie miasta stymulują rozwój terenów je otaczają-
cych. W związku z tym w miarę zwiększania się odległości od ośrodków centralnych 
pogarsza się sytuacja gospodarcza powiatu, m.in. maleje wskaźnik zatrudnienia. 
Dlatego jako trzecią zmienną objaśniającą na poziomie powiatów przyjęto odległość 
od najbliższego wielkiego miasta (w dalszych analizach ܺଷ). Zbiór wielkich miast 
zdefiniowano jako 24 największe ze względu na  liczbę zatrudnionych miasta na 
prawach powiatu. Odległość w kilometrach od centroidu każdego powiatu od naj-
bliższego ośrodka centralnego obliczono za pomocą pakietu nlme z programu R (por. 
[Bliese 2009]). 

Jako pierwszą zmienną z poziomu województw wybrano wskaźnik zatrudnienia 
zdefiniowany analogicznie jak zmienna objaśniana, ale na zbiorowości województw 
(w dalszych analizach ܼ ). ଵ

                      
1 Różnica pomiędzy liczbą osób wyjeżdżających do pracy a liczbą osób przyjeżdżających do pracy. 
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Ponieważ wyższe wykształcenie ułatwia znalezienie pracy, wysoki poziom wy-
kształcenia ludności pociąga za sobą wysoką wartość wskaźnika zatrudnienia. Zatem 
jako drugą zmienną objaśniającą z poziomu województw przyjęto poziom wykształ-
cenia, zdefiniowany jako udział osób z wyższym wykształceniem w ludności w wie-
ku produkcyjnym (w dalszych analizach ܼ ). ଶ

൜
૚ࣆ :૙ࡴ ൌ ڮ ൌ ࡶࣆ
 .                   ૙ࡴ~ :૚ࡴ

 

Rys. 2. Przeciętny wskaźnik zatrudnienia w przekroju powiatów według województw, Polska 2

Wyliczona została wartość statystyki F-Snedecora: ܨ ൌ
∑ ೙ೕቀೊ

6. Weryfikacja dwupoziomowej struktury zmiennej objaśnianej 

Jak stwierdzono powyżej, występują merytoryczne przesłanki zróżnicowania wskaź-
nika zatrudnienia w powiatach należących do różnych województw. Aby upewnić 
się, że zróżnicowanie to jest statystycznie istotne, przeprowadzono test analizy wa-
riancji. Weryfikacji poddana została hipoteza zerowa o braku istotnych różnic w 
średnim poziomie zatrudnienia w powiatach pomiędzy województwami. 

006 

Źródło: opracowanie własne na podstawie BDL. 
ೕషೊቁ

మ಻
ೕసభ

಻షభ

∑ ∑ ቀೊ೔ೕషೋቁ
మ೙ೕ

೔సభ
಻
ೕసభ

೙ష಻

ൌ 2,93 

oraz kwantyl rozkładu F-Snedecora dla obranego poziomu istotności 5% i stopni 

większa od wartości 

swobody równych odpowiednio liczbie województw pomniejszonej o jeden i liczbie 
powiatów pomniejszonej o liczbę województw: ܨሺ0,95; 15; 350ሻ ൌ 0,48. Ponieważ 
wartość wyliczonej statystyki jest znacznie krytycznej: 
ܤ ൌ ൛ܻ: 2,9332 ൒ 0,4802ൟ, hipoteza zerowa zostaje odrzucona na korzyść hipotezy 
alternatywnej. 
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7. Estymator wskaźni

wzorem 2, estymator regresyjny dla danych  

෠ ஽

105,816 כ ܼଶ௝൯ כ ଵܺ௜௝ ൅ ሺ0,005 െ 0,672 כ ܼଶ௝ሻ כ
כ  ܺଶ௜௝ െ 0,0002 כ ܺଷ௜௝. 

Analizując wyznaczone współczynniki, zauważyć można, e do oszacowania 
wskaźnika zatrudnienia na poziomie powiatu wliczana jest ok. połowa (0,487) warto-
ści tego wskaźnika na poziomie woje ództwa. Z kolei wzrost udziału osób  
z wykształceniem wyższym w ludności w wieku produkcyjnym na terenie wojewódz-
twa

 d

leźć odpow

 ró auważono, że

ka zatrudnienia 

Następnie wyznaczono, zgodnie ze 
o strukturze dwupoziomowej: 

௜ܻ௝ ൌ 0,174 ൅ 0,487 כ ܼଵ௝ ൅ 3,329 כ ܼଶ௝ ൅ 

൅൫െ1,380 ൅ 4,935 כ ܼଵ௝ െ

ż

w

 o 1% powoduje wzrost oszacowania wskaźnika zatrudnienia w powiatach należą-
cych do tego województwa o 0,0329. Współczynnik kierunkowy przy intensywności 
dojazdów do pracy jest ujemny, ponieważ duża liczba osób wyjeżdżających do pracy 
przy małej liczbie przyjazdów związana jest z niskim poziomem zatrudnienia w po-
wiecie. Z przeprowadzonej analizy wynika, że nasilenie omawianej zależności różni 
się istotnie pomiędzy województwami (por. rys. 3a), dlatego też współczynnik przy 
omawianej zmiennej przyjmuje różne wartości dla różnych województw. Mianowicie 
dla województw o wysokim poziomie zatrudnienia (ܼଵ௝) zależność pomiędzy wskaź-
nikiem zatrudnienia i intensywnością dojazdów do pracy w powiatach traci na sile, 
gdyż ujemny współczynnik kierunkowy powiększony zostaje o 4,935 כ ܼଵ௝. Z kolei 
w województwach charakteryzujących się wysokim poziomem wykształcenia zależ-
ność pomiędzy zmienną objaśnianą a intensywnością ojazdów do pracy zyskuje na 
sile. Wynika to z większej gotowości do podejmowania wysiłku dojazdów do pracy 
wśród osób wykształconych, które nie zawsze są w stanie zna iadającą 
swoim kwalifikacjom pracę w miejscu zamieszkania. Ujemny współczynnik kierun-
kowy przy zmiennej ଵܺ௜௝ został pomniejszony o 105,816 כ ܼଶ௝. Również w przy-
padku zależności pomiędzy wskaźnikiem zatrudnienia oraz poziomem bezrobocia w 
przekroju powiatów stwierdzono istotne zróżnicowanie jej charakteru pomiędzy wo-
jewództwami (por. rys. 3b). We wszystkich powiatach była to zależność odwrotnie 
proporcjonalna, jednak żniła się intensywnością. Z  w województwach 
o wysokim poziomie wykształcenia zależność pomiędzy wskaźnikiem zatrudnienia i 
poziomem bezrobocia zyskuje na sile. Analizując charakter zależności pomiędzy 
wskaźnikiem zatrudnienia oraz odległością od najbliższego wielkiego miasta, nie 
zauważono istotnych różnic pomiędzy województwami. Niezależnie od województwa 
powiaty położone bliżej ośrodków centralnych charakteryzowały się wyższym po-
ziomem zatrudnienia. Uzasadnienie takiej zależności odwrotnie proporcjonalnej zna-
leźć można na przykład w teorii Thunena. 

W celu porównań oszacowano również klasyczny estymator regresyjny: 
෠ܻ௜௝

௄ ൌ  0,389 െ 1,199 כ ଵܺ௜௝ െ 0,006 כ ܺଶ௜௝ െ 0,0003 כ ܺଷ௜௝. 
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Rys. 3. Zależność pomiędzy zmienną objaśnianą i wybranymi zmiennymi objaśniającymi 
w przekroju powiatów, dla każdego z województw rozważana indywidualnie  

Źród łasne. ło: opracowanie w
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8. Porównanie obu modeli 

Po dokonaniu oszacowań wskaźnika zatrudnienia za pomocą estymatora regresyjne-
ziomowej oraz klasycznego estymatora regresyj-
i. W tym celu obliczono logarytmy wiarogodności 

obu modeli i zweryfikowano za pomocą testu ilorazu wiarogodności istotną poprawę 

ܻ

go dla danych o strukturze dwupo
nego porównano otrzymane wynik

modelu uwzględniającego dwupoziomową strukturę danych w stosunku do modelu 
klasycznej regresji liniowej (por. [Harville 1974]). Na tej podstawie stwierdzono 
przewagę jakości dopasowania modelu dwupoziomowego istotną dla praktycznie 
dowolnego poziomu ufności (por. tab. 1). Wyznaczono również wartości kryteriów 
informacyjnych Akaike’a (por. [Sakamoto, Ishiguro, Kitagawa 1986]) oraz Bay-
esowskiego (por. [Schwarz 1978]). Otrzymane wyniki również wskazywały jedno-
znacznie na przewagę modelu dwupoziomowego (por. tab. 1). 

Tabela 1. Porównanie jakości dopasowania do danych modelu klasycznej regresji liniowej 
oraz dwupoziomowego na podstawie wybranych kryteriów 

Kryteria oceny jakości dopasowania: AIC BIC lnL ෠௜௝
஽  vs  ෠ܻ௜௝

௄ 

Klasyczna regresja liniowa –1054,14 –1034,54 532,069 χ2 p-value 

Model dwupoziomowy –1161,46 –1110,69 593,728 123,319 <0,0001 

Źródło: opracowanie własne. 

 

Rys. 4. Błędy wz lska 2006 

Źródło: opracowanie w

ględne oszacowań wskaźnika zatrudnienia, przekrój powiatów, Po

łasne. 
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Dla większości powiatów oszacowanie otrzymane przy zastosowaniu estymatora 
uwzględniającego dwupoziomową strukturę danych okazały się bliższe wartościom 
empirycznym niż oszacowania uzyskane w modelu klasycznej regresji liniowej. Za-
owocowało to mniejszymi wartościami błędów względnych oszacowań,  szczególnie 
niższą wartością ich mediany oraz kwartyla trzeciego. Również maksymalny błąd 
względny był niższy w przypadku uwzględnienia dwupoziomowej struktury szaco-
wanej zmiennej (por. rys. 4). 

9. Wnioski z przeprowadzonej analizy 

Przedstawione w pracy badanie może być traktowane jako empiryczna weryfikacja 
przydatności metodologii modelowania dwupoziomowego w szacowaniu charakte-
rystyk społeczno-gospodarczych w przekroju terytorialnym. Na podstawie przepro-
wadzonej analizy stwierdzono, że wskaźniki zatrudnienia w powiatach charakteryzu-
ją się dwupoziomową strukturą, wynikającą m.in. ze zróżnicowania poziomu rozwo-
ju gospodarczego województw. Dzięki temu zastosowanie estymatora regresyjnego 

nych o strukturze dwupoziomowej pozwoliło uzyskać statystycznie istotną 
ecyzji 

ń. 

for variance components using only error contrasts, „Biometrika” 

awrence Erlbaum Associates, Publishers, 

 

dla da
poprawę jakości szacunku, wyrażoną wiarogodnością modelu oraz poprawą pr
wyznaczonych oszacowa
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CONSTRUCTION OF REGRESSION ESTIMATOR 
FOR TWO-LEVEL DATA 

Summary: The main goal of this article is to demonstrate the usefulness of two-level mod-
eling methodology for estimating the value of socio-economic variables. The first part treats 

al studies which were conducted to show the application of described es-
of the idea of estimator construction for the two-level structure data. The second part de-
scribes the empiric
timator to estimate the employment in the cross-section of counties. After the estimation the 
likelihood of the estimator which took into account the two-level structure was compared to  

ed using two-level modeling. 
a classical regression estimator. The analysis showed a significant improvement of the quali-
ty of estimates obtain

Keywords: two-level modeling, two-level structure, random effects, commuter routes, esti-
mating the socio-economic variables. 




