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PROPOZYCJA METODY 
DOBORU ZMIENNYCH DO MODELI DEA 
(PROCEDURA KOMBINOWANEGO 
DOBORU W PRZÓD) 

Streszczenie: Artykuł przedstawia propozycję metody doboru zmiennych (nakładów oraz 
wyników) do modeli DEA (Data Envelopment Analysis). Metoda polega na stopniowym 
dodawaniu zmiennych do modelu DEA, zgodnie z opracowanym algorytmem. Decyzję  
o wprowadzeniu danej zmiennej podejmuje się na podstawie dwóch kryteriów – procento-
wej zmiany średniej efektywności, wywołanej dodaniem takiej zmiennej do układu, oraz 
współczynnika korelacji pomiędzy rezultatami badania bez tej zmiennej a wynikami badania 
z jej uwzględnieniem.  

Słowa kluczowe: DEA, efektywność, krokowy dobór zmiennych. 

1. Wstęp 

W trakcie prowadzenia analiz wielowymiarowych zazwyczaj pojawia się pytanie, 
czy możliwe jest zredukowanie liczby wykorzystywanych zmiennych. Celem jest 
maksymalne uproszczenie modelu, gdyż – jak wiadomo – każda dodatkowa zmienna 
zwiększa koszty przeprowadzanego badania. Znalezienie zmiennej, która nie ma 
wyraźnego wpływu na wyniki analizy, oznacza, iż nie wnosi ona dodatkowych in-
formacji i można usunąć ją z badania. Takie procedury są szeroko stosowane np.  
w analizie regresji, czego przykładem jest procedura regresji krokowej w przód lub 
wstecz1 czy metoda pojemności informacyjnej Z. Hellwiga2.  

W badaniach efektywności z wykorzystaniem metody DEA rzadko stosuje się 
metody doboru zmiennych – mimo iż w literaturze znaleźć można propozycje takich 
procedur dla analiz typu DEA. Przykładem są prace Normana i Stokera [1991], Ser-

                    
1 Regresja krokowa w przód (lub wstecz) to najbardziej popularna metoda doboru zmiennych do 

modelu ekonometrycznego. Oparta jest ona na testach istotności (np. F lub t-Studenta). 
2 Oparta na współczynnikach korelacji metoda Z. Hellwiga polega na poszukiwaniu podzbioru 

zmiennych o największej tzw. pojemności informacyjnej [Hellwig 1969]. 
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rano-Cinci, Mar-Molinera i Chaparro-Garcii [2002] czy Wagner i Shimshaka [2007], 
a w polskiej literaturze Guzika [2009]. 

Przeprowadzone przez autorkę badania3, wykorzystujące metodę DEA do empi-
rycznego ustalania efektywności obiektów, skłoniły do opracowania nowego sposo-
bu doboru zmiennych do wykorzystywanego tam modelu SBM-I4.  

Celem opracowania jest propozycja nowej metody doboru zmiennych oraz próba 
weryfikacji postawionej hipotezy badawczej, według której proponowana metoda 
może znaleźć praktyczne zastosowanie w badaniach wykorzystujących różne modele 
typu DEA. 

Zaproponowaną metodę doboru zmiennych nazwano procedurą kombinowanego 
doboru w przód. Zainspirowana została pracami Normana i Stokera [1991], Serrano-
-Cinci, Mar-Molinera i Chaparro-Garcii [2002] oraz Wagner i Shimshaka [2007]. 
Należy podkreślić, iż w każdej z metod prezentowanych przez powyższych autorów 
istnieje jeden wspólny „koszyk” (nakładów i wyników), z którego wybiera się doda-
wane do modelu zmienne. Oznacza to, iż metody te przebiegają jednotorowo. 

2. Propozycja procedury ustalania listy nakładów 
i wyników w modelu DEA 

W prezentowanej tu procedurze kombinowanego doboru w przód selekcja zmien-
nych również polega na stopniowym dodawaniu zmiennych do prostego modelu 
początkowego. Jednakże w odróżnieniu od metod prezentowanych przez wspomnia-
nych wyżej autorów proponowana procedura przebiega dwutorowo. 

Osobno dobiera się nakłady i osobno wyniki, dzięki czemu powstają dwa zbiory 
zmiennych istotnych w modelu: zbiór nakładów i zbiór wyników. Przy ustalaniu 
zbioru nakładów lista wyników jest pełna i nie zmienia się, a procedura polega na 
stopniowym dodawaniu kolejnych nakładów. To samo dzieje się po stronie wyników 
– lista nakładów jest pełna i nie zmienia się, a metoda polega na stopniowym doda-
waniu kolejnych wyników. 

Warunki, na podstawie których podejmuje się decyzję o dołączeniu danej zmien-
nej (a więc warunki uznania zmiennej za „istotną”), zostały zainspirowane kryteriami 
zaproponowanymi w pracach Normana i Stokera [1991], Serrano-Cinci, Mar- 
-Molinera i Chaparro-Garcii [2002] oraz Wagner i Shimshaka [2007]. 

 Decyzję o uznaniu zmiennej za „istotną” w modelu podejmuje się na podstawie 
zmiany poziomu średniej efektywności (wyznaczanej jako moduł5 procentowej 
zmiany średniej efektywności uzyskanej z modelu uwzględniającego dodawaną  
w danym kroku zmienną w stosunku do średniej efektywności z modelu bez tej 

                    
3 W ramach niepublikowanej rozprawy doktorskiej autorki. 
4 Zorientowany na nakłady nieradialny model SBM (Slack-Based Measure), należący do grupy 

modeli typu DEA. 
5 Interesująca jest bowiem „siła” zmiany, a nie jej kierunek.  
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zmiennej6) oraz współczynnika korelacji (między rezultatami analizy po wprowa-
dzeniu danej zmiennej do modelu a wynikami analizy przed jej dodaniem7). 

Zmienna, która spełnia powyższe warunki, dalej nazywana jest zmienną istotną 
w modelu. Uznano, iż warto połączyć oba powyższe kryteria (a więc wprowadzić 
warunek, iż muszą być one spełnione równocześnie), gdyż każde z nich pozwala 
zaobserwować inny aspekt zmiany rezultatów badania efektywności wywołanej do-
daniem nowej zmiennej do modelu. 

Algorytm proponowanej procedury przedstawiono na schemacie zamieszczonym 
na rys. 1. Występujące tam ramki prostokątne (lub kwadratowe) symbolizują kolejne 
konstruowane modele. Ramki elipsoidalne to pytania, na które należy odpowiedzieć, 
opierając się na uzyskanych rezultatach z danego modelu. Z kolei ramki w kształcie 
równoległoboku zawierają odpowiedź lub decyzję, którą należy podjąć, a ramki 
„gwiaździste” pełnią funkcję informacyjną. Etapy procedury kombinowanego dobo-
ru omówiono poniżej, na przykładzie toru „nakładów” (N)8. 

Etap I: Konstruuje się tyle prostych modeli (nazwanych modelami typu N1), ile 
jest nakładów. Każdy taki model zawiera wybrany jeden nakład i pełną wstępną listę 
wyników. Jeżeli liczba nakładów wynosi m, to modeli typu N1 będzie oczywiście m. 
Na podstawie tych modeli przeprowadza się analizę efektywności z wykorzystaniem 
przyjętego modelu DEA. Do następnego etapu przechodzi model, dla którego średnia 
efektywność (po wszystkich badanych obiektach) jest najwyższa. Oznaczmy go jako 
N1*. 

Etap II: Do ustalonego w kroku poprzednim modelu N1* dodaje się kolejno je-
den z pozostałych nakładów. Powstaje w ten sposób m – 1 modeli typu N2,  
o dwóch nakładach i wszystkich wynikach. Bada się procentową zmianę średniej 
efektywności wywołaną dodaniem danego nakładu oraz poziom współczynnika ko-
relacji pomiędzy rezultatami bez tego nakładu a rezultatami z uwzględnieniem tego 
nakładu. Ustala się w ten sposób, czy takie rozszerzenie jest „istotne”.  

Rozszerzenie modelu jest istotne, gdy wartość bezwzględna procentowej zmiany 
średniej efektywności jest wyraźna, a więc przekracza pewien próg krytyczny Δkryt,  
a współczynnik korelacji między wynikami dwóch analiz jest niższy od wcześniej 
ustalonego progu rkryt

9. Dany nakład można dodać do modelu tylko wtedy, gdy oba 
kryteria spełnione są równocześnie. 

Warto zwrócić uwagę, iż w praktyce może pojawić się więcej przypadków,  
w których oba powyższe kryteria będą spełnione. W takiej sytuacji należy wybrać tę 
gałąź algorytmu, w której zmiana efektywności była największa, a współczynnik 
korelacji najniższy. Jeśli jednak wybór nie jest jednoznaczny, sugeruje się zbadanie 
                    

6 Kryterium to jest modyfikacją warunków zastosowanych przez Serrano-Cincę, Mar-Molinero  
i Chaparro-Garcię [2002] oraz Wagner i Shimshaka [2007]. 

7 Pomysł wykorzystania współczynnika korelacji (choć inaczej zastosowanego) zaczerpnięto  
z pracy Normana i Stokera [1991]. 

8 Tor W (czyli dobór wyników) oczywiście przebiega analogicznie, na podstawie tych samych 
kryteriów. 

9 Wartości graniczne przyjmuje się arbitralnie na podstawie symulacji empirycznych. 
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Rys. 1. Algorytm procedury kombinowanego doboru w przód 

Źródło: opracowanie własne. 
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wskaźników sdd (czyli wskaźników tzw. skłonności do dodania) dla poszczególnych 
modeli z dodanymi „zmiennymi-kandydatkami”. Wskaźnik sdd powstaje przez 
uśrednienie dwóch wskaźników cząstkowych: 

– pierwszym jest *

max

,kΔ
Δ =

Δ
 gdzie kΔ  to bezwzględna wartość procentowej 

zmiany średniej efektywności uzyskanej w badaniu po wprowadzeniu analizo-
wanej w danym momencie k-tej zmiennej w stosunku do średniej efektywności 
bez uwzględnienia tej zmiennej, a maxΔ  to największa (co do wartości bez-
względnej) procentowa zmiana średniej efektywności w badaniu po wprowa-
dzeniu nowej zmiennej (spośród K zmiennych) w stosunku do średniej efek-
tywności bez tej zmiennej, czyli { }max ma

k
x ;kΔ = Δ  
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=  przy czym  to wartość bezwzględna współczynnika 

korelacji między rezultatami analizy po dodaniu badanej w danym momencie 
k-tej zmiennej a rezultatami bez tej zmiennej. Z kolei  to najniższy (co do 
wartości bezwzględnej) współczynnik korelacji między rezultatami analizy po 
dodaniu nowej zmiennej a rezultatami bez tej zmiennej, czyli 
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minr

{ }min min .kk
r r=  

Wskaźnik „skłonności do dodania” ma postać: 

 
* *

.
2

rsdd Δ +
=  (1) 

Oblicza się go dla każdej ze „zmiennych-kandydatek”. Do dalszej analizy wpro-
wadza się tę zmienną, dla której wskaźnik sdd ma najwyższą wartość. Model z taką 
zmienną oznaczany jest jako N2*.  

Etap III: Do wybranego modelu N2* dodaje się kolejno jeden z pozostałych 
jeszcze nakładów. Powstaje w ten sposób m – 2 modeli typu N3. Decyzję o tym, 
który nakład można dodać do modelu, podejmuje się analogicznie jak w etapie II.  

W kolejnych etapach konstruuje się modele typu N4, N5 itd. i sprawdza, które  
z pozostałych nakładów należy włączyć do modelu. Tor N kończy się, gdy dodano 
ostatni nakład lub kiedy dla żadnego rozszerzenia listy nakładów nie notuje się istot-
nych zmian w rezultatach badania efektywności w porównaniu z modelem z po-
przedniego etapu. 

Tor W przebiega analogicznie. Zaczyna się od prostego modelu (jeden wynik  
i pełna lista nakładów), a potem kolejno dołącza się wyniki – do momentu, gdy do-
danie następnego wyniku nie spowoduje istotnej zmiany rezultatów badania efek-
tywności obiektów. 

W ostatnim etapie procedury łączy się informacje uzyskane w analizach prze-
prowadzonych dla torów N oraz W. Model ostateczny uwzględnia zbiór zmiennych 
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będący kombinacją obu torów – nakłady wyodrębnione przez tor N oraz wyniki 
wskazane przez tor W. 

3. Przykład zastosowania procedury 
kombinowanego doboru w przód 

Badaniu poddana została grupa 45 obiektów. Każdy z nich opisany był przez intu-
icyjnie wybrany zbiór siedmiu zmiennych10, z których cztery to nakłady (oznaczane 
przez xi), a trzy to wyniki (oznaczane przez yr). W przykładzie wybrano model  
SBM-I (zorientowany na nakłady model SBM bez nadefektywności11). 

W celu sprawdzenia, czy istnieje możliwość zredukowania liczby zmiennych, 
zastosowano procedurę kombinowanego doboru w przód. Algorytm procedury skła-
da się z etapów przedstawionych na rys. 1. Poniżej omówiono tylko kolejne etapy 
doboru nakładów (a więc tor N). Dobór wyników przebiegał analogicznie. 

Tor N 
Etap I: Procedura zaczyna się od przeprowadzenia analizy efektywności na pod-

stawie modeli oznaczonych jako N1, które zawierają pojedynczy nakład oraz cały 
zestaw wyników. W przykładzie są cztery takie proste modele. Dla każdego z nich 
ustala się średnią efektywność obiektów. Rezultaty podano w tab. 1. 

Tabela 1. Etap I – wybór pierwszego nakładu 

Model N1 zawiera zmienne y1, y2, y3 oraz jedną z: Średnia efektywność modelu N1 
x1 0,292 
x2 0,545 
x3 0,500 
x4 0,567 

Źródło: opracowanie własne. 

Średnia efektywność jest najwyższa dla modelu zawierającego nakład x4, a więc 
ta zmienna wprowadzana jest do modelu. Model ten oznaczono jako N1*. 

Etap II: Badana jest efektywność modeli (oznaczonych jako N2), zawierających 
zestaw zmiennych ustalonych w etapie I oraz jeden nakład spośród tych, które pozo-
stały. 

Rezultaty analiz przeprowadzonych w tym kroku porównuje się z efektami etapu 
poprzedniego, a więc ustala się zmianę średniej efektywności wybranego w etapie I 
modelu N1* w stosunku do średniej efektywności z poszczególnych modeli N2 oraz 
                    

10 Prezentowany przykład oparty jest na danych rzeczywistych, wykorzystywanych w empirycz-
nej części niepublikowanej rozprawy doktorskiej autorki. 

11 Warto tu zaznaczyć, że zaleca się stosowanie procedury doboru na podstawie modeli bez nad-
efektywności, gdyż istotne są przede wszystkim zmiany poziomu efektywności obiektów nieefektyw-
nych. Obiekty efektywne z dużą nadefektywnością sztucznie zawyżałyby poziom średniej efektywno-
ści w całej badanej grupie. 
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oblicza się współczynniki korelacji między rezultatami z modelu N1* a rezultatami  
z poszczególnych modeli N2. W tabeli 2 zamieszczono efekty tych porównań, a tak-
że podano wskaźniki „skłonności do dodania”12. 

Tabela 2. Etap II – wybór drugiego nakładu 

Model 
N2: 

Średnia 
efektywność 
modelu N2 

Δk – % zmiana 
średniej efektywności

(w stosunku 
do modelu N1*) 

rk – wsp.  
korelacji  

(z wynikami 
modelu N1*)

Wskaźniki 
cząstkowe sdd 

Δ* r* 

x4y1y2y3x1 0,662 16,71% 0,730 0,621 0,739 0,680 
x4y1y2y3x2 0,720 26,91% 0,539 1,0 1,0 1,0 
x4y1y2y3x3 0,704 24,25% 0,700 0,901 0,770 0,836 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Jak wspomniano wcześniej, wartości progowe średniej zmiany efektywności 

(Δkryt) oraz współczynnika korelacji (rkryt), od których uznaje się zmianę rezultatów 
badania efektywności za istotną, ustala się na podstawie symulacji empirycznych.  
W przykładzie przyjęto, że Δkryt = 5%, a rkryt = 0,95. 

Z informacji zawartych w tab. 2 wynika, iż zmienną, która ma najsilniejszy 
wpływ na rezultaty analizy DEA, jest zmienna x2. Procentowa zmiana średniego 
poziomu efektywności w analizie uwzględniającej model z jednym nakładem (x4) w 
stosunku do średniej efektywności w analizie z dwoma nakładami (x4 oraz x2) wynosi 
prawie 27%, a więc przekracza założone 5%. Natomiast współczynnik korelacji 
między rezultatami tych analiz (bez zmiennej x2 i ze zmienną x2) wynosi w przybli-
żeniu 0,54 (jest więc niższy niż przyjęty poziom 0,95).  

Warto zwrócić uwagę, że dodanie nakładu x1 czy x3 również wywołuje zmiany 
efektywności, które można uznać za istotne13. Wyodrębnienie właściwej zmiennej 
ułatwia obliczanie wskaźnika sdd („skłonności do dodania”), który w tab. 2 dla 
zmiennej x2 ma wartość najwyższą, równą 1,0. Ostatecznie więc wybrany w tym 
etapie model (z dodaną zmienną x2) oznacza się jako N2*. 

Etap III: Do modelu N2* dodaje się kolejno jeden z pozostałych jeszcze nakła-
dów. Powstaje w ten sposób szereg modeli N3, z których każdy zawiera zestaw na-
kładów wyodrębniony w kroku poprzednim oraz jeden z pozostałych (czyli x1 lub 
x3). Efekty podsumowano w tab. 3. 

Jak widać, kolejną zmienną, którą powinno się dodać do modelu, jest zmienna x1. 
Nakład x3 również spełnia warunki dotyczące wprowadzania zmiennych do modelu, 
jednakże obliczony dla niego wskaźnik „skłonności do dodania” jest niższy niż sdd 
dla nakładu x1. Model z uwzględnionym nakładem x1 oznacza się jako N3*. 

 
                    

12 Obliczone według wzoru (1). 
13 Jednak, jak zaznaczono wcześniej, do modelu wprowadza się tę zmienną, której dodanie wy-

wołuje najwyższą zmianę średniej efektywności i przy której współczynnik korelacji jest najniższy. 
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Tabela 3. Etap III – wybór trzeciego nakładu 

Model N3: 
Średnia 

efektywność 
modelu  N3 

Δk 
(w stosunku 
do  modelu 

N2*) 

rk  
(z wynikami 
modelu N2*)

Wskaźniki cząstkowe 
sdd 

Δ* r* 

x2x4y1y2y3x1 0,876 21,72% 0,627 1,0 0,954 0,977 

x2x4y1y2y3x3 0,823 14,34% 0,598 0,660 1,0 0,830 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Etap IV: Do zestawu wyodrębnionego w etapie poprzednim dodaje się kolejno 

pozostałe nakłady. W przykładzie pozostał już tylko jeden nakład, stąd krok ten po-
lega tylko na sprawdzeniu, czy zmienna x3 jest zmienną istotną. Wyniki podano  
w tab. 4. 

Tabela 4. Etap IV – wybór czwartego nakładu 

Model N4: 
Średnia 

efektywność 
modelu N4 

Δk 
(w stosunku 

do  modelu N3*) 

rk  
(z wynikami 
modelu N3*) 

Wskaźniki cząstkowe 
sdd 

Δ* k* 

x1x2x4y1y2y3x3 0,907 3,53% 0,765 ---- ---- --- 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Okazuje się, iż zmienna x3 nie jest istotna14. Tor N kończy się. Spośród intuicyj-

nie wybranych czterech nakładów do modelu powinny wejść: x1, x2 oraz x4. 
Tor W oraz etap końcowy 
Powyżej przedstawiono dobór nakładów (czyli tor N). W sposób analogiczny 

przeprowadza się analizę istotności poszczególnych wyników. Procedura zaczyna się 
od prostych modeli (typu W1) z tą różnicą, że tym razem stałym zestawem zmien-
nych są wszystkie początkowe nakłady (a więc x1, x2, x3 oraz x4), a iteracyjnie zostają 
dobrane kolejne wyniki. Finalnie przeprowadzony w przykładzie tor W wskazał, że 
do modelu powinny wejść dwa spośród trzech początkowych wyników15. Są to: y2 
oraz y3. 

Ostatecznie do modelu wybiera się zmienne, które zostały wskazane w obu to-
rach procedury. Oznacza to, iż w badaniu efektywności powinna zostać wykorzysta-
na lista: x1, x2, x4 oraz y2, y3. 

 
                    

14 Wprawdzie współczynnik korelacji jest niższy niż 0,95, jednak średnia zmiana efektywności 
nie przekroczyła minimalnego poziomu 5%. 

15 Jak wspomniano, tor W przebiega tak samo jak tor N, nie zaprezentowano więc jego poszcze-
gólnych etapów. 
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4. Podsumowanie 

Opracowanie miało na celu propozycję nowej metody doboru zmiennych do modeli 
typu DEA. Działanie metody zilustrowano na przykładzie modelu SBM-I. Warto 
jednak podkreślić, iż omawiana procedura kombinowanego doboru w przód, ze 
względu na swoją konstrukcję, jest niezwykle uniwersalna i może być stosowana 
również przy innych modelach typu DEA (co ważne, tematyka badania nie ma tu 
znaczenia) – pod jednym tylko warunkiem, że pozwalają one na uzyskanie jedno-
wymiarowej miary efektywności16. 
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PROPOSAL OF A NEW METHOD 
FOR VARIABLE SELECTION IN DEA MODELS 
(COMBINED FORWARD STEPWISE SELECTION METHOD) 

Summary: The article presents a proposal of a new method for variable selection in Data 
Envelopment Analysis (DEA). The method is based on stepwise adding of variables to  
a simple (one output/one input) model. Two conditions are used to recognize which variable 
should be added to the model: relative change of a mean efficiency (which is due to incorpo-
ration of a new variable) and correlation coefficient between the results of efficiency analy-
sis before and after incorporating a new variable. 

Keywords: DEA, efficiency, stepwise selection of variables. 

 

                    
16 Oznacza to, iż procedura ta nie znajdzie bezpośredniego zastosowania np. dla addytywnego 

modelu DEA. 




