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SMS - PROPOZYCJA NOWEGO ALGORYTMU
ANALIZY SKUPIEN

Streszczenie: Klasyfikacja spektralna (spectral clustering [Ng, Jordan, Weiss 2002; von
Luxburg 2006]) i klasyfikacja za pomoca $redniej przesunigcia okna w kierunku wektora
sredniej (mean shift clustering [Wang, Xiu, Zamar 2007]) to dwa stosunkowo nowe podej-
$cia w analizie skupien, dajace, zwlaszcza dla skupien o nietypowych ksztaltach, lepsze re-
zultaty niz klasyczne metody k-$rednich, k-medoidoéw czy hierarchiczne metody aglomera-
cyjne. Artykul zawiera propozycjg algorytmu o roboczej nazwie SMS (Spectral-Mean Shift)
faczacego cechy obu podej$¢ i wyrdzniajacego sig wsrod innych algorytmow analizy sku-
pien m.in.:

— mozliwoscig analizy skupien o nietypowych ksztattach;

— mozliwoscig automatycznego rozpoznawania liczby skupien;

— lepsza odporno$cia na zmienne zaklocajace.

Stowa kluczowe: analiza skupien, klasyfikacja spektralna, SMS.

1. Wstep

Klasyfikacja spektralna (spectral clustering [Ng, Jordan, Weiss 2002; von Luxburg
2006]) 1 klasyfikacja za pomoca przesunigcia okna w kierunku wektora $redniej (me-
an shift clustering [Wang, Xiu, Zamar 2007]) to dwa stosunkowo nowe podejscia
w analizie skupien, dajace, zwlaszcza dla skupien o nietypowych ksztattach, lepsze
rezultaty niz klasyczne metody k-Srednich, k-medoidow czy hierarchiczne metody
aglomeracyjne. W artykule zostanie zaproponowane potaczenie obu podejs¢ w algo-
rytm o roboczej nazwie SMS (Spectral — Mean Shift).

2. Podejscie spektralne

Klasyfikacja spektralna ([Ng, Jordan, Weiss 2002; Karatzoglou 2006; von Luxburg
2006]) to stosunkowo nowe i szybko rozwijajace si¢ podejscie w analizie skupien.
Nie jest ona $cisle nowym algorytmem, ale raczej sposobem przygotowania danych
do znanych metod analizy skupien (np. k-srednich). Podejscie to daje bardzo obiecu-
jace rezultaty zwlaszcza dla nietypowych (tj. niepochodzacych z rozktadu normalne-
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go) ksztaltow. W wigkszosci badan technika ta jest stosowana w potaczeniu z kla-
syczna metoda k-srednich, ale zatozenie to nie jest oparte na zadnej podstawie teore-
tycznej. Procedura klasyfikacji spektralnej ma wiele wariantéw, dla wszystkich
z nich mozna wyrdzni¢ sze$¢ najwazniejszych etapow (wedlug [Ng, Jordan, Weiss
2002, za Walesiak, Dudek 2009]):

1. Konstrukcja macierzy danych X =[x;] o wymiarach nxm (i=1,...,n -

numer obiektu, j=1,..., m — numer zmiennej). Dla danych metrycznych nalezy
przeprowadzi¢ normalizacj¢ wartos$ci zmiennych.

2. Zastosowanie estymatora jadrowego do obliczenia macierzy podobienstw
A =[4, ] (affinity matrix) miedzy obiektami.

3. Konstrukcja znormalizowanej macierzy Laplace’a L=D">AD™"* (D— dia-
gonalna macierz wag, w ktorej na gltdéwnej przekatnej znajduja si¢ sumy kazdego
wiersza z macierzy A =[4, ], a poza glowna przekatna sa zera). W rzeczywistosci
znormalizowana macierz Laplace’a przyjmuje posta¢: I - L .

4. Obliczenie wartosci wlasnych i odpowiadajacych im wektoréw wiasnych
(o dtugosci rownej jeden) dla macierzy L. Uporzadkowanie wektoréw wiasnych
wedtug malejacych wartos$ci wlasnych. Pierwsze u# wektorow wiasnych (u — liczba
klas) tworzy macierz E = el.j] o wymiarach nxu .

5. Przeprowadzenie normalizacji tej macierzy zgodnie ze wzorem
u

2 . . . . .

i =€ Zey (i=1,...,n — numer obiektu, j=1,...,u — numer zmiennej,
j=1

u — liczba klas). Dzigki tej normalizacji dlugos$¢ kazdego wektora wierszowego
macierzy Y = [yl.j] jest rowna jeden.

6. Macierz Y stanowi punkt wyjscia zastosowania klasycznych metod analizy
skupien.
Poszczegolne warianty algorytméw w podejsciu spektralnym moga si¢ rdznic¢
(por [Walesiak, Dudek 2009]):
typem estymatora jadrowego w kroku 2;
— formulg konstrukcji macierzy Laplace’a w kroku 4 (zob. np. [von Luxburg
2006));
— okreslaniem warto$ci parametru o — szeroko$ci pasma (kernel width) liczby
skupien.
W oryginalnej propozycji Ng, Jordan 1 Weiss [2002] postuluja uzycie algorytmu
k-$rednich jako ostatecznego algorytmu analizy skupien w kroku szostym.
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3. Klasyfikacja za pomocg przesunig¢cia okna
w kierunku wektora Sredniej

Klasyfikacja za pomoca przesunigcia okna w kierunku wektora $redniej to niepara-
metryczna technika analizy skupien iteracyjnie przesuwajaca punkty m-wymiarowej

przestrzeni euklidesowej w kierunku srodkow cigzkosci skupien.

Dane pierwotne
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Rys. 1. Dane w kolejnych rundach klasyfikacji za pomoca przesunigcia okna
w kierunku wektora $redniej

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Niech {x,}i=1,2,..., n bedzie zbiorem danych w m-wymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej. Wektor przesunigcia $redniej jest zdefiniowany (w ogdlnej postaci) jako

(1):

ms, (x)= .n X (1
—k;((x;x") j

gdzie &’ jest pochodna funkcji jadrowej (gaussowskiej, Bessela, Epanechnikova itd.).
W szczeg6lnym przypadku dla jadra Epanechnikova (por. [Comaniciu, Meer 1999;
Korzeniewski 2005]) przyjmuje ona formg (2):

msh(x)z z X —X, (2)

1
k(0

gdzie:

k. (x)= %[l—ﬁ;[xf - I] d(xx)<h
0 d(x,x,)>h

Wektor przesunigcia $redniej zawsze skierowany jest w kierunku maksymalnego
zwigkszenia gestosci. W procedurze klasyfikacji z przesunigciem okna w kierunku
wektora Sredniej w kolejnych krokach algorytmu najpierw obliczany jest wektor
przesunigcia, a nastgpnie wspotrzegdne punktéw sa przesuwane w kierunku wyzna-
czonym przez ten wektor, az do osiagnigcia konwergencji (punktow stacjonarnych).
Schematyczny obraz procedury klasyfikacji z przesuni¢ciem okna w kierunku wekto-
ra $redniej przedstawia rys. 1.

4. Algorytm SMS

Algorytm Spectral — Mean Shift clustering taczy cechy obu podejs¢. Jego idea polega
na tym, aby punkty wyznaczone przez znormalizowana macierz warto$ci wtasnych
macierzy Laplace’a iteracyjnie przesuwa¢ w kierunku wyznaczonym przez wektor
przesunigcia Sredniej. W postaci ogolnej algorytm ten mozna wigc zapisa¢ w siedmiu
podstawowych krokach:

1. Konstrukcja macierzy danych.

2. Obliczenia macierzy podobienstw A.

3. Konstrukcja znormalizowanej macierzy Laplace’a.

4. Obliczenie wartosci wlasnych i odpowiadajacych im wektoréw wlasnych

macierzy L. Utworzenie macierzy E = [ei/.].
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5. Obliczenie znormalizowanej macierzy Y.

6. Iteracyjne przesuwanie punktéw macierzy Y w kierunku wyznaczonym
przez wektor przesunigeia $redniej az do osiagniecia konwergencji (punktéw sta-
cjonarnych).

7. Wiasciwa klasyfikacja wedlug reguty sekwencyjnej: jesli odlegtos¢ obiektu
od prototypu klasy jest mniejsza niz zadana wartos¢, obiekt zostaje dolqczony do
danego skupienia, jezeli nie, tworzy prototyp nowej klasy.

5. Rezultaty klasyfikacji za pomocg nowego algorytmu
dla nietypowych ksztaltow skupien

W procedurze symulacyjnej analizy porownawczej pordwnano rezultaty klasyfikacji
za pomoca nowego algorytmu z innymi algorytmami klasyfikacji dla podejscia spek-
tralnego'. W eksperymencie wykorzystano sze$¢ modeli zbioréw danych:

— zbiory spirale i dini pochodza z pakietu m1bench $rodowiska R,

— zbiory clusterSiml i clusterSim2 pochodza z pakietu clusterSim $rodowi-

ska R,

— zbiory banany i SKAD tworzone sa przez autorskie funkcje programu R, niedo-
laczone jeszcze do zadnej biblioteki tego srodowiska.

Dla poszczegdlnych modeli w kazdym eksperymencie wygenerowano 50 zbio-
réw danych, przeprowadzono procedure¢ klasyfikacyjna i por6wnano otrzymane re-
zultaty klasyfikacji ze znang strukturg klas za pomoca skorygowanego indeksu Ran-
da [Hubert, Arabie 1985]).

Uwzgledniono nastgpujace metody klasyfikacji: 1. spec-kmeans — klasyfika-
cja spektralna z metoda k-srednich uzyta jako algorytm analizy skupien w kroku 6.;
2. spec-ward — klasyfikacja spektralna z hierarchiczna aglomeracyjna metoda
powigkszonej sumy kwadratow odleglosci uzyta jako algorytm analizy skupien
w kroku 6.; 3. spec-mcquitty — klasyfikacja spektralna z hierarchiczna aglome-
racyjna metoda wazonej Sredniej klasowej uzyta jako algorytm analizy skupien
w kroku 6.; 4. spec-pam- klasyfikacja spektralna z metoda k-medoidow uzyta jako
algorytm analizy skupien w kroku 6.; 5. spec-kmeans — klasyfikacja spektralna
z metoda k-Srednich uzyta jako algorytm analizy skupien w kroku 6.; 6. SMS — nowy
algorytm.

Tabela 1 prezentuje uporzadkowanie analizowanych metod klasyfikacji wedtug
srednich wartosci skorygowanego indeksu Randa policzonego z 50 symulacji.
W pigciu na sze$¢ przypadkach nowy algorytm dat najlepsze wyniki. W szostym
przypadku wszystkie algorytmy podejscia spektralnego daty ten sam rezultat.

! Poréwnanie rezultatow klasyfikacji dla nietypowych skupien pomiedzy algorytmami podejscia
spektralnego a ,.klasycznymi” algorytmami analizy skupien mozna znalez¢ np. w pracach [Dudek
2009;Walesiak, Dudek 2010].
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Rys. 2. Przyktadowe zbiory danych utworzone z wykorzystaniem funkcji pakietu mlbench
(spirale, dini) oraz zbioréw wiasnych (banany, SKAD)

Zr6dto: opracowanie wlasne z wykorzystaniem programu R.

Tabela 1. Uporzadkowanie analizowanych metod klasyfikacji wedtug srednich warto$ci
skorygowanego indeksu Randa

Srednia Zbiory danych
warto$¢
Metoda 1}1;(:::11521/1 clsui?;elr- clsui?rtlezr- spirale banany dini SKAD

kolejnos¢
spec-kmeans 0,878 4 1 — 1 — 0,926 | — | 0,839 [2-4 10,568 |4 [0,936|2-4
spec-ward 0,867 5 1 — 1 — 0,926 | — | 0,838 |5 10,5915 [0,847|6
spec-mequitty | 0,883 | 2 | 1| - 1 — Jo0926|-]0838[6 o6 |6 0,936]2-4
spec-pam 0,877 3 1 — 1 — 0,926 | — | 0,839 [2-410,564|2 [0,936|2-4
spec-diana 0,866 6 1 — 1 — 0,926 | — | 0,839 [2-410,567|3 [0,868|5
SMS 0,893 1 1 — 1 — 0,926 | — 0,842 (1 ]0,632(1 [0,945|1

Zrédto: obliczenia wlasne z wykorzystaniem programu R.
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Nalezy rowniez nadmieni¢, iz nowy algorytm jako jedna z metod podejscia spek-
tralnego daje lepsze rezultaty niz tradycyjne metody klasyfikacji w przypadku zbio-
row zawierajacych zmienne zaktocajace (por. np. [Dudek 2009]).

6. Wykrywanie liczby skupien

Algorytm SMS mozna zaproponowaé rdwniez w wersji znajdujacej optymalna liczbe
skupien dla danego zbioru danych. W tym celu nalezy nieznacznie zmodyfikowaé
punkty 4-7 algorytmu i zastapic¢ je punktami 4°-8’:

Obliczenie warto$ci wlasnych i odpowiadajacych im wektorow wiasnych dla
macierzy L. Utworzenie macierzy E z pierwszych u wektoroéw wlasnych. Powtarza-
nie krokow 5-7 dla u=2.3, ..., n/2.

Obliczenie znormalizowanej macierzy Y.

Iteracyjne przesuwanie wspotrzednych punktow z macierzy Y w kierunku wy-
znaczonym przez wektor przesunigcia Sredniej az do osiagnigcia konwergencji
(punktéw stacjonarnych).

Wtasciwa klasyfikacja wedlug reguty sekwencyjnej: jesli odleglos¢ obiektu od
prototypu klasy jest mniejsza niz zadana wartosé, obiekt zostaje dolqczony do dane-
go skupienia, jezeli nie, tworzy prototyp nowej klasy.

Wybér u, dla ktérego zadana liczba skupien (p. 4) jest rowna rzeczywistej liczbie
skupien (p. 7).

W przypadku gdy w kroku 6smym algorytmu nie mozna okresli¢ takiego u, ze za-
dana liczba skupien jest rowna rzeczywistej liczbie skupien, lub mozna znalez¢ wigcej
niz jedna taka warto$¢ u, do wyznaczenia optymalnej liczby klas nalezy wykorzystac¢
jeden z indeksow jakosci klasyfikacji i wskazac tg liczbe klas, dla ktorej wartos¢ indek-
su jest optymalna (por. np. [Walesiak, Dudek 2007; Walesiak 20009, s. 418]).
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Rys. 3. Przyktadowy zbior danych ze zmiennymi zaktocajacymi przed transformacja spektralng
i po niej

Zrédlo: opracowanie whasne z wykorzystaniem programu R.
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Nalezy jednak zaznaczy¢, iz sytuacja taka wystepuje najczgsciej, gdy dane pier-
wotne nie maja czytelnej struktury klas lub gdy wystepuja w nich zmienne zakloca-
jace. Przyktadowa taka sytuacje przedstawia rys. 3.

Tabela 2. Wartosci indeksu wskaznikowego (S) dla liczby skupien u = 2,..,10 dla danych z rys. 3

u 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 0,209 | 0,223 |-0,068 (-0,084|-0,101|-0,122|-0,122|-0.107 |-0,107

Zrodto: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu R.

Do wyznaczenia liczby klas dla danych z rys. 3. wykorzystany zostat indeks
sylwetkowy. Tabela 3 przedstawia wartos$ci tego indeksu dla liczby skupien u = 2,
3, ..,10. Warto$¢ optymalna (maksymalna) indeksu zostala osiagnigta dla 3 sku-
pien, jednak jego niska warto$¢ swiadczy o stabej stabilnosci otrzymanych skupien.

7. Zlozonos¢ czasowa algorytmu

Nowy algorytm, jak wszystkie algorytmy podejscia spektralnego, wymaga obliczenia
warto$ci wlasnych macierzy L.Jest to najbardziej ztozona obliczeniowo cze$¢ algo-
rytmu. Metody obliczenia wartosci wiasnych czgsto w praktyce wykorzystuja de-
kompozycje¢ svd [Anderson i in. 1999, s. 573], czas tej czynnoSci jest wprost propor-
cjonalny do rozmiaru macierzy L. (nxn).Tabela 3 przedstawia przyblizone $rednie

czasy tej czynnosci dla n =10, 100, ..., 1 000 000 w srodowisku R.

Tabela 3. Sredni przyblizony czas znalezienia wartoéci whasnych macierzy L

n 10 100 1000 | 10000 | 100 000 1 000 000
Sredni czas (w min.)* | 0,028 2,83 283 | 28333 |283 333 333 28333 333 333

* Dla n > 1000 estymowane wartosci przyblizone.

Zrodto: obliczenia whasne z wykorzystaniem programu R.

Z przedstawionej symulacji wynika, iz praktyczne stosowanie algorytmu nalezy
ograniczy¢ do zbiorow rzgdu nie wigkszego niz 1000 obiektow.

8. Wnioski i problemy otwarte

W artykule przedstawiona zostata propozycja nowego algorytmu analizy skupien
Taczacego cechy podejscia spektralnego i klasyfikacji za pomoca przesunigcia okna
w kierunku wektora $redniej. Prezentowany algorytm cechuje sig:

* Mozliwoscia osiagania lepszych rezultatow analizy skupien niz tradycyjne
algorytmy klasyfikacyjne, zwlaszcza w przypadku nietypowych ksztattow sku-
pien.

* Mozliwoscia automatycznego okreslenie liczby skupien.
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* Dobra odpornoscia na zmienne zaktocajace.
Problemem otwartym jest klasyfikacja danych z duzych (>1000 obiektow) zbio-
réw danych.
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SMS — PROPOSAL OF NEW CLUSTERING ALGORITHM

Summary: Spectral clustering [Ng, Jordan, Weiss 2002; von Luxburg 2006] and mean shift
clustering {Wang, Xiu, Damar 2007] are two relatively new approaches in cluster analysis,
giving, especially for clusters of unusual shapes, better results than classical methods such
as k-means, k-medoids or hierarchical agglomerative methods. The article contains a pro-
posal for algorithm with the working name — SMS (Spectral-Mean Shift) that combines fea-
tures of both approaches, distinguishing among other cluster analysis algorithms with:

— the possibility of cluster analysis of unusual shapes,

— the ability to automatically identify the number of clusters,

— better resistance to interference (noisy) variables.
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