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Podczas gdy algebra i analiza tworza podstawy matematyki,
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1. Wstep

Badania nad rozmaitosciami typu pseudosymetrycznego, tj. rozmaitoscia-
mi semiriemannowskimi spelniajgcymi pewne warunki krzywiznowe, nazwa-
ne umownie warunkami krzywiznowymi typu pseudosymetrycznego (|44],
Section 4), zostaly rozpoczete w Katedrze Matematyki Akademii Rolni-
czej we Wroctawiu w 1980 r. Pierwsze wyniki badan zostalty przedstawione
w pracy Adamow i Deszez [2].

Najnowszymi publikacjami przegladowymi z tego zakresu badan sa pra-
ce: |55, 87, 96, 134|. Wezesniejsze przeglady badan zostaly zaprezentowane
w pozycjach: [8, 23, 26, 31, 44, 47, 54, 135]. Na podstawie wynikoéw dotych-
czasowych badan nad rozmaitosciami spetniajacymi warunki typu pseudo-
symetrycznego mozna stwierdzi¢, ze warunki pseudosymetrii (3.4) i Ricci-
pseudosymetrii (3.6) sa najwazniejszmi warunkami tego typu. Stwierdzenie
to w pelni uzasadniaja publikacje [101, 104 i 108] oraz rozdzial VI "On natu-
ral symmetries" monografii [64]. W publikacjach [101] i [108] przedstawiono
interpretacje geometryczna obu warunkéw. Dodajmy jeszcze, ze motto ni-
niejszej monografii, autorstwa $wiatowej stawy matematyka S.-S. Cherna,
jest opublikowane w podreczniku [88], Introduction, p. vii.

Warunki pseudosymetrii i Ricci-pseudosymetrii spetnione sa réwniez na
pewnych hiperpowierzchniach zanurzonych izometrycznie w semirieman-
nowskich przestrzeniach o stalej krzywiznie. Drugi tensor podstawowy ta-
kich hiperpowierzchni spelnia rownanie wielomianowe stopnia drugiego (4.6)
lub tez specjalnej postaci stopnia trzeciego (9.1). Gtéwnym obiektem badan
przedstawionych w pracy doktorskiej pt. "Hiperpowierzchnie Ricci-pseudo-
symetryczne w przestrzeniach o stalej krzywiznie" zlozonej z prac: [50, 51,
91, 92, 93, 95| sa hiperpowierzchnie Ricci-pseudosymetryczne w semirie-
mannowskich przestrzeniach o stalej krzywiZznie. Najwazniejsze wyniki tych
badan zostaly przedstawione w autoreferacie pracy doktorskiej [94]. Ponad-
to, w [94] przedstawiono wyniki badan nad innymi klasami rozmaitosci typu
pseudosymetrycznego, m.in. gtéwne rezultaty prac: |25, 56, 57]. W mono-
grafii zostang przedstawione zaréwno te rezultaty, jak i najnowsze wyniki
badan, m.in. zawarte w publikacjach: |78, 79, 97, 111, 130, 131, 132, 133].

W rozdziale 2 zaprezentowano podstawowe oznaczenia i definicje. Po-
nadto, zawarte w nim sa takze wyniki dotyczace wtasnosci algebraicznych
symetrycznych tensoréw A typu (0, 2), uogélnionych tensoréw krzywizny B
oraz ich tensorow Tachibany Q(A, B). Wyniki te sa czesto wykorzystywane
w dowodach twierdzen dotyczacych rozmaitosci typu pseudosymetrycznego.
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Rozdzial 3 zawiera definicje podstawowych rozmaitosci typu pseudosy-
metrycznego, a mianowicie: rozmaitosci pseudosymetrycznej, Ricci-pseudo-
symetrycznej, weylowsko-pseudosymetrycznej oraz rozmaitosci z pseudosy-
metrycznym tensorem Weyla. Przedstawiono takze grupe warunkéw typu
pseudosymetrycznego bedacych jednoczesnie uogdlnionymi warunkami me-
trycznymi Einsteina. Badanie tych warunkéw zostato zainspirowane twier-
dzeniem 3.3. Inne warunki typu pseudosymetrycznego zostana przedsta-
wione i oméwione w nastepnych rozdziatach. Kolejne twierdzenia omoéwione
w tym rozdziale dotycza réwnan typu Walkera. Na przyktad twierdzenie 3.4
orzeka, ze na kazdej semiriemannowskiej rozmaitosci (M, g), wymiaru > 4,
rownania typu Walkera dla tensorow R-C, C-Ri R-C'—C'- R, tj. rbwnania
(2.32), (2.34) i (2.35), sa rownowazne.

Pierwsze rezultaty badan nad wtasnosciami krzywiznowymi typu pseudo-

symetrycznego hiperpowierzchni zanurzonych izometrycznie w semirieman-
K

nowskich przestrzeniach o statej krzywiznie N**1(c), ¢ = ATy 2 sygnatu-
ra (s,n+1—s), n > 4, zostaly przedstawione w pracach: |24, 31, 33, 80, 83,
86]. Wsrod tych warunkéw wazna role odgrywaja warunki pseudosymetrii
(3.4) i Ricci-pseudosymetrii (3.6).

W rozdziale 4 (twierdzenie 4.2) m.in. opisano podstawowe wyniki doty-
czace hiperpowierzchni pseudosymetrycznych w N?+1(c), n > 4. Badanie
hiperpowierzchni pseudosymetrycznych prowadzi do rownania (4.11), nazy-
wanego rownaniem typu Rotera. Rozmaitosci spetniajace (4.11) beda oma-
wiane w nastepnych rozdziatach. Natomiast w tym rozdziale przedstawione
zostaly réwniez tozsamogci wyrazajace na hiperpowierzchniach w N7+ (c),
n > 4, tensory S-R, R-C,C-RiR-C — C - R przez kombinacje li-
niowe pewnych tensoréw typu (0,6) utworzonych z tensoréw: metrycznego
g, krzywizny R, Ricciego S, drugiego tensora podstawowego H rozwazanej
hiperpowierzchni i tensora A typu (0,2) zdefiniowanego przez (4.12). Toz-
samosci te wykorzystuje sie m.in. przy wyznaczaniu wlasnosci typu pseu-
dosymetrycznego hiperpowierzchni w N™*1(c), n > 4, por. [56] i [131].

Rozdzial 5 dotyczy rozmaitosci typu Rotera, tj. semiriemannowskich roz-
maitosci (M, g), n > 4, ktorych tensor krzywizny spelia réwnanie (4.11)
na zbiorze U C M zlozonym ze wszystkich punktéw z € M, w ktorych
tensor Weyla C' jest niezerowy, tensor Ricciego S nie jest proporcjonalny
do tensora metrycznego g i rank (S — ag) > 1, dla wszystkich o € R. Jesli
(4.11) jest spelnione na zbiorze Y C M podrozmaitosci (hiperpowierzchni)
M, to M nazywa sie podrozmaitoscia (hiperpowierzchnia) typu Rotera.
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Rozmaitosci typu Rotera tworza jedno z mozliwych rozszerzen klasy roz-
maitosci konforemnie ptaskich — czy tez z drugiej strony — klasy rozmaito-
$ci 2-rekurencyjnych. Pewne hiperpowierzchnie pseudosymetryczne w prze-
strzeniach o stalej krzywiznie sa typu Rotera. Tej klasie hiperpowierzchni
po$wiecono rozdzial 7.

Kazda rozmaitosé¢ typu Rotera (M, g) spelnia zwiazki: (4.4), (6.3) i (6.4).
Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Rozmaito$¢ semiriemannowska
(M,g), n > 4, spelniajaca te zwiazki, tj. (4.4), (6.3) i (6.4), nazywa si¢
rozmaitoscia typu Akivisa-Goldberga. W rozdziale 6 podane sa przyktady
tego typu rozmaitodci sa to pewne 4-wymiarowe rozmaitosci semirieman-
nowskie badane w [4]. Istotne rozszerzenie klasy rozmaitosci typu Akivisa-
-Goldberga stanowia rozmaitosci typu Cartana. Rozmaitosé¢ (M, g), n > 4,
nazywa sie rozmaitoscia typu Cartana, jesli spelnione sa zwiazki: (4.4), (6.3)
i (10.1). Rezultaty dotyczace tej klasy zostana przedstawione w nastepnych
rozdzialach. Jesli (4.4), (6.3) i (6.4) sa spelnione na podrozmaitosci (hiper-
powierzchni) M, wymiaru n > 4, w rozmaitosci semiriemannowskiej (N, g),
to M nazywa si¢ podrozmaitoscia (hiperpowierzchnia) typu Akivisa-Gold-
berga. Podobnie — jesli (4.4), (6.3) i (10.1) sa spelnione na podrozmaitosci
(hiperpowierzchni) M, wymiaru n > 4, w rozmaitosci semiriemannowskiej
(N,g), to M nazywa si¢ podrozmaitoscia (hiperpowierzchnia) typu Carta-
na. Wspomnijmy jedynie, ze kazda hiperpowierzchnia Cartana wymiaru > 6
i ogolniej, kazda hiperpowierzchnia Ricci-pseudosymetryczna w N2+ (c),
n > 4, jest hiperpowierzchnia typu Cartana (twierdzenie 10.1).

W rozdziale 7 zaprezentowano rezultaty dotyczace hiperpowierzchni ty-
pu Rotera w N?*1(¢), n > 4. Gléwnym wynikiem oméwionym w tym roz-
dziale jest twierdzenie 7.3. Z tego twierdzenia natychmiast wynika, ze jesli
w kazdym punkcie zbioru U hiperpowierzchni M w N"l(c), n > 4, sa
doktadnie dwie rézne krzywizny gtéwne, to M jest hiperpowierzchnia ty-

pu Rotera. W szczegolnosci kazdy torus Clifforda SP(y/2) x S"7P(y/%=L),
2 <p<n—2 n# 2p, jest hiperpowierzchnia typu Rotera, przy czym

Sp(\/g) i S"7P(/™=L) sa odpowiednio p- i (n — p)-wymiarowymi sferami

n—p
)

W rozdziale 8 przedstawiono rezultaty badan dotyczace problemu réw-
nowaznosci warunkow semisymetrii (3.3) i Ricci-semisymetrii (3.5) na hi-
perpowierzchniach w przestrzeniach euklidesowych IE" n > 4, i ogolniej,
w przestrzeniach semieuklidesowych ]E:’;H, n > 4. Problem ten nazywa-
ny jest problemem P.J. Ryana [1, 32, 47]. Rozwiazaniem problemu P.J.

standardowymi, odpowiednio o promieniach \/g i
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Ryana zajmowalo sie wielu autoréw. W tym rozdziale przywotano przykta-
dy potproduktowych rozmaitosci Ricci-semisymetrycznych, réznych od se-
misymetrycznych, ktore lokalnie daja sie zrealizowa¢ jako hiperpowierz-
chnie w ]E?H, n > 5. Mozna réwniez rozwazaé problem réwnowaznosci
obu warunkéw na hiperpowierzchniach w N?*1(c), n > 4. W przypad-
ku hiperpowierzchni w N3(c) problem ten rozwiazuje twierdzenie 8.3. Dla
n > 5 warunki te nie sa réwnowazne. Znane sa przyktady hiperpowierzchni
Ricci-pseudosymetrycznych réznych od pseudosymetrycznych, np. hiperpo-
wierzchnie Cartana wymiaru > 6.

Kolejny rozdziat dotyczy hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycznych.
W twierdzeniu 9.1 przedstawione sa wtasnosci krzywiznowe typu pseudo-
symetrycznego hiperpowierzchni Cartana wymiaru > 6. W twierdzeniu 9.2
zaprezentowano wtasnosci krzywiznowe typu pseudosymetrycznego hiper-
powierzchni Ricci-pseudosymetrycznych. Natomiast twierdzenie 9.3 dotyczy
rownowaznosci warunku Ricci-pseudosymetrii (9.2) i warunku typu pseudo-
symetrycznego (9.6) na podzbiorze Uy, hiperpowierzchni w N?*1(c), n > 4,
ztozonym ze wszystkich punktéw, w ktorych kwadrat drugiego tensora pod-
stawowego H? nie wyraza sie przez kombinacje liniows tensora H i tensora
metrycznego g. Warunek (9.6) jest specjalna postacia (2.33). Wtasnosci hi-
perpowierzchni w N"*1(c), n > 4, speliajacych (9.6) przedstawione sg
w twierdzeniach 9.4 i 9.5.

Ostatni rozdzial odnosi sie do hiperpowierzchni w semiriemannowskich
przestrzeniach o statej krzywiznie spetniajacych inne warunki krzywiznowe.
W tym rozdziale przedstawiono m.in. wyniki dotyczace hiperpowierzchni
typu Cartana. Kazda hiperpowierzchnia Ricci-pseudosymetryczna w prze-
strzeni o statej krzywiznie jest hiperpowierzchnia typu Cartana (twierdzenie
10.1). Quasi-einsteinowskie hiperpowierzchnie typu Cartana w semirieman-
nowskich przestrzeniach o staltej krzywiznie byty badane w pracy [97]. Mie-
dzy innymi w publikacji [97] wyznaczono warunki krzywiznowe typu pseu-
dosymetrycznego spelnione na zbiorze Uy rozwazanych hiperpowierzchni
(twierdzenie 10.2). Ponadto, w rozdziale tym zaprezentowano wyniki doty-
czace hiperpowierzchni, dla ktorych jeden z tensoréw: R- R, R-C, C - R
lub R-C — R - C jest rowny tensorowi Tachibany Q(g, B), gdzie B jest
uogodlnionym tensorem krzywizny (twierdzenia 10.3-10.5).

Przedstawione w tej monografii rezultaty mozna potraktowaé jako pre-
zentacje wynikow pewnego zakresu badan w geometrii rézniczkowej pro-
wadzonych w Katedrze Matematyki Uniwersytetu Przyrodniczego we Wro-
ctawiu pod kierunkiem Pana dr. hab. Ryszarda Deszcza, ktéremu sktadam
serdeczne podzickowanie za udzielong mi pomoc przy redagowaniu niniejszej
monografii.



Panu dr. Janowi Jelowickiemu (Katedra Matematyki) dziekuje za opra-
cowanie diagramu zamieszczonego w rozdziale 3.

Na zakorniczenie sktadam réwniez podziekowanie Dziekanowi Wydziatu In-
zynierii Ksztalttowania Srodowiska i Geodezji Uniwersytetu Przyrodniczego
we Wroctawiu Panu prof. dr. hab. inz. Jerzemu Sobocie za umozliwienie
opublikowania tej monografii w naszym wydawnictwie uczelnianym.

Wroctaw, grudzieni 2011 r.
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2. Tensory Tachibany

Niech (M, g), n = dim M, bedzie spdjna parazwarta rozmaitoscia semi-
riemannowska klasy C*° z koneksja Levi-Civity V i niech Z(M) bedzie
algebra Liego pol wektorowych na M. Endomorfizmy R(X,Y) i X Ay YV
algebry Z(M) zdefiniowane sa nastepujaco:

R(X, Y)Z == VXVYZ — VYVXZ — V[X7y}Z,

(X MaY)Z = A(Y,Z)X — A(X, 2)Y, (2.1)
gdzie XY, Z € Z(M), A jest tensorem typu (0,2) na M, [X,Y] jest nawia-
sem Liego pol X,Y:

(X, Y]f = X(Y[)-Y (X)),
a f jest funkcja klasy C°° na M. Mozemy teraz zdefiniowaé tensor krzywizny
Riemanna-Christoffela R i tensor G rozmaitosci (M, g):
R(X1, X2, X3,X4) = g(R(X1,X2)X3, Xu),
G(X1, X2, X3, X4) = g((X1 /g X2) X3, Xy), (2.2)
gdzie X1,...,X4 € Z(M). Tensor Ricciego S, operator Ricciego S i krzy-
wizna skalarna k rozmaitosci (M, g) zdefiniowane sa przez:
S(X,Y) = tr{Z—R(Z X)Y},
9(8X,Y) = SX,Y),
k = trS.

Endomorfizm C(X,Y") algebry Z(M) oraz tensor Weyla krzywizny konfo-
remnej C' rozmaitosci (M, g), n > 3, definiuje sie nastepujaco:

1
CX.V)Z = R(X,Y)Z— —5(XNgSY + 85X N, Y)Z

T 2)”(” XA Y)Z
C(Xl,XQ,Xg,X4) = g(C(Xl,XQ)X37X4). (23)

Niech T bedzie tensorem typu (0,k), k > 1, na semiriemannowskiej
rozmaitosci (M, g). Rozniczke kowariantna VT oraz rozniczke kowariantna
rzedu drugiego V2T = V(VT) tensora T definiujemy nastepujaco ([109],
p. 125):

(VI)( X1, X X) = (VxT)(Xq, ..., Xk)
k
= Vx(T(X1,.... Xp) = > T(X1,...,VxXj,..., Xp),
j=1

(V2T)(X1,. ., X X, Y) = (Vy(VT) (X1, ..., Xp, X).
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Niech B(X,Y') bedzie endomorfizmem skosnie symetrycznym algebry Z(M ),
a B tensorem typu (0, 4) stowarzyszonym z B(X,Y") przez zwiazek:

B(X1,X2,X3,X4) = g(B(X1,X2)X3,Xy). (2.4)

Tensor B nazywa sie uogélnionym tensorem krzywizny [121], jesli sa spel-
nione warunki:

B(X1, X9, X3, Xy) + B(X2, X3, X1, X4) + B(X3, X1, X2, X4) = 0,
B(X1, X2, X3, X4) = B(X3, X4, X1, Xo).
Mozna sprawdzié¢, ze tensory R, G i C sg uogdlnionymi tensorami krzy-

wizny. W specjalnym przypadku uogdlniony tensor krzywizny B nazywa sie
wlasciwym [121, 127], jesli jego rozniczka kowariantna V B spelia rownanie:

(VB)(X1, X2, X3, Xy; X) + (VB) (X1, X2, X4, X5 X3)
+ (VB)(Xl,XQ,X,Xg;X4) = 0. (25)

Dla dowolnych symetrycznych tensoréow E i F' typu (0,2) ich iloczyn
Kulkarniego-Nomizu E A F' jest zdefiniowany nastepujaco:

(ENAF)(X1,Xo, X3,X4) = E(X1, X4)F(X2, X3) + E(X2, X3)F (X1, X4)
—E(X1, X3)F(X2, X4) — E(X2, X4)F(X1, X3).
Tensor F A F' jest réwniez uogdlnionym tensorem krzywizny. Tensor £ A F

nazywamy takze tensorem Kulkarniego-Nomizu tensorow E'i F* [58]. Dla sy-
metrycznego tensora E typu (0,2) mozna zdefiniowaé tensor E typu (0,4):

— 1
E = 3 EANE. (2.6)
W szczegolnosci mamy:
1
g = —-ghg = G. (2.7)

2
Tensor Weyla C rozmaitosci (M, g), n > 3, mozna przedstawi¢ teraz w po-
staci:
c - rp- ! St+—0 G 2.8
s T It L - @ (28)
Tensory R, S i C rozmaitosci (M, g), n > 4, wyznaczaja nastepujace pod-
zbiory M:

Up = {zeM:R- nG#OWﬂU},

_r
1)
Us = {xGM:S—gg#wa},
Uc = {zeM:C#0wua}.
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YLatwo sprawdza sie, ze Uo C Ug i Ug C Ug. Przypomnijmy, ze we wstepie
zdefiniowany zostal zbiér U C M ztozony ze wszystkich punktow Ug N Ug,
w ktorych jest spelniony warunek:

rank (S —ag) > 1, dla wszystkich a € R. (2.9)

Niech B(X,Y') bedzie endomorfizmem sko$nie symetrycznym algebry Z(M ),
a B tensorem zdefiniowanym przez (2.4). Rozszerzmy endomorfizm B(X,Y)
do derywacji B(X,Y)- algebry pol tensorowych na M, zaktadajac, ze de-
rywacja ta komutuje z kontrakcjami oraz ze dla dowolnej funkcji gtadkiej
na M zachodzi:
BX,Y)-f = 0.
Teraz dla dowolnego tensora T typu (0,p), p > 1, oraz dowolnego tensora A
typu (0,2) na M mozna zdefiniowa¢ tensory B-T i Q(A,T) typu (0,p+2):
(B-T)(X1,...,X; X,Y)
= (B(Xay)T)(X1>7Xp7X7Y)
= -T(B(X,Y)X1,Xo,...,X,)
—=T(Xy,..., Xp-1, B(X,Y)X,), (2.10)

Q(Av T)(Xla v 7Xp; X7Y)

(XAaY -T)(Xq,...,X;X,Y)

“T((X AaY)Xq,Xo,..., X))

—‘--—T(Xl,...,Xp_l,(X/\AY)Xp). (2.11)
Podstawiajac w powyzszych wzorach: B = R, B = C,T = R, T =
T=5A=g9g1iA =85, otrzymamy tensory: R-R, R-C,C-R, R-
C-S,Q(g,R), Q(S,R), Q(g9,C) 1 Q(g,S). Dodajmy, ze oznaczenie Q(A,
wprowadzono po raz pierwszy w pracy [60].

Niech {U, 2"} bedzie mapa lokalng na rozmaitosci semiriemannowskiej
(M,qg),ad,0s,...,0, bazowymi polami wektorowymi tej mapy. Wowczas:

Vo, 0p = T5:0s, T, = 9" (0jgkr + Okgjr — Orgjr), [0i,05] = 0,(2.12)

c,
S,
T

przy czym g;; = g(9;,0;) i g sa wspolrzednymi lokalnymi w danej mapie
— odpowiednio: tensora metrycznego g i tensora odwrotnego ¢! tensora
g, a ij symbolami Christoffela rodzaju drugiego oraz h,i,j,k,l,m,r,s €
{1,2,...,n}. Ponadto, ktadac w (2.1) X = 0;, Y = 0,1 Z = 0O, otrzymamy:

R(0:,07)0 = Vo,Vo,0 —Vo,Vo,0k — Vo, 0,0k (2.13)

(81' NA 8j)3k = Ajkai - Aik8j7 (2-14)
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gdzie A;; = A(0;,05). Ze zwiazku (2.13), po wykorzystaniu (2.12), otrzy-
mamy:

R(03,0;)0k = Vo,(I'7,05) — Vo, (I'5:05)
= &;(I‘jk)&; + T;kvaﬁs — 0;(I'§},)0s — kavajas
9i(I'5)0s — 0;(T)0s + I, Vo, 0, — I3V, Or
= 0 ‘;k)ﬁs —0;(I'§,)0s + F;kl"frﬁs — r;“krjras
= (Ol — 0519, + T I3, — T5.15,) 0s.

7 drugiej strony:
R(05,04)0r = Ry"0s. (2.15)
Zatem:
Rij® = 015, — 015, + 157, — T I3

Kladac w (2.2) 1 (2.3) X1 = 0;, X2 = 0;, X3 = O, X4 = 0, oraz korzystajac
z (2.14) i (2.15), otrzymamy:
Riju = R(0;,0;,0,0) = g(R(0;,0;)0k, )
= g(Rijx"0s,0) = Riji’gsi,

Gijrt = G(9;,05,0k,01) = g((0; Ny 0;)0k, O)
= g(9;10; — 9ik05,01) = Gugjk — GikYil;

Ciji = C(0:,04,0k,0) = g(C(0;,04)0k, )

1
= Riju — g (9aSjx + 9jx:Su — 9iSji — gj15ik)
K
Gy
=2y —1) ik
przy czym S;; = S(0;,0;).
Nastepnie ktadac w (2.10) i (2.11): p = 4, X1 = Oy, X2 = 0;, X3 = 0,

Xy =0k, X =0, Y =0, oraz

Bhijk = B(0n,0:,0;,0k), Thijk = T(0h,0;,0;,0k), A = A(0,0h),
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otrzymamy:
(B - T)hijkim

— (B -T)(0h,0:,0;,00:0,0m) = (B0 0m)-T)(Ons- .., %)
—T(B(0, 0m)0h, 0;,05,0k) — -+ - — T'(Oh, 03, 05, B(O1, Om)Ok)
— By T (05, 03, 0, Ok) — Bimi"T (Oh, Os, 95, Ok)
— By *T (O, 0, Os, O) — Bimi* T (On, 0;, 05, Os)
= —Bunn Tsiji — Bimi Thsjt — Bimj* Thisk — Bimik Thijs
—Bimhr 9" Tsiji — Bimir9" " Thsjt — Bimjr9" Thisk — Bimkr9" " Thijs
9" (—=Bimhr Tsijk — BimirThsjk — Bimjr Thisk — BimkrThijs)
9" (BrnimTsiji + BrimThsjk + BrjimThisk + BriimThijs)
9" (Tsiji Briim + ThsjkBritm + ThiskBrjim + ThijsBriim,)

Q(A, T) hijkim
= Q(A,T)(0n, 0,05, 0k;01,0m) = (O NA O - T)(0is - .., Ok)
= (O Aa O)On, 05, 05, 0) — -+ — T, By, 3 (D) At ) )
= —T(A(Om,0n)0 — A(0;, On)0m, 0i, 05, Ok)
— = T(Oh, 0;, 05, A(Om, O )01 — A(Oy, Ok )Om)
= —A(Om,0n)T (01,04, 05,0k) + A(O1, On)T (O, 05, 0, Ok)
— = A(am, 8k)T(8h, 01‘, 0]', 8;) -+ A(&l, 8k)T(8h, ai7 Oj, 6m)
= AnTnijk + AiThmje + AijThimk + AiThijm
—ApnThijk — AmiThije — AmjThie — AmkThiji -
Zatem:

(B - Thijkim = 9" (TsijkBrhim + ThsjkBriim + Thisk Brjim + Thijs Briim),

QA, Dhijkim = AwTmijrk + AtiThmjr + Ay Thimk + Ak Thijm
— ATl — AmiThije — AmiThite — AmikThiji-

Kladac w ostatnim wzorze A = goraz T'= R1lub T = C, otrzymamy wspot-
rzedne lokalne Q(g, R)nijkim 1 Q(g, C)nijkim tensoréow Q(g, R) i Q(g,C).
Wyrazenia wystepujace po prawej stronie ostatniego wzoru, dla A = ¢
oraz T = R lub T = C, sa podane w monografii [89] (p. 238 i 285), jak
rowniez w pracy Tachibany [141], w przypadku gdy A = ¢ i T = R. Dla-
tego tez tensor (g, R) zostal nazwany tensorem Tachibany, patrz np. [99
—103|. Natomiast dla tensora (g, S) w pracach [108] i [137]| zaproponowano
nazwe tensor Ricciego-Tachibany, a w pracy [107] tensory Q(g,S) i Q(g,C)
nazwano odpowiednio tensorem Tachibany-Ricciego i tensorem Tachibany-
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-Weyla. W zwiazku z tym tensor Q(A,T) wyznaczony przez tensor A typu
(0,2) i tensor T typu (0, k) bedzie nazwany tensorem Tachibany tensorow
A i T lub krotko tensorem Tachibany [58].

Niech {ejy,ea,...,e,} bedzie baza ortonormalna w przestrzeni stycznej
T, M w punkcie € M rozmaito$ci semiriemannowskiej (M, g), n > 3, przy
czym:

glejex) = €0k, €5 = x1, jke{l,2,...,n}. (2.16)
Zalozmy, ze {ej, e}, j # k, jest baza 2-wymiarowe]j plaszczyzny m w przes-
trzeni T, M. Krzywizne sekcyjna x(m) plaszczyzny 7 definiujemy przez [90,
p. 31]:

R(ej, ek ek, €5)
9(ej,ej)g(er, ex) — (g(ej, ex))?

Dla dowolnego tensora T' typu (0,k), k > 1, i symetrycznego tensora A
typu (0, 2) definiujemy tensory AP typu (0,2), p > 2, oraz tensor A-T typu
(0, k) nastepujaco:

K(m) = = R(ej,ex, ex, €ej)ejer . (2.17)

AP(X,Y) = APTHAX,Y),
(AT)(X177X]€) = _T(AXlaX27"'7X]€)
— .. =T (X1, Xo,..., AX}),
przy czym endomorfizm A jest zdefiniowany przez g(AX,Y) = A(X,Y).
Ktadac w ostatnim wzorze T' = R lub T = C' i A = S, otrzymujemy
tensory S+ Ri S -C typu (0,4).
lloczyn Kulkarniego-Nomizu E AT, gdzie E jest tensorem symetrycznym
typu (0,2), a T tensorem typu (0, k), k > 2, definiujemy nastepujaco [51]:
(ENT)(X1, X2, X3, Xy;Y3,...,Y%)
= E(X1, X4)T(X2,X3,Y3,...,Y)) + E(Xp, X3)T(X1, X4,Y3,..., Yk)
—E(X1, X3)T (X2, X4, Ys,..., Yy) — E(Xo, Xu)T(X1, X3, Y3, ..., Yg).
Tensor ¥ A F nazywamy réwniez tensorem Kulkarniego-Nomizu tensoréow
EiF [58].
Korzystajac z powyzszych definicji, mozemy udowodnié:
Twierdzenie 2.1. ([93], Lemma 2.2): Niech E1, Es i F bedg tensora-
mi symetrycznymi typu (0,2) w punkcie x rozmaitosci semiriemannowskiej
(M,g), n>3. Wowczas w x spetnione jest rownanie:

EyANQ(E2, F)+ E2 NQ(ELF) = —Q(F, E1 A Ep).
Jesli B = E; = Es, to na mocy twierdzenia 2.1 otrzymujemy [51]:
EANQ(E,F) = —Q(F,E). (2.18)
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Latwo sprawdza sie, ze jesli FF i F sa tensorami symetrycznymi typu
(0,2), to jest spelniona tozsamosé ([56], Section 3):

QE,EANF) = —Q(FE). (2.19)
Ze zwiazkow (2.18) i (2.19) natychmiast wynika, ze:
EANQ(E,F) = Q(E,EAPF).

Zauwazmy, ze zwiazki (2.8) i (2.19) prowadza do tozsamosci:

Q0.0) = Qo)+ Q(5,6).

Niech B bedzie uogélnionym tensorem krzywizny. Tensor conharmonicz-
ny conh(B), tensor Weyla Weyl(B), tensor Ricciego Ric(B) i krzywizna
skalarna k(B) tensora B sa zdefiniowane nastepujaco:

1 .
conh(B) = B-— 59 A Ric(B),
n p—
1 B
Weyl(B) = B-— P A Ric(B) + B
n J—

Ric(B)(X,Y) = > ¢;B(ej, X,Y,¢),
j=1

W(B) = S e Ric(B)(es.ey).
j=1

przy czym X,Y € T,M, a {ej,ea,...,e,} jest baza ortonormalna T, M
i speliony jest zwiazek (2.16). Dodajmy, Ze tensor:

1

zostal zdefiniowany w [106]. Zauwazmy, ze (por. [106], rown. (3.6) 1 (3.7)):

conh(B) = Weyl(B) — - G. (2.20)

Wilasnosci tensorow conh(B) i Weyl(B) oraz tozsamosé (2.20) pozwalaja
na stwierdzenie, ze conh(B) = 0 w pewnym punkcie z € M wtedy i tylko
wtedy, gdy Weyl(B) = 01 k(B) = 0w x. Zbiory Up, Ugi) i Uweyi(n)



24

definiujemy analogicznie jak zbiory Ug, Ug i Uc. Zatem:

Up = {xGM:B—mG#wa},
UgicB) = {xGM:Ric(B)—%(B)g#wa},

n
Uweypy = {z €M : Weyl(B) #0 w z}.

Ponadto, niech:
Ueconh(y = {x € M : conh(B) # 0w z}.
Dla tensora T typu (0, 6) wyrazenie:

> T(X1, X2, X3, X4, X5, Xo)
(X17X2)7 (X37X4)7 (X5,X6)

bedzie oznacza¢ sume:
T (X1, X2, X3, X4, X5, X¢) + T(X3, X4, X5, Xo, X1, X2)
+ T(X5, X6, X1, Xo, X3, X4).
Lemat 1.1 z pracy [34] mozna teraz przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

Twierdzenie 2.2. (por.[34], Lemma1.1): Niech A bedzie tensorem syme-
trycznym typu (0,2), a B uogdlnionym tensorem krzywizny na rozmaitosci
semiriemannowskiej (M, g), n > 3.

(1) Tensor Tachibany Q(A, B) spetnia na M tozsamosé:

> Q(A, B)(X1, X2, X3, X4, X5, Xg) = 0.
(X1,X2), (X3,X4), (X5,X6)

(1) Tensor Tachibany Q(g, B) znika w punkcie x € M wtedy i tylko wtedy,
gdy w tym punkcie mamy:

B = —2_@. (2.21)

(131) Jesli w x € M zachodzi:
R-B = LQ(y,B),
to rowniez w tym punkcie mamy:
R-Ric(B) = LQ(g,Ric(B)),
przy czym L € R.

Na podstawie wynikéw z pracy [23] mozemy przedstawi¢ nastepujace roz-
szerzenie twierdzenia 2.2 (ii):
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Twierdzenie 2.3. (por. [23], Proposition 4.1): Niech A bedzie tensorem
symetrycznym typu (0,2), a B uogdlnionym tensorem krzywizny na semirie-
mannowskiej rozmaitosci (M, g), n > 3. Ponadto, niech rank A > 1 w punk-
cie x € M. Wowczas tensor Tachibany Q(A, B) jest tensorem zerowym
w tym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy:

B = %A/\A, AeR.

Niech (M, g), n > 3, bedzie rozmaitoscia semiriemannowska. Zauwazmy,
ze jesli w pewnym punkcie x € M tensor (g, B) wyznaczony przez tensor
metryczny g oraz uogdlniony tensor krzywizny B jest tensorem zerowym,
to na mocy ostatniego twierdzenia otrzymamy B = % gAg, A € R, aw kon-
sekwencji, po wykorzystaniu (2.7), rowniez (2.21).

W rozdziale 4 wykorzystamy nastepujacy wynik dotyczacy uogélnionych
tensorow krzywizny:

Twierdzenie 2.4. (por. [111], Theorem 3.1): Niech A bedzie tensorem
symetrycznym typu (0,2), a B wogdlnionym tensorem krzywizny na semi-
riemannowskiej rozmaitosci (M, g), n > 3, i niech na M bedzie spetniony
zwiqgzek:

B = %AAA+69AA+7G, (2.22)

gdzie o, B, v sq funkcjami na M.
(1) We wszystkich punktach M, w ktorych funkcja o jest rézna od zera,
mamy:

B-B = Q(Ric(B),B)+ LaQ(g, Weyl(B)),

Ly, = —2)(— — 7).
2 (n—=2)(— =)
(79) Dodatkowo, jesli A = Ric(B), tj. gdy:

B = % (Ric(B) A Ric(B)) + B (g A Ric(B)) +~vG,  (2.23)
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to
B-B = LBQ(ng)7

B Ric(B) = LpQ(g,Ric(B)),
B -Weyl(B) = LpQ(g,Weyl(B)),
Ric(B)> = (k(B)— (n— 2)s) Ric(B) + % g,
R [CARS S
Y1 = (n—1)y+ Br(B),
1-(n-2)p
V2 = (n -2«

(49i) Jeslin > 4 i A = Ric(B), to na zbiorze Uyyeypy C M spelnione sq
2wiqzki:
Weyl(B) - Weyl(B) = L1 Q(g, Weyl(B)),
Weyl(B) - Ric(B) = LiQ(g, Ric(B)),

Weyl(B)-B = Li1Q(g,B),
Ly = v —1s,
3 = Z(fgi — Lp.

Jesli uogdlniony tensor krzywizny B spelnia na podzbiorze Uyy oy 3)NURic(B)
rozmaitosci semiriemannowskiej (M, g), n > 4, rownanie (2.23), to spelnio-
ne sa rowniez inne zwiazki krzywiznowe typu pseudosymetrycznego ([111],
Proposition 4.1).

Twierdzenie 2.5. ([34], Lemma 1.2; [62], Lemma 2; [76], Lemma 2.1):
Niech B bedzie uogdlnionym tensorem krzywizny w punkcie x semirieman-
nowskiej rozmaitosci (M, g), n > 3, i niech Weyl(B) = 0 w xz. Wowczas
nastepujgce warunki s¢ rownowazne w tym punkcie:
B-B = aQ(g,B),
2 tr((Ric(B))%) K(B)

(Rie(B))? = 0 g = (B2 (= 2)a) (Rie(B) -

gdzie o € R.

Kolejne dwa twierdzenia dotycza wtasnosci algebraicznych symetrycz-
nych tensoréw typu (0,2) oraz pewnych tensoréw typu (0,4) utworzonych
z tych tensoréw.
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Twierdzenie 2.6. Niech E bedzie tensorem symetrycznym typu (0,2) na se-
miriemannowskiej rozmaitosci (M, g), n > 3. Niech Ug bedzie zbiorem
wszystkich punktow M, w ktorych tensor E nie jest proporcjonalny do ten-
sora g.

(7) ([92], Lemma 3.1) Jesli w x € Ug jest spetniony zwigzek:

EANE = 229gNE+28G, a,0€R,

to w tym punkcie mamy: o> = —B i rank(E — ag) = 1.
(73) ([95], eq. (8)) Jesli wx € Ug jest spetniony warunek rank(E—ag) =1,
a € R, to w tym punkcie zachodzq zwigzki:

E?> = (tr(E)—(n—2)a)E+a((n—Da—tr(E))g, (2.24)

EANE = 20gAE—-23°G. (2.25)
(13i) ([80], Lemma 2.4 (i)) Jesli w x € Ug jest spetniony zwigzek:
QEF) = 0,

gdzie F jest tensorem symetrycznym typu (0,2), to F = a E, a € R.
(1v) ([80], Lemma 2.4 (it)) Jesli w x € Ug jest spetniony zwigzek:

aQ(g,E)+4Q(g, F) +7Q(E,F) = 0, a,fB,yeR, ~7#0,
to w tym punkcie mamy:

F_tr(F)g N

n

tr(E)

g9), MER.

(v) ([46], Lemma 2.1 (3)) Jesli rankE = 2 w x € Ug, to:
B = t(B)E?+ %(tr(EZ) — (tr(E))?) E.

. 2 2 _ tr(E)
Ponadto, jesli wx mamy B = aE+ (g, o, €R, to E* = TTE

Twierdzenie 2.7. Niech E i F bedg symetrycznymi tensorami typu (0, 2)
w punkcie x semiriemannowskiej rozmaitosci (M, g), n > 3 i niech D be-
dzie tensorem typu (0,2) w tym punkcie, o lokalnych wspétrzednych Dpy, =
Ehigiijj, przy czym Epg @ Fpi sq lokalnymi wspotrzednymi tensorow E
1 F. Jesli tensor D jest tensorem symetrycznym, to w punkcie x spetniona
jest tozsamosé:

(ENF)-(EANF) = —%Q(Ez,F/\F)—%Q(FQ,E/\E)—Q(D,E/\F).
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Dowod. Wykorzystujac definicje tensorow B - B 1 Q(A, B), gdzie B jest
uogdblnionym tensorem krzywizny, a A jest symetrycznym tensorem typu
(0,2), tatwo sprawdzimy prawdziwos¢ danej tozsamosci.

Niech A bedzie symetrycznym tensorem typu (0,2), a B uogélnionym
tensorem krzywizny na semiriemannowskiej rozmaitosci (M, g) wymiaru
> 3. Mozna utworzy¢ nastepujace tensory Tachibany typu (0,6): Q(g, B),
Q(A, B) oraz:

Q(g’g/\g) =0, Q(gag/\A) = _Q(AvG)’ Q(gvA/\A) = QQ(Q,Z),
QA ANA) =0, QA gNA) = —Q(g,4), Q(A,gNhg) = 2Q(A,G).

Zatem dowolng kombinacje liniowa zdefinowanych wyzej tensoréw Tachiba-
ny mozna wyrazi¢ przez kombinacje liniowa tensorow: Q(g, B), Q(g,g N A),
Qlg, AnA)i Q(A, B).

Z twierdzenia 2.6 (ii) wynika, ze jesli rank (A — pg) = 1, dla pewnego
p € R, to punkcie tym tensor A spelnia zwiazek (2.25). Tensory Q(g,g A A)
i Q(g, AN A) sa wiec liniowo zalezne w x.

Zbadajmy teraz liniowa zaleznosé tensorow: Q(g, B), Q(A, B), Q(g,gNA)
i Q(g,ANA) przy zalozeniu, ze w danym punkcie semiriemannowskiej
rozmaitosci jest spelniony warunek: rank (A—pg) > 1 dla wszystkich p € R.

Twierdzenie 2.8. Niech A bedzie symetrycznym tensorem typu (0,2) a B
uwogolnionym tensorem krzywizny w punkcie x semiriemannowskiej rozma-
itosci (M, g), n > 4. Ponadto, niech rank(A—pg) > 1 dla wszystkich p € R.
Jesli tensory Tachibany Q(g, B), Q(g,9 N A), Q(g, AN A) i Q(A, B) sq li-
niowo zalezne w x, to tensor B ma w tym punkcie rozktad postaci (2.22).

Dowéd. Niech w rozwazanym punkcie & bedzie spetnione rownanie:
aQ(g,B)+ Q9,9 NA) +7Q(g, ANA) +6Q(A,B) = 0,(2.26)

przy czym o? + 2 ++%2 +6%2 >0, a, 3,7,6 € R.
(i) Zalozmy, ze § = 0. Wowcezas (2.26) przyjmie postaé:

Q(g,aB+PBgNA+~vANA) = 0,
skad na mocy twierdzenia 2.2 (ii) otrzymamy:
aB+BgNA+yANA = TG, T€ER (2.27)
Zalozmy dodatkowo, ze @ = 0. Rownanie (2.27) redukuje si¢ teraz do:

BgNA+~vANA = 7G, T1€R.
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Jesli ponadto v = 0,to B #0igAA = G, 1 € R, a w konsekwecji
A = tr(A)

—— g, sprzecznosc. Jedli v # 0, to:

ANA = [BigNhNA+1G, 0B1, 7 € R.

Ostatni zwiazek, na mocy twierdzenia 2.5 (i), prowadzi rowniez do sprze-
cznosci. Natomiast gdy a # 0 rownanie (2.27) daje (2.22).

(ii) Rozwazmy teraz przypadek, gdy 6 # 0. Zalozenie to, po wykorzystaniu
(2.19), pozwala na przedstawienie (2.26) w postaci:

Q(AvB) = alQ(ng)+ﬁ1Q(A’G)+71Q(gaA/\A)7
skad otrzymamy:

QA,B-(G) = a1Q(g,B—-p1G)+711Q(g,ANA)

oraz
QA—a¢9,B—01G) = mQ(g,ANA). (2.28)
Jesli a; = 0, to (2.28) po wykorzystaniu (2.6) i (2.19) daje:
QA,B—-G+2v1gNA) = 0.

7 ostatniego zwiazku, na mocy twierdzenia 2.3 i naszych zatozen wynika,
ze:

rankA>1 i B—pG+2y1gNA = NANA,
tj. mamy (2.22). Jesli natomiast oy # 0, to (2.28) mozemy przedstawic

w postaci:

QA—a1g,B—BG) = LQA-aig, AAA),

o
skad otrzymamy:
Q(A—a1g,B— %AAA—mG) - 0.
1

Korzystajac ponownie z twierdzenia 2.3, otrzymamy (2.22), co konczy juz
dowdd.

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 2.9. Niech A bedzie symetrycznym tensorem typu (0,2) a B
uogdlnionym tensorem krzywizny w punkcie x semiriemannowskiej rozma-
itosci (M,g), n > 4. Ponadto, niech rank(A — pg) > 1, dla wszystkich
p € R. Jesli B ma rozktad postaci (2.22), to tensory Tachibany Q(g, B),
Qg,ANA), Q(A,B) i Q(A,G) sq liniowo zalezne w x.
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Dowdd. Z rownania (2.22) natychmiast otrzymujemy:

Q9.B) = 5 Qo ANA)+5Q(g.9NA),
Q(A7 B) = ﬂQ(Avg/\ A) +7Q(A7 G)

Rownania te, po wykorzystaniu tozsamosci (2.19) i dodaniu stronami, daja:

QB +QAB) = “T2QUANA) + (-1 Qg1 A),

co koniczy dowdd.

Na zakoniczenie tego rozdziatu przedstawimy twierdzenie dotyczace wta-
Sciwych uogélnionych tensoréw krzywizny.

Twierdzenie 2.10. Niech w @ B bedg odpowiednio 1-formaq i wtasciwym
uogdlnionym tensorem krzywizny na semiriemannowskiej rozmaitosci (M, g),
n > 3. Jesli na zbiorze Ugp C M spetnione sq warunki:

VB = Bow, (2.29)

gdzie L jest pewng funkcjg na Up, to w kazdym punkcie zbioru Ug, w ktorym
w # 0, mamy:

rank (B — Lg) <1
albo

rank(B—Lg)>1 i B = %(Ric(B)—Lg)A(Ric(B)—Lg).

Dowéd. Zwiazki (2.5) i (2.29) daja:
w(X) B(X17X27X37X4) +w(X3) B(Xl,XQ,X4,X)
+w(Xy) B(X1, X2, X, X3) = 0,
skad na mocy ([62], twierdzenie 4.1) otrzymamy B - B = Q(Ric(B), B),
a po wykorzystaniu (2.30) takze rownos¢ Q(Ric(B) — Lg,B) = 0. Teraz
twierdzenie 2.3 juz konczy dowod.

Wiadomo, ze na kazdej rozmaitosci semiriemannowskiej (M, g) spelniona
jest tozsamosé (|128], p. 153, Lemma 1):
> (R R)(X1, Xo, X3, X3 X,Y) = 0, (2.31)
(X1,X2), (X3,X4), (X,Y)
gdzie XY, X1, ..., X4 sa dowolnymi polami wektorowymi na M. Réwnanie
(2.31) nazywa sie tozsamoscia Walkera. Dowod tozsamosci (2.31) mozna
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wykorzystaé¢ przy udowodnieniu faktu, ze dowolny uogdlniony tensor krzy-
wizny B na rozmaitosci (M, g) spelnia tozsamosé:

> (B-B)(X1, X2, X3, X4;X,Y) = 0.
(X1,X2), (X3,X4), (X,Y)

Jesli B bedzie uogélnionym tensorem krzywizny na rozmaitosci semirie-
mannowskiej (M, g), n > 4, to réwniez tensor Weyl(B) jest uogédlnionym
tensorem krzywizny. Zatem na M spelniona jest tozsamosé:

> (Weyl(B) - Weyl(B))(X1, X2, X3, Xa3 X,Y) = 0,
(X1,X2), (X3,X4),(X,Y)
a w szczegblnodci:

> (C-C) (X1, X2, X3, X4;X,Y) = 0.
(X1,X2), (X3,X4), (X,Y)
W pracach [52] i [65] wykazano nastepujace wyniki dotyczace uogolnio-

nych tensoréw krzywizny:

Twierdzenie 2.11. Niech B bedzie uogolnionym tensorem krzywizny na roz-
maitosci semiriemannowskiej (M, g), n > 4.
(7) ([52], Proposition 3.1) Na M spetnione sq zwiqzki:

Weyl(B) - Weyl(B)
_ B.B_ ﬁ((gARic(B)) B+ g A(B-Ric(B)))

“B) g Weyi(B)) —

Q((Ric(B))*, G)

(n—2)(n—1) (n—2)2
(n—2)(B-Weyl(B) — Weyl(B) - B)
= (g A Ric(B)) - Weyl(B) — g AN (Weyl(B) - Ric(B))
) Qg weni(m)).
(1) ([65]) Jesli A jest symetrycznym tensorem typu (0,2), to na M zachodzi:
> (gA(B-A)+(gNA) B) (X1, X9, X3, Xg;X,Y) = 0.

(X17X2), (X31X4)7 (va)

Twierdzenie 2.12. ([52], Proposition 3.2): Niech B bedzie uogdlnionym
tensorem krzywizny na rozmaitosci semiriemannowskiej (M, g), n > 4, spel-
niajgeym na Uy ey gy C M zwigzki:
BB —Q(Ric(B),B) = L1Q(g, Weyl(B)),
Weyl(B) - Weyl(B) = L2 Q(g, Weyl(B)),
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przy czym Ly @ Ly sq pewnymi funkcjami na Uy ey py- Ponadto, niech D
bedzie symetrycznym tensorem typu (0,2) spetniajgcym na Urie(py € M
rownanie:
B-Ric(B) = Q(g,D).
Wowczas na Uyyeypy N Urie(p) 2achodzi:
Weyl(B)-B = L2Q(g,B),
(Ric(B))> = Mo Ric(B)+ A3,

D = (o= gy T g RieB) + Mg
‘ - k(B) Ao .
B-Ric(B) = (Lg— =2 1) +n_2)Q(9;RZC( ),

1
Q(Ric(B) — a1 g, Weyl(B) + a2 G) = in—2) Q(g, Ric(B) A Ric(B)),
gdzie g, A3 i Ay s¢ pewnymi funkcjami i:
1 k(B) 1 X —k(B)
ar = oGy it e e = o (R Ty T2

Ponadto, jesli rank(Ric(B) — a1 g) > 2 w punkcie € Upyeyi(p) N Uric(B),
to na pewnym otwartm podzbiorze U C Uyyeyi(g) N Urie(p) mamy:

B - % Ric(B) A Rie(B) + j1g A Rie(B) +n G,

gdzie ¢, n i p sq pewnymi funkcjami na U.
Zauwazmy, ze (3.7), na mocy twierdzenia 2.2 (i), implikuje:
> (R-C)(X1, X9, X3, X4;X,Y) = 0. (2.32)
(X1,X2), (X3,X4), (X,)Y)

Zatem zwiazek (2.32) jest rowniez speliony na kazdej rozmaitosci pseudo-
symetrycznej. Na ogot jednak tensor R-C rozmaitosci (M, g), n > 4, nie mu-
si speliaé (2.32). Korzystajac ponownie z twierdzenia 2.2 (i), wnioskujemy,
ze jesli na zbiorze Uc N Ug rozmaitosci (M, g), n > 4, mamy:

R-C = LiQ(S,R) + L2 Q(g, R) + L3 Q(S,G) + L1 Q(S, g A 5), (2.33)

gdzie L1,...,L4 sa pewnymi funkcjami na Ugs N Ug, to réwniez warunek
(2.32) jest spelniony na tym zbiorze. Zachodzi takze nastepujace twierdze-
nie:
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Twierdzenie 2.13. ([57], Proposition 4.1): Na kazdej rozmaitosci semi-
riemannowskiej (M, g), n > 4, nastepujace trzy zwiqzki s¢ réwnowazne:
(2.32),

(R-C—C-R)(X1, X2, X3, Xs; X,Y) = 0, (2.34)
(X1,X2), (X3,X4),(X,Y)

Z (C'R)(X17X27X37X4;X,Y) = 0. (235)
(X1,X2), (X3,X4), (X,)Y)

Rownania (2.32), (2.34) i (2.35) nazywamy réwnaniami typu Walkera,
odpowiednio dla tensoréw R-C, R-C — C - R i C - R. Zauwazmy, ze jesli
tensor R-C — C'- R spehia (3.11) na UoNUsg, to tensor ten spelnia na tym
zbiorze (2.34), a w konsekwencji takze (2.32) i (2.35).

Hiperpowierzchnie w semiriemannowskich przestrzeniach o stalej krzy-
wiznie spelniajace (2.32) byly badane m.in. w [57|, [74], [93]. Przeglad wy-
nikow dotyczacych tej tematyki jest przedstawiony w [59]. W szczegolnosci
w [57] i [93] byly réwniez badane hiperpowierzchnie spelniajace:

R-C = I Q(Sv R) + Lo Q(Q,R) + L3 Q(Sa G)

W rozdziale 9 przedstawimy najwazniejsze wyniki tych prac. W rozdziale 10
beda przedstawione gtowne wyniki pracy [58]. W pracy tej badano hiperpo-
wierzchnie, na ktorych tensory R-R, R-C, C-Ri R-C —C'- R wyrazone sg
przez przez tensor Tachibany Q(g, B), gdzie B jest uogdlnionym tensorem
krzywizny.

Przedstawmy jeszcze tozsamosci spelnione na semiriemannowskiej roz-
maitosci (M, g), n > 4, przez uog6lniony tensor krzywizny B oraz tensory
Weyl(B), conh(B) i G. Mianowicie, korzystajac z tozsamosci (2.20), (3.10)
oraz:

G-B = Q(ng)7
G-Weyl(B) = Q(g,Weyl(B)),
G- Ric(B) = Q(yg, Ric(B)),
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otrzymamy [53]:

_ r(B)

conh(B)-B = Weyl(B)-B— =2 =1 G-B
= Weyl(B)- B Q)
_ r(B)

B-conh(B) = B-Weyl(B)— (n—2)(n—1)B.G

conh(B) - conh(B) = conh(B)-Weyl(B) — (n_z()(Bn)_l) conh(B) -G

= conh(B) - Weyl(B)

= Weyl(B) - Weyl(B) — ( 2()53 Y G - Weyl(B)
= Weyl(B) - Weyl(B)

r(B)
conh(B) - Rie(B) = Weyl(B)- Rie(B) - o _’;(fn —y G Rie(B)
= e - Ric — —H(B) 1C
— Weyl(B) - Rie(B) ~ -2 Qlg. Ric()).

Na zakorniczenie dodajmy, ze hiperpowierzchnie zanurzone izometrycznie
w przestrzeni euklidesowej lub w przestrzeni semieuklidesowej spelniaja-
ce zwigzki krzywiznowe, w ktérych wystepuje tensor konharmoniczny K
hiperpowierzchni, byly badane w [12] i [122]. Korzystajac z wyzej wypro-
wadzonych tozsamosci, mozemy wyrazi¢ te zwigzki w spos6b réwnowazny,
bez uzycia tensora K. Na przyktad rozwazany w [122] zwiazek:

K-K = LQ(g,K)
jest rownowazny warunkowi:

c.C = (L+

K

m)@(970)~
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3. Rozmaitosci typu pseudosymetrycznego

Podstawowa klase rozmaito$ci semiriemannowskich tworzg rozmaitosci
o stalej krzywiznie. Wiadomo, ze kazda 2-wymiarowa rozmaitosé¢ (M, g)
jest rozmaitoscig o statej krzywiznie wtedy i tylko wtedy, gdy jej krzywizna
skalarna jest stala [147]. Wiadomo rowniez, ze kazda rozmaitos¢ o stalej
krzywiznie (M, g), n > 3, jest scharakteryzowana przez warunek:

K
R = ——QG.
(n—1)n
Rozmaitos¢ semiriemannowska (M, g), n > 3, nazywa sie rozmaitoscia Ein-
steina (9], p. 3), jesli na M jest spelnione réwnanie:

K
S = ~g. (3.1)

Natomiast 2-wymiarowa rozmaitosé¢ (M, g) jest rozmaitoscia Einsteina, jesli
jej krzywizna skalarna jest stata. Zatem kazda rozmaitosé o stalej krzywiznie
jest rozmaitoscia Einsteina. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, jesli
tylko n > 4. Zwiazek (3.1) nazywamy metrycznym rownaniem Einsteina
([9], Chapter 16).

Rozmaitosci Einsteina tworzg podklase rozmaitosci quasi-einsteinowskich.
Rozmaitosé semiriemannowska (M, g), n > 3, nazywa sie rozmaitoscia quasi-
-einsteinowska, jesli w kazdym punkcie x € M mamy:

S = ag+ew®w, wel,M, e=+1, acR. (3.2)

Na zbiorze Us C M, na mocy twierdzenia 2.6 (ii), zwiazek (3.2) jest row-
nowazny rownaniu:

S—agAS+a’G = 0, acR.

Inng podklase rozmaitosci quasi-einsteinowskich stanowia rozmaitosci Ricci-
-proste [35], tj. rozmaitosci, ktorych rzad tensora Ricciego w kazdym punkcie
wynosi co najwyzej jeden.

Rozmaitosé semiriemannowska (M, g), n > 3, nazywa sie rozmaitoscia
semisymetryczna [138-140], jesli na M jest spelnione rownanie:

R-R = 0. (3.3)

Wiadomo, ze kazda rozmaitosé¢ lokalnie symetryczna (VR = 0) jest semi-
symetryczna. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyktad roz-
maito$¢ potproduktowa M X p Ma, z 1-wymiarowa bazowa (M, g1), M1 =
(0,400), g1,11 = £1, (n — 1)-wymiarowym wioknem (Ms, g2), n > 3, be-
dacym przestrzenia o statej krzywiznie, i funkcja skalujaca F' zadana przez
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F(t) = t?, t € My, jest rézna od lokalnie symetrycznej rozmaitoscia semi-
symetryczna [138]. Co wiecej, rozmaitosé My x g Ms, z 1-wymiarowa ba-
za (My,91), g1,11 = £1, (n — 1)-wymiarowym wioknem, bedacym prze-
strzenia o statej krzywiznie (Ms,g2), n > 3, 1 dowolna funkcja skalujaca
F: My — R*, spetnia na Ugr C My x Mj réwnanie ([34], Lemma 3.1):

gdzie:
1 , " , dF " dF’
Lp = — ((F)? —2FF F =" F =>—  teM.

Dany fakt prowadzi do nastepujacego rozszerzenia klasy rozmaitosci semi-
symetrycznych. Rozmaito$¢ semiriemannowska (M, g), n > 3, nazywa sie
rozmaitoscia pseudosymetryczna ([44], Section 3.1), jesli w kazdym punkcie
M tensory R-R i Q(g, R) sa liniowo zalezne. Zatem rozmaitosé¢ (M, g), n >
3, jest rozmaitoscia pseudosymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy na zbiorze
Ur C M zachodzi (3.4), gdzie L jest pewna funkcja na Ur. Réwnanie (3.4)
po raz pierwszy zostalo przedstawione w pracy [98] (por. [64], p. 298), przy
badaniu pétproduktowych rozmaitosci 2-rekurencyjnych. Dodajmy, ze [60]
jest pierwsza publikacja, w ktoérej rozmaitosci spelniajace (3.4) nazwano
rozmaitosciami pseudosymetrycznymi.

Warunki quasi-einsteinowskosci i pseudosymetrii sg réwnowazne na kaz-
dej 3-wymiarowej rozmaitosci semiriemannowskie;j.

Twierdzenie 3.1. ([82], Theorem 1): Kazda 3-wymiarowa rozmaitos¢ pseu-
dosymetryczna jest rozmaitosciq quasi-einsteinnowskq i na odwrdt.

Rozmaito$¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, jest rozmaitoscia konfo-
remnie plaska, jesli na M jest spelniona réwnosé:

¢ = 0.

Wiadomo, ze zdefiniowane wyzej rozmaitosci potproduktowe sa konforem-
nie ptaskie. Zatem czasoprzestrzenie Robertsona-Walkera sa konforemnie
ptaskimi rozmaitosciami pseudosymetrycznymi. Korzystajac z twierdzenia
2.5, mozemy tatwo wykazaé nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 3.2. Kazda konforemnie ptaska rozmaitos¢ (M,g), n > 4,
oraz kazda rozmaitosé 3-wymiarowa (M, g) jest rozmaitosciqg pseudosymet-
ryczng wtedy 1 tylko wtedy, gdy w kazdym punkcie M kwadrat tensora Riccie-
go S? jest kombinacjg liniowq tensora Ricciego S i tensora metrycznego g.

Istnieja réwniez rozmaitosci pseudosymetryczne rézne od rozmaitosci kon-
foremnie ptaskich, np. czasoprzestrzen Schwarzschilda, Kottlera, Reissnera-
-Nordstroma lub anti-de Sittera Reissnera-Nordstroma [81-111]. Wiadomo,
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ze czasoprzestrzen Schwarzschilda jest rozmaito$cia Ricci-ptaska, a czaso-
przestrzen Kottlera jest rozna od Ricci-ptaskiej rozmaitoscia Einsteina. Cza-
soprzestrzenie pseudosymetryczne byly réowniez badane w pracach: [30, 63,
99, 111].

Wiadomo (patrz np. [64], p. 287), ze czasoprzestrzeni Schwarzschilda zo-
stata odkryta przez Karla Schwarzschilda w 1916 r. podczas jego badan
nad rozwiazaniami réwnan Einsteina. Biorac pod uwage ten fakt, w ([64]
p. 287) stwierdzono, ze prawdopodobnie czasoprzestrzen Schwarzschilda jest
najstarszym przykltadem, réznej od semisymetrycznej, pétproduktowej roz-
maitosci pseudosymetrycznej.

W monografii [11] wyrézniono specjalna podklase rozmaitosci pseudo-
symetrycznych, nazywanych przestrzeniami pseudosymetrycznymi stalego
typu. Mianowicie, rozmaitos¢ pseudosymetryczna (M, g), n > 3, nazywa si¢
przestrzenia pseudosymetryczna statego typu [113], jesli funkcja Ly zdefi-
niowana przez (3.4) jest stata na Ur C M. Wyniki badan nad ta specjal-
ng podklasa rozmaitosci pseudosymetrycznych sg zawarte w pracach: [105,
112-115]. Przyktady rozmaitosci pseudosymetrycznych stalego typu poja-
wialy sie juz we wezesniejszych pracach, np. [60].

W pracach [44, 100, 143] sa przedstawione rowniez inne fakty geometry-
czne prowadzgce do definicji rozmaitosci pseudosymetrycznych. W pracy
[101] podano interpretacje geometryczna warunku (3.4). Ponadto, w pracy
[101] nazwano rozmaitosci pseudosymetryczne rozmaitosciami pseudosyme-
trycznymi w sensie Deszcza. Wprowadzenie tej nazwy zapobiega ewentual-
nym nieporozumieniom. W literaturze funkcjonuje bowiem pojecie rozma-
itosci pseudosymetrycznej w sensie M.C. Chakiego ([14], [16], [44], Section
5.2).

Nazwa rozmaitoéé pseudosymetryczna w sensie Deszcza wystepuje np.
w pracach: [102, 107, 108, 123, 124, 136, 137]. W pewnych publikacjach uzy-
wa sie réwniez nieco krotszego okreslenia — rozmaito$é symetryczna Desz-
cza (Deszcz symmetric manifold), np. w pracach: [123, 124, 136, 137, 144|
lub przestrzen symetryczna Deszcza (Deszcz symmetric space) [145, 146].

Rozmaitosé semiriemannowska (M, g), n > 3, nazywa sie rozmaitoscia
Ricci-semisymetryczng, jesli na M jest spetnione rownanie:

R-S = 0. (3.5)

Wiadomo, ze kazda rozmaito$¢ Ricci-symetryczna (VS = 0) jest rozma-
itoscia Ricci-semisymetryczng. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
Na przyktad rozmaitosé¢ podtproduktowa M; xp My, z 1-wymiarowa ba-
za (Myi,91), My = (0,400), g1,11 = %1, (n — 1)-wymiarowym wiéknem
(M3, g2), n > 3, bedacym rozmaitoscia Einsteina i funkcja skalujaca F' za-
dang przez F(t) = t2,t € My, jest r67ng od Ricci-symetrycznej rozmaitoscia
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Ricci-semisymetryczng. Co wiecej, rozmaitos¢ My xp Ms, z 1-wymiarows
baza (M1, ¢1), 1,11 = £1, (n — 1)-wymiarowym witoknem (M3, g2), n > 3,
bedacym rozmaitoscia Einsteina, i funkcja skalujaca F : My — IR, spetnia
na Ug C M; x Mj rownanie ([44], Section 4):

gdzie:
1 "o " . dF v dF

Ostatnia uwaga prowadzi do nastepujacej definicji. Rozmaitos¢ semirieman-
nowska (M,g), n > 3, nazywa sie rozmaitoscia Ricci-pseudosymetryczna
([44], Section 4.1), jesli w kazdym punkcie M tensory R-SiQ(g,S) sa linio-
wo zalezne. Zatem (M, g), n > 3, jest rozmaitoscia Ricci-pseudosymetryczng
wtedy 1 tylko wtedy, gdy na zbiorze Us C M zachodzi (3.6), gdzie Lg jest
pewna funkcja na Ug. Rozmaitosé Ricci-pseudosymetryczna (M, g), n > 3,
nazywa sie rozmaitoscia Ricci-pseudosymetryczna statego typu [95], jesli
funkcja Lg zdefiniowana przez (3.6) jest stala na Ug C M. W pracy [108§]
podano interpretacje geometryczna warunku (3.6). Ponadto w tej publi-
kacji nazwano rozmaitosci Ricci-pseudosymetryczne rozmaito$ciami Ricci-
-pseudosymetrycznymi w sensie Deszcza, podobnie jak w przypadku roz-
maitosci pseudosymetrycznych. W literaturze funkcjonuje bowiem pojecie
rozmaitosci pseudo-Ricci-symetrycznej (|15], [44], Section 5.2). Zwiazki (3.2)
i (3.6) sa przyktadami uogolnionych warunkéw metrycznych Einsteina (|9],
Chapter 16).

Nazwa rozmaito$é¢ Ricci-pseudosymetryczna w sensie Deszcza wystepuje
np. w pracach: [107, 123, 124, 136, 137]. W pewnych pracach uzywa sie
rowniez nieco krétszego okreslenia — rozmaitosé Ricci-symetryczna Deszcza
(Deszcz Ricci-symmetric manifold), np. w pracach: [124, 136, 137].

Rozmaito$¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, nazywa si¢ rozmaitoscia
weylowsko-pseudosymetryczna ([44], Section 4.2), jesli w kazdym punkcie
M tensory R-C i Q(g,C) sa liniowo zalezne. Zatem (M, g), n > 4, jest roz-
maitoscig weylowsko-pseudosymetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy na zbio-
rze Uo C M zachodzi:

R-C = LcQ(g,0), (3.7)

gdzie Lo jest pewng funkcja na Ug. Rozmaitosé (M, g), n > 4, nazywa sie
rozmaitoscia weylowsko-semisymetryczng, jesli na M jest spelniony waru-
nek:
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Kazda rozmaitos¢ semisymetryczna, odpowiednio pseudosymetryczna, jest
rozmaitoscia weylowsko-semisymetryczna, odpowiednio weylowsko-pseudo-
symetryczna. Rozmaito$¢ weylowsko-pseudosymetryczna (M, g), n > 4,
nazywa sie rozmaitosciag weylowsko-pseudosymetryczng statego typu, jesli
funkcja L¢, zdefiniowana przez (3.7) jest stala na Uo C M. Rozmaitosci
weylowsko-pseudosymetryczne bedziemy rowniez nazywaé rozmaitosciami
weylowsko-pseudosymetrycznymi w sensie Deszcza [107].

W pracach: [8, 44, 54, 135, 143| przedstawiono przeglad rezultatow badan
nad zdefiniowanymi wyzej klasami rozmaitosci, tj. rozmaitosci pseudosyme-
trycznych, Ricci-pseudosymetrycznych i weylowsko-pseudosymetrycznych.
Na przyktad w pracy (|44] Section 4) opisano zaleznosci miedzy tymi oraz in-
nymi klasami rozmaitosci semiriemannowskich. Zwiazki (3.4), (3.6) lub (3.7)
nazywamy warunkami krzywiznowymi typu pseudosymetrycznego, a roz-
maitosci semiriemannowskie realizujace te warunki — rozmaitosciami typu
pseudosymetrycznego.

Kolejna klase rozmaitosci typu pseudosymetrycznego tworza rozmaito-
Sci z pseudosymetrycznym tensorem Weyla. Rozmaito$é semiriemannowska
(M,g), n > 4, nazywa si¢ rozmaitoscia z pseudosymetrycznym tensorem
Weyla ([44], Section 12.6; [85]), jesli w kazdym punkcie tej rozmaitosci ten-
sory C-C'1Q(g,C) sa liniowo zalezne. Zatem (M, g), n > 4, jest rozmaitoscia
z pseudosymetrycznym tensorem Weyla wtedy i tylko wtedy, gdy na zbiorze
Uc C M zachodzi:

C.C = LQ(g0), (3.8)

gdzie L jest pewng funkcjg na Ug.

W pracy [120] badano rozmaitosci (M, g), n > 4, spelniajace w kazdym
punkcie M warunek: tensory C-R i Q(g, R) sa liniowo zalezne. Warunek ten
jest spelniony na M wtedy i tylko wtedy, gdy na zbiorze Ur C M zachodzi:

gdzie L jest pewna funkcja na Ur. W ([120] Proposition 2.1) wykazano,
ze na zbiorze Uc (3.9) implikuje (3.8).

Latwo sprawdza sie, ze na zbiorze Ur dowolnej rozmaitosci semirieman-
nowskiej (M, g) spelniona jest nastepujaca tozsamosé [44]:

(R—LprG)-(R—LgG)

przy czym Lp jest funkcja na Ug. Zatem, korzystajac z (3.4) i (3.10), moz-
na latwo wykaza¢, ze (M, g), n > 3, jest rozmaitoscia pseudosymetryczna
wtedy i tylko wtedy, gdy na zbiorze Ur C M zachodzi:

(R—LrG)-(R—LgG) = 0.
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Analogiczne réwnowaznosci mozna wyznaczy¢ dla rozmaitosci Ricci-pseudo-
symetrycznych, weylowsko-pseudosymetrycznych i z pseudosymetrycznym
tensorem Weyla, a takze dla rozmaitosci spetniajacych (3.9).

W pracy ([70] Theorem 3.1) przedstawiono nastepujaca wlasnosé krzy-
wiznowa typu pseudosymetrycznego rozmaitosci Einsteina:

Twierdzenie 3.3. ([70], Theorem 3.1): Na kazdej semiriemannowskiej
rozmaitosci Finsteina (M, g), n > 4, jest spetniona tozsamosé:
K K
R-C-C-R = ——— ,R) = ——— ,O).
(= Dn Q(9,R) T Q(9,0C)
Twierdzenie 3.3 zapoczatkowalo badanie rozmaitosci, a w szczegblnosci

takze hiperpowierzchni w przestrzeniach o stalej krzywiznie spetniajacych
na zbiorze Uc N Ug warunek typu pseudosymetrycznego postaci:

+L3Q(S,G) + L Q(S,g N S), (3.11)

tj. tensor R-C' —C'- R jest kombinacja liniowa tensoréw Tachibany: Q(g, R),
Q(S,R), Q(S,G) i Q(S,g N S), gdzie Li,...,Ls sa pewnymi funkcjami
na zbiorze Uc N Ug. Zwiazek (3.11) jest rowniez uogoélnionym warunkiem
metrycznym Einsteina. Specjalne przypadki réwnania (3.11) byly badane
m.in. w pracach: [6, 57, 67, 70]. Na Miedzynarodowym Kongresie Mate-
matykow w Pekinie w 2002 r. zostal przedstawiony poster [48] bazujacy
na pracy [57]. Dodajmy, ze w pracy [55] jest przedstawiony przeglad wyni-
kow badan nad rozmaitosciami spelniajacymi (3.11).

Oznaczmy odpowiednio przez Sp, Si, So i S3 klasy rozmaitosci Ein-
steina, Ricci-symetrycznych, Ricci-semisymetrycznych oraz Ricci-pseudosy-
metrycznych. Podobnie, oznaczmy odpowiednio przez Rg, R1, Ro i R3 klasy
rozmaitosci o statej krzywiznie, lokalnie symetrycznych, semisymetrycznych
oraz pseudosymetrycznych. Klasy trzeciej grupy rozmaitosci: konforemnie
ptaskie, konforemnie symetryczne, weylowsko-semisymetryczne i weylowsko-
-pseudosymetryczne oznaczmy odpowiednio przez Cgy, C1, Co i Cs. Miedzy
tymi klasami rozmaitosci zachodza nastepujace zawierania [44|:

SOCSlCSQCSg, RoCR;i CRys CRs, C()C01CCQCC;3,
SoDRoCCO, Slleccl, SQDRQCCQ, SgDRgCCg.
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Opisane tu zalezno$ci mozemy réwniez przedstawi¢ w postaci diagramu

([55]):

R-R=LrQ(y,R)

VS =0

VR =0

U
R-C=0
U
VC =0
U
C=0

Wszystkie zaprezentowane wyzej zawierania sa wlasciwe, jesli tylko wymiary
rozwazanych rozmaitosci sa > 4.
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4. Hiperpowierzchnie pseudosymetryczne

Kolejny warunek typu pseudosymetrycznego otrzymamy, rozwazajac hi-
perpowierzchnie w przestrzeniach o staltej krzywiznie. Niech M bedzie hi-

perpowierzchnig zanurzona izometrycznie w semiriemannowskiej przestrzeni

o stalej krzywiznie N (c), c = ﬁ, z sygnatura (s,n+1—s), n > 3,
gdzie K jest krzywizng skalarng przestrzeni otaczajacej. Na hiperpowierzchni

M jest spelnione réwnanie Gaussa:

KR

R = €H+m

G, & = =1,

gdzie g, R1 H sa odpowiednio: tensorem metrycznym, tensorem krzywizny
i drugim tensorem podstawowym M oraz G = %g NgiH = % HAH. Row-
nanie Gaussa ma we wspolrzednych lokalnych nastepujace przedstawienie:

Rpijr = 5th‘jk + m Ghijks (4.1)
gdzie Rpijk, Gijs Hijs Hpijk = HpeHij — HyjHig 1 Ghijk = 9nk8ij — 9hjJik
sa wspolrzednymi lokalnymi, odpowiednio: tensora krzywizny R, tensora
metrycznego ¢, drugiego tensora podstawowego H oraz tensoréw H i G
hiperpowierzchni M, przy czym h,i,j,k € {1,2,...,n}. Z réwnania (4.1),
po kontrakcji z ¢¥ i g™*, otrzymamy:

(n—1)k

m 9hk, (4.2)

Sk = e(tr(H)Hpp — Hpyp,) +
(n—1)k

v = e((tr(H))*—tr(H?))+ ]

gdzie:
tr(H) = ¢""Hpe, tr(H?) = ¢""Hjy,

a Spp oraz Hl%k sa wspolrzednymi lokalnymi tensoréw S i H? hiperpo-
wierzchni M. Wspotrzedne lokalne Hlpj tensora HP, p € {2,3,...}, sa zdefi-
niowane przez:

hk prp—1
HY = ¢"HPT'H);.
Rownanie (4.1), na mocy twierdzenia 2.4(i), daje (|80], Proposition 3.1):
— %
RE-QH) = -1 PRqu.0) (43)

n(n+1)
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Mozemy zatem stwierdzié, ze w kazdym punkcie hiperpowierzchni M w prze-
strzeni N1 (c), n > 4, tensory: R-R—Q(S, R) i Q(g, C) sa liniowo zalezne.
Warunek ten jest rownowazny na zbiorze Ugs C M réwnosci:

RR_Q(SaR) = L4Q(gac)a (4'4)

gdzie L4 jest pewna funkcja na Uo C M. Rozmaitosci pétproduktowe spet-
niajace warunek (4.4) byly badane w [28]. Wykazano m.in. nastepujace:

Twierdzenie 4.1. (por. [28], Theorem 4.1): Rownanie (4.4) jest spetnione
na zbiorze Uc kazdej rozmaitosci potproduktowes M xp M, dimM =1,
dim M = 3.

Mozna réwniez tatwo sprawdzié, ze kazda pseudosymetryczna rozmaitosé
Einsteina (M, g), n > 4, spenia (4.4).

W specjalnym przypadku, gdy przestrzen otaczajaca jest przestrzenia
semieuklidesowa IE"1, n > 3, (4.3), przyjmuje prostsza postac:

R-R = Q(S,R). (4.5)
Rozmaitosci spetniajace (4.5) byly badane m.in. w 23] i [62].
Niech M bedzie hiperpowierzchnia w N2*1(c), n > 4. Jesli w punkcie
x € M tensor H? jest kombinacja liniows tensora H i tensora g, tj. gdy:

H?> = aH+pg, af€R, (4.6)
to w tym punkcie zachodzi zwiazek ([83|, Lemma 1):
R
. = (—— — : 4.
R-R = (ot =0 Qo) (47)

Stosujac (3.1) w (4.2), otrzymamy (4.7). Zatem kazda hiperpowierzchnia
einsteinowska w N7t1(c), n > 4, jest hiperpowierzchnia pseudosymetry-
czna. Korzystajac z wynikow prac: [83] (Corollary 1) i [80] (Theorem 4.1),
mozna stwierdzi¢, ze w kazdym punkcie hiperpowierzchni konforemnie pta-
skiej w N2t1(c), n > 4, zachodzi (4.7), a wiec M jest hiperpowierzchnia
pseudosymetryczna. Powyzsze fakty prowadzg do wyznaczenia zbioru Ug
wszystkich tych punktow M, w ktorych H? nie jest kombinacja liniowa ten-
sorow H i g. Latwo sprawdza sie, ze Uy C Ug C M oraz Uy C Ug C M.
Warunek (3.4) moze byé¢ rowniez spelniony w pewnych punktach zbioru
Upg C M, np. w punktach, w ktorych rank H = 2. Powstaje twierdzenie
4.2.
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Twierdzenie 4.2. ([24], Theorem 4.2): Niech M bedzie hiperpowierzchnig
w N (e), n > 3. Jesli w kazdym punkcie M jej drugi tensor podstawowy
H jest rzedu dwa, to na M spelniony jest zwigzek:

K
R-R = ——— R). 4.8
D) Qg R) (4.8)
Zatem hiperpowierzchnie w N™*!(c), n > 3, ktérych drugi tensor podsta-
wowy H jest rzedu dwa w kazdym punkcie, sg rozmaitosciami pseudosyme-
trycznymi statego typu. Otrzymalismy wiec klase przyktadéow rozmaitosci
pseudosymetrycznych statego typu. Kolejne wyniki dotyczace rozmaitosci

(hiperpowierzchni) pseudosymetrycznych statego typu sa zawarte zaréwno
w monografiach [11, 116], jak rowniez w publikacjach [105, 112-115].

Twierdzenie 4.3. ([45], Theorem 5.1): Hiperpowierzchnia M w N1 (c),
n > 4, jest hiperpowierzchnig pseudosymetryczng wtedy + tylko wtedy, gdy
w kazdym punkcie zbioru Up C M jest spetniony jeden z nastepujgcych
warunkow: rank H = 2 lub (4.6).

Jak wczesniej wspomnieliSmy, pseudosymetryczne hiperpowierzchnie M
w Ni(c) byty juz badane [83]. W szczegdlnosci, w publikacji ([83] Theorem
2) podane zostaly warunki konieczne i wystarczajace na to, aby hiperpo-
wierzchnia M w N2(c) byta pseudosymetryczna.

Korzystajac z (4.3), twierdzenia 4.2 oraz z pracy (|7|] Theorem 3.1) mozna
wykazaé twierdzenie 4.4.

Twierdzenie 4.4. (i) Niech M bedzie hiperpowierzchnig w N (c), n > 4.
Jesli w pewnym punkcie v € Ug C M tensor Tachibany Q(S, R) znika,
to przestrzen otaczajgca jest semieuklidesowq i R- R =0 na Ug.

(i1) Na kazdej hiperpowierzchni semisymetrycznej w IE™T, n > 3, tensor
Tachibany Q(S, R) jest tensorem zerowym.

Niech M bedzie hiperpowierzchnig w riemannowskiej przestrzeni o sta-
tej krzywiznie N"*1(c), n > 4, majaca w kazdym punkcie doktadnie trzy
rozne krzywizny gltowne: pi, po i p3 — krotnosci n — 2. Mozna wykazaé,
ze hiperpowierzchnia M jest hiperpowierzchnia z pseudosymetrycznym ten-
sorem Weyla (|84], Theorem 3.1), tj. warunek (3.8) jest spelniony na zbio-
rze Uc C M. W specjalnym przypadku, gdy p3 = 0, z twierdzenia 4.2 (i)
wynika, ze M jest hiperpowierzchnia pseudosymetryczna. Przykladem ta-
kiej hiperpowierzchni pseudosymetrycznej jest uogélniona hiperpowierzch-
nia Cartana ([18]). W kazdym punkcie uogdlnionej hiperpowierzchni Car-
tana sa doktadnie trzy rézne krzywizny gtéwne: p; = —pa # 0 oraz p3 =0
— krotnosci n — 2. Fakt ten, wspoélnie z (4.2), prowadzi do stwierdzenia,
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ze w kazdym punkcie uogoélnionej hiperpowierzchni Cartana rzad jej tenso-
ra Ricciego jest rowny 2.

W pracy [68] badano hiperpowierzchnie M w N*1(c), n > 4, spelniajace
na zbiorze Uo C M warunek typu pseudosymetrycznego:

R-C = LQ(S,0C). (4.9)
gdzie L jest pewna funkcja na Ugs. Wykazano m.in. twierdzenie 4.5.

Twierdzenie 4.5. ([68], Theorem 4.1): Niech M bedzie hiperpowierzchniq
w NI (e), n > 4, ¢ # 0, spetniajgca (4.9) na zbiorze Uc C M. Wowczas
na zbiorze V. C Ug sktadajgcym sie ze wszystkich punktéw, w ktdrych L # 0,
mamy zwigzki (4.8) oraz:

K K , 1

K
k(S —— =1 = L = .
rank ( ng) 7 | n+1 ! n—1

W (|68] Example 5.1) jest przedstawiony przyktad hiperpowierzchni reali-
zujacej zalozenia tego twierdzenia. Dokladniej wykazano, ze pewna rozma-
itosé¢ potproduktowa M x p M, z 1- -wymiarowa baza (M, g) i wioknem (M J)
zdefiniowanym w przyktadzie 4.1 w pracy [56], jest lokalnie izometryczna
z hiperpowierzchnia w N?*1(c), n > 4. Dodajmy jeszcze, ze uogoélnione
hiperpowierzchnie Cartana nie spelniaja warunku (4.9) (|68], Example 5.2).

4-wymiarowe rozmaitosci pétproduktowe M x g M ,dim M = 1, spetia-
jace (4.9) byly badane w [76].

Niech M bedzie pseudosymetryczna hiperpowierzchnia w N2+ (c), n > 4,
i niech (3.4) bedzie spetnione na UcNUg C M. Wowczas, korzystajac z (3.4)
i (4.3): otrzymamy na tym zbiorze zwiazek ([45], eq. (3.8)):
M) g, R — _ K
n(n+1) n(n+1)

Przypominamy, ze U jest zbiorem wszystkich punktow UcNUgs C M, w kto6-
rych spelniony jest zwiazek (2.9). Teraz z rownosci (4.10), na mocy (|23]
Proposition 4.1, [66], Lemma 3.4 (ii)), wynika, ze:

QS — (Lp + G) = o (4.10)

L (n—2)R (n—2)&
R = —(S—-(L ——)g) N (S —
5 (5= R+n(n+1))g) (S—(Lr+ (n+1))g)
K
+n(n +1) G
gdzie L jest pewna funkcja na U. Zatem na U jest spelnione réwnanie:
R = §S/\S+ug/\S+nG, (4.11)

gdzie ¢, pu, n sa pewnymi funkcjami na U.
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Niech (M, g), n > 4, bedzie rozmaitoscia semiriemannowska. Jesli na zbio-
rze U C M jest spelione réwnanie (4.11), przy czym ¢, p,n sa pewnymi
funkcjami na U, to moéwimy, ze (M, g) spelia réownanie typu Rotera na U
([46]). Rezultaty dotyczace rozmaitosci spetniajacych (4.11) beda przedsta-
wione w nastepnym rozdziale.

Zauwazmy, ze jesli M jest quasi-einsteinowska hiperpowierzchnia pseudo-
symetryczna w N2t (c), n > 4, to warunek (2.9) nie jest spetniony. Zatem
U jest zbiorem pustym. Przyktadem takiej hiperpowierzchni M jest przed-
stawiona wyzej hiperpowierzchnia z pracy (|68] Example 5.1). Mianowicie,
na Uc NUg C M spelniona jest rownosé:

K
rank (S — ﬁg) = L

Na hiperpowierzchni M w N?*1(c), n > 4, definiujmy tensor A typu
(0,2) przez ([57], eq. (13)):

A = B —wrH)H:+

CH, (4.12)

gdzie k jest krzywizng skalarng M. Zachodzi nastepujace twierdzenie 4.6:

Twierdzenie 4.6. (por. [57], egs. (10—12); [46], eq. (34)): Na kazdej hiperpo-
wierzchni M w N™Y(c), n > 4, sq spetnione tozsamosci:

_ _ -2k
(n—3)k

1
B (n—2)n(n+1) Q(S,G) + n—2 gAQ(H, A), (4.13)

n—3 (n? —3n + 3)&

C-R = n—2Q(S’R)_(n—2)n(n+1)

Q(g, R)

“(n—2)n(n+1) QS @) + o HA Q(g,4), (4.14)

(n—1)r
(n—2)n(n+1)

bl (G AQUHLA) ~ HAQ(g, A),  (4.15)

R-C_C.R — ﬁQ(S,R)Jr Q(g,R)

.
M =1E K B K
SR o= 4(n(n—|—1) n—l)(R n(n+1) )
2K
PRHAA = s gn S (4.16)
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W kolejnych rozdzialach przedstawione zostana wyniki zwigzane z réw-
naniami (4.13-4.16).

Na zakoriczenie tego rozdziatu zamie$cimy pewne rezultaty dotyczace hi-
perpowierzchni quasi-einsteinowskich, réznych od einsteinowskich, w prze-
strzeniach o stalej krzywiznie N"1(c), n > 4. Niech M bedzie taka hiper-
powierzchnia. Zatézmy, ze zbiér Uc N Ug C M jest niepusty. Otrzymujemy
nastepujace wyniki:

Twierdzenie 4.7. ([95], Lemma 4.1): Niech M bedzie hiperpowierzchniq
w N (e), n > 4, spetniajgcq (3.2) na Uc NUg C M.
(1) W kazdym punkcie x € Ug C M mamy:

lelk: = P Wk, wk = wlglka (417)

gdzie p jest pewnq funkcjqg na Ug, a Hyy @ w; sq, odpowiednio, wspdtrzednymi
tensora H i kowektora w.

(1i) Uy = UcnUs.

(131) Na Up spetnione sq zwigzki:

H® = (tr(H)+p)H? +¢ <m —a— 5pt7‘(H)> H
+ep(a — M)g,
HY = (arl) + ) (i) + (S = ) 12
Heter(en) + (=28 @ = cptr(n) + epta - S =Dy
+ep(tr(H) + p)(o — M) g
HY = (Qtr(H)(tr(H) + p) + W — (tr(H))* —e(k — (n — 2)a)) H?
+5tr(H)(fi o — 25,)757;(}1)) H + (2eptr(H)(a — M)
(IR T - (1= 2) + al(n - Da - 1)
plp—tr(H)) = (n—Te(— = 1y a),

nn+1) n-1



Twierdzenie 4.8. ([95], Lemma 4.2): Niech M bedzie hiperpowierzchnig
w NP (e), n > 4, spetniajgcq (3.2) na Uy C M. Wéwezas na tym zbiorze
spetnione sq zwiqzki:

K 2K

G) —

n(n+1) ) n(n+1)
QS —ag HA(wow) = 0,
A= oH+yYwew,

_ (n—-1& K
¢ = g(n(n—kl) n—1

¢ = —€ep,

gdzie A i p sq zdefiniowane, odpowiednio przez (4.12) i (4.17).

S R = —4a(R - gANS+2¢H AN (wew),

—a),
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5. Rozmaitosci typu Rotera

Niech (M, g), n > 4, bedzie rozmaitoscia pseudosymetryczng spelniajaca
(4.4) na zbiorze U C M. Wowcezas w kazdym punkcie tego zbioru tensor
krzywizny R rozmaitosci (M, g) daje sie wyrazi¢ przez kombinacje liniowa
tensorow: S A S, g A S 1G (|66], Lemma 4):

R = %S/\S—I—azg/\S—i—agG, a1, a9, a3 € IR, (5.1)

tj. w tym punkcie spelnione jest rownanie (4.11). Na odwrét — mozna spraw-
dzi¢, ze jesli (5.1) jest spelnione w x € U, to takze rownania (3.4) i (4.4)
sg spelnione w .

Rozmaito$¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, spelniajaca na zbiorze
U C M réwnanie typu Rotera nazywamy rozmaitoscia typu Rotera [46].
Zauwazmy, ze jesli (4.11) jest spelnione na U C M, to funkcja ¢ jest roz-
na od zera w kazdym punkcie tego zbioru. Rozktad postaci (4.11) tensora
R na Uc N Ug jest jednoznaczny ([68], Lemma 3.2). Rownanie (4.11) w
szczegOlnej postaci, gdy funkcje p i 1 sg réwne zero na Ug N Ug, zosta-
to otrzymane przez W. Rotera przy badaniu rozmaitosci 2-rekurencyjnych
[125, 126], tj. rozmaitosci spelniajacych warunek:

V2R = R®VU,

gdzie ¥ jest tensorem typu (0, 2) na M. Na podstawie wynikow prac: [46, 66,
75, 76, 79, 95, 110, 111| mozna stwierdzi¢, ze rozmaitosci typu Rotera two-
rzg istotne rozszerzenie klasy rozmaito$ci konforemnie ptaskich oraz klasy
rozmaitosci 2-rekurencyjnych.

Kazda podrozmaitosé¢ (w szczegdlnosci, hiperpowierzchnie) M spelniaja-
cg na zbiorze U C M réwnanie typu Rotera bedziemy nazywaé podrozma-
itoscia typu Rotera (w szczegolnosci, hiperpowierzchnia typu Rotera) [95].
Rezultaty dotyczace hiperpowierzchni typu Rotera w przestrzeniach o sta-
tej krzywiznie zostang przedstawione w rozdziale 7. Dodajmy, ze w pracach
[75, 77,79, 95, 110, 111] badane sa potproduktowe rozmaitosci typu Rotera.

Podstawowe zwiazki krzywiznowe spetnione na zbiorze U C M dowolnej
rozmaitosci typu Rotera (M, g), n > 4, sa nastepujace [46, 95]:

S? = aS+8g,

SR = —Alap+p)S—2(ap+n+Bo)gnS—4puG,
a = k+¢  (n—2)pu—1),
B o= ¢ Hus+(n—1)n),
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= LrQ(g,R),

= Q(S,R)+ (Lr+ ¢ ') Q(g,C),
LQ(g, R),

= LQ(g,0),

Lr = ¢ ' ((n—2)(?—¢n) —p)

= -2 - Ly,

1

2 o=z
Q3 3
Il

L = Lr+

Rozmaitosci typu Rotera spelniaja rowniez uogélniony metryczny warunek
Einsteina (3.11). Mianowicie, korzystajac z powyzszych zwiazkow, tatwo
otrzymuje sie twierdzenie 5.1.

Twierdzenie 5.1. ([57], Proposition 4.2): Na zbiorze U kazdej rozmaitosci

typu Rotera (M, g), n > 4, sq spetnione zwiqzki:
B 1 (n—1p—1 K

p((n—Dp—1) —(n—1)¢n

+ 28 Q(S,G),
R-C-C-R = (;(u—iQH il)Q(g,R)
I 1
k=) ~MeS.6).

Niech (M, g), n > 4, bedzie semiriemannowska rozmaitoscia typu Rotera.
Zal6ézmy ponadto, ze w kazdym punkcie zbioru & C M operator Ricciego
S tej rozmaitosci jest diagonalizowalny. Operator S? rozmaitogci Rotera
w kazdym punkcie zbioru x € U jest kombinacja liniowa operatora Ricciego
S oraz odwzorowania identycznosciowego Id. Zatem w przestrzeni stycznej

T, M istnieje baza ortonormalna {ej,eq,...,e,} taka, ze:
S(e1) = Mer, ..., Slep) = ey,
S(ep+1) = Aeepyt, ..., Slen) = e, (5.2)
gdzie A1, Ay € IRi A\; # A\y. Rownanie (5.2) mozemy przedstawi¢ w postaci:
S(er,e1) = e, ..., S(ep,ep) = Aigyp,
S(epti,epr1) = Xogpi1, .., Slen,en) = Aoep. (5.3)

Niech {ej,,ej,}, j1 # Jo2, ji,J2 € {1,...,p} bedzie baza plaszczyzny i,
{ek, ey} k1 # ko, k1, ko € {p+1,...,n} baza plaszczyzny 7o, a {ex,,e;, }
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bazg plaszczyzny m3. Korzystajac z (2.17), otrzymamy:

=

k1 = k(m) =
ke = K(me) = R(ek,,€kys Chys €k )s
k(ms) = R(ej, €k, s Chys €41 )EjEly - (5.4)
Zwiazki (5.3), (4.11) 1 (5.4) daja:

k1= Ao+ 2M\p + 1,

Ko = A3¢+2Xap+1,

K3 = AA2g+ (A1 + Ao)p+n,

Ostatni zwiazek pozwala wyrazi¢ funkcje ¢, p i n przez wartosci wlasne A\q
i Ay operatora Ricciego S i krzywizny sekcyjne k1, k2 i k3 rozmaitosci typu
Rotera:

(
(€j15 €55 €4as €1)
(
(

K3

¢ = (M — X)) 2 (k1 + K2 — 2K3),
po= (A=) (=XK1 — Aik2 + (M1 + A2)k3),
n o= (M=) 2 (A3k1 + Afka — A daks).
Na zakoriczenie tego rozdzialu zostanie przedstawiona propozycja roz-

szerzenia klasy rozmaitosci typu Rotera [49]. Niech (M, g), n > 4, bedzie
rozmaitoscig semiriemannowska. Niech:

SO =g, St =8 SPX)Y) = SPHSX,Y),

gdziep € {2,3,...},a X 1Y sa dowolnymi polami wektorowymi na M. Jesli
(M, g), n > 4, jest przestrzenia o statej krzywiznie, to zachodza zwiazki:
K
R = ———gAhg = SO SO,
2n—1)n Y P00
K
b0 = 2(n—1)n

Podobnie, dla dowolnej konforemnie ptaskiej rozmaitos$ci, mamy:

1 K
ko= NS s Ty m oy I
= ¢OOSOASO+¢0150/\51,
K 1
P00 = 2 =2 —1)’ P01 = -



Jesli (M, g) jest rozmaitoscia typu Rotera, to na zbiorze Y C M mozna
réwnanie (4.11) przedstawi¢ w postaci:
R = ¢o0S° NS+ o1 SO A S+ 411 ST A S,
gdzie ¢oo, Po1 oraz ¢11 sa pewnymi funkcjami na U. Ostatnia réwnosé
jest specjalnym przypadkiem zwigzku:
R = ) ¢pgSP NS, (5.5)
P<q
gdzie ¢p, sa pewnymi funkcjami na UcNUg, p,q € {0,1,2,...,m}. W pracy
[133] wykazano, ze pewne hiperpowierzchnie w przestrzeni o stalej krzywiz-
nie spetniaja (5.5). Wynik ten zostanie przedstawiony w rozdziale 7.
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6. Rozmaitosci typu Akivisa-Goldberga

Niech M bedzie rozmaitoscia wymiaru n = rs, r,s > 2 i niech SC(r, s)
bedzie rozniczkowalnym polem stozkow Segre z bazg M takim, ze dla kaz-
dego punktu z tej rozmaitosci zachodzi SCy(r,s) C T, M ([3], Chapter 7).
Pare (M, SC(r, s)) nazywamy struktura prawie grassmannowska. Strukture
te oznaczamy przez AG(r — 1,7 + s — 1). Rozmaitos¢ M wraz z struktura
AG(r — 1,7 + s — 1) nazywa sie rozmaitoscia prawie grassmannowska ([3],
Chapter 7; [4], Definition 1.1).

W pracy [4] (Examples 3.5—3.16) przedstawiono przyktady 4-wymiaro-
wych rozmaitosci dopuszczajacych takie struktury. Metryki tych rozmaitosci
nazywaja sie metrykami Akivisa-Goldberga, w skrocie AG-metrykami [91].
M.A. Akivis i V.V. Goldberg zauwazyli, ze metryki te spetniaja zwigzki:

(i) rankS <2, (i) S* =0, (iii) & =0. (6.1)

Inne wtasnosci krzywiznowe AG-metryk przedstawiono w pracy [91]. Wy-
kazano m.in., ze metryki te spelniaja zwiazki: (4.4) i (6.2):

S-C = 0. (6.2)
Korzystajac z (6.1)(ii) oraz (6.1)(iii), a takze tozsamosci:

(ii
S.g = —25, §-8§ = —252,

1 K
S-C = SR———S5 - (gNS)+——7-7—=S5-G
L Al e o R RS
otrzymamy:
SR = SAS = 2S.
Zatem AG-metryki spetniaja rowniez rownania postaci:
L
S R = 715/\S+ng/\8+L3G, (6.3)
S$? = LsS+ Ly, (6.4)

gdzie L1, ..., Lg sa pewnymi funkcjami na zbiorze Uo N Ug C M. Na og6t
rozmaitosci te nie sa pseudosymetryczne. Powyzsze spostrzezenia prowadza
do nastepujacej definicji.

Rozmaitos¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, spelniajaca zwiazki: (4.4),
(6.3)1(6.4) naUcNUg C M, gdzie Ly, ..., Lg sa pewnymi funkcjami na tym
zbiorze, nazywa si¢ rozmaitoscia typu Akivisa-Goldberga [46].

Otrzymujemy wiec twierdzenie 6.1.



56

Twierdzenie 6.1. (por. [91], Theorem 4.4): 4-wymiarowe rozmaitosci semi-
riemannowskie dopuszczjgece AG-metryki zdefiniowane w ([4], Examples 3.5
— 8.16) sq rozmaitosciami typu Akivisa-Goldberga.

Na zbiorze U kazdej rozmaitosci typu Rotera sa spelnione zwiazki: (4.4),
(6.3) 1 (6.4). Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tj. istnieja rozma-
itosci spetniajace (4.4), (6.3) i (6.4), ktorych tensor krzywizny nie daje sie
przedstawi¢ na zbiorze U w postaci kombinacji liniowej tensorow SAS, gAS
iG.

Kazda podrozmaitosé (w szczegdlnosci hiperpowierzchnie) M spehiajaca
na zbiorze Uc NUg C M zwiazki: (4.4), (6.3) 1 (6.4) bedziemy nazywa¢ pod-
rozmaitoscia typu Akivisa-Goldberga (w szczegdlnosci hiperpowierzchnia
typu Akivisa-Goldberga) [46].

Istnieja rozmaitosci typu Akivisa-Goldberga, ktérych metryki sa rézne
od AG-metryk [46]. Na przyktad zdefiniowana w pracy [25] rozmaitosé pot-
produktowa M xp N, dim M =p,dim N =n—p, 1 <p<n—-1,n>4,
spelnia zwiazki ([95], Example 3.1): (4.5) oraz:

K

S-R=0 8= —""_5%#0 kr#0.
n—p—1
Rozmaitosé¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, spelniajaca rownanie:
vC = 0

nazywa sie rozmaitos$cia konforemnie symetryczna. Rozmaito$é konforem-
nie symetryczna (M, g), niebedaca rozmaitoscia konforemnie ptaska (C' = 0)
ani tez rozmaitoscia lokalnie symetryczna (VR = 0), nazywa sie rozmaito-
$cig istotnie konforemnie symetryczna, w skrocie e.c.s. rozmaitoscia [36, 37].
Na kazdej e.c.s. rozmaitosci (M, g) mamy Uc = M oraz VR # 0 w kazdym
punkcie M. Spelnione sa rowniez nastepujace zaleznosci ([36], Theorem 7;

[37], Theorem 5): (6.1), (6.2) i:
FC = %S/\S, (6.5)

gdzie F jest pewna funkcja na M. Uzyskujemy réwniez nastepujace wyniki
dotyczace e.c.s. rozmaitosci:

Twierdzenie 6.2. (i) ([36], Theorem 9): Kazda e.c.s. rozmaitosé jest roz-
maitosciq semisymetryczng.
(17) ([66], Theorem 4.3) Kazda e.c.s. rozmaitos¢ spetnia (4.4).

Mozna zatem stwierdzi¢, ze kazda e.c.s. rozmaitosé¢ (M, g), n > 4, jest
semisymetryczng rozmaitoscig typu Akivisa-Goldberga.
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Z (6.5) wynika, ze na kazdej e.c.s. rozmaitosci spelniajacej rank S = 2
zachodzi:

L
C = SSAS, L= (6.6)

Zatem kazda e.c.s. rozmaitosé (M, g), n > 4, spelniajaca w kazdym punkcie
M zwiazek rank S = 2 jest rozmaitoscia typu Rotera.

Najnowsze wyniki dotyczace e.c.s. rozmaitosci sa zawarte w pracach [38
—42|. Dodajmy jeszcze, ze czesto zamiast nazwy e.c.s. rozmaitosci uzywa sie
okreslenia rozmaitosci dopuszczajace metryki nieokreslone z réwnolegtym
tensorem Weyla, krocej — rozmaitosci z rownoleglym tensorem Weyla.

W pracy [91] rozwazano rowniez kwestie, czy AG-metryki sa rozmaito-
sciami polproduktowymi. Wykazano, ze AG-metryka zdefiniowana w przy-
ktadzie 3.5 pracy [4] nie jest metryka polproduktows. Doktadniej, udowod-
niono nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 6.3. ([91], Theorem 4.2): Niech U bedzie otwartym, spdjnym
i niepustym podzbiorem R*. Niech na U bedzie zadana metryka g zdefinio-
wana przez (|4], Example 3.5):

1

3 Greda"dz® = drtdet 4+ fda?dzt — da’da?,

gdzie [ jest gtadkaq, dodatniq, réing od statej funkcjo na U zaleing tylko
od zmiennej x3. Wowczas dla kazdego punktu v € U, w ktorym fN # 0,
nie istnieje mapa {V;2"}, x € V taka, zZe g jest metrykq pétproduktowq
na V.

Uzyskanie ostatniego rezultatu zostalo poprzedzone twierdzeniem, ze rzad
tensora Ricciego S 4-wymiarowej rozmaitosci polproduktowej M xp N,
p =dim M, p =1 lub p = 3, o whasnosciach (6.1)(ii) i (6.1)(iii), spel-
nia nierownos$¢ rank S < 1 ([91], Lemma 3.1, Lemma 3.2). W pracy ([25]
Proposition 3.2) wykazano, ze powyzszy wynik jest takze prawdziwy w przy-
padku, gdy p = 2.

W publikacji ([91] Lemma 3.1) wykazano rowniez, ze jesli 4-wymiarowa
rozmaitoéé potproduktowa M x g N, p = dim M, p = 1, spelia warunki
(6.1)(ii), (6.1)(iii) i (6.2), to M xp N jest rozmaitoicia semisymetryczna.
Przypadek, gdy p = 2 lub p = 3 badano w pracy [25]. Wykazano (|25],
Proposition 3.2), ze gdy p = 2, to M xp N jest rozmaitoscig pseudosyme-
tryczna. Ostatnie dwa wyniki daja twierdzenie 6.4.

Twierdzenie 6.4. ([25], Corollary 3.1): Kazde Ricci-ptaskie 4-wymiarowe
potproduktowe M xp N, p = dim M, p < 2, rozwigzanie doktadne réwnan
Einsteina jest rozmaitosciq pseudosymetryczng.



Whiosek ten uogoélnia wynik [81] (Proposition 2), gdzie udowodniono,
ze czasoprzestrzen Schwarzschilda jest rozmaitoscig pseudosymetryczna. Po-
nadto, w [25] (Proposition 3.3) wykazano, ze rozmaito$¢ potproduktowa
M xp N, p =3, spehiajaca (4.5), (6.1)(ii), (6.1)(iii) i (6.2) jest rozmaito-
Scig semisymetryczng.
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7. Hiperpowierzchnie typu Rotera

E.c.s. rozmaitosci oraz AG-rozmaitosci spelniaja (6.1)(iii). Ponadto, pew-
ne e.c.s. rozmaitosci oraz 4-wymiarowe rozmaitosci dopuszczajgce metry-
ki zdefiniowane w [4] (Examples 3.14, 3.16) speiaja (6.6). Korzystajac
z (6.1)(iii) i (6.6), otrzymamy:

L 1

Zauwazmy, ze z (7.1) wynika (3.3). Przedstawione uwagi prowadza do sfor-
mulowanego ponizej zagadnienia.
Niech (M, g), n > 4, bedzie rozmaitoscia semiriemannowska spelniajaca:

L
R = JSAS+pghS+nG. (7.2)

Problem polega na wskazaniu zatozen dla funkcji L, p i n zdefiniowanych
na Uc NUg C M, tak aby na tym zbiorze spelniony byl zwiazek (3.3).
Dodatkowo wymagamy, aby tensor Weyla C tej rozmaitosci byt w kaz-
dym punkcie tego zbioru proporcjonalny do kwadratu, w sensie iloczynu
Kulkarniego-Nomizu, tensora S — a g, tj.:

L
C = 5 -agn(S—ayg), (7.3)
gdzie « jest pewna funkcja na Uo N Ug. W pracy [92] (p. 102) wykazano,

ze powyzsze warunki sg spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy na Uc N Ug
zachodza zwiazki:

1 Lk
((Z) no= n_2_n_17
_pk
(b) 77 - n_lv
K
() a = — (7.4)

Rownanie (7.3), przy powyzszych warunkach, przyjmie postaé:

B £ K K

¢ = 5@ gaINE-

9)- (7.5)

Zauwazmy, ze gdy dodatkowo na Uc N Ug mamy p = 0, to (7.5) prowadzi
do:
n—1

R = SN (7.6)
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Przyklad rozmaitosci spelniajacej (7.6) jest przedstawiony w [120] (Exam-
ple 3.1, Example 4.1). Rozmaito$¢ te mozna zrealizowaé (lokalnie) jako hi-
perpowierzchnie w przestrzeni semieuklidesowe;j ]E’QH. Warto nadmienié,
ze przyklad ten jest modyfikacja konstrukcji rozmaitosci potproduktowej
przedstawionej w czesci 4 pracy [25].

W pracy |92] wyznaczono warunki konieczne i wystarczajace na to, aby hi-
perpowierzchnia w przestrzeni semieuklidesowej wzglednie w semirieman-
nowskiej przestrzeni o stalej krzywiznie spelniata warunek (7.5) ([92], Pro-
position 4.1, Proposition 4.2). Na przyktad otrzymano nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 7.1. ([92], Proposition 4.1): Niech (M,g), n > 4, bedzie
rozmaitosciqg semiriemannowskq i niech U bedzie spojng sktadowq zbioru
UcNUs C M takq, ze (U,g) mozna zrealizowaé jako hiperpowierzchnie
w przestrzeni semieuklidesowej ER Y. Wowczas (7.5) jest spetnione na (U, g)
wtedy i tylko wtedy, gdy na (U, g) zachodzq zwiqzki:

R="Ysns i@ 0= "1
2 (n—2)k
Niech N!"(c) bedzie m-wymiarowa semiriemannowska przestrzenia o sta-
tej krzywiznie, ¢ = ﬁ, o sygnaturze (s,m — s), m > 2. W ostatnim
wzorze k oznacza krzywizne skalarng rozwazanej przestrzeni. Wiadomo,
ze produkt kartezjatiski NP (c1) x NP (co) dwoch przestrzeni o staltej krzy-
wiznie jest rozmaitoscia semisymetryczna (|138], Theorem 4.5). Z twierdze-
nia 4.1 z pracy [75] wynika, ze produkt kartezjaiiski NP (c1) x Ng P(c2),
2 < p < n — 2, jest rozmaitoscia typu Rotera, jesli tylko:

K1 K2 K1 K2

G-Dp np-Dm-p "} Sy

(a) £0. (7.7)

Powyzsze warunki oznaczaja, ze dany produkt nie jest rozmaitoscig konfo-
remnie ptaska ani tez rozmaitoscia Einsteina. Tensor krzywizny R rozmaito-
Sci produktowej NP (c1) x N 7P(c2), 2 < p < n — 2, spelnia réwnanie (7.2).
Jednak tensor Weyla C' tego produktu nie spelnia warunku (7.5). Wynika
to z faktu, Ze nie jest spelniony zwiazek (7.4)(a). Mamy bowiem:

kL n r (ﬁ1+/§32)L+ 1
n—1 H n—2 n—1 a n—2

_ (p=Vn—p-1) k1 Ky o K K2
- (n—-2)(n-1) (p n—p) ((p—l)p+(n—p—1)(n—p)>’
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gdzie funkcje L i p sa zdefiniowane przez (7.2). Zatem, rozmaitosci (M, g),
n > 4, spelniajace (7.5) na Uo NUg C M nie moga by¢ izometryczne z roz-
maitosciami produktowymi N (c1) x NI 7P(c2), 2 < p < n—2, spelniajacy-
mi (7.7)(b). Latwo sprawdza sie, ze produkt kartezjariski trzech przestrzeni
o stalej niezerowej krzywiznie nie spelnia réwnania typu Rotera.

Niech SP(r) bedzie p-wymiarowa standardowa sfera w przestrzeni eukli-
desowej IEPT!, p > 1, o promieniu . Wiadomo, ze spetniony jest zwiazek

r=2 = (pfl)p, gdzie k jest krzywizna skalarng danej sfery. Z powyzej przed-

stawionych rozwazan wynika, ze produkt kartezjanski SP(ry) x S"7P(ry),
2 < p <n—2, jest rozmaitoscia typu Rotera, jesli tylko:
K1 K2

# 0.
p n—p
Ostatni warunek mozna przedstawi¢ w postaci:
1 5 1 9
—_—r]— — 0.
p— 1 1 n—p— 1 2 7é

Na mocy twierdzenia 5.1 z pracy [148] (por. [19]) stwierdzamy, ze roz-
maitos¢ produktowa M = SP(ry) x S P(ry), 1 = \/g, ry = /"R,

1 < p < n—1, jest minimalng hiperpowierzchnia izometrycznie zanurzo-
na w sferze S"T!(1). Hiperpowierzchnia M nazywa sie torusem Clifforda
[19]. Torus Clifforda ma w kazdym punkcie doktadnie dwie rézne krzywizny
gltoéwne p1 i pg 0 krotnosciach p i n—p. Wiadomo, ze na M zachodzg zwiazki
([19], p. 68):

pipa+1 =0, pf =r72=1, i= 1.2
Zatem otrzymujemy:

Twierdzenie 7.2. ([95], Corollary 3.2): Torus Clifforda SP(r1)x S™ P(rq),

ro= ro = /", n#2p, 2 < p < n— 2, jest hiperpowierzchnig typu

n’
Rotera majgcg w kazdym punkcie dwie rézne krzywizny gtowne o krotno-

Sctach p i n — p.

W pracy [95] wykazano rowniez nastepujace uogdlnienie twierdzenia 7.2.
Twierdzenie 7.3. (por. [95], Theorem 3.1): Niech M bedzie hiperpowierz-
chnig w semiriemannowskiej przestrzeni o statej krzywiznie N1 (c), n > 4.

Jesli w kazdym punkcie zbioru U C Uc NUg C M jej drugi tensor podsta-
wowy H spetnia (4.6), to M jest hiperpowierzchniq typu Rotera.



7 ostatniego twierdzenia wynika natychmiast:

Twierdzenie 7.4. ([95], Corollary 3.1): Niech M bedzie hiperpowierz-
chnig w riemannowskiej przestrzeni o statej krzywiznie N"Ti(c), n > 4.
Jesli w kazdym punkcie zbioru U C Uo NUg C M sq doktadnie dwie rézne
krzywizny gtowne, to M jest hiperpowierzchnig typu Rotera.

Przyklad hiperpowierzchni M w N"*!(c), n > 4, spetniajacej zwiazek
(4.6) na zbiorze Y C Uc NUg C M, jest przedstawiony w [75] (Example
4.1) oraz |95] (Example 3.1).
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8. Hiperpowierzchnie Ricci-semisymetryczne

Rozmaitosci semiriemannowskie spetniajace warunki krzywiznowe typu
pseudosymetrycznego byty badane w wielu pracach. Gtéwne rezultaty prac:
[7, 43, 61, 67, 68, 70, 71] swiadcza o tym, ze pewne warunki typu pseu-
dosymetrycznego prowadza do (3.4). Wiadomo réwniez, ze pewne warunki
nie implikuja (3.4), jak np. (3.6). Podobnie warunek (3.5) nie prowadzi
do (3.3). Przypomnijmy, ze kazda semiriemannowska rozmaito$¢ semisyme-
tryczna (odpowiednio: pseudosymetryczna) jest rozmaitoscia Ricci-semisy-
metryczna (odpowiednio: Ricci-pseudosymetryczna). Wyniki prac: |5, 34]
czy tez |69] wskazuja jednak na to, ze przy pewnych dodatkowych zalo-
zeniach mozna wykaza¢, iz warunki (3.4) i (3.6) lub warunki (3.3) i (3.5)
sg rownowazne. Ponizej prezentujemy dwa przyklady takich rezultatow.

Twierdzenie 8.1. (i) ([5], Theorem 5.2): Niech (M,g), n > 4, bedzie
riemannowskq rozmaitosciq Ricci-semisymetryczng spetniajacq (4.5). Jesli
(M, g) jest rozmaitosciq z pseudosymetrycznym tensorem Weyla, to warunek
(3.3) jest spetniony na zbiorze Ug C M.

(73) ([120], Theorem 3.1 (vi)) Niech (M,g), n > 4, bedzie rozmaitoscig
semiriemannowskq spetniajacq na zbiorze Uc N Ug C M réwnania: (3.5),
(3.9) i (4.5). Ponadto, jesli w punkcie v € Uc NUg zachodzq zwigzki:

K i L4 K

R LA m=2m-1)

to w punkcie tym mamy: R-R = Q(S,R) = 0 i:

n—1 —
R (n—2)(k+ (n—1)L) S

W [120] (Example 3.1) wykorzystano przyktad 4.1 z pracy [25] do kon-
strukeji przykladu rozmaitosci potproduktowej M x g M ,2<p<n-—2,
p = dim M, speiajacej zatozenia twierdzenia 8.1 (ii).

Problem dotyczacy rownowaznosci warunkow (3.3) i (3.5) nazywa sie pro-
blemem P.J. Ryana (por. [1, 32 lub 50]). Problem ten zostal zainspirowany
praca P.J. Ryana ([129], Problem P 808). Najnowsze rezultaty badan nad
tym problemem w przypadku, gdy przestrzen otaczajgca jest przestrzenia
euklidesowa, sa przedstawione w pracach: [1, 21, 22, 117, 119]. Na przyktad
w pracy [1] skonstruowano przykltad quasi-einsteinowskiej hiperpowierzchni
Ricci-semisymetrycznej, réznej od semisymetrycznej, w IE" ™!, n > 5. Pro-
blem P.J. Ryana jest badany réwniez na hiperpowierzchniach w przestrze-
niach o statej krzywiznie. Przeglad wynikéw uzyskanych w zakresie powyzej
omawianej problematyki jest przedstawiony w [47].
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Wyniki dotyczace rownowaznosci (3.4) i (3.6) lub (3.3) i (3.5) na hiper-
powierzchniach M w N™!(c), n > 4, sa zawarte m.in. w pracach [20, 27,
29, 32, 120]. W |29] wykazano:

Twierdzenie 8.2. (i) ([29], Theorem): Warunki (3.3) i (3.5) sq réwno-
wazne na kazdej hiperpowierzchni M w N2 (c).

(13) ([29], Proposition 4.1): Kazda hiperpowierzchnia Ricci-pseudosyme-
tryczna M w N2(c) jest hiperpowierzchniq pseudosymetryczng.

Natomiast w pracy [56] badano Ricci-pseudosymetryczne hiperpowierz-
chnie w N?*1(c), n > 4, spelniajace:

rank (S —

n—1
Twierdzenie 8.3. ([56], Proposition 5.1, Theorem 5.1): Na zbiorze Ug
hiperpowierzchni M w N (e), n > 4, spetniajacej (3.6) i (8.1) zachodzi:

) = L (8.1)

RC = Qs.0- U206 R
1 (n—2)r
+m(LS - m) Q(S,G).
Zungzek ten na zbiorze Ug C M przyymuje postac:
R-C = Qs.0) - S=BR0. R
IR s.q). (82)

(n—2)n(n+1)
Jesli przestrzen otaczajaca jest przestrzeniq semi-euklidesowq, to (8.2) re-
dukuje sie na zbiorze Ug C M do:

R-C = Q(S,QC).

Twierdzenie 8.4. Niech M bedzie hiperpowierzchnig w ]E’;H, n > 4.
(1) (por. [56], Proposition 5.2) Jesli na zbiorze Uc NUg C M sq spetnione
(3.8) i (8.1), to na tym zbiorze mamy R-C = Q(S,C) =0 i:

rank S = 1. (8.3)

(i7) (por. [56], Corollary 5.2) Na zbiorze Uc N Us C M warunki (3.3)
i (8.3) sq rdwnowazne warunkom:

R-C =0 4 C-R=0.
W pracy [56] (Example 5.1) podano przyktad semisymetrycznej hiperpo-

wierzchni Ricci-prostej M w IE" n > 4, speliajacej C- R = 0. Co wiecej,
hiperpowierzchnia ta jest hiperpowierzchnia typu Akivisa-Goldberga. Latwo
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sprawdza sie, ze M nie jest hiperpowierzchnia typu Rotera. Hiperpowierz-
chnie w przestrzeni euklidesowej spetniajace réwnanie R-C =0lubC-R =0
byly badane w pracy [10].

W publikacji [72] uzyskano m.in. nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 8.5. ([72], Theorem 5.1): Niech M bedzie hiperpowierzchniq
quasi-einsteinowskq w IE™, n > 4, i niech A bedzie tensorem zdefiniowa-
nym przez (4.12). Wowczas na podzbiorze Uy C M réwnosci: (3.5) 1 A =0
sq rownowazne. Ponadto, (3.2) przyjmuge na Uy postaé (8.1).

7 danym twierdzeniem jest réwniez zwigzany nastepujacy wynik:

Twierdzenie 8.6. (por. [50], Lemma 3.1 (ii)): Niech na hiperpowierzchni
M w E;’H, n > 4, bedzie spetniony zwigzek (8.1). Wowczas w kazdym
punkcie Ugr, w ktorym x # 0, mamy R - R # 0.

Wyzej przedstawione twierdzenia odegraly wazna role w badaniu pro-
blemu P.J. Ryana w przypadku, gdy przestrzeri otaczajaca jest przestrzenia
semieuklidesowa. Utatwily one bowiem wyznaczenie przykladéw Ricci-semi-
symetrycznych, réoznych od semisymetrycznych, hiperpowierzchni w prze-
strzeniach semieuklidesowych ([50], Examples 4.2, 4.3). Sciglej, w [50] wy-
kazano, ze pewne rozmaitosci potproduktowe M x M, p=dimM > 1,
n—p=dim M > 4, sa rozmaitosciami Ricci-semisymetrycznymi, dajacymi
sie lokalnie zrealizowa¢ jako hiperpowierzchnie w przestrzeni semieuklideso-
wej. Rozmaitosé (M, g) i funkcja skalujaca F sa zdefinowane w przykladzie
3.1 [50]. Natomiast rozmaitos¢ (M, ) jest pewna einsteinowska rozmaito-
$cia semisymetryczna, wymiaru n — p > 4, lub pewna rozmaitoscia Ricci-
-pseudosymetryczng, wymiaru n —p = 6,12,24. Dokladnie]j, w pierwszym
przypadku (M, g) jest rozmaitoscia izometryczng z otwartym, niepustym
i sp6jnym podzbiorem semiriemannowskiej einsteinowskej hiperpowierzchni
semisymetrycznej zdefiniowanej w [118] (por. [50], Example 4.1, Example
4.2). Jesli p = 1, to M xp M jest rozmaitoscia quasi-einsteinowska ([50],
Example 3.3 (i)). W drugim przypadku (H , ) jest rozmaitoscia lokalnie izo-
metryczng z otwartym, niepustym i spéjnym podzbiorem hiperpowierzchni
Cartana wymiaru n — p = 6, 12,24 ([50], Example 3.3). Definicja hiperpo-
wierzchni Cartana zostanie podana w nastepnym rozdziale.
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9. Hiperpowierzchnie Ricci-pseudosymetryczne

Kazda hiperpowierzchnia pseudosymetryczna M w NPFl(c), n > 4, jest
oczywiscie Ricci-pseudosymetryczna. Twierdzenie odwrotne nie jest praw-
dziwe. Na przyktad hiperpowierzchnie Cartana wymiaru > 6 sg réznymi
od pseudosymetrycznych hiperpowierzchniami Ricci-pseudosymetrycznymi
(|86], Theorem 1). W nastepujacym twierdzeniu przedstawione sa podsta-
wowe fakty dotyczace hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycznych.

Twierdzenie 9.1. Niech M bedzie hiperpowierzchnig w Nt (c), n > 4.
(7) (por. [24], Theorem 3.1) M jest hiperpowierzchniq Ricci-pseudosyme-
tryczng wtedy @ tylko wtedy, gdy w kazdym punkcie zbioru Ug C M spetniony
jest jeden z nastepujgcych warunkow: (4.6) lub:

H?® = tr(H)H?+\H, (9.1)

gdzie \ jest pewng funkcjg na Ug.
(13) (por. [24], Proposition 3.1) Jesli M jest hiperpowierzchniq Ricci-pseudo-
symetryczng, to na zbiorze Uy C M zachodzi:

R
R-S = ——— S). 9.2
Z twierdzenia 9.1 (ii) wynika (por. |73], Section 1), ze na zbiorze Uy C M
hiperpowierzchni M w N*1(c), n > 4, warunki: (9.2) i:

A= 0+—Lm (9.3)

n—1
sa rownowazne, przy czym A jest tensorem zdefiniowanym przez (4.12), a A
funkcja na Uy zdefiniowana przez (9.1). Otrzymujemy réwniez:

Twierdzenie 9.2. ([57], Theorem5.1): Na zbiorze Uy C M hiperpowierz-
chni M w N Y(c),n > 4, nastepujace warunki sq réwnowazne: A =0 i:

(n—1)k
=+ 1) 29

przy czym A jest tensorem zdefiniowanym przez (4.12).

1
R-C—C-R = —Q(SR)+
n—2

Przedstawione wyzej rezultaty wskazuja na to, ze badanie krzywizno-
wych wlasnosci hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycznych M w prze-
strzeniach N"T1(c), n > 4, réznych od pseudosymetrycznych, nalezy ogra-
niczy¢ do podzbioru Uy C M. Na tym zbiorze sa spelione zwiazki (9.1)
1(9.2). Zauwazmy, ze w przypadku, gdy przestrzen otaczajaca jest semieukli-
desowa, (9.2) redukuje si¢ do (3.5), czyli w tym przypadku dane zagadnienie
sprowadza sie do badania wlasnodci krzywiznowych hiperpowierzchni Ricci-
-semisymetrycznych w E?TL,
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Przyktad quasi-einsteinowskiej hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycz-
nej, roznej od pseudosymetrycznej, jest przedstawiony w |[74] (Section 4).
Doktadniej, w |74] wykazano, ze pewna specjalna rozmaito$é¢ potproduktowa
MxpM,z 1-wymiarowsa baza (M,q) i wioknem (M, 9), dim M > 4, izome-
trycznym z otwartym, niepustym i spéjnym podzbiorem hiperpowierzchni
badanej w przyktadzie 4.1 pracy [50], jest lokalnie izometryczna z hiperpo-
wierzchnia w N2+ (c), n > 5.

Przyktadami réznych od quasi-einsteinowskich hiperpowierzchni Ricci-
-pseudosymetrycznych w N7"t1(c), n > 4, sa hiperpowierzchnie Cartana
(|86], Proposition 1). Hiperpowierzchnia Cartana w sferze S"*1(c), ¢ =
ﬁ, n > 3, nazgywamy zwartg hiperpowierzchnie z trzema krzywiznami
glownymi —(36)%, 01 (36)%, o tej samej krotnosci [142]. Zatem tr(H) = 0,
co oznacza, ze hiperpowierzchnie Cartana sg minimalne. Hiperpowierzchnie
Cartana istniejg jedynie dla n = 3,6,12,24. Sa to jedyne zwarte hiperpo-
wierzchnie w przestrzeniach o statej krzywiznie z doktadnie trzema réznymi
staltymi krzywiznami gltownymi [142].

Wiadomo, ze hiperpowierzchnie Cartana sg tubami o stalym promieniu
nad standardowymi wlozeniami Veronese i : FP? — §3d+1(c) — E3d+2
d = 1,2, 4,8, plaszczyzny rzutowej FP? w sfere S39+1 (¢) w przestrzeni eukli-
desowej E39+2 przy czym F = R (liczby rzeczywiste), C (liczby zespolone),
Q (kwaterniony) lub O (liczby Cayley’a) [17].

Z definicji hiperpowierzchni Cartana wynika, ze odpowiadajacy jej zbior
Up pokrywa sie z calg hiperpowierzchnia. Zatem na kazdej hiperpowierzchni
Cartana jest spelnione rownanie (9.2) (|86], Proposition 1(i)). Dodatkowo,
hiperpowierzchnie Cartana wymiaru n = 6,12,24 nie spetniaja (4.8). Je-
dynie na 3-wymiarowej hiperpowierzchni Cartana mamy ([83|, Example 2;
[86], Proposition 1(ii)):

K

W pracy [51] wyznaczono pewne wlasnosci krzywiznowe hiperpowierzchni
Cartana wymiaru n = 6,12, 24. W ten sposOb powstaje:

Twierdzenie 9.3. ([51], Theorem 4.3): Na kazdej hiperpowierzchni Car-
tana M w S"(c), n = 6,12 lub 24, sq spetnione zwiqzki: (9.1), (9.2)
oraz:

N = 3K ’ . (n—3)/£’
n(n+1) n+1

_ (2n-=5r, (r-1Mn-4)F
5 = n(n+1) S 212 7 54)
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. B (n—3)k
5 = G- a1 Y@

_ A(n—A)F 2%
S R = n(n+1)R n(n—i—l)g/\s
4(n — 4)r?

n?(n+1)2

+ G, (9.5)

(n—2)R

n(n+1)
(n—3)k

(n—2)n(n+1) QS ), (9:6)

R-C = Q(S,R)— Q(Lq’R)

. n—3 (n—3)R
C-R = QR - T n D
(n—3)R

=211 2

Q(g, R)

2K
(n—1)n(n+1)

RC_C.R — ﬁQ(S,R)— Q9. R),

_ =3 __(m=3F

C-C = TSR T
(n—3)(n? —n—3)&

 (n—2)2n(n+1)2 QS G).

Ogolniej, dla kazdej hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycznej w semi-
riemannowskiej przestrzeni o statej krzywiznie mamy:

Q(g, R)

Twierdzenie 9.4. ([51], Theorem 3.1): Niech M bedzie Ricci-pseudosyme-
trycanqg hiperpowierzchnig w N1 (c), n > 4. Na zbiorze Uy C M zachodzq
nastepujace zwigzki: (9.1), (9.2), (9.6) oraz:

B (n—1Dk o (r=1)uk
§* = (u+ n(n—|—1)) n(n+1) 9
1 K K
C-S n_Q(n_l—M—m)Q(gaS),

2K s
R = —-4uyR-— " _r
SR R n(n+1)gAS+n(n+1)G’
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1 K
R-C-C-R = mQ(S’R)_*—TL*Q(M_nfl)Q(g’R)’ (97)
B 1 K (n? —3n + 3)k n—3
C-C = n—Q(E_}—e)\_W)Q(Q’R)_‘_n_?Q(S’R)
1 K (n? —4n + 6)R
o1 T T ey 959
(n—1)R
n(n+1)_€)\’

gdzie funkcja X\ jest zdefiniowana na Uy przez (9.1). Ponadto, na zbiorze
Un zachodzi [131]:

K n? —3n K
C-r = ni2(n—1+5)\_( n(s+41_)3) ) Qg R)
e

Niech M bedzie hiperpowierzchnia w N™*!(c), n > 4, i niech na zbio-
rze Uy C M bedzie spelniony nastepujacy uogdlniony warunek metryczny
Finsteina:

R-C—C-R = aQ(S,R)+BQ(g,R), (9.8)

gdzie a1 8 sa pewnymi funkcjami na Up. Oczywiscie, (9.8) jest specjalnym
przypadkiem (3.11). Jesli M jest hiperpowierzchnia Ricci-pseudosymetry-
czna, to na zbiorze V.= {z € Uy : Q(S,R) # 0 w punkcie z}, (9.8)
przyjmuje postac¢ (9.7). Dokladniej, mamy:

Twierdzenie 9.5. (i) ([73], Theorem 3.1) Niech M bedzie hiperpowierz-
chniq Ricci-pseudosymetryczng w N1 (c), n > 4, i niech (9.8) bedzie spel-
nione na zbiorze Uy C M. Wowczas na zbiorze V. C Uy zachodzq zwigzki:
(9.2), (9.3) i:
1
n—2’
1 (n—1k K

b= n—2(n(n+1)_6)\_n—1

), (9.9)

gdzie X\ jest funkcjg na Uy zdefiniowang przez (9.1).

(i3) ([73], Theorem 3.2) Niech M bedzie hiperpowierzchnig w NI(c),
n > 4. Wowczas na zbiorze V.C Uy C M nastepujgce trzy warunks sq row-
nowazne: (9.1), (9.2) i (9.8), z funkcjami o i B zdefintowanymi przez (9.9).
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Z twierdzenia 4.3 (i) wynika natychmiast, ze jesli przestrzen otaczajaca
N™F1(c), n > 4, ma niezerows krzywizne &, to na kazdej hiperpowierzchni
M w NS”H(C) zbior V' zdefiniowany powyzej pokrywa sie ze zbiorem Upy.
Mamy réwniez nastepujacy wynik dotyczacy warunku (9.8).

Twierdzenie 9.6. ([57], Theorem 5.1): Niech M bedzie hiperpowierzchnig
w NP (e), n > 4. Warunki:

1 (n—1)kK
R-C—-C-R = ——Q(S,R R
1 A =0 sq¢ rdwnowazne na Ug C M, gdzie A jest tensorem zdefiniowanym
przez (4.12).

Okazuje sie takze, ze jedynie hiperpowierzchnie Ricci-pseudosymetryczne
spelniaja (9.6). Doktadniej, mamy:

Twierdzenie 9.7. ([93], Theorem 6.1): Na podzbiorze Uy C M hiperpo-
wierzehni M w NP (c), n > 4, warunki (9.2) i (9.6) sq réwnowazne.

Zalézmy, 7e na zbiorze Uy C M hiperpowierzchni M w N 1(c), n > 4,
spelniony jest zwiazek (2.33), przy czym Lj, Lo i Lg sa pewnymi funkcjami
na Up. 7Z uwagi cho¢by na ostatnie twierdzenie, powstal problem wyzna-
czenia funkeji Ly, Lo i L3. Zostal on rozwiazany w [93].

Twierdzenie 9.8. ([93], Theorem 6.2): Niech na podzbiorze Uy C M
hiperpowierzchni M w NI l(c), n > 4, bedzie spetniony warunek (2.33).
Jesli na Ug zachodzi Ly = 1, to M jest hiperpowierzchniq Ricci-pseudo-
symetryczng, a funkcje Lo i L3 spetniajq na Ug zwigzki:

(n—2)k (n—3)k

L= ey 0BT T e

Twierdzenie 9.9. (por. [93], Theorem 6.3, Theorem 6.4): Niech na pod-
zbiorze Uy C M hiperpowierzchni M w N l(c), n > 4, bedzie spetniony
warunek (2.83). Jesli w kazdym punkcie Ug mamy Ly # 1, to M jest
hiperpowierzchniq pseudosymetryczna, o funkcje Lo i Ls spetniajg na Ug
zwiqzki:

(DI -DFE B
Ly = - n(n+11) vy = -

((n—2)L; — 1)k
(n—2)n(n+1)"
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Z rownaniem (2.32) jest zwiazane nastepujace:

Twierdzenie 9.10. ([93]; Proposition 5.1, Proposition 5.2): Niech M
bedzie hiperpowierzchniq w N (e), n > 4, spetniajgcq (2.32). Wowczas
na zbiorze Uy C M mamy:

o = tr(H)Hz—i—AH—%g, (9.10)
RS = ot Q08) =1 Qlos ),
R-C = Q(S,R)—%Q(%R)
- _<n2 %?ﬁ 5 Q(8.6) - ﬁ Q(H,G),
po = —tr(H?) +tr(H)tr(H?) + X tr(H),

gdzie \ jest pewng funkcjg na Up.
Ostatnie twierdzenie wspoélnie z twierdzeniem 3.2 daje:

Twierdzenie 9.11. (i) ([57], Theorem 4.1) Jesli na zbiorze Uy hiperpo-

wierzchni M w N (c), n > 4, zachodzi jedno z réwnan typu Walkera

(2.82), (2.34) lub (2.35), to na Ug jest spetniony zwigzek (9.10).

(i1) ([57], Corollary 4.1) Jesli na zbiorze Uy hiperpowierzchni M w N (c),
n > 4, jeden z tensoréw R-C, C'-R lub R-C —C"- R, jest kombinacjg liniowqg

tensora R - R i skoriczonej sumy tensoréw Tachibany Q(E, B), gdzie E jest

symetrycznym tensorem typu (0,2), a B uogdlnionym tensorem krzywizny,

to na Uy jest spetniony zwigzek (9.10).

Niech M bedzie hiperpowierzchniag w riemannowskiej przestrzeni o stalej
krzywiznie N"*1(c), n > 3. Zgodnie z [13], jesli hiperpowierzchnia M jest
hiperpowierzchnig prosta (austere hypersurface), to w kazdym jej punkcie
s trzy krzywizny gltowne 0, A\, —\, gdzie A jest pewng funkcja na M, a krzy-
wizny A i —\ sa tej samej krotnosci. Zatem na kazdej hiperpowierzchni
prostej M w N"*1(c), n > 3, spelnione jest rownanie:

H? = M\H,
a w konsekwencji, na mocy twierdzenia 9.1 (ii), M jest hiperpowierzchnia
Ricci-pseudosymetryczna stalego typu (por. [87], Theorem 4.3). Hiperpo-

wierzchnie Cartana, jak rowniez uogélnione hiperpowierzchnie Cartana, sa hi-
perpowierzchniami prostymi.
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10. Inne klasy hiperpowierzchni

Na wstepie przypomnijmy podana w rozdziale 6 definicje rozmaitosci ty-
pu Akivisa-Goldberga. Rozmaito$é¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, nazy-
wamy rozmaitoscig typu Akivisa-Goldberga, jesli na zbiorze Uc NUg C M
spelnione sa zwiazki: (4.4), (6.3) 1 (6.4), tj.:

S-R = %S/\S+L29/\S+L3G,

R-R = Q(S,R)+LiQ(g,0),
SQ = L5S+Leg,

gdzie Ly, ..., Lg sa pewnymi funkcjami na zbiorze UcNUg. Podobnie, kazda
podrozmaitos¢ (hiperpowierzchnie) M spetniajaca na Uo NUg C M zwiaz-
ki: (4.4), (6.3) i (6.4) nazywamy podrozmaitoscia (hiperpowierzchnia) typu
Akivisa-Goldberga.

Zauwazmy, ze kazda hiperpowierzchnia Cartana, wymiaru n = 6,12, 24,
spetnia (4.4) i (6.4), doktadniej (4.3) i (9.4). Jednak hiperpowierzchnie te
nie spelniaja (6.3). Rzeczywiscie, gdyby zwiazek (6.3) byl spelniony, to po
uwzglednieniu (9.5), doprowadzitby to do stwierdzenia, ze hiperpowierz-
chnie Cartana, wymiaru n = 6,12,24, sg rozmaitosciami pseudosymetry-
cznymi, a jak wiadomo, takimi nie sg. Fakty te prowadza do definicji nowej
klasy hiperpowierzchni, zawierajacej zaréwno hiperpowierzchnie typu Akivi-
sa-Goldberga, jak i hiperpowierzchnie Cartana i ogélniej, hiperpowierzchnie
Ricci-pseudosymetryczne.

Rozmaito$é¢ semiriemannowska (M, g), n > 4, nazywa sie rozmaitoscia
typu Cartana ([95]), jesli na zbiorze Uc N Ug C M spelnione sa zwiazki:
(4.4), (6.3) i:

SR = LOR+L1§+L29/\S+L3G, (10.1)

gdzie Ly, ..., Lg sa pewnymi funkcjami na Uc N Ug. Podobnie, kazdg pod-
rozmaito$¢ (hiperpowierzchnie) M spelniajaca na Uo N Ug C M zwiazki:
(4.4), (6.3) i (10.1) nazywamy podrozmaitoscia (hiperpowierzchnia) typu
Cartana [95].

7 twierdzenia 9.4 wynika natychmiast:

Twierdzenie 10.1. Kazda hiperpowierzchnia Ricci-pseudosymetryczna
w N Y(c), n > 4, jest hiperpowierzchniq typu Cartana.

Kazda hiperpowierzchnia M w N™*(c), n > 4, spetia (4.3). Zatem M
bedzie hiperpowierzchnia typu Cartana, jesli (6.3) i (10.1) beda spelnione
na UoNUg C M.
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Quasi-einsteinowskie hiperpowierzchnie typu Cartana w semiriemannow-
skich przestrzeniach o stalej krzywiznie N"1(c), n > 4, byty badane w [95].
Zauwazmy, ze zgodnie z twierdzeniem 2.6 (ii), (3.2) implikuje (2.24), scislej
(6.4) (F = S). Glownym wynikiem tej pracy jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10.2. ([95], Theorem 6.2): Niech M bedzie quasi-einsteinow-
skq hiperpowierzchniq typu Cartana w N (c), n > 4, tj. na Uy C M
zachodzq zwigzki: (3.2) i (10.1). Wowczas w kazdym punkcie x € Up spel-
niony jest jeden z warunkow:

(1) (4.8) i

n—3 K K
c-C = 2(71_2)(7”1—n_l)Q(g,C),
(13) (9.2) i
R‘R—WQ(%R)# 0

i tensory C' - C' i Q(g,C) sq liniowo niezalezne w tym punkcie,
(131)

K
R-§— ——— S 0
TP Q(g,5) # 0,
M jest 2-quasi-umbilikalna na pewnym otoczeniu U C M punktu x a na U
zachodzi (3.8).

Na zakoriczenie przedstawimy najwazniejsze wyniki pracy [58].

Niech M bedzie hiperpowierzchnig w semiriemannowskiej przestrzeni o sta-
tej krzywiznie N1 (c), n > 4.

W pracy [57](Corollary 4.1) wykazano, ze jesli w kazdym punkcie zbioru
U C M jeden z tensoréw: R-C, C-R1lub R-C'—C'- R wyraza sie przez kom-
binacje liniowa tensora R - R i skoniczong sume tensoréw Tachibany postaci
Q(A, B), gdzie A jest symetrycznym tensorem typu (0, 2), a B uogélnionym
tensorem krzywizny, to:

H* = tr(H)H*+ ¢ H+pyg, (10.2)
gdzie 1 1 p sa pewnymi funkcjami na Uy. Wiadomo réwniez, ze jesli (10.2)

zachodzi na Uy C M, to na tym zbiorze spelnione sa nastepujace zwiazki
([134], Theorem 5.1; [58]):

B p (n—2)k
R-C = —mQ(gagAH)—mQ(QaR)
+Q(S, R) + (n — 3)& Q9,9 N S),

(n—2)n(n+1)
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B 1 K (n? —3n +3)k
C-R = n_z(n_l‘i‘fw—w)Q(gaR)
HES QR + e QMg 1 S),
R-C—C-R = —ﬁ@(g,g/\H)—i—ﬁQ(S,R)
1 K (n—1)R
_n—2(n—1+€w_m)Q(g’R)’
oraz ([133], egs. (3.7), (3.9)):
pH = SQ+(5¢—M)S+>\19,
R-S = —lsQU0.5)+ QU )
gdzie:
_ ,(n—=1)R (n—1)k
Al = (m—efw)m-i-ptT(H).

Niech U, C Uy C M bedzie zbiorem wszystkich punktéw, w ktérych jest
spelniony zwiazek (10.2), przy czym funkcja p jest rézna od zera w kazdym
punkcie tego zbioru. Przyklady hiperpowierzchni M w przestrzeniach eu-
klidesowych z trzema réznymi krzywiznami gtéwnymi spelniajacymi (10.2)
na U, C M sa przedstawione w pracy [132]. Tensor krzywizny R hiperpo-
wierzchni M w N 1(c), n > 4, spelniajacej (10.2) na U, mozna przedstawié
na tym zbiorze w nastepujacej postaci (|133], Theorem 3.2):

K

26p2(R—mG) = AANA,
gdzie
A= g (M ) S+ ((;’zn_jf - w)gz;j)f) + ptr(H)) g

Zatem tensor krzywizny R wyraza si¢ na U, przez kombinacj¢ liniows ten-

soréw Kulkarniego-Nomizu otrzymanych z tensoréw g, S and S2.
Rownanie (10.2) jest rowniez spetnione na Uy, jesli w kazdym punkcie

tego zbioru tensor R - C' wyrazony jest przez kombinacje liniowa tensorow
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Tachibany Q(S, R), Q(g,R), Q(g,9 N S) i Q(S,g A'S), tj. na tym zbiorze
spelniony jest zwiazek:
R-C = o1 Q(S,R)+2Q(g,R)
+a3Q(g,g N S) + s Q(S,g N S) (10.3)

gdzie ayq, ... a4 sa pewnymi funkcjami na Ugy.

Twierdzenie 10.3. ([58], Proposition 4.1, Proposition 4.2, Theorem 4.1):
Niech M bedzie hiperpowierzchnig w N (c), n > 4, spetniajgcq (10.3)
na U, C Uy C M. Wowczas na U, mamy:

R-R = Qy,B), (10.4)
gdzie:
B (n—2)k
B= T e+
T = (1—a1)_1((a2+M)R+(gS/\S+ni2g/\52
1 3n — bk 2n — 3)k
(e - <n?n+ 1);‘ — ik + et — M) —ag)gAS), (10.5)
1
o = —Q4 = _n_27
o (n? —3n+ 3)
R L TR S T
ag = (n—3)& (10.6)

(n—2)n(n+1)

Na odwrdt, jesli tensor B spelnia na Ug zwiazek (10.4), to tensor ten daje sie
wyrazi¢ na tym zbiorze przez kombinacje liniowa tensoréow: R, SAS, gA S,
g A S? i G. Dokladniej, mamy:

Twierdzenie 10.4. ([58], Theorem 4.2): Niech M bedzie hiperpowierzchniq
w NI (e), n > 4. Jesli uogélniony tensor krzywizny B spetnia na Uy C M
zwigzek (10.4), to tensor ten przyjmuge postac:

B = nil((waw—m?"m—;m&rms?
+(€¢—m)g/\S+AG), (10.7)

przy czym A jest pewng funkcjg na Up.
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W kolejnym twierdzeniu przedstawiamy wyniki dotyczace hiperpowierz-
chni, na ktorych jeden z tensoréw: R-C, C-Ri R-C — C - R jest rowny
tensorowi Tachibany Q(g, B), gdzie B jest uogo6lnionym tensorem krzywi-
zny.

Twierdzenie 10.5. ([58], Theorem 4.3): Niech M bedzie hiperpowierz-
chnig w N™"Y(c), n > 4, i niech By, Bs i Bs bedq uogdlnionymi tensorami
krzywizny na Ug C M.

(7) Jesli tensor By spetnia na Uy zwigzek:

R-C = Q(g,B1), (10.8)
to tensor By jest postaci:
1 (n —1)%& 1 )
B = —— — -
! n—l((H+€¢ n(n+1)) —29/\5
IR TR B Gl AP T Ve (10.9)
2 n—2 n(n+1) g '

przy czym A\ jest pewnq funkcjg na Ugy.
(ii) Jesli tensor Bo spetnia na Uy zwigzek:

C-R = Q(g,B2), (10.10)
to tensor By jest postaci:
K 2e) K
By = —

2 (n—1+n—1 n(n+1))R+)\G

n—3 (n—1)k 1 9
—_ - — - = 10.11
+(n—2)(n—1)((€¢ n(n+1))gAS 25‘/\54—g/\S) (10.11)

przy czym A jest pewng funkcjg na Ugy.
(vit) Jesli tensor Bs spetnia na Uy zwigzek:

R-C—-C-R = Q(g,Bs) (10.12)
to tensor B3 jest postaci:
e K =) 2%
B: = (— _
5 ( n—1+n(n+1)>R+( n—1+n(n+1)>g/\s
1 9 1

przy czym X\ jest pewng funkcjg na Ugy.

Nastepne twierdzenie dotyczy hiperpowierzchni M w NItl(c), n > 4,
spelniajacych m.in. na zbiorze Uy C M warunek (10.14). Na mocy twier-
dzenia 2.6 (v), rowniez na tym zbiorze jest spelniony zwiazek (9.1), tj. spec-
jalny przypadek (10.2).
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Twierdzenie 10.6. ([58], Theorem 4.4): Niech M bedzie hiperpowierzchniq
w NI'Y(c), ¢ #0, n > 4, spetniajacq na Uy C M warunki:

(a) rank(H) = 2, (b) rank(H?* —tr(H)H) = 1. (10.14)
Wowczas na U spetnione sq zwiqzki: (10.4), (10.8), (10.10) i (10.12), przy
czym B, By, By i B3 sq zdefiniowane, odpowiednio, przez (10.7), (10.9),
(10.11) i (10.13). Scislej, mamy:

R-R = Q(g.B) =

K

n—1n Q(g, R), (10.15)

B 1 K 1 (n—3)k
C-R = Q(g,B2) = 0, (10.17)
R-C—C-R = Q(g,By)
= L 0w R-teas IR g (01
n—1°9y 2 (n—2)ng ' '

Przyktad hiperpowierzchni M w semiriemannowskiej przestrzeni o nie-
zerowej stalej krzywiznie speliajacej warunki: (10.14), (10.15), (10.16),
(10.17) i (10.18) zostal wyznaczony w [68]. Zatem, na mocy twierdzenia 10.4
(Example 5.1), na hiperpowierzchni tej spelnione sa zwiazki: (10.4), (10.8),
(10.10) i (10.12) ([58], Remark 4.1 (iii)). Natomiast w [56] (Example 4.1,
Example 5.1) zostal wyznaczony przyktad hiperpowierzchni w przestrzeni
semieuklidesowej. Tensory R- R, R-C, C - R, Q(g,B), Q(g,B1), Q(g, B2)
i Q(g, B3) tej hiperpowierzchni sa tensorami zerowymi ([58], Remark 4.1
(iv)).

Na zakoriczenie tego rozdzialu przedstawiamy tozsamosé, ktora jest spel-
niona na zbiorze Uy kazdej hiperpowierzchni M w przestrzeni Nt (c),
n = 4.

Twierdzenie 10.7. Niech M bedzie hiperpowierzchnig w N* 1 (c), n > 4.
Wowczas na zbiorze Ug C M jest spelniona tozsamosé:

(n—2)k
T——C-B) = 0
Q(g, Yy ) :
przy czym tensory T i B sq zdefiniowane przez (10.5) i (10.7), a wspdtczyn-
niki @ g — przez (10.6).
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HIPERPOWIERZCHNIE RICCI-PSEUDOSYMETRYCZNE
W PRZESTRZENIACH O STALEJ KRZYWIZNIE

Streszczenie

Geometria podrozmaitosci zanurzonych izometrycznie w rozmaitosciach
Riemanna stanowi jeden z podstawowych dzialéw geometrii rézniczkowej.
W ramach tego dzialu prowadzone sg m.in. badania nad podrozmaitosciami
w przestrzeniach o staltej krzywiznie, a w szczegdlnosci nad hiperpowierzch-
niami, tj. podrozmaitosciami kowymiaru jeden.

W niniejszej monografii zostaly przedstawione wyniki badan nad hiper-
powierzchniami w przestrzeniach o statej krzywiznie, ktérych wielomian mi-
nimalny drugiego tensora podstawowego jest co najwyzej stopnia trzeciego.
Specjalna posta¢ wielomianu minimalnego drugiego tensora podstawowego
hiperpowierzchni, w wielu przypadkach, pozwala na wyznaczenie warun-
kéw krzywiznowych typu pseudosymetrycznego spetnionych na tej hiperpo-
wierzchni. Z drugiej strony, jesli hiperpowierzchnia spelnia warunek krzy-
wiznowy typu pseudosymetrcznego, to w wielu przypadkach wyznaczono
jej wielomian minimalny drugiego tensora podstawowego, np. w przypad-
ku hiperpowierzchni pseudosymetrycznych lub Ricci-pseudosymetrycznych.
Wiadomo, ze kazda rozmaito$é pseudosymetryczna jest rozmaitoscia Ricci-
-pseudosymetryczng. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Na przyktad
hiperpowierzchnie Cartana wymiaru 6, 12 lub 24 sg réznymi od pseudo-
symetrycznych rozmaitosciami Ricci-pseudosymetrycznymi.

W rozdziale pierwszym (wstepnym) omoéwiono szczegétowo problema-
tyke monografii. W rozdziale drugim przedstawiono podstawowe definicje
i fakty dotyczace rozmaitosci semiriemannowskich. Wyniki badan nad roz-
maitosciami typu pseudosymetrycznego, a w szczegblnosci nad rozmaito-
Sciami typu Rotera oraz typu Akivisa-Goldberga, przedstawione sg w roz-
dziatach trzecim, pigtym i szostym. Natomiast pozostate rozdzialy doty-
cza hiperpowierzchni w semiriemannowskich przestrzeniach o statej krzy-
wiznie. Rozdziat czwarty dotyczy hiperpowierzchni pseudosymetrycznych,
siddmy — hiperpowierzchni typu Rotera, 6smy — hiperpowierzchni Ricci-se-
misymetrycznych, a dziewiaty — hiperpowierzchni Ricci-pseudosymetrycz-
nych. Natomiast w ostatnim rozdziale przedstawiono najnowsze rezulta-
ty badan nad hiperpowierzchniami w semiriemannowskich przestrzeniach
o stalej krzywiznie, np. nad hiperpowierzchniami typu Cartana.

Stowa kluczowe: tensor Tachibany, rozmaitos¢ potproduktowa, rozma-
itog¢ typu Akivisa-Goldberga, rozmaito$é¢ typu Rotera, rozmaitosé pseudo-
symetrycza, torus Clifforda, hiperpowierzchnia Cartana, hiperpowierzchnia
Ricci-pseudosymetryczna
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RICCI-PSEUDOSYMMETRIC-HYPERSURFACES
IN SPACES OF CONSTANT CURVATURE

Summary

Geometry of submanifolds immersed isometrically in Riemannian mani-
folds form a fundamental part of differential geometry. Among others things
in that part submanifolds in spaces of constant curvature and in particular
hypersurfaces, i.e. submanifolds of codimension one, are investigated.

In this monograph results on hypersurfaces in spaces of constant curva-
ture, for which their minimal polynomial of the second fundamental tensor
is at most of third degree are presented. The special form of the minimal
polynomial of the second fundamental tensor of a hypersurface, in several
cases, allow to determine curvature conditions of pseudosymmetry type re-
alized on such hypersurface. On the other hand, if a curvature condition of
pseudosymmetry type is satisfied on a hypersurface then also in several cases
the minimal polynomial of its second fundamental tensor was determined,
e.g. in the case of pseudosymmetric or Ricci-pseudosymmetric hypersurfa-
ces. It is known that every pseudosymmetric manifold is Ricci-pseudosym-
metric. The converse statement is not true. For instance, the Cartan hyper-
surfaces of dimension 6, 12 or 24 are non-pseudosymmetric Ricci-pseudo-
symmetric manifolds.

In chapter 1 the subject of the monograph in details is described. Next
chapter contains basical facts on semi-Riemannian manifolds which are
used in the monograph. Results on manifolds of pseudo-symmetry type,
and in particular on Roter type and Akivis-Goldberg type manifolds, are pre-
sented in chapters 3, 5 and 6. In the remaining chapters results on hypersur-
faces in semi-Riemannian spaces of constant curvature are given. Namely,
chapter 4 deals pseudosymmetric hypersurfaces, chapter 7 — Roter type hy-
persurfaces, chapter 8 — Ricci-semisymmetric hypersurfaces, and chapter 9
— Ricci-pseudosymmetric hypersurfaces. Finally, in the last chapter recent
results on hypersurfaces in semi-Riemannian spaces of constant curvature
are given, e.g. on the Cartan type hypersurfaces.

Key words: Tachibana tensor, warped product manifold, Akivis-Goldberg
type manifold, Roter type manifold, pseudosymmetric manifold, Clifford
torus, Cartan hypersurface, Ricci-pseudosymetric hypersurface
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