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Streszczenie: W artykule przedstawiono wyniki estymacji skal ekwiwalentno$ci na podsta-
wie danych o subiektywnej ocenie whasnej sytuacji dochodowej przez gospodarstwa domo-
we. W tym celu zastosowano metodg czgsciowo uogdlnionych uporzadkowanych modeli
logitowych. Analize przeprowadzono na podstawie danych z badan budzetéw gospodarstw
domowych zrealizowanych przez GUS w 2009 r. Proponowana metodyka jest rozszerze-
niem podej$cia zaprezentowanego w publikacji [Schwarze 2003].

Stowa kluczowe: skala ekwiwalentno$ci, dochody, gospodarstwa domowe.

1. Wstep

Skale ekwiwalentnos$ci stanowia podstawowe narzedzie we wszelkich analizach
dotyczacych ubostwa oraz nierownosci dochodowych gospodarstw domowych
o roznej wielkosci. Odzwierciedlaja one wptyw, jaki na koszty utrzymania gospo-
darstw ma ich sktad demograficzny. Przy ich wyznaczaniu bierze si¢ pod uwage
efekt skali wynikajacy ze wspolnego zamieszkiwania, gospodarowania i konsumpc;ji.

W literaturze przedmiotu prezentowane jest stanowisko, ze nie ma jednej opty-
malnej, powszechnie akceptowanej metody szacowania skal ekwiwalentnosci'. Do
stosunkowo nowych propozycji nalezy metoda przedstawiona w publikacji [Schwa-
rze 2003], w ktorej wykorzystuje si¢ dane dotyczace subiektywnego postrzegania
swojej sytuacji dochodowej. Metode te, z pewnymi modyfikacjami, zastosowano
W prezentowanym tu opracowaniu.

Podobnie jak w publikacji Schwarzego w celu analizy subiektywnej oceny do-
chodow gospodarstw domowych w pracy zastosowano skale potggowa postaci:

S =n°, gdzie ee [0;1]. (1)

! Przeglad roznych metod estymacji skal ekwiwalentnosci zawarto m.in. w pracach [Dudek 2011;
Schroder 2009].



154 Hanna Dudek

Wielu autoréw uwaza bowiem, ze skale potegowe mozna wykorzysta¢ do przy-
blizania r6znych typow skal ekwiwalentnosci [Buhmann i in. 1988; Kot 2000]. Pa-
rametr e nazywany jest elastyczno$cia ekwiwalentnosci. Dzielac dochod gospodar-
stwa przez wartos¢ skali (1), uzyskuje si¢ tzw. dochdd ekwiwalentny stuzacy do
porownan zamoznosci gospodarstw domowych o réznej liczbie 0sdb. Szczegdlnie
w sytuacji, gdy e = 0, otrzymuje si¢ dochdd gospodarstwa domowego, a w wypadku
gdy e = 1 — dochdd w przeliczeniu na osobg. Podstawowym problemem napotkanym
w zastosowaniach tych skal jest dobor parametru e. W niektoérych opracowaniach
przyjmuje si¢ arbitralnie pewne wartosci, np. w publikacji [Johnson, Smeeding, Tor-
res 2005] wykorzystano skalg, w ktorej e = 0,5, argumentujac ten wybor kompromi-
sem migdzy skrajnymi warto§ciami O i 1, natomiast w monografii [Radziukiewicz
2006] decyzj¢ o zastosowaniu we wzorze (1) wyktadnika potegi wynoszacego 0,72
uzasadniono autorytetem amerykanskich i europejskich ekspertoéw. W niniejszej
pracy podjeto probe oszacowania elastyczno$ci ekwiwalentnosci przez estymacje
parametréw modelu, w ktorym zmienng objasniana stanowi zmienna wielomianowa
odpowiadajaca kategoriom uporzadkowanym.

Celem pracy jest zbadanie mozliwo$ci zastosowania modeli kategorii uporzad-
kowanych do oszacowania estymacji skal ekwiwalentnosci na podstawie danych
o subiektywnych ocenach wlasnej sytuacji dochodowej przez polskie gospodarstwa
domowe. Przedstawiono krytyczna analiz¢ podej$cia prezentowanego w pracy
[Schwarze 2003] oraz zaproponowano pewne modyfikacje w tym zakresie.

2. Dane

W cytowanej pracy Schwarzego wykorzystano dane panelowe o gospodarstwach
domowych. Takie podejscie umozliwia uwzglednienie nicobserwowalnej heteroge-
nicznosci gospodarstw domowych. Ponadto informacje pozyskane w r6znych okre-
sach od tych samych jednostek sa bardziej niezalezne od chwilowych emocji respon-
dentow niz dane pozyskane w jednym tylko okresie. Niestety, ze wzgledu na brak
tego typu danych w Polsce wykorzystano tu dane przekrojowe pochodzace z badan
budzetow gospodarstw domowych prowadzonych przez GUS w 2009 r. Analizg
przeprowadzono na podstawie informacji z 18 240 gospodarstw domowych pracow-
nikow.

W kwestionariuszach stosowanych w badaniach budzetow gospodarstw domo-
wych uwzglgdniono m.in. pytanie nastgpujacej tresci: ,,Czy z aktualnym dochodem
Pana(i) gospodarstwo domowe wiaze koniec z koncem: 1) z wielka trudnoscia,
2) z trudnoscia, 3) z pewna trudnoscia, 4) raczej tatwo, 5) tatwo, 6) bardzo tatwo”.
Osoba odniesienia (tzn. osoba, ktora ukonczyta 16 lat i osiagnela najwyzszy dochod
sposrod wszystkich cztonkéw gospodarstwa domowego) dokonywata wyboru jednej
z powyzszych szesciu mozliwosci. W tabeli 1 przedstawiono podstawowe informacje
dotyczace oceny wiasnych dochoddéw przez gospodarstwa domowe pracownikow
w 2009 1.
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Tabela 1. Subiektywne oceny wlasnych dochodow

Z aktualnym doc}.mdem . Odsetek gospodarstw domowych
gospodarstwo wiazato Kategoria .
Koni Koh pracownikow
oniec z koncem

7 wielka trudnoscia j=1 6,72
Z trudnos$cia j=2 15,45
Z pewna trudno$cig j=3 42,30
Raczej tatwo j=4 26,89
tatwo j=5 6,89
Bardzo tatwo j=6 1,76

Zrodto: obliczenia wlasne.

Ze wzgledu na to, ze odsetek gospodarstw domowych pracownikéw oceniaja-
cych, ze z aktualnymi dochodami byto im bardzo tatwo wigza¢ koniec z koncem, nie
przekraczat 2%, gospodarstwa te potaczono z grupa tych, ktérym tatwo przychodzito
wiazanie konca z koncem. Ostatecznie zatem rozpatrywano nie 6, lecz 5 kategorii
odpowiedzi.

3. Metoda

W celu oszacowania elastycznosci skali ekwiwalentnosci w publikacji [Schwarze
2003] rozwazono model:

K
u' =a,+a,Iny+a,Inn+) s, 2)
k=1

gdzie: ;" — satysfakcja z osiaganego dochodu,

miesigczne dochody gospodarstwa domowego,

n — liczba o0séb w gospodarstwie domowym,

Sk k-ta zmienna kontrolna®, k = 1,..., K, odnoszaca sie np. do
cech, takich jak: ple¢, poziom wyksztalcenia, wiek, status
cywilny, miejsce zamieszkania itp.

ay, A, A, Vi, Vys --.5 ) — parametry.

a]

=
|

Poniewaz ¢, Iny+a, Inn=In y_ =q, ln%/al, to elastycznos$¢ ekwiwa-
n n n n
lentnosci e wynosi:
a
e=-"t. 3)

2 W badaniach socjologicznych przez zmienne kontrolne rozumie si¢ dodatkowe posredniczace
zmienne, ktore objasniaja ksztattowanie si¢ analizowanego zjawiska.
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Do estymacji parametrow modelu w opracowaniu [Schwarze 2003] wykorzysta-
no metody wielomianowych modeli kategorii uporzadkowanych. Ogdlna posta¢ tych
modeli to:

*
u, =x,p+¢, 4)
gdzie: ;,,"— zmienna nieobserwowalna odnoszaca sig i-tej obserwacji,
1

B — wektor kolumnowy parametrow,

x. — wektor wierszowy warto$ci zmiennych objasniajacych dla i-tej obser-

wacji’,

¢ — sktadnik losowy dla i-tej obserwacji, i = 1,2, ..., N, N — liczba obserwa-
cji.

W powyzszym podejsciu ciagla nicobserwowalna zmienna u jest dyskretyzowa-

na przez zbior wartosci progowych 6,, J,,--, O, , co prowadzi do zmiennej skate-

m?

goryzowanej u okreslonej jako: wu, = j*, jesli o, <u <6,,,, przy czym:

—0=0,<0, <0, <0,, =00. Prawdopodobienstwa P(ul. =j |xi) w uporzad-

=F(6,-xB)-

F (51-1 _XiB> ,dla j=1,2, ..., m, gdzie F jest dystrybuanta sktadnika losowego ¢ .

kowanym modelu mozna okresli¢ jako:  P(u,

W zastosowaniach zwykle wykorzystuje si¢ uporzadkowany model logitowy

. : C 1

i probitowy, w ktorym odpowiednio F(z)=A(z)=——— oraz
1+exp(—z)

t2
F(z CD exp| —— |dt, gdzie: z. =X, . Modele takie sa dos¢ restryk-
(2)= j Nz p( 2} gdzie: z, =x,B a ry
cyjne, zaktadaja bowiem, ze:
P(u, < jIx,) = F (35, -x,B). (5)

czyli parametry przy zmiennych objasniajacych nie zaleza od kategorii j,
j=1,2, ..., m. Zalozenie to bywa nazywane zaloZeniem regresji rownolegtych.
W celu jego weryfikacji w niniejszej pracy zastosowano test zaproponowany w pu-
blikacji Branta [1990]. Idea tego testu polega na rozwazeniu m — 1 modeli dwumia-
nowych, w ktorych zmienne objasniane zdefiniowane sa nastgpujaco’:

* Wektor zmiennych objasniajacych x obejmuje zmienne y, n oraz sy, s, ..., Sk.

* W niniejszej pracy j = 1, 2, 3, 4, 5, co odnosi si¢ do odpowiedzi: 1 — z wielka trudnoscia,
2 — z trudno$cia, 3 — z pewna trudnoscia, 4 — raczej tatwo, 5 — fatwo i bardzo latwo.

5 Opis testu Branta podano za publikacjami [Ksiazek 2010; Long 1997].
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w L gdyu>j,
u, =
! 0, w przeciwnych przypadkach,

gdziej=1,2,...,m—1.

Po oszacowaniu tacznej macierzy wariancji 1 kowariancji parametrow we
wszystkich m — 1 modelach dwumianowych przeprowadza sig testy Walda — taczny
oraz indywidualne testy dla poszczegdlnych zmiennych objasniajacych. Pierwszy
z testow wykorzystywany jest do weryfikacji hipotezy zerowej mowiacej o rownosci
odpowiednich parametrow we wszystkich m — 1 regresjach dwumianowych lacznie
dla calego zestawu zmiennych objasniajacych®. Odrzucenie hipotezy zerowej ozna-
cza, ze co najmniej dla jednej zmiennej objasniajacej parametry istotnie rdznia si¢
w przynajmniej dwoch modelach dwumianowych, w nastgpstwie czego zalozenie
regresji rownoleglych nie jest spetnione. Przeprowadzenie indywidualnych testow
Walda umozliwia wskazanie zmiennych ,,odpowiedzialnych” za naruszenie tego
zatozenia. Hipoteza zerowa mowi wtedy o rownos$ci parametrow przy poszczegolnej
zmiennej objasniajacej we wszystkich modelach dwumianowych. W konsekwencji
odrzucenia hipotezy zerowej model dla kategorii uporzadkowanych nie powinien
by¢ stosowany i wtedy nalezy wykorzysta¢ inne metody szacowania parametrow
modelu (4). Do jednych z podej$¢ mozliwych do zastosowania w takiej sytuacji nale-
zy estymacja uog6lnionego modelu uporzadkowanego [Greene, Hensher 2010]:

P(u, < jlx)=F(5,-xB,).dla j=1,2, ...,m~1. )

W powyzszym modelu dopuszcza si¢ zatem, by parametry przy zmiennych
objasniajacych zalezaly od przynaleznos$ci do kategorii zmiennej porzadkowej u
odpowiadajacej nieobserwowalnej zmiennej objasnianej. W przypadku, gdy indywi-
dualne testy Walda nie nakazuja odrzucenia hipotez o réwnosci parametréw niekto-
rych ze zmiennych objasniajacych, mozliwe jest zastosowanie czg¢§ciowo uogolnio-
nych modeli uporzadkowanych’. W modelach tego typu we wzorze (7) parametry
przy niektérych zmiennych objasniajacych nie zaleza od kategorii analizowanej
zmiennej porzadkowej. Takie podejscie jest z jednej strony mniej restrykcyjne niz
zastosowanie modelu uporzadkowanego, z drugiej strony za$ — ze wzgledu na
uwzglednienie w modelu mniejszej liczby parametrow — bardziej ,,0szczedne” oraz
umozliwiajace tatwiejsza interpretacje parametrow strukturalnych modelu. W pracy,
w odroznieniu od publikacji [Schwarze 2003], dokonano weryfikacji zatozenia re-
gresji rownoleglych i zaproponowano pewne rozwiazania w tym zakresie.

® Statystyka testowa w tescie Branta ma asymptotyczny rozklad chi-kwadrat z p(m — 2) stopniami
swobody, gdzie p — liczba parametrow przy zmiennych objasniajacych, m — liczba kategorii zmiennej
porzadkowej odpowiadajacej nicobserwowalnej zmiennej objasniane;.

" W anglojezycznej literaturze przedmiotu modele takie sa nazywane mianem partial proportio-
nal odds models for ordinal response variables [Peterson, Harrell 1990; Williams 2006].



158 Hanna Dudek

4. Wyniki

Na poczatku oszacowano model (2) zaproponowany w pracy [Schwarze 2003]. Po
wykonaniu tacznego testu Branta stwierdzono, ze zatozenie regresji rownoleglych
powinno by¢ odrzucone. Analiza wynikéw indywidualnego testu Branta wykazata,
ze ,,odpowiedzialno$¢” za naruszenie tego zatozenia ponosi kilka zmiennych, w tym
zmienna odnoszaca si¢ do dochodéw gospodarstw domowych. W takiej sytuacji
zastosowanie uogolnionych lub czgsciowo uogdlnionych modeli uporzadkowa-
nych nie umozliwitoby oszacowania elastycznosci ekwiwalentno$ci na podstawie
wzoru (3). Dlatego tez uwzgledniono dodatkowe zmienne stanowiace interakcje
migdzy réznymi zmiennymi objasniajacymi. Ostatecznie otrzymano model®, ktérego
wyniki weryfikacji zaprezentowano w tab. 2. W charakterze ilosciowych zmiennych
objasniajacych uwzgledniono logarytm dochodéw, logarytm liczby osob w gospo-
darstwie, wiek osoby odniesienia oraz pewne interakcje wymienionych cech. Zmien-
ne jako$ciowe (wymienione w czwartej kolumnie tej tabeli) sa zmiennymi binarnymi
przyjmujacymi warto§¢ 1 dla wariantu wskazanego nazwa oraz 0 w pozostatych
przypadkach.

Tabela 2. Wyniki testu Branta dla uporzadkowanego modelu logitowego

Wartos¢ Wartos¢
Zmienna statystyki Wartosé p Zmienna statystyki Wartosé p
testowej testowej
Iny 5,90 0,117 wyksztalcenie wyzsze 5,63 0,131
In y*ln n 4,63 0,201 wyksztalcenie $rednie 5,41 0,144
(In n)2 3,72 0,294 stanowisko robotnicze 6,56 0,087
(In n)* 2,49 0,477 kobieta 9,62 0,022
wiek 0,38 0,945 zwiazek formalny 12,84 0,005
wiek? 0,20 0,978 | Mmiasto pow. 500000 17,04 0,001
mieszkancow

Zrédlo: obliczenia whasne w programie Stata v. 10.

Dla catego zestawu zmiennych prezentowanego w tab. 2 wartos¢ statystyki te-
stowej w tacznym te$cie Branta wyniosta 89,80, co $wiadczy o odrzuceniu zaloze-
nia regresji rownolegltych (wartos¢ krytyczna, odczytana z tablic rozktadu chi-
kwadrat, dla 36 stopni swobody i poziomu istotnosci 0,05 jest rowna 51,00).
Z informacji przedstawionych w tab. 2 wynika, ze dla zmiennych odnoszacych sig
do logarytmu dochodow, wielkosci gospodarstwa domowego oraz ich interakcji nie

8 Przy wyborze modelu kierowano sig kryteriami merytorycznymi i statystycznymi. Wyniki pre-
zentowane w tab. 2-5 uzyskano na podstawie danych dotyczacych gospodarstw sktadajacych si¢ z co
najwyzej 7 osob, ktorych logarytm dochodow ksztaltowal si¢ w granicach [Q;-2*IQR; Q;+2*IQR],
gdzie Q; 1 Q; — pierwszy i trzeci kwartyl, IQR — rozstgp ¢wiartkowy. Pozostate obserwacje, stanowia-
ce ok. 1,5% proéby, uznano za odstajace i wylaczono z analizy.
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ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze parametry przy kazdej z tych zmiennych
nie zaleza od kategorii. Dlatego tez w celu oszacowania subiektywnych skal ekwi-
walentnoséci wykorzystano czgsciowo uogdlniony model uporzadkowany. Wyniki
estymacji tych parametrow modelu, ktérych wartosci nie zalezaty® od przynalezno-
sci do kategorii zmiennej porzadkowej, odnoszacej si¢ do subiektywnej oceny do-
chodoéw, zaprezentowano w tab. 3.

Tabela 3. Wyniki estymacji parametréw czgsciowo uogélnionego uporzadkowanego modelu
logitowego

Zmienna Ocena Btad Zmienna Ocena Btad
parametru standardowy parametru standardowy
Iny 2,84 0,05 wiek? 0,0007 0,0001
B wyksztatcenie

In yelnn 0,33 0,03 WyZsze 0,52 0,05
wyksztatcenie

(In )’ 143 0.28 | crednie 0,23 0,04
stanowisko

(In n)’ —0.45 0,10 robotnicze 0,19 0,04

wiek -0,07 0,01 - - -

Zrodto: obliczenia whasne w programie Stata v. 10.

Oszacowania pozostalych parametrow czesciowo uogdlnionego uporzadkowa-
nego modelu logitowego zamieszczono w tab. 4.

Tabela 4. Wyniki estymacji parametréw czgsciowo uogélnionego uporzadkowanego modelu
logitowego, cd.

Zmienna Dlau>1 Dlau>2 Dlau>3 Dlau>4
Kobieta -0,41 -0,22 -0,26 -0,29
Zwiazek formalny 0,39 0,46 0,26 0,44
Miasto pow.

500 000 -0,60 -0,54 -0,37 -0,08*
mieszkancoOw
Stata -16,12 -17,90 -20,25 -22,76

* Oznacza, ze parametr nie jest istotny na poziomie 0,05.

Zrodto: obliczenia whasne w programie Stata v. 10.

Na podstawie rezultatow przedstawionych w tab. 3 i 4 stwierdzono, ze poza
jednym parametrem (sytuacj¢ t¢ oznaczono symbolem * w tab. 4) pozostale sa
statystycznie istotne na poziomie 0,05. Wyniki estymacji parametrow wykorzysta-
no do oszacowania elastycznos$ci ekwiwalentnosci. Poniewaz zamiast modelu (2)

° W tabeli 3 zamieszczono oszacowania parametrow przy tych zmiennych, dla ktorych wartosé p
w tab. 2 przekraczata 0,05.
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proponowanego w pracy [Schwarze 2003] oszacowano model postaci:
u =A, +a,Iny,+a,Inn, +a, Inn, -Iny, +a,,(nn, Y +a,;(Inn, )’ +s,y+¢,

n

r

to elastyczno$é ekwiwalentnosci Wyznaczono ze WZzoru:

a,-Iny+a, -lnn+a, - (Inn)’ . _
e=-— . W nastgpstwie tego wykorzystanie wzo-

a,

ru (1) umozliwito estymacje¢ skal ekwiwalentno$ci. Warto$ci oszacowan skal dla
kilku przyktadowych poziomoéw miesigcznych dochodéw zaprezentowano w tab. 5.

Tabela 5. Warto$ci oszacowanych subiektywnych skal ekwiwalentnosci dla wybranych poziomow
dochodow

Wartos¢ skali S = n° dla liczby 0s6b:

Dochody (zt)

n=2 n=3 n=4 n=>5 n==o6 n="7
2000 1,52 1,76 1,96 2,16 2,38 2,64
3000 1,57 1,86 2,09 2,33 2,59 2,39
4000 1,61 1,93 2,19 2,46 2,75 3,08
5000 1,64 1,98 2,27 2,56 2,88 3,24
6000 1,66 2,03 2,33 2,65 2,99 3,38
7000 1,68 2,07 2,39 2,73 3,09 3,50

Zrodto: obliczenia wlasne.

Z informacji przedstawionych w tab. 5 wynika np., ze aby zapewni¢ sobie taki
sam poziom satysfakcji z osiaganych dochodow jak gospodarstwa jednoosobowe
wykazujace dochody wynoszace 5 tys. zt miesigcznie, gospodarstwa dwuosobowe
powinny mie¢ dochod wyzszy od nich o 64% (czyli 1,64 x 5000 zt = 8200 zt), go-
spolcgarstwa trzyosobowe o 98%, czteroosobowe o 127%, pigcioosobowe o 156%
itd.

5. Whnioski

Na podstawie przeprowadzonej analizy stwierdzono, ze ,,zwykly” uporzadkowany
model logitowy nie powinien by¢ wykorzystywany do opisu subiektywnego postrze-
gania swojej sytuacji dochodowej przez gospodarstwa domowe pracownikow
w 2009 r. W konsekwencji tego, w odniesieniu do analizowanych danych, nie nalezy
stosowa¢ metody wyznaczania subiektywnych skal ekwiwalentnosci w wersji propo-
nowanej w pracy [Schwarze 2003]. W sytuacji, gdy nie ma podstaw do odrzucenia
zalozenia réwnoleglych regresji dla zmiennych dotyczacych logarytmu dochodow,
logarytmu liczby os6b w gospodarstwie domowym oraz ich interakcji, do estymacji
elastycznosci ekwiwalentno$ci mozna wykorzysta¢ model czesciowo uporzadkowany.

19 Por. warto$ci w tab. 5 zaznaczone pogrubiona czcionka.
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Elastyczno$¢ ekwiwalentnosci dla danych z gospodarstw domowych pracowni-
kéw z 2009 r. jest funkcjq ich dochodow oraz ich wielko$ci. Trzeba zatem stwier-
dzi¢, ze formuly okreslajace wartosci skal ekwiwalentnosci sa bardziej skompliko-
wane niz te, ktore zaktada si¢ w niektorych pracach (por. [Johnson, Smeeding, Torres
2005; Radziukiewicz 2006]).

Nalezy takze odnotowaé, ze czynnikami determinujacymi satysfakcje z osiaga-
nych dochodéw w gospodarstwach domowych pracownikow w 2009 r., oprocz do-
chodow ekwiwalentnych, byly: poziom wyksztatcenia, ple¢, wiek i fakt pozostawa-
nia w zwiazku partnerskim osoby odniesienia oraz miejsce zamieszkania i przyna-
lezno$¢ do podgrupy spoteczno-ekonomiczne;.
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SUBJECTIVE EQUIVALENCE SCALES
— ANALYSIS BASED ON DATA ABOUT SATISFACTION
WITH INCOMES

Summary: The article presents the results of the estimation of equivalence scales based on
the subjective assessment of their own income situation of households. For this purpose, the
method of partial generalized ordered logit models was used. The empirical investigation
was based on data from household budget surveys carried out by GUS in 2009. The pro-
posed methodology is an extension of the approach presented in [Schwarze 2003].
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