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Hanna Dudek 
Szkoła Główna Gospodarstwa Wiejskiego w Warszawie 

SUBIEKTYWNE SKALE EKWIWALENTNOŚCI 
– ANALIZA NA PODSTAWIE DANYCH 
O SATYSFAKCJI Z OSIĄGANYCH DOCHODÓW 

Streszczenie: W artykule przedstawiono wyniki estymacji skal ekwiwalentności na podsta-
wie danych o subiektywnej ocenie własnej sytuacji dochodowej przez gospodarstwa domo-
we. W tym celu zastosowano metodę częściowo uogólnionych uporządkowanych modeli 
logitowych. Analizę przeprowadzono na podstawie danych z badań budżetów gospodarstw 
domowych zrealizowanych przez GUS w 2009 r. Proponowana metodyka jest rozszerze-
niem podejścia zaprezentowanego w publikacji [Schwarze 2003].  

Słowa kluczowe: skala ekwiwalentności, dochody, gospodarstwa domowe.  

1. Wstęp  

Skale ekwiwalentności stanowią podstawowe narzędzie we wszelkich analizach 
dotyczących ubóstwa oraz nierówności dochodowych gospodarstw domowych  
o różnej wielkości. Odzwierciedlają one wpływ, jaki na koszty utrzymania gospo-
darstw ma ich skład demograficzny. Przy ich wyznaczaniu bierze się pod uwagę 
efekt skali wynikający ze wspólnego zamieszkiwania, gospodarowania i konsumpcji.  

W literaturze przedmiotu prezentowane jest stanowisko, że nie ma jednej opty-
malnej, powszechnie akceptowanej metody szacowania skal ekwiwalentności1. Do 
stosunkowo nowych propozycji należy metoda przedstawiona w publikacji [Schwa-
rze 2003], w której wykorzystuje się dane dotyczące subiektywnego postrzegania 
swojej sytuacji dochodowej. Metodę tę, z pewnymi modyfikacjami, zastosowano  
w prezentowanym tu opracowaniu.  

Podobnie jak w publikacji Schwarzego w celu analizy subiektywnej oceny do-
chodów gospodarstw domowych w pracy zastosowano skalę potęgową postaci:  

 eS n= ,  gdzie  e∈ [0; 1]. (1) 

                    
1 Przegląd różnych metod estymacji skal ekwiwalentności zawarto m.in. w pracach [Dudek 2011; 

Schröder 2009]. 
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Wielu autorów uważa bowiem, że skale potęgowe można wykorzystać do przy-
bliżania różnych typów skal ekwiwalentności [Buhmann i in. 1988; Kot 2000]. Pa-
rametr e nazywany jest elastycznością ekwiwalentności. Dzieląc dochód gospodar-
stwa przez wartość skali (1), uzyskuje się tzw. dochód ekwiwalentny służący do 
porównań zamożności gospodarstw domowych o różnej liczbie osób.  Szczególnie  
w sytuacji, gdy e = 0, otrzymuje się dochód gospodarstwa domowego, a w wypadku 
gdy e = 1 – dochód w przeliczeniu na osobę. Podstawowym problemem napotkanym 
w zastosowaniach tych skal jest dobór parametru e. W niektórych opracowaniach 
przyjmuje się arbitralnie pewne wartości, np. w publikacji [Johnson, Smeeding, Tor-
res 2005] wykorzystano skalę, w której e = 0,5, argumentując ten wybór kompromi-
sem między skrajnymi wartościami 0 i 1, natomiast w monografii [Radziukiewicz 
2006] decyzję o zastosowaniu we wzorze (1) wykładnika potęgi wynoszącego 0,72 
uzasadniono autorytetem amerykańskich i europejskich ekspertów. W niniejszej 
pracy podjęto próbę oszacowania elastyczności ekwiwalentności przez estymację 
parametrów modelu, w którym zmienną objaśnianą stanowi zmienna wielomianowa 
odpowiadająca kategoriom uporządkowanym.  

Celem pracy jest zbadanie możliwości zastosowania modeli kategorii uporząd-
kowanych do oszacowania estymacji skal ekwiwalentności na podstawie danych  
o subiektywnych ocenach własnej sytuacji dochodowej przez polskie gospodarstwa 
domowe. Przedstawiono krytyczną analizę podejścia prezentowanego w pracy 
[Schwarze 2003] oraz zaproponowano pewne modyfikacje w tym zakresie. 

2. Dane 

W cytowanej pracy Schwarzego wykorzystano dane panelowe o gospodarstwach 
domowych. Takie podejście umożliwia uwzględnienie nieobserwowalnej heteroge-
niczności gospodarstw domowych. Ponadto informacje pozyskane w różnych okre-
sach od tych samych jednostek są bardziej niezależne od chwilowych emocji respon-
dentów niż dane pozyskane w jednym tylko okresie. Niestety, ze względu na brak 
tego typu danych w Polsce wykorzystano tu dane przekrojowe pochodzące z badań 
budżetów gospodarstw domowych prowadzonych przez GUS w 2009 r. Analizę 
przeprowadzono na podstawie informacji z 18 240 gospodarstw domowych pracow-
ników.  

W kwestionariuszach stosowanych w badaniach budżetów gospodarstw domo-
wych uwzględniono m.in. pytanie następującej treści: „Czy z aktualnym dochodem 
Pana(i) gospodarstwo domowe wiąże koniec z końcem: 1) z wielką trudnością,  
2) z trudnością, 3) z pewną trudnością, 4) raczej łatwo, 5) łatwo, 6) bardzo łatwo”. 
Osoba odniesienia (tzn. osoba, która ukończyła 16 lat i osiągnęła najwyższy dochód 
spośród wszystkich członków gospodarstwa domowego) dokonywała wyboru jednej 
z powyższych sześciu możliwości. W tabeli 1 przedstawiono podstawowe informacje 
dotyczące oceny własnych dochodów przez gospodarstwa domowe pracowników  
w 2009 r. 
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Tabela 1. Subiektywne oceny własnych dochodów  

Z aktualnym dochodem 
gospodarstwo wiązało  

koniec z końcem 
Kategoria Odsetek gospodarstw domowych  

pracowników 

Z wielką trudnością j = 1 6,72 
Z trudnością j = 2 15,45 
Z pewną trudnością j = 3 42,30 
Raczej łatwo j = 4 26,89 
Łatwo j = 5 6,89 
Bardzo łatwo j = 6 1,76 

Źródło: obliczenia własne. 

Ze względu na to, że odsetek gospodarstw domowych pracowników oceniają-
cych, że z aktualnymi dochodami było im bardzo łatwo wiązać koniec z końcem, nie 
przekraczał 2%, gospodarstwa te połączono z grupą tych, którym łatwo przychodziło 
wiązanie końca z końcem. Ostatecznie zatem rozpatrywano nie 6, lecz 5 kategorii 
odpowiedzi. 

3. Metoda 

W celu oszacowania elastyczności skali ekwiwalentności w publikacji [Schwarze 
2003] rozważono model:  

  (2) *
0 1

1

ln ln ,
K

n k k
k

u y n sα α α γ
=

= + + + ∑
gdzie: *u  – satysfakcja z osiąganego dochodu, 
 y – miesięczne dochody gospodarstwa domowego, 
 n – liczba osób w gospodarstwie domowym, 
 sk – k-ta zmienna kontrolna2, k = 1,…, K, odnosząca się np. do 

cech, takich jak: płeć, poziom wykształcenia, wiek, status
cywilny, miejsce zamieszkania itp. 
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2 W badaniach socjologicznych przez zmienne kontrolne rozumie się dodatkowe pośredniczące 

zmienne, które objaśniają kształtowanie się analizowanego zjawiska. 
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Do estymacji parametrów modelu w opracowaniu [Schwarze 2003] wykorzysta-
no metody wielomianowych modeli kategorii uporządkowanych. Ogólna postać tych 
modeli to: 

 *
i iu iε= +x β ,  (4) 

gdzie: *
iu  – zmienna nieobserwowalna odnosząca się i-tej obserwacji, 

 β  – wektor kolumnowy parametrów, 
 

ix  – wektor wierszowy wartości zmiennych objaśniających dla i-tej obser-
wacji3, 

 
iε  – składnik losowy dla i-tej obserwacji, i = 1,2, …, N, N – liczba obserwa-

cji. 

W powyższym podejściu ciągła nieobserwowalna zmienna  jest dyskretyzowa-
na przez zbiór wartości progowych 

*u
0 1, , , m ,δ δ

iu j
δ  co prowadzi do zmiennej skate-

goryzowanej u określonej jako: = 4, jeśli *
j i 1juδ δ +< ≤ , przy czym: 

0 1 1m mδ δ δ δ +−∞ = < < < = ∞ . Prawdopodobieństwa ( )iP u = j ix  w uporząd-

kowanym modelu można określić jako: ( )i jP u δ( )j F i= = −x x −i β   

– ( )1j iF δ − − x β , dla  j = 1, 2, ..., m, gdzie F jest dystrybuantą składnika losowego ε . 

W zastosowaniach zwykle wykorzystuje się uporządkowany model logitowy  

i probitowy, w którym odpowiednio ( ) ( )
1

1 exp
z =( )F z

z
= Λ

+ −
 oraz 

( )
21( ) exp
22

z tF z z dt⎟ iz = x
π

⎛ ⎞
−⎜

⎝ ⎠−∞

= Φ = ∫ , gdzie: . Modele takie są dość restryk-

cyjne, zakładają bowiem, że:  

iβ

 ( )( )i jP u j F δ≤ = −ix xiβ ,  (5) 

czyli parametry przy zmiennych objaśniających nie zależą od kategorii j, 
. Założenie to bywa nazywane założeniem regresji równoległych.  

W celu jego weryfikacji w niniejszej pracy zastosowano test zaproponowany w pu-
blikacji Branta [1990]. Idea tego testu polega na rozważeniu m – 1 modeli dwumia-
nowych, w których zmienne objaśniane zdefiniowane są następująco

1, 2, ,j  = … m

                   

5: 

 
3 Wektor zmiennych objaśniających x obejmuje zmienne y, n oraz s1, s2, …, sK. 
4 W niniejszej pracy j = 1, 2, 3, 4, 5, co odnosi się do odpowiedzi: 1 – z wielką trudnością,  

2 – z trudnością, 3 – z pewną trudnością, 4 – raczej łatwo, 5 – łatwo i bardzo łatwo. 
5 Opis testu Branta podano za publikacjami [Książek 2010; Long 1997]. 
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  (6) ** 1, gdy ,
0, w przeciwnych przypadkach,j

u j
u

>⎧
= ⎨

⎩

gdzie j = 1, 2, …, m – 1. 

Po oszacowaniu łącznej macierzy wariancji i kowariancji parametrów we 
wszystkich m – 1 modelach dwumianowych przeprowadza się testy Walda – łączny 
oraz indywidualne testy dla poszczególnych zmiennych objaśniających. Pierwszy  
z testów wykorzystywany jest do weryfikacji hipotezy zerowej mówiącej o równości 
odpowiednich parametrów we wszystkich m – 1 regresjach dwumianowych łącznie 
dla całego zestawu zmiennych objaśniających6. Odrzucenie hipotezy zerowej ozna-
cza, że co najmniej dla jednej zmiennej objaśniającej parametry istotnie różnią się  
w przynajmniej dwóch modelach dwumianowych, w następstwie czego założenie 
regresji równoległych nie jest spełnione. Przeprowadzenie indywidualnych testów 
Walda umożliwia wskazanie zmiennych „odpowiedzialnych” za naruszenie tego 
założenia. Hipoteza zerowa mówi wtedy o równości parametrów przy poszczególnej 
zmiennej objaśniającej we wszystkich modelach dwumianowych. W konsekwencji 
odrzucenia hipotezy zerowej model dla kategorii uporządkowanych nie powinien 
być stosowany i wtedy należy wykorzystać inne metody szacowania parametrów 
modelu (4). Do jednych z podejść możliwych do zastosowania w takiej sytuacji nale-
ży estymacja uogólnionego modelu uporządkowanego [Greene, Hensher 2010]: 

 ( )( )i jP u j F δ≤ = −ix i jx β , dla  j = 1, 2, …, m – 1. (7) 

W powyższym modelu dopuszcza się zatem, by parametry przy zmiennych  
objaśniających zależały od przynależności do kategorii zmiennej porządkowej u 
odpowiadającej nieobserwowalnej zmiennej objaśnianej. W przypadku, gdy indywi-
dualne testy Walda nie nakazują odrzucenia hipotez o równości parametrów niektó-
rych ze zmiennych objaśniających,  możliwe jest zastosowanie częściowo uogólnio-
nych modeli uporządkowanych7. W modelach tego typu we wzorze (7) parametry 
przy niektórych zmiennych objaśniających nie zależą od kategorii analizowanej 
zmiennej porządkowej. Takie podejście jest z jednej strony mniej restrykcyjne niż 
zastosowanie modelu uporządkowanego, z drugiej strony zaś – ze względu na 
uwzględnienie w modelu mniejszej liczby parametrów – bardziej „oszczędne” oraz 
umożliwiające łatwiejszą interpretację parametrów strukturalnych modelu. W pracy, 
w odróżnieniu od publikacji [Schwarze 2003], dokonano weryfikacji założenia re-
gresji równoległych i zaproponowano pewne rozwiązania w tym zakresie. 

 
                    

6 Statystyka testowa w teście Branta ma asymptotyczny rozkład chi-kwadrat z p(m – 2) stopniami 
swobody, gdzie p – liczba parametrów przy zmiennych objaśniających, m – liczba kategorii zmiennej 
porządkowej odpowiadającej nieobserwowalnej zmiennej objaśnianej. 

7 W anglojęzycznej literaturze przedmiotu modele takie są nazywane mianem partial proportio-
nal odds models for ordinal response variables [Peterson, Harrell 1990; Williams 2006]. 
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4. Wyniki  

Na początku oszacowano model (2) zaproponowany w pracy [Schwarze 2003]. Po 
wykonaniu łącznego testu Branta stwierdzono, że założenie regresji równoległych 
powinno być odrzucone. Analiza wyników indywidualnego testu Branta wykazała, 
że „odpowiedzialność” za naruszenie tego założenia ponosi kilka zmiennych, w tym 
zmienna odnosząca się do dochodów gospodarstw domowych. W takiej sytuacji 
zastosowanie uogólnionych lub częściowo uogólnionych modeli uporządkowa- 
nych nie umożliwiłoby oszacowania elastyczności ekwiwalentności na podstawie 
wzoru (3). Dlatego też uwzględniono dodatkowe zmienne stanowiące interakcję 
między różnymi zmiennymi objaśniającymi. Ostatecznie otrzymano model8, którego 
wyniki weryfikacji zaprezentowano w tab. 2. W charakterze ilościowych zmiennych 
objaśniających uwzględniono logarytm dochodów, logarytm liczby osób w gospo-
darstwie, wiek osoby odniesienia oraz pewne interakcje wymienionych cech. Zmien-
ne jakościowe (wymienione w czwartej kolumnie tej tabeli) są zmiennymi binarnymi 
przyjmującymi wartość 1 dla wariantu wskazanego nazwą oraz 0 w pozostałych 
przypadkach. 

Tabela 2. Wyniki testu Branta dla uporządkowanego modelu logitowego 

Zmienna 
Wartość  

statystyki 
 testowej 

Wartość p Zmienna 
Wartość 

statystyki 
testowej 

Wartość p 

ln y 5,90 0,117 wykształcenie wyższe 5,63 0,131 
ln y•ln n 4,63 0,201 wykształcenie średnie 5,41 0,144 
(ln n)2 3,72 0,294 stanowisko robotnicze 6,56 0,087 
(ln n)3 2,49 0,477 kobieta 9,62 0,022 
wiek 0,38 0,945 związek formalny 12,84 0,005 

wiek2 0,20 0,978 miasto pow. 500 000 
mieszkańców 17,04 0,001 

Źródło: obliczenia własne w programie Stata v. 10.  

Dla całego zestawu zmiennych prezentowanego w tab. 2 wartość statystyki te-
stowej w łącznym teście Branta wyniosła 89,80, co świadczy o odrzuceniu założe-
nia regresji równoległych (wartość krytyczna, odczytana z tablic rozkładu chi-
kwadrat, dla 36 stopni swobody i poziomu istotności 0,05 jest równa 51,00).  
Z informacji przedstawionych w tab. 2 wynika, że dla zmiennych odnoszących się 
do logarytmu dochodów, wielkości gospodarstwa domowego oraz ich interakcji nie 

                    
8 Przy wyborze modelu kierowano się kryteriami merytorycznymi i statystycznymi. Wyniki pre-

zentowane w tab. 2-5 uzyskano na podstawie danych dotyczących gospodarstw składających się z co 
najwyżej 7 osób, których logarytm dochodów kształtował się w granicach [Q1-2*IQR; Q3+2*IQR], 
gdzie Q1 i Q3 – pierwszy i trzeci kwartyl, IQR – rozstęp ćwiartkowy. Pozostałe obserwacje, stanowią-
ce ok. 1,5% próby, uznano za odstające i wyłączono z analizy. 
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ma podstaw do odrzucenia hipotezy, że parametry przy każdej z tych zmiennych 
nie zależą od kategorii. Dlatego też w celu oszacowania subiektywnych skal ekwi-
walentności wykorzystano częściowo uogólniony model uporządkowany. Wyniki 
estymacji tych parametrów modelu, których wartości nie zależały9 od przynależno-
ści do kategorii zmiennej porządkowej, odnoszącej się do subiektywnej oceny do-
chodów, zaprezentowano w tab. 3.  

Tabela 3. Wyniki estymacji parametrów częściowo uogólnionego  uporządkowanego modelu 
logitowego  

Zmienna Ocena 
parametru 

Błąd  
standardowy Zmienna Ocena 

parametru 
Błąd  

standardowy 
ln y 2,84 0,05 wiek2   0,0007 0,0001 

ln y•ln n –0,33 0,03 wykształcenie 
wyższe 0,52 0,05 

(ln n)2 1,43 0,28 wykształcenie 
średnie 0,23 0,04 

(ln n)3 –0,45 0,10 stanowisko 
robotnicze –0,19 0,04 

wiek –0,07 0,01 – – – 

Źródło: obliczenia własne w programie Stata v. 10. 

Oszacowania pozostałych parametrów częściowo uogólnionego uporządkowa-
nego modelu logitowego zamieszczono w tab. 4.  

Tabela 4. Wyniki estymacji parametrów częściowo uogólnionego  uporządkowanego modelu 
logitowego, cd.  

Zmienna Dla u > 1 Dla u > 2 Dla u > 3 Dla u > 4 
Kobieta –0,41 –0,22 –0,26 –0,29 
Związek formalny 0,39 0,46 0,26 0,44 
Miasto pow. 
500 000  
mieszkańców 

–0,60 –0,54 –0,37 –0,08* 

Stała –16,12 –17,90 –20,25 –22,76 

* Oznacza, że parametr nie jest istotny na poziomie 0,05. 

Źródło: obliczenia własne w programie Stata v. 10.  

Na podstawie rezultatów przedstawionych w tab. 3 i 4 stwierdzono, że poza 
jednym parametrem (sytuację tę oznaczono symbolem * w tab. 4) pozostałe są 
statystycznie istotne na poziomie 0,05. Wyniki estymacji parametrów wykorzysta-
no do oszacowania elastyczności ekwiwalentności. Ponieważ zamiast modelu (2) 

                    
9 W tabeli 3 zamieszczono oszacowania parametrów przy tych zmiennych, dla których wartość p 

w tab. 2 przekraczała 0,05. 
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proponowanego w pracy [Schwarze 2003] oszacowano model postaci: 
*

0 lni yu yβ α= + +i
2 3

2 3ln ln ln (ln ) (ln ) ,n i ny i i n i n i in n y n nα α α α ε+ ⋅ + + + +is γ
to elastyczność ekwiwalentności wyznaczono ze wzoru: 

2
2 3ln (ln )n n

y

y n nα
α
⋅ + ⋅lnnye

α α⋅ +
= − . W następstwie tego wykorzystanie wzo-

ru (1) umożliwiło estymację skal ekwiwalentności. Wartości oszacowań skal dla 
kilku przykładowych poziomów miesięcznych dochodów zaprezentowano w tab. 5.  

Tabela 5. Wartości oszacowanych subiektywnych skal ekwiwalentności dla wybranych poziomów 
dochodów 

Dochody (zł) 
Wartość skali S = ne dla liczby osób: 

n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7 
2000 1,52 1,76 1,96 2,16 2,38 2,64 
3000 1,57 1,86 2,09 2,33 2,59 2,89 
4000 1,61 1,93 2,19 2,46 2,75 3,08 
5000 1,64 1,98 2,27 2,56 2,88 3,24 
6000 1,66 2,03 2,33 2,65 2,99 3,38 
7000 1,68 2,07 2,39 2,73 3,09 3,50 

Źródło: obliczenia własne. 

Z informacji przedstawionych w tab. 5 wynika np., że aby zapewnić sobie taki 
sam poziom satysfakcji z osiąganych dochodów jak gospodarstwa jednoosobowe 
wykazujące dochody wynoszące 5 tys. zł miesięcznie, gospodarstwa dwuosobowe 
powinny mieć dochód wyższy od nich o 64% (czyli 1,64 × 5000 zł = 8200 zł), go-
spodarstwa trzyosobowe o 98%, czteroosobowe o 127%, pięcioosobowe o 156% 
itd.10  

5. Wnioski 

Na podstawie przeprowadzonej analizy stwierdzono, że „zwykły” uporządkowany 
model logitowy nie powinien być wykorzystywany do opisu subiektywnego postrze-
gania swojej sytuacji dochodowej przez gospodarstwa domowe pracowników  
w 2009 r. W konsekwencji tego, w odniesieniu do analizowanych danych, nie należy 
stosować metody wyznaczania subiektywnych skal ekwiwalentności w wersji propo-
nowanej w pracy [Schwarze 2003]. W sytuacji, gdy nie ma podstaw do odrzucenia 
założenia równoległych regresji dla zmiennych dotyczących logarytmu dochodów, 
logarytmu liczby osób w gospodarstwie domowym oraz ich interakcji, do estymacji 
elastyczności ekwiwalentności można wykorzystać model częściowo uporządkowany.  

                    
10 Por. wartości w tab. 5 zaznaczone pogrubioną czcionką.  
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Elastyczność ekwiwalentności dla danych z gospodarstw domowych pracowni-
ków z 2009 r. jest funkcją ich dochodów oraz ich wielkości. Trzeba zatem stwier-
dzić, że formuły określające wartości skal ekwiwalentności są bardziej skompliko-
wane niż te, które zakłada się w niektórych pracach (por. [Johnson, Smeeding, Torres 
2005; Radziukiewicz 2006]). 

Należy także odnotować, że czynnikami determinującymi satysfakcję z osiąga-
nych dochodów w gospodarstwach domowych pracowników w 2009 r., oprócz do-
chodów ekwiwalentnych, były: poziom wykształcenia, płeć, wiek i fakt pozostawa-
nia w związku partnerskim osoby odniesienia oraz miejsce zamieszkania i przyna-
leżność do podgrupy społeczno-ekonomicznej. 
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SUBJECTIVE EQUIVALENCE SCALES 
– ANALYSIS BASED ON DATA ABOUT SATISFACTION 
WITH INCOMES 

Summary: The article presents the results of the estimation of equivalence scales based on 
the subjective assessment of their own income situation of households. For this purpose, the 
method of partial generalized ordered logit models was used. The empirical investigation 
was based on data from household budget surveys carried out by GUS in 2009. The pro-
posed methodology is an extension of the approach presented in [Schwarze 2003]. 
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