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Q UNIWERSALNA MIARA ODLEGLOSCI

Streszczenie: W zadaniach taksonomicznych coraz czgsciej mamy do czynienia z danymi za-
wierajacymi zmienne mierzone w réznych skalach. Jedna ze strategii jest wykonanie analizy
osobno dla jednorodnej grupy cech, a potem scalenie wynikow. Druga strategia to zastosowa-
nie miary odleglosci, ktora ze swej natury umozliwia jednoczesne wykorzystanie cech mierzo-
nych w roznych skalach. Najbardziej dojrzala propozycja jest tu miara Walesiaka GDM.
W proponowanym artykule przede wszystkim wykraczamy poza tradycyjny podziat cech ze
wzgledu na skalg pomiaru — na nominalne, porzadkowe, przedziatowe i ilorazowe. Wyr6znio-
no 15 rodzajéw cech statystycznych. Nastgpnie zaproponowano takie przeksztalcenia tych
cech (lub odlegtosci), ze sktadowe sumy w odleglosci typu Manhattan przyjmuja warto$ci
z przedziatu [0,1] i sa niemianowane. To umozliwia policzenie odlegtosci ogdlne;.

Stowa kluczowe: miary odlegtosci, skale pomiaru.

W zadaniach taksonomicznych coraz czg$ciej mamy do czynienia z danymi zawiera-
jacymi zmienne mierzone w réznych skalach. Jedng z mozliwych strategii jest wyko-
nanie analizy osobno dla jednorodnej grupy cech, a potem scalenie wynikow. Druga
strategia to zastosowanie miary odlegtosci, ktora ze swej natury umozliwia jednoczes-
ne wykorzystanie cech mierzonych w réznych skalach. Najbardziej dojrzata propozy-
cja jest miara Marka Walesiaka GDM.

W pracy wykraczamy poza tradycyjny podziat cech ze wzgledu na skal¢ pomiaru
— na nominalne, porzadkowe, przedziatowe i ilorazowe. Zaproponowano takie prze-
ksztatcenia tych cech (lub odleglosci), ze sktadowe sumy w odlegtosci typu Manhat-
tan przyjmuja wartosci z przedziatu [0,1] 1 sa niemianowane. To umozliwia policzenie
odleglosci ogolne;.

Zdarza sig, ze niektdre cechy maja ograniczenia naturalne. Na przyktad wiele cech
moze przyjmowac tylko wartoséci dodatnie, wige zero jest ograniczeniem z lewej stro-
ny. Udzialy procentowe przyjmuja z kolei wartosci z przedziatu [0;100]. Te ograni-
czenia moga by¢ wykorzystane w procesie normalizacji. Przy braku naturalnych
ograniczen zmienno$ci mozna wykorzysta¢ ograniczenia empiryczne, czyli zaobser-
wowane wartosci skrajne, ewentualnie przesunigte jeszcze o jaka§ umowna stala.

Wybieramy odleglo$§¢ Manhattan dlatego, ze ona daje si¢ dekomponowac na po-
szczegolne cechy. W naszych rozwazaniach pomijamy wagi, cho¢ wprowadzenie ich
do procedury liczenia odleglosci jest mozliwe i proste.
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Odleglosci indywidualne moga by¢ wzgledne lub bezwzglgdne. Odleglos¢ bez-
wzgledna zalezy tylko od wspotrzednych tych dwoch punktow, a nie od wspodhrzed-
nych pozostatych punktéw w analizowanym zbiorze. Odlegtosci wzgledne liczone sa
np. na danych standaryzowanych lub na normalizowanych wykorzystujacych empi-
ryczne granice zmiennosci.

Odlegtos¢ Q jest suma odlegltosci indywidualnych. W ponizszym wzorze i oraz j
to numery obiektow, k — numer cechy, m za$ to rozmiar przestrzeni klasyfikacji.
Podany wzoér mozna oczywiscie rdznie przeksztatci¢, choc¢by zamieniajac go na sred-
nig odleglos¢ lub wprowadzajac wagi.

m

k

k=1
0<d <1.

W dalszej czgsci pracy omoéwiono rdzne rodzaje cech statystycznych i sposoby
sprowadzania ich do przedziatu [0;1] (w niektdrych przypadkach nie jest to przedziat
obustronnie domknigty) lub tez sposob sprowadzania odlegtosci do przedziatu jed-
nostkowego. Opisy sa z reguly lakoniczne.

CECHY ILOSCIOWE CIAGLE

To chyba najpopularniejszy rodzaj cech statystycznych. Rozwazamy tutaj tylko te
cechy, ktore moga by¢ zakwalifikowane jako stymulanty lub destymulanty. Nominanty
beda przeksztalcane w inny sposdb. We wzorach przyjmujemy konwencje, wedle kto-
rej x; to oryginalne warto$ci cech, a x; to wartoéci znormalizowane (przeksztatcone).

Stymulanty

w __ xi—ming{xg}
i = max;{x}-ming{x;}’
Destymulanty
« _ _ maxi{xi}—x;
U7 max{xd-mini{x}
Odlegto$¢ Manhattan dla stymulant

xi—ming{x;} xj—ming{x;}

dij =

maxi{x}-mind{x;}  maxj{x;}-min{x;}|’

Minimum i maksimum sg liczone po wszystkich obiektach, wigc sa identyczne.
Dla uproszczenia (i dla podkreslenia, ze nie musza to by¢ warto$ci zaobserwowane)
bedziemy uzywali tylko symboli min i max. Mamy wigc

dij =

xi—min mm| | Xi—Xj |
m

max—min max—min ax—-min|’
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Dla destymulant mamy

d

Y max-minl’

Obydwa wzory daja wigc t¢ sama odleglos¢.

CECHY ILOSCIOWE SKOKOWE NIEUJEMNE (COUNT DATA)

Przyktadem takiej cechy jest liczba dzieci w rodzinie. Ogolnie rzecz biorac, jezeli
cecha ta przyjmuje duzo wartosci, to moze by¢ przeksztalcana tak jak zmienna ciagta.
Przy relatywnie matych warto$ciach najpierw szacujemy warto$¢ przecigtng A. Za-
16zmy, ze dobra aproksymacja rozktadu cechy jest rozklad Poissona z dystrybuanta
F(x) = P(X < x). Przy takiej wersji definicji dystrybuanty wazna jest jej warto$¢ w
punkcie o jeden wigkszym niz x;, ktory chcemy przeksztalci¢. Wyjsciowa miara od-
legtosci ma postaé

Niedogodnoscia moze by¢ zakres zmienno$ci wartoSci przeksztatconych punktow
empirycznych. Mamy

x;€ [F(0); 1).

Mozna te przedziaty rozciagnaé, przesuwajac poczatek zakresu zmiennosci do ze-
ra. Przeksztalcenie ma postaé
« _ F(xi+1)—-F(0)

Xi 1-F(0)

Wtedy odleglos¢ indywidualna to
d = |F(x;+1)—F(x+1)|

y 1-F(0)

Ta odlegto$¢ ma zakres zmienno$ci [0;1). Jest odlegloscia wzgledna, poniewaz

zalezy od A, szacowanej ze wszystkich obserwacji.

CECHY RANGOWE

Tu wystarczy jeden wzor dla stymulant, bo dla stymulant odwrocenie nalezy
przeprowadzi¢ juz na etapie rangowania. Przy stymulantach najwigksza warto$¢
otrzymuje rangg 1, a przy destymulantach t¢ range otrzymuje warto$¢ najmniejsza.
Przy takim rangowaniu obiekt i jest lepszy od (n — r;) obiektow. Range obiektu o nu-
merze i oznaczamy przez r;. Jezeli obiekt jest pierwszy, to jest lepszy od (n — 1) obiek-
tow. Sprowadzenie rang do przedziatu [0,1] dokonuje si¢ wedlug wzoru

n-r;
x; =—-
n-1
Odlegtos¢
n-—ri n—r]- T]'—Ti
dij = - = .
n-1 n-1 n-1
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CECHY PRZEDZIALOWE

Nie chodzi tu o cechy mierzone w skali przedziatowej, lecz o takie, dla ktorych
zamiast pojedynczej wartosci podajemy przedziat liczbowy. Przyktadami moze tu by¢
zakres zmian temperatury czy wydatki na grupg dobr.

Przedziat definiowany jest jako (x{, xig )

d d g g
X; X; X; X;

Miara odlegtosci

g_.d,.9_.d
xi —Xi +xj —x]'

2 (max{xf,xf}—min{xid,x;i})'

duzl—

Miara jest réwna zeru, jezeli przedzialy sa identyczne, za$ jeden — jezeli sa zdege-
nerowane do punktow.

CECHY NOMINALNE

Taka zmienna ma kilka wariantéw, ktére sa nieuporzadkowane i wzajemnie wy-
kluczajace si¢. Gdy sa tylko dwie kategorie, to zmienna staje si¢ cecha binarna. Przy-
ktady to: status na rynku pracy (pelnozatrudniony, czgs¢ etatu, bezrobotny, nie nalezy
do sity roboczej), kolor oczu, pte¢. Przy cechach binarnych sg tylko dwie mozliwe
relacje: albo dwa obiekty maja ten sam wariant cechy, albo r6zny. W pliku danych
kazdy wariant ma osobna kolumng. Jego wystgpowanie oznaczone jest przez 1,
a niewystepowanie przez zero.

dij = —Z‘{V:Jx; _ le|,

Xilr Xji1 € {0, 1}9
w — liczba wariantow cechy, | — numer wariantu.
CECHY NOMINALNE Z WIELOKROTNYM POJEDYNCZYM
WYBOREM

Przyktady: lokalizacja przerzutdéw nowotworowych, objawy choroby, wyposaze-
nie gospodarstwa domowego, wskazanie waznych wartosci z listy
S |xa—xp
Ta odleglo$¢ znana jest pod nazwa niezgodnosci procentowej. Dobrze bytoby,
gdyby warianty cechy jakos$ciowej byly mniej wigcej takiej samej waznosci (Wyj-
$ciowo). Problem moze pojawi¢ przy wyposazeniu gospodarstwa domowego. Takie
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elementy, jak samochéd, odtwarzacz DVD, sa w odleglosci traktowane tak samo.
Mozna wprowadzi¢ zmienna pomocnicza: wartos¢ przedmiotu, 1 zamieni¢ ceche na
ilo$ciowa. Czgstym rozwiazaniem jest tez zamiana takiej cechy na zestaw cech zero-
-jedynkowych — dla kazdego wariantu tworzy si¢ osobna cechg binarna.

CECHY NOMINALNE Z WIELOKROTNYM WYBOREM CZESTOSCI

Tu dobrym przyktadem jest wyposazenie gospodarstwa domowego. Mozna mie¢
trzy telewizory, dwa samochody itd. Przez wartosci trzeba przejs¢ na sumaryczna
zmienng iloSciowa lub stworzy¢ osobna ceche dla kazdego wariantu. Wtedy beda to
cechy ilosciowe punktowe.

KATEGORIE UPORZADKOWANE LINIOWO

Wykluczajace sig, wyczerpujace kategorie uporzadkowane. Nie sa zdefiniowane
odlegtosci pomiedzy kategoriami. Przyktady to: zadowolenie z pracy, rating agencji,
odpowiedzi w skali Likerta, NYHA, indeks oftalmopatii.

Wydaje sig, ze sa trzy mozliwoSci:

1. Porangowanie kategorii i postgpowanie takie jak w przypadku zmiennych
rangowych — jest to raczej ,,wyjscie rozpaczy”.

2. Wykorzystanie zmiennej pomocniczej — np. przy wyksztalceniu jest nig
$rednia placa osob z danym wyksztatlceniem. Wtedy klasy: co najwyzej podstawo-
we, zasadnicze zawodowe, $rednie zawodowe, $rednie ogodlne, wyzsze nie sa ko-
dowane liczbami naturalnymi od 1 do 5.

3. Opinie ekspertow, ktore pozwola ustali¢ odleglosci migdzy wariantami, bio-
rac pod uwagg ogodlne kryterium grupowania.

KATEGORIE UPORZADKOWANE NIELINIOWO

Przyktad: klasyfikacja TNM — stopnia zaawansowania nowotworu. Klasa zalezy
od rozmiaru guza (Tumor), zajecia weztow chtonnych (Nodes), przerzutow odlegtych
(Metastasis). Przyklad ocen w tej skali to IIA, IIB, IIIA. Tutaj odpada pierwsza —
wspomniana powyzej — mozliwos¢ prostego numerowania, natomiast praktycznie
laczy si¢ wykorzystanie zmiennej pomocniczej z opiniami ekspertow. Praktycznie dla
wszystkich nowotworow znane sa Srednie przezycia (dla ustalonego okresu #*) i to
moze by¢ wykorzystane do kodowania wariantdw cechy. Przy oznaczeniu funkcji
przezycia przez S(f) mamy nastgpujacy wzor na odlegltos¢

dij = |Sl(t*) - S](t*)l
UDZIALY i PROPORCJE

Wartosci tego typu cech mieszcza si¢ z natury w przedziale [0,1]. Wobec tego od-
legto$¢ to po prostu

dij = |xi —le
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CECHY NIEUJEMNE Z DUZA LICZBA ZER

Klasyczny przyklad rozwazany przez Tobina [1958]: wydatki na pewien rodzaj
dobr w gospodarstwie domowym, w okre§lonym czasie. Cecha nieujemna z duzg licz-
ba zer jest moim zdaniem cecha jakosciowo-iloSciowa. Tu dobitnym przyktadem jest
liczba zajgtych weztow chlonnych (inny przyktad: tzw. indeks wiazania w cytologii, w
ktérym inng wartoscia jako$ciowa jest 1, a inng liczby wigksze od 1). Inny dobry przy-
ktad to liczba miesigcy odsiedzianych w wigzieniu. Wzory podajemy dla zmiennej z
duza liczba zer. Najpierw nalezy przeksztalci¢ zmienng oryginalng wedtug wzoru

0 dlax; =0
x{‘ = { xj+max{x;}

dlax; >0

2max{x;}

Dalej odleglos¢ indywidualna to po prostu

dij = |.9C:< —X;|.

PRZEZYCIE (CZAS TRWANIA ZJAWISKA)

Zaktadamy mozliwo$¢ wykorzystania danych cenzurowanych. Zazwyczaj sa one
jeszcze prawostronnie ucinane. Na przyklad jezeli interesuja nas przezycia 5-letnie, to
wszystkie dluzsze przezycia skracamy do 60 miesigcy. Oznaczmy t¢ warto$¢ gra-
niczng jako x,. Przezycie to specyficzna zmienna, ktora ,,sktada si¢” z dwoch kolumn.
Jedna to czas przezycia, a druga to zmienna wskaznikowa (dwustanowa) informujaca,
czy na koncu okresu zapisanego w pierwszej kolumnie zaszto badane zdarzenie
(zgon, upadek przedsigbiorstwa, awaria) czy tez nie. Sa tu mozliwe dwa podejscia.

1. Na podstawie danych szacujemy funkcje przezycia S(¢). Jezeli przez x; ozna-
czymy przezycie i-tego obiektu, to przeksztatcenie ma postac:

x; =1—S(x;).

Ta metoda nie bierze pod uwage faktu, czy przezycie jest kompletne czy nie. Na-
prawdg wszystkie przezycia traktowane sa jako cenzurowane. Jest to dos¢ karkotomna
interpretacja, ze sekundy przed zgonem kto$§ jednak zyl i wtedy nastapito cenzuro-
wanie.

2. W tym podejsciu zaktada sig, Ze istnieje jednak fundamentalna réznica pomig-
dzy tymi, co zmarli, a tymi, co jeszcze zyja. Odcinek [0,1] zostaje podzielony na trzy
rowne czgsci. Pierwsza 1/3 to ci, ktorzy zyja, druga 1/3 to strefa buforowa, ktora od-
dziela zyjacych od zmartych, i wreszcie ostatnia 1/3, czyli zmarli.

Przeksztalcenie odbywa si¢ wedlug wzoru

Xi

. 3xg  dla przezy¢ kompletnych

L 2xi  dla przezy¢ cenzurowanych’
3x
g
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WYBOR Z PORZADKOWANIEM

Na przyklad z listy 15 wartosci trzeba wybrac piec i uporzadkowac¢ je od najwaz-
niejszej. Zaldozmy, ze to porzadkowanie odbywa si¢ przez przyznawanie punktow.
Wida¢ dwa sposoby:

1. Jezeli nalezy wybra¢ s wartoéci, to ta uznana za najwazniejsza otrzymuje
s punktéw, nastgpna (s — 1) itd., a wartosci niewybrane ,,otrzymuja” po 0 punktow.
Oznaczmy przez x; liczbg punktéw przyznanych wariantowi o numerze /. Odlegltos¢
jest wtedy dana wzorem
_ 22;’\;1 min {x”,xﬂ}

e T

2. Zliczamy punkty z wszystkich i tworzymy hierarchie¢ wartosci. Punkty mozna
przeliczy¢ na warto$ci sumujace si¢ do jednosci. Kazdej wartosci wybranej przypo-
rzadkowana jest wartos¢ wedlug tych punktow. Maksimum punktéw to wybranie
s pierwszych w klasyfikacji, a minimum to s ostatnich.

S
max = z X(l)
D=1

min = Z‘("l’):s_l X1y -

WYNIKI SPOTKAN SPORTOWYCH

Jest to typowa zmienna ilo§ciowo-jakosciowa, gdyz w przykladowym wyniku
meczu pitkarskiego 3:2 mamy zawarta informacj¢ o tym, ze mecz wygrata druzyna
gospodarzy, a takze informacj¢ o liczbie bramek strzelonych przez poszczegélne dru-
zyny. Propozycje odleglosci sformutowat Sokotowski [2007]. Odlegto$¢ liczona tu
jest odlegloscia wzgledna. Najpierw wyniki sa przeksztalcane wedlug nastepujacych
WZorow

Xpg = Xy + 2 -max

jezeli xy > x4 —>{ .
X4 = X4

*
Lo Xy = Xy + max
jezelixy = x4 —>{f{ H

Xy = x4 + max

AT x;.} = xH
jezelixy < x4 — {XZ — %, +2 - max

Subskrypt H oznacza druzyng gospodarzy, A — druzyng gosci, a max jest najwick-
sza liczba zdobytych bramek (punktow) przez jedna druzyng w zbiorze wynikow.
Znormalizowana odlegto$¢ miedzy dwoma wynikami to
X[ XXX

dij =

6-max
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CECHA CIAGLA Z PUNKTEM PRZEL.AMANIA

Jest to co$ w rodzaju nominanty, ale po przekroczeniu tzw. punktu przetamania
warto$ci cechy sa oceniane jako coraz gorsze, i to gorsze niz jakakolwiek warto§¢
mniejsza od punktu przetamania. Z taka cecha miatem do czynienia przy ocenie go-
spodarstw rolnych, gdzie istniala optymalna dawka nawozu na hektar, a jej przekro-
czenie bylto oceniane gorzej, niz gdy stosowano mniej niz dawke optymalna, a nawet
gorzej, niz gdy nawozu w ogoble nie stosowano.

min X, max

Schematycznie taka sytuacje przedstawiono powyzej. Wartos$¢ x; przyjmujaca
warto$ci z przedziatu [min, max] nalezy przeksztatci¢ na 0 < x; < 1. Mozna to zro-
bi¢ wedlug nastgpujacych wzorow

* _ max—mm+xl-—xp

xi =—————+F dlax; <x,
max—min
max—xi
xXj =——H dla x; = xp,.
max—min

Podsumowujac, podkreslmy, ze idea uniwersalnej miary odleglosci jest wykorzy-
stanie dystansu typu Manhattan, w ktorym odlegtosci ,,po poszczegolnych wymia-
rach” moga by¢ liczone dla réznego rodzaju cech. Wartosci tych cech sa wstepnie
sprowadzane do przedzialu [0;1] badz do tego przedziatu sprowadzana jest sama od-
legltos¢ czastkowa.
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Q UNIVERSAL DISTANCE MEASURE

Summary: In clustering tasks we usually have to use variables which are measured in dif-
ferent scales. One of possible strategies is to cluster objects separately for each scale and
then try to combine them into final partition. The second strategy is to use the distance
measure which allows for calculation of distances in the classification space formed by at-
tributes measured in different scales. This second approach is possible while applying
Walesiak GDM distance. In the paper we go beyond the classical four scales — nominal, or-
der, interval and rational. Fifteen different types of variables have been defined. Then we
transfer them into [0.1] interval, or such a transformation is applied to the individual
(univariate) distance. The overall distance is calculated through Manhattan approach which
makes possible to agglomerate distances on individual axes.

Keywords: distance measures, measurement scales.





