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ZASTOSOWANIE PRAWIE DOMINACJI 
STOCHASTYCZNYCH W KONSTRUKCJI 
PORTFELA AKCJI 

Streszczenie: Poszukiwanie dobrych zasad decyzyjnych stanowi podstawowy kierunek ba-
dań nad problematyką podejmowania decyzji, w tym decyzji inwestycyjnych. Powszechnie 
akceptowanymi i zarazem obiektywnymi zasadami wyboru są zasady dominacji stocha-
stycznych. W pracy zaproponowano model wyboru portfela akcji z uwzględnieniem warun-
ku prawie dominacji stochastycznych. Model ten zastosowano do konstrukcji portfela akcji 
notowanych na GPW w Warszawie. 

Słowa kluczowe: dominacje stochastyczne, prawie dominacje stochastyczne, portfel akcji. 

1. Wstęp 

Idea dominacji stochastycznych pojawiła się po raz pierwszy już w XVIII wieku, 
kiedy Daniel Bernoulli zasugerował porównywanie losowych wyników przez zasto-
sowanie koncepcji oczekiwanej użyteczności. Zasady dominacji stochastycznych 
oparte na funkcji dystrybuanty wprowadzili w matematyce Mann i Whitney [1947] 
oraz Lehmann [1955], w ekonomii zaś Quirk i Saposnik [1962], Hadar i Russel 
[1969], Hanoch i Levy [1969] oraz Rothschild i Stiglitz [1970, 1971].  

W teorii portfela jednym z najpowszechniejszych kryteriów stosowanych w wy-
borze wariantów inwestycyjnych jest reguła dochód-ryzyko M-V (Mean–Variance). 
Jednak reguła ta, podobnie jak reguły dominacji stochastycznych (w ich tradycyjnym 
rozumieniu), nie rozstrzyga wielu wydawałoby się oczywistych wyborów. W takich 
przypadkach zasadne staje się stosowanie „złagodzonych” reguł dominacji stocha-
stycznych w postaci prawie dominacji stochastycznych ASD (Almost Stochastic 
Dominance). Celem pracy jest konstrukcja modelu wyboru portfela akcji uwzględ-
niającego warunki prawie dominacji stochastycznych oraz jego zastosowanie do 
wyboru portfela akcji notowanych na GPW w Warszawie. 
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2. Prawie dominacje stochastyczne 

Dominacje stochastyczne umożliwiają podział losowych alternatyw na zdominowane 
i niezdominowane. Rozważmy dwie inwestycje (dwa portfele) X i Y wraz 
z odpowiadającymi im funkcjami dystrybuanty stóp zwrotu XF  i YF  oraz zbiór S 
stanowiący łączny zbiór realizacji zmiennych losowych X i Y. 

FSD: Inwestycja X dominuje Y w sensie dominacji stochastycznej pierwszego 
stopnia, co zapiszemy XFSDY wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego Sr∈  zacho-
dzi nierówność ( ) ( ) 0X YF r F r− ≤  oraz przynajmniej dla jednej wartości Sr∈  za-
chodzi ( ) ( ) 0.X YF r F r− <  

SSD: Inwestycja X dominuje Y  w sensie dominacji stochastycznej drugiego 
stopnia, co zapiszemy X SSDY  wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego Sr∈   
zachodzi nierówność (2) (2)( ) ( ) 0X YF r F r− ≤  oraz przynajmniej dla jednej war- 

tości r S∈  zachodzi (2) (2)( ) ( ) 0X YF r F r− <  gdzie (2) ( ) ( ) ,
r

X XF r F t dt
−∞

= ∫  

(2) ( ) ( )
r

Y YF r F t dt
−∞

= ∫ 1. 

 

Rys. 1. Wykres prawdopodobieństw skumulowanych FX i FY 

Źródło: opracowanie własne. 

                    
1 Dla rozkładów dyskretnych, wartości (2) ( )XF r  oraz (2) ( )YF r  są skumulowanymi wartościami 

dystrybuant (sumami skumulowanych prawdopodobieństw). 

FX 

FY 

1 

1 

0,01 

2 100 

A 

B 
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Kryteria dominacji stochastycznych, podobnie jak zasady M-V, nie zawsze po-
trafią uchwycić intuicyjne wybory większości „rozsądnych” inwestorów, co pokazu-
je następujący przykład: inwestycja X to zysk 1 zł z prawdopodobieństwem 0,01  
i 100 zł z prawdopodobieństwem 0,99, inwestycja Y  zaś to pewny zysk wynoszący 
2 zł. Wykresy odpowiednich prawdopodobieństw skumulowanych przedstawiono na 
rys. 1.  

Chociaż inwestycja X nie dominuje inwestycji Y ani w sensie dominacji pierw-
szego, ani drugiego stopnia, większość „rozsądnych” inwestorów (jeśli nie wszyscy) 
będzie preferować X nad Y. Ponadto obszar A odpowiadający przedziałowi, w któ-
rym inwestycja Y dominuje X, jest bardzo mały w stosunku do obszaru B odpowiada-
jącego przedziałowi, w którym inwestycja X dominuje Y  w sensie dominacji stopnia 
pierwszego. Można by więc powiedzieć, że inwestycja X  „prawie” dominuje inwe-
stycję Y  w sensie dominacji stochastycznej stopnia pierwszego.  

Rozważając podobne przykłady, Leshno i Levy stwierdzili, że zasady dominacji 
stochastycznych są niepotrzebnie aż tak rygorystyczne, i zaproponowali w 2002 roku 
pewne „złagodzenie” warunków dominacji stochastycznych w postaci koncepcji 
prawie dominacji stochastycznych LL-ASD (Leshno Levy-Almost Stochastic Domi-
nance) [Leshno, Levy 2002]. 

LL-AFSD: Inwestycja  X dominuje inwestycję Y w sensie LL-prawie dominacji 
stochastycznej stopnia pierwszego LL-AFSD wtedy i tylko wtedy, gdy  

1

( ( ) ( )) | ( ) ( ) | ,X Y X Y
S S

F r F r dr F r F r drε− ≤ −∫ ∫  

gdzie S jest łącznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz 
1 { : ( ) ( )}Y XS r S F r F r= ∈ < .  

LL-ASSD: Inwestycja X  dominuje inwestycję Y w sensie LL-prawie dominacji 
stochastycznej stopnia drugiego LL-ASSD wtedy i tylko wtedy, gdy  

2

( ( ) ( )) | ( ) ( ) | ,X Y X Y
S S

F r F r dr F r F r drε− ≤ −∫ ∫  

gdzie S  jest łącznym zbiorem realizacji zmiennych losowych X i Y oraz 
(2) (2)

2 1{ : ( ) ( )}Y XS r S F r F r= ∈ < . 

W przedstawionym wcześniej przykładzie X nie dominuje Y w sensie dominacji 
pierwszego ani drugiego stopnia, jednak dominuje Y w sensie LL-AFSD dla 

0,000103.ε ≈  Warunki prawie dominacji stochastycznych Leshno i Levy’ego mogą 
być z łatwością wykorzystane w sytuacji, gdy bada się istnienie relacji dominacji 
pomiędzy danymi portfelami, jednak znalezienie za ich pomocą portfela dominują-
cego dany portfel (w sensie LL-ASD) w nieskończonym zbiorze możliwych portfeli 
może być praktycznie niewykonalne. Fakt ten przyczynił się do zaproponowania 
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przez Lizyayeva następujących definicji prawie dominacji stochastycznych [Lizy-
ayev 2010]: 

AFSD: Inwestycja X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznej 
pierwszego stopnia, co zapiszemy X AFSD Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 

Sr∈  zachodzi nierówność ( ) ( ) .X YF r F r ε− ≤  
ASSD: Inwestycja X  dominuje Y  w sensie prawie dominacji stochastycznej 

drugiego stopnia, co zapiszemy X ASSD Y  wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego 
Sr∈  zachodzi nierówność (2) (2)( ) ( ) .X YF r F r ε− ≤  
Lizyayev proponuje także następujące równoważne warunki prawie dominacji 

stochastycznej odpowiednio pierwszego i drugiego stopnia: 

Twierdzenie 1. Zmienna losowa X dominuje zmienną losową Y  w sensie prawie 
dominacji stochastycznej pierwszego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieu-
jemna zmienna losowa Z  taka, że ε≤)(ZE  i ZX +  dominuje Y  w sensie FSD.  

Twierdzenie 2. Zmienna losowa X dominuje zmienną losową Y  w sensie prawie 
dominacji stochastycznej drugiego stopnia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje nieu-
jemna zmienna losowa Z  taka, że ε≤)(ZE  i ZX +  dominuje Y  w sensie SSD.  

Twierdzenia te prowadzą do bardzo czytelnej interpretacji wartości ε , jest to 
najmniejsza wartość średniego zwrotu zmiennej losowej Z, którą należy dodać do 
zmiennej losowej X, by ich suma dominowała dany portfel Y. W rozważanym wcześ-
niej przykładzie X dominuje Y w sensie prawie dominacji stochastycznych AFSD dla 

0,01ε ≈ .  

3. Konstrukcja portfela akcji z uwzględnieniem warunku 
prawie dominacji stochastycznych 

Model optymalizacyjny z ograniczeniem w postaci warunku dominacji stochastycz-
nej stanowi atrakcyjne podejście do problemu wyboru portfela akcji. Podstawowym 
założeniem tego modelu jest istnienie portfela wzorcowego Y  o skończonej wartości 
oczekiwanej stopy zwrotu (może to być np. wybrany indeks giełdowy). Celem jest 
znalezienie portfela PR  o możliwie największej oczekiwanej stopie zwrotu dominu-
jącego portfel wzorcowy Y .  

Niech nRRR ...,,, 21  oznaczają losowe stopy zwrotu akcji n...,,2,1  stanowią-
cych potencjalne składniki szukanego portfela, przy czym zakładamy, że 

∞<][ jRE , nj ...,,2,1= . Ponadto 1 2, , ..., ,nw w w W∈  gdzie 

}...,,2,1,0,1...:{ 21 njwwwwRwW jm
n =≥=+++∈=  oznaczają udziały 

akcji n...,,2,1  w portfelu oraz nnP wRwRwRR +++= ...2211 . Dla dominacji 
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stochastycznych drugiego stopnia (SSD) model wyboru portfela PR  można najogól-
niej sformułować w następującej postaci [Dentcheva, Ruszczyński 2003]: 

 

max [ ],

SSD ,
.

Pw

P

E R

R Y
w W∈

 (1) 

W literaturze znaleźć można kilka propozycji modeli ekwiwalentnych przy zało-
żeniu rozkładu dyskretnego zmiennych losowych Y  oraz PR  [Dentcheva, Rusz-
czyński 2003; Kuosmanen 2004].  

Prostą postać modelu (1) otrzymamy także, zastępując warunek dominacji sto-
chastycznych drugiego stopnia warunkami równoważnymi na podstawie twierdzenia, 
które proponuje w swojej pracy Luedtke [2008]. 

 
Twierdzenie 3. Niech X  i Y  będą zmiennymi losowymi skokowymi o rozkła-

dach odpowiednio ii pxX == }Pr{ , dla mi ...,,2,1= , kk qyY == }Pr{ , dla 
sk ...,,2,1= . Zmienna losowa X  dominuje zmienną losową Y  w sensie domina-

cji stochastycznej stopnia drugiego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz  
][ ikπ=π  ( mi ...,,2,1= , sk ...,,2,1= ) spełniająca warunki2: 

  

1

1

1

1, 2, ..., ,

1 1, 2, ..., ,

1, 2, ..., ,

0 1, 2, ..., , 1, 2, ..., .

s

k ik i
k

s

ik
k
m

i ik k
i

ik

y x i m

i m

p q k s

i m k s

π

π

π

π

=

=

=

≤ =

= =

= =

≥ = =

∑

∑

∑

 (2) 

Zastępując zmienną losową X  zmienną losową PR  oznaczającą stopę zwrotu 

portfela akcji oraz podstawiając 
1 1

( )
m n

P ij j i
i j

E R r w p
= =

 
=  

 
∑ ∑ (gdzie ijr  oznacza i-tą 

realizację losowej stopy zwrotu jR ), po uwzględnieniu warunków (2), model wybo-
ru portfela (1) ma postać: 

                    
2 Zakładamy także bez straty ogólności, że y1 < y2 <… < ys. 
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1 1

1

1

1

max,

1, 2, ..., ,

1 1, 2, ..., ,

1, 2, ..., ,

0 1, 2, ..., , 1, 2, ..., ,
.

m n

ij j i
i j

s

k ik i
k

s

ik
k
m

i ik k
i

ik

r w p

y x i m
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Warunek dominacji stochastycznych (SSD) można zastąpić warunkiem prawie 
dominacji stochastycznych drugiego stopnia (ASSD) otrzymujemy wówczas model 
[Lizyayev 2010]: 
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Z twierdzeń 2 i 3 wynika następujące twierdzenie: 

Twierdzenie 4. Niech X  i Y  będą zmiennymi losowymi skokowymi o rozkła-
dach odpowiednio Pr{ } ,i iX x p= =  dla mi ...,,2,1= , kk qyY == }Pr{ , dla 

sk ...,,2,1= . Zmienna losowa X  dominuje zmienną losową Y  w sensie prawie 
dominacji stochastycznej stopnia drugiego wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje macierz  

[ ]ikπ π=  ( mi ...,,2,1= , 1, 2, ...,k s= ) oraz nieujemna zmienna losowa Z 
( ii pzZ == }Pr{ , dla 1, 2, ...,i m= ) spełniające warunki: 

 

1

1

1

1

1, 2, ..., ,

1 1, 2, ..., ,

1, 2, ..., ,

,

0 1, 2, ..., , 1, 2, ..., .

s

k ik i i
k

s

ik
k
m

i ik k
i
m

i i
i

ik

y x z i m

i m

p q k s

p z

i m k s

π

π

π

ε

π

=

=

=

=

≤ + =

= =

= =

≤

≥ = =

∑

∑

∑

∑

 (5) 



Ewa Michalska 150 

Podstawiając w modelu (4) w miejsce warunku prawie dominacji stochastycznej 
warunki równoważne (5), w których zastąpiono zmienną losową X  zmienną losową 

,PR otrzymujemy:  
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Rozwiązanie zadania optymalizacyjnego (6) polega na znalezieniu takich wartości 
elementów macierzy [ ],iZ z=  1, ..., ,i m=  [ ],ikπ π=  ( 1, 2, ..., ,i m= 1, 2, ...,k s= ) 
oraz [ ],jw w=   by otrzymać portfel o możliwie największej oczekiwanej stopie zwro-
tu, jednocześnie dominujący portfel wzorcowy Y  w sensie dominacji ASSD3.  

W dalszej części pracy przedstawiono przykład zastosowania proponowanego 
modelu do konstrukcji portfela akcji notowanych na GPW w Warszawie. Obliczając 
średnie tygodniowe stopy zwrotu, wykorzystano notowania sześciu wybranych spó-
łek różnych branż z okresu 1.04.2010–31.03.2010, stanowiących potencjalne skład-
niki konstruowanego portfela. Jako portfel wzorcowy przyjęto indeks WIG. Przy 
założonym rozkładzie równomiernym, na podstawie modelu (6) wyznaczano udziały 
pięciu spośród sześciu rozważanych akcji, otrzymując w ten sposób sześć portfeli 
P1–P6. Wyniki obliczeń zestawiono w tab. 1.  

Wśród otrzymanych portfeli portfel P1 dominuje portfel wzorcowy (WIG)  
w sensie prawie dominacji stochastycznych stopnia drugiego (ASSD) dla  
ε = 0,000099, pozostałe portfele dominują portfel wzorcowy w sensie dominacji 
stochastycznych stopnia drugiego (SSD). W przypadku wszystkich portfeli oczeki-
wana stopa zwrotu przewyższa oczekiwaną stopę zwrotu portfela wzorcowego rów-
ną 1,000839. 

                    
3 Proponowany model stanowi uogólnienie modelu prezentowanego w pracy Lizyayeva, zakłada-

jącego jednakowy rozkład prawdopodobieństwa dla zmiennych losowych RP i Y [Lizyayev 2010]. 
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Tabela 1. Portfele dominujące portfel wzorcowy Y 

 Udziały akcji w portfelu 

Spółka P1 P2 P3 P4 P5 P6 

ŻYWIEC  0,2421 0,2338 0,2005 0,2411 0,6887 
ING BSK 0,0277  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
PKO BP 0,0000 0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 
COMARCH 0,1576 0,2504 0,2440  0,2504 0,3113 
LOTOS 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000  0,0000 

ELBUDOWA 0,8146 0,5075 0,5222 0,7995 0,5085  
E(RP) 1,001364 1,001399 1,001398 1,001255 1,001399 1,001279 

ε 0,000099 0 0 0 0 0 

Źródło: opracowanie własne. 

4. Podsumowanie 

Proponowany w pracy model jest prostym ujęciem problemu konstrukcji portfela 
akcji z uwzględnieniem warunku prawie dominacji stochastycznych stopnia drugie-
go. Może być on stosowany dla dowolnej (skończonej) liczby akcji, przy założeniu 
różnych skokowych rozkładów szukanego portfela i portfela wzorcowego. Wykaza-
nie efektywności tego modelu wymagać będzie szerszych badań empirycznych  
i porównania uzyskanych wyników z wynikami dla innych metod wyboru portfela 
akcji. 
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APPLICATION OF ALMOST STOCHASTIC DOMINANCE 
IN CONSTRUCTION OF PORTFOLIO OF SHARES  

Summary: Seeking for good decision rules is basic field of research concerning decision-
making and especially investment decision-making. Well known and accepted rules of se-
lection are stochastic dominance rules. In the paper a model of share portfolio selection with 
almost stochastic dominance condition is proposed. This model is applied in construction of 
portfolio of shares quoted on Warsaw Stock Exchange. 

Keywords: stochastic dominance, almost stochastic dominance, portfolio of shares. 


