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WPŁYW ZEWNęTRZNYCH CZYNNIKóW RYZYKA 
NA PRAWDOPODObIEŃSTWO RUINY  
W AGREGACJI DWóCH KLAS UbEZPIECZEŃ*

Streszczenie:	W	ostatnich	latach	możemy	obserwować	zachodzące	zmiany	klimatyczne	po-
wodujące	liczne	powodzie,	wichury	i	inne	klęski	żywiołowe,	co	skutkuje	jednoczesnym	po-
jawianiem	się	różnorodnych	szkód	ubezpieczeniowych.	Celem	pracy	jest	zbadanie	wpływu	
zewnętrznych	czynników	ryzyka,	takich	jak	klęski	żywiołowe,	na	prawdopodobieństwo	ruiny	
w	agregacji	dwóch	klas	ryzyka.	Ograniczymy	się	do	przypadku,	gdy	zewnętrzne	czynniki	ry-
zyka	powodują	szkody	pojawiające	się	zgodnie	z	uogólnionym	procesem	Erlanga(2).	Analiza	
zostanie	przeprowadzona	na	przykładach	numerycznych.

Słowa kluczowe:	 agregacja	 dwuklasowego	 modelu	 ryzyka,	 prawdopodobieństwo	 ruiny	
w	nieskończonym	 horyzoncie	 czasowym,	 zewnętrzne	 czynniki	 ryzyka,	 uogólniony	 proces	
Erlanga(2).

1. Wstęp

Jednoczesne	pojawianie	się	różnorodnych	szkód	ubezpieczeniowych	może	być	skut-
kiem	rozmaitych	zjawisk:	zarówno	naturalnych,	np.	klęsk	żywiołowych,	jak	i	eko-
nomicznych,	jak	np.	kryzysy	gospodarcze.	Zjawiska	te	traktujemy	jako	zewnętrzne	
czynniki	ryzyka,	 tzn.	 takie	czynniki,	które	jednocześnie	oddziałują	na	różne	klasy	
ryzyka.	Natomiast	czynniki	ryzyka	typowe	tylko	dla	danej	klasy	ryzyka	traktujemy	
jako	 wewnętrzne	 czynniki	 ryzyka.	 Celem	 niniejszej	 pracy	 jest	 przeprowadzenie	
krótkiej	analizy	wpływu	zewnętrznych	czynników	ryzyka	na	prawdopodobieństwo	
ruiny	w	nieskończonym	horyzoncie	czasowym	w	modelu	ryzyka	dla	dwóch	klas	ry-
zyka,	a	dokładniej	−	w	agregacji	dwuklasowego	modelu	ryzyka.	Analiza	jest	prze-
prowadzona	na	numerycznych	przykładach	osobno	dla	przypadku	lekkoogonowych	
rozkładów	 wypłat	 i	dla	 ciężkoogonowych	 rozkładów	 wypłat.	 Uwzględnienie	 ze-
wnętrznych	 czynników	 ryzyka	 powoduje	 zależność	 pomiędzy	 klasami	 ryzyka,	
co	czynni	problem	bardziej	interesującym.	Skupimy	się	na	przypadku,	gdy	zewnętrz-

*  Praca	naukowa	finansowana	ze	środków	na	naukę	w	latach	2010-2012	jako	projekt	badawczy	
nr	3361/B/H03/2010/38.
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ne	czynniki	ryzyka	powodują	wypłaty	pojawiające	się	zgodnie	z	uogólnionym	pro-
cesem	Erlanga(2).	Wyniki	numerycznych	analiz	dotyczących	wpływu	zewnętrznych	
czynników	 ryzyka	 powodujących	 szkody	 z	jednorodnym	 procesem	 Poissona	
na	prawdopodobieństwo	ruiny	w	przypadku	agregacji	kilku	klas	ryzyka	można	zna-
leźć	w	pracach	[8]	i	[9],	natomiast	w	przypadku	dwuwymiarowego	modelu	ryzyka	
zawarte	są	one	w	pracy	[7].

Na	początek	wprowadźmy	definicję	klasycznego	modelu	ryzyka,	który	możemy	
interpretować	 jako	klasyczną	wersję	modelu	ryzyka	dla	 jednej	klasy	ryzyka.	Kla-
syczny	model	ryzyka	definiujemy	jako:
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i
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=
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gdzie	u	 jest	 kapitałem	założycielskim	 (początkowym)	dla	 tej	 klasy	 ryzyka,	c	 jest	
stałą	w	jednostce	czasu	intensywnością	napływu	składki	z	tej	klasy	ryzyka,	{ }

1i i
X ∞

=
 

jest	ciągiem	kolejnych	niezależnych	wypłat	odszkodowań	o	tym	samym	rozkładzie	
prawdopodobieństwa,	a	{N(t)}t	≥	0	jest	procesem	zliczającym	kolejne	wypłaty,	o	któ-
rym	zakładamy,	że	jest	jednorodnym	procesem	Poissona	i	jest	niezależny	od	ciągu	
wpłat	{ } 1i i

X ∞

= .
Przejdźmy	teraz	do	definicji	modelu	ryzyka	dla	dwóch	zagregowanych	klas	ry-

zyka.	Agregację	dwuklasowego	modelu	ryzyka	definiujemy	jako	(por.	[5]):
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gdzie	u	oznacza	kapitał	początkowy	wspólny	dla	obu	klas	ryzyka,	a	c	jest	stałą	w	jed-
nostce	czasu	 intensywnością	napływu	składki	 łącznie	z	dwóch	klas	 ryzyka.	Nato-
miast	{M1(t)}t ≥	0	({M2(t)}t ≥	0)	jest	procesem	zliczającym	wypłaty	powodowane	przez	
wewnętrzne	czynniki	ryzyka	w	pierwszej	(drugiej)	klasie	ryzyka,	o	którym	zakłada-
my,	że	jest	jednorodnym	procesem	Poissona	z	intensywnością	λ1	(λ2).	Z	kolei	{M(t)}t	≥	0  
jest	 procesem	zliczającym	wypłaty	w	pierwszej	 i	osobno	w	drugiej	klasie	 ryzyka,	
które	 są	wynikiem	 oddziaływania	 zewnętrznych	 czynników	 ryzyka.	 Dodatkowo	
przyjmijmy,	 że	proces	 {M(t)}t≥0	 jest	 uogólnionym	 procesem	Erlanga(2),	 tzn.	 czas	
pomiędzy	kolejnymi	wypłatami	zliczanymi	przez	 ten	 rozkład	ma	uogólniony	 roz-
kład	Erlanga(2),	czyli	jest	sumą	dwóch	niezależnych	zmiennych	losowych	o	rozkła-
dach	wykładniczych	niekoniecznie	z	tą	samą	wartością	oczekiwaną.	Występowanie	
tego	procesu	powoduje	zależność	pomiędzy	klasami	ryzyka.	Ponadto	{ }

1i i
X ∞

=  1({ } )i iY ∞
=

jest	ciągiem	kolejnych	wypłat	w	pierwszej	(drugiej)	klasie	ryzyka,	które	tworzą	ciąg	
dodatnich	 zmiennych	 losowych	 o	jednakowym	 rozkładzie	 z	dystrybuantą	 FX(FY)	
i	gęstością	fX(fY) oraz	ze	średnią	μX	(μY).	Poza	tym	zakłada	się,	że	wszystkie	procesy		 {M1(t)}t ≥	0,	{M2(t)}t ≥	0,	{M(t)}t ≥	0	i	ciągi	{ }

1i i
X ∞

=
,	 1{ }i iY ∞

= 	są	nawzajem	niezależne	od	sie-
bie.
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W	celu	 zdefiniowania	 prawdopodobieństwa	 ruiny	 określmy	 najpierw	 pojęcie	
czasu	wystąpienia	ruiny	jako:	T =	inf	{t ≥	0	:	U(t)	<	0}	(∞	w	przeciwnym	razie) .	Wów-
czas	prawdopodobieństwo	ruiny	w	nieskończonym	horyzoncie	czasowym	definiu-
jemy	w	następujący	sposób:

 ( ) ( | (0) )u P T U u= < ∞ =  	(2)

oraz	odpowiadające	mu	prawdopodobieństwo	przetrwania	jako:

 Φ(u)	=	1	−	ψ(u).	 (3)

W	następnym	punkcie	artykułu	opisany	jest	przetransformowany	proces	ryzyka	
z	dwiema	niezależnymi	 klasami	 ryzyka,	 który	 ułatwia	wyznaczenie	 prawdopodo-
bieństwa	ruiny	dla	procesu	ryzyka	U(t)	(por.	[5]).

2. Przetransformowany proces ryzyka

W	celu	badania	prawdopodobieństwa	ruiny	(2)	dla	procesu	ryzyka	(1)	możemy	sko-
rzystać	z	przetransformowanego	procesu	ryzyka	o	postaci	(por.	[5]):
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(4)

gdzie	 1{ }i iX ∞
=

′  i 1{ }i iY ∞
=

′ 	 są	ciągami	 kolejnych	 niezależnych	 wielkości	 wypłat	 oraz	
{M12(t)}t	≥	0	jest	procesem	Poissona	z	intensywnością	λ1+	λ2.	Zaznaczmy,	że	czas	Vi 
pomiędzy	 kolejnymi	wypłatami	 1iX −

′ i iX ′	ma	rozkład	wykładniczy	 z	 parametrem	 
λ1	+	λ2,	natomiast	czas	Li	pomiędzy	kolejnymi	wypłatami	 1iY −

′ i iY ′	ma	uogólniony	
rozkład	Erlanga,	tj.	Li	można	zapisać	jako	sumę	Li1	+	Li2,	gdzie	Li1 i Li2	to	dwie	nie-
zależne	zmienne	losowe	o	rozkładach	wykładniczych	z	parametrami	odpowiednio	  
i  .	Ponadto	kolejne	wypłaty iX ′	są	zmiennymi	losowymi	o	tym	samym	rozkładzie	
z	gęstością:
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natomiast	kolejne	wypłaty	 iY ′	stanowią	ciąg	zmiennych	losowych	o	tym	samym	roz-
kładzie	z	gęstością:

 q(x)	=	fX ×	fY(x).	

Ciągi	 1{ }i iX ∞
=

′  i 1{ }i iY ∞
=

′ 	oraz	procesy	{M12(t)}t	≥	0 i {M(t)}t ≥	0	są	wszystkie	nawzajem	
niezależne	od	siebie.

W	tym	miejscu	należy	dodać,	że	w	celu	zapewnienia	wypłacalności	ubezpieczy-
ciela	należy	założyć	o	stałej	c,	że	spełnia	następujący	warunek	(por.	[4]):
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Warunek	ten	oznacza,	że	zgromadzona	składka	w	jednostce	czasu	z	dwóch	klas	ry-
zyka	 musi	 przewyższać	 wartość	 oczekiwaną	 wypłat	 zagregowanych	 w	jednostce	
czasu	z	obu	tych	klas.	Inaczej	warunek	ten	można	zapisać	w	postaci:

 
c X Y= + + +

+
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θ λ λ µ λ λ
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gdzie	θ jest	stałą	dodatnią,	którą	nazywa	się	względnym	narzutem	na	bezpieczeń-
stwo	(por.	[10]).

Można	łatwo	sprawdzić,	że	procesy	(1)	i	(4)	mają	takie	same	rozkłady	(por.	[5]),	
dlatego	proces	ryzyka	(1)	można	badać	za	pomocą	procesu	ryzyka	(4),	jednak	jest	
to	już	proces	dla	dwóch	niezależnych	klas	ryzyka,	co	znacznie	ułatwia	zadanie	wy-
znaczania	prawdopodobieństwa	ruiny.	W	kolejnym	punkcie	pracy	opisana	jest	me-
todologia	wyznaczania	tego	prawdopodobieństwa	ruiny	(por.	[4]).

3. Prawdopodobieństwo ruiny

W	celu	 wyznaczenia	 prawdopodobieństwa	 ruiny	 (2)	 wprowadźmy	 pomocniczo	
prawdopodobieństwo	ruiny	w	momencie	realizacji	zmiennej	losowej	L11,	które	zapi-
sujemy	jako:

 }1 (u) = P (T < 3 ; L11 = t,U(t) = u), 

natomiast	odpowiadające	mu	prawdopodobieństwo	przetrwania:	Φ1(u)	=	1	−	ψ1(u).	
Warto	podkreślić,	że	prawdopodobieństwo	ruiny	ψ1(u)	jest	niezależne	od	t	ze	wzglę-
du	na	własność	braku	pamięci	wykładniczego	rozkładu	zmiennej	losowej	L11.

Zajmijmy	się	wyznaczeniem	prawdopodobieństw	przetrwania	Φ(u)	i	Φ1(u)	(por.	[4]).	 
W	tym	 celu	 wprowadza	 się	 pomocniczą	 zmienną	 losową	 W	 =	 min(V1,	 L11). 
Zdarzenie	 W	 =	 L11	 =	 t	 oznacza	 brak	 wypłat	 na	odcinku	 czasowym	 (0,	 t].	 Jeśli	 
W	=	V1	=	t,	to	następuje	jedna	wypłata	w	chwili	t	i	nie	ma	wypłat	do	chwili	t.	Wów-
czas	na	mocy	wzoru	na	prawdopodobieństwo	całkowite	otrzymuje	się	następujące	
równanie:
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Warto	zwrócić	uwagę	na	to,	że	ponieważ	obie	zmienne	losowe	W1 i L1	mają	rozkłady	
wykładnicze	z	parametrami	odpowiednio	λ1	+	λ2 i λ ̃1,	mamy:
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Zatem	równanie	(5)	przyjmuje	postać:
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Ponadto	wprowadzając	pomocniczą	zmienną	 losową	Z	=	min(V1,	L12),	w	podobny	
sposób	można	otrzymać:
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Dokonując	podstawienia	s	=	u+ct w	całkach	w	równaniach	 (6)	 i	(7),	a	następ-
nie	różniczkując	oba	te	równania	względem	zmiennej	u,	otrzymuje	się	następujący	
układ	równań	różniczkowo-całkowych:

 c u u u x p x dx u

c

u
Φ Φ Φ Φ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1 2 1 2 10
= − − + − + + +∫� �λ λ λ λ λ λ

Φ Φ Φ1
1

2 1 2 1 1 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (u u x q x dx u x p x dx= − − − + − + + +� �λ λ λ λ λ λ )) ( ).Φ1

0
0

u
u

u

∫∫










 

  

(8)

Wprowadźmy	transformaty	Laplace’a	funkcji	Φ(u)	i	Φ1(u),	tj.
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oraz
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 c (s) = tq(s),	 (11)
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Warto	zaznaczyć,	że	równanie	(11)	(zwane	uogólnionym	równaniem	Lundber-
ga)	posiada	dokładnie	jeden	pierwiastek	dodatni	rzeczywisty,	co	więcej,	jest	to	jedy-
ny	pierwiastek	tego	równania	na	prawej	półpłaszczyźnie	liczb	zespolonych.	Ponadto	
pierwiastkiem	równania	jest	również	s	=	0.

Tylko	dla	pewnych	szczególnych	klas	rozkładów	wypłat	udaje	się	analitycznie	
odwrócić	transformaty	(9)	i	(10)	(por.	[4]).

4. Analiza numeryczna

Przeprowadźmy	numeryczną	analizę	wpływu	oddziaływania	zewnętrznych	czynni-
ków	 ryzyka	 w	dwóch	 klasach	 ryzyka	 na	prawdopodobieństwo	 ruiny	 (2).	 Stopień	
wpływu	zewnętrznych	czynników	ryzyka	na	obie	klasy	ryzyka	wyrażamy	jako	in-
tensywność	pojawiania	się	wypłat	powodowanych	przez	te	czynniki,	którą	oznaczy-

my	jako	λ	i	która	wynosi	λ
λ λ

λ λ
=

+

 

 

1 2

1 2
 
,	jeśli	występuje	oddziaływanie	zewnętrznych	

czynników	ryzyka,	 lub	wynosi	λ = 0,	 jeśli	 jest	brak	oddziaływania	zewnętrznych	
czynników	ryzyka.	Podobnie	stopień	oddziaływania	wewnętrznych	czynników	ry-
zyka	w	danej	klasie	ryzyka	będziemy	utożsamiać	z	intensywnością	pojawiania	się	
wypłat	powodowanych	przez	te	czynniki,	tj.	w	pierwszej	klasie	ryzyka	jest	to	inten-
sywność	λ1,	 a	w	drugiej	klasie	 jest	 to	intensywność	λ2.	Natomiast,	 jeśli	nie	będzie	
oddziaływania	wewnętrznych	czynników	ryzyka	odpowiednio	w	pierwszej	i	drugiej	
klasie	ryzyka,	to	zapiszemy,	że	λ1=	0	w	pierwszej	klasie	ryzyka	i	odpowiednio	 λ2	=	0	 w	drugiej	klasie	ryzyka.	W	dalszej	analizie	rozpatrywać	będziemy	trzy	sytuacje:
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1°	 λ = 0,	λ1 = 2,	λ2 = 2;
2°	 λ = 1,	λ1 = 1,	λ2 = 1;
3°	 λ = 2,	λ1 = 0,	λ2 = 0.
W	pierwszej	sytuacji	występuje	tylko	oddziaływanie	wewnętrznych	czynników	

ryzyka	w	obu	klasach	ryzyka	przy	jednoczesnym	braku	oddziaływania	zewnętrznych	

czynników	ryzyka.	Wtedy	proces	ryzyka	(1)	można	przetransformować	do	klasycz-

nego	procesu	ryzyka,	tj.	do	procesu	ryzyka	(4)	z	pominięciem	sumy	
1

,
M(t)

i
i

Y
=

′∑  tj.	do	pro-

cesu	ryzyka	U t u ct X i
i

M t

'( )
( )

= + − ′
=
∑
1

12

.	Wówczas	znanych	jest	wiele	metod	wyznacza-

nia	 lub	 szacowania	 prawdopodobieństwa	 ruiny	 (2)	 (zob.	 [2]	 i	[10]).	 W	drugiej	
sytuacji	występuje	zarówno	oddziaływanie	zewnętrznych,	jak	i	wewnętrznych	czyn-
ników	ryzyka	i	stopień	ich	oddziaływania	jest	taki	sam.	Wtedy,	jeśli	rozkłady	wypłat	
są	lekkoogonowe	w	procesie	 ryzyka	 (4),	 to	prawdopodobieństwo	 ruiny	 (2)	można	
wyznaczyć	za	pomocą	prawdopodobieństwa	przetrwania,	które	z	kolei	można	wy-
znaczyć,	odwracając	transformatę	(9).	Natomiast	w	trzeciej	sytuacji	występuje	brak	
oddziaływania	wewnętrznych	czynników	ryzyka	i	jednocześnie	zwiększony	jest	sto-
pień	oddziaływania	zewnętrznych	czynników	ryzyka.	W	tej	sytuacji	proces	ryzyka	
można	zapisać	w	postaci	U t u ct Yi

i

M t

'( )
( )

= + − ′
=
∑
1

.	Warto	zaznaczyć,	że	w	każdej	sytu-
acji	1°-3°	stopień	oddziaływania	łącznie	zewnętrznych	i	wewnętrznych	czynników	
ryzyka	w	każdej	klasie	 ryzyka	 jest	 taki	 sam,	 tj.	w	pierwszej	klasie	 ryzyka	wynosi	 
λ  +	λ1	=	2	i	w	drugiej	klasie	ryzyka	wynosi	λ  +	λ2	=	2,	tzn.	zmieniają	się	jedynie	stop-
nie	oddziaływania	wewnętrznych	i	zewnętrznych	czynników	ryzyka.	Zatem	w	każ-
dej	 sytuacji	 1°-3°	wartość	 oczekiwana	 zagregowanych	wypłat	 w	jednostce	 czasu	
w	obu	klasach	ryzyka	pozostaje	taka	sama.

Wszystkie	 trzy	 opisane	wcześniej	 sytuacje	 przeanalizujemy	 osobno	w	dwóch	
przypadkach,	kiedy	rozkłady	wypłat	są	lekkoogonowe	i	osobno	kiedy	są	ciężkoogo-
nowe.	W	obu	przypadkach	przyjmijmy,	że	θ =0,05.

Zajmijmy	się	najpierw	przypadkiem,	kiedy	rozkłady	wypłat	są	lekkoogonowe.	
Niech	wypłaty	w	pierwszej	 klasie	mają	 rozkład	wykładniczy	 z	parametrem	 2,	 tj.	 
X ~ W(2),	natomiast	w	drugiej	klasie	mają	rozkład	wykładniczy	z	parametrem	2,2,	
tj.	Y ~ W(2,2).	Wyniki	prawdopodobieństwa	ruiny	w	sytuacjach	1°-3°	dla	różnych	
wartości	 kapitałów	początkowych	u	 zawarte	 są	w	tab.	 1.	 Przypomnijmy,	 że	w	sy-

tuacji	 1°	 proces	 ryzyka	 (1)	 można	 przekształcić	 do	klasycznego	 procesu	 ryzyka
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,	gdzie	kolejne	wypłaty	 lX i	będą	mieć	rozkład	stanowiący	

mieszankę	rozkładów	wykładniczych,	która	jest	szczególnym	przypadkiem	rozkładu	
fazowego	(zob.	[2]	i	[10]).	W	przypadków	rozkładów	fazowych	znana	jest	dokład-
na	metoda	wyznaczania	prawdopodobieństwa	ruiny	(2)	(zob.	[2]	i	[10]),	za	pomocą	
której	zostały	wyznaczone	prawdopodobieństwa	ruiny	dla	sytuacji	1°.	W	sytuacji	2°	
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prawdopodobieństwa	ruiny	są	wyznaczone	z	prawdopodobieństw	przetrwania,	któ-
re	są	otrzymane	za	pomocą	numerycznego	odwracania	 transformaty	(9)	w	progra-
mie	Mathematica.	W	sytuacji	3°	prawdopodobieństwo	ruiny	wyznaczone	 również	
za	pomocą	 prawdopodobieństwa	 przetrwania,	 które	 zostało	 wyznaczone	 poprzez	

numeryczne	odwracanie	transformaty	Laplace’a	funkcji	przetrwania	w	modelu	ry-

zyka	U t u ct Yi
i

M t

'( )
( )

= + − ′
=
∑
1

	(zob.	[3]).

Na	podstawie	wyników	zawartych	w	tab.	1	nie	można	obserwować	wyraźnego	
wpływu	zewnętrznych	czynników	ryzyka	na	wielkość	prawdopodobieństwa	ruiny.	
Trudno	zauważyć	jakąś	wyraźnie	zaznaczającą	się	regularność.	Przy	ustalonym	ka-
pitale	 początkowym	wyniki	we	wszystkich	 przypadkach	 są	zbliżone,	 a	niewielkie	
różnice	mogą	być	 spowodowane	błędami	numerycznych	zaokrągleń	przy	wyzna-
czaniu	prawdopodobieństwa	ruiny	w	różny	sposób	w	trzech	rozpatrywanych	sytu-
acjach.

Tabela 1. Prawdopodobieństwo	ruiny	(2)	w	przypadku	lekkoogonowych	rozkładów	wypłat

u 0 5 10 15 20 50
1° 0,9524 0,5789 0,3519 0,2140 0,1301 0,0065
2° 0,9370 0,5694 0,3461 0,2103 0,1278 0,0064
3° 0,9331 0,5704 0,3466 0,2106 0,1279 0,0064

Źródło:	opracowanie	własne.

Przeanalizujemy	 teraz	 przypadek,	 w	którym	 rozkłady	 wypłat	 w	obu	 klasach	
ryzyka	są	ciężkoogonowe.	Niech	wypłaty	w	pierwszej	klasie	ryzyka	mają	rozkład	
logarytmiczno-normalny	z	parametrami	0,25	 i	0,125,	 tj.	X	~	LN(0,25;	0,125),	na-
tomiast	 wypłaty	 w	drugiej	 ryzyka	 mają	 rozkład	Weibulla	 z	parametrami	 1	 i	 0,8,	 
tj.	Y ~ We(1;	0,8).

W	tabeli	2	zawarto	wyniki	symulacji	prawdopodobieństwa	ruiny	metodą	Monte	
Carlo	na	podstawie	100	000	trajektorii	procesu	ryzyka	osobno	w	każdej	sytuacji	od		
1°	do	3°	dla	różnych	wartości	kapitałów	początkowych	u.

Tabela 2. Wyniki	symulacji	prawdopodobieństwa	ruiny	(2)	w	przypadku	ciężkoogonowych	 
rozkładów	wypłat	

u 1 5 10 15 20 50
1° 0,9102 0,7506 0,5956 0,4763 0,3778 0,0963
2° 0,8894 0,7370 0,5829 0,4666 0,3714 0,0945
3° 0,8868 0,7377 0,5879 0,4669 0,3740 0,0951

Źródło:	opracowanie	własne.

Analizując	wyniki	symulacji	prawdopodobieństwa	ruiny	zawarte	w	tab.	2,	ob-
serwujemy,	 podobnie	 jak	 w	przypadku	 lekkoogonowych	 rozkładów	wypłat,	 brak	
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wyraźnego	 wpływu	 zewnętrznych	 czynników	 ryzyka	 na	wyniki	 symulowanych	
prawdopodobieństw	 ruiny.	Trudno	 też	 zauważyć	 jakąś	wyraźnie	 zaznaczającą	 się	
regularność	wśród	 tych	wyników	przy	zwiększaniu	się	stopnia	oddziaływania	ze-
wnętrznych	czynników	ryzyka	w	sytuacjach	1°-3°.

5. Podsumowanie

W	pracy	zaprezentowano	wyniki	krótkiej	analizy	numerycznej	wpływu	zewnętrz-
nych	 czynników	 ryzyka	 powodujących	 wypłaty	 zgodnie	 z	procesem	 Erlanga	
na	prawdopodobieństwo	ruiny	w	agregacji	dwóch	klas	ryzyka.	Rozważono	osobno	
przypadek	 lekkoogonowych	 i	ciężkoogonowych	 rozkładów	wypłat.	 Jednak	w	obu	
przypadkach	otrzymano	 zaskakujące	wyniki,	mianowicie:	 brak	 istotnego	wpływu	
oddziaływania	zewnętrznych	czynników	ryzyka	w	dwóch	klasach	ryzyka	na	wyniki	
szacowanego	prawdopodobieństwa	ruiny.	Ciężko	zauważyć	jakąś	wyraźnie	kształ-
tującą	się	regularność	tych	wyników	wraz	ze	zwiększaniem	stopnia	oddziaływania	
zewnętrznych	czynników	ryzyka	na	te	klasy,	np.	wzrostu	lub	spadku	prawdopodo-
bieństwa	ruiny	wraz	ze	zwiększaniem	stopnia	oddziaływania	zewnętrznych	czynni-
ków	ryzyka.	Na	tym	etapie	badań	 trudno	 jednoznacznie	 stwierdzić,	 jaka	 jest	 tego	
przyczyna.	Będzie	to	przedmiotem	dalszej	analizy.

Zupełnie	inną	sytuację	można	zauważyć,	jeśli	analizujemy	wpływ	oddziaływa-
nia	zewnętrznych	czynników	ryzyka	powodujących	wypłaty	pojawiające	się	zgodnie	
z	jednorodnym	procesem	Poissona	na	prawdopodobieństwo	ruiny	w	zagregowanym	
wieloklasowym	modelu	ryzyka.	Model	 ten	można	przetransformować	do	klasycz-
nego	modelu	 ryzyka	 (zob.	 [1])	 i	prawdopodobieństwo	 ruiny	 szacować	za	pomocą	
powszechnie	 znanych	 metod	 (zob.	 [2]	 i	[10]).	Wtedy	 wraz	 ze	wzrostem	 stopnia	
oddziaływania	zewnętrznych	czynników	ryzyka	można	obserwować	wzrost	praw-
dopodobieństwa	 ruiny	 zarówno	 w	skończonym,	 jak	 i	nieskończonym	 horyzoncie	
czasowym	 (zob.	 [8]	 i	[9]).	 Ponadto	można	 było	 zaobserwować,	 że	przy	 ustalonej	
wartości	 kapitału	 początkowego	 i	przy	 ustalonym	horyzoncie	 czasowym	przyrost	
prawdopodobieństwa	ruiny	był	niemal	proporcjonalny	do	wzrostu	stopnia	oddziały-
wania	zewnętrznych	czynników	ryzyka	na	klasy	ryzyka	(zob.	[8]	i	[9]).

Jeszcze	 inną	 sytuację	można	obserwować,	 gdy	 analizujemy	wpływ	zewnętrz-
nych	czynników	ryzyka	powodujących	wypłaty	w	klasach	ryzyka	zgodnie	z	proce-
sem	Poissona	na	prawdopodobieństwo	ruiny	zarówno	w	skończonym,	 jak	 i	w	nie-
skończonym	horyzoncie	czasowym	w	dwuwymiarowym	modelu	ryzyka	(zob.	[6]).	
Wówczas	wraz	ze	zwiększaniem	się	stopnia	oddziaływania	zewnętrznych	czynni-
ków	ryzyka	maleje	prawdopodobieństwo	ruiny,	co	więcej,	spadek	prawdopodobień-
stwa	ruiny	jest	niemal	proporcjonalny	do	wzrostu	stopnia	oddziaływania	tych	czyn-
ników	w	obu	klasach	ryzyka	(zob.	[7]).

Wzrost	 stopnia	 oddziaływani	 zewnętrznych	 czynników	 ryzyka	 może	 różnie	
wpływać	 na	prawdopodobieństwo	 ruiny	 w	zależności	 od	tego,	 jaki	 przyjmiemy	
model	ryzyka	oraz,	 jak	można	zauważyć	na	podstawie	wyników	przedstawionych	
w	niniejszej	pracy,	być	może	również	od	tego,	jakim	procesem	możemy	modelować	
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pojawianie	 się	 wypłat	 powodowanych	 przez	 te	 czynniki,	 co	będzie	 przedmiotem	
dalszych	badań	autorki.

Celem	dalszej	pracy	autorki	niniejszego	 tekstu	 jest	 również	sprawdzenie,	 jaki	
wpływ	 na	prawdopodobieństwo	 ruiny	 może	 wywierać	 oddziaływanie	 zewnętrz-
nych	czynników	powodujących	wypłaty	zgodnie	z	uogólnionym	procesem	Erlanga	
w	dwuwymiarowym	modelu	ryzyka.	Ponadto	spróbuje	ona	uwzględnić	jednocześnie	
zależność	pomiędzy	wielkością	wypłat	powodowanych	przez	zewnętrzne	czynniki	
ryzyka.
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INFLUENCE OF SOME OUTSIDE RISK FACTORS  
ON A RUIN PRObAbILITY IN THE AGGREGATED  
Two-CLASSeS RISk ModeL

Summary:	We	can	observe	changes	to	our	climate.	Natural	disasters	including	floods	and	
wind	damage	havecaused	various	kinds	of	claims.	The	main	aim	of	this	paper	is	to	investigate	
the	impact	of	some	outside	risk	factors	such	as	natural	disasters	on	a	ruin	probability	in	an	
aggregated	risk	model	for	a	portfolio	of	two	classes	of	insurance	business.	We	study	a	situation	
where	 these	 outside	 risk	 factors	 cause	 claims	 for	which	 occurrences	 relate	 to	 generalized	
Erlang(2)	process.	The	 impact	of	 outside	 risk	 factors	on	 the	 ruin	probabilities	 is	 analyzed	
numerically.

Keywords:	generalized		Erlang(2)	process,	aggregated	two-classes	risk	model,	outside	risk	
factors,	ultimate	ruin	probability.


