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Vorwort zur ersten Auflage.

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die zweite
Ende September 1889 abgeschlogsen wurde, war — in beschriinkterem
Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst anderwiirts zu-
sammengestellt zu finden ist — urspriinglich nur fiir die Zuhorer meines
Vortrags iiber Elastizititslehre bestimmt, mit dem Ziele, ihnen die
erfahrungsmiifligen Grundlagen der technischen Elastizitiits- und Festig-
keitslehre zu bicten, ohne hierzu die fiir die Vorlesung verfiighare Zeit
(3 Stunden im Sommersemester), welche mit Riicksicht auf die Behand-
lung der schwierigen Aufgaben dieses Gebiets an und fiir sich knapp
bemessen erscheint, in Anspruch nehmen zu miissen. Wiederholten

Anregungen schlieflich Folge leistend, iibergebe ich dieselbe mit den
hierdureh bedineoten Erweiterinoen der Offentlichlait

Berichtigungen.
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Vorwort zur ersten Allf]ﬂ-g(’-

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die zweite
Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war — in beschriinkterem
Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst anderwiirts zu-
sammengestellt zu finden ist — urspriinglich nur fiir die Zuhérer meines
Vortrags iiber Elastizititslehre bestimmt, mit dem Ziele, ihnen die
erfahrungsmiBigen Grundlagen der technischen Elastizitiits- und Festig-
keitslehre zu bieten, ohne hierzu die fiir die Vorlesung verfiighare Zeit
(3 Stunden im Sommersemester), welche mit Riicksicht auf die Behand-
lung der schwierigen Aufgaben dieses Gebiets an und fiir sich knapp
bemessen erscheint, in Anspruch nehmen zu miissen. Wiederholten
Anregungen schlieflich Folge leistend, iibergebe ich dieselbe mit den
hierdurch bedingten Erweiterungen der Offentlichkeit.

Sie geht davon aus, da 3 es in erster Linie auf die Erkenntnis
des tatsichlichen Verhaltens der Materialien ankommt.

In GemiiBlheit dieses Standpunktes war zuniichst der unanschau-
liche Begriff des Elastizititsmoduls fallen 7u lassen. Selbst wenn man
von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Verhaltens der Stoffe
hochst bedenklichen Begriffshestimmung absieht, nach der unter
Elastizititsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist, welche ein Prisma
vom Querschnitte 1 um seine cigene Linge ausdehnen wiirde, falls
dies ohne Uberschreitung der Elastizititsgrenze méglich
wire, so erweist sich der Umstand, daB der als MaB der Elastizitit
fiir die Betrachtungen und Rechnungen geschaffenc Elastizititsmodul
umgekehrt proportional der Elastizitit ist, als aufBerordentlich
storend.  Durch Einfiihrung des Dehnungskoeffizienten (§ 2),
dessen Grofle in geradem Verhiltnisse zur Forminderung steht,
liflt sich dieser Ubelstand auf einfache Weise beseitigen. Demgemiif
sind simtliche Rechnungen und Erorterungen mittels des Dehnungs-
koeffizienten durchgefiihrt. Die Gewinnung von MafBen fiir den Deh-
‘nungsrest und fiir die Federung, d. i. die eigentliche Elastizitit zum
Unterschied von dem Malle fiir die Gesamtdehnung, ist damit
ohne weiteres gesichert.



VI Vorwort zur ersten Auflage.

An die Stelle des der Anschauung unzuginglichen Schubelastizitiits
moduls tritt der Schubkoeffizient (§ 29), dessen Bedeutung un-
mittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt.

Sodann war der mit der Lingsdehnung (Zusammendriickung)
verkniipften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1) und
deren Einflufi (§ 7. § 9, Ziff. 1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82 usw.) mehr Be-
achtung zu echenken, als dies const zu geschehen pflegt; zamal in
weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht, dafi die Proportio-
nalitit zwischen Dehnungen und Spannungen innerhalb ge-
wisser Spannungsgrenzen allgemein giiltig sei, gleichgiiltig, ob
auller der Zug- oder Druckkraft, welche in Richtung der Stabachse
wirkt, auch noch Krifte senkrecht zu letzterer titig sind oder nicht.

Ferner mufiten aus der meist genz unbeachtet gelassenen Tat-
sache, dafl die eben erwiithnte Proportionalitit iiberhaupt nicht
fiir alle der Technik wichtigen Materialien vorhanden ist,
die notigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft beispielsweise zu
fiir das dem Maschinenbau unentbehrliche und daselbst so vielfach
verwendete Gufleisen, bei dem die Dehnungen rascher wachsen als die
Spannungen; fiir das als Kraftiibertragungsmittel so wichtige Leder,
bei welchem das Umgekehrte stattfindet, u. s. f. (insbesondere § 2, § 20,
Ziff. 4, 8. 85 u. f., § 22, Ziff. 2, § 26, S. 113, FuBbemerkung 1, § 35 und
§ 36, §40, §41, §56, 5. 324 u. f., § 58, §. 344, Fullbemerkung usw.).

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Wert legen zu sollen
auf die Klarstellung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3), Proportio-
nalitits- und Elastizititsgrenze (§ 2, § 4), Knickbelastung
(§ 23), Zerknickungskoeffizient (§ 26), zuldssige Anstrengung
(§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) usw. sowie auf die Beseitigung von
eingebiirgerten Irrtiimern. Wie oft wird beispielsweise die Berechnung
auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung malfigebend ist (§ 40, § 52);
wie allgemein ist bei Ermittlung des Dehnungskoeffizienten (Elastizitiits-
moduls) aus Biegungsversuchen der Einfluff der Schukbraft vernach-
lissigt worden (§ 22, Ziff. 1, § 52, Ziff. 2 b); wie verbreitet ist die Auf-
fassung der unbedingten Giiltigkeit der Gleichung der einfachen Zug-
und Druckfestigkeit, nach welcher es nur auf die Grofle des Querschnittes
ankommt (§ 9, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, daf} die Druck-
festigkeit bei Materialien, wie weichem Stahl usw., dic Fliefi- oder
Quetschgrenze ist (§ 11, SchluB; § 27, Ziff. 1, S. 122 u. & f.).

Die bedeutende Abhingigkeit der Biegungsfestigkeit
des Gubeisens von der Querschnittsform war so weit festzustellen,
daf sie rechnungsmiiBig beriicksichtigt werden kann (§ 20, § 22, Ziff. 2).

Das immer dringender gewordene Bediirfnis, die Anstrengung
auf Drehung besnspruchter Kérper von nichtkreisformigem
Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu konnen, als dies bisher



Vorwort zur eraten Auflage. VII

moglich war, verlangte eine eingehende Behandlung der hierher ge-
horigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49, § 50, § 52, Fulibe-
merkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die Notwendigkeit, Form-
inderungen ins Auge zu fassen, die bisher bei Beurteilung der Material-
anstrengung ganz unbeachtet gelassen worden waren (§ 34, Ziff. 3).

Dem Umstande, dafl die zulissige Schubspannung zur zulidssigen
Normalspannung ziemlich hiiufig nicht in dem Verhiiltnisse steht,
wie dies die Elastizititslehre ermittelte (Gleichung 101, 102 [§ 31,
Gleichung 5 und 6]), habe ich — wie bereits in meinen Magschinenele-
menten 1880 getan (S. 11, 8. 205 u. f. daselbst) — durch Einfiihrung
des Anstrengungsverhiltnisses Rechnung getragen (o, in § 48,
Ziff. 2, auch f; in § 45, Ziff. 1).

Die Aullerachtlassung der schon urspringlich vorhandenen
Kriimmung der Mittellinie bei auf Biegung beanspruchten Kérpern
erschien nicht mehr in dem Malle zuliissig, wie dies bisher bei Berechnung
von Kettenhaken und dergleichen ziemlich cllgemein iiblich war.
Wenn auch die Endergebnisse der mit Riicksicht hierauf in § 54 an-
gestellten Erorterungen nichts Neues bieten, so diirfte doch der hierbei
eingeschlagene Weg zur Gewinnung eines besseren Einblicks in die An-
strengungsverhiiltnisse sowie dazu beitragen, dall mancher, welcher
bisher die urspriingliche Kriimmung nicht beriicksichtigte, sie mindestens
schiitzungsweise bei Wahl der zuliissigen Anstrengung in Betracht zieht.

In § 60 war die Anstrengung der elli ptischen Plattezu bestimmen;
auBerdem waren bisher nicht beachtete Einfliiese festzustellen. Weiter-
ge}.lende Ermittlungen mufBiten namentlich bei den grolien Schwierig-
keiten, welche hierauf beziiglichen Versuchen begegnen, zuniichst
unterbleiben.

Gern hitte ich Versuche derin § 56 behandelten Art in groBerem
Umfange sowie auch solche zu § 57 durchgefithrt. Da mir aber weder
fiir meine Lehrtitigkeit noch fiir meine Versuchsarbeiten ein Assistent
zur Verfiigung steht, und der eigenen Arbeitskraft durch die Natur eine
Grenze gezogen ist, auch die tibrigen Mittel sehr knapp bemessen sind.
50 mulite wenigstens vorerst Beschriinkung geiibt werden. Dieselbe
Bemerkung hat auch seltung fiir andere Abschnitte, insbesondere
fir § 61.

Im ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die Be-
diirfnisse der mitten in der Ausfiihrung stehenden Ingenieure bestrebt.
die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlich fiir sich
allein verstindlich durchzufithren und den hierzu er-
forderlichen mathematischen Apparat unter Heranziehung
von Versuchen nach Méglichkeit zu beschriinken. Dal} sich
auf diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer grofien Wichtigkeit
gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise behandelt zu werden pflegen,



VIII Vorwort zur ersten Auflage.

recht klar und dazu fruchtbringender, als es bisher geschehen ist, er-
ortern lassen, davon diirften beispielsweige die §§ 33. 34 und 43, 8. 220
u. f., sowie § 52, Ziff. 2, Zeugnis ablegen. Die Tatsache, daf} die vor vier
Jahrzehnten von de Saint Venant gegebene Losung der Torsions-
aufgabe — ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge — nur ganz
vereinzelt Eingang in die technische Literatur gefunden hat, diirfte
vorzugsweise in dem Mangel an verhiltnismifliger Einfachheit der zur
Losung fithrenden Rechnungen begriindet sein.

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze zu
halten, wurde die zweite Lieferung etwas weniger umfassend gestaltet,
als urspriinglich geplant war, wodurch {ibrigens die Anschauung iiber die
wirklichen Vorgiinge, iiber das tatsiichliche Verhalten des Materials eine
Beeintriichtigung nicht erfihrt. Es erschien dies um so mehr zulissig,
als seit Abschlufl der ersten Lieferung das v. Tetmajersche Werk:
.Die angewandte Elastizitits- und Festigkeitslehre® mit
einer Fiille von Beobachtungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe
auch des Verfassers Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 452—455 und 5. 473—479), und
iiberdies die wertvollen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Beispiele
und Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemil in meine
Maschinenelemente gehérig dahin verweisen zu sollen.

Mbge auch diese Arbeit, welche nicht mehr 2ls ein Schritt in neuer
Richtung sein soll, zur Férderung der Technik und damit der Industrie
beitragen, indem sie die Bedeutung der Erkenntnis des tatsiichlichen
Verhaltens der Materialien klarlegt, und indem aus ihr erhellt,

daB es nicht geniigt, von dem Satze der Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze Gebiude der
Elastizitit und Festigkeit auf mathematischer Grundlage aufzubauen,

daB es vielmehr fiir den Konstrukteur — namentlich wenn er
in voller Erkenntnis der wirklichen Verhiltnizsse die Abmessungen
festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter Formen halten
will — notwendig erscheint, immer und immer wieder die Voraus-
setzungen der einzelnen Gleichungen, welche er beniitzt, im Spiegel
der Erfahrungen, soweit soiche vorliegen, sich zu vergegenwiirtigen
und die auf dem Wege der Uberlegung, der mathematischen Ableitung
gewonnenen Beziehungen hinsichtlich des Grades ihrer (enauigkeit
zu beurteilen, soweit dies bei dem jeweiligen Stande unserer Erkennt-
nigse {iberhaupt moglich ist,

und daB da, wo die letzteren und die Uberlegung — Aufsuchung und
Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen — nicht ausreichen, in erster
Linie durch den Versuch Fragestellung an die Natur zu erfolgen hat.

Stuttgart, den 30. September 188%).
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Vorwort zur zweiten Auflage.

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten — abgesehen
von der Umarbeitung des Abschnittes iiber die plattenférmigen Kérper
— in der Hauptsache durch Erginzungen, entsprechend einer Ver-
mehrung des Textes um 56 Seiten. Beschrinkung in dieser Hinsicht zu
tiben, erschien schon deshalb angezeigt, um dem Buche das Eindringen
in weitere Kreise zu sichern, wozu gehort, dafl der Preis desselben eine
gewisse Grenze nicht tiberschreitet. Hierin lag auch der Grund, der
veranlafite, davon abzusehen, die urspriingliché Idee, eine Anzahl
von Aufgaben nebst Losungen aufzunehmen, zur Ausfiihrung zu bringen.

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage
mafigebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in dieser
Beziehung nichts hinzuzufiigen habe. Dal} die Ersetzung des Elastizitits-
moduls durch den Dehnungskoeffizienten nicht ohne Bemingelung ab-
gehen wiirde, war vorauszusehen. Demgegeniiber kann ich nur auf die
Arbeit selbst, insbesondere auf die FuBlbemerkung zu § 2, verweisen,
welche durch Ubernahme einer bereits in der zweiten Auflage meiner
Maschinenelemente gegebenen Darlegung ergiinzt worden ist. Im Laufe
der Zeit wird sich von selbst entscheiden, ob die Begriffe ,, Elastizitiits-
modul® und ,,Schubelastizititsmodul** das Feld behaupten, oder ob
die Begriffe ,,Dehnungskoeffizient'* und ,,Schubkoeffizient” an deren
Stelle treten werden.

Im ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Aufnahme
seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, daB ich nicht umhin
kann, fiir die auBerordentliche Forderung, welche hierin liegt, zu danken.
Die Arbeitskraft des Einzelnen ist eine begrenzte und das Arbeitsfeld
des Maschineningenieurwesens ein o ausgedehntes, daBl der einzelne
selbst nur einen kleinen Beitrag durch das in seinen Arbeiten enthaltene
Neue zu leisten vermag, infolgedessen dieses der entschiedenen Forde-
rung durch die Fachgenossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner
und damit ein erheblicher werden.

Stuttgart, den 1. Juni 1894.



X Vorwort zur dritten Auflege.

Vorwort zur dritten Auflage.

Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechnerischer
Erginzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchsergebnissen
und den hierzu gehérigen Darlegungen in Zahl, Wort und Bild ergiinzt
worden. Ich halte es fiir zweckmiilig, den Leser geistig teilnehmen zu
lassen an den wesentlichen Einzelheiten des Versuchs und ihn auf diese
Weise zu befihigen, sich nach Méglichkeit ein eigenes, auf die
tatsdchlichen Verhiltnisse gegriindetes Urteil zu bilden.
Dem jungen Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum Bewult-
sein, dal} es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem grofen Teil
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt, sondern
dal} er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst hinsichtlich der
Feststellung seiner erfahrungsmiBigen Grundlagen noch in lebhafter
Entwicklung begriffen ist.

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlafite nicht blof}
der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vgl. Vorwort zur ersten
Auflage), sondern auch der Umstand, daff in mathematischet Hineicht
ausfiihrliche und vorziigliche Werke vorliegen: die Arbeiten von Gras-
hof, Keck, Miiller - Breslau, Ritter, Weyrauch, Winkler u. a,.

Eine vorurteilsfreie Uberpriifung des Standes der Elastizitits-
und Festigkeitslehre zeigt, dall die physikalische Seite gegeniiber der
mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht erheblich
zuriickgeblieben war. Damit hiingt es dann auch teilweise zusammen,
dall mancher der an und fiir sich richtigen, aber nicht auf avsreichend
gicherer pysikalischer Grundlage ruhenden mathematischen Entwick-
lungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder gar der Unbrauchbarkeit
gemacht werden konnte. Andererseits liefi man bei der mathematischen
Bearbeitung Aufgaben von groler praktischer Bedeutung so gut wie

_unbeachtet, oder man sah bei ihrer Binkleidung in das mathematische
Gewand von Wesentlichem ab, lief wohl auch im Laufe der Rechnung
mehr oder minder weitgehende Vernachlissigungen eintreten, ohne
dann die Ergebnisse durch den Versuch einer Priifung und nétigen-
falls einer Berichtigung zu unterziehen.

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch zwischen
Wissenschaft und Praxis. Man iibersah dabei allerdings, daf eine Wissen-
schaft, die im Widerspruch steht mit der Wirklichkeit, d. h. mit dem,
was tatsiichlich ist. oder deren Folgerungen zu solchen Widerspriichen
fithren, nicht den Anspruch machen kann, wirklich Wissenschaft zu sein,
mindestens nicht in Beziehung auf diejenigen Punkte, welche der Wirk-
lichkeit zuwiderlaufen. Wo ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und
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Praxis in die Erscheinung tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung
meist sehr bald, dafi entweder die Annahmen, die Grundlagen, von
denen die wissenschaftliche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft
waren, oder dal} die Schlufifolgerungen mit Mingeln behaftet sind.

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehrtitig-
keit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidenes Teil dazu
beizutragen, dall solche Cegensitze verschwinden?). Wissenschaft
und ausfithrende Technik miissen naturgemili Hand in Hand gehen.
Wo dieser Zustand nicht besteht. da mufl von beiden Seiten mit Eifer
und Ausdauer daran gearbeitet werden, ihn herbeizufithren. Wer in
dieser Richtung kriiftig strebt, wird sehr tald zu der Erkenntnis ge-
langen, daf3 den Ingenieurwissenschaften in erster Linie eine Sicherung
und Erweiterung ihrer erfahrungsmiiffigen Crundlagen, d. h. eine be-
sondere Pflege ihrer physikalischen und chemischen Seite, nottut. Die
Mathematik wird hierbei nicht nur ein sehr oft auBerordentlich
wertvolles Hilfsmittel sein, sondern sie wird hiiufig das Werkzeug bilden.
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntnis iiberhaupt uner-
reichbar bliebe,

Die ausfiihrende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet: sie liBt sich nicht —
wie wohl zuweilen gemeint wird — durch das Schlagwort von dem
Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten, die wissenschaft-
lichen Darlegungen zu studieren und zu verwerten, vorausgesetzt, daf}
di’ese‘ die Anforderung der Klarheit und geniigender Einfachheit be-
friedigen. Sie weil’ ihr Interesse, welches die volle Beachtung der Wissen-
schaft Vel‘la.ngt.. wohl wahrzunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie,
wenn ihr von wissenschaftlicher Seite Darlegungen geboten werden,
durch deren Befolgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren nund
oft recht weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausfiihrende
Technik zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich.  Jeder
VerstoB, den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei der
Ausfithrung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten
und in irgendeiner Form Strafe nach sich zu ziehen. In der hieraus
folgenden Notwendigkeit, moglichst zuverlissig zu arbeiten, liegt auch
einer der Griinde, weshalb schon seit lingerer Zeit die Technik
und ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht bloB manche in das Gebiet
der Physik und Chemie gehorige Zahl genauer festgestellt haben, als
dies von der Physik beziehungsweise der Chemie selbst geschehen ist,
sondern daf} sie auch manches bisher {iberhaupt nicht Erkannte auf-
gefunden sowie manchen ins Dunkle gehiillten Vorgang aufgekliirt und

1) Vgl z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1361
und 1362; 1895, 8. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269; 1899, 8. 1571.
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ganz wesentlich zur Entwicklung und Férderung dieser Wissenschaften
an sich beigetragen haben. Ein weiterer Grund dafiir, daf} die Technik
der Wissenschaft an sich hidufiger vorauseilt, als man anzunehmen
pflegt, ist dadurch gegeben, dafi ihr Aufgaben entgegengebracht werden,
die sie losen mufl — moglichst vollkommen, namentlich auch in wirt-
schaftlicher Beziehung —, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes
stiitzen zu konnen. Die deutsche Industrie und die technischen Staats-
betriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise grofle Anzahl
von Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich arbeiten,
wie vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht vermutet
wird. .

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage gelungen
ist, zur Klarstellung schwebender oder aufgeworfener Fragen (vgl. z. B.
den Inhalt von § 4 und § 5, ferner S. 116 u. f., 8. 192 u. f., S. 211 u. f.,
S. 470 u. f., usw.) zur Vertiefung unserer Erkenntnisse auf dem Gebiet
der Elastizitit und Festigkeit beizutragen, muf} ich dem wohlwollenden
Urteil der Fachgenossen zur Entscheidung anheimstellen. Cern hiitte
ich noch Weiteres aufgenommen, aber die starke Inanspruchnahme
durch die unmittelbare Berufstiitigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die
Errichtung eines Laboratoriums fiir Maschineningenieure gesellt hat,
im Zusammenhange damit, daBl das Buch schon geit lingerer Zeit ver-
griffen ist, notigten zur Beschrinkung.

Stuttgart, Anfang Januar 1898.

Vorwort zur vierten Auflage.

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer grofleren Anzahl
von Erginzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten des Buches
(vgl. z. B. § 13, Ziff. 3, § 22, Ziff. 4 usw.), durch Aufnahme eines neuen
(achten) Abschnittes: ,,Allgemeine Beziehungen iiber Spannungen
und Forminderungen im Innern eines elastischen Korpers® erweitert.
Hierzu veranlaBte in erster Linie der Umstand, dal ich seit Erscheinen
der dritten Auflage infolge des wachsenden Umfanges der mir sonst
obliegenden Verpflichtungen u. a. auch die Vorlesung iiber Elastizitits-
lehre abgegeben habe. In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem
Polytechnikum mit besonderer Riicksichtnahme auf die dem Maschinen-
konstrukteur sich bietenden Aufgaben zur Einfithrung gelangte, habe
ich in den 21 Jahren, wihrend deren ich ihn gehalten, auch das gegeben,
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was der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme in das Buch ist
bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vorwort zur ersten Auflage
ausgesprochen, dasselbe urspriinglich nur fiir die Zuhorer dieses Vor-
trages bestimmt war.

Ieh weill recht wohl, dali die Anzahl derjenigen Studierenden
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen tiber
den Spannungs- sowie Formiinderungszustand und insbesondere den
aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschiftigen pflegen, ver-
hiiltnismiiBig gering ist, und ich bin der Uberzeugung, daB dies auch
voraussichtlich so bleiben wird, ohne dal} hierin ein schwerwiegender
Nachteil fiir die Technik erblickt werden kann. s setzt dies allerdings
voraus, dal} sich eine, wenn eauch kleine, Minderzahl erfolgreich mit
Bearbeitung des hier zur Erérterung stehenden Gebietes befa3t. Der
grollen Mehrzahl der mitten in der Ausfithrung stehenden Ingenieure,
welche auf den Gebieten des wirtschaftlichen Lebens leitend oder auch
noch schopferisch titig sein miissen, liegen andere Aufgaben obl), und bei
der Begrenztheit der Arbeitskraft des einzelnen einerseits und angesichts
der ungeheueren Ausdehnung des Ingenieurwesens andererseits wird
die Arbeitsteilung zur Notwendigkeit.

Diese Verhiltnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit
meinen Zuhoérern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu den
allgemeinen Gleichungen der Elastizititslehre fithren. Der zukiinftige
Ingenieur mull — auch wenn er keine Neigung hat, an der Entwicklung
der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieurwesens mitzuarbeiten —,
die allgemeinen Grundlagen der Gebiete, die er studiert, ausreichend
kennen. Im vorliegenden Sonderfalle heil3t dies, daf ihm die allgemeinen
Gleichungen der Elastizititslehre, wenn sie ihm in der Literatur ent-
gegentreten, nicht fremd sein diirfen. Ir soll — wenn auch nur in
beschriinktem Sinne — ein Urteil dariiber haben, wie sicher oder un-
sicher die Grundlagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen auf-
bauen, und ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein
brauchbares Ergebnis fiir das Ingenicurwesen zu erwarten steht. Bs ist
fiir den ausfiihrenden Ingenieur nicht selten auBerordentlich wichtig,
ein Urteil, wenn auch nur einigermafien, dariiber zu haben, was man
iiberhaupt nicht oder doch nicht sicher weil, gegebenenfalls nicht
sicher ermitteln kann.

Auflerdem kommt in Betracht, daB eine strenge Behandlung
verschiedener, fiir die ausfiihrende Technik wichtiger Aufgaben von den
allgemeinen Gleichungen der Elastizititslehre auszugehen oder doch
auf sie zuriickzugreifen hat, wenn auch nur. um zu prifen, ob die ge-

') Vgl. z. B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des
Verfasgers,
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machten Annahmen mit ihnen in Widerspruch stehen oder nicht. Es
sei hier erinnert an die Aufgaben der Drehungselastizitiit, deren strenge
Losung allerdings bisher nur fiir wenige der in Betracht kommenden
Querschnitte ausreichend gelungen ist, sowie an die Aufgaben, bei
denen Normal- und Schubspannungen in den Querschnitten stabformiger
Korper gleichzeitig auftreten, an die Aufgaben, welche plattenformige
Korper und Gefialle vielfach bieten usw. _

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen achten
Abschnittes hiitten gestiitzt werden koénnen, so habe ich dies doch ab-
sichtlich unterlassen, weil ich es fiir den Ingenieur als wertvoll erachte,
jede Untersuchung fiir sich so weit selbstiindig durchzufithren, als cs
die Verhiltnisse gestatten und als im Einzelfalle zweckmiiBig erscheint,
und zweitens, weil ich der Uberzeugung bin, daB die Elestizitit und
Festigkeit am erfolgreichsten zuniichst in der Weise studiert wird, def}
man von den einfachen Fillen ausgeht und unter Benutzung der hierbei
gewonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortechreitet. Ich
halte dieses Vorgehen auch dann fiir richtig, wenn der Studierende iiber
gute Kenntnisse auf dem Gebiete der héheren Mathematik verfiigt.
Die Auffassung, daBl der wissenschaftliche Gang bei der Behandlung
der Elastizitits- und Festigkeitslehre auch fiir den Ingenieur vom All-
gemeinen zum Besonderen zu fithren habe, vermag ich nicht zu teilen.
Derjenige Studierende, welcher beim erstmaligen Studium des Gebietes
zuniichst die seinem Verstindnis nither liegenden Sonderfille mit den
verschiedenen Abweichungen von den Voraussetzungen, welche dic
Elastizititslehre bei ihren allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise
machen mub, griindlich studiert hat und sodann fortschreitend schlief3-
lich bis zur Klarheit iiber die allgemeinen Beziehungen der Elastizitits-
lehre gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige,
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere wird
dies zutage treten, wenn es sich um die Verwendung der Kenntnisse
auf dem Cebiete des Ingenieurwesens handelt, also um das Kénnen
gegeniiber den tausendfiltigen Aufgaben, die das Leben fortgesetat
bietet.

Stuttgart, Anfang September 1901.
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Vorwort zur fiinften Auflage.

Die neue Auflage hat verschiedene Ergiinzungen erfahren, so z. B.
im ersten Abschnitt durch die Klarstellung, dall im allgemeinen eine
untere und eine obere Streckgrenze zu unterscheiden ist, und dafB diese
Spannung in erheblichem Mafle von der Querschnittsform beeinfluf3t
wird (§ 2, § 4), ferner durch die Aufnahme von Versuchsergebnissen
iiber die Anderung der Festigkeitseigenschaften von Metallen bei
hoheren Temperaturen (§ 10) usw. Allerdings konnten die Erginzungen
nicht in dem Umfange stattfinden, wie ich es selbst gewiinscht hatte.
Das Buch war schon seit einiger Zeit vergriffen und ich sonst recht
stark in Anspruch genommen: infolgedessen mulite Beschrinkung ge-
ibt werden.

Im iibrigen darf ich wohl auf das zu den fritheren Auflagen Gesagte
verweisen; die daselbst niedergelegten Gesichtspunkte sind auch jetzt
wieder fiir mich leitend gewesen.

Die wohlwollende Aufnahme, welche das Buch gefunden hat,
im Zusammenhange mit dem Umstande, daBl ein groBer Teil dessen,
was ich in den friitheren Auflagen dargelegt habe, bereits Allgemeingut
geworden ist oder doch anregend und klarstellend gewirkt hat, lifBt
mich hoffen, daBl auch die neue Auflage zur Forderung der Erkenntnis
des tatsiichlichen Verhaltens der Materialien beitragen wird.

Meinem friitheren Assistenten, Herrn Ingenieur Braun, habe ich
fiir die Unterstiitzung bei der Arbeit (vgl. z. B. 8. 498) bestens zu danken.

Stuttgart, den 15. Mirz 1905.

Vorwort zur sechsten Auflage,

Die neue Auflage weist in allen Hauptteilen Erginzungen auf,
Vergl. z. B. 8. 53 und 54, S. 66 u. f., S. 81, S. 115, 8. 129, 8. 155 u. f.,
5,163, 8. 171 u. f., S. 195 sowie S. 227 u. 1., 8,256 u. £, 8. 302, 8. 317
sowie S,343 und 346, S.341, S.467 u. f.. S. 477 u. f., 8,482, S.508 u. 1.,
S. 587 u.f., 8. 638; ferner Taf. I, 111, VI, VIII, XI, X VI, XVIIT und XIX.
Durch dichteren Druck wurde angestrebt. Unhandlichkeit des Buches
zu  vermeiden,

Beiden Versuchen sind in der Regel diejenigen genannt, von denen
sie durchgefithrt wurden: wo das nicht geschehen ist, handelt es sich
um eigene Versuche. :

Die Heranziehung eines Mitarbeiters war bei meiner groflen Inan-
spruchnehme im Interesse der Seche geboten.

Die frither ausgesprochenen Grundgedanken (vgl. Vorwort zur ersten,
dritten und vierten Auflage) sind auch jetzt wieder leitend gewesen.

Stuttgart, Ende April 1911.

C. Bach.
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Erster Abschnitt.

Die einfachen Fiille der Beanspruchung gerader
stabférmiger Korper durch Normalspannungen
(Dehnungen).

Einleitung.

§ 1. Formiinderung, Spannung.

: .])m‘ gerade stabformige Korper, Fig. 1, welchen wir uns als
Kreiszylinder vorstellen wollen, besitze die Linge ! und den Durch-

e

messer d, also den Querschnitt | = d" Von

Semem Material wird vorausgesetzt, dafl es das Stab- )
."Olumﬂn stetig erfiillt und in allen Punkten, sowohl Tt
in Richtung der Stabachse als auch senkrecht dazu, o
Jelg]ciches Verhalten zeigt. Der Korper werde jetzt — | !
Fig. 2 — von zwei ziehenden Kriifton PP ergriffen, | i
welche glﬂichméiﬂig iiber die beiden Endquerschnitte = 4| L™
verteilt angreifen, und deren Richtung mit der Stab- | i
achse zusammentfillt. Thre Grofe lige unterhalb i
der Grenze, bei welcher oine Aufhebung des Zu- i

Sammenhanges des Stabes, ein ZerreiBen des letzteren,
eintreten wiirde; sie halten sich demnach an dem Fig 1. Fig. 2.
Stabe das Gleichgewicht.
Unter der Einwirkung dieser Kriifte
a) vergroBert sich die Linge des Stabes von [ auf I, d. h.
um [, —1 =)
und
b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf
dyy, d. h. um d —d, = 0.

. Es finden also gleichzeitig zwei Formiinderungen statt:
eine Ausdehnung in Richtung der Stabachse und eine Zusammen-
Z.mh ung (Kontraktion) senkrecht zu derselben. Die letztere erweist
sich {ibrigens weit kleiner als die orstere (vgl. § 7).

Bach, Elastizitit. 6. Aufl, 1



2 Einleitung.

Wirken die beiden Kriifte PP nicht ziehend, wie in Fig. 2 an-
genommen, sondern driickend auf den als kurz vorausgesetzten
Korper, wie in Fig. 3 dargestellt ist, so besteht die eintretende Form-
inderung

a) in einer Verkiirzung der Linge des Zylinders von [ auf

l,, also um A =1{—1,
und

b) in einer Vergroflerung des Durchmessers des Zylinders
von d auf dy, also um d = d, — d.

s findet somit gleichzeitig eine Zusammen-

'1—% driickung in Richtung der Zylinderachse und eine
! Ausdehnung senkrecht zu derselben, ecine Quer-
Lk n dehnung, statt.
I Der Vergleich dieser bei der Druckwirkung auf-
aii L tretenden Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung

5 sich einstellenden zeigt, dafi die Umkehrung der Kraft-
Fig. 3. richtung auch die Forminderungen umkehrt. Wird die
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der

driickenden Kraft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge

+4 P eine positive Ausdehnung in Richtung der Stabachse und

,» nhegative 7 senkrecht zur £
— P eine negative Ausdehnung in Richtung der Stabachse und
positive i senkrecht zur

Wir denken uns in dem Stabe, an welchem sich die Kriifte PP
das Gleichgewicht halten, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten
desselben liegenden Stabteile werden infolge des Vorhandenseins
dieser iuBeren Krifte mit gewissen tiber den Querschnitt verteilten
Kriiften aufeinander einwirken. Diese inneren Krifte, bezogen auf
die Flicheneinheit, heiBen Spannungen, und zwar Zugspannungen,
Spannungen im engeren Sinne, positive Spannungen, wenn
die iuBeren Krifte zichend wirken (Fig. 2), oder Druckspannungen,
Pressungen, negative Spannungen, wenn die dulleren Krifte
driickend titig sind (Fig. 3).

Insoweit zum Ausdruck gebracht werden soll, dal} diese inneren
Krifte senkrecht zum Quersehnitt, d. h. senkrecht zu den Flichen-
elementen, in denen sie wirken, gerichtet sind, werdensie alsNormal-
spannungen bezeichnet.

Unter den Voraussetzungen gleichmaBiger Verteilung der Kriifte PP
iiber die beiden Endquerschnitte des Stabes und durchaus gleichartiger
Beschaffenheit des Stabmaterials wird auch die Spannung fiir die
einzelnen Teile des in Betracht gezogenen Stabquerschnittes, d. h.
fiir die einzelnen Flichenelemente desselben, gleich grofl sein. Be-

»



§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalititsgrenze. 3

zeichnen wir dieselbe mit 4, so erscheint sie bestimmt durch die
Gleichung

n:—..........].}

Streng genommen miifite hierin* / denjenigen Querschnitt be-
deuten, welchen der Stab tatsichlich besitzt, withrend er durch P
belastet ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) bei b) sahen, éindert sich unter
Einm‘rkung der dulleren Krifte nicht blof die Linge, sondern auch der
Durchmesser des Korpers und damit auch der Querschnitt. Unter Um-
stinden kann diese Querschnittsinderung, welche abhiingt von der ver-
hiiltnismiiBigen GroBe der Belastung und der Art des Materials, von
Bedeutung werden. Aus diesem Grunde ist es notwendig, festzuhalten,
dafll die Gh:ichung I die Spannung ¢ bezogen auf den urspriing-
lichen Stabquerschnitt liefert, sofern, wie oben angenommen, f
den Querschnitt des unbelasteten Stabes bezeichnet.

§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient.
Proportionalitiitsgrenze.

Die absolute GroBe 4 der Lingeninderung (vgl. § 1, a) hingt
ab von der urspriinglichen Liinge [ des Stabes. Um sich fiir Zwecke
der Rechnung von dieser Abhiingigkeit zu befreien, pflegt man die
auf die Liingeneinheit bezogene Liingeninderung

g T el S S L

anzugeben. Diege verhiltnismifBige (spezifische) Liangeninderung
¢ wird dann kurz mit Dehnung bezeichnet, und zwar als positive oder
Negative, je nachdem es sich um Verlingerung (durch eine Zugkraft)
oder um Verkiirzung (durch eine Druckkraft) handelt.

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt fiir
fiﬁn Fall, daB die urspriingliche Linge [ nicht eine sehr kleine Grolie
Ist, voraus: es sei die Dehnung an allen Stellen der Strecke [ gleich
grof3.

Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung = und
der zugehorigen Spannung a (vgl. § 1) pflegt angenommen zu werden,
dafl innerhalb gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitiit zwischen
ihnen bestehe, entsprechend der Gleichung

S=y 7, 2)
worin
5 Falisis) o
bl — = ——— 3
% P ET P )




4 Einleitung.

eine innerhalb der erwiithnten Belastungsgrenzen konstante Erfahrungs-
zahl bedeutet, nimlich diejenige Zahl, welche angibt, um welche
Strecke ein Stab von der Linge 1 bei einer Belastung gleich
der Krafteinheit (Kilogramm) auf die Flicheneinheit (Qua-
dratzentimeter) seine Linge éindert; oder kurz: die Anderung
der Lingeneinheit, d. h. die Dehnung, fiir das Kilogramm
Spannung. Diese Erfahrungszahl sei demgemill als Dehnungs-
koeffizient bezeichnet.

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als
Produkt aus Spannung und Dehnungskoeffizient, und die Anderung
der Linge des Stabes, welche urspriinglich [ betrug,

A= aclt

1) Dieser Ausdruck entspricht ganz demjenigen, welcher sich fiir die Aus-
dehnung eines Stabes durch die Wiirme oder auch fiir die Zusammenziehung infolge
Abkiihlung ergibt, wie folgende Betrachtung zeigt.

Ein Stab von der Linge /; und der Temperatur ¢, wird auf die Temperatur ¢,
gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um

g (te %) g,
sofern «,, den Liingenausdehnungskoeffizienten durch die Wirme, d. h. die Zu-
nahme der Lingeneinheit fiir 1° Erwiirmung bedeutet.

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, dall in seinen Querschnitten die
Spannung o, herrscht, besitzt in diesem Zustande die Linge [ ,. DurchVermehrung
der Belastung steigt die Spannung auf #,. Hierbei dehnt sich der Stab aus um

“(66_ U‘n)'{as

worin ¢ den oben erdrterten Dehnungskoeffizienten bedeutet.

Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunterschiedes
ty — tg der Spannungsunterschied a, — ¢ und andie Stelle des Liingenausdehnungs-
koeffizienten durch die Wiirme der Dehnungskoeffizient. Beide Erfahrungszahlen
sind hierbei allerdings als unveriinderlich vorausgesetzt, wenigstens innerhalb
dieser Temperatur- beziehungsweise Spannungsunterschiede.

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in der tech-
nischen Literatur ganz allgemein iiblich gewesen, nicht mit dem Dehnungs-

(!

koeffizienten @, sondern mit dem reziproken Werte desselben, d. h. mit ? 3

zu rechnen und fiir diesen den Begriff des Elastizititsmoduls einzufiihren.
Derselbe ist dann erklirt worden alg diejenige Kraft, welche ein Prisma vom
Querschnitt 1 um seine eigene Liinge ausdehnen wiirde, falls dies ohne Uber-
schreitung der Blastizitiitsgrenze miglich wiire, Das liefert fiir das schmiedbare
Eisen rund 2 000 000 kg, Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilo-
gramm auf ein schmiedeisernes Prisma von 1 gem Querschnitt wirkend vorzustellen.
In Wirklichkeit wiirde bei etwa 1500 kg schon die Proportionalitiitsgrenze, inner-
halb welcher tiberhaupt die Gleichungen 2—4 fiir schmiedbares Eisen als giiltig
angenommen werden diirfen, iiberschritten und voraussichtlich bei 4000 kg der
Stab bereits zerrissen sein! Wie man sich die Zusammendriickung eines Korpers
um seine ganze Linge voratellen soll, darf unerdrtert bleiben.

Verfasser ist der Ansicht, dall eine soleche, mit dem tatsiichlichen Verhalten
der Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung hichst bedenklich
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§ 2. Dehnung. Dehnungskoeffizient. Proportionalititsgrenze.

sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs-
koeffizient, d. i.

e v R S B, e e )
a

Der reziproke Wert von « wird als Elastizititsmodul bezeichnet.
Uber die diesem Begriff gegebene Deutung vergleiche das in der Fuli-
bemerkung S. 4. u. f. Gesagte.

Die Spannung, bis zu welcher hin die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, fithrt
den Namen Proportionalitiitsgrenze. Je nachdem es sich hier-
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Proportionali-

erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringendsten Zwang oder ohne durch-
schlagende Niitzlichkeitsgriinde als zuliissig bezeichnet werden kann. Seines
Erachtens mufl der Grundbegriff der ganzen Elastizitiits- und Festigkeitslehre,
d. i. nach dem bisherigen Staﬁdpunkt dieses Teiles der Mechanik die Erfahrungs-
zahl, welche Dehnung und Spannung verbindet, so erklirt werden, wie es dem
tatsiichlichen Verhalten des Matorials entspricht, damit dieser Grund-
begriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in Fleisch und Blut iiber-
gehen. Das ist fiir den mitten in der Ausfiihrung stehenden, zu raschen Ent-
schliissen veranlaf3ten Techniker eine Notwendigkeit. Die Bedeutung von a als
Zunahme der Liingeneinheit fiir das Kilogramm Spannung ist eine so einfache
und natiirliche, daB, wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht kiime,
8s mnicht erklirlich erscheinen wiirde, dall der unanschauliche Begriff des
Elastizititsmoduls — dieses bleibt er, auch wenn andere Erkliirungen als die oben
biﬁﬁprochelle aufgestellt werden — nicht schon liingst von der gesamten technischen
Literatur iiber Bord geworfen ist. Zu einem bedeutenden Teile ist dies allerdings
seit Erscheinen doer ersten Auflage dieses Buches geschehen.

Der Umstand, daB es an einzelnen Stellen fiir Rechnu ngszwecke bequemer

erscheint, an Stello von ¢ mit — zu rechnen, wobei iibrigens wieder die Macht
[/

der Gewulmheit, und zwar ganzerheblich, einwirkt, berechtigt noch lange nicht dazu,

TRt drundbegriff der Elastizitiits- und Festigkeitslehre zu machen, deren
Aufgabe doch schlieBlich darin besteht, das wirkliche Verhalten des Materials
Segeniibor der Einwirkung fiuBerer Kriifto klarzulegen und nicht blofi der
Rf:c]“‘""g» sondern namentlich auch der Ansechauung moglichst zu-
ganglich zu machen,

Weiter kommt in Betracht, dafBl die Zahl, welche Dehnungen und Span-
ungen verbindet, naturgemiifl ein MaB fiir die Formiinderung des Materials
zu bilden hat, und zwar derart, dafi sie, je nachgiobiger ein Stoff ist, um so grifer

: ; A 1 %
sein mull, Nun ist aber der Elastizitiitsmodul, d. h. — ,umgekehrtproportional
“

der Gréfle der Liingeniinderung, so daB einem Material, welches eine groBere
Delmung ergibt, dessen Nachgiebigkeit also bedeutender ist, ein kleinerer Elastizi-
tiitsmodul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft recht unbequem,
namentlich fiir den, der sich mit dem Material selbst zu beschiiftigen hat.
Der Dehmmgsk(mfﬁziaut- a dagegen steht in geradem Verhiiltnisse zur Form-
iim_lnrung. ist also tatsiichlich ein direktes Mafl derselben.




6 Einleitung.

titsgrenze gegeniiber Zug bzw. Druck in Betracht. o pflegt innerhalb
dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also unabhiingig
von der Grofle und dem Vorzeichen von ¢ vorausgesetzt zu werden.
Inwieweit diese Voraussetzungen zutreffend sind, dariiber gibt das in
§ 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft. Bemerkt sei jedoch schon
hier, dafl es nur eine Minderzahl von Stoffen ist, fiir welche innerhalb
gewisser Belastungsgrenzen Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht, und daf} demzufolge die grolie Mehrzahl der Korper
auch keine Proportionalititsgrenze besitzt. Je nachdem bei der
Feststellung, ob fiir ein gegebenes Material die Proportionalitit besteht,
die gesamten oder die federnden Dehnungen (vgl. § 5) zugrunde ge-
legt werden, kann das Ergebnis verschieden ausfallen. Da die Entwick-
lungen der Elastizititslehre nur auf elastische Forminderungen sich zu
erstrecken pflegen, so ist es das Gegebene, die federnden Dehnungen zu-
grunde zu legen.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes iiber das Gesetz,
nach dem sich Dehnungen und Spannungen
indern, greifen wir zur bildlichen Darstellung.

Auf der Abszissenachse OX, welche senkrecht
angenommen sein soll, werden die Belastungen
P aufgetragen, auf der wagrechten Ordinaten-
achse OV die durch diese Belastungen veranlafiten
Ausdehnungen Z. Der Betrachtung werde ein
Korper aus zihem Flulleisen zugrunde gelegt
und der Mafistab fiir die Ausdehnungen verhiltnis-
milig sehr grofl gewiihlt. Wir erhalten die in
Fig. 1 dargestellte Schaulinie OQAB. Fiir den
beliebigen Punkt @ ist 0@, = @, die Belastung
P und 0@, = @, @ die zugehorige Verlingerung 4.

Wie ersichtlich verliuft die Linie bis zum

Fig. 1. Punkte 4 als Gerade, entsprechend dem Um-
stande, dall von der Belastung P = O bis P =

04, Proportionalitit zwischen Belastungen (Spannungen) und Ver-
lingerungen (Dehnungen) besteht. Bei hoherer Belastung (iiber P =
04, hinaus) beginnt die Verlingerung rascher zu wachsen: die Schau-
linie 16st sich tangential von der Geraden OQA nach der Ordinatenachse
OY hin, den Punkt 4 als Grenze der Proportionalitit kennzeichnend.

§ 3. Flieigrenze. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. Quer-
schnittsverminderung. Bruchdehnung.  Arbeitsvermigen.

Die bisherigen Betrachtungen setzten stillschweigend vollkommen
clastische Forminderungen voraus, derart, daB, wenn der Stab von
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§ 3. FlieBgrenze. Bruchbelastung., Zugfestigkeit. usw.

P = 0@, entlastet wird, er sich um den vollen Betrag 4 = 0Q,, um
den er sich gedehnt hatte, federnd verkiirzen, also seine urspriingliche
Liinge | wieder annehmen wiirde. In Wirklichkeit stellen sich jedoch
auller der federnden Dehnung auch solche Verlingerungen ein,
die nach Aufhéren der belastenden Kraft nicht wieder verschwinden
und deshalb als bleibende Dehnungen bezeichnet werden (Niheres § 4).
Diese pflegen um so groBere Bedeutung zu erlangen, je héher die Be-
lastung gesteigert wird. Wiihrend sie zu Anfang der Belastung so klein
sind, daB sie nicht festgestellt werden kénnen, so daB also nur federnde
Dehnungen ermittelt werden, erreichen sie z. B. bei FluBeisen fiir starke
Belastungen Werte, welche die federnden Dehnungen weit iibersehreiten.

Um das Verhalten des FluBeisenstabes bei starker Belastung zu
verfolgen, messen wir bei fortschreitender Belastung die gesamten Ver-
lingerungen und stellen dicse dar, wie in Fig. 1, § 2, geschehen, jedoch mit
weit: kleinerem MaBstab der Dehnungen, und erhalten auf diesem Wege
Fig. 1 auf 8. 8. Wie ersichtlich, nehmen die gesamten Verlingerungen
des Stabes anfangs langsam zu. Die Dehnungslinie verliuft zuniichst
steil und geradlinig, biegt hierauf unter etwas rascherer Zunahme der
Dehnung in leichter Kriim mung ab bis zum Punkte B, von B an ver-
liuft sie (auf eine lingere Strecke) fast parallel zur Achse der Belastungen,
wie zuniichst angenommen werden moge, entsprechend einem auller-
ordentlich starken Wachstum der Verlingerungen bei sehr geringer
Steigerung der Belastung: der Stab streckt sich. Der Eintritt des
Streckens zeigt sich beispielsweise bei den Materialpriifungsmaschinen
mit Waghebel durch Fallen desselben, bei den Maschinen mit Messung
der Belastung mittels Quecksilbersiule (Bauart Amsler-Laffon) durch
Sinken der letzteren usw. Der Stab streckt sich weiter unter einer Be-
lastung, die hiufig kleiner zu sein pflegt als diejenige, bei welcher das
Strecken begann, Verfolgt man den Verlauf des Linienzuges in solchen
Fillen niiher, so zeigt sich z. B. fiir zithes FluBeisen ein ziemlich plotzlicher
Abfall bei B und darauffolgendes langsames Ansteigen, etwa wie in
E[“ig. 1 durch den gestrichelten gebrochenen Linienzug BDC angedeutet
1st. Hiufig wird wiederholter Abfall und darauffolgendes Ansteigen, d. h.
mehrfaches Auf- und Niederschwanken im Verlauf der Dehnungslinie
withrend der Streckperiode beobachtet. :

Die Spannung, bei welcher dieses bedeutende Verlingern, das
Strecken oder FlieBen des Materials beginnt, also die zum Punkt B ge-
hérige Spannung, wird als Streck- oder FlieBgrenze bezeichnet.

Streckt sich der Stab weiter unter einer Belastung, die erheblich
kleiner ist als diejenige, bei welcher das Strecken begann, wie in Fig. 1
durch den gebrochenen Linienzug BDC angedeutet wird, so kann
eine obere und ecine untere Streckgrenze unterschieden werden
derart, daf die obere Streckgrenze aufgefalit wird als diejenige Spannung,
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bei welcher des Strecken beginnt, und dic untere Streckgrenze als dor
kleinste Wort der Spannung, auf den die Belastung wiithrend does Streckens
sinkt, oder als die kleinste Spannung, unter welcher das Strecken noch
vor sich geht?'). (Erstmals dargelegt Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1904, S. 1040 u. f.)

Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des
Streckens des Korpers ein Zusammenquetschen desselben. Man spricht
dann von Fliel- oder Quetschgrenze und versteht darunter dic-
jenige Druckspannung, bei welcher das Material verhiltnismiiflig rasch
nachzugeben beginnt, ohne dafl Zerstérung eintritt.

2z b\
\
;5-_‘:, y
9 |
|
|
|
0 S c'i?

Fig. 1.

Wie bereits erwihnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitiits-
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch- oder
FlieBgrenze zu bemerken. In ausgeprigtem Mafle pflegt sie nur bei
wenigen Stoffen aufzutreten, so z. B. bei zihem FluBeisen.

Die Fliefigrenze und die Proportionalititsgrenze werden nicht
selten als nahe beicinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem
Stahl.

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden zunichst
nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet schliellich eine
Trennung desselben, ein ZerreilBen (Zerbrechen), statt.

!) Nach dem Eintreten der Streckgrenze lassen sich auf der vorher glatten
Staboberfliche Linien beobachten, welche gegen die Richtung der Stabachse
unter etwa 45° geneigt sind. Sie werden als Streck- oder FlieBfiguren bezeichnet.
Besall der FluBeisenstab die Walzhaut, so springt diese lings der Linien ab,
Diese Erscheinung besitzt eine griflore Bedeutung deshalb, weil sie ermoglicht,
festzustellen, ob und unter Umstiinden bei welcher Belastung in einem golchen
Stabe die Streckgrenze erreicht oder iiberschritten worden ist. Gibt man z. B, einem
Konstruktionsteil veriinderlichen Querschnitt und beobachtet, bis zu welchem
Querschnitt die Streckfiguren eintreten, so lifit sich mit Anniherung von dem
Produkt aus der GroBe des betreffenden Querschnittes und der bekannten Span-
nung an der Slre('kgrcnzc auf die Hohe der Kiraft schlieflen, welche gewirkt hat.
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Denken wir uns den in § 2 erwithnten FluBeisenstab in eine Material-
priffungsmaschine eingespannt, welche die Linie der Verlingerungen
selbsttitig aufzeichnet derart, daB die Belastungen die senkrochten
Abszissen bilden, withrend die Verlingerungen 4 die zugehorigen wag-

rechten Ordinaten liefern, und sodann die Belastung allmihlich bis

zum ZerreiBen gosteigert, so erhalten wirdie Schaulinie OBDCEF in Fig. 1 -

Zuverliissiger als durch eine solche mechanische Vorrichtung, die
Selbstzeichner genannt wird, lift sich die Dehnungslinie dadurch fest-
legon, daB fiir verschiecdene Belastungen dic zugehorigen Verlingerungen
bestimmt und damit die erforderlichen Punkte fiir die Kurve erlangt
werden. Nach Uberschreitung der Streckgrenze verfihrt man dabei
zweckmiiBig derart, dah jewcils dic Belastung abgelesen wird, bei welcher
eine angenommene Verlingerung eintritt. Nach einiger Ubung lafht sich
auf diese Weise die Dehnungslinie bis in dic Nihe des Bruches mit aus-
reichender Genauigkeit feststellen. FEine gewisse Unsicherheit pflegt
nur an den in Fig. 1 durch Strichelung hervorgehobenen Stellen, d. i.
auf der Strecke B C' (Fig.1), und in der Nithe des Bruches zu bestehen.
Doch 1iBt sich der Verlauf an der zuerst bezeichneten Stelle mit aus-
reichender Genauigkeit feststellen, wenn man den Selbstzeichner ver-
wendet und fiir die in der Mitte des Stabes gelegene MeBstrecke das
soeben angegebenc Verfahren benutzt. Die Dehnungslinien Fig. 13
und 14 in § 4 sind auf diese Weise gewonnen.

Von der Verlingerung 4 = E,, welche die der Messung unter-
worfene Stabstrecke unmittelbar bei der Belastung P = E,E ergibt,
wird angenommen, daf sie sich gleichmiiBig {iber die ganze Linge dieser
Strecke verteilt.

Nachdem diese Verlingerung OF, eingetreten ist, beginnt der
Stab an einer Stelle sich einzuschniiren, also hier seinen Querschnitt
stirker zu vermindern, Fig. 2 (vgl. auch Fig. 5
auf Tafel T und Fig. 18 auf Tafel 1II). Die Be-
lastung P, welche von jetzt an zu weiterer Ver-
lingerung orforderlich ist, nimmt ab, bis sich Fig. 2.
schlieBlich der Stab bei 4 — OF, trennt!).

Die Belastung im Augenblicke des ZerreiBens ist F.F < E,E.

') Es ist noch nachzuweisen, ob der GriBtwert der Belastung des Stabes
genau mit dem Beginn der 6rtlichen Einschniirung zusammenfillt, Fiir die Not-
wendigkeit eines solchen Nachweises spricht die Beobachtung, daB zuweilen bei
zithem Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronze, Kupfer usw, die Erscheinung
mehr oder minder grofler Einschniirung an mehreren Stellen des Stabes nach-
einander auftritt; es bilden sich gmvissurﬁmﬁon Knoten, bis schlieBlich der Bruch
an der zuletzt oder am stiirksten eingeschniirten Stelle erfolgt. Hierbei nimmt
die Geschwindigkeit, mit welcher das Strecken erfolgt, sowie der Grad der Gleich-
artigkeit des Materials EinfluB,
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Die grofite zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes
erforderlich gewesene Kraft g5 = P,,, wird als Bruchbelastung
bezeichnet!). Die Spannung, welche dieser zum Zerreiflen notigen
Belastung entspricht, heiBt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach
unter der Voraussetzung gleichmiiiger Lestverteilung iiber den Quer-
schnitt
Bruchbelastung
Stabquerschnitt

: =

Hierbei erhebt sich die schon bei Gleichung 1, § 1 beriithrte Frage,
mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist: Soll der ur-
spriingliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige Querschnitt
gewithlt werden, den der Stab in dem Augenblicke besall, in welchem
die Bruchbelastung wirkte? Streng genommen wiire der letztere Quer-
schnitt in die Rechnung einzufithren, da der Quotient durch gleich-
zeitig vorhandene GroBen gebildet werden sollte. Dieser Querschnitt
ist jedoch schwer zu ermitteln. Tatsichlich benutzt man den ersteren
Querschnitt als Nenner und erhilt in

Kz:—P”ﬂ....‘...])
f
die Zugfestigkeit, bezogen auf den urspringlichen Stab-
querschnitt?).

Die iibliche Materialpriifungsmaschine mit Waghebel beispiels-
weise laft den Eintritt der hochsten Belastung dadurch erkennen,
daB nach Uberschreitung derselben der Waghebel zu sinken beginnt,
je nach dem Material mehr oder minder rasch.

Der groBere Teil der Konstruktionsstoffe zeigt keine ortliche Ein-
schniirung; er liefert Schaulinien, welche Wachstum der Spannungen
bis zum ZerreiBen aufweisen. Dann fallen die Punkte £ und F (Fig. 1)
zusammen. Vgl hieriiber z. B. § 4, Fig. 8, 19, 20 und 22%).

') Liegt Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Augenblicke
des Bruches, d. h. von P = F,F zu unterscheiden, so muf} das ausdriicklich her-
vorgehoben werden, In der Regel wird nur Prmax = E,E angefiihrt und als Bruch.
belastung bezei. hnet.

%) Dieses Verfahren pflegt im Sinne des Zweckes unserer Festighkeitsrech-
nungen zu liegen, welche von dem urspriinglichen Querschnitt auszugehen oder
diesen zu ermitteln haben.

Handelt es sich um die technologische Aufgabe der Ermittelung der Material-
eigenschaften an sich, so kann die Bestimmung des Quotienten: Zugkraft dividiert
durch den kleinsten zugehirigen Stabquerschnitt, geboten erscheinen. Dabei
wird allerdings die Eigenartigkeit der Beanspruchung im kleinsten Querschnitt
im Auge zu behalten sein.

3) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der spiiteren Erérte-
rungen iiber Festigkeit 1iBt deutlich erkennen, dafl die durch den Versuch be-
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Wird der Querschnitt des Stabes an der Bruchstelle (an der Stelle
der Einschniirung, Fig. 2) mit f, bezeichnet, so findet sich in

L
‘7"' = 100 %’L. ’ ¥ . v y g . '))

die Verminderung des Querschnittes an der Bruchstelle in
Hundertteilen des urspriinglichen Querschnittes, die Bruchzusammen-
zichung oder Bruchkontraktion oder kurz die Zusammenziehung,
Einschniirung oder Kontraktion genannt. Klarer und schirfer
erscheint die Bezeichnung Querschnittsverminderung des zer-
rissenen Stabes, da f, an dem zerrissenen Stabe gemessen wird.

Bezeichnet 1, die Liinge, welche das urspriingliche I lange Stab-
stiick nach dem Zerreifien besitzt, wobei man sich vorstellt, der Bruch
erfolge in der Mitte von 1), so wird in
= 100 = 3)
! [
die Verlingerung der der Messung unterworfenen Stabstrecke in
Hundertteilen der urspriinglichen Linge, die Dehnung des zer-
rissenen Stabes, die Bruchdehnung oder auch kurz die Dehnung
erhalten?).

Die mechanische Arbeit, welche das Zerreiffen des urspringlich /
langen Stabes, dessen Verlingerungen der Dehnungslinie OBDCEF
zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die GréBe der Fliche
OBDCEFF,. Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der grofiten Be-
lastung gemill der Zugfestigkeit wird durch die Fliche OBDOEE, ge-
stimmten Zugfestigkeiten abhiingen miissen von den Umstiinden, unter denen der
Versuch durchgefiithrt wurde, und von den Voraussetzungen, welche bei der Er-
mittlung gemacht worden sind. Dasselbe gilt auch fiir die spiter zu erirternde
Druckfestigkeit. Es gibt keine tatséichlich bestimmte Zug - oder Druck -
festigkeit, welche als vollstiindig losgelést von diesen Umstiinden
und Voraussetzungen angesehen werden darf.

Ganz allgemein empfiehlt es sich, folgenden vom Verfasser bereits friiher
an anderer Stelle (Zeitschr. des Vereins deutscher Ingenieure 1895, 8, 417, 8. 489
Fullbemerkung) ausgesprochenen Satz im Auge zu behalten, wenn es sich um
Ubertragung von Versuchsergebnissen auf Ausfiihrungen handelt: Die Versuche
sind in der Regel unter solchen Verhiltnissen anzustellen, wie sie
bei den wichtigeren technigchen Anwendungen vorzuliegen pflegen,
so dafl die ermittelten Erfahrungezahlen auf diese mit ausreichender
Sicherheit {ibertragen werden kénnen.

1) Uber das Vorgehen, wenn dieges nicht der Fall ist, vgl. Fulibemerkung
S, 115 und 116,

Y Da | nach dem Zerreillen des Stabes gemessen wird, so enthiilt es nur
die bleibende Verlingerung in sich, wird also um die federnde Verkiirzung kleiner
sein miissen als die i-’vr]iingpnmg, welche die Dehnungslinie Fig. 1, giiltig fiir die
gesamten Verliingerungen, liefert.
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messen. Nach Aufnahme dieser Arbeit ist dic der Zugfestigkeit ent-
sprechende Widerstar dsfihigkeit des Stabes erschopft; denn nach
Uberschreitung des Punktes £ sinkt die Widerstandsfihigkeit, der Stab
schniirt sich ein, und die mechanische Arbeit, wie sie durch die Fliche
EFF,E, bestimmt erscheint, wird in der Hauptsache auf die ortliche
Forminderung an der Einschniirungsstelle verwendet, also vorzugs-
weise nur von demjenigen Material verbraucht, welches an der sich
zusammenziehenden Stelle vorhanden ist!). Die mechanische Arbeit,
welche die Dehnung des zylindrischen Stabes bis zum Eintritt der Bruch-
belastung P,,,, fir die Kubikeinheit der urspriinglichen Stabmasse
fordert, wird als Arbeitsvermdégen des Materials bezeichnet. Seine
Grolle ergibt sich zu

Tlache OBDCE E,
/1 '

Kilogrammeter fiir das Kubikzentimeter Material, sofern die Be-
lastungen P in kg, die Verlingerungen A in m aufgetragen, der Quer-
schnitt fin qem und die Stablinge [ in em eingefithrt werden.

Angaben von Zahlenwerten fiir Zugfestigkeit, Querschnittsver-
minderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermogen usw., welche die fiir den
Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden Materialien liefern,
finden sich aufler in § 4 in des Verfassers Maschinenelementen im ersten
Abschnitt unter , E. Koeffizienten der Elastizitit und Festigkeit®
(10. Aufl., S. 53 bis 122).

A = 4)

§ 4. Liingeniinderungen verschiedener Stoffe.
Gesamte, bleibende und federnde Liingeniinderungen.
Elastizitiitsgrenze.

i. Versuche mif GuBeisen.
GuBeisenkirper 1. (1895.)
(Druck.)

Wir nehmen einen aus zihem, grauvem Gubeisen, wie es zu Ma-
schinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten
Zylinder und unterwerfen ihn in einer senkrechten Priifungsmaschine
der Druckprobe.

Die vorher stattgehabte Messung ergibt:

Durchmessor'des Zylinders . . . . . . . . . g = 00 om

=1

Querschnitt T e 4 82 = 50,27 gem

1) Von dem Ausnahmefall, dafl sich der Stab an mehreren Stellen nachein-
ander cinschniirt, darf hier abgeschen werden,



§ 4. Lingeninderungen verschiedener Stoffe. Gubeisen. 13

Linge Wi B ey 62,15 cm
Linge der mittleren Strecke, fur welche die Zu-
sammendriickung bestimmt werden soll, d. i. die

MeBlinge G e R RS e e S N e AR )

Temperatur unveriinderlich 16,3° C.

__TiOE-st-nng in kg Tange dar Zusammendriickungen in 1/ 35, cm
T T - . I
P zhits ik Stabstrecke in gesamte | bleibende | federnde
f em i ‘ i e
BT T R s e
. [
0 , 0 1 s : e ] i
10 000 198.9 s 1‘@ 13.8¢6 | |
1200 : -
0 0 0,76 75 13,11
1200 PR :
10 000 198.9 l— 15,04 13,94
1200 :
0 0 2089, ( 5
1900 0.89 13.056
10000 | 1989 | ;— 1400
; 1200 14,00
0 0 100 :
1200 1,00 13,00
10000 | 1989 | ¢ 1403
; 1200 14,03
1,04
0 0 = :
1200 04 12,99
14,03
10 000 198.,9 it .
1200 Sl
1,04 i '
0 0 e s |
1200 ! 1,04 12,99
|

') Die MeBliinge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner zu
\\'ahlc:]: als die Stablinge, um die UnregelmiBigkeiten auszuscheiden, welche in
der Niihe der Druckflichen auftreten (vel. §13, §14),
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Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Zylinder
wird abwechselnd in Zeitrdumen von 1,5 Minuten zunichst mit der
Kraft P = 10000 kg belastet und bis auf P = 0 entlastet!). Hierbei
ergeben sich aus den Beobachtungen die vorstehend zusammenge-
stellten Zahlen.

Wie hieraus ersichtlich, erfihrt der Zylinder durch die erst-
malige Belastung mit P = 10000 kg auf die Erstreckung von

13,86

50 cm eine Zusammendriickung von /4 = To00 o0 Nach der
hieran sich schlieBenden Entlastung zeigt sich noch eine Verkiirzung
g 0,75 : : : :
um A= 1200 °™ Der Zylinder hat also infolge der einmaligen

Belastung eine bleibende Zusammendriickung um diesen Betrag
erlitten. Die sich wieder verlierende, d. h. federnde Zu-

; R 13,86 — 0,76 13,11
sammendriickung betrigt hiernach 1200 = 500 oM
Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P =
3,¢
10 000 kg ergibt die gesamte Zusammendriickung zu -12’00 em, die
; 0,89 : 13,94 — 0,89
bleibende zu 1200 ™ und die federnde zu G
13,05 ; ;
1200 ™ Hiernach ist gewachsen:

13,04 — 1386 0,08

die gesamte Zusammendriickung um 1200 = <s00 °™
; 089 —0,756 0,14
., bleibende # 1200 = 000 "
dagegen hat abgenommen:
: & 13,11 — 13,05 0,06
die federnde Zusammendriickung um —~ 1200 — 1200 oM

Die fernere Wiederholung des Wechsels zwischen Belastung
mit P = 10000 kg und Entlastung fithrt schlieBlich zu dem Ergebnis,
daB sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die gesamten

') Eine vollstindige Entlastung des in der Priifungsmaschine senkrecht
stehenden Zylinders ist, streng genommen, nicht moglich, da er durch das eigene
Gewicht sowie durch das in Betracht kommende Gewicht der MeRvorrichtung
belastet wird. Diese Belastung betriigt im vorliegenden Falle fiir den mittleren,
d. h. in der halben Hihe liegenden Querschnitt rund 17 kg, entsprechend

17
50,27

wird sie Beriicksichtigung erfahren,

= 0,34 kg/gem.  Sie wurde hier vernachliisgigt; bei spiiteren Versuchen
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bleibenden und federnden Zusammendriickungen nicht mehr oder —
mit Riicksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer Messungen — doch
nur noch unerheblich édndern. Thre Endwerte betragen

14.03 La 1,04 ; Y 12,99

Ity Pl bt e e - em. i I =
1500 1500 v 4 1200

cm.

Wir unterwerfen jetzt den Zylinder einem Belastungswechsel
zwischen P = 20 000 kg, entsprechend

P 20000 oo :
e T = 5027 = 397.9 kg/qem
und P = 0 mit dem Erfolg, daBl der erste Wechsel
LeudoE = T T a0s e
R e R T e Nl i 7
ergibt, und daf} der elfte Wechsel zu den Endwerten
BL00 ¢, 3,08 e e BN
TR G e e T T

fithrt. Die Temperatur im Versuchsraum steigt withrend des 12 maligen
Belastungswechsels von 16,3 auf 16,49 (!, also um L

Der Belastungswechsel zwischen P = 30000 kg, entsprechend

30000 g :
097 596.8 kg/gem

und P = 0 liefert zu Anfang die Zahlen

, _ 48,66 v 6,18 e
L = ——— ¢m, = m, A\ — 4 = —— cm,
1200 ™ 1200 ™ 1200

nach zwolfmaliger Wiederholung, welche noch immer eine geringe

Neigung zum Wachsen der gesamten Zusammendriickungen erkennen
lifit, die Werte

49,80 - <, 749 e e Ul
= ———— cm, e = : L = N
1200 1200 " 1200

Die Temperatur bleibt withrend des ganzen Versuchs unverinderlich
16,4° C,

Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes.

Es sind dreierlei Lingeninderungen zu unterscheiden: die ge-
samte, die bleibende und die federnde Lingeniinderung.

Werden fiir den untersuchten GuBeisenzylinder die Endwerte ins
Auge gefallt, so betriigt die bleibende Liingeninderung
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bl 14 0; 74°, der Gesamtlingeniinderung
3,95
22 = 39P’9 L] : 1 = ]i sh ’ 2 ]
4 / 8100 o
7.49
o o= 596, = 2900 e o/ :
& 8 2050 100 = 151

(lefise der Busammenderichungen

11989

{3878

det Spannungen

ﬂc(‘. ad

- -- - i e JJ_ ________ J\ngr‘

i
B e £= J'}Jf"—--(h\.:m-‘:.:l-—~———-——-—---=

1200-50

Fig. 1.

Je grofler die Belastung des Stabes, um so bedeutender fillt die
bleibende Lingeninderung aus; sie beginnt bei dem untorsucht&'n
GuBeisen schon fiir sehr kleine Belastungen.

Die federnden Lingeninderungen bleiben um so mehr hinter
den gesamten zuriick, je stirker der Korper belastet wird. Wir sehen,
daBl die Anderungen, welche die Zylinderlinge infolge der Belastung
erfahren hat, um so vollstiindiger verschwinden, je weniger grof3 sie
waren.

Jedem Korper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung
auBerer Kriifte eine Anderung seiner Gestalt zu erfahren und mit dem
Aufhéren dieser Einwirkung die erlittene Forminderung mehr oder
minder vollstindig wieder zu verlieren. Insoweit er die erlittene Form-
inderung wieder verliert, d. h. zuriickfedert, wird er als elastisch
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bezeichnet. Ist die Riickkehr in die urspriingliche Form eine voll-
stiindige, so spricht manvon,, vollkommen elastisch”. Beiden vor-
stehend besprochenen Versuchen ist die federnde Lingeninderung die-
jenige, welche hiernach als die elastische gelten kann.

Stellen wir die fiir den untersuchten GuBeisenzylinder gewonnenen
Ergebnisse in Fig. 1, S. 16, bildlich dar derart, dafl zu den Belastungen
oder Spannungen als senkrechten Abszissen (nach abwiirts gehend, da
es sich um Druckspannungen handelt) die jeweils erhaltenen Endwerte
der Zusammendriickungen als wagrechte Ordinaten aufgetragen werden,
so erhalten wir den strichpunktierten (— — — ) Linienzug als Linie
der gesamtben Zusammendriickungen, den gestrichelten (— — — —)
als Linie der bleibenden und den ausgezogenen als Linie der
federnden Zusammendriickungen. Deutlich erhellt aus dieser Dar-
stellung, daf} die Zusammendriickungen, sowohl die gesamten als auch die
federnden — jedenfalls innerhalb der Spannungsgrenze, bis zu welcher
sich die Untersuchung erstreckt hat — stiirker wachsen als die Be-
lastungen, dafl also bei dem untersuchten GuBeisen Proportionalitiit
zwischen beiden nicht besteht. Kbenso scharf zeigt dies die folgende Zu-
sammenstellung, welche in den Spalten 3, 5 und 7 die Unterschiede
der Zusammendriickungen fiir das Fortschreiten der Belastung um je
10 000 kg angibt.

Zusammendriickungen auf 50 em in 1/, em
LSO G T i e
gesamte bleibende federnde
kg/gqem s
Unter- | Unter- Unter-
o _|__schied e [k ar_':hied schied
1 2 3 4 ] [ 7
0 0 0 0
0 und 198,9 | 14,03 i 1,04 s S
un 98¢ 08 s ,04 - 12,99
5 397.0 51790 17,17 3.9 2,91 14,26
1] LAY 3‘ « Lid b 5 ¢ z y‘
18,30 3.54 ot 14,76
i IS 49,50 | 7,49 42,01
|

Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2 bestimmten Dehnungs-
koeffizienten « unter Zugrundelegung der federnden Zusammen-
driickungen!) fiir die erste Belastungsstufe, so findet sich:

1) Sofern im spiteren nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird,
sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Spannungen
immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden.

In Sonderfiilllen kann Veranlassung vorliegen, neben dem so bestimmten
Dehnungskoeffizienten auch noch denjenigen fiir die gesamten Dehnungen oder
die Dehnungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung not-

Buach, Elastizitit. 6. Aufl, 2
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fiir die Belastungsstufe 0 und 10 000 kg

Ay 12,99 1 b 1
~ 1200.50 10000:50,27 919000 ’
fiir die Belastungsstufe 0 und 20 000 kg
G 27,256 L e el s
© 1200.50 20000:60,27 876000 °
fiir die Belastungsstufe 0 und 30 000 kg
42,01 1 g <kl )
1200 .50 30000:5027 852000 '

d. i. ausgesprochen wachsend mit hoher liegender Spannungsstufe,
d. h. mit zunehmender Spannung.

Hiernach ist festzustellen, dafl durch Gleichung 2, § 2, d. h. durch
¢ = a0, worin # als Konstante gilt, der Zusammenhang zwischen
den Dehnungen ¢ und den Spannungen o fiir das untersuchte Material
nicht zum Ausdruck gebracht wird.

wendig: etwa Dehnungskoeffizient der Federungen, Dehnungskoeffizient der ge-
samten Dehnungen und Dehnungskoeffizient der Dehnungsreste oder der bleibenden
Dehnungen. Der Begriff Elastizitiitsmodul wiirde fiir diese Unterscheidung
nicht wohl verwendet werden kinnen.

Dabei ist im Auge zu behalten, dal die Entwicklungen der Elastizititslehre
nur elastische Forminderungen vorauszusetzen pflegen, von denen iiberdies ange-
nommen wird, dall sie bei Wiederholung der Belastung die gleiche Griflle behalten,

1) Wie ersichtlich, liuft dieses Verfahren darauf hinaus, daB die Kurven
der Dehnungen O P, P, P,, Fig. 2, fiir diese Belastungsstufe durch die gerade Strecke
(Sehne) O P, ersetzt wird. Der so ermittelte Dehnungskoeffizient

|

o= 3

5

ist dann gleich der Tangente des Winkels, unter welchem die betreffende Sehne
gogen die o-Achse geneigt erscheint, wiihrend der richtige Wert fiir P, der Dehnungs-
kurve die Neigung der Tangente an dieselbe sein wird, d. h.

de

S it -,
da
Um eine bessere Anniherung zu erhalten, kann man auch so vorgehen, daf}

die Kurve OP, P, P, durch gerade Strecken ersetzt wird, welche Sehnen derselben
bilden. Beispielsweise fiir die Stufe der Spannngen @, und a,, denen die Dehnungen
&, und £, entsprechen.

o

7y — "T:.
Je kleiner man die Strecken, d.h. je niedriger man die Hohe der betreffenden
Spannungsstufe withlt, um so genauer erhiilt man « fiirdiese Strocke. 1m Grenzfall
de

wird « = P

S hea e e o
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Legt man das allgemeinere Gesetz (vgl. S. 92 u. f.)
£ = yam S R e SR ey S
zugrunde und withlt man fiir das gepriifte Gulleisen

1
TRIOH00° L, e
setzt also

1
1320000
s0 zeigt folgende Zusammenstellung:

71,0685

154

Spannungsstufe E(T.Brung auf 50 em in 1;'{1.2nn s
in kgfqem haohaciital | berechnet nach
i Aoy Gl. 2
0 und 198,9 12,99 ' 12,99
(e r =g oyy 27,25 27,25
U= 0 BY68 4201 | 42,03

PR . 3 Rty : :
eine sehr gute bereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was die Rechnung liefert.

‘Im Falle von vornherein keine ausreichende Sicherheit dafiir besteht,
;‘lfmlL\ die D!!h:lungsl:(ur\rc OP, P, P, unabhiingig von der Art der Versuchsdureh-
uhrung erhalten wird (Bolastungswechsel zwischon 0 und Py, O und Py, O und P,

1-_'_ )

2

Fig. 2,

udv.r. zwischen O und P, P, und Py, Py und Py), so empfiehlt sich, die Berechnung
des D.ﬂhlmngakuefﬁziuntcn der Versuchsdurchfiihrung entsprechend vorzunehmen
(vgl. in bezug hierauf 8. 22 und 23, sowie FuBbemerkung. §. 98 und 99). Um

die Kriimmung der Dehnungslinie deutlicher hervortreten zu lassen, wird trotzdem
hiiufig anders verfahron,
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Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen in Fig. 1
[6st sich schon bei kleinen Spannungen von der senkrechten Abszissen-
achse, um sich nach der Achse der Zusammendriickungen zu kriimmen.
Das vorliegende GuBeisen, in dem Zustande, in welchem es sich be-
findet, erweist sich demnach selbst fiir diese kleinen Spannungen nicht
als vollkommen elastisch.

Die Linie der bleibenden Zusammendriickungen kann insofern
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft dartiber
gibt, welche bleibende Zusammendriickung bei einer bestimmten
Inanspruchnahme des Korpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke
liele sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben fiir die federnden Zu-
sammendriickungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine Beziehung
zwischen Spannung und bleibender Zusammendriickung feststellen.

In der Regel mull von den Konstruktionen gefordert werden,
dafi bleibende Forminderungen so gut wie nicht auftreten oder wenigstens
eine gewisse Grenze nicht {iberschreiten. Dementsprechend kann man
in der Linie der bleibenden Zusammendriickungen (vgl. Fig. 1) einen
Punkt, den wir Z nennen wollen, annehmen, bis zu welchem hin die
bleibenden Zusammendriickungen als verschwindend oder doch geniigend
klein erscheinen; man erhilt dadurch in dem zugehorigen Hohenabstand
einen Spannungsgrenzwert, unterhalb dessen die bleibenden Zusammen-
driickungen vernachlissigbar erscheinen. Diese Spannung kann in Uber-
einstimmung mit bisheriger Auffassung als Elastizititsgrenze
bezeichnet werden.

Wie klar ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur des
Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometrischen Ort
— die Linie der bleibenden Zusammendriickungen — fest; seine Lage
auf dieser Linie erscheint, sofern die bleibenden Zusammendriickungen
nicht verschwindend klein sind, zu einem bedeutenden Teile von dem
personlichen Ermessen desjenigen abhingig, der iiber die hochstens
noch fiir zulissig erachtete Grofle der bleibenden Zusammendriickung
zu entscheiden hat. Dal} hierbei auch der besondere Zweck des Gegen-
standes, um den es sich handelt, sowie die gewihlte MeBlinge der Probe-
stiibe und der Genauigkeitsgrad der verwendeten MeBinstrumente
Einflu nehmend auftreten konnen, ist selbstverstindlich!).

Ganz das gleiche, was hier zunichst hinsichtlich Zusammendriik-
kungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Ausdehnungen, weshalb
in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein von Dehnungen (positive
und negative), gesprochen werden soll,

1) In neuerer Zeit bezeichnen einzelne Werke, wie z. B. die Firma Fried.
Krupp A.-G. als Elastizitiitegrenze diejenige Spannung, bei welcher die bleibende
Dehnung den Betrag von 0,03 9 der Meflinge des Probestabes erreicht.
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Die Vermengung der Elastizititsgrenze mitder Proportio na!i-
titsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizititsgrenze ist die-
jenige Spannung, bis zu welcher die Dehnungen nach dem Entlasten
vollstindig oder doch nahezu ganz wieder verschwinden, d. h. sich also
das Material vollkommen oder doch nahezu vollkommen elastisch
verhiilt, und ferner, daBl innerhalb der Elastizititsgrenze Proportio-
nalitit zwischen Dehnungen und Spannungen bestehe, erscheint hiernach
mindestens im allgemeinen unzuliissig. Sie liuft selbst in den meisten
derjenigen Fille, in welchen Proportionalitiit zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht, darauf hinaus, da durch das mehr oder minder
willkiirliche Festlegen des oben genannten Punktes Z auf der Linie der
bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste gleichzeitig der Linie
der Federungen oder auch der Gesamtdehnungen, falls man diese zur
Grundlage nehmen will, vorgeschrichen wird, auf welche Strecke sie
mit einer Geraden zusammenzufallen hat, oder daf dem Punkte Z
der Dehnungsrest-Linie dieselbe Abszisse aufgezwungen wird, welche

dor Endpunkt der geraden Strecke in der Kurve der Federungen bzw.
der Gesamtdehnungen besitzt.

Gubeisenkorper 11. (1910.)

(Zug.)

Material: Graues GuBeisen, wie es zu Maschinenteilen Verwendung
findet, in Form eines abgedrehten Rundstabes,

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . 2,00 cm
Querschnitt 3,14 gem
MeBlinge . 10,00 em

Der Stab, welcher schon mehrfach Zughbeanspruchungen bis zu
637 kg/qem erfahren hatte, wurde in einer liegenden Priifungsmaschine
der Zugprobe unterworfen. Die Belastung und Entlastung wurde —
wie beim GuBeisenkorper T — jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten,
bleibenden und federnden Verlingerungen sich nicht mehr énderten.
Als Anfangsbelastung des Stabes diente nicht, wie beim GuBeisen-
kérper T, P =0, sondern P = 400 kg entsprechend o — 400 : 3,14 —
127 kg/qem, um Bewegungen (Verschiebungen) des wagerecht liegenden
Stabes, die sich bei vollstindiger Entlastung einzustellen pflegen, fern
zu halten. Bei der ersten Spannungsstufe fand Wechsel statt zwischen
P = 400 und P = 800 kg, bei der zweiten zwischen 800 und 1200 kg,
bei der dritten zwischen 1200 und 1600 kg und bei der vierten zwischen
1600 und 2000 kg. Im Gegensatz zu dem Verfahren beim Guleisen-
Kbrper I begann hier jede Belastungsstufe mit derjenigen Kraft, mit
welcher die vorhergehende Stufe geendet hatte. Die Schluliergebnisse
sind im folgenden zusammengestellt:
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1. Versuchsreihe.

Verlingerungen auf 10 em Liinge in 1/, em
Spannungsstufe GRS T R B T |
kg/qem | bleibende federnde
gesamte | -
Einzelstufe| Summe |Einzelstufe| Summe
| : 2 ‘ 3 T AR - 6
[
127 und 255 124 | 0,02 0,02 1,22 1,22
266 ,, 382 1.38 0.09 0.11 1,29 2,51
8820510 1,46 [ 0,14 0,256 1,32 3,83
LU= 03 1,46 ‘ 0,16 0,41 1,30 | 6,13

Derselbe Stab wurde hierauf nochmals gepriift, jedoch derart,
dall jeweils beim Entlasten auf die Anfangsbelastung P = 400 kg,
entsprechend ¢ = 127 kg/qem, zuriickgegangen wurde, oder Wechsel
stattfand zwischen

P = 400 und 800 kg, P = 400 und 1200 kg, P = 400 und 1600 kg,
P = 400 und 2000 kg.

Die Endergebnisse sind die nachstehenden:

2. Versuchsreihe.

Verlingerungen auf 10 em in !/ 5, cm
Spannungsstufe et ———— S — —
T federnde
L R gesamte | bleibende [ :
| Summe | Unterschied
e T RO e | . e
: : G
127 und 255 122 | 0,00 1,22 :*;:
127 ,, 382 2,67 191 0,005 B 25T ]-:t'_‘
127 ,, 510 404 | 000 4.04 s
1291y 637 5.53 0.00 _ 5,563 £

Vergleicht man die Werte der Spalte 6 der ersten Zusammen-
stellung mit denjenigen der Spalte 4 der zweiten Zusammenstellung,
8o erkennt man, dal der erste und zweite Versuch das gleiche nur fiir
die erste Spannungsstufe ergeben haben. Dagegen zeigt der Vergleich
der Spalten 2 fast genau denselben Endwert, nimlich

1,24 -+ 1,38 4 1,46 -+ 1,46 = 5,64 gegen 5,53,

R T R T 11 eI W P S

B b o i L3 i
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Berechnet man den durch Gleichung 3, § 2, bestimmten Dehnungs-
koeffizienten « unter Zugrundelegung der federnden V erlingerungen
fiir die 4 Belastungsstufen, so findet sich aug dem 1. Versuch fiir die

99 1 3
e e 102’)62 10 (800 _1'54100) 304 1044000
aweite et A g B

7 1000 . 10 (1200 — 800) : 3,14 987500
dritte iR g e S U S SR S e T

i 1000 . 10 (1600 — 1200) : 3,14 965000
vierte 3 1,30 1 I il

" 7100010 (2000 —1600): 314 980000

Der Dehnungskoeffizient wiichst also zuniichst und nimmt spater
. - e +} 4 n ¥
Wwieder ab. Das Potenzgesetz ¢ — « ™ wiirde daher in diesem Falle

nur dann anwendbar sein, wenn die oberste Belastungsstufe nicht in
Betracht gezogen wird.

Gulleisenkorper 111, (1896.)
(Druck.)

Material: Graues, zihes Gulieisen, wie es zu Maschinénteilen Ver-
wendung findet, in Form eines Hohlzylinders, der innen sorgfiltig aus-
gebohrt und aullen abgedreht ist,.

Aullerer Durchmesser .

. 20,60 em
Innerer Durchmesser

. 18,54
Mittlere Wandstiirke 0,98
Wuersahnithi Wa el 4 (20,62 — 18,54?) — 60,1 gem
Liinge 100,00 e¢m
MeBlinge

. 75,00

Der Zylinder, welcher bereits vorher mehrfach Druckversuchen
bis reichlich 1000 kg/gem Belastung unterworfen worden war, wurde
in einer senkrechten Priifungsmaschine der Druckprobe unterzogen.
Die Belastung und Entlastung wurde dabei — ganz wie beim Guf-
eisenkdrper I — joweils so oft wiederholt, bis die gesamten, bleibenden
und federnden Zusammendriickungen sich nicht mehr éinderten. Die

Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im folgenden zusammen-
gestellt,

') Vgl Fulibemerkung 1, 8, 18,
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Spannungsstufe Zusammendriickungen auf 76 em Liinge in /55, cm
Bg/gim gesamte IJ bleibende federnde
0 und 166 172 0,12 7.60
0 , 333 16,07 0,19 15,88
i Y 24,79 0,19 24,60
055, 1668 33,65 0,23 33,42
0o ,, 832 ¥ 42,61 | 0,27 42,34
0, 998 51,67 ‘ 0,36 51,31

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen-

driickungen
fiir den Spannungsunterschied 0 und 166 kg/qcm 7,60
166 ,, 333 g
i 25 333 ., 499
TR 499 . 666
4 666 ,, 832
; 1 n 832 ,, 998

8,28
8,72
8,82
8,92
8,97

zeigen also — ganz in Ubereinstimmung mit dem fiir den GuBeisen-
korper I Gefundenen — namentlich zu Anfang ausgeprigt stérkere Zu-

nahme als die Spannungen.

Die bleibenden Zusammendriickungen sind hier weit kleiner,
was eine Folge davon ist, dafl der Zylinder bereits vorher mehrfach

stark belastet worden war.

Werden zur Priifung der Brauchbarkeit der durch

Gleichung 1

ausgesprochenen GesetzmiBigkeit die mittels der Methode der kleinsten

Quadrate bestimmten Werte

1
B s no s ™ o 10008

in die Rechnung eingefiihrt, wird also

1
T s SRR A B U

1 381 700

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung:
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3 Foederung auf 76 em in /g5 em
Spannung A : el —— — =
o heobachtet l‘ l,erett‘zl:l;-f‘t-:; nach || Unterschied

166 kg/qem 7,60 | 7,69 |_—001 d.s. —0,139,
333, 15,88 ‘ 15,04 2006 + 0,38 .,
499 2460 24 54 =B = 0,24 ;
i 3342 | 3338 Ee00d: < 42018
832 4281 | 4232 |_ 002 , —0,05,
908 51,31 ‘ 51,38 007, 014,

. - s . o = . . o A
Die chremstlmmung der Werte in der zweiten und dritten Spalte
muf} ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden. -

fohee der Busammendidichn ngen.

Fig. 3.

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange zu den
Spannungen als senkrechten Abszissen die Federungen als wagrechte
Ordinaten aufgetragen und so die durch Kreuze hervorgehobenen
Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist die durch Gleichung 3
bestimmte Linie. Wie ersichtlich, treffen die durch Beobachtung er-
haltenen Punkte fast ganz genau auf diese Linie.

A
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Gubeisenkorper 1V, (1898.)

Material wie unter I und III bezeichnet, durch Bearbeitung am
prismatischen, der Messung unterworfenen Teile von der GuBhaut
befreit.

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99 . 7,00 = 48,9 qem

Linge 5 4 44 5 546 cm
W EETR) e e S e e R e SR S G L E s
(B aTe] v¥ 1 et S STt e R e ® ol B T A M 1T R ¢

Belastung und Entlastung wurden - ganz wie im Fall I, IT und 111
— #0 oft gewechselt, bis die gesamten, bleibenden und federnden Deh-
nungen sich nicht mehr éinderten.

Der vorher noch nicht belastet gewesene Korper wurde zunichst
in einer senkrechten Maschine auf

Zug
beansprucht und dabei jeweils vollstindig von der Zugkraft der
Maschine entlastet, so dall sein Querschnitt in der Mitte nur noch be-
lastel war durch das halbe Eigengewicht und durch die in Betracht
kommenden Teile der Melvorrichtung.
Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen-
gewicht und durch den Anteil des Gewichtes der Meivorrichtung betrug
rund 21 kg, entsprechend

21
48,9

- = 043 kg/qem.

l. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverinderlich 19,20 C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnungen auf 50 em in /5, em

o " gesante | bleibende fedornde

[
: : T
21 und 1000 |043 und 2045 0.575 |
I

| 0,00 0.575
21 , 5000 (043 , 102,25 3,405 | 0,105 3,30
21 ,, 10000 (043 ., 204,5 766 | 0,565 6,985
21 , 15000 (043 , 306,75| 12405 | 1,385 11,02
21 ,, 20000 {043 , 409,0 18,255 282 | 15435

Der Versuch wird wiederholt,

T
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2. Versuchsreihe.

Temperatur nahezu unverinderlich 19,1° C.

e Belastungsstufe in kg Ausdehnungen anf 50 em in /g, em

Fis | T gesamte bleibende federnde

21 und 500 ({043 und 10,22 0,245 0,00 0,245

2l 1000 | 043 ., 20.45 0,59 0,00 0.59

el s 5000 043 , 102,25 3.37 0,01 3,36

21 ,, 10000 |043 . 2045 7.105 0,02 7,085

21, 15000 043 ,, 306,75 11,14 0,035 11,105

21 ,, 20000 043 , 409,0 15,465 0,10 15,365

Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganze bedeutende
Hera,bminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge des Umstandes,
d:‘-[j der Kérper bereits einmal den Belastungen ausgesetzt gewesen ist.
Ungefiihr den Betriigen entsprechend, um welche die bleibenden Deh-
Mungen zuriickgegangen sind, erscheinen die gesamten Dehnungen kleiner.
:Dl(‘» federnden Dehnungen haben sich nur wenig geiindert, wie folgende
JUSammensbcllung erkennen 1a03t:

1. Versuch 0,575 3.30 6,985 11,02 15,435

2. Versuch 0,59 3,36 7,085 11,106 15,365
Unterschied + 0,015 + 0,06 -+ 0,100 4+ 0,085 — 0,070
in. 9, 2,6 1.8 1.4 0.8 0,45.

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme
der F("d(‘-ﬂlllg. Bei Beurteilung dieser Ausnahme mul} im Auge be-
_halten werden, daB das Material bei dem zweiten Versuch bereits allen
_Be]a,stquen bis 20 000 kg (409 kg/qem) vorher unterworfen gewesen war,
!.nfo]g"dﬂ-‘iﬁen, wie schon bemerkt, seine Neigung zu bleibenden Form-
“’_’d“mngen vermindert worden ist. Sein Zustand erscheint deshalb
nicht mehy als der gleiche wie bei der ersten Versuchsreihe. Erwartet
da’ff )"(;‘-]‘dell. dali der Unterschied in den Federungen verhiltnis-
E‘“B‘g um so kleiner ausfillt, je mehr sich die Beanspruchung der
‘Zﬂ?g;}ri"la“u"g llii-llc'rt-. die bereits vorher \\'irksam‘ge\?'cscn war. D‘L&

aber auch die Zahlen, welche den Unterschied in Hundertteilen
angeben,
“'ﬂrd]iﬁrn(;‘r[ d&.t'f bei Beurteilung dL.'S Unterschiedes ]1ichi}*iiberselmil
Wl Daj‘dw Beobachtung nur bis zur Feststellung der Zahlen der
K 3 ezimalreihe reicht, dall also nur bis 0,01 abgelesen werden
A, und daf die hierbei auftretenden Unsicherheiten, sofern noch der
arad dey Genanigkeit, mit welcher die belastende Kraft bestimmt wer-
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den kann, Beriicksichtigung findet, bei kleinen Belastungen 1 9 recht
erheblich iiberschreiten konnen.

Werden fiir die Koeffizienten « und m der Gleichung 1 solche
Werte eingefiihrt, dal}

i
ALt gl 4 L g Bikesrenet TP 2
1338000 ° =

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Lingeninderungen mit
den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der beiden
Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich:

Spannungsstufe in kg/qem | Versuchsmittelwert I::’:ifc};:ﬁna Unterschied
043 und 10,22 0,245 0,269 -+ 0,024
043 20,45 0,68 0,580 0,000
043 , 102,25 3,33 3,357 -+ 0,027
043 , . 2045 7,035 7,122 -+ 0,087
043 ,, 306,75 11,06 11,054 — 0,006
043 , 4090 15,40 15,097 — 0,303

Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und den
berechneten Grollen befriedigt hier, namentlich bei der untersten und
der obersten Belastungsstufe, nicht ganz.

Der Koérper wird hierauf in einer senkrechten Priifungsmaschine
anf

Druck

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Maschine entlastet,
so daB als Belastung des mittleren Querschnittes sein halbes Eigenge-
wicht und das Gewicht des oberen Teiles der Melivorrichtung verbleibt,
zusammen 24 kg, entsprechend

af’%’ = 0,49 kg/gqem.

Die Ergebnisse, welche die zuniichst durchgefithrten zwei Ver-
suchsreihen 3 und 4 lieferten, sind im folgenden zusammengestellt.

Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zusammen-
driickungen, was zu erwarten stand, nachdem der Kérper vorher Zug-
belastungen ausgesetzt worden war. Wihrend der darauf folgenden Be-
lastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende Zusammendriickungen
nur noch bei der hichsten Belastung beobachtet. Die federnden Zu-
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3. Versuchsreihe. 4. Versuchsreihe.
Temperatur nahezu un- [Temperatur nahezu un-
Belastungsstufe in kg veriinderlich 19,3° C. verinderlich 19,2° C.
Zusammendrickungen | Zusammendriickungen
B auf 50 em in 1y, em auf 50 em in /g, em
S— 2 . S
= T = b o e
bl R [LEASRR e
: !
24u. 3024|049 u. 61,84 — o= — 2,05 | 0,00 | 2,05
?4 u. 5024 | 0,49u.102,74| 3,75 (0,285 | 3465| 345 | 0,00 | 3,45
24 u. 10024 [ 0,49 u. 204,99 [ 8,11 (1,095 | 7,016| 7,02 [ 0,00 | 7,02
?4 u. 15024 | 0,49 u. 307,24 [ 12,75 |2,02 |10,73 |10,75 | 0,00 | 10,75
:34 u. 20024 | 0,49 u. 40949 [ 17,555/ 3,005 | 14,55 [1448 | 0,00 | 14,48
24 u, 25024 | 0,49 u. 511,74 22,335/ 4,01 |18,325] 18,34 [ 0,09 | 18,25
Sammendriickungen stimmen gut {iberein, wie die folgende Zusammen-
stellung erkennen 1iBt.
3. Vcrsuchsreihc3,46_5 7,015 10,73 14,55 18,325
4. %) 3,45 7,02 10,75 14,48 18,25
Unterschied — 0,015 -+ 0,006 -+ 0,02 —0,07 —0,075
i05—04 - +007 402 —05 —04
Werden fiir die Zahlen « und m der Gleichung 1 die Werte
e Ml und  m = 1,035
1043 000 :
eingefiihrt, also
1
o e, S UG B
1043 000 I ST

gesetzt und sodann die hiermit berechneten Zusammendriickungen
mit den arithmetischen Mitteln aus den federnden Zusammendriickungen
der hoiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, so findet sich:

Slxanmmgssmf(a in kg/qem| Versuchsmittelwert ]11;(:';?(:;'11(‘5 Unterschied

———
0,49 und 61,84 2,05 ‘ 2,04 — 0,01
049 ,, 102,74 3,46 346 0,00
049 | 204,99 7,02 L 7,09 + 0,07
049 | 30724 10,74 10,78 -+ 0,04
049 | 409049 | 14,515 14,562 -+ 0,005
049 . 511,74 18,288 | 18,297 + 0,009
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Die Ubereinstimmung zwischen den Versuchsmittelwerten und den

berechneten Grolien muf} als eine gute bezeichnet werden.
In Fig. 4 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange

fiir den ersten Zug- und fiir den ersten Druckversuch (Versuchsreihe 1

Mo c_i.’r.us L e

600-50

_Qclioe dee Debnungen.  +e =

1
&l
-
A 0278
2

g |
=
e <

307,24

Spanninge

et

409,49

-a Clehoe deo

g MB35
£ 600-50 = 0008 f " pemastpao diuay -

L LTI

und 3) die Linienziige der gesamten, bleibenden und federnden Deh-
nungen eingetragen: Zugspannungen nach oben, positive Dehnungen
nach rechts und Druckspannungen nach unten, negative Dehnungen
nach links. Fig. 5 gibt die gleiche Darstellung fiir den zweiten Zug- und
fiir den zweiten Druckversuch (Versuchsreihe 2 und 4).

Fassen wir den ausgezogenen Linienzug von Fig. -4 ins Auge,
so zeigt sich, daB die Linie der Federungen auf der Zugseite zu Anfang,
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d. h. in der Nithe des Koordinatenanfangs, also fiir kleinere Spannungen,
ebwas steiler verliuft als auf der Druckseite. Fiir grofiere Spannungen
kehrt sich das Verhiltnis um. Zu dem gleichen Ergebnis fithrt eine
scharfe Betrachtung yon Fig. b.

--‘!—i-ﬂ 5122- -
oo = Gop-m0. = Cooost

2045

102,28

2085
—f 10,22

204,99

30724

1409,

—c-%hﬁ 15008009 i o it
Fig. 5.

Das gleiche lehren auch die Gleichungen

1
s s B e s IEIS"{
1 338 000 , giltig fiir Zugbelastung . . 4)
und
g = N s 1,085

e B & 5
1043000 7 » s Druckbelastung . 5)




2
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-

Aus ihnen folgt, dafl die Federung fiiv die Spannung 1 betrigt

i Ly l
gegeniiber Zug 1338 000 '’
gegeniiber Druck H};W’

also im letzten Falle erheblich mehr als im ersten.

Fiir Spannungen grofler als 1 wird der griofiere Exponent 1,083
auf rasches Wachstum der durch Zugkriifte veranlafiten Federungen hin-
wirken. Aus

1 1,083 ! 1,085
- . L — — - gl
1 338 000 1 043 000

ergibt sich die Spannung
g = 1794 kg/qem,

nach deren Uberschreitung die Federungen gegeniiber Zugkriften
grofler werden als diejenigen gegeniiber Druckbelastungen.

Die gemachte Feststellung, betreffend den anfinglich steileren
Verlauf der Linie der Federungen gegeniiber Zugkriften, widerspricht
dem, was man bisher angenommen hatte. Sie widerspricht auch den
Werten der Koeffizienten « und m, welche Verfasser frither fiir einen der
Zugprobe unterworfenen Gulleisenstab in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1897, 8. 250, Gl. 9, sowie in der 6. Auflage seiner
Maschinenelemente, S. 687, veroffentlicht hat. Iine dahin gehende
Untersuchung hat dazu gefiihrt, dafl hinsichtlich dieses GuBeisenstabes
sich ein Irrtum eingeschlichen hat, so dal} dieser Widerspruch entfillt.
Es muB zuniichst dahingestellt bleiben, ob die bezeichnete Feststellung
allgemeine Giiltigkeit fiir GubBeisen besitzt oder nur fiir den untersuchten
Kérper gilt!). Durch spiitere Versuche hat Verfasser Anhalt dafiir, dafd
in der Mehrzahl der Fiille bei GuBeisen ein anfinglich steilerer Verlauf
der Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, daB vielmehr fiir kleine
Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so verliuft wie die Druck-

. ') Um iiber diesen Punkt sowie iiber einige andere Verhiiltnisse Klarheit zu
schaffon, hat Verfasser Herrn Dr.-Ing. Otto Berner, damals Assistenten der
Materialpriifungsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung gegeben,
Elastizitiitsversuche mit Gulleisen und FluBeisen derart durchzufiihren, dall ein
und derselbe Kérper der Zug- und Druckprobe unterworfen wird, wie
in § 8 niher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in der 1903 er-
gchienenen Schrift von Berner: ,,Untersuchungen tiber den Einfluf} der Art und
des Wechsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden Formiinderungen'
veroffentlicht worden. Hinsichtlich der Klarstellungen, welche dio Sehrift bringt,
mul} auf diese verwiesen werden,
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Dehnungslinie. Die sich ergebenden Abweichungen diirften — jedenfalls
zu einem Teile — auf den schon frither vom Verfasser festgestellten
Umstand zuriickzufithren sein, daB das gegenseitige Verhiltnis
zwischen Zug- und Druckelastizitit bei GuBeisen stark be-
einfluit wird davon, ob und in welchem MafBe der unter-
suchte Kérper vorher belastet worden war. In dieser Hinsicht
seien noch die folgenden Versuchsergebnisse mitgeteilt.
Der zu den Versuchsreihen 1 bis 4 verwendete

Gubeisenkorper TV. (1898.)
wurde einem Druck von P = 90 000 kg, d. i. 1841 kg/qem, 15 Minuten
lang ausgesetzt und sodann den aus folgender Zusammenstellung er-
sichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da bei der Hohe der Be-
lastung die Skala des Instrumentes fiir eine MeBlinge des Korpers von
50em nicht mehr ausreichte, so wurde eine kiirzere MeBlinge, und zwar
! =15 em ~ in der Mitte der fritheren liegend —, gewiihlt.

Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,20 C.

Belastungsstufe Zusammendriickungen auf 15 em
in kg in /g4 cm
P T gesamte bleibende | federnde
24 und 5024 | 0,49 und 102,74 0,06 0,00 | 0,96
24, 10024 | 049 , 204,99 2,00 0,00 2,00
24 ., 20024 | 049 , 40949 4,15 0,00 4,15
24, 30024 | 049 . 613,99 6,375 0,046 | 6,335
24 40024 | 049 , 81849 | 8.6l 0065 | 8515
24 50024 | 049 . 1022.99 10,92 0,10 | 10,82
24, 60024 | 049 , 122748 13,265 0,14 | 13,125
24, 70024 | 049 , 143198 15,66 0,21 15,45

~ Werden fiir die Kooffizienten « und m der Gleichung 1 solche Werte
eingefiihrt, daf

1

il B -t e - Gl
1217 000 2

-

ur}d werden sodann die hieraus berechneten Zusammendriickungen
mit den beobachteten verglichen, so ergibt sich die auf S. 34 folgende
Zusmnmenatelhmg. '

Auch hier ist die Ubereinstimmung der beobachteten und der
auf Grund der Gleichung 6 bherechneten Zusammendriickungen eine
sehr gute, :

Bach, Blastizitat. 6. Aufl. 2
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Spannungsstufe in kg/qem : Versuchawert r::;;]aral]w{ti Unterschied
0,49 und 102,74 i 0,960 I 0,963 - 0,003
049 204,99 | 2,00 1,995 — 0,005
Q4g = 409,49 4,15 4,137 — 0,013
049 ., 613,99 6,335 | 6,336 - 0,001
049 ., 818,49 8,645 : 8,675 -+ 0,030
049 ,, 1022,99 10,82 | 10,814 — 0,006
049 ,, 122748 13.1256 13.136 | - 0,011
049 ., 1431,98 15,45 | 15,449 — 0,001

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung 6 lehrt, dall durch vor-

1 1
hergegangene starke Druckbelastung « von 1043 000 auf 1217 000
vermindert, m dagegen von 1,035 auf 1,052 vergrofiert wird. Hierdurch
wird die Federung gegeniiber Druck (Gleichung 5 und 6) der Federung
gegentiber Zug (Gleichung 4) gendhert.

GuBeisenkorper V. (1895.)
Material von dem gleichen Gul} wie Korper IV, bearbeitet.

Querschnitt des mittleren prismatischen
Teplea i U il s S b e 100,098,000 =4 8. 05 q e
B B s b Sl e L

Zug.
Nach vorhergegangener Belastung mit 40 000 kg entsprechend
818 kg/qem, was in der Regel bei GuBeisen fiir Zug als Uberlastung be-
zeichnet werden mul}, wurde der Kérper den aus folgender Zusammen-
stellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen.

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C.

Belastungsstufe Federnde Ausdehnungen auf 50 em in

in kg 1/gpo €M
r " beobachtet Imm(:l:n(!t_ Unterschied
nach Gl 7

21 und 500 | 0,43 und 10,22| 0,33
21 , 1000 (043 . 2045| 0,695
21 , 2000 | 043 , 4090| 153

0,326 | — 0,004
0,711 | -+ 0,016
1,536 | + 0,006

91 , 3000|043 , 61,35| 241 2,405 | — 0,005
21 , 4000 |043 . 81,80| 3,205 | 3,304 | 4 0,009
21 , 5000 | 043 , 102,25| 4,185 | 4,226 | -+ 0,04
91 . 10000 | 043 . 20450 | 896 | 9072 | & 0112

21 ,, 20000 | 043 , 409,00]| 1949 19,467 | — 0,033
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Die Ubereinstimmung der beobachteten Federungen mit den auf

Grund der Gleichung
s sl ] b s R S e e o
1 150 000

berechneten muf} als cine befriedigende bezeichnet werden. .

Der Vergleich der Zahlenwerte in Gleichung 7 mit denjenigen in
Gleichung 4 zeigt, daf} sich fiir den vorher iiberlasteten Kérper sowohl «
als auch m groBer ergeben haben.

Druck.
Nach vorhergegangener Belastung durch 90 000 kg entsprechend
1841 kg_.-"qr‘-m.

. . ™
Temperatur schwankt zwischen 19,3 und 19,2° C.

Belastungsstufe Federnde Zusammendriickungen auf
in l;g 15 em in /g, em

P T beobachtet Il]';i;ft?;?mé ‘ Unterschied

24 und 5024 | 049 und 102,74 1,012 ‘ 1,024 40,012
24, 10024 | 049 ., 204,99 2,122 2115 — 0.007
24, 20024 [049 , 40949 4,445 4,373 — 0,072
24 . 30024 (049 . 61399| 680 6,687 | --0,113
24, 40024 (049 , 81849| 911 | 9,039 | — 0,07
24, 50024 (049 . 102299| 1147 | 11.420 ‘ — 0.050
24, 60024 (049 , 122748| 13845 | 138924 — 0,021
24, 70024 (049 . 143198| 16245 | 16.247 -+ 0,002

: Eine Priifung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier, dall
die aus

1

T ﬂl.ﬂ-%.‘i‘ ; : : . 5 , ‘Q.}
1124 000

berechneten Werte befriedigend mit den beobachteten tibereinstimmen.

Der Vergleich von Gleichung 7 mit Gleichung 8 bestiitigt sodann
die oben gemachte Feststellung, daf} die Linie der Federungen auf der
Zugseite in der Nihe des Koordinatenanfanges etwas steiler verliuft als
auf der Druckseite.

Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle des GuB-
eisenkérpers TV (s.Gl.4und 5). Es steht dies damit in Ubereinstimmung,
daBl auch bei lotzterem durch vorherige starke Belastung der Unter-
schied vermindort wurde (s. GL. 5 und 6).

3%
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Zusammenstellung der fiir die besprochenen Gulleisen-

kérper I, IV und V erhaltenen Elastizititsgleichungen:

Fir Zug,

wenn vorher nicht belastet
1 i
Ko 1A% &E = —--—gl8
HiDrper. W) 1338 000 ” 4)
wenn vorher stark belastet
1

Ko e b L e R
FRbzper V) 1150 000 g
Fiir Druek,
wenn vorher nicht belastet
(Kérper 1) £ = i hiUesh Esea o B s e 0)

1320 000

wenn vorher auf Zug und noch nicht durch Druck belastet

: 1 .
() 7 £ S, ettt —— 1'”3;) . . . . . . . 53
(Korper 1IV) g 1013000 5)
wenn vorher stark durch Druck belastet
. : 1
et [V SRETETCET L TOTRRT ) U €
(Korper 1V) 1217000 ° 6)
1
() . R S EenB L SR R : ) : 4 ;
(Korper V) : {isioo0 " 8)

Wie bereits oben bemerkt, mull es zunichst noch dahingestellt
bleiben, inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhiiltnis zwischen
Zug- und Druckelastizitit, allgemeine Giiltigkeit haben, oder ob’ sie
nur fiir die untersuchten Gulleisenkorper Geltung besitzen.

Bei Beurteilung der fiir « und m der Gleichung 1 gewonnenen Zahlen-
werte ist tiberdies im Auge zu behalten, dal sie sich unter der Voraus-
setzung ergeben, das Material sei auf der MeBlinge  von gleicher Be-
schaffenheit und gleich dicht, es seien also bei prismatischer Form
des Versuchskérpers vom Querschnitt / sowohl die Spannung
e ) als auch die Dehnung ¢ = ; -an allen Stellen der Strecke {
gleich grofi. Dall diese Voraussetzung namentlich bei gegossenen
Kérpern von groflerem Querschnitt, welche Hohlstellen im Innern be-
gitzen konnen und auch hinsichtlich der Dichte Verinderlichkeit zu
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zeigen pflegen derart, dafi dieselbe von auflen nach innen abnimmt, im
allgemeinen nicht — jedenfalls nicht streng — erfiillt sein wird, liegt
bei der Natur solcher GuBstiicke auf der Hand.

Im allgemeinen ist festzuhalten, daB der Dehnungskoeffizient
auch mit der Beschaffenheit des GuBeisens ganz erheblich schwankt,
und zwar viel stiirker als bei dem schmiedbaren Eisen und Stahl?).
In neuerer Zeit (1898 und 1899) durchgefithrte Versuche mit Guli-

en

1792 _ . s — 16,93

2641

Achioe der Spannung

-1
=
—
Haw =
=T

e
=3
[

5733

480,34
L]

382,12

2358
194,17 [436,6

16011/‘_

-'-'I =7

Achae der gesammben Definungen

Fig. 6.

e1sen von hoher Festigkeit (hochwertiges GuBeisen), ferner mit Gul-
e1sen, welches fiir Hartgu$l bestimms, und mit solchem, welches durch
ganze oder teilweise Abschreckung in HartguBl iibergefithrt worden
War, gewiihren ecinen lehrreichen Einblick nach dieser Richtung hin.

') Dies ist in erster Linie der verschiedenen Griifie des Graphitgehaltes zu-
zuschreiben. (tuBeisen, welches von Graphit frei wiire, wiirde sich dhnlich wie
Sﬁalll verhalten, also einen kleineren und weniger veriinderlichen Dehnungskoeffi-
”'"-"ﬂt_ﬁn besitzen. (Vgl. das 8. 30 zu Hartgull Bemerkte.) Auch die Dichte des Gusses,
HOweit sie von der Druckhihe beim Gieflen abhiingt, scheint den Dehnungskoeffizien-
ten zu beeinflussen, V gl. C. Bach, Die Widerstandsfiithigkeit von Rohren mit und
ohne Rippen, Zeitschr. des Vereines deutscher Ingenieure 1907, 8. 1700 u. f.
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So fand sich beispielsweise fiir das hochwertige GuBeisen (durch-
schnittliche Zugfestigkeit bis rund 2400 kg/qem, durchschnittliche
Biegungsfestigkeit unbearbeiteter Quadratstiibe bis rund 4400 kg/qem)
bei der Zugprobe der Dehnungskoeffizient der Federung

Achae der fedeznden Definungen

Fig: .
Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
LS 1
160,1 und 480,3 kg/qem 1143 000
1

: )0 Gidie g
480,3 ,, 8005 T
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Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
800.5 und 1120,7 kg/qem _8_%_.';"'30_0
1120,7 ., 14409 'é_s‘".flibii
1440,9 ,, 1761,1 '5.45—]206'

Das zu Hartgull bestimmte GuBeisen zeigt kleinere Werte, withrend
das Gulieisen, wie es fiir gewthnlich zu gutem Maschinengull Verwen-
dung findet, erheblich gréfiere Werte und besonders zithes GuBeisen
noch grofere Werte besitzt. Fig. 6, welche die Linienziige der gesamten
Dehnungen, und Fig. 7, welche diejenigen der federnden Dehnungen,
je in /100 cm fiir 15 em MeBliinge giiltig, enthiilt, lassen dies deutlich
an der mehr oder minder groBen Steilheit des Verlaufes erkennen.

Der HartguB ergab bei der Zugprobe weit kleinere und weniger
veriinderliche Dehnungskoeffizienten, z. B.

Spannungsstufe Dehnungskoeffizient
1
13,3 und 133.0 kg/qem T e
_ e S 1870 000
1

13: 266 1775000
133,0 , 266,1 1775 000

66,1 T rksp ot L
1 750 000
532,2° ,, 7983 hAsm S
; 1710 000
Hiernach hat das Abschrecken des GuBeisens einen sehr grolien
Einfluf} auf die GréBe des Dehnungskoeffizienten?).

') Durch das Abschrecken wird die Abscheidung des Graphits mehr oder
minder vollstéindig verhindert. Hartgufl muf sich deshalb éhnlich verhalten wie
ein kohlenstofireicher Stahl, der in gleicher Weise abgekiihlt, also einer Hirtung
unterworfen worden ist (vgl. die Kleinheit und verhiltnismiiBBig geringe Veriinder-
lichkeit des Dehnungskoeffizienten des Hartgusses oben).

Bei schmiedbarem Stahl tritt eine so starke Anderung des inneren Material-
aufbaues durch die Hirtung nicht ein wie bei dem Gulieisen durch Abschrecken.
Fiir ihn sind auch nur vergleichsweise unerhebliche Unterschiede des Dehnungs-
koeffizienten festgestellt worden, wenn er im gehiirteten und ungehiirteten Zu-
stand untersucht wird ; und zwar ergibt sich der Dehnungskoeffizient des g_eh‘iirl'ef.ﬂn
Materinls meist groBer als der des ungehiirteten, Stribeck ermittelte fiir Guli-
stahl, wie er von den Deutschen Waffen- und Munitionsfabriken in Borliﬂ'zu 'St-a.hl‘
kugeln fiir Lager verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern
(MeBliinge 32 mm):
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Hinsichthich weiterer Kinzelheiten, namentlich iiber die Klastizitits-
verhiltnisse der nur einseitig abgeschreckten Stibe, muf} auf des Ver-
fassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenicure 1899,
S. 857 u. f. (HartguBl), und 1900, S. 409 u. f. (hochwertiges GuBeisen),
verwiesen werden!).

Fiir die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sich bei Gufleisen,
wie es fiir gewohnlich zu gutem Maschinengull verwendet wird, die
Kurve OG in Fig. 8%). Fiir andere GuBeisensorten ergeben sich Linien

1
1 =~ —— , Zylinder ungehiirtet,
2 127 000
| ; =
e A A e ,, in Ol gehiirtet.
2 128 000 '
1 ' L
3. = .« Wasser gehiirtet,

2102 000 '

Dagegen ergab sich die Proportionalititsgrenze, welche im Falle Ziff. |
zwischen 5500 und 6000 kg/qem lag, im Falle Ziff. 3 bei etwa 9000 kg/qem. In
dhnlichem MaBe zeigte sich die Elastizitiitsgrenze nach oben verschoben (Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 8. 73 u. f.).

Eine neuere Arbeit Stribecks ergibt aus Druckversuchen fiir Zylinder je aus
derselben Stange Chromstahl

ungehirtet vollgehirtet ungehirtet vollgehiirtet,

B 1 I |
3206000 2096000 29227000 2120 000
"““:::ﬁi::“‘ 4400 und 5000 = 10000 3800 und 4000 < 10 000

Die Biegungsversuche lieferten:

Olhiirtung d = 1,2 em
1
M= ——————
2 044 000
Wibdaor - 1,2 1.2 1,0 1,0 0,8 0.8
hirtung
1 1 1 1 1 1

[ —

2032000 1088000 2011000 2011000 1984 400 1984 000
(Zeitachrift des Vereines deutscher Ingenieure 1907, 8. 1445 u. f.)

') Diese Arbeiten finden sich auch in Heft 1 der vom Vereine deutscher
Ingenieure herausgegebenen Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin 1901,

) In dieser Darstellung ist genau bestimmt die Hohe o6 und der Verlauf
der Linie O@, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches miissen die
Instrumente zum Messen der Verlingerungen abgenommen werden, damit sie
durch den Bruch nicht beschidigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung
der Verlingerungen in der Niihe des Bruches nicht mehr genau erfolgen, was
durch Strichelung in Fig. 8 angedeutet ist. Doch lit sich der Verlauf der Deh-
nungslinie susreichend festlegen.
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von dem gleichen Verlaufo. Das Arbeitsvermogen (§ 3) wird dem-
nach bei Gulicisen durch eine Fliche von der Gestalt OGG, gemessen.
Thre GréBe — otwa 0,08 kgm/cem fiir das in den Fig. 6

und 7 als gewdhnliches GuBeisen bezeichnete Material und | &
etwa 0,14 kgm/cem fiir das daselbst genannte hochwertige !
Gulleisen — betriigt nur einen sehr kleinen Bruchteil von ;
der Fliche, welche z. B. das Arbeitsvermogen des Fluf- | |
eisens (Fig. 10) liefert (Fig. 10 und 8 sind in demselben
MaBstab gezeichnet).

Querschnittsverminderung und Bruchdehnung sind il
R i . ¥ 7 s g

selbst bei zihem GuBeisen so gering, dafl fiir gewdhnlich L
eine Bestimmung unterbleiben kann. Fig. 8.

Uber die Ergebnisse neuerer Versuche mit GuReisen,
das von fiinf verschiedenen Firmen geliefert wurde, ist in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, 8. 2061 u. f. 1909,
S, 299 u.f., sowie § 22 unter Ziff. 3 berichtet.

2. Versuche mit FluBeisen.
Rundstab 1. (1895.)
Wir unterwerfen den aus zihem FluBeisen hergestellten Stab
in einer liegenden Priifungsmaschine der Zugprobe.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . 2,007 ¢m

Querschnitt |, i o o 3,16 qem
Mellanga siarey s Sos R e s ut e i o e e e 5 D0 =t
Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Stab
wird zunichst mit P = 1000 kg und sodann abwechselnd mit

P — 3000 kg belastet und bis auf P = 1000 kg entlastet!). Hieran

1} Wenn ein Stab in liegender Maschine der Priiffung unterworfen wird,
und man entlastet ihn vellstindig, d. h. bis die in der Einspannvorrichtung ge-
haltenen Stabkopfe sich zu losen beginnen, so liegt die Gefahr vor, dafl die An-
zeigen der MeBeinrichtung (hier Spiegelapparat, vgl. Fig. 2, §8, 8. 113, 119 u.{.)
ungenau werden, Das lit sich dadurch vermeiden, daB man mit der Ent.
]&Hl-'ll]lg nicht bis Null zuriickgeht, sondern einen erheblichen Betrag dariiber
bleibt. Hierfiir wurde im vorltegenden Falle P = 1000 kg gewiihlt, entsprechend

1000
3,16

Beim Entlasten ist die Vorsicht zu gebrauchen, dall man jeweils etwas
unter die Anfangsbelastung, d.i. hier 1000 kg, zuriickge sht und alsdann vorwiirts -
schreitend auf dieselbe einstellt. Dadurch wird erreicht, daf die MeBeinrichtung
innerhalb des MeBbereichs sich stets in der gleichen Richtung bewegt; Fehler
infolge toten Ganges usw., welche bei den iiblichen Einrichtungen in der Regel
befiirchtet werden miissen, werden auf dicse Weise von den Ergebnissen fern-

gehalten.

316,56 kg/gem,
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schliefit sich der Belastungswechsel P = 1000 und 5000 kg sowie
P = 1000 und 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und Ent-
lastung so oft gewechselt, bis sich die gesamten, die bleibenden und die
federnden Verlingerungen nicht mehr inderten, somit der Wechsel
zwischen Belastung und Entlastung zu einem bestimmten Endzustand
fiihrte, also Ausgleich eintrat. Dazu ist auch hier schon zu Anfang mehr-
maliger Belastungswechsel erforderlich?).

Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenriumen
von 3 Minuten.

Temperatur schwankt zwischen 17,6 und 17,8° C,

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15emin1/;,,,cm
7o i @ gesamte | bleibende | fedornde
1000 und 3000 kg | 316,56 und 949,4 4,61 | 0,17 4,44

1000 ,, 6000 . | 316,56 , 1898,7 | 11,90 | 0,63 | 11,27

1000 , 5000 , | 3165 , 15823 | 921 ‘ 0.22 3.99

Wie ersichtlich, wachsen die federnden Dehnungen etwas rascher
als die Spannungen, denn es betrigt

fiir die erste Stufe von 2000 kg die IFederung 4,44
e e rwelte =) et e s 8,99 — 4,44 — 455
we o e dnitte 0005y, . 11,27 — 8,99 = 2,28

In Fig. 9 sind die Ausdehnungen nach dem in Fig. 1 u. f. gegebenen
Vorgange eingetragen, und zwar von ¢ = 316,5 kg/qem an gerechnet
(vgl. Fullbemerkung S. 41).

Unter der Belastung von 6850 kg sinkt der Waghebel der Maschine
auf seine Unterlage; beim Nachspannen verschwindet die Skala in den
beiden Spiegeln der MeBivorrichtung: die Flie3- oder Streckgrenze
(§ 3) ist erreicht. Sie liegt demgemiil} bei

6 = ——— = 2168 kg/qem 2).

') Wird dieser vom Verfasser bereits seit eifiem Vierteljahrhundert geiibte
Belastungswechsel nicht angewendet, der Berechnung des Dehnungskoeffizienten o
also die gesamte Dehnung zugrunde gelegt, so erhiilt man fiir « einen zu grofien
Wert. Auf diese Weise erkliren sich die in der #ilteren Literatur und leider auch
in der neueren Literatur fiir den Dehnungskoeffizienten von schmiedbarem Iisen
zu findenden viel zu grofien Werte von . Der Belastungswechsel lifit auch den Ein-
flull von Temperaturinderungen auf die Ablesungen leichter erkennen und damit
das Versuchsergebnis zuverlissiger gestalten.

2) Auf die Ermittlung auch der unteren Streckgrenze (vgl. §3, 8. 7 und §)
wird 8. 47 big 50 eingegangen werden.
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Nach dieser Feststellung wird der Stab entlastet und hierauf der
Versuch, wie vorher durchgefiihrt, wiederholt. Dabei ergibt sich

fiir den Belastungswechsel 1 000/3000  1000/5000  1000/6000 kg
die' Hederung &0 0. 4,50 9,01 11,28
somit Unterschied . . . . 4,51 2,27

also die Federung nur wenig stiirker wachsend als die Spannung.
Mit der Federung 4,50 fiir die erste Be-
lastungsstufe der zweiten Versuchsreihe findet

1

.27 :
B - bisadgbi

sich der durch Gleichung 3, § 2 bestimmte Deh- w: ;T =
nungskoeffizient zu i /
RAE i9 £ ,."
1000 . 15 (9494 — 316,5) i IS
] l
|
|

2109 700 °

Bei erneuter Steigerung der Belastung
iiber 6000 kg hinaus ist die Streckgrenze —
durch Sinken des Waghebels auf seine Unter- |
lage — jetzt bei P = 6500 kg zu beobachten,
entsprechend

- LeRO0E N
= '—é',']fi = 2057 kg/qem.
Nachdem durch Nachspannen eine Ver- s

lingerung der Melistrecke [ = 15 ¢cm um 0,14 cm
erfolgt ist, beginnt der Waghebel wieder zu :
steigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, o
dafl die inneren Kriifte, mit welchen der Stab Fig. 9.

der Verlingerung widersteht, die Gréfe von

2057 kg/qem wieder erreicht haben und zu tiberschreiten anfangen. Bei
Fortsetzung des Nachspannens steigt die Belastung stetig, bis sie mit
P ae = 11 840 kg ihren Grolitwert erreicht (vgl. § 3, Fig. 1). Alsdann
sinkt der Waghebel — nachdem er vorher einige Zeit hindurch ein-
gespielt hatte —, der Stab beginnt sich ecinzuschniiren (vgl. § 3), und
schlieflich erfolgt der Bruch an der stark eingeschniirten Stelle unter
rund P = 8700 kg') Belastung.

1) Bine genaue Feststellung dieser Belastung begegnet Schwierigkeiten.
(Vgl. 8.9)
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In Fig. 10 ist der Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen,
wie sie sich fiir den untersuchten FluBeisenstab bei dem zweiten Ver-
such ergab, unter Zugrundelegung der MeBlinge von urspriinglich
15 em eingetragen. Derselbe ist nicht unabhiingig von der Geschwindig-
keit, mit welcher die Belastung gesteigert, d. h. von der Raschheit, mit
welcher der Stab gedehnt wird.

Die Zugfestigkeit betrigt

11 840

K, = = 3747 kg/qem,

3,16

Belastungen

gl B
o | -
= ]
iy :
& |
| |
3 | |
- ] H
ol =
! i

4y emmUefa ngeng _941:{'_{_-_150 mm i Oehae der Yerlingemungen

Fig. 10.

Die Messung des mittleren Durchmessers des Bruchquerschnittes
liefert 1,23 cm, entsprechend f, = 51,232 = 1,19 qem (vgl. § 3);

somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnittsverminderung

T S E
3,16 i l’lz = 62,39,
3,16 ;

¢ == 100

Nach dem Bruche zeigt das mittlere, urspriinglich 20 cm lange
Stabstiick 25,48 em Linge; infolgedessen ergibt sich nach Gleichung 3,
§ 3 dic Bruchdehnung zu

25,48 — 20,0

20,0

¢ = 100 = 27,49,

Das nach Maligabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte Arbeits-
vermogen betrigt A = 6,76 kgm/cem. ;
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Rundstab 11, (1895.)

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,495 em
Querschnitt ., . 3 W 4,89 qem
Metilgnga e SNl iesis B Ll st s e A e 1500 ot

Der Stab, welcher aus ausgegliihtem Material besteht und vorher
noch keiner Priifung unterworfen ist, wird in derselben Weise wie Rund-
stab I gepriift und liefert folgende Krgebnisse:

Versuchsreihe 1.

Temperatur schwankt zwischen 17,0 und 17,2° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15emin 1/ 4, cm

r || T gesamte ll bleibende | federnde

1000 und 3000 kg ‘ 204,5 und  613,5 | 2,99 0,05 2,94
1000 ,, 5000 , | 204,5 , 10226 | 5,98 0,11 5,87
1000 ,, 7000 ,, ‘ 204,5 , 14315 | 8,95 | 0,16 8,79
1000, 9000 ,, ‘ 204,56 - 18406 11,92 | o021 | 11,7

Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Versuchsreihe 2.

Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,4° (.

Belastungsstuie in kg Ausdehnung anf 15 cmin /55, cm

=
f’ | @ gesamte | bleibende | federnde

[
1000 und 3000 kg ‘ 204,56 und 613,56 2,93 | 0,00 2,93

1000 ,, 5000 ,, | 204,56 , 1022,56| 5,89 | 0,02 | 5,87
1000 ,, 7000 , | 204,56 , 1431,5.| 8,85 | 0,06 8,79

1000 ,, 9000 ,, | 204,5 , 1840,5 11.80 0,09 11,71

Hiernach betragen die gesamten Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8.95 11,92
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97
2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 11,80

Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95
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Die federnden Ausdehnungen:

1. Versuchsreihe 2,94 5,87 8,79 571
Unterschied 2,94 2,93 2,92 2,92
2. Versuchsreihe 2,93 5,87 8,79 11,71
Unterschied 2,93 2,94 2,92 2,92

Mit Riicksicht auf den Grad der Genauigkeit, mit welcher bei
den Priifungsmaschinen die Einstellung auf eine bestimmte Belastung
erfolgt, und mit welcher sodann die Deh-

o o= - 00007807 ot nung selbst ermittelt werden kann, sowie
i R in Anbetracht des Einflusses der nicht ganz
f fernzuhaltenden kleinen Temperaturinde-
rungen') — hier um 0,2° C — wiihrend
einer Versuchsreihe, darf die Unverinder-
1431,6 ' . 2 ; 9000
lichkeit der Federungen bis o = TR =
1840,6 kg/qem als wirklich vorhanden an-
gesehen werden. I'ig. 11, welche mit den
it bei der ersten Versuchsreihe gewonnenen
Ausdehnungen hergestellt wurde, bestitigt
dies.
Mit der Federung 2,93 folgt nach Glei-
o chung 3, § 2:
e 2,93 £
1000 . 15 (613,56 — 204,5)
cohs ol
2 094 000 °
+L
ol e

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich
Fig. 11. fiir die zweite Versuchsreihe weit geringer
als bei der ersten, was zu erwarten war.
Bei Steigerung der Belastung iiber P = 9000 kg hinaus zeigt sich
plotzliches Sinken des Waghebels der Maschine bei P = 10 500. kg;
die obere Streckgrenze wurde somit bei

10 500

T 2147 kg/qem
erreicht.

1) Bei dem verwendeten Mefinstrument, dessen in Betracht kommende
Teile wegen der geringen Querschnittsabmessungen den '5.'mupnrnturiindm'ungml
rascher folgen als der verhiiltnismiillig dicke Versuchsstab (vgl. Fig. 2, 8. 113),
fulert sich der Einflull der kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise,
dalB eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen zu erwarten steht., Tat-
siichlich zeigt sich auch eine solehe Abnahme. Vgl. auch dasin §8 8. 121 u.f. Gesagte,
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: Um die Kraft festzustollen, welcher der sich streckende Stab un-
mittelbar nach Sinken des Waghebels das Gleichgewicht hillt, wird die
Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindet!). Dies
tritt ein bei P — 9900, d. i. fiir g = 3909 = 2025 Lkg/ Bei

9900, d. i. 1 = 189 256 kg/qem. ei
li_'?llgerer k) OI'tSt'-.tZlnlg des Nachspannens beginnt die Widerstands-
fihigkeit des Stabes zu steigen, wie dies Iig. 12, welche auch den Be-
lastungsabfall von 10 500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen lifit. Nach

Drmad 11 000
Drrm(.‘-hung der Belastung von 11000 kg, d. i. 000 2249 kg/qem,

—-—-——-—-————a-S%?zﬁ.g,/qcm-——-— o

e

tund 51 _|y_nn-%:fﬁch::mg_gﬂﬁ-cv 150mme

Fig. 12.

fillt der Waghebel zum zweiten Male plotzlich, und zwar auf
0
P = 9800 kg, entsprechend Fg(? = 2004 kg/qem.  Bei dem nun
folgenden Nachspannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie Fig. 12
deutlich angibt.
Py tritt boi 17050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
17 050
]{g = =
1,89
Die Belastung hiilt sich ziemlich lange auf dieser Hohe, wie eben-
falls aus Fllg. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, welche unmittelbar
vor dem Bruche und nach weitgehender Einschniirung des Bruch-
querschnittes beobachtet werden konnte, betrigt P = 13 500 kg.

= 3487 kg/qem.

Da fy = _4 1.54* = 186 qem, so liefert Gleichung 2. § 3 die

") Im Falle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht.
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Querschnittsverminderung

4,89 — 1,86
s — st
e
und wegen [, = 323,7 bei 250 mm urspriinglicher Linge findet sich
nach Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung
323,7 — 250

s e

= 629,

— 9050/
= 29,6 %Y,

Rundstab III. (1904.)

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,60 cm
Querschnitt o X = 5,31 gem
MeBlinge ooy it e o e e L 261006

Der Stab, welcher aus gegluhtem \[atorm] hostcht wird der Priifung
insbesondere behufs Ermittlung der oberen und unteren Streckgrenze (§ 3)
unterworfen; weiter sollen festgestellt werden: Zugfestigkeit, Bruch-
dehnung und Querschnittsverminderung.

Zu dem bezeichneten Zweck werde ein Selbstzeichner verwendet,
d. h. eine Vorrichtung angeordnet, welche die Dehnungslinie selbsttiitig
aufzeichnet?).

1) Die Einrichtung ist derart, daf der in senkrechter Richtung sich be-
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der Wage, dessen Stellung die Grofle
der Belastung bestimmt, betitigt wird, wiithrend die um eine senkrechte Achso
sich drehende Papiertrommel ihre. Bewegung von dem fortschreitenden Ein-
spannkopf der Priifungsmaschine erhilt. HEs werden also nicht bloB — wie zu
wiinschen ist — die Dehnungen des mittleren zylindrischen Teiles des Versuchs-
stabes auf die Papiertrommel iibertragen, sondern auch die tbrigen Form-
iinderungen, die sich unter der jeweiligen Belastung ecinstellen, insoweit sie die Lage
des unteren Einspannkopfes der stehenden Maschine beeinflussen. Die Darstellung
der Dehnungen ist somit keine reine und auf die MeBlinge des Stabes beschriinkte,
ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten der Ubertragung der
Bewegung von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel. Um die letzteren zu
vermindern, ist die Trommel leicht drehbar zu lagern (Kugellager) und zur Uber-
tragung der Bewegung ein wenig elastischer Faden (Draht, diinnes T)r'ﬂhtsell) Zu
verwender.,

In bezug auf die Darstellung der Belagtungen ist zu beachten, dafl das Lauf-
gewicht, von dem aus der Schreibstift seine Bewegung erhiilt, jeweils von Hand
so eingestellt werden muf}, daf die Wage einspielt. Bei rasch vor sich gehender
Anderung der Kraft, die eben durch Verstellung des Laufgewichts gemessen
werden soll, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Schwierigkeit ver-
kniipft sein. Aus diesem Grunde werden in solchen Fiillen Ungenauigkeiten hin-
sichtlich der Darstellung der Belastungsinderungen nicht zu vermeiden sein.
Bei vorhandener Ubung und bei sorgfiltigem Verfahren desjenigen, der den
Versuch durchzofiihren hat, pflegen diese Ungenauigkeiten iibrigens nicht be-
deutend zu sein. 3

Ist hiernach die Darstellung des Verlaufs dér Dehnungslinie withrend der
Streckperiode durch den Selbstzeichner nicht vollstindig genau, so gewiihrt sie
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Der Versuch liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie mit den
fﬁingetmgcmm Spannungen. Die Dehnungen sind zuriickgefithrt auf die
In der Mitte des Stabes gelegene Melstrecke von urspriinglich 20 em
Liinge (vgl. 8. 11).

Wir erkennen: Beginn des Streckens bei 2465 kg/qem Belastung,
sofortiges Iallen der letzteren auf 1895 kg/qem, Fortsetzung des Streckens
unter dieser Belastung, spiter geringes Aufsteigen und folgendes
Schwanken der Belastung, bis sich schlieBlich wieder stetiges und aus-
8epriigtes Wachstum der letzteren einstellt, das bis zur Uberwindung
der Zugfestigkeit von 3578 kg/qem andauert.

& "‘i‘)!“‘l““'—_ e

¥
|
|
e
I |
| e
8 & Gy
S '
e |
i !
— _L__I__ X 691 wm %t,&imqe/!lmﬁ__&}_:\_é_ _(_3_2_&? T S
Fig. 13.
Somit ergibt sich
die obere Streckgrenze zu g, — 2465 kg/qem
,» untere i 0= 2IRID s
. Zugfestigkeit 5y =230 78 %

Die Querschnittsverminderung und die Bruchdehnung werden
auf dem bereits fiir Rundstab T und II angegebenen Weg ermittelt zu

¢ = 71,0 9, @ = 31,99,

doch ein anschauliches Bild von dem eigenartigen Verhalten des Materials witer
den Verhiiltnissen, bei denen die Streckung vor sich geht.

Die Zuriickfiihrung auf dio Mellinge des Stabes, also die Ausscheidung
der auBlerhalb dieser Strecke auftretenden Formiinderungen, erfolgt nach Mafigabe
des auf 8. 9 angegebenen Verfahrens oder dadurch, daB an den Enden der
MeBstrecke des Stabes Biigel angeklommt werden, deren gegenseitige Bewegung
anf den Schreibstift {ibertragen wird.

Bach, Llastizitit. 6. Aufl. 4
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Rundstab 1V. (1901,)
Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau wie bei
Rundstab IIT; beide sind derselben Stange FluBeisen entnommen.
Der Versuch (vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1904,
S. 1040 u. f.) liefert die GriBen:

g, = 2407 kg/qem,

o, = 2075 .
Kot 8RBT i i
E s_'r' = 69,? u,[]\
; : 9’? — .- 33,8 UJFIIU
J5=2]
g ;'.;.‘: und die Dehnungslinie Ifig. 14, deren Vergleich
) mit Fig. 13 erkennen liBt, daBl sich das Material
[ aus einer und derselben Stange innerhalb der
Eat Periode des Streckens oder FlieBens nicht gleich
e l_ ~ verhiilt. Die Unterschiede sind oft mnoch weit
Fig. 14 erheblicher.
3. Versuche mit IluBstahl.
Rundstab 1. (1895.)
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,00 c¢m
Querschnitt |, o 5 5 3,14 gem
W T Ty S S A SR SR e S G R ]

Der Stab wird in einer liegenden Priifungsmaschine der Zug-
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden
Dehnungen nicht mehr dndern.

Die Ablesungen der Lingeniinderungen erfolgen in 7(-Jtraumon
von 3 Minuten. Die Ergebnisse sind S. 51 angegeben.

Nachdem P = 15 000 kg eingestellt ist, sinkt der Waghebel plotzlich,
so daBl die Streckgrenze bei

o M S T
TRET UL g/qem
erreicht ist.

Bei Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Belastung wieder
zu steigen und crlangt mit P, . = 22 720 kg ihren GrofBitwert; alsdann
sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich einzuschniiren, und schlieBlich
erfolgt der Bruch.
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Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5° C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in 1[4, em
g @ gesamtie bleitende federnde
Unter- :* Unter-
schied [ schied
4,47 4,47
1000 und 3000 |318,5 und 955,4| 4,47 1o 0,00 4,47 e
1000 ,, 5000 | 318,56 , 16924 9,19| '~ | 025 | 894|
s ; Sl d Bl 4,49
1000 ., 7000 |318,6 ,, 2229,3|13,73 0,30 | 13,43
, ' 4,76 4,49
1900, 9000|3185 ,, 2806,2 1840 | " | 057 |1702| "~
1000 ,, 11000 | 318,65 ., 35032 2328 ' | 0,88 |2240| '
‘ : 4,60 4,48
1000 ,, 13000 |318,5 ,, 4140,1| 27,88 E 100 | 26,88 -
1000 ,, 14000 | 318,56 ,, 4458,6 30,19 _;’”- 1,07 |20,12| "
1000 ,, 15000 (318,56 , 4777,1|3374| """

- Wie die letate Spalte der Zusammenstellung zeigt, wachsen
die Fedorungen bis P — 14 000 kg unter Beriicksichtigung des
tatfﬁic‘nlich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht befriedigend in
gleichem Verhiltnis wie die Sﬁa11111111glwz1‘). Fig. 15, welche nach
dem Vorgange von Kig, -1 u. f.
bleibenden und federnden Do
Verlauf der Federungen.

jedenfalls bis zur Spannung

die Schaulinien der gesamten,
hnungen enthiilt, zeigt den geradlinigen
Wir haben demgemill  Proportionalitit

14000
3y et

~ 4459 kg/qem.

_Da auf der folgenden Belastungsstufe P — 15000 kg die Ir-
Schfﬂlflunlg des FlieBens cintrat, so ist anzunchmen, dal} die Proportio-
nalitit sich nur unerheblich iither P = 14 000 kg hinaus erstreckt haben

“’ifd, weshalb die Proportionalitiitsgrenze als nur wenig oberhalb
4459 kg/qem liegend angenommen werden kann?).

') Die gesamten Ausdehnungen tun dies weniger.

; %) Scharf tritt hier die Unzuléissigkeit hervor, die Begriffe der Proportio-
l'lﬁfhtiit& und Elastizititsgrenze (vgl. 8. 20 und 21) miteinander zu vermengen.
_Dle_ erstere liegt hior nahe bei 4459 kg, withrend die letztere, aufgefat als die-
Jenige Spannung, bis zu welcher die bleibenden Formiinderungen Null oder doch
verschwindend kloin sind, weit tiefor liegt (vgl. die Werte in der Spalte der bleiben-
den Ausdehnungen).  Die gleichfalls nicht selten anzutreffende Verwechslung
der Elastizitiitsgrenzo mit der Streclkgrenze ist natiirlich ebenso unzuliissig.

4%



52 Iinleitung.

- i m—@g-ﬂmruw----......... % Der Dehnungskoef-

“55’.2’ ——————— ~7; fizient berechnet sich mit
+ /

; 4,48 _

[ 4 2 em Federung auf 15 em
41“0,-!1-:--—--— ——————— - 7 1000 g

!

bei 2000 kg Belastungsunterschied
nach Gleichung 3, § 2 zu

4,48 . 3,14
1000 . 15 . 2000

IHOOO :
Die Streckgrenze ist bei

15 000
3,14

2866,
- = ~ 4777 kg/qem
anzunehmen.
Sapg e e s e : Die Zugfestigkeit betriagt
22 720

. 3,14
~ 7236 kg/qem.

K, =

1592,4 = 58

Die durch Gleichung 2, § 3
bestimmte Querschnittsvermin-
derung ergibt sich, da

fp = % 1,612 = 1,79 gqem,

A

. a— F‘
3,1 4 5 I s '_)_ = 43 0."{0
3,14 :

s.f!

und die Bruchdehnung nach Glei-

ol ———* _ chung3, §3 mitJ, = 238 mm auf
Fig. 15. 200 mm urspriingliche Linge zu
238 — 200
F’ — 101) T — B u,/n.

Rundstab 11, (1910.)

Da beim Rundstab I Proportionalitits- und Streckgrenze nahezu
zusammenfielen, so seien noch die Ergebnisse eines Stabes aus Chrom-
nickelstahl angefiihrt, welche den Unterschied deutlich erkennen lassen.
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Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 em
Querschnitt |, it ” e 3,11 gem
SEIHEGT 0 el e e TR S e et = S | T
Spannungsstufe Ausdehnung auf 15 em in 1/, em
in kg/qem = gesamte bleibende federnde
Unter- Unter-
schied ‘ s;hrsd
(-4 |
322 und 965 4,54 ‘ 4085170009 | sads b
e 0olo 019 Gl | 0,90 {800 Al
322 , 2951 | 1385 | 466 0,49 | 13,36 1%l
822 , 2894 | 1855 | 470 | (065 | 17.90 L5
322 ., 3537 | 2301 5,96 1,39 | 2252 | o
322 , 4180 | 3980 | 1678 | yo'33 | o738 | %

Unter der Belastung P — 13000 kg entsprechend 4180 kg/qem
dehnt sich der Stab langsam und fortgesetzt, so daB ein Ausgleich nicht
mehr erreicht wird. Unter P — 13 280 kg, d. i. 4270 kg/qem, sinkt der
Waghebel entsprechend dem Bintritt der oberen Streckgrenze; die
untere Streckgrenze ergab sich zu 4248 kg/qem.

Bei Inbetrachtziehung der federnden Dehnungen war die Pro-
portionalitiit zwischen Dehnungen und Spannungen bei 6 — 2251 kg/qem
noch vorhanden, bei @ = 2804 sicher verschwunden, F
Dehnungen 1a8t sich iiberhaupt keine Proportionalit

Bei der Fortsetzung des Versuc

ir die gesamten
it erkennen.
hs bis zum Bruch ergab sich:

Luptesngleibieel i & i s T S 6640  kg/qem
Bruchdehnung auf 200 mm . . . . . . . . 18,6 o/,
Qunrsulmittsvcrminderung s 61,7

Rundstab 111 (1910.)

Al)messungun und Material wie unter 11

, jedoch nach Angabe bei
780° C gehiirtet (veredelt).

Spannungsstufe Ausdehnung auf 15 em in M1a00 e
in kg/gem gosamte | bleibende | federnde
Unter- | I s
schied : schied
325 und 1209 e A e T f;;;,
326 ,, 2273 | 1363 | 886 | 5o | 1389 6.88
925 1, 8247 | 20,51 | O88 |ig0) | 90050 | 6.98
325 ,, 4221 | 2749 | 6.98 0,01 = 127,48 . - ot
325 ., 5195 | 3453 HOY | o0 | 3452 7.34
326 , 6169 | 43.91 e ST :
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Von besonderem Interesse scheint das fast vollstindige Fehlen der
bleibenden Dehnungen bis ¢ = 5195 kg/qem, sowie, daBl sowohl bei
den gesamten wie fiir die federnden
Dehnungen  Proportionalitit  {iber-
haupt nicht festgestellt wurde; die
Proportionalitiitsgrenze, falls eine
solche vorhanden ist, muB} somit
unterhalb ¢ = 1209 kg/gem liegen.
Die Elastizitii,tﬁgrcnze war bei ¢ =
5195 kg/qem mnoch nicht erreicht.
Bei Fortsetzung des Versuchs ergab
sich die Streckgrenze zu 6494 kg/qem
(nicht ausgepriigt, sehr kurzes Stehen-
bleiben des Waghebels bei Steigerung
der Belastung), die Zugfestigkeit zu

!' "Tf i 4! 8136 kg/qem; die Bruchdehnung be-
5! i ,E' | trug (MeBlinge 20 em) 13,2 9, die

b & | o | Querschnittsverminderung 52,9 9.

¢ z: :i | & | DieLinie dcr gesamten Dehnungen ist
B ! ‘ | in Fig. 16 dargestellt. In dieselbe Ab-
| =3 5 | | bildung ist auch die Dehnungslinie
Bk i | | fiir den RundstabIT (aus dem gleichen

| |

Material, jedoch ungehiirtet) einge-
tragen. Sie zeigt obere und untere

- 28n Tedlangerung anf e 200mn :
“2 J | | Streckgrenze bei 4270 bzw. 4248
[ '""i‘ SR ey - . | l(g/qcm,l bedeutend grofiere Dehnung
= ! | : | und weit geringere Festigkeit.
e 15 s | [ T Uber die Ergebnisse der Unter-

suchung von Stahlgufl hat Ver-
fagser in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, S. 694 u. f. berichtet. Bei diesem Material
pflegen sich bleibende Dehnungen bei weit geringeren Spannungen in
groflerem Mafle einzustellen als bei FluBeisen von gleicher Festigkeit.
Auch das Aussehen der Oberfliche zerrissener StahlguBstibe ist nicht
selten ein ganz anderes als dasjenige von Flufleisenstiben. Vgl. . 150u.f.

4. Versuche mit Kupfer.
Rundstab I, (1895.)

Material: weiches Kupfer.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . . . . . 2502 cm
Querschnitt s - » 0,26 72,5022 = 4,92 qem
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Liingendnderungen verschiedener Stoffe.

Kupfer. bb

Die Priifung erfolgte zuniichst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt,

und wurde sodann wiederholt.

sammengestellt.

Die Ergebnisse sind im folgenden zu-

Belastungsstufe in kg

1. Versuchsreihe
Temperatur
16,8 bis 17,1¢ C

Ausdehnung auf
10 em in 1/ 55, em

2. Versuchsreihe
Temperatur
17,4 bis 17,6°C

Ausdehnung auf

10 em in /55, cm

e e A X N .
P r% |E -§:"' g 'g ﬁi:ﬁ
o s~ 8% |8 |8~ |2%|§ |
g d g (Sl
750 und 1500 | 152,4 und 304,9 | 1,41 | 0,11 | 1,30 [ 1,32 | 0,00 | 1,32
j{-_‘g » 2250 | 162,4 ., 457,31318 | 0,53 | 2,66 | 2,68 | 0,00 | 2,68
7*3 » §990 1524 ,, 609,8|5,38 | 1,33 | 4,05|4,11 | 0,04 | 4,07
50 -‘}f-*0i152,4 » 762,218,05] 2,52 | 5,563 5,68‘0.15" 5,53
e o o 553
ey : £ 000-j0™ Oro00ssa- S
¥ P
1‘ o
609, ///
457
S04
1524
ol = i I e

Fig. 17.
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In Fig. 17 sind die Schaulinien, welche sich hiernach fiir die ge-
samten, die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der 1. Ver-
suchsreihe ergeben, dargestellt.

Wie ersichtlich, stellen sich bei der ersten Versuchsreihe bleibende
Dehnungen auBerordentlich frith und iiberhaupt von bedeutender Grofle
ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen treten die bleibenden Deh-
nungen ganz in den Hintergrund, eine Folge davon, dall der Stab schon
einmal den Belastungswechseln ausgesetzt gewesen ist.

Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht
nicht; denn es betragen die Unterschiede

der gosamten Aus- der federnden Aus
dehnungen dehnungen
bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1,77 2,20 2,67 1,30 1,35 1,40 1,48
e 0 1,32 1,36 1,43 1,57 1,32 1,36 1,39 1,46

d. h. ausgepriigt wachsend mit den Spannungen.

Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene
GesetzmiBigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffi-
zienten « und m so gewiihlt, daf} fiir die erste Versuchsreihe

¢ = : gHUE =T s S )

: 2195 000
und fiir die zweite Versuchsreihe
1

B e e ) 1,074 S |
1865000 ° ; )

L]

m
1

so zeigt folgende Zusammenstellung:

Federungen auf 10 em in !/;5 cm

1. Versuchsreihe

Spannungsstufe 2. Versuchsreiho

in, kg/qem berechnet berechnaet
beobachtet I beobachtet n;\;'.-h al. 10
1562.4 und 304.,9 1,30 | 1.30 1,32 1982 ;
1624 5 d4bT.3 2,65 o206 2,68 | 2,69
15624 ,. ©609,8 4,05 4,07 4,07 ; 4,09
1524 , 762,2 5,53 5,52 558 | 552

eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und
Rechnung.

Der Unterschied in den Zahlenwerten der Koeffizienten « und m
der Gleichungen 9 und 10 liit den Einflul der vorhergegangenen
Belastung auf die Federung deutlich erkennen.
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Uber die Anzahl der Spannungswechsel, welche jeweils erforderlich
waren, um festzustellen, dal sich die gesamten, die bleibenden und die
federnden Dehnungen nicht mehr éndern, gibt die folgende Zusammen-
stellung Auskunft. Bbenso dariiber, wie sich die Ausdehnungen bei dem
erstmaligen Wechsel (Anfangswerte) von denjenigen bei dem letzten
Wechsel (Endwerte) unterscheiden.

15 1 ..-V orsu c‘hsmi}m 7 ___
Spannungsstufe | Zahl der Anfangswerte Endwerte
in kglr’rlc{n l'lS'L‘in?;'l‘-— Vi s = i .T_
wechsel A ‘ A | A— A 2 A 1—12
I !
152,4/304.9 2 IS E0d0 180 415 0, E1EY .80
152,4/457,3 5 3,10 ‘ 047 | 2,63 | 3,18 | 0,63 | 2,65
152,4/609,8 7 513 | 1,16 | 397 | 538 | 1,33 | 4,06
152,4/762,2 7 7,60 '| 215 | 5,45 | 8,06 | 2,62 | 5,63
2. Versuchsreihe
. |
152,4/304,9 2 1,39 1:0,00. | 1,82 ] 1,821 0,00 | 1,32
152,4/457,3 2 2,68 | 0,00 | 2,68 | 2,68 | 0,00 | 2,68
152,4/609,8 4 4,13 | 0,03 | 4,10 | 411 \ 0,04 | 4,07
152,4/762,2 4 5,60 | 0,07 | 553 | 568 | 015 | 5,53
I _ |
A o £ 5
s &

an

[

e semm Veelangerung auf £=100mm

Fig. 18.
Die weitere Untersuchung des Stabes fiihrte zur Erlangung der
Dehnungslinie ig. 18 sowie zur Feststellung :
der Zugfestigkeit
10 980
K, = = — 2232 kg/qem,
: 1,92 32 kg/qem

der Querschnittsverminderung

; 4,92 — 1,89

¢ = 100 TR 61,6 °/p,



oR Einleitung.

da

,fb e 1,552 L 1’89 gem,

und der Bruchdehnung auf 200 mm

i) e 200 46,19/,
: 200

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug
rund 8200 kg.

Eine Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 3 erklirt, und wie wir
gie bei FluBeisen und bei FluBistahl kennen lernten, besitzt hiernach das
Kupfer nicht,

Das Arbeitsvermogen gemiil Gl 4, § 3, ergibt sich zu 4 -
7,11 kgm/cem.

Rundstab II. (1895,)

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als Stab I,
bereits einmal bis ¢ = 964,4 kg/qem beansprucht gewesen.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 em
Querschnitt |, o 2 ,, 3,11 qem
MeBlinge . . . e et LOIOS O AT

Die Untersuchung fuhrt. ganz wie bo]m Rundsta,b Izu Ll(,m Ergebnis,
dafB die federnden Ausdehnungen rascher wachsen als die Spannungen,
entsprechend

e = ot g aRBL e i)
2 084 000

Nachdem fiir den Rundstab I ausfiihrliche Besprechung statt-
gefunden hat, wird es geniigen, die folgende Zusammenstellung anzu-
fiihren.

Spannungsstufe ‘ Fo(lm “_di _i..‘quci}_lium.i: : m__IETf(_m

kg/qem HochaeTitat ‘ be rtlt(ljllm)]t lnm *h
160,75 und 321,5 1,40 1,40
160,75 ,, 482,25 2,89 2,87
160,75 ,, 643,0 4,39 i 4,39
160 75 ,, 803,75 5,95 . 5,94
160,76 ,, 964,6 7,63 7,63

Die Ubereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde,
und dem, was Gleichung 11 liefert, mul} als eine sehr gute bezeichnet
werden.
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5. Versuche mit Bronze.
Rundstab 1. (1895.)

Material: Gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,20 em
Querschnitt i 5 3 3,80 gem
Mellanghse M e IERER A S S e e ane e s L5 00 ST

Die Priifung wurde in gleicher Weise, wie unter Ziff. 3 angegeben,

durchgefithrt mit den aus folgender Zusammenstellung ersichtlichen
d . s
Zahlenergebnissen.

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,69 C.

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /5, cm
i a gesamte bleibende |I federnde
| [
750 und 1500 | 1974 und 3947 3,31 0,07 3,24
760 ,, 2250 | 1974 ,, 5921 6,61 0,09 6,52
750 ,, 3000 | 1974 , 789,56 10,33 0,48 | 9,8b

Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen.

Wird

1
m— e e R
e 7338000 e s S I b))

gesetzt, so ergeben sich die Federungen

nach Gleichung 12 . Sl S o 6,53 9,85
gegeniiber den beobachteten Werten . . 3,24 6,562 9,85,

AT ¥ . .
also in guter Ubereinstimmung. g

Die Wiederholung des Versuchs liefert:

Belastungsstufe in kg Ausdehnung auf 15 em in /50 cm

r || a gosamte | bleibende federnde
750 und 1500 | 197,4 und 394,7 3,30 0,01 3.29
TR e SR i L e s M | 6,60 0,01 6,59
760 ,, 3000 |197.4 ,, 789,56 9,80 | 0,03 | 9,86

Somit betragen die Unterschiede

in den gesamten Ausdehnungen 3,30 3,30 3,29
w5, federnden i 3,20 3,30 3,27
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d. i. in Beriicksichtigung aller Verhiltnisse nahezu so gut wie Unver-
inderlichkeit. Hiernach zeigt der Bronzestab, fiir welchen die erste
Versuchsreihe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorhergegangener Be-
lastung Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungenl). Mit
der Federung 3,29 fiir das Material in dem Zustande, in welchem es sich
withrend der zweiten Versuchsreihe befindet, bestimmt sich der Deh-
nungskoeffizient nach Gleichung 3, § 2, zu

3,29 1

15000.1974 900000 °

Wird die Belastung weiter gesteigert, so stellt sich schlieBlich
der Bruch bei 7500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit
7500
3,80

Die Querschnittsverminderung nach Gleichung 2, § 3 ergibt sich, da,

K, = 1974 kg/qem,

h = ;—2,082 = 3,40 qem,

Zu

3,80 — 3,40
3,80

¢ = 100 —- = 10,6 ?/

Emm Veclangerun

All_f' (=150 mmg_ J

Fig. 19,
') Diese Erscheinung, dall durch die vorhergegangeno starke Belastung
die Kriimmung der Linie der fodernden Dehnungen stark vermindert, hier die Kurve
nahezu in eine Gerade iibergefithrt worden ist, zeigt sich nach den bis heute vor-
liegonden Erfahrungen tiberhaupt bei den Stoffen mit veriinderlichem Dehnungs-
koeffizienten, sofern die Vorbelastung geniigend hoch war,
Bei den Materialien, welche Proportionalitiit zwischen Spannungen und
Dehnungen  aufweisen, fithrt hohe Vorbelastung zur Verschiebung der Propor-
tionalitiitsgrenze nach oben,
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und die Bruchdehnung auf 20 em nach Gleichung 3, § 3, zu

212,0 — 200 _

== 0() — == 6 9.
s 10t 200 i

Uber den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen gibt Fig. 19
Auskunft.

Wie ersichtlich, besitzt die untersuchte Bronze gleich dem unter-
suchbten Kupfer keine Streckgrenze.

Rundstab 11, (1895).
Material wie bei Stab 1.

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 em
Querschnitt |, > = i 3,11 gem
Mellinge

. 15,00 em

Priifung wie Stab I, jedoch ohne Wiederholung des Versuchs.

Holsmi-ungasl,L}R) in kg Ausdehnung auf 15 em in /55 cm

r ‘ a gesamto ‘ bleibende li fodernde

|
750 und 1500 | 241,2 und 482,3 3,98 ! 0,02 ‘ 3,96
75 5 2260 ) 241,2 .. 7236 GO 0,93 8,06
750 ,, 3000 |241,2 , 964.6 17,81 | 5,63 12,18

| : I
Hiernach wachsen die Dehnungen, ganz wie in Versuchsreihe 1
des Stabes I, rascher als die Spannungen.

Ferner ergibt sich

65

K. = ;)?;) = 2090 kg/qem,

811~ 1,018

’ g 8,11 — 2,87 :
s 00 e e
<, 100 311 100 311 1,7 %%

216,2 — 200
¢ = 10016’—' — (R

200

Bine groBe Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers
iber Bronze sowohl bei gewohnlicher Temperatur als auch bei héheren
Temperaturen finden sich verdffentlicht in der Zeitschrift des Vereines
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deutscher Ingenieure 1899, S. 354, 1900, S, 1745 u. f., 1901, 5. 1747 u. f.1).
Vgl. auch § 10.
6. Versuche mit Messing. (1895.)
Rundstab (MossingguB).
Durchmesser des mittleren zylindrischen 'Teiles 2,20 em

Querschnitt  ,, o 2 i 3,80 gem

Priifung genau wie bei Bronzestab I (Ziff. 5).

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe

Temperatur 15,4-15,6° | Temperatur 14,8-15,1°

Belastungsstufe in kg O = MU0 ;
’ Ausdehnung auf 15 em | Ausdehnung auf 15 em

in /1000 cm in 1/ cm
— e N

) o o s ©

= T | B el & g <

P =) @ E = @ E
a E -] o 2 = =

& i 3 g 1 S R

o = it o =] S

500 u, 1000| 131,6 u. 263,2 | 2,57 ‘ 0,21 | 2,36 | 2,44 | 0,00 | 2,44
500 u. 1500{ 131,6 u. 394,7 | 5,34 | 0,64 | 4,80 | 4,91 | 0,00 | 4,91
500 u. 2000/ 131,6 u. 526,3 | 8,61 | 1,24 | 7,37 | 7,39 | 0,02 | 7,37

Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab war
vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher als die
Spannungen ; denn es betragen die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen

2,67 2,77 3,27 2,36 2,44 2,67

Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die Gleichung

_______ A 08E .

947000 oo s i l8)
Sie liefert die Federungen . . . . 2,36 4,82 7,36,
withrend die Beobachtung ergab . 2,36 4,80 1,87,

Die zweite Versuchsreihe (der Stab war vorher durch die Be-
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen gewesen)
liefert die Unterschiede

der gesamten Dehnungen der federnden Dehnungen
2,44 2,47 2,48 2,44 2,47 2,46

') Mitteilungen iiber Forschungearbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens, Berlin, 1901, Heft 1, 1902, Heft 4,
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also nahezu Unverdinderlichkeit.  Diese Ergelmissc stehen in Uber-
einstimmung mit dem, was fiir Bronze festzustellen war. : :

Der Dehnungskoeffizient fiir das Material in dem ’Sl]ﬁ_"tand’q L
welchem sich dasselbe withrend der Durchfiihrung der zweiten Ver-
suchsreihe befand, ergibt sich bei Zugrundelegung der Federung von,
2,46 nach Gleichung 3, § 2 zu

5 2 46 e
% = 75000.131,6 302000

B s

& = 1§mkq/gem

1vamm Verlangerung ms_{'_- L=950 mm

Fig. 20.

Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche ergibt
fiir den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen Fig. 20 und

6350
: e — o lae
K, 380 1671 kg/qem,
3,80 — — 9,002
- ) i 3,80 — 3,14
Y Wy R S — ()t i 174 ¢ .
e 3.80 X 3.80 A
226 — 200
- _— = 3 e
[ 100 200 13 9,

Wine Streckgrenze ist nicht vorhanden.

7. Versuche mit Leder. (1885 u. f.)

Fiir einen frither schon vielfach belasteten Riemen von 6,44 gem
Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes.  Einstellung erfolgte
von 3 zu 3 Minuten.
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Spannungsstufe in kg/qem Federnde Dehnung in mm
3,88 und 11,65 5,5
388 . 194 10,0
388 D72 14,0

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung ab.
Unter Zugrundelegung einer urspriinglichen Mefilinge des Riemens
von 780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung
1
4156

gl e o e e e

worin die Zahlenwerte abgerundet worden sind.
Gleichung 14 liefert fiir die Ausdehnungen

56 mm gegen 5,56 mm beobachtet
Lo s 10,00 5 45
14,1 1400 5

Diese Ubereinstimmung ist mit Riicksicht auf die vorgenommene
Abrundung der Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in Anbetracht des
bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Forminderungen des
Leders duBert, und auf den an anderer Stelle eingegangen werden soll,
recht befriedigend.

£y

125

50

Fig. 21.

In Fig. 21 ist die Linie der gesamten Dehnungen fiir cinen anderen,
vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie kehrt der Achse
der Belastungen ihre hohle Seite zu, kriimmt sich demmnach entgegen-
gesetzt wie die Linie der Dehnungen bei GuBeisen, Kupfer, Bronze,
Messing usw.

Fig. 22 zeigt die Linie der gesamten Verlingerungen fiir cinen
neuen Riemen von urspriinglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm mittlerer
Stiirke, entsprechend [ = 4,96 . 0,65 = 3,224 qem, auf 500 mm urspriing-
licher Linge. Die Belastungen wurden anfangs je um 25 kg gesteigert,
spitter je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte der Bruch unter 760 kg
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Belastung, wobei unmittelbar vorher die Linge del: Melstrecke
des Riemens zu 602,2 mm gemessen worden war. Unmittelbar nach
dem Zorreifien zeigte die MeBstrecke, durch Am:ina’nd(\.rstnBr‘-nr ‘dr‘-r
Bruchflichen hergestellt, 520 mm, 40 Stunden spiiter 516,8 mm, 10 Tage
darauf 515,6 mm und 23 Tage spiter 515 mm Linge.

02,2 mam Verda ngecung .ﬁ(i_f‘ [ =500 mm

T

Qchse dez Belasbungen

ok * Qechoe der Yozlangerungen

Fig. 22.

Bei Beurteilung der Spannungen darf die weitgehende Verminde-
rung des Querschnittes mit steigender Belastung nicht auBer acht ge-
lassen werden. So betriigt beispielsweise bei P — 400 kg die Breite
47,5 mm und die Stirke 6,0 mm, also /= 4,75.0,60 = 2,85 qem gegen
urspriinglich 3,224 qem. Mit dem urspriinglichen Querschnitt ergibt
sich somit die Spannung

400
3,224

124 kg/qem,

dagegen mit dem Querschnitt, der tatsichlich unter der Belastung
P = 400 kg vorhanden war,

400

g = 585 140 kg/qem.,

Bei P = 600 kg war f — 4,66 . 0,59 — 2,75 qem,
s P=700 kg war f = 4,59 . 0,59 — 2,70 qem.

Da das Reiflen des Riemens unerwartet bei P — 760 kg eintrat,
80 war f = 270 qem der lotzte der bestimmten Querschnitte des ge-
spannten Riemens. ;

Je nachdem nun dieser Wert f = 2,70 gem oder der urspriingliche
Querschnitt f — 3,224 gem zur Brmittlung der Zugfestigkeit in Rechnung
gestellt wird, ergibt sich diese zu

o
Bach, Elastizitit. 6. Aufl,
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760
= 00 Joem.
570 31 kg /qem,
bzw.
760 :
3924 = 236 kg/qem.

Uber die Elastizitit des Leders an den verschiedenen
Stellen einer und derselben Haut berichtet Verfasser in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 1446 und 1447 oder
auch in den ,,Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten® Heft 5

Ahnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile und dergl. 1).

8. Versuche mit Korpern aus Gummi. (1909 und 1910.)

A. Korper aus weichem Gummi (Raumgewicht 1,03),
a) Zugversuche,

Als Probekorper diente Rundgummi von 1,6 em Stiirke

Bei der Belastung 0,5 2.5 4.5 6.5 8.5 10,6 kg
betrug

die Mefllinge . 82,07 89,36 98,16 108,98 121,71 136,48 cm

der Durchmesser 1,54 1.47 1,40 1,33 1,27 1,20 em

der Querschnitt 1;863 1,697 1,639 1,389 1,267 1,131 gqem

Mit Riicksicht auf diese bedeutende Veriinderlichkeit der Ab-
messungen des Probekorpers bei steigender Belastung scheint es not-
wendig, Spannung, Dehnung und Dehnungskoeffizient auf zwei ver-
schiedene Weisen zu berechnen :

I. unter Zugrundelegung der bei der Anfangsbelastung (hier 0,5 kg)
vorhandenen ,urspriinglichen Abmessungen des Versue |1%|\mpt‘1~
wie es fiir Festigkeitsrechnungen fiblich ist, und

2. unter Verwendung der bei P kg jeweils vorhandenen Ab-
messungen.

Bei den Versuchen wurde dasS. 14 u. f. besprochene Verfahren
des Belastungswechsels angewendet. Die angegebenen Zahlen sind
die erlangten Ausgleichswerte.

') Siehe hieriiber die Ergebnisse der vom Verfasser durchgefiihrten Vor-
suche in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieuro 1887, S. 9291 u. 74
S. 241w £, 8. 801 und 892, oder auch ,,Abhandlungen und Berichte® 1807, §.

b, gL,
8. 68 u. 1,
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Belastungswechsel innerhalb 2

Liingeniinderungen verschiedener Stoffe.

1. Ve rsuch‘suiht

Gummi.

67

2> Minuten (Ausgleichswerte).

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,863 gem,

Dehnungen

LR - 4

34

die urspriingliche I\lblildnge*

82,07 cm.

el [
Belastungsstufo s \\?ilﬂifﬁ’fﬁf&*’; mow | Dohnungskootfiient
| der Federung

P kg kg/gem Lem | gesamte |federnde [bleibende
0,56 0,5:1,863 = 0,268| 82,07 | 4 ¢ , _ 3,20 5 0.968
15 |1,5:1.863 = 0,805 8557 > 300 | omy s 8200 heib D)
0,5 0,268 82,37 O =1:13.8
1,6 0,805 | 85,57 o ¢ 3,65 5
95 |25:1,863 = 1.342| 8936| 77 s U RS o7 A A Rhe)
1,5 0,805 | 85,71 3,65 | 0,14 =1:12,1
2,5 1,342 | 89,36 B o
358868 =ienal ogp (S | | Je=gerre(l,8I0 L Be
2,5 1,342 89,58 3,921 022 | _ .19
3,5 1,879 93,50 434
4,5|4,5:1,863 = 2415 98,16 9 oc o *= 8207 -:(2,416 —1,879)
3,5 1,879 | 93,82 434 | 032 | _ 1901
45 2415/ 98,16 3 e
55|55:1,863 — 2,052 [10332| >16 « = oo (2,952 —2415)
45 2,415 | 9852 480 1 036 | _ 499
5.5 2,052(103,32 | f o0 e s
6,5 6,5:1,863 = 3,489[108,98 *°° | b TY
5,5 2,952 103,75 | MR B
6,5 3,489 108,98 5,63 T oTEy
75(7,6:1,863 = 4026|1515 > | C= oo gy 20 st
6,5 3,489 109,52 563 | 064 | _ .73
75 4,026 (115,15 | . 6,00 2
8,5(8,5:1,863 = 456312171 *P%| | = goha(4,663—4,026)
75 4,026 115,71 6,00 | 0,66 [ _ .74
8,5 | 4,563 (121,71 6,29 :

’ ’ - (5,099 —4,563
95| 9,5:1,863 = 5099 [128.89 | *'® 5 g T )
8,5 4,563 122,60 6,20 1 089 | _ .70
9,5 5,099 (128,80 | - - _ 648 6365000
10,5 10,5:1,863 = 5,636 (136,48 | " o e 54 o e )
9,6 5,099 |130,00 Y ’ = 1:68
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J) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen - ,, die jeweilige Mellinge.
=
r . ey L1} - 5 der
Belastungsstufe H?:::Sm \’n{;tolg:g.g:;:j’?:: u‘: Debnungskoef fizient
| der Federung
P kg kg/qem L em | gesamte | federnde bleibende 2
0,5(0,5:1,863 = 0,268 | 82,07| . L 820 a0 o
42 e Ly . Wil 8,50 = ———1(0,838—0,268
15[ 1,5:1791 = 0,838 | 85,57 > | 300 | 030 |© T 8237 " ¢
0,6 0,268 | 82,37 ] ; S O )
1,5 0,838 | 85,67 o~ 3,65 "
’ ) 3,79 = 1,47 ;—-0359
2,5 25:].697 = ],473 8{} J{] : 3 65 0]4 i !};7] (
1,6 0,838 | 85,71 4 = = 1:149 1
2,5 1,473 | 89,360 414 =392 o4 47
3,5 (3,6:1,620 = 2,149 93,500 | 599 | 092 | gg,rg( 1478
2.5 1,473 | 89,568 k ’ = 1:154 3
3,56 2,149 | 93,50 446 e L P 149}
(B la5iins0 = 0004 o818] = | gai| ong - 988 TS
3,6 2,149 | 93,82 i ’ = 1:16,8 _,i
4,5 2,924| 98,16 5 ¢ it (3,78.;-—'2'924}'-:
5,5 (5,5:14563 = 3,785 (103,32 480 | 0.36 98, az 1
4,5 2,924 | 98,562 i : =17 J
5,5 3,785 103,32 546 = 5,23 ( 351
6,56,5:1,880 = 4630110898 >°° | 4 0s | 549 |“ 7 Toggs (B220 =1
5,5 3,785 103,75 : b = 1:17,8 —/i
6,5 4,680 |108,98| (|~ 9,09 )
7,6 |7,6:1327 = 5,662 |115,15{ 563
6,5 4,680 109,52 ’
7,6 5,652 115,15 ¢ 56
8,56 (8,6:1,267 = 6,709 |[121,71) 7 | &g
; 5,652 115,71 Lt
B e i A __m___ s ,,{l
8,6 8,700/ 121.71| =1 3,4
! s . J’-.].S == 09}]
95 9,5:1,208 = 7,864 | 128,89 '’ 629 | 089 122,60 L e
8,5 6,709 | 122,60| : ; = 1995
9,6 7,864 128,89 = &g 6,48 (9,
10,5 (10,5:1,131 = 9,284 |136,48 6.48 | 1.11 130,00
9,5 7,864 [ 130,00 : : = ieoRb
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§ 4. Lingeninderungen verschiedener Stoffe.  Gumimi,

In Fig. 23 sind die Linien der bleibenden, federnden und gesamten
Dehnungen verzeichnet, und zwar je doppelt: einmal {!11’0.1&'41)1”(‘;&11011(1 der
Berechnungsweise «, unter Zugrundelegung der urspriinglichen Al‘a-
messungen (diinne Linien), das zweitemal unter Bezugnahme auf die

Fig. 23.

jeweiligen Abmessungen, gemil der Zusammenstellung 7 (stiirkere
Linien). Im ersten Falle scheinen die Dehnungen weit rascher zu wachsen
als die Spannungen; die Betrachtung der stiirkeren Linien zeigt das
Gegenteil. Somit erweist sich der Dehnungskoeffizient
abnehmend oder wachsend, je nachdem der tatsiich-
liche oder der urspriingliche Querschnitt bei Be-
stimmung der Spannungen zugrunde gelegt wird.

Die in Fig. 23 schwach ausgezogenen Linien stellen auch den
Zusammenhang zwischen den wirkenden Kriften und den Ver-
lingerungen dar. Sie rufen den Rindruck wach, dafi die Dehnungen
bei hoheren Belastungen rascher als die Spannungen wachsen,

withrend  bei Einfithrung des tatsiichlichen Querschnitts in die
Rechnung das Umgekehrte der Fall ist.

2. Versuchsreihe.

Derselbe Probekérper wurde einen Tag spiter derart beanspruch.t;,
dali Entlasten jedesmal auf die Anfangslast (hier 0,5 kg) erfolgte, wie
beim Versuch 2 mit GuBeisenkorper 11 auf 8. 22 besprochen.
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Yersuchsergebnisse.

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).
#) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,815 qenl

Dehnungen 3 ., die urspriingliche Mellinge von 82,27 cm. _
Mef- Verliingerungen der
Belastungsstufe ‘-!tl'f’.(‘ke Melstrecke in em Dehnungskoeffizient
e fadernds ; der Federung
| ] Unter- | Plei-

P kg kg/qem lem | gamte achied | bende J
0,5/0,5:1,815 = 0,275| 82,27 . iy 3,47 : "
M9 L ’ =il 859 3,4 p= ——:(0,826— 0,270
1,5 1,5:1,815 = 0,826 8579 *° 4 ol * | 005"~ 8227 (¥%0 0.278
0,5 0,2756| 82,32 & : = 1 131 :

) SOREREA .

0,5 0,275 stzu 7,10
4 ? 21 -;,{ 1'; = . y i
9.5|2,5:1,815 = 1,377/ 89,53 o0 e == BomomhB L5l ‘ﬁ]
0,5 0,275| 82,43 i a8 BD B

: _ - —

0,5 0,275 8243 o7 104 =1L oo 6978
0,5 0,275 sz,.% CHO T =1:12,2 i

| i e ._.._:_ S e -

0,5 0,275| 82,66l:xra o __ 15,69 :
; : 90)757¢ 4,5 L= 275]
45|4,8:1816 = 2479| 98,32 0| Y o 16T gRpyiBAT9 T ‘”7%
0,5 0,275 | 82,63 it 3 = 1:11,8 i

KT | S5 _.-4
0,5 0,275 82,635n - 20,69
) 0,79 5,00 | = )30 —
5:5(5,5:1815 = 3,030 (10342 5805 2 s pit= i et 0‘2‘.1,
0,5 0,275 82,73 Vi U =1:11,0 :

. —_ el | _.-g
0,5 0,275| 82,73 o e 812 e o o
6,5]6,5:1,815 — 3,581(109.01 20 282612 048 Gl 82,27 (3981 02‘1;
0,5 0275\ 82,89 d P =1:10,4 t

= | bas ety S J

0,5 0,275 82,89 . b 2N 32,12, o
75(78:1815 = 4192/115,18° 22, , 1,/ 4001 1, [ T B2y (4132 0,279
0,5 0,275 83,01 ’ : =199 ;

H S AT e e o ————-"i

0,5 0,275 83,01, . Lo 3848 . _ . Lo
8,5(8.5:1815 = 4,083 12155 Jag 45 A i 0,276)
0,5 0,275| 83,07 R ’ | =1:94 '.;

| ol — e el

0,5 0,275 83,07 _ At _. 4519 e
0619,6:1,815 — 5234 12841'45 344510 6,71 015u_ = 2_.(5,334—0,275}
0,5 0,275| 83,22 [ PP =190 _

—_ i s Sl s — e

0,5 : 0,275 83,22 52,14
J 52,1 95 =%

10,5(10,5:1,815 = 5,785/135.40°'1° s L R T (5,785—0,270)

0,5 83,26 iy / = 1:8,7

0,275
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/) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,
Dehnungen 7

die jeweilige Melilinge.

Meli-

atrocke

Belastungsstufe

Verlingerung der
Mefistrecke in em

Dehnungskoelfizient

der Federung

5 = federnde blei-
P kg kg/qem Lem ' | samite Ellll\fﬁ::i bende
0.50,5:1815 = 0,275 82,27 3,47
2] ! L : '-2 : i { = 50 q— ) 2k
1,5|1,5:1767 — 084_‘] 8579 3,5 o 3,47 s 7 §2.32 (0,84 0,275)
U 0,275 82,32 0 T =1:136
0,5 0,275 82,32 D
S e s 7.21 3,6 3—0,2
2,512,5:1,697 = 1,473 80,58 2 210 % G ol %)
__O_’EL___ 0,275 82,43 k i = 1:139
0,5 0215| 82,48 1 oo |, BEE T !
: 5] . 2 [ 75
3015506201 2149 g0l 2T (404 4 T g ppil a1 TOSIN
SRR (0,275 82,56 ’ T = 1139
0,5 !MT‘) _875-6_—-_ S ERUR TR 1‘) ()q W '-'_
4:‘;) 4,5:1,639 = 2,924 98, '39/10,76 155 4,51 G “= 8263 :(2,924—0,275)
DojE £ 275 82,63 il il
0,5 XL T T T S 2069 e
5,5(5,5:1,458 — %éi 1?323207) i e 50(:; (130 i
05| 0275 8213 20,69 HIREE ]’40
0,5 0,275 82,73, s e 9612
6,5(6,5:1,380 = 4,680 109 012("280{. 2 ST Y T
0Bl 012751 /8 gigy/is o iEe L 0AS e Iio
0,5 TN A o e e
e 1?;’?;32 24 600 w= *i éf.(5,652—().275)
D19 5
e sl 83,01 d2.12 G T
0,5 R 7z 38 e
8,58,6:1.967 — ?‘37" 830138 54 836 o= 2228, (6700—0,275)
518:5;1,267 = 6,709 121,55 8848 0.06 83,07
WL i) 0,275/ 83,07 i Tl =1:139
0,6 2 BT s T e
9.5]9.5:1,2 Dl 8*0‘4554 6,71 a:‘“’lg (7.864—0,275)
0'519.8:1,208 = 7,864 128,41 1616 o0E 83,22
SOl a0 078 | (R 5y ) ST =l
0,5 0,275 8322514 52,14
. 59 105 = 1=—1).24H
]0’5 10 l el 'J 284 1‘3:} 40 _f,]8r2 ) 6,90 ahi i Ri 26 (9 28 i ))
0.5 0275 83,26 ’ S = 1114
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Die vorstehenden Ergebnisse sind in Fig. 24 zeichnerisch dar-
gestellt.  (Dabei muBte die Linie der bleibenden Dehnungen ent-
sprechend der Berechnungsweise « weggelassen werden, weil sie zu nahe

52,14

*1"__ _____ a0

Fig. 24.

mit  der eingezeichneten Kurve nach der Berechnungsart 7 zu-
sammenfillt.) Bei der Versuchsreihe 2 ergaben sich die bleibenden
Dehnungen weit kleiner als bei Versuchsreihe 1.

Zu Fig. 24 sind die gleichen Bemerkungen zu machen wie
8. 69 zu Fig. 23.

Die Linie der federnden Dehnungen, bezogen auf den jeweils
vorhandenen Querschnitt, bildet hier nahezu ecine Gerade.



§ 4.
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Sumini.

Durchmesser des verwendeten Kérpers rd. 6,9 em, Hohe desselben rd.
18 em, MeBliinge urspriinglich 8,0 ¢m.

1. Versuchsreihe, durchgefiihrt wie Zugversuch 1.
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).

) Spannung(}n sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 37,28 qem,
Dehnungen » ,, die urspriingliche Mefilinge von 8,00 cm.
. Moli- | Zus sndriick >
Belastungsstufe strl::ke d(lallml]\]lnéa;llc?lla; li-lllllg(illlll Dehnungskoeffizient
der Fede
Pkg kg/f}'—'lll L em | gesamte ie:lerlulc|b1{:il}t‘.mlc H et
0 0 8.00 0,67
L ; J‘E’3 e Ty _.: * 1
A st O Yo e T el B e
w0 7,98 ' =180
50 T B sl e e TR 0,52
i ‘ e 5 0,5 = ——-1(2,682—1;:
120 100:37,28 = 2682 673 | *°° Pl o (2882 el
o2 1,341| 7.25 O S e
S 2,682 ..... 6___;3_ : s T IENEE A
150 (150:37,28 = 4,024| .19 | %% oia | osalts 9800 Gl
100 A 2,682 6,65 Bl e B O
150 T T e W ESTT
200 |200:37,28 = 5,365 570 | O+ . T RD0. e otEmag
f(g___ 4,024| 6,11 0,41 0,08 — 1:96,2
) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,
D{:hnungen o i die jowgi]igc M'efjlﬁ.nge,
0 R % 0,67
8,00 : i ik .
s == s15230
50 | 50:40,49 = 1,235 7.31 | % S R AT 1280
Y 0 7,98 ’ 4 = 1:14,7
50 yosslimar | 0,52 . 4
= :(2,240 — 1,235
50 1,235 7,256 : i = 1:14,0
100 2,240| 6,73 0,46 s
~ i 0»'-4 i —_— : _zs
150 150:48,89 = 3,088 6,19 | | 046 | 00g | 665 Sl
100 2,240| 6,65 : : = 1:120
—— S S - . e o s _i — - i i I S
150 3,068 6,19 3 0,41
; o e 9 08 |u= —2" :(3732—:
290 200:53,69 = 3,732 5,70 LE 0.41 00514 6,11 (3,782 4000
150 3,068| 6,11 | iy | = 1:99
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2. Versuchsreihe, durchgefiihrt wie Zugversuch 2.
Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte).

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 37,28 qem,

Dehnungen ,, 5 ,, die urspriingliche MeBlinge von 7,99 cm.
Mel- Zusammendriickungen
Belastungsstufe qt:-re'(-ko der MeBstrecke in em Dehnungskoeffizient
T | federnd e der Federung
P kg kg,"qcm lem gesamte ! E'l;]tizrz‘ll'l- bleibende
0 0 7,99 : L DT
] 0,73 0,71 i 41
e e BRI e e A O BT
0 0 7,97 : ; = 10,]
0 0 7,97 . y _ L3l
100 (100:37,28 = 2,682 663 | "2 | o | Y| (0s T
0 0 7,94 2 1:16,3
0 0 7,94 5 = 18l . 6o4
150 [150:37,28 = 4,024] 610 | %% i Moy Soni =m0y st
0 0 7,91 - o = L:17,7
0 0 7,91 i “b
! 2.5 0,45 = -: 5,365
200 |200:37,28 — 5,365| 5,63 | 22 Mnhl e LR 0 e
0 0 7,89 ’ i = 1:19,0
) Spannungen sind bezogen auf den ju\(ilig{n Querschnitt,
Dehnungen 7 . die jeweilige Mellinge.
0 0 799 | g7 7 071 . 935
50 50: 40,49 = !.235 ’-,2{] 0"’3 0 Tl 0”‘ l () 02 2 7997 i,z';:)
0 0 7,97 ; ! 1:13,9
0 0 (R e N LaTes
100 |100: 44,65 — 2,240| 6.63 | 13 o g N T he i
0 0 7,94 & d 1:13,6
0 0 7,94 . o L8l
150 [150:48.80 — 3,068 610 | %% i 0:90 L L
0 0 7.91 =t o L 13,4
0 0 s B 2,28
200 [200:53,50 = 3,732 563 | 22 | 26 i 0.02 SE T
0 7.89 2 s == a]l5]3.0

Der Vergleich der beiden Versuchsreihen fithrt zu denselben Beobachtungen
wie bei den Zugversuchen.
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Fil. 25. Fig. 26.
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b) Zusammenfiigung der Ergebnisse der Zug- und Druekversuche,
gung w g

Verlingert manin Fig. 23 und 24 die Linien der federnden Dehnungen
sinngemiil3, bis sie die wagrechte Achse der Dehnungen schneiden —
dies ist mit um so groBerer Sicherheit méglich, je geradliniger diese
Kurven in der Niihe des Ursprungs verlaufen —, so lassen sich die Er-
gebnisse der Druckversuche an diejenigen der Zugversuche anschlieflen
wie es in Fig. 25 und 26 giiltig fiir die Versuche 1 bzw. 2, geschehen ist.

Von besonderem Interesse erscheint in Fig. 26 der fast gerad-
linige Verlauf der stark ausgezogenen Linie.

¢) Einflull des Alters.

Die Probekorper, iiber die unter a) und b) berichtet ist, waren
Iy, Jahr frither bereits denselben Versuchen unterworfen worden. Dabei
hatten sich fiir gleiche Beanspruchungen etwas griBere Formiinderungen
ergeben. Bei Zugversuch 1 z. B. war der Dehnungskoeffizient von
1 ; 1
— bhis —
12,9 6,1
den spiiteren Versuchen.

; : 1 ; |
verinderlich gewesen, gegeniiber ———— bis — hei
13,8 6,8

B. Kirper aus hartem Gummi, (Raumgewicht 1,4.8,)

Ein Teil der Ergebnisse ist in den folgenden Zusammenstellungen
enthalten.
a) Zugversuche.
1. Versuchsreihe, durchgefithrt wie Versuchsreihe 1 unter A.
«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,767 qem,

Dehnungen |, 5 ,, die urspriingliche Melilinge von 80,25 em.
V-T. _ Verlinge le e
Belastungsstufe Htl:';ﬁm ;;:, E;:::::.ﬁ:gﬁ? ('._,:f Dehnungskoef fizient
| [ der Federung
P kg kg/qem | Lem | gesamte | federnde [bleibende
0,5| 0,6:1,767 = 0,283 80,25 : 5 046_ =
15| 1,5:1,767 = 0,849| 80,78 | %3 A A T (0,849:50,268)
0,5 0,283( 80,32 g . =l 09
55| 55:1,767 = 3,113 83,21|  » 0Bl
, : ’ ),70 s 3,679—
6,5| 6,5:1,767 = 3,679 83901 ' 051 %5 4= Bo,05 \H0798,113)
5,5 3,113 83,40 ’ 4 = 1:89
11,5 |11,5:1,767 = 6,508| 87,66 g, , . 054 s
¢ : 2 s S ol L : f‘,:
12,5 [12,5:1,767 = 7,074| 88,47 | 0.54 | 0,27 80 25° (1074—6,508)
11,5 | 6,508| 87,93 ' = 1:84
| |
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i
-1

Jumimi.

{#) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen ® ., die jeweilige Mellinge.
Belastungsstufo sf‘,\rr::nﬁ;e \;l{l:;,:l%‘;;itg?: Sr;r Dehnungskoeffizient
der Federung
P kg kg/qem lLem | gesamte |federnde [bleibende
|
0,5 0,5:1,767-= 0,283| 80,25 | ( xo — 946 . 0,860—0,283)
1,6 | 1,5:1,744 = 0.860| 80,78 : 0.46 | 0.07 80,32° ¢
0,5 0,283 80,32 ’ X = 1:101
21 I 0,51
55| 5,5:1,710 = 3,216 83, 0.7 __ Yol S
: e ’ ; 70 = 3,830—3,216)
6.6 | 6,6:1,697 = 3,830] 83,91 0.51 | 0.19 | 83,40 (
5,5 3,216| 83,40 20 =11 100
11,5 |11,5:1,629 = 7,060/ 87,66 | (q; | w= 204 0283 7060)
12,6 |12,6:1,606 = 7,783| 88,47 ! 0.54 | 0.27 87,93
11.5 7,060 87,93 # ? 1:118
|

2. Versuchsreibe, durchgefihrt wie Versuchsreihe 2 unter A.

«) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 1,767 gem,

Dehnungen |, % ;, die urspriingliche MeBlinge von 80,35 em.
- Mell- Verliing n de
Belastungsstufo gt_r.:clm ::];g;l??:-::g:l: m:f Dehnungskoeffizient
&) 1e- dariic . der Federung
t kg/qom ¢ om saft[ﬁtc fe‘k‘lft:l':]r]ri kg IJI::tﬁsc
0,5 0,5:1,767 = 0,283 80,35 0.47 0.46: 1 T 0,46 (0,849 —0,283)
1,5 1,5:1,767 = 0,849 80.82 0 4{52, 0.46 0.01 80,35
0.5 0,283 80,36 : SR I 99 S
0,5| 0,283/80,83| 354 1530:6] = =20 (3679 —0,288)
8,6/ 8,5:1,767 = 3,679/83,87| 7| 3 30/ 0.55/0,04 80138
0,5 0,283 80,57 rorstse et e
i 0283 8065/ 740 1786:12 a= 7":6 (7.074—0,283)
12,5/12,5:1,767 = 7,074 88,05 736— 0,61 0,04 80_—£
0,5 0,283 80,69 ' 1:74
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/) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen o

die jeweilige Mellinge.

b 2

Mel- |

Terlinge ren
Belastungsstufe i ‘I\(Eflg'_ﬁ%ﬂgizf“:? (;:ir Dehnungskoeffizient
i . e oL der Foderung
! ](g_| kg/qem {em ‘I"E?lt(‘ : 'lefrili;“: kg I:tz-.‘nrllc
0,5 0,5:1,767 = 0,283 80,35 (e 0,46 . ]
4 iy 4 10,46: 1 = ——:(0,860—0,
15| 15:1.744 = 0860/80,82| 47|, o 20 L1 0 T 038 Qi288)
0,5 0,283 80,36 FE R e 1101
0,5 0,283 80,53 Ve 3,30
199 | 334 13,30: 6 3,830 — 0,283
6,5| 6,5:1,607 = 3,830 83,87 A el R )
0,5 0,283 80,01 \Be sl e 87
0,5| 0,283 80,65 e IR
| 40 ,36:12 0,04 = :(7,783—0,28:
12,5/12,5:1,606 = 7,783(88,05 ' |0 " ooyl | 80,69 i 288)
0,5 0,283 80,69 : : | = 1:82

bh) Druckversuch,

durchgefithrt wie die Versuchsreihen 2.

#) Spannungen sind bezogen auf den urspriinglichen Querschnitt von 39,04 qem,

Dehnungen o ., die urgpriingliche Mefllinge von 8,00 em.
lafl- A endriickung d
Belastungsstufe i\l.-lifgka ?]m;]]::l];:l::']r_:(:kl:; ;::11({_,[]11 & Dehnungskoeffiziont
ot T [ bleie der Federung
P kg kg/qem ! cm Hnﬁi;tc ﬁ’ 1{[1};:]1”“ ke | hinir?[[lr,
|
0 0 8,00 | g 0.27 ,o%q
0,30 278 = ——= 2.5
100 [100:39,04 = 2,561 17,70 0,27 - gz’rl 003~ 800 i
0 0 7,97 g 3 g PR bt
0 0 TOB e 1,37
. 1,39 1,37:5 S L
500 [500:39,04 = 12,807 6,56 B R ik
-0 0 7,93 y : : = 1:75
04 0 ’ ‘r?? 2,29 2,25:9 w= 228 93053
H00 900:3“,04 = 23,0:)3 ':3 _) : 2’25 = 0,25 0,[)4 8,00
0 0 7.86 . = 1:89
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) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt,

Dehnungen . 55 ., die jeweilige Mellinge.
- dlal3- Zus . ik r e
Belastungsstufe h?]l:([‘:((‘ éu;.}[l:‘l!;::_(rzgl{:(inm:i"n Gl Dehnungskoeffizient
o ' der Federung
P kg kg/gem | Lem sxfr?l"to ft.]L{il‘lllflcl_.(_lﬁ'] kg l?niﬁlfle | e
0 0 8,00 > 027
s 0,30 0,27:1 y=———12511
100 {100:39.82 = 2,511 7,70 ohlatiose aal Y
0 0 7,97 } ¢ : s g
0 0 0B e = e :
LEZE 1,39 1,37:5 = 110,573
500 |500: 47,29 = 10,573 6,56 o
0 0 7,93 { : i =73 61
0 0 7,90 | o o SR Bh Lo
: 2,29 2,25:9 o= ——: 16,358
900 [900:55,02 = 16,358 5,61 295 — 0.95| 0.04 7,86
0 0 7,86 ’ R A 57

| i | =4 =bY

C. Korper aus Hartgummi (Ebonit).

Beim Druckversuch erwiesen sich die Dehnungen den Spannungen
fast genau proportional. Der Dehnungskoeffizient ergab sich fiir Be-
anspruchungen bis 108 kg/qem zu 1:26301).

9. Versuche mit Korpern aus reinem Zement,
Zementmortel, Beton.

Die zahlreichen vom Verfasser mit solchen Korpern durchgefithrten
Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die fritheren Veroffentlichungen
verwiesen werden mufi?), ergeben ausnahmslos, daB die Zusammen-
driickungen rascher wachsen als die Spannungen.

Die erlangten Versuchsergebnisse liefern innerhalb der fiir die aus-
fiihrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen beispiels-
weise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen, in denen die
Zahlenwerte abgerundet sind.

) Die Zugfestigkeit, ermittelt an 2 Streifen, betrug 514 und 5?9‘ e
Mittel 552 kg/qem. Die Druckfestigkeit von 2 Wiirfeln ergab sich zu 875 und
865, im Mittel 870 kg/qem.

%) Zeitschrift des 1\'01‘{\.incs deutscher Ingenieure 1895, B. 489 “-'fﬂ 1896,
S. 1381 u. 1., 1897, 8. 248 u. f.; oder ,,Abhandlungen und Berichte* 1897, S'.ZR(.} u. i,
8.268 u, £, 8. 280 u. f. (. Bach, Mitteilungen iiber die Herstellung ""(‘l die L nt(“:_
suchung  von Betonkdrpern  mit vorschiedenem Wasserzusatz, Stutigart,
L Teil 1908, 11, Teil 1906, 111, Teil 1909,
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Kérper aus reinem Zement.

1
— ey L e T ; 15
250000 !

m

Korper aus Zementmaortel.

1 St
Yoment 1 R e s S By b : 4 1
1 Zement, 1'/, Donausand: 356000 ° 16) 1)
1 3 : = 1 — gly1b 17) 1)
2 315000 pe s
1 ; 41/ e = -—l— a7 18) 1)
& 4 ! 230000 S
Kérper aus Beton.
1 Zement, 215 Donausand, 5 Donaukies:
1
I ) 1,145 ’
ERRR000 T el

I Zement, 21, Egginger Sand, 5 Kalksteinschotter:

1 7
P e T b :
R anoa el e e T s
1 Zement, 5 Donausand, 6 Donaukies:
s b A 1187 o221
280000 o AT
I Zement, 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter:
¢t b L LR N B S
380000 ’
I Zement, 5 Donausand, 10 Donaukies:
1 s
o SRt R RN e
217 000

') Bs ist von Interesse, zu beachten, wie ausgeprigh sich der EinfluB des
Sandzusatzes auf die Grifle der Exponenten m und die Grifle von o iullert. Darin
liegt fiberhaupt ein Vorteil der Beziehung 1, da ihre beiden Koeffi-
zienten ¢ und m sehr empfindlich sind gegeniiber Verschiedenheiten
in der Zusammensetzung des Materials (GufBieigen, Kupfer, Bronze,
Megging, Zementmdrtel, Beton, "Granit usw.) sowic gegeniiber den
Verschiedenheiten des Zustandes, in welchem es sich jeweils in dem
untersuchten Korper befindet (z. B. ob vorher ausgegliiht, ob kalt bearbeitet,
oder vorher belastet usw.). Iis erscheint wahrscheinlich, dall durch genaue Fest-
stellungen in dieser Richtung in manche Materialien Einblicke erlangt werden
konnen, die bisher auf physikalischem Wege sich nieht gewinnen lielen,
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I Zement, 5 Bgginger Sand, 10 Kalksteinschotter:
1 -
367000

B e e e B T

Umfangreiches Zahlenmaterial iiber die Elastizitit und Festigkeit
von Beton verschiedener Zusammensetzung unter Anwendung verschie-
denen Wassergehaltes findet sich in den in FuBbemerkung 2 auf Seite 79
zuletzt genannten Schriften, sowie in Heft 22, 29, 39, 45 his 47, 72 bis
74, 90, 91 und 95 der Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, heraus-
gegeben vom Vereine deutscher Ingenicure.

Die Untersuchungen erstrecken sich zum Teil auf Korper im Alter
von 28, 45 und 100 Tagen, von 1/,, 1, 2 und 6 Jahren. Die Dehnungs-
linie verliuft mit wachsendem Alter steiler, ihre Kritmmung wird
kleiner; fiir die Koérper im Alter von 6 Jahren nihert sich die
Dehnungslinie einer Geraden. Die Festigkeit des Betons wichst mit
dem Alter. Fiir die Druckfestigkeit von A Monate alten Korpern
(I Zement, 2,56 Sand, 1,75 Feinkiessteine, 3,6 Maschinengrobschotter,
5,7 % Wasser) ergibt sich beispielsweise

! GI:- 5 _1
1 — 786 (1 ST ' W)

(Vgl. auch den kurzen Bericht in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1909, 8. 828 u, f.)

10. Versuche mit Granit. (1896.)
Die vom Verfasser durchgefiithrten Versuche liefern
bei Zug

Dehnungslinien, wie z. B. in Fig. 27 dargestellt
” n 1 28

.. Druck

00 e s

Tig. 27.
Bach, lastizitit. 6. Aufl,
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Hiernach kehrt die Linie der gesamten und der federnden Zu-
sammendriickungen (Fig. 28) der Achse der Spannungen zuniichst
ihre erhabene Seite und spiiter ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang
wachsen die Zusammendriickungen rascher als die Spannungen und
spiter langsamer. Die Linienziige besitzen demnach Wendepunkte;
diese liegen oberhalb der fiir die ausfiihrende Technik in Betracht
kommenden Spannungsgrenze, die gegeniiber Druck bei etwa 40 kg/qem
angenommen werden darf. Innerhalb dieser Grenzen fand sich, wenn die
Zahlen abgerundet werden:

T e : e 1A ST
fiir Granitkérper 1 (Druck) 250000 a 25)
: 1

; e ' L1009 94
& 2 A 340000 7 )
1 -
i V. e st ol BT BT
s i IIT (Zug) ¢ 235000 a SOy

Mit welcher Genauigkeit diese Bezichungen die beobachteten
Federungen wiedergeben, dariiber gibt die in der IFullbemerkung
angefiihrte Stelle Auskunft, auf die auch hinsichtlich der weiteren
Einzelheiten verwiesen werden darf!).

Ubrigens ergebensich nach Versuchen des Verfassers selbst fiir Granit
aus einem und demselben Bruch die Federungen recht verschieden®).

11. Versuche mif Marmor. (1897.)

Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 9,115.9,13 = 83,2 qem

Liinge i7 it i 2 bd em
IV 6B EN T BN ERas S e e e e 650 em
Gesamtlinge des Korpers . . . . . . . . « « o« 4 74,5 em
GewichilidesiiComperaiive o0 s W5 el TS UL 17,715 kg

Der Korper wird zuniichst in einer stehenden Priifungsmaschine
auf Druclk beansprucht und dabei jeweils vollstiindig von der Druck-
kraft der Maschine entlastet, so dafl als Belastung des mittleren Quer-
schnitts sein halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen Teiles
der MeBivorrichtung verbleiben, zusammen rund 18 kg, entsprechend

18

- — = (1,22 ke/gem.
83,2 g{l

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, 8. 241 u. ., oder auch
des Verfassers ,,Abhandlungen und Berichte' 1807, 8. 281 u. {.

2) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 8. 1445 u. £., oder auch
,Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten®, Heft 17, 5. 78 und 79.
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Hieran schlieBt sich Beanspruchung auf Zug in einer zweiten
stehenden Maschine, ganz wie dies bei dem GuBeisenkorper IV (8. 26 u. .)
beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren Querschnitts durc sh
das halbe Eigengewicht und durch den Anteil des Gewichts der Mel-

vorrichtung betriigt hierbei rund 15 kg,_d. 1 = 0,19 kg/qem.

ik
83,2

Der Zugversuch wird wiederholt.
Darauf folgt abermals Druckbelastung usw., wie dies aus den
folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse erhellt.

6o*
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1. Versuchsreihe.
Druck.
Der Kérper war vorher mit rund 6000 kg belastet, entsprechend
72,1 kg/qem.
Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

IEr}lu.hhmgqﬂfufnn in k;_, Zusmmnnudriivlum;nu in /g em anf 50 cm

B | a gesamte | |:]ml)0n(lta | fodernds

|
18 und 2018 | 0,22 und 24,25 4,10 I 0,25 | 8.85
18" -, 4018 10,22, , 4829 7,265 0,315 | 6,95
11 60]8‘(),22 . 7233| 10,085 ‘ 0,33 | 9,706

Die Unterschiede der Federungen sind
3,85 3,10 2,755,

sie nehmen also ausgepriigt ab mit wachsender Spannung. Der Marmor
verhiilt sich hiernach umgekehrt wie z. B. das Gulleisen.

2. Versuchsreihe.
Zug,

Der Koérper wurde kurze Zeit mit rund 2000 kg belastet, ent-
sprechend 24 kg/qem.
Temperatur 20,00 C.

HUI&‘-\LUngHHlUfﬁIl in kg ])olnnmgun in g0 e auf 00 cm
! P | i @ gosmntu ! bleibende f{!(lOI‘Il—:iij

|
15 und 300 ‘ 0.19 und 3,61 0,82 | 0,085 0,735
T e e (TN ETn R s Sl o | 1,935 0,115 1,820
I5 8900001 9 aseed] 08 2 3,365 0,18 3,185
L5 a2 12000 a0 a1 S n il d A o 4,96 ' 0,216 | 4,745

Eine Wiederholung des Versuchs 3. Versuchsreihe — ergab
nahezu die gleichen federnden Dehnungen.
Die Unterschiede der Federungen
0,735 1,085 1,365 1,560

zeigen deutlich Zunahme der Dehnungen mit wachsender Spannung.
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4. Versuchsreihe.
Druck.

Temperatur 20,0 bis 20,1° C.

}Sulust;ungﬁstufun m kg Zusammendriickungen in /g, em auf 50 em
r | @ : _é‘ﬂ_sa-mto | bleibende ; fu(.i.(}rndl}
l
18 und 2018 [ 0,22 und 24,25 Tiarfrf 32905 s 4475
18 !, 4018 (0,22 ,, 48,29 11,63 3,795 7,835
18 i 80181110,22 07933 14,64 4,125 10,415

Die groflen bleibenden Zusammendriickungen sind die Folge
des Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zusammen-
driickungen zeigen gréflere Werte als Versuchsreihe 1. Doch hat sich
daran, daB sie langsamer als die Spannungen wachsen, nichts geiindert.
Denn es betragen die Unterschiede :

4,475 3,360 2,580.

Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender voneinander
als bei der Versuchsreihe 1.

5. Yersuchsreihe.
Druck.
Temperatur 20,1° C.

Bolastungsstufon in kg Zusammendriickungen .in.lla'sno em auf 50 cm
B IJl IIT : gesamto | blnibe‘ndc fodernde
: I
18 und 2018 0,22 und 24,25 4,185 0,025 4,16
]8 pee A0 8099 S 4R DG 7,54 0.05 7,49
18555, 56018.10,22 . - 72331 10.30 {009 10,21

Die bleibenden Zusammendriickungen ergeben sich jetzt klein;
die federnden haben sich ebenfalls etwas geiindert, sie sind aber noch
etwas gréBer als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse ist zu beachten,
daB sich die Federung der obersten Stufe derjenigen geniihert hat, welche
bei der 1. Versuchsreihe erhalten wurde; dort waren die Unterschiede
3,856 3,10 2,755,
hier betragen sie

4,16 3,33 2.72.

Eine Wiederholung des Versuchs — 6. Versuchsreihe — ergab

die gleichen federnden Zusammendriickungen.
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In Fig. 20 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchsreihe (Zug)
und die federnden Zusammendriickungen der 5. Versuchsreihe in der
mehrfach erdrterten Weise eingetragen und die so erhaltenen Punkte
verbunden. Der so erlangte Linienzug hat die Eigentiimlichkeit, daf

00 —————
GO0 [ s
300}~
Sk Aefae der Busammendiichungen Aefrae dc:.‘Dcflan!gm 1£
- 2018
#0138
10,21 =
Ewaitl, o g o3 i
e TN e S ! eors

Fig. 29.

er der Achse der Spannungen auf der Zugseite seine erhabene, dagegen
auf der Druckseite seine hohle Seite zukehrt. Fiir ¢ — 0 darf nach dem
Verlauf der beiden Kurvenzweige mit Annitherung eine gemeinschaftliche
Tangente angenommen werden.
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Marmor.

unter Zugrundelegung der Federungen berechnet fiir die einzelnen
Belastungsstufen. (Vgl.S. 17—19, insbesondere auchdie Fullbemerkungen

daselbst.)
Druck.

5 =i ; = 5. (6G))
bpi‘mnungsstufe 1. Versuchsreihe . ‘mj_ \"e:‘SuchH
in kg/qem suchsreihe roilie

3,85 : 1 1 1 1
0,22 und 24,25 : . : = - :
ne 7 600.50 24,25 0,22 187200 | 161100 | 173300
5— 3,85
24,25 , 48,29 6’9‘) 3,86 : ! = 1 1 _1 _____
600 . 50 48,29 — 24,25 232600 | 214600 | 216600
j i R
48,20 , 7233 9,705 — 6,95 ) 1 o 1 1- —1
600 . 50 72,33 — 48,29 261800 | 279500 | 265100
Zug.
Spgmr{lm;gsstu[e 2. (3.) Versuchsreihe
in kg/qem
0’]9 und 3,61 _Q"_?_I_s5_ e 1_. — = 17
600.50 3,61 — 0,19 139600
[ 2 e 35
361 . 7.21 1.,‘3‘ 0,730___ e 1 A il
600 . 50 7,21 — 3,61 99500
‘ ply
b opg - s LBRE S R e T
600 . 50 10,82 — 7,21 79300
Ll i E
10,82 ., 14,42 Silogolib L e
600 . 50 14,42 — 10,82 69 200

12. Versuche mit Sandstein. (1898.)

Die vom Verfasser durchgefiihrten Versuche ergaben fiir Sandstein
im urspriinglichen Zustande ausnahmslos, da die Dehnungen weit

rascher wachsen als die Spannungen.

Da grundsétzlich Neues hierbei
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nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Verdffentlichungen des
Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines deutscher In-
genieure 1899, S. 1402; 1900, 8. 1169 u. £.1).

§ 5. Gesetz der Liangeniinderungen. Vollkommenheit und
Grifie der Elastizitit. Gesetz der elastischen Delmung.
Einfluf§ der Zeit. Elastische Nachwirkung.

1. Gesetz der Liingeniinderungen.

Wie wir in § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner Achse durch
Zug oder Druck beanspruchten Kérper dreierlei Anderungen der Liinge
desselben zu unterscheiden: ;

1. die gesamte Lingeninderung 4,
2. ,, bleibende 5 A5
3. ,, federnde ot ISy T g

Ein Blick auf Fig. 1, 8. 16, in welcher die Linien der gesamten
(—+—:—), der bleibenden (— — — —) und der federnden Lingen-
inderungen (—) eingetragen sind, lehrt, dall zur Feststellung des Zu-
sammenhanges zwischen diesen drei Arten von Lingeninderungen und
den zugehorigen Spannungen im  allgemeinen drei Funktionen er-
forderlich sind:

A=} (o), K = f,(a), & = /5 ().

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesamten, die zweito
diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der federnden Liingen-
anderungen.

Friiher pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu bestimmen
und sie zur Grundlage der Elastizitiits- und Festigkeitslehre zu machen.
Dafy dies unter Umstiinden zu recht groben Fehlern fithren mublte, liegt
auf der Hand. Deshalb ging Verfasser dazu {iber, 2 und damit auch
A" = L — /" in der Weise zu bestimmen, wie dies in § 4 mehrfach be-
sprochen worden ist (vgl. z. B. daselbst Ziff. 1, GuBeisenkorper 1): man
wechselt fiir jede Spannungsstufe Belastung und Entlastung so oft,
big die gesamten, bleibenden und federnden Dehnungen sich nicht mehr
indern, und erhilt so fiir die betreffende Spannungsstufe in A die
Federung, d. h. die eigentliche elastische Dehnung, welche der Korper
unter den Verhiltnissen, unter denen die Untersuchung stattfindet, anf-

1) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur-
wesens 1901, Heft 1 und 1904, Heft 20,
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-
weist!). s erscheint deshalb richtiger, die Funktion f, (g) als das
Elastizititsgesetz anzusehen und sie zur Grundlage der Elastizititslehre
zu nehmen,

Die zweite Funktion f, (), welche die Linie der bleibenden Liingen-
5i-nderungcn oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann zur Be-
urteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes herangezogen
werden, in dem sich das letztere in dem untersuchten Korper befindet.

') Die Bestimmung von MaBfzahlen fiir die Federung, d.h. fiir die Elasti-
zitiit, welche bei mehr oder minder rasch aufeinanderfolgenden Spannungsinde-
rungen vorhanden ist, wurde vom Verfasser bereits in den Jahren 1885 und 1886
aufgonommen. Seines Wissons waren dies dio ersten derartigen Versuche. Als
Material wurden zuniichst diejenigen Stofie gowiihlt, fiir welche das Bediirfnis
nach dem bezoichneten Elastizititskoeffizienten am dringendsten war: Lederriemen,
Hanf- und Drahtseile. Uber einen Teil dieser Versuche ist in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1887, 8. 221 bis 225, 8. 241 bis 245, 8. 801 und 892,
(oder auch ,,Abhandlungen und Berichte'* 1897, S. 5 u. f., 8. 59 und 60) berichtet.
Daselbst findet sich u. a. angegeben, daB in manchen Fillen die Federung nicht
viel mehr als die Hiilfte der gosamten Dehnung betriigt, {ibrigens in hohem MaBo
eine Funktion der Spannung ist (mit Zunahme der letzteren abnimmt), und daB
sie auch von der Zeit abhiingt. Bis dahin war ganz allgemein mit einem konstanten
Dehnungskoeffizienten oder Elastizititsmodul gerechnet worden. Die genannten
Versuche wiesen beispielsweise nach, dal der Dehnungskoeffizient der Federung,
d. i. die Federung der Liingeneinheit fiir das Kilogramm Spannung, betrug:

fiir einen neuen Lederriemen

1
1950 bei der Spannungsstufo 6y = 7,5 und 7, = 18,75 kgfgem
I 18,75 30,0
el S % 05— IBIB. 5 = 30; i
FROD o : e
fiir einen gebrauchten Lederriemen
I
2680 bei der Spannungsstufe ¢ = 7,2 und g, = 21,6 kg/qem
1
= % = 916, O0.= 360
3600 . ” 2 g
A 36,0 50,4
BELI =—=36.00 oy =00 .
4130 ¥ 1 Ty s * 4 %

Dabei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich wihrend der
Zeit von 1,5 Minuten, welche zur Vornahme der Messungen erforderlich war.

Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden vor der
\’(ar\\‘endung kriiftig gestreckt), lieferto unter Umstiinden fiir die gesamte, d. h.
bleibende und federnde Dehnung Werte, welehe den Dehnungskoeffizienten von

1
rund —— argaben.
100 ergaben

Spiter hat Martens das gleiche Verfahren aufgenommen (vgl. Mitteilungen
aus den Konigl, Technischen Versuchsanstalten 1888, IT, 8. 2, sowie 1904, 8. 202).
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Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft dariiber erteilt, welche
bleibende Dehnung bei einer gewissen Belastung des Korpers zu er-
warten steht, kann sie iiberdies noch weitere Bedeutung erlangen,
worauf bereits 5. 20 hingewiesen worden ist?).

Einige Zeit darauf hat sich auch Hartig auf den Standpunlkt des Verfassers
gestellt und ist dafiic eingetreten, dafl die federnde Dehnung bestimmt werde.
Doch mufl dem von Hartig im Zivilingenieur 1893, 8. 126 Bemerkfen gegeniiber
hervorgehoben werden, dall es im allgemeinen nicht ausreichend ist, der Be-
stimmung des Elastizititsgesetzes nur einen sinmaligen Spannungswechsel unmittel-
bar vorhergehen zu lassen, Iiir manche Materialien, z, B, Stahl von grofler Festig-
keit, ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, fiir welche der Dehnungskoeffizient
bestimmt zu werden pflegt, meist {iberhaupt nicht nétig, dieson vorbereitenden
Spannungswechsel auszufiihren; fiir Materialien dagegen wie Gulleisen (vgl. z. B.§ 4,
Ziffer 1), zithes (ausgeglithtes) Flufleisen, Kupfer, Bronze, Messing, Beton usw.,,
also ganz abgesehen von Stoffen wie Leder u. dergl., erweist sich der einmalige
Wechsel meist als durchaus ungeniigend.

Das Verfahren, die — fiir die Untersuchung oft recht unerwiinschten und
Zeitaufwand verursachenden — bleibenden Dehnungen dadurch zu beseitigen,
dafl man den Versuchskérper von vornherein weit itiber die Spannung hinaus
belastet, mit welcher das Material spiiter im Gebrauchsstiick beanspracht wird,
d. h. dafi man ihn vorher iiberlastet, liuft — je nach der Hohe der vorherigen
Belastung — unter Umstiinden auf eine Mihandlung des Materials hinaus,
Jedenfalls wird dasselbe hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem mehr
oder weniger verschieden ist, in welchem sich das normal behandelte Material
in den eigentlichen Gebrauchsstiicken befindet, wiihrend doch die Untersuchung
des Materials zu dem Zwaocko zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den Gobrauchs-
stiicken miglichst richtig beurteilen zu kénnen. Ziemlich hiufig erwidert das
iiberlastet gewesene Material diese Behandlung durch elastische Nachwirkung
(§ 5, Ziffer 4), indem es gich dem urepriinglichen Zustand wieder niithert, also den
verliiit, fiic welchen die ermittelten Zahlen gelten.

Die Zahlenwerte in den Gleichungen 4 bis 8, 8. 36, lagsen deutlich den Einfluf}
der vorhergegangenen Belastungen bei Gufleisen erkennen, noch empfindlicher
pflogen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. Man erhiilt fiiv solche Stoffe
nach vorhergegangenen starken Belastungen Federungen, die sich aullerordentlich
stark von denjenigen unterscheiden kiénnen, die das gleiche Material im urspriing-
lichen Zustande lieferte. .

Vgl. auch FuBlbemerkung 1, 8. 80, sowie diejeniga 8. 98 und 99.

Deor gemachte Einwand gegen das Verfahren entfillt natiirlich in den Fillen,
in welchen das Material auch in den Gebrauchsstiicken vorher iiberlastet wird,
was z. B zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende Formiinderungen spiiter von
ihnen fernzuhalten,

1) Die Erkenntnis der Gesetze der bleibenden Formiinderungen bildet vor-
wiegend eine Aufgabe der mechanischen Technologio.  Irst in neuerer Zeib ist
derselben die ihr gebiihrende Wertschiitzung zuteil geworden (I'resca, dem wohl
die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des Flieflens fester Korper zu verdanken
sind, Kick: Gesetz der proportionalen Widerstiinde und seine Anwendungen 1885,
sowie die spiiteren Verdffentlichungen Kicks, Rejto: Die innere Reibung der
festen Korper, 1897, sowie die spiiteren Arbeiten dieses Forschers (s, ,,Baumato-
rialienkunde 1900 und folgende Jahrginge), Ludwik (Technische Blitter 1903
und 1904) sowie Elemente der technologischen Mechanilk, Berlin 1909, usw,
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2. MaB der Vollkommenheit und der Griofe der Elastizitiit.

Wie bereits S. 16 bemerkt, wohnt jedem Korper die Kigenschaft
inne, unter der Einwirkung iuBerer Krifte cine Anderung der Gestalt
zu erfahren und mit dem Aufhoren dieser Binwirkung die erlittene Form-
anderung mehr oder minder vollstindig wieder zu verlieren. Insoweit
er die erlittene Formiinderung wieder verliert, d. h. insoweit sein
Material zuriickfedert, wird er als elastisch bezeichnet. TIst die Riick-
kehr in die urspriingliche Form eine vollstindige, so spricht man von
»vollkommen elastisch®.

Hieraus erhellt, dafl der Grad der Vollkommenheit der
Elastizitit eines Korpers oder kurz der Elastizitiitsgrad des-
selben zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten :

federnde Dehnung
gesamte Dehnung ’

wenn nur die Lingeniinderung eines auf Zug oder Druck heanspruchten
Korpers ins Auge gefaBt wird. Hiernach wiirde beispielsweise der in
§ 4 unter Ziff. 1 besprochene GuBeisenkérper IV auf der mit P = 20000 kg
schlieBenden Belastungsstufe folgende Elastizititsgrade aufweisen :

bei der ersten Versuchsreihe

15,435
it vt Sl A (_),84r,
18,265 =
bei der zweiten
=4 114
00000 e
15,465
bei der dritten
$,02b
181940 ol 0don
22,335
bei der vierten
ABie0 0 008;
18,34

Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf der
obersten Bg];\,gt.ungsgt.uf(\. einen Elastizitiitsgrad auf
bei der ersten Versuchsreihe von
5,63 o
_.!....’_...‘.__ — e 0,(}8‘!,
8,05
bei der zweiten

U

o oA,

ot O
| e

:
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Je niedriger die Spannung liegh, mit welcher die Belastungsstufe
abschliefit, umsomehr pflegt unter sonst gleichen Verhiiltnissen sich g
der Einheit zu nihern. Die Spannung, bis zu welcher hin g = 1 ist
oder gich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann nach MafBigabe
des S. 20 und 21 Gesagten als Elastizititsgrenze bezeichnet werden.

Dieses Mall der Vollkommenheit der Elastizitit eines
Kérpers ist zu unterscheiden von dem Mal3 der Gréffe der Elastizitit,
als welches die Federung der Liingeneinheit fiir das Kilogramm Spannung
oder allgemein fiir das Kilogramm Spannungsunterschied, d. i. der
Dehnungskoeffizient, angesehen werden kann. So wird beispielsweise
von dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen sowie von den
beiden in der Fullbemerkung S. 89 angefiihrten Riemen zu sagen sein,
dall die GroBe ihrer Elastizitit oder kurz ihre Elastizitiit mit wachsender
Spannung abnimmt. Damit wird eben ausgesprochen, daf} die Federung,
d. i. die Gréfle der Elastizitit fiir das Kilogramm (Spannungsunter-
schied) um go kleiner ausfillt, je hoher die Spannungsstufe (vgl. 5. 18,
FuBbemerkung 1) liegt, d. h. in der Sprache des gewohnlichen Lebens,
je stiirker der Riemen angespannt ist. In gleicher Weise wird man von
einem GuBeisenkorper (vgl. z. B. § 4, Ziff. 1, GuBeisenkorper I1I,
S. 23 u. f.), einem Kupferstab (vgl. z. B. §4, Ziff. 4, Rundstab I und II,
S. 54 u. f.), einem Betonkorper usw. sagen, dall die Grofie seiner Elastizitit,
kuiz seine Elastizitit, mit wachsender Spannung zunimmt. Bei Be-
gprechung der Elastizitiit von Korpern aus Zementmortel mit ver-
schiedenem Sandzusatz, wie solche in § 4, Ziff. 9 angefiihrt sind, wird
man festzustellen haben, dali die Elastizitit mit (iiber 114 Teile hinaus)
wachsendem Sandzusatz unter sonst gleichen Verhiltnissen zunimmt,
dall beispielsweise Zementmortel mit 3 Teilen Sandzusatz mehr
Elastizitit zeigt als solcher mit 1,5 Teilen Sand. Ebenso wird man bei-
spielsweise den Gummi als sehr elastisch, Bausteine als weniger
elagtisch bezeichnen. Von der Grofie der Elastizitit eines Korpers zu
sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Bediirfnis vor, wie be-
reits angedeutet worden ist, und wie sich auch ergibt, wenn man der
Fille gedenkt, in denen der Ingenicur bei der Auswahl von Material
darauf bedacht sein muf}, daf} es ausreichende Elastizitit besitzt.

3. Allgemeineres Gesetz der elastisechen Dehnung.

Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen-
hanges zwischen der Dehnung ¢, die stillschweigend als vollkommen
elagtisch vorausgesetzt wird, und der zugehdrigen Spannung ¢ ange-
nommen zu werden, dall innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes,
das nach oben durch die positive Spannung ¢ und nach unten durch
die negative Spannung ¢ begrenzt werden mége, Proportionalitit
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zwischen ¢ und o bestehe entsprechend der Gleichung
e i e )

Hierin wird dann « als eine innerhalb dieser beiden Grenz-
spannungen ¢ (Proportionalititsgrenze gegeniiber Zug) und o (Pro-
portionalitiittsgrenze gegeniiber Druck) gleichbleibende, somit von der
aroffe und dem Vorzeichen von @ oder & unabhiingige Erfahrungszahl
angesehen.

Diese angenommene GesetzmilBligkeit zwischen & und o, bekannt
unter dem Namen ,,Hookesches Gesetz®, wurde bis vor einiger Zeit
noch in weiten Kreisen als allgemein giiltig angesehen'). Das in § 4
niedergelegte Hrfahrungsmaterial, welches noch bedeutend hitte ver-
mehrt werden kénnen, wiire nicht Notigung vorhanden, Beschriinkung
zu {iben, beweist deutlich, daf fiir die Mehrzahl der Stoffe Proportio-
nalitiit zwischen Dehnungen und Spannungen nicht besteht, und daB
somit, das Hookesche Gesetz in der Tat nur fiir eine Minderzahl von
Baustoffen des Ingenieurwesens, zu denen iibrigens die hervorragend
wichtigen Materialien: Schmiedeisen und Stahl gehoren, als zutreffend
angenommen werden kann; aber im allgemeinen auch nur mit Annihe-
rung. Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl fithrt eine scharfe Priifung
nicht selten zu dem Ergebnis, daBl die Dehnungslinie von ¢ = 0 an eine
Kurve, wenn auch eine sehr flach gekriitmmte, ist.

Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, dall das Bediirfnis
sich einstellte, den Dehnungskoeffizienten « (oder seinen reziproken

F o — S A

1} DaB dies selbst in den Kreison der Physiker bis vor einiger Zeit noch der
Fallgowesen zu seinscheint, erhellt aus einer Arbeit vonThompson in Wiedemanns
Annalen der Physik und Chemie 1891, 8. 555 u. f.: ,Uber das Gegetz der elastischen
D("]tnung“. Er sagt daselbst: , Meines Wissens hat bis jetzt jeder fiir selbst-
verstiindlich gehalten, daf das alte Gesetz giiltig soi, und es ist nie versucht
worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen. Dal} dies nicht ganz zutrefiend,
dal vielmehr bereits im Jahre 1801 die Erkenntnis in der Tat erheblich weiter
vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen des Verfassers in der Zeit-
schrift des Vercines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. f., oder in ,,Abhandlungen
und Berichte'* 1897, S, 289 u. f.

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, welches von Winkelmann
unter Mitwirkung viner gréfieren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, heif3t
e8 im ersten Band (1891), 8. 218: ,,Dieses Gesetz ist schon von Hoolke, und zwar
in der Form ,Ut tensio, sic vis* ausgesprochen worden, in die heutige Redoweise
iibersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Veriinderung, zwischen Verinderung
und elastischer Kraft besteht Proportionalitiit. Schon aus dem Umstande, dal
man es hier meist mit kleinen Veriinderungen zu tun hat, kinnte num‘na.ch dmu
Prinzipe, daff kleine Wirku igen sich einfach addieren, auf jene Proporti on al 1:.-&1. t
schlieBen, und die Erfahrung bestiitigt sie durchaus, vielleicht mit
Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler Stoffe (z. B. T{ﬂ-UtSf_ﬂmk}"

_ Diese Auffassung gehért auch heute noch nicht zu den Seltenheiten ; ziemlich
hitufig wird sio stillschweigend als richtig angenommen.
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Wert, den Elastizititsmodul £) als Funktion der Spannung ¢ zu kennen,
oder auch eine Beziehung zwischen ¢ und o aufzusuchen, welche die Ver-
suchsergebnisse befriedigt?).

W. Schiile ermittelte auf Grund des ihm vom Verfasser 1896
zur Verfiigung gestellben Versuchsmaterials, gewonnen in den Jahren
1885 bis 1896, dali die Gleichung

B igia bt T U e R e | (S5
gute Ubereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschrinkte sich dabei auf
GuBeisen, Granit, Kérper aus Zement, Zementmortel und Beton gemiil}
den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26 in des Verfassers ,,Ab-
handlungen und Berichte, S. 291 u. f., und gemill dem zugehorigen
Versuchsmaterial.

Die Priifung des Verfassers fiihrte zu dem Ergebnis, dafl — wenigstens
fiir die durch das vorliegende Versuchsmaterial gedeckten Gebiete —
Gleichung 1, § 4, die gesuchte GesetzmiBigkeit innerhalb der fiir die aus-
fithrende Technik in Betracht kommenden Spannungsgebiete befrie-

1} Bis dahin stellte Verfasser die Veriinderlichkeit von ¢ dadurch fest und
tut dies zum Teil auch heute noch, dafl er die elastischen Liingeniinderungen fiir
verschiedene Belastungsstufen ermittelt und dafiir @ berechnet, wie in der Ful3-
bemerkung 8. 18 und 19 angegeben ist,

) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an anderer
Stelle (,,Abhandlungen und Berichte® 1897, 8. 204) bemerkt hat, nimlich, daf
das Zutreffen der Beziehung & = ¢ " nach Maligabe des von ihm Gesagten aus-
driicklich beschriinkt erscheint: zuniichst auf das Gebiet, welches durch das vor-
gelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhiltnisse,
welche Spannungen liefern, die innerhalb der fiiv die ausiibende Technik in Be-
tracht kommenden Grenzen liogen. Die Notwendigkeit der zweiten Beschrinkung
erhellt schon ohne weiteres — ganz abgesehen von anderem — aus dem Vor-
handensein von Wendepunkten in den Linienziigen fiir Granit (vgl. Fig. 28, §4,
oder auch ,,Abhandlungen und Berichte'* 1897, 8. 283 u. {.: Fig. 2, 3, 4 und 5).
Inwieweit die erste Beschriinkung Berechtigung hat, wird durch weitere Ver-
suche, namentlich auch mit anderen Stoffen, festzustellen sein. Bei der grollen
Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Higenschaften erscheint es
wahrscheinlich, daf das elastische Verhalten aller Materialien durch eine ein -
fache mathematische Funktion iiberhaupt nicht genau zum Ausdruck gebracht
werden kann.

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elastizitit der Materialien,
hervorgeht, handelt es sich fiir ihn in erster Linie nicht um Auffindung eines
neuen Gesetzes, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das tatsichliche
Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, dall die Beziehung
£ = g, welche nur fiir eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser Grenzen
zutreffend erscheint, nicht mehr als allgemein giiltiges Gesetz angesehen (vgl. in
dieser Hinsicht auch FuBlbemerkung 8. 93) und ohne weiteres zur Grundlage
der gesamten Ilastizitiits- und Festigkeitslehre gemacht wird, Die Anforde-
l-ung(_m, welche die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies — wenigstens
in verschiedenen Fillen der Anwendung — heute nicht mehr. Sollte sich das
tatsiichliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgendeine andere



§ 5. Gesetz der elastischen Dehnung. 95

Versuchsergebnisse lag damals noch nicht vor. Um so lehrreicher ist es,
festzustellen, daB, wie die Bemerkungen in § 4 zu den Gleichungen 2 bis
27 zeigen, auch die spiteren Untersuchungen von Gulleisen, Kupfer,
Bronze, Messing usw. die Brauchbarkeit der Gleichung 1, § 4, be-
stitigen?).

Fiir m = 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, iiber. Das
Hookesche Gesetz bildet somit einen Sonderfall der durch
Gleichung 1, § 4, bestimmten GesetzmiiBigkeit. Die Ab-
weichung des Exponenten m von der Hinheit bringt die
Verinderlichkeit der Dehnungen zum Ausdruck. Fir m = 1
wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen, fiir m < 1 lang-
samer. Je grofler die Abweichung des Exponenten m von der REinheit
ist, umsomehr wolbt sich die Dehnungskurve Gleichung 1, § 4, gegen
die e-Achse, also dieser ihre hohle Seite zukehrend, wenn m 1, und
hohl gegen die o-Achse, wenn m < 1. :

Der Koeffizient « hat die Bedeutung der Dehnung fiir
die Spannung 1, und nicht fiir die Spannungszunahme 1, wie bei
vorhandener Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen.

Aus Gleichung 1, § 4, folgt

de

— = o ah —E,
da

d. i. die Tangente des Winkels, unter welchem die durch Gleichung 1,
§ 4, bestimmte Dehnungskurve gegen die -Achse geneigt ist.
Fiir m ~> 1, was z. B. fiir GuBeisen der Fall, und 5 — 0 ergibt sich
R
doiin
d. h. die Dehnungskurve hat im Koordinatenanfang die -Achse zur
Tangente, gleichgiiltig, wie groff « und m, sofern nur m ™ 1.
Fiir m < 1, was z. B. bei Leder zutrifft, findet sich mit ¢ — 0

de 7

e
d. h. die e-Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls unab-
hiingig von den Sonderwerten von « und m.

Funktion zwischen ¢ und ¢ ausreichend genau zum Ausdruck bringen lassen,
welche noch dazu den Vorteil bite, fiir die Entwicklungen, betreffend die BEr-
mittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung beanspruchten IKorpern,
bequemer zu sein als ¢ — ¢ @M, go wiirden seines Erachtens Wissenschaft und
ausiibende Technik die Aufstellung einer solehen Funktion willkommen heillen.

Y) Vgl. auch die Darlegungen Schiiles in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1898, 8. 8565 u. f., sowie die FuBbemerkung Ziffer !‘, 5. 97.

Ansnah;nen wurden festgestellt fiir Marmor (vgl. 5. 82), fiir Gulleisen im
Falle gewissor Belastung (vgl. 8. 23), Gummi (vgl. 8. 66 u. f).
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Wir wiirden also beispielsweise fiir Gubeisen erhalten, dall die
Dehnungskurve in senkrechter Richtung durch den Koordinaten-
anfang geht!), und fiir Leder, daB diese Kurve in wagerechter Richtung
den Koordinatenanfang verlassend emporsteigt.

Gerade mit Riicksicht auf diese Eigenschaft der Kurve Gleichung 1,
§ 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch fiir verhiltnismiBig kleine
Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen fiir den GuBeisen-
kérper 1V, indem die unterste Spannungsstufe bei Versuchsreihe 1 mit

Bend angenommen wurde. Fig.5, §4, lilt erkennen, daf die beobachteten
kleinen Dehnungen in der Tat auf starke Nitherung an die o-Achse hin-
deuten; der Grad der Genauigkeit, mit welchem die Lingeninderungen
bei so kleinen Spannungen festgestellt werden konnen, ist jedoch nicht
sehr weitgehend, weshalb dieser Ermittlung eine durchschlagende Be-
deutung nicht zuerkannt werden kann. Versuche mit Gufleisen aus
neuester Zeit lassen es fraglich erscheinen, ob die - Achse im Koordinaten-
anfang tatsiichlich Tangente an der Dehnungslinie ist.

Wie 8. 94 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in
groBer Anzahl durchgefiihrten Elastizitiatsversuche bis auf die daselbst
angegebenen Ausnahmen. Die erste Ausnahme bildet der in § 4 unter
Ziff. 11 behandelte Marmorkorper. Iig. 29, § 4, zeigt, dal} hier die
Dehnungslinie der a-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf der
Druckseite ihre hohle Seite zukehrt. Demgemiili miiite der Exponent m
in der Gleichung 1, § 4, fiir die Zugseite groBer als 1 und fiir die Druck-

1) Iiir den eorsten Augenblick kinnte dieso Folgerung wohl befremden,
namentlich wenn man sich an dio Darstellungen mit iibertrioben groflem Mafistabo
fiir die Dehnungen hiillt. Wenn beispielsweise fiir Schmiedeisen dio Linie & = o o

1
mit ¢ = 2000000 als Gerado dargestellt wird, welcho gogen die o-Achse unter

sinemn Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,6, so entspricht dies einer
Vergrillerung der Dehnungen auf das 1 000 000 fache. In Verbindung mit einer

80 gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich = 0 fiire = 0 vorzu-

stellen. Anders liegt die Sache, wenn man den MaBstab nicht iibertreibt, sich
also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die @ -Achse gezogen denkt,
1 .
e g,
2 000 000
Uberdies wendet sich die Kurve nach Verlassen des Koordinatenanfangs

aullerordentlich rasch; denn withrend fiir ¢ = 0 d:}_ = 0, ergibt sich fiir das Guf3-

dafl dessen Tangente

de 1
eisen IV nach Gleichung 4, § 4, fiir ¢ = 1 kg/qem boereits P _11_}38_%(}’(1]
erheblich mehr, als der Neigung der Geraden entspricht, die gemill & — wu g fiir

Schmiedeisen gelten wiirde.
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seite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf der Zugseite wiire
die o-Achse im Koordinatenanfang Tangente der Dehnungslinie, auf der
Druckseite miifite dies die e-Achse sein. Da ein solcher Verlauf der Deh-
nungskurve aus dem Gebiete der Zugspannungen in das Gebiet der Druck-
spannungen nicht angenommen werden kann — wie ersichtlich, ist der
Verlauf der beiden Linienziige in Fig. 29 vielmehr derart, dal im Koor-
dinatenanfang eine gemeinschaftliche Tangente zu erwarten ist —, so
mufl geschlossen werden, daB fiir den untersuchten Marmor die
Gleichung 1, § 4, nicht als zutreffend erscheint.

Hinsichtlich der beiden anderen Ausnahmen darf auf die betreffen-
den Stellen verwiesen werden.

Verfasser mufl es unter Bezugnahme auf das S. 94 und 95 Fuf-
bemerkung Gesagte zunichst dahingestellt sein lassen, ob sich im Laufe
der Zeit noch andere Ausnahmen zu den bis jetzt ermittelten gesellen
werden; ebenso, ob es iiberhaupt gelingen wird, eine geniigend
einfache Funktion') ausfindig zu machen, welche das elastische Ver-
halten aller Materialien genau zum Ausdruck bringt?).

!} Die Zeitschrift fiilr Mathematik und Physik (begriindet von Sehlémileh)
bringt im SchluBheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke ,,Zum
Gesetz der elastischen Dehnungen®, welche u. a. eine zeitgemiifle Zusammenstellung
der bis jetzt vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhiingigkeit zwischen
Dehnungen und Spannungen enthiilt. Aus derselben geht hervor, dafi das Potenz-
gesotz & = @ g™ bereits im Jahro 1729 von Biilffinger fiir die Zugelastizitit in
Vorschlag gebracht worden war, und daff es 1822 auch Hodgkinson aufge-
nommen hatte. Das Ergebnis der bis jetat vorliegenden rechnerischen Unter-
suchungen von Mehmke bestoht darin, dafl — soweit diese reichen — das Potenz-
gesetz die Beziehung zwischen Spannungen und Dehnungen im ganzen genauer
zum Ausdruck bringt als das parabolische Gesetz ¢ = a ¢ 4 ba®.

<

In neuerer Zeit findet ziemlich hiiufig das Hyperbelgesetz
o

a—ba
Anwendung, worin

= —————, wenn & = a0 gosetzt wird.
«—ba i

Auch fiir diese Gesetzmiifligkeit kinnen innerhalb der durch den Versuch
festgolegten Grenzen a und b so gewiihlt werden, daB die Dehnungslinie dem tat-
siichlichen Verhalten des Stoffes innerhalb dieser Grenzen befriedigend entspricht.

Die Anwendung {iber dieselben hinaus kann allerdings zu Fehlern fiithren.

%) Hieraus goht deutlich hervor, daffi Gleichung 1, §4, in den Augen des
Verfassers nichts weiter ist als cine GesetzmiBigleit, durch welche sich die bis
dahin iiber den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden
Versuchsergebnisse innerhalb -g(\\\'iti&lﬂl' Girenzen, mit Ausnahme von Marmor und
Gummi, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. 8. dagegen Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1902, 8. 25 sowie S. 15612; 1903, 8. 1014: Dinglers
polyt. Journal 1902, Bd. 317, S, 149 u. .

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. /
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4. Einflup der Zeit. Elastische Nachwirkung.

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Kérper — allerdings in
verschiedenem Grade die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung
duBerer Kriifte eine Anderung der Gestalt zu erfahren und mit dem
Aufhéren dieser Einwirkung die erlittene Formiinderung mehr oder
weniger vollstindig wieder zu verlieren. Eine klar zutage liegende
Tolge dieser Eigenschaft ist es, dafl der Korper bei plotzlicher Einwirkung
der Kriifte oder bei plotzlicher Entlastung in Schwingungen versetat
wird. Aus diesem Zustande geht er, indem die Schwingungen kleiner
und kleiner werden, nach mehr oder minder langer Zeit in den Ruhe-
zustand iber.

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Entlastung
des Kérpers allmihlich erfolgt, wenn also derartige Schwingungen nicht
beobachtet werden, erweist sich die Formianderung im allgemeinen nicht
unabhiingig von der Zeit. Die durch eine bestimmte Belastung erzeug-
bare Iormiinderung bedarf zu ihrer Ausbildung einer gewissen, zu-
weilen kurzen, unter Umstinden aber auch sehr langen Zeit. Beispiels-
weise wird ein Stab aus Werkzeugstahl schon unmittelbar nach all-
miihlich erfolgter Belastung die iiberhaupt durch diese erreichbare
Dehnung aufweisen, wiithrend ein belasteter Lederriemen nach Monaten,
ja selbst nach Jahren noch Lingenzunahmen, wenn auch immer kleiner
werdende, zeigt. In Fiillen letzterer Art fiihrt die Zeit asymptotisch
zum Endzustand.

Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich der Entlastung: der
allmihlich entlastete Stab niihert sich dem urspriinglichen Zustande
— je nach der Art des Materials — mit verschiedener Geschwindigkeit,
um so langsamer, je grofier die erlittene Forminderung war, und je
linger sie angedauert hatte.

Diese Erscheinung der allmihlichen Ausbildung und der all-
miihlichen Riickbildung der Forminderungen wird elastische
Nachwirkung genannt. Sie beeintrichtigt namentlich dadurch,
dal} sie das Verhalten des untersuchten Korpers unter einer neuen Be-
lastung von den Belastungen oder Entlastungen abhiingig macht, denen
er vorher unterworfen war, die Genauigkeit der Beobachtungen bei
Versuchen zur Bestimmung der Forminderungen mehr oder minder.
Inshesondere bei wechselnden Belastungen kann dieselbe zu eigen-
tiimlichen Abweichungen fiihren, entsprechend einem gleichzeitigen,
beiderseits mit verinderlicher Geschwindigkeit erfolgenden Verlaufe
entgegengesetzter Anderungen, oder kurz entsprechend einem Uberein-
anderlagern von Nachwirkungen?).

1) Hiermit hiingt es auch zusammen, dafl die Federung (§4) bei manchen
Korpern verschieden erhalten wird, jo nachdem man die Untersuchung, wie in
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Dieser EinfluB} der Zeit auf die Formiinderungen wie auch auf die
Festigkeit!) des Stoffes macht es notwendig, daB im allgemeinen den
Ergebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die erforderlichen An-
gaben fiber die Zeit beigefiigh werden.

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, daBl die im § 4 erérterten
Liingeniinderungen sowie die aus ihnen ableitbaren MaBzahlen der Ge-
samtdehnung, des Dehnungsrestes und der Iederung, d. h. die Dehnungs-
koeffizienten, streng genommen, Funktionen der Zeit sein miissen.

der FuBbemerkung 8. 18 bzw. 19 angegeben ist, in der einen oder anderen Weise durch-
fithrt. Besonders stark tritt .dieser Unterschied bei Riemen auf. Beispielswoise
fand sich {iir einen Ledertreibriemen, der in der Weise gepriift wurde, dall fiir jede
Belastungsstufe mit Belastung und Entlastung so oft gewechselt wurde, bis sich
die gesamten, die bleibenden und die federnden Dehnungen nicht mehr énderten:

1. Versuchsreiho 2. Versuchsreihe
Belastungsstufe ‘ federnde Ausdehnung | Belastungsstufo | foderndo Ausdehnung
50 und 150 kg \ - 6,0 mm 50 und 150 kg | 5,6 mm
LB0G s 500 3.60,, e 10,0 ,,

250 ,, 360 ,, D B0 g0 T4

Wir erkennen folgendes:

Fiir die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg liefert die erste Versuchsreihe
gine um 6— 5,5 = 0,6 mm grifere Federung als die zweite Versuchsreihe,

Fiir die Belastungsstufo 150 und 250 kg liefert die erste Versuchsreihe un-
mittelbar 3,6 mm Federung, wihrend die Hrmittlung aus der zweiten Versuchs-
reihe durch Bildung des Unterschiedes 10,0 — 5,5 zu 4,5 mm fiihrt, also mehr ergibt.

Fiir dio dritte Belastungsstufe 250 und 350 kg liefert die erste Versuchs-
reihe unmittelbar 2,7 mm Federung, wiihrend die
14,0 — 10,0 = 4 mm fiihrt,

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsroihe ergibt 6,0 4 3,6 4 2,7
= 12,3 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Versuchsreihe.

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, wenn auch
meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst Gulieisen ist nicht frei
hiervon. (Vgl. 8.22.) Auch bei gehiirtotern Werkzougstahl sind hiufig elastische
Nachwirkungen zu verzeichnen, was sich z. B. bei der Herstellung genauer Malfio,
die unveriinderlich gein sollen, unangenehm fiihlbar macht. Da ein Eingehen an

dieser Stelle zu weit fiihren wiirde, so muf} sich Verfasser hier auf diese Feststellung
beschriinken.

zweite Versuchsreihe zu

1} Beispielsweise werden Stibe aus Schmiedeisen, Lederriemen usw., sehr
rasch zerrissen, einen grofferen Wert fiir die durch Gleichung 1, § 3, best-imu{te
Festigkeit liefern, als wenn das Zerreifien langsam erfolgt. Dagegen pflegen im
letzteren Falle Dehnung und Querzusammenziehung groBer auszufallen: die zur
Ausbildung der Formiinderungen gelassene Zpit ist eben bedeutender. (Vgl. auch
§10.)

Siehe auch die Angaben iiber das Kiirzerwerden der beiden Bruchstiicke
oines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf 8. 65, oben.

yE.d
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Praktische Bedeutung erlangt diese Abhéingigkeit von der Zeit jedoch
in der Regel erst fiir solche Stoffe, bei denen die elastische Nachwirkung
von Erheblichkeit ist (vgl. § 10 unter Hanfseile sowie FuBbemerkung
S. 89).  Von hervorragender praktischer Bedeutung wird der BEinflul}
der Zeit auf die Aus- und Riickbildung der I'orminderung z. B. beim
Riemenbetrieb und damit auf die Gréfie der ibertragbaren mechanischen
Arbeit bei groBeren Geschwindigkeiten, wie in des Verfassers Maschinen-
elementen, 10. Auflage (1908), S. 407 und 408, S. 428 bis 430 dar-
gelegt ist.

Bei Leder, das fiir das Maschineningenieurwesen eine grofie Be-
deutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark zu sein, daf} sich
die Frage aufdringt, ob es iiberhaupt berechtigt ist, die elastischen
Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine als plétzlich
oder doch sehr rasch eintretend und wieder verschwindend angesehen,
der andere als nachwirkend, d. h. als allmihlich mit abnehmender Ge-
schwindigkeit verlaufend aufgefalit wird. Dall hierin — streng genommen
— eine Willkiirlichkeit liegt, bedarf keiner Erorterung. Doch wird auf
diesem Wege zunichst wohl noch am ehesten Einblick in das tatsichliche
Verhalten des Materials erlangt. Zulissig ist es natiirlich nicht, elastische
Nachwirkung und bleibende Forminderung als identisch zu betrachten,
wie es zuweilen geschieht.

1. Zug.

Die auf den geraden stabférmigen Koérper wirkenden dulleren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fillt, und welche diese zu verlingern
strebt. ]

§ 6. Gleichungen der Zugelastizitiit und Zugfestigkeit.

1. s bedeute fiir den prismatischen Stah
P die zichende Kraft,
[ die Grofle des urspriinglichen Stabquerschnittes,
[ die urspriingliche Liinge des Stabes,
4 die Verlingerung, welche der Stab durch die Binwirkung der Kraft 7
erfihrt,

B —::— die Dehnung (§ 2),

v den Dehnungskoeffizienten (§ 2),
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die Spannung, welche durch die Belastung P hervorgerufen wird,
und die mit der Dehnung ¢ verkniipft ist, bezogen auf den urspriing-
lichen Querschnitt (§ 1),

. die zuliissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zugbeanspruchung.

Dann ist nach Gleichung 1, § 1,

Pa=Ygfiditaas e st e nsienly
e T P e S s )
Unmittelbar aus dem Begriff des Dehnungskoeffizienten folgt
2
A=l gt .I}T NS At I )

Soll das eigene Gewicht ¢ des senkrecht hingend gedachten
Stabes beriicksichtigt werden, so ergibt sich fiir den obersten Querschnitt

RGeS SR s e TR )
Pk Gaiah fivsine S S i e e h)
oder, sofern 3 das Gewicht der Raumeinheit des Stabmaterials bedeutet,
Pl e an Sl S e i e )

Ist P — 0, d. h. wird der Stab nur durch sein Bigengewicht belastet,
so findet sich
'k
i loderili— S )

i

Der durch Gleichung 7 bestimmte Wert von [ gibt diejenige Linge
an, die der Stab hochstens besitzen darf, wenn die zulissige Bean-
spruchung nicht iiberschritten werden soll. Wird in Gleichung 7 an
Stelle von k, die Zugfestigkeit K, des Materials eingefithrt, so ergibt
sich in dem zugehérigen Wert von ! gleich dem Verhiiltnis: Zugfestig-
keit durch Gewicht der Raumeinheit die sogenannte ,,Reifilinge*,
d. i. diejenige Linge, welche der Stab besitzen muf}, damit sein Eigen-
gewicht eben zum Zerreifien fiihrt.

Die Verlingerung A des Stabes infolge des Eigengewichtes G
und der Last P berechnet sich, wenn ¢ die Dehnung in dem Querschnitt
ist, welcher um « von dem freien Stabende absteht,

Lo o

1
1

-

_I_ 0 Pl ool
*af|P+2—'"""' )

m

I :
dxz'g‘laPT—{—a;'x dx = al
0 :

2. Diese zuniichst nur fiir prismatische Stidbe entwickelten Be-
zichungen werden dann auch auf gerade stabformige Korper von ver-
anderlichem Quersehnitte iibertragen.
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BEs bezeichne, Fig. 1,
P die Kraft, welche den Kérper auf Zug in Angpruch nimmt,
die Grofle des beliebigen, um « von der einen Stirnfliche abstehenden
Querschnittes,

S

fo den kleinsten Stabquerschnitt,

[ die Linge des Stabes vor der Dehnung,

4 die Zunahme der Stablinge infolge der Einwirkung der Kraft P,
¢ die Dehnung im Querschnitt f,

a

P
== ;' - die Spannung im Querschnitt /,

a den Dehnungskoeffizienten,
k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zughean-
spruchung.

Die Dehnung ¢ ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als veriinder-
lich aufzufassen, weshalb in bezug auf die Gréfen [ und A der Be-
stimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift getroffen
werden mufy, daf} die Stablinge unendlich klein, also im
vorliegenden Falle dz ist. Wird die Lingeninderung,
welche da erfihrt, mit 4 dx bezeichnet, so folgt

o Aid
R T
Fig. 1.
2 Dann gelten auller der Gleichung 1) die folgenden
Beziehungen:
P s 4 A AGHE HE s ilig)
’ !
,:‘_ — (‘;‘,d_c o IJ (‘f,{ fi;r . . . . % ¥ J_O}
0 i

Ist o« unveriinderlich, was bei Spannungen innerhalb der Pro-
portionalititsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenden Material
eine solche iiberhaupt eigentiimlich (§ 2), so darf « vor das Integral-
zeichen gesetzt werden.

Soll das eigene Gewicht ¢ des Kérpers beriicksichtigt
werden, so ergibt sich fiir den obersten Querschnitt von der GroBe f,
in Fig. 1

U e
h ) % h

Von dem Querschnitte f (im Abstande x) bis zu dem um dx davon
entfernten Querschnitt dndert sich die Gesamtzugkraft fo um j [ dx,
sofern ;- das spezifische Gewicht des Stabmaterials bedeutet. Hieraus folgt

di(f o) =syfdz,
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Wird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben zu-
nehmen zu lassen, daf ¢ fiir alle Querschnitte den gleichen Wert &, hat,
s0 ergibt sich

Ledf = it di;
und hieraus

It — ’k” Lok
Fiir @ = 0 muB sein f = P : k,, d. h
O, = In - :
-4
Hiermit wird schlieBlich in
Jebs
| = -j,-e‘Z. P e i

das Gesetz erhalten, nach dem der gezogene Stab als Koérper gleichen
Widerstandes zu formenswiire.

Die Voraussetzungen, welche den vorstehenden Beziehungen 1
bis 11 zugrunde liegen, sind in manchen Fillen der Verwendung sehr un-
vollkommen erfiillt. Mit Riicksicht auf diesen Umstand seien sie kurz
zusammengestellt.

1. Die dulieren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Zugkraft.

2. Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Kriifte nicht.

3. Die Dehnungen und die” Spannungen sind in allen Punkten
eines beliebigen Stabquerschnittes gleich grofl und senkrecht
zu letzterem gerichtet. (GleichmiBige Verteilung der Zug-
kraft {iber den Querschnitt?!).)

4. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.

Dabei ist im Auge zu behalten, daf den Entwicklungen der Elastizi-
tiibs- und Festigkeitslehre allgemein die Vorstellung stetiger Erfiillung
des Raumes durch das Material zugrunde liegt, die streng genommen
fiir kein bekanntes Material zutrifft.

Damit ein Stab nur auf Zug beansprucht wird, reicht es nicht aus,
daB die beiden #uBeren Krifte, die sich an ihm das Gleichgewicht
halten, genau in die geometrische Achse des Stabes fallen; es wird viel-
mehr auch noch erforderlich, daB das Material das Stabvolumen stetig

') Diese Voraussetzung ist in der Mehrzahl der Fiille weit unvollkommener
orfiillt, als man anzunehmen .pﬂegb‘ 80 ist z. B, — strong genommen — iiberall da,
wo die fuflere Kraft in den Stab eintritt, gleichmiiBige Verteilung der Spannungen
iiber den ganzon Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird dabei der Grad der
Ungieichmiii&igkoit sehr verschieden sein konnen.
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erfiillt und in allen Punkten desselben in Richtung der Stabachse
gleiches Verhalten zeigt. Nur dann wird die Resultante der inneren
Kriifte, welche in den Flichenelementen eines Querschnittes wachge-
rufen werden, fiir alle Querschnitte in die geometrische Achse fallen.

Bei den Schrauben, Fig. 2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den
Schaft fiber; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf anschliefit,
werden die nach dem Umifange zu gelegenen Fasern mehr zur Ubertragung her-
angezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schraube Fig, 3 wird
diese UngleichmiiBBigkeit noch bedeutender sein miissen als bei Schraube Fig. 2,
weil bei der ersteren zuniichst nur ein Teil des Umfanges zum Eintritt der Kraft
herangezogen wird.

o

Fig. 2. Fig. 3.

Bei der Kraftiibertragung durch Keil oder Splint, Fig. 4, legt sich der Keil
oder Splint gegen die angeniihert rechteckige Fliche b ¢ e f. Die Beanspruchung
der beiden Kreisabschnitte a b f und c¢d e im Querschnitt @« a2 mull dabei eine
ungleichmiiflige derart sein, dafl die Spannungen in den dem Keilloche, d. h. & f
und ¢ e am nichsten gelegenen Flichenelementen grofier ausfallen als in den
nach dem Umfange, d. h. nach @ und d hin gelegenen Elementen.

Weitere Beispiele ungleichmiifliger Spannungsverteilung finden sich in des
Verfassers Maschinenelementen, z. B. 8. 143, Fig. 120; 8. 185, Fig. 190 (10.Auflage).

Mit Riicksicht auf diese Sachlage ist es bei Zugversuchen eine der Haupt-
aufgaben, die Form der Probestiibe so zu wiihlen, dall die Zugkraft moglichst
gleichmiilig iiber die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren
Stiickes verteilt wird (vgl. § 8).

Vergleiche auch den Einflul der Hinderung der Querzusammenziehung
§ 9, Ziff. 1.

Bei Stidben mit verinderlichem Querschnitt, Fig. 1, kiénnen die Span-
nungen in den simtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche Richtung
haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird allerdings in
die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen werden
beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Querschnittes
liegenden Flichenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes besitzen, somit
geneigt gogen die Stabachse sein miissen. Ahnliches wird auch bei prismatischen
Stiaben aus zihem Material nach Beginn der ortlichen Einschniirung eintreten.
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3. Beispiel der Zugelastizitit mit Riicksicht auf den EinfluB der
Temperatur,

Der Draht ciner elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits-
ﬁbertragung wird von Stangen getragen, welche je um 2 [ voneinander
abstehen, Die Aufhingepunkte 4 und B, Fig. 5, liegen in gleicher Héhe.

Mit welcher Pfeilhohe 2 muB der Draht bei der Sommertemperatur ¢
ausgelegt werden, damit im Winter bei der niedrigsten Temperatur ¢,
die Spannung ¢, nicht {iberschritten wird?

s sei

H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel O, und

Nisste 2 ! o - “ ., beliebigen Punkte P,
bestimmt durch die Koordinaten x und y, gespannt ist,

h die Pfeilhdhe 00, d. i. der Hohenabstand zwischen dem Scheitel O
und der durch die Aufhiingepunkte 4 und B bestimmten Wag-
rechten,

q = [y das Gewicht der Liingeneinheit des Drahtes vom Querschnitt f
und dem spez. Gewicht y.

Unter der Voraussetzung, daB der Draht vollkommen biegsam
sei und nach einem so flachen Bogen durchhiinge, daB das Gewicht
des Drahtstiickes von der Linge O P mit Anniitherung gleich dem Produkte
aus ¢ und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h. gleich q « gesetzt
werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6

.SSiIlSD:Q.OFI“;=? ~qx

Scos¢=H.
Somit
o e Y.
T o’
wie auch
1 ] ;
e S R L)
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da die Integrationskonstante wegen y = 0 bei x = 0 zu Null wird.
Die Drahtkurve ist hiernach mit der Anniiherung, welche der Rechnung
zukommt, eine Parabel, fiir welche

ql* ql?
= — Hi == R AR ey i
h 9 7 oder 5T 13)
sowie
q (SN2
= —— = ; e e
i
=D

Die Liinge OB = s ergibt sich aus

s j’- ll it ( :;:) (ﬂ I Tk ( "“ ) Mook 5"’:[ 49 (f;r) das
Hl 12 f;l 14)

Mit der Temperatur der Luft wird sich die Linge des Drahtes
indern, damit auch nach Gleichung 14 die Pfeilhéhe des Bogens und

H
mit dieser nach Gleichung 13 die Spannung ¢ = — - des Drahtes.

Je mehr die Temperatur sinkt, um so hoher steigt die Beanspruchung
des Materials. Die letztere werde, da es sich um einen flachen Bogen
handelt, mit Anniherung als gleich grof3 in allen Punkten des Drahtes

H
aufgefalit, und zwar gleich / gesetbzt.

Nehmen wir an, daf} die Grélien /H, h, s und 4, welche bei der
Temperatur ¢ gelten, bei der niedrigsten Temperatur ¢, die Werte I, h,,
8o und g, besitzen. Steigt die Temperatur von {, auf ¢, so vermindert sich
infolge der Verlingerung des Drahtes aus Anlafl der Ausdehnung des
Drahtes durch die Wirme die Spannung von g, auf 4. Diese Verminde-
rung der Spannung wirkt gleichzeitig zuriick auf die elastische Dehnung.
Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Grolen 1i6t sich leicht
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foststellen, wenn man zuniichst die Lingeninderung infolge der Span-
nungsiinderung und sodann diejenige infolge der Temperaturéinderung
in Betracht zieht. Das gibt, sofern «, den Wiirmeausdehnungskoeffi-
zienten bedeutet,

s = sl 4 a(6—a)][1 - oy (8 = to)]

= ~ 8y [1 4 @ (60— ay) + aw (t — tx)])).
Unter Beachtung von Gleichung 14 folgt hiermit

2 hy?
s = 11 ﬂ'? zo)[l + a0 — 6y) + ap (t —1,)]

2 Iy ;
s _;’% + o (0 — ap) + o (t — 1)

:_"\'I

und unter Beachtung von Gleichung 13, nach welcher

; q I fazi w2
e = aia o
= Iy 2 f oy = T
'i, |2 ¥ 12
h = _'2_.? Ode]’ g = ﬁ 3

ergibt sich
s = ~ 1 1+lji’_i.+(,(?'l'
8 = i1 6 o [

(=
|
o]

2R

+ ay (E— 1) '

3
= = gl e He
Tl )

1y Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stiick spannungs-

losen Draht von der Liinge 1 denkt. Wird dasselbe der Spannung @ und sodann
der Spannung g, unterworfen, so steigh geine Linge auf 1 -+ « g bzw. 1 + @ a4,
Demnach gilt boi Unveriinderlichkeit der Temperatur

8 14 ac 1 +ao

s e iader g A e

8y 1+ 0oy 1
und bei Steigerung der Temperatur von f, auf ¢ wobei die Lingeneinheit um
D (E— t5) Zunimmt

e B
O % (14 o, (t—tg)] =85 |1 — 1 -F ad

\ [Lk ot~

8= ~8y[1 —a(0yg— o] [1 + 0w (¢t — o)),
WHE si¢ o : 5 v i
s1ch, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben lLilit.

'] . ", -5
) Grashoi hat diese Aufgake in seiner 1878 orschienenen Theorie der
Elastizit

Spmm"n‘tt_‘llnd Festighkeit -‘3..71!5 und 47 behandelt, dabei jedoch den Ein[!uﬁ der
dessen ﬁ%’fn;lder"f’g auf die Drahtlinge aufier acht‘- gelassen und kommt En{ulg(:—
i z'i\_'“i“r b Zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte ?.‘"“m Wehage
Lé genieur 1879, 8. 619 . . aufmerksam und gab daselbst die vollkommene
JUSung_
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Hieraus lalit sich die gesuchte Pfeilhéhe berechnen.

Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall beriicksichtigt werden,
dall der Draht noch durch auf ihm hingenden Schnee belastet wird,
so liflt sich dies leicht dadurch bewerkstelligen, dall y oder ¢ — [y
entsprechend hoher in die Rechnung eingefithrt wird.

Will man die — unter den gewdhnlichen Verhiltnissen iibrigens
aullerordentlich geringe Biegungsbeanspruchung, welche der Draht
infolge der Durchbiegung erfihrt, feststellen, so kann das am einfachsten
in der Weise geschehen, dafi man den Kriimmungshalbmesser ¢ fiir den
Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach Beziehung 12

2H

w2 = v Y

ist, als Halbparameter zu

G IESER S

q

ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 10, § 16, und
Gleichung 13, § 16, die Biegungsanstrengung fiir den 2 ¢ dicken Draht zu

qe ref AR
y = e =— : =i S ST
s « H o H:f Y
bestimmt, also unabhingig von der Spannweife,
IFiir
|
¥y = 0,008, ¢ = ———o—0u0-, H:f= 1000kg/qom, e = 0,20m

2 200 000
ergibt sich beispielsweise
0,008 0,2
_— . = 85 rlopem,
a, I 1000 3,6 kg/qem

2 200 000

§ 7. Mafl der Zusammenziehung. Kuriifte senkrecht
zur Stabachse.  Gehinderte Zusammenziehung.

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur
in der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleich-
zeitig eine Zusammenzichung senkrecht zur Achse statt. Betriigt
die durch Gleichung 1, ‘§ 2, bestimmte Dehnung z, so werden die
nach jeder zur Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammen-
ziehungen, bezogen auf die Lingeneinheit, d. s. die verhiltnis-

s
. . . ] [+ = o .
miiligen Zusammenziehungen (im Falle § 1, b gleich d)’ als gleich
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groll betrachtet und durch

SRS S O S S R
m

m

q

gemessen.  Die GroBe m pflegt als ecine zwischen 3 und 4 liegtattdc
Konstante aufgefalit zu werden, so dal hiernach die verhiltnismifiige
Zusammenziechung 1/, bis 1/, der Dehnung betrigt.

Der in Fig. 1 dargestellte Wiirfel, bestehend aus Material, welches
in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also
isotrop ist und Proportionalititsgrenze (§ 2) besitzt, werde innerhalb
der letzteren zuniichst nur in Richtung der z-Achse auf Zug (durch
P,, P,) in Anspruch genommen. Die in dieser Richtung eintretende

Fig. 1.

Dehnung sei durch ¢, und die hiermit verkniipfte Spannung durch

Gy = L: bezeichnet. Nach Maligabe des Brérterten betriigt dann:
[/

in Richtung der y-Achse

- o . iy . SJ.' s C
die verhiltnismifiige Zusammenziechung — . die Spannung 0,
m

in Richtung der z-Achse
die verhiiltnismiBige Zusammenziehung — , die Spannung 0.
m :

Wird der Wiirfel nur in Richtung der y-Achse (von Tl
gezogen, und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlafite
Dehnung und Spannung ¢, beziehungsweise g, = —~ genannt, 8o

: 7
findet sich:
in Richtung der x-Achse

4l R T A &y Sl
die verhiltnismiiBige Zusammenziehung —* , die Spannung 0,

m
in Richtung der z-Achse

Su

dic verhiiltnismifige Zusammenziehung - -, die Spannung 0.



110 I. Zug.

Wird schlieBlich der Wiirfel nur in Richtung der z-Achse auf
Zug in Anspruch genommen (durch P, P,) und die hiermit in
dieser - Richtung verkniipfte Dehnung durch ¢, die Spannung durch

&2
[/

v T— gemessen, so miillte betragen:

in Richtung der -Achse

(0]

Z

die verhiltnismifige Zusammenzichung , die Spannung 0,

m
in Richtung der y-Achse
die verhiltnismiflige Zusammenzichung Z2 | die Spannung 0.
m
Wirken die Krifte P, P, P, P, P, P, gleichzeitig, so betrigt
die resultierende Dehnung

; . Ey - &
in Richtung der a-Achse ¢, = & — ——
s
; e &z 'I— Sz 9
19 1 23 i- 3 L iy T T _’_}L" 2 ) . ‘-f}
5 L Mg ey
t}] 3 i} z- 24 -3 =2 m
woraus unter Beriicksichtigung, dall
g, = (0O gy = Oy R : 3) 1)
folgt
i a, + a, c a, + o,
Sy (f"x e ____:{—z) oder — = g, ——F——
e 7 m
/ o, + a,’ z. a, + o, .
Eili==sry (rrb, ————"«) oder —= = g, ————= ¢ . 4)
\ Ciis t m
' o, + o, z a. -+
2 i ("’z g —7};) oder % = ¢, — 2= Y.
m | 7 m

1) Besitzt das Material keine Proportionalitiitsgrenze, so wird der Dehnungs-
koeffizient ¢ nicht konstant, sondern eine Funktion von ¢ oder 2 sein. Es wiirde
dann heillen miissen etwa:

&y = iy Og, Sy = iy Oy gy = Gy O,

Hierin wiirden je nach der Verschiedenheit der Spannungen a, g, g, die
Dehnungskoeffizienten o, 4y, verschieden grolle Woerte aufweisen, d. h. w, u,a,
wiirden Funktionen von o oder & sein,
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Die Beziehungen 4 lehren, dafB die Proportionalitit, welche
bei dem ausschlieflich in der Richtung seiner Achse ge-
zogenen Stabe nach MaBgabe der Gleichungen 2, § 2, und 3
dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und Spannungen —
unter der Voraussetzung, dal « konstant — vorhanden ist, zu be-
stehen aufhoért, sobald auch Krifte senkrecht zur Stabachse
den Kérperangreifen. Die resultierende Dehnung wird durch
solehe Krifte, wenn sie ziehend wirken, vermindert; sind
Druckkrifte senkrecht zur Stabachse tiitig, so wird die
resultierende Dehnung vergriofBert.

In Anbetracht, dall derartige Krifte eine mehr oder minder grofle
Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, erkennen wir,
dafBl Erschwerung oder teilweise Hinderung der Zusammen-
ziehung (Kontraktion) desStabes (senkrecht zu dessen Achse)
die Dehnung (in Richtung der Achse) verringert und damit
bei solchen Materialien, welche im Falle des Zerreillens eine
erhebliche Querzusammenziehung erfahren, auch die Festig-
keit erhdéht, wie Versuche nachweisen) (§ 9, Ziff. 1).

') Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, welche
sich auf die Ergebnisse der von Kirkaldy vor rund 50 Jahren angestellten Ver-
suche stiitzt, iber die § 9, Ziff. 1 berichtet, s, Zeitschrift des Vereines deutacher
Ingenieure 1880, 8. 285 u. f. Trotzdem findet. man bis in die neuere Zeit Ver-
suche, welche den Einfluf der Erschwerung der Zusammenziehung vollstiindig
auller acht lassen. Bo z. B, pflegte man — wie Verfasser bereits in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1889, 8. 478 darzulegen veranlaBt war — zur
Feststellung des Wertes der Lochungen von Blechen in der Weise vorzugehen,
dall man die Zugfestigkeit von ungelochten Blechstreifen a, Fig. 2, in Vergleich

a £ c A

£

Fig. 2.
ﬂtel_]te mit derjenigen von gebohrten und gelochten Blechstreifen b, ¢, d. Hierbei
ergibt sich, sofern cine Verletzung des Materials nicht stattgefunden hat, dal} die
Zugfestigkeit (Kraft, bezogen auf die Fliicheneinheit des Querschnittes) von b,
cund d grofler ist als diejenige von a, was nach MaBgabe des Erdrterten naturgemi(i
erwartet werden muf. Die Ergebnisse der mit Stiiben a angestellten Zugversuche,
wobel die mit der Lingsdehnung verkniipfte Querzusammenziehung -sich unge-
hindert ausbilden kann, kénnen eben nicht ohne weiteres in Vergleich gestellt
werden mit den Ergebnissen, welche Zugversuche mit den Stitben b, ¢, d liefern, da
hier die Querzusammenziehung eine mehr oder minder stark gehinderte ist.

Diese TFeststelling gilt nach Mafigabe des Cesagten fiir Kérper aus ziihem
Material fiir den Bruchznstand.
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§ 8. Zugproben.

Der Zugprobe werden die Metalle, auf welche sich das Nach-
stehende zunichst nur bezieht, meist in Form von Rundstiben (Fig. 1)
oder in Form von Flachstiben unterworfen.

Die Form der Probestibe mulfl so gewiihlt werden, und die
zum Einspannen in die Priifungsmaschine benutzten Vor-
richtungen miissen so beschaffen sein,

1. dal} die Zugkraft moglichst gleichformig iiber die Querschnitte
des der Messung unterworfenen mittleren Stiickes des Probekorpers,
d.i. der MeBlinge, verteilt wird (vgl. FuBlbemerkung S. 103 und 104),

2. dali der Bruch des Korpers innerhalb der MeBlinge erfolgt,
sofern das nicht durch Mingel im Material und dergl. verhindert wird.

A

Fig. 1.

Der ersten Bedingung lilt sich bei Rundstiiben durch die kugelige
Lagerung entsprechen (Fig. 1), bei Flachstiben durch Befestigung
mittels Loch und Bolzen, wenn die Locher genau in der Stabachse liegen,
oder durch Einlegen der mit gefriisten Nuten versehenen Enden in
Gebilkeile, wenn schiefe Beanspruchung vermieden wird, oder durch
Einbeilkeile, wenn sie den Stab in der Mitte der Kopffliche fassen.
Die Herstellung und Einspannung der Flachstiibe fordert jedoch unter
allen Umstéinden besondere Sorgfalt, wenn den aufgoqtollten13(’d1ngungt-n
geniigt sein soll.

In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man diese Bedin-
gungen dadurch zu erfiillen, dafl man das prismatische Mittelstiick des
Stabes etwas linger macht als die MeBlinge. und daf man die Quer-
schnitte des Stabes von dem Mittelstiick nach den Einspannstellen hin
zunehmen lifit, wie dies Fig. 1 fiir den Rundstab zeigt. (Vgl. auch Fuf-
bemerkung 5. 103 und 104.)

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Versuche
setzt voraus, dal} diese unter den gleichen Verhiltnissen durchgefiihrt
worden sind. Wie aus dem in § 9 und § 10 Erorterten hervorgeht, gehort
hierzu, dal} die Stéibe gleiche oder wenigstens geometrisch ihnliche Quer-
schnitte besitzen und im allgemeinen gleich lange Zeit den Versuchen
unterworfen werden.

N e e L e
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Die der Messung unterzogene Strecke [, die MeBlinge, pflegt
— insoweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3, be-
stimmten Bruchdehnung handelt — zu 200 mm angenommen und das

7 |

/ |

/ |

7 I

7 1

/ |

/ I

s |

/ |

i |

/ I

(Eoarilio o doi i e e

e |
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Trig. 2.

miftlere Stiick um wenigstens 20 mm linger, d. h. I + 20 mm, pris-
matisch gehalten zu werden.

Wird fiir den Rundstab von 20 mm Durchmesser — wie in Deutsch-
land, Osterreich, Schweiz usw. iiblich — I = 200 mm zugrunde gelegt,
dann fordert die S. 144 unter e ausgesprochene Bedingung fiir

Bach, Blastizitit, 6. Auil. B
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einen Rundstab von d mm Durchmesser als Melilinge
d
= 900-—= = 10d . 3 o aiiarel
J 20 )

und fiir einen Flachstab von f gmm Querschnitt die MeBlinge

| = 200% SN I ) R IR
[—. 202
5

Bei der groBlen Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt zu
werden

a) die Bruchbelastung P, .. (§ 3) und damit die Zugfestigkeit

K, (§ 3),

b) der Querschnitt f, an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein-

schniirung, Fig. 2, § 3, sofern eine solche eintritt),

¢) die Linge 7, welche das urspriinglich { lange Stabstiick nach

dem Zerreillen besitzt.

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3, die Zug-
festigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stabquerschnitt.

Die El.'miti;lungl nach b ergibt durch Gleichung 2, § 3, die Quer-
schnittsverminderung des zerrissenen Stabes,

Die Feststellung nach c¢ liefert durch Gleichung 3, § 3, die Bruch-
dehnung.

Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunichst die ganze Stabstrecke
mehr oder minder gleichmifiig bis zum Eintritt der Bruchbelastung,
dann folgt die Einschniirung des Stabes — falls eine solche iiber-
haupt eintritt —, die mit einer verhiltnismiflig groBen Ausdehnung
an dieser besonderen Stelle verkniipft ist. Diese erstreckt sich iiber
eine Linge, die um so grofer ausfillt, je groBer der Stabquerschnitt
ist (vgl. Fig. 5, Taf. T und Fig. 18, Taf. 111.) s setzt sich hiernach
die durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung im allgemeinen
zugammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis zum Eintritt
der hochsten Belastung und aus der 6rtlichen Dehnung an der
Einschniirungsstelle, vermindert um die Verkiirzung, welche aus
Anlafl der mit dem Zerreillen erfolgten Entlastung des Stabes eintritt.
Wird zuniichst angenommen, der Bruch erfolge in der Mitte der Strecke !/,
so ergibt Gleichung 3, § 3, bei vorhandener Einschniirung einen um so
groBleren Wert fiir ¢, je kleiner /ist, weil die ortliche Dehnung an der
Einschniirungsstelle verhiltnismifBig um so mehr ausmacht, je geringer
die MeBlinge ! ist. Im allgemeinen gehért hiernach zur Angabe von ¢
auch die der Grofle von [ neben f.

Wie bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Osterreich,
usw, ! nach MaBgabe der Gleichung 1 bzw. 2 zu wiihlen. In Frankreich
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ist es {iblich geworden, I kleiner zu nehmen, nimlich I = 7,235 d, bzw.
l= 82y j ;infolgedessen ergeben sichdort imallgemeinen groBere Werte
fiir die Bruchdehnung des gleichen Materials; somit liefert ein und das-
selbe Material, in Deutschland mit I = 10 d und in Frankreich mit [ =
7,235 d gepriift, an letzterer Stelle eine grofere Bruchdehnung, erscheint
also hier, wenn ¢ als Mal} der Zihigkeit angesehen wird, ziher. Ks
muf} dies im Auge behalten werden, wenn man die Angaben iiber die
Bruchdehnung (Zihigkeit) des Materials aus den verschiedenen Lindern
vergleichen will. In Nordamerika wird vielfach die MeBlinge noch
kleiner gewiihlt als in Frankreich.

Um sich ein Urteil dariiber zu verschaffen, wie grof — wenigstens
angenithert — die Bruchdehnung sich ergeben haben wiirde, wenn die
MeBlinge nach Gleichung 2 gewithlt worden wiire, kann in der Weise
vorgegangen werden, dall man an dem zerrissenen Stab fiir zwei
geniigend weit auseinander liegende MeBlingen I, und I, die Bruch-
dehnungen ¢, und ¢, unmittelbar mifit, alsdann die Gleichung

AR - 5)
@ w e LT S sy e,
benutzt, zuniichst, um aus
o, = A i_ und ¢, = A + —
I I,
die beiden dem vorliegenden Material entsprechenden Erfahrungswerte A
und Bzu ermitteln, und sodann, um durch Einfithrung desjenigen Wertes
von lin Gleichung 3, fiir den ¢ bestimmt werden soll, diese GroBe selbst
zu berechnen.

Beispielsweise ergab sich fiir Rundstiibe von 26 mm Durchmesser

bei Il = 50 70 100 150 200 260 mm
durch Messung ¢ = 62,0 53,7 46,3 39,3 36,2 319 9

Wird in Gleichung 3) 4 = 8.3 und B = 380 gesetzt, zo findet sich
aus ihr

p = 62,1 53,3 46,3 39,7 36,3 31,9 94

(Niheres iiber diese im Jahre 1905 durchgefiihrten Versuche siehe

des Verfassers Darlegungen in Heft 29 der Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten 8. 69 u. f.)

Geht der Bruch auBlerhalb der Mitte vor sich — was in der Regel

der Fall —, so wird ¢ um so kleiner ausfallen, je mehr die Bruchstelle
an das Ende von [ riickt!).

') Mit Riicksicht auf diesen Ubelstand und sonstige Unsicherheiten hat man
in bezug auf die Messung von [, folgende Vorschriften vereinbart:

Die Dehnung ist auf zwei entgegengesetzten Seiten des l{urid:staba_s 50 Zu
messen, dall beiderseits auf jedem der Bruchstiicke von dem Ende der Me[.’-li%nge
bis zur Bruchstelle gemessen und aus den zwei Summen der zusammengehorigen
Btiicke das Mittel genommen wird,

8*
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Fin solehes MaB kann, streng genommen, nicht als richtiges be-
zeichnet werden.  Trotzdem ist es heute noch iiblich, die Dehnung
in dieser Weise zu messen und die erhaltene GroRe bei der Beurteilung

Brfolgt der Bruch aullerhalb des mittleren Drittels der Mefilinge, so ist der
Versuch auszuschlieflen oder das folgende Verfahren anzuwenden.

Die Mefilinge [ ist von 10 zu 10 mm einzuteilen, Fig. 3 (s. die unterhalb
stehenden Zahlen).

Es erfolge der Bruch im Querschnitt 6. Von der Bruchstelle ausgehend,
werden zuniichst die Teilstriche nach links und rechts hin neu bezeichnet, so,
wie iiber der Figur eingeschrieben ist. Sodann wird links die Liinge zwischen
den Teilstrichen 1—10 gemessen und zu ihr 50 - b 1 addiert; hierauf rechts
die Entfernung der Teilstriche 03 bestimmt und zu ihr die von links zu ent-
nehmende Strecke 3—10 hinzugefiigt, Die Summe der so erhaltenen beiden GrisBon
ergibt {,  Hiernach ist

Iy = [Liinge zwischen den Teilstrichen 1—10 (links vom Bruch) 4 Eb(} -+ b1)]
+ [Liinge zwischen den Teilstrichen 0—3 (rechts vom Bruch) -
Liinge zwischen den Teilstrichen 3—10 (links vom Bruch)).

BNB/H0IETESS 3L

I

VAWBBA BB ADRU YD T 6 5

Fig. 3.

Wiirde im vorliegenden IFalle die Liinge I nicht 200 mm, sondern 100 mm
betragen, so wiirde sein

Iy = [Liinge zwischen den Teilstrichen 1—5 (links vom Bruch) -+ (b0 - b_lu)]
+ [Liinge zwischen den Teilstrichen 0—3 (rechts vom Bruch) -

Liinge zwischen den Teilstrichen 3—5 (links vom Bruch)].

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, dall die Lingeniinda-
rungen zu beiden Seiten des Bruches einen symmetrischen Verlauf haben, den
Stab nahezu so ausgemessen, als wenn der Bruch in der Mitte erfolgt wiire.

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark zusammen-
gozogen hat (vgl, die Fullbemerkung 8. 9), so verliert allerdings das angegebeno
Verfahren an Wert.

Die Einteilung der Strecke ! wie auch die Bestimmung von I nach dem
Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des Stabes vorzunehmen,

Bei Flachstiben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden Schmal-
seiten als auch auf einer Breitseite zu messen und dag Mittel aus den beiden orsteren
Messungen sowie das Ergebnis der letzteren getrennt anzugeben.

(Vgl. hiermit das 8. 144 unter f Gesagte.)

Um die Veriinderlichleit der Dehnung, iiberhaupt die Forminderung zu
zeigen, welche ein der Zugprobe unterworfener Flachstab aufweist, wurde 1885 die in
Fig. 4 (Taf. I) wiedergegebene Zusammenstellung gefertigt. Auf zwei Flachstibon
aus Flufstahl von genau 60 mm Breite und 12 mm Stirke waren durch Liings-
und Querlinien im Abstande von 10 mm Quadrate von 10 mm Seitenlingo go-
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Fig. 4, §8, S. 116

Fig, 19, §10, S. 158.
Stab 1.

Fig. 20, § 10, S. 158,
Stab 3.

FluBeisen, Schweifieisen.
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der Giite des Materials zugrunde zu legen!). Richtiger wiirde es sein,
wie auch von Hartig vorgeschlagen wurde, diejenige Dehnung zu be-
stimmen, welche im Augenblicke des Auftretens des grofiten Zugwider-

zoichnet wordon. Alsdann wurde der eine Stab der Zugprobe unterworfen. Derselbe
erfubr hierbei die aus Fig. 4 deutlich ersichtliche Formiinderung. Der Bruch er-
folgte an einer Stolle, welche durch eine der eingerissenen Querlinien etwas verletzt
worden war, Man erkennt an dem Klaffen in der Mitte der Bruchstelle, dall die
Widerstandsfiihigkeit des Stabes zuerst in der Mitte iiberwunden wurde, und daB

sich von hier aus der Bruch nach den Kanten hin fortsetzt, (Vgl. 8. 141, sowie
Fig. 19—21, Taf. I11.)
Es betrug

die Bruchbelastung Py . . . . . . . . . . . . . . 37480 kg
der urspriingliche Querschnitt f . . . . . . 6.1,2 = 7,2qcem
der Bruchquerschmitt f, . . . . . . . . . 4,82.0,94 = 4,53 qem
die Dehnung auf 100 mm S s e e SO D T
Demnach
. % i 37 460
die Zupgleatigkert Ky < . . . . 0. . .. f_ —— = 5203 kg/qem,
1,2
2 ; 7,2 — 4,563
die Querschnittsverminderung 9" . . 100 f—’_i} =8 n}{o‘
. 7,2
i 127,56 — 100 =
die Dehnung ¢ (auf 100 mm) . . 100 Soies e o "/n

Fig. 5 (Taf. 1) zeigt einen FluBeisen- und Fig. 6 einen SchweiBeisen-Rund-
stab nach dem Zerreiflen. Die Verschiodenheit der Oberfliche der Stiibe kenn-
zoichnet die beiden Materialien. Kin zerrissener Stab aus Chromnickelstahl ist
auf Taf. 111, Fig. 7 abgebildet.

Fig. 8 und 9 (Taf. 1II) geben zwei Stibe von Aluminiumbronze wieder,
welche beide nach Angabe 90 9, Kupfer enthalten sollen.

Fig. 10 ("Laf. IT) liBt einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 11 einen Messingstab
(gegossen) erkennen,

Die Priifung dieser Stithe hat ergeben:

Stab | “migiri|c Biga e Figlg | L Fip. 100 |- Figlill
Durchmesser om . . . | 2,00 | 1,50 | 150 | 1,9 | 1,9
Querachrittigem oo, el i A = i = i SRR L R o TS 300
Streck-] obere  kg/qem ‘ 8137 | | - ‘ - =
grenze | untere kg/qem 8121 | —_ - | ——
Zugfestighkeit  kg/gem 0398 | 3083 | 3232 2090 | 1472
Bruch- | auf 100 mm %/, 20,2 | 64 | a0 — =
dehnung | auf 200 mm 9/, 130 | ‘ 8,1 [ 11,56
Querschnitts- . . . . : : | |4 pes

verminderung . . %,| 03,2 : | | 747 | 18,7

1) Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen bourteilt nach den
fiir K, ¢ und ¢ erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermigen (§ 3) wird ein Ge‘wiclft
namentlich in den Fillen eingeriumt, in welchen es sich um \\"idm'stm1dafiih]gk.elt
gegeniiber dynamischen Wirkungen (lebendigen Kriiften) oder gegeniiber den Iin-
wirkungen von Spannungen handelt, welche durch stark wechselnde Belastungen
oder durch grofie Temperaturunterschiede veranlafit werden. ;

Da fiir ein bestimmtes gleichartiges Material das Arbeitsvermigen mit An-
nitherung proportional dem Produlkt aus Zugfestiglkeit und Bruch.dchnun_g gesetzt
werden darf, so kann auch dieses Produkt an Stelle des Arbeitsvermogens als
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standes oder unmittelbar vor Beginn der Einschniirung vorhanden ist,
Bs wiire dies die Grofie OF, in Fig. 1, § 3. Da es mit den iiblichen
Priifungsmaschinen schwer hilt oder wenigstens umstindlich ist, die
Dehnung in dem bezeichneten Augenblick genau festzustellen, so fehlt
zuniichst noch die Aussicht, dafi diese Grofie als Mafi der Dehnung all-
gemein angenommen werden wird. Ille, wie sie nicht selten zu ver-
zeichnen sind, dali der gezogene Stab sich an einer Stelle einschniirt,
hierauf eine noch weiter wachsende Belastung vertrigt, dann an einer
zweiten Stelle eine Einschniirung erfihrt und in dieser bei sinkender Be-
lastung zerreift, wiirden verlangen, dafl das Dehnungsmall unmittelbar
vor Beginn der ersten Einschniirung genommen wird.

Uber die Abhiingigkeit der Dehnung ¢ von der Querschnittsform,
den Abmessungen usw. s, § 9.

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben unter a bis ¢ an-
gegebenen Ermittlungen, zu denen sich noch die Beurteilung des Aus-
sehens der Bruchfliche fiigen liflit!), noch die Bestimmung

d) der Lingeninderungen (§ 4 und § 5) und aus ihnen zutreffenden-
falls
e) des Dehnungskoeffizienten (§ 2, § 4, Ziff. 1, Fuffbemerkung
S. 17, §5, Ziff. 3, Fulibemerkung S. 17 bis 19) und der Pro-
portionalitiitsgrenze oder der Koeffizienten e und m der
Gleichung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3),
f) der Elastizitiitsgrenze (§ 4, Ziff. 1, 8. 20 und 21) und der Deh-
nungsreste (§ 4, Ziff. 1, 8. 20, § 5, Ziff. 1),
g) der Fliei- oder Streckgrenzen (§ 3),
h) der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Iig. 1) und des Arbeits-
vermogens (§ 3).
Zur erschopfenden Klarstellung gehoren im  allgemeinen ferner
die chemische und die metallographische Untersuchung des Materials
sowie die Priifung des Verhaltens gegeniiber Biegung, gebotenenfalls
auch im gehirteten Zustand (Hartbiegeprobe), insbesondere gegeniiber
Schlagwirkungen.

ein Mafl der Materialgiite angesehen werden.  (Vgl. des Verfassers Maschinen-
elemente, 10, Aufl, (1908), 8. 91 u. {.)

Nach heutigem Stand bieten Zugfestigkeit, Bruchdelinung, Querschnitts-
verminderung und Arbeitsvermogen keine ausreichende Grundlage zur limn'lniltmg
des Materials. Die Erlangung einer solechen wird noch angestrebt. Ob die zur
Beurteilung der Zihigkeit vorgeschlageno und auch vielfach gehandhabte Kerb-
schlagprobe die in sie gesetzten Erwartungen befriedigen wird, erscheint noch
zweifelhaft.

1) In dieser Hinsicht darf u. a. aof die Arbeit von Rudeloff: | Beitrag
zum Studivm  des Bruchaussehens  zerrissener Stibe in der ,,Baumaterialien-
kunde* Heft 6/7, IV, Jalirgang, 5. 85 u. f. verwiesen werdon.
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Einrichtungen zum Messen der Lingeniinderungen hei Zug und Druck.

Zur Bestimmung der Lingeniinderungen hat Bauschinger den
aus Fig. 2, 8. 113, ersichtlichen Apparat ausfiihren lassen, der zu den
besten gehort, welche fiir den Zweck benutzt werden konnen.

Der zu untersuchende Stab wird an den Enden 4 und B der Strecke
AB, fiir welche die Langeninderungen bestimmt werden sollen, durch
die ReiBnadel mit zwei leichten Querrissen versehen. In die Ebene des
einen Querrisses, otwa bei A, legen sich pressend die Stahlschneiden
der beiden schraubstockartig verbundenen Backen CC, die damit am
Versuchsstabe festgeklemmt werden. Diese Backen bilden die Triger
zweier rechts und links vom Versuchsstab befindlichen senkrechten
Achsen, auf denen unten kleine Rollen (aus Hartgummi) vom Halb-
messer 7 sitzen, wihrend sie oben stellbare Spiegel tragen, wie dies in
der Abbildung angedeutet ist. An die kleinen Rollen legen sich Stahl-
stiitbchen DE, deren Schneiden durch Krifte GG, ausgeiibt mittels Stell-
schrauben, in den Querril des anderen Endes B der MeBlinge gedriickt
werden. Damit nun bei einer Anderung der MeBlinge I die beiden
kleinen Rollen von den Stahlblittern DE mitgenommen werden, sind
diese auf dem Riicken da, wo sie die Hartgummirollen beriihren, mit
feinem Schmirgelpapier belegt. Kiner stetig erfolgten Lingeniinde-
rung / des Stabes wird unter diesen Umstéinden eine Drehung der Rollen
und damit auch der Spiegel um den Winkel e entsprechen, derart, daf
A = a7 ist. Mit den Fernrohren FF sicht man durch die Spiegel auf den
im Abstande L aufgestellben MafBstab HJJH. Waren die Spiegel bei Be-
ginn des Versuchs so eingestellt, dal man mit dem Fernrohr die Stelle J
des MafBstabes sah, so wird bei einer Drehung des Spiegels um ¢ der
Beobachter mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle /7 des Mal-
stabes sehen, welche dadurch bestimmt ist, daf

JH = a = Ltg 2.
Damit ergibt sich

A » o
Gones ol tg 2
5 i o
A= . 5 : % 1 . . *1-}

L tg2a

woraus fiir kleine Werte von «, wenn mit Anniiherung

gesetzt wird,

=14
—_—



120 I. Zug.

Somit erscheint der Apparat als ein Fiihlhebel, dessen kleiner
Arm gleich dem Halbmesser » der Rolle und dessen groBer Arm gleich
der doppelten Entfernung des Malistabes von dem Spiegel ist. Fiir
r = 3,500 mm und L = 3500 mm ergibt sich somit die Ubersetzung
3,500 : 2. 3500 wie 1 : 2000. Bei Einteilung der Skala des MaBstabes
derart, dafB die Teilstriche um 4 mm voneinander entfernt sind, hat
demnach der Teilstrichabstand auf dem Malistabe den Wert von

] i _ 2
500 mm fiir die Lingeninderung, und da im Gesichtsfelde des Fern-
)
rohres 1/,, Teilstrichabstand noch mit ausreichender Sicherheit ge-

5000

schiitzt werden kann, so geht in diesem Fall die Messung auf mm,

1
——————— der MeBlinge.
750 000 g

Um zu beurteilen, mit welcher Anniherung die Gleichung 5 zu-
treffend ist, sei folgende Zusammenstellung angefiigt:

d.i. bei l = 150 mm gleich

G4 = 10 20 34 40 50
%~ 0,4998 0,4992 0,4982 0,4967 0,4949
tg 2a
05— = 0,0002 0,0008 0,0018 0,0033 0,0051
tg 2

Fehler in 9/, = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02

Will man den Fehler bei Rechnung mit Gleichung 5 nach Moglich-
keit gering erhalten, so mull der Spiegel bei Beginn des Versuchs ungefiihr
so eingestellt werden, dall der grofite in Betracht zu ziehende Wert von a
etwa zur einen Hilfte links vonJ und zur anderen rechts von J zu liegen
kommt. Dann bleibt, da der Gesamtdrehungswinkel der Rolle und des
Spiegels kleiner als 49 zu sein pflegt, der Fehler Kkleiner als 0,16 9.
Durch Benutzung von Fehlertabellen lifit sich der nach Gleichung 5
ermittelte Wert tiberaus leicht berichtigen; in der Regel ist dies jedoch
nicht notig 1). .

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschicht die Messung der
Verlingerung doppelt: auf zwei Seiten des Versuchskorpers. Das
arithmetische Mittel wird als die Verlingerung des Stabes angesehen.
Die Messung auf nur einer Seite wiirde in den meisten Féllen zu Trr-
tiimern fithren:

1. weil auf genau zentrische Kraftiibertragung von vornherein

1) Die Gleichung 5 wiirde genau richtige Werte ergeben, wenn der Maf3-
stab HJJH nicht gerade, sondern nach einem Kreisbogen gekriimmt wiire,
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nicht mit Sicherheit gerechnet werden kann (ein sich einstellendes
Biegungsmoment liefert fiir die eine Seite eine zusitzliche Streckung
und auf der entgegengesetzten Seite eine Zusammendriickung von der
gleichen GroBe; infolgedessen fithrt die Bildung des Durchschnitts aus
beiden Messungen zur Ausschaltung des Einflusses der Biegung);

2. weil sich die Manteloberfliche — deren Dehnung doch allein durch
den Apparat gemessen wird — nicht an allen Stellen um gleich viel dehnt

3. weil das Versuchsstiick mit dem aufgeklemmten MeBinstrument
einschlieflich des letzteren nicht selten kleine Bewegungen erfihrt.

Es empfiehlt sich, die beiden Endquerschnitte der MeBstrecke je in
mehr als zwei Punkten zu fassen.

Fiir genauvere Elastizititsbeobachtungen ist es ganz wesentlich,
daB Temperaturinderungen withrend eines Versuches moglichst voll-
stindig vermieden werden, namentlich deshalb, weil die diinnen Stahl-
stitbchen DE viel rascher die neue Temperatur annehmen als der Ver-
suchsstab, und der so entstehende Unterschied in dem Wirmezustand
das Ergebnis des Versuchs selbst wenn der Stab aus dem gleichen
Material bestiinde wie die Stahlstibchen DE — erheblich beeintrichtigen
kann. Man mufi sich eben immer vergegenwiirtigen, dafl bei dem Wiirme-

ausdehnungskoeffizienten von rund — L und dem Dehnungskoeffi-
80000

1
2000000
zunahme gleich derjenigen ist, die durch 26 kg/qem Spannung herbei-
gefithrt wird. Selbst 1/,,° C Temperaturunterschied entspricht noch
2,6 kg/qem Spannungsunterschied.

Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst
heute noch viel zu wenig Beachtung zuteil. Dabei reicht es nicht aus,
daB man die Temperatur im Versuchsraum wiithrend einer Untersuchung
moglichst unveriinderlich erhilt. Eine Beriihrung mit der Hand, ein
Anhauchen, ein Luftzug usw. dullern ihren die Genaunigkeit der Messung
herabsetzenden EinfluB. Im Falle einer solchen Stérung des Wirmezu-
standes ist es angezeigt, zu warten, bis der Apparat in Hinsicht auf seinen
Wiirmezustand zu ausreichender Ruhe gelangt ist. Dies gilt namentlich
auch unmittelbar nach dem Ansetzen des Spiegelapparates, weil hierbei
Erwiirmungen durch die Beriihrung mit den Hiinden cinzutreten pflegen,
die erst durch Abkiihlung wieder verschwinden miissen.

Fallsmit ausreichenderSicherheit darauf zu rechnenist, daf die Raum-
temperatur gleichbleibend gehalten werden kann, so empfiehlt es sich, als
Material fiir die MeBstibehen Nickelstahl mit moglichst geringem Warme-
ausdehnungskoeffizienten (etwa nur ein Zwdlftel des fiir den gewdhn-
lichen Kohlenstoffstahl giiltigen Wertes) zu verwenden (vgl. des Ver-
fassers Maschinenelemente, 10. Aufl, S.121 und 122).

zienten von rund - - die Verlingerung durch 1° ¢ Temperatur-
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Ist auf Temperaturgleichheit im Versuchsraum nicht zu rechnen, so
solltendie MeBstiibehen aus einem Material bestehen, dessen Ausdehnungs-
koeffizient sich méglichst wenig von demjenigen unterscheidet, der dem
Versuchsstab eigen ist. Daf auch dann rasche Temperaturinderungen
Fehler von erheblicher GroBe hervorrufen miissen, ergibt sich aus dem
oben Bemerkten.

Bei Anwendung des 8. 14.u.f., sowie S.88u. f. hervorgehobenen Ver-
fahrens des Belastungswechsels wird der Versuchsdurchfiihrende durch die
Versuchsergebnisse auf das Auftreten von Temperaturschwankungen ein-
dringlich aufmerksam gemacht.

Die Sicherheit der Messung hingt natirlich davon ab, dall die
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von Massen
durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten eintreten
mul}, wenn die Reibungskraft kleiner ist als das Produkt aus Masse
und Beschleunigung, so muf} bei genauen Elastizititsmessungen, nament-
lich wenn es sich um eine genaue Bestimmung der bleibenden Dehnungen
handelt, mit groBter Sorgfalt auf ganz allmihliche Steigerung der Be-
lastung oder Verlingerung geachtot werden.

Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu treffen
pflegt, wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen Lingeninde-
rungen die bleibenden Dehnungen genau festgestellt werden sollen, ist
viel zu wenig beachtet, was den Verfasser veranlalit, ihn hier besonders
hervorzuheben.  Erst durch volle Beachtung desselben werden In-
gtrumente, welche die Dehnung oder Zusammendriickung der Versuchs-
kérper unter Zuhilfenahme der Reibung als Ubertragungsmittel messen,
zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung und Entlastung
verwendbar.

Der Bauschingersche Spiegelapparat kann auch zur Ermittlung
der Zusammendriickung von Korpern benutzt werden, doch zieht Ver-
fasser vor, hier inder Regel eine andere, fiir stehende Priifungsmaschinen
und fiir Versuchskorper von grofieren Querschnittsabmessungen geeignete
Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen Fig. 12bis 14 zeigen dieselbe,
wie sie zur Bestimmung der Elastizitit von Korpern aus Zement,
Zementmortel, Beton, Sandstein usw. in den Abmessungen: rund 250 mm
Durchmesser ') und 1000 mm Hohe ') seit rund 17 Jahren benutzt worden
ist und heute noch Verwendung findet.

1 Verwendet man zu Elastizititsversuchen mit Betonkorpern Prismen von
Querschnitten bis etwa 12 em Seite und 15 em MeBlinge, wie dies bis zur Auf-
nahme der Untersuchung der Elastizitiit des Beton (1894) durch den Verfasser ge-
schehen war, so kionnen die Versuche bei der Ungleichartighkeit des Materials — man
denke an die einzelnen Schotterstiicke (Steine, Ziegelbroeken, Kiesel bis Apflelgrﬁ [e)
-~ wenigstens im allgemeinen nicht zu Ergebnissen fithren, die mit ausro;chemlcr
Genanigkeit auf die praktischen Anwendungen, d. h. auf auszufithrende Beton:
bauten, iibertragen werden diirfen.
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Die Versuchskorper sind durch Hobeln mit genau parallelen
Stirnflichen (Druckflichen) zu versehen, so daB bei der vorhandenen
kugeligen Lagerung der Druckplatten der Maschine (vgl. Fig. 12) eine
gleichmiiBige Druckverteilung, soweit sie iiberhaupt zu erreichen ist,
erwartet werden darf. Auf selbsttiitiges Kinstellen, d. h. Parallelstellen
der Druckplatten zu rechnen, erscheint nicht richtig; diese Stellung ist
vielmehr vor dem Versuch mit Sorgfalt herbeizufithren; man stellt
zuniichst die untere Platte gemii8 der Wasserwage und richtet nach
Kinbauen des Versuchskorpers, wobei besonders darauf zu achten ist,
daBl dessen Achse in die Achse der Maschine fillt, die obere Platte
genau parallel zur oberen Fliche desselben. Die Messung der Zu-
sammendriickung erfolgt stets durch zwei einander gegeniiberliegende
Instrumente, welche die Endquerschnitte der MeBstrecke in je
4 Punkten fassen. (Uber die Berechtigung, die Messung an der Ober-
fliche vorzunehmen, vgl. A. Menzel, Untersuchungen iiber das bei
der Bestimmung der Druckelastizitiit {ibliche Verfahren, die Dehnungen
auf der Mantelfliche des Versuchskorpers zu messen, 1902.)

Die MoBvorrichtung, vergleiche Fig. 12 bis 14, besteht aus dem
oberen Ring 44 und dem unteren Ring BB, welche je durch 4 im rechten
Winkel zueinander stehende Schrauben am Versuchskorper festgestellt
werden, und zwar um [ (bei Betonkérpern u. dgl. in der Regel gleich
750 mm) tibereinander.

Fig. 13 und 14 zeigen die eigentliche MeBvorrichtung. Erfolgt eine
Zusammendriickung des Versuchskorpers, so wird der obere Endpunkt
der Stange O, die ihre Linge beibehiilt, gegeniiber dem Ringe 44 und
dem daran befestigten MeBinstrument um den Betrag der Verkiirzung
nach oben riicken; dadurch dreht sich der Hebel DEF, der gegen das
Ende der Mefstange C' durch eine Feder gedriickt wird, um seine bei £
gelegene Achse und nimmt durch das auf dem segmentartigen Ende F
befestigte diinne Metallbindchen das Réllchen G mit, auf dessen Achse
der an einer Bogenskala entlang laufende Zeiger sitzt. Dieser trigt am
Ende nicht eine Spitze, sondern ist hier flach gehalten und mit einem
radialen, deutlich sichtbaren Strich versehen. Die Ubersetzungsverhiilt-
nisse sind bei dem einen Instrument des Verfassers (ausgefithrt von
C. Klebe in Miinchen) so gewithlt, dafl 1 mm Zusammendriickung des
Versuchskorpers 300 mm Weg auf der Bogenskala entsprechen. Da nun
hier 1/, mm noch abgelesen werden kann, so erfolgt die Messung der

Zusammendriickung der urspriinglich [ = 750 mm langen Strecke bis
. 1 1 -

auf ! ;b = ——der Strecke, auf welcher

Ml Haoo mm, 4.3 55607755 = 5280000

die Zusammendriickung gemessen wird. .
Bei weiteren Instrumenten (ausgefiihrt von Ludw. Tesdorpf in
Stuttgart, jetzige Werkstiitte Sartorius in Gottingen) entspricht 15 mm
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Zusammendriickung des untersuchten Korpers einem Skalenweg von
300 mm, das ist 600 mal mehr. Da nun auf der Skala noch 1/,; mm ab-
gelesen werden kann, so erfolgt die Messung der Zusammendriickung der

urspriinglich 7 langen Strecke auf 60100 mm, d.i. bei { = 500 mm, fiir
ar s " sad - ] ] s l
welche MefBlinge das Instrument meist benutzt wird, auf 3000000
1
von [ Tir I = 750 mm wiirde sich 1500000 ergeben,

Zur Messung groller Wege werden Instrumente der beschriebenen
Art mit der Ubersetzung 1:100 verwendet.

Fig. 14.

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die Mitnahme
des Rollchens ¢ durch ein diinnes Metallbindchen '), und an dem zweiten
iiberdies die Anordnung von Kugelzapfen an den Enden der Stange O,
die zum Zwecke tunlichster Fernhaltung des Einflusses von Temperatur-
inderung aus Holz besteht (vgl. das S. 121 hinsichtlich des Einflusses
der Temperaturinderungen Gesagte). Die Biindcheninstrumente be-
sitzen den Vorteil, daf} sie nicht wie Spiegelapparate die getrennte Auf-
stellung von Ablesefernrohr und Skala erfordern. Thre Zuverlissigkeit
steht nicht hinter der der Spiegelapparate zuviick. H

1) Vgl. des Verfassers Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von
Platten in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1800, 8. 1042, Fig, 9
und 10, oder auch die Schrift: ,,Versuche iiber die Widerstandsfihigkeit ebener
Platten', Berlin, 8.4, Fig. 9 und 10, oder ,,Abhandlungen und Berichte* 1897,
S. 112, Fig. 90 und 91. Da bei diesem Instrument die den Zeiger tragende Rolle
mehr als eine Umdrehung auszufiihren hat, so ist das Biindchen in Gestalt cines Y

ausgefiihrt.
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Verfasser beniitzt diese MeBvorrichtung auch zur Ermittlung der
Zugelastizitiit. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied darin,

Fig. 15.

daB, withrend bei Druckbelastung der Zeiger auf der Bogenskala von unten
nach oben sich bewegt, er bei Zugbelastung von oben nach unten schwingt.
Da die Beriihrung zwischen Hebel und Stange bei 1), Fig. 13, durch
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Federkraft gesichert ist, so findet in beiden Fiillen die Messung mit der
gleichen Zuverlissigkeit statt. Dadurch lifit es gich in bequemer Weise

ermoglichen, dall ein und derselbe Kérper der Zug- und der
Druckprobe unterworfen und dabei die Dehnung, bzw. die Zu-
sammendriickung, mit denselben Instrumenten genau auf die
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gr;]elche Lrstreckung gemessen werden kann. Will man vom
Zug- zum Druckvoersuch oder von diesem zum Zugversuch iibergehen,
so bedarf es jeweils nur der Versetzung des Koérpers mit den ange-
schraubten Instrumenten aus der Zug- in die Druckmaschine bzw. aus
der llctzteren in die erstere. Fig. 15 zeigt den Korper (Marmor) mit dem
zweiten der Instrumente in der Zug- und Fig. 16 in der Druck maschine.

Fig. 17.

Da bei den in Tlig. 15 dargestellten Versuchskorpern die genaue Be-
arbeitung der Keilflichen recht viel Zeit erforderte, und der Bruch
hiiufig an der Einspannstelle cintrat, so ist Verfasser in neuerer Zeit zu
der in Fig. 17 gezcichneten BEinspannvorrichtung iibergegangen. Der
K'ﬁrpcr wird durch die beiden seitlichen innen geriffelten Stahlplatten,
die durch Schrauben gegen ihn geprefit werden, gepackt; der hierdurch
wachgerufene Widerstand gggeﬁ Gleiten muB natiirlich groBer sein

Dach, Elastizitit. 6. Aufl. :
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als die Kraft, welche zum Zerreifien erforderlich ist. Die vier Flichen,
gegen welche sich die Stahlplatten legen, werden sorgfiltig gehobelt.

Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht der Spiegel-
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens,
Materialienkunde, S. 477 u. f. verwiesen werden darf. Der Unterschied
zwischen beiden besteht in der Hauptsache darin, dafl an Stelle der
Rolle vom Halbmesser r eine rhombenformige Schneide von der Hiohe 2z
tritt, deren Ausschlag die Drehung der Rolle ersetzt. Beide Arten
von Spiegelapparaten lassen sich nach Form und GréBe Sonder-
zwecken anpassen.

Zur Messung der Verlingerungen und Zusammendriickungen an
den Oberflichen von Balken, die durch Biegung beansprucht werden,
verwendet Verfasser die von Haberer 1902 konstruierte, in Heft 39
der Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten S. 8 u, f. verdffentlichte Ein-
richtung.

In neuerer Zeit ist die Zahl der Mefivorrichtungen im Wachsen
begriffen. :

Fiir Sonderzwecke konnen auch Mikroskope entsprechende Ver-
wendung finden.

§ 9. Einfluf der Form des Stabes.

Die Aufstellungen in § 6 enthalten nur die Gréfie f des Stab-
querschnittes; die Form desselben wiire hiernach vollstindig gleich-
giiltig. Tatsiichlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch ihr Einfluli nicht
bedeutend erscheint. Dali die Querschnittsform nicht gleichgiiltig ist, er-
hellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, schon aus folgender Erwiigung.

Den Entwicklungen der iiblichen Gleichungen fiir die Zugelastizitiit
und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgefiihrt sind, liegt zuniichst die
Voraussetzung zugrunde, daf} die Dehnungen und Spannungen in allen
Punkten des Stabquerschnittes gleich grofl sind, dafl sich alle Fasern,
aus denen der Stab bestehend gedacht werden kann, ganz gleich ver-
halten und nicht gegenseitig aufeinander einwirken. Es iindert an jenen
Gleichungen nichts, ob eine Kraft P — gleichmiiBig verteilt — getragen
wird von einem Stab, dessen Querschnitt 10 gem betriigt, oder von
1000 Stiben von je 1 qmm Querschnitt. In dem einen Fallist f = 10 qem,
in dem anderen f = 1000 . 0,01 = 10 gem, d. h. in beiden Fiillen gleich.
In Wirklichkeit aber — immer gleichmiflige Verteilung der Last und
gleiches Material vorausgesetzt — werden sich die 1000 Metallfiiden von
je 1 qmm Querschnitt unabhiingig voneinander (senkrecht zur Achse)
zusammenziehen konnen; sie werden, wenn sie sich vorher gerade be-
rithrten, die Beriihrung infolge der mit der Dehnung (Belastung) ver-
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kniipften Querzusammenzichung aufgeben. Die einzelnen Fasern des
Stabes von 10 gem Querschnitt jedoch besitzen eine solche Unabhiingig-
keit nicht; sie wirken senkrecht zur Achse aufeinander ein. Das Ergebnis
dieser Einwirkung aber muf} ein verschiedenes sein, je nach der Form
des Querschnittes, es wird ein anderes sein bei einem kreisformigen
als bei einem langgestrecks rechteckigen oder einem I-férmigen, es wird
ein anderes sein bei einem dimnwandigen Hohlzylinder als bei einom
Vollzylinder, bei einem Stab ohne Unterbrechung der Stetigkeit des
Querschnittes als bei einem Stab, bei dem sich der Querschnitt sprung-
weise indert usw. DaB aber die bezeichnete seitliche Einwirkung Dehnung
und Festigkeit beeinfluBt, ergibt sich aus den Betrachtungen, welche in
§ 7 angestellt wurden.

Derselbe Gedankengang fiihrt zu dem Ergebnis, daB auch die ver-
hiiltnismiBige Grofle der Abmessungen bei einer und derselben Quer-
schnittsform — streng genommen — nicht ganz gleichgiiltig sein wird.

Bei Beurteilung von Versuchsergebnissen in dieser Hinsicht ist
allerdings im Auge zu behalten, daB der Unterschied in der Material-
beschaffenheit, bedingt durch die Verschiedenheit der Querschnitts-
abmessungen, von grofier Bedeutung sein kann (Unterschied der Dichte
und Festiglkeit bei GuBstiicken verschiedener Stirke, Unterschied in der
Zusammensetzung von Kern und Randzone bei FluReisen usw.).

Versuchsergebnisse,
1. Einflug der Stabform, welche der Querschnitisverminderung
(Zusammenziehung) hinderlich ist.

Kirkaldy stellte vor rund 50 Jahren ZerreiBversuche mit Rund-
eisenstiiben nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stibe Fig. 2 sind entstanden
aus Zylindern Fig. 1, je durch Eindrehen einer schmalen Nute auf den
Durchmesser d, die Stiibe Fig. 3 aus solchen Fig. 1 durch Abdrehen auf
den Durchmesser d.

‘Tig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Die Ergebnisse dieser Versuche sind in folgender Tabelle (S. 132)
zusammengestellt. el
Sie zeigen die fiir den ersten Augenblick schlagende Eigcntumllc.’-h-
keit, daB die Festigkeit, d. h. Bruchbelastung, dividiert durcl‘l den klein-
sten urspriinglichen Querschnitt, bei den nach Fig. 2 eingedrehten
Stiben weit groBer ist als bei den nicht eingedrehten.  Versuche, welche
gt
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Zugfestigkeit | Querschnitts-

Material Form des Stabes K: (Gl 1, § 3) | verminderung

in kgfqgem | w (GL 2, §3)

|

Low Moor. Fig. 1, D = 2,54 em 4560 | 61,0 %,
Walzeisen, e S s L 6420 8.0
hiirteste Sorte it s =L R M S| 4920 49.2
Govan. Fig.1, D = 2,564 em 5025 [
Geschmiedetes Gy dr=1ulT8 0 BOL0E T g R
Walzeisen 4 3, o= 1,78 55 5020 36,0 2
e Fig. 1, D = 2,69 em 4040 47.4
“&?:gz{:n [P g == B0, 4950 21,3 ,,
R g e R e 4360 [ b

in Woolwich mit Stahlstangen (von 1%/,.” engl. Stirke und mit einer
den Durchmesser auf 34" vermindernden Ausrundung versehen) an-
gestellt worden sind, sowie Versuche von Vickers u. a. bestitigen das
von Kirkaldy Gefundene.

Die Erklirung ergibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Gesagten.
Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern, welche durch
den kleinsten Querschnitt b, Fig. 2, gehen; gleichzeitig tritt eine Zu-
sammenziehung senkrecht hierzu ein. Das bei aa aa an den kleinsten
Querschnitt sich anschlieBende Material setzt dieser Zusammenziehung
Widerstand entgegen, d. h. {ibt in senkrechter Richtung zur Achse des
Stabes Zugspannungen auf die durch den kleinsten Querschnitt gehenden
und gespannten Liingsfasern aus, welche Zugspannungen, wie die Glei-
chungen 4 in § 7 lehren, cine Verminderung der Liingsdehnung zur

TFolge haben. Demnach greift das bei aa aa an den Querschnitt 2T d*?

anschhellende Material, indem es der Aushi Idung der Zusammenzichung
sowie der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, gewissermalien unter-
stiitzend gegeniiber dem kleinsten Querschnitt ein und erhéht dessen
Festigkeit. Dal die Zusa,mmenzichlmg gehindert wurde, dariiber geben
die Werte fiir ¢» deutlich Auskunft.

Hieraus folgt im allgemeinen fiir die genannten Materialien: Er-
schwerung oder teilweise Hinderung der Zusammenziehung
senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminderung) ver-
ringert die Dehnung in Richtung der letzteren und erhéht
die Zugfestigkeit. (Vgl. hierzu FuBbemerkung S. 111.)

Zur Untersuchung des Einflusses der Linge der Eindrehung sowie
der Ausrundung der letzteren hat Verfasser 1889/90 folgende Ver-
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suche mit Rundstiben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material
von bemerkenswerter (leichartigkeit hergestellt, ausgefiihrt.

Fluleigen Schweilieisen

Zugfestig-|  Quer-

Zugfestig- =
| Dehnung HEIGaHE Quer

Stabform keit sehnitts- keit schnitts- LEhanug
K, (AL 1| vermi Bt =l QL0 vermine by 0
2 ; | Vermin- lﬂ{} e fp gy xl. | Vermin 100 mm fr
§3) in |derung y (GL. 3, §3) §3) in |derung y (GL. 3, §3)
kg/qem |(GL 2, §3)" "™ kg/qem |(Gl. 2, §3)] :
: { 4239 66 °/, 33 %, 3664 34 %, 28 %,
Fig. 4 l 07 DT R A BTN B (B e T

4281 | 65 , | 33 , | 3676 i285si | mep
Durchschnitt 4954 66 9/,

54 349, | 3670 | 3009/, | 269
i (| 4428 | 629, | — g738 | 189, |  —
Fig. 5 | AAR0R0HAR o [ s 3701 [ 12, | —
ddan 83, | — o sageli 10 e
Durchschnitt | 4418 |I f;:g o, F 26 S'f | 12 % i
: (| 6982 | 55 ¢, (%l 4154 | 26, | —
.Flg. 6 4—935 15151 4 — 4029 21 1 =
[ e | — 3925 | 24 ‘ —

D dehnittil Senan | e o 0ae | B
urchschnitt 5016 55 9/, ‘ — 4036 | 23 %, ‘ M

Fig. 7 5894 | 50 9/, ‘

— | aa74 | 140 | —

i dDT Ulilgedrehi.;gn ]ﬂ‘llllifjl:lfsﬂnstiib{} rissen simtlich in der Mitte de?r
sindrehung oder in der Nihe derselben: gleich verhielten sich die
S(j'hwmﬁmsnnst'ail‘m nach Fig. 6 und 7. Die SchweiBeisenstibe nach
Fig. 5 dagogen rissen nach Angabe der Fig. 8 am Ende der Eindrehung
}intcr. Bildung cines groBeren Spaltes, wie in der Abbildung angedeutot
I’ft‘r eine Folge der ausgeprigten Fasernatur des Schweilieisens, wozu
sich noch der EinfluB der Schlackeneinschliisse gesellt.  Dadurch
Gr%{lii,rt; sich auch die vergleichsweise geringe Querschnittsver-
mmd?’r‘mg- Die scharfe Eindrehung fiithrt also hier beim SchweiBeisen
zum Bruch, bei dem ziihen FluBeisen dagegen nicht. Der nachteilige
Einflu}, welchen die Ungleichformigkeit der Spannungsverteilung in dem
Bruchquerschnitt des SchweiBeisenstabes #uBern muB (vgl. Fulbe-
merkung §. 103 und 104), wird fast ganz aufgehoben durch den Einfluf
der Hinderung dor Querzusammenziehung; denn die Festigkeit ist im
F‘_?"HC der Stabform F ig. 4 nahezu die gleiche wie im Falle der Stabform
Flg 5. Bei dem FluBeisen iiberwiogt in dem Querschnitte der scharfen
Eindrehung der Binfluf der gehinderten Querzusammenzichung, eine
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Folge der Gleichartigkeit und der groBen Zihigkeit des Materials, Die
Fig.5a, 5b, 6a und 6b auf Taf. I[1 geben die photographischen Bilder
der Probestibe nach dem Zerreiflen, und zwar

Fig. 5a einen Flulieisenstab nach Fig. 5,
., bb ,, Schweileisenstab ., syed O]
., 6a ,, FluBeisenstab 5 Wk
. 6b ,, Schweilleisenstab |, et Al

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen Ergebnisse
zeigen, daf} bei einer Eindrehungslinge von 25 mm der Einflul der ge-
hinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist, daB er da-
gegen mit Abnahme dieser Liinge rasch wichst. Im iibrigen bestitigen
sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses Ausgesprochene vollstiindig.

i =
i —g,l—— p—— e
— ¥ i
I ! i
20 0] ! : ‘ !
AL =l e = ALY S = 40 - ap w20y
Fig. 4

T ) T
S LT, S W RN BRI ¢ B ¢ A
€ ] .o —
iy o
-85 - 4
Fig. b.

Der letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung unter-
worfene Strecke der Probestiibe — Fig. 1, § 8 — kiirzer gewiithlt werden
muf} als der prismatische Teil derselben. Man hat sich eben 2y sichern,
daf} ein solcher Einfluf} innerhalb der der Beobachtung unterworfenen
Strecke nicht mehr Geltung erlangen kann. ;

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die
Festigkeit von Stiben aus nicht zihem Material hat Verfassor Ver-
suche mit grauem GuBeisen angestellt, und zwar unter Zugrunde-
legung

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren zylin-

drischen Teils 2 em,
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b) der Stabform Fig. 5, jedoch Durchmesser der Eindrehung
2.cem bei 2,9 em Stabstiirke,
¢) der Stabform Fig. 7, jedoch Durchmesser der Eindrehung 2 cm
bei 2,9 em Stabstiirke.
Die Ergebnisse mit den 10 Stiben, hergestellt bei demselben Gul}
aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen.

Stabform a b c
(Fig. 4) (Fig. 5) (Fig. 7)
I 1567 1446 1508
557 583 1350
Zugfestigkeit | 0% 1683
1521 1417 1449
3 1439
Durchschnitt 1545 1471 1436

Der Bruch erfolgte bei den Stiben a (Fig. 4) innerhalb des zylin-
drischen Teiles, bei den Stiben b (Fig. 5) am Ende der Eindrchlltlg,
d. h. da, wo der 20 mm starke Zylinder aus dem 29 mm dicken heraustritt,
und bei den Stiben e (Fig. 7) in der Mitte der Ilindrehung. :

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stibe mit
Eindrchung etwas geringer als diejenige der glatten Stibe, Fi.g. 4'-
Der EinfluB, welchen die Ungleichformigkeit der Spannungsverteilung
iber den Bruchquerschnitt iufert, iiberwiegt den hier nicht bedeutenden
Einfluf} der gehinderten Querzusammenziehung. Ein erheblicher Unter-

schied der durchschnittlichen Festigkeiten fiir die Stabform b (Fig. 5)
und ¢ (Fig. 7) ist nicht vorhanden,

Zusammenfassung.

Bei Stiben mit Eindrehungen, wie erortert, wird die Zugfestig-
keit, d. h,
Bruchbelastung
kleinster Querschnitt
beeinflufit

L. von der Ungleichformigkeit der Verteilung der Spannungen

iber den Querschnitt in dem Sinne, dafl die Festigkeit Ver-
minderung erfiihrt (vgl.auch §6, 8. 103 und 104, Fullbemerkung),
von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne,
dal} die Festigkeit erhoht wird.

Bei zihem Material, wie es als FluBeisen, Schweilleisen usw. ge-
geben sein kann, iiberwiegt im Augenblick des Bruches der EinfluB
Zif. 2 namentlich dann, wenn die Bindrehung sehr kurz ist (Fig.'2,
Fig. 7); die Zugfestigkeit ergibt sich dann bedeutend grofier als die-
jenige prismatischer Stibe (Fig. 4).
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Bei Material, welches eine merkbare Querschnittsverminderung im
Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Gufleisen, scheint der Iin-
flul Ziff. 1 das Ubergewicht zu erlangen; die durchschnittliche Festig-
keit ergibt sich etwas kleiner als bei prismatischer Form, doch ist der
Unterschied sehr gering. ;

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von
Material kommt auch in Betracht, dafl bei zithen Stoffen die am stirksten
angestrengten IFasern — ohne zu reiflen — nachgeben, wodurch die
weniger stark beanspruchten mehr zur Ubertragung herangezogen
werden,

Hieraus folgt, dal in bezug auf die Zugfestigkeit von Korpern mit
Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt werden kann:
sie ist grofler oder kleiner als diejenige von prismatischen Kérpern aus
dem gleichen Material. Es erscheint unstatthaft, das fiir ein zihes Ma-
terial gewonnene Ergebnis ohne weiteres auf ein weniger ziihes oder ein
sprodes zu iibertragen und umgekehrt ?).

2, Binfluf der Liinge und des Durchmessers.

In bezug hierauf sowie hinsichtlich des Einflusses der Querschnitts-
form hat der Chefingenieur Barbea in Creusot umfassende Versuche an-
stellen lagsen, die in der Hauptsache von Coureau und Biguet durch-
gefithrt wurden (Barba, Mémoires et compte rendu des travaux de
la Société des Ingénieurs Civils 1880, 8. 682—714). Die wesentlichen
Ergebnisse finden sich im folgenden unter A und B sowie in Ziff. 3 unter
A, B und C wiedergegeben,

Unter Ziff. 3, D, sind die Ergebnisse der von Bauschinger in
bezug auf den Einflul der Gestalt der Probestibe durchgefiihrten
Zugversuche zusammengestellt (Mitteilungen aus dem mechanisch-
technischen Laboratorium der k. technischen Hochschule in Miinchen,
1892, Heft XXI).

In Einzelheiten weichen die Ergebnisse der Barbaschen Versuche
von denjenigen der Bauschingerschen Untersuchungen etwas ab.
Es diirfte dies vorzugsweise davon herriihren, dall die von Materialun-
gleichheiten veranlafiten Abweichungen hiufig bedeutend grofer sind
als die Unterschiede, welche die Verschiedenheit der Gestalt bedingt.

1) Uber die aus dem Einfluf} der Stabform auf die Zugfestigkeit hergeleiteten
Begriffe ,scheinbare™ und ,,wahre' Zugfestigkeit s. des Verfassers Dar-
legungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, 8.238 u. f.
Vgl auch Fullbemerkung 3, S. 10 und 11,
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A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Durchmesser d,
ebenso sind die der Messung unterworfenen Stabstrecken [
verschieden lang, und zwar derart, daB [ :d konstant.

Die Versuchsstibe wurden aus gleich starken Stangen heraus-

gearbeitet,

Gleiche Dauer der einzelnen Versuche wurde mit Sorgfalt erstrebt.
Die angegebenen Werte sind je die Durchschnittszahlen aus einer

Versuchsreile.

1

Rundstibe aus FluBeisen.

— -G 2] ——
% :-g Ditrohs Stab. n. Fusiig-i Querschnitts- l}’(\.r- Dehnung
E _Ez messer strecke | hillt- | keit i Nmmd?T_]}g :?:f; bp—1
Ez| d ! I R L b e T
S e : i z f b
L cm cm T | ke/gem | /a e °lo

1 0,690 5,0 4220 69.3 1,64 32,8

2 1,035 7,5 4200 69,0 2,49 33,2

3 | 1,380 | 10,0 | 4210 69,7 330 | 33,0

o e X R T G ) (S IS 68.6 4,18 | 33,5

5 | 2,070 | 150 |2 4160 69,2 5,08 | 33,6

8 | 2415 | 175 4090 69,7 580 | 33,2

7 2,760 20,0 4000 68.8 6,60 33.0

8 | 3105 | 9225 3960 69,5 7,65 | 34,0

Durchschnitt 4130 69,2 ‘ 33,3

| |
Rundstiibe aus FluBstahl.

- = —

%% Durch- Stab- Ver- |Festig- Querschnitts- | Ver- l Dehnung
g % messer strecke | hilt- | keit | "o md}“j.l}g l?:fg by—1
£ 2 d i L 5 TR T PG e i o T
3 & ' f b ‘

22 em cm bid kg/qem o S "o

1 | 0690 | 50 | 6480 36,5 1,00 | 20,0
2 | 1,035 7,5 6490 38,0 1,41 | 188
3 1,380 10,0 6390 37.4 1,82 18,2
4 1,725 12,5 794 6330 38,4 2,27 18,1
5 | 2070 | 150 |["“* 6350 31,8 2,70 | 18,0
612415 [ 17,5 6200 35,8 3,17 18,1
7 | 2760 | 200 6320 344  [390| 195
8 | 3,105 22.5 nicht ermittelt
Durchschnitt 6360 36,1 | 186
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Die Versuchsergebnisse zeigen:

) eine, allerdings nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit
mit wachsendem Durchmesser, welche Verminderung auch von
Ungleichartigkeit des Materials herrithren kann,

g) Unabhiingigkeit der Querschnittsverminderung ¢ vom Dusch-
messer,

7) Unabhiingigkeit der Dehnung ¢ vom Durchmesser d und der
Linge I, sofern das Verhiiltnis [ : d das gleiche bleibt.

B. Die Versuchsstibe besitzen verschiedene Durchmesser,
dagegen sind die der Messung zugrunde gelegten Stab-
strecken gleich lang,

_ ‘ , —
Nummer Durch- Stab- | Festigkeit Verlinge- Dehnung
: messer | strecke K rung b — Bomer-
des d : ! z ’!F Ry o =100 — =
Versuchs s kungen
em | em kg/gem em /s
1 . 2,0 10,0 3700 3,75 37,5 Flud
2 1.0 10,0 3690 3,05 30,5 s e
3 0,5 10,0 | 3760 2,60 25,0 e
] 20 | 100 | 5930 | 2,59 989 | e
2 1,0 | 100 | 5940 | 2,10 21,0 | ey ;
3 0,56 | 100 | 6000 | 1,70 170055 [ e

Diese Versuchsergebnisse lehren, dafl die Dehnung ¢ bei gleicher
Grofle der Stabstrecke, welche der Bestimmung zugrunde gelegt wird,
in ziemlichem Mafie abhingt von dem Durchmesser d, und zwar derart,
daB sie wiichst mit zunehmendem Durchmesser.

Nach dem Ergebnis A, j entfillt diese Abhingigkeit bei gleichem
Verhiltnis [ : d.
~ Hieraus folgt, daB8 bei Forderung einer bestimmten Deh-
nung ¢ fiir eine bestimmte Stablinge [ ein gewisser Durch-
messer d vorgeschrieben sein mufl. Sind die Durchmesser
verschieden, so haben sich die MelBlingen zu verhalten
wie diese.

In welcher Weise vorgegangen werden kann, wenn diese Bedingung
nicht erfillt wird, dariiber ist S. 115 das Notige bemerkt,

3. EinfluB der Querschnittsform.
A. Die Versuchsstibe haben verschiedene Querschnitts-
form, jedoch gleich groflie Querschnittsflache. (1904),
Aus einer und derselben Stange Flufieisen von 40 mm Quadratseite
wurden hergestellt:



| Taf. Il
C.Bach, Elastizitit., 6. Aufl,
Fig. 18,
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3 Rundstibe von 26 mm Durchmesser,
3 Flachstibe von 40 mm Breite und 13 mm Stirke,
3 ausgefriste Stibe mit Querschnitt nach Iig. 9.

Die mittlere prismatische Linge betrug 290 mm, die Meflinge
260 mm, entsprechend der Gleichung 2 in § 8.

Die Stibe wurden der Stange so entnommen, dafl zuniichst ein
Rundsmb, sodann ein Flachstab, hierauf ein Stab mit Querschnitt
nach Fig. 9, alsdann wieder ein Rundstab usw. aufeinander folgten.

Die Ergebnisse der Untersuchung, welcher das Material in aus-
geglithtem Zustande unterworfen wurde, sind in den folgenden Zusammen-
stellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14 sowie Fig. 10 bis 16
dieses Paragraphen niedergelegt.

e
g g
f [k
: } :
i ' [ ]
H o B
e l | }‘5 :_‘_1
TS
|
La s
|
| |
]
b il e,
Fig. 9. Fig. 10.

Fig. 18 (Stab J,), Fig. 19 (J), Fig. 20 und 21 (J,) Taf. I11 geben die
photographischen Bilder der zerrissenen Stibe; insbesondere liBt
Fig. 18 die Giite des Materials erkennen.

Die Durchschnittswerte der Zugammenstellungen S. 142, welche in
Iig. 17 zeichnerisch dargestellt sind, lassen beim Vorwirtsschreiten
von den Rundstiben zu den Rechteckstiben und von diesen zu den
Stiben mit dem Querschnitt Fig. 9 deutlich erkennen:

1. bedeutendes Sinken der oberen Streckgrenze a,,

9 it . i . )

:il weit geringeres Sinken der unteren Streckgrenze g,,
LN

erhebliche Verminderung des Unterschiedes o, — a4,
4. Abnahme der Zugfestigkeit K..

-

Hiernach erweist sich die Streckgrenze, namentlich
der Wert 0, abhiingig von der Querschnittsform; sie liegt
am hochsten fiir die Rundstibe, dann folgen die Flach-
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stibe und hierauf die Stidbe mit dem Querschnitt Fig. 9.
Diese Abhiingigkeit besteht auch hinsichtlich der Zug
festigkeit, wenn auch in geringerem Mafje.

i
- i | s BN
If | J2. ‘ lF r 5.
| |

| ' | |

| | | |
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Fig. 11. Tig. 12. Fig. 13.
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Fig. 14. Fig. 15. Fig. 16.

Nach der 8. 130 u. f. angestellten Erwiigung steht ein solcher
Einflul der Querschnittsform zu erwarten. Die Fasern, welche bej dem
Zugversuch das Bestreben haben, sich senkrecht zuihrer Achse zusammen-
zuziehen, sind hierin bei dem kreisformigen Querschnitt mehr gehindert
als im Durchschnitt bei dem rechteckigen und bei diesem mehr als bei
dem Querschnitt Iig. 9.

" Von Interesse ist es, den Einflul der Querschnittsform auf den
Verlauf der Dehnungslinie wihrend der Periode des Streckens des
Materials in den Iig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden Iig. 10 bis 16
zu verfolgen.
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Lehrreich ist ferner die Verfolgung des Vorganges beim Zerreiflen

der Stiibe mit dem Querschnitt Fig. 9: zuniichst reiBt der Steg in der
Mitte, dann erweitert sich der Rill nach den Flanschen hin, diese beginnen

.’;.‘E?f&qchnt,
1 7

St renze S .w:leq; 1919 k(g en.
AO81 1977 : <

18791k [ger.
1 ,

|
|
|
|
i
l
|
|
1 I

|
I|
|
l
|
|
!
|
|
l
|
J

|

|

|

|

|

|

l
= L
Bl Te )

in der Mitte zu reifien, und zuletzt erfolgt der Bruch an den Flanschen-
ecken; die beiden photographischen Bilder, Fig. 20 und 21, Taf. 111,
deuten auf diese Aufeinanderfolge hin.
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Zug- Bruch- Quer-

Streckgrenze fosti i
““t}g' ol schnitts-
Querschnittsform obere | untere keit  [4CHIUNElverminde- Schaulinie
a, %, K, 7 rung
kg/gem |kgfqem | kg/gem o8 L
Rundstab .J, 2407|2075 3667 | 33.8 69,7 Fig. 14, § 4
5 J4 2465|1895 | 3578 319 71,0 » 13: 84
5 J. 2134|1972( 3525 | 30,0 70,2 o 10589

Durchschnitt | 2335 1981 3590 | 31,9 70,3

Flachstab J, 22551988 | 3507 | 304 | 626 |Jig 11,89
T 2009 | 1940 3474 | 305 | 637 | ., 12,89

Jy 2291(2004| 3484 | 26,3 | 614 | , 13,§9
Durchschnitt [2185[1977| 3488 | 29,1 | 626

Stab nach Fig. 9 J, | 1893 | 1870 3333 | 35,3 62,7 | Fig. 14,89
4 9 J, 1922|1886 3320 | 30,4 | 59,5 s 16,89
. i 9 J, | 1941 1880 | 3353 | 26,6 61,0 e 18360

Durchschnitt | 1919|1879 3335 | 30.8 61,1

th} 1

B. Aus Versuchen mit 1 em starken Flachstiben (1885)

ergab sich

bei der Breite von 1 2 3 4 5 6 7 8 em
die Dehnung auf 10 em zu 31,0 34,0 35,0 37.2 39,0 40,8 38,5 34,5 o
d.h. am gréfiten bei dem Seitenverhiltnis 1 : 6,

Die Festigkeit betrug durchschnittlich 3870 kg/qem.

(. Die Flachstibe haben verschiedene Breite.

Dehnung

Nummer | Stiirke Breite Veor- Festigkeit| gy
des a b hiiltnis K, | p=100- e Matorial
Versuchs bia {
com em kg/qem S
1 1,015 | 2,000 1,98 4270 | 20.5
2 0,995 | 5,985 6,02 4130 | 35,0 Fhul3-
3 1,017 | 9,980 | 9,81 4020 | 40,0 eisen
1 1,310 | 2,000 1,53 2400 51,5 ,
2 1,308 | 5,980 4,57 2380 55,2 Kupfer
3 1,313 | 9,990 7,61 2315 59,0

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite etwas
ab (vgl. auch A).
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: Hierbei ist nicht auBer acht zu lassen, daf3 dieser Einflufl moglicher-
weise von der Einspannung herriihren kann, und dali es iiberhaupt nicht
lellcht ist, bei verhiiltnismiBig breiten Stiben eine gleichmi Rige Ver-
te"lu“g_ der Zugkraft iiber den Querschnitt zu sichern.

Wir schlieffen aus den im vorstehenden niedergelegten Versuchs-
ergebnissen, daf Ergebnisse von Zugversuchen, streng ge-
nommen, nur dann unmittelbar verglichen werden kénnen,
wenn die Versuchsstibe, sofern sie nicht dieselben Ab-
messungen besitzen, wenigstens geometrisch dhnlich sind.

Mel- Querschnitts-

li Querschnitt
inge abmessung

Gelten fiir 2 Rundstibe
die GroBen . . . L1,

9

und fiir 2 Flachstibe die
Grofien. . e g 31 32 albl y 52 fi =gy bp ;{2 = @, bz

so findet sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten Deh-
nungen fiir Rundstiibe

haly ='dysde = ] {}- d,* -' 4 gt = ],7]—: T{T'.v

und fiir Flachstibe mit Anniherung
hily = l_ajla l'lr;z:a =Vh: 1 fa

per Satz, welcher soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit der Er-
gebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der in § 10 aus-
gesprochenen Erginzung dahin gehend, dafl auch die Geschwindigkeiten,
m_lt welchen die Versuche durchzufiihren sind, ausreichend iiberein-
Stimmen miissen, gleichfalls fiir alle anderen Beanspruchungsarten.
D. Versuche mit Rund- und Flachstiben aus Flub-
und Schweilleisen.

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Binflusses der Form der
Probestiibe zu folgenden Ergebnissen. )

a) Der Dehnungskoeffizient («, Gleichung 3, § 2), wie er
durch die iiblichen Messungen an der Oberfliche der Stibe
erhalten wird, ist bei Rundstiben etwas kleiner als bei Tlach-
stiben aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstiben
etwas kleiner als bei diinnen und iiberhaupt bei grolieren
Querschnittsabmessungen ein wenig geringer als bei kleineren
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f)

g)

h)

1. Zug.

Querschnitten. Alle diese Unterschiede sind jedoch nur ge-
ring und werden durch zufillige, von Materialungleichheiten
herrithrende Abweichungen weit iibertroffen,

Die Zugfestigkeit (K., Gleichung 1, § 3) erscheint von der
Querschnittsform nicht beeinfluBt.  (Vgl. dagegen die Ver-
suchsergebnisse unter A, insbesondere Fig. 17.)

Die Querschnittsverminderung (i, Gleichung 2, § 3) ist
bei Flachstiben von der Form und GréBe des Querschnittes
unabhiingig. Stirkere Rundstiibe geben etwas kleinere Werte
fiir dieselbe als schwiichere aus dem gleichen Material, doch
ist der Unterschied nicht bedeutend.

Die Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3), gemessen fiir eine be-
stimmte urspriingliche Liinge, ist von der Querschnittsform,
von dem Verhiltnis der Breite zur Dicke bei Flachstiiben,
also davon, ob der Querschnitt {iberhaupt kreisrund oder
rechteckig ist, nicht abhiingig; aber sie wiichst mit der (i1 53 e /
des Querschnittes derart, dall

p=a+byf

gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten a und p wesent-
lich von der Beschaffenheit des Materials abhiingen.
Vergleichbare Ergebnisse fiir die Dehnung (¢, G]eicimng 3,
§ 3) werden erhalten, wenn man die MeBlinge der Probestiibe
proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt, wiihlt,
Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von 920 mm
Stirke und 200 mm MeBlinge ergibt sich die proportionale Liinge
eines Probestabes vom Querschnitt f gleich

L TR A
200 —_— = 11,31/ mm
. 202

) 1t
,!I

sofern f in qmm eingesetzt wird.,

Das in der Fuflbemerkung 8. 115 u. f. zuerst angegebene Ver-
fahren zur Messung der Dehnung erscheint geniigend genau
solange die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der M glnii,ngg;
von den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind Rundstiibe auf
zwei entgegengesetzten Seiten, Flachstiibe auf einer Breitseite
ZU messen.

Querschnittsverminderung (, Gleichung 2, § 8) und
Dehnung (¢, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen-
hang.

Proportionalitits- und Streckgrenze kénnen auch dann,

wenn die Probestibe sorgfiltigst ausgeglitht worden sind, in
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einem und demselben Risenstiick oder in Stiicken der nim-
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein, dal3
dagegen alle anderen Einfliisse, diejenigen der Form und der
Grofe des Querschnittes, falls sie iiberhaupt vorhanden sind,
verschwinden.

Wird die Proportionalititsgrenze von zerrissenen Stiben
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch urspriinglich
gelegen war.  Dieses Ergebnis lassen die folgenden, fiir
3 Paar Flachstibe giiltigen Zahlen deutlich erkennen.

Prohatabes | Dobnungs |, Probortio | Strock | potmungs. | ctortie
s R ke/qem kg/qem ke/qem
LV T -2—53:'} oo | 2350 | 2460 m 2700
LV “2¢ E{E{I)Tuo 1000 | 1670 | 11;"3600_ 2700
07 ¢ ETE&E])_UO'tj"; 1840 | 2130 m-‘ 2800
07 a _'__la;W)o_i 1290 2080 ——213(1) So0 | 2850
0 'E_f?_(lm('}bj 2230 | 2370 W 2930
164 —2-1—5(1)—0-00—_ 1290 2230 “Ez'.iT:b_(ﬁ)Tf 2910
|
| |

§ 10. Versuchsergebnisse iiber den Einfluff der Zeit
auf Festiglkeit, Dehnung und Querschnitfsverminderung.
Einflufy der Temperatur und der Behandlung des Materials.

1. Einflu der Zeif.

Von Untersuchungen, welche den schon lingst bekannten,
auch in § 5, Ziff. 4 bereits erorterten EinfluB der Zeitdauer des Versuchs
nachweisen, seien die folgenden angefiihrt.

Bach, Blstizitit, 6. Auf. 2
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Versuchsreihen mit Rundstiben von 1,6 ¢cm Stirke
aus FluBeisen.

Daner des Versuchs Fostigkeit K, Dehnung, gemessen auf 10 em
2,5 Minuten 3935 kg/qem 329,
75 3 3720 o 34

(Barba, Mémoires et compte rendu des travaux de la Société des
Ingénieurs Civils, 1880, 8. 710.)

Feinkorneisen.
Dauer des Versuchs Festigkoit K, Dehnung ¢ Festighe!t K_ Dolnung ¢
Rasch zerrissen 4990 kg/gem 22 9% 4340 kg/qem 23,3 9

Langsam zerrissen 4493 A 20.9 ., 3770 & 988",

(Gewohnliches Puddeleisen.

Dauer des Versuchs Fostighksit K, Dehnung
Rasch zerrissen 3720 kg/qem 30,4 9
Langsam zerrissen 30l 35,2 ,

Harter Wolframstahl.

Dauer des Versuchs Festigkeit K, Festigkeit K, Festigleit K,
Rasch zerrissen 14350 kg/qem 13270 kg/qem 11359 kg/qem
Langsam zerrissen 12300 ,, 1 p Tl e 10230

Dehnung 1 bis 1,5 9,

(Goedicke, Osterr. Zeitschrift fiir Berg- u. Hiittenwesen 1883, §. 578.)

Hiernach ergeben fiir schmiedbares Iisen rascher du rchge-
fiihrte Versuche eine grofiere Festigkeit sowie eine kleinere
Dehnung und (nach Versuchen des Verfassers) in der Regel auch
eine kleinereQuerschnittsverminderung. Dadurch erkliirt essich,
daB die Priifung eines und desselben Materials, welche an der einen Stelle
sehr rasch durchgefiihrt worden ist, daselbst ungeniigende Dehnung und
Querschnittsverminderung ergibt, an einer zweiten Stelle, langsamer vor-
genommen, die bedungene Dehnung und QIIE‘:I‘SOhllit-t-ﬂ\'{)_}'n]in[lm‘ung b
weist.

Diese Feststellung gilt nicht nur fiir Zugversuche, die bei gewohn-
licher Temperatur vorgenommen werden, sondern in noch erhshtem
MaBe bei hoheren Temperaturen (vgl. 8. 150, Fullbemerkung).

Leder.
Dauer des Versuchs Festigkeit K,
1 Stunde 26 Minuten 301 kg/gem

166 Tage 20050
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(George Leloutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables
métalliques, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hieriiber in der
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, S.871. Daselbst
finden sich auch Mitteilungen iiber das asymptotische Wachstum der
Verlii-ngm‘ung mit der Dauer der Belastung sowie iiber das dement-
sprechende Verhalten bei Entlastung.)

Versuche des Verfassers iiber den Einflulb der Zeit auf die Festig-
keit des Leders bestiitigen das von Leloutre Gefundene. Vergleiche auch
den dritten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen.

Hanfseile (1886).

Die urspriinglich 750 mm lange, der Beobachtung unterworfene
Strecke eines 55 mm starken Seiles aus badischem Schleifhanf, welches
nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt, nachdem diese
]Selustlmg 10 Minuten gewirkt hat, die Linge 788,4 mm. Das Seil bleibt
lingere Zeit hindurch derselben Anstrengung ausgesetzt.

Iis betriigt nach 10 Minuten

1 " 26 50 82 120 Std.
die Seillinge 7884 789,7 791,8 793,2 7945 795,8 796,65 mm
‘entsprechend einer
weiteren Verlinge-
rung um 0 13 34 48 61 74 81
Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet.
Es betriigt unmittolbar nach der Entlastung nach 34 Stunden
die Seilléingo 791,9 mm (ke
entsprechend einey
Vcrkiirzung um 4.6 ., 5,7

(Des Verfassers Versuche iiber die Elastizitit von Treibriemen und

et 3 . . . . : . )

Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887,
8. 221 u.f.).

Hieraus folgt, daB die Gesamtdehnung, der Dehnungsrest wie auch
die Federung Funktionen der Zeit sind.

Insehr anschaulicher Weise liBit sich der Einflul} der Geschwindigkeit,
mit welcher das ZerreiBen erfolgt, zeigen durch Verwendung von selbst-
zeichnenden Festigkeitsmessern mit Federbelastung, weil bei diesen die Be-
lastung rasch gesteigert werden kann, ohne daB erhebliche Storungen in der
Kraftanzeige in folge von Massenwirkungen oderReibungskriften eintreten.
(Hugo Fischer, Dinglers polyt. Journal 1884, Bd. 251, 8. 337 u..f.)

Nach Mafgabe des im vorstehenden enthaltenen Materials wird
behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon auszugehen
sein, dafB auch die Greschwindigkeit bei der Durchfiihrung der Versuche

10*
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entsprechend gewesen sein mul (vgl. § 9, Ziff. 3). Dabei ist, wie bereits
in § 5, Ziffer 4, hinsichtlich des Einflusses der Zeit bemerkt wurde, die
Art des Stoffes im Auge zu behalten. Beispielsweise wird ein Stab aus
hartem Stahl bei gewohnlicher Temperatur aullerordentlich rasch zer-
rissen werden miissen, soll ein Einflull der Zeit auf das Ergebnis hervor-
treten. Dagegen wird sich dieser bei einem Lederriemen auch noch im
Falle lingerer Versuchsdauer feststellen lassen.

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Priifungsergebnisse setzt
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang, daf}
der EinfluB der Zeit ein unmerklicher, oder es muly die Geschwindigkeit,
mit welcher die Dehnung erfolgt, wenigstens angenithert die gleiche
Grofle besitzen.

Von Bauschinger ausgefithrte Versuche iiber den Einflul} der Zeit
bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach dessen Mitteilun i3
zu dem Ergebnisse gefiihrt, dafl bei FluB- und SchweiBleisen, bei Kupfer,
bei Messingblech und bei Bronzegull ein Einflufl der Zeit oder der Ge-
schwindigkeit, mit welcher die Dehnung vorgenommen wird, nicht oder
kaum merklich ist innerhalb der Grenzen, in denen diese Ver-
suche durchgefiithrt worden sind. Bei Messinggul} ist er sehr ge-
ring und wird, wenn iiberhaupt vorhanden, leicht durch zufillige Un-,
gleichmiiBigkeiten des Materials verdeckt; ebenso bei Zinkgufl und Guf3-
eisen. Bei Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe der Dehnungslinie (vgl.
§3, Fig. 1, S. 8, § 8, 5. 114) sowohl als auch bei der Bruchbnl;lsbutlg
(B,E, Fig. 1, § 3) deutlich erkennbar, nicht aber an der Dehnung (¢,
Gleichung 3, § 3) und Querschnittsverminderung ({, Gleichung 2, § 3).
Bei Blei (Guf- und Walzblei) ist der Einflul} der Zeit unsicher gegeniiber
dem Verlaufe des Arbeitsdiagrammes, unverkennbar an der Bruch-
belastung und kaum bemerkbar an der Bruchdehnung. Am griBten
erwies sich der in Rede stehende Einflull bei gegossenem Zinn. (Mit-
teilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der k. tech-
nischen Hochschule in Miinchen 1891, Heft XX.)

Die Dauer dieser Bauschingerschen Versuche z. B. mit den
4 FluBeisenstiben betrug nach Uberschreiten der Streckgrenze und unter
Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min., 17 Min., 22 St. 32 Min.,
22 Min,) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeitriume, von denen der kleinste
noch bedeutend grofier erscheint als derjenige, innerhalb dessen sich bei
FluBeisen der Einflul der Dauer des Versuchs durch die Priifungsergeb-
nisse iiberhaupt deutlich duflert; sie liegen somit aufierhalb des Gebietes,
welches fiir die obigen Darlegungen wie auch fiir diejenigen des § 5,
Ziff. 4, in Betracht kommt. Bei Beachtung dieses Umstandes kliirt sich
der Widerspruch auf, welcher zwischen den Krgebnissen der Bau-
schingerschen Versuche und dem oben Angefiihrten zu bestehen
scheint,


Arbeitsdiagramm.es
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2. Einflug der Temperatur.

Die Angaben, welche iiber die Elastizitits- und Festigkeitseigen-
schaften der Materialien gemacht werden, gelten, sofern nichts anderes
bgmerkb ist, fiir die gewohnliche Temperatur, d. i. bei etwa 9200 ¢, Zur
Klarstellung, daB sich diese Eigenschaften bei hoheren Temperaturen

\\.’.csenthch indern, seien die folgenden Versuche des Verfassers ange-
fiihrt 1),

a) Versuchsreihen mit Rundstiben aus demselben
TluBeisenblech (1903).

s Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift; die angegebenen
GroBen sind Durchschnittswerte.

Eine Betrachtung der Schaulinien Fig. 1

3 Vﬁrﬂl]ehg_ EEE e | e al:".l"___ ]; ST
Streckgrenze o A 3 itta- 5o
tempo- | g Zug ‘ Bruch schnitts nsthngsd vEahaus
ratur ——————| festigkeit | dehnung verminde- T
obere ‘ unters - rung dauer linie
°C kg/qem | kg/qem | kg/gem % °fo Minuten
20 | 2649 | 2176 | 3561 | 284 | 69.3 27 | Fig. 1
200 | 2391 | 2105 | 5140 18,9 55,1 22 W
300 1373 — 4352 34,8 63.7 29 :
400 | — -1 —~ | g200 | 382 | 646 20 o

bis 4 zeigt, dall der Vor-

gang d.es Streckens oder FlieBens (§ 3) mit steigender Temperatur immer
T}ll?hr an Ausdehnung verliert; die Streckgrenze sinkt und ist bei 400° C
uberhaupt nicht mehr ausgepriigt vorhanden.

Die Zahlen der Zusammenstellung lassen erkennen

1. zuniichst starkes Wachsen der Zugfestigkeit von 3561 kg/qem

(bei 200 C) auf 5140 kg/qem (bei 200°C), sodann Wiederabnahme
derselben,

2. zuniichst starke Abnahme der Bruchdehnung von 284 auf
18,9 %> alsdann Wiederzunahme derselben,
; 3. Anderung der Querschnittsverminderung in demselben Sinn wie
die der Bruchdehnung.

: 1) Uber die Versuche anderer finden sich Angaben in des Verfassers Ma-
schinenelementen, 10, Aufl,, §. 84 u. f. Vergl. namentlich auch die daselbst
f‘ﬂgﬁgobenn Schrift von R. Baumann, die F(-aatigi(eilsn]g(ms-:‘haftcn der Metalle
in Wiirme und Kiilte, Stuttgart 1907. Hinsichtlich der Abhiingigkeit des Dehnungs-
koeffizienten von der Temperatur s. u. a. Martens, Mitteilungen usw. 1890, Heft 4
Paul A, Thomas, Annalen der Physik, vierte Folge, Bd. 1, 1900, 8. 232 u. f.
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Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch ihren Verlauf sowie in der
Grofle der umschlossenen Fliche die Anderungen der Festigkeit, der
Bruchdehnung und des Arbeitsvermogens (§ 3) deutlich 1),
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Fig. 1. Fig. 2.

b) Versuchsreihen mit Rundstiben aus dem gleichen
Stahlgull (1903).
Bei jeder Temperatur wurden 4 Stibe gepriift. Die angegebenen
Grofien sind Durchschnittswerte,

Versuchs- Zug- Bruch- Quorschnitts-
temporatur festigkoit dehnung \'nrmindnrlmg
20 kg/qem s LI
20 4285 25,5 50,4
200 4502 i 15.9
300 4788 12,0 15,8
400 3084 15,3 24,1
500 2601 33,3 14,6
550 2071 39,5 | 49,9

1) Uber die Einzelheiton dieser Untersuchung sowie {iber die Ergebnisso der
Priifung von weiteren 14 Flufleisenblechen ist berichtet in der Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1904, 8. 1300 u. f.  An dieser Stolle ist auch iiber
den Binflufl der Dauer der Belastung Lerichtet; derselbe beginnt gich zwischen
300" und 400° C geltend zu machen durch wesent liche Abnahme der Zugfestigkoit.
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Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme
der Bl““‘-}ldehnung des Materials (Zihigkeit) bei rund 200°C
erkennen, und zwar auf weniger als ein Drittel ).

- ———— — %392 Rg gom————————

|

|
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|

|

|

-y 300°@. 1|

i |

2 |

a |

| |

L f |
Fig. 3
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-

Fig.

') Die Ergebnisse der unter a besprochenen Versuche mit FluBeisen-
blech gowie die angefiihrten Versuchemit Stahlgull fithren u. a. zu der Schlul3-
f“_]g"r““gi fiir Dampfkessel, Dampfgefifle usw., welche Gegenstiinde im Betriebe
héhere Temperaturen annehmen, und von denen man natiirlich verlangt, daf sie
1 diesern Zustande volle Widerstandsfiihighkeit besitzen, miissen die Festigkeitseigen-
schaften der Baustoffo bei diesen héheren Temperaturen beachtet werden. Das
Material lediglich nach den Fostigkeitseigenschaften bei gewdhnlicher Temperatur
zu beurteilen, was jetzt noch geschieht, erscheint nicht richtig. Jedenfalls mulfl
m Falle der Verwendung von FluBeisen und Stahlgufl zu Dampfkesseln usw. die
Z_ﬂhlgknit des Materials bei hiherer Temperatur und nicht diejenige bei gewohn-
licher Temperatur als mafigebend angesehen werden.
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In Fig. 5 bis 7 sind die Linienziige der Zugfestigkeiten, der Bruch-
dehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt.

5k -

-y iy F
Queroclrilizvennindesngen

o
e L

chrze

0 .

5 F\f’eitcms 8. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903,
S 1762 u. £, 1904, §.385 u. f.

¢)Versuchsreihen mit Rundstiben aus derselben Bronze(1900).

0 I;"’ B"::“ZG. deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer,
2% A, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter der
tiblichen J%c]a.st'-ungsdauer im Durchschnitt

bei 200 1000 2000 3000 400"  500° C.

Zuglostighoit | 2305 2424 2245 1368 625 441 kg/qem
R | 101 094 057 02 0,18
Bruchdehnung | 368 334 347 115 0 0o 9%
=8 098 096 032 0 0
Querschnitts- | 52,1 474 482 162 0O 0 9%
verminderung | 1 091 093 031 0 0

Die Verhiiltniszahlen bringen die Veriinderlichkeit deutlich zum Ausdruck.
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In Fig. 8 und 9 sind die Linienziige der Zugfestigkeiten und Bruch-
dehnungen dargestellt.
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Nach Uberschreiten der Temperatur von 200° C beginnt die Zug-
festigkeit ausgeprigt abzunehmen, die Bruchdehnung (das iibliche Ma}
der Zihigkeit) auBerordentlich stark abzufallen,

Lehrreich ist das Aussehen der Oberfliche der Stibe:
Fig. 10, Taf. IV zeigt den gedrehten Stab vor dem Versuch

1 A | e 3 ~ Hiosnachey, - bei 200 (!
(Der Au.fbu.-u des Materials aus Kristallen, die weitgehende Forminderung
erfaliren haben, tritt deutlich zutage.)



C.Bach, Elastizitit. 6, Aufl.

Taf. IV.

Fig. 10, Fig. 11. Fig. 12, Fig. 13. Fig. 14. Fig. 15.
Q § 10, S. 154 und 155,

Vor dem bei 200 C . bei 100°C bei 200° C bei 3007 C Sl O
Versuch zerrissen zerrissen zerrissen zerrissen zerrissen.
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Fig. 12, Taf. IV zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 100° C

13 13; » 1‘7 2 33 bR » 1 2 23 3 20000
2 ]43 LR} ]'-‘7 Lk} th 2 tR ] E ] th ] L 2 30000
T 15, T T\’, Y] 3 EE ] bR ) " LH] 40000

Tig. 14 lift deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 15 (Form-
inderung der Kristalle nicht mehr erkennbar) zeigt keine Forminde-
rung mehr, wohl aber die Sprodigkeit des Materials.

Das bei gewéhnlicher Temperatur aullerordentlich zihe
Material hat mit steigender Temperatur seine ganze Zihig-
keit verloren.

Weiteres hieriiber siche Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1900, S. 1745 u. f., 1901, S. 1477 u. f.

d) Versuchsreihen mit hochwertigem GuBleisen (1900).

Die Ergebnisse lieferten die in Iig. 8 gestrichelt eingetragene
Kurve,

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901,
S. 168 u. f,

Mit Kupfer und Duranametall hat Stribeck eingehende
Versuche ausgefiihrt und dabei auch den groflen EinfluB der Be-
lastungsdauer bei hoherer Temperatur festgestellt. Niheres hieriiber
8. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 8. 559 u. f., bzw.
1904, S. 897 u. f. .

3. Einfluf der Behandlung des Materials. (1910.)
a) Hirten und Anlassen.

Aus demselben Material wurden durch Drehen auf angenihertes
Mal} Stiibe hergestellt und sodann folgenden Behandlungen unter-
worfen,

1. Stab: auf Kirschrotglut erwiirmt, langsam in Asche abgekiihlt
(,;ausgeglitht®);

2. Stab: auf Kirschrotglut erwiirmt, in Wasser von 15°C abgekiihlt
(,,gehiirtet™);

3. Stab: zuerst gehiirtet (wie Stab 2), hierauf dunkelkirschrot erwirmt
und in Wasser von 15° C abgekiihlt;

.Stab: auf Kirschrotglut erwiirmt, in Ol abgekiihlt (,.8lgehirtet™);

. Stab: zuerst gehiirtet (wie Stab2), sodann erwiirmt, bis blaue Anlauf-
farbe eintrat, und in Wasser abgekiihlt (,,gehiirtet und blau
angelassen'’).

1

=1}

Die Stibe wurden alsdann auf den genauen Durchmesser abgedreht
bzw. geschliffen und der Zugprobe unterworfen. Die Ergebnisse der
letzteren sind in der folgenden Zahlentafel enthalten.
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Quer-
: Bruch- ;
A : X Zugfest]g- : schnitts- | Arbeits-
Material Stab Streckgrenze keit del;n]t(l)rl&g, verminde- vurrill(’i;en
e rung
Nr. kg/qem J kg/qem °fa °fa kgm/cem
Versuchs- (2445 o. ST a4 K e ;
sotha g 1 12252 u. 3498 34,56 722 8,3
2 3344 4538 16,7 70,8 4.5
i 1 i v ] L « al »
ganricht momwmet| o8 | 167 | 353 | 06
FluBeisen 3089 o. -. SEn.
4 {2994 O | 4169 | 253 | 69,7 | 74
3248 o.
= 91« 971 «C i -
] 3169 . 4312 21,9 | 10,8 b,7T
Versuchs- {8217 0. - |\ x1ae A el s :
cuikia 9 1 12962 u. | 5182 26,05 57,0 9,3
nicht ausgepriigt =,
Siemens- # vorhanden 8946 0,7 0 1 ,.;Li.
Martin- | 3 | (5318)%) | 7197 | 110 | 627 | M
HStﬂh},l A 4554 6847 | 12,4 | 59,6 4,7
,,Hiirte T1I° richt ausgeprivgt| -, - ; | ; e
o 5 11_ : vorhanden ; 1427 8’1_'-)_ 52’_3_ 3,7
Versuchs- [ 3666 o. 9 o :
. A f ¥ 36, it
reihe 3 : 13624 u. 6656 L8 i d &
: nicht ausgepriigt| - [ m9 |
B vorhanden 10047 1,06 : 7,2 : 1,2
" i - nicht
Siemens- i 7261 8816 B 47,5 | ermittolt
e micht ausgepriigt
I\és:r;l? 4 Vorhm? dlm 09694 9,4 31,9 6.0
Sl | 8 i 12787 0,7 1,0 —
pHiarte 82 | 13181 53 | 32,0 3,8
7:4) 7291 8HTT 13,6 49.5 7,9
85) | 5714 l 8754 32,0 49,0 —

Die Dehnungslinien der Stéibe der Versuchsreihe 1 sind in Fig. 16,
diejenigen der Stiibe 1, 2, 4 und 5 der Versuchsreihe 2 in Fig. 17 und die
der Stibe 1, 4, 6 und 7 der Versuchsreihe 3 in Fig. 18 dargestellt. Diese
Linien lassen den BinfluBb der Behandlung auf das untersuchte Material

deutlich erkennen.

(Vgl. auch Fig. 16, § 4, S. 54, welche den Einflufy

1) Gehiirtet nach Erhitzung auf rund 860° C, d. i, hiher als bei Stab 2.
2) Streckgrenze schwach ausgepriigt.
3) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 4500 C.
1) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 680° C.

3) Behandlung wie bei 7, gepriift bei 300° C.
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Zug.

des Hiirtens bei Chromnickelstahl
zeigt.  Die dortigen Linienziige
sind den fiir die Stibe 1 und 7
in Fig. 18 dargestellten
ithnlich.)

Das Aussehen der zerrissenen
Stibe 1 und 3 der Versuchs-
reihe 3 zeigen die Tiguren 19
und 20 auf Tafel T,

Von erheblichem Interesse ist
auch das Verhalten des in ver-
schiedener Weise gehiirteten Ma-
terials, zum  Zwecke der
Ermittlung  des  Dehnungskoef-
fizienten Feinmessungen vorge-
nommen und dabei auch die
bleibenden  Formiinderungen be-
stimmt  werden. Je nach der
Behandlung gelingt es, zu er-
reichen, dal} bleibende Dehnungen
erst bei hoheren Belastungen ein-
treten, so dall die Elastizitits-
grenze  hoher  gelegt  evscheint
(Federhiirtung, vgl. auch S. 53),
Wird bei der Hirtung hohe
Temperatur  gewihlt  und die
Wiirme rasch entzogen, so zeigen
sich bei verhiltnismifig niedrigen
Belastungen bleibende Dehnungen.
Uberdies  ergeben  sich  sehr
hiufig die federnden Dehnungen
nicht mehr proportional
Spannungen.

sehr

wenn

den

b) Kaltbearbeitung.

Von einer Stange kalt gezogenem
FluBeisendraht, Stirke rd. 8,5 mm,
wurden 2 Abschnitte entnommen.
Der eine erfuhr Ausgliithen, der
andere verblieb im Anlieferungs-
zustand. Bei den mit beiden Stiiben
vorgenommenen Zugversuchen er-
gaben sich die folgenden Werte.
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: Bruch- Querschnitts- )
. Zugfoestig- Arbeits-
Material Streckgrenze ; dehnung auf ver- - i
keit 100 mm minderung b b
i kg/gem kg/gem Tty Y | kgm/cem
nicht deut- !
kalt- lich aus- | |
gozogen | geprigt vor-| 6589 8.8 46,4 3,3
handen |
& 3195 o.
ausgeglitht | o, - 395 26 34,4 7
geg 3159 u. | 4395 6.6 l 64, 8.7
an uqaqf\“uf: r

)

RILEH Bl : :

1 : |

& 2 |

5 : &y !

2 : =4 I

.ﬂ. "'\I ]

1T | |

i | | |
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| : I
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Fig. 21.

Die zugehorigen Dehnungslinien sind in Fig. 21 wiedergegeben.
Wie “ersichtlich, besitzt das ausgegliihte Material 1\\‘eita geringere Zug-
festigkeit und bedeutend groBere Bruchdehnung als das im gezogenen
Zustand belassene FluBeisen.

Der Binfluff der Versuchstemperatur auf Material, das nach Mal-
gabe des hier unter a und b Angefiihrten behandelt (vergiitet) worden
ist, wird durch besondere U ntersuchungen festzustellen sein. Nach den bis-
her gewonnenen Ergebnissen kann dieser Einflull recht bedeutend werden.
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II. Druck.

Die auf den geraden stabformigen Korper wirkenden iuBeren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren
Richtungslinie in die Stabachse fillt, und welche diese zu verkiirzen
strebt. Die Querschnittsabmessungen werden als so bedeutend voraus-
gesetzt, dall der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.

§ 11. Formiinderung. Druckfestigkeit.

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfihrt der Stab unter Einwirkung
der Druckkraft gleichzeitig eine Zusammendriickung in Richtung
der Achse und eine Vergrolerung der Querschnitte, eine Querausdehnung.
Die Umkehrung der Spannungsrichtung hat auch eine Umkehrung der
Formiinderungen zur Folge.

Dementsprechend werden fiir den auf Druck in Anspruch ge-
nommenen Kérper die zur Beurteilung notigen Beziehungen sich durch
Umkehrung der im Bisherigen fiir Zugbeanspruchung aufgestellten
Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf § 12 zu ver-
weisen ist.

Wir erhalten so — indem wir zum Teil frither Bemerktes wieder-
holen — die Grofen:

negative Dehnung, d.i. die auf die Einheit der urspriinglichen
Liinge I bezogene Verkiirzung,

Dehnungskoeffizient gegeniiber Druck, d.i. die Verkiirzung
eines Stabes von der urspriinglichen Liinge 1 bei der Belastung
von 1 Kilogramm auf die Flicheneinheit, oder kurz: die Ver-
kiirzung der Ldngeneinheit fiir das Kilogramm Pressung,
und fiir den Fall, daf diese Zahl bis zu einer gewissen
Pressung konstant ist, in der letzteren die

Proportionalititsgrenze gegeniiber Druck,

Elastizitiitsgrenze gegeniiber Druck, d. i. diejenige Druck-
spannung, bis zu welcher hin das Material sich als vollkommen
oder doch als nahezu vollkommen elastisch erweist,

FlieB- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung,
bei welcher das Material beginnt, verhiiltnismifig rasch nach-
zugeben, ohne dal} Zerstorung eintritt.



C.Bach,

Taf. V.
Elastizitat. ¢ Aufl. :
Fig.1, § 11, S. 161.

Fig. 2, §11, S.161,
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Hix.lsichtlich dieser GroBien gelten sinngemiiB dieselben Bemerkungen,
‘f’elche In § 2 und 3 iiber sie fiir den Fall gemacht worden sind, daf es
sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt.

: Wird die Belastung des in eine Priiffungsmaschine gespannten
Prisma fortgesetat gesteigert, so tritt schlieBlich der Augenblick ein,
. welchem der Widerstand des gedriickten Korpers aufhort, der Be-
lastung das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand erscheint iiber-
Wunc{en: das Prisma, wird zerdriickt, d. h. mehr oder minder vollstindig
Ze.rtrummeft, wie z. B. harte Gesteine, oder es wird zerquetscht, d. h.
sein Material weicht nach der Seite aus, flieBt seitlich ab, wie z. B. Blei.
Streng genommen, wird in beiden Fiillen der Widerstand dadurch iiber-
wunden, daff das Material nach der Seite ausweicht: im ersteren Falle
Gl‘folg_p diese Ausweichung nach vorhergegangener oder gleichzeitiger
Zertrufllmerlltlg, im letzteren dagegen behiilt der Stoff, weil er weich
und bildsam ist, seinen Zusammenhang bei.

i Beobachten wir einen dem Zerdriicken ausgesetzten Sandstein-
v:'urful, 80 sicht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflichen Platten
Sl_f_:h ablosen, welche in der Mitte stirker sind als nach den in die Druck-
flichen verlaufenden Riindern hin. Im Innern dagegen bilden sich zwei
Pyramidale Bruchstiicke aus, wie dies Fig. 1 auf Taf. V deutlich erkennen
liBt; die Platten, welche sich seitlich Iosten, sind hierbei weggenommen.

an erkennt, wie das Material von den beiden Stirnflichen aus je in
pyr&midaler Form in das Innere gedriickt worden ist. (Vgl. auch § 13,
“aff. 2, a, D.) Werden die Druckplatten der Priifungsmaschine einander
Ilo.ch Weiter geniihert, so pflegt sich der Zusammenhang der beiden Pyra-
miden durch Abschiebung zu losen.

Ein dem Zerdriicken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zuniichst
a8, wie Fig. 2 auf Taf. V zeigt, und geht schlieBlich bei fortgesetzter
‘Ti'ihcrung der Druckplatten in eine immer diinner werdende Scheibe
tiber, Urspriinglich besals der wiedergegebene Zylinder einen Durchmesser
und eine Hohe von je 80 mm; sein Mantel war durch 7 Parallelkreise
in Abstiinden von je 10 mm und durch 25 senkrechte Gerade in Abstinden

von je ’7)8_9 = 10,06 mm in 200 Quadrate eingeteilt. Fig. 2 stellt den
r) x

Zylinder dar, nachdem er auf 64 mm, d. i. 0,8 seiner urspriinglichen Héhe,
zusammengedriickt ist. Wie ersichtlich, haben sich die Hohen der beiden
End- oder Stirnschichten am stirksten vermindert: von 10 mm auf
6,5mm, d.h. um 359, gegen 20 9, durchschnittliche Verringerung,
entsprechend einer Bewegung des Materials in das Innere des Korpers,
von wo aus der Stoff nach dem Umfange zu ausweicht. Diese Einwiirts-
bewegung des Materials in der Richtung des Druckes ist offenbar in der
Mitte der Druckfliche am stiirksten und nimmt nach aufen ab, infolge-
dessen erscheint auch die Druckverteilung iiber den Querschnitt — jeden-
11

Bach, Blastizitit. 6. Aufl.
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falls withrend des FlieBens — nicht mehr als gleichmiiflig, sondern derart
ungleichformig, dal die Pressung von innen nach auflen abnimmt ).

Fig. 3 auf Taf. VI und Fig. 4 geben einen Bleiwiirfel wieder, welcher
urspriinglich 80 mm Seitenlinge besal, und dessen 6 Begrenzungs-
ebenen je in 64 gleiche Quadrate eingeteilt worden waren. Fig. 3 zeigt
den stark “zusammengedriickten Korper und liBt  deutlich die
Figuren erkennen, in welche die kleinen Quadrate iibergegangen

Fig. 4.

sind, sowie den Umstand, dall auch hier die beiden Stirnschichten am
meisten zusammengepreit wurden, oder richtiger, dafi deren Material
zum Teil in das Innere gedriickt worden ist. Der Grundrif3 Fig. 4 gibt
die eigentiimliche Wolbung wieder, welche die urspriinglich ebenen vier
Seitenflichen bei der Zusammendriickung angenommen haben.

Fig. 5 zeigt einen Gummizylinder von urspriinglich 6,9 em Durch-
messer und 18 em Hohe, welchen Abmessungen die gestrichelte Abbildung
entspricht. Unter Einwirkung der Druckbelastung geht der Zylinder
in die durch ausgezogene Linien dargestellte eigenartige Form iiber.

Die 3 in Fig. 6 auf Taf. VI dargestellten Bruchstiicke gehdren Guli-
eisenzylindern von verschiedener Hohe an. Auch hier ist zuniichst eine
Ausbauchung zu beobachten, welche schlieBlich in Zerstorung iibergeht.
Die hoheren Zylinder (40 mm bei 19,9 mm Durchmesser) schieben sich
ab, die niederen (19,8 mm Hdahe bei 19.8 mm Durchmesser) erfahren die
aus der Figur ersichtliche eigenartige Zertrimmerung. (Vgl. § 13,
Ziff. 1 a.)

1) Es hingt dies zusammen mit dem Einflull der Reibung zwischen Drack-
platte der Versuchsmaschine und Stirnfliche des gepriiften Korpers (vgl. § 14).
Die oben erwiihnte Druckverteilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial,
welches sich zwischen Zapfen und Lagerschale befindet (vgl. Fulbemerkung
S. 165).
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Fig. 6, § 11, S. 162,
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Fig.8, § 11, S. 163.
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Fig. 9, Fig. 10.
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Ziihes FluBeisen in geniigend kurzen Stiicken verhilt sich éhnlich
wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen faflartige Gestalt an, ohne dal3
eine Zerstorung eintritt.

Bei SchweiBleisen liBt sich in der Regel TRl R
Aufspalten in der Lingsrichtung beobachten Fe———t—— 3

(vel. Fig. 7, Taf. VIII), eine Folge der geringeren %‘ﬁl
Festigkeit quer zur Walzrichtung. i I

Fig. 8 und 9 auf Taf. VIL stellen zwei ver- |-———————-
schiedene Seitenflichen eines Bronzewiirfels dar, l_"‘ '“! G E
welcher, bevor er der Druckprobe unterworfen | B St
wurde, durch Hobeln mit ebenen Flichen versehen || I |
worden war. Die Gestaltung, welche die Seiten- || i |
flichen unter Einwirkung des Druckes gegen die |[~——— S
Stirnflichen angenommen haben, ist eine eigen- _I___L—_______T_
artige, die inneren Strukturverhiltnisse nach aufien '

| T __.'I._
~iibertragende und deshalb auflerordentlich lehr- ]——I— —]U
l

reich. Der Umstand, dal} die vom Hobelstahl her-

rithrenden, urspriinglich genau wagrechten, also S ey
parallel zu den Stirnflichen laufenden Striche Fig. 5.

noch deutlich zu sehen sind, liBt die Form-
iinderungen noch deutlicher her\-'ortreten,-alies sonst der Iall sein
wiirde. S

Die Belastung, bei welcher der Widerstand des gedeiickten Kérpers
{iberwunden wird, dieser also der Zertriimmerung verfillt oder in dem
geschilderten Sinne nach der Seite abflieBt, heillt Bruchbelastung.
Die Pressung, welche dieser Belastung, die mit P,,,. bezeichnet werden
mag, entspricht, wird Druckfestigkeit genannt. Dieselbe ist hiernach

~ Bruchbelastung
Stabquerschnitt

In der Regel pflegt man als Nenner den urspriinglichen Querschnitt f
des Stabes in die Rechnung einzufithren und erhilt dann in

P,
i maz SRTAT IR
e SRR

die Druckfestigkeit, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt (vgl. das in § 3 liber die Zugfestigkeit Bemerkte).
Korper aus Materialien, welche unter Einwirkung der Druck-
belastung nach der Seite ausweichen, ohne dal} hierbei eine Zerstérung
eintritt, vergrofern ihren Querschnitt; infolgedessen wiichst die zu
weiterer Zusammendriickung erforderliche Kraft. In solchen Fillen ist
es unzuliissig, die am Ende einer weitgetriebenen Zusammendriickung
beobachtete Kraft P,,,, durch den urspriinglichen Querschnitt zu divi-
163 B
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dieren und in diesem Quotienten ein Mal} der Widerstandsfihigkeit des
Materials erblicken zu wollen.

Diese erscheint gegeniiber den Zwecken der Konstruktion erschopft,
sobald das AbflieBen nach der Seite beginnt; die Druckfestigkeit ist
dann die FlieB- und Quetschgrenze.

§ 12. Gleichungen der Druckelastizitiit
und Druckfestigkeit.

1. Es bedeuten fiir den prismatischen Stab

P die auf Druck wirkende Kraft,

f die GroBe des urspriinglichen Stabquerschnitts,

[ die Linge des Stabes vor Einwirkung der Kraft,

4 die Verkiirzung, welche der Stab durch P erfihrt,

—E = %die negative Dehnung, d. i. die verhiltnismillige Zu-
sammendriickung oder Verkiirzung,

. den Dehnungskoeffizienten gegeniiber Druckbeanspruchung, d.i.
die Verkiirzung der Lingeneinheit fiir das Kilogramm Spannung,

— ¢ die Spannung, welche mit der Dehnung — ¢ verkniipft ist,
also durch P hervorgerufen wird,

k die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Druckbean-

spruchung,
Dann gilt
P = —ogf s e 1)
el PR S S e N R s )
A= —alag = al—? i B Shg e S )|

2. Tiir einen gedriickten Stab mit veriinderlichem Querschnitt,
entsprechend der Iig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkiirzung hinwirkender
Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst eingefiihrten GroBen f,
und x zu den Beziehungen

PGl Pl e R R S
i
E:=P‘S‘ad—x‘ T DR S e o R
e,

Die Voraussetzungen, welche diesen Gleichungen zugrunde liegen,
sind :
1. Die duBleren Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur eine
in die Stabachse fallende Druckkraft.
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Auf die Stirnfliichen des Stabes wirken nur senkrecht gegen die-
selben gerichtete Krifte.

3. Auf die Mantelfliche des Stabes wirken Krifte nicht.

Der Einfluf des Eigengewichtes des Kérpers kommt nicht in
Betracht.

5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daB
der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt.

Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des
beliebigen Querschnittes gleich groB. (Gleichmifige Verteilung
der Druckkraft iiber den Querschnitt.)

7. Die Form des Querschnittes ist gleichgiiltig.

8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfiillt wird. ist die Linge oder
Hohe des Stabes ohne EinfluB.

§ 13. Druckversuche.
Einfluf} der Gestalt des Korpers auf die Druckfestigkeit.

Der Probekorper mufl so in die Priifungsmaschine eingespannt
werden, daf} die Druckkraft sich moglichst gleichmiiig tiber den Quer-
schnitt verteilt. Zur Erfiillung dieser Bedingung wird die eine der beiden
Druckplatten der Einspannvorrichtung méglichst leicht beweglich an-
geordnet (kugelige Lagerung, vgl. § 8, Fig. 12); auflerdem werden die
Probekérper je mit zwei moglichst genau parallelen, ebenen Druck-
flichen (durch Hobeln — erforderlichenfalls mit Diamant — oder durch
Abdrehen auf der Planscheibe) versehen. Das zuweilen noch gebrauchte
Verfahren, die Befriedigung der letzteren TForderung dadurch zu um-
gehen, daB zwischen Druckplatte und Probekésrper nachgiebige Scheiben,
wiez. B. Bleiplatten, gelegt werden, erscheint unzuliissig. Dieses bildsame,
unter der hohen Pressung wie dicke Fliissigkeit sich verhaltende Material
wird bei Probekérpern aus einigermaBen festen und dichten Stoffen
wie Kisen, Basalt u. dgl. herausgequetscht, also nicht nur nichts niitzen,
S?Hdem vielmehr zu einer ungleichmiifigen Verteilung des Druckes iiber
die Stirnfliche Veranlassung geben 1), bei Probekérpern aus pordsen

=) Verg]niche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower,
hfstmi‘fend die Verteilung des Zapfendrucks bei geschmierten Traglagern iiber
die L“_“g“ des Zapfens, Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach
den Stirnflichen hin ab, zuerst langsam und spiiter ziemlich rasch. (8. des Ver-
{a:ssers Maschinenelemente im vierten Abschnitt unter »2. Tragzapfen®, 2. (1892)
bis 10-' (1908) Auflage, in lotzteror S. 497 u. )
: Vergleiche ferner im Zentralblatt der Bauverwaltung 1899, 8. 590 und 591;
sowie 1900, 8. 402 und 403 die Darlegungen in der Frage der Verwendung weicher

K.ﬁrper oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchskorper, sowie
die 8. 40 erwithnto Arbeit von Stribeck.
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oder Vertiefungen besitzenden Steinen u. dgl. {iberdies in die Poren sowie
Vertiefungen eindringen und auf Sprengung hinwirken, also zu dem Vor-
gange des Zerdriickens andere Wirkungen hinzufiigen.

Diein § 11 besprochenen Erscheinungen beim Zerdriicken der Korper
treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf, wenn die Probewiirfel
mit ihren parallelen, ebenen Stirnflichen gleichmiflig und unmittelbar
an den Druckplatten anliegen.

Die in den §§ 11 und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die Gestalt
des Korpers gleichgiiltig erscheinen, sofern nur nicht der Ifall der Knickung
(§ 23) vorliegt. Tatsichlich entspricht dies jedoch nicht der Wirklich-
keit: die Querschnittsform ist nicht ganz gleichgiiltig, ganz besonders
aber beeinflulit die Hohe des Korpers dessen Druckfestigkeit, wobei die
in § 14 erorterte Hinderung der Querdehnung an den Stirnflichen ein-
fluBnehmend auftritt. In dieser Beziehung geben die nachstehenden
Versuchsergebnisse deutlich Auskunft,

1. Die Belastung frifft die ganze Stirnfliche des Probekorpers.
a) ligene Versuche mit Gulleisen (1884).
Zylinder aus einem und demselben Gufieisen-Rundstab, der bei
2,00 em Durchmesser (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von 1860 kg/qem

ergeben hatte.
Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen.

s ; S Druckfestigkeit
itronerain Hohe Durchmesser | Querschnitt aagh QL1 § 11
em em qem kg/gem
1 4,00 1,99 gLl 7232
2 1,98 1,98 3,08 7500
3 1,00 1,99 3,11 8579
|

Die Druckfestigkeit wichst hiernach mit abnehmender
Hohe der Versuchskorper.

Sie betrigt fiir den Fall, dafi die Hohe des Zylinders gleich dem
Durchmesser desselben ist, das

7500
1se0 — 4 fache
der Zugfestigkeit.
Bei den Versuchsreihen 1 und 2 erhaltene Bruchstiicke sind in Fig. 6,
Tafel VI, dargestellt.
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Bei dem hochwertigen GuReisen, welches S. 254 mit B, bezeichnet
ist, fand sich fiir Kreiszylinder von 2 em Durchmesser und 2 cm Hohe
1. Druckfestigkeit — (8710 -+ 8714 - 8762) : 3 = 8728 kg/qem
= 8728 : 2535 = 3,44 . Zugfestigkeit.
- Druckfestigkeit — (8133 -+ 8101 + 8048) : 3 = 8094 kg/qem
8004 : 2334 = 3,46 . Zugfestigkeit.
3. Druckfestigkeit — (8032 4 8127 + 8035) : 3 = 8081 kg/qem
= 8081 : 2261 = 3,57 . Zugfestigkeit.
Prismen von kreisférmigem und von quadratischem
Querschnitt aus einem und demselben Gufeisen-Rundstab, dessen
Zugfestigkeit zu 2082 kg/qem ermittelt worden war.

2

Il

uerschnijtts. | Purch- | Quadrat- G Quer- Druckfestigkeit
g fsoi];?ltts messer seite Hohe schnitt |nach GIL 1, §11
cm em | em | qem | kg/gem
@) 1,70 1 1,70 2,27 il
. oy 1,70 1,70 2,89 7509

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach fiir den kreis-
formigenQuerschnitt etwas groBer als fiirden quadratischen.

b) Versuche von Bauschinger mit Sandstein.

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium
der konigl. polytechnischen Schule in Miinchen. 6. Heft.
Miinchen 1876.)

Bauschjngcr stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen

Ve.rsuahc (s. 8. 168 u. f.) und derjenigen anderer fiir die Druckfestig-
keit die Gleichung

4

auf, giiltig fiir Prismen, bei denen

h<5a, sofern a2 = /, d.i.a = /.
Hierin bedeutet

f den Querschnitt des Prisma in qem,

w den Umfang dieses Querschnittes in cm,

h  die Hohe des Prisma in cm,

K die Bruchbnln-st.mlg in kg/gqem,

« und '8 Zuhlcnwertc, welche von der Art des Materials ‘d:bhf\.ﬂg&ll.



168 II. Druck.

Bauschinger halt iibrigens die einfachere Gleichung

>
!
+
=
‘_(3

fiir ausreichend ; nur wenn die Ergebnisse der Versuche von Rondelet
und Vicat einbezogen werden sollen, erscheint es notig, auf Gleichung 1
zuriickzugreifen,

A. Prismen von rechteckigem Querschnitt, hergestellt aus
einer und derselben Platte von sehr feinem graublauen
Schweizer Sandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

: | 1 . Quer- | Druckfestigkoit K inkg/qem
Nr. Seite @ | Seite b | Hohe & | schnitt A S R
ab beobachtet herechnet
em A om gem GL 1, § 11 |[nachGL3,§13
1 CHeEl 4= 0halep 6 7
1 90 9,850 9.6 98,01 680 666
2 10,0 9,85 9 98,50 685 663
3 6,0 ‘ 5,85 5,7 35,10 670 670
4 e E Ry 5,05 27,04 690 666
5 4.8 | @7 1,1 22,56 1950 - 1805
6 5,0 4,6 il 23,00 1910 | 1818
7 4,4 9,7 | 1,1 42,68 2140 2273

Die Versuche Nr. 1 bis 4 sind angestellt mit Prismen, deren Quer-
schnitt als quadratisch angesehen werden darf, und deren Héhe ange-
niithert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werte der Spalte 6 fiir
diese 4 Versuche lassen erkennen, dall Wiirfel von verschiedener
GroBe, jedoch aus gleichem Material hergestellt, die gleiche
Druckfestigkeit besitzen.

Die Versuche Nr. 5 und 6 bezichen sich auf Prismen mit an-
genithert quadratischem Querschnitt und einer Hohe, welche weit
kleiner ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der
Spalte 6 lehren, dall die Druckfestigkeit unter sonst gleichen
Verhiltnissen mit abnehmender Hohewichst, mit zunehmen-
der Hohe sich vermindert.

Das Ergebnis des Versuches Nr. 7, verglichen mit den Ergebnissen,
welche fiir Nr. 5 und 6 erlangt wurden, zeigt, dal die Druckfestigkeit
unter iibrigens gleichen Verhidltnissen mit wachsender

Grundfliche zunimmt.
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Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. ITI, S. 10 der Mitteilungen),
“.-'ohci die Hohe % die Liinge der Seiten nicht {iberschreitet. berechnen
sich die GroBen o und {8 der Gleichung 1 zu o = 310 und p = 346, so
daBl diese iibergeht in

I .I""_ I|I|_'
K = (310 4 346 lf—) WL e Tolviies)
- |
4
Die Ubereinstimmung der hieraus ermittelten und in Spalte 7

eingetragenen Werte mit den beobachteten (Spalte 6) ist eine recht gute.

B. Prismen wie unter A.

Druckriéhtung parallel zum Lager.

Eil . Quer- |Druckfcstigkcit Kinkg/qem
Nr. Seite a | Seite b | Hohe h | schnitt =
ab beobachtet herechnet
em em em qem Gl 1, §11 |nachGl4,§13
1 2 3 n 5 b 7
|
1 10,0 9,9 29,5 | 99 444 371
2 10,0 9.8 9,7 G8 e 602 588
3 6,6 6,5 475 | 429 | 676 684
4 4,8 4,6 1.4 22.08 1540 1337
5 47 | 10,0 1,4 47,00 1850 1767

b%‘us .1'}' derartigen Versuchen (Tab. II, 8. 9 der Mitteilungen),
Moo die Hohe % die Querschnittsabmessungen bedeutend iiber-
schreitet, ergibt sich o — 262 und 3 — 320, also
K= (262+320 ALV G
N | U
4

C. Prismen von

> kreisférmigem und von rechteckigem
Querschnitt, ! ;

hergestellt aus feinkérnigem gelben Bunt-
sandstein (Heilbronn),

unt,efzs 18 solchen Versuchen (Tab. V, S. 11 der Mitteilungen) wird
dor W r;wendung d_(‘»l‘ Methode der kleinsten Quadrate zur Bestimmung
verte aund B in Gleichung 1 erhalten

fiir die rechteckigen Prismen :

h [ u
I|' i

K:(34?+121-}i)- MR AR Saes el
=
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fiir die Kreiszylinder:

o ). 1 e
= . f = .P" S e . o 7 - =,
K (.%) - 115 = l o 6)
4
fiir simtliche Prismen:
K= (358 + 118 '}f) I 24 7
f _4_

Im ganzen erweist sich hiernach der Einflull der Querschnitts-
form auf die Festigkeit kurzer Prismen — im Gegensatz zu demjenigen
der Hohe — als nicht bedeutend.

Druckrichtung parallel zum Lager.

s | | Druckfestigkeit inkg/qem
Quer- |Durch-| Seite | Seite | Hohe Q"{gs{.i:mtt e t i
Nr. |schnitts-|messer| a b h . beob- R
form . bzw. ab | achtet Gl & it
o e e em | em em om qem GLL§11 bzw. _i_i e ¥ 'r
1 2 3 4 5 o e 8 9 10
| | |
1 g == 9,25 9,18(36,3 84,91 | 381 aid | 38T
21 O (92| — | — |36,25| 66,47 | 451 | 418 | 407
3 (| — 9,06( 9,17112,45| 82,99 440 436 444
4 o) 9,22 — — 12,20 | 66.76 463 473 473
5 5| —_— 9,20 9,22 2,73| 84,82 790 754 [ 7565
6 O 9,15| — Lo 2,90 65,75 806 733 J 729

¢) Eigene Versuchezur Prifung der Gleichungen 1 und 2 (1910).

Gulleisen, je 3 Versuchskorper.

Durchmesser A 2,8 2.8 2.8 2,8 2,8 cm
MohpegRermsres 1,0 2,8 4,0 6,00 160185

. : Y (8528 6911 6621 6512 6216 kg/qem
Dr}‘;‘f“ff“tégl‘l"‘]‘t nach | gogc  ease 6789 6537 6208 .

- b - - | 8325 7065 6732 6325 6166 .
Durchschnitt s eow. 8479 6977 6714 6458 16197
Gleichung 1 liefert mit

a=5700u. /7= 920 8479 6921 6661 6458 6216 o’
Gleichung 2 liefert mit
a= 5365 u. /7= 867 8481 6920 6661 6458 6215

M

Hiernach ergibt bereits Gleichung 2 eine sehr gute Uh(-.l’eillst-immung
mit den Versuchswerten. In Fig. 1 ist die Kurve nach Gleichung 2
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(mit & = 5365, 3 = 867, | f = 2,4314,-:- = 2,1991) dargestellt.

Die eingetragenen Punkte entsprechen den Einzelwerten der Versuche.

|
|
S |
Gy |
e |
e b |
3 |i| ‘
§|l||
e |
lEa e Y |
|_| J|Ma|a« den ".—:%mw&smwm|
[ R ] 15

Kig, 1.

d) Eigene Versuche mit Blei (1884).
Zylinder aus einem und demselben GuBbleikérper durch Drehen
hergestellt.

Belastung in kg/qem, bei
; Héh Durch- Quor- Raum- ____“'01"-}‘6" das N“"_‘f‘"i‘"l__
Nr. 2 messer schnitt | gewicht ausweicht
: noch nicht SR,
Ty d. h. seitlich
ausweicht :
em cm qem abfliefit
}) 7,06 | 8,626 | 9,76 | 11,37 46 51
§ 3,47 3,63 9,79 11,36 59 | 69
1,01 3,48 9,51 11,35 105 126

: Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser von rund 3,5 cm
die Belastung, welche das Blei ertriigt, ohne nach der Seite auszuweichen,
von 46 kg/qem auf 105 kg/qem, wenn die Hohe des Zylinders
7,05 om anf 1,01 om vermindert wird.
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Guliblei in Wiirfeln von rund 8 em Seitenlinge ertrug Be-
lastung von 50 kg/qem; mit 72 kg/qem belastet, wich dasselbe fort-
gesetzt, wenn auch sehr langsam, aus,

GuBblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 c¢m
und deren Stirke 1,5 em, vertrug eine Belastung von 100 kg/qem;
bei 150 kg/qem wich das Material sehr langsam nach der Seite aus.

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht wesent-
lich anders als Gufiblei.

Aus den angefithrten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme
der Druckfestigkeit bei Abnahme der Héhe der Bleikérper.

(S. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885,
8. 629 u, f.)

e) Eigener Versuch mit Kupfer (1910).

Sin Zylinder aus geglithtem Kupfer von 10,0 mm Durchmesser und
15,00 mm Hoéhe wurde der® Druckprobe unterworfen und dabei be-
stimmt 1. die wirkende Kraft, 2. die bleibende Zusammendriickung
des Zylinders, nachdem die Lasten von 1000, 2000, 3000 kg u. s. f. je

40000

3
P Blebroe der Wﬂd‘lm gen y

Fig. 2.

30 Sekunden lang gewirkt hatten, 3. der Durchmesser des Zylinders in
der Mitte der eingetretenen Ausbauchung. Die Ergebnisse sind in Fig. 2
zeichnerisch dargestellt; gestrichelt ist in dieser die Linie der bleibenden
Zusammendriickungen fiir je 1000 kg eingezeichnet. Diese nehmen zu-
niichst infolge der stirkeren Nachgiebigkeit des Kupfers zu, spiter jedoch
ab, weil der Durchmesser des Zylinders stark gewachsen ist,
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5 BN .Zunahme
Hohe. Bleibende der bleibenden GroBter
Belastung des Zusammen- Zusammen- |Durchmesser des
Zylinders driickung driickung fiir Zylinders
1000 kg |
kg mm mm | mm | mm
|
0 15,00 — | 10,0
1900 - b 080
0 14,41 059 | [
2000 —r | =i 1,32
0 13,09 1,01 !
3000 - gL 1.68
0 11,41 359 |
suby — — 1,64
9 9,77 5,23 |
ey ~ — 136 |
0 8,41 6.59
6000 T =i 1,05 .
0 7,36 7.64 e ey
7000 — = 0,85
0 651 | 849 |
8000 = ] | 0,66 |
At e 9,16 |
Y 5,31 969 | -
10000 L = - 0,43
0 488 | 10,18 ‘ | 18,0

f) Eigene Versuche mit Holz (1910).

a) Wiirfel aus Buchenholz (Raumgewicht 0,66) in Richtung
der Fasern gedriickt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 499 kg/qem.
D?JS 1.\11.889110.11 des Korpers nach der Priifung zeigt Fig. 3, Taf. VIIL
Die cinzelnen Fasern sind ortlich ausgeknickt.

b) Wiirfel aus Tannenholz (Raumgewicht 0,46), in Richtung
d:r Fasern gedriickt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 459 kg/qem.
]j.lg' 4, Taf. VIII, zeigt den Korper ‘nach der Priiffung. Auch hier
sind die einzelnen Fasern ausgeknickt. AuBerdem ist Spaltung ein-
getreten infolge der geringen Festigkeit in Richtung quer zur Faser.

8) Eigene Versuche mit diinnwandigen Hohlzylindern aus
FlufBleisen (1910).

nich:Vlrd ein Rohr in Richtung seiner Achse gedriickt, so treten ?Jei

; zu kurzer Linge des Rohres wellenformige Wiilste auf, welche sich

Zuerst an den Rohrenden bilden (vgl. Fig. 5 und 6, Taf. VIII); die Rohr-
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wand knickt hier aus. Diese Erscheinung lil3t sich der Anschauung niher
bringen, wenn man sich das Rohr der Linge nach durch Einschnitte von
beiden Enden her in einzelne schmale Streifen, deren Querschnitt Ring-
sektorenform besitzt, zerlegt denkt, auf die je eine Druckkraft wirkt.
Jeder dieser Streifen hat das Bestreben, auszuknicken, dem der in Wirk-
lichkeit vorhandene Zusammenhang mit dem Nachbarmaterial entgegen-
wirkt. Dal} das Einknicken an den Enden zuerst erfolgt, hat seinen
Grund in der groBleren Nachgiebigkeit der Streifenenden an den Stirn-

iﬁuﬁ!uh-f_ﬂnﬂ | des daterials

|
|
|
|
|
|
|
|

Blehoe des %’Mwm-{&ﬁq&aw gegerr Dnanck kg fgerm

Fig. 7. Fig. 8.

flichen. Die Linge, auf welche die Ausbauchung der Rohrwand eintritt,
hiingt ab von der Wirksamkeit der \'emteifurng durch den seitlichen
Materialzusammenhang (d. h. vom Rohrdurchmesser) und von der
Wandstirke; dieselben Groflen beeinflussen auch die Widerstands-
fihigkeit gegen Druck.

Zum Zwecke der Ermittlung dieser Widerstandsfihigkeit wurden
aus FluBeisen von etwa 4800 kg/qem Zugfestigkeit Hohlzylinder von
34 mm mittlerem Durchmesser bei verschiedenen Wandstirken her-
gestellt und in der aus Fig. 7 ersichtlichen Weise der Druckprobe unter-
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worfen, wobei sich der Druck auf den mittleren Kreis von 34 mm Durch-
messer iibertriigt. Die Versuche mit den 50 mm hohen Zylindern er-
gaben die in der folgenden Zahlentafel enthaltenen und in Fig. 8 ein-
getragenen Werte. (Korper mit 100 und 150 mm Hohe lieferten fast
genau dieselben Festigkeiten.)

Hclﬁstung. i;ei \a'elc-»her
Aul S
Dl:lr:;?_r Wand- Quer- | die Quetschgrenzo das! die Widerstandsfihig-
messer stiirke i schnitt | Materials erreicht ist |keit des Rohres gegen-
D 8 syt = (Belastung hort iiber Druck endgiiltig
| (D"_s)"”"l voriibergehend auf zu |  erschopft ist (vergl.
steigen) Fig. 6, Taf. VIII)
g cm gem . Ly kg -Pq:fkg;’qvml P kg lll’:)‘kgchm
389 | 080 | 5325 | 15000 | 2817 | 36480 | 6851
289 | 050 | 5325 | 15200 2854 | 37150 6977
g’Zg 0,30 3.20 10800 3375 19280 6025
LN AeNd0 8,20 9650 | 3016 | 16800 5250
3?8 020 | 214 2915 | 3371 | 11340 | 5299
o SRS 100,20 2,14 7030 3285 11100 5187
353 0,10 1,07 3430 | 3206 4390 4103
e 0d0 1,07 3550 3318 4540 4243
";’12 0,052 | 0,55 1730 3145 1730 3145
929 | 0,053 | 0,56 1810 3234 1850 3304
340 00w | osiz | — | — | 462 | 209
40 | 0,020 | 0212 | — — 380 1792

I'll!ld»;:;}g (;lliflchtlich: s_inkt- die Widerstandsfihigkeit gegen Druck von
starken Koy g/ ‘lcm__{bel 5 mm Wandstiirke) fortgesetzt: bei den 0,5 mm
und bej 0 ‘,p::" f{'tllt dleuQuet{%ehgmnze mit der Hﬁc]:}stla?t zusammen,
lingst ers;‘lduj :; ’\andst:zlrke ist die Widerstnndsf&il.ugkclt dles RolTres
Bent: Ii’; ,1 ehe die tht-schgrenze des Materials erreicht }}'1rd.
stan'dsffth’i : (.:he gegeniiber Druvkl.wgnsp::uchung. wider-
Durchmésir ::m sollen, diirfen also im Verhiltnis zum

Legt man d'mht zu diinnwandig gewihlt werden.
suchte Materia] dlc Qlietsc}}%mnze '_z.ugrunde, so mul} fiir das unter-
TiRasn Du;ch le. Wandstirke mindestens l‘l:‘llld 0..5 mm = _1!*3_3 d(?s
gegen Druck gl ‘nllesserg }-‘t‘-tm;gcn.‘ So]l@e die \-‘\’1dersta'ndsfh]ng3{elt
it Vm'liegendgemcl; der Zugfestigkeit des Rohrmaterials sein, 80 miilite
]I)“‘-'C}lmcs:aerg}nt all das Rohr nahezu 2 mm (= ‘j,'.,_des mittleren
S e T 8 -ark‘ gmnach.t werden. Dabei ist einseitiger Belastung
: oglichkeit des seitlichen Eindriickens der Rohrwand durch
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iuBere Krifte noch nicht Rechnung getragen. Uberschreitet die Be-
anspruchung den Wert, welcher der Widerstandsfihigkeit entspricht
(oberer Teil der Kurve in Fig. 8), so knickt das Rohr einseitig ein, was
bei diinnwandigen Streben hiufig beobachtet wird.

Ganz #hnlich, jedoch in der Regel noch weit ungiinstiger, liegen
die Verhiltnisse bei Hohlkorpern mit elliptischer oder auch anderer
Begrenzung sowie bei diinnwandigen Profilstiben.

Fig. 9, Taf. VIII, zeigt einen Abschnitt eines im Feuer verzinkten
Rohres nach Vornahme der Druckprobe. Deutlich ist zu sehen, wie
der Zinkbelag an den Stellen abspringt, an denen sich Wiilste
(Fig. 6) auszubilden beginnen.

Fig. 10, Taf. VIII, gibt das Aussehen eines galvanisch ver-
zinkten Rohrstiickes wieder.  Abspringen des Belags ist hier
nicht erfolgt.

2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Teil der Querschnitts-
fliche des Probekirpers.

a) Versuche von Bauschinger.
Mitteilungen usw., 6. Heft, 1876, 5. 13 u. f.

D. Wiirfel mit einer durch Abschrigung der Kanten ver-
kleinerten Stirnfliche.

Ve "

{ SRR g

-

Snieih =snep e e = = 4

T

Fig. 11.

."""'_

Der Bruch erfolgte immer in der Weise, daBl von der kleinen
Druckfliche aus eine Pyramide in das Innere des Probestiickes hinein-
getrieben und das umliegende Material auseinandergesprengt wurde.

Bei den Versuchen 1 bis 3 war die Stirnfliche von durchschnittlich
98,5 qem (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qem (Spalte 9); die
Festigkeit, welche bei Wiirfelgestalt z. B. nach dem unter 1, b, A, 2
angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6, S. 168) betrigt, sinkt beispiels-
weise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie auf den Querschnitt a b be-
zogen wird, und steigt auf 702 bei Beziehung auf den Querschnitt a’ .
Hiernach wiirde sich die Druckfestigkeit eines solchen Korpers (Fig. 11)
zu groBl ergeben, wenn man. von der an Wiirfeln ermittelten Festigkeit
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Material, wie oben unter A bezeichnet.
Druckrichtung senkrecht zum Lager.

] " | | Druckfestigkeit
W | sehnt ‘ ati iche K in kg/qem
i firfelquerschnitt Ab- Stirnfliche I 5 | Derogon Aat
B o e sehri- | it S A S o
E (;h I gung | | | lastung | gen | den
= il e r Quer- | Quer-
7, a b ab | abge- | a | b a'd’ | schnitt | schnitt
| | rundet | | ab a' b
1) » 3 ’ b'
_fom | om | om |qom | | em | om |qm| xg |Pi4° ‘r—“—
5 8 4 5 PR B [ T T 12
1198 |10,1 | 9,9 |100,0(1:1 |8,0 [7,9 ‘ 63,2 51 000 | 510 807
21 9,7 9,8 | 9,9 97,01 2:117,9 |80 |63,2|45000| 460 712
3

9,7 | 9,95 9,9 | 98,5| 3«1 |8,05(8,05|64,8| 45 500 | 460 | 702

419,85(10,0 | 9,75| 97,6|1:2 16,2 |6.0 |37,2| 34 500‘ 350 | 927
5/ 9,90| 10,1 [10,05(101,5| 2:2 |6,3 |6,25|39,4| 35000| 345 | 888
619,801 10,1 | 9,8 | 99,0{3:2 |62 |6.0 |37,2/32000| 325 | 860
719,80 9,9 10,0 | 99,0|4:2 |59 [6,1 |36,0|31500| 320 | 875
8]9,76110,0 | 9,8 | 98,0|1:3 |44 [4,2 |18,5| 23 000| 235 | 1243
919,76| 9,95 9,9 | 98,6|2:3 [4,2 [4,2 |17,6| 20 500| 210 | 1165
1019,75|10,05{10,0 (100,6|3:3 |44 [4,2 [18,5| 23 000 230 | 1243
111 9,85|10,10] 9,75| 98,56|5:3 |4,25|4,1 |17,4|19 700| 200 | 1132

ausgehend, die Fliche a b der Rechnung zugrunde legt, und zu klein,
wenn die Flache @’ b’ in die Rechnung eingefithrt wird. Dieses voraus-
zusehende Ergebnis tritt um so schiirfer hervor, je kleiner die Stirn-
fliche @’ b’. Fiir Versuch Nr. 11 erscheint die aus Versuchen mit Wiirfeln
gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits vermindert auf 200 kg,
andererseits vergroflert auf 1132 kg, je nachdem die Bruchbelastung
durch a b oder a’ b’ dividiert wird.

Der EinfluB des Abschrigungsverhiltnisses (Spalte 6) liBt sich
zwar erkennen, wie ein Vergleich der Versuche 1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 11
je unter sich lehrt, ist jedoch nicht sehr bedeutend.

E. Wiirfel aus dem unter A genannten Material.

o i
| : -
5& 1———-}_0. - —-""
A IR tenetemt T
| il
R -E—J"

Fig. 12.
Stahlprisma (von 39 mm Hihe) nur suf einer Seite.
Bach, Flastizitit, . 6. Aufl. : 12
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Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit denjenigen
der Wiirfel zusammenfallen, und deren Kanten den Wiirfelkanten
parallel laufen, nur auf einen Teil der Stirnfliche {ibertragen.

Wiirfelquerschnitt Stahlprisma Bruch Druckfestigkeit
Hithe s A LSHEE <A i) e
N . belastung
)5 h
a b ab z ‘ 4 r Prabil £yt
| em | em |.em | qem | cm | qem kg - Ekg;’qclrl kg/gqem
1 2 3 w5 o . g il 10
|
1 19,656 (10,0 99 (9901 89 | 15,21 16 000 | 162 | 1052
2 1970 | 985| 9,9 (97,6 | 57 | 3249 | 30000 | 308 923
3 19,75 (10,0 | 9,85/98,56 | 7,8 | 60,84 | 47000 | 477 | 772

| ‘ [
| | |

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, dall von der
Stirnfliche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere des Prisma
getrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt wurde,

.
Fig. 13.
Stahlprismen auf beiden Stirnfliichen.
Wiirfelquerschnitt Stablprisma Bruch- | Druckfestigkoit
Hihe [ i < ML St — ol [
Nr. h |
a b ab z 4 r Prabll B
| em [ em | em | gom | em qem kg .kgchm kg/gem
1 2 8 | 4 S E 7 8 9 10
|
97 | 9,9 10,0 99,0| 5,7 | 3249 | 16000 | 162 | 492
2 9,76 966, 99| 956 7,8 | 60,84 | 36000 | 377 | 592

Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der
Druck auf beide Stirnflichen durch die Stahlprismen wirkt.

Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders
bemerkenswert, Wird nach Gleichung 3
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K= ('310 -+ 346 I?f) _ l%
=
fiir ein quadratisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich

dem der Stahlprismen und dessen Hohe gleich der Wiirfelhohe ist,
d. h., da dann ”: zund u = 4 2,

K_310+346”

so ergibt sich

fiir Versuch 1 K = 310 4} 346 2?_ = §513,
i
. ; 7.8

. 05 2 K = 310 4 346 ——— = 587.
: lT’j

Diese Werte unterscheiden sich von den beobachteten Grofien 492
bzw. 592 nur um wenig. Hiernach hiitte also das Material, welches das-
jenige Prisma umschlieft, das im Innern des gepriifften Wiirfels er-
halten wird, wenn man sich die Seitenflichen der aufgesetzten Stahl-
prismen fortgesetzt denkt, keinen merkbaren Einfluh auf die Druck-
festigkeit. Dieses auffallende Ergebnis, welches Bauschinger auch
durch Versuche mit Granit angenihert bestiitigt fand, diirfte sich durch
die verhiltnismiflig geringe Zugfestigkeit des Materials erkliiren lassen.
Mit demselben steht in Ubereinstimmung, daff unter D die Zunahme des
Wertes @ in dem Abschrigungsverhiiltnis 2 : y (Spalte 6) bei gleich-
bleibender Grofle von y nur cinen untergeordneten Einflull besitzt. Bei
den Versuchen Nr. 8 bis 11 daselbst wichst # von ungefiihr 1 bis 5 em;
die Druckfestigkeit iindert sich hierbei nur unbedeutend.

F. Wird die ecine Stirnfliche des Wiirfels (hier die untere) voll-
stiindig, dagegen die andere nur {iber eine kleinere, im allgemeinen ein-
seitig gelegene Fliche, welche in Fig, 14 durch Strichlage hervorgehoben

Fig. 14.

ist, belastet, so gilt nach Bauschinger — zuniichst immer nur fiir
Sandstein —

12+
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Hierin bedeutet:

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Wiirfels in der schraf-
fierten Fliche, bezogen auf die Flicheneinheit der letzteren,

K, die Druckfestigkeit fiir den Iall, daf3 die Belastung iiber die
ganze Stirnfliche gleichmiillig verteilt ist.

b) Eigene Versuche (1887).
Material : Buntsandstein.

Druckrichtung senkrecht zum Lager.

t :

.J: c———j_.a—-":/s
[ A =
is

Fig. 15,

Stahlprisma nur auf einer Seite.

Versuchsreihe, jo 3 bis 5 Korper | 2 3 4 b 6

Seite a durchschnittlich 6,46 10,04 10,01 10,02 999 996 e¢m
G o 6,03 999 10,01 10,03 9,95 10,02

Hohe A Y 6,00 0,89 9,85 982 084 984

Breite z des Prisma 603 250 200 1,560 1,00 0,50
Bruchbelastung auf 1 qem

des Querschnittesa b 653 232 188 156 120 102 kg
Bruchbelastung auf 1 qem

des Querschnittes b z 653 026 943 1044 1193 2050
Gleichung 8 liefert 653 1038 1117 1230 1406 1770

Fig. 16, Taf. VI, zeigt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie er-
sichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, dali von der Stirnfliche der
Stahlplatte aus ein keilformiger Korper in das Innere des Versuchs-
wiirfels getrieben, und so das umliegende Material auseinander gesprengt
wurde.
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3. Die Belastung trifft einen Korper mit gewilbter Oberflich
(Kugel, Zylinder).

Jrmi Be-

Die hier vorliegende allgemeine ‘&‘llfgﬂb(?ll -bnnltg;;:ﬁ,,]d&ﬂ,m_.

anspruchung und der Forminderung zweier bch.e}ngdgfwi- -m.lr e 28

welche gegeneinander gedriickt werden .]fmd sich "Ia. , e

sehr kleinen Teile ihrer gewolbten ()hnrﬂachen“ ber‘u lum?._.’ mer.ﬂt o
grollen Schwiﬂrigknit einer strengen Losung :fllgzl-llg.llf' lu,l:\ 1;.1;.
(1881) gezeigt hat!), Ausgc]mn.d von den Voraussetzungen:

wn Rich:
1. die Stoffe beider Korper sind in allen Punkten nach allen Rich

tungen hin gleich beschaffen (isotrop),

sht P ionalitit,
2. zwischen Dehnungen und Spannungen ]J(‘..E-:;t-bht ]_I)rné}l?rt(;t;::m]ben
der Dehnungskoeffizient o besitzt gegeniiber Dru :
Wert. wie gegeniiber Zug, . Noin =
3. die Grﬁl}egdger Druckflichen, in denen 3101‘1 d‘i(.-.‘. ‘:E(:r}::‘:ri;ll:;m
Einwirkung der Belastung infolge ihrer ]‘T']f‘_'?t’mr'd
ist sehr klein gegeniiber den Oberflichen der Korper,
+.

i el u diesen
in den Druckflichen wirken nur Kriifte, welche M'n]‘rc{ljil«? ::ibmlgs-
gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen glatte, also re

freie Oberflichen),

Jlastizititslehre (vgl. Ab-
und den allgemeinen Gleichungen der Elastizititslehre (vg

snden zusammen-
schnitt IX) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusamn
gestellten Ergebnissen.

a) Zwei Kugeln

werden mit der Kraft P gegeneinander gedriickt. s seien

"t 7y die Halbmesser der beiden Kugeln,

; 14 ore :nen die Kugeln
%1 % die Dehnungskoeffizienten der Stoffe, aus dene g ;
bestehen
s g gaeay o ingadehnun
™1 My die Zahlen, durch welche das Verhiiltnis d.er :;(]I;]gqime%eg
. : s ey 1 1 3 IS86
Zur  Querzusammen-iehung bei diesen Stoffen g
wird (§ 7, § 14),
Dann betrigt :

U 4 = . ichen unter der
die Strecke ¥, um welche sich die beiden I\lig“lohcrﬂ“c}lmld 1-‘ kungen

5 3 3 1C .
Belastung P einander nihern (Summe der Zusammendri

') H. Hertz,
lungen dog Vereins 7
Eine Ergiinzun
der Physik, Bq. 14,

55 Verhand-
Gesammelte Werke, Bd. 1, S. lat"r u; f. oderlzg‘;hs ::91 o
it Beférderung des GewerbefleiBes in T reuﬁfn v d,ml. e
g der Hertzschen Arbeit lieferte M. T. Huber
1904, S. 153 u. f.
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an beiden Oberflichen — 8. 183 bei Hertz — strenggenommen
nicht die Anderung von r, -+ r,), -

== -

g p
der Halbmesser a der Druckfliche

!

3/ { 1 1
.I,I"l g %y 1— ??L_z) —I- Oy (I T " 2]
P ] T R e Sa o i O WP s e L))
4 Ll
¥y Ty

die grofite Pressung 4., in der Mitte der Druckfliche

P

Tpgr — ]«'H) —}‘a_2‘ At . . . 3 3 ll)

d. i. 1,5 mal so grof3 als bei gleichmiBiger Verteilung des Druckes P
tiber die Beriihrungsfliche.
Mit

My = My ‘= M A e

geht Gleichung 11 nach Einfithrung von a aus Gleichung 10 iiber in

i 1 1\2
W (1- "1'-:»_)
g R i I :) _;_’_? TR ]lﬂ-)
3 ey
m?
10
l i el
und fiir m 3 )
L - O T
Onaz = 0,388 ]r’( 4 — ) SR s L)
“s AN T
Mit
10
My = my =3 und o= oy = a

1) Es empfiehlt sich, festzuhalten, dal} selbst erhebliche Abweichungen hin
sichtlich der GriBle von m (vgl. § 7) einen bedeutenden Einflull auf das Ergebnis
nicht dubern; dies gilt auch fiir die folgenden Gleichungen.



§13. Druckversuche. 183

folgt aus den Gleichungen 9 und 10

SR R
y = 1.23 ' Px oc?(— - -—) P8 e e O ks 9 a)
7 T
f 2 AT,
PR e S LB A o ST

fol i
Fyo
b) Kugel und ebene Platte.

Mit 7, — » und r, = o folgt aus Gleichung 11a

Tmaz =

somit

2 } 1\% =y
= e (] e TH:!) Tnaz pE

\ /!

und nach Einfithrung des Kugeldurchmessers d = 2 r

P s TR R R, e S )
wenn
=3 1\2 3 i
k g (l Y n) Tnax 1 '-;}
6 m=|

¢) Zwei Zylinder,

Parallel liegend und von der Linge [, werden so stark gegeneinander
%epre{.’lt, dafl auf die Lingencinheit die Kraft P : [ entfillt, gleichmiiBige
erteilung der Belastung P iiber die Linge I vorausgesetzt. Es seien

5 S ) :
1 7y die Halbmesser der beiden Zylinder,
o : o
oy die ])ehnungﬁknefhmnntcn_.
m.’l .,

2 die bereits unter @ bezeichneten Zahlenwerte.

"Dic Breite b der durch die Belastung erzeugten Beriithrungsfliche
betrigt

AT RNy Y S R
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die grofite Pressung in der Mitte der Beriihrungsfliche

B

maxr — ST 15
e T bl e
d.i. —mal so groli als bei gleichmiiliger Druckverteilung.
Fiir gleiches Material, d. h. fiir
m; = My = m o = 0y =
wird
I LTRSS (B
i ol e ey
p *['—5r)
— 4+ —
r T

Die Bestimmung der Strecke, um welche sich die beiden Zylinder-
oberflichen einander nihern, unterlifit Hertz, indem er bemerkt,
dal} sie nicht allein abhiingig von den Vorgiingen an der Druckstelle ist,
sondern wesentlich bedingt wird durch die Form des ganzen Korpers
(a. a. O. 5. 187).

d) Zylinder und ebene Platte.

Mit , = » und r, = oo ergibt sich aus Gleichung 14 a
/2 1\ P
b= 4 l = o:(l———mz)Tr S e s bk
und damit aus Gleichung 15
= e
Opgx = Ia ;j” e 1
9 oc(l—— &2) Lr
Nach Einfiihrung des Zylinderdurchmessers d = 2 »
sofern
; 1)
n((- = o (I NPT f?:nax . . 2 : i ; l?)
\ LT3

Die Gleichungen 10 und 11, 14 und 15 werden vielfach.
namentlich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, welche die
unmittelbare Ermittlung der zulissigen Belastung P ermoglichen,
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indem man fiir  sowie m die den betreffenden Materialien eigentiimlichen
Werte und fiir opae die grofite, noch fiir zuliissig erachtete Spannung
gegentiber Druck einsetzt!). {

Nun liegen ausgedehnte und griindliche Versuche von Stribeck
mit Stu-hlkugeln vor?), durch welche u, a. nachgewiesen wird. dali bei
vorziglicher Ausfiihrung der Kugeln und ihrer Laufflichen (beiderseits
gehirteter Stahl) die zulissige Belastung fiir ebene Laufflichen noch
zu P = 50 42 gewithlt werden darf, sofern an der Druckstelle nur
rollende Reibung auftritt. Nach Maligabe der Gleichungen 12 und 13
entspricht diese Belastung mit

1
* 7 2120000
welchen Wert Stribeck fiir das Stahlmaterial der Kugeln bestimmte,
und mit
10
me=—g

VAN f{]lg(g

TR : (1 — 0,32)2 oy,
T 2120 0000 hex

emer Druckspannung von

Tpar = 37 450 kg/qem,

Diese Zahl geht weit iiber das hinaus, was man bisher als zulissige
A“st]‘eng"“g angesehen hat, selbst wenn beriicksichtigt wird, dali im
vorliegenden Falle nicht die grofite Pressung, sondern die betreffende
Hmlptdchnung als maBigebend anzusehen ist?) (§ 48, § 69 und § 70).
- Stribeck hestimmte durch unmittelbare Druckversuche die
-[T[J}]Urt'iﬁlla'lit-ii1‘-sgl'('nm'. fiir den in Wasser gehiirteten Stahl zu rund
9000 kg/qe

m (die Elastizitiitsgrenze lag noch ein wenig tiefer).

e —

. " Vel. 2, B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- und Architekten-
vereins 1894, g 131 6. £

: ) Stribeck, Mitteilungen aus der Zentralstelle fiir wissenschaftlich-tech-
i Untorg“"-‘h“ﬂm’n Heft 1. Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines
il Ingenieuro ],f""l.. 8. 73w f, 1007, 8, 1445 u. f, sowie Schwinning,
am gleichen Ot 1901, 8. 332 u. f.: ferner Stribeck, Glasers Annalen fiir Gewerbe
und Bauwegen, 1901, Bd. 40, Nr. 577.

r _‘4) Boi spiteren Versuchen ermittelte Stribeck die Druckfestigkait voll-
fg:‘mdlg dm‘chghhiirtutor Zylinder von 12 mm Durghmesser und 12 mm Hdéhe aus
(iu::}]::;:;?m '-’:11 durchschnittlich 45 540 kg/gqem (erstes l-|i'n'lll\._\l':‘rfnhron') }md r."“
des .Vum‘;:m”u.h 47 700 kg/qem (zweites Hiirteverfahren).  Nitheres s, Zeitschrift

es deutscher Ingenieure 1907, S. 1445 u. f.
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Dieser Wert wiire unter Beriicksichtigung, dall im mittleren Klement
der Berithrungsfliiche zwischen Kugel und Platte drei Hauptspannungen

T 0.8 Ginax 0.8 Ty

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur
10
3

o{l—2.08.03). dpaz = 0,52 & Gimaz,

Oberfliche nach Gleichung 1, § 69 mit m =

also nur das 0,52fache der Zusammendriickung betriigt, welche die
Pressung @uar fiir sich allein erzeugen wiirde, auf
9000
0,62

= ~ 17 300 kg/qcm

zu erhohen, Diese Grofle fithrt (Gleichungen 12 und 13) zu

a3 1
pasaeng 1 — 0,32)2. (17 300)3 = ~ 5,
o RN i e e 1
somit
P= 5az
gegeniiber P = 50 d?, durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h.

wird in der Hertzschen Gleichung 11 in Verbindung mit 10 fiir die groBte
Druckspannung diejenige Zahl eingefithrt, welche der Zusammen-
driickung an der Proportionalitiitsgrenze, die hier noch oberhalb der
Elastizititsgrenze liegend festgestellt worden ist, entspricht, und die
noch eine hohere Anstrengung liefert, als man nach bisheriger Auf-
fassung fiir zuliissig erachtet, so ergibt sich die zulissige Belastung P
der Kugeln zu einem Zehntel derjenigen, die durch unmittel-
baren Versuch noch als zuliissig festgestellt worden ist.

Daraus folgt, dafl die Hertzschen Gleichungen nicht in
der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der zu-
lissigen Belastung P benutzt werden koénnen, d. h. daB
der Wert &k der Gleichung 12 nicht aus Gleichung 13 be-
rechnet, sondern dafBl diese Belastung nur durch unmittel-
bare Versuche bestimmt werden kann. Daf} diese Versuche
unter solchen Verhiiltnissen anzustellen sind, die denjenigen ent-
sprechen, unter welchen die Kugeln in den betreffenden Konstruktionen
sich befinden, ist selbstverstindlich.

Sodann ist in bezug auf die Verwendung der Hertzschen Gleichun-
gen noch folgender Punkt im Auge zu behalten.

Werden gehiirtete Stahlkugeln unter steigender Belastung gegen-
cinander geprefit, so tritt zunichst ein die Druckfliche umgebender
Kreissprung ein, zuweilen unter Belastungen, welchen noch weniger
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als ein Zehntel der Belastung entspricht, bei welcher die Kugel ausein-
anderbricht!). Meridianrisse treten erst spiiter auf.

Das Entstehen der Umfangrisse ist die Folge von Zugspannungen,
welche sich nach dem Umfange der Druckfliche hin einstellen. In der
Tat pflegen auch in Kugellagern stark iiberlastete Kugeln durch Ab-

splittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu werden, nicht aber durch
Bruch

Fiir die bezeichnete Zugbeanspruchung, durch welche die ge-
hiirtete Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugefiihrt wird, gibt
ertz eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur fiir das am
stirksten gedriickte Flichenelement durchgefiihrt. Er sagt, nachdem
er iiber das Verhalten plastischer Kérper gesprochen hat (S. 167):
ssSChWierig(‘.r ist es, die Erscheinung in sproden Kérpern wie hartem
Stahl, Glas, Kristallen zu bestimmen, in welchen eine Uberschreitung
der Elastizititsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder Sprunges,
also nur unter dem Einflusse von Zugkriiften auftritt. Von dem oben
betrachteten Elemente, als von einem allseitig komprimierten, kann
ein solcher Sprung nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen
Kenntnis von der Festigkeit sproder Korper iiberhaupt nicht moglich,
genau dasjenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen
fiir das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst
auftreten, Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion soviel, daf} in
Kérpern, welche in ihrem elastischen Verhalten dem Glase oder hartem
Stahle ihnlich sind, bei weitem die stiirksten Zugkriifte in der Ober-
fliche, und zwar am Rande der Druckfliche auftreten?).

; " Tiir gute Kugeln bis etwa 1 1," engl.(31,8mm) Durchmesser ist P = 550 d?
bis 700 d2 alg Bolastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung eintritt. Grenz-
zahlen: 7/ (929 mm)-Kugeln brechen erst bei P = 38 000 bis 40 000 kg, ent-
Sprechend P — pund 8000 d?, wiihrend der erste Sprung bereits bei 2700 kg, also
bei 550 @2 ointrat. 114" (31,8 mm)-Kugeln, deren Bruchbelastung nur I’ = 3500 d*
= rund 35 000 kg war, zeigten die hohe Sprungbelastung von 1000 d* = 10000 kg.
(8. die in der FuBbemerkung 2, 8. 185 angegebenen Quellen.)

) Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Hiirte eines Materials den Vor-
schlag macht, aus ihm zwei Korper herzustellen und ihre Oberfliichen dabei so
“U wiihlen, daf} die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfliche kreis-
fm'mig ausfillt, sodann (S. 193) bestimmt: ,,Die Hiirte eines Korpers wird ge-
messen durch den Normaldruck auf die Flicheneinheit, welcher im Mittel -
Punkte einor kreisformigen Druckfliiche herrschen muB, damit in einem Punkte
der Kiirpm’ die Spnnnmignn chen die Elastizitiitsgrenze erreichen®, und dann
8piiter bemerkt, (8. 195): ,,im Glase und allen éihnlichen Kérpern besteht die erste

bcl'a(.’hmitung der Elastizitiitsgrenze in einem kreisférmigen Sprunge, der in der

Ohcrﬁii.uha am Rande der Druckellipse entsteht', ohne festzustellen, in welchem
Punlkte qe

P s Kérpers die Elastizitiitsgrenze iiberschritten wird — der mittlere
Punkt dagp 4 ; . v s
1kt doy Druckfliiche ist es eben nicht — und von welchen Griflen die Spannung

in dj 4 . : iese
Q __};(!Surn Punkto beeinflulit wird, sowie welche Beziehungen zwischen diesen
ro . . ; p o i
o bes“ﬂlt‘u. 80 tritt hier mindestens eine Liicke zutage; man gelangt damit
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Vorbehaltlich der Priifung durch Versuche wird man gut tun,
anzunehmen, daB die Zugspannung, welche am Rande der Druck-
fliiche sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zugfestig-
keit, die zulissige Druckbelastung beeinflussen, d. h. diese herabdriicken
kann.

Versuche, welche Verfasser mit Quadern aus Granit!) und
Sandstein?) zu Briickengelenken (Quader mit zylindrischer Fliche
auf ebenem Quader) durchgefiihrt hat, lehren, dall die Zerstorung
der Granit- bzw. Sandsteinkoérper nicht durch die in der Mitte der
Beriihrungsfliche sich einstellende, von Hertz bestimmte grofite
Druckspannung
bl’
worin b durch Gleichung 14 b bestimmt ist, sondern durch auftretende
Zugspannungen herbeigefithrt wird. Die photographischen Abbildungen
Fig. 3 und 4 bzw. Fig. 4 und 9 in den Verdffentlichungen, welche die
beiden Fulibemerkungen angeben, lassen das deutlich erkennen,

4 P

Taz —

auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. Ob diese zur Auf-
klirung der Tatsache, dall Versuche mit verschieden gekriimmten Kérpern aus
gleichem Material keine iibereinstimmenden Pressungen fiir die Elastizitiitsgrenze
und somit keine {ibereinstimmenden Werte fiir die Hirte des gleichen Materials
ergaben, beitragen wird, mag zuniichst dahingestellt bleiben.

Hinsichtlich der Versuche, die Hirte auf dem von Hertz vorgeschlagenen
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von Auerbach in Wiede-
manns Annalen verwiesen.

In bezug auf die Hiirtepriifung von Kugeln s. die in der Fullbemerkung 2,
S. 185 angegebenen Veroffentlichungen.  Stribeek sagt hieriiber: ,,Werden
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegeneinander gedriickt, so
bildet sich eine kreisférmige Druckfliche aus, deren Halbmesser @ mm betrigt.
Lifit man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfliche

zuniichst nach Mallgabe von ;’}3_2"‘ (vgl. Gleichung 10) ,,und die durchschnitt-
> 3,—

liche Pressung ¢ = -:{_—; entsprechend ] P zu. Aber schon nach Uberschreitung
der Proportionalitiitsgrenze indert sich die Abhiingigkeit von P in dem Sinne,
dafi die Druckfliche rascher und demgemiill die Pressung langsamer zunimmt,
und zwar so lange, bis sich schlieflich die Druckfliche im gleichen Verhiltnis
wie die Kraft indert, und demzufolge die Pressung konstant bleibt. Diese kon-
stante Pressung, die sich-auch durch eine Steigerung der Belastung bis zum
Eintritt des Bruches nicht mehr vergrofiern lifit, wird die Druckhiirte oder
kurz die Hirte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) genannt. Sie ergibt
sich fiir gute Kugeln aus gehirtetem Gulistahl zwischen 780 und 850 kg/qmm.
Von kleinen Kugeln wird man die gréBere Hiirte, von 2 (50,8 mm)-Kugeln noch
etwa 780 erwarten diirfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weicher werden, nimmt
die Pressung, nachdem sie ihren gréliten Betrag erreicht hat, sogar wieder ab *

1) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 17.

2) Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 20.
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§ 13, Druckversuche. Bibliﬂthe‘i-

Wie sich aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwerfende
und ausfiithrende Technik gendtigt, die Koeffizienten k
der Gleichungen 12 und 16, welche von ihr schon seit langer
Zeit auf Grund von gewissen Annahmen entwickelt worden
Waren, nach wie vor durch unmittelbare Versuche festzu-
stellen, :

Mit Riicksicht hierauf und in Anbetracht, daB den iilteren Be-
trachtungen, die zu den Gleichungen 12 und 16 fithrten, schon wegen
%hrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden muf}, sei
M nachstehenden der Fall, daff Kugeln gegeneinander geprefit werden,
Fig, 17, in der iilteren Weise hehandelt.

Fig. 17. Fig. 18.

Infolge der Zusammendriickbarkeit des Materials beriihren sich
die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer kleinen Kreis-
- fliiche gemiif der in iibertriebenem Mafe gegebenen Darstellung Fig. 18,
Wobei wir die mittlere der drei Kugeln, welche gleichen Durchmesser
besitzen, ins Auge fassen wollen. :

Fiir den beliebigen Punkt €' der urspriinglichen Kreislinie MCA4
sei die Zusammendriickung in Richtung der Belastung

=y (1—cos @) —r (1 —cos¢) = r(cosg—cos g,
Woraus hei Beachtung, dal
cos ¢ = F1 — sin® ;‘

wd ¢ sowie ¢, sehr kleine Winkel sind, also

- e 5:..2
cos @ = ~ | 1 — [rrz = ~:] _é_
2
= Yo
CO8 ¢y = ~1 5
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folgt

Unter der Voraussetzung, dal sich diese Zusammendriickung
gleichmiillig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, finde sich die ver-
hiilltnismélige Zusammendriickung in €'

0

v e
et =
2

7 2

entsprechen wiirde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfiillt wire,
und Kriifte senkrecht zur Richtung von @ nicht einwirkten. Letzteres
erkennt man sofort als unzutreffend, da die Faser, welche im Punkt '
in Richtung der Belastung gedacht werden kann, durch das sie um-
schliebende Material bei der Zusammendriickung gehindert ist, sich
quer zu dehnen. Dieser seitliche Zusammenhang mit dem Material
wird auch eine gleichmillige Fortpflanzung der Zusammendriickung
der Faser durch die Kugel hindurch hindern. Infolge dieser Umstinde
mul} der Ausdruck fiir ¢ mit einem aus Versuchen zu bestimmenden
Berichtigungskoeffizienten ¢¢ multipliziert werden, der ganz allgemein
den Abweichungen Rechnung zu tragen hat, welche zwischen der Wirk-
lichkeit und den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller Wahr-
scheinlichkeit nach ist ¢¢ mit ¢ verinderlich, wohl auch sonst noch
von den Umstinden beeinfluflt. Nichtsdestoweniger wurde der |
Koeffizient ¢/, um die Rechnung iiberhaupt und einfach durchfiihren
zu kénnen, als Konstante angenommen und ihre mittlere Grofie bis zur
Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschiitzt.
Damit ergibt sich

i 2
g = S;'r"roz'l;——sl . . e . . . 18)

Den grofiten Wert erlangt o fiir ¢ = 0, d. i. in der Mitte,

Der Gleichgewichtszustand bedingt
$n Yo
; d gy g 2 2) ¢ d 4 a
P=\Yo.2xro.rde= —1 \(¢,"— @) pd e = ——@dri
¢ ¢ - (¢ —¢%) pdy iq Yo

L

0

ce
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woraus mit

| 2 LR Iy
(rrn = ‘_." ? T . - 3
"ol T s . 20)
P= —go. .12 = —— & Opard® . . -
';, % Tz 4 ‘;,r
9
P i v e R e a2 )
gofern
R, Sy
b= T B e A e

Gleiclmrlg 21 stimmt mit Gleichung 12 \rnl]:ftiizldig i'ﬁ)far({;m.? i
In dhnlicher Weise liBt sich auch die Entwicklung fiir den Zy :
durchfiihren, Nje fiihrt zu

A el (e SR e

i ie Cest astung fiir den
wenn [ die Linge des Zylinders ist, und P die (;LH.L.l]ltbG.l wt,]m g i
Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Trgebnis, wie oben in ¢

Tor Qleio 23 ergibt sich
chung 16 ausgesprochen. Fiir den Wert k der Gleichung 23 erg
der Ausdruck

Rt 24
k= 0,94 I %“ ‘
Dabei ist jedoch die Grofe von k ebcnsowmlig:}us Glumhu}ng} ‘th
bzw. 24 s, berechnen, wie dies aus Gleichung 13 oder 17 zu gt:,sc.}?chblrl mf’
k ist vielmohy durch Versuche unmittelbar zu bestimmen, wie 5. 185 u. f.
angegeben wurde, o

DaB die (}eset.zmiil.’nigkcit, wie sie in den Gleichungen 22 ]rjz“-‘_eif:t
fir & zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann, genau zu sein,
folgt aus dem Gange der Rechnung. --

Tine Bo‘aiehufg (}i'u' dis gr(');l‘-“ am Rande der Dl‘uckﬁnchg au(f):
tretende Zugbeanspruuhung liefert die Al111Eil1er_'ungmr(.achlulng ebens ]
wenig wie die H.crtischen Entwicklungen; doch lilit, wie schon n?)eu an
gedeutet, Fig. 18 deutlich erkennen, daf infolge der st-m_'ke.n Abbiegung,
welche die Kérperelemente am Rande der Druckfliche (bei 4) erfa'?lli"m,
bedeutende Z“g-‘ip«“l-lmuugen auftreten werden, die bei sproden Materialien
zu dem beobachteten Kreissprung (5. 186) fiihren konnen.
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§ 14, Hinderung der Querdehnung.

Wie wir in § 11 sahen, wird der Widerstand, welchen ein auf Druck
in Anspruch genommener Korper leistet, schlieBlich dadurch tiber-
wunden, dafl das Material nach der Seite hin ausweicht. Daraus folgt,
dall der Widerstand an sich uniiberwindbar erscheint, wenn das Material
gehindert wird, nach der Seite auszuweichen, d. h. wenn geniigend grolle
Druckkriitte auf die Mantelflichen wirken.

Dieser Satz gilt nicht blof fiir feste,. sondern auch fiir fliissige
Korper. Denken wir uns beispielsweise einen geniigend festen Hohl-
zylinder, zum Teil gefiillt mit Wasser, auf dem ein gegen die Zylinder-
wandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie stark wir auch —
innerhalb der Widerstandsfihigkeit des Hohlzylinders — den Kolben
belasten, das nach allen Seiten hin am Entweichen gehinderte Wasser
trigt die Belastung, weist also trotz seiner tropfbar fliissigen Natur
unter diesen Umstinden eine groBe Widerstandsfihigkeit gegen Druck
auf,

Die Erscheinung ist eine ihnliche wie die in § 7 erorterte.  Dort
handelt es sich um den Einflull gehinderter Zusammenziehung, hier um
denjenigen der Hinderung der Querdehnung, welche die Druckkraft
zur Folge haben wiirde, wenn Kriifte auf die Mantelfliche senkpecht
zur Achse nicht tiitig wiiren. Die in § 7 enthaltenen Gleichungen gelten
in sinngemiiler Weise auch hier. Insbesondere folgt daraus, daf} die
Beziehung

welehe bei dem nur in Richtung der Achse gedriickten Stab zwischen
der Spannung — @ (Pressung) und der Dehnung — & (Kiirzung) sowie
dem Dehnungskoeffizienten « gegeniiber Druckbeanspruchung be-
steht, nicht mehr giiltig ist, sobald auch Kriifte senkrecht zur Stabachse
angreifen!). Solche Krifte wirken bei den Versuchskorpern in der Regel

1) Damit hiingt es dann auch zusammen, dafl die zuliissige Druckanstrengung
im Falle gehinderter Querdehnung grifler genommen werden darf.  Die in Fig. 1

Fig. 1. Fig. 2.

auf Druck beanspruchte Bleischeibe vom Durchmesser d = 35 mm und der Hihe
— 10 mm wiirde nach den Versuchen § 13, Ziff. 1d, eine Belastung von 126 kg/qem

e
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auf die Stirnflichen; sie rithren hier her von der Reibung, “-elc}{e.bci
der Preasung zwischen Druckplatte der Priifungsmaschine un_d Stirn-
fliiche des Probekorpers durch das Bestreben des letzteren, sich quer
auszudehnen, wachgerufen wird. Infolge dieser Reibung, welch.e ch.e
volle Reinheit der Erscheinung der Druckelastizitit und Druckfestigkeit
mehr oder weniger becintrichtigen muf!), betrigt die Querde}.nun‘}g in
der Mitte deg Probekorpers mehr als an den Stirnflichen, wie die Flg.’ 2,
Taf. "V, und 3, Taf. VI, deutlich erkennen lassen; ferner muB} in-
folge der an den Stirnflichen vorhandenen Hinderung der Querd.elfnu’ng
die Druckfeatigkeit niederer Korper sich grofer ergeben als diejenige
héherer Kérper, bei denen der EinfluB dieser Hinderung um so mehr
zuriicktritt, je groBer die Hohe ist. (Vgl. Fig. 1, S. 171.)

Ist ¢ die durch eine Druckkraft in Richtung der St&bﬂ-(fhﬁ(\ .vemn-
lafite Zusmnmcndriickung fiir die Linge 1, so wird die ]119:I‘m1t ver-
kniipfte Querdehnung ¢, nach allen zur Achse senkrechten Richtungen

als gleich grof} angesehen und, bezogen auf die Lingeneinheit, gemessen
durch

: ey ]
Eq:;—' . . . . . .

Fiir ein und dasselbe Material pflegt man die Groflie m in Gleichung 1,
§7,und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das Verhiltnis der Dehnung
(in Richtung der Stabachse) zur Zusammenziehung {Scl.lk!'(‘-ﬂllt. Zur :}chslc)
bei Zugbeanspmchung gleichzusetzen dem Verhiltnis der verhiltnis-

miifligen Zusammendriickung zur Querdehnung bei Druckbeanspruchung.
(Vgl. § 7.

§ 15. Theorien der Druckfestigkeit.

Uber den Vorgang des Zerdriickens sind zwei Hauptanschauungen
geltend gemacht worden. : et
Die éltere, von Coulomb herrithrende, denkt sich nach Ma lga e
der Fig. 1 das Zerdriicken durch Abschieben erfolgend und dabei die
Druckkraft, p in zwei Seitenkrifte
_‘_‘_-_-_‘_‘——-_
hicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. 2 vertieft eingelegt, so dall
das Blei nach ey Seite nicht ausweichen kann, vertriigt die doppelte Belastung
und mehr, .

1) Auf der Hinderung der Querdehnung beruht auch die Wirksamkeit der
SP“'“]““s welche in Betonsiulen am Umfange derselben eingelegt sllll‘j'l“lt ’

Da die Korper, welche Druckversuchen unterworfen ﬁ‘t!l‘d(‘“.- ver “1d "“51'
milig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Qulc_-.rdn'm‘-mng U}‘(‘l
unmittelbare Messung derselben fiir die verschiedenen Querschnitte leicht zu ver-
schiedenon Werten fithren kinnen. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen

die MeBliingp ausreichend kleiner als die Stablinge, somit diese entsprechend
groll wiihlon miissen,

Bael,

Eisen

Elastizitat. ¢, Aufl, %
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P sin «, wirkend in der Gleitungsebene,

P cos o, senkrecht dazu,
zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten fiir das Quadratzentimeter
mit K, (Schubfestigkeit) bezeichnet, so findet sich, sofern f den Quer-
schnitt des Prisma bedeutet:

Psna = K ——f—-
SC 008 o

2 2
f T*sin2a

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 « am
groliten ausfillt, d. i., wenn o = 45°; womit nach Einfithrung der Druck-

festigkeit

K =
el
sich ergibt

e 2K, ,

d. h. die Druckfestigkeit miilite gleich dem Doppelten der Schubfestigkeit
sein.

b

mmﬂ[rrm

Fig. 1.

Diese Theorie wurde spiiter durch Hereinziehung der von P cos «
veranlafiten Reibung ergiinzt.

Die zweite Anschauung faft dlc Querdehnung ins Auge (§ 11)
und nimmt an, dall das Zerdriicken stattfinde, wenn dieselbe so grold
geworden wie die Langsdehnung beim Zerreillen im Falle von Zug-
beanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit welcher die Lingsdehnung
drei- bis viermal so grofy angenommen werden darf wie die Querdehnung,
findet sich auf diesem Wege die Druckfestigkeit gleich dem Drei- bis
Vierfachen der Zugfestigkeit, was beispielsweise fiir das Guleisen § 13,
Ziff. 1la, mit Annidherung zutreffen wiirde.

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erforderliche
Bestiitigung erfahren,

Eine befriedigende Theorie der Druckfestigkeit wiirde diese jedenfalls
als Funktion der Hohe geben miissen (§ 13) und, wenn sie vollkommen
sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) einzuschlieBen haben.

ET———
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111. Biegung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden Krifte
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben fiir jeden Querschnitt
ein Kriftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht.

§ 16. Gleichungen der Biegungsanstrengung
und der elastischen Linie unter der Voraussetzung, dafl
der Stabquerschnitt symmetrisch ist, und dafl die Ebene
des Kriiftepaares in die Symmetrie-Ebene des Stabes fiillt
oder ihr parallel ist.?)

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der durch
Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender Weise vorzugehen.

Der bei 4 als eingespannt vorausgesetzte Balken AB ist am freien
Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher angenommen
wird, dal} sie in die Ebene und Richtung der einen Hauptachse des
Stabquerschnittes falle. (Uber das Kennzeichen der beiden Haupt-
achsen eines Querschnittes vgl. § 21, Ziff. 1.) Die Kraft P ergibt dann

A g — =

Fig. 1.

fiir den beliebigen, um = von 4 abstehenden Querschnitt CC ein Krifte-
paar, dessen Moment P (I — x) ist, und dessen Ebene den Querschnitt
segkrecht schneidet, sowie eine in die Querschnittsebene fallende Kraft .
Die letztere wird als nicht vorhanden angesehen und damit die oben als
Vlorf).,ussetzung der einfachen Biegung hingestellte Bedingung, daf} sich
die duBeren Kriifte fiir jeden Querschnitt durch ein Kriftepaar ersetzen
lassen, dessen Ebene den letzteren rechtwinklig schneidet, erfiillt.

') Den Nachwe; ; : i - Zalol
hweis, d, y eic y 2 (8, 199) der Biegungslehre
Symmetrio des 8, dafl die Hauptgleichungen 12 ( ) g

durch die 8. 227 Querschnittes, wie oben angegeben, ‘\-'Ol‘aur:,scizell, hat \’erf&ssel_‘
+227u. f. besprochenen Versuche erbracht. Bis dahin wurde allgemein an
8"’“07?1.1:1011., dal} die Symmetrie nicht nitig sei, dall es ausreiche, wenn die Ebene
Kriiftopaares don Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen schneide.
13%

des
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Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 5:

M, das Moment des biegenden Kriiftepaares hinsichtlich des in
Betracht gezogenen Querschnittes,

7 den Abstand eines Flichenstreifens d f = zd 7 im letzteren
von derjenigen Hauptachse, welche senkrecht zur Ebene des
Kriiftepaares steht, d. i. hier OO (Iig. 5),

O = Jprdf = /S72zdy das Trigheitsmoment des Quer-
schnittes hinsichtlich dieser Hauptachse,

e, den grofiten positiven Wert von 7 (Abstand der am stiirksten
gezogenen oder gespannten Faser),

e, den grofiten negativen Wert von 7 (Abstand der am stirksten
gedriickten Faser),

e = e, = e, sofern der Querschnitt so beschaffen ist, dafl beide
Abstiinde ‘gleich grol} sind, :

o die durch M, im Abstand 7, d. h. im Flichenstreifen d f = zd 7y

hervorgerufene Spannung,

bzw. k die zulissige Anstrengung des Materials auf Zug bzw.

Druck,

2 und y die Koordinaten des beliebigen Punktes O der -elasti-
schen Linie, d. h. der Kurve, in welche die urspriinglich gerade
Stabachse bei der Biegung iibergeht, bezogen auf das aus Ifig. 2
ersichtliche Koordinatensystem,

o den Kriimmungshalbmesser der elastischen Linie in dem be-
liebigen Punkte O, :

o den Dehnungskoeffizienten, d. i. die Anderung der Lingen-
einheit fiir das Kilogramm Spannung.

Fig. 2. Fiz. 3.

Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie Fig. 2
erkennen lif3t. Infolgedessen werden zwei urspriinglich parallele Quer-
schnitte CC' und €, O, Fig. 1, welche um dr = (0, voneinander ab
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stehen, diesen Parallelismus verloren haben und einen gcwis‘scll " mk{g
CMC, = dg, Fig. 2 und 3, miteinander einschlieffen. Dal} e Lerenlm;b
senkrecht zur Mittellinie bleiben, wird vorausgesetzt. Die Ob(j'r ]:Tlt
einer gewissen Faserschicht, welche sich in GH, Fig. 2 und 3, dm]iﬁb. t’
liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb ge_lege.nrcn ve]" lllrflb
In der bezeichneten Faserschicht ist die Dehnung gleich Null, wesha
sie ,,neutrale Schicht genannt wird. 3 Sl

Fiir den in Betracht gci()gellﬂﬂ Querschnitt CGC findet sy:h d}:ﬁ ;:JZ’-
hiiltnismiBige Dehnung ¢ im Abstand v von der GEcmciB;l: dtlle Sl;trecke
projiziert, aus der Erwigung, daf bei BHP,H CGPC _13 _'-] P:P :
PP, = OF = GH — du infolge der Biegung iibergegangen ist in PPy,
also -

St PPt u L &

. : : har aus dem
Die hiermit verkniipfte Spannung o ‘”'g_’bt_ sich 11];]11t?1211r i
Begriff des Dehnungskoeffizienten o nach Gleichung 2, § 2, 7
e _vdp

g = — = —, =P - I}
o oL d.’t‘

sofern Krifte senkrecht zur Stabachse auf die Faserschicht nicht ein-
wirken 1), d § 14). .
Dié\;ﬁ i1§1 i.t?fwrr? dcs.z Stabes durch das Moment M, wa.chgerl,lfbnen
Kriifte miissen sich mit diesem im Gleichgewicht befinden. Dazu ge-
hort, daB die algebraische Summe dieser
inneren Krifte in Richtung der Stabachse
gleich Null, und daf sie ein Moment liefern,
welches gleich und entgegengesetzt M, ist.
ie erste ]."orderung gibt, wenn der im Ab-
stande v von der neutralen Schicht liegende
Flichenstreifon mit df bezeichnet wird,

flear=iofc " Lo ity

genommen {ihep
Mit Riicksicht,

den ganzen Querschnitt.
auf Gleichung 2 sowie

* do . Fig. 4. Fig. 5.
in Anbetracht, daf der Quotient — dgj— fiir -
X
samtliche Streife
besitzt, findet si

n eines und desselben Querschnittes den gleichen Wert
ch aus Gleichung 3

; Lo
diees et va )
o OO
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Unter der Voraussetzung, dafi der Dehnungskoeffizient o« fiir
alle Punkte des Querschnittes gleich grof3, also unabhiingig von der GroBe
und dem Vorzeichen der Spannung ¢ oder der Dehnung ¢ ist, folgt

S i A sl B SR S )

d. h. die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen den
Wert Null besitzen, die sogenannte ,neutrale Achse® oder ,,Null-
achse®, geht durch den Schwerpunkt des Querschnittes und ist, da die
Ebene der dulleren Krifte den letzteren in der einen Hauptachse
schneidet, die andere Hauptachse desselben. Somit ist unter Beachtung
von Fig. 4 und 5, worin 00 die Nullachse bedeutet, zu setzen

v= 7.
Die zweite Bedingung liefert
Wt == M B T LS e

und nach Maligabe der Gleichung 2 unter der beziiglich « unmittelbar
vorher ausgesprochenen Voraussetzung

1 a‘:gcg'
My= — T \p2ar
b o du t,f‘f 2
woraus mit
Sr2df = 6, 7)
d. i, das Triagheitsmoment des Querschnittes in bezug auf 00,
Moo 8)
o dx
oder
de M,
7 T T
womit Gleichung 2 iibergeht in
a:—‘gf-g,........ﬂ)

Hiernach sind die Spannungen proportional
dem Abstande der Flichenelemente von der
Nullachse, wie in Fig. 6 dargestellt ist.

Damit ergibt sich die gréfite Zugspannung o
fir den groBten positiven Wert von 7, d.i. nach Fig. 5
fiir 4 = + ¢, zu

JH b

gy = ) €pr 10)
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diec grofite Druckspannung o, fiir den groBten negativen Wert
von 7, d. i fiir y = — y, 21

M A
Oy = — —(_)-f Cyy - A R S e 1 1)
so dal}
[ My
k, M, : el {,2]
0] (C]
oder o 19)
f )
My <k, g My<<k 5 ’
) 2

Ist o der Abstand des Punktes M, in welchem sich die Durch-
schnittslinie der beiden Querschnitte (Fig. 3 und 4) projiziert von dem
Punkte O, Fig. 4, also der Kriimmun gshalbmesser der jetzt gekrummten
Stabachse, d. h. der elastischen Linie im Punkte 0, so findet sich

de = pdy
dx (¢
Coidl My
oder
1 M, :
= i 13)

Der reziproke Wert des Kriimmungshalbmessers, d. h. die
Kriimmung, ist hiernach proportional dem Dehnungskoeffizienten o,

dem biegenden Moment M, und umgekehrt proportional dem Trig-
heitsmoment 6.

Mit der Anniherung, mit welcher der allgemein giiltige Ausdruck

s

— .._(];,;, i i— -~ p
ey
s da?
ersetzt werden darf durch
1 d*y 14
(i e :

was wegen ] - E?f_ -]
dx

= ~ 1 zulissig erscheint fiir Durchbiegungen

des Stabes, dio klein sind im Verhiltnis zur Stablinge, findet sich

@ d*y
My =3 o die

15)
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§ 17. Triigheitsmomente.

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle ihrer
Benutzung die Kenntnis des betreffenden Triigheitsmomentes voraus.
Hinsichtlich der Berechnung desselben sei folgendes bemerkt.

Ist

@ das Trigheitsmoment des Querschnittes
in bezug auf die Schwer punktsachse 00,
Fig. 1, also @ = [72df = [5? z dy,

@, das Trigheitsmoment desselben Quer-
schnittes in bezug auf die Achse Q @,

- welche im Abstande @ zu O O parallel

Fig. 1. Jiuft, demnach @; = /(y + a)?df,

[ die Gréfie des Querschnittes,

so ergibt sich
0= [(+a)2d = [12df + 2a [ 7df + a? [ df
und unter Beachtung, daB
S7df=06  [rdf=0 [df={
O =0 s a i e R Ny
Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, daB das Trigheits-
moment in bezug auf die Achse @ Q gleich ist dem Trig-
heitsmoment hinsichtlich der zu @ @ parallelen Schwer-
punktsachseOO, vermehrt um das Produkt aus Querschnitts-

fliche und Quadrat des Abstandes der beiden Achsen, 1iBt
sich oft mit Vorteil Gebrauch machen.

1. Rechteck, Fig. 2.

Fig. 2.

Das Triigheitsmoment in bezug auf die Seite 4B betriigt

h
0, = 5}2 bdr = bR,

0
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folglich in bezug auf die um f—:dewrm abstehende Schwerpunkts-

achse 00 >
1 [ h\2 1
=0, —glt—= = 3| — = — 3 b
01—a*f= —=bh (2)513, Sk 2)
und :
¢ (¢ ]:
— e e 2, . . 4 : v 3
3 ]_b 3 bh )
9

2. Dreieck, Fig. 3.

Fir die Achse QQ

h
o (il Bk L s
()l_Sx (h Jt)dx— Lo
0 :
9

Fir die um = davon abstehende Schwerpunktsachse 00

41 2.\ 1 1
9:_.  feadded ) |l R = e— 3 ¥ . . 4
Lh (ng) LSbh = bk )

3. Kreis, Fig. 4.

Fig. 4.
ur die Schwerpunktsachse 00 wegen y = r sin g, 2

= 27rcosg

S,
o= 5‘722&3‘; = 4:-45 sin® ¢ cos? ¢ dgp = :—r

—r 0

)y

4
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STt Ll B G S ML e
© o d )
) ] T s
o S - LA —— e § l'i . . . . . 6
p d 55 ¢ 10 )

Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem
sie umschlieflenden Kreis vom Radius @ und beide Querschnitte in
unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse OO geschnitten. Das
Triigheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhiilt sich nach Gleichung 2
zu demjenigen des Ellipsenstreifens wie

1l (—- )
W)
Folglich ergibt sich das auf 00 bezogene Trigheitsmoment der Ellipse
nach Gleichung 5 zu
[ B \3 -
O = — (2a)t ("—) = aBvEL e )

(44

\ !

5. Zusammengesetzte Querschnitte.

a) Rechnerische Bestimmung, Fig. 6.

Mm——— — i) ———|

Fig. 6.

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus
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dem liegenden Rechteck 14.2 = 28 qem,
. DPGIL‘C}( TI:. ¥ l il 0,5 »
»  Stehenden Rechteck 1.(1206—2—1) = 905 ,,
liegenden Rechteck 28.1= 28 ,

Die Lage der Schwerpunktsachse OO bestimmt sich aus
D) /
28—+ 0,6 (2 + 1;_) 4+ 9,05. (2 4 9,05.0,5) + 2,8.(12,05—0.5)

e e T Vil | ; 4 — = 2,99 em

28 + 0.5 + 9,05 + 2,8

und dag Triigheitsmoment in bezug auf diese Achse nach Maligabe der
Gleichungen 2, 4 und 1 zu

ok ]l) 14,0 . 2,09 4 14 . 2 (2,99 — 1)?

]. I o
—1.13 4+ —1.1(299 — 2,33)*
)= 36 LS 5 b )

e 13 L+ 905° + 1.9,05 (6,025 — 2,99)°

+ 11_3 2,8.13 + 2,8 .1 (11,55 — 2,99)* = 500,7 cm*.

b) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9.

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelmiifiig begrenzten
C_Jrue.rschnitten pflegt das folgende, von Mohr angegebene zeichnerische
Verfahren rascher zum Ziele zu fithren als der Weg der Rechnung.

’ Die Querschnittsfliche von der GroBe f (im Falle des gewiithlten
?3elspiols Querschnitt einer Kisenbahnschiene) wird parallel zur Achse,
n bezug auf welche das Trigheitsmoment gesucht werden soll, in eine
}anajhl Streifen zerlegt; hierauf triigt man die Querschnitte fi/ofy ... ..
aj;‘f ;;jtir Streifen als Strecken fr=01 =18 1s=2 3 <o f10=1910
o di:;r “r genannten Achse parallelen Geraden auf (Fig. 8) und stellt
e e Flichen als Schwerkriifte vor, welche in denl Schwerpunkten

reifen angreifen; konstruiert mit dem symmetrisch zu 0 10 ge-

legenen und von dieser Linie um g— abstehendenPunkt O als Pol Krifte-
und __Seilpﬁlygon, »
de:: aullersten Pol
welteres ayg der

%e;uscl??en Schwer

ig. 8 bzw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9)
ygonseiten 1 ¢ und 10 € wird alsdann — wie ohne
Natur des Seilpolygons folgt — ein Punkt der
linie 0D erhalten, wiithrend die von dem Seilpolygon
++ 10 und den bejden Polygonseiten 1 € und 10 C' eingeschlossene
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Fliche F,, (in Fig. 9 durch Strichlage, von links nach rechts ansteigend,
bezeichnet) mit f multipliziert das Trigheitsmoment beziiglich der
Schwerachse C'D liefert.

Beweis:

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, welchen wir uns heraus-
geschnitten denken, wirken in der Richtung ' 1 die Kraft S;, in der

-T

Fig.

SPD a

Fig. 9.

%
Richtung 1 2 die Kraft S; und senkrecht abwirts die Schwerkraft f;.
Dieselben ergeben in bezug auf den Durchschnittspunkt 4 der Geraden

C' 1 mit der beliebigen, zur Richtung der Streifen und der Schwerpunlkts-
achse C'D parallel laufenden Achse 4 B,, die Momentengleichung

;“1 x]_ — i f -A-Bly

sofern S, in der eigenen Richtungslinie nach B, verlegt und hier in seine
Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft

el el
H=+

zerlegt wird.
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Durch Multiplikation mit x, findet sich
hz®=28 -é%éx‘— = 2 H .Fliche 4 1 B, = f . Fliche 4 1 B,.
In ganz gleicher Weise folgt fiir den Knotenpunkt 2
fa.25%0= 1. Rlache: B, 2 B;;
fiir die folgenden Knotenpunkte
faxs2 = f . Fliche B, 3 B,,

fo %o = [ . Flache By 10 By,

Nun ist dags Trigheitsmoment @, des ganzen Querschnittes in
bezug auf die Achse 4B, — streng genommen allerdings nur unter
Vomussetzung unendlich schmaler Streifen —

0, = fra® 4+ fa®e® + fya® + oo+ fro 2
= f.(Fliche 4 1 B, + Fliche B, 2 B, - Fliiche B, 3 B, +
..... + Fliche B, 10 B,,)
= [ . Fliche 4 15 10 CB,,
und in Hinsicht auf die Schwerpunktsachse (') nach Gleichung 1
0 = @, —fa®
Unter Beachtuug. daB Fliche AB,,C = a* (wegen < ACB,,
o 900)3 erd ;
© = f.(Fliche 4 15 10 CB,,— Fliiche ACB,,)
= f.Fliche1510C = f. Fys
e df’f‘ Mohrsche Verfahren voraussetzt. ,
b 1'u1"die Achse EE|CD ist, wie nach MafBigabe des Erorterten
oHne weiteres klar, das Triigheitsmoment
/ . (F, + Fliche CEG),
dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der
18- 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flichen.

d. h. gleich

beiden i F

¢) Ermittlung durch Instrumente.

: D_urch Umfahren des Querschnittes mittelst ,, Integrators® lassen
sufh die Tl'iiagheit-smommit-e beliebig gestalteter Flichen rasch und aus-
r?.mhen.d genau ermitteln. Solche Instrumente werden z. B. von der
Firma J. Amsler-Laflon & Sohn in Schaffhausen a. Rh. geliefert.
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Biegung.

6. Zusammenstellung,

Grilbe des

: ; Trigheitsmoment | Schwerpunkts-
Querschnittsform : Querschnittes
H abstand ;
[ 72 d rd
i | > _ g4 ) — — R ]
Fig. 10, | = 64 4 i 2 ;
3
= e
Fig. 64 {dhi—d 4 e = 3 o (d2—dy%)
Tig. 4— as b (o Tab
Fig. 1. 54 : b — (@%b — ag® &) e =7 T (@b —ayby)
Tig. 14. - 1 5 |_3 o [ }"I??‘-" — 9652
¥ 212 4 08404 ¢ = 0,8660 |12 bt = 260
L 3 2
v
Fig. 15 "3-' 2 0.54 bt gl 2,6 b2
: I
o
P i3 ;!'
Fig 167 g —?b h? Sy bh
19
b hd — by hyd i
15 (b h® — by Iy®) e = — bh—byh,

Tig, 17." Tig. 18, Fig. 191).

1) Fiir Stiibe, deren Querschnitt in bezug auf die Ebene, in welcher die iiufleren
Kriifte wirken, unsymmetrisch ist, wie das z. B. bei Fig. 19 zutrifft, liefern die Ent-
wicklungen in § 16, die zu den Gleichungen 12 daselbst fiihren, die Inanspruch-
nahme zu gering; vgl. die Darlegungen 8. 227 u. f.



Fig.

Pig,

ig.

§ 18, Fille bestimmter Belastungen.
:r:‘:-:'_":._—-_—_—__ S R e
P . ; oS GroBe des
Querschnittsform Triigheitsmoment | Schwerpunlkts Onsastinittas
+ abstand f
e
i I h
20, wﬁ% 1, —[W3s+(b—s)s?]| e = — hs 4+ (b—g)s
[ Eﬁ‘ TR 12° ; 2
LT Oy
Wb -
1
T g = = h
21, o 3 1 ; 3 1
; 2 - —bh
&w 36 0 2 2
ol &y = —h
& 3
: b4 2b, h
a-Byn e
2 qi/?/ I bu-4bb,+bﬁm‘ b+b 3 b+,
o A _u e — 1" ) . — R
W o 36 b+ b _ 2b+b, A 2
g e
5. s o = 02124 o
|+ 0,0069 d* A s
(T Py 2 e, = 0,288d <

Den groBten Wept erl

.:Dem nach findet nach
m Querschnitt der

Uber die beiden Haupttriigheitsmomente eines Querschnittes vgl.
§ 21, Ziffer 1.

§ 18. Fiille bestimmter Belastungen.

1: Der Stah (ver
emgespannt, am

gl. Fig. 1 und Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende
reien Ende mit P belastet.

ein i ibie i
¢ gleichmiiBig iiher seine Liinge ¢ verteilte Belasting

AuBerdem friigt derselbe .

pl.

Fiir eliebi
D r den beliebigen Querschnitt CC, welcher um z von der Ein-
pannstelle absteht, ergibt sich

max (M,) = P |- 2__5'_ = (P+_—;) L.

M,

angt M, fiir a

= P (f— .'.'.T) ..|_ p——

E]

(l—=)?

2
¥

0, nimlich

Q

den Gleichungen 12, § 16, die stiirkste Anstrengung
Einspannstelle 4 statt.
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Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Gleichung 15,

§ 16,
2 [ i et
Pll—u) + pi—2t

¥

daty 4

dz? = 6

und fiir Materialien, fiir welche der Dehnungskoeffizient o konstant ist —
Gleichung 15, § 16, gilt zuniichst auch nur fiir solche — sowie unter der
Voraussetzung der Unverinderlichkeit des Trigheitsmomentes @

2

o (; _7) iE -g.(zzx—zxﬂ+%3) - c_l,

dy .

dx C]

sofern die Integrationskonstante C' genannt wird. Dieselbe bestimmt
sich aus folgender Erwiigung. Mit der Bezeichnung der Einspannung
verkniipft man den Begriff, dall an der Einspannstelle die clastische
Linie (in Fig. 2, § 16, AGHB) von der urspriinglich geraden Stabachse
(AX) beriihrt wird 1), d. h.

dy

fiir x = 0 1st (Ex ="

Damit folgt € = 0, so dal}

ity x p( 22
_P(l——--g)—!— —2—(12—13: %—?)] i T

Hieraus lifBt sich fiir jeden beliebigen Punkt der elastischen Linie
der Winkel berechnen, welchen die Tangente an letzterer in dem be-
treffenden Punkt mit der urspriinglich geraden Stabachse einschliel3t.
Beispielsweise findet sich fiir das freie Ende B, Iig. 2, §16, dieser
Winkel § mit 2 = [ zu

dyas

dz @

tg;;— P+ g) 1*

20( 3

und angeniihert, da es sich nur um sehr kleine Werte von § zu handeln
pflegt,

A= 20(P+%)12. e et el Ll

Aus Gleichung 1 folgt unter Beachtung, daf3
fiir x = 0 auch y = 0,
die Gleichung der elastischen Linie

1) Uber die Zulissigkeit dieser nur ausnahmsweise tatsiichlich vollkommen
erfiillten Voraussetzung vgl. § 53.
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i x ) Diles 2 22\’
Eicatid Vsl ot RS el ST
2( 3__)* 4(5 T s)_

Die Durchbiegung y’ des freien Endes betriigt, da hierfir x = I,

o

o ph o ale
) % )

W=

ol P pl\ ., ot B Q),;
e — e == e o Tl . . 4‘
i @(:}+8)£ 6)(3—}—8’1 )

2. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 1. Er ist belastet durch
die gleichmiiBig iiber ihn verteilte Last Q@ = P (@ +b) = pl und
dureh die im Punkte € angreifende Kraft r.

Fig. 1.

Q

A:,_u._?’_.l_g, Bm}’-%—k?%

Fiir den innerhalb der Strecke AC um 2 vom Auflager 4 abstehenden
Querschnitt ist das biegende Moment

2 / 2

) 2

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke 4C = a einen groBten Wert fiir

Q

b
D) et 06,1 e
Hpios 0
7 l
— —b —,
o ) - 5
sofern
s )
a_= ? .

I‘)er gesuchte Querschnitt kénnte hiernach nur in der grofieren der beiden
Strec‘ken @ und b liegen, und zwar zwischen der Balkenmitte und dem
Angriffspunkt ¢ der Kraft P, wvorausgesetzt. daf}

Bach, Llastizitht, 6, Aufl. 14
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P 3 l P — -
—b<a— ) oder — <~ ag —ie 4D

AT R R e TR

b
pa > PT+%’

d. h. dal die iiber die Strecke a gleichmiBig verteilte Last groller ist als
der Auflagerdruck in A.
Fiir den IFall, daf}
R e e,
Q =T

liegt, der durch die Biegung am stiirksten beanspruchte Querschnitt im
Angriffspunkte €' der Kraft P,
Demnach ergibt sich,

et b B a2 e
wenn Q_ T fiir den QU[,II.‘-;(,}II]ILt C
b= Q) P a® i Q\ab
v e o ] R 2 [l m JL R | B [ i S [
max (M) (.I / - % a 5 (I | 2) T 5)
wenn
TR e S PR S L
ey SR O 2

: b M2 e ) p [P I\2

max (M) = (P e - —3—) (? b=f ?) —}? (? b+ 7]

(= O =l .
el e PR sl BN g L]
_(_I£EZJ]2Q"""‘{))

Fiir @ = 0 wird
l
max (M) = ]’TJ .
und, wenn
a=0b = i,
2
Pl
max (M) = T 7)
Fiir P = 0 wird
l 14

max (M) = Q . SRR b s e A )

8

Zur Bestimmung der elastischen Linie innerhalb der Strecke AC
ergibt sich nach Gleichung 15, § 16,
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Ay __fﬂ_( 2o ]
P G 3)

und unter der Voraussetzung der Unveriinderlichkeit von o« und @ 1)
(vel. Ziff. 1)

d_‘q_ — % l o2 for: )
T R 9 (2 Az s P A C,),
o (1
= i i
Y (_)(BA.L px +01L+(,)

\’V(&gcn
=0 = fars g ie OF Bwird = (=)

Fiir die Strecke BC' findet sich entsprechend

d*y, o )
el
dy, TS BN aisnt e IANC A
BB (— “"‘r“—?‘”"'"“)’
1 1 ;
s ?) (B— Bad— 1P a0 - U”) ;
o= 0. g .

lich 1301:‘:*__ der Qlll‘rfscjmiF-t des Stabes stetig oder S])rlxllg\rgise veri nder.—
:schm’l Lin“""r}ml zur J.*A‘mltt'hmg !lt!r Durchbiegung und der Neigung den elast}—
reclllmrisu]l.(' _‘ if'ﬂc}llﬁdﬂllo‘\\'cgc fmlgcsch]agcn werden. Die Grundlage fiir rein
Gletohin (rf" ]'-‘rfﬂ_'hmﬂ 111}(1.t!1- sich z. B, in der Arbeit von Weyrauch: ,.Dll.‘,_
Stibe migt- HLP = ast"”F}‘CTl .L!nl(- willkiirlich belasteter Stibe** unter I1L. ,,H()mugmlm
Tl 1’1Wsikm1‘l;;;gwmsu veriinderlichem Querschnitt' {Znitsuhriit fiilr Mathematik
8. 240 ;Die 5 4n1 ]S: 392 u. 1), Land (Zentialblatt der Bﬂ.llVOI‘\l‘ﬂltll‘llg 1886,
spiiter l-ll,lu.bhanm:e RO \'?1101' '.l_.'rii-gcr mit \'nriindnr.]ichem Querschnitt'’) und
,Die Durchbie, Elg von |II1m Ensslin (Dil\glers polyt. Journal 1901, 8. 3.‘“ b ]
wellen mit, oiffat:f ungleich starker Wellen*'; ferner: ,,Mehrfach gelagerte Kurbel-
strengung*‘, é'i‘tut.t, 1er und doppelter Kropfung., Thre Formiinderung und‘An—
Linio des urs }rihg“‘;t.]mog} gehen von dem M ohrschen Satz aus, dafl die elastische
e Klo}j ( ‘i ‘LII geraden Stl.-aims als Seilkurve aufgcf&ﬁt werden kann,
biogung zwoi- lm”l ‘i"? -f”t'ISCI“grﬂ}_{}l1ac}1(=s Verfahren zur Bast-ummu.lg der D.urch-
s ‘vl _ilelfacla gestiitzter "l.‘rii,gcr“. ]icr‘hu 1‘.]‘02) Einfachheit der
S Was, anidan ‘r‘:r bindung von rechnerischem und g.mchm:rlau}lcm Verfahren auf
Ersaty deq‘ *—“Sl;l ! 'ege 'a.mstm{bt.. In nicht wenigen Fillen fiithrt schitzungsweiser
S BLCH abes ]Ill.l'- \'c.rsi.ndurli(‘hr_’m Querschnitt durch einen prismatischen
gentigend genauer Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elasti-
schen Linie.
il be:ij;ii?r das Bediirfnis, d'{c Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel
Hortant “rlells_unt‘er denen die (3'last.iache Linie der Welle in den Lagern gegen den
B. Aol goneigt '13f-, vgl. des Verfassers Maschinenclemente, 4. Abschnitt unter
7 'senund Wellen'** (1892, 8. 317 u. f., 8. 324 u. {., 1908, 8.541 u. £, $.548 u. £.).
14*
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Die Senkung im Punkte €' muf} fiir beide Strecken gleich erhalten
werden, d. h.

1 1 1 I :
— Adad— —pat+C,a= —Bb¥— — pbt L (b,
ﬁAa o1 PO Ca 3 Bb 51 pbt4-C'b

Ferner mufl der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte C
der Strecke AC gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels der
elastischen Linie im Punkte €' der Strecke BC sgein, d. h.

1 1 1 I
Sy [y P e e o N G At sl S R P
zzla. g P -+ C ng —|—6;.-)b G
Nach Beseitigung von ¢ und €’ mittelst der beiden letzten

Gleichungen findet sich
fiir die Strecke 4 '

dy (l

| .
s e et Yot
A dax | 2 : b ) 23

/1 1 \ e
ﬁlﬂ_-._....y:.: (F—Ax”—"‘l P )_()

0

i (:P - ()F; )b Qza) G

fir die Streoke B0 e e
diy, ( s 1 3

e L DR ___B,:_’,.__ .,.! ......

B B o i A ) 0

Bty —y; = rad T

;P ab(2a-+0d) , QU

glrse .34)0‘

B, =

Die Durchbiegung %’ im Angriffspunkte ' der Kraft P ergibt
sich zu

10)

o (P i *+ab ) a’b? o
: _ Sab 3l ©

Fiir den Fall, dali



‘) €
§ 18,  Fiille bestimmter Belastungen. 213

folgt
py 2|2t 11)
ﬁlzzﬁﬂzﬁ_(__Jr:;Q’@]s" Qo
[ he s uld ‘
s > utt; e e 12)
und, sofern @ — 0,
e 13)
= Te®
,_ » PB NG AN S
b AB O iy

3. Der Stab ist beiderseits wagrecht eingespannt, Fig. 2, und belastet
durch die gleichmiiBig iiber ihn verteilte Last @ = pl, sowie durch
die in der Mitfe € angreifende Kraft P.

Wie bereits unter Ziff. 1 erértert, wird mit der Bczmc]mlln.g
der ]*litmpmmung der Begriff verkniipft, dafl die elastische Linie
. * 'S 2 . 14 . Iy m. r

an der Einspannstelle die urspriinglich gerade Stabachse zur Tangente
hat. Die vorausgesetzte Kinspannung in 4 und B bedingt hiernach,

Fig. 2.

dafi die gerade Stabachse 4B die elastische Linie A0B in 4 und B be-
rithrt, Inwieweit sich dies tatsiichlich erreichen liBt, dariiber wird in
§ 53 das Notige erortert werden. Bemerkt sei jedoch schon hier, dafi nur
in sehr seltenen Fillen von wirklicher Einspannung in dem bezeichneten
Sinne gesprochen werden kann.

Bei der Symmetrie der Belastung geniigt es, nur die Hilfte AC des
Stabes in Betracht zu ziehen,

An der Einspannstelle 4 wirken auf den Balken

ein Kriiftepaar vom Moment M 4

Pog
., Auflagerdruck 4 = oF T 9

Fiir den beliebigen, um 2 von der Einspannstelle 4 abstehenden
Querschnitt st das biegende Moment
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(]

My= My + Adax—-

Hiermit liefert die Gleichung 15, § 16,

d*y o pat )
- g i i [ b Ax—-—— i
= = (Mt ds & ..
woraus unter Voraussetzung, dafl « und @ unveriinderlich sind,
dy ° ( 780 pat )
— = —— M+ — 4 x?— = :
dx R AN 6

Die Integrationskonstante ist wegen der angenommenen Befesti-
gungsweise der Stabenden, d. h. wegen

d
% = 0 fiire =0,

ebenfalls gleich Null.

Die unbekannte Grole des Momentes M  ergibt sich durch die Fr-
wigung, dal} fiir
l dy _
2 dx

0= My—+—

zu

My=—(—+= 15)
also links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie erwartet
werden mulite,

Hiermit das biegende Moment im Abstande a von A
RELE 00 }d(P Q.)..i,?ixi_

My = — it T R R
- (\8 Tag, 5 Ty 2

l
HFiir die Stabmitte « — 5 folgt

Sty 3 [T :
My = 3 S 24’ 16)
Q1 :
d. i. absolut genommen g Weniger als das Moment M, an der

Einspannstelle.
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Da M, fiir die Mitte C positiv ist, so mufl das Moment fiir einen Quer-
schnitt zwischen 4 und €' Null sein, entsprechend einem Wendepunkt
der elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird p = oo fiir M, = 0.)

Fiir den Fall, dal @ = 0, ergibt sich das Moment

] P
m Punkte 4 zu == 3
8
SRl
1] 2 C ¥} T o

Abstande o = Wendepunkt) 0.

Iiir den Fall, da P = 0, wird das Moment

. ) I
im Punkte A —% — 1]12_,
Q1 pl?
4 ; 3, e A R i s
D T Y
s Abstande x = 0,2113 1 (Wendepunkt) 0.

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten durch nochmalige
Integration des fiir den ersten Differentialquotienten erlangten Aus-
druckes unter Beachtung, daf} fiir « = 0 auch y = 0,

ot (1 1 p al
e E e e D[S e S e
y = G(zﬂu¢4 A =]
Hieraus findet sich die grofite Durchbiegung y fiir » = 5 Zu
/ Q\ o I3
7 K8 D i i -
y_(IIE)HIM L)

§ 19. Korper von gleichem Widerstande.

Korper dieser Art sind so geformt, dali die Belastung in simtlichen
Querschnitten eines und desselben Korpers die gleiche Groftspannung
hervorruft. Unter Bezugnahme auf die Beziehungen 12, §16, heil3t dies,
daB fiir simtliche Querschnitte

M /] M b
i R R
2 0 bzw. k )
€ e,

}fonst&nt ist. Daraus folgt, daB die Querschnitte mit M, sich derart
indern miissen, dafi der Quotient
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My: o bzw. My: -
e e5
fiir alle Querschnitte gleich bleibt.
Hiermit fithrt Gleichung 13, § 16, zu
1 o ﬂf?) ﬂ’Iﬁ ] o kz
T TR — s e
AN T T

woraus ersichtlich, dafl im Falle eines konstanten Abstandes ¢, und bei
Unveriinderlichkeit von o die elastische Linie zum Kreise wird.

1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Korper
mit rechteckigem Quersehnitt von konstanter Breite » ist am freien
Ende durch P bhelastet, Fig. 1.

Fig. 1.

Fiir den um @ von A abstehenden Querschnitt betrigt
& 1

1 z
s Eati ) B ety Ll s iy Ao 507
Folglich

> S
k; = c2 ol konstant,

— b 22

6
woraus mit ! —ax = a,
6P 6 P

Pt e g
: ky b ( o k. b A

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Begrenzung
EBD nach einer Parabel zu gestalten, fiir welche BA die Hauptachse,
B der Scheitel und & (D) ein zweiter Punkt ist, dessen Lage bestimmt

erscheint durch
— B l.l_.-! 6Pl

Afi::AD——z—— 2 )'Cz—fj
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Die Durchbiegung 3’ am freien Ende ergibt sich unter Zugrunde-
legung des Koordinatensystems 2 y (vgl. Fig. 2, § 16) nach Gleichung 12
und 15, § 16, unter Beachtung des S. 215 und 216 Bemerkten aus

A e e o ks _ 2akVl
AT g B e p G T
€ 2 o , 6P 0 bl X
2 2 | ked
_ - (16P1Vi ——— 24P 18 1_-_’__.;1)
e “('_ P L e R T

sofern o als unveriinderlich betrachtet und im Auge behalten wird,
daf fiir

L

— 0,
dx Y

=il

zu -
8P
i e TR B e A e e ]
R /
Fiir den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab
Gleichung 4, § 18,
/ o B 4 P

Y :16)’3 3 T bhd ’
Y

d.i. die Hilfte des Wertes von Gleichung 1.
Nach Mafigabe der vorstehenden Rechnung wiirde der Querschnitt
im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses natiirlich unzu-
lissige Krgebnis ist die Folge der Vernachlissigung der Schubkraft.
Unter , Biegung und Schub* wird in § 52 das zur Feststellung
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Erforder-
liche bemerkt werden.

2. Der Stab wie uater 1, jedoch von konstanter Hohe R, Fig. 2.

Fir den um #;, vom freien Ende B abstehenden Querschnitt er-
gibt sich

My = P ay, (')=-—11§h“z, e = ey = i;-. f:: %kzz,
ky = - o Tl konstant,
—G—kg z
i)
koht Y

d. h. die Begrenzungslinien BC und BD sind Gerade, deren Lage durch
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D 3P1
AC = AD = 5 el
bestimmt wird.

Die elastische Linie ist nach Malligabe der Gleichung

]. kz : ;62
— = = 2o —
Iz ey h
infolge der konstanten Hohe des Stabes ein Kreis vom Halbmesser
h
T e
2ok,
-1 ,-‘_._,f e i et el
. 1 &
a ) 3 N
t 3
‘;-o- —_—— Py — — — -]
Y | 8
i | I
QG — -~ —tm e e
X2z |
; Fig. 2.
Die Durchbiegung y* am freien Ende B wird daher
[ 2 6P
y = = ol == 4 D
4 20 il b h? )

d.i. 1,5 mal so grofi, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4, § 18)
unter sonst gleichen Verhiiltnissen bei konstanter Breite sein wiirde.
Vgl. SchluBbemerkung zu Ziff. 1.

3. Der Stab liegt beiderseits auf Stiitzen, Fig. 3, und ist durch
die im Punkte ¢ angreifende Kraft I belastet.

;‘__________I Ry R A
sé T

Der Teil AC verhilt sich wie ein bei €' befestigter und bei A

durch P ? belasteter Stab, der Teil BC' wie ein bei €' befestigter

und bei B mit P (; belasteter Balken (Ifall wie bei Ziff. 1 und 2).
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[st der Querschnitt kreisformig, so findet sich fiir den beliebigen, um
¢ von 4 abstehenden Querschnitt der Strecke AC

b (;)_r:

My = P7a, ST
Damit wird
B2 -{E— a
k; = ———— konstant,
Eh
g gl 32P0b

T 'Irg-:.’, o4

d.i. die Gleichung einer kubischen Parabel, fiiv welche AC die Haupt-

achse, A4 der Scheitel ist, und deren Ordinate im Querschnitt bei C' durch

die Gleichung

(35 Pab
Tkl

=

bestimmt wird.
Da sich fiir die Strecke B( ein ganz entsprechendes Ergebnis findet,
so besteht der gesuchte Korper 4B aus zwei nach kubischen Parabeln,

welche sich im Querschnitt bei ¢ schneiden, geformten Umdrehungs-
korpern.

Vgl. Schlullbemerkung zu Ziff. 1,

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16
gemachten Voraussetzungen und ihrve Zuliissigkeit. .
Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf
Grund des Gesetzes e = g gm,

Die Voraussetzungen. welche in § 16 zur Bestimmung der Biegungs-
anstrengung, Gleichung 12. fiithrten, sind:

I. Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden idulieren
Krifte ergeben fiir jeden Querschnitt nur ein Kriftepaar.

2. Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden
kann, wirken nicht aufeinander ein. sind also unabhingig von-
einander,

3. Die urspriinglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben
eben,
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4. Der Stabquerschnitt ist symmetrisch, und die bene des Kriifte-
paares fillt mit der Symmetrieebene des Stabes zusammen oder

ist ihr parallel.
Der Dehnungskoeffizient ist fiir alle Fasern gleich groli, also

_CF‘.

auch unabhingig von der Grofie und dem Vorzeichen der
Dehnungen oder Spannungen.

Fig. 2. ocoo !

|
|
|
|'
|
|

00009000000
00009000000

A\

Fig. 3.

o ]e]
oo

Von Fillen, in denen infolge iibergrofier
Hoéhenabmessungen des Querschnitts  im
Verhiiltnis zu den Breitenabmessungen Aus-
knicken zu erwarten steht, ist hierbei
abgesehen,

Diese Annahmen treten am deutlichsten
vor das Auge, wenn wir uns einen Korper
so ausgefithrt und beansprucht denken, dal3
sie erfiillt sind. Zu dem Zwecke stellen wir
uns vor, der Stab bestehe aus einzelnen, von-
einander unabhiingigen, urspriinglich gleich-
langen Fasern, etwa wie die Fig. 1 und 2
(Durchschnitt) erkennen lassen. Mit dem
einen Ende seien dieselben im Boden 45
befestigt, mit dem anderen an der Platte
CD. Die letztere, welche wir uns gewichts-
los denken wollen, werde in der Mittelebene
von einem Kriftepaar PP, dessen Moment
M, = Pa ist, ergriffen. Sie dreht sich in-

folgedessen um eine Achse EE. Die links von

dieser gelegenen Ifasern werden gedehnt, die
rechts davon befindlichen erfahren eine Ver-
kiirzung. Von den gedriickten Fasern werde
vorausgesetzt, daf} sie sich nach der Seite hin
nicht ausbiegen. Die Auffassung der [fasern
als vollkommen gleicher Spiralfedern, etwa
wie in Fig. 3 gezeichnet, wird diese Vor-
stellung erleichtern.

Wie ohne weiteres ersichtlich, sind bei
dieser Sachlage die Verlingerungen hzw. Ver-
kiirzungen der Fasern proportional dem Ab-
stande von der Achse EE.

Bedeutet 2 die Lingeninderung, welche
die urspriinglich / langen und im Abstande v

von der Achse EFE gelegenen Fasern erfahren haben, so ist

,._f'
e
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die verhiltnismilige Lingeninderung, d. h. die Dehnung im Ab-
stande 7.  Wird diese GroBe im Abstande 1 mit e’ bezeichnet, so
findet sich

g= ¢

Hiermit ist eine Spannung
g = = = = b/
o it
verkniipft, welcher bei dem Querschnitt f, der im Abstande 7 gelegenen
Fasern eine Kraft
E!
Gfy= — 7 f
o

entspricht,
Die Gesamtheit dieser inneren IKriifte muf} sich mit den fiuBeren
Kriiften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen mub sein:
die algebraische Summe dieser inneren Krifte in Richtung
der Stabachse gleich Null, d. h.

i

Jofo=2 '_m_"{f Jo=0,

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Krifte

gleich dem Moment des Kriftepaares Pa = M, d.h.

ot
b\ L L P .
=2 =

Aus der ersten Bedi"g“ﬂgﬁgleichung folgt bei Unverinderlich-
keit. von o

\I‘
...f(l}:,i—'_—. O,

d. h. die Nullachse £E geht durch den Schwerpunkt simtlicher Faser-
querschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesamtquer-
schnittes,
Die zweite Bedingungsgleichung fiihrt unter der soeben genannten
Voraussetzung, o betreffend, und bei Beachtung, dafi ¥ fon® = 6O, zu
i,

My=—@,
o

Betriigt der Abstand = der am stirksten gezogenen Fasern e,
der am stiirksten gedriickten — e,, so erfahren diese Fasern die Span-
nungen

o = —e bW, oy =g,
o
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woraus folgt

it e 2’ ey
o e o e,
und hiermit
(¢ (]
M=t My =, — 7,—.
€ €

Bei Beriicksichtigung, dal3

a <k, —a, < [k,
folgt,
M, <k, —0 " My, <k (-.)
€ e,
oder :
M s,
kz:b' gb’ €1, k> 'Jg;'""z:

d.s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12,

Wir bemerken — wie hervorgehoben sei —, dafBl bei der voraus-
gesetzten Sachlage die Stabachse gerade bleibt, dall also das Krifte-
paar PP mit dem Momente Pa eine Kriitmmung derselben nicht ver-
anlaft.

An die Stelle der Kriimmungsachse, welche sich im Kriimmungs-
mittelpunkt projiziert, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen D
und AB 1),

Weiter bemerken wir, dal3 hier die Ebene C' 1) aufhort, senkrecht zur
Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen.

Die Beziehung 1, § 16, welche fiir den gebogenen Stab, Fig. 2,
§ 16, unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, daf die Quer-
schnitte senkrecht zur gekriimmten Mittellinie stehen, gilt eben auch

1) Der Winkel g.f'. den beide Ebenen miteinander einschlieflen, liBt sich
durch folgende Erwiigung leicht feststellen.

: M
Es betriigt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse ?b und die

‘ Mp :
Dehnung dieser Faser & = u T somit die Lingeniinderung der urspriinglich

{ langen Faser im Abstande I von der Nullachse
My
w«

=i
-

d. i. aber auch gleich das Mafl des Drehungswinkels der einen Kbene gegen

die andere, also

A
|,[;.—-(e—-{£b—#.,.....‘.,l)
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dann, wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur miissen dann die einzelnen
Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen, dal} ihre Ebenen sich
simtlich in derselben Geraden schneiden, welche den Durchschnitt der
Ebenen AR und CD bildet.

Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen 4B
und C'D gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand des
Schwerpunktes desselben iiber 4B. p hat dann hierbei allerdings nicht
mehr die Bedeutung des Kriimmungshalbmessers, sondern bezeichnet
den Abstand der Schwerachse BE von der Durchschnittslinie der Ebenen

AB und CD. Eine Ersetzung von s durch + d--u?-’: ist dann natiirlich
0 da®

unzulissig,

l. Was nun zuniichst die Voraussetzung unter 1 betrifft,
dafi die auf den Stab wirkenden iuBeren Krifte fiir jeden
Querschnitt nur ein K riftepaar liefern, so ist festzustellen,

@ &
[ e —- --———;*-»ﬂ-ﬂ
-_-l;‘:’lr-:h%—ﬁ‘_‘
5 5
Fig. 4, Fig. 5.

daf} dieselbe nicht erfiillt zu sein pflegt. Die Erzeugung des biegenden
Momentes erfordert Kriifte, welche nur ganz ausnahmsweise, etwa wie
im Falle der Fig. 1, wobei die Stabachse gerade bleibt, oder im Falle der
Fig. 4 oder 5 fiir den mittleren Teil 4 B, der dann wegen M, = konstant
nach einem Kreise gekriimmt ist, nicht mehr als ein Kriiftepaar ergeben.
In der Regel ist immer eine Schubkraft vorhanden (vgl. Einleitung zu
§ 16), deren Einflufl allerdings in vielen Fillen in den Hintergrund tritt.

Hinsichtlich der Fille, in denen die Schubkraft Bedeutung
erlangt, muff auf ,,Biegung und Schub* in § 52 verwiesen werden.

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung anbe-
langt, dafB die Fasern eine gegenseitige Wirkung aufein-
ander nicht ausiiben, so erkennt man sofort, dal} dieselbe fiir einen
aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfiillt ist. Wie wir in § 1 bzw.
§ 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung in Richtung der
b‘_tabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu derselben, also eine
Verminderung des IFaserquerschnittes, und mit der Verkiirzung eine
Ql‘lerdehnung, demnach eine Vergroflerung des Faserquerschnittes.
Dlese Ft}rmitndcrungen senkrecht zur Stabsachse sind um so bedeutender,
J& mehr die Dehnungen (positive wie negative) in Richtung der Fasern
betragen. Da nun hier diese Lingsdehnungen mit dem Abstande von der
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Nullachse inabsoluter Hinsicht zunehmen, so werden die von der letzteren
weiter abstehenden Fasern sich quer auch mehr zusammenziehen bzw.
mehr dehnen wollen als die unmittelbar benachbarten und nach der Null-
achse hin gelegenen. Infolgedessen werden diese der angestrebten
Querzusammenziehung bzw. Querdehnung zu einem Teile hinderlich
sein. Dieser gegenseitige Finflufl der Fasern senkrecht zu ihrer Richtung

muf} nach dem Friitheren (§ 7 bzw. 14) die Beziehung ¢ = £, also
o

im Falle der Unveriinderlichkeit von o« die Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen beeintriichtigen und die Festigkeit etwas
erhohen (§ 9, Ziff. 1, bzw. § 14). Er wird allerdings nicht bedeutend sein.

AuBerdem werden aber auch die fest miteinander verbundenen
Tasern noch dadurch aufeinander einwirken miissen, dald sich die
weiter von der Nullachse abstehenden mehr ausdehnen bzw. verkiirzen
und deshalb gegeniiber den unmittelbar benachbarten, dieser Achse
nither gelegenen, ein Bestreben zu gleiten haben.

In bezug auf den gegenseitigen Einflull der Fasern werden sich
verschiedene Querschnittsformen verschieden verhalten (vgl. auch § 9).
Vergleichen wir beispielsweise den rechteckigen Querschnitt (Ifig. 6)
mit dem |—-| -formigen IFig. 7, so erkennt man sofort, dafl die auf der Linie
(/¢ liegenden Fasern des ersteren von ihren benachbarten inneren Fasern
mehr beeinflut werden miissen als die in gleichem Abstand liegenden
Fasern BCCB des anderen Querschnittes. Diese sind eben zum grofBiten
Teile nach innen frei.

Wird z. B. aus einem und demselben Material ein Stab vom Quer-
schnitt Fig. 6 und ein solcher vom Querschnitt Fig. 7 hergestellt, als-

dann fiir beide auf Grund der Gleichung

Fig. 6. : M, = o
% - . .
: die bei der Bruchbelastung eintretende groBte
| Faserspannung o, ermittelt, so mul} sich fiir
S ar : ? de1; e1:ste1‘e:’8.tal).“ ;;in ct:.vas gr&Ber‘rer }Vcrt,
S d. h. eine etwas grollere Biegungsfestigkeit, er-

a-» s a geben als fiir den letzteren, vollstindige Gleich-

artigkeit des Materials vorausgesetzt. Erheblich

wird der Unterschied innerhalb des Gebietes der elastischen Dehnungen

nicht sein. Bedeutender kann er bei dynamischen Beanspruchungen
erwartet werden.

Die Ergebnisse von Versuchen des Verfassers mit breitflanschigen
I-Triigern aus Flufleisen deuten darauf hin, dafl dieser Einflul innerhalb
des Gtebietes der elastischen Dehnungen sehr gering ist (s. Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 382 u. f.).



§ 20. Die Voraussetzungen der Gleichungen in § 16. 225
Aus dem Erorterten folgt weiter beispielsweise fiir die breitbasige
Eisenbahnschiene, Fig. 8, daf} die im Kopfe des Querschnittes zusammen-
gedriingte Masse der Dehnung (positiven wie negativen) einen verhiiltnis-
miiBlig (im Vergleich zu dem, was bei den Entwicklungen im § 16 voraus-
gesetzt wird) groferen Widerstand entgegensetzt als das Material in
dem breiten, wenig hohen Fuli, und daf} infolgedessen die tatsichliche
Nullachse oberhalb der horizontalen Schwerpunktsachse des Quer-
schnittes gelegen sein muf. Wird der letztere so bestimmt, daB diese
Achse in halber Hohe liegt, so kann hiernach der Querschnitt nicht als
ganz zweckmiiBig bezeichnet werden, namentlich dann nicht, wenn der
I'uB sehr breit ist. In solchem Falle mufl die wagrechte Hauptachse
des Querschnittes entsprechend tiefer als in halber Hohe sich befinden.
Hierdurch erklirt sich auch eine verhiiltnismiiflig grofere Widerstands-
fihigkeit starkkopfiger Stahlschienen usw. sowohl gegeniiber gewohn-
licher Biegungsbeanspruchung als auch gegeniiber Schlagproben.

(e rrsrsimtarireirrere]

Fig. 8. Fig. 9.

Je mehr sich die Querschnittsfliche in zwei schmale. der Nullachse
parallele Streifen zusammendringt, Fig. 9, um so geringer wird der gegen-
seitige Binflufl der Fasern aufeinander, um so zutreffender erscheinen
unter sonst gleichen Verhiiltnissen die Beziehungen, welche auf Grund
der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt wurden, vorausgesetzt, daB8 nicht
ein anderer Umstand in Betracht kommt, der sofort erortert werden
wird.

Ohne den Querzusammenhang der Ifasern miiliten diejenigen von
ihnen, welche gedriickt werden, in der Mitte nach der Seite ausweichen
(Fall der Knickung, vgl. § 23). In der Tat kann diese Neigung der ge-
driickten I"asern, nach der Seite auszuweichen, bei verhialtnismifiig grofier
Liinge des auf Biegung beanspruchten Stabes und bei entsprechender
Querschnittsform des letzteren, wie z. B. Fig. 9, dessen Widerstands-
fihigkeit erheblich vermindern.

Der Querzusammenhang der Fasern kann infolge des értlichen An-
griffs der Kriifte, welche das biegende Moment liefern, noch einen weiteren,
zunichst die Form des Querschnittes und sodann auch die Widerstands-
fithigkeit des Stabes éindernden Einflull duflern.

Bach, LElastizitdt. 6. Aufl.

15
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Uberblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Kinflusses der
Fasern Gefundene, soerkennen wir, dal} im allgemeinen die Anstrengungen
k, bzw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12, § 16, ergeben, nicht
mehr den Charakter der reinen Zug- bzw. Druckbeanspruchung besitzen,
und daf} es deshalb im allgemeinen als richtig erscheint, bei Ermittelung
der Abmessungen eines auf Biegung in Anspruch genommenen Stabes
als zuliissige Anstrengung des Materials Werte einzufiihren, welche aus
Biegungsversuchen gewonnen wurden. Inwieweit es zutreffend ist,
wenn an Stelle dieser Biegungsanstrengung die aus Zugversuchen
abgeleitete Grofle k, gesetzt wird, mull — streng genommen — durch
Vergleichung der Ergebnisse vonZug- und von Biegungsversuchen fiir
jedes Material und die einzelnen Querschnittsformen festgestellt werden.
Hierbei ist im Auge zu behalten, daf} es sich empfiehlt, die Versuche in
der Regel unter solchen Verhiltnissen anzustellen, wie sie bei den tech-
nischen Anwendungen vorliegen, auf welche die ermittelten Zahlen {iber-
tragen werden sollen. Der Beschreitung dieses Weges konnen sich aller-
dings in manchen Fillen sehr erhebliche Schwierigkeiten entgegen-
stellen. ;

Bei zusammengesetzten Korpern wie Gittertrigern usw., welche
so konstruiert sind, daf} die einzelnen Teile fast nur Zug und Druck
erfahren, ist naturgemill mit k, und k (falls nicht Knickung in Betracht
kommt) zu rechnen.

3. Was die oben unter 3 aufgefiihrte Voraussetzung anlangt,
dalB die Querschnitte eben bleiben, so ist festzustellen, dafl auch
sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, welche mit dem biegenden
Moment verkniipft zu sein pflegt, wirkt auf Kriimmung der urspriinglich
ebenen Querschnitte hin (vgl. ,,Biegung und Schub* in § 52); doch
scheint, soweit das bis heute vorliegende Material ein Urteil gestattet,
die Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte bei ausschlieRlich oder
wenigstens in entschieden vorwiegender Weise auf Biegung beanspruchten
Stiben, welche aus einem Material bestehen, fiir welches die Voraus-
setzung Ziff. 5 erfiillt ist, zulissig zu sein.

Fiir einen Stab aus weichem Bessemerstahl von 140 mm Hohe
bei 55 mm Breite und 1200 mm Liinge, welcher sich bei einer Auflager-
entfernung von 1000 mm um 241,5 mm durchgebogen hatte, ohne zu
brechen, stellte Bauschinger fest, dall bei dieser ganz bedeutenden
Durchbiegung die urspriinglich ebenen Querschnitte eben sowie
senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren, und die Liinge
der frither geraden, 1000 mm langen 6lastischen Linie sich nicht
geindert hatte.

Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stiiben aus
Schmiedeisen fithrten zu dem gleichen Ergebnis.
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Das Ebenbleiben der Querschnitte bei Materialien, welche Pro-
portionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen iiberhaupt nicht
aufweisen, wird nach dem in der Iullbemerkung 1, S. 249 Be-
merkten und nach dem, was aus dem bis heute vorliegenden Versuchs-
‘material geschlossen werden kann '), bis auf weiteres gleichfalls als
zuliissig angenommen werden diirfen.

4. Um die Bedeutung der unter 4 angegebenen Voraussetzungen
moglichst einfach und deutlich klarzulegen, sollen die folgenden
Betrachtungen an einen bestimmten Fall angekniipft werden.
Wir denken uns einen Stab vom Querschnitt Fig. 10,
in der Mittelebene der Stegmitte belastet?) gemild
Fig. 5, so daf fiir den mittleren Stabteil, den wir
allein ins Auge fassen wollen, die dufBleren Krifte
nur ein Kriftepaar ergeben, gﬁ &

Der Kern des auf Biegung beanspruchten Stabes
ist der Steg, wie in der Abbildung durch Strichlage

)

hervorgehoben ist. Bei der Durchbiegung in senk- g
rechter Richtung werden die Fasern in fJ verkiirzt 2
und bei ¥ gedehnt. Damit wirkt der Steg bei J auf ‘
die obere Flansche BD driickend und bhei F auf die

9

untere Ilansche FC' ziehend. Die obere Flansche
erscheint hiernach als ein Stab, der durch eine
exzentrisch angreifende Kraft auf Druck bean- G:é~ R
sprucht wird und infolgedessen eine ungleichmiliige 1
Verteilung der Spannung iiber den Querschnitt erfihrt.

Die untere Flansche zeigt sich als Stab, der durch

cine exzentrisch wirkende Kraft auf Zug be- Fig. 10,
ansprucht wird und deshalb gleichmifiige Ver-

teilung der Spannungen iiber den Querschnitt nicht aufweisen kann.
Die obere Flansche und mit ihr der obere Teil des Steges wird sich daher
kriimmen miissen, wie in Fig. 11 in tibertricbenem Mafie fiir ein mittleres
Stiick des Stabes angegeben ist, wihrend die untere Flansche sich in
entgegengesetzter Richtung zu kriimmen bestrebt ist, wie Fig. 12 dar-
stellt. Der Steg selbst wird sich also obennachlinks, unten
nach rechts ausbiegen, seine urspriinglich eine senk-
rechte Gerade bildende Mittellinie wird eine S-formige
Gestalt annehmen: er wird eine Verdrehung erfahren,
seine Querschnitte werden sich wolben miissen (vgl. Taf, X).

1) Vgl. in dieser Hinsicht u. a. E. Meyer in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1008, 8. 197 u. f.
2) Auf den Fall der Belastung in der senkrechten Hauptachsenebeno
wird 8. 230 eingegangen werden.,
15%
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Durch diese Verdrehung werden natiirlich auch die Flanschen in Mit-
leidenschaft gezogen. Je hoher der Steg ist, um so leichter wird sich
unter sonst gleichen Umstiinden seine Forminderung vollziehen kénnen.
Die Stegstiirke wird den entgegengesetzten Einflull duBlern, je grofler
sie ist, um so bedeutender wird der Widerstand sein, den der Steg gegen-
tiber der ihm zugemuteten Forminderung leistet. '
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a @

Fig. 11. Fig. 12.
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Um den Grad der Ungleichmiifligkeit der bezeichneten Spannungs-
verteilung iiber die Flanschen festzustellen, wurde ein _}-Triiger Profil

Nr. 30 @ = 7975 em? Fig. 13 in eine stehende Priifungsmaschine

gebracht und darin belastet gemiB Fig. 5. [ = 1000 mm, @ = 1000 mm.

Durch Spiegelapparate wurden gemessen: die Lingeniinderungen der

Trasern auf 200 mm Erstreckung an den in Fig. 13 bezeichneten 4 Stellen:

M, M, M;und M,, welche um je 145 mm von der wagrechten Haupt-

achsenebene abstehen. Die Untersuchung lieferte fiir die Be-

lastungsstufe P = 250/1750 kg die Beanspruchungen in der Richtung,
in welcher die Dehnungen gemessen worden waren,



Ifig. 13.

Fig. 14.

Fig. 15.

Fig. 17.

Fig. 18,
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in M, o, = — 417 kg/gem
in M, g, = — 456
in M, g, = 4370

in M, g, = -+ 113

Diese Zahlen zeigen deutlich
die auflerordentlich ungleichmifige
Verteilung der Beanspruchung iiber
die Flanschen. withrend die iibliche
Rechnung (in § 16) im gleichen
Abstand von der Nullebene die
gleiche Beanspruchung annimmt.

WY

Y

WY

Fig. 16.

Wenn geradliniger Verlauf der
Beanspruchungen von M, nach M,
und von Mynach M, angenommen
werden darf (in Wirklichkeit wird der
Verlauf — mindestens durch den
Steg hindurch — voraussichtlich ein
etwas anderer sein), so wird sich
fiir die obere Flansche die Druckver-
teilung nach Iig. 14 und fiir die untere
die Zugverteilung nach Fig. 15 er-
geben,wihrend dieiibliche Rechnung
(§16) den Verlauf der Beanspruchung
nach den Geraden N,N, bzw. N,N,
voraussetzt, entsprechend ¢ — 273
kg/qem. Somit fiihrt der Versuch fiir
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417 — 273

M, zu ciner um 100 = 539, hoheren Druckbeanspruchung

273
¥ -0 =T '-3
et st 100 31—2732—1 = 369 = Zugbeanspruchung

AuBer der Untersuchung mit Belastung des Triigers in der Steg-
mittelebene wurden noch Versuche durchgefiihrt mit Belastung in der
senkrechten Hauptachsenebene des Querschnitts, wie Fig. 16 andeutet.
Dabei ergab sich

in M, g, = — 518 kg/qem
in M, g, = 4+104

" in M, 6, = - 456
in M, gy =— ]t

Diese Zahlen liefern die Fig. 17 und 18; sie zeigen noch eine weit
groBere UngleichmiBigkeit der Verteilung der Beanspruchungen iiber
die Flanschen als diejenigen, welche sich im Falle der Belastung des
Triger sin der Stegmittelebene ergaben; in der gedriickten Flansche
zeigt sich aulien sogar eine Zugspannung und in der gezogenen Ilansche
einec — allerdings sehr kleine — Druckspannung. Hier fithrte der
Versuch fiir

518 — 273
M, zu einer um 100 0—273 =
456 — 273

i 273

als die iibliche Rechnung.

Hiernach ist festzuhalten, dafl die Entwicklungen in § 16 nur unter
der Voraussetzung gelten, dafl der Stabquerschnitt symmetrisch ist, und
daB die Kraftebene (Ebene der belastenden Kriifte) mit der Symmetrie-
ebene zusammenfillt. Die Beurteilung der Widerstandsfihigkeit nach
den Gleichungen 12, § 16, kann bei Kérpern mit unsymmetrischem Quer-
schnitt—je nach den Verhiiltnissen—zu einer mehr oder minder grofien,
unter Umstiinden zu {iberaus bedeutender Uberschiitzung Veranlassung
geben.

Werden die infolge der Unsymmetrie oder Einseitigkeit des Quer-
schnittes auftretenden Formiinderungen mehr oder weniger (z. B. durch
Verbindung mit anderen Teilen) gehindert, so wird dadurch die Wider-
standsfihigkeit erhoht. So wird das z. B. eintreten, wenn zwei _|-Triiger
mit dem Riicken ihrer Stege zusammengenietet werden usw.

Der im vorstehenden besprochene nachteilige Einfluf der Un-
symmetrie des Querschnittes ist vom Verfasser auch noch festgestellt
worden durch Bruchversuche mit Gufieisen und aus Durchbiegungs-
versuchen mit FluBleisentriigern. Niheres hieriiber sowie iiber die oben

= 909/, hoheren Druckbeanspruchung

Mo, =070 e Zugbeanspruchung
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erwithnten Untersuchungen findet sich in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1909, S, 1790 u. f. und 1910, S. 382 u. f.

5. Die Voraussetzung 5, dall der Dehnungskoeffizient o
konstant ist, also gleich fiir Zug und fiir Druck, sowie un-
abhingig von der Gréfle der Spannungen oder Dehnungen,
erscheint nach Mafigabe der in § 4 niedergelegten Versuchsergebnisse
und der hierauf beziiglichen Darlegungen in § 5 nur fiir manche Materi-
alien, beispielsweise fiir Schmiedeeisen und Stahl, zulissig. Bei GuBeisen
z. B. ist sie dagegen nicht zutreffend; hier wachsen die Dehnungen
ragcher als die Spannungen. Dasselbe ist der Fall bei weichem Kupfer;
auch bei Legierungen desselben wie Bronze, Messing usw. wird in der
Regel rascheres Wachstum der Dehnungen beobachtet. Gleich verhiilt
sich Sandstein, Granit, Zementmortel, Beton usw.

s v

Nach Mafigabe des Gesagten werden fiir einen auf Biegung bean-
spruchten Stab aus Gufleisen unter der Annahme, daf} die Querschnitte
eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit dem Abstande 7
von der Nullachse wachsen, nicht aber die Spannungen; letztere miissen
vielmehr langsamer zunehmen, entsprechend dem Umstande, dafl o
in 6 = g : « mit wachsender Dehnung (Spannung) zunimmt (vgl. z. B.
S. 18).  Fig. 19 veranschaulicht dies unter Voraussetzung starker Be-
anspruchung des Stabes. TFiir die beliebig um % von der in X sich pro-
jizierenden Nullachse ') abstehende Faserschicht sei PP, die Dehnung

1) Dafl diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht,
folgt unmittelbar aus dem, was 8. 198 und 8. 221 in bezug auf die Gleichung
Svdf = 0 baw, _"f(,ag = 0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten unter der
Voraussetzung, dall der Dehnungskoeffizient @ konstant ist.
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und PP, die Spannung; dann ist fiir GuBeisen der geometrische Ort aller
Punkte P, eine gegen die Achse der 7 gekriimmte, in D,XP,Z, sich
projizierende Fliche, wenn auch die Punkte P, auf der durch die Null-
achse gehenden Ebene D,X 7, liegen. Bei Proportionalitit zwischen e
und 5, d. h. auf Grund der gewohnlichen Biegungsgleichung

ﬂfﬁ‘: rrO,
7

wiirde sich die Spannungsverteilung nach Mafigabe der gestrichelt ein-
getragenen Geraden DOZ gestalten. Wie ersichtlich, weicht die Span-
nungsverteilung, wie sie sich unter Beriicksichtigung der Veriinderlich-
keit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, bedeutend ab von der-
jenigen, welche unter der iiblichen Voraussetzung der Unverinderlich-
keit von « gewonnen wird. Die Abweichung ist — unter der Voraus-
setzung groflerer Beanspruchung — hinsichtlich der Lage der
Nullachse derart, dafl dasMaterial auf derSeite der griéfieren
Dehnung, dergréBerenNachgiebigkeit(der geringerenFestig-
keit) zur Ubertragung des Momentes einen gréBeren Quer-
gschnitt bietet als auf der anderen Seite, und in bezug auf die
Zunahme der Spannungen zeigt sich, dafl das nach der Null-
achse hin gelegene Material besser ausgenutzt wird, indem
die Spannungskurve der senkrechten Abszissenachse ihre
hohle Seite zukehrt, also die Spannungen nicht mit der
ersten Potenz von v zunehmen, sondern langsamer wachsen.
Beides hat zur Folge, daf die Widerstandsfihigkeit eines
solchen Balkens gegeniiber Biegung gréfler sein mull, als es
die iibliche Biegungsgleichung erwarten liBt. Infolgedessen
liefern die Gleichungen 10 und 12, § 16, die Zugspannungen gi‘c‘jiiel'.
als sie tatsdichlich sind. Ein und dasselbe Gufleisen mull deshalb bei
Biegungsversuchen eine hohere Festigkeit ergeben als bei Zugversuchen,
wenn dieselbe auf Grund der Gleichung 10, § 16, berechnet wird.

Aus dem Erorterten folgt‘dann weiter, dafl Stibe mit Querschnitten,
bei denen sich das Material nach der Nullachse hin zusammendriingt,
widerstandsfihiger sein miissen, als nach Gleichung 12, § 16, zu schliefien
ist. Beispielsweise wird ein Stab mit kreisformigem Querschnitt eine
grofiere Bruchbelastung, bestimmt nach Gleichung 10, § 16, liefern miissen
als ein Stab mit quadratischem Querschnitt, dieser wird dagegen eine
groflere Biegungsfestigkeit aufzuweisen haben als der -formige Quer-
schnitt usw. 1).

1) Hiermit stehen die Ergebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f.
durchgefiihrten Biegungsversuche mit GuBeisen in voller Ubereinstimmung,
Siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 8. 103 u. {., 8. 221 u. f,,
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Will man den Einflul} der Veriinderlichkeit der Elastizitit mit der
Spannung schiirfer verfolgen, so hat das unter Zugrundelegung der Ge-
setzmiifligkeit zu geschehen, welche zwischen € und ¢ besteht. Im nach-
folgenden soll das in Kiirze ausgefiihrt und demgemiif}

der durch Biegung in Anspruch genommene Stab
auf Grund des Gesetzes

g = g oml)

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden.

a) Allgemeine Gleichungen.

Wir gehen von der zu Anfang des § 16 dargestellten Sachlage aus.

Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P belastete
prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft. Hierdurch
werden zwei urspriinglich parallele, um dx = (00, voneinander ab-
stehende Querschnitte CC' und C,0,, Fig. 1, § 16, sowie Fig. 20 und 21,
sich unter einem gewissen Winkel CM ('}’ gegeneinander neigen. Dali sie
eben bleiben, werde vorausgesetzt; mit welcher Berechtigung, ergibt
sich aus dem am Schlusse von Ziff. 3, S. 226 und 227 Bemerkten.

Die oberhalb einer gewissen Linie, welche mit ax bezeichnet sein
moge, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb liegenden

S. 1089 u. f., oder auch ,,Abhandlungen und Berichte'* 1897, 8. 60 u.f., sowie
§ 22, Ziff, 2 dieses Buches.

') Wie Verfasser bei Veroffentlichung betrefiend das Potenzgesetz & = agm
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 248 u. . am Schlusse
ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, um an Ent-
wicklungen heranzutreten, welche sich die Aufgabe zu stellen haben, die An-
strengung von solehen auf Biegung oder Drehung beanspruchten Kérpern zu er-
mitteln, fiir deren Material Proportionalitit zwischen Dehnungen und Span-
nungen nicht besteht. Verfasser hoffte durch diese Hervorhebung noch besonders
zu dahin gehenden Arbeiten anzurogen. In der Tat erwies sich diese Erwartung
als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur Ensslin eine
Arbeit vorgelegt, welche sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund des Gesetzes
& = ao™ und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung beanspruchten
guBeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschiiftigte, und in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1897, 8. 941 u. f. behandelt Latowski
die gleiche Aufgabe unter Anwendung der allgemeinen Sitze auf Granitbalken.
Beide Arbeiten gelangen in der Hauptsache zu den gleichen Ergebnissen. Eine
weitore Darlegung * von Latowski s Zeitschrift des dsterr. Ingenieur- und
Architektenvereins 1898, 8. 56, und am gleichen Ort, S. 249, den Aufsatz
von W. Carling.

Vgl. auch die Arbeit von L. Geusen in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1898, S.463 u. f., sowie 8. 516; ferner die Arbeit von Fr. Engesser
am gleichen Ort, 8. 903 u.f.: ,,Widerstandsmomente und Kernfiguren bei be-
liebigem Formiinderungs- und Spannungsgesetz'‘.
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zusammengedriickt. Demgemifl sind im Querschnitt oberhalb ax
Zugspannungen ¢, und unterhalb az Druckspannungen o, wachgerufen
worden, fiir welche im allgemeinen die Beziehungen gelten

s m],
=t (Tz

m

2)

m,
= a4y 0,°

m

Wird der Abstand des Punktes M, in welchem sich die Durch-
schnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der Linie wxa, in
welcher die Spannungen gleich Null sind, und die deshalb ,Nullachse®
genannt werden soll, mit p bezeichnet, so ergibt sich fiir den Querschnitt
COC die verhiiltnismiiflige Dehnung im Abstande # von ax zu

' il Y S R S i 3/ A R
= P!ll I}I)! ‘{) ‘H i

& =

Infolgedessen findet sich fiir die beliebige um # von der Nullachse xx
abstehende Faserschicht

auf der Zugseite

m e
¢= oot =— oder g, = (—) y,
i

auf der Druckseite e )

r ! —_—
e = a,0,° = oder g; = b
d P ¥ oy |
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und fiir die duflersten, um e, bzw. ¢, von der Nullachse abstehenden
Fasern, sofern deren Dehnungen mit €, bzw. e, und deren Spannungen
mit 6, bzw. 6, bezeichnet werden,

i (o &y 1
), = ( my

oy P
: 4)
| (2% .—1—
L = —=—]
Oy P
woraus durch Division :
T )
o™ Oy €
S
:Cf. e. \ g
i —'----2-] o P G R S Ay
3 %y €

Das Gleichgewicht zwischen dem #ulleren biegenden Moment
M, — von dem EinfluB} der Schubkraft P werde abgesehen — und den
inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kriften verlangt, sofern der im
Abstande 7 liegende und in Pig. 20 durch Strichlage hervorgehobene
Flichenstreifen mit df bezeichnet wird,

flrrzd{—j?rrddfzo‘ Al AR s et )
H] 0

und
M, = j'az af . 5 -+ jadd.,f’.:;r e )
0 i}

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3

€y

£y 1 1
o \my B
Y it \ OV frasd e d
ol R
0 0 :
1= 8y ==y
, —— 1 e 1}
— (_._.1__.) G 5‘;; My df A ( 1 )m; 5‘ ?j—ﬂ’l: d!’
PO %P
0 0

und mit Riicksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5

& €y 1
7. I a z
=Y Jilg)s . ot TR o S5 | M
0 = =il il i\ 7™ df
™ % e g
£ 1 ) 1 iy | i S
p e [ o o
o 1l __g' ™ df — (_1_) S et e )
TR | Oe € o
€ iy 0 ]
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Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand e; die Lage der
Nullachse. Sie zeigt, daBl dieselbe hier abhingt von der Grofie der
Spannung s, also von der Grofie des biegenden Momentes. Da nun dieses
fiir die verschiedenen Querschnitte des Stabes verschieden ist, so
mul} bei gleichbleibender Belastung derselben die Nullachse
ihre Lage von Querschnitt zu Querschnitt indern. Wird die
Belastung des Balkens eine andere, d. h. dindert sich die
belastende Kraft P, so verschiebt sich auch die Nullachse
in den auf Biegung beanspruchten Querschnitten.

Bei Voraussetzung von Proportionalitiit zwischen Dehnungen und
Spannungen (§ 16) war die Lage der Nullachse unabhiingig von der
Spannung; sie fiel mit der einen Hauptachse zusammen; sie linderte sich
deshalb nicht von Querschnitt zu Querschnitt und auch nicht mit der
Belastung, wie dies hier der Fall ist.

Infolge der Abhingigkeit der Lage der Nullachse, d. h. der GroBe e
von dem biegenden Moment, mul} Gleichung 7 zur Bestimmung heran-
gezogen werden. Dieselbe erglht unter Beriicksichtigung der Gleichungen
3 und 4

R _'__"'1 1 (1 -.__1_“31. 1
at, = (L (g (L) (e
L e DR e
: 0 0
£ '
. S T, i
— _-_IL ! my rf'f - —--'1-‘ g o t‘[f
™ 0 €q" )

und nach Ersetzung von s, durch den Wert Gleichung 5

€

] 1
# R f A0 i) 1
My= 4 g 't df + (?i) ™ G, s (-q” ol o 9)

(s )

Fiir den Fall der Proportionalitiit zwischen Dehnungen und Span-
nungen, d. h. fiir
G =o, =« und m;y = m, =1

geht Gleichung 9 {iber in

( e deﬂn @),
()]

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck das
Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die Hauptachse 00
bedeutet.

M,
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b) Rechteckiger Querschnitt.

Fiir einen rechteckigen Querschnitt von der Breite & und der

Héhe h = e; + e, gehen die Gleichungen 8 und 9 unter Beachtung,
dall df = b dy, iiber in
LY €
1 \—=— m 1
; ] o 1 i
Yl - 11_ g‘._q iy — =L ) ™ G, m g'f} m: d
=l oy € v
;. 0 2 0
L 1 (2]
G Cmtl o s Lo oyt
My, = - -—!1— bg‘r} mo dn = ———-) ) G, ma b m m dy.
S &ty € )
g 0

Itiir die Integralwerte wird erhalten

£y £y
g L3 m, MVt e gl m, mit 1
1) dr] e (W : ‘fi my (f.r‘ = -—-"—""——{’.2 My
o my; + 1 o el | z
] 1]
& £q
j‘ oy k1 m, 2my + 1 S ms + 1 M, 2my 41
N m dyp=————¢ m me Ay = —=——t, M
L i 2m, +1 1 i 1 2m, + 1 *
0 0
Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen
e = a1
oty \ ma—my | My (My 4 1) [ mi—me [ ey \ mi—m
Ot == ST ) ‘ 10)
oty | my (my 1) ey |
oder
: =
my -+ m Ma
LR R it O] el RIS
ey | oa | my (my + 1) |

Aug der zweiten Gleichung wird

1
o e\ ma  my, Ll ‘,l
&y cl) 2

\ !

s
ﬂf‘(.‘; =0y b lEm,_lii*_]__ 6’1:' '+‘ (

und nach Beseitigung von &, mittels der Gleichung 10

SR T8 A mat 1
M= ( %2 ) o m’-ni-, my (my + 1) | mi—m, ; ( & ) | ‘ Rl
\ % | m, (my + 1) € | 2m,+ 1
my -+ 1 ol e
i e 3 : tql.. ¥ s 3 : ]2)

{-mi“—l-- 1) (:'_.’?}r2 =) &
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Sind fiir ein bestimmtes Material die Werte oy o, m, und m, be-
kannt, so liefert (leichung 11 mit einem bestimmten Wert von g,

das Verhiltnis —Z-]—- = o, womit die Lage der Nullachse bestimmt
2
erscheint; denn es ist
e
1 4+ 1=9+4+1
€s
2 2 h
g te Pt s
€ 5
h ®
eg= —— und e =h——.
2 1 + 9 1 1 + ®

Durch Einfiihrung von e, und e, in Gleichung 12 erhiilt man den
Wert des Biegungsmomentes, welches in dem betrachteten Querschnitt
die Zugspannung ¢, im Abstande e, hervorruft.

Mit dem angenommenen Werte von g, (gleich der zulissigen Zug-
anstrengung) ergibt Gleichung 5 die grofite Druckspannung o,.

Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der
Spannungsverteilung {iber den Querschnitt ist auf die Gleichungen 3
und 4 zuriickzugehen, nach denen

1 1

Gz =gl (i)m”; Gd — 52 (i) m’.

\ €4 ) : [ ;

Fig. 19, 8. 231, zeigt ein solches Schaubild fiir Materialien, wie z. B.
GuBleisen (vgl. das auf S. 231 und 232 zu dieser Abbildung Bemerkte).

Wie oben erkannt wurde, hingt die Lage der Nullachse in dem
prismatischen Stab, Fig. 2. § 16, von der Grofie des biegenden Momentes
fiir den betreffenden Querschnitt ab ). Denkt man sich den Stab stark
belastet, so zeigt sich bei niherer Verfolgung, dafl ein um so grofierer
Teil des Querschnittes an der Ubertragung der Zugspannungen, gegen-
iiber “welchen das Gulleisen, der Sandstein, der Granit usw. weniger
widerstandsfihig sind, teilnimmt, je grofier das biegende Moment ist:
die Nullachse riickt aus der Mitte des Querschnittes nach der Druck-

1} Eine kritische Besprechung iiber ,,die bis jetzt vorliegenden Ver-
suche zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen Achse
im gebogenen Stab aus Stein und Gufieisen” von E. Roser findet sich
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1809, 8. 205 u. f., und dazu
gehorig die hieran sich schlieBende Auseinandersetzung am gleichen Ort, 8. 371
und 372. Aus neuerer Zeit ist die Arbeit von O. Hénigsberg: ,,Uber die un-
mittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Sichtbarmachung der neu-
tralen Schichte an beanspruchten Korpern'® (Zeitschrift des dsterr. Ingenieur- und
Architektenvereines 1004, Nr. 11) hervorzuheben.
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seite hin, wie in Fig. 19 angenommen ist !). Je nach den Zahlenwerten,
welche die GroBlen oy m, o, m, der Beziehungen 2 besitzen, kann die Null-
achse zu Anfang, d. h. fiir kleinere Beanspruchung nach der Zugseite
hin aus der Mitte gelegen sein und erst mit Steigerung der auf Biegung
wirkenden Last durch die Mitte nach der Druckseite hin sich bewegen.

Die auf 8. 232 erorterte Abweichung der Spannungsverteilung fiillt
demnach um so grofer aus, je stirker die Beanspruchung wird. Die

Gl
gewohnliche Biegungsgleichung M, = o Pt rd deshalb um so weniger

zutrefiende Ergebnisse liefern, je mehr sich die Anstrengung derjenigen
beim Bruche niihert.

6. Zusammenfassung,
Bedeutet
k, die im allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zulissige
Anstrengung des Materials,
¢ den Abstand der am stiirksten angestrengten Faser des auf Biegung
in Anspruch genommenen Stabes,

1) Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stiirksten beanspruchten
Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus der Mitte gelegen ist, ergibt
gich fiir Stoffe wie GuBeisen und Sandstein usw, nicht sehr grofl, Sie betrigt —
soweit das Versuchsmaterial des Verfassers reicht — gegen den Bruch hin noch
keine 10 9 der Héhe des rechteckigen Querschnittes.

Indem man z. B. fiir ein und dasselbe Gufieisen durch Zugversuche den
Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen sowie die Zugfestigkeit,
durch Druckversuche die Beziehung zwischen Zusammendriickungen und Druck-
spannungen, durch Biegungsversuche die zu den einzelnen Belastungen gehérigen
Durchbiegungen und schlieBlich die Bruchbelastung feststellt, erhiilt man das zu
einer Priiffung notige Versuchsmaterial. Dureh die Zug- und Druckversuche
sind @,m,¢,m, der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen bestimmt,
welche bei dem Biegungsstab fiir gewisse Belastungen erwartet werden diirfen.
Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungsversuch unmittelbar gemessen worden
sind, 8o ist eine Vergleichung, d. h. eine Priifung gegeben. Eine zweite Priifung
ermiglicht der Umstand, daB aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei
den Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt worden ist. Das setzt aller-
dings ‘voraus, daB die Werte a;m,a,m, fiir geniigend hoch gesteigerte Be-
lastungen, d. h. dall insbesodere @,m, noch fiir Zugkrifte bestimmt worden
sind, die nahe an diejenige Belastung heranreichen, welche das Zerreillen
herbeifiihrt.

Der Natur der Sache nach sind der vorstehend angedeuteten Untersuchung
die gesamten Dehnungen, Zusammendriickungen und Durchbiegungen zugrunde
zu legen.,

© Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion zugrunde gelegt werden,
welche den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen ausreichend
genau zum Ausdruck bringt und die Durchfiihrung der Rechnungen ermoglicht.

8. 260 u. f. ist die zweite Priifung ohne Zuhilfenahme einer Funktion auf
graphischem Wege durchgefiihrt.
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so wird nach Malligabe des unter 2 und 5 Erkannten an Stelle der Be-
ziehungen 12, § 16, zu setzen sein

e e
Mb <k

[

13)

Hierin ist k, — streng genommen fiir alle Materialien —abhiingig
von der Querschnittsform. Von groferer Bedeutung wird diese Ab-
hiingigkeit — wie das vorliegende Versuchsmaterial schlieffen 146t —
jedoch erst bei solchen Materialien, fiir welche der Dehnungskoeffizient o
veriinderlich ist (Gubeisen); bei Materialien mit konstantem e (Schmiede-
eisen, Stahl) tritt sie zuriick.

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Gleichung 15,
§ 16, liefert fiir den Fall, dafl « konstant ist, befriedigende Ergebnisse.
Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu, so kann bei starker Bean-
spruchung des Materials der Unterschied zwischen Rechnung und tat-
siichlichem Irgebnis erheblich ausfallen 1).

Streng genommen, wiiren fiir Stiibe aus Materialien mit veriinder-
lichen Dehnungskoeffizienten die in §§ 16, 18 und 19 gegebenen Ent-
wicklungen unter Beachtung der zwischen ¢ und ¢ bestehenden Gesetz-
miifBigkeit (Gl 1, § 4, 8. 19) durchzufiihren, wie es beispielsweise oben
fiir Gufieisen geschehen ist. Die Riicksicht auf die erforderliche Einfach-
heit unserer technischen Rechnungen hilt jedoch im allgemeinen zurzeit
noch davon ab, in dieser Weise vorzugehen; nur in denjenigen Fiillen,
in welchen die Anforderungen der Technik das bisherige Verfahren nicht
mehr gestatten, wird die strengere Rechnung anzulegen sein. Hinsicht-
lich des vom Verfasser vor rund 25 Jahren eingeschlagenen Anniiherungs-
weges, der Veriinderlichkeit von o bei Gufieisen Rechnung zu tragen,
sei auf § 22, Ziff. 2, verwiesen,

1} Nach Gleichung 14, § 18,

’ =k
=48 9

kommt es beziiglich der Durchbiegung % eines in der Mitte mit P belasteten
Stabes nur auf das Trégheitsmoment # des Querschnittes an; infolgedessen es
z. B. gleichgiiltig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die breite
oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und [ die gleichen
Werte besitzen. Tatsiichlich erweist sich bei gufeisernen Trigern wegen der
Veriinderlichkeit von @ die Durchbiegung im letzteren Falle entschieden grofler
als im ersteren. (Vgl. des Verfassers Arbeit ,,Die Biegungslehre und das GuBeisen*
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 8. 224, oder auch ,,Ab
handlungen und Berichte™ 1897, 8. 72 und 73.)
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§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter der
Voraussetzung, daf die Ebene des Kriiftepaares keine der
beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthiilt.

Die im nachstehenden wiedergegebenen Entwicklungen sind die
iiblichen; sie lassen im allgemeinen die unter 4. S. 220 aufgefiihrte und
S, 227 u. f. niher erorterte Voraussetzung der Symmetrie des Quer-
schnittes auller Betracht. Das ist bei Beurteilung oder Verwendung der
Ergebnisse, zu denen die Entwicklungen unter Ziffer 2 und 3 gelangen,
im Einzelfalle zu beachten.

1. Hauptachsen eines Quersehnittes. Haupttiriigheitsmomente.

In der durch Fig. 1 dargestellten Fliche sei O ein beliebiger Punkt,
OX und OY ein rechtwinkliges, sonst jedoch belicbig gelegenes Achsen-
kreuz; die Koordinaten des mit dem Flichenpunkte P zusammen-
fallenden Flichenelementes df seien @ und y. Dann ist das Triigheits
moment der Fliche
in bezug auf die X-Achse 0, = [ y2df,
Yt e ="l pl df

Fig. 1.

und hinsichtlich der unter dem Winkel ¢ gegen die X-Achse geneigten
Geraden 00, von welcher P, demnach auch df, um z = ¥y cos¢ —
% 8in ¢ absteht,

0 = [22df = [ (y cos ¢ — xsin ¢)? df

@ = Bcos2 ¢+ O,sint¢—2Zsingcosg,. . . 1)
sofern

—

2t Clealf 5 o S TN D

_ Auf der Achse 00 werde nun von O aus die Strecke 0Q = r

i)
1 e .
‘-‘ 9 aufgntra.gen und den Koordinaten des so erhaltenen Punktes @

Bach, Elastizitat. g9, Aufl, 16
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in bezug auf OX und OY die Bezeichnung £ und 7 erteilt, so
dal}

§ = reos ¢ » = rsin ¢.

Aus Gleichung 1 folgt dann mit Riicksicht darauf, daf}

- 1
0 = —
r2
= 6, 2 2 2 oin? @ — 2 7 92 gi 08
1 = 6, r*cos® ¢ 4 6, r?sin® ¢ — 2Z r? sin ¢ cos ¢,

1=6,84+6,72—2Z¢y.

Diese Beziehung zwischen den Veriinderlichen £ und % ist die
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische Ort aller
derjenigen Punkte @, welche erhalten werden, wenn auf jeder durch O
moglichen Geraden die Wurzel aus dem reziproken Werte des fiir diese
Gerade sich ergebenden Triigheitsmomentes aufgetragen wird, als
Ellipse, mit O als Mittelpunkt, d.i. die sogenannte Triigheitsellipse.
Nun gind in einer Ellipse zwei senkrecht aufeinander stehende Achsen
vorhanden — die grofie und die kleine Achse —, fiir welche das Glied
mit dem Produkt der beiden Koordinaten verschwindet. Dies tritt ein,
wenn Z = 0. Werden demnach diese beiden Achsen zu Achsen der z
und der y gewiihlt, so wird der Ausdruck Gleichung 2 zu Null.

Ferner ist bekannt, dafl die grofie Halbachse der Ellipse der grofite
und die kleine Halbachse der kleinste der moglichen Werte von r ist.
Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als die beiden
Hauptachsen der Fliche fiir den Punkt O bezeichnet. Sie sind nach
MaBigabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch

Z = Jeydf = 0
und
‘8, = Max., §, = Min. oder 6; = Min., 8, = Max.

Dieser kleinste und dieser grofite Wert unter den Triigheits-
momenten, welche sich fiir alle Geraden ergeben, die durch den Punkt O
in der Ebene der Fliche gezogen werden konnen, heillen die beiden
Haupttrigheitsmomente der Fliche fiir den Punkt O derselben.

Werden die beiden Haupttriigheitsmomente mit @, und €, be-
zeichnet, so findet sich das Trigheitsmoment @ fiir eine beliebige durch
O gehende Gerade, welche mit der Achse des Haupttriigheitsmomentes @,
den Winkel ¢ einschlief3t, nach Gleichung 1 zu

Hi— = H nospilr @ M B et ERan R e D)

Besitzen 6, und 6, gleiche GroBe, so folgt
G =0 ="
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d. h. die Trigheitsmomente fiir alle durch O méglichen Geraden sind
einander gleich. Die Triigheitsellipse geht dann in einen Kreis iiber.

Das Vorstehende gilt fiir einen beliebigen Punkt der Fliche. Dem-
entsprechend hat eine Fliche unendlich viele Hauptachsen und Haupt-
triigheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den Haupttriigheits-
momenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen, so sind hierunter
die entsprechenden Grofen fiir den Schwerpunkt des letzteren ver-
standen.

2. Bicegungsanstrengung.

Wir wihlen die beiden Hauptachsen des Querschnittes IMig. 2 zu
Achsen der y und z. @, gelte als das Triigheitsmoment in bezug auf die
Hauptachse OY und @, als dasjenige hinsichtlich der Hauptachse 0 Z.

Ferner sei 0M, die Paarachse des biegenden Kriiftepaares vom Mo-
mente M,, d. h. diejenige Gerade, welche in O senkrecht zur Paarebene
steht, mit ihrer GroBe OM, das Moment 3, darstellt und derart ein-
getragen wird, daf}, von M, nach O hin gesehen, das Moment M, rechts
drehend erscheint. Die zur Kriimmungsachse, welche um p von O ab-
steht, parallele Nullachse besitze die Lage NN, schliefe also mit OY den
Winkel ¢ ein, withrend O, um £ gegen O geneigt ist.

Nach Gleichung 2, § 16, ist die Spannung 6 in dem Fliichenelement
df, dessen Lage durch y und z bestimmt ist,

L RO YN g

o i‘ } 74 I.M

~Je die Summe der Momente, welche diese Spannung fiir alle
Flichenelemente in bezug auf die y- und die z-Achse ergibt, muf} sich
m Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Kriiftepaares M,
d. i, mit

M, cos /3 bzw. My sin /3.

Folglich
Mpeos B = [odf.z = j.i
o

zCos ¢ —y sin ¢ avf
B —— — z )

0
1
16*
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zcos ¢ — y sin ¢
L vl
7 y df

2 1
ﬂ’ijin‘: —f(}'[f,.‘y: _S.g

Unter Voraussetzung der Unveriinderlichkeit des Dehnungskoeffi-
zienten ¢ und unter Beachtung, dafl OY und OZ die Hauptachsen des
Querschnittes sind, fiir welche die GroBie Z (Gleichung 2) verschwindet,
ergibt sich

1 108 ¢ M
My cos 3 = -6, cos ¢ oder 2P — a—" cos 3,
o p : iz e,
sin ¢ M =
My sinfi = —— 6,sin ¢ oder Seudiod B L Ik
o p 0 6,
und hieraus
g
tggﬁ:—g-'---tgﬁ, S O o
2
1 [ cos?3 | sinj3 5
0 P ety 5)
(Y 2l ] 6, ,*
40 o L ey TCOBE R SRR S
oL ‘n ] le 92:'.
oder
L Aoy ("z_‘ff_’ﬁ__vffin fle o
% P 6, 0,

Die Gleichung 6 geht in Gleichung 9, § 16, iiber, wenn
31=0
) ]

d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zusammen-
filllt, oder wenn

0, = 0,= 0,

d. h. wenn die Haupttrigheitsmomente und damit alle Trigheitsmo-
mente gleich sind, was beispielsweise zutrifft fiir den Kreis, das gleich-
seitige Dreieck, das Quadrat, iiberhaupt fiir alle regelmiifligen Vielecke,
fir den kreuzformigen Querschnitt: bei gleichen Abmessungen der

Rippen u. s. f.
Fiir den besonderen Fall des Rechteckes, Fig. 3, folgt wegen

1 1
0, =" 15 b h? 0, = 15 b3 h

aus Gleichung 4
e\
g9 = (T)) tg /7.
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Die groBte Spannung a,,., wird auftreten im Punkte 2, fiir
welchen z = 0,64, y = — 0,50
6 M, [ cos 3 sin /3 |
( h T b )

aﬂlﬂ drplay b k

und mit Riicksicht auf § 20, Ziff. 6,
6 My, (cosf3 | sinf
b h ( h b )

ky>

Fig. 3.

Zu demselben Wert fiir &, lillt sich gelangen, wenn man M, in seine
beiden Komponenten, parallel und senkrecht zur Hohenrichtung des
Querschnittes, zerlegt, die sich fiir sie ergebenden Spannungen ermittelt
und sie addiert.

3. Durchbiegung.

Die Durchbiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die Quer-
schnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet, pflegt nur
insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Umstiinden der Stab
gehindert sein kann, sich in der Richtung zu bewegen, in welcher er sich
durchbiegen will, wodurch Zusatzkrifte wachgerufen werden. Denken
wir uns beispielsweise einen / langen Stab von dem in Fig. 4 gezeichneten

Fig. 4.

Querschnitt an einem Ende eingespannt und am anderen Ende mit P
belastet, so ergibt sich fiir die senkrechte Belastungsebene O P die hori-
zontale Paarachse () M p = Mv = P, Unter der Voraussetzung, daf} der
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winkelférmige Querschnitt gleiche Schenkel besitzt, werden die beiden
Hauptachsen OY und OZ unter 45° gegen den Horizont geneigt sein.
Bezeichnet nun @, das Trigheitsmoment in bezug auf die eine Haupt-
achse OY und @, dasjenige hinsichtlich der zweiten Hauptachse 0Z,
so folgt die Lage der Nullachse NN nach Gleichung 4 unter Beachtung,
daBl B = 45° Da die Kriimmungsachse parallel zu NN liuft, so ergibt
sich die Durchbiegungsrichtung in der zu NN senkrechten Geraden OB,
Hiermit wird sich das eine Ende des Stabes unter Einwirkung der verti-
. kalen Belastung P in der Richtung OB durchbiegen.

Wenn nun zwei solche Stiibe miteinander verbunden sind, wie z. B.
Fig. 5 erkennen lifit, so wird diese Durchbiegung infolge der Verbindung
mehr oder minder vollstindig gehindert, d. h. auf die beiden Stibe

Fig. 5.

wirkt noch je eine horizontale, nach innen gerichtete Kraft A, welche
unter Umstinden, namentlich dann, wenn sie nicht durch den Schwer-
punkt des Querschnittes geht — und damit auch auf Verdrehung hin-
wirkt —, die Anstrengung des Materials wesentlich beeinflussen kann.

Unter der Annahme, dali die Abweichung der Triiger in horizontaler
Richtung durch ihre Verbindung vollstindig gehindert wird, wiirde sich
H aus der Erwiigung ergeben, dafi die Durchbiegungsrichtung mit OF
zusammenfallen mufl. Damit dies eintritt, miifite < YON = 5 = 45°
sein, also nach Gleichung 4

2 tg 45° = -g-'— tg B
2
@q

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse O (' lieferte in der zu
ihr Senkrechten OD die Richtung der Belastung (fiir vertikale Durch-
biegung) und damit in P /) die gesuchte Horizontalkraft H.

§ 22. Biegungsversuche,

1. Biegungsversuche im allgemeinen.
Biegungsversuche werden in der Regel nach MaBgabe der Fig. 1,
§ 18, angestellt, derart, dafi die Belastung P in der Mitte des Stabes an-
greift. Mit der Genauigkeit, mit welcher das Eigengewicht desselben
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vernachlissigt werden darf, ergibt sich alsdann fiir den mittleren Quer-
schnitt die Durchbiegung y’ der Mittellinie des Stabes nach Gleichung 14,
§ 18, zu

g P

¥= 48 0

und die Spannung 6, der um ¢, von der Nullachse abstehenden und am
stirksten gespannten Iasern nach Gleichung 7, § 18, und Gleichung
10, § 16, zu

: e Bl
G Te

unter den Voraussetzungen, welche zu diesen beiden Gleichungen
fiihrten: Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhiingigkeit des Deh-
nungskoeffizienten ¢ von der Grofle und dem Vorzeichen der Spannungen
oder Dehnungen.

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P gehorigen
Durchbiegung y’ 1iBt sich fiir einen bestimmten Stab der Dehnungs-
koeffizient

oder auch dessen reziproker Wert (Elastizititsmodul)
1 735 D

S 6

innerhalb des Spannungsgebietes, fiir welches o« als unverinderlich
angesehen werden kann, ermitteln.
Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein iiblich gewesen, «
1 : ;
bzw. = in dieser Weise zu bestimmen, gleichgiiltig, wie grofl die Hohe

des Stabes im Verhiiltnis zur Entfernung der Auflager war. Ist sie ver-
hiltnismiiBig bedeutend, so verliert die Gleichung 14, § 18, an Genauig-
keit, da die Durchbiegung des Stabes nicht blo von dem biegenden
Moment, sondern auch von der Schubkraft abhingt. Die Vernachlissi-

gung des Einflusses der Schubkraft liefert o zu grofs und %zu klein. Wie

Verfasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888,
8. 222 u. f., erstmals nachgewiesen hat, betrigt der hierdurch begangene

N . ].
Fehler in Fillen stattgehabter Ermittelung des Wertes o iber 30 9.

Diese AuBerachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es ge-
wesen, welche zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, dall der Elasti-
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1 : ; ; : e
zitittsmodul, d. i. = fiir Biegung entschieden geringer sei als fiir Zug

und Druck!). Die Erwiigung desin § 20 unter 2 Erorterten fiithrt tibrigens
ohne weiteres zu der Erkenntnis, dall genaue Biegungsversuche und

strenge Rechnung o eher ein wenig kleiner, also = cher etwas groller als

Zug- und Druckversuche liefern miissen.

Unter Umstinden kann der nach Gleichung 14, § 18, ermittelte
Wert von « noch durch einen anderen Einflufl ungenau geworden sein.
Infolge der Durchbiegung gleitet die Staboberfliche auf den Auflagern;
hierdurch werden Reibungskriifte wachgerufen, welche auf die Grofle des
biegenden Momentes je nach den Verhiiltnissen mehr oder minder ab-
andernd einwirken. (Vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1888, S. 224 u. f.) Sie so klein zu halten, dafl ihre Vernachlissigung
statthaft wird, ist Aufgabe bei Biegungsversuchen.

Im vierten Abschnitt unter ,,Biegung und Schub® (§52) sowie unter
»Zug, Druck, Biegung® (§ 46, Ziff. 1) wird auf den Einflull der Schub-
kraft bzw. der zuletzt erwihnten Reibung niher einzugehen sein.

Die Beobachtung der Belastung P, ., bei welcher der Bruch
des durchgebogenen Stabes erfolgt, fithrt mittels der Gleichung

Pros |
40

K;, = €1
zur Biegungsfestigkeit K, bezogen auf den urspriinglichen Stab-
querschnitt,

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig-
keit sei nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei zihes
und nicht zihes Material unterschieden werden soll.

a) Ziahes Material, wie z. B. Flulieisen.

Der der Biegungsprobe unterworfene Korper, den wir uns der
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, dafl die Spannung in der
duflersten Faser gerade der Proportionalititsgrenze entspricht. Dann
erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt nach MaBgabe der Tig. 1.
Steigern wir die Belastung derart, dafl in den duflersten Fasern die Streck-
bzw. Quetschgrenze iiberschritten wird, so geben die aullen gelegenen
Tasern verhiltnismiBig rasch nach?). Die nach innen gelegenen Fasern

1) Hiernach ist auch die #ltere Angabe zu beurteilen, daB der Elastizitiits-
modul fiir Biegung um etwa ein Zehntel geringer als fiir Zug und Druck zu
withlen sei.

) Vgl. die Dehnungslinien §4, Fig. 10, 12, 13 usw. (8. 44 bzw. 47 u. f.).
Dieses Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien schlieflen
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werden dagegen verhiiltnismifig stark zur Ubertragung des biegenden
Momentes herangezogen: die Spannungsverteilung gestaltet sich etwa,
wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Verhiltnisse fiir Zug und Druck voraus-
gesetzt!). Sie weicht weit ab von derjenigen in Fig. 1, welche bei Ent-
wicklung der oben angegebenen Gleichung fiir K, vorausgesetzt wurde.
Durch weitere Erhohung der Belastung wird diese Abweichung noch
gesteigert werden. In dem Mafle, wie die Durchbiegung fortschreitet,
also die gezogenen Fasern gedehnt, die gedriickten verkiirzt werden,

Fig. 1. Fig. 2.

beginnt auch noch die Querzusammenziehung der ersteren und die
Querdehnung der letzteren eine Anderung der Querschnittsform des
Stabes im mittleren Teil herbeizufiihren derart, dafi sie trapezférmig
wird: auf der Zugseite nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wichst
sie. (Vergl. Fig. 9, Taf. XVI.) Ein Bruch tritt meist fiberhaupt nicht
ein, nur eine grofle Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine
Hohe, welche bei der Beurteilung mittels der Gleichung

lassen, da die nach auBlen liegenden Fasern durch die benachbarten inneren, noch
nicht iiber die Streck- und Quetschgrenze hinaus beanspruchten Fasern im Fliellen
eine gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erhhung der Widerstandsfihigkeit
erfahron. Biegungsversuche mit Stiben, deren Material bei Zugversuchen
Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also sehr deutlich die Flieigrenze
hervortreten lifit, ergeben keine derart ausgepriigte Streck- oder Quetschgrenze;
os wird eben zuniichst nur in der Mitte des Stabes und hier wieder nur in der dullersten
Faserschicht die dieser Grenze entsprechende Spannung eintreten.

1y Es ist von Interesse, zu beachten, dall, wie Versuche Bauschingers
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stiben aus zihem Stahl
oder Schmiedeeisen (Flufl- oder Schweilimaterial) selbst bei sehr weit getriebener
Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens lifit sich
dies mit grofer Anniiherung aussprechen. Dieses Verhalten — bei einer Span-
nungsverteilung, wie in Iig. 2 dargestellt, lilt vermuten, daB auch bei Mate-
rialien, bei welchen Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen
iibcrhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Anniitherung wird
vorausgesetzt werden diirfen, insoweit es sich um den EinfluB eines biegenden
Momentes handelt,



250 [11. Biegung.
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zu Biegungsfestigkeiten fiihrt, die nach den vorstehenden Darlegungen

— der Versuch lehrt das gleiche — mehr oder minder weit iiber die Zug-

festigkeit des gleichen Materials hinausgehen miissen.

Streng genommen, liuft dieses Verfahren darauf hinaus, dall man
die Dehnungslinie bis zum Eintritt der groiten Belastung als Gerade
ansieht, also beispielsweise im Ifalle der Fig. 1, § 3, auf 8. 8 (giiltig fiir
I'luBeisen) die Kurve OBCE als gerade Linie auffafit. A

Wird der weitdurchgebogene Stab (vgl. I'ig. 2) entlastet, so haben
nur die federnden Dehnungen das Bestreben, zuriickzugehen; die
bleibenden nicht. Die in der Mitte des gebogenen Stabes gelegenen Fasern
sind nur innerhalb der Elastizititsgrenze beansprucht worden; sie
haben also das Bestreben, vollstiindig zuriickzufedern. Darin werden
sie durch das nach dem Rande zu gelegene Material, das sich bleibend
umsomehr gedehnt oder verkiirzt hat, je weiter es von der Mitte ab-
steht, gehindert. Infolgedessen entstehen auf der Zugseite des Quer-
schnittes: in der Mitte Zugspannungen, auflen Druckspannungen und
auf der Druckseite: in der Mitte Druckspannungen, aullen Zugspan-
nungen. Diese Spannungen, die im Innern des Stabes nach dem Versuch
vorhanden sind und durch diesen wachgerufen wurden, konnen unter
Umstéinden von Bedeutung werden.

Verwandt mit diesen ,innerén Spannungen sind in gewissem
Sinne die ,,GuBspannungen®, welche beim Erstarren und Abkiihlen von
GufBstiicken sowie die Spannungen, die beim Hirten von Stahl entstehen.

b) Material, wie z. B. Gulleisen, Beton, Granit, Sandstein
und dergl.

Biegungsversuche mit Kérpern aus solchen Stoffen fiithren zum
Bruch, infolgedessen hier die Beobachtung einer tatsiichlichen Bruch-
belastung moglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser Materialien
einen gleichmifBigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8) als zihe Materialien
wie FluBeisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 usw.), bei denen an der Fliefigrenze
eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt. Die Forminderung, welche der
Stab bis zum Bruch erleidet, ist eine weit geringere.

Infolge dieser Umstiinde gestatten die Ergebnisse von Biegungs-
Bruchversuchen mit Kérpern aus solchen Materialien — trotz der Ver-
inderlichkeit von o — in der einen oder anderen Hinsicht meist eher
einen — wenn auch beschrinkten — Schluf} auf die Widerstandsfihigkeit
eines Korpers innerhalb der iiblichen Anstrengung als die Ergebnisse
von Biegungsversuchen mit zihen Korpern. (Vgl. die Spannungs-
verteilung § 20, Fig. 19, mit derjenigen in Fig. 2, hier.) Immerhin miissen
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solche Schliisse auch hier mit groBer Vorsicht und mit Riicksicht auf die
wesentlichen Einflul nehmenden Verhiltnisse gezogen werden (vgl.
S. 239, oben); es sei denn, dal man die Veriinderlichkeit von « in der
Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung beriicksichtigt (vgl. FuB-
bemerkung 8. 239).

2. Abhiingigkeit der Biegungsfestigkeit des GuBeisens von der Quer-
schnittsform.

Nach § 20, Ziff. 5, mul} Gufieisen infolge der Verinderlichkeit des
Dehnungskoeffizienten gegeniiber den Konstruktionsmaterialien, welche
innerhalb gewisser Spannungsgrenzen konstante Dehnungskoeffizienten
besitzen, ein abweichendes Verhalten bei Biegungsversuchen zeigen;
namentlich mul} trotz der vergleichsweise geringen IFForminderungen,
welche Gulleisen erfiihrt, die Biegungsfestigkeit K, berechnet auf Grund
der Gleichung 10, § 16,

M, = K, el
1
wesentlich grofler sich ergeben als die Zugfestigkeit und in bedeutendem
Mafe abhiingig sein von der Querschnittsform.

In diese Verhiiltnisse gewiithren die vom Verfasser in den Jahren 1885
u. f. angestellten Versuche Einblick. Ausfiihrlich ist hieriiber berichtet
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 193 bis
199, S. 221 bis 226, S. 1089 bis 1094; 1889, S. 137 bis 145.

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten Ver-
suchskorper sind aus dem gleichen Material bei einem und demselben
Gusse hergestellt worden.

GuBeisen A.
Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Zugversuche zur Ermittelung der Zugfestigkeit.
1445 +- 1355 + 1409 + 1377

Zugfestigkeit = ————————— — — 1396 kg/qem
.. E] ].I 03 3!-!r
Zugfestigkeit = {ieiin0 ..-.{__ 23 : _j—_l o — 1342 %

K. = 1369 kg/qem.
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47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit.

Biegungsfestighkeit

» 6/
Nr. aerychni sty ] bzw. Bemerkungen
form - [ in Teilen
el der Aaqjzes
frg/gam Zugfestigheit Zq
1 2 X3 4 5 6
1 1979 | 145 1,43
i
|.
2 2081 1,562 1,49
.! Ea zerreilit
3 | die schmale
2076 1,62 1,49 Flansche, die
breite bleibt
unverletzt.
3
i
i 3| 2395 1,75 1,70
s H gy sl
30+
5| O
7y 2372 1,73 1,70
i
6 @ 2905 2,12 2,05
ot 30w
Ve
Tiilis-d 2 | 29029 2,14 2,06
¥ |
- —655— h
8 1@? | 3218 2,35 2,31
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Die in der bezeichneten Weise ermittelte Biegungs-
festigkeit iiberschreitet hiernach die fiir dasselbe Gul-
eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr
sich das Material verhiltnismidfig mnach der Nullachse
hin zusammendriingt. (Vgl. § 20, Ziff. 5.)

Eiles

-

N U
i :__J
Fig. 3.
Die hiernach festgestellte Abhiingigkeit der Biegungsfestigkeit Kb
von der Querschnittsform und der Zugfestigkeit K, lifit sich mit guter
Anniiherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung

/ :
Ky =1 lfL B B SR e i)
0

Hierin bedeutet

z, den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der
Schwerlinie (Nullachse) gelegenen Teiles der Querschnittsfliche
von dieser Linie, Fig. 3,

ty einen Koeffizienten, der im vorliegenden Falle (vgl. die Werte
der Spalte 4 und 5, S. 252) gewiithlt werden darf
a) fiir diejenigen Querschnitte, welche oben und unten durch

eine wagrechte Gerade begrenzt sind, wie Nr. 1, 2, 3, 4,

6
5 und 7, etwa — = 1,2,
5

b) fiir die beiden Querschnitte Nr. 6 und 8, welche oben und
unten nicht durch wagerechte Gerade begrenzt sind, bei

denen — streng genommen — nur eine einzige Faser
: : 4 a¢
am stirksten gespannt ist, etwa Ty L 1,33.
:

Uber den Einfluff der GuBhaut auf p, vgl. Ziff. 4, Schlub.

GuBeisen By.

Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.

Querschnitt kreisférmig, 36 mm Durchmesser.
Zugfestigkeit — (1893 4 1847 4 1805 4 1846) : 4 = 1848 kg/qem.
Biegungsfestigkeit. — (4321 - 4148 4 4073 3930 4 4295 -+ 3903

+ 4513 - 3920) : 8 = 4139 kg/qem = 2,24 . Zugfestigkeit.



254 III. Biegung.

GuBeisen B, von hoher Festigkeit!).
Biegungsstibe von 30 mm Quadratseite mit GuBhaut.
Zugstibe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet.
Material 1.

Zugfestigkeit = (2535 - 2312 4- 2334) : 3 = 2394 kg/qem.

Biegungsfestigkeit = (4294 | 4347 - 4305) : 3 = 4315 kg/qem
= 1,80 . Zugfestigkeit?),

Arbeitsvermogen = (0,120 + 0,126 - 0,132) : 3 = 0,126 kgm/cem.

Material 2. ]
Zugfestigkeit = (2379 + 2354 - 2261) : 3 = 2331 kg/qem.
Biegungsfestigkeit = (4392 - 4442 - 4472) : 3 = 4435 kg/qem
= 1,90 . Zugfestigkeit?).
" Arbeitsvermdgen = (0,142 4 0,136 4 0,116) : 3 = 0,131 kgm/cem.
Uber die Abnahme der Zugfestigkeit dieses GuBeisens fiir Tem-
peraturen bis 570" C findet sich berichtet in der Zeitschrift des Vereines

deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mitteilungen iiber Forschungs-
arbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 1, S. 61 u, f.).

S. auch Fig. 8, S. 154.

GuBeisen (.

Zugstiibe bearbeitet., Biegungsstab unbearbeitet
(also mit GulBhaut),

Zugfestigkeit 1310 kg/qem,
Biegungsfestigkeit 2114 kg/qem,
Verhiiltnis beider 2114 : 1310 = 1,61 : 1.

') Zeitschrift des Versines deutscher Ingenieure 1900, 8,400 u.f. (Mit-
teilungen iiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Berlin,
Heft 1, S.49.)

) Diese Verhiiltniszahlen 1,8 und 1,9 sind ganz erheblich griBer, als sie
sich fiir gewohnliches Maschinen-Gublleisen ergeben (Quadratische Biegungsstiibe
mit GuBhaut, kreisfirmige Zugstiibe ohne Gulihaut).
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Gubeisen D.
Zug- und Biegungsstibe bearbeitet.
a) Querschnitt: Ifig. 6, § 17.

Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die gedriickte.
Beim Biegungsversuch reift die schmale Flansche, die breite bleibt
unverletzt.

Zugfestigkeit 1418 kg/qem,
Biegungsfestigkeit 2077 kg/qem,
Verhiltnis beider 2077 : 1418 = 1,46 : 1.

b) Quadratischer Querschnitt:

T 0
Biegungsfestigkeit 25639 kg/qem,
Verhiiltnis 2539 : 1418 = 1,78 : 1,

3. Durchbiegung und Festigkeit von GufBeisen bei quadratisehem und
kreisformigem Querschnitt.

Bs war iiblich, das Gufieisen nach den Ergebnissen von statischen
Biegeversuchen zu beurteilen, die mit unbearbeiteten, also die GuBhaut
besitzenden Stiben von quadratischem Querschnitt, dessen Seiten-
linge 30 mm betrigt, bei | = 1000 mm Entfernung der Auflager durch-
gefiihrt wurden. Ermittelt wurde dabei die in der Mitte des Stabes
wirkende Kraft P, welche den Bruch herbeifiihrt, und die Durchbiegung y
des Stabes in der Mitte unmittelbar vor dem Bruch. Hieraus wird gemiil}
der Gleichung
worin b die Breite und & die Hohe des Bruchquerschnittes bezeichnet,
die Biegungsfestigkeit K, berechnet, in ihr das Maf der Festigkeit und
in der Durchbiegung y das MaB der Zihigkeit des Materials erblickt. In
neuerer Zeit wurde vorgeschlagen, zur Priffung kreiszylindrischer
Stiibe iiberzugehen, und zwar
Stiibe von 40 mm Durchmesser bei 800 mm Auflagerentfernung,

30 ., . 600
2058 1 sl OESE S ¥
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Drei verschieden starke Stibe glaubte man wihlen zu sollen, weil
Gulleisenstibe, aus derselben Pfanne gegossen, bei grolleren Stirken
geringere Festigkeit besitzen.

Es entstand nun das Bediirfnis, zu bestimmen: welche Werte von
K, und y ergeben sich fiir diese runden Biegungsstiibe im Vergleich zu
denjenigen Grofien, die quadratische Stibe lieferten, und welche Werte
von K, und y kénnen von runden Biegungsstiben aus gutem zihen
Gulleisen gemill den Leistungen der heutigen Technik verlangt werden.
Zur Befriedigung dieses Bediirfnisses beizutragen, hat Verfasser eine
groflere Anzahl von Versuchen durchgefiihrt, iiber welche in der Zeit-
schrift des Vereines deutscher Ingenicure 1908, 8. 2061 u. f., und 1909,
S.299 u. f., berichtet worden ist. Die Hauptergebnisse sind die folgenden,
wobei die Biegungsstiibe die GuBhaut besallen, wihrend die Zugstibe
aus den Bruchstiicken der Biegungsprobe herausgearbeitet worden
waren, also GuBhaut nicht mehr aufwiesen.

Biegungsversuche.

: Kp in kg/gem Yy in mm
Bezeich-
nung |
dea 30 mm | 40 mm | 30 mm | 20 mm | 30 mm | 40 mm | 30 mm | 20 mm

Materials | O QO @ @ m| O @) ()

A 3831 | 4370 | 4568 | 4957 | 23,9 18,7 . 11,8 6.9
B 3988 | 4561 | 48565 | 5739 | 23,7 156 | 11,2 | 7,6
C 3476 | 4109 | 4571 | 4786 | 23,4 | 16,0 | 12,6 | 8,0
D 3013 | 3011 | 3678 | 4793 | 194 | 10,1 9.67146,7
E 4072 | 4264 | 4138 | 4991 | 25,1 15,1 9,1 6,3

Zugversuche.

Bezeich- Zugfestigkeit Arbeitsvermigen in kgm/cem
nung o o

) des 30 40 ‘ 30 30 40 30

Materials | @) | @) 0 O O
A 2666 2233 2547 0,140 0,118 0,119

B 2542 23717 2801 — — e
C 2381 2118 2484 — == e
D 1956 1670 2001 0,100 0,071 0,081
E 2750 2608 2757 0,197 0,166 0,145

Die vorstehenden Zahlen, welche fiir die 30 mm starken Rundstiibe,
auf die man sich geeinigt hat, beim Material B die durchschnittliche
Biegungsfestigkeit zu 4855 kg/qem und die durchschnittliche Zugfestigkeit
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zu 2801 kg/qem zeigen, stellen noch nichtdie Grenze des Erreich baren dar.
In der dem Verfasser unterstellten Materialpriifungsanstalt wurden fiir
GuBeisen schon Zugfestigkeiten von 3200 kg/qem und dariiber ermittelt.

4. EinfluB der GuBhaut.
Gubeisen E.

Zugstibe (3 Stick) bearbeitet.
Biegungsstibe (14 Stiick), zum Teil bearbeitet (5 Stiick),
zum Teil unbearbeitet (9 Stiick).

1560 + 1586 - 1640

Zugfestigkeit K, = = 1595 kg/qem.

3
Poaz
Biegungsfestigkeit Kp = — G e

Querschnitis- :
Nr. Form Stibe bearbeitet | Stiibe unbearbeitet
__ T in Teilen |. de in Teilen
1 hg,’qcm! von K; [ kg/aem|"von k& 2

1 el gk 5 6

I

,_.
IM I

- o
o

3

2765 | 1,73 £ —_

~40 -

=
-L

s 2295 1,44

(]
“—Yo—
|

o i
w
-
o 3

wyy !
\
|
|

2390 1,50

ot e
l i

4 g g 2954 1,41 —
:l- 1
et £ S ] !
¥ |
| -x |

5 3 e & e e 2026 1,27
| .

. -

Der Vergleich der Spalten 4 und 6 zeigt deutlich, dal} die Bie-
gungsfestigkeit der bearbeiteten, also von der GulBhaut be-
freiten Stibe entschieden grifler ist als diejenige der un-
bearbeiteten Stibe. Das Vorhandensein der GuBhaut wirkt
demnach auf Verminderung der Biegungsfestigkeit hin.

Bach, Elastizitit., 6. Aufl. 17
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Diese Erscheinung lifit sich erkliren einmal durch den Einflull
etwa vorhandener Gufispannungen und zweitens dadurch, dal} der Deh-
nungskoeffizient — der federnden und der bleibenden Dehnungen —
fiir das GuBhautmaterial geringer ist als derjenige fiir das weiter
nach dem Innern des Stabes zu gelegene Gulieisen!). Fiir die letztere
Erklirung spricht insbesondere die Beobachtung, dall die D urch-
hiegungen, namentlich die bleibenden, bei den bear-
beiteten Stiiben verhiltnismiaBig weit grofer sind als bei
den unbearbeiteten. Die geringere Nachgiebigkeit der an und fiir
sich am stirksten beanspruchten dulleren Fasern hat zur Ifolge, dali
die Festigkeit der inneren Fasern weniger ausgeniitzt wird?!).

Die Grofie des hiermit festgestellten Einflusses der GuBhaut auf die
Biegungsfestigkeit hingt jedenfalls auch z. B. davon ab, ob die Gul-
stiicke in frischem Sand oder in getrockneten Formen gegossen werden.
Unter Umstinden wird dieser Einflul} sehr bedeutend werden kénnen?).

Demgemifl ergibt sich der Koeffizient p, der Gleichung 1 fiir un-
bearbeitete Stiibe kleiner als fiir bearbeitete. Den Werten in Spalte 6
wiirde ein Wert p, im Mittel reichlich 1 entsprechen, d. i. nahezu 1/g
kleiner als fiir die bearbeiteten Stiibe,

5. Versuche zur Klarstellung des Zusammenhangs zwischen Zug-
und Biegungsfestigkeit von GuBeisen und der Spannungsverteilung
iibér den Querschnitt des gebogenen Stabes.

Zu diesen Versuchen wurden von Gulieisen bei dem gleichen Guf3
(aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, soweit sich dies
tiberhaupt erreichen laf3t, hergestellt:

Zylinder von 90 mm Durchmesser und rund 950 mm Linge,

quadratische Stiibe von 90 mm Seite und rund 1100 mm Linge.

Durch Bearbeitung dieser Korper auf der Drehbank bzw. Hobel-
maschine fand Uberfiihrung derselben in Zylinder von 80 mm Durch-
messer bzw. in quadratische Stibe von 80 mm Seitenlinge statt.

Von den Zylindern wurden sodann Stiicke in der Linge von un-
gefihr 320 mm abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je 4 Rund-
stiibe von 20 mm Durchmesser im mittleren Teile herausgearbeitet.

1) Den vom Verfasser aus Biegungsversuchen in der Mitte der achtziger
Jahre gezogenen Schlufl, dafl die GuBhaut einen kleineren Dehnungskoeffizienten
besitze als das weiter nach dem Stabinnern gelegene Material, haben unmittelbare
Zugversuche, iiber welche er in der Zeitschrift des Vercines deutscher Ingenieure
1899, S. 857 u. f. (Mitteilungen fiiber Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des
Ingenieurwesens, Heft 1, 8. 1 u. f.) berichtet, bestiitigt.

2) Hieraus folgt, dafl nur bearbeitete Stiibe der Priifung unterworfen werdon
sollten, falls man Zahlen erhalton will, welche unter sich mit voller Berechtigung
verglichen werden kionnen. Riicksicht auf die Kosten veranlait hiufig, hier-
von abzuweichen.



§ 22. Biegungsversuche,

259

Das jeweils verbleibende Zylinderstiick von rund 620 mm Liinge wurde
zu Druckversuchen verwendet.
Die quadratischen Stiibe dienten den Biegungsuntersuchungen.
Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und dabei
— ohne Zuriickgehen auf die erste Belastungsstufe — jeweils die ge-
samte Lingeniinderung bzw. Durchbiegung festgestellt.

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungsversuchen
wurden die Verlingerungen bzw. Zusammendriickungen und Durch-
biegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen.

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgeteilt.

a) Zugversuche.

Belastungsstufe

in kg/qem

Gesamtie Verlingerungen
in 1/ 00 cm auf 10 em

Unterschied der
Verlingerungen

Liinge
159,15 und 318,3 2,14 985
159,16 ,, 4776 i 4,99 3,84
159,15 ,, 636,6 ! 8,83 5;32
169,165, 795,38 14,156 " 45
169,16 ,, 9649 21,60 11,71
159,15 ,, 1114,1 33,31 99,97
159,16 ,, 1273,2 55,68

Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu

K. = 1315 kg/qem,

diejenige von zwei anderen Stiben zu

1289 und 1273 kg/qem.

b) Druckversuche.

Gesamte Zusammen- Unterschied der

Dalssbunaeaiie driickungen in !/, em Zusammen-

i kgfgom - auf 29,0 em driickungen
0,46 und 298,4 2,13 9250
0,46 , 596,8 4,63 e
0,46 , 8952 7,20 :;’25
0,46 ,, 1193,6 10,45 :1”0‘_}
0,46 ,, 156319 14,64 .39'}'
0,46 ,, 17904 18,51 5’5[}
0,46 ,, 2088.8 24,10 6,(];3
0,46 ,, 2387,2 31,08 ]0"12
0,46 ,, 2685,6 41,20 ]'5’52
0,46 ,, 20840 56,72 3

L
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c) Biegungsversuche,

Stabbreite & = 8,01 em, Stabhéhe A = 8,005 cm.
Entfernung der Auflager [ = 1000 mm.
Belastung erfolgt in der Mitte durch die Kraft .

0,25 P1 Gesamte Durchbiegungen | Unterschied der
Belas}iung P 1 der Stabachse in der Durchbiegungen
g o o Mitte in 1 i
I 1Im in mm
500 146,1 0 ,

1000 292,2 0,355 et
2000 5844 | 1,227 0,872
3000 876,6 2,226 0,999
4000 1168,8 , 3,392 1,166
5000 1461,0 4,830 1,438
6000 1753,2 6,698 1,868
7000 2045,4 9,143 2,445

Der Bruch erfolgt bei P = 7380 kg. Die fiir Proportionalitiit
zwischen Dehnungen und Spannungen giiltige Gleichung auf S, 248
wiirde liefern

25.7380
K, = ----I--——---f-—-— = 2157 kg/qem.
4 8,01 . 8,005

d) Priifung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse.

Es liegt nahe, die Priifung in der Art auszufiihren, dafi auf die Ent-
wicklungen 8. 233 u. f. zuriickgegriffen und ermittelt wird: .
aus den Zugversuchen oy und my
s»» 5 Druckversuchen «, ,, M,
,, GL 11 (S.237) mit 6, = 1315kg/qem die Lage der
Nullachse,
» Gl 12 (8. 237) die GroBe des biegenden Momentes,
welches mit 6, = 1315 kg/qem den Bruch herbei-
fiihren wiirde,

Dieses Moment wiire sodann mit dem tatsichlichen Bruchmoment
£ _ 100 9380 — 184500 kgom
4 4
zu vergleichen.
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Die Beschreitung dieses Weges fiihrt zunichst zu der Erkenntnis,
daBl das Potenzgesetz ¢ = o 6™ fiir die gesamten Dehnungen bis
zum Bruch den tatsichlichen Verlauf der Dehnungslinie weder bei Zug
noch bei Druck zutreffend genug zum Ausdruck bringt. In Fig. 4 sind

Fig. 4.

auf Grund der unter a und b angegebenen Versuchsergebnisse zu
den Spannungen als wagrechten Abszissen die jeweils erhaltenen
Dehnungen als senkrechte Ordinaten aufgetragen und dadurch die
ausgezogenen Kurven erhalten worden: 0Z,Z gilt fir Zug und OE\ED
fir Druck.
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Der Linienzug, wie ihn das Potenzgesetz mit

1

o -~ s 2 ‘:

G RUMBB000000 - o v A0
1

“ = 730000000 ’ e L

liefert, ist strichpunktiert eingetragen. Man erkennt deutlich, daf,
wenn auch die Werte von «, m, bzw. o, m, anders als geschehen
gewiithlt werden, bedeutende Abweichungen der beiden Linienziige
bestehen bleiben.

Unter diesen Umstiinden verzichten wir auf die Benutzung des
Potenzgesetzes sowie auf die Heranziehung einer anderen Funktion
und verfahren in einer anderen, schon von W. Schiile angedeuteten
Weise!). Die in Fig. 4 ausgezogene Kurve 0Z, 7 liefert fiir 5, = 1315
kgfqem = 4% in der Ordinate 04 die zugehérige Dehnung. Unter der
Voraussetzung, dall der Stabquerschnitt bei der Biegung eben bleibt?),
ergibt die Linie 0Z,7Z die Verteilung der Zugspannungen von der
durch O gehenden Nullachse bis zu der am stiirksten gespannten aser
in 4. Die Gréfle der Fliche OAZ bildet unter Beriicksichtigung der
Breite des rechteckigen Querschnivtes das Mali fiir die Summe der
inneren Kriifte auf der Zugseite. Da nun diese Summe, welche mit N
bezeichnet sei, gleich sein mufd der Summe der inneren Krifte auf der
Druckseite (Gl. 6, S. 235), so ist auf letzterer eine Fliche OBE = Fliche
0A Z abzugrenzen, was sich mittels des Polarplanimeters ziemlich rasch
ausfithren liflt. BE ist alsdann die groBte Spannung, welche auf der
Druckseite eintritt, wenn die groBte Spannung auf der Zugseite 47 =
1315 kg/qem betriagt., Die zeichnerische Darstellung liefert die grof3te
Druckspannung BE = 2270 kg/qem, d. i. um 10022—&-1]# = 7395
grofler als die grofite Zugspannung.

Die Nullachse ist in dem rechteckigen Querschnitt von der Héhe
AOB so gelegen, daf} die Abstiinde von auflen

e, — 04 und e, = OB
betragen. Dies gibt, da der fiir die Dehnungen — zuniichst ohne Riick-
sicht auf die Hohe des Stabquerschnittes — gewiihlte MaBstab in der
urspriinglichen Zeichnung Fig. 4 zur Strecke 04 = 20,3 em und zur
Strecke OB = 14,7 cm, also zu 4B = 20,3 -} 14,7 = 35,0 em gefiihrt
hat, bei der Querschnittshéhe & = 8,005 em

8,005
— 0013 = 4,64 cm,
e 0 35,0 64 cm

1) Wie dem Verfasser spiler bekannt geworden, hat Ritter schon friiher
diesen Weog bezeichnet: , Anwendungen der graphischen Statik®, I, 1888, S. 134
u. f. unter ,,Spannungen, welche die Elastizitiitsgrenze {iberschreiten®.

2} Vgl. FuBbemerkung S. 249,
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= 3,00 cIm.

Die Nullachse liegt somit im Augenblick des Bruches
um 0,64 cm, d.i. um 8 9, der Querschnittshohe aus der Mitte
nach der Druckseite hin.

Sind S, und S, die Schwerpunkte der beiden Flichen 0A4Z bzw.
OBE, so findet sich zuniichst in der Strecke y der Abstand, in welchem
die beiden resultierenden Innenkrifte N wirkend anzunehmen si nd, und
damit das Moment der inneren Kriifte gleich Ny.

Aus der Zeichnung entnehmen wir unter Beriicksichtigung, daf
die Stabbreite 8,01 em betrigt,

3,005
N = 37160 kg y = 21,0 35.0

= 4,8cm,

folglich
; Ny = 37160 . 4,8 = 178 368 kg . cm.

Das Moment der fiulleren Krifte, welches zum Bruche fiihrte,
betrug — wie oben ermittelt — 184 500 kg . em. Somit findet sich
der Unterschied zwischen diesem Bruchmoment und dem Moment der
inneren Kriifte, wie es im vorstehenden festgestellt worden ist, zu

184 500 — 178 368
184 500

Dieser Unterschied hiilt sich nicht blofi innerhalb der Grenzen
der Abweichungen, welche in solchen Fiillen zu erwarten sind, sondern
er mul} sogar als recht klein bezeichnet werden. Hiernach erscheint
die Spannungsverteilung im Querschnitt des gebogenen
gulieisernen Stabes im Augenblick des Bruches und damit
auch der Zusammenhang zwischen der Biegungsfestigkeit
und der Zugfestigkeit klargestellt. Man erkennt, dafl in dem
gebogenen Stabe wesentlich héhere Zugspannungen nicht
auftreten, als sie der unmittelbare Zerreillversuch liefert.

Fiir ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungsmoment,
efwa fiir ein solches, das 5, = A7, liefert, welchem Werte dann gemiify
der Gleichgewichtsbedingung, daB Fliche 0A4,Z, = Fliche OB,E,
sein. muB, die Druckspannung 5, = jﬁlﬂ'] entspricht, verschiebt
sich wegen des flacherenVerlaufs der Drucklinie OE\E gegen-
iber demjenigen der Zuglinie 0Z,% die Nullachse nach der
Mitte hin, fiir noch kleinere Momente kann sie aus der Mitte
des rechteckigen Querschnittes nach der Zugseite hin ge-
legen sein').

100

= 3,3 %.

1) Diese Feststellung gibt nicht nur eine weitgehende Aufklirung tiber die
Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Korpern, deren Material stark ver-
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Beispielsweise findet sich
fiir 6, = 1000 kg/qem,

6; = 1388 kg/qem, e, = 4,27 cm, e, = 3,73 em,
somit die Nullachse um 0,27 ¢m, d. i. 3,4 9 der Hohe aus der Mitte nach
der Druckseite gelegen,

fiir 6, = 500 kg/qem,
6 = 525 kg/qem, e, = 3,77 cm, e, = 4,23 cm,

somit die Nullachse um 0,23 em, d. i. 2,9 9, der Hohe aus der Mitte nach
der Zugseite gelegen, : :

Um fiir kleine Momente, welche auch nur geringe Spannungen
(Dehnungen) geben, die Lage der Nullachse auf dem zeichnerischen
Wege ausreichend genau feststellen zu konnen, miissen bei den Zug-
und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendriickungen fiir

anderlichen Dehnungskoeffizienten besitzt, wie Gufleisen, Sandstein, Beton usw.,
sondern sie beleuchtet auch die Mitteilungen, welche in neuerer Zeit hinsichtlich
der Lage der Nullachse bei Biegungsbalken aus solchen Stoffen gemacht worden
sind. Je nach der verhiiltnismifigen Grifle des biegenden Momentes konnte
man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder minder weit aullerhalb
gelegen ermitteln, ohne damit der eigentlichen Erkenntnis der Spannungsverteilung
iiber den Querschnitt niher zu kommen. Uber diese gibt Fig. 4, 8. 261, vollen
Aufschlufl.

G. Tiraspolsky, Professor in Tomsk, welcher 1901/1902 in dem Labora-
torium des Verfassers titig war, hat auf dessen Anregung die weitere Verfolgung
dieses Verfahrens aufgenommen und eine dahingehende Arbeit verdffentlicht,
zufolge der er bei Gulleisen Abweichungen um 4,3 2/ und 3,3 9/, (gegen 3,3 9, oben)
ermittelte. .

Groflere Abweichungen ormittelte W. Pinegin (Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1906, 8. 2029 u. f., Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten,
Heft 48, 8.43u.f.). E. Meyer, welcher die Versuchsarbeiten von Pinegin
eingehender verarbeitete, stellt fest, dafl die Durchbiegungen, die sich auf Grund
des oben angegebenen Verfahrens aus den Ergebnissen der Zug- und Druck-
versuche berechnen lassen, mit den von Pinegin gemessenen Durchbiegungen
recht gut iibereinstimmen, so dafl auch die Pineginschen Versuche fiir dieses
Verfahren sprechen (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, 8. 167 u. f.).
Die Abweichungen, zu denen Pinegin gelangte, diirften sich — jedenfalls zu einem
Teile — durch die Schwierigkoit erkliiren, die sich infolge der Plitzlichkeit des
Bruches bei der Ermittlung der tatsiichlichen Bruchdehnung bietet; auch kénnen
kleinere Fehlstollen im Material im Augenblick des Bruches einen Einflul duflern,
den sie vorher bei der Biegung des Stabes nicht hatten usw.

An der angegebenen Stelle zeigt Meyer in Erweiterung unserer Er-
kenntnisse, dall sich die Durchbiegungen von Flufleisen, welches iiber die Streck-
grenze hinaus beansprucht wird, auf dem oben angegebenen Wege mit guter An-
niherung berechnen lassen.

Ludwik fand in seiner Arbeit ,,Zur Frage der Spannungsverteilung in
gekriimmten stabformigen Korpern mit veriinderlichem Dehnungskoeffizienten*
(Techn. Blitter 1005) die gleiche Ubereinstimmung wie Verfasser,
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geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungsstufen
ermittelt und mul fir die Dehnungen ein grofierer Malistab gewiihlt
werden, als dies im Falle der Fig. 4 geschehen ist, mit welcher nur die
Aufgabe zu lésen war, die Verhiiltnisse fiir den Bruch zu untersuchen.

Zur weiteren Klarstellung sind Versuche mit verschiedenen Gul-
eisensorten, mit Steinen, Beton usw. durchzufiihren; ebenso wird der
Einfluf} zu ermitteln sein, den Wechsel der Belastungen (Spannungen)
dullert.

IV. Knickung.
§ 23. Wesen der Knickung.

Es sei 4B, Iig. 1, ein prismatischer Stab von grofler Linge und
geringen Querschnittsabmessungen, belastet durch die Kraft P. Wenn
nun die Voraussetzungen,

1. dafi die Kraft P genau mit der Stabachse zusammenfillt,

2. dal} diese tatsiichlich eine gerade Linie bildet, dafl das Material
des Stabes durchaus gleichartig ist und an allen Stellen in dem
gleichen Zustande sich befindet,

3. dal} seitliche Kriifte auf den Stab nicht einwirken, dali der-
selbe iiberhaupt Einfliissen, welche solche hervorrufen wiirden,
nicht unterworfen ist,

zutriifen, so wiirde der Stab nach §'11 nur eine Zusammendriickung
in Richtung der Achse und senkrecht dazu eine Querschnittsvergrofie-
rung erfahren. Eine Veranlassung, mit dem freien Ende seitlich auszu-
weichen, lige dann nicht vor,

In Wirklichkeit sind die genannten Voraussetzungen, namentlich
diejenigen unter Ziff. 1 und 2, genau iiberhaupt nicht zu erfiillen und
angeniihert um so weniger leicht, je grofer die Liinge des Stabes im
Verhiiltnis zu scinen Querschnittsabmessungen ist. Infolgedessen zeigt
die Erfahgung, dafl ein solcher Stab mit seinem freien Ende auszu-
weichen bestrebt ist, dafl er eine Biegung erleidet. Um uns iiber das,
was hierbei eintritt, ein richtiges Bild zu verschaffen, fiihren wir folgende
Versuche durch.

a) Wir nehmen einen sorgfiltig gerade gerichteten Stahldraht
von 3,5 mm Durchmesser, spannen denselben moglichst genau senkrecht
in den Schraubstock so ein, daf} er eine freie Linge von [ = 850 mm
besitzt, Fig. 2. Hierauf belasten wir ihn in Richtung seiner Achse mit
P = P, = 04 kg. Sobald Draht und Belastung sich selbst iiberlassen
werden, beginnt das freie nde des ersteren auszuweichen, bis er bei
y’ = rund 25 mm zur Ruhe gelangt. In dieser Lage befindet sich das
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biegende Moment Py’ (sofern von dem Einfluff des Kigengewichtes
des Drahtes abgesehen wird) im Gleichgewicht mit den durch dasselbe
im Innern des Stabes wachgerufenen Elastizitiitskriiften. Die wieder-
holte Zuriickfithrung des ausgewichenen Drahtes in die senkrechte Lage
erwidert derselbe durch erneute Ausbiegung um y’. Wird das freie Ende
des Stabes mit der Hand etwas weiter, d. h. um mehr als y” ausgebogen
und alsdann sich selbst iiberlassen, so kehrt es in die Lage y* = 25 mm
zuriick, Der Gleichgewichtszustand ist demnach ein stabiler.

Die Belastung P; = 04 kg wird entfernt und durch P = P, =
1.1 kg ersetzt. Sobald der Drahtstab mit der Belastung sich selbst ubm—

1

+
e
1 |
et
Iy Tl
]
[l
s
& I
~ |
e
e
i
: 1
: ”
Fig. 1. Fig. 2, Fig. 3.

lassen bleibt, beginnt das freie Knde auszuweichen, der Draht biegt sich
fortgesetzt, bis das belastende Gewicht die Werkbank, an welcher der
Schraubstock befestigt ist, erreicht hat, Fig. 3.

Die Biegung ist naturgemifl an der Einspannstelle am stirksten.
Der Stab ist hierbei nicht gebrochen. Nach der Entlastung ver-
schwindet ein ziemlich bedeutender Teil der erlittenen Forminderung
wieder; namentlich erlangt die nach dem freien Ende hin gelegene
Strecke die Geradlinigkeit wieder.

b) Ein schlanker Holzstab von quadratischem Q,uusc]mltt Seiten-
linge 7.5 mm, wird moglichst genau senkrecht in den Schraubstock
gespannt, alsdann am freien Ende mit P = P, = 1,1 kg belastet, wobei
I = 850 mm. Das freie Ende beginnt auszuweichen und gelangt schliel3-
lich bei ¥* = rund 150 mm zur Ruhe.

Die Belastung P, = 1.1 kg wird entfernt und durch P = P, =
1,3 kg ersetzt. Der hierauf sich selbst iiberlassene Stab beginnt mit dem
freien Ende auszuweichen, auch nach wiederholter Zuriickfithrung
in die senkrechte Lage, und biegt sich, bis er bei y* etwa gleich 550 mm
bricht.
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Die Erscheinungen, welche die beiden Stibe bei der Belastung
mit P = P, zeigen, werden unter dem Namen Knickung des Stabes
zusammengefafit: im ersten Ifalle tritt eine Biegung ein, welche —
abgesehen von der Méglichkeit, daf} es sich um eine Feder handelt —
mit dem Zwecke des Stabes, ein widerstandsfihiger Konstruktionsteil
zu sein, unvereinbar ist; im zweiten Falle erfolgt ein Bruch, der gleich-
falls unzuliissig erscheint.

Aus den Versuchen a und b erkennen wir folgendes.

Bei der Belastung P, weicht der Stab nur um y’ aus und gelangt
zur Ruhe. Wird das freie Ende des Stabes mit der Hand noch etwas
weiter ausgebogen und sich dann selbst iiberlassen, so kehrt der Stab
in diese Lage zuriick. In derselben herrscht demnach stabiles Gleich-
gewicht zwischen dem biegenden Moment, welches die auf den Stab
wirkenden idulieren Kriifte, d. h. die Schwerkrifte der Belastung und
der eigenen Masse liefern, und den hierdurch im Innern des Stabes
wachgerufenen Elastizititskriiften. Bei der Belastung P, dagegen be-
steht iiberhaupt ein Gleichgewichtszustand nicht, der Stab biegt sich aus,
bis die Belastung zum Aufruhen gelangt, also zum Teil aufgehoben wird
(Versuch a), beziehungsweise bis zum Bruche fiithrt (Versuch b). 1In
beiden Fillen muB es hiernach eine zwischen P; und P, gelegene Be-
lastung P — P, geben, fiir die der stabile Gleichgewichtszustand, welcher -
bei P = P, noch zu beobachten war, gerade aufhort zu bestehen.

Diese Kraft P, wird als Knickbelastung bezeichnet.

§ 24. Knickbelastung.
(Eulersche Gleichung.)

Fiir den Stab Fig. 1 bezeichne

P diein der Richtung der urspriinglich geraden Stabachse wirkende
Kraft,

P, die Knickbelastung, d. h. diejenige GroBle von P, welche die
Knickung herbeizufiihren imstande ist,

6 das der Biegung gegeniiber in Betracht kommende Trigheits-
moment des Stabquerschnittes (in der Regel das kleinere der
beiden Haupttrigheitsmomente),

I die Linge des Stabes,

e den Dehnungskoeffizienten.

In bezug auf den durch den Abstand a bestimmten Querschnitt ist.
da die zu x gehorige Ordinate der elastischen Linie y betriigt, das biegende
Moment, dessen Ebene den Querschnitt in einer der beiden Hauptachsen
schneide,
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My =P@a+y —y
und damit unter den Voraussetzungen, welche in § 16 zu Gleichung 14
fithren, nach Gleichung 15 daselbst

d® y o P
Rl S pein® SR e Y
ff.'ﬁz @ (a’ I y !:’)
Wird gesetzt
Qﬁ6)P N G ey — e,
so folgt
di2 d*y 2
— = - = —n2z
da? dx?

Dieser Gleichung entspricht unter Voraussetzung, dall « und @ konstant
sind, das Integral
z = (;sin (na) 4 C, cos (n 2)

oder

y—a—y = C;sin (nz) + C,cos (na),
sofern die beiden Integrationskonstanten mit ', und
', bezeichnet werden. Dieselben sind bestimmt dadurch,
dal} fiir den Punkt A4, also fiir = 0

dy

o= — = 0’
y =0 und i
d. h.
(?2 — —a —y' (_.'1 = (.
Hiermit folgt
y = (a4 y)[l—cos(nz)] . ... 1)

Fiir x = [ wird y = y’, also
Yy = (a4 y) [1—cos (nl)]

e it SR
b ammmrrr et (ko cos (nl)
1
e | e m V] M el e 2)
(I .-'( o P )
cos | ] 7
und damit findet sich die Gleichung der elastischen Linie
i _p)
/Gt
1 —cos |z | 2
1 —cos (n ) (,m._:; (J: l_ _{)_ 3)

S VKDt (

CO"
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Denken wir beispielsweise die Gleichung 2 angewendet auf einen
schmiedeisernen Stab von 100 em Lange und 1 em Durchmesser, so
findet sich mit

1 7T 1 1

R — ) = d4 =— AL df = —— — 0
X 5000000 = 64 20 T
_yr =1 rl P_-_. . 1 = —-—...ﬁ?____ — 1
90
0 08 |/ ——
cos 100}/ 5055500 cod 9o

Itiir den Hebelarm a wollen wir uns einen kleinen Betrag vorstellen,
etwa daher kommend, dall der Stab schon urspriinglich nicht genau
gerade war, und dall P nicht genau durch den Schwerpunkt des Quer-
schnittes geht.

Es ergibt sich

fiir P = b6 kg ¥y = a { T}?f - l) = 0132,
o ; 1 :

fir P= 10kg v a[ ] — 1) = 0,85a,
fir P = 16kg y = —1)= 195
ur g Y a ( o I 595 l) 1,95 a,
fir P=20kg ¢y =a ( v 1 TG 1) = 5b54a,
fir P= 225kg v =0 ( 1 — l) = 13,16 a.

Wir erkennen, dafl y* anfangs langsam, dann aber aulierordentlich

rasch mit P wiichst; fiir P = 24,674 kg wird sogar
e
_cos 1,5708

Wie klein also auch a sein mag — sofern es nur nicht Null ist —,
fir P = 24,674 kg liefert die Rechnung y° = oo. Dieses Ergebnis ist
natiirlich nicht so aufzufassen, dall die Ausbiegung des Stabes, der eine
endliche Linge besitzt, tatsiichlich unendlich sich ergibt, sondern es
wird damit nur ausgesprochen, erreicht P den Wert 24,674 kg, so wird
bei der geringsten Abweichung der Belastung von der Stabachse oder
bei nicht vollkommener Geradlinigkeit derselben oder bei nicht voll-
stindiger Gleichartigkeit des Stabmaterials oder seines Zustandes oder
endlich bei der geringsten seitlichen Einwirkung auf den Stab dieser um-
knicken, das Gleichgewicht zwischen der dulieren Kraft P und den
inneren Elastizititskriften wird aufhoren zu bestehen. Dabei ist P
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selbstverstindlich nur mit derjenigen Genauigkeit bestimmt, welche
den Voraussetzungen der Rechnung entspricht!).

Dieser Wert von P kann demnach als diejenige Kraft bezeichnet
werden, welche imstande ist, die Knickung herbeizufithren, und welche
sie auch herbeifithren wird, da die Voraussetzungen unter Ziff. 1
und 2 in § 23 nicht streng erfiillbar sind, und deshalb stets ein biegendes
Moment vorhanden sein muf.

Diese Kraft ist die Knickbelastung P,

Allgemein liBt sich dieselbe aus der Gleichung 2 durch die Er-
wiigung bestimmen, dal}

P =P, tiry = a.00,

d, h;
fa P,
os (L] —=2%) = 0
cos ( | 0 )
A R
(¢ b
7 1.0
P, = —- 4
3 4 o B )
g
19"[
|
e
i
)
1
{e
{61
Fig. 2. Fig. 3.

Fiir den Fall der Fig. 2, nach Mafigabe welcher der Stab gezwungen
ist, mit seinen sonst beweglichen Enden 4 und B in der urspriinglich
geraden Stabachse zu bleiben, verhiilt sich jede der beiden Stabhiilften
genau so wie der ganze Stab in Fig. 1. Demnach ergibt sich fiir die Kraft,
durch welche hier die Knickung erfolgen wird, mittels Einfithrung von
0,5 1 in die Gleichung 4 an Stelle von {

1) Bine strengere Entwicklung gibt Schneider in der Zeitachrift des dsterr.
Ingenieur- und Architekten-Vereing 1901, 8. 633 u. f.
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) 319

pA 90 ot L i

9 4 o (0,50)% o 12

d.i. ein viermal so grofler Wert wie fiir den Stab mit freiem
Ende.

Die Beziehung 5 wird nach ihrem Urheber als die Eulersche
(leichung bezeichnet.

Wenn der Stab, Fig. 3, an beiden Enden 4 und B so eingeklemmt
ist, dafl bei etwaiger Ausbiegung die Gerade 4B Tangente in den
Punkten 4 und B der elastischen Linie bleibt — wasiibrigens in Wirklich-
keit nur sehr selten zutreffen wird (vgl. § 53) —, so liegen in den Mitten
und £ der Stabstrecken 40D und BD Wendepunkte., Die hierdurch ent-
stehenden Endstiicke AC und BE verhalten sich wie der ganze Stab
im Falle der Fig. 1 (a = 0 gesetzt), wihrend das Mittelstiick O DE dem
Stabe in Fig. 2 entspricht. Diese Erwiigung ergibt fiir die beiden

l .
Endstiicke je von der Liinge 3 nach Gleichung 4

br A | “ 1 &
> I i s o | :2 e
Py 4 RS y o 1?
]

{
fiir das Mittelstiick, dessen Linge = nach Gleichung 5

e 1 6

1
D =3 - — g
P, : (L‘)z o

Folglich gilt fiir den ganzen Stab, Fig. 3,

1 0
Py = datt gt R e 3G)

Hiernach verhalten sich die Knickbelastungen fiir die Stiibe Fig. 1,
2 und 3 unter sonst gleichen Verhiiltnissen wie

=21 O 1 @ 1 6
et — =] :4: 16.
4 o It P R :

Die drei Gleichungen 4 bis 6 lassen sich zusammenfassen in die eine

1) Eine einfache, elementare Ableitung dieser Gleichung gibt R. Land in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1896, 8. 99 u.f. In anderer,
auf die Vorginge bei der Knickbeanspruchung eingehender Weise behandelt
W. Schiile diese Aufgabe, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1809,
8. 779.
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A e fiir die Befestigungsweise Fig. 1 I

@ = 7* fiir diejenige Fig. 2 und I : 8

w = 4 72 fiir diejenige Fig. 3.

§ 25. Zuliissige Belastung gegeniiber Knickung.

Als zuliissige Gesamtbelastung P der in § 24 besprochenen Stibe
wird der ©-te Teil von P genommen, d. h.

= P,
P = c
Insbesondere
fir Siab Hig 1, § 24 P —— L O
> g’ ? da X5 4 \..5 o !2 )
3 | B
) o SRS -
y & Plie= s =i 1)
iz 1 6
2 ——ti —_— — —
Jen ; i L
oder allgemein
ke R G ORI L

& o 2

worin @ einen von der Befestigungsweise der Stabenden abhiingigen
Koeffizienten, den Befestigungskoeffizienten, bedeutet, dessen
Grofle fiir bestimmte Fiille am Schlusse von § 24 angegeben ist, Hin-
sichtlich @ = 4 7? sei nochmals darauf hingewiesen, dal} es nur iuflerst
selten der Wirklichkeit entsprechen wird, den Stab als beiderseits ein-
gespannt anzusehen (vgl. § 53).

Die Beniitzung der Gleichungen 1 oder 2 bei Feststellung der
Querschnittsabmessungen einer Stiitze kommt nach MaBgabe des Er-
orterten darauf hinaus, diese so zu wiithlen, daB erst durch das ©-fache
der wirkenden Kraft P die Knickung herbeigefiihrt wird. Mehr ist
hierdurch zuniichst nicht erreicht. Insbesondere erscheint es unzu-
treffend, bei Verwendung dieser Gleichungen zu schlieflen, daf erst durch
das ©-fache der Kraft P die Moglichkeit einer Biegung eintreten
wiirde. Die beiden in § 23 unter a und b angegebenen Versuche zeigen
deutlich eine ganz bedeutende Ausbiegung bei P = P, < P, Die
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tigliche Erfahrung lehrt ebenfalls, dafl Ausbiegung von schlanken
Stiben schon bei verhiiltnismiilig sehr geringer Belastung eintritt.
(Vgl. auch die in § 27 unter Ziff. 1 am Schlusse von a gemachten An-
gaben.) Aus der Unmoglichkeit, die in § 23 unter Ziff. 1 und 2 ange-
gebenen Voraussetzungen genau zu erfiillen, was darauf hinauskommt,
daB die Grolle a in Gleichung 2, § 24, grofler als Null ist, erklirt sich
diese Erscheinung ohne weiteres.

Will man das Eintreten solcher weit unterhalb der Knickungsgefahr
liegenden Ausbiegungen nach Moglichkeit verhindern, so wird das unter
sonst gleichen Verhiltnissen um so erfolgreicher geschehen, je grofler
man © in die Gleichungen 1 oder 2 einfiihrt.

Bei gewissen stangenartigen Maschinenteilen wechseln Zug und
Druck, so dal} die Stange zuniichst auf Zug, hierauf auf Knickung be-
ansprucht ist u. s. f. Folgen nun — wie hiufig der Fall — Zug und
Druck so rasch aufeinander, dafl von einer Ausbildung der Forminde-
rung, wie sie die Entwicklung der Gleichungen voraussetzt, nicht die
Rede sein kann, so wird ein geringerer Wert von © geniigen, als wenn
der genannte Vorgang langsamer vor sich geht?).

Ferner kommt in Betracht, daB’in den meisten Fillen selbst der
Anordnung Fig. 2, § 24, schon infolge der Reibung in den Gelenken bei
A und B ein (wenn auch nicht bedeutendes) Biegungsmoment vor-
handen zu sein pflegt. Bei nicht senkrechter Lage der Stange tritt noch
hinzu der auf Biegung wirkende Einfluf} des Eigengewichts ?) und im Falle
ungleichformiger Bewegung noch derjenige des Triigheitsvermogens.
Nicht selten wird der Wirmezustand des Stabes ein einseitig verschie-
dener sein, welcher Umstand fiir eiserne Stiitzen Bedeutung erlangen
kann, Auch diesen Einfliissen, wenn sie sich innerhalb gewisser Grenzen
halten, wird in der Regel bei Wahl von © Rechnung getragen.

Unter diesen Verhiiltnisgen ist es natiirlich ausgeschlossen, daf fiir
© ein bestimmter Wert angegeben werden kann; es werden vielmehr
jeweils die besonderen Umstinde in Erwiagung zu ziehen sein, Hierzu
gehort insbesondere auch die Befestigung der Enden der gedriickten
Stange.  Eine Siule mit groBer und kriftiger Full- und Kopfplatte
wird sich anders verhalten als eine sonst gleiche Siule mit kleinen End-
platten. Die erstere Siiule erscheint in hoherem Mafle als an den Enden
eingespannt wie die letztere und insofern tragfihiger; dagegen wird die

') Vgl. z. B. des Verfassers Maschinenelemente, 1. Aufl. (1881), S. 311, oder
2. Aufl. (1891/92), S. 403, 10. Aufl. (1908), 8. 814 und 8I16.

2) Mit Riicksicht hierauf empfiehlt es sich, Versuche mit Siulen in
stehenden Priifungsmaschinen vorzunehmen. Ferner ist es gemill der
S. 11 im zweiten Absatz der ersten FuBbemerkung ausgesprochenen Richt-
gchnur angezeigt, Versuche mit Siaulen aue Eisenbeton und dergl. in solchen
Formen auszufithren, wie sie der Verwendung entsprechen.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 18
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belastende Kraft um so mehr von der Achse der Siule abweichen, d. h.
die Siule voraussichtlich mit einem um so gréBeren Hebelarm belasten
konnen, je groBer die Kopf- und die Fullplatte sind (vgl. auch Fig. 1
und Fig. 2, § 27). Bei Bleiunterlage wird sich die gleiche Siiule leichter
nach Fig. 2, § 24, kriimmen konnen, als wenn sie mit Zement untergossen
worden ist, der vor der Einwirkung der Belastung geniigend erhiirtet
usw. Streng genommen wiire allerdings diesen Umstiinden bei Fest-
stellung des Befestigungskoeffizienten @ Rechnung zu tragen; doch
kommt es, da P proportional dem Quotienten e : &, tatsichlich auf das-
selbe hinaus, wenn o, wie es fiir Stiitzen, deren Enden seitlich nicht aus-
weichen konnen, zu geschehen pflegt, mit =2 eingefithrt und & ent-
sprechend kleiner gewihlt wird, falls man nicht, durch Erwiigungen be-
sonderer Art veranlafBt, vorzieht, statt der ganzen Siulenlinge einen
Bruchteil derselben in Rechnung zu stellen. (Vgl. Schluf} von § 27.)

Fiir Siulen von GuBeisen darf, ganz abgesehen von der selbst-
verstindlichen Riicksichtnahme auf die Herstellungsweise (liegend oder
stehend gegossen), nicht aufler acht bleiben, dal «, welches bei der Ent-
wicklung in § 24 als konstant vorausgesetzt wurde, tatsichlich ver-
inderlich ist, und zwar zunimmt mit wachsender Spannung oder Dehnung
(vgl. § 20, Ziff. 5) sowie iiberdies fiir die GuBhaut weniger betrigt als
fiir das im Innern gelegene Material (vgl. § 22, Ziff. 4).

SchlieBlich wird auch dem Umstand Beachtung geschenkt werden
miigsen, dafl in der Regel schon friihzeitig, d. h. unter verhiltnismiBig
geringer Belastung, bleibende Forminderungen eintreten (vgl. § 4),
weshalb die Durchbiegung des auf Knickung beanspruchten Stabes
sich grofer ergeben mul, als es der Dehnungskoeffizient der Federung
o erwarten liBt, und infolgedessen der einmal durchgebogene Stab sich
so verhiilt, als ob der Hebelarm a (Iig. 1) von vornherein um die bleibende
Durchbiegung groBler gewesen wiire.

Unter allen Umstinden muB bei einem Stabe, welcher auf Knickung
berechnet wird, die in § 12 aufgestellte Forderung bei einfacher Druck-
beanspruchung

1A e R S |
befriedigt sein.

§ 26. Naviersche (Schwarzsche) Knickungsformel.

Die in den §§ 24 und 25 erdrterte Grundgleichung zur Berechnung
eines Stabes, welcher der Gefahr des Knickens ausgesetzt ist, hat
bis auf unsere Tage in den Kreisen der Techniker des Hochbau-
und Bauingenieurwesens vielfach Bemiingelung erfahren, deren
Wurzel namentlich in dem Umstande zu suchen sein diirfte, daB
in ihr nicht die Spannung auftritt, welche man sich gewohnt
hat, als MaBstab der Sicherheit einer Konstruktion aufzufassen,
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und von der man deshalb bei Feststellung der Abmessungen immer
auszugehen pflegt ).

1) Im Maschineningenieurwesen war nichts oder verhiltnismifig nur wenig
von einer solchen Bemiingelung zu bemerken, und zwar aus verschiedenen Griinden,

Zuniichst hat der Gleichgewichtszustand, wie er im Augenblicke des Be-
ginnes der Knickung vorhanden ist, fiir den Maschineningenieur nichts Fremdes.
Es ist demselben geliufig, daB schon die Herstellung eines lingeren schlanken
Korpers mit tatsichlich gerader Achse und vollstindiger Gleichartighkeit des
Materials trotz groBter Sorgfalt nicht zu erzielen ist, und daB infolgedessen, ganz
abgesehen davon, mit welcher Genauigkeit es moglich erscheint, die Achsialkraft P
in die vermeintlich gerade Stabachse fallen zu lassen, bei Belastung durch P eine
mit dieser Kraft wachsende Durchbiegung eintreten mufl. (Lange Druckstangen,
wie sie z, B. bei vertikalen Balanciermaschinen auftreten, sind deshalb auch
bei genau senkrechter Lage niemals durchbiegungsfrei zu erhalten, die Erzit-
terungen lassen sich bei wechselnder Belastung nicht ganz beseitigen.) Dal bis
zu einer gewissen Grifle von P das mit dieser Kraft und dem Eigengewicht ver-
kniipfte biegende Moment von den inneren Elastizitiitskriiften des Stabes im
Gleichgewicht gehalten wird, und dall bei Uberschreitung der bezeichneten Grenze
dieses Gleichgewicht aufhirt, und der Stab sich umbiegt oder zerbricht, erscheint
dann ganz natiirlich. Durch Steigerung der Belastung wird der Stab auf ein-
fachstem Wege aus dem Zustand des stabilen Gleichgewichts in den des labilen
iibergefiihrt. An den letzteren mufl sich dann schon infolge des Einflusses der
Zeit auf die Ausbildung der Formiinderungen der Vorgang des Knickens anschlieBen.

Das Verhalten des unter éuferem Uberdruck stehen-
den Flammrohres eines Dampfkessels, Fig. 1, ist ein ganz
entsprechendes. Erfihrt die Pressung der Fliissigkeit, welche
das Rohr umgibt, eine Steigerung, so wird das letztere
schlioBlich eingedriickt oder zusammengedriickt. Eine eigent-
liche Zerstorung des Materials tritt hierbei hiufig nicht ein.
Die GroBe der Pressung, welche das Ein- oder Zusammen-
driicken herbeifiihrt, hingt in erster Linie mit ab von der Fig. 1
Vollkommenheit der Kreisform des Rohrquerschnittes. In L o
ganz gleicher Lage befinden sich nicht wenige Gefilie und Rohrleitungen der
Industrie, welche der Regel nach oder auch nur ausnahmsweise fiullerem
Uberdruck Widerstand zu leisten haben.
; In solchen Fiillen sind eben die Abmessungen so zu wiihlen, daB unzu -
lissige Formiinderungen ferngehalten werden.  Allgemein von einer zu-
lissigen Spannung auszugehen, erscheint dann unzutreffend. Die iiblichen
Sicherheitekoeffizienten © haben, wie oben (§ 25) bereits erdrtert, hierbei den
allgemeinen Riicksichten und den besonderen Umstiinden des gerade vorliegenden
Falles Rechnung zu tragen.

Im Maschinenbau ist auch in anderen Fiillen als bei Knickbeanspruchung
von einer hochstens zuliissigen Formiinderung auszugehen, selbstverstindlich unter
Festhaltung der Forderung, dall die Anstrengung des Materials in keinem Punkte
den hochstens fiir zulidssig erachteten Wert iiberschreitet. Bei stark belasteten
Wellen usw, gestattet man nur eine bestimmte Durchbiegung oder eine gewisse
Abweichung der Richtung der elastischen Linie von der urspriinglich geraden
Stabachse an bestimmten Stellen; in anderen Fillen wird von einer hichstens
zuldssigen Verdrehung ausgegangen. Die zulissigen Belastungen unserer Treib-
riemen usw. bezwecken, die Dehnungen innerhalb gewisser Grenzen zu halten
u. 8. f. Andererseits werden Federn u. dergl, so konstruiert, dall mit Sicherheit auf

18*
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Ferner zeigten die Ergebnisse von Knickungsversuchen keine
Ubereinstimmung mit dem, was die Eulersche Gleichung

1o

Py = r?
]

lieferte!).
Auf diesem Boden war die von Navier herrithrende Knickungs-

formel
k k

B )

r !

1)

entstanden®).

eine gewisse Forminderung gerechnet werden darf. (Vgl. des Verfassers Maschinen-
elemente 1881, Vorwort 8. IV, 8. 35, 37, 202, 279, 317 u. s. f. oder 1891/92, Vor-
wort 8. IV, VIII, 8. 61, 64, 232, 317, 318, 323 u, £, 8. 427 u. f,, 8. 498, 504, 540 usw.)

Die oben erwiihnten Bemingelungen der Eulerschen Gleichung in den
Kreisen des Baufachs haben von H. Zimmermann im Zentralblatt der Bau-
verwaltung 1886, 8. 217 u. f. eine klare und eingehende Beleuchtung erfahren.

1) Man fiibersah hierbei, dafl, wiihrend die Entwicklung dieser Gleichung
freie Beweglichkeit der Stabenden voraussetzt (Fig, 2, § 24), bei den Versuchen
diese freie Beweglichkeit nicht vorhanden war. Hiitte man in der Erwiigung,
daB die vollstindige Aufhebung dieser Beweglichkeit, d. i, die Einspannung des
Stabes, dazu fithrt, in Gleichung 5, § 24, an Stelle der Liinge { nur deren Hiilfte
einzusetzen, in jedem einzelnen Fall zu ermitteln gesucht, welcher Bruchteil
von ! oder welcher Wert von @ in Gleichung 7, § 24 (Gleichung 2, § 25) den Be-
festigungsverhiiltnissen der Stabenden ungefiihr entsprochen haben wiirde, das
Ergebnis wiirde ein anderes gewesen sein.

Auch der EinfluB der Veriinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten des Guf-
eisens, derjenige der GuBhaut und etwaiger GuBspannungen durften bei der Be-
urteilung der Versuchsergebnisse, welche gulleiserne Stiitzen lieferten, nicht iiber-
sehen werden (vgl. § 20, Ziff. 5 und § 22).

Die Versuche von Baugehinger und v. Tetmajer (§ 27) liefern den Nach-
weis, dal der Wert

Py = = 2
o
der Knickbelastung bei freier Beweglichkeit der Stabenden entspricht.

) Rithlmann stellt in seinem Werk: Vortriige liber die Ges-hichte der tech-
nischen Mechanik, Leipzig 1885, 8. 364 und 365 fest, daB diese Gleichung, welche
auch als Gordon- und Rankinesche Formel bezeichnet wird, von Navier
zuerst entwickelt wurde, daBspiiter 1854 Schwarzsiein andererWeise ableiteteu. s, f.

Sie hat, wenn es sich darum handelt, ihre Richtigkeit durch die Ergebnisse
von Knickungsversuchen zu priifen, den Vorteil, zwei Koeffizienten ¥ und x zu
besitzen, durch deren Wahl leichter eine Anschmiegung der Versuchsergebnisse
erreicht werden kann, als wenn nur ein Koeffizient vorhanden ist.

Die Eulersche Gleichung 35, § 24, ist in dieser Hinsicht allerdings weniger

gut daran.
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Hierin bedeutet -

P die zulissige Gesamtbelastung des Stabes,

k die zulissige Druckanstrengung des Materials,

[ den Querschnitt des Stabes,

[ dessen Linge,

@ das Kkleinere der beiden Haupttriigheitsmomente des Stabquer-
schnittes,

r den Trigheitshalbmesser derart, dall @ = 2,

» eine  Erfahrungszahl, den sogenannten Zerknickungs-
koeffizienten.

Die von Navier dem Wesen nach gegebene Begriindung erhellt
aus dem Folgenden.

Der in Fig. 2 gezeichnete Stab ist im mittleren Quer-
schnitt durch das Moment P a, dessen Ebene den letzteren
senkrecht zu derjenigen Hauptachse schneidet, fiir welche L
@ gilt, auf Biegung und durch die Kraft P auf Druck in |
Anspruch genommen; infolgedessen erfahrt die im Abstande e |
von der Nullachse gelegene Iaserschicht eine Pressung

s
g Pa |
woraus ;
P={- A_ : 2) T 3
— ) _F_a.c)' ARl P e BRI ] IR 51 B
(¢

In dieser Gleichung tritt die Unbekannte a auf, deren Zweck nach
§ 23 und 24 darin zu bestehen hat, die Moglichkeit des exzentrischen
Angreifens der Kraft P bei auf Knickung in Anspruch genommenen
Stiben sowie die Ungleichartigkeit des Materials, die etwaige Verschie-
denartigkeit des Wiirmezustandes usw. und den Umstand zu beriick-
sichtigen, daf} die Stabachse keine genau geradlinige ist. Um diese —
offenbar auBlerhalb des Rahmens der wissenschaftlichen Elastizitiits-
und Festigkeitslehre liegende — Grofle nicht willkiirlich wihlen zu
miissen, worin iiberhaupt die hauptsichlichste Schwierigkeit bei der
Berechnung eines auf Knickung beanspruchten Stabes liegt, hat Navier
folgender Erwiigung stattgegeben.

Durch das Moment P a (allein) tritt in den um e von der Nullachse
abstehenden FFasern die Spannung

Pua

= ——¢

o
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auf. Zu.dieser Spannung oder Pressung gehort die Dehnung oder
Zusammendriickung

3)

und durch Gleichsetzung dieses Wertes mit der rechten Seite von
Gleichung 5, § 24,

o o L3

T T e

woraus folgt

wte

Durch Einfithrung dieses Wertes in die Gleichung 2 findet sich

P=f— kp ik
o = @
Mit
{ I
ergibt sich
k k
P—! 1+;Lz-2_ __./]——l_—;(‘z__):. . . . . l)

N C, e

wie oben.
Richtiger erscheint es, die Gleichung 3 nicht mit Gleichung 5,
§ 24, sondern mit Gleichung 2, § 25, in Verbindung zu setzen, so daf}

R - e Sl Uy R
ey aae B o 12’
woraus dann mit
]
i e 4)
(7]
ebenfalls folgen wiirde
k . k
Pi= f— fln_f l—'g-....l}
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Hiernach bedeutet der Koeffizient » das ifa.chc der-
jenigen Dehnung (Zusammendriickung), welche im maB-
gebenden Faserabstande ¢ vorhanden ist, insoweit die-
gselbe von dem biegenden Momente allein herriihrt.

Die Einfithrung von » als einem Erfahrungskoeffizienten heif}t
demnach nichts anderes als die Festsetzung eines bestimmten Wertes
fiir die Dehnung, insoweit diese durch das vorhandene biegende Moment

o

hervorgerufen wird. Ob es leichter ist, x = 5 anzunehmen oder a

unter Beachtung der besonderen Verhiltnisse schitzungsweise zu
wiihlen, mag hier dahingestellt bleiben.

Soll nun % — wie unter dem Vorbehalt, die etwaige Verinderlichkeit
des Befestigungskoeffizienten besonders zu beriicksichtigen, angegeben
wird — eine vom Material abhiingige Konstante sein, so wird damit fest-
gesetzt, daf diese Dehnung (oder die ihr entsprechende Kantenspannung),
soweit sie von der Biegung herriihrt, fiir ein bestimmtes Material kon-
stant anzunehmen ist, also beispielsweise unter sonst gleichen Verhiilt-
nissen unabhiingig davon, ob es sich um eine Stiitze von 10 m Héhe oder
um eine solche von 3 m Hohe handelt.

Greifen wir auf die Griinde zuriick, welche tiberhaupt dazu ver-
anlaliten, die Grofie a einzufiihren, so finden wir, dafi diese Grofle fol-
genden Umstinden Rechnung tragen sollte:

a) die Achse ist bei lingeren Stiiben keine gerade Linie,

b) das Material ist nicht vollkommen gleichartig, sein Zustand

nicht an allen Stellen der gleiche,

¢) die Kraft P fillt nicht genau mit der Stabachse zusammen,

Naturgemiily wachsen die Abweichungen unter a und b vom normalen
Zustande mit der absoluten Linge der Stiitze verhiltnismiiBlig rasch,
so dafl nicht Unverinderlichkeit, sondern Abnahme der fiir das biegende
Moment zugelassenen Kantendehnung oder Kantenspannung angezeigt
erscheint, Knickungsversuche werden den Nachweis erbringen miissen,
dafl x nicht konstant sein kann, sondern mit ! zunehmen mul}, und
zwar bedeutend, wenn schlanke hohe Stiitzen in das Bereich der Priifung
gezogen werden?),

1) Tatsiichlich glaubte man, diesen Einflull der Stiitzenhihe bereits voll bei
der Entwicklung der Gleichung 1 beriicksichtigt zu haben.

Laissle & Schiibler (Bau der Briickentriiger, 4. Auflage, 1876, S.70),
welche wohl am meisten zur Verbreitung der Navierschen Knickungsformel bei-
getragen haben diirften, ausgehend von der Gleichung 2

ke
P = L
/ YL
] ifa 5
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Eine scharfe Betrachtung des Zweckes, zu dem iiberhaupt die
Gleichung 1 dienen soll, sowie dessen, was von dem Zerknickungs-
koeffizienten x verlangt wird, fithrt zu der Erkenntnis, da 3 x — selbst
bei dem gleichen Werte von o — mnicht bloB Material-
konstante sein kann, sondern in der Hand eines rationell
arbeitenden Konstrukteurs — falls derselbe die Gleichung 1 {iber-
haupt benutzt — eine von verschiedenen Umstinden zum Teil
sehr stark beeinflufite GrofBe sein mufl, (Vgl. das in § 25 iiber
& Bemerkte.)

Laissle & Schiibler setzen (S. 71 ihres Werkes ,,Der Bau der
Briickentriiger*, 4. Auflage, 1876) fiir an den Enden drehbare Stiibe
(Fig. 2, § 24) ;
% = 0,0001 fiir Schmiedeisen (zutreffendenfalls auch fiir

weichen Stahl),
% = 0,0003 fir Gubeisen,
% = 0,0002 fiir Holz.

Es entspricht dies, wenn @ = 7? = -~ 10 genommen wird,
£33 0,001
e
bzw Lt
W~
0,002
R s '~
W —2

Scharowski gibt in seinem Musterbuch fiir die Saulen der Kisen-
konstruktionen

k, k %
: (§ 6) (§ 12)
bei Schmiedeisen 1000 kg/qem 1000 kg/qem  0,0001,
bei GulBeisen e B0 AN, 500= 5 0,0002,

sotzen in der Erwidgung, dal a ,fiir ein und dasselbe Material mit zunehmender
Liinge sich sehr vergroBern, dagegen bei zunehmenden Querschnittsdimensionen
abnehmen wird",
12
T i

sworin % ein durch die Erfahrung fiir jedes Material festzustellender Koeffizient
ist", und erhalten damit
k
Jibs
1 4 x—
; (]

P=/
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Wenn bei gulleisernen Saulen »f12: @ = 3, so wihlt Scharowski

SQRsE) hind
SBEEEG
16

Hierbei ist freie Beweglichkeit der Siulenenden nicht vorhanden,
andererseits kann aber auch nicht Einspannung derselben angenommen
werden,

Méller — Uber die Widerstandsfiihigkeit auf Druck beanspruchter
eiserner Baukonstruktionsteile bei erhohter Temperatur, von M. Moéller
und R. Liihmann, vom Vereine zur Beforderung des Gewerbfleifles in
Preuflen mit einem Preise gekronte Arbeit. Berlin 1888, — Abdruck aus
den Verhandlungen des Vereines zur Beforderung des Gewerbfleiies
1887 (siche dasgelbst S, 603 u. f.) — empfiehlt fiir gulfeiserne und schmied-
eiserne Siiulen, welche im Ifalle eines Brandes dem Ieuer ausgesetzt
sein koénnen, zu nehmen
0,0004

k= 1000 bis 1200 kg/qem 2 = 00,0004, d, i.. &8 = T"L

Krohn entwickelt im Zentralblatt der Bauverwaltung 1885, S. 400
bis 401, fiir an den Enden bewegliche Siulen die Beziehung

X = k,
S oL

worin o den Dehnungskoeffizienten bedeutet.
Dies wiirde beispielsweise geben

1
fiir Schmiedeisen mit = = 2000000, %k = 800

z = 0,00005,

1
fiir GulBleisen mit o = 900000, k = 800

z = 0,00011.

Uber die GroBe » vergleiche auch § 27.



282 IV. Knickung.

§ 27. Knickungsversuche.
1. Versuche von Bauschinger.

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorinm
der Konigl. Technischen Hochschule in Miinchen, Heft 15,
Miinchen 1887.)

Von der groBen Anzahl von Versuchen mit Stiitzen aus |—|-, [__|-
|- [ -Eisen greifen wir diejenigen heraus, welche sich auf Stibe mit
Querschnitten beziehen, die zwei Symmetrieachsen besitzen.

Material: Walzeisen. Querschnittsform: —|.

a) Die Enden der Versuchsstibe sind in Spitzen, also frei
beweglich gelagert, Fig. 2, § 24.

Querschnitt Knickbelastung

Trig- Be- j'\b'
heits- Liinge lastung “’?lfl:\lllg
Nr. moment 4 beob-  berechnet gy | qem Py’ - P,
! ¥ Inhalt AR htpttere i —100
Breite Hohe (c] achtet |p _ 7T Yo =Pyif P,
/ - e
cm em | qem em* em kg kg kg e
1 2 3 4 5 6 7 8 0 10
1252 13,8 63,55 575,6 405,5 70500 69 000 1105 + 2
21124 | 7.2 20,7 37,99 89 61000 94500 3035 8. .
S — — 118,22 — 151 30250 33000 1662 )
s = — 18,22 — 223 172560 16000 0948 4+ 13
6 9,93 492/11,16 11,7 156,1 10650 9 500 956 -+ 11
6| — ==Ll g8 ——lZ 70 4100 3 200 360 - 22
i e — (L 170] =460 1300 1100 111 4 15
81 9,99 5,01/10,568 12,2 254,3 3900 3700 369 <+ b
9 9,98 5,01/10,68 12,2|264,3 4000 3700 378 4 8
10| 9,95/ 5,00(10,55 12,2 254,4) 3900 3700 370 4+ 5

11 10,00 5,00 10,566 12,2 2544 4050 3700 384 <+ 9
12 9,96/ 4,99 10,65 12,2 2564,3 3900 3700 370 -+ b

Bis auf den Versuch Nr. 2, welcher bei der Belastung von 3035 kg/qem
(Spalte 9) schon infolge der Anforderungen der einfachen Druckfestig-
keit hier auszuscheiden hat (vgl. Schlubemerkung zu § 25), also nicht
in Betracht kommt, sind die Abweichungen zwischen den beobachteten

P ; 1
Knickbelastungen P’ (Spalte 7) und den mit o = 5000 000 berechneten

Werten P, (Spalte 8) durchschnittlich nicht so grofl, dafl das in der
Gleichung
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P 7 O
SR
ausgesprochene Gesetz als unzutreffend erschiene, namentlich wenn
noch beriicksichtigt wird, dal} die Querschnittsform, welche hier vorliegt,
gegeniiber Knickung sich nicht ganz so widerstandsfihig verhalten
diirfte, wie dies die IEntwicklung voraussetzt.

Hiernach ist in den Ergebnissen der vorstehenden Versuche eine
Bestiitigung des in Frage stehenden Gesetzes zu erblicken.

Zum Zwecke der Klarstellung, dafB die Aushiegungen schon bei
verhiiltnismiilig sehr geringen Belastungen beginnen, sei ein Teil der
auf den Versuchstab Nr. 12 beziiglichen Ermittelungen angefiihrt.

Belastung P feln g Ausbiegung der Mitte
kg kg/qem mm
L 0 0,00
200 19 0.00
400 38 0,04
600 a7 0,11
800 76 0,20
1000 a5 0,34
2000 190 1,20
3000 284 3.88
3200 303 5.08
3400 322 6,86
3600 341 9.92
3800 360 17,14

b) Die Versuchsstibe [iv.,t_f_l.'.u'mit: ihren ebenen Stirn-
seiten an den festen Druckplatten.

4 4
S 'a-"—'ﬂ e _E{.._

Fig. 1.

Hier gestalten sich die Vorginge bei der Biegung weniger einfach
als unter a. Zu der Schwierigkeit, den Stab so einzuspannen, daf} die
Richtung der Druckkraft mit der Stabachse zusammenfillt, tritt die
weitere hinzu, ein gleichmiifliges Anlegen der Stirnflichen an die Druck-
platten herbeizufiihren und zu sichern. Die Erfiillung der letzteren Be-
dingung mulite sich naturgemil} als unmaoglich erweisen.  Sobald der
Stab seine Ausbiegung — etwa nach A, Fig. 1, hin — begonnen, hat er
das Bestreben, sich bei bb von den Druckplatten zu losen. Damit aber
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mufl dann eine Anderung der Verteilung des Druckes iiber die Stirn-
flichen eintreten: die Pressung wird hier von der Stabmitte aus gerechnet
nach a hin wachsen, nach & hin abnehmen. Tatsichlich beobachtete
Bauschinger, dafi sich am Schlusse des Versuches die Stirnflichen bis
auf die bei @ zusammengedriickten Kanten von den Druckplatten losten,
Fig. 2.

Bei dieser Sachlage erscheint es nicht wahrscheinlich, dall es moglich
sein werde, fiir Stibe, welche mit ihren ebenen Stirnflichen an festen
Druckplatten anliegen, den Vorgang rechnerisch genau zu verfolgen.

Bauschinger hat deshalb zum Zwecke der weiteren Betrachtung seiner
Versuchsergebnisse die Naviersche Gleichung 1, § 26, herangezogen,
derart, dal} in

7K —
fi
1 X —
2 ¢
unter K die Druckfestigkeit verstanden und hierfiic 4500 kg/qem ein-
gefithrt wird. Dann findet sich

Py=71

a) fiir die in Spitzen gelagerten Stiibe » schwankend zwischen
0,00009 und 0.000614,
b) fiir die Stibe mit flachen Enden » schwankend zwischen
0,000041 und 0,00031,
d.i. iiberaus verinderlich.
Werden K und % aus den Versuchsergebnissen mittels der Methode
der kleinsten Quadrate berechnet, so ergibt sich

a) K = 2270 kg/qem % = 0,000058,
by Ki=i3100. % = 0,000029.

Die fiir K gefundenen Werte bestiitigen die Richtigkeit der Schluli-
bemerkung des § 11. Die FlieB- oder Quetschgrenze war von Bauschin-
ger fiir das untersuchte Eisen als schwankend zwischen 2150 und
3690 kg/qem festgestellt worden.

Ferner weisen die Ergebnisse darauf hin, dafl die aus Knickungs-
versuchen bestimmten Werte » ebenfalls mit einem Sicherheitskoeffi-
zienten multipliziert in die Rechnung einzufiihren sind, ganz wie das bei
K geschieht, wie es auch oben bei der Entwicklung, welche die Gleichung
4, § 26, ergab, vorgenommen worden ist.
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Die mit K = 2270 kg/qem und % = 0,000058 berechneten Werte P,
fiir die Stibe mit beweglichen Enden stimmen mit den beobachteten
Werten nicht gerade gut iiberein: besser ist dies der Fall bei den mit
K — 3100 und % = 0,000029 ermittelten Werten P, fiir die Stibe
mit flachen Enden.
Auf Grund der Bauschingerschen Versuche kann geschlossen
werden :
a) fiir Stibe mit drehbaren Enden ist die Eulersche
Gleichung 5, § 24, zutreffend, sofern die Beziehung 3,
§ 25, befriedigt erscheint,

by fiir Stibe mit ebenen, an festen Druckplatten
anliegenden Stirnflichen bietet die Naviersche
Knickungsformel 1, § 26, brauchbare Werte.

2. Versuche von v. Tetmajer ).

Schweizerische Bauzeitung 1887, Bd. X, 8. 93 u. f.
3 by 1888, Bd. XI, S.110 u.f.

a) Versuche mit Schweill- und Flufieisen in Rundstiben
bhis b em Stiarke,
(30 Stiibe Schwei3- und 30 Stibe FluBeisen bearbeitet.)
Einspannung der Versuchsstangen zwischen Spitzen.

v. Tetmajer fand:

1. Ubereinstimmung der beobachteten Knickbelastun-
gen mit denjenigen, welche sich auf Grund der Euler-
schen Gleichung berechnen liellen.

9 Verinderlichkeit des Zerknickungskoeffizienten x,
falls die Gleichung 1, § 26, von Navier zugrunde
gelegt wird:

es miillte dann sein

z = 0,0001 l 0,00867 = 0.6936

n

5] 9 . :
_‘f__ﬂ G '65__ —fiir FluBeisen (2650 kg/qem Flieligrenze),
f (1\ :
: 1 4 x(

r

1) Hinsichtlich der Ergebnisse der neueren Versuche v. Tetmajers sei auf
dessen Arbeit: ,,Die angewandte Blastizitiits- und Festigkeitslehre', 1905, ver-

wiesen,
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I3 2350
Tc SR Y fiir Schweilleisen (2350 kg/qem Flieigrenze).

2

Lz (,T,

b) Versuche mit Bauhdlzern.

Dehnungs- Druck- AR P
koeffizient festigkeit s
Lirche und Foéhre im
1 ;
Durchschnitt . . . —_— 318 kg/qem  astfreies Holz
104230 &/
Rot- und WeiBltanne . 286 astiges  ,,

v. Tet majer stellte zuniichst fiir diezwischen Spitzen gelagerten
Stibe fest:

1. das gleiche wie unter a, Ziff. 1, geniigend grofie Linge der
Stibe vorausgesetzt,
die starkeVeriinderlichkeit von », fallsdie Naviersche Gleichung
in Betracht gezogen wird:

[ 8]

- 3 i
x = 0,0001 ] 0,05 o 0,80

in
_‘{_‘?. — SR — fiir Lirche und Féhre,
: e
I x|
r )
&) 9
}f“. sl "§5 , fiir Rot- und Weilitanne.
1 -« [_r_

Iiir die mit ebenen Stirnflichen an festen Druckplatten
anliegenden Holzer beobachtete v. Tet majer den Abstand der Wende-
punkte voneinander zwischen 0.5 [, und 0,6 [,, sofern I, die Entfernung
der beiden Druckplatten ist. Er empfiehlt, um sicher zu rechnen, in
den soeben gegebenen Gleichungen 0,6 1, fiir I einzufiihren, im iibrigen
jedoch nichts zu indern.

Was in § 26 aus der Natur von » zu schlielen war, niimlich Wachs-
tum dieses Koeffizienten mit zunehmendem Verhiiltnisse [: r, bestiitigen
die von v. Tet majer sowohl fiir Holz als auch fiir Eisen erlangten Ver-
suchsergebnisse,



Zweiter Abschnitt.

Die einfachen Fiille der Beanspruchung
gerader stabformiger Korper durch
Schubspannungen (Schiebungen).

Einleitung.
§ 28. Schiebung.

Die im vorhergehenden (§ 1 bis § 27) betrachteten Anderungen
der Form waren Anderungen der Linge (vgl. die §§ 1, 6, 11 u.s. f.).
Damit sind die auftretenden Formiinderungen jedoch noch nicht er-
schopft, wie aus folgender Betrachtung erhellt.

Wir denken uns in dem von éuBeren Kriiften noch nicht ergriffenen
Korper, welcher der Betrachtung unterworfen werden soll, einen kleinen
Vierflichner (Fig. 1). Begrenzt von den drei in den
Kanten 04,08 und OC sich rechtwinklig schneidenden
Ebenen A0B, BOC, C0A und der weiteren Ebene 4 BC,
erscheint derselbe bestimmt durch die drei Kanten-
lingen 04, OB und OC, sowie durch die Kantenwinkel,
welche die Ebenen der korperlichen Ecke mitein
ander bilden, niamlich

< BOC (an der Kante 04), A
R OO, S s san 20), Fig. 1.
AOB (,, » 5 00)

Wenn nun j(gt.zt, auf den K(’ir]‘mr auliere ]{'I'}"lft{‘-. die sich an ihm das
(leichgewicht halten mégen, einwirken, so erleidet er in allen seinen
Teilen Formiinderungen. Hierbei werden auch die den Vierflichner,
bestimmenden GroBen sich dindern: die Kanten werden eine Anderung
ihrer Liinge, die Kantenwinkel eine Anderung ihrer GréBe erfahren.

Die Moglichkeit, dafi die Ebenen AOB, BOC, COA und ABC in ge-
kriimmte Flichen iibergehen konnen. darf unter der Voraussetzung,
dafl der Vierflichner unendlich klein gedacht wird, unberiicksichtigt
bleiben, weil ein unendlich kleines Flichenelement — solche liegen dann
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in den vier Begrenzungsflichen vor — immer als eben angesehen werden
kann, und weil die Anderungen der Lage der vier Flichenelemente bereits
durch die Anderungen der Kanten und der Winkel bestimmt sind.

Hiernach treten zu den im friiheren allein betrachteten Anderungen
der Linge noch Winkelinderungen hinzu,

Zur Klarstellung des Wesens dieser Anderungen denken wir uns einen
Wiirfel O4ADBCGFE (Fig. 2) von einer nach Od4 gerichteten, in der
oberen Ebene CGFE liegenden und iiber dieselbe gleichmiifiig verteilten
Kraft ergriffen und unten (in der Ebene OA DB) festgehalten. Dann wird

Fig. 2.

sich die obere Begrenzungsebene CGFE nach O,/ F [/, verschieben,
der rechte Winkel EBD = <7 COA wird in den spitzen Winkel £, BD
<7 (',04 iibergehen, sich also um

< EBE, = < COC, = 7
iindern. Diese Winkelinderung ist bestimmt durch
5E, _ O,
tg }' = "T—." ]
BE oc

wofiir unter Voraussetzung, daB es sich nur um kleine Anderungen handelt,
gesetzt werden darf
ER, 00 RE e

BE . 00 DR oAG

r=

Dieser Quotient ist aber auch gleich der Verschiebung, welche unter
den gleichen Verhiiltnissen eine in der Richtung OC' um 1 von der Kante
BO abstehende Ebene (abstehendes Flichenelement, abstehender Punkt)
erfahren haben wiirde. Aus diesem Grunde wird die Anderung y des ur-
spriinglich rechten Winkels auch als verhiiltnismiBige (spezifische)
Verschiebung und kurz als Schiebung oder Gleitung bezeichnet.

Zur weiteren Klarstellung der Schiebung v werde noch die folgende
Betrachtung angestellt.

Zwei urspriinglich unter rechtem Winkel sich schneidende Ebenen
0X und OZ, Fig. 3, gelangen durch die Formiinderung in die Lagen 04,
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und OC,. Der urspriinglich rechte Winkel XOZ hat sich hierbei ge-

iindert um die Winkel XOA, und ZOC,, deren Tangenten betragen
‘E_l bzw. 85
04 oc

¥

wenn 4,4 und CC, senkrecht zu OX bzw. OZ stehen. Da es sich nur
um sehr kleine Winkelinderungen handelt, so darf die Gesamtinderung
v gesetzt werden

i, 0

Qi oon

7=

Bei dem betrachteten Vorgange hat sich der urspriinglich in der
OX-Ebene gelegene Punkt A, gegen die jetzt nach OC; gekommene
0Z-Ebene verschoben um 0A4,, sofern 4,4, das von 4, auf OC, gefiillte

Lot ist, und der urspriinglich in € der O Z-Ebene gelegene Punkt €, gegen
die jetzt nach 04, gelangte OX - Ebene um 0C,, wenn f‘,f."ﬂ_l_(),-ll.
Hiernach ergibt sich fiir die Schie bung

o, L T v SR
e e b 1y Oy o4 ' 00

Das Vorstehende zusammenfassend. finden wir, daf} mit Schiebung

bezeichnet ist:
die Anderung des rechten Winkels (in Bogenmaf)
zweier urspriinglich senkrecht zueinander stehenden
Flichenelemente,

oder auch
die Strecke, um welche sich zwei um 1 voneinander
abstehende Flichenelemente gegenecinander ver-
schieben,

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 19
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§ 29. Schubspannung. Schubkoeffizient.

Der in § 28 der Betrachtung unterstellte sehr kleine Wiirfel
OADBCGFE gehore dem Inneren eines festen Korpers an und nehme
unter Einwirkung der dulleren Kriifte, von welchen dieser ergriffen wird,
die Gestalt 04 DBC,(, F B, an. Die innere Kraft, mit welcher aus diesem
Anlafl die an den Wiirfel anschlieflenden Korperteile in der Ebene CGFE
auf denselben einwirken und dadurch die Verschiebung der letzteren
nach O, F,E, herbeifithren, heilt, bezogen auf die Ilicheneinheit,
Schubspannung. Sie unterscheidet sich von der in § 1 besprochenen
Spannung dadurch, dal} ihre Richtung in das Flichenelement hineinfillt,
auf welches sie wirkt, withrend die im fritheren betrachteten Spannungen
senkrecht hierzu standen und deshalb zum Unterschiede als Normal-
spannungen (Zug- oder Druckspannungen) bezeichnet werden.

Die Schubspannung, die zur Schiebung v (§ 28) gehort, werde
mit 7 bezeichnet.

Die Schiebung, welche sich fiir die Schubspannung gleich der
Krafteinheit, d.i. fiir das Kilogramm ergibt, soll Schubkoeffizient
genannt und mit # bezeichnet werden. Sie betrigt

v
N e R At 1

Der Schubkoeffizient ist demnach derjenige Winkel,
(in Bogenmal} ausgedriickt), um welchenderrechte Winkel
zweier urspriinglich senkrecht zueinander stehenden
Flichenelemente unter Einwirkung der Schub-
spannung von 1 Kilogramm sich indert, oder kurz:
die Anderung des rechten Winkels fiir das Kilogramm
Schubspannung,

oder auch
diejenige Strecke, um welche sich zwei um 1 von-
einander abstehende Flichenelemente unter Ein-
wirkung der Schubspannung von 1 Kilogramm
gegeneinander verschieben,

Diese Begriffsbestimmung liefert unmittelbar die Schiebung als
Produkt aus Schubspannung und Schubkoeffizient, d. h.

B e e G e e S RS /|
wonach der Schubkoeffizient auch als diejenige Zahl erklirt

werden kann, mit welcher die Schubspannung zu multi-
plizieren ist, um die Schiebung zu erhalten.
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Die Schubspannung ergibt sich als der Quotient: Schiebung durch
Schubkoeffizient, d. i.

PR IS sl S S S
6 )

Der reziproke Wert von B wird als Schubelastizititsmodul be-
zeichnet,

Der Vergleich mit § 2 liBt erkennen, dall zwischen Schiebung,
Schubgpannung und dem Schubkoeffizienten genau dieselben Be-
ziehungen bestehen wie zwischen Dehnung, Normalspannung und dem
Dehnungskoeffizienten.

Die vorstehenden Gleichungen 1 bis 3 setzen voraus, dai § inner-
halb eines gewissen Spannungsgebietes konstant ist, ganz wie dies die
Gleichungen 1 bis 4, § 2, hinsichtlich « tun. Im allgemeinen wird diese
Voraussetzung wohl ebensowenig zutreffen, wie dies bei « der Fall ist.
Doch liegen dahingehende Versuche nach Wissen des Verfassers nur in
bezug auf GuBeisen vor. Unter diesen Umstinden bleibt, insoweit es
sich um allgemeine Entwicklungen handelt, nichts anderes iibrig, als
konstant anzunehmen 1),

§ 30. Paarweises Auftreten der Schubspannungen.

Wir denken uns aus dem betrachteten und von duleren Kriften
ergriffenen Korper ein unendlich kleines Parallelepiped 04 DBCGFE,
Fig. 1, dessen Kanten

OA = a, OB = b, 00 = ¢

Y

A+ T

sind, herausgeschnitten, und die Krifte eingetragen. mit welchen die
an dasselbe anschlieBenden Korpermassen in den Schnittflichen auf
den Wiirfel einwirken. Dabei sei zunichst angenommen, dafi nur Schub-
spannungen vorhanden sind, und zwar treten auf:
1. in der Begrenzungsfliche 04 DB von der Grofle a b die Schub-
spannung 7,, also die Kraft 7, .a b;

1} Vergl. auch Fuflbemerkung S. 302,
19*
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2. in der hierzu parallelen Fliche CGFE von dem Inhalte a b die
Schubspannung =,’, also die Kraft =, . a b; da CGFE unendlich
nahe an 04 DB liegt, so kann sich ;" nur um eine unendlich
kleine Grofle, die mit 4, bezeichnet sein mag, von 7, unter-
scheiden, d.i. 7, = 7, + 4;

3. in der Begrenzungsfliche OBEC von der Grofie be die Schub-
spannung =,, demnach die Kraft =, . be;

4. in der hierzu parallelen Fliche ADFG von dem Inhalte be die
Schubspannung =,”, demnach die Kraft =,”.be; da beide
Flichen unendlich nahe beieinander gelegen sind, so kann sich
7,” nur um eine unendlich kleine Grofie /A, von 7, unterscheiden,
diis oyt = A

Soll Gleichgewicht bestehen, so mull u. a. auch die Summe der Mo-

mente in bezug auf die Achse Y'Y, welche durch den Schwerpunkt des
Parallelepipeds geht und mit der Kante OB gleich gerichtet ist, Null
gein, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 2:

#k
a VYriak
u| J
o b o
£

Fig. 2.

¢ a e a
nab.-—nbe— +1ab o T be— =0,
- e e

- l - b l / ? —
.,ahr,—ir 7_1110!)(‘-—;2{! E“—?...lgalﬂ— 0.

Hieraus unter Vernachlissigung der unendlich kleinen GroBen
Ay und A, gegeniiber den endlichen Groflen ©, und =,

n— =0

R e IS s e e IR A AT ) 1)

d. h. die beiden senkrecht zur Kante OB — b stehendenSchub-
gspannungen 7; und =, sind einander gleich. Ist die eine vor-
handen, so mull es auch die andere sein; sie treten also
paarweise auf.

Zu diesem Ergebnis gelangten wir unter der Voraussetzung, dal
lediglich Schubspannungen auf den Wiirfel einwirkten, und zwar nur
in den vier Ebenen OADB, CGFE, OBEC und ADFG des Korper-
elementes, Fig. 1.

1
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Im allgemeinen werden die Korperteile, welche das Parallelepiped
umgeben, auf dasselbe in den sechs Begrenzungsflichen je mit einer
Normalspannung und einer Schubspannung einwirken. AuBerdem kénnen
noch Massenkriifte (Schwere, Trigheitsvermogen) ihren Einfluf} dufiern.

Was zuniichst die Normalspannungen anbelangt, so erkennen wir,
daf} dieselben fiir die oben aufgestellte Momentengleichung nicht in Be-
tracht kommen: die Normalspannungen in den Begrenzungsflichen
OADB, CGFE, OBEC und A DFG liefern je eine Kraft, welche die Mo-
mentenachse ¥ Y senkrecht schneidet, also ein Moment gleich Null gibt;
die Normalspannungen in den Begrenzungsflichen OAGC und BDFE
ergeben in die Momentenachse fallende Krifte, sind also einflufilos.
Die etwaigen Massenkriifte greifen im Schwerpunkte des Wiirfels an,
gehen demnach durch die Achse, liefern also ein Moment gleich Null.

Von den Schubspannungen entfallen die in den Flichen 04GC
und BDFE wirkenden ohne weiteres, da die ihnen entsprechenden
Kriifte die Achse Y'Y schneiden. Hiernach verbleiben noch die Schub-
spannungen in den vier Flichen OADB, CGFE, OBEC und ADFG.

Wir zerlegen jede derselben nach den Richtungen der Kanten
in zwei Komponenten. Momentgebend treten hiervon nur auf die
senkrecht zu den Kanten OB und GF wirkenden Spannungen, d.s.
T, %y 7, und 1, Fiir diese aber fanden wir den oben ausgesprochenen
Satz. Derselbe gilt demnach allgemein, gleichgiiltig, welche Form-
iinderung das Korperelement unter Einwirkung von Normalspannungen,
Schubspannungen und Massenkriften erfihrt:

immer sind fiir zwei rechtwinklig sich schneidende
Ebenen die senkrecht zur Durchschnittslinie ge-
richteten Komponenten der Schubspannungen ein-
ander gleich,
oder auch mit Riicksicht darauf, dali diese Durchschnittslinie eine ganz
beliebige Lage im Kérper haben kann:
wird in einem Korper eine beliebigeGerade gelegt und
dieselbe als derDurchschnitt zweier sich rechtwink-
lig schneidenden Ebenen angesehen, so ist die senk-
recht zur Geraden gerichtete Schubspannung in der
cinen Bbene gleich der senkrecht zu derselben Ge-
radenstehendenSchubspannung inder anderen Ebene.

Die Schubspannungen treten also paarweise auf.

Es entspricht dies ganz der Natur der Schiebung, eine Anderung
des urspriinglich rechten Winkels zu sein. Die auf die Flicheneinheit
der beiden Winkelebenen wirkenden Kriifte, welche diese Anderung her-
beifiihren, miissen in der Richtung des einen Schenkels so groB} sein wie
in derjenigen des anderen, da keine der beiden Schenkelrichtungen in
irgendeiner Weise vor der anderen ausgezeichnet ist.



294 : Einleitung.

§ 31. Schiebungen und Dehnungen. Schubkoeffizient
und Dehnungskoeffizient.

1. Mit der Schiebung verkniipfte Dehnung und deren griBter Wert.
ABCD, Fig. 1 sei der Durchschnitt durch ein Parallelepiped.

Fig. 1.

Der Korper, welchem dieses angehért, werde nun durch dufere
Kriifte ergriffen; infolgedessen indert er seine Gestalt. Hierbei geht
das Rechteck in das Parallelogramm AKEF D tiber: die Ebene, welche
urspriinglich in BC' sich darstellte, erleidet eine Verschiebung um Bf
= (CF, so dal} die Schiebung

gy
O

Gleichzeitig erfihrt die Diagnonale 4C eine Vergroflerung auf 4§,
Wird von A aus mit 4 F ein Kreisbogen beschrieben, so schneidet dieser
die Verlingerung von AC in (. Die sehr kleine Strecke #¢' darf dann
als Senkrechte zu A¢/ angesehen werden, wilhrend O« die Zunahme der
Linge der Diagonale ist. Damit findet sich die Dehnung in Richtung
der letzteren

ca CFeose  CF

e ~5 = ~Fh = Ers sin 2 ¢,
sin ¢
und wegen
QIR ==
OD
1 ’
&= —ysndgp.

Fiir ¢ = —4 d. h. fiir CD = AD, also fiir die quadratische

Form des Rechteckes, erlangt = seinen grofiten Wert
1

Ll

1)

(L]
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Gleichzeitig erfihrt die andere, wegen ¢ = JT dazu rechtwink-
lige Diagonale DB ecine Zusammendriickung — &, von der gleichen
Grolle

1
_52 = 9 F

Hiernach ist die Schiebung y mit einer gréBten Dehnung
¢, und einer gleichzeitigen, dazu senkrechten gréBten Ver-
kiirzung (Zusammendriickung) &, verkniipft?!), welche ab-
solut genommen je halb so grofl sind als die Schiebung. Die
Richtung dieser Dehnung zweiteilt den rechten Winkel,
dessen Anderung die Schiebung milit.

Hieraus wiirde zu folgern sein, dafi der zuzulassende Wert v, der
Schiebung hochstens doppelt so grofl sein darf als die duflersten Falles
noch fiir zulissig erachtete Dehnung ¢,, d. h.

7y < 2.

Nach Einfiihrung der zulissigen Zuganstrengung

ergibt sich

A I e R R G

allerdings unter der Voraussetzung, daf das Material in allen Punkten
nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also isotrop ist, und
sowie  als unveriinderlich angesehen werden konnen. Wenn die Be-
ziehung 2 benutzt werden soll, um von der zulissigen Normalspannung
eines Materials auf die zulissige Schubspannung desselben zu schliefien,
so erscheint es notig, iiberdies zu beachten. dald hierfiir Gleichartigkeit
der Beanspruchungsweise Vorbedingung ist. (Vergl. S. 412 u. f.)

1) Hieraus folgt, dal}, wenn ein aus durchaus gleichartigem Material be-
stehender Koérper lediglich infolge von Schubspannungen zum Bruche, d. h. zum
Zerreiflen, gebracht wird, die RiBbildung senkrecht zur Richtung von &, (der
Diagonale AC' des Quadrates), also in der Richtung von £, (der Diagonale DB des
Quadrates) stattfinden mull, sofern das Verhalten des Materials bis zum Bruche
hin — wenigstens mit Anniiherung — der gleichen GesetzmiBigkeit folgt. (Vergl.
Taf. XIII). Bei zihen Materialien ist dies infolge der Erscheinung des FlieBens
nicht zutreffend. (Vergl. Taf. XV.)
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2. Beziehung zwischen Dehnungskoeffizient und Schubkoeffizient.

Auf einen Wiirfel ABCD, Fig. 2, von der urspriinglichen Seiten-
linge 1 wirken in den Seitenflichen 4 Dund BC die Normalspannungen o.
Hierdurch werden die Seitenlingen A5 und DC um ¢ gedehnt, also auf
die Grobe ;4] B, = D,C, = 1 - ¢ gebracht werden, wiihrend sich die

? . . - 3 4 i
rechtwinklig hierzu stehenden Kanten 4D und BC um — verkiirzen
m

o €
(§ 7), demnach die Linge 1— — annehmen.
m

Die beiden Diagonalebenen AC und BID schlossen urspriinglich
einen rechten Winkel miteinander ein, Unter Einwirkung der Normal-
spannungen ¢ hat sich dieser Winkel um + geiindert, entsprechend einer
Verschiebung z. B. des Punktes ' der Diagonalebene AC gegeniiber der
anderen Diagonalebene um

A U
OO
sofern C,0” | D,B,.
Die Grofie v folgt unter Beriicksichtigung des Umstandes, dal} der

halbe rechte Winkel sich um ;f geiindert hat, aus

Die Beniitzung des Satzes

tg o — tg B
te (o — = kT By
glx=-6) 1+ tgatg b
fithrt zu
AL B Pl
2 i =lm,
> i
o i 14 =
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und unter Beachtung, dall v und ¢ sehr kleine Grolen gegeniiber 1
sind, zu :

iy

Denken wir uns jetzt den Wiirfel in der Diagonalebene AC aus
einander geschnitten, Fig. 3, so wird die Aufrechterhaltung des Gleich-
gewichts die Anbringung einer Normalspannung ¢, und einer Schub-
spannung < fordern, derart, daf} die Resultante der Krifte

g . AC = q '["?? und 7. AC = :‘]"_‘j‘

gleich der Kraft

cihy
T T £, ! 1
g A E _ =19 i
01]31 %.|..,]‘)—G
htt=g¢
und ferner
padl et
/ 1 1
| B { .
6 2.} —7)2 I = l==0h
1] ] 2 ' 2
6y = T,
womit
G
F o —
2
Nach dem fritheren ist
e
'lri ]
c=—,
o
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so dal
= l €
B 2 w
und mit
m+1
;.’ — 5 — &,
1 m L ionids
f m L O
1
e i Sk oN ) SR )
: m
1
d. h. der Schubkoeffizient ist das 2_?73_1:_ ----- -fache des

Dehnungskoeffizienten.
Gl. 3 kann, wenn « und (3 durch Versuche ermittelt worden

sind, in der Form

zur Berechnung von m benutzt werden; doch ist die Bestimmung von m
durch unmittelbare Messung der Anderung des Durchmessers von
Rundstiben bei Zug- oder Druckversuchen vorzuziehen.

In der Regel pflegt m als eine zwischen 3 und 4 liegende Zahl be-
trachtet zu werden; hiermit findet sich

5 8 . ]
B=u bis e s 2,5 o bis 2,67 o ‘

&

oder 4)
3 o2 PR ;
o = ?{5 bis 5 B = 0,375p bis 0,4 B.
Aus Gleichung 2 wird alsdann wegen
Gl ol
¢ 2 (m 1)
m
e <———k sp R e R e D
£=="m -1 k, )
und fiir m = 3 bis 4
: [ .
ks <Z :— k, bis = k, = 0,75 k, bis 0,8 &, Fad S
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unter den Voraussetzungen. welche zur Beziehung 2 ausgesprochen
wurden, und unter der weiteren Voraussetzung, dall m einen festen Wert
besitzt. Treffen dieselben nicht zu, so erscheint die Gleichung 6 nicht
ohne weiteres giiltig. Dann kann es auf Grund von Versuchsergebnissen
und sonstigen Erfahrungen notwendig werden, davon abzuweichen.

V. Drehung.

Die auf den geraden stabférmigen Kérper wirkenden dufieren Krifte
ergeben fiir jeden Querschnitt desselben ein Kriftepaar, dessen Ebene
senkrecht zur Stabachse steht.

Es bezeichne

M, das Moment des drehenden Kriiftepaares,

@, und @, die beiden Haupttriigheitsmomente des Stabquerschnittes
(§ 21, Ziff. 1),

@ das kleinere der beiden Haupttriagheitsmomente,

@' = 0, -+ 0, das polare Trigheitsmoment,

f den Inhalt des Querschnittes,

v die Schubspannung in einem beliebigen Punkte des Quer-
schnittes,

k, die zuliissige Anstrengung des Materials gegeniiber Drehungsbe-
anspruchung,

£ den als unveriinderlich vorausgesetzten Schubkoeffizienten (§ 29),
(reziproker Wert des Schubelastizititsmoduls),

v = [ 7 die Schiebung oder Gleitung in einem beliebigen Punkte
des Querschnittes (§ 28),

# den verhiltnismifligen Drehungswinkel, d. h. den Winkel, um
welchen sich das Hauptachsenkreuz eines Stabquerschnittes
gegeniiber demjenigen des um 1 davon abstehenden Querschnittes
verdreht,

! die Linge des Stabes.

§ 32. Stab von kreisformigem Querschnitt.

Durch die beiden Kriftepaare KK, IMig. 1. deren IEbenen die Stab-
achse senkrecht schneiden, und welche, das Moment M, besitzend,
sich an dem Kreiszylinder das Gleichgewicht halten. werden die einzelnen
Querschnitte des Stabes gegeneinander verdreht. Um uns ein Bild iiber
diese Formiinderung zu verschaffen, teilen wir die Mantelfliche des
Zylinders, Fig. 2, bevor dieser von den fiufieren Kriften ergriffen wird,
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durch n Gerade a a parallel zur Achse in n (25) Rechtecke, je von der
Breite wd:n (40 7: 25 = 5,0 mm, da d = 40 mm), und diese durch Pa-
rallelkreise im Abstand = d: 2 (5,0 mm)in Quadrate, deren Seitenlinge

nd:n (5,0 mm) betrigt. Auf diese Weise erhalten wir die IMig. 2. Wird
nun der so gezeichnete Zylinder der Verdrehung unterworfen, so geht er
in Fig. 3, Taf, TX iiber. Aus derselben ist zu entnehmen:
a) dal} die auf den unbelasteten Zylinder gezeichneten Quadrate
in unter sich gleiche Rhomben iibergegangen sind,
b) daB die Ebenen der Parallelkreise, d. s. die Querschnitte des
Stabes, eben und senkrecht zur Achse des letzteren geblichen
sind,



C.Bach, Elastizitit. 6. Aufl. Taf. IX.

Fig. 1, § 33, S. 306.

Fig.3, § 32, S. 300.
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¢) daB sich je zwei aufeinander folgende Querschnitte immer

gleich viel gegeneinander verdreht haben, dafi also beispiels-

weise der Bogen, um welchen sich ein Punkt des Parallel-

kreises XX, Ifig. 2, gegeniiber dem urspriinglich gleich gelegenen

Punkte im Stabquerschnitt 4.4 bewegt hat, proportional dem
Abstande x ist.

Sind nun f; und f, zwei um 1 voneinander abstehende Querschnitte

des Stabes und PP, zwei urspriinglich gleich gelegene Umfangspunkte

in denselben, so wird sich unter Einwirkung der dulleren Kriifte P,

Fig. 4.

gegen P, um eine Strecke v, verdreht haben, welche nach MaBgabe des
in § 28 Erorterten als die Schiebung im Punkte P, zu bezeichnen ist. .
Itiir die Schiebung v in einem auf -dem Halbmesser OP,, Fig. 4, im
Abstande 0P = p von der Achse gelegenen Punkt P erscheint auf Grund
der oben angefiihrten Erfahrungen die Annahme zutreffend, dal sie sich
zu derjenigen im Umfangspunkte P, verhilt wie o: 7, also

[ Rt (O
d. h.
i
i Taics )
Wird in Fig. 4 die tangentiale Linie PP’ = vy, und die hierzu
parallele Strecke PP’ = v = v, - e gemacht, so liefert die zeichnerische
g

Darstellung der Schiebungen in allen Punkten der Geraden O P, die Ge-
rade OP'P,’,
Nach § 29 sind die entsprechenden Schubspannungen

im Punkte P; 7 =

im Punkte P e
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7, mul} naturgemil} tangential zum Kreise, also senkrecht zum Halb-
messer 0P, gerichtet sein. Das letztere gilt auch fiir 1.

Wird die Schubspannung = durch die Strecke PP/, welche senkrecht
zu OP steht, dargestellt, und ist der Schubkoeffizient £ konstant, so
ergibt sich als geometrischer Ort aller Punkte P’ eine durch den Mittel-
punkt O gehende Gerade. Dies trifft z. B. mit grofler Anniiherung zu
fiir Schmiedeisen und Stahl innerhalb der Proportionalititsgrenze.
Ist dagegen [ veriinderlich, und zwar derart, dafl § zunimmt mit wach-
sender Schiebung oder Spannung, wie dies beispielsweise bei Gulieisen
der Fall, so liegen die durch

n=P(P) = PP

bestimmten Punkte (P,”) und (P”) auf einer gegen die Gerade OP,
gekriimmten Kurve O (P”) (P,”). Die Spannungen nehmen dann nach
auflen hin langsamer zu als bei Unveridnderlichkeit von {.

Die im Querschnitte durch das Kriiftepaar vom Momente M,
wachgerufenen Schubspannungen miissen sich mit M, im Gleichgewicht
befinden, Wird das in P liegende Flichenelement mit df bezeichnet, so
spricht sich diese Forderung aus in

Jrdf.p= M

und, wenn {3 konstant ')

1) Fiir die Beurteilung von Fiillen, in denen die Veriinderlichkeit von ;'3 (1)
eine griflere Bedeutung besitzt, sowie im Falle der Beanspruchung von zihem
Material {iber die Proportionalitiitsgrenze hinaus, ist es zweckmillig, von folgender
Uberlegung Gebrauch zu machen,

Es ist, wenn 7 die Schubspannung im Abstande ¢ bedeutet, und df

- pde¢ . dp gesetzt wird

2w ¥

My = S'j' T.pdedp.p = j‘r‘p de 5 (zp)dp
U

u

a) ,3‘ (a) ist unveriinderlich.
Die GroBle ©p als Ordinate zur Abszisse p aufgefalit, liefert gomiill = p
r

i]ﬁ"" eine Parabel und das Integral _“ (T p) dp den Inhalt der Fliche, welche
¥ 0

von der p-Achse und der Parabel bis p = r eingeschlossen wird. Damit ergibt
gich alsdann My gleich dem Inhalt des Rotationskorpers, der entsteht, wenn die
Linie der T ¢ (Parabel) um die Stabachse eine volle Drehung ausfiihrt,

b) 3 (&) ist veriindoerlich.
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Unter Beachtung, dal
o? = y? + 22,
sofern y und 2z die rechtwinkligen Koordinaten des in P liegenden
Fliichenelementes sind, und mit
[y*df = 0, und | 2*df = O,
wird
40, __©

M, = g_: (0,4 0,) = 1 - g S

Die beiden Trigheitsmomente ¢, und @, sind fiir den vollen
Kreisquerschnitt

0 e £y e s P
Ol 02 64 d ¥
Demnach
M, = = 16 d* = 7 :; g 2)
e - ]6 J‘Id 3
M;z{“ﬁkd d® oder k,> = 2)

Fiir den Kreisringquerschnitt ergibt sich, sofern d der iiuBere
und d, der innere Durchmesser ist,

™

0= 0y =~ (@1 —dy)
Todt—dyt
I,I‘F o il 1_{}- = S (f
Lh il T D\ i i
4'1‘fd /Hl{‘) ]Cu‘, o d L oder kri -~ i "F”d m i .. 4)

Der Drehungswinkel # folgt unmittelbar aus der gegebenen Be-
griffsbestimmung .

p Yl [3 ;’Hd 32 ﬂff{ =

gy B M B3 Mg G niin

: ik Y T e ¢

beziehungsweise

ST e T ;
e =y %

Wiihrend im Falle a die Linie der T eine gegen die der Achse p geneigte Gerade
war, tritt hier an die Stelle der Geraden die Kurve, welche den Zusammenhang
zwischen Schubspannung und p wiedergibt; aus ihr ist die Kurve tp abzu-
leiten, welche dann keine Parabel mehr ist, usw.
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Hiernach betrigt der im Abstande 1 von der Achse gemessene
Verdrehungsbogen der beiden um / voneinander abstehenden Querschnitte
des Kreiszylinders

2

l 32 M M
h= P}l = = ¢} d"d I, bzw. = P d*‘-——-—i_i;'

l.

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurden nur Schubspannungen
im Stabquerschnitte ins Auge gefalit; so z. B. im Punkte P, Ilig. 4,
nur die Schubspannung =, welche, senkrecht zu OP, angreifend, in der
Bildebene wirkt. Nach § 30 treten jedoch die Schubspannungen immer
paarweise auf, derart, dall in demselben Punkte P senkrecht zur Bild-
ebene, d. h. senkrecht zum Querschnitte, eine der oben erwithnten Span-
nung 7 gleiche Schubspannung vorhanden ist. Das IFlichenelement,
in dem sie wirkt, liegt im Punkte P derjenigen Iibene, welche durch den
Halbmesser OFP; und die Stabachse bestimmt wird. So findet sich
beispielsweise im Punkte P; die Schubspannung =, nicht blof im Quer-
schnitt (tangential zum Kreisumfang gerichtet), sondern auch in der
Achsialebene OP; mit der Mantellinie des Zylinders zusammenfallend.

Der Ubergang der Quadrate, Fig. 2 (bei Verdrehung des Zylinders),
in die Rhomben, Fig. 3, Taf. IX, beweist dies auch unmittelbar aus der
Anschauung. Wie wir in § 28 sahen, ist die Anderung des urspriinglich
rechten Winkels gleich der Schiebung. Diese Winkelinderung miflt dem-

nach wegen 1 = X die Schubspannung unmittelbar. Sie betrifft sowohl

den wagrechten wie auch den senkrechten Schenkel des rechten Winkels.
Die entsprechende Schubspannung ist deshalb ebensowohl in senkrechter
wie in wagrechter Richtung vorhanden. Sie muf, da alle Rhomben unter
sich gleich sind, fiir alle Stellen der Mantelfliche des Zylinders dieselbe
Grofle besitzen, sowohl tangential zur Umfangslinie als auch in
- Richtung der Achse des Stabes. Die grofite Schubspannung, welche im
Querschnitt stattfindet, tritt also auch in Richtung der Stabachse auf,
Schneiden wir aus dem Zylinder ein kleines Kérperelement ACDBEF,
Fig. 5, heraus, mit den Querschnittsebenen ACD, BEF und den Achsial-
ebenen ABFD, ABEC, so ergibt die graphische Darstellung der in den
Ebenen CDA und BFDA wirkenden Schubspannungen unter Voraus-
setzung eines unverinderlichen Schubkoeffizienten je ein Dreieck. Sie:
zeigt deutlich das paarweise Auftreten der Schubspannungen in den
beiden Ebenen, welche 4D zur Durchschnittslinie haben 1),

') Die Betrachtung von Fig. 5 gestattet, nach dem Vorgange von Bredt
einen allgemeinen Satz iiber die Schubkriifte eines auf Verdrehung beanspruchten
Stabes abzuleiten.

Die Gleichgewichtsbedingung des Korperelementes in Richtung der Stab-
achse AR: Summe der Schubkriifte in der Ebene ADFB +4 Summe der Schub-



Taf. X.

C. Bach, Elastizitit. 6, Aufl.

Fig.1, § 34, S.312. Fig. 6, § 32, S. 305.
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Bei gewalztem Schweilleisen oder Draht aus solchem Material usw.
findet infolge der ausgepriigten Faserrichtung die achsiale Schubspannung
hiufig einen verhiltnismiiBig geringen Widerstand, weshalb dann Lings-
risse eintreten, wie Fig. 6, Taf. X fiir ein der Verdrehung unterworfenes
Stiick Walzeisen erkennen lifBit '), Die achsial gerichteten Schub-
spannungen sind auch Ursache, daf8 bei auf Drehung in Anspruch ge-
nommenen Korpern nicht selten schon friihzeitig bleibende Verdrehung
eintritt, wie dies z. B. bei gewalztem Schweilleisen ausgepriigt der Fall zu
sein pflegt.

Fig. b.

Bei mehr isotropem und sprodem Material erfolgt die RiBbildung
nach Mafigabe der FuBBbemerkung zu § 31, Ziff. 1, S. 295 unter 45° gegen
die Richtungen der Schubspannungen, wie dies der Verlauf der Bruch-
linien in den Abbildungen auf Taf. XIIT deutlich erkennen lifit. In
Ifig. 3, Tafel IX miiBte die Bruchlinie als rechtsgingige, unter 45° ge-
neigte Schraubenlinie verlaufen, sofern die in der Fulbemerkung zu
§ 31, Ziff. 1, S. 295 bezeichnete Voraussetzung erfiillt ist.

§ 33. Stab von elliptischem Querschnitt.

1. Formiinderung.

Nach dem in § 32 gegebenen Vorgange wird ein Zylinder mit
elliptischem Querschnitt (grofle Achse = 2a = 50 mm, kleine Achse
kriifte in der Ebene ACER muli gleich Null sein, fiihrt bei Wahl von 45 = 1
unter Beriicksichtigung der Gleichheit der Schubspannungen in zwei senkrecht
zueinander stehenden BEbenen zu dem Satz: Werden in einem Querschnitt zwei
Gerade 4D und AC nach dem Umfange gezogen, so ist die Summe der Schub-
kriifte, welche sich fiir die in AD gelegenen Fliichenelemente senkrecht zu A
wirkend ergeben, gleich der Summe der Schubkrifte, welche die in AC gelegenen
Fliichenelemente senkrecht zu AC liefern.

') Wird die Verdrehung weiter fortgesetzt, so liegen die Liingsrisse auf
mehr oder minder stark geneigten Schraubenlinien, wie z. B. die betreflenden
Abbildungen auf Tafel XV erkennen lassen, Vgl hierzu das in § 35, Ziffer 3
Gesagte.

Bach, Elastizitit. o, Aufl. 4
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= 2b = 25 mm) hergestellt und seine Mantelfliche in Quadrate
eingeteilt. '

Unter Einwirkung der beiden Kriftepaare, welche sich an ihm
das Gleichgewicht halten, geht derselbe in die Gestalt Fig. 1, Tafel IX
iiber '). Die beiden urspriinglich geraden Mantellinien, welche die Iind-
punkte der grofien Halbachsen aller Querschnitte enthalten, sind durch
die Bezeichnung ae hervorgehoben, wihrend diejenigen zwei Linien,
weleche von den Endpunkten der kleinen Halbachsen simtlicher Quer-
schnitte gebildet werden, die Bezeichnung b b tragen. Wir erkennen bei
genauer Untersuchung des verdrehten Zylinders:

a) daf} die Quadrate in Rhomben iibergegangen sind,

b) daB die Winkel derjenigen Rhomben, welche mit der einen
Seite in der jetzt schraubenférmig gekriimmten Linie bb liegen,
am meisten von dem urspriinglich rechten Winkel abweichen,
withrend diejenigen Rhomben, deren eine Seite von derSchrauben-
linie aa gebildet wird, die geringste Abweichung von ihrer
fritheren Gestalt, dem Quadrate, zeigen,

¢) daB die urspriinglich ebenen Querschnitte sich gewdlbt haben,

d) daB jedoch die beiden Hauptachsen eines Querschnittes in
der urspriinglichen Ebene verblieben sind und den rechten Winkel
beibehalten haben,

e) dalf} sich je die beiden Hauptachsen zweier aufeinander folgenden
Querschnitte immer um gleich viel gegeneinander (um die in ihrer
Lage unveriindert gebliebene Stabachse) verdreht haben 2),

2. Sehubspannungen.

TFassen wir zunichst einen Umfangspunkt P’ des Querschnittes,
Itig. 2, ins Auge, so mul} die Schubspannung t” in dem zu P’ gehorigen
Querschnittselement naturgemifl tangential zur Umfangslinie gerichtet
sein, sofern hier fiufere, eine andere Richtung der Schubspannung be-
dingende Krifte nicht angreifen.

1) Das Material des auf photographischem Wege dargestellten Zylinders ist
wie bei Fig. 3, § 32, Tafel IX und bei Fig. 1, § 34, Tafel X sowie Fig. 2, §34,
Tafel XI, Hartblei. Dasselbe behiilt die Forminderung fast vollstindig bei und
gibt deshalb auch nach der Lisung des Stabes aus der Priifungsmaschine ein
gutes Bild dieser Anderung. Bei Verwendung von stark elastischem Material
wie Gummi ist die Forminderung eine idhnliche, nur verschwindet sie mit der
Entlastung des Probekérpers zu einem groflen Teile und entzieht sich so der
davernden Darstellung.  Versuche mit schmiedbarem Iisen fiihren zu einem
ganz entsprechenden Ergebnisse. Das Material mufl jedoch an allen in Betracht
kommenden Stellen iiber die Streckgrenze beansprucht werden, weil sich sonst
der Einflul der starken Abweichung der Dehnungslinie von der Geraden
geltend macht.

) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43.
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Wir zerlegen <’ in die beiden Komponenten

T’H, senkrecht zur y-Achse wirkend,
ﬂ-" z-

* 2 2 32
bezeichnen durch ¢ den Winkel, welchen die Tangente im Punkte P’
mit der y-Achse einschlieft, sowie durch y’ und 2z’ die Koordinaten des
Umfangspunktes P’. Dann folgt zunichst

’

und

2 1)

tg =
A
und sodann aus der Gleichung der Lllipse
Y2 22
b AF T 1,
durch Differentiation
Y 202 g
b dy’ + -aé-dz = 0
e o _a._2 Y
* dy Bithe

A R

p—— -

Aus Fig. 2 ergibt sich unmittelbar

dz'
t; = ;
gl
Folglich durch Gleichsetzen der beiden fiir tg | erhaltenen Werte
T a®
e e ]
T!. b2 zf ]

2

Hiernach erscheint 7/, proportional y’ und =’, proportional =z’
Denken wir uns fiir den im Inneren des Querschnittes liegenden
Punkt P, bestimmt durch die Koordinaten y und z, die entsprechende

(ihnliche) Ellipse konstruiert, so wird auch hier die Schubspannung =,
20*
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deren Komponenten 7, ( L0Y) undr, (L 0Z) seien, tangential gerichtet
sein. Demgemill erhalten wir

-rysz miE= R e G e ST R R )

worin 4 und B Konstante bedeuten.

Die im Querschnitte wachgerufenen Schubspannungen miissen sich
nun mit dem Momente 3/, im Gleichgewicht befinden. Wird das in P
liegende Flichenelement mit df bezeichnet, so ergibt sich die Bedingungs-
gleichung

| (r,df .y + 7,df .2) = M,
woraus unter Beachtung der Gleichungen 2 und mit Riicksicht darauf,
dall nach § 17, Ziff. 4

i

4

Jyrdf = - abs [22df = — adb
My= A2 ab'+ BT a.

Die Verbindung der Gleichungen 1 und 2 ergibt

az yf. . A yr
MR F
woraus 2
p | a® a®
B = !;2 oder A = B —b—:‘
Durch Einfithrung dieses Wertes in die Gleichung fiir M, findet sich
BLom T o1
M,= B :—2-4— abd+ B—-a’b = —-a'bB,
2 .M'd
B = .
n a*bh
a? 2 Md
A=B-—=— 5
b2 T mb?

Hiermit nach den Gleichungen 2 die Schubspannungen fiir den be-
liebigen Querschnittspunkt P

s 2 _M'(g
i s a'?)_a_'l’}
- 3)
N E 2y
o ]
2 M
r=Jrit ot = --—_——Es-é%—. Jasyz 642z . . . 4)
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Dieser Ausdruck wiichst mit y und z, erlangt also fiir bestimmte
Umfangspunkte den grofiten Wert. Zur Feststellung, in welchen Punkten
des Umfanges dies der Fall ist, werde a = b vorausgesetzt und dem
Ausdruck fiir 1/, giiltig fiiv den Umfangspunkt y’z’, die Form

e _:i _j%f_:‘le (1’1)2 i (.-Jz,_)z (_{f.) 3 B

Wi . a a |

gegeben.  Da

so mull wegen a — b

/ _;;’ \2 s z_r)_' i)z =
(b_)_I u,(__al '
sein. Demnach ergibt sich der grofite Wert der Schubspannung fir y’
= Fibund 2" = .0 zu
iy L 2 ﬂ'[,}'
- mar — a b:! ?

i

6)

d. h. die gréfite Schubspannung tritt in den Endpunkten BB
der kleinen Achse, also in denjenigen Punkten auf, welche
der Stabachse am niichsten liegen.

Hiermit folgt

=l

LR
k, = — 2

sl b S e )
d T abs 8

oder M, < %
In den Endpunkten 44 der groBen Achse ist die Schubspannung,

da hier

Yy =0 Z=+4a
A _2_ ﬂj"" _ T’ 8
T a— D 7 mazry - . e | )

d. i. im Verhiltnis der Halbachsen kleiner als die Spannung in den
Punkten BB 1).

Dieses gegeniiber der ilteren Auffassung, der zufolge die Spannungen
mit dem Abstande von der Achse wachsen, fiir den ersten Augenblick
liberraschende Ergebnis steht in voller Ubereinstimmung mit der S. 306
unter Ziff. 1, b angefiithrten Beobachtung. Die Winkelinderungen, welche
nach § 28 die Schiebungen y messen, dieihrerseits nach § 29 zu den Schub-
Spannungen in der Beziehung

1) Dieses Verhiiltnis lift sich auch unmittelbar unter Zuhilfenahme des in
der Fullbemerkung 1, 8. 304 und 305 ausgesprochenen Satzes ableiten.
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= e

o
stehen, sind — Fig. 1, Taf. IX — am grofiten in den Endpunkten
der kleinen und am kleinsten in den Endpunkten der grofien Achse der

Ellipse.

Hinsichtlich des Gesetzes, nach dem sich die Schubspannungen im
Inneren #ndern, ist die ohne weiteres aus den Gleichungen 3 und 4
folgende Bemerkung von Interesse, dal} fiir alle auf der Geraden OF’,
Tig. 2, liegenden Querschnittselemente die Spannungen parallel gerichtet
und proportional dem Abstande von der Stabachse sind. In Ifig. 3 ist
das Anderungsgesetz der Schubspannungen dargestellt fiir die Punkte
der groBlen und der kleinen sowie fiir diejenigen einer beliebigen Halb-
achseOP’. Diein Fig. 3 gezeichneten Kriiftedreiecke miissen inhaltsgleich
sein (S. 304, FuBbemerkung 1). Fiir die Umfangspunkte lifit sich das
Anderungsgesetz unmittelbar der Gleichung 5 entnehmen.

Fig. 3. X Fig. 4.

Handelt es sich nicht um einen Voll-, sondern um einen Hohl-
stab, Iig. 4, go gilt unter der von dem Gange der obigen Entwicklung
bedingten Voraussetzung, dal} die innere Begrenzungsellipse der diufieren
dahnlich ist, d. h.

Go:a = by:b = m,
wegen

Jyrdf = 5 (@8 — ao by J2bdf = 7 (@%b —aod b)

M, = A I_ (@b®—agbe®) + B : (a® b — ag® by),

woraus dann mit
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.

9 7
= e e e
® (1—mi)adh
und schlief3lich
: ikt % M e Bl e 5
YTz (1—mY)adhd Jatys Ehtat - e )
Itiir die Punkte B des Umfanges erlangt © seinen GroBtwert,
nimlich

: 2 M 2 M, )
atn ERETTrT e ———
so dal}
92 y A p hd — 3
fqg = — M b oder M, ~ _:rr_ - e ?ﬁ. 11)

n ab®—ap b’ 2otk b

Die Gleichungen 7 und 10 zeigen deutlich, dali die Widerstands-
fithigkeit eines elliptischen Voll- oder Hohlstabes gegeniiber derDrehungs-
beanspruchung abhingt von dem kleinen der beiden Haupttrigheits-
momente, also nicht von der Summe beider, wie die éltere Lehre von der
Drehungsfestigkeit angab.

Die letztere schuf urspriinglich ihre Entwicklungen, welche davon
ausgingen, dafl die Schubspannungen proportional mit dem Abstande
des Querschnittselementes von der Stabachse wachsen und senkrecht
zu diesem Abstande stehen, allerdings nur fiir die in § 32 behandelten
Querschnitte; hierfiic war sie auch zutreffend. Thre Ubertragung auf
andere Querschnitte war unzulissig.

Die Gleichung 11 enthiilt die Beziehung 3 und 4, § 32, je als be-
sonderen Fall in sich. KEs wird fiir

d d
a:b—:? ﬁ-nzb“:—;
o dt — dyt
MyStgte 3
und fiir d, — 0
Md_ﬂii-l- k,d?

Die SchluBbemerkungen zu § 32, betreflfend das paarweise Auftreten
der Schubspannungen usw., gelten auch hier, iiberhaupt sinngemil fiir
alle auf Drehung beanspruchten Kérper.

Hinsichtlich der Iolgen, welche eine Hinderung der oben unter
Ziff. 1, c festgestellten Querschnittswolbung mit sich bringt, sei auf § 34,
Ziff. 3 verwiesen.
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§ 34. Stab von rechteckigem Querschnitt.
1. Formiinderung.

Nach dem Vorgange in den Paragraphen 32 und 33 wird ein Prisma
von rechteckigem Querschnitt (60 mm breit, 20 mm stark) hergestellt
und jede seiner 4 Mantelflichen in Quadrate von 5 mm Seitenlinge ein-
geteilt. Unter Einwirkung der beiden Kriftepaare, welche sich an dem
Stabe das Gleichgewicht halten, geht derselbe in die Form Iig. 1,
Taf. X iiber.

Wir erkennen folgendes:

~ a) Die Quadrate haben ihre urspriingliche Form mehr oder minder
verloren und rhombenartige Gestalt angenommen.

Die Querlinien schneiden mit ihren iuBersten KElementen die
4 Eckkanten des Stabes senkrecht, wie dies urspriinglich jede der friiher
geraden Querlinien in ihrer ganzen KErstreckung tat; dagegen indert
sich die Rechtwinkligkeit zwischen Quer- und Lingslinien um so mehr,
je nither die letzteren der Seitenmitte liegen. Die Anderung des rechten
Winkels, d. h. die Schiebung (§ 28), betriigt hiernach in den Kanten des
Stabes Null, wiichst von da zuniichst ziemlich rasch, sofern die breite
Seitenfliche ins Auge gefafit wird, und erreicht fiir simtliche Seitenflichen
in deren Mitten ausgezeichnete Werte, von denen derjenige in der
Mitte der breiten Seitenfliichen der groBere ist. Die grifite Schiebung
findet hiernach in denjenigen Punkten des Stabumfanges
statt, welche der Achse am nichsten liegen.

b) Die urspriinglich ebenen Querschnitte haben sich gewdlbt.

¢) Die beiden Hauptachsen eines Querschnittes sind in der ur-
spriinglichen Ehene geblieben. (Fiir einen Querschnitt ist dessen
urspriingliche Ebene gestrichelt eingetragen.)

d) Je die beiden Hauptachsen zweier aufeinander folgenden
Querschnitte haben sich immer um gleichviel gegeneinander
verdreht 1). i

Hinsichtlich der Wélbung der Querschnitte ist es von Interesse

zu beachten, daff der Abstand derjenigen Punkte des gewdlbten Quer-
schnittes, welche von den Seitenmitten ab und nach den Stabkanten
hin gelegen sind, von der urspriinglichen Querschnittsebene (vgl. Ziff. 3)
sich als ziemlich bedeutend erweist, und dal} infolgedessen die Aus-
bildung dieser gewolbten Form eine verhiltnismiiig grofie Zuriick-
ziehung (positive im ersten und dritten, negative im zweiten und vierten
Quadranten) der von den Seitenmitten abgelegenen IFasern gegeniiber

1) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. Vgl. auch die
erste Fullbemerkung zu § 52, Ziff. 2, b.



Fig.2, § 34, S.313.

C.Bach, Elastizitit. 6, Aufl.

23.

5 S.3

fig. 15, § 3

Taf. XI.
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der friitheren Querschnittsebene zur Folge hat. Wie ersichtlich, ist die
Weélbung erhaben, d. h. der Abstand der einzelnen Querschnittselemente
von der Grundebene hat sich vergroBert in denjenigen diametral zuein-
ander liegenden beiden Querschnittsvierteln, gegen deren lange Seiten
die Kriifte des drehenden Kriiftepaares gerichtet sein miifiten, wenn
hierdurch die stattgehabte Verdrehung bewerkstelligt werden sollte.
In den beiden anderen Querschnittsvierteln ist die Wolbung vertieft,
d. h. der Abstand der einzelnen Querschnittselemente von der Grund-
ebene hat sich verkleinert.

Die Stirnflichen des verdrehten Prisma werden hiernach zeigen
(vgl. Taf. X, Fig. 1, unten rechts)

im Viertel 1 erhabene Wolbung
3 . 2 vertiefte
= v 3 erhabene

+ 4 vertiefte :

Ist fiir den rechteckigen Stab o = h, d. h. handelt es sich um
einen quadratischen Querschnitt, so nimmt derselbe bei der Ver-
drehung die Form Fig. 2, Taf. XI an. Dieselbe bestiitigt das oben
unter a) bis d) Erkannte durchaus. - Nur hinsichtlich der Waolbung der
Querschnitte tritt insofern eine Anderung ein, als hier alle Seiten gleich
grol sind, und deshalb kein Grund {'orlitwgt-, weshalb sich das eine Viertel
anders verhalten soll wie das andere, wenn die Krifte, welche das vor-
handene Kriiftepaar liefern, auf den durch die Verdrehungsrichtung be-
stimmten 4 Halbseiten wirkend gedacht werden. Tatsichlich weist Fig. 2,
Taf. XI nach, dafi fiir quadratischen Querschnitt (vgl. IMig. 2) bei der
angenommenen Verdrehungsrichtung die Waélbung eine erhabene ist
in den Achteln 1, 3, 5 und 7, dagegen eine vertiefte in den Achteln 2, 4,
6 und 8. Auler den beiden Symmetrieachsen verbleiben noch die zwei
Diagonalen in der urspriinglichen Querschnittsebene und damit auch die
vier Eckpunkte. Die hierdurch ansgezeichneten vier Linien weisen nach
Ziff. 2 noch die weitere Eigenschaft auf, dafl die in ihren Punkten wirken-
den Schubspannungen senkrecht zu ihnen gerichtet sind.

Die Erkenntnis dieser eigenartigen Forminderungen der Quer-
schnitte ist unter Umstinden von groller praktischer Bedeutung,
wie unter Ziffer 3 am Schlusse dieses Paragraphen niiher erortert
werden wird.

2. Schubspannungen.

Da die Schubspannungen in den Querschnittselementen der Um-
fangslinie unter der Voraussetzung, dafi duBere Kriifte hier nicht auf
die Mantelfliche des Stabes wirken, nur tangential an diese Linie ge-
richtet sein konnen, so miissen sie auf der Begrenzungsstrecke A4(,
Fig. 1, Taf. X oder Fig. 3, in die Richtung AC fallen, ebenso auf der
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Strecke BC in die Richtung BC. Demgemill ergeben sich im I'lichen-
element €' (Eckpunkt) des Querschnittes, da dasselbe sowohl der Linie AC
wie auch der Linie BC angehort, zwei senkrecht zueinander gerichtete
Schubspannungen, welche eine Resultante liefern miifiten. Dieselbe
hiitte jedenfalls die Forderung zu befriedigen, dall sie gleichzeitig in
die Richtungen von AC und BC falle. Dieser Bedingung kann sie nur
entsprechen, wenn ihre Grofie Null ist. Infolgedessen mufl die Schub-
gpannung in C' selbst Null sein. Aus diesem Grunde werden sich die in
den Querschnittselementen AC wirkenden Schubspannungen von A
nach €' hin bis auf Null vermindern miissen; ebenso werden die in BC'
tiitigen Schubspannungen von B nach €' bis auf Null abzunehmen haben.

Die Richtigkeit dieser Erwigungen wird voll bestitigt durch
die oben unter Ziff. 1, a angegebene Beobachtung. Dort war festzustellen,
daBl die Schiebungen in den Kantenpunkten, d. h. in ¢ Null waren,
nach der Mitte der Seite, d. h. nach 4 bzw. B hin erst rasch und dann
langsamer wuchsen, entsprechend einem Verlaufe etwa nach der Kurve
CH, Fig. 3, die erhalten wird durch Ermittlung der Anderungen der ur-
spriinglich rechten Winkel; demgemili werden sich auch die Schub-
spannungen von € nach 4 hin dndern.

Zum Zwecke der Bestimmung der letzteren erinnern wir uns, dafl
beim elliptischen Querschnitt (§ 33) die im beliebigen Punkte P wirkende
Spannung 7 die beiden Komponenten t, und =, lieferte, fiir welche galt

gl Ay T, = Bz

Hier werden =, (senkrecht zur y-Achse) und 7, (senkrecht zur
z-Achse) in entsprechender Weise von » und z abhiingen miissen. Dort
waren 4 und B konstante Grofien, withrend sie hier verinderlich sein

b
miissen, da ja 1, fiir y = v nach C' hin bis auf Null abzunehmen hat,

ebenso T, fir z = 5
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Wird die Schubspannung in der Mitte der langen Seite, d. h. in
A mit 1/, diejenige in Punkt P/, welcher im Abstande z von 4 auf der
Strecke AC' gelegen ist, mit ©” bezeichnet und AH = /o, P'P” = 7’ ge-
macht; wird ferner in Anlehnung an § 38, Fig. 4, dem Anderungsgesetz
der Schubspannungen in der Linie 4C, d. h. dem Verlaufe der Linie
CP"H, die einfachste Kurve, die gewdhnliche Parabel mit /7 als Scheitel
und 4 als Hauptachse zugrunde gelegt, so folgt nach dem bekannten
Satz, dal sich bei der Parabel die Abszissen verhalten wie die Quadrate
der Ordinaten

Demgemii3 setzen wir fiir den Faktor 4 in der Gleichung 7, = Ay

) (2 2\2] ] (22\%
A= ig 1—( = m ]_(h

4 h
und ganz entsprechend fiir B in dem Ausdruck =, = Bz

\ !

L 2 g\ % . 2 @a
B=dv, |1 (b) —ﬂ.l] (b] :

L LR

wenn ¢, d, m und n Konstante sind, und 7/, die Schubspannung im Punkte
B bezeichnet.

Die Gleichungen
T = Ay .= Bz
liefern, da A4 fiir z = 0 und B fiir y = 0 konstant, die in Fig. 4 darge-

stellte Spannungsinderung. Somit nach dem in der FuBlbemerkung
S. 304 und 305 ausgesprochenen Satz

A e bl
U TR
; e

T,= T

b o



316 Y

. Drehung.

Es ergibt sich

T, = m |.|. — (—2;}1)3| s }

= T
rz—n'.l (!))-

und in ganz gleicher Weise wie in § 33, Ziff. 2
=] . H]

_\‘(Tz;df'y 15 ’»'zdf.z\) = M,

= : e\, s (2y\eT.,
= m -\' 1 ( 'h ) lf/ t‘ff | n '\ I 1 — (\T'I) |;.'. (1’!1
= 1 A 1 b — m. BN (e ]
Hy=ns m b h + --i?n h h '(k: F e )\ y*z*df.
Wegen
b h
. A 2 1
gzt df = \ y? dy \ e = — b4
: S Gl .
wird

I 1 , 1 {m 0 >
M, = 13 ™ H3 h -+ 12" b hd— 36 (}_r -+ F) hEhe s
Nun ist

P
fiir den Punkt 4, d.i. y = })— und z = 0,

womit nach der ersten der Gleichungen 1

'
= Ei aoder m = _2 4.
a 9 e e b

und

fiir den Punkt B, d.i.y = 0 und z = L

- r
LR Tb’
infolgedessen nach der zweiten der Gleichungen 1
hy 2 7' 26,
Ty = e oder n = e
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Hiermit gehen die Gleichungen 1 und 2 iiber in

9

P T _] T— 227 2
S i ( h J Y
: 1 24\
vo= 2+ — |1 — AR T e e )
z 1) 1 ( b ? )
Feilr) [ 2y\?]
= 27 —_— e
a2 1 ( ) ) z

beziehungsweise

DS
ﬂ:’{d == 9— * % bt h 4-)
Gleichung 4 fithrt zu
12 . 9 My 2
M, <-g5kb*h oder k> <5 ;t PR ) |

1) Dieses Ergebnis ist nur mit der Anniherung richtig, die aus dem Gange der
Entwicklung folgt. HEs entspricht deshalb auch den im Abschnitt 9 enthaltenen
allgemeinen Gleichungen nicht. Die strenge Losung, wie sie auf Grund der letzteren
zuerst von Saint - Venant gegeben worden ist, wurde bereits im Vorwort zur
arsten Auflage beriithrt (vgl. auch 8. 340 u, {. sowie die Arbeit des Verfassers in der
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 137 u. f.).

Nach der Losung von Saint - Venant ist der Zahlenwert 4,5 der zweiten
der Gleichungen 5 abhiingig von dem Seitenverhiiltnis i: b, Wird allgemein fiir
die Schubspannung im Querschnittspunkt A4 (Mitte der langen Seite) gesetzt

Mg

Tmaz -‘—'f,"‘h”r S e T T

. 3 ’ " - .
so kann aus den Ergebnissen der Saint- Venant schen Entwicklungen mit

Anniherung
2.6 -
Y= 3 04'._—'—1{" 7)
yEo | b
gesetzt werden. s ist
fiir . PR i boss i 2 4 10
nach Saint - Venant il,f' = 4,80 4,07 3,55 3,20
nach Gleichung 7 . . ¢ = 4,79 4,06 3,08 3,26

Fiir die GesetzmiiBiglkeit, nach der sich die Schubspannungen in der Linie AC
Fig. 3 iindern, ergibt die Saint - Venant'sche Losung gleichfalls eine von
der oben zugrunde gelegten Parabel erheblich abweichende Kurve. Fiir den
um z von der Mitte 4 abstehenden Punkt der langen Seite AC nihern wir
uns den Werten Saint - Venants, wenn gesetzt wir_d

22 :’ +1

()

1— 8)

T = Tmar

roring T die Schubspannung in 4 nach Gleichung 6 und 7 bezeichnet.
worin Tyqp die Schubsy g £
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Die grofite Anstrengung tritt hierbei auf in denjenigen
Punkten der Umfangslinie des Querschnittes, welche der
Stabachse am nichsten liegen.

(Vgl. das unter Ziff. 3 Erorterte).

Fig. 5.

Um ein Bild der Spannungsverteilung iiber den rechteckigen Quer-
schnitt zu erhalten, sind in Fig. 5 die Spannungen fiir einige IFlichen-
streifen eingetragen. Hs werden dargestellt die Schubspannungen

fiir die in der Linie (4 liegenden Querschnittselemente durch

die wagrechten Ordinaten der Kurve OH,

fiir die in der Linie C'B liegenden Querschnittselemente durch

die senkrechten Ordinaten der Kurve C.J,

fiir die in der Linie 04 liegenden Querschnittselemente durch

die zu 04 senkrechten Pfeillinien,

fiir die in der Linie OB liegenden Querschnittselemente durch

die wagrechten Ordinaten der Geraden OK,

fiir die in der Linie OC liegenden Querschnittselemente durch

die geneigten Ordinaten der Kurve OMC.

Die letztere Linie folgt aus den Gleichungen 3 unter Beachtung,
daf} fiir die Punkte der Diagonale OC'

Al

2 h

ist. Hiermit ergibt sich dann fiir die einzelnen in OC gelegenen Fliichen-
elemente

In neuerer Zeit haben sich die Arbeiten von Prandtl (Physikalische Zeit-
schrift 1903, 8. 7568 u. f., Jahreshericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung
1904, 8. 31 u.f.), Henneberg (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 51. Bd.,
1004, 8. 225 u. f.), Gotzke (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1909,
8. 035 u. f.), u. a. mit der Aufgabe befalit. Doch ist ein wesentlicher Fortschritt
gegeniiber dem, was bereits de Saint - Venant ermittelt hatte, in ihnen nicht

enthalten.
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T

& ¥ : -

d. h. die Schubspannungen sind parallel gerichtet, und .

P 7
, [ 2y ) Ty ./ b
=97 [1— Yy
Ta ( e i A (l )
Fiir
y = 0,677 %

erlangt 7 seinen grofiten Wert.

Im Ialle b = h, d.i. fiir den quadratischen Querschnitt, stehen die
Schubspannungen senkrecht auf den Diagonalen.

Hierbei ist im Auge zu behalten, daf} diese Schubspannungen immer
paarweise auftreten und deshalb gleichzeitig in der Ebene des Quer-
schnittes und in senkrecht dazu stehenden Kbenen wirken.

(Vgl. Schlufibemerkung zu § 32.)

Die Beziehungen 3, § 32 (Kreis), 4, § 32 (Kreisring), 7, § 33 (Ellipse),
11, § 33 (Ellipsenring) und 5, § 34 (Rechteck) lassen sich auf die gemein-
same Form

(¢
M, xm!(d{ i i e R R S e )
bringen, worin bedeutet

M, das Moment des drehenden Kriftepaares,

¢ das kleinere der beiden Hauptirigheitsmomente,

b fiir den Kreis den Halbmesser, fiir die Ellipse die kleine Halbachse,
fiir das Rechteck die kleinere Seite,

kg die zulissige Drehungsanstrengung,

o einen Zahlenwert, welcher betrigt

fir den Vollkreis und den Kreisring mit b = —-o = 2,

fiir die Vollellipse und den Ellipsenring @ =2,
] 1

fiir das Rechteck Q= 3—}

Auf dieselbe Form, Gleichung 9, 1i3t sich auch der Ausdruck fiir das
gleichseitige Dreieck

M, = 55k, b ?)

1 Vgl Fulibemerkung 8. 317.
3§, u, a. Herrmann, Zeitschrift des dsterr. Ingenieur- und Architekten-
verpines 1883, S. 172
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sowie derjenige fiir das gleichseitige Sechseck

T I.']'(ng kb Y),
worin je b die Seitenlinge bezeichnet, bringen.
Es ist dann
o = 1,385 (Dreieck),
beziehungsweise
o = 1,694 (Sechseck).

Die Gleichung 9 spricht deutlich aus, dafi die Widerstands-
fihigkeit gegeniiber Drehungsbeanspruchung von dem
kleineren der beiden Haupttrigheitsmomente bestimmt
wird, dall also das gréfiere nicht in Betracht kommt. -

3. Gehinderte Aushildung der Quersehnittswilbung.

Unter Ziff. 1 erkannten wir, dall die urspriinglich ebenen Quer-
schnitte des rechteckigen Prisma infolge Einwirkung des Drehungs-
momentes in gekriimmte Flichen iibergehen. Iiir den Fall, dafi der
Querschnitt langgestreckt war wie bei Stab Fig. 1, Taf, X, fand sich,
daB die Strecken, um welche hierbei die einzelnen, von den Seitenmitten
abgelegenen Querschnittselemente aus der urspriinglichen Querschnitts-
ebene herausgetreten waren, verhiltnismiflig bedeutend ausfielen. (Ver-
gleiche daselbst die gestrichelte Linie, welche die urspriingliche Ebene
des jetzt gewolbten Querschnittes angibt; das Achsenkreuz ist beiden
gemeinsam.)

Solange der auf Drehung in Anspruch genommene Korper durchaus
prismatisch ist, hat diese Kriimmung der Querschnitte in der Regel ein
bedeutendes Interesse fiir den Ingenieur nicht ®). Ganz anders gestaltet
sich jedoch die Sache, sobald diese Voraussetzung nicht mehr erfiillt ist.

Handelt es sich beispielsweise um einen Korper, wie in § 35, Ifig. 1,
dargestellt, der an seinen Enden Platten triigt, durch welche die beiden
Kriiftepaare, die sich an ihm das Gleichgewicht halten, auf den mittleren
prismatischen Teil wirken, so bietet sich da, wo dieser an die Platte an-
schlieBt, der Querschnittskriimmung ein Hindernis. Insbesondere sind
die nach den Stabkanten zu gelegenen Fasern, Fig. 1, Taf. X, gehindert,
um den verhiltnismiliig bedeutenden Betrag, den die erhabene Wolbung
verlangt, von der Platte sich zuriickzuziehen. [nfolgedessen entstehen in

1) 8, u. a. Herrmann, Zeitschrift des Gsterr. Ingenieur- und Architekten-
vereines 1883, S. 172,
%) Vgl. FuBBbemerkung 1, 8. 321.
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allen denjenigen Querschnittselementen, welche unter Einwirkung des
Drehungsmomentes bestrebt sind, ihre Entfernung von der Grundebene
zu vergroBern (sich erhaben zu wolben), d. s. die Rechtecksviertel 1 und 3,
Iig.1), Zugspannungen, wiihrend in allen denjenigen Querschnittspunkten,
welche bestrebt sind, den bezeichneten Abstand zu verringern (sich vertieft
zu wolben, d. s, die Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1), Druckspannungen
wachgerufen werden. Sind diese Normalspannungen geniigend grof,
so kann der Bruch, obgleich die iuBeren Kriifte nur ein auf Drehung
wirkendes Kriiftepaar ergeben, durch ZerreiBen der am stirksten ge-
spannten IFasern veranlafit werden.

Einer dufleren Zug- oder Druckkraft bedarf es nicht, da die Zug-
spannungen in gewissen Querschnittsteilen (Rechtecksviertel 1 und 3.
Fig. 1) durch Druckspannungen in den anderen Querschnittselementen
(Rechtecksviertel 2 und 4, Tig. 1) im Gleichgewicht gehalten werden.

In solchen Fillen der mehr oder minder vollstindig gehinderten
Ausbildung der Querschnittswolbung riicken die gefihrdetsten Stellen,
welche bei Nichthinderung dieser Ausbildung mit denjenigen Punkten
des Querschnittumfanges zusammenfallen, welche der Stabachse am
niichsten liegen, von der letzteren fort; beispielsweise in Fig. 1 von 4
nach C' hin, Bei langgestreckten Querschnitten werden sie sehr rasch
von A nach ¢ hin vorwiirtsschreiten.

Beim quadratischen Querschnitt, Iig. 2, Taf. XI bleibt C
in der urspriinglichen Querschnittsebene; infolgedessen ist es ausge-
schlossen, dall bei Gleichartigkeit des Materials die grofite Anstrengung
in oder nahe bei ¢ auftritt. Sie ist — allgemein — da zu suchen, wo die
(Gesamtinanspruchnahme, herrithrend von den Schubspannungen, welche
durch das Drehungsmoment verursacht werden, und von den Normal-
spannungen, die infolge der Hinderung der Querschnittswolbung ins
Dasein treten, den grofiten Wert erlangt. Bei dem quadratischen
Querschnitt wird sie — soweit dies hier ohne Anstellung besonderer Rech-
nungen beurteilt werden kann — der Mitte der Seitenflichen viel niiher
liegen als den Stabkanten. Ihre Bestimmung, welche iiberdies von dem
Grade der Vollstindigkeit der mehrfach erwiihnten Hinderung der Quer-
schnittskriimmung abhiingt, gehort in das Gebiet der zusammengesetzten
Elastizitit und Festigkeit.

(Vgl. auch den vorletzten Absatz von § 32 sowie die Bemerkungen
zu Gleichung 2, § 31, Ziff. 1.)

Die zur Berechnung von Stiiben, welche durch Drehung beansprucht
werden, in diesem und den vorhergehenden Paragraphen aufgestellten
Gleichungen sind unter der stillschweigend gemachten Voraussetzung ent-
wickelt, daB die Querschnittswolbung sich ungehindert ausbilden kann ).

1) Diese Voraussetzung trifft auch fiir genau prismnt.—isclm Stibe streng

f 21
DBach, Elastizitit. 6. Aufl.
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§ 35. Drehungsversuche.

I. Abhiingigkeit der Drehungsfestigkeit des GuBeisens von der
Querschnittsform. ;

Diese Abhingigkeit mull bei GuBeisen wegen der Verinderlichkeit
des Schubkoeffizienten £ in ziemlich bedeutendem MafBe vorhanden sein.
(Vgl. § 32).

Verfasser hat nach der bezeichneten Richtung hin eine Anzahl
von Versuchen angestellt. Uber einen Teil derselben ist in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 140 bis 145 und 162 bis 166
ausfiihrlich berichtet worden 1),

Die je unter einer Bezeichnung aufgefiihrten Versuchskérper sind
aus dem gleichen Material (bei demselben Gusse) hergestellt worden.

Gubleisen A.
Zugstibe bearbeitet.
__1655 - 1480 -+ 1601

Zugfestigkeit K = — = 1579 ke/qem.
g g z 3 g/q

a) Stibe mit rechteckigem Querschnitt, unbearbeitet.

p—— ~ —— — 50— — — — —

":%_' | ] S R s A e e T,
sl

Fig. 1.

Die Bruchfliche, Fig. 8, Taf. XII, lifit vermuten, dafi bei den
quadratischen Stiben der Bruch, der plotzlich erfolgt, in der Mitte
der Seitenfliche oder wenigstens in deren Niihe begonnen habe, wie dies
nach § 34, Ziff. 3. der Fall sein soll.

Bei den Stiben mit langgestreckter Form des Querschnittes scheint
es dagegen, als ob der Bruch, Fig. 9, Taf. XII, welcher immer in der

nicht zu; denn denken wir uns einen solchen Stab von der Liinge [ an den Enden
je auf die Erstreckung @ von den beiden Kriftepaaren ergriffen, die sich an ihm
das Gleichgewicht halten, so erkennt man, daf fiir die beiden Stirnflichen des
Stabes das verdrehende Moment gleich Null ist und erst zu Ende der Strecke =
die volle GroBe erreicht, die es fiir den mittleren Stabteil von der Liinge | — 2 x
besitzt. Es besteht somit eine gewisse Hinderung gegeniiber der Querschnitts-
wilbung, die sich auf einer Strecke grofler als @ geltend machen muf.
1) Siehe auch ,,Abhandlungen und Berichte** 1897, S. 80 u. f.
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Fig. 8, § 35, S. 322.
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Durchsehnittliche Drehungs-
Abmess Vg
W 5 essungen fostigkeit K,
Mg Bemerkungen
Ak
verhiilinis l b h k] EXTY s
em cm cm kg/qem

4 Stibe 53 3,15 3,20 2228 1,42 Bruch erfolgt im

b:h=1:1 prismatischen Teil,

2 g Fig. 8, Tafel XII.

(Vgl. auch Fig. 15,
Taf. XI, Beton-
[ kérper.)

4 Stibe 56 | 3,13| 7,82| 2529 1,60 | Bruch erfolgt in
b:h=1:925 der Nihe der einen
3 it = 12 oder anderen End-

platte, Fig. 9, Tafel
| XII.
4 Stibe 56 | 3,08{15,07 2366 1,50 Desgl.
ditih =15

3 Stibe | 54 | 1,66(1513| 2508 | 1,59| Desgl.

bishi—19

Niihe einer der beiden zum Einlegen in die Priifungsmaschine dienenden
Endplatten erfolgte, von aulien, d. h. von einer Ecke oder in deren Niihe,
seinen Anfang genommen habe.

Jedenfalls ist hieraus zu SC]IIILBLII dafy Kﬂ, fiir die Stibe mit lang-
gestrecktem Querschnitt zu klein elmlttelL wurde. Ferner erkennen wir,
als durch den Versuch nachgewiesen, dall ein auf Drehung bean-
spruchter Korper, dessen Querschnitt in der einen Richtung
eine wesentlich gréflere Erstreckung besitzt als in der an-
deren, da, wo in Richtung der Stabachse der schwichere
prismatische Teil an einen stirkeren anschliefit — wie im
vorliegenden Falle das rechteckige Prisma an die Endplatten — die
Anstrengung keine reine Drehungsbeanspruchung mehr ist,
dafl vielmehr daselbst auch Normalspannungen auftreten.
(Vgl. § 34, Ziff. 3.)

b) Stibe mit kreisférmigem Querschnitt.

e e e —— — -

21
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Dok Dl‘el‘wn gs
festigkeit K
S€ d
Bezeichnung st 16 Mg 70 Bemerkungen
d X ST z
cm kg/qem
3 Stibe, unbearbeitet | 10,23 | 1618 1,02 | Brucherfolgtpltz-
' lichim prismatischen
Teil.
W : ite 0.6 BE 108 Desgleichen siehe
1 Stab, bearbeitet .6 | 1655 1,05 Fig. 10, Taf, X117,
|

Von hohem Interesse erscheint die Bruchfliche des linken Stiickes
der Fig. 10, Taf. XIII. Deutlich sprechen hier die kleinen, der Lings-
fuge anhiingenden Bruchstiicke dafiir, dafl die Trennung schliefilich —
nach vorhergegangener Rifibildung unter 45° — durch Abschiebung in
angeniihert axialer Richtung erfolgt ist (vgl. Fig. 5, § 32, sowie das in
§ 32 am Schlusse Bemerkte).

Ein Einfluff der Entfernung der GufBhaut auf die Drehungsfestig-
keit kann nicht festgestellt werden, da diese fiir die drei unbearbeiteten
Stiibe zwischen 1574 und 1683 kg/qem schwankte.

¢) Hohlstibe mit kreisformigem Querschnitt, unbearbeitet.

Fig. 3.

Drehungsfestigkeit

Durchmesser ¥
ezolchnung d a K, e d'——d‘,_ c.l: Kz semerkungen
em cm kg/qem |
3 Stabe |. 10,2 | 6,97 1297 0,82 Bruch erfolgt plitz-
i [ lich im prismatizchen
Teil.

Hinsichtlich der Bruchfliche vgl. die zu ,Gulleisen B gehorige

Fig. 11, Taf. XIII.

Die Drehungsfestigkeit niahert sich dem Werte, welcher nach
(Hleichung 6, § 31, zu erwarten ist, entsprechend dem Umstande, daf} die



Fig. 10, § 35, S. 324,

Fig. 11, § 35, S. 324 und 335.
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Drehungsbeanspruchung hier der einfachen Schubanstrengung ziemlich

nahe gekommen ist. Fir d, = d wiirde die Drehungsanstrengung
vollstéindig dieselbe sein wie die Inanspruchnahme auf Schub.

d) Hohlstibe mit quadratischem Querschnitt, unbearbeitet.

TR

_____ —R e — —

Fig. 4.

Drehungsfestigkeit

Seitenliinge
S SR AR M, Ky s
pzolchnung R DIl T P AL ¥
ezl g - . K =4, atgt rI i K, emerkungen
em em kf:{."'g cm |
| i T it |
4 Stibe | 6,21 | 3,16 | 1988 v 113 Bruch erfolgt plitz-
T Cay arliiit lich im prismatischen
| . = Teil, Fig. 12, Taf. XIV.

Die Bruchflache, Iig. 12 (Taf. KI.\-"}:'berechtigt zur Vermutung, dal}
der Bruch in der Mitte der Seite begonnen habe.

Vergleicht man die Drehungsfestigkeit bei vollquadratischem
Querschnitt (a) mit derjenigen bei hohlquadratischem, so findet sich

2228 : 1788 = 1,25 : 1,
Derselbe Vergleich fiir Vollkreis (b) mit Kreisring (¢) ergibt
L8182 1207, =1 951

3

also dasselbe.

Beide Vergleiche lehven, dafl das nach der Stabachse zu
gelegene Material (Gulieisen) bei der Drehung durchaus
nicht so schlecht ausgeniitzt wird, wie man dies anzu-
nehmen pflegt.

Nach § 32 war, da fiir Gulieisen der Schubkoeffizient 8 mit zu-
nehmender Spannung wiichst, dieses Irgebnis zu erwarten.

Es entspricht dies ganz dem Ergebnisse, zu welechem die Erorterungen
in § 20, Ziff, 5, sowie die Versuche § 22, Ziff. 2, bei Biegungsbeanspruchung
des GuBeisens fithrten.
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e) Stibe mit [-formigem Querschnitt, unbearbeitet.

I
T
L
T 9
el —— e —— 540 — —— — — — . a-
1
&
Et“__ — —-500 — _-___$
At s e e U e
| 1
Lfm 1

Fig. 5.

) Verhidltnis b:h = ~ 1:1,5.

Abmessungen Brachinornant
Xz b h b ho Ma
em em “em. cm kg . em
1 10,3 161 9 %6 11,9 34 000
10,25 15,15 8,6 11,95 33 750
3 10,3 15,2 8,6 12,0 35500

Der Bruch beginnt damit, dafi gleichzeitig oder unmittelbar auf-
einander folgend die beiden Querrippen von aufien einreiflen, und zwar
die eine bei m, die andere bei n, also diametral gegeniiberliegend. Die
Drehrichtung des Momentes ist hierbei derart, dafl — von Platte 4 nach
Platte B gesehen — A in der Richtung des Uhrzeigers verdreht wird.

Die oben eingetragenen Werte von M, sind die Drehungsmomente,
welche sich unmittelbar vor diesem Einreillen der Querrippen ergaben.
Sobald letzteres erfolgt, sinkt die Schale der Kraftwage, entsprechend
einer Verminderung des Momentes, welches auf den Stab wirkt. Fiir den
Stab Nr. 3 wurde diese Verminderung bestimmt, weshalb dessen Verhalten
noch kurz beschrieben werden soll.

Stab Nr. 3.

Bei M; = 35500 kg . em reiflen die Querrippen an den zwei Stellen
m und 7 von aullen ein, das Drehungsmoment sinkt auf 25250 kg . em.
Unverletzt ist in dem Querschnitt bei m beziehungsweise n noch der
innere Teil der nur aullen (auf reichlich die Hilfte) gerissenen Querrippe,
der Steg und die andere Querrippe bei o beziehungsweise p. Bei fort-
gesetzter Verdrehung steigt das Moment auf 35250 kg . em und nimmt
dann wieder ab. Der Bruch der Querrippe bei n beginnt sich in den Steg
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hinein zu erstrecken, schlieBlich bricht dieser und bald auch die andere
Querrippe bei p.

B) Verhaltnis b:h = ~1:3.

Abmessu n.g en |; Bruchmoment

2h b s U Byl oM N
em om cm em | kg. em I]I kg .cem

5,2 15,2 3,5 12,0 27 250 o
2 5,2 15,2 3.5 12,0 26 750 | 27 750
3 5,2 15,3 3,5 12,0 I. 24000 | 25500

Bruch erfolgt in édhnlicher Weise, wie unter o erértert.

Bei dem Drehungsmoment M, reiflen die Querrippen an zwei
einander diametral gegeniiberliegenden Stellen (m und », Fig. 5) von aufien
ein, das Drehungsmoment sinkt ein wenig (z. B. bei Nr. 3 von 24000
auf 23000, also um weit weniger als beim Einreiflen der Stibe unter o,
fiir welche die Breite & rund noch einmal so grof} ist). Mit Wiederauf-
nahme der Verdrehung steigt es auf M’; > My, den Bruch herbei-
fiithrend. Der Bruch des Steges, welch letzterer noch unterstiitzt wird
durch die zweite unverletzte Querrippe desselben Querschnittes, fordert
also ein etwas grofleres Drehungsmoment, als zum Einreifien der einen
Querrippe des unverletzten Stabes notig ist; der Stab trigt dem-
nach mit eingerissener Querrippe mehr als im unverletzten
Zustande.

Fiir den Versuch Nr. 1 unter o wiirde Gleichung 9, § 34,

mit ¢ = Y und bei Ersetzung von k, durch K, liefern

_ 3 M, _ 3 34000
47 86~ & ,b28

10,3 = ~ 290 kg/qem.

Fiir den Versuch Nr. 1 unter p wiirde die Gleichung-9, § 34,
ergeben
3 Mg 3

B 8100 8

5,2 = ~ 880 kg/qem.

Werden diese beiden fiir K, erlangten Werte mit der Drehungs-
festigkeit rechteckiger Stibe verglichen (a), so ergibt sich, dall die
Gfleit‘-hung 9, § 3{ fiir Kérper mit Querschnitten der hier
vorliegenden Art unbrauchbar ist; denn um auf eine Spannung
zu gelangen, wie sie der Drehungsfestigkeit rechteckiger Stiabe entspricht,
miilite ¢ im ersteren Falle (200 kg/qem) 8 mal, im letzteren (880 kg/qem)
dagegen reichlich 21/, mal so grofl genommen werden.
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Wiirde man beim Stab Nr. 1 unter o die Querrippen umlegen und
an den Steg anschliefien, so dal ein rechteckiger Querschnitt erhalten
wiirde von der Héhe 2 4+ 20, = 15,1 4 2.8,6 = 323 cm bei einer
durchschnittlichen Breite von

hi(b—by) + 2by (B — k) 151.1,7 4 172.1,6

R — 1,64 cm,
b+ 2b, 32,3 sy

1
so wiire mit K,; = 2500 kg/qem (wie unter a fiir rechteckige Stibe von
15.1 em Héhe und 1,66 em Stirke gefunden) nach Gleichung 5, § 34, auf
ein Drehungsmoment von

2
M,= E—z}b2 hK, = s 1,642, 32,3 . 25600 = ~ 48 200 kg . cm

zu rechnen. Das wiirde

48 200 — 34000
200 30000

= 429/,

mehr sein, als der rippenférmige Querschnitt tatsiichlich vertrug.

Wird die Festigkeit des Stabes Nr, 1 unter § in Vergleich gesetzt
mit der Widerstandsfahigkeit, welche sein Steg allein besitzen wiirde,
d. h. mit

M. = 2 (5,2 —3,5)%.15,2. 2500 = ~ 24400 kg . cm

M, g (5 0)%. 15,2 . 2 24 400 kg . em,
so findet sich, dal} der Stab Nr. 1 unter $ nicht wesentlich mehr trigt
(M; = 27250 kg . em) als der Steg fiir sich ohne Querrippen.

Wir erkennen hieraus, dafB die untersuchten Stibe mit
L-féormigem Querschnitt gegeniiber Drehungsbeanspruchung
verhiltnismifig wenig widerstandsfihig sind. (Vgl. unter
Gulleisen B, d.)

fy Stibe mit I-f6r1r11g0111 Querschnitt, unbearbeitet.

- e 5WO ____.,.__..._,!
.-__*'_41‘
s i R
1k
- 500 — — === o
]
_— ﬂl

Fig. 6.
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) Verhiltnis b: h= ~1:15.

Abmessungen | Bruchmoment

a5 b ) B 5 M, M
cm em cm cm kg.em | kg.em

|
1| 101 |.151 | 86 | 11,9 | 45000 | 52500
2 | 102 | 152 | 86 12,0 | 55000 | 63000
3 10,3 ‘ 15,2 8,7 12,0 | 46500 | 59000
! !

Bruch gesund.

Bei M, reifien gleichzeitig oder unmittelbar aufeinander folgend
die Querrippen an 4 Stellen von auflen ein. Ist der Drehungssinn des
Momentes derart, daf beim Sehen von der Platte 4 gegen die Platte B
hin 4 in der Richtung des Uhrzeigers gegeniiber B verdreht wird, so
reilt die untere Rippe rechts bei n, links bei u, die obere rechts
bei m, links bei » von aullen ein. Mit diesem Einreifien sinkt das Mo-
ment nur sehr wenig. Bei Fortsetzung des Versuchs steigt das Moment
auf M’y welches wesentlich grofier ist als My, fiihrt in dieser Gréfle den
Bruch des Steges und damit des Stabes herbei. Derselbe trigt dem-
nach mit eingerissenen Querrippen bedeutend mehr als im
unverletzten Zustande.

B) Verhiltnis b: h= ~ 1:3.

Abmessungen RBruchmoment
Nr. | 3 g SR

: b | i | by I hy My -“1"{;}
om ! cm ! cm cm kg.em | kg.oem

| | -
R o e T R 11,9 | 32500 | 33750
2 5.0 152 | 34 120 | 30750 | 32250
3 5.0 15,1 | 3.4 11,9 28750 | 30 750

|

Bruchfliche bei 1 und 2 gesund, bei 3 gesund bis auf eine un-
bedeutende Stelle.

Bruch erfolgt in ganz ihnlicher Weise, wie unter o erortert. Bei
M, beginnt das Einreifien der Querrippen, M, bringt den Steg und
damit den Stab zum Bruche.
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v) Verhidltnis b:h= ~ 1:6.

Abmessungen Bruchmoment
Nr. | ' M
: b h b ho 8
cm em cm cm kg. em
iRl
1 ZoNSEED ] 0,9 12,0 25 250

Bruch erfolgt plotzlich. Bruchfliche bis auf eine sehr kleine Stelle
gesund. :

Wird K, auf Grund der Gleichung 9, § 34, mit ¢ = 3

fiir die Stabe Nr. 3 unter «, Nr. 1 unter § und Nr. 1 unter <
berechnet, so findet sich

3 46500
= —— = 609 kg/qe
A 3 995 10,3 kg/qom,
3232500 = :
K{i = e b = 1641 kg/qem,
3. 25250
= —. 2,6 = 2012 kg/qom.
K, 3 813 2,5 912 kg/gqem

Aus der Verschiedenartigkeit und der absoluten Grofie dieser Werte
erkennen wir, daB auch fiir T-Querschnitte die Gleichung 9,
§ 34, nicht verwendbar erscheint.

Wiirde man die Querrippen umlegen und an den Steg anschlieBen,
so daf} je ein rechteckiger Querschnitt von

der Hohe 15,2 + 2.8,7 = 32,6 em, der Breite 1,6 em, bzw.
151k 2284 =919 5 gyl Tia
1611 20.0,9. =160 iy S 2l B
~ sich ergiibe, so wiire mit K, = 2500 kg/qem nach Gleichung 5, § 34,
auf ein Drehungsmoment zu rechnen von

2 2
Md = 9 b2 b KFI = T 1,62, 32,6 . 2600 = ~ 46360 kg . cm,
bzw.
9
M, = 0" 1,62. 21,9 . 2500 = ~ 31150 kg . cm,
bzw.
D)
M, = ; 1,62. 16,9 . 2500 = ~ 24 040 kg . cm.
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Der Versuch ergab
46500, bzw. 32500, bazw. 25250,
also nur wenig hiervon verschieden, so daf ausgesprochen werden darf,
daB die untersuchten [-férmigen Querschnitte hinsichtlich
des Widerstandes gegen Bruch durch Drehung nahezu gleich-
wertig erscheinen mit rechteckigen Querschnitten, deren
Breite gleich der Steg- und gleich der Rippenstirke s und
deren Hohe gleich der Summe k4 2 b, d. h.
2
M, = -b—de?(k-{—2bn]. N e e A )

und wenn die Stegstiirke s bedeutend abweicht von der Stiirke s, der
Tlansche

2
Mdzgf(dlrszh‘i‘zsuzbo]-' B s e L

g) Stibe mit kreuzférmigem Querschnitt, unbearbeitet.

Fig. 7
—_— # -
Abmessungen i"l”riigheit-s-. Bruch- .
) e | moment moment 4 L
Nr. = . [ Q M, | Bemerkungen
cm cm ! cm? kg. em
|
2,14 15,2 637 | 72500 Brach gesund. ;
2 2,11 15,1 616 | 73750 Bruch gesund bis au
cine ganz unbedeutende
| Stelle.

Der Bruch erfolgt in beiden Iillen plotzlich.

Uber die Bruchfliche vergleiche Fig. 13, Taf. XIV. Wie ersichtlich,
entstehen je bei dem Bruche 6 Stiicke: die beiden Endkorper sowie vier
Dreiecke, welche aus den Rippen herausbrechen.

: ; Bl
Die Gleichung 9, § 34, wiirde mit ¢ = 5 liefern

3 72500
fiir Nr. [ = — — . 1¢
iir Nr. 1 I\ﬂ, 3 637

=1

2 = 719 kg/qem,
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s M 3 73750
fiir Nr. 2 K;,= Sl 15,1 = 676 kg/qem,
also viel zu kleine Werte.
Aber auch eine einfache Uberlegung zeigt, dafi die Gleichung 9,
§ 34, fiir Stiibe mit kreuzformigem Querschnitt nicht brauchbar sein kann.
Ein kreuzformiger Querschnitt mit verhiltnismiflig geringer Rippen-
stirke s kann in der Weise entstanden gedacht werden, dali man zwei
gleiche rechteckige Querschnitte sich rechtwinklig kreuzend aufeinander
legt. Aus der Natur der Inanspruchnahme auf Drehung folgt dann ohne
weiteres, daf} der Widerstand dieses kreuzformigen Querschnittes doppelt
so grof} sein muf} wie derjenige jedes der beiden Rechtecke, sofern zu-
niichst davon abgesehen wird, daf} sich in der Mitte Teile der beiden
Rechtecke decken. Nachdem nun fiir rechteckigen Querschnitt die

Gleichung
9
M, = 5 K, b*h

als zutreffend erkannt worden ist, nach welcher die Breite b des Quer-
schnittes das Drehungsmoment im quadratischen Verhiiltnisse beein-
flufit, withrend die Hohe nur mit der ersten Potenz wirksam ist, so ergibt
sich auf Grund der eben angestellten Erwiigung fiir den kreuzférmigen
Querschnitt

)
5 K, s* (h — 8),

9
M, = T Kd 82 h 4

&)
“

= K,;s*(2h—s) ‘

2 / " e B

= —K,s*h |2 — - )

g 4 h

d. h. wie fiir einen rechteckigen Querschnitt, dessen Breite gleich der

Rippenstiirke und dessen Hohe durch Aneinandersetzen der Rippen er-

halten wird.

Zur Priifung der so gewonnenen Gleichung 2 ziehen wir die Versuchs-

ergebnisse heran. Dieselben liefern

fiir Nr. 1
72 500
K,= 45 e - = 92520 keg/
d D 9147 (2. 15,2 — 2.14) 2520 kg/qem,
fiir Nr. 2
L S
¢ = MV o8 (9 s = ) S g/gem,

Durchsch nitt __2‘73&_’-7 L_g,’thn
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Das sind Werte, die denjenigen entsprechen, welche unter a fiir
rechteckigen Querschnitt erhalten worden sind. Die auf dem Wege ein-
facher Uberlegung gewonnene Gleichung 2 liefert demnach Zahlen,
welche mit den Versuchsergebnissen in guter Ubereinstimmung stehen.

Gufieisen B.

a) Stibe mit quadratischem Querschnitt.
S. Fig. 1, I = 530 mm.

%) Unbearbeitet.

— | t
| | . | Drehungsfestigkeit
Breite | Hohe 1:?;:::1 " o 2
Nr. b I MdJ K; = 4,5—1)71—‘- Bemerkungen
cm em kg . em kg/qem
I
1 3,18 3,32 | 20750 2776 Bruch gesund.
2 3,19 3,28 19 000 2561 ” »
3 3,30 3,47 21 250 2530 's ”»
4 3,10 3,26 17 500 2514 Bruch gesund bis
auf eine blasige
Stelle. e
Durch-| ARt
schnitt | .19 3,33 2595
7 |

Aus den hierbei erhaltenen Bruchstiicken wurden 3 Zugstibe heraus-
gearbeitet,

Durch- q‘;&;‘l:l :tlt Bruch- Zugfestigkeit
N mn(;,scr _:_ N be]a;tun!.—’ K, =2: Z d? Bemerkungen
om qem kg kg/qem
1 2.38 4,45 ! 7860 1766 Bruch gesund
2 2,37 4,41 7150 1621 ” .
3 2,38 4,45 7340 1649 ”
SeAws | 2 .
Durchschnitt | 1679 |

K,: K, = 2595 : 1679 = 1,65 : 1.
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f) Bearbeitet.
Aus RohguBstiben von 38 bis 39 mm Seite gehobelt.

Quadrat- | Bruch- | Prehungsfestigkeit
i : M
N S(.;)tc mt{?;nt K; = 4,6 _b_g Bemerkungen
em kg . em kg/qem
1 3,00 17 250 2875 Bruch gesund.
3,03 16 750 2710 " ”»
3 3.22 | 21 000 - 2830 » »
4 3,20 19 250 2643 Bruch gesund big auf eine
blagige Stelle.
Durchschnitt | 2764

K;: K, = 2764 : 1679 = 1,65 : 1,
Hiernach erscheint die Drehungsfestigkeit der bearbeiteten,
also von der Gullhaut befreiten Stibe um
2764 — 2598

st TR S A 0
100 3508 6,4 %/,

grifler als diejenige der unbearbeiteten Stibe von quadra-
tischem Querschnitt.

Die Verdrehung, namentlich auch die bleibende, welche
der bearbeitete Stab bis zum Bruche erfihrt, ist wesentlich
groller als diejenige des unbearbeiteten.

(Vgl. § 22, Ziff. 4, das folgende unter b, £, sowie in diesem Para-
graphen unter ,,Gulleisen A", b Schlullsatz.)

b) Hohlstibe mit kreisférmigem Querschnitt.
S. Fig. 3.
®) Unbearbeitet.

Durchmesser | Bruch- | Drehungsfestigkeit
R RN ' M
Nt moment | . 16 Ma Bearioil ,
Nr g 4, M, Ky T, d emerkungen
em cm kg.em kg/qem
if ’ 10,2 7,0 231 500 1428 Bruch gesund.
2 10,25 6,9 243 750 1451 Bruch bis auf eine
| kleine Stelle gesund.
Durchschnitt [ 1439

K;: K, = 1439 : 1679 = 0,86 : 1.
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B) Auben abgedreht.

Urspriinglicher Durchmesser 102 mm.

ganz unerhebliche
Stelle gesund, Kern
um 1 mm verlegt,
Bruchfliche siehe
‘ Fig. 11, Taf. XIII.

Durchmesser Bruch- | Prehungsf es{}gkeit-
Nr. | moment.| .. ]_h LA i Bemerkungen
d l dy My Ky = n d!— d-“,( .
om cm kg . em kg/qem
1 9,65 ‘ 7 173 500 1360 Bruch bisauf eine

K, K, = 1360 : 1679 = 0,81 : 1.

Hiernach wiirde der bearbeitete Hohlzylinder eine etwas geringere
Drehungsfestigkeit aufweisen als die unbearbeiteten; doch kann ein
Urteil hieriiber nicht gefillt werden, da der Einfluli ungleicher Wand-
stiirke ( einerseits reichlich 12, andererseits reichlich 14 mm) das Ergebnis
tritbt, und da iiberdies durch Verringerung des iulleren Durch-
messers das Verhiiltnis d, : d -grofier geworden ist. (Vgl. unter Guli-
eisen A, c letzten Absatz, sowie Bemerkung 1 am Schlusse des § 36.)

c¢) Stibe mit L-fﬁrlnigem Querschnitt, unbearbeitet.

Mo e B — — — —— ——

Fig. 14.

o) Seitenverhiltnis & :h = 1: 1.
] Abmessungen Bruch- | Prehungsfestigkeit
— M
Nr. | moment K, = 4,5 SR Bemerkungen

! b ’ I ' 8 My d ” s*(b-4h—s)
1 QL | oxtl | em kg. cm kg/qem

1 1 10,2 10,4 2,15 | 47 250 2494 Bruch gesund bis
| auf eine ganz un-
i- erhebliche Stelle.
| s

2| 10,2 10,2 2,156 | 47 250 2520 Desgleichen,

Durchschnitt | 2507
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Bruch erfolgt plotzlich, ein dreieckiges Stiick in der Nihe einer der

beiden Endplatten bricht heraus.
(Vgl. die Versuche unter ,Gufleisen A", g, TFig. 13, Taf. XIV.)

B) Seitenverhiltnis b:h = 0,6 : 1.

Abmessungen . Bruch- | Prehungsfestighkeit
— e - g ":{
nt “td
Nr. ot |Ej = 4,5 ! Bemerkungen

b h & My d 9 8 (b+h—s)

om | em cm kg . em kg/qem |
1 6,3 10,4 2,15 | 87750 2526 Bruch gesund.
2 | 60 10,3 2,10 | 35000 2515 Desgl. bis auf
1 eine unerhebliche

Stelle.
Durchschnitt | 2520

Bruch erfolgt plotzlich; ein Dreieck bricht aus wie unter o.

v) b = s, Querschnitt: Rechteck.

Abmessungen Brich- | Drehungfestigkeit

Mo
N, : 2 m:ﬁ:::nt. | Ky =45 = }i i Bemerkungen
cm cm kg . em [ kg/qem
1 2,00 10,3 24 500 2700 Bruch gesund bis
auf eine sehr kleino
Stelle.
2 2,02 10,35 | 24 500 2611 Desgl.
3 2,02 10,35 | 25 250 2679 ’
Durchschnitt | 2663

Bruch erfolgt plétzlich in der Niihe einer der beiden Endplatten.
K,;: K, = 2663 : 1679 = 1,59 : 1.
Werden die unter o und 8 auf Grund der Gleichung

- My
= §f et
A b4 h—s)

3)
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erhaltenen Drehungsfestigkeiten verglichen mit den unter vy erzielten,
so ergibt sich das Mittel aus den ersteren allerdings um

2663 — 0,5 (2507 + 2520)
2663

100

= 5,79,

geringer. Dieser Unterschied ist aber verhiiltnismiiBig so gering, daf die
Gleichung 3, welche auf dieselbe Weise wie Gleichung 1 gebildet wurde,

als brauchbare Ergebnisse liefernd bezeichnet werden mufl. Hierbei
: : > |

wird allerdings festzuhalten sein, daf die Rippenstirke wenigstens —
]

der Hohe betrigt.

d) Stibe mit |:-f61' migem Querschnitt, unbearbeitet.
Tig. 5.

Die untersuchten Stiibe unterscheiden sich von den Prismen, welche
aus dem Gufleisen A gefertigt worden waren, und itber deren Priifungs-
ergebnisse dort unter e) berichtet wurde, dadurch, daf} hier die Rippen-
und Stegstiirke verhiltnismilig groBer ist.

o) Hohe b, der Querrippen gleich der doppelten

Rippenstirke.
. Abmessungen Bt
== — | moment
Nr. . n 5 I I M, Bemerkungen
em | em | em ‘ em kg. em
1l 6,1 10,2 4,0 6,1 38 500 Bruch gesund.
2 6,2 10,3 ‘ 4,1 6,1 ‘ 39000 » »

Der Bruch beginnt damit, dall gleichzeitig oder unmittelbar auf-
einander folgend die beiden Querrippen von auflen einreifien, und zwar
die eine bei m, die andere bei n, Fig. 5, also diametral gegeniiber liegend.

Wird nach dem EinreiBen der Rippen der Stab weiter verdreht,
$0 setzt sich der Rill durch den Steg hindurch fort bei nahezu derselben
Belastung, welche das Einreiflen der Querrippen herbeifiihrte.

8) Hohe b, der Querrippen gleich der Rippenstirke.

Die auf Seite 338 stehonden Versuchsergebnisse lassen erkennen,
daB die Stibe unter & mit b, = ~ 4 em nicht viel mehr halten als
diejenigen unter § mit b, = ~ 2em.

Bach, Elastizitit. 6. Aufl, 22
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Abmessungen e Biachs
Nr. | oo Bemerkungen
s b o b My i3
em cm ‘ cm cm kg. em
1 4,1 10,1 21 5,9 34 750 Bruch gesund.
2 4,2 10,0 2,05 5,9 36 250 r » 2

Bruch erfolgt plotzlich an den Enden.
Die Priifung der Ergebnisse auf Grund der Gleichung

M
= 4,6 — =

K SLA ?
82 (I + 2 by)

d
worin

s die mittlere Steg- und Rippenstiirke bezeichnet,
fiihrt zu folgenden Werten, wenn hierbei fiir s die Stegstiirke gesetzt
wird,

38 500
K — 4.5 — : ot S L et 59 k
1) - 5ot 02 £ 2.4) 2159 kg/qem,
2 u) K,=45 7739 ik - = 2151 kg/qem,

,12(10,3 4 2. 4,1) e
Durchschnitt 2155 kg/qem.

< 34 750 fh
1) K, =45 2101 +2.20) 2734 kg/qem,
2 B) K,= 45 29 290 - = 2502 kg/qem,

2,15 (10 + 2. 2,05)
Durchschnitt 2618 kg/qem.

Der fiir die Stiibe 1 o) und 2 «) erhaltene Mittelwert von 2155 kg/qem

bleibt um
2663 — 2156
100 ——— " = ~ 19°
2663 fo

unter der Drehungsfestigkeit der Stibe mit rechteckigem Querschnitt
(c, ), wihrend der Durchschnittswert fiir die Stibe 1 ) und 2 B)
nur um

2663 — 2618
100 = e
Y 2663 L7%

davon abweicht.
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Der Widerstand, welchen die Stibe unter § dem Bruche durch
Drehung entgegensetzen, ist demnach so groB3 wie fiir einen Stab mit recht-
eckigem Querschnitt, dessen Breite gleich dem Mittel aus der Steg- und
der Rippenstiirke und dessen Hohe gleich 2 -+ 2 b,. Die Stibe unter o
dagegen leisten einen wesentlich geringeren Widerstand.

Hieraus und in Erwiigung des bei dem Gulieisen 4 unter e) ge-
fundenen Ergebnisses schliefen wir: Wenn Stibe mit [-féormigem
Querschnitt gegeniiber Drehungsbeanspruchung wider-
standsfihig sein sollen, so miissen der Steg und die Rippen
(Flanschen) verhiltnismiBig kriftig und iberdies die Héhe
by der letzteren gering gehalten werden. Dann erreicht die
Widerstandsfihigkeit diejenige eines rechteckigen Stabes,
dessen Breite gleich der Steg- und Rippenstiirke s und dessen
Hohe gleich A + 2 b, ist.

Zusammensiellung der Drehungsfestighkeit fiir die Querschnittsgrundformen
des Kreises und des Rechtecks.

Zugfestigkeit des GuBeisens 4 1579 kg/qem

1 L8} tE ] B 1679 kg/qcm
T e T Drehungsfﬁatigkait
Nr. Querschnitteform s k‘;‘; o8 | iélugfzi;gr; kc;?z'
AR iR ANy
1 Kreis 1618 — 1,02 -
2 Kreisring 1297 | 1439 0,82 0,86
3 Rechteck
I =t B | 2228 2695 1,42 1,65
1:256 | 2529 — 1,60 —_
| 155 2366 2663 | 1,50 1,59
| 1.:9 25608 — | 1,59. -
4 | Hohlquadrat ‘ 1788 E= 1.13 =
|

Hierbei ist fiir die rechteckigen Querschnitte K; nach Gl 5,
§ 34 berechnet.

2. Drehungswinkel.
In dieser Hinsicht liegen eine groflere Anzahl von Versuchen
Bauschingers vor.
Zivilingenieur 1881, 8. 115 u. f.
Bauschinger hatte sich die Aufgabe gestellt, die von de Saint-
Venant herriihrende Gleichung

204
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,vﬂq,,uxfd%[a. AR SR )

zu priifen. In derselben haben # M, @’ f und B die unter V, S.299 an-
gegebene Bedeutung, withrend ¢ einen Koeffizienten bezeichnet, welcher
rechnungsmiiflig betragen soll 1)

fiir den Kreis und die Ellipse ¢ = 4 7%= 39,5,
fiir das Rechteck, wenn A:b = 1:1, Y = 42,68,
R = y = 42,0,
e hr—ted s b = 40,2,
s h:b= 8:1, ¢ = 38,5,
fiir das gleichseitige Dreieck == 45,
fiir das regelmiiflige Sechseck ¢ = 41,
fiir den Kreisausschnitt, wenn der Zentriwinkel
459 b= 42,9,
909, b = 424,
1809, ¢ = 40,8.

1) Comptes rendus 1878, t. LXXXVII, 8. 893 u. f.
" 5 1879, t. LXXXVIII, 8. 143,

Gleichung 5 ist auch auf andere Querschnitte angewendet worden, wohl
infolge des Umstandes, dall de Saint-Venant von ihr sagt: ,,La formule peut étre
appliquée non seulement & des sections elliptiques, mais & des sections de toute
forme, en faisant varier fort peu la fraction que nous avons appelée i,("“ Das kann
ohne Nachweis im einzelnen Falle zu groflen Fehlern fiihren. So ergibt sich bei-
spielsweise fiir den kreisformigen Hohlzylinder mit einer im Verhiiltnis zum Durch-
messer geringen Wandstiirke bei Einfithrung der Bezeichnungen 8. 359 und 360

T

@ = e dy,?s f = mdgs,;
folglich nach Gleichung 5, wenn ¢ = 4 72 gesetzt wird,
1
T ey e gl ba
: 7 af dy, 8° .
withrend Gleichung 6, § 32, liefert
4 1
A e T R R e Hb)
b1 d,’s
Beispielsweise findet sich fiir d,,, = 20 em, s = 1 em
; 1 1
nach Gleichung 5 a = —M — .
= LT
nach Gleichung 5 b 9 = I M !
3 ' $ == Ma? 300

d. i. im ersteren Falle 100 mal mehr!

Gleichung 5 gilt eben nicht fiir den Hohlzylinder, wie Verfasser aus Anlafl
einer geltend gemachten gegenteiligen Meinung in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1905, 5. 960, dargelegt “hat,
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Wird das gleichseitige Dreieck aulier acht gelassen, so unterscheiden
sich die Werte von { nicht bedeutend, infolgedessen bereits de Saint-
Venant fiir ¢ den abgerundeten Mittelwert 40 vorgeschlagen hat.

Eigene Versuche (1910) lieferten fiir das I-Eisen Normalprofil 20
(also von der Hohe 200 mm) aus zihem FluBleisen die Grofie von { zu
40 bis 42.

Bauschinger liefl 5 Paar Probestiicke aus Gulieisen, je von 1 m
Linge, herstellen, und zwar:

a) 2 Stitbe von kreisformigem Querschnitt,

13V ese .. elliptischem by arh = ~ 2:1,
Oy E .. quadratischem
Q) Ege .» rechteckigem » fiilee=r iR
e) 21 5 iy f, 5 hib = ~ 4:1.
Die Grofie der Querschnitte betrug

bei den Stiitben a) bis d) / = 50 qem,

- : Sty 1= 2b B

Iiir gleiche Drehungsmomente (also bei im allgemeinen ungleicher
Anstrengung des Materials) lifit die Gleichung 5 mit den angegebenen
Einzelwerten von { Drehungswinkel da, ¥, e, Y2, #e erwarten, welche
sich verhalten wie

g g il sihe= 121,95 :1,18: 1,40 9,1

Gemessen hat Bauschinger

doidd 8,08 =1:1,24:1,20:1,47: 9,65.

Der Vergleich beider Verhiiltnisreihen zeigt, daB die fiir den kreis-
formigen und fiir den elliptischen Querschnitt auf dem Wege des Ver-
suches ermittelten Verhiiltniszahlen mit den berechneten in sehr guter
Ubereinstimmung stehen. Bei den iibrigen Querschnitten ist dies nicht
in dem gleichen Mafie der Ifall. Berticksichtigt man jedoch, dafl die Ent-
wicklung der Gleichung 5 Unveriinderlichkeit des Schubkoeffizienten
oder Dehnungskoeffizienten voraussetzt, wihrend diese Koeffizienten
fiir GuBeisen tatsiichlich veriinderliche, mit wachsender Anstrengung
zunchmende Werte aufweisen, welcher Umstand bedingt, daf} die bei
gleichem Momente stiirker angestrengten Stibe — das Paar e) ist stiirker
beansprucht als d), d) bedeutender als ¢) und ¢) mehr als a) — einen
grofieren Drehungswinkel ergeben miissen, als die Rechnung erwarten
liBt, so darf die Ubereinstimm ung der beiden Verhiltnisreihen immerhin
als eine gute bezeichnet werden.)

Zur Priifung der Gleichung 5 kénnen auch noch die Drehungs-
versuche herangezogen werden, welche Bauschinger mit  kreis-
formigen und quadratischen Wellen aus verschiedenen Rohmaterialien

') Vgl in bezug auf Hohlzylinder usw. FuBbemerkung S. 340.
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(Siemens - Martinstahl von 6 verschiedenen Hirtegraden, Bes-
semerstahl von 5 verschiedenen Hirtegraden, IFeinkorneisen
und sehnigem Iisen) ausgefithrt hat.

Nach Gleichung 5 ergibt sich, da der Durchmesser bzw. die Quadrat-
seite dieser Wellen je 100 mm betrug, daf} die J)rehungm\;inkcl gich ver-
halten miissen wie

=108 1o
o ::‘)' = dx M 7:71 ﬁ 142,68 J’Hd "_]{}T_- [ﬂ = IO,GE)S,
(— 102
Ry
Gleichheit des Schubkoeffizienten vorausgesetzt.
Die Messung an den 13 Wellenpaaren lieferte im Mittel

d:8,=1:0,696

allerdings mit Schwankungen der Einzelwerte zwischen 0,633 bis
0,747. Das Mittel der beobachteten Werte stimmt hiernach sehr gut
mit der berechneten Drehung iiberein.

Die Herbeifiihrung des Bruches der oben unter a) bis e) erwithnten
10 unbearbeiteten Gufleisenkérper durch Verdrehung ergab nach
Bauschinger folgende aus Gleichung 9, § 34, berechnete Werte
fiir die Drehungsfestigkeit

1915 -+ 1985

a) Kreis K; = — TR 1950 kg/qem,
b) Ellipse Kipe— 236-2——;_ 1e) = 2541 ,,
c) Quadrat K, = Li‘m = 2453 ,,
d) Rechteck Aib = ~2:1 K, = Mq— = 2740
e) i hib= ~4:1 K,= Sl —g :-“3—4— = 3262 31

In neuester Zeit (1909) hat Bretschneider in der Material-
priifungsanstalt der Techn. Hochschule Stuttgart Versuche mit recht-
eckigen Stiben aus FluBeisen durchgefiihrt, aus denen sich, wenn in
Gleichung 5 gesetzt wird

1
G = E(bk“—l—b"k) und f = b A,

so dal}
bt - A2

4= o M, piga B
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folgende Vergleichswerte fiir §, ergeben

nach de Saint-Venant nach den Versuchen nach Gleichung 7a

lib = 1:1 3,56 3,568 3,585
o 3,50 3,53 3,625
= 4:1 3,35 3,40 3,405
= 6:1 3,26 3,29 3,285

Hierbei waren die geraden Stiibe, wie es auch die Entwick-
lungen von de Saint-Venant voraussefzen, reiner Verdrehung unter-
worfen.

Der nach MafBigabe der Gleichung 9 in § 43 ermittelte Niherungs-
wert , = 3,6 liefert somit ausreichend genaue Ergebnisse fiir
h:b bis 2:1. Die Abweichung betrigt in diesem Falle von dem
Versuchswert 3,53 rund 2 9,. Bei h:b = 4:1 steigt sie auf
rund 6 9,

Die Abhiingigkeit der Werte ¢, von dem Seitenverhiltnis /: 0

lit sich mit ziemlicher Genauigkeit bis A:b6 = 6:1 durch
LPOZA—H;—L B e e e )

zum Ausdruck bringen, wie Verfasser schon bei Schraubenfedern vor
lingerer Zeit festgestellt hat (vgl. § 57 unter Ziff. 1). Wird 4 = 3,645
und B = 0,06 gesetzt, d. h.

¢0=3,645—~0,06£—*’ A s e e )

so ergeben sich die in der letzten Spalte der Zusammenstellung ent-
haltenen Werte.

3. VYersuche mit Rundstiiben und mit Schrauben aus Schweil-
und FluBeisen.

Uber diese vom Verfasser (1894) in erster Linie zu dem Zweck durch-
gefiihrten Untersuchungen, den Einfluf der Gewindeginge auf die
Widerstandsfihigkeit der Schrauben festzustellen, ist ausfithrlich in
der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 854 bis 860
und 8. 889 bis 894 berichtet!). Unter Hinweis auf diese Veréffentlichung
muf} sich Verfasser hier auf die Anfiihrung einiger der Hauptergebnisse
beschriinken.

') 8. auch ,,Abhandlungen und Berichte* 1897, 8. 244 u. {.



344 V. Drehung.

Rechtsgiingige Schrauben aus Schweilleisen, durch ein links-
sinniges Moment verdreht, erfahren Einreillen bzw. Zerreilien der Ge-
windegiinge von auflen, wie die Fig. 16 bis 19, Taf. XV, deutlich er-
kennen lassen, und zwar bei einer Beanspruchung, durch welche die
Drehungsfestigkeit des Kernquerschnittes noch nicht erschopft ist, im
Durchschnitt bei rund 0.8 der Drehungsfestigkeit des Kernquerschnittes.

Fig. 16 und 18 gelten fiir Schrauben aus gezogenem, Ilig. 17 und 19
fir Schrauben aus gewohnlichem (vorher nicht {iberanstrengtem)
Schweilleisen. :

Linksgiingige Schrauben aus Schweilleisen zeigen bei linksdrehendem
Momente diese Rifibildung nicht, ebensowenig rechtsgiingige Schrauben
aus Schweilleisen bei rechtsdrehendem Momente.

Bei Schrauben aus zihem FluBeisen tritt eine Rif3bildung
tiberhaupt nicht auf. Hierin liegt — nebenbei bemerkt — ein Beitrag
zur Wertschitzung des FluBleisens gegeniiber dem Schweilleisen; einen
weiteren liefert der Vergleich des Aussehens der Oberflichen der ver-
drehten Schweilleisenstibe Fig. 20 bis 24, Taf. XV, mit dem Aussehen
der Oberflichen der verdrehten FluBeisenstibe IMig. 256 und 26, Taf.
XV1).

Rundstibe erfahren durch die Verdrehung eine Zunahme der

Liinge. .
Bei Schrauben hat die Verdrehung durch ein linksdrehendes
Moment zur I'olge eine Verlingerung, wenn sie rechtsgingig sind, und
eine Verkiirzung, wenn sie linksgiingig sind. Die Ganghohe wird im
ersteren Falle kleiner, im letzteren grofier.

Die Zugfestigkeit der Schrauben ist groBer als diejenige
der Rundstiibe aus dem gleichen Material (Schweilieisen, IFlufieisen),
eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung.

Die Drehungsfestigkeit der rechtsgingigen Schrauben aus
Schweilleisen ist bei linksdrehendem Momente kleiner als diejenige
der Rundstibe aus dem gleichen Material.

Bei FluBeisen, das durch ein linkssinniges Moment verdreht
wird, ist die Drehungsfestigkeit der rechtsgiingigen Schrauben
nahezu gleich derjenigen der Rundstiibe, diejenige der linksgingigen
Schrauben dagegen kleiner,

Wiihrend die Zugfestigkeit der Schrauben aus gezogenem
Schweilleisen bedeutend grofier ist als diejenige der Schrauben aus
nicht gezogenem Schweileisen, erscheint dies bei der Drehungs-
festigkeit nur in geringem MafBle der Fall,

1) Der Wert der Verdrehungsprobe zur Feststellung der Giito des Materials
ist heute viel zu wenig gewiirdigt.
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§ 36. Zusammenfassung.

345

Nach Maligabe der in den Paragraphen 32 bis 34 enthaltenen
Erorterungen sowie auf Grund der in § 35, Ziff. 1 und 2, niedergelegten
Versuchsergebnisse lassen sich folgende Beziehungen zusammenstellen,
Der in der letzten Spalte auftretende Wert K; ist fiir den recht-
eckigen Querschnitt aus Drehungsversuchen nach G1. 5 in § 34 berechnet.

K K
¢ Drehungsmoment Drehungswinkel \d._ 'z
Nr. | Querschnittsform M fiir
A &+ 5
Gulleisen
1 E_k, ds 32 e g reichlich 1
6 LT Sl
.f
|
b1 dt — dat 32 M, ;
2 i Lt = 0 R s e reichl. 0,81
TP o T i romm ol )
bnt Fsg
qeass SB
?I: I Efr f 1 W a? -+ b* . o
3 b i 5 kaa — M 1 bis 1,252)
M
a>b
4 n . abd—a;b® |1 a? 4- b2 S
I i L B PR e o SRR
5 %4 ) = 11“‘@“()3(1—?::,4} [3| 0,8 bis 1)
i
5 e, b8 0,067 % g —
% 1,00 ¢ Gl

1) 2) 3) g 8. 347,
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Drehungsmoment

Drehungswinkel

Ky K,

Nr. | Querschnittsform M, 9 fiir
Gulleisen
b2 - A
Y kg b h Yo My—p37s P
0 worin worin
] . ,r 2
6 &5 % O =3l T 2 o !.IJQ - 3,-645——0,0(};7Ir 1,4 bis 1,62)
-Lf‘] 5 + 0,45 Uber die Ergebnisse
ih der Versuche mit
= Schraubenfedern vgl.
8. 513
7 m%,'a\ it 2 Sie Md e
T A * 4012 ST
: :”%
2 3 — b3 b,
3 ‘ = _(_’__.’_'*__[_ by I > 1 bis 1,253)
R ) : '
i)
fg il —=2byth
{: x s f‘)’
il -3 ¢ e el
9 « bt ~j&ﬁwk+2%w) ke TS 1,4 bis 1,62)
b P : § = 40 bis 429)
2 : .
10 Y kys®(h + b—3s) — 1,4 bis 1,6%)
il
‘f‘%f”‘“ 2
11 \ ;' <5 kas? (b + 20) = 1,4 bis 1,62)

- |

2} 3;4; 5) 8 8.

‘%wﬂqh+b—m_

347 und 348.

1,4 bis 1,6%)
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Die Zugfestigkeiten K, und die Drehungsfestigkeiten K, setzen
Gufleisen voraus, wie es zu zihem, festem Maschinenguli Verwen-
dung findet. = Die Drehungsfestigkeiten wurden an unbearbeiteten
Stiiben, Fig. 1 bis Fig. 7, § 35, und Fig. 14, § 35 (in getrockneten Formen
gegossen), ermittelt.

Die Versuchsstibe Nr. 6 (sofern A = b), Nr. 9 bis 12 brachen
immer in der Nihe der Endplatten, entsprechend dem Umstande,
daBl sich an diesen Stellen der Ausbildung der Querschnittswolbung
ein Hindernis bietet, welches trotz der Hohlkehle, mit welcher der pris-
matische Teil an die Endplatten anschliefit, hier zum Bruche fiihrt.
Der letztere ist die Folge einer gleichzeitigen Inanspruchnahme durch
Schub- und durch Normalspannungen, wie in § 34, Ziff. 3, erortert
worden ist. (Vgl. auch § 35, Gulleisen A, a.) Der ermittelte Wert von K,
muf} deshalb kleiner sein als die tatsichliche Drehungsfestigkeit. In
denjenigen Ifiillen der Anwendung, in welchen die Sachlage hinsichtlich
des Anschlusses eines auf Drehung in Anspruch genommenen Stabes
an einen solchen mit groflerem Querschnitt eine dhnliche ist wie bei
den Versuchskorpern, schlielen die angegebenen Werte von K, die Be-
riicksichtigung der gleichzeitigen Inanspruchnahme durch Normal-
spannungen in sich. In Fillen der reinen Drehungsanstrengung (ohne
Hinderung der Querschnittswolbung) fiihrt die Verwendung dieser
Werte zu einer etwas grolieren Sicherheit, was im Sinne des Zweckes
unserer Festigkeitsrechnungen zu liegen pflegt.

Die Gleichungen fiir Nr. 11 und Nr. 12 bedingen kriiftige Rippen,
etwa von s : A = 1 :5 an. Aullerdem ist fiir Nr. 11 noch zu fordern,
daf} b, nicht wesentlich mehr als s = b — b, betriigt.

1) Dieser Wert hiingt ab von dem Verhilltnis d, : d. In dem

Mafle, in welchem sich dasselbe der Null niihert, steigt er etwa
bis reichlich 1. Die Zahl 0,8 gilt fiir d,, : d ungefiihr gleich 0,7.

) Es sind um so geringere, der kleineren Zahl niher kommende
Werte zu wiihlen, je mehr sich je beziehungsweise die Ellipse
dem Kreise, das Rechteck dem Quadrate, der T-und der [-Quer-
schnitt der Quadratform (b, = 0, & = s), ebenso der -}-- und
der |__-formige Querschnitt der letzteren (b = b = s) nithern.

%) Hier sind die Bemerkungen') und 2) zu beriicksichtigen. Je
kleiner verhéltnismifig a, und b, (gegeniiber @ und b) beziehungs-
weise b, und A, (gegeniiber b und %) sind, um so mehr nihert
sich unter sonst gleichen Verhiiltnissen der Koeffizient der
oberen Grenze. Das gleiche gilt, je langgestreckter der Quer-
schnitt ist.

1) Nach eigenen Versuchen mit I-Eisen Normalprofil Nr. 20
(FluBeisen) kann gemill Gleichung 1a, § 35, gesetzt
werden
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82 h 4 282 b,

1
M= fU“d'?_i' ky

1

worin s, die mittlere Ilanschenstirke bezeichnet.
5) Nach eigenen Versuchen mit I-Eisen Normalprofil Nr. 20
(FluBeisen), vel. S. 341.

VI. Schub.

§ 37. Allgemeines.
Schubanstrengung unter der Voraussetzung gleichmiiliger
Verteilung der Schubspannungen iiber den Querschnitt.

Der Ifall der Inanspruchnahme auf Schub wird dann als vorhanden
betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabférmigen IKérper wirkenden
dulleren Kriifte fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt ersetzen
lassen durch eine Kraft (Schubkraft), welche in die Ebene des letzteren
fillt und die Stabachse senkrecht schneidet,

LS ;
a B
Fig. 1. Fig. 2.

Erfiillt erscheint diese Voraussetzung nur bei einer Sachlage, wie
sie in Iig. 1 dargestellt ist, entsprechend dem Arbeitsvorgange bei einer
Schere zum Schneiden von Bisen. Aber auch hier nur in dem Augenblick,
in welchem der Stab von den Kanten der beiden Scherblitter 4 und B
gerade beriihrt wird; denn sobald das obere Blatt sich weiter vorwiirts
bewegt, dringen beide Blitter in den Stab ein, Fig. 2: an die Stelle der
Beriihrung des letzteren in zwei Linien durch 4 und B tritt eine solche
in zwei Flichen.

Damit riickt die obere Kraft S nach rechts, die untere nach links;
es entsteht neben der Schubkraft § ein rechtsdrehendes Kriftepaar,
dessen Moment noch dadurch gesteigert wird, daf sich die Kraftrichtung
neigt. Dieses Moment ruft Biegungsbeanspruchungen wach, die be-
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deutend werden kénnen. AusScherversuchenmit sprodem Material pflegen
sich erheblich zu geringe Werte fiir die Schubfestigkeit zu ergeben').

Wir erkennen, dafl — streng genommen — Schubinanspruchnahme
allein niemals vorkommen kann, dal} vielmehr die Schubkraft S immer
von einem biegenden Moment begleitet sein wird.

Die Schubkraft S ruft in dem betrachteten Querschnitt Schub-
spannungen wach, die im allgemeinen von Flichenelement zu Flichen-
element veriinderlich sein werden, und beziiglich welcher zunichst nur
bekannt ist, daBl sie, je multipliziert mit dem zugehorigen Flichen-
element und zusammengefaBt, eine Resultante geben miissen, welche
gleich und entgegengesetzt S ist. Mit der Unterstellung, daB die Schub-
spannungen in den verschiedenen Flichenelementen entgegengesetzt S
gerichtet, also unter sich parallel sind, und die gleiche Grélie 7
iber den ganzen Querschnitt von der Grofie f besitzen, findet sich

S
/

S= rfoderrt = : e P

woraus mit

ky als zuliissiger Schubanstrengung

folgt;

S
o

Hinsichtlich der gemachten Annahme, betreffend die Richtung
und die Grofe der Schubspannungen, ist folgendes zu bemerken.

Greifen wir den kreisférmigen Querschnitt, Fig. 3, heraus, so miifite
hiernach beispielsweise im Querschnittselement des Umfangspunktes ¢'
bei senkrecht nach unten wirkender Schubkraft S die Schubspannung

S8 <k, foderk = -

Fig. 3. Fig. 4.

\_’crtikul aufwiirts gerichtet sein, withrend sie tatsiichlich in die Richtung
dfar Tangente im Punkte ¢ des Kreises fallen muf, es sei denn, daf in
diesem Umf angspunkte eine dullere Kraft titig wiire, welche eine andere
Richtung von =+ bedingen wiirde. In den Punkten €' bis D des recht-
eckigen Querschnittes, Itig. 4, wird die entgegengesetzt S gerichtete

) Vgl 2. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906, 8. 1757 u. .
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Schubspannung in Wirklichkeit Null sein miissen — sofern iufere Kriifte
hier nicht angreifen —, wilhrend sie nach der obigen Voraussetzung
in allen Flichenelementen die gleiche Grofle besitzen sollte u. s. f.

Hieraus folgt, daf die Unterstellung, welche zu der Beziehung
1 und 2 fithrte, wenigstens im allgemeinen unzutreffend ist.

§ 38. Die Schubspannungen im rechteckigen Stabe.

Wir erkannten in der Einleitung, daf} die Schubkraft immer von
einem biegenden Moment begleitet sein wird. Davon ausgehend, stellen
wir uns die Aufgabe, fiir die in I'ig. 1 und 2 gezeichnete Sachlage —
Balken einerseits eingespannt, am anderen freien Knde belastet —
die Grofle der Schubspannungen im Abstande 7 von der y-Achse, die
hinsichtlich der Inanspruchnahme auf Biegung als Nullachse erscheint,

zu ermitteln.

=

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Zu dem Zwecke denken wir uns ein Korperelement ABCD, Fig. 1
bis 3, von der Liinge x; — z, der Breite b und der Hohe ¢ — 7 aus dem
Stabe herausgeschnitten. Auf die Stirnflichen 4B und C'D desselben,
Fig. 3, wirken Normalspannungen o, welche mit dem Abstande 7
wachsen. Nach § 16 darf unter der Voraussetzung, dall der Dehnungs-
koeffizient unverinderlich ist, diese Zunahme proportional der ersten
Potenz von v gesetzt werden, wie auch Fig. 6, § 16, daselbst erkennen
L Gt.

Nach Gleichung 9, § 16, ist fiir den Querschnitt 4B, da hier M, —
P x, die Normalspannung im Abstande 7

i
PE el

J,;‘ (-) "q

und die Normalspannung im Abstande e
Pz

G — ——r——— e'
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1 :
sofern @ = BT b h* das Triigheitsmoment des Querschnittes in bezug -

auf die y-Achse.
Die auf die Querschnittsfliche A B von der GréBe b (e—m) wirkenden
Spannungen liefern zusammengefaBt eine Normalkraft
A.T._::Ep—i_ce Px e+
2 .
Fiir den Querschnitt CD findet sich wegen M, = P x; auf ganz
gleichem Wege diese Normalkraft zu

O e W e

Pa eﬁ—uqﬂ_b

Poy et—xt

Skl
Da infolge @, —> @ auch Ny = N ist, so mull die Kraft
) P il 72
N,—N = 7 (my — &) 5 b

durch Spannungen in der Fliche 04, deren GroBe gleich (v,—a) b,
Ubertmgcn werden, sofern an der Mantelfliche BD dullere Krifte nicht
angreifen, was vorausgesetzt werden soll. Diese in der Richtung C'4
Wirkenden und iiber die Stabbreite b als gleich groll angenommenen
SChubspu,nmmgen seien mit t bezeichnet. Dann gilt

1) 02 AR
A'VI — N == (LI.'] J— .l:) b= _(_,} (.'1-'1 s .’t:) s _é q -0 3
Woraus
P 2 — p? P 3 8 1 21
e — g PP > | S — (g — ) = —- | Pl ek
o 2 et oy \ _k [ Y
) -

unter Beachtung, daB hier P = d.
_ Die Schubspannung erlangt ihren groBten Wert fiir 7 0, d. i.
fiir die Stabmitte (Nullachse). Derselbe betriigt
Ghh 0 s .
& RTATE T e B
SUfF-"I‘l_l bh = f gesetzt wird.
\ In der Nullachse ist hiernach die Schubspannung um
‘_":0 % groBer als beigleichmiBiger Verteilung derSpannungen
iber den Querschnitt.
pi / e R : ;
Fiir v = —; , d. i. fiir die am weitesten von der Nullachse ab-
stehenden Punkte, wird = = 0.
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Werden in Fig. 4 die zu den einzelnen Abstéinden 7 gehérigen
Werte von 7 als wagrechte Ordinaten aufgetragen, so wird eine Linie
EFE erhalten, welche das Anderungsgesetz von = klar veranschaulicht.
Diese Linie ist fiir das Rechteck eine Parabel, deren Scheitel F um
3° 8 4 A g ;

O R =l o _E:_E von O abliegt, wie sich ohne weiteres ergibt, wenn
die Senkrechte F'¢ als Ordinatenachse gewiihlt wird und der Gleichung 1

die Form

oder

gegeben wird.

Die vorstehende Betrachtung ermittelte die Schubspannungen
in Ebenen, welche parallel zur Stabachse laufen und senkrecht zur
Richtung der Schubkraft S stehen, so z. B. in einem beliebigen Punkt P
der Linie P’ P’, Fig. 4, immer diejenige Schubspannung =, welche

f s

N
gl M

| f—-— F
e I pa _i_ %8 g

=

| !

; |

'I 2] |

Fig. 4.

senkrecht zu P’ P’ wirkt und parallel zur Stabachse (demnach senkrecht
zur Bildebene, Fig. 4) gerichtet ist. Nach § 30 (vgl. auch Fig. 5, § 32)
treten die Schubspannungen immer paarweise auf, derart, dafl die oben
erwithnte Spannung t auch im Punkte P der Querschnittsebene, also
in der Bildebene liegend, vorhanden ist. Infolgedessen ergibt die
Gleichung 1 gleichzeitig die Schubspannungen in der Querschnittsebene,
und zwar diejenigen, welche im Abstande # in dem Flichenstreifen b d 4
wirksam sind. Damit ist in Gleichung 1 ebenfalls das Gesetz gewonnen,
nach dem sich die Schubspannungen in der Ebene des Querschnittes
verteilen.

Die Forderung, dafl diese Spannungen in den Umfangspunkten
des Querschnittes immer mit der Tangente an der Begrenzungslinie
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Zusammenfallen miissen, sofern dullere, eine andere Richtung bedingende
Kriifte hier nicht angreifen, wird von diesem Verteilungsgesetz erfiillt.
In den Punkten der Begrenzungslinie AC, Fig. 4, § 37, fillt die Richtung
von © mit AC zusammen, und in CBD ist T = 0.

Mit der Verinderlichkeit der Schubspannung ist naturgeméif}
Kriimmung der urspriinglich ebenen Querschnitte verkniipft, beziiglich
Welcher auf § 52 verwiesen sei.

S 39. Die Schubspannungen im prismatischen Stabe von
iieliehigmn,je.llo(:h hinsichtlich der Kraftebene symmetrischem
Querschnitt.

Iis bezeichne unter Bezugnahme auf Fig. 1

Fig. 1.

S die Schubkraft, welche in die Richtung derjenigen Haupt-
achse fillt, von der vorausgesetzt werde, dal} sie Symmetrie-
ebene des Querschnittes ist,

© das Trigheitsmoment des Querschnittes in bezug auf diejenige.
Achse, welche zu 8 senkrecht steht, d. i, die y-Achse,

[ die GroBe des Querschnittes,

2y die Breite des Querschnittes im Abstande 1,

&
My=[2yy dv das statische Moment der zwischen den Ab-
% .

Baeh, Elastizitit, 6. Aufl. 28
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stinden 7 und e gelegenen (in der Figur durch Strichlage hervor-
gehobenen) Fliche des Querschnittes hinsichtlich der y-Achse,
o’ den Winkel, welchen die Tangente im Umfangspunkte P’ mit
der Symmetrieachse einschliel3t,
1/ die Schubspannung, welche in dem um v abstehenden Um-
fangspunkte P’ durch § hervorgerufen wird,
die zulissige Anstrengung des Materials bei Inanspruchnahme
auf Schub,

Nach dem Vorgange in § 38 schneiden wir aus dem Stabe (vgl. auch
Fig. 1 und 2, § 38) ein Korperelement, Fig. 2,

ot
’D!::,c‘?s
SR

Fig. £.

heraus. Auf das im Abstande 7 gelegene Flichenelement 2 y dy der
Stirnfliche 4B wirkt die Normalspannung

—— ])x -
gy oy M -

Hieraus ergibt sich fiir die Schnittfliche 4B von der Grofe
2
| 2y dv die Normalkraft
¢ e
. [ J 2l M
Ni= !k 2yo,dy = 7T s 2¢yndn = Pux- )

W

Fiir die Stirnfliche O'D findet sich auf ganz gleichem Wege die
Normalkraft
) : M,
Ny= Pa, T— :
Demnach der Uberschuf3 N, iiber N

]

Ny— N = 7

(g —a) M

Diese Kraft mufl durch Schubsgpannungen in der Fliche ¢4, deren
Grofe gleich (x,—) 2 y ist, {ibertragen werden. Dieselben, in Richtung
der Stabachse. also senkrecht zur y-Achse wirkend, seien als gleich grol3
iiber die Breite 2 y vorausgesetzt und mit =, bezeichnet. Dann folgt
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P
Ny=——IN—=rap s 2 (2, — )y = o) (o —m) M_'
R l
el 7 ) e e A e )

~ Bei der vorstehenden Entwicklung wurde angenommen, daB die
Andcrung des biegenden Momentes beim Vorwiirtsschreiten von dem
einen zu dem anderen der beiden um a, inander abstehenden
Querschnitte nach MalBigabe der Fig. 1, § 38, nur von der Kraft P be-
einflut werde. Fiir den Fall, dall diese Voraussetzung nicht zutrifft,
dall vielmehr der Stab, Tig. 3, auller durch die am freien Ende an

ﬁf i}

L|'
== e .___ — e

1

i

fH sl

i H e

R e S E A

uE-;(— X =]

b

Fig. 3

greifende Kraft P auch noch sonst belastet ist, etwa durch eine Kraft P,
durch die gleichmiiflig iiber ihn verteilte Last ¢l sowie durch eine
zwischen den beiden Querschnitten angreifende Last P, findet
sich fiir

die Stirnfliche 4B die Stirnfliche C'D
das biegende Moment:
2 .2

Pat Po +q—, Pay+ P ay + g4 P’ a7,
die Normalspannung o,:
Py { pa 4 qr_; Pixy 4 Plgyt 4 q_'lv‘l)“_ 1 P,
N 1, T e D 1,
die Normalkraft | 2y 6 dn:
Pr+ P 4 2 Pz, +P Pl
N=_ 2 - - —M .,
9 M, N,= 9 y

23+
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Hieraus folgt

P( _J)—i_P "—SL‘) I— ( _xg) _|_Puxln
A'rl o i\" — e Jf

Wegen

wird

PE+PE+4 g
iy b SRS S : L83 g
1 (} 7

Diese Kraft ist durch die Schubspannungen in der Fliche €A
vom Inhalte 2 ¥ £ zu iibertragen. Soll deren GroBe innerhalb dieser
Fliche als konstant angenommen werden diirfen, so mufl £ unendlich
klein gewiihlt werden. Dann ergibt sich zuniichst

Ny—N=r1,2yk
und die Schubspannung:

1. fiir den Querschnitt OD im Abstande z, = x 4 £ vom freien
Ende

p x J rr
P+ Py _1i'_"c A :
T, = - — M,
“ 2y 6 %
woraus unter Beachtung, dall, wenn £ unendlich klein ist, S RS |

“sein mul,
L BEP Ren 4P
%, == _7:5(:) sty ST M,; :
2, fiir den Querschnitt, 4 B im Abstande @ vom freien Ende

RO £ -
Sy P—:}Z—;@—i_ ik Mr'
Im ersteren Falle ist
PL P gm - Pr=§
und im zweiten

P+Ptgw =S4
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Demnach allgemein

ganz, wie oben schon gefunden?).

Dieser Wert, welcher zuniichst nur die wagrechte Schubspannung
bestimmt, nach § 30 aber auch gleich der senkrechten Schubspannung
in demselben Punkte des in wagrechter Lage gedachten Stabes ist, be-
darf noch einer Ergiinzung, damit die Forderung befriedigt wird, daf}
die Schubspannungen in den Querschnittselementen der Umfangspunkte
tangential zur Begrenzungslinie gerichtet sind.

Diese Forderung bedingt beispielsweise fiir das im Punkte P’
Fig, 1, gelegene Flichenelement, dal} die Schubspannung in die Richtung
der Tangente 7' P’ @ oder @ P’ 7' fillt. Andererseits fanden wir oben,
dafB die senkrecht zur y-Achse, also parallel zur Richtung der Schubkraft
wirkenden Schubspannungen die nach Gleichung 1 bestimmte Grofe 7,
besitzen miissen. Beiden Bedingungen wird durch die Annahme Be-
fl'iedigung, daf} die Schubspannung im Punkte P’ betrigt

i T# ; S Jf

e s i ' I . y 1 s))
cos ¢ 2ycosqg @
und fiir den beliebig zwischen P’ P’ gelegenen Querschnittspunkt P
% s M

v -

guiliis I8 gl s T s
oS @ 2ycos g O

Gleichung 3, aus welcher sich die Beziehung 2 mit ¢ = o’ als
Sonderwert ergibt, spricht aus, dafl} die simtlichen Schubspannungen
in den um n von Y ¥ abstehenden Querschnittselementen sich in dem-
selben Punkte ) schneiden und die gleiche Komponente 7, in der Rich-
tung von § besitzen.

Wegen " << k, ergibt sich

:: Y J‘l"!f;
kb‘ o :_),y—(‘()l:(l)! s (9 . . . . . . . 4)
oder
SN G 2u ey 5)

Aus der Gleichung 2 folgt nachstehendes.

1) Die vorstehende Entwicklung lilit sich kiirzer und allgemeiner gestalten,
wenn von dem Satze Gebrauch gemacht wird, dall der erste Differentialquotient
des biegenden Momentes M in bezug auf a gleich der Schubkraft ist, d. h.

L e

da
Aus leicht, orsichtlichem Grunde wurde dem eingeschlagenen Wege der Vorzug
gogohen. ;
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a) Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, § 38, da hier

2y==> ¢ =0,
h }
=
h 2 b [ h®
M, = b(— — = — —
g b(_z "‘) 2 2(4 ‘“‘)‘
b [kt 2)
s 2(_4 e oo : n \*
S B R (R
Ebks —2—,'
und fiir 1 = 0
I

“mar _2 E;b o 9 !:_

wie schon im § 38 als Gleichung 2 ermittelt.

b) Kreisformiger Querschnitt, Fig. 4.

Y= rsiny = rcosq (O i i [i=
Das statische Moment M, des Kreisabschnittes kann unmittelbar
bestimmt werden durch Integration oder auch durch die Erwiigung, daf
der Abstand des Schwerpunktes desselben von der y-Achse
(2y)°
Iy L
121,

sofern f, den Inhalt des Abschnittes bezeichnet.
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2 y)® 2 y° 2 73 cos? o
ML e
TS 3 3
= 8 2 r3 cos® g’ 4 8 Sede 4 8 C 8
= = = ——co8 o
2 r cos? ¢ g T 4 3 s ? 3 ; )

oder auch, da

Fiir ¢” = 0, d. i. fiir die Nullachse, erlangt ©’ seinen grofiten Wert

4 8 o
Tﬂm:i’-:_-";i_.,[ i gt A A § i Ep iy J)

Bei kreisformigem Querschnitt ergibt sich demnach
die Schubspannung in der Nullachse um 33'/, 9% grofer,
als wenn gleichmifBige Verteilung der Schubkraft iiber
den Querschnitt unterstellt wird.

Werden die zu den einzelnen Abstiinden 7 gehorigen Werte von 1/
als wagrechte Ordinaten aufgetragen, so wird, da

L )
4 S £,
T

dag Aly([(grlulgsgas(\.t.z von 1/ durch eine Ellipse dargestellt.

¢) Kreisringformiger Querschnitt, Itig. 5.

Fig. 5.

Unter der Voraussetzung, dall die Wandstirke verhiltnismiflig
klein ist, und es sich nur um die Ermittlung der groBten, in der Null-
achse auftretenden Schubspannung handelt, findet sich mit

2y=d—dy=2s ¢ =0 d-dy = 2d

m
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G (d* — dyt)

T ¥ i ™
i = oo (@2 do?) (@ + do) (d—do) = ~ £-dy .
1 1
ﬂ‘fﬁ = ? ™ d’rm L -_'."E = dm = ?dmz 8,
1 .

e e ;
'max_2sﬁd38_ ﬁdrms_ f! e )

i

sofern der Querschnitt des Ringes

%(dﬁ—d{,z) =rd, s=/.

m
Hiernach erscheint die Schubspannung in der Nullachse

um 100 9% groller als bei gleichmiBiger Verteilung der
Schubkraft iiber den Querschnitt.

d) T-Querschnitt, Fig. 6.

In der Mitte des Steges ist
2y = 1,5cm plit=r0,
M =15.8.4410.2.9 = 228 om}?,

O = 12 (10. 20® — 8,5 . 16%) = 3765 cm},
A A .
Tmax - ‘I}g 3765_ = 0,0404 b.
Wegen
/ 10.20—8,5.16 = 64 qem
wird
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Streng genommen ist fiir Querschnitte dieser Art, bei denen sich
die Breite 2 y und der Winkel o’ beim Ubergang des Steges in die
Flanschen plotzlich indern, die Gleichung 2 nicht mehr richtig; jeden-
falls kann sie fiir die Beurteilung der Schubspannungen an dieser
Ubergangsstelle und in der Nihe derselben ganz unzutreffende
Werte liefern. Da, wo ein so plotzlicher Wechsel in der Breite des Quer-
schnittes eintritt, mufl die oben gemachte Voraussetzung des Gleich-
bleibens von 7, liber die ganze Breite 2 y unzulissig werden,

Die Gleichung 3 und ihre Sonderwerte beruhen auf der Voraus-
setzung eines unveriinderlichen Schubkoeffizienten. Bei Materialien,
fiir welche diese Voraussetzung nicht zutrifft, wie z. B. bei GulBeisen,
werden dieselben unter Umstinden zu mehr oder minder bedeutenden
Um'iohtigkeiten fiihren konnen.

§ 40. Schubversuche.

Dieselben pflegen durchgefiihrt zu werden nach Maligabe der
Fig. 1, § 37, S. 348; oder insbesondere fiir Rundstibe mit der in Fig. 1

dargestellten Einrich tung, wobei der Versuchsstab in zwei Querschnitten,
also doppelschnittig, durchgeschert wird.

Bedeutet S die Kraft, welche erforderlich ist, um den Stab vom
Querschnitte / abzuscheren, so wird der Quotient

S A
2 (Verfahren Fig. 1, § 37, S. 348),

S .

‘: i (Verfahren Fig. 1)
als Schubfestigkeit oder Scherfestigkeit des Materials be-
zeichnet. Der letztere Ausdruck erscheint als der zutreffendere. Es wird,
namentlich durch das Verfahren, wie es Fig. 1, § 37. S. 348, andeutet,
weniger die Widerstandsfihigkeit ermittelt, welche bei einem auf Schub
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beanspruchten Konstruktionsteil nach Maflgabe der Betrachtungen in
den §§ 38 und 39 in Frage steht, als vielmehr diejenige Kraft, welche
erforderlich ist, um den Stab durchzuschneiden. Aus diesem Grunde
hat es auch Bedenken, von der so ermittelten Scherfestigkeit auf die
zulissige Schubanstrengung zu schliefen. In dieser Beziehung sei ins-
besondere noch auf folgendes hingewiesen. '

Nach Gleichung 6, § 31, besteht fiir durchaus gleichartiges Material
zwischen der Schub- und Zuganstrengung die Beziehung

k, = 0,75 k, bis 0,8 k,.
Weiter ist beispielsweise nach Gleichung 2, § 38, fiir einen Stab von

rechteckigem Querschnitt
3 8 3 8

Tnar = DRI RS / ?
woraus wegon T, < k,
oy
= BN
f g 50 ,,-’
3 8

— ) B is 0, .
5 0,75 k, bis 0,8 k,

D SR S

_f— < 0,5 k, bis 0,53 k‘,.

Abscherversuche mit Schmiedeisen und zithem Stahl, in einer der
beiden beschriebenen Weisen angestellt, liefern die Scherfestigkeit —
0.67 bis 0,8 der Zugfestigkeit, also wesentlich héher.

IFiir kreisformigen Querschnitt ist nach Gleichung 7, § 39,

4 N

“maxr 9 f ik

_woraus
o ol
= < 0,66 k, bis 0,6 k,,
Abscherversuche, nach Fig. 1. S. 361, durchgefithrt, pflegen die
Scherfestigkeit des Schmiedeisens und des ziithen Stahles zu 0,75 bis 0.8
der Zugfestigkeit zu geben, also ebenfalls wesentlich grofer.
Die unten folgenden Versuche mit gufieisernen Rundstiben liefern
sogar
Scherfestigkeit: Zugfestigkeit — 1620 : 1595 = 1,02 : 1,
bzw. 1967 21679 = 1,17 : 1.
Dieses abweichende Verhalten des GuBeisens gegeniiber Schmied-
eisen und Stahl erklirt sich in erster Linie aus der Veriinderlichkeit des
Schubkoeffizienten B (Dehnungskoeffizienten o).
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Tiir die Beurteilung der beiden Priifungsverfahren kommt sodann
weiter in Betracht der oben festgestellte Umstand, daf3 die wirkende
Schubkraft von einem biegenden Moment begleitet wird. Bei dem durch
Fig.1,$37,S. 348, angedeuteten Vorgang lift sich dasselbe allerdings auf
einen nicht bedeutenden Betrag herabdriicken, dagegen tritt esstark auf bei
- dem Verfahren nach Fig. 1,9. 361 : wir haben tatsiichlich einenim mittleren
Teile (innerhalb der Strecke b) belasteten und nach aufien aufliegenden
Stab. Kine scharfe Beobachtung zeigt auch deutlich, dafl der Versuchs-
korper durch die Belastung zunichst eine Durchbiegung erfihrt und
dann erst abgeschert wird. Ist das Material sprode, wie z. B. Gulleisen,
50 erfolgt zuniichst Bruch des Stabes durch das biegende
Moment und zwar innerhalb der Strecke b; erst spiter (bei
hherer Belastung) tritt das Abscheren ein. In dieser Hinsicht
geben die nachstehenden Versuche des Verfassers lehrreichen Aufschluf3.

Rundstibe von 20,0 mm Durchmesser (/ = 3,14 qem), aus
GuBeisen gedreht, gepriift nach dem Verfahren Fig. 1, 8. 361,

Nr. 1. Bei der Belastung 8 = 3000 kg bricht der Stab infolge

Biegung, der Waghebel der Maschine sinkt. Der Versuch
wird fortgesetzt, hierbei steigt die Belastung allmihlich
bis & — 10 200 kg, welche Kraft das Abscheren herbei-
fithrt!).

Fig. 2 (Taf. XVIII) zeigt den an den Enden auf die
Liinge b abgescherten und im mittleren Teile durch
Biegung gebrochenen Stabteil. Die von dem biegenden
Moment gezogenen Fasern sind gerissen, wiihrend die
gedriickten zum Teil noch unangegriffen erscheinen.

: el o 107200 :

Die Scherfestigkeit betrigt E TR 1624 kg/qem.

Nr. 2. Bei der Belastung S = 2825 kg bricht der Stab infolge

der Biegung (d. h. die gezogenen Fasern zerreifien), bei
S = 9950 kg erfolgt das Abscheren.

scherfestigkeit = W07, 1584 kg/
Scherfestigkelt = 5.314 584 kg/gem.
Nr. 3. Verhalten ganz wie bei Nr. 1 und 2, § = 3350 kg be-

ziehungsweise 10 370 kg.
etk H At 10 370 1651 1
wenerres LRI = == i Lo eI,
cherfestigkei 5. 3.14 351 kg/qem

1) Diese 1884 vom Verfasser feslgestellte Erscheinung der Aufeinander-
folge des Biegungsbruches und des Abscherens sowie der grofle Unterschied
zwischen den betreffenden Belastungen sind um so bemerkenswerter, als die
Biegungsfestigkeit gufieiserner Rundstibe das Doppelte der Zugfestigkeit iiber-
steigh. (Vgl. § 22, Ziff. 2.)
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5 1

Durchschnitt der Scherfestigkeiten = M—j_—_}hal = 1620 kg/qem.
Eine genaue Bestimmung der Biegungsfestigkeit ist nicht mog-
lich, da die Feststellung des biegenden Momentes M, die Kenntnis
der Verteilung der Belastung iiber die Strecken a, b und a voraussetzt,
und iiberdies neben der Biegungsanstrengung auch Schubanstrengung
stattfindet. Auflerdem kommt noch der Einfluf der Reibungskriifte
in Betracht, welche durch die Biegung des Stabes in den Auflagerflichen

§ !
! i ) 1
r--n-f— £

© Fig. 3.

wachgerufen werden. (Vgl. § 46 oder auch Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1888, Fullbemerkung auf S. 224 u. f.) Wird in
Ubereinstimmung mit Fig. 3 gleichmiiBige Verteilung unterstellt und
der Einflul des Reibungswiderstandes vernachlissigt, so wiire

S fa b b S b

b 4 4

und, da im vorliegenden Falle
a= 2,2 cm b= 3,0 cm — = =93
die Biegungsfestigkeit K,
3000
anehe N0 T TS
T e ah00

fiir Nr. 1 R e v = ~ 3530 kg/qem,

2825 . 3,7

fir Nr. 2 i 3330 kg/qem,
3360 . 3,7 : ;

ir Nr. 2O - Sl <0 8050 kp/qom,

i e e e

im Durchschnitt K, = 3603 kg/qem.

Die Zugprobe mit denselben Rundstiiben hatte ergeben die Zug-
festigkeit
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fiir Nr. 1. . . . . 15660 kg/qem,
fiir' Nz, 2. . ... . 1686 kpfgem,
fir Nr. 3. . . . . 1640 kg/qem,
im Durchschnitt K, = 1595 kg/qem.

Nach § 22, Ziff. 2, GuBeisen A, 8. 252, Nr. 6, wiire hieraus auf eine
Biegungsfestigkeit von
K, =212 K, = 1595 . 2,12 = 3381 kg/qem

zu schlieBen, welche GroBe nicht sehr bedeutend abweicht von der-
jenigen, die auf Grund der Annahme gleichmiifiiger Verteilung der Kriifte
iiber die Strecken a, b und a erhalten wurde. Wiirde der das biegende
Moment vermindernde Einflufl der Reibung beriicksichtigt worden sein,
80 wiire eine noch weiter gehende Ubereinstimmung eingetreten.

Rundstibe von rund 24 mm Durchmesser, aus Gulb-
eisen gedreht, gepriift nach Fig. 1, S. 361,

Belastung § beim Scher-
% Quer- | Bruch durch festigkeit
]::‘{1‘:;21: gchnitt | ——— eil K =
: gELTe ¥ >-
Nr. a % At Biegung Toharan 82:2—1 gt
Sl Sﬂ 4
cm qem kg kg kg/qem
1| 2,38 445 | 7600 | 17650 1983
9.1 9387 4,41 8250 | 17060 1934
3 2,38 4,45 8450 17 750 1994
Durchschnitt 1970

Die Zugfestigkeit: der drei Stitbe war vorher zu

Per il l‘fflﬁ_‘l‘-‘_?_

- = 1679 kg/qem

ermittelt worden.

Wird Schmiedeisen der Priifung nach Fig. 1, S. 361, unterworfen,
so erfolgt allerdings vor dem Abscheren kein Bruch, weil das Material
dem biegenden Momente gegeniiber eine geniigend weitgehende Form-
ELnderung zuliBt, Da aber bei Konstruktionsteilen derartige Form-
inderungen in der Regel nicht statthaft erscheinen, so erhellt, daB selbst
in Fillen der Beanspruchung, wie sie durch Fig. 1, S. 361, dargestellt wird,
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die Berechnung auf Biegung — wenigstens der Regel nach — malf-
gebend ist!).

1) In dieser Hinsicht bringt die Literatur noch hiiufig irrtiimliche Angaben,
obgleich sie hiermit schon seit langer Zeit und naturgemill im Widersprueh mit
dem steht, was zweckmiilligerweise  tatsiichlich ausgefiithrt wird, So pflegt bei-
spielsweige in Beziehung auf die Gelenkbolzen bei Dachkonstruktionen u. dorgl.,
fiir die Keile der Keilverbindungen, die Bolzen gewisser Schraubenverbindungen,
die Zihne der Sperriider u. 8. f. angegeben zu werden, dali dieselben auf Schub
oder gegen Abscheren zu berechnen seien. Hinsichtlich der Gelenkbolzen und
iihnlicher Teile diirfte das oben Erdrterte zur Klarstellung ausreichen (vgl. auch
§ 52, Ziff. 1a), betrefis der Keile, Gewindeginge u. s. f. sei auf des Verfassers
Maschinenelemente 1880, 8. 41 u. f. (Taf. 1, Fig. 28 und 30) bzw. 8. 50, 5. 238,
1891/92, 8. 80 u. f., 8. 92 usw. verwiesen. In bezug auf Sperrzihne moge das
Folgende bemerkt werden,

Die Kraft 7, Fig. 4, im ungiinstigsten Falle aulien im Punkt 2 angreifend (vgl.
den vorletzten Absatz dieser Fullbemerkung), ergibt in bezug auf den zunichst

beliebig unter dem Winkel ¢ angenommenen Bruchquerschnitt AX mit dem Mittel-
punkt M ein Kriftepaar vom Moment P, welches auf Biegung wirkt, ferner
eine Schubkraft & = P sin ¢ und eine Druckkraft N = P cos ¢, weleh lotztore
in der Regel ohne weiteres vernachlissigt werden kann.
Bezeichnet b die Breite der Sperrzithne, so findet sich die grofite Biegungs-
anstrengung @ des Materials nach Gleichung 10, § 16, zu
Pig N

&
_] bt
1]

Es ist nun derjenige Querschnitt festzustellen, fiir welchen @ den groliten
Wert erlangt, was bei im allgemeinen beliebiger Gestalt der Begrenzungslinie
des Zahnes am einfachsten durch Ausproben geschieht.

Zur Biegungsspannung tritt nun allerdings die Schubanstrengung. Wie in
§ 52 unter Ziff. 1b erirtert werden wird, ergibt sich jedoch fiir den rechteckigen
Querschnitt, dall die Biegungsanstrengung allein mafigebend ist, solange

L > 09957,
sin g

d. h. solange
@ == 0,325 h sin .
Diese Bedingung wird fast ausnahmaslos erfiillt sein, infolgedessen Sperrzithne
ebenso susnahmslos auf Biegung zu berechnen sind
Indem der Bruchguerschnitt durch A gefiithrt wird, wie oben geschehen, ist
vorausgesetzt, os habe die Begrenzungslinio des Zahnes eine solche Form. dall
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Durch Verminderung von b und a kann allerdings das biegende
Moment verringert werden ; gleichzeitig wiichst aber dann die Pressung
S :bd gegen die Mantelfliche des Rundstabes. Hierdurch aber wird
der Verringerung von @ und damit auch derjenigen des biegenden Mo-
Mmentes eine Grenze gezogen.

Da die Widerstandsfihigkeit des Stabes vom Durchmesser d
gegen Biegung der dritten Potenz von d, gegen Schub dagegen nur
der zweiten Potenz von d proportional ist, so muf das Priifungsverfahren
nach Fig. 1, 8. 361, fiir das gleiche Material unter sonst gleichen Ver-
hiiltnissen Werte fiir die Schubfestigkeit S : / liefern, welche von d
ahhii.ngig sind. Durch die groflen Pressungen gegen die Mantelfliichen
der abzuscherenden Zylinder, welche Kriifte ihrerseits gegeniiber dem
Bestreben des Stabes, auf der Unterlage zu gleiten, Reibungskriifte
Wwachrufen (vgl. § 46). findet allerdings eine weitere Tritbung dieses
Verhiiltnisses statt.

Das vorstehend Erorterte fithrt zu dem Irgebnis, dall die Schub-
versuche, wie sie angestellt zu werden pflegen, nicht geeignet sind, die
Ri(:htig]ccit- der I-luuﬁt-glcich1111g (2. § 39) zu priifen, noch die Unterlagen
fiir dje zuliissigen Schubanstrengungen mit der wiinschenswerten Ge-
Dauigkeit zu liefern. Eine unmittelbare und genaue Priifung der
Gleichung 2. § 39, auf dem Wege des Versuches begegnet erheblichen
Sch\&-’ierigkcitml. Dieselben erwachsen aus dem Umstande, dafl die
Schubkraft immer von einem biegenden Moment begleitet ist, und daf}
da, wo dessen BEinflul zuriicktritt, so bedeutende Krifte auf verhiltnis-
miflig kleine Teile der Mantelfliche des Stabes zusammengedringt
wirken miissen, daf} die den weiteren Entwicklungen zugrunde liegende
VOI'&USSGI;-?.UII{.’, des Nichtvorhandenseins von Normalspannungen senk-
recht zur Stabachse und unter Umstinden diejenige des Nichtauf-
tretens von senkrecht zur Stabachse stehenden Schubanstrengungen,
welche in Ebenen wirken, die sich in Parallelen zur Achse schneiden —
unerfiillt bleibt. (Vgl. auch den Schlufi von § 71.)

die Widerstandsfiihigkeit der oberhalb A méglichen Bruchquerschnitte einen
grofleren oder mindestens den gleichen Wert besitzt.  Wird P als ganz aullen
angreifend angenommen, wie in Fig 4 gezeichnet, so trifit diese Voraussetzung
bei den iiblichen Zahnformen allerdings nicht zu, wohl aber dann, wenn die An-
griffslinie von P — in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit — um eine kleine
Strecke von B nach innen verlegt wird. Beim Entwerfen pflegt man in der Weise
vorzugehen, dafll die Begrenzungslinie des Zahnes gewiihlt und sodann untersucht
wird, ob die Beanspruchung die zulissige Anstrengung des Materials in keinem
der miglichen Bruchquerschnitte iiberschreitet,  Bei Inbetrachtziehung von
Querschnitten, die oberhalb 4 gelogen sind, ist sinngemiiB in der gleichen Weise
vorzugehen, wie oben fiir den durch A gehenden Querschnitt dargelegt wurde.
Uber den Einfluf scharfer oder wenig ausgerundeter Ecken (hier bei )
vgl. das 8. 508 u. . Bemerkte. Die Spannungen fallen bei plotzlicher und sehr
rascher Querschnittsiinderung hisher aus, als die obige Rechnung ergibt.



Dritter Abschnitt.

Formiinderungsarbeit gerader stabférmiger
Korper bei Beanspruchung auf Zug, Druck,
Biegung, Drehung oder Schub.

§ 41. Arbeit der Liingeniinderung,

Ein prismatischer Stab von der Linge I und dem Querschnitt f
sei an dem einen Ende festgehalten, am anderen freien Ende durch eine
von Null an stetig wachsende Kraft P belastet, Kr erfihrt hierdurch
eine Verlingerung. Solcher Anderungen der Liinge sind nach MaBgabe
der Darlegungen in § 4 und § 5 dreierlei zu unterscheiden :

1. die gesamte Liingeniinderung 2,

2. die bleibende Lingendnderung 2/,

3. die federnde Léngeninderung 1",
welche mit der Kraft P in einem solchen Zusammenhange stehen, dall

A = f(P) oder P =F, (}),
ARi= 1 (PYads sis R ()
AN = [, (P) s P = Fy(d'):

Handelt es sich beispielsweise um einen Lederriemen, bei dem
die Verlingerungen langsamer wachsen als die Belastungen, so zeigt die
Linie, welche durch & = f, (P) oder P = F, (}) bestimmt wird, etwa
den in Fig. 1 skizzierten Verlauf. Die mechanische Arbeit, welche
aufzuwenden ist, den Riemen z. B. um A = 0 @, zu verlingern, wozu
die von Null an gp\mdwmw Belastung P = 0@, = Q, Q gehort, wird
dargestellt durch die schraffierte Fliche O @ @, von der Grofle

TS A
= Ip gyms RSN AN T )
0 0
Davon ist zu bleibender Forminderung verwendet worden

1! A
4, =[Py = R e sy
ok 0

1) Im Falle elastischer Nachwirkung wird ein Teil von 4, wieder frei werden

kdnnen.
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somit die mechanische Arbeit, welche der Korper infolge seiner Elastizitit
in sich aufgespeichert hat, und die er bei der Entlastung wieder zuriick-

zugeben in der Lage ist,
o i

Ay = Ay —Ag= (PO = YR, 0@ . . . 8
u v : :

Die Elastizititslehre, indem sie sich lediglich mit den elastischen
Formiinderungen beschiiftigt, pflegt nur die diesen Formiinderungen
entsprechende Arbeit als Forméinderungsarbeit (Deformations-
arbeit) in Betracht zu ziehen und iiberdies vorauszusetzen, dafl Pro-
portionalitiit zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, daBl also
die Dehnungslinie eine Gerade ist, wie z. B.in Fig. 1, § 2, bis zum
Punkte 4.

+4

i
|
|
|
1
1
|
|
I
I
L

Fig. 1.

Unter dieser Voraussetzung findet sich, wenn im folgenden die
Forminderungsarbeit, in dem soeben bezeichneten Sinne aufgefalit,
mit 4 und die elastische Lingeninderung kurz mit A bezeichnet wird,
die Arbeit der Lingeninderung

1 1
A= ‘—31’1 = ?fal,

und da nach § 2, sofern Kriifte senkrecht zur Stabachse nicht wirken

A= QGE

1 1 L ;
AZ---2ot02fl=-é-or.0-I'. e e )

d. h. die Arbeit der Lingeninderung ist proportional dem
Volumen V = fldesStabes und dem Quadrate der Spannung.

Wird ¢ durch die verhiltnismifiige Dehnung e ersetzt nach Mal-
gabe der (Hleichung

so folgt
A .__"_52”::._521'_ e e 1)

)
Bach, Elastizitit, 6. Aufl, 24
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Handelt es sich um einen Korper von veranderlichem Quer-
schnitt wie Fig. 1, § 6, so ergibt sich unter der Voraussetzung, daf} der
Dehnungskoeffizient « konstant ist, und Kriafte senkrecht zur Stabachse
nicht titig sind, die Arbeit 4 mit Anniiherung!) durch folgende Er-
wigung.

Damit das im Abstande x von der freien Stirnfliche des Stabes,
Tig. 1, § 6, gelegene Korperelement [ dx in der Richtung von 2 um ¢ dx
gedehnt wird, wobei die Spannung

g —
o

eintritt, bedarf es der Aufwendung einer Arbeit

dd = ;—;’rs.ada: = TZIE-]Ez(&r - —g—fcgdx.
Itolglich die Arbeit. welche die Formiinderung des ganzen Stabes fordert,
] i t
1 ¢ i
] — — 2 ly — 2 ; s
A M'sema, 2'\afd.c TR
0 0

Ttiir den Fall, dafl der Stab ein Prisma, wird hieraus
A = 7; e fl = j o2 f1,
wie oben bereits ermittelt worden ist.

Bei den vorstehenden Erdrterungen wurde vorausgesetzt, dall
die Belastung stetig von Null an wiichst, so dafl in jedem Augenblick
Gleichgewicht vorhanden ist zwischen der dufieren belastenden Kraft
und den hierdurch wachgerufenen inneren Kriften. Wird nun der
Stabplétzlich der Einwirkung der ganzen Kraft P tiberlassen,
ohne daf} jedoch ein Stof3 hierbei stattfindet, d. h. ohne dafl der zweite,
den Stab belastende Korper diesen mit einer gewissen Geschwindigkeit
trifft, so erhebt sich die Frage nach der Grofie der Anstrengung o, welche
das Material in dem Augenblick der grofiten Verlingerung i des Stabes
erleidet. Bei der im folgenden gegebenen Beantwortung, wobei ein
prismatischer Stab zugrunde gelegt wurde, soll von dem Einflusse der
Zeit auf die Ausbildung der Iformiinderung abgesehen werden.

1) ‘Mit Annéherung namentlich deshalb, weil die Spannungen in simtlichen
Punkten eines Querschnittes nicht die gleiche Richtung haben koénnen. Die
Spannung im Mittelpunkt des Querschnitts fillt allerdings in die Stabachse, steht
also senkrecht zu letzterem, dagegen werden beispielsweise die Spannungen in
den auf der Umfangslinie des Querschnitts liegenden Elementen die Richtung
der Mantellinien des Stabes besitzen, also geneigt gegen die Stabachse sein miissen,
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Unter der Voraussetzung unverinderlicher Grofie des Dehnungs-
koeffizienten o betrigt die Arbeit, welche die Uberwindung der inneren,
durch die Dehnung wachgerufenen Kriifte bei der Verlingerung i fordert,

1
'—2-)\fc.

Dieselbe muB gleich sein derjenigen mechanischen Arbeit, welche
die iuBere Kraft P verrichtet, indem sie in ihrer Richtung um % fort-
schreitet, d. i. PA. Also

Pr= —\lo,

woraus

B
6= 2 /
d.h.diedenStabmitihrerganzen GroBeplétzlieh, jedoch
ohne Stofl belastende Kraft P veranlaBt eine dopqeltso
groBe AnstrengungdesMateria ls,als wenn PvonNullan
stetig gewachsen wiire.
Nachdem der Stab sich um A gedehnt hat, in welchem Augenblick
6 f = 2 P ist, werden die inneren Krifte, da sic um P grofier sind
als die §uBere Kraft P, eine Wiederverkiirzung einleiten, welche fiir den
Fall vollkommener Elastizitit und abgesehen von Widerstinden die
Stablinge auf I zuriickbringt; hieran schlieft sich neuerlich eine Ver-
lingerung u. s. f.: der Stab wird Sch wingungen vollfithren, welche, wegen
der in Wirklichkeit vorhandenen Widerstinde fort und fort abnehmend,

schlieBlich Null werden.

§ 42. Arbeit der Biegung.

Der Korper sei in der Weise gestiitzt und belastet, dafl der Fall
der einfachen Biegung vorliegt (III, § 16). Unter Vernachlissigung
der Schubkrifte sowie der ortlichen Zusammendriickung, welche der
Kérper da erfihrt, wo die duleren Krifte auf die Oberfliche wirken,
und unter der Voraussetzung, dafl der Dehnungskoeffizient o konstant
ist, ergibt sich die Biegungsarbeit durch folgende Betrachtung.

Um das im Abstande 7 von der Nullachse gelegene, streifenformige
Kérperelement vom Querschnitt d/ und der Linge da (in Richtung der
Stabachse), Fig. 4 und 5, § 16, so zu dehnen, daf} dessen Linge die ver-
hiltnismiBige Dehnung ¢ erfihrt, wobei die Normalspannung

] s
ol
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eintritt, ist eine Arbeit
d
dAd = o edx = —; c?dfdx

2
erforderlich.

Unter der Annahme, dal} die Ebene des den Stab biegenden Krifte-
paares vom Momente M, die eine der beiden Hauptachsen des Quer-
schnittes, dessen Trigheitsmoment in bezug auf die andere Haupt-
achse mit @ bezeichnet sei, in sich enthilt, gilt nach Gleichung 9, § 16,

M,

o

G =

-

Infolgedessen
a M3
dd = — — 2 df dz
3 gz Y&

und hiermit die mechanische Arbeit, welche die Biegung des ganzen
Korpers beansprucht,

o

e ?.\- 6

M2 " M2
ot gy e | Db

£

wobei die Integration sich auf die ganze Linge des Stabes zu erstrecken
hat.

Fiir den Ifall Fig. 1, § 16, — der prismatische Stab ist an
dem einen Ende befestigt, am anderen freien Ende durch
die Kraft P belastet — findet sich, sofern man, von B nach 4 hin
schreitend, (I—a) mit £ bezeichnet und dementsprechend M, = P £ ein-
fithrt sowie da durch df ersetzt,

f
« ((PE: . o P2
5 '—K " D

2

0

Diese Gleichung gestattet eine sehr rasche Feststellung der Durch -

biegung y’ des freien Stabendes durch die Erwiigung, daf} die mecha-

nische Arbeit, welche die stetig von Null bis auf P gewachsene Be-
lastung beim Sinken um y’ verrichtet, d. i.

l ’
5 Py,
gleich 4 sein muli.
Demnach
|1 o Pt
Pt g
g G
iy
e TR 33‘
Ay
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welches Ergebnis in Ubereinstimmung mit Gleichung 4, § 18, steht, sofern
man in letzterer die hier nicht vorhandene Belastung @ gleich Null

- setzt.

Wird die Anstrengung an der Befestigungsstelle im Abstande
1 = ¢, von der Nullachse mit k, bezeichnet, so folgt

Pl=k, L,
4}
und damit _
o e
s
Ad=ghl
Wenn
@ = tfe?
gesetuzt wird, was z. B. ergibt fiir den rechteckigen Querschnitt
1 h )2 1
e sy Moy iidd b
60 = 12?)?& abk(_Q{ ¢ o
fiir den kreisformigen Querschnitt
d\? 1
ﬂ___jl_-;:,i,-:(._) e
0_64d "4d__2,. c =
so findet sich unter Beachtung, dafl fI gleich dem Stabvolumen V,
o o ;
— ek 2 = — 2V : ; : ) : 9
sl e )

d. h, die Biegungsarbeit ist proportional dem Volumen des
Stabes und dem Quadrate der Materialanstrengung.
Handelt es sich um einen Korper von gleichem Widerstande

gegen Biegung (§ 19), so ist

fiir die einzelnen Querschnitte konstant, wobei unter ¢ der Abstand
der hinsichtlich der grofiten Anstrengung maBigebenden Faser ver-
standen werden soll. Durch Einfiihrung des hieraus folgenden Wertes
von M, in Gleichung 1 wird
3 ky \? €
et g ( 9_‘") Ui LI 0 dx,
ZELl\e o 2 70 ) et
und mit Riicksicht darauf, da @ = ¢]e?,
1
o ol o ;
A=7:kb45 fde = i BAVYS 0 S)

[

0
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Hiernach ist die Biegungsarbeit eines Korpers von gleichem Wider-
stand bei bestimmter Querschnittsform

1. unabhiingig von der Art der Unterstiitzung (Befestigung) und
der Belastung,

2. proportional dem Volumen des Kérpers und dem Quadrate
der Materialanstrengung,

3. verhiltnismifBig 3 mal grofier als der Wert Gleichung 2, welcher
sich fiir den prismatischen Stab Fig. 1, § 16, ergibt.

Fiir den Stab Fig. 2, § 19, liefert Gleichung 3 wegen

§ 43. Arbeit der Drehung.

Der Korper ist in der Weise beansprucht, dafl der Fall der einfachen
Drehung vorliegt (V, § 32).

Vorausgesetzt sei, dall es sich um einen prismatischen Stab
handle, daf die 6rtlichen Forminderungen an den Stellen, wo die dufleren
Krifte auf den Kérper einwirken, vernachlissigt werden diirfen,
daf} sich ein duf gehinderte Ausbildung der Querschnittswolbung ge-
richteter Einflull (vgl. § 34, unter Ziff. 3) nicht geltend mache, und daf3
der Schubkoeffizient ( (§ 29) unverinderlich ist.

Um das im beliebigen Punkte P des Querschnittes (Ilig. 4, § 32,
Fig. 2, § 33, oder Fig. 3, § 34) gelegene Kérperelement von der Grund-
fliche dy . dz = df und der Linge [ so zu verdrehen, dal es die ver-
hiiltnismifige Schiebung y erfihrt, wobei die Schubspannung

il

T = —

B

eintritt, ist eine Arbeit

b= LA S i

2
aufzuwenden; demnach zur Verdrehung des ganzen Stabes

A:-—g—d\rﬁd;‘, R A
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wobei die Integration sich iiber den ganzen Querschnitt zu erstrecken
hat.1)

Tiir den kreisformigen Querschnitt, Fig. 4, § 32, folgt mit %,
als Drehungsanstrengung im Abstande r

P
(T ka‘T:
B_ ktiz ( a - [3 kd._: i3 4o B a a
A= 5?-\ ptdf = 1ot = L ktnl,
und da = 7?7 gleich dem Stabvolumen V,
A= Brpv L s

worin k, bei gegebenem Drehungsmoment M, nach Beziehung 3, § 32,
bestimmt ist durch die Gleichung

4

M, = 7

k, d.

Tiir den Hohlzylinder, Fig. 5, § 39, findet sich
Bl » dh ik do? Vv

A= de ¥T ) 3)
worin
V= _Z.. (dz TRl dn::} I,
d
ky = & M

m At —dg

Vergleicht man die mechanischen Arbeiten A, 4, und 4,
welche ein Kreiszylinder vom Volumen V' aus durchaus gleich-
artigem Material bei Beangpruchung auf Zug bzw. Biegung (Fig. 1,
§ 16) und bzw, Drehung fordert, so erhilt man zunichst

: 1 ;
nach Gleichung 4, § 41, mit s = k, 4, = 2'“'{”';2 v,
1 1
y 42; ' i = — ——r - 2 "
L} ] Z, § 4: [‘I‘;j 24 g’_k‘:’ Iz
2 ; 1 .2
o 33 &y § 43, Ad S 4 B kd b

1) Unter Benutzung von Gleichung 5, § 35, gelangt man zu

I 1 Q'
A = T_ﬂfd.‘}f. = 3 A M ,? -J{';‘--.ﬂf.
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Nach Gleichung 3 bzw. 5, § 31, ist

wia m
pi==igsr e SR T
Wird nun
10
'm:?’ s:kd'.a kb:kz
gesetzt, womit
10
=l 5 ks = k.,
B 6 e LA s
g0 folgt
1 Tt e 1O 02
A4yl = o akiakti— zﬁcx(l2 xc)
1 10
= 12° 13

= 1:0,083:0,769.

Hieraus erhellt, dafl zur Erreichung einer bestimmten Anstrengung
des Materials bei Biegung die geringste Formiinderungsarbeit aufzu-
wenden ist, und dafi infolgedessen der gebogene Zylinder auch nur eine
verhiltnismiflig geringe Formiinderungsarbeit in sich aufnimmt.

Fiir den elliptischen Querschnitt, Fig. 2, § 33, mit den Halb-
achsen a und b ergibt Gleichung 4, § 33,

RIS

2 M,

= Ry l at y? -|- bt 22

Folglich nach Gleichung 1

A sﬁjugi:\édzjdzf
= Z—T"_:-;'ba (at y* + b4 2?) df,

woraug wegen
Wl . e T
s yrdf = = b3, \ 2oidf = R b,

2 2
Wih @ 0 Moy e )

27  ad®bh®

und unter Beriicksichtigung der Gleichung 7, § 33, mit &, als Drehungs-
anstrengung

Bomreg b 5 S [ SR s 5
A 2'Tk“ Ty (a2 + b2) [ = B o o 5)




e |
~1

§43.  Arbeit der Drehung. 3

sofern
V=m=xabl
das Volumen des Stabes ist.

Die Gleichung 4 ermoglicht die Feststellung des Winkels,
um welchen sich jede der beiden Hauptachsen (das Hauptachsen-
kreuz) des einen Endquerschnittes des elliptischen Stabes gegeniiber
der ihr entsprechenden Achse (dem Hauptachsenkreuz) des anderen
Endqum'ﬂchriittns verdreht, in i{iberaus leichter Weise. Dieser Winkel,
dividiert durch die Entfernung [ der beiden Querschnitte, gibt den ver-
hiilltnismifigen Drehungswinkel . (Vgl. § 33, Ziff. 1, d und e.)
Seine GroBe sei deshalb mit I bezeichnet.

Das drehende Kriftepaar (vgl. auch Fig. 1, § 32), dessen Moment
von Null an stetig bis zu M wiichst, verrichtet bei der Drehung des einen
Querschnittes gegen den anderen, d. h. des Achsenkreuzes des einen
" Querschnittes gegeniiber demjenigen des anderen, um # ! eine mecha-
nische Arbeit

1

i

M,. 1.

Dieselbe muf gleich sein der durch Gleichung 4 bestimmten Arbeit,
welche die Uberwindung der inneren Kriifte fordert, d. h.

1 o P bt
Pl i b S o
1 a®+b?
b=te e )

wie in § 36 unter Nr. 3 angegeben ist.

Tiir den rechteckigen Querschnitt, Fig. 3, § 34, mit der
Breite b und der Hohe % findet sich unter Beachtung der Gleichung 1,
§ 34, die Spannung im beliebigen Punkte P zu

-_2 —— : .2'2
Y nell—(%) ] 2"

s') z
]
infolgedessen
g B df = m? \ y? df + n? \ "d’f—S(—-{ o ) \ y* 22 df

o " Ill-_
=Y+ Tt = ] m?

.

16 m? 1() n? (*
it 1 L I 4
T T s 2 df -+ : yta? 2 df.

Wegen

' i
yrdf = 1'1'2-- b3 h, \ z2df = 5 b h?,



378 Dritter Abschnitt.

H3 }13

\ VRt 144

- b3 A5, \ yra2df = - 60 bo ho,

) ot atdf = %0

wird

10 10
Nach § 34 ist

. .
\ taf = lm b3 I Inzbm—l (—4- )b3k

2 2 b

Tow sty Begs m
Hiermit folgt, sofern noch die Spannung 1/, im Punkte 4 des Quer-
schnittumfanges, IMig. 3, § 34, durch kg ersetzt wird,

e b __l__k)
qiidf = — L2
k 4 4 o e
infolgedessen nach Gleichung 1
4 b 4 b2 |- bt
=E L e ne bl Ve g by 7
A a5 B k2 = (62 4 h2) 1 T B 7t ! R S )
sofern
be=—rbih !

das Volumen des Stabes bezeichnet,
Wird nach Maligabe der Gleichung 5, § 34,

9 M
9
2 bh
gesetzt, so findet sich jetat
9 b2 pt

Diese Beziehung gestattet in ganz gleicher Weise, wie oben fiir den
elliptischen Stab erortert, die Ermittelung des verhiiltnismiBigen
Drehungswinkels # fiir Prismen mit rechteckigem Querschnitt.

Die Arbeit, welche das drehende Kriftepaar bei der Verdrehung
der um [ voneinander entfernten Querschnitte verrichtet, muf gleich
A sein, d. h.

1 b2 - k2

5 My :—{a T B
R s
e i 7 Maf 9)1)

1) Vgl. das auf folgender Seite am Sechlusse von § 43 Gesagte,
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Dieses Ergebnis unterscheidet sich von den in § 35, S. 343, auf-
genommenen de Saint Venantschen Werten durch den Zahlen-
koeffizienten. s schlieft sich den Ergebnissen der Versuche, welche
Bauschinger zu dem Zwecke anstellte, die de Saint-Venantsche
Gleichung zu priifen, noch besser an. Wie in § 35 unter Ziff. 2 berichtet,
sollten nach den de Saint-Venantschen Koeffizienten sich verhalten

§ iyl vd 8, = 1:1,25:1,18 11,40 : 9,1.
Bauschingers Messungen ergaben
§, 18, :8,:9,:8,=1:124:1,20 : 1,47 : 9,66.

Die Einfithrung des hier ermittelten Zahlenkoeffizienten 3,6 der
Heichung 9 fiir die rechteckigen Stibe (¢, d und ¢) fiihrt zu

B8, 10, 19,8, =1:1,24:1,14: 1,44 : 9,76,

DaB der Zahlenwert 3,6 der Gleichung 9 an sich der richtigere sei,
darf hieraus jedoch nicht geschlossen werden, da die Versuche mit Guf-
eisen angestellt wurden, dessen Dehnungskoeffizient veriinderlich ist
(vgl. das S. 341 Gesagte).

Nach MaBgabe des auf S. 343 Bemerkten hat bei Material mit
unveriinderlichem Dehnungskoeffizienten an die Stelle der Zahl 3.6
ein vom Seitenverhiltnis abhingiger Zahlenwert zu treten (vgl. da-
selbst Gl. 7 und 7a, sowie in der Zusammenstellung von § 36
unter Zifl. 6).

Demgemiil wird sich auch der Zahlenwert in Gleichung 8 ver-
inderlich ergeben.

Mit der Genauigkeit, mit welcher der Zahlenwert in Gleichung 5,
§ 34, konstant ist, folgt

1 b3 - A2
Ar=r=—hs -bj;z-’i_M“’” f e SR e S BYR )

Fiir genauere Feststellung von A wird die Veriinderlichkeit des

bezeichneten Zahlenwertes (vgl. § 36 unter Ziff. 6) zu beriicksichtigen sein.

§ 44. Arbeit der Schiebung.

Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub allein wird dann als
vorhanden betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabférmigen
Korper wirkenden dulleren Krifte fiir den in Betracht gezogenen
Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft § (Schubkraft), welche in
die Ebene des letzteren fillt und die Stabachse senkrecht schneidet.
Wie im zweiten Abschnitt unter V1. erértert, kann — streng genommen
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— diese Schubanstrengung in einem geraden stabformigen IKorper
niemals allein vorkommen; die Schubkraft S ist vielmehr immer von
einem biegenden Moment begleitet.

Wird trotzdem nur diese in Betracht gezogen, welche nach Mal-
gabe der Gleichung 3, § 39, und der Fig. 1, § 39, fiir den beliebig zwischen
P’ P’ gelegenen Punkt P die Schubspannung

S M
2y cos rp- 0

7

e

liefert, so ergibt sich unter Voraussetzung der Unverinderlichkeit
des Schubkoeffizienten f folgendes.

Die Herbeifiihrung der Schiebung | des im Punkte P, Fig. 1,
§ 39, welcher um 2z von der senkrechten Hauptachse abstehe, zu
denkenden Kérperelementes von dem Querschnitt

df = dn dz
und der Linge dx, wobei eine Schubspannung

y

z

wachgerufen wird, fordert eine mechanische Arbeit

S S e
dd = 5 vde = 9 7 df da.

Demnach die gesamte Forminderungsarbeit der Schubkrifte

P _g_ (d;r. '\.‘Tz df = E g,dx I\' s‘rﬂ gz s i)

Hieraus findet sich beispielsweise fiir den rechteckigen Quer-
schnitt von der Breite b und der Héhe A, Iig. 2, § 38, da hier (vgl. § 39
unter a)

3 S N2
= o = i T = — — i o e 3 i = )! El
Rovetaal 2 bh h g 00
=
L
i B ; i SZ 3 Y‘ 2 5 “ 3 g’ jgs g 9
- 2,\ 4 bk o AR dn = Ve a2
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Zusammengesetzte Beanspruchung gerader
stabformiger Korper.

VII. Beanspruchung durch Normalspannungen
(Dehnungen).
Zug, Druck und Biegung.

§ 45.
Allgemeines. Der Stab ist nur durch Kriifte beansprucht,
welche in Richtung seiner Achse wirken.

Allgemeines.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden #Hul3eren
Krifte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in
die Stabachse fallende Kraft P und ein Kriftepaar vom Momente M,
dessen Bbene den Querschnitt senkrecht schneidet.

Fiir einen beliebigen Punkt des Querschnittes liefert die Kraft P
eine Dehnung und Normalspannung. Gleiche Wirkung hat das biegende
Moment M, Die Gesamtdehnung wie auch die Gesamtspannung ergibt
sich als die algebraische Summe aus den beiden Einzeldehnungen bzw.
Einzelspannungen.

Unter den Voraussetzungen, dall die Ebene des Kriftepaares die
eine der beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthilt und daf3
diese gleichzeitig Symmetrieachse ist, findet sich die durch M, im Ab-
stande n von der anderen Hauptachse hervorgerufene Normalspannung
nach Gleichung 9, § 16, zu

My
o

Treffen diese Voraussetzungen nicht zu, so kann die Normal-
spannung nach Mafigabe des in § 21 unter 2 Erorterten festgestellt
werden. Hinsichtlich der Genauigkeit, mit der dies geschieht, vergl.
den ersten Absatz von § 21,
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Die Normalspannung, welche von P herriihrt, betrigt unter der
Voraussetzung gleichmilliger Verteilung iiber den Querschnitt in allen
Punkten des letzteren

1)
o

Folglich die Gesamtspannung ¢ im Abstande % von der bezeich-

neten Hauptachse

1)

a

Il
-
H-

‘Zwb 78
f :

Das obere Vorzeichen gilt, wenn P zichend, das untere, wenn
P driickend wirkt.

M,, P, & und f sind als absolute Grofien zu be-
trachten, wihrend = als positiv oder negativ ein-
zufiihren ist, je nachdem die betreffende Faserschicht
auf der erhabenen oder der hohlen Seite der
O ———@ g elastischen Linie liegt.

Bei Benutzung der Gleichung 1 sind die Voraus-
setzungen, welche zu ihr fithrten, im Auge zu be-
halten; insbesondere kann sie ganz unrichtige Werte
ergeben, wenn unter Einflull von M, der Stab sich
in solchem Malie durchbiegt, dafi P infolge dieser
Durchbiegung ebenfalls Momente liefert, die von Be-
deutung sind und nicht mehr vernachliissigt werden
diirfen.

/ Hinsichtlich des Kriimmungshalbmessers der
/ elastischen Linie sei unter den in § 16 gemachten
Voraussetzungen folgendes bemerkt.

Die beiden um dx voneinander abstehenden

Fig. 1. Querschnitte ¢¢ und (,0,, Fig. 1, éndern unter
Binwirkungen der in die Stabachse » fallenden

Kraft P lediglich ihre Entfernung, und zwar um 0,0," = ¢, du, sofern g,
die durch P herbeigefiihrte verhiltnismiBige Dehnung ist, entsprechend

—-—

hls}
-—a--—'———-_______ o

der Normalspannung ¢ = -—!,— . € 0/ sei diese neue Lage von C, C,

gegeniiber ¢ C.

Infolge der Wirksamkeit des Momentes M, neigen sich die beiden
Querschnitte gegeneinander, Wire nur M, titig, so wiirden sich die
beiden Querschnitte in der durch den Punkt M bestimmten Linie
schneiden, wegen der Parallelverriickung um 0,0, = g, dx erfolgt
dieses Schneiden jedoch in einer dazu parallelen Linie, die sich im
Punkte M, darstellt, fiir den gilt
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MMI :OM = go dyvidni= g5 1

OM, = OM + MM, = OM (1 + &) = p (1 + ),
wenn o den Kriimmunghalbmesser bedeutet, wie er sich unter Kin-
wirkung des biegenden Momentes allein ergibt. Da g, eine sehr kleine
GroBe gegeniiber 1 ist, so darf mit Anniiherung OM, = ~ p gesetazt,
also mit der oben bezeichneten Anniiherung hinsichtlich des Kriimmungs-
halbmessers so verfahren werden, als sei nur das biegende Moment
wirksam.

Der einerseits befestigte prismatische Stab wird durch eine
zur Stabachse parallele, jedoch exzentrisch zu ihr gelegene
Kraft > belastet.

1. Die Kraft P wirkt ziehend, Fig. 2 und 3.

Die durch P und die Stabachse bestimmte Ebene schneidet simt-
liche Korperquerschnitte in einer der beiden Hauptachsen.

8

Fig. 2.

Die hierbei eintretende Biegung des Stabes, Ifig. 3, ist eine der-
artige, daf3 das biegende Moment, insoweit es von der Grofie der Durch-
biegung beeinfluBlt wird, von B nach A hin abnimmt, also seinen gréfiten
Wert P a im Querschnitt bei B besitzt. Fiir diesen gilt daher nach
Gleichung 1, sofern der Wert von = fiir die am stiirksten gespannte Faser
gleich e ist,

Pa L B higet
R 'T( e

Hierbei ist der — iibrigens nicht erhebliche — Einflufi, welchen
die mit der Durchbiegung verkniipfte Neigung des Querschnittes nimmt,
vernachléissigt.

Nach A4 hin wird sich 6,,,, vermindern in dem Malle, in welchem
die Durchbiegung den Hebelarm der Kraft P verringert.
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Tiir kreisformigen Querschnitt vom Durchmesser d und mit

(Angriffspunkt der Kraft liegt auf dem Umfange des Quer-

2

schnittes) folgt beispielsweise

b1 : T d
fe ke e
s %%dz = VL
e e e e e
/ A ] /
64

d. h. die grofite Anstrengung ist 5 mal so grof} als bei zentrischem An-
griff der Kraft P. Der Einfluf} der Exzentrizitit ist demnach ein ganz
bedeutender.

Besteht der Stab aus einem Material, fiir welches die zulissige
Anstrengung k, gegeniiber Biegung, berechnet aus Gl 9, § 16, wobei
die Verinderlichkeit des Dehnungskoetfizienten nicht beriicksichtigt
ist, sich wesentlich unterscheidet von derjenigen gegeniiber Zug, d.i. k,,
wie dies z. B. fiir Guleisen zutrifft (vgl. § 22, Zusammenstellung auf
8. 257, Spalte 4, Gleichung 1, § 22 auf 8. 253), so wiirde es unrichtig
sein, ohne weiteres nach Mafligabe der Beziehungen

P Pa P <04 {’a :

— L ——e <<k, oder — -} e<k
Filie. =8 p e
zu rechnen. In solchem Falle ergeben sich mit
kf; o [ﬂﬂ kz
die Beziehungen
P Pa il 1 Pa
bo—— T ——e=¥k, oder : ——ec=<k.,
bRl e l
: 2)
B, ky _ zuliissige Biegungsanstrengung
PR k, - zuliissige Zuganstrengung
ale
: l 2. Die Kraft P wirkt driickend, Fig. 4.
l g- Voraussetzung wie unter Ziff. 1.
| Hier nimmt bei eingetretener Durchbiegung das
! Moment M, von B nach 4 hin zu, wie bereits in § 24 an
: Hand der Fig. 1 erortert worden ist. In bezug auf den
fjl durch 2 bestimmten Querschnitt fand sich dort
7% M, = Pla-+y —y)
Fig. 4.

und hiermit, indem die Gleichung



§ 45.  Der einerseits befestigte prismatische Stab usw. 385

dy o P
e P Eoety IR
da? g 4 ry=y)
zum Ausgangspunkt genommen wurde,
¢ TR
? y—r = 1 —cos (?, & ):
a4y 2
woraus
" a
e T AR AR R
cos (l' el )
st ey
und damit die Durchbiegung des freien Endes
’ : 1 4)
1 —_— - ; — . . . . 4
i cos (l /i?-)— )
\ l il
Triir den Querschnitt bei A erlangt M, den groliten Wert, nimlich

_Pa

= Hl__i_;
cos (.-f ,.-’f P(;c )

!

max (M,) = Pla+y) =

folglich betrigt hier die Gesamtzugspannung der im Abstande
N = - e, gelegenen Fasern nach Gleichung 1

Pa [ B4
max (g,) = --—.-',——"T—-‘I"““——ch, s e )
/ Pa) O f ¢
cos (!] ) )
und die Gesamtpressung der im Abstande u = — ¢, pelegenen
Fasern
Pa (9 o
MAX (6 )= ————— o i | B L 6
= : (z / Pa) Bt
cos |l =2

sofern k, und k die zulissigen Anstrengungen gegeniiber Zug bei Biegung
bzw. Druck bezeichnen.

Besteht der stabférmige Korper aus einem Material, fiir
welches k, erheblich von & abweicht, so mul streng genommen in sinn-
gemiiller Weise so verfahren werden, wie am Schlusse von Ziff. 1 an-
gegeben worden ist. Da jedoch hier unter allen Umstinden eine grofere
Sicherheit darin liegt, wenn die Gleichung 5 ohne weiteres beniitzt wird,
withrend dort die Auflerachtlassung von B, in der ersten der Beziehungen
2 zu einer wesentlichen Unterschiitzung der Materialanstrengung fiihren
konnte, so diirfte an dieser Stelle der gegebene Hinweis geniigen.

Bach, Elastizitit, 6. Aufl, 256
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a) Der Stab ist sechlank und der Hebelarm a klein,

Diese Sachlage entspricht dem im ersten Abschnitt unter 1V
behandelten Falle der Knickung. Dort wurde zwar zentrische Be-
lastung des Stabes durch die Kraft P zuniichst vorausgesetzt; wir er-
kannten aber, dafl es sehr schwer hilt, diese Voraussetzung zu erfiillen,
infolgedessen ein, wenn auch sehr kleiner, Hebelarm als tatsiichlich vor-
handen angenommen werden mufite. Diese Annahme wurde auflerdem
noch dadurch zu einer Notwendigkeit, dafl in Wirklichkeit die Achse bei
lingeren Stiben keine gerade Linie und daf} tatsichlich das Material
nicht vollkommen gleichartig ist. Wir gelangten sodann in § 24 zu dem
Ergebnis, dall, wenn die Belastung P betrigt,

n 1 @

P .
e 4 o [*

die Durchbiegung %’ nach Gleichung 4 selbst fiir einen sehr kleinen
Wert des Hebelarmes a die Grolle oo annimmt. Infolgedessen war
P, als diejenige Belastung zu bezeichnen, welche die Knickung,
d. h. Bruch oder unzulissige Biegung, des Stabes herbeifiihren wird,
sofern nur a > 0. Letzteres mull aber aus den bezeichneten Griinden
immer angenommen werden,

Demgemifl wurde in § 256 als zulissige Grofle der den Stab be-
lastenden Kraft P nur der Ste Teil von P, in Rechnung gestellt, also
gewiihlt
Dt <
46 o I?

P:

unter Beachtung, daf iiberdies die Forderung der einfachen Druck-
beanspruchung

P < k,‘

befriedigt sein mul3,
Wird in Gleichung 4 fiir P der in der vorletzten Gleichung ent-
haltene Wert eingefiihrt, so ergibt sich

u—) e

(312

woraus beispielsweise

fir ® = 4 9 16 25
die Ausbiegungen y" = 0414 a 0,166 a 0,082 a 0,062 a

folgen.
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Die Bedingung
il

P<

kommt demnach darauf hinaus, daB man die Abweichung »* von der
Geraden, d. h. die Ausbiegung, innerhalb einer gewissen Grenze hilt.

Ganz entsprechend wird auch hier vorzugehen sein. Der einzige
Unterschied besteht darin, dafi infolge des exzentrischen Angreifens
der Kraft 2 von vornherein ein Hebelarm gegeben ist. Derselbe, mit a,
bezeichnet, ist schitzungsweise um einen Betrag a, zu vergrofiern, welcher
den oben bezeichneten Umstinden (Nichtgeradlinigkeit der Stabachse,
Ungleichartigkeit des Materials, einschlielich Verschiedenartigkeit
seines Zustandes) Rechnung triigt. Hinsichtlich a, wird wesentlich die
Genanigkeit in Betracht kommen, mit welcher sich die Lage der auf den
Stab wirkenden Kriifte feststellen und wenigstens dahin sichern lift,
daBl Uberschreitung des in Rechnung genommenen Wertes von a, in
Wirklichkeit nicht stattfindet. Indem hierbei die Konstruktion, Material,
Ausfiihrung und Aufstellung Einflu nehmen werden, greift die Grofe
a, in das Gebiet von a, iiber.

Liegen die GroBen a; und a,, nach Maligabe des Vorstehenden mit
Riicksicht auf die besonderen Verhiiltnisse der jeweiligen Aufgabe er-
mittelt, vor, so kann unter Beachtung, daB die zulissige Biegung
fiir nicht federnde Konstruktionsteile sehr klein sein muB, zunichst
gesetzt werden

M, = P(a; + ay),

womit sich ergibt

A L

&L Al o

.P (@ t“z) £ - kg ,]

L g3

By

Pate) P _, l

(Vgl. die Bemerkungen zu Gleichung 5 und 6.)
Befriedigt der Stab diese Bedingungen, so ist die Durchbiegung

1
1] . . L8

'?Po?)
cos(11/ &
(%

!

¢

Yy = (a; + ay)

zu  berechnen und EntschluB hinsichtlich ihrer Zuldssigkeit zu
fassen.  Erforderlichenfalls sind die Abmessungen des Stabes zu

indern.
20%
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Die Gleichungen 7 und 8 setzen voraus, dafl a, in die Richtung von
a, fillt, was nicht notwendigerweise der Fall sein mul}. Ist das Trigheits-
moment @ (bezogen auf die zum Abstande @, senkrechte Hauptachse)
das kleinere der beiden Haupttrigheitsmomente, so wird diese Annahme
allerdings im Sinne des Zweckes der ganzen Rechnung liegen. Wenn da-
gegen @ das grofiere Trigheitsmoment ist, so verlangt dieser Gesichts-
punkt, daB a, senkrecht zu a,, sofern nicht besondere Griinde fiir eine
andere Richtung sprechen, angenommen und nach Maligabe des in
§ 21 unter 2 Erorterten verfahren wird.

Um die unmittelbare Wahl von @, zu umgehen, kann z. B. fiir
Baukonstruktionen in derselben oder in ihnlicher Weise vorgegangen
werden, wie dies in § 26 fiir den Fall einfacher Knickung besprochen
worden ist!). Niheres Eingehen hierauf wiirde den Rahmen dieser
Arbeit weit {iberschreiten, ganz abgesehen davon, dal} die besonderen
Einfliisse, welche bei den einzelnen Aufgaben zu beriicksichtigen sind,
die Berechnung des betreffenden Konstruktionsteiles dahin verweisen,
wo derselbe seiner Wesenheit nach sowie in seinem Zusammenhange
mit den an ihn anschlieBenden Teilen zu behandeln ist.

b) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a im Verhiltnis
zu den Abmessungen des Querschnittes grol.

In diesem Falle wird zuniichst die erste der Beziehungen 7 mit
a;+ a, = a, d. h.
Pa Ty =
i) e
€ k,

] f
mafgebend; der Einflull des Gliedes

i
/

tritt hierbei zuriick. Sodann ist fiir den Fall, dafl der Stab dieser Be-
ziehung geniigt, die nach Gleichung 8 eintretende Durchbiegung zu er-
mitteln und iiber deren Zuliissigkeit Entscheidung zu treffen.

1) 8.z B. v. Tetmajer, Die angewandte Elastizitiits- und Festigkeitslehre,
Ziirich 1889 und 1905, sowie: Die Gesetze der Knickungs- und der zusammen-
gesotzten Druckfestigkeit der technisch wichtigen Baustoffe, Ziirich 1901, v. Tet -
majer steht hinsichtlich der Behandlung der Knickungsaufgabe auf einem anderen
Standpunkt als Verfasser, weshalb auf dessen Arbeiten besonders aufmerksam
gomacht sei. (Vgl. auch des Verfassors Besprechung des zuerst genannten v.
Tetmajerschen Buches in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure

1889, S. 474 u. f.)
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¢) Die Querschnittsabmessungen des Kérpers sind im
Vergleich zur Linge desselben und zur GriBe des Hebel-
armes so bedeutend, dafi eine Biegung von Erheblichkeit

nicht eintritt.

Dann sind einfach die Gleichungen 7 zu beachten und in ihnen

zu setzen; Gleichung 8 kommt nicht mehr in Betracht.

Hierher gehoren auch Beispiele wie das folgende. Der senkrechte
Mauerpfeiler vom Gewichte f und der Linge I, Fig. 5, empfingt durch
ein Lager den abwiirts gerichteten Druck P.
Das im Schwerpunkte angreifende Gewicht
ergibt fiir die Grundfliche Is des Bodens, auf
welchem der Pfeiler steht, unter Voraus-
setzung  gleichmifliger Druckverteilung — die
Pressung

a
ls Z 7% Fig. 5.

Der Druck P, in die Mittelebene des

0y
Kraft P und ein Kriftepaar vom Momente

e (TTITE

" 8 . .
Pfeilers, d. h. um — — z verlegt, liefert eine

P(t—:)
9 @l
: / mﬂjﬁ Fig. 6.
Die erstere fithrt zu einer gleichmiifig iiber ot
die Bodenfliche verteilten Pressung B LS
P “‘1 u =
s

das letztere dagegen ergibt fiir die linke Mauerkante eine Pressung o,
welche sich bestimmt aus

i 1 ;
Al
Zz1
.'S 3
BRls )
e

mit der Genauigkeit, mit welcher die Hauptgleichung der Biegungs-
elastizitit auf den vorliegenden Fall angewendet werden darf.
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Damit betriigt die gesamte Pressung an der linken Mauerkante

GP(—SL-—z)
aLp ey

Is T O

an der rechten dagegen

GP(:Q —z)
e 2
2R ls ls* :

Die erstere soll die fiir den Boden oder das Fundament héchstens
noch als zulissig erachtete Grofle nicht iiberschreiten,

Fig. 6 gibt ein Bild der Pressungsverteilung iiber die Bodenfliche.

Diese Rechnungsweise gilt fiir das gewiihlte Beispiel naturgemil
nur so lange, als &, > 0 ausfillt. Wiirde sich k, negativ ergeben, so wiiren
an der rechten Kante des Mauerpfeilers von dem Boden Zugspannungen
auf diesen auszuiiben, was in Wirklichkeit nicht geschehen kann. In
solchem Talle wiirde in allen denjenigen Flichenelementen, fiir welche
sich Zugspannungen ergeben, die Beriihrung zwischen Pfeiler und Boden
aufhdren miissen und damit dieser Teil des Querschnittes fiir die Druck-
verteilung nicht mehr in Betracht kommen kénnen. Die Rechnung ist
dann derart durchzufithren, dafl nur derjenige Teil des Querschnittes
beriicksichtigt wird, welcher tatsichlich in Wirksamkeit tritt. Wird
unter Bezugnahme auf Fig. 7 mit « die Breite dieses Querschnittsteils
bezeichnet, so folgt

k}. s Ex hE_‘ G,
und da
x NS T 1

P(—_‘Z) LY (\?Z_—?): 6"0{&"2,

[ © [ 8 %

pliy g ate =
P e P ( 2 ) o ( T ENE )
= T _|— S 2t Rty

Die Unbekannte 2 ergibt sich aus der Erwiigung, dal} die Pressung
im Abstande  von der linken Pfeilerkante gleich Null sein muf3, d. h.

. 8 x
(37 BH b gras i e e e g ke
G+ P : (,2 z) GG(z 2),

i

i la I x?

woraug
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8

S

T

G

Denken wir uns P und ¢ durch ihre Resultante P -+ ' ersetzt,
so miifite diese im Abstande

8 A
el -2—-—|—Iz | I
U= L2} |
PR S S X

von der linken Pfeilerkante angreifen. Demnach R
= 3y,
d. h. die Breite & der fiir die Druckverteilung in Be-

tracht kommenden Fliche ist gleich dem 3 fachen |
Werte des Abstandes . HH }

Die Einfiihrung von y in den Ausdruck fir 1 '
ky liefert

i _G —i—_P__ o b S N s it G G 4+ P 6 (G + P) 0,5 Y
} la [ 2® mES g 917y
L L e
3 e i

d. i. doppelt soviel als bei gleichmifliger Verteilung des Druckes iiber den
Querschnitt [ . : '
Galt der oben fiir k; gefundene Ausdruck nur fiir das durch

6}’(;"‘———-3.)
_ @+ P 2 bz
fi=e 5, Ls® =0

umschlossene Gebiet, so ist das Geltungsbereich der zuletzt fiir &,
ermittelten Gleichung durch

8
('P('--—:)
Q4P  #3\7D EXE
Lo _— = )

= ls ls? —

oder durch
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begrenzt. TFiir den Grenzfall b, — 0 oder  — s miissen beide Aus-
driicke zu dem gleichen Werte fithren. Die Beurteilung kann am
raschesten in der Weise geschehen, dall man y ermittelt und zusieht, ob

8
¥ = 3
stimmte Wert, im zweiten und dritten Falle dagegen der zuletzt er-
mittelte. :

Uber Versuche des Verfassers mit zentrisch und exzentrisch be-
lasteten Pfeilern aus Backsteinmauerwerk und aus Beton ist in der Zeit-

schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 1625 u. f. berichtet.

ist. Im ersten und im zweiten Falle gilt der zuerst fiir k, be-

§ 46. Einflufl von Kriiften, welche in Richtung der
Stabachse oder parallel zu ihr wirken, wiihrend der Stab
durch Querkriifte durchgebogen wird.

1. Einflub des Widerstandes heim Gleiten der Oberfliiche
des beiderseits gelagerten und in der Mitte durch 2 belasteten Stahes
gegeniiber den Stiitzen infolge der Durchbiegung.

Der zuniichst als gewichtslos gedachte Stab, im urspriinglichen,
unbelasteten Zustande, beriihrt die beiden Auflager mit bestimmten
Teilen seiner Mantelfliche. Wenn er sich zu biegen beginnt, so muf}
derjenige Punkt der Stabachse, welcher urspriinglich iiber dem einen,
etwa dem linken, Auflager sich befand, nach der Mitte riicken — vgl.
Iig. 1 —, da die Achse, d. h. die elastische Linie, ihre Liinge beibehiilt.

Fig. 1.

Differenz zwischen der halben Stablinge I, = 0,5 1 und der halben
Sehne des Bogens der elastischen Linie, dessen Linge unverinderlich,
niimlich gleich I;, und dessen Pfeilhshe gleich der Durchbiegung % in
der Mitte ist.

Wird, was fiir unseren Zweck zulissig, die elastische Linie als flacher
Parabelbogen aufgefafit, so erhilt man, da fiir diesen, sofern dessen
halbe Sehne @, dessen halbe Linge s und dessen Pfeilhdhe § betrigt,

bekanntlich gesetzt werden darf
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* 9 &
s=a(l+ 'é_?)’

\ !

entsprechend einem Unterschied von
2 [ 3)\? z(a)
- — ) e - S'
3 ( a ) i TN

. 9 |
=7 \%,

zwischen s und a,

YN s (1)
)z' e S i

Gleichzeitig mit dieser Verriickung des Endpunktes der elasti-
gchen Linie nach einwiirts neigt sich derjenige Stabquerschnitt, welcher
iiber dem Auflager stand, unter dem kleinen Winkel 3. Hiermit ist eine
Auswiirtsbewegung der Linie (oder des Punktes), in welcher bzw.
in welchem der Stab vor der Biegung das Auflager beriihrte, um e
verkniipft. Da nach Gleichung 13, § 18,

b GLEepild

b sie L

50 betriigt diese Auswiirtsbewegung
¢ Pl

Demnach riicken diejenigen Teile der Mantelfliche des Stabes,
mit welchen derselbe im unbelasteten Zustande, d. h. bei gerader Achse,
die Auflager beriihrte, nach auswiirts um die Strecke

o P 4 ( Yy ")2’3

B e B

z=efi— A= ]

Gleichung 14, § 18, ergibt
; o Pi?

ST

il

folglich

A ( o P 13)

=98 9 \" 71088

Solange @ positiv ist, d. h. wenn
aalk
Pt S
108 &
Qe

P <108,

o
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oder nach Einfiihrung von
Pl (€]

Rl
4 e’

worin ¢ die gréfite Biegungsanstrengung in der Mitte des Stabes be-
zeichnet,

T R
so lange wird die in Frage stehende Bewegung nach auswirts er-
folgen und damit wihrend des Vorsichgehens der Durch-
biegung eine auf den Stab wirkende, einwiirts gerichtete
Kraft R (vgl. Fig. 1) wachgerufen werden. Setzen wir, um zu er-
kennen, ob diese Voraussetzung fiir gewohnlich zutrifft, fir Stahl

1

TR &
so findet sich
TR , 27 . 2150 000 = 190

was ausnahmslos der Ifall sein wird. Es wirkt also — unter der Voraus-
setzung kleiner Durchbiegungen — R tatsiichlich in der bezeichneten
Richtung. Diese Iraft igt fiir unbowegliche Auflager, welche sich nicht
in den Stab eindriicken, gleich der Reibung, d. h.

: 5
e 5 W

sofern . den Koeffizienten der gleitenden Reibung zwischen Stab-
oberfliche und festem Auflager bezeichnet.

Driicken sich die Auflager in den Stab ein, so tritt R nicht mehr
als einfache Reibung, sondern als weit groBerer Widerstand auf.

Werden die Stiitzen von Rollen gebildet, welche sich um feste
Zapfen drehen kénnen (Rollenauflager), so wird R kleiner als 0,6 P p
ausfallen.

Die Kraft I wirkt nun, abgesehen von ihrem Kinflusse auf die
Liinge der Stabachse, mit dem Momente

i ele= (MR IR e D0 S R e 2)

. auf den Stab, sofern der Einflu der Durchbiegung auf das Moment
vernachlissigt wird. Iiir den mittleren Stabquerschnitt ergibt sich als-
dann nicht das Moment
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Pl
4# -
sondern
Pl Pl Phne Pl( e‘)
s e et e v e sate ) W D R e o T
R e it 5 4 T 2

Beispielsweise betriigt fiir ¢ = 50 mm und / = 1000 mm die Ver-
minderung des Momentes

bei
g =0, =05
] n/!] 5 0.!0
fiir
= 200 mm und 7 = 1000 mm
bei
=01 w= 05
4%, 20 %,

Deutlich zeigt sich der Einflu} der verhiltnismiBigen Hohe des
Stabes und des Koeffizienten p.

Werden feste Auflager verwendet, welche die FForm einer Schneide
haben und sich vielleicht gar in den Stab eindriicken, wodurch p. einen
verhiiltnismiiBig hohen Wert erlangen mufi, so kann die Kraft R selbst
bei nicht hohen Kérpern in erheblicher Grofie auftreten?).

Handelt es sich z. B. um die Ermittlung der Anstrengung, die eine
Schwelle, Fig. 2, beim Eindriicken in die Bettung erfihrt, so wird der

Einflufl der Reibung, welche infolge der Durchbiegung zwischen Bettung
und Unterfliche der Schwelle auftritt, nicht ohne weiteres auller acht
gelassen werden diirfen. Auch bei gebogenen Federn welche an beiden
Enden aufliegen und in der Mitte belastet sind, konnen infolge des mit
der Pfeilhdhe der gebogenen Mittellinie wachsenden Hebelarmes der
Reibungskriifte diese von erheblicher Bedeutung werden usw.

1) Aus diesem Grunde sollen der Biegungsprobe zu unterwerfende Stibe,
déren Querschnittsabmessungen nicht klein sind im Vergleich zur Stitzweite,
Rollenauflager erhalten, was meist zu geschehen pflegt., (Vgl, hieriiber Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 8. 244 u. f., Fullbemerkung daselbst.)
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Immerhin aber werden es nur Ausnahmefille gein, in denen auf
die im vorstehenden erérterte Wirkung der Reibung zwischen gebogenem
Stab und Auflager Riicksicht zu nehmen ist.

SchlieBlich gei noch darauf hingewiesen, dald bei — auch teilweiser —
Entlastung des Stabes sich die Durchbiegung vermindert; damit kehrt
die Kraft R ihre Richtung und das Moment R e seinen Sinn um, die
Biegungsbeanspruchung nicht mehr vermindernd, sondern vermehrend.

2. Der an den Enden drehbar befestigte und hier durch Zugkriifte
gespannte prismatische Stab wird durch die gleichmiilig iiber ihn
verteilte Querkraft @ = p1 belastet.

= S e e i >
1
i i
i |
[ 1
e e 8
Fig. 3

Wir denken uns den nach einem flachen Bogen durchhingenden
Stab in der Mitte durchschnitten und daselbst eingespannt, wie in Fig. 4
gezeichnet. Dann ergibt sich fiir den beliebigen um @ von der Mitte ab-
stehenden Querschnitt bei P das biegende Moment

_ pl |1 2
My = =5 ( T -?f) 2= e )

pl* p
= -}8-—77—:”(.%— y)

und hiermit unter Beachtung von Gleichung 15, § 16,

¢ gy e T o 5
PR Sy P (4o — y)
D d2 n r P12
0 8%  pg B SR NEE e

o ide? : 2 8
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Die Integration dieser Differentialgleichung liefert unter der Voraus-
setzung, dafl @ und o« konstant sind,

lap fapP .
T V=5 —z T S G p 1 (pl?
Yo=rtle + Cye | > P a2 - ;;Pl .P ( 5 — Py ) 4)
Da fiir x = 0
dy
’ edgli i ”,
Y dax
so folgt
rm P I;%;f' ,OC Dy l ﬂ.”! p
Yo e el |y = 0,
: Lilis o e
d. h
Gl == G
e
Fiar 2 = o st ;1)’ = 0, somit p == 00, also
1 d*y
P = ) e £54 ”,
! da?
demnach
aP = |ff‘ aP —z) (g P
"o = |O|—=—e " ? e o - = 0,
Uignik = |75 to Tp )
WOoraus
¢
(/‘ = == 'I"'__"—' lr_.:'?i_"" - - f_.". r
‘ Lyer e b 1“ B
el lez : e ® & J

Ferner muB fiir @ = 0 y = 0 sein, womit aus Gleichung 4 unter
Beriicksichtigung der Werte der Konstanten folgt
o] B dpio

= P 8 o P ey ,ra P tl,ﬁ)

[

2l 4 D
ate (_e + e

Hiermit findet sich das biegende Moment in der Mitte der Stange,

A l
d.o L fiir 5
g Pt pO| 2 :
Haax () = g & o« P e «r 1 faP o)
ul I} 53 El o
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und infolgedessen die Biegungsanstrengung

max (Mp) P T 2
i R prs ] 1/ap tfar | 6)
- gl e [ 3k
[ [4 o

Diese Gleichung liefert beispielsweise fiir eine 6 m lange Stange
von 25 mm Durchmesser, die durch P = 3000 kg gespannt ist, bei
Einfiihrung von

e E’E e i 252 . 0,0078 = 0.04 k e _..___.._]'___..._.__
e D R 00,000
A Py i B4 .
© = 64.2,0 = 1,914,
2,5 0,04 2
e T e e RN
5000000 3000 s | 2000000.1,014 4 e'_" | 2000000, 1,914
100

=g ST noon X

1
(l ) = 33,3 kg/qem.,

Wie ersichtlich, tritt der Einflufi des zweiten Gliedes der Klammer
ganz zuriick, so daf} es fiir den Iall grofierer Linge der Zugstange und
grofler Zugkraft bei mifligem Trigheitsmoment vollstindig geniigt, die
Biegungsanstrengung zu berechnen aus

0, = € E?jj, RN e 7y TR ey et AT hy 7)
d. i. die bereits in § 6, Gleichung 17, fiir den frei aufgehiingten Draht
gefundene Biegungsinanspruchnahme, wenn dort ¢ durch e; und H
durch P ersetzt wird.

Unter den bezeichneten Verhiltnissen erscheint hier-
nach die Biegungsbeanspruchung einer Zugstange so gut
wie unabhingig von der Spannweite!).

') Die Berechnung der Biegungsbeanspruchung, z. B. der oben behandelten
Stange in der Weise, dalB gesetzt wird

pl? 0,04 . 600*

My = £ = = g8 = q,-% 25,

8 e

woraus folgen wiirde
G = =0 1150 kg[;"q(:m,

ergibt somit eine durchaus irrtiimliche Beurteilung der Biegungsanstrengung.
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In dhnlicher Weise ist vorzugehen, wenn es sich um an den Enden
eingespannte oder auch um schriige Zugstangen handelt.

3. Ein diinner Stab ist um eine Rolle geschlungen und durch Zug-
kriifte belastet, Fig. 5.

Die Beanspruchung des Bandes von der Stirke s, der Breite b,
also dem Querschnitt / = b s, setzt sich zusammen aus der Anstrengung,

Fig. b.

herrithrend von der Zugkraft P, und aus der Anstrengung, welche da-
durch hinzutritt, dafl das Band um die Scheibe geschlungen, also ge-
bogen werden mulfl.

Die erstere Inanspruchnahme gibt mit der Genauigkeit, mit welcher
gleichmiiflige Verteilung iiber den Querschnitt des Bandes angenommen
werden kann, die Zugspannung

g, = - 8)

P
z bt

Die letztere Anstrengung pflegt in folgender Weise berechnet zu
werden.

Unter der Voraussetzung, dafl die Querschnitte des um die Scheibe
gebogenen Stabes senkrecht zur gekriimmten Mittellinie stehen, erlangen
die duBersten Fasern eine Liinge w (R - s), withrend sie vor der Biegung

die Linge o |R -4 ——| besallen; sic erfahren also eine Verlingerun
9 g g

um

Sie vernachliissigt eben den starken, das biegende Moment vermindernden Ein-
full der Zugkraft P (vgl. Fig. 4) infolge der Durchbiegung.

Dio erste dahingehonde Verdffentlichung, welche dem Verfasser bekannt
geworden ist, rithrt von J, Sehmidt her und findet sich im Civilingenieur 1874,
S.215u. . Spiiter hat Tolle den Gegenstand eingehend behandelt: Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 855 u. f.



400 VII. Beanspruchung durch Normalspannungen (Dehnungen).

8

m(h’.—l—.s'}—w(R—l— %) = mT

=

entsprechend der Dehnung

1
2 o i 8
W G
( R -+ ?)m
somit der Spannung
| Rive JEse
B . L PR
%= IR &.D’ )

sofern o den innerhalb der eintretenden Beanspruchung als konstant
vorausgesetzten Dehnungskoeffizienten bezeichnet.

Nach dieser Rechnung zeigt sich in den Querschnitten, welche
dem gekriimmten Teile des Stabes angehéren, die in Fig. 6 — mit iiber-

Fig. 6.

trieben grofl gezeichneter Bandstirke — nach der Linie a b ¢ darge-
stellte Spannungsverteilung. Zu diesen Biegungsspannungen tritt die
von P herrithrende Normalspannung 6., womit sich als Begrenzungs-
linie der Gesamtspannungen die Gerade a, b, ¢, und infolgedessen
6, + o, als Grofitwert der Inanspruchnahme ergibt.

Diese Rechnungsweise liefert jedenfalls fiir den durch 4B ge-
gebenen Querschnitt des Bandes eine zu grofle Beanspruchung, wie
sofort aus folgender Erwigung erhellt. In dem durch den Umschlingungs-
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winkel @ bestimmten Endquerschnitt 4B des gebogenen Stabes soll die
Spannungsverteilung nach der Linie a, b, ¢, herrschen, also in der duBer-
sten Faser die Zugspannung o, - 5,, in der innersten dagegen die
Druckspannung s, —6,, sofern 5, < g, ist. Im unmittelbar da-
nebenliegenden Querschnitt EF dagegen soll die konstante Zug-
spannung o, = b b, vorhanden sein. In Wirklichkeit wird sich ein ge-
wisser Ausgleich vollziehen, derart, daff im Querschnitt 4B die von der
Biegung herriihrende Spannung aufien und innen kleiner ist, als Glei-
chung 9 angibt, d. h. der Querschnitt des Stabes nimmt nicht die radiale
Lage ein, welche die Rechnung voraussetzt, bleibt vielleicht auch nicht
ganz eben, Die Biegungsanstrengung ist also tatsichlich im Querschnitt
AB kleiner, als Gleichung 9 angibt. Dagegen wird sie jedenfalls in dem

j . ; (&) : ; :
durch den Umschlingungswinkel > bestimmten  Stabquerschnitt

diese Grofie erreichen.

Iiir den IFall, dafy die eine der beiden Zugkriifte P groBer ist als die
andere, infolgedessen sich Reibungskrifte zwischen Band und Scheibe
geltend machen, kann durch diese eine mehr oder minder grofie Ab-
dnderung der Spannungsverteilung iiber die Querschnitte veranlaf3t
werden?),

') Es ist hier der Ort, auf eine hilufig anzutreffende irrtiimliche Beurteilung
der Beanspruchung von Biindern, Drithten usw, aufmerksam zu machen, welche
iiber eine Rolle oder Stiitze gebogen sind.

it

Fig. 7 wzeigt die Rinrvichtung einer ziemlich verbreitoten Drahtzerreild-
maschine. Das eine Ende des Drahtes wird um einen Zylinder geschlungen und

Fig. 7.

mittels cines Backens gegen denselben geproBt. Das andere, durch Backen ge-
haltene Ende wird durch oine Schraubenspindel wagrecht gezogen, wobei die

Binch, Klastizitit, 6. Aui, 2
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VIII. Beanspruchung durch Schubspannungen
(Schiebungen).

§ 47. Schub und Drehung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden #dulieren
Kriifte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in
denselben fallende Kraft S und ein Kriiftepaar vom Momente M,
dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet.

In einem beliebigen Element des Querschnittes erzeugt die Schub-
kraft S eine Schubspannung T, und das auf Drehung wirkende Mo-
ment M, eine Schubspannung 7,; die Resultante aus 7, und 7, liefert
die Inanspruchnahme in dem betreffenden Querschnittselemente.

Bei Beurteilung derselben sowie bei Wahl der zulissigen An-
strengung ist es von Bedeutung, zu beachten, dal} sie nicht blof} in dem
Querschnitt, sondern auch senkrecht dazu auftritt (§ 30, s. auch Fig. 5,
§ 32, und Fig. 6, Taf. X, bzw. die Erorterung, welche in § 45, Ziff. 1,
zur Einfithrung von B, und in § 48, Ziff. 2, zur Einfiihrung von «, Ver-
anlassung gibt).

Belastung des Drahtes in dem Malle stetig steigt, wio der Hebelarm wiichst, an
welchem das Gewicht wirkt. Nach iiblicher Auffassung miifite der Draht
da reiflfen, wo er um den Zylinder gebogen ist. In der Regel zerreilit
er jedoch in der geraden Strecke.

Dieses Verhalten, auf dem die Verwendbarkeit der Umschlingung des Drahtes
als Binspannung beruht, lifit sich auf folgende Weise erkliiren. Bei dem Biegon
des Drahtes um den verhiiltnismiilig kleinen Zylinder erfihrt er eine starke
bleibende Kriimmung; die Beanspruchung entspricht auch entfernt nicht mehr
der durch Gleichung 9 bestimmten Grofle. Dabei wird das Material iiberanstrengt,
die Festigkeit desselben nimmt zu, die Zihigkeit dagegen ab. Somit besitzt die
gelkriimmte Strecke eine griflere Festigkeit. Bei der Durchfithrung der Zerreil-
probe selbst vermindert sich die Zugbelastung des auf dem Zylinder liegenden
Drahtstabes um so mehr, je weiter die Querschnitte von der Ablaufstelle entfernt
liegen. Das ReiBlen erfolgt alsdann, wenigstens der Regel nach, in der geraden
Strecke.

Ahnlich verhilt es sich mit einem Bremsband, das um die Bremsscheibe
geschlungen wird, oder mit dem Bleche eines Kessels, das kalt gerollt wird, und
— wenn auch etwas verschieden davon — mit dem Kabel einer Kabelbriicke da,
wo dasselbe auf den gewidlbten Lagern ruht usw.

Eine soleche Uberschreitung der zulissigen Anstrengung des Materials er-
scheint, bei ausreichender Zihigkeit des letzteren, in den meisten Fiillen ebengo
wie z. B. das kalte Richten eines Stabes aus zihem Eisen unbedenklich; nur darf
s sich nicht oft wiederholen, jedenfalls nicht 6fter, als es die Zihigkeit des Materials
und dessen nachherige Verwendung gestattet.

Bei Beurteilung der tatsichlichen Inanspruchnahme sind unter Umstinden
auch die Gegenspannungen ins Auge zu fassen, die sich nach MaBgabe des St 250
Bemerkten einstellen.



Fig. 8, § 46, S. 403,

Fig. 9, § 46,
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1. Kreisquerschnitt.
Nach § 39, b ist die von S herriihrende Schubspannung am grofiten
fiir die Umfangspunkte des zu § senkrechten Durchmessers, und zwar
betrigt sie daselbst

~ sofern

die Grofle des Querschnittes und d dessen Durchmesser bezeichnet.
Nach § 32 ist fiir alle Umfangspunkte die durch M, wachgerufene
Schubspannung
16 M,
e T

die grofite. Demnach betrigt die resultierende Anstrengung, welche
in jenen beiden Umfangspunkten den groften Wert erreicht,

16 8 16 Mq 16 (S ﬂfd‘)

T, + T, =

3nd? | m d®  wd®\3

ey

2. Kreisringquerschnitt von geringer Wandstiirke, Fig. 5, § 39.
Nach § 39, c ist

nach § 32

Tig. 8 und 9, Taf. XVI, zeigen einen FluBeisenstab mit rechteckigem Quer-
schnitt (43 mm stark, 49 mm breit), der um einen Dorn von 40 mm gobogen
worden ist, also eine weitgehende bleibende Formiinderung  erfahren hat.
Deutlich erkennt man, daB die am urspriinglich geraden Stab ebenen Quer-
gehnitte umsomehr von der Ebene abweichen, je weiter sie von der Mitte abgelegen
sind ; sie zeigen S-formige Gestalt und stehen auch nicht mehr senkrocht anf der
Mittellinie. Daraus folgt ohne weiteres, dafl die Zugrundelegung von Gleichung 9
fiir die Beurteilung der Materialanstrengung bei der Biegeprobe des Materials den
tatsiichlichen Verhiltnissen nicht gerecht wird, ganz abgesehen davon, dal
die bei der Entwicklung der Gleichung 9 vorausgesetzte Proportionalitiit zwischen
Dehnungen und Spannungen bei der weitgohenden Biegung auch entfernt nicht
mehr vorhanden ist,

“In Fig. 8 und 9 sind iiberdies die iibrigen Formiinderungen von Interesse,
namentlich die Wolbung und die Andorung} der GrioBe der Seitenfliichen, des
Stabes; die Querschnitte haben aufgehiirt, Rechtecke mit geraden Seiten zu sein.

26*
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16 d M,
T, =—M, =~ 2 —
d wddt — dp 2 dm [’
sofern
- d d, T
dm = J:, L f= @ —d?).
Folglich

2 ; ﬂf!f;
e (e 2
3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, § 38,

Unter der Voraussetzung, dali S senkrecht zur Breite & wirkt,
werden beide Schubspannungen am grofiten in den Mitten der langen

Seiten.
Nach § 38 betrigt hier

SN
R,
und nach § 34 und § 36,
T M )
4 2 bR’ & O ob2h

Somit

S S e __'__(3 =_._._M_“.‘\)
R = _ﬁ(,s L9 7 ), bzw. T, + 7, = 3 S T

IX. Beanspruchung durch Normalspannungen
(Dehnungen) und Schubspannungen (Schiebungen).

§ 48. Grofite Anstrengung bei gleichzeitig vorhandener
Dehnung (Normalspannung) und Schiebung (Schubspannung).

1. Begrift der zuliissigen Anstrengung des Materials.

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend voraus-
gesetzt, dall hinsichtlich des Begriffs der zulissigen Anstrengung ein
Zweifel nicht bestehe. So lange nur Normalspannungen in Richtung der
Stabachse (Zug, Druck, Biegung) oder lediglich Schubspannungen
(Drehung, Schub) vorhanden sind, pflegt ein solcher auch tatsiichlich
nicht in die Erscheinung zu treten; anders gestaltet sich jedoch die
Sachlage, sobald Normalspannungen und Schubspannungen gleichzeitig
tiitig, oder senkrecht zueinander wirkende Normalspannungen vorhanden
gind. Dann kann in der Tat eine Unsicherheit entstehen. Aus diesem
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Grunde ist hier, wo uns erstmals gleichzeitig Normalspannungen und
Schubspannungen entgegentreten, der Begriff der zulissigen An-
strengung zu erdrtern.

Bei der Herleitung der Abmessungen von Maschinen- oder Bau-
teilen sowie von ganzen Konstruktionen aus den beanspruchenden
Kriiften sind drei Gesichtspunkte festzuhalten, sofern abgesehen wird
von den Fillen, in denen Riicksichten auf Herstellung, Fortschaffung,
Abniitzung usw. mafigebend erscheinen.

Davon liegen nur zwei dieser Gesichtspunkte auf dem Gebiete
der statischen Elastizititslehre, mit der sich das vorliegende Buch
allein beschiiftigt. Im Interesse der Klarstellung erscheint es geboten,
hinsichtlich dieser Abgrenzung folgendes zu bemerken.

Die statische Elastizititslehre setzt voraus, daB in jedem Augen-
blick zwischen den iuBeren Kriiften, welche den Korper belasten, und
den hierdurch infolge der Forminderung wachgerufenen inneren Kriiften
Gleichgewicht besteht. Wenn z. B. die dufleren Kriifte, welche auf den
Stab einwirken, dies sofort in voller GroBe tun und dann wieder auf-
horen, tiitig zu sein, so wird der Kérper in Schwingungen geraten, d. h.
in eine Aufeinanderfolge wechselnder Formiinderungszustiinde gelangen.
Infolge iuBerer und innerer Widerstiinde nimmt die Grofie dieser
Schwingungen fortgesetzt ab, und schlieBlich geht der Korper in den
Zustand der Ruhe iiber. Schwingungen des Korpers, wie socben be-
sprochen, stellen sich auch ein, wenn die auf ihn wirkenden Kriifte in
raschem Wechel GroBle oder Richtung oder beides éindern. Sie ver-
mogen unter Umstinden unerwartet grofie Werte zu erreichen. Die
Feststellung der Inanspruchnahmen, welche infolge dieser Schwingungen
auftreten kénnen, erfordert Eingehen auf die in Betracht kommenden
dynamischen Verhiltnisse und geht deshalb iiber das Gebiet der sta-
tischen Elastizititslehre hinaus. Die Verfolgung dieser Verhiiltnisse
kann in manchen Iillen notwendig werden, wenn man sich ein zu-
treffendes Urteil iiber den GroBtwert der Beanspruchung verschaffen
will.  Namentlich treten solche Fiille im Maschineningenieurwesen auf,
haben jedoch in der Literatur erst in neuerer Zeit die ihnen gebiihrende
Beachtung gefunden?).

') Frahm, Neue Untersuchungen iiber die dynamischen Vorginge in den
Wellenleitungen von  Schiffsmaschinen  mit besonderer Beriicksichtigung der
Resonanzschwingungen, Zeitschrift des Veroines deutscher Ingenieure 1902,
5. 797 u. £, oder Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 6.

Sommerfeld, Beitrag zum dynamischen Aushau der Festigkeitslehre,
Physikalische Zeitschrift 1902, 8, 266 u, f.

Roth, Schwingungen von Kurbelwellen, Zeitschrift des Vereines deutscher
Angenioure 19004, 8. 564 u. f.

Pfleiderer, Dynamische Vorginge beim Anlaufen von Maschinen usw.
Stuttgart 1006,
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Der erste Gesichtspunkt, welcher das bestimmt, was der Regel
nach als zuliissige Anstrengung gilt, liefert die Forderung, daf

a) (nach der Ansicht der einen) die Spannung,
oder

b) (nach der Ansicht der anderen) die verhiltnismiifiige Dehnung
in keinem Punkte des Kérpers die hochstens fiir zulissig erachtete

srofle tiberschreite.

Bei einfacher Zug-, Druck- und Biegungselastizitit sowie bei
Verbindung derselben besteht — streng genommen allerdings nur im
Falle der Unveriinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten — Proportio-
nalitit zwischen Dehnungen und den ihnen entsprechenden Normal-
gpannungen. In diesen Fillen kommt deshalb die Forderung a) auf das-
selbe hinaus wie diejenige unter b); denn multipliziert man die héchstens
fiir zulissig erachtete Normalspannung mit demDehnungskoeffizienten,
so tritt an ihre Stelle die héchstens noch fiir zulissig gehaltene Dehnung,.

Da bei einfacher Drehungs- und Schubelastizitit sowie bei Ver-
bindung beider ebenfalls Proportionalitit zwischen Schubspannungen
und den zugehorigen Dehnungen vorhanden ist (§ 31), so diirfen auch
in diesen IFillen — Unveriinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten
vorausgesetzt — die Bedingungen unter a) und b) als zusammenfallend
betrachtet werden.

Wirken dagegen senkrecht zueinander stehende Normalspan-
nungen gleichzeitig, so hort die sonst vorhandene Proportionalitit
zwischen Dehnungen und Spannungen auf, wie in § 7 und § 14 erortert
worden ist, und die Auffassung nach a) fordert etwas anderes als die-
jenige nach b). Die erstere riumt den senkrecht zum gezogenen oder ge-
driickten Stab wirkenden Kriften keinen Einfluf auf die zulissige
Anstrengung ein, sie lifit die in § 9, Ziff. 1, erdrterten Versuchsergebnisse
unbeachtet, sie belastet einen in Richtung der Achse gezogenen und
senkrecht zu seiner Achse gedriickten Stab ebenso stark, als wenn die
Druckkriifte nicht vorhanden wiiren, sie withlt die zulissige Anstrengung
der Bleischeibe Fig. 1, § 14, ebenso grofl wie diejenige der Fig. 2, § 14,
obgleich dieselbe im letzteren Falle erfahrungsgemill weit grofier
genommen werden darf; fiir sie ist die zulissige Anstrengung im Falle
der Fig. 15, §13 (Fig. 13, §13), dieselbe, gleichgiiltig, ob z = 60mm oder
z = b mm, und zwar auch dann, wenn etwa an Stelle des Steinwiirfels
ein solcher aus Schmiedeisen triite; sie kann folgerichtig den in § 20,
Ziit. 2, besprochenen Einflul} der Fagern aufeinander nicht anerkennen
(RS

Treten gleichzeitig Normal- und Schubspannungen auf, so er-
geben sich fiir den betreffenden Punkt des Kérpers eine grote Spannung
und eine grolite Dehnung; beide stehen jedoch nicht in dem Verhiiltnisse
wie einfache Normalspannung und Dehnung nach MaBigabe der Gleichung
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2 oder 4, § 2. Die Bedingung unter a) verlangt deshalb in solchem Falle
auch nicht das gleiche wie die Forderung unter b).

Die Auffassung unter a) ist die éltere und erfreut sich auch heute
noch einer grofen Verbreitung. Mariotte diirfte wohl der erste ge-
wesen sein, welcher darauf hingewiesen hat, dafi die Dehnung eine ge-
wisse Grenze nicht iiberschreiten soll; dagegen scheint es, dafi erst
Poncelet die Forderung unter b) mit Entschiedenheit vertreten und
durchgefiihrt hat.

Dafi die Bedingung unter a) in verschiedenen Fillen nicht zu-
treffend ist, erhellt aus dem Erorterten. Unter diesen Umstinden er-
achtet Verfasser die Feststellung des Begriffes der zulissigen Anstren-
gung nach MaBgabe der Forderung unter b) fiir die zweck miBigere,
wenigstens zuniichst, Welcher Grad der Zuverlissigkeit ihr innewohnt,
welche Mingel ihr anhaften, wird durch ausgedehnte — iibrigens er-
heblichen Schwierigk eiten begegnende — Versuche noch zu entscheiden
seint),

Folgerichtig wiire hiernach, mit zuliissigen Dehnungen statt mit
zuliissigen Spannungen zu rechnen. Da sich jedoch der Begriff der zu-
lissigen Anstrengung als einer auf die Flicheneinheit bezogenen Kraft
eingebiirgert hat, es auch keine Schwierigkeit bietet, zu jeder zulissigen
Spannung eine entsprechende Dehnung zu bestimmen?), so erscheint
die Beibehaltung der auf die Flicheneinheit bezogenen Kraft als Maf
der zuliissigen Anstrengung ausfiihrbar und berechtigt. Nur ist hierbei
festzuhalten, dafl dann in den Fillen gleichzeitigen Vorhandenseins
von senkrecht zueinander stehenden Normalspannungen oder von
Normal- und Schubspannungen an die Stelle der hochstens zuliissigen
Dehnung keine wirkliche, sondern nur eine gedachte Spa-nnuug
tritt, nihmlich der Quotient: zulissige Dehnung dividiert durch den
Dehnungskoeffizienten. (S. Gleichung 3 und 7.)

: Der Z\\"Gi!;.ﬂ Gesichtspunkt ergibt sich in der Forderung, daB3 die
Gesamtforminderung des belasteten Korpers innerhalb der Grenzen

') Erst in neuerer Zeit ist das Interesse an der Liésung der hier bezeichneten
Aufgabe oin allgemeines geworden. Vgl. u. a. die Veriffentlichungen von Mohr
in der Zoitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 u. f., 1901,
5. 740 u. f., Guest, Philosophical Magazine 1900, Roth, Die Festigkeitstheorien
und die von ihnen abhiingigen Formeln des Magchinenbaues, Leipzig 1902, Scily,
Baumaterialienkunde 1902, Heft 21, (Letzterer gelangt, ohne jedoch die Aufgabe
als geldst anzusehen, zu dem Ergebnis: ,,In unserem Falle scheint es als experi-
mentell bewiesen, dall es nicht die maximale Spannung, sondern die maximale
Dehnung ist, welche bei der Zerstorung des Materials eine ausschlaggebende
Rolle spielt. )

?) Nach 8. 298 ist die Normalspannung mit «, die Schubspannung mit
m -+ 1

;J._. % zu multiplizieren. (Vgl. anch 8. 412,)
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bleibe, welche durch den besonderen Zweck desselben oder durch den
Zusammenhang mit anderen Konstruktionsteilen gesteckt sind. Da,
wo eine héochstens zulissige Durchbiegung, Verdrehung usw. die Ab-
messungen bestimmt, ist im allgemeinen eine Rechnung mit zulissiger
Anstrengung im soeben erdrterten Sinne des Wortes nicht mehr richtig.
Diese be ist dann eine Funktion der Form und Gréfie des in I'rage
stehenden Korpers. (S. auch die erste Fullbemerkung zu § 26, vierten
Absatz.)

Der dritte Gesichtspunkt wird durch Kingehen auf die oben
(5. 405) bezeichneten dynamischen Verhiltnisse gegeben.

2. Ermittlung der groBten Anstrengung.
Wir denken uns in dem Stabe, Iig. 1, ein Kérperelement, eine
Faser ABCD von der Linge 4B = (') abgegrenzt derart, daf} die in
AD sich projizierende Stirnfliche mit dem in Betracht gezogenen

|
a &
ax, o 1“‘ !
o
!
!
i
Fig. 1

Stabquerschnitt zusammentillt, wihrend die Richtungen 4B und DC
mit der Stabachse parallel laufen. In Fig. 2 sei dieses Faserstiick, ent-
sprechend dem urspriinglichen Zustande, d. h. vor der Inanspruch-
nahme des Stabes, in groflerem Malistabe durch die ausgezogenen Linien
dargestellt.
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Fig. 2.
Unter Einwirkung der dulleren Krifte dehne sich die Faser in
der Richtung A58 um
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BE—KF = c. 4B,
sofern
BE
L ey
AT

die verhiiltnismifBige Dehnung bezeichnet. Nach § 1 mul} sich die
Faser gleichzeitig senkrecht zu ihrer Achse zusammenzichen.
Diese Zusammenzichung betrage

OCF—= DG — 2. B0,

wenn
C K

Ey —'——

BC
(vgl. § 7).

Zu dieser mit der Normalspannung verkniipften Forminderung
tritt nun die der Schubspannung entsprechende. ks verschiebe sich der
Querschnitt BF (urspriinglich BC) um

bPH=FJ =y 4B

gegen den Querschnitt AGD, sofern y die Schiebung (vgl. § 28) be-
deutet.

Hierbei dehnt sich die urspriinglich 40 lange Strecke bis zur
Grofie AJ. TFillt man von J ein Lot JL auf die iiber €' hinaus ver-
lingerte Linie AC, so daf} also < JLA = 90° ist, so ergibt sich die Ver-
lingerung, welche AC beim Ubergang in AJ erfahren hat, mit Riick-
sicht darauf, daf} die Formiinderungen {iberhaupt klein sind, angeniihert
rga CL.  Hiermit wird dann die verhiltnismiflige Dehnung ¢, der
Strecke AC :

CL

Ac’
Dieser Wert ist aber auch gleich LM : A B, sofern LM || BA durch
L gezogen wird; folglich
LM
AB’

g =

g, erlangt seinen grofiten Wert, wenn dies bei LM eintritt, da die
urspriingliche Faserlinge AB als Konstante gilt.

Zur Feststellung von max (LM) fiihrt nachstehende Betrachtung.

Mit N als Schnittpunkt der Linien GF und AC findet sich

FN = FE+EN = ¢ dB+ECAL - ¢+ ) 4B,
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AulBlerdem ist
FT ey A5

Uber der Hypotenuse N.J des durch FN und F.J bestimmten recht-
winkeligen Dreiecks N F.J beschreiben wir mit N.J als Durchmesser und O
als Mittelpunkt einen Kreis, welcher die Punkte L und I in sich ent-
halten muB} (wegen < JLN = 90° und < JFN = 90°. Man erkennt
nun leicht, dafl 7,37 seinen grofiten Wert erreicht, wenn L, auf dem
Kreisbogen sich bewegend, in die durch den Kreismittelpunkt O gehende
Horizontale, d. h. nach P gelangt. 2

Ist O, die Projektion von O auf GF, so ergibt sich

max (L) = K O, + —NJ.
Wegen
KO, =NO,—NK = -iy-)E—N K
unter Beachtung, daf} 3

N F = (E. ‘J‘ EZ.r;) A—.H,

AB
NK=CKZ— =¢.48B,
B
infolgedessen
| s ) -l
K ()1 = -Ez' (E —}' Er‘a} AB— Eq A8 = P (E T Eq} A Bl

und da

NJ — l--"';?'\f'}?‘i Y e ,(s t e ABE+y2. A B

= H_B]fs—{ £qg)? —I—T“

so findet sich

max (L M) = —A B(e—e) + -
und hieraus
LM

l ,
max ( ) = max (g,) = sle— +feFe?+v3| . 1

| oL

Unter der Voraussetzung, daf} innerhalb der in Betracht gezogenen
Stabstrecke senkrecht zur Stabachse Krifte von Bedeutung iiberhaupt
nicht einwirken, so daf} die verhiltnismiaBige Querzusammenziehung
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E
Eg = —
m

gesetzt werden darf (§ 1 und § 7), folgt zuniichst
i it e el I R T
MaX ()i b T +—, €2 | ( ey
m

" m 2m

18
%
L

und sodann (nach § 2, Gleichung 2, bzw. § 31, Gleichung 3) mit
£ —-0C

und

m -+ 1

-\[r —— BT = {y A ’rn—

max (g,) = « (m el gl & + Vo2 + 41")

2m

Hierdurch ist die Grd e von max (g,) und damit nach Ziff, 1 auch
die grofite Anstrengung

s (&) i =L SO RS )
oL

G
2m 2m

des Materials festgestellt.

Der im vorstehenden zur Bestimmung der ]etz,tmm:\ beschrittene
Weg wurde nach Wissen des Verfassers zuerst von Poncelet einge-
schlagen®).

Wie aus dem Gange der Entwicklung folgt, setzt die Gleichung 3
voraus, dafl die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden
kann, auf die ganze Erstreckung weder einen Zug noch einen Druck
noch einen Querschub aufeinander ausiiben, also auch nicht von aullen
empfangen,

Was die Richtung anbetrifft, in welcher die grofite Anstrengung
stattfindet, so erkennt man, daf} diese mit der Verbindungslinie der
Punkte N und P, d. h. mit NP, zusammenfillt. Wird nun beriick-

sichtigt, daB < FNP = ¢ wegen 1‘7}’ = ];} die Hilfte von </ FNJ
ist, und daf

tg <L FNJ = IR B
NF (c+e)A4B

so findet sich
v DR R gl STy T 4)

1) Die Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizitiitslehre
findet sich in § 71.
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Hiermit erscheint die durch ¢ gegeniiber der Stabachse (Richtung
der Normalspannung) festgelegte Richtung A, in welcher die Dehnung
ihren grofiten Wert erlangt, bestimmt.

Mit
S e el L m;:]—‘r
wird
tg 2 = o S A e 5)

(1 4-m) e Ty

Fiir © = 0 ergibt sich ¢ = 0, d. h. die gréfite Dehnung findet
dann in Richtung der Stabachse statt, wie ohne weiteres klar ist.
Fiir ¢ = 0 wird

wio bereits in § 31, Ziff. 1, festgestellt wurde.
Fiir = = 0 ergibt Gleichung 3

e
max |- ] — g
v a !
und fiir 6 = 0
g ) m 1
max | — ) = —— 1.
o) m

Hiernach entspricht die Schubspannung < allein einer Dehnung

m + 1

S | e
0T,

m
wiihrend die Normalspannung 6 mit einer solchen im Betrage von

%G

verkniipft ist. Bei gleicher GroBe der beiden Spannungen ergibt sich
die erstere Dehnung im Verhiiltnis von (m - 1): m bedeutender als die
letztere. Soll die Dehnung, d. h. die Anstrengung, in beiden Fillen die
gleiche sein, so muf} = im Verhiiltnis von m: (m - 1) weniger betragen
als 6, wie bereits aus dem in § 31 Erorterten hervorgeht!).

Die Gleichung 3 setzt voraus, daBl das Material in allen Punkten
des Korpers nach allen Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop) ist.
Diese Voraussetzung trifft nun nicht immer zu, so z. B. bei Schweilleisen
nicht, dessen Widerstandsfihigkeit namentlich gegeniiber Schubspan-

1) Die tatefichlichen Anstrengungen verhalten sich hiernach nicht wie 7:4,
m + 1
m

sondern wie T:0.
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nungen in Ebenen, parallel zur Walzrichtung und senkrecht zur Richtung
des beim Walzen ausgeiibten Druckes sich vergleichsweise erheblich
geringer m'wnist;'. In dera-rtigen Fillen ist es natiirlich unzut]_'e,ﬂend,
den Einflul der Dehnung e, welche einer bestimmten Schubspannung
entspricht, gegeniiber derjenigen Dehnung, welche bei Normalspannungen
als hochstens zuliissig erachtet wird, nach MaBigabe der Gleichung

m 4 1
R e N A L S S S N
1 m 6)
zu beurteilen, Dann muf} vielmehr die Beziehung :
m 4 1
et S AR S
J m

vor Einfiihrung in die Gleichung 2 eine Berichtigung oder Ergiinzung
erfahren, am einfachsten durch Multiplikation mit einem Koeffizienten e,
welcher ganz allgemein die Aufgabe haben soll, dem Umstande Rech-
nung zu tragen, daf die zuliissige Schubspannung zur zulissigen Normal-
spannung fiir die zwischen 4 und 3 liegende GroBe m nicht immer in dem
Verhiiltnisse

mi(m-+1) = 4:5 his 3:4 = 1:1,25 bis 1:1,33

steht. (8. auch Gleichung 5 und 6, § 31.)

Mit
o ., M 41 o
AR AR b
1 i .
geht Gleichung 3 {iber in
(' £ ) m— 1 m 1 e TS
I ELCH ) e e e =1 e Loz G i
om  ° 2m g #0.%)
Has zulissige Anstrengung bei Normalspannung ARG
o= Al b L R S e
m -} 1

————— zuliissige Anstrengung bei Schubspannung
m -

Mit Riicksicht hierauf werde o, als das Verhiltnis der zulissigen
Anstrengungen fiir den gerade vorliegenden Tall oder kurz als An-
strengungsverhiltnis bezeichnet.

Setzt man, dem heutigen Stande der Versuchsergebnisse ent-
sprechend und in der Absicht, zu runden Zahlenkoeffizienten zu ge-
langen,

1y 8. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 11, 207, 208, 210, 211,
216 u.s.1.;1801/92, 8. 22 u. 1., 330,331 u. s, f,; 1008 (10. Aufl.), 8. 35 u. f.,8. 6564 usw.
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(=

so gehen die Gleichungen 7 iiber in

max (5‘ ) = 0,356 + 0,65 o> + 4 (o, 7) l
\ Cf' I 8)

zuliissige Anstrengung bei Normalspannung J
1,3. zuliissige Anstrengung bei Schubspannung

1=

e

Der Unterschied, welcher sich hinsichtlich der Anstrengung

ergibt, je nachdem man m = 3 cder m = 4 oder einen

! a] '
max e
( o !

dazwischen gelegenen Wert setzt, ist tibrigens unbedeutend.

- Durch die Feststellung in den Gleichungen 7 und 8 erfiillt der
Koeffizient «, nicht blof} seinen Zweck beim Mangel allseitiger Gleich-
artigkeit des Materials, sondern auch dann, wenn die Werte fiir die
beiden zulissigen Anstrengungen aus anderen Griinden nicht in dem
Verhiiltnisse (m -+ 1) : m stehen. Das wird bei vorhandener Isotropie
des Materials' allgemein dann der Fall sein, wenn die gleichzeitig auf-
tretenden Normalspannungen und Schubspannungen nicht gleichartig
sind, beispielsweise dann, wenn die erstere eine fortgesetzt wechselnde ist
(Biegungsanstrengung einer sich drehenden Welle usw.), withrend die
letztere als unverinderlich gelten kann (Drehungsanstrengung der-
selben Welle bei Uberwindung eines konstanten Arbeitswiderstandes)
USgE1)

Bei Entwicklung der grundlegenden Beziehungen 1 bis 3 war in
Ubercinstimmung mit der hierfiir entworfenen Figur 2, S. 408, ange-
nommen worden, daf} die Dehnung e (die Normalspannung ) in Rich-
tung der Stabachse eine positive sei, entsprechend einem an der be-
treffenden Stelle wirkenden Zug. Ist das Entgegengesetzte der Kall,
erfihrt der Stab in Richtung seiner Achse eine Zusamm endriickung,
d. h. sind € und ¢ negativ, so fiihrt die gleiche Betrachtung zu dem
Ergebnis

L il SRRt 8 e SO

max (— s ¥ e A,
\ o | 2m

2m

Hierbei ist ¢ nur mit seiner absoluten GroBe einzusetzen. Diese
Gleichung unterscheidet sich von der Beziehung 3 lediglich dadurch,
dall hier die grofite Anstrengung als Druckbeanspruchung erscheint,

1) 8. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, 8. 18 ., f., 1801/92, S. 34 u. f.,
1908 (10. Aufl.), 8. 55 u. f.
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withrend sie dort als Zuginanspruchnahme auftrat. Dementsprechend
treten an die Stelle der Gleichungen 7 und 8 die Beziehungen

e m—1 m - 1
MAX (== |F=riee g —_
o 2m 2m

Vo + 4 (0 7)® . Ta)

bzw.

max (———5-' ) = 03506+ 06510+ 4(x7)® . . 8a)
o

!

Neben dieser Druckbeanspruchung, wie sie hierdurch bestimmt
ist, wird unter Umstiinden noch cine grofite Zuganstrengung maf-
gebend sein kénnen, niimlich dann, wenn die positive Dehnung, welche
der Schiebung v entspricht (vgl. § 31, S, 295), die Zusammendriickung,
welche mit der negativen Normalspannung in Richtung der Stabachse
verkniipft ist, bedeutend iiberwiegt. Diese grofite Zugsanstrengung,
welche dann  gleichzeitig mit der grofiten  Druckbeanspruchung

{ £,

max (— l) auftritt, und die mit max ( ) bezeichnet sei, kann in
o

o
gleicher Weise ermittelt werden, wie oben die Gleichungen 1 bis 3 ge-
funden wurden, oder man kann sie unmittelbar aus Gleichung 3 ab-
leiten, indem in der letzteren o negativ gesetzt wird. Auf beiden Wegen
ergibt sich

e e L e
max (i) = ——mqic: = _m_ij i_ ] el D St R o)
%y 2m 2m
und damit nach Gleichung 7 und 8
€y m— 1 m-4+1 — —
S P s s e R Sl Saeay) 2
e ( o ) om. | 2m Jof et dloymB s L B
max (-?—2--) = — 0,350+ 0,65 )0+ 4 (¢g7)2 . . 8h)
o

In diese Beziehungen ist ¢ natiirlich nur mit seiner Grofie ohne
Riicksicht auf das Vorzeichen einzufiihren.

< e : ;
Der absolute Wert von max (—— L] ist nach Gleichung 3 a
o

allerdings groBer als derjenige, welchen Gleichung 3 b fiir

max ( J) liefert. Da aber die zuliissige Zuganstrengung in manchen
o

Fiillen bedeutend geringer zu sein pflegt als die zulissige Druck-

; | €y ;
inanspruchnahme, so kann trotzdem max ( “) mafgebend werden.
' o

/
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§ 49. Zug (Druck) und Drehung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden dufleren
Kriifte ergeben fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in die
Richtung der Stabachse fallende Kraft P und ein Kriftepaar vom
Momente M, dessen Ebene die Stabachse senkrecht schneidet.

In einem beliebigen Element des Querschnitts von der Grobe f
wird durch die Zugkraft P eine Normalspannung

1)
AT
wachgerufen, wilthrend das auf Drehung wirkende Moment M, eine
Schubspannung 7 erzeugt, welche nach den §§ 32 bis 36 zu bestimmen
ist. Da o fiir alle Punkte des Querschnittes als gleich grofi aufgefallt
werden darf, so tritt die bedeutendste Anstrengung da auf, wo t seinen
grofiten Wert erlangt.

Nach den Gleichungen 7, § 48, ergibt sich mit k, als zuliissiger Zug-

und k, als zuliissiger Drehungsanstrengung

' S i) + 1 fros = ke
s fige s :
= Tamiy } 2m I 6* + 4 (ay 7) ,l
k. s
{_(0 — z £
m1 J
m
. 10
und mit m = o
k,> 0356 + 0,65 Yo + 4 (o ’)l
a —rl - —“E%_ ) p » . 2)
AT I

Wirkt P nicht ziehend, sondern driickend, so wird & negativ,
infolgedessen nach Gleichung 8a, § 48, zuniichst die mit b als zulissiger
Druckanstrengung giiltige Beziehung

k= 0,35 6 + 0,65 | 6% + (4 o, 7)?,

e :;C k, l ;
12y
und sodann auch nach Gleichung 8b, § 48, die lmrdmung
k,=—035¢ l—ObG[r--*—[—cl(cx,, ],l
I - 3a)

e £ —
REREEE 1 ‘
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befriedigt sein muBl. Hierbei ist vorausgesetzt, dafl Riicksichtnahme
auf Knickung (§ 23) nicht notig wird.

Die Werte von  konnen unmittelbar aus der Spalte 3 der Zusammen-
stellung des § 36 entnommen werden, sofern k; durch = ersetzt wird.
Die Normalspannung ¢ tritt nur mit ihrer absoluten Grofie in die Be-
ziehungen 1 bis 3a ein.

§ 50. Biegung und Drehung.

Die auf den geraden stabférmigen Korper wirkenden iufleren
Kriifte ergeben fiir den betrachteten Querschnitt zwei Kriftepaare,
das eine (biegende) vom Momente M, und das andere (drehende) vom
Momente M,; die Ebene des ersteren schneidet den Querschnitt, die-
jenige des letzteren die Stabachse senkrecht,

In einem beliebigen Punkte des Querschnitts verursacht

M, eine Normalspannung o, welche nach § 16 oder § 21 festzu-
stellen ist,

M, eine Schubspannung 7, deren Bestimmung nach den §§ 32 bis 34
zu erfolgen hat.

Die fiir den betrefienden Punkt resultierende Anstrengung er-
gibt, sich alsdann aus Gleichung 7, § 48. Bezeichnet [, die zulissige
Biegungs- und £, die zulissige Drehungsanstrengung, so gilt mit

10
M= =
k, = 0,350 + 0,65 o2 + 4 (aq r)ﬂ,l
ky 1)
S T |

Naturgemiii sind 6 und 7 fiir denjenigen Querschnitt und hier
fiir denjenigen Punkt einzufithren, fiir welchen die rechte Seite den
grofiten Wert erlangt.

1. Kreisquersehnitt.
Hier fallen die Punkte der grofiten Normalspannung

go Mo
ok (Gleichung 10, § 16, und Gleichung
i

ot
o
~1
—

G =
|

und die Punkte der groBten Schubspannung

B L
o= Lo, —F: (Gleichung 3, § 32)
7 e 7

Bach, Elastizitat. 6. Aufl,
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zusammen, folglich
39 M, T8 M (30 M, \t
k, = 0,35 s _dT) -+ 0,65 ] (—-—_~ ———-) -+ ( ™ —_ z{,)

32

k, [0,35 M, + 0,65 | M,2 + (g M ,)?]

[S)

Auch fiir den Kreisringquerschnitt findet dieses Zusammenfallen
statt.

2. Elliptischer Querschnitt, Fig. 2, § 33.
a) Die Ebene des biegenden Kriiftepaares liuft parallel
zur kleinen Achse der Ellipse.
Die grofite Normalspannung
4 J'}’,{h
i
tritt hier auf in den Endpunkten B der kleinen Achse (Gleichung 10,
§ 16, und 7, § 17).
Die Schubspannung erlangt ihren Grofitwert
2 M,

T ab?

T

an denselben Stellen (Gleichung 6, § 33).
Hiernach findet die groBte Anstrengung in den Punkten B statt.
Demgemil} ergibt sich aus Gleichung 1

4 M, R T R R | B
eV e s SR Y g et ) (-—- S )
i 3)1': ab? - '{”l(_‘rr ab? T oab? ?9,
4 1 ; r. o i, - :
e = [035 M, + 0,65 VM2 + («g Mp)2] . . 3)

b) Die Ebene des biegenden Kriiftepaares liuft parallel
zur grollen Achse der Ellipse.

Die Normalspannung besitzt ihren GroBtwert in den Endpunkten 4
der grofien Achse, wiihrend die Schubspannung in den Endpunkten B
der kleinen Achse am grofiten ausfillt. Infolgedessen mul} zuniichst er-
mittelt werden, an welchen Stellen die grofite Anstrengung eintritt.

Dal dieselben auf dem Umfange liegen, ist ohne weiteres klar.
Nun ist nach Gleichung 9. § 16, die Normalspannung 6 im Abstande 2’
von der kleinen Achse
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und nach Gleichung 5, § 33, die vom drehenden Moment verursachte
Schubspannung in den um 2z’ von derselben Achse abstehenden Um-

fangspunkten
s Y P) Ty
T—_:v:'abﬁ]" b a a

Y ! ! \ !

oder unter Beachtung, dal}

b (B

4 9 M, a®—b?

T — s | I]__._,.

© ab® al

/2

Hieraus ergibt sich die Anstrengung in den durch z’ bestimmten
Umfangspunkten zu

4 M [rA D, St A M, "2( R
B e (d it =] by > d e D
max (—a) = 0,35 —-% 0,65 | (.Nnb z) +(Mb2 a{,) \1 " )
aM [ / M. a8 2 : g R i
il b A [ .2 T b e et »‘2)
wa®h [0’352 L 0’65] Jor (-Mz. b %) (l G J . 4)

Dieser Ausdruck erlangt seinen GroBtwert fiir den durch

nax (i)
2 o
i dz'

e ”_
=0, ? =2,

bestimmten Wert z’;, womit dann

4M § z’ . ."lr .z" & - J‘f e ety a,zl—-bg
B>t loss% 1 0651 _ﬂ) .f{_-] LGl gl
_0,% 2] U,bol(a +(Ma % (\1 ——7¢*)| B

b= na2b

/

ZweckmiiBigerweise wird zur Feststellung der grofiten Anstren-
gung auch in der Weise vorgegangen werden konnen, dall man aus
Gleichung 4 fiir verschiedene Werte von 2’ die Anstrengungen ermittelt,
diese dann in den zugehorigen Abstinden als Ordinaten auftrigt, wie
dies in § 52 unter a) und b) fiir den Fall der Beanspruchung auf Biegung
aund Schub geschehen ist (Fig. 2 und 3, § 52), und aus dem Verlaufe der
80 gewonnenen Kurve die grofite Ordinate mit der Sicherheit bestimmt,

welche das zeichnerische Verfahren gt‘%tattet
Q%
=
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3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 3, § 34.

a) Die Ebene des biegenden Kriiftepaares liuft parallel
zur kurzen Seite des Rechtecks,

Hier fallen die Stellen der grofiten Drehungsanstrengung =, d. s.
die Mitten der langen Seiten, auf solche der grifiten Biegungsanstren-
gung o, d. 8. siimtliche Punkte der langen Seiten.

Wegen

M b

c= 6 7Y (Gleichung 10, § 16, und 2, § 17),

M
T =45 b_,—;: (Gleichung 5, § 34, siche Fufibemerkung daselbst)

ergibt sich nach Gleichung 1

6 e — :
ky = 5y (035 M, + 0,65 VM2 + (L5 ag M)} . . 6)

b=

und fiir das Quadrat mit & = &

k, = 45 [0,35 M, + 0,65 VM2 4+ (18 M)t] . . . 7)

b) Die Ebene des biegenden Kriftepaares liuft parallel
zur langen Seite h des Rechtecks.

Hier erlangen ¢ und 7 ihre Grolitwerte nicht in den gleichen Punkten
(6 wird am gréfiten in den kurzen Seiten, T dagegen in den Mitten
der langen Seiten), infolgedessen in derselben Weise vorzugehen ist,
wie unter Ziff. 2, b fiir den elliptischen Querschnitt angegeben wurde.

¢) Die Ebene des biegenden Kriftepaares hat keine der
beiden unter a) und b) bezeichneten Lagen.

Fiir ein beliebiges, durch % und 2z bestimmtes Querschnitts-
element betrug die Biegungsanstrengung s nach § 21, Ziff. 2, mit den
daselbst gebrauchten Bezeichnungen

z cos P ysin
i - L]

= M
G 1',!(. o, 0,

1 1
O e pern A
o, 15 s @, = 15 b3 h,

die Drehungsanstrengung =t folgt aus § 34
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und nach Einfithrung von
M, | [ 9, \ ¥
Rl pasuL 1—(2..
v b3 h s ; h 3

M, | T
AR g s e L
T b hs __1 ( b ) l ]

T e 22)2' 2 g2 i (2 ,',}.Y. 2 52
SRR T S e > 1 — * ey
Tl ey [l (z‘a e P b )| w )

Diese Werte von ¢ und 7 sind nun in die rechte Seite der Gleichung 1
einzufiihren, hiermit die Punkte, in denen dieser Ausdruck seinen
GroBtwert erlangt, zu ermitteln und sodann der letztere selbst zu be-
stimmen, wie dies unter Ziff. 2, b fiir den Fall des elliptischen Quer-
schnifts angedeutet worden ist.

Hier fithrt das am Schlusse von Ziff. 2, b angedeutete zeichnerische
Verfahren, den Verhiiltnissen der vorliegenden Aufgabe entsprechend
angepalit, zu einer verhiltnismifig raschen Losung?).

=
——
o0
—

§ b1. Zug (Druck) und Schub.

Die fulBleren Kriifte liefern fiir den in Betracht gezogenen Quer-
schnitt f eine in die Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P und
eine diese senkrecht schneidende Kraft S,

Die mit P verkniipfte und in allen Punkten als gleich angenommene
Normalspannung betriigt

J")
G f 3
die durch S wachgerufene Schubspannung unter Bezugnahme auf
Fig. 1, § 39, und mit den in § 39 aufgefiihrten Bezeichnungen nach
Gleichung 2, § 39, allgemein in dem durch y oder x bestimmten Um-
fangspunkte

R M,
" 2ycosg’ O

1) Die vorliegende Aufgabe ist beispielsweise zu lésen bei der Berechnung
einer Dampfmaschinenkurbel. In des Verfassers Maschinenelementen, 1891/92,
8. 474 u. £, 1008 (10. Aufl), 8. 792 u. {., findet sich dicse Berechnung vollstiindig
dlll‘chgefiihrf-. Aufler den Schubspannungen, welche durch das drehende Moment
hervorgerufen werden, sind dabei auch noch die von der Schubkraft veranlafiten
Spannungen beriicksichtigt.
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Mafigebend ist der grofite Wert, welchen t erreicht, also beispiels-
weise

4 1‘.
fiir den Kreis T = — S ;
(b
_dz
4
3 N
fiir das Rechteck 7 = 5 f-:k :

Nach Gleichung 8, § 48, folgt alsdann mit k, als zulissiger Zng-

k,=> 0,350 + 0,65 |6® + 4 (x 7)? ]
Gy |
0 PR
1,3 k,
wobei die Punkte der grofiten resultierenden Anstrengung diejenigen
sind, in denen die Schubspannung den grofiten Wert erlangt.
Wirkt P driickend (Iall der Knickung, § 23, ausgeschlossen),
so miissen die aus den Gleichungen 8a und 8b, § 48, folgenden Be-
ziehungen

1)

£20350 + 0,65 o + 4 (x 77,
: sl )
%= T3r |

und

k,=>— 0,356 + 0,65 o + 4 («p 7)2,]

1b)

U= —or

L ‘
8

befriedigt sein.

§ 52. Biegung und Schub.

Die auf den geraden stabférmigen Kérper wirkenden #duBeren
Krifte ergeben fiir den betrachteten Querschnitt ein Kriftepaar M,
dessen Tbene den Querschnitt senkrecht schneidet, und eine in den
letzteren fallende Kraft S.

1. Anstrengung des Materials.
In einem beliebigen Querschnittselement verursacht

M, eine Normalspannung ¢, welche nach § 16 oder § 21 festzu-
stellen ist,
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S eine Schubspannung <, zu deren Bestimmung die Gleichung 3,
§ 39, zur Verfiigung steht.

Da die letztere unter der Voraussetzung entwickelt wurde, daf} die
Schubkraft § in eine Symmetrielinie des Querschnitts fillt, so mul} auch
hier diese Beschriinkung beziiglich der Lage von S getroffen werden.
Demgemil wurde vorausgesetzt, dall der Querschnitt symmetrisch sei,
und daf die Ebene des biegenden Kriiftepaares M, den Querschnitt in
der Symmetrielinie schneide. Dann folgt nach § 16 und § 39 unter Be-
zugnahme auf Fig, 1, § 39, sowie mit den daselbst gewiihlten Bezeich-
nungen:

fiir die in allen um =z von der wagrechten Schwerlinie abstehenden
Querschnittselementen gleich grofie Normalspannung
ﬁ'{b

G = N

o

und fiir die in den Umfangspunkten P’ P’ ihren Grofitwert erlangende
Schubspannung

er : J:I‘f?
2ycosgp O

Demnach mit %, und k, als zulissiger Biegungs- bzw. Schuban-
strengung aus Gleichung 8, § 48, die grofite Anstrengung in diesen
Punkten

At
k, = max (1—)
A \ m i

= ) -4 (___. 3 S M’? e 3
n 2 y cos @ 2

M,
= 0,35 —> 7 + 0(5] (

ke’:

1 ,'3 k,

oy =

Hierbei ist derjenige Querschnitt in Betracht zu ziehen sowie
fiir ) derjenige Wert einzufithren, wodurch der Ausdruck auf der rechten
Seite seinen Groftwert annimmt, und zu beachten, daB im allgemeinen
S und M, nicht in ein und demselben Querschnitt ihre Grofitwerte zu
erlangen brauchen.

a) Kreisquerschnitt, Ifig. 4, § 39.
Unter Voraussetzung der durch Fig. 1 dargestellten Belastungs-
weise ergibt sich

M, = S1
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und mit

= — ¥, v = 7 8i ’,
(&) al 1 sin @
Sl peAty 4 A8
i mmer ol Ll g
i

Gemil § 39, Gleichung 6, ist

LR :
o e b 1)
R

4
R —

somit nach Gleichung 8, § 48,

k', ~ max ( L
4 \ o

4R e R A B A2
= 0,35 = sin ¢ - 0,65 l (? —o Min cp) =1 4(? %3 coscp) ;

ord T

- e
‘(),35 sin ¢’ -+ 0,656 [a sin® ¢’ - (? oy 7 €OS rp’)

\

k.i = max (El) Bk
4 o

™

4

3

1
)
Fig. 1.

~ Wird hierin das Anstrengungsverhiltnis «, = 1 gesetzt, d. h.
k, = 1,3 k, oder k‘s = 0,77 k,,

und auflerdem die von dem biegenden Moment herriihrende Normal-
S]}nnnung

welche, in der duflersten IFaser stattfindend, die mafligebende An-
strengung sein wiirde, wenn die Schubkraft gleich Null wiire, durch o,

ersetzt, so findet sich
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k, = max (_?1 )

i 4
\ aELe ’ Ve ,n’ll.l’r;! '2?, .-2 2
= 6, | 0,35 sin ¢" -+ 0,65 } sin® o - 5 7089 G2

Behufs Gewinnung eines Urteils iiber das Gesetz, nach welchem

S i 3
sich die resultierende Anstrengung mit T und ¢’ iindert, werde die-

r 5
selbe fiir verschiedene Werte von =rE und ¢ ermittelt,

Aus Gleichung 2 wird

max (i) = 0, [0,35 sin ¢’ - 0,65],.- sin? o’ - (? co8s c;’)

o b

2

und damit

)

okt g 00 s _:‘-t_) — 0435, im Punkte 0, Fig. 2,

, sing = 0,25 max (--‘"‘) — 0,546

o= 309 max( 0BTl s

1 (P’ — 459 max (El—) = 0‘8() Gfa i 3 3} 3]
( ) =09L6, w4,

1 c{D! il 90° max (_zi) = 1,00 Gb » »” d, sy

Wir zichen durch die Kreispunkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, Fig. 2, wag-
rechte Gerade und tragen alsdann von den Punkten O, Oy, O,, O,
1 O des senkrechten Halbmessers s die Strecke
0y, Oy des senkrechten Halbmessers O O, die Strecken

04, = 043, 0,4, = 0,54, 0,4, = 0,67,

0,4, = 0,80, 0.4, = 091, 0,4, = 1,00
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auf und erhalten so in der Schaulinie A, 4, A, 4, 4, 4, ein Bild iiber
das Glesetz, nach welchem sich die von ¢ und = herrithrende Anstrengung
von Punkt zu Punkt des Umfanges iindert. Im Punkte 0 ist 6 = 0 und
deshalb " allein mafigebend, im Punkte 5 dagegen ist =* = 0 und deshalb o
allein bestimmend fiir die Anstrengung. Wir erkennen, dali im vor-
liegenden Falle, d. h. bei

l=r=—

d
2 H

gemiifi den Verhiiltnissen der Fig. 1 die der groBten Schubspannung
entsprechende Anstrengung noch nicht die Hilfte derjenigen Anstren-
gung betrigt, welche im Umfangspunkte 5 durch die Normalspannung
allein bedingt wird. Wiirde man, wie dies nicht selten fiir derartige Ver-
hiiltnisse angegeben ist, den Stab auf Schubinanspruchnahme berechnen,
so liige hierin ein Fehler von iiber 100 %,

] i 2
max ( s;: ) = o, .(-),35 sin ¢ + 0,65 I sin? ¢’ (.5_ cos cpf) ]
liefert
fiir ¢ = 1 0% max (—Z‘—) = 0,87 o,
, 8ine = 025 max (i) = 0,94 q,,
o i

\

g?’ = 30° max (: ) = 0,99 Gy
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fiir o = 45° max (i) = 1,01 Oy
o

5ol = 160% {rmax (Zl) = 1,016

e 90"  max (%) = 1,00 G, .

Die bildliche Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie
B, B, B, B, B, A;. Wir erkennen, dal} auch fir I = 0,5 » = 0,25 d die
grofte in der Nullachse eintretende Schubanstrengung noch wesentlich
kleiner ist als die Anstrengung, welche im Punkte 5 von dem biegenden
Moment allein veranlaBt wird. Der Grofitwert der resultierenden An-
strengung tritt zwischen ¢’ = - 459 und ¢’ = 60° auf und liberschreitet
6, um rund 1,5 9%.

e

=
]

—_—

In gleicher Weise wie unter « und { erhalten wir hier

max (i) = 6, [0,35 sin ¢’ + 0,65 Vsin® ¢” + (2 cos ¢)?]
o
und

fiir =" 10V max (%:) = 1,30 g,

) 156’,

) = 1:35 Gys

) 1,28 5,

., sing’ = 0,26 max

sz|£‘

RS‘

A =0
& o = 45

se|£." R|_‘."

i o = 60° max

(
G nm(
-
=

i ¢ = 90° max ( 0{) = 1,006,

Die zugehorige Kurve ergibt sich in C,C, 0y C3Cy A5 Wie er-
sichtlich, iiberschreitet hier die Schubanstrengung in der Nullachse
die Biegungsanstrengung im Punkt 5 um 30 9, also bedeutend. Der
Groftwert der resultierenden Anstrengung findet sich in einem zwischen
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0,25 rund 0,5 » gelegenen Abstande von der Nullachse und tiberschreitet
die Anstrengung in letzterer um etwa 4 9%, also nur um wenig; hiernach
wiirde es zuliissig sein, bei

d
=

den Stab nur auf Schubinanspruchnahme zu berechnen.

3) I = 043r = 0,2154d.

Im Falle

ergab sich die Schubanstrengung in der Stabmitte zu 0,87 der Biegungs-
anstrengung im Abstande », fiir

1
S
6
dagegen um 30 9, grofler als die letztere. Es ist nun von Interesse,
festzustellen, fiir welches Verhiiltnis 7 : » beide gleich werden.
Dasselbe mull nach Gleichung 2 mit

e ,
> G =0
max \ ot) G, P
sich ergeben aus
1 = 0,66 ——
b o)
Zu
{ 1,3
U A T
r 3 /43

Wird dieser Wert in Gleichung 2 eingefiihrt, so folgt

max ( -1 ) o [0 35 sin ¢ -+ 0,65 ’__‘ ; +( 7 c;'_;_'z:
ax |- == ,35 sin i [ gin — —— Co§
o ] Cp ) I (P ‘ 3 ]’3 go
und hieraus
fiir o = 0" max (Z‘) = 1,00 g,

]

sin g’ = 0,25 max (2) = 1,07 q,,
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fir ' = 30° max (f-‘-) = L,10¢,,
\m; :

e ] el L
=i dh max ( = ) = 1,09 G,

¢ = 60° max (.—El-) = 1,06 ¢
(7] o 3 b?

g
Sirale =000 i (;) = 1,000,.

Die bildliche Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie
Dy Dy Dy D, Dy A; mit dem Grofitwert der Anstrengung ungefihr in
halber Hohe. Derselbe betrigt rund 10 9, mehr als die Schub-
anstrengung in der Nullachse und um ebensoviel mehr als die Biegungs-
anstrengung im Punkte 5.

Fassen wir das im vorstehenden unter « bis § Gefundene zusammen,
so ergibt sich folgendes:

Bei der Belastungsweise des kreiszylindrischen Stabes
nach Fig. 1 geniigt es, denselben mit Riicksicht auf die
Biegungsanstrengung

R R N )
b -T?.;. da d.‘i
32

allein zu berechnen, solange ! nicht wesentlich kleiner

als “: ist. Betrigt I erheblich weniger als {i, 80 er-
scheint es ausreichend, nur die Schubanstrengung
i
T 3
.l_d-

zu beriicksichtigen?).

') Hiernach hat die Bestimmung der Abmessungen des Kérpers von gleichem
Widerstande, Fig. 3, §19, in der Niiho der Punkte 4 und B zu erfolgen, wobel

i b
8 =P e bzw. o (f—;

" ist. Streng genommen wiire dio Stabform iiberhaupt auf Grund der Gleichung 1
fostzustollen und hiorbei darauf Riicksicht zu nehmen, dal} die Kraft I wie anch S
iiber eine, wenn auch kloine Strocke verteilt angroift,
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Der etwaige Fehler, der hierbei begangen wird und nach MafBgabe
der soeben durchgefiihrten Berechnungen beurteilt werden kann, liegt
innerhalb des Genauigkeitsgrades, welcher bei Festigkeitsrechnungen
erreichbar zu sein pflegt.

Die Berechnung auf Schubanstrengung allein in Ifillen, in denen

1= 4 y
4

erscheint unzutreffend, insbesondere dann, wenn

gesetzt wird.

(Vgl. auch die in § 40 mitgeteilten Versuchsergebnisse sowie die
FFullbemerkung 5. 366.)

Ist das Anstrengung verhiiltnis «, von 1, welcher Wert den be-
sonderen Erorterungen unter « bis & zugrunde liegt, wesentlich ver-
schieden, so wird auf die Gleichung

s R D r 2
0,35 sin ¢’ + 0,65 |/ sin® ¢’ -} | — 08 ¢ )

max ( & ) = 0 o
L et el t L 2 7
ot ] 3 0

zuriickgegriffen werden miissen,

b) Rechteckiger Querschnitt.
In ganz entsprechender Weise wie unter a) gelangen wir, sofern
b die Breite, & die Hohe des Rechtecks bedeutet, und die Richtung von
S parallel zu A liuft, mit
M, = 81 (s.Fig. 1)
ZU

und nach Gleichung 1, § 38, zu
2 bh h !
2

giiltig fiir die Spannungen im Abstande % von der Nullachse.

Eine Ungenauigkeit bleibt allerdings auch noch dann: die Rechnung setzt
prismatische Gestalt des Korpers voraus, wiithrend der Kérper gloicher Festighkeit
in der Nithe der Punkte 4 und B stark gekriimmte Begrenzungsfliicien besitzt
(vgl. 8. 104, letzten Absatz der Fullbemerkung).
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Unter der Voraussetzung o, = 1 liefert Gleichung 1

-
ke, = max (—1)
b - o

I 2

/ 1 (=R )2 NETR
= S [0 _(_) LR
= 5, 0,35~ + 0,65 - [ n apio il B . 3)
2 ) 2
wenn die Biegungsspannung der duflersten Faser
Sl 2

Gl AR T S

l b h?

6

gesetzt wird.
Wiihlen wir I = 0,325 &, so findet sich

rs 5
fiir n = 0 max (—-]--) = 1,00 Gy
oL

b et e 111
o

= 1,04 Gb,

o
1
I
=~
B
=
d “
————— —— — — -
o oo
gl o T s el ol
| : If
i)
__q

Die bildliche Darstellung gibt die Fig. 3. Wie ersichtlich, erlangt
: die Anstrengung zwischen der Nullachse und

h

0
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einen grofiten und einen kleinsten Wert. Ersterer iiberschreitet o,
um etwa 4 %, letzterer bleibt um 9 9 darunter. Die Anstrengung in
der Nullachse (lediglich Schub) ist gleich der Anstrengung in der fiuflersten
Faser (nur Biegung). Wird [ < 0,325 & genommen, so iibersteigt die
erstere die letztere; fiir [ —> 0,325 h tritt das Entgegengesetzte ein.

Demgemili folgt:

Ist bei dem Stabe mit rechteckigem Querschnitt, be-
lastet nach Mallgabe der Fig. 1,7 > 0,325 A, so geniigt es,
ihn mit Riicksicht auf die Biegungsbeanspruchung

681
by it

allein zu berechnen; betrigt dagegen [ < 0,325 k, so reicht
es aus, lediglich die Schubbeanspruchung

.3...LS'
o

der Berechnung zugrunde zu legen!).

Die Riicksichtnahme auf die Schubkraft allein, bei
erheblich groBer als 0,325 A, mull unzutreffende Ergebnisse
liefern. (Vgl. Fulibemerkung S. 366.)

Wenn das Anstrengungsverhiiltnis o, von 1 wesentlich abweicht,
so ist auf Gleichung 1 zuriickzugehen.

) Hiernach sind die Abmessungen der in der Niithe des Punktes B gelegenen
Querschnitte der Korper gleicher Festigkeit, Fig. 1 und Fig. 2, § 19, zu be-
stimmen. Vgl. auch FuBbemerkung zu a, 8. 429 und 430.

Fig. 4.

Nicht selten wird auch heute noch in Fillen, wie sie Fig. 4 veranschaulicht,
und in denen die Biegungsbeanspruchung im Querschnitt AC maBgebend ist,
fiir die Schubbeanspruchung der Querschnitt AR in Betracht gezogen. Dadurch
gelangt man zu ungeniigend widerstandsfiihigen Abmessungen, infolgedessen
Briiche eintreten, wie Verfasser wiederholt und bis in die neneste Zeit festzustellen
hatte.

Whoiteres \‘g], S, 508 u, I,
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¢) T-Querschnitt.

Fiir Querschnitte dieser und ihnlicher Art lassen sich so einfache
Festsetzungen, wie sie unter a) und b) fiir den Kreis bzw. das Rechteck
ausgesprochen werden konnten, nicht aufstellen. Hier mull im ein-
zelnen Falle die Gleichung 1 zum Ausgangspunkte genommen werden
unter Beachtung der daselbst angeschlossenen Bemerkung sowie des
in § 39 d Gesagten.

Hinsichtlich der erforderlichen Stirke des Steges pflegt fiir den
Fall, dal} nicht Herstellungsriicksichten die Entscheidung treffen,
die Fernhaltung von Ausbiegungen (Knickung) und nicht
die Schubspannung in der Nullachse bestimmend zu sein, nament-
lich dann, wenn die Belastung des Triigers ortlich zusammengedriingt
angreift, wie Versuche mit eisernen T-Triigern lehren, und wie sich auch
unter Beachtung der geringen Widerstandsfihigkeit verhialtnismiflig
diinner Wandungen gegeniiber Hinfliissen, welche auf seitliche Ausbie-
gung hinwirken, aus dem unter,,LV. Knickung** Erorterten ohne weiteres
ergibt, selbst unter Voraussetzung einer (in bezug auf den Trigerquer-
schnitt) symmetrischen Belastung. Oft ist jedoch auf eine solche nicht
zu rechnen, beispielsweise dann nicht, wenn die Belastung durch Quer-
balken erfolgt, die mit ihren Enden aufliegen. Indem sich dieselben
unter ihrer Last durchbiegen, belasten sie den inneren Teil der Triger-
flansche stiirker, withrend der iuRere Teil entlastet wird. Die Kraft geht
nicht mehr durch die Mitte des Steges; sie kann bei entsprechender
Flanschenbreite fiir den Steg unter Umstiinden ein verhiltnismillig sehr
bedeutendes Biegungsmoment ergeben.

Um die Forminderung eines in der Mitte hinsichtlich des Quer-
schnittes symmetrisch belasteten und an den Inden unterstiitzten
Triigers deutlich erkennen zu lassen, wurde ein Triger von 200 mm
Hohe aus Hartbleil) (Flanschen: 70 mm breit, 20 mm stark, Steg:
10 mm stark, Entfernung der Auflager 500 mm) vor der Belagtung mit
einem Quadratnetz versehen. Fig. b, Taf. XVII, gibt das Bild des
mittleren Teiles dieses Triigers, wie er sich infolge der Belastung ge-
staltet hat, wieder. Von Interesse ist namentlich die Verfolgung der
Andel‘lmgcu, welche die Form einzelner Quadrate erfahren hat.

2. Forminderung.
a) Im allgemeinen,
Bin prismatischer Stab sei in der aus Fig. 4, § 20, ersichtlichen
Weise belastet. Die auf denselben wirkenden duBeren Kriifte ergeben —
abgesehen von dem Eigengewicht —

1) Vgl. FuBlbemerkung 1 8. 3006.
Bach, Elastizitit, ¢, Aufl,
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a) fiir jeden innerhalb der Strecke 4B gelegenen Querschnitt
ein biegendes Kriiftepaar vom konstanten Moment M, = Pa;
infolgedessen die elastische Linie zwischen 4 und B (vgl
§ 16, Gleichung 13) einen Kreisbogen vom Halbmesser

S
Zio oM,
bildet;

b) fiir die Querschnitte aullerhalb der Strecke 45, je nach ihrem
Abstand von der Querschnittsebene 4 bzw. B ein verschieden
grolies, zwischen P a (im Querschnitt bei 4 bzw. B) und Null
(in den Endquerschnitten) liegendes Moment und eine Schub-
kraft P.

Um uns ein anschauliches Bild iiber die hierbei auftretenden
Forminderungen zu verschaffen, ziehen wir auf dem unbelasteten
Stabe, dessen Querschnitt ein Rechteck mit der Breite 6 und der in
der Bildebene liegenden Héhe ko sein mag, nach Maligabe der Fig. 6,

K

+
|

&

L=

X

Fig. 6.

l
welche den halben Stab von der Linge a + 5 darstellt, gerade Linien,

und zwar zuniichst parallel zur Stabachse, die als Achsenlinien be-
zeichnet werden sollen, und sodann senkrecht zu letzteren, d. s. Quer-
schnittslinien, je in gleichem Abstande voneinander. Hierdurch wird
die Seitenfliche von der Hohe & in eine Anzahl gleicher Rechtecke ein-
geteilt.

Unter Einwirkung der Belastung — Tig. 4, § 20 — wird der
Stab eine Anderung seiner Gestalt erfahren, wobei die Rechtecke eben-
falls ihre IForm dindern miissen.

Fiir die Stabquerschnitte zwischen 4 und B liefert die Belastung,
wie oben unter a) bereits hervorgehoben wurde, lediglich ein biegendes
Moment. Demgemill werden nach § 16 die oberhalb der Nullachse ge-
legenen Fasern eine mit ihrem Abstande von dieser zunehmende Dehnung,
die unterhalb gelegenen eine entsprechende Zusammendriick ung erfahren.
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Die urspriinglich parallelen Querschnitte sind jetzt gegeneinander ge-
neigt, ihr friiherer Abstand ist nur noch in der Stabachse vorhanden.
Es treten lediglich Normalspannungen auf, Schubspannungen
fehlen; infolgedessen miissen die auf die Stabfliche gezeichneten
Achsen- und Querschnittslinien die rechten Winkel, unter denen sie
sich urspriinglich schnitten, beibehalten: die urspriinglichen Rechtecke
gehen in Kreisringsektoren iiber. Fig. 7 liBt dieselben fiir die rechte
Hiilfte von AB (Fig. 4, § 20) erkennen.

Fig. 7.

Auf die rechts von B gelegenen Querschnitte wirkt, wie oben
unter b) bereits bemerkt, auBer dem biegenden Moment noch eine
Schubkraft, welche Schubspannungen wachruft, die nach § 38

f /
(s. namentlich Fig. 4, § 38) im Abstande - —; und —;— von der

Nullachse, d. h. in der oberen und in der unteren Begrenzungs-
fliche des Stabes, sofern hier iuflere Kriifte nicht angreifen, Null sein
miissen, wiihrend sie nach der Achse hin ziinehmen und in letzterer den
groften Wert erreichen. Daraus folgt, dald die auf der Staboberfliche
gezogenen Querschnittslinien auch aullerhalb der Strecke 4B — Fig. 4,
§ 20 — die im Abstande - g und — Lj befindlichen Begrenzungs-

linien. da, wo duflere Krifte nicht angreifen, rechtwinklig schneiden
miissen, daf} sie dagegen die nach der Stabachse zu gelegenen Achsen-
linien schiefwinklig zu treffen haben. Die Abweichung von der Recht-
winkligkeit wird in der Stabachse ihren grofiten Wert erreichen. Nach
Fig.7 muB, sofern G in & senkrecht zur gekriimmten Stabachse und FF
Tangente im Punkte B der Querschnittslinie ist, dieser GroBtwert gleich
dem Bogen v, des Winkels FEG sein und mit der durch Gleichung 2,
. § 38, bestimmten Schubspannung

e

es 2 bh

28+
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in der Beziehung
}’??Tﬂx = BT”RG.’E
stehen, worin  den Schubkoeffizienten bedeutet (§ 29). Fiir eine be-

liebige, um « von der Nullachse abstehende Stelle ist die Schubspannung
nach Gleichung 1, § 38,

S F 7n \*
— — — I —— —_—
5 2 bh h
2
und somit die Abweichung von der Rechtwinkligkeit
R i
sy W
2
Fiir
I
n= + ;'

wird y = 0, wie bereits hervorgehoben.

Dem Vorstehenden gemiil wird der urspriinglich ebene Quer-
schnitt auch dann, wenn er unter Kinflull des biegenden Momentes
eben geblieben ist, durch die Einwirkung der Schubkraft in eine ge-
kriimmte Fliche iibergehen, wie dies Fig. 7 rechts von B — in iibertrieben
gezeichneter Weise — erkennen lifit. Diese Wolbungslinie, welche in
der Stabachse einen Wendepunkt besitzt, ist hiernach eine notwendige
Folge der besprochenen Veriinderlichkeit der Schubspannung. Eine
strenge Darstellung derselben wird zu beriicksichtigen haben, dali die
iuBeren Krifte nicht in einem Punlkte oder einer Linie, sondern in einer
Tliche den Stab treffen, so daB also beispielsweise die Querschnitte
unmittelbar rechts vom Mittelpunkte oder der Mittelebene B des Auf-
lagers nicht sofort die volle Kriimmung annehmen, wihrend die un-
mittelbar links davon gelegenen auch nicht mehr vollkommen eben
sein kénnen.

Die Feststellung der besprochenen Querschnittswolbung auf
dem Wege des Versuches begegnet grofien Schwierigkeiten. Um die
Kriimmung deutlich zu machen, sind im Vergleich zur Liinge verhiiltnis-
miiBig hohe Stibe zu verwenden; dann aber miissen zur Herbeifiihrung
einer fiir den bezeichneten Zweck geniigenden Forminderung so be-
deutende Krifte auf verhiiltnismiiBig kleine Teile der Staboberfliche
wirken, dafl hier starke ortliche Formiinderungen eintreten, welche
die Reinheit des Bildes erheblich beeintrichtigen. Soll dieser Ubelstand
vermieden werden, go wird man suchen miissen, dem Stabe eine solche
Glestalt zu geben, daf} schon weit kleinere Schubkriifte erhebliche Schub-
spannungen wachrufen. Ein solcher Kérper ist in Fig. 8 dargestellt:



C.Bach, Elastizitat, 6, Aufl. Taf. XVIII.

Fig. 2, § 40, S. 363.

Fig. 10, § 52, S.437.
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T-Triiger, in der Mittellinie zum Teil ausgebohrt, so daf} zur Ubertra,gung
der Schubkrifte in der Stabachse nur ein verhilltnismiBig kleiner
Querschnitt zur Verfiigung steht, weshalb hier die Schubspannungen
bedeutend ausfallen miissen. Wird der Stab in der Mitte belastet und an
den Enden unterstiitzt, so nimmt die urspriinglich ebene Stirnfliiche
die Gestalt Fig. 9 (Schmiedeisen-

triiger), Taf, XVII1L, an. Dieselbe ent- l

spricht der Form, welche in Fig. 7
rechts von B angegeben wurde: Die

]
|
i 5 S 2
gedriickten (hier oben liegenden) i
Fasern widerstreben der Verkiirzung, “= i &
die gezogenen der Verlingerung in- Fig. 8.

folge der Kleinheit des Querschnittes,

durch welchen sich die Druckkrifte (oberhalb der Nullachse) und die
Zugkriifte (unterhalb dieser Achse) ins Gleichgewicht setzen, mit sicht-
barem Erfolg!). Wird das rechte abgebildete Trigerende ins Auge
gefafit, so erkennt man, dafl der obere gedriickte Teil des Triigers auf
das stehengebliebene Stegstiick nicht blof} abschiebend, sondern auch
biegend wirkt, so daf} ein Belastungsfall vorliegt, wie er S. 432, Fuf3-
bemerkung, bereits hervorgehoben worden ist. (Vergl. auch Fig. 10,
Taf. XVIII, Holz.)

Hierher gehoren auch die Stiicke, welche bei Biegungsversuchen
mit Holz entstehen, welches parallel zur Faserrichtung geringe Wider-
standsfihigkeit besitzt und infolgedessen durch Abschieben zerstirt
wird, (Vergl. Fig. 10, Taf. XVIIL.)

b) Durchbiegung mit Riicksicht auf die Schubkraft.

Ein prismatischer Stab sei auf zwei um I voneinander abstehenden
Stiitzen aufgelagert und in der Mitte durch die Kraft P belastet. Die
Durchbiegung, welche von P veranlafit wird, setzt sich aus zwei Teilen
zusammen : aus derjenigen Durchbiegung, welche von dem biegenden

i} . Pl : :
Moment (m der Mitte M, = T) allein verursacht wird, und aus

¢ P
der Verschicbung, welche die Querschnitte durch die Schubkraft 3 (Auf-

lagerdruck) erfahren.

1) Durch Ausgparungen in der Nullachse, wie solche z. B. Fig. 8 zeigt, wird
die Widerstandsfiihigkeit hiufig weit mehr vermindert, als man anzunehmen
pflegt. Hieriiber geben die in der dem Verfasser unterstellten Materialpriifungs-
anstalt durchgefiihrten Untersuchungen Auskunft. Der in Fig. 9, Taf. XVIIIL
dargestellte und aus dem Jahre 1887 stammende Kirper zihlt zu den ersten
dieser Versuche, Uber die letzten derselben berichtet Pfleiderer in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 348 u. {.
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Die Durchhbhiegung der urspriinglich geraden Stabachse im
mittleren Querschnitt infolge des biegenden Moments betrigt
nach Gleichung 14, § 18,

14

i A
y = — ;

4R EEE

sofern @ das gegeniiber der Biegung in Betracht kommende Trigheits-
moment des Stabquerschnittes bedeutet.

Zur Feststellung desjenigen Teiles der tatsiichlichen Durchbie-
gung, welcher von der Verschiebung der Querschnitte herriihrt,
fithrt die nachstehende Betrachtung.

ABCD, Fig. 11, sei ein zwischen den beiden Querschnitten AC und
BD gelegenes Korperelement des unbelasteten Stabes.  Denken wir
uns jetzt im Querschnitte BD eine abwirts wirkende Schubkraft S
titig, withrend AC' festgehalten wird, so riickt der Querschnitt B um

a &
/ |é‘\? ; i el
' .\ rl IJ
L 4 J
Il N .,I
] 1]
oy Mm
L
1
1
8 i
st ity
A S
‘ )
el &
bt |
Fig. 11.

einen gewissen Betrag BB, = MM, = DD abwiirts, Unter der Voraus-
setzung gleichmiiBiger Verteilung der Schubkraft S iiber den Querschnitt
wiirde die Forminderung des Korperelements darin bestehen, dall das
Rechteck ABDC in das Parallelogramm 4B, D,C iibergeht. Die Quer-
schnitte wiirden Ibenen bleiben. Da nun aber die Schubspannungen
von der Mitte nach auBlen (d.i. von M, nach B, und D)) hin bis auf Null
abnehmen, so miissen dies die Schiebungen ebenfalls tun und damit
auch die dullersten Elemente der Querschnittslinien die Begrenzungs-
strecken A B, und C' D, senkrecht schneiden, d. h. die Querschnitte miissen
sich kritmmen, wie in Fig. 11 gestrichelt angegeben ist. DieStrecke MM,
der Achse, welche urspriinglich die Lage MM einnahm und hierbei
mit der Querschnittslinie B0 einen rechten Winkel bildete, weist jetzt,
sofern M J L MM, und FF Tangente im Punkte M, der Querschnitts-
linie ist, eine Abweichung um den Winkel FM,E von dieser Recht-
winkligkeit auf. Nach aufien hin nimmt diese Abweichung ab bis auf
Null. Wie wir wiederholt gesehen, mifit der Bogen v, welcher diesem
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§ 29, zu der Schubspannung © an der betreffenden Stelle in der Be-
ziehung

A
Fiir die Stabachse weist v (1) seinen Grofitwert auf, und zwar ist

= tg <L BEM,F = ~ arc<_ EM,F.

-\'I’HM‘:E
Der Winkel EM,F setzt sich aus zwei Teilen zusammen, nimlich
<X EM,F = <L EM\B, + < B,M,F.

Der erste Teil ist gleich
<[ BAB, = <. MMM, = <] DCD,.

Ir entspricht also der senkrechten Verschiebung des ganzen Quer-
schnitts, withrend der zweite Teil die Folge der Querschnittskrimmung
ist. Fiir die Ermittlung der Senkung y’* infolge der Verschiebung des
Querschnitts kann demnach nur der erste Teil in Betracht kommen?).

1) Die Ermittlung der von der Schubkraft 8 bewirkten Durchbiegung y"
nach dem Vorgange Poncelets und Grashofs — Theorie der Elastizitit und
Festigkeit, 1878, 8. 213 u, f. — derart, dal gesetzt wird

= ( Ymaz 9% = ,:;?I Tonax 30

mul}, wie vorstohende Darlegung erkennen lifit, ¥~ =zu groll ergeben. In den-
Jenigen Ifillen, in welchen die Riicksichtnahme auf y"" iiberhaupt in Frage zu
k(ln\l!l_l_'!ll pflegt (vgl. § 22, 8. 247 und 248, auch weiter oben), ist itbrigens der Einfluf}
dioses ZugroB nicht von erheblicher Bedeutung.

Din vorstehende Betrachtung iiber die Wolbung der urspriinglich ebenen
Querschnitte oines durch Schub in Anspruch genommenen Kiorpers lifit sich
auch auf don durch oin drehendes Kriiftepaar belasteten Stab iibertragen,
wie folgende Bemerkungen, die der Einfachheit wegen einen bestimmten, und
zwar rochteckigen, Querschnitt voraussetzen migen, erkennen lassen,

Das Gesetz, nach welehem sich die Schubspannung in den Querschnitts-
olementen der Umfangsstrecke AC des auf Drehung beanspruchten rechteckigen
Stabes, Fig. 3, §34, dndert, ist — nach der gemachten Annahme — das gleiche, dem
die Schubspannungen des durch die Schubkraft belasteten rechteckigen Stabes,
Fig. 4, § 38, folgen; bei beiden Kérpern entspricht der Verlauf der Spannungs-
kurve einer Parabel, Wir haben demnach im ersteren FFalle (Drehung) fiir die in
der Umfangsstrecke AC liegenden Querschnittselemente auch dasselbe Kriim-
mungsgesetz zu erwarten wie im zweiten Fn]lp Tatsiichlich zeigen die auf der
Staboberfliche liegenden Querschnittslinien der Fig, 1, Taf, X, den gleichen Ver-
lauf, der sich in Fig. 9, Taf. XVIII fand. Auch fiir Fig. 1, Taf. X, ergibt die
Abweichung von der Rechtwinkligkeit, d. i der Winkel, welcher die Schiebung
und damit die Schubspannung mifit, zwei Teile, von denen der eine die Ver-

* schisbung der Querschnittzelemente senkrecht zur Stabachse bestimmt, withrend
der andere der cingetretenen Neigung des Querschnittselementes entspricht. Fiir
die Mitte der lingeren Seite erreichen beide den grifiten Wert. Hier wird ihre
Summe gemessen durch das Produkt aus 7," (Gleichung 4, § 34) und A,
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DIGSGIEC “exscheint dadurch bestimmt, dall die mechanische Arbeit,
welche die Schubkraft beim Sinken um BB, = MM, = DD1 verrichtet,
gleich sein mufi der Summe der Arbeiten der Schubspannungen beim
Ubergang des Stabelementes 4 BO D in die Form 4 B,C'D, mit gekriimmter
Querschnittsfliche.

withrend der erste Teil durch den Drehungswinkel # (Gleichung 9, § 43) bestinmumt
erscheint, so dal} der zweite Teil, d. i. die Neigung, welche die gewilbte Quer-
schnittslinie, Fig. 1, Taf. X, in der Mitte der lingeren Seite (im Wendepunkte)
gegeniiber dem urspriinglichen Querschnitt besitzt, den Bogen

My b2 bt 50 My | (b )2! o
sl A S Sl el Y iy IR ona ) VR I e B
e e Bh 7 B

; 2
.{]"J 04(;!)|f':"
ergibt.

Jo grofler h im Vergleich zn b, um so bedeutender wird diese Neigung; sie
nihert sich hierbei asymptotisch dem Werte

45.0,6 0,7 Md o 61,/ .
). r'—'?:‘s = 0,67 :
he .i":f he h‘l a

Fiir b = b = a, d. h. fiir den quadratischen Querschnitt, wird sie am lkleinsten,
nitmlich gleich

M M,
4,5.02 -2 3 = 092
o

g =027/43

"

Fig. 1, Taf, X, und Fig. 2, Taf. XI (vgl. jo die gewilbte Querschnittslinie
mit der urspriinglich geraden, durch Striche bezeichneten Querschnittslinie)
bestiitigen die Annahme der Neigung mit Annitherung von i an b,

Wiirde man z B. fiir den quadratischen Querschnitt diese Neigung dem
eigentlichen Drehungswinkel zuziihlen, indem man setzt

M,
B wrf = 82 g
at
80 orgitbe sich

M
8 =924
al

welcher Wert mit der von Grashof in seiner Theorie der Elastizitiit und Festigkeit,
1878, 8. 144 gefundenen Grifle (Gleichung 246) tlibereinstimmt.
Nach MafBigabe unserer Darlegungen erscheint somit diese um
9—7,2
1007,—2' = 250/,

zu grofl. Wie aus den Erérterungen des Verfassers ,,Uber die heutige Grundlage
der Berechnung auf Drehung beanspruchter Kérper' in der Zeitachrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1889, 5. 130 (oder auch ,,Abhandlungen und Berichte*
1897, S. 81 u. f.) erhellt, ergibt sich in Ubereinstimmung hiermit der Drehungs-
winkel nach der Grashofschen Gleichung
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Nach § 44 findet sich fiir dic mechanische Arbeit, welche die
Formiinderung des AB = MM = 0D = da langen Korperelementes bei
der Verschiebung fordert,

i da “‘Tﬁ dndz.

Hierin ist unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, und nach Gleichung 3,
§ 39,
S J‘fy{
- 2ycosp O

die Schubspannung in dem um 2z von der y-Achse abstehenden Punkte P,
der mit dem Flichenelemente dn dz zusammenfillt.
Wird nun BB, = MM, = DD, mit dy” bezeichnet, so erhalten wir

l L
o Sdy'’ = E dx R \ T2 dy dz

Py

dy’ = E‘ da ( gi 7% d dz

[

sofern der Schubkoeffizient B unverinderlich ist.

Beispiclsweise findet sich fiir den rechteckigen Querschnitt
von der Breite b und der Hohe & (vgl. Schlul von § 44), da hier wegen
© = @’ = 0 die Schubspannung fiir alle in demselben Abstande » ge-
legenen Flichenelemente gleich ist, nimlich

2l aat ONE DR R A GV NT
et et ST h 4
2

s0 daBl an die Stelle von dndz sofort der Flichenstreifen bdy treten
kann,

fiir Gulleisen um
1,43—1,20

100 1.20 }9"-{"_
fiir Schmiedeisen und Stahl um
¢ U.R‘Vi—ﬂ h'}h
el — B0y
0 0,696 “l 70

grofier, als Bauschinger durch Messung bestimmte (vgl. auch Schlull von § 43).
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1 J_l
9 (8ds (2 Tl Bl
P i =y (S Jiy e g Lo
y 4 s et h kA \ h 4l SF_ bk )
= L
~ )

und bei Unverinderlichkeit von S, & und A innerhalb der Strecke x

8
P Rt
Y 5 R

e ; :
s —: = 1,2mal so grofl, als wenn die Schubkraft sich
+) ? i
gleichmifBig iiber den Querschnitt verteilt haben wiirde.

Fiir den in der Mitte durch P belasteten prismatischen Stab folgt

unter Vernachlissigung des Eigengewichtes wegen

e
o 3’
I 2
PR e ! r
i riar el e e )

Hiernach die Gesamtdurchbiegung des rechteckigen Stabes in
der Mitte

1\2 i
= [ 0,25 Ot( k] + 0,3 B}“h' h b

l a

Wird der Schubkoeffizient  nach Gleichung 3, § 31, durch

g 2__1{{ =+ 1 %
m
ersetzt, so folgt
el e ir(L”__ Sl il A -
iy -4- I E l 0,25 i % ) } 0,6 5 I o G oS J’}
10
und mit m =
3
sl a-(ﬁfu. fge| gl
y sy __IO"a.h, 10ﬁ61a 1 8)

Hierin bestimmt das erste Glied der Klammer den Einflul} des
biegenden Momentes auf die Durchbiegung, wiihrend das zweite den-
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jenigen der Schubkraft zum Ausdruck bringt. Das Verhiltnis von y”
zu g ist demnach

WL IR s
F7 o
k) 7
s betrigt
fiar 4 = 2k 4 Sh 16 %

0.78:1 0,195:1 0,049 :1 0,012:1.

Von praktischer Bedeutung kann die Riicksichtnahme auf y”
werden, wenn es sich um die Ermittlung des Dehnungskoeffi-
zienten o« aus Biegungsversuchen mit Stiben oder Trigern
handelt, deren Hohe erheblich ist, worauf bereits § 22, Ziff. 1, aufmerksam
gemacht wurde. Durch die bisher iibliche Vernachlissigung von y”
beging man im Falle des rechteckigen Querschnittes bei I = 1000 mm und

l ; )

h = = 250 mm einen Fehler von 19,56 %/,
l

J’f; = - =125 . T 23 23 4'” E]
8
l

h = o ‘izsﬁ 1 13 2] ] [;2‘ )
16 ;

Hieraus folgt, dal die Hohe der Stibe verhiltnismiflig nicht
bedeutend sein darf, wenn die Aullerachtlassung von g zulissig er-
scheinen soll.

1
Allgemein wird zur Bestimmung von o oder — aus Versuchen
: o
mit Stitben von rechteckigem Querschnitt die Gleichung 7 zu verwenden
sein. Dieselbe liefert

VSt BihTels Do aaemn Ay
s T : 5 ;

Hierbei ist streng genommen m fiir das untersuchte Material
besonders zu bestimmen ; doch erweist sich der Einflul der Abweichung

10
der besonders ermittelten Werte von dem Mittelwert 5 als 80 unbe-
deutend, daB es geniigt, o aus der Gleichung 8, d. h. nach
bh TR

o == :
l *’)z g | -
lu,za ( T I 0,7 I.z
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zu berechnen. #” F ¥ wird zu jedem Werte von P beobachtet und
damit fiir jede Belastung der Dehnungskoeffizient « bestimmbar.

Ganz bedeutenden Einfluli erlangt unter Umstinden die Schub-
kraft auf die Durchbiegung bei T-Triigern, da hier im Steg die Quer-
schnittsbreite gering, also v und = grofi sein kénnen. (Vgl. Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f. sowie § 22, Ziff. 1.)

Der Einflull des in § 46 erdrterten Widerstandes, welcher aus An-
la3 des Gleitens der Staboberfliche auf den Stiitzen (infolge der Durch-
biegung) entsteht, ist bei Biegungsversuchen mit erheblich hohen Stiben
durch Verwendung von Rollenauflagern nach Moglichkeit herabzu-
mindern, falls weitergehende Genauigkeit der Versuchsergebnisse
gefordert wird.

: ' d
Im Falle des Kreisquerschnitts vom Halbmesser » — 5 findet

sich nach Gleichung 6, § 39, fiiv die Umfangspunkte P’ die Schub-
spannung

Die Schubspannung = (Ilig. 1, § 39), welche in dem beliebigen
um 7 von der Nullachse und um z von der 7-Achse abstehenden Punkte P
wirkt, werde in ihre zwei Komponenten zerlegt:

die eine senkrecht zur y-Achse sei T, = T CO8 @,
die andere senkrecht zur v-Achse T, =T sin @.

Nach § 39 ist die erstere fiir alle im gleichen Abstande » liegenden
Flichenelemente konstant, also

withrend die letztere, von auflen nach der Mitte zu bis auf Null ab-
nehmend, in den Umfangspunkten P’ die Grofe

Z fae] T L, ’
T, = Ts8me =1 tg¢,

in dem beliebigen um z von der 7-Achse abstehenden Punkte P
den Wert

besitzt.
Wegen



§ 52.  Biegung und Schub. 445

ergibt Gleichung 4

7 a \ da \"T 2 dy \ (.1 ik zj tg? cp’) dz

Hieraus folgt mit

4 S . ’ ’
el f;z— cos? ¢/, y = rcosq’, dn = d(rsing¢’) = rcos ¢’ d¢’,
s :
89 e
i o iy \ S dx \ (8 -+ tg* ¢) cos® ¢” do
&I Tr 2 3

I
t:! 3

papee \ S de,
2 wr?

e

und, sofern S unverinderlich innerhalb der Strecke x

0 1
F L4 — .'.;‘3 LS l’r
e 27 w2 "

disi,
a9 : el
= 1,186 mal so groB, als wenn die Schubkraft
i
sich gleichmiafBig fiber den Querschnitt verteilt

haben wiirde.

Tiir den Fall des auf beide Enden im Abstande [ gestiitzten und in
der Mitte mit P belasteten Stabes ist unter Vernachlissigung des Eigen-

2 :
gewichts § = o und damit
i B
32 (2 P 32 ; !
: P ol D 27 mr2l 9
0

P § P
2 p B Bl SRS

IS
4

27 b T e ‘)TB

ol

Hiernach betrigt die Gesamtdurchbiegung
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o nkle 32 i
e TS iy 2= S S
Yty 8 =, Ferf—m
64
N At P_
o “(uf) oE
Mit
m - 1
) T i
g m
wird
: 7 B A A s )| P
y +y = ) ;‘;) Y- Bl 10)
e T
A 10
und fiir m = o
ISP P
T {3(0,) + (},'?T}o'. TSt e 1 )
S AR : 42

Unter Umstinden erscheint es vorteilhaft, die nach MaBgabe
des Vorstehenden ermittelte Grofie y* allgemein in Vergleich zu stellen
mit derjenigen Verschiebung, die sich ergibt . wenn man die (tatsiichlich
nicht zutreffende) Annahme macht, daf} sich die Schubkraft S gleich-
millig iiber den Querschnitt / verteile. Diese Unterstellung fiihrt fiir
das Koérperelement von der Liinge da zu

vdr = Btdr = —dua,

withrend Gleichung 4 fiir dasselbe liefert
j' I T2 dydz
~ = J" e
3 S da
Demnach das Verhiiltnis p. der letzteren Grofle (der tatsichlichen
Verschiebung) zu der ersteren (der unterstellten Verriickung)
: /

b= g‘\‘rgdndz e et U] )

Der Koeffizient p, welcher fiir jeden Querschnitt besonders er-
mittelt werden muBi '), und welcher als Koeffizient der Quer-

1) Ritter hat sich in den ,,Anwendungen der graphischen Statik'*, Ziivich
1888, Nr. 32 und 36, mit dieser Aufgabe singehend und erfolgreich hofalit.,
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schnittsverschiebung bezeichnet werden kann, ist dann die-
jenige Zahl, mit welcher die unter Voraussetzung gleich-
miiBiger Spannungsverteilung gewonnene Verschiebung
multipliziert werden mufl, um die tatsiichliche zu er-
halten. Beispielsweise betrigt derselbe fiir das Rechteck 1,2, fiir den
Kreis 1,1851) — wie wir oben bereits gefunden haben —, fiir T- Quer-
schnitt steigt er bis auf 3 und dariiber.

§ 53. Frage der Einspannung eines Stabes.

Wie in § 18, Ziff. 1, 3 und spiiter, erdrtert sowie beniitzt, liegt
dem Begriff der Einspannung eines auf Biegung in Anspruch ge-
nommenen Stabes die Auffassung zugrunde, dafi an der Einspannstelle
die elastische Linie von der urspriinglich geraden Stabachse beriihrt
wird, d. h. daf} in diesem Punkte die letztere Tangente an der elastischen
Linie ist. Hierdurch wird dieser an der Einspannstelle eine bestimmte
Ordinate sowie eine bestimmte Richtung zugewiesen.

Die Einspannung stellt man sich hierbei nicht selten in der Weise
vor, dafl das eingespannte Ende durch zwei von entgegengesetzten
Seiten stiitzende Auflager, die man als unbeweglich und unzusammen-
driickbar betrachtet, gehalten wird, wie Fig. 1 zeigt. Als Einspannstelle

=T — ¥ S 4
]'E/ .é(_________...&,
A
g’
Fig. 1

gilt der Querschnitt 4. Zur Bestimmung der beiden in 4 und €' wirken-
den Auflagerdriicke denken wir uns in 4 eine senkrecht abwirts ge-
richtete Kraft - P und eine zweite vertikal aufwirts wirkende Kraft
~— P angebracht. Da sich diese zwei Kriifte gegenseitig aufheben, wird
hierdurch nichts an dem Gleichgewichtszustande geindert. Wir haben
alsdann mit der am freien Ende B angreifenden Last P — das Eigen-
gewicht des Stabes werde vernachlissigt — drei Krifte. -- P konnen
wir uns aufgehoben vorstellen unmittelbar durch die Stiitze 4, wihrend
— P und die Last P ein rechtsdrehendes Kriftepaar vom Moment Pl
bilden, zu dessen Auffangung in 4 und € je der Widerlagsdruck 2P,
erforderlich ist, welcher durch die Gleichung

) Die in der Literatur zu findende Angabe p = 1,11 beruht auf der Vor-
aussetzung, dal die oben in der Rechnung u,nftminndu Schubspannung Ty fiir
alle Querschnitto gleich Null sei.
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Pin.=1p]
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bestimmt  wird.
Demnach ergibt sich der Widerlagsdruck in A4

; : I i)
W P ek b e e Sy o) it
A‘“ = i—f i I (]—|— % )

und derjenige in '

Je kleiner n im Vergleich zu /, um so bedeutender werden die
Kriifte N, und N, ausfallen. Selbst wenn man sich diese nicht in dem
Punkte oder in der Linie 4 bzw. €' zusammengedriingt angreifend denkt,
sondern auf kleine Flichen verteilt vorstellt, so werden sie doch eine
Zusammendriickung des Materials der Stiitzen 4 und €' sowie der
Oberfliche des Stabes an den Angriffsstellen zur Folge haben, Hiermit

aber ist eine Abwiirtsbewegung des Stabes bei 4 und eine — unter sonst
gleichen Umstinden wegen N, > N, jedoch geringere — Aufwiirts-
bewegung desselben bei ¢' verkniipft. Der ganze Stab wird sich — ab-
gesehen von der Verschiebung seiner Querschnitte gegeneinander sowie
von seiner Biegung — gegen seine urspriingliche Lage neigen miissen, ent-
sprechend der Drehung um einen zwischen 4 und € befindlichen Punkt,
welcher infolge N, = N_ bei sonst gleichen Verhiiltnissen niher an ¢!
als an 4 gelegen ist. Wir erkennen, da3 die Stiitzung des Stabes
nach Fig. 1 die Auffassung nicht rechtfertigt, die elastische
Linie, d. i. die gekriimmte Achse des durch P gebogenen
Stabes, habe an der Einspannstelle (d.i.in 4) die urspringlich
gerade Stabachse zur Tangente.

Nur dann, wenn die Flichen, gegen welche sich der Stab bei 4 und ¢!
legt, so bedeutend sind, daf} die Zusammendriickung der Stiitzen und
ihrer Widerlager sowie die ortliche Zusammenpressung des Stabes als
unerheblich betrachtet werden diirfen, erscheint diese Auffassung mit
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Anniherung zulissig. Wir gelangen dann zur Konstruktion Fig. 2 mit
zwei Auflagerplatten unter 4 bzw. iiber €. Dabei ist im Falle strenger
Verfolgung der Aufgabe, namentlich fiir verhiltnismiBig grole Werte
von n zu beachten, daf} sich der Stab innerhalb der Strecke C'A gleich-
falls durchbiegt und seine Achse zwischen beiden Punkten eine wag-

Fig. 4.

rechte Tangente erlangt; dann wird nicht 4, sondern deren Be-
rithrungspunkt Z die von der Rechnung anzunehmende Einspannstelle
bestimmen, wie in Fig. 3 angegeben ist. Soll auch auf die Zusammen-
driickung der Stiitzen und ihrer Widerlager sowie auf die ortliche Zu-
sammenpressung des Stabes an den Auflagerflichen Riicksicht genommen
werden, so wird die Tangente an der Einspannstelle eine von den in
Betracht kommenden Verhiltnissen abhiingige Neigung besitzen, vgl.
Fig. 4.

+———-£——_—.1:41—--/C -————
e_._.__ s —'_'_a_""_’"—"—'_'ﬁsb
/
A Eﬁ' i%. 1
& &
Fig. 5.

~ Genauer wiirde die Annahme der Einspannung zutreffen im Falle
der Fig. 5, wenn der Stab in der Mitte 4 eine geniigend grofie Auflager-
Mliiche besitzt, so daB die Zusammendriickung daselbst verschwindend
wenig betrigt, und wenn er an den beiden Enden gleich starke Belastung
erfihrt, Dann fillt die Richtung der Tangente im Punkte 4 der elasti-
Bach, Hlastizitit. 6, Aufl, 29
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schen Linie mit der Richtung der frither geraden Stabachse zusammen.
Bei erheblicher Zusammendriickung des Widerlagers und des Stabes
wiirde im Punkte 4 nur Parallelismus zwischen beiden bestehen.

Wird der Stab, dessen Querschnitt ein Rechteck von der Breite b
und der Héhe £ sei, nach Mallgabe der Fig. 6 derart befestigt, dal} er in
unbelastetem Zustande unter Vernachlissigcung des Eigengewichtes
die obere und untere Wandung, gegen die er sich legt, gerade spannungs-
los beriihrt, so liefert die Verlegung der Kraft P in die Mitte zwischen A
und €' die daselbst senkrecht abwiirts wirkende Kraft P und ein rechts-

drehendes Kriiftepaar vom Moment P (3 -+ %)

Fig. 6
Fig. 7. T .;__
e
, (lh,
Fig. 8. '
1 X
g
B e A -
e | :
Fig. 9. (o S i el b i -1&
i Il s 1
&

Unter Voraussetzung gleichmiifiiger Verteilung von P iiber die .
Fliche a b ergibt sich die von P allein herriihrende Pressung p, zwischen
dem Stab und der unteren Wandungsfliche,

sohe il
P = ab

In Fig. 7 ist dieselbe dargestellt.
Das Moment P (3 -+ %) ruft gegeniiber der rechten Hiilfte der

unteren Wandungsfliche vonauflennach innen zuabnehmende Pressungen
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wach, withrend die obere Wandungsfliche auf der linken Hilfte auf-
wiirts gerichtete, von der Mitte nach auBen wachsende Pressungen er-
fiihrt, wie in Fig. 8 dargestellt ist. Mit der Genauigkeit, mit welcher die
Gleichung 10, § 16, auf den vorliegenden Fall angewendet werden darf,
findet sich wegen

g Mbu—-P(l—]—%), 9:712--3)@3, clzg
die Pressung
51 II L _a_)
1(”2, GP(.!"{I)
=T T it T e e L
ib B ab \a 2
6
Hiermit folgt die resultierende Prossung in der Kante bei 4
P Eici i
Pivi= Pyt P = h =18 5 (\?—}—-2)
/5 l
— 2 — | & . . :
ab(z+ja),. Rt 1)
und an derjenigen bei ¢
P P 1
b, = T’1+Pz=_ﬁ+ﬁﬁ(z'+2)
P 0
= 2 — gl ad sito T o s R e D
2 ab (1 T2 a) )

In Fig. 9 ist diese Spannungsverteilung dargestellt. Naturgemill
darf p, den fiir die betreffenden Materialien (Stab, Stiitze) noch héchstens
fiir zuliissig erachteten Wert der Druckanstrengung nicht iiberschreiten.

Infolge der ortlichen Zusammenpressung des Stabes wie auch
der Zusammendriickung des Materials der Wandung wird sich die
Stabachse um den Punkt O drehen, dessen Abstand » von der Mitte der
Wandung sich aus der Erwiigung ergibt, daf}

A R
p:: a _pla
2
s P
7T (Tf‘z) T ab
9



a
Jnlemr T
2l )
Demnach
e it el Dl
Z (_+_)
a 2

Wir erkennen, dall auch hier die urspriinglich gerade
Stabachse im Einspannungsquerschnitt 4 die elastische
Linie nicht berithren kann,

Wiirde der Stab im unbelasteten Zustande, d. h. fir P = 0, die
obere und die untere Wandungsfliche nicht spannungslos, sondern
mit einer gewissen Pressung p, beriihren?), was z. B, der Fall sein kann,
wenn auf dem Balken ein Teil des Gewichts der dariiber aufgefiithrten
Mauer lastet, so wird sich die Stabachse auch hier innerhalb der Wan-
dung drehen, jedoch nicht so viel, wie folgende Betrachtung erkennen
laBt. Durch die Pressung p, findet zuniichst eine Zusammenpressung
der sich beriihrenden Oberflichen statt, so dafl bei Beginn der Kin-
wirkung der Belastung P die betreffenden Flichen des Stabes und der
Wandung sich bereits in weit vollkommenerer Weise beriihren als bei ur-
spriinglich spannungsloser Befestigung, infolgedessen der in Irage
kommende Einflufl der von P veranlafiten Pressungen kleiner ausfallen
mufB. Auch die Reibung, welche zwischen Wandung und Stab mit inner-
halb der Wandung eintretender Biegung (vgl. § 46) wachgerufen wird,
wirkt in diesem Sinne, und zwar um so stirker, je grofler p,.

In idhnlicher Weise wie bei dem nur einerseits gestiitzten Stabe
gelangt man hinsichtlich des beiderseits befestigten Stabes,
Fig. 2, § 18, zu der Erkenntnis, daf infolge der Zusammendriickbarkeit
des Materials der Wandungen und des Stabes Eingpannung in dem
strengen Sinne, in welchem sie von der Rechnung fiir ihre Zwecke auf-
gefalit wird, auch nicht angeniihert vorhanden zu sein pflegt. Recht an-
schaulich tritt dies vor das Auge, wenn man in einzelnen Fillen, fiir
welche ermittelt werden soll, ob der Stab als eingespannt betrachtet
werden darf, zunichst unterstellt, der Stab liege beiderseits frei auf, und
sodann die Neigung der elastischen Linie iiber den Stiitzen bestimmt;
hierauf priift, ob der Stab durch die Befestigung in Wirklichkeit, wenn
auch nicht vollstiindig, so doch ausreichend verhindert ist, diese Neigung
anzunchmen. Hierbei wird in der Regel gefunden werden, dall man

1) Bei den Spannungsverbindungen des Maschinenbaues ist eine solche
Pressung stets vorhanden (s, des Verfassers Maschinenelemente 1881, 8. 39, 1891/92,
8. 77, 1908 [10. Aufl], 8. 123).



§ 53, Frage der Einspannung eines Stabes. 453

schon zur Befestigungsweise Fig. 2 mit verhiiltnismiiflig grofiem Werte
von n greifen muf, um die fragliche Neigung geniigend zu verhindern.
Die Einspannstelle ist alsdann nach Mafigabe des S. 449 Bemerkten zu
bestimmen.

Auch die gegeniiber gewissen Teilen der Baukonstruktionen
— wie z. B. gegeniiber den durch Druck in Anspruch genommenen
Briickenstiben, bei welchen die Gefahr der Knickung, d. h. derseitlichen
Ausbiegung, besteht usw. — oft ohne weiteres gemachte Unterstellung,
daf der Stab beiderseits als fost eingespannt zu betrachten sei, erweist
sich bei genauer Priifung ziemlich hiufig als unzutreffend.

Am niichsten kommt dem Zustande der vollkommenen Kin-
spannung ein auBer an den Enden auch noch in der Mitte so gelagerter
und entsprechend belasteter Triger, daf die urspriinglich gerade Stab-

Fig. 10.

achse Tangente an der elastischen Linie im Querschnitt der Mittel-
stiitze ist. Letzterer Querschnitt — bei B, Fig. 10 — kann dann als
Einspannstelle betrachtet werden.

Is ist von Interesse und zur Beurteilung der tatsichlichen Inan-
spruchnahme nicht selten von Wert, zu beachten, dall durch die
Nachgiebigkeit an den Befestigungsstellen die Grélie der
Biegungsanstrengung bis zu einem gewissen Grade der Nach-
giebigkeit hin vermindert wird?!), wie folgende Betrachtung er-
kennen liBt.

Der an den Enden befestigte und auf der Lingeneinheit mit p
belastete Stab, Fig. 11, ist bei vollkommener Einspannung nach § 18
Ziff. 3 beansprucht:

an der Befestigungsstelle 4 (rechts) durch das rechtsdrehende

/2 .. l
Moment M’a = :nli und durch die senkrechte Kraft —j:;—
(vgl. auch Fig. 12),
; 12
in der Mitte ' durch das Moment M = ?;4 )

1) 8. des Verfassers Arbeit: Uber die Forminderungen und die Anstrengung
flacher Biden in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, 8. 1223
und 1224, oder auch Versuche iiber die Widerstandsfiihigkeit von Kesselwandungen,
Heoft 3. :
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Gibt die Befestigungsstelle nach, so dal das Moment hier

9

auf einen Wert M, <::---l—2— sinkt, dann findet sich unter Beachtung

von IFig. 10 das Moment in der Stabmitte zu

: pl 1 pl 1 i g
ﬂrfc == _Mra——'?—z' -+ ?E- = iUtI_ e

(Stab vollkommen eingespannt) und 0

pl
1

worin .Ma zwischen

(Stab frei aufliegend) schwanken kann; somit beispielsweise fiir

VAU e s s e

ﬁ — % i

I, 12 156 16 24

T N L s
& 24 120 16 12 S

Fig. 12.

Wie ersichtlich, nimmt M, ab, und der Wert von M, wiichst,

S (s ; : .

bis fiir M, = 216_ beide gleich geworden sind; d. h. insbesondere
fiir einen Stab mit rechteckigem Querschnitt: gibt die Befestigung
an den Stabenden gegeniiber dem Zustande vollkommener Kin-
pl
12

spannung so weit nach, dafl hier das biegende Moment von

2
auf %%— ginkt, sich also im Verhiltnis von 16:12 = 4:3

vermindert, so verringert sich auch die grofite Biegungsinanspruch-
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nahme des Stabes in dem gleichen Verhiiltnis, oder die Tragfihigkeit
erhoht sich im Verhiltnis von 3 : 41),

Ist die Nachgiebigkeit der Befestigung eine weitergehende, so -
wird die grofite Beanspruchung, die nunmehr in €' statthat, wieder

a

wachsen, bis das Moment den Wert L

<

erreicht hat fir M = 0.

2
Fir M, = M, = pTG_ liegt der Wendepunkt um 0,1465 1 von
2
dem Stabende entfernt gegen 0,2113 1 bei M = ?ig—

1) Ist der Querschnitt dos prismatischen Stabes in bezug auf die zur Ebene
der belastenden Krifte senkrecht stehende Hauptachse unsymmetrisch, so muly
beachtet werden, dall die am stirksten gezogene Faser an der Befestigungsstelle
A oben, in der Stabmitte ¢ unten liegt. d



Fiinfter Abschnitt.

Stabformige Korper mit gekriimmter
Mittellinie.

I. Die Mittellinie ist eine einfach gekriimmte Kurve, ihre
IEbene Ort der einen Hauptachse simtlicher Stabgquer-
schnitte sowie der Richtungslinien der édulieren Krifte.

Die den Stab belastenden Kriifte ergeben dann fiir einen be-
liebigen Querschnitt im allgemeinen
1. eine im Schwerpunkte des letzteren angreifende Kraft R, welche
zerlegt werden kann
a) in eine tangential zur Mittellinie, also senkrecht zum
Querschnitt gerichtete Kraft P (Normalkraft), und
b) in eine in den Querschnitt fallende Kraft S (Schubkraft),

2. ein auf Biegung wirkendes Kriftepaar vom Moment M,

§ 54. Dehnung. Spannung. Kriimmungshalbmesser.

In dem gekriimmten stabférmigen Koérper denken wir uns zwei
unendlich nahe gelegene Querschnitte ¢,0,C, und ,0,0,, Fig. 1. Die-
selben begrenzen das Stabelement ¢,0,0,C0C,0,C,C' und schneiden sich
in der Kriimmungsachse M. Der folgenden Betrachtung unterwerfen
wir nur die Hilfte COCC,0,C, und fassen hierbei die Bogenelemente
CCy, 00y und €O, als gerade Linien auf, wie durch Fig. 2, S. 459, in
groflerem Mafstabe dargestellt ist.

Es bezeichne nun unter Bezugnahme auf Fig. 2:

f den Querschnitt COC allgemein und dessen Grofe im besonderen,
f, den Querschnitt C,0,C; allgemein und dessen Gréfie im besonderen.,
O den Schwerpunkt von f,

0, denjenigen von f;,
r= MO = M() den Krummungghalbmesger im Punkte O der Mittel-

linie vor B mtrltt der Forminderung,
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dp = < OMO, den Winkel, welchen die Ebenen der beiden Quer-
schnitte f und f, vor der Formiinderung miteinander einschliefen,
oder den Winkel, unter welchem die beiden Tangenten an der
Mittellinie in den Punkten O und O, (vgl. Fig. 1) sich schneiden,

ds = rde die Linge des Bogenelementes 00, der Mittellinie im
urspriinglichen Zustande,

PP, = ds; = (r+n)dp = rdp+ ndp = ds + n dp die Ent-
fernung zweier in den Querschnitten f und f, gleich gelegener,
um n von der Mittellinie abstehender Punkte, bevor die duBeren
Krifte auf den Stab wirken; wobei der Abstand # als positiv
gilt, wenn er von O aus in der Richtung MO zu messen ist, negativ
dagegen, wenn er in der Richtung OM, d. h. nach der Kriimmungs-
achse hin, liegt,

e, den groliten positiven Wert von 1,

¢, den grofiten negativen Wert von v,

e = ¢y = g, falls der Querschnitt so beschaffen ist, dal3 beide Ab-
stinde gleich grof} sind,

6 = [n2df das Trigheitsmoment des Querschnitts / in bezug
auf die in O sich projizierende, also parallel zur Kriimmungs-
achse laufende Hauptachse.

Ferner

P die Normalkraft im Punkte O des Querschnitts /, positiv oder
negativ, je nachdem sie ziehend oder driickend tiitig ist,

M, das fiir den Querschnitt / sich ergebende, auf Biegung wirkende
Moment, positiv, wenn es eine Vermehrung der Kriimmung,
also eine Verkleinerung des Kriimmungshalbmessers herbeifiihrt,
negativ, wenn das Entgegengesetzte der Fall ist,

o = ~ (§2) die durch P und M, im Abstande 7 (von der in O sich
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projizierenden Hauptachse des Querschnittes /) hervorgerufene
Spannung, entsprechend der daselbst eingetretenen Dehnung e,
wobei vorausgesetzt werde, dafl Proportionalitit zwischen Deh-
nungen und Spannungen besteht 1),

k, k, k, die zulissige Anstrengung des Materials gegeniiber Zug-
bzw. Druck, bzw. Biegung,

d
gy die Dehnung der Mittellinie im Punkte O, d.i. -%q—, sofern sich

8

das Bogenelement ds unter Einwirkung der #ufleren Krifte
um A ds verlingert,

o die verhiltnismiBige Anderung des Winkels dg der beiden Quer-
schnitte, d. i. —'-dd--q:--, wenn der Winkel dg infolge der Iorm-
inderung in do 4 A dg iibergeht, also um A dg sich indert,

g der Kriimmungshalbmesser im Punkte O der Mittellinie nach
Eintritt der Formiinderung.

1. Anstrengung des Mafterials.

Die Normalkraft P wirke allein.

Hitte der Stab eine gerade Achse, so wiren die beiden Quer-
schnitte f und f, parallel; die Normalkraft P wiirde bei gleichmifliger
Verteilung {iber den Querschnitt sémtliche dazwischen gelegenen
Fasern wegen der Gleichheit ihrer Linge um gleichviel dehnen: es
indert sich nur die Entfernung der beiden Querschnitte, nicht aber
ihre Neigung zueinander, dieselbe bleibt Null,

Anders verhiilt sich das Korperelement, Fig, 2. Hier sind die
Iagern zwischen den beiden Querschnitten ungleich grofl, und zwar
um so linger, je weiter sie von der Kriitmmungsachse abstehen. Bei
gleichmiiBliger Verteilung von P iiber den Querschnitt muf3 die Spannung o

') Diese Voraussetzung schlieBt nicht nurinsich, daf} das Material eine Pmpoi‘:
tionalitdtsgrenze besitzt, sondern dafl auch die Fasern, aus denen der Kérper be-
stehend gedacht werden kann, einen Einflul senkrecht zueinander nicht ausiiben
(vgl. die Voraussetzung in § 20 unter Ziff. 2). In Wirklichkeit trifft das nicht zu;
doch wiirde eine strenge Verfolgung dieser Einwirkung — ganz abgesehen von
dem Weniger an Anschaulichkeit (vgl. Vorwort zur ersten Auflage) — fiir die
verschiedenen in der Technik auftretenden Querschnittaformen zu einem Zeit-
aufwand fithren, der in der Regel in keinem Verhiiltnis zu dem Wert des Ergebnisses
der umstindlichen Rechnung steht. Die bis jetzt in dieser Richtung vorliegenden
Rechnungen erstrecken sich nur auf den rechteckigen Querschnitt, fiir den iiber-
dies — wenigstens zum Teil — noch die eine Abmessung als klein vorausgesetzt wird,
und unter einer gewissen Vernachlissigung auf den trapezférmigen Querschnitt.
Sie werden beurteilt von Th. v.Karman in der Enzyklopiidie der mathematischen
Wissenschaften, Bd. IV. 2. 11, Heft 3, 8. 337 bis 341.
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in allen Querschnittspunkten gleich grof sein; infolgedessen miissen
sich die lingeren Fasern, absolut genommen, mehr dehnen als die
kiirzeren, und zwar genau in dem Verhiiltnis,
in welchem sie grofler sind, d. h. die Ver-
lingerungen miissen sich verhalten wie die Ab-
stiinde der Fasern von der Kriimmungsachse M,
Daraus folgt, dafi die Ebene des Querschnitts,
von dem angenommen wird, dali er eben
bleibt 1), in ihrer neuen Lage CyC, die Kriim-
mungsachse M schneidet, wie in Fig. 2 ange-
deutet ist. Wir erkennen: unter alleiniger
Einwirkung der iiber den Querschnitt
sich gleichmiiBig verteilenden Normal-
kraft P #dndert sich die Neigung des-
selben derart, dall seine Ebene die bis-
herige Kriitmmungsachse schneidet, sich
also um diese dreht, dall somit der
Kriimmungshalbmesser derselbe bleibt.

Normalkraft P und
biegendes Kriaftepaar vom Moment M,
sind vorhanden.

Wie soeben erértert, fithrt die Normal-
kraft P den Querschnitt f, in die Lage C,C,, Fig. 2.
Fig. 3, iiber. Beginnt jetzt das Moment M, zu '
wirken, so wird der Querschnitt f, aus der Lage C\)(; in eine andere,
etwa 0, (', gelangen und die Kriimmungsachse von M nach M’
riicken, entsprechend einer Verkiirzung des Kriilmmlngsha]blncésel‘s
von 7 auf p sowie einer Vergroflerung des Querschnittswinkels do
auf do 4 A dy. Hierbei erfihrt das Bogenelement 00, = ds der Mittel-
linie die gesamte Dehnung

dds”_ 00,

T 00,
wilhrend diejenige der im Abstande u gelegenen Faserschicht PP,
aus der Verlingerung P,P’, zu bestimmen ist. Wird durch 0, die
Gerade O"\N ||zu 0,0, gezogen, so findet sich P ,pP’, = PN + NP,
= 0,0, + NP, = ¢,ds + n arc NO'; P’y = e,rdg + 1 4 dy; hier-
mit die Dehnung ¢ im Abstande 7

') In bezug auf diese Annahme vgl. § 56, Ziff. 2.
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e o e
CE B Teide Pd e 0 RO
CEEp I S Sy e N
Tridis il
+ r
unter Beachtung, daf}
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b und die zugehorige Spannung, sofern Krifte
s : | senkrecht zur Stabachse nicht einwirken,
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Unter Voraussetzung, dall der Dehnungskoeffizient o konstant
ist, folgt

*

P=- [en fr + @ —eg |3 dfl

— iy ﬁi-q df -+ (m—aﬂ)j‘r—:q:—_q-- d{J :

Mit
af =1, Jndf =

und der Bezeichnung
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i
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Handelt es sich um ein Material, fiir welches die zuliissige An-
strengung gegeniiber Biegung, d. i. k;,, erheblich abweicht von der-
jenigen gegeniiber Zug k,, so ist das in § 45, Ziff. 1, hieriiber Bemerkte
7 beachten. Die hier in Betracht kommenden Verhiltnisse sind aller-
dings weniger einfach und erscheinen deshalb der weiteren Klarstellung
durch Versuche dringend bediirftig. (Vgl. in dieser Hinsicht die Ver-
su(:hsm‘gelmisse in §56.)

Wenn

80 wird

und fiir 4 = 0
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Bei dem geraden Stab ergibt sich nach Gleichung 9, §16, fir
=0

g == 0,

d. h. wihrend bei dem nur durch M, belasteten Stabe mit
gerader Achse die Normalspannungen in der zur lEbene des
Kriftepaares senkrechten Hauptachse des Querschnittes
Null sind, herrscht bei dem gekriimmten, auch nur durch
M, belasteten Stabe in dieser Linie die Spannung M,:[r.
Die bezeichnete Hauptachse ist demnach hier nicht Null-
achse.

Der Grund fiir dieses abweichende Verhalten liegt einfach darin,
daBl bei dem gekriimmten Stab die zwischen zwei Querschnitten ge-
legenen Fasern verschiedene Liingen besitzen, withrend bei dem geraden
Stab Gleichheit besteht. (Vgl. das zu Anfang von Ziff. 1 Erorterte.)

Entsteht M, dadurch, daf} eine Last @ senkrecht zu dem in Be-
tracht geﬁogenen Querschnitt im Abstande r von dem Schwerpunkt
desselben ziehend angreift, also durch den Kriimmungsmittelpunkt
der Stabachse geht, dabei auf Verminderung der Kriimmung hinwirkt,
so ist wegen

E—0 M, = —Qr
nach Gleichung 8
S e A Gl e W ke BRI o B
T fr wfr r-4+ 14 wf rm wfirr-+7n°

Fiir = 0 ergibt sich hieraus ¢ = 0, obgleich eine Normal-
kraft vorhanden ist.
Nach Gleichung 6 ist

¢ i :
-sr+ndf_ %]

Folglich auch

2
\ Ao dfi==Ste i %,
n

CA B
»

Wenn nun r sehr grof3 ist gegeniiber v, d. h. gegeniiber der Ab-
messung des Querschnittes in Richtung von r, infolgedessen di gegen 1
r

vernachlissigt werden darf, so geht dieser Ausdruck — streng ge-
nommen nur fiir » = o0 — iiber in
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woraus

X SR s AR L1

1) Zur Beurteilung, fiir weleche Werte von r — im Verhiltnis zu den Quer-
schnittsabmessungen in Richtung von r — diese Anniiherungsgleichung benutzt
werden kann, sei folgendes bemerlkt. 3

Hs ist fiir den rechteckigen Quersehnitt (vgl. Ziff. 2, a) nach Gleichung 13,

o
§64, da 6 = BRI = — b,

12

it 1
B At l?(

somit
fiir r = h 2h 30 4 )
zfr?
) SR i b 1,04 1,02 1,01.

Im Falle kreisférmigen oder elliptischen Querschnitts (vgl. Ziff. 2, b)
ergibt sich nach Gleichung 16, § 54,

X fpl ] ifig\ s b [e\t

folglich
fiir r = Da 4 e Ge Se
_"’;"' - 115 1,03 1,02 1,01,

Hiernach liefert die Gleichung 8 a gegeniiber der Gleichung 8 das dritte
Glied der rechten Seite zu grof, und zwar beispielsweise bei elliptischem Quer-
schnitt nach Mafligabe der Zahlen 1,15, 1,03 usw. Wird in diesem Gliede noch

¢ My
der Quotient 7 : r vernachliissigt, also dasselbe b 7y gesetzt, wie es sich fiir gerade

stabférmige Kirper ergibt, so kann dagegen sein Wert erheblich zu klein ausfallen,
wie die Zahlen der nachstehenden Betrachtung erkennen lassen.
Fiir den kreigférmigen Querschnitt A des ringférmigen Korpers Fig. 4 betriigt

My — — @ und somit der Wert des dritten Gliedes in Gleichung 8 mit
% = — e (d.i fiir den innersten Punkt)
Qr —e H e QAR TR ] |
) e e ] B S e

Pt e
r r
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Die Eingetzung dieses Wertes in Gleichung 8 fiihrt zu

M, M
B Ao s ey
¢ )

/ fr

und ergibt mit r = ~

welche Grille

fUp e 2e 4e : Ge Be
i e 2 A A e L N O 1. R, Sk
e 8 LIE " g 3.1,03 " # 5.1,02° 9 7.1,00°
SRR T S Q. ey Qr 2 Qr
= 1,74 7 e, = 1,290 g e, i B 7 e, == 1,18 9 e,
d. i 74 9% 29 {};l 18 Of;l 13 (3';1

My
mehr, als der Ausdruck —= 7, giiltig fiir gerade stabférmige Kérper, mit dem

(&)

grifiten Werte von % liefert.

Fig. 4.

Die resultierende Spannung & wiirde unter Zugrundelegung dieser Zahlen
betragen

bei r = 2¢ de e Se

fiir gekriimmte stab- Q Q
formige Kérper o= 8. 1,74 —)‘;- 16.. 1,29 7 24 . 1,18 7- 32, 1,13 ‘-Jr-

D

= 13,02 = = 20,64 e 28,32 Ao 36,16 Q
f / f

-~

Fiir gerade stab-
formige Kirper
wird sein

i

o= —+7e=90— 17 = 25 33 —.

K] / / / A
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f 2]
d. i. die fiir gerade Stibe giiltige Gleichung 1, §45.

Soll_die Anstrengung durch die Schubkraft S, welche sich nach
dem oben unmittelbar zu I unter Ziffer 1 b, S. 456, Bemerkten ergibt,
ermittelt werden, so kann das mit Anniherung derart geschehen, wie
in §39 beim geraden stabformigen Korper; nur ist dabei zu beriick-
sichtigen, daB das Gesetz, nach welchem sich hier ¢ éindert, ein anderes ist.

Grashof (Theorie der Klastizitit und Festigkeit, Berlin 1878,
S. 283 u. f.) gelangt auf diesem Wege zu der Gleichung

[

S (i SM,
-23;.xf(-rj;7;)‘fcoscp" ks 2ynflr=4 n)cosg’ ’
"

11)

welche unter Bezngnahme auf Fig. 1, § 39, an die Stelle der Beziehung 2,
§ 39,
S M,
e e
2y B cosg
tritt.

2. Werte von x - }, \ _@71 —df.
J oty

a) Rechteckiger Querschnitt.

Mit b als Breite und & als Hohe, so dal}

fi=_0 K, df = bdny;
ergibt sich
f i‘ - -2—
LGS VR i R W e (R )
ey o B
Yk Sy
~ 4% .
L)
. h
e
r 2 :
R i 12)
% 1 4 i In . i
IS
Wird
h
= e
2

Bach, Rlastizitit, 6. Aufl. 2
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gesetzt, so folgt

h
-+ 2 1 4
in—— = [n——
e s g
i 2 7

und unter Voraussetzung, dall » > e

e
1+ — ST \
1 < A 1 ’
A b (") e |
e 7 3N b \ar [ y
l_-_ \ i \
i
womit

-

% hiingt hiernach nur von dem Verhiltnis e:» ab. Uber
die Grofle bei verschiedenen Werten dieses Verhiiltnisses gibt die
Zahlentafel S. 468 Auskunft.

Die Spannungen an der #iuBlersten und an der innersten Faser-
schicht werden nach Gleichung 8, die mit » = -+ e geschrieben werden
kann,

G = —

b e
P M Mb(i iﬂ) 2 M M:;L_ T
x €

FXir tir\ert SR s K[i%
4

Sl M* i 1 sl
f_ f? ﬁli:’:

gleichfalls durch das Verhiiltnis e bedingt, weshalb in die Zahlentafel
r :

(i
+2
-

; 1 o .
auch die \'Vertt'.--y-:— aufgenommen sind. Diese Werte wie auch

1+~
:

die Groflen von x konnen iiberdies aus der Zeichnung Fig. 5 entnommen
werden, so daf} sich die Ermittelung von ¢ aus Gleichung 14 sehr ein-
fach gestaltet.
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+95
'eoz— >§
= 3
B 3
5 o &
- - Q"lf -§
Lo 06 2
a 3
+10 j“," as -é
— o4 i3
& § &
7 I g Qé%
- &8 a2 g
I .
G
B
[
Sy g
P % :
- o
_w A§
- Y8
= 3
| 5 ]
-15 : &
[ 3
&= &
2Rt 1 B . g‘
= S|ats
o ey -
S LR
— \El
o i
— \
Yy b

Fig. 5.

Um das Verhiltnis der Kriimmung des Stabes an der Innenfliiche,
b(,stlmmt durch p = r —e, zu der Hohe des Querschnittes fiir die
in Fig. 5 angenommenen Verhiiltnisse erkennen zu lassen, ist daselbst
auch die Linie (r—e):2e = =pt h eingezeichnet.

30%
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S e G| 0,2 0,3 | 04 | 05| 06 | 07 0,8 0,9 | 0,95

x = |0,003354[0,01366|0,0317|0,0591|0,09860,1552| 0,2390 | 0,3733 | 0,6358 |0,92819

ey 27,1 | 122 | 7,28 | 4,83 | 3,38 | 242 | 1,72 | 1,19 | 0,745 | 0,525
z 1+e:r
i l_'”" =\| 331 | 183 | 135| 11,3| 10,0 | 97 | 98 | 107 | 142 | 20,5
x -y

b) Kreisquerschnitt. Elliptischer Querschnitt.
Zum Zwecke der Entwicklung in eine unendliche Reihe werde

gesetzt

Lol seembadne oo gl ot Gmp )
Ir \ (.'l r i r2 rd + 74 4 poEEi m df

-
o

— (=t (wa— (..,

T

2

(Ii \ 0t df — :3\ N \ e

\

—rl‘a-g"q‘—‘d;’-%----) et s

Itir den Kreis wird infolge der Symmetrie
fndf = 0 fnédf =0
u. 8. f.
Ferner gilt, Fig. 4, §17, mit e als Halbmesser:

i =seiety n = esin g, df = zdxn = 2 e?cos® ¢ dg,

\ﬂrﬁ e :1: £h

Damit findet sich
nédf = de g'-z. sind ¢ cos? ¢ dp = g e,

.

0

.
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SE

\"’Iﬁdf = 4¢8 g sinf ¢ cos? @ dp = %ﬁcs,

s0 dal}

— (}" - - ()
r? 4 rd 8

e Tl M 5(1“
:T(T) +..é_(7) + 51 T) N G e T

Derselbe Wert ergibt sich fiir den elliptischen Querschnitt,
sofern e diejenige Halbachse der Ellipse ist, welche in die Ebene der
Mittellinie des Stabes fillt.

Wird hier die gleiche Betrachtung, wie sie unter a am Schlusse
fiir das Rechteck enthalten ist, angestellt, so ergeben sich die folgende
Zahlentafel und die Eintragungen in Fig. 5 fiir Kreis und Ellipse.

: |
= = | 0] 0,2 03 | 04| 05| 06| 07| 08| o9 | 095

0,010205/0,0236|0,0436|0,0718[0,1111|0,1668[0,2500 | 0,3929| 0,56241

% = [0,0025126

LA T 163 | 98 | 6,55 | 4,64 | 3,38 | 247 | 1,78 | 1,21 | 0,930
1 4e:r
—_—r
T - e 24,56 | 18,2 | 153 | 13,9 | 13,5 | 14,0 | 16,0 | 22,9 | 36,3

£ 1-.
I '
@ =0
T e, S S
i L
| 1
& _a
R e M
Fig. 6
Aus Fig. 6 folgt unmittelbar
,‘;H:iblk, df = zdu,
2
b—1b
g = b 4+ ————(e, —n)
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b = bl b T bl
df '= (.61 -+ S 'q) d.
Wegen
r daf
= e e d = 1 ——— q
=l R I
ist zuniichst dieses Integral festzustellen.
v b b e —l;e‘ i
\___'f_ = (b] o ;e) ( AT e \M__
tiee oy h r+ st it
Da :
+-a : + &
S S i r+e
j?'—l—'f‘—‘j (1 ?+n)d7]—f’l+( rlnr_cz,
T ] b
so folgt
* df b—b, r+e b—b

—b, - rte
e Lol g LD s e s el
Jr+ (1+ h CIJ nr—cz h ({’14 i r—e2)

) Querschnitt des gleichschenkligen Dreiecks.

Aus Gleichung 17 folgt fiir

2 1
hro="0; 61:?}‘», eZZ?k,
2
2r|(2 . ¥ 3 7
e e lT Al el A
% s (3+;L)En T 1 18)
3 r

e) Fiir zusammengesetzte Querschnitte

kann die Bestimmung von x in der Weise erfolgen, dal der Querschnitt
in eine geniigende Anzahl Streifen zerlegt wird, welche senkrecht zur
Ebene der Mittellinie stehen, so wie dies z. B. Fig. 7, § 17, fiir eine
Eigenbahnschiene angibt.
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Ist A f der IFlicheninhalt eines solchen Streifens, = sein Abstand
von der Mittellinie (positiv oder negativ, je nachdem er von der Kriim-
mungsachse M weg oder nach derselben zu gelegen ist), so sind fiir
alle Streifen die Werte

r—i—ﬂA'{

zu bilden, hierauf ist deren algebraische Summe zu bestimmen und
diese schlieflich durch — f zu dividieren. Das Ergebnis ist der ge-
suchte Wert von »x.

In neuerer Zeit haben A. Bantlin und M. Tolle zeichnerische
Verfahren zur Krmittlung von x angegeben 1), welche allgemein den
Vorzug der Anschaulichkeit besitzen, und die namentlich gegeniiber
zusammengesetzten Querschnitten mit Vorteil benutzt werden koénnen,
solange das Verhiltnis e: » innerhalb gewisser Grenzen bleibt. Hin-
sichtlich der Verwendbarkeit der Niherungsgleichung 10, im Falle »
grol} gegen e ist, vgl. 5. 463 u. f,

Nach dem von Braun 1803 gegebenen Vorgang kann x gemiifd
Gleichung 5 rechnerisch in folgender Weise ermittelt werden ?).

Besteht die Fliche [ aus den Teilflichen f, f,, f; usw., so folgt
unmittelbar aus der Eigenschaft des bestimmten Integrals

X ey foork kg fart Rgly i s

wobei hinsichtlich der Werte %, %,, %, usw. zu beachten ist, daf} fiir
sie jeweils die Grofie n im Integral '

X¥h=— ;,—_E‘;{'] df,

genommen iiber die Fliche f, usw., sich je auf die Schwerpunktshaupt-
achse der Summentfliche / bezieht.

Die wichtigsten Teilflichen pflegen bei geradlinig begrenzten
Querschnitten das Rechteck und das Trapez zu sein.

Fiir das Rechteck Fig.7 ergibt sich in bezug auf die Achse des
Gesamtquerschnitts nach §. 465 unter Anderung der Integrations-
konstanten

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 8. 164 bis 168, 8. 201
bis 205, bzw. 1903, 8.884u.1. 8. auch die Maschinenelemente des Verfassers, 10. Aufl.,
8. 43 und 44.

®) Die gleiche Aufgabe hat Werner unabhiingig von Braun (Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenicure 1905, 8. 257 u. £.), jedoch nur fiir solche Quer-

. schnitte geldst, deren ]iegren-mmgslinicn aus Parallelen und Senkrechten zur
Kriimmungsachse bestehen. Braun hat sein Verfahren nicht blofl auf gerade,
sondern auch auf kreisfirmige und parabolische Begrenzungslinien angewendet.
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£y £y . ;
R (O e e A B R S R A S
v f = _\.?‘—!—‘qbdn b-\ (] ?__I[__ﬁ)dr,_ f—[—?bfnr_}_ﬂu,
€a €y

und fiir das Trapez Fig. 8 in gleicher Weise

3 by—0b r-e i
" (bl + —J"--—}JJ—---]-- (r + e) ) In i _:: Z{:— + (b, — b,,). ¢

uf=—f+r

ey S

77

[
|
|
i
ek
L
| |
}-‘——ft-——-)-}-q———ﬁa— >

—207—»t- 410la

e e e

e A35 e J‘H-,Ls

Damit findet sich beispielsweise fiir den Querschnitt Fig. 9 nach
Bestimmung der Schwerpunktslage
39,3 -} 20,7

39,3 + 31,7
L et AR R T TR e

wf====20.11 L8098 007 2T bl
%/ i I 303 o 20,7 30,3 — 141

39,3 — 14,1
— 95.13,56 39,325 In o )
g "393 — 276

= 320,86
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IMir einen gekriimmten Hohlzylinder vom #dulleren Halbmesser
r, und dem inneren Halbmesser », findet sich

i)l
HER Ll

a

= n A fi=rr

alhb . 2
Tf?’_,

— ‘1 .-;- d . I 35 I I?' ltl-
1 (e TS ) |
e ] i o L e R P S e T O
”.I_a}.(r) a 8(?‘) '64(r)+"']|

3. Kriimmungshalbmesser.

An Hand der Iig. 3, S. 460, erkannten wir, dall der Quer-
schnittswinkel d¢ und der Kriimmungshalbmesser r unter der Kin-
wirkung von P und M, in dg ++ A do bzw. in p iibergingen. Wihrend

fiir das Bogenelement der Mittellinie vor der Formiinderung die Be-
ziehung

00, = ds = rdg
galt, ergibt sich fiir dasselbe nach Eintritt der Forminderung
00, =ds + Adds = p (dp + 4 dg),

woraus nach Division mit ds bzw. rdeg

| Ads Lo (l i A dg '),
ds ¥ deg

PP S B

r

und hieraus unter Beachtung der Gleichungen 7

7 1+ o ®— €, My
WS e R P PR ST Bt
e l+4g 1 + ¢ _“_(L Sipil M_,:,_)
\ o r
LN My 20)
e 2 w12 .'{_ d.pid %’)
o r
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Wird beriicksichtigt, dall e, eine sehr kleine Grofie ist, so kann
mit geniigender Anniiherung in der Regel gesetzt werden
e T iy
e 1 4 &
woraus bei Ersatz von o — g, nach Maligabe der ersten der Glei-
chungen 7 folgt

=~ 14 o—¢,

1 1 My,
o ot
e r A

Wenn die Querschnittsabmessungen so klein sind gegeniiber »r,
dall von der Gleichung 10, nach welcher

b4 f i (-)1
Gebrauch gemacht werden darf, so ergibt sich
shenileene My
DA ()
oder _ P S e 2T
w e
P bl

1) Diese Anniitherungsgleichung wird nicht selten aus der fiir gerade stab-
formige Kérper giiltigen Beziehung, Gleichung 13, § 16, in der Weise abgeleitet,
dafl man die urspriingliche Kriimmung mit dem Halbmesser » auffallt als herbei-
gefiihrt durch ein Moment M, fiir das nach Gleichung 13, § 16, gilt

M,
A o

Durch Hinzufiigung des Momentes Mp gehe die Kriimmung in eine solche

mit dem Halbmesser p iiber, somit
1 4'1'.1" ‘{' ﬂ'fb
e )

Wird der erstere Ausdruck von dem letzteren abgezogen, so findet sich

i i 7t . oder My = L = L _H_,
: 7 r [/

wie oben angegeben.

Dald diese Vorstellungsweise voraussetzt, es bleibe die Beanspruchung des
Stabes unter der Einwirkung von M, und Mj innerhalb der Proportionalitiits-
grenze, springt sofort in die Augen wie auch die Tatsache, dall diese Voraus-
getzung nicht in Ubereinstimmung mit der Wirklichkeit steht, die eben einen
bereits bleibend gebogenen Stab der Biegung durch M darbietet. Trotz des
hierin liegenden Fehlers gewiihrt diese Ableitungsweise, nachdem der Ausdruck 21
als Anniherungsgleichung auf strengerem Wege ermittelt worden ist, ein be-
quemes, Mittel, um sich die letztere rasch jederzeit aus dem Kopfe herstellen
zu kénnen, lediglich auf Grund der fiir gerade stabféirmige Korper giiltigen

Gleichung 13, § 16.
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4. Anderung der Koordinaten der Mittellinie.

In Fig. 10 sei APCD die Mittellinie des gekriimmten und bei 4
eingespannten Stabes vor der Einwirkung der iufleren Krifte. Dieselbe
werde auf ein rechtwinkliges, in ihrer Ebene derart gelegenes Koordi-
natensystem AX und AY bezogen, dafl AX die Normale und AY
die Tangente im Punkte A igt. Unter Einwirkung der dulieren Krifte,
welche wir uns etwa durch eine im Punkte D angreifende Kraft ersetzt
denken wollen, #indert sich die Form der Mittellinie und damit auch
die GroBe der Koordinaten x, und y, des Punktes €' derselben. Diese
Koordinateniinderungen seien mit Ax, und 4y, bezeichnet, ent-
sprechend einem Ubergange von x, und y, in x, + A, bzw. y, + 4 y,.

¥ g

|
|
1
I
|
|
|
1
|
|
|
I
|

“““““ o
\“‘"“"-‘.
S
L el a R TR e S SE L A e T
]
-------- 0

Zum Zwecke der Ermittlung von Az, und 4y, greifen wir einen
beliebigen Punkt P mit den Koordinaten » und y heraus: der Kriim-
mungshalbmesser der Mittellinie betrage hier ». Das zugehorige Bogen-
element, welches in die Richtung der Tangente PT fillt, besitze die
Linge ds = rdg, sofern dp den zugehorigen Zentriwinkel bezeichnet
oder auch die § 54, S. 457, angegebene Bedeutung hat.

Infolge Einwirkung der #uBeren Krifte wird sich das Bogen-
element ds — den Punkt P denken wir uns hierbei fest — um P
drehen: P7T' gelangt in die Richtung PT,, do dndert sich um A dg
= odgp (nach §54, S.458).  Aullerdem wird ds eine Verlingerung
um g, ds erfahren.

Die Drehung von ds um A do hat zur Folge, daB der Punkt O
auf dem Kreisbogen C’al — PC . A dg nach O, riickt. Hiernach iéindert
sich die Abszisse des Punktes €' um

— (]% .Adp)sinCEA = — PC sin CEA . A dei = ==(y=s y,) Adg



476 Stabformige Kérper mit gekriimmter Mittellinie.

und die Ordinate um

—(PC.Adg) cosCEA = — PC cos CEA . Adg = — (v, — x) A do.

Aus Anlafl der Verlingerung von ds um g, ds bewegt sich der
Punkt ¢ um g, ds in der Richtung von ds, d. h. in der Richtung der
Tangente P7' vorwirts. Dadurch erfihrt die Abszisse von € eine
Zunahme um

godssing = gydx
und die Ordinate eine solche im Betrage von
ggdscos g = g4 dy.
Demnach die Zunahme der Koordinaten a, und g, veranlalit

durch die Anderung der Richtung und durch die Anderung der Linge
des Bogenelementes ds allein,

d{da,) = —(y—y,) Addop + godx = y, 0 dp — y & do + &, da,
ddy) = — (@, —x)ddp +egdy = —2z, 0dp + xodp -+ g, dy,
und somit die gesamte Zunahme der Koordinaten x, und Ye, herbei-

gefithrt durch die entsprechenden Anderungen aller zwischen 4 und ¢
gelegenen Bogenelemente,

Yo fe To
Az, = y, \ o dp — t y odo 4 \ g, da }
0 0 0
e o o
Ay, = — mcj wdy -+ J xowdp . g dy ’
0 0 0

Hierin sind o und g, durch die Gleichungen 7 bestimmt.

Fiir den Fall, daf} die Querschnittsabmessungen senkrecht zur
Mittellinie geniigend klein gegeniiber r sind, so daf3 von Gleichung 10
Gebrauch gemacht und in der letzten der 3 Gleichungen 7 (rechte
T 2 ; M,
Seite) die Summe der beiden ersten Glieder, d. h. P 4 r{'_’
gegeniiber dem letzten Gliede vernachlissigt werden darf, geht der

Ausdruck fiir o iiber in

o J_Mb : JI;,
fixy = 25

Hiermit: ergeben sich aus den Beziehungen 22 die Anniiherungs-
gleichungen
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Te
M i
Adx, = ol 9 \ 2y —s rdo + Rida:
0 o !
23)
Ko fe Ye
M.+ 2]
Ay = a __Q\Mbrdcp |\a:i--"’.?‘0'-go—l— Ei dy
A ] 4 f
0 (1] 0

sofern bei Einfiithrung von g, aus der zweiten der Gleichungen 7 noch
M, . ; : I
—-’ gegeniiber P vernachliissigt wird. Bei verhilltnismifiig grollem r

tutt {iberhaupt der durch das dritte Glied der Gleichungen 22 und 23
gemessene Anteil der Forminderung der Mittellinie zuriick gegeniiber
dem Betrage, welchen die Summen der beiden ersten Glieder liefern.

Um ein Urteil iiber die Abweichung zu gewinnen, welche die Ver-
wendung der Gleichungen 23 an Stelle der Gleichungen 22 zur Folge
hat, werde die Formiinderung fiir den Teil eines Kreisringes, Fig. 11,
ermittelt.

1. Nach der zweiten der Gleichungen 22 betrigt mit y. — » und

r

'y

4y, =—r S o dy + \z o dy {—\;0 dy;
0 0 0

hier ist nach (“lm(}mng . 8. 461 einzusetzen

)

cos @

0 = Q GO e >

o Qreosg  Qrcosg
A r %r )'_
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o= %(@oosg— 2728 o

r
Somit

e =
e? 4?
dys=r }5 Q gcoscpdfp —r %2 g{l — cos @) cos @ dp
Ko ]

0
Q-2
—_?"'_!.y_'\uogz@dcp
0
Aycﬁz??.......24)

IT. Nach der zweiten der Gleichungen 23 betrigt mit y, = r,

¢, = —1; und M, == —@rcosg:

s (2 3 ¢
Ay, =« +()r Q gco'@ ¢ do —?_0 (1 — cos ) cos @ do
0 0
,
S
/

0
a_'l' : i
3 2 ;

Ay, =« % : cos? ¢ dp — (}z g cos ¢ dy

0 0

Wird das zweite Glied, dessen Grofle gegeniiber der des ersten
meist ganz zuriicktritt, vernachlissigt, so ergibt sich

Py .
dy, = 40(2"""'25)
Die Ergebnisse der unter Il und I durchgefithrten Rechnungen,
d. h. die Werte der (}lcichungen 25 und 24 verhalten sich wie

s el R g

TR S S e
dag Verhiltnis ist somit dasselbe, wie in Fulnote 1, S.463 fiir ver-
schiedene Kriimmungen hinsichtlich der Beanspruchung ermittelt.

Danach betriigt z. B. bei rechteckigem Querschnitt fiir einen Kriim-
mungshalbmesser r = 2 der Unterschied 4 9, bei » = 3 & nur noch
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2 und bei r = 4 h nur 1 %, d. s. Abweichungen, die in der Regel ganz
unbedenklich erscheinen.

Wiire der Ring bei € geschlossen, so miilite dort ein zunichst
unbekanntes Moment M von solcher Grofie angebracht werden, dall
die Tangente ihre urspriingliche, wagrechte Richtung beibehiilt, also
die Winkelinderung bei €' gleich Null ist, oder die Summe aller Winkel-
iinderungen auf dem Bogen AC Null betrigt. Somit

ta| 3

A 3 3 : :
I \{udr:p :_:0-__5 ( ?Q_'_fﬂ"f f,ff N f:f)d

:;.;(__‘«_?___ﬁz Ez)

0

/ % 7 20 O
hieraus
2Qr
M= B i 26
x (1 + % )
b w ™
HE re M 2
_[f -s [0} dqp == 0 = -\ o -7”;}— ¥ (lPCP — Z} T !\ (M Rk QTGOS‘P) dCP
0 1] 1]
= —;- r (M :—;;——-Qf)
9
Q) R e R e e T
7

Die Momente nach Gleichung 27 und 26 verhalten sich wie

-‘—Q? 2 @r

-~ Ermrap=l

5. Zeichnerisches Verfahren zur Auswertung des Gleichung 23, 8. 477.1)

Behandelt werde die im vorstehenden rechnerisch geloste Aufgabe,
Wird, wie dort, das letzte Glied vernachlissigt, so kann die zweite der
Gleichungen 23 geschrieben werden (€ sei zuniichst konstantangenommen)

¥e
4y, = —% \ (@ — ) My r do
0

1) Vgl. R. Baumann. Einfaches Verfahren zur Ermittelung der Formiinde-
rung eben gekriimmter stabférmiger Kirper, Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1910, S. 1675 u. f. :
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My

Stabférmige Korper mit gekriimmter Mittellinie.
oder, da nach Fig. 11 fiir den betrachteten Punkt P x, — 2 = z und
— Qz {v':(:
A 1 = g Q
/ — =l n (0 e
Ye o]. do
0
Fe
o \ 3
e A\ il e IR R et e S e
0°. k ;
0
ﬂ-l

Elebee der Narte

VRN S e

I
Elehae der AWerke von 1.d49
J
Fig. 12.

Der Wert des Integrals in Gleichung 28 wird erlangt, indem man

¢
. den Bogen APC abwickelt (d. h. | »dg bildet, vgl. Fig. 12):

0

. den zu jedem Punkt des Bogens A4PC gehorigen Hebelarm z

der Kraft @ absticht und als Ordinate iitber dem zugehérigen
Punkt der Abwicklung auftriigt, wodurch die Linie der Werte von
z in Fig. 12 erhalten wird; diese stellt die Linie des biegenden
Momentes fiir die Kraft ¢ = 1 dar:

. die Werte von z2 bildet und iiber der Abwicklung des Bogens

auftrigt, so dall die Linie der Werte von z? entsteht (Malistab
1:10, Fig. 12); denkt man sich die Fliche der z? in schmale
Streifen von der Breite rdg zerlegt, so ist der Flicheninhalt
eines jeden derselben gleich 22 . r dg, somit der Inhalt der ganzen
I'liiche gleich dem Wert des gesuchten Integrals; man hat also

die Fliche APCA,C zu planimetrieren und das Ergebnis mit -g—- Q

zu multiplizieren, um die Verschiebung 4 y, zu erhalten.
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Denkt man sich die Fliche der z (Fig. 12) gleichfalls in schmale
Streifen von der Breite r dg zerlegt, so erkennt man, dafl der Inhalt

¢
dieser Fliiche A PCOCM A den Wert f = |'C z.rdg besitzt. Folglich ist
0

¥e
o o &
-50=5 Qj 2. rdg,
somit, da M, = ¢ .z,
o
f @ = 0 \M,a, v

und, nach der Gleichung unmittelbar vor den Gleichungen 23,
g »
— ) == | dy.
fo¢ ﬂ P

Der Inhalt der Fliche der z stellt also die Winkelinderung
von A bis C, Fig. 11, dar.
Soll bei ' ein Moment M von solcher Grofie wirken, dafy dle Tangente

daselbst ihre urspriingliche Richtung beibehilt, so mull | wdp =0
0

sein, d. h. M allein muf in Fig. 12 eine Fliche (Rechteck) der z her-
vorrufen, welche inhaltsgleich mit APCOCMA (aber von entgegen-
gesetztem Vorzeichen) ist. Man hat also zur Bestimmung von M nur
die mittlere Hohe AM der Fliche APCOCMA zu bestimmen, wie
sie in Fig. 12 strichpunktiert eingezeichnet wurde. Sie ist gleich
der GroBe M : @ (d. h. M fiir Q = 1; wollte man M selbst erhalten, so
miifte man nicht die Linie der z, sondern der Linie der €.z, d. h.
der biegenden Momente aufzeichnen; dies ist bei komplizierteren
Belastungsfiillen stets erforderlich). Zur Ermittlung der Form-
dnderung im Punkte C (Fig. 11) ist jeder Abschnitt der Ordi-
naten zwischen M-—M und der Linie der z mit dem jeweiligen
Wert von z zu multiplizieren; die so entstandene Linie der z (z — ﬂ—f)

Q

tritt an die Stelle der Linie der Werte von 22

Die an jeder Stelle wirkenden biegenden Momente sind durch die
erwihnten Ordinatenabschnitte bestimmt. Wie Fig. 12 zeigt, ist bei
O das Moment = 0.

Wie aus der vorstehenden Entwicklung hervorgeht, ist
s bei der Anwendung des Verfahrens gleichgiiltig, ob der
Kriimmungshalbmesser r gleichbleibend oder verdnderlich
ist, und ob gerade Strecken mit gekriimmten abwechseln.

Bach, Elastizitit, 6. Aufl, 2
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Durch das Abwickeln des Bogens und das Abstechen der Hebelarme a
findet die tatsichliche Gestalt des Bogens volle Beriicksichtigung.
Die Verschiebung Az, kann in sinngemiill gleicher Weise gefunden
werden wie A y,. Wie aus Gleichung 23 mit y, — y = wund M, = Q.=
hervorgeht, ist
e
4z, = ___a.c_ Q \z.urdsg
o
An Stelle der Linie der z2 hat also die Linie der zu zu treten.
Hinsichtlich weiterer Einzelheiten mul} auf die in Fullbemerkung 1
5. 479 genannte Arbeit verwiesen werden.

6. Ermittlung der Forminderung, wenn der Dehnungskoeffizient o
verinderlich ist. .

Gleichung 1, S. 460, zeigt, dafl die Dehnungen e in verschiedener
Entfernung 7 von der Schwerpunktsachse solche Grofle besitzen, dafd
ihr Verlauf durch eine Hyperbel dargestellt werden kann (vgl. S. 501,
FuBbemerkung). Ist die Lage derselben bestimmt, so ist dadurch
der Wert von  (spezifische Winkelinderung) fiir jede grofite Be-
anspruchung oder jedes biegende Moment ermittelt, fiir welches die
Untersuchung angestellt wurde.

Unter Verwendung von Gleichung 22, S.476 kann sodann auf
zeichnerischem Wege (der Wert des Integrals lift sich ganz fhnlich
ermitteln, wie 8. 479 u. f. fiir die Auswertung der Gleichung 23 ange-
geben wurde, wenn beachtet wird, dall dg der zum Halbmesser 1 ge-
horige Bogen ist) die Verschiehung Az, oder Ay, bestimmt werden.
Niiheres findet sich in der Arbeit von R. Baumann in der Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u. f., wo auch weitere
Anwendungen des Verfahrens beschrieben sind.

§ 55. Fiille bestimmter Belastungen.

1. Offener Haken triigt eine Last Q. Tig. 1.

Die Kraft @ ergibt fiir den horizontalen trapezférmigen Quer-
schnitt 1) BOC das grofite Moment und die grofite Normalkraft. Nach
(}lejchu__ng 8, § 54, betriigt die Spannung im Abstande » von der Schwer-

linie (00 im GrundriB3) desselben

1) In der Ausfiihrung werden die scharfen Ecken des Trapezes abgerundet
und die hiermit verkniipften Querschnittsverminderungen durch geringe Wilbung
der ehonen Begrenzungsfliichen des Trapezstabes ausgeglichen.
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5 I_’ _ﬂfb ﬂffg, bl
s
Hierin ist
_P = Q’ ﬂ{’!b e Q {a + e;g):
f= --b —; | h,

und nach Gleichung 17, § 54,

A

—~(i‘)—-b,)] 1)

r—e, |

e [[bl A G

b+b)h|| h

Fiir den Kriimmungshalbmesser r der Mittellinie im Punkte O
wird gewiihlt » = a -+ ¢,, so dal A der Kriimmungsmittelpunkt ist.

Damit folgt dann wegen eg+r =a-+hund r—e, = a
BT ged [ j; G_Ej___ il 1
KT : b—l b hl b { aot e a ( bl)]
a f h l
= — — -— ) —b—0b),2
14 + FJl [b — b h} In (\1 3 a) ( l}l )

woraus fur

a
b =2, b= 30y
wegen
TR
% 3 b+ b 3 40 12 6
2 e
= a4 6 = 6 a,
; &
sich ergibt ]
11 i bé
=—1+4—(4In3 —2) = 0,0974, TG
" + 5y 43 —2) P
| I |
L 10,27 E""J-I'““:‘
] . I |
: et
Die Spannung betrigt unter Beach- ‘{E;IL ,_é
tung, dal e |l
. - N'rlﬂ
a -+ e, = I,] a, Fig. 1.
i 6
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Bty oSS R e
f 11
T
6
und insbesondere
.. 5 el
fir n = —e, = “Eid g = | 8,66- 7 (im Punkte B)
3 Q
R = ¢ = +385—
Ry 0 O 0 (vgl. auch GIl. 9, § 54)
3 Q
= 5 = —pon.e
s + 6 a (4] . f
7 B
w N =+e =+ - 6 = —3,997 (im Punkte C).

Die Darstellung dieser Spannungen in Fig. 2 derart, dal} senk-
recht zur Symmetrielinie des Trapezes die in dem betreffenden Punkte
herrschende Spannung aufgetragen wird (beispielsweise in B BA =
= - 8,56 %, in CCH = —3,99%), ergibt die Kurve A0K.

Wird der Querschnitt BOC — Fig. 1 — als einem geraden stab-
formigen Korper angehorig betrachtet, so findet sich unter Beachtung
der Spalte 11 der Zusammenstellung Ziff. 6 des § 17 wegen

o 11 L=t il

el e L
e TR
fiir die Spannung im Punkte B
0 11 ;
e
Q 4<b Q- o @ Q
e e e e e B
/ o / / /
€y
und fiir diejenige im Punkte '
11
Q—a
see i S0 0 S
f 6 f f 2
€

Die Darstellung dieser Spannungen liefert die Gerade FD@. Wie
ersichtlich, ergibt die Unterstellung: der Querschnitt ge-
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hére einem eceraden stabférmigen Korper an, die mal-
g : g ¥
gebende Anstrengung im Punkte B um
. 8,56—6
100 ————
8,66

zu klein, fithrt also zu einer erheblichen Unterschatzung
der Inanspruchnahme. AuBerdem wiirde sie im vorliegen-

399

<

e
~

©,00
-~

Fig. 2.

uw

den Falle zu der Auffassung veranlassen, dafl die Zugan-
strengung in B gleich der Druckanstrengung in C sel, wihrend

tatsiichlich die erstere (8,56—?) um mehr als 1009, grofer

ist als die letztere (3,99 %)
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Die Beanspruchung des Hakens im Querschnitt BOC wird sich
um so mehr derjenigen eines geraden, exzentrisch belasteten Stabes
nihern, d. h. die Kurve AOFE, Fig. 2, wird um so weniger von der
Geraden FDG abweichen, je grofier der Kriimmungshalbmesser r ist.
Tis ist deshalb angezeigt, den Kriimmungsmittelpunkt fiir den Punkt O
der Mittellinie nicht nach A, sondern weiter nach rechts von 4 zu
verlegen, also dem Haken in dem gefihrdetsten Querschnitt
eine moglichst geringe Kriimmung zu erteilen?).

Ferner erhellt aus dieser Sachlage, dal} ein aus zihem Material
gefertigter Haken, welcher sich unter Einwirkung der Last bleibend
streckt, hierdurch seine Anstrengung — allerdings auch unter Herab-
setzung seiner Zihigkeit — vermindert. ;

(Vgl. auch §56, Ziff. 2, insbesondere Schlulbemerkung.)

2. Hohlzylinder, welcher als Walze dient, ist auf die Liingeneinheit
durch den Druck 2 @ belastet, Fig. 3.
Da sich bei dieser Belastungsweise die Viertelzylinder 4B, BC,

OD und DA gleich verhalten, so geniigt es, einen derselben, etwa 4B,
der Betrachtung zu unterwerfen. Wir denken uns das Viertel AB

24

——— 2(ree) —

R R R R R AR RN R

Fig. 3.

herausgeschnitten, wie _I"ig.i darstellt, ersetzen die Wirkung der
duBeren Kriifte auf den Querschnitt bei A durch Befestigung, auf
denjenigen bei B durch die Kraft @ und ein Kriftepaar vom Momente
M, welches positiv oder negativ genommen wird, je nachdem es auf
Vermehrung oder Verminderung der Kriimmung der Mittellinie im
Punkte B hinwirkt.

Fiir einen beliebigen, durch den Winkel @ bestimmten Querschnitt
00C ergibt sich bei Verlegung der Kraft @ nach O die Normalkraft

P = — Qoos g,

1) 8. des Verfassers Maschinenelemente, 1891/92, S. 412, Fig. 252; 1908
(10. Aufl.), 8. 710, Fig. 642.
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dag biegende Moment
My, = M — Qr (1l — cos o).
Die Schubkraft S == @sing werde vernachlissigt. Nach
Gleichung 8, § 54, ist
£ A, | M, 7
BT

worin [ der auf die Einheit der Zylinderlinge kommende Querschnitt.

Folglich
M
fo = —@Qcosgp 4 ?-"Q + @ cos o
L5 S e Yiaited]
b (2 =t quose )
e gl ('_ﬂ':'_ LS ’ ) s
fs__ruh_QTx 5 Q—i_QGOS'P_,r%—-q'

Zur Bestimmung des unbekannten Momentes M fiihrt die Er-
wigung, daB, wie auch die Forminderung der Mittellinic 4B des
Zylinderviertels sein moge, jedenfalls die beiden Normalen AM und
BM derselben immer rechtwinklig zueinander bleiben werden, daB
also der rechte Winkel A M B, der auch gleichzeitig derjenige der beiden
Querschnitte bei A und bei B ist, eine Anderung nicht erfihrt.

BEs sei 0,0,0, ein dem Querschnitt COC' unendlich nahe gelegener
zweiter Querschnitt und do der Winkel, den beide Querschnitte vor
Eintritt der Forminderung miteinander einschliefen. Unter Ein-
" wirkung der duBeren Kriifte wird sich der letztere nach §54 um

ddy = ody
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indern. Die Summe dieser Anderungen fiir alle zwischen B und 4
gelegenen Querschnitte mufl nach dem eben Erorterten gleich Null
sein, d. h.

T
=

\2 odp = 0.

0 .

Unter Beachtung, daB nach der letzten der Gleichungen 7, § 54,

M, M,
o= - (P + — )

also hier

M M
o= ———Q+—(- —Q + Qcowﬂ
wird
et Sa et LM N 2
P ad f[| Ql—x(r Q)J2+ Q]—O
0
Somit
M 20
7 Wi (14 %=
oder
M = Q (I — -2 . r 4)1)
; ) (1 + x)
Die Einfithrung des fiir
X o
7

gefundenen Wertes in die Gleichung zur Ermittlung der Spannungen
ergibt

1) Die Nitherungsgleichungen 23, § 54, sowie das oben angegebene zeichnerische
Verfahren wiirden den Wert von

M:Q(l-—n-g)r

ergeben haben. Dies bedeutet hinsi:htlich der Grife des biegenden Momentes
fiir das im folgenden durchgefiihrte Beispiel mit x = 0,01366 einen Unterschied
irh Querschnitt bei B von 2,4 °/, und im Querschnitt bei 4 von 1,3 9/,
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S o R e
Trom. ( TR ‘?) T+

O e (__._3_. ) y
e EEn R I e s e
Tiir den rechteckigen Querschnitt ist nach Gleichung 13, §54

SR

und bei dem Verhiiltnis

489

o

e
T
weleches wir withlen wollen,
1 1AL 1(1‘4 RIS
Bl et e el ATy (Bah i TS it — 0,01366.
gty (’i) T _.5) o (sj * Qidi8n8
Damit folgt
Al _-—063—| 73,2 (— 0,63 + cos §) = +n] . 8)
Grenzwerte ergeben sich fir ¢ = 0 (Querschnitt bei B) und

P = ;_ (Querschnitt bei 4) sowie fiir y = & e. Sie betragen

im Querschnitt bei B im Querschnitt bei A4

T
=0 : St
innerste Faser,
N = —
s= 9 haaimms 0 37-1-—) e (— 0,63 +73.2. 0,63-1--)
i f ] I ] ? 4 1 ,{ | 4;
TR = ansn-
/ /
aulerste Faser,
N = +e:
1)
= -Qfl( 0,63—&—73,2.0,37?), 6, = ? (06'3—!—73 2. 063
= - 3,88 ? . = —§,32 —Q-.

f
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Hiernach findet die grofte Anstrengung im Querschnitte bei A,
und zwar an der Innenfliche des Hohlzylinders durch tangential

gerichtete Zugspannungen = 10,90 —fQ- statt. An der AuBienfliche

desselben Querschnitts herrscht eine Druckspannung 8,32 f;) Im
Querschnitt bei B wirkt innen die Druckspannung 7,40 % und

L

auben die Zugspannung 3,88 | n beiden Querschnitten geht

die Spannung durch Null hindurch. Die Stelle, an welcher dies statt-
findet, ergibt sich

fir den Querschnitt B (p = 0)

aus

008 g o gyl .

oe 47

durch den Wert

0 = 0,12e,

fiir den Querschnitt A (rp — ;)
aus

0) e 0163 = 73,210,311

3 2 5 ﬂ —I— _q

durch den Abstand
7 = — 0,067 e.

Die Darstellung Fig. 5 mit HBJ als Linie der Spannungen im
Querschnitte bei B und FEACG als Linie der Spannungen im Quer-
schnitte bei A gibt iiber das Gesetz, nach welchem sich die Spannung
in den beiden Querschnitten indert, ein anschauliches Bild.

Zur Erweiterung desselben in bezug auf dazwischen gelegene
Querschnitte werde noch folgendes festgestellt.

Fiir n = 0 findet sich aus Gleichung 6

o068,

f
also unabhingig von o, d. h. in allen Punkten der mittleren
Zylinderfliche ist dieSpannung eine negative, alsoPressung,
und von gleicher Grofle.
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Auch gibt es in jedem Zylinderviertel einen Querschnitt, in
welchem nur Druckspannungen, und zwar ebenfalls von
gleicher GrofBle, auftreten. Setzen wir in Gleichung 5

D1

&

CoRlp = —

AT = 068,

so entfillt das Glied, welehes die Verinderlichkeit und den Vorzeichen-
wechsel von ¢ bedingt, und es wird
Q 2 Q
6 = ——— — = — 0,63 -
f (l4+x= i

Dieser Querschnitt ist in Fig. 5 durch die Linie MC wiederge-
geben 1).

Zur Feststellung derjenigen Punkte im Innern des Hohlzylinders,

in welchen ¢ = 0 wird, findet sich nach Gleichung 5
2 1 ( 2 Vi
Disie (1+x=w o x \ +nn i CP.) r ke

woraus

) Das zeichnerische Verfahren liefert diese Stelle als Punkt O in Fig. 12,
5. 480 in sehr einfacher und iibersichtlicher Weise.
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9 I
0080/ =~ (1 S £ -"—) — 0,64 1-0,043 —

T 14+% 7 M’
oder
ey L = 0,065 5e—————
SR = cos —1_ o = cosp—1
5 P 9 P
An der innersten Faserschicht, d. h. fir 5 = —e¢, wird 6 = 0,
wenn
cos g = 0,64 —0,043 = 0,597,
an der duBersten Fliche, d. h. fiir = + e, fillt ¢ = 0 aus, wenn

cos o = 0,64 4 0,043 = 0,683,

Mit cosg = 0,5 wird ¢ = 0 fiir

=007 ————¢ = — 031,
v
4
und mit cos ¢ = 0,8 wird ¢ = 0 fiir
1
= 0,0675 ——e = 4 0,26
7] L] 7 0,4 T 1 e | B e

Auf diesem Wege erhalten wir, wie Iig. 5 zeigt, zwei Kurven,
welche diejenigen Flichenelemente bestimmen, in denen die Normal-
spannungen gleich Null sind

Ferner sind daselbst auch noch in radialer Richtung eingetragen
die Spannungen, welche an den verschiedenen Punkten der Innen-
und Auflenfliche des Hohlzylindersin tangentialer Richtung herrschen 1).

Was schliellich die Forminderung anbelangt, so ist ohne weiteres
zu iibersehen, dafl die kreisféormige Mittellinie eine ellipsenartige Form
annimmt, entsprechend einer Vergrofierung des Kriimmungshalb-
messers bei 4 und einer Verkleinerung desselben bei B.

§ 56. Versuchsergebnisse.

1. Versuche mit Hohlzylindern. (1886.)
Zu einer teilweisen Priifung des in § 55, Ziff, 2 gefundenen Haupt-
ergebnisses Gleichung 5 bei Verwendung von Material, welches fiir

1) Die in Fig. b gegebene Darstellung der Spannungsverteilung in einzelnen
Querschnitten und der Spannungsinderung von Querschnitt zu Querschnitt ist in
den 8. 471, Fullbemerkung 1, erwiihnten Arbeiten noch erweitert worden.
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die Herstellung solcher Hohlzylinder vorzugsweise in Betracht kommen
kann, fithrte Verfasser die nachstehend besprochenen Versuche durch.

Aus einem gulleisernen Hohlstab mit kreisformigem Querschnitt,
und zwar von dem Material: Gulieisen 4, § 35 (Bruchstiick eines der
unter ¢ — 8. 324 — aufgefiihrten 3 Hohlstiibe, Zugfestigkeit 1579 kg,
- Drehungsfestigkeit 1297 kg), warden kurze Hohlzylinder von der Liinge
! = 6,0 cm durch Drehen herausgearbeitet und nach MafBgabe der
Fig. 3, §55, mit 2 Q! belastet. Der iullere Zylindermantel wurde nur
so weit abgedreht, als es erforderlich war, um den Druckplatten der
Priifungsmaschine gute Anlageflichen zu sichern.

In ganz gleicher Weise wurden kurze Hohlzylinder aus dem GuB-
eisen B, § 35 (Bruchstiick eines der unter b, « — 5. 334 — erwithnten
2 Hohlstiibe, Zugfestigkeit 1679 kg, Drehungsfestigkeit 1439 kg) her-
gestellt.

Die Ergebnisse der Gleichung 5, §55, in welcher hier

” d—d :
O == % 5 ) =— e, f — —2' el (Flg. 3, § 35)
zu sgetzen ist, wodurch wird
2Q 2 2 r
> % i : ety s %
S naz d_dﬂ (l_i_x):n: +>r:(l~}-x)71: 1_L )
;

finden sich, nach dieser Gleichung berechnet, in der folgenden Zu-
sammenstellung unter ¢,,,, eingetragen.

Gubeisen A.
Hohlzylinder, innen unbearbeitet.

— : " e
£ “Du—lchmeb_ar _ | Verhiltnis x Bruch- | fes:;]gclreit,
Bezeich- | gugerer | innerer QL1 belastung|
B oy d gt i gy ) e
wing 0 s e s ) Gl 1
om cm kg kg/qem
1 10,0 7,0 0,176 0,0105 | 5410 3657
3 10,06 7,06 0,175 0,0104 | 5420 3685
5 10,02 | 6,92 0,183 0,0114 | 5170 3269
Bemerkungen.

Der Bruch erfolgt bei Nr.1 und 3 durch gleichzeitiges Einreifien
in den Querschnitten 4 und C, Fig. 3, § 55, welches innen beginnend
sich auf etwa drei Viertel der Wandstirke nach auflen fortsetzt. Der
dullere Zylindermantel bleibt unverletzt.
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Im Falle Nr. 5 reilit zunichst der Querschnitt innen bei 4 allein;
die Fortsetzung des Zusammendriickens veranlaf3t denjenigen bei C,
nachzufolgen.

Hohlzylinder, innen bearbeitet.

Durchmesser . : i Bruch-
y Verhiiltnis ‘ | Bruch- festigkeit
Bezeich- | 4ugerer | innerer belastung|
| e d—d, | Gl. 13, mazx
nung d ]' dy — = 200 2Q! Gl 1
| (il d + d, ,I § 54
em | cm [ leg kg/gqem
| |
2 - 10,06 I 7,28 0,160 | 0,00867 | 4410 3498
4 [ 10,02 | 7,32 0,156 i 0,00823 | 4395 3695
| | |

Bemerkungen.
Wie oben Nr. 5.

GuBeisen B.
Hohlzylinder, innen unbearbeitet.

Durchmesser : Bruch-
e Eee e RSV erhAl % Eenchs festigkeit
Bezeich- uu{.’r(.rcr innerer Gl 1 belastung|
e d =l 1. 13 201 max
nung d d, - TR § 54 (4] Gl 1
cm cm kg kg/qem
|
1 10,08 6,96 0,183 0,0114 5005 3135
3 10,06 6,96 ! 0,182 0,01127 | 4980 3156
|
Bemerkungen.

Wie oben bei Gubeisen A4, Nr. 5.

Hohlzylinder, innen bearbeitet.

[ Durchmesser | Bruch-
: | | Verhiltnis | 2 Bruch- festighkeit
Bezeich- | GuBerer | innerer | | belastung|
& d—dqe |- Gl13, mar
nung d | do f s L 2Q1 Gl 1
\ ¥ d + d, § 54 :
cm kg kg/gem
2 10,07 ‘ 7,43 ‘ 0.151 0,00771] 3980 3508
4 10,04 ‘ 7,42 ! 0,150 0,00760| 4200 | 3759
| I

Bemerkungen,
Wie oben bei Gulleisen 4, Nr. 5,
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Zu diesen Lrgebnissen ist nachstehendes zu bemerken.

a) Hohlzylinder 4 1 und 4 3 sind die beiden einzigen der Ver-
suchskorper, welche an den zwei diametral einander gegeniiberliegen-
den Stellen gleichzeitig einreilen. Sie miissen demnach einen grofleren
Wert von 6,,, aufweisen als sonst gleiche Hohlzylinder, bei denen
dieses TinreiBen nacheinander stattfindet. Daraus erklirt sich die
geringere Bruchfestigkeit von 4 5 gegeniiber 4 1 und 4 3 ohne weiteres.

b) Zum Zwecke der Priifung des Einflusses der GuBhaut kann
nach Maligabe des unter a) Gesagten nur 45 mit 4 2 und 4 4 ver-
glichen werden. Hierbei findet sich die Festigkeit der innen von der
GuBhaut befreiten Hohlzylinder 4 2 und 4 4 um durchschnittlich

3498 + 3695 4000 _ 3596 — 3269 — 327 kg,

9
—

327
— = ]_0' o/
1003969 s

grofer als diejenige des unbearbeiteten Korpers A 5.
Fiir das GuBeisen B ergibt sich dieser Unterschied zu

Eﬁﬂﬁigg_ﬁiﬁﬂ____§f3§ g 8166 _ 3633 3145 — 488 kg,

Diese Zahlen bestitigen den bereits in § 22, Zifl. 4 festgestellten
Einfluf} der Gufihaut.
(Vgl. auch §58, FuBbemerkung 2, S.527.)
¢) Die Zugfestigkeit des GuBeisens A war zu 1579 kg, diejenige
des GuBeisens B zu 1679 kg ermittelt worden. Wird nach S. 252 Nr. 4
die Biegungsfestigkeit fiir den rechteckigen Stab zu 1,75 mal Zug-
festigkeit angenommen, so0 wiire fiir bearbeitete Stibe auf eine
Biegungsfestigkeit von
1579 . 1,75 = 2763 kg
bzw.
1679 .1,75 = 2938 kg

zu rechnen gewesen. Tatsichlich sind die Werte von g,,, (trotz des
Finreifens an zunichst einer Stelle) fiir das GuBeisen 4 (Nr. 2 und 4) um

833 5

3596 — 2763 — 833 kg oder 100 T 30 %,
= 1 D
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fiir das Gufleisen B (Nr. 2 und 4) um

695
2938

3633 — 2938 = 695kg oder 100 = 24 O

groBer. Dieser Unterschied ist zum grofiten Teile auf Rechnung der
dem Guleisen eigentiimlichen Verinderlichkeit des Dehnungskoeffi-
zienten o« zu setzen, welche den Verlauf der Spannungslinie, z. B.
AEF im Querschnitt 4, Ifig. 5, §55, dahin abindert, dafl die wag-
rechten Ordinaten weniger rasch wachsen, als die Rechnung, welche
Unveriinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten voraussetzt, ergibt. War
diese Abweichung schon beim geraden stabférmigen IKorper von grollem
Einflusse (vgl. § 20, namentlich Fig. 19), so mul} dieser hier noch be-
deutender ausfallen.

Um zu priifen, inwieweit etwa Gubspannungen bei der vorliegen-
den Frage beteiligt seien, wurden diejenigen Hohlzylinder, welche
nur an einer Stelle gerissen waren, und bei denen der Versuch nicht
bis zum Einreien an der zweiten (gegeniiberliegenden) Stelle fort-
gesetzt worden war, an der Rilstelle aufgeschnitten und sodann genau
gemessen, ob hierbei ein Zusammengehen oder Erweitern des Ringes
(oder der Schnittfuge) stattfand. Eine solche Anderung lief3 sich nicht
oder nur in ganz verschwindender Grofle feststellen. Das Irgebnis
blieb auch nach vollstiindiger Beseitigung der dulleren GuBlhaut sowie
nach Ausbohren des Ringes auf die halbe Stirke das gleiche. Hier-
nach kénnen GuBspannungen von Irheblichkeit nicht vorhanden ge
wesen sein.

Werden diejenigen Werte von c,,,, welche fiir die ausgebohrten
Hohlzylinder ermittelt wurden, in Vergleich mit der Zugfestigkeit

gestellt, so findet sich fiir das Guleisen 4
359 itk
Omaz = ‘:5}—,_,?11{2 = 2,28 mal Zugfestigkeit,

i

fiir das GuBeisen B

3633 i
Omaz = oo K, = 2,16 mal Zugfcstlgke.-zt.,_
also durchschnittlich 2,22 mal Zugfestigkeit,
gegen 1,75 mal Zugfestigkeit

beim geraden Stabe.

2. Versuche und Darlegungen zur Frage der Spannungsverteilung iiber
die Querschnitte gekriimmter stai)fiirmiger Korper.

Zur raschen Gewinnung eines inblicks in die Verhiltnisse, welche
'bei Beurteilung dieser vor . einiger Zeit aufgeworfenen Streitfrage in
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Betracht kommen, lillt es sich nicht vermeiden, bereits aus dem
Fritheren Bekanntes zu wiederholen.

Die Biegungslehre ist bisher sowohl fiir gerade als auch fiir ge-
kriimmte stabférmige Korper von den Voraussetzungen :

1. daB die Querschnitte eben bleiben,

2. daB zwischen Dehnungen und Spannungen Proportionalitit
besteht,
ausgegangen,

Damit gelangt sie

fiir gerade stabformige Kérper,

in bezug auf deren Belastung angenommen sei, dall die Ebene des
biegenden Kriftepaares den symmetrischen Querschnitt in einer der
beiden Hauptachsen schneidet, zu den Ergebnissen:
a) daB die Gerade, in welcher die Dehnungen und die Spannungen
den Wert Null besitzen, die sogenannte ,neutrale Achse oder
., Nullachse, durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht und
mit der anderen Hauptachse zusammenfillt,

m, M
7 =

b) dal3 die Spannungen o proportional mit dem Abstande » von
der Nullachse wachsen, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 1,

QE-—ornimREL s S T el

sofern o, die Spannung im Abstande 1 bezeichnet, daB also die
Verteilung der Spannungen iiber den Querschnitt nach dem
Gesetze der geraden Linie erfolgt.

Fiir den gekriimmten stabférmigen Korper,
in bezug auf den vorausgesetzt werde, daB die Mittellinie eine einfach
gekriimmte Kurve und ihre Ebene Ort der einen Hauptachse simt-
Bach, Blastizitit. 6. Aufl, 82
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licher Stabquerschnitte sowie Ibene des biegenden Kriftepaares sei,
kommt die Biegungslehre unter den bezeichneten Voraussetzungen,
Ziff. 1 und 2, zu den Ergebnissen:
a) dall die oben unter a) bezeichnete Hauptachse des Querschnittes
nicht mehr Nullachse ist, dall diese vielmehr parallel dazu liegt,
b) dalf die Spannungen ¢ nicht mehr proportional mit dem Ab-
stande 7 von der Nullachse zunehmen, sondern auf der Seite,
welche der Kriimmungsachse zugekehrt ist, rascher und aunf
der anderen Seite langsamer als 7 wachsen, wie Fig. 2 er-
kennen lift.

Fig. 2.

Der Grund dieser abweichenden Krgebnisse, zu denen man unter
den gleichen Voraussetzungen gelangt, liegt lediglich darin, dafi bei
dem gekriimmten Stab die zwischen zwei Querschnitten gelegenen
Fasern verschiedene Linge besitzen (vgl. das in Fig. 2 gezeichnete
Korperelement mit den Stabquerschnitten 40 und BC), wiihrend bei
dem geraden Stabe Gleichheit der Faserlinge vorhanden ist (vgl. das
in Fig. 1 dargestellte Korperelement mit den Stabquerschnitten 4D
und BC). Wenn eine kiirzere Faser um die gleiche Strecke gedehnt
wird wie eine liingere, so wird eben in der ersteren eine groere spe-
zifische Dehnung und damit auch eine groflere Spannung wachgerufen
als in der letzteren 1),

Wiirde die durch Gleichung 1 bestimmte Spannungsverteilung
auch beim gekriimmten stabformigen Korper sich einstellen, so miiliten
sich die urspriinglich ebenen Querschnitte bei Festhaltung der Pro-

1) Die Sache liegt hier éhnlich wie bei dickwandigen Hohlzylindern., Die
Anstrengung in tangentialer Richtung ist innen am gréBten und nimmt nach
sullen hin ab. (Vel. 5. 5256 . f., insbesondere auch Fig. 4, 8. 528.)
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portionalitit von Dehnungen und Spannungen — lediglich unter Ein-
wirkung des biegenden Kriftepaares — kriimmen. Versuche, welche
hieriiber angestellt worden sind, bestitigen das nicht.

Da die Frage, ob die Anwendung der fiir den geraden Stab giiltigen
Gleichungen auf gekriimmte stabformige Korper zuliissig erscheint, von
groBer praktischer Bedeutung ist, so hat Verfasser seinerzeit (1896) ge-
glaubt, zu den fritheren Versuchen in dieser Richtung (vgl. oben unter
Ziff. 1) noch weitere hinzufiigen zu sollen, iiber welche im nachstehenden
berichtet wird. Dabei sind die Korperformen so gewiihlt, dall vor-
zugsweise der EinfluB des biegenden Momentes sich iuBert, dagegen
der einer Normalkraft oder einer Schubkraft zuriicktritt.

a) Versuche mit Stiben aus grauem Gulleisen, Iig. 3.
Bearbeitet.

Fig. 3.

Stab 1.
I = 552mm, » = 70mm, h = 80mm, b = 24 2 mm,
j = 242.8 = 19,36 gem,
nach Gleichung 12, § 54,

7 7+ 4

e ey L B S PO s T 5y
b 149 3 ’-"-‘T_ 0,137.

Der Bruch erfolgt bei P == 855 kg nach der in Fig. 3 eingetragenen
Linie 1 1. Bruchfliche gesund.

2%
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Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruchfestigkeit

| 855 855.66,2 855.552 4
mac = 19,36 19,36.7 ' 0,137.19,36.7 7 —4

G

= 44,2 — 348,3 | 3390 = ~ 3086 kg/qcm.

Von den beiden Schenkelstiicken, die durch den Bruch entstanden
waren, wurde das eine bei der Auflagerentfernung von 500 mm als gerader
Stab der Biegungsprobe unterworfen. Diese lieferte bei gesunder Bruch-
fliche nach Gleichung 9, § 16, die Biegungsfestigkeit:

K, = 2524 kg/qem.

Wiirde man den gekriitmmten stabférmigen Korper als geraden
behandeln, d. h. seine Anstrengung durch das biegende Moment
nach Gleichung 9, § 16, beurteilen, so ergibt sich die Bruchfestig-
keit zu

855 bb . 56,2
(Gwmm) = _l‘] 36 'i' ;_5_ = &’ - = 1873 kg,chm.
9 = 2,42 . 82

Die Rechnung auf Grund der Voraussetzung, dafl die Querschnitte
eben bleiben, wiirde mit der Biegungsfestigkeit K, = 2524 cine Bruch-
belastung
2524
3086

P, = 855 — 699 kg

liefern, withrend die Annahme, dafl die Spannungsverteilung nach
Gleichung 1 stattfinde, d. h. genau so, als ob der Querschnitt einem
geraden stabformigen Korper angehére, eine Bruchbelastung P, erwarten
liBt, die sich aus

P, P, . 55,2
2524 — é}iﬁf??’*‘ P
. 2,42 .82
6
oder
2524
P O B
§ 1873
zu

P, = 1153 kg
ergibt,
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Hieraus folgt, dafB die letztere Annahme zu einer be-
deutenden Unterschitzung der Anstrengung fiihrt; sie
liefert eine um

1153 — 855
(Pl = 100 T P I)

= ~ 359,

zu groBe Widerstandsfihigkeit.
Die erste Voraussetzung dagegen beurteilt dieselbe um

855 —699
9y = 100 ———— = 18Y,

zu niedrig 1).

1y Dafl der Unterschied ¢, zum grifiten Teile seine Begriindung in der Ver-
iinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten @ bei GulBeisen hat, wurde oben S. 496
bereits hervorgehoben.

Zur Ermittlung der titsichlich auftretenden Spannungen unter Beriick-
sichtigung, daB} der Dehnungskoeifizient « veriinderlich ist, kann folgendermalen
vorgegangen werden.

Gleichung 1, 8. 460 lifit erkennen, daB die iiber dem Querschnitt ver-

]

zeichnete Linie der Dehnungen ¢ eine Hyperbel (z = _T_ )im MaBstabe (@ — =)

darstellt, welche in der Nullachse einen Betrag s, abschneidet. Ist das Gesetz
der Abhiingiglkeit zwischen Dehnungen und Spannungen bekannt, d. h. in Form
eines durch den Versuch erlangten Linienzuges oder als Gleichung gegeben, so
kann iiber dem Quersehnitt die zu der zuniichst willkiirlich angenommenen Linie
(Hyperbel) der Dehnungen ¢ gehorige Linie der Spannungen ¢ aufgezeichnet
werden. Liflt man vorerst die Normalkraft P auller Betracht, indem
man sich ihre Beriicksichtigung fiir spiiter vorbehiilt, so mufl die Bedingung
erfiillt sein

Jo.df=o0.

Hierdurch ist die Lage der Hyperbel, deren einer Punkt durch die will-
kiirlich angenommene Dehnung &, bestimmt ist, festgelegt und damt die GrifBe
von w und &, gefunden. (Soll die Normalkraft Beriicksichtigung finden,
s0 muB der Unterschied der Werte [ o df auf der Zug- und Druckseite gleich P
sein.) Aus der GréBe von 'r(rdf fiir die Zug- und Druckseite und dem Abstand
der Resultierenden dieser Zug- oder Druckkriitto orgibt sich die GréBe des hiegen-
den Momentes, welches die angenommene Dehnung s, hervorzurufen vermag.
Hinsichtlich weiterer Einzelheiten muB auf die folgenden Arbeiten verwiesen
werden, in denen gezeigt ist, dall die tatsiichlich auftretende Zugspannung beim
Bruch fast genau gleich grof ist wie die Zugfestigkeit, die sich aus Zugversuchen
fiir dasselbe Material ergeben wiirde. Wegen weiterer Einzelheiten vgl. R. Bau-
mann, Uber eben gekriimmte stabformige Korper aus Material mit veriinder-
licher Dehnungszahl, ihre Beanspruchung und Formiinderung, Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u. f., sowie Ludwik, Zur Frage der
Spannungsverteilung in gekriimmten stabférmigen Kirpern mit verinderlichem
Dehnungskocfﬁzicntcn, Technische Blitter, Prag 1905, S. 1 u. f.
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Stab 2.
I = 56542mm, r = 70mm, A = 80mm, b = 22,7 mm."
Bruch erfolgt bei P = 810 kg nach der in Fig. 3 eingetragenen
Bruchlinie 2 2. Bruchfliche gesund.
Es finden sich die Werte

Opar = 0128 kgf/qem, K, = 2500 kg/qem,  (6,,,) = 1899 kg/qem,

2500 ] 2500
D ST g 3
=810 —— 3198 - 647 kg, P, 810 1899 1067 kg,
1067 SlU 81{} 647
— R AL | —— — 200/,
810 e U e 20%/s
Stab 3.
I = 552mm, » = T0mm, h = 80 mm, b = 235 mm,

Bruch erfolgt bei P = 790 kg, nach der in Iig. 3 eingetragenen
Linie 3 3. Bruchfliche gesund.
Die Berechnung der Versuchsergebnisse fithrt zu:

Opae = 2936 kg/qem, K, = 2339 kg/qem,  (5,,,,) = 1782 kg/qem,

2339 2339
P X e RS, — 10374
Py 90 — 2936 — 629 kg, Pa—= 790 1782 = 037 kg,
1037 — 790 790 — 629
= s ST iy S S S 1 it SR SRR ¥

Simtliche 3 Stibe zeigen, dafl die Voraussetzung, die
Spannungsverteilung erfolge nach Gleichung 1, zu einer
bedeutenden Unterschitzung der [n(ln%pruchnahmc des vor-
liegenden Materiales fiihrt, und zwar im Durchschnitt um

356 4 32 + 31
3

wenn die ermittelten Werte von ¢, zugrunde gelegt werden.

= ~ 339,

b) Versuche mit Stiben aus grauem GuBeisen, Fig. 4.
Bearbeitet.

Die Form dieser Stibe ist so gewiihlt, daB, wenn die Auffassung,
die Spannungsverteilung in dem Querschnitte eines gekriimmten
Stabes sei die gleiche, als gehére derselbe einem geraden stabférmigen
Korper an, zutreffend wiire, der Bruch innerhalb der geraden Strecke 4B
erfolgen miilite; denn fiir alle anderen Querschnitte wiirde dann — die
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Richtigkeit dieser Annahme vorausgesetzt — die Beanspruchung ge-
ringer sein.

In der Tat ist jedoch keiner der Stibe in der geraden Mittelstrecke 4B

gebrochen; selbst dann nicht, wenn der Guf} in dieser Mittelstrecke
schlechte Stellen hatte. Sidmtliche brachen in der Kriimmung. Der
Querschnitt des immer von der inneren Kriimmung ausgehenden
Bruches soll jeweils durch die Grole y, Fig. 4, festgelegt werden.

260 —==——>|

e e e g e e ¢ e e et e 8 e &,

: ]
1
o I
! !
sl ;
3 \ N ¥
N
Fig. 4.
Stab 1.
[ — 5564 mm, r = T0mm, h = 80 mm, b = 224 mm,

f = 224.8 = 17,9 qem,

g =]
| +‘é'“" 3 = 0,137,

Der Bruch erfolgt bei P = 870 kg in der Kriimmung derart, daf}
1,6 em. Bruchfliche gesund.
Fiir den Bruchquerschnitt ergibt sich

das biegende Moment

P(l—y) = 870 (554 —1,6) = 870 . 53,8 = ~ 46800 kg . cm,

die Normalkraft 670 kg.
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Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruchfestigkeit

670 870. 53,8 870.53,8 4
G = G =t :
il 17,9 17,907 01371797 7 —4

— 37— 374 + 3636 = 3299 kg/qem.

Von den beiden, durch den Bruch entstandenen Schenkelstiicken €D
wurde das eine bei 500 mm Auflagerentfernung der Bruchprobe durch
Biegung unterworfen. Dasselbe ergab bei gesunder Bruchfliche nach
Gleichung 9, § 16, die Biegungsfestigkeit

K, = 2668 kg/qem.

Wiirde das gekriimmte stabformige Korperstiick, innerhalb dessen
der Bruch erfolgt ist, als gerader Stab behandelt, d. h, seine Anstrengung
durch das biegende Moment nach Gleichung 9, § 16, beurteilt, so finde
gich die Bruchfestigkeit

670 870.53,8

mas) =779 T 7

—, 2,24, 8
6

= 37 4+ 1961 = 1998 kg/qem,

Die Rechnung, welche voraussetzt, dall die Querschnitte eben
bleiben, wiirde von der Biegungsfestigkeit K, = 2668 kg/qem auf eine
Bruchbelastung

2668 i
fiithren, withrend die Annahme, dafl die Spannungsverteilung so statt-
finde, als gehore der Bruchquerschnitt einem geraden stabférmigen

Kérper an, eine Bruchbelastung

2668
P, = 870 ST 1162 kg
erwarten laft.
Da der Versuch die Bruchbelastung zu 870 kg ergab, so folgt, dal}

die letztere Annahme die Widerstandsfihigkeit um
1162-—870r ~

¢, = 100 = 0 ~ 34 %,
tiberschitzt.
Die erste Voraussetzung dagegen beurteilt diese um
0y = 100&08_’;%04 = ~ 199,

zu niedrig ').

1) Vgl. FuBbemerkung 8. 501,
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Stab 2.,

| — b52mm, » = 69 mm, h = 78mm, b = 224 mm, » = 0,133,
Bruchbelastung P = 790 kg, Normalkraft 645 kg, y = 13 mm, Bruch-
fliiche: fehlerhafte Stelle.

Es finden sich hiermit:

Opgs = 3131 ](g,l"{](‘]‘ll, -Kb = 2759 kga’qcm (Omaz) = 1909 kg/’qcm,

; 2759 2759
5 79022 — 696 kg, Py =790 —— = | £
Py =190 = ke R S T o e
1142—790 ., 790 — 696
= |} Jreine — 100 — = 120
Stab 3.
[ = 554 mm, r = T0 mm, h = 80,2 mm, b = 19,9 mm,

r = 0,137

Bruchbelastung P = 780 kg, Normalkraft 685 kg, ¥y = 9mm,
Bruchfliche gesund.

Damit ergeben sich die folgenden Werte:
Omar — 3378 kg/qem, K, = 2633 kg/qem, (Opmaz) == 2043 kgfqem,
2633 2633

P, = = c P, — 780 ——— = 1005 kg,

| = T80z=0 = 608 kg, Py = 780 5545 g
1005 — 780 780 — 608

g = 100t~ = 207 oie 100==ep = 22%,.

Somit weisen auch hier simtliche Stiabe mnach, daB
eine Uberschitzung der Widerstandsfihigkeit stattfindet,
und zwar im Durchschnitt um

34 444 +29  ga0
3

oder bei AusschluBl des Stabes mit fehlerhafter Bruch-

fliche um

4 - 2
i_;_g = 31,59,

wenn die Spannungsverteilung nach Gleichung 1, also an-
genommen wird, der Bruchquerschnitt gehdre einem geraden
stabformigen Koérper an.
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Schlufibemerkung.

Aus den Versuchen ist folgendes zu schlieflen.

Die Anwendung der Gleichung 1 fiir die Spannungsverteilung
bei gekriimmten stabféormigen Korpern, d. i. die Behandlung derselben
als Stibe mit geraden Mittellinien, fiihrt bei den Korpern Fig. 3 und 4
zu einer ganz bedeutenden Uberschitzung der Widerstandsfihigkeit,
und zwar bei den Stiben Fig. 3 um durchschnittlich 33 %, bei den Stiben
Fig. 4 um durchschnittlich mindestens 31,5 9, 1).

Diese Unterschiitzung der Anstrengung des Materials wird unter
sonst gleichen Verhiiltnissen um so bedeutender ausfallen, je grofler die
in Richtung des Kriimmungshalbmessers r liegende Querschnittsab-
messung A im Verhiiltnis zu 7 ist. Sie tritt in dem Mafie zuriick, in welchem
diese Abmessung & im Vergleich zum Kriimmungshalbmesser r abnimmt,
wie bereits in § 54, namentlich Fulbemerkung daselbst S. 463 u. f., dar-
gelegt ist.

Die Annahme, daf die Querschnitte eben bleiben, fithrt zu Zahlen,
welche auf eine Unterschiitzung der Widerstandsfihigkeit hindeuten,
und zwar bei den Stiben Fig. 3 um durchschnittlich

18 420 + 20
3

=~ 199%,,

bei den Stiben Fig. 4 unter Ausschlufl des zweiten Stabes um durch-
schnittlich
Fs (515
._“ —é—_ﬁﬁ_ e L 20)5 "fn-

DalB dieser Unterschied jedoch zum grofiten Teile auf Rechnung
der dem GuBeisen eigentiimlichen Verinderlichkeit des Dehnungs-
koeffizienten o« zu setzen ist, wurde bereits hervorgehoben (vgl. 5. 496).
Die Unterschitzung der Widerstandsfihigkeit betrigt hiernach nur
einen kleinen Bruchteil der angegebenen 19 9, bzw. 20,5 %,

Hiernach muf es als gegen den Sinn des Zweckes unserer
technischen Rechnungen verstoBend und deshalb als un-
richtig bezeichnet werden, gekriimmte Korper, fiir welche »
im Verhiltnis zu h nicht ausreichend grol} ist, auf Grund des

1) Wie Verfasser aus AnlaB eines Unfalles in der Zeitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1901, 8. 1567, und weiterhin 1902, 8. 141 und 142 (oder
Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 4) festgestellt hat, kann diese Uber-
schiitzung der Widerstandsfihigkeit in praktiseh wichtigen Fillen, je nach der
Kérper- und Querschnittsform, so weit gehen, dafl die tatsiichliche Widerstands-
‘fihigkeit rund nur ein Drittel von derjenigen ist, die nach der Auffassung, der
Brucheuerschnitt gehdre einem geraden stabfdrmigen Kérper an, sich ergibt,
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Gesetzes Gleichung ] allgemein wie Stibe mit gerader Mittel-
linie zu berechnen ).

Hieran iindert auch die Erwigung nichts, dafl die Querschnitte
des gekriimmten Korperteiles da, wo an ihn eine gerade Strecke an-
schlieBt, so z. B. im Falle der Fig. 4 bei A und B, oder auch bei C
weniger stark beanspruch®t gind, da in diesen Grenzquerschnitten wegen
ihrer Angehorigkeit sowohl zum gekriimmten wie zum geraden Stabstiick
nicht gleichzeitig die fiir ersteres und die fiir letzteres geltende Spannungs-
verteilung vorhanden sein kann. Vielmehr wird sich hier ein gewisser
Ausgleich vollziehen, ahnlich wie er in § 46, Ziff. 3, S. 399 bis 401
besprochen worden ist ?),  Die grofite Zugspannung wird in diesen
Querschnitten (vgl. Fig. 4) kleiner sein, als sie sich fiir den gekriimmten
Stab ergibt, und grofer, als sie fiir den geraden Stabteil berechnet wird.
Darin ist es auch begriindet, dall keiner der Stibe Fig. 4 im Querschnitt
bei A4 und B gebrochen ist, obgleich hier das biegende Moment und auch
die Normalkraft am groften ausfillt.

Ahnlich liegt der Fall bei dem in § 55, Fig. 1, S. 483 dargestellten
Haken. Hier muB der Umstand, dafl der Kriimmungshalbmesser der
Mittellinie oberhalb des Querschnittes BOC sehr bald bedeutend zu-
nimmt, eine solche ausgleichende, d. h. die grofite Zugspannung in diesem
Querschnitt etwas vermindernde, Wirkung iuBern. Dagegen wird ein
solcher, auf Verminderung der groBten Anstrengung wirkender Einfluf3
bei dem Korper Fig. 4, § 54, 5. 4064, nicht erwartet werden konnen.

Eine Koérperform, die sich unter Einwirkung der duBeren Krifte
so deformiert, daf r fiir den in Betracht kommenden Querschnitt zu-
nimmt, withrend sich gleichzeitig das biegende Moment infolge Ab-
nahme des Hebelarmes verringert, wie dies beispielsweise bei Fig. 4,
§ 54, S. 464, und Fig. 1, § 55, S. 483, der Fall ist, wird, reichliche Zihig-
keit des Materials, d. h. weitgehende Fihigkeit, die Gestalt zu @ndern,
vorausgesetzt, bei Bruchversuchen — cofern tiberhaupt Bruch eintritt —
naturgemil} eine bedeutend grofiere Bicgm1gsfestigkei{'. ergeben miissen,
als die Rechnung, die noch dazu Proportionalitit zwischen Spannungen
und Dehnungen voraussetzt. erwarten 1ift. Von der so nach weit ge-

1) Dafi man zu diesem Ergebnis auch auf dem Wege der Uberlegung
gelangt, folgt aus den oben gogebenen Darlegungen von selbst. Schon die §. 498,
IuBbemerkung 1, erwithnte Ahnlichkeit liefl dasselbe erwarten.

Aus neuester Zeit ist die Arbeit von Aue ,Zur Berechnung der
Spannungen in gekriimmten Stiiben, Dresden 1910, zu erwiihnen, die zu dem-
selben Ergebnis gelangt. Vgl. auch Zeitschrift  des Vereines deutscher In-
genieure 1911, 8. 561 u. f.

2y An Stellen mit plotzlicher Anderung der Form des stabférmigen Kérpers,
also mit Stetigkeitsunterbrechungen in der Form, wird sich immer ein solcher
Ausgleich einstellen miissen. Vgl. auch E. Daiber, Die Forminderung rechter
Winkel. Mannheim 1909.
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triebener Formiinderung ermittelten Festigkeit kann ein Schlul} auf die
Beanspruchung, wie sie im normalen Zustand des Kérpers tatsichlich
statthat, auch nicht mit einiger Anniherung gezogen werden, wie bereits
fiir gerade stabformige Kérper in § 22, Ziff. 1a, S. 248 u, f. dargelegt
worden ist 1).

3. Versuche zur Priifung der Anwendbarkeit der Gleichung 8, § 54,
auf Korper mit scharfen oder ausgerundeten Eecken.

Der Ingenieur kommt nicht selten in die Lage, Koérper mit Ansiitzen
(Schultern), wie z. B. in Fig. 5 dargestellt, gegeniiber den wirkenden
Kriften ausreichend stark zu bemessen. Eine strenge Verfolgung dieser
Aufgabe derart, daB die ausfithrende Technik von der Losung Gebrauch
machen koénnte, liegt bis jetzt noch nicht vor 2). Bei dieser Sachlage
empfand der Verfasser die Pflicht, die von ihm geiibte und 1901 aus

Anlafi eines Unfalls verdffent-

e— @ Q — lichte Niherungsrechnung (vgl,
Zeitschrift des Vercines deut-
a i scher Ingenieure 1901, 5. 1567 ;

1902, S. 141 und 142, sowie
Mitteilungen iiber Forschungs-
3 arbeiten, Heft 4) dahingehend,
der Querschnitt 4—B, nach
Fig. 5. dem der Bruch erfolgt, ge-

hore einem gekriimmten stab-

formigen Korper an, noch durch weitere Versuche hinsichtlich des
Grades ihrer Zuverlassigkeit zu priifen, was durch Bruchversuche mit
Kérpern nach Iig. 6 aus gutem Maschinengufleisen (1908) geschehen
ist. Dabei betrugen die Abmessungen in abgerundeten Maflen & = 70 mm,
b = 40 mm, A = 50 und 80 mm, die Ausrundungen p = 15 mm, 5 mm
und 0mm. Der Abstand « der Kraftrichtung wurde zu rund 16 mm gewiihlt.
An den Seitenflichen, die sich im Aufrifl Fig. 6 als Linien projizieren,
waren die Kérper bearbeitet, um den EinfluBl der Gulhaut auszuschalten.

Ko6rper mit A = rund 50 mm.

p = 15 mm.
Korper A brach nach Fig. 7, Taf. XIX, unter 2Q = 33 650 kg
i Bt . 2Q = 36350 kg

Durchschnitt 2 Q = 35 000 kg

1) Vgl. auch A. Bantlin, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1899,
8. 261 u. f. Gegenrede und Erwiderung hierzu findet sich 8. 403 und 404 daselbst.

1) Diese Anforderung wird auch von der Abhandlung nicht erfiillt, die in der
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik (Organ fiir angewandte Mathematik) 1907,
S. 60 u. f. enthalten ist.



C.Bach, Elastizitit. 6, Auil. Taf. XIX.

Fig.7, § 56. . Fig. 8, § 56.

Fig. 12, § 56.
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Die Bruchflichen erwiesen sich als gesund.
Die Korper rissen zuerst auf der einen Seite unter etwa 45° (bei

Korper 4 links).
p = Hmm.
Korper ¢ brach nach Fig. 8, Taf. XIX, unter 2 @ = 26 520 kg
T D T 3 ) 2 Q = 27470 kg
Durchschnitt 2 @ = 26 995 kg

Bruchflichen gesund.

2@
& Yo P Q
! .
! | R
; | i et I
Y 1. "Qi L)
\ |
b
%
7
7
4 Z ' |
Fig. 6.
p = 0.
Korper B brach, nach Fig. 9, Taf. XIX, unter 2 Q = 22970 kg
" r ¥ P 2 Q = 22430 kg

Durchsehnitt 2 @ = 22700 kg

Bruchflichen gesund.

In allen Fillen beginnt der Anbruch unter ungefihr 45°.

Deutlich zeigt sich Zunahme der Widerstandsfihigkeit mit
wachsender Ausrundung.

Trigt man zu den Werten p als wagrechten Abszissen die Durch-
schnittswerte von 2 @ als Ordinaten auf, so ergibt sich der in Fig. 10
dargestellte Linienzug, der nahezu eine Gerade bildet. Der Umstand,
daf fiir p = 0 noch ein sehr bedeutender Wert fiir 2 @ sich ergibt, spricht

_ deutlich fiir die alte Erkenntnis, daf sich an der scharfen Ecke ein Aus-
gleich der Spannungen einstellt, und diese hier nicht unendlich grof3
werden, wie Rechnungen ergeben, die als streng wissenschaftlich an-
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gesehen werden. Dementsprechend rechnet Verfasser bei scharfen Ecken
nicht mit p = 0, sondern mit einem aus Versuchen abgeleiteten Wert gy,
der von der Querschnittshohe 2 e Fig. 11, abhiingt. Damit ergibt sich fiir
die in Fig. 11 skizzierte Sachlage zur Benutzung von Gleichung 8, § 54:

P = Quindd?, f=2be, My= Qlz-ty), r=p +e

Ausfithrlicher soll an anderer Stelle hieriiber berichtet- werden.
Dabei werden alsdann auch Stabképfe behandelt werden, fur die %
bedeutend grofer ist, und deren Bruchlinie anders verliuft, als oben an-
gegeben (vgl. Fig. 12, Taf. XIX).

K
3
(2]
: -
g |
- a a
g 44 |
* v
§ G ,
& N lﬂlh\
3 ﬂ\(' w\;,
§ ‘? ™ /\lL/\\ z
\'/:
el
Fig. 10. Fig. 11,

II. Die Mittellinie ist eine doppelt gekriimmte Kurve.

In Beriicksichtigung der Grenzen, welche diesem Buche gezogen
sind, haben wir uns hier auf das Nachstehende zu beschriinken.

§ 57. Die gewundenen Drehungsfedern.

Eine genaue Berechnung dieser Federn ist sehr umstindlich; der
hiermit verkniipfte Zeitaufwand wiirde in den allermeisten Fillen auller
Verhiiltnis zur praktischen Bedeutung des Irgebnisses stehen. Infolge-
dessen pflegt man bei Feststellung der Zusammendriickung oder Aus-
dehnung sowie der Beanspruchung Annahmen zu machen, welche zu ge-
niigend einfachen Bezichungen fiihren. ;

; Die Mittellinie ABCDE, Fig.1, des gewundenen Stabes von
gleichem Querschnitte bestehe aus dem Kreisbogen 4 B C'D vom Halb-



§ 57. Die gewundenen Drehungsfedern. 511

messer p ') und aus der Geraden DE, welche in die Richtung eines Halb-
messers filllt. Im Punkte 4 sei der Stab eingespannt und im freien End-
punkte I, der gleichzeitig Mittelpunkt des Kreises ist, durch eine Kraft
P senkrecht zur Bildebene (Ebene des Kreises) belastet.

Fiir den beliebigen Querschnitt im Punkte B, welcher durch den
Winkel ¢ bestimmt sein moge, ergibt die Kraft P ein auf Drehung
wirkendes Kriftepaar vom Moment M, = P p und eine Schubkraft P,
welche vernachlissigt wird. Die Materialanstrengung erscheint
hiernach festgestellt durch Gleichung 9, § 34, natiirlich mit derjenigen
(tenaunigkeit, mit welcher diese fiir den geraden Stab entwickelte Be-
ziehung auf den gekriimmten Stab iibertragen werden darf,

Fig. 1.

Der Querschnitt im Punkte C' der Mittellinie, weleher von dem-
jenigen im Punkte B um ds = p dg absteht, mull sich unter Einwirkung
von M, gegeniiber dem letzteren Querschnittt verdrehen. Ist & der ver-
hiiltnismiBige Drehungswinkel, mit der soeben bezeichneten Genauigkeit
bestimmt:

fiir den kreisformigen Querschnitt durch Gleichung 5, § 32,

32 Po
t“)l = ?7{ ﬁ,

fiir den rechteckigen Querschnitt durch Gleichung 6, § 35, 8. 342,

; oobE - R
d = g 0D

so betrigt diese Verdrehung 4 ds = # p dgp. Dementsprechend wird
sich der Angriffspunkt # der Kraft 2 um #ds . p = ¥ p2doin Richtung
der letzteren bewegen. Hieraus ergibt sich die Strecke y’, um welche

1) Die Entwicklungen werden deshalb mit einem um so groBeren Fehler be-
haftet sein, je bedeutender die Steigung im Verhiltnis zum Halbmesser ist. Auch
die Verinderung des Halbmessers beim Zusammendriicken oder Auseinanderziehen
der Feder verdient unter Umstiinden Beachtung. Ferner nimmt Einfluf} das Ver-
hiiltnis dor Querschnittsabmessung in Richtung des Halbmessers zu der Grofle des
- letzteron,
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der Punkt E infolge der Verdrehung simtlicher Querschnitte des
Bogens 4B CD fortriickt, zu

y = ‘# p? dop.
:
Durch Einfithrung von
d = 4.p,
wobei betrigt:
fiir den kreisférmigen Querschnitt

A

fiir den rechteckigen Querschnitt

2
0 bha—“E h? P,
folgt
i A\ B8l e e D)
0
Die Bewegung von # aus AnlaB der Durchbiegung des Armes DFE
wird — als verhiiltnismiBig klein — vernachlissigt.

1. Die zylindrischen Schraubenfedern, Fig. 2 und 3.

y% Ké;{/&/%///// 2%

Fig. 3

Das in Gleichung 1 gewonnene Gesetz iibertrigt man nun auf
diese Federn, indem bei ¢ Windungen der Schraubenlinie

(=i
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gesetzt und an die Stelle von p der Halbmesser » eingefiihrt wird. Damit
folgt

2 i

] .
y =4 g?‘adtp = 2xiAdr3
e

0

ingbesondere fiir den kreisformigen Querschnitt unter Beachtung
der Gleichung 3, § 32, nach welcher

™
Py g2
e e

o

p cPr? S
Y :64:%—635—5:41733"'%[3"- SHERTL 0

und fiir den rechteckigen Querschnitt bei Beriicksichtigung der
Gleichung 5, § 34,
2
Pr = T k,b* h,

, bt B T RO
Yy = 2!1)0731W 1)?'3[5 == “'é—h!Jon?a_JF_?g kdﬁ . 3)]}

worin b die kleinere Seite des Rechtecks ist, gleichgiltig,
ob b oder & in die Richtung der Federachse fallt.

Diese Gleichung it sich auch unmittelbar aus der Beziehung 8 a,
§ 43, ableiten.

1y Nach Versuchen des Verfassers mit zylindrischen Schraubenfedern aus vor-
ziiglichem Federstahl (gehiirtet) erwies sich Gleichung 3 innerhalb des Gebietes
B: b = 1bis 6 und fiir Werte von % (im Gegensatz zu Fig. 3 senkrecht zur Schrauben-
achse liegend) bis 0,6 r noch als ausreichend zutreffend, wenn
I

2¢, = 8,35— 0,8 =

b 7

gesetzt wird. Dabei war ..-3 = in Rechnung gestellt worden.

840 000
Materialanstrengungen, berechnet aus
e
}\d - 4_.0 -bﬂ h s
ertrug das Material bis rund 14000 kg/qem (vgl. Maschinenelemente, 10. Aufl., 8. 63
und 64), Bei Zugrundelegung der Gleichungen 6 und 7, § 34, 8. 317, sinkt dieser
Wert fiir die I:mggcst:mcktnn Rechtecksquerschnitte bis auf rund 11000 kg/gem.
Dafll die hier fitr Schraubenfedern ermittelten Werte ¢ von denjenigen
abweichen, die S. 343 fiir gerade stabformige Korper erlangt wurden, erklirt sich
aus dem BinfluB der Schubkraft und der Kriimmung der Stabachse; iiberdies
handelt es sich bei den Schraubenfedern um gehiirteten Federstahl und bei den
8. 342 und 343 besprochenen Versuchen um zithes FluBeisen.

Bach, Elastizitht. 6. Aufl, : 33
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Die mechanische Arbeit, welche durch die von Null bis auf P ge-
wachsene Belastung bei Zuriicklegung des Weges y’ verrichtet wird, ist

> P y’. Dieselbe mubB gleich sein der Arbeit, welche die Formiinderung

des gewundenen Stabes, dessen Mittellinie die Liinge 2 w7 ¢ besitzt,
fordert. Mit der Genauigkeit, mit welcher die zuniichst fiir den geraden
Stab entwickelte Gleichung 8 a, § 43, auf den gekriimmten iibertragen
werden darf, findet sich wegen M; = Prundl = 27 rt

1 : 1 b2 - k2 Bk &
EP ety o B VI (Pr22mei.
’ y , 0% 4= h2
Y= Zl.lJnTE@WEE“-“ J?‘3ﬁ,

wie oben ermittelt.

In ganz gleicher Weise kann auch die Beziehung 2 aus der Arbeits-
gleichung fiir den kreiszylindrischen Stab abgeleitet werden.

Die mechanische Arbeit 4, welche die zylindrische Schrauben-
feder aufzunehmen vermag, wird unmittelbar durch die Gleichung 2,
§ 43, worin

-

V=—d*. 2xnr¢,

bzw. durch die Gleichung 7, § 43, mit
V= bh.2%x¢1

bestimmt oder kann auch mittelst der Beziehungen 2 und 3 unter
Beriicksichtigung der Gleichungen 3, § 32, und 5, § 34, als Produkt
1 ;

— Py’ ermittelt werden.

2
Beachtung verdient der Umstand, dafl mit dem Zusammen-

driicken oder Auseinanderziehen der Feder eine Verdrehung
derSelben verbunden ist, welche sich am dufieren Umfange bei einer
grofleren Zahl von Windungen leicht messen lifit. Beim Zusammen-
driicken dreht sich die Feder auf, entsprechend einer Verminde-
rung der Gangzahl, wenn auch nur um einen sehr kleinen Bruchteil,
beim Auseinanderziehen tritt das Entgegengesetzte ein. So ergab sich
z. B. fiir eine aus gehiirtetem Federstahl bestehende Feder nach Ifig. 3,
fiir die ermittelt worden war:

r = 55,1l mm, Windungszahl ¢ = 26,5,
die kleinere Seite & = 5,58 mm (in axialer Richtung liegend)
groffere ,, h = 332 , (,, radialer iy )

13



r

§ 57. Die gewundenen Drehungsfedern. 5156

ganze Hohe, senkrecht — also unter dem Einflufl des Eigengewichts,
das 14,88 kg betrug, stehend — gemessen, 958,5 mm,

auf der Belastungsstufe
P = 50/100 kg 50/160 kg 50/200 kg 50/250 kg 50/300 kg 50/350 kg

die Zusammendriickung
y = 84,6 mm 169,2mm 2538 mm 3385 mm 4251 mm 514,2 mm.

die Verdrehung auf dem Zylindermantel vom Durch-
messer 2.55,1 + 33,2 = 1434 mm gemessen
93 mm 187mm 265mm 345mm 405 mm 455 mm.

Dabei vergroBerte sich der urspriingliche Durchmesser der Feder
von 2.55,1 -+ 33,2 == 1434 mm bei vollstindiger Zusammendriickung
auf rund 145,0 mm. 3

TFerner ist zu beachten, daB lange Federn, welche auf Druck
beansprucht werden, die Neigung bekunden, in der Mitte nach der Seite
auszuweichen, d. h. auszuknicken; sie miissen deshalb gefiihrt werden
und ergeben alsdann einen Reibungswiderstand, welcher je nach den
Verhiiltnissen mehr oder weniger Einfluf auf die Groflen der Form-
iinderungen (Zusammendriickung und Verdrehung) Aullern kann.

2. Die Kegelfedern, Fig. 4, 5 und 6.

Auch auf diese Federn pflegt die Beziehung 1 iibertragen zu werden
indem man p als Veriinderliche ansieht und bei 4 Windungen setzt

P

o = r— (e —r) 5Lt
r, r
e R s
iz 2w i
27t
o = — — - dp.
% Ty =1 2
Hiermit wird dann .
Ty
21 » g
Y= ————d\ptdp = T2 4
=1 Y R Y

= 5 () (2% ) 4.

33*
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Fiir den kreisférmigen Querschnitt folgt

LA _ o
Y =l nl U ———P0

Z e d

Bl g
et ].61: El‘ + ?‘2] ((;;l I—'-‘"z )})s .
und im Falle der Fig. 6, wegen r;, = 0, r, = r
’ » fa P
g O b1 B.

: —
Z 7% %/Z/ZAI-?/?%/Z/ //%

ey el
Fig. 4.
, oorf - ' =
‘//”%%%%7 4 TP 777707250 77707757777
]
Fig. 5. Fig. 6.

Die Anstrengung k, wird bestimmt aus
T
P i 3 i
— 16 k,d* (Fig. 4)
bzw.

Pr— —]’_“6 k, d® (Fig. 6).

4)
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Itiir den rechteckigen Querschnitt, Fig. 5, ergibt sich

b2 - A
iR P

T

Y = (1 1) (n® + 12)

2

L 5 5 S e b - b2
2' Yol (Jr'l + ?'.!) (?.l T ) —baT & [3.
Die Anstrengung k, folgt aus

Py = % k, b* h.

Die vorstehenden Entwicklungen bediirfen hinsichtlich des Grades
der Genauigkeit noch einer griindlichen Priifung auf dem Wege des
Versuchs, namentlich dann, wenn die Querschnittsabmessungen der
Federn nicht sehr klein sind gegeniiber dem Kriimmungshalbmesser
der Mittellinie, und wenn die Ganghohe der Schraubenfedern ver-
hiltnismiBig bedeutend ist ).

1) Die in der Fuibemerkung 8. 513 erwilnten Versuche mit zylindrischen
Schraubenfedern erachtet Verfasser zur vollen Klarstellung noch nicht fiir aus-
reichend.



Sechster Abschnitf.

Hohlkorper, Gefiifie.

§ 58. Hohlzylinder.
1. Innerer und duBerer Druck.

Unter Bezugnahme auf Iig. 1 bezeichne
r; den inneren Halbmesser des an den Stirnseiten geschlossen vor-
ausgesetzten Hohlzylinders,
den dulleren Halbmesser desselben,
p; die Pressung der den Zylinderhohlraum erfiillenden Fliissigkeit,
p, die Pressung der den Zylinder umschliefenden Fliissigkeit.

Der AbschluB an den Stirnseiten des Zylinders sei derart, dafd
die Formiinderung des abschlieBenden Bodens einen Einflull auf die
Zylinderwandung nicht #uBlere, oder dal} dieser wenigstens unerheb-
lich ausfalle.

Der Zylinder werde auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem
bezogen, in der Weise, daBl die a-Achse mit der Zylinderachse, die
y z-Ebene mit der einen, den Hohlraum begrenzenden Stirnebene des
Zylinders zusammenfillt, wie dies Fig. 2 erkennen liBt.

Wir greifen einen beliebigen Punkt P des Zylinders heraus, welcher
in der x z-Ebene liegt und vor Eintritt der Formiinderung absteht:

von der iy z-Ebene um 2 und von der Zylindera,chs(\. um 2.
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Unter Einwirkung der den Zylinder belastenden Fliissigkeits-
pressungen wird sich aufler  noch 2z, und zwar um U, vergrofern.
Aus der x z-Ebene tritt der Punkt hierbei nicht heraus.

Ferner werden im Punkte P folgende Spannungen entstehen:

6, in Richtung der x-Achse, d. i. in axialer Richtung,

oy s s ¥ . d.i.in der Richtung des Umfanges,
in tangentialer Richtung, und

6, in Richtung der z-Achse, d. i. in radialer Richtung.

Fig. 3.

Dementsprechend wirken auf das unendlich kleine Korperelement,
Fig. 3, welches wir uns durch Zylinderflichen im Abstande z und
z 4+ dz aus dem Zylinder herausgeschnitten denken, in der Bildebene
der Figur die Kriifte:

6, . 2 z dg do radial einwiirts,

(gz -+ Li;z dzl)A 2 (z -+ dz) do da radial auswiirts,

6, . dz dv senkrecht zu den beiden IFlichen dz duw.
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Der Gleichgewichtszustand fordert nun, dafl die Summe der Kriifte
in senkrechter Richtung gleich Null ist, d. h. 3

: ds ;
c2z2dodo — (az —l—d—:dz) .2 (z +dz) do dx - 2 G, - dz da. sin (dg) = 0,")

woraus sich unter Beachtung, dal} sin (dg) = ~ dg, und nach Division
mit 2 do de dz bei Vernachlissigung des unendlich kleinen Gliedes
of R
TS

gegeniiber den iibrigen endlichen Grofien ergibt

da, 1
= O

dz ~ 2 1)

In § 7 fanden wir unter der Voraussetzung vollkommener Gleich-
artigkeit des Materials fiir ein beliebiges Korperelement, welches in
Richtung der drei Achsen gleichzeitig die Spannungen o,, 6,, o, erfihrt,
die hieraus sich ergebenden Dehnungen:

6, + 0o
. . 2
in Richtung der x-Achse ¢, = « (c — L ):

; o m

o Nl ik

2l 31 TR T Ey = ‘Gy._ m =1 A
e o, + Oy

1 T 31 o TNy E, = « Gz_ ??‘L__ ¥

Hieraus folgt

1) Liegt die Aufgabe vor, die Beanspruchung eines rotierenden Hohlzylinders
infolge der Fliehkraft zu bestimmen, so ist diese Gleichung noch durch die aus-
wiirts gerichtete Fliehkraft des Korperelementes, d.h. durch Hinzufiigung des

Gliedes

2z2de . dzdx
S L L
g
Zu erginzen, worin
7 das Gewicht der Raumeinheit,
w die VVinkelgeschwindigkcit-,
g die Beschleunigung der Schwere
bedeutet.
(Gleichung 1 geht damit {iber in
da, I 2
1 [
_dz_ - (ay waz)—y__ 2

Diese Aufgabe wird 8. 587 u. f. behandelt werden.
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= o % + 0, o o, )
£ + €g + = o (Gx _'1" GU _i“ Gz — 2 —'TI »
m_ atate _ m

6, + o 46 =- o
70 % ¢ m— 2 o m—2 o

sofern

o e e I T L e B 2)

Wird hierzu die aus der ersten der Gleichungen 4, § 7, abgeleitete
Beziehung :

g
MGy =6, 0, =h
hinzugefiigt, so ergibt sich
m e €
e ]
ma, + 6, = ) + m %
m 1 ( | e
G 5 El
@ 1 4-m o \ : m— 2

2 e !

kstn (a‘ '} ﬁif-z)
5y Sy

g B ( &+ i —?) 3)
2 e

GZ_?(ES_* m—"_)

Im vorliegenden Falle betriigt, da sich z um T éindert, die tangentiale
Dehnung g, im Punkte P
2rb s 2ne C

gy = 27:27::_-_' e )

[l

Fiir die radiale Dehnung e, liefert die Erwiigung, dafBl die Strecke dz
die Anderung df erfihrt, den Ausdruck

Eal__- % & i . . . 5 = 5)
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Hiermit wird aus den Gleichungen 3

d

S o2

e e\ Z bz
& ¢} 1 m— 2

g, 4

el el
G""_M_B m— 2

¢ &

e
% B \dz ' m— 2

Die Einsetzung des aus der ersten dieser Gleichungen folgenden
Wertes

e e s T
1= Sim—1) " e m—1

in die beiden anderen fithrt zu

2 e di Oy
6= =t me | :
£ . )
I 3 el ( ¢ (f"C_') g
T m—1B\z ”l_mrlz,—l_m—l

Hier ist unter Voraussetzung gleichmiBiger Verteilung der Axial-
kraft = 72 p — = r>p_iiber den Zylinderquerschnitt = 72— 72, d. h.
13 1 a'ta W @ _ L3
I A S 2 2
(2 —rl)a, =% (D12 —p, 1)
die axiale Spannung
2 s
Pors— it

g, = < ;
it pe— 2
@ i

~1
—

als unveriinderliche Grofie anzusehen.
Die Einfiithrung der Werte o, und 6, aus den Gleichungen 6 in
die Gleichung 1 ergibt
d*C dt ¢

T sheie 2 )

z
dz z

oder
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Durch Integration

_:% it _: = konstant = ¢,.
Hieraus
z %E +C=c2
oder |
d(z0)
— Cite

und bei nochmaliger Integration

¥ 2 \
26 = ¢y 2° + Cy

vo| —

Mit den hieraus sich ergebenden Werten
y

S
z PR
@5 0y 0
gl 2
liefern die beiden Gleichungen 6
2 L Cagy e et Os (1
P ey -—2--( —1—1)—1—?(”@ l)I 1 oy
: 8)
2 1]|e Cy O
A Sl i U it ] e e
% m—1 @ lii (et b A )_ +'m.—~1

Die zwei Konstanten ¢, und ¢, bestimmen sich aus den Bedin-

gungen, dafi sein muf:

M2 = 7 Ot bt
2= 1 Gy = Pa,
dihy
2 1 Cl 2 r
P e e R B e ¥ e {'H’L = ]} e ]
Py m—1 ([ 2 o i gy 1
2 1 Cq Co U.r
e 2Lt e Bl Ly e
Pa m—1 £ | 2 el o L m— 1
woraus
o i T
A= 1 r2— 12 m-—l)
e et S R R
> 2 ra rn’
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Hiermit wird unter Beachtung der Gleichung 7

2 2 2 .2
e _pa rt pa S _I_ e Ta ?’": 1
e y2 — 42 (pi pa) 2 ,_,.2_ _zz
@ i a i ()}
Al 2 2.2 :
A ﬂ
ot CET iy AL NS (R
e e r r; oz

Die Dehnungen ¢, €, und ¢, in den drei Hauptrichtungen ergeben
sich aus den Gleichungen 4, § 7, nach Einfithrung der Werte o, (Glei-
chung 7), 6, und g, (Gleichung 9) zu

v
r2—qp 12
e Ve’ Tk ey
5 m y2 — y2
i@ %
i) o { 22
’( 5 m— 2 m’P,:?} Py £ m + 1 ’ Taly 0 ) 1 10)
; 1) b e p e e Iy ok il
.U\«Rh' z m g s m e S
= 2 9,0
B m__z_a Py Ty Dy Ty s m -+ 1 o a3 (; ) l
Kwd 3 m rg—rf m e P Py’ 2

2. Innerer Uberdruck p; (p, = 0).

Die Gleichungen 10 ergeben unter Beachtung des in §48, Ziff. 1
Erorterten die Materialanstrengung im Punkte P, und zwar

in Richtung der Zylinderachse

) 2
£ m— 2 i 0.4 4
e et R =04 ———p,
73 m po— 72— q2 Ps
i 1 i L] o

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

Ll 0 R
bey 2w e e LTl
o m p2 — g2 4 m p2 — g2 i g2
a 1 a 1
S ri i rar: 1 11)
e RS eeey W er ST Iy S )
i ol #

in Richtung des Halbmessers

¢ 2 A
R R e e
= S M v
o m T ry m Ty 4

e r2 2
=04——7p,—1,3 24
R P ol

a i a

10
gofern noch jeweils m = 3 gesetzt wird,



§ 58. Hohlzylinder. 525

T &g h )
Die Zugﬂ,nstrenguug 7‘ m Rlclatung der Achse tritt \’Olls‘biilldig

: : €g X ; -
hinter der Zuginanspruchnahme T welche im Sinne des Umfanges
statthat, zuriick, so daf sie nicht weiter in Betracht gezogen zu werden
e > : % :
braucht. -2 und —> erlangen die gréBten Werte fiir z — r;, d.h.
o o

an der Innenfliche des Hohlzylinders. Somit wird mit %, als zu-
lissiger Zug- und k& als zulissiger Druckanstrengung

12)

3 (52) (m + 1) 2 4 (m — 2) r} i 1.372 + 047 i
SR E e e e
o m(rj—?‘?) ! et ;
2 9 < 2 3 2 2
e mAnAm b LA 0ds
max ( ) — o= (?'E s ?_?] Pii— 1_‘% T ,',.% p;< k.

Die Zuganstrengung max (i in Richtung des Umfanges, d. i in
o

tangentialer Richtung, ist der grofere, also der bestimmende Wert.
Hiernach findet sich als mafligebende Beziehung

m+1r2n‘ m—~2?2
ST T B ety 3,240,402
k x} d‘l m L] p 2 153 ?'a + ¥ _1 . -[3)
z ?'ﬁ ki : e =
Od(!r‘
s S iy
2 / kz'—i— ( 1— _1}';,) P; f_.f kz + 0,4 P, i
R W CEU oL Fiee1dy 14)1)
e

1) Zur Entwicklung dieser Beziehung in der Zeitschrift des Vereines deutscher
Ingenieure 1880, S. 283 u. f. war Verfasser durch die Beobachtung veranlafit worden,
dafl Schliiuche, welche zum Zwecke der Priifung innerem Uberdruck ausgesetzt
wurden, sich verlingern, wiithrend die Grundlage der von Grashof in seiner Theorie
dor Blastizitiit und Festigkeit, 1878, 8.312, fiir die Berechnung von Hohlzylindern
entwickelten Gleichung

.n"m_kz oE (m—l}pi 15)

= . _—
?‘g, ‘]kaz'—{m-i-l)??‘
10
d mit m == ——
und mit m 3 #
r, =1 ] EM, 15a)
| k,—1.3p,
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Fir 1,3 p, = k, wird r, = o0, gleichgiiltig, wie klein auch der
innere Durchmesser sein mag, sofern er nur grofler als Null ist. Da
nun der zulissigen Anstrengung k, fiir jedes Material eine uniiber-
schreitbare Grenze gezogen ist, so folgt hieraus, dali nur solche Ver-
hiiltnisse moglich sind, fiir welche
k,

1,3

N =

oder allgemein

Seh

?7‘; == m _}_ Lo A

(Vgl. hierzu FuBlbemerkung 2, S.527.)

Dal} es durch fortgesetzte VergréBerung der Wandstirke nicht
moglich sein soll, die Fliissigkeitspressung {iber eine gewisse Hohe
hinaus zu steigern, kann fiir den ersten Augenblick iiberraschen, erklirt
sich jedoch durch die Ungleichmiifligkeit der Verteilung der Anstrengung
iiber den Wandungsquerschnitt. j i

welche dem Verfasser bis dahin als die zutreffendste erschienen war, infolge der
Vernachliissigung der Axialkraft 7 »,* p; nicht eine Verlingerung, sondern eine
Verkiirzung des Hohlzylinders ergibt, indem fiir die Dehnung &; in Richtung
der Zylinderachse ein negativer Wert gefunden wird. (8. am angegebenen Ort
in Nr.199 den Ausdruck fiir £ &z, vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1880, S. 288 und 290.) 7 :

Die Gleichung 15a ist zutreffend, wenn eine Axialkraft nicht wirkt, wie z. B,
im Falle eines Hohlzylinders, der beiderseits durch gleichgrofle Kolben verschlossen,
oder bei dem der Fliissigkeitsdruck auf den Boden nicht durch die Zylinderwand iiber-
tragen wird. Ein Beispiel dieser Art s. C. Bach. Maschinenelemente, 10. Aufl.,
§.739, Fig. 678.

Die Beziechung 15 wurde in der Form

. ,-"r.;a_.kz +(m—1) p‘:.
o ra - ?". — }’“- —— | ."I B 3
m bk, —(m+1)p,;

auch als Winklersche Gleichung bezeichnet (v. Reiche, Die Maschinenfabrikation
1876, 8. 37, wobei mit m = 3 gesetzt ist

o= r,] .-'If:_;_".l._fz —i__z E!:. — ;
Ty A ; P
3k, —4 P;

u. a.). Verfasser, welcher gelegentlich der Abfassung dieses Buches (1889) die
Winklersche Arbeit iiber zylindrische Gefile im Zivilingenieur 1860 erstmals
durchgesehen hat, fand bei dieser Gelegenhoit, da Winkler bereits damals
nicht bloB die Beziehung 15 aufgestellt hatte, sondern auch eine weitere Gleichung,
welche die erwidhnte Axialkraft beriicksichtigte (S. 348 und 349 daselbst), und
die sich von Gleichung 14 nur durch den mit 4 etwas zu grof3 gewiithlten Wert von
m unterscheidet.
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Denken wir uns beispielsweise einen Hohlzylinder aus Gufistahl
mit den Durchmessern

2r; = 80 mm, 2r, = 200 mm,

der Wandstiirke

r, —r; = 100 —40 = 60 mm

a
hergestellt und einem inneren Uberdruck von 1200 kg auf das Quadrat-
zentimeter ausgesetzt. Dann ergibt sich nach der zweiten der Glei-
chungen 11 die tangentiale Anstrengung (Zug) 1)

a) an der Innenfliche, d. h. fiir z = 4 cm,
42 102, 4* 1 ik
A oY (e [P -, 1200 — = ~ 1950 kg;
Ve 102 — 42 1200 20 LS 102 — 4?2 42 S
b) in der Mitte, d. h. fiir z = 7em,
42 T e %
] 1,3 1200 — =~ 700 kg;
0,4 10f—a2 1200 + 1,3 102 4¢ 120 o (00 kg
¢) an der AuBenfliche, d. h. fir z = 10 cm,
42 102, 42

; 1
1200 + 1,3 ———. 1200 — = ~ 390 kg.

04 103 102 — 42 10°

102—42

In Fig. 4 ist der Verlauf der Inanspruchnahme dargestellt.

Die Anstrengung betriigt hiernach auBen nur den fiinften Teil
derjenigen an der Innenfliche. Da die letztere maBigebend ist, so
wird das nach auBlen gelegene Material sehr schlecht aus-
geniitzt *). :

1) Die radiale Anstrengung (Druck) betréigt an der Innenfliche nach der
zweiten der Gleichungen 12

& 1,3.102—0,4%. 4* 23
bt | » ’ ‘ s Tl i
max (---- ——) o Ty S E TS 1200 = 1766 ke,

/4

(Zug) nach der ersten der 3 Gleichungen 11

42
. 1200 = 91 kg
10'-\__ 4_

und die a xiale Anstrengung

L0
X

?) Wenn es sich um ein Material handelt mit derart veréinderlichem Dehnungs-
koeffizienten, daB derselbe bei wachsender Spannung zunimmt, so dal also der
Stoff um so nachgicbiger ist, je stiirker er angestrengt wird, wie dies z. B. bei Gub-
eigsen zutrifit, so zeigt sich diese Ungleichmifigkeit nicht in dem hohen Grade:
an der Tnnenfliche fillt die Anstrengung geringer, an der AuBBenfliiche grolier aus,
als die vorstehenden Gleichungen, welche Unveriinderlichkeit des Dehnungskoeffi-
zionten und des Wertes m zur Voraussetzung haben, erwarten lassen. Bei GuBeisen
kommt andererseits wieder der in § 22, Ziff. 4, festgestellte Einflull der Gulhaut
hinzu. Ist diese, geringere Nachgiebigkeit besitzende Schicht an der Innenfliche
vorhanden, so muB sie die Festigleit vermindernd wirken. Durch Bearbeitung der
Innenfliiche — vorausgesetzt, dafl die Riicksicht auf das Dichthalten gegeniiber
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VergroBern wir die Wandstirke fortgesetzt, bis schlielich in der
Gleichung

y L
1,3+ 04 (r—‘)

(13

% 1,3r3—|—0,4i

FEN] TE_—urg-_ P= 1____(3)2 Py

Fig. 4.

der Fliissigkeit das Ausbohren gestattet — wiirde die Widerstandsfiihigkeit unter
sonst gleichen Verhiiltnissen erhtht werden kénnen.

(Vgl. in § 56 das unter Ziff. 1 b) und ¢) S. 495 sowie 496 Gesagte.)

Besteht der Zylinder aus zihem Material, z. B, aus FluBeisen, so wird nach
Uberschreiten der Streckgrenze im Innern das weiter nach auBen gelegene Material
in héherem MaBe herangezogen werden.

Bei Gufleisen und #hnlichen Materialien kénnen GuBspannungen (vergl.
8. 250) die Widerstandsfihigleit ganz wesentlich beeinflussen.

Der EinfluB der etwaigen Verénderlichkeit von m ist von keiner grofien
Bedeutung. .

Versuche iiber die Widerstandsfihigkeit. dickwandiger Hohlzylinder gegen-
iiber innerem Uberdruck sind in neuester Zeit durchgefiihrt worden von Kriiger
(Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, Heft 87). Aus den Untersuchungen geht
hervor, daf die im vorstehenden gegebenen Gleichungen mit den Versuchsergeb-
nissen recht befriedigend {ibereinstimmen.
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Anstrengung also nicht zu gelangen ist, wie oben bereits fest-
gestellt. |

Die erkannte Unvollstindigkeit der Ausniitzung der Widerstands-
fihigkeit des Materials, welche um so bedeutender ist, je grofier die
Wandstiirke, hat zur Konstruktion von zusammengesetzten Hohl-
zylindern (Ringgeschiitzen usw.) gefiihrt, deren Wesen sich aus
Folgendem ergibt.

Wir denken uns den Hohlzylinder des soeben behandelten Bei
spiels aus zwei Hohlzylindern bestehend:

einem inneren, fiir welchen r; = 40 mm, », = 70 mm,

,,  #dulleren, ,, % o= OREs S lis 5o e U] O R

Der dullere Zylinder sei auf den inneren (warm oder in anderer
Weise) so aufgezogen, dal} dieser zusammengepreB3t wird ; infolgedessen
tritt bei dem inneren Zylinder eine nach innen wachsende Druck-
spannung auf. Wenn nun jetzt die gepreBte Fliissigkeit (Arbeitsfliissig-
keit) den inneren Zylinder belastet, so fillt hier die Zuganstrengung
um den Betrag geringer aus, welcher der Druckanstrengung entspricht,
die durch das Aufziehen des duBeren Zylinders mit Pressung wachge-
rufen worden war. Dagegen ergibt sich die Zuganstrengung des duleren
Zylinders um denjenigen Betrag groBer, welcher von dem Aufziehen
auf den inneren herrithrte. ZweckmiBigerweise wird man bei solchen,
aus mehreren Hohlzylindern zusammengesetzten Zylindern dahin streben
miissen, daf} die Spannungen an den Innenflichen der einzelnen Zylinder
unter Einwirkung der Fliissigkeitspressung gleich grof3 ausfallen.

Bei Anwendung der entwickelten Gleichungen auf den Fall eines
solchen zusammengesetzten Hohlzylinders wird. wenn streng verfahren
werden soll, zu beachten sein, inwieweit die zylindrischen Wandungen
in achsialer Richtung Dehnungen erfahren.

Fiir im Verhiiltnis zum Halbmesser geringe Wandstiirke
§ = 7, —r, kann mit geniigender Anniherung gleichmiBige Ver-
teilung der Spannungen iiber den Wandungsquerschnitt angenommen
werden. Dies gibt fiir den I langen Hohlzylinder

2ri3p‘.{2slkz,
woraus
k., >p Tt oder 8§ > i 16)
i i s i k » foge * o
F

Aus der allgemeinen Gleichung 14 liiit sich diese Beziehung in
folgender Weise ableiten.

Mit m = oo (d. h. die Zusammenziehung, welche ein in Richtung

Bach, Elastizitit. 6. Aufl 2
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seiner Achse gezogener Stab senkrecht zu dieser erfihrt, wird ver-
nachliissigt) folgt zunichst

1 j‘:z P i = P;

2 / i ki
7 r, | | (] B ) :

k, — p; ). k,— p,

Unter Beachtung, dafi bei geringer Wandstirke p, nur einen
kleinen Bruchteil von %, bilden kann,

P; ( 'pil)
R | e e S G| et
el Lsd e el
: el
lains vt sty s

wie oben unmittelbar entwickelt wurde.
Die Spannung o, welche in dem senkrecht zur Achse gelegenen
Querschnitt

T (r2 —r)

des Hohlzylinders eintritt, findet sich aus

e ek e T R
1 '?‘i il)?: =T (?‘u ?“:} G
zu
o .
G 72 . 7 e B %
g o e e
top2 g2 e 4o sl
a i a ol e
g L L)
T

%

d. h. halb so grofl als die Anstrengung (nach Gleichung 16)
in Richtung des Umfanges.

3. AuBerer Uberdruck p, (p, = 0).

Wenn Flachdriicken oder Einbeulen der Wandung und bei grofier
Linge aufierdem die in § 23 besprochene Knickung oder die in § 13,
Ziff. 1g, 8. 173 u. f., erorterte Forminderung (vgl. Taf. VIII, Fig. 5
und 6) nicht zu erwarten steht, sind die Anstrengungen nach den
Gleichungen 10 mit p; = 0 zu berechnen. Dieselben gehen dann iiber in

m— 2 ?’f
v JOIEREEL R o
m ?'a ?"-
& 2 .2
g i 1 Y p m + 1 ra i 1
2: 5 = = o - -
m rgRicy m Pole= p2EHBUEE
2 2
m— 2 5 B m + 1 Yoy 1
A T e v 0 1 o RN et ey
3 m p2— g2 sa m i Ll
a T [r 1
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3 € € :
Den groRten Wert erlangen die Anstrengungen - % und —-E:- —die
p o
Inanspruchnahme L xommt als wesentlich kleiner wie die gleichzeitige
o

Anstrengung —> nicht weiter in Betracht — auch hier wieder fir das
: [#

kleinste z, d. h, fiir die Innenfliche, und zwar

in Richtung der Tangente (des Umfanges)

i =

o ( sal') 2m—1 5 17 "a p
LhlEte P TP e U
RairD, m e i il
in Richtung des Halbmessers 17)
2 a
€q 3 T T
max(—|=——F—p, =09—F—=5Dp,
(_tx) O el Pa ol v Pa
L0 & : :
sofern noch m = T eingefithrt wird. - Hiernach
‘ 4 "y
L ?'2—“__ -’.2_?)'1 oder Yy = T
a ] 1/ P
g 1—17 =%
ke )
18
5 s "
kz e 0,9 = _T?)a oder ?‘a e e — ]
?‘ﬂ fi i 'l o pa.
I’ i

Auch hier gilt die zur Gleichung 14 gemachte Bemerkung, daf
nur solche Verhiltnisse moglich sind, fiir welche

= bzw. <£
P e e e 00

(Vgl. das in der FuBbemerkung 2 auf 8. 527 und 528 iiber den Einfluli
der Veriinderlichkeit des Dehnungskoeffizienten Bemerkte.)

Fiir verhiltnismiBig geringe Wandstirke s = r, — r; findet
sich unter den oben ausgesprochenen Voraussetzungen und auf dem
gleichen Wege, welcher zur Beziehung 16 fiihrte,

r P
kf‘>pﬂ—6i oder a:>_rai‘—f‘ o SO 9)

Bei den Entwicklungen dieses Paragraphen blieb der etwaige,

die Festigkeit des Zylindermantels unterstiitzende Einflul der Zylinder-
34%
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boden (und zutreffendenfalls der Quernihte) unberiicksichtigt. Je
kiirzer der Zylinder im Vergleiche zum Durchmesser ist, um so be-
deutender wird unter sonst gleichen Verhiiltnissen dieser Einflul} sein;
je grofer die Linge, um so mehr wird er verschwinden. In der Mehr-
zahl der Fille tritt er in den Hintergrund; wo dies nicht zutrifft, kann
seine Beriicksichtigung schiitzungsweise unter Beachtung der Ver-
hiiltnisse des gerade vorliegenden Sonderfalles dadurch erfolgen, daf
die zulissige Anstrengung des Materials entsprechend hoher in die
Rechnung eingefiithrt wird.

Wenn der Hohlzylinder nicht aus dem Ganzen besteht, sondern
aus einzelnen Teilen hergestellt wurde, die durch Nietung oder in
anderer Weise verbunden sind, so wird auch die Widerstandsfihigkeit
der Verbindung in Betracht zu ziehen sein.

Die im vorstehenden gegebene Berechnungsweise von Zylinder-
wandstirken setzte voraus, dafi die Fliissigkeitspressung iiber den
ganzen Umfang gleich grofi ist. Die Wirklichkeit kann unter Um-
stiinden recht erheblich hiervon abweichen, so z. B. bei sehr weiten
wagerechten Rohrleitungen fiir Wasser, in denen der Druck von der
Sohle nach dem Scheitel hin verhiltnismiflig bedeutend abnimmt,
und die nur an der tiefsten Stelle gelagert sind usw. Solche Fille be-
diirfen besonderer Behandlung 1),

Die Ermittlung der Wandstiirken solcher Hohlzylinder, bei welchen
unter Einwirkung des duBeren Uberdruckes ein Flachdriicken (Iin-
knicken, Einbeulen) der Wandung zu befiirchten steht, gehort bei
dem derzeitigen Stand dieser Aufgabe sowie in Anbetracht der be-
sonderen [infliisse, welche dabei zu beriicksichtigen sind, an die-
jenigen Stellen, wo die betreffenden Gegenstiinde, zu denen solche
Hohlzylinder gehoren, behandelt werden 2).

1) Vgl. die Arbeit von Forchheimer in der Zeitschrift des dsterr. Ingenieur-
und Architekten-Vereines 1904, 8. 133 u. f.

%) Uber die Berechnung der éuflerem Uberdrucke ausgesetzten Flammrohre
von Dampfkesseln findet sich Niiheres in des Verfassers Maschinenelementen,
1891/92, S. 147 u. f., 1908 (10. Aufl.), 8. 237 u. f.

Daselbst ist auch der Einfluf der Rohrlinge auf die Widerstandsfihighkeit
solcher Rohre ertrtert.

Uber die tatsiichlichen zuweilen recht bedeutenden Abweichungen von der
Kreisform, die bei derartigen Rohren im Betriebe sich einstellen kinnen, und mit
denen trotzdem der Betrieb weitergefiihrt werden kann, vgl. des Verfassors Mit-
teilungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, 8. 1018, Die
Darlegungen an dieser Stelle diirften deutlich dafiir sprechen, dafl Gleichungen fiir
die Wandstiirken von Flammrohren usw. nicht lediglich vom Standpunkte der
Blastizitits- und Festigkeitslehre aufgestellt werden konnen.
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§ 59. Hohlkugel.

Mit den Bezeichnungen
r, der innere Halbmesser der Hohlkugel,
r, , aullere 3 2
k, die zulissige /utr.umtu‘ncrlmg
[ e A 5 Druckanstrengung
finden sich auf demselben Wege, welcher in § 58 eingeschlagen worden
; % TOS :
ist, und fiir m = Yo die folgenden Beziehungen.

. Innerer Uberdruck Py

Die grofite Anstrengung tritt auch hier an der Iunenfliche ein:

in Richtmlg der Tangente (des Umfanges)

m -1 '; m— 2 'y
"m P e G U ’")r"—l—[}di‘
k= Cra ___;_____?, T e
) 8=—ng
it 1T -
Ay : 1)
in Richtung des Halbmessers
mL m—2 4
S T e L8P —0.dir
i B —p, = e p— Py

Naturgemil sind in denselben nur solche Verhiiltnisse maoglich,
fiir welche sich endliche Werte von r, ergeben.
Fiir im Verhiiltnis zum Halbmesser geringe Wandstirke
§ = r, — r, ergibt die aus
Tr2p <~ k271
folgende Beziehung

7, 1 ;
kz?-—;-;n‘.?‘ oder S=-—r. — - . - 2)

die Anstrengung bzw. Wandstiirke geniigend genau.

2. AuBerer Uberdruck », (p, = 0).

Sofern Einknicken (Einbeulen) der Wandung nicht zu befiirchten
steht 1), gilt fiir die Anstrengung, die auch hier wieder an der Innen-
fliche den GroBtwert erreicht,

) Ubnl die Berechnung von kugeliérmigen Wandungen, bei dener}: llilm;
beulen zu befiirchten steht, s. des Verfassers Arbeit ,,Die W iderstandsfithigkei
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in Richtung der Tangente (des Umfanges)

- 3(m—1) 7 r
s - — £ = 1,06 +
=it B 1‘\_3__?,,:‘;; P, ,0 rﬁ_rg Pa
in Richtung des Halbmessers gL o)
8w 5
k, > ——2—p = 0,9 ——"—p..
i P T e e

Fiir verhiltnismiBig geringe Wandstirke wie oben

— 1 ek 1 P,
/.-"Q_pa? oder 8:7%—&5- A R 7 )

Die zwei letzten Sitze von § 58 sind auch sinngemifl auf die Hohl-
kugel zu iibertragen und demgemif3 zu beachten.

kugelfirmiger Wandungen gegeniiber iuflerem Uberdruck' in der Zeitschrift des’
Vereines deutscher Ingenieure 1902, 8. 333 u. f., oder Heft 6 der ,,Versuche tiber
die Widerstandsfihiglkeit von Kesselwandungen®, oder auch ,»Maschinenelemente®,
10. Aufl., 8. 2566 u. f.

Auch hier gilt der Schluisatz der Fulibemerkung auf Seite 532.



Siebenter Abschnitt.

Plattenformige Korper.

Die Erorterung der Widerstandsfihigkeit ebener Platten und
Wandungen gegeniiber einer gleichférmigen Belastung, insbesondere
durch Fliissigkeitsdruck, oder gegeniiber senkrecht zu ihnen wirken-
den Einzelkriften fiihrt auf eine der schwiichsten Stellen der Elasti-
zitiits- und Festigkeitslehre.

Eine vom mathematischen Standpunkt aus strenge Ableitung der
Inanspruchnahme, welche die am Umfange gestiitzte oder eingespannte
Platte bei der bezeichneten Belastung erfihrt, ist nach Wissen des
Verfassers nur fiir den Fall der ebenen kreisférmigen Platte,
der Scheibe, unter gewissen Voraussetzungen gegeben worden, die
{ibrigens in den meisten Fillen zu einem erheblichen Teile mit den
tatsiichlichen Verhiiltnissen in Widerspruch stehen, wie spiter niiher
auszufithren sein wird (§ 60, Ziff. 2).

Fiir die elliptische Platte fehlte es trotz ihres hiiufigen Vor-
kommeng als Mannlochdeckel usw. iiberhaupt an einer Beziehung
zwischen der Fliissigkeitspressung, den Abmessungen und der Material-
anstrengung,

Die zur Bestimmung der Inanspruchnahme rechteckiger Platten
vorliegenden Angaben beruhen auf Entwicklungen, die zwar zunichst
den streng wissenschaftlichen Weg einschlagen, sich jedoch im Ver-
laufe der Rechnung zu vereinfachenden Annahmen gezwungen sehen,
welche die Zuverlissigkeit der Ergebnisse beeintrichtigen. Uberdies
mull von wesentlichen der gemachten Voraussetzungen das gleiche
gesagt werden, was in dieser Hinsicht bei der kreisformigen Platte
bemerkt wurde. Der zur Losung der Aufgabe notige Aufwand an
mathematischen Hilfsmitteln ist trotzdem und ganz abgesehen von
der Umfinglichkeit der Rechnungen ein sehr bedeutender und geht
recht erheblich iiber das Maf hinaus, welches dem zwar wissenschaft-
lich gebildeten, jedoch mitten in der Ausfithrung stehenden Ingenieur
durchschnittlich noch gelaufig ist.

Auf andere als ebene Platten erstrecken sich diese Betrachtungen
iiberhaupt nicht, also nicht auf Deckel von den Formen, wie sie Z. B.



536 Plattenférmige Korper.

die Figuren 1 bis 5 wiedergeben. Querschnitte dieser Art aber sind
bei den in der Wirklichkeit vorkommenden Deckeln und dergleichen
weit hiufiger zu finden als das einfache Rechteck.

Unter diesen Umstinden erscheint die Sicherheit, mit welcher
der Konstrukteur die Inanspruchnahme von Platten und Wandungen
~der in Frage stehenden Art tatsichlich feststellen kann, durchschnitt-
lich recht gering; in nicht wenigen Fiillen kann iiberhaupt nicht von
einer Sicherheit, sondern es muf vielmehr von einer Unsicherheit

Ty I,

Fig. 1. Fig. 2.

Fig. 3. Fig. 4.

Fig. 5.

gesprochen werden, welche beziiglich der Widerstandsfihigkeit solcher
Konstruktionsteile besteht. Dieser Zustand mufite um so driickender
empfunden werden, als auf manchen Gebieten des Maschineningenieur-
wesens (Dampfkessel-, Dampfmaschinenbau usw.) Aufgaben der in
Frage stehenden Art sich sehr hiiufig zu bieten und hier iiberdies eine
hohe, auch auf Menschenleben sich erstreckende Verantwortlichkeit
einzuschlieBen pflegen.,

Bei dieser Sachlage hat sich Verfasser zur Befriedigung der vor-
liegenden {iberaus dringlichen Bediirfnisse veranlaBt gesehen, einen
Niherungsweg einzuschlagen, wie er sich aus dem Spiiteren (§ 60,
Ziff. 4, §61, §62, §63) ergeben wird. Die erste dahingehende Ver-
offentlichung findet sich in der Zeitschrift des Vercines deutscher
Ingenieure 1890, S. 1041 u. f.
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§ 60. Ebene kreisformige Platte (Scheibe).

1. Ermittlung der Ansfrengung auf dem Wege der Rechnung.

Die Behandlung dieser Aufgabe ist 1860 von Winkler und 1866
von Grashof der Offentlichkeit iibergeben worden. Der Gang der.
Entwicklungen ist bei beiden im wesentlichen derselbe. Die folgenden
Rechnungen geben die Losung wieder, wie sie sich in Grashofs Theorie
der Elastizitit und Festigkeit, 1878, S. 329 u. f. findet.

IE
F
- R LR
e e
N ]
| %
Fig. 6.

Fig. 7.

Die Scheibe von der Stirke A wird aufgefalit als am Umfange
vom Halbmesser » frei aufliegend, wie in Fig. 6 dargestellt, oder als
daselbst eingespannt, wie Iig. 8 wiedergibt (wobei jedoch der EinfluBl
des iiber den Kreis vom Halbmesser » vorstehenden Scheibenrandes
auf die Widerstandsfihigkeit unberiicksichtigt bleibt), und in bezug
auf ihre Belastung angenommen, daB diese im allgemeinen bestehe

aus einer Einzelkraft P, welche im Mittelpunkte angreifend senk-
recht zur Oberfliche gerichtet ist,
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aus einem gleichmifBig iiber die Oberfliche = r# verteilten Normal-
druck von der Grofle p auf die Flicheneinheit und

aus einer auf die kreiszylindrische Mantelfliche 27 » % gleich-
miiBig verteilten, radial auswiirts wirkenden Kraft, deren Grofie p
auf die Flicheneinheit betrigt.

Die Scheibe, welche zuniichst noch nicht belastet sei, denkt man
sich auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, dessen x- und
y-Achse in der Mittelebene liegen, wiihrend die z-Achse senkrecht dazu
(positiv nach unten) gerichtet ist (Fig. 6 und 7). Der in der wz-Ebene
gelegene beliebige Punkt P der Scheibe erscheint durch die Abszisse
und den Abstand % von der urspriinglich ebenen Mittelfliche bestimmt.
Unter Einwirkung der Belastung geht die letztere in eine Rotations-
fliche iiber (Iig.9), deren Meridianlinie durch die Koordinaten
und z festgelegt wird.

Fig. 9.

Werden nun fiir den in Betracht gezogenen Punkt P bezeichnet

mit ¢, die Normalspannung und ‘mit ¢, die Dehnung in Richtung
der a-Achse,
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mit o, die Normalspannung und mit e, die Dehnung in Richtung
der y-Achse,

mit o, die Normalspannung und mit ¢, die Dehnung in Richtung
der z-Achse,

so ergeben sich auf demselben Wege, auf welchem die Beziehungen
3, §58, gefunden wurden, die Werte

Unter der Voraussetzung, daB die Stirke & der Scheibe gering
ist gegeniiber 2 r, kann die Spannung ¢, nur klein ausfallen im Ver-
gleich zu o, und o, DemgemiB vernachlissigh man g, d. h. setzt

g, + _Er+ “y i ?z__ = 0
r m— 2
woraus folgt
£ = — Ef i E"‘_
7 m— 1

und erhilt hiermit
5]

6, = -(m—_W (me, + ey} ‘

6, = - 2L (e fme)
{m__l)B &* ¥

Bedeuten fiir den Punkt P’ der Mittelfliche, welcher um » von
der z-Achse absteht (Fig.6, 9),

e, und ¢, die nach der Richtung der x- bzw. y-Achse genommenen

Dehnungen,
o den Kriimmungshalbmesser der Meridianlinie,
(b % ., Mittelfliche in dem dazu senk-

rechten Normalschnitt,
welche Radien als sehr grof gegeniiber den Abmessungen der
vorausgesetzt werden,

Scheibe

80 ist mit der Anniherung, mit welcher die fiir gerade stabformige
Korper ermittelte Gleichung 1, § 16, nach hier iibertragen werden darf,
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r l r )\
e, = ¢, + ; und S _PI
Da nach Gleichung 14, § 16,
Al el
e da?

und ferner p, gleich der Linge der Normalen bis zum Durchschnitt
mit der Achse der Rotationsfliche ist, d. h. unter Bezugnahme auf
Fig. 9

—— __a. p— P :r: N — :E..___
R sing tge dz’
dx
B ey dz
oy x dx’
so ergibt sich
d2
=i
2)
A dz
Ty % dr
und nach Einfiihrung dieser Werte in die Gleichungen 1
het m [y ; d*z 1 dz\|
O'x T (7”’2 = l)a l m S + Sy 7\ (m {il 2 _1— x (ix) ] .3)
o, = -Lis—f—ma—'} &g _mdz][ l
e B d® | x dw

Die Spannungen ¢, und o, in dem Punkte P’ der Mittelfliche,
welche sich aus den Gleichungen 3 fiir A = 0 ergeben, riihren — unter
den gemachten Voraussetzungen — nur von der Spannung p; am
Umfangsmantel der Scheibe her, somit

’ ’
Gpi =10y =y

und infolgedessen auch aus den Gleichungen 3 mit % = 0

m' I r r
el
' T ’
OirET (m?— 1)« {Ex"l_mzy} = Fu
folglich
m— 1
E =€ =« — P,
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Hiermit liefern die Gleichungen 2

5 s m—1 2 d?z
gz 1 IS dx? l
m x 9a)
S
Sy m x dx
und die Gleichungen 3
4)

Vom Punkte P ausgehend denkt man sich ein Korperelement,
Fig. 10, mit den Querschnittsabmessungen de und d konstruiert und
herausgeschnitten, sodann die auf dasselbe wirkenden Spannungen
eingetragen, wobei zu beriicksichtigen ist, dal Schubspannungen nur
da auftreten kénnen, wo Winkelinderungen (Gleitungen) stattfinden,
und die Gleichgewichtsbedingung

it da
o, x do dh - 25_;,- sin _—;Pd)\ dx T (x -t 5 ) dop dx

do. [ dr dx
e (% -k T:dx) (@ + da)do d\ — (Ty ek d)t)(:c A —;)dtpda: =0
i \ /

dh

oL

aufgestellt. Aus derselben folgt
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ds, d‘ry
r‘)'y— Gw—.’r ‘d\? i “&')1'— == 0,
A do
e : xr
A G s sl ),
d x x & @ dx

‘ky £ _1_ iy B 20 l ) ( @22 Sk dz_) il
D oz BT mr—1 « \de? PR
X m 1 i d3z d?z d?z '\
T _,;3‘.’ e l' ? A ('Tﬂ xr an + m (Ez_ _l‘ d.'r,'z ) ’r
sdny S ot Sl ] die L)
d.  mr—1 o (dx“ a da? x? dx )

und durch Integration in bezug auf die Veriinderliche

e s e

VT m—1 0w 2 \da? x dx? x® dx Ty

: h
Die Konstante €' ist bestimmt dadurch, daf fiir % = + T;“ die

Schubspannung 7, = 0, somit
m: 1k — 4 (daz ety ol .s_zz) .

Wt T T et ot dw

Das Vorzeichen von = deutet an, dafl der urspriinglich rechte
Winkel, an dessen Kanten in Fig. 10 die Schubspannungen eingetragen
sind, in einen stumpfen iibergeht, diese also nicht in den eingezeichneten,
sondern in den entgegengesetzten Richtungen wirken.

Um 2z als Funktion von « zu erhalten, denkt man sich eine Scheibe
vom Halbmesser z, Fig. 11, herausgetrennt. Auf dieselbe wirkt in Rich-
tung der Scheibenachse die Belastung P + 7 a® p, welche durch die
Schubkrifte iibertragen werden muf}, somit

-+

i
2

Ty 2mad. = P - madyp
i
2
wobei die Integration nach Einfihrung des absoluten Wertes von 7,
aus Gleichung 5 lediglich in bezug auf % zu erfolgen hat. Es ergibt sich
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h

und somit in

die odaale Ol de s s 1t
P R x? dx me h? P

P). 6)
T

die Differentialgleichung der Meridianlinie.

Capi
IEEE e
1
Fig. 11,

Die Einsetzung des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Gleichung
in Gleichung 5 ergibt fiir die absolute Grofie der Schubspannung

3 ;;.2—412< P ) _
T o= —- B o, ?}x _'.I_---— . . " . . . n"}

v 4 h# i

Wie ersichtlich, wiirde 7, fiir == 0, d. h. fiir die Mitte der Scheibe,
unendlich groB werden, sofern P > 0 ist. Dies verlangt, daf} die Einzel-
last P nicht als im Mittelpunkt der Scheibe zusammengedringt an-
greifend, sondern als auf eine mit der Scheibenoberfliche konzentrische
Kreisfliche vom Halbmesser 7, verteilt gedacht wird, wobei », natiirlich
klein gegeniiber » anzunehmen ist. An die Stelle der Kreisfliche = ry®
kann auch der Kreisamfang 2 7 r, treten.

Mit den abgekiirzten Bezeichnungen

Pl O il 16 B
o Loy P = a . o =

geht Gleichung 6 iiber in

d3z 1 2 155 s b
—_—— = ax

o

da? x dat xeandy x
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und da die linke Seite gleich

d (dgz 1 dz d |1 d dz ]
L e = =) = =)
de \ da a dx dx ]_x dx da | |

go ist auch

woraus folgt

da 2
xdz 2 4_!{(an+01 2 e
—_— = — - b\x @ | — .,
- 3 -Ia w da 5 * 25
und wegen
. i
(xlnxd:c e (2ma—1)
dz @ b ¢ c
e | M et 3 e l i e o . £ st g . .
T 8x+4x{2n:r 1) + 2.r‘+ = 8)
Somit
- 3“2 ot —-}-%3:2 1y ---%x2+czlnx+ca D)

Hiernach finden sich fiir die in den Gleichungen 4 auftretenden
Werte

1 :
1 dz a-xg—’,—-b—(2£n:c—l)+—cl—+—c-f-—,}
4 2 2

x dc 8
10)
d*z 3 b ¢ Ci
AT 2 fasshil 5 B 5t
i g 2% -+ B (2mna+ 1)+ 5 g J

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ist zunichst zu be-
achten, dall fiir x = 0 auch 3_z = 0, d. h., dal die Tangente an der
X

Meridianlinie im Scheitel derselben wagrecht sein muB, also nach
(tleichung 8
b

0 Z?(xmxwrﬁ-’— fiir = 0.
X

Da
Inx

ziny = ——
1

H
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= . o0 3 - e e T
und dieser Wert fiir & = 0 zu = wird, so ist fiir Zihler und Nenner der

erste Differentialquotient zu bilden:

: 3 1
iR =
2 B MIEV
] B 2L s
Hiermit
0= 0+(““-) ;
& Jfx=0
was nur durch ¢, = 0 ermdglicht wird,

Ist die Scheibe am Rande nur gestitzt, also lose auf-
liegend, so mufi fiir alle Punkte des Umfangsmantels der Scheibe,
d. h. fiir @ = » und fiir jeden moglichen Wert von & 6, = p, sein. Nach
der ersten der Gleichungen 4 ist das nur moglich, wenn

9
AL ARy
da? z do

woraus nach Kinfiihrung der rechten Seiten der Gleichungen 10 folgt

i

1 3m-1 = 1l m—1
T S b(l?a rihiTy oy ) el

N

i b3

Fig. 12.

Ist die Scheibe am Rande eingespannt, sodall die a-Achse

an der Befestigungsstelle Tangente an der Meridianlinie ist, Fig. 12,
7 dz

(vgl. hieriiber auch § 53), dann muf} fiir @ = » % o 0 sein, somit nach

Gleichung 8, da ¢, = 0,

G b . € 4 !
0= ??"" --I— E'f (.3!!‘?-’:3 G [) + '2—'?’,

1Y ;
€y = — %1‘2-‘----2) (ln i E) 12)

Bach, Tlastizitat, 6. Aufl.
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a) Die Scheibe ist nur durch p gleichméfiig belastet;
=30
Mit P = 0 wird
=
S A e AT,
2 m: W '

Die Konstante ¢, der Gleichung 9 bestimmt sich dadurch, daf fiir

x = r z = 0 sein muB, also, da ¢, = 0 (8. 545), aus
a ‘

= :E 4 - 4] ye - Cy

Al
@ el
Gy == 32 rd - 41 12,
Damit geht die Gleichung 9 der Meridianlinie iiber in
@ ¢ : rd . g? \r2—a? |

eE e Shs = (u = c])—- )

a) Die Scheibe liegt am Rande lose auf.
GHleichung 11 ergibt mit b = 0

_i3 m - _]._ i
g R T

Cf=

Durch Einfiihrung dieser Gréfie und von

m2— 1 6
o S
m> * 70 P

in Gleichung 13 liefert diese

SimA e=aliim o Gl e AR s
e = N B V'
*T 16 me mh“(m—!—l sl o) )
Hieraus folgt die Durchbiegung in der Mitte fir 2 = 0 _
3 m—1)(Bm | 1) yh

# i ol e R L K 15

0 m? B3 2
; 10
und mit m = T

7 0.7 ,’.4 I
e 3l G p};‘}’a . . . . . . . 6)

Tiir p, = 0 gehen die Gleichungen 2 a iiber in
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2 i A i
g 7\‘122._._3__?"____“ 1 s )(%”""}“1?2__._33;2),
E2 da® 4 m? * e o =]
Ny TR L w,(*’mﬂ gt
v e 4 m? R\ m 41

Diese Dehnungen erlangen ihren grofiten Wert fiir & = 0 (Mitte
/
der Scheibe) und fiir X = 4+ ;—

D

(fuferste Iagsern). Diese Hochstwerte

sind iiberdies gleich grof}, niimlich

3 m—D@Bm+1 (f)

8 m* N

max (¢,) = +

P = max (sy).

An den bezeichneten Stellen sind die Schuhspa,nnungen nach
Gleichung 7 gleich Null, somit ist max (Z—) die grofite Anstrengung

und demgemill mit k, als zulissiger Biegungsinanspruchnahme

L3 m—D@m41[r) ;
kb"'ig s (}z) MRS DS

Mit m = 1‘}{1 wird

a

”
e e L L e e L
e O,ST(h) P )
B) Die Scheibe ist am Umfange eingespannt.

Gleichung 12 liefert mit b =

In ganz gleicher Weise wie unter o) ergibt sich hier die Lxlmchung
der Meridianlinie

3 mt—1 D oh
e UL e Y g e O L ) C
% 16 m* % .-’53(1 I ) 1)

und hieraus die Durchbiegung in der Mitte (x = 0)

BEEney —l rd
£ : S )
B e 5P RE S s )

A 10
und mit m = 3

4

r 21
?=017Tapss )
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Aus den Gleichungen 2 a folgt, da

ol A el
(RS e —— 1 S e
Bt it S

Fig. 13.

- £
Ist, wie vorausgesetzt, p, >0, so erlangt ai zwei grofite Werte:

h A
den einen fiirx = 0 und A = - —;— (Mitte der Scheibe, unterste Ifaser,
R J
bei A, Fig. 13) und den anderen fiir = r und A = — % (Kinspann-

stelle, oberste Faser, bei B, Fig. 13). Der erstere betriigt

K e B! 8 el
AT e m Pty 8 m? b

p

oo et BT N AR e ot
ka = Dy = o) v

m m?

der letztere

Dieser ist der groBere !); somit, da die Schubspannungen nach

Gleichung 7 fiir 3 = -+ % Null werden,

1) In Wirklichkeit pflogt die Einspannung nur eine unvollkommene zu sein.
Durch Nachgiebigkeit des befestigten Scheibenrandes (gegeniiber dem Zustande
vollkommener Einspannung) nimmt die Anstrengung der Scheibe an dem Rande
ab, dagegen diejenige in der Scheibenmitte zu. Hierbei steigt die letztere fiir

3 mi—1/(r\2 i 2 10
py = 0 von dem Werte == — (—k-) p, d.i. 0,34 (%) pbeim = —o=, giiltig

m?
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St — | 3 mr—1[r\?
kb)_Tpl+-—72(—) DAt e 22)

Fiir p, = 0 wird

und mit m =
0B S
b= ? k

b) Die Scheibe liegt am Rande frei auf und ist nur durch
die in der Mitte angreifende Kraft P belastet.
Die Gleichung der Meridianlinie ergibt sich in gleicher Weise, wie
unter a) ermittelt, bei Beachtung, dal}
m:—1 6

it e ol de 0 (wegenp = 0), ¢, = 0,

und fiir
& =1r z=10
aus Gleichung 9 zu
e 2 2 | SUT0s o gi ey
z = 1 lr (nr—1) — 2 (lnx 1)[ 4 (» )

Nach Einfiihrung von

ol =i——1h (lm' - Ligmae | )

2 m-1
und
m2 — 1 6
f: m> aﬁ?
wird
3 mt—1 P z  3m1 ]
P SN Vi 0 T e el R R FR P N 2
z TR aknlzm g”r—l_m-i-l (r x?)p.  24)

fiir vollkommene Einspannung, bis zu dem durch Gleichung 17 bestimmten
5

: : i : ABEDE e ;
Betrag, d.1.0,87 (—) p beim = 5 giiltig fiir Freiaufliegen, withrend die Be-

h
- . 3 m*—1 {r\* ; 7\
anspruchung am Umfange von dem Werte o p, d.i.0,68 2
b ! d
: 1045 : : st 5
bei m = 3 bis auf Null sinkt. Fiir eine gewisse Nachgiebigkeit an der Be

fsastigungsst-e]lo wird die Anstrengung der Scheibe am geringston ausfallen (vgl.
. 453, u. f.).
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Somit die Durchbiegung in der Mitte der Platte (x — 0)

¢ 3 m—1)(Bm+1) r?
= i = P B e b
2 i m? o f e 25)

10
Hndimibimd = —

3

02
2zl =060 0L — 26)

h?

Die Gleichungen 2a fiihren mit den Gleichungen 10 sowie unter
Beachtung, daBl p, = 0, ¢, = 0 und ¢, durch Gleichung 11 bestimmt ist,
sowie unter Beriicksichtigung der Bedeutung von b zu

3 m2—1 1 7 7 1 )
S O S e e > \
= SR T W m 4 1 ;i
3 mi—l P r m
— L R )
& T me mk"(mx'{ m+1)

Wird gemiil der Bemerkung zu Gleichung 7 (8. 543) die Kraft P
auf der Kreislinie 2 7w r, — in Wirklichkeit auf der dieser Linie ent-
sprechenden schmalen Kreisringfliche — gleichmiillig verteilt ange-
nommen, wobei 7, klein gegen », immerhin aber so grofi vorausgesetzt
ist, daB der groBte Wert der aus Gleichung 7 folgenden Schubspannung,
d.i. wegen A = 0 p = 0 und & = 7,
Sel?
i g 70

27)

das héchstens noch fiir zulissig erachtete MafBl nicht iiberschreitet, so
ergeben sich die GroBtwerte von g, und g, fiir
h
=% und Nt
T 9 mn 2

und zwar ist !

) gL 'ln- 0 i O J Y
R TR f{,—r m-+1 [ A?

die groBere der beiden Anstrengungen !); somit, da die Schubspannungen

nach Gleichung7 fiir 3 = + --i—-Null werden,
NS ] r m 2
g S S el 7 T ST O 08
b "2 m2 (3” rnl_m—i—l)h” :

1) Streng genommen, wiire noch die Formiinderung und die Anstrengung
innerhalb des mittleren Teiles der Scheibe, entsprechend dem Durchmesser 2 7,
zu untersuchen; hierauf sei zuniichst verzichtet,
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Hierbei ist allerdings vorausgesetzt, daB die der Schubspannung
Gleichung 27 entsprechende Dehnung nicht eine grofiere Anstrengung
liefert, was im Falle vollkommener Gleichartigkeit des Materials darauf

hinauskommt, daf}
i 1 ki i ~_max (i) b el )
47 hr, m o

Diese Voraussetzung wird erfiillt sein, wenn die Scheibenstirke 7,
die nach Gleichung 28 die Anstrengung mit der zweiten Potenz beeinflulit,
verhiltnismiBig klein gegeniiber r ist, welche Annahme der ganzen Ent-
wicklung dieses Paragraphen zugrunde liegt (vgl. 5. 539).

Gleichung 27 bzw. 29 ermoéglicht iibrigens in jedem Falle eine
Priifung,.

b 10 : > ;
Mit m = — geht Gleichung 28 {iber in

©
[

SR r i
k> 0,334 (1,3 10— + 1]—;— e
; o Hehs

2. Vergleichung der Voraussetzungen, welehe bei den unfer Ziff. 1

durchgefiihrten Rechnungen gemacht worden sind, mit den tat-
siichlichen Verhiiltnissen ).

In den weitaus meisten Fillen der Verwendung plattenformiger
Korper im Maschinenbau handelt es sich um die Widerstandsfiahigkeit
gegeniiber Fliissigkeitsbelastung. Die Platten miissen alsdann in der
Regel, damit sie abdichten, kriiftig gegen die Dichtungsfliche geprelit
werden, Sie liegen also keinesfalls lose auf ihrem Widerlager auf, konnen
auch hiiufig nicht als einfach eingespannt aufgefalit werden, sind viel-
mehr meist eigenartig befestigt. ~Betrachten wir beispielsweise die
Scheibe, welche in Fig. 14 ein zylindrisches Hohlgefill verschlief3t,
80 erkennen wir sofort, dafl, noch bevor die Fliissigkeitspressung wirkt,
schon durch das Anzichen der Flanschenschrauben die Scheibe sich
wolben muf3, und zwar um so mehr, je grofer der Abstand @ der Schrauben
von der Dichtungsstelle, d. h. von derjenigen Umfangslinie ist, in welcher

1y Wie 8. 537 bemerkt, entsprechen die unter Ziff. 1 gegebenen Entwicl-
lungen der von Grashof in seiner bekannten scharfen und klaren Weise auf-
gebauten — erstmals vor rund 45 Jahren veréffentlichten — Berechnung der
kreisférmigen Platte. In der ,,Festigkeitslehre von Foppl, 1900, 8. 273 u. i.
ist grundsiitzlich in gleicher Weise vorgegangen, jedoch zu einem Teile ein etwas
anderer Gang der Rechnung — unter Weglassung der radialen Belastung p, am
Scheibenumfang — gewiihlt. Die wesentlichen Voraussetzungen und die End-
ergebnisse der Rechnung sind die gleichen wie bei Grashof.

Vgl. auch die 8. 557 genannten Arbeiten von I neslin
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der Widerlagsdruck des Dichtungsringes zusammengedringt ange-
nommen werden darf. Wo diese Umfangslinie tatsichlich liegt, d. h.
wie sich der Widerlagsdruck iiber die Breite der Dichtungsscheibe ver-
teilt, ist unbestimmt. Die Scheibe wird also bereits auf Biegung bean:
sprucht, noch ehe eine Fliissigkeitspressung in Titigkeit getreten ist.
Diese Inanspruchnahme kann bei kriiftigem Anziehen der Schrauben
unter Umstinden schon allein die zulissige Anstrengung des Materials
itberschreiten.

Aber selbst dann ist die Sachlage anders, als die Rechnung vor-
dussetzt, wenn ein solcher Hebelarm @ nicht vorhanden wiire, wie z. B.
im Falle der Fig. 15, welche die vom Verfagser in seinem Versuchsapparat
zur Priifung ebener Platten angewendete Befestigungsweise zeigt ').
Die Scheibe liegt hier unten (Seite der geprefiten Fliissigkeit) auf einem
Dichtungsring von weichem Kupfer (etwa 8 mm stark) und stiitzt sich

|
|

I
%mmmm
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oben gegen eine etwa 2,5 mm breite Ringfliche von dem gleichen
mittleren Durchmesser wie der Kupferring. Durch Schrauben wird das
Oberteil des Apparates gegen das Unterteil so stark geprefit, dafi die
Abdichtung gesichert ist. Unter Kinwirkung der Fliissigkeitspressung
biegt sich die Scheibe durch; dabei sucht sie auf dem Dichtungsringe
einerseits sowie auf dem Widerlager andererseits zu gleiten und gleitet
tatsichlich (vgl. § 46, Ziff. 1). Hiermit aber werden Krifte in den Be-
rithrungsflichen zwischen Dichtungsring und Scheibe sowie zwischen
dieser und dem Widerlager wachgerufen, die in der Regel entgegengesetzt

1) Vgl. hieriiber die in § 64, 8.579 oben genannte Schriff oder auch Zeitschrift
des Vereines deutscher Ingenieure 1800, 8. 1041 u. f. oder Abhandlungen und
Berichte 1897, 8. 111 u. £
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gerichtet sind und meist auch von sehr verschiedener Grofie sein werden.
Diese Kriifte liefern fiir die Mittelfliche der Scheibe im allgemeinen radial
wirkende Kriifte sowie Formiinderung und Biegungsanstrengung be-
einflussende Momente. Diese Momente, unter Umstiinden, welche
die Regel zu bilden pflegen, von ganz erheblicher Bedeutung, sind bei den
Entwicklungen unter Ziff. 1, a, &, um die es sich hier handelt, vollstiindig
aufier acht gelassen 1). Je grofer die Kraft ist, mit welcher die Scheibe
zum Zwecke der Abdichtung angepreft wird, um so bedeutender werden
— unter sonst gleichen Verhiltnissen — die erwiihnten Momente sein.
Hierbei nimmt die Oberflichenbeschaffenheit der Scheibe, des Wider-
lagers und des Dichtungsringes Einflufl (vgl. § 46, Ziff. 1, insbesondere
dag iiber den Wert p Gesagte).

Auch der Umstand kann EinfluBl erlangen, daf} die Scheibe — Fig. 6,
8. 537 — mit ihrem Umfange iiber das Widerlager hinausreicht, einmal
insofern, als durch das iiberstehende Material die Widerstandsfihigkeit
der Scheibe erhoht wird, sodann bei Belastung der iiber das Widerlager
hinausragenden Ringfliche dadurch, daf} sich der Charakter der Stiitzung
iiber dem Widerlager dindert, indem bei ausreichender GroBe der Uber-
ragung die Scheibe aus dem Zustande der einfachen Stiitzung in den-
jenigen des Eingespanntseins iibergefithrt wird. Bei den iiblichen
Verhiiltnissen (r grof im Vergleich zu %) ist der erste EinfluBl deshalb
von geringer Bedeutung, weil die grofte Beanspruchung in der Mitte der
Scheibe auftritt. Ob der zweite Einflul bedeutungsvoll auftritt, ist im
einzelnen IFalle zu entscheiden.

3. Versuchsergehnisse.
Von den Ergebnissen der Versuche, welche Verfasser iiber die
Widerstandsfihigkeit ebener Platten seit 1889 angestellt hat, und hin-
sichtlich welcher im allgemeinen auf § 64 verwiesen werden darf, seien

1) Die mathematische Entwicklung liefert, wie nochmals scharf hervorge-
10
hoben werden muf, fiir die kreisformige Platte, wenn m = 3 gesotzt wird ' (vgl.
Fuflbemerkung 8. 548 und 549), jo nachdem dieScheibe vollkommen oder nicht ein-
gespannt ist:
a) fiir die Scheibenmitte
r

;| TR
p beziechungsweise 0,87 (l p
h g h
b) fiir den Scheibenrand

ky

]

Hji= 0,34(

ot :
= 0,68 (—;—> p beziehungsweise 0.

h
Mit diesen Ergebnissen, welehe nur fiir die Grenzfille gelten. Z“'isc.hcn
denen die Wirklichkeit zu Jiegen pflegt, tiberlifit die streng wissenschaftliche
Entwicklung den Konstrukteur seinem Schicksal und seiner — oft sehr grofien
— Verantwortlichkeit.
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hier diejenigen angefiihrt, welche sich auf kreisformige Scheiben aus Flufi-
stahlblech erstrecken. Dieses Material besitzt konstanten Dehnungs-
koeffizienten, und erscheinen deshalb die an solchen Scheiben innerhalb
der Proportionalititsgrenze gemessenen Durchbiegungen zu einer
Priifung der unter Ziff. 1 erhaltenen Rechnungsergebnisse geeignet.
Der Durchmesser (Fig. 15, 16) betrug hierbei 560 mm.

a) Die Scheibe ist nach MaBgabe der Fig, 16 in der Mitte

belastet und am Umfange gestiitzt. Sie legt sich —abgesehen

vom Einflugse des Eigengewichts — mnur mit derjenigen

Pressung gegen das Widerlager, welche durch die den Ver-

suchskorper in der Mitte belastende Kraft hervorgerufen
wird.

Fig. 16,

Der Dehnungskoeffizient o fiir federnde Durchbiegung ergab sich
nach Gleichung 26 (A = 8,4 mm) :

bei einer Gesamtdurch-

biegung von 0,205 em 0,355 em 0,530 em 1,1 em
auf der Belastungs-
stufe 2 3 4 5
158/753 753/1373 1373/2268 3688/5208'kg
1 1 | 1
oo = —

2900000 ° 3025000 ° 3972000 5116000’
withrend Biegungsversuche mit Streifen (Flachstiben) aus genau dem
gleichen Material

1

* = T2147000

lieferten.
Wird die Summe der Durchbiegungen auf der ersten und zweiten
Belastungsstufe zugrunde gelegt, so liefert Gleichung 26

1 _ 0,205.0,843 1

% 055.28°.753 2672000 °
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Wir erkennen, dall mit wachsender Durchbiegung der Scheibe,
d. h. mit zunehmender Abweichung derselben von der ebenen Form,
also mit wachgender Wolbung, der Dehnungskoeffizient anfangs langsam,
dann jedoch rasch abnimmt spiiter — bei weit getriebener Durch-
biegung — wird diese Abnahme wieder geringer. Von einer schiirferen

Intersuchung, welche namentlich mit niedrigeren Belastungen )
und kleineren Belastungsstufen zu arbeiten hitte, wiirde zu erwarten
sein: zuniichst angeniherte Proportionalitiit zwischen Belastungen und
Durchbiegungen bis zu einem gewissen Grade der Belastung hin, dann
stiirkere Zunahme der Durchbiegungen nach Uberschreiten der
Materialbeanspruchung, welche auf der Hohe der Streckgrenze liegt,
spiter wieder langsameres Wachsen (Folge der Wolbung).

Ferner erhellt, dal der aus Gleichung 26 berechnete Dehnungs-
koeffizient ganz erheblich kleiner ist als der wirkliche Dehnungskoeffi-
zient, des Materials. Der Unterschied betriigt bei Zugrundelegung selbst
des groBten Wertes von o
2 672000 — 2 147 000
T 2047000

s mull zuniichst dahingestellt bleiben, ob das verwendete Stahl-
blech das Material genau in dem Zustande enthielt wie die Streifen 2).
Aber selbst wenn in dieser Hinsicht ein Unterschied bestanden hitte,
s0 wiirde letzterer eine Abweichung von 25 9 nicht zu erkliren vermégen.
Sonach mufite geschlossen werden, dafl die Voraussetzungen, auf Grund
deren die Gleichung 26 erlangt wurde, nicht — selbst bei lose aufliegender
Scheibe — in dem MaBe zutreffen, als bei Durchfiihrung der Rechnungen
angenommen 1ist.

Das Unbefriedigende dieses Zustandes gab Veranlassung zu den
Versuchen, welche von Prof. Dr.-Ing. Ensslin im Laboratorium des
Verfassers durchgefithrt wurden unter Verwendung vervollkommneter
Eiurichtungen; insbesondere wurde die Vorrichtung, welche im Jahre
1890 zu den Plattenversuchen mit Belastung durch eine Kinzellast. ge-
troffen war, nimlich hydraulische Presse mit Kolben, der mittelst Stulp
abgedichtet wurde 3), durch eine Presse mit eingeschliffenem Kolben,

100 = 24,59,

1) Der Belastung P = 753 kg entspricht nach Gleichung 30 mit », = 1,1 em
eine Anstrengung
28 753 ]
ky = 0,334 (1’3 TR 1) T e et

) Wahrscheinlich wird eine solche Verschiedenheit von erheblichem Ein-
flul sein kiénnen; man denke z. B, an gehiimmertes und an ausgegliihtes Blech.
Auch war die Scheibe bereits vorher starken Beanspruchungen ausgesetzt gewesei.

%) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, 5. 1104, Fig. 12 bm:-
S.‘ 1042, Fig. 9 und 10 oder ,,Abhandlungen und Berichte", 8. 126 bzw. .ll...‘
Die Knappheit der Geldmittel gestattote damals weitergehende Ausgaben nicht.
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wiein Fig. 17 dargestellt, und durch Vorrichtung zum Messen des Druckes
mit Quecksilbersiiule (System Amsler-Laffon) ersetzt. Hierdurch
war eine von der Kolbenreibung in der Hauptsache unbeeintriichtigte,

also genauere Bestimmung der die Platte belastenden Kraft moglich als
frither. Die Belastung der Platte wird durch einen Kupferring auf eine
Kreisringfliche vom mittleren Halbmesser », iibertragen; somit der
Kraftangriff ein bestimmterer als bei den bis dahin vorgenommenen
Versuchen, Zuniichst wurde 7, = 15 mm gewiihlt. Die Messung der
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Durchbiegungen in der Mitte erfolgte durch das schon 1890 benutzte
Instrument ).  Fiir den Durchmesser des Auflagerringes wurden
560 mm beibehalten.

Uber die Ergebnisse hat Ensslin in Dinglers polyt. Journal 1903,
Bd. 318, Heft 45, 46, 50 und 51 ausfiihrlich berichtet 2). Er ermittelte
den groBten Unterschied zu 7,45 %, in demselben Sinne wie Verfasser,
fand jedoch auch einen solchen in entgegengesetztem Sinne bis zur Hohe
von 3,6 9,. Hiernach wiirden die Entwicklungen, welche die Elastizitits-
lehre fiir die am Umfange frei aufliegende Scheibe liefert, als ausreichend
genau zu bezeichnen sein.

b) Die Scheibe ist durch den Fliissigkeitsdruck p gleich-
mifig belastet und am Umfange nach MaBigabe der
Fig. 16 gestiitzt und abgedichtet.

Der Dehnungskoeffizient o ergibt sich nach Gleichung 16 ganz
allgemein weit kleiner, als ihn das Material tatsiichlich besitzt, aullerdem
im einzelnen zunehmend mit wachsender Fliissigkeitspressung, Bei-
spielsweise fand sich fiir die eine Scheibe (A = 8,5 mm)

fiir die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1 kg 3 bis 3.5 kg
bei einer Gesamtdurchbiegung 2z’ = 0,106 cm 0,450 em
' 1 1
~ 6257000 4 434 000

Durch Nachdrehen der Muttern, d. h. durch stiirkeres Zusammen-
pressen von Ober- und Unterteil des Versuchsapparates, sinkt der
Dehnungskoeffizient

fiir die Belastungsstufe p = 4 bis 4,5 kg
bei einer Gesamtdurchbiegung z* = 0,585 cm
e %= 8147000
An dieser Abnahme ist allerdings — jedoch zum weit geringeren

Teile — der Tinfluf der zunehmenden Wélbung beteiligt. Die Haupt-
ursache aber bildet die Abdichtungskraft, d. h. die Kraft, mit welcher
die Scheibe durch die Schrauben zum Zweck der Abdichtung einer-
seits gegen die Dichtung und andererseits gegen das Widerlager geprefiv
wird. (Vgl. das oben unter Ziff. 2 Bemerkte.)

—_—

1) 8. FuBlbemerkung 8. 126.
%) Vgl. auch dessen Arbeit ,,Studien iiber die Beanspruchung und Form-

i};l;l_lderung kreisformiger Platten‘* in Dinglers polyt. Journal 1904, Bd. 319, Heft 30
15 43.



558 Plattenférmige Kérper.

Eine stirkere Scheibe (4 = 10,1 mm) liefert

fiir die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1 kg 3 bis 3,5 kg
bei einer Gesamtdurchbiegung z' = 0,090 cm 0,365 em
1 1
% = ———

4 444 000 3664 000
also verhiltnismilig groflere Werte des Dehnungskoeffizienten.

Eine andere Scheibe (h = 8,4 mm) ergibt fiir die Belastungs-
stufe p = 0,1 bis 0,7 kg bei einer Gesamtdurchbiegung bis zu 0,143 em,
wenn die Schrauben kriftig angezogen sind:

1
= 6540 000 ’

wenn dieselben allmithlich mehr und mehr gelost werden:

1 1 1
% Y Bt R i AT
5970000 ° 4920000 "¢ 73820000

Losen der Schrauben, d. i. Verminderung der Abdichtungskraft, ver-
mehrt demnach o, ergibt also Zunahme der Durchbiegung, wiihrend
Nachziehen der Schrauben, d. i. Vergrofierung der Abdichtungskraft,
Verminderung der Durchbiegung zur IFolge hat.

Ohne in die Einzelheiten der Wirksamkeit der Abdichtungskraft
einzutreten, kann der Einflul} derselben leicht dahin festgestellt werden,
dal sich die Scheibe um so mehr von dem Zustande des Loseaufliegens
entfernt und um so mehr einem anderen sich nihert, welcher dem-
jenigen des Eingespanntseins iihnelt 1), je grofler — unter sonst gleichen
Verhiltnissen — die Abdichtungskraft ist. Da nun Loésen der Schrauben
diese Kraft vermindert, Anziehen derselben gie vermehrt, so kommt
ersteres auf Anniiherung an den Zustand des Loseaufliegens, letzteres
auf Anniherung an denjenigen des Eingespanntseins hinaus.

Hiernach wird bei derselben Grofie der Abdichtungskraft eine
stirkere Platte unter sonst gleichen Verhiiltnissen dem Eingespannt-
sein sich weniger nahe befinden als eine schwiichere, d. h. die stirkere
Scheibe mufl unter sonst gleichen Umstinden einen groferen Deh-
nungskoeffizienten ergeben als die schwiichere. Das ergab sich auch
tatsichlich fiir die 10,1 mm starke Scheibe, verglichen mit der zuerst
angefithrten 8,6 mm dicken Scheibe.

1) Von einer vollstindigen Einspannung kann natiirlich bei der Sachlage
Fig. 15 nicht die Rede sein.
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4, Niiherungsweg zur Ermittlung der Anstrengung.

a) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r aufliegend,
wird durch den Fliissigkeitsdruck p iiber die Fliche w #*
belastet, Fig. 15.

.

/}k’{//;'k\

Fig. 18.

Entsprechend dem Umstande, dafl bei Gleichartigkeit des Materials
die Querschnitte der grofiten Anstrengung durch die Mitte der Scheibe
gehen miissen, werde die letztere als ein nach einem Durchmesser
eingespannter Stab von rechteckigem Querschnitt, dessen Breite
d = 2 und dessen Hohe & ist, aufgefalit, Fig. 18. Belastet erscheint
diese Scheibenhiilfte bei Vernachlissigung des Eigengewichts:

«) durch die auf die Unterfliche 0,56 7 2 wirkende Fliissigkeits-
pressung p, welche mit Riicksicht darauf, daf der Schwerpunkt

von der Mitte absteht, fiir die Ein-

der Halbkreisfliche um -
3w

spannstelle das Moment
05 mrp. s
3w
liefert, und
) durch den auf die Umfangslinie = sich verteilenden Wider-
lagsdruck 0,5 7 72 p, welcher als im Schwerpunkte der Halbkreis-

2r
linie 7 r angreifend gedacht werden kann, dessen Abstand “tn
4

von der Mitte betriigt und deshalb das Moment
2r

06mrip, —

P

ergibt,
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Hieraus folgt das biegende Moment

und gomit nach Gleichung 13, § 20, S. 240, da hier

@ 1 h 1

e IR, i J 3:_ e .}'2

o 122?- h g 2irih2;
16 e bt y
TP <k 2rk

unter der Voraussetzung, daf} sich das Moment gleichmiflig iiber den
Querschnitt von der Breite d = 2 iibertrigt, und unter Vernach-
lissigung des Umstandes, daB senkrecht zueinander stehende Normal-
spannungen vorhanden sind. Tatsiichlich treffen diese Voraussetzungen
nicht zu:; insbesondere werden die nach der Scheibenmitte hin ge-
legenen Elemente des gefiihrdeten (‘)Juetschmttw stiirker beansprucht
gein. Dem kann dadurch Rechnung getragen werden, daB nicht die

z . ; e T e
volle Querschnittsbreite, sondern nur ein Teil, e in die Biegungs-
3 " y 2

gleichung eingefiihrt wird, womit

1 |5 D
SRy == k i il 5
AN
so dal}
o r\2 1 d\2 '
key = T) D g M\ Iel
oder it R 31)
Wi 'f’f G4 i Oﬁd'«’[ AL
: [ l 7 kb = (), l (L kb :

Hierin wird der Grofe p ganz allgemein der Charakter eines
durch Versuche festzustellenden Berichtigungskoeffizienten
beizulegen sein. Derselbe triigt alsdann nicht blofl der ungleichmiBigen
Verteilung des biegenden Momentes iiber den Querschnitt Rechnung
(insofern miiBlte er groBer als 1 sein), sondern auch sonstigen Ver-
hiiltnissen, namentlich dem Umstande, daBl senkrecht zueinander
wirkende Normalspannungen titig sind (insofern miiite er kleiner
als 1 sein). Er wird sich ferner in erheblichem Mafle abhiingig erweisen
miissen namentlich von der Befestigungsweise der Scheibe sowie von
der GroBe der Kraft, mit welcher deren Anpressung erfolgt, von der
Art der Abdichtung, von der Beschaffenheit der Oberfliche der Scheibe
da, wo diese das Dichtungsmaterial beriihrt, und da, wo sie sich mit
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ihrer anderen Seite gegen die Auflagefliche stiitzt usw. Je grofier
die Abdichtungskraft ist, um so kleiner — bis zu einer gewissen (Grenze
hin — wird p ausfallen miissen.

Je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem Zu-
stande des Kingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens nithert,
schwankt p nach dem, was aus den bis heute fiir Gulieisen erlangten
Versuchsergebnissen des Verfassers geschlossen werden darf, zwischen
0.8 und 1,2.

Fiir die Durchbiegung der Scheibe in der Mitte liefern die Glei-
chungen 15 (16) und 20 (21)

rd

z.r S qﬂ’ o _,;;5 p’ 4 o . - . : . 32)

worin der Koeffizient ¢ nach des Verfassers Versuchen zwischen

1 3 .

T 0,167 und —— = 0,6 schwankt, je nach der Befestigungsweise
]

_fler Scheibe am Rande (vgl. das soeben in dieser Beziehung iiber p

Bemerkte).

Handelt es sich um die Ermittlung der Anstrengung von Scheiben,
welche in der aus Fig. 14 ersichtlichen Weise befestigt sind, sowie
um diejenige von Platten, welche Querschnitte besitzen, wie solche
in den Fig. 1 bis 5 dargestellt sind, so ist in ganz entsprechender Weise
vorzugehen ). Dabei kann alsdann auch auf die Biegungsanstrengung
Riicksicht genommen werden, welche bei Vorhandensein des Hebel-
armes @, Fig. 14, durch das Anziehen der Flanschenschrauben iiber
diejenige hinaus eintritt, welehe von der Fliissigkeitspressung her-
rithrt (vgl. 8. 551 u. f.).

b) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r lose auf-
1I_Bgcnd, igt in der Mitte durch eine Kraft P belastet, welche
sich gleichférmig iiber die Kreisfliche mr®* verteilt, Fig.16.

Nach dem unter a) gegebenen Vorgange findet sich fiir die nach
einem Durchmesser ecingespannte Scheibe das Moment, herriihrend
von dem iiber die halbe Umfangslinie = r sich gleichmiiflig verteilenden
Widerlagsdruck 0,5 P,

2 .
08P

1) Derartige Beispiele finden sich behandelt in des Verfassers Maschinen-
elementen, 1891/92, §. 512 u. f. (vgl. auch S, 521 u.f. daselbst), 1908 (10. Auflage),
5.835 u. f. (vgl. auch 8. 856 u. f. daselbst).

Bach, Elastizitit, 6. Anil. :
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Demselben wirkb cntgegch das Moment, welches die tber den
Halbkreis 0,5 © r,? gleichmiiig verteilte Kraft 0,6 P liefert, d. i.

47
» i)
0,5 F rp

Somit das resultierende biegende Moment

’ :
WAL ey 1"-—(1—3 i""),

b1 3n T 3 r

folglich

r 2 7o) ] 2

Pt ( e O e

T ._] 3 =—""06 b

woraus
3 %) ru) P

Bk T (] 3 r/ A \

oder 33)

Tiir P = mwry2p und ry, = r geht diese Beziehung iiber in

J‘a"jzr]‘j;x—;—-‘
b

d. i. Gleichung 31, wie verlangt werden mull.
Fiir sehr kleine Werte von 7, d. h. streng genommen fiir
e — ¢ s teiat

h > ] ==,

algo unabhingig von 7 oder d.

Diese Unabhingigkeit der Stirke A vom Durchmesser der Scheibe
besteht jedoch in Wirklichkeit nicht ganz, da p unter sonst gleichen
Verhiltnissen mit dem Durchmesser der Scheibe wachsen wird.

Die Durchbiegung bestimmt sich nach Gleichung (25) (26) aus

.?,-2

Hierin ist fiir kleine Werte von 7y, etwa bis 0,1 » hin, nach des
Verfassers Versuchen
=15 und ¢ = 04 bis 0,5.

IFiir groflere Werte von r, nehmen beide Koeffizienten ab, und
zwar vermindert sich { erheblich stirker als p,.
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§ 61. Ebene elliptische Platte, Fig. 1, a >0

Bevor in gleicher Weise vorgegangen werden kann wie in § 60,
Ziff, 4, ist hier der zu erwartende Verlauf der Bruchlinie festzustellen,
d. h. zu untersuchen, ob der Querschnitt der gréfiten Anstrengung
in die Richtung der groflen oder der kleinen Achse fillt.

Zu diesem Zwecke denken wir uns in Richtung der grofien Achse a
und sodann auch in Richtung der kleinen Achse b je einen (im Ver-
gleich zu @ und b) sehr schmalen Streifen von der Breite 1, der Linge a
bzw. & herausgeschnitten und zu einem rechtwinkligen Streifenkreuz
vereinigt, wie in Fig. 1 gestrichelt angegeben ist. 1In der Mitte des
Kreuzes wirke eine Last P. Dieselbe wird sich alsdann auf die vier
Widerlager an den Enden der Streifen derart verteilen, dafll diese in
der Mitte sich um gleichviel durchbiegen. Bezeichnet

W, die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens von
der Liinge a,

W, die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens von
der Linge b,

50 entfiillt von der Belastung P auf die Mitte des Streifens von der
Linge a die Kraft 2 W, und auf dlejuuge des Streifens von der Liinge b
die Kraft 2 W,

Die Du:chbmgung der Mitte eines an den Enden im Abstande I
frei aufliegenden und in der Mitte durch eine Kraft S belasteten Stabes,
dessen in Betracht kommendes Trigheitsmoment @ ist, betriigt nach
Gleichung 14, § 18,

i o I3
V="ow
demnach die Durchbiegung y,” des Streifens von der Liinge @
y o a®
Yo =2W, 55

und diejenige des Streifens von der Liinge b
36+
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a3
Y li o lﬂ,%i—S-
Wegen
y, =y
wird
W a3 = W b3
d. h
W, a’
W, - b

1)

Die groBte Materialanstrengung o, in der Mitte des a langen
Streifens ergibt sich bei Vernachlissigung des Zusammenhanges mit

dem anderen Streifen unter Beachtung der Gleichung 7, § 18, aus

ALl
v ‘II
g, =30 e

und in gleicher Weise diejenige des b langen Streifens zu

b
Gb = 3 H/b ?z’_z

Trolglich” mit Riickeicht auf Gleichung 1
% W, b a

s, Wa b

oder

Da a = b, so ist

beispielsweise

2
fiir 0 = 2b s 5(2_(’) - o,

a—=30b 6, = %(.Jb)" = Y0,.
il
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Wir erkennen — fiir das Streifenkreuz —, dall die am
meisten gespannten Fasern in Richtung der kleinen Achse
eine im quadratischen Verhiltnisse der Achslingen stiirkere
Normalspannung erfahren als diejenigen in Richtung der
groRen Achse, und schliellen hieraus, dali die Bruchlinie
in der Richtung der groflen Achse verlaufen mul.

Dementsprechend ist die elliptische Platte so einzuspannen, dall
die groBe Achse a die Breite des Befestigungsquerschnittes bildet ?).

a) Die elliptische Platte, welche am Umfange, bestimmb
durch die groBe Achse ¢ und die kleine Achse b, aufliegt,

ab

l

|+

wird durch den Fliissigkeitsdruck p iiber die Fliche

T

belastet.

Auf dem in § 60, Ziff. 4 beschrittenen Wege (vgl. Fig. 18 daselbst)
wird das biegende Moment M, erhalten als Unterschied zwischen
dem Moment M, welches die von der stiitzenden Halbellipse (Wider-
lager) auf die Platte ausgeiibten Kriifte, die Umfangskriifte, liefern,
und demjenigen Moment, welches der Fliissigkeitsdruck ergibt, d. i.

] o
chlr P

2
'R&bf?ﬂh = 1

8

Die Bestimmung von M, ist hier jedoch weniger einfach als dort.
Bei der kreisformigen Scheibe durfte ohne weiteres gleichméflige Ver-
teilung des Widerlagsdruckes iiber den Kreisumfang angenommen,
d. h. vorausgesetzt werden, dafl jede Liingeneinheit des Umfanges 7 d
von dem Widerlager die gleiche Pressung erfihrt. Bei der elliptischen

) Wie oben 1;011101'1:13, erfolgt das Herausschneiden zweier Streifen zu dem
Zwocko der Gewinnung eines Urteils dariiber, ob in der Mitte der Platte die gréfite
Anstrengung in der Richtung der groBen oder der kleinen Achse der Ellipse auf-
tritt. Diese Methode, welche natiirlich lkeinen Anspruch daraui erheben lann,
genau und einwandfrei zu sein, setzt in erster Linie voraus, dafi die Formiinde-
rung, welche den herausgeschnittenen Streifen unterstellt wird, mit ausreichender
Anniiherung derjenigen entspricht, welche die Streifen in der Platte erfahren,
mindestens hinsichtlich der Form an sich. Vgl hieriiber auch 3. Auflage dieses
Buches 8. 541 u. f.

Das ganze Verfahren hilt Verfasser, wie er schon vor 20 Jahren ausge-
sprochen hat, nur fiir zuliissig, weil der Versuch nebenhergeht, und der Berichtigungs-
koeffizient i auf Grund von Versuchsergebnissen bestimmt wird, und weil man auf
anderem Wege in geniigend einfacher Weise nicht zum Ziele gelangt — wenigstens
ist dies dem Verfasser bisher nicht gelungen — und andererseits das \‘Orliege_l_lde
pPraktische Bediirfnis dringend Befriedigung verlangt. Er fvurda
es nur begriiBen kénnen, wenn von anderer Seite Vollkommeneres ausfindig ge-
macht wird.
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Platte ist diese Annahme nicht zulissig; denn nach Gleichung 1 nimmt
der Widerlagsdruck von den Endpunkten der grofien Achse, woselbst
er durch W, gemessen wird, nach den Endpunkten der kleinen Achse
hin zu, und zwar im umgekehrten kubischen Verhiiltnis der Achs-
lingen '), wenn das fiir das Streifenkreuz gefundene auf die elliptische
Platte iibertragen wird. Mit welcher Anndherung dies zulissig ist,
mul} zuniichst dahingestellt bleiben ). Da, wo der Kriimmungshalb-
messer der Ellipse am kleinsten ist, besitzt auch der Widerlagsdruck
seinen geringsten Wert; da, wo jener seinen Grofitwert erreicht, weist
auch dieser denselben auf,

Der Kritmmungshalbmesser der Ellipse ist bekanntlich im Scheitel
der grollen Achse

h
fa = 0
im Scheitel der kleinen Achse
al
T
demnach
Pyt Py == ad: b3,

d. i. aber dasselbe Verhiltnis, in welchem nach Gleichung 1 die Groflen
W, und W, zueinander stehen. Hs darf daher ausgesprochen werden,
daB sich W, und W, wie die zugehorigen Kriimmungshalb-
messer verhalten. Je mehr @ von b abweicht, um so ungleichformiger
verteilt sich der Fliissigkeitsdruck {iber das Widerlager.

Zur Teststellung des Momentes M,, welches dieser veriinderliche
Widerlagsdruck in bezug auf den Befestigungsquerschnitt der ellip-

1) Diese Veriinderlichkeit, welche beispielsweise bei dem Achsenverhiiltnis
a:b = 3:2 nach Gleichung 1 durch die Zahlen

8% : 2% = 278

gemessen wird derart, dafl die Pressung, mit welcher die elliptische Platte im
Scheitel der kleinen Achse gegen das Widerlager driickt, 27 : 8 mal = 3,375 mal
grifer ist als diejenige im Scheitel der groflen Achse, bedingt eine ungleich-
méfige Belastung gleich weit voneinander abstehender Schrauben,
durch welche etwa die Platte als VerschluBdeckel befestigt ist. An der Erkenntnis,
daB eine solche UngleichmiBiglkeit stattfindet, indert sich nichts, wenn auch die
fiir das Streifenkreuz ermittelte GesetzmiiBigkeit der Verteilung des Widerlags-
drucks nur mit einer mehr oder minder beschriinkten Anniiherung auf die elliptische
Platte iibertragen werden kann. Der Grad der Anniiherung oder Abweichung be-
einflult nur das Maf der UngleichmiiBigkeit. )

2) Der S.569 in die Rechnung eintretende, aus unmittelbaren Biegungs-
versuchen mit elliptischen Platten zu ermittelnde Berichtigungskoeffizient pt hat
der Abweichung Rechnung zu tragen.
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tischen Platte liefert, werde die Ellipse auf ein rechtwinkliges Ko-
ordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Mittelpunkt der Ellipse
liegt, dessen w-Achse in die grofle Achse und dessen y-Achse in die
kleine Achse fillt. Iiir einen beliebigen, durch z und y bestimmten
Punkt der Ellipse sei das zugehorige Kurvenelement mit ds bezeichnet.
Der auf dasselbe wirkende Widerlagsdruck betrage W ds. Dann ist

M, = [y Wds,

wobei die Integration sich auf die halbe Ellipse zu erstrecken hat.
Aus der Gleichung der Ellipse

S v \2
il S, Wl
a * b
2 2
folgt, sofern noch
or — a 1
T = —-sing
gesetat wird,
L f( a )2_ s ¢
”-a,\2_ 2t = - cos g,
dy b a b

az__bi‘.

- % -lllx"ll e = sin? ¢ . do.

Nach Einfiihrung von

ergibt gich

und

/% aTb ]fl_— ne sin-zuc_p_: cos @ dy.
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Hinsichtlich der Verinderlichkeit des Widerlagsdruckes W fanden
wir oben fiir die zwei Grenzwerte W, (in den Scheiteln der grolien
Achse) und W, (in den Scheiteln der kleimen Achse), daf sie sich ver-
halten wie die zugehorigen Kriimmungshalbmesser. Mit Riicksicht
hierauf werde: angenommen, dafBl W in dem beliebigen Punkte x, y
proportional dem Kriimmungshalbmesser p an dieser Stelle sei, dithi

w =W, =w-Lt

Py Aol &
2b
Da )
 [dy \? :
/ /
1 3 s A8
l ! (d:t‘,‘ )
Giives R O
dxz
so findet sich mit
dy b d®y 2l
—_— o —— 1y — Y e ——
dw F da? a: cos? o

die absolute GroBe des Kriimmungshalbmessers zu

i o _____3 |'__- B — SRR 3
2 i I.l’ b 2 2 2/ J 2 §
o — ;b la 1 +(;) tg’g.costo = ;b-— I“ cos® @ --L—(—é) sin® @
_—3 e g
a? ./ az—ph? @ :
e l,f T pr sin2q = Y ] 1 — n? sin? o.
Fir
A a’
x2=0d ig=0 wird p=p, = 57
a £ T b2
r = —‘j', d. L = 2, i p = pa = _2(,;’
wie oben bereits bemerkt.
Hiermit
s AR S g
b ST 5 J1 — n® sin® o
20

und infolgedessen fiir die halbe Kllipse
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o
- 7 e
M= \y Wds — Z% W, K” (1 — n? sin? ¢)* cos @ do
: 0
ab 2 1
=y H’b(l gt - =5 ﬂ4>

Der Wert W, bestimmt sich aus der Erwiigung, daB die Kraft,
welche die unter der Pressung p stehende Fliissigkeit auf die Hilfte
der elliptischen Platte ausiibt, d. i.

Tab
8

gleich sein muf} der Summe der Widerlagskriifte fiir die halbe Ellipse,
sofern von dem Einflusse des Eigengewichts abgesehen wird, und
andere, den Widerlagsdruck beeinflussende Kriifte nicht vorhanden
sind, d. h

w
L @ ; e
Ep = \Wds =2 = W, | * (1 —n2 sin? g)* do
0
s, W Jl_ 2 e
o a b( n® - ntl,
A
e b 1
W, = IR Ry
1 —n® 4 nl

Die Einfithrung dieses Wertes in die Gl(‘-ichuug fiir M, liefert

2 1 O
o li—i=— g il 8 4 4 -+— —
ab® 3 5 a b? a
ﬂ!u i ?} = = }) i
8 Tt i to 3 ..}- o [id¥h ie o3
7 - 3 n . it =

Hiermit ergibt sich nun die Biegungsgleichung in bezug auf den
@ breiten und 2 hohen Querschnitt der elliptischen Platte bei Kin-
fithrung des Berichtigungskoeffizienten p (vgl. § 60, Ziff. 4)

4
ab? 8+4< )43(6) mob 28

bile P 3 Por—6
15 342 (b)ﬂ| 3<b) 8 ™ 5

2

a
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570
Woraus
b
oy oelt)
S | @ b \?
by = DY bh\2 (-h)
i)
a
oder 3)
/ b 4
L7 34+ 12(“)—06( )
== | A
h 3 b I b - ( b )4 k,
3+ 2 7 1t a
Fir a = d gehen diese Ausdriicke {iber in
tesadls d \? At Ao EL
ky, — ¢ (Th_) p bzw. kz dl @
d. s., wie notwendig, die Gleichungen 31, § 60 fiir die hwmfonmgc
Scheibe.

Mit Anniaherung werde gesetzt |

2 4
a4+1z(b)—06(—b—) ;

e ()

infolgedessen

el Iisies:(ibd

‘b e 2 p’ l i a h p

a
oder 4)
) o))
b2 gyt
1 4 (= 2
~15b

Fiir den bei Mannlochverschliissen iiblichen Wert a =

liefern die Gleichungen 3

4
B f L2 — 0,6 L (i‘z
6 T "“\h)?’

4
34 2—.- —
- 9 %381

bzw.
.'r-
h = 0,656 b '.fp. i ;
ol
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o
SR

die Gleichungen 4

e b i el
b - 2 !‘L i }I ?3 3% [k _ji, 'p ;
9

14

bzw.
A S B
h>0590 1.
ot

Demnach ergil-at sich im vorliegenden Falle die Wandstiirke unter
Benutzung der Gleichung 4 um
0,65 — 0,59

e 0

100 - -
2 0,65

geringer, als Gleichung 3 liefert.

Der Berichtigungskoeffizient 1 liegt nach Versuchen des Ver-
: 2 9 : ! {
fassers etwa zwischen BT 0,67 und S 1,12, je nachdem sich die

.
Auflagerung am Umfange mehr dem Zustande des Eingespanntseins
oder demjenigen des Ireiaufliegens nihert.

b) Die elliptische Platte wie untera), lose aufliegend, jedoch
nur in der Mitte mit der Kraft P belastet.

Unter a) fand sich fiir das Moment der am stiitzenden Umfange
der Platte titigen Widerlagskrifte

ab 2 1
M, = TWb(lu— 3 n® 4~ 5 n“),

Y
o (i
13

und worin W,, die auf die Lingeneinheit der elliptischen Stiitzlinie
bezogene Widerlagskraft, im Scheitel der kleinen Achse, hier bestimmt
ist durch die Gleichung

worin bedeutet

qu

IJ * ¢
== ’s Wds = 2 —;— Wb\ (1 — n® sin® g)* do

0

—- é (18 Wb

|
=
e
—_—
J
:;:)3
._I_.
|
3&
et
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somit betrigt

;.'.)
W, = —-

Tta(l —n? + 3 n“)

Die Einsetzung dieses Wertes in die Gleichung fiir M, die unter
der Voraussetzung, daf die belastende Kraft sich nur auf eine sehr
kleine Fliche in der Mitte der Platte verteilt '), auch gleichzeitig mit
Anniiherung das biegende Moment liefert, fiithrt alsdann zu

2 1

e s 1
b P : SR 2 5 . = 1l e B2
] 1—n? 4 2 nt G e ;
8
woraus
b \2 b\
Sapig (=) gy
k">g s (;)ﬁ}(a) b
> R TS
bn " o it 2(_?)) 13 (__b )“ a h?
a a
oder 5)

f L e b \4 o
f ¢ ) S o (=t
% l 8 g;—}_4(65) ! (a) b P
h—= | - -

BArOE Gl

a

" Hierin ist nach den Ergebnissen der Versuche des Verfassers

P’ =9
ko= _; = 1,b bis —; =67

zu setzen. Unter sonst gleichen Verhiiltnissen wird p mit b wachsen.
Mit b = a ergibt sich aus Gleichung 5

Wik sue
kb = ‘_c & 52 s
{ibereinstimmend mit Gleichung 33, § 60, wenn r, = 0 gesetzt wird.

1) Erscheint diese Voraussetzung nicht geniigend erfiillt, so ist die Grifie
der Fliche, iiber welche sich P verteilt, ing Auge zu fassen und so vorzugehen,
wie oben in § 60, Ziff. 4, b geschehen.
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§ 62. Ebene quadratische Platte.

§ 62. Ebene quadratische Platte, Seitenliinge a.

Wie in § 61, so mufl auch hier zuniichst die zu erwartende Linie
der groBten Anstrengung (Bruchlinie) festgestellt werden. Diesem
Zwecke dient die folgende Betrachtung.

Um den Mittelpunkt M der noch unbelasteten Platte werde auf
derjenigen Plattenfliche, deren Fasern gezogen werden, ein kleines
Quadrat, Fig. 1, gezeichnet, dessen Seiten BAB parallel den Seiten

Fig. 1.

der Platte laufen. Unter Einwirkung der Belastung nehmen die Strecken
MA die Linge MA, (iibertriehen und ohne genaueres Kingehen auf
den Verlauf der Formiinderung gezeichnet) an, vergrofiern sich also
um AA,. Die Strecken 4B dehnen sich als auferhalb der Mitte ge-
legen, woselbst die Dehnung am grofiten ist, etwas weniger, etwa so,
daf die Punkte B nach B, riicken. Dabei geht dann das urspriing-
liche Quadrat in die Figur 4,B,4,B,4,B,4,B, mit gekrimmten Seiten
B,A,B, iiber. :

28 betriigt nun die verhiiltnismiiflige Dehnung in Richtung von M4

A4,
MA

Ihr gleich erweist sich in dem kleinen (rechts unten gelegenen)
Vierseit MAA,B,A,A4, in welches das Quadrat MABA {ibergegangen
ist, nur die Dehnung in der Richtung 4,4,. Dieselbe wird gemessen
durch

A A, —A4  2(44,705) A4,
A4 o MAYS . Ay

Die Dehnungen nach allen iibrigen Richtungen sind Kleiner, wie
eine einfache Betrachtung siimtlicher, im urspriinglichen Quadrate
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MABA beim Ubergange in das Vierseit M A B, 4, eingetretenen Lingen-
iinderungen ohne weiteres erkennen lifit. Demnach tritt die gréfite
Anstrengung auBerhalb des Punktes M nur in der Richtung 44
oder 4,4, ein, d. h. der Verlauf der Bruchlinie wird von der
Mitte aus nach der Richtung der Diagonale zu erwarten
sein.

Fig, 2.

Noch deutlicher tritt das hervor, wenn auf der bezeichneten Seite
der Platte ein Quadratnetz gezeichnet wird, wie in Fig. 2 gestrichelt
angedeutet ist. Durch die Belastung werden diese urspriinglich geraden
Netzlinien in Kurven iibergehen, ungefiihr wie in IFig. 2 iibertrieben
gezeichnet. Dal} die Dehnungen senkrecht zur Diagonale am grofiten
sind, somit die Bruchlinie nach dieser verlaufen wird, diirfte die Ab-
bildung deutlich zeigen.

a) Die quadratische Platte, am Umfange 4ua aufliegend,
wird durch den Fliissigkeitsdruck p iiber die Fldache a®
belastet.

Mit Riicksicht auf das Erorterte werde die quadratische Platte
nach Maligabe der Fig. 3 eingespannt.

Das biegende Moment M, ergibt sich alsdann aus der Erwiigung,
dafi auf jede der vier Quadratseiten eine resultierende Widerlags-

kraft i a? p wirkt, deren Angriffspunkt in der Seitenmitte, also im
oot .
Abstande = ].-“ - vom Einspannungsquerschnitt anzunehmen ist,

dalBl es sich fiir den letzteren um zwei solche Quadratseiten handelt,
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demnach um em Moment der Widerlagskrifte von der Grofie

2. ia2 a]

dafﬁ der Fliissigkeitsdruck auf die von der Diagonale begrenzte
Quadrathilfte i} a® p betrigt und im Schwerpunkte, d. i. im Abstande

sl

vom KEinspannungsquerschnitt angreift.

| 87

¥
i
|
i
g :
-]
i
i
1
|

A

N

Hiermit folgt

: 1 AR 1 Il
_z]f = 9 ——pn e - ity 5 L e Py 07 ] f—
Dl il el lastens p‘alz 24P |3

und demnach die Biegungsgleichung fiir den @ J2 breiten und % hohen
Querschnitt

a
s 3;:3] S kaa.?eﬁ,

woraus

oder SIS R T e S

1 /

Hierin ist nach Versuchen des Verfassers

3 9
Pl i ¢
L 1 .75 bis 3 1,12

zu setzen, je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem Zu-
stande des Eingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens nihert.
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b) Die quadratische Platte, wie unter a), lose aufliegend,
jedoch nur in der Mitte durch eine Kraft P belastet.

Auf dem Wege wie unter a) findet sich

Py {5 a
2 2 e =hky v -
Wworaus
Sansp
ky = 4 v ht
oder 2)
1 P
k/_.__ E[J k

Tiir den Berichtigungskoeffizienten ist zu setzen (Versuche des Ver-
fassers):

T 1,75 bis 2.

§ 63. Ebene rechteckige Platten, Fig. 1, a = b.

a) Die rechteckige Platte, welche im Umfange 2 (a - b),

bestimmt durch die lange Seite a und die kurze Seite b,

aufliegt,ist durch den Fliissigkeitsdruck piiber die Fliche a b
belastet.

Die in § 61 fiir die elliptische Platte angestellte Betrachtung, welche
zu der Erkenntnis fiihrte, dafBl die groBte Anstrengung fiir den Mittel-
punkt derselben in Richtung der kleinen Achse stattfindet, kann ohne
weiteres auch auf die rechteckige Platte iibertragen werden. Sie ergibt,
daB fiir den Mittel punkt der letzteren die grofiere Inanspruchnahme in
Richtung der kleinen Seite statthat, und daf infolgedessen in der Mitte
die Bruchlinie in Richtung der langen Seite verlaufen wird. Nach aufien
hin wird sie jedoch, wie aus dem in § 62 Erorterten zu schlieflen ist (vgl.
auch Fig. 2, § 62), die Neigung haben miissen, in die Diagonale einzu-
biegen, etwa nach Fig. 1. Die Wahl unter den Diagonalen diirfte hierbei
von Ungleichheiten im Material oder in der Stiitzung der Platte wesent-
lich beeinflufit werden.

Unter diesen Umstinden begegnet die zutreffende Annahme des
Bruchquerschnitts erheblicher Unsicherheit. In Erwigung des fiir die
Entwickelungen dieses Paragraphen allgemein gemachten und durch
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Binfithrung des Berichtigungskoeffizienten p. auch rechnerisch zum
Ausdruck gebrachten Vorbehalts, die erhaltenen Gleichungen durch
Versuche hinsichtlich ihrer Zuverlissigkeit zu priifen, sowie in Anbetracht
der Notwendigkeit, die praktisch wichtige Aufgabe mit einfachen Mitteln
der Losung zuzufithren, entschliefen wir uns fiir die Einspannung nach
der Diagonale BMB mit der MaBgabe,
nur dag fiir diesen Querschnitt sich er-
gebende biegende Moment in Rechnung
zu stellen.

Der gesamte Fliissigkeitsdruck a b p
verteilt sich allerdings nicht gleichformig
tiber die Seiten @ bzw. b; vielmehr wird
der Auflagerdruck in der Mitte der Seiten
am grofiten sein und nach den Eckpunkten des Rechtecks hin abnehmen.
Jedenfalls aber darf davon ausgegangen werden, daB fiir jede Seite der
resulticrende Widerlagsdruck durch die Mitte derselben geht, also um

b i
2 Vot t 02

von dem Einspannungsquerschnitt absteht. So ergibt sich das biegende
Moment
b a

5 MR

Mb:-

\.all—'

1
TR

L

und hiermit die Biegungsgleichung fiir den jg2 |~ p2 breiten und
hohen Querschnitt

oder AR e TR SR )

Wird nach MaBgabe von Fig. 2 die Liinge ¢ des Lotes auf die
Diagonale, deren Linge d ist, eingefiihrt, so findet sich durch unmittel-
bare Ableitung oder auch durch Umrechnung von Gleichung 1

T ]
iz o | e R S e e a)
V2%,

Bach, Elastizitit. 6. Aufl. 3
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woraus ersichtlich ist, dafl die Hohe ¢ allein die maligebende GroBe fiir
die Plattenstiirke ist.

T Mit b = a ergibt sich
; =
Y ) = P 7 1 2
A \ e < ‘!,-;3 4 P- } p
N b ' g
e oder
Fig, 2. B U

b
wie in § 62 fiir die quadratische Platte gefunden worden ist.

b) Die rechteckige Platte, wie unter a), am Umfange lose
aufliegend, jedoch nur in der Mitte durch eine Kraft P
belastet.

Auf dem unter a) beschrittenen Weg findet sich

£ b = I:_:_'i__- {’ kb I' - [_Ez_-_l_qﬁ k‘z,
) l.-az 4 b2 6 M
WOoraus
55 1 P
kb S > Ej_ 5 b Tké
i
oder A s bl
B aen
h > I3 i = o
il Sl )
B

Hieraus folgen die Gleichungen 2, § 62, wenn b — « gesetzt wird.
Mit den in Fig. 2 eingetragenen Bezeichnungen ergibt sich
e - T

e Espteti i
02 == g
s enr

e e S 2 a)
=2 " d R

Die Gleichungen 2 und 2a sind unter der Voraussetzung ent-
-wickelt, dafl die belastende Kraft £ in der Mitte der Platte an-
greift. In der Regel wird sie auf cine mehr oder minder grofe
Fliche wirken. Wird beispielsweise angenommen, daf} P sich gleich-
miiBig iiber eine kleine Kreisfliche 77?2 verteilt, so lautet die Biegungs
gleichung (vergl. S. 562)
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§ 64. Versuchsergebnisse.

Die in der Einleitung zu diesem Abschnitt erorterte Sachlage
verlangte dringend die Anstellung von Versuchen tiber die Widerstands-
fihigkeit plattenformiger Kérper. Infolgedessen unterzog gich Ver-
fasser dieser Aufgabe und fithrte 1889/90 nach Konstruktion der erforder-
lichen Versuchseinrichtungen — solche lagen bisher nicht vor — eine
groBe Anzahl von Versuchen mit Platten von TluBstahlblech und Gub-
eisen durch. Uber dieselben ist in dessen Schrift: ,,Versuche iiber die
Widerstandsfihigkeit ebener Platten®, Berlin 1890, berichtet ).

1) Rrgiinzungen hierzu finden sich in des Verfassers Arbeiten: ,,»Versuche
iiber die Widerstandsfiihigkeit der Wasserkammerplatten von WasserrShren-
kossoln'* (Versuche iiber die Widerstandsfiihigkeit von Kesselwandungen, Heft 1,
Berlin 1803, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1893, 8. 489
w.f., 8. 526 u. f.), ,,Berechnung von Schieberkastendeckeln®™ usw, (Protokoll der
21. Delegierten- und Ingenieur-Versammlung des Internationalen Verbandes der
Dampfkessel-Uberwachungsvereine zu Niirnberg 1892, .84 u.f., oder auch
Zoitschrift dieses Verbandes 1883, Berlin und Breslau, 8.1 u. f.; dieser Vortrag
liefert gleichzeitig einen Beitrag zur Beurteilung des Grades der Verantwortlichkeit,
die den einzelnen Ingenieur, dessen Konstruktionen infolge ungeniigender Wider-
standsfihigkeit ebener Wandungen zu einem Unfalle gefiihrt haben, tatsiichlich
trifft), ,,Maschinenelemente' 1891/92, (8. 512 u.{i., S.521 u.f., 1908 (10. Aufl.),
8. 835 u. f., 8. 856 u. {.), ,,Die Berechnung flacher durch Anker- oder Stehbolzen
unterstiitzter I esselwandungen und die Ergebnisse der neuesten hierauf beztig-
lichen Versuche®* (Versuche iiber die Widerstandsfihiglkeit von Kesselwandungen,
Heft 2, Berlin 1894, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894,
8. 841 u. £, 8. 373 u. {.), ,,Untersuchungen iiber die TFormiinderungen und die An-
strengung flacher Boden* (Versuche iiber die Widerstandsfihigkeit von Kessel-
wandungen, Heft 3, Berlin 1897, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher ;[11-
genieure 1897, 8. 1157 u. f., 8. 1191 u. f,, 8. 1218 u. £.), ,,Untersuchungen iiber die
Formiinderungen und die Anstrengung gewdlbter Biden'* (Versuche iiber die .
Widerstandsfiihigkeit von Kesselwandungen, Heft 5, oder auch Zeitschrift des Ver-
eines deutscher Ingenieure 1899, 8. 1685 u. £.), ,,Versuche mit gewolbten Flammrohr-
béden** (Mitteilungen iiber Torschungsarbeiten, Heft 51/62). Der grolite Teil
der angefiihrten Arbeiten findet sich auch in des Verfassers ,,Abhandlungen und
Berichte* 1897, :

Hiermit verwandte Aufgaben behandelt Verfasser in den Arbeiten: ,,Ver-
suche iiber Flanschenverbindungen** (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure
1809, S. 321 u.f., 8. 346 u.f., oder Versuche iiber die Widerstandsfiihigkeit von
Kesselwandungen, Heft 4) und ,, Unfiille an Dampfgefilien und die Beanspruchung
der Zylinderwandungen solcher Gefifle auf Biegung durch die Flanschenverbin-
dung'’ (Zeitschrift des Bayerischen Dampfkessel-Revisionsvereines 1901, 8.1 u.fi).

Die Aufstellung von Vorschriften iiber die Wandstirken von Dampfkesseln
fiir das Deutsche Reich veranlafite Verfasser zu den Arbeiten: ,,2ur Widerstands-
fithigkeit ebener Wandungen von Dampikesseln und Dampfgefifen* (Zeitschrift des
Vereines deutscher Ingenieure 1906, S.1940u.£.), ,,Versuche iiber die Ii‘ormafldel'llng
und die Widerstandsfithigkeit ebener Wandungen®' (in derselben Zeitschrift 1908,

8. 1781 u. f., 8. 1876 u. £.). In ersterer Arbeit ist auch die ,,Streifenmethode”
3 37+
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Insoweit es sich bei denselben um Scheiben von FluBstahlblech
handelt, ist das Wichtigste aus den Ergebnissen in § 60, Ziffer 3, hervor-
gehoben, so daf} hier auszugsweise nur noch der Ergebnisse zu gedenken
sein wird, welche mit guflleisernen Platten erzielt worden sind. Hin-
sichtlich der Einzelheiten darf auf die erwiihnte Schrift sowie auf die in
der Fulibemerkung S. 579 bezeichneten Arbeiten verwiesen werden.

1. Verlauf der Bruchlinie. Sonstiges Verhalten.
In bezug auf den zu erwartenden Verlauf der Bruchlinie wurden
in den vorhergehenden Paragraphen (§ 60, Ziff. 4, § 61, § 62 und § 63)
gewisse Betrachtungen angestellt, welche dazu fiihrten, anzunehmen, daf}
diese Linie verlaufen werde

1. bei der kreisformigen Scheibe ungefihr nach einem Durchmesser,
2. ., ., elliptischen Platte ungefiihr in Richtung der grolien Achse
3. ,, . (quadratischen ,, i 3 5 ., Diagonale.

45y irechteckigen: )y 5 nach MaBgabe der Fig. 1, § 63.

Uber den tatsiichlichen Verlauf der Bruchlinie geben die Fig. 1 bis 9
im Text und IFig. 10 auf Taf. XX Auskunft.

Fig. 1 zeigt die Bruchlinie einer gufieisernen Scheibe von 12 mm
Stiirke (immer auf der Seite der gezogenen Fasern). Andere Scheiben von
derselben Stirke weisen dhnliche Bruchlinien auf. Die Scheibe rulit
withrend des Versuchs auf einem Dichtungsring von weichem Kupfer
(etwa 8 mm stark) und stiitzt sich oben gegen eine 2,6 mm breite Ring-
fliche von dem gleichen mittleren Durchmesser wie der Kupferring,
nimlich 560 mm. Die Pressung zwischen der Scheibe und dem Kupfer-
ring muf} natiirlich so grofl sein, dall die Abdichtung gesichert ist.

Fig. 2 gibt die Bruchlinie einer gufleisernen Scheibe von 24 mm
Stiirke wieder: sie verliuft ungefiihr nach drei Halbmessern. Weitere
Scheiben von dieser Stirke brachen in ihnlicher Weise.

Die der Priifung unterworfenen Stahlscheiben bogen sich durch,
ohne zu brechen,

Wie die Fig. 3 und 4 (guBeiserne Platten) erkennen lassen, entspricht
der Verlauf der Bruchlinien mit befriedigender Anniherung der ge-
machten Annahme, gleichgiiltig, ob die Platte mehr oder weniger
stark ist.

(im Gegensatz zu der ,Balkenmethode*, dem in diesem Buche benutzten
Anniiherungsweg) behandelt, deren man sich mit Anniherung nicht selten recht
vorteilhaft bei Berechnung von ebenen Wandungen bedienen kann; in der zweiten
Abhandlung ist auf die Forméinderung der Platten niiher eingegangen. Die Ver-
suche, iiber die an letzterer Stelle berichtet ist, werden fortgesetzt; sie sind leider
noch nicht so weit vorgeschritten, dafl eine Behandlung an dieser Stelle mit einem
gewizgen, wenn auch beschriinkten Abschlul méglich wiire.
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Fig. 5 (GuBeisen) zeigt fiir die quadratische Platte das Zutreffen der
gemachten Voraussetzung. ;

Die Fig. 6 bis 9 (GuBeisen @ : b = 2 :3 und 1 : 3) entsprechen
dem -Ergebnis der stattgehabten Erwigung mehr oder minder.

Zu Ziff, 1.
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Fig. 3. Fig. 4.

Um ein getreues Bild der Forminderungen rechteckiger Platten zu
erhalten, wurde 1887 eine solche aus Hartblei (@ = 360mm, b = 240 mm,
h = 20 mm) hergestellt und ihre Oberfliche durch die Reilinadel mit
einem Netz von Quadraten (je 10 mm Seitenlinge) versehen.
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Zu Ziff. 3.

Fig. 5.
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Fig. 10, Tafel XX, gibt in ungefiihr halber GroBe die obere Fliche
(Seite der gezogenen Fasern) mit der Bruchlinie wieder. Die Form-
inderung der urspriinglichen Quadrate zeigt volle Ubereinstimmung mit
der in § 62 angestellten Betrachtung, ebenso mit dem Ergebnisse, zu
welchem wir in § 63 hinsichtlich des Verlaufs der Bruchlinie gelangt
waren. Oberhalb Fig. 10 ist die Seitenansicht der Platte darge-
stellt. TIn diesen Abbildungen bietet sich dem Auge ein auBerordent-
lich lehrreiches Bild iiber das Verhalten des Materials einer recht-
eckigen. Platte an den verschiedenen Stellen bei Beanspruchung
durch Fliissigkeitsdruck.

A= AT

Fig. 11.

Wird eine rechteckige, sorgfiltig bearbeitete Platte, welche das
Widerlager im ganzen Umfange 2 (a + b) beriihrt, in der Mitte belastet,
so heben sich die Ecken sichtbar vom Widerlager ab, derart, dall in den
vier Seiten nur der mittlere Teil aufliegt, wie dies Fig. 11 fiir eine
quadratische Platte darstellt. Die Grofie dieser in der Mitte jeder Um-
fangsseite liegenden Beriihrungsstrecke, innevhalb welcher die Pressung
von der Mitte nach aufien hin bis auf Null abnimmt, hiingt von der Be-
lastung ab und wird schlieBlich auch von der ortlichen Zusammen-
driickung beeinflufit, die das Material erfihrt.

Das Lichtdruckbild, Fig. 10, Taf. XX, zeigt durch das Auslaufen
der Eindriickungen der Widerlager nach den Ecken hin deutlich die
Abnahme der Pressung auch fiir den Fall gleichmiiflig iiber die Platte
verteilter Belastung durch Fliissigkeitsdruclk; in der einen Ecke ver-
schwindet die Eindriickung ganz, obgleich scharfes Anziehen derSchrauben
des Versuchsapparates notwendig war, um die Abdichtung zu sichern.
Der Auflagerdruck selbst ist in den Mitten der langen Seiten des Recht-
ecks groBer als in denjenigen der kurzen Seiten; je mehr @ von b ab-
weicht, um so bedeutender fillt dieser Unterschied aus.

Hinsichtlich des Einflusses, welchen diese Verinderlichkeit: der
Widerlagspressung auf die Inanspruchnahme der etwoigen Befestigungs-
schrauben usw. hat, sei auf die FuBbemerkung S. 566 verwiesen,
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Ilache Boden mit Krempe sind in der Krempung am stirksten
beansprucht. Der Bruch erfolgt dann, wenn es sich um GuBeisen handelt,
und schlechte Stellen oder GuBspannungen nicht Einfluf nehmend
auftreten, in der Krempung iiber den ganzen Umfang derart, dal der

Fig. 12.

Boden herausgeschlendert wird. Hig. 12 zeigt die Bruchfliche sowie das
herausgesprungene Mittelstiick und gibt in anschaulicher Weise Auskunft
dariiber, daf} der am stiirksten beanspruchte Querschnitt in der Krempung
liegt 1),

1) Uber diese Untersuchungen, welche sich auch auf Boden von FluBeisen
beziehen, g. die 8. 578 in der Fullbemerkung bezeichnete Schrift: ,, Untersuchungen
iiber die Formiinderungen und die Anstrengung flacher Biden.*

Hinsichtlich gewolbter Boden liegt in rechnerischer Hinsicht eine wert-
volle Arbeit von W. Schiile aus neuerer Zeit vor: ,,Festigkeit und Elastizitiit
gewdlbter Platten*, Dinglers polyt. Journal 1900, Bd. 815, Heft 42. Uber da-
hingehende Versuche s. FuBbemerkung 8. 579,
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2. Gesetz der Widerstandstiihigkeit.

Die Beziehungen 18, 23, 30, 31 und 33, § 60; 3, 4 und 5, § 61;
I und 2, § 62; 1 und 2, § 63, liefern ibereinstimmend die Wider-
standsfihigkeit ebener Platten proportional dem Quadrate
der Stirke h, Die Versuche des Verfassers bestiitigen dic
Richtigkeit dieses Gesetzes 1).

Wenn sich bei Belastung von Platten durch Fliissigkeitsdruck,
wobei diese zum Zwecke der Abdichtung stark angepreBt werden
miissen, ergibt, dal} stirkere Platten etwas weniger widerstandsfihig
sind, als nach Mafligabe des quadratischen Verhiiltnisses der Wand-
dicken zu erwarten ist 2), so liegt das in dem EinfluB der Abdichtungs-
kraft, d. h. derjenigen Kraft, mit welcher die Platten behufs Abdichtung
angeprefit werden miissen, wie dies bereits am Schlusse von § 60, Ziff. 3,
dargelegt wurde.

Haben sich ebene, aus gentigend zihem Material bestehende und
am Umfange aufliegende oder derart befestigte Platten, dall die grofite
Anstrengung in der Plattenmitte eintritt, bleibend durchgebogen, sind
sie also nicht mehr eben, sondern gewdlbt, so besitzen sie in diesem
gewolbten Zustande eine erheblich gréfiere Widerstandsfiihigkeit gegen-
iiber ruhender Belastung als in ihrer urspriinglich ebenen Form. Die
Zihigkeit des Materials hat jedoch durch diese Uberanstrengung ab-
genommen.

3. SchluBhemerkung.

Kin Blick iiber die in den §§ 60 bis 63 angewendete Methode des
Verfassers zur Losung der Aufgaben dieses Abschnittes lifit erkennen,
dal} sie darauf hinausliuft, die schwierigen Aufgaben, welche sich auf
dem Gebiete der Inanspruchnahme plattenformiger Korper bieten,
auf einfache Biegungsaufgaben zuriickzufithren unter Schaffung und
Verwendung von Berichtigungskoeffizienten, welche aus Versuchen zu
bestimmen sind. Die Methode ist keine streng wissenschaftliche; sie
liefert aber, da sie sich in der bezeichneten Weise auf Versuche stiitzt,
ausreichend zuverlissige Ergebnisse fiir die ausfithrende Technik und

') Hierauf aufmerksam zu machen, erscheint angezeigt, nachdem die
Clarksche Berechnungsweise ebener Wandungen auch in  die deutsche
Literatur (Hiader, Bau und Betrieb der Dampfkessel 1893, 8. 78 u. f.)
iibergegangen ist. Nach derselben wiire die Widerstandsfihigkeit einer ebenen
Wand proportional der ersten Potenz von h. Fine Besprechung der Clark—_
gchen Berechnung seitens des Verfassers findet sich Zeitschrift des Vereines cleutﬁc]f&l‘
Ingenicure 1807, 8. 1225 und 1226, sowie in ,,Versuche iiber die Widerstandsfahig-

keit von Kesselwandungen, Heft 3, Berlin 1897. S eaie
) Vgl z B. das 8. 98 der ,,Versuche iiber dio Widerstandsfiihigkeit ebener

Platten'* Gpsagtr} im Z'llﬁlllnll](‘]]hﬂllg mit der Feststellung auf 8. 86 daselbst.
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ermoglicht die Berechnung liberdies jedem Techniker, welcher auf der
technischen Mittelschule gebildet ist. Indem Verfasser diesen Weg ein-
schlug, glaubte er den Interessen nicht bloB der Industrie, sondern der
gesamten Technik wie auch denjenigen der Allgemeinheit, die ein An-
recht auf Sicherheit hat — auch dann, wenn es der Wissenschaft noch
nicht gelungen ist, eine genaue Berechnung der hier zur Erdrterung
stehenden Anstrengung der Materialien zu liefern — am meisten zu
niitzen, wenigstens so lange, bis es gelingt, Vollkommeneres ausfindig zu
machen.



Achter Abschnitt.
Durch die Fliehkraft beanspruchte Korper?.

§ 65. Ring und Arm.

1. Der frei umlaufende Ring.

Sofern die Abmessung des betrachteten Ringes in Richtung des
Halbmessers im Verhiltnis zur GroBe des letzteren gering ist, kann die
Verteilung der Spannungen iiber den Ringquerschnitt keine stark un-
gleichformige sein (vgl. die sinngemi3 gleiche Uberlegung bei dem durch
inneren Uberdruck beanspruchten Hohlzylinder auf §.529), so daf
ohne wesentlichen Fehler gleichformige Beanspruchung daselbst an-
genommen werden darf,

Fig. 1.

Von dem betrachteten Ring, welcher (ohne Arme) n Umdrehungen
in der Minute ausfithre, sei eine Scheibe von 1 ¢cm Breite abgeschnitten
gedacht und fiir diese die Rechnung durchgefiihrt. Hs bedeute:

1) Bearbeitet von R. Baumann.

Vgl. GroBmann, Verhandlungen des Vereines zur Beforderung des ‘Ge-
werbfleifles in Preuflen 1883, 8.216u.f.; Griibler, Feitschrift des Vereines
deutscher Ingenieure 1897, 5. 860 u. f.; Lorenz und v. Sanden, ebenFIOTt 1910,
S. 1397 u. f., 2063 u. f. (Trommeln), sowie inshesondere A. Stodola, Die Dampf-
turbinen, Berlin 1910, 4. Aufl,, §. 242 u. f.
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2rn .. ; el ey
0 = (:EO - die Winkelgeschwindigkeit, bezogen auf die Sekunde,

=

~ das spezifische Gewicht des Ringmaterials (kg/cem, fiir Gulleisen
z. B. 0,0072),
g die Beschleunigung durch die Schwere (= 981 cm),
h die Hohe des Ringes in Richtung des Halbmessers (cm),
x, den Abstand des Schwerpunkts des Ringquerschnitts von der
Achse (em),
v = 0.z, die Umfangsgeschwindigkeit (cm/sec.),
k. die Zugspannung im Ringquerschnitt (kg/qem).

Die Scheibe sei nach einem Durchmesser 4—B geteilt (vgl. Fig. 1)
und der Materialzusammenhang durch die auftretende Beanspruchung f,
ersetzt.

Im Schwerpunkt S des halben Ringes,dessen Abstand vom Mittel-

punkt MS = 2, : = betriigt, entsteht infolge der Umdrehung die Flich-
kraft (die Masse des Ringes ist ; =i (0y e L))

2z
St o s haEol = 2L p Y2y
™ g /]

=2 :
Q = |—.(xmh.l
) |_g o)

welcher entgegenwirkt die aus der Beanspruchung k, hervorgehende
Kraft

Q@ =2k,.h.1,
so dald

.

2k h = 2Y Bt wd = LA v,
q {

woraus sich ergibt
k, = ; T = 7 T e R e el T, S B

Die Beanspruchung ist also von der Umfangsgeschwindigkeit
und dem spezifischen Gewicht allein abhiingig. Wird eine bestimmte
Grofle der Beanspruchung als zulissig erachtet, so ist damit die Um-
fangsgeschwindigkeit, welche hochstens erreicht werden darf, gleichfalls
festgesetzt.

Die Dehnung in Richtung des Halbmessers betrigt

I
E— o —lo——v°
z q

und damit die halbe Aufweitung des Ringes infolge der Fliechkraft

i)
1

A xy = ey —=—tot U i e R )



589

§ 65. Ring und Arm.,

2. Der frei umlaufende Arm.
Betrachtet werde ein Stab vom Querschnitt j und der Linge 2 x,
der sich um die durch M gehende Achse mit der Winkelgeschwindigkeit
w drehe,
Im Abstand @ von M erfolgt Beanspruchung durch die
Fliehkraft des (w,— x) langen Stiickes, dessen Schwer-
punktshalbmesser betriigt

ael : (2 — ) = _]] (s )t

&

_x

.2 ( .'|‘ &) « ©F

¢ G2 paes ,,
. /- 2 (g* — %),

g

woraus sich die grofite auftretende Beanspruchung zu

03
o

=
[ ———— o}
[

i R ;
k: — ?? ..) €Lyt = p :2--‘ A : = . 3} I

=

also halb so grof wie der aus Gleichung 1 folgende Wert, und die Dehnung
im hetrachteten Punkt ergibt zu

T o
Il r‘u‘_l‘ el 5 .
Ayi=s .\s.d;c = fx% 2 ) (ot ) ide
0 i _
e N R a i o G e |
bl (3"”) =i T ol

Der Arm verliingert sich also infolge der Umdrehung nur um ein
Drittel des Betrages, um welchen der Halbmesser des Ringes zuzunehmen
bestrebt ist (vgl. Gleichungen 2 und4). DieFolge hiervon ist, dafi beim
Vorhandensein von Armen im Ring der letztere zuriickgehalten wird
und dadurch zwischen je zwei Armen zusitzliche Bicgungsbea.nspruchun.g
erfithrt. withrend die Arme, zum Tragen der Fliehkrifte des Ringes mit
' auszuhalten haben. Ist der Ring im Ver-

herangezogen, grofiere Kriifte
rfiihrt er infolge der Wirkung der Arme

hiltnis zu seiner Hohe breit, so e
Biegungsbeanspruchung auch in der Querrichtung.
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Hinsichtlich der Gesichtspunkte, welche bei der Berechnung von
solchen Schwungridern im Auge zu behalten sind, mull auf C. Bach,
Maschinenelemente, 10. Aufl. (1908), S.483 u.f. verwiesen werden,
Uber die Berechnung von Trommeln finden sich ausfiihrlicheDarlegungen
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 1397 u. f.
sowie 2061 u, f.

§ 66. Umlaufende Scheiben,
1. Die Scheibe gleicher Festigkeit.

Die Scheibe, welche ohne Bohrung 1) ausgefithrt sei, soll eine solche
Formgebung erfahren, dafl die durch die Fliehkraft hervorgerufene
Beanspruchung an allen Stellen gleich groff und ebenso in Richtung des
Halbmessers von derselben Grofie wie in Richtung des Umfangs ist.

In Hinsicht auf die Gestalt des durch sein Bigengewicht beanspruchten
Stabes gleicher Festigkeit in § 6, 8. 102 u. f. ist zu erwarten, dal die
Dicke 2 @ der Scheibe in der Mitte am grofiten sein mufl und gegen den
Rand hin abnimmt, wie in Fig. 1 gezeichnet.

Aus der zur z-Achse symmetrischen Scheibe denken wir uns einen
Sektor vom Zentriwinkel 2.dp, aus diesem ein Ringstiick von der
Breite dz herausgeschnitten, an den Schnittflichen, wie S. 519 fiir
den Hohlzylinder besprochen, die wirkenden Spannungen ¢ und im
Schwerpunkt die Massenkraft M angebracht, wie Fig. 2 zeigt. Dann
betrigt
die nach innen gerichtete Kraft an der Zylinderfliche vom Halbmesser z

c.2x.2.2dop,

die nach auBen gerichtete Kraft an der Zylinderfliche vom Halb-
messer 2z -+ dz und der Héhe 2 a - 2 da

.20+ 2dx)(z+4d2)2dp = ~ 2.6 (2w 2+ 22 dz + 22z dx) do,

der nach innen gerichtete Teil der zwei Umfangskrifte

1) Uber den Einfluf} einer Bohrung vergleiche das . Gi}uu f., 8. 597, 8. 602,
Fullbemerkung, sowie 8. 603 u. f. Ausgefiihrte.
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2 d. ;
2.5.(23‘.—]-- .x).dz.sm(dcp):'-x-Qo.iZa:.dz.d@,

=

die nach auBen gerichtete Massenkraft M

Y= dz o dz T ‘de‘ ; o
g_.m (H'z)(z_ 2—)‘(2,::—,— 2').,3dcp.d-

== T 2%(_’)323’;22 d{sz.

Fig. 2,

Aus der Bedingung, dafi die Summe aller Horizontalkrifte gleich
Null sein muf, folgt sodann

26. (2224 22dz2 —]—eria:)dq:—|—2--;f—w22.1r22dq:dz
= 2¢62x2dp +202xdzde . . . . . 1)
9 2 :
LBl IO AR )
2 e
und durch Integration
L e S G R
c i Y
oder
L
D oies g ORI

In der Regel wird die Scheibe mit Riicksicht auf Herstellung oder
aus anderen Griinden am Umfang (2 = rg) ¢ine bestimmte geringste
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Dicke s haben miissen '), so dal} zur Bestimmung der Integrations-
konstanten ¢ die Gleichung besteht

Rl rg®
& 2 v
e=c e n e AR S e R )
Somit
- A1
Prmite s S DA ET R0 S S ot e i U

Die Dicke s, der Scheibe in der (undurchbohrten) Mitte betrigt

mit 2= 0 /
e
T =g ap b en AL e RS )

s treten also hier, wie beim frei umlaufenden Ring, dasspezifische
Gewicht v, die Umfangsgeschwindigkeit » und die Spannung ) ¢ Ein-
fluf nehmend auf.

Ist v% : ¢ in Gleichung 4 grol3, so ergibt sich eine starke Wélbung
der Meridianlinie. Damit ist eine Neigung der Spannungen gegen die
z-Achse verbunden, wodurch unsere Ableitungen, die eine solche nicht
annehmen, unzutreffend werden. (Vgl. auch §6, 5. 103, Ziff. 3 und 4,
§ 20, Ziff. 2 sowie FuBlbemerkung S. 429 und 430.) Gleichung 4 gilt
nur fiir Scheiben, deren Meridianlinien nicht zu stark gegen die z-Achse
geneigt sind und keine zu scharfe Kriitmmung aufweisen,

2. Die Scheibe von gleicher Dicke @),
Wir betrachten die Scheibe als Hohlzylinder. Gemall der Ful3-
bemerkung 1 auf S. 520, § 58, besteht dann die Gleichung
do ] Y

AN i Dt o il RS
s (ox==a) w? 2.

Da hier Kriifte in Richtung der x-Achse fehlen, wird 6, = 0 und
damit nach §.520 (Gl. 4, § 7)

') Dort hért die Scheibe auf, ein Korper gleicher Festigkeit zu sein,
sofern nicht am duBeren Rande eine Kraft (z. B. herrithrend von der Fliehkraft
der Schaufeln oder iibertragen durch einen Kranz) angreift. Vgl. hierzu auch
Ziff. 4, a, 8. 600.

) Die Beanspruchung, iiber deren zuliissige Griile Bestimmung zu trefien

1
ist, betrigt k; = el ﬂ'(l e 'f-nf) , da die Spannung ¢ in zwei senkrecht zu ein-

ander stehenden Richtungen auffritt. %; und & sind einander somit proportional.
%) Weitere Scheibenformen sind an der in FuBbemerkung 1, 5. 587 zuletzt
genannten Stelle behandelt.
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G, /ot=0,
g = a|—— E5
e
Z
Egi=—"0r e
2 (Gy - )
S

Eq = O:(Gz—'_.
m

m
m—2

und hieraus

SR AN )
oL

sofern

PRIRIR R B o TR )

Fiigt man zu Gleichung 6 die aus der, ersten der Gleichungen 4, §7
(s. 0.) sich ergebende Beziehung

£
SfT= =

80 wird

m (4
O=o=glat s

und in gleicher Weise .

wie auf S.521. Ebenso kann man die dort als Gleichung 3,4, 5und 6
bezeichneten Beziehungen unter Beachtung, daB hier o, = 0 ist, iiber-
nehmen, withrend Gleichung 7 entfillt. Die Einfiihrung der Gleichung

Al R
6, S. 522, in die erste Gleichung unter 2) (S. 592) fiir =% fiihrt sodann

dz
zu der Differentialgleichung
' i e e il 1,
d 2* w{—z(i!z 2 2m b S

welche sich von der in § 58, S. 522, abgeleiteten nur durch die rechte
Seite unterscheidet. Die Integration kann in genau gleicher Weise wie
dort, angegeben erfolgen und fiihrt zu

m—1

A X o2t
e = o 2 +°“ C16m e
38

Bach, Elastizitit. 6. Aufl,
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Bestimmt man hieraus die Werte von E und % (\'g]. S. 523)
z

2

und fiihrt diese in die Gleichung 6, § 58 (S. 522) ein, so findet sich, unter

Beachtung, dafl nun 6, = 0 ist,

= _.E_L I_cl_ (Ensas i el _2_22_ :_; 4

1 ¢ l 5 (m + 1) + g (m ])| 7 3 ( - ])l
S E 2 8 l [ e iy ! ! _"’222 L
s R '[2 Sl 1}_22 (m 1)]' g 8 (m +3)|

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ¢, und ¢, dienen die
Bedingungen, daB, da am fuBeren und inneren Scheibenumfang dulere
Krifte nicht wirken sollen, fiir z = r; o, =0 und ebenso fiir

2=y, o,=0 sein muB. Aus Glcichung 8 findet sich hiermit

clza-??f———l—( +3) : & (1 4 2)

und

Damit lassen sich aus den (Heichungen 8 die Werte von 6, und 4, an-

schreiben, wodurch auch unter Zuhilfenahme der Gleichung 4, § 7

die Hauptdehnungen bestimmt sind. Es findet sich

LR e ”iz)_ EaL )

oty Sl(m+3)(r“2+r‘2+ AT (m-+1.)z}

f ol o nh

g, g SI(.m+ )(ra 50 2 ) (m‘|“3)zl
und

S SRR ! S o I(]— S 3)(?‘2 + 7. )'—(i 4 2)221

a mg 4 (\m ") m J

(s. 0.)

10)

8)
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Hiermit sind die Gleichungen 9 und 10, § 58 (S. 524), zu vergleichen.
Fiir den inneren Rand der Scheibe betrigt nach Gleichung 10

mit z = ¢, und m = 2
3
= Rt At [?z(L_;i_;;)_‘_rz(]__!._)l
o g 4m | \m ¥ m /|
Sl b |
= ——— 233 r?+ 0,71’
409‘”1 ?’a‘,,’r‘!
e s - Y(_‘)ﬂ J z( ]'._. ;.) i 4 l_)l A G &1
£ = o ]ra = .—I—r 1 o m
Ll
BRI PL R
= 1 gm].i_.drﬂ 10*”'”
_?3. FE 2:_[1 _l_ Sl .2(]___]__)|__ il
doE e 4?:‘:1?“ (m |"3)+?" ‘ m) o«
Sy [t
= — -E 'g w* {3,-‘} ’.”'a“ —]— 0,7 ?"‘,2 !

r £ :
wonach der Wert von —= als mafigebend erscheint.
- %

Ist die Bohrung sehr klein, so daB 0,7 »; gegeniiber 3,3 r,* ver-
nachliissigt werden kann, so ergibt sich die maBgebende Beanspruchung
am Lochrande fiir z = r; zu

: :
/- S S A :-G‘z(-i 4 ‘;) — 0,825 ;i wir? = 0,825 Lot 12)

= T ? o m

und die Beanspruchung am éufleren Scheibenrand mit z = 7,

L

) Feae i 1 S, LR ;
= --;Tra-(l—-—): 0176 Catatm O ot . 12)

Ist eine Bohrung in der Scheibe iiberhaupt nicht vorhanden,
80 sind zwei neue Bedingungen zu erfiillen, welche das Endergebnis der

Rechnung beeinflussen:

I. Fiir 2 — 0 muB £ = 0 sein, da im Mittelpunkt der Scheibe keine
radiale Verschiebung nach der einen oder anderen Richtung,
von denen keine bevorzugt ist, erfolgen kann; dies bedingt, dal3
in den Gleichungen 8 sowie in der ihnen unmittelbar vorausgehen-
den Bezichung ¢, = 0 sein mul.

I1. Fiir z = 0 mub 6, = g, sein, weil im Mittelpunkte der umlaufenden

Scheibe (Pol) jeder Durchmesser auch als Tangente an den Kreis
ag*
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mit z = 0 als Halbmesser erscheint. Aus diesem Grunde muB in

B2
Gleichung 9 das Glied e -;‘ -, welches fiir z = 0 den Unterschied
z

von ¢, und o, hervorbringt, verschwinden, d. h.

|
I

0 mull = 0

werden.
Mit diesen zwei Bedingungen ergeben sich an Stelle der Gleichungen 9
folgende Beziehungen

et )

i e )G

Fiir die maBgebenden Beanspruchungen findet sich damit in der
Scheibenmitte (z = 0)

S CRS in, )]

€ e @i 1 Y ;
g B i s ) [ Ena U B [ S — — =099 " @2pr2 . 24
X 3 R 13( +3)(1 = 0,2 gr.-; r 12 a)

fiir den duberen Rand (z = r,)
- 2 ]_
te g et Pl T (R = 0176-Lw2r?. 12h)
o e m q a

Infolge Fehlens der kleinen Bohrung, die zu den Werten 12 gefiihrt
hatte, ist also die Beanspruchung in der Scheibenmitte im Verhiltnis
=4

0,29 : 0,825 kleiner geworden, sie hat auf weniger als die Hilfte (1 : 0682290
= 1 : 2,8) abgenommen. Die Beanspruchungen am dufleren Rand der
Scheibe sind, wie zu erwarten war, dieselben geblieben. Es ist jedoch
im Auge zu behalten, daB} die Spannungszunahme, welche mit der Her-
stellung einer kleinen Bohrung verkniipft erscheint, bei Scheiben aus
zihem Material geringer ausfallen wird, als die Rechnung ergibt, weil
die sich einstellenden bleibenden Formiinderungen bewirken, daf der
eintretenden Dehnung (von der ein Teil bleibend wird) eine kleinere
Spannung entspricht. Die Verteilung der Spannung wird also in der Tat
weniger ungleichformig, als dag Ergebnis der Rechnung erwarten liBt.
(vgl. hierzu Fufibemerkung 2, S.527). Dies ist umsomehr der Fall,
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als die Spannungen von der kleinen Bohrung nach dem Rande zu sehr
rasch abnehmen 1) und sich der GroBe nithern, welche sie ohne Bohrung

1) Zur Erlangung eines Uberblicks sind im folgenden die Beanspruchungen
zusammengestellt, welche sich in verschiedenen Abstinden vom Mittelpunkt fiir
eine Scheibe von 50 em dullerem Halbmesser ergeben,

1. wenn die Scheibe voll ist (r; = 0),

2. ., eine Bohrung vom Halbmesser 7 = 0,1 cm
3. 3 s s » ’y 7 M= (oS
ooy ¥ s ) " RS S B PR
Dy o 7 43 e o= 26,
Bl oy 53 e o TR L
i % S I w1l 070550

vorhanden ist.

i g 1 £ :
Werte von —. IRl LI T S ! fiir Scheiben von r_ = 50 cm
I y w® rn“ I ety a

#uBerem Halbmesser und Bohrungen von verschiedener Weite.

]

2 o | 01| 05| 1 [l s | 5 | 10 | 25 |50em
L. ri = 0 com|0,2888] — — |0,2887|0,2886] — |0,2876|0,2842(0,2603| 0,1750
2 om = 0,1, — (08250 0,3102/0,2041/0,2809] — |0,2878|0,2842(0,2603 0,1750
ori= 0,5,,] - i n,s‘zsol 0,4228 0,3220] — |0,2030| 0,2856/0,2606| 0,1751
4. = 10, — | — | — |os251|0,4228) — |0,3092 0,28970,2613)0,1753
b= 95, — | — | — | — | — [0,8254|0,4224|0,3184|0,2664/0,1771
8. = 5,0,]| — | ‘ — | — | — | = lo,8268]0,4211|0,28470,1833
e =000 = e | — ! s g | 3 —  |0,8320/0,3577( 0,2080

Fig. 3.

£
Fig. 3 gibt eine zeichnerigche Darstellung des Verlaufs der Beanspruchung —

tiber oinen Halbmesser in der Nihe der Bohrung wieder; dabei ist als Nullpunkt
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aufweisen wiirden. Is empfiehlt sich trotzdem, unnétige Bohrungen zu
vermeiden und der erwihnten Spannungserh¢chung dieselbe Aufmerk-
samkeit zu schenken, welche auf die Vermeidung scharfer Quer-
schnittsiinderungen und Ecken zu verwenden ist (vgl. hierzu § 56,
Ziff. 3, 8. 508 u. f.)

3. Die Wirkung von Kriiffen (Spannungen), weleche am Rand der
Scheibe von gleicher Dicke angreifen.

Durch Driicke, welche in der Bohrung der Scheibe, etwa durch die
eingezogene Welle, auftreten, sowie durch Kriifte, die am iuBeren Um-
fang angreifen, wie z. B. die Fliehkraft von Schaufeln, wird die Scheibe
in gleicher Weise beansprucht wie ein Hohlzylinder, welcher innerem
und dulerem Uberdruck ausgesetzt ist, ohne einer Axialkraft unter-
worfen zu sein. Die Beanspruchungen ergeben sich aus den Ableitungen
in § 58, sofern dort 6, = 0 gesetzt und bei Aufstellung der Bedingungs-
gleichungen nach Gleichung 8, S. 523, beachtet wird, daf} die Spannung
am #ufleren Rande 5, = p ,, bzw. am inneren Rande 6, = — p; betrigt
(Zug am Umfang nach auflen gerichtet, bzw. Druck in der Nabe). Man
erhiilt dann an Stelle der Gleichung 10, § 58, die im folgenden an-
gegebenen. Beziehungen. Die aus ihnen folgenden Beanspruchungen
sind zu den aus Gleichung 10 bis 12 ermittelten algebraisch zu
addieren. (Vergl. Ziff, 4.)

a) Beanspruchung durch die dullere Zugspannung p,.

g 2 A 2
& s Pa I( Li\prires l)l
NI e LSl St e l — = [ el
o Pt [\ m 2k & m /|
ot e rd |
L a T
= = nOiea] S
g |
13)
€3 _raz?}a I l_l_l‘_raz 1 1|
o r2— 2| m Z5 |
7 2;0 | 2
i L3 L]
= =t e
-’l 2 |
Somit Beanspruchungen am inneren Rand, d.i. z = 7,

der innere Rand der Scheibe (bei r; = 0 der Mittelpunkt) gewiihlt (als Abszissen
treten somit die Werte (z — ry) auf), so daf die 1%10119, auf welche die Spannungs-
erhohung wirkt, erkannt werden kann.
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N Dl b e
z o rﬂz T riz
: Ot 2 ,2
s e R _“?f!__} = —0,6—"° 950
o m ?'“3 =i "?‘.—;2 e ?.l_z
am itti[’aern Rand, d.i. z = s
Sg raz ;Da [ (1 I ) : ?"_'3 1 {— 1 )l
; = T, T R ol + — - 3
o 1 r‘?l m 7, m l 14)
e 7%
iz A 2[()'}'—}- 1 3‘7}'
A 4l
£ ) 1 r2 7 1
i =__)ﬂ 2][(1—- ——]__in (l ik )1'
(R T m | 7 m
r 2p [ ,j.l'.’f
a ia - RERY
= ——30,7— 13—
:*"-’—1".2]"r 2 ?.azl

Wird r; = 0, d. h. ist die Scheibe voll ausgefiihrt, so muli, wie S. 596
erliutert, der Wert »* : 2® = 0 werden, womit sich ergibt

1] -
el o2 P -I]. — —l = 0,7 p, und zs adriiie 0,7 p

die Beanspruchung ist also unabhiingiz von der Lage des betrachteten
Punktes und an allen Stellen gleich groB.

b) Beanspruchung durch Pressungen in der Nabe, p,.

: rAm. 1\ ey 1k [
e R N R f( REL S PR A
H " . _.l m T (,\1 i m

o pasic= ) 42 |
?,2 I 2
e LS R S (LR
p 2 _rizptl 3 2]
16
E-!_ ey azpt I s _]: _‘ R ?'a" e i)l )
o 0 orA=rs m) 22 14 mxf
] r.2 r*
il SR Ll AL
5 r‘*—-r.zpi{[)’? b z”}
a T

Die mafigebende Beanspruchung tritt somit am inneren
Rande (z = y,) ein.
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4. Kranz und Nabe.
a) Die Scheibe gleicher Festigkeit ohne Bohrung.

Wie schon in Fufibemerkung 1 8. 592 erwiithnt, mufl am Rande der
Scheibe gleicher Festigkeit eine Spannung angreifen, welche gleich
o ist. Sind die wirkenden Kriifte geringer,
so erfihrt die Scheibe eine Entlastung, sind
sie grofler, so tritt eine Erhohung der Bean-
gpruchung ein. Im folgenden ist ange-
nommen, dafl die Spannung ¢ am Umfang
2 7 r, titig sein soll.

Denkt man sich zunichst den Kranz
ohne Zusammenhang mit der Scheibe frei
umlaufen, so erfihrt er folgende Bean-
spruchungen (vgl. Iig. 4 hinsichtlich der Abmessungen; b sei gegen-
tiber r, so klein, dafl eine Unterscheidung zwischen innerem und
dulferem Halbmesser unterbleiben kann):

1. Zug infolge der IFlichkraft etwa vorhandener Schaufeln, die
als eine gleichformig iiber den Umfang verteilte Zugkraft p, kg/qem
betrachtet werde,
2ryp, b eyt

A e s e

2. Zug infolge der Fliehkraft der cigenen Masse (Gleichung 1 § 65)

kn il sz T T'?’Ozmz
. g g

3. Druck infolge der Spannung ¢ iiber die Breite s

por o . 2rece | osry
2 = T .

20 h bh
Somit gesamte Beanspruchung im Kranz

PiTo v v? 681
e
h q b h A

Hieraus ergibt sich eine halbe Aufweitung des Kranzes um

k, =k +k"+E" =

1 Py 7o v v? GST
41*'02”3”0:“%(\ Bt FHAEs M,") i
Die Scheibe erfihrt an allen Stellen, also auch am Umfang, eine

Beanspruchung (Fullbemerkung 2, S. 592)

e 1
Tk s S I}, Ch kil
7 o . ( m ) ’
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somit eine Vergréflerung des dulBlern Halbmessers r, um
1
Arozrne:ma(l—-m--)ro e SR )

Da nun der dullere Scheibenrand mit dem innern Rand des Kranzes
zusammenhiingt, so miissen die rechten Seiten der Gleichungen 18
und 19 einander gleich sein. Man erhilt

1 ' PuTo v? G8r
(]_”T)_(_f e *b—k“)
iy b

10
d it o ST
oder mit m 3
Py To y 2 G871,
(g i g B AT
il h g bh
oder
o St
e
hi=ry 3)2 e
Y I
_g._._cz

In Gleichung 20 sind ., p,, 7, v, v, g und o als gegeben anzu-
sehen. Von den Unbekannten & und % kann also eine angenommen
und sodann die andere berechnet werden. Ist z. B. eine bestimmte
Breite b erforderlich, so findet sich A.

Bei der Rechnung ist stillschweigend angenommen worden. dal}
der Kranz nicht viel breiter ist als die Scheibe am dufleren Rand, sowie
daf der Ubergang zwischen Kranz und Scheibe mit sanfter Abrundung
erfolgt. Andernfalls treten, da der Kranz von der Scheibe zuriick-
gehalten wird, zusiitzliche Beanspruchungen ein, welche betriichtliche
srofle besitzen konnen.

Der hier eingeschlagene Weg lift sich auch auf Scheiben gleicher
Festigkeit mit Bohrung anwenden, wenn die Nabe verhiltnismilfig
schwach ausfilll. Diese Rechnung stellt dann eine Vereinfachung
der unter ¢) gegebenen dar.

b) Die Scheibe von gleicher Dicke mit Bohrung und ver-
hialtnismaBig schwacher Nabe.

Von der Nabe wird fiir die folgende Buchstabenrechnung der Uber-

sichtlichkeit halber angenommen, daf} sie im Verhiltnis zur ZBohru_ng

geringe Wandstirke besitze, dafl sie wenig breiter sei als die Scheibe

]) Auq Gl(‘ich\mg 20 f0]8't da h stets ein positiver Wert gein muf, die
e Wird & kleiner ausgefiihrt, als

Gleichung 20 anglbf, so fillt dann & ]Jﬁ\\. J2 kleiner aus als angenommen.
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und an die letztere mit sanfter Ausrundung anschliefie. Aus demselben
Grunde sind die Halbmesser fiir inneren und #ufleren Nabenrand
sowie inneren und #dufleren Rand des Kranzes nicht unterschieden,
sondern nur die mittleren
Halbmesser R, und r, (vgl
I'ig. 5) eingefiithrt. Bei Durch-
rechnung eines bestimmten
Beispiels li6t sich erforder-
lichenfalls der bestehende
Unterschied leicht beriick-
sichtigen.

Wir betrachten Kranz, Nabe und Scheibe getrennt.

Der Kranz erfihrt Beanspruchung und Aufweitung in gleicher
Weise, wie vorstehend unter a ermittelt. Die von der Scheibe auf
ihn geiiuferte Kraft werde durch die Spannung o, iiber die Breite s
hervorgerufen. Somit betriigt seine Beanspruchung

Fig. 5.

oo U LBELORNT Vv & B T 21)
L h q bh
und die halbe Aufweitung
& p“ To Y v? rja 37y i
Ary=oark, ,=a "0{.__?4,__' SR A 22)

Hierin sind 6,, b und » unbekannt. Uber die Grolle von I, ist
unter Beriicksichtigung des Materials Bestimmung zu treffen.

Die Nabe erfahre von der Welle, auf die sie aufgezogen ist, eine
Pressung p; (z. B. 50 kg/qem), welche in gleicher Weise tiitig ist wie
die Zugspannung p, am Kranze. Ebenso tritt die von der Scheibe
geiiuBerte Spannung o, (iiber die Breite s) an die Stelle von g,, welches
beim Kranze zu beriicksichtigen war; von g; sei jedoch hier angenommen,
daB es die Nabe zusammendriicke !). Somit ergibt sich die Bean-
spruchung der Nabe zu
e L A

7 H g B I

Hierin sind 4,, B und H unbekannt.

Die Scheibe erfihrt Beanspruchungen, welche durch die Glei-
chungen 10 (Wert von ¢, : «, hervorgebracht durch die Iliehkraft
der eigenen Masse), Gleichung 13 (Wert von e, : o, herrithrend von
der Zugspannung o, am Halbmesser z = r,) sowie Gleichung 16 (Wert

23)

1) Ist die Nabe starkwandig im Verhiltnis zu ihrer Beanspruchung, so erfiihrt
gio allein eine geringere Ausdehnung, als sie die Scheibe ohne Nabe erleiden wiirde.
Infolgedessen unterstiitzt dann die Nabe die Scheibe und vermag die Spannungs-
erhthung, welche durch die Bohrung hervorgebracht wurde (vgl. 8. 596 u.f.), ganz
oder teilweise auszugleichen (vgl. auch c).
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von ¢, : a, hervorgerufen durch die Druckspannung o; am inneren
Halbmesser z = R;) bestimmt sind. Aus der Dehnung ¢, ergibt sich
nach Multiplikation mit &7, die halbe Aufweitung am dulieren Scheiben-
rand A »,.

Man erhiilt hiernach fiir den dulleren Halbmesser (z = 7;)
e
A S (Iq (0--I3,3 .Rn" —+ {]’,‘ -_rﬂ-']!
gains)] A, Ry? )
il sl SISy Wl R [ ) M e et i =D
und fiir den inneren Halbmesser (z = 12

€y | | oy : 2‘!
kz — s == ? g (Ol ld‘ 3 Yo —!_ O? I'I)U !
| |

ety Lot A L 0,7 R, + 1,8 rp2 25)
?'uz_ﬂtnz" 1 Ik R 0! B

In Gleichung 24 und 25 treten neue Unbekannte nicht auf. Da
fiir k, in Gleichung 26 der fiir zuliissig erachtete Wert der Material-
beanspruchung einzufiihren ist, so kann aus ihr ¢, oder o; berechnet
werden,

Wie bei der Rechnung unter a), 8. 601, erhiilt man ferner eine Be-
dingungsgleichung aus dem Umstand, daf} die halbe Aufweitung A,
aus Gleichung 22 und 24 gleich sein mul.

Zur Ermittelung der 6 Unbekannten
b, h, B, H, ¢, und o;

stehen zur Verfiigung 4 Gleichungen: 21, 23, 25 und die Beziehung, die
durch Gleichsetzen der rechten Seiten von Gl 22 und 24 erhalten
wird. Zwei der Unbekannten kénnen infolgedessen auf Grund ge-
botener Erwigungen angenommen werden. Streng genommen gehort
zu den unbestimmten Grofen auch die Stirke s der Scheibe.

¢) Die Scheibe von gleicher Festigkeit mit kraftiger Nabe
und Bohrung.

Wird die Nabe so kriftig ausgefiihrt, daB sie, wie in der Ful-
bemerkung S. 602 angedeutet, den durch die Bohrung aufgehobenen
Z\’Ez‘xterialzusammenhang in der Scheibenmitte ersetzt, so entsteht ein
Korper, der mit, Annitherung als Scheibe gleicher Festigkeit betrachtet
we_:'den kann. Diese Ausfithrung eignet sich fiir rascher laufende Riider,
t:el. denen ‘sich bei Ausfilhrung mit gleichbleibender Dicke nach
rleichung 11 zu grofe Beanspruchungen ergeben wiirden.

Im Gegensatz zu der Annahme unter b wirke hier die Scheibe
ziehend auf die Nabe.
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Unter Bezugnahme auf Fig. 6 ergibt sich an der Nabe die halbe
Aufweitung aullen (z = ;) nach Gleichung 11, 16 und 14 unter Be-
achtung, dal} die Spannung ¢ nur auf die Breite s der Scheibe, nicht iiber

die ganze Dicke B der Nabe angreift, so dal} ¢ zu ersetzen ist durch %, Z1

Ar. = ar Al w2 [3,3 R2-L0f7 r,"‘!
drgo | i !

1 i
pRR2 s ,) | |
O el A 3R2-1 2l | (S
A i .‘.21 B ri- ff“[l;i 07?'] 7)

Die halbe Aufweitung der Scheibe gleicher Festigkeit betriigt
fUr 2=
A it e e g i S ag)

Somit ergibt sich zur Bestimmung der Unbekannten B die Glei-
chung

Ly 2 [‘ 9 R 21
= " 4 g (0] ]3,3 _{l)‘ + 0,7 ?‘3- ]
e e
r2—R2 " Br2_R2|

=

13 B2 + 0,7 rf]

oder

l 2 ol
| Rz!lm 0
Bia J i o
1 s B
e R 2 ¢
TRy 1333 Sl s

— 1 29)

—

SchlieBlich betrigt die maBgebende Beanspruchung am innern Rand
der Nabe (z = R;)

it R
OLw_4:gm‘l?;,3a?".—|—0,;rR‘.]

Pl

| l G8. 7
12 s 2{21

07 R + 1313 + 2 < — 1% 30



Neunter Abschnitt.

Allgemeine Beziehungen iiber Spannungen und
Formiinderungen im Innern eines elastischen
Korpers.

§ 67. Spannungen in cinem beliebigen Punkte eines festen
Korpers.
1. Begriff der Normal- und Tangential- oder Schubspannung.
Wir legen durch den in Fig. 1 dargestelllen und von éulleren

Kriften SS ergrifienen Korper, welche sich an ihm das Gleichgewicht
halten, eine Schnittfliche F. Es sei nun P ein Punkt dieser Fliche,

PN die Normale im Punkte P und p die Spannung im Punkte P
der Fliiche F, d. h. die auf die Flicheneinheit bezogene Kraft,
welche der an die Fliche F angrenzende und im Sinne der Normalen
RN gelegene Korperteil im Punkte P, d. i. in dem Flichenelement,
das den Punkt P enthilt, auf den jenseits der Fliche F gelegenen
ausiibt,

Im allgemeinen wird die Richtung der Spannung p von der Richtung
der Normalen PN abweichen. Der Winkel zwischen p und PN, also
<I p PN, sei mit o bezeichnet.
~ Die Zerlegung von p normal und tangential zur Schnittfliche
liefert die beiden Komponenten

6 = P cos ) und T = P gin D.
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Die Komponente o, in die Richtung der Normalen fallend, heilit
die Normalspannung im Punkte P der Fliche I'. Sie ist positiv
oder negativ, je nachdem © f; 90 Im ersteren Falle nennt man sie

eine Zugspannung oder SI;a.nnung im engeren Sinne des Wortes,
im letzteren eine Pressung, einem gegenseitigen Zug bzw. Druck
der durch F getrennten Korperteile entsprechend.

Die zweite Komponente < fillt in die Tangentialebene des Punktes
der Fliche F und wird deshalb als Tangential- oder Schubspannung
im Punkte P der Fliche F bezeichnet. :

Im allgemeinen wird die Spannung von Flichenelement zu Flichen-
element sich idndern, also ein bestimmter Wert von p (bzw. ¢ und <)
jeweils nur fiir das in Betracht gezogene Flichenelement dF gelten.

2. Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen.

Wir stellen uns den betrachteten Korper auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem mit den Achsen OX, OY und OZ bezogen vor,
Itig. 2. Der beliebige Pankt P des Korpers besitze die Koordinaten

fomm———
% Al —]I
i
o
(5} )
ip? 3
14/___1'__.._//
1
|
N]m :
R
| s
| ¥
Vv
Fig. 2.

a, ¥, z Durch P legen wir parallel zu den 3 Koordinatenebenen
Schnitte, von denen die unendlich kleinen Flichenelemente

I mit der Grole dydz,

P e e

DS Easa e 0 d dy

ins Auge gefaflt werden sollen.
Die Spannungen in diesen Flichenelementen seien

P }”y v Pae
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Unter Bezugnahme auf die Figuren 3—5 heiBt das folgendes.
p, ist die auf die Flicheneinheit bezogene Kraft, mit welcher
die diesseits des Flichenelementes dy dz gelegenen IKorperteile in
diesem Element auf die jenseits gelegenen einwirken. - Wie ersicht-
lich, deutet das FuBzeichen x von p, an, daB das Flichenelement,
in welchem p, titig ist, senkrecht zur Richtung der ax-Achse steht.

b
A

B

L
51
o
Vit
\'\r\\
Iig. 4.

Fig. 3.

Fig. b.

p, ist die auf die Flicheneinheit bezogene Kraft, mit welcher
die diesseits des Fliichenelementes dz da gelegenen Korperteile in diesem
Element, auf die jenseits gelegenen einwirken. Das FuBzeichen y von
Py spricht aus, dall das Flichenelement, in welchem Py wirksam ist,

“ senkrecht zur Richtung der y-Achse steht.

Fiir p, gilt sinngemiiff dasselbe wie fiir p, und Dy
__ Die Spannungen p,,. p, und p, besitzen im allgemeinen eine be-
liebige Neigung gegen die zugehérigen Flichenelemente; sie liefern
demgemify bej Zerlegung Normalspannungen und Schubspannungen,
wie Fig. 6 bis 8 erkennen lassen.

P (Fig. 6) ergibt die Normalspannung s, und eine Schubspannung,
welche wir nach den Richtungen der y und z nochmals zerlegen. Die
erstere dieser Schubspannungen sei mit =, die letztere mit =, be-
zeichnet. Dag FuBzeichen z bei diesen 3 Komponenten deutet an,
daBl es sich um Spannungen in demjenigen TFlichenelement handelt,
welches senkrecht zur a-Achge steht: o, als Normalspannung liuft
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dann parallel mit der a-Achse, wihrend =,, und <, senkrecht dazu
gerichtet sind. Das Fulizeichen y in =,, spricht aus, dal t,, parallel
zur y-Achse gerichtet ist, das Fulizeichen z in 1,,, daB 7, die Richtung
der z-Achse besitzt. Hiernach bestimmt bei den beiden Schubspannungen
das erste Fubzeichen das Flichenelement im Punkte P, fiir welches
die Spannungen gelten, das zweite die Richtung, welche die betreffende
Spannung besitzt.

Fig. 6.

In gleicher Weise ergibt
p, (Fig.7) die Komponenten 6, 7,, 7,..
LR s Oy Tz Tups
Demzufolge erhalten wir
im Flichenelement dy dz p, mit den Komponenten ¢, 7,, Ts,
dz dx Ttk ,, Toe Oy Tyr
dedy p, ., o il

tE} 2 1 2 zxr czy
nach den Richtungen der x- y- z-Achse.

LE] L]
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3. Gleichgewicht der Kriifte an einem unendlich kleinen
Parallélepiped.

Mit P als Eeckpunkt denken wir uns in dem betrachteten Korper
ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy, dz sind,
Fig. 9.  Auf dasselbe werden die jenseits der Ebenen BPC, CPA
und 4PPB gelegenen Korperteile einwirken, und zwar

1. im Flichenelement dy dz mit den Spannungen — ¢, — T Taes
Al 5 (R R » e Oy == e
By 5 (AR TR 5 e e Oy
d. h. mit den Kriiften

l. —o, dydz — t,, dy dz — 7,, dy dz,
2. — 1, dzdv— o, dzdv — 7, dz dx,
3. — 1, dvdy — 7, dv dy — o, da dy.

Da die Flichenelemente unendlich klein sind. also die soeben
ermittelten Kriifte als gleichmiifiig iiber die Flichenelemente verteilt
angenommen werden diirfen, so haben wir uns die Krifte selbst als
in den Schwerpunkten der 3 Flichen BPC, CPA und APB angreifend
vorzustellen, In Fig, 10 sind diese 9 Kriifte an den bezeichneten
Punkten 1, 2 und 3 eingetragen. Tn den drei iibrigen Begrenzungs-
flichen des Parallelepipeds, welche um dx, dy, dz von den bereits be-
handelten abstehen, und deren Schwerpunkte in Fig. 10 mit I, II
und I1I bezeichnet sind, wirken ebenfalls Kriifte, die von den dies-
Seits der Flichen gelegenen Korperteilen ausgehen und deshalb in
entgegengesetzter Richtung titig anzunehmen sind. Hingichtlich der
absoluten GroBe dieser Krifte ist zu beachten, daB sich die Krifte
in I yon denjenigen in 1 unterscheiden miissen um die Anderungen,
welche die letzteren beim Fortschreiten lediglich um da in dem Korper
erfahren, d, h. die absoluten GroBen der Krifte, welche oben unter 1
angegeben wurden, werden in I betragen

9 (o, dy dz)
T = (GI +

O5
6, dy dz + T e '

*'d) i ol
z x| dy dz

d

d(r,, dy dz) 9,
Toy Gy dz +— Yoo dy = (»W -+ oy dx ) dy dz

At _dy dz) At
sz dy d,Z + (—’IE)J")(—_ 5 d&, = (Tﬂfz —5— a;z dﬁ? )dy (fz.

In gan gleicher Weise ergeben sich die Kriifte in 11, da es sich
hierbei nur um ein Fortschreiten um dy handelt, und in Wb
dem Fortschreiten um dz.

Bach, Elastizitat, o, Aufl, 39
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In Fig. 10 sind diese 9 Kriifte, angreifend an den Punkten I, 1T
und ITI, gleichfalls eingetragen.

%
@__.—
i
royem [0
S |
w2
] | X P
| 2
iy
(F
v

et
T
-6;1 *‘. I
YA VTyx-, G e
e I
By oA
6 b&?’ 7 b’ﬂ})
;%s// fipdwdy %
y/// =
% gl
” =
i b

Fig. 10.

AuBer den 18 Flichenkriften, zu denen uns die Betrachtung
gefiihrt hat, sind noch Massenkrifte zu beriicksichtigen: die Schwer-
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kraft und bei bewegten Korpern der Triigheitswiderstand, z. B. bei
gleichférmig und rasch umlaufenden Zylindern oder Ringen die Flieh-
kraft. Die Komponenten dieser Massenkrifte nach den 3 Achsrichtungen
seien fiir die Volumeinheit X, ¥, Z, also die Seitenkrifte fiir das
Volumen dx dy dz

Xdadydz Y dedydz Zdx dy dz.

Dieselben sind als im Schwerpunkt des Parallelepipeds angreifend
zu denken.

Diese 21 Krifte miissen sich im Gleichgewicht befinden, also die
bekannten 6 Gleichgewichtsbedingungen: je Summe der Kriifte in den
3 Achsrichtungen gleich Null, je Summe der Momente in bezug auf
die 3 Achgen oder zu ihnen parallele Drehachsen gleich Null, erfiillen.

Die drei ersten Bedingungen fithren nach Division durch
dx dy dz zu

o, E)rw Bz 2

B o Ay o dz rie

Ot Do dr

@y 2 ¥ 0 zy Sl

T e d S )
Or Srw Bcrz i

T T

Bei Aufstellung der Momentengleichung in bezug auf die zur
@-Achse parallele Schwerpunktsachse des Parallelepipeds erkennt man,
dafl Momente nicht liefern:

a) siimtliche in den Punkten 1 und I angreifenden Krifte,
b) die in den Punkten 2 und II angreifenden Kriifte:

Or dg, -
— T, 02 de— o, dzdx (rw -+ _E}j: dy} dz dx (cy =+ - 8?)‘” d-_y) dz de,

¢) die in den Punkten 3 und III angreifenden Krifte:

O ! ds
— 7, dedy — o, dxdy T é;x— dz) da dy ( s, + 8; dz) da dy,

d) die Massenkrifte.

s verbleiben somit nur die in Fig. 11 (Schnitt durch den Schwer-
punkt senkrecht zur 2-Achse) eingetragenen Kriifte, welche als Momenten-

gleichung ergeben
39
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dy 3 Sryz dy : dz
T, 07 d. oy o ( S _3y_ dy |dz dw . T dx dy . 5

9t dz
1l gl b
('zy Ein dz)dx dy. 3 0,

) ded

Diys
‘*ﬁu

(e ) A

dz

e

s

f
T
I
|
|
¥

Tk Cl,:l:d y

7, dzdx [

Fig. 11.

woraus bei Vernachlissigung der unendlich kleinen Grofen vierter
Ordnung gegeniiber denjenigen dritter Ordnung folgt

T, dedydz—r, do dy dz = 0,

T =
Wz B

In gleicher Weise liefert die Aufstellung der Momentengleichungen
in bezug auf die zur y- und zur z-Achse parallelen Schwerpunkts-
achsen die Beziehungen

sz = sz Try = Tyx.

Wir erkennen, daB je die beiden zu einer Kante des
Parallelepipeds senkrechten Schubspannungen (vgl. Fig. 12
big 14) einander gleich sind, daB sie also immer paarweise
auftreten und in Hinsicht auf die betreffende Kante iiber-
einstimmend (nach derselben hin oder von ihr weg) gerichtet
sind.

Wir setzen
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T SRR T

7 %

entsprechend dem Umstande, dall dic beiden Schub-
spannungen scenkrecht zur a-Kante gerichtet sind,

und ebenso 2)
Tow = Yoz = Ty
Toy = Tys =T,
_ T
o oA
‘*} 5"
B '
'(J’!}h
Fig. 12. Fig. 13. Fig. 14.

Durch Einfithrung der Gleichungen 2 in die Gleichungen 1 wird

8:5 arz arﬂ r
" dx 75 Ay T 0z e

drc s D¢

z v @ e
e e e O
Ot Ot

¥ & 8"2
B T A T T e

4. Gleichgewicht der Kriifte an einem unendlich kleinen Tetraeder.

Durch die Punkte 4BC des Parallelepipeds (Fig.9) legen wir
eine Ifbene und bilden so ein Tetraeder PABC, Fig. 15, dessen Volumen
mit dV bezeichnet werde. Die Grofle der Fliche ABC sei F, die
Stellungswinkel derselben seien it o, § und vy bezeichnet, d. h.

o ist der Winkel zwischen der Ebene ABC und der Ebene BPC,

ﬁ LE] ¥ th] LR ] 2 2 2 33 13 22 OPA’
T Rl ) 1) LE] 93 23 £l ¥ 3 3 APB’
so daf}

BPC = Fcosa, CPA = FcosB, APB = Fcosy.

Auf diese 3 Flichenelemente wirken die jenseits derselben ge-
legenen Korperteile mit den in der Fig. 15 eingetragenen Spannungen
ein. Die Spannung, welche die diesseits des Flichenelementes 4BC
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gelegenen Korperteile auf das Tetraeder ausiiben, sei p, ihre Richtungs-
winkel gegeniiber den Koordinatenachsen seien ) p, v. Dann ergeben
sich in Richtung der letzteren die Gleichgewichtsbedingungen

—o6, . Fcoso—=, F cos [3 — 1, Feosy+pFecosh | XdV =0

— 1, . Foosa—qg, Feosf—r1,Fcosy+pFcosp+ YdV = 0
— 1, . Fcosa—r1, FeosP—o, Feosy + pFecosv+4 ZdV = 0

Die 4 ersten Glieder in jeder dieser Gleichungen sind unendlich
klein zweiter Ordnung, das letzte Glied wegen dV unendlich klein
dritter Ordnung, kann deshalb gegeniiber den 4 ersten Gliedern ver-
nachlissigt werden, somit

Peosh = 6,C08 ¢+ T,c08 3 4 T, C08 Y
peos = T,c080+ 6, o8 + T, o8y . - . . . 4)
peosy = T,c08 0 + T, co8fd | g, co8 ¥

AuBerdem besteht die bekannte Beziehung
cos® A 4 cos? w+ cos?y = 1.

Wir haben hiernach 4 Gleichungen und sind damit in der Lage,
bei gegebenen Werten von o,, 6,, 6,, 7, 7,, 7, fir das beliebige durch
o, @, v bestimmte Flichenelement die Spannung p und ihre Richtungs-
winkel X, @, v zu ermitteln.

An diesen Verhiltnissen dindert sich nichts, wenn wir das Flichen-
element immer niher an P heranriicken und schlieBlich mit P zu-
sammenfallen lassen. Dann aber wird p die Spannung im Punkte P
einer beliebig durch ihn hindurchgehenden Fliche, deren Tangential-
ebene im Punkte P die Stellungswinkel o, f, y besitzt, oder deren
Normale im Punkte P die Richtungswinkel «, 3, v aufweist, d. h. die
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bpa.nnungslco‘mpnnentcn Or. Oy, Oz T, Ty, Tz bestimmen die
GrofBe und Richtung der Spannung p, welche im Punkte P
einer beliebig durch ihn hindurchgehenden Fliche herrscht.

An die Sltelle der Spannungskomponenten c,, 6, 6,, T, Ty, 7, kKOnnen
auch deren Resultanten p,, p,, p, ftreten (vgl. oben Ziff. 2).

b. Geometrische Darstellung der Spannungen.

Denken wir uns die durch den Punkt P des Kérpers gehende
I'liiche F der vorigen Betrachtung verschiedene Lagen einnehmend,
also ihre Stellungswinkel o, B, y geiindert, so wird sich auch die
Spannung p im Punkte P dieser Fliche sowohl der Grofie als auch
der Richtung nach dndern. Um uns das Gesetz, nach welchem diese
Anderungen vor sich gehen, zu veranschaulichen, tragen wir auf jeder
moglichen Spannungsrichtung vom Punkte P aus die Spannung p = P@)
auf und bestimmen nun die Gleichung der Fliche, welche den geo-
metrischen Ort der Endpunkte ¢} bildet.

Fig. 16.

P, Tig. 16, sei der Koordinatenanfang, die Richtungen der Span-
nungen p,, p,, p, seien die Koordinatenachsen fiir die gesuchte Fléchen-
gleichung. Da dieselben im allgemeinen schiefe Winkel miteinander
einschliefien, so wird das System ein schiefwinkliges gein. Die Ko-
ordinaten des Punktes @ seien ', %, 2. In Iig. 16 gind tiberdies
die Richtungen PX, PY, PZ der Achsen des frither angenommenen
1‘echtwinkligen Koordinatensystems strichpunktiert eingetragen. Es seil
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2. der Winkel zwischen PX und p,

lx 2 LR 13 21 X3 rva
)‘U el L3 33 ¥} 23 ?]y,
)"Z 21 LY 13 LH 3 T’z‘
@', y" und 2’ geben die Komponenten von p = P@ nach den

Richtungen p,, p, und p,. Die in der Richtung PX genommene
Spannung p mufl demnach gleich sein der Summe der nach PX ge-
nommenen Komponenten a’, 3, 2/, d. h.

peosh = a’cosdh, + y cosh, + 2’ cos,,

Unter Beachtung der Figuren 6 bis 8 findet sich

0 z Ty
COS A, ———, COBA = FEECDS =
x r W ?,] Z
x W 2z
folglich
) mf | ?l! } z!
PODRR =07 semia i S sy
; ; v
P, 2y P,
und mit Riicksicht auf die erste der Gleichungen 4
! ! /!
@ i z
()= B b = — e - e 1L —_—
5,c080 7, ccsf T, COS Y =g, e i | Ty o
Py Py z
also
x) ‘fl’ zr‘
COSichi===— "L LeoR [ = = dliicog =7
p:r. W P,

und wegen

cos? o 4 cos? 3 -+ cos?y = 1

aplND i\ ’ \a .
-’”—) £ -3") -1-(2— S T S )
P, ?, 7,
d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoides in bezug auf die kon-
jugierten Halbmesser p,, p,, p, als Achsen. Wir kommen damit zu
dem Satz:

Stellt man die Spannungen, welche in einem Punkte P
des betrachteten Koérpers fiir alle durch diesen Punkt mdg-
lichen Schnittflichen auftreten, nach Gréfe und Richtung
durch Gerade dar, die von P ausgehen, so liegen die End-
punkte dieser I"ahrstrahlen auf einem Ellipsoid.

Die Spannungen in drei zu einander senkrechten Ebenen
sind konjugierte Halbmesser des Ellipsoides.
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Dieses Ellipsoid wird als Spannungscllipsoid Dbe-
zeichnet?!).

6. Hauptspannungen.

Weicht die Spannung p im Punkte P der Fliche F von der Nor-
malen PN in diesem Punkte um den Winkel ¢ ab, so ist die Normal-
spannung ¢ = pcos e, und da zwischen ¢, den Richtungswinkeln
o, B, v der Normalen und den Richtungswinkeln %, p, v von p die
bekannte Beziehung

COS @ = C€OS o CO8 X + co8 3 cos p - coS y cos v
besteht,
6 = ) CO8 ¢ COS A -~ p cos 3 COS [ - P COS vy COS v,

woraus unter Beriicksichtigung der Gleichungen 4 folgt
6 = 6, C08% & + 6, c08% 3 - 6, cos*y 4 2 7, cos S cos y
427,008 ycose 4 27, coscosfB . . . . .. L B)
Zur geometrischen Deutung di{‘.S('.l’. Gleichung tragen wir auf der
1
.I;_:E?

dem reziproken Wert der Quadratwurzel aus dem Absolutwert von o.
Dann sind die Koordinaten des Endpunktes N

Normalen von P aus eine Strecke PN = ab, also gleich

CcOS o

e

cos cos y

JeEo I+

L .

Die Einfiihrung der hieraus folgenden Werte von cos «, cos § und
cos v in Gleichung 6 gibt

T 1 =90,2+0,42+0, 2+ 27, yz+ 27,204+ 27,2y, . .7

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fliche zweiten Grades. Eine der-
artige Fliche hat drei zueinander senkrechte Hauptachsen, fiir welche,
wenn sie zu Koordinatenachsen gewiihlt werden, die Glieder mit den
Produkten der Koordinaten aus der Flichengleichung verschwinden,
fiir die alsdann

5, =0 7,=0 5,=0

ist. In den drei zucinander senkrechten Ehenen, fiir welche die Schub-
spannungen Null werden, miissen alsdann die Spannungen p,, P, p:

Normalspannungen sein und senkrecht zueinander stehen. Wir er-
1,

1) Siehe die Mohrsche Darstellung der Spannungen und Forminderungen
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, 8. 1524 u. f.



G18  Allgemeine Beziehungen iiber Spannungen und Formiinderungen.

kennen, daf esin jedem Punkte P des Korpers drei zueinander
senkrechte Ebenen gibt, in denen keine Schubspannungen,
sondern nur Normalspannungen auftreten.

Diese drei Normalspannungen werden die Hauptspannungen
im Punkte P genannt; sie seien mit

6y Gy Oy
bezeichnet. Sie fallen mit den Hauptachsen des Spannungs-
ellipsoides zusammen; denn sie wirken in drei sich rechtwinklig
schneidenden KEbenen, stehen senkrecht zueinander und sind kon-
jugierte Halbmesser des Spannungsellipsoides. Hieraus folgt weiter,
dafl die Hauptspannungen die grofte und die kleinste
Spannung im Punkte P unter sich enthalten.

Sind fiir ein beliebig gewihltes rechtwinkliges Koordinatensystem
die Spannungen o, 6, 6,, T, T, T, gegeben, so lassen sich die drei
Hauptspannungen 6,, 6, und o, auf folgende Weise bestimmen.

Wenn p im Punkte P der Fliche F eine Hauptspannung ist, so
mull sie gleichzeitig Normalspannung sein; demnach miissen ihre
Richtungswinkel %, g, v gleich den Richtungswinkeln «, £, y der
Normalen im Punkte P der Fliche F' gein. Aus den Gleichungen 4
folgt dann mit

D=0 Mo = V=
6 cos o = 6,008 0 -+ T, cos B+ T, COS ¥,
6eosf =T cosa + o, cos B + 7, cosy,
G COS Y = T, COS 0o + 7,008 -+ o, cos y.
Nach Beseitigung von cos o, cos f und cosy findet sich
glissilo. oFio iio ) of bilo, o tblas o, o 0, =T =Tt — 1 g
=0 o o,k i Gy'rrf g Tt 27,77, =0 . 8
Die 3 Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Haupt-

spannungen o, ¢, und o,.
Nach der Lehre von den kubischen Gleichungen ist

g, 7 0, k0, =0, + 65 + o3

d. h. die (algebraische) Summe der Normalspannungen im
Punkte P ist nach je drei sich rechtwinklig schneidenden
Richtungen gleich der Summe der Hauptspannungen, somit
unverinderlich.

Fallt in Gleichung 8 das Absolutglied Null aus, d. h. ist
g, Lol w0 o Gy‘fyz -+ cz'rzz—2’r$-ru'rz == RO

_Gxﬁﬂ
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so wird die eine Wurzel, etwa ¢,, = 0. DasSpannungsellipsoid schrumpft
auf eine Ellipse, die Spannungsellipse, zusammen, deren Halb-
messer 6, und g, sind und als Wurzeln der Gleichung

gt == (g =i+ o) g el e —1,t = 0 10)

erhalten werden.

§ 68. Formiinderungen in einem beliebigen Punkte eines
festen Korpers.

Dal} im allgemeinen zweierlei Forménderungen zu unterscheiden
sind: Lingen- und Winkeldnderungen, entsprechend Dehnungen
und Schiebungen oder Gleitungen, ist bereits in § 28 dargelegt
worden.

1. Die Dehnungen nach einer beliebigen Richtung als Funktion

von den Dehnungen dreier urspriinglich zueinander senkrechfen

Richtungen und von Anderungen der Winkel dreier urspriinglich
sich rechfwinklig sechneidenden Ebenen.

In Fig. 1 seien
P ein beliebiger Punkt des festen Kérpers,

(04

AT
aoa?
(=]
| -+ |
o Nlesde
_|—:£'| e,
: ! — 5
1 /r l"}/
Loy S
I/ 1 ,o’-b/
k
Fig. 1.

@, y, z dessen Koordinaten vor der Forminderung,

P’ ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener zweiter Punkt
desselben Korpers,

@ -+ dx, y + dy, z 4 dz dessen Koordinaten vor der Forminderung,

PP = ds = ]-’fd:c’;'m—k- dy® - dz? die Entfernung der beiden Punkte
vor der IFormiinderung,

«, 3, v die Richtungswinkel der Strecke ds.
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Unter Einwirkung der den Korper belastenden Krifte werden
folgende Anderungen eintreten:

ds geht iiber in ds + A ds, findert sich also um A ds = ¢ ds, sofern
A ds

e = ——— die verhiiltnismifige (spezifische) Liingeniinderung

ds
oder kurz Dehnung im Punkte P nach der Richtung, in welcher
die Strecke gemessen wurde, bedeutet;

die Koordinaten @ Y z
gehen iiber in z+E y4n 240,
andern sich also um 2 N 4

Die Anderungen, welche die Koordinaten des Punktes P’ er-
fahren, seien mit &;, 7, ¢, bezeichnet. I'iir sie ergeben sich die Be-
zichungen

g 5 s

£, =&+ faid:t: -} ) dy | ) dz
O 0

Ny =1 - -8_;{“ - —,]—:J—dy F -gi?—dz 1)
07 az AL

¢ = ¢+ P dr + a:; dy -+ L: dz

Die Projektionen der Strecke PP’ = ds waren vor der Form-
inderung
da: dy dz.

Sie haben sich infolge der Forminderung geiindert um
i S Ut [ G
Die Strecke ds hat sich geiindert um e ds, so dall aus ihr
ds +eds = (1 4 €) ds
geworden ist. Folglich mul} sein
(1 +e)2ds? = (de + & —8°+ (dy + 1 — ) + (dz 4§ — Q>

Unter der Voraussetzung, dall e ein sehr kleiner Bruch ist, darf
e®ds® gegeniiber 2eds? vernachlissigt werden. Da ferner &, — &,
n — 1 und §; — ¢ als die sehr kleinen Anderungen unendlich kleiner
GroBen anzusehen sind, so koénnen die Quadrate dieser Anderungen
gegeniiber den anderen Summanden ebenfalls vernachlissigt werden.
Daraus folgt

1

Jt

SieaiCez

JN

L )
ds ds da s e e g
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Nach Einfithrung der. Werte von & —E&, »n,—n und ¢, —7,
welche sich aus den Gleichungen 1 ergeben, und mit

da con dy S dz e
= CoRa A a e R
ds : ds s ds !

findet sich
o L d dq O
el L 3 " Ll 2 ] Bl STl 2 . — L 2 vy a O A
S T Y ay e e L (3.3 Ty ooE aoen

“
»

—|—{ -)cns-{C(}soc1~( —1—-3)Uobo:roq’3 S )
Fiir ¢ = 0, d. h, wenn ds parallel zur z-Achse, werde £ mit ¢, be-
zeichnet; dann findet sich wegen f = 90° und y = 90°

o

AL,
‘” D

und ebenso fiir f = 0 bzw, y = 0

: O oL
gy = = bzw. e = :
i 3z

d. h. die Koeffizienten der Glieder mit den Kosinusquadraten in der
Gleichung 2, also die partiellen Differentialquotienten von & nach w,
von v nach y und € nach z sind die Dehnungen im Punkte P
nach den Richtungen der Koordinatenachsen.

Zur Ermittlung der Bedeutung der Koeffizienten der Glieder mit
den Kosinusprodukten ziehen wir in dem urspriinglichen Zustande
des Korpers von dem beliebigen Punkte aus parallel zu den Koordinaten-
achsen. Gerade und tmgon auf ihnen die unendlich kleinen Strecken
dx, dy, dz ab. In Fig. 2 (Schnitt senkrecht zur x-Achse) sei die ur-
gpriingliche Lage des Punktes mit P, bezeichnet, seine Koordinaten
seien y und z, ferner P B, = dy und P, 563 = dz. Infolge der Form-
anderung #andern sich ¥y und Z um 7 b!w t Der Punkt P, riickt
nach P. Die Punkte B, und O, wiirden, falls weitere Anderungen
nicht stattfinden, nach B bx\\ C gelangen (PB = P B,, PC = P,C,).
Im allgemeinen wird jedoch auch noch eine V el%hloblmg von (' nach ¢’

0
im Sinne der y-Achse um ¢’ = 8—2 dz und von B nach B’ im Sinne
der z-Achse um BR = 2, dy eintreten, somit eine Anderung des

urspriinglich rechten Winkels BPC um die beiden sehr kleinen Winkel
CP ¢’ und BPB statthaben. Wegen der Kleinheit der Winkel darf
gesetzt werden
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O IR A

PO " PB 05 8y o

d. i. die Anderung des urspriinglich rechten Winkels an der a-Kante
des Parallelepipeds, also nach §28 die Schiebung oder Gleitung.

%

|
e
;r ) by T@f)
ch"_, ’fi‘}-“ \\I I
Ee=d T8
__L___‘J:::&’TJJ
v

2

Fig. 2

Ebenso finden sich fiir die Anderungen der urspriinglich rechten
Winkel an der y- und der z-Kante
o | 98 9¢ |, O
T By T T
Hiernach bedeuten in Gleichung 2 die Koeffizienten der Glieder mit
den Kosinusprodukten die Schiebungen an der a-, y- bzw. z-Kante

des unendlich kleinen durch dx, dy, dz bestimmten Parallelepipeds.
Damit geht Gleichung 2 iiber in die folgende:

e 2 2 yal el
e =¢g,co8’a ¢ cos* P + e, cos®y + vy, cosflcosy o

chosyeoso&—I—Yzct)sacns[i A e )

2. Darstellung der Forméinderung.

Wir denken uns in dem Koérper — vor der Formiinderung —
eine unendlich kleine Kugel mit P als Mittelpunkt und ds als Halb-
messer, Kig. 3. PA, PB und P C seien die den Achsen der x, y, 2
parallelen Halbmesser dieser Kugel und da, dy, dz die Koordinaten
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eines beliebigen Punktes @ der Kugelfliche in Beziehung auf PA,
PB und P C als Achsen. Dann ist .

da® dy? dz*
et

Durch die Forminderung erfahren die drei Halbmesser die Deh-
nungen e, €, ¢, und die urspriinglich rechten Winkel an den Kanten
- P4, PB und P (C dndern sich um vy, vy, und vy,, so daf} das Achsen-

Fig. 3.

kreuz jetzt ein schiefwinkliges geworden ist. Der Punkt @, auf dieses
schiefwinklige System bezogen, wird die Koordinaten

doy = drv(l +¢,), dy, = dy(l+¢g), dz = dz(l+¢,)
zeigen, woraus folgt

Lidsie 0 1+4%¢’ e

dx

und damit

code - N Ay N R )—
((]‘|‘Ex)d8)+((1 _1,.51;)0!3) 1 ((l —l—sz)ds’ =1, . 4

/

~—

d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in bezug auf die konjugierten Halb-
messer (1 + ¢,) ds, (1 + ¢,) ds, (1 + ¢,) ds als Achsen. Wir erkennen,
dafl eine unendlich kleine Kugel durch die Forminderung
in ein Ellipsoid iibergeht. Dasselbe wird als Forméinderungs-
ellipsoid bezeichnet.

Um ein moglichst klares Bild iiber die Bedeutung der unter Ziff. 1
enthaltenen partiellen Differentialquotienten zu erlangen, empfiehlt
es sich, die Formiinderung eines unendlich kleinen Pavallelepipeds
darzustellen.
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In den Fig. 4 bis 6 ist dies in stark iibertriebenem Mafle geschehen ;
die Ableitungen sind ecingetragen. So liflit z. B. Fig. 4 deutlich er-
kennen, wie der urspriinglich in P, liegende Iickpunkt entsprechend
der Anderung von y und z um % bzw. { nach P geriickt ist, wie die

. O 9 .
Kanten dy und dz ihre Liinge um El;_r dy bzw. 3)% dz geiindert haben,
und welche parallel zur Y Z-Ebene gelegenen Groflen die Anderung
der Kantenwinkel bestimmen. -

Fig. 4.

Tlig. 5 und 6 zeigen das Lntsprechende in bezug auf die parallel
zur ZX- bzw. XY-Ebene liegenden Groflen.

Die urspriingliche, durch die Strecken du, dy, dz gegebene Diagonale
ds des Parallelepipeds ist in die Strecke PP’ {ibergegangen und hat
dabei die dirch die Gleichung 3 bestimmte Dehnung erfahren. Diese
Gleichung ergab die Dehnungen der angenommenen Strecke ds als
Funktion von den Dehnungen in drei urspriinglich zueinander senk-
rechten Richtungen und von Anderungen der Winkel dreier urspriing-
lich sich rechtwinklig schneidenden Ibenen. Die Darstellung it
diesen Zusammenhang zwischen der Lingeniinderung der Diagonale
des Parallelepipeds und den Anderungen der Kantenlingen sowie der
Kantenwinkel deutlich erkennen.

3. Siitze iiber die Formiinderung.

Die GroBe, welche Gleichung 3 fiir ¢ liefert, hat in Hinsicht auf
o, p und y die gleiche Form wie die GroBe o, die sich aus Gleichung 6,
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Formiinderungen in einem beliebigen Punkte eines festen Kérpers.

§ 68.

ay

40

6. Aufl.

Bach, Elastizitit,
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§ 67, ergibt; der eine Ausdruck geht in den andern tiber, wenn ¢, durch
6, usw. sowie 1 v, durch =, usw. ersetzt wird. Infolgedessen konnen
hier sinngemif} die gleichen Schliisse gezogen werden.

In jedem Punkte des Kérpers gibt es immer drei zu-
einander senkrechte Ebenen, in denen keine Schiebungen
auftreten, alsoy, = vy, = vy, = 0 sind, so daf} also das unendlich
kleine Parallelepiped, das von diesen Ebenen begrenzt wird, dessen
Kanten also die Richtungen der Durchschnittslinien dieser Ebenen
besitzen, rechtwinklig bleibt.

Die Dehnungen nach diesen drei Richtungen heiffen die Haupt-
dehnungen. Unter ihnen befindet sich der groBte und der
kleinste Wert der Dehnungen, die iiberhaupt in dem be-
treffenden Punkte auftreten.

Sie seien mit g, g, und g, bezeichnet.

Die Summe der Dehnungen nach je drei beliebig zuein-
ander senkrechten Richtungen ist konstant., und zwar
gleich der Summe der drei Hauptdehnungen:

g ey, F e = g+ & foE
Diese unveriinderliche Summe hat eine besondere Bedeutung.
Das Volumen eines unendlich kleinen Parallelepipeds ist vor der Form-
iinderung
da dy dz,
withrend derselben
(L4e) de(l +¢)dy(l+e)de=~(l+e,+¢e,+¢) do dy dz, -
sofern die sehr kleinen Grofien hoherer Ordnung gegeniiber denjenigen
niederer Ordnung vernachlissigt werden,
Hiermit die Volumenzunahme
(e, + &, + &,) dvdydz,
demnach
exte,te =g feteg=¢......05)
die Zunahme der Volumeneinheit oder die verhiltnismiffige Volumen-

inderung, welche als Volumenausdehnungskoeffizient bezeichnet
werde.

§ 69. Beziehungen zwischen Spannungen
und Formiinderungen.
Die Elastizitiit des festen Korpers kann in den verschiedenen

Punkten desselben nach allen Richtungen gleich grol3, oder sie kann in
den einzelnen Punkten und nach den verschiedenen Richtungen hin ver-
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schieden sein. Das erstere wird dann eintreten, wenn der Korper isotrop,
d. h. in jedem seiner Punkte nach allen Richtungen hin gleich beschaffen
ist, wie dies z. B. von vorziiglichem Flufistahl bei nicht zu grofien Quer-
schnittsabmessungen mit ziemlicher Anniherung erwartet werden darf.
Bei Korpern von regelmiBigem Gefiige, die nicht isotrop sind, Jassen
sich bestimmte Richtungen erkennen, in denen die Elastizitit aus-
gezeichnete Werte aufweist. So z. B. besitzt ein kreiszylindrisch ge-
walzter Stab aus gutem, sehnigem Schweilleisen in der Walzrichtung
eine solche ausgezeichnete Richtung; in allen Richtungen senkrecht
zu dieser darf zwar mit Anniilherung wieder ein und dieselbe Elastizitit
angenommen werden, deren Grofle wird jedoch von derjenigen in der
Walzrichtung verschieden sein. Man spricht in solchen Fillen von
einer Elastizititsachse des Materials. So zeigt Holz drei ausgezeichnete
Richtungen: eine im Sinne der Fasern, die anderen zwei tangential und
radial in bezug auf die Jahresringe. Man spricht dann von drei Elasti-
zititsachsen. ;

Handelt es sich um einen Stoff, welcher in verschiedenen Punkten
nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene Elastizitit zeigt,
so mul im allgemeinen die Lage der Hauptdehnungen zu den Haupt-
spannungen von der Verinderlichkeit der Elastizitiat abhingen. Diese
Abhéingigkeit wird im allgemeinen nur fiir isotropes Material verschwinden ;
fiir Material mit einer oder drei Elastizititsachsen wird dies nur in be-
sonderen Fillen eintreten koénnen?).

Im Falle der Isotropie des Materials werden — wie ohne weiteres
aus der Anschauung gefolgert werden darf — die Achsen des Span-
nungsellipsoides mit denjenigen des Formidnderungsellip-
soides, also die Richtungen der Hauptspannungen mit den-
jenigen der Hauptdehnungen zusammentallen.

Die allgemeinen Untersuchungen der Elastizititslehre verlangen,
damit sie iiberhaupt durchgefiihrt werden koénnen, in der Regel, dal}
isotropes Material vorausgesetzt wird, was auch im folgenden geschehen
soll. Die Ergebnisse solcher Betrachtungen gelten deshalb — streng ge- -
nommen — auch nur fiir derartige Korper.

1. Die IIauptdehnﬁngen und die Hauptspannungen.

Auf das rechtwinklige Parallelepiped 4B CD, Fig. 1, welches zu
dem Koordinatensystem so gelegen sein moge, daB die Kante AC

1) Es laBt sich nachweisen, dall bei Kérpern mit drei zueinander senk-
rechten Elastizitiitsachsen die Hauptspannungen nur dann mit den Hauptdeh-
nungen zusammenfallen, wenn die Hauptspannungs- und Hauptdehnungsrichtungen
mit den Elastizitiitsachsen in dem betreflenden Punkte iibereinstimmen, bei
Kérpern mit einer Elastizititsachse nur dann, wenn mit ihr eine der Haupt-

spannungs- oder Hauptdehnungsrichtungen zusammenfillt.
40*



628  Allgemeine Bezichungen iiber Spannungen und Forminderungen.

parallel zur x-Achse liuft, wirke je iiber die beiden Endflichen 4B
und CD, gleichmiiBlig verteilt angreifend, die gleiche Kraft P, in Rich-
tung der x-Achse. Hierdurch geht der Kérper AB CD in ein anderes
Parallelepiped 4,B; C,D, iiber, und zwar in der Weise, daB die zur
Richtung von P, parallelen Kanten sich verlingern, wiithrend die anderen
senkrecht dazu stehenden Kanten sich verkiirzen. Die durch P, hervor-
gerufene Spannung ist eine Hauptspannung o,, welche unter der Vor-
aussetzung, dafl zwischen Spannungen und Dehnungen Proportionalitiit
besteht, mit der zu ihr gehérigen Dehnung ¢, durch die Gleichung

g, = 00y

verbunden erscheint, worin o« den in § 2 besprochenen Dehnungs-
koeffizienten bedeutet.

B ,’HT i
Qi i T DM
el I T | i i —l
a"#' ‘; Pri=s 7' o e ke ] ‘_- - ‘,Jl gl @;r
Al =0z
/ o e Lo~

Nach den beiden dazu senkrechten Richtungen der y und z wird
die Dehnung als gleich grofi betrachtet und durch

ex

m

gemessen, worin m das als unveriinderlich vorausgesetzte Verhiltnis
der Lingsdehnung zur Querzusammenziehung bedeutet (vgl. § 7)." Wir
haben somit

die Spannung die Dehnung
in Richtung der x-Achse o, g, =0,
Eﬂ'-
” ; . y-Achse 0 e e
m
sﬂ:
" ” ., 2-Achse 0 s Ells
m

Wiirde das Parallelepiped in Richtung der y-Achse — und zwar
nur in dieser — gezogen, so daf} die Normalspannung ¢, und die Dehnung

e, = a0, eintritt, so ergibe sich
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die Spannung die Dehnung
E!«"
in Richtung der x-Achse 0 —
» " . y-Achse Gy e, = %0y
ET}'
1) T 13 z'AChSe 0 e
m

Wiirde schliellich der Zug nur in Richtung der z-Achse statt-
finden, so daf} die Normalspannung ¢, und die Dehnung e, = « g, statt-
findet, so finde sich

die Spannung die Dehnung
&
in Richtung der x-Achse 0 ==
m
&
i 5 »» y-Achse 0 SHeas
H 3 ) Z—AChSG Oy SZ = & Og.

Wirken simtliche Zugkrifte gleichzeitig, so bleiben 6;, 6, und o,
Hauptspannungen, die Hauptdehnungen aber sind
_i"'_ s i & i & €2 + &y :

g = g, — T M I e T e

m v m m

woraus nach Einfithrung der oben angegebenen Werte fiir €,, ¢, und ¢,

' Gy 1 Og
Sh | i e e
el
: 514'01)
S | gy e 1)
& (2 m ]
G, -+ Oa
Eazm(cs—-'m—)

Die Addition dieser Gleichungen gibt unter Beachtung von
Gleichung 5, § 68,

6y + 65+ 05 = .ﬂ_..._'___..'. L e D)

Die erste der Gleichungen 1 liefert

M Gy~ Gp—— Og == NiSa=
1 2 3 o
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durch Addition dieser Gleichung mit Gleichung 2

S _
= Tl ‘)

nach Einfithrung von

1 m Tpee ol 2k 4= m)
Sl b oder f = - )

und Ermittlung der Werte fiir 6, und o,

sy _L’ S i _ 2 [ )
G]_I,..[_moc(_sl l'?3'1,—2)_[3; E‘Tm—zr,
m II, ety 2 e

CEEa VA L e b S e )
%2 ]—E—ma(szlm—Q) B(Eg‘im—f&)

o 2
dy— W ._]_ g +— £ "="'-_(53 - — 5

1 +m o) i B\ m — 2

2. Spannungen und Formiinderungen fiir drei beliehige,
zueinander senkrecht stehende Richtungen.

Die Gleichungen 4, § 67, gelten fiir das Koordinatensystem, welches
sich ergibt, wenn wir die Normalspannungen ,, 6, und o, im Punkte P
fiir drei beliebige, senkrecht zueinander stehende Ebenen zu Koordinaten-
achsen withlen. Nehmen wir statt dessen die drei Hauptspannungen im
Punkte P zu Koordinatenachsen, also die Ebenen, in denen die Haupt-
spannungen wirken, zu Koordinatenebenen, so folgt, da in diesen Ebenen
die Schubspannungen t,, 7, und =, gleich Null sind, und an Stelle von
6, 6, und ¢, die GroBen o,, 6, und oy treten, aus den Gleichungen 4, § 67,

P CO8 A = g, COS8 o, P COS (L = G, CO8 3, P eosv = Gy COS Y.
Die Normalspannung ¢ in dem beliebigen durch den Punkt P

gelegten FKlichenelement bildet mit der resultierenden Spannung p
einen Winkel ¢, fiir welchen, da die Richtungswinkel

von 6 o 6 Y

Ep ) A 7 v

sind, die Beziehung
COS @ = COS o CO8 h - cos {3 COS L - CO8 y COS v

gilt. Somit
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o= P cos @ = g, cos* & + G, cos® f + oy cos’y
und nach Einfiihrung der Werte, welche die Gleichungen 4, § 69, fiir
die Hauptspannungen liefern,
9 f Bvie &)

G = é(al cos? o + g, 0082 3 + ggc08® y - —— 3
Mmi—

Die Heranziehung der Gleichung 3, § 68, unter Beachtung, dal} die
Schiebungen wegfallen, wenn fiir ¢,, €, und ¢, die Hauptdehnungen ¢,,
g, und e, gesetzt werden, fithrt zu

g = g;c08% o0 4 g, cos® f§ + g, cos? v,
folglich
2 e 3
G__B(Eij—z)' Sehee ol

Da diese Gleichung fiir eine ganz beliebige Richtung gilt, so mul}
sie auch fiir drei beliebige zueinander senkrecht stehende Richtungen
gelten, somit

2 ¥ s 3 : / Gy + GZ 7
goan===lei-L =il E :O:LG T ST
i B\*®  m—2 & e M
/ Ak
) ) G
= e ; i :r)
g, = —|& H g = olg —i— LB
& 6] ( y T m— 2) v ( u PP
L2 e : o, T 9
o anliegiss ; o i—olcere
C BA\2  'm—2 E \ m

3. Bedeutung der GroBe .
Die Einfithrung des Wertes € aus Gleichung 3, § 68, in Gleichung 5
ergibt '
:3

B

&
+ v, cos y cos & -+ v, cos acos B 4 ST (cos?a - cos®B - cos?y) |

g =

a - ey g Ve =LA I - I
€, cos”a + € cos* b + € cO8%y + y, cos 3 cosy

e 3
wobei der Faktor von D am Schlusse mit Riicksicht auf das

Spitere an Stelle von 1 gewihlt worden ist.
Aus Gleichung 6, § 67, folgt unter Beachtung der Gleichungen 6
dieses Paragraphen
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.

G — 85 e, cos? o + €,c08%B | ¢ cos?y s (('032 o, -+ cos®fp 4 Goszy)—|
+ 27 cosfBcosy + QTUU(}SYO(]S& 4 27, cos xcos .

Da die beiden fiir ¢ gefundenen Werte einander gleich sein miissen,
so ergibt sich

2
B (v, cos Bcosy + y, cos y cos & + vy, cos a cos 3)
=27,cosfcosy + 27 cosycosa -+ 27, cosocos
(Br,—,) cosBcosy -+ BT - Y,) €08 ¥ cos « + (Br,—vy,)cosxcosf = 0.

Soll diese Gleichung fiir beliehige Werte von o, 8 und y bestehen,
g0 mul}

o BT;E’ Yy e BT”’ Tz = BTz . : 4 7}

sein, d.h. B ist diejenige Erfahrungszahl, mit welcher dieSchubspannungen
multipliziert werden miissen, damit die Schiebungen erhalten werden,
also der Schubkoeffizient (§ 29). Zwischen ihm und dem Dehnungs-
koeffizienten « besteht die Beziehung Gleichung 3, wie bereits § 31,
Ziff. 2, unmittelbar festgestellt worden ist.

§ 70. Allgemeine Aufgabe der Elastizititslehre und Weg zur
Lisung derselben.

Die Aufgabe der Elastizititslehre begreift in sich:

1. die Feststellung des Zusammenhanges zwischen den #ufleren
Kriiften, welche auf den in Betracht gezogenen Korper wirken, und den
durch sie hervorgerufenen Ilormiinderungen, '

2. die Feststellung der Abmessungen eines solchen Korpers unter
der Bedingung, daf die Forminderung, d.i. die grofte Hauptdehnung,
in keinem Punkte desselben die hochstens noch fiir zulissig erachtete
Grenze iiberschreitet, und unter der weiteren Forderung, dafl die Gesamt-
formiinderung des belasteten Koérpers innerhalb der Grenze bleibe,
welche durch den besonderen Zweck desselben oder durch den Zu-
sammenhang mit anderen Teilen gesteckt ist.

Die Losung dieser Aufgabe fordert in erster Linie die Ermittlung
der Hauptdehnungen in einem beliebigen Punkte P des Korpers; denn
unter ihnen befindet sich die grofite und kleinste, welche iiberhaupt in
dem Punkte auftritt.

Allgemein wiirde dabei in folgender Weise vorzugehen sein.
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Fiir den Punkt P gind @, y und z die Koordinaten vor Eintritt der
Forminderung, £, v und ¢ deren Anderungen infolge der letzteren und
damit nach den Gleichungen 6 sowie 7, § 69, und den in § 68 unter
Ziff. 1 fiir ,, ¢, €,, v,, v, und y, gefundenen Ausdriicken

R J8E gon: S| L) or
U”_B(\&t:hi_m-—iz): She ﬁ(33+3)
o 2 ey T:L(atia e
v B\By m —2 v B \8z ' B2
LBt e = (B
Uz — 5 (83 + AR 2)! T, - _ﬁ aJ l— 8;(
worin
: 8t . By ar 2 (1 4 m)
Simihapae P, e

Die aus den Gleichungen 1 folgenden Werte der sechs Spannungs-
komponenten sind in die Gleichungen 3, § 67, einzusetzen. Hierdurch
werden drei simultane partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
fiir die Groflen £, n und t erhalten.

o o it e
Ou? +3y~ —'_ﬁz +m——2 dx R0

2y 2y % m O

ox* T 8,2 T B +m,‘::'z‘a“ R e 2)
o ot

TR TR e zaﬂ e e

Bei der Integration werden im allgemeinen Ifunktionen einzufiihren sein,
welche in bezug auf diejenige Verinderliche, nach welcher jeweils
integriert wird, konstant sind. Diese Funktionen sind durch die Ober-
flichenbedingungen, d. h. dadurch bestimmt,

a) dali die Spannungskomponenten

P CO8 A P COS (L *pcnsv.

in den Gleichungen 4, § 67, fiir die Punkte der Kérperoberfliche (durch
die Belastung) gegebene Werte haben,
b) daB &, u, € fur gewisse Punkte von vornherein bekannt sind
oder doch ermittelt werden konnen (Unterstiitzung des Korpers).
Sind hiernach &, 7,  als Funktionen von a, y, 2 festgestellt, so er-
geben sich
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aus den Gleichungen 1, sodann die Hauptspannungen aus Gleichung 8,
§ 67, und die Hauptdehnungen mittels der Gleichungen 1, § 69.

Oder es kann auch so verfahren werden, dal}, nachdem &, v, € als
Funktionen von z, ¥, z vorliegen,

S SRS e L

mittels derin § 68 unter Ziffer 1 fiir diese GroBen gefundenen Beziehungen
und aus ihnen die Hauptdehnungen berechnet werden.

In den weitaus meisten Fillen der technischen Anwendung erweist
gich die Integration der partiellen Differentialgleichungen als unaus-
fiihrbar, infolgedessen das angedeutete Verfahren, trotz seiner Einfach-
heit in grundsiitzlicher Hinsicht, nur in Ausnahmefiillen zum Ziel fiihrt.
Unter diesen Verhiltnissen geht man zweckmifBigerweise derart vor,
daf} zunichst einfache IFille betrachtet und von diesen unter Beniitzung
der gewonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortgeschritten
wird. Die hierbei auftretenden Schwierigkeiten sucht man durch geeig-
nete Annahmen zu tiberwinden. Dieser Weg, der nach heutigem Stand
fiir den Ingenieur — wie bereits bemerkt, mit ganz seltenen Ausnahmen
— allein iibrig bleibt, ist in den ersten 8 Abschnitten dieses Buches
beschritten. Dal} es trotzdem fiir den Ingenieur angezeigt ist, die all-
gemeinen Beziehungen dieses Abschnittes zu kennen, ergibt sich aus
dem im Vorwort zur vierten Auflage Bemerkten.

§ 71. Anwendung auf den Sonderfall der Belastung eines
geraden stabformigen Korpers.

F und I, Fig. 1, seien zwei unendlich nahe gelegene Querschnitte
des stabférmigen Kérpers. Die auf ihn wirkenden dulleren Kriifte lassen
sich fiir den in Betracht gezogenen Querschnitt F ersetzen: durch eine
im Schwerpunkte desselben angreifende Kraft £ und durch ein Krifte-
paar vom Moment M, entsprechend der Paarachse OM. Durch Zer-
legung senkrecht zum Querschnitt und parallel zu demselben ergeben sich

die Kraftkomponenten R, R,,
die Momentkomponenten M, M,.

Die Kraft R, veranlafit. je nachdem sie ziehend oder driickend
wirkt, eine Zu- oder Abnahme der Entfernung der beiden Querschnitte
F und F’ voneinander, verursacht also positive oder negative Deh-
nungen, ruft demgemifll Normalspannungen wach: Iall der einfachen
Zug- oder Druckelastizitit (S. 100, bzw. 160).

Das Kriiftepaar M, mit der Paarachse oM 2 bewirkt, eineﬂndcrlmg
der gegenseitigen Neigung von F zu F’, verursacht also positive und
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negative Dehnungen und ruft damit positive und negative Normal-
spannungen wach: Fall der einfachen Biegungselastizitit (S.195).

Die Kraft R, veranlaft eine Verschiebung der Flichenelemente
von F gegen diejenigen von F’, d.h. Schiebungen, und ruft dement-
sprechend Schubspannungen wach: Fall der einfachen Schubelasti-
zitit (S. 348).

Fig. 1.

Das Kriftepaar M, bewirkt Verdrehungen der Flichenelemente
in I gegen diejenigen in F’, also Schiebungen, und ruft demgemilf}
Schubspannungen wach: Ifall der einfachen Drehungselastizitit (S. 299).

Hiernach haben wir als Hauptwirkungen von R und M erkannt:
Anderung der Entfernung und der Neigung der beiden Querschnitte,
Verschiebung und Verdrehung der beiden Querschnitte gegeneinander.

Fig, 2.

Im allgemeinen wird noch eine IKKriimmung derselben eintreten, die von
der GesetzmiiBigkeit abhingt, nach welcher sich die Dehnungen und
Schiebungen im Querschnitt ¥ von Flichenelement zu Flichenelement
und von den Fliichenelementen des Querschnitts # zu den gleichgelegenen
von F’ dndern.

”



636 Allgemeine Beziehungen {iber Spannungen und Formiinderungen.

In dem beliebigen Punkte P des Querschnittes F, Ifig. 2, erhalten
wir als Gesamtwirkung eine resultierende Normalspannung o, (in Rich-
tung der Stabachse wirkend, welche wir uns als a-Achse denken wollen)
und eine resultierende Schubspannung 7. Letztere zerlegen wir nach
Fig. 2 in zwei Komponenten parallel zur y- und zur z-Achse und erhalten
gomit fiiv den Punkt P die Spannungen

Gy Ty, T,

Damit geht die Gleichung 8, § 67, fiir die Hauptspannungen wegen
o, = 01), o, = 01, e ()
iiber in

MR G ok (‘:y2 o= ¢ Z)igi—"0)

z

woraus die eine Wurzel 6, = 0 folgt (das Spannungsellipsoid wird
zur Spannungsellipse), wiithrend fiir die beiden anderen Hauptspan-
nungen mit

__yz ok Tz2 — 2

sich ergibt I

e o 1)
01,5 T ﬂx+ I-'t’_‘i:cz‘-}“d-"l.'J Yast st Uhs Yo ;
: Vighitdst 2)
53;_;6$_16;5 --}‘4‘1.' F R AR ¥
Itiir die Hauptdehnungen folgt aus den Gleichungen 1, § 69, wegen
Gy = 0
'l o A
Epr=—"0. (01 --—n—:),
G,
€y = o 05— E 3
LT
oo m !
somit
g e S e
— = A TS e ) 2
o om %= i )

1) Diese 8 Gleichungen fiihren zur Erfiillung der Gleichung 9, § 67, und
damit — wie schon dort bemerkt — zum Ubergang des Ellipsoids in eine Ellipse.
3) In anderer Weise wurde diese Gleichung bereits in § 48 abgeleitet.
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Eq m— 1 m 1 I ey 1

e e
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o m

Ist 6, positiv, einem Zug entsprechend, so wird, da in der Regel
die zuliissige Anstrengung gegeniiber Zug kleiner zu sein pflegt als
gegeniiber Druck, Gleichung 3 mafigebend. Wenn o, negativ ist, einem
Druck entsprechend, so wird Gleichung 4 einen grofieren Wert ergeben
als Gleichung 3; dabei ist aber immerhin zu priifen, ob die kleinere, aus
Gleichung 3 folgende Zuginanspruchnahme nicht maligebend wird.

Im iibrigen ist das im zweiten Teil von § 48 Gesagte, betreffend
die Einfithrung des Berichtigungskoeffizienten o, zu beachten.

Da die Gleichung 3 bzw. 4 hiiufige Benutzung erfihrt, so erscheint
es angezeigt, an dieger Stelle nochmals die Voraussetzungen zusammen-
zustellen, auf denen sie beruht, und das umsomehr, als diese nicht
selten recht ungeniigend erfiillt sind, ohne dafl daran auch nur ge-
dacht wird.

1. Die allgemeinen Voraussetzungen der Elastizitiitslehre:

a) Isotropie des Materials,

b) Proportionalitit zwischen Dehnungen und Spannungen sowie
Unveriinderlichkeit des Verhilltnisses zwischen Lingsdehnung
und Querzusammenziehung,

c) Elastizitit gegeniiber Druck ist die gleiche wie gegeniiber Zug,

d) Formiinderungen sind so klein, dafl die Proportionalitits-
grenze nicht iiberschritten wird.

2. Die Sondervoraussetzungen:
a) 6, = 0 und:q, =0,

d. h. Normalspannungen senkrecht zur Stabachse treten
nicht auf. (Diese Voraussetzung ist z. B. bei einer Welle da,
wo diese durch die Nabe einer Kurbel, eines Rades usw. in
radialer Richtung stark gepreBt wird, nicht erfiillt.)

b) T, = 0

d. h. Schubspannungen, welche in Kbenen wirken, die sich
in Parallelen zur Stabachse rechtwinklig schneiden, sind nicht
vorhanden. (Diese Voraussetzung ist beispielsweise bei einer
Welle da, wo auf diese durch ein aufgekeiltes Rad oder eine
aufgekeilte Kurbel ein bedeutendes Drehmoment iibertragen
wird, nicht erfiillt.)

1) 8. Fulbemerkung 2, 5. 636,
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Denkt man sich den geraden stabférmigen Kérper aus Fasern be-
stehend, so kommen die Voraussetzungen :

Gy:() Ut:[)- T:L‘;O

darauf hinaus, daB diese Fasern weder einen Zug noch einen Druck
noch einen Querschub aufeinander duBern, also auch nicht von aufien

empfangen.

Nachtrag
zu 8. 319, 320 und 346.
Zur niherungsweisen Ermittlung der Drehungsbeanspruchung
k; kann auf Korper von dreieckigem oder trapezférmigem
Querschnitt, Fig. 1, bzw. Fig. 2, die Gleichung
2
9

M, = k, E_12 h i

angewendet werden. Die einzufiihrende Breite b (‘al'giht‘?.‘;l:[‘.h dadurch,
daB vom Schwerpunkt S des Dreieck- oder Trapezquerschnittes Lote
SE und SF auf die Seiten gefillt werden und dall b = FF = GH

= JK gesetzt wird.

Uber die hierauf beziiglichen Versuche hat Verfasser berichtet
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906, S. 481 u. f.
S. auch Heft 33 der Mitteilungen iiber Forschungsarbeiten, S. 71 u. f.
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Bedeutung der in den Gleichungen auftretenden
Buchstabengrofien.

A Formiinderungsarbeit (§ 41 u. f.), Konstante.

@  bei elliptischen Querschnitten die groBe Halbachse, bei elliptischen Platten
die groBe Achse der Ellipse; die eine Seite eines rechteckigen Quer-
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite des quadratischen Querschnitts,
der quadratischen Platte; Abstand (unveriinderlicher).

a, grofle Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes.

a,, a, Abstinde.

B Kons ; ;
b bei ml Querschnitten die kleine Halbachse, bei elliptischen Platten
1e kleine Achse der Ellipse; die andere Seite eines rechteckigen Quer-
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite eines regelmifiigen Dreiecks

oder Sechsecks; Breitenabmessung; Abstand (unveriinderlicher).
b, kleine Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes; Breitenab-.

messung.
', O Integrationskonstanten.
¢ Strecke.

¢y €y Integrationskonstanten.

d Durchmesser im allgemeinen, bei Hohlstiiben der & ullere Durchmesser; Strecke.

d, innerer Durchmesser eines Ht)]llzy‘lindel‘ﬂ.

dyy mittlerer o

e, ¢y, ey Abstiinde, fiir ;:,uw.d:, Stnha 8. § 1(: flir gekriimmte s, § 54.

¢ IKreishalbmesser; Basis der natiirlichen Logarithmen.

e = & + & + & (§ 58, Gleichung 2, § 6§, § 70).

F  Grifle einer Fliche.

7 Querschnitt.

fy» f, Sonderwerte von /[

fp Querschnitt an der Bruchstelle des zerrissenen Stabes, dessen urspriinglicher
Querschnitt die Grile [ besafl,

7 Eigengewicht.

g Beschleunigung infolge der Schwere (§ 65, 66).

H Horizontalkraft.

J, * Héhe eines Querschnitts, eines Prisma; Stirke einer Platte.

i, Hohenabmessung.

¢  Anzahl der Windungen einer Schraubenfeder.
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K, Zugfestigkeit (§ 3).

K Druckfestigkeit (§ 11).

Ky Biegungsfestigkeit (§ 22).

K4 Drehungsfestigkeit (§ 35).

K,y Schubfestigkeit (§ 15, § 40).

k; =zuliissige Anstrengung gegeniiber Zug.

k 3 3 s Druck.
kp 2 A e Biegung.
ka " i fi Drehung.
ks ) 55 % Schub.

{ Liinge des Kérpers.

Iy die Liinge, welche das urspriinglich ! lange Stabstiick nach dem Zerreiflen
besitzt.

M Moment im allgemeinen. Massenkraft (§ 66).

M 4 Moment im Punkt 4 (§ 18, Ziff. 3).

My biegendes Moment.

max (My) Grofitwert von My,

Mg drehendes Moment.

M, Moment, herrithrend von den auf den Umfang einer Platte wirkenden Wider-
lagskriiften (§ 61).

e
M, = J' 2 y ¥ dy statisches Moment (s. § 39).
n

m Exponent, welcher die Verdinderlichkeit der Dehnung zum Ausdruck bringt
(§4 und § 5, insbesondere Ziff. 3 daselbst); Verhiiltnis der Liings-
dehnung zur Querzusammenziehung (§ 7, § 69); Koeffizient (§ 33).

m, und m, Sonderwerte des Exponenten wm (§ 20, Ziff. 4).

N Normalkraft.

n. Grofle einer Strecke; Koeffizient.

P Zug- oder Druckkraft, Einzelkraft.

Pae Bruchbelastung.

P, Knickbelastung (§ 24).

p Belastung der Lingeneinheit eines auf Biegung beanspruchten Stabes, Span-
nung im allgemeinen.

Py Pys DPas Pas Pe Pressungen auf die Flicheneinheit (§ 60, § 53), Spannungen

-

o & ity

~(§ 66, 67).
p; Pressung im Innern eines Hohlgefiiles, fiic p, = 0 i1 nerer Uberdruck.
Pa 55 der das Hohlgefifi umschlieBenden Flissigkeiten, fiir p; = 0

dullerer Uberdruck.

Px, Py, Pz Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen (§ 67).

@ gleichmiiBig iiber den gebogenen Stab verteilte Last, Einzellast (§ 55, Ziff. 1).

2 @ Belastung eines Hohlzylinders auf die Liingeneinheit (§ 55, Ziff. 2).

r  Kreishalbmesser, Krtimmungshalbmesser insbesondere der Mittellinie einos
gekriimmten Stabes vor der Formiinderung, Triigheitshalbmesser (§ 20).

ry, ry Sonderwerte von r (§ 57, Fig. 4 bis 6).

r, Sonderwert von r (§ 60, Fig. 17; § 66).

t; innerer Halbmesser eines Hohlzylinders, einer Hoh]kugel UBW.

rq —dullerer £ A o

& Sicherheitskoeffizient gcgenuber I&chkul’l& {§ 25).

§  Schubkraft,

g Wandstirke, Streclke.

8y Wandstiirke in der Mitte einer Scheibe (§ 66).

# Umfang des Querschnittes.
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¥ Volumen.

v Abstand (§ 16), Umfangsgeschwindigkeit (§ 65, 66).

x beliebige Strecke, Abszisse. :

x, Schwerpunktsabstand (§ 65).

a’ Koordinate (§ 67). ; oASiie L]

y IKoordinate, inshesondere Ordinate der elastischen Linie, QUBTS%_I_!ﬁth-
abmessung. .

¥’ Koordinate, Durchbiegung eines Stabes infolge des biegenden Momentes (§ 18),
Zusammendriickung oder Verlingerung einer Schraubenfeder (§ 57).

¥ Durchbiegung eines Stabes infolge der Schubkraft (§ 52, Ziff. 2b).

W, Wq und W Widerlagskriifte (§61).

X, ¥, Z Komponenten von Massenkriiften (§ 67).

Z = [xydf (§ 21, Gleichung 2).

z Koordinate; Abstand, Querschnittsabmessung.

2z’ Koordinate Durchbiegung plattenformiger Korpel

z," Sonderwert von z'.

2y Schwerpunktsabstand (8. 253).

o Dehnungskoeffizient (§ 2, reziproker Wert des Elastizitiitemodul), Dehnung
fiir die Spannung 1 (§ 4 und § 5); Winkel; Konstante.

#, und o, Sonderwerte der Dehnung fiir die Spannung 1 (§ 20, Ziff. 4).

o, Anstrengungsverhiiltnis (§ 48).

;‘5‘ Schubkoeffizient (§ 29, reziproker Wert des Schubelastizitiitsmodul, § 69);
Winkel, insbesondere der elastischen Linie mit der urspriinglichen Stab-
achse (§ 18); Konstante.

feby ﬂ (§ 45, Ziff. 1).

i St_hwhung, Winkelinderung (§ 28), Gewicht der Volumeneinheit, Winkel.

Y Tur 7z Winkelinderung (Schiebung) an der a-, y- bzw. z-Kante (§ 68, § 69).

Jmaz GroBtwert der Schiebung 7.

& verhiiltnismiflige Dehnung (§ 2).

g’ Sonderwerte von &.

&g Querdehnung (§ 7).

g, Dehnung der Mittellinie (§ 54).

g, &, & die Dehnungen in den drei Hauptrichtungen (§58, 66), die Haupt-
dehnungen (§ 68).

&z, &y, € Dehnungen in Richtung der x-Achse bzw. der y- und z-Achse.

& Anderung von z (§ 58, § 66, § G8).

7 Koordinate; Abstand, insbesondere eines Flichenelementes von ' der einen
Hauptachse des Querschnitts, Anderung von y (§ 68).

¢ Trigheitsmoment eines Querschnitts im allgemeinen, meist ]edoeh in bezug
auf die ecine Hauptachse.

)" polares Trigheitsmoment eines Querschnitts.

0y, Oy, O, t, Trigheitsmomente in bezug auf besonders bezeichnete Achsen.

#  verhiéltnismiiBiger Drehungswinkel (§ 33, § 43).

:  Koeffizient (§ 42).

% Zerknickungskoeffizient (§ 26).

1 U x 2
s df (§ 54, Ziff. 2).

A Winkel (§ 67).
4, A, X' Liingeniinderungen eines Stabes (§1, §2, § 4, § 5, § 41).
P Koef fizient (§46), insbesondere Berichtigungskoeffizient (§ 60, Ziff. 4, § 61 u. f.".

Bach, Elastizitit. 6. Aufl 21
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Jto- Koeffizient (§ 22, S. 253).

v Winkel.

£ Koordinate, Anderung von x (§ 68).
7. = 3,14159.

=

Kriimmungshalbmesser, insbesondere der elastischen Linie; Abstand eines
beliebigen Querschnittselementes von der Drehungsachse (§ 32, Fig. 4,
Gleichung 1), Ausrundungshalbmesser (§ 50).

La; Py Sonderwerte von p (§ 61).

¢  Normalspannung (§ 1, § 29, erster Absatz).

Opae Grofitwert von a.

a,, 0, Sonderwerte von g.

Gy, Oy, 0z Normalspannungen in Richtung der a-Achse bzw. y- und z-Ac

9, % grofite Normalspannung im Streifen von der Liinge a bzw. b (§ 61).

Jd', a, Druck- bzw. Zugspannung (§ 20, Ziff. 4),

T Schubspannung (§ 29).

Tmax Grolitwert von T bei Schub (§ 38, § 39).

7, Sonderwert von 7.

Ty, Ty, Tz Schubspannungen senkrecht zur Richtung der a-Achse und der y- bzw,

z-Achse (§ 67).

7’ Schubspannung an niher bestimmter Stelle.

7y’s 72" die Werte von 7, und 7, an einer solchen Stelle.

Ty Schubgpannungen, unterschieden je nachdem sie von der Schubkraft oder

vom drehenden Moment hervorgerufen werden,

' juaz Schubspannung in den Endpunkten der kleinen Halbachse eines elliptischen

Querschnitts.
T4’ Schubspannung in den Mitten der langen Seiten eines rechteckigen Querschnitts.
7" Schubspannung in den Mitten der kurzen Seiten einés rechteckigen Querschnitts.
¢ Dehnung des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel (von veriinder-
licher Grofie), Koeffizient (§ 34).

¢ Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel,
Koeffizient (§ 35, Ziff. 2, § 60, Ziff. 4).

'y Koeffizient (§ 57). -

w Befestigungskoeffizient (§ 24, § 25), Winkel.

VerhiltnismiiBige Anderung des Querschnittswinkels (§ 54).

Winkelgeschwindigkeit (§ 65, 66).















Raport dostępności





		Nazwa pliku: 

		001523.pdf









		Autor raportu: 

		



		Organizacja: 

		







[Wprowadź informacje osobiste oraz dotyczące organizacji w oknie dialogowym Preferencje > Tożsamość.]



Podsumowanie



Sprawdzanie napotkało na problemy, które mogą uniemożliwić pełne wyświetlanie dokumentu.





		Wymaga sprawdzenia ręcznego: 2



		Zatwierdzono ręcznie: 0



		Odrzucono ręcznie: 0



		Pominięto: 1



		Zatwierdzono: 28



		Niepowodzenie: 1







Raport szczegółowy





		Dokument





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Flaga przyzwolenia dostępności		Zatwierdzono		Należy ustawić flagę przyzwolenia dostępności



		PDF zawierający wyłącznie obrazy		Zatwierdzono		Dokument nie jest plikiem PDF zawierającym wyłącznie obrazy



		Oznakowany PDF		Zatwierdzono		Dokument jest oznakowanym plikiem PDF



		Logiczna kolejność odczytu		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Struktura dokumentu zapewnia logiczną kolejność odczytu



		Język główny		Zatwierdzono		Język tekstu jest określony



		Tytuł		Zatwierdzono		Tytuł dokumentu jest wyświetlany na pasku tytułowym



		Zakładki		Niepowodzenie		W dużych dokumentach znajdują się zakładki



		Kontrast kolorów		Wymaga sprawdzenia ręcznego		Dokument ma odpowiedni kontrast kolorów



		Zawartość strony





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowana zawartość		Zatwierdzono		Cała zawartość stron jest oznakowana



		Oznakowane adnotacje		Zatwierdzono		Wszystkie adnotacje są oznakowane



		Kolejność tabulatorów		Zatwierdzono		Kolejność tabulatorów jest zgodna z kolejnością struktury



		Kodowanie znaków		Zatwierdzono		Dostarczone jest niezawodne kodowanie znaku



		Oznakowane multimedia		Zatwierdzono		Wszystkie obiekty multimedialne są oznakowane



		Miganie ekranu		Zatwierdzono		Strona nie spowoduje migania ekranu



		Skrypty		Zatwierdzono		Brak niedostępnych skryptów



		Odpowiedzi czasowe		Zatwierdzono		Strona nie wymaga odpowiedzi czasowych



		Łącza nawigacyjne		Zatwierdzono		Łącza nawigacji nie powtarzają się



		Formularze





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Oznakowane pola formularza		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza są oznakowane



		Opisy pól		Zatwierdzono		Wszystkie pola formularza mają opis



		Tekst zastępczy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Tekst zastępczy ilustracji		Zatwierdzono		Ilustracje wymagają tekstu zastępczego



		Zagnieżdżony tekst zastępczy		Zatwierdzono		Tekst zastępczy, który nigdy nie będzie odczytany



		Powiązane z zawartością		Zatwierdzono		Tekst zastępczy musi być powiązany z zawartością



		Ukrywa adnotacje		Zatwierdzono		Tekst zastępczy nie powinien ukrywać adnotacji



		Tekst zastępczy pozostałych elementów		Zatwierdzono		Pozostałe elementy, dla których wymagany jest tekst zastępczy



		Tabele





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Wiersze		Zatwierdzono		TR musi być elementem potomnym Table, THead, TBody lub TFoot



		TH i TD		Zatwierdzono		TH i TD muszą być elementami potomnymi TR



		Nagłówki		Zatwierdzono		Tabele powinny mieć nagłówki



		Regularność		Zatwierdzono		Tabele muszą zawierać taką samą liczbę kolumn w każdym wierszu oraz wierszy w każdej kolumnie



		Podsumowanie		Pominięto		Tabele muszą mieć podsumowanie



		Listy





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Elementy listy		Zatwierdzono		LI musi być elementem potomnym L



		Lbl i LBody		Zatwierdzono		Lbl i LBody muszą być elementami potomnymi LI



		Nagłówki





		Nazwa reguły		Status		Opis



		Właściwe zagnieżdżenie		Zatwierdzono		Właściwe zagnieżdżenie










Powrót w górę

