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Vorwort

Dieses Buch ist aus Vorlesungen und Übungen entstanden, die 
ich während meiner mehr als zehnjährigen Lehrtätigkeit in Leipzig, 
Greifswald und Bonn gehalten habe. Dem entspricht die Begrenzung 
des Stoffs und die Art der Darstellung. Es soll hier eine Ein
führung in eine große und wichtige Disziplin geboten werden, die 
in neuester Zeit durch Übertragung des Determinantenbegriffs ins 
abzählbar und ins kontinuierlich Unendliche noch erheblich an
gewachsen ist.

Die Fredholm sehen Determinanten, die für die linearen Integral
gleichungen dieselbe Bedeutung haben, wie die gewöhnlichen De
terminanten für lineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten, habe 
ich in der Hilbert sehen Weise durch Grenzübergang aus gewöhn
lichen Determinanten abgeleitet. Auf diesem Wege ergeben sich 
auch sehr einfach die FREDHOLMSchen Minoren und die Relationen 
zwischen ihnen, auf denen Fredholms Auflösung der linearen 
Integralgleichungen beruht.

In dem Kapitel über unendliche Determinanten ist bei der 
Betrachtung der linearen Gleichungssysteme mit unendlich vielen 
Unbekannten auch die schöne Theorie dargestellt, die Erhard 
Schmidt für diese Systeme begründet hat. Ebenso wird am Schluß 
des Buches E. Schmidts Behandlung der linearen Integralgleichungen 
in ihren Hauptpunkten entwickelt. Dieser Teil des Buches kann 
daher zur Einführung in das Studium der Integralgleichungen dienen, 
die sich unter den Händen Hilberts zu einer der umfassendsten 
und bedeutsamsten mathematischen Theorien entwickelt haben.



IV ForuwZ

Auf Seite 541 ff. findet der Leser die hauptsächlichsten Literatur
nachweise. Wünscht er eine vollständigere Bibliographie, so ver
weisen wir ihn auf den Artikel von E. Netto im ersten Band der 
Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften oder auf d.as 
Werk von T. Muir: The theory of determinants in tbe historical 
Order of its development, London 1906.

Bonn, im April 1909.
Gerhard Kowalewski
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Erstes Kapitel.

Historische Bemerkungen.

§ 1. Die Determinanten bei Leibmz.

Leibniz kam auf die Determinanten bei Behandlung der 
Aufgabe, aus n + 1 linearen Gleichungen mit n Unbekannten 
xir x3,. . •> diese Unbekannten zu eliminieren.

Er führte eine sehr zweckmäßige Bezeichnungsweise ein, die 
im wesentlichen auch heute noch in der Determinantentheorie be
nutzt wird. Er schrieb uämlich die n + 1 Gleichungen in folgender 
W eise *

10 4-ll«x1 + 12-a^ + ...4-ln-xn = 0,
20 + 21 • Xj 4- 22 • xa + 2n • xn = 0,
30 + 31 • Xj -|- 32 • x2 + 3n • xB = 0,

Jeder Koeffizient ist hier durch zwei Indizes symbolisiert, von 
denen der erste die Gleichung, der zweite die Stelle innerhalb der 
Gleichung anzeigt.

Im Falle n 1 findet man als Eliminationsresultat
10 • 21 - 11 • 20 = 0, 

im Falle n = 2
10 • 21 • 32 + 11 • 22 -30 + 12 • 20 • 31

— J0 • 22 • 31 - 11 • 20 • 32 - 12.21 . 30 = 0 
und so fort.

Leibniz gelangte durch Induktion zu einem allgemeinen Theorem, 
das er in einem Brief an den Marquis de l’Hospital (vom 28. April 
1693) ausspricht:

„Datis aequationibus quotcunque sufficientibus ad tollendas 
quantitates, quae simplicem gradum non egrediuntur, pro aequatione 
prodeunte primo sumendae sunt omnes combinationes possibiles, 
quas ingreditur una tantum coefficiens uniuscunque aequationis; 
secundo eae combinationes opposita habent signa, si in eodem pre-
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2 Die Determinanten bei Leibniz

deuntis aequationis latere ponantur, quae habent tot coefficientes 
communes, quot sunt unitates in numero quantitatum tollendarum 
unitate minuto; caeterae habent eadem signa.“

Es seien beliebig viele Gleichungen gegeben, die zur Elimination 
der den ersten Grad nicht überschreitenden Unbekannten ausreichen. 
Um die resultierende Gleichung zu erhalten, hat man zunächst alle 
möglichen Kombinationen zu bilden, in die aus jeder Gleichung 
nur ein Koeffizient eingeht.1 Bringt man dann in der resultierenden 
Gleichung alles auf eine Seite, so haben diejenigen Kombinationen 
entgegengesetzte Zeichen, die so viele gemeinsame Koeffizienten 
enthalten, als es Einheiten in der um 1 verminderten Zahl der zu 
eliminierenden Unbekannten gibt? Die übrigön haben dieselben 
Zeichen.

Wenn zwei Produkte3
lr0 • 2^ . . . n+ 1, rH 

und
1 «0 • 2 Sj . .. m + 1, sB

n — 1 gemeinsame Faktoren haben, so entsteht s0, s1, . . sn aus 
r0, rt, . . ., rn durch eine Transposition, d. h. durch Vertauschung 
zweier Glieder.

Das nach der LEiBNizschen Vorschrift gebildete Eliminations
resultat lautet also

2«• 1 r0 • 2 r, . . . n + 1, rn = 0.
Die Summation erstreckt sich über alle (n + 1)! Permutationen 

rn, . . ., rn der Indizes' 0, 1, . . ., n, und s ist gleich + 1 oder 
— 1, je nachdem r„, rn aus 0, 1, . . n durch eine gerade
oder ungerade Anzahl von Transpositionen hervorgeht.

1^-2^ ...»+1,
ist das, was wir heutzutage eine (n + l)-reihige Determinante 
nennen.

Es war ein glücklicher Gedanke von Leibniz, zur Bezeichnung 
der Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems Doppelindizes zu 
benutzen.

In dem zitierten Brief finden wir folgende Bemerkung über die 
Bedeutung einer guten Bezeichnungsweise:

* Gemeint sind die Produkte 1 r0 ■ 2 . . . n + 1, r„, wobei r0, r,, . . ,, r„
eine Permutation von 0, 1, . . ., n Lat.

* d. h. n — 1.
• «0, ..., tn ist wie r„, r,, ..., r„ eine Permutation von 0, 1-, ..., n.
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„üne partie du secret de l’analyse consiste dans la charact6- 
ristique, c’estä-dire dans l'art de bien employer les notes dont on 
se sert, et vous voyez, Monsieur, par ce petit öchantillon, que Viete 
et Descartes n'en ont pas encore connu tous les mysteres

§ 2. Die Determinanten bei Cramüb.

Leibniz fand nicht die Zeit, um seine Erfindung, von deren 
großer Tragweite er bei verschiedenen Gelegenheiten spricht, weiter 
zu verfolgen. So geriet sie denn ganz in Vergessenheit.

Als Gabriel Cramer, der Verfasser der „Introduction ä l’analyse 
des lignes courbes algäbriques“ (1750), sich mit Systemen linearer 
Gleichungen beschäftigte, stieß er ganz unabhängig von Leibniz 
noch einmal auf die Determinanten.

Im Anhang seines großen Werkes zeigt er, wie man n lineare 
Gleichungen mit n Unbekannten durch Determinanten auflöst. Wir 
wollen die kurze Note hier vollständig wiedergeben.

„Man habe mehrere Unbekannte

x, y, x, v, ...
und ebenso viele Gleichungen

A1 = Zlx + Yly + Xrx+ V'v+ . . .,
A2 = Z3x + Y^y + X3x + V2v + . . .,
A8 = Z3x + Yay + X9x+ V3v+ . . .,
A“ = Z'x + Y*y + Ar4x + . . .,

Dabei sollen die Buchstaben

A1, A3, A3, A* .. .
nicht wie gewöhnlich die Potenzen von A bedeuten, sondern die als 

ekannt vorausgesetzte linke Seite der ersten, zweiten, dritten, 
vierten, . . . Gleichung. Ebenso sind

. Z\ Z3, ...
die Koeffizienten von x,
,. V1, Y3, ...die von y,
,. -X-1, Ä2, . . .die von x,

V3, ...
die von v, . . ^ in der ersten, zweiten, . . . Gleichung.

1*



4 Die Determinanten bei Cramer

Diese Bezeichnungsweise vorausgesetzt hat man, wenn nur 
eine Gleichung mit einer Unbekannten % vorliegt,

- = —X ~ Z1

Sind zwei Gleichungen und zwei Unbekannte x und y da, so 
findet man

A' y* - 2’ y
* “ Z' Y* - Z’ Y' 

und
Z'A’ - Z’A1 

y Z'Y^-Z'Y1

Sind drei Gleichungen und drei Unbekannte x, y und x da, 
so findet man

A1 Y^X* - A1 Y’A8 - A* YlX* + A* Y* X' + A3 Y'X* - A3 Y* X'
2 “ Z* Y* X1 - Z* Y* A8 - Z’ y* A3 + Z8 r1 A1 + Z» Y’A8 - Z3 Y8 X 1 ’

Z’A5 A* - Z’A3 A5 - Z’A'A3 + Z’A3A‘ + Z’A* A’ - Z8 A* X'
y ziy'x* - z* y* A* - z« y A3 + z’ y» ä* + z3 y1 a5 - z3 Y8 A1 ’

Z' y’A8 - Z* Y’A* - Z* Y* A* + Z’ Ya A' + Z3 Y’A’ - Z3 Y’A* 
x~ z* Y’A8 — z* y3a2 — z’y a3 + za ya* + z3 y a8 — z3 ya*

Die Prüfung dieser Formeln liefert folgende allgemeine Regel.
Die Anzahl der Gleichungen und der Unbekannten sei n. Man 

findet dann den Wert jeder Unbekannten, indem man n Brüche 
bildet, deren gemeinsamer Nenner ebenso viele Glieder hat, als es 
verschiedene Anordnungen von n verschiedenen Dingen gibt. Jedes 
Glied setzt sich aus den Buchstaben

Z, Y, X, Y ■ ■ ■
zusammen. Sie werden immer in derselben Reihenfolge geschrieben. 
Man erteilt ihnen aber als Exponenten die n ersten Ziffern in allen 
möglichen Reihenfolgen. So hat, wenn drei Unbekannte da sind, 
der Nenner

1.2- 3 = 6

Glieder; sie sind zusammengesetzt aus den drei Buchstaben Z, Y, X, 
die der Reihe nach die Exponenten

12 3, 1 3 2, 2 1 3, 2 3 1, 3 1 2, 321

erhalten. Man gibt diesen Gliedern die Zeichen J- oder — nach 
folgender Regel. Wenn auf einen Exponenten in demselben Gliede 
mittelbar oder unmittelbar ein kleinerer Exponent folgt, so will ich 
dies ein Derangement nennen. Man zähle nun bei jedem Gliede 
die Derangements. Ist ihre Anzahl gerade oder Null, so erhält das 
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Glied das Zeichen 4-, ist sie ungerade, so erhält das Glied das 
Zeichen —. Z. B. gibt es in dem Gliede

z1 y*xs
kein Derangement. Dieses Glied erhält also das Zeichen + . Das 
Glied

Z8 F1 N2
hat auch das Zeichen +, weil es zwei Derangements aufweist; 
3 vor 1 und 3 vor 2. Dagegen erhält das Glied

Z3 F2 X1,
das drei Derangements aufweist, 3 vor 2, 3 vor 1 und 2 vor 1, das 
Zeichen —.

Nachdem so der gemeinsame Neuner gebildet ist, erhält man 
den Wert von %. indem man diesem Nenner einen Zähler gibt, den 
man dadurch bildet, daß man in allen Gliedern Z in A verwandelt. 
Der Wert von y ist ein Bruch, der denselben Nenner hat und als 
Zähler eine Größe, die sich ergibt, wenn man in allen Gliedern des 
Nenners Y in A verwandelt. In ähnlicher Weise findet man den 

ert der übrigen Unbekannten.
Allgemein zu reden ist das Problem bestimmt. Aber es kann 

besondere Fälle geben, wo es unbestimmt bleibt und andere, wo es 
unmöglich wird. Das geschieht, wenn man den gemeinsamen Nenner 
gleich Null findet; d. h. bei nur zwei Gleichungen, wenn

Z1F2-Z2F1=0,
bei drei Gleichungen, wenn

Z1 Y2X3-Z* Y^-Z2 Y^+Z* YsXr+ Z3 YlX»-Z3 Y'X'^O 
ist usw. Sind alsdann die Größen A\ A*, A3, . . . so beschaffen, daß 
auch die Zähler gleich Null sind, so ist das Problem unbestimmt, 

enn die Brüche g, die die Werte der Unbekannten geben müßten, 
sind unbestimmt. Wenn dagegen die Größen Z1, Z2, Z8,. . . so be- 
s°baffen sind, daß, während der gemeinsame Nenner gleich Null ist, 

ie ähler oder einige von ihnen nicht Null sind, so ist das Problem 
unmöglich oder es sind wenigstens die unbekannten Größen, die es 
ösen können, alle oder zum Teil unendlich. Hat man z. B. die 

beiden folgenden Gleichungen

so findet man

2 = 3«- 2y, 
5 = 6« — 4y,

% ä 2 Ai 30 > y 0 • 
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x und y sind also unendliche Größen, die sich zueinander verhalten 
wie 2 zu 3. Rechnete man die Unbekannten nach den gewöhnlichen 
Methoden aus, so käme man auf die sinnlose Gleichung

Denn die erste Gleichung gibt

und die zweite

Also hat man
&y + i~$y + % oder

was ein Unsinn ist, wenn % und y endliche Größen sind. Wenn sie 
aber unendlich sind, so kann man ohne Sinnlosigkeit sagen, daß

* = %y + t
und gleichzeitig

» = b + o
ist. Denn die endlichen Größen | und 1 sind im Vergleich zu 
den unendlichen Größen % und ^y nichts. Die beiden Gleichungen

^=sV + i und x~%y+$
reduzieren sich also auf

* = %y, 
eine Gleichung, die nichts Widersprechendes bat.“

Zweites Kapitel.

Definition der n-reihigen Determinante.

§ 3. Paarungen zwischen zwei Systemen von n Dingen.

Wir betrachten zwei Systeme von n Dingen. Der Leser stelle 
sich, um ein anschauliches Beispiel zu haben, n Herren und n Damen 
vor, die auf einem Balle sind.

Wenn jedes Ding des einen Systems mit einem Ding des andern 
Systems verbunden wird, also in unserem Beispiel jeder Herr eine 
Dame nimmt, so wollen wir das eine Paarung zwischen den beiden 
Systemen nennen.

Eine solche Paarung kann man in folgender Weise bewirken. 
Man läßt die Herren in einer bestimmten Reihenfolge wählen. Der 
erste Herr hat dann die Auswahl unter n Damen, der zweite unter 
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n — 1 und so fort Der letzte Herr muß die zuletzt übrig gebliebene 
Dame nehmen. Man sieht hieraus, daß es

n! = 1 • 2 . . . n
Paarungen zwischen den beiden Systemen gibt

So sind z. B. zwischen den drei Herren
Karl, Paul, Fritz 

und den drei Damen
Anna, Marie, Luise 

folgende sechs Paarungen möglich:

(Karl, Anna), 
(Karl, Anna), 
(Karl, Marie), 
(Karl, Marie), 
(Karl, Luise), 
(Karl, Luise),

(Paul, Marie), 
(Paul, Luise), 
(Paul, Anna), 
(Paul, Luise), 
(Paul, Anna), 
(Paul, Marie),

(Fritz, Luise); 
(Fritz, Marie): 
(Fritz, Luise); 
(Fritz, Anna); 
(Fritz, Marie); 
(Fritz, Anna).

§ 4. Umpaarungen und Inversionen.
Den Übergang von einer Paarung zu einer neuen wollen wir 

als eine ümpaarung bezeichnen.
Die einfachsten Umpaarungen sind solche, wo nur zwei Paare 

abgeändert werden, also nur zwei Herren ihre Damen austauschen. 
Umpaarungen dieser Art nennen wir Transpositionen.

Jede Umpaarung läßt sich durch eine Reihe von 
Iranspositionen herbeiführen.

Will man von der paarung zu der Paarung iß gelangen, so 
fasse man einen Herrn und eine Dame ins Auge, die bei iß, aber 
nicht bei iß ein Paar bilden. Sie befinden sich also bei iß in ver
schiedenen Paaren. Ändert man nur diese beiden Paare ab, so ist 
wenigstens schon eins von den neuen Paaren gewonnen. Sind noch 

alle neuen Paare da, so setzt man das Verfahren fort. Nach 
öc istens n — 1 Schritten hat man die Paarung iß erreicht.

Um z. B. von der Paarung
(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise) 

zu der Paarung

(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie) 
zu gelangen, geht man zuerst von

(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise)
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zu
(Karl, Luise), (Paul, Marie), (Fritz, Anna) 

über und dann zu
(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie).

Dabei hat man zwei Transpositionen vorgenommen.
Wir wollen die Damen mit 1, 2, . . ., n numerieren und zwei 

bestimmte Herren betrachten. Diese seien bei *ß mit den Damen r 
und s, bei iß mit den Damen r bzw. s gepaart. Wenn die Differenzen 

r — s und r — 3
entgegengesetzte Zeichen haben, so wollen wir sagen, daß die be
trachtete Herrenambe beim Übergange von iß zu iß eine Inversion 
erfährt Um zu wissen, wie viele Inversionen bei einer Umpaarung 
stattfinden, muß man jede der ^n(n — 1) Herrenamben darauf unter
suchen, ob sie eine Inversion erleidet oder nicht.

Bezeichnen wir z. B. Anna als die erste, Marie als die zweite 
und Luise als die dritte Dame, so erleiden beim Übergänge von 
der Paarung

(Karl, Anna), (Paul, Marie), (Fritz, Luise)
zu der Paarung

(Karl, Luise), (Paul, Anna), (Fritz, Marie) 
die Herren

Karl und Paul, (r = 1, r — 3; s = 2, 3 = 1)
ebenso die Herren

Karl und Fritz (r = 1, r = 3; s = 3, 3 — 2)
eine Inversion. Dagegen findet bei den Herren

Paul und Fritz (r = 2, r = 1; s = 3, 3 = 2)
keine Inversion statt. Bei der betrachteten Umpaarung treten also 
im ganzen , zwei Inversionen ein.

$3 seien drei beliebige Paarungen. Bei der Um
paarung , iß2‘ gebe es a, bei der Umpaarung iß2, gebe es ß 
Inversionen. Wie viele Inversionen gibt es dann bei der Um paarung 

V d sei die Anzahl der Herrenamben, die sowohl bei ißv iß2 
als auch bei eine Inversion erfahren. Offenbar treten dann
bei der Umpaarung ißv iß3

(« - d) 4- Q? - d) = « + 13 - 2d 
Inversionen ein.

1 D. h. beim Übergange von »u
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Dieses Resultat läßt sich leicht verallgemeinern.
$M + 1

seien m + 1 beliebige Paarungen. Bei der Umpaarung
^+1 2,..., m)

gebe es a Inversionen und bei der Umpaarung

K+i
« Inversionen. Dann ist1

1 Man liest diese Formel: „« kongruent at + at + . . . + ««. modulo 2“. 
oie bedeutet, daß a und «, + a, + ... + ««, sich um ein Vielfaches von 2 
unterscheiden.

a = al + w2 + • • • + K«' (mo^
Jetzt wollen wir annehmen, daß die m Umpaarungen ^+i 

Transpositionen sind. Dann sind alle afi ungerade. Es gilt nämlich 
folgender Satz:

Bei einer Transposition findet immer eine ungerade 
Anzahl von Inversionen statt

Besteht die Transposition in der Austauschung der Damen r 
und s (r < s), so erleiden folgende Herrenamben Inversionen:

1. Die Herren der Damen r und s,
2. die Herren der Damen k und r, sowie die Herren der Damen 

k und s, wenn r < k < s ist.
Außerdem finden keine Inversionen statt. Die Gesamtzahl der 

Inversionen ist somit
1 + 2(s — r — 1).

Wenn wir als6 annehmen, daß die m Umpaaruugen ipjx+t 
Transpositionen sind, so haben wir:

1 {p. = 1, 2, ..., m), 
mithin

ax + a2 + ... + um^ m (mod. 2) 
und auch

u = m (mod. 2).
a und m sind demnach entweder beide gerade oder beide un

gerade. Damit haben wir folgenden Satz gewonnen:
Wenn eine Umpaarung sich durch m Transpositionen 

bewirken läßt, so ist m gerade oder ungerade, je nachdem 
die Umpaarung eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Inversionen hervorbringt.

Wir haben, uni die Inversionen zu zählen, die Damen mit 
Nummern versehen und auf die Herrenamben geachtet. Ebensogut 
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hätten wir natürlich die Herren numerieren und auf die Damen
amben achten können. Es ist auch ganz gleichgültig, wie wir die 
Damen bzw. die Herren numerieren. Unser obiger Satz zeigt, daß 
die Inversionenzahl, durch 2 dividiert, immer denselben Rest 
(0 oder 1) gibt.

Wenn eine Umpaarung eine gerade (ungerade) Anzahl von In
versionen mit sich bringt, wollen wir sie gerade (ungerade) nennen. 
Dann können wir unser Resultat so aussprechen:

Eine gerade Umpaarung läßt sich nur durch eine 
gerade, eine ungerade Umpaarung nur durch eine ungerade 
Anzahl von Transpositionen bewirken.

§ 5. Einteilung der Paarungen in zwei Klassen.
Wir können jetzt die n! Paarungen zwischen zwei Systemen 

von n Dingen in zwei Klassen einteilen.
Wir rechnen iß und iß in dieselbe oder in verschiedene Klassen, 

je nachdem man von iß zu iß durch eine gerade oder ungerade 
Anzahl Transpositionen gelangt1, je nachdem also die Umpaarung 
iß, iß gerade oder ungerade ist.

1 Führt man diese Transpositionen in umgekehrter Reihenfolge aus, so 
gelangt man von Iß zu iß.

In jeder Klasse gibt es ^n! Paarungen. Vertauschen wir 
nämlich in jeder der n! Paarungen zwei bestimmte Damen, so geht 
jede Paarung in eine Paarung anderer Klasse über.

Zeichnet man eine Paarung aus und nennt sie die Haupt« 
paarung, so pflegt man alle Paarungen, die nicht in dieselbe 
Klasse gehören (also durch eine ungerade Anzahl Transpositionen 
aus ihr entstehen), als ungerade Paarungen zu bezeichnen, die 
andern als gerade.

§ 6. Symbolische Darstellung der Paarungen.
Um ein Symbol für eine Paarung zwischen zwei Systemen gj 

und ©2 von n Dingen zu gewinnen, kann man so verfahren. Man 
belegt die n Dinge jedes Systems mit Namen, schreibt die Namen 
der Dinge <S1 in irgend einer Reihenfolge in eine Zeile und darunter 
in eine zweite Zeile die Namen der Dinge S2, aber so, daß immer 
die Namen gepaarter Dinge untereinander stehen.

Man kann z. B. zur Benennung der Dinge jedes Systems die 
Zahlen 1, 2,,.., n benutzen. Dann läßt sich eine Paarung durch 
das Symbol
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[rxri •••'J 
s« SJ 

darstellen, wo rn rtf ..., rn und s2, sn Permutationen von 
1, 2, ».., n sind. Uie Bedeutung dieses Symbols ist, wenn wir 
wieder das Beispiel der n Herren und n Damen benutzen, folgende:

Herr r führt Dame s., Herr r. führt Dame s. usw. Für 
r2» •••> rn (oder si; s2, sH) darf man eine beliebige Per

mutation von 1, 2, n setzen, s2, sn (bzw. r2,..rn) 
ist dann aber durch die Paarung völlig bestimmt. So stellen z. B. 
un Falle n = 3 die Symbole

1 2 31 H 3 2\ /2 1 3\ /2 3 11 /3 1 2\ /3 2 1\
.3 12/’ \3 2 1/’ (13 2/’ (1 2 3/’ (2 3 1/’ \2 1 3/

^ieselbe Paarung dar. Jedesmal steht nämlich unter 1 die 
£ die 1 und unter 3 die 2. Herr 1 führt also Dame 3, 
Dame 1, Herr 3 Dame 2.

Schreibt man das Symbol einer Paarung in der Form

3, unter
Herr 2

/1 2 ... n\

so kann man au? Grund von § 4 leicht angeben, ob sie mit der 
Paarung

/1 2 ... n\
(1 2 ...n)’

bei der je zwei gleichbenannte Dinge gepaart sind, in dieselbe 
ässe, oder in verschiedene Klassen gehört

Fs kommt darauf an, ob beim Übergange von

11 2 ... nl /1 2 ... n\ 
IO 1 IV2-»/

une gerade oder eine ungerade Anzahl von Inversionen eintritt 
ie Herren und v (ja <_ v) haben aber bei der ersten Paarung die 
amen p, bzw. v, bei der zweiten Paarung dagegen die Damen 
zw. rv. Eine Inversion findet also dann und nur dann statt wenn

die Differenzen
fi — v und — r„ 

entgegengesetzte Zeichen haben, wenn also > r, ist 
an hat also nachzuzählen, wie oft in der Permutation

. ri» *2’ rn
!Qe einere Zahl auf eine größere mittelbar oder unmittelbar folgt 

o er wie viele Derangements im Sinne Cramebs (vgl. § 2, S. 4) vor
handen sind.
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Man pflegt eine Permutation gerade oder ungerade zu 
nennen, je nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Derangements aufweist.

Die Paarung
, 1 2 ...
'n n ••• rJ 

ist also, wenn man
/I 2 ... n\
\1 2 ... n)

als Hauptpaarung zugrunde legt, gerade oder ungerade, 
je nachdem

n, n, •••> n
eine gerade oder ungerade Permutation ist.

Dasselbe gilt von der Paarung
h n • • • r») .
\1 2 ... n)

Denn es ist gleichgültig, ob wir auf die Inversionen der Herren
amben oder der Damenamben achten.

In rlf r2, ..., rn gebe es p und in s^, ..., sn gebe es 
u Derangements. Dann finden beim Übergänge von 

p Inversionen (von Damenamben) statt, beim Übergange von

!ri r2 ••• ’n)

dagegen a Inversionen (von Herrenamben).

(ri r2 — M
s2 ... sj

ist also gerade oder ungerade, je nachdem p + a gerade 
oder ungerade ist.

(T T • • • T \
o3 " •

«1 «2 • •• Snl

Wir wollen jetzt eine andere Auffassung des Symbols

(ri r2
\«i »2 ••• V 

auseinandersetzen, von der wir allerdings erst an einer späteren 
Stelle Gebrauch machen werden.
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Der Leser denke sich n Dinge mit den Nummern 1,2,...,« 
versehen. Den Übergang von einer solchen Numerierung zu einer 
neuen nennen wir eine Umnumerierung. Eine Umnumerierung 
ist im Grunde nichts anderes als eine Umpaarung. Denn eine 
Numerierung ist eine Paarung der n Dinge mit den Zahlen 
1, 2, ..., n, eine Umnumerierung also in der Tat eine Umpaarung.

Um eine Uranumerierung zu beschreiben, muß man sagen, durch 
welche neue Nummer jede alte ersetzt wird. Setzen wir unter 
jede Nummer die neue Nummer, die an ihre Stelle tritt, so erhalten 
wir das Symbol

r2 <1.
\«i s2 . . . sj

Dieses stellt also jetzt eine Umnumerierung oder Umpaarung 
dar, während es früher der Ausdruck für eine Paarung war.

Da eine Umnumerierung darin besteht, daß für jede alte 
Nummer eine neue substituiert wird, so pflegt man diese Operation 
eine Substitution in 1, 2, . . ., n zu nennen. In dem Symbol 
einer Substitution (Umnumerierung, Umpaarung) darf man die Spalten

ri r2, .... r*
«1 S2 sn

beliebig vertauschen. Denn es kommt nur darauf an, daß unter 
jeder Zahl der oberen Zeile (des Zählers der Substitution) in der 
unteren Zeile (dem Nenner der Substitution) die richtige Zahl steht 
Man kann daher eine Substitution so £ direiben, daß ihr Zähler 
oder ihr Nenner eine vorgeschriebene Permutation von 1,2,...,« ist.

Man bezeichnet Substitutionen durch einzelne Buchstaben, wie 
Tu der gl.

Nimmt man zuerst die Substitution1

vor, darauf die Substitution

* r Uv
so ist das Resultat dasselbe, wie bei der Substitution 

(o)’

Diese Substitution nennt man das Produkt von S und T (in dieser 
Reihenfolge) und bezeichnet sie mit ST.

’ Unter A, B, G sind Permutationen von 1, 2, ..., n zu verstehen.
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Es ist nicht immer
ST= ST,

d. h. S und T sind nicht immer vertauschbar. Dies zeigt das 
Beispiel

„ /I 2 3 4 5\ /I 2 3 4 5\ i 
ö-\2 1 4 5 3 4 5 1p

Dagegen gilt für drei Substitutionen S, T, U die Formel
(ST) U = S(TU).

Um dies zu erkennen, schreibe man

T-(c)- ^-(b)-
Dann ist

(ST) U =
und

^-(bH^Hb)-
Es gibt eine und nur eine Substitution E, für die

SE—S und ES^S

ist, wie man auch die Substitution S wählen mag. Es ist dies die 
Substitution

die darin besteht, daß jede der n Zahlen durch sich selbst ersetzt 
wird. Man nennt sie die Identität. Wo sie als Faktor auftritt, 
kann man sie streichen. Man benutzt deshalb für sie das Symbol 1.

Zu jeder Substitution S gibt cs eine Substitution S, so daß
SS = 1

ist. Schreibt man
6 = 1^1 und S = 1 I, 

so soll
(c)" 1

sein. Daraus ergibt sich
O «= I

\A)
Offenbar ist auch

S S = 1.

Man nennt S und S zueinander inverse Substitutionen.
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Die zu 5 inverse Substitution pflegt man mit S'1 zu bezeichnen.
Man bemerke, daß

(«yy1 - p's1
ist, weil

STP 'S-1 = SS-1 = 1.
Diese Bemerkung debut sich ohne weiteres auf Produkte von 

mehr als zwei Substitutionen aus.
Wir sagen, daß die Substitution S den Zyklus

enthält, wenn sie
(n rp)

r. durch r,, 
rt durch rs, 

rp.i durch rp, 
r durch r, 

ersetzt oder, wie man auch sagt, r,, r^, . . rp zyklisch ver
tauscht. r2, . . rp heißen die Elemente des Zyklus. Man 
denke sich die Zeile rlt rt, . . ., rp so gebogen, daß ein Kreis ent-

r,
rt rt

r, r6

Fig- 1-

steht (Fig. 1 zeigt dies für den Fall p — 6). Durchlaufen wir den 
reis in geeignetem Sinne, so folgt auf jede Zahl gerade die, welche 

bei S an ihre Stelle tritt. So erklärt sich der Name Zyklus.
Es ist klar, daß die Zyklen

* V» rp), (rg r8 . . . rprj, . . ., r, . . . rp^ rp^ 
identisch sind.

Wird bei S die Zahl r durch r ersetzt, so sagen wir, daß 6’ 
den eingliedrigen Zyklus (r) enthält.

Wenn S den Zyklus (r r . .. r ) enthält, so enthält S'1 den 
Zyklus . rj.

Es ist leicht, alle Zyklen zu finden, die in einer gegebenen 
Substitution stecken. Wir zeigen dies an dem Beispiel

5 = /I 2 3 4 5 6 7 8\ 
\1 4 2 3 7 5 8
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Hier wird 1 durch 1 ersetzt. S enthält also den eingliedrigen 
Zyklus (1). Ferner wird bei S

2 durch 4, 4 durch 3, 3 durch 2 
ersetzt. S enthält also den dreigliedrigen Zyklus (2 4 3).

Endlich wird bei <8
5 durch 7, 7 durch 8, 8 durch 6, 6 durch 5 

ersetzt. S enthält also auch den viergliedrigen - Zyklus (5 7 8 6).
Wir können den Zyklus (rj r2 . . . als eine Substitution in 

1, 2, betrachten, die darin besteht, daß rx, r^, ..., rp zyklisch
vertauscht und die übrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt werden. 
Ein eingliedriger Zyklus (r). bedeutet dann nichts anderes als die 
Identität.

Bei dieser Auffassung gilt folgender Satz: Jed.» Substitution 
ist das Produkt ihrer Zyklen.

So ist z. B.
/I 2 3 4 5 6 7 81
U 4 2 3 7 5 8 

das Produkt von
(1), (2 4 3), (5 7 8 6), 

und die zu ihr inverse Substitution
Zl 2 3 4 5 6 7 81
U 3 4 2 6 8 ö 7/ 

das Produkt von
(1), (3 4 2), (6 8 7 5).

Man darf die Zyklen, da ihre Elemente durchweg verschieden 
sind, in beliebiger Reihenfolge nehmen. Sonst aber ist diese Zer
legung einer Substitution in Zyklen eindeutig.

Einen zweigliedrigen Zyklus wie (r, s) nennt man eine Trans
position. Bei ihr werden die beiden Zahlen r und s vertauscht 
und alle übrigen Zahlen durch sich selbst ersetzt.

Der Zyklus (rlr2 . . . ist im Falle p > 1 das Produkt der 
p — 1 Transpositionen

{rxr^, . .

in dieser Reihenfolge. In der Tat wird rx bei (rt r2) durch r2 ersetzt 
und die folgenden Transpositionen lassen r2 unberührt. r2 wird bei 
(rt r2) durch ersetzt und bei (r, r3) durch ry Bei den folgenden 
Transpositionen bleibt r3 unberührt. An die Stelle von r2 tritt 
also r3 usw.

Sind Cj, C2, ... Cr die Zyk 'm der Substitution S und besteht 
Cc aus ne Elementen, so läßt sich S als Produkt von
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R - 1) + (w3 - 1) + . .. + (nr - 1)
l ranspositionen darstellen.

Io § 4 sahen wir, daß eine ümpaarung sich durch eine Reihe 
von Transpositionen bewirken läßt und daß die Anzahl dieser Trans
positionen entweder immer gerade oder immer ungerade ist. Die 
tmpaarungen zerfielen dementsprechend in zwei Klassen, gerade 
und ungerade. Das gilt nun auch von den Substitutionen, und wir 

-sehen aus dem Obigen, daß die vorhin betrachtete Substitution S 
gerade oder ungerade ist, je nachdem die Summe ~(ne — 1) gerade 
oder ungerade ist. (ne — 1) ist gleich N — r, wobei N die Ge
samtzahl der Elemente ist, die in den r Zyklen von »9 vorkommen. 
Es ist gleichgültig, ob man die eingliedrigen Zyklen mitberücksichtigt 
oder nicht.

Daß die Anzahl der Transpositionen, in die sich eine Substi
tution S zerlegen läßt, entweder immer gerade oder immer un
gerade ist, läßt sich auch ohne Bezugnahme auf die früheren 
1 aragraphen in folgender Weise zeigen.

Man bemerke, daß

und'
(ri ■ • • rp s, . . . Sg} rt . . . rj s* . . . s).

Hieraus folgt, daß ST, wenn S irgend eine Substitution und T eine 
Iransposition ist, einen Zyklus mehr oder einen Zyklus weniger 

- besitzt als & Dabei muß man aber auch alle eingliedrigen Zyklen 
mitrechnen.

Nun sei
s - r, r,... T, 

und ITj, Tj,..., Tp seien Transpositionen. Da jede Transposition 
zu sich selbst invers ist, so hat man

also

. , ST^...^-!.
S habe k Zyklen. Dann hat STp Tf^ .. . Tx

Zyklen, wobei k + 81 + 82 + * ’ * +

__ ___ {i s 1. 1,. . ef sl (mod. 2)

»la ut P^^^he formd folgt aus der ersten, indem man auf beiden Seiten 
»1« letzten Faktor (r, ,.) hinznfügt.

Kowalw™,, DeUnainanten 2
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„t,,"'■".■«■"Tin 7 .... ; l1', 1 17, " ', ■■■ A*-’   7 -'

1 Matrix, bedeutet soviel wie Verxeichni«. Man denke an Matrikel 
und Immatrikulieren.

ist, weil jedes e gleich + 1 oder — 1. Es wird daher

& + *1 + f2 + • • • + S P ’
Da S Tp Tpl . .. Tx die Identität ist, also n eingliedrige Zyklen 

hat, so ist
^+^+*2 + ••• + «p — n, 

mithin
n ~ k + P oder p sa-n — k.

Hieraus sieht man, daß p entweder immer gerade oder immer un- ' 
gerade ist, wie man auch 5 in Transpositionen äuflösen mag.

§ 8. Die n-reihige Determinante.
Wir betrachten w2 Zahlen, die in quadratischer Anordnung vor

liegen. Bezeichnen wir mit art die Zahl, die in der rte“ Zeile und 
in der s*®n Spalte steht, so haben wir folgendes Schema:

ail ®12 • • • °ln

Ä21 a22 • • a2n

CL - CL n « Ct • »1 «2 nn

Man nennt ein solches Schema eine quadratische Matrix.1 
Die arf heißen die Elemente der Matrix.

Wir wollen jetzt eine Paarung iß zwischen den Zeilen und 
Spalten der Matrix vornehmen. Jedes Paar von iß bestimmt ein 
Element der Matrix, nämlich das Element, das in der Zeile und in 
der Spalte des Paares steht. Ist z. B. die rt0 Zeile mit der 
Spalte gepaart, so bestimmen beide das Element art.

Mit p(iß) werde das Produkt der ?» Elemente bezeichnet, die 
durch die n Paare von iß bestimmt werden.

Da es n! Paarungen zwischen den Zeilen und Spalten unserer 
Matrix gibt, so sind n! Produkte p(iß) vorhanden.

Unter dem Symbol
sgn iß, 

welches man
„signum iß“

lesen möge, soll 4- 1 verstanden werden, wenn $ eine gerade, und 
— 1, wenn iß eine ungerade Paarung ist. Als Hauptpaarung legen 
wir dabei
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/I 2 . . . «\
U 2 . . . nj

zugrunde, d. h. die Paarung, bei welcher jede Zeile mit der gleich
namigen Spalte gepaart ist.

Wir versehen jetzt jedes p (Iß) mit dem Faktor sgn Iß und nennen 
die Summe aller Produkte

sgnlß.pOß)
die Determinante unserer Matrix, n heißt die Ordnung der 
Determinante.

hiir diese Determinante benutzt man nach Catley die Be
zeichnung

au al2 . . .

“21 ■ «3» .

Es ist also am an3 • - ■ a,

aU «12 • ' «1»

«21 «22 • • “tn - 2 sgn $•?($)

“al «»2 ’ • ann

wobei sich die Summation über alle nl Paarungen zwischen den 
Zeilen und Spalten der Matrix erstreckt.

Die einzelnen Produkte sgn Iß -p (iß) heißen die Glieder der 
Determinante. Ausführlich geschrieben lautet ein solches Glied

ar9h • * • »n • 
n'($1 $9

Die Paarung, zu der es gehört, ist

ri r2--- r,.j. r
n ®2 ■ ■ • SJ
Uas zu der Hauptpaarung

H 2 . . . n\
, „ . u 2 . . . n)

gehörige Glied, welches
‘hl «22 * * * ®nn 

lautet, nennt man das Hauptglied der Determinante und an, 
a22> ■ • •> a„„ die Hauptelemente.

2*

1 D*e rit0 Zöile ist mit der 5,1°° Spalte, die r,«> Zeile mit der s,*0“
«palte gepaart usw.
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Cauchy benutzt für die Determinante
«n “12 ■■■«i» 

«21 «22 ' ' ’ «2n

I «Ml «n2 ' ' ' ann 
das Symbol

ZS i an a2i . . . ann.
Wenn in jeder Zeile und in jeder Spalte nur ein Element von 

Null verschieden ist, so reduziert sich die Determinante auf ein 
einziges Glied, nämlich das Produkt jener Elemente mit dem zu
gehörigen Vorzeichen. Z. B. ist

: au0 ...0 I
0 a„ . . . 022 M «ii «22 • • • «W

0 0

§ 9. Andere Fassungen der Definition.

Man kann die Glieder der M-reihigen Determinante in der Form 
ZI 2 .. . n \

schreiben.
Nun wissen wir aus § 6, daß 

gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem die Permutation

gerade oder ungerade ist.
Man kann daher die w-reihige Determinante auch definieren als 

die über alle Permutationen von 1, 2, . . ., n erstreckte Summe
28gQ(»V r3> ■ • »■M)-«lr.«2r. • • • anrn-

Dabei soll
8gn(rn r^.. ., rj

gleich + 1 oder — 1 sein, je nachdem rlf r2, . . ., rr eine gerade 
oder ungerade Permutation ist.

rv rt, . . rn ist eine gerade oder ungerade Permutation, je 
nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl von Derangements 
aufweist.

Diese Definition der Determinante ist genau die von Leibniz 
(vgl. § 1). Nur benutzt er eine andere Regel zur Bestimmung von 
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sgnfr,, r2, . . rj. Vertauscht man in , r.,, . . rn zwei Glieder, 
so wechselt die Paarung

(12-•-)
\ r, r2... rn /

ihre Klasse. sgn^, r.,, . . r) geht also über in
“ 8gn(rj, r2, . . ., rj.

Hieraus entspringt die IjEiBNizsche Regel, daß zwei Produkte

al r, a2 r2 • • • an rn Und ®1 j, • • • aH „n , 
die n —2 gemeinsame Faktoren haben, in der Determinante mit 
verschiedenen Zeichen auftreten.

Man kann die Glieder der n-reihigen Determinante auch in 
folgender Form schreiben

lr. r„ . . . r\
s6n (12 n I ' ar‘1 ar22 ’ ’ ’ a’n,‘ ’

Die Paarung
lri r2-'- rn\
U 2 ...n) 

ist gerade oder ungerade, je nachdem 

ri>
eine gerade oder ungerade Permutation ist fvgh § 6).

Die »-reihige Determinante läßt sich also definieren als die 
über alle Permutationen von 1, 2, . . n erstreckte Summe 

^sgn^, rt, . . rj-arila,.22. ■ . arnn .
Das ist die Definition von Cramer (vgl. § 2).

§ 10. Zweireihige und dreireihige Determinanten.

Im Falle n = 2 gibt es zwischen den Zeilen und Spalten nur 
die beiden Paarungen

Die erste ist gerade, die zweite ungerade.
Zu der ersten gehört

zu der zweiten das Glied

das Glied

®li “22 >

in der Determinante.
~ ®i»an
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Man hat also
ön au 
a21 ®22

^11 ®22 ^12 ^21 ’

Die Regel zur Berechnung einer zweireihigen Determinante 
- können wir durch nebenstehende Figur veranschau-
X liehen.

Die starklinig verbundenen Glieder geben ein 
Produkt, vor welches das Zeichen +, die punktiert 

, verbundenen Glieder ein Produkt, vor welches das 
Fig. 2. Zeichen — zu setzen ist.

Im Falle n = 3 gibt es sechs Paarungen zwischen 
den Zeilen und Spalten, nämlich folgende:

(1 2 3\
d 2 HJ’

1 2 3\ /I 2 3\ H 2 31 (1 2 31 /I 2 31
13 2/’ \2 3 lp \2 1 3/’ 1,8 1 2p 13 2 1/

Wir haben sie so aufgeschrieben, daß zwei benachbarte durch eine 
Transposition auseinander hervorgehen, mithin verschiedenen Klassen 
angehören.

Für die dreireihige Determinante gilt also folgende Formel:
au a12 a13 au a23 a33 4- «12 a23 a31 + a13 a2l «3J
a21 ö22 a23 =

a31 a32 a33 ail a23 ®33 ^IZ a21 ö33 a13 ö22 ®31 '

Die Regel zur Berechnung einer dreireihigen Determinante läßt 
sich auch durch eine Figur veranschaulichen (Fig. 3). Wieder sind 

die Glieder stark verbunden, deren Produkt das Zeichen + erhält, 
und die Glieder punktiert verbunden, deren Produkt das Zeichen — 
erhält.

§ 11. Beispiele.

Der Leser zeige durch Ausrechnen, daß
: 1 a „

: = 1 + a3! — a 1 
und
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1 c
1

-b
— c

b
a
1

= 1 4* a2 4* &s 4* c*

ist.
Er verifiziere

ai

-1

— a

ferner,
1 0

1

daß

, dividiert durch

gleich
0 -1 «3

a2 1
-1 «3

ist.

1 1
1 +^

und

Endlich beweise er die Formeln

«2

»2 «2

°2 + aS
= «i °a «3

1 
a.

«3

«2
0

«3

«2 +«3

°3

0
«3

as + a4

Cf'^
1 1

Drittes Kapitel.

Einfachste Eigenschaften der Determinanten.

§ 12. Vertauschung der Zeilen mit den Spalten.

Die beiden Matrizen
®11 a!2 ' ■ ' °ln

a2l °23 ' • - a2n

nnd
anl an2 - '

\1 ^12 ' ' ^ln

^21 ^32 - ’ ^2 n

^n2 ' ' ' ^n«

mögen in solcher Beziehung zueinander stehen, daß immer 
b,. = a.r

ist.
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Die ku Zeile der einen Matrix ist also identisch mit der 
i“® Spalte der andern. Um die eine Matrix aus dei’ andern zu 
erhalten, muß man deren Zeilen als Spalten aufschreiben.

Die Umwandlung der Zeilen in Spalten und der Spalten in 
Zeilen läßt sich dadurch bewirken, daß man die Matrix um die 
Hanptdiagonale (d. h. die von links oben nach rechts unten laufende 
Diagonale) her um klappt.

Da die Zeilen und Spalten der ersten Matrix die Spalten bzw. 
Zeilen der zweiten Matrix sind, so ist jede Paarung zwischen 
Zeilen und Spalten der ersten zugleich eine Paarung zwischen Zeilen 
und Spalten der zweiten, und sgn iß hat in beiden Fällen denselben 
Wert; denn die Hauptpaarung1 der ersten Matrix ist auch die Haupt
paarung der zweiten.

1 Die Hauptpaarung besteht darin, daß jede Zeile mit der jrloiehnamigcn

Jedes Glied der Determinante

an ai2.' ■ • ai» 

ß21 • ain

anl ’ ann

ist also ein Glied der Determinante

bu ... bln
$21 ^n'‘ ■ b2 n >

‘ ‘ ^nn I

d. h. beide Determinanten sind gleich.
Satz 1. Wenn die Zeilen und Spalten einer Determi

nante mit den Spalten bzw. Zeilen einer andern der Reihe 
nach identisch sind, so haben beide Determinanten den
selben Wert.

Anders ausgedrückt:
Die Determinante bleibt ungeändert, wenn man die 

Matrix um die Hauptdiagonale herumklappt.
Der obige Satz ermöglicht es uns, jedes Theorem, das wir über 

die Zeilen einer Determinante beweisen, sofort auf die Spalten zu 
übertragen und umgekehrt.

Spalte gepaart wird.
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§ 13. Vertauschung der Zeilen.
Wir betrachten wieder zwei Matrizen,

°il ?X2 ' ‘ ’*1» 

^21 ^22. ' * * ^2»

und "na' ' ‘ a”n
■ $1»

^21 ^22 • • • \n

Kl ’ &nn

Die zweite gehe aus der ersten durch Vertauschung zweier 
Zeilen hervor, etwa der rton und der sten.

Jede Paarung iß zwischen Zeilen und Spalten der ersten Matrix 
ist zugleich eine Paarung zwischen Zeilen und Spalten der zweiten 
Matrix, ziber sgniß ist in dem einen Falle 4-1, im andern — 1. 
Denn die Hauptpaarung der ersten Matrix ist nicht die Haupt
paarung der zweiten. Um sie in die Hauptpaarung der zweiten 
Matrix Überzufiihren, muß man die r*® und die «te Zeile vertauschen, 
d. h. eine Transposition vornehmen. Die beiden Hauptpaarungen 
gehören also verschiedenen Klassen an, und aus diesem Grunde ist 
sgn iß das eine Mal 4- 1, das andere Mal — 1.

Wir sehen, daß jedes Glied der Determinante
| °u • • • °i» i 

i a21 a22 • • • a2 n 
j !

I «„1 au2 • • ‘ i

wenn man es mit dem Faktor — 1 versieht, ein Glied der Determinante

» 
^21 ^22 ' • ‘ ^2n

^nl ^«2 ’ ‘ • ^»n

wird. Beide Determinanten sind also entgegengesetzt gleich.
Satz 2. Die Determinante multipliziert sich mit dem 

Faktor — 1, wenn man in der Matrix zwei Zeilen vertauscht.
Nimmt man in der Matrix eine beliebige Vertauschung der 

Zeilen vor, so multipliziert sich die Determinante mit dem Faktor 4-1 
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oder —1, je nachdem die Vertauschung eine gerade öder ungerade 
ist, d. h. je nachdem sie sich durch eine gerade oder ungerade An
zahl sukzessiver Vertauschungen von nur zwei Zeilen bewirken läßt.1 

Auf Grund von § 12 gilt dasselbe für die Spalten.

1 Eine Vertauschung und eine Substitution (vgl. § 7) ist dasselbe

Satz 3. Wenn in der Matrix zwei Zeilen übereinstimmen, 
so ist die Determinante gleich Null.

Ist die Determinante gleich D, so erhalten wir durch Ver
tauschung der beiden übereinstimmenden Zeilen — D. Andererseits 
aber wird durch die Vertauschung dieser beiden Zeilen nichts an 
der Determinante geändert. Es ist also

D = — D, 
d. h.

D = 0.

§14. Dio Determinante als Funktion der Elemente einer Zeile.

Nach der Definition ist die Determinante

°n au • • • ai»
• ain

. , “nl a«i ' • ' ann
gleich

S S8n (ri> r2, rn) «Ir. «2r,

wobei sich die Summation über alle Permutationen rv r 
der Zahlen 1, 2, .. ., n erstreckt.

Man sieht, daß jedes Glied der Determinante ein und nur ein 
Element aus der k'm Zeile als Faktor enthält. In dem Produkt

®lr, a2r, • • • anrn

ist nämlich nur der Faktor akric der Zeile entnommen.
Wir wollen nun die Elemente der k^" Zeile als Veränderliche 

betrachten und sie der Reihe nach mit
$1» xa, . . ., xn

bezeichnen. Die übrigen Elemente sollen Konstanten sein. Fassen 
wir alle Glieder, die mit demselben x multipliziert sind, zusammen, 
so läßt sich die Determinante so schreiben:

ci x, + c3x2 + ... + onxn.
Die c sind dabei Konstanten.
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Man nennt einen solchen Ausdruck in xt, x,,, ..., xn eine lineare 
homogene Funktion von xt, x2, ..xn.

Es gilt also folgender Satz:
Satz 4. Die Determinante ist eine lineare homogene 

Punktion der Elemente jeder Zeile.
Hieraus lassen sich verschiedene Folgerungen ziehen.
Wenn man x2, xn bezüglich durch Z^, Za:a, ..., kxn 

ersetzt, wobei Ä eine beliebige Zahl ist, so verwandelt sich
ei«i + etx2 + ... + e„xn 

in
+cax2 + ... + e„xn).

Darin liegt folgender Satz:
Satz 5. Multipliziert man alle Elemente einerZeile mit 

dem Faktor Z, so multipliziert sich auch die Determinante 
mit dem Faktor Z.

Setzt man Z = 0, so ergibt sich, daß eine Determinante, 
bei der eine Zeile aus lauter Nullen besteht, selbst gleich 
Null ist.

Wenn
«1 = ^+^. ..., xn~yn+xn

ist, so wird

gleich der Summe von

und
ci.Vi + c2Z/2 + --- + c»yB

W + °2*2 +--'+Cn An

satz 6. Wenn alle Glieder der k'™ Zeile Binome sind, 
so läßt sich die Determinante als Summe zweier Determi
nanten schreiben. Man erhält den einen Summanden durch 
Streichung der ersten, den andern Summanden durch 
Streichung der zweiten Bestandteile jener Binome.

Ein ähnlicher Satz gilt, wenn die Glieder der k^ Zeile oder 
die der k^n Spalte (vgl. § 12) Summen von p Zahlen sind.

Beispiel. Die Determinante

j c c'-|- db', ce'-f- dd' j
ist nach Satz 6 gleich

aa' ac'
ca' -f- db' cc'+ dd'

bb'
ca'i db'

bd'
ce'+ dd'+
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Jede dieser beiden Determinanten läßt sich aber wieder nach Satz 6 
zerlegen. Man findet also für die ursprüngliche Determinante

; aa' ac
। ca' co'

aa a e' 
db' dd'

bb' bd' [ 
ca' ec'

i bb' bd' ' 
| db' dd' i

Unter Benutzung von Satz. 5 läßt sich diese Summe so schreiben:
a c i a c i b d

ac ' . + ad । ! +
a c b' d' ■ a c

Nach Satz 3 hat man aber
a' c'
a a

b'd' 
b’ d'

= 0.

+ bd
b' d' I 
b'd' j

Da ferner nach Satz 1 und 2
a'b' j a c'
o d' • b' d'

ist, so ergibt sich schließlich
«a'-|- bb', bd-' 
ca' + db', cc'+ dd'

b'd'
a’ c’

| ab a'b'
। cd c' d'

Wir wollen mit xlt x2, xn (wie bisher) die Elemente der 
Zeile, mit

■’/p •••, yn
dagegen die Elemente einer andern Zeile bezeichnen. Ersetzen wir in 
der Determinante, die, wie wir wissen, gleich + c2 x2 + ... + cn xn 
ist, x2, xn bezüglich durch

Xj + x2 4- a:n4- kyn.

so verwandelt sie sich in

+ c2xs + ••• + + •■• + ^yj-
ei y\ + Wz + ••■ + en yn entsteht aber aus e, + c2 x2 + ... + cn xn, 
indem man die Elemente der &ten Zeile durch die entsprechenden 
Elemente einer andern Zeile ersetzt. Tut man dies, so erhält man 
eine Determinante mit zwei übereinstimmenden Zeilen, die nach 
Satz 3 gleich Null ist.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:
Satz 7. Addiert man zu den Elementen einer Zeile 

die mit Z multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
andern Zeile, so bleibt die Determinante ungeändert.

Derselbe Satz gilt nach § 12 für die Spalten.
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Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit Ä multi
plizierten Elemente einer zweiten, die mit fi multiplizierten Elemente 
einer dritten Zeile usw., so bleibt die Determinante ungeändert. 
Der Beweis ergibt sich durch mehrmalige Anwendung des Satzes 7.

§ 15. Stetigkeit der Determinante.
Aus der Definition der Determinante sehen wir, daß sich

®12 ' ' -

a21 ' ö2n

ii 1 n 2 7

ans den Elementen arK durch Multiplikation, Addition und Sub
traktion zusammensetzt. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 8. Aus

folgt
lim S == 1, 2, .. ., n)

immer
an «12 • ••«1» «11 S12 ••«1»

lim «21 «22 • • ' a2n Ö21 «22 •' S8»

«»2- Sn2 ‘ • Snn

üm diesen Satz zu beweisen, braucht man sich nur an die 
Bedeutung des Limes zu erinnern.

lim xn = x
will sagen, daß fast alle xn von x um weniger als e diffe
rieren, wie auch das positive « gewählt sein mag. „Fast 
alle“ bedeutet „alle mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen.“

Wenn
lim x = x und limw=w 

ist, so wird
lim (z„+ y*) ^x + y 

und

Ähnliches gilt für eine beliebige endliche Anzahl von Summanden 
und Faktoren. Dies genügt aber zum Beweise des Satzes 8.

Von Wichtigkeit ist für uns folgende Eigenschaft:
Satz 9. Eine verschwindende Determinante läßt sich 

als Grenzwert einer Folge von Null verschiedener De
terminanten darstellen.
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Wir wollen die Determinante
«n + £ "12 ■ "in

D (x) = «21 «22 + * - a2 n

««1 an2

betrachten, die aus D dadurch entsteht, daß zu den Hauptelementen 
x addiert wird.

Von den n\ Gliedern der Determinante D(x} enthält nur das 
Hauptglied

("n + x){a22 +x) . . +x}
in jedem Faktor ein x. Daraus geht hervor, daß D{x), wenn man 
alle Klammern beseitigt, folgende Gestalt annimmt:

D («) = xn 4-1^ & -1 + ... + hn.
1^, h2, . . ., hH setzen sich aus den Elementen art durch die Opera
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen.

In der Algebra wird bewiesen, daß D(x) höchstens für n Werte 
von x gleich Null ist. Nimmt man also eine nach Null konver
gierende Folge xl} x2, x3, . . . mit lauter verschiedenen Gliedern, 
so gibt es in der zugehörigen Folge

D^), D^}, D(xJ, ...
höchstens n verschwindende Glieder. Nach Satz 8 ist nun

lim D {xp} = D.
Streicht man diejenigen D(xJ, die gleich Null sind, so entsteht 
eine Folge nicht verschwindender Determinanten mit dem Grenz
wert D.

Es genügt z. B. xp = 1 (p zu setzen und in der Folge 
b 4, 4, •••

die k ersten Glieder zu streichen, wobei nur k genügend groß zu 
wählen ist.

§16. Charakteristische Eigenschaften der Determinante.
Die Determinante

D =

"11 «12 ’ ’ ' "1n 

«21 ö22 • ' • «2»

a . nl nZ n»

hat, wie wir wissen, folgende vier Eigenschaften
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1. Sie setzt sich aus den Elementen durch die Operationen der 
Addition, Subtraktion und Multiplikation zusammen.

2. Sie ist eine lineare homogene Funktion der Elemente jeder 
Zeile.

3. Sie multipliziert sich mit dem Faktor — 1, wenn man zwei 
Zeilen miteinander vertauscht.

4. Sie reduziert sich auf 1, wenn die Hauptelemente gleich 1 
und alle andern Elemente gleich 0 sind.

Diese vier Eigenschaften sind, wie wir jetzt zeigen wollen, für 
die Determinante charakteristisch.

Auf Grund der Eigenschaften 1 und 2 hat man
-D — Cr, r, . rn airia2r, ■ • • ®n rn i

wobei r., r,, . ... r Zahlen aus der Reihe 1, 2, .... n sind und 
crtr,...r„ ein ganzzahliger Koeffizient ist.

Auf Grund der Eigenschaft 3 ist

cr, rt.. ,rna2 r^lr, ■ ■ : ~~ er, r, .. . rn «1 r, «2 r, • • • au rn ■

Nehmen wir an, daß r, — r, ist und setzen wir ' l A
«lrt ~ «2r2 ~ «3r, = ... = = 1,

alle übrigen a aber gleich Null, so reduziert sich obige Gleichung auf 

ar,r....rn — — crir,...rn> 
d. h.

Cr r - = 0 . ri r2 ■ • • rn

Alle Koeffizienten in denen zwei Indizes r gleich sind
verschwinden also.

Man darf daher annehmen, daß in D die zweiten Indizes 
rx, r2, . . ., rn sämtlich verschieden sind. rlt r2, . . ., rn ist dann 
eine Permutation der Zahlen 1, 2, . .., n.

Vertauschen wir jetzt die erste und die zweite Zeile, so ver
wandelt sich

2 Cn T,... r„ «1 r, «2 r, • • ■ rn 
in

2 rt • • • 'n «1 r, • • • «»r»
oder

2 Cr« r, .. . rn «In «2 • «n

Nach Eigenschaft 3 ist aber
SCT,r1...rn«lr1 «2r, • ■ ■ du rn — ~ art r, ... rn ®lr, «2^ • ■ • an rB • 

Setzen wir
«Ir, = «2r, = •••=««>„= 1
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und alle andern a gleich Null, so reduziert sich die obige Gleichung 
auf

C'> rn = — Crj ... ,M .
cn r„ multipliziert sich also mit — 1, wenn man zwei der Indizes 

rz, . . rt vertauscht. Setzen wir
2. .n = c, 

so wird
- c oder ,r„ = - ß,

je nachdem r2, . . rn eine gerade oder ungerade' Permutation 
von 1, 2, . . n ist. Denn eine gerade (ungerade) Permutation läßt 
sich aus 1, 2, ..., n durch eine gerade (ungerade) Anzahl von Ver
tauschungen je zweier Indizes erhalten.

Aus dem Obigen geht hervor, daß

D = i ®lr, «2r, • ■ • Tn
ist, wobei das Zeichen 4- oder — eintritt, je nachdem r2,....ra 
eine gerade und ungerade Permutation von 1, 2, . . ., n ist.

Nun bleibt noch die Eigenschaft 4 zu beachten. Danach soll 
D gleich 1 werden, wenn die Hauptelemente gleich 1 und alle 
übrigen Elemente gleich Null sind. Daraus folgt, daß e gleich 1 
ist, und wir haben

D = X ± ®lr<92^ • ’ •

D ist also die Determinante, wie wir sie in § 9 definiert haben.
Damit ist gezeigt, daß die Determinante durch die vier oben 

angegebenen Eigenschaften charakterisiert ist.

Viertes Kapitel.

Unterdeterminanten.

§ 17. Minoren zn-ter Ordnung.
Wenn man in der Determinante

A =

ail ai2 ■ • • ain

°21 ®22 • ' ‘ °2»

n • • • -ul nz nn

n — m Zeilen und n — m Spalten streicht, so bleibt eine m-reihige 
Determinante übrig. Man nennt sie eine ünterdaterminante oder 
einen Minor Ordnung von A.
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w kann jeden der Werte 1, 2, ..n — 1 haben. Im Falle 
m — 1 haben wir eine Determinante mit einem einzigen Ele
ment arj|. Wir wollen eine solche Determinante gleich ars setzen, 
so daß die Minoren erster Ordnung die Elemente von A sind.

Wenn ein Minor aus A durch Unterdrückung gleichnamiger 
Zeilen und Spalten entsteht, so heißt er ein Hauptminor.

Es gibt in einer ra-reihigen Determinante 
[ / _ r y
L\ oi /j I m • (” — m)' J

Minoren mtcr Ordnung. Pj von ihnen sind Hauptminoren.

§18. Komplementäre Minoren.

M sei ein Minor Ordnung von A. Wenn man in A die 
Zeilen und Spalten streicht, denen die Elemente von M angehören, 
so entsteht ein Minor N von [n — m)tor Ordnung.

Zwei solche Minoren wie M und N nennt man komplementär 
und jeden das Komplement des andern.

Z. B. sind in der Determinante

die Minoren

al «2 «3

P P h
C1 C2 C3 C4
d.1 d2 d3 dA

&j und
a2 a3
C2 C3 C4

d2 ds dA
komplementär, ebenso die Minoren

«1 «3

C1 C3
und

d2 dA

Die Elemente von M mögen in den Zeilen
ri>r2, .. rm 

und in den Spalten
(n < < . . . < rj

s2’ • • ■> sm K < s2 < . • . < 8„)

liegen, die Elemente von N in den Zeilen

rm + l’ rm + 2> 

Kowalewski, Xtatorminautan
* * Tn Vm + l < ?m + 2 < *
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und in den Spalten
Sm+V % + n • • O '% (s>»+l < Sm+3 < • • ’ <

Jedes Glied von M hat dann die Form

sgn p ’ ' '
W1 • • •

Dabei stellt1

1 °t» °«> B°U eiu® Permutation von st, sit ..sm bedeuten.

[ri ■ ■■
51 • ■ • "'J

eine Paarung der Zeilen rlt'r2, . . ., rm mit den Spalten s2,. 
dar und die Hauptpaarung lautet

Jedes Glied von N hat die Form

S^n + 1 ■ o") a,m+l <^+1 • ■ • Urn "»•

' m +1 w
Dabei bedeutet

h.+l ■ • ■ rnj

eine Paarung der Zeilen rm+1, rm+2, . . .j rn mit den Spalten «m+1>
*«+2> • • o und die Hauptpaarung ist hier

'm +1 * 'n I
fi , .... 8 m +1 nl

Multipliziert man ein Glied von M mit einem Glied von N, so
hat das Produkt folgendes Aussehen:

(T T \ IT T \
™ sgn p+l ' ’ /

°1 • • • "n! Vm+l • • •

In A hat
art,o> ar, a, • • ■ ar„ a„

den Faktor 

wobei
fl 2 ... n\
\1 2 ... n) 

als Hauptpaarung figuriert.
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Es besteht eine einfache Beziehung zwischen

sgn
und

'1 '2 ’ • - 'n

51 ff2 • • •

sgn 1 • • • ’m
7. ... ff i1 ml

[r, sgn • ■ rn

• ■

Wenn man durch a Transpositionen von

%
rl • • • r< 
s, ... s

gelangt und durch ß Transpositionen von
rn ZU “ + 1

'Sm +1 ‘ '
n

'ni

so kann man durch u + ß Transpositionen von

zu

'i '2 • •
A • ■

■ rn 

■

ri r2 • ■

gelangen. Man hat also

n

■ Sn

oder, da

r2 ... rn
5i • • • Aj

= sgn ri A • • • rn

A «2 • • • Sn

und
sgn 1 

Wi ami
= (- 1)

m+1

ist, 

sgn

• rn

■ ^nl

ri 5 

51*2
'1 • • ’S

AV-A
sgn r, ... r\ r

1 sgn "5i--^J k ni
" = sgn . r.

Wir können demnach folgenden Satz aussprechen:
M und N seien komplementäre Minoren der w-reihigen 

Determinante J. Das Hauptglied von M sei
ar:s, • • • arm , 

das Hauptglied von N

’m + 1 «m +1 68 'm + 2 ’m -K2 * • • a 'n ’n'

Multipliziert man ein Glied von M mit einem Glied 
von N und fügt noch den Faktor

3*
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Sgn / ri ‘ ' ’n j 
\S1S2---Snl 

hinzu, so hat man ein Glied von A.
Der Minor M hat ml, der Minor N aber (n — m)l Glieder. 

Rechnet man das Produkt
sgn (ri ' ' ' r»j MN 

\«i »j • • ■ V 
aus, so gewinnt man

ml (n — w)! 
verschiedene Glieder von A. Daß es lauter verschiedene 
Glieder werden, ist ohne weiteres klar. Zwei Glieder

i a, o, • • • a rn on Und i o, w/ ' " ®r» 
von A sind nämlich verschieden, solange nicht

= °2’ • ■ -1 nn — an 
ist.

Man nennt 
(TT ..T I 

1 2 n Ly Sj «2... sn)
das algebraische Komplement von M. Unter Benutzung dieses 
Ausdrucks läßt sich unser Resultat so aussprecher

Satz 10. Multipliziert man einen Minor w.tor Ordnung 
einer n-reihigen Determinante mit seinem algebraischen 
Komplement, so erhält man ml (n — m)! Glieder der Deter
minante.

Wir wollen jetzt noch
sgn / r» ‘ ' ’n j

1 »1 «2 • • • S»l 
bestimmen. Dabei nehmen wir wie bisher an, daß

+1 Sm+2 Sa
ist.

Die Zahl der Derangements in

’D rn
läßt sich leicht bestimmen. bildet mit rx — 1, r2 mit r2 — 2, ..., 
rm mit rn — m von den folgenden Zahlen Derangements. Außerdem
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gibt es keine. Die Gesamtzahl der Derangements in rx, r,, 
ist also

? = ri + +
In

m (m + 1)
2

si> ®2» • • •»

m (m 4-1) 
2

gibt es

Derangements.
Nach der Schlußbemerkung in § 6 ist aber

Da

Sgn f? ? ’ ’s") 1)e + °-

\S1 S2 ■ ■ ■ Snl

P + «r 2 (»> + s ), (mod 2) 
m =■ 1

weil 1) immer gerade ist, so wird
sgn pl ' ’n j = (_ (rM + 

\\ S2 • • • SJ
"(’m + *8t Summe der Zeilen- und Spaltenindizes von M
oder auch die Summe aller Indizes in dem Diagonalglied von M.

Es gilt also folgende Regel für die Bildung des algebraischen 
Komplements von M:

Satz 11: Um das algebraische Komplement eines 
Minors M zu erhalten, bilde man zunächst sein Kom
plement N. Dann lautet das algebraische Komplement + N 
oder — N, je nachdem die Summe der Zeilen- und Spalten
indizes von M (oder von N) gerade oder ungerade ist.

§ 19. Der LAPtAcnsche Entwickelungssatz.

Wir wollen alle Minoren mtor Ordnung betrachten, deren Glieder 
in m bestimmten Zeilen der w-reihigen Determinante A enthalten 
sind. Die I ndizes dieser Zeilen seien r,, r,, ..r .

Es gibt offenbar ) solche Minoren. Jf sei einer von ihnen 

und M sein algebraisches Komplement.
Wir wissen, daß das Produkt MM, wenn man es ausrechnet, 

ml (n — m)l Glieder von A liefert. Bilden wir die Summe aller 
Produkte MM, so erhalten wir

ml (n — w)! = n!, 
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d. h. alle Glieder von A. Damit haben wir die LAPLACESche Ent
wickelung einer Determinante nach den in m Zeilen enthaltenen 
Minoren gewonnen.

Nur ein Punkt bedarf noch der Erörterung. Liefern zwei ver
schiedene Produkte JIM wirklich lauter verschiedene Glieder von A?

AI und mögen beide die Zeilenindizes r„, .. rm, aber 
nicht dieselben Spaltenindizes haben. Die Spaltenindizes von Al 
seien s,, s,, . . .. s_, die von AL aber s' s' . . .. sDann haben 
die Glieder des Produktes AI AL die Form

± ff, ar, ff, • • • • ■ ■>

die von A^ aber die Form

± ar1ai’ a>io,' • • • arm »„'••• 
a,’, u', . . a' ist eine Permutation von s' s' . . s' während 
n,, .... o- eine Permutation von s,, s,, . . s ist. Es kann
also nie

(7. n t'"” •A f * * *J m1 A ' i z ' 'm m 
sein.

Satz 12: (LAPLACEscher Entwickelungssatz). Multipli
ziert man jeden Minor m ,cr Ordnung, der in m bestimmten 
Zeilen einer n-reihigen Determinante enthalten ist, mit 
seinem algebraischen Komplement, so ist die Determi
nante gleich der Summo dieser Produkte.

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten.
Wir nennen diese Entwickelung kurz die Entwickelung nach 

m Zeilen bzw. Spalten.

Beispiel.
Entwickeln wir die Determinante

«i «3

n b2 b3 b4
C1 C2 C3 C4 
dx d2 d3 d*

nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich

D =
öj a2 C3 Ci a3 Z 4 + ai a4 C2 C3

b!b2 ^3 di bl b3 ^2 ^3

+ a2 a3 Ci c. a.z 4 Cj c3 + a3 i ci c2

b2 b3 ^1 bt\ b3^ dl d2
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Insbesondere wird die verschwindende Determinante

°1 a2 atat | ,

\ b3 bi i

ai ü2 «3 «4

Ä, b9 b. bi
gleich 1 2 3 *

2 | >i °2 j j «3 ai! «i a3 a4 a2 \ , Ö4 ; a2 a3 1 ]
1 *1* 1 1 / *

1 M2 r h \ ' >\b3\'
so daß

^12 Pat d" Pl 3 Pi 2 d" Pli Pi 3 ~ ®
ist, wenn wir

setzen.
Pr.=

«r a.

br b.

Nach dem Lapuacesehen Entwickelungssatz ist

A =

Die Summation erstreckt sich über alle Minoren mter Ordnung M, 
die in m bestimmten Zeilen der Determinante A enthalten sind. 
M ist das algebraische Komplement von M.

Wir wollen nun ein anderes System von m Zeilen ins Auge 
fassen und mit ffl1! einen Minor von A bezeichnen, der in diesen 
Zeilen enthalten ist. Dann wird

A =

Die Zeilenindizes von M seien r^, r2, . . rm, die von 901 dagegen 
Tp r2, . . ., rm. Da die beiden Kombinationen rlf r2, . . ., rm und 
r!> r2, . . ., rm verschieden sein sollen, so kommt unter den Zeilen
indizes von M wenigstens eine der Zahlen tp r2,..r, vor und 
unter den Zeilenindizes von SR wenigstens eine der Zahlen rvr2,...,rm.

Ersetzen wir also in A die Zeilen rx, r2, . . rn durch die 
Zeilen rH r2, . . ., rn, so entsteht eine Determinante, die wenigstens 
zwei identische Zeilen hat, also verschwindet. Andererseits geht bei 
jener Ersetzung

in VSRM 
über. Es ist also

^äR^= 0.

In Worten lautet dieses Resultat:
Satz 13. Multipliziert man jeden Minor wter Ordnung, 

der in m bestimmten Zeilen einer n-reihigen Determinante 
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enthalten ist, mit dem algebraischen Komplement des ent
sprechenden Minors in einem anderen System von m Zeilen, 
so ist die Summe dieser Produkte gleich Null.

§ 20. Entwickelung nach einer Zeile.

Wir wollen den LiPLACESchen Satz auf den Spezialfall m — 1 
anwenden. Die Minoren Ordnung in m bestimmten Zeilen 
werden dann die Elemente einer bestimmten Zeile, etwa die Elemente

arl> ar2> ' • ’’ arn‘
Um das algebraische Komplement von art zu finden, hat man 

die rte Zeile und die st0 Spalte zu streichen und die so entstehende 
(n — l)-reihige Determinante mit dem Faktor (— l)r + # zu versehen.

Das algebraische Komplement von arJ möge Arlt heißen. Dann 
gilt nach dem Laplacesehen Satz für die Determinante A folgende 
Entwickelung:

A — an Al + ar2 Ar2 + • • • + am Arn •
Wir wußten bereits (vgl. § 14), daß die Determinante eine lineare 

homogene Funktion der Elemente einer Zeile ist. Jetzt sehen wir, 
daß die Koeffizienten dieser linearen homogenen Funktion die alge
braischen Komplemente der betrachteten Elemente sind.

Satz 14. Multipliziert man jedes Element einer Zeile 
mit seinem algebraischen Komplement, so ist die Determi
nante gleich der Summe dieser n Produkte.

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten.

Beispiel.
Wenn in der rten Zeile (oder der sfon Spalte) nur ein von Null 

verschiedenes Glied vorhanden ist, so reduziert sich A auf

ar.Ar,-
Man kommt also in diesem Falle nach Absonderung des Faktors 

(_ l)r+s«rs zu einer (m — l)-reihigen Determinante, nämlich dem 
Komplement von art.

Die Determinante
a,, 0 ... 0 |

I 
a21 aM2 . . . 0 (

®nl an2 • • • ann 
in der alle Elemente Null sind, die oberhalb der Hauptdiagonale 
liegen, ist gleich
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“n

aä2 0 • • • 0
°32 °S3 • • • 0

«»2 an3 ' ' ’ ann

Der zweite Faktor ist gleich

ats

usw.
Es ergibt sich also 

an0 
#21 #22

a33 0 . . . 0
a« a„ . . . 0

an3 a<

. 0

. 0
— aiia22‘ ■ ■ ann‘

a , an . . . a nl n2 nn

Wenn wir in der Determinante

A =

«11 «12 ’ ’ ‘ «In

«21 a22 ' ■ ' a2n

anl an2 ' ‘ ’ «»ui

die Glieder der rten Zeile fortnehmen (sgr) und durch die ent
sprechenden Glieder der sten Zeile ersetzen, so entsteht eine De
terminante mit zwei übereinstimmenden Zeilen, die folglich ver
schwindet. Andererseits geht aber A bei jener Ersetzung über in

Mithin ist
®«1 Al 4" as2 ^rZ 4" • • • 4" asn ^rn'

“n Ai 4- n,2 As 4- • • • 4- »„A. = 0 •

Satz 15. Multipliziert man die Elemente einer Zeile 
mit den algebraischen Komplementen der entsprechenden 
Elemente einer anderen Zeile, so ist die Summe dieser 
Produkte gleich Null.

Der Satz gilt nach § 12 auch für die Spalten.

§ 21. Die VAKDERMosiMs sehe Determinante.
Um ein Beispiel zu Satz 14 und zugleich zu früheren Sätzen 

zu haben, wollen wir die Vandermonde sehe Determinante betrachten. 
Das ist eine Determinante von folgender Form:
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n-l n-2 • • •

„n —1 ^n—2
V - «2 a2

n
« • • ♦ •

Ä
 

1 Ä
 i w

Wir ziehen in Vn von jeder der n — 1 ersten Zeilen die letzte 
Zeile ab. Ist das geschehen, so enthält die letzte Spalte lauter 
Nullen und nur rechts unten eine 1. Es wird also

1 <-1 - «n 3 • • •

«r1 - «r1 a”-2 - «r2 ■ . . a, —1 n

«r1 - <-1 a^2 - «r2 • ■, . an — a 2 »

Aus der ersten Zeile können wir den E'aktor a. — a , aus der 1 n'
zweiten den Faktor a2 — an herausziehen usw. Dadurch finden wir 

wobei
~ - an) (a2 - a„).. . (a^ - an) P ,

n — 2—v, i' a 1 n—1 n

ist.1 vl durchläuft die Werte 0,..., m — 2; v2 die Werte 0,.. .,n—3 usw.
Nach Satz 6 zerlegt sich Vn in eine Anzahl von Determinanten 

der Form
a"-2"”1 a? a"-3-'*  . . . 1

*i „*-2“^ r2 n
ci - ö a an—1 n n —1 n

(0 vx iS n — 2, 0 S t2 ä n — 3,

Hier können wir aus der ersten Spalte den Faktor a"-2-’’*, aus 
der zweiten den Faktor a"-3-»« herausziehen usw., so daß die De- 
terminante lautet:

1 Wir benutzen hier die Identität
ar -br {a -b)^a^ br~^. 

p durchläuft die Werte 0, 1, . . ., r — 1 .

In In
r. n — 2 — v. y. n — 3 —y. «a 1 a a*  a . . . 1in in

. . 1
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a - a^ . . . 1

a- ... 1 S(n-l-e- ^i)

Sobald die Zahlen
”i> • • •> V2> 0

nicht alle verschieden sind, hat die letzte Determinante zwei über
einstimmende Spalten und ist also gleich Null.

Wäre nun < n — 2, so wären jene n — 1 Zahlen auf die 
n — 2 Werte

0, 1, . . n - 3
beschränkt. Es gäbe also sicher zwei gleiche unter ihnen.

Dasselbe ist der Fall, wenn r2 < n — 3 ist. Dann sind nämlich 
die n — 2 Zahlen

v3- ■ ■ •’ Vr 0
auf die n — 3 Werte

0, 1, . . ., n — 4 
beschränkt. Usw.

Es bleibt somit nur das Wertsystem
= n — 2, «>2 = n — 3,. .., vn _2 = 1

übrig, und Vn ist gleich
^r2 «r8 • • • 1
«r2 • • •1

n-2 n-8 1
, , , . , i’»-!“«-! ' • • 1
d. h. gleich Vn_1.

Wir haben also folgende Relation
V» = - aj V^.

Da nun Fx = 1 ist, so wird

U « a1 — at,
U, = - ä3j (a2 - F2 = - a3)(a2 - aa)

usw.
Allgemein hat man

Fn =(«i- a2)
(u2 - aj . . . - an)

^an-l~ a,)-
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Durch n — 1 Vertauschungen von je zwei Spalten kann man 
die erste Spalte von Vn an die letzte Stelle bringen,1 darauf durch 
n — 2 solche Vertauschungen die zweite Spalte von Vn an die vor
letzte Stelle usw. Durch

1 Man vertauscht sie (n — l)-mal mit ihrer rechten Nachbarin.

(n - 1) + (n - 2) + . . . + 1 = 2^1*-

Vertauschungen von je zwei Spalten, kommt man also von Vn zu 
1 «j . . . a’^1

Wn~ 1 a2 .. . ag"1 .

i v-c1
Demnach ist (vgl. Satz 2)

n (n — 1)

also
Wn = («2 “ «1)(«3 “ • • • («n ~ «j)

(«3 ~ «2) • • • K ~ «2)

(®»-«n-l)-

Ersetzt man in der Determinante 

«n ' ' ' ain
J — «21 «22 ■ • • at n

I • • • 6$, Inin3 nn
jedes ar9 durch

ß’-1 r i 
so verwandelt sie sich in Wn.

Daraus ergibt sich folgende Regel, die Determinante A zu be
rechnen.

Man ersetzt in dem ausgerechneten Differenzenprodukt 
Wn jedes a’“1 durch ar>.

Dabei muß man aber vorher durch Hinzufügen nullter Potenzen 
sorgen, daß in jedem Gliede des ausgerechneten Differenzenprodukts 
alle ar vorkommen.

Um also z. B.
«n «12

, , . «21 «22
zu erhalten, hat man m
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«2 — «! — «j ° öj1 — ßi1 «2°

1 Das ist gerade die von Leibniz benutzte Schreibweise. (Vgl. § 1.)

«i°> «i\ «3°, ag’ bezüglich durch an, al2, an, a22 zu ersetzen.
Noch einfacher lautet die Regel zur Berechnung von A, wenn 

man A in folgender Form schreibt.1
«10 «11 • ' • ®l-n-l 

j _ a20 «21 ■ ■ ■ «2»n-l

an0 «»1 * * * an. n-1 

Um A zu erhalten, muß man in jedem Glied

± a‘a^ . . . a’n
des ausgerechneten Differenzenprodukts Wn die Exponenten zu zweiten 
Indizes machen, wodurch das Glied sich in

± «1«, «2^ • • • «n«„ 
verwandelt.

Den hier erörterten Zusammenhang zwischen A und Wzn hat 
Cauchy zur Definition von A benutzt. Aus den Eigenschaften von 

ergeben sich dann die Eigenschaften von A. Z. B. multipliziert 
sich Wn mit dem Faktor — 1, wenn man zwei der Buchstaben 
«1( a2, . . ., an vertauscht. Daraus folgt, daß A sich mit — 1 multi
pliziert, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

Fünftes Kapitel.

Systeme linearer Gleichungen.

§ 22. CaxnEBsche Regel.
Wir betrachten ein System von n linearen Gleichungen mit 

n Unbekannten xx, x2, xn. Ein solches System hat folgende Form:
«11 «1 + «12 *2 + •■ • + «m \ >

(j) . «21 $1 + «22 X2 + ■ ' - "U ai n ®n = ^2 ’

■ «»1 »1 + «»2 X2 + 1 • ' + “nn Xn^bn-

Ein Wertsystem xv x2,xn, das alle diese Gleichungen er
füllt, nennt man eine Lösung.
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Wir wollen annebmen, daß
I <41 ö12 ■ • ■ ain '

— j fl21 ®22 " S2»

I anl an2 ■ ■ • ann i

die Determinante des Systems, von Null verschieden ist.
Art sei das algebraische Komplement von aTl.
Multiplizieren wir die Gleichungen des Systems der Reihe 

nach mit
A«> Ap ■ • •> “Kl> 

also mit den algebraischen Komplementen der Elemente der st”" Spalte, 
und addieren dann alles, so ergibt sich

bl A.+ A» + •• 1 + bnAn,-

Der Koeffizient von xt wird nämlich
ai / A a2 ( Ai «“l" • • • "b ant Au

und ist nach Satz 15 gleich Null, wenn t^s, und nach Satz 14 
gleich A, wenn t — s ist.

Aus den Gleichungen (1) folgen also die Gleichungen

(I) x> (s = 1, 2, ..., n}.

Das Umgekehrte gilt aber auch. Multiplizieren wir in (1) die 
ste Gleichung mit aTt und addieren dann alles, so erhalten wir

«n + «r2 z2 + • • • + «r„*n = \.
Denn der Koeffizient von bt wird

n», Atl + ari A,? +•... + ar« A,„ 
,

ist also nach Satz 15 gleich Null, wenn t^r, und nach Satz 14 
gleich 1, wenn t = r ist.

Wir sehen, daß das System (1) die Lösung (1) hat und außer
dem keine.

bl A» + ^2 ^A»»
entsteht aus

fll,A» + a2.A,+ ••• + ßM»^n»

dadurch, daß man die Elemente der sten Spalte der Reihe nach 
durch b2, bn ersetzt.

Daraus ergibt sich folgende Regel, die von Cbamer durch 
Induktion gefunden worden ist (vgl. § 2):
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Man ersetze die Elemente der stm Spalte von J der 
Reihe nach durch bx, b2, . . ., bn und bezeichne die so ent
stehende Determinante mit Dann lautet die Lösung 
des Systems (1):

Wenn bx, b2, . bn alle gleich Null sind, so hat jede der 
Determinanten

A» A> • • : ’ 
eine Spalte mit lauter Nullen. Es ist daher

— 0, x2 = 0, . . xn = 0.

Satz 16. Aus
an + al2 x2 + ... + a1Ba;B = 0, 
a2i xx + a22x2 + ... + a2nxn = 0,

»j = 0, x2 = 0 . ..., xn = 0.

«i + «,l3 x2 + • • • + a „ xn = 0
und

aH a12 ... aln
a21 a22 ' • • ö2n # 0

folgt
°nl fln2 ■ • • ann

Beispiele.
Um die Gleichungen

°iz + bx y = c,,
, ... . . . a-lX + \y—C

aufzulosen, hat man m
Mi 
«2^2 

einmal die erste Spalte, ein zweites Mal die zweite Spalte durch

c3
zu ersetzen. Dadurch ergeben sich die Determinanten

ci ai ci> > 
c2 b2 a2 c2

und die Lösung unserer Gleichungen lautet:
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clbl ®1 bl
X =

e2b2 a2 b2

y =
«1C1 «1 bl

a2 c2 •
^b2

Vorausgesetzt wird, daß 
aibt 
a 2 ^2 

von Null verschieden ist.
Will man die Lösung des Systems

«x \ y + cx % = dx, 
«2« +A y + C2 * = d2, 
«3 X + b3 y + C3 X - d3 

finden, so hat man in 
ai ci 
«2 b2 C2 
a3 b3 CS

einmal die erste, ein zweites Mal die zweite, ein drittes Mal die 
dritte Spalte durch

d2 
d3 

zu ersetzen. Dadurch entstehen die Determinanten

dr a Y d} «1 «1 bl
d2 b2 o2 «2 di C2 a2 b2
d3 b3 C3 a3 d; G3 a3 b3 ^3 1

und die gesuchte Lösung lautet:

dl bl °1 «1 bl C1
X = d2 bt C2 «2 bi °3 9

d3 b3 °3 «3 b3 C3
dy Cy »1 bl C1

y = a2 d2 ög «2 b2 C2 >
a3 d3 c3 a3 b3 °3

«i \dA «i bl C1
% = «2 b2 d2 aa b3 ß2 •

«3 6, d. Ö 0 a8 b3 C3
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§ 23. Rang einer Matrix.

Ein System von mn Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten 
angeordnet sind, nennt man eine Matrix, und die mn Zahlen 
ihre Elemente.1

Eine solche Matrix hat, wenn man die Elemente ähnlich wie 
bei einer Determinante bezeichnet, folgendes Aussehen:

fln ai2 
®21 a22 • • ■ °2 n

Om2 • ' ' amn '
Die in p bestimmten Zeilen und ft bestimmten Spalten ent

haltenen Elemente liefern eine Determinante, die man eine p.-reihige 
Determinante der Matrix nennt, ft kann natürlich keine der 
beiden Zahlen m, n übertreffen.

Die einreihigen Determinanten der Matrix sind ihre Elemente.
Gibt es in’ der Matrix eine von Null verschiedene r-reihige 

Determinante, während alle mehr als r-reihigen Determinanten 
(falls solche existieren) gleich Null sind, so sagt man, die Matrix 
habe den Rang r.

Ist der Rang der Matrix z. B. gleich 1, so bedeutet dies, daß 
nicht alle Elemente gleich Null sind, daß dagegen alle mehr als 
einreihigen Determinanten der Matrix verschwinden (falls sdlche 
existieren).

Ist der Rang gleich 2, so gibt es eine von Null verschiedene 
zweireihige Determinante, während alle mehr als zweireihigen 
Determinanten gleich Null sind (falls solche existieren).

Einer Matrix, deren sämtliche Elemente gleich Null sind, 
schreiben wir den Rang 0 zu.

Folgende Operationen lassen den Rang einer Matrix ungeändert.
1. Man darf die Zeilen als Spalten schreiben. Das heißt, 

die Matrizen
au a12 • • • an a2i • • • am\

a21 a'2t • ■ ■ a3n Und 012 ®22 • • • am2

aina2n ■ ■ ‘

haben denselben Rang.

* Von quadratischen Matrizen sprachen wir schon in § 8.
Kowalewski, Detcrinlnsnten *
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2. Man darf die Zeilen beliebig vertauschen, ebenso die. 
Spalten. Bei einer Matrix vom Range r(>0) läßt sich durch eine 
passende Vertauschung der Zeilen und Spalten erreichen, daß die 
Eckdeterminante

«n % • • • «lr

«21 «?2 • • • «2r

«n ar2. . . arr 
ungleich Null ist.

3. Man darf alle Elemente einer Zeile mit demselben 
von Null verschiedenen Faktor versehen.

4. Man darf zu den Elementen einer Zeile die mit 2 
multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern 
Zeile addieren. Von der neuen Matrix kann man zu der alten 
zurückgelangen, indem man zu den Elementen einer Zeile die mit 
— Z multiplizierten entsprechenden Elemente einer andern Zeile 
addiert. Man sieht sofort, daß keine der beiden Matrizen einen 
höheren Rang haben kann als die andre. Jede /a-reihige Determi
nante der einen ist nämlich eine lineare Kombination von zwei 
/x-reihigen Determinanten der andern, wenn sie nicht selbst eine 
Determinante der andern ist (vgl. Satz 6 und 7).

5. Man darf eine Zeile mit lauter Nullen hinzufügen 
oder streichen.

6. Man darf eine lineare Kombination der Zeilen als 
neue Zeile hinzufügen. Die Matrix

an + ... + 4.«.,, + ■•• + ^«„2- •••> Mi»+ ••• + *»«■»»

‘ «11 «12 ••• «In

«21 «22 . «2 n

«ml «m» ’ '' amn
hat nämlich denselben Rang wie

«11 «12 ■ • • «1»

«21 «22 • • ' «2 u

«ml «m2 • ' ‘

Man erkennt das durch Anwendung der Bemerkungen 4 und 5.
Wenn eine Zeile eine lineare Kombination der andern 

ist, so darf man sie unterdrücken.1

1 Die Sätze 3—6 gelten auch für die Spalten.
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§ 24. Lineare Unabhängigkeit, 
m Systeme von je n Zahlen

wenn

(1)

s 
ä 

.

h" 
■

ml' • • •’ Xmn

nennt man linear 
die Gleichungen

unabhängig, oder kurz unabhängig,

$n + ^2 $21 + * • “f“ 11 m ml = u,

(2) $12 + ^2 $22 + ’ . 4“ 9' w m a = 0,

nur durch
*i Xln + ^2 $» n + ' ■ + ^m$mn = 0

Zj = 0, Z2 = 0 . ' - 4 = 0
befriedigt werden.

Im Falle m > 1 können wir auch sagen, daß keins der 
Systeme eine lineare Kombination der andern ist.

Im Falle m = 1 hat die lineare Unabhängigkeit den Sinn, daß 
das einzige vorhandene System

$11’ $12’ ■ • -i $1 n

nicht aus lauter Nullen besteht.
Wenn die Systeme (1) nicht unabhängig sind, so sagen wir 

auch, daß zwischen ihnen eine lineare Relation besteht.1

1 Diese Redeweise wenden wir nur im Falle m >1 an.

Damit meinen wir dann, daß die Gleichungen (2) sich durch ein 
Wertsystem Z2, . . ., Zm befriedigen lassen, das nicht aus lauter 
Nullen besteht. Ist ZA ungleich Null, so sagen wir, daß in 
wähnten linearen Relation das System

der er-

vorkommt.
Xhl’ Xh2’ ' • •> xh„

Satz 16. Die Systeme (1) sind dann und nur dann linear 
ist.unabhängig, wenn der Rang der Matrix (1) gleich m

Für m = 1 ist der Satz offenbar richtig. Wir können uns also 
auf m > 1 beschränken.

Wenn die Systeme (1) nicht unabhängig sind, so ist in der 
Matrix (1) eine Zeile eine lineare Kombination der andern. Wir 
dürfen diese Zeile streichen, ohne daß der Rang der Matrix sich 

4*
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ändert (vgl. § 23 Nr. 6). Der Rang einer (m — l)-zeiligen Matrix 
ist aber höchstens gleich m — 1, also kleiner als m. Damit ist ein 
Teil des Satzes 16 schon bewiesen.

Nehmen wir jetzt an, daß der Rang r der Matrix (1) kleiner 
als m ist. Im Falle r = 0 sind die Systeme (1) sicher nicht un
abhängig. Sie bestehen alle aus lauter Nullen. Jedes ist also eine 
lineare Kombination der andern.

Im Falle.r > 0 können wir durch Vertauschung der Zeilen be
wirken, daß in den r ersten Zeilen eine von Null verschiedene 
r-reibige Determinante steht.

Es lassen sich dann n — r Hilfssysteme

3r+14» £6+1.2’ ' • "

K+24’ ^r + 2.2’ ‘ ‘ ■’ ^r+2.n

y,^ .................... Vnn.
so bestimmen, daß die Determinante

xn •••

D = Xl1 Xrn

Mr +14 ’ • ’ Mr +1>»

ynl " ‘ y«n
ungleich Null ist. Man wählt in den r ersten Zeilen eine von Null 
verschiedene r-reihige Determinante, setzt die Hauptelemente ihres 
Komplements gleich 1 und die übrigen y alle gleich Null. Dann 
reduziert sich die LAPLACEsche Entwickelung nach den r ersten 
Zeilen auf ein Glied, das abgesehen vom Vorzeichen gleich jener 
r-reihigen Determinante ist.

Wenn wir nun auf die Gleichungen1

^i^u 4- • • ■ 4- krxrl + Zr + 1 + + .. . + \ynl = ziV
\ Ga 4" • ■ • 4" 4" ^r+1 ^r + 1.2 4" • ■ • 4" Xh2 ’

• • • 4- 4- G + 1 yr+l,n 4' • • • + ~ ^An
die Cramer sehe Regel (§ 22) anwenden, so erhalten wir

__2 •~ ~D~ ’ Ä2 — TT > • • •’ — “P •

m.1 h ist eine der Zahlen r + 1, . . .,



Lineare Unabhängigkeit 53

(« = 1, 2, .. n) entsteht aus D, indem man in D die Zeile 
durch

ersetzt.
Dr+1, ör+2, Dn enthalten daher r + 1 Zeilen der Matrix (1). 

Da alle (r .p l).reihigen Determinanten in (1) gleich Null sind, weil 
der Rang r 8ein S0U; s0 gibt die LAPLACEsche Entwickelung nach 
jenen r + i ZeUen

Dr+1 = 0, Dt+2 = 0, .... Db = 0.
^»■ + 1» ^+2» • • •> sind also gleich Null, und man hat für 

7* =r-f_ w Gleichungen von der Form

$*1 “ + • • • + K ’

^*2 — ^l^ia + • • • + KXrf

Xhn~ ^®ln + ■ + kXrn-

Jede Zeile der Matrix (1) ist demnach eine lineare Kombination der 
r ersten Zeilen.

Damit haben wir auch den zweiten Teil von Satz 16 bewiesen.
Wir können unser Resultat auch so formulieren:
Satz 17. Wenn der Rang der Matrix (1) gleich r ist 

(r > 0), so lassen sich unter den Systemen (1) r, aber nicht 
mehr unabhängige auswählen. Hat man r unabhängige aus
gewählt, so ist jedes der Systeme (1) eine lineare Kom
bination von ihnen.

Wir beweisen im Anschluß hieran noch folgenden Satz:
Satz 18. Wenn in einer Matrix eine von Null verschie

dene r-reihige Determinante vorhanden ist (r > 0), deren 
(r + l)-reihige Superdeterminanten1 alle gleich Null sind 
so ist der Rang der Matrix gleich r.

Wenn eine Determinante ein Minor einer anderen ist, so nennt 
man diese andere eine Superdeterminante von jener.

Wir wollen annehmen, daß in der Matrix (1) die Determinante

®1I xri • ■ • xlr 

$21 $22 • " • ®2r

_______________ ^2 • ' • Xrr

' Damit diese Superdeterminanten sieh bilden lassen, muß man eventuell 
Zeilen und Spalten mit lauter Nullen hinzufügen.
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ungleich Null ist, während alle (r + l)-reihigen Superdeterminanten 
von ihr gleich Null sind.

Da die Matrix

xn «21 • • • Xh1
«u «»2 • • • ^2 ^2 

.............................. (h = r -|- 1, • • ■, s = r + 1, • •., n)
XlrX2r ■ •

1 8 ^2 u ’ ' * ^ rtt ^hs

den Rang r hat und in den r ersten Zeilen eine von Null ver
schiedene r-reihige Determinante vorkommt, so ist nach Satz 17 die 
letzte Zeile eine lineare Kombination der r ersten.

Wir sehen, daß in der Matrix

«n «12 • • • «i»

$21 $22 ‘ ' 1 $2n 

..................... [h = r + 1, . . ., n)
Xrl «r2 • ' • «r»

«hl Xh2 ■ • ' Xhn

die n — r letzten Spalten lineare Kombinationen der r ersten sind. 
Wir dürfen also nach § 23 die n — r letzten Spalten streichen, ohne 
daß der Rang der obigen Matrix sich ändert. Dieser Rang ist 
daher gleich r und aus Satz 17 folgt, daß die letzte Zeile eine 
lineare Kombination der r ersten ist. Dies gilt für h = r + 1, ..., m, 
und wir dürfen deshalb in der Matrix (1) die m — r letzten Zeilen 
streichen, ohne daß der Rang dieser Matrix sich ändert. Die 
Matrix (1) hat also den Rang r.

Hieraus ergibt sich folgendes Verfahren, um den Rang einer 
Matrix zu bestimmen.

Man sucht ein von Null verschiedenes Element auf. Gibt es 
kein solches, dann ist der Rang der Matrix gleich Null. Ist ein 
von Null verschiedenes vorhanden, so muß man seine zweireihigen 
Superdeterminanten betrachten. Sind sie alle gleich Null, dann hat 
die Matrix den Rang 1. Andernfalls muß man unter jenen Super
determinanten eine nicht verschwindende heraussuchen und ihre 
dreireihigen Superdeterminanten prüfen. Sind sie alle gleich Null, 
dann ist der Rang der Matrix gleich 2. Andernfalls muß man 
unter ihnen eine von Null verschiedene auswählen und ihre vier
reihigen Superdeterminanten betrachten usw.
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§ 25. Systeme von linearen homogenen Gleichungen.

Eine lineare homogene Gleichung mit n Unbekannten x3, ..., xn 
hat die Form

+ a2a>2 + . . . 4-^ = 0.

Wir wollen ein System von m solchen Gleichungen betrachten,
fl = «11 ^1 + «12*2 + • • ■ + «m ^ = °>

(1) . 4 = «21 *1 + «22 ^2 + ’ ' ' + «2n = 0 »

4>= «ml®l + «-2^2 + ' • ' + = °,

und seine Lösungen bestimmen, d. h. diejenigen Wertsysteme

die allen Gleichungen (1) genügen.
Es kommt, wie wir sehen werden, darauf an, welchen Rang r 

die Matrix
«n «12 ■ • • «1«

(2) . «21 «22 • • • «2n

a , a ...........a ml m2 mn

hat, die man die Matrix des Systems (1) nennt.
Ist r = 0, d. h. sind alle ä gleich Null, so ist jedes Wertsystem 

d^, x^, . . xn eine Lösung von (1).
Im Falle r > 0 können wir die Gleichungen (1) in einer 

solchen Reihenfolge schreiben, daß in den r ersten Zeilen von (2) 
eine von Null verschiedene r-reihige Determinante auftritt.

Sollte m > r sein, so sind nach § 24 die m — r letzten Zeilen 
in (2) lineare Kombinationen der r ersten. Man hat also für 
h = r 4- 1, . . n

aki ~ 4.1 «u + Kl «,] + ■■•+ 4r «rl, 

«1.2 ~ Kl «12 + Kl «22 + • • • + Kr arZ >

«/<»= Kl ain+ Kl ain + ' • • ^Kr an'

Multipliziert man der Reihe nach mit ai1, z2, . . ,, x und addiert 
dann, so ergibt sich

fh = Ki fi + Aä2 4 + . . . + A/ir fr, 
welche Werte auch die x haben mögen.
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Hieraus ist zu entnehmen, daß jede Lösung des Systems

(3) 4 = o, A - o, ..fr = o
auch eine Lösung von (1) ist. Beide Systeme haben also dieselben 
Lösungen.

Satz 19. Hat ein System linearer homogener Gleichungen 
den Hang r (> 0), so kann man sich bei der Bestimmung 
der Lösungen auf r Gleichungen des Systems beschränken, 
in deren Matrix eine von Null verschiedene n-reihige 
Determinante vorkommt.

Man nennt die m Gleichungen (1) linear unabhängig oder 
kurz unabhängig, wenn ihre .Koeffizientensysteme, d. h. die Zeilen 
der Matrix (2), im Sinne von § 24 unabhängig sind. Im Falle m > 1 
bedeutet dies, daß keine Gleichung aus den übrigen durch lineare 
Kombination hervorgeht. Im Falle m = 1 kommt die Unabhängig
keit darauf hinaus, daß nicht alle Koeffizienten Null sind.

Der obige Satz läßt sich hiernach auch so formulieren:
Hat ein System linearer homogener Gleichungen den 

Rangr, so kann man sich bei der Bestimmung der Lösungen 
auf r unabhängige Gleichungen des Systems beschränken.

Diese r unabhängigen Gleichungen wollen wir das reduzierte 
System nennen.

§ 26. Die Lösungen des reduzierten Systems.

Durch eine geeignete Numerierung der Unbekannten können 
wir bewirken, daß in dem reduzierten System

«n ^ + • • • + alnxn = 0 ,
«21 Fi + «22 x2 + • • • + = 0 5

«rl $1 + «r2 ^2 + • ■ • + arnXn = 0

die Determinante
«11 «12 • • • «lr I

J _ «21 «22 • • ' «2 r

. arlar2...arr 
von Null verschieden ist.

Im Falle r = n liefert die CßAMEBSche Regel
= 0, = 0, ..., xn =* 0

als einzige Lösung.
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Satz 20. Wenn der Rang eines Systems linearer homo
gener Gleichungen gleich der Anzahl der Unbekannten 
ist,1 so muß man, um das System zu befriedigen, alle Un
bekannten gleich Null setzen.

Im Falle r < n können wir «r + 1, ■ . xn beliebige Werte bei
legen und dann auf die Gleichungen

«n ^ + .. . + alr asr « - {ahr + i xr + 1+ ... +aiu xj,

n^Xl + ~ (% + 1 ^r + l + ■■■ + a2u

«1 + • ■ • + «rr = - (ar>r + 1 xr+1 + . . . + a„,
die CßAMEBSche Regel anwenden.

Bezeichnen wir mit Alt die Determinante, die aus A entsteht, 
wenn man die ste Spalte durch

«u 
a?l

^rt
ersetzt (t = r + 1, . .., n), so ist nach der Ch amer sehen Regel:2 

“wi + •••

X2 ~ 2* ^2> r +1 +1 + ■ ' ‘ A n >

« = - -j(A,r + l «r + l + ‘ • • + An '

Diese Gleichungen besagen, daß

eine lineare Kombination der folgenden n — r Lösungen ist:

1

A, r + 1 

A
-^2, r +1 

A
A, r +1

A ’ 1, 0, ... 0,

^l,r + 2
A ’

^2,r + 2
A ’

A-, r + 3
• * •’ A r o, 1,.. o,

01 °<

’ Wir könnten auch sagen: „Wenn ein System linearer homogener 
Gleichungen so viel unabhängige Gleichungen enthält als es Unbekannte 
gibt, usw.“

’ Wir wenden zugleich Satz 5 und 6 an.
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Diese n — r Lösungen sind unabhängig (vgl. § 24) und jede 
Lösung unseres Systems ist eine lineare Kombination von 
ihnen. Umgekehrt ist jede lineare Kombination von ihnen eine 
Lösung unseres Systems.

Wenn wir p beliebige Lösungen hinschreiben, so sind darunter 
höchstens n — r unabhängige. Fügen wir nämlich noch die obigen 
n — r Lösungen hinzu, so wird dadurch die Anzahl der unabhängigen 
Lösungen nicht vermindert. Da aber die p ersten Lösungen lineare 
Kombinationen der n — r letzten sind, so haben wir jetzt genau 
n — r unabhängige.

n — r unabhängige Lösungen besitzen hiernach immer die 
Eigenschaft, daß jede Lösung eine lineare Kombination von ihnen 
ist. Nehmen wir nämlich zu n — r unabhängigen Lösungen irgend 
eine (n — r + l)ta hinzu, so besteht zwischen ihnen eine lineare 
Relation, in der diese (n — r + l)te vorkommen muß (vgl. § 24), weil 
sonst die n — r ernten nicht unabhängig wären. Die (n — r -|- l)u 
ist also eine lineare Kombination der n — r ersten.

Man nennt ein System von unabhängigen Lösungen, aus denen 
sich jede Lösung durch lineare Kombination ergibt, ein Funda
mentalsystem.

Satz 21. Wenn der Rang r eines Systems linearer 
homogener Gleichungen kleiner als die Anzahl n der Un
bekannten ist, so gibt es Fundamentalsysteme von n — r 
Lösungen.

Um ein solches Fundamentalsystem zu erhalten, braucht man 
nur n — r unabhängige Lösungen zu suchen.

§ 27. Methode von Fbobenics zur Bestimmung eines 
Fundamentalsystems.

Um ein Fundamentalsystem von Lösungen für r unabhängige 
lineare homogene Gleichungen

«n +«12 + • • • +aln^n = 0,
(1) . «21 + «22^ + ••• +«2n^ = Ü>

«rl «1 + «r3 + • ’ • + ^rn = 0

zu finden (r < n), kann man so verfahren.
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Man fügt zu
«11 «12 • • ■ «i»

«21 «22 ' ' ’ a2n

ar. a,... a. rl ra rn
n — r neue Zeilen

®r +1,1 «r + 1,2 ’ ‘ ' ®r + l,n

«r + 3,1 ®r + 2,2 ' ‘ ’ ar + i,n

««1 ßn2 • • • ann

derart hinzu, daß die Determinante

«11 «12 ' ' ‘ «Im 

n _ «21 «22 ’ ’ ' «2n

nicht verschwindet Daß dies möglich ist, wissen wir aus § 24.
Bezeichnet man nun mit das algebraische Komplement 

von ahi in D, so sind die Wertsysteme
4+1,1» 4 + 1,2» ' ' 4 + l,»>

(2) . 4+2,1 > 4+2,2? • ' ’’ 4+2,»’

A„, , A „, . . A„„n17 nz 1 ’ nn

Lösungen von (1). Das folgt aus Satz 15 in § 20.
Wenn wir noch zeigen, daß sie unabhängig sind, so wissen wir, 

daß sie ein Fundamentalsystem bilden.
Aus den Gleichungen

4 + 1,1 + ^4+2,1 + • • • + 4-r41 — °»

^•1 4 + 1,2 ^2 4+2,2 + • • • + ~

^1 4+1,» + Z2 4+2,» + ' ' • + Vr = 0

folgt aber, wenn man der Reihe nach mit a.,, n.„, . . a. 
(Ji = r + 1, . . ., n) multipliziert und dann addiert,

A„_rD = 0 {h = r + 1, ..., n).

Alle ). sind also gleich Null. Damit ist die Unabhängigkeit 
der Lösungen (2) bewiesen.
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§ 28. n — 1 unabhängige lineare Gleichungen mit n homogenen 
Unbekannten.

Bei n— 1 unabhängigen Gleichungen
«11 ^+«12 *2 + ••• + «1» «n“0’ 

«21 «1 + «32 + • • • + «2n «„ = 0 ,

«»-1,1*1 + «»-1.2*3 + ‘ + «»-!,„«» = 0

besteht ein Fundamentalsystem aus einer einzigen Lösung, die von 
0, 0, ..., 0 verschieden ist.

Bezeichnet man mit Dt diejenige Determinante der Matrix 
«11 «12 * * * «1»

«21 «22 • • • «2n 

«»-1,1 «n-1,2 ‘ ' • «»-1,»’

die durch Streichung der ste“ Spalte entsteht, so liefert die 
FnoBENiussche Methode die Fundamentallösung

(-ir*Dn.

Das algebraische Komplement von ant in
«11 «12

«21 «as •••««»

a , a .... a nl »2 n»
ist nämlich

(- 1)» + *D, = (-l)"-*. (-!)*- rD,.
Streicht man den gemeinsamen Faktor (—l)”“1, so findet man 

die angegebene Lösung. Jede andere Lösung hat die Form
lDlt ~IDV .., (-If-UD .

Beispiel. Aus
«1 *1 + «2 *2 + «3 *3 = 0 >

folgt
&i + b2 xs + b3 x3 =

oder, anders geschrieben,

«2 «3

L b.9 &

«1 «3

*1 *3

*>:*3:*3 ~
«2 «3

ba
«3 ®i .

0

. ai
’ *1

«1 «2

ai
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Vorausgesetzt wird dabei, daß die drei Determinanten auf der 
rechten Seite nicht alle gleich Null sind.

§ 29. Beliebige lineare Gleichungssysteme.
Wir wollen jetzt ein System von m linearen Gleichungen be

trachten, die nicht alle homogen sind. Ein solches System lautet

«n + «1S + • • • + Xn = bi >

®21 + «»2 $2 + • . • + = ^2 ’

aml + »„.2 «2 + • • ■ + am„Xn = bm-

Wenn x1( z2, . .., ar eine Lösung von (1) ist, so ist
«j, a;2, . .-1

eine Lösung von
«n Xi + a12 <r2 + • • • + «ln x„ +1 = 0,

. «21 ®1.+ «22 *3 + ••• + %nXn+bSXn+\ = 0 >

. «ml + «m2 «2 + • • • + ä« Xn + K Xn +1 = 0 •

Ist umgekehrt
Zl> x2, .. ., xn, xn +1

eine Lösung von (2) und <rn+1 von Null verschieden, so ist

n + 1 + 1 + 1

eine Lösung von (1).
Wir finden also alle Lösungen von (1), wenn wir alle Lösungen 

von (2) aufsuchen, bei denen »n+1 von Null verschieden ist.
Es sind nun zwei Möglichkeiten vorhanden. Entweder erfüllt 

jede Lösung von (2) auch die Gleichung

oder es gibt Lösungen von (2), die dieser Gleichung nicht genügen. 
Im zweiten Falle hat das System (1) eine Lösung, im ersten Falle 
dagegen nicht. Wir müssen also feststellen, ob die Systeme (2) und

' «n ®i + «12 + • • • + «i» ®„ + i “ 0,
«21 + «22 *h * • • + + ^3 $« + 1 “ 0 >

(2) ..................... .........................................................
«Ml ^1 + «m2 ^ + • • • + amnXn + ^m^ + l = °>

.. =0
dieselben Lösungen haben oder nicht.
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Hat (2) denselben Rang wie (2), so ist jedes Fundamentalsystem 
von (2) auch ein Fundamentalsystem von (2), d. h. (2) und (2) haben 
dieselben Lösungen.

Hat (2) den Rang r und (2) den Rang r + 1, so bestehen die 
Fundamcntalsysteme von (2) aus n — r + 1, die von (2) aber aus 
n — r Lösungen. Es gibt also Lösungen von (2), die nicht Lösungen 
von (2) sind.

Wenn nun die Matrix
“11 «12 • • • «ln ^1

«21 «2» ’ ‘ ’ a2n b2

«ml «m2" ' ’ amnbm 

0 0 ... 0 1

den Rang r + 1 hat, so gilt dasselbe von der Matrix
«11 «12 • • • «in 0

«21 «22 ' • ' «2n 0

«ml «m2 ' ' ’ «mn 

0 0 ... 0 1. 
Dann hat aber

«11 «!»••• «In

«21 »22 • ’ ■ «2n

«ml «m2 ’ ' - “mn

den Rang r, also denselben Rang wie
«11 «12 ' • ' «in *1

«21 «22 ' ' • «2n ^2 

• jäi mü mn m

Damit ist folgender Satz bewiesen:
Satz 22. Das System

«11 X1 + “12 + • • • + «in X« = hl >

«21 «1 + «22 Xi + • • • + «2n Xn = bt >

«ml »1 + «m2 *2 + • • • + «mn = bm

hat dann und nur dann eine Lösung, wenn die Matrizen
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a\l «12 • ' ■ «1» «n ®12 ’ • '«in K
«21 «22 • '' ' «2» und «21 «22 • ••«2»

«m! * * «ml ß«2 ’ • • «m„

von gleichem Range sind.
Man kann diesen Satz noch einfacher beweisen, indem man sich 

direkt auf § 24 stützt.
Wenn das System (1) eine Lösung hat, so bedeutet dies, daß 

bi> 

eine lineare Kombination von
«11 > «21 ’ ’ ’ ’ ’ «m 1 

®12’ «22? ‘ ‘ •’ «m2

«In’ a2n’ ' • •’ amn

ist. Dann hat aber nach § 23 (Bemerkung 6) die Matrix

(vgl. § 23, Bemerkung 1).
Wenn (3) und (4) beide vom Range r sind und man wählt in 

(3) r unabhängige Zeilen aus, so ist nach § 24 jede andere Zeile

(3)

«11 «21 • ■ • «ml

«12 «22 ' ‘ ‘ «m2

denselben Rang wie
«ln«2n • ' • «mn

«11 «21 ' • ’ «ml

(4)
«13 «22 - ‘ • «m2

...................................... ?

also auch

c 
e

S 
tR

ei 
«

 

cT -cT
 

ö"

(3) «21 «22 • • • «a„

denselben Rang wie
«ml «m2 • • ‘ «mn

«11 «12 •••«!« 61

(4)
«21 . a2n i2

«ml «m2 • • ' «m» ^m
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in (3) und in (4) eine lineare Kombination von ihnen. Also ist 
bi,bi,,..,bn eine lineare Kombination der Zeilen von (3). Dies 
bedeutet aber, daß das System (1) eine Lösung hat.

Wie viele Lösungen hat nun das System (1), wenn überhaupt 
Lösungen vorhanden sind?

a:n' sei eine bestimmte Lösung und Zp x„, . .
eine beliebige Lösung von (1). Setzen wir

= «2 = •••> «a=< + 2/n,
so ergibt sich durch Subtraktion der Gleichungen

ahl Xl + nh2 ^2 + • • • + ahnXn ~ 
und

«Al X1 4" *A2 X2 4" ’ ‘ ‘ 4“ ahn Xn =
die Gleichung

2/i + +«ä»^=°- (* = b 2, ..., m).
Umgekehrt folgt aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition 
die erste.

Wenn also x^, x2, ..., x^ eine bestimmte Lösung von (1) und 
yt, y„,.. ., yn eine beliebige Lösung des Systems

«1.1 ?/l + «12 2/2 + • • • + «1 n V» = 0 >

(5) . »21 2/i + «22 %+•••+ 2/„= 0»

«ml 2/j + «m2 2/3 + • • • + amnyn = o
ist, so ist

«i'4- 2/1» <4- y2> • • ■> <4- yn

immer eine Lösung von (1) und jede Lösung von (1) läßt sich in 
dieser Form darstellen.

Im Falle r — n läßt das System (5) nur die Lösung
2/i = o, 2/a = • •> yn = o

zu. Dann gestattet auch das System (1) nur eine Lösung, voraus
gesetzt, daß die Matrix (4) denselben Rang hat wie (3), d, h. den 
Rang n.

Im Falle r < n sei

2/n» 2/12, • • •’ 2/i»>
2/ai ’ 2/22 ’ • • •, 2/a a,

.................................... ...
yn-T,l> • • •’ &n-r

ein Fiindamentalsystem von (5). Dann sind alle Lösungen von (1) 
in folgender Form darstellbar:
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= *1'+ + *2%1 + . . . + K-ry,

X2~ XZ + ^12 d" + • • ■ + ^'»-r^ r, 2’

• Zl^ln + M2..+ • ‘ • + ^-rVn-r.n-

Dio Z darf man beliebig wählen.

Sechstes Kapitel.
Multiplikation von Matrizen und Determinanten.

§ 30. Produkt zweier Systeme von n Zahlen.

xu x2, ..xn und yv y2, . . yn seien zwei Systeme von nZahlen. 
Wir wollen den Ausdruck

X} Ul + *2 •% + • • • + Xn Vn •

mit {xy} bezeichnen und das innere Produkt1 oder kurz das 
Produkt der beiden Systeme nennen. Dieses Produkt kommt also 
dadurch zustande, daß man jede Zahl des einen Systems mit der 
entsprechenden Zahl des anderen Systems multipliziert und die 
Resultate addiert.

Man sagt auch, daß das innere Produkt zweier Systeme durch 
Zusammensetzung oder Komposition der beiden Systeme ent
steht. Man meint damit, daß die entsprechenden Zahlen multipliziert 
und die Resultate addiert werden.

* Diese Bezeichnung rührt von H. Grassmann her. Da wir hier nur eine 
Art von Produkten brauchen, können wir statt „inneres Produkt“ ein 
„Produkt“ sagen.

Kowaucwski, Pole, mlnanton

8 31. Definition des Produkts zweier Matrizen.

Wir betrachten zwei Matrizen mit m Zeilen und n Spalten:

•«1»«n ai2 ' ’

(A)
«21 «22 • • • ®2n

«»l «m2 •

und
^2 ’ •$!«

(B)
$21 $22 ‘ ’$2n

$ral $<»2 ’ * * $m n *
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Das Produkt der r‘cn Zeile von (A) und der sten Zeile von (B; 
bezeichnen wir (vgl. § 30) mit (arb\ Es ist also

(ab) = a . b , 4- a b ,4- ... 4- a b . \ r ^t r I s l 1 r 2 .«3 4 1 m

Aus diesen m2 Produkten können wir die folgende quadratische 
Matrix bilden

(«1 M («J ^1 
bj (a^ ö3) . . ■ (a, bM)

'«M («A) ■ • • (aM

Die Determinante dieser Matrix, also die Determinante 
(a, b^... (a, bj
(«2 *1) (»2 M • • • («3 b^

nennt man das Produkt der beiden Matrizen (A.) und (B), und man 
schreibt

b12 ' ■ ' bln 

b2l b2i ’ ' ■

bm \ biu2 ' ' ' bmn

ai 1 ai 2 • • • ai n

*21 *22 ‘ ’ *2«

*wi3 * ‘

[«! bl) («1 M • ■ ■ («i bJ

a b.)2 17
(«2 M ■ ■ - («2 b J

a b.)m 1 / ■ (aw bdv m mt

Im Kalle m = 1 haben wir es mit dem Produkt zweier Systeme 
von n Zahlen zu tun. § 31 ist also als eine Verallgemeinerung von 
§ 30 anzusehen.

§ 32. Produkt zweier Determinanten.

Wenn m = n ist, sind A und B zwei quadratische Matrizen 
mit n Zeilen.

Wendet man auf das Produkt A B mehrere Male • den Satz 6 
an (bezogen auf die Spalten), so ergibt sich, daß AB gleich

*1 r, ^l r, ^Ir, • * • *1 rn bn r„

(I\ *2r, ^lr, alr. b^r, ■ • • a2rn bn rn

anr, ^lr, dnr_ Z»2r, • • • ru bn rjl

ist. Jede der Zahlen r,, r2, . . ., rn kann die n Werte 1, 2, . . n 
annehmen. Die Summe besteht also aus n” Determinanten.
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Nun ist aber nach Satz 5
alr, blr, • • ®1 rß b„ rn «1 r, al r, ■ • «1

02 r, bl r, «2 Fj $3 r. ■ • r„ b» r„ ®2r, ®2r, • ■ a2ni blrt blrt .

b '2r, • • On rB bn Tk rK r, • • r„

Wenn zwei von den Indizes rlt r2, . . rn einander gleich sind, 
hat die Determinante

(2)

r, ®1ts • • • al r„ 

®2r, «2r, • • • ®2rs

a» rt ®n r, • ■ ’ rn

zwei übereinstimmende Spalten, ist also (vgl. Satz 3) gleich Null.
Wir können uns daher auf diejenigen Wertsysteme rvrs,...,rH 

beschränken, die aus lauter verschiedenen Zahlen bestehen. Die 
Summation bei (1) erstreckt sich dann über alle Permutationen von 
1, 2, . . ., n.

Setzen wir
®n an • • • °i»

«„1 %3 • • • ann

so ist die Determinante (2) gleich ± St (vgl. § 13). In (2) lautet das 
Hauptglied

. - . anrn.
Dieses Glied hat in St den Faktor

sgn '1 2
/i ’ 2

Die Determinante (2) ist demnach gleich
Slsgn^ 2

Vri r2
. n\

und die Summe (1) läßt sich so schreiben: 
/I 2 . .. n\ . ,

Setzen wir 
bu biz • ■ ■ bl„

m _ b2l bH ‘ ' b2n

Ö„,„

bnl bn2 ’ ■ • bnn 
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so ist (vgl. § 9)

23 = >8gn • ■ • U'
V 1 '2 ' ’ ’

I>ie Summe (1) wird also gleich 91 SO.
Satz 23. Das Produkt der beiden Matrizen

«11 «12 ‘ '■ ’ «In $11 ^12 • ' ' ^1 n

«21 «22 - '■ ' «2n und
^21 b22 ■ ’ • b2n

«„1 "n2 ' ' • ann ^1 b. • fl z ■ • L.

ist gleich dem Produkt ihrer Determinanten.
Wir können diesen Satz auch so formulieren:
Satz 24. Das Produkt der beiden Determinanten

läßt sich als n-reihige Determinante schreiben, und zwar 
hat man

«11 «12 ’ •«in bn b12 - ■ bln

«21 «22 ' ■ «2». und b2X b22 ■

»„1 «n2 • * ^nn bni ‘ ■■bnn

«11 «12 • ■ «m 

«21 «22 ’ " «2n

«nl «,.2 • • ' «nn

Ön Si2 • ■ ■ bm 

b2l b22 ■ • • b2n

bal bn2 • ■ ' bnn

(«1 *1) («, b2) •■•(«! b,) 

(«2 61) («2 y ■ ■ • («2 M

wobei

ist.
(«Ä) = «rl \1 + «r2 ‘ + «rAn

Man nennt diese Multiplikation zweier Determinanten die 
Multiplikation nach Zeilen. Es gibt noch drei andere Arten, 
zwei Determinanten zu multiplizieren. Man kann vor der Multiplikation 
die Zeilen von 91 oder die Zeilen von 10 oder auch die Zeilen von 
9t und die Zeilen von SO als Spalten schreiben und dann nach 
Zeilen multiplizieren. Die Elemente der Produktdeterminante ent
stehen dann durch Komposition der Spalten von 91 mit den Zeilen 
von 53 oder der Zeilen von 9( mit den Spalten von 93 oder der 
Spalten von 9( mit den Spalten von 93. Endlich kann man noch 
die beiden Faktorerr 9t und 93 vertauschen.

So läßt sich z. B. das Produkt von

D =
bi bs 

«1 C2
und d = ßl ß>

Yx 7s



Das Quadrat der Vander monde sehen Determinante 69

zunächst auf folgende vier Arten als zweireihige Determinante schreiben: 
bi ft + btßz> bi 7i + b2 7t
°i ft 4“ C2 ft ’ ci 7i 4" cz 7z

(Zeilen von D mit den Zeilen von A komponiert), 

bi ßi 4" b2 7i > bi ft 4" b2 7i 
ci ft 4- ca 7i, <>i ft 4- c2 7-z

(Zeilen von D mit den Spalten von A komponiert).

; bi ft 4* ft , bi 7i 4* °i 7z
I bt ßi 4" c2 ft > bz 7i 4* cz 7z 

(Spalten von D mit den Zeilen von A komponiert),

I bi ft + ci 7i> bi ßi 4- Ci 7z !
i bz ßl 4“ ßt 71 1 b2 ßi 4- C2 7z |

(Spalten von D mit den Spalten von A komponiert).

Vertauscht man D mit A, so erhält man vier andere Ausdrücke 
für DA, die aber aus den obigen durch Umklappung um die Haupt-' 
diagonale entstehen.

§ 33. Das Quadrat der Vandehmondesehen Determinante.

Um eine Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinanten 
zu haben, wollen wir das Quadrat der in § 21 betrachteten Vander- 
MONDESchen Determinante berechnen.

V = n

Multiplizieren wir
.. 1

.. 1

«r1 «r2 • • • i
mit sich selbst, indem wir Spalten mit Spalten zusammensetzen, so 
ergibt sich

S2n-2 S2n-3 - ’ ®n-l

Sn 1 Sn-2
Dabei hat sk folgende Bedeutung:

S4n-3 ®3n-4 ■ *n-2

• *0

so ist also gleich n.
4-a*4--"4-^- (k 0, 1, 2, . . .)
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Aus § 21 wissen wir, daß V* gleich
(«i - “ «s)2 • • • (»j “

(«s ~ • • ■ («2 " «J2

(«„-t “ V

ist, also gleich dem Quadrat des Differenzenprodukts der n Zahlen 
at, a3, ..., an. Das Quadrat des Differenzenprodukts läßt sich dem
nach durch die Potenzsummen ausdriicken, und zwar in Form 
einer Determinante, deren Elemente solche Potenzsummen sind,

§ 34. Produkt rechteckiger Matrizen.

Wenn wir zwei rechteckige Matrizen

°11 «12 • • • «In ^'11 ^12 ’ • '

«21 «23 ’ ’ ’ «-n und h22 . . . bin

«ml «m2 • • •

nach Zeilen multiplizieren, so ist es erlaubt, in jeder Matrix k Spalten, 
mit lauter Nullen als (n + l)to, (n + 2)**, . . ., (n + k)t0 Spalte hinzu
zufügen. Dabei bleiben nämlich die Elemente (ar bj der Produkt
determinante völlig ungeändert.

Im Falle m > n können wir durch Hinzufügen von m — n Spalten 
mit lauter Nullen die Matrizen quadratisch machen. Dann wird 
nach Satz 23 ihr Produkt gleich dem Produkt von zwei m-reihigen 
Determinanten, deren jede wenigstens eine Spalte mit lauter Nullen 
enthält, also gleich Null ist.

Satz 25. Multipliziert man zwei Matrizen mit m Zeilen 
und n Spalten, so ist die Produktdeterminante im Falle 
m > n gleich Null.

Da wir den Fall m = n schon in § 32 untersucht haben, bleibt 
nur noch der Fall m < n übrig.

In diesem Falle ist das Produkt der beiden Matrizen gleich 
d -r folgenden Summe (vgl. Satz 6):
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d. h. gleich

(1)
#lr8 • • * ®lrm 

^2rt a2rt ■ • ^2 rm ^lr, hr, • • • bmrm.

Jeder von den Indizes r., r,, ..., r nimmt die Werte 1, 2, ..n 
an, so daß die Summe aus nm Gliedern besteht Wir können aber 
von denjenigen Systemen rx, r2, . . ., rw absehen, bei denen zwei 
Indizes gleich sind, weil ihnen verschwindende Glieder von (1) ent
sprechen.

Die Glieder der Summe (1) lassen sich in Gruppen zusammen
fassen, und zwar wollen wir alle Glieder, die aus einem bestimmten 
durch Vertauschung der Indizes r2, r3, rm entstehen, mit diesem 
zu einer Gruppe rechnen.

Die Summe der Glieder einer solchen Gruppe läßt sich also 
in folgender Weise schreiben:

(2)
a^e> • ■ • a^e» 
«2^, a2Pl ■ • • Ö2em

«<neiu«e, • • ■ °«em

•

Diese Summe besteht aus ml Gliedern und px, p2, . .., ist 
eine Permutation von rx, r2, . . ., rKP Die Determinanten 

ßiei • ■ ■ °i«w

«2P, «2e, ■ ■ ■ a^em

■ ■ a>«em

und

«tr, dir, ■ ■ ■

«2r, a2r. ■ • • U2r„

®n»r, dnTz . . . amrm

unterscheiden sich (vgl. §13) nur um den Faktor 4-1 oder — 1. 
Das Hauptglied der ersten Determinante ist in der zweiten mit 
dem Faktor 

behaftet. Als Hauptpaarung zwischen den Systemen 1, 2, . . , m 
und rx, r3, • • •, r^ gilt dabei

1 2 ... m\ 
n r2 • • • r«l

1 Wir dürfen annehmen, daß r, < rt < ... < rm ist.
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Die beiden Determinanten unterscheiden sich also um den Faktor 
sgn M ^ . . • m 1 die Summe (2) läßt sich in folgender Weise 

Wi (»a • ■ • 
schreiben:

«Ir, «lr2 ■ ■ ■ «lrm

a-ir, <l2r, • ■ ■ «2rm

r, rt ‘ rm

Nun ist aber

„ / 1 2 ., , m 1
"2 ‘ ‘ ' *m /

VT' i ■ m \ L K 1
L n n
Wl V2 • • • > m /

Die Summe (2) wird also gleich

blr, blr2 . . . &lrin

b2r, - . ■ b2rm

bmry bmrt . ■ b„,rm

«lr, «lr, • • ■ «lrm

«2n «2rt • • • «2rm

rj r2 - • * rm

blr, blrt . . . blrm 

b2r, . • . &2r„

bmri bmri . . . bmrm

und (1) ist die Summe aller dieser Produkte.
Um zu wissen, wie viele solcher Produkte es gibt, braucht 

man nur zu ermitteln, auf wie viele Arten sich unter n Dingen 
m(<n) Dinge herausgreifen lassen, oder wie viele Kombinationen 
von n Dingen zur m^n Klasse existieren.

Wir wissen, daß es
n \ _ n!_  

m / m! (« — m)!

solche Kombinationen gibt.
Satz 26. Das Produkt zweier Matrizen mit m Zeilen und 

n Spalten findet man im Falle m < n, indem man jede 
m-reihige Determinante der einen Matrix mit der ent
sprechenden Determinante der andern Matrix multipliziert 
und alle diese Produkte addiert.

Das Produkt der beiden Matrizen ist also gleich dem Produkt

(tl I
Zahlen im Sinne von § 30. Um das eine m I

System zu erhalten, schreibt man die m-reihigen Determinanten der 
einen Matrix in irgend einer Reihenfolge auf. Das andre System 
besteht aus den entsprechenden Determinanten der andern Matrix.
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§ 35. Anderer Beweis des Mnltiplikationssatzes der Determinanten.

Das Produkt der Determinanten
«ii «12 •■•«!» $n $12 • • • $i«

91 - «21 «22 "•a?» und ® =
$21 $22 ■ • ■ $2n

«„1 «»2 ■ ■ • $nl $«2 ’ ‘ ’ ^nn

kann man durch eine (2n)-reihige Determinante darstellen.
Entwickelt man nämlich die (2n)-reihige Determinante

«11 aI2 . . . aln 0 0 ... 0

«21 «22 • ■ • «2„ 0 0 • • • 0

«nl «„2 • • ■ 0 0 • • • 0

«11 C12' ’ ' °ln $11 $12 ■ • ■ \n

«21 «22 ‘ ' «2» $21 $22 * ' ‘ $2»

®nl Cn3 ' ' ' °nn ^nX ^ni ‘ ‘ ' $»n

nach den n ersten Zeilen (vgl. § 19), so reduziert sich diese Ent
wickelung auf ein einziges Glied. Denn in den n ersten Zeilen ist 9(
die einzige von Null verschiedene Determinante und ihr algebraisches 
Komplement ist ®.

Die Elemente crt können wir ganz beliebig wählen.
Wir wollen nun alle cT> mit zwei verschiedenen Indizes gleich 

Null setzen, alle crt mit gleichen Indizes aber gleich —1. Die 
(2»)-reihige Determinante lautet dann

«11 «12 • ■ . a, 1 n 0 0 .. . 0

«21 «22 ' ' ■ «2» 0 0 . . . 0

«»1 «n2 ‘ ^nn 0 0 . . . 0
-1 o .. . 0 $11 $12 • ■ A.

0 -1. ,. o $21 $22 • ■ • $2n

0 0 . . . -1 $„1 A>2 • • $„»

Addieren wir hier zur (n + s)tö“ Spalte (s = 1, 2, ..., n) die 
mit bit multiplizierte erste, ferner die mit bit multiplizierte zweite 
Spalte usw., schließlich die mit bnt multiplizierte w‘0 Spalte, so bleibt 
die Determinante ungeändert (vgl. Satz 7). Andererseits hat sie 
nach dieser Umformung folgende Gestalt:
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“11 «u ■ • • n Pu P12 • ’ »'• .1

an ■ • Pu ^'22 • •Pin

anl “ni ' ' ' ^nn Pnl P„2 ’ 'Pnn

-1 0 . . . 0 0. 0 . . 0

0 -1. . . 0 0 0 . . 0

0 0 . . -1 0 0 . . 0

Dabei ist

prt entsteht aho durch Komposition der rkn Zeile von 81 mit der 
stcn Spalte von ®.

Die obige (2n)-reihige Determinante entwickeln wir nun nach 
den n letzten Zeilen. Diese Entwickelung reduziert sich auf ein 
einziges Glied, weil es in den n letzten Zeilen nur eine von Null 
verschiedene Determinante gibt, nämlich

-1 0 ... 0
0 -1 •• 0 = (—1)".

0 0 ... -1
Ihr Komplement ist

|Pn Pu • • • Pi» j

Pil Pli 'Pin

Pnl Pnl ’ ' ’ Pnn

Um das algebraische Komplement zu erhalten, muß man noch 
den Faktor

( — 1)1 + 2 + ... + n + (» + 1) + (» + 2) + ... + 2n

hinzuftigen (vgl. Satz 11). Nun ist aber

l 4* 2 4- • • • 4- M 4* (’» 4* 1) 4- (» 4- 2) 4- • • • 4* 2n 
= 2 (1 4- 2 + ... + n) 4- n*.

Der fragliche Faktor ist also (—1)“’ und die (2n)-reihige Determi
nante, d. h. 81®, wird gleich

PuP12---P)n\

Pil P»2 ' ' ‘ Pin •

Pnl Pm ■ ■■ Pnn 
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denn ( —l)n' + ” ist gleich 1, weil

n2 -j- n = n\n + 1) 
eine gerade Zahl ist.

§ 36. Anderer Beweis des Multiplikationssatzes rechteckiger 
Matrizen.

Auch der Multiplikationssatz rechteckiger Matrizen läßt sich
durch das in § 35 benutzte Verfahren beweisen.

Wenn die beiden Matrizen

an a12 ... a]n ... b^ „

n2l a22 • ■ • a2n und ^21 ^23 ' • • ^2»

aml am2 ’ ’ ’ amn \il

zu multiplizieren sind und m kleiner als n ist, so bilden wir die 
folgende (m + n)-reihige Determinante

0 0 ... 0 a„ «12 ... a]B
0 0 ... 0 an an ... ain

0 0 • • • 0 a«2 - ■ •
b» ... -1 0 ... 0
\2 ^23 • • • '0 — 1 • • « 0

V, ... hnn 0 0 ... -1

Addieren wir zu der s‘en Spalte die mit btl multiplizierte 
die mit bat multiplizierte (m + 2)te, ..., die mit btn multi

plizierte (m + n)^ Spalte (s = 1, 2, ..., m), so wird

(«i («i bt) . .
(®2 bj ) (a2 . .

(«i bn) an a„ . . . als 
(®2 bj ai} ... a2n

■ ■
0 0 . .
0 0 . .

D =
a^... aKn 

0-10 ... 0 
0 0 -1. . . 0

0 0 ... 0 0 0 . . . -1
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Entwickeln wir nach den n letzten Zeilen, so ergibt sich

d = (-ir

(«1 *1) («j *2) • • • («1

(«2 *j) («2 • • • («2

(—l)nD ist also das Produkt der beiden Matrizen im Sinne von § 31.
Wir können nun aber auf D, ohne vorher eine Umformung 

vorzunehmen, den LAPLACEschen Satz anwenden. Entwickeln wir 
nach den m ersten Zeilen, so kommen nur die Determinanten

rt alrt • • • lrwi 

M = «2ra • • • «2^

^nrt • • • ^mrm

in Frage. Dabei sind r}, r2, ..., rm Zahlen aus der Reihe 1, 2, ..., n, 
und es ist

^<r2< ... <rm.

Es handelt sich jetzt darum, das algebraische Komplement 
von M zu linden.

Um das Komplement K von M zu erhalten, müssen wir 
in D die m ersten Zeilen und die Spalten mit den Indizes 
m + r,, m + r2, . .., m + rm streichen. Die m ersten Spalten der 
Determinante K lauten

^21 • ■ •

^22 • • ■ ^»2 

b2n

und in ihren n — m letzten Spalten gibt es nur n — m von Null 
verschiedene Elemente. Die Zeilenindizes plt p2, .. ., Qn_m dieser 
Elemente sind die Zahlen, die in der Reihe 1, 2, . . ., «stehen 
bleiben, wenn man r]( r2, . . ., rm darin streicht.

In den n — m letzten Spalten von K ist also nur eine 
von Null verschiedene Determinante enthalten, und sie bat den 
Wert ( — Ihr Komplement in K ist

M' -

^lr, &2r, • • •

blrt bir, • • • bmr.

blrm ^2r„ • • ■ bmrm 

Multiplikalionesatx.es
Malrix.cn
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Um das algebraische Komplement zu haben, muß man den Faktor 
(— 1)” hinzufügen, wobei

= ('i + Ps + ■ • • + _m + (Wl + 1) + (m + 2) + ... + n 
ist.

K hat dann nach dem Laplacesehen Satz den Wert

(-1)"“" JU.

Das algebraische Komplement JI von M ergibt sich aus K 
durch Multiplikation mit (— l)r, wobei

r = 1 + 2 -f ... + m + (m + rj 4- + r2) + ... + (in + rj,

so daß
MM = (-l)'“m4'’ + rJfjr 

ist.
Offenbar wird nun

a 4- t -- m2 + 2(1 -f- 2 + ... + n), 
also

/ < .n — m +■ a + t / i n — m 4- m- , i xn
(—G = (- + — l“1) >

weil
m2 — m = m(m — 1)

eine gerade Zahlzist.
Auf Grund des LAPLACESchen Satzes haben wir

D = = (- 1)”^^ M'.

Andererseits war aber (~1)”D das Produkt der beiden betrachteten 
Matrizen. Also ist dieses Produkt gleich ^MM', d. h. gleich

02^

l>lr, blr, ■ ■ ■
/’2rj &2r, • • • &2r,„

ft»r, brxri • • •
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Siebentes Kapitel.

Determinanten, deren Elemente Minoren einer andern sind.

§ 37. Reziproke Determinanten.

Jedes Element art der Determinante

au an .

n2l a22 •

aal ani '

°1»

«2»

hat ein algebraisches Komplement Are Um A, zu erhalten, muß 
man in D die r* Zeile und die a** Spalte streichen und dann mit 
(~l)r+’ multiplizieren.

Die Determinante
' Ai Aa ... Aln

J — Al Aa •/ ' An
!..........................

i A,i A>a ■ • • Aan
nennt man die zu D reziproke Determinante.

Man erhalt also zu einer gegebenen Determinante D die rezi
proke, indem man jedes Element von D durch sein algebraisches 
Komplement ersetzt.

Multiplizieren wir D und J nach Zeilen, so ergibt sich

D J =

In der Tat ist

D 0 . . . 0

0 D . .. 0

I 0 0 . . . D

Al + «,2 Al + *‘ • + ar„ An

im Falle r =e s gleich Null und im Falle r = s gleich D (vgl. § 20). 
In der Produktäeterminante sind daher die Hauptelemente gleich D 
und die Übrigen Elemente alle gleich Null. Sie hat also den 
Wert D", so daß

D A — D" 
ist.

Wenn D nicht verschwindet, so folgt hieraus

J - D"~\
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Satz 27. Die reziproke einer von Null verschiedenen 
n-reihigen Determinante ist ebenfalls von Null ver
schieden. Sie ist nämlich gleich der (n.— l)1™ Potenz 
dieser Determinante.

§ 88. Die Minoren der reziproken Determinante.

M sei mn p-reihiger Minor von J (1 /» < n). Seine Zeilen
indizes seien ri; r2, . . ., rp, seine Spaltenindizes v2. . .., sp. 
Mit pj, p2, . .., wollen wir die Zeilrmindizes. und mit 
«■], ff3, • die Spaltenindizes seines Komplements M' be
zeichnen. Jedesmal sind die Indizes nach zunehmender Größe 
geordnet;

Wenn wir in J die Hauptelemente von M' durch 1 ersetzen 
und alle übrigen Elemente in den Zeilen pj, p2, . . ., pn_r durch 0, 
so entsteht eine w-reihige Determinante 3, die gleich tM ist; 
« hat den Wert

e.-.= (-l)r- + -" + ’> + ’> + ’" + V.

Entwickelt man nämlich J nach den Zeilen pp p4, .. ., » ■, so
reduziert sich die Entwickelung auf ein Glied, weil in den ge
nannten Zeilen nur eine von Null verschiedene Determinante vor
handen ist, die den Wert 1 und das algebraische Komplement eM hat.

Wir wollen jetzt 2 und D nach Zeilen multiplizieren. Dann 
läßt sich von der Produktdeterminante ÄD folgendes sagen:

In den Zeilen rlt r2, .. ., r sind die Hauptelemente1 gleich D, 
weil

arl Al P °r2 ^r2 P •• • P ^rn ^rn ~ ’

alle übrigen Elemente aber gleich Null, weil im Falle s iS* r

a,x Al + Os2 As + • • • + a,H An = 0 
ist.

Die Elemente der Zeilen pt, p2, . . ., pn_J> in J D lauten

®1 a, Og ... fit,, ni

n. ®2cs ...

aion p nn p • • • 0» nn_p •

ÄD wird also nach dem Lapoacbsehen Satze gleich

1 Das beißt die Elemente mit gleichen Indizes.
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ae> "1

Dv atti "1 ap, a. • aeip-p»t

av> ^n-p ap,a„ - p •

oder, was dasselbe ist, gleich

D”

ae<«i aei”t ' • •

aeti, • ■ ’ apt"n-p

aön-p<H a'K p"i ‘ ’ • aCn-fn-i>

Da J = « M war, so ergibt sich im Falle D ungleich Null,

M = Vp~\

aih »i ae> "> 
”1 O,

• • •

• • •

■ • • aen-p"n-p

Bezeichnen wir mit M den Minor von D, der dem Minor M 
entspricht, d. h. die^elnen Zeilen und Spa1tenindk.es wie M hat, so 
läßt sieh die obige Formel auch so schreiben:

Dabei bedeutet M das algebraische, Komplement von M in der 
Determinante D.

Satz 28. D sei eine von Null verschiedene Determi
nante und A die reziproke von ihr. Ist dann M, ein 
2>-rei'iigor Minor von J und M der entsprechende Minor 
von D, so unterscheidet sich M von dem algebraischen 
Komplement von M nur um den Faktor Dp~l

Wir können auch sagen:
Das algebraische Komplement von M' unterscheidet 

sich von M' nur um den Faktor Dp~l.
M' ist das Komplement von M, also der Minor von D, der dem 

Minor M' entspricht.
Die algebraischen Komplemente der Elemente von A sind hier

nach gleich den entsprechenden Elementen von D, multipliziert mit 
dem Faktor Dn'2. Die reziproke Determinante der Reziproken ist 
also wieder die ursprüngliche Determinante, nur daß alle Elemente 
den Faktor Z>"“2 erhalten haben.

Spa1tenindk.es
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§ 39. Die Reziproke einer verschwindenden Determinante.

Wir haben bisher angenommen, daß D von Null verschieden 
ist. Jetzt wollen wir den Fall D — 0 erledigen. Und zwar beweisen 
wir folgenden Satz:

Satz 29. Wenn eine Determinante gleich Null ist, so 
hat ihre Reziproke entweder den Rang 1 oder den RangO.*

Wenn D = 0, so ist der Rang von D entweder gleich n — 1 
oder kleiner als n — 1. Im letzten Falle sind alle Art gleich Null, 
d. h. die zu D reziproke Determinante hat den Rang Null. Im ersten 
Falle haben die linearen Gleichungen

®n®1 + «12a;2+--- + a1B®n=0,

«21*1 + + • • ■ + 0 >

am *i + an2x2 + ■ ■ ■ + annxn = 0
nur eine unabhängige Lösung (vgl. Satz 21), aus der sich jede andre 
durch Multiplikation mit einem Faktor ergibt Diese unabhängige 
Lösung sei

= xn~Bn.
Dann läßt sich jede Lösung in der Form 

hBx, h Bn
schreiben. Nun ist offenbar

Ai» ArS,...,Arn (r= 1, 2, .... n) 
eine Lösung unseres Systems. Also gibt es eine Zahl Ar, so daß 
man hat

Al^AA» A=A®t»,,,l An“ AA’
Die n2 Elemente Ari der reziproken Determinante drücken sich somit 
durch die 2n Zahlen

A., A,. . ., A und B,, B„, . . Bn17 A' ’n 1' & 'n
in der Form aus

A,= AA- (r, s = 1, 2, . . ., n).
Daraus folgt, daß alle zweireihigen Determinanten

i A». A^
I A,», A,., 

gleich Null sind. Eine solche Determinante ist nämlich gleich
Ar, Bg, Ar, B,, Bf, Bf,

~ Ar, Ar. a® 0 .
ArtB„ Ar, Bf, ' B„ Bf,

Kowalewski, Determinanten 6
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Die Sätze in § 37 und § 38 gelten also auch im Falle D = 0. 
Denn in der Matrix der reziproken Determinante verschwinden dann 
alle mehr als einreihigen Determinanten.

Daß die Sätze 27 und 28 im Falle D = 0 ihre Gültigkeit be
wahren, können wir auch aus den Betrachtungen in § 15 entnehmen. 
Ersetzen wir die Hauptelemente an, a2„, . . ann durch

+ a22 + ■ ■ ■> ann + ~ (P = h 2, ■ •

so ist D von Null verschieden, sobald nur p genügend groß ist. 
Dann also gelten die Sätze 27 und 28. Lassen wir nuu p unbegrenzt 
zunehmen, so ergibt sich mit Hilfe von § 15, daß unsere Sätze im 
Falle D — 0 bestehen bleiben.

§ 40. Die reziproke Determinante eines Produkts zweier 
Determinanten.

Wir wollen die beiden Determinanten

«11 «12 ' • «1» *n *12 • • *1» •

«21 «22 ' • «2« und *21 *22 ' • *2n

«nl «n2 ' • • «nn *»1 *n2 ' • bnn

miteinander multiplizieren, und zwar nach Zeilen, 
Um zu der Produktdeterminante

(«i («i *2) • • • («i *J

(«2*1) («a*a)- • -(«A)

die reziproke zu bilden, muß man das algebraische Komplement 
crt von (arbt) aufsuchen.

{—l}r^ecrs ist das Produkt zweier Matrizen, die man erhält, 
indem man in der Matrix

«11 «u • • • ain
«21 «22 • - • ®2»

«nl ant ‘ ’ aun

die rt0 Zeile und in der Matrix
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^i 612 • • • 61 n 

^21 ^22 • ’ • ^2 n

$nl ^12 - - ’ ^nn

die «te Zeile streicht. Dieses Produkt kann man aber nach § 34 
auch durch Komposition der (n — l)-reihigen Determinanten beider 
Matrizen gewinnen. Die (n — l)-reihigen Determinanten der ersten 
Matrix lauten:

(_ l)^Ur„ (-IJ-^Az» ...,(- n^A«,
die der zweiten:

(-i)’+1Ai> (- ^Bsn.

Das fragliche Produkt wird demnach gleich
(- IJ^^Al B,. + As ^2 + ■ • • + An^„)

und ert gleich

Al ^1 + As ^2 + • ' ' + 4A ~ (A^J-
Man erhält also die Elemente crt, indem man die reziproken 

Determinanten der beiden gegebenen nach Zeilen multipliziert.

§ 41. Das Theorem von Silvester.

Wir wollen die n — 1 letzten Zeilen von

Ai 0,2 . , . aln

4 _ Al A2 • ■ • An 

...........
Al A2 • • • An I

mit an multiplizieren. Dann erhalten wir (vgl. Satz 5)

«n1 A =
Ai 0,2 ••• aln

Ai Ai Ai Az ■ • • Ai An

Ai Ai Ai As • • • Ai An

Subtrahieren wir jetzt von der zweiten Zeile die mit a21 multi
plizierte erste Zeile, von der dritten die mit a3J multiplizierte 
erste, . . ., von der die mit aM, multiplizierte erste, so ergibt 
sich (vgl. Satz 7)

6*
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an 
0 «11 «22

«12 «1,.

“ «12 «21 - • «11 a2n “ «In «21

0 «11 «„2 -«12 «»1 • • «11 «„»“«in
«nl 1

«11 «22 «12 ®21 ’ ‘ «11 a2n ' ai n «21

d. h. (vgl. Satz 14)

«11 «»2 «12«nl’ ’ ' •’ ail ann ainanl

Im Falle an ungleich Null folgt hieraus

(1) a^A^

«11 «22 «12 «21 ’ «11 «23 «13 «21 > ’ ’ •’ «11 «2 n «1 n «21 

«11 «32 “ «12 «31> «11 «33 “ «13 «31’ ’ ' ’’ «11 ®3n “«ln«31

«11 «02 «12 «nl’ «11 «n3 «13 «nl» ' • «11 «n» ainanl

Die Formel gilt aber auch für 0^ = 0? Dann wird nämlich 
die rechte Seite gleich

«21 ail ■ «21

«31

fJ i Ö .... Cb . nl nl nl

Im Falle n > 2 sind also in (1) beide Seiten gleich Null. Im 
Falle n = 2 reduziert sich die Formel (1) auf A = A, wenn wir 
durch 1 ersetzen.

Die Elemente der Determinante rechts in (1) sind die zweireihigen 
Minoren von A, welche aH als einreihige Unterdeterminante ent
halten, oder die zweireihigen Superdeterminanten von an.

Setzen wir zur Abkürzung

«n «i.

« , a.
= brt (r, s = 2, 3,

so läßt sich Formel (1) so schreiben:

(1) an~l A =

^22 $23 * ’ ‘ $2 n 

$32 $98 • • • $3»

$n2 $n3 • ' • $nn

1 Mau kann sich hiervon auch dadurch
a„ 4= 0 annimmt und dann an nach Null konvergieren laßt.

überzeugen, daß man zuerst
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Auf die Determinante
^22 ^23 ’

^32 ^33 -

•^2» 

' ’ $3n

bn‘3 ■■bnn

können wir wieder die
^22 ^2«

b.., b„

Formel (1) anwenden. Setzen wir

(r, s = 3, 4, . . ., n),

so ist

(2) b”-sBr=

ßäS Ä4 ' ‘ ‘ ßsn 

ßi» ßii ' ■ • ßin

ßn3 ß' * * ßnn

Formel (1) liefert aber, angewandt auf die Determinante

o.

die Gleichung

aa a!2 ai.

a2i a22 a2.

«r! °r2 ar.

«n °r.
^22 ^2» 

br3 br» 

so daß (2) folgende Gestalt annimmt:

b"~3 B = a"”2

C33 C34

C43 ß44

■ ■ C3»

ß»3 Cni 0 nn

B =

Hieraus ergibt sich unter Beachtung von (1)

(2) bn~3A =

C33 C34 ‘ '

C4S oM . .
• C3n

Cn3 Cn« Cnn

Hierbei haben wir 0 angenommen. Die Formel (2) gilt
aber auch für an = 0, 
Null konvergieren läßt. 

Die Elemente der

wie sich sofort ergibt, wenn man au nach

Determinante
°8J C34 ‘ - C3n

043 C44 • ' • C4n

°»3 Cn4 ' * Ci 
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sind die dreireihigen Superdeterminanten von
-! “*■ ““ .

I «21 «22

Man kann hiernach folgenden Satz vermuten:
Satz 30. Die aus den (A4- l)-reihigen Superdeterminanten 

von
«11 «12 • ’ • «1A 

«21 «22 - ‘ ’ «JA

gebildete Determinante ist gleich

«Al «A2 ’ • ' ahh |

«11 «12 • ’ «1 A n — h — 1 «n «12 • • «in

«21 «22 • ‘ «2A «21 «22 • • «2» (1 S h <C «)

«Al «A2 ‘ • «AA «nl «n2 ' •

üm sich von der Richtigkeit des Satzes zu überzeugen, braucht 
man nur zu beweisen, daß er richtig bleibt, wenn man h durch h j-1 
ersetzt [h < n).1 Das geschieht aber in folgender Weise.

Setzen wir zur Abkürzung

«u «12 • • ■ «1 h(li t 

«21 «22 • «2A a2s

akl aht . . . ahhakii 
«rl «r2 •••«,*

[r, s = h + 1 > • ■ •, »),

so lautet die Formel des Satzes 30

(3)

^n.A+1 ^n, h+2 ' ' ' ^nn

^* + l,*+l ^A+l,A+2 • ' • bh + l,n 

^A+2, A+l ^h+2,h+2 ’ ' ' bh+2,n

«11 «12 • • «1A n — h — 1 «n «12 • ’ • «in

ÄS «21 «22 • ’ «2A «21 «22 * * • «2»

«Al «A2 ' - «AA «„1 «»2 ' • * ^nn

' Für h = 1 und h 2 gilt der Satz.
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Nun ist aber

(4) jn-h-2
* + !,* + !

^*+1, *+l

^*+2, *+l

^*+1, * +2 ’ 

^*+2, * +2 -
* +1,n ßh+2, *+2 • • • ßh+2. n

^n, * + 1 ,* + S •
• ^nn Pn, h + 2 * * • ßKK

Dabei hat ßrt folgende Bedeutung:

"h + 1, h + l ^* + 1, s 

\ * + 1 ^r»
[r, s = h + 2, . n}.

Wendet man nunmehr auf die Determinante

“11 “12 “1, * +1 “1»

®21 ®22 ’ ‘ ' ®2, h +1 ®2«

®A +1, 1 “* + l, 2 ' ' ’ “*+!,* + ! llh + 1, < 

“rl ®r2 ••• ®r, *+l ®r»

den Satz 30 an, so ergibt sich

“n ai2 • • • “1 h 

®21 ®22 • ■ ■ a2h

ahl “*2 ' ‘ “**

Setzt man also

so wird

“11 ^12 • • • “1,*+1 “1,

“21 “22 “2, * +1 “2.

an + i,iah+i,2 • ‘ • ah + i,h + i ah+i,s 

“rl °r2 ••• “r,*+l “r.

“11 “12 ®1,*+1 ®i»

®21 “22 ••• ®2, *+l ®2«

“*+1,1 “*+1,2 ’ ‘ • “*+!,*+! “*+l,s

“rl ar2 ‘ - • “r, » +1 ®r« I

(r, s = h 4- 2, n),

ßh+2, h+2 ‘ - -ßh+2, n “11

ßn,h+2 ßn»

“1* n C*+2, *+2

“** Cn, *+2

Ch+2, n

Cnn

Die Formel (4) liefert also unter Berücksichtigung von (3)
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C* + 2, A+2 CA + 2, A+3 ' ’ ‘ CA+2, n 

ßh+3, h + 2 Ch +3, h + 3 • • • Ch +3, n

Cn, A+2 Cn,h + 3 ’ ' ‘ Cnn

an ai2 • • • «1,A + 1

«21 «22 ’ ' ' a2, h + 1

ah +1, 1 ah +1,2 - - - ah +1, h + 1

ail “12 '

«21 «22 ■

«nl “ul •

• • «1»

• •

Dies ist aber der Satz 30, nur daß h durch Ä + 1 ersetzt ist.
Wir haben hierbei angenommen, daß

«11 «12 ’ ’ • «1 A

«2l «22 • • • a2h

«A1«A2 • • ■

ungleich Null ist; denn es wurde durch

“11 «12 • • ' «1A n - h “ 1

«21 «22 - ‘ • «2Ä

«Al ah2' ■ ■ aKh 
dividiert.

Ersetzt man aH, a22, . . ., ahh durch

«11+7’ «22 + 7- •••’ ^ + 7

und läßt p die Folge 1, 2, ... durchlaufen, dann ist bei genügend 
großem p

«11 d* 7 0)2 •••«!* 

' 1
«21 «22 ' p ' ' a'ih

«Al «A2 ‘ ' • «AA + p

von Null verschieden,*so daß also Satz 30 anwendbar ist. Bei der 
Ausführung des Grenzüberganges hat man sich auf § 15 zu stützen. 
Es ergibt sich dann die Allgemeingültigkeit des Satzes 30.

Für den Fall n = h 4- 2 ist das SvLVESTEusche Theorem ein 
Spezialfall von Satz 28 in § 37.
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§ 42. Geränderte Determinanten.
Von der Determinante

«11 «12 ‘ ‘ «1 n $1

«21 «22 ' ‘ ' «2n $2 

*1».............................................

«nl «n2 ' ‘ ’ ann Xn 

yr y* --yn * 
sagen wir, daß sie aus

«11 «18 * * ’ «In

4 — a2l «22 * * * ®3n

«nl «n2 ■ • • ann

durch Bänderung entstanden ist, und nennen sie eine geränderte 
Determinante. Solche Determinanten traten in § 41 auf.

Die Determinante
«11 «12 • • ■ «In $11 $12 

«21 «22 ’ " «2n $21 $22

««1 «k2 • • ■ «nn $nl $»2

?/u y^ • • ’ 'Jin $11 $12

2/212/22 •1' ‘ 2/2n ^21 $22

Bänderung.entsteht aus A durch zweimalige Rändert man die
Determinante A p-mal, so ergibt sich

«11 «12 • • • «1 n $11 $12 ' * * $1 p 

«21 «22 - - * «2n $21 $22 • ' ■ $2 p

p __ «nl «n2 ‘ ' ’ «nn $nl $n2 • ’ ’ $np

2/11 2/12 ‘ ' ‘ Vin $11 $12 ' - $lp

2/21 2/22 • • • y^n $21 $22 • • • $2p

yp\ ypi • • • ypn $pi $?2‘ • •

Wir wollen zuerst die einfach geränderte Determinante be
trachten.

Entwickeln wir nach der letzten Spalte, so erhalten wir

Äi = S(-Yp + xA- 

H = 1
entsteht aus durch Streichung der letzten Spalte und 

der Zeile. Bezeichnen wir mit das Komplement von ayr 
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in A, so ergibt sich durch Entwickelung von Y nach der letzten 
Zeile

V = 1 
so daß

F. * 
ist (p, v = 1, 2, . . ., n).

(-i)^- 4, = 4, 
stellt das algebraische Komplement von a in A dar. Wir können 
also auch schreiben

4 = xA - 24, (fh v = l, 2, . .., n).

Wir wollen von dieser Formel eine Anwendung machen. Nehmen 
wir an, daß A = 0 ist. Wie wir aus § 39 wissen, lassen sich 
dann 2n Zahlen Alt A2, . . A* und Blt B2, . . ., Bn so wählen, 
daß man hat

A -AB.
Hiernach wird

ßl=-S4Sr^-^’ 
d. b.

^ = -(24^0(2 4*,)- X* * .
Es gilt also folgender Satz:
Wenn in einer Determinante das Komplement eines 

Elements are gleich Null ist, so zerlegt sich die Deter
minante in zwei Faktoren. Der eine ist linear und homogen 
in den Elementen, die mit ar> in derselben Zeile, der 
andre linear und homogen in den Elementen, die mit ars 
in derselben Spalte stehen.

Bei der p-fach geränderten Determinante Rp behandeln wir zu
nächst nur den Fall, daß alle % gleich Null sind.

Wenn p > n ist, reduziert sich die Determinante

®n ®iz • • • ®ln ^ll X12 • • • ^1 p

®21 ®22 ‘ - 1 ®2n - ’ X2p

R = ®„1 «,2 • ‘ ' «n. ^»1 ̂ 2 ' ‘

” *11 *12 • ' -*ln 0 0 ... 0
*21 *22 * ' ' *2» 0 0 • • • 0

*,i *P2 ■••*>. 0 0 ... 0
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auf Null. Denn alle p-reihigen Determinanten, die in den p letzten 
Spalten enthalten sind, verschwinden, weil sie wenigstens eine Zeile 
mit lauter Nullen aufweisen.

Im Falle p = n ergibt sich durch Entwickelung nach den 
n letzten Spalten

Ä, = e

xr< • ■ ■ zi»

X'2l X22 ‘ ‘

Xnl ^2 ‘ ' Xnn

I ^11 ^12 ’ -

#nl Vn2 ' -

Dabei ist (vgl. § 18 u. 19)

d. h.
+ 2 + ... + n + (n +1) + (n + 2) + ... + 2n , 

l = (_ + (-1)".
Nun bleibt noch der Fall p < n übrig, 

den p letzten Spalten liefert

(-!)>■.+ •. + rp +(» + !)+ ... + (’>+?)

i XrptXrp2- .

• • • x'riP

Die Entwickelung nach

1 xrt 2 • • • xrt p

Oo,2 ... B

aen~p1 aen-i' 3 -«Cf

•’hi ^12

yP2 ■■•ypn

rr, r2, . . .. r sind p Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., n, und es ist 
r* < ra < . . . < r . Streicht man in 1, 2, . . ., n die Zahlen rt, 
r2, . . ., rp, dann bleiben p1, q2, . . ., p„_p übrig.

Entwickelt man jetzt

ae,i aet2 ■ ■ ■ aein

p 1 aQn-p'^ * ■ • aen-p

yn ■ yin

yfX ypi ■■ypn

nach den p letzten Zeilen, so findet man
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slt s2, . . sp («j < s2 < . . . < sp) sind p Zahlen aus der Reihe 
1, 2, . . n und <r1, a2, . . an_p bleiben übrig, wenn man in 1, 
2, . . n die Zahlen , s2, . . sp streicht.

(— l)r* + • • ■ + rP + 'i + ■ • • + v

«ei®i aet”2 • • • aei”n-p

ae2”i

aen-p”l Uen-p”* • • • aen-p «n-p

ist das algebraische Komplement von
»1 «r, sp

^r^s, • • • ars»p

arpsi arpt, ■ • • arptp

in A. Wir wollen diesen p-reihigen Minor mit
A r,...rp 
•l»f-‘p 

bezeichnen und sein algebraisches Komplement mit
Ä „ r 

rtr^...rp
*1 *2 • • • sp

Da
(n + 1) + • • ■ + (n + p) 4- (n — p + 1) + ... 4- n =p$n + 1)

ist, so ergibt sich schließlich

ÄP = (-1?S

Zum Schluß 
Determinante

yi^ yis9 • • • y^sp

y2h yz»9 • • • y2,p ^r^.^p 

.........................................

yP^ y?* • • • yP»p
betrachten wir noch die zweifach geränderte

^,2 • ■ ■ ^p

^rt2 • • • p

^rp 1 ^rp 2 • • • ^rp p

«11 • • • «1 n1 n Xlt

r2 = ■ann Xnl Xuü

yu • ■ ■Vm zn *12

?Ai • • -y^ *22

Die Glieder, 
sammen gleich1

1 3
Glied, das von den x frei ist.

die kein x enthalten, sind im Falle n > 2 zu-

1 Im Falle n = 2 ist , e 1 su setzen. Im Falle n < 2 gibt es kein
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^rt\ ^2

$rel ^r22

2/i*s i j
yz y2^ I 4*

Um die übrigen Glieder zu finden, entwickeln wir nach den beiden 
letzten Spalten und lassen alles fort, was mit keinem x behaftet ist 
Da finden wir zunächst

A
^11 $12

$21 $22

außerdem aber noch eine Summe von Gliedern, die nur ein einziges x 
enthalten.

Will man z. B. die Glieder finden, die und kein anderes x 
als Faktor enthalten, so braucht man nur in 2?2 diese andern x 
gleich Null zu setzen und in der so entstehenden Determinante

®n . . . aln «n «)3

«»1 • • • «nn$»l $n2 

¥n ■ • ■ y^n $n 

¥21 • • • ¥2„ 0 0

das algebraische Komplement von xn aufzusuchen. Dieses lautet, 
mit x1} multipliziert,

$n

a, «in $12

a. • ann Xn2

¥21 • • - ¥2« 0

. Die Summe der Glieder, die 
enthalten, ist

xM und kein anderes x als Faktor

«11 • • • «In $11 

$22 «nl ■ • • ann $nl 

¥n •••¥!» 0

Die Glieder, die x.„ bzw. x„ und kein anderes x als Faktor 
enthalten, geben zusammen

$12

«11 • • • «In «il «11 •••«!„ ^3

.................................... bzw. — x.. ....................................

«nl • • • «nn «nl 21 a , . . . a x <, nl nn n2
¥21 • • • ¥2» 0

0
c 

Sh 

Sh
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Die vier letzten Determinanten können wir nach der letzten 
Zeile und letzten Spalte entwickeln und erhalten dann bezüglich

*11 Xr2 Ihn’

*22 Ars ^rl Vl s '

+ *12 S A. *rl

+ *21 S Ar, Xr2

läßt
Diese vier Ausdrücke haben eine Summe, die sich so schreiben

SA,
0 a?rl «r2

Vis «n *12 

^2» *21 *22

Setzen wir statt Art der Gleichförmigkeit halber 
A>

so ergibt sich für folgende Entwickelung:

*11 *12

*21 *22
+ SA

ft

0 ^1

Jh. *11

*21

*r2

*12

*22

o o ^1^,2 
o o «r,i«r,2 
yu, «13 
«2,,*y2,,*21 «22

Hiernach kann man voraussagen, wie die Entwickelung von Rr 
aussehen wird. Sie wird lauten:

A“ A
0 x,

■*11
ih, *n

*1»

*

+ Ari.

•’1 9t

. x.

i p

S1- pp
yP. "pi ■ pp

+ SA. 
hh

0 0 0 i... av1P 
0 0 0 «rEl...«r,p
0 0 0 Xr^.-.X^p 

yisty^^yitt^n • ■•*!„

Up»! yp>, *pi • • • *Pp
yp^ypstyp^^yi '"^pp

+...............................
Im Falle n^p ist für

A 2 . . n
1 2. .n

1 zu setzen.
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Die in der Entwickelung von Rp auftretenden geränderten 
Determinanten sind Null, sobald ihre Reihenzahl größer als 2 p ist. 

Setzen wir

*n s12

^21 ^22

p

%2p

I ^>1 ^2 ‘ ’ XPP

so wird

0 . x.rp

yXt ...

yp* ’jpi ■ ■ ■ ^pp 

ferner

0 0 t • • • Xrtp 

0 0 ^r.1 • • ■

2/i,, yist ' n • • • ^ip

Vpp^pn^pi • • • xPp

Cj Oj

•^r3 «Ti *^r2 ot

^'ppV

Xrp 0

p y^^ y^n

• • • xpp ym yp* 

Sr,!- • • Xr,p 0 0 
xrtl • • • xr„p 9 9

yein ypin 

?/e»o ypth

Hiernach istUSW.

Xri"i o, 

^a, ^r, a.

ye.: ypix
•teth Vet*

^eietei

Bi Bi 
"i ”t

Xr „ Xr1O.

Xr,oa •^rZGg

^r9°i Xr „

yßi»i Vein Vein

Ve^’i -ietn Veth

Ves^ y^ Ve»*

Die r, s sind Zahlen aus der Reibe 1, 2, . . ., n, die q, a 
Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . ., p, und man hat rj < r„ < . . 
«i < p! < ?3 < .. ., ai-< «r2 < • ■ •

In dieser Form läßt sich die Formel leicht verifizieren. Man 
teilt die Glieder der Determinante Rp in Klassen, je nachdem sie 
einen Faktor x, zwei Faktoren x usw. enthalten. Die Glieder einer 
solchen Klasse liefern dann immer einen Bestandteil der obigen 
Entwickelung. Die genaue Durchführung dieses Beweises überlassen 
wir dem Leser.
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§ 43. Andere Berechnung von Rp.

Mit Art bezeichnen wir das algebraische Komplement von ar in
®ii “12 ’ • «in

A = «21 «22 • • «2n

«nl «»2 ’ ■ «nn

und mit Ze„ das algebraische Komplement von %e„ in
*11 #12 . . . %lp

*21 *22 ’ ‘ ’ *2p

Multiplizieren wir
*pl *p2 "'S»

mit

so ergibt sich

«11 a\2 • ■ • a\n *1V *12 ‘ ‘ *1 P

«21 «22 ’ ‘ - ®2n *21 *22 ‘ ‘ ‘ *2 p

«nl «n2 • • ‘ «nn *nl *»2 ’ ' ’ Xnp

Vll Du ■ • ■ H\n *11 *12 ’ ' ’ *1 p

^21 ^22 ‘ ‘ ’ -lin *21 *22 ’ ‘ ’ *2p

ypxVp2- • ‘A-AlAa' ■ ‘^pp

Al Aä” "An $ o. . . 0
Al A2 ■ • • An o 0. . . 0

Ai Aa • • • An 0 0 ... 0 
0 0 ...0 10...0
0 0 ... 0 ß 1 ...0

0 0 ... 0 0 0 .. . 1

A 0 ... 0 x12 . . .xlp
0 A ... 0 ®21 a;22 .. .

^Rp- 0 0 ... A xn2. . .xnp

(A»J (A?i) • • • (A^) *n «12 • • • *ip 
(A (A ^2) ■ ■ ' (”^n ^2) *21 *22 ‘ • *2 p 

(A a)(j2yp)--- (AVp)*Pi A2• • • *pp
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Dabei haben wir
SVb = (A%)'

gesetzt (r = 1, 2, . .n: k = 1, 2, . . p).
Multiplizieren wir jetzt noch An'~1Rp mit

10...0 0 0 ...0
01...0 0 0 . . . 0

0 0..
0 0..
0 0..

1 0 0 ... 0
0 zn Zi2 ... Zlp
0 ^21 Aä ■ • •

0 0..
Bo erhalten wir

0 Z„, pl Z.... z„ „P2 pp

0
A

0
0

A
0

(Zj ) 'Z2 a^) . . .
M (Z2x2)...(Zp%)

A^-izp-^R p

wobei

. 0 0 ... A —
2 o ... o
0 z ... o 

ü 0 ... z

^k q ■ ‘ (^fc ) 
e

gesetzt ist (r = 1, 2, .. ., n; k 2, . .., p}.
Wir wollen jetzt An~x Zp~1 Rp nach den n ersten Zeilen ent

wickeln.
Ein Minor, der die Zeilenindizes 1, 2, ..., n und die Spalten

indizes i
r2> . . ., rn^e, n + kx, n + k2, . . ., n + ke 

hat, wobei
1 S<r2 < . . . <r'n-e^.v 

und
1 ‘ ■ • < ke =P

ist, läßt sich so schreiben:

s An~e
(^k, «rt) • • • ,

Kowalewski, Determinanten 7
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•2, .... re sind die Zahlen, die übrig bleiben, wenn man in
der Reihe 1, 2, . . n die Zahlen r^, . . 
gilt die Formel

€ sc=' ( — 1)1 -f • e) + »V + ... +

n-e streicht. Für «

o •

Das Komplement des obigen Minors ist in den p letzten Zeilen 
enthalten und hat die Spaltenindizes

r*, . . i

\ > ^2 > ■ • • • ^p - ß

Q ’ 2 ? • • , n + k'p^s.
bleiben übrig, wenn man in der Reihe 1.

2, . . ., p die Zahlen klt k2> . . ke streicht. 
Das fragliche Komplement ist also gleich

(A • • • (A^y^)
t Zf-e

und
(A yks) • • • (A,e yke

6 — UT ... TPT"!

Um das algebraische Komplement zu erhalten, muß man das 
Komplement mit

$" = — 1)1 + ... + n + r/ + ... + r'n^_Q + (n 4- *0 + • >. + (n + 

multiplizieren.
Man bestätigt leicht, daß

« «'«" = (— l)e

ist. Nach dem Laplacesehen Satz hat man also
An-lZP~lBv =

(1)

Nach § 34 ist

gleich

also gleich

SA1? An~e Zf-e
(Axn) • ■WXr,) (a^.) ■

(A XfJ • • • (Zka a) (A?/*e) ••(A^e)

A i • • • Ar

• • • Z\»

A,«t Z. t

Xr 1 ... xreL re

s e ■ t, • • - ^r l e ‘ e ‘e
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Ebenso ist
(A^*.) • • • (Ärey^)

gleich

also gleich

Da nun

und

A 1 • • • A, n j y^ i • • • «

l . . . .
।
I • • • ykenAgi • • •

y^i >i * yki»Q

yk„ «, • • • yke ne

ist, so finden

•

ArTs ’

■ A«„
r« Ak—1 Jr,.

gl ■

A «> • • Aie
• • • • - Ä.

ke

wir
A i,-Kc ■ Z\ 'n 1». ■‘e

(Z^n) . . . (Z*^)

A) ' ’ ’ X’e)

(A ... (Ae :

(A yk^ ;

y*^ ■ • ■ y^

y*^ • • • V^'e

Setzen wir dies in Gleichung (1) ein und dividieren durch A”~l Z*~\ 
so ergibt sich die Entwickelung, die wir in § 42 fanden. Der Fall 
A Z = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.

§ 44. Zweiter Beweis des Silvester sehen Satzes.
Unter Benutzung von § 42 wollen wir jetzt den Sylvestebsehen 

Satz noch einmal beweisen.
Wir setzen

an “12 • • ■ “i s i

i “21 ÜH ‘ ‘ a2h Jf
I.................................

I “kl akV ahk 
7*
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und bezeichnen mit Ms a das algebraische Komplement von aga in M. 
Dann ist die geränderte Determinante

b.

°H ail • • • aih 'hs 

a2l a22 ' ' ' a2h ®2«

nach § 42 gleich

ahi 

a,.

ah2

ar2

• ' ahh ahs 

' ' ^rh ^rs

^A + l.A + l ' ' ‘ ^A + l,n

Das Produkt

M
^n, h + 1 * * " ^nn

können wir durch folgende ra-reihige Determinante darstellen:

«11 • • • aih ai,h + i • • • 

.................................................................................... l .
ahl • ■ • ahh ah, A + l • • ■ °An

0 ... 0 + l h + 1 . . . bh + l n

0 ... o b h,, ...bn, n + 1 n

Wir addieren in dieser Determinante zu der (h + 1'/“ Zeile 

die mit ^ah + i<a Mia multiplizierte erste Zeile, 
a

die mit 2 «a +i,« %a multiplizierte zweite Zeile, 
a

• • • •....................................... ► . . . , 
die mit 2 ah +1, « Mo multiplizierte Ate Zeile. 

a
Ebenso addieren wir zur (h + 2)ton Zeile

die mit 2 “a + 2, ® « multiplizierte erste Zeile,

die mit ^2a multiplizierte zweite Zeile,

die mit ^ah + 2ia Jfha multiplizierte ä“ Zeile.

Ähnlich machen wir es bei den folgenden Zeilen bis zur ra18”.
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Nach dieser Umformung, die an dem Wert der Determinante 
nichts ändert, steht an der Stelle von brs

araM.
Die h ersten Elemente der rten Zeile (r = h + l. n) lauten:

2 ael ar” ■^6°, • • ■’ ae^ ar” ^en'
0,0 Q,O

Nun ist aber von den Summen

(ff- 1, 2, h) 
e

nur die erste von Null verschieden, und zwar gleich M.
Ebenso ist von den Summen

(ff =1,2.......,h}
e

nur die zweite gleich M, während die übrigen verschwinden, usw. 
Daraus geht hervor, daß

11 = HIar\ ,
e,°

^2 ^ra Me„ = Mar2,

11 Urn — M 
e.°

ist. Unsere n-reihige Determinante lautet also

an • • ■ aih ®i, ä + i • ■ • Oln

aia ■■■“hl ah,h + l ■ ■ ■ ahn

^ah + 1, 1 • • • °h + 1, h ^ah + 1, h + 1 • • ■ ^aA + l,n

•■•Mann ^an,h+i

und ist gleioh
an a12 ... aln

Jtfn~h a21 a22 • • • a2n 

anl a»2 • - ' ann

Andererseits war die n-reihige Determinante gleich
^* + 1, h + l • ' ’ \ + l,n

M
h -11 ' ’ * ^nn
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Im Falle Jf A ergibt sich somit

+1, A + 1 ‘ ' • ^A +1, n

j/n - A - 1

A +1 * ^nn

Diese Formel gilt aber auch im Falle
kennen, braucht man nur an, a22, . . ahh

an «12 • 

«21 a22 •

anl an3 ’ 
M = 0. 
durch

• A,

* ’ ®nn

Um das zu er-

, 1 ,1 ,1
«ii + y> «23+y? •••> «aa+j

zu ersetzen und p die Folge 1, 2, 3, ... durchlaufen zu lassen.

§45. Dritter Beweis dos Sylvestku sehen Satzes.

Betrachten wir die zu

A

reziproke Determinante

und in ihr den Minor

SR =

«n «12 • • • «in

_ «21 a22 ■ ■ ■ a2n

anl an2 • • •

Al A? • • • A n
Al As • • • An

Ai Ai2 • • • A>.

Ai + 1, A + 1 • • ■ A +1, n

Ai, A + 1 ■ ■ ■ A n

Streichen wir in diesem Minor die Zeile r und die Spalte s, 
so entsteht eine (n — h — l)-reihige Determinante, die nach § 38 
gleich.

«ii • ■ • «1A «1s

«Al • • • «AA «As 

I «rl • • • «rA «rs

M - A - 2 _ f) — h — 2

ist, multipliziert mit (—l)r + ’.
Das algebraische Komplement von Art in SW ist also 

fcrs ^-A-2, 

und die zu SR reziproke Determinante hat den Wert
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^(n — h) (n — h — 2)

oder, da

b, . . b,

bn, A 4-1 ‘ ' b»n

Andererseits ist diese reziproke Determinante gleich 
g(Rn-A-l

«11 ■ - - «1A

A" “ * ~1

gleich

Daraus folgt

1

b.

Das ist aber 
wieder durch eine

§46. Der

«Al * * * «AA

«11 ’ • • «1A
ju-a - D'

«Al • ’ • «AA

. . b.
= A

«ii . . . alh n — h — 1

• • • bn» «Al ‘ - ' «AA

der Sylvester sehe Satz. Der Fall A = 0 wird 
Stetigkeitsbetrachtung erledigt.

Sylvester-Franke sehe Deterniinantensat«.

Der Sylvester-Franke sehe Satz bezieht sich auf die Deter
minante, die man aus den m-reihigen Minoren einer n-reihigen 
Determinante A bilden kann (m<w). Wir denken uns die 
/ \ 2
II m-reihigen Minoren von A so angeordnet, daß in einer Zeile 

(Spalte) immer Minoren stehen, die in denselben m Zeilen (Spalten) 
enthalten sind.

Wir wollen die N = 1 ” ) Kombinationen der Zahlen 1, 2, ..., n \mj
zur mA** Klasse in irgend einer Reihenfolge mit 1, 2, . . ., N 
numerieren und unter Mr, denjenigen m-reihigen Minor verstehen, 
dessen Zeilenindizes die Kombination r und dessen Spaltenindizes 
die Kombination s bilden. Die Determinante der m-reihigen Minoren 
lilßt sich dann so schreiben:

A,

% Mjs . . . M,a- 
m21 M22 • • • M2w
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Bezeichnen wir mit ar die Summe der Indizes, aus denen die 
Kombination r besteht, so bleibt die obige Determinante ungeändert, 
wenn man jedes S)1rt durch

ersetzt.
Denn Am verwandelt sich in m

% . . . SRI A.
®21 ®22 • • ■ 9^2 N 

®Art ®^V2- • ■

wenn man die Zeilen der Reihe nach mit
(-l)’S (-1)% .... (-1)^

multipliziert und dann mit den Spalten dasselbe macht. Dabei hat 
man aber A„ im Ganzen mit in

— 1J2(at + a2 + . ■ ■ 4- |

multipliziert.
Hieraus ersieht man, daß Am in übergeht, wenn man 

jedes Element 9Krj von Am durch sein algebraisches Komplement 
in A ersetzt.

Bildet man das Produkt

...WlN... SRtw

Wi . . .• vD A. M — m n-m

Wwi. . .

indem man die Zeilen zusammensetzt, so ergibt sich (vgl. § 19)

Q ... A

wir benutzen, um das Sylvester-

=3 w n-m

Diese Formel werden
FBANKEsche Theorem zu beweisen.

Satz 31. Die aus den m-reihigen Minoren einer 
n-reihigen Determinante A gebildete Determinante Am ist 
gleich einer Potenz von A, und zwar hat man

Am = A^m~ V m

Im Falle m = 1 ist dieser Satz trivial, ebenso im Falle m = n. 
Wenn m = n — 1 ist, fällt er mit Satz 27 in § 37 zusammen.
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Um den Sylvester-Franke sehen Satz allgemein zu beweisen, 
wenden wir den Schluß von n — 1 auf n an. Wir nehmen an, 
daß er für [n — l)-reihige Determinanten bereits bewiesen ist, und 
zeigen, daß er dann auch für n-reihige Determinanten gilt.

Wir wollen alle Elemente von A mit Ausnahme von ann als 
Konstanten betrachten. Dann sind in der Formel

A A = in n - m

und A Funktionen von ann, und zwar hat man

wobei

B = 

und

c =

ist
Um zu ermitteln, 

Kombinationen von 1 
numeriert, daß zuerst 
Index n vorkommt.

Nur

-I — ann B + $ »

ail Ö12 ' • ’ ai, n-1

«2i «22 • • • «2, 71-1

an-\,2 ' ' • I

au ’ ‘ ' ai,n-l am

- ‘ %-!,»-! aw-l, m

a., . . . a , 0nl n, n-1

wie Am von ann abhängt, denken wir uns die 
, 2, . . ., n zur m1® Klasse in der Weise 
die K Kombinationen stehen, in denen der

.m —

{r,-s =1, 2, . . ., K) in folgender Weise ab:

Mr, =
3ira ist ein (m — l)-reihiger Minor von B. Da wir Satz 31 für 
(n _ l)-reibige Determinanten als gültig annehmen, haben wir

Win Wl12 ...
W?21 50i22 ■ • •

Wki 501x2 • • • 50ixx

enthalten dann ann. Dabei ist
n — 1

1

ann hängt Wt„
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«k1«^2 • • ■

«11 «12 • ■ • «IÜ 

«21 9^22 • ■ • 9i&

Hieraus können wir schließen, daß

9«h 9«i2 • • • SWik 
«^21 99122 • ■ ■ «?2/f

— U/nn

®ri %2 ■ • •

ist, wobei die Punkte Glieder mit niedrigeren Potenzen von ann 
andeuten.

Das Komplement dieses K-reihigen Minors von Am lautet
991^ + 1, a'+ i • • • Sk'w+i.w 

♦ .................................................

9«w, ä +1 • • ■ SJlww

und ist die aus den m-reihigen Minoren von B gebildete Determi
nante, also gleich

weil Satz 31 für {n — l)-reihige Determinanten richtig sein soll.
Jetzt ist leicht zu sagen, wie Am von ann abhängt. Man braucht 

nur Am nach den K ersten Zeilen zu entwickeln. Es ergibt sich 
dann

Wieder deuten die Punkte Glieder mit niedrigeren Potenzen von 
ann an. Da

ln — 2\ ln — 2\ ln—l\ 
+ — - K

\m — 2) \m—ll \m — \l
ist, so hat man

, _ k ,
"» • * •

Am ist hiernach eine ganze rationale Funktion Grades 
von aMH, deren höchster Koeffizient gleich BK ist. Da Am Än_M eine 
Potenz von A ist, so verschwindet Am nur, wenn A verschwindet, 
d. h. für

C 
a„n — ß •

Die Wurzeln der Gleichung

= Unn + • . = 0 , 
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in der a als die Unbekannte zu betrachten ist, sind demnach alle 
gleich — C/B. Man hat also

d. h.
^ = K,..ß+^=^-

Damit ist Satz 31 für w-reihige Determinanten bewiesen unter 
der Voraussetzung, daß er für (ra — 1)-reihige Determinanten gilt. 
Da er nun im Falle n = 2 trivial ist, so gilt er für n — 3, n — 4 usw., 
d. h. er gilt allgemein.

Unser obiger Beweis stützt sich auf den Fundamentalsatz der 
Algebra, wonach eine ganze rationale Funktion

= «0 xP + «J xP-1 + . . . + ap 
sich in der Form

«o (® ~ «i) (« ~ •••(«- %)
schreiben läßt, x^ x2, . . ., xp sind die Nullstellen von f(x).

Wir können aber auch ohne den Fundamentalsatz der Algebra 
auskommen, wenn wir bemerken, daß

An—ja — B d~ • • • 
ist, wobei wir

I n— 1 j _ In — 1 1
\n — m — 1 / \ m /

gesetzt haben.
Nehmen wir an, daß Am sich Ä"-mal und An_m sich A'-mal 

durch
Bann + $ 

teilen läßt, daß also
• Am = (B«,iW + cy'Äm,

A„. m - + W A_
ist und

B*-*' + . .

An_m — ann L BL L + . . .

nicht mehr die Wurzel — B/ C zulassen.
Dann haben wir

A A _ AK'+L’l 3' — ^(w).

Da nun
I n — 11 In — 11 I n 1

K + L = _ 1/ + l m / ~ \ m )
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und

A" + L'^ K + L = 
ist, so folgt aus obiger Gleichung

^n-m
.(“ ) -K'-1! 

=== A'

Im Falle
K’ + L'

enthielte die obige Gleichung einen Widerspruch, weil die rechte 
Seite für ann = — C[B gleich Null, die linke Seite aber von Null 
verschieden wäre. Es ist somit

also

und

und

K' = K und L' = L, 

~ ^n-m =

4» = ^ 4™=^- 

§ 47. Folgerungen aus dem Stevestek-Fkanke sehen Satz.

Wir wollen die beiden Determinanten

ä»12 . . .
%1 »Go . . .

Ku Wt2 • • • y 

»Gi W22 -. • ®?2xv

als reziprok bezeichnen. Für den Fall m = 1 stimmt diese Be
nennung mit der in § 37 eingeführten überein. Wrj bedeutet wie 
in § 46 das algebraische Komplement von W,.,.

Es gilt hier über die Minoren von Am und An_m ein ähnlicher 
Satz wie im Falle w = 1 (vgl. Satz 28).

Satz 32. Jeder Minor von An unterscheidet sich von 
dem algebraischen Komplement des entsprechenden 
Minors von An^n um. einen Faktor, der gleich einer Potenz 
von A ist.
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Um dies ?. B. für den Minor
Mir, SRir, . . .

^r^r2---^rp

^fr^r,...^PTv

zu beweisen, ersetzen wir in Am die Hauptelemente des Komplements 
von Jf durch 1 und alle übrigen Elemente der Zeilen p 4- 1, 
p 4- 2, . . N durch 0. Dann reduziert sich Am auf

c- ir X
wobei

a = (1 + . . . + + (»\ 4- . . . + rj 
ist.

Multiplizieren wir jetzt die Determinanten
(- IV M und An m

nach Zeilen,
dem Komplement von

so ergibt sich unter Beachtung von Satz 13 A* mal

M =

9Xlr> ...Wlr, 

«2,.

in A*_m. Nennen wir dieses Komplement M‘. so wird also 
(-1VM An M =

Nun ist nach dem Sylvester-Franke sehen Satz

Wir haben somit
Jf- (_ 1)«^' a>~ .

(— l)a M' ist aber das algebraische Komplement von Jf in An~m

§ 48. Der verallgemeinerte SvivmiänBche Satz. 

Wir betrachten in der Determinante
ÖU ai2 ’ ‘ ’ ai» 

_ ®2J ®22 • • ‘ a2n

» • * • » 

anl «»2 • • • a„„ 

alle m reihigen Superdeterminanten von
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B =

au ai2 • •

«22 ■ •

«1 A

«2A {h<C m)

®A1 «A2 •• «AA

Ars sei das algebraische Komplement von art in A. Dann ist 
nach Satz 28 jeder (n — m)-reihige Minor von

4 4x1a +i. e +i • • • h + i,«

A A\ h +1 • • ■ Ä»n

gleich einer jener m-reihigen Superdeterminanten multipliziert mit 
' n — m — 1 4

Die ~ ^j-reihige Determinante D, die man aus den m-reihigen 

Superdeterminanten von B bilden kann, ist hiernach, wenn man 
sie mit 

multipliziert, gleich der Determinante der (n — m)-reihigen Minoren 
von C, also nach Satz 31 gleich

Zn — A — IX Zn — A — IX
Q\n-m-D oder (J\ m-A 7.

Nun hat man aber nach Satz 28

A^^^B, 
so daß die Gleichung

da"--«(-=0_ je—
besteht. Da

/ l (n — h — 1\ , ,. / n — h\ (n — h — 1[n — h — 1 , — (n—m—1)1 , = , .' ’ \ m — h / ' '\m — h) \m — h — l

so folgt aus der obigen Gleichung
7n — A — IX Zn — A — IX

D — B' m~h ' A 'm—a —v .
Diese Formel enthält den verallgemeinerten Sylvester sehen 

Satz. Der Fall A = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.
Satz 33. Die aus den m-reihigen Superdeterminanten 

des Minors B gebildete Determinante ist gleich einer 
Potenz dieses Minors multipliziert mit einer Potenz dor 
Determinante A.
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Für m — h + 1 reduziert sich die Formel des Satzes auf

Dies ist das Sylvester sehe Theorem aus § 41. Der obige Beweis 
des verallgemeinerten Satzes entspricht dem in § 45 gegebenen 
Beweis des speziellen Theorems.

Achtes Kapitel.

Symmetrische Determinanten.

§ 49. Definition.
Eine Determinante

«11 «12 ” ‘ «In

«21 «22 ‘ - «2 n

«nl «»2 • ' • «n»

heißt symmetrisch, wenn ihre Matrix beim Herumklappen um die 
Hauptdiagonale ungeändert bleibt, d. h. wenn

«r,= «,r 
ist (r, a = 1, 2, ..., n).

Wenn man eine beliebige Determinante nach Zeilen oder nach 
Spalten mit sich selbst multipliziert, so entsteht eine symmetrische 
Determinante.

Ein Minor einer Determinante soll wie in § 17 ein Haupt
mino r heißen, wenn seine Hauptelemente zugleich Hauptelemente 
der Determinante sind. Ein Hauptminor entsteht also, wenn man 
die Zeilen mit den Indizes rlt r2, . . ., rp und die Spalten mit 
denselben Indizes unterdrückt.

Die Hauptminoren einer symmetrischen Determinante 
sind offenbar ebenfalls symmetrisch.

§ 50. Die Reziproke einer symmetrischen Determinante,
Wir wollen die Komplemente der Elemente art und atr in einer 

symmetrischen Determinante betrachten.

«11 «12 ' ‘■ • «In «11 «21 ‘ • • «nl

«21 «22 ' ' ' «2n und ‘ba «22 ’ '• ' *n2

«nl «»2 • '' ’ n «In «2 n ' ' ‘ «nn
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sind, weil unsere Determinante symmetrisch ist, völlig identisch. 
Streichen wir also in beiden Matrizen die r^ Zeile und die st0 Spalte, 
so bleiben identische Matrizen übrig. Die erste ist aber die Matrix 
des Komplements von arj, die zweite entsteht aus der Matrix des 
Komplements von aar durch Herumklappen um die Hauptdiagonale.

Das Komplement von aTS ist also gleich dem Komplement 
von aar. Multipliziert man beide mit (— l)r + s, so ergibt sich die 
Gleichheit der algebraischen Komplemente von ara und a^.

Satz 34. Die Reziproke einer symmetrischen Determi
nante ist ebenfalls symmetrisch.

§51. Beispiele symmetrischer Determinanten.

Hankel sehe Determinanten.
Hankel hat sich mit einer speziellen Art symmetrischer 

Determinanten beschäftigt, die folgende Gestalt haben:
*1 *2 • • • Xn

Xn Xn + 1 ’ ' ' ®2n —1

Wie man sieht, ist hier 
a — x . , ,rs r +■ 8 — 1 > 

also

Wir wollen die dreireihige HANKELSche Determinante

X1 x2 X3 
x2 r3 % 

X3 X4 *5 
betrachten. Subtrahieren wir von der dritten Zeile die zweite und 
dann von der zweiten die erste, so ergibt sich

x» 1 l ö
x8-x2 xi-xs .

X3 X2 Xl X3 Xi Xi
Subtrahieren wir jetzt von der dritten Zeile die zweite, so 

kommt
Xl X2 «3

X2 ~ X1 , X3 ~ X2 , X4 ~
X3 - 2X2 + *1 ’ Xi~ 2®3 + X2> X» 2®4 + X3

«2^ •••*« + 1
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Machen wir schließlich mit den Spalten dieser Determinante 
dasselbe, was wir mit den Zeilen der Hankel sehen Determinante 
getan haben, so finden wir zunächst

~ ’

x3 - 2x2 + Zj, 
und dann

x2 - xx, “ Z2
x3 — -xt + »i, — 2xs + *2

x, - 3z3 + 3«;, - Xj, r5 - 3x4 + 8x3 - »g

Xj,

X3 ~ 2xt +

Xt xi> 2 Xj 4- Xj
*3 - 2x3 + Xl> X4 - 8X3 + 8X3 - Xj

Xn ^+1 • • • ^«-1

xt — 3x3 4- 3x2 — xj( z5 — 4x4 4- 6x3 — 4X, 4- xx
Die aus

Xl> ®S> X4’

gebildete Hankel sehe Determinante bleibt also ungeändert, wenn 
man die x der Reihe nach durch

Xj, JXp J2x,, J3Xj, J*Xj 
ersetzt. Dabei ist

Jx1=X2~X1,
J3 Xj = x3 — 2 x2 + xx,
J3 xx -= x4 — 3 x3 4- 3 xg — Xj, 
J4 xx = x5 — 4 x4 4- 6 x3 — 4 x2 4- Xj.

Bildet man die sukzessiven Differenzenreihen von
Xj , x2, X3, x4, x^, 

also
Xg Xj, X3 Xg, X4 Xj, Xj — x4, 

x3 — 2x2 4' , ^4 — 2Xg 4- X2, Xj — 2 x4 4- x3,
x4 — 3 x3 4" 3 x2 — Xj, Xj 3 x4 4* 3 x3 x2, 

■Xj. — 4 x4 4- 6 aj3 — 4 x2 4- x, , 
so sind

Jx)( J2x1, J3x1( J1x1 
deren Anfangsgiieder.

Es ist klar, daß man im allgemeinen Fall genau dieselben Be
trachtungen anstellen kann.

Die HANKEnsche Determinante

Xj X2 . . . X„
x2 Xg • • • ®» + l

8Kowalewski, Determinanten
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ist gleich der HANKELschen Determinante 
xr, Ax^, . . ., An~txl |
J x1, Js Zj, . . ., An xt

A*~lxlt An xv . . Ain~zxx

1 an>i ist gleich Null, wenn «,>1 ist, ist gleich Null, wenn
s, > 8 ist usw. Daher muß g, »> 1, s, •= 2, ... sein.

Dabei sind
Axv A^x^ ...» J2*-2^

die Anfangsglieder der Differenzenreihen von

®p • • •,
Wenn die k^ Differenzenreihe von x..,x,,...,x,n , aus lauter 

gleichen Zahlen besteht, so nennt man xt, x2, . . ., eine 
arithmetische Reihe k^ Ordnung. Alle folgenden Differenzen
reihen (wenn es deren gibt) bestehen aus lauter Nullen.

Nehmen wir an, daß x^ x2, x2n_j eine arithmetische Reihe 
(n — l)*" Ordnung ist. Dann haben wir

Anxl=O, . ., J2«-2ajj = 0.

Die Determinante reduziert sich auf ein einziges Glied, nämlich1
i ®nl a'n — 1, 2 • ’ ' ain ~ 1 •

Da es in der Reihe
n, n — 1, . . ., 1 

genau
. , „ , . . n (n -1)n -1 4.« _ g 4. + l = —i

Derangements gibt, so ist die Hankel sehe Determinante gleich
n(n — 1) 

(-1) 2
Bilden xv x2, x2n_1 eine arithmetische Reihe von niedrigerer

als (n — l)to Ordnung, so ist An~l xy = 0, A"^ = 0 usw. Die 
HANKELSche Determinante ist dann also gleich Null.

Ist
^ = 9^, ^ = 9^, ..., ®3„_x ==?®ä„_3.

also a^, x3, x2n_1 eine geometrische Reihe, so lautet die erste
Differenzenreihe

(9-1)^, (9 - 1)®2, . . ., (9 - l)x2„_8( 
die zweite Differenzenreihe



('7 - (2 - U2^, ■ • (g - l)2®in_s
usw. Man hat daher

= (? - J2^ = (g - l)2^, ..., J2»-2^ = (q _ 1)2--2^

Die aus ®j, dxl, ..., J2n~2x1 gebildete HANKELsche Determi
nante ist dann von folgender Form

xi> (7-  (g -
(g-l)®v (g - l)2^, . . ., (g - l)"^

(g — (g — ...., (g — l)2”“2^

Subtrahiert man von der zweiten Zeile die mit g — 1 multiplizierte 
erste Zeile, so entsteht eine Zeile mit lauter Nullen.

Die HANKELsche Determinante ist also gleich Null, 
wenn a^, x2, . . ., x2n_1 eine geometrische Reihe bilden.

Zyklische Determinanten.

Als zyklische Determinante bezeichnet man eine Determinante 
von der Form

«i 4 • A

C2 Cs . . . Cj

«n C1 • • •

Die (k 4- l)te Zeile einer solchen Determinante entsteht aus der 
kim durch zyklische Permutation, d. h. dadurch, daß das zweite 
Element zum ersten, das dritte zum zweiten, das zum 
(n — 1)*™ und das erste zum n*®“ Element gemacht wird.

Wir wollen die Zahlen
Cn +1 > Cr +2’ • ■ •

durch die Festsetzung definieren, daß

sein soll, sobald k — l durch n teilbar ist. Danach haben wir

C1 = Cn + 1 ~ C2» + l = ’

C2 Cn+2 “ °2n+2 “ • ‘ ’

Cn~C2n ~ C3 n — • • • .

Unsere zyklische Determinante läßt sich jetzt such so schreiben:
8*
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ci c2 ■ • • Cn

C2 CS ■ ■ ■ Cn+1

°n Cn + 1 • • ■ C2n —1

Die zyklische Determinante ist also eine spezielle 
HANKELsche Determinante, nämlich die HANKELSche Determi
nante der 2n — 1 Zahlen

cl> c2> • • •> cn> C1> C2> • • •> °n —1 ’

Die zyklische Determinante läßt sich in n Faktoren zerlegen, 
wenn man sich der nten Einheits wurzeln bedient, d.h. der Wurzeln 
der Gleichung

a;” — 1 = 0 .

Wir bezeichnen diese Wurzeln mit xv x.,, . . xn und bilden 
aus ihnen die Determinante

1 xY x^ .. . x1n~r
P _ 1 $2 2 ■ • • Xzn 1

Mit ihr multiplizieren wir unsere zyklische Determinante, die 
wir C nennen, und zwar fuhren wir die Multiplikation nach Zeilen 
aus. Die Elemente der Produktdeterminante haben dann die Form:

c. «xx»®2 + ••• + c,,„ .xn~l.n • A -f-1 1 n + 2 1 1 n +»—-1 »

wobei h eine der Zahlen 1, 2, . . n und x eine der Wurzeln 
xx, x^, . . ., xH ist. Da xn = 1 ist, können wir statt des obigen 
Ausdrucks auch schreiben:

{ßn + lXn~'‘ + 1 + ■■■ + Ch+n-lXn~1} + + ■■■ + 0*”-*)

oder, weil
C» + l Cl> Cn+2 ~ C2> •••• Gh+n — l~ei,—l

ist,
„xn-h + i -|- ... 4- cnxn~h + n, 

d. h.
xn-h + l^ _p x + . .. + ßnXn~l).

Setzen wir also
f{x) = + c2x + ... + cnxn~l,

so lautet die Produktdeterminante CV:
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XJ(XJ 
oder

f'^ ■ ■ • f'^

Nun ist aber
xy xf"1 . . . xx

1 Bei — F entsteht die k^ Zeile aus der (k + l)to“ durch zykliche Permu
tation, während es bei J umgekehrt ist.

xy x” ■1 . x„ 
* ü

Z]” .Tj”-1 . . X^

xy a^”“1 . . x2

x\ V1 • ■ xn

(n-yin-2)

Wir haben daher

CF-(-l) 2

V ist aber von Null verschieden (vgl. §21), weil die n Wurzeln 
xt, x2. .... xn alle verschieden sind. Aus der obigen Gleichung 
folgt demnach

m-1) (n-2)

Zum Schluß wollen wir noch zeigen, daß sich das Produkt 
zweier zyklischer Determinanten (abgesehen vom Vorzeichen) als 
zyklische Determinante schreiben läßt

Um dies für die beiden zyklischen Determinanten

C1 c3 C3

°2 C3 C1

C3 C1 C2

Zs r3
und r — r3 7i

7o Zi rt
zu zeigen, multiplizieren wir C und

/1 7s
- r = /s 7s

a Zs 7S 7i

nach Zeilen.’ Dadurch erhalten wir
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-cr^

oder

ei /i + °2 72 + es r3r ci v3 + c2 /i + «3 v3> 72 + «2 73 + c3 Vx
c2 7i 4~ ea /2 ci 73 > c2 7a d" c3 7i 4" ci 72 > c2 72 ~ c3 7a 4* cj 7i
c37i+c)7s+c2 73> e3 73 +ci 7i+c2 73> c372+ c, 73+c27i

ci 71 + c2 72 + c3 Var C1 73 + c2 71 + ß3 72> ci 72 + c2 73 + c3 7i
-cr= ci 73 + c2 7i + e3 72, ci 73 + °2 Vg 4" ca 7i ■ ci 7i 4" ß2 72 4* °3 73 •

ct Yt + ®2 7» + «3 7i > ci 7i + c2 72 + e3 73. ci 73 + c? 7X + ß3 72

Diese Determinante hat die Form

®1 ®2 rt3

«2 «3 »1

«8 “1 »3

ist also eine zyklische Determinante.
Hat man zwei w-reihige zyklische Determinanten

ci c2 • ■ • c»

C2 C3 ' ' ' °1 und /’=

7.1 72 • ■ • 7n

Vt V3 ■ ■ Vi

Cn C1 ' ' • C»-l

zu multiplizieren, so schreibe man die n — 1 letzten Zeilen der 
zweiten Determinante in umgekehrter Reihenfolge, was einei- Multi
plikation dieser Determinante mit ( — entspricht. Dann
wird das nach Zeilen gebildete Produkt

eine zyklische Determinante.
Wir wollen jetzt noch eine spezielle zyklische Determinante 

betrachten, bei der die Glieder der ersten Zeile eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung bilden. Eine solche Determinante hat folgendes 
Aussehen:

a,
a -p d,

a + d, ..., a + {n — 1)d 
a 4- 2 d, . . ., a

a + {n — l)d, a, . . ., a + (n — 2) d

7 n I \ • ■ • Vn — 1

Subtrahieren wir von der letzten Zeile die vorletzte, von der 
vorletzten die drittletzte usw., schließlich von der zweiten die erste, 
so erhalten wir
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a + d 
d

a 2)d a + {n — l)d
d

D = d d
d

— [n — 1) d
— (n — l)d 

d

d dd — (n — 1) d

Ziehen 
kommt

wir jetzt die erste Spalte von allen folgenden ab, so

a
d

D = d

d
0
0

(n - 2)d 
0

— nd

(n-^d 
— nd

0

0 0d — nd . . .

Jetzt 
dann alle

wollen 
andern

wir die erste Spalte mit n multiplizieren und 
Spalten zu ihr addieren. Dadurch gewinnen wir

n D =

, n (n — 1)■n a 4-----------

0

(n-2}d (n - l)d

0
— nd

-nd

d d

0
0
0 0

0 — nd ü 0
oder

nD = Ina n(n- 1) 7 
2

0
0

0
— n d

— n d
0

0

0
0

Nun ist aber

— nd 
0

— nd

(»-!)(*-2)
= (-l)

— nd
0

. 0

. — nd

0

0

— n d . . .
0
0

— nd . .. 0 0 0 0 . — nd
n(n-l)

= (-l) 2
mithin

n(n-l) n - 1
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Hiernach wird z. B.

Die Smith sehe Determinante.

1 2 . .. n *

2 3 . . 1 n(n-l)

' 2

n 1 . . n — 1

Mit (r, s) wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der 
positiven ganzen Zahlen r und s bezeichnen und die symmetrische 
Determinante

(1,1) (1,2) ... (1, n)
(2,1) (2,2) ... (2, n)

(n, 1) (n, 2) ... (n, n)
berechnen.

Dies gelingt mit Hilfe der Funktion <p(m), die der Leser aus 
der elementaren Zahlentheorie kennt q>(m) ist die Anzahl der 
Zahlen in der Reihe

1, 2, . . ., m,

die zu m relativ prim 
Teiler 1 haben. So ist

sind, d. h. mit m den größten gemeinsamen 
z. B.

T(l)=l, y(2)=l, 95(3)-2, </>(*) = 2, qr(5)^4 
usw.

Über <p(m) gilt folgender Satz:
Wenn t2, . . ., t die sämtlichen Teiler von m sind 

(1 und m eingeschlossen), so ist

<f (<i) + T (f2) + • • • + T (y “ m •
üm diesen Satz zu beweisen, stellen wir die Frage:
Wie viele Zahlen gibt es in der Reihe 1, 2, m, die mit m 

den größten gemeinsamen Teiler t haben? Dabei ist t irgend ein 
Teiler von m.

Unter den Zahlen

t, 2t, . . ~t

haben genau <p mit m den größten gemeinsamen Teiler t. Denn 
kt und ~t haben dann und nur dann den größten gemeinsamen 

Teiler t, wenn k und ~ relativ prim sind.
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Es gibt also in der Reihe 1, 2, . . ., m

<p Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler tk haben,

tp Zahlen, die mit m den größten gemeinsamen Teiler t„ haben,
USW.

Da jede der Zahlen 1, 2, . . m mit m den größten gemein
samen Teiler tr oder t2 oder i3 hat usw., so ist

Die Zahlen
m m in
Cj ^2 ^P

bilden aber eine Permutation von tk, t2, .... tp. so daß 
t m \ , , ! m\ ,, , ,
vT/ + = + ••• + 9^)

ist.
Mit Hilfe der soeben bewiesenen Eigenschaft der Funktion 

gelingt es nun, die Smith sehe Determinante zu berechnen.
Wir wollen festsetzen, daß akl gleich 1 sein soll, wenn k 

durch l teilbar ist. Andernfalls möge akl gleich Null sein.
Nach Einführung der Symbole akl können wir (r, s) in folgender 

Form schreiben:
(r> s) = ar] <p (1) + ari a<2 <p (2) + . . . + ®rn ep (n). 

Denn

ist nur dann von Null verschieden und gleich (p(t), wenn t sowohl 
in r als auch in s enthalten ist. Die gemeinsamen Teiler von r 
und s sind aber identisch mit den Teilern von (r, s). Dia obige 
Gleichung reduziert sich also auf

(d«) = (0.
wobei die Summation über alle Teiler von (r, s) zu erstrecken ist 

Die SMiTHsche Determinante ist nach dem Obigen das Pro
dukt aus

Nun ist akl gleich Null, wenn k < l, weil dann l kein Teiler 
v°n k sein kann. Außerdem ist atk = 1. Es wird daher

an «12 ■ • «1» «11 yW» «12 • •> «in^W
«21 ®22 • • «2» und «21 «22 ■ ■> «2n^W

«»1 «„2 ' *
«wl an2rP^> ■ ■> annT^
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und

ai 1 ai 2 ' • • ai n 1 0 ... 0
«21 a22 • • • =

«21 1 ■ • • 0
=

................................. .................................

ant «m2 ’ ’ ' ann «„1 «»2 • • • 1

also

«11 TW, «12 %(2)> • • ’> «In^W

«21 TU)’ «22 VW’ ■ ■ •> WW
= 9p(1)%(2) . . .

«»!<?(.’)- «^f2)» • / ’ «nn^W

(1, 1) (1, 2) . . . (1, n)

..yW.

(n, 1) (n, 2) . . . (n, n)

§ 52. Rang einer symmetrischen Determinante.

Satz 35. In einer symmetrischen Determinante vom 
Range r gibt es einen r-reihigen Hauptminor, der von Null 
verschieden ist.

Für den Fall, daß die symmetrische Determinante selbst 
r Reihen hat, ist der Satz selbstverständlich.

Um den andern Fall zu erledigen, schicken wir eine Hilfs
betrachtung voraus, die sich auf beliebige Determinanten bezieht.

Die Matrix
«n a12 . . . aln

(j) «21 «22 ’ ' ‘ ®2n

anl an2 ’ - ’ ann

habe den Rang r und r sei kleiner als n. Sucht man in ihr r unab
hängige Zeilen

C11 ®12 ' * ' ^1 n

(2) . C21 C22 • • • C2n

Crl cr2 . . . Crn

aus, so ist jede Zeile von (1) eine lineare Kombination dieser 
r Zeilen (vgl. § 24). Man hat also

= ^It CU + ^2» C21 + • • • + Klc °rl / = 1, 2, . . ., n).
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Hieraus folgt, daß die r-reihige Determinante 
«*,1, • • • ak,lr

(3) a*,l, ■ • • akilr

. . akrlr 

gleich dem Produkt der beiden Determinanten

und

Ai k, Ai . • Ai kr

^2k, ^2^ ■ ■ ^2kr

• A^r

(1 /h < ^2 < • • ' < — W)

»1l, Cli2 • • ' 01 ir

02 i, c2!s • ■ ■ C2ir

«ri, cri, • ■ • crir

(i^4<z2<...<zr^«0

ist. Man verbinde bei der Multiplikation die Spalten der ersten 
mit den Spalten der zweiten Determinante.

Setzen wir
Ai kt Ai . • Al kT

A.2», A2*z . ■)<kr
— Lkt k.

Ark, Arja . ■ ^rkr

so können wir schreiben

^k,l, akll, • ■ akllr cii, eit, • ■ ollr

ak,h ■ ■ akVr — ^klk,...kr 021, 0-2^ ■ ■ G21r

Okyl, akrl,- ■ akrlr Ori, er\ ’ • or tr

Die r-reihigen Determinanten der Matrix

«M »1,2 • • •
»1,1 ak,2 ■ ■ • ak,n 

akrl akr2 • • • al^n

sind also proportional zu den entsprechenden Determinanten der 
Matrix (2).

Denken wir uns die r-reihigon Determinanten der Matrix (1) 
in quadratischer Anordnung aufgeschrieben. In einer Zeile sollen 
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immer diejenigen j Determinanten stehen, die in denselben rZeilen 

von (1) enthalten sind, in einer Spalte aber diejenigen (^Determi
nanten, die in denselben r Spalten von (1) enthalten sind. Die so 
entstehende quadratische Matrix wollen wir die Matrix der 
r-reihigen Determinanten von (1) nennen.

Dann können wir unser Resultat so aussprechen:
Satz 36. Hat eine quadratische Matrix den Rang r, so 

ist die Matrix ihrer r-reihigen Determinanten vom Range 1.
Dieser Satz, der offenbar auch im Falle r = n gilt, ist als eine 

Verallgemeinerung von Satz 29 in §39 zu betrachten.
Nunmehr ist der Beweis unseres Theorems über den Rang einer 

symmetrischen Determinante sehr einfach.
(3) sei eine' von Null verschiedene Determinante der Matrix (1), 

die wir jetzt als symmetrisch voraussetzen. Wenn (3) kein Haupt
minor ist, so hat man

weil die Matrix
Wegen arj = aer ist nun

• • • ak,V.r

Okrk, • • • akrkr 

a l, k, ■ • • al, kr

• • • airkr 

der r-reihigen

ak, !, • ■ • ak, lr

ikri, ■ ■ • nk,.ir 

ai,i, ■ ■ ■ ai,ir

aiTi, ■ • • alrir 

Determinanten

= o,

den Rang 1 hat

also

A • • ■ al, kr

alTk, • ■ ■ ^Irkr

Ok, l, ■ • • Ok, lr

0^1, • ■ • 0^

■ • ■ a^k,. 0,1,1, ■ ■ ■ OilLr

Da
■ • ■ akrkr alrl, • • • alrlr 

die Determinante (3) ungleich
akrl, • • ■ Okrlr

Null sein soll, so sind auch
die Determinanten

ak,k, ■ ■ ■ O^k,

und
akrk, ■ • • akrkr | 

von Null verschieden. Diese
alrl, • • • O'lrlr

Determinanten sind aber r-reihige
Hauptminoren unserer symmetrischen Determinante.
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§ 53. Die Säkulargleichuug.

Wir wollen die Determinante

“n+® ••• ai»
D(x)~ «21 «22+ ®--- aa«

«»2 • • • «nn + ^

nach Potenzen von x entwickeln.
Zu diesem Zweck schreiben wir sie zunächst in folgender Form:

»n + x, + 0, .... aln + 0 
«21 + «22 + ®> • • - «2» + 0

«»1 + °> «,>2+ ü- • ' ■> «»n+0

Diese Determinante zerlegt sich mit Hilfe von Satz 6 in 
2" Summanden. Man erhält einen solchen Summanden, indem man 
in jeder Spalte alle ersten oder alle zweiten Bestandteile der Binome 
beibehält.

Streicht man überall die zweiten Bestandteile, so bleibt
«11 «12 • • • «1»

«22 • ■ • «2»

«B1 an2 • • • 
übrig.

Werden überall die ersten Bestandteile fortgelassen, so ergibt sich
x 0 ... 0
0 x . . . 0 = x".

0 0 ... x

Wenn in den Spalten r^, r2, . . rp < r2 < . . . < rp) die 
zweiten Bestandteile, in den übrigen Spalten aber die ersten Bestand
teile beibehalten werden, so entsteht eine Determinante von folgen
der Beschaffenheit. In den Spalten rx, r2, . . ., rp sind die Haupt
elemente gleich x, alle andern Elemente aber gleich Null, Ent
wickeln wir also nach den Spalten rt, r2, .. ., rp, so erhalten wir

r, ... rp •

Dabei ist
r^... rp 
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derjenige Minor von A, der nach Streichung der Zeilen und Spalten 
mit den Indizes r^, r2, . . rp übrig bleibt, d. h. ein (n — p)-reihiger 
Hauptminor von A.

Für D(x) gilt also folgende Entwickelung:
D(x) = xn 4- ST xn“1 4- S2 xn~2 + ... 4- S,.

I anl •••(«.„+») + «

Sk ist die Summe aller jt-reihigen Hauptminoren von A. Ins
besondere ist Sn gleich A.

Wenn die Determinante A symmetrisch ist, nennt man die 
Gleichung

D[x) = xn + S} xn~r 4- S2xn~2 4- ... 4- = 0

die Säkulargleichung, weil sie in der Theorie der säkularen 
Störungen der Planeten vorkommt.

Uber die Säkulargleichung gilt folgender Satz:
Satz 37. Wenn die Determipante

®n a)2 . . . n
a21 a.,2 . ■ ■ a.,n

anl an2' • ■ ^nn
symmetrisch ist und reelle Elemente hat, so sind die 
Wurzeln der Gleichung

a^ + x ... aln

®2l ®22 + X • ‘ ’ a2 n _ Q

«nl «„2 •••«„„ + X

sämtlich reell.
Es genügt offenbar zu zeigen, daß die Säkulargleichung keine 

rein imaginäre Wurzel hat, d. h. keine Wurzel von der Form
x = ßi,

wobei-/? reell und i die imaginäre Einheit ist.
Ist nämlich

x — a 4- ßi
eine Wurzel von D(x) — 0, so ist ßi eine Wurzel von

+ + « «ha ••• “i»

«2i- (a22+a) + x... «2n = 0
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Um nun zu beweisen, daß D (a;) = 0 keine rein imaginäre Wurzel 
hat, kann man in folgender Weise vorgehen.

Man bildet das Produkt aus D(x} und
ail X ®12 • • ■ •

D{ — x) = a22 ~~ X' ' ' (

an\ an2 • ' - ann — X

und zwar nach Zeilen. In der Produktdeterminante steht dann in 
der r*™ Zeile und s,on Spalte (r§s)

ffrl a,A + «,2 ^2 + • • • + ^rn a,n + ^.r ~ ar>X 

oder wegen asr = «rj

«ri an + ar2 «i2 + • • • + «rn«.a-

In der z-4™ Zeile und der r*™ Spalte der Produktdeterminante 
haben wir

_ arl arl d" ar2 ar2 + • • • + arn arn _ X2 .

Es ist also

wobei wir

i

D$)D{—x) —

®rl + ar2 as2 + • • ■ + “rn a,n = Cr.

gesetzt haben (r, s = 1, 2, . .., n).
Wäre nun x — ßi eine Wurzel von D(x) = 0, so hätten wir

d. h.
D(ßi}D{-ßi) = 0,

«nP/S2 c12 ... Ci„
C2I c22 ■ ^2 n

Gnl Gn2 ■■■Gnn + ß'i

Wir wollen jetzt mit ap die Summe aller p-reihigen Haupt- 
minoren von

Al ß12 • • ’
ß21 ß22 ’ - ß2n

. ß»l ßn2 * ’ ‘ Gnn
bezeichnen. Dann läßt sich die obige Gleichung so schreiben:

ß2n + Uj ß2n~2 + <ra ß2n~1 + . . . p = 0.
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Nun ist
^rxrx cr1r.1 • • • crxTp

er2rx ßr,r, • ■ • Cr^rp

Grprx Crpr„ • ■ • Vrprp

das Produkt der Matrix
1 ^r82 • • •

^rpl arp2- • • arpn

ar2l

mit sich selbst. Nach § 34 hat man aber

«nl art2 • . O'rin 2 ■ • «r,»,

«r.! ar^2 • ■

-11 a r, S; a r, na • • • artsp

arpiarp2- • arpn arpSt arps. • ' aTpSp

Da die Elemente ara reell sind, so ist diese Summe sicher 
nicht negativ. Man hat also auch

ff. 2:0, ff,^0, ff„S°-
Solange ß^O, ist daher

ß2n + Oiß2n-2 + + . . . +

positiv.

§ 54. Zweiter Beweis des Satzes über die Säkulargleichung.
Wenn a + ßi eine Wurzel von D(x) — 0 ist, so gibt es ein 

von 0, 0, . . ., 0 verschiedenes Wertsystem ®2, .... xn, das 
den Gleichungen

(au + a + ß i)x} + a12 ®2 + . . . + a, nxn = 0, 
u21 xi + ^a22 + u + ß i)x2 + ■ ■ ■ + ain xn = 0,

»nl X1 + an2 X2 + • • • + (ann + U + ß l) Xn — 0 
genügt; denn die Determinante dieses Systems ist gleich D(cc + ßi), 
also gleich Null.

Die obigen Gleichungen können wir auch so schreiben: 
an xt + a12 x2 + • • • + amxn + (a + ß^x\ = 

/n a2i + a2z ^2 + • • ‘ + a2" + (“ + =

«nl + an2 X2 + • • • + Xn + & + ß^n ~ U 
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Zerlegen wir xlf x2, . . ., xn in ihren reellen und imaginären Teil, 
setzen wir also

«i = yx + i, x2=^ + *2 i, • • ■, = Un + »ni,
wobei die y und die x reell sind, so spaltet sich (1) in die beiden 
folgenden Systeme:

«n % + «12 % + • • ■ + ainyn + “y^- ß~i = °?

(2) . an ?/i + «22 % + • ■ • + a2nyn + ay^ - ß%i= °»
................................ • ••*•••• 

«nl y^ + «n2 % + ••• + «„„«/„ + «y» - ß K 0 
‘ und

«ii h + «12 »2 + • • • + «i»^« + a%i + ßy^ = °>
(3) «21 H + «22 X2 + ' ' ’ + «2»^ + K%2 + ^% = 0’

«nl «1 + «n2 «2 + • • • + «nn^n + + ß Vn = 0 ‘
Hierbei haben wir benutzt, daß die «rj reell sind.

Nun, wollen wir die Gleichungen (2) der Reihe nach mit 
®a, . . ., xn multiplizieren und dann addieren. Dadurch erhalten wir

(4) + (r, s = 1, 2, ..., w).
Multiplizieren wir die Gleichungen (3) der Reihe nach mit 

yv, y2, .. yn und addieren dann, so kommt

(ö) Sa,r*r&++ (r, s = 1, 2, n).
Durch Subtraktion ergibt sich aus (4) und (5) unter Berück

sichtigung von ars = asr
(6) +

Wäre nun
S&/,2 + V) = °«

so hätte man
yx = ^ = ...±=^ = 0 und = «2 = . . . = xn~ 0,- 

mithin
«1 = = ’ • ' = ^ = 0 ’

während doch x,, r, von 0, 0, . . 0 verschieden ist.
Sicher ist also

5V + V)>°-
so daß aus (6)

folgt.
Damit ist aber gezeigt, daß die Säkulargleichung nur reelle 

Wurzeln hat.
Kowalewski, Determinanten 9
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§ 55. Verallgemeinerung der Säkulargleichung. 
Wir wollen eine Determinante

«11 «12 ' • • «1»

«21 «22 • ' • «2»

mit komplexen Elementen betrachten, die so beschaffen ist, daß 
immer ari und atr konjugiert komplex sind.

Wenn also
«r, = Ur, +

ist, so soll immer
a.r = “r. - ßrS i

sein. Die Hauptelemente sind dann reell, weil aus
“rr + ßrr* = “rr “ 

ßrr = 0 folgt.
Wenn man eine solche Determinante um die Hauptdiagonale 

herumklappt, so wird jedes Element durch die konjugiert komplexe 
Zahl ersetzt.

Es läßt sich zeigen, daß die Gleichung

«11+^ «12 •••

«21 «22 + * • • •

nur reelle Wurzeln hat. Auch hier genügt es zu wissen, daß eine 
solche Gleichung keine rein imaginäre Wurzel hat.

Um dies zu beweisen, multiplizieren wir D(x) mit 

und zwar nach Zeilen. Dadurch erhalten wir
! o| C11 ~ r °12 • ' ' °ln

c2i ~ ■
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wobei
Gr, = °rl “1, + ßr2 “2. + ’ ' ’ ’+ Urn anS

ist. Denn die r‘c Zeile von D{x) Jiefert mit der st6n Zeile von 

ar 1 ai> + ar2 as. + •••+ O’rnans = Crs (r^s) 

und die rte Zeile von D(x) mit der rte" Zeile von D(— x).

arl ai r + 2 “ä >•+••• + °r» "nr ~ X~ ~ — X‘ .

Wäre nun ßi eine Wurzel von Dix) = 0, so müßte

D(ßi)D( — ßi) = 

sein.
Nun ist

C11 + ß* C12 Cl«

C2t C22 + p • • ■ c4n

Cnl C»2 ■■■Cnn + ß2

^r^r* ' • * ^rxrp

Gr2rt cr.r, • • • cr,rp

°rprIc rp^- ■ • Grprp

= 0

das Produkt der beiden Matrizen

ar,t «r,2 • • • «r,n

®r2l *r.2 • • ■ nrj„ und

• ■ • a rpn

also gleich
^s, ®r,«s ’ • '

(,r^ • • * ^'r^p

arp »1 ® Pp lt • • ‘0 rp ’;>

r, ^2^ • • • e'-Hj-j 

r2 et 2 r2 * ’ ' n r2

ßl rp a2 rp ■ • • anrp

««. r, • • • atpr, 

et gir2 • * • einpr2

ee^rp et^rp • ■ • eerprp

Offenbar sind die beiden Determinanten

»n<l . . .ar,,f

* * * ^ rt 9p und

I arpst ‘ ‘ arp9p

^SiTy Mitri ’ * * ^sprk 

Ms}r„ MSsrt ... sptf

*i rp ^s2 rp * * ' M »p rp

konjugiert komplex; denn die entsprechenden Elemente sind es. 
Wir sehen also, daß die Hauptminoren von

9*
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C11 C12 • • • Cln 

«21 C22 ' • ’ C2 n

«nl Cn2 ' ' ' ßnn

positiv oder jedenfalls nicht negativ sind. Dasselbe gilt von den 
Zahlen <7X, a2, . . <rn, wenn die Summe aller jp-reihigen Haupt
minoren bedeutet.

Da
D(ßi)D{-ßf) = ^2« + ^2.-2 + ^ß^ + . . . + on 

ist, so haben wir im Falle ß^O
D{ß€}D{~ßi) >0.

Damit ist bewiesen, daß Dfä = 0 nur reelle Wurzeln hat. In 
diesem Resultat ist Satz 37 als Spezialfall enthalten.

Wenn in einer Determinante A die Elemente ak, und a„, stets IC b b IC
konjugiert komplex sind, so hat die Determinante ihrer m-reihigen 
Minoren dieselbe Eigenschaft. Dabei müssen aber in einer Zeile 
(Spalte) lauter Minoren mit gleichen Zeilen- (Spalten-) Indizes stehen. 
Hat nun A den Kang r, so hat die Determinante der r-reihigen 
Minoren den Rang 1. Daraus folgt, daß nicht alle r-reihigen Haupt
minoren von A gleich Null sind (vgl. § 52),

Neuntes Kapitel.

Schiefsymmetrische Determinanten.

§ 56. Definition.

Schiefsymmetrisch nennt man die Determinante
an «12 • • «In

4 = a2i «22 • ■ a2n

anl «'n 2 • ■ ann

wenn zwischen den ars die Relationen
arS = ~aSr (r, s = 1, 2, ..., n) 

bestehen.
Je zwei Elemente, die symmetrisch zur Hauptdiagonale liegen, 

sind also entgegengesetzt gleich, während die Hauptelemeute gleich 
Null sind.
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Die Hauptminoren von A sind offenbar ebenfalls schief
symmetrisch.

§ 57. Schiefsymmetrische Determinanten von ungerader Ordnung.

Nach Satz 1 läßt sich die schiefsymmetrische Determinante A 
so schreiben:

«11 «21 ' • • ®«1

_ «12 «22 ‘ 1 ' «»2

«In «2 » * • • «nn

Da. nun art = — atr ist, hat man nach Satz 5

A = (- 1)«

«11 «12 • • ■ «i»

«21 «22 • • • «2n

«nl «n2 • • ■ «nn

Hieraus folgt im Falle eines ungeraden n

A — — A, d. h. A = 0.

Satz 38. Eine schiefsymmetrische Determinante von 
ungerader Ordnung ist gleich Null.

§ 58. Die Minoren einer schiefsymmetrischen Determinante.

Die beiden Minoren
• • «r, .f

und
«Sl r, • • • rp

arp^ • art'f a’spr, • • • arpTp

stehen in der Beziehung zueinander, daß die Zeilenindizes des einen 
die Spaltenindizes des andern sind. Zwei solche Minoren pflegt 
man als konjugiert zu bezeichnen.

Konjugierte Minoren einer schiefsymmetrischen Deter
minante sind gleich oder entgegengesetzt gleich, je nach
dem sie von gerader oder ungerader Ordnung sind.

In der Tat ist
aa • » tJ.ar, s, • • ■ a rp• ««1

= (-1? = (-l?
««„r, . . . r„& 1 rp «n sr • ■ • « « rp s, • • • « rp sp |
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Die Komplemente von ars und asr sind konjugierte Minoren. 
Sie sind also gleich oder entgegengesetzt gleich, je nachdem die 
Ordnung der schiefsymmetrischen Determinante ungerade oder gerade 
ist. Dasselbe gilt von den algebraischen Komplementen, da sie aus 
den Komplementen durch Multiplikation mit (— l)r + » entstehen. 
Es besteht also folgender Satz:

Satz 39. Die Reziproke einer schiefsymmetrischen 
Determinante ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch. je 
nachdem die Ordnung ungerade oder gerade ist.

§ 59. Schiefsymnietrische Determinanten von gerader Ordnung.
Eine schiefsymmetrische Determinante zweiter Ordnung hat 

folgende Form
I 0 »12

I — »12 0

Man findet, daß
0

— a13 0 12 .
ist, also gleich dem Quadrat von als.

Bei der schiefsymmetrischen Determinante vierter Ordnung

(«12 au - »13 »24 + «14 «23)3>

0 a13 »13 »14

~«12 0 »23 »24

-«13 -»23 0 »34

— «14 “»24 — «34 0

besteht eine ähnliche Eigenschaft. Sie ist nämlich gleich

also wieder das Quadrat eines Ausdrucks, der sich aus den Elementen 
ganz und rational zusammensetzt, d. h. mittels der Operationen der 
Addition, Subtraktion und Multiplikation.

Man. kann hiernach folgenden Satz vermuten:
Satz40. Jede schiefsymmetrische Determinante gerader 

Ordnung läßt sich als Quadrat einer ganzen rationalen 
Funktion der Elemente schreiben.

Wir beweisen dies durch einen Schluß von n — 2 auf n. Wir 
nehmen also an, daß der Satz fiir schiefsymmetrische Determinanten 
[n — 2)ter Ordnung bereits bewiesen ist, und zeigen, daß er dann 
auch für solche von ntw Ordnung gilt (n gerade). Da wir ibn im 
Falle n = 2 und n = 4 bestätigt fanden, so gilt er allgemein.
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Entwickeln wir die schiefsymmetrische Determinante 
aH ‘ ' Clln

| . ®21 ®22 ' ' ‘ a2n

I anl ®>i2 • ■ • ann 

nach der letzten Zeile und letzten Spalte (vgl. § 42), so ergibt sich 
-4 “ ant ^rs ^jam asn ^rt'

(r, s = 1, 2, ..., n— 1)
Ars ist das algebraische Komplement von ars in der Determinante 

«11 «12 •••«),»-! |

ß _ «21 «22 ' ' ‘ a2, n-l

2 • ’ ' "’n-l.n-l I

die nach Satz 38 gleich Null ist. Da n gerade ist, so ist die 
reziproke Determinante von B symmetrisch. Man hat also

-4i « ~ Ar'

Wegen B = 0 sind in der reziproken Determinante alle zwei
reihigen Minoren gleich Null (vgl. § 39). Insbesondere ist

Wir setzen voraus, daß Satz 40 für (n — 2) - reihige schief
symmetrische bereits bewiesen ist. Solche Determinanten sind Arr 
und A . Es ist alsoÄ 3

Arr—a^, (r = 1, 2, 1)
und jedes ar setzt sich aus den Elementen von A durch Additionen, 
Subtraktionen und Multiplikationen zusammen. Die Vorzeichen der ar 
können wir noch beliebig wählen.

Nehmen wir an, daß =|- 0 ist. Nachdem wir uns dann bei 
für ein bestimmtes Vorzeichen entschieden haben, wollen wir «2, ..., un 
so wählen, daß

AXr~ ax ar
wird (r = 2, 3, . . ., »). Das können wir, weil

A\r^ AxxAr~a*a? 
ist.

Jetzt sind aJ} cz2, . .., an völlig bestimmt. Man überzeugt 
sich leicht, daß

A — a a. (r, s = 1, 2, . . ., n — 1) rs T 3 v ' 
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ist. Man hat nämlich
^11 A« __ Q

1 s 
also

ßl2A«= «l2«r«s,

woraus wegen <Zj =j= 0 das Behauptete folgt.
Sollte «j = 0 sein, so gehe man statt von «, von irgend einem 

andern «r aus, das nicht gleich Null ist. Sollten ax, a2, . . ., an 
alle verschwinden, so sind auch alle Ars gleich Null, und man hat 

= ' (r> » = 1, 2, . . n— 1).
Auf-Grund der Relationen

(r, s — 1, 2, . . ., » — 1) 
wird nun

A a2n^ + ”• +

§ 60. Zweiter Beweis des Satzes 40.

Dem Glied
/ 1 2 ... n\ • Sga L „ r «In • • • anrn \ 1 '2 • • • 'n'

der Determinante
«11 «12 •••«!«

£ — «21 «22 • - • «2«

anl an3 ' - ’ ann

wollen wir die Substitution (vgl. § 7) 

zuordnen. Dann sind die n\ Glieder von A mit den n\ Substitutionen 
der Zahlen 1, 2, . . ., n gepaart.

/1 2 . . . n \ sgn
\'l '2 • • • 'n'

ist gleich +1 oder —1, je nachdem 5 eine gerade oder eine 
ungerade Substitution ist.

Wir denken uns jede Substitution in ihre Zyklen zerlegt und 
berücksichtigen dabei auch die eingliedrigen Zyklen.

Wenn die Determinante A schiefsymmetrisch ist, so ent
spricht jeder Substitution S, in der ein eingliedriger Zyklus vor
kommt, ein verschwindendes Glied von A. Enthält S den ein
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gliedrigen Zyklus (r), so tritt in dem zugehörigen Determinantenglied 
der Faktor arr auf, der gleich Null ist.

“Alle Substitutionen, die eingliedrige Zyklen enthalten, können 
wir also beiseite lassen.

Wir betrachten jetzt diejenigen Substitutionen, in denen ein 
Zyklus mit ungerader Elementzahl vorkommt. Enthält eine Sub
stitution mehrere solche Zyklen, so soll unter ihnen der Zyklus 
der erste heißen, in dem das niedrigste Element auftritt.

5 sei eine Substitution von der betrachteten Art und der erste 
Zyklus mit ungerader Elementzahl sei r2 . . . r^. p ist eine der 
Zahlen 3, 5, .... Ersetzen wir den Zyklus ... durch 
(r rP-i • • • 80 entsteht eine von S verschiedene Substitution S
und mau hat (vgl. § 7)

sgu S — sgn 5.
(r r t ... Tj) ist bei der erste Zyklus mit ungerader Element
zahl. Kehrt man also den ersten derartigen Zyklus bei N um, so 
gelangt man wieder zu S.

Die beiden Determinantenglieder, die zu <S und zu S gehören, 
unterscheiden sich nur in p Faktoren. An die Stelle von'

• • • ^rp-ir, arpr,

tritt beim Übergange von S zu 5

arprp~i ■ • ■ artrp = (—• • • arp-l rp arpr.

= ®r, r„ • • • arp1 rp arpr, ■

Die zu Ä und S gehörigen Determinantenglieder sind somit 
entgegengesetzt gleich und heben sich auf.

Wir brauchen hiernach nur solche Substitutionen in Betracht 
zu ziehen, wo jeder Zyklus eine gerade Zahl von Elementen ent- „ 
hält. Denn den übrigen Substitutionen entsprechen Determinanten
glieder, deren Summe gleich Null ist.

Hieraus ergibt sich auf eine neue Weise, daß eine schief
symmetrische Determinante von ungerader Ordnung gleich Null ist 
(vgl. Satz 38). Denn eine Substitution, die sich auf eine ungerade 
Anzahl von Elementen bezieht, kann nicht in lauter Zyklen mit 
gerader Elementzahl zerfallen.

Wir wollen jetzt die Ordnung n der schiefsymmetrischen De
terminante A als gerade voraussetzen.

S sei eine Substitution, in der jeder Zyklus eine gerade 
Elementzahl aufweist. In jedem Zyklus schreiben wir das niedrigste 
Element als erstes. Ist
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(rl r2 ■ • • ’-2S) 
ein Zyklus von S, so entsprechen ihm folgende Faktoren des zu S 
gehörigen Determinantengliedes

a^, ar,r„
Wir wollen sie in zwei Klassen sondern. Zur ersten Klasse 

rechnen wir 
aT ar a. r ,

zur zweiten Klasse 
ar,r„ aw • • - ,

Machen wir dies für alle Zyklen (r, r2 ... r2e), (sj s3 ... so„), ... 
von 8, so geben die Faktoren erster Klasse das Produkt

P = Ch^r, • ■ • ar2(,_1r.,s • • • ®«2o-i«ao •••>

die Faktoren zweiter Klasse das Produkt

Q = artft ... a,.^ n ....

Sowohl in P als auch in Q haben wir n/2 Faktoren mit durch
weg verschiedenen Indizes.

CP) . . ., r2e^i, r2e> st, s3, . . ., $•>„. . . .
und

(Ü) r2> r3> ■ ■ ■> r2ä, s2, S3, . . ., s2o, ...
sind also Permutationen von 1, 2,...., n. Die erste enthalte p, 
die zweite $ Derangements. Dann ist nach § 6 (Schluß)

sgn S = (—l)r + v; 
denn man hat

Das zu 8 gehörige Determinantenglied lautet demnach

Man gelangt von diesem Produkt auf folgende Weise zu 8 zurück. 
1 stehe in den Doppelindizes von P mit k2 zusammen, k2 in den 
Doppelindizes von Q mit k3. Im Falle k3 = 1 ist (ly ein Zyklus 
von Ä Wenn k3 noch nicht gleich 1 ist, so suche man den Index k^ 
auf, der in P mit k3 zusammensteht, dann den Index 7c-, der in Q 
mit k^ zusammensteht, und fahre fort, bis man zu l gelangt und 
einen Zyklus von S gewinnt. Darauf beginne man mit dem niedrigsten 
der noch übrigen Indizes wieder einen Zyklus. Man sieht zunächst 
nach, mit welchem Index er in P zusammensteht, usw.



Zweiter Beweis des Satzes 40 139

Wenn man in dem Produkt P zwei Faktoren vertauscht, so 
bleibt

(-1)"P
ungeändert. Denn diese Vertauschung läßt sich durch zwei Ver
tauschungen je zweier Indizes in bewirken.

Ebenso bleibt ( —ungeändert, wenn man die beiden Indizes 
irgend eines Faktors ars von P vertauscht. Denn dadurch ver
wandelt sich (— l)r in — (—l)r und andererseits tritt an die Stelle 
von art der Faktor asr — — ari.

Aus dein Obigen geht nun hervor, daß

a =
ist, wobei sich die Summation über alle verschiedenen Ausdrücke 
(-1FP erstreckt. Als verschieden betrachten wir solche Ausdrücke, 
die auch nicht identisch werden, wenu man die Relationen art— — a!r 
benutzt.

Wie viele solche Ausdrücke (—1)* P gibt es? Der Index 1 kann 
mit jedem der n — 1 Indizes 2, 3, . . ., n zusammenstehen. Wenn 
ein Glied z. B. den Faktor a13 enthält, so kann 3 mit jedem der 
n — 3 Indizes 4, 5, . . ., n verbunden sein. Enthält ein Glied die 
Faktoren so kann 5 mit jedem der w — 5 Indizes 6, 7, ..., n 
vereinigt sein usw. Man sieht auf diese.Weise, daß es

(n _ 1) („, _ 3) ... 3 ■ 1 

verschiedene Ausdrücke (-IJ’P gibt.

Beispiel.
Um die obigen Betrachtungen dem Leser noch klarer zu 

machen, wollen wir den Fall n = 4 als Beispiel benutzen.
Es gibt hier folgende Ausdrücke (— l/F:

“12 a'13 a42> “14 «23 •

Das Quadrat von

(— Ip* P — (“12 «34 ~T «13 «42 4" “44 “23) 
wird

«12 «34 • “12 a34 + “12 “14 * “13 «43 + “12 »ä< ’ “14 «23

+ «13 «^ * «12 “34 + “13 «42 ' “13 “43 d" “13 “42 ' “14 “23

d" “14 “'23 ‘ “12 “34 d" “14 “23 ■ “13 ®42 d~ “14 “’23 ‘ “14 «23 •

Die den einzelnen Gliedern entsprechenden Substitutionen sind 
folgende:
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(12)(34), (1243), (1234),
(1342), (13) (24), (1324), 
(1432), (1423), (14) (23).

Das sind gerade die Substitutionen in den Elementen 1, 2, 3, 4, 
die nur Zyklen mit gerader Elementzahl enthalten. Die zugehörigen 
Glieder der schiefsymmetrischen Determinante

«n a12 a13 a14

_ u21 «22 a23 «24 
°31 ®32 ®33 ®34 

®41 ®42 ®43 ®44 

geben folgende Summe:
®12 ®21 ®34 ®43 ®12 a24 ®43 ®81 ®12 ®23 ®34 ®41

-- a13 a31 ai2 «21 + ai3 a3i ®24 a42 ®i,3 ®32 an
~ «!4 «43 ®32 ®21 ~ ®14 ®42 ®23 Ö31 + °'14 ®41 ®23 ®32 ‘

In Anbetracht der Relationen ars— — ist sie mit dem oben
angegebenen Quadrat von

®12 ®34 + ®13 ®42 d ®14 ®23 

identisch.

§ 61. PFAFFsehe Aggregate.

In § 60 zeigten wir, daß eine schiefsymmetrische Determinante 
«tw Ordnung (n gerade) das Quadrat einer aus

1 • 3 ... (n - 1)
Gliedern bestehenden Summe

S(-iFR
ist. Dabei bedeutet P ein Produkt von der Form

a>3 »a ar3rt ■ • • «rn j rn >
WO

Fi, r2, . . ., r„

eine Permutation von 1, 2, ..., n mit p Derangements darstellt. 
Je zwei Glieder jener Summe werden auch dann nicht identisch, 
wenn man die Relationen ars— — berücksichtigt.

Man nennt ein P^APFSches Aggregat und be
zeichnet es nach Jacobi mit

(1, 2, . . ., n}.
Die Glieder von (1, 2, . . ., n},. die den Faktor enthalten, 

haben die Form
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(— 1/ akt ktar,rt ■ • ■ «r,;-! rn>

wobei r„, r., . . ., r eine Permutation der Zahlen kR, k,, . . k 
ist, die in der Reihe 1, 2, . . ,, n übrig bleiben, wenn man kk und k2 
streicht. In der Permutation

mögen k Derangements von k} und ki herrühren. Dann ist

P = * + P,
wenn wir mit p die Anzahl der Derangements in r3, r^, . . ., rn 
bezeichnen. Es wird hiernach

( 1F «*, k2 ar, r, • ■ ■ arn-i rn— ( 1 «4, kt ’ 1 1) «’s rt " ‘ arn-i rn ,

und die Summe aller Glieder von (1, 2, ..., n), die den Faktor 
enthalten, lautet

(— l)'c (~ Q* «r,r4 • • • rn~ (~ 1)* ak2 k, (^3, ^4? • • •, k„) •

(k3, k^ . . ., ÄJ wollen wir das Komplement und
(-1)»^, '

das algebraische Komplement von ak,k2 in (1, 2, . . ., n) nennen. 
Bezeichnen wir dieses algebraische Komplement mit 91^ so läßt 
sich (1, 2, . . ., n) so schreiben:

(1, 2, . . ., n) = + . . . +
In jedem Glied von (1, 2, ..., n) kommt nämlich der Index k vor.
Ersetzt man die Elemente

ak2’ ' ' •> akn 
bezüglich durch

aU > ai21 ’ ' ’’ ain >

wobei l^k sein soll, so geht (1, 2, . . ., n) in
atl + ai2 ^2 + • • • + ain^kn

über: denn 9h,, 9h%kn sind von dem Index k gänzlich 
frei. Das Quadrat von (1, 2, . . «), d. h. die schiefsymmetnsche
Determinante

«11 «12 • ' • «In

«21 «22 ' ‘ ' «2n

 «nl «n2 ' ' ’ «nn

■ * Das Glied mit akt fällt wegen akt = 0 fort, wie wir auch 91« wählen. 
'Vir wollen aber 91« = 0 setzen.
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verwandelt sich dabei in eine Determinante mit zwei überein
stimmenden Zeilen (und Spalten). Daraus folgt, daß

atl %i] + a'l2 ^k2 + • • • + ain^kn ~ ®

ist, sobald l von k verschieden.

§ 62. Die Reziproke einer schiefsyiunietrischen Determinante 
gerader Ordnung.

(1, 2, . . ., n) sei ungleich Null und 5^., das algebraische Kom
plement von akl in (1, 2, . . ., n), Akl aber das algebraische Kom
plement von akl in der Determinante (1, 2, . . ., n)a.

Um die Beziehung zwischen 2tfc; und Akl zu finden, bedenke 
man, daß

A,;1 + ak2 Akl+ . . . + aknAkn = (1, 2, . . ., n)“ 
und

°«1 ^kl "f" as2 ^*2 + • • • + asn Atn ~ >
außerdem aber

akl 91tl + ak2 %kt + ...+ akn %n = (1, 2, . . ., n) 
und

+ a,2 ^2 + ■••+«„.= 0 (s^kf
Man ersieht hieraus, daß

Ak 1 Ak$ Akn
(1, 2, . .., n) ’ (1, 2, .. ' • ’’ (J, 2ä7«)

und
^2> • • •>

dasselbe System von m linearen Gleichungen mit nicht verschwinden
der Determinante befriedigen.

Da ein solches System nur eine Lösung hat, so folgt
___ Akl ______

(l, 2, . . ., W) * kl 
oder

Akl = (1, 2, . . ., n)

Durch eine Stetigkeitsbetrachtung überzeugt man sich, daß diese 
Formel auch im Falle (1, 2, . . ., w) = 0 gilt.

Die algebraischen Komplemente von akl in dem PfAFFschen 
Aggregat (1, 2, . . ., n) und in der Determinante (1, 2,. . ., n)a unter
scheiden sich also nur um den Faktor (1, 2, . . ., n).
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§ 63. Lineare Gleichungen mit einer von Null verschiedenen 
schief symmetrischen Determinante.

Das System
»u 4 - «1:! 

«21 *1 + «22(1)

*3 + . . . + «ln *« = \ • 

= b2 ,

»Ki*i 4-«.2^ +

dessen Determinante schiefsymmetrisch und von Null verschieden 
sein soll, hat nach § 22 nur die Lösung

4j, 4- b, 4t, + ... 4- L, A „ 
(1, 2, ..., n)‘

b, Ai» 4* b» A^ 4- . . . 4- b„ A„t 
(1, 2, . . ., «)*

— b' " ~h b* A» 4 ■■■’l' Ann
~ (L ■ •> ny

Wogen der Relationen
Akl = (1, 2, . . ., n) 21,1 

nimmt diese Lösung folgende einfachere Form an:
b, «(„ + b. 9L, + ... + b„ »L, 

(1,2, ...,nT

■'2 “ (1,2,

_  ?l| B 4- + • . . + &n
(1,2,..., n)

Der Ausdruck

entsteht aus
«1» "b «21 ^2k + • • • + ank ^nk

oder aus (1, 2, . . ., »), indem man
alk> a2k> ' - ’’ ank

bezüglich durch
b>, • • ■> bn 

ersetzt.
Schreibt man statt bit h?, . . ., bn

»l,n+u «2,h+1> • ■ »«,n+l °der ~««+l.l’ ~«n + l,2’ ‘ —

so geht
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dadurch aus (1, 2, . . ., n) hervor, daß man den Index k durch w-f-1 
ersetzt.

Es gilt also für die Auflösung des Systems folgende Regel, die 
ein Analogon der Cramer sehen Regel ist (vgl. § 22):

Man ersetze in P = (1, 2, . . ., n) den Index k durch »4-1. 
Das so entstehende Aggregat heiße Pk. Dann lautet die Lösung 
des Systems (1)

§ 64. Rang einer schiefsymmetrischen Determinante.

Die schiefsymmetrische Determinante
‘hv ain

®21 ®22 ' ‘ ‘ a2n

habe den Rang r. Dann ist (vgl. § 52) die Matrix ihrer r-reihigen 
Minoren vom Range 1.

Ist nun z. B.
I, ak, h • • • ak, lr

O'k2ll ■ • ■

akr^ Uhr U • • • ®krlr

von Null verschieden (1^ < k2 < . . . < kr und < /3 < .. . < lf), so 
müssen wegen

«k^ O ■ ■ ■ C ktkr 

ak2kt ^k2h2 • ■ • ak,kr

akr fr, . akrkr

ali h a‘i • alt lr

% i2 ■ ■. alt lr

alrlx alfk • • • alr‘r

^ki l, aK l, • • • «S, lr 

Ok,l, ak«l2 ■ ■ ■ ak,lr

akrl1 Ckrl2 ■ • ■ akrlr

ah k, dl, k, • ■ ■ 0-1, kr

. . . a^ i!r

alrkl alrk, ■ ■ ■ ^lr kr

^k2 <^ktt, ■ ■ ■ «lr, lr 

«;<, G ak,i, • • • n^lr

akr (, «Ay Z, ■ • • a^r lr
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auch
• ^kr 

ak,k, ■ ■ • a^br

^krkt akrk,, ■ ■ ■ akrkr

z, a^ i, . . . ir 

ahli ■ at,lr

alr \ alr l2 - • ■ aiylr

ungleich Null sein.
Damit ist der folgende Satz bewiesen:
Satz 41, In einer schiefsymmetrischen Determinante 

vom Bange r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen 
Hauptminor.

Da eine schiefsymmetrische Determinante von ungerader Ordnung 
den Wert Null hat, so muß der Rang r stets gerade seih.

Wenn in dem Symbol
(1, 2, . . ., n) 

gewisse Zahlen gestrichen werden, so entsteht ein ähnliches Symbol 

^2’ ' '
Wir wollen (7^, k2, . . ., kJ einen 77-gliedrigen Minor von 

(1, 2, . . ., n) nennen. Im Falle eines geradenp ist (ip k2) . . kJ 
ein Pfaffsches Aggregat. Im Falle eines ungeraden p soll 
(&i» k2, .. kJ = 0 sein.

Hat die schiefsymmetrische Determinante (1) den Rang r, so 
gibt es nach Satz 41 unter den r-gliedrigen Minoren von (1, 2,..., n) 
einen von Null verschiedenen. Alle mehr als r-gliedrigen Minoren 
von (1, 2, . . ., n) sind dagegen gleich Null.

, k2, ..., kJ sei ein nichtverschwindender Minor von (1,2,..., n). 
Dagegen seien alle (p 4- 2)-gliedrigen Minoren, in denen (kv k2,..kJ 
als Minor steckt, gleich Null. Dann ist der Rang von (1) gleich p.

Es sei z. B.1

1 Durch Vertauschung von 1, 2, ..., n läßt sich dieser Fall herbeiführen.
Kowalewski, Determinanten

(1, 2,..., p) + O 
und

(1, 2, . • ., p, k, 7) = 0. (k, l = p + 1, . . ., n)

Bezeichnen wir mit
^kk>

die algebraischen Komplemente von
aW akl> aik’ aU

in der schiefsymmetrischen Determinante

10
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an • ■ aip aih all

(L, • ■ “pp “p* apl = ( 1, 2, . ., p, k, o2
fcl

an • ■ aip atk üll

so ist nach Satz 28

= (1, 2, . . ., p)l(l, 2, ..., p, k, l? = 0.

Nach Satz 38 hat man nun
= o.

Es ergibt sich somit
^ = -^ = 0.

Wir sehen hieraus, daß in (1) alle (p + l)-reihigen Super
determinanten von

“11 “12 • • • ai p

a22 • • • °S p

®pl ap2 ’ ' ’ “pp

gleich Null sind. Nach Satz 18 können wir also schließen, daß (1) 
.den Rang p hat.

Um den Rang der Determinante (1) zu finden, kann man jetzt 
so verfahren.

Man sucht in (1, 2, ..., n) einen zweigliedrigen Minor, der von 
Null verschieden ist. Gibt es keinen solchen, so hat (1) den Rang 0. 
Andernfalls lassen sich die Indizes 1, 2, .. ., n so vertauschen, daß 
gerade (1, 2) von Null verschieden ist.

Sind alle Aggregate (1, 2, k, l) gleich Null (k, l — 3,. . ., n), so 
ist (1) vom Range 2. Andernfalls läßt sich durch Vertauschung von 
3, 4,n bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4) von Null verschieden ist.

Sind alle Aggregate (1, 2, 3, 4, k, l) gleich Null (k, l = 5, ..., n), 
so hat (1) den Rang 4. Andernfalls läßt sich durch Vertauschung 
von 5, 6, .. ., n bewirken, daß gerade (1, 2, 3, 4, 5, 6) von Null 
verschieden ist. Usw.

Wir sehen hieraus, daß nach geeigneter Vertauschung der 
Indizes 1, 2, . .., n die Aggregate

(1, 2), (1, 2, 3, 4), . .., (1, 2, . .., r) 

von Null verschieden sind, während die Aggregate
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(1, 2, . . ., r, k,
verschwinden (k, l = r + 1, ..ny r ist dabei der Rang von (1).

Bei einer symmetrischen Determinante läßt sich etwas Ähnliches 
erreichen. Es gilt nämlich auch für symmetrische Determinanten 
der folgende Satz.

Wenn die (p + l)-reihigen und (p + 2)-reihigen Hauptminoren, 
in denen ein von Null verschiedener j>-reihiger Hauptminor steckt, 
alle verschwinden, so ist der Rang der symmetrischen Determinante 
gleich p2

Hieraus ergibt sich leicht, daß eine symmetrische Determinante
«11 «12 ••'«!»

«21 at!" '"in

«nl «n2 ' ' ■ ann

vom Range r nach geeigneter Vertauschung der Indizes 1, 2,..., n 
von folgender Beschaffenheit ist:

In der Reihe
«n «la • • • «v

a ““ 012 | , .... °2l «22 * * * «2r ‘

* Beweis ebenso wie bei der schiefsymmetriechen Determinante.
10*

«21 «22 I .................................;
«,■1 «>3 ■ • • arr i

sind das erste und letzte Glied von Null verschieden und nie zwei 
benachbarte Glieder gleich Null.

§ 65. Lineare Gleichungen mit verschwindender s chief
syinmetrischer Determinante.

Wir betrachten das System (1) in § 63, dessen Determinante 
schiefsymmetrisch und gleich Null sein soll, n braucht also jetzt 
nicht gerade zu sein.

Aus § 29 wissen wir, daß das System dann und nur dann 
Lösungen besitzt, wenn die beiden Matrizen

«11 «12 ' ‘ ' «1*

«21 «22 ' ' ' a2n

«nl «nS ‘ ‘ «nn

1 Man denke sich (1) eventuell durch Nullen geändert.
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und
«11 «12 ^1

fO) «21 «22 ' ’ ’ «2n $2

a . a „ ... a b
, . , „ , . nl «2 nn n

gleichen Rang haben.
Nun ist der Rang der schiefsymmetrischen Matrix

«11 «12 ' • • «In ^1

«21 «22 ’ ’ ' «2n ^2

(3) ...............................
«nl «„2 ’ ' • «„„ bn

-b. -b,...-bö 
12 n

höchstens um 1 höher als der von (2).
Bezeichnen wir also mit r1, r2, r3 den Rang von (1) bzw. (2) 

bzw. (3), so ist
r. = r.. und r„ r, r„ + 1, 

also auch
+ 1-

Da r} und r3 gerade Zahlen sind, so folgt hieraus
r3 = L'

Wenn rx = r3 ist, so muß auch r3 = r2 sein. Denn es ist 
immer r3 g r2 g r3.

Ein Glcichungssystem
«11 «i + «12 X2 + ' ■ ' + «In «'n = 6I >

«21 *1 + «22 X2 + ' • ' + «2n Xn ~ b2 »

«nl + «„2 X2 + • • • + «nn Xn = bn

mit schiefsymmetrischer Determinante hat also dann und nur dann
eine Lösung, wenn die Matrizen (1) und (3). von gleichem Range sind.

Bezeichnen wir den gemeinsamen Rang von (1) und (3) mit r, 
so läßt sich durch Vertauschung der Indizes 1, 2, ..., n erreichen, daß

(1, 2, ..., r)^0

ist. Nach § 24 sind dann die n + 1 — r letzten Zeilen von (3) 
lineare Kombinationen der r ersten.1 Wir dürfen uns deshalb auf 
die r ersten Gleichungen des Systems beschränken. Diese schreiben 
wir in folgender Form:

1 Den trivialen Fall r m 0 lassen wir beiseite.
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“11 «1 + • • ■ + «Ir — (“l.r+l ®r+l + ■ • • + «in «„) +

»rl + • • ■ + ^rr Xr = ~ Kr+1 ^+1 + • • • + «rn \

und wenden auf sie das in § 63 dargelegte Verfahren an.
Wir wollen

(1, 2, ..., r) = P 
setzen und unter

Pkj (*= 1, 2, ..., r; j = r+l, .., n + 1) 
das Pfa lt sehe Aggregat verstehen, das aus P entsteht, wenn man k 
in j verwandelt.1 Dann ist nach § 63

r — ~ ^» +1 ~ ‘~ + A,n+1

1 ” - P
~ ^>>- + 1 Xr + 1 — ■ ■ ■ — P2n %n + A,n+1 

2 - ,

_ ~ ^r.ril ^r+l ~ ~ ^rn Xn + -^,»+1
r ... p _ _ .

Dabei darf man xn ganz beliebig wählen.
Da auch die letzte Zeile der Matrix (3) eine lineare Kombination 

der r ersten ist, so erfüllen diese Werte der x auch die Gleichung

b1x1+b2x2 + ... + bnxn = 0.

§ 66. Determinanten gerader Ordnung, dargestellt durch 
Pfaff sehe Aggregate.

Wir betrachten eine Determinante von gerader Ordnung 2r und 
schreiben sie in folgender Weise:

a., ax, bx, bx> . . .

ß) Jj _ ß2> ®2 » ^2» > • • •

°n» «n» ^n> ‘

Vertauschen wir die erste und zweite Spalte, die dritte und 
vierte Spalte usw., so multipliziert sich D mit dem Faktor (—1)’'. 
Es ist also

' Statt bt, b.t, ..., b„ schreiben wir wie in § 63 a,,B+1, ...,



150 Determinanten gerader Ordnung

«/, a^, 6/, 6j. ...

P — 1). ®3 > a2> ^2 ’ ^2’ ' ‘ '

, „ V-6»> • •’
oder (vgl. Satz 5)

“i> ~au b^ ~b^ ■■■

(2)

a \ — a . b \ — b , ... n ’ n * i* ’ n1

Aus (1) und (2) ergibt sich nun durch Multiplikation nach Zeilen

(3)

wenn wir 

setzen.

D2 =

Pu Pl2 • • • Pin

P-U P^ P^n

Pnl Pn2 ■■■ Pun

% a; - a'. as + \ b^ - br'bs + .. = Pr«

Da offenbar
Pr. = ~P.r> 

so ist die Determinante (3) schiefsymmetrisch.
Mit (1, 2, ..., n} werde das Pfaff sehe Aggregat bezeichnet, 

dessen Quadrat die Determinante (3) ist. Dann folgt aus (3)

(4) D = (l, 2, .., n).

Daß das Vorzeichen der rechten Seite richtig gewählt ist, er
kennt man durch folgende Überlegung.

In (1, 2, ..., n) tritt das Glied

?12 P34 Pn-\,n

mit dem Zeichen 4- auf. Nun ist aber

Pu = ai a2 “............................ >

P3i^ ■ ■ ■ + b3bi ~

In dem ausgerechneten Produkt p12 p3i ... pn_l n kommt also 
das Hä?ptglied von D, d. h.

®1 a 2 b 3 bi ■ • •

mit dem Zeichen vor, wie in D selbst, und kein andres Glied 
von (1, 2, ..., n) enthält a3 b3 b^... als Bestandteil.
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Wir wollen Formel (4) auf die Determinante 
ay \ bf

D = «2 < 6S b» 
a3 a3 ^3 ^3 

°1 < bi bi 
anwenden. Setzen wir

. ’ Pr. = ar “ aS ar + br b.' “ b* br ’
so wird

= F12 d* P13 Pi2 d“ Pn P23 >
weil die rechte Seite gleich (1, 2, 3, 4) ist.

Falls die Determinante (1) selbst schiefsymmetrisch ist, enthält 
die Formel (4) den Satz, daß das -Quadrat eines Pfa ff sehen 
Aggregats sich wieder als Pfaff sches Aggregat schreiben läßt, und 
zwar mit derselben Gliederzahl.

§ 67. Schiefe Determinanten.
■Wenn man die Ilauptelemente einer schiefsymmetrischen Deter* 

minante durch irgendwelche Zahlen ersetzt* so entsteht eine Deter
minante, die man als schief bezeichnet. In einer solchen Deter
minante ist also

a-^—— a„. s r m \ — /
Wenn die Hauptelemente einer schiefen Determinante alle 

gleich x sind, so können wir sie in folgender Form schreiben:

an + x a12 ■■■ aln |
^21 ^22 d" X • • . ^'2n

“nl “n2 • • ’ a»n + «

Nach § 53 ist diese Determinante gleich

x" 4- äs’1“1 + Six"~t + . . . + Sn,

wobei Sk die Summe aller &-reihigen Hauptminoren in der schief- 
symmetrischen Determinante

bedeutet.

®U Ä12 ’ ' ‘ ain

a2X a2'2 ’ ' ‘ #2»

. . . . . I
I

anl an2 • • • "nn I
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Da jeder Hauptminor einer schiefsymmetrischen Determinante 
selbst schiefsymmetrisch ist, so verschwinden nach Satz 38 alle S 
mit ungeradem Index, während alle <S mit geradem Index Summen 
von Quadraten sind (vgl. Satz 40).

Die schiefe Determinante D^) reduziert sich also auf

2 + xn 4 + . . ■

Wenn x > 0 ist, so wird

D(± x) = (± 1)” + S2 x? 2 + ÄX’4 + • • -h
Die Klammer besteht aus lauter nichtnegativen Gliedern, und eins 
von ihnen, nämlich xn, ist positiv. Wir sehen hieraus, daß die 
Gleichung

. D(a;) = 0

keine von Null verschiedene reelle Wurzel haben kann. 
Die Wurzel x — 0 hat sie nur dann, wenn D = 0 ist.

§ 68. Kontinuanten.

Die Kontinuanten sind schiefe Determinanten von der Form 

Die Elemente

1 0 . . 0
-1 1 . . 0
0 -1 *3 . . 0

0 0 0 ■ •

«12’ «23’ • • •;
sind gleich 1, die Elemente

«21’ «32 ’ ' ‘ •’ «„,n-l

gleich — 1 und die Hauptelemente gleich xlf x2, xn. Alle 
andern Elemente sind gleich Null.

Wenn man die Kontinuante Kn ausrechnet, so ist jedes Glied 
von ihr das Produkt gewisser x, versehen mit dem Koeffizienten 1.

In der Tat ist
Ax = ,
A'2 = «i x2 + 1 

usw.
Um uns von der Allgemeingültigkeit des Satzes zu überzeugen, 

entwickeln wir Kn nach der letzten Zeile. Dann erhalten wir



Kontinuanien 153

«j 1 0 ... 0 0
* - 1 1 . . . 0 0

Ku = «n5»-! + 0 -1 Xg . . . 0 0

0 0 0 ... —1 1

Entwickeln wir die letzte Determinante (die aus Kn durch Streichung 
der letzten Zeile und vorletzten Spalte entsteht) nach der letzten 
Spalte, so ergibt sich

Diese Formel hätten wir auch direkt gewinnen können, und 
zwar durch Entwickelung von Kn nach der letzten Zeile und letzten 
Spalte (vgl. § 42).

Wenn Kn_x und Wn_3 aus lauter Gliedern mit dem Koeffizienten 1 
bestehen, so gilt dies wegen der obigen Rekursionsformel auch 
für Kn. Nun haben Ä' und X die in Rede stehende Eigenschaft, 
folglich auch Kg, . . .

Auf Grund der Rekursionsformel ist es leicht, die Gliederzahl 
von Kn zu berechnen. Nennen wir sie kn, so ist offenbar

kn ~ + fcn-2 •
Da

= 1, k2 = 2 
ist, so folgt

. k3 ” kl + ^2 ~ $ >
k4 = k„ -f- k3 = 5,

= k3 + k^ = 8 
usw.

Die Folge Äj, k2, ks,... oder 1, 2, 3, 5, 8, . . . hat die Eigen
schaft, daß vom dritten Gliede ab jedes Glied die Summe der beiden 
vorhergehenden ist.

Setzt man wie gewöhnlich

(« + 6)" = V l” an~k bk , 
k=0\kI

so wird
(a + b)n + 1 = (a + b) («+ b)n

= v f 7 V"- + s m *fc+1 •
\/ ■ \k!

Andererseits ist
In -4- 1 \ 

(a + 5)" + i = 2 +
;=0\ J /
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Durch Vergleichung der beiden Ausdrücke für (a 4- b)n +1 erkennt 
man, daß

In + 1\ _ In \ I n \
\ j / GJ v-1/

ist. Wenn man vereinbart, daß H ) für k = — 1, — 2, ... und für 
\k /

k = n + 1, n + 2, ... gleich Null sein soll, so gilt diese Formel 
ganz allgemein.

Mit c werde nun die Summe aller (7 ) bezeichnet, bei denen 
s \k/

n + k — s ist. Dann folgt aus der obigen Formel
i 4"

Die Folge öx, e2, c3, ... hat also auch die Eigenschaft, daß vom 
dritten ab jedes Glied die Summe der beiden vorhergehenden ist. Da 

;ci = (ö) =

so stimmen die Folgen
^2 > • • ■ und c1( c2, o3, ...

in ihren beiden ersten Gliedern überein. Daraus folgt aber wegen 
= Vi + Vs und = c«-i + c»-a >

daß sie in allen Gliedern übereinstimmen. Es ist also
, ( n\ . (n — 1\ . In — 2\ ,

” ^0/ + \ 1 / + \ 2 / +~ ■ •

Der Name Kontinuante hat seinen Ursprung in der Be
ziehung, die zwischen diesen Determinanten und den Ketten
brüchen (fractions continus) besteht.

Aus der Rekursionsformel K — x„K. 4- K „ ergibt sich

+ K„_t 
oder, wenn wir 

-«n-l 
setzen,

'r" + ft-i '
Aus demselben Grunde ist aber

^>n"1 = ö» 7’

e3
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Da nun
O = = x, + A

- Kt X, -
ist, so folgt aus den obigen Gleichungen

Ein Kettenbruch läßt sich also als Quotient von zwei Kon- 
tinuanten darstellen.

Ersetzen wir xt, za, ..., xn durch xn, x„_v .xr und kehren in 
Kn und Kn^ die Reihenfolge der Zeilen und Spalten um, so finden 
wir, daß der Kettenbruch

gleich dem Quotienten von

1 0 ... 0
-1 x2 1 ... 0
0 -1 ...... 0

0 0 0 . . . xn 
durch

®2 1 0 ... 0
— 1 x3 1 ... 0
0 -1 ^... 0

0 0 0 . . . xn 
ist.

Ersetzt man in Kn x durch 1, so wird offenbar
K = K ■ n n

Daraus folgt, daß die Determinante

1 1 0 ... 0
-11 1 ... 0
0 -1 1 ... 0

0 0 0 . . . 1
den Wert kn hat.
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§ 69. Die Determinanten W. Voigts.
W. Voigt, Dbude und Baltzer haben Determinanten von 

gerader Ordnung untersucht, die von folgender Form sind:
a b cd...

— b a —d c . ..

— b} a1 — dj ßj . . .

D = °i öi dj • ■ ■

Sie setzen sich aus n Zeilenpaaren von der Form

a. b c d .. . 
— b a —d c . . .

zusammen. Die a, b, c, d, . .. sollen sämtlich reell sein.
Wir wollen in D die mit der imaginären Einheit i multiplizierte 

Sr10 Zeile von der (2r — l)ten abziehen (v = 1, 2, . . ., n) und, nach
dem dies geschehen ist, die 2 vu Zeile mit dem Faktor 2 i versehen.

Dadurch erhalten wir

(2iyD =

a + bi, 
- 2bi, 

ai + * >
- i,

b — ai, 
2 a i, 

b, — a} i, 
2ay i,

c + di, 
- 2di, 

Cj + dj i, 
-2dyi,

d — ci, . . .
2c i, ...

dj c^ i, ...
2Cjt, ...

Addieren wir jetzt zu der 2 v^a Zeile die (2v —l)1' {v 1
2, ..., n\ so ergibt sich

a + b i, b — a i, e-\-di, d — ei, . . .
a — b i, b ai, c — di, d + c i, ...

(2^0 = \ i, Cj d-dji, j ) • • •
«1 - br i, by -|- öj i, ei “ i, dj + Cj i, ...

oder, wenn wir aus der 2ton, 4t<,n, . . 
herausziehen,

a + b i, - (« + b i),
a — bi, a — bi,

2nD = . «j 4- öj i, - («j + ft, i}
ar — by i, ~ \

2ntcn Spalte den Faktor i

e-\-di, — (ß + di), ...
c — di, c -• di, ...

ct +dt i, — (öj i), ... •
Cj — dj i, Cj — dj i, ...
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Schließlich addieren wir zur 2vieD Spalte die (2v — l)te (v = 1, 
2, ..n} und ziehen aus der 2ten, d1®“, ..2n,ea Spalte den Faktor 2
heraus. Dann finden wir

a + b i, °’ c + di, o,
a — bi, a — b i, c — di, c — di,

D = «j i, o, ei d" o,
fti - bi V ai — bi i, Gi — di z, e, - dt i ,

Geben wir den Spalten 1, 2, ..., 2n die neue Reihenfolge

1, 3, .... 2n - 1, 2, 4, ..., 2n,

so tritt zu D der Faktor (— 1)° hinzu. Dabei bedeutet a die An
zahl der Derangements in der Permutation 1, 3, ..., 2n —1, 2, 
4, ..., 2n.

Geben wir auch den Zeilen 1, 2, ..., 2n die neue Reihenfolge

1, 3, 2n — 1, 2, 4, 2n, 0 *
so multipliziert sich D noch einmal mit (— 1)".

Es wird also

a-Vbi, c + di, . . ., 0, 0, ...
Uj + bi i, Cj + di i, . . ., 0, 0, ...

d= ■ ' ■ ' ■ .: ■■■■,■-■ \ • ’ •

u — bi, c — dt, . . a—bz, o — dt, ...
. a, — i, Gi ~ dj i, . . ., «j — i, Gi~ dii, . . .

Entwickeln wir D nach den n ersten Zeilen, so kommt

a-\-bi, c-\-di,

ai "1" \ ci + GD =
a — bi, c — di, ... 

cii — b, i, Cj — dj i, • • •

Hieraus ergibt sich

wenn wir
a-\-bi, 

ax + \ i,

D= Az+ B2,

c + d i,
Cj + di i, ~ A + Bi

setzen. Es ist dann nämlich, weil wir die a, b, c, d, ... reell an
nehmen,
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a — bi, o — di, . . .
ai A A ci A 2, • • ■ = A — Bi.

A und B setzen sich aus den. a, b, o, d durch Multiplikationen, 
Additionen und Subtraktionen zusammen und sind homogen von 
»ter Ordnung.

Man hat z. B.
ab cd

— b a —d c aA-bi, c-\-di a — bi, c — di
ax bx Cj dx ax + bx i, cl+d1i a1 — b} i, ox — dj i 

~bi ai -dx cx
** {aex — cax + dbx — bd^ 4- [adx — da^ + bcx — cb^)*, 

weil
a-Vbi, c + di 

+ A b Cj 4- d} i
= (acj — 0^4- db1—bdl}-V{ad} —da^+bc^—cb^i.

•Ferner wird
a b c

— b a —d

ai A ci 
A

a2 bi 6t
I ~A a2 —d2

d e f |
c —f e
dj /j
ci -A ei

C2 “A ®2
a + bi, e 4- di, e-\-fi 

«i 4- bx i, C1 4- dj i, ex 4- 4 i 
a3 + b2i, ci + d3i,e2 + fii

a — b i, c — di, e — fi 
ax - \ i, C]l - dx i, tx-fxi 
at~b2i, ct-d2i, e2-f2i

Nun ist aber
a + bi, e-\-di, e + fi 

a^+b^i, cx-\- dx i, ex 4- fr i 
a2 + b2i, e2 + dii, e2 + f2i

4-i

a

ai 
a»

c e a
ci ei - «i

C2 «2

d f 
A A 
da A

ci
c2

e a
öj 4- i ax
6t a2

d e 
dx ex 
d2 e2

4-»

b

a

°i
«2

0

C1
c2
G

C1
C2

f 
fi 
fi 

f 
fi 
fi

b d e
bx dj ex

b

^2

b d f 
A A 
A A
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Schreiben wir für eine Determinante von der Form 
x y ® I

Vi »i 
y^ *2

kurz (a; y x), so ergibt sich für die sechsreihige VoiGTsche Deter
minante der Ausdruck

{(a c e) — (a d f) — (b c f) — (b d «) }2
+ |(öce) + (ade) + (aef) - (bdf)}2.

Zehntes Kapitel.

Orthogonale Determinanten.

§ 70. Definition.

Die Determinante
u13 ••• «i n

Ö21 ®22 a2n

anl ^2 ' • • ann

heißt orthogonal, wenn das Produkt von zwei verschiedenen 
Spalten gleich Null, das Produkt jeder Spalte mit sich selbst aber 
gleich 1 ist (vgl. (§ 30p

Es gelten also bei einer orthogonalen Determinante die Relationen

und
Ülr air +■ »3r ®2r + • • • + ®nr anr ~ 11

Setzt man.
~ au + ®12 ^2 *k • • ■ + ®ln Xn ’

= U31 a-j + aM x2 + ... + aZn xn,

yn - ®»1 Xl + an2 + • • ■ + ann Xn

und fordert, daß für alle Werte der x
+ • ■ • + Hu = *? + *2S + ... + V

1 Die Elemente ar. setzen wir als reell voraus. 
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sein soll, so findet man gerade die eben angegebenen Relationen, 
Sie lassen sich also in der einen Gleichung Sy* = Sxr2 zusammen
fassen.

Multipliziert man A mit sich selbst, und zwar nach Spalten, 
so ergibt sich auf Grund dieser Relationen

1 0 ... 0 |

Daraus folgt
Satz 42. Eine orthogonale Determinante ist entweder 

gleich 1 oder gleich — 1.

§7 1. Die Reziproke einer orthogonalen Determinante.
Löst man die Gleichungen

«n + o21 ®2 + • • • + \,
«12 + «22 + • ■ • + «»2 *» = *2 >

«ln^l+«2nA + ••• + «;>.*»=’*»

nach der Cbameb sehen Regel auf (vgl. § 22), so ergibt sich1

1 Ar, ist das algebraische Komplement von ar, in A.

xr = . (r = 1, 2, ,.n)

Für den Fall, daß bt — 1 ist und alle andern b gleich Null, 
hat man also

r__ v — .
~ A ’ 2 “ A ’ " A

Aus § 70 ist aber zu entnehmen, daß in diesem Falle die 
Gleichungen durch

^2 = «20 ■■■> Xn=ans
befriedigt werden. Da es nur eine Lösung gibt, so folgt

Ar, 
ar» A

Satz 43. In einer orthogonalen Determinante, die den 
Wert 1 hat, ist jedes Element gleich seinem algebraischen 
Komplement. In einer orthogonalen Determinante mit 
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dem Wert —1 sind die Elemente und ihre algebraischen 
Komplemente entgegengesetzt gleich.

Mit Hilfe der Relationen ars = Ars: A erkennt man, daß in einer 
orthogonalen Determinante das Produkt von zwei verschiedehen 
Zeilen gleich Null und das Produkt einer Zeile mit sich selbst 
gleich 1 ist. Man hat in der Tat

, . . + ar$ dsa 4- ... 4* nrn At„
& , d , 4- d 9 d n -4- ... d ■ d —--------------------------r ’rl 81 ' r2 8% 1 • rn sn A

Der Zähler dieses Bruches ist aber gleich Null oder gleich 1, je 
nachdem r^s oder r — s.

Satz 44. Eine orthogonale Determinante bleibt ortho
gonal, wenn man sie um die Hauptdiagonale herumklappt.

§ 72. Produkt von zwei orthogonalen Determinanten.
Satz 45. Das Produkt von zwei orthogonalen Deter

minanten ist wieder eine orthogonale Determinante.
Multipliziert man die beiden orthogonalen Determinanten

C£X,$J = S «rb^ ■ 
V [A, V

«11 «i3 .

Ö21 ®22 ’

■■am 

■ • «2» und

$11

$21

$12 -

$22 ’

•$ln

■b2n

nach Zeilen, 

in welcher

anl an2 * * * “nn

so entsteht ein

c

6

e Determ in
11 C12 ■ • • Cln

21 C22 ’ ‘• C2 n

nl ^n2 * * * Gnn

$»1 
inte

y

$n2 1 * ^nn

ist.'
Danach

Grs =

wird

an bsi + ar2 bs2 + + arn

Summiert man über die Werte r = 1, 2, ..., n, so ergibt sich, da
5 “r,. arr = 0 > S % ar/l = 1

ist,

r H
Man hat also

Kowalewskt, Determinanten 11
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weil

§73. Sätze von Brioschi und Siacci.
Die Sätze von Brioschi beziehen sich auf die Gleichung

ail "h * »12 • ' ’ »In

»21 aM+x--- a2n

««1 »n2 ■■■“„» +®i

unter der Voraussetzung, daß D(0) = A 

minante ist.
eine orthogonale Deter

Multipliziert man D(x) mit
»n“» »12 •••

an «22-®- •• »2»

«»1 »„2 ■■■ann~X

und zwar nach Zeilen, so ergibt sich (vgl. Satz 44)
1 -x\ (»21 — al2)x. . • (»nl ~ »iJ»1

D(x)D(-x) =
(»12 »21 1 - • ’ (»n2 »2«)^

(«1»“ «nl YX, (»2 n ~anYix> • ■ 1 -

Hieraus folgt für X Sr (

1
X “ x, »21 — »12 > • • ■> «»1 *'«in

1
D(x) D(—x — Xn

»12 “«21- - — x, 
X • • »n2 --»2«

1
»1, - »m> a2n~ a,^ * •*/ X - X

oder, wenn man
1---------z '■ "ji r ,
X

und
®„ - "r

setzt,
! Ä 1 + * 1^2 • • • Än

D(x)D(--X) £22 + ’ ^2«

x“ *

Pnl Ä2 -•••
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Da
A« ~ “ ßtr’

so können wir uns auf § 67 stützen. Dort sahen wir, daß die 
Gleichung

ßn + x ßn ßm
Al ßM + » • • • An _ ß
Al A2 ■■■ßnn+x 

außer etwa « — 0 keine reelle Wurzel haben kann. 
Daraus folgt, daß die Gleichung 

D(®) = 0
keine reelle Wurzel zuläßt, die von 1 und — 1 ver
schieden ist.

Schreibt man in der Form
D[x) = x» + + . .. + Sn,

so ist, wie wir wissen, Sk die Summe der /c reihigen Hauptminoren 
von A.

Nach Satz 43 wird aber z. B.

A"

all ai» ■ • ■ "kk J A a12 . • Aaik Ai Az ■ • Ak,
a2i • ■ • a2k = । ^2 3 * ■ ^k = ^21 ■^22 ' • A»
ak2 • • • akk ^akl ■^■ak2 ' ■ Aakk Ai ^1:2 ‘ • ^kk

Unter Anwendung von Satz 28 in § 38 ergibt sich also

"11 ai2 ' ’ ‘ aik

a51 . . . a2k

‘ . • • i
akl ak2 ‘ ■ akk \

au a12 ... alk

Ak ®21 a22 • • ■ a2k = A^-1

akl ak2 * • ‘ akk

oder, da A = + 1,

+!,* + ! + 1, k + 3 ■ • ■ ak + l, n

ak+2, k+1 ak + 2,k + 2 ''' ak+i,n

an. k + 1 (ln. 1 + 2 • • ■ ann

ak + l,k + l ak + Kk+t ak + l,n

ak + 2,U + l ®l+2.fc + 2 °t + 2, n

an. kH au.k+2 ■ ■ ■ ann

Ähnliches gilt für jeden Minor einer orthogonalen Determinante.
Jeder Minor einer orthogonalen Determinante A ist 

gleich seinem algebraischen Komplement, multipliziert 
mit A.

11*
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Die Summe der A-reihigen Hauptminoren ist hiernach gleich 
der mit A multiplizierten Summe der (n — /c)-reihigen Hauptminoren, 
oder in Formeln:

Sk = ± k‘ M = ± 1)
Man sieht hieraus, daß in der Gleichung D («) = 0 gleich weit 

von den Enden entfernte Koeffizienten gleich oder entgegengesetzt 
gleich sind, je nachdem A gleich 1 odei' — 1 ist.

Dies läßt sich auch auf folgendem Wege erkennen. Man multi
pliziert Dix') mit A, und zwai’ nach Zeilen. Dabei ergibt sich

(1)
l + anx a12x ... alnx 

a21x l + a22x... a2nx

«„i* anix +
und D(a-) = 0 ist also eine reziproke Gleichung. 

Wenn n ungerade ist und man setzt
x = — A,

so wird, da A = ± 1,

1 = — A und as” = — A. 
x

Die Identität (1) liefert dann
ÄD(-A) = -AD{-A), 

also
D(- A) = 0.

Bei ungeradem n hat demnach die Gleichung D(x) = 0 
die Wurzel x = — A.

Wenn n gerade ist und A = — 1, so hat D(x) = 0 die 
Wurzeln x = + 1 und x = — 1. Im Falle A=— 1 liefert 
nämlich die Identität (1) bei geradem n

D(± l)-0.
Der Satz, daß = 0 eine reziproke Gleichung ist, steckt 

als Spezialfall in einem Theorem von Siacci. Der eine Teil dieses
Theorems lautet so:

«n «12 • • • ain $11 $12 ’ ’ ■ ^ln

«21 «22 • • • «2» und $21 $22 • • • $2n

«nl «»2 •■•«„„ $nl $»2 ‘ ‘ ‘

seien zwei orthogonale Determinanten, die denselben
Wert (+ 1 oder —1) haben. Dann ist
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I

99 (Z, p) =

gleich

V (fr, =

“11 + ̂ 1 *11 ’ ^2 “12 "h ^2 *12 ’ • ■ 7 ain + frn \'n

^1 “21 + ̂ 1 *21 ’ ^“2 ®22 + ^2 *22> ‘ “2 n + frn *2 n

^“»l+Mnl» Z2^n2 + ^2 *«2> ■ • • > ^n^nn~^ P'n^nn

i“l “11 + ̂ 1 *1V ^“12 + ^2*12’ • • •’ M»«Jn+AA«

“21 + ̂ *1 *21 * “’2 “22 ^2 *22 ’ ' ■ ■ ’ frn “2 7i "T *2 n

^1 “711 ^1 bn 1r ^2 “112 ~f ^2 bn2 ’ ' ’ '* ^n ^nn "h bnn

Multipliziert man qp(Z, fi) mit
*11 *12 • • • *! n

*21 *22 • ' ’ *2 77 = ±b
b b „ . . . bun\un2 nn

und zwar nach Spalten, so ergibt sich
C11 ~k frl> ^1 e12’ ’ ' ^1 Cln

± & fr) =
^2 C21 ^2 C22 + ^2’ ’ ‘ •’ ^2°2«

^nC7ll ^71^712 ’ ■ ■ ■> KCnn+ frn

Dabei ist
fr, = “lr&l, + frrb2S + • ■■ + anrbnS-

Multipliziert man cp (n, Z) mit

“11 “12 • • • “171

“21 “22 ’ ' ' “211 ± 1

“„1 “«2 ■■ - ann

und zwar wieder nach Spalten, so findet man

± 9> (fr Ä) =

^1 C11 + fr > ^1 C21 ’ ■ • •> ^1 CM1

^"2 C12 ^2 C22 fr fr> ^2°n2

^n^ln ’ * ’> ^nfrnfr

Hieraus folgt durch Entwickelung nach den /i: 
fr) = <J>(fr *)•

Der andre Teil des Theorems von Siacci lautet:
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Haben die orthogonalen Determinanten, aus denen 
y(Z, ju) und cf{n, 2) gebildet sind, entgegengesetzte Werte, 
so besteht die Identität

(p (i, u) = — Ä).

Wenn wir aus den beiden orthogonalen Determinanten

®ii a]2 . ’ • «1» 1 0 . . 0

A = «21 «22 ’ • a2u und 0 1 . . 0

%2 ' • «AM 0 0 . . 1

die Determinante
JUn + ^, /.al2, . kaln

Za21, Za22 + lain

lani, kan2, ...,lann+pn

anl’ WnV • ' •> ^nann+ *

ail + «12» ’ ’ ’ ain

«21» ö22 ~ ®3jl
."2

zusammensetzen, so ist sic nach dem Theorem von Siacci gleich

Mi an "h Maai2’ • • •’ llnai»

Pi a2i< Ma «22 “F • • •, M«®»«

Mi 
oder gleich

Mi M? • • • M„

I . 1
am> ani>

I Pn

Wir wollen nun annehinen, daß 

M i Ma • • ■ tln

ist. Dann ergibt sich, wenn wir noch 2=1 setzen,

[«11 + Ml» “12» ■ • ■’ ain

«21» «22 + Ma» • ■ •> «2»

i arl’ °n2> • ' •> ann*bMn

«12> •••' «in

, 1
a21 ’ ö22 +„’••• ’ ö2 n

ri

, 1
anl> an2>

Hierin liegt folgender Satz von Siacci:
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Addiert man zu den Hauptelementen einer orthogo
nalen Determinante Zahlen, deren Produkt gleich der 
orthogonalen Determinante ist (also gleich 4-1 bzw. —1), so 
bleibt die neue Determinante ungeändert, wenn jede von 
diesen Zahlen durch ihren reziproken Wert ersetzt wird.

Schließlich beweisen wir noch ein Theorem über die Deter
minante 91, die aus der orthogonalen Determinante

ffll ®12

®21 a22

®nl “»2 ‘

■am

• a2n

. a |
nn 1

dadurch entsteht, daß man zu den Hauptelementen 1 addiert. Die 
reziproke Determinante von

sei

®21 ^22 • ' ’ ^2» .

Ki K> • • • Kn

Der zu beweisende Satz bezieht sich gerade auf die Elemente 
®rs dieser Determinante.

®rr entsteht aus der Determinante
^iail + Ml» ^2®12> ' ’ ^nain

Zj a21, Z3 a2a -|- . . ., lsa2a

\anl’ ^2an2’ ' ' ■’ Mn

indem man lr = 0 und alle andern Z gleich 1 setzt, ebenso alle 
gleich 1.

Die obige Determinante ist aber, wie wir wissen, gleich
MlMn + ^l> Maai2>' • • •’ ^nain

Ml«21> M2 °22 + ^2’ • • •> Mua2n

Ml anl M2 ' •> Mn^n + ^n
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Setzt man hier Xr = 0 und alle übrigen A sowie alle u gleich 1, 
so geht die Determinante offenbar in

21 - 2U
über; denn sie unterscheidet sich von 91 nur dadurch, daß arr an 
die Stelle von arr + 1 getreten ist.

Wir haben also die Gleichung
21, .r = 4(91 - 2IJ

oder, da / = 1 ist,
^a„ = 9[-2(rr,

d. h.
(l + ^)2lrr = 21.

Wenn man in der Determinante

b12 ... bln
^21 $22 • • • ^2»

\1 $n2 • ■ • ^nn

brr = bst = 0 (r^s) und alle übrigen Hauptelemente gleich 1 macht, 
ferner brt = bar — 1 und alle andern Elemente außerhalb der Haupt
diagonale gleich Null, so entsteht eine orthogonale Determinante 
mit dem Wert — 1.

Wir wollen jetzt in
“11 + Pl 611 > Z2 “12 + ^2 612 ’ ■ ■ “1 n + 61 „

Cf) (A /l) = “äl 4" /h ^21 ’ ^2 “22 ^2 ^22 ’ • • ■ ’ “2 n 4" ^2 n

®nl 4" f^n > ^2 “»2 4” ^2 ^«2’ ' ’ ’’ ^nn 4“ P'n ^nn

Ae = 0 und nr = 0 setzen, alle andern A, p aber gleich 1. Dann 
geht cp(k, ft) in 91ril über. Nun ist aber nach dem Theorem von 
Siacci

4 cf (A, n) = - cf (p, A).
Bei A) stehen in der rtea Spalte lauter Nullen und nur an 
der s*“ Stelle eine 1. In der ston Spalte stehen die Glieder

a}i’ a3>> • ‘ •> “»»•

In den übrigen Spalten hat cf (n, A) dieselben Glieder wie D. Daraus 
ergibt sich

ff{^> A) = 2lsr,
und man hat daher

91 = - A ?( .
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Addiert man zu den Hauptelementen einer orthogo
nalen Determinante A die Einheit, so entsteht eine Deter
minante 31, deren Reziproke im Falle A = 1 schief und im 
Falle A == — 1 symmetrisch ist.

Im Falle A = 1 sind die Hauptelemente der reziproken 
Determinante alle gleich |2t. Das ergibt sich aus der Formel, 
(1 + A)2lr„ = 21.

Nach Satz 28 in § 38 ist

wobei 21,.s den Minor von 21 bezeichnet, der aus 21 durch Streichung 
rs

der Zeilen und Spalten mit den Indizes r, s entsteht. Aus der 
obigen Gleichung folgt wegen 2IJr = — A 2lrj

2U2U + A2D8= 2I2lr5 
* r«

oder nach Multiplikation mit (1 + A)2

W + A(1 + A)2 21». = 21 (1 + 
r s 

d. h.
A(1 + A)2 2I2S = 21{(1 + A)22(r„ - 21}. 

rs

Im Falle A = 1 hat man also
2 2l„ = 2I,
4 2l2, = 2l{4 2Irs-2lj. 

r 8

Wenn nun 21 = 0 ist, so sind auch alle (n — l)-reihigen 
Minoren von 21 gleich Null.

§ 74. Theorem von Stieltjes.

Stieltjes betrachtet zwei dreireihige orthogonale Determinanten
a b c A B G
a' b' g und Ä B' C

fr i ff n a b c A" B" C"

mit dem Wert j und leitet aus ihnen die Determinante

R —

ab.

A + a, B-[- b, G+ c 
A’ + «', B' + b', G' + c 
A"+a", B"+b", C"+e"
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Sie genießt die Eigenschaft, daß im Falle R — Q auch 
alle zweireihigen Minoren von R verschwinden.

Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die Determinante R mit

I a b
i a' b’
I a" ft"

e
c 
e"

= b

und zwar nach Spalten. Dadurch erhalten wir

R = R' =
(a4)+l (aB) ... (a C) I 

(ft A) (ftB) + 1 • • • (bC) | 
(cA) (cB) . ,.(cC)+lj

Nach Satz 44 und 45 ist

(«-4) («B) (a C)

(ÄA) (ftB) (ftC)
(cB)

eine ■ orthogonale Determinante. R’ ist also eine Determinante von 
derselben Art wie 21 im vorigen Paragraphen.

Wenn R — 0 ist, so sind nach § 73 (Schluß) alle zweireihigen 
Minoren von R' gleich Null. Dasselbe gilt dann von den zwei
reihigen Minoren der Determinante R. Denn man hat

a d a" ।
ft b’ b" IR', 

c c c ।

wobei die Multiplikation nach Spalten auszuführen ist. Ein zwei
reihiger Minor in der Produktdeterminante ist aber das Produkt 
zweier Matrizen, die aus je zwei Spalten der Faktordeterminanten 
gebildet sind. Man gewinnt ihn also durch Komposition der zwei
reihigen Minoren dieser beiden Matrizen.

Das Theorem von Stieltjes wird ganz ebenso im Falle 
»i-reihiger Determinanten bewiesen und lautet dann folgendermaßen:

Sind

orthogonale Determinanten vom Werte 1 und ist

"11 "12 • . a. „ 1 n ^12 ’ ■\n

a21 a2J . • °2n und ^21 ^22 *

«m «„2 • • ünn *„2-
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aix + b^ ali + b12’ ain+b,n

«21 + &31, aM + bt2, . . ., a2n+ bin = 0,

®n J 4" bn V «n2 4" bn2 ’ ’ ' ’’ 4"

so verschwinden auch alle (n — l)-reihigen Minoren von R.

§75. Die Cayley sehen Formeln.
Zwischen den n2 Elementen einer orthogonalen Determinante

«11 ait •“ ai» 

«21 ö22 * • - «2 a

ß 1 d a • • • d _ n 1 ii x n n

bestehen der Definition gemäß die Relationen

«i,«is4-«2r«244--.-4-anr«n, = 0, (r^a)
airair 4- a2ratr + . . . + «nr«,ir = 1.

Ihre Anzahl ist

Wenn n* Veränderliche —014111 Relationen unterworfen sind, 

so kann man vermuten, daß
2 _ M<w + D _ n(n -X)

Veränderliche unabhängig sind.
In der Tat wird sich herausstellen, daß die Elemente einer 

n-reihigen orthogonalen Determinante sich als Funktionen von 
| n {n — 1) Parametern, und zwar als rationale Funktionen, darstellen 
lassen.

Wir wollen annehmen, daß A = 1 ist, und die in §73 be
trachtete Determinante

«11 4- 1 «12 ••• «1»

ar _  «21 «22 4" 1 • • • «2»

Aus § 73 läßt sich entnehmen, daß die zu 91 reziproke Deter
minante
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2t 31 91"11 <*12 . . . uu

— 21 91 219( —. "21 "22 • ■ • "2 n

21 91 21"nl "n2 ' ' ' "nn

schief ist und alle ihre Hauptelemente gleich |2l sind. Es be
stehen also die Relationen

Demnach gibt es in 91 nur
}n(n — 1) + 1

verschiedene Elemente.
Nach § 37 ist nun

21 = 21”-1,
und für die algebraische Komplemente ®rj der 2lr< in 21 gelten die
Gleichungen

»„=.91“-^,+ 1).

Daraus folgt, wenn 21 von Null verschieden ist,

oder

Hiermit sind die Elemente der orthogonalen Determinante 
rational ausgedrückt durch die £n(n — 1) 1 Zahlen

9( 91 91 9f
91 21"23 ’ • ’ "2n’

21"n-l, « -
Dividieren wir die Brüche

Ä und*
91 91
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im Zähler und Nenner durch 21”, so ergeben sich für die Elemente 
von A rationale Ausdrücke in

9t,,
21 ’

?ti» 
IT’ '

9t,.
•’ 91 ’

9t, „
(2) 8t ’ ‘ ■’ 9t ’

-1, n
91

Wir wollen jetzt zeigen, daß die Determinante A, deren Ele
mente durch die Gleichungen (1) bestimmt sind, stets orthogonal ist 
und den Wert 1 hat, wie man auch die %n{n — 1) Parameter (2) 
wählen mag.

Wir gehen also jetzt von einer beliebigen schiefen Determinante 21 
aus, deren Hauptelemente alle gleich und von Null verschieden sind.1 
Aus den Formeln (1) berechnen wir die Elemente von A und wollen 
beweisen, daß A orthogonal und gleich 1 ist.

1 Ihren gemeinsamen Wert nennen wir VI. Nach § 67 kann 9t nicht
gleich Null sein.

Xp x2, . . ., xn seien n Veränderliche. Zu ihnen mögen die 
Veränderlichen ylt yi, . . yK in folgender Beziehung stehen:

' % = + 2I1S + • • • +
(3) = ^21 X2 + • ■ ■ + ^2nXn>

■ Vn X1 “k ®n2 + • • • d- ^nnXn'

Die Veränderlichen x,, . . ., « seien mit x,, x^, . . ., xn durchk1 'n J. ' A 7 ' n
die Gleichungen

-r VIj ] xx + 2t 21 x2 + . . • + 2Ib1 xn,
(4) = 9(12 04 + ?(22 x2 . . . + 9ln2 xn>

Xn ~ » X1 d~ ^2 n Xl d* ’ ’ ' d" ^n»Xn

verbunden.
Die 2lrJ sind die Elemente von 91. Es ist also

9lrr = f9l und 2tr, = -a,r
Daraus folgt
(5) yx d- xi = ^x!> y3 + ^^x2> • ■ ■> yn d-

Löst man die Gleichungen (3) und (4) nach der CnAMEßBchen 
Regel auf, so ergibt sich
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- S^riKl *1 + ®r3 «2 + • • • + arn«J (s = 1, 2, .. n).

(3)

81.^ = ?(u y, + 8I21 y, + • • • + ^nlFn’ 

• • • + ^»2 yn>81 xt = ?(12 yr + 8l23 y2 +

und

(4)

Unter Bos

+ ^ny2 + ■ ■ ■ + ^yn

91 x, = ?ln «j + 9113 «2 + .. . + „ «„, 
ä x2 = + 9122 v+ ■ . . + «2n «n >

8t^“^r^+K2«;2 + ---+Kn^-

ichtung von (1) und (5) lassen sich die Systeme (3)
und (4) auch so schreiben:

a,i = «n 2^1 + ®2i y-z + ■

/ß'j , $2 “ ®12 y^ + ®22 % + •

. \ = <W1 + «2»% + • 
und

y^ — ßll $1 + ai2 h + •
(4^ . ^2 ~ ®21 + °22 ~2 + •

Vn = anl «1 + a»2 Xn + ’

Setzt man die Werte ylf yt, . .

■ + a«l yn’

■ + an2yn,

■ + nnnyn

■ + ainXn’

• +

• +1 nn n

• > wie sie durch die
Gleichungen (4') geliefert werden, in (3') ein, so kommt

Da man den % beliebige Werte beilegen darf (weil sich die 
Gleichungen (4) nach den x auflösen lassen), so folgt hieraus

S«ri«r, = o («SO, = 1 •
r

Die Determinante A ist also orthogonal.
Um zu beweisen, daß A den Wert 1 hat, multipliziere man

2131« Oh»
91 ’ t I

, Oh, • OJB —~---f — L -f- -rr--- , . - ™--

OLj 
81

81 ä„, _ ! , Oh»
81 ’ ’ " ~ W 

mit
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I 2( »I 9( 1; ^'11 "12 " ‘ "in |

I 91 2151 __ "21 U22 1 ■ • "2n f

9( 21 .... 91I "nl n3 ««

etwa nach Zeilen. Dann ergibt sich1
I ■

49t = '^1 ■ • • $«» j = 21.

................................... I
M 21 .91

Daraus ist zu ersehen, daß J den Wert 1 bat.

§76. Zweireihige und dreireihige orthogonale Determinanten.

Um die Elemente einer zweireihigen orthogonalen Determinante 
vom Werte 1 zu finden, gehen wir nach § 75 von einer zweireihigen 
schiefen Determinante mit gleichen Hauptelementen aus:

21 -
Z p, 

~n z

Die reziproke Determinante lautet

I !'
| —p Z

Die Formeln (1) in § 75 liefern dann:
2 A2

au = - 1 + ,
_ 2 Z g 

°12 “ ’
2 Z u 

«21 - “ i-ij- g- ’
1 u -2 Z’ 

"22 — r + g*-
oder

r - g*
“ V+g*’

_________
~ Z’+ g3 ’

2 i u
Ö21 = ~ Z’ + p’ ’

_ Z9- g2

Dividieren wir Zähler und Nenner durch Zs und setzen Z/p = t
so ergibt sich

1 - f 
®n~ i + t- ’

_ 2Z
~ 1 + f! ’

2 t
“si ~ t + t- ’

1 - t^ 
a22 ~ + •

' Man bedenke, daß | 91 nnd ~ iat (rg s).
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In dieser Form lassen sich aber nur solche orthogonale Deter
minanten vom Werte 1 darstellen, bei welchen

_ «11 + «12

«21 «22 4"

von Mull verschieden ist. Z. B. läßt sich die orthogonale Deter
minante

-1 0
0 -1

nicht so schreiben. Man findet sie aber, wenn man t über alle 
Grenzen wachsen läßt.

Dies ist übrigens die einzige Determinante, die hier eine Aus
nahme macht. Soll die orthogonale Determinante

«11 «12

«21 «22

gleich 1 sein und die Eigenschaft 81 = 0 besitzen, so hat man
«11 4" «22 =

Nun ist aber
(«11 + «22) 4" («12 «21) =

weil
«11 4" — «21 + «22 = 1

und
«11 «22 «12 «21 “ 1*

Also folgt
«12 ” «21 ’

mithin
«11 “ «22 = — 1

und
«12 = «21 =

Eine dreireihige orthogonale Determinante gewinnen wir, wenn 
wir von der schiefen Determinante

Z g, v
— g Z g
— v—g Z

= Z (Z2 + g2 + r" + g2)

ausgehen. Ihre Reziproke lautet

Z2 + p2, gh — vg, g p Z v 
— gk — vg, h2-j-v2, hg — gv 
g g — Z v, — Z p — g v, Z2 4- g2
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Die Formeln (1) in § 75 liefern
____ 1 , 2 g2 + g2)

+ g* + r2 + /)

_ __ 2 Q, 1 - y g)
~ V + g2 + y2 + ?4 ’

2 Qt q + 1 y)
“13 - V + ,u2 + y* + ?s ’

_ 2 (g 1 + y (?)
“21 l2 + g2 + y2 +

„____ , , 2(1»+,?)
2 - “ l2 + g2 + v2 + q2 ’

n _ 2(lg-^y)
S3 K2 + g2 + y2 + (? ’

— 2 Qz g - 1 y)__
31 “ l2 + g* + „> + g» ?

2 (1Q + g r)
“32 - ~ "FTP + y» + ’

_______ , , 2^+^)
™ ~ 1 • + g^ v2 + g« ’

Setzen wir

so lautet die dreireihige orthogonale Determinante:
1 + r2 - s'2 - t* 2 (t - r s) 2 (s + r l)
1 + r2 + s'2 + f2 ’ 1 + r2 + s2 + t2 ’ 1 + r2 + s2 + t2

- 2 (t + r s) 1 + s» _ 2 (r - s t)
1 + rs + s2 + t2 ’ 1 + r2 + s2 + t2 ’ 1 + r2 + s2 + f2

~ 2 (s — rf) — 2 (r + s t) 1 + r - r2 - s»
1 + r2 + s2 + t- ’ 1 + r2 + s2 + l’2 ’ 1 + r2 + s2 + t2

Auch hier sind wieder diejenigen 
ausgeschlossen, bei welchen

orthogonalen Determinanten

?I =
®11 4* 1 , ®121 a\3

®21 ’ ®22 "h ’ ®23 = 0
®31> ^32 > ^3S + 1

ist, also z. B. die folgende
-10 0

0-1 0
0 0 1

Kowalewski, Determinnnton 12
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Elftes Kapitel.

Resultanten und Diskriminanten.

§ 77. Binäre Formen Grades.
Eine binäre Form nten Grades ist ein Ausdruck von folgender 

Gestalt:
(1) aoxn + axxn~ y + a^x“-2^  + •• . d- anyn.1 1

1 Die Koeffizienten betrachten wir als komplexe Zahlen.

Eine binäre Form ersten Grades
a0 x + Oj y

nennt man auch eine lineare und eine binäre Form zweiten Grades 
a^x2 + axxy +

eine quadratische Form.
Wir nehmen immer an, daß die Koeffizienten der Form (1) 

nicht alle gleich Null sind. Wenn wir also von einer binären 
Form ntou Grades reden, so meinen wir einen Ausdruck (1), in 
welchem nicht alle Koeffizienten verschwinden.1

Aus dtr Algebra setzen wir folgenden Satz als bekannt voraus, 
den man den Fundamentalsatz der Algebra nennt.

Eine binäre Form n^a Grades läßt sich als Produkt 
von n Linea,rformen darstellen:

+ axxn~1y + • • • + anyn =
X + ßxy){^x + ß2y) + . . . + (cenx + ßHy).

Diese Linearformen sind durch die Form (1) völlig bestimmt. 
Dabei muß man aber zwei Linearformen, die sich nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden, als nicht verschieden betrachten. 
Zwei Linearformen

ax + ßy und /x + äy 
gelten also nur dann als verschieden, wenn 

ist.
Daß (1) sich wirklich nur auf eine Weise in Linearfonnen 

zerlegen läßt, erkennt man sofort.
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Ist nämlich
/9, I (“1® + ÄyX«»« + M • • • K« + ß„y) =

I «* + x + Ä'y) • • •«« + ßßy), 
so folgt, daß für

* = - y = aß
die linke Seite verschwinden muß. Es muß daher ein Faktor, z. B.

«ix + ßi y, 
für x — — ßß, y — aß gleich Null sein, d. h. es muß die Gleichung- 

~ «ißß = 0 
gelten. Sie sagt aber aus, daß

«i' % + ßßy und av x + ßr y
nicht wesentlich verschieden sind.

Wählen wir aß', ßß' so, daß

#0

ist,1 so wird, wenn wir

1 Das ist möglich, weil aß, ßß nicht beide Null sind.
’ Es ist nämlich Ihn (a x + ß y) = aß fl - a ßß.

x — — ßß + n ßß', y = aß — e aß' (« 0)
setzen,

<* + ^y

Dividieren wir nun in (2), so oft es geht, rechts und links durch 
« und lassen dann « nach Null konvergieren, so muß auf wenigstens 
einer Seite ein von Null verschiedener Grenzwert herauskommen,2 
also auch auf der anderen Seite. Dies bedeutet aber, daß aß x-\- ßß y 
links und rechts gleich oft als Faktor vorkommt. Dasselbe gilt von 
aß x + ßi y usw.

§ 78. Resultante von zwei binaren Formen.

Wir betrachten zwei binäre Formen vom mtm bzw. nkn Grade: 

f(x, y) = a0:r,m + a1xm~ly + . . . + 
g (x, y) = b0 xn + \ xn - 1 y -f- . . . -f- bnyn.

Jede denken wir uns in ihre Linearfaktoren zerlegt. Es kann sein, 
daß ein gewisser Linearfaktor ax + ßy bei beiden Formen vor

12*
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kommt. Dies ist offenbar dann und nur dann der Fall, wenn sich 
x, y (4= 0, 0) so wählen lassen, daß

(1) y)^® und SW, y) = 0
wird.

Wir stellen nun die Frage:
Wann haben die beiden Formen f und g einen gemein

samen Linearfaktor?
x und y mögen sich so wählen lassen, daß die Gleichungen (1) 

bestehen, ohne daß x und y beide verschwinden. Dann gelten für 
dieses Weltsystem x, y auch die Gleichungen

0 = xn“1 f = ag xm + " “1 amxn~1ym,
0 = xn~2yf = a^xm + n~2y + • • + aMxn-2 1^ + ^,

0 = yn~xf = aoxmy*-l + . . . + amym + «-1,
0 = xm~rg = + + . . . +"bnxm-xyn,
0 = xm~2 yg ^'boxm^n~ -y 4- • • • 4- bnxm~2yn +1,

0 = ym~1 g — boxnym~1 4- • • • 4- bnym +"~ 1.

Sie bilden ein System von m 4- n linearen homogenen Gleichungen, 
das die Lösung

+ ym + n — 1

zuläßt. Diese Lösung besteht, da x, y nicht beide verschwinden, 
nicht aus lauter Nullen. Nach Satz 20 in § 26 muß daher die 
Determinante des Systems gleich Null sein.

f und g haben also nur dann einen Linearfaktor gemein, wenn 
die Determinante

% ai ■■■ am^i
0 % ■ ' • «m+n -2

\ ‘ • ^m+n-1

[0 0 ... bn I 

verschwindet. Dabei sind

“m + l» “m + 2’ - ®m + n-l 
und
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$«+!’ ^n + 2» ^n + m-1
gleich Null zu setzen.

Die Determinante (2) nennt man die Resultante von f und g. 
Die Resultante einer quadratischen Form

a0 x2 + av xy + a2 y2
und einer Linearform

lautet hiernach 
ao ai

*1 0 ,
i 0 b0 b, 

die Resultante der beiden quadratischen Formen

haben, sobald die Resultante verschwindet.

a0 a;8 + av xy 4- a2y2 und b0 x2 + x y + b2 y*
wird

aQ °1 a2
0 °0 «1 «2
&0 b, b, 0

0 b0 bl h
Wir wollen jetzt zeigen, daß f und g einen Linearfaktor gemein

Wenn die Determinante (2) gleich Null ist, so besteht (vgl. § 24) 
zwischen ihren Zeilen eine lineare Relation. Nun sind aber diese 
Zeilen nichts anderes als die Koeffizientensysteme der Formen 

xn~2yf, . . yn~^f, xm~lg, xm~2yg, . . ., ym~lg. 
Es lassen sich also m 4- n Zahlen

Ro> ^n-l> -^0> ‘ 4n-l
finden, die nicht alle Null sind und für alle Werte der x, y die 
Gleichung

I (A^x'1"1 + A^-Zy + . . . + A^y^-^g
IO) \

l = (B^--1 + B1 xF-z y + ... + Bn.xy^~^f 
erfüllen.

Wären alle A gleich Null, so müßten auch alle B verschwinden. 
Sonst könnten wir x, y so wählen, daß die rechte Seite ungleich 
Null ist.1

Es sind also weder alle A noch alle B gleich Null.

- * Das folgt aus dem oben erwähnten Fundamentalsatz.
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Denken wir uns die Formen

und
G — Boxn~l + Bxxn~x y + . . . + BhA yn'x

in ihre Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g. Dann muß jeder 
Linearfaktor, der auf der linken Seite von (3) p-mal vorkommt, auch 
auf der rechten Seite 72-mal vorkommen. Unter den Linearfaktoren 
von f gibt es nun sicher einen, der in F weniger oft als in f auf
tritt; denn der Grad von F ist niedriger als der von f. Dieser 
Linearfaktor muß also in g vorkommen. Er ist ein gemeinsamer 
Faktor von f und g.

§ 79. f und g haben mehrere gemeinsame Linearfaktoren.

f und g mögen mehr als einen, etwa k + 1, gemeinsame Linear
faktoren haben.

q sei das Produkt von k dieser Faktoren. Dann sind 

i — f und — — g

binäre Formen vom (m — k)tm bzw. (n — k)^0 Grade, die noch einen 
gemeinsamen Linearfaktor besitzen.

Es besteht daher nach § 78 zwischen den Formen1 
xn-k-ixn~k~“yf, . .., y'^^f, 
xm-k~rg, xm~k~^yg, ..y^'-^g

eine lineare Relation, folglich auch zwischen den Formen
| Xn-k-lf) xn-k-2y^ . .. yn-k-1f} 

| xm^~kg, xm~k~^yg, . .., ym'~k~^ g ■

Das bedeutet aber folgendes: Streicht man in der Resultante 
von f und g von den n ersten Zeilen die k ersten, ebenso von den 
m letzten Zeilen die k ersten, und außerdem die k ersten Spalten, so 
entsteht eine Matrix, deren Rang kleiner als m + n — 2k ist, d. h. 
kleiner als die Anzahl ihrer Zeilen.

Umgekehrt folgt, wenn dies der Fall ist, daß zwischen den 
Formen (1) eine lineare Relation besteht. Die m + n — 2 k Zahlen

-d0, Ax, . . ., x> Bo, Bx> . . ., Bn_k_x
lassen sich nämlich so bestimmen, daß für alle Werte der x, y 
------- X.------- 4

1 d. b. zwischen den KoefßzientensyBtemen der Formen.
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x’—^y + . . . + A^.y^-^g
= {Boxn~k~l + Blxn~k~2y + . . . + Bn^1yn-k~l')f 

ist, ohne daß die A, B alle verschwinden. Wären alle A gleich 
Null, so müßten auch alle B gleich Null sein. Es sind also weder 
alle A noch alle B gleich Null.

Denkt man sich nun die Formen
CP = Ao + 4- . . . 4- ym-k-l

und
V = BQxH-k-1 + B1xn~k~2y + v. . +

in Linearfaktoren zerlegt, ebenso f und g, so müssen in (2) links 
und rechts dieselben Linearfaktoren stehen. Von den m Linear
faktoren der Form f können höchstens m — k — 1 bei F vorkommen. 
Wenigstens k + 1 von ihnen kommen also bei g vor. D. b. f und g 
haben wenigstens k + 1 gemeinsame Linearfaktoren.

Will man z. B. erkennen, wie viele Linearfaktoren die beiden 
Formen

f - «o xsy + a2 x2y2 + a^xy2 + y* 
und

g = b0 a:3 + x2y + b„ xy2 + b3 y*

gemein haben, so muß man aus

' a 0 a, a„ a, a4 0 0
C c®

 
Q

H
« e? 0

t 0 a0 at a2 a9

(3) 60 ^1 ^2 $3 0 0 0
C ^0 61 J2 hs 0 0
C 0 ba b. b., b. 0
C o o b0 b} b2 *3

die folgenden Matrizen herleiten:

o *- J5 0

o a0 ai «3 as a4
(4) ^0 ^1 ^2 ^3 *4 0

0 bn b. b2 b. 0
0 0 • bQ b2 ^3

(durch Streichung der ersten a-Zeile, der ersten b-Zeile und der
ersten Spalte),
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(5)
«0 “l a2 a3 %
60 bt b2 b3 0
0 b0 bx b2 b3

(durch Streichung der beiden ersten a-Zeilen, der beiden ersten
&-Zeilen und der beiden ersten Spalten).

Dann sind folgende Fälle möglich:
1. Kang von (3) gleich 7. f und g haben keinen gemeinsamen 

Linearfaktor.
2. Rang von (3) kleiner als 7, Rang von (4) gleich 5. f und g 

haben einen gemeinsamen Linearfaktor.
3. Rang von (4) kleiner als 5, Rang von (5) gleich 3. f und g 

haben zwei gemeinsame Linearfaktoren.
4. Rang von (5) kleiner als 3. f und g haben drei gemein

same Linearfaktoren.
Nehmen wir z. B. an, daß der Fall 3 vorliegt. Dann besteht 

zwischen den Formen
aoa:6 + aj x* y + a2a;3«/2 + a3x2y3 + a^y*, 

a^x*y + x3 y2 4- a3 x2y3 4* a3 x / + y3,
Jo a;5 + b^y + b2 x3 y2 4- b3 x2 y3, 

b^y + by x3y2 + b3 x1 y3 + b3 x y*, 
b0 x3y2 + x2y3 + b2 xy* 4- b3y6 

eine lineare Relation, aber nicht zwischen den Formen 
% + «b + a2 ^y2 + asxy^ + % y** 
bQ x4 + b^ xsy + b2 x2y2 -\-b3xy, 

b0x3y + ft, x2y2 + \ xy3 + b3y\
Es besteht mit anderen Worten eine Identität von der Form
(6) (A»®2 4- A, xy + A^g = (Box 4- B^^f

(A, B nicht alle Null), 
aber keine von der Form

(Aox + Ary)g = Bnf.
Daraus ersehen wir, daß in (6) die Formen

F = Aox2 4- A} xy -b At y2, 0 — Box A- Bt y 
keinen gemeinsamen Linearfaktor haben. Es müssen daher alle 
Linearfaktoren von I ebenso oft in f vorkommen, d. h. f ist durch 
F teilbar. Setzen wir f—qF, so wird g = g G, und q ist vom 
zweiten Grade. Offenbar stellt q das Produkt der gemeinsamen 
Linearfaktoren von f und g dar.
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§ 80. Resultante von Formen gleichen Grades.
Die Resultante der beiden binären Formen Grades

f = xn + av x»-1 y + . . . + anyn , 
g = b0 xn + öj xn-r y + . . . + anyn 

setzt sich aus den zweireihigen Determinanten der Matrix

bo bi bn

zusammen (durch Multiplikationen, Additionen und Subtraktionen). 
Man erkennt dies, wenn man in der Determinante

nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich

a0 ax......................... 0
0 a0..........................0

0 Ü ... ... an
b0 ......................... 0
0 b0......................... 0

0 0 . .. b0 . . . bn
den Zeilen 1, 2, . . . 2n die Reihenfolge

1, t -}- 1, 2, n + 2, . . ., n, 2n
n (ti — 1)

gibt, wobei sich die Determinante nur mit dem Faktor (—1) 2
Entwickelt man nun

a0 ....................... 0
bQ \..........................0
0 a0..........................0

(2) 0 be..........................0

0 0 . . . a0 at . . . an
0 0 . . . b. . bn

und Mrt ist, ^abgesehen vom Vorzeichen, die Determinante, die aus 
(2) durch Streichung der Zeilen 1 und 2 sowie der Spalten r + 1 
und s + 1 entsteht. Diese Determinante kann man wieder nach 
den beiden ersten Zeilen entwickeln usw.
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Es ergibt sich auf diese Weise, daß die Resultante von f und g 
eine Summe von Produkten ist, deren jedes n zweireihige Determi
nanten von (1) als Faktoren enthält.

Z. B. läßt sich die Resultante zweier quadratischer Formen 
«o»’ + «] x y + arf, 
b0 a:2 4- by xy + ^y2

so schreiben
°0 

bo 
0
0

«1 

bl 

ao 

bo

b.
0
0
«2 

b.
Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so findet man

ao «j
b0 b.

2% »2 

bo \\ b2\
oder, wenn man zur Abkürzung arbt — asbr = pTS setzt: 

-K1P12+P02.
Die Resultante der beiden quadratischen Formen ist also gleich 

der zweireihigen symmetrischen Determinante
P01 P02

P02 P12 
Bei zwei kubischen Formen

+ at x2y + a2xy2 + a^y2, 
box3 + bt x2y + b2a^ + b3y* 

lautet die Resultante

— Pol
bi 
a<

%

«1

bo
= “ Pol (P12

b, 
a, 
b.

'2

P»3"P13

«o 
bo 

0
0
0

i 0
0
0
«3

*3

a! 
\ 

% 

bo 

0
• 0

+ Pfl3

a2 

h2 

«1 

bl 

«0

bo

«0 

bo 

0

0

a, 
b.

«3 

b, 
a2

«1 

b.

«1

2

+ P23 Pos) + Pos (P«2 P23 Po3 P13) P03 (Pot P23 P^ •

1

‘o

as
3

2
2
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Auf Grund der Identität

«0 «1 a2

'>0 *1

«0 «1 ai «3

h ^3

— ^(PoiP23 ‘l’PojPsi f P03P1») ~ ®

kann man statt

auch schreiben
Pol P23

PoS P13 Pd3 P12 '

Dann wird die Resultante gleich

P01 {(P12 "h Pos) P23 Pis}

-k P02 {Pos P23 “ Po3 Pl 3 I

P03 \Pe2P13 (Pi2 "I" Pos^osl*

Dies ist aber die dreireihige symmetrische Determinante

P01 P02 Pos

P02 P12 + P03 Pis 
I P03 Pis P23 I

Man kann hiernach vermuten, daß sich die Resultante von zwei 
Formen nten Grades als n-reihige symmetrische Determinante 
schreiben läßt, deren Elemente sich additiv aus den pri zusammen- 
setzen. Diesen allgemeinen Satz hat Cayley bewiesen.

§ 81. Resultante von f und ( — ßx 4- ay)g.

Wir wollen die Resultante voh

f = a0 xm + a, xM~1 y + . . . + amy“ 

und (— ßx + ay)g berechnen, wobei

g = \ xn~2y + • • • + ViP”-1
sein möge.

Die Resultante von f und g werde mit R( , die von f und 
— ßx -ruy — l mit Rfl, endlich die von f und Ig mit Rflg be
zeichnet. Wir gehen darauf aus, eine Beziehung zwischen Rf l) 
und Rf , l herzuleiten. Für Rr i gilt übrigens die Formel
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"0 “1 ^2 *

-ß a 0 . . 0
0 -ß a . . . 0

0 0 0 . . a
= a0 am + «j 1 ß + • ■ • + ßm = ß) •

Man findet sie durch Entwickelung von Rfl nach der ersten Zeile 
Setzt man

Ig = c0 xn + Cj 1 y + ... + cn yn, 
so ist
°0 ” ßb0> C1 = • • •' C«-l~ ß bn~l + # bn-2> ßn~ubn-r

In
«0
0

«1 •

«o •
. . 0
. . 0

0 0 • • a,Rf, lg —

eo ci • . . 0
0 co • . . 0

0 0 . • • c.
sind daher die m letzten Zeilen lineare homogene Funktionen von a, ß. 
Entwickelt man also nach den m letzten Zeilen, so ergibt sich ein 
Ausdruck von der Form

F(a, ß) = Ao am + am~1 ß + . . . + Am ßm.
Diese Form F(a, ß} unterscheidet sich nun von f(a, ß) nur um 

einen von a, ß unabhängigen Faktor, und zwar ist
F(a,ß)^f(a,ß)Rfigt

d. h.
Rf, lg “ Rf,l' Rf. g’

Davon können wir uns auf folgende Weise überzeugen. . Wir 
schreiben f(x, y) als Produkt von m Linearformen:

y) = {xy} -x^) ... {xym - x^j).1
Ist nun

« = Xfi, ß = yfi, (y = 1, 2, . . ., m)
so haben f und lg den gemeinsamen Faktor l, sc daß

1 Die a sind homogene ganze Funktionen der Veränderlichen xt, y,, 
x,, t/i, .. ■, x„, ym. Wir setzen die Linearfaktoron als verschieden voraus. 
Der andere Fall erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.
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sein muß oder
^) = °-

Daraus ersehen wir, daß ay — ßz^ zu den Linearfaktoren der 
Form F(«, ß) gehört. l\u, ß) ist also durch f{a, ß) teilbar. Da 
beide Formen von gleichem Grade sind, kann sich F(a, ß) von 
f(a, ß) nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, d. h. um 
einen Faktor, der von a, ß frei ist. Dm diesen Faktor zu finden, 
setzt man ß = 0. Dann wird

■ F(a, ß) = a0 am Rf> g und f{u, ß) = am.
Der Faktor lautet also Rf^-X

§ 82. Zusammenhang der Resultante R{g mit den Linearfaktoren 
von f und g.

Durch mehrfache Anwendung der in § 81 bewiesenen Formel 
finden wir, wenn

g — ... ln
ist (l}, l2, . . ., ln Linearformen),

Rf. g = Rf, h Rf, ■ ■ Rf,l»-

Nach jener Formel ist nämlich
Rf, g ~ Rf, h Rf, g>> — l2l3 • ■ ■ Iß

Rh g< ~ Rf, <5 Rf, & » .^2 ~ \ • • • y

^As'n-2“ RfAn-l (.9n-l = U

Man gelangt von Ilf zu R f, indem man die m letzten Zeilen 
an erster Stelle und die n ersten Zeilen an letzter Stelle schreibt.2 
Daraus ersieht man, daß

Rgf = (_!)-Rfg 
ist.

Insbesondere hat man hiernach
Rf ( ^(-iri^ (.It 1V \ / lVr I

Ist nun
}.m, (At, Z2, . . ., Linearformen) 

so wird nach § 81
Rir,t ~ ■ ■ • Rtr, >-m<

1 Der Fall a0 = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.
* m ist der Grad von f und n der Grad von g.
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mithin
Rf,lr = ( —

= Äi,,?x R^^ . . . R^ lr.

Schließlich ergibt sich also

Rf, g — h l, • ■ • ‘>1
R^it

• • R>.nin-
Setzt man 

.
h = xry - yrx, 

so wird

Schreiben wir also kurz 
m n

f = y — Vux)> s = n&,y -y^, 
U = 1 ' »=1

so wird
W nf,g = n^y,- ^x>

V, V

Hieraus ersehen wir weiter, daß
Rf,g = f(Xl> ^1) %) • • • y,V

und
Rr,a = (- ^9^2, • ■ • gßm, ym\

Die Formel (1) läßt unmittelbar erkennen, daß Rf g dann und 
nur dann verschwindet, wenn f und g einen Linearfaktor gemein 
haben. Denn die rechte Seite in (1) ist dann und nur dann gleich 
Null, wenn eine Determinante 5 y. — y.x verschwindet, oder, was 
dasselbe bedeutet, wenn die Linearfaktoren

^/ty-y^x und x,y-yvx 
nicht wesentlich verschieden sind.

§ 83. Invariauteneigenschaft der Resultante.
Ersetzt man in einer binären Form

y} = «0 Xm + ß] x"1-1]! + . . . + amym 
x, y durch

a,x + ß y bz w. y x + Sy
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{a, ß, y, 8 Konstanten), so verwandelt sie sich in eine neue Form 
y) = + a/®"—1 y + ■ ■ .a'm yn.

Man nennt diesen Prozeß eine lineare Transformation, und 
zwar sagt inan, daß die Form f aus der Form f durch die lineare 
Transformation

ß\
' / sl

entsteht, oder auch, daß f bei dieser linearen Transformation in f 
übergeht.

Die Determinante
| « ß
I 7

• • • / a ß \heißt die Determinante der linearen Transformation I .
. \7

Wir wollen jetzt außer f(x, y) noch die Form
y) = bg x“ -|- \ xn~1y + . . . + bnyn 

betrachten.
9^, V} = + b^xu~x y + . . . + b^yn

la ß \ entstehe aus g(x, y) durch die lineare Transformation ' .
\ Z " /

Zwischen den Resultanten
Rftg und RfiS.

besteht dann, wie wir sehen werden, die Beziehung 
~(«8-ßr)™Rf,e.

Um diese Formel zu beweisen, zerlegen wir f und g in Linear
faktoren:

m n
f^ H^y-y^x), g = n[xvy - yvx). 

/• «1 r «1

Ersetzen wir x, y durch ax + ßy bzw. yx + dy, so ver
wandelt sich

m
^{7K + ^y) - + ßy) = IJy - yf^x

und
xry — yr x 

in
■ (7+ öy) -yr(^^ + ßy) = y - yjx.

Dabei haben wir
s^f.-ßyt. *=£/<> “ Z^ + «»/„ =
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und
s x, - ß y, = <’ - / x, + a y*=

gesetzt.
Nach § 82 ist

^r,e' = - <<)•
fh V

Da nun
C V „ s^-ß^ + = * -ß

xr yj Sxv-ßyr. -yxv + ayv -y a

d. h. x
~ y^ ~ ßr^y* ~ y^ 

so folgt

Xv dr

Rf, g, = (« 8 — ß y)mn n^fi yv - xj = {u 8 - ß Rf g. 
V

Das ist aber die oben behauptete Beziehung.
Auf Grund dieser Beziehung nennt man Rtif) eine Invariante 

der beiden Formen f, g.
Benutzen wir die lineare Transformation

1
0 t1

ersetzen wir also x durch x und y durch ty, so geht fix,, y) offen
bar über in

-f- ax txm~1y 4- a2 t2xm~2y2 + • • ■ + amtmym- 
Es wird also

a/ = U‘afl. (u — 0, }, . . ., m) 
Ebenso wird

bf ~ t' br. (v ~ 0, 1. . . ., n)

Die Determinante unserer Transformation ist gleich t.
Die Formel Rf^ = (a 8 — ß yynn Rfi 9 verwandelt sich also, wenn 

wir für Rf^
R^, alf ..., am, b0, . . ., bn)

schreiben, in
B,{a^ ta^ . . t^am; b0, tbr, . . ., flbn)

~ l (ß0 f ai > • • •> am’ ^0 > ^1 > ' ' ■ > ^n) •

Rechnet man R^, ait . . ., aw; b0, blt . . ., b^ aus, so ergibt sich 
ein Aggregat von Gliedern, die sich aus Faktoren a, b zusammeu- 
setzon. Summiert man bei jedem Glied alle Indizes (wobei alle 
Potenzen (Jurch Produkte einfacher Faktoren zu ersetzen sind), sö 
kommt auf Grund der obigen Formel überall mn heraus.
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Die Glieder der Resultante haben, wenn man jedem a? das 
Gewicht v und jedem br das Gewicht * beilegt, alle das Ge
wicht mn. Als Gewicht eines Gliedes betrachten wir dabei die 
Gewichtsumme seiner Faktoren.

Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man die Resultante 
isobar vom Gewicht mri.

Z. B. haben bei der Resultante zweier quadratischer Formen
«0 »1 «2 0

0 a0 O] a, 
t0 b. b, 0

I 0 fe0 b.

(®0 ^2 ^o)2 (®0^1 ^1)

= a*b^+b*a.^a^b0 b^b^a0 a2-2a0 a2 b0 b^-a^ 6, b2-b^a, a2 
alle Glieder das Gewicht 4.

§ 84. Die CAWiEvsche Form der Resultante.
Es handelt sich um die Resultante zweier Formen von gleichem 

Grade
y) = + • ■ • + - yrx),

9 («, y) = b0 xtl + . . . + bn y» ■= n(xvy - y„x).

Die Determinante
ft®» y) g&, y} 
f&v} gß>v) 

ist durch
x y

I n
teilbar. Sie läßt sich nämlich als Produkt der beiden Matrizen

G>r\ • • • G'0 1 n

und
xn xn~1y . . . y"

. . y’>
auffassen und ist daher gleich

_ a a xn~Tyr xn~‘ys
hs ^n~ryr ^n~‘ys ' ''

Benutzen wir die Abkürzungen
Är = xn~ryr, xr — ^n~ryr,

Kowalewski, Determinanten 13
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80 ist

I Xr X.

*,-l) + '^r + 1 *1 +2 + •• • + ^',-1

Nun hat man aber

kg xo ke 1 Xj—i

= xn~e—lye

Also wird 
kr kt 
xr xa

x”—eye 
£n—a + l^i 

_t ® y
l V

xn-g— 1 yP + 1 

gn —«

und wir können schreiben

wo dann

/■(», y} 

fß, v}

3 y} ■ 
3^: U)

y, v),

Xn— o — 1 yQ gn— o

ist. (r < s, o + <r = r + s)
Setzen wir

y; v) + f1^ly + • • • + fn.r y"-1,
so sind 
es ist

4, fi’ ■ ■ ■’ fn -i formen {n - l)ten Grades in g, y, d. h.

fo = öoo ^”-1 + coi £"-? ’? + ••• + % n-l

/i = «io s6”“1 + «u ^”“2 y + • • • + ci.n-i

fn-l~ 6n-l,0^H 1 + Cn l, 1 i" ' + ■ • • + Cn-1, n-1 V" *'

Die c setzen sich additiv aus den Determinanten ar bt — at br zu

; kr k
= kx — k,x.

=

x 3
V

kg kL
*0-1 X,

X

&

y, £, vi = 2

sammen.
Man überzeugt sich leicht, daß

«00 «01 • • • «l,n-l

«10 «11 • • • «1, n-1 

«n-1, 0 «n-1,1 ‘ ‘ «n-1, n-1

symmetrisch ist. Vertauscht man nämlich x mit und y mit y, so 
multiplizieren sich die Determinanten
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I y) g {x, y) x yund
I 9) 9& £ V

beide mit — 1. Ihr Quotient F(x, y-, y) bleibt daher ungeändert.
Man hat also

y; 9) = Fß, y- x, y) 
oder

Scrsxn—1 y g«-’-1 y = SM”-'-1 9r a:"-*-1 y'-
(r, s = 0, 1, . . n — 1)

Daraus ersieht man aber, daß
c = e ra sr 

ist.
Wir multiplizieren jetzt C mit der Determinante

c.n — 1 — 2 n — 1
9, ■■■ y,

<.n — 1 f.n — 2 n — 1s2 S2 y2 ■ ■ • ya _ n.

Dann ergibt sich

4 (Sp 9c 4 (St» ^2) • • ■ fo (SB> yJ

c n ~ A (Si > 9\) fi (S2> 9t) • • • fi (Sn> y»)

fn-l (Sp ^1) 41-1 (S2? ^2) ' ‘ ‘ fn-l (Sn> yJ

Multiplizieren wir diese Determinante mit

^P,

»—1
X1

2
9i •

n —
• y

2 n —
X2 y^ ■ • 1/2

2 n —
X n X n V • •'n

1

und zwar in der Weise, daß wir die Spalten der ersten mit den 
Zeilen der zweiten zusammensetzen, so kommt

cnp=
p^i,yc-, ^pyO ^pyp §2> ^2) • • • ^(«p yj

p(x2’ y2> y2) • • •vJ

y„; Sp 'h) F<xn’ y^ %) • • • p^> y^ yJ

Nun ist aber
13*
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weil

g^vä.
f&n yr) g&, y,) 

xr g. - yrk, ’

v) = 0 UBd g (xr’ y^^-

Xr yr 
ys

Nach § 82 ist ferner

so daß
9(^1 Vl) 9^n,Vn>

‘ ‘ ' »1 Vn - 3/1 fn

cnp = Rf............................................................................
9 (^1 > ’Zl) 9 Vn)

Vl ’ Vn Si Vn Vn^n-

wird.
Setzt man

+ ••• + ^.n-iy""1 9Ax> y^

so ist offenbar

_ 9 (£1 ) *71)__  9 (^n, 7») 
«1 Vt - Vi fl ‘ ' ' Vn - Vi &, ^i) • • ■ <71 (£„> Vn)

g(*l, 7t)

Vt - ffn f 1

9(^ni

7« “ ffn
9n^l’ rh) • • ■ 9n^n>

yT\ h vj =

$10 $11 • • • $l,n-l 

$20 $21 ‘ ‘ $2, n-1

$nO $nl • • - $«.»-!

tn-l «.n-2 n-1
£1 £i >li ■ ■ ■ Vv 
«.n—1 «.n—2 n—1
£2 £2 % • • • Vi

<.n-l «.n—2 n—1
£71 £ri Vn • • * Vn

Der zweite Faktor ist die mit U bezeichnete Determinante.
Dm den ersten Faktor, den wir mit B bezeichnen wollen, zu 

berechnen, multiplizieren wir B mit P. Dann ergibt sich

gx («1, y^ ■ g} y^
BP*=

gn («1. y^ ■■■ gn (xn> y^>

oder, da im Falle v
9u(x^ y^ = 0 

ist,
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= 9^yi) 9^2, y2] ■ • • 9&n, y^
n (n — 1)

= (- 1) ~~P2, 1

1 Daß P gleich dem Produkt aller xflyv~ '^9^ ist (y <v), ergibt sich 
sofort, wenn man aus — , ..., T” die Vatoebmonde sehe Determinante bildet 

Vl Vn
(vgl. § 21 und § 88).

also
n (n — 1)

^ = (-1) 2 P.

Es besteht somit die Gleichung
n (n — 1) 

citp^(-V) yRfgnp, 
woraus im Falle IIP =|= 0 folgt

n (n — 1) 
c=(-l) 2

Der Fall IIP = 0 erledigt sich durch eine Stetigkeitsbetrachtung.
f(x,y) und g (x, y) mögen im ganzen k gemeinsame Linear

faktoren besitzen. Ihr Produkt werde mit t (x, y) bezeichnet. Man 
nennt t (x, y) den größten gemeinsamen Teiler von f und g. 
Schreiben wir f und g in der Form

f&> y} = y)^, y),
9^, y) = Dx, y) q(x, y),

so haben y und keinen gemeinsamen Linearfaktor.
Nun wird

f^y} 9^>y} . ... , y^,y} y^,y}= Ux, in t(S, V)9&V) ’ kS ’ V&y)

also

wobei

ist.

F&, y; = t(x, y) (p(x, y: £, ij), 

i'^yy) y>{x,y) x y

V

Ausführlich geschrieben lautet <l){x,y, so:

y, v) = + <f>1x'"~1y + ■ ■ • + ir-ty-1-

Dabei ist v = n — k und tp0, sind Formen
{v — l)te“ Grades in i], d. h. cs ist
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Te = ^oo i”“3 + Xoi "n -r • • • + riv S 

Ti = /io + 2'11 ly~2v + • • • + /!,„.! yv~x,

T,-l = 2Z» l.oF“1 + 7,-1.1 ^~'T! + • ■ • +

Die Determinante

Tw 2/oi • • ■ 7^,v i
/• _ Xio 2'h • • • 2'i,» i

Zr-1,0 7V 1,1 • • • 7y-i,v l 
ist abgesehen vom Vorzeichen gleich der Resultante von rp und y, 
also ungleich Null.

Die oben gefundene Beziehung zwischen F(x, y\ g, y) und 
0(ic, y; g, t>) ermöglicht es uns, zu beweisen, daß der Rang der 
Matrix

C00 ÖO1 • • • C0, n 1

C10 C11 ‘ ’ Cl,n-1

Cnl,0 Cn 1,1 • • • Cnl,n-1 

gerade gleich v, d. h. gleich n — k ist.
Setzen wir

t[x, y) — küxk + llxk~ry + . . . + Xkyk, 
so wird

t(x, y) <P(x. y, g, y)
= Äo Vo+ &> Vi + zi To)xn ~2y + • ■ • + K i y"-1 •

Schreiben wir statt
To1 y}> Vi <rf v i 

bezüglich
^0> ^1> • • •> ^-1’

so ist
y\ l v} = 41 + A y + • • • + fn i y' 1

” h tox 1 + ft, A + ^n'2y + • • • + 4^-i
Hieraus entnehmen wir, daß

/o = ^o^o’ A = 4 <1 + lt0< • ■ A>-i”AtA-i 
ist.

f0, fn l sind also lineare Kombinationen von t0, tx, ...,
tv_,. Umgekehrt Jassen sich aber auch t0, tlt . . tv_k als lineare 
Kombinationen von f„, fx, . . ., fn_x darstellen.
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Ist in der Reihe Zo, Zj, . . lk das erste von Null verschiedene 
Glied1 Zr, so hat man

1 Man bedenke, daß t (x, y) nicht identisch Null ist.

fr “ fr + 1 = + A + l '

Hieraus ergehen sich, da Zr 0 ist, der Reihe nach t0, tlt tv_1 
linear ausgedrückt durch fx, . . ., fn_r

Das Koeffizientensystem der n Formen f0, flt . . ., fn_Y hat 
hiernach denselben Rang wie das der Formen t6, t1,. .tr_v Wäre 
der Rang des letzteren kleiner als v, so gäbe es v Zahlen Ao, Alt 
. . .. Avl, die nicht alle Null sind und für alle Werte vön £, y der 
Gleichung

AO K + A *1 + ■ • • + A-l ^-1 = 0 
genügen, also auch der Gleichung1

A^o + A + • • • + An Wr-r
Daraus würde aber folgen, daß die Determinante F verschwindet, 
während doch, wie wir wissen, F i 0 ist.

Aus dem Rang der symmetrischen Determinante

coo e<n • • • ^0, n-1

C10 C11 • • • Cl, n-l

-cn-l,0 °n-l,l • • ' Cn-l,n-l

können wir also erkennen, welchen Grad der größte gemeinsame 
Teiler von f und ff hat. Ist jener Rang gleich v, so ist der größte 
gemeinsame Teiler der Formen f und g vom Grade n — v.

Wie man den Rang einer symmetrischen Determinante findet, 
sahen wir in § 64 (S. 147).

§ 85. Diskriminante einer binären Form.
Die Diskriminante dient zur Beantwortung der Frage, wann 

eine binäre Form
f(x, y) — a0 xn + aY xn~ly + . . . + anyn 

mehrfache Linearfaktoren hat.
Wenn ax + ßy ein p-facher Linearfaktor von f ist, so läßt 

sich f in folgender Form schreiben
f- [nx + ßy^f^x, y)

und (x, y) ist eine Form (n — py*° Grades, die den Faktor ax + ßy 
nicht mehr enthält.
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Nun ergibt sich durch Differentiation nach x und y 

= p(ax+ ßy^-'acp^, y) + {ax + ßyy^Lt

JJ =p(ax+ ß y^-1 ß (p {x, y) + (ax + ß y)P .

Hiernach ist

und *

=pa<p (x, y) + (ax + ßy)^,

^2 ^Pßff & y) + {ax + ßy)

enthalten sicher nicht beide den Faktor ax + ßy. Sonst müßte 
er nämlich in a<p und ß<p, also wegen a, ß 4= 0, 0 in ep vor
kommen.

Die beiden Formen f) und f2 sind also durch (ax + ßy)?-' 
teilbar und wenigstens eine von ihnen durch keine höhere Potenz 
von a x ff- ß y.

Im Falle p > 1 haben fx und f2 beide den Linearfaktor ax ßy, 
so daß

Rh, h = 0 
ist.

Wenn umgekehrt /j und f2 eine verschwindende Resultante 
haben, so gibt es einen gemeinsamen Linearfaktor ax '+ ßy. Dieser 
ist dann auch in / enthalten. Es gilt nämlich die Formel 

die sich unmittelbar aus

f^ = na^x”-1-\-(n~\)a,rxn-2y + ... + an^yn~l,
f2 = avxn~l + ■ ■. + (n—^a^xy?-2 + nanyn~l
ergibt.

Ist nun ax + ßy ein ^-facher Faktor von f, so ist er wenigstens 
für eine der beiden Formen /j, f2 gerade (p — l)-fach. Da sie nun 
beide ax + ßy enthalten, so muß p — 1 g 1, d. h. p S 2 sein.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für das 
Auftreten eines mehrfachen Linearfaktors in f ist also das 
Verschwinden der Resultante von f\ und f2.

Man nennt diese Resultante die Diskriminante von f.
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§ 86. Znsammenhang der Diskriminante mit den Linearfaktoren 
von f.

Die Resultante von zwei Formen nten Grades

cp - aoxn + avxn~ly + . . . + anyn,
W = ft xn + ft + . . . + ßnyn

ist, wie wir wissen, eine Funktion der Determinanten
ar

£ Ä
Diese Determinanten bleiben ungeändert, wenn man zu jedem ß das 
entsprechende a addiert. Es ist also

R<p, V “ y + V' *

Aus dieser Bemerkung folgt, wenn /j, f2 dieselbe Bedeutung 
wie in § 85 haben,

y fi = ^4, «f«
Setzt man

nf = ü(xvy - yrx), 
so wird

A - _ X? Vr 
yr«’

fi _  XV
f

also

^4= xv y Vvx

Nach § 82 ist nun 
nf = («r, yß.

V

Aus der ersten Formel (2) ergibt sich aber
M yj = - X^n'(xfiyr - y^xß.

Der Strich an dem Produktzeichen bedeutet, daß ein Wert von y,, 

und zwar in unserem Falle g. = v, auszulassen ist.
Man sieht aus dem Obigen, daß

n (n 4- 1)
A, nf - (- 1)~“ D

wird, wobei wir unter D das Produkt
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n^y^-y^ (p < *)  
e, *

• ^. = (-1) 2 -■

verstehen.
Andererseits hat man (vgl. § 81)

Raf» R».v Rfi,y Rfufe

Rx,y iet gleich L
Nach § 82 hat man ferner (vgl. die Formeln (1))

-1) = ^^...^,
^fi,v~ (i» o) ~ ( ^nyi • ■ ■ y»’ 

so daß
Vfi ~ X\ di • • • Xn yn Rfi, ft 

wird.
.Da Rxf^yft und Rxfltnf gleich sind, so ergibt sich

n (n — 1) Ty

Der Fall x} yt . . . xn yn = 0 erledigt sich durch eine Sf^ugkeits- 
betrachtung.

Ist
yrx},

r , ■
so können wir

i i
= «nd yv^n"yv

setzen. Dann wird nämlich

n{%y -y^^nü^y- = nf.

Die Formel für Ht^fi läßt sich in folgender Form schreiben:
n (n — 1)

IZA,A = (-1) 2 «n“2J, 
wobei

>■ 
ist.

Benutzt man statt f,, f, die Formen

T'i — Wz —

so tritt an die Stelle von Rfltft

Rvi,ipi ~ ^-2nz^r Rfi, fv 
n

und man hat,
n (n — 1)
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§ 87. Invarianteneigenschaft der Diskriminante.

Unterwerfen wir die Form
y}= H{&J -

der linearen Transformation
l a ?\
\ 7 s ]’ 

so geht sie in
f [x, y)^ II y - y' f 

über, wobei

V,' = - 7 £, + « >lr 
ist.

Hiernach wird

V = %• ।
< l -7 a I

und für
< 17

,1<1 7
ergibt sich die Formel

J' = (a 8 — yf<«—D J.

Die Diskriminante der Form f unterscheidet sich also von der 
Diskriminante der Form f nur um den Faktor (a 8 —
Auf Grund dieser Eigenschaft sagt man, die Diskriminante sei eine 
Invariante der Form f.

Man kann sich von der Invarianteneigenschaft auch auf folgende 
Weise überzeugen.

fj, /’ seien die Formen, die aus f bzw. f2 durch Anwendung
der linearen Transformation [K entstehen. Dann ist nach § 83 

b' t

(1) - ßr)^'
f, f2 stehen nun in einer einfachen Beziehung zu den Ab

leitungen ff, ff von f nach x, y.
Ersetzt man nämlich in der Formel

df — f dx + f2dy
x, y durch ax + ßy bzw. y x + 8y, so findet man

df = f^adx + ßdy) -f- f2{ydx + 8dy), 
d. h.

df = + yf2)dx + (ß f + ÖQdy.

InvarianUneigenseha.fi
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Andererseits ist aber
df ~ ff dx + ff dy.

Also folgt
ff

ff = ßfi + ^4*
Hieraus ergibt sich
(2) Rft'.f^^~ßY^
Wenn man nämlich von zwei Formen gleichen Grades

cp = coxp + a;’’“1 + . . . + cp, 
ip = d„ x» + ajP-1 -H. . . + dp 

die Resultante bildet, so ist sie eine homogene Funktion der Deter
minanten

\dr d,

und zwar von ptor Ordnung. Diese Determinanten multiplizieren sich 
aber alle mit ccd — ßy, wenn man cp, ip durch cccp + Y'ip hzw. 
ß cp + ti ip ersetzt.

Aus (1) und (2) folgt nun

oder

§ 88. Anderer Ausdruck für die Diskriminante.

Die Diskriminante der Form
z = H&y -

ist, abgesehen von dem Faktor
n (n —1)

(- l) 2 W”-2

gleich dem Produkt

= n ~ < v)

In § 21 betrachteten wir die VANDEiiMONDESche Determinante 
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und fanden, daß sie den Wert

P — xf) [x-y x^ . . . (aij x^) 

(«2 ~ ^3) • • • ^2 ~

(71 7. ■ • • V 
also

4 = V^

Da nun

hat. Setzen wir
zy = K (»' = 1, 2, .... n)

’lv
so wird

X - xv =
W,

und P2 wird gleich
A

,2(n —1) ’
V

1 • • • Vn^P)2-

^n — 1 pi — 2 n — 1
£1 £1 ’?! • • • dl

cn —1 «.n —2 n—1
£2 £2 »?2 • • • V2n—1 n— 1 n—lnVI V2 • • • Vn P -

nn — 1 r-n — 2 n — 1
gn S» Vn • • ■ Vn 

so ist
f.n — 1 f^n — 2 n —1 2gi £1 • • • m

pi — 1 pi —- 2 w — 1
J = £2 £2 ^2 • • • ^2

pi —1 pi —2 n —1
£n £n Vn • • • Vn

Wir wollen die Multiplikation nach Spalten ausführen und zur 
Abkürzung die Bezeichnung

f,k l . fjc l । , tJc l
gl V1 + £2 V2 + • • • Vn = Sk j

benutzen. Dann erhalten wir

S2n-2,0 s2t 1-3,1 - ’ ■ Sn-l,n-l

Sn-l,n-l Sn-2,n ‘ " S0,2n-2

Das ist eine symmetrische Determinante von dem in § 51 be
trachteten Typus, also eine HANKELsche Determinante.

^2n-3.1 S2n-4,2 ' ' ' -Sn-2, e
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§ 89. Diskriminante der quadratischen und der kubischen Form.

Um die Diskriminante der quadratischen Form
f = a^x2iojxyi a2y2

zu berechnen, hat man nach § 85 die Resultante von
A = 4^==2a'>x + aiy’

^ = 4^^ aix + 2azy 

zu bilden. Diese lautet
2 a„ a, 
„ ‘In ai a2

Zerlegt man f in Linearfaktoren

f = &y - vx^^y -
so ist (vgl. § 86 Schluß)

4«0 ß2 «j" = y2 $3 j/j)2 ■

Sind die Linearfaktoren von f reell und verschieden, so hat man
4 a0 a2 — a 2 < 0.

Stimmen sie überein, so ist
4 «0 a2 — a j2 = 0.

Sind sie konjugiert komplex, so wird 
, 4ßoß2 — a^ < 0.

Andere Fälle können, wenn man a0, av a2 als reell voraus- 
setzt, nicht eintreten.

Die Diskriminante der kubischen Form
f = ß0 x3 + ay x2y 4- a„ xy2 + a3 y3

ist die Resultante der beiden quadratischen Formen

4 = = 3a0 x2 + 2ß* xy + ß2 y2,

A ai3:2 + 2a-xy + 3a3y2-
Diese lautet aber

3 a0 2 ß1 «2 0 3a0 2 ßj ß2 0
0 3«o 2 «2 ai 2 ß2 3 0

ai 2a2 3 ag 0 0 3a0 2 ßj «2
0 «i 2 «2 3 a3 0 ßi 2 ß2 3 ß3
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Entwickelt man nach den beiden ersten Zeilen, so ergibt sich
“ (6 ao a2 - 2 (6 a3 - 2 a^) -f- (9a0 a3 - a, a^

oder
(9aoö3 - ar a^~ 4(3a0a2 - at(3a3 - a^.

Zerlegt man f in Linearfaktoren
f = & y - ^2y~v2 $ (& y - % > 

so läßt sich die Diskriminante auch in der Form
“ 3 (£2 % - V2 ^8)2^3 fh ~ '13 tl)2(^l Vi ~ ^1 ^)2 

schreiben.
Sind alle Linearfaktoren von f reell und voneinander verschieden, 

so wird die Diskriminante negativ.
Sind zwei gleiche unter ihnen, so verschwindet die Diskriminante.
Sind zwei Linearfaktoren (z. B. y — x und f2 y — y2 x) kon

jugiert komplex und der dritte reell, so ist die Diskriminante positiv.
Rechnet man die Diskriminante ganz aus, so findet man

81aoaa32 — 54a0a1a3a3 — 3al2a22 + ^%a2s+ 12^® a3 
oder

3 (27 ß02«32 - 18 a0 ßj a2 «3 + 4 a0 a28 + 4 Va3 - a/2a^.

Summiert man bei jedem Glied dieses Ausdrucks die Indizes sämt
licher Faktoren, so ergibt sich immer die Summe 6. Man sagt 
deshalb (vgl. § 83), daß die Diskriminante isobar und vom Gewicht 6 
ist. Man kann dies auch aus der Invarianteneigenschaft der Dis
kriminante ableiten, ähnlich wie bei der Resultante.

§ 90. Invarianten einer binären Form oder eines Systems 
binärer Formen.

Die lineare Transformation (U führe

f—aoxm + a1 x”-1 y + ■ ■ ■ + anym 
in

f' = aß xri + aß xm~ly + . .. + a^ym 
über.

Ein homogenes Polynom J.^, av .. ., a^ heißt eine Invari
ante von f, wenn sich J{aß, aß, . . ., cQ von J (a0, a^, . . ., a^ nur 
um eine Potenz der Transformationsdeterminante unterscheidet, 
wenn also

J («o ’ ’ ■ ■ ■’ =■ (u ß y)’’ J (®q, ßj, . • •, om)
ist.
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Betrachtet man außer f noch eine andere Form
9 = &0 \ xn-ry + . . . + bnyn,

die bei (a in 
\/ " /

9 = b^ x« + bx x*-^ , + b; y* ‘

übergeht, so heißt ein sowohl in aQ, ax, . . am als auch in b^,
. . ., bn homogenes Polynom J (a0, ax, . . am; b0, b^

eine simultane Invariante der Formen f, g, wenn

(jQ j J(% ’ ai > • • •> ami ba , bx ■ ■ •> bn , . . .)
| = (a 8 - /? /)p J(a0, , .... am; b0, bn\ . . .)

ist. In ähnlichem Sinne spricht man von Invarianten bei mehr als 
zwei Formen.

Wir haben in der Resultante zweier Formen f und g eine 
simultane Invariante kennen gelernt. Die Diskriminante einer Form f 
liefert ein Beispiel .einer Invariante.

§ 91. Beziehung der Invarianten zu den Linearfaktoren 
der Formen.

Wir haben in § 82 und §186 gesehen, daß die Resultante von 
f und g in einer einfachen Beziehung zu den Linearfaktoren von f 
und g steht. Ähnliches fanden wir bei der Diskriminante einer 
Form f.

Diese Ergebnisse sind spezielle Fälle eines allgemeineren Satzes 
über Invarianten, den wir jetzt ableiten wollen.

J(a0, av . . aj sei eine Invariante der Form

f = a0xm + ax Xm~1y + . . . + amym-
Zerlegt man f in Linearfaktoren:

f = y - • • • &my - ym^>
so hängen die a mit den xr, yv durch folgende Formeln zusammen:

• --y^
~ l)m-l % . . . ym + . . . + yx . . . ym } 

• • • . s..........................................
am ~ ^2 ’ ‘

Da nun J ein homogenes Polynom in den a ist und die a linear 
und homogen von x^, abhängen, so wird
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J(a0, .... aj
= 7^, y^ x2, y2, . . .; xm, yj

und .7 ist ein Polynom, das sowohl in xlt yl als auch in x2,y2> ... 
als auch in xm, ym homogen ist.

Dieselbe Beziehung besteht zwischen J (aß, aß, . . ., aß) und 
j(«/>y/i <. %'i • • •; xm, y£, wenn wir mit xßy - yßx die Linear
form bezeichnen, in die sich x y — y x bei der linearen Trans- 

formation verwandelt.1d1
Die Gleichung.

J(aß, aß, . . ., aß) = (a d - ßyY J(a0, ax, . . ., a^, 
die den Invariantencharakter von J ausdriickt, nimmt jetzt folgende 
Form an:
m JJfaß, yß\ xß, yß\ • • •; y™)

I = (ad-ßyY j(xlt y2; x2> y^ . . .; xm, ym).

Sie sagt aus, daß J eine simultane Invariante der Linear
formen x^y — y^x ist (y = 1, 2, .... m).

Hat man umgekehrt eine simultane Invariante J der Linear
formen x^y — y^x (y = 1, 2, ..., m) und läßt sie sich in der Form 
J(a0, av aß schreiben, so ist sie eine Invariante der Form f.

Man hat hierin ein Mittel, um Invarianten zu bilden. Bei zwei 
Linearformen

% x + ax y, bn x + \y
ist nämlich die Determinante

«0 «j

I cc ß 
eine Invariante. Fährt man die lineare Transformation

aus, so verwandeln sich die Lmearformen in
+ aßy = («»0 + (ßa0 + daf^y, 

b0'x + bßy = (ab0 4- yb1).x + (ßb0 + db^y.

Hiernach ist also
I a0'

I K \
a ß 

y d

%

1 f = af sß" -r Ot' ry + ... + a„' ym ist wie in § 90 die Form, die aus 

f durch 1 ,) entsteht.
sl

Kowalewski, Determinanten 14
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Hat mau es mit mehr als zwei Linearformen zu tun

so sind
aox + a} y, x. + y, c0 x 4- c1y, . .

| «<> «1 

i *o \

Invarianten von ihnen. Dasselbe
Funktion dieser Determinanten.

gilt von jeder homogenen ganzen

Liegt nun ,z. B. eine quadratische Form
f = a0 X2 4- at xy 4- aa y2 = (»j y — ®)(®2 y — y^ x)

not, so ist 
41 i ;

“ d-z Fz ।
eine Invariante der Linearfaktoren von f. Dasselbe gilt von

fai “ ?A ^'2
“ «12%2 “ ß 2 = Ca % + ~ 4 «1 *2 % %

“ 4«ü«2-
ist also eine Invariante (und zwar die negativ ge

nommene Diskriminante von f\

Zwölftes Kapitel,

Lineare und quadratische Formen.

§ 02. Systeme linearer Formen und lineare Transformationen.

Eine lineare Form in n Veränderlichen x., x„, . . x ist ji 4J n
ein Ausdruck von folgender Gestalt

^ 2;, + a2x2 4- . . . + anxn.
Die a sind Konstanten.

Wir wollen ein System von m linearen Formen betrachten:

= an Xj -f- aJ3 x* -f-. . . 4- al nxn, 
f-Z^ ^2] 4- ^2 d* ' • • 4" ®2 n ’

4 = +>• • +

Der Rang der Matrix
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’ $11 $12 ' ' ■ ain

(1) . $21 $22 ' • • $2n

$ml $m2 * * ' $mn

heißt der Rang des Systems fy fy . . fn.
Setzt man

«1 = C, i X} + Cj g + • • • + „ -rn >

(2) «2 “ $21 «1 + $22 «2 + • • • "+• C2n «n ’

. «ft = °»1 «/ + C»2 «/ + • • • + C„„

so nennt man diese Operation eine lineare Transformation.
Im Falle n — 2 haben wir bereits von linearen Transformationen 

gesprochen (vgl. § 83).
Die Determinante

$12 ’ * * $1 n

C22 • • ’ Cin

Cn2 ’ ' ‘ $«n 

heißt die Determinante der Transformation. Ist sie gleich Null, so 
spricht man von einer singulären Transformation.

Unterwirft man nun die Formen fv fy . . fm der linearen 
Transformation (2), setzt man also in ihnen

«y = cvi «/ + °»2 < + . ■ • + o,B < (v = 1, 2, . . ., n), 
so verwandeln sie sich in

fi = a'n xi + + ■ • • +
/ä — ®21 + $22 + • - . + ®2o zn ,

. . . . .......................................................

fn— Oml^l + ®»i2®2 + • • • +

Die neuen Koeffizienten hängen mit den alten durch die Formeln 
zusammen

$/, = «rl Cl. + «r3 C2, + • ’ • + arnCn,-

arj entsteht durch Komposition der rtan Zeile von (1) mit der 
Un Spalte von (3).

Die Determinante
Ur,», art n " " ‘ ar> 

‘ ' $r«*^

CLt- (• dy « • « • G'f a rtl ' U 9ft
14*
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ist somit das Produkt der beiden Matrizen

und

also nacji § 34

Matrix

ar, i « r2 2 • • • n

«r,l «r,2 » • ürjn

«r„l «^2- ■a^

«U, «2», • •

OU, «2»0 ■ • • ^«*2

C ’ »„• • • Gn3tt)

gleich
an(1 . . .

s . . . . . .......................................

G^fi 8/i

Jede ja-reihige Determinante der

(4)

«11 «12 •••«!»

«21 «22 • • • «2n

1 2 • • • n

ist eine lineare Kombination von «-reihigen Determinanten der
Matrix (1). Daraus können wir 
nicht höher ist als der von (1).
Determinanten in (1) gleich Null 
^-reihigen Determinanten in (4).

schließen, daß der Rang von (4) 
Wenn nämlich alle ^-reihigen 

sind, so gilt dasselbe von allen

Ist die Transformation (2) nicht singulär, so lassen sich die 
Gleichungen (2) nach xf, xf, . . xf auf lösen.

Wir bezeichnen mit Cra das algebraische Komplement von crs 
in der Determinante C und setzen

~~ = v Ö '”r ’
Dann lautet die Auflösung von (2) nach xf, xf, . . ., xf

(5)

< = /n + /n + ■ • • + /w®», 

^2 = /2I X1 4" /22®2 4- • • • + /s«®»’ 

. Xn = /nl + 7n2Xi + ■ ■ ■ + 7 nn Xn~

Unterwirft man die Formen ff, ff, . . ff der linearen Trans
formation (5), so gelangt man zu fx, f,, . . ., fm zurück. Der Rang 
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der Matrix (1) ist daher nicht höher als der von (4). Keine der 
beiden Matrizen (1) und (4) hat also einen höheren Rang als die 
andre. Daraus ergibt sich folgender Satz:

Bei einer linearen Transformation, die nicht singulär 
ist, bleibt der Rang eines Systems linearer Formen un
geändert.

§ 93. Die Determinante als Invariante.

Wir wollen die n linearen Formen

A = aU + «12 ^2 + - ’ + «In 

A ~ «21 d“ «22 'C2 d ■ ■ ■ d" S,,, ,

fn = «m d- an2 . . . + ann xn

der linearen Transformation in § 92 unterwerfen. Sie mögen dabei in 

A = «11 :rl d- «12 ^2 + ■ • • d" «1 n ,
ft2 — «21 »1 + «21 + • • • d" «2n «A ,

Es ist nämlich (vgl. § 92)

K = an l + ««2 a:2 + • • . + a'nHxn
übergehen.

Setzen wir

A =
«n • • • «In

und Ä =
aJi . . «In

«nl • • • «nn 1 • • n

so gilt die Gleichung
A' = A C.

«/, = d- «r2 Ö2, + • • • d- «rB C„s-

Unterwirft man n lineare Formen in n Veränderlichen 
einer linearen Transformation, so multipliziert sich die 
Determinante der Formen mit der Transformationsdeter
minante.

Man sagt auf Grund dieser Eigenschaft, daß die Determinante 
der n Formen eine Invariante ist, und zwar gegenüber allen 
linearen Transformationen.
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§ 94. Bilineare Formen.
Wenn in einer linearen Form

+ a2x2 + • ■ • +
die Koeffizienten durch lineare Formen in den Veränderlichen yv 
y2, ■ ersetzt werden, so entsteht eine bilineare Form. Eine 
solche Form ist also ein Ausdruck von folgender Gestalt:

(1) f = S°r. xt y,- (r, s = 1, 2, . . ., n}
Die Determinante der art heißt die Determinante von f.

Wenn man die x oder die y einer linearen Transformation 
unterwirft, so geht die Bilinearform wieder in eine Bilinearform über.

Um uns im folgenden bequemer ausdrücken zu können, wollen 
wir die quadratische Matrix

^11^12 • • ' Kln
^21 ^22 ’ ' ' ^2n

«r. = ßi. + ßrißl, + • • • + ßrnßn.

Knl Uni • • • «nn
das Produkt1 von

Ai Ä2 " ’A»
Ä2 • • • ^2» llIKl

ßll A12 • • • (^1 n 

ß->l @22 ■ • ■ ß'in

Ätl ßni ' ' ’ ßnn

(in dieser Reihenfolge) nennen, wenn

ß^n 1 ßn 2 * • • ßn n

ist (r, s = 1, 2, . . ., n).
Wir drücken die Beziehung zwischen den drei Matrizen durch 

folgende Formel aus:

1 ß\\ ^12 • ' • Ä » \ / ßw • • •

Äl 1'22 ‘ ’ ^2 n >^2 ‘ ’ lJ2n

\ ßni ßni ' ’ ’ ßnn I \ ßn2 ’ ' ’ Ä»« /

1 In § 34 betrachteten wir eine andere Multiplikation von Matrizen. Wir 
sprachen dort vom inneren Produkt. Hier könnten wir also die Bezeichnung 
Süßeres Produkt benutzen. Der Unterschied ist aber schon dadurch ge
nügend hervorgehoben, daß das Produkt jetzt eine Matrix ist und damals 
eine Determinante war.
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Diese Formel bedeutet also daß die Zeile der «-Matrix 
erhalten wird, indem man die Zeile der ß-Matrix der Reihe nach 
mit allen Spalten der ^'-Matrix zusammensetzt.

Mittels einer solchen Formel läßt sich z. B. sagen, was aus 
n linearen Formen

«n + a12 + • ■ - + aln xn, 

®»,1 ^1 d” O22 d • • • d" Z,,,

amxi d-an2«2 d- • • • d- a,ia^

wird, wenn man sie der linearen Transformation
*i = c11^' + <’12<d-...d-cln<,

” ^21 Xl d" ^22 X2 d" • • • d" n f

Xn = C«1 Xl' d- Cs3 + . . . + C„„ .<

unterwirft. Gehen die Formen in
Al 2-1 d- «12 ^2 d“ • • • d- ^in <

021 *1 d- «22 «2 d- • • • d- «2» A ,

@nl d" O»2 ®2 T • • ■ d Ow» Xn

über, so besteht die Relation
I a’u As . . . An \ I atl a,, . . . a]n 

®21 ®22 • • • &2n ^'21 &22 * * ‘ ®2n

\ ®ni o»2 • • • «n» / \a/(1 an2. . . ann

In der Tat ist (vgl. § 92)
ar. = «n M^.d-d «rn

Man muß also, um die Matrix des neuen Formensystems zu erhalten, 
die des alten rechts mit der Matrix der Transformation multiplizieren.1

1 Damit meinen wir, daß die Matrix in der Transformation den zweiten 
Faktor des Produkts bildet.

Was wird nun aus der Bilinearform (1), wenn wir auf die y 

die lineare Transformation
~ Ai 2/i T /'i2 V'j d- ■ • ■ d- A n yn,

Ü2 = Al 2/1' d- A2 Vi + ■ • • d- An 2/n'i

Vn = Al 2// d- Az Ü2 d- • • ■ d- An 2/n

anwenden?

I cn C12 . . . cln \ 

C22 • ’ • ^2«

\ Cn1 C»2 ’ ’ Gnn /
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Schreiben wir die Bilinearforni, nach den x geordnet:
S(«rl ^1 + ®r2 lh+- ■ ■ + am y^Xr>

so sind die Koeffizienten von xv x2, . . xn lineare Formen, die der 
obigen Transformation unterworfen werden.

Die Bilinearform geht also über in 2ärsxry’, wobei die ä mit 
den a in folgender Weise Zusammenhängen:

Mn si2 • • • «i»\ 

«21 «22 ' ' ‘ $2n

'Al

Setzen wii’ in -S’ärg xry*

*1 ~ «11 $1 + «12 $2 + ’ ’ ’ + «In Xn ’ 

“ «21 ^22 4" • ’ ■ T" «2» Xn >

Xn = anl X1 + «n2 X2 +■■■+“.«

so erhalten wir eine Bilinearform x/ y*.
Um zu sehen, wie die a/s mit den art Zusammenhängen, ordnen 

wir nach den y'. Dann haben wir
"V («1. . «0 + • ■ • + , x,) y'\ 1« 1 1 3« 2 1 1 ns w &8

und die Koeffizienten von y/, y2, . . y^ sind lineare Formen, die 
durch die angegebene Transformation in

+ «2. «2 + • • • + <e -4 (« - b 2, ..n)
übergehen. Es ist demnach

/ ah 41 ■ • ■ a«r \ 

«12 «22 • • ■ <n2

\ «ln ®2<i • ■ • «»« /

/ ßn a21... anl \ 

S12 ®22 '-’ an2

\ ®1 n ®2 n • • • n /

Mil «12 •' ' «1»\ 

«21 «22 • ■ ■ «2n

\ «nl «»2 • • • «nn /

oder, da diese Formel nur eine Zusammenfassung der Relationen

I a'ti «12 • ■ • 

#21 a22 • • •

\ ßwi an2 • • •

«A = ®1, «lr + a2, «2r + • ' • + Sn, «nr « = U 2, • • 
darstellt,
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Die stehen also zu den art in folgender Beziehung:
/ a'n As • • • «i« \ 

^21 #22 • • • &2n

(2)
\ dn i dn 2 • • • n n

«n «2i •••«„! 

«12 «22 ‘ - an2

Iail «12 ••• «1 n \ 

^21 ^22 * ' ' ®2n

/Ai A»—A»\

Ai A2 ■ • • A«

\«m «2n--- A \ Al A2 • • ’ A>» /\ «nl an2 ’ ' • ann /

Wir müßten eigentlich die beiden letzten Faktoren in Klammern 
einschließen. Wir können diese Klammern aber auch fortlassen, 
weil hier das assoziative Gesetz gilt. Sind §1, £8, ® drei solche 
Matrizen, so hat man immer

21 (® ®) = (21 ®)®?

Man schreibt deshalb statt 2108®) und (21®)® einfach 21®®.
Aus Formel (2) ist zu entnehmen, daß jede m-reihige Deter

minante von
Al As • • • Am

#21 ®22 • • • ^2n

1 2 • • • n

sich linear und homogen durch die m-reihigen Determinanten von

«11 «12 ■ • • Am
«21 «22 * * * «2 n

«nl ^n2 • - ' An 
ausdrückt.

Bei linearer Transformation der a; und der y erhöht sich also 
der Rang der Bilinearform2 nicht.

1 Im vorliegenden Falle bat dies folgende Bedeutung: Anstatt zuerst die 
x und dann die y kann man zuerst die y und dann die x linear transformieren.

2 d. h. der Rang ihrer Determinante.

Sind die linearen Transformationen nicht singulär, so kann man 
von der neuen Form zu der alten durch lineare Transformation der 
x und der y zurückgelangen. In diesem Falle ist daher der Rang 
der alten Form nicht höher als der der neuen. Es gilt also folgen
der Satz:
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Wenn man die x und die y nichtsingulären linearen 
Transformationen unterwirft,, so bleibt der Rang der 
Bilinearform 2 art xTyt ungeändert.

§ 95. Symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen.

Die Bilinearform 2artxryt heißt symmetrisch, wenn ihre 
Determinante symmetrisch, wenn also art — a,r ist (r, s = 1, 2, .... n).

Unterwirft man die x und die y derselben linearen Trans
formation, setzt man also

Xr = ‘ = j, .
Vr = Al vi + As A + • • • +

so geht die symmetrische Bilinearform wieder in eine solche über. 
Für die Koeffizienten a^f der neuen Form gilt nämlich nach § 94 
die Formel

I aii a'i2 .. . a\_n \
021 «22 • ■ • «2«

\ anl ^n2 • • • ^nn I 

ßil Al ••• AA lan a^n\ 

Kl As • • • As ®21 aZ2 • • • aZn

An An ■■ ■ AJ \«nl ■■■ annl

/ Ai Aa • • • ÄA 

i'n A2 ‘ ’ An

\Ai Az • • • An/

Sie sagt aus, daß
< = Ar A,- 

r,”

y, und v durchlaufen beide die Werte 1, 2, .. ., n. Wir dürfen sie 
also vertauschen und schreiben:

ar 1 ~ "S>arn i^rr 

oder, da « = a ist, y y/*
A. = S«^A«Ar = <- 

r

Setzt man in einer Bilinearform die y gleich dem x, so ent
steht eine quadratische Form in den x. Eine solche Form ist 
also eine lineare Kombination von

x^, .... xj, X1x2, x^, . .., xn^xn.
Sie enthält

n 1 n^n ~ _ n<n + B
22
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Glieder. Man kann immer eine symmetrische Bilinearform an
geben, die sich in die quadratische Form verwandelt, wenn man 
die y gleich den x setzt. Bezeichnet man den Koeffizienten von xr~ 
mit a- , den von x x (r < s) mit 2a . und setzt man noch a — a„, 
so läßt sich die quadratische Form so schreiben

(r, S = 1, 2, . . ., «) 
rt ”

Sie geht aus der symmetrischen Bilinearform

>—j rs . r »/« 
r, f

dadurch hervor, daß man die y gleich den x setzt.
Unterwirft man die x und die »/derselben linearen Transformation, 

so wird
= 2®r>r'<

Im Falle ys — xs(s = 1, 2, . . ., n) ist auch y^ — x’ und daher

"S'a x,x = ^,a' x'x'.

Man nennt 2araxTyt die Polare der quadratischen Form 
2 a x x.. Wendet man auf die x, und die y dieselbe lineare Trans- 
formation an, so geht die Polare von 2artxrxa in die Polare von 
2 a' x'x', d. h. in die Polare der transformierten Form über. Auf 
Grund dieser Eigenschaft heißt die Polare eine Kovariante der 
quadratischen Form, und zwar eine absolute Kovariante.

Aus der Relation (1) ist zu entnehmen, daß

Die Determinante

«11 012 ■ ■ • aln «n al 2 . . . aln Al Aa • • • An 2

«2t 022 • • • «2n = a2l a,2 . . . a^n Pi2 ■ • • Äk

♦......................................... .......................................

^n2 • • • ^nn «»1 «,.2 •••«,» Ai2 ' ' ‘ ^nn

«11 «12 ‘ ■ «1»

^21 «22 - • «2h
)

«Hl ®«2 - • ' ann

die man die Diskriminante der quadratischen Form 2aTtxrxa 
nennt, multipliziert sich also, wenn man die x linear transformiert, 
mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante. Sie heißt des
halb eine Invariante der quadratischen Form.
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§ 96. Reduktion einer quadratischen Form auf möglichst wenig 
Veränderliche.

Die quadratische Form
A, = aJ

heißt vom Range m, wenn ihre Diskriminante den Rang m hat.
Wenn man die x einer nicht singulären linearen Transformation 

unterwirft, so bleibt der Rang der Form ungeändert (vgl. § 94).
Wir wollen jetzt zeigen, daß sich eine quadratische Form 

vom Range n) auf m Veränderliche reduzieren läßt, 
und zwar durch eine nicht singuläre lineare Trans
formation.

Das Gleichungssystem
«n xv + «13 ä, + . . . + a1B<rB = 0,

Ä21 ^1 + aM $2 + ' ■ ' + a2 n Xn ~ ’

Xn = Al ri' + As Xt + • • • + ßnnxn

«nl^l + a„2X2 + 0

hat nach § 26 n — m unabhängige Lösungen, aus denen sich alle 
andern Lösungen linear zusammensetzen.

Wir bezeichnen diese n — m Lösungen mit
A,m+1’ ^2,m+l ' ’ ' '' ßn,m+l

An’ ?2n’ ’ • •’ An

und wählen die m Zeilen
Al ’ i'21’ • • •> ßnl

lJlnf Ani’ * * Pnm 

so, daß die Determinante

Pnl PnZ ' ’ ' P nn 

von Null verschieden ist.
Nun führen wir die lineare Transformation

xl = Al X1 + Aa X2 + • • • + An®» ’ 

X2 = Al X1 d* Aa X2 d* ■ • • d" An Xn ’ 
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aua und fragen, was dabei aus der quadratischen Form 2artxTxt 
wird.

Da
«n a13 . . . aln\ 
«21 °22 • • • ö2n

^11 A2 • • • A»' 

ßi\ ßi2 - ‘ ßin

. ä. 0 ... 0 \ 1 m ’

. «9 0 ... 0 j m

' S11 1

®21 ’

anl an2 ‘ ' aitn V'nl Ää • ’ ‘ ß nn / \ä„l . ä 0 . . . 0 / nm <

wird, so ergibt sich, daß in
a{i «12 ... «1 n \

«21 022 • • • «2»

oder
\ an 1 an 2 . . . an n /

/ ßl 1 1^21 • ■ ■ ßn 1 \ / ®11 ■ • ■ ®1 m 0 . . . 0 i

1^12 ß%2 • ■ • ßn2 I «'21 • • • Ö • • ■ 0

\ßln ß-ln ■ ■■ ßnJ Uni • • • 0 ‘ ■ • 0 /

die n—m letzten Spalten, also (wegen afs — afr) auch die n — m 
letzten Zeilen aus Nullen bestehen. 2aftx^x' enthält also nur die 
m Veränderlichen

, ^2 ? • • • i 
und die Determinante

«11 «12 ... ayn
«21 «29 • • • «2m <

«ml «m2 • • • «mm

ist ungleich Null, weil der Rang von 2afsxf xf gleich m sein muß.
Es ist offenbar unmöglich, durch eine nichtsinguläre lineare 

Transformation are xr xa auf weniger als m Veränderliche zu redu
zieren, weil der Rang der transformierten Form sonst kleiner wäre 
als der Rang der ursprünglichen Form.

Der Rang einer quadratischen Form ist also die Minimalzahl 
von Veränderlichen, auf die man die Form durch eine nichtsinguläre 
lineare Transformation reduzieren kann.

§ 97. Transformation einer quadratischen Form in eine Summe 
von Quadraten.

f—fS art xr xs sei eine quadratische Form mit nicht verschwinden
der Diskriminante. Dann sind zwei Fälle möglich.
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Entweder sind in
®n «12 ... aln

__ a21 a22 ... «3n

! «nl «'n 2 ••'«»»

nicht alle (n — l)-reihigen Hauptminoren gleich Null oder es sind 
zwar alle (n — l)-reihigen, nicht aber alle (n — 2)-reihigen Haupt- 
minoren gleich Null.

Es kann nämlich, da die Determinante symmetrisch ist, nicht 
passieren, daß alle (n — l)-reihigen und alle (n — 2)-reihigen Haupt
minoren verschwinden. Sonst hätte man nach Satz 28 in § 38

i Ar Ar. 1

1 Man bedenke, daß Art — A,r ist. Wir bezeichnen mit X« wie gewöhn
lich das algebraische Komplement von a„.

I rr "1 = 0, 
i i 

mithin

Es wären also überhaupt alle (n — l)-reihigen Minoren gleich Null, 
während wir doch annehmen, daß die Diskriminante von Null ver
schieden ist.

Wenn nicht alle (n— l)-reihigen Hauptminoren der Diskriminante 
gleich Null sind, so läßt sich durch geeignete Numerierung der Ver
änderlichen x erreichen, daß gerade

«ii «12 . • • «l,n-l

Ann
«21 «22 ' + 0
«»-1.1 ®«-l,2 • ' «n-l,n-l

ist.
Wir wollen jetzt statt f die quadratische Form 

V - f~
betrachten. Ihre Diskriminante lautet

«n • • • «l.n-l

«21 ‘ ' «2,n-l «2n

Cb 44 * • • Cb i i Cb i Ä-l.l n-l,n
CI 1 « « • Cb 1 Cb Än 1 n, n -1 n n

und ist gleich Null, wenn wir
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annehmen.
Die Form cp läßt sich, da ihre Diskriminante vom Range n — 1 

ist, durch eine nichtsinguläre lineare Transformation auf n — 1 Ver
änderliche reduzieren.

Um eine nichtsinguläre lineare Transformation zu finden, die 
diese Reduktion leistet, muß man nach § 96 die Gleichungen

«n + alnxn = 0,

<^1,1®! + • • ' + + an^,nXn = °-

, . xl + ■■ ■ +

lösen.
Die Determinante dieses G leichungssystems ist vom Range n —• 1.

Es gibt daher nur eine unabhängige Lösung, und wir können
Al> A2' ' • ^nn

als solche benutzen. Die in § 96 mit
An» An' • • " An

sind also bezüglich gleich Anl, Jn2, . . ., Ann oder, was dasselbe ist, 
gleich d}„, . ., Anu. Da nun

1 0 . . 0 0

0 1 . 0 0

0 0 . . 1 0

A n ■ A-i n Ai»

= A„ + o»

so ist nach § 96 die lineare Transformation

(1)
®„-) = »n'-l + Al,n<

eine solche, wie wir sie suchen. Sie verwandelt cp in eine quadra
tische Form der Veränderlichen xf, xf . . x' ..

■ Es ist also vermöge dieser Transformation
1, n 1, ..., n — 1
S °r. x; x; .
r, e - r, 8
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Setzt man x’ — 0, so wird

xr — x? (r = 1, . . . j n — 1) und xn = 0, 

und die obige Formel geht über in
= ^ar,xrx.- (r’s = n " 1

Daraus können wir entnehmen, daß
— ar>

ist (r, s = 1, . . ., n — 1).
Die Transformation (1) führt also die quadratische Form f in

1, ..n — 1 
^' +

r, 3 
über.

Wir wollen jetzt die zweite Möglichkeit besprechen, wo in der 
Diskriminante von f alle [n — l)-reihigen Hauptminoren gleich Null 
sind. Dann gibt es, wie wir gesehen haben, einen (n — 2)-reihigen 
Hauptminor, der von Null verschieden ist. Durch geeignete Nume
rierung der x laßt sich bewirken, daß gerade

ail “12 • • • ai,n-2

A- l,n = 021 “22 ’ ' ’ a2'M“2
n — 1, n ..................................................................

®m-2,1 ®n-2,2 ■ ' ‘ an-2,n-2 

nicht verschwindet.
Betrachten wir statt f die quadratische Form

^ = f+21xn_xxn, 

so lautet ihre Diskriminante

®ii • • • ai,n-i> am

a21 '"a2,n-l> u2n

an-J,l • • • ®n-l, nl ’ ®n-l,nT^

d i ... d . -4- Z . d „w 1 n, n -1 ’ ’ nn

“11 • •• al.n-l + °> aip + °

a21 •• a2,n-l + °> ®2n + 0

“n-bl • •• “n-bn-l + O, a„-i,n + A

• an,n-l + önn+0

Sie zerlegt sich nach Satz 6 (§14) in vier Determinanten und hat 
den Wert

n-1 ^2^n-l,n
n — 1, m

=? A 2 A An_l n Z2 An —
n —l,n
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Nach Satz 28 in §. 38 ist aber

1 4 4। ^n-l,n-l n-l.n_____ p — AA ,

I Ai, n-1 Ann n-l,n’
so daß

AD = A2 - 2kAAn . „ + Z2 J“ = U - Zyl , J2. r? I, n 1 n i, n \ n-i, w

Setzt man

—1.«

so wird der Rang von I) gleich n — 2, Die Komplemente von 
an-i, n-i und ann i” 8iud dieselben wie in A, also gleich Null. Die 
Komplemente von «n_bn + ^ und aK>n l + ^ sind ebenfalls gleich 
Null, weil die reziproke Determinante von D symmetrisch ist und 
in ihr alle zweireihigen Minoren verschwinden. Da hiernach die 
(n — l)-reihigen Superdeterminanten von Rn_i,n alle verschwinden, 

n — 1, n
so ist der Rang von D wirklich gleich n — 2 (vgl. § 24).

Die Form ip läßt sich nach § 96 auf n — 2 Veränderliche 
reduzieren. Um eine nichtsinguläre lineare Transformation zu finden, 
die diese Reduktion leistet, müssen wir nach § 96 die linearen 
Gleichungen

W + +«ln»„=0,
Al + • • • 4* n-i 1 + An = ® ’

an l, 1 A + • • • + an -1, n-l rn 1 + («„-1, „ + ^ann = 0 >

Ai +■■■+ {«„-!, „ 4- 4* annxn = 0
auflösen. Ihre Determinante ist vom Range n — 2, und es gibt 
zwei unabhängige Lösungen von folgender Gestalt

Da nun

ßv ■ • ; ßn-2, 1, 0, 

/] > • • > /» 2 > 1 ■

1 0 . . 0 0 0
0 1 . . 0 0 0

0 0 . . 1 0 0
■ ßn 2 1 0

/i r2 ■ ■ 7n- 2 0 1
so ist nach § 96 die lineare Transformation 

Kowalewski, O.otorminanton 15
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®i -=< + &<-!

«2 +^<1 +r3<.

$«-2 ~ Xn - 2 + Äl-2 •% -1 H" /'n-2 Xn ’

Xnl = <-l ’

Xn = <

eine solche, wie wir sie suchen. Sie verwandelt y in eine quadra
tische Form der Veränderlichen xf, x2, . . ®n'_2.

Es ist also vermöge dieser Transformation
1 , .... V -2

f + 2).Xn^xn =
r, *

Setzt man in dieser Formel

^_i = 0 und xn = 0,
so geht sie in

1, .... n-2 1, ..n-2
a„xx — a’ xx rs r s rs r ft

rf s r, 3

über. Es ist also
(r, s = 1, . . n - 2)

und die obige Formel lautet daher
1,

f = - 2 Z 4_! 4 + ars xf xf. 
r, *

Setzt man jetzt noch

< = *r (r = 1, . . n-2), 
= «n-l + ,

< = 5»-l “
so wird vermöge der Transformation

+ (ft + Xi) + (A - 7i)
X2 ~ + ^2 *1~ d" (/^2

a;r-a ~ ^n-3 d" d- + G^n-2 “ /n-ä)^»
^»-l ~ ^n-1 d" ^n>

«n = 5n-i “
die offenbar nicht singulär ist,

f = 2^(«n - ^n-1) + ar,
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Durch wiederholte Anwendung des obigen Verfahrens gelingt, 
es, der Form f die Gestalt

zu geben, wo die c alle ungleich Null sind. Die linearen Trans
formationen, die man dabei anzuwenden hat, lassen sich durch eine 
einzige ersetzen, die direkt von f zu cx «T2 + c2 %2a + ... + cBÄn3 führt 
und nicht singulär ist. Wenn man nämlich zuerst die lineare 
Transformation

XT “ ßnxi + ßr2xt + • • • + (r = 1, 2, .... n)
oder die lineare Transformation

Ä1 &2 • • ‘ Ä n\

Ä1 Äs • 1 ' Änl

\Ä1 Ä2 ’ ’ • ßnj

ausfährt und dann die lineare Transformation

Xr ~ Ä1 Xl d" Ä« X2 d" • • • + Än Xn (r « 1, 2, . . ., 
oder

Ä1 Ä12 • • • Ä» '

/?32 . . . Ä"

\ Ä1 ßn2 * • * ßnn /

so gelangt man von den x direkt zu den x", indem man die lineare 
Transformation

xr = S(Ä, Ä'i xi" + Ä, Ä'a xt d- • • • d- Äv Ä» 7
= Tri X1" d- rra < + ...+ /r„ x“

(r = 1, 2, . . n)

vornimmt, und zwar ist offenbar
^11 ^13 ‘ • • /ln\ Äl Ä2 ' ’ • Än\ Äl Ä3 • • • Ä»

31 ^22 • • • Tin Ä1 Ä2 ' ' ‘ ßln j • • • ßzn

>^nl Tn2 ' • ’ Tnnl \ßnl ßnt ’ * * ßnn. I \ Ä2 • • • ßnn /

Setzt man noch
_ 1 _ 1 _ 1

%1 ~ ^y>’ 3 "
15*
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was wieder eine nicht singuläre lineare Transformation ist, so hat 
man f auf die Form

y* + %2 + • • • + y» 
gebracht.

Eine quadratische Form
1, .... n 

f= ^ar,XrXs

mit nicht verschwindender Diskriminante läßt sich also durch eine 
nicht singuläre lineare Transformation

Xr = Crl th + °r2 %+••• + Crn V» 0=1, •••>«)

in
%2 + • • ■ + yn2 

überführen.
Sind die reell, so wird die lineare Transformation nicht not

wendig reell sein. Wünscht man nur reelle Transformationen, so muß 
man, nachdem f durch eine reelle Transformation auf die Form 

2 + c2 «2 a + ... + c„ %„2 gebracht ist,
1 1 1.

X. = •;«/., = -7= V, , X = -F-
1 2 Vhr VM

setzen, wobei |crj den absoluten Betrag von cr bedeutet. Dann ver
wandelt sich f in

«1.7/+ 8a^22 + • • • + S»?V’

und die « sind gleich + 1. Man hat nämlich sr = 1, wenn <\ > 0 
ist, und e„ = — 1, wenn c„ < 0 ist.

Wir haben bisher angenommen, daß die Form f eine nicht
verschwindende Diskriminante hat. Ist der-Rang von f kleiner als 
n und gleich m, so gibt es in der Diskriminante einen von Null 
verschiedenen Hauptminor. Wir können durch geeignete Nume
rierung1 der Veränderlichen erreichen, daß gerade

1 Eina Umnumerierung der x läßt sich als eine (nicht singuläre) lineare
Transformation ansehen.

'hl «12 " ‘ «Im 

«21 «22 ... «2m

«ml' * * «mm 

ungleich Null ist
Wie wir aus § 96 wissen, läßt sich f durch eine nicht singuläre 

lineare Transformation auf m Veränderliche x*, . . ., redu
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zieren. Um eine solche Transformation zu finden, muß man für die 
linearen Gleichungen

«n ®i + «12 ®2 + ’ • ' ft °i»®» “

«21 «Ö ft «22 ft T ■ ’ * ft «2» ft

«nl X1 + ««2 ft + • ■ • + «nn Xn ~

ein Fundamentalsystem von Lösungen bestimmen. Da man sich 
auf die m ersten Gleichungen beschränken kann, so gibt es ein 
Fundamentalsystem von folgender Form:

Ä,m + 1’ ' ’ •> Äi, m+1 1 0 . . . 0
ft, m 4-2’ ’ ’ K, m+2 1 ... 0

Kn Kn 0 0 ... 1.
Nach § 96 verwandelt dann die lineare Transformation

Xl ~ ft ft, m + 1 Xm +1 ft • • • ft ft n Xn ’

Xm = Xm ft ßm, m +1 Xm +1 ft ' ’ ’ ft l'rnn Xn>

X-m + 1 Xm + 1 1

Xn = ft'

f in eine Form in xf, x2', . . ., xv[. Es wird also vermöge dieser 
Transformation

1, . . »l
/= «/.<<•

r, s
Setzt man *

<+i = 0,
so geht diese Formel in folgende über:

1, ...» m 1, . . , m
S ar, Xr X. = S ar. Xr X,' 
r, f 8

Daraus folgt
ars = ««• (r, s = 1, 2, . . ., m)

Die oben angegebene lineare Transformation bringt also f auf 
die Form

1, . m
S «rs Xr X'S‘

T1 *

Diese Form in , xf, . . xm' hat eine nicht verschwindende 
Diskriminante, kann also durch eine niclitsinguläre lineare Trans
formation in
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si Pi2 + + ■ ■ ■ +

verwandelt werden, und die lineare 
reeller a reell.

Transformation ist im Falle

§ 98. Ausgezeiclmete Numerierung 
quadratischen

Wenn die quadratische Form

der Veränderlichen in einer 
Form.

den ßang m n) hat, so lassen sich die Veränderlichen ajj, <r.,, xn 
so umnumerieren, daß

«11 «12

«21 «22

von Null verschieden ist.
Ferner kann man xv

«ml«m2 * ’ * «mm

®9> • • •, so umnumerieren, daß

oder, wenn

A , = m-1

cT 
e* 

•

cS 
•

<3 
ö

• «bm-1 

• «2, m-1 rf=O
«m-1,1 am-l,2 ’ J, m-1

dies nicht geht, so, daß
«11 «12 • «1, m-2

^m-2 = «21 «22 " m-2 + o
• «m-2,1 «m-2, 2 ’ ' ®m-2, m-2

ist.
Am enthält eben entweder einen von Null verschiedenen (m—1)- 

reihigen Hauptminor oder, wenn das nicht der Fall ist, wenigstens 
einen von Null verschiedenen (m—2)-reihigen Hauptminor.

Auf Am^ bzw. Aw_2 kann man dieselbe Betrachtung anwenden 
und gelangt schließlich zu

oder zu
«ii

«21

«12

«23
+ 0. (ßu = «22 = 0)

X =

. . a,

. . a.* m

A = ®n + 0

A —
Setzt man Ao = 1, so geht es noch einen Schritt weiter.

Eine Numerierung der x, wie sie sich bei dem obigen Verfahren 
ergibt, nennen wir eine ausgezeichnete Numerierung.
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Bei einer solchen Numerierung hat die Reibe
-^0’ ^1’ ' ' ■’

folgende Eigenschaften.
Ao = 1 und Am sind von Null verschieden. Nie sind zwei 

benachbarte Glieder der Reihe beide gleich Null. Ist Ar = 0 
(0 < r < m), so verschwinden alle r-reihigen Hauptminoren von Mr+1. 
Das Produkt aus A^ und Ar+1 ist (auch im Falle r = 1) gleich einem 
zweireihigen Hauptminor der reziproken Determinante von Ar+1 
(vgl. Satz 28 in § 38). Da ein Minor dieser Art die Form

0 a ;
a 0 j 

hat, ist
<r A + 1<°‘

Wenn also in der Reihe Ao, Av ..., Am ein Glied verschwindet, 
so haben die beiden Nachbarglieder entgegengesetzte Zeichen.1

1 Wir setzen hierbei die ar, als reell voraus.
2 Die neuen Veränderlichen bezeichnen wir hier ebenso wie die alten.
3 Ein Zeichen wechsel findet statt, wenn ein positives neben einem nega

tiven Glied steht, eine Zeichenfolge, wenn zwei positive oder zwei, negative 
Glieder nebeneinander stehen.

Erinnern wir ups an das Verfahren in § 96, so wird danach 
die Form /'zunächst in eine quadratische Form in xv x3, ..., xm 
mit der Diskriminante Am verwandelt.2 Von dieser Form spaltet 
sich im Falle ± 0 ein Glied cn ab und om ist gleich 

4»-r Falle Am_1 — 0 spalten sich zwei Glieder ab cmxm2 
+ cm-i und cm_1, cm sind entgegengesetzt gleich.

Schließlich erhalten wir
G«? + + ••• +

Je zwei Gliedern Ar^}, Ar in der Reihe Ao, Av .... Am, die beide von 
Null verschieden sind, entspricht ein Glied cr xr2 und er ist positiv oder 
negativ, je nachdem Ar_lf Ar beide dasselbe oder entgegengesetzte 
Zeichen haben. Je drei Gliedern Ar_}, Ar, Ar+1, von denen das 
mittelste gleich Null ist, entsprechen zwei Glieder cr+1 x2r + 1 +crx,r2, 
deren Koeffizienten entgegengesetzte Zeichen haben, ebenso wie Ar_1 
und ^lr. Hieraus ergibt sich folgender Satz.

In der kanonischen Form x}~ + c2 x2 + ... -p emx^, die das 
in § 97 geschilderte Verfahren liefert, sind so viele negative Koeffi
zienten vorhanden, als es in der Reihe Ao, A1,...,Am Zeichen
wechsel gibt, und so viele positive Koeffizienten als es in dieser 
Reihe Zeichenfolgen gibt.3 Dabei ist es gleichgültig, ob man die 
Null als positive oder als negative Zahl gelten läßt.
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§ 99. Das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen.

Wir betrachten eine quadratische Form mit reellen Koeffi
zienten. Ist ihr Bang gleich», so läßt sie sich durch eine lineare 
Transformation, die reell und nicht singulär ist, auf die kanonische 
Gestalt

W2 + c2y22 F ... + cmy,2 
bringen.

Wenn man diese Reduktion auf verschiedene Weisen 
ausführt, so ergibt sich immer dieselbe Anzahl positiver c, 
also auch immer dieselbe Anzahl negativer c.

Das ist das Trägheitsgesetz der quadratischen Formen.
Es ergebe sich bei der linearen Transformation

0 ) !h * ^2 % ’h • • • L V» (r - 1, 2, . . ., n)
aus f die Form c2 y2l cr, yj und bei der linearen

1 Man nennt (3) die zu (1) inverse Transformation.

Transformation
(2) = yr,z} + yr2«2 m... + 7rn\ (r = 1, 2,..., n)
die Form c/ + e^ z2 + ... 4- «w2. Die linearen Transforma
tionen sind beide reell und nichtsingulär.

Die Gleichungen (1) lassen sich also’nach den y auflösen. Die 
Auflösung laute1
(3) = (r = 1, 2,..., n)

Unterwirft man nun die quadratische Formcj yx2-\-eiy12+.. •+ -c-myj 
der linearen Transformation (3), so geht sie in f über und f ver
wandelt sich bei der linearen Transformation (2) in zt2 4- c2 z2 
+ • + Daraus entnehmen wir. daß c, 4- c2 y2 4- ...
+ cmym2 direkt in a\ zx2 4- c2 z2 + ... + enzu* übergeht, wenn man 
die lineare Transformation

'Ä1 • • • Än\ /^ll Tu • • • /ln\ Mil ^12 • • ' ^1»\

Ä2 • ■ • Ä« | I ^21 *22 ’ • • ?2n — | ^21 ^22 ’ ' ' ^2« I

Vnl Äi2 ■ • • ßnJ Vnl ^»2 ' ' ' Tnnl Vnl ‘ ‘ ^nnl 

anwendet. Vermöge dieser Transformation ist also

y2 + 'h y^+ ■■■ -I- omy,2 = < k + • • • + \2-
Wir wollen jetzt annehmen, daß auf der linken Seite mehr posi

tive Koeffizienten vorkommen als auf der rechten. Links gebe es p 
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und rechts p'{<p) solche Koeffizienten. Durch eine passende Um
numerierung der y und % läßt sich erreichen, daß gerade

> 0, > 0-------cp > 0
und

< > 0, > 0, • •c'y > 0
ist,

Da p < p, so ist die Anzahl der Gleichungen
dp + X ~ ^p+l.l^X + ^p+X,2Z2 + ■ • • "F ^p + X,nX'n “

dm = SmX X1 + ^,2 Ä2 + • • • + $mn «„ = 

«1=0,

«/ = 0
kleiner als m. Das System (4) hat also wenigstens n — m 4* 1 un
abhängige reelle Lösungen (vgl. § 25). Dagegen hat das System 
(5) x1 = 0, «2 = 0, . . xm = 0
genau n - m reelle unabhängige Lösungen. Daraus geht hervor, 
daß es reelle. Lösungen von (4) gibt, die nicht zugleich Lösungen 
von (5) sind.

Ist Zj, z3, . . ., zn eine solche und setzt man
dr ~ ^1 ?1 + ^2 ^2 + ■ • ■ + (r = b 2> • • • ■ »)

so wird
ci y? + w* + • ■ • + o,

weil die Glieder mit negativen Koeffizienten verschwinden. Da
gegen hat man

c\ Z\ Y l

weil alle Glieder mit positiven Koeffizienten gleich Null sind, aber 
nicht alle Glieder mit negativen Koeffizienten,

Es kann also unmöglich

Mi + Mi d • ■ • + cmy^ =
sein, und es gibt daher mindestens ebenso viele positive c wie posi
tive c. Das Umgekehrte gilt aber auch, weil wir auch von c1'«J2-|-

+ • • • + zu Gy2 + c3y2 + . . . + cnym2 durch eine 
reelle lineare Transformation gelangen können. Mithin ist p — p'.

q sei die Anzahl der negativen c. Dann ist p 4* q = m, also 
gleich dem Rang der quadratischen Form.

Die Differenz p — q pflegt man die Signatur der Form zu 
nennen.
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Wenn eine reelle quadratische Form den Rang m und die 
Signatur s hat, so läßt sie sich durch eine reelle und nichtsinguläre 
lineare Transformation in
(6) “ + • ■ • + Vw + « +1 • ■ • Um

überführen.
Die Formen f = und = S mögen beide

den Rang m und die Signatur s haben. Dann gibt es eine lineare 
Transformation T, die f in (6) verwandelt, ebenso eine lineare Trans
formation T', die /' in (6) verwandelt.1 Die zu T inverse Trans
formation, die wir mit T-1 bezeichnen wollen, führt (6) in f über. 
Wendet man nun auf f zuerst T' an und dann T~1, so geht f in 
(6) und dann in f über. Die lineare Transformation T'T~\ d. h. 
die lineare Transformation, die mit der Reihenfolge von T' und T~r 
gleichwertig ist, verwandelt also die Form f in f.

1 T, T' sind reell und nichtsingulär.

Wir wollen zw?i reelle quadratische Formen, die sich durch 
reelle und nichtsinguläre lineare Transformation ineinander über
führen lassen, äquivalent nennen. Dann können wir sagen, daß 
Formen von gleichem Rang und gleicher Signatur äquivalent sind.

Umgekehrt haben zwei äquivalente Formen gleichen Rang und 
gleiche Signatur. Gibt es nämlich eine lineare Transformation S 
(reell und nichtsingulär), die / in f' verwandelt, so führt die lineare 
Transformation 8 T' die Form f in (3) über, f hat also denselben 
Rang und dieselbe Signatur wie f.

Demnach gilt folgender Satz;
Zwei reelle quadratische Formen sind dann und nur 

dann äquivalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe 
Signatur haben.

§ 100. Bestimmung der Signatar einer quadratischen Form aus 
den Hauptminoren der Diskriminante.

Wenn wir eine ausgezeichnete Numerierung der Veränder
lichen yorgenommen haben (vgl. § 98), so läßt sich aus der Reihe 

“11 “12 • • • “1m

(1) A = l, A^aw 
a21 "22 ............................................ ।

■» O • • • xn
die Signatur der Form ~^arsxrxl erkennen.
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Die Form sei äquivalent mit

- + ■ ■ ■ + pmym2-

Es gibt dann nach § 98 unter den c so viele positive (negative), 
als Zeichenfolgen (Zeichenwechsel) in der Reihe (1) auftreten. Dabei 
ist es gleichgültig, ob die Null als positive oder negative Zahl an
gesehen wird.

Wir wollen unter dem Symbol
sgn x (signum x)

1 oder — 1 oder 0 verstehen, j'e nachdem x positiv, negativ oder 
gleich Null ist

Dann wird, falls Ar_1 und Ar in der Reihe (1) eine Zeichen
folge liefern und nicht Null sind,

sgn = 1.
Liefern sie einen Zeichenwechsel, ohne daß oder Ar verschwindet, 
so wird

sgn (Ar_l Ar) = - 1.
Der Zeichenfolge entspricht ein positives c, dem Zeichenwechsel 

ein negatives c.
Ist Ar — 0. so haben wir in A^, Ar, Ar + 1 einen Zeichen

wechsel und eine Zeichenfolge. Ihnen entsprechen ein negatives 
und ein positives c.

Handelt es sich nur um die Differenz zwischen der Anzahl der 
positiven und der Anzahl der negativen c, also um die Signatur s 
der Form, so kann man bei der Zählung der Zeichenwechsel und 
Zeichenfolgen diejenigen fortlassen, an denen ein verschwindendes 
A beteiligt ist. Um s zu finden, bildet man also die Produkte A^ Ar 
und. streicht die verschwindenden. Nun zählt man, wie viele posi
tive und wie viele negative dastehen und bildet die Differenz zwischen 
der Anzahl der positiven und der der negativen Produkte. Diese 
Differenz ist gleich

2 8$n (4-i A)’
wobei sich die Summation über alle stehen gebliebenen Produkte 
A-i^r erstreckt. Man kann die Summation aber ebensogut über 
alle Produkte A^ Ar erstrecken. Wenn nämlich Ar = 0 ist, so 
hat man

sgn (A^ Ar) = sgn (Ar Ar + 1) = 0.

Für die Signatur der quadratischen Form gilt demnach die
Formel
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s = y sgn (4, 4.). 
r — 1

Wir können aber auch schreiben
n

* = s sßn «u 4)> 
r — 1

weil im Falle m < n An gleich Null sind.

§ 101. Klassifikation der reellen quadratischen Formen.
Wir nennen wie in § 99 zwei reelle quadratische Formen f und 

f äquivalent, wenn es eine lineare Transformation S gibt (reell und 
nichtsingulär), die fin f' verwandelt. Die inverse Transformation S"1 
verwandelt dann f in f.

In § 99 sahen wir, daß zwei reelle quadratische Formen dann 
und nur dann äquivalent sind, wenn sie denselben Bang und die
selbe Signatur haben.

Alle Formen, die denselben Rang und dieselbe Signatur haben, 
wollen wir zu einer Klasse rechnen. Dann besteht diese Klasse aus 
paarweise äquivalenten Formen und Formen, die verschiedenen 
Klassen angehören, sind nicht äquivalent.

Wie viele solche Klassen gibt es im Falle von n Veränder
lichen? In jeder Klasse existiert eine Form von folgender Gestalt

4 + . . . + X- - X^ j - ... - Xi.

m ist der Rang und 2p — m die Signatur der betreffenden Klasse. 
m kann, wenn wir die identisch verschwindende Form mitrechnen, 
jeden der Werte 0, 1,..., n haben und p jeden der Werte 0, 1,..., m. 
Es gibt also m+1 Klassen, bei denen der Rang gleich 'm ist, 
folglich im ganzen

1 । o । । > 1 (n + l)(n + 2)1 + 2 + ... -f- n + 1 — ------ ~-----—
Klassen.

Greift man aus jeder Klasse einen Repräsentanten heraus, so
hat man Formen

fl > Äj ) • • •> (n + 1) (n + 2)
von solcher Art, daß jede reelle quadratische Form mit einer und 
nur einer von ihnen äquivalent ist.

Wird die identisch verschwindende Form nicht, mitgerechnet, 
so gibt es nur n 444 Klassen und F44J1 Repräsentanten. Jede 

reelle quadratische Form, deren Koeffizienten nicht alle gleich Null 
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sind, ist mit einem und nur mit einem von diesen Repräsentanten 
äquivalent.

Im Falle n = 1 kann man
xf und — x^

-als Repräsentanten benutzen, im Falle n = 2
>rj2 + .c22, x^-x^, -x2-x2, x*, -x^, _ 

im Falle n == 3
«i3 + ®22 + 2 + a:22 - x2, x^ - x2 - k32, - «i2 - x^ - x92,

X2 + x.2, X2 — X2 — X,2 — X2, x2, — x,2J .tj 1 Ä JL ä A
USW.

Quadratische Formen mit nicht verschwindender Diskriminante 
bezeichnet man als nichtsingulär.

In n Veränderlichen gibt es n + 1 Klassen nichtsingulärer 
Formen.

Wir wollen hier noch eine andere Klassifikation der reellen 
quadratischen Formen erwähnen, bei der zwei Formen f und ff dann 
und nur darin zu derselben Klasse gerechnet werden, wenn f und 
y oder f und — g äquivalent sind.

Das Repräsentantenverzeichnis wird in diesem Falle kleiner. 
Beschränken wir uns auf nichtsinguläre Formen, so gibt es für 
n — 1 nur einen Repräsentanten:

x,2,
für n = 2 zwei Repräsentanten:

x2 q- x22, x2 - x2,
für n = 3 zwei Repräsentanten:

«1 2 + X2 + «32, »j 2 + V -
für n = 4 drei Repräsentanten

»l2 + «22 + «32 +
x,2 + x22 + x32 - X2,

+ ^ä2 ~ ®32 “ Xi2’
für n = 5 drei Repräsentanten

x^2 + a;22 + x32 + x^2 d- ®52,
^2 + ®22 + X32 + X*2 - X32,
«l2 + ®22 + X32 - Xi2 - V-

Bei n Veränderlichen gibt es 
n 4- 1 , n + 2. 0 er _ _

Repräsentanten, je nachdem n ungerade oder gerade ist.
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§ 102. Definite quadratische Formen.
Eine reelle quadratische Form vom Range m heißt definit, 

wenn ihre Signatur gleich m oder gleich — m ist. Eine solche Form 
ist also entweder mit

^2 + 4- • • • 4-
oder- mit

•^1 ^2 • • •

äquivalent. Im ersten Falle spricht man von einer positiven 
quadratischen Form, im zweiten von einer negativen.

Wenn f eine definite Form ist, so hat man immer oder 
immer fgO, wie auch die reellen x gewählt werden.

Durch diese Eigenschaft sind die definiten Formen charakteri
siert Ist nämlich eine quadratische Form vom Range m nicht 
definit oder, wie man sagt, indefinit, so ist sie mit einer Form 
von folgender Gestalt äquivalent

x\ + . . . + x* — x^ i - . . . - Xm* (0 < p < m)

Eine solche Form ist sowohl positiver als auch negativer Werte 
fähig. Sie wird z. B. positiv, wenn man xt = 1 und alle andern x 
gleich Null macht, und negativ, wenn man x = 1 und alle 
andern x gleich Null macht.

Wenn man bei einer definiten Form JSaraxrxt, deren Rang 
gleich m ist, eine ausgezeichnete Numerierung der x eingeführt hat, 
so kann es in der Reihe

^0 — 1» "^2 —
a)a

®21 ^22

an a12 ...

®21 ^22 ■ • •

am2 ' • ’ amm

entweder nur Zeichenfolgen oder nur Zeichenwechsel geben.
Im Falle einer positiven Form sind alle .4 positiv, im Falle 

einer negativen Form sind sie abwechselnd positiv und negativ.
Eine nichtsinguläre definite Form in n Veränderlichen ist 

entweder mit
»i2 + «a2 4- ■ • ■ + %a 

oder mit
~ ^l2 “ «28 ~ “ V

äquivalent. Sie ist offenbar nur- dann gleich Null, wenn alle Ver
änderlichen gleich Null sind.
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J-, • • * , 74- *

Ist / = ^a^x x, eine nichtsinguläre definite Form, so sind in 
r, n

ihrer Diskriminante alle Hauptminoren ungleich Null. Setzt man 
nämlich in f alle x außer

> Xr!• • ■ ’ 2 • • • < 1 p)
gleich Null, so ergibt sich eine Form in xri, xr., . . xTp, deren 
Diskriminante

«r, r, «r, rÄ • 

ß  «rsn «>Bra • * ' rp

I a'p n an>’ s • • • arv~ v
ein p-reihiger Hauptminor der Diskriminante von f ist.

Wäre nun D = 0, so ließen sieh xri, x,.t, . . xTp so wählen, daß

Ur, r; xrt ~F ®rt r2 xrs "i* • ■ ’ 4“ Ur, Tp Xrp = 0 ,
ö^r, xr2 + ^r, 4~ • • - 4~ «r„rp Xrp — 0 ,

arpr.Xr, + arpr2xri -f- . . . + arpTpxrp = 0
ist, ohne daß xri, xv . . xr alle verschwinden. Dann hätte man 
aber, wenn wir die übrigen x gleich Null lassen, f — 0, ohne daß 
alle x gleich Null sind.

mit nicht verschwindender 
der x eine ausgezeichnete

«12 • ’ ‘ «1 n
#22 ' * ’ #2 n 

sind entweder alle positiv oder abwechselnd positiv und negativ. 
Im ersten Falle haben wir eine Form, die nur für xx — x2 — . . . 
= xn = 0 verschwindet und sonst immer positiv ist. Im zweiten 
Falle verschwindet die Form auch nur für = ®2 = .. . = xn = 0, 
ist aber sonst immer negativ.

§ 103. Reziproke einer quadratischen Fenn.
f=2a x x^ sei eine riichtsinguläre quadratische Form in 

x2, . . xn.
Jtrs bezeichne wie gewöhnlich das algebraische Komplement 

von a in der Determinante rs

Für eine definite quadratische Form 
Diskriminante ist also jede Numerierung 
Die Glieder der Reihe

a, 
a.,«11 «12

«21 «22
1, «n,
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Wir wollen 
werfen:

*1 -

=

Sie geht dabei über

-dll -42| A„ ;
A Ä ' ' A

A^ An,
~ A A ' ' A

4 , fi A^» Ann

Za" Za" ' ‘ ’ ZT
Nun ist aber

A,, Ani ,
A A ' 4

4 ,5 4,5 4„5
A A " A

4,n 42n 4nw
— -j-

Also wird1

I «u «12 • • • 

«21 «22 ■ • ■

\ «nl «n2 • • -

an a13 ... «1B
4 __ «21 «22 ‘ ‘ «2n

a. a, . . . a n1 H2 nn

Form f der folgenden

“i“®/ 4 j^x‘/ + • • • +

+ . . .4

= 2a'r,xrx„ und 
■ ■ ■ «1,A

«2t «22 ■ • • «2nl

\«nl Hn2 ‘ • «nn/

lau «12 • ■ ■ am\

Ö21 ’ * ®2n

W1 an2 ' • * annl

lau a}i . . . «ln\

«21 «22 ’ ' ain

\dnl «n2 ’ ' • ZJ

^11. 4J*i-

14 4

-4» 4;t
"A A

4,„ Am
A' A

Transformation unter-

. r '
A n ’

man hat (vgl. § 95)

An ^12 A,„
A ' A

A»i An A, „
A A ' ‘ 4 "

Ani A-n g Ann
A 2“ * ’ "Ä~!

/I 0 .. . 0\ 
0 1 ... 0

\ 0 0 . . . 1 /

4^, 
A
At „ 
ji.

■Ann 
A

1 Man bedenke, daß Ar, — Air ist.
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Daraus ergibt sich

Man nennt diese Form die Reziproke von f. Bildet man von f 
wieder die Reziproke, so ergibt sich f. In der Tat ist das 
algebraische Komplement von in der Determinante Jal

At -di»

A A ' ' ' Ä

^S2 4, „

A ii ] 4 n A n n
A A ' ' ' A

nach § 38 gleich ar,:A. Die Determinante selbst ist gleich ß.

Die Reziproke der Form f lautet also wirklich ^ar/)xrxt.
Die Transformation, die f in / verwandelt, ist folgende:

= an Xj -p ai2 + • • • + ai n ’

*^2 ^21 F ®22 ^3 F ' ' ' F ^2 n Xn ’

Xn = + an2 % F • • • + «..®. •

Bilden wir zu einer reellen nichtsingulären Form f die Rezi
proke, so ist sie mit f äquivalent, hat also auch dieselbe Signatur 
wie f. Die Reziproke einer definiten Form f ist wieder definit, 
und zwar positiv oder negativ, -je nachdem f positiv oder negativ ist.

§ 104. Eine Invariante einer quadratischen und einer linearen Form. 

Wir betrachten eine quadratische Form

und eine Linearform
l = ar xr 

in den n Veränderlichen x.
Unterwerfen wir beide der linearen Transformation

(1) &r = ßrl Xt + ßr2X2 + ' • • + ßrnXn

(r — 1, 2, . .., n)
so geht /■ in

f = '^arsx'rxs
Kwjujsmszi, Determinanten 16
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und l in
f Xr

über.
Die lineare Transformation

™ I ®r“ Ai^' +As <+'••* +(r = 1, 2, . . ., n)
* ^n+l — ^n+1

verwandelt also die quadratische Form

in
f + 2 1'4+1 •

Die Diskriminante von f+^^xn+i lautet

(3)

an «13 ’ • An ai
«21 aä2 . ■ «2» %

flnl «„3 • • ann %
«1 «3 ' ■ % 0

und nach § 95 besteht zwischen ihr und der Diskriminante von 
f + 21'4+1 die Beziehung

«u «12 • • «In «i Al ß12 • • alA «1

«21 «23 • • «2« «2
es'

Al ß23 ’ ■ a2n «2

B"
4 t «»2 • • • An 4 a, nl «a2 • * n au

«3 «2 • . . On 0 A a3 . . (X n 0

(4)

wobei
Al Äz • • • An 
Ai Az • * • A®

an

die Determinante der Transformation (2) und zugleich der Trans
formation (1) ist.

Der Ausdruck (3) multipliziert sich also, wenn man auf f und l 
dieselbe lineare Transformation anwendet, mit dem Quadrat der 
Trähsfomationsdetenninante. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt 
man ihn eine Invariante von f und l.

Bezeichnet man mit Arf das algebraische Komplement von arr 
in der Diskriminante von f, so ist (3) nach § 42 gleich
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Wir wollen jetzt zu f und l noch eine zweite Linearform hinzu» 
nehmen

\ ~ Xr ■
Um eine Invariante von f, l, \ zu erhalten, bilden wir die Bi- 
linearform

+ B+15M + ä'.+lSVr-

Unterwerfen wir sowohl die x als auch die y der linearen Trans
formation

Al Az • ■ • Än 0
Al Az • • • An 0

Ä1 Az • • • An 0
0 0 . . . 0 1

so geilt die Bilinearform in
jS, ^‘rs -d V, T ^n+1 br tir 4“ Vn 4-1 «r-

über, und nach § 94 multipliziert sich dabei die Determinante der 
Bilinearform mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante, d. h. 
mit B2. Es ist also

(5)

«11 «12 • «12 ■ ■ «In «1

«21 «22 • • • dln «2 ß21 Az • ■ «Zn A

Ai 2 * • . ö« n 4 Ai a „ . 0 n an

Fi i>2 • ■ K 0 hx b. . ■ bn 0
oder

Dies 
schäft

ar b's = B2 arb„.
läßt sich auch direkt aus der oben konstatierten Eigen-

A, as = B2 Ars aT d.
entnehmen. .Ersetzt man hier nämlich die Form l durch
so tritt an die Stelle von V die Form Z' + Äi/. Unter l verstehen 
wir eine beliebige Konstante. Ordnet man nun in der Gleichung

A' Ar, {ar + Ä AX®« -ft Ä bs) — B2 A. (ar -ft Z br)[a, -ft 1 ö#)
auf beiden Seiten nach Potenzen von z, so ergibt sich

y’ A« df d, -ft 2 Ä 2 A'r, dr b', -ft Ä2 A'r, b'r b's
= B’S A. «r A -I“ 2 A 2 A, 4 bs + * 2 B2 2 br \ ■

Hier müssen nun die entsprechenden Koeffizienten links und rechts 
gleich sein, und dadurch erhalten wir auch die Formel (5).

16*



244 Invariante, einer quadratischen und einer linearen Form

Ganz ähnlich beweist man, daß

«n a!2 • ■ <hn al bl

^21 a22 ’ ■ a2n «2 \

(6)
««1 «'n 2 ’ ■ ann ° n bn

C1 c2 . ■ °n 0 0
d. d2 . ■ n 0 0

eine Invariante der quadratischen Form f und der vier Liuear- 
formen ^arxr, ^brxr, 2crxr, 2drxr ist. Sie multipliziert sich, 
wenn inan die fünf Formen derselben linearen Transformation unter
wirft, mit dem Quadrat der Transformationsdeterminante.

. Ebenso ist

(7)

eine Invariante 
2arxr, 2brxr, 

Nach § 42

^12 ' ' ' \

a2l ®22 ’ • ’ atn ®2 ^2

«nl «„2 • ' ■ a„n an hn C,
dx d2 ...dn 0 0 0
el C2 ' ’ ' ®n 0 0 0
9x 9‘i ■ ■ - 9n 0 0 0

der quadratischen Form f und der Linearformen 
2erxr, 2drxr, 2erxr, 2grxr. Usw. ■■ 
ist die Determinante (61 gleich

«n bTl
'ar, br„

c«i ch 
dj, d3r

O'i 's» $1 < S2>

Dabei bedeutet Ärjr, das algebraische Komplement von 
Äj 82

sx ^rx i

in der Diskriminante A von f.
Ferner ist die Determinante (7) gleich

, bTj cr. ,
~ 2 j «r, br, ßr,

। a,, br, crt

dSl d,, d,, 
0«!

h
wobei unter Jrir!r, das algebraische Komplement von

«j Ün S8
?i ^ri si 5.i

art«, ar2 s2 s

ar,x2 arts
in A zu verstehen ist.
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8 105. Invarianten von zwei quadratischen Formen.

Die beiden quadratischen Formen

mögen bei der linearen Transformation
Xr = ßrX x/ -b + ... + ßrn^

(r = 1, 2, . . ., n} 
in

f = S Xr d ~ S brS Xr

übergehen. Dann wird aus f + wobei Ä eine beliebige Kon
stante ist, f + lg'.

Die Diskriminante von f + Kg unterscheidet sich daher von der 
Diskriminante der Form f+lg um den Faktor B2 (Quadrat der 
Transformationsdeterminante). Es ist also

Un + «12 + • • •' «In +

4 Kb'^, «22 + ^^22, • •> «2» + ^2n

«nl 4“ 1 j «712 4" Z bn2> * • v «nn 4“ h Önn

= B2

«n 4- Z6U, «12 + Zi13, .... aln + Kbln 
«21 4- «22 + ^22’ ■ • •• a2n 4"

«»1 + Xbn^'au2-ß a„n+
Entwickelt man rechts und links nach Potenzen von Z, so lautet 

die obige Gleichung
j0' + ,/1'i + j;z24- -\-J^n

= B2(J0 + «Q A 4- ^2 A2 4- ■ • • 4- T).
Hieraus folgt, da Z ganz beliebig ist, 

^o> Jlt ■ . Jn sind Invarianten von f und g.
Jo und Jn kennen wir schon. Jo ist nämlich die Diskriminante 

von f und J die von g.n J
Im Falle zweier binärer Formen

/■= «ojs2 4- 2^X2/ + a2y2, 
g ^b^x2 + 2bÄxy 4 b2y2 

ist die Diskriminante von f'-\-lg
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a0 + k b0 ax + Z bx
Uj j- Z bx a2 + X b..

ß. b. 6,: 0 1 + A 0 1 H 1 0

i ft, a. n2 «J ll2 Ö1

Hier hat man
aob2 - 2: b. + b0'

Dies ist also eine Invariante von f und g.

§ 106. Andre Methode, eine quadratische Form in eine Summe 
von Quadraten zu transformieren.

f — 2a xr^ sei eine quadratische Form in xx> .... xn. 
Wir wissen aus § 104, daß

®„1 • • ■ «nn Un

ux u„ . . . Un 0
eine Invariante der quadratischen Form f und der Linearform 
l = 2ux ist.' T T

Wenn man die x einer nichtsingulären linearen Transformation 
unterwirft:

xr ~ /?rl xx + ßri x2 H- . . . + frnxn ,
(r = 1, 2, . . ., n)

so erleiden auch die u eine solche Transformation. Aus

;=

ergibt sich nämlich:
Ur — ßlrUl + ßirU2 + • • • + ßnrUn' 

(r~l, 2, n)
Diese Gleichungen lassen sich nach den u auflösen und lauten 

dann
nr ~ßrl uß 4- ßr2uf + . . . + 

(r = 1, 2, . . ., n)
ß™ ist das algebraische Komplement von ßrs, dividiert durch die 
Determinante der ß.

In genau derselben Weise findet man die lineare Transforma
tion in den x, wenn die in den u gegeben ist.
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Man sagt, daß die x und die w kontragredient transformiert 
werden.

Wir wollen annehmen, daß die Diskriminante A von f nicht 
verschwindet. Dann ist (1) eine quadratische Form in den u, 
deren Diskriminante ebenfalls nicht verschwindet.

Wir werden jetzt (1) in SCru'r2 transformieren. Die kontra- 
grediente Transformation verwandelt dann /'m

Setzen wir Ro — und

«ji «12 • • uu ■■■uip 
«2! «22 • • «2« «21 • ■ • «2 p

««1 «n3 ‘ ’ «»» ««1 1 ’ -

1 Bei einer quadratischen Form, deren Koeffizienten nieht alle gleich Null 
sind, lassen sich die Veränderlichen so wählen, daß.die Form ungleich Null wird.

«H «21 • ■ • «nl 0 ■••0

so lassen sich die ura{v = 1, . . ., «; n -- 1, • ■ P} so wählen, daß 

Rv, Ry, Rn
ungleich Null sind. R„ + 1, ^« + 2’ ••• sin^ dagegen immer gleich 
Null (vgl. §19).

Nehmen wir an, daß R . von Null verschieden ist. Dann labt 
sich — Rp als quadratische Form in

uip< u2p’ • • ■’ unp

auffassen. Ihre Koeffizienten sind die algebraischen Komplemente 
der are in R r Wären sie alle gleich Null, so hätte man in den 
n ersten Zeilen der Reziproken von nur p — 1 (< n) Spalten, 
die nicht aus lauter- Nullen bestehen. Die Reziproke von R^y müßte 
verschwinden, was aber wegen Rp^ 4= P nicht der Fall ist. Man 
kann also durch- passende Wahl von ulp, u2p, . . ., unp bewirken, 
daß R ^0 wird.1 Da nun Ro 4: 0 ist, so läßt sich erreichen, daß 
Rt 4-- 0 wird, ferner R2 4 0 usw. bis zu Rn 4= 0.

Ersetzt man bei R in der letzten Zeile oder in der letzten 
Spalte ulp, u2p, . . ., unp 'durch tq, u2, . . ., un, so entsteht eine 
lineare Form in uv u„, . . ., un, die Lp heißen möge.

Schreibt man in Rp statt wlp, u2p) . . ., unp überall (d. h. so
wohl in der letzten Zeile als auch in der letzten Spalte) ulf u2, .... un. 
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so ergibt sich eine quadratische Form in ux, u^ . . ., un, die wir 
mit Qp_1 bezeichnen.

Offenbar ist
I ~LP
I “ L, 

ein zweireihiger Minor in der reziproken Determinante von Q,. Nach 
Satz 28 in § 38 hat man daher

O , R - L - = R , Q . (n = 1, 2, . . ., n)

Daraus folgt, da R., ^, R ungleich Null sind,

Qp~i____ Qr _ Lff 
RP RP-, R„

Addiert man die Gleichungen
Q, _ Oy ft’
Ry, Ry Ry, Ry '
ft _ ft = ft’
Ry R, R, Ry ’

ft ft _ ft^ 
Rn 1 Rn Ru — y Rn

und bedenkt, daß Qn (aus demselben Grunde wie Ä„+i) verschwindet, 
so findet man

ft ' Ry" I ft I 1 ft'
Ry, “ R0Ry . Ry Ry ' ft. , ft '

Lv L.,. ..., Ln sind n unabhängige Linearformen in uv uv...,un. 
Sonst könnte man nämlich Q^, d. h. die Form (1), auf weniger als 
n Veränderliche reduzieren, während sie doch nichcsingulär ist.

Setzt man also

< = L> = + Äi «,+ ••-+ ßu}
= Aä = ßy2ui + Äa «2 + • • • + ßni un,

< = Ln ‘ • + ßan

so ist durch diese Gleichungen eine nichtsinguiäre Transformation 
bestimmt, die Qp in

• • • I- CpuJ

verwandelt (cy ~
\ -'•y—1 v)
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Die kontragrediente Transformation in den x lautet 
+ Än<> 

x2 = ^21 Xl + ^X2 + • • ■ + ßi,^’

Xn = Ä.1 X1 + A.2 X2 + ' ’ • +

Verwandelt sie f in f = iSaf^xfx^ so ist nach § 95

«ii «12 w/

«21 «22 • • • <„ U.f

«nl an2 ■ ■ ’ a»n Un

uf uf ... u; 0

+= B'^C^uf1 F G,i<22 +

B bedeutet dabei die Deterjninante ß. Hieraus ersehen wir, daß
= 0 (rg s), Afr = - 52 Gr 

ist. Daraus folgt aber

so daß

wird. Zur Bestimmung der er dienen die Gleichungen

<r = j = - b^c . (c = c1C2...^)

Beachtet man, daß
C — B2 Bo 

und 
z> _ 

“ Itr ^ Br 
ist, so ergibt sich

<> - - A ! 
mithin

f r^<2-
Die obige Methode hat den Vorteil, daß man deutlich sieht, 

wie die Koeffizienten der Transformation von den Koeffizienten der 
Form f abhängen. Lp^ hängt (ebenso wie B.^ linear ab von den 
in ~^)-reihigen Minoren der Diskriminante (vgl. § 42). ßlp, ß2p,..., ßnp 
sind also lineare Kombinationen dieser (n — ^)-reihigen Minoren.

Man überzeugt sich leicht, daß man die utn, die in den Rp 
vorkommen, ganzzahlig annehmen kann. Dann setzen eich ßXp, 
^2P’ ■ ■ ■> ßn aus den (n — ^)-reihigen Minoren der Diskriminante 
durch Additionen und Subtraktionen zusammen.
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Die geränderten Determinanten Rlt R^ ■ . ., Rn lassen, wenn 
f reell ist, die Signatur von f erkennen, und zwar ist diese offenbar 
gleich

' ~Ssgn<ViÄ>
V — 1

Bei einer positiven Form sind also
A)> Ap • • •> ^’n 

abwechselnd positiv und negativ, bei einer. negativen Form sind 
Ra, Rk, . . ., Rn alle positiv.

Zum Schluß wollen wir noch den Fall einer singulären Form 
besprechen. Wir nehmen also an, daß / den Rang m(< n) hat.

Dann setzen wir n — m = p und wählen p Linearformen
h “ “11 $1 M21 $2 + • • • + Mnl Xn>

h ~ “12 X1 d" W22 ®2 + • • • + “,12

lP = UlpXl 1- • • • + UnPXn

so, daß die oben mit Rp bezeichnete Determinante von Null ver
schieden ist. Ist

ar,r, ^r, ■ ■ • ar,rm

ar*Ti ■ • . ar r'2 rm 4=0
armr armrt' • a’ urmrm

und sind p2, . . ., die Zahlen, die in der Reihe 1. 2, . . ., n 
nach Streichung von rp r2, . . ., rm übrig bleiben, so genügt es

4 — Xq,, 4 “ • • o h ~ Xep
anzunehmen.

Nachdem man erreicht hat, daß Rp 0 ist, läßt sich wie oben 
bewirken, daß auch Tf,^, • • •; ungleich Null sind.

Dann gelten die Formeln

+ •. ~JfL.
b? Rp F/-4-1 F,,4_2 Rn^i Rn

QP ’4i-i Lp+l

R,t Rp+1 RpRp.pi '

öp + 1 Öp + 2 L2 n
Rp+x R»^. ^4.1

Qn-, Q„

■^n -1 • Rn

Aus ihnen ergibt sich durch Acfttion (da Qn = 0):
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L J,, L„ , ,, . . L sind n — p — m unabhängige Linearförmen in 
w1( w2, . . un. Sonst ließe sich nämlich die quadratische Form Qf 
auf weniger als m Veränderliche reduzieren. Ihr Rang ist aber 
gleich m. Denn die Diskriminante von — Qp besteht aus den alge
braischen Komplementen der art in Rp. Jeder ^reihige Hauptminor 
von ihr geht, abgesehen von einer Potenz von Rp, aus Rp hervor, 
indom man die Zeilen und -Spalten des homologen Minors streicht. 
Es kommt dabei immer eine verschwindende Determinante heraus, 
solange n— r<p, dagegen nicht immer, wenn n — r^p, d. h. 
r ~ m ist.

Man wähle nun p lineare Formen Li; L.,, ■ ■ ■, Lp «o, daß 
L1; L2, . . ., Ln unabhängig sind und setze

= L,, , . . ., Mn = Ln.
Dann hat man eine nichtsinguläre Transformation, bei der

Qp "Q>+1’4 + 1 + G> + 2Wp + 2 + • • • + Cn un 

wird, wobei
z-i „ Rp p _ Rp (' —__ 44—_

'n +1 li li ' 'yP 4-2 P ft ’ ‘ 11 R i R^p+1^4-2
gesetzt ist.

Die kontragrediente Transformation in den x möge /’ in f => 
~arSxr X1 verwandeln und die Formen Z1? . .. lp in

4 — ur 1 xr 1 4 — 2 xr ’ • * 4 “ ’A p Xr '

Bezeichnen wir mit B die Determinante dieser Transformation, 
so ist nach § 104

Qp = B2 Qp - B2[CP+1 u^+1 + . . . + Cnu^.

Qp entsteht aus Qp, indem man alle Elemente von Qp mit Strichen 
versiebt.

Aus der obigen Formel ergibt sich, daß die reziproke Deter- . 
minante von Rp so lautet:

0 . . 0 0 . 0 Cn ^4
0 . . 0 0 . 0 Vpi CJp
0 . . 0 - p+1 . 0 Rp +i, i • • ■

0 . . 0 0 Un\ ■ •
Rn • ■ ■ Rpy Rp +1,i ■ 0 0

■ Rp + t, i>' • Unp, 0 0
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Bildet man hiervon wieder die Reziproke, so erhält mau, abgesehen 
von einem Faktor, die Elemente von B^. Man erkennt auf diese 
Weise, daß die Diskriminante von f folgendes Aussehen hat:

ßll • p ■ dln

a'pX ■ app a'p.p+i ■ . apn

<4+i,i • ■ ap+i,p cp^ 1 . 0

dn 1 ■ ■ anp 0 • Cn
Die c sind alle vou Null verschieden. Ferner ist — 0, sobald r > p.

Da die Diskriminante von f den Rang m = n — p hat, so be
stehen die Relationen

r + i ?' + i । • n ßs
ar & — 7 “T • • • -tr——

. ^P+I

Hieraus ergibt sich
/ p

[r, s = 1, 2, .... p)

» xr
'p + 1

ar, p + \ Xr
Gp4-1 n 1 n

oder, wenn man noch

1 — X, ■> = v
, "i.'r+t Xx'+ • • • + avf

n 4- • • • 4" Up „ rn

C,

~ X,
P + I

setzt,

Da
X^x + ...+enX2.

und

so hat man

oder

- B2 C
p + p

Uli . . ,*U\ p 

= . . . . .

• • • urv

up i

C,

B.
CP +

Gp + f* ^P + ,u - 1 Up + <4 *

~ S + i •

«u . . . ui p

C

2
r’ = (-i)p

’ UPP

’p + p

(p = 1, . . m)
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Für f ergibt sich also
f = Rp Rp + J IX p + 1 — Rp + 1 Rp + 2 + 2 ... — Rn~l Rn Rn ■
Im Falle einer reellen Form kann man aus Rp, R +1, .... Rn 

ablesen, welche Signatur die Form hat.

Dreizehntes Kapitel.

Einiges aus der Elementarteilertheorie.

§ 107. Büschel von Bilinearformen.
Wenn f und g zwei Bilinearformen sind, so nennt man den 

Inbegriff der Formen hf + gg ein Büschel von Bilinearformen.
Wir schließen den Fall aus, daß das Büschel eine Form ent-' 

hält, deren Koeffizienten sämtlich verschwinden. Zu diesem Zweck 
müssen wir verlangen, daß Ä, g nicht beide Null sind und daß 
die Formen f und g, die Grundformen des Büschels, sich nicht 
bloß um einen konstanten Faktor unterscheiden.

Ist
f = S Xr y,' 9 = 2 brS Xr 9^ 

so lautet die Determinante der Form If-] gg

Z “11 + !' bn> Z «12 + P bvi - • ■ O z «1„ + P bi n
Z «21 + gb21, + gbM, . . ., 2a,„ + gb2u - on<^p)-

Unl + Pbul’ + PbnZ- ■ • V Z «n« + Pbnn

Wir wollen uns auf solche Büschel beschränken, bei denen 
ß„(X, g} nicht identisch Null ist. Man nennt derartige Büschel 
nichtsingulär oder ordinär.

§ 108. Die Elementarteiler des Büschels.
Da Dn{%, g) nicht identisch verschwindet, können auch die 

P reihigen Minoren von Dn{k, g) nicht alle identisch verschwinden. 
Es dürfen nämlich von den p-reihigen Minoren, die in p bestimmten 
Zeilen (oder Spalten) von Rn(h, g) enthalten sind, nicht alle identisch 
Null sein, damit nicht Dnfi, g) identisch verschwindet (vgl. Satz 12 
in § 19).

Mau denke sich nun die p-reihigen Minoren von Dn(?., g), soweit 
sie nicht identisch Null sind, in ihre Linearfaktoren zerlegt. Da
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sie binäre Formen j?ten Grades in 2, u sind, so hat jeder p Linear- 
faktoren.

Das Produkt derjenigen Linearfaktoren, die in allen jo-reihigen 
Minoren vorkommen, wollen wir mit D (K, p) bezeichnen. Dabei 
ist jeder Linearfaktor mit der richtigen Vielfachheit anzusetzen. 
Kommt er z. B. in allen p-reihigen Minoren doppelt und wenigstens 
in einem gerade nur zweimal vor, so muß er auch in D fy, p) zwei
mal stehen.1

1 Linearfaktoren, die sich nur um eine Konstante unterscheiden, gelten 
als nicht verschieden.

D (2, p) ist der größte gemeinsame Teiler der jweihigen 
Minoren. Gibt es keinen Linearfaktor, der in allen ^-reihigen 
Minoren vorkommt, so setzen wir D {l, p}— 1.

Dy (2, p) ist sicher gleich 1, weil wir aunehmen, daß f und g 
sich nicht nur um einen konstanten Faktor unterscheiden.

In der Reihe
Dn(2, p), En_} (2, m)’ • • •> /*)

ist DJL, p) durch (2, p) teilbar, D^ft, p) durch Dn_2(k, p), 
. . ., D^, p) durch Dy^, p). Dies beruht darauf, daß jeder (p + 1). 
reihige Minor von D'n(l, p) sich, nach einer Zeile entwickelt, als 
lineare Kombination js-reihiger Minoren darstellt.

-Es lassen sich also n — 1 binäre Formen
E^,p), E^,p}, En^,p} 

so wählen, daß die folgenden Gleichungen gelten:

D^,^- D„^

(2, P} — Dy (2, P} En_y (2, P) .
Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da Dy (2, p) — 1 ist,

PJ2, p) = Ey (2, p) E, (2, p) . . . En_y (2, p).
El(X, p), p), . • ., 2^(2, p} nennt man die Elementarteiler
des hier betrachteten Formenbüschels.

§ 109. InVariantenoigeiischaft der ElemÄarteiler.
Wenn man die x der nichtsingulären linearen Transformation 

! ßn ^12 ' ’ ’ ßln^ 

/^21 ‘ r'2n
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unterwirft und die y der nichtsingulären linearen Transformation 
f Al Ä2 ' ' ‘ An

(2) Ai As • ■ • A» , ,

\ A.1 Ai 2 ■ • ■ An '

so geht
. a,aa + >M 2 'K.^y,

über in
Zf + g.g - 22 a'3 x^y; +

und man hat (vgl. § 94)
2 «h + 71 &h, 2 ap -}• ,« b'ti, . . ., I aj „ 4- j» „ \
2 ®21 4* P- &21. 2 a'^. 4‘ jU *33 5 • • U Ä r, 4" P A «

.
\2aAd* 2®A+ A*Ä2> • • ■> 2^nn r4" /Z n /

• • •> 2«i n+f«^i//'n As • ■ • A n 

• ■Al. As^'A)«

+ nnI V„i />i2 ’ *' an'

lßllß^-ßnl\ /^Ai
Pllßül • "ßn2 2®21 4”/AÄ1> ^®32 4*P Äs> 

'ßlnß2n"'ßnJ V-%i+^Änl, 2an2 + ^f(2,
Nun sei

AÄl ßl2 • ' ■ Äw\

Ä1 ^22 ’ ’ - Än i

'^»1 ßn2 ‘ ' ' ßnnl

die zu ( l) inverse Transformation (vgl. § 99) und
' Ai Aa ' ‘ • A»' 
Ai As ■ ■ ■ An

\fii As • • ■ A»/

die zu (2) inverse Transformation« Dann ist
/ 2a1} 4- 2®i2 + i» bn, - • •> An + \

2^21 4" M^21» ^a22 4" ̂ 22’ ' ■ ■’ An 4*

' Al 4” Ä1 ’ ®n2 4" Äs ’ * ’ An 4 // Än /

1 ßn ßil-'-ßnA 
ßl2 ßii-'ßni

'ßlnßln-’-ßnJ

’ZnH-i-^&u; Zaij+^ÄA •••>Zain4-ftfu^ 
ZagÄ-^Äl, Ü«224-|U5ä . ..,2a5n4/<Än

^2 ®.ni + ß &nl, 2 0^2 4* p U«3,2.3,, n 4" f* b„ ni

Al As ■ • • An

\Ä1A2---Äfr
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Aus (3) geht hervor, daß die ^-reihigen Minoren von

Ä«ii + ubß, ka^ + uh'u, a[M 4 // 5Jn

kafi + fib^, faß ft bß, . . Zoi„ + fibßn

k "1“ P'bnt i Z an'> 4 gbn2y ■ ■ *, Z dn n 4" ft bH n

sich linear durch die jp-reihigen Minoren von äusdrüeken.
Die Formel (4) läßt erkennen, daß auch umgekehrt die /»-reihigen 
Minoren von Dn(Ä, ,«) sich linear aus den jo-reihigen Minoren von 
D„'(H, |U) zusammensetzen. Daraus folgt, daß der größte gemeinsame 
Teiler Dp'(Ä, n) aller p-reihigen Minoren von Dß(k, ft) und der 
größte gemeinsame Teiler allert-reihigen Minoren von Dn(k, iß nicht 
verschieden sind.

Demnach hat das Büschel kf + p g auch dieselben Elementar
teiler wie das Büschel kf+pg.

kf+pg behält also bei allen nichtsingulären, linearen 
Transformationen der x und der y dieselben Elementar- 
teilcr.

§ 110. Deduktion von kf+pg auf eine kanonische Fenn.

Wenn man in dem Büschel kf-^^g zwei Formen
F = af 4- ßg
G = / f 4- 3 g

auswählt, die sich nicht bloß um einen konstanten Faktor unter
scheiden [aff — ßy 4= 0), so wird

F4- // G = (a k' 4 / //) f 4- (ß F 4 ff fff)g.
Dasselbe findet man, wenn man in kf + pg

Z = « F 4- / g , a ~ ß F 4- ff fff 
setzt, also k, y linear transformiert.

Man kann es immer So einrichten, daß die Determinante von F 
nicht Null ist. Es genügt nämlich, w und ß so zu wählen, daß 

ß) 4= 0, und dann / und 3 so, daß aff' — ßy dpO wird.
Aus dem Obigen geht hervor, daß wir keine wesentliche Be

schränkung ein führen, wenn wir annehmen, in unserm Büschel 
kf+fig habe die Form f eine von Null verschiedene 
Determinante. Betrachten wir zwei Formen, die sich nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden, als nicht verschieden, so erhalten 
wir alle Formen des Büschels mit Ausnahme von f, indem wir in



Reduktion, von kf + p ff auf eine kanonische Form 257

mf-g 
dem w alle möglichen Werte beilegen.

Dpa, p) verwandelt sich, wenn wir mf-g zugrunde legen, 
in Dp(a, —1), also in eine ganze rationale Funktion von m. Dasselbe 
gilt von den Elementarteilern. Wir wollen statt Dp{to, —1) und 
Ep(m, — 1) kurz Dp und Ep schreiben. Ferner setzen wir zur Ab
kürzung

Mf-g = 2CrS Xr 
so daß 

c — o>a, — b , rs r» rs
ist.

Im vorliegenden Falle leisten die geränderten Determinanten

C11 ^2 • • ■ ^ln Mn M,i2 • • ■ M1J>.

C21 ö22 • • • C2n W21 M22 ' ' " M2p

Mnl M»2 - - Mnp

0 0 ... 0
0. 0 ... 0

V1PV2P- ■ • \P 0 0 • ’ ' 0

{p— 1, 2, ..., n)

ähnliche Dienste wie die Determinanten Rp in § 106.
Entwickelt man Rp nach den p letzten Zeilen und denyt letzten 

Spalten (vgl. §42), so treten als Koeffizienten die (n — jp)-reihigen 
Minoren von Dn auf. Alle Koeffizienten sind also durch Dn_p teil
bar. Da setzen wir gleich 1.

Es läßt sich nun durch passende Wahl der u, v erreichen, daß

A = ^(m)
J-Sn-p

gegen Dn teilerfremd ist. (p = 1, 2, . . ., n)
Sind m^ co^ ... die Wurzeln von1 Dn = 0, so müssen wir 

zeigen, daß bei geeigneter Wahl der u, v

1 Dies ist eine Gleichung Grades. Der Koeffizient von w” ist nämlich

— 2, . . ., n)

alle von Null verschieden sind.
Wir haben es hier mit einer endlichen Anzahl von Polynomen 

zu tun, die nicht identisch verschwinden, d. h. in keinem der Poly
nome sind alle Koeffizienten gleich Null.

die Diskriminante von f. 

Kowalewski, Determinanten 17
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Das Produkt aller dieser Polynome ist wieder ein Polynom, 
das nicht identisch verschwindet.

Es genügt also, wenn wir folgenden Satz beweisen:
Ein Polynom iß in xlf z3, . . x#, das nicht identisch 

verschwindet, läßt sich durch passende Wahl der x von 
Null verschieden machen.

Wir wollen annehnjen, daß der Satz für N— 1 Veränderliche 
bereits bewiesen ist. Ordnen wir dann iß nach Potenzen von x^, so ist 
der Koeffizient der höchsten Potenz ein Polynom in x2, .... xN, das 
nicht identisch verschwindet. Bei passender Wahl von x2, . . xN 
wird also dieser Koeffizient ungleich Null sein. Die Gleichung iß = 0 
ist dann nur für eine endliche Anzahl von Werten xr erfüllt. Ist 
x, von diesen Werten verschieden, so hat man sß 0.

Wir kehren nunmehr zu den geränderten Determinanten Rp 
zurück. Wir denken uns die u, v so gewählt, daß 9tp gegen Dn 
relativ prim ist, daß also Rp mit Dn den größten gemeinsamen Teiler 
D^p hat = L 2, • • n »)•

Ersetzt man in der letzten Spalte von Rp

h,' »w ■ ■ ■> U„p 
durch

«j, u2, . . ., un,

so entsteht eine Linearform in wx, w2, . . .. un1 die wir mit Up be
zeichnen. Werden in der letzten Spalte von Rp

Vlp, V2P> ’ ‘ •> V«P 
durch

• • •> v»

ersetzt, so ergibt sich eine Linearform Vp in v2, . . ., vn.
Ersetzt man in R

u2p, . . ., unp durch ux, u2, . . ., un 
und

hp’ ■ ■ ■’ Vnp dllrch V2’ ■ ■ - Vu>

so gewinnt man eine Bilinearform in u1,u2, un und y(, v„, ..., vn, 
die JKp_1 heißen möge.

Die (n 4-p)- reihigen Superdeterminanten von Rp_l in Wp 
lauten offenbar

p’ p’
V„, W„ T P’ P~y

Ihre Determinante ist nach dem Sylvesteesehen Satz (vgl. § 41) 
gleich WpRp_x. Man hat also
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(1)
und zwar für p = 1, 2, .. n, wenn unter Ro die Determinante Dn 
verstanden wird. Wn ist ebenso wie ^n + 1 gleich Null.

Ersetzt man unter der Annahme p < n in (1)

«2, . . ., wn durch u1>p+v ui>p^, . .un>p^.x, 

so verwandelt sich die rechte Seite in R^ Rp + i und bat mit Dn 
den größten gemeinsamen Teiler

■^n-p + 1 ^n-p-1'

Da die linke Seite durch D^p teilbar ist, so muß
Dn-P^ durch D^p 

teilbar sein, also auch

durch
l-'n _ p Mn - p -1

d. h.
Ep durch Ep+1.

Damit haben wir eine wichtige Eigenschaft der Elementarteiler 
gefunden. In der Reihe der Elementarteiler

-®1> ^2’ ■ • -®n-l

ist jeder durch den folgenden teilbar. Damit dies auch für 
gilt, kann man En = 1 als nElementarteiler einführen.

Setzt man in (1) der Reihe nach p = 1, 2, . . ., n, so ergeben 
sich folgende Gleichungen:

w„ IE U G
R» Rt " RoRt ’

’G Wi Ui G
R1 7^2 Rt Rt ’

Wn Un G
Rn-t Rn ■Hn -1

Durch Addition findet man hieraus, weil Wn = 0 ist,

JG - 4. 4- + v„
Ro ~ Rt Rt ‘ ‘ R«^ Rn '

Up, Vp und Wp_J sind durch En_p teilbar. Wir schreiben daher

&P =Dn-P

17*
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Dadurch verwandelt sich (2) in

W, U, 88, Dn-2 Us Sh , U„ SB»
' R« DnD„ t 9te SR, + ö„_, 3h 9h " A A 3Ai K

oder
w» - A 4- + j u"

W R„ “ E. 3J0 3t, E, 3t, 9h ’ 1 A 3t„_, 9t»

Wenn man jetzt

Ur = ari 'H\ + «r2 y^ + ■■■ + An A-

Vr = alr »1 + a2r x2 + • • • + anr xn

setzt (r = 1, 2, . . ., n), so verwandeln sich Up, in ^p, Xp, und 
X ist eine Linearform in den x, ^p eine Linearform in den y.

TF0 geht über in 

««11 - \1’ • • main~ 2<W,
«Al - bni> • • ■> ^nn “ bnn’ S«nr?4

■■■^arnXv’ 0

Addiert man zur letzten Zeile die mit — --, — — , ..., — — w w co
multiplizierten « ersten Zeilen, so ergibt sich

Mau~bll’ Cüain-bln’ ^airyr

anl ~bnl’ ■ ■ ■’ a ann ~ bnn’ S h, Vv . ’

“2?hl Xr> ■ • ■’ ra SSr» Xr' — V

Addiert man in dieser Determinante zur letzten Spalte die mit 
multiplizierten «ersten Spalten, so findet man

“ ^11» • • •> ^^In- ^l»i’ ^"Sblryv

aann~bnn> ~f^bnvyr '

1 , 1 a fff-^2jbrlXry J

Für Wo/Ro erhält man also folgenden Ausdruck: 
WQ __ f g { W.
Ra tu o)2 6i2 Ro
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Dabei hat Wo folgende Bedeutung:
Wail~^ll’ ’ ' Wain“^ln’ 2^13»

W _...................................... '
° ® anl — 6nl > • • •> ® “ bnn’ bnv Vv

SV»- 0
Wo ist in ® höchstens vom (n — 1)101 Grade. Da Ro den Grad n 
hat, so wird

tÜ h
Ro co ’ ’ ’’

wobei die Punkte Glieder mit höheren Potenzen von 1/® andeuten.
f und g sind demnach in der Entwickelung von — Wo/Ro nach 

Potenzen von l/a> die Koeffizienten von 1/® bzw. I/®2.
Wir wollen nun auch die rechte Seite von (3) nach Potenzen 

von 1/® entwickeln. Sie lautet jetzt
l = cn — q sei ein Linearfaktor von Re. Er sei ep-mal in Ep 

enthalten. I kann in keinem 3t vorkommen, weil die 3t gegen Ra 
relativ prim sind. Daher ist Epülp_l^tp gerade e^-mal durch l 
teilbar.

Man findet nun die zu l gehörigen Partialbrüche von
X„g)P___

Ep ’
indem man

lep

nach Potenzen von l entwickelt. Die ep — 1 ersten Glieder dieser 
Entwickelung, dividiert durch leP) sind gerade die zu l gehörigen 
Partialbrüche.

Um nicht zu viele Indizes schreiben zu müssen, lassen wir den 
Index p fort und bezeichnen 3tp_1 mit 3t.

Dann sind zunächst

!R3iE 
in folgender Weise entwickelbar:

= a; + za; + ... + z-uy+ ..., 

JL = y + z y + .., + Y + ... 
3t 9i 12
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Daraus ergibt sich durch Multiplikation

+ + ... + A;_1y1)

+ l'^(XLYt + X,Yt..^ ..- + XYJY...

Die gesuchten Partialbrüche sind also folgende:
x, r, x, Yt + X y 

lK ’ ’

x, y^ + x y s 4- .. . + x_-, y------------------------_—____ ,

x, y + x, y^, + ... + x„ Y, 
t ’ n

Hier bezeichnen die X, Y Linearformen in a\, x2, . . xn bzw. 
yv Vv ■ • ■> Un’ un<$ die Koeffizienten dieser Formen sind frei von co.

Da
1 _ 1 _  1 , r y ,
T ~ ~ w7 ' «7+T " ’ '

ist, so liefern, wenn man nach Potenzen von 1/m entwickelt, nur 
die beiden letzten Partialbrüche Glieder mit 1/to und 1 [m2. Und 
zwar erhält man von dem vorletzten Partialbruch nur

X, L -i X, 4- . .. 4 X# , L
g/2

und von dem letzten Partialbruch, weil

± = _1__ = _L + .X+...
I bl — y bl bl1 '

ist,
X, Y, + X. Ye.t -i- ... -i- Xc Y

bl
und

21± X F.., + ■. ■ + X. Y,) 
oi‘l

Es kommen nun bei der Partialbruchzerlegung von

E 9i 9t
nur die Partialbrüche in Frage, die von den Linearfaktoren der E 
herrühren. Alles übrige hebt sich fort, weil die obige Summe gleich

_ Dn_x SBC _
Rn “ Dn X

ist, also eine echt gebrochene Funktion mit dem Nenner Et.
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Die Entwickelung von : EVi^) nach Potenzen von 1 /m 
hat daher folgendes Aussehen:

+{(^ + + \ -x +• • • + + • • •

Andererseits fanden wir aber

St = _ < _ A. 4.
/?0 <u

Daher Et

+ •■• +
- 9 = F^ + ... + Xe^ YJ ^g^Y^.-. + X, F^.

Die Summation erstreckt sich über alle verschiedenen g und 
für jedes g über alle E.

Setzen wir bei festgehaltenem g
— s, 

so ist offenbar

Es gibt also n Linearformen X und n. Linearformen Y.
Die X sowohl wie die F sind unabhängig. Wären z. B. die 

-F nicht unabhängig, so gäbe es ein von 0, 0, . . ., 0 verschiedenes 
Wertsystem x1} x2, . . xn, das alle A zum Verschwinden bringt. 
I*ür dieses Wertsystem xr, x2, . . xn wäre dann / = 0, wie man 
auch die y wählt. D. h. es beständen die Gleichungen

«ir ®1 + ®2r + • • • + anr Xn = ü 2’ ' • O «)

Bas ist aber unmöglich, weil die Determinante von f nicht ver
schwindet.

Der Übergang von den Ä zu den x ist also eine nichtsinguläre 
lineare Transformation, ebenso der Übergang von den F zu den y. 
Die inversen Transformationen führen von den x zu den X bzw. von 
den y zu den Y. Sie verwandeln

nf-g 
in

k^4-... + Ae^ F.+ .-. + ^p^.
Diese kanonische Form hängt, wie man sieht, nur von den 

Elementarteilern
E„ En
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Wir wollen die kanonische Form von tof — g noch auf eine 
andere Gestalt bringen, indem wir statt

Y Y YJl> 2 1 ' ' •’ 1 e 
bezüglich

~Y. ~Y^,..., -Y, 
schreiben. Dann lautet sie

S {(® - e) y. +. • • + xt yj - (^ y2 +... + x^ y) >.

§111. Äquivalenz von zwei Büscheln bilinearer Formen. 

Wir nennen zwei Büschel von Bilinearformen
If+M und lf+yg 

äquivalent, wenn es zwei nichtsinguläre lineare Transformationen 
gibt, eine in den x und die andre in den y, die jede Form des 
einen Büschels in die entsprechende Form des andern Büschels 
verwandeln.

Setzen wir
f = 2 arS xt V., 9 = 2b„ xrys, 

Ür> VJ.’ 9 = 2 brs Xr9s> 
so bedeutet die Äquivalenz von If + yg und l f + yg folgendes. 

Es gibt zwei nichtsinguläre Matrizen
Al Aä ’ ‘ ’ ßln 711 712 ' ' ‘ /l»

1^21 1^22 "•ßln und 7aj 722 • • • 7za ,

\ ÄtiV ■ ’ßnn ' Zl, 7.2 • • '7nJ 

welche die Relation
। Äi • • • ßni j ÄOn + ybn . . . X«lw + ybln ' / 7n • • • 7i»

\ ßln' • • ßn nl Al + l^nl ■■•^ann + \ 7„1 • • • Ynn
*«11 +M*ll • • • ^1„ + \

+ ybnl . . . känn + y.bnn I

erfüllen, wie man auch 2, y wählen mag.
Aus § 109 ist zu entnehmen, daß bei zwei äquivalenten ordi

nären Büscheln die Elementarteiler übereinstimmen. Diese Be
dingung ist aber zugleich hinreichend.

Zunächst läßt sich immer erreichen, däß f und f nichtsingulär 
sind. Setzt man nämlich
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Z = ul' + ßy, y = yF + d'y'. (ah — ßy^O) 
so wird

Z / 4- y g = Z F 4" y G,
If 4- yg = F F + y G.

Dabei ist
F = u f + yg, F = a f + yg.

Bezeichnen wir die Determinante von Zf 4- yg mit D(Z, y) und die 
von hf+yg mit D(Z, ^), so haben F und F die Determinanten 
D{a, y) bzw. D(«, y). Da es sich um ordinäre Büschel bandelt, ist, 
weder D iZ, /z) noch D (Z, y) identisch Null. Daher können wir a, y 
(4= 0, 0). so wählen, daß

D (a, y) 4= 0 und D (a, y) 4= 0
wird. Dann sind aber F und F beide nichtsingulär, ß, S muß man 
so annehmen, daß aS — ßy 4= 0 ist.

Offenbar haben nun, wenn die Elementarteiler von Zf 4- yg mit 
denen von Zf4- yg übereinstimmen, auch (nF-— G und coF— G 
dieselben Elementarteiler. Beide Büschel sind also (vgl. § 110) mit 
demselben kanonischen Büschel äquivalent. Mithin sind sie auch 
miteinander äquivalent.

Es gibt also zwei nichtsinguläre lineare Transformationen, eine 
in den x, die andere in den y, derart, daß k> F — G in a>F — G 
übergeht, wie auch co gewählt werden mag. Dann geht aber Zf + yg 
in über.

Zwei ordinäre Büschel von Bilinearformen sind also 
dann und nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler 
üb er ein stimmen.

Weierstrass, der die Elementarteilertheorie begründet hat, 
nennt nicht Ev E2, . . En die Elementarteiler desJBüschels hf + yg, 
sondern er zerlegt die E noch in Linearfaktoren. Sind

® — zq, co — g2, . • ., ®

die verschiedenen Linearfaktoren von Dn und kommt co — gx gerade 
e„r-mal in Ev vor, so lauten Weierstbass’ Elementarteiler

(w — y^xr- (x = 1, ..., k-, v = 1, ■ • n)
Da Ev durch Kr + 1 teilbar ist, hat man exv^.Fx>v+v

Zwei ordinäre Büschel von Bilinearformen sind dann und nur 
dann äquivalent, wenn ihre Weierstrass sehen Elementarteiler über
einstimmen. Denn die Elementarteiler Ex, E2, . . ., En und die 
Weierrts ass sehen Elementarteiler bestimmen sich gegenseitig.
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§ 112. Büschel von reellen Bilinearformen.

f und g seien jetzt zwei reelle Bilinearformen, d. h. Bilinear
formen mit reellen Koeffizienten, f habe eine nicht verschwindende 
Determinante.

Offenbar können wir auch die u, v, die in § 110 benutzt wurden, 
als reell voraussetzen.

Bis zu den Entwickelungen nach Potenzen von l (S. 261) ist 
also alles reell. Aber die X, Y brauchen nicht mehr reell zu sein.

Wenn nun {co — gf ein Weiersteassscher Elementarteiler ist, 
so ist auch (w — gf ein solcher (p, g konjugiert komplex).

In der kanonischen Form, die am Schluß von § 110 angegeben 
wurde, kommen also die beiden Bestandteile vor

- o)^ y. + ... + xe ye) - (Aq y, + ... + a;^ re) 
und

- g)^ Yl + ... +XeYe)~ {X. F2 + . . . + X^ YJ.
Zerlegen wir g, X, Yr in ihre reellen und imaginären Teile, 

setzen wir also1

1 Diese Betrachtung ist nur im Falle t>" 4= 0 anzusteilen.

g = g i g",
X = X' + iX", ■ y y * V ’
Y = Y' + i Y",

so erhalten wir für die Summe jener beiden Bestandteile:

2 (« - y; - xf y/ + ... + x’ y; - x? f")
+ 2 g"(Xf Yf' + X," Y/ +...+- Xf Yf + X," FJ
- 2(xf y; - AY' y2" + ... + x; y; - x; Y;y

Hier ist alles reell. Wenn wir statt der Xv, Yr. Xv, Yv 
ä;', a ", y;, y," 

nehmen, so bleiben die X, F unabhängig.
Man sieht auf diese Weise, daß zwei reelle ordinäre Büschel 

von Bilinearformen, wenn sie übereinstimmende Elementarteiler 
haben, in reeller Weise auf dieselbe kanonische Form gebracht 
werden können.

Sie sind also auch reell äquivalent. D. h. es gibt zwei nicht
singuläre lineare Transformationen, eine in den x, eine in den y, 
beide mit reellen Koeffizienten, so daß jede Form des einen Büschels 
in die entsprechende des andern Büschels übergeht.
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§113. Büschel von quadratischen Formen.
f- 2arixrxt sei eine quadratische Form in xv x2, ■ • xn und 

g = eine quadratische Form in denselben Veränderlichen.1
Beide Formen sollen sich nicht bloß um einen konstanten Faktor 
unterscheiden.

Der Inbegriff der Formen hf+pg (h, 11 Konstanten) heißt ein 
Büschel von quadratischen Formen.

Wir beschränken uns auf ordinäre Büschel, d. h. wir nehmen 
an, daß die Diskriminante Dn(h, /i) von + g.g nicht identisch ver
schwindet.

Den größten gemeinsamen Teiler der p-reihigen Minoren von
P) bezeichnen wir wieder mit Dp(h, ,m) und nennen den Quo

tienten D/< + 1 (Z, g): Dp{X, n) — En_p(k, u), einen Elementarteiler 
des Büschels.

Zwei Büschel kf~[~ [tg und hf + (ig heißen äquivalent, wenn 
es eine nichtsinguläre lineare Transformation gibt, die jede Form 
des einen Büschels in die entsprechende des andern überführt.

Zwei ordinäre Büschel von quadratischen Formen sind dann 
und nur dann äquivalent, wenn ihre Elementarteiler übereinstimmen.

Wir wollen annehmen2, daß f eine von Null verschiedene Dis
kriminante hat, und das Büschel in der Form mf—g schreiben.

An die Stelle der Determinanten 7^ in §110 treten jetzt die 
folgenden symmetrischen Determinanten:

cn c13 ... cIn wu w12 . • • «iF 

c21 c.^ . . . c2n wsl w22 . . ,u2p

ß _ Cnl Cn2 ■ ' ' Cnn «nl Un2 ' ’ ‘ Unp

P «H «21 • • • «„1 0 0 ‘ ’ • 0

«12 «22 • • • «„2 0 0 ■ ' • 0

0 0 - 0
Dabei ist crt = m ar, - br.

Durch passende Wahl der u kann 
Funktionen 

(p = 1, 2. . . ., n)

man bewirken, daß die

2, .., n)

gegen die Diskriminante Dn von wf — g teilerfremd sind.

' “rs = a,r, br, = b,r.
5 Dies läßt sich durch lineare Transformation von Z, g erreichen. Vgl. S. 265.
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Ersetzen wir in der letzten Spalte oder in der letzten Zeile 
von R„ p 

u, u„„ durch w,, .... u.IjP’ 2 p' } np 17 t ’ n'

so entsteht eine Linearform Up, deren Koeffizienten durch D 
teilbar sind.

Schreiben wir sowohl in der letzten Zeile als auch in der letzten
Spalte von Rp statt , u2 , . . unp bezüglich u±l u2, . . un, so 
ergibt sich eine quadratische Form Q

Betrachten wir nun die (n + p + l)-reihige Determinante Qp, so 
lauten die (n + p)-reihigen Superdeterminanten von Rp

Rn, UJ p' p>
Up, 

und nach § 41 ist
Mn” Up^Rp^Qp 

oder
ft-, _ Qe =

Rp-i Rp Rp _ i Rp

Diese Formel gilt für p = 1, 2, . . n. Dabei ist R^ nichts anderes 
als Dn und Qn ebenso wie Rn + 1 gleich Null.

Man hat also
ft. _
RQ Rx RqRx
Qi __ Q2 __ ^4*
Ri R2 Ri R2 1

Qn-\ Qn __ n'

Rn -1 Rn Rn _ t Rn

>=«■

Durch Addition ergibt sich hieraus
Q- = r 4.
R. Ro RiR^ ’ ' ' Rn

Da U , Rp durch Dn_p teilbar sind, wollen wir 
Rp^Dn.p^ 

setzen. Dann erhalten wir
/n ft . , u»8 , , Un3
l ) Rn 1 r ‘ ’ ’r :K„_19i„

9t0, iRj, . . ., 9tn sind gegen Ro teilerfremd.
Jetzt verfahren wir ähnlich wie in § 110. Wir führen die 

lineare Transformation
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Ur = an «1 + “rii Z2 + • • ■ + amKn (r = h 2> ■ ■ ■> «) 

aus. Dadurch verwandelt sich Qo/7?o in

+ ..., 9 I 'u ar
wo die Punkte Glieder mit höheren Potenzen von 1/co andeuten.

llp wird eine Linearform X? in xv x2, . ■ ■ xn. Die rechte Seite 
von (1) lautet also jetzt

yi F

Wir haben den Index p fortgelassen und W statt 91^ geschrieben.
I = w — g sei ein Linearfaktor von Ro und möge in E genau 

e-mal vorkommen. Dann finden wir die zu l gehörigen Partial
brüche von

F

indem wir
Je Xr .

nach Potenzen von l entwickeln. Die e ersten Glieder dieser Ent
nickelung liefern, wenn man sie durch ll dividiert, gerade die ge
wünschten Partialbrüche.

1 | ZI muß dabei unterhalb einer gewissen Grenze liegen.

Entwickeln wir
— 9t 9i 
le

nach Potenzen von l, so ergibt sich, weil 91, 91 den Linear
faktor l nicht enthalten,

- 9191 = C + C,l + .
le .

und C ist von Null verschieden, so daß wir auch schreiben können

— C(1 + ft I + ft ^ + • • •)•

Nun gibt es eine Potenzreihe von der Form
9? = i + gJ + (h/2 +. • • •>

deren Quadrat gleich
,8i, i + n< + /,^+... .
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Verstehen wir unter ]/— C eine der beiden Quadratwurzeln 
von — C, so ist

yW = -

und 
ie^ _ %_______x

xaiai %V-7i ^V-c ’

1: iß läßt sich wieder als Potenzreihe schreiben. Daher gilt 
für 2£: iß]/ — C eine Entwickelung von folgender Form:

-------= X + x3 z + ... + X z»-i + . . ., 
u i 1 3 1

und das Quadrat hiervon lautet

V + Ä + ...
+ 1^^ +X2Xe_2+ ... +^^7-2
+ (^^4-^^+ ... 4-«)^ 4- ...

Die e ersten Glieder dieser Potenzreihe geben, dividiert durch 
— I', die gesuchten Partialbrüche.

In der Partialbruchzerlegung von
?2_.

Ä'!R3t

brauchen wir nur diejenigen Partialbrüche zu beachten, die von den 
Linearfaktoren von Ro herrühren. Alles andere hebt sich fort, da 
die obige Summe gleich Qo/Ro ist, also eine echtgebrochene Funktion 
mit dem Nenner Ii0.

Um nun die Entwickelung von (362:159131) nach Potenzen 
von 1/® zu erhalten, müssen wir die einzelnen Partialbrüche nach 
Potenzen von 1/® entwickeln.

Glieder mit 1/® und 1/w2 kommen nur bei
X, X, + X. Xt^ + ... + X,., X,

und
X, Xe + X, X. , + ... 4- X, A, 

* -

vor, und zwar lauten sie, da

i _ i , e . i _ J.T -«+ + «« +•■■
ist,

-(« + + «4
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bzw.
- {p(Xx x - ... + xexj + xe^ + x , xj •

Da andererseits in der Entwickelung von Q0/Ru die beiden 
ersten Glieder

—£ und — A 
W W

waren, so ist
. + ••• i-«)

9- V !p \ + • • + \ + (X1 x^ + ... + xt.x XJ}.
Die Summation erstreckt sich über alle verschiedenen o und 
für jedes p über alle E.

Die Ansahl der X, die äu demselben p gehören, ist gleich 2e 
und die Gesamtzahl der X gleich n. Die n Linearformen X sind 
unabhängig. Wären sie es nicht, so könnten wir f durch eine nicht- 
singulare lineare Transformation auf weniger als n Veränderliche 
reduzieren. Wir brauchten nur unter den X möglichst viele unab
hängige" heranszugreifen und sie mit andern passendgewählten Linear
formen als neue Veränderliche einzuführen. Nun hat aber f eine 
von Null verschiedene Diskriminante. Deshalb müssen die X unab
hängig sein.

Der Übergang von den x zu den X ist also eine nichtsinguläre 
lineare Transformation. Sie verwandelt af-g in

2{(® - x2+ ... + xexj - (A x^ + • •. + x^ xj}.
Diese kanonische Form hängt nur von den Eiern entarteilern E ab.
Daraus können wir ähnlich wie in § 111 schließen, daß zwei 

ordinäre Büschel von quadratischen Formen Xf + und 
dann und nur dann äquivalent sind, wenn ihre 

Eiern entart eil er übereiustimmen.

§ 114. Büschel von quadratischen Formen mit linearen 
Weiekstkasssehen Elementarteilern.

Xf+ üg sei ein ordinäres Büschel von quadratischen Formen, 
und die Weiebstbassscheu Elempntarteiler seien sämtlich linear.

Durch lineare Transformation der A, u läßt sich erreichen, daß 
f nichtsingulär ist.

Wenn wir nun das in § 113 dargelegte Verfahren anwenden, so 
sind die dort mit e bezeichneten Zahlen alle gleich 1. Die kano
nische Form für co f— g lautet also

2(m-p)X2.
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Es gibt also eine lineare Transformation, die
f in y ® 2 

und zugleich
9 in ^PvV 

verwandelt, also
V + pg in + p .

Wenn p1( p2, . . ., pn irgendwelche Zahlen sind, so hat das 
Büschel

die Elementarteiler
co — pj, ® — p2, . . co — pn.

In der Tat sei g eine Zahl, die p-mal in der Reihe pv p2, . . ., pn 
vorkommt. Dann ist die Determinante

co — pj 0 ... 0
0 co — . . . 0

0 0 ... co — gn

79-mal durch w —p teilbar. Alle (« —/c)-reihigen Minoren1 sind, 
solange ist, durch (co — p)r-& teilbar und einer von ihnen 
durch keine höhere Potenz von co — p. Daraus geht hervor, daß 
,Dn_4 gerade (p — A)-mal durch co — p teilbar ist, mithin Ek + 1 genau 
einmal (k = 0, 1, . . ., p — 1). Die WEiERSTRASSschen Elementar
teiler sind also alle linear.

1 Es kommen nur die Hauptminören in Frage, da alle andern identisch 
Null sind.

Damit ist folgender Satz gewonnen:
Ein ordinäres Büschel von quadratischen Formen 

kf + pg läßt sich dann und nur dann durch eine nichtsinguläre 
lineare Transformation auf die Gestalt

bringen, wenn die WiMERSTRAssschen Elementarteiler sämt
lich linear sind.

§ 115. Büschel von reellen quadratischen Formen mit einer 
definiten Form.

kf + pg sei ein Büschel von reellen quadratischen Formen, 
in welchem eine nichtsinguläre definite Form vorkommt.
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Wir wollen annehmen, daß f eine nichtsinguläre positive Form 
ist. Durch eine reelle lineare Transformation läßt sich dann f auf 
die Gestalt

V + x2 + . . . + x2
bringen. (Vgl. § 102.) g möge dabei in Sartxrxt übergehen. Die 
Koeffizienten a sind reell.

Nun läßt sich leicht zeigen, daß die Weiebstbass sehen Elementar
teiler von

sämtlich linear sind.
o sei eine Wurzel der Diskriminante der Form (1). Multipli

zieren wir die Determinante

— Qt «12 ’ ' * * ’ «In

2) «21 > «22 ~ «2«

fW =

«11 - P + w,
^21, ^22

a12 > • • ■>
— p + u> ■ •

«m

mit

«n ~ () — U,

J • • •> ^nn ~

«12,

- g u

«1»

f(-u) = «21’ «22 - p — U, . . ., «2n

n 1' ^«2? • • •> ^nn - o — «

so ergibt sich

-m) =

0n — u2, 
°21 ’ C22

^12 > ' * '■ «

— U2, . . ■, «2n
•

Dabei ist
CrS =

und die ari sind die

2e„l’ Cn2> ■■■>bnn~U

+ ^r2 a,2 + ■ • ' + Srn^n’

(r, s = 1, 2, . . n) 

Elemente der Determinante

«nl’ «n2> • ’ «n» ?

Entwickelt man f(u) f(—u) nach Potenzen von u, so ergibt sich 
W f(-u) ~Sn- 8^ u2 + 8n^ u* - . . . + (- l)»wa"

Kowalbwski, Determinanten 
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und Sn_k (k = 0, 1, . . n — 1) ist die Summe der (n — &)-reihigen 
Hauptminoren in

C11 C12 ' • ' ßln

ß21 C22 • ' ' cin

ß«l

also die Quadratsumme aller {n — Ä)-reihigen Minoren in der Deter
minante (2).

p ist offenbar dann und nur dann eine p-fache Wurzel der 
Diskriminante unseres Formenbüschels, wenn u = 0 eine ^-fache 
Wurzel von f'u) — 0, also eine 2p-fache von u) 0 ist.
Dies tritt aber dann und nur dann ein, wenn

\ ~ -1 ~ ~ ■ p +1 ~ 0 >
aber
. • > 0 
ist.

Eine p-fache Wurzel gibt also der Diskriminante des 
Büschels gerade den Rang n — p.

Ist co — q in dem Elementarteiler Ep gerade ep-mal enthalten, 
so hat man, da sich jedes E durch das folgende E teilen läßt,

Nun ist co — o in Dn_p nicht mehr enthalten, während es in Dn_p+l 
vorkommt. Also ist e„^l, und daher sind auch e,,e„,....e , 
mindestens gleich 1. In Dn, also in der Diskriminante des Büschels, 
tritt aber « — p genau jp-mal auf. Andererseits sieht man aus 

D ~n ‘ A_, ■D.-,~S^-EiDn-r

daß es in Dn
+ e2 + . . . + r^-mal 

vorkommt.
Demnach ist

ei + e2 + • • • CP = P 
und

1, 1.
Daraus folgt aber

ei = e2 = • • • = eP = 1-
Damit ist bewiesen, daß hier alle Weierstrass sehen Elementarteiler 
linear sind.
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Wenn ein Büschel reeller quadratischer Formen eine 
nichtsinguläre definite Form enthält, so sind seine 
Weierstbass sehen Elementarteiler alle reell und linear.

Daß sie reell sind, ergibt sich aus § 53.
Wenden wir nun auf das Büschel (1) die Betrachtung aus § 113 

an, so reduziert es sich auf die kanonische Form

Was die Realität der linearen Transformation anbetrifft, die 
diese Reduktion leistet, so ist folgendes zu bemerken.

Wir können die in § 113 mit u bezeichneten Größen als reell 
voraussetzen. Als einzige Quelle des Imaginären blieben dann die 
Quadratwurzeln G übrig, die in § 113 vorkommen. Wäre nun 
ein C positiv, so wäre das zugehörige X rein imaginär. Für jedes 
solche X könnten wir i X schreiben. Dann hätten wir eine reelle 
Transformation, die f — ^x^ nicht mehr in -SW3, sondern in eine 
Form von anderer Signatur verwandelt, weil eben an die Stelle 
eines X2, das einem imaginären X entspricht, — X2 tritt. Dies 
widerspricht aber dem Trägheitsgesetz (vgl. § 99). Also sind alle 
C positiv und die aus § 113 gewonnene lineare Transformation 
ist reell.

Es gibt eine nichtsinguläre und reelle lineare Trans
formation, die die reelle quadratische Form 2,araxrxt in 

Q^x^ überführt und zugleich Fxf ungeändert läßt.
Wenn eine reelle lineare Transformation 2^“ in Ixf ver

wandelt, so hat sie eine orthogonale Determinante (vgl. § 70). Man 
nennt sie eine orthogonale Transformation.

Eine reelle quadratische Form läßt sich also durch 
eine orthogonale Transformation auf die Gestalt JS’pra5),3 
bringen.

§116. Orthogonale Transformation einer reellen quadratischen 
Form auf die Gestalt 2grxv2.

Wir wollen die Zahl g einen p-fachen Eigenwert der reellen 
quadratischen Form ^ar> xrxt nennen, wenn sie einep-fache Wurzel 
der charakteristischen Gleichung der Form ist, d. h. eine 
p-fa.che Wurzel der Gleichung

®11 — W

®21 ft23 m = 0.

«„1 «„2 • • '
18*
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Die Gleichungen
' (“n - ?)®1 + «12 «2 + • • • + «1»^ = °>

(J) U'21 X1 "h («22 "T • ■ • a2nXn ~

«nl Xl+an2X2 + ' ' ' + “ (’) Xn = 0

haben dann p unabhängige Lösungen. Wir wissen nämlich, daß 
die Determinante D^) den Rang n — p hat (vgl. § 115).

Da auch o reell ist, können wir die Lösungen des Systems (1) 
reell annehmen.

Wir zeigen jetzt, daß sich p unabhängige reelle Lösungen von 
(1) so wählen lassen, daß je zwei das innere Produkt Null gehen. 
Man sagt von zwei solchen Lösungen, daß sie zueinander ortho
gonal sind.

Ist
(2) x1,x2,...,xn
eine von 0, 0, . . ., 0 verschiedene reelle Lösung von (1), so hat man

(xx) = 343 -f- x22 + . . . + xn2 > 0 .
Nun sei

eine von (2) unabhängige reelle Lösung des Systems (1). Dann ist 
auch
(3) «;+ Z^/^'d- lx2, <+ lxn oder ylt y2,..., yn
eine solche Lösung, und man kann l so wählen, daß sie zu (2) 
orthogonal ist.1 Man braucht nur zu bewirken, daß

1 Ä und y sollen reell sein.

{x' 4- Z x, x) = («'«) + Z (x x}
wird. Das tritt aber ein für

(xx)
Ist nun 

x"> xf, . . <
eine von (2) und (3) unabhängige reelle Lösung des Systems (1), so 
gilt dasselbe von

a-/' 4- Z x, 4- ,u y}, xf 4- Z x, 4- p y2, . . xf 4- Z xn 4- p yn, 
und bei passender Wahl von Z, p ist sie zu (2) und (3) orthogonal. 
Man muß es nur so einrichten, daß

(®" + Ix 4- py, x) = (x" x} 4- X(xx) 4- p(yx) = 0, 
(®"4- Ix 4- py, y) = (./'y) + Mxy) 4- p(py) = 0
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wird. Da
= o

und (y y} ebenso wie {xx) positiv ist, so ergibt sich aus diesen 
beiden Gleichungen

,___K
(X X) ’
(x" y)

U =----- ;-----r~ • ■ (?/ y)
Fährt man in dieser Weise fort, so erhält man p reelle Lösungen 

von (1), die paarweise orthogonal sind. Jede von diesen Lösungen 
können wir noch mit einem solchen Faktor multiplizieren, daß sie 
mit sich selbst das innere Produkt 1 liefert. Z. B. genügt es bei 

, x2, . . ., xn alle x durch ]/(« x) zu dividieren.
p reelle Lösungen von (1), die paarweise orthogonal sind und 

mit sich selbst das innere Produkt 1 liefern, wollen wir ein zu dem 
Eigenwert o gehöriges normiertes Orthogonalsystem nennen.

p solche Lösungen sind von selbst unabhängig. Hätte man 
nämlich

2 xr + p yr + v xr + . . . = 0, (r = 1, 2, ...,«) 

so würde daraus folgen
(2 x + p y + v x- + .. ., «) = 0,
(2 x + p y + v x + . . ., y) = 0,
{Ix J- py + + • • •> *) — 0,

d. h.
2(;c, x) = 0, p(y y) = 0, v(% ») = 0, . . . 

oder
2 = 0, p = 0, v = 0, ...

Wir denken uns jetzt für jeden Eigenwert von ars xr xs ein 
normiertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme 
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix

(4)

Al Az ' ' ‘ An 

Al A? • • • An

ßn\ fnl" ‘ ' ßnn •

Diese Matrix hat die Eigenschaft, daß jede Zeile mit sich selbst 
das innere Produkt 1 liefert, während das innere Produkt von zwei 
verschiedenen Zeilen gleich Null ist. Sobald die beiden Zeilen zu 
demselben Eigenwert gehören, geht dies daraus hervor, daß wir für 
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jeden Eigenwert ein normiertes Orthogonalsystem ausgeschrieben 
haben. Sind

ßl> ßz’ ■ ■ ■> ßn Und ßl ’ ßi’ • • •’ ßn

zwei Zeilen von (4), die zu den Eigenwerten g und p'(S<>) gehören, 
so hat man

(wll ßßl 4" ai2 ßz 4" • ’ • 4“ ai nßn “

®21 ßl 4- (®22 ?) ßz 4“ • • • T ®2 n ßn 0,

önl ßl 4- “nZ ß2+---+ (a„„ - ßßn = » 
und

(«n - ('W + &'4- • • • 4- a,nßn “ °>
atl ßß + (ö22 ~ß')ßz + • • • 4- diKßn = 0>

“nl ßl' 4- «„2 ßi + ‘ • 4- lX.~ ß) ßn = 0

oder, anders geschrieben,

2 ar, ß, ^(>ßr> 2 ar, ßr = ß ßr '

(r = 1, 2, . . , n)
Daraus folgt aber

(6) I
\ r, * r

Da art — asr ist, hat man

2 ar. ßr ß.= ^ arrßr ß. = 2 ar, ßl ßr'

Man darf nämlich in 2'a«rÄ Ä die beiden gleichberechtigten 
Indizes r, s vertauschen.

Durch Subtraktion ergibt sich also aus (5)

o = (e-?')2ÄA'
oder, da p g ß angenommen wird,

2V^; = o.
T

Die Transformation

ßlr^ß + ßzrXßß- ■ ■ -ß ßnrXn ß = h 2» ‘ W)
ist also orthogonal. In der Tat folgt aus den Relationen, die zwischen 
den ß bestehen,

.^2 + -F . • • + -r„2 = ^'2 4- a:,'2 4- • • • 4- <2-
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Wenden wir diese orthogonale Transformation auf die Form 
2 an, so geht sie in über und die hängen
mit den art in folgender Weise zusammen:

. . . Oin

®n 1 • • • ®n n |

/ Al ßln \ I ai1 ’ ’ ' ain Al ' ' ' All

\ ßnl ‘ ‘ ’ ßnn / \ a'nl • ‘ ‘ a'nn I \ßln ' ' ' ßnn /

Die beiden letzten Faktoren der rechten Seite geben das Produkt 
? 91 Al ’ • * ßnl '

\ 91 An ’ ' ' 9n ßnn /
Dabei sind die Eigenwerte von 2arsxrxs, und zwar ist
jeder so oft aufgeschrieben, als seine Vielfachheit verlangt.

Auf Grund der Relationen zwischen den ß ist nun weiter

<ßnl ‘ ’ - ßnnl\(\ßln ’ • • 9»A.J 1° ' ’ ’ .9 J 

so daß man hat 
Sa' x' x' = o.x^.r s r s x« *

Hiermit ist aufs neue bewiesen, daß jede reelle quadratische 
Form durch eine orthogonale Transformation auf die Gestalt 
gebracht werden kann.

§117. HEBMiTEsehe Formen.

h = 2 a x x sei eine Bilinearform, bei der « und ar„ kon- 
jngiert komplex, sind (r, s = 1, 2, . . ., n). xr und xr mögen eben
falls konjugiert komplex sein.

Eine solche Bilinearform nennt man eine IlERMiTEsche Form.
Wir wollen die 

übertragen.
Die Gleichung

Betrachtungen des § 116 auf diese Formen

au — m «12
a£1 a32 — tu ... a2n = 0
«ni «»2 • • • %n- ® 
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heißt die charakteristische Gleichung der Form h. Ihre Wurzeln 
sind sämtlich reell, wie wir aus § 55 wissen.

Ist w = p eine p-fache Wurzel dieser Gleichung, so hat, wie 
wir jetzt zeigen wollen, die Determinante D(o) den Rang n — p.

Wir bezeichnen mit u die zu a konjugierte komplexe Zahl und 
bilden

äu-co «12 ... «ln

ß (ft)) = “21 “22 — ® n

an1 an2 • • • ann M

ß{(ü) entsteht aus D(w) durch Vertauschung der Zeilen mit den 
Spalten. D{ai) und D(m) sind also miteinander identisch.

Wenn nun p eine p-fache Wurzel von ist, so hat die 
Gleichung

ß{o + u) D(p — u)- = 0
die 2p-fache Wurzel u = 0. Daher müssen in dieser Gleichung die 
Koeffizienten von

u°,
gleich Null sein, während der Koeffizient von u2p ungleich Null ist.

Der Koeffizient von u2k ist aber gleich

Dabei ist Mn_k ein (n — /c)-reihigcr von D(p) und der ent
sprechende Minor in D(p). Die Summation erstreckt sich über alle 
derartigen Minoren. Da das Produkt von zwei konju
gierten Zahlen ist, so ist es positiv und nur dann gleich Null, wenn 
M , verschwindet. Aus

folgt also, daß in D(o) alle mehr als (w —p)-reihigen Minoren gleich 
Null sind. Soll aber

sein, so dürfen in nicht alle (w-p)-reihigen Minoren ver
schwinden. Die Determinante D(o) bat demnach den Rang n — p.

Das Gleichungssystem
(«n ” + “12 x2 + • • • + aln = 0,

. «21 «1 + - p)«2 + • • • + °2n Xn = 0’

«»1 '”1 + X2 + ’ • ' + “ ^Xn = 0

läßt p unabhängige Lösungen zu.
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Ist
(2) xx, x2, . . xn
eine von 0, 0, . . , 0 verschiedene Lösung von (1), so wird

(x£) = xt + x.^ + • • ■ + a>nxn > 0
sein. Dividiert man x2, . . ., x^ durch ]/(«.«), so entsteht ein 
Wertsystem, das mit dem konjugierten das innere Produkt 1 liefert.

Wir können also erreichen, daß. die Lösung (2) die Eigenschaft 
(xx) = 1 

hat.
Nun sei

> x2, . . ., xn
eine von (2) unabhängige Lösung von (1). Dasselbe gilt dann von
(3) a^' 4- ,x2 + Z®2, . . x^ 4- kxn oder yx, y2, ..., yn,
und bei geeigneter Wahl von Z ist

(y^) = o.
Mau braucht nämlich nur zu bewirken, daß

(x x) 4- Ä ($#) = 0,d. h. 1 , r i ;
Z = — (xx) 

wird.
Durch Multiplikation mit 1: \(yy) läßt sich erreichen, daß die 

Lösung (3) die Eigenschaft

bat. W)_I

Gibt es eine von (2) und (3) unabhängige Lösung des Systems (1), 
etwa

x,", x", . . ., xn",
80 ist auch

x1"+hx1 4- <' + + yy2, • • •> <+
oder

%2, . . %n
eine solche. Z, u lassen sich in der Weise wählen, daß

(«$)=• 0, (xy) = 0
ist. Diese Gleichungen lauten nämlich, ausführlich geschrieben,

(x"Ij 4- Z(xx) 4- y(yx) = 0, 
ix"y) ++y(:yy)-0 

oder
^x" i) 4- Z = 0, (x"y) + /r = 0.
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Durch Multiplikation mit 1 : J^z) gewinnt (4) die Eigenschaft 
{x z) = 1.

In dieser Weise kann man fortfahren, bis man p Lösungen 
von (1) hat.

Wir wollen diese p Lösungen ein zu p gehöriges normiertes 
Orthogonalsystem nennen.1 q selbst bezeichnen wir als einen 
p-fachen Eigenwert der HEBMiTESchen Form.

Jetzt denken wir uns zu jedem Eigenwert der Form ein nor
miertes Orthogonalsystem gebildet. Schreiben wir diese Systeme 
untereinander, so entsteht eine quadratische Matrix

Ai Az • • ' A«

Al A2 • - ■ An

Al Aa ■ • • ßnn

in der je zwei Zeilen zueinander orthogonal sind und jede Zeile 
mit dem zu ihr konjugierten Wertsystem das innere Produkt 1 liefert. 
Es zeigt sich nämlich, daß zwei zu verschiedenen Eigenwerten ge
hörige Zeilen von selbst zueinander orthogonal sind. Man kann 
diese Beziehungen auch in folgender Weise zusammenfassen.

Setzt man
(5) «r = Ar+ Ar% + ’ ' ’ + Ar%»

(r = 1. 2, . . ., n) 
so ist

= (yy).

Wir wollen die Transformation (5) auf Grund dieser Eigenschaft 
orthogonal nennen. Im Falle reeller ß haben wir dann eine ortho
gonale Transformation im bisherigen Sinne, nämlich eine Trans
formation mit der Eigenschaft

Jetzt wenden wir auf die HERMiTESche Form 2araxrsct die 
Transformation
(6) Xr = Ar^l + ÄrÄ2 + • • • + ß»rZn

(r = 1, 2, . . ., n)
an. Wir müssen dann, da xr und xr konjugiert komplex sind,

1 Zwei komplexe Wertsysteme x^, x„ und ys, ..., yn heißen 
zueinander orthogonal, wenn eins mit dem konjugierten des andern das innere 
Produkt Null liefert: (xy) — 0. Dann ist auch = 0.
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A = A r A + Ar A + ' • ' + Ar A. 

setzen.
Dabei ,geht Sa^x, in J£ßr,%rz, über, und man hat nach §94 

' cn • • ■ ei»\

Cnl ’ ' ’ An

7Ai/--AttW^

. ßnl ' ■ ■ Än I . anl ' ' ’ An / \ An ‘ * • ßnn I

Nun ist aber
I an • • • «i„ \ / Aj • ■ • A>1 \ (*1 Al • • • ?nAl \

Al \ A « ' ' • An / \ Ä» ’ " ’

Dabei sind Qi, .. on die Eigenwerte von A? .Wer 
der entsprechenden Vielfachheit geschrieben.

Ferner hat man

Die orthogonale Transformation (6) verwandelt also 
Sor«AA in SaaA-

Die zu (6) inverse Transformation lautet
»r = Al A + As A + • • • + A» A* 1 

(r = 1, 2, . . ., n)

1 Man kann hieraus entnehmen, daß die Determinante der ß mit der 
Determinante der ß das Produkt 1 gibt. Der Betrag einer orthogonalen Deter
minante ist also auch hier gleich 1 (vgl. § 70).

Sie ist ebenfalls orthogonal und verwandelt Sq^z* in Sartxrxs.

§ 118. Definite HEimiTESche Formen.
Eine HEBMiTEsche Form i2artxrxs hat stets einen reellen 

Wert,. Die zu

konjugierte komplexe Zahl lautet nämlich 
SA« A x. = S Ar A A’ 

weil ari = atr ist.
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r und s sind aber gleichberechtigte Indizes. Es ist also
= SarSXr^- 

mithin
= 2«rM

Es gibt ÜEHMiTEsche B'ormen, die niemals negativ sind, und 
ebenso solche, die niemals positiv sind. Man nennt diese Formen 
positive bzw. negative HERMiTESche Formen und beide zu
sammen definite HERMiTESche Formen. Die andern Hermite sehen 
Formen heißen indefinit. Die letzteren haben sowohl positive als 
auch negative Werte.

Durch eine orthogonale Transformation läßt sich, wie wir wissen, 
erreichen, daß

'S a-. — 2rs r s 'S s s

wird. Die beiden Hebmitesehen Formen
S’a arä- und "'?(>«< ' TS r v M SS

sind also entweder beide definit oder beide indefinit.
Soll nun

2 e.

z. B. positiv sein, so darf kein p negativ sein. Wäre z. B. ps < 0, 
so setze man = 1 und alle übrigen x gleich Null. Dann wird 
die obige Hebmite sehe Form gleich ps, also negativ, gegen die Voraus
setzung. Sind aber alle p positiv oder Null, so sind die Glieder 
p,»,^ jedenfalls nicht negativ. Die HERMiTESche Form ist also in 
diesem Falle sicher definit.

Es gilt demnach folgender Satz:
Eine HERMiTEschen Form ist dann und nur dann positiv, 

wenn keiner ihrer Eigenwerte negativ ist und dann und 
nur dann negativ, wenn keiner ihrer Eigenwerte positiv ist.

Sie ist also dann und nur dann definit, wenn alle ihre Eigen
werte dasselbe Zeichen haben.1

1 lOies gilt also auch für reelle quadratische. Formen, die ja ein Spezial- 
fall für HEBMiTESche Formen sind.

§ 119. Anderes Kriterium für definite Hebmite sehe Formen.
Die Betrachtungen des § 106 lassen sich ebenfalls auf HERMiTESche 

Formen übertragen.
Wenn 2®™®^ eine HERMiTESche Form mit von Null ver

schiedener Determinante ist, so lassen sich die Zahlen
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M11 M1S ' ’ " UW 

m21 . w2n,

“nl “»2 •••“««
so wählen, daß die Determinanten

«n a}2 . . . ain m12 ...

^21 ^22 ’ ’ ’ ^2 n ^22 * ' * W2 p

anl an2 * ’ ‘ ann Unl Un2 * * * Unp

021 . wM1 0 0 ...0
w]2 ®22 . . . üni 0 0 ... 0

(p- 1, 2, ..n)

alle von Null verschieden sind. und ürs sollen konjugiert kom
plexe Zahlen sein.

Wir brauchen uns, um dies einzusehen, nur auf folgenden 
Hilfssatz zu stützen.

Wenn in einer Hekmite sehen Form nicht alle Koeffizienten 
Null sind, so lassen sich die Veränderlichen so wählen, daß die 
Form nicht verschwindet.

Ist z. B. in are xr xs der Koeffizient arr 4= 0, so setze man 
= 1 (also auch xr — 1) und alle andern x (und 5) gleich Null. 

Siad alle arr gleich Null (r =1,2,..., w) und ist art 4= 80 setze
man etwa

and alle übrigen x, x gleich Null. Dann wird die Form gleich 2artars.
— Rj ist eine HEBMiTESche Form in wu, w21, ■ • ■ , und 

®n, ®2i> • • deren Koeffizienten die algebraischen Komplemente 
der a in der Determinante

aHn 
®11 ®12 • • ■ 

®21 ®22 ‘ ’

a . a

sind. Diese Komplemente können nicht alle Null sein, da sonst Ro 
gleich Null wäre, während wir doch annehmen, daß 2araxrxt eine 
von Null verschiedene Determinante hat. Wir können also bewirken, 
daß 4= 0 wird.
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Es sei nun bereits erreicht, daß Rp^ 4 0 ist (p^n). Dann 
ist Rp eine HEßMiTESche Form in wlp, w2p, . . unp und ö12>, ü2p, 
.. ü , deren Koeffizienten nicht alle Null sind.

Diese Koeffizienten sind nämlich die algebraischen Komplemente 
der a in R r Wären sie alle gleich Null, so gäbe es in den 
n ersten Zeilen der Reziproken von Bp^ nur p — 1 Spalten, die 
nicht aus lauter Nullen bestehen. Es würde also, da p — 1 < n ist, 
bei der Entwickelung nach den n ersten Zeilen Null herauskommen. 
Die Reziproke von Rp^ kann aber nicht verschwinden, weil 
RP^ 4= 0 ist-

Es lassen sich demnach ulp, uip, . . ., unj) so wählen, daß 
Rp 4 0 wird.

L entstehe aus R„ dadurch, daß man in der letzen Spalte 
p p

«1?. U2P’ • • ■’ \P durch UV U2> ■■■> Un 

ersetzt, und L dadurch, daß man in der letzten Zeile

«o- ^p’ • • •> durch •••>«„

ersetzt. Lp und Lp sind konjugiert komplex. Macht man in Lp die 
Zeilen zu Spalten und bedenkt, daß ars = so sieht man, daß 
Lp die konjugiert komplexe Zahl zu Lp ist.

Unter wollen wir die HERMHEsche Form verstehen, die 
aus Rp hervorgeht, wenn ulp, u2p, . . ., wnp durch u2, . . ., un 
und zugleich ülp, ü2p, . . Unp durch ü2, ..., ün ersetzt werden.

In der Determinante Hp lauten die (n 4 p) reihigen Superdeter
minanten von R j:

Nach § 41 ist also
RPi Hp-i'

RpHp^ - Rv lp
oder V

Re . . Lp Lp

Rp-l Rp L? _ i Lp

Setzt man hier p = 1., 2, ..., n, so ergeben sich folgende
Gleichungen:

R. Hx R, Lt

ßu R,

IR H.

Ri R. Ri Ri ’

Rn-, Rn Ln Ln

- 1 Rn Rn-\ Rn
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Hieraus folgt, da Hn ebenso wie 7?n+1 gleich Null ist,

Ho____ i _L .. _L - .
• Äo Ri r K Rl Rn^v Rn

Es sei
L. = ßrl U1 + ßrl U2 + • • ■ + Än M» = Vr’ ■ 

also
Lr = ®1 + Äz Ö2 + • • • + Än ®»

Wenden wir auf die HEBMMKsche Form SarsxTxs die Trans
formation

Xr ßlr Fl + ßir Ui + ■ • ' + ßnr Un \r = b 2, . . ; »)

an, so geht 2fartxrxt über in 2brtyryf. Ba sich außerdem

w. x. + . . . + un xn in Vj 4- . . . + vny* 
und

^ + . . . + ün xn in «i & + ••• + yn

verwandelt, so führt die Transformation

Xr = Ar V\ + ßir y2 + • ■ • + ßnr %>’ (r = 1, 2, . . n)

, . Xn + 1 ~ Fl + 1
die Form

2 arS Xt T Xn + 1 5 ftr Xr + +1 S Ur Xr
in

+Ä+1 
über.

Es besteht daher zwischen den Determinanten dieser beiden 
Formen die Beziehung

ß ist die Determinante der ß.
Hieraus ersieht man, daß die Reziproke der Determinante

. .

= B2

an • • • ain «1

*„1 ••• • bnn Vn anl ■ ■ ann Un

®1 •• . ün 0 0

«2 »2 4 + «’n
— B IäoÄ, + Ri R,

-f- . • ' Än_ iR,

bl2 . . ■ b} n 

^21 ^22 • ’ ’ ^2n

^nl ^»2 ' ' ' ^nn
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xr-r s r i .^r—,1 r r r

so lautet:
-S 0 ■■■ 0

0 - s ■ ■ ■ 0

0 oü U • • • Rn^ Rn

Demnach sind alle b mit ungleichen Indizes gleich Null, und
man hat

Die c bestimmen sich in den Gleichungen
0 = _ B8 J?o
Cr Rr — 1 Rr

(r = 1, 2, . . ., n)

Dabei ist C = c. e„ . . . c, die Determinante von YJ. w y . Bedenkt1 z n rs «'s
man, daß

0 = B2R0 
ist, so ergibt sich

ßr ~ ~ ^r-1 ^r'

Wir haben also 2 a x, x. durch lineare Transformation auf r 8 T 8
folgende Gestalt gebracht:

R^ Ry yx yy Ry R2 y2 y2 ... ^n-i Rnynyn'
Diese HEBMiTEsche Form ist aber nur dann definit, wenn in 

der Reihe
ß0 , Ry , . . Rn

entweder kein Zeichenwechsel oder keine Zeichenfolge vorkommt.
Gibt es in der genannten Reihe n Zeichenwechsel, so sind die 

Koeffizienten
— Ro Ry, — Ry R„, .... Rn _j Rn

alle positiv, die HEBMiTEsche Form also auch positiv.
Gibt es in der Reihe keinen Zeicbenwechsel, so ist die 

HEEMHEsche Form negativ.
Auch das in § 100 entwickelte Kriterium für definite quadratische 

Formen läßt sich auf HEBMiTEsche Formen übertragen. Wir wollen . 
diese Übertragung dem Leser überlassen.

§ 120. Trägheitsgesetz der Hebmite sehen Formen.
Wir wissen, daß sich eine HEBMiTEsche Form ^art xr z, immer 

auf die Gestalt
2 Gr Xr
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bringen läßt, und zwar durch eine nichtsinguläre lineare Trans
formation.

Wenn die- HEEMiTEsche Form den Rang m hat1, so sind 
m Koeffizienten c ungleich Null.

l" D. h. wenn die Determinante der Form vom Range m ißt.
’ Die e sind alle reell.

Kowalewski, Determinanten

Unter diesen nichtverschwindenden c möge es nun p positive 
und q negative geben.2 Es stellt sieh dann heraus, daß p — q immer 
denselben Wert hat, wie man auch die Reduktion auf Scrxrxr aus
führt. p — q heißt die Signatur der Heemite sehen Form.

Der Beweis wird ähnlich wie in § 99 geführt.
Nennt man zwei HEEMiTEsche Formen äquivalent, wenn sie 

sich durch eine lineare nichtsinguläre Transformation ineinander 
überführen lassen, so gilt folgender Satz:

Zwei HEEMiTEsche Formen sind dann und nur dann 
äquivalent, wenn sie denselben Rang und dieselbe Signatur 
haben.

Vierzehntes Kapitel,

Funktionaldeterminanten.

§ 121. Funktiohalmatrix.

Wir betrachten m Funktionen von n reellen Veränderlichen:

«1 . ., x^, u^, x2, . . ., ®n), . . u^, x2, . . ., xn)
und bilden aus ihren ersten Ableitungen die folgende Matrix

d ut ö 8 Ui
d Xi öxn
du2 5 ut 8
d «, dx2 8x„

öw™ 8 um 8u„
Ö Iß, dx. ' ' d x„

Man nennt sie die Funktionalmatrix von u1} u2, . . un 
uach xv x2, . . xn.

Im Falle m = n ist die Matrix quadratisch. Ihre Determinante 
heißt dann die Funktionaldeterminante oder die jAcomsche 
Determinante von uv u2, . . .. un nach «j, x2, . . ., xn.

19
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Man bezeichnet die Funktionaldeterminante, weil sie sich als 
Verallgemeinerung eines Differentialquotienten auffassen läßt, mit 

' (“l > - 1
«i> • • •> '

Eine andere häufig benutzte Bezeichnung ist diese:
ph> «2> • ■ •> «» ) 

0p Xt, . . ., X„ I
Man hat also

d(u,, .... U„) _ • wg! • • •» 1
d(»,; Xt, , X„) , xit . . ., xn /

rj ii, 3 u. 3 w,
dx,
0 d d ut
öx, dxt öx.

ö du. du.
dx, öx.

In der r-ten Zeile stehen die Ableitungen von ur, m der r-ten 
Spalte die Ableitungen nach x_.

Sind w1( u2, . . wn lineare Formen in «p xn, so ist
die Funktionaldeterminante nichts anderes als die Determinante 
dieser Linearformen. Man hat nämlich, wenn

«,1*1 + ‘ ' + OrnXn
ist (r = l, 2, .. n),

«11 «12 • - • «1 n

</(«,, uj _ a22 . ■ • atK
X„ . . ., Xr) ........................

nl nn

§ 122. Vie Funktionaldeterminante als Quotient von zwei 
Differentialdetenuintuiten.

Wir betrachten n Systeme von Differentialen der unabhängigen 
'Veränderlichen xv x2, . . xn:

d^x^, ....
d,xn

dn^ dnx2, drxn

1 Manche Autoren schreiben ö oder D statt d.
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Ersetzen wir in dem Differential von ut 
, 8 u. , , 8 u, , , , 8 u. ,du — -r— d'X-y ~ dx, + . . . + -z— d x,» dxi 1 8xt 2 8xn n

dxv dx,, . . dxn durch
dr®|> ' ■ ■’ drXn’

so verwandelt sich du in8
• 8 u, , , 8 u, , . . 8 u, ,+ + ' ’ ‘ + 8^^-

Ist nun die Determinante der Matrix (1) ungleich Null, so hat man

d1M) Wo • • 1 4 Un
d2 W 2 ’ • ■d2 “n

dn u, n 1 ■dn Mn

dj xt d1xt . . . d, xn 
d^ xi d2 x2 . . . d^ xn

dnxt d^... dnxn

~ d(x„ xt, .. .,

Die Funktionaldeterminante ist hiermit als Quotient zweier Differen
tialdeterminanten dargestellt, d. h. zweier Determinanten, deren Ele
mente Differentiale sind.

Eine Funktion u, die in einer gewissen Umgebung des Wert
systems xu x2, . . ., xn definiert ist, kann so beschaffen sein, daß 
der Quotient

du — du
| d xx | + • • • + I d I 

gleichzeitig mit
| d x1 | + ■ . • + | d xn |

nach Null konvergiert. Dabei soll
J« = + dxt, . . xn + dxj — u^, . . xn},

du^^LdXi + ... + ~dx„ 
und

1 d !+•••+ | dxn | > 0 
sein.

Wir wollen von einer solchen Funktion u sagen, daß sie an der 
Stelle Xy, xit . . xn ein eigentliches Differential besitzt oder 
eigentlich differenzierbar ist.

Wenn wx, u2, . . un an der Stelle xt, x2, . . xn eigentlich 
differenzierbar sind, so läßt sich zeigen, daß der Quotient1

‘ d,U, = U,(x, + drxt, . .x„ + dr.T„} - u,(xt, ..xn).
19*
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4 «! 4 “2 ■ ■ ■ 4 Un
4 M1 4 M2 ■ • ■ 4 Un

4 4 w, • • • 4n i n 2 n n

di x1 . . . dx xn
4 xt dixi . . ■ d2 xn

4^ 4^ • • • 4®«
bei nach Null konvergierenden dx dem Grenzwert

d(ut, u^, ..u„)
d^, a^, x„)

zustrebt
Dabei müssen aber die dx noch einer Bedingung unterworfen 

werden. Daß der Satz nicht allgemein gilt, sieht man an folgendem 
Beispiel, das sich auf den Fall n = 2 bezieht.

«1=^, u2 = x2,
dj x2 = 8, dy x2 8,

d„ x. = — 8, dx = — 8 4- 82.
Hier ist

d (u„ üj} 
d(x„ x^

ferner
4 «i 4 2 x2 8 + 5a
4«i 4m2 =

1 0
0 2ax = 2«2>

und'

also

= 2.r253 4- 53(2 - 25+ d2)

d, dj x2 
d„ x, d„ x.ZA Z Z

4mi 4m2
4mi 4m2 4^1 4®»

= 2 xt + 2 - 2 8 4 82.

Lassen wir 8 nach Null konvergieren, so strebt dieser Quotient nicht 
dem Grenzwert -4^4?^- — 2 x„ zu, sondern dem Grenzwert

2x„ 4- 2.Z '

Eine erste Bedingung, die wir den dx auferlegen müssen, ist
die, daß

ist.

d, x, d, x9 . . . d, x„ 11 az in
d9 x, d„ x., . . . d., x„ Z 1 Z Z Z 71

4 4 *, • • • d„ ®n 1 n l n n

4 o
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Die Summen
‘Q = 4*1 I + ••• + i4*J> 

sind also alle positiv.
Wir wollen jetzt den dx noch die weitere Bedingung vor

schreiben, daß die Determinante

ihrem Betrage nach größer bleibt als eine feste positive Zahl K, daß 
also während des Grenz Überganges, den wir vorzunehmen haben

di x, 

(To

d, x,

d2 Xg
<ü

1

cf, 

^2

4 •

4 x2..

• 4 Xn 

■ d2Xn

(Tj cr2 . .

d„x, d n ^2 dtl xn 4 X1 4^2 ■ ■ dnXn

ff» O»

dxx2 . . . dx xn 
4 4 d2x2 . . . d2 xn

44 dnx2.. .dnxn

absolut genommen größer bleibt als K . ffB.
Wenn diese Forderung erfüllt ist und die Funktionen u an der 

Stelle x^ x2) . . X” eigentlich differenzierbar sind, so wird

lim

zl, Uj 4u2 . . . Alun

4 U1 ; • 4 Un

’ 4%
(^1 ) ^2 *

d (xY, xt,

44 drx2 . - . dlXn 
d2 x.x d2 x2. . .d2xn

dnxx dnx2 . . . dnxn
M U,^
■l «n) ’

Setzen wir nämlich
. j , d, Ug —— dr Ug
/Lu-dud — :-------ff, r 9 r s •----------(j----------------- i '

so zerlegt sich
4 4 4'4 • • A«.

(1) 4 4 44 ■ • • 4 4

. 44 44 • • ■ 44
in 2" Determinanten; denn jedes Element Arut ist ein Binom, 
nämlich die Summe von

du und • ff
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Wir können hier also wiederholt den Satz 6 aus § 14 anwenden. 
Eine der 2" Determinanten lautet

w, dx w2 .

d„ d2 u„ .
. d1 un
. d2 un

Sie liefert durch
^«1 dnU2 ■ . du u■n ii

d^ 4 d{ x2 . • xn

(2) 4. d2 ^2 ■ ■ a2 xn

d x, d x, . ■
dividiert,

dfw,, ut, ..
d(Xi, xt, ..

Unter den 2" Determinanten, in die wir (1) zerlegt häben, kommt 
auch die folgende vor

4 u,- - rf, u, u„ - d, uB
'n 1 <n 3

4< u, - d„ _ 4 u„ - d„ u,' — ‘ » (T • • • ‘ • f/n'^n n *
Dividieren wir sie durch die Determinante (2), so ergibt sich

4 ’n - 4 «i d, u„ — d. un
«■i

di
<0*

ut — dn Ui d„ Uv - d„ u„ d» x,' d„xn
an

Der Nenner dieses Bruches ist seinem Betrage nach größer 
als die positive Zahl K. Die Elemente des Zählers konvergieren 
alle nach Null. Also konvergiert auch der Zähler selbst nach Null 
(vgl. § 15), und dasselbe gilt von dem Bruch.

Jetzt bleiben von unseren 2” Determinanten nur noch die
jenigen übrig, deren Zeilen in zwei Arten zerfallen, solche von der 
Form

4 «i — d, u. _ 4, u„ — dr u„. ■" , Ci' . .... — • 0*
ar . r r

und solche von der Form
s dru1} . . drun.

Wenn wir eine solche Determinante durch (2) dividieren und 
dem so entstehenden Bruch den Nenner
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dr, Xj dn xn

geben, so ist der Zähler eine Determinante, die teils Zeilen von 
der Form

4rJlJS~ ”<> " dr Un
ar .’•••>

enthält, teils solche von der Form 
dr w, dr u„

Es möge p Zeilen von der ersten und q Zeilen von der zweiten Art 
geben.

Entwickelt man diese Determinante nach den Zeilen erster Art, 
so ergibt sich eine Summe von Produkten. Der eine Faktor eines 
solchen Produktes ist einejs-reihige Determinante, deren Elemente 
von der Form

dru3 — drus
Vr•

sind. Dieser Faktor hat also den Grenzwert Null. Der andere Faktor 
ist eine 7-reihige Determinante, deren Elemente von der Form

< u, ö u, d,x, ö u, dr xr— zxi —---- -4- ... —---  ——— •
ar ö «, <rr ö <rr

Ist M die absolut größte unter den Ableitungen so wird

- ^^1 + ••• + 1^1} = ^'
Alle Elemente unserer 7-reihigen Determinante sind ihrem Betrage 
nach kleiner als M. Die Determinante selbst ist daher absolut ge
nommen kleiner als qlMi.

Die betrachtete Zählerdeterminante konvergiert also nach Null.
Der obige Beweis gestaltet sich einfacher, wenn die drxs beim 

Grenzübergange ihre gegenseitigen Verhältnisse und ihre Zeichen 
nicht ändern. Dann genügt es

A^... A. un d, «, . . . d, xn I

in der Form
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4 _
4

4 u„ 4
Xl

^Xn

“1

4«i 4 u„ dn$l d,xn
■ 1 1 ■ U 1 « . , r r. .. -- - r .

Xn X,

zu schreiben.
Der Nenner hat jezt einen konstanten Wert und der Zähler 

strebt wegen
lim fAü _ A*.) = 0

\ <T, /
dem Grenzwert

rf, V, rf, M„
o-i ’ '

rf„ zz, dn u,
a» rf»

ZU?

§ 123. Der Multiplikationssatz.

Wir betrachten n zusammengesetzte Funktionen 

% . . ., u,,^, . . ., x$,
«2 Üifo’ • • •’ • • •> • • •>

«„(M3!’ • • ’> • • ■> ■ ■ ■>
Es sind also die u Funktionen der v und die v Funktionen der x.

Wenn die Ableitungen—^ an der Stelle xx, x^,xn existieren 

und die Ableitungen an der entsprechenden Stelle vx, vt, ..vn 
stetig sind,2 so gelten, wie in der Differentialrechnung bewiesen 
wird,3 die Formeln

8ur 8ur dv, . 8 ur 8v„
8 x, ~ 8vt 8 x, ' ö rn 8 x,

(r, s = 1, 2, . . n)

Aus ihnen folgt auf Grund des Multiplikationssatzes (vgl. § 32)

1 Die U” sind ebenso wie die ■——* - konstant. 
ar

’ Wir nehmen an, daß diese Ableitungen in einer gewissen Umgebung 
von e„ existieren.

’ Vgl. meine „Grundzüge der Infinitesimalrechnung“ S. 180.
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d u, d ut äu, 8 ut 8 ut 8 Ui 8 vt 8 r. 8 p,
dxt ä Xf d x. ' Ö», öv. 8 Xi 8xt 8xn
du^ d «, 8 u. du,. 8 u. ö«, 8v, dr. 8
dxt d 8 xn = di;. d »s dv„ 8xt 8xt 8x„

8un ÖUn 8ur. ö un 8u„ 8v„ 8vn 8 v„
Ö Xj d x^ 8xn 8vx 8 v. ’ 8v„ 8 Xi 8x, 8x„

Man setze bei Ausführung der Multiplikation, die Zeilen der 
ersten mit den Spalten der zweiten Determinante zusammen.

Die obige Formel läßt sich auch so schreiben: 
dfa, un)
d(Xn x„ x„) d^,»,,d (x^ xt,.. ., xj '

Sie besagt, daß die Funktionaldeterminante der w nach den 
x erhalten wird, indem man zuerst die Funktionaldeter
minante der u nach den v bildet und sie dann mit der 
Funktionaldeterminante der v nach den x multipliziert.

Im Falle n = 1 ist dies die bekannte Regel für die Differen
tiation einer zusammengesetzten Funktion

Man kann die Formel (1) auch so beweisen: Nach dem Multi
plikationssatz der Determinanten ist

und

l 
also

dl

dnUl

' • • dx d1x1 xn
~ • - •>

’ * * * ‘ ~ • -7^)

d u. . . . v d x, . . d xn " Mn I n •"! ■ n n

dT «j . . . dx un

du, . . . d„ u n 1 n n

. . . d, u 1 n

■ . ■ d„ u n n

d (p„ .. .,v„)

d,^ ■■■ di »„

dn ■ • • dn

dfa, ■ ■uj d(Vj, .... »„) 
d d(uu...,u„)

dj x^ . . . dx xn

dnXl--- dn

d (u„ ■.«„)

Andererseits hat man aber

dj «j • • • dx un

dn ^ ... dn un

d(ut. ■ ■ w„) 
d(.x„ .. xn)

dy Xy .

dn x1 .

.. d. x„1 n

n n
Mithin gilt die Formel (1).

Es wird bei dem obigen Beweis benutzt, daß das Differential 
von du
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lautet, ob nun vlt . . * oder z)( ... ., die unabhängigen Ver
änderlichen sind.

§ 124. Eine Anwendung des Multiplikationssatzes der 
FunktionaWeterminanten.

Die Determinante D der Bilinearform 
f = S ar, xr y, 

ist (vgl. den Schluß von § 121) gleich der Funktionaldeterminante 
der Linearformen

= ßrl !^ + W2 + • • • + <W„. (r “ 1, 2, ■■■, n} 
Wir wollen jetzt auf f die linearen Transformationen

Xr ßrl Xl' + + • • • + ßrn<,
yr = 7n yß + r,2 %' + ••• + 7rn y* 

(r = 1, 2, . . ., n) 
an wenden.

Dabei gehe f in 
f = S ara Xr 

über. ,
Wir können den Übergang von f zu f" auch in zwei Schritten 

ausführen, nämlich so, daß wir zuerst die x und dann erst die y 
linear transformieren.

Schreiben wir f in der Form

so verwandelt es sich bei der linearen Transformation
Xr = ßrlXl + ßr2X2 + • • • + ßrn^ fr = U 2, •••>«) 

in

und dabei ist
K-ßlr\+ß2r^ + ---\-ßnrK- b 2, ...,«) 

Jetzt brauchen wir, um zu f zu gelangen, nur noch
yr = r,i0i' + r,2 vi + • ■ • + YmVn (r-i, 2,..., n) 

zu setzen.
Um die Determinante. D' von f zu finden, benutze man, daß 

, _ d(y,', 17,.. , 7^ 

ist
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Nach § 124 hat man

d(Yf, Yn') d(Yf, , Yn')
2'n • • • /i „

d (yf, ..., yü) d (y„ ..., ?/„)

und .
d (Yf, . ■., y/) d(Yf........ IV)

d y„) d(Yx, ..., Y„)

ßn • • • 
- . ... D

ßl n ' ' ‘ ßnn 1
Demnach ist

J n 1 * ’ ‘ / »n

r„)

«h • • n ßn • • •^1 «11 • • «1„ • • 2'1 n

a»i • • 0>n n ßln ' ' • ßnn «»1 ■ ■ ann Ynl ' * ? nn

§ 125. Andere Auffassung des Multiplikationssatzea.

In § 123 haben wir im Grunde genommen noch mehr bewiesen, 
als nur die Formel

... d^,..u„) _ d (u„ ■ ■u*) d {eu.... g„)
' ' dixt, x„) “ d (vu ..-g„) d (xt,..., rc„)

Wir haben nämlich auch bewiesen, daß

1 8 ut _ 
Ö .T,

ö \
Ö 3C„

/ ä ut öw, \ 1 .
d Xi

. \
8 x„8 v. 8 v«

(2)
8 «n

—
dti„ ÖUn

\ d x, 8x„ / \ 8 r. dv„ \ Ö»i 8 xn /

ist (vgl. § 94).
In der Tat ergibt sich auf den rechten Seiten durch Zusammen

setzung der rtea Zeile des ersten mit der Spalte des zweiten 

Faktors gerade -
Die Formel (1) behält also ihre Gültigkeit, wenn wir die Symbole 

d^, .... «„) d(wu Q
'</(»„ ...,x„) ’ rf' d (xu..

nicht mehr als Funktion aldeterminanten, sondern als Funktional
matrizen au.ffassen, und zwar als die drei Funktionalmatrizen, die 
in Formel (2) stehen.
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Die Schlußformel in § 125 lautet bei dieser Auffassung: 
i an . . . ain i . ßnl i I au ... n ;'n ... /j n

\ an t ‘ ‘ o»n / An • • • An ' A ®nl ' ’ * 1 /«!••• 7nn I

§ 126. Funktionen mit nichtverschwindender Funktional- 
determinante.

Wir beschränken uns der größeren Deutlichkeit halber auf, den 
Fall n = 2.

Die beiden unabhängigen Veiänderlichen x, y wollen wir als 
rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene E betrachten.1

1 Dies tun wir nur, um uns anschaulicher ausdrilcken zu können. Ver
änderliche und Funktionen sollen hier reell sein.

u\x, y), v(x, y) mögen in dem Quadrat 
|y

stetige erste Ableitungen besitzen. Wir bezeichnen -diese Ab
leitungen in folgender Weise:

Außerdem machen wir noch die Annahme, daß an der Stelle (x0, y0) 
die Funktionaldeterminante

d (u,.») 
d(®, 2/) 

ungleich Null ist. Wir setzen also voraus' 
«i(®o<%) w2(<Wo) 
M^o^o)

Wegen der Stetigkeit von ux, u2, v2, läßt sich dann in dem
Quadrat (1) ein anderes
(0) Ix xo I — I y y^ IA;
so wählen, daß die Determinante

«i y) u2 y) 
vi y'l (A y")

von Null verschieden ist, wie man auch die Punkte (x, y) und (x, y') 
in dem Quadrat Q wählen mag.
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Wir wollen jetzt
(3) J = u{x, y), t) = v{x, y)
als rechtwinklige Punktkoordinaten in einer Ebene ® betrachten.

Durch die Gleichungen (3) wird dann jedem Punkt [x, y) von Q 
ein bestimmter Punkt (j, lj) in der Ebene ® zugeordnet, (j, p) möge 
der Bildpunkt von (x, y) heißen.

Es läßt sich zeigen, daß verschiedene Punkte von Q ver
schiedene Bildpunkte haben.

Hätten , yj und (x2, y2) denselben Bildpunkt, so wäre
%) ““(«!> yj = Oy 

»(®4,y»)-”(«i,yi) = 0. 
Nach einem Satze der Differentialrechnung ist aber

%) - yj = - «^«iCdy) + (ya- yjKK y), 
vfa, y^~ v fe, %) = (^2 ~ «1) ^(x', y) + (y2 - yj V2 (x, y').

Dabei sind (x, y) und (x, y) Punkte auf der Verbindungsstrecke von 
(xlt yj und (x2, yj. Liegen also (rr3, beide in Q, so gilt
dasselbe von (<r, y), {x, yy Die Determinante (2) ist aber von Null 
verschieden. Es folgt also aus

(®2 - y) + - yi)w2^> y) = °y
(x2 - «1) vT (x', y') + (y2 - yj v2 [x, y') = 0 

nach § 22
«2 - ®i = °y y3 - yi ~ °-

D. h. die Punkte (%2>y2) sind nicht verschieden.
Wenn wir zu jedem Punkt von Q den Bildpunkt suchen, so 

entsteht in ® eine Menge von lauter verschiedenen Punkten. 
Wir wollen sie mit Q, bezeichnen.

Jedem Punkt (j, p) von D entspricht ein und nur ein Punkt 
(x, y) von Q, nämlich derjenige, dessen Bildpunkt (g, p) ist.

Auf Grund unserer Voraussetzungen sind die Funktionen u(x, y), 
v(x, y) in Q stetig. Ist also

^i,yi), ^2,y2), {x3,y2y ■ ..
eine konvergente Punktfolge1 in Q, so ist die Folge der Bildpunkte 

ll’n ^i)> tea» 9a)’ tes, 9s)» ■ • ■

1 Damit meinen wir, daß lim xn und lim y„ existieren.

eine konvergente Punktfolge in O.
Das Umgekehrte gilt aber auch. Jeder konvergenten Punkt

folge in O entspricht eine konvergente Punktfolge in Q.
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Ist (Xv Vi)> fe’ 93)» • • • eiQe beliebige Punktfolge in Q, 
so entspricht ihr eine Punktfolge ($3;%)» • • • in Q-
Nun hat jede beschränkte Punktfolge, d. h. jede Punktfolge, die 
sich ganz in ein Quadrat einschließen läßt, mindestens einen 
Häufungspunkt.1 Ist (x, y) ein Häufungspunkt für (Xj,^), (®j, y^}, 
(xs,y3), . .., so läßt sich aus dieser Folge eine Teilfolge {x^y^}, 
(x3\ • ■ • herausgreifen, die nach (x, y) konvergiert2 Die

1 In jedem um einen Häufungspunkt beschriebenen Kreis liegen unendlich 
viele Glieder der Folge.

sei ein Kreis der nm (x, y) mit dem Radius 1/n beschrieben ist. 
(z/, yi) sei der erste Punkt der Folge, der in liegt, (x./, yt') der erste auf 
hn folgende Punkt, der. in K2 liegt, usw. Dann ist limx„' = x, )imy.' = y.

zugehörigen Bildpunkte (j/, 1^’), (&/, ^3'), fe', y3'), •. . konvergieren 
dann nach (j, ij), dem Bildpunkt von (x, y). Wenn also (jj, y,), (j2, l}2), 
fe> 9a)» • • • ei,ie konvergente Punktfolge ist, so muß sie gerade nach 
(j, t}) konvergieren. Daraus können wir schließen, daß die Folge 
(«t, ?A)» &)> (®3! %)> • • • nur einen Häufungspunkt hat; denn sein
Bildpunkt ist ein ganz bestimmter, nämlich der Punkt, nach welchem 
die Folge fo, ijj, fe, V2), fe, 9S)> • • •, konvergiert

Eine beschränkte Punktfolge mit einem einzigen Häufungspunkt 
ist nichts anderes als eine konvergente Punktfolge. Also ist (o^, yj, 
(«2, %), ^3, y^, • • • konvergent.

Wir sehen aus der obigen Betrachtung zugleich, daß der Punkt 
(X, D), ^h welchem die Folge (&, i^), (g3, ^), fe, g3), . . . konver
giert, mit zu O gehört. Auf Grund dieser Eigenschaft nennt man 
O eine abgeschlossene Punktmenge.

Jetzt sei Q der Inbegriff der Bandpunkte von Q und Ö der In
begriff ihrer Bildpunkte. Ferner sei (x, y) ein beliebiger Punkt im 
Innern von Q Und (g, lj) sein Bildpunkt. Dann läßt sich um (g, 
ein Kreis ff beschreiben, in welchem kein Punkt von Ö liegt. sei 
der Kreis, der um (g, mit dem Radius 1/n beschrieben ist (•» = !, 
2, 3, ...). Gäbe es in jedem einen Punkt (fn, ^B) von Q, so 
hätte man

lim = S, lim 
Dann wäre auch

lim iB = x, lim yn = y, 
was offenbar unmöglich ist, weil (x, y} im Innern und (iB, y^ auf 
dem Rande von Q liegt.

Es gibt also einen Kreis St von der gewünschten Beschaffenheit, 
r sei der Radius von SE und ein konzentrischer Kreis mit dem 
Radius r/2.
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Ist dann (j', 9') ein Punkt in Ä', so liegt er näher an (j, 9), 
als an irgend einem Punkt von D»

Dies bedeutet aber, daß die Funktion1

1 Mit X, Y bezeichnen wir veränderliche Koordinaten.

F) = {«(X, F) - + <®(X, Y) - V'}8

an der Stelle (x, y) im Innern von Q kleiner ist als auf dem 
Rande von Q. Daraus können wir aber folgern, daß der kleinst® 
Wert dieser Funktion im Innern von Q, etwa an der Stelle (2;", 
eintritt An dieser Stelle müssen aber die Ableitungen

2 TT ~ ^X’ y) “ *3 y) + ~ V'} (*, n

1 = {«(X, Y) - {X, Y) + MX, F) - V>8(X, *3

verschwinden, d. h. es müssen die Gleichungen gelten

M?, y) - j'j wx(x, y') + {v(x, y'} - l)'j vt (x, y) 0,

y) - ?'! w2(^ y) + \v&\ y) - yi y) = o.
Da nun

«h « y') «1M y) 
^\y') ^(^y)

4=o

ist, so folgt aus diesen Gleichungen

^ = u(x,y), $™v(x,y).

(r', 9') ist also der Bildpunkt von (x, y), d. h. 9’) gehört zu O.
(j', 9') war ein beliebiger Punkt in dem Kreise T, den wir um 

(j, 9) beschrieben hatten. Dieser Kreis Ä' enthalt also nur Punkte 
von Q.

Damit haben wir bewiesen, daß jedem inneren Punkt von 
Q ein innerer Punkt von Q entspricht. Ein innerer Punkt 
einer Punktmenge ist dadurch charakterisiert, daß sich um ihn ein 
Kreis beschreiben läßt, der nur Punkte der Menge enthält

Da zu jedem Punkt (j, 9) von O ein ganz bestimmter Punkt 
(x, y) von Q gehört, so können wir x und y als Funktionen von 
(E, 9) betrachten, die in ö definiert sind. Wir wollen demgemäß 
schreiben

® = «(e, 9), y = ®(e> 9)-

Durch diese Gleichungen wird jedem Punkt (j, t)) von D gerade 
derjenige Punkt (x, y) von Q zugeordnet, dessen Bildpunkt (j, 9) ist.
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Nach unsern obigen Feststellungen sind die Funktionen u, ü 
in £1 stetig, d. h. aus

Hm En ~ ^m = 9 
folgt, wenn die Punkte (jB, zu C gehören, 

Hm « 9») = u(E- $)> Hm 0 (E„> W “ ü (E,

Dasselbe gilt, wie wir jetzt zeigen werden, von den Ableitungen

öit öu öb öb 
ö j ’ Öl)’ ö E ’ Öl)

(j, tj) und (j + t), tj + I) seien zwei verschiedene Punkte von 
O und (x, y) bzw. (x + h, y + k) die entsprechenden Punkte von Q, 
Dann hat man (vgl. die Formeln 4 auf 8. 801)

t) = (af, y') h + w2 Ix', y') k, 
t = Uj (x”, y")h + u2 (x", y"}k,

wobei (a;', y} und (»", y"} auf der Verbindungsstrecke von (m, y) und
(x + h, y + k) liegen, also jedenfalls in Q. Daher ist 

®i W, y"} «2 K, y")
4=0,

und wir können die obigen Gleichungen nach h und k auflösen. 
Dadurch finden wir (vgl. § 22)

I fj u, (xt, y') I
j, I * y"'> I

«I («', y') »Ax', y') | ’
(®", y") y") I
| «i (P, y') f)

]c __ I y") t
| «i (P> y') UAX’> y')
I ”i (P'> y”) (x", y")

Lassen wir l) und f nach Null konvergieren, so wird

lim h = lim k = 0, 
folglich

lim F = limx” — x, 
lim y = lim y" = y.

Wegen der Stetigkeit von wi; u2, vx, vt wird ferner
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(®"> y") _ (x, y)
«• y') "e (®'> y') d (w, ®) ’

y") ri(x",y") d (x, y)

lim - - (x', y') ■ - Ui (x, y)
“i (x', y') Ui (x', y") diu, r) ’

(x", y") i’i (x", y") d (x, y)

lim - ■ - r, (x", y") - ”i (x, y)
Ui Ix', y') (x', y') d(u, |t») ’
”1 (®", y") (x", y") d(x,!y)

ui (»'. y') u, (x, y)
Ul ix', y') Ui (x', y') d (u, v)
®t Ix", y") Vi (x", y") <1 (x, y)

Setzen wir in diesen Grenzwerten x = u(j, ^), y— ö(j, ty), so 
verwandeln sie sich in Funktionen von y, die wir der Reihe 
nach mit

, MM), MM), MM), MM) 
bezeichnen wollen.

Diese Funktionen sind offenbar in D stetig. • Denn wir haben 
sie aus Funktionen von x, y erhalten, die in Q stetig sind, und x, y 
sind in El stetige Funktionen von j,

Die Funktionen u2, u2, üj, t>2 haben folgende Eigenschaft. 
Wenn man den Punkt (j + ^, ^ + t) derart in El variieren läßt, daß 

lim f) = lim f = 0 
wird,1 so ergibt sich

1 Nimmt man in Q eine Folge von Punkten, die von (x, y) verschieden 
sind, aber nach (x, y) konvergieren, so sind ihre Bildpunkte von (j, lj) ver
schieden und konvergieren nach (j, l)).

Kowalkwski, Determinanten 20

1 ’ Ä — Vi Ij Dg t rs l,m - "■

Es ist nämlich
^ = («1 + Si)t)+(u2 + «2)t

= (bx + + (b2 +
und

lim 6j = lim s2 = lim = lim y2 = 0.

Wenn (j, ein innerer Punkt von El ist, so können wir f) oder t 
gleich Null setzen. Dann finden wir
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ö_u ä u
w ■ ^2 —

öb
v2 = Tn’

so daß
d(u, ö) = 1 vt\X, y} j_ 1

-vAx,y) uAx,y)\ d(u,v) 
\<i(x',y}j ‘ d(x,y)

ist-, also sicher von Null verschieden.
Konstruieren wir um (j, tj) als Mittelpunkt ein Quadrat, dessen 

Seiten parallel zu den Achsen sind und das nur Punkte von £1 ent
hält, so erfüllen u, ö in diesem Quadrat genau dieselben Bedingungen, 
die wir am Anfang dieses Paragraphen den Funktionen k. v auf
erlegten.

Wir- können also sicher sein, daß dem Punkte, ein innerer 
Punkt von Q entspricht.

Früher sahen wir, daß die Bildpunkte der inneren Punkte von 
Q innere Punkte von D sind. Jetzt wissen wir, daß auch umgekehrt, 
jedem inneren Punkt von D ein innerer Punkt von Q entspricht.

§ 127. Der Rang der Funkt ionahnatrix. 
Die m Funktionen

ui (a^, . . .. x^, . . ., «„.tej, • .
mögen in dem Bereich1
(1) «i \ ; d„ S Xn bn
stetige erste Ableitungen haben.

An jeder Stelle des Bereichs :1) wird'die Funktionahnätrix

(2)

■ 3 u, 
d Xt 
dty 
ix,

d ity 
3 a‘2
ö
d xt

6 ux
Xn 

d il-
d x„

ß d um 3 um
ö Xi ä x2 dx„

einen bestimmten Rang haben (vgl. § 23). Dieser Rang braucht 
nicht an allen Stellen des Bereichs der gleiche zu sein. So har 
z. B. die Funktionalmatrix von

v 2 rp 2 2
* ,y2 » ' ‘ •> •

* ötj ’C ? • • • f • 
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wenn alle x von Null verschieden sind, den Rang n. Wenn dagegen 
p von den x verschwinden, hat sie nur den Rang n — p.

Wir wollen nun den höchsten Rang, den die Matrix (2) in 
dem Bereich (1) annimmt, als ihren Rang in (1) bezeichnen. Eine 
Stelle xx, xn, wo dieser höchste Rang nicht eintritt, soll
eine singuläre Stelle von (1) heißen.

Wenn der Rang von (2) in (1) gleich Null ist, ao sind alle Ab
leitungen du/dx gleich Null. Daraus folgt, daß alle « Kon
stanten sind.

Was bedeutet es nun, wenn der Rang von (2) in (1) gleich p 
ist (p > G)?

Die singulären Stellen in (1) bilden eine abgeschlossene Menge. 
Denn jede Häufungsstelle von Stellen, an denen der Rang von (2) 
kleiner als p ist, muß wegen der Stetigkeit der dujdx wieder eine 
solche Stelle sein. Daraus ist zu entnehmen, daß im Innern1 von (1) 
nichtsinguläre Stellen vorhanden sind.

1 Das Innere von (1) ist definiert dureh die Ungleichungen 
at < xt < bt, ..., a,<xK<b„.

Jeder Punkt von (1) ist eine Häufangsstelle von inneren Paukten.

x*, ..., x^ sei eine nichtsinguläre Stelle im Innern von (1). 
Dann gibt es also in der Matrix (1) eine p-reihige Determinante, die 
an der Stelle xx°, x/, ..x^ einen von Null verschiedenen Wert 
hat. Wir können durch passende Numerierung der x und der u 
bewirken, daß gerade

d«i_ S Uj du, 
d x, öxt * ' * 8 xp

6 Ut . _ .
dxt d d xp j «» Dfa, . . ., zj

d vp d _ 8ur 
8 x, öx, 8xp

eine solche Determinante ist.
Die « Funktionen

“11 * • v xr + i’ ' ‘

die wir der Reihe nach mit

bezeichnen wollen, haben an der Stelle x^, x*, . • xn eine von 
Null verschiedene Funktionaldeterminante. Es ist nämlich

20*
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Auf die Funktionen v2, . .vn lassen sich nun die Be
trachtungen anwenden, die wir in § 126 für n — 2 durchgeführt 
haben.

Man konstruiert um xt°, . . a;n° ein Gebiet 
(Q) «i° - + A, . . x^ — Ö^xn^x^ 4- A,

d xt
ö
dXp

Ö Ut ö ut 
dx„dxp + t

d (r,, . £„) d up d u„ d up
d (x,, . d x. dXp dxP + i öxn

0 . . . 0 1 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 4
d. h.

d (r,, ■ 
d(xx, .

'n)
■, *^n) j> • • •! ®n).

das in (1) enthalten ist und zudem folgende Eigenschaft hat. 
Wie man auch die Stellen

(v = h 2> • • •, «)
in Q wählen mag, immer ist die Determinante1 

vu (z/1’, . . ., x^) ... Vln (x™, . . .,

1 vr, ist die Ableitung von vr nach x,.
8 „Punkt“ ist wie „Stelle“ ein geometrischer Ausdruck für „Wertsystem“.

•; («1“
von Null verschieden.

Dem Gebiet Q entspricht vermöge der Gleichungen

?! = ^(«i, • • •, •••,?„ =
ein Gebiet O, und zwar gehören zu verschiedenen Punkten2 von 
Q verschiedene Punkte von O, so daß xltx2, . . ., xn Funktionen 
von ?!, j2, .. in ü sind:

~■ ^1 • • •, ~ fe’ ‘ ' •’ ?«)■

Den inneren Punkten von Q, d. h. den Punkten, die den Un
gleichungen

«i® - A < < ajj0 + A, . . ., xn° - 8 <xn < xn° 4- A
genügen, entsprechen innere Punkte von D, und damit sind die 
inneren Punkte von Q erschöpft.
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Insbesondere ist j^0, J3°, ..J„o, der Bildpunkt von x^x.,0, .. ;X„°, 
ein innerer Punkt von Q. Es läßt sich also um j,°, yn° ein 
Gebiet

(ü') £/- + S„°- «

konstruieren, das nur Punkte von D enthält.
Die Funktionen ü haben in stetige erste Ableitungen, wie 

ebenfalls aus § 126 zu ersehen ist.
-«p w2, ..., un lassen sich nun als Funktionen von £1, j2, ..., £n 

in D' auffassen, und zwar ist

Mr = Mr (»j (Ep • • ; • • •> VEp ■ • •> En))
(r = 1, 2, . . ., m)

uv u2, ..., up sind bezüglich gleich j2, Aber auch aus
den übrigen u, wenn es deren gibt, fallen £ +J, ■■■', £„ ganz heraus. 
Um dies zu erkennen, bemerke man, daß für s > p

8 8 u,
§ xt 8 x„

8 ur 8 up

8 x, ix,
8^ dh

d x, 8 xn |

1 . . . 0 0

0 ... 1 0

8 Ur 8 ur 8 ur

8 Ur 
“ 8~i7

8 x, 8 xn
8 ur 8 ur

d^„
8 x, d x„ |

8 x, ö x„ 8 b 8$, 1 8 St 8 ip 8 i.

ist (vgl. § 31). Da nämlich die Ableitungen du/dx in Q stetig 
sind und die Ableitungen dx/d^ in überall existieren, so sind 
alle Bedingungen erfüllt, unter denen man in der Differential
rechnung die Formel

8 u _ 8 u i x, 8 u ö x„
dl ~ ~8xt dz 8xn di

beweist.
Andererseits ist das obige Matrizenprodukt gleich dem innern 

Produkt der (p -f- l)-reihigen Determinanten der beiden Matrizen 
(vgl. § 34). Da nun die Funktionalmatrix (2) den Kang p hat, so 
verschwinden in der einen Matrix alle (p + l)-reihigen Deter
minanten. Das Produkt wird also gleich Null, und man hat

^ = 0. (r = p + 1, ..., s=p + 1, n)

Dies gilt für das ganze Gebiet Q', und man sieht hieraus, daß «j, 
w2, ..., un bei festgehaltenen i3, ..., Konstanten sind.
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Wir können also, ohne daß die u sich ändern, r r
durch ersetzen. Dadurch erhalten wir

ur = (öj (1-p ■ • •> Xp! • •'» f»/: • • •> ‘ • •> Xp> ip + l> • • •’

= ■" Cr = p + 1, m}
Da nun

M1 = Xp W2 = 1-2’ ■ ■ ■’ UP ~ ^P

ist, so bestehen folgende Relationen:
- Vr («X (®p ■ - p 'M-

(r = p 4- 1, . , m)

Sie gelten für alle Punkte xv x2, ..., xn, deren Bildpunkte in 
Q' liegen. Bezeichnen wir den Inbegriff dieser Punkte xv x„. ..xn 
mit Q', so ist x£, ..., ein innerer Punkt von Q', weil jj0, 
?2°, •••> In eia innerer Punkt von £Y ist.

Bei passender Wahl der positiven Zahl S' gelten also die obigen 
Relationen in dem ganzen Gebiet, das durch die Ungleichungen

«i° - <*' ^n° ~ d' *n° + d'

definiert ist. Die Funktionen ^(Up ,up) haben in dem Bereich 

«! («1°, • • ; «1 («1® • • •’ + «>

M®!®’ . . ., X,?} - « =S Up g t^0, . . ., JI,,0) -ff « 

stetige erste Ableitungen. Dies kann man daraus entnehmen, daß
Trteu • • •’

~ Wr (Vj (fp .. £p, fp+l, •. ; Xn)> • • ■, ^n(lp • • •; 1p, £p + l) • • " X«;) 
ist.

In einer gewissen Umgebung von x2°, xn° sind also
■,, . . u„ 

Funktionen von
Ul > M2’ • - Up-

Dagegen ist unter den Funktionen , u2, ..., up keine eine Funktion 
der übrigen. Denn sonst hätten wir eine Relation zwischen den 
unabhängigen Veränderlichen jp ...,

Wir können unser Resultat in folgendem Satz aussprechen:
Wj^p ..., «B), ..., um\xv ..., .-rj mögen in der Umgebung1 von 

z,°, xn° stetige erste Ableitungen besitzen und die Funktional-

1 „In der Umgebung von ..., a:,,0“ bedeutet „in einem passend ge
wählten Bereich x^ — 6 x, x^ + ö, ..., xü° — ä s; x„ s ;r„° + ö.“ (d > 0)
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matrix habe sowohl an der Stelle x^, x° als auch in ihrer 
Umgebung den Rang p.

Dann lassen sich in der Umgebung von x^, xj m — p von 
den u als Funktionen der p übrigen ausdrücken, die ihrerseits durch 
keine Relation verbunden sind;

Es gibt, wie man kurz sagt, in der Umgebung von x* 
unter den Funktionen u genaup unabhängige.

Der Rang der Funktionalmatrix ist also gleich der Anzahl der 
unabhängigen Funktionen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Unab
hängigkeit der m Funktionen w in der Umgebung von 2?j°, ..x^ 
besteht darin, daß die Funktionalmatrix an der Stelle a^0, ..., x* 
den Rang m hat. Im Falle m — n sind also die Funktionen u dann 
und nur dann in der Umgebung von x,0, ..., xn° unabhängig, wenn 
die Funktionaldeterniinante an der Stelle x/, ..., x°n von Null ver
schieden ist.

Man darf nicht außer acht lassen, daß X^, eine nicht
singuläre Stelle ist, daß also die Funktionalmatrix in der Umgebung 
von x^, xn° nirgends von höherem Range wird als an dieser 
Stelle selbst.

Wenn a^0, .... xn° eine singuläre Stelle ist, »v sind die letzten 
Sätze über die Unabhängigkeit der u nicht richtig. Z. B. sind x2 
und y in der Umgebimg von x = 0, y = 0 durch keine Relation 
verbunden und doch ist an dieser Stelle die Funktionaldeterminante 
gleich Null. In diesem Fall ist aber die Stelle 0,0 singulär. Die 
Funktionaldeterminante verschwindet nämlich nur für x = 0.

§128. Die Funktionaldeterminanien inverser Funktionssysteme.
..., xj, xj mögen in der Umgebung von

x^, xn° stetige erste Ableitungen haben. Außerdem sei
d («t,..«„) 
d(xt,xn)

an der Stelle x^, xn° von Null verschieden.
Setzen wir

fi = Wj (a^, ..., xj, = ujxv . . ., xj
und

£1° • • •> Xn°)> • • •’ £»° ~ UtAX1°’ ' • •>
so sind (vgl. § 127) in der Umgebung von j/, ..., yn° die x Funk
tionen der j.

~ (fp • • •» üJ» • • •’ (fj , ...,
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Diese Funktionen u haben in der Umgebung von jj®. ..., jn® 
stetige erste Ableitungen.

Man nennt ur u„ das zu uv un inverse Funktions
system. Offenbar ist auch u,, ..., u zu u., ..., u invers.

Wir können, da

Er = Mr («i (Ev • • •, ■ • •> MEi, • • ; S„))
ist (r = 1, 2, . . ., n), die j als zusammengesetzte Funktionen be
trachten und den Multiplikationssatz aus § 123 anwenden. Danach 
haben wir in der Umgebung von jj®, ..., jn°

d(i„ • • ■, i'n) •» in) d ($,, . . ., Xn)
d(i„ ■ • . ; Xn) dfo, • ; in)

Nun ist aber
1 0 . . . 0

■ ■■ in) 0 1 ... 0 1,• •> «»)
0 0 . .. 1

mithin
1 = d(jit ■ ■; in) d(x„ ■ ; Xn)

Das Produkt aus den Funktionaldeterminanten der j 
nach den x und der x nach den f ist also gleich 1.

Dies ist eine Verallgemeinerung des Satzes, daß inverse Funk
tionen Ableitungen mit dem Produkt 1 haben.

§ 129. Implizite Funktionen.

«äK, •••» «pfo, «2 ) •••,«„) mögen
in der Umgebung von x^, x^, .... xn° stetige erste Ableitungen haben. 

Die Funktionalmatrix der w sei an der Stelle x,0, x„°,.... xn° 
vom Range p. Endlich sei

«1 («i0, • • •> Xn) - 0, • •u^0, x2°, ..., A = 0.
Wir wollen die x so numeriert annehmen1, daß an der Stelle 

gerade
d (u^ Uf, ■ . ., Up) 

(«®1> X„ ■ • ; a>)

einen von Null verschiedenen Wert hat
Dann ist an dieser- Stelle auch

rf (u,, . - .. Upt Xp ।, • . X*)

d(xt, . . . . ; . Xp) 
ungleich Null.
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Bei passender Wahl der positiven Zahl d ordnen die Gleichungen

Ij = ^2’ •••’

*J>

Ep +1 “ xp +1 ’

1' = n

verschiedenen Punkten des Gebiets

(Q) x^ - dg^ ^x^ + Ö, . . x* - ö^xn^xn° 4- d 
stets verschiedene Bildpunkte jp zu, und unter ihnen ist
0, ..., 0, «°+i, ..xl, der Bildpunkt von a^°, ®a°,.. >, x^, ein innerer 
Punkt (vgl. § 127). Es läßt sich also um ihn ein Gebiet

(&') — d' g S’, ■ ■ ■, -
Xp+1 - d' g £p+l + ö', V “ = 1» Xn + ,Y

konstruieren, so daß jeder Punkt von O' der Bildpunkt eines und 
nur eines Punktes von Q oder, genauer gesagt, von 

(0') a/ — g^j0 + d, . . ., xp° - S^Xp^x^ + d, 
®p+i - ä' x^ + d', . . xn° - d' g xn § xn° + d',

denn es ist. ja
^p+l ~ Ep+U ■ • Xn ~ £»'

Insbesondere wird daher jeder Punkt
0, 0, . . ., 0, ?J) + 1, . . ., j„, 

der den Bedingungen
^+1 + l ™ + l 4* > ■ • •> xn — Xn — Xn 4

genügt, der Bildpunkt eines und nur eines Punktes von Q' sein. 
Dies läßt sich auch in folgender Weise ausdrücken:

Wählt man + ..., xn so, daß die Ungleichungen 

(B) ^’+l- d'^^+J^^+14-^', Xn0-^'^Xn^Xn0 + ö'
erfüllt sind, so gibt es ein und nur ein Wertsystem das
den Ungleichungen

«t0 — g asj® 4- d, . . xp° — S^xp^ xp° 4- d 
genügt und die Gleichungen

{xv x„. . . x,) = 0, . . ., Up{xv x2, . . ., a:,,) = 0
befriedigt.
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Man kann also xv x2,...,xp als Funktionen von xp+1, ..rn 
betrachten:

«1 - (S + 1, • • -1 + Xj-
Diese Funktionen sind in dem Bereich B durch die beiden 

Eigenschaften charakterisiert, daß sie erstens die Gleichungen 
M1 •• U Wp) % +P • • V %) ~ Up(ffv ’ ’ fp> Xp + 1> • • •’ ^n) “
erfüllen und zweitens den Ungleichungen

- S g <fx g -|- S, ..., xp° -S ä g xp° + Ö 
genügen.

Wegen der Art, wie sie gegeben sind, nennt man xvx2,...,xp 
implizite Funktionen von xp+v ..xn.

Aus § 127 ist zu entnehmen, daß <pp in dem Bereich B
stetige erste Ableitungen haben.

Um die Differentiale (fv <p2, ..., tp zu berechnen, benutzt man 
die Gleichungen

7 8 u, , , , du, , .du, , . , ö u, , nd U, = -7  d X. -j- . . . -p “2—‘4 5--------- $»4.1 4* • • * 4“ "ä“  *1 dxt 11 1 dx? ■ p d%P+i 7+1 n
j d Un y ' , Ö Ua j . Ö Un j . . O Ua y z»d Un -2— d x. + ... + -x—I- d xn + 3—— d xn,. + ... + dxn^ 0,2 d 11 da,, p 7+1 ö xn n

, d Un y , , Un y .d u„-y . , Ö U „ y p.
d U =. -X-----d X, -4“ • • • 4" ■ 5*“'— ’̂n 4-- ZT“--- •7'tx4-1 4“ • • • 4“ ---- • p d'Xi 1 ^^p p---------------- ^+1 Gxn n

Da in (Q)
d ^2, ■ * * > ^pi । q 
d(xlt xt, . . xf) T 

ist, so lassen sich aus den obigen Gleichungen nach der Ckameb- 
schen Regel (vgl. §22) dxv dx2i..., dxp berechnen. Man kann 
das Resultat in Determinantenform schreiben, wenn man die 
Gleichungen

dux = 0, du2 == 0, . . du» = 0, 
\dxx 4-. . . + kpdxp — . . .kpx^ = 0

als lineare homogene Gleichungen für
dxlt dx2, . . ., dxp, X

auffasst und Satz 16 aus § 22 an wendet. Danach ist 
du> dx 4- i du' dx

dxt dxp ’ dxP+x p+i ' ' ‘ u dXn 'n

dur dr 4- 4-J-^da; °'

dXi dxp ’ ßxe+i ^y + i ' ••• + oXa n
... -d{\ + - . . + kpxp)
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§ 130. Minoren einer Funktionaldeterminante.
Um das algebraische Komplement von öur/dxs in der Funktional

determinante
ö ux ö w, 0
ö xt ö
d 8 u„ 8

d tu,, u3, ..u„)
d(Xi, x^, ..x,^

o

ö w, 8 un oun
d 8 8 x„

zu erhalten, müssen wir in der tcu Zeile <5 ur/dxt durch 1 und alle
andern Elemente durch Null ersetzen.

Dies findet von selbst statt, wenn wir ur durch xs ersetzen. 
Das gesuchte algebraische Komplement ist also gleich

tZ(wn..., x„ iq+i, ..., u„)
d (A>.................................., «»)

Man kann zu diesem Resultat auch in folgender Weise gelangen. 
Streicht man in der Funktionaldeterminante die rtc Zeile und die 
6-le Spalte, so bleibt

d (wn ..wz_u ur+i,..., u„)
d («,, ..a,+1, ..xj

übrig. Diese Determinante ist aber gleich
d (x,, u„ ..u.,^, u,+t, ■ ■w») _ 
d (®s, x„ ..x,_„x1+X) .. , x„)

Denn die erste Zeile dieser neuen Funktionaldeterminante lautet 
1, 0, ..., 0 und das Komplement von 1 ist gerade die frühere 
Determinante.

Nun ergibt sich aber durch Vertauschung der ersten Zeile mit 
den r —1 folgenden

d Xlt . . ., X,_t, • • ■; $„) ' d(Xr> Xt) . . X,_t, X,^, . . Xn)

und hieraus durch Vertauschung der ersten Spalte mit den s —- 1 
folgenden:
d(u^, _ / py-1 d(ui, ■.ur_u xs, Ur+i,. .un)
d(x„ xltx,_t, xt+i,.xnj 1 d(x„................................. ,x„)

Man hat also
d(x„ Ut, ■ ■ur_i, u,+x, ■ ■ ■, wn) = , jy+s Kr_], x,, wr+1,. ■W„p ,
d(x„ xu ...,as,_n x,+1, x„) dfa, ...... . .,x„)
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Das algebraische Komplement gewinnt man nun durch Multi
plikation des Komplements mit (— l)r+».

Auch das algebraische Komplement eines beliebigen Minors der 
Funktionaldeterminante läßt sich als n-reihige Funktion aide termi- 
nante schreiben. Soll z. B. das algebraische Komplement von

ö uT du. du.rl .
d x dx d x«2 Sp

du. du. d u
*2

d x, . dxr d xc
*1 8< SP

du. d u. d u.rp Tp

d x, 
•1

gefunden werden (rx < r2 < ... < r , s1 < s3 < ... < s^, so ersetze 
man in der Funktionaldeterminante

uTi durch x,t, 
urt durch x,t,

uTp durch x,p.

Dabei wird in der ten Zeile durJdxSi = 1 und alles übrige gleich 
Null, in der r3ten Zeile durJdxs.,— 1 und alles übrige gleich Null, 
. . ., in der Zeile durp/dx.,p = 1 und alles übrige gleich Null. 
Entwickelt man nach den Zeilen rv r2,..., rp (vgl. § 19), so kommt 
als einziges Glied gerade das gesuchte algebraische Komplement 
heraus. Dieses ist also gleich

urt_v xti, % + v urp_v x,„ nrp+i, .... un) 
d(xlt .................., x„)

Man kann auch in diesem Falle von der Berechnung des Kom- 
• CI IC 11 jplements ausgehen. Das Komplement ergibt sich aus

durch Streichung der Zeilen rv rv ..., rp und der Spalten s2, ..., sp, 
ist also gleich

' d ; %-l> ^p + V • • > «n)

Diese Determinante läßt sich aber auch w-reihig schreiben:

........... ^,+1. • • ■> ■ • •, ®«) ‘*
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Vertauscht man die pte Zeile mit den rp — p folgenden, darauf die 
(p — l)te Zeile mit den r t — (p — 1) folgenden usw., schließlich die 
erste Zeile mit den — 1 folgenden, so ergibt sich

Vertauscht man jetzt noch die p,e Spalte mit den sp — p folgenden, 
darauf die (p — l)te Spalte mit den s r — (p — 1) folgenden usw., 
schließlich die erste Spalte mit den s* — 1 folgenden, so erhält man

, , J : 2212^2^2^2^ V *%+i’ '' ’’
’ d(xt,.................................................................................  £„)

Das algebraische Komplement findet man durch Multiplikation mit 
(vgl. § 18)

av (rv...,ap sei eine Permutation von sv st, ...,s und ent
stehe aus sv s2, ..., sp durch a Vertauschungen je zweier s. Dann 
kommt in dem Minor

d (ur , u. ...., «, 1 > rt' \ rp)
, £ , . . .. X. )v «1’ «27 7 8p)

das Glied
d u_ d u_ n _n
8 xn 8 x Oi O9 ö u„ ap

mit dem Faktor (— 1)“ vor. In der Funktionaldeterminante
d(ult u9 , . . . wird daher 4^ - dur. du.

------ rr. mit
d (z,, x2, ... > Xn) dxap

d(u., . u. x. .u .... u. ,, x,/__ i \ n i? 7 »•> — Xt r, +1’ • Tp—L7 8p1 rptL'___ 7 nj
' ' dt^,......................................  kJ

multipliziert sein. Durch a Vertauschungen je zweier Zeilen ent
steht hieraus

Wr,+1’ 22 U^~1' %+!’•••> “»)
ä(»i,....................................................................................................................... , ®»)

Dies läßt sich auch direkt erkennen. Man erhält den Faktor, 
d u d u du

mit dem —— —- multipliziert ist, indem man wr, durchox„ ox„ d x„ 1
x^, durch x^, . . ., wrj) durch xap ersetzt. Dabei werden nämlich

. dv. du du
alle Determinantenglieder, in denen nicht -5—^- -—- • • • -5—- ent-Sx, dxna, Ot op

du du du
halten ist, gleich Null, und ~öxL~* ‘ * ~d Tp s^kst wird gleich L
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§ 131. Eine Eigenschaft der Reziproken einer Funktional- 
doterminante.

Das algebraische Komplement von durldx> in der Funktional
determinante

d (x^ xt, x,)
sei Urs. Dann ist

^2

^X ^22 • • • ^2»

^2 • • ’ U„n

die Reziproke der Funktionaldeterminante.
Wir wollen über diese reziproke Determinante folgenden Satz 

beweisen:
Differentiiert man die Elemente einer Zeile, also

^rl» ^r2> • ' ’’ ^rn

bezüglich nach xv xs,...,xn, so ist die Summe dieser Ableitungen 
gleich Null, d. h. es ist

(i) +4™+• • •+4^- = 0.
' ' da, öa^ ex„

Urt setzt sich aus gewissen Ableitungen öw^/öa;, zusammen, 
und zwar aus allen, bei denen o von r und er von s verschieden ist. 
Es wird also nach dflr Regel ftr die Differentiation zusammen
gesetzter Funktionen

I du 16 k--
8V„ v 8 Ur, \8xa) _

8 x, I d ug \ ö x,

/du \
ist nichts anderes als der Faktor, mit dem

due/dxa in Urt auftritt. Urs ist aber der Faktor von d ur/dxt in U, 
(du \ öw du
-r~-1 der Faktor von in U. Wir wollen ihnd*al dxa

mit Ure bezeichnen. Dann können wir schreiben
* a

d TT
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und die Summe (1) lautet. ö! u 
SS •V 'S

Wenn nun, wie gewöhnlich.

{o r. o' ± s)

' a®;‘dx~ ~ ~öT~dx, 
ist, so wird 

__ ö2 VI
(2) V U, s -T—X_ = 0.

Denn man hat
ur6~-ura, 

so tf a
weil 

dur du ßu du
_,----- —?■ und ----- _----- ■„ .=_
dxs 8 dx„ dx3

in ü beide mit demselben Faktor multipliziert sind (vgl. § 130) 
Die Glieder der Summe (2) heben sich also paarweise fort. Damit 
ist die Gleichung (1) bewiesen.

Wir •wollen der Beweis für den Fall r = 1 in einer andern 
Form wiederholen. Nach § 130 ist

y _ -----
15 d&i, Xf. .... x„j ’

also nach der Regel für die Differentiation zusammengesetzter 
Funktionen

8 Uy , d (Xjf 'Ug. • • ., Up — V , Uft 8' Up
dxs d&s, x2l ........ ., oft ä» dz.

(p 2. ,,., n; t = 1, 2, .... n)
Wir können, den Wert t ~ s mitnehmen, weil die zugehörigen Glieder 
doch verschwinden.

Bilden wir nun
ü ft. d {Xs. Wa, .. •, ^r^-i * **'? __

ö x, d (»,, ,...................................  x.) 8 xt d r,
ftp = 2, .... n\. s, t => 1. 2, .-., n\

und beachten, daß
d(x,, ut, ..., wy., xt, u,+l, ■■■, uft

. . . , . .
_  d ~Ug, . . ., Up_ i , X,, Un}

. . . ... . . xn)
ist so ergibt sich im Falle d3uldx(dxl^d2ul!dxtds:l is,t^ 1,2,...,n)
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■------- — .......... ... " ..... 1 • 1 .. —~

1 Vgl. meine „Grundziige der Infinitesimalrechnung“, S. 206.

Fünfzehntes Kapitel.

Wronski sehe und Gram sehe Determinanten.

§ f32. Lineare Abhängigkeit von Funktionen einer reellen 
Veränderlichen.

4(®L fz&L •••> fm(x) seien m reelle Funktionen in dem Inter
vall («, b).

Man sagt von diesen Funktionen, daß sie linear abhängig 
sind, wenn sich m Konstanten cp c2, em so wählen lassen, daß 
in dem ganzen Intervall (a, b) die Gleichung

ci 4 («) + 4 («) + • • • + cmfn^ = 0

gilt, ohne daß alle c verschwinden. Andernfalls heißen die Funktionen 
linear unabhängig. Es handelt sich hier um einen ähnlichen 
Begriff wie in § 24.

Wir stellen uns die Aufgabe, ein Kriterium für die lineare 
Unabhängigkeit zu suchen, und zwar beschränken wir uns dabei 
auf stetige Funktionen.

§ 133. Inneres Produkt von zwei reellen Funktionen.

/■(«), g{x) seien reelle Funktionen, die in dem Intervall (a, b) 
integrierbar sind.1 Als inneres Produkt dieser beiden Funktionen 
definieren wir das Integral

b

a

Wir bezeichnen dieses Produkt mit (f g).
Das innere Produkt zweier Funktionen und das innere Produkt 

zweier Wertsysteme «p x2, . . xn und yl, y2, . . ., yn (vgl. § 30) 
sind zwei verwandte Begriffe.

Wenn (fg) = 0 ist, so sagen wir, daß f und g zueinander ortho
gonal sind.
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§ 134. GnAMsches Kriterium für reelle stetige Funktionen.
Wir wissen, daß m Wertsysteme

(1)
$n» $iz> ■ • ■> $1»

$21 ’ $22 ’ • • •> X2n

wil7 m2 7 ’ mn

dann und nur dann linear unabhängig sind, wenn ihre Matrix den 
Rang m hat.

Nun ist das Produkt dieser Matrix mit sich selbst (vgl. § 31) 
gleich der Quadratsumme ihrer m-reihigen Determinanten (vgl. § 34). 
Wenn also die Wertsysteme (1) reell sind, so gibt uns jenes 
Produkt ein Mittel, um die lineare Unabhängigkeit festzustellen.

Die reellen Wertsysteme (1) sind dann und nur dann linear 
unabhängig, wenn

2
$11 $12 • • • $1»

$21 $22 * * ’ $2n

1 X O • • « m M ml mi mn

($1 $1) ($1 $a) • • • ($1

($2 $1) ($2 $2) • ' • ($2 $J

K$l) ($™$z) • • • ($™$J

positiv ist.
Wir wollen diese Determinante die Determinante der 

inneren Produkte nennen oder die Gram sehe Determinante der 
Wertsysteme (1).

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen 
Wertsystemen ist also positiv, solange die Wertsysteme 
linear unabhängig sind, und verschwindet, wenn sie linear 
abhängig sind.

Auf Grund von § 132 und § 133 kann man vermuten, daß 
über die lineare Unabhängigkeit von reellen stetigen Funktionen 
folgendes Theorem gelten wird:

Die Determinante der inneren Produkte von m reellen 
stetigen Funktionen
(2) fi($)> ^2 ($)’•••> /„($)

ist positiv, solange die Funktionen linear unabhängig sind, 
und verschwindet, wenn sie linear abhängig sind.

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare 
Unabhängigkeit der reellen stetigen Funktionen (2) lautet also

Kowalewski, DotornHnanlen 21
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(A Q (A Q • • • Ü
Q Q- fn) > o.

M
Dies ist das Guam sehe Kriterium.
Um das Kriterium zu beweisen, wollen wir die Gram sehe 

Determinante 

a\l «12 ’ ’ ' «Iw
_ «21 ®ä2 • • • 0 > M

(A A) (A A) • 
(A A) (A A) •

• (A A)
- (A A)

(AA) (AA) • • (.w
mit der Determinante

«ml «m2 * ’ ’ «mm

multiplizieren, die reelle Elemente hat und ungleich Null ist. 
Setzen wir

T1 =«H A+«12 fS + ■ ■ ■ + ^nfn,
(3) T2 ~ «21 A + «22 f> + • • • + «2m L'

Vm ~ «ml A + «m2 A + • • • + am m f„■' 
so wird

GA =

In der Tat ist

(A Tl) (A T2) • • • (A Tm) 
(A Ti) (A Tb) • • • <A T»)

(A.Ti) (A.T2) • • • (AvJ

«,i(AA) + «.2(AA) + --- + «.m(AA.)

6 6 &
= «,1 j fr A dx + j fr k dx + ■ ■ • + a„mf frL dx 

a a a
b ' b

“ ffr^lf +a,2f2 + ••• +»tmfJdx^J 
a a

Multiplizieren wir G A' noch einmal mit A, so kommt
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G A2 =

(9h 7h) l^i 72) • ■ • (9h SPj 

(9h 7h) (72 72) • • • (^2 7.J

(7m 71) (7m 72) • • ' (7m 7m)

Die GRAAische Determinante der Funktionen ep unterscheidet 
sich also von der Gram sehen Determinante der Funktionen f nur 
um den Faktor A3.

Wenn die Funktionen f linear abhängig sind, können wir 
«n, aia, ulm unbeschadet der Bedingung A4= 0 so wählen, daß 
<fi = 0 wird. Dann ist aber die G r am sehe Determinante der 
Funktionen (p gleich Null.

Die GitAMSche Determinante der f ist demnach Null, 
sobald diese Funktionen linear abhängig sind.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß sie positiv ist, sobald 
die Funktionen f linear unabhängig sind.

Wenn fx, f2, . . fm lipear unabhängig sind, so ist sicher 
nicht durchweg gleich Null. Man hat also

(4/i)=j42^>o. 
a

Das Integral einer stetigen und nicht negativen Funktion ist 
nämlich nur dann gleich Null, wenn die Funktion in dem ganzen 
Integrationsintervall verschwindet.

Setzen wir

1 
so wird

Es läßt sich nun Ä so wählen, daß

(4 + Ä 7i , 7i) = (4 7i) + * = 0
ist Man braucht nur

— (4 7i) 
zu setzen.

4 = 4 + ^ 7i kann nicht in dem ganzen Intervall (a, 6) ver
schwinden. Sonst wären die Funktionen f linear abhängig. Es ist 
daher

(4 4)><>
und, wenn wir

21*
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m = —A™-
WA) 

setzen,
(V2V1) = °-

Jetzt lassen sich k, u so wählen, daß
(f3 + + ^V2> Vi) = 0

und
A + k(Pi + 

wird.
Diese Gleichungen reduzieren sich nämlich wegen

(ri ^i) = 1 ’ (vi %) = 0 > (v2 %) = 1 
auf

A Ti) +z = 0 > A y2) + ^ = °-
h fs + Vi + V 'Pi kann nicht durchweg Null sein, da die f 

linear unabhängig sind. Daher ist

(£0 > 0
und, wenn man

<PZ = —y=^=r

setzt,
(^3 = 1 ’ Vi) = V2) = 0 ■

So kann man fortfahren.
Man gewinnt 'auf diese Weise m Funktionen cp, die sich durch 

die f in der Form (1) mit reellen ara ausdrücken und folgende 
Relationen erfüllen:
(5) (p., v = 1,2,

Die Formel (4) lautet in diesem Falle

und wir ersehen aus ihr, daß G > 0 ist.
Ein Funktionssystem, das die Bedingungen (5) erfüllt, soll ein 

normiertes Orthogonalsystem heißen (vgl. den analogen Begriff 
in § 116).

Wir haben im obigen die linear unabhängigen Funktionen 
flf f2, . .., fm in ein normiertes Orthogonalsystem verwandelt, und 
zwar dadurch, daß wir statt der f reelle lineare Verbindungen cp 
einführten. Da wegen G ff2 = 1 die Determinante A ungleich Null 
ist, so lassen sich auch die f als reelle lineare Verbindungen der cp 
schreiben. Zwei solche Funktionensysteme wollen wir hier als 
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äquivalent bezeichnen. Dann können wir sagen, daß ein System 
von m reellen stetigen Funktionen, dessen Gram sehe Determinante 
positiv, ist, mit einem m-gliedrigen normierten Orthogonalsystem 
äquivalent ist. Umgekehrt folgt aus einer solchen Äquivalenz, daß 
die GRAMSche Determinante positiv ist.

§ 135. Komponenten einer Funktion in bezug auf m linear 
unabhängige Funktionen.

fv • • - rfm seien in ia> reell, stetig und linear unabhängig. 
cpv (p2,..., <pm sei ein äquivalentes normiertes Orthogonalsystem.

Nehmen wir irgend eine Funktion F, die in (a, b) reell und stetig 
ist, so läßt sie sich in zwei Summanden zerlegen, von denen der 
eine sich linear durch die f äusdrückt, während der andere zu allen 
f orthogonal ist (d. h. mit jedem f das innere Produkt Null bildet).

Offenbar können wir ebensogut sagen, daß der eine Summand 
sich linear durch die q> ausdrückt, während der andere zu allen ep 
orthogonal ist.

Der eine Summand hat also die Form

der andre lautet
G = F— . - lmcpm

uhd soll zu allen tp orthogonal sein. Es sollen also die Gleichungen

(0^ = 0, (G%) = 0, ..., (0^ = 0 
bestehen.

Sie reduzieren sich, da die <p ein normiertes Orthogonalsystem 
bilden, auf

= 0, - Ä2 = 0, . . ., (PyJ - Äm = 0.

Setzt man also
(F^)^ + . . . + {F(pm)<pm + G,

so ist G zu allen tp orthogonal, und man hat die gewünschte Zer
legung gewonnen.

G und {Ftp^^ + . . . + (F<pm)tpm mögen die Komponenten 
von F in bezug auf fv f2, . . ., fm heißen.

Man kann die Zerlegung von F auch ohne Zuhilfenahme eines 
normierten Orthogonalsystems finden.

Die eine Komponente von F soll die Form

+ • • • +
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haben und die andere

F- f.-...-lnfn~ G
soll zu den f orthogonal sein. Wir haben also die Gleichungen

~ 'n (A A) “ • ■ • ~ ’Ai fj + (A F) ~ 0

- (A. A) - • • • - (A» An) + = o.
-AA + =

Das sind m + 1 lineare homogene Gleichungen für 
~ A» • • •> — Zm, 1.

Es muß also (vgl. Satz 16 in § 22)

(AA)---(AAJ(A^

(A»A) ■ • • (AX) (A„^

sein oder

- G

d. h.

A ••• fm f-g

(A A) • • • (A A.) 

(AX • • • (An An)

(A A) (A A») (A

(A.A) • • • (AX) (fm^ 
ft ••• An f

0,

(ft ft) ■■■ (ft fm) (ft f)

(f^ft)--- (fmfn)(fnF) 
ft ••• F 

(ft ft) ••• (ftf^)

<f'ft)--- (f-fa
Dies ist die zu fv ft, . . fm orthogonale Komponente von F.

Die andre Komponente lautet

(ft ft) • • • (ft fm) (ft F)

(fmft)-.- (fmf«)(fnF)
-ft -fm 0 

(flft)---(ftfm)

(fmft)--- (fmfm)
Wenn G = 0 ist, und auch nur dann, läßt sich F linear durch 

die f ausdrücken, und zwar wird es gleich der andern Komponente.
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§ 136. WBOSßKische Determinanten.

Die Funktionen A, f„, .... fm seien im Sinne von § 132 linear 
abhängig, es gebe also m Konstanten gv c*, die nicht alle
Null sind und für die Gleichung

t1) + ^f^j + ■ ■ - + ^4(^ = 0
erfüllen.

Lassen sich die Funktionen in (a, 6) (m — l)-mal differenzieren, 
so folgt aus (1)

ci A' + ca ff («) + ••• + cm // (®) = 0, 
A ff'W + ca fttä + • • ■ -i- = o

usw.
Die Konstanten c genügen also den Gleichungen

G A + oa A (®) + . . . + cM fm {x} = 0, 
ci A'^) + «a ff W + • • ■ + cn = 0» 

ci+ . . . + 
und zwar in dem ganzen Intervall (a, b).

Da die c nicht alle. Null sind, so muß für a^x^b die 
Determinante

(2)

A A ■ . f1 m

A' A' ■ * / m

Am-l) 
• / m.

Manverschwinden.
A> A» fm‘

Das Verschwinden der Wbonskisehen Determinante ist zwar 
eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung für die 
lineare Abhängigkeit in («, b). Davon kann man sich durch ein 
Beispiel überzeugen.

Wir setzen fest, daß
für x 2r 0 A (a;) = rP,
für x sS 0 A = 0

sein soll. Ferner soll 
für x^Ö — 
für x 0 f2 (x) = x2 

Sein.

nennt sie die WßONSKische Determinante von
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Nehmen wir nun ein Intervall (a, b), das die Null umschließt 
(a < 0 < b), so sind /j und f2 in (a, b) differenzierbar und ihre 
WnoNSKische Determinante lautet

r2 0 I
für x S0: 2» 0 |

0 x2 
für x 0 : 

~ 0 2x
Sie ist also in dem ganzen Intervall (a, b) gleich Null.

Trotzdem sind die Funktionen fx und ft in (a, b) linear unab
hängig. Wäre nämlich für a^x-^b

C1 fl (®) + «2 4 («) = °> 

so hätte man insbesondere
C1 fl W + C2 fi W = d- h- e2 a2 = 0 

und
CJ fl (*) + C2 = °> d- h- c2 i2 = 0.

Es wäre also c, = c„ = 0. 1 u
Wenn in dem Intervall (a, b} die WnoNSKische Deter

minante von fv f2, . . ., fm_x nirgends Null ist (m > 1), 
während die WnoNSKische Determinante von f., f,, .. f 
überall verschwindet, so sind fv f2, ..., fm linear abhängig, 
und zwar ist

fm = ci fi + • ■ • + em-i fm-i • (cp • • ■> ßm-i Konstanten)
Die Gleichungen

fjl + fifi + ■ • ' + Vm-1 4-1 =fm>
(3) . fl ff + ftff + • • • + fm-lfm-1 ~ fm,

„ Am-2) , Am-2) . . Am-2) Am-2)
( fl 11 + f 212 + • • • + fm-ljm-l — Im

haben, wie man auch x in (a, b) wählen mag, eine von Null ver
schiedene Determinante. Diese ist nämlich die WnoNSKische Deter
minante von /j, /j, ..., fm^, von der wir vorausgesetzt haben, daß 
sie in {a, b) nirgends verschwindet.

Durch die Gleichungen (3) sind also cpt, . . als
Funktionen von x definiert. Die CBAMEnsche Regel (§ 22) gestattet, 
diese Funktionen anzugeben. Sie sind Brüche mit dem Nenner 

fi fi ■ • • fm-l
fi ft f”'-1

Am-2)Am-2) Am-2)
11 ]2 • • • lm-l 
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und die Zähler entstehen aus diesem Nenner dadurch, daß man eine 
der Funktionen f,, f,........f , durch f ersetzt.

Da wir von fv f2, fm annehmen, daß sie sich in (a, b) 
(m — l)-mal differenzieren lassen, so existieren in (a, b) die Ableitungen 
(pi, <Pz, •••> ^m-

Die Funktionen qe erfüllen außer den Gleichungen (3) auch noch 
die Gleichung
(Kl rr. fO"-1) l „ Am-V I A«-!) _ Am-1) .

1 Diese WnoNSKrsche Determinante ist an der Stelle x0 stetig, weil die
Funktionen f sich /r-mal differenzieren lassen.

I0) *Plh + ^2/2 + ■ • • + qpm-l lm-1 — Im >

denn die Determinante (2) ist gleich Null, also die Gleichung (4) 
eine Folge der Gleichungen (3).

Differenziert man nun die Gleichungen (3) unter Beobachtung 
von (3) und (5), so findet man:

Ti fi + Vz fi + • • • + fp'm^i fm-l — Oj

Vl fi + Vi fz + ■ ■ • + (pm-lfm-l = 0,

<P171(““2)+ + • • • + <Pm-l 0.

Die Determinante (4) ist aber von Null verschieden. Daher folgt
K = °> Wz = °> • • •>

Die Ableitungen der Funktionen 99 sind demnach in (a, b) gleich 
Null, die Funktionen selbst also Konstanten. Die erste der 
Gleichungen (3) sagt dann aus, daß fm eine lineare Kombination 
von fv f2, . . ., fml ist. Die übrigen entstehen aus ihr durch 
Differentiation.

Wir wollen jetzt annehmen, daß in der Umgebung von r0 je 
k + 1 der Funktionen fv f2, fm eine verschwindende Wronski sehe. 
Determinante haben, daß dagegen die WnoNBKischen Determinanten, 
zu denen je k dieser Funktionen Veranlassung geben, an der Stelle x^ 
nicht sämtlich Null sind (k^m — 1).

Denken wir uns die f so numeriert, daß gerade /j, f2, fk 
an der Stelle eine von Null verschiedene Wronski sehe Deter
minante geben, so wird bei passender Wahl von e(>0) in dem 
Intervall (r0 — s, + s) die Wronski sehe Determinante von fv f2, 
• fk nirgends Null sein,1 während die von fv f2, .. ., fk, f
(? = k 4- 1, ..., m) überall verschwindet. Daher ist f in (^ — j,

+ «) eine lineare Kombination von fv f2, ..., fk. Dagegen sind 
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f, /* linear unabhängig, weil ihre WBOKSKische Determinante 
ungleich Null ist.

Wir sehen, daß in der Umgebung von gerade m — k von 
den Funktionen f., f,, .... f sich als lineare Kombinationen der 
übrigen darstellen lassen.

Die WnoNSKische ist spezieller als die Guam sehe Methode, 
weil sie eich auf Funktionen bezieht, die eine gewisse Anzahl von 
Malen differenzierbar sind, während die GbamscIic Methode nur die 
Stetigkeit fordert.

Bei der Wbonski sehen Methode brauchen die Funktionen 
/j, •••? fm nicht reell zu sein, während wir uns bei der Gkam-
schen Methode auf reelle Funktionen beschränkt haben. Von dieser 
Beschränkung können wir uns aber, wie jetzt noch gezeigt werden 
soll, befreien.

§ 137. GBAKSches Kriterium für komplexe stetige Funktionen 
einer reellen Veränderlichen.

f(x) sei eine komplexe Funktion von x, die in («, b) stetig ist. 
Es sei also

fff = cp (x) + i ip (x),
und rp, y seien reelle stetige Funktionen.

Mit f(x) wollen wir immer die zu f konjugierte Funktion be
zeichnen :

f{x}=rp(x)-iy(x).
Wenn zwei komplexe stetige Funktionen in (a, b) vorliegen, so 

bezeichnen wir
b

ff(x)g(x)dx mit (fyf 
a

wie wenn f und g reell wären.
Nun lautet das GnAMSche Kriterium folgendermaßen:
m komplexe stetige Funktionen in (a, b)

fiff, fz^> • • •> 4»
sind dann und nur dann linear abhängig, wenn die Deter
minante

' {fi ff ff ■■■ {fr O
Qy (fz ff {fz ff • • ' (4 ff

. • {fm ff{Uf- --{fm Q
verschwindet.
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Der eine Teil des Satzes ist sehr leicht zu beweisen. Ist z.B.
fm ~ ^fx + ■ ■ ■ + Cw-1 A»-l »

so bekommt die Determinante (1), wenn man die mit cv 
multiplizierten m — 1 ersten Zeilen von der letzten subtrahiert, in 
der letzten Zeile lauter Nullen.

Den andern Teil des Satzes erledigen .wir durch ein ähnliches 
Verfahren wie in § 134. Dabei brauchen wir eine Verallgemeinerung 
des Begriffs der Orthogonalität.

Wir nennen f und g zueinander orthogonal, wenn
W - o

ist. Dann, ist offenbar auch
(fg)= 0.

Sind nun die stetigen Funktionen fv ft, ..., fn in (a, b} linear 
unabhängig, so ist sicher

(A A) > o,
weil sonst in dem ganzen Intervall («, b}

A=»
wäre,1 was der linearen Unabhängigkeit der f widerspricht, 

Setzen wir

1 (ff) — ® bedeutet, wenn f—<r + iy ist, J üK+y^dx — O, und daraus
a

folgt y =s y = o, sobald man f als stetig voraussetzi.

so wird
= 1-

Jetzt läßt sich 2 so wählen, daß

% = A + A Ti
zu (f j orthogonal ist. Man braucht nur zu bewirken, daß

(A + Ti» ^i) — (A fA) + ä = o
wird, also 2 « — (A zu machen.

i®t sicher größer als Null, weil sonst tps = 0 wäre, was 
der linearen Unabhängigkeit der f widerspricht. Setzen wir

%
V<vt fr)

so ist
(?i ^2) = 0, (<p2 ^2) = 1.
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In dieser Weise kann man fortfahren, bis man m Funktionen 
<pv V2’ • Vm gewonnen hat, die paarweise orthogonal und außer
dem normiert1 sind.

Sie drücken sich offenbar linear durch die f aus:

(2)' A = Crl fl + °r2 A + ‘ + Grmfm-
(r= 1, 2, ..., m)

Die crs sind komplexe Konstanten. Bezeichnen wir wie gewöhnlich 
mit crs die zu crs konjugierte Zahl, so ist

= C , f, c c f .rr rl >1 1 ' 1 rm > m
Nun ergibt sich durch Multiplikation nach Zeilen

Cu C13 . . . Cj m

Ä1 ß22 • • •

Gml Gm2* ’ * Gmm
A A • A

A2 A) A2 A) • • • A) Ai)

A»A) A»A) • •

und durch Multiplikation nach Spalten findet man
A A) • • • A

A2 A A) • • • A A)

An A) An A) ■ • • An A)

(yirA)
A) ^2 A) • • •

rPm) ^2
Setzen wir also

so ist

C11 c13 • • • el m 

°21 ß22 • • • C2m

ßm 1 ßm 2 ' * * m

cH C21 ... Cml 

C12 C22 - - C»n2

7n * * ^mm

Wir nenneu f normiert, wenn (ff) = 1 ist.
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M M ---(W
cö^ i.

Hieraus sehen wir, daß 0^=0 ist,1 also CÖ>Q, und daher 
auch

(AA)
W M --(W > o.

Auch die Betrachtungen des § 135 lassen sich auf komplexe 
Punktionen übertragen.

fv f2, seien komplexe Funktionen, die in (a, b) stetig und 
linear unabhängig sind. cpv <p2, sei ein äquivalentes nor
miertes Orthogonalsystem, wie es z. B. die Gleichungen (2) darstellen, 
deren Auflösung nach den f so lauten möge:

fr = 41 Tl + 4s % + • • • + 4»
(r = 1, 2, ..., m)

Jede komplexe Funktion F, die in (a, b) stetig ist, läßt sich in 
zwei Summanden zerlegen, von denen der eine eine lineare Kom
bination der f und der andere zu allen f orthogonal ist.

Wir müssen, um diese Zerlegung zu finden, die komplexen 
Konstanten 2p 22, ..., 2m so wählen, daß

F - 2j y, - Z3 q>2 - . . . -
zu allen f oder, was auf dasselbe hinauskommt, zu allen tp ortho
gonal ist.

Das führt zu den Gleichungen
= (F^, H2 = (F^), . . ., 2n = {F^J.

Die gewünschte Zerlegung von F ist also möglich, und zwar nur 
auf eine Weise.

Man kann die beiden Summanden, in die wir F zerlegt haben, 
als die Komponenten von F in bezug auf fv f2, bezeichnen.

Die Komponenten von F lassen sich natürlich auch durch die f 
selbst ausdrücken. Man kann zu diesen Ausdrücken entweder auf 
dem in § 135 eingeschlagenen Wege finden oder auch in folgender 
Weise:

* Die Gleichungen (2) lassen'sich also nach den f auflösen.
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Die zu den f orthogonale Komponente

F- - (F^)«^ - ... - {Ftpj^ = G

läßt sich in Form einer geränderten Determinante schreiben. Sie 
ist nämlich gleich

1 0 0
0 1 ... 0 rp.

o o ... 1 <pn
(F^) (F<;2) • • • (F75J F 

d. h. gleich
(7h 7h) (71! 7h) • • • (7h 7Ü 7h

(^2 7h) (7h 7h) • • • (7h W ^2

<K
{F^ , (F^ . . . {F^ F 

oder auch gleich

(71 7h) • • • (cfl <pm)

7»
W ll'

^i 7h) (7h 7h) • • • (7i TU 

(72 7h) (7’2 7a) • • • (72 7J

(7m 7h) ^Pm^ ■ ■ ■ ^m'Pm)

Nun wollen wir den Zähler und den Nenner dieses Bruches 
mit r multiplizieren und dabei bedenken, daß wir r, die Determi
nante der xrs> auch als (m + l)-reihige Determinante schreiben 
können:

7n /21 • ’ 1 0
712 722 ’ • 7 m2 0

7i m 72 m- * / m m 0
0 0 . . 0 1

Dann finden wir, daß der Bruch gleich

(A <PJ ■ • • (A T5«) fi'

WM • • ‘ m fm
(F^) . • (F^J F

ist. Multiplizieren wir Zähler

(/i (A 72) • • • (A

^2 7h) (A ^2) • • ■ ^2

■ ■ • ^fmrPm}

und Nenner mit r, so ergibt sich
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Die andere Komponente von F, d. h. die Komponente

rat n _

(AA)... f

U) • ■ • (fM L 
(Ff^ . . . (FQ F

ft) - ■ • fm)

(fnft) ■ ■ • W

die sich auch in der Form

-ft

■ (fmfm)> -f«

{ J (ft ft) • • • « fn)

(fnff) ■ ■ ■ W

schreiben läßt, hat in bezug auf F folgende Eigenschaft. Sie ist 
unter den linearen Kombinationen L der f diejenige, 
welche das Integral

i
(F — L, F - L) F - L)(F - L)dx

zu einem Minimum macht.1

1 Dieses Integral nennt man die Norm von F — L.

Da jede lineare Kombination der f eine solche der tp ist und 
umgekehrt, so dürfen wir

L “ 'u 9h + • • • + Vm
setzen. Dann wird aber (F — L, F — L) gleich

W) - S {Wr + S < < '
= (Fi?) - - (^Jh

Die letzte Summe, deren Glieder als Produkte konjugiert kom
plexer Zahlen nicht negativ sind, wird arg kleinsten, wenn sie Null 
ist, d. h. für

Zr = {<pr F). (r = 1, 2, ..., m)
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Wir wollen hier noch bemerken, wie man die Norm von G 
berechnet. Um diese Norm zu finden, muß man G mit G multi
plizieren und dann von a bis b integrieren. Da

(G4) = ... = (G4) = n
ist, so kann man statt G auch

(a a) • • • (A Q °

(4A) • • ■ ' 0
m • • • m. ?

(A Q--- (A Q

• • ■ (44)
d. h. F, benutzen. Man findet dann

ft-- (A

' (44 ••• (44) 4^

(G^
(A fj 41

(44 ••• (44)
Wenn (G G) > 0, so ist G:\{GG) eine Funktion mit der Norm 1. 
Für diese Funktion gilt nach dem Obigen die Formel

(A 4 • • • (A 4) A

(5)
G

(4A) •
 TO • 

(A 4 • • • (A 4)*

(4A) ■ ■ • (44)

* v m ! mf Im

• m f _
(A 4 • • • (A 4) (A F’

• • • (44) (44
(TO • • • (TO) m

Formel (5) ermöglicht es uns, zu in linear unabhängigen Funk
tionen fv f.,, fm ein äquivalentes normiertes Orthogonalsystem 
hinzuschreiben. Setzen wir zur Abkürzung

(A A) • • • (A 4

(44 (44
(p = 1, 2, ..m}
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(6)

(fr fr) fr 
(ff) f

M Dx ’ WÄ
ein normiertes

und außerdem Do = 1, so bilden die Funktionen

(fr fr) ■■■ (fr &-r) fr

]fDnt~r
j Funktion ist nämlich zu

zu den vorhergehenden orthogonal und hat die Norm 1. Jedes fp 
läßt sich offenbar linear aus den p ersten Funktionen der Reihe (6) 
zusammensetzen. (6) ist also ein mit fv fit fm äquivalentes 
normiertes Orthogonalsystem.

Sechzehntes Kapitel.

Einige geometrische Anwendungen der Determinanten.

§ 138. Gleichung der Geraden, 
die durch zwei gegebene Punkte hindurchgeht. Inhalt des Dreiecks.

x, y seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges 
Achsen system.1

Wir setzen es als bekannt voraus, daß die Gleichung einer 
Geraden die Form

(1) ax by + c — 0

hat, a, b, c sind Konstanten und a, b nicht beide gleich Null. Um
gekehrt stellt jede Gleichung von der Form (1) eine Gerade dar, 
sobald a, b nicht beide verschwinden. D. h. die Punkte (x, y), die 
der Gleichung (1) genügen, sind die Punkte einer Geraden.

Wenn zwei verschiedene Punkte

^d y2f

gegeben sind, so ist es leicht, die Gleichung ihrer Verbindungs-
geraden aufzuschreiben. Sie lautet

(2)
x

xi
X2

y 1-
yx 1 = 0 •
Ui 1

’) Wir beschränken uns in diesem Kapitel auf reelle Gebilde.
Kowalewski, Determinanten 22
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Diese Gleichung ist von der Form (1), wie man durch Entwickelung 
der Determinante nach der ersten Zeile erkennt, und zwar ist
(3) a = yx - y2, b xx,
so daß g und b nicht beide Null sind

Die Gleichung (2) stellt also eine Gerade dar. Diese Gerade 
geht aber durch die beiden Punkte yß, {x2, yß. Setzt man 
nämlich x = xx, y — yx oder x — xt, y y^, so steht auf der linken 
Seite eine Determinante mit zwei übereinstimmenden Zeilen. Die 
Gleichung wird also durch (x^ , yx) und (x2, erfüllt.

In der analytischen Geometrie wird gezeigt, daß der Abstand 
eines Punktes (xa, y0) von der Geraden (1) gleich

a a-0 + 5 y0 + c

Ya.1 J- 6S
ist. Handelt es sich um die Gerade (2), so lautet dieser Abstand, 
wenn man die Formeln (3) beachtet,

xo Vo 1 

% 1 

 y« t _____________ 

W« -_____ + tot -

Nun ist
9 =

die Entfernung der beiden Punkte yß, (x2, y^ also

(3)
*0 y0

1 %
2:, y2

1
1 - \gh
1

der Inhalt des Dreiecks, das die Punkte (x0, y(ß yßp (r8, be
stimmen. Dabei ist aber dieser Dreiecksinhalt mit einem bestimmten 
Vorzeichen versehen, weil h nicht positiv zu sein braucht.

Wir müssen noch ermitteln, wann die Determinante (3) positiv 
und wann sie negativ ist.

Wenn wir das Dreieck (r0, y0), (xx, y^, x2, in seiner Ebene 
verschieben und seine Ecken dabei die neuen Lagen (x0', yß], 
(a-j yß), (x2, y2) annehmen, so ist, wie in der analytischen Geometrie 
gezeigt vzird,

xß — xr cos cp — yr sin <p -p a, 
yß ~ sin 5p + COS99 + ß 

(r = 0, 1, 2)
<p, «, ß sind Konstanten.
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Nach dem Multiplikationssatz der Determinanten ist nun

xo %

X2 1/2

XO %
«1 y^ 1
x2 y-2 1

cos q>, — sin <p, a
sin q>, cos q>, ß

0 0 1

xo y0 1
«1 »4 1
X2 1/2 1

1
1
1

Der Inhalt mit Vorzeichen bleibt also bei allen Verschiebungen 
des Dreiecks in seiner Ebene ungeändert.

Wir können durch eine solche Verschiebung bewirken, daß 
(«0, *n den Anfangspunkt und [xlf yß auf die positive x-Achse 
fällt, daß also

= Ve = 0 , < >0, %' = 0
wird. Dann ist aber

xa yö 1 0 0 1
yß 1 = xß 0 1 = ^'yß-1

X2 Vß 1 yß 1
Da xß > 0, so ist diese Determinante positiv oder negativ, je 

nachdem y^ > 0 oder y^ < 0 ist.
Daraus können wir folgendes entnehmen:
Die Determinante (3) ist positiv, wenn die Punkte (x0, y^, [x^, yß, 

(a:2, %) ähnlicher Weise liegen wie die Punkte (0, 0), (0, 1), (1, 0), 
und negativ, wenn sie liegen wie (0, 0), (0, 1), (— 1, 0).

Wir wollen uns einen Beobachter denken, der auf der Ebene 
herumwandert. Befindet er sich auf einer geeigneten Seite der 
Ebene, so wird, wenn er im Anfangspunkt steht und nach der 
positiven Richtung der x-Achse blickt, die positive y-Achse zur 
Linken liegen. Der Beobachter soll beständig auf dieser Seite der 
Ebene bleiben.

Wenn er nun in («0, y0) stehend nach , y^ hinsebaut, so 
liegt (x2, y^ zur Linken oder zur Rechten, je nachdem die Deter
minante (3) positiv oder negativ ist.

Die Formel (3) gibt den Inhalt eines Dreiecks ausgedrückt 
durch die Koordinaten der Ecken.

Wir wollen jetzt aus den Gleichungen der Dreiecksseiten den 
Inhalt zu berechnen suchen.

«0« + bay +.co - °> 

«!x + bi y + Cj = 0, 
«2« + ^2 + c2 = 0

ist,
1 Da JaVjV der Inhalt des Dreiecks (mit einem gewissen Vorzeichen)

so zeigt die obige Betrachtung aufs neue, daß auch (3) diese Bedeutung hat.
22*
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seien die Gleichungen der Dreiecksseiten und («c , y^, y^, (®3, y^
die gegenüberliegenden Ecken, so daß man hat

+ °i = °>

®2 X0 + ^2 % + C2 = 0 J 

«2 ®i + + °2 ~ 0>

»0 + b0 hi + G0 = 0;
«0 d- bo 1/% d~ co 0 ?

«2 + bX % + G1 “ 0 ■ 
Bezeichnen wir mit

A, A- Gr 
die algebraischen Komplemente von

% > br ’ Gr 
in der Determinante

«0 bo Gü 
al bl G1 ’ 
®2 b2 G2 

so ergibt sich aus den obigen Gleichungen

Der Inhalt des
A 
Co 
A 
c> 
A
C2

(»- = 0, i, 2)

Dreiecks (a;0, %), (^, yj, («2, y^ ist also gleich

1 
2

Bq |
Co AB

1 0 0
1________ 1 . A n

2 0,0,0, 1 1
Bi 1 ^2

c;

CQ

oder (vgl. Satz 27 in § 37) gleich
^0 ^0 ^0 
a, bt c,

_____ __  Oj bj Cj _ ______ 
a,________ ! cii b^ <a.q bo

^2 f ^0 ^0

8 139. Produkt zweier DreiecksinhaJte.
Wir betrachten zwei Dreiecke

(®o, y»}> ^xi’ yi)> y^1
und

(xo> %)> (ai> hi)> {x2> y^}'
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Ihre doppelten 
gleich

einschließlich des VorzeichensInhalte 2J, 2J' sind

xo y0 1 xo yö 1
bzw. . y( 1

y^ 1 1

Wir wollen sie in Form
zwar so:

vierreihiger Determinanten schreiben, und

xo y0 i 0

2J = xi y^ i 0
X2 y* i 0
0 0 0 1
xo yo 0 1

2J' = - xi y^ 0 1
®2' yi 0 1
0 0 1 0

Durch Multiplikation nach Zeilen erhalten wir nun 
xoxo+y<>yo> ^i' + yoyi, xoxi+yoyt> 1

_47Z = xixo +y^y^ xixi + y^i >■ xixz +yp^i 1 
xo y7^0 ’ x%+ %y^ ’ “i" y^ > x
1,1,1 o

Setzen wir 
dr\ = - O2 + °)

so ist drs die Entfernung der beiden Punkte (xr, y^ und (x*, y'). 
Durch diese dre läßt sich die Determinante — ausdrücken.

Es ist nämlich

xr+yr y» = - i d\ + i K2 + y^ +1 «2 + y^ •
Subtrahiert man nun in der Determinante — von der (r + l)ten 
Zeile (für r = 0, 1, 2) die letzte, multipliziert mit f («/ + «//), uud 
von der (spl)tal Spalte, (für s = 0, 1, 2) die letzte, multipliziert 
mit | (;s/2 + so ergibt sich

~Ko> 1
4rr_ -HL, ~idh> 1 

~ldh> “HL, 1 '
1 , 1 , 1,0

Multipliziert man die drei ersten Zeilen mit — 2 und dann die 
letzte Spalte mit — i, so hat man die Determinante mit dem 
Faktor 4 versehen. Es ist daher
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(1)

^0 d20 1 d20 ’ 1
1

- 16,7J'== 1 1 1 2
d3“2 2 1

1 1 1 0
Läßt man die beiden Dreiecke zusammenfallen, setzt man also 

<, yr= y^ > > 2)
so werden du0, dU! dM gleich Null und

^12 ~ ^21 ~ °0 > 
dzo = d02 = a} , 
^01 ~ *4» ~ a2

die drei Seiten des Dreiecks. Die Formel (1) verwandelt sich in

0 a2 a2 1 
0 1

a}2 a(2 0 1
1110

Wir wollen von der zweiten und 
ziehen. Dann erhalten wir

dritten Spalte die erste ab-

d. h.

0 a.2 - a2 1
16./2 = «3 2 -a2 %2-a22 1

V“ f(i2 “'h2 1
1 0 0 0

a,2 1
IC../2 = — a2 a^—a^ 1

«o2-«i3 “^i2 1
Ziehen wir hier von der zweiten und dritten Zeile die erste

ab, so kommt
1

16 J2 =

•der

«2 2

- 2«22 a^-a^-a^ 0 = 
~2a^ " 0

— 2a2 — —

a/-«!»-«,2 -2a2

16 J2 = 4«/«23 - (a/ + - a2]2

(2a, a2 - a,2 — a2* + VM2», a2 -f a2 + a2 - a2}

(V - («, - - Vi
oder endlich

16 J3 = (a0 + a, + a2)(- «„ + «, + a2)(«0 - «, + a,)(a0 + ^ - a2).
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Unter Benutzung von
+ «i + a„ _

schreibt sich diese Formel so:
J2 = s(s - _ ^(s _ «3).

§ 140. Der Radius des einem Dreieck umbeschriebenen Kreises.
Der Leser kennt aus der Trigonometrie eine Formel, wonach 

der Inhalt eines Dreiecks dem Produkt der drei Seiten, dividiert 
durch den vierfachen Radius des umbeschriebeneu Kreises, gleich ist:

«0 «1 «,

4r

Wir wollen diese Formel mit Hilfe von Determinanten beweisen. 
Zu diesem Zweck betrachten wir zwei Dreiecke

%)> uJ
und

(<>*<)>•<>%') >
die dem Kreise

a;3 + y2 = r’
einbeschrieben sind. J und J' seien ihre Inhalte. Dann hat man

Hieraus folgt

«o 1 y0 r
2.T-- yx 1

1
7 xi yi r •

»2 1 x2 r
Ebenso ist

!K r -y« r
2Z- - r X i' yi r

1
r -«r -y1'r •

X2 y?'r - x^ r

14JJ'=
r2 - «0 x^ - % r2 - x0 ' - y* r2 - x0 x^ - yg y^
r2 - xö ~ !h r2 - - yx yx \ r1 - x, - y} yj

ff ' f 9 r r n t t

r - ®2 - % V« > r - % a’) “ % > r~ ~ «2 % - % %

Nun gilt für die Entfernung drt zwischen und (»U, y^) 
die Gleichung

dh = {xr- x;}2 + (yr- y;Y = 2 (r2 - xrx;~ yry^, 
so daß
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ist und

4JJ'~ A
8r*

d^ 
d\ 
d^

% 
V 
dl

d^

dl.
Fallen die beiden Dreiecke 

Formel auf
zusammen, so reduziert sich diese

d. h.

also

4 V2 =
8r*

a.
«2

0
®o2

«l2 
V
0

_ V «ia a8a 
4r*

16 J2 = a? «i'W

0

4 J =

2

di 
r

§ 141. Inhalt des Tetraeders.

x, y, x seien Punktkoordinaten in bezug auf ein rechtwinkliges 
Achsensystem.

Wir betrachten vier Punkte
K> ye> ^o)» Hi’ *i)> (^2’ *2)» (^s» y^, »3)

und wollen den Wert der Determinante

«0 y0 «0 1
(i) ** »■ ;

«2 % «2 1

«3 % «3 1 

berechnen.
Denken wir uns einen starren Körper der die vier Punkte 

enthält, und bewegen wir diesen irgendwie im Raume, so geht jeder 
Punkt (x, y, x} von ® in eine neue Lage Ix’, y', x') über, und zwar ist

x = a± x + y + /j x + Jj, 

y'= c^x + ß2y + -^x + d2> 
x' = aAx + ß3y + /3« + S3.

a, ß, y, ä sind Konstanten, und
«i Ä /1

a2 2 ^2

a3 ß3 13

ist eine orthogonale Determinante mit dem Wert 1.
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Das setzen wir aus der analytischen Geometrie als bekannt 
voraus.

Ist «, yr', xr') die neue Lage von (xr, yT, xr), 
aus dem Multiplikationssatz der Determinanten

so ergibt sich

y« ^0 1

xi yi ^i 1

1 Statt (x/, yr', »/) sagen wir kurz r'.
a Die Bewegung möge auf dem umbescbriebenen Kreise des Dreiecks vor

xivi 1
xi yi 1

X1

«2

X3

% 
yi 
Vz 
y3

«0

*1
«2

*3

1
1
1
1

«i ßl 71 
a2 ßz Tz 
as ßz Tz 
0 0 0

^2 

^3

1

$0 

xi 

xz 

X3

% 
V1 

Vz 

%

»0

«2

*3

1
1
1
1

Die Determinante 
Körpers © ungeändert.

(1) bleibt also bei jeder Bewegung des .

Nun läßt sich erreichen, daß 
punkt zusammenfällt, daß ferner

y0', %0') mit dem Anfangs- 
y^, %/) auf der positiven

x-Achse und (xi, yi, %i) in der (x, «/)-Ebene auf der positiven Seite 
der »-Achse liegt. Es läßt sich mit andern Worten bewirken, daß 
die Gleichungen und Ungleichungen

<= yo,== °>
vi>0, y'=x'=Q,

gelten. Dann wird aber

y0 
xi yi *i 
xz y^ *2 

^3 % ®3

1
1
1
1

0
xi
«2' 0
XS ^3 $3

% %2 = 0

0 0
0 0

1
1
1 $1 ^2 $3 •

%i yi ist der doppelte Inhalt des Dreiecks1 0', 1', 2' und der 
Betrag von %i die Höhe der Pyramide mit der Basis 0', 1', 2' und 
der Spitze 3'. Abgesehen vom Vorzeichen ist daher die Determi
nante (1) der sechsfache Inhalt des Tetraeders mit den 
Ecken 0, 1, 2, 3.

Die Determinante (1) ist positiv oder negativ, je nachdem %i 
negativ oder positiv ist, je nachdem also der Punkt 3 zu den 
Punkten 0, 1, 2 anders oder ebenso liegt, wie der Punkt (0, 0, 1) zu 

■ den Punkten (0, 0, 0), (1, Q, 0), (0, 1, 0).
Man denke sich einen Beobachter 93 im Punkte 3 und einen 

Beobachter 93 in (0, 0, 1). 93 betrachtet einen Punkt, der von 0 
nach 1, von 1 nach 2 und von 2 nach 1 geht.2 93 fasse einen

sich gehen.
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Punkt ins Auge, der von (0, 0, 0) nach (1, 0, 0), von dort nach (0, 1, 0) 
und von dort nach (0, 0, 0) wandert.1 Umkreisen die Punkte die 
betreffenden Dreiecke für die beiden Beobachter in entgegengesetztem 
(in demselben) Sinne, so ist die Determinante (1) der positive (nega
tive) sechsfache Inhalt des Tetraeders 0, 1, 2, 3,

Vgl. Anna. 2 S. 345.

Ist das Tetraeder durch die Gleichungen seiner Seitenebenen 
gegeben, so kann man verlangen, den Tetraederinhalt durch die 
Koeffizienten dieser Gleichungen auszudrücken.

Die Gleichungen der Seitenebenen seien

arx + bry + crx. + dr= 0 (r = 0, 1, 2, 3) 
und die Ebene arx + bry + cr% + dr— 0 möge der Ecke (xr, yr, x.) 
gegenüberliegen.

* Bezeichnet man die algebraischen Komplemente von

in der Determinante
«r, br> 0T, dr

mit

so ist

mithin

% co ^0

«1 el dl
U2 b2 d3
a3 ^3 C3 d3

A> ^1 Dr,

xo do «0

*1 dl -1

di ^2

^3 % ^3

A Do A
1 =__j.____ A A A
1 D0PiDtDt j2

1 B^ Cs

Do 
Dy 
D, 
Ds

«o bo eo do 8
a, bx Cj dt
a2 b2 e2 d2
®3 b3 ^3 d3

«I bi ci
a2 Ö2 ö2

a, b3 c3

ao bo co
a„ b, o,
a3 b3 C3

i «0 bo co
«J by Cj

«3 b3 C3

a0 b0 ö0

Ö1 ßl

^2 ^2

1
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§ 142. Produkt zweier Tetraederinhalte.
T sei der Inhalt des Tetraeders

» *!)> y^’ *2)» Ch»» %> $3)

und T' der eines andern Tetraeders

\X0 y % y % J y ■ ('^l > y^ 1 )y (X2 ’ tu ’ *2 ) > 0^3 ’ V3 > 5 3 ) ■

Die Tetraederinhalte sind mit den 
Multiplizieren wir

$0 y0 1
6T = *1 th «1 1

z2 1
«3 ye «3 1

mit

. y« »0 1
X,' II,' x' 1

3 T’ = 1 ' ’ 1
x3 -y.,' %2. 1

x3 % ^3 1
so ergibt sich

zugehörigen Vorzeichen versehen;

«0 % 4 1 0
A ?A 1 0

= a;2 y2 x2 1 0
y3 -3 10

00001

| xe yö 0 1
! x\ yi \ 0 1

- j'i yi 0 1 •
x3 y3 0 1
0 0 0 1 0

-367’7’' =

Dabei ist

•% < +

xö + 
x3 x3 + 

X3 X» +
1

eine Abkürzung für

• • > X0Xl "T • • •, .Ko 0^2 4" • • ■ > X'0X,S 4" • • ■> 1
. ., .T-j 3/j 4” • • ' y X2 4* • * • y xi 4" • • • y 1
. .. x2 x2 + . . x2 x3' + . . ., 1
. ; «3 < 4- • • x3 4- • - •, I

, 1 , 1 y 1 , 0

Xr .

xrxi 4- yryi 4- ^r<-

Versteht man unter drs die Entfernung zwischen den Punkten 
(•%y yr> und («/> O» 80 ist

dr. = 4- ^fr - y^ 4- ^'r ~ <)2
= (.t/ + ...)4-«34-...)-2(^< + ...).

- y = 4- ■ • - i.^2 4- • ■ •) - i«2 4- • • •)•
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Wir wollen jetzt in der Determinante — 36TT' von der 
(r-l~ l)*™ Zeile (für r = 0, 1, 2, 3) die mit xr2 + ... multiplizierte letzte
Zeile abziehen und dann von der (s4-l)ten Spalte (für s = 0, 1, 2, 3)
die mit x'^ + ... multiplizierte letzte Spalte. Dann erhalten wir

2
j2_  ^0 1

2 2 2
1

2

,a_ di i
2 2

_4. 
2

1

- 36 TT' =
2 2 2 2

1
,3

_  a3O
2

_4> 
2 2 2

1

1 1 1 1 0
Multiplizieren wir hier die vier ersten Zeilen mit — 2 und dann

die letzte Spalte mit — so haben wir die Determinante mit
( — 2)’= — 8 multipliziert. Demnach ist

^00 d^ ^3 1
d\ d^ 1

288 TT' = C dh d^ 1 •

d23 1 d^ 1
1 1 1 1 0

Wenn die beiden Tetraeder zusammenfallen, wenn also 

~ Xr> Vr = «r = Kt 
ist (r = 0, 1, 2, 3), so werden

f^O O > ^11’ ^2 2’ *^3 3

gleich Null und
^01 = rf10 = alt ^2 3 = rf32

do 2 = ^2 0 ~ a2 > ^13 “ ^31 = ^2

do 3 ~ dso = «3> ^12 = d21 = b3

die sechs Kanten des Tetraeders. Für das Volumen T des Tetraeders
ergibt sich die Formel

0

288 T2 = «2 2 

»32

1

ax2 a32 a32 1
0 M M 1

632 0 b^ 1
0 1

1110
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§ 143. Der Radins der einem Tetraeder umbeschriebenen Kugel.
Wir wollen jetzt die Betrachtungen des § 140 auf den Raum 

übertragen.
(xo> y«> ($1 ? Vi> ^i), (^2’ y^ (®s’^s)

seien vier Punkte auf der Kugel

x2 + y2 + «2 — ^2-

Sie bestimmen ein der Kugel einbeschriebenes Tetraeder, dessen
Inhalt (einschließlich 

Dann ist
des Vorzeichens) T sei.

®o % %

®i yx 1
*2 y., «3 1
«g % «3 1

«0 % »0 r

«1 % «1 r

»2 % «2 r

X3 % $3 r

Neben diesem Tetraeder betrachten wir noch ein zweites, das
derselben Kugel einbeschrieben ist.

(X0 ’ Vü ’ ^0 )> (^1 > ^1 » $1 )> ($2 > ^2 ’ $2 )’ (®3 ’ y^ ’ %3 )

seien die Ecken dieses Tetraeders und T' sein Inhalt. Wir schreiben

r2 - «o®/- ..., r2 - ..., r2 - 5'- ..., r2- a:0<- ...

r2 — r0' — ..., r2 — xk x/ — ..., r2 — x2 — ..., r2 — x1 x3 — ...
r2 - x^Xq- ..., r2 - X^ — ..., r2 - x2 ., r2 - x2 - ...

o / 0 r 9 r 9 1
- ^»0 “ •••) ’ ~ - •••’ r~~X3X3 ~ ■■■> «3^3 ~

xi yi 1

6 T' = xi yi xi 1
xi yi ^i 1
x3 y^ 1

in der Form
xo % ^0' r

6 T' = - 1 - xi - yi - ' r
r - «2' - yi - «2 r

* #
— «3 — y3 — x3 r

Dann ergibt sich
- 36r27’7v =
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Für die Entfernung drs zwischen («r, yr, »r) und y^, */) gilt 
die Formel

dr, = - O2 + (yr - y^ + («r - <)a
= 2(ra-sBr<-2/r2/;-^.<), 

so daß

ist.
r2 — x — . . .

Ars

2

Hiernach wird

36-16 TT = - 4
r-

dh dh d^
dL d^ d\t d\s

d^
^0 ^3

36-16 T2 = - 4

Läßt man die beiden Tetraeder zusammenfallen und benutzt 
für die Kanten dieselben Bezeichnungen wie in § 142, so ergibt sich

0 a,2 a2 aJ“
0 b,2 b^
b^ 0 V

a.2 b^ \2 0

Nun findet man durch Ausrechnen

0 0.2 a„2 e,21 & e

a.2 0 b„2 b2 — a4 b4 + a4 b„4 + a..4 b41 m & k k & 4> ö ö
a2 b2 0 b.2 — ia^b^a'^bJ— 2aTb2a.2b'1— 2a,2b12a,2bn2.
«32 Ä22 V 0

= la^b^ + ßs2i22 ~ ^s2^2)2 ~~ A.a^b^a.^b.,2
= {(«1 *1 + «2 ~ Wl {(“i bi ~ a2 ~ »a2^2!

= “ («1 \ + «2 b2 + a3 b^aZ b2 + ®3 bs - «1 ftJ(a3 b2 + “1 bl - a2 b2> 

X (Oj \ .+ a2 i2 - a3 b3).

Setzt man
ai bl + a2 b2 -I- «3 &3 = 2 ? ’ 

so wird

36 y2 = “f <l\l - «1 &1) ~ «2 bl) ~ a3 b3> >
also

r2 _ 1^- rh ht)^l - a,bj(q - a3 ba)
36 T
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§ 144. Vier Punkte auf einem Kreis.
Pie Gleichung eines Kreises lautet in rechtwinkligen Koordinaten 

(1) + 2(7, x 4- 2 a, y 4- «3 = 0.
Die a sind Konstanten und a^, ar, nicht alle drei gleich Null.

Die Gerade wollen wir auch als Kreis betrachten (mit unend
lich großem Radius). Dann dürfen wir für auch den Wert Null 
zul assen.

Wenn nun vier Punkte 

auf einem Kreise liegen, dessen Gleichung (1) ist, so sind folgende 
Gleichungen erfüllt:

(2) «o K2 + y^ +2 «i xr + 2 ß2 Vr + a3 ™ 0 •
(r = 0, 1, 2, 3)

Da die a nicht alle verschwinden, so folgt, daß die Determinante

L> =

lJv 
xv y^ 9 9“h yK>

1
1
1
1

gleich Null ist
Umgekehrt läßt sich, wenn D = 0 ist, durch die vier Punkte 

(xr, yf) ein Kreis legen.
Läßt sich durch die vier Punkte eine Gerade ziehen, so brauchen 

wir nichts weiter zu machen, da die Geraden als Kreise gelten.
Liegen z. B. (r0, yj, (x^ i/J, (xa, y2) nicht in gerader Linie, so

sind in D die drei ersten Zeilen 
lineare Kombination von ihnen.

y«

Vs

unabhängig und die letzte ist eine 
Denn es ist
1

«1 
x. 1

und D =s 0.
Stellt nun (1) den unbeschriebenen Kreis des Dreiecks («0,.y0)> 

{xvy^, dar, so liegt auch (x3, y3) auf diesem Kreise. Denn 
die vierte der Gleichungen (2) ist eine Folge der drei ersten.

D — 0 ist also die notwendige und hinreichende Be
dingung dafür, daß die vier Punkte (xr, auf einem Kreise 
liegen.
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Wir wollen jetzt D mit

i. - 2«o> - 2y«’ M + %2

-4D =
1, - 2^, - 2y3, x^ + y^
1, — 2 x2, -2yv x^ + y.2
1, — 2«3, — 2«/3, ®32 + y3z

multiplizieren. Die (r+ l)te Zeile von D liefert mit der (s+ l)ten Zeile 
von — 4 D das Produkt

«r2 + y* - 2xrxs- 2yrys + x2 + y2 

= - + ü/r - = dr> •

Dabei bedeutet dr3 die Entfernung der Punkte {xr, yr) und (xs, yt). 
Wir finden also, wenn wir

setzen,

-4D2 =

oder (vgl. § 143)

= M = «!,

de2 = d2 0 = a2}

dQ3 ~ d3 0 = «3’

d2 3 ~ d3 2 = blt
d13 = d31 “ b2 ,

^12 ~ d21 — b3,

0 a.2 «22 «32

0 \2 b22
a22 V 0 bx2
«32 b22 bx2 0

4 D2 = + a2 b2 4- a3 &g) (a2 b2 + a3b3 - ax b^
X (a3 b3 + a, b, - a2 b2) (a, b, +0,1,- a3 b3).

Soll nun D = 0 sein, so muß wenigstens einer der vier Faktoren, • 
in die wir 4D2 zerlegt haben, verschwinden. Wir können aber auch 
sagen, daß wenigstens einer der drei letzten Faktoren Null sein 
muß. Wenn nämlich

aj + a2 b2 + a3 b3 — 0 
ist, so ist

ai br = a2 h2 = Ms = 0 •

Dann sind also überhaupt alle Faktoren gleich Null.
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In dem Viereck, das die vier Punkte {xr, yr) bestimmen, gibt 
es drei Paare von Gegenseiten,1

a2> b^ ®3' ^3*

a, b1, a2b2, a3bs sind die Produkte der Gegenseiten. Von 
diesen. Produkten ist also eins gleich der Summe der beiden andern. 
Das ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
vier Punkte auf einem Kreise liegen.

Solange man vier verschiedene Punkte hat, kann nur einer 
der vier Faktoren von 4 D2 gleich Null sein. Unter den drei 
Produkten von Gegenseiten ist also nur eins gleich der Summe der 
beiden andern.

' Dies ist der Satz von Ptolemaeus, den der Leser aus der 
Elementargeometrie kennt.

Für den Fall, daß die vier Punkte in gerader Linie liegen, 
ist er identisch mit der sogenannten EüLEBSchen Identität.

§ 145. Fünf Punkte auf einer Kugel.
Die Gleichung einer Kugel lautet in rechtwinkligen Koordinaten 

(1) a0 (xz + y2 + »2) + 2^ x 4- 2«2 y + 2as % + = 0.
Die a sind Konstanten und a0, a2, a3 nicht alle Null.
Die Ebene wollen wir hier auch als Kugel ansehen (mit un

endlich großem Radius).
Wenn fünf Punkte

(•^o» • • • > (^41 ^4)

auf der Kugel (1) liegen, so gelten die fünf Gleichungen
(2) %(«/ + y2 4- xr2) 4- 2^^ + 2a2yr 4-2ag«r + = 0.

(r = 0, 1, 2, 3, 4)
Aus ihnen folgt, da a0, a^, «2> u3 nicht alle Null sind,

®oz+ %ä + X0 > >• *0'
®ia4- y2 + x2, xl> , »j , 1

D = 4* 2/22 + %22, > X2 , 1 = 0.
x3> .% 1

y* » V» 1
Umgekehrt läßt sich, wenn D = 0 ist, durch die fünf Punkte

K, yr> %r) eine Ku§el lesen-

1 Ein Viereck hat sechs Seiten. Man kann nämlich auf sechs Arten 
zwei der vier Punkte geradlinig verbinden.

Kowalkwskt, Doterininanten 23
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Befinden sich diese Punkte alle in einer Ebene, so ist sie die

Punkte nicht in einer Ebene,
gewünschte Kugel.

Liegen z. B. die vier ersten
so ist

«i y^
y2
% A3

1
1
1
1

+ 0.

Dann läßt sich die letzte Zeile von D als lineare Kombination der 
vier’ ersten Zeilen darstellen, und von den Gleichungen (2) ist die 
letzte eine Folge der vier ersten.

Wenn also (1) die dem Tetraeder
> y0» «0) ’ • • ■ ? r ys > 

umschriebene Kugel darstellt, so liegt auf dieser Kugel auch der 
Punkt y^

D = 0 ist also die notwendige und hinreichende Be
dingung dafür, daß die fünf Punkte (xr, yr, xf} auf einer 
Kugel liegen.

Wir wollen diese Bedingung so umformen, daß in ihr nur die

ist

gegenseitigen Entfernungen der fünf Punkte vorkommen. 
Zu diesem Zweck bemerken wir, daß

1 , 2rr0, - 2% > 2%, V + Ve2 + V
1, - 2^, - 2^, - 2«i, ^ + y‘i + ^

8D = 1, — 2«,, - 2%, - 2^> x22 + %2 + «22
1 , 2^3 , — 2% > 2%3 , «3 " 4* 2/3“ + ^3 3
1, — 2.t4, - 2^, - ,

Die (r-|- l)t0 Zeile der Determinante D liefert mit der (s-f- l)tcn 
Zeile der Determinante 8D das Produkt

+ y^ + «r2 -2^ “ 2 2-r W + y2 +
= ~ ” yf + = d/, •

drs = d>r ist der Abstand der beiden Punkte (a;r, yr, xf}, (xt, ys, 
Es wird hiernach

0 rf0 1 d’3
0

8D2 = 0 dh
0 dL

0
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Das Verschwinden dieser Determinante ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, daß die fünf Punkte auf einer Kugel 
liegen.

§ 146. Lineare Abbildungen.
x, y seien rechtwinklige Punktkoordinaten in der Ebene E und 

j, $ ebensolche Koordinaten in der Ebene
Setzen wir

/ S = «l» + ft’/ + 7'l>
I = a2 x + ß2 y +

und unterwerfen die Konstanten a, ß, y der Bedingung

al Ä
«2 Ä

(2) + 0.

so wird durch die Gleichungen (1) eine Paarung zwischen den 
Punkten der Ebene E und den Punkten der Ebene @ bewirkt.

Jedem Punkt {x. y) wird nämlich durch die Gleichungen (1) ein 
Punkt (j, tj) zugeordnet, und zwar der, dessen Koordinaten gleich 
a1 x + ßx y + bzw. x + ß2 y + /2 sind. Umgekehrt gibt es zu 
jedem Punkt (%, y) einen Punkt (x, y), dem er vermöge der Glei
chungen (1) entspricht. Wegen der Bedingung (2) sind bei gegebenen 
J, $ die Gleichungen (1) nach x, y auflösbar.

Man nennt eine solche Paarung zwischen den Punkten zweier 
Ebenen, wie sie durch die Gleichungen (1) vermittelt wird, eine 
lineare Abbildung.

Die Abbildung (1) bewirkt auch eine Paarung zwischen den 
Geraden der Ebene E und den Geraden der Ebene ®.

Den Punkten (j, 9) der Geraden
ay + bb+ c = 0 (a, b 0, 0)

entsprechen die Punkte der Geraden

wobei

(3)

ax + by + c — O)

a = ax u + at b, 
b = ßx a + ß2 b, 
c=/1a + /2b + c

ist. Offenbar können a und b nicht beide Null sein, da aus

a + «a b = 0,
A a + ßi $ ~ 0

23*
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wegen (2)
a = b = 0 

folgen würde.
Sind a, b, o gegeben, so lassen sich die Gleichungen (3) nach 

a, b, c auflösen, da die Determinante 

von Null verschieden ist. Wenn a, b nicht beide verschwinden, so 
können auch a, b nicht beide Null sein.

Die Abbildung (1) bewirkt also wirklich eine Paarung 
zwischen den Geraden- von E und denen von ®. Sie ist, wie 
man sagt, eine Kollineation.

Diese Kollineation hat aber noch eine besondere Eigenschaft. 
Parallelen Geraden entsprechen parallele Geraden.

Zwei Parallelen in der Ebene E lassen sich in der Form 
ax by c = ® > ax + by + c — 0 

schreiben, a und b haben beidemal dieselben Werte. Aus (3) er
sieht man, daß dann auch a und b beidemal dieselben Werte haben. 
Die entsprechenden Geraden in @ sind also parallel. Ebenso ergibt 
sich, daß zu Parallelen in ® Parallelen in E gehören.

P,, P„ seien zwei verschiedene Punkte in E und iß., die 
entsprechenden Punkte in ®. Der Punkt P liege auf der Geraden 
Pj P2 und teile die Strecke Px P2 nach dem Teilverhältnis

PP,

Dann teilt der entsprechende Punkt iß die Strecke ißj iß2 
nach demselben Teilverhältnis, d. h. es ist

Die Koordinaten x, y von P drücken sich durch die Koordinaten 
xlt y^ und x2> y2 von Px und P2 in folgender Weise aus:

... Vi + tyi 
y-~r+r-

Hieraus folgt

d. h.
r -* £ 1 + t ’ > 1 + t



Lineare Abbildungen 357

Das Teilverhältnis bleibt also bei linearen Abbildungen erhalten, 
es ist eine Invariante bei diesen Abbildungen.

Die Punkte P, die auf der Geraden P^ P2 zwischen 7^ und P2 
liegen, sind dadurch charakterisiert, daß für sie

££ > 0
PP,

ist. 1\ P und PPt sind nämlich, wenn P zwischen P^ und P2 liegt 
und auch nur dann, gleich gerichtet. Diesen Punkten entsprechen 
also Punkte iß auf der Geraden ißj iß3, für die

Kl>0
W

ist, die also zwischen iß* und iß, liegen.
Aus einer Strecke wird also bei einer linearen Abbildung wieder 

eine Strecke.
Daraus kann man folgern, daß ein Dreieck bei einer solchen 

Abbildung ein Dreieck gibt. Man denke sich alle Punkte einer 
Seite mit der gegenüberliegenden Ecke verbunden. Jeder Punkt 
des Dreiecks gehört einer von diesen Strecken an.

Wenn die Ecken des Dreiecks in E

(«1> 2/1) > («2! %), («3’ %)

sind und die Ecken des entsprechenden Dreiecks in ®

Ui» 9i)> fe> 9a) > Ag» 9g), 

so gelten für die Inhalte (einschließlich Vorzeichen) folgende Formeln:

D = |
i 
i
i

®a
«g

Ui 

y^ 

ys

1
1
1

Jl 9i

II ©
C

H
 

to 9g
Sg 9g

Nun ist abei’

?i 9i 1 «i «h 1 «1 ft /1

Sa 92 1 «2 % 1 ^2 ßi /g

?s 9g 1 «3 ^3 0 0 1
mithin

5D« D [a1 ßt ft)-

Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich alle
Dreiecksinhalte mit der Determinante a, ß, — a, ß,, der 
Determinante dercAbbildung.
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§ 147. Inhalt einer beschränkten Punktmenge in der Ebene.
Eine Punktmenge in der Ebene E nennt man beschränkt, wenn 

sich ein Dreieck ABC konstruieren läßt, das alle Punkte der Menge 
enthält.

Sind die Dreiecke

(1) A.B.C,, ApBpCp

so beschaffen, daß jeder Punkt der Punktmenge wenigstens in einem 
von ihnen enthalten ist, so soll (1) ein äußeres Dreiecksystem 
der Punktmenge heißen.

Wenn die Dreiecke (1) mit ihren sämtlichen Punkten der be
trachteten Punktmenge angehören und nicht übereinander greifen,1 
so wollen wir sie als ein inneres Dreiecksystem dieser Punkt
menge bezeichnen.

1 D. h. je zwei von diesen Dreiecken sollen höchstens Kandpunkte gemein 
haben. Bei den änßeren Dreiecksystemen erlauben wir, daß sie übereinander 
greifen.

Die Inhaltsumme eines äußeren Dreiecksystems nennen wir eine 
äußere Dreieck summe, die Inhaltsumme eines inneren Dreieck
systems eine innere Dreiecksumme der Punktmenge. Dabei ist 
zu bemerken, daß wir hier alle Dreiecksinhalte positiv rechnen.

Äußere Dreiecksysteme gibt es, wenn eine beschränkte Punkt- 
menge vorliegt, immer. Z. B. ist ABC, das Dreieck, das alle Punkte 
der Punktmenge enthält, ein äußeres Dreiecksystem. Innere Dreieck- 
systeme sind stets vorhanden. Nehmen wir z. B. irgend einen 
Punkt der Punktmenge und lassen mit ihm die drei Ecken eines 
Dreiecks zusammenfallen, so bildet dieses verschwindende Dreieck 
ein inneres Dreiecksystem.

Die untere Grenze aller äußeren Dreiecksummen nennt man 
den äußeren Inhalt, und die obere Grenze aller inneren 
Dreiecksummen den inneren Inhalt der Punktmenge.

Da eine äußere Dreiecksumme offenbar nie kleiner sein kann 
als eine innere Dreiecksumme, so ist der äußere Inhalt entweder 
gleich dem innern Inhalt oder größer als dieser.

Wenn der innere und äußere Inhalt gleich sind, so bezeichnet 
man ihren gemeinsamen Wert als den Inhalt der Punktmenge und 
nennt die Punktmenge quadrierbar.

M sei eine beschränkte Punktmenge in der Ebene E und sie 
liege ganz in dem Dreieck ABC. Wenn wir die in § 146 be-
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trachtete lineare Abbildung anwenden, so entspricht der Punktmenge JI 
eine Punktmenge SER und dem Dreieck ABC ein Dreieck 81®.® in ®. 
Da SR in 81 ®® enthalten ist, so ist SR beschränkt. Eine be
schränkte Punktmenge wird also bei einer linearen Ab
bildung wieder eine beschränkte Punktmenge.

Da einem äußern Dreiecksystem von M ein äußeres Dreieck
system von SR entspricht, ebenso einem innern Dreiecksystenj von 
M ein inneres Dreiecksystem von SR, so ist

~ «2ÄI« UIld I«1Ä ~ MlIS

eine innere und eine äußere Dreiecksumme von SR, wenn s und 8 
eine innere und eine äußere Dreiecksumme von M bedeuten.

Ist 5 der innere Inhalt von M, also die obere Grenze der 
Summen s, und Ä der äußere Inhalt von M, also die untere Grenze 
der Summen 8, so wird

| ßj ß2 — a2 ß11 5 der innere Inhalt 
und

I Ki ft “ K2 ft I der äußere Inhalt 
von SR sein.

Bei einer linearen Abbildung multipliziert sich also 
der innere und auch der äußere Inhalt einer beschränkten 
Punktmenge mit dem absoluten Betrag der Determinante 
der Abbildung.

Daraus können wir schließen, daß eine quadrierbare Punkt- 
meuge bei einer linearen Abbildung quadrierbar bleibt, und daß sich 
ihr Inhalt mit dem absoluten Betrag der Determinante multipliziert.

Bei einer linearen Abbildung multiplizieren sich also 
alle Flächeninhalte mit demselben konstanten Faktor, 
nämlich mit dem absoluten Betrag der Determinante.

Die Determinante
ßi

läßt, sich als die Funktionaldeterminante der beiden Funktionen 

«i ® + Ä + «2 x + ß2 y + y2

ansehen. Der Betrag dieser Funktionaldeterminante ist nach dem 
Obigen der Quotient von zwei Flächeninhalten.

Dieses Resultat werden wir im folgenden verallgemeinern.
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§ 148. Geometrische Bedeutung der Funktionaldeterminante 
von f(x, y) und g{x,y}.

f(x,y} und g(x, y) mögen in der Umgebung der Stelle («0, y0) 
stetige erste Ableitungen

ö* - ft&> = 4y>>

besitzen.1 Außerdem sei an der genannten Stelle die Funktional
determinante

1 x, y betrachten wir als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene E.
2 X, ty betrachten wir als rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene ®.

\ ( \ ( \I 9x y) y2 (®, y) 
von Null verschieden.

Wie wir aus § 126 wissen, läßt sich um (x0< y0) als Mittelpunkt 
parallel zu den Achsen ein Quadrat Q konstruieren, so daß fv 
gx, in Q stetig- sind und außerdem

fi y) f2 y}
9i(«', y) 9^(«', y)

von Null verschieden ist, wo auch (x, y) und {x', y) in Q liegen mögen. 
Durch die Gleichungen

s y), ^ = 9^,y)
wird jedem Punkt von Q ein Punkt (j, t>) zugeordnet.2 Verschiedenen 
Punkten von Q entsprechen stets verschiedene Punkte (j, u). Den 
Inbegriff der Punkte (j, 5), die wir auf diese Weise erhalten, be
zeichnen wir mit D.

Wir sahen in § 126, daß jedem innern Punkt von Q ein 
innerer Punkt von O zugeordnet ist und umgekehrt.

(a^, ^1) sei ein innerer Punkt von Q und (j,, l^) sein Bildpunkt. 
Ebenso sei + h, yx + 7«) ein innerer Punkt von Q und (jx + Ij, 
Öj + f) sein Bildpunkt. Dann gelten Gleichungen von folgender 
Gestalt

= /j y) h + f2 {x, y) k, 
t = ?/) h + 9-1.^ > y^i

wobei (x, y), (x, y'] Punkte in Q sind.
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Hieraus folgt, wenn wir

fi (x, y) f2 [xv
9i y') g2 {xv y)

$ = 9^, yj I) - f2(xv yj t,
® = - 9x («r 1) + fx (xv yf) t

setzen,
ft («> y) 4 (%> ai) L
g^x',^)

4 (®p ^i) 4 (x, y) 4 \xv yj f2 (x, y)
9i («p 9i) 9i y) ' yj g2 (x, y")

oder
,2, ( $ = D(xv yj h + a,

X^^D^y^k^ß-

Dabei haben a. ß folgende Bedeutung:

a =
fi {x, y) - 4 (.rp yj, f2 [xv y^
9i {x, y") - g, (»p yx), g2(x,v y^

h

+ fi {Xj y) f2 (^, y^, f2 (;Bp y^ 
9z [x, y) - g2 (x,, g2 (xv y^

k — aAh + a2k,

ß~
fi ($!> '91), fi {x, y) (®p yf)
Sdx^y^, gl(x',y')-gl{x1,y1)

h

+ fAXiiyi), fAx, y)-f2(xvyi) 
9! (av 91), 92 A, y') - g2 {xv yf)

k = ß±h + ß2 k.

Wir wollen jetzt durch Parallelen zu den Achsen das Quadrat Q 
in n2 gleiche Quadrate zerlegen und mit <r die Maximalschwankung 
der Funktionen /j, f2, glf g2 in den Teilquadraten bezeichnen.

Wenn wir dann eine von diesen Funktionen in einem der n2 Teil
quadrate betrachten, so differieren die Funktionswerte paarweise 
höchstens um <y. Aber in wenigstens einem Teilquadrat kommen 
bei wenigstens einer der betrachteten Funktionen Werte vor, die 
gerade um u voneinander abweichen.

Wegen der Stetigkeit von /j, f„, gv g2 können wir die Zerlegung 
so einricbten, daß u beliebig klein wird.

Es läßt sich ferner eine Zahl M so wählen, daß in dem ganzen 
Quadrat Q die Ungleichungen

' fi (x, y) | g M, \f2(x,y)\^M, 
(x, y) | g M, \g2 (x, y)\^M

gelten.
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Wenn nun {xv yx) der Mittelpunkt des Teilquadrats 7’ ist und 
(a^ + h, yx + ä) ein anderer Punkt von T, so sind die Determinanten 
av a2> ßv ßt ihrem Betrage nach höchstens gleich 2 Mu. a und/? 
sind also ihrem Betrage nach höchstens gleich 4M<rd', wenn wir 
unter 2 8 die Seitenlange von T verstehen.

Jetzt sei {x + h, y 4- k) ein Punkt auf dem Rande von 7’, 
d. h. es sei

I h I — 8, I k I sS 5 
oder

| h | 8, | k | = 8.
Im ersten Falle ist
!P0Wi)|- 4 Mv}8 | {|D(a<1,y1)| + 4Ma} 8

und
|«| j|D(Wi)J + 4Ma]8, 

im zweiten Falle
I $ I | I + 4 Ma} 8 

und
- 4Ma}8 g | .^ | g {| + 4Ma}8.

Hieraus ersehen wir., daß der Punkt (j + 9 + Q sicher nicht
innerhalb des Parallelogramms liegt, das durch die Ungleichungen

| |^| ~ 4Jfa}8,
\\^\^\\D(x1,yx)\~4Mff}8

definiert wird,1 und sicher nicht außerhalb des Parallelogramms, das 
durch die Ungleichungen

1 D sei der kleinste Wert von 1I) (x, y) | in Q. Auf Grand der zu Anfang 
gemachten Voraussetzungen ist D > 0. Wählen wir die Zerlegung so, daß 4 M a 
kleiner als I) ist, dann ist die rechte Seite der Ungleichungen (3) positiv.

(4) 

definiert wird.
Deutet man ® als rechtwinklige Koordinaten in einer neuen 

Ebene, so definieren die Ungleichungen (3) und (4) zwei Quadrate. 
Anderseits multiplizieren sich bei der linearen Abbildung

® = ~9^>y^ + fr t
alle Flächeninhalte mit dem absoluten Betrag der Determinante der 
Transformation, also mit | D («j, |.

Daraus können wir schließen, daß der Inhalt des Parallelo
gramms (3) gleich
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4 Ü2 (| D (^, yj | - 4 M <r)2: I D (^ ,^) |

ist und der Inhalt des Parallelogramms (4) gleich

4 J2 + 4Hfa)!:|P(®1.jiJ)i.

Bezeichnen wir mit iE die Punktmenge, die bei unserer Ab
bildung dem Quadrat T entspricht, so läßt sich leicht zeigen, daß 
alle Punkte des Parallelogramms (3) zu iE gehören, und daß kein 
Punkt von iE außerhalb des Parallelogramms (4) liegt.

Dies ergibt sich aus folgender Bemerkung:
Wenn der Anfangspunkt einer Strecke zü iE gehört1, der End

punkt der Strecke aber nicht, so gibt es auf der Strecke einen 
Punkt, der auf dem Rande von 2 liegt.

Um dies zu beweisen, kann man das Bolzano sehe Halbierungs
verfahren benutzen. Man zerlegt die Strecke in zwei Strecken von 
gleicher Länge. Eine von diesen beiden beginnt mit einem Punkt, 
der zu iE gehört, und endigt mit einem Punkt, der nicht zu iE 
gehört. Diese Strecke halbiert man wieder usf. Man gelangt auf 
diese Weise zu einer Folge von Strecken, wo die ,(k 4- 1)*° immer 
eine Hälfte der ktea ist. Es gibt dann, einen und nur einen Pmkt, 
der allen Strecken der Folge angehört. Dieser Punkt ist sicher ein 
Punkt von iE und kann anderseits kein innerer Punkt von iE sein.

In dem Parallelogramm (3) gibt es einen Punkt, der zu iE ge
hört, nämlich ^). Wäre nun (j2, p2) ein Punkt von'(3), der nicht 
zu iE gehört, so müßte es auf der Verbindungsstrecke der Punkte . 
fcv Vj) ™d ($2, $2) einen Punkt geben, der auf dem Rande von iE 
liegt. Dieser Punkt wäre von (jj, und von (gi verschieden.
Denn (jj, 1^) ist ein innerer Punkt von iE und (jg, %) gehört nicht 
zu iE. Es müßte also im Innern des Parallelogramms (3) einen 
Randpunkt von iE geben. Dies ist aber, wie wir wissen, nicht 
der Fall.

Daß es außerhalb des Parallelogramms (4) keinen Punkt (y, y) 
gibt, der zu iE gehört, ergibt sich daraus, daß die Ungleichungen (4) 
immer gelten, sobald nur (sc 4- h, y 4- ein Punkt von T ist (nicht 
nur für die Randpunkte von T).

Man denke sich jetzt für jedes der n2 Teilquadrate T die 
Parallelogramme (3) und (4) konstruiert. Dann ist jeder Punkt von ö 
in einem der Parallelogramme (4) enthalten. Denkt man sich also 
jedes solche Parallelogramm durch eine Diagonale in zwei Dreiecke 
zerlegt, so hat man ein äußeres Dreiecksystem der Punktmenge Q 
(vgl. § 147).
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Anderseits bestehen die Parallelogramme (3) aus lauter Punkten 
von £1 und je zwei von ihnen haben keinen inneren Punkt gemein, 
weil zwei Teilquadrate T keinen inneren Punkt gemein haben und 
das Parallelogramm (3) ganz aus Punkten von £ besteht. Denkt 
man sich also jedes Parallelogramm (3) durch eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerlegt, so hat man ein inneres Dreiecksystem der Punkt
menge D.

Wenn wir die Inhalte aller Parallelogramme (3) addieren, so 
entsteht eine innere Dreiecksumme, wenn wir die Inhalte der 
Parallelogramme (4) addieren, eine äußere Dreiecksumme von D. 
Die innere Dreiecksumme lautet

„ _x

die äußere

Für die Differenz beider Summen findet man

5 - s = 16 Mo- V = iß Mo . 4 £2 = 16 Mer q.

4 n2 d2 = q ist der Inhalt des Quadrats Q. Da wir durch 
passende Wahl von n die Zahl a beliebig klein machen können, so 
läßt sich auch die Differenz S — s beliebig verkleinern.

Eine äußere Dreiecksumme ist nie kleiner als der äußere Inhalt, 
und eine innere Dreiecksumme nie größer als der innere Inhalt 
(vgl. § 147). Daher ist die Differenz zwischen dem äußeren und 
inneren Inhalt kleiner als 8 — s, also kleiner als eine Zahl, die sich 
beliebig herabdrücken läßt. Daraus folgt, daß der innere und der 
äußere Inhalt einander gleich.

Bezeichnen wir den Inhalt von Q mit q, so ist
s sS q 8.

Lassen wir n unbegrenzt zunehmen, so wird lim <r = 0, also
lim (iS — s) = 0 

und daher
lim s = lim S — q .

Nun ist offenbar

eine Zahl, die zwischen s und 8 liegt. Infolgedessen ist bei un
endlich zunehmendem n auch

lim^4^, Wi> %)| = Q •
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Die linke Seite dieser Formel ist das über Q erstreckte 
Integral von und wird in der Integralrechnung mit

ffi D[x,y)\dxdy
Q 

bezeichnet.
Wir sind also zu folgendem Resultat gelangt:
Um den Inhalt q der Punktmenge O zu finden, hat mau 

den absoluten Betrag der Funktionaldeterminaute D(x,y) 
über Q zu integrieren.

Nun ist aber nach dem sogenannten Mittelwertsatz für Doppel
integrale

ff\D(x,y)\dxdy = q\D&y)},
'q

und (£, g) liegt dabei in dem Quadrat Q. 
Wir können also schreiben

Lassen wir die Seite des Quadrats Q nach Null konvergieren, 
so wird

lim £ = x0, lim v = y0 
und daher

lim y =

In Worten läßt sich dieses Ergebnis so ausdrücken:
Man konstruiere um (x0, y^ als Mittelpunkt parallel zu 

den Achsen ein Quadrat Q und unterwerfe es der Ab
bildung

^=9^,y\.
Dadurch erhält man eine Punktmenge O. Dividiert man 
den Inhalt1 von £t durch den Inhalt von Q und läßt dann Q 
auf seinen Mittelpunkt zusammenschrumpfen, so konver
giert jener Quotient nach | D(x0, y0) |.

Vorausgesetzt wird dabei, daß D(a:0,«/0)^O ist und daß die 
abbildenden Funktionen f, g in der Umgebung von (x0, y^ stetige 
erste Ableitungen besitzen.

Man kann den obigen Satz noch etwas verallgemeinern, indem 
man Q durch eine beliebige quadrierbare Punktmenge P ersetzt, die 
den Punkt (a;0, yn) enthält und die man nachher auf (®0, y0) zusammen- 
schrumpfen läßt. Der Beweis wird ganz ähnlich geführt.

Dieser Inhalt existiert, wie wir sahen, sobald Q genügend klein ist.
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Q sei das kleinste Quadrat, das um den Mittelpunkt («0, y^ 
parallel zu den Achsen konstruiert ist und die Punktmenge P ent
hält.1 Man zerlege wie oben Q in na gleiche Teilquadrate T. Zu 
jedem Teilquadrat T, das mit allen seinen Punkten zu P gehört, 
bilde man das zugehörige Parallelogramm (3). Teilt man diese 
Parallelogramme in Dreiecke, so entsteht ein inneres Dreie.cksystem 
von iß, der Bildmenge von P. Ferner suche man zu jedem Teil
quadrat T, das wenigstens einen Punkt von P enthält, das zu
gehörige Parallelogramm (4) auf. Zerlegt man diese Parallelogranime 
in Dreiecke, so gewinnt man ein äußeres Dreiecksystem von iß. 
Es bleibt dann nur noch zu zeigen, daß die Differenz zwischen dem 
äußeren und dem inneren Dreiecksystem bei unendlich zunehmen
dem n nach Null konvergiert. Für den Inhalt p von iß ergibt sich 
zugleich die Formel

1 Das Folgende gilt, sobald P schon genügend zusammengeschrumpft ist.

p

(£, y) ist ein Punkt, der sicher in Q liegt.
Wenn nun P auf (®0, y^ zusammenschrumpft, so tut Q dasselbe. 

Es wird also
lim£ = «0, lim q = y0 

und
}im“ = %)l •

Bei dem hier angedeuteten Beweise muß man folgenden Hilfs
satz benutzen, von dessen Richtigkeit man sich sehr leicht über
zeugen kann:

Die Summe der Teilquadrate T, die ganz in P liegen, und die 
Summe der Teilquadrate T, die wenigstens einen Punkt von P ent
halten, konvergieren, wenn n unbegrenzt zunimmt, beide nach dem 
Inhalt der (als quadrierbar vorausgesetzten) Punktmenge P.

§ 149. Flächentreue Abbildungen.

Wir machen über f(x,y} und g [x, y) dieselben Voraussetzungen 
wie in § 148 und wollen untersuchen, wann die Abbildung

(in Q} flächentreu ist.
Damit meinen wir folgendes.
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Es soll jeder quadrierbaren Punktmenge P in dem Quadrat Q 
(vgl. § 148) eine Punktmenge iß mit demselben Inhalt entsprechen.

Lassen wir P auf einen Punkt (x, y) im Innern von Q zusammen
schrumpfen, so wird

■ limy =

Dabei ist p der Inhalt von P und p der Inhalt von iß.
Da wir fordern, daß p = p sein soll,, so folgt

Es ist also in Q entweder überall
D (x, y) = 1 oder D (a;, y) = - 1;

denn D{x, y) verschwindet in Q nirgends und kann daher nicht etwa 
an einer Stelle 1, an einer andern — 1 sein.

Wenn umgekehrt in Q überall D (x, y) = 1 oder überall 
D (x, y) = — 1 ist, so wird

p — y)]dx dy — p.

Die Abbildung ist also flächentreu.

§ 150. Übertragung auf den Raum.
Es macht keine Schwierigkeiten, die Betrachtungen des § 147 

auf den Raum zu übertragen.
Um den Inhalt einer beschränkten Punktmenge iß im Raume 

zu definieren, muß man mit Tetraedern operieren.
Ein System von k Tetraedern, in denen alle Punkte von iß ein

geschlossen sind, heiße ein äußeres Tetraedersystem von iß.
Ein System von k Tetraedern, die mit allen ihren Punkten 

zu iß gehören und nicht ineinander eindringen \ heiße ein inneres 
Tetraedersystem von iß.

Die Summe der Volumina eines äußeren Tetraedersystems 
wollen wir eine äußere Tetraedersumme, die Summe der 
Volumina eines inneren Tetraedersystems eine innere Tetraeder
summe von iß nennen. Dabei rechnen wir allte Tetraederinhalte 
positiv.

Eine innere Tetraedersumme kann, wie man sich leicht über
zeugt, nie größer sein als eine äußere Tetraedersumme.

1 D. h. je zwei Tetraeder sollen keinen inneren Punkt gemein haben.
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Die obere Grenze aller inneren Tetraedersummen von Iß be
zeichnen wir als den inneren Inhalt, die untere Grenze aller 
äußeren Tetraedersummen als den äußeren Inhalt von Iß. Der 
innere Inhalt ist nie größer als der äußere Inhalt. Sind, beide 
gleich, so heißt ihr gemeinsamer Wert der Inhalt von iß.

x, y, z seien rechtwinklige Koordinaten in einem Raume R, und 
J, b; 3 ebensolche Koordinaten in einem Raume ‘Hi. Dann wird 
durch die Gleichungen

X = a1 x + ft y + ,
9 = a2 x + ß2 y + « + 82,
J - as x + ß3 y + /3 % + ft ,

falls die Determinante

(1) 
«i Ä 
a2 A 
U3 (A

7i
72
7i

nicht verschwindet, eine lineare Abbildung von R auf 91 vermittelt.
Einer beschränkten Punktmenge P in R, die einen Inhalt hat, 

entspricht bei einer solchen Abbildung eine beschränkte Punkt
menge Iß in 31, die ebenfalls einen Inhalt hat, und zwar ergibt sich 
der Inhalt von Iß aus dem Inhalt von P durch Multiplikation mit 
dem absoluten Betrag der Abbildüngsdeterminante, d. h. der De
terminante (1).

fix, y, ■%), g(x, y, x), h(x, y, x) mögen in einem Würfel W, der 
um (x0, y0, x0) als Mittelpunkt parallel zu den Achsen konstruiert 
ist, stetige erste Ableitungen besitzen. Außerdem sei an der Stelle 
(«0, y0, %0) die Funktionaldeterminante

5/ df
Ö X dy Ö X a r, f.

Dix, y, ») = 8g 
d x 
dh 
d x

ög 
dy 
dh_ 
dy

d x 
eji 
d x

ü 

to
 

<

von Null verschieden, 
daß die Determinante

Dann läßt sich der Würfel W so verkleinern,

fi (® , y > *)
<Ji^', y, ü} 

y”, *")

, y , 
9^> y , ü}

> y, 
g3(x’, y, x)

y", x"} h3{x", y",

von Null verschieden ist, wie auch die Punkte
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y, x), (x, y, x'), (z", y", x'} 
iij W liegen mögen.

Hat man dies erreicht, so werden verschiedenen Punkten von W 
durch die Gleichungen

J = y, ^=9^,y,x), i^htx,y,x} 
stets verschiedene Punkte (j, l), j) zugeordnet.

Nun sei P eine Punktmenge, die in W enthalten ist und einen 
Inhalt hat, den wir mit p bezeichnen wollen. Ihr entspricht ver
möge unserer Abbildung eine Punktmenge iß, die ebenfalls einen 
Inhalt hat. Nennen wir ihn p, so ist

p

y, x) | dxdydx.

Der Beweis wird nach dem Muster von § 148 geführt.
Lassen wir P auf einen Punkt (x, y, x) zusammenschrumpfen, 

der im Innern von W liegt, so wird

lim|- = lD(.r, y, «)|.

Die Abbildung ist volumentreu, wenn
I D{x, y, %)( = 1 

ist.

Siebzehntes Kapitel.

Determinanten von unendlicher Ordnung.

§151. Definition und allgemeine Eigenschaften.
Wir betrachten ein doppelt unendliches Schema von folgen

der Art:

(1)

«11

«21

«31

«12

«22

«32

«13 - •

«23 ' ‘ ’ 

«33 ' • ‘

Wenn die Determinante
«11 «12 ••• «1»

A = «2! «22 • • «2n

«nl «„2 • • «nn

Kowalewski, Determinanten 24
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bei unendlich 
schreiben wir

zunehmendem n einem Grenzwert A zustrebt, so

aU aii »13

»31 »22 »23

«31 »32 »33

und nennen A eine Determinante von unendlicher Ordnung oder 
kurz eine unendliche Determinante. Natürlich braucht Iim/1 
nicht zu existieren. Das sieht man an den Beispielen

1 0 0... - 1 0 0 . . .
0 20... , 0-1 0...und
003... 0 0-1...

wo An = n! bzw. An = (— 1)" ist.
Wir wollen jetzt annehmen, daß A. existiert und einige Eigen

schaften feststellen, die sie mit den endlichen Determinanten teilt.
1. Die Determinante A ist gleich

»11 »21 «31

»12 «22 »32

»13 »23 »33

d. h. man darf die Zeilen zu Spalten machen, ohne daß sie ihren 
Wert ändert.

2. Wenn man in A zwei Zeilen vertauscht, so multipliziert sich 
A mit — 1.

Geht das Schema
$n $12 $is ■ • ■

$21 $22 $23

$31 $32 $33 • ■ •

aus (1) durch Vertauschung zweier Zeilen hervor, so ist bei
genügend großem n

$n $12 • • • $m 

$21 $22 ‘ • $2 n

I $»1 $n2 ' • ' b,

an «la

»21 »22

«m
»2n

»nl «n2 »nn
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und daher
lim ßn = — A.

Folgerung. Wenn in A zwei Zeilen übereinstimmen, so 
ist .4 = 0.

3. Multipliziert man in A alle Elemente einer Zeile mit A, so 
multipliziert sich A mit A.

Entsteht (2) aus (1) dadurch, daß man alle Elemente einer 
Zeile -mit dem Faktor Ä versieht, so wird bei genügend großem n

Bn = n n
also

lim Bn — hA,

Wenn in dem Schema (1) eine ganze Zeile aus Nullen besteht, 
so ist bei genügend großem n 

mithin auch
lim An = A = 0 .

Eine unendliche Determinante mit einer Zeile Nullen existiert 
also immer und ist gleich Null.

4. Multipliziert man in A die Glieder der ersten Zeile mit 
die der zweiten mit A2, die der dritten mit A3 usf., so multipliziert 
sich A mit dem Faktor

■ • • = • Ä„),
vorausgesetzt, daß dieser Grenzwert existiert

Nehmen wir an, daß die r‘e Zeile von (2) aus der rUn Zeile 
von (1) entsteht, indem man überall den Faktor lr hinzufügt, so 
ergibt sich

&n = ^1 K - A ’ 
also

lim Bn — A lim (Ax ... AJ = A Aj A2 Aj ...

5. Addiert man zu den Elementen einer Zeile die mit A multi
plizierten entsprechenden Elemente einer anderen Zeile, so bleibt A 
ungeändert.

Bei genügend großem n ist nämlich
B„ = A- n n

Die Sätze 2—5 gelten wegen Satz 1 auch für die Spalten.
H. v. Koch hat eine Klasse von Determinanten unendlicher 

Ordnung bezeichnet, die existieren.
Um uns bequemer ausdrücken zu können, schreiben wir das 

Schema (1) in der Form
24*
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(1')
1 + Cn C12 C13

C21 1 + c2a C23

C31 ß32 4 + ß33

und bezeichnen die Determinante, deren Elemente in den n ersten 
Zeilen und Spalten von (1') stehen, mit Dn.
Dann gilt folgendes Theorem :

Wenn die unendliche Reihe
(3) eH + c13 4- c21 + c13 4- e32 4- c31 4- . . .

absolut konvergent ist, so existiert

(4)

1 +CU °12 C13

C21 1 + C22 C23

C31 C32 1 4“ «33
= lim D. n

H. von Koch nennt solche unendlichen Determinanten Normal- 
d eterminanten.

In der unendlichen Reihe (3) kommen alle crt vor (r, s= 1, 2, ...) 
und jedes nur einmal. Wir haben sie so aufgeschrieben, daß zuerst 
die Indizes die Summe 2, dann die Summe 3, dann die Summe 4 
haben usf. Es kommt aber auf die Reihenfolge der c nicht an, da 
wir fordern, daß die Reihe (3) absolut konvergent sein soll.

Um den obigen Satz zu beweisen, betrachten wir das Schema

Eine Determinante wie

°n C12 C13

(5) ß21 C22 C23

C31 C32 ß33

(6)
[ Cklkl . Cklkn
i ck2 .... e*2 kn

(fcj < Ä2 < . . . < kJ

soll ein M-reihiger Hauptminor von (5) heißen.
Die 1 wollen wir als den nullreihigen Hauptminor von (5) 

betrachten.
Wir werden sehen, daß die sämtlichen Hauptminoren von (5) 

gerade die Summe lim Dn haben, so daß also die Determinante (4) 
gleich der Summe aller Hauptminoren von (5) wird.
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Uni zu erkennen, daß die Hauptminoren von (5) überhaupt eine 
Summe haben, betrachte man einen n-reihigen Hauptminor wie (6). 
Er ist eine Summe von n\ Gliedern der Form

■■b ^^'2 *2 * * * nnt

wobei xlt x,,, xn eine Permutation von k,, k.,, k„ bedeutet. 
Der absolute Betrag von (6) ist also nicht größer als

SI c*i «111 Ci's «s i • • • i «»: •

Die Summation erstreckt sich über alle Permutationen von 
kv k2, ..., kn. Setzt man

= 2 I Crs I + S —
und nimmt N genügend groß an, so kommen in der ausgerechneten 
wt0“ Potenz von s# alle Glieder der Summe (7) vor, und zwar multi
pliziert mit dem Faktor n\, wie mau aus dem polynomischen Lehr
satz entnehmen kann.

Die Summe (7) ist also ein Bestandteil von
: n!

Die Summen (7), die zu zwei verschiedenen ra-reihigen Haupt
minoren gehören, haben offenbar keinen gemeinsamen Summanden.

Nehmen wir daher irgend eine Anzahl von solchen Haupt
minoren, so wird die Summe ihrer absoluten Beträge nicht größer 
als sy": n!-sein, falls' wir nur N hinreichend groß wählen. Nun ist 
aber nach Voraussetzung die Reihe

i °11 ! + I ß12 I + I C21 I + • • u

deren Glieder die sämtlichen |cr<| sind, konvergent. Nennen wir 
ihre Summe s, so haben wir

Die Beträge beliebig vieler n-reihiger Hauptminoren sind daher zu
sammen nicht größer als s":n! Die Beträge aller ra-reihigen Haupt
minoren von (5) bilden also eine konvergente Reihe, deren Summe 
nicht größer als s":n! sein kann.

Da nun die Reihe

konvergiert, so ist die Reihe, die man aus allen Hauptminoren von 
(5) herstellen kann, absolut konvergent.

Diese Reihe der Hauptminoren von (5) lautet aber, wenn wir 
gewisse Zusammenfassungen unter ihren Gliedern vornehmen, so:
(8) Do + - Do) + (D, - DJ + . . .
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Nach § 53 ist nämlich

gleich der Summe aller Hauptminoren 4er Determinante
CU C12 • • • Cln

C21 C22 ’ ' ' C2u

wobei 1 und Cn selbst mitgerechnet werden müssen, 1 als null
reihiger und Gn als n-reihiger Hauptminor.

Dn — Dn l ist also die Summe der Hauptminoren, die in Gn, 
aber nicht in Gn_1 vorkommen. Ausführlich geschrieben lautet also 
die Reihe (8) so:

1 + cH 4- cn

C21

C12 j

C22 /

P11 C13

C31 C33

C22

C32

C23

C83

C11 C12

C21 C22

C31 $33

+ +

Die Summe der n + 1 ersten Glieder in (8) ist gerade Un. Da 
die Reihe konvergiert, so existiert lim Dn, und wir erkennen zu
gleich, daß lim Dn gleich der Summe aller Hauptminoren von (5) ist.

Wenn man überhaupt alle Minoren von (5) betrachtet, nicht 
nur die Hauptminoren, so bilden auch sie eine absolut konvergente 
Reihe. Die Beträge irgend einer endlichen Anzahl von w-reihigen 
Minoren sind nämlich zusammen kleiner als sn:nl, wobei s dieselbe 
Bedeutung hat wie oben. Daraus und aus der Konvergenz der Reihe 

folgt aber, daß die Reihe aller Minoren von (5) absolut 
konvergent ist.

Ersetzt man in einer Normaldetermmante die Glieder einer
Zeile durch Zahlen, deren Beträge unterhalb einer festen Grenze 
liegen, so hört die Determinante nicht auf zu existieren.

Handelt es sich z. B. um die rte Zeile, so vertausche man zu
nächst die Zeile mit der ersten und zugleich die rte Spalte mit 
der ersten. Dabei bleibt die Normaldeterminante offenbar eine 
Normaldeterminante und man hat den obigen Satz für die erste 
Zeile der neuen Normaldeterminante zu beweisen.
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Wir wollen also in der Normaldeterminante

1 +cu c12 c13 ...

C21 1 + ^2 C23 ‘ '

C31 CS2 1 + c33 . . .

die erste Zeile durch
1 4- alt as, a3, . . .

ersetzen und dabei annehmen, daß alle an ihrem Betrage nach kleiner 
als a sind.

Es kommt darauf an zu zeigen, daß die Determinante

1 + Oj a, ... an

n _ C21 1 + Cjj • • ' C2 n

einem Grenzwert zustrebt. Bn ist aber gleich der Summe aller 
Hauptminoren von

«i • • • «,

C21 ‘ ‘ ' C2h .

Cnl Cnl ■ • • Cnn
Diese Hauptminoren zerfallen in zwei Klassen:
1. Solche, die zugleich Minoren von

C22 ^23 ’ • C2n

°32 C33 ‘ ' ß3n

C„2 °«3 -

sind. Ihre Summe heiße B^.
2. Solche, die das Element enthalten. Ihre Summe heiße Bn". 
Wir wissen nun aus dem Obigen, daß die Hauptminoren von

en< ci2’ ci3’ • • • 

C21 > C22’ C33» ' • -

^31 > C32 ’ ß33 > ' ‘ ‘

eine absolut konvergente Reihe bilden. Daraus folgt’, daß lim Br' 
existiert.
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Betrachten wir anderseits alle 7>-reihigen Hauptminoren der 
zweiten Klasse, so ist leicht zu erkennen, daß die Summe ihrer Be
träge kleiner als

asv-r
(P - 1)!

ist, wobei s wie oben die Summe aller |crJ bedeutet.
Da die Reihe

, a s , a s'2 ,a + __ + __ + . . .
konvergent ist, so folgt, daß lim Bn" existiert.

Es existiert also auch

lim Bn = lim B; + lim B”.

Der oben bewiesene Satz läßt sich noch verallgemeinern. Man 
darf in einer Normaldeterminante, ohne daß sie zu existieren auf
hört, die Elemente von p Zeilen durch Zahlen ersetzen, deren Be
träge unterhalb einer endlichen Grenze liegen. Dasselbe gilt für 
die Spalten.1

1 Die' in diesem und den folgenden Paragraphen bewiesenen Sätze finden 
sich in einer Arbeit von Cazzanjga (Annah di matematica 1897).

§ 152. Beispiel einer Normaldeterminante.
Eine Normaldeterminante, die sich berechnen läßt, ist z. B. die 

folgende:
i + _L_ __L_

IM» P-22 l2-32 ’ '

__ 1  —2— 1 4____ 3M2 3s-22 u 3*.32 •••

■ 4.................................................................................

Daß es wirklich eine Normaldeterminante iÄ, folgt aus der Kon
vergenz von _S'|crs|. Man hat hier nämlich

_ 1 
^r> r* s2 

und entsteht durch Multiplikation der konvergenten Reihe 
21 /r2 mit sich selbst.

Nach § 151 ist die obige Normaldeterminante gleich der Summe 
aller Hauptminoren von
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1 1 •1
D-V ’ 1M« ’ 12.32 ? • • •>

1 1 1
2M2 ’ 22-22 ’ 22-32 ’ ' ’ "

1 1 1
BM2 ’ 32-22 ’ 3’-3! ’ ’ '

(2) r
\ S3 . . . s 

bezeichnet werden.
Ersetzen wir in der rfcten Zeile von (1) alle .Elemente durch 

Null und nur das Element, das der Spalte angehört, durch 1, 
so entsteht, wenn wir dies für k=l, 2,..p machen, eine Determi
nante, die nach § 151 (Schluß) existiert. Sie ist aber nichts anderes 
als der Minor (2), multipliziert mit (— l)n+ ■ ■ • + ^> +«. + • + Damit 
ist die Existenz dieser Minoren bewiesen. Dies kann aber auch 
ohne Zuhilfenahme der Schlußbemerkung in § 151 geschehen. Die

Minoren einer Normaldeterminante sind, wie man ohne weiteres 
sieht, wieder Normaldeterminanten. Die Hauptelemente von (1) sind 
nämlich mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen auch Haupt
elemente des Minors (2). Man muß aber, um zu prüfen, ob (2) eine

Nun sind aber alle mehr als einreihigen Hauptminoren gleich Null. 
Also wird die Determinante gleich

1 j_ 1-----i-----1---- 1 =1-1. 1 + —+ ~ 1 4- —' IM2 ~ 2ä-2ä ' r 24 T ~ 90

§ 153. Die Minoren der Normaldeterminanten.
Wir wollen in der Normaldeterminante

i 1 + on eia ß13 ' ’ ‘ I
(1) ^21 + c22 ö23 • ’ • j

e31 c32 1 c33 . . . ■

p

p

p Zeilen und p Spalten streichen. Es läßt sich zeigen, daß dadurch 
die Existenz der Determinante nicht zerstört wird. Die neue De
terminante möge ein ptn Minor oder eine pt0 Unterdeterminante 
von (1) heißen.

Sind rv rif r die Indizes der unterdrückten Zeilen und 
sp s2, ..., s die der unterdrückten Spalten (beide der Größe nach 
geordnet), so soll der betrachtete Minor kurz mit



378 Entunekelung einer Normaideierminante nach den Elementen

Normaldeterminante ist, von allen Hauptelementen der Determi
nante (2) die Einheit abziehen und zusehen, ob die Elemente der 
neuen Determinante eine absolut konvergente Reihe bilden. Diese 
Reihe ist, abgesehen von einer endlichen Anzahl von Gliedern, in 
der Reihe ^ör< enthalten.

Außer deii unendlichen Minoren von (1) werden auch endliche 
Minoren betrachtet, wie z. B. der Minor, dessen Elemente in den 
Zeilen rr, rg,.. r und in den Spalten s„, ., ., sp stehen. Ein 
solcher Minor heißt ein Minor 7?" Ordnung, und man bezeichnet

(7* T . . , T \1 2 ' ' ' p | und nennt 
si s2 ■ ■ ■ Sp!

/ T T ... T ।auch I 1 2 ' ’ r das Komplement jenes Minors pter Ordnung.
\ S1 S2 • • • Sp I

Man muß also unterscheiden zwischen einem Minor und 
einem Minor pter Ordnung.

§ 154. Darstellung einer Normaldeterminante als Summe
unendlicher Produkte.

r1( rs, rs, .. . seien die Zahlen 1, 2, 3, . . . in einer andern An
ordnung. Wenn die beiden Folgen von einer bestimmten Stelle 
an übereinstiromen, so soll rlt r3, r9,. .. eine Permutation von 
1, 2, 3,... heißen. Man erhält also alle Permutationen von 1, 2, 3,..., 
indem man die n ersten Glieder in 1, 2, 3, . . . permutiert und dies 
für «= 1, 2, 3,... macht. Dabei sind für n > 1 die Permutationen 
auszulassen, bei denen n an der Stelle steht.

Die Permutationen von 1, 2, 3, . . . ergeben sich bei diesem Ver
fahren in einer bestimmten Reihenfolge:

(1)

1, 2, 3, 4, 5, . . .,
2, 1, 3, 4, 5, . . .,
1, 3, 2, 4, 5, . . .,
2, 3, 1, 4, 5, . . .*
3, 1, 2, 4, 5, . . .,
3, 2, 1, 4, 5, . . .,

Dabei haben wir die Permutationen von 1, 2,..., n lexikographisch 
geordnet, d. h. zuerst nach dem ersten Element, dann in jeder 
Gruppe mit demselben ersten Element nach dem zweiten usw.
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Bei der obigen Definition ist z. B.
2, 1, 4, 3, 6, 5, . . .

keine Permutation Denn diese Folge stimmt nicht von einer be
stimmten Stelle ab mit 1, 2, 3,.. . überein.

Jede Permutation von 1, 2, 3, . . . entsteht aus 1, 2, 3, . . . durch 
eine endliche Anzahl von Transpositionen, d. h. von Vertauschungen 
zweier Elemente. Die Anzahl dieser Transpositionen ist entweder 
immer gerade oder immer ungerade, je nachdem die Permutation eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Derangements aufweist (vgl. § 6). 
Dementsprechend zerfallen die Permutationen von 1, 2, 3, . . . in 
zwei Klassen, in gerade und ungerade.

Jetzt sei
*11 *12 *13

j __ *21 *22 *23 • • •

*31 *32 *33 • • •

eine Normaldeterminante (vgl. § 151) und 
r,. r2, rs, . . .

eine Permutation von 1, 2, 3, . . . Dann läßt sich zunächst zeigen, 
daß das unendliche Produkt

«lr, «2rt «Sr3 • • • 
absolut konvergent ist.

Es gibt nämlich einen Index p, so daß für n > p 
rn = n, also anrn = ann 

ist.
Da A eine Normaldeterminante sein soll, so konvergiert, wenn wir 

arr = 1 + crr und a„ = ctt (r S «)
setzen, die Reihe c absolut. Dasselbe gilt also von der Reihe 

+ c23 -|- + . . . und von dem Produkt

(1 + «uX1 + + *33) + • • •/

ebenso von
+ c^+i, p+i)(1 J* ep+i. p+t) • • • 

und von
Ulr, «2r, «8r, • • •

Wir wollen unter
sgn^, . . .)

’ Vgl. meine „Grundzüge der Differential- und Integralrechnung“, S. 313. 
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die positive oder die negative Einheit verstehen, je nachdem 
r2, r3, . . . eine gerade oder ungerade Permutation ist, und das 

mit sgn(r1? r2, r3, . . .) multiplizierte Produkt ain a2r. ag,, . . . mit 
iß (rx, r2, r3, . . .) bezeichnen.

Bilden wir nun alle r2, r3, . . .), wie sie den Permuta
tionen (1) entsprechen, so ist ihre Summe gleich der Determinante A. 
Die r2, r3, . . .) bilden nämlich eine absolut konvergente Reihe 
mit der Summe A.

Um dies zu beweisen greifen wir auf § 151 zurück. Dort sahen 
wir, daß A die Summe aller endlichen Hauptminoren von

cn > CV2> C13’

^21? ÖS2> C23’

C31> C32’ C33’

ist (die 1 mitgerechnet). Diese Hauptminoren bilden, wie sich zeigte, 
eine absolut konvergente Reihe, und aus § 151 geht hervor, daß 
diese Reihe auch dann noch absolut konvergent bleibt, wenn wir 
jeden Hauptminor in seine Glieder auf lösen.

Betrachten wir nun alle r2, rg, . ..). bei denen die Folge 
r +1/ + 2, ... identisch ist, so lautet ihre
Summe

%+ur+i ap+2,p+2 • ‘ ’a' • • •’ rr'ai’> ’ ^'p'

Sie ist also gleich

wobei wir
^pOp+l,p+l aP+2,p+3 • • ”

*
AP ~

«h 

a21

f<12 - 

®22 '

• aip

• a2p

V %2 ■ ' a'pp
gesetzt haben.

Da 2^ absolut konvergent ist, so wird bei unendlich zu
nehmendem p

lim ^+2,^+2 • ■ — 1,
also

lim [Ap ap+Ji p+1 ap+2,p+2 • • j = li01^ — -d.
Um zu erkennen, daß die 5ß(rx, r2, r3,. . .) eine absolut kon

vergente Reihe bilden, daß sie also in beliebiger Reihenfolge die 
Summe A geben, bedenke man, daß

ap+l,p+l ap+2,p+2 ’ ' ' 
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seinem Betrage nach nicht größer ist als

PMi + I^IXi + KDa + M)---
Die Reihe der endlichen Hauptminoren von (2) bleibt, wie wir wissen, 
auch dann noch absolut konvergent, wenn jeder solche Minor in 
seine Glieder aufgelöst wird. Ersetzen wir jedes dieser Glieder durch 
seinen absoluten Betrag, so entsteht also eine konvergente Reihe, deren 
Summe wir S nennen wollen. Die oben betrachteten iß^, r3, r3,...), 
d. h. diejenigen, bei welchen für n^p immer rn = n ist, haben 
dann eine Betragsumme, die kleiner als PS ist. Man sieht das 
sofort, wenn man beachtet, daß

| ai r, f0. . . Upr„i 8
ist.

Damit haben wir die Formel
A = 2 S8n 01 > r2 > r3> ■ ■ • • ■

bewiesen, die uns zeigt, daß eine Normaldeterminante sich in 
ähnlicher Weise als Summe von Produkten der Elemente darstallen 
läßt, wie eine endliche Determinante. Aus Satz 1 in § 151 geht 
hervor, daß auch

M = ^sgn^, r2, r3, . . .) . . .

ist. Beide Male erstreckt sich die Summation über alle Permuta
tionen von 1, 2, 3, . . .

Wenn man in einer Normaldeterminante alle Elemente einer 
Zeile oder alle Elemente von p Zeilen (oder p Spalten) durch Zahlen 
ersetzt, deren Beträge unterhalb einer endlichen Grenze liegen, so 
entsteht, wie wir aus § 151 wissen, eine unendliche Determinante, 
die existiert.

Es ist nicht schwer, den obigen Beweis auf diese Determinante 
zu übertragen.

§ 155. Entwickelung einer Normaldeterminante nach den 
Elementen einer Zeile.

Die in § 154 definierten Glieder r3, rs,. . .) einer Normal
determinante bilden, wie wir sahen, eine absolut konvergente Reihe. 
Bei einer absolut konvergenten Reihe darf man aber die Glieder 
beliebig gruppieren und die Glieder jeder Gruppe zu einem einzigen 
Gliede zusammenfassen, ohne daß die absolute Konvergenz aufhört 
und die Summe der Reihe sich ändert. Die einzelnen Gruppen dürfen 
auch unendlich viele Glieder enthalten. Es muß nur dafür gesorgt 
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werden, daß jedes Glied der ursprünglichen Reihe in einer und nur 
einer Gruppe vorkommt.

Diese Bemerkung wollen wir auf die Reihe
A = Wi> rs> ■ ' ')

an wenden, um A nach der Zeile zu entwickeln. Jedes iß ent
hält, wie man an dem Ausdruck

r2, rv • • •) = 8gn(ri> r2> r3> • • • • ■

sieht, ein und nur ein Glied aus der k^11 Zeile, nämlich akr]c. Wir 
können also die iß in der Weise gruppieren, daß wir alle iß, die 
aus der k^' Zeile dasselbe Glied enthalten, in eine Gruppe werfen. 
Jedes iß gehört dabei einer und nur einer Gruppe au. Da wir die 
Permutation , r2, rg, . . . stets so wählen können, daß rk = l ist 
(l = 1, 2, . . .), so gibt es zu jedem Element der ktea Zeile eine 
Gruppe.

Die Glieder der zu akl gehörigen Gruppe bilden wegen der 
absoluten Konvergenz von 2 (ri > rz > rs > • • ■) eiQe absolut konvergente 
Reihe. Da die Determinante A eine Normaldeterminante bleibt, 
wenn man ein einziges Glied modifiziert, also z. B. durch 1 ersetzt, 
so können wir sicher sein, daß die betrachtete Gruppe von Gliedern 
auch nach Streichung des Eaktors akl noch eine absolut konvergente 
Reihe gibt. Die Summe dieser Reihe heiße Akl.

Dann ist
A ~ ö/rl Akl "k ak2 Aki + • • •

und die Reihe rechts konvergiert absolut.
Dies ist die Entwickelung von A nach der fcten Zeile. Nach 

Satz 1 in § 151 gibt es eine ähnliche Entwickelung nach der 
Spalte.
Akl ist, wie man leicht erkennt, das mit (—l)i+1 multiplizierte 

Komplement von akl in A. Akl entsteht nämlich aus A, indem man 
alle Glieder der k^a Zeile außer akl durch Null und akl durch 1 
ersetzt (vgl. § 151). Wir wollen Akl das algebraische Kom
plement von akl nennen.

Um die Normaldeterminante A zu berechnen, hat man also jedes 
Glied der Ät0D Zeile mit seinem algebraischen Komplement zu 
multiplizieren und diese Produkte zu summieren, gerade so wie bei 
einer endlichen Determinante.

Auch der allgemeine IiAPLACEsche Entwickelungssatz (vgl. § 19) 
überträgt sich auf Normaldeterminanten.

k2,..kp seien p bestimmte Zeilenindizes (kt < k2 < ... < kp).
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Multipliziert man jeden Minor

«i, 1, «*, l,

«iM; «Ma •

• «Mp

• • ak,lp , Gl< 4 < • • ■<lf

der sich aus den Zeilen kx, k2, .. k, bilden läßt mit seinem 
algebraischen Komplement, so bilden diese Produkte eine absolut 
konvergente Reihe mit der Summe A. Das algebraische Komplement 
des obigen Minors entsteht aus dem Komplement durch Multiplika
tion mit

(_ + ... + + i, + ... + ip

Ersetzt man in der Normaldeterminante A die Elemente der 
Zeile durch die entsprechenden Elemente der k^a Zeile (ÄSE/), 

so entsteht eine Normaldeterminante mit zwei übereinstimmenden 
Zeilen, die nach § 151 gleich Null ist. Entwickelt man sie nach 
der V™ Zeile, so ergibt sich

«ü Ai + ^12 + • • • = 0 •

Ersetzt man in A die Elemente der Zton Zeile durch beliebige 
Zahlen w1( w2, u8, .. ., deren Beträge unterhalb einer endlichen 
Grenze liegen, so ergibt sich (vgl. den Schluß von §154)

M1 Al d" ^3 -^12 + • ■ •

Machen wir us gleich 0, 1 oder — 1, je nachdem Alt gleich 
Null, größer als Null oder kleiner als Null ist, so wird die obige 
Reihe

I Ai! d" I A2 i d* • • •
und wir können sicher sein, daß sie konvergiert.

§ 156. Lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Normal
determinante.

Wir betrachten ein Gleichungssystem von folgender Art:
an $1 + «12 «3 + ai3 ^3 + • • • = !>1 ’

J) «21 «1 + «22 «2 + «23 Ä8 + ' ' • = 52 >

«31 «1 «32 d~ «33 «’s d* • ‘ ~ i

Es besteht aus unendlich vielen Gleichungen und bezieht sich auf 
unendlich viele Unbekannte xt, x2, x3, ...
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Wir nehmen an. daß

“ll ®12 ß13 ' ' '

( 2) ®21 ^22 ö23 • • •

°31 °32 a3S ‘ ‘

eine von Null verschiedene Normaldeterminante ist.
Außerdem setzen wir voraus, daß alle b ihrem Betrage nach 

unter einer endlichen Grenze liegen, oder mit andern Worten, daß 
^2> ^s* ••• eiae beschränkte Zahlenfolge ist.
Derselben Bedingung unterwerfen wir die Folge xr, x2, xs, . . . 

Dann sind die linken Seiten von (1) absolut konvergente Reihen.
Wenn nun die beschränkte Zahlenfolge x2, x3> ... alle 

Gleichungen (1) erfüllt und Ar, das algebraische Komplement von art 
in (2) bedeutet, so ist nach (1)

+ A/« + • ' • = br A , •

Wir wollen s festhalten und r die Werte 1, 2, 3, . . . durch
laufen lassen, und die unendliche Reihe

SAM«

betrachten. Sie ist absolut konvergent. Da die x eine beschränkte 
Folge bilden, so genügt es, die absolute Konvergenz von

SA,«,« 
r, t

zu beweisen. Setzt man aber

arr = 1 +• c, . a = olr-^s}, 
so ist

AJ < 1 + KJ, KHd’
und aus der Konvergenz von 2 i c^v! folgt, daß

SKI
t

konvergent ist. Außerdem ergibt sich

SKId + c- (c-SKI) i fl,v

Zieht man jetzt noch in Betracht, daß

I A.l + I A.l + IA.l + • ■ •
konvergiert (vgl. § 155), so ist die absolute Konvergenz von ^Ari>art 
bewiesen. rt
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Bei einer absolut konvergenten Reihe bleibt, wie wir wissen, 
die Konvergenz und die Summe erhalten, wenn die Glieder irgendwie 
gruppiert werden.

Fassen wir in ^^rsartxt alle Glieder zu einer Gruppe zu- 
rt

samrnen, die demselben Index r entsprechen, so ergibt sich 

2(5«) Ar, = S^A.' r t
Fassen wir dagegen alle Glieder zu einer Gruppe zusammen, die 
den Index t gemein haben, so finden wir

t r
Nun ist aber nach § 155

SA^r«^0 (fürs SO r 
und 

rx rt ' r
wobei A den Wert von (2) bezeichnet. 

Wir finden also

SCSA^H = 
t r 

und wissen jetzt, daß
Ax, = SA A., r

ist, woraus wegen A 0 folgt 
^brA„

^ = -1—(s = 1, 2, 3, . . .)

Das System (1) hat demnach höchstens eine Lösung. Daß es 
wirklich eine Lösung hat, erkennen wir dadurch, daß wir die 
Werte (3) in die Gleichungen (1) einsetzen.

Vorher betrachten wir die unendliche Reihe

2>X6rA.r, s
und überzeugen uns, daß sie absolut konvergent ist. Da die b eine 
beschränkte Folge bilden, so genügt es zu wissen, daß die Reihe 
Sak, A. absolut konvergiert. Aus § 151 (Schluß) kann man aber r, ä
ersehen, daß die Summen SlAJ (« = 2> V-) ihrem Betrage

11 ach unterhalb einer endlichen Grenze liegen. | Ars | entsteht ja 

aus A, indem man jedes Element der rten Zeile durch 0, 1, — 1 er- 
Kowalewski, Determinanten 25
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setzt, je nachdem Arj gleich 0, größer als Null, kleiner als Null ist. 
Da 21 aia i konvergiert, so ist die absolute Konvergenz von 2 ak,A 

r, s 
bewiesen.

Wir dürfen also in

T, s 
die Glieder beliebig gruppieren, ohne daß die Konvergenz aufhört 
und die Summe sich ändert. Insbesondere ist

2 (2 akS br = 2 (2 br ÄrJ ak* • r s t, r
mithin '

2«*,®, = t2(2«*,4:,) br = ba- = i, 2, 3, ...) s r 8

Die Folge xlt x2, o;3, ... erfüllt also die sämtlichen Glei
chungen (1). Daß sie beschränkt ist, ergibt sich daraus, daß die 
Summen 21 Ar, I (s — L 2, 3, . . .) unterhalb einer endlichen Grenze 
liegen.

Der Ausdruck
2U,r

entsteht offenbar aus A, indem man die ste Spalte durch bx, b2, b3, ... 
ersetzt (vgl. § 155). Wir wollen diese neue Determinante mit A* 
bezeichnen. Dann können wir folgenden Satz aussprechen:

Das System (1) hat eine und nur eine Lösung, die durch
Ai A» Ao

1 A * A J A

dargestellt wird.
Dies ist offenbar das genaue Analogon der Cramer sehen Regel 

(vgl- § 22).

§ 157. Der Multiplikationssatz für Normaldeterrninanten.
Wir betrachten zwei Normaldeterminanten

aU “12 a!3 ' • •
_ <z21 a2iJ az3 . . .

Ö31 a32 a33 • • •

und
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$11 $12 $13 ‘ ' 

— $21 $22 $23 • ' •

$31 $32 $33 - 1 •

und wollen zeigen, daß sich das Produkt beider wieder als Normal- 
determinante schreiben läßt.

Da die Reihen
ar! + ®r2 + ®r3 + • • • 

und
$»i + $«2 + $.3 + • • •

absolut konvergieren, so gilt dasselbe von der Reihe
«rl$a + °r2$«2 +«,3 $.3 + •••

Ihre Summe werde mit prt bezeichnet. 
Zunächst wollen wir beweisen, daß

Pn ?i2 Pi» ••• 

^21 ^22 ^23 ‘ ‘

^31 ^32 T’ss • • •

eine Normaldeterminante ist, daß also eine Normaldeterminante 
herauskommt, wenn man zwei Normaldeterminanten so zusammen
setzt, wie es bei der Multiplikation endlicher Determinanten ge
schieht.

Setzen wir 
arr=l+crr, *rr=l+<r, prr = l+?„.

$„ = <*,,, Pr. = 9r,> S)

so bilden die c und die d absolut konvergente Reihen, und es soll 
gezeigt werden, daß auch die q dies tun.

Nun ist aber
Prr = 1 + Irr = S“rt brt = 1 + + ^Crldrt

t t
und

Pr,~<lr.^l£artbH~^, + d'r + l£6,td,t- (r S s) 
l t

Es gilt also allgemein-die Formel
qp.r — Cpr + drft

Da die c und die d absolut konvergente Reihen bilden, so 
ist auch die Reihe der Produkte eines c mit einem d absolut kon
vergent, also auch

25*
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und ebenso die Reihe

Jetzt wollen wir noch beweisen, daß

Ai As Pis • ■ • 

p _ Al As As • • •

Al A2 Aä ‘ '

ist.
Wir setzen

n
Ppv

t = i
^pflv +

ferner
«11 . . ■ «in ^11 • •

«nl •• • «n» •• ' ^nn

Pn •• • An Pn • ■ ■ Än

Pn~

Al- • • Äi • Ä»

Dann ist bei unendlich zunehmendem n

lim A=A, lim Bn = B, lim P = P.n > n 1 n

Ferner ist

limP = lim(A B) AB. n ' n tu
Wenn es also gelingt, zu zeigen, daß 

lim Pn = lim Pn 

wird, so ist die Formel P AB bewiesen.
Nun hat man aber

Pn + Ai Pin + rm

Pnl + Al . . . v 4- rnn 1 nu

Diese Determinante zerlegt sich nach Satz 6 des § 14 in 2" Sum
manden. Jeder solche Summand entsteht aus Pn, indem man in 
gewissen Spalten die p und in den übrigen Spalten die r streicht.
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Bezeichnen wir mit II* einen Ä-reihigen Minor von

l* . T n 1 n n

und mit 8* den entsprechenden Minor von Pn, ferner mit Pn-k 
dessen algebraisches Komplement, so ist auf G-rund jener Zerlegung

Ä “ ?n + S « -1 + • ■ • + 2 ~1 + -^n'

Hieraus folgt

Setzt man
S I -^1 I ~ rn i 

so wird

Rl<^.
Andrerseits ersehen wir aus § 151, daß die Minoren einer 

Normaldeterminante eine beschränkte Weitmenge bilden. Da Peine 
Normaldeterminante ist, so liegen die Beträge ihrer Minoren unter
halb einer Zahl M und es ist also

i, RJ, i^kü, 
mithin

(> + TT + • ■ •) " M - 0 •
Es genügt jetzt zu zeigen, daß

lim rn~ 0

ist. Dies ergibt sich leicht, wenn man bedenkt, daß für p, v n

Hiernach ist sicher
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Da aber her unendlich zunehmendem n
1, ..,n l,...,oo

Kl =2’i<U KJ
f^V, t 

wird, so folgt 
limr„= 0.

Damit ist bewiesen, daß man Normaldeterminanten genau 
ebenso multiplizieren kann wie endliche Determinanten.

Vertauscht man vor der Multiplikation bei einem der Faktoren 
A, B oder auch bei beiden die Zeilen mit den Spalten, so ergeben 
sich (wie bei endlichen Determinanten) noch drei andre Arten M 
und B miteinander zu multiplizieren.

§158 . Multiplikation unendlicher Matrizen mit endlicher Zeilenzahl.
Als eine m-zeilige unendliche Matrix wollen wir ein 

Schema von folgender Art bezeichnen

(1)

an a12 a13 . . .

^21 ^22 ^23 • • •

1 2 n ' ’ ’

Eine solche Matrix soll eine m-zeilige Normalmatrix heißen, 
wenn ihre Elemente eine absolut konvergente Reihe bilden.

Setzen wir
s ~ SKJ = l,2,...,m; v — 1,2,...)

und betrachten k verschiedene m-reihige Determinanten von (1), so 
ist die Summe ihrer Beträge kleiner als sm: ml Dies gilt für 
k — 1, 2, 3, . . ., und wir sehen daraus, daß die m-reihigen Deter
minanten einer m-zeiligen Normalmatrix eine absolut konvergente
Reihe bilden.

Wenn

(2)

bU *12  *13  • •

*wl *»2 *m3 • •

*2J *22  *23  ‘ •

ebenso wie (1) eine Normalmatrix 
m-reihige Determinante A von (1) 
minante B von (2), so bilden diese 
konvergente Reihe.

ist und man multipliziert jede 
mit der entsprechenden Deter- 
Produkte ebenfalls eine absolut
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Es zeigt sich nun, daß

Pn Pn ■■■Pim

(3)

ist, wobei

sein soll.

P'. Pim

P ml Pm2 ' ' ' Pmm

Pr^ an 

Dieser Satz ist
Definiert man

a + °r8 \a + • • • 1

1 Diese Reihe ist absolut konvergent, weil die a und die b absolut kon
vergente Reihen bilden.

das Analogon von Satz 26 in § 34.

Pn Pn • • Pim

Pn Pa • ■ Pim

Pmi Pm2 ' ‘ Pmm

als das Produkt der beiden Matrizen (1) und (2), so ergibt sich 
dieses Produkt, indem man jede »ra-reihige Determinante von (1) mit 
der entsprechenden Determinante von (2) multipliziert und die so 
erhaltenen Produkte summiert.

Der Beweis liegt auf der Hand. Man setze

sn *Pr.= an bn + • ■ • + arn b

Dann ist „ _ _
Pn Pn • •Pim

Ai Pa • ■■ Pim

Pml Pmi • • ' Pm m 1
das Produkt der beiden Matrizen

Al, • • • aXn

®2i aa ■ ■ ■ «2n

aml anl ' . . a mn
und

11 12 * • 1«
^21 ^22 • • b-2n i n

bml bm2 ' . b mn

im Sinne von § 81. Dieses Produkt ist aber nach Satz 26 in 
§34 eine Partialsumme von S AB und man kann durch geeignete
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Vergrößerung von n bewirken, daß p beliebige Glieder von 2 AB 
in jener Partialsumme Vorkommen (p = 1, 2, . . Da nun 2 AB 
konvergent ist, so folgt für unendlich zunehmendes n

lim

Andrerseits hat man aber (vgl. § 15)

Pu
Pn

P12 ■

Ki •
■ Pi m
■ Pim =

Pli
Pa

Pi 2 •

Pä2 '

• ’ Pim 
■ • Pim

Ki Pm2 ■ ' * Pmm Pmi Pm2 ■ * ' Pm m

Damit ist die Formel (3) bewiesen. Sie gilt übrigens auch 
dann noch, wenn nur eine der beiden Matrizen eine Normalmatrix 
ist und die Elemente der andern zwischen endlichen Grenzen liegen.

Wenn man zwei Normaldeterminanten A und B nach Zeilen 
multipliziert, so ist jeder m-reihige Minor der Produktdeterminante 
das Produkt von zwei m-zeiligen Normalmatrizen. Die eine besteht 
aus m Zeilen von A, die andere aus m Zeilen von B. Man erhält 
den Minor, indem man jede m-reihige Determinante der einen 
Matrix mit der entsprechenden Determinante der andern Matrix 
multipliziert und diese Produkte summiert.

§ 159. Dio mten Minoren der Produktdeterminante zweier 
Normaldeterminanten.

Wenn man zwei Normaldeterminanten A und B nach Zeilen 
multipliziert, so setzt sich jeder Minor Ordnung der Produkt
determinante bilinear aus den Minoren mter Ordnung von A und 
denen von B zusammen, wie wir in § 158 sahen.

Man kann fragen, ob für die mten Minoren der Produktdeter
minante eine ähnliche Eigenschaft besteht.

Betrachten wir in der Determinante P — AB den Minor

Er entsteht durch Unterdrückung der Zeilen mit den Indizes rx, 
r2, rm und der Spalten mit den Indizes sx, s2, ..., sm.
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Streichen wir in A die Zeilen rv r„, rn und die Spalten 
tv hi in di0 Zeilen s2, und wieder die Spalten
#p 80 ergeben sich die Minoren

A lri r2 • ■ • <1 Blsi s2 ■■■
\h h ‘ ■ ^1 Uj t2 .. . tm /

Wir werden nun beweisen, daß

m p(^ rA-^Ah r- M 

ist1 Dabei erstreckt sich die Summation über alle Kombinationen 
fp h’ ^er Zahlen 1, 2, 3,... zur wten Klasse, und jedesmal 
ist t </<... < t 1 Ä PI

1 Formel (1) bleibt richtig, wenn man jeden Minor mit dem Vorzeichen 
versieht, das ihn aus einem Komplement zu einem algebraischen Komplement 
macht.

Die obige Formel zeigt, daß die Minoren von AB sich 
bilinear aus den mt<?a Minoren von A und denen von B zusammen
setzen.

Zunächst wollen wir uns überzeugen, daß diejenigen Minoren 
einer Normaldeterminante, in denen die Zeilen mit den Indizes 
rv r2,....rm fehlen, eine absolut konvergente Reihe bilden. Daraus 
folgt dann sofort die absolute Konvergenz der Reihe

r2 ■■■ rm] nlSl SZ ’ ' ■ .
u i,... /J B[t, I,... d

Wii' sahen in § 154, daß die Normaldeterminante

an fl12 «13

«21 «22 «23

«81 «32 «33

sich als Summe unendlicher Produkte darstellen läßt, und zwar 
fanden wir

d = sgn (k^, k^y k^j • ■ •) «2kt

wobei eich die Summation über alle Permutationen (vgl. § 154) von 
1, 2, 3, ... erstreckte. Diese Reihe unendlicher Produkte ist 
absolut konvergent und sie bleibt es auch (vgl. die Bemerkung 
am Schluß von § 154), wenn man die Elemente
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Ur,l, ^^2) ®r,3?" >• • " r

®rgl, ^rg2j ®rs8? • • •

arm^> ^m2’ a’m^’ ’ * •

durch irgendwelche Zahlen ersetzt, die alle zwischen denselben end
lichen Grenzen liegen, wenn man sie also z. B. alle durch 1 ersetzt. 
Wir wollen nun vor dieser Ersetzung alle Glieder der Reihe, die 
den Faktor

gemein haben, zu einer Gruppe vereinigen. Wir erhalten dabei 
ebenso viele Gruppen, als es Kombinationen tv t2, tm der Zahlen 
1, 2, 3,... zur wten Klasse gibt.

Machen wir die angegebene Ersetzung, so liefern die Beträge 
aller Glieder der zu tv t2,iK gehörigen Gruppe gerade die Summe

tr T \/ / r •h h ■ *•’ I
Da nun

’S! • • •> y I
eine konvergente Reihe ist, so gilt dasselbe von

Jetzt müssen wir noch die, Formel (1) beweisen. Wir wollen dies 
zunächst für den Fall m = 1 tun. Dabei können wir r2 = s1 « 1 
annehmen. Wenn > 1 sein sollte, so vertausche man in A die 
r^ Zeile mit den vorhergehenden, und, wenn > 1 sein sollte, in 
B die s/' Zeile mit den vorhergehenden.1 Dadurch kommt in der 
Produktdeterminante P^AB das Element cri<1 in die erste Zeile, 
und erste Spalte.

1 Bei Vertauschung zweier Zeilen wird aus einer Normaldeterminante 
wieder eine Normaldeterminante.

Was wir zu zeigen haben, ist also folgendes:
A Ai ~ SA« Ar

Dabei ist Alt das algebraische Komplement von alt in A, und Blt 
das von blt in B, ferner Pn das von in P. Wir können aber 
ebensogut statt der algebraischen Komplemente überall die Kom
plemente nehmen.
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Da die Reihe 2J1( absolut konvergiert, so ist

D =

Al A2 Aä 

$21 $22 $23

$31 $32 $33

eine Normaldeterminante wie B. Entwickelt inan sie nach der ersten 
Zeile, so kommt

~ "ir
Multipliziert man D mit A, so ergibt sich (vgl. § 157)

AD =

“11 “12

“zl “22

®31 “33

“13 • ■

“a3 • •

«33 • •

Ai Aa As • 

$21 $22 $23 ’ 

$31 $32 $33 '

Pu Pu — 
0 ?J22 ^23 •/ 

0 Pn P33 ■ ‘

Im Falle A 4= 0 folgt hieraus
D = Pn, 

also gerade die Formel (2).
Um den Fall A = 0 zu erledigen, wenden wir eine Stetigkeits

betrachtung an.
Zunächst beweisen wir folgenden Hilfssatz:
In einer verschwindenden Normaldeterminante A gibt es immer 

einen k^a Minor (p = 1, 2, 3, . . .), der von Null verschieden ist.
Wenn wir in A den Hauptminor

1 + C4 + l,^+l • • • . “ü+l.l+i
M —

C/t+l,i+l 'k+l,k + l

betrachten, so ist er seinem. Betrage nach größer als 1 — Sk, wenn 
wir unter Sk die Summe der Beträge aller Hauptminoren ■ von ,

ßk+l,k+l> Ci+l,Ä+2’ ek+l,k+3’ ‘ ’

^Wfe+l’ Ck+2,fc+2’ ßk+2,k+3> ’ ' * 

°k+3,k+l> ßk+3,k+2f Gk+3,k+3'' ' ’ '

^erstehen. Da die Hauptminoren von
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°11 > C12> ^13 > ' ' •

Ö21 ' C22’ C23> ' ’ '

C31’ C32> C33> ' ' ’

eine absolut konvergente Reihe bilden, so ist 
lim Sk = 0,

k läßt sich also in der Weise wählen, daß Sk < wird. Dann ist 
aber für l = 1, 2, . . .

■)/ >i-
Läßt man l unbegrenzt zunehmen, so ergibt sich

1
1

Damit ist der Hilfssatz

2 ... k'
2 ... k) 
bewiesen.

2

Nachdem wir in der verschwindenden Normaldeterminante k so
gewählt haben, daß AK “ ' j ungleich Null ist, wollen 

y 1 2 ... k I
aus ihr dadurch eine neue Normaldeterminante A' ableiten, daß 
«n, a22, . . ., akk bezüglich durch au + s, aM + «, . . ., akk + « 
setzen. Entwickelt man Ä nach den k ersten Zeilen (vgl.

wir

wir 
er- 
das

Analogon des LAPLAcnschen Satzes in § 155) und ordnet nach 
Potenzen von e, so findet man

Ä
/ 1 2 . . . k 
! 1 2 . . . k

Die Punkte deuten niedrigere Potenzen von « an.
Da 

gibt es
A' — 0, als Gleichung für s betrachtet, vom K‘u Grade ist, 
höchstens k reelle Wurzeln. Ist die kleinste positive

Wurzel, so wird für 0 < e < «0 immer A' 0 sein. Ist keine positive
Wurzel vorhanden, so können wir für s0 jede positive Zahl setzen.

Nun gilt für die beiden Determinanten A' (0 < « < e0) und B 
die Formel
(3) P\t = ^A^B^
oder, ausführlich geschrieben,

^22 + ^^22>-Pl3 d" • • •

(3)' Pk2 + E^2k’ Pk3 + 8$3k>

Pk+1,1 ’ Ä+1,3 > ' " •

Ai 

«2!

^12 ' • '

«22 + 6 ' ‘ • aik ■ ’ •

akl ak2 ■■■ akk^e ...
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In der ersten Determinante sind die Zeilen 1, 2,. . k — 1, 
in der zweiten die Zeilen 2, 3, . . ., k Binome von der Form Ä + e, 
und sowohl die ersten als auch die zweiten Bestandteile der Binome 
bilden absolut konvergente Reihen.

Jede der beiden Determinanten zerlegt sich also in 2*-1 Sum
manden, deren jeder dadurch entsteht, daß man bei gewissen Zeilen 
die ersten, bei gewissen die zweiten Bestandteile streicht.1 Dadurch 
nehmen beide Seiten von (3') die Form von Polynomen in e an.

Läßt man « nach Null konvergieren, so ergibt sich die Formel (2).
Um die allgemeine Formel (1) zu beweisen, brauchen wir einen 

Hilfssatz über die Determinanten von der Form
t2 ts ■ • • -L, tm

^rmtt ^rmt2 ■ ■ ■ ^rmtm

Dieser Hilfssatz besagt, daß die obige Determinante gleich A^-1 
ist multipliziert mit dem algebraischen Komplement von

I, Orx • 0^ tm

in A, also mit 
f „ | Vi + • ■ ■ -t rm + + - ■ ■ + tm 41 1 2 rn

Der Beweis des Hilfssatzes gestaltet sich besonders einfach, 
wenn A 4= 0 ist. Man ersetze in A die Zeilen rp r2, ... rm durch 

Artl >1^2 Hrj3 ...
X,3 ■ • •

Hr„l Hrm2 Armg . . . ,

’i ?2 • • • rm soweit sie nicht Häupt
er

Elemente dieser Minors sind, durch 0, die Hauptelemente von 

4 p ’s ’m} aber durch 1. Die so aus A hergeleitete Determinante 

ist eine .Normaldeterminante und hat den Wert

’ Dieser Zerlegungssatz folgt unmittelbar aus der Entwickelung nach den 
■Elementen einer Zeile (vgl. § 155).

ferner die Elemente von A



398 Die mtcn Minoren der Produktdeterminante

*i + • • • + Tm + h + • • • + tm'

-4,/, •
^T,t, •

multipliziert mit
^Tm 1, ■^Tm * • • ^rmtm

Multipliziert man sie mit A, so entsteht eine Normaldeterminante,

CT T •» T \
1 2 ' ‘ ” wird. Daraus folgt, da A 4 0 ist, 

^1 ^2 • • •

4-,«, • tm

• •

• ^rmtm

= A^t- IMP ‘
' 1 *2 ''ml

Der Fall ,4 = 0 erledigt sich, ähnlich wie oben, durch eine 
Stetigkeitsbetrachtung.

Den Satz (4) benutzen wir nun zum Beweise der Formel (1), 
wobei wir zunächst wieder A 4 0 annehmen.

• W ‘2
Sm

läßt sich auf Grund von (4) so schreiben1:

\ r2
*2

Diese Reihe stellt aber die Determinante ß dar, die aus B 
entsteht, wenn man darin die Zeilen s,, s2, . . ., sM durch

-4,1 A,2 -4,3 • • •

4, 2 4,2 4,3 • • •

4W1 4m2 Arm3 ■ • • 
ersetzt. Da die eingesetzten A eine absolut konvergente Reihe 
bilden, so ist ß eine Normaldeterminante.

1 a, t haben folgende Bedeutung:
q =• rt + . . . + r, + t, + . . . + tm • u = *1 + • • • + sm + tt + . .. tm 

t — rt + ... + rm + s, + ... + sm.
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Multiplizieren wir nun B mit A, so ergibt sich gerade 
Irr . T \ 

A^(- 1YP 12 m • 
'S1 $2 * ' '

Es gilt also die Gleichung

A^1 1)2 a fri r2 • ’ • M (_ xy, B (si s2 • • • M
Ul ^2 • • • W A

^A^-iyp^ ’2 "••M -
W1 S2 . . . sj

Sie reduziert sich, da A 0 ist und

f + = r (mod 2), 
auf die Formel (1).

Den Fall ^4 = 0 erledigt man wieder durch eine Stetigkeits
betrachtung.

§ 160. Der Rang einer Normaldeterminante.
Wenn eine Normaldeterminante J von Null verschieden ist, so 

sagen wir, daß sie den Rang Null hat.
Ist A gleich Null, gibt es aber unter ihren ersten Minoren einen 

von Null verschiedenen, so heißt A vom Range 1.
Sind alle ersten Minoren gleich Null, aber nicht alle zweiten, 

so schreiben wir A den Rang 2 zu usw.
Wir wissen aus § 159, daß es bei passender Wahl von k unter 

den ktm Minoren einer Normaldeterminante einen von Null ver
schiedenen gibt. Der kleinste Wert von k ist der Rang der Normal
determinante.

Zur Bestimmung des Ranges einer Normaldeterminante läßt 
sich ein ähnliches Verfahren angeben, wie wir es in § 24 bei end
lichen Determinanten kennen lernten.

Man nehme irgend einen von Null verschiedenen unendlichen 
Minor von A. Es sei etwa ein p^ Minor Mp. Unter den (p—l)ten 
Minoren von A, in denen M steckt, suche man einen von Null ver
schiedenen auf, M y, alsdann unter den (p — 2)t6n Minoren von A, 
die M enthalten, einen von Null verschiedenen usw., so lange es 
geht. Ist der letzte Minor ein rter, so hat A den Rang r.

Dieses Verfahren beruht auf folgendem Satze:
Mr sei ein von Null verschiedener r,er Minor der Normal

determinante A. Wenn dann alle (r—I)ten Minoren von A, die Mr 
enthalten, gleich Null sind, so hat A den Rang r.
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Da eine Vertauschung von zwei Zeilen oder zwei Spalten den 
'Rang von A nicht ändert und auch die 7?™ Minoren (abgesehen vom 
Vorzeichen) dabei erhalten bleiben (k = 0, 1, 2... .), so dürfen wir 
annehmen, daß Mr gerade der Minor

I1 2 ... r\
U 2 ... r/ 

ist.
Dieser Minor soll also von Null verschieden sein, während alle

II 2 ... r\(r — l)ten Minoren gleich Null sind, die ’ enthalten.
\ 1 Z ... T \

Wir haben zu beweisen, daß dann überhaupt alle (r — l)ten 
Minoren von A verschwinden.

Zunächst bemerken wir, daß unter den gemachten Voraus
setzungen die r ersten Zeilen lineare Kombinationen der übrigen 
sind, Um dies für die Zeile

i ? 2 > 3 ’ ■ • •

zu beweisen, betrachte man die Normaldeterminante

r + 1 ^,7+2 • • •

®r+l,a er+ l, r-| l ®r + l,r + 2 ■ • • 

^r + 2,a ar+2,r+l ^r+2, r + 2 • • '

Sie ist, wenn <704-1» deshalb gleich Null, weil alle (r—1)1®“ 
Minoren von A, in denen MT steckt, verschwinden sollen. Im Falle 

r + 1 hat sie zwei übereinstimmende Spalten und ist also auch 
dann gleich Null.

Entwickelt man sie nach der ersten Spalte, so findet man eine 
Formel von folgender Gestalt:

Ugo 4" «r+l,o Mgl 4- ar+2,o 4* • ■ • “ 0 .
Hiernach ist

'n „ - Melar+l,o+ Me2ar.^ ,,90 1G) —...... .... — (ff — r, z, ö, . . 4.
Da die Faktoren

Mp i, o, 3, . . .

von <r gar nicht abhängen, sind wirklich die r ersten Zeilen von A 
lineare Kombinationen der Zeilen r 4- 1, r 4- 2, r + 3, ... Die 
Faktoren Me3, ... bilden übrigens eine absolut kon
vergente Reihe.
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Wenn man nun irgend einen (r — l)Un Minor Mr_x von A be
trachtet, so entsteht er aus A durch Unterdrückung von r— 1 Zeilen 
und r — 1 Spalten. Da in A nur r — 1 Zeilen unterdrückt sind, 
ist wenigstens eine von den r ersten stehen geblieben. Auf sie 
können wir die Formeln (1) anwenden. Mit ihrer Hilfe zerlegt sich 

in eine Summe von der Form
K M'r + Z' M"—i *4- ■ • ■

Dabei sind Mr^, M"_i, ... (r — l)te Minoren von A, die mit einer 
endlichen Anzahl von Ausnahmen gleich Null sind, weil sie zwei 
übereinstimmende Zeilen enthalten. Jedenfalls enthalten diese Minoren 
weniger von den r ersten Zeilen der Determinante A als M Unter- 
wirft man sie demselben Verfahren usf., so kommt man nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten zu lauter verschwindenden Determi
nanten und kann also schließen, daß gleich Null ist.

§161. Die r^ Minoren einer Normäldeterminante vom Range r.

Wenn eine endliche Determinante den Rang r hat, so sind in 
der Matrix ihrer r-reihigen Minoren alle zweireihigen Determinanten 
gleich Null (vgl. § 52).

Diesen Satz wollen wir hier auf Normaldeterminanten über
tragen.

Wir betrachten eine Normaldeterminante A vom Range r und 
bilden aus ihren r““ Minoren eine Matrix in folgender Weise. 
Clt C2, Cs ... seien in irgend einer Reihenfolge die verschiedenen 
Kombinationen der Zahlen 1, 2, 3, ... zur rt8“ Klasse. Dann 
können wir einen rt0° Minor von A durch das Symbol

N
\cj

darstellen, wobei die Indizes der gestrichenen Zeilen die Kombi
nation Gm, die der gestrichenen Spalten die Kombination Cn bilden, 

m m
w \c2i nr"’
(GA N\oj \csr- 

lGA lcA ni \cj

ist die Matrix der rten Minoren von A.
Kowalewski, Dotorminanten 26
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Sie hat, wie wir sehen werden, die Eigenschaft, lauter ver
schwindende zweireihige Minoren zu besitzen, d. h. es ist

= °- ?2 = l» 2« 3,--d

Wir können annehmen, daß in der Determinante A, deren Rang 
gleich r sein soll, gerade der Minor

71' 2 .‘.7 r\
• l1 2 rl

von Null verschieden ist. Dann sind die r ersten Zeilen von A 
lineare Kombinationen der Zeilen r + 1, r + 2, r 4- 3, ...

Hieraus ergibt sich leicht, daß
Ikj ... k\_ . /I 2 . . . r \
i l 1 1 I .... \l 1 /
\ n ■ • * W *2 • • • M

ist1, wobei der Faktor 2 nur von Än k2, . . ., Är abhängt,
Hiernach wird nun

also
kJ McJ’ kJ MoJ

§ 162. Symmetrische Normaldeterminanten.
Wir nennen eine Normaldeterminante

^ll ®12 ®13

a21 ß22 ®23

®31 ®33 °33

symmetrisch, wenn immer
«r. - a,r 

ist {r, s r= 1, 2, 3, . . .).

' ki < < ... < kr\ /, < 4 < ■ • • < 4-



Symmetrische Normaldeterminanten 403

Wenn eine symmetrische Normaldeterminante den Rang r hat, 
so gibt es in ihr einen rtea Hauptminor, der von Null verschieden ist.

C und C seien Kombinationen der Zahlen 1, 2, 3, ... zur

über, wenn man die Zeilen als Spalten schreibt. Also ist
/C'\ (C \
(c /

und daher besagt die obige Gleichung, daß 
lG\ [G'\ _ lG V 
k/ kJ ~ k / .. ....

ist.
C und C' lassen sich so wählen, daß

ist. Dann folgt aber, daß auch die rton Hauptminoren
IG\ 
k/’ k'/ 

nicht verschwinden.
Bei einer symmetrischen Normaideterminante gilt folgender Satz, 

dessen Analogon bei einer endlichen symmetrischen Determinante 
wir im § 64 kennen lernten.

Wenn alle [r — l)t8B und alle (r — 2)“” Hauptminoren gleich 
Null sind, die einen gewissen von Null verschiedenen rten Haupt
minor enthalten (r g 2), so ist der Rang der symmetrischen Normal
determinante gleich r.

(C\ '' sei der. von Null verschiedene r^ Hauptminor. Nehmen 
CI

wir zu den Zeilen C noch die Zeile k und zu den Spalten C noch 
(c \
0 

enthält. Nehmen wir zu den Zeilen und Spalten C noch die 
Zeilen k, l und die Spalten k, l hinzu, so erhalten wir einen 

26*
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(r — 2)ten Minor N, Offenbar sind A.., A„„ Allr, A,, erste Minoren 
von N. Nach § 159 ist aber

Ak
Ak

Da nach Voraussetzung
A. \cl

Akk — Au= 0 und N — 0
ist, so folgt

At Ak = Ai“0*
lc\Es verschwinden also alle (r — l)ten Minoren, die enthalten.

Daraus können wir nach § 160 schließen, daß der Rang der be
trachteten Normaldeterminante gleich r ist.

§ 163. Lineare Gleichungen mit verschwindender 
N ormaldeterminante.

Wir betrachten wie in § 156 ein unendliches System linearer
Gleichungen

«11 H- ®13 ®2 d" $13 ^3 d ■ ' • — !

(1) ■ '
«21 $i d~ «22 "d $28 d • ’ ' “ » 

«31 ®1 + $32 d- «33 X3 • - • = ,

mit unendlich vielen Unbekannten.
an, daß die Determinante desWir nehmen wie in § 156

Systems, also
$11 $12

1 ■ ■.

$13 ' ' '

A = «21 $22 $23 ’ • '

$31 $38 $33 ' • •

eine Normaldeterminante ist. Die & und die x sollen beschränkte 
Zahlenfolgen bilden.

Damals behandelten wir den Fall A 0- Jetzt wollen wir 
^1 = 0 voraussetzen.

Der Rang der Determinante sei r. Dann gibt es also in A 
einen rten Minor, der von Null verschieden ist. Er möge aus A 
durch Unterdrückung der Zeilen kk, k2, . . kr und der Spalten 

l2, . . lr entstehen. Ist m eine Zahl, die alle diese k und l 
übertrifft, so kann man durch Vertauschung der m ersten G-lei-
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chungen des Systems- und durch Umnumerierung der m ersten x 
erreichen, daß gerade

K -
“>•+1, r+l

ar+2, r+l

«r+l, r+2

+ 0

ist.
Schreiben wir die Gleichungen r+l, r + 2, r + 8, 

Systems (1) in der Form
. des

ar + l,r+l Xr+1 + «>+l,r+2 Xr+2 + • ’ • — $++1 '^lar+l,l}X6 — ^r+1 ’ 
e=i

T
«r+2,r+l ®r+l ar+2,r+2 Xr+2 + • • • ~ ^r+2 «r+2,® Xß — ^>'+2 )

£=1

so haben wir gerade den in § 156 behandelten Fall vor uns.
Die V bilden eine beschränkte Folge.
Wir wissen aus § 156, daß die Gleichungen (2), falls wir 

xlt x2, . . xr bestimmte Werte beilegen, eine und nur eine Lösung 
x j , , x .,, ■ • • zulassen.r+l1 i +Z 1

Setzen wir insbesondere x2, . . ., xr alle gleich Null, so 
nehmen ®r+J, xr+a, . . . gewisse Werte an, die wir mit x^, x^2, ... 
bezeichnen wollen.

Jede Lösung von (2) läßt sich nun in der Form schreiben: 
(3) ..., xr = ur, xr+1 = x^ + «r+1, xr+2 = a^3 + «r+a, • • • 

und Uj, u2, w8, . . . ist dann eine Lösung des Systems

(4)
«r+1,1 U1 + «r+l,2 W2 + . . . — 0 , 

' «r+2,1 M1 + «r+2,2 «2 + • ■ • = 0 ,

Wenn umgekehrt ux, u2, u8, ... eine Lösung von (4) ist, so ist (3) 
eine Lösung von (2).

In der Determinante A sind die r ersten Zeilen lineare Kom
binationen der andern mit Koeffizienten, die absolut konvergente 
Reihe bilden (vgl. § 160). Daraus folgt, daß jede Lösung von (4) 
auch eine Lösung von

«U M1 + «12 «2 + “13 w3 + . • . = 0,

«21 M1 + »22 M2 + «23 «3 + • • • = 0,
«31 M1 + «32 M2 + «33 WS + • ■ • = 0 ,

ist.



406 Lineare. Gleichungen mit verschwindender Normaldeterminante

Die Lösung (3) des Systems (2) wird also dann und nur dann 
eine Lösung von (1) sein, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(6) «e.r+i^+i + »e.r+2^+2 + • • • = bs . (p - 1, 2, . . .,. r)
e , •, * ■ , ., >•

Bezeichnen wir mit K^, das algebraische Komplement von a,tT 
in K, so können wir schreiben

xr+l — ^r+1 "b -^r+ä.r+1 ^r+2 + • • •)>

1
$*+2 “ ■jf"(^V+l,r+2 ^r+1 *b -®r+2,r+2 $r-t2 +•••)>

und die Bedingungen (6) verwandeln sich in

Nb^ — («0,r4-i ^r+l.r+l + Og,r+2 ^r+I.M-Z + ' • O^r+l 

+ (®e,r+l ^r+2,r+l + ag,r+2 ^r+2,r+B "b • • 0^+2

(P - 1, 2, . . r)

Sie lassen sich auch in Determinantenform darstellen, und zwar 
lauten sie dann

(6)

be ae,r+2

^r+1 ar+l,r+l °r+l,r+2

^r+2 ®r+2,r+l ar+2,r+2
= 0. (^1,2,

Diese Gleichungen stellen die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Lösbarkeit des Systems (1) dar.

Wenn wir in der Matrix
\ “11 ®12 ®i3 • • ■

. ^2 ail ®22 ®28 • ' •

^3 ®31 ®32 ®83 ' ’ '

eine Spalte unterdrücken, so entsteht eine Normaldeterminante vom 
Range r oder von einem höheren Range.

Unterdrücken wir nämlich die erste Spalte, so entsteht die 
Determinante J, deren Rang nach Voraussetzung gleich r ist. Unter
drücken wir eine der Spalten 2, 3, ...,»■ +1, «o entsteht wieder 
eine Determinante vom Range r. Sie enthält in der Tat den von 
Null verschiedenen r‘m Minor K, und alle (r — l)ten Minoren, in denen 
K steckt, sind gleich Null.
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/I 2 . . . r\
(12... r]

Unterdrücken wir in (7) eine der Spalten r + 2, r 4-3, . .
so entsteht eine Determinante, die vom Range r oder von höherem 
Range ist. Wäre ihr Rang nämlich kleiner als r, etwa gleich r', 
so gäbe es in ihr einen /teu Minor, der ungleich Null ist. Dieser 
Minor muß eine Spalte mit Elementen b enthalten, weil in A alle 
/ten Minoren verschwinden. Entwickeln wir ihn nach den b, so 
können nicht alle Koeffizienten dieser Entwickelung gleich Null sein. 
Da sie (r'+ l)te Minoren von A sind, so ist r' = r — 1. Machen wir 
durch Vertauschung der Gleichungen und Unbekannten einen von 
ihnen, und zwar einen nicht verschwindenden, zu dem Hauptminor

, so wären die Gleichungen (6') nicht alle erfüllt, das

System (1) also nicht lösbar.
Wenn die Gleichungen (6') bestehen, hat also von allen De

terminanten, die aus (7) durch Unterdrückung einet Spalte entstehen, 
keine einen niedrigeren Rang als A. Die Umkehrung gilt offen
bar auch.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß das 
System (1) sich lösen läßt, ist hiernach folgende:

Durch Unterdrückung einer Spalte Jis der Matrix (7) darf nie 
eine Determinante herauskommen, die einem niedrigeren Bang, als 
A hat.

Derselbe Satz gilt, wie wir wissen (vgl. § 29), für n lineare 
Gleichungen mit '« Unbekannten, nur daß der Rang einer endlichen 
Determinante anders definiert ist als der einer unendlichen.

Wenn alle b gleich Null sind, wenn also ein System von linearen 
homogenen Gleichungen vorliegt, so sind die Bedingungen (6r) von 
selbst erfüllt. Es gibt also imtaer Lösungen; und zwar r unabhängige, 
ans denen sich alle .. andern linepr zusammensetzen lassen. Wenn 
die Determinante des Systems nicht gleich Null ist, dann gibt es 
nur die triviale Lösung, die aus lauter Nullen, besteht.

§ 164. Vorbereitende Betrachtungen zu E. Schmwts Theorie der 
’ ■ ' ' ' lihearen GleichungäsyÄeme.

In § 80 betrachten wir Systeme von n Zahlen und definierten 
das innere Produkt zweier Systeme.

Jetzt wollen wir Systeme betrachten, die ans. einer Folge von 
reellen Zahlen bestehen, also Systeme von folgender Gestalt

' ' ‘ ’ «3» • • •
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Zwei solche Systeme 

und yv y^ ... 

gelten als verschieden, sobald wenigstens eine von den Gleichungen 
(1) a:s = yn (n = 1, 1, 3, .
nicht erfüllt ist.

Wir beschränken uns hier auf die Betrachtung von Systemen
xx, x2, xt, . . .., hei denen die Reihe

konvergent ist. Ein solches System nennen wir einen Vektor 
und xx, x2, Xg, . . . seine Komponenten. Die Summe der Reihe 
x^ + .4- ^s2 + • • • beißt die Norm des Vektors, die positive
Quadratwurzel daraus seine Länge.

Zur Bezeichnung des Vektors xx, xs, . . . benutzen wir den 
Buchstaben x.

Wenn x und y zwei Vektoren sind, so ist die Reihe
+*2% + ^% 

konvergent.
Man hat nämlich, wenn ui; u2, . . un und vx, vi} . .®n be

liebige reelle Zahlen sind

also

Wendet man diese Ungleichung auf den Fall 

v. 
an, so ergibt sich

WS^2- (^ = i, 2,..
Nun ist aber 2%2 n*°ht größer als die Summe der Reihe 

a/4- x* 4- x^ 4-. . . und ^y^ nicht größer als die Summe der 
n

Reihe y^ + y22 + y32 + ■ • ■ Daraus folgt, daß Jxvy„\ beiunend- 
»■=1

lieh zunehmendem n unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Damit 
ist aber die Konvergenz der Reihe f yx | 4- [ x3 y21 + [x3y31 4 . . . 
bewiesen, also die absolute Konvergenz von 4- x2 y2 4- x3 ys 4- . ..



E. Schmidts Theorie der linearen Gleichungssysteme 409

Wir definieren nun die Summe der Reihe xt yx + r2 yz 4- a;3 y3 4- ... 
als das innere Produkt der beiden Vektoren x und «/ und be
zeichnen es mit (xy).

Wenn a eine beliebige reelle Zahl ist, so soll das Symbol a x 
zur Bezeichnung des Vektors axl, ax2, axs, ... dienen.

Als Summe der beiden Vektoren x und y definieren wir den 
Vektor, dessen Komponenten xl 4- yx> y2> x3 + y3, ... lauten. 
Da die Reihen

>i2 + ^22 + y2 4- Jh2 4- y32 4- . • •,
2 a\ yt 4- 2 X2 y2 4- 2 a>s y3 4- . . .

konvergieren, so ist auch die Reihe

(«1 4- yCr + (®2 + + (^3 + y»? + • • •
konvergent-, die aus ihnen durch Addition entsteht.

Wir bezeichnen die Summe von x und y mit x^y.
Wenn x, y, x Vektoren sind, so gilt die Formel

(2) (x + y, x) = {x x) + [y x).

'Lwä Vektoren x und y sollen orthogonal heißen, wenn
{xy) = 0

ist, wenn sie also das innere Produkt Null geben.
Für n paarweise orthogonale Vektoren x™, x®, . . ., xw gilt, 

wie sich durch wiederholte Anwendung von (2) ergibt, die Formel

(2 2 — 2 >
d. h. die Norm der Summe ist gleich der Summe der Normen. 
Dieser Satz ist das Analogon des pythagoreischen Lehrsatzes. 
Man erhält den pythagoreischen Lehrsatz der Ebene, wenn man 
n = 2 setzt und unter x(i\ zwei orthogonale Vektoren in der 
Ebene versteht.

Den Vektor, dessen Komponenten alle gleich Null sind, nennen 
wir den Nullvektor und bezeichnen ihn mit 0. Die Gleichung 
x = 0 bedeutet also, daß alle Komponenten von x verschwinden 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß die Norm von x gleich 
Null ist.

Sind ax, a3, . . an reelle Zahlen, aber nicht alle gleich Null, • 
und x(1), a;(S, .. ., x,n> n Vektoren, so heißt der Vektor

ax z'” -j- a^x™ 4- ... 4- anxM
eine lineare Kombination von a:(1), xli>, . . xM. Die Vektoren 
®(1), a;(a, . . ., x™ nennt man linear abhängig, wenn unter ihren 
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linearen Kombinationen der Vektor 0 vorkommt. Andernfalls heißen 
sie linear unabhängig.

Sind xm, xm, . . ., xM paarweise orthogonal, so folgt aus

ix, aj'” + + • • • + «„ad"’ = 0

nach dem pythagoreischen Lehrsatz

a^x^x™) 4- a^^x^ 4- ... 4- d^x^^ = 0.

Ist keiner der Vektoren x^ gleich Null, so können wir schließen, daß 

«i = »2 =•••=«„ = 0
ist. D. h. n paarweise orthogonale Vektoren, die alle von Null ver
schieden sind, können nicht linear abhängig sein.

Einen Vektor mit der Norm 1 wollen wir einen Einheits
vektor oder eine Achse nennen. Jeder von 0 verschiedene Vektor 
läßt sich durch Multiplikation mit einer reellen Zahl in einen Einheits
vektor verwandeln. Man nennt diesen Prozeß das Normieren des 
Vektors.

Will man z. B. den Vektor x (4= 0) normieren, so muß die 
Zahl a so gewählt werden, daß

(a x, ax) = a2 {x x) = 1 
wird. Es muß also

1 
d ~ d" ,/7~—t — y (xx) 

gesetzt werden.
Ein orthogonales Achsensystem ist nichts anderes als ein 

System von Einheitsvektoren, die paarweise orthogonal sind. Ein 
solches System kann aus einer endlichen Anzahl von Vektoren be
stehen oder aus unendlich vielen. Z. B. bilden die Vektoren

i,6,o,...,
■ .. . . .o, 1, 0,.. '

0/0,1,...,

ein orthogonales Ächsensystem mit unendlich vielen Achsen.
Von Wichtigkeit ist die Zerlegung eines Vektors y in bezug 

auf ein orthogonales Ächsensystem. x% . . ., xw seien n Achsen, 
die ein solches System bilden. Dann heißen die Vektoren

{yx^x^, lyx®)xa, . . .,

die Projektionen von y auf die Achsen sc0’, 0®, . . x^.
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Setzen wir
(3) y = (yx^x™ + . . . ly x^} xw + x,
so ist

(xxa)) = (xx{2)) = . . . = = 0.
Die n + 1 Summanden, in die wir y zerlegt haben, sind also 

paarweise orthogonal, und der pythagoreische Lehrsatz liefert
= {y^? + • • - + (yxw)2 + (xq, 

so daß immer
(4) + . . . + {yxM)2^(yy)
ist. wie man auch das orthogonale Achsensystem x^, x12’, . . x(nl 
wählen mag.

Die Formel (3) enthält die Zerlegung des Vektors y in 
bezug auf die Achsen oder nach den Achsen ad11, x^, . . ., x<n}. 
Der Vektor (yx^x^ heiße die «W-Komponehte von y, und « 
der Rest von y modulis a;*1*, x&, . . . xw.

Die Formel (4) nennen wir die pythagoreische Ungleichung.
Wenn ein unendliches orthogonales* Achsensystem vorliegt, so 

bilden diejenigen Achsen x, die der Ungleichung
(.V«)2 > Q

genügen, eine abzählbare Menge, y ist ein beliebiger von Null ver
schiedener Vektor.

Sind sr0*, xw, . . ., xM n Achsen des Systems, deren innere 
Produkte mit y zum Quadrat erhoben größer als sind (d > 0), 
so folgt aus (4)

<(yy}> d.h. n<{^-

Es gibt also nur eine endliche Anzahl solcher Achsen.
Nun setze man der Reihe nach d gleich I, j, • Dann be

kommt man zuerst nl Achsen x, für die
(jr®)2 > 1

ist, dann n2 Achsen x, für die

ist, dann Achsen x, für die
, ." i^(y^ > 1 '
ist, usw.

Es ergibt sich auf diese Weise eine Folge 
’ ®<1,) äi^, x^, ■. .., 
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in der jede Achse des betrachteten Systems verkommt, die mit y 
ein von Null verschiedenes inneres Produkt gibt, d. h. zu y nicht 
orthogonal ist. Diese. Achsen bilden also eine abzahlbare Teil
menge in dem System.

Nun wollen wir y der Reihe nach mit den Achsen

1, 0, 0, 0, . . .,
0, 1, 0, 0, . . .,
0, 0, 1, 0, . . .,

zusammenfallen lassen. Dann erhalten wir eine Folge von abzähl
baren Teilmengen

• - •
in unserm orthogonalen Achsensystem. Jede Achse des Systems ist 
wenigstens in einer dieser Sl-Mengen enthalten. Sonst müßte sie 
ja zu jeder der Achsen 1, 0, 0, 0, ...; 0, 1, 0, 0, ...; 0, 0, 1, 0,. 
orthogonal sein, was offenbar unmöglich ist.

Da eine abzahlbare Menge von abzahlbaren Mengen wieder ab
zahlbar ist, so haben wir bewiesen, daß jedes unendliche ortho
gonale Achsensystem abzahlbar ist. Wir können also ein 
solches System immer in Form einer Folge

~(1) ~(2) r(3)X» j j Uz y • . »
schreiben.

Diesen Achsen entspricht nun die Projektionenfolge

{yxS^x^, (yx^x^, (yx(3))x(S>, . . .
des Vektors y.

Setzen wir
s<»> = (y rc’1’) x(1> + [x y!)) a;(2) 4-. . . + [y ,

so wird für p — 1, 2, 3, . . .
(s<«+r) — } — s(n)) = . 4- (yai^+r^2,

Die Reihe
4- (yx^)2 4* {xxf3^2 4- ■ • •

ist aber konvergent, da ihre Partialsummen nicht größer als (yy) sind. 
Man hat also, sobald m, n beide größer sind als eine gewisse 

Zahl v
(5) (s(m’ — sM, — s<n)) < e.

e bedeutet dabei eine beliebig vorgelegte positive Zahl.
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Sind s/’1’, ss(n), ... die Komponenten von s“, so lautet die 
Ungleichung (5) ausführlich geschrieben
(5') (51« - s/»’)2 + + ...<«•

Sie zieht die Ungleichungen
(s™ — s^)2 < s,
(szM — Sj"1’)2 < e,

nach sich, und wir ersehen aus ihnen, daß jede der Folgen 

konvergent ist.
Setzen wir 

limskw = sk, 
71 —<x>

so ist Sp s2, Sj. . . . sicher ein Voktor.
V + y ++ s/

ist nämlich der Grenzwert von
(Sj“)2 + + • • • +

für unendlich zunehmendes n. Da ferner

(^'"f + (s™)* + . . . + Sw)
und

(sw,. s«) = iy^2 + + . . . + (yx^ g (yy)
ist, so hat man beständig

(V*)2 + + ■■■ + t >

also auch
®iz + V + • • • + V—

Daraus folgt, daß die Reihe s^ + s22 + ®3Z + • • • konvergiert, 
daß also s1( s2, s3, ... ein Vektor ist.

Die Vektorenfolge s(1), s^, sw, . . . steht zu dem Vektor 
si> s2> 8s’ • • •> den wir mit s bezeichnen wollen, in folgender Be
ziehung.

Wenn eine positive Zahl s vorgelegt wird, so ist
(6) (sw — s, sM — s) 6,
sobald n eine gewisse Zahl v übertrifft.

Die linke Seite der obigen Ungleichung ist nämlich gleich dem
Grenzwert von
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- S])* + ~r + • • • + (SW - 
für unendlich zunehmendes p.

Andrerseits hat man aber 
lim ((V - - s^}

#1 = 00

= V + --- +V’-^)2-
Da nun für m, n > v die Ungleichung (5') besteht, so ist

(s/»’ _ Sj M)* + , . . -p 's^' - 3^ < « 
und daher , ,

(«j“ - «J2 + . . . + (V’ “ 6 ,
mithin auch

(s/"’ - + (s2M - si)2 • - ^e.
Das ist aber die Ungleichung (6). Sie besagt, daß die Norm 

von s — sM nach Null konvergiert. Dieses Faktum! drücken wir 
durch die Formel
(7) lims’’" = s
aus und nennen s den Grenzwert von

Aus der Formel (7) folgen zwar die Formeln
lim skM — sk, (ä = 1, 2, 3, , . .)

aber diese Formeln ziehen keineswegs immer die Formel (7) nach 
sich. Ist z. B. dn) der folgende Vektor

1 __ 1 J __  1_
Vn + 1 ’ Vn + 1 ’ 2]/n + 2 ’ ’ 2 y n + 2 ’

(n + IJ-mal (n + 2)-mal

1 1 ■
3 y n + 3 ’ ‘ ’ 3 y n V ’ ''

(n + 8)-mal 
so ist offenbar

lim.V = 0 
n=oo 

und trotzdem ist
lim (s("’ — 0, sM — 0) = lim (sw

nicht gleich Null. Es wird nämlich

• 1+^.+± + . .. ■ ■

In unserer obigen Entwickelung steckt ein Kriterium für die 
Existenz des Grenzwertes eines Vektors.

lim existiert dann und nur dann, wenn sich jedem positiven « 
ein Index v entgegenstellen läßt, so daß
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__ gin) g(m) _  g
wird, sobald m und n beide größer als v sind.

Den einen Teil dieses Satzes haben wir oben bewiesen.
Wenn lims(n’ = s ist, so sind bei passender Wahl von v die 

Normen
(«W — s, s^ — s), («C'+b — s, s^+b —

alle kleiner als e2/4. Wenn m, n irgend zwei Zahlen der Folge 
v, v + 1, v + 2, ... bezeichnen, so ist

(s^* — SM^ g<m> — s(n)j _ — s _|_ s — SW, s(m) — j _j. s — s<n)) .

Nun gilt aber für zwei beliebige Vektoren x, y die Formel

(i + s, x + #) - SK + 9J> - 2",’ + Sä'»’ + 2S>.S.
,, +2».!+
d. h. ,

(® + y, x + y)^ (/(M + }W))2 
oder

(8) + «/,« + y (« x) + y ty y).
In Worten lautet diese Ungleichung:
Die Länge der Summe zweier Vektoren ist nie größer als die 

Summe ihrer Längen.
Der entsprechende Satz im gewöhnlichen Baume besagt, daß 

in einem Dreieck keine Seite größer ist als die Summe der beiden 
anderen.

Nach Formel (8) wird

■j/^M j_ ,SI'")J g^O — gM) «g y — s * SM — y^ö>> _ $ , SM — s) S .

Damit haben wir auch den anderen Teil des obigen Kriteriums 
für die Existenz von lims(n) bewiesen.

Wir wollen hier einige einfache Sätze über Grenzwerte von 
Vektoren einschalten, die man beim Rechnen mit solchen Grenz
werten braucht.

§ 165. Sätze über Grenzwerte von Vektoren.
1. Aus

lim xn = x und lim yn = y 
folgt

lim («„+ «/„)= .a; + ^.
In der Tat ist die Länge des Vektors

+ y - K + yJ = x + y - yn
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nicht größer als die Summe der Längen von x — xn und y yn. 
Da diese beiden Längen nach Null konvergieren, tut es auch die 
Länge des Vektors (x + y) — (xn + yj. Das bedeutet aber, daß 
lim(z„ + yj = x y ist.

2. Wenn an eine reelle Zahl und xn ein Vektor ist, so folgt 
aus Hma;n = x und limait = a

= ax .
In der Tat ist

a x - an xn = [a - aj x + an (x - xj.
Die Länge von (a — x ist aber gleich

j a — an j ]/ (a; a;), mithin lim (a — an) x — 0
und die von an(x — xn) gleich

I an I - •%)> mithin lim an (x - xn) = 0.
Daraus folgt

lim(ax — anxn) — 0 und lima xt = ax.
3. Wenn x, xn und y Vektoren sind und lim xn — x ist, so 

folgt daraus
lim = ^y\

Man hat nämlich
^y) - ^„y) = y}

und (x — xn, y) ist seinem Betrage nach kleiner oder gleich

Wenn
lim ar, = x und lim in = w

ist, so folgt daraus
iimGVZ.) =

Der Grenzwert des inneren Produktes zweier Vektoren ist gleich 
dem inneren Produkt ihrer Grenzwerte.

Man schreibe, um dies zu erkennen,

. K yj~ (xny) + (®b,?4 -2/).
Wie wir wissen, ist

lim Ky) = ^y)-
Ferner ist (xn, yn — y) seinem Betrage nach kleiner als

^yn-y, yn-y), 
woraus hervorgeht

lim^». yn -y) =
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Schließlich ergibt sich also lim(xnyn) — (xy).
4. s = vx 4- v2 + v3 + ■. . . sei eine konvergente Vektorenreihe 

und w ein beliebiger Vektor. Dann ist
(wsj = (w, 4“ ^ + ••• + ”„) = (uvj 4- (uvj 4- • • • + (W®„)

und
(w «) = lim (w sj = (uv1) + (u v2) 4- . . .

Insbesondere ist
(ss) = [sv^ 4- (sv2) 4- 4-...

Sind die Vektoren v1, v2, vs, ... paarweise orthogonal, so wird
(« vj 4- («a «„) + • • • = K •

Man hat also in diesem Falle
(««) = favj 4- (v2v2) 4- • • ■ , 

d. h. die Norm der Summe ist gleich der Summe der Normen.
5. Bilden v,, v2, vs, . . . ein orthogonales Achsensystem, so ist 

die Reihe
«1 ”1 + «2 4 + % V3 + • • ' > 

in der a1? a2, as, . .. reelle Zahlen sind, dann und nur dann kon
vergent, wenn die Reihe

Uj2 4 a22 + 44 4" • • • 
konvergiert. Daß diese Bedingung notwendig ist, ersieht man aus 
Nr. 4. Aus

s = v1 4- «3 4" «s vs + • • • 
folgt nämlich, wie wir zeigten,

M = (a, , ax Vj) 4- (a2 ®2, a2 4- • • • 
= 42 4- 4* 42 4* • • •

Wenn umgekehrt 424-a32 + fl32 + • • • konvergent ist, so gilt 
für die Partialsummen sn = v2 4- .. . 4- anvn die Formel

(«m - sn> sm ~ SJ = ®»+i 4- • • • 4- ■ (rn > n)
a„+1 4-... 4- < ist aber für n > v kleiner als s. Man hat also 

für m, n > v
~ Sn> Sm ~ < 6 '

Daraus folgt die Existenz von limsB, d. h. die Konvergenz der 
Reihe «j vr 4- a2 v2 4- . . . Die angegebene Bedingung ist daher auch 
hinreichend.1

1 Man kann das Resultat von Nr. 5 auch so aussprechen: Eine Reihe 
paarweise orthogonaler Vektoren ist dann und nur dann konvergent, wenn die 
Reihe ihrer Normen konvergiert.

Kowalewski, Delernünanton 27
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6. Man sieht sofort, daß eine konvergente Reihe paarweise 
orthogonalet Vektoren konvergent bleibt und ihre Summe nicht 
ändert, wenn man die Glieder der Reihe beliebig umordnet.

U + + p3 + • • • se* cine solch® Reihe und 4- w2 4- -c3 4- ... 
entstehe aus ihr durch Umordnen der Glieder.

Da (vgl. Nr. 4)
(h w3) + (i’3 ’-'3) + . . . 

konvergent ist, so ist auch

^l) + W2) + (W3 «’s) + ‘ • •
konvergent, folglich auch die Reihe u\ + w2 -r w3 4-... Wir haben 
also nur noch zu zeigen, daß ihre Summe er gleich der Summe s 
der Reihe 4- «2 + »3 + ... ist.

Nimmt man in i\ 4- v2 + . . . eine beliebige Partialsumme 
sn = «j 4- ®2 4- ... 4- vn, so wird bei genügend großem m die Partial
summe <r = w, 4- w, 4- ... + wm die Glieder v,, v.........  r enthalten. 
Es wird also

Gr — s„> — 3 i (»„ ,. 4- « ,4 4-. . .\ m n7 »i n' —v ft + 1 ntl' 1 ' »+• 2 «+2/ 1

sein, mithin auch
lim (ff„- sn, = (ff-^, <j-sn)^(yn+v t;+2l + ...

m = oo

Daraus folgt
lim (ff - sn, <7 - sj = [a - s, a - s) = 0, 

d. h.
ff = s.

Konvergente Vektorenreihen mit paarweise orthogonalen Gliedern 
sind also immer unbedingt konvergent.

§ 166. Zerlegung eines Vektors in bezug auf ein unendliches 
orthogonales Achsensystem.

Wir kehren jetzt zu den Betrachtungen in § 164 zurück. 
.r1', a;l2>, xCi>\ ... sei ein unendliches orthogonales Achsensystem und 
y irgend ein Vektor.

Wir wissen, daß die Reihe

(yxW'jx'1' 4- 4* (yx'^x31 -4 . . .
unbedingt konvergiert

Setzen wir nun
(1) y — % 4- {y x(V)x'Vl 4- (jjx'^x’2' 4- (yx^^x*-314- ■ • 
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so ist % zu allen Achsen «(,), xli>, x{3\ ... orthogonal. Aus (1) folgt 
nämlich (vgl. § 165, Nr. 4)

(yx^) = (xxM) + 4-. . .,
d. h.

(yx^) = (««'i!)) 4- Ö/$<n)), 
also

(xx™) = 0. (n «= 1, 2, 3, ...)

Wir haben also y durch eine Reihe dargestellt, deren Glieder 
paarweise orthogonal sind. Bis auf eins, nämlich x, sind diese Glieder 
die Projektionen von y auf die Achsen x(v\ Das ist genau dieselbe 
Zerlegung, wie wir sie in § 164 für ein endliches orthogonales 
Achsensystem hatten.

lyx^x^ nennen wir wie dort die «/^-Komponente und % 
den Rest von y modulis «(”, x{i\

Wenn x = 0 ist, so sagen wir, daß y sich aus den Achsen 
xa\ xw, «(3), ... linear zusammensetzen läßt. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung für das Verschwinden von x lautet 

(2) (y y) = {y x^)* + {y x™)2 4- (y «!3ja 4- . . .
Aus (1) ergibt sich nämlich, weil x, «<n, z®, ... paarweise ortho
gonal sind,
(3) (yy^^U/^

Es ist also dann und nur dann «= 0, wenn die Gleichung (2) 
stattfindet.

Wenn sich’ aus «(1), xi2\ x{3\ ... jeder beliebige Vektor linear 
.zusammensetzen läßt, so nennen wir dieses orthogonale Achsensystem 
ein vollständiges. Die Gleichung (2) muß dann für jeden Vektor y 
gelten.

Ersetzt man yn durch 1 und alle übrigen Komponenten von y 
durch Null, so verwandelt sich (2) in
(4) '
Die Quadratsumme der nteD Komponenten von «(1), «<a, «(S|, ... ist 
also gleich 1. Das gilt für n — 1, 2, 3, ...

Ersetzt man ym und yn (m < n) beide durch 1 und alle übrigen 
Komponenten von y durch 0, so geht die Gleichung (2) in fol
gende über

2 = V’)2+---
Hieraus ergibt sich unter Beachtung der Gleichungen (4)

(5) 4- «J» x^ 4- x^ x® 4- ■ • ■ = 0. (m < n)
27*
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Die Relationen (4) und (5) besagen, daß die Vektoren
/ „ (1) r (2) r (3) vVj f j j «X/j f * • e J

^2°’’ X22)> ®2<3’’ ’ 1 •’

rf (1) /y (2) sy (3)
^3 ’ <3 1 ^3 ’ ’ ’ ’>

ein orthogonales Achsensystem bilden.
Umgekehrt läßt sich, wenn (6) ein orthogonales Achsensystem 

ist, die Vollständigkeit des orthogonalen Achsensystems «!J), x'3’,...
beweisen.

Es genügt sogar schon zu wissen, daß für n = 1, 2, 3, ... die 
Gleichung (4) stattfindet, daß also die Vektoren (6) Achsen sind. 
Dann läßt sich nämlich jeder der Vektoren

1, 0, 0, 0, . ..,
z^x 0, 0, . . .,

0, 0, 1, 0, . . .,

linear aus xa), xf2>, xa>, . . . zusammensetzen. Dasselbe gilt folglich 
von jedem Vektor y, der aus einer endlichen Anzahl von Vek
toren (7) durch lineare Kombination hervorgeht, also von jedem 
Vektor
(8) yv y2, ■ • ■ , yn, 0, 0, ...,
dessen Komponenten mit einer endlichen Anzahl von Ausnahmen 
gleich Null sind.

Ist nun y oder yv yv y3,-.. ein beliebiger Vektor und be
zeichnet man mit yM den Vektor (8), so gilt die Formel

lim yM = y.
In der Tat ist

(y - yM, y - = yhi 4- yl+t + • • •>
und da die Reihe

%2+ %2+ • • •
konvergent ist, so folgt

lim (y — yM, y — = 0, also lim yM = y.

Nun läßt sich yM linear aus x{2), x^,... zusammensetzen. 
Man hat also

y^ = (yM x^x^' + ly^x^x^ + • • .
Andrerseits ist

y = % -f- lyxw} a:”1 + lyx^'} x^ + . ..,
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mithin
y — = % (y — yM, xa) 4- (y — yM, a;®) x(2) 4* ... — % 4- vM,

wobei wir
vw = ly — yM, x^ x'v !y — y^, xarj ®(2) + . . . 

gesetzt haben.
Da

^11)2 4* 0/ — ^n>> + ■ • •

(y - yM, y - yM} 
ist, so folgt

lim (y^ V"'1) = 0, d. h. lim = 0.
Mithin ist

lim {y — y'Mr] — x, d. h. « = 0.
Es gilt also folgender Satz:
Ein orthogonales Achsensystem

o» (1) rp (I) rp (1) , Jr2 , ?
(2) T (2) ~ (2)

m\ ’h > ^2 ? ^3 1 * * *5

aA »A x™ ...,

ist dann und nur dann vollständig, wenn die Reihen 
fo'1’)2 + 4- fei'31)2 4- • •

(*A2+■ 

!>A2 + («3(2,)2+ fe3<8,)2+ ■

alle die Summe 1 haben.
Wenn man das Schema (9) um die Hauptdiagonale herumklappt, 

so entsteht das Schema (6). Ist (9) ein vollständiges orthogonales 
Achsensystem, so gilt dasselbe von (6). Denn außer den Gleichungen 

W1’)2 + W21)2 + W3))2 +.■•,- 1 (n = 1, 2, 3,...) 
gelten wegen der Vollständigkeit von (9) auch die Gleichungen.

+ W21
Die Vektoren (6) bilden also ein orthogonales Achsensystem. 

Dieses ist vollständig, weil die Bedingungen
fo“)2 4- (®2(n))2 + ^3<n))2 + ‘ • = 1 (»= 1, 2, 3,...)

erfüllt sind.
Ein endliches orthogonales Achsensystem kann nie vollständig 

sein. Sind xm, x{i\ paarweise orthogonale Achsen, so ist
wegen der Konvergenz der Reihen
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für genügend großes n

+ «2? + • • • + < i-
Setzt man also yn = 1 und alle übrigen Komponenten des 

Vektors y gleich Null, so ist y nicht in der Form
y = a, aP 4- ... + ap 

darstellbar, weil dann

«i = = rnm, • • ■> aJt =
sein müßte und

Wenn a:'1', x2’, z(3), ... ein unvollständiges orthogonales Achsen- 
system ist, so gibt es einen Vektor y, dessen Best ® modulis a/1’, 
x'2'', x{\... von Null verschieden ist. Normieren wir diesen Rest, so 
entsteht eine Achse, die zu allen Achsen-^1’, x™, xs\ ... orthogonal 
ist. Ist umgekehrt eine solche Achse x vorhanden, die zu allen 
Achsen eines orthogonalen Ächsensystems ft11’, orthogonal
ist, so ist dieses System unvollständig, x ist nämlich sein eigner 
Rest modulis af1’, xi®, x{S\ ...

Wir können also ein unvollständiges orthogonales Achsensystem 
auch dadurch charakterisieren, daß es eine Erweiterung gestattet, 
d. h. daß es eine Achse gibt, die zu allen Achsen des Systems ortho
gonal ist. Bei einem vollständigen orthogonalen Achsensystem ist 
eine solche Erweiterung unmöglich, weil jeder Vektor in bezug auf 
das System den Rest 0 hat.

§ 167. Auflösung eines speziellen Systems linearer Gleichungen.

x'v, x'2’, x^, ... sei ein vollständiges orthogonales Achsensystem. 
Die Komponenten von xM bezeichnen wir wie bisher mit xiM, 

(n) ,y (n)
^2 «J- , • * •

Wir wollen jetzt folgendes unendliche Gleichungssystem be
trachten:

sV“ + x™ x2 4- x™ x3 + . . . = y^,
a^® ajj 4- x/» x2 4- k/2’ x3 -f- • • • = y,,

V 1 x^ 4- «j'® x2 4- x3 = y3,

Hi’ Vn ys> ein Vektor sein, d.h. die Reihe ?//+ ya24 %*4-... 
soll konvergieren. Die Unbekannten xt, x2, x3,... sollen ebenfalls 
die.K mponenten eines Vektors sein, den wir x nennen wollen.
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Dann lassen sich die Gleichungen (1) auch so schreiben:

Da wegen der Vollständigkeit des orthogonalen Achsensystems 
^(1) ^(2) ^(S)

x = «;(1) + (a;a;®) + • • •
ist, so wird
(2) x, == yx 4- y2 x™ + . . .

Gehen wir nun umgekehrt von der Reihe
(3) yx a;'” + y2 + y3 ®'S1 + . • •

aus, so ist zunächst zu bemerken, daß eie konvergiert. Denn es 
wird ja vorausgesetzt, daß yv yä, ys,... ein Vektor ist, daß also 
y,3 + + Vs + • • • konvergent ist. Daraus folgt aber, wie wir ge
sehen haben (§ 165 Nr. 5), die Konvergenz der Reihe (3).

Bezeichnen wir ihre Summe mit x, so wird (§ 165 Nr. 4)
(xx-n}) — yx (.r'1’ ®(h)) + y.^x^ . . ■ — yn,

d. h. x erfüllt die Gleichungen (1).
Das Gleichungssystem (1) hat also unter den gemachten Voraus

setzungen eine und nur eine Lösung, die durch die Gleichung (2) 
gegeben ist.

§ 168. Orthogonalisierung linear unabhängiger Vektoren.

Eine wichtige Rolle in der Schmidt sehen Theorie spielt das 
Orthogonalisierungsverfahren, welches wir jetzt darlegen wollen.

Wir betrachten zunächst ein System, das aus zwei linear unab
hängigen Vektoren u, v besteht. Daun läßt sich die reelle Zahl a 
so wählen, daß

u und v + au
zueinander orthogonal sind. Um zu bewirken, daß

(u, v + a u) = (u v) + a (w w) = 0 
wird, braucht man nämlich nur

(u v) 
~ (uu)

zu setzen. Da u, v linear unabhängig sind, so ist (uu) > 0. Wäre 
{uu) = 0, d. h. u = 0, so hätte man u = 0®, und u, v wären linear 
abhängig.

Von den n + 1 linear unabhängigen Vektoren 
U{V>, U™, , . Ww,), V 
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seien die n ersten paarweise orthogonal. Es sei also
(«W w^) =0. [r, s = 2, ..., n\ r^s)

Nach der vorhin gemachten Bemerkung läßt sich die reelle 
Zahl ay so wählen, daß

u& und v + a^u^
zueinander orthogonal sind, daß also

v + ayu^) — 0
ist. Bildet man nun den Vektor

v + aY u™ + a2 u® + . . . + an uM,
so ist er zu jedem der Vektoren ua\ orthogonal. Um
z. B. zu erkennen, daß er zu w(1) orthogonal ist, beachte man, daß 
die Gleichung

n
(u™, v + a. ua> + a„ wl2>+ ... + an uM) = (ua), v 4- ax um) u^'}

» = 2
gilt und alle Glieder der rechten Seite verschwinden.

Die Vektoren
«<« w(2), . . ., u^, v + ax u<« + • • • + «„w(n)

sind alsö paarweise orthogonal und außerdem linear unabhängig, 
weil ua\ ..., es sind.

Aus dem Obigen geht folgendes deutlich hervor.
Wenn ua\ u™, u™, ... eine endliche Anzahl oder eine Folge 

linear unabhängiger1 Vektoren ist, so lassen sich die Konstanten

1 Unendlich viele Vektoren heißen linear unabhängig, wenn jede endliche 
Anzahl, die man unter ihnen herauagreift, aus linear unabhängigen Vektoren 
besteht.

a21> a31’ a32J atl> ®42’ ®43 > ' ’ "
so wählen, daß die Vektoren

= W(1),

v<3) = a31 ®(1) + a32 v™ + mi3),

paarweise orthogonal sind. Man wählt zuerst a21 so, daß zu vm 
orthogonal ist, dann a31, a33 so, daß w(3) zu und «<2) orthogonal 
ist, usf.

Den Übergang von dem Vektorensystem m(1), w<2), u®\ ... zu 
vm, vm, ®(3)> ... nennt E. Schmidt den Orthogonalisierungs- 
prozeß. n(1), ... sind alle ungleich Null.
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Dividiert man jeden der Vektoren va\ ... durch seine 
Länge, so ergibt sich ein orthogonales Achsensystem xa\ a/2’, xP, ...

Aus den Gleichungen (1) ersieht man, daß die x sich durch 
die u in folgender Weise ausdrücken:

~ cn
^<2) = c21 w(1> + e22 u®, 

= »31 M<1> + ^2 M<2’ + C33

Da die Zahlen c„, c„, ... alle von Null verschieden sind, XI' al ' o o z
so folgt aus (2)

■ u^ = a;(”,

,3x = /21+ /22 *(2)’

W® = /si + Z32 xW + ^38

Jeder Vektor, der sich aus einer endlichen Anzahl von Vektoren 
xM zusammensetzt, setzt sich auch aus den gleichnamigen w<n) linear 
zusammen und umgekehrt. Das zeigen die Gleichungen (2) und (3). 
Wir nennen die Systeme w(1), wl2), u(S>, ... und aZ1’, x(2>, x(3>, ... wegen 
der angegebenen Eigenschaft äquivalent.

Es ist leicht, das orthogonale Achsensystem explizite hinzu
schreiben. Man multipliziere die Determinante

(«'” um) . . . [um u'n~1‘) ua>
U’« =

mit
u{V) . . . (uM u'n~lr) UM

cu 0 ... 0
C21 «22 • • • 0

Cnl Cn2 ‘ ‘ ‘ Gnn

und zwar derart, daß man die Zeilen von Cn mit den Spalten von 
Vin) zusammensetzt. Dadurch ergibt sich

w(1>). .. (xm u^-1) 
Cn =

(xf”* w(1)).. . (a/n) a^n)

Multipliziert man diese Determinante mit
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clx ... 0 0

Cn-1,1 • ' ■ cn-l, n-l

0 . . . 0 1

und zwar nach Zeilen, so kommt

Andrerseits ist aber (vgl. § 172)

(a:(1) a;(1)) . . (a/11 a/”-1) a:*1’

a/1’) . . (a/n) a^"-1)

1 . .
i . . . .

. (w(1) u(n))
n

(a;(1) a;(1>) . . (x(1) aj(w)
- 1

I {u^ w(1)) . . . \v!n} uM~) (a>“ a^1’) . . (a;w

Bezeichnet man also die Gram sehe Determinante von w(1), 
uM mit Dn und setzt Do = 1, so hat man

VAä’ VW, ’ 
oder ausführlich geschrieben

VW^Ü^) ’
x'1’ =

1 (u^ UW) Um i

x'2)----
1 M*11) U^} j

|/ ( - I (u^ u^) u^) I

(u^ u^) (u^ um) w<» 
(«(’> «(») (u^ u™ 

U(v) ua))^(3) _ :=^

171 (u™ u^) 
F | (u™ uä>)

(uw um) 
uw)

(u(0 um) (w<o (uw uw)
(u™ u^) tu™ hfl u^)
(uw w(l)) (um um) (u™ u^)

§ 169. Ergänzung eines unvollständigen orthogonalen Achsen
systems zu einem vollständigen.

x^, x&, x<3), . . . sei ein unvollständiges orthogonales A'chsen-
system.
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Wir nehmen das vollständige orthogonale Achsensystem

1, 0, 0, 0, . .
T 0, 1, 0, 0, ...;

; 0, 0, 1, 0, . .

und ersetzen jede seiner Achsen durch ihren Rest modulis 
a;'-1’, x1-, . • Die Folge dieser Reste sei zll\ atP, . Jeder
von ihnen ist (vgl. § 166) zu allen xM orthogonal. Einige von den 
Resten xW können gleich Null sein. Sicher sind aber nicht alle 
gleich Null. Sonst ließe sich jeder der Vektoren (1) aus den 
linear zusammensetzen und dann wäre das System x(1), V2', ai3', ..., 
wie aus § 166 zu entnehmen ist, vollständig, während wir es doch 
gerade als ein unvollständiges voraussetzen.

Wir wollen in der Folge «■1), x™, z(S), . . . die Streichungen vor
nehmen, die § 173 vorschreibt. Es bleibe dann y^, y^, y&, .. . 
übrig. Diese y bilden entweder eine endliche Anzahl oder eine Folge.

Aus y™, ya, . . . leiten wir nun nach dem in § 168 dar- ’
gelegten Verfahren ein äquivalentes orthogonales Achsensystem 
ur”, U^, ... ab.

Dann bilden die u zusammen mit den x ein orthogonales 
Achsensystem. Je zwei x und je zwei u sind orthogonal und 
ein x und ein u sind auch immer orthogonal, weil jedes w!0 sich 
aus y'v, y™, . . ., y'"* linear zusammensetzt und diese zu den x 
orthogonal sind.

Es läßt sich zeigen, daß das orthogonale Achsensystem

(2) a;(1), a;®, tr®, . . ., u(1), ui®, w!S), . . .

vollständig ist. Wir brauchen uns nui’ zu überzeugen, daß. jeder 
der Vektoren (1) sich aus den Vektoren (2) linear zusammensetzt, 
und das ist fast selbstverständlich.

Der nte Vektor (1) läßt sich nämlich so schreiben:

V,l) + xa} + oD2?«;® + . . .

V”> ist aber entweder Null oder man kann es aus einer endlichen 
Anzahl von u linear zusammensetzen. Der Ausdruck (3) setzt sich 
also linear aus den Achsen (2) zusammen.

Damit ist bewiesen, daß man jedes unvollständige orthogonale 
Achsensystem zu einem vollständigen ergänzen kann.
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§170. Auflösung eines Systems linearer homogener Gleichungen.

Wir betrachten ein System linearer homogener Gleichungen 
ry (1) ^» „I _ ry (1) ry i //• (1) ry _l ——■

i *^2 *^2 ' J'3 *0 • * ' ’ v ?

+ x3(Sx3 + . . . = 0,
4- ®s<3)a:a + x3<3'x3 4- . . . = 0,

und nehmen dabei an, daß r(11, x^, o®,... ein orthogonales Achsen
system bilden, daß also die Relationen

x^x.^ 4- + . . . = 0,
x,<n) x.(n) 4- x,M xA"’ 4- ®sw 4" • • • — 1

gelten (m, n = 1, 2, 3, . . .; m^n}.
Die Unbekannten x3, x3, x3, . . . sollen die Komponenten eines 

Vektors x sein, d. h. r/ 4- x2 4- x2 4- . . . soll konvergieren.
Die Gleichungen (1) lauten dann

(V) (aj(1> a;) = 0, (sc'2) a:) = 0, , . ., (a;M x) = 0.
Die Lösung x = 0, die immer vorhanden ist, wollen wir al« 

trivial beiseite lassen, und nur nach Lösungen fragen, die ungleich 
Null sind. Eine solche Lösung können wir aber normieren. Es 
handelt sich also schließlich um die Frage:

Welche Achsen x erfüllen die Gleichungen (1'), d. h. welche 
Achsen x sind zu jeder der Achsen xm, a;®, aP, . . . orthogonal?

Ist a:(1>, aP, a:(3), ... ein vollständiges System, so gibt es keine 
derartige Achse, d. h. die Gleichungen (1) haben nur die triviale 
Lösung x = 0.

Ist a;(1), x^, a;(3), ... ein unvollständiges System, so ergänze man 
es (vgl. § 169) durch Hinzufügung geeigneter Achsen w(1), nP, ua\ . . . 
zu einem vollständigen, x ist dann nach § 166 in der Form

X = 4" (XX^X® 4- . . .
4- (xu^if11 + (««(a)u(2) 4* • •. 

darstellbar, und man hat, wenn die Gleichungen (1') bestehen 
(2) x — (xu^u^ 4- (xuw)um 4- . . .,
d. h. x setzt sich linear aus wl3), . . . zusammen.

Wenn umgekehrt x sich aus ua\ u™, u^, . . . linear zusammen
setzt, d. h. modulis u^, u^, u^, . . . den Rest Null hat, so erfüllt 
es die Gleichungen (1'). Aus (2) folgt nämlich (vgl. § 165, Nr. 4)

[xxM) = (a:w(1)) (u^x™) 4- (®w<a) (u(i)xM) 4- • ■ ■ = 0.
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Man erhält also alle Lösungen von (1), wenn man auf alle 
möglichen Arten die reellen Zahlen cn c2, c3, ... so wählt, daß 
die Reihe
(3) Cj M(1) + C3 U® + ßg W® + • • •
konvergiert. Das ist, wie wir wissen, dann und nur dann der Fall, 
wenn die Reihe + o22 + c32 + . . . konvergiert.

Wenn
x — u'1’ + cz a® + . . .,

1 Dz- • ■ ■ 8'nd die Komponenten eines Vektors, geben also eine 
konvergente Quadratsunune. Wenn wir diese Annahme nicht machen, gibt es 
Überhaupt keine Lösung. Denn die Reihe ZRxxW? ist konvergent.

so hat man nach § 165
(xx) = C2 + c* + . . .

Jede Lösung von (1) ist also nur auf eine Weise durch (3) dar
stellbar. Aus

ax + at + • • • = \ w® + • • •
würde nämlich folgen:

(«i - bju™ + (a3 - b^u™ + . . . = 0, 
also

(«i - V + («2 ~ W + • • ■ = 0.
Drücken wir die Tatsache, daß x modulis um, ua>, u^, . . . den 

Rest Null hat, durch die Formel
(4) :c = 0 (modd. ua}, uw, u&\ . . .),

so können wir sagen, daß die Gleichungen (1') und die Formel (4) 
völlig gleichbedeutend sind.

§ 171. Verallgemeinerung des Resultats in § 167.
Wir kehren zu dem Gleichungssystem (1) in § 167 zurück und 

schreiben es in der Form

(1) = yx, (xaP^y^, = ys, . . .

Damals nahmen wir an, daß xa\ al23, sc®, ... ein vollständiges 
orthogonales Achsen system bildeten.1

Jetzt wollen wir den Fall betrachten, daß xw, x™, «®, ... ein 
unvollständiges orthogonales Achsensystem ist.

Wir machen dieses unvollständige System durch Hinzufügung 
von ua\ u&, u'3\ ... zu einem vollständigen.
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Setzen wir
(2) (xu^-^, {xum) = v2,
so ist ux2 + v32 + va2 + . . . konvergent. Die Gleichungen (1) und (2) 
zusammen bilden also gerade ein System von der in § 167 be
trachteten Art. Man ordne die Gleichungen etwa so an

(3) (x aP) = yx, (xx^^y^, (x^ = vt,...

Sollte es nur eine endliche Anzahl von Gleichungen (2) geben, so 
kann man sie auch zuerst hinschreiben und dann die Gleichungen (1) 
folgen lassen.

Aus § 167 ergibt sich dann, daß 
(4. 1 x = y^ a/1' + y2 xt2’ + . . .

| 4- ®x ua) -f- v2 u'21 + . . .
die einzige Lösung von (3) ist.

Wir erhalten demnach alle Lösungen von (1), indem wir in dem 
Ausdruck (4) vt, w2, v3, ... auf alle möglichen Arten so wählen, 
daß «j2 + v2 + v32 + . . . konvergiert.

Da die Norm von x gleich

ist, so erhalten wir die Lösung kleinster Norm, wenn wir alle 
vn gleich Null setzen. Dann wird aber

x = xa> + y3 + • • •

§ 172. Kriterium der linearen Unabhängigkeit.

Bevor wir beliebige Systeme linearer Gleichungen betrachten, 
wollen wir ein Kriterium für die lineare Unabhängigkeit von 
n Vektoren d(1), vM entwickeln, das nichts anderes als
eine Verallgemeinerung des in § 134 behandelten GßAMSchen Kri
teriums ist.

Wenn die reellen Zahlen c1, ot, . . ., cn nicht alle verschwinden 
und so beschaffen sind, daß die Gleichung
(1) cx + ca t/2* + . ■. . + cn vM, ~ 0
stattfindet, so hat man zugleich

Cj (r'1'®'11) -|- c2 (i/11^21) + cn(v(1,vM) = 0,
Cj («<a f'1’) + c2 («(2) v(2)) + . . . + cn (i>(2) v“) = 0,

®(1)) -|- c, (t/"’ t/2?) + . . . -|- cn = 0.
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Die linken Seiten sind die inneren Produkte von + . . . 4- 
mit 1^,1^', . . ., v^. Sie sind gleich Null, weil + . • . 
gleich Null ist.

Aus (2) folgt aber, da die c nicht alle verschwinden
(y11; t/1') (P11 d,2!) ... (y1^ P’") 

yi2)) . . . [v{2) P"')

fy‘ie 0®) _ _ _ (y<ö y'n’j

Die hier auftretende Determinante wollen wir die G^AMSche Deter
minante der Vektoren’ v% v(2j . . . nennen. Ihr Verschwinden 
ist also für die lineare Abhängigkeit notwendig.

Wenn die Vektoren t/»,- . . ., vw linear unabhängig sind, so 
lassen sich, wie wir aus § 168 wissen, die reellen Zahlen en, c21, 
e,„, c„,, c„, c„„, . . . derart wählen, daß die Vektoren

a;'1’ — r(1),

af3) = c21®'1! + c22P2>,

- c,. + cn2ii2> -i- . . .,4- onnvM

ein orthogonales Achsensystem bilden.
Nun ergibt sich durch Multiplikation nach Zeilen

.(#« P”) ^'» P21) . . . cu 0 . . . 0

cnlon2---ßnn

^,(2)^1.^ ^,(2) ^421) , _ . xl.n^

und
[v(l1' 'y'n- x{i}) . . . (y'^ x'n>)

_ ^xwvM)
^(2) VM) . (x<®

cu 0 . . . 0
c21 c?2 ... 0

v'11) (of"’rl2>) . . . (x,n} v(n:rj ^1 "»12 • ■ ■ c>

(xfv xw) (x^x^) . . . {xm x(n}) 
^>x^ (x,2'a^) . . . ^XM) = 1.

(x^ x'2)). . . (.-r1”’ x'n))
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cu 0 ... 0 2 
°21 ßM ‘

Demnach ist
^(1) ^1) _ ^(1) v(nY

(v™V™) . (y<2)vW

(yM v{1}) (yM vw) . . . vM'

Daraus ersehen “wir, daß n linear unabhängige Vektoren eine 
positive GBAMSche Determinante geben. Das Verschwinden der 
Gbam sehen Determinante ist also für die lineare Abhängigkeit auch 
hinreichend.

§ 173. Verwandlung einer Vektorenfolge in eine äquivalente von 
linear unabhängigen Vektoren.

v(V, v™, ... sei eine beliebige Vektorenfolge. w(1) sei der
erste von Null verschiedene Vektor, den man beim Durchlaufen der 
Folge antrifft, vF der erste auf folgende Vektor, der nicht die 
Form en wm hat, uFy der erste auf folgende Vektor, der nicht 
die Form c„. uF1 4- c.„ w(i) hat usw.

Jedesmal kommt ein Vektor w neu hinzu, der sich nicht aus 
den bisherigen linear zusammensetzt. Ob ein Vektor diese Eigen
schaft hat, kann man mittels der Geam sehen Determinante fest
stellen.

Es ergibt sich durch das obige Verfahren entweder eine end
liche Anzahl oder eine Folge von Vektoren w, die so beschaffen ist, 
daß sich jedes vM durch eine endliche Anzahl von linear 
ausdrückt und umgekehrt.

Zwei solche Vektorensysteme nennen wir äquivalent (§ 168).
Es ist klar, daß die Vektoren w linear unabhängig sind, d. h. 

daß jede endliche Anzahl solcher Vektoren aus linear unabhängigen 
besteht. Wir haben die Vektoren w gerade so gewählt, daß kein 

sich aus den vorhergehenden linear zusammensetzt.
In jeder endlichen oder unendlichen Vektorenfolge gibt es also 

eine äquivalente Teilfolge linear unabhängiger Vektoren.

§174 . Reduktion eines Systems linearer homogener Gleichungen 
auf die Normalform.

„(iij 8ej eiae beliebige Vektorenfolge und x ein un
bekannter Vektor, der den Gleichungen
(1) (y^xj^O, (n13^) - 0, . ..
genügen soll.
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Nach dem in § 173 dargelegten Verfahren suche man in 
t!11’, v<2), «;<31, . . . eine Teilfolge w'1’, ww, ww, . . . linear unabhängiger 
Vektoren auf, die mit va), ft®, . äquivalent ist. Dann ist das 
Gleichungssystem (1) mit dem Gleichungssystem
(2) (m/1’ x) = 0, (w® x) = 0, (w(3> x) = 0, ...
äquivalent, d. h. jeder Vektor x, der den Gleichungen (1) genügt, 
erfüllt auch die Gleichungen (2) und umgekehrt.

Jeder Vektor w setzt sich aus einer endlichen Anzahl von 
Vektoren v linear zusammen und daher jedes (wx) aus einer end
lichen Anzahl von (yx). Ebenso setzt sich jeder Vektor v aus einer 
endlichen Anzahl von Vektoren w linear zusammen und daher 
jedes (n) aus einer endlichen Anzahl von (wx).

Nun wollen wir aus wm, w'2’, w&, . . . durch das in § 168 an
gegebene Verfahren ein äquivalentes orthogonales Achsensystem 
x^’, x{i\ . . . ableiten. Dann erhalten wir ein mit (2), also auch 
mit (1), äquivalentes Gleichungssystem
(3) (xf^x) —^), (ft®x) — 0, (x^'x) = 0, . . .,

das die in § 170 betrachtete Normalform hat.
Den Übergang von (1) zu (3) wollen wir die Reduktion auf die 

Normalform nennen, den Übergang von (1) zu (2) die Reduktion auf 
ein System unabhängiger Gleichungen.

§ 175. Direkte Behandlung eines Systems von unabhängigen 
linearen homogenen Gleichungen.

uP, w^, ... sei ein System linear unabhängiger Vek
toren und

»!1) = cn u>^
afZ) = c„. + c,„ w(2),

xft = c31 m/’1’ + e32 w(2) + c33 w(S),

das äquivalente orthogonale Achsensystem, das man nach dem Ver
fahren in § 168 findet.

Das Gleichungssystem
(1) (wa‘x) = 0, (ft®x) — 0, (w<3>x) = 0, ...
ist dann äquivalent mit
(2) (a?(1)ic) = O, (xf® x) — 0, {xwx) = Q,...
Die Lösungen von (2) sind, wenn xw, x(®, xia>, . .. ein unvollständiges 

Kowalewski, Determinanten 28
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Achsensystem ist, kongruent 0 modulis w®, w(2), uw, . . . Dabei 
sind «®, w(Z), w®, . . . derart gewählt, daß

«®, z®, ... um, u^, . . .
ein vollständiges orthogonales Achsensystem bilden (vgl. § 169), 

Wenn man von irgend einem Vektor y seinen Rest modulis 
sc®, sc®, . .. bildet, so ist dieser kongruent 0 modulis u®, ua\ ua\... 
Man hat nämlich

y = {y ®®) ®® + (y sc®) ®® + • . .
4- (yu^u^ + (yu^u^ 4- . . ., 

und der Rest von y modulis sc®, x{2), a;®, . . . lautet also
{yuM)uai 4- (yuw)u{2> + . . .

Der Rest eines Vektors y modulis x™, xw, ... ist hiernach 
immer eine Lösung von (2), also auch von (1), und man kann durch 
passende Wahl von y jede Lösung erhalten. Setzt man nämlich y 
gleich der Lösung selbst, so ist y sein eigener Rest modulis 
sc®, x™, x®, . . .

Der Rest % von y modulis sc®, x'2', x<s>, ... ist gleich 
y — {y xw — (y x^x™ — ..., 

also gleich
lim {y — (y sc®) su® — . — (y xM) xM}.

= y — — ... — (yxM)xM ist aber der Rest von y modulis
sc®, • xe2)/ .... xM.

Man muß also zuerst den Rest «(n) berechnen und findet dann % 
durch Grenzübergang.

x(n} läßt sich nun direkt durch w(1\ w&, . . ., wM ausdrücken. 
Man braucht also zur Berechnung von x(n} gar nicht die Normal
form (2), sondern kann direkt mit dem System (1) operieren.

können wir in folgender Weise als geänderte Determinante 
schreiben.

. tx(1)xM) x(i> ■

' {x(n) sc®) . . . (xM x^ x(n}
(y^ . . . y

Diese Determinante reduziert sich nämlich, da xa>, a;®, x^, . . . 
ein orthogonales Achsensystem ist, auf

2,(1)) ^(1) _ . . . _ .

1 ... 0 rc®

0 ... 1 xM 
(yxm) . . . (yx(n}} y



und wir können sicher sein, daß lim = x existiert und eine 
Lösung von (1) ist. Ferner wissen wir, daß wir durch passende 
Wahl von y jede Lösung von (1) auf diesem Wege erhalten können. 
Der Nenner von ist nach § 172 positiv.
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Multipliziert man nun die Determinante

zweimal mit

on

so kommt

(w
&

(

»>^(11) . _ .

IW^ . . .

cn 0
^21 ^22

Cnl °n2 
0 0

[w^ wM) u 
[y ww)

...00

... 0 0

. . . c Onn

.. . 0 1

. xJ

■M

y

1)

Es ist also

(ajCn^D). .
(yx<vl • •

(w(1) w(1)) . .

. (®,n) ;r(n>) xM

. (yx^ y

[w[i> WM) u>{1>

•

[w (wM WM)
y

G 2 = .n

Andrerseits gilt aber (vgl. § 172) die Formel

Mithin ist
| (wM w^) .

(w(1) w'11) . .

. {w(n)

. WM)

0.

w(l)

2 = 1.

<y(«)
(« 

(
. WM)
. (y wM) yX» — . . {w^ w1-" ) f

1 (wM tdv) . . [w^ w{n )l

28*



436 Direkte Behandlung von uncMiängigen linearen Gleichungen

Wir wollen noch eine Formel für die Norm von xM ableiten. 
Da »(n, zu aj'11, x(2‘, . . ., orthogonal ist, so hat man

(xMy) = + ^{yx^} (x^x^} =
V = 1

Um xM) zu erhalten, genügt es also, das innere Produkt 
von xM und y zu bilden.

Nun ist der Nenner von eine reelle Zahl und der Zähler 
hat die Form

A . + An wM + A y,

wo die A wieder reelle Zahlen sind. Sein inneres Produkt mit y 
lautet also

A (w11’y) + • . • + An{wM y) + A{yy).

Es entsteht aus dem Zähler von %M, indem man
w<1}, . . ., w(n>, y 

bezüglich durch
■ • ■, ^y}, (yy) 

ersetzt.
Daraus geht hervor, daß

(n) gt\ — _ .

(w/11 w/1’) . . . (wA wM) y)

(w(n) w1-^) . . . (w(n) wM) {u>{n) y) 
(y w11’) ■ ■ ■ {y ww) (y y)

j — y) — (w(1) w(1)) . . . WM)

w(1)) . . . (wM WM)

ist, also (vgl. § 165 Nr. 3)

rp rp\ —• 11 m (/y(n) — ] 11Y1

(w(1) M>(1)) . . .

wa)). . .
(y . .

(w'1’ wM) (wa> y)

(wM w^) (y>(n) y) 
[y wM)' (y y)

Jj 1 11111 l A/ /j J 11 Ul

(1C(1) w*1’) . . . (w(1) ww)

(w^1 w(I)) . . . WM)

Der Zähler des Bruches (xM x^} ist die Guamsehe Determinante 
der Vektoren w11’, w™, y, der Nenner die GnAMSche De
terminante der Vektoren w'1', wm, ..., Da

(xM xM') = [y y) — (y o:(1))2 — . , . — {y x^}2.
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ist, so nimmt («w %M} bei wachsendem n sicher nicht zu. Da ander
seits (a;(n) «‘"’j 0 ist (vgl. § 164), so sieht man hier auf eine neue 
Weise, daß lim x'n}) existiert, und es zeigt sich zugleich, daß

V"’) absteigend nach diesem Grenzwert konvergiert.
Wenn lim = 0 ist, so liefert der Vektor y nur die 

triviale Lösung x = 0.
Liefern die Vektoren

1, 0, 0, 0, ....
0, 1, 0, 0, . .
0, 0, 1, 0,

die wir der Reihe nach mit yw, yw, y{3\ ... bezeichnen wollen, alle 
nur die Lösung x = 0, so bedeutet dies, daß ihre Reste modulis 
xfv, xl2), x{2\ ... alle gleich Null sind. Dann ist aber (vgl. § 166) 
das Achsensystem xa\ xi2>, xw, ... vollständig und die Gleichungen (1) 
haben nur die triviale Lösung x — 0. Die notwendigen und hin
reichenden Bedingungen für das Eintreten dieses Falles sind also 
folgende:

(w(1) . . . (w>(1) w™1} (w/11 y{k‘)

(u>M io^) . . . w^) (wM y^’)

lim (ym w'11) . . . (y™ wM) {yM yM) = 0.
(Wll) mA>) . . . (W;(D

(WM W(i)) . . . M>W)

oder, wenn man die Komponenten von mit w^, w.^, ...
bezeichnet,

(4)

^(1) .

w11') . .

«V1’ • •

. (ui1’ w1’“) wk

. (w1'*’ w(n}) wk
1

(1)

(n)

n — oo (w(1> w®)

(w(n> m;<1))

. . . WM)

. . . w<n))

= 0. (*=1, 2, 3, ...)

Das System (l) hat dann und nur dann außer der trivialen 
Lösung x = 0 noch andere Lösungen, wenn wenigstens einer dieser 
Grenzwerte positiv ist,
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Um nun alle Lösungen des Systems (1) zu finden, kann man 
so verfahren.

Man bildet für jeden der Vektoren ym, yw, y^, ... den Rest 
modulis a;(1), x'2\ x% ..., in dfer oben angegebenen Weise durch 
Grenzübergang. Die so erhaltene Folge j11’, y2i, j(3),... verwandelt 
man in ein äquivalentes orthogonales Achsensystem um, tP, . 
Dabei hat man das in § 173 und § 168 dargelegte Verfahren zu 
benutzen. Alle Lösungen von (1) lassen sich dann linear aus den 
Lösungen ua\ uw, u(3\ ... ableiten. Da

Cy w(1) -j- c3 ul2> + . . . = lim (tq u«« 4- • . . 4- cw u™) 

ist (ßj2 4-ßa2 4-... konvergent), so können wir auch sagen , daß die 
Lösungen von (1) teils endliche lineare Kombinationen von 
3<a> • ■ ■ sind, d. h. Ausdrücke von der Form

«i ä(U + aa 4- • • • 4- (n = 1, 2, 3, ...)
wo die a beliebige reelle Zahlen bedeuten, teils Grenzwerte von 
Folgen, die aus solchen Ausdrücken bestehen.

Jede konvergente Folge von Lösungen bat übrigens als Grenz
wert wieder eine Lösung. Das folgt aus § 165 Nr. 3. Man sagt 
auf Grund dieser Eigenschaft, daß die Lösungen von (1) eine ab
geschlossene Menge bilden.

Wir können das System (1) als gelöst betrachten, und auf diesen 
Standpunkt stellt sich auch E. Schmidt, wenn uns eine Menge 
von Lösungen bekannt ist, aus der wir durch die beiden folgenden 
Operationen alle Lösungen finden können:

1. Lineare Kombination einer endlichen Anzahl von Lösungen,
2. Übergang zu dem Grenzwert einer konvergenten Folge von 

Lösungen.
äU), ä'% ä(3)> ■ • • ein solches System von Lösungen.

§ 176. Systeme inhomogener linearer Gleichungen.

Wenn ein inhomogenes System linearer Gleichungen vorliegt, 
(1) x) = yx, (vl2>x) = y2, x) = ij3, . . .,

so können wir es so reduzieren, daß die Vektoren v linear unab
hängig sind. Wir suchen einfach in vm, vw, v{3}, ... eine äquivalente 
Teilfolge wm, uP', w{3), ... von unabhängigen Vektoren auf und be
zeichnen die entsprechende Teilfolge von yx, y2, y3, ... mit yl, y2, 
y3, ... Betrachten wir nun das System (1) und das System 
(2) [wm x} = x) = y2, x} = q3, . . .,
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so ist jede Lösung von (1) eine Lösung von (2); denn die Gleichungen 
(2) kommen alle in dem System (1) vor. Es ist aber auch umgekehrt 
jede Lösung von (2) eine Lösung von (1).

Jedes (#n) x) ist nämlich eine lineare Kombination einer end
lichen Anzdhl von (wx). Wäre yn nicht dieselbe lineare Kombination 
der entsprechenden y, so würden sich die Gleichungen (1) wider
sprechen. Schließen wir diesen Fall aus, so ist jede Lösung von (2) 
auch eine Lösung von (1).

Um nun (2) weiter zu behandeln, wählen wir die Konstanten 
«n, o^,... derart, daß die Vektoren

xw = cn wa\
xP = C21 w™ + 0^ w™,
X{3‘ = C,. W(1) + C3ä W<2) + c„„ u/3’,•51 ' 03 ' oö 1

ein orthogonales Achsensystem bilden, und setzen

Si = cn >
^2 = C21 + C22 ^2 ’

£3 = C31 ’h + C32 ^2 + C33 ^3 >

Dann entsteht jede Gleichung des Systems

(4) (.rll) x) — , (xw x) = g2, fe<3> x) = £3, .. .

aus einer endlichen Anzahl von Gleichungen (2) durch lineare 
Kombination.

Hat also (2) eine Lösung, so gilt dies auch von (4). Nun ist 
aber die Reihe

(x x(1>)2 + (a: a;'2’)2 4- (a; a:(3))2 + • • •
konvergent (vgl. § 164). Demnach muß, damit überhaupt eine Lösung 
existiert, die Reihe

^2 + ^2 + ^2 + ---
konvergieren.

Ist dies aber der Fall, so haben wir ein System vor uns, wie 
wir es in § 171 betrachteten.

Bilden a;(1), a;12’, a:®, ... ein vollständiges System, so gibt es nur 
die eine Lösung

Bilden a;’1’, xl2>, xl3>, ... kein vollständiges System, so ist (4) die
Lösung kleinster Norm (vgl. § 171).
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Aus (5) ersehen wir, daß
x = lim xa> 4- . . . + £„

ist. Dies gibt uns ein Mittel, die Lösung kleinster Norm direkt zu 
berechnen, ohne mit dem System (4) zu operieren.

Wir können
jW = . . + £nxM

in Form eines Determinantenquotienten schreiben, und zwar so:
. ^(1) zgW) ^1>

E<n) =

a/n)) x,n>

••• L
. {XW XM)

x^ . . .

Die Auflösung der Gleichungen (3) nach den w möge lauten:

w(V = /u ®ll),
WW “ Zsi + /22

w’® = /31 a/1’ + /32 x™ + y33 ®(5>,

Multiplizieren 
mal mit

wir den Bruch j(n) im

Zn 0 ...0

Zäl ^22 • • •

/n 

/?!

Zähler und Nenner zwei-

0 ... 0 0
. . . 0 0

. . • . . f
rn2 • • • o
o ... o iZnl ^«2 ' ’ ' Inn 0

80 ergibt sich

(w/”’ W(1)) . . .

Wenn überhaupt eine Lösung von (1) existiert, so konvergiert f1”’ 
gerade nach der Lösung kleinster Norm.
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Es genügt aber, diese eine Lösung zu haben, weil man jede 
andere aus ihr durch Addition einer beliebigen Lösung des homo
genen Systems

sc) = 0, (te<21 sc) = 0, (w<3) sc) = 0, ... 
erhalten kann.

Wir wollen jetzt noch die Reihe + £22 + . . . betrachten, 
deren Konvergenz für die Lösbarkeit von (2) notwendig und hin
reichend ist.

Man schreibe £x2 4- • ■ • + £n2 io der Form
(aW xn)) . . .

[xM . . (.'C*"1 XM)

Sol__ * 1 * £n 0

X{>)) . . . [xMx'n}) I

und multipliziere im Zähler und Nenner zweimal mit Fn. Dann 
ergibt sich 2 + • • • + ^n2 gleich

(w(1) W^) . . . (w(1) WM) J/j

(wM . . . (wM w(n)) yn 
■ ■ ■ Vn 0 1’^n {B)

| KW1’) ; . . (w(1’g»>) ~

| (wtn) w’11) . . . (w'>l) Wm)
und qrys ist nichts anderes als die Reziproke (vgl. § 103) 
der quadratischen Form

2 (t^W*))^. 
r, s

Da

ist, so durchläuft
i,
2

bei zunehmendem n eine aufsteigende Folge. Nimmt es dabei über 
alle Grenzen zu, so hat das System (2) keine Lösung. Bleibt es 
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dagegen unterhalb einer endlichen Grenze, so ist das System (2) 
lösbar.

Man kann das Kriterium schließlich noch auf eine andere Form 
bringen, indem man die Konstanten cn, c21, cn,--. berechnet.

Aus

(en + (c21 + c22 ’/2)3 + • • ■ + (^i ’h + • • • + onnVnY
l,...,n

ergibt sich (durch Differentiation nach yn)

Cnn(ßnlVi + • • • + = 4» + • • • + ,
so daß man hat

0,(n) “in
'm e ünn

„C«) “2n 
e»2=V- hm Cnn ~ ~c---- 

vnn

Die letzte Gleichung zeigt uns, daß

C»n — -^F> als0 cnn
(n — 1)

ist, wenn wir die Gbam sehe Determinante von w(U, w(2), . . . mit 
bezeichnen. Die WM sind positiv, weil die Vektoren wa\ w™,... 

linear unabhängig sind (vgl. § 172).
Nennen wir die algebraischen Komplemente, die zu den Ele

menten der letzten Spalte von 7Pn) gehören, 
17^ W(n'n int n inf • • •, nm

so ist 4« = und

Cnl’h + ■ • ■ +
^’71+--.+ W^n

mithin
|/ 17™— 1) Jp’O)

n Vt + IT®,,)2
W(1) W(2)

, VI+W&K + w^l %)2
‘ jyw “ r • • •

Das System (2) hat dann und nur dann eine Lösung, 
wenn die unendliche Reihe

(6) f7(n—1) Jpn)
oder, ausführlich geschrieben, die Reihe
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oo

(w^w^ . . . (wm

[wM w'-V). . . w{n~1!) y u

2

n^l (w'^ . . . [w{1> w(n~ ”) (w(1) wm) . . {wt-v> WM} >

(«/•»—U u/l>) . . . [whL~11 m/'*“1’) . {wM w,n))
konvergent ist.

Dieses Kriterium läßt sich am einfachsten unter Benutzung der 
am Schluß nach § 168 aufgestellten Formeln herleiten. Nach jenen 
Formeln lautet nämlich das mit (2) äquivalente System (4) ausführ
lich geschrieben so:

. . (w/”’ yn
w'n~1') 'h (w(1) w/11) ... w^}

1) . _ _ ^w(n-11 ^w(n1 w(nr

(«= b 2, 3, ...)
Wir kehren jetzt zu der quadratischen Form

M ’S
r, s

zurück und wollen yx, y2, • • yn der Bedingung

V + V + ■ • • + V = 1
unterwerfen. Die Form hat dann einen größten Wert, der Mn heißen 
möge. Man sieht sofort, daß

ist. Denn
(n •+ 1) S Vh 

r,«

bleibt größer als die Form (7), wenn man «/n+1 = 0 setzt.
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Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder wächst Mn bei zu
nehmendem n über alle Grenzen oder es konvergiert nach einem 
endlichen Grenzwert.

Ist lim Mn — M endlich, so sind die Gleichungen (2) sicher 
lösbar, so oft die Reihe

V + V + V-+• • • 
konvergiert Man hat nämlich

2 = (V + F • • • F V) 2
r, t r1*

f £ =_____ _______1*'l

. \ kV+ %’ + •.. +7»’/
und daher

1 ,..n

2 + V22 + • • •)
r, s

Wenn umgekehrt die Gleichungen (2) lösbar sind, so oft die 
Reihe V + y22 + V + • • • konvergiert, so ist lim Mn endlich.

Die hier gemachte Voraussetzung läßt sich auch so formulieren.
Sobald V F ^«"F ^s2 + • • • konvergiert, soll auch die Reihe 

(Cll V2 F (C21 F F C22 V F • • • 
konvergent sein.

Wir werden beweisen, daß dann eine Zahl M existiert, welche 
die Ungleichung

(8) hiiü)2 F (C21 + eM V2Y + ...<M
erfüllt, sobald wir die y der Bedingung
(9) + y22 + %2 + . . . = 1
unterwerfen. Dann ist nämlich, wenn wir

V F V + • • • + V = 1
und alle andern y gleich Null annehmen,

1, ..n

2 VrV, < M, {y2 4- y22 -f ... + yn2 = 1), 
r, ä

also auch
Mn < M 

und daher lim^ endlich.
k sei irgend eine der Zahlen 1, 2, ... Gibt es eine Zahl MM, 

die unter der Bedingung
Vk F Vk + 1 + . . . = 1 

die Ungleichung
F ^k+l.k^k + ßk+1,k+l ^+1)2 + • • • < W 
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erfüllt, ao existiert auch eine Zahl M, die unter der Bedingung (9) 
der Ungleichung (8) genügt.

Man hat nämlich, wenn zwei Reihen + u* + . . . und 
+ v2a + . . . konvergieren,

yk + H)2 + («2 + V + • • •
y^3 + w32 + . ■ ■ + y «v + ay+ttt.

Hiernach wird

y^. ’h)2 + («21 hx + «22 ^2)2 + • • •

y («n +•••+(«»! ■••+«», *-i viP + • • ■
+ yM2 + • • '• + fei Vh77 + «nn

Im Falle y2 + V2 + h^ + • • • = 1 ist nun 

hl + hl+i + • • • ^ 1, 
also die letzte Wurzel kleiner als ■

Beachtet man ferner die Ungleichungen

fei + • • • + «„.fc-i %_i)2 < fei + • • • + <x-i) ^ + ■ ■ ■ + yi-x) 
=2 «n 1 + • • • + Cn, k-l 

und bedenkt, daß die Reihen
SV1, 
V V V

konvergieren1, so ergibt sich die Existenz einer Zahl M, die die 
Ungleichung (8) erfüllt.

1 Sie entstehen aus der Eeihe (8), indem man alle ij bis auf oder % ... 
0(ler 7]^ gleich Null und dieses eine g gleich 1 setzt.

Wenn also kein solches M vorhanden wäre, so könnte auch 
keine der Zahlen existieren.

Dann ließe sich aber folgendes machem
Man wählt ein Wertsystem

y , ?/3, ... mit der Quadratsumme | 
derart, daß

(«11 ^l)2 («21 hx d" «22 hi) + • • • > ^x
ist und dann die Zahl p so groß, daß auch

(10) («u Vl)2 + • • • + fe-i,i hx + • • • + GP-i,p- k hp.xY > -Ki

wird. Dabei ist dann
hx 2 + • • • + hp-l 2‘ •
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Ebenso wird bei passender Wahl von q{> p) und yp, iip+1, • • •> hq-i 
(H) +... + (Cq_1>pVp +... + 
während zugleich

Vp d- - • • + ^-i g 1
ist, usf. K^, K2, . . . sind irgendwelche positiven Zahlen.

Die in den Ungleichungen (10), (11), ... auftretenden y geben 
eine Quadratsumme, die konvergent ist, weil die Reihe | 4-| | 4-. . 
konvergiert. Es müßte also für dieses Wertsystem ys, . . . 
die Reihe (8) konvergent sein.

Nun ist aber z. B. .

,'?i 4- • • • + CppV^ 4- • • • + (^_bl 4- • - • 4- c4-i,v-i
größer gleich

• ■ + ^-i,PVp + ■ ■ • +

~ V (^14- • ■ • + Cp,p-! Vi)a + • ■ • 4- (c9_ia v/1 4- • • • + cq^,p-i Vp.y, 

also nicht kleiner als

\K2 ~ VStVl 4- 4- • • ; 4- »n,p-l! ■
V P

Setzen wir nun z. B.

so wird die Reihe (cn + (c21+ c2a r/2)a 4- • • • divergent, obwohl 
’h2 + ^22 + ^a2 4* • • • konvergent ist.

Damit haben wir die Existenz von M bewiesen.

1,..n

§ 177. Das Maximum von 2 unter der Bedingung

Das Wertsystem ^2, . . ., das

(i)
r, s

zu einem Maximum macht und zugleich der Bedingung
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(2} ^ + ^ + ...+,^-1
genügt, erfüllt ein Gleichungssystem ton der Form

öA? f 1 + • • • + (Oln fH = Z fi,

Mnl fl 4 • • • + Ä fn — fn

und Z ist die größte Wurzel der Gleichung
A.w 5 zd”'— Z, Wjj , . . . , Wln
, (n) (n) c „ 'n)

ZQ\ ^21 ) ^22 — ; • » • . Win __

(m) 00 '9 0

Zugleich ist aber Z gerade der Wert jenes Maximums.
Man kann das z. B. auf folgende Weise erkennen.
Es gibt eine orthogonale Transformation, die die quadratische 

Form (1) auf die Gestalt

(4) nW+"’' + U’
bringt. Z^ Z3, . . Zn sind dabei die Wurzeln der Gleichung (3), 
jede mit der entsprechenden Vielfachheit gerechnet (vgl. § 116).

Ist Z die größte unter den Zahlen Z2, .... Zn, so hat man 

fr+• • • + h +... + v) = i.
Kein Wert von (4) ist also größer als Z, und Z wird auch wirklich 
von (4) angenommen, und zwar für ein Wertsystem, das der Be
dingung (2) genügt. Ist z. B. I = Zp, so setze man fp= 1 und alle 
andern f gleich Null.

Man erhält also die Gleichungen, die die Stelle des Maximums 
bestimmen, indem man die Ableitungen von

W + —Wna-^I2 + --- + ^
gleich Null setzt.

Daun sind aber, wenn man die orthogonale Transformation 
wieder rückgängig macht, die Ableitungen von

= 1,2,...,») 
gleich Null zu setzen.

Die in § 176 mit Mn bezeichnete Zahl ist nach dem Obigen 
die größte Wurzel der Gleichung (3).

Die Wurzeln von (3) stehen nun in einer einfachen Beziehung 
zu den Wurzeln der Gleichung
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(5)

(W'V Wn’) — (>, ,(wU) w{i^, . . ., (w(1) w(n))

(wm w!li), (w(2> ~ Q, ■ • ., (w® WM)

w1-^, [w"'1 W^, . . ., l^n,)

Multipliziert man die linke Seite von (3) mit
(w!1) w(1)) 10^ . . . (w*1’

w(l>) (w'2) . . . (iO12) WWi} 

(w(nl w'^'j . . , (w(n}

so ergibt sich auf Grund der Bedeutung der
1 - 2 (w’11 , - 2 (w'« , . . ., -2 (w'» w/»>)

— 2 (w<2) wU)), 1 — 2 (yfi} w{2f], . . ., — 2 w™} _ q

— 2 w{V), — 2 w™], . . ., 1 — 2 (wM ww)
Hieraus ersieht man, daß die Wurzeln von (5) die reziproken 

Werte der Wurzeln von (3) sind, also
1 1 1
2i 2a i.„

Der größten Wurzel von (3) entspricht die kleinste Wurzel von (5), 
also dem größten Wert der Form

1, ...,n

C12 + --- + ^ = 1)
r, ß

der kleinste Wert der Form
1, ... ,n

(^2 + ... + ^= 1)

Bezeichnen wir mit mn den kleinsten Wert der letzten Form 
(unter der Bedingung + . . . + => 1), so durchläuft

1
mn “ X

bei zunehmendem n eine absteigende Folge. Diese hat entweder 
einen positiven Grenzwert oder den Grenzwert Null.

Die Bedingung 4 ?;32 + . . . konvergent“ ist dann und nur 
dann für die Lösbarkeit des Systems

(wwx) — 7]^, (w^x) — «72, (w<ax) = ij3, ...
hinreichend, wenn

lim mn > 0
ist.
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§178. E. Scbmioth zweite Auflösungsmethode eines inhomogenen 
Systems linearer Gleichungen.

Wir wollen 'jetzt das in § 176 betrachtete System
(1) (w'Ü x) = nx, {w'2,x) = v2, {w(3>x} = qs, ...,
wo ie w ein System linear unabhängiger Vektoren bilden, auf eine 
andere Art behandeln.

Wir bezeichnen die Vektoren
— yl, w’", w(”, ...;, 

— y„, w1^', w™, ... ; 
- •••■>

der Reihe nach mit
^(0 .

und den Vektor
1 , X] , X„, X3, ...

mit X. Außerdem brauchen wir noch den Vektor
1, 0, 0,

bei dem alle Komponenten, mit Ausnahme der ersten, gleich Null 
sind. Ihn wollen wir r(0) nennen.

Die Gleichungen (1) lassen sich jetzt in folgender Form schreiben: 
(>A) = 0, (v^X) = 0, ....

Außer diesen erfüllt X noch die Gleichung
= 1.

Wenn x eine Lösung von (1) ist, so ist X eine Lösung von
(2) (r(0LV)=l, = 0, = 0, ... .
Ist umgekehrt X eine Lösung von (2), so ist die erste Komponente 
von X gleich 1 und die folgenden Komponenten bilden einen Vektor x, 
der die Gleichungen (1) erfüllt.

Die Auflösung des Systems (1) ist hiermit zurückgeführt auf 
die des Systems (2).

x^^ xf3>, ... sei ein mit v’”, v!2), r(3), ... äquivalentes ortho
gonales Achsensystem, wie man es durch das in § 168 beschriebene 
Verfahren findet. Dann erhalten wir eine Lösung von
(3) (!«)=(), = ^X) = 0, ....

indem wir den Rest irgend eines Vektors Y modulis x3'. af3', ... 
bilden, und auf diesem Wege kann uns keine Lösung von (3) ent
gehen.

Kowalewski, Determinanten 29
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Es fragt sich jetzt nur, ob sich F so wählen läßt, daß

(««»X) = 1 
wird.

Ist nun rm der Rest von r<0) modulis z(1', Fa, ot®, ..., so wird, 
da X zu allen r/"’ orthogonal ist,

(t^X} = (^X).

Sollte r<0) — 0 sein, so kann niemals (t^’X) = 1 werden.
Es muß also, wenn das System (1) überhaupt eine Lösung haben 

soll, notwendig 0 sein. Diese Bedingung ist aber auch hin
reichend.

Ist nämlich r(0) =^0, so wird, wenn wir Y ~ r<0> setzen, X — r10’, und

(z/°> X) = (/•” X) = (r(0> ?°») > 0 .
Der Vektor

X
(fW rW\

genügt dann den Gleichungen (2) und der Vektor

X. Xt 
^<01j ’

den Gleichungen (1).
Wir wollen jetzt die Bedingung r(0) 4= 0 auf eine andere Form 

bringen.
Der Rest von «*0) modulis z'1’, a^31, af9\ ... ist dann und nur 

dann gleich Null, wenn die Gleichung
= (z/W -p ^0) + .. .

stattfindet. Die beiden Seiten dieser Gleichung unterscheiden sich 
nämlich gerade um (r(0) /0)).

Nun ist aber

(4) (d® r(<”) - (?/Oi - . . . _ (z/w

nichts anderes als die GnAMSche Determinante, der Vektoren 
i^, xv, x{i\ . . ., xM, Sie multipliziert sich mit einem gewissen 
Faktor, wenn wir statt dieser Vektoren die folgenden betrachten

d®, F”, . . ., dn\

Mit demselben Faktor multipliziert sich die Gram sehe Deter
minante von o^1’, . . ., 34% wenn man zu «A, c12’......... über
geht. Der Ausdruck (4) ist demnach gleich
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t ^1) ^<D ^(0))

^(0) v(])j . . * ^(0) v(n^ ^(0) ^0))

• • • (vfj^

oder, wenn man bedenkt, daß der Vektor 1, 0, 0, ... und 
vM (n = 1, 2, 3, ...) der Vektor

— Vn' W™) • • • 
ist, gleich

fli Vy + (w'1’ • • •> Vy Vn + w’1"’), —

Vi + (wM w^1’), • • ■, Vn Vn + (w(n’ , — rjn
_ _____ •••> -Vn._______________ 1 _ 

+ (w<11 w’1’), . . ., + (w(1) w™)

Vn Vi + (^n) . ■ • •, Vn Vn +

Dieser Quotient konvergiert, wie der Ausdruck (4) zeigt, bei 
unendlich zunehmendem n absteigend nach (r(0) r(0)).

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Lösbarkeit 
des Systems (1) ist die, daß der Grenzwert des obigen Quotienten 
positiv ausfällt, also nicht gleich Null wird.

= v((n — a/1)) xm — (»(0) x^ — ...

ist der Grenzwert von
^(1> ^(1)) _ _ _ ^(1) vm

^(n) ^tn)) j,(n)

(t/01 . . . ^0> vM) vt0>
(«/u t/1’) ... (t/1’ i/n>)

Demnach ist r10’: (r*0) r1^), d. h. die oben betrachtete Lösung des
Systems (2), der Grenzwert von (vgl. § 165, Nr. 3)

29*
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v(l)

^o'M Vll)) • ■ . ( I

(t/0) ^(Dj _ _ . ^(0) v<n)j v<0)

^(DjjÜÄ . . _ ß^D i/n’l M» v«>n

(yMv^ . . . {dn}vM) {vw^0)) 
^(0) „(l)) _ _ . ^(0)^(0))

Die zugehörige Lösung von (1) ist also der Grenzwert von
+ (w'1’w'11) > • • •> Vn + u/V

yn y1 + (wOi> w(1)) , . • ■, Vn VK + (w<’‘* Ww), wM 
f5) . - ^1 > • • •’__________- Vn_____> 0 .

‘ ViVi + (w'1’«;'1’), . . ., yx qn + (w'" w(n,)? — qx

VnVY + . . ., ynyn + {wMw^, - yn
~Vy , • ■; - ,1

Sollte das System (1) außer der hier gefundenen noch andere 
Lösungen haben, so erhält man sie aus dieser durch Addition einer 
Lösung des Systems
(6) (wn,x) = 0, = 0, (w(3l^ = 0 , ...

Jede Lösung von (6) ist aber zu allen wM~' orthogonal, folglich auch 
zu dem Vektor (5) und zu seinem Grenzwert (vgl. § 165, Nr. 3). 
Bezeichnen wir die schon gefundene Lösung von (1) mit a;<0) und 
irgend eine Lösung von (6) mit x, so ist also

x(W + x
die allgemeinste Lösung^von (1).

Nun hat man wegen {x^x) = 0
(ä;(0’ + x, a:(0) + x) — (a;(<,, a;(0’) + x).

Daraus ersieht man, daß die Lösung kleinster Norm ist.
Das obige Verfahren liefert also gerade die Lösung kleinster 

Norm.
Es liegt auf der Hand, daß die Schmidt sehe Auflösungsmethode 

auch für Systeme linearer Gleichungen mit einer endlichen Anzahl 
von Unbekannten gilt. Nehmen wir z. B. eine lineare Gleichung mit 
zwei Unbekannten
(7) ax 4- by = c.
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Dann liefert uns die ScuMiDische Methode diejenige Lösung, für 
welche ®2 4- y2 am kleinsten ist, d. h. sie liefert uns den Punkt der 
Geraden (7), der dem Anfangspunkt am nächsten liegt, also den 
Fußpunkt des vom Anfangspunkt auf die Gerade gefällten Lotes.1

2 ww ist jetzt ein Vektor in der Ebene, ebenso der Vektor (5).

Wir gewinnen die genannte Lösung, indem wir in dem Aus
druck (5) n = 1, = c, = a, = b setzen.2 Dann er
halten wir

| d1 + b1 + cf a |
I — c 0 | _ a e

X ~ d* + ° I “ ö^+l2 ’
-e , 1 I

i as + b* + c2, b I
— c , 0 | _ b c

V j a* 4- b2 + c-, — c I a? + b*'
I - » , 1 I

Wenn es sich um eine endliche Anzahl unabhängiger Glei
chungen handelt, so fällt bei der ScHMiDTSchen Methode natürlich 
der Grenzübergang fort, und in dem Ausdruck, dessen Grenzwert 
sonst zu bilden wäre, muß man für den Index seinen größten Wert 
einsetzen. Es wird also in dem einen wie im anderen Falle zum 
Maximalwert des Index übergegangen. Nur ist dieser das eine Mal 
endlich.

§ 179. Übertragung der Schmidt sehen Theorie auf das komplexe 
Gebiet.

Schmidt hat seine Theorie der linearen Gleichungen für den 
Fall entwickelt, daß Koeffizienten und Unbekannte komplexe Werte 
haben.

Man muß für diesen Fall die Norm eines Vektors und die 
Orthogonalität etwas anders definieren.

Als Vektor bezeichnen wir eine Folge komplexer Zahlen

x2, x3, . . ., 
wenn die Reihe

5, + x2 x2 + «3 + • • • oder | x3 !  + j x21  + j x3 |  + . . .2 2 2

konvergiert. Ihre Summe heißt die Norm des Vektors. xn ist die 
zu xn konjugierte komplexe Zahl.

* x, y sind rechtwinklige Koordinaten.
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Ein Vektor ist, wie man sieht, nur dann gleich Null, d. h. mit 
dem Vektor 0, 0, 0, . . . identisch, wenn seine Norm verschwindet.

Zwei Vektoren x und y, ä. h. a\, xt, x3, . . . und ylf y2, y3, 
heißen orthogonal, wenn die Gleichung

(xy) = yr + % yt 4- . . . = 0
gilt. Offenbar ist dann auch

(5^ = X, yl + x3 y, 4- . . . = 0.

Daß die Reihe x^ yr 4* x3 y3 4- • ■ • konvergiert, ist leicht au er
kennen. Man hat nämlich

und

Daraus ersieht man, daß die Reihe y, 4- x^ y2 4- . . . sogar absolut 
konvergiert.

Eine Achse ist auch hier ein Vektor von der Norm 1 und ein 
System von Achsen, die paarweise orthogonal sind, heißt ein ortho
gonales Achsensystem.

Bilden x, y, z, ... ein endliches orthogonales Achsensystem und 
ist a ein beliebiger Vektor, so wird der Vektor

a — (a Hf x — (a y] y — . . .

zu den Achsen orthogonal sein. Man hat in der Tat

(a x) — (a x} (x x) — (a y) ’y äj — fax] — (a x) = 0,
’ (ay) - (ax) {xy} - {ay} {yy} - . . . = {ay} - {ay} = 0,

Setzt man also
(1) a - {ax)x + {ay}y 4- . . . + b,

so sind die Vektoren, die auf der rechten Seite auftreten, paarweise 
orthogonal.

Hat man aber einen Vektor a als Summe von n paarweise 
orthogonalen Vektoren dargestellt, so ist die Norm von a gleich der 
Summe der Normen dieser Vektoren. Es folgt nämlich aus

a = a(V + + . • • + aM,
wenn

{a^ SW) — 0 (r Eg s] 
ist,

(a a) = (a(1) ö(1>) + (al2) ßl2)) 4- • • • + \aM •
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Insbesondere ergibt sieb aus (1)
(a a) = [a x) (ä x) H- j/) («y) + • • ■ 4* (b 5).

Wenn x, y, x, . . . ein unendliches orthogonales Achsensystem 
ist, so sieht man, daß die Reihe

M (5®) + (a y} (äy) + . ..
konvergiert und ihre Summe nicht größer als («a) ist:

(a 5) (a ®) 4* (a y) (ay) + ...

Das ist die pythagoreische Ungleichung.
Verwandelt sie sich für jeden Vektor a in eine Gleichung, so 

heißt das Achsensystem x, y, ... ein vollständiges.
Jetzt fehlt nur noch die Erklärung der Formel

(2) lim ®*n> = x. (xM und x Vektoren)
Wir setzen fest, daß diese Formel gleichbedeutend mit

lim (® — xM, x — x^ = 0
sein soll. Sie sagt also aus, daß die Differenz der beiden Vektoren 
eine nach Null konvergierende Norm bat.

Schreibt man die beiden Vektoren x und a/n) ausführlich:
U» • • • bzw. x^, xaM, x3m, . .

so besagt Formel (2), daß
lim {| Xj — x^ |2 + | xz — x2n'' |2 + . . . | = 0 
n=oo 

ist.
Nach diesen Bemerkungen wird der Leser imstande sein, die 

Betrachtungen von §§ 164 bis 178 auf das komplexe Gebiet zu 
übertragen.

Achtzehntes Kapitel.

Die linearen Integralgleichungen.

(i)

§ 180. Die Fbbbholm sehen Determinanten.

Wir wissen (vgl. § 53), daß die Determinante
1 + CU> C12 ’ ' ■ •> Cln

C21 ’ 1 +.C22 » ' ' c2n

’ Cn2 ’ •••>.14* onn
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gleich der Summe aller Hauptminoren von

(2)

! cn crl . . . cln

| C21 C22 ' • • C2«

! ^nl $«2 ' ' * ^nn

ist, wobei 1 als Hauptminor nullter Ordnung und die Determi
nante (2) als Hauptminor nter Ordnung mitgerechnet wird.

Etwas Ähnliches fanden wir bei den Kocnschen Normaldeter
minanten. Es handelte sich da um die Übertragung des obigen 
Satzes vom Endlichen auf das abzahlbar Unendliche.

Jetzt wollen wir ein Analogon des Satzes im kontinuierlich 
Unendlichen suchen.

Zunächst wollen wir ihn noch auf eine zweckmäßige Formel 
bringen. Lassen wir in der Determinante 

(3) 

die Indizes rj, r^, . . ., rp unabhängig voneinander die Reihe 
1, 2, .... n durchlaufen, so kommt jeder jo-reihige Hauptminor von (2) 
pl Male vor. Wenn wir nämlich in (3) r2, . . ., r auf alle
möglichen Arten permutieren, so bleibt (3) ungeändert.

Daraus ergibt sich für die Determinante (1) folgende Formel: 

Cnl ’ Cn2 > ‘ ’ •’ 1 +ßnn

1 + > c12 , • . c, „
e21 > 1 + C2J, • • •> c2n

r1, .r2, . . . durchlaufen unabhängig voneinander die Werte 
1, 2, . . ., n.

Wenn die crt eine absolut konvergente Reihe bilden, so gilt 
für die Normaldeterminante
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+ CU> Cl2 > • • • 

ß21 ’ ”T”ß32 > ’ ' ’

die Formel

1 + Cll> CJ3 ’ ' 1

Ö21 > T °22’ ’ ' = 1 +

Hier durchlaufen rx, rt, ... unabhängig voneinander die natür
liche Zahlenreihe 1. 2, 3, . . .

Jetzt sei f(x, y) eine reelle stetige Funktion, die in dem Gebiet

ogx, 1
definiert ist. Faßt man x, y als rechtwinklige cartesische Koor
dinaten auf, so ist dieses Gebiet ein Quadrat, das durch die Koor
dinatenachsen und die beiden Geraden x = 1 und y = 1 begrenzt wird.

• Wir wollen dieses Quadrat mittels der Geraden 

x
und 

1
n

n — 1 
n

1 
y = — •’ n

n — 1
y ~----------•' n

in n* Teile zerlegen und das durch 

und 

begrenzte Teilquadrat mit Drs bezeichnen.
Endlich sei der Mittelpunkt von Dri und

Cr. =

Dann wird die Determinante (1) gleich

“ 1 + TT S V + TT S /fer» Vr)
W) V,)

f[$i> Mj)> • • •> füiij

f(i„, Vj), • • ; 9„)
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Was wird nun aus Dn, wenn n unbegrenzt 
bar ist1

1 Man bedenke, daß £, = lp ist (r = 1, 2, . . ., n).

zunimmt? Offen-

1

Vr) = J f(X> X)d 
0

limV 1 f^r’
f{^ ‘1,) I

f^, x) 
f(y,

f&< y) 
f[y> y)

dx dy

usw.
Danach kann man vermuten, daß

(4) lim Dn =

sein wird.
0 o f (x.

D ®i) • • • 
...............................dx. ... dx,, •» >
'p> f^p,

1 1

i i

o o

p

Der strenge Beweis hierfür stützt sich auf einen Satz über das 
Quadrat einer Determinante.

Die Zeilen der p-zeiligen reellen Matrix
an a12 1 n
a21 aS2 . . . a2n

aPi aP2--- afn
wollen wir kurz mit 1, 2, ...,p bezeichnen und unter (rs) das Produkt 
der rteD mit der sten Zeile verstehen.

Dann gilt für das Quadrat Ap dieser Matrix die Formel
(11) (12)... CM
(2 1) (22)... (2 p) 

-

... (p 1) (1’2) . . . {pp)
( ri l

(11) .-• (1^-1) (M

(p — 1. 1)... (p — i, p — i) (p— i,p)
(pl) (P>P-^) 0

= iPP)^P-i +

Die Determinante
(11)' (blf-l) (1^

(p - 1, 1) . . . (p - 1, p - 1) (p - 1, p)
(p, 1) ... (p,p-1) 0
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ist sicher nicht negativ. Sie ist ein Wert der quadratischen Form 

(1 1) . . . (1, p- 1) iq |

(p- b b • ■ ■ (p~ b p- b uF-i ’ 
ui ■■■ 0

die niemals negativ wird.
Als quadratische Form läßt sie sich nämlich durch eine ortho

gonale Transformation

'’l = C11 W1 T-” + ci, ?-l Wp-J?

S-l ~ CP-1>1 ’S T* - - + “>-1, p-1 Mp-1 

auf die kanonische Gestalt

b Ä3 w2“ + • • • + 
bringen [vgl. § 116).

Multipliziert man aber die Form zweimal mit 

en • ■ • öi, p-i $ 

‘ n = 1, 
°p i, i • ■ ■ ap-i, p -i ( . 

0 ... 0 1
so ergibt sich1

1 1.2, .p — 1 sind lineare Kombinationen von 1, 2, ..., p — 1.

(11) ... (bW) tq
“ (p-1,.^ Mp-l

... «p-i 0

(TT) ... ^b/^n b
““ (i^bb(^b^-b 

... 0

und man sieht, daß b> b> --’ S-i (? — 2)-reihigen Haupt-
minoren von

(TT) ... (b^i)

(pTTf, T) ... 7-T) 
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sind, also Guam sehe Determinanten (vgl. § 134) und daher nicht 
negativ.

Aus (5) folgt jedenfalls
^P^(pp)^P-i-

Ebenso ist aber

Nennt man

A 
A

^(2 2) A, 
= (1 1).

Hieraus ergibt sich
A=SU 1) (2 2) ... (pp)

oder, ausführlich geschrieben,

an «12 * ■ * «In 2
®21 «22 ' ’ ’

«j)l af'i ' ‘ a pn
Insbesondere ist

ai2 * ’ * a. „ ?1 p
«21 «22 ’ ' ' s &,) . s»;.)

%1 ap2 ' ' a> pp

^+^+--- + «:P
die Norm, der ktea Zeile, so ist also das Quadrat einer Deter
minante nie größer als das Normenprodukt der Zeilen. 
Dieser Satz rührt von Hadamab» her.

Wir wollen ihn zum Beweise der Formel (4) benutzen.
Ist M das Maximum von | f(x, y) | in dem Bereich 0 sg x, y sS 1, 

so wird
xj . . . f(xv x\ 2

f&P> ®i) • • • ®p)

also der Betrag von
f^v ®r) • • • i 

®i) • • • f^P, ^p) I
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kleiner als

und der Betrag von
]/(p m»

kleiner als
«1)

f(«l>

/H> I
dxr ... dxp

mp 
pl

Die Glieder der Reihe (4) sind also absolut genommen kleiner
als die entsprechenden Glieder der Reihe

(6) 1J--Ä +
j. ! 4 . o ;

Diese Reihe ist aber konvergent. 
Gliedes durch das nt0 lautet nämlich

Der Quotient des (n + l)ten

un+i _ (Vnf M _ M /ß ___JM»-1
yn V \ »-1/

Nun ist aber

und 

folglich
lim = o.

«»

Damit ist die Konvergenz der Reihe (6) bewiesen und zugleich die 
absolute Konvergenz der Reibe (4). Ihre Summe heiße D.

Jetzt wollen wir den Index v so wählen, daß

(y7Tir+1 
G +1)!

m»i+-tyyty 
(r + 2)! 1 o

ist (s > 0). Setzen wir dann

f^p, 'x^... f(xp, xp)

«i) • • •
dxy . . . dxp + Rv,

so ist
KKf-
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Setzen wir andrerseits unter der Annahme n > v

so ist auch

+ IV,
ffyrp) Dn) • • • f^Tp, Drp)

Die Differenz D — Dn enthält drei Bestandteile. Zwei davon, 
nämlich Rr und — R* sind ihrem Betrage nach kleiner als s/3, was 
auch n(> v) sein mag.

Der dritte Bestandteil von D — Dn lautet

HaD ®i) • • • ffa, s)
• • • f^p, s)

f^rp, Dn) • • ■ f [^rp,

f(?n» Dn) • • • f (fr, > D^J

und konvergiert bei unendlich zunehmendem n nach Null. Für 
n^N wird also, wenn N passend gewählt ist, sein Betrag kleiner 
als «/3 sein.

Dann folgt aber
\D-Dn\<s, (n^N)

und das bedeutet .
lim Dn = D. n 

D ist also der Grenzwert der Determinante Dn bei unendlich 
zunehmendem n.

Wir wollen

dxy . . . dxp

die FiiEDiioiuMsche Determinante der Funktion f nennen.
Die FnEDHOLMsche Determinante der Funktion hf (Z konstant) 

lautet hiernach 
ffa, x^ ... f^x^x^

f^Xp, x-J ... f(xp, xj
dxx . .. dxp.

Sie ist eine Potenzreihe in X, die für alle Werte von Z konvergiert.
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§ 181. Das Produkt von zwei Fbedholh sehen Determinanten.
Df sei die FBEDHonMsche Determinante der Funktion f{x, y} 

und Dg die der Funktion g[x, y\ Beide Funktionen werden in dem 
Bereich

0 g x, y 1
als stetig vorausgesetzt.

Wir wollen beweisen, daß DfDg die FnEDHOLMsche Determi
nante einer Funktion y(x,y) ist, daß also das Produkt von zwei 
FnEDflOLMsehen Determinanten wieder eine FEEDHOiMsche 
Determinante ist (vgl. den analogen Satz über Normaldetermi
nanten in § 157).

Nach § 180 ist

und

1 + eu, ci2, • • •) «in 

Z)f=lim r^' 1+e22’---> C2n 

n — co............................................
Cnl> Cn2’ •■■»!+ cnn

Dg = lim
n = oo

dl2, ■ ■ ■, dln 
, 1 + d23, . . •. d^ n (<, = 9 >h))

dni> dni, .... 1 ~vdnn

Dabei haben jr und folgende Bedeutung
_ 2r-l _ 2s-l
~ in ’ ~ in '

jr, ist nämlich der Mittelpunkt des durch die Geraden
r s — 1 s

x — — , y =---------- , y ;= —
n n n

begrenzten Quadrates.
Nun wird nach dem Multiplikationssatz der Determinanten

1+Cn,...,

cnl, . . ., 1 +Cnn

1 +-dn, . . dnl

1 + dnn> Znl j •••>! + /'

wenn wir 
n

Zr. = Cr» + dT, + °rk k =1 
setzen.

Für Df Dg ergibt sich also die Formel
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1 + 711 > /12> • • 71 n

D/D = lim Zzi’ 1 + • • •’ Din

1 s ist eine vorgelegte positive Zahl.
’ M ist eine Zahl, die alle Werte von |f| und |p| in dem Bereich

0 g x, y SS 1 übertrifft.

I /nl> /W2> • ' 1 + /«n

Ausführlich geschrieben lautet 7re
n

4 {r^r, + 9 {k, 9 (jd vj) •

T*i
Die Summe 

weicht von dem Integral
i

If(tr> 9 (’b 9,) d u
0

um so weniger ab, je größer n ist. Dieses Integral ist nämlich gleich 
n k / n n

j f(Kr> M) 9 (“, ^,)du = uki 9^ 9.) •
k — 1 (fc-l)/n k = l

Dabei liegt uk zwischen {k — l)/n und k/n, also zwischen denselben 
Grenzen wie = 1^.

Ist v genügend groß, so wird für n > v
\f^r, «k) - lWi < ®>
\9^k, 9,)- 9'^ Wl < 6

sein1 (r, k, s = 1, 2, ..., n), also2
9<Vk, - Ater. 9k) 9^, 9JI

^ Wdm*) -/'fcr>y + Wd),)-//^,^)! |/,(?r)y <2j/«..
Dann ist aber auch dei’ Betrag von 

n 1
(Er; 9*) 9 > 9.) -/9 (w> 9,) du

k = 1 0
n

=2 i _ f^r>
Ä=1

kleiner als 2Me.
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Führen wir nun die Funktion
i

T y} = f(x> y} + g (x, y} + Jffa u}g (u, y) du
0

ein, so können wir schreiben

Zr« = ~ V + £rs 

und wissen dabei, daß
. , 2Me£ J

ist.
Setzen wir zur Abkürzung

1 / . \

so ist es leicht, die Differenz entsprechender Hauptminoren von

J'u 712 • ■ 7m 7n Z13 ’ ✓ 1 n

(1)
7ii ^22 ' ■ 72 n und ^21 712 • ■ 72n

7nl 7n2 ‘ ’ nn nl n2 ’ ‘ ^nn

abzuschätzen.
Die Glieder von 

7rprl ■ ■ ■ lrprp

sind Binome, nämlich /rs = yrs + srs. Infolgedessen zerlegt sich 
diese Determinante in eine Summe von 2P Determinanten. Einer 
von diesen Summanden ist

7n r, ■■■ Fr, r„ 

. . . . . , 

7^^ • ■ • 7rprp

und die andern entstehen hieraus, indem man in gewissen Zeilen 
€ statt / schreibt.

9.K sei eine Zahl, die alle Werte von |(r»,| übertrifft. Man 
nehme z. B.

an = 2M+
Dann ist

und (weil 2M< 9J1)
Kowalewski, Deteruilnauton 30
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Der Betrag eines 
Hädamah» sehen Satze

Es solche

Summanden mit q «-Zeilen ist nach dem 
kleiner als

eq.
n1

Summanden. Setzt man für q die Werte
1, 2, . . .,p ein, so ergibt sich, daß der Betrag der Differenz

7rt r, • • ■ 7r, rp • • 7rt rp

■prP

kleiner ist als

ei.
nP Zj

4 = 1

Machen wir die erlaubte Ausnahme «< 1 und beachten, 
e« und

p

2
\9J

7 = 1

ist, so finden wir, daß die fragliche Differenz ihrem Betrage nach 
unterhalb

____

liegt.
Im ganzen gibt es lwl p-reihige Hauptminoren and man hat 

\p /

Da

(2)

p'-'
nun

"h 7n> • • * \ An 1 + Zn> ■ • ■> '/in

• » 1 + /»n 7n\’ • > 1 + 7nn

wo H und H zwei entsprechende Hauptminoren der Determinanten (1) 
bedeuten, so ergibt sich, daß die Differenz (2) für n > v absolut 
genommen kleiner ist als

p-1
p!
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Daraus ist aber zu entnehmen, daß jene Differenz bei unendlich 
zunehmendem n nach Null konvergiert.

Der Minuend hat aber den Grenzwert Df Dg und der Subtrahend 
den Grenzwert Dv. Also ist

Df Dy — Dy , 
d. h. die Fbedholmsehen Determinanten von f und g geben 
als Produkt die FREDHOLMsche Determinante von

i
% y) = y} + g (®, y} + J f(x, ^g{u, y) du.

o

Man kann zwei Fredholm sehe Determinanten auf verschiedene 
Arten so multiplizieren, daß wieder eine Fredholm sehe Determinante 
herauskommt.

Die Fredholm sehe Determinante von f{x,y) ist nämlich gleich 
der von f(y,®}. DfD(J ist also auch gleich der FREDHOLMschen 
Determinante von

i
+ 9 y)+ f ®) g («, y) du

6 
oder von

i

y) +g fr, rf + J 9 {y< u) d u
6 

oder von
i

f &«) + 9 {y, x) g {y, u}du.
0

§ 182. Die Fuedholhsehen Minoren.

Um zu der Definition der Fredholm sehen Minoren zu gelangen, 
wollen wir zuerst eine Formel für die Minoren der Determinante

1 + cu • ■ • c1B
(1)  

°»1 • ' ■ 1 + ßnn
aufstellen.

Es handle sich z. B. um das algebraische Komplement von 
cr (r^s) in (1). Bezeichnen wir die Zahlen, die in der Reihe 
1, 2, .. ., n nach Streichung von r und s übrig bleiben, mit 

• • ■> so ist (1) gleich
30
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1 -|- Crr Crs Grkx ■ ■ Crk„-2

ßakn-2 

C^*n-2

ß,r

ßk,

*4“ Gs s Gs k}. •

Gkxs 1 + Gkxkx •

und das algeb'rai
r Ckn-2 s Ckn-2 k,

sehe Komplement von

ßgr ßslt! • • •

• • 1 + ekn-2k„-2 

ers lautet

Cskn-2

(2) a;=-

Setzen wir

T (A, /x) =

ßl^r 1 + • • • ck1kn^2

ßkn-2r ßkn-2^ - • • 1 + ckn^2kn-2

1 H" ßsr • • • ßgkn~2

ßk^r I1 + ß^k, ■ • • cktkn-2

^n-ir ßkn-2^ ••• + °kn-2 kn-2

so ist (2) gleich — y(0,1). Nun enthält aber Glieder mit 
H°, /?, . . (F-2 und solche mit Ä, Ip, . . X/F-2. Die Glieder 
der letzten Art fallen fort, wenn Z = 0 wird. /F ist multipliziert 
mit der Summe derjenigen (n — 1 — r)-reihigen Hauptminoren von

ßfr Cak} • • •

(3) ßk,^ • • • %lB_a t

ckn-2r ßkn-ik, • • • ßk„-2 k„-2

die csr enthalten. Daraus ersehen wir, daß <p (0, 1) die Summe 
aller Haüptminoren von (3) ist, in denen c,r vorkommt, car, und (3) 
eingeschlossen.

— Krs läßt sich hiernach in folgender Weise darstellen:

(4)

r Gs kx • • • C«^.-2

Gkxr Gkxki • • • Gkikn~2

ßatti GSX2

C«i«i «S
Ck2><1 ^«8 «2

Gkn-2r Ckn-2h ' ' * e*n-2ftn-2

Dabei ist < x3 < . . und die x sind Zahlen aus der Reihe 
*1’ ^2» • ' ^n-2 •
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SOLäßt man jedes x die Werte kx, k2, . . kn_2 durchlaufen, 
muß man statt (4) schreiben

s«n-2

Kn-2 Kn-2

(w-2)! »i,
2- "n-Z Xi

Offenbar darf man den x auch die Werte r und s erlauben. 
Die dadurch neu hinzutretenden Glieder verschwinden alle, weil es
Determinanten mit zwei übereinstimmenden Zeilen oder Spalten sind. 
Man kann also annehmen, daß in (4') alle Summationsindizes un
abhängig voneinander die Werte 1, 2, . . ., n durchlaufen. 

Wir wollen jetzt ein bestimmtes Wertsystem
» = i, y - v

aus dem Bereich 0 x, y g 1 herausgreifen. § liege in dem Inter
vall ----—-4 und i) in dem Intervall f——, —1. Sollten £

und beide in dasselbe n-tel von (0, 1) fallen, so wollen wir unter 
(’ n) das Intervad verstehen, in welchem y liegt, sondern 

eins der benachbarten Intervalle, so daß also y in ( 3 ~-2-, ——-) 
’ \ n n /

oder in | —, ) enthalten ist.\n n )
Setzen wir wie in § 180 

und
(p, <r = 1, 2, . . ., W)

wobei wir unter f eine in 0 x, y 1 stetige reelle Funktion ver
stehen, so wird

Ferner wird

lim
n = oo

lim n car = f(y, 
n = oo

r Xi
= limV —

/fet 9r) ffc, K) 
t (ix, , ) f (V«i > )

C I) f(v, «i)
J A^i; «i)
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lim n 2
OO Xj, Xj

=1-S ~

«n«2

^«X; ^ÄX2 

^x, r ^x, Xj ^x, x2 

$x2r ^x2Xj ^x2x2

f^b
f^, £)

£)

f^>, 9r) f^., f&, VJ

2 Zfexj? ^r) / fe«l> 9«1) f (?><;, ^Kj) 

f fexzl f f (XxB;

*1 r^, s r^,
/ / f^, $ f^, 

0 0 f^. $ f[x2,

«i?
^*2)

/■fe bx,)
X2,

«1)

®1) f(xlt x2) dxx dx2
®1) f(x2, x2)

U8W.
Bei jeder dieser Limesrelationen handelt es sich um ein gleich

mäßiges Konvergieren nach dem Grenzwert, d. h. es gibt jedesmal 
eine von £, q unabhängige Zahl N, so daß für n > N die Abweichung 
von dem Grenzwert kleiner als e ist, wie man auch £ und q in dem 
Intervall (0, 1) wählen mag.

Nach den obigen Formeln kann man vermuten, daß 

Cs r $ÄXi

C*, XXi Xi

f(’b I) f(v, 
ffa, ®1)

dx1

o o

& 
fM 
f (^2 > £)

«1) 

f&v
»i)

f(X!> ®2)
X2>

dxx dx2 + . . .

sein wird.
Der Beweis dafür läßt sich ähnlich führen wie in § 180.
Zunächst ist nach dem Hadamard sehen Satze, wie man auch 

uv .... up und «j, . . ., vp in (0, 1) wählen mag, der Betrag von

Ä(«i, ”i) vj

f ' • • f'^Vp) 
kleiner als

(]TpYmp.

Dabei bedeutet M das Maximum von \f(x, y)\ in dem Bereich 
0 g x,
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Die Glieder der Reihe (5) sind also ihrem Betrage nach kleiner 
als die entsprechenden Glieder der Reihe

m u+Ü®y£+ä^ + ...
Das ist die mit M multiplizierte Ableitung der Reihe

j , (/D1 M , W M2 (/3)3 M3

nach M. Die Reihe (8) ist aber für alle Werte von M konvergent, 
folglich auch die Reihe (7).

Die Glieder der endlichen Reihe

f fc«,» tyr)

(9)
br) ^)

9«1) ' ' ' /"(?«>

/"(?«»> V«i) ' ' ’ f (?«P ^“«-2)

f fe«n-2’ f ' /"(fxn-2’ 9^.-2)

sind absolut genommen kleiner als die entsprechenden Glieder von

1! T---T (W-2)!

d. h. von der (n — l)ten Partialsumme der Reihe (7). 
Jetzt wähle man v derart, daß

(V? +i)^1 ^y+1 (y, + 2)'+*
?! ' + (» + 1)! + ‘ '

kleiner als c/3 ist, und bezeichne mit 3r die Partialsumme 
von (5) und mit Sr die von (9), ferner mit 3 die Summe von (6):

Dann ist

+ <|

und für n^N

(io)
also
(11) . l-S’ + n^^s.

Daraus folgt aber
(12) lim(— nKrs) = 3.
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Es ist übrigens möglich, N so zu wählen, daß (10), folglich 
auch (11), unter der Bedingung n^N für alle dem Bereich 
0 x, 7/^1 entnommenen g, rj gilt (vgl. S. 470). Es handelt sich 
also bei (12) um ein gleichmäßiges Konvergieren nach dem Grenz
wert &

Wegen der Beziehung (12) liegt es nahe, — S, d. h. die negative 
Summe der Reihe (5), einen Minor der Fredhoemsehen Determinante 
Df zu nennen. Im Anschluß an Feeüholm benutzen wir für diesen 
Minor — S das Symbol

11 \
Um die unendlichen Reihen für Df und Df noch einfacher 

I
schreiben zu können, empfiehlt es sich, für die Determinante (6) eine 
Abkürzung einzuführen. Bezeichnen wir sie wie Fredholm mit

/ U2 ... Un j

so lauten die genannten Reihen 

und
i

0 0 0

Wir können nun auf Grund der Beziehung (5) eine Eigenschaft 
It \

der Minoren Df I \ ableiten, die für die Auflösung der linearen

Integralgleichungen von Wichtigkeit ist.
Wir wollen den Zahlen r, s die Bedeutung beilegen, die sie 

auf S. 469 hatten, und die Elemente der stea Zeile von (1) mit den 
algebraischen Komplementen multiplizieren, die zu den entsprechen
den Elementen der rtc“ Zeile gehören. Da rgs ist, so wird die 
Summe dieser Produkte gleich Null.
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Man hat also1

1 Der Strich um Suinmenzeichen soll audeuteu, daß ein Wert des Siun- 
mationsindex ausgeschlossen ist.

2 Da die Reihs(5) gleichmäßig konvergiert, ist D f j eine stetige Funktion. 

Die Glieder der Reihe sind nämlich stetig.

s 4" r Y-r 4“ K?q — 0 ? (P ?*) 
und daher auch

(13) n Kr, 4- f (f„ V,) A;r + 2' ~ f (14, Vs) (« Kr,) = 0. 
Q

Lassen wir jetzt n unbegrenzt zunehmen, so wird
I1\ 

lim (n K) = Df b , 
\ i? /

V,.) = I), 
limÄ^. = Df.

Der Beweis der letzten Formel hat nach §180 keine Schwierig
keiten.

Es bleibt jetzt nur noch

limS' ’ ^nKrf}
e

zu berechnen. Wii wissen, daß für n > N

« Kre

ist, und zwar 
(Vgl. 8. 472.)

Außerdem

für allo in Betracht kommenden Werte von o.

ist, wenn wir N genügend vergrößern, für n > N

auch wieder für alle in Betracht kommenden Werte von p.
Bezeichnen wir mit G eine Zahl, die sowohl |/J als auch 

übertrifft* (0^«, y^l), so wird

f (14 > Ve) )Kr) ~f(v, ^Df (/ ) | < 3? G
Wq ! I

und daher
Kre) - 5' 1 f [V, 1L) Dfl^\ <2eG. 

e n e Iw/
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Da nun

f f^^Dfl^du 

o
ist, so folgt

i
Hm 2' *hA(nKrA^ ffAh u)Df(^\du 

a n J \uo
und, die' Formel (13) verwandelt sich also bei unendlich zunehmen
dem n in

i
(14) /'(MPr + Ap) + u]Dß\du = Q

XVI J \uo
oder nach Vertauschung von g und q

i
v}Df+Df[V\+ ffß, u)Df[V}dn~0.

\S/ J \u
0

Ersetzt man f{x, y) durch f(y, x), so geht die letzte Formel in 
folgende über

i
i %\ r /w\

(15) ^Df+Df^ + f(u, ®dA du — 0
\V / J \v /

o
oder nach Vertauschung von § und y

i
/ y \ C / w \/(^ y)Df + Df ' + f{u, ^DA du-0.
\s/ J \s!o

§ 183. Auflösung linearer Integralgleichungen mit nicht
verschwindender Determinante.

Eine lineare Integralgleichung hat folgende Form:
i

(1) (as) + ff(x, y) y {y} dy = («). (O^oi^l)
6

f(x, y) ist in dem Bereich 0^», y^l stetig und in dem 
Intervall (0, 1). f und -ip sind gegeben und <f> soll man als stetige 
Funktion in (0, 1) so bestimmen, daß die Gleichung (1) erfüllt ist.

Die FBEDHOhMsche Determinante der Funktion / wollen wir 
die Determinante der Integralgleichung (1) nennen. Sie spielt hier 
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dieselbe Rolle wie die Determinante eines Systems von n linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten.

Wir nehmen in diesem Paragraphen an, daß

ist. Dann gibt es, wie wir sehen werden, eine und nur eine Lösung 
für die Gleichung (1).

Multiplizieren wir (1) mit

und integrieren dann nach x, so kommt
i ii i

(2) j ^p(x)Df^dx + y} dxdy = ^^>dx'

0 0 0 0 '

Nach Formel (15) in § 182 ist aber
i

, j y)Df^dx = - Dr^ - fMDf, 

0
also 

i i

f'^dxdy
0 0

1 1
= ~f dy-DfJ f[u,y}<p^dy.

o o
(2) reduziert sich hiernach auf

i i
y)<p(y)dy^ Df(u} V^dx > 

o o
oder unter Benutzung von (1) auf

i
(3) <p{u) = v(“) + 7)ff Df [u} V^dx-

o

Hiermit ist gezeigt, daß (1) nicht mehr als eine Lösung hat.
Umgekehrt ist leicht zu erkennen, daß (3) wirklich eine Lösung 

von (1) darstellt.
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Aus (3) folgt nämlich

y)<p(y}dy
0

1

, y^^dy + y^t

Nach Formel (14) in § 182 ist

also

ty(u]dudy—

(4) reduziert sich daher auf

oder unter Benutzung von (3) auf
i

fffa y) fp (y) dy = y> W y («) • 
0

Das ist aber die Gleichung (1).
Die beiden Integralgleichungen

i

y («) + y) v W dy = W 
b

und

VW + / ..V> dy = 99 («)

0

wollen wir reziprok nennen, weil die eine die Auflösung der 
andern darstellt.

fix, y) heißt nach Hilbert der Kern der Integralgleichung (1).

1 Wir haben die Integrationsvariable x, die in (3) auftritt, durch u ersetzt.
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Danach wäre also

Df

der Kern der reziproken Gleichung.
Geradeso besteht zwischen den Koeffizienten des Gleichungs

systems
a. ’m ^ = 2/1,

a, x, 4-. . . + a „ x„ = y„ nl 1 1 ‘ nn n

und denen seiner Auflösung

bn yx+-.. + blnyn =

die Beziehung
\i 2/i + • • • + b»n yn =

b.
Dabei ist

A

an
A =

««i nn

und Ars das algebraische Komplement von art in A.
An die Stelle von A tritt Df, an die Stelle von Ars aber Df *

(5)

Betrachten wir statt (1) die Integralgleichung
1

9» (aj + 2 f f(x, y) tp (y) dy = q (x), 
o

so ist der einzige Unterschied der, daß der Kern jetzt nicht mehr f, 
sondern 2 f lautet.

ist, wie wir wissen, eine beständig konvergente Potenz
reihe in L

Ist 2 keine Nullstelle von D)f, so lautet die Auflösung von (5)
i

o

oder ausführlich geschrieben
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i 11
/4y)dy + H J J^y + ‘•

(6) --------- T-------------- °--ri----------
, z , w r cixi x‘i\ j j1 + —: / dxt + — f dxt dxt + . . .D. J ' \xj 2! J J 

o oo

Bei der Berechnung von

1
fdd k 

ü \ Jr I
0 ' '

(V 1
] in dem

Bereich 0 g x, y'S 1 .gleichmäßig konvergiert.
Formel (6) gibt die Lösung der Integralgleichung (5) in Gestalt 

eines Quotienten mit dem Nenner Dlf und einem Zähler von 
der Form

(7) uQ {x) + Wj (a:) Z + w2 ($) Z2 + . . .
Zähler und Nenner sind beständig konvergente Potenzreihen in Z.

§ 184. Rang einer verschwindenden Fredholmsehen Determinante.

(X \
] , indem wir von 

yl

den (n — l)-reihigen Minoren der Determinante

ausgingen.

1 + «n, C12> • ßm

(1) C21’ + C22 ’ ’ ■ "> ß2n

Cnl ’ Cn2> • . 1 + c> 1 n n

/
Wir wollen diese Minoren Df 1^ j die ersten Minoren der Fred

holm sehen Determinante Df nennen.
In ganz ähnlicher Weise gelangt man zu den zweiten und den 

dritten Minoren von Df, indem man von den (n — 2)-reihigen oder 
den (n — 3)-reihigen Minoren der Determinante (1) ausgeht usw.

Wir wollen dies für die zweiten Minoren durchführen. Bei den 
höheren Minoren kann man es genau ebenso machen.
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r, > r^, r., r seien vier verschiedene Zahlen aus der Reihe 
1; '2, . . n und kt, k2, . . k^^ die Glieder dieser Reihe, die 
nach Streichung von rp r2, r&, übrig bleiben.

Dann läßt sich (1) in der Form

i *t" !V ,,, ■ • °rlrli °rtkt> • • •> Orjtn-i

• • •• 1 4* Cr4r4> ‘ M G>tkn-4

■ ■ ■■ 1 + ,, • • cktkn-4C/r.it

* * O Gkn-j.ktj • • ■» 14" Gkn-4kn-4

schreiben.
J< Gt lautet das algebraische Komplement von

^,,-4^) * ■ *, 1 4" ^kn~4kn^4

und es gilt folgende Entwickelung

^r8rt

^Ti ('r^

C^rt ^«2

^2 t2 ^9 X1 x2

^r3 r > °rs >tj

Gx,r,

^r2, rl c’r3 r„ kt * ^’3^n-4

Crt r, C'\ rs °rA •

4- r2 Cklkl • ^1^-4

Ci'n-4’’i f

Dabei sind Xj, x2, x,t, . . • der Reihe klt k£, . . .. kn entnommen. 
Es ist aber x, < x„ < x,{ < ; . .14 v

Will man haben, daß die unabhängig voneinander die Werte 
k^, k}, .... kK^ durchlaufen, so, muß man schreiben

C/r.it
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' c«»i l«n-4

Man kann den h auch die Werte rx, r2, r^, r4 erlauben, da auf 
diese Weise nur verschwindende Determinanten hinzutreten.

In den Summen auf der rechten Seite von (2) durchlaufen also 
die Indizes x unabhängig voneinander die Werte 1, 2, ..n.

Jetzt sei f^x, y) in dem Bereich 0 x, y^l stetig und man 
setze wie in § 180

2r — 1 4 2s — 1 .1 ,, ,

(r, s = 1, 2, . ; ., n)

Dann sind die mit n2 multiplizierten Glieder der Entwickelung (2) 
ihrem Betrage nach kleiner als die entsprechenden Glieder der Reihe

(3) (i^f if2+ + +....

M ist das Maximum von | f{x, y) | in dem Bereich O^sr, y 1. 
Die Reihe (3) ist die mit M2 multiplizierte zweite Ableitung der 
Potenzreihe

1 , Wilf , , (Vä)3AZ3 ,
1 + i| + 2! ' 3! + • • •>

die für jeden Wert von Jf konvergiert (vgl. § 180). Daher ist 
auch (3) konvergent.

Wählen wir v so, daß

(14 + 2)p+2 (}4 + 3)’’+3ar+8 , e
vi ~ ‘ (r +1)! . n < 3

ist, so wird die Summe ßy der v ersten Glieder von (2), jedes 
multipliziert mit n2, die Ungleichung



Hang einer verschwindenden Fr edholm selten Determinante 481

8

I Turt । 

erfüllen, was auch n{> v — 3) sein mag.
Unter gj, t/j, ^a, Vz wollen wir vier beliebige Werte aus dem

1
’ n)

n

Intervall (0, 1) verstehen, 

weniger als 2/n entfernt,

g, sei von dem Intervall
/ r., — 1 r. n, von — , - -1 \n n §2 VOn

um
M
n I

n

211 £1) 
n ’ n /und r/2 von

Wir wollen nun

für unendlich zunehmendes 
Man bat

n berechnen..

lim n2 ; CrsO

I

<V,
lim "V w

c«, x.

1(^2 >^1)

t (V1 1 §2) I
I f^2^2^ \dXyj

-r« n

c, ß,

'«J«! % Xj

lim ^n2

ßr, r.

GXn Tu

1 1

o o

z, »i

o

|
■ 1(^2? *^2)

Aa52>a;i)

dx} dx2,

USW.
Daraus kann man die Vermutung ziehen, daß

i

(4) lim /n2 Kr 
\ r

0

dx^

sein wird.

dX^ + -
0 0

1 Es läßt «ich erreichen, daß die r alle verschieden sind. Vgl. das ähn
liche Verfahren .in § 182.

Kowalewski, Determinanten 31
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Die Glieder dieser unendlichen Reihe, deren Summe S heißen 
möge, sind ihrem Betrage nach kleiner als die entsprechenden 
Glieder in (3). Daher ist

Sv bedeutet dabei die rtB Partialsumme der Reihe S.
Weir nun bei festgehaltenem v und unendlich zunehmendem n 

lim Sr — Sv
ist, folgt, daß für n > N

sein wird.
Dann hat man aber für n > N

Das heißt, es ist
lim (n^K^r^ — S. 

\ r, r, I

Auch hier handelt es sich um ein gleichmäßiges Konvergieren 
nach dem Grenzwert 8. Das heißt, N läßt sich so wählen, daß es 
für alle aus (0, 1) ausreicht.

Wir nennen (4) einen zweiten Minor von Df und bezeichnen 
ihn mit

Df f^1 .
Wi W

Jetzt ist es ohne weiteres klar, wie die pteu Minoren von Df aus
sehen werden.

Ein p^ Minor hat das Symbol
D< ß ' f’b .......

Z'2 * * * 'ip!

und es gilt für ihn folgende Entwickelung:

Liegt in dem Intervall (1 , und in ,

so sind, falls wir die Werte ..., £ , ..., qp alle verschieden 
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annehmen, bei genügend großem n die Zahlen r^, rp, s., .... sp 
alle verschieden.

Nun sei
hrj r9. ..rp

8Z... 9p
das algebraische Komplement von

^r,«, • • •

Crp s, • • • crp Sp

in der Determinante (1). Dann ist
(6) D. ß1 ‘ ’ M = lim tnfK.r, r) .

1 ZCXl
Wenn gewisse von den q zusammenfallen sollten, so hilft 

man sich dadurch, daß man 2p aufeinander folgende Intervalle 
p~l _L) betrachtet und nur fordert, daß eins von ihnen das be- 
\ n ’ n / 
treffende £ oder g enthalte. Dann kann man jedem £ und g ein 
Intervall dieser Gruppe zuordnen und sich so dabei einrichten, daß 
die zugeordneten Intervalle sämtlich verschieden sind.

it t £ \
Es genügt aber auch, wenn man D. Sl 52 ' ’ ' Sp zuerst für 

' \Vi Vf ■ VPI
den Fall definiert, daß alle f, n verschieden sind, lind dann von 
dieser Funktion fordert, daß sie in dem Gebiet

(k = 1, 2,...,p) 
stetig ist.

Dann gilt die Formel (5) allgemein. Denn es handelt sich 
hier um eine gleichmäßig konvergente Reihe stetiger Funktionen.

Wenn die FREDHOLMsche Determinante Df gleich Null ist, 
so gibt es in der Folge

(7) D.' \yj f %/ ' % %/ ’ 
sicher eine Funktion, die nicht identisch verschwindet, d. h. für alle 
Werte der x, y in dem Intervall (0, 1).

Das zeigt man auf folgende Weise:
Aus *

D» - 1 + Tipft) + i‘lfpftft + ■'■
0 0 0

folgt durch p- malige Differentiation nach Z:
31*
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1

dkp
'2
:2

0 0

/ dxt dx2 ...dxp + ... 
'pl

(8) 1

PrP+1]dxp+i + -\dx1dx2...dxt,.
0 0 0

>’iP+l^2 ’ *

Diese Umformung ist erlaubt wegen der gleichmäßigen Konvergenz 
der Reihe

'2 ■ ■ ‘ X'pl \ 1 2 p p+H 'p f-l

•o
für alle Wertsysteme der x aus (0, 1). 

Aus Formel (8) folgt aber

dx. ... dx„.
d).p 

0
Insbesondere ist also

d,A = r
i dlp i-i I J), j

0 n

Wären die Funktionen (7) 
2=1 alle Ableitungen von D,,

Da 
n _  j. । 2- 1 IdDlA

Tr\dr). 

ist, so hätte man

P'

'p dx. dx .. .dx .. I l l p
p

alle identisch Null, so würden für 
verschwinden.

1=1 21 \ d^ A=1

Dlf=Df^0, 
während doch für 2 = 0

wird.
D.f = 1

Es gibt also im Falle Df— 0 unter den Funktionen (7) eine, 
die nicht identisch verschwindet. Ist

D
f \yi y2 yPl

die erste derartige Funktion, die man beim Durchlaufen der Folge (7) 
antrifft, so soll p der Rang von Df heißen.

Einer von Null verschiedenen FnEBHOLMschen Determinante 
können wir den Rang Null beilegen.

Dann hat jede FsEDHOLMsche Determinante einen bestimmten Rang.
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§ 185. Relationen zwischen den (p —l)teu und den p^" Minoren 
einer Fbbdhoim sehen Determinante.

Zwischen den (p — l)ten und den ptw Minoren von Df bestehen 
Relationen, die man am einfachsten aus Formel (5) in § 184 findet.

Entwickelt man die Determinante

nach den Elementen

so ergibt sich
• ■ ■>

V2 Vs
1^2 $3 • • ■ ^p!

(D - f^h,
^2 %

•••
&isi S3 ^pl

’Vs Vs

>1 S2

••• Vp \
••• ^P-J

Entwickelt man die Determinante

• • Vp ... x^ 

. . Xi . . . xqj
nach

■ ■ ■; ^p), ■ ■ ■, ffa,

so gewinnt man den Ausdruck

V2 V3 • ■ • Vp 3-1 
\^2 ^3 Xl

^2 Vs • ■ • ‘lP x\

§3 • ’ - ^p Xl

x,

'<1
. x

(2)
^V^fDV2 Vs ••• Vp

+ (-ir

h t £ «h S2 • • • S;

'v2 • • • vp
£1 • ’ ■ ^p-1 

--Vp
t bp-l

.-1 ®1 • • • Xql 

x , x„ ... x \"1 2
^p X2 ’ - • Xql

X2 X1 •• Xq\

^1 • • • X„l&

V2 • • • Vp

'bl • • ■ ^p-l ^pXl • • • Xq-1.
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Aus (2) findet man für

ij-h

o o

<h ... Vp x, ... Xt 
Ä • Sp $1 • • • x,

'z dx. ... dx„' ] 1 7

folgenden Wert:

>h ’h ■ ■ • Vp ■ ■

0 0

& £3 ’ - ‘ £p * dx ..* dx, ' I *

0 0

(3)
1 1

0

% ■ • • dp
S.......... £*2 * ‘ * Sp-1 ’ a'qi

- dx. ... dx.J 7

u u ...u \
. 1 5 1 \du....du ,

11, 11 x 1
1 Q-V

Im Falle q — 1 ist das letzte Glied durch

(-^P “Af^du
J \S1 ■ • ■ Sp-1 Spl 
0 

zu ersetzen.
Unter Benutzung von (1) und (3) nimmt nun die Formel (5) in 

§ 184 folgende Gestalt an:

''(»Jr”»’)

Vh ••• ^pl ripl

\'/2 '/3 ‘ ‘ ‘ . /

+ f Df f(v., w) du = 0.
J ’ \u ... ii„l

Ersetzt man f{x, y] durch f{y, x), so geht (4) über in
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!,h Vp\
\»2 »3 * • Spl

+ •••
1 \S1 $2 • • •

+ rDiu

)

^P ' 
£p-l/

0

Durch Vertauschung von £■ und q ergibt sich hieraus
n ^2 • • •

Vh ^2 • • •

(»)

+f^ wß;
v'3 43 • • • '/^/ Wi %

+ ••• + (- l)^1 f {nr, & D & • • • )

+ h[U f^.^du^O.
J M ’ S,; •

' o

■■^1

Für y = 1 sind (4) und (5) die Formeln (14) und (15) des § 182.
Wir wollen jetzt noch den Fall betrachten, daß Df gerade den 

Rang p hat (jp > 0). Dann sind in den Formeln (4) und (5) die 
(p — l)te“ Minoren gleich Null zu setzen. Die Formeln reduzieren 
sich dann auf

i
(4') Df + CD b] fit, U} du = 0,

vii ,1 Mw hi---Vpl 1
0

1

161

0

§ 186. Lineare homogene Integralgleichungen.
In

und

§183 lösten wir die Integralgleichung
1

y W y) (y) dy =
"0"

(O^az^l)

fanden

(2) VA®) + j
0

- dy = 90

Dabei war vorausgesetzt
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Wenn in der Gleichung (1) y^x) identisch verschwindet, so ent
steht die lineare homogene Integralgleichung

i
(3) y (a>) + J />, y} (p (y} dy = 0.

6

Wenn Df 4= 0 ist, so zeigt die Auflösungsformel (2), daß
<p (x) = 0

ist. Außer dieser trivialen Lösung gibt es also im Falle Dr 4= 0 
keine andere.

Wenn aber Df=0 ist, so hat die Gleichung (3) außer der 
trivialen Lösung <p = 0 noch andere.

Ist p der Rang von Df, so verschwindet

nicht identisch und nach Formel (4') in § 185 ist

W VS«,. !4SI|
Ai 2 ■ ’ •

Daraus ersehen wir, daß

fp (#) = Df 
' \x

ih ■ ■ ■ yP\ 

s/
eine Lösung von (3) ist. die bei passender Wahl der Parameter 
x2,...,x unäyv...,y sicher nicht identisch verschwindet, weil 
eben (4) nicht identisch Null ist.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen.
Die lineare homogene Integralgleichung (3) gestattet 

dann und nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn ihre 
Determinante gleich Null ist.

Dies ist das Analogon des Satzes über n lineare homogene 
Gleichungen mit n Unbekannten, den wir früher kennen lernten.

Nun kann man sich die Aufgabe stellen, alle Lösungen von (3) 
zu finden. Dies läßt sich mittels der Formel (5) in § 185 in ein
fachster Weise machen.

Wir wenden die genannte Formel auf den Minor
D [y Vx ■ • • yP\ 

r \x xx . . . xj

an. Dann haben wir also in jener Formel zunächst p durch p 4- 1 
zu ersetzen und dann statt
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^2’ ■ ' ’> £p + i und 
bezüglich zu schreiben

V, y} > • • v yp und 

Wir finden auf diese Weise

Vi) • • •> vp+i

x, xv ..., xp.

D bi ■ • ■ y+ D /yY ■ • • yp j _ ( D K ■ ■■yp\ 
^xx^.-xj v v J> f \x x2 ... xj

+ y)D ■■■yP j
' ‘ ' J' ' 1 \ 'F -V T I\,C ‘ * * ^p-ll

Multiplizieren wir jetzt (6) mit y(y) und integrieren nach y (von 0 
bis 1), so ergibt sich, wenn cp eine Lösung von (3) ist

•p-il

Wir dürfen nämlich überall
i
f f{x> y} T {y) d y durch — <p («) 

o 
ersetzen.

Die Gleichung (7) reduziert sich aber, wenn wir xv yv ..., xp, yp 
so wählen, daß

D, M ± 0 
'

ist, auf

' = .. _ Df % ‘ M
7 ' ' J) l/i ■ • ■ Vr\ r \x x2 . . . Xvl

[T}

+ ...+l_iri-. w D ■■■y, .
d\ • • • Vi/\«1 • • • xp)
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Wir vollen nun in dem Symbol

xk durch x ersetzen und die so entstehende Funktion, dividiert durch 

p • • • g]ejc}j _ setzen. Dann ist

D (Vi y» ih • • •
7\® X, X. ... X,,)

D (yt • • • 

W . xpl

= -

D (yt y, y, ■■■ yA
Z X, xt ... xp)

\X' ... Xy)

n (y< y» y3 ■■■ yP \

(-lr1—w, 
D, y' "■ ' 1«! Xp)

und die Formel (7Z) nimmt die folgende einfache Gestalt an

( 8) + C2^) + • v-+

Dabei haben wir gesetzt

Cj .... cp^-^^p).

Die Formel (8) lehrt uns, daß jede Lösung von (3) eine lineare 
Kombination der Funktionen ^(x), ..., <p (x) ist.

Diese sind selbst Lösungen von (3), wie ihr Ausdruck zeigt, 
und wegen der Homogeneität von (3) ist jede lineare Kombination 
von Lösungen wieder eine Lösung. Wir dürfen also in der Formel (8) 
den o beliebige Werte beilegen und erhalten immer eine Lösung 
von (3).

Nun wollen wir noch zeigen, daß die Funktionen (x), ■ •■,ff>p^
linear unabhängig sind.

üm das zu beweisen, greifen wir auf Formel (5) zurück (S. 488). 
Sie lautet jetzt

i

f{xv u) (jp1 (u)du = 1.
o



Lineare homogene Integralgleichungen 491

Ersetzen wir aber in (5) durch einen der Werte x2, x3, x , 

so geht r1 ‘ ' 'M in Null über. Man hat also
Vi x2 .. . xp]

i i • i
I u) (u) du—J f(xs, u) yj (w) = . . . = | f(xp, u) (w) du = 0. 

0 0 0

Da durch Vertauschung von mit xk zu wird, so 
ist allgemein

i
/ f&k, uj/p^ujdu = 1,
u

1
/ f(xk, u) cp^du^Q. (k g l)
0

Wäre nun
+ o2cp2(u) + Cycp^ = 0,. 1)

so würde daraus folgen
i'
f ici (M) + • • • + u)du = ek=Q

b

und zwar für k = 1, 2, ..., p.
Damit ist die lineare Unabhängigkeit von <p

bewiesen.
Wir sehen also, daß eine lineare homogene Integral

gleichung so viele linear unabhängige Lösungen hat, wie 
der Kang ihrer Determinante angibt.

Bei n linearen homogenen Gleichungen mit n Unbekannten 
würde der Satz genau ebenso lauten, wenn wir den Rang einer 
M-reihigen Determinante anders definierten als es üblich ist. Einer 
von Null verschiedenen Determinante sollte man den Rang 0, einer 
Determinante, die durch Streichung einer Zeile und einer Spalte von 
Null verschieden gemacht werden kann, den Rang 1 zuschreiben usw. 
Dann hätten n lineare homogene Gleichungen mit n Unbekannten so 
viele unabhängige Lösungen wie der Rang der Determinante angibt.

Zum Schluß wollen wir noch zusehen, was der oben dargelegten 
Fredholm sehen Auflösung der Gleichung (3) im Falle von n linearen 
homogenen Gleichungen mit n Unbekannten entspricht. Die x und g 
sind dann picht mehr kontinuierliche Veränderliche, sondern Indizes, 
die auf die Werte 1, 2,.... n beschränkt sind.
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Wenn die Gleichungen
«11 V G) + «12 (2) + • ■ • + aA n <P («) = 0, 

«21 + «22 ^f2) + ■ • • + «2»yW ~ °>

am + «»2 V (2) + . . . + ann rp (n) = 0
lauten,1 so ist

1 Wir bezeichnen die Unbekannten mit <p (1), <p (2), ..., <p {n).

±D Vv- yP\ 
Uj x„... xj 

der Minor von
| «11 «12 •••«!.

«'21 «22 ' " - «2n

«nl «n2 ’ ' ’ ann
der nach Streichung der Zeilen g^, y2, ■■■, und der Spalten 
sc,, x2, .... x, stehen bleibt. Der Rang dieser Determinante ist p 
(n—p im gewöhnlichen Sinne) und der Minor muß so gewählt sein, 
daß er nicht verschwindet.

Wir wollen annehmen, daß gerade der Minor

" G r ■ ■ *1U 2 . . . p)
diese Eigenschaft hat.

Dann würden die Fheoholmsehen Lösungen 9^ (®), ..., fpk(x) 
folgende sein:

G 2 .. . p)

Di1 2
(^) = - —TTTrrw ’ (^ = 1,2,..., W)

V 2 . . . p)

Man sieht, daß
TkW’ %(2)» ■ • ■’ '(’M 

alle Null sind bis auf rplc[k} = — 1.
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Ferner ist
ap+l, k ®p + l. p+2 ' ' ' ap+l, r.

ap+2, k a'p+", p+2 ' ‘ • ap +2. n

rr (r>± n —, __ ank an, p+2 ' ' ' a nn

%+l. p+1 %+l, p+2 ' • ■ ap+l, n

®p+2t jp-H Clp+2, p+2 ‘ ’ * ^^>+2, n

°n, p+1 an, p+2 ’ ^nn

ap + i, p+1 ap+l.k ' ' • %+l, n

ap+2, p+1 aj +2. k • ' • ^+2, n

... tn _L 91 — an, p+1 a„k ■■■ n

% + b p+1 ap+l, p+2 ' ' • %+l, n
J»

ap+t, p+1 %+2, p+2 ' ' ’ ap+2, n

an, p+l an, p+2 ' • ann

°p+l,p+l ap+l, p+2 • • ■ ap+l,k

ap+z, p+1 %+2, p+2 ’ ’ ■ ap+2,k

an, p+1 an, p+2 ’ ' . a , k
VkV1) — ■’

ap + 1, P+1 %+l, p+2 ■ • • ap+l.n

ap+2, p+1 % + 2, p+2 • • • %+2, n

an, p+1 an, p+Z ■ ann

+ 1), i®t a^so nichts anderes als die Lösung des
Systems

- % + b 4 + “p+l, p+1 ? (P + i) + • • ■ + %+!,

~ am,k + + !) + ••• + “p+^yW = 0,

-ann +an.F^ + 1) + • • • + «„„ ?W = 0,

wie man sie mittels der Cbameb sehen Regel findet.
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§ 187. Inhomogene lineare Integralgleichungen mit 
verschwindender Determinante.

Die Determinante Df der Gleichung
i

(1) y] (b(y)dy =. y(x)
o

sei gleich Noll und habe den Rang p.
Ist 0o(a;) eine spezielle Lösung von (1) und tp(x) eine beliebige 

Lösung von (1), so folgt aus (1) und aus
i

(rf+jf (®> y) % W dy = W 
0

durch Subtraktion
i

! 0 («) - 0O H\ f (x, y) { 0 (y) - 0O (y)} dy = 0 . 
ö

0 («) — 0O (x) ist also eine Lösung der homogenen Gleichung
i

(2) <p(x) +J'f(x, y} (p{y) dy = 0.
o

Umgekehrt ist
0(«) = 0o(a>) + cp^

eine Lösung von (1), sobald <p{x} eine Lösung von (2) ist.
Sind 9^(2;), ep^x}, . . ., (pp{x) unabhängige Lösungen von (2), 

so stellt
0O (®) + («) + ..• + o„ <pp^) , .... cp Konstanten)

die allgemeinste Lösung von (1) dar.
Es handelt sich also nur darum, eine spezielle Lösung von (1) 

zu finden.
Wir greifen auf Formel (6) in § 186 zurück, multiplizieren 

diese Formel mit 0(^) und integrieren dann nach y (von 0 bis 1). 
Dabei nehmen wir an, daß 0 eine Lösung von (1) ist.

Es ergibt sich auf diese Weise, wenn wir ^r, . . ., <pp dieselbe 
Bedeutung beilegen wie in § 186 und es so einrichten, daß

D 0 

ist,
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U' (a:)..  0 («) + q (®) 4- • • • + op <?p («) 
.................. i

.C D (y yi ”‘M
+ /

/ Df r* ■ ■ • u 1 . xp)
0

Setzen wir
0 (x) - cY [x)~ . . .- cp (x) = 0U 0),

so wird
L/y^...^

(2) xp^d-y.
J ’ \xx . . . xr)o ■

Hieraus gebt folgendes hervor:
Wenn (1) überhaupt eine Lösung besitzt, so ist auch (2) 

eine solche.
Setzen wir nun (2) in die Gleichung (1) ein, so kommt

i
J Hx, y) ^(y) dy + 
0

^^)dy

i i

/' (x, y} ip (n] dy du = ip (x),.

Nach Formel (4) in § 185 ist aber

(4)

i

+ f\x, u) + f(x, y^x^} + • • • + yp)xp(u} = 0.

Dabei haben die Funktionen . . ., xp folgende Bedeutung:

Dfdu yiy3--- y}; 
V«! xtx, ... xp, 
n

r W • • • x?)
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D (yx« y*---yP 
f \ r O" -r rr

■p (yi y* y* • • • w \, , f Va?, a;2 x3 . .. xj
X^~ Df^-^V'

’ Wh ■ • • xr)

Sie bilden also ein Fundamentalsystem von Lösungen für die 
Integralgleichung

i
(5) Z (w) 4- Jf{x, u}% (x) dx = 0 .

o
Mit Hilfe von (4) verwandelt sich (3) in

i i
(6) f(x, /] (u) (u) d u + •...+ f (x, yp) Jxp (u) V' (w) du = 0.

b o
(0 ^x^ 1)

Aus § 186 (S. 491) kann man entnehmen, daß
i

J y^x^dx = 1,
o
i

J f («b Xi (®) dx = 0 (k l)
o 

ist.
Multiplizieren wir (6) mit z*(®) und integrieren nach x (von 

0 bis 1), so ergibt sich
i
fX\(M) V(«)du = 0. [k = 1, 2, . . p). 

b
Die Gleichung (1) hat also dann und nur dann eine 

Lösung, wenn ^(x) zu den Lösungen der Gleichung (5) 
orthogonal ist.1

1 Vgl. wegen der Definition der Orthogonalität § 133, S. 320.

Was entspricht diesem Satz bei einem System von n Glei
chungen mit n Unbekannten?
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An Steile von (1) haben wir das Gleichungssystern 

' «11 + «12+ • • • + «i„ = W1),

«nl ^(h) + «»2 ^(2) + • • • + + »AW-

Für die Gleichung. (5) tritt das System

®n/(-) + «21Z (2) + ■ • + %!/(«) = 0, 
. «12/U) + «22/(2) + ...+ anlX[n) = 0,

. «m/^H «Wt2) F • • • + «„„/(«) = 0 
ein.

Multipliziert man die Gleichungen (1') der Reihe nach mit 
/(l), /(2). . ^(n), so folgt aus (1') und (5')
(7) /(^^(V + Z(2)V'(2) + ■ • • + zWy4w) =
Jede Lösung von (5') ist also zu -^>(1), ^(2), . . ., 1/1 (n) orthogonal. 
Umgekehrt haben, wenn diese Eigenschaft besteht, die Matrizen

«11 «12 • • «in «11 «12 • • «In ip(l)

(8) «21 ^'22 ’ • «3n und asi «22 • • «2n V'(2)

«nl «n2 ‘ • ^nn «nl ®n2 ‘ • «nn VW
denselben Rang. Sonst wäre nämlich die Gleichung (7) nicht eine 
Folge von den Gleichungen (5'). Daß aber die Gleichungen (1') 
dann und nur dann lösbar sind, wenn die Matrizen (8) denselben 
Rang haben, wissen wir aus § 29.

§ 188. Die Fkeohoimsehen Funktionaloperationen.

Es ist zweckmäßig, wie Fbedholm es tut, die Gleichung
1

(i) + J7(«ö i/Mz/) dy = V'W
«. . . ö

als eine Funktionaloperation zu betrachten, die auf die Funktion 
angewandt wird und die Funktion als Resultat liefert.
Er bezeichnet diese Operation mit S( und schreibt die Glei

chung (1) in der Form
Sf T ~ V >

d. h. „Sf angewandt auf y gibt 1/1“.
Kowalewski. Determinanten 32



498 Die Fredholm sehen Funkt,ionaloperationen

Den Fredholmsehen Funktionaloperationen kommt dieGruppen- 
eigenschaft zu. Anstatt zuerst Sr und dann S auszuführen, kann 
man auch eine gewisse Operation Sh vornehmen, d. h. es ist für 
jedes rp(x)
(2) Ss Sf 90 = rp.

Man kann dies ausführlicher so ausdrücken: Wenn

Sfrp~ und S^rp — x 

ist, so läßt sich h(x, y} derart wählen, daß

wird.
Aus

und

folgt aber

1

V'Fj
0

y (x) 4- J g (x, u) rp (w) d u =- x 
o

1 1"

I frF, y} rp ^dy + jg F, y} rp bp dy
ü

1 1
0

+ 9{x, u}f(u, y]tp(y)dudy —
o o

Setzen wir also

(3) h{x, y) = f(x,y) + gG, y] + Jg{x, u) f (u, y) du, 
0

80 ist
1

(«) 4- J h (x, y) cp (y) dy = x(x), 
o

d. h. Sh cp = x-
Es gibt unter den Operationen Sf eine die aus jeder Funktion rp 

wieder rp macht oder, wie man auch sagt, jede Funktion in sich 
überführt (invariant läßt). Diese Operation nennt man die Identität, 
Man kann leicht zeigen, daß bei ihr fix, y) identisch verschwindet.

Soll
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i

(®) + J f y) T Cv) dy = 90 (.k)
b

sein, so folgt
1

(4) J f - 0.
0

Setzen wir aber

t - f^0>
wo x0 irgend ein Wert aus (0, 1) ist, so verwandelt sich (4) in

1
J f&> y}f&0> y^y = 0 •
0

Insbesondere ist also
i
f (f^o, y^dy = 0. 
b

Da wir f als reell und stetig voraussetzen, folgt hieraus

x0 ist aber ein beliebiger Wert aus (0, 1). Wir sehen also, daß f 
identisch verschwindet.

" Wir wollen die Identität mit SQ bezeichnen.
Die Determinante Df möge die Determinante der Operation (1) 

heißen.
Wenn zwischen 8f, 8 , Sh die Beziehung (2), also zwischen 

ihren Kernen die Beziehung (3) besteht, so ist, wie man aus § 181 
entnehmen kann,

Nennt man 8h das Produkt von Sf und 8 (in dieser Reihen
folge), so ist die Determinante eines Produkts von Fredholm- 
schen Funktionaloperationen gleich dem Produkt ihrer 
Determinanten.

Die Fredholmsehen Funktionaloperationen verhalten sich also 
ähnlich wie lineare Transformationen in n Veränderlichen.

Innerhalb derGruppe aller FßEDHOLMSchen Funktionaloperationen 
bilden diejenigen eine Untergruppe, deren Determinante nicht ver
schwindet. Wir wollen sie die nichtsingulären Fredholm sehen 
Funktionaloperationen nennen. Daß sie eine Untergruppe bilden, 
ist klar. Denn die Determinante eines Produktes von zwei solchen

82*
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Operationen ist von Null verschieden (als Produkt der Determinanten 
dieser Operationen).

Wir beweisen jetzt folgenden Satz:
Zu jeder nichtsingulären Fbedholmsehen Funktional

operation gibt es eine, die mit ihr multipliziert dieldentität 
liefert.

Wenn in (1) 0 ist, so folgt daraus (vgl. § 183)

Setzen wir also
u

so ist
= d- h- SgSf<p = (p, 

was auch <p sein mag.
Da auch umgekehrt aus (V) immer (1) folgt, so hat man 

SfSg^ = 

was auch sein mag.
Sowohl Ä S, als auch SfS„ ist somit die Identität, £ ist durch gi i g g

die Eigenschaft1 
~

’ Die Faktoren sind von rechts nach links zu lesen, um die richtige 
Reihenfolge zu haben.

2 Es gilt hier, wie mau leicht bestätigt, daß assoziative Gesetz.

eindeutig bestimmt. Aus

folgt nämlich
(S Sf) S„ = S. S = S' ■. n g o g g

oder
sy(sfsj~srs^sy, *

d. h.2

Ebenso ist ä durch die Eigenschaft

SfSg = 
eindeutig bestimmt.

Man nennt Sf und S zueinander invers und schreibt
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Frbdholm spricht im Falle einer singulären Operation Sf 
von pseudoinversen Operationen.

In § 187 sahen wir, daß im Falle Df — 0
i
/ D(y yx ■ • • yP I

0 & = H + / ■— dy
/ JD -A --M

eine Lösung von (1) ist.1 Dabei bedeutet p den Rang von Df und 

ist ein von Null verschiedener pter Minor von D(.
Setzen wir

Df(y^---yA 
9^,y) = • • z„ „ { - p / Vi ■ • • Vr ) 

f U, • • • «p)

so hat die Operation Sg die Eigenschaft, daß

SgSf(jp(a!)

sich von y; ($) nur um eine Lösung der Gleichung Sf = 0 unter
scheidet. Es ist also zwar nicht gerade immer

8g8fV = rp, 
aber doch wenigstens

= 8fV-

Ist rp^x), g>p(x) ein Fundamentalsystem von Lösungen für die 
Gleichung Sr = 0, so hat man

8g 8rf = % W + C1 'A W + • • • + Op <Pp •

Wir wollen zwei Funktionen, deren Differenz sich linear aus
(p1, . . tpy zusammensetzt, kongruent modulis >/p
nennen. Dann sind S^Sfrp und q> kongruent modulis cpY, . .
Für jedes <p findet also die Kongruenz statt 

8s8ffP^(f‘- (modd. . . ., rp^

>Sg heißt bei Feedholm zu Sf pseudoinvers.

ist eine beliebige Funktion und ip(x) — S/q>.
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§ 189. C. Newanks Auflösung der Integralgleichung S)fcp — cf.

Die Determinante der Integralgleichung

■1). cp(x} + 1 j f(x, yjcp^dy =
0

ist, wie wir wissen, eine beständig konvergente Potenzreihe:

ou - 1 +4/^ ) + £//f + ■ - ■

o oo
Die Lösung von (1) ist ein Bruch, dessen Nenner Dkf lautet 

und dessen Zähler eine beständig konvergente Potenzreihe in 2 ist. 
deren Koeffizienten von x abhängen (vgl. § 183).

Da sich l-DXf in eine Potenzreihe entwickeln läßt, die wenigstens 
in gewisser Nähe von 2 = 0 konvergiert, so läßt sich auch die 
Lösung von (1) als Potenzreihe in 2 schreiben. Diese Darstellung 
der Lösung hat C. Neumann schon lange vor Feedholm gegeben. 
Sie ist aber deshalb unvollkommen im Vergleich zur Fhedholm sehen 
Formel, weil sie sich nur auf eine gewisse Umgebung des Wertes 
2=0 beschränkt.

Es ist sehr leicht die Neumann sehe Lösung von (1) zu finden.
Wir wollen die Operation, die im Übergänge von zu

i
V^^dy.

6 
besteht, mit © bezeichnen.

Dann läßt sich die Gleichung (1) in folgender Form schreiben 
cp + 2 © rp = ip.

Daraus findet man durch Anwendung von ©
St cp + 2 ®2 rp = © ip ‘

©2 cp + 2 ©3 cp = St2 ip,

wobei ©a statt St ©, ©3 statt © © © geschrieben ist usw.
Hieraus folgt

ip — + 22©2ip — ... 4- (—l)""12”~1 S"'1 ip — <p -f (— l)”-12"©ncp.

Nun hat man aber, wenn M das Maximum von ; f(x, y)' und 
mn das von

I W I. = I ® I
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bezeichnet.
mn < Jf m^ , 

also
ma < Jf" ,

m0 ist das Maximum von j w {x};.
Setzen wir w = y, so wird also

j Z” 8" cp! < (PI M)" m0 .
Im Falle

ist daher 
lin^Z''^^) “ 0 - ’

und man erhält für y die Reihe

y = yj - Z 8 y + Z282 y - k3^3^ + . .. .

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daß y> — Z8y> + Z282y/ ■— . . . eine 
Lösung der betrachteten Integralgleichung ist.

Verstehen wir unter m das Maxiraum von so sind die
(Rieder dieser Reihe absolut genommen kleiner als die der Reihe

m(l + |Z| M+ p 2Jf2 + ...).

Nehmen wir also wie vorhin |Z| < an, so ist y/— Z8y» 
+ Zä82y/ —... bei festgehaltenem Z gleichmäßig konvergent. Es 
wird daher

8 rp = 8 y» — Z 82 y + Z2 8a m — ... 
und

•p + Z8y< — y,.

§ 190. Lineare Integralgleichungen mit komplexem Kern.

Wir haben bisher den Kern der Integralgleichung immer als 
reell vorausgesetzt.

Die FnEDHOLMsche Theorie läßt sich aber auch für den Fall 
durchführen, daß der Kern f^y) eine komplexe stetige Funktion ist.

Die Ableitung der Sätze ist im wesentlichen dieselbe. Nur 
an einigen Stellen treten naheliegende Modifikationen ein.

Z. B. muß man den Hadamabd sehen Hilfssatz (§ 180) anders 
fassen.



504 TAneare Integralgleicleivrigen mü kmitplßMvt Kern

Es liege eine Matrix
“11 tt12 ' ' ' aL n

(jj ®21 “22 ' ' ' °2n

. aPl ap2"-

mit komplexen Elementen vor.
Wir multiplizieren sie mit der konjugiert komplexen Matrix

S11 $12 ’ - ‘ “1 n
$21 $22 ’ ' ' $2 n

... . , “1'1 Ö'«2 ’ ’ ‘ »
Dann ergibt sich:

(“1 «1) •••(«! «J

: (ap «p) i

Nun ist aber die Determinante

(2)
(«1 «1) • ■ • («1

(«1 «1) • •(«i <'p)

(«r
(^1 «1) ■ ■ ■ (a,-i

(%-l "1) • •(%-i K-i
(a? «i)- %i) o

(«i äj . . . ä^) üj |

(%-! «i) . . • {apA äp J !
ui ... 0 ■

nie negativ, wie man auch die komplexen Zahlen n und ihre 
konjugierten wählen mag. Man erkennt das z. B., indem man die 
Hebmite sehe Form

S(®r ®J Xr (r> S ~ ~ l)
orthogonal auf die kanonische Form bringt (vgl. 8 117) und die n 
kontragradient transformiert.

Es folgt also aus (2) 

wenn wir

setzen.

i ’
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Durch wiederholte Anwendung von (3) ergibt sich
(4) Ap dj {at . {a* äj.
Nennen wir Ap die Norm der Matrix (1), so ist die Norm 
der einzeiligen Matrix

akl> ak2> ‘ ' ’’ akn'
Die Ungleichung (4) besagt also folgendes:
Die Nenn einer Matrix ist nie größer als das Produkt aus 

den Nonnen ihrer Zeilen.
Sind übrigens

(5) M2,

die p-reihigen Minoren von (1), so ist die Norm dieser Matrix 
auch gleich

also gleich der Norm der einzeiligen Matrix (5).

Neunzehntes Kapitel.

Die Hilbertschen Eigenfunktionen eines reellen 
symmetrischen Kerns.

§ 191. Eine besondere Art von Funktionaloperationen.
f^x, y) sei in dem Gebiet

0 g y 1 
reell und stetig.

Ist dann tpix} in (0, 1) stetig, so gilt dasselbe von der Funktion 
i

’o
Wir haben hier also eine Operation vor uns, die jede in (0, 1) 

stetige Funktion tp (^) in eine ebensolche Funktion (x) verwandelt. 
Diese Operation möge mit Sh bezeichnet werden.1 f(x, y) nennen 
wir den Kern von

1 Sie entsteht aus der Fbedholmsehen Operation w = indem man 
V «» Z<p, setzt und dann 1 unendlich werden läßt. Wir benutzten sie schon 
in § 189.
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Den Operationen ßf kommt, wie den Fredholmsehen Funktional
operationen (vgl. § 188), die Gruppeneigenschaft zu.

Aus
t

= f y)
0

und

folgt nämlich

i

= / 9^ w) V(u}du
o

1 1
zW = / (f9^, «) y) du} dy.

0 0

Setzen wir also
i

h[x, y) = J g (x, u) f(u, y)du, 
o

so ist für jedes rp

oder kurz ß9ßz = ßA.1

1 Wir betrachte» nur stetige Funktionen.

Für ßß, ßßß, ... schreiben wir (wie in § 189) ß2, ß3, ...
Diese Operationen nennt man die Iterationen von ß.

Statt des Symbols ßv werden wir vielfach Zßf benutzen, weil 
offenbar

= Zß/y 
ist. '.

Auch Z seihst betrachten wir als Symbol einer Operation, die 
darin besteht, daß rp{x} mit der Konstanten Z multipliziert wird. 
1 ist also hier das Symbol der Identität, die im Übergange von 
rp(x) zu <p(x) besteht.

Unter ßz + ffi verstehen wir die Operation, die von rp(x) zu 
ßz rp + rp führt.

Nach diesen Bemerkungen ist es klar, welche Operation durch 
ein Polynom in ß^, &h, ß^ angedentet wird.

Es gelten für solche Polynome die gewöhnlichen Rechnungs
gesetze, mit Ausnahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation.
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8 192. Invarianten von S,.. v *
Eine nicht identisch verschwindende Funktion1 die 

die Eigenschaft

1 Statt ß/ schreiben wir hier kurz ft.

i
y = c tf, d. h. rp (®) — c I f(x, y) ip (y) d y 

o
besitzt, wollen wir eine Invariante von JT nennen.

c soll eine Konstante bedeuten. Diese ist nach der obigen 
Definition von Null verschieden, weil <p nicht identisch ver
schwindet. ,

Aus
<f = c St rp

folgt durch Anwendung der Operation ®

St rp = C.V{2<p, 
so daß

<f —ß^Cp — C* (p
ist. Hieraus folgt weiter

£ tp = c2S3<p, 
also

(p — c ST rp = c3 rp 
usf.

Man sieht hieraus, daß jede Invariante von St eine In
variante von ist. Das versteht sich auch ganz von selbst- 
Denn <p multipliziert sich bei Anwendung von ® mit dem konstanten 
Faktor 1 [c, also bei »-maliger Anwendung von & mit (1/c)”.

Wir wollen jetzt einen weniger trivialen Satz beweisen, der so 
lautet:

Jedeinvariante von®" läßt sich additiv aus Invarian
ten von ® in endlicher Anzahl zusammensetzen.

0(.c) sei eine Invariante von S". Es sei also *
(p = C^“ m .

Wir zerlegen das Polynom
OS» - 1

in seine Linearfaktoren:

- 1 = ± ® - 1)^ ® - 1) - - - (e„® - 1) 
und setzen
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' (c2 ® - 1) (c. S - 1) . . . (c„ & - 1) - ,
... =

... (^.St-1)^^.

Die iß sind dann Polynome (n — l)ten Grades in S? und es besteht 
zwischen ihnen keine lineare Abhängigkeit. Denn aus

«! + «2 ißa + . . . + a„‘ßM = 0 (für alle Werte von
folgt, wenn wir S? = 1 /ck setzen, ak = 0.’ Es verschwinden nämlich 
für K = ck alle iß außer ißt.

Wir können also die Gleichungen (1) nach
i, s, ®a,..., r 1

1 Die c sind alle verschieden, weil die Gleichung C’®n —1 = 0 lauter 
verschiedene Wurzeln hat.

auflösen. Insbesondere ist
(2) 1=^+^ + ... + «.,$^
mithin

= a, iß, (b + a3 iß, 0 + • • • + an iß?1 0.
Die Konstanten a sind alle von Null verschieden. Wäre z. B. ak = 0, 
so würde sich die rechte Seite von (2), wenn wir ® = l/ck setzten, 
auf Null reduzieren.

Durch passende Numerierung der c läßt sich erreichen, daß 
gerade iß, 0, ißa 0, . . ., 0 nicht identisch Null sind, während
die übrigen iß 0, falls es solche gibt, identisch verschwinden.

Setzen wir nun
a, iß, 0 - a2 iß, 0 = y2, .... = 7,-

so wird
0 = 77 + 97 + • • • + 7V> 

und die <p sind Invarianten von S. Man hat nämlich 
ck® ^0-^0 = [ck ® - 1) iß4 0 = ± (G SP1 0 - 0) = 0, 

also auch
(3) * ^“T^O- (&=1,

n
Verstehen wir unter VC irgend eine n^‘ Wurzel aus U, so lassen 

sich die Formeln (3) auch in folgender Weise schreiben:

(3') 71 = ft ih'Wt, • ■ •, 7,=

Pp p2, ..., py sind voneinander verschiedene nia Einheitswurzeln.
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Aus (3') ersieht man auch, daß
<f\ = CSv1^, . . ., cpr- CStn cpy

ist. cp,,, . . cp multiplizieren sieh also, wenn man sie der 
Operation ß" unterwirft^ alle mit derselben Konstanten 1/0. Unter
wirft man sie aber der Operation Ä\ so multiplizieren sie sich mit 
verschiedenen ntc" Wurzeln aus, I/O.

§ 193. Eigenwerte des Kerns f(r, ?/).

Wenn <p eine Invariante von St, ist, wenn also die Gleichung 
cp = Z ® r/> (Z konstant)

stattfindet, so ist cp eine nichttriviale Lösung der Integralgleichung 
j

(1) T'W ~ y) Vfo} = °-
0,

Es muß also die Determinante

0 (I 0

gleich Null sein (vgl. § 186 und 190).
Ist umgekehrt

(2) D.f = 0
und hat D_.f den Rang p, so lassen sich, wie wir wissen, alle 
Lösungen <p(x) der Gleichung (1) aus p linear unabhängigen zu
sammensetzen.

Man nennt die Wurzeln der Gleichung (2) die Eigenwerte 
des Kerns f(x, y}. Zu jedem Eigenwert Z gehört also eine endliche 
Anzahl linear unabhängiger Invarianten, und zwar genau so viele, 
als der Rang von D_} f beträgt. Jede lineare Kombination dieser 
Invarianten ist offenbar wieder eine Invariante, die zu demselben 
Eigenwert Z gehört. Denn aus

cp — l&cp, tp = Z®ip, . . . 
folgt

a cp + bip + . . - = Z ft (a cp + b ifj + ...),

wie auch die Konstanten a, b, ... gewählt sind. Damit a cp -f b ip -p... 
nicht identisch verschwindet, muß man das Wertsystem a = b =... = 0 
ausschließen.
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Eine zu Z gehörige Invariante läßt sich nicht linear durch eine 
endliche Anzahl von Invarianten ausdrücken, die zu andern Eigen
werten des Kernes f(x, y) gehören.

Wenn nämlich
..., 

ist und die Z alle verschieden sind, so folgt aus 
(3) cp^ + a2 % + • • • + an <pn = 0
durch wiederholte Anwendung von ®

ßi , a, q>t a„ <p„ „

Nun ist die Determinante
1 1 = ... 1
1 1 1

z, z,

__L_ 1 _ 1

1 Diese Folge kann endlich oder unendlich sein. Bei enthält sie über
haupt kein Glied.

V‘rl ~Vl ■ ■ ■ V1
von Null verschieden (vgl. § 21). Es muß also in dem ganzen 
Intervall (0, 1)

ax =0, «a = 0, . . ., un<pn = 0
sein. Da tpv <f^,---,(pn nicht identisch verschwinden (nach der 
Definition der Invarianten), so müssen die Koeffizienten c^, a2, ..., an 
alle gleich Null sein.

Die Wurzeln einer beständig konvergenten Potenzreihe haben 
die Eigenschaft, gegeneinander isoliert zu sein. Wenn ;r0 eine 
Wurzel der beständig konvergenten Potenzreihe a0 + x + a, x2+ ... 
ist, so läßt sich in der Ebene der komplexen Zahlen um x0 ein 
Kreis beschreiben, der außer x0 keine Nullstelle von a0 -p x + 
a2 x2 + .,. enthält. Hieraus ergibt sich leicht, daß in einem um 
den Nullpunkt beschriebenen Kreis Ks vom Radius p nur eine end
liche Anzahl ne von Nullstellen 'der Potenzreihe liegt.

Man kann also die Nullstellen von a0 + x + x2 + ... in 
Form einer Folge1 schreiben. Zuerst kommen die nx Nullstellen, 
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die in dem Kreise liegen, dann die w2 — Nullstellen, die in K2, 
aber nicht in Kx liegen, dann die n. — n2 Nullstellen, die in K3, 
aber nicht in K„ liegen usw.

Stellt man nun für D_lf die Folge der Nullstellen auf und 
ersetzt in ihr jedes Glied Ä durch ein Fundamentalsystem zugehöriger 
Invarianten, so ergibt sich eine Folge linear unabhängiger Funktionen, 
und jede Invariante von läßt sich aus einer endlichen Anzahl 
von Funktionen dieser Folge linear zusammensetzen.

Wir wollen eine solche Folge als eine vollständige In
variantenfolge von bezeichnen.

§ 194. Symmetrische Kerne.

Wir nehmen jetzt an, daß der Kern f(x.y) symmetrisch ist, 
daß also für 0 z, y 1 die Gleichung

(1) y} = f^,
gilt. ;\x, y} soll wie bisher reell und stetig sein. Außerdem soll 
f.x, y) nicht identisch verschwinden.

In diesem Falle gibt es, wie wir sehen werden, stets In
varianten oder, was auf dasselbe hinauskommt, stets Eigenwerte. Bei 
unsymmetrischen Kernen kann es Vorkommen, daß keine Invarianten 
da sind, obwohl der Kern nicht identisch verschwindet. Ist z. B.

fl«, y) = u(x}v(y),
so nimmt die Formel

i

<p = Z P f(x, y}<pty}dy

die Gestalt an

cp (x) = Z u (a; J V (y) cp (y) d y, 
b

d. h.
cp (x) = cu(.r).

Dabei ist
i i

e = ijv(y) cp (y) dy — Äc[u(y)v(?/)dy. 
o o-

Wenn nun
i

J u(y}v^dy = 0
0 
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ist, so hat mau c — 0, also auch epix) ~ 0, d. h. es gibt keine In
variante. Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn

u(x) =■ sin n x, v(x) = cos nx 
ist, also

f(x, y) — cos ny.

Bevor wir die Existenz von Eigenwerten bei einem symmetrischen 
Kern beweisen, zeigen wir, daß ein solcher Kern nur reelle Eigen 
werte haben kann.

Sind (p und tp Invarianten, die zu verschiedenen Eigenwerten 
des symmetrischen Kornes f(x, y) gehören, so ist

x

(2) J tp (x) tp (x) d x = 0.
o

Hat mau nämlich
f

(3) / A-D ^/(p'^dy
0 

und
i

(4) tp (x) = p, j f{x, y} tp d y,
o

so wird nach (3)
i i i

(5) p I ep^tp^dx =-• Xp J \ f&,y}<p^tp[y}dy dx 
b b o

und nach (4)
ixi

(6; A j rp (x) tp {x) dx ~ hpj'l f{x, y) tp (&) ip (y] dx dy. 
b o o

Nun sind x, y völlig gleichberechtigte Tntegrationavariablc. 
Daher ist

ii u

JJ /’ y} fp »j) dy dx ~fj f (p yj G/) dx dy
0 0 0 0

1 1
= JJ f y) fp {y} dx dy.

00

wenn man noch die Eigenschaft (1) berücksichtigt.
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Die rechten Seiten von (5) und (6) sind also gleich. Folglich 
hat man

i

(Ä - n) f<p (x) il> te) dx =t= 0. 
ü

Daraus ergibt sich aber, weil 2 vorausgesetzt wird, die 
Eigenschaft (2).

Nun sei Z ein beliebiger Eigenwert und tp(x) eine Invariante, 
die zu ihm gehört Dann folgt aus Gleichung (3), weil f reell ist,

i

(x) = f (x, (y) dy.
o

Dabei ist Z zu Z und ^5 zu cp konjugiert komplex.
Wären Z und Z verschieden, so müßte

i
(7) Prp (x) (x) dx = 0

o

sein, ist aber stetig, nirgends negativ, und nicht überall
gleich Null, weil ep(x) nicht identisch verschwindet. Daher kann 
die Gleichung (7) nicht bestehen, und es ist also

Z = Z, 
d. h. Z reell.

Wenn cp (a:) — cp^ (x) + i <p2 (x) eine komplexe Invariante ist, so 
sind rp^ [x), tp^ (x) reelle Invarianten, die zu demselben Eigenwert ge
hören, wie (p(x). Man darf sich deshalb auf reelle Invarianten 
beschränken. Hilbebt nennt sie die Eigenfunktionen des Kerns

Gehören zu dem Eigenwert Z gerade p und nicht mehr linear 
unabhängige Eigenfunktionen, so können wir diese so aus wählen, 
daß sie ein normiertes Orthogonalsystem bilden (vgl. § 134). Sind 
nämlich (4 . . ., linear unabhängige Eigenfunktionen,
die jenem Eigenwert Z entsprechen, so gilt dasselbe von

“Al Vh + C12 % + • • • + eipVp’

^2 = Al VA + C22 ^2 + • • • + ^pVp’

Wp = ßpl V*! + ^2^2 + • • • + CppVp>

sobald nur die Determinante der c ungleich Null ist. Durch passende
Wahl der c läßt sich aber erreichen, daß W^x), W^x), . . ., Wp(x) 
die Relationen

Kowalewski, Detorminaflen $3
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1 .
J ^r2dz = 1,
0

J (r, 5 = 1, 2,.. r^s)

= o
o

erfüllen, die für ein normiertes Orthogonalsystem charakteristisch sind.
Bildet man für jeden Eigenwert ein normiertes Orthogonal- 

system von Eigenfunktionen, so ergibt sich eine Folge (vgl. § 193, 
Schluß)

• • •>
die selbst ein (endliches oder unendliches) normiertes Orthogonal
system ist. Denn zwei zu verschiedenen Eigenwerten gehörige 
Eigenfunktionen cpfä, iy[x} sind zueinander orthogonal. Sie erfüllen 
ja, wie wir sahen, die Gleichung (2). Eine solche Folge nennt man 
ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigen 
funktionen.

Jede Eigenfunktion von f (x, y) setzt sich linear aus einer end
lichen Anzahl von Gliedern dieses Systems zusammen.

§ 195. Die iterierten Kerne.
f («, y) sei ein reeller symmetrischer Kern und St die Operation, 

die im Übergänge von tp(x) zu
r

besteht.
Die Kerne von S2, S3, S*, ... nennt man die Iterationen des 

Kernes f (x, y) und bezeichnet sie mit /<» f3», . . .
f selbst wollen wir mit bezeichnen.
Die iterierten Kerne berechnen sich nach der Rekursionsformel 

(vgl. § 191)
i

(1) [x} y) — J"f'11 (x, u) fM (u, y) du. (n = 1, 2, 3, . . .)
o

Es gilt auch die allgemeinere Formel
i

(2) rm+n\x,.y) — J*fM[x, a) y}du, [m. n = 1, 2, 3,. . .)
o

die sich aus der Relation S"‘+" — ergibt.
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f™, ^(3), . sind wie symmetrisch. Wenn dies für
f2; . .., fM schon bewiesen ist, so folgt es für mit Hilfe der 
Formel (2). Man hat nämlich nach (2)

i
/<K+1)(y, x) = J*w) fM(u, x)du

o
1

— y*) y)du = (x, y).
■ (I

Wenn X® nicht identisch verschwindet, so gilt das
selbe von X^', . .

sei der erste Kem mit geradem Index, der identisch ver
schwindet. Dann ist nach (2)

’ i

0 = y) — u) ^(u, y}du.
0

Insbesondere wäre also
i

(3) 0 = (x, x) = y fM [x, u) f(n>(u, x)du
o

i
= y{x> M)P du = 0. (0 S x ^1)

, > ■ 0 ....

Nun sind aber X*2’, X”, . . . stetig, weil wir von f die Stetigkeit 
fordern.1 Also folgt aus (3)

1 Das siebt man aus Formel <1).

Xw(®, w) = 0. (O^x, ugl)
ist also identisch Null. Da f(2n> der erste Kern mit ge

radem Index sein sollte, der identisch verschwindet, so ist n un
gerade. Wenn aber identisch Null ist, so ist es auch fn+»t und 
«4-1 ist gerade. Dann hätten wir n 4- 1 = 2«, d. h. n = 1. Wir 
setzen aber gerade voraus, daß XU) nicht identisch verschwindet.

§196 . Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der iterierten Kerne,
f(x, y) sei ein reeller symmetrischer Kern und /(2), X’3). . . seine 

Iterationen, g habe dieselbe Bedeutung wie in §195.
Aus §192 wissen wir, daß jede Invariante ® vön ß” sich 

additiv aus p (,<n) Invarianten cp von g zusammensetzt. Gehört e 

33*
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zu dem Eigenwert Z von f™, so gehören die p Invarianten y zu 
Eigenwerten von f, die p verschiedene Wurzeln von Z sind.

Nun sind im vorliegenden Falle die Eigenwerte von und 
von f reell. Es ist daher nicht nur Z reell, sondern auch jene 
p nim Wurzeln von Z.

Im Falle eines ungeraden n gibt es aber nur eine reelle 
Wurzel von Z. Also ist p =• 1, d. h. jede Invariante von Ä'*1 ist 

zugleich eine Invariante von S. Das Umgekehrte gilt aber auch. 
® und it" haben daher genau dieselben Invarianten.

Wenn n gerade ist, so muß Z positiv sein, und es gibt dann 
zwei reelle «t0 Wurzeln. Die Zahl p ist also entweder gleich 1 
oder gleich 2, d. h. jede Invariante von ff" ist entweder auch eine 
Invariante von St oder eine Summe von zwei solchen. Handelt es 
sich um eine reelle Invariante von Ä", die sich additiv aus zwei 
Invarianten von © zusammensetzt, so sind diese selbst reell.

Es gilt also der Satz:
Jede Eigenfunktion von f ist auch eine Eigenfunktion 

von und jede Eigenfunktion von f™ ist entweder eine 
Eigenfunktion von f oder die Summe von zwei solchen.

Daraus geht unmittelbar folgendes hervor:
Ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von 

Eigenfunktionen des Kerns f ist auch ein solches für jede 
Iteration von f.

Wenn Z ein Eigenwert von f ist, so ist Z” ein Eigenwert von 
(vgl. § 192), und man erhält alle Eigenwerte von fM, wenn man Z 
alle Eigenwerte von f durchlaufen läßt.

Die Eigenwerte von fn) sind also die ntm Potenzen der 
Eigenwerte von f.

§ 197. Vorbereitungen zu E. Schmidts Existenzbeweis.
Die Operation ist das Analogon einer linearen Trans

formation
' % = «11 ®1 + «12 «3 + • • • + «i„®„>

0) , ^2 “ «21 «22 ^2 + • ■ • + «2«®« ’

. yn = «m + «n2 ^ + • • • + «„„^ •
Bezeichnen wir das Wertsystem x2, . . ., a:n kurz mit x und 

daa Wertsystem yv y2, . . ., yn mit y, ferner die lineare Trans
formation (1) mit T, so lassen sich die Gleichungen (1) in die eine 
symbolische Gleichung
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zusammenziehen.
y = Tx

Den Invarianten von f(x, y) entsprechen hier solche Wert
systeme x, die nicht aus lauter Nullen bestehen und die Eigenschaft 

x — Ä Tx (A konstant)
besitzen. z genügt dann der Gleichung

(2)

j 1 “ ^°12 > ’ ' ' ^ain

j — AUji f 1 ' * * *
i...................................................
I -Aanl, - Ä«„2, . . • 1 - lann

Die Wurzeln dieser Gleichung entsprechen den Eigenwerten 
von f (x, y\

Wenn wir annehmen, daß die Determinante von T symmetrisch 
ist (ar3 = at^, so haben wir das Analogon eines mit symmetrischem 
Kern. In diesem Falle hat die Gleichung (2), wenn nicht alle art 
verschwinden, sicher eine Wurzel. Wir wissen nämlich (vgl. §115), 
daß eine p-fache Wurzel der Gleichung

(2')

®ii P > ai2 • • • ., ain
Ö21 > ®22 V' ’ ’’ °2n

! «»! ’ a»2 ’
= 0

der Determinante links den Kang n — p gibt.1 Wenn nun nicht 
alle art gleich Null sind, so kann p = 0 keine n-fache Wurzel von (2') 
sein. Es gibt also wenigstens eine von Null verschiedene Wurzel p 
der Gleichung (2’), und 1/p = A ist dann eine Wurzel von (2). Hat 
die Determinante

an a12 . . . aln

®21 ®22 - ‘ ’ ö2n

«»1 «»»••• «.

den Rang r, so besitzt (2) gerade r Wurzeln.
Ist nun A eine k-fache Wurzel von (2), so hat die Gleichung 

x = k Tx,
deren Determinante vom Range n — k ist, gerade k voneinander 
unabhängige reelle Lösungen x. Man kann diese Lösungen

’ Die ar, denken wir uns alle reell. Die Wurzeln von (2') und (2) sind 
dann gleichfalls reell.
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xm, oft, . . ., Vkl so auswählen, daß sie ein normiertes Orthogonal
system bilden, daß sie also den Bedingungen

= 0, — 1.
genügen (a, = 1, 2, . . k; a^ß}.

Aus
x = XTx und x X' Tx.

folgt
/!'■ {xx') = X X' x,' ,

Ä (« x") — XX' 2 a. s Xr Xi ~ X' 2 aT, Xr Xs ‘ 
mithin

(X — z') (x x') = 0.

Wenn also X ± X' ist, so hat man [xx) = 0.
Bildet man also zu jeder Wurzel von (2) ein normiertes Ortho

gonalsystem von Lösungen der Gleichung x ~ XTx, so erhält man 
ein r-gliedriges normiertes Orthogonalsystem. Diesem entspricht ein 
vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen eines 
symmetrischen Kerns f(x,y).

Ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von T ist auch 
ein solches für T3, T3, . . ., die Iterationen von T.

Lautet T? ausführlich geschrieben
Ui = 4? ®i + x2 + . . . 4- a!^ xn,

2/2 = «21' Xi 4- d/t X2 4- • • • + ,

so sind die Wurzeln der Gleichung

(3)

1 — kd$, — Xai^, ■ ■ ■, — Xa^, ‘
— Xc^i, 1 — —Xah» Q

-X^, . ... 1 -Xat

gerade die pt0“ Potenzen der Wurzeln von (2).
Ist nämlich

x = X Tx , 
so folgt daraus

x — Xr T^x.
Gehören also zu X gerade k linear unabhängige Invarianten von T, 
so gehören zu Xp wenigstens k linear unabhängige Invarianten von Tr. 
Ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von T ist auch für 
T? ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem. Die Vollständigkeit 
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beruht darauf, daß die Determinante von T* keinen höheren Rang 
haben kann als die von T.

Wenn man die Gleichung (3) für p = 1, 2, 3, ... aufstellt, so 
ist man imstande, einfache Formeln für die Potenzsummen der 
reziproken Wurzeln von (2) zu geben.

Die Wurzeln von (2) mögen Zlf Zr heißen (jede mit der
entsprechenden Vielfachheit geschrieben). Dann sind \p, Z/,.. , 1/ 
die Wurzeln von (3).

Schreibt man die Gleichung (3) in ausgerechneter Form, so 
lautet sie

1 — Z (aff + + • • • + ^i) + . . . = 0.
Daraus ersieht man, daß

T + TT + ’ ’' + TV = + • • • +
ist.

Nun sei Z die absolut kleinste unter den Wurzeln Z,, Z,,...,I17 2 ’ P
und sie sei Ä-fach. Dann können wir schreiben

p lassen wir alle von Z verschiedenen Wurzeln durchlaufen. Da Z 
die absolut kleinste Wurzel ist, so sind alle Quotienten ~ , deren 
es im ganzen r — k gibt, ihrem Betrage nach kleiner als 1.

Es folgt also

lim « Z lim--- ——'-^-L— Z.
p=°° r

\ i' /

Man kann sich auch so einrichten, daß der Grenzwert einer 
monotonen Folge zu berechnen ist.

Zu diesem Zweck bilde man den Quotienten 
. (* V"-2
* + >. — ,

•s*—E ) 2 ______ /
o * ( X \2» •
tr * + 2—1 x?) 

Da offenbar
G2*“2 + + V*"2) Gi2^2 + ' + z,2r+2) 

/ 1 1 \2

ist, weil die linke Seite das Quadrat der Matrix
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1 1 1
V"1 V-1 '' ’ V-1

i i j

darateilt, so hat man
si i> — 2 sip

9ip 8% p + a
Die Folge

g9 g4 gG
St ’ % ’ sa ’

konvergiert also absteigend nach dem Grenzwert Ä2.
Es läßt sich auch leicht ein einfacher unendlicher Prozeß 

angeben, um zu einer Invariante von T zu gelangen.
Das sieht man am einfachsten, wenn man T durch eine passende 

orthogonale Transformation, die gleichzeitig auf- die a; und auf die y 
angewandt wird, auf kanonische Gestalt bringt.

Es gibt, wie wir wissen, eine orthogonale Transformation, die 
die quadratische Form

2 a x x (a =5 a 1 pq p q k pq qp1
auf die kanonische Gestalt

bringt (vgl. §116). Unterwerfen wir yv y2, ..., yn und x2, ..., xn 
derselben Transformation, so wird

zugleich aber
S«,m-^ + ¥ + -" + V’

M + s,s + • ■ • +»A - «I s, + + ■ ■ ■ + M.-
Die Gleichung 

+ . . .. + = 
in die wir die Formeln (1) zusammenziehen können, geht durch jene 
orthogonale Transformation in folgende über

91 91 + • • • + Mn = + • • • + •
Diese Gleichung zerfällt wegen der Willkürlichkeit der j in

9r+l “öl 9n = 0 •

Das ist dieselbe Transformation wie T, nur in den deutschen 
Veränderlichen geschrieben. Wir wollen sie mit £ bezeichnen.
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Wenden wir auf eine Invariante von T die orthogonale Trans
formation an, die von (1) zu (1') führte, so ergibt sich eine Invariante 
von iE, und umgekehrt linden wir aus einer Invariante von E eine 
Invariante von T, indem wir die orthogonale Transformation an
wenden, die von (1') zu (1) zurückführt. Normierte Orthogonalsysteme 
gehen dabei wieder in normierte Orthogonalsysteme über.

Nun wollen wir zeigen, wie man eine Invariante von iE findet. 
Wir nehmen ein Wertsystem j und leiten daraus durch ^-malige 
Anwendung von iE das Wertsystem

ab. Offenbar ist
Jp)_ Ei M J-Pf _ n i» r.
El = • • ■> ir ~ Yp’ ~ =

Bezeichnen wir nach wie vor mit 2 die absolut kleinste unter den 
Wurzeln 21? . . ., 2r und nehmen wir an, daß 22, . . ., lk gleich l 
sind, daß also 2 eine Z-fache Wurzel ist, so wird

^E/^Ep ■■■>

Z Ei+l 1 y %k+l > • • • > Z Er — Jr ,

2^1 = 0,..., 2^ = 0.

Daraus folgt für unendlich zunehmendes p

lim^j/rt) = Elt • •lim^E/^) = Zk> 

lim(2^t) = 0, ...,lim(2^ =0.

Wir sehen daraus, daß das Wertsystem 2^j nach
Ei> • • •, E*> 0, 0, .. ., 0 

konvergiert, d. h. nach einer Invariante von iE, die gerade zu der 
Wurzel 2 gehört.

E darf nur nicht so gewählt sein, daß ?x, j2, .. ., ^ alle gleich 
Null sind. Durch’ passende Wahl von j kann man offenbar jede 
Invariante, die zu 2 gehört, erhalten. Denn jede solche hat die 
Form jj, y3, .. ., 0, 0, . . 0.

Wir ersehen hieraus, daß folgendes Verfahren alle Invarianten 
von T liefert, die zu der Wurzel 2 gehören. Man nehme ein be
liebiges Wertsystem x. Dann ist

lim (2* Tp x)
PSZOQ

entweder das Wertsystem 0, 0, . .., 0 oder eine zu 2 gehörige In
variante von T, und man findet so alle derartigen Invarianten.
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E. Schmidt hat diese Betrachtungen auf die Operationen 
mit symmetrischem Kern übertragen, die ja das Analogon der hier 
betrachteten Operationen T sind.

§ 198. E. Schmidts Existenzbeweis.

f[x, y) sei ein reeller symmetrischer Kern, der nicht identisch 
verschwindet und f™, f™, . . . seien seine Iterationen.

Die Eigenwerte von f sind die Wurzeln der Gleichung
i

D-if = 1 — Zf (z, x)dx + ■■■ = 0.
o

Ihre pUu Potenzen sind die Wurzeln der Gleichung
i

~ 1 — f fw(x> x)dx + • • • =° ■
,. 0 . . .

Diese Gleichungen lassen sich als das Analogon der Gleichungen (2) 
und (3) in § 197 auffassen.

sp war dort der Koeffizient von — Z in der Gleichung (3). Hier 
übernimmt

i

sp — x)dx
o

diese Rolle.
Wir wollen jetzt zeigen, daß auch jetzt

(1)

eine absteigende Folge ist und ihr Grenzwert ein Eigen
wert von

Wir bemerken zunächst, daß die san (n = 1, 2, 3, . . .) alle
positiv sind. Dies folgt einfach daraus, daß (vgl. Formel 2 in § 195)

f,B) [x, y) - ff™ (z, w) fM (w, y) du,
ü

also i
x) = fu)}2du

o
und 11

s2» = 0 0
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Da stetig ist und nicht identisch verschwindet, folgt hieraus 
s, „ > 0.Zn

üm zu erkennen, daß
sin—2 s2 n 

sm st n + *

ist, benutze man die Formel
1

fifTt) — ff(p)(x, w) f^u, y)du,
o 

aus der
i 11

(2) Cf(i'^lfx, .x)dx == ^)dxd^
b o o

folgt.
Wir können (vgl. § 133)

11
ff F(x, y}G%y}dxdy 
o 6

das innere Produkt der beiden reellen Funktionen F und G nennen 
und es mit (FG) bezeichnen. Formel (2) besagt dann, daß

ist, also s das innere Produkt von und 
Nun ist die Gram sehe Determinante

\(f'
p'-i') y<«~i> ^(«+Dj 

^(n+D Än + DJ.

nie negativ.1 D- h- man hat

1 Beweis wie in § 134.

®2n —2 s,
0

also
®2n+2

^-2*2»+ 2 -®2flS mithin g
n S1 n + 2

Die 
Glieder.

Folge (1) ist somit absteigend und hat lauter positive 
Daher existiert

lim-^=2- 
s»n

= c

Dieser Grenzwert e ist nicht gleich Null.
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Setzt man für einen Augenblick bei festgehaltenen x, y 

fW(x,u)~FpW, 
- G^uj,

so ist die Determinante

als ÖBAMsche Determinante von und G (w) nicht negativ. 
Man hat also

i i

JfG) (x, u) (y, u) du 
o ,

f (®> w) f(p) (®> w) du y f® (y, w) f «> (y, u} du.
o

Da aber
i

f(p + ?) (x, y) ~ (x, u) f(^ (y, u) du

und
0

i

(x, x) ~ u) {xf u) du j
ö

i
f f{9) (y, u) du
u

ist, so lautet die obige Ungleichung

/•(P+V) y) fG+P (x, y) Ä (x, x} fW (y, y}, 

und hieraus folgt durch Integration nach x und y

(3) S2p+2? — g2pS2q'

Diese Ungleichung liefert für p = n und q = 1

sin 1
Also ist auch * ’>+

lim > ().
S3

Nach §197 darf man vermuten, daß limfs. •«„ } = c ein 
Eigenwert von ist, und zwar der kleinste. Um nun nach dem 
Vorbild von § 197 eine dazu gehörige Eigenfunktion zu finden, muß 
man von einer Funktion y (x) ausgehen und sie wiederholt der 
Operation ®a, d. h.
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i

0

unterwerfen. Dann darf man hoffen, daß die Grenzfunktion
(4) lim (cn ®Sn cp)

n~ oo

eine Eigenfunktion von ß2 ist.
Nun ist aber

®2r + 2g9 = <p,

also i i
§2? + 2 y — JJ fW pa# du dv,

o o
und daher

ßP + ^^?‘P+2<p — C«+1®22+2y

1 1

= c (x, u){cp (u, v) — c* (w, v)} 9? (») du dv. 
o o

Setzen wir zur Abkürzung
(x, u} Cp(v) = fp (u, v), 

ßp f^^v) — cf = x^v)t

so können wir schreiben
ßp+1^2p+2 (p — c? + lg2« + 2 SS c(zV')-

Da nun

ist, so folgt
(6) jep+i®2i'+29> — cf*1 ®2«+2}a ca(xX}^' ty} •

Für (ipyj findet man den Wert 
i i

(tpfp) — «)i2 dw • j (p2 (v) dv.
o o

Bezeichnet man mit Jf das Maximum von {f*21 (x, y)|4 in dem Gebiet 
0 x, y 1 un^

i
K — J <pl(v}dv, 

o
so wird

{fp fp) = MK-
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Für /) findet man
ii 11

(//) = c2vJ {^^(w, ®)j2 du dv — 2cp+'>JJ'f<-2^(u,v)f^^{u,v)du dv
0 0 0 0

11

+ c2« {f(2d(u,v)}2dudv,
o ö

d. h.
(ZZ) = c2p sip - 2c^ sip^iq + c2» s^.

Die Ungleichung (6) verwandelt sich hiernach in
(7) {c^®2^2?-^®2^2}2^^^

Aus

$2 n
folgt nun

b ö2n —2 — G ö2n

Daraus sieht man, daß cns„„ bei zunehmendem n eine ab- ' i n

steigende Folge durchläuft, daß also
lim(c"s2Ä)

existiert. Dieser Grenzwert ist übrigens von Null verschieden. 
Nach Formel (3) hat man nämlich

stp ~~ t ,

si p +11 si «

oder
StP StP + 2 SlP+^d — I 1 

«2 P 4- 2 «2 + 4 «2^ + 25 Sm

Läßt man bei festgehaltenem ? den Index p unendlich zunehm en, 
so ergibt sich 

d. h. c«s„ 2=1.
Mithin ist auch

lim = C 1.

Kehren wir nun zu der Ungleichung (7) zurück, so können wir 
schließen, daß bei passender Wahl von N für p, q 2: N

I CpJrl ®2r + 2 (f) — CV+1 ®2«+2 (p | < s

ist. e bedeutet eine beliebig vorgelegte positive Zahl.
Man ersieht hieraus, daß

limc’'®2“^ = o)(x]

existiert, und daß es sich um ein gleichmäßiges Konvergieren nach 
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dem Grenzwert handelt Man kann auch sagen, daß der Grenzwert 
durch die in (0, 1)' gleichmäßig konvergierende Reihe
(8) m («) = cp 4- (c y — <p} + (c2 Ä4 <p — c ®2 cp) + ... 
dargestellt wird. Da die Glieder dieser Reihe in (0, 1) stetig sind, 
so ist auch co (a:) in (0, 1) stetig.

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (8) hat man 
CO = <p + (c ^Cp- cp) + (4 y) 4 . . . ,

und dahef
(9) w ~ c^ü) .

Jetzt ist nur noch zu zeigen, daß bei passender Wahl von cp die 
Funktion co nicht identisch verschwindet.

Setzen wir aber z. B.
cp (xj = f'2) fax), (0 g® 1)

wobei % ein Wert zwischen U und 1 ist, so wird
i

®incp = fUn\x.y)f{2'{yx)dy = f^n^i}fa%). 
o

Die Reihe für co fa lautet jetzt
fa x) + (c fa x) — /l2) fa »)) 4- (c2 f“” fa x) — C fa«))+....

Sie konvergiert für 0 ^.x, «^1 gleichmäßig. Denn die Un
gleichung (7) behält ihre Gültigkeit, wenn wir K durch das 
Maximum von

i
j“ (f^fax^tlx = f^fax) 
0

ersetzen.
Auch

(10) a fa«) + (c8 («, x) — c f(2> (% «))+.., (0g»gl)
konvergiert also gleichmäßig, und wir können x so wählen, daß 
ihre Summe nicht verschwindet. Wäre dies nämlich nicht 
möglich, so müßte Null herauskommen, wenn wir von 0 bis 1 
integrieren. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz dürfen wir glied
weise integrieren. Dabei finden wir aber

cs2 + (c2®4 “ e«2) + (c3sb - o %) + • • • = 1 •
Ist nun x = x0 eine Stelle in dem Intervall (0, 1), wo (10) nicht 

Null ist, so wird, wenn wir von
, . yfa^f^fa^)

ausgehen, co fa sicher nicht identisch verschwinden, weil afa) ={= 0 ist
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§ 199. Einfache Kerne and Zerlegung eines Kerns in paarweise 
orthogonale einfache Kerne.

Da jeder reelle symmetrische Kern, der nicht identisch ver
schwindet, einen Eigenwert und Eigenfunktionen hat, so ist der ein
fachste Fall der, daß nur ein Eigenwert da ist und daß die zu ihm 
gehörigen Eigenfunktionen sich auf eine unabhängige reduzieren, daß 
es also im wesentlichen nur eine Eigenfunktion gibt. Solche Kerne 
mögen einfache Kerne heißen.

Wenn eine normierte Eigenfunktion des symmetrischen 
Kerns f[x,y) ist, so folgt aus

i
= äJ f^y^f^dy

0 
und

i
t («) = / (f W y (2/) v M dy

0 
durch Subtraktion

0

Für den Kern

ist also keine Eigenfunktion.
Wir wollen uns fiir ein vollständiges normiertes Ortho

gonalsystem von Eigenfunktionen aufgestellt denken, und annehmen, 
daß <p demselben entnommen ist. Enthält dieses Orthogonalsystem 
außer rp noch eine andere Funktion yj, so ist

i
J v^q^dy = °>
0 

also
i t

Jy&>y} vW)dy - j y) v (y}dy = •
0 ö

/r bezeichnet den Eigenwert, zu dem tg(x) gehört.
ist hiernach eine Eigenfunktion von g{x,y} und gehört bei 

f und g zu demselben Eigenwert.
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Wenn umgekehrt / eine Eigenfunktion von g(x,y} ist, so folgt aus
i 

z(«) = 9^,y)x^dy
0 

und 
i

-^d^y^^dy 
o

zunächst die Relation
i

J y^x^dx = 0. 
o 

Daher ist
i i

X (as) = r J [g y) + x dy = „ J y) X^dy.
o O

Die beiden Kerne f und g haben also dieselben Eigenfunktionen. 
Nur die Eigenfunktion y fällt beim Übergange von f zu g fort.

Hat nun f(x,y) im wesentlichen nur eine Eigenfunktion, so. 
muß g(x,y) identisch Null sein. Sonst hätte nach § 198 g^y) eine 
Eigenfunktion y, und bei f gäbe es dann wenigstens zwei linear 
unabhängige Eigenfunktionen.

Wenn also f ein einfacher Kern ist, so hat er die Form

Ist y(x) eine beliebige stetige Funktion mit der Norm 1, so hat der
Kern den einzigen Eigenwert Z und im wesentlichen nur 

die Eigenfunktion <f>.
Die Gleichung

x§ <p dy = 0} (x)
o

besagt nämlich, daß
®(®) = cy\x}

ist, und dann folgt sofort x = Z.
Wenn der Kern f[x,y] p linear unabhängige Eigenfunktionen bat, 

ist er in p einfache Kerne zerlegbar, ..., yp(x) sei
ein normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen des Kerns f 
und Z^ ..., Z seien die entsprechenden Eigenwerte. Dann hat von 
den Kernen

Kowalewski, Determinanten
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■'' " ■

/i y) fi '- 4> y) -1- ,A2

4^?/) = 4-i 4^) -

der erste p — 1, der zweite p — 2, der dritte p — 3, . der letzte 
also gar keine Eigenfunktion. f (x, y) muß also identisch ver
schwinden, und es ergibt sich die Formel

f(g; y] - - ^(9) j _ । VP<$VP<yl
Z, Zä

Hat der Kern f (x, y) nicht bloß eine endliche Anzahl linear 
unabhängiger Eigenfunktionen, sondern unbegrenzt viele, so sei

. - - ■ ■ -0^4), .%M ?>SH • •/ . ...
ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen 
und hn sei der Eigenwert, zu dem %(«) gehört.

Wenn nun die Reihe

.... . ■ a •' A ,
in dein Gebiet Ogs:, y 1 gleichmäßig konvergiert, so ist

(I)

wie f(x-y y) eine stetige symmetrische Funktion. ■ Wäre sie nicht 
identisch Null, so hätte sie eine Eigenfunktion tp.

Andererseits ist
i i

J y 4- y) fn (y} dy - J f 4> y) (y) dy - = o.
o b n

Aus ’; 1 '
i

und

4 ^9^fy)^&dy ^ ' ' '
U ‘ '

folgt aber
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——————Zal—

i
(2) [ yj{x)tpn[x)dx = 0. 1 (« = 1, 2/3, ...)

b
Danach wäre

i i . | i
y)VW) dy = J g(x, y^^dy = 

o ■ ° ' •

Das ist aber unmöglich, weil f(x, y) nur Eigenfunktionen hat, die 
sich linear aus einer endlichen Anzahl zusammensetzen, was 
von 1/7 wegen (2) nicht gilt.

g(x,y) muß also identisch verschwinden, und man hat

/3) + । Ws)?a(y)

Nennen wir zwei symmetrische Kerne, bei denen jede Eigen
funktion des einen zu den Eigenfunktionen des änderen orthogonal 
ist, selbst orthogonal, so haben wir eine Zerlegung von /(.r,p) in 
paarweis orthogonale einfache Kerne gewonnen.

§ 200. Eine Eigenschaft der Eigenwerte eines 
symmetrischen Kerns.

tp1(x), <p2(x), ... sei ein vollständiges normiertes Orthogonal-. 
System des reellen symmetrischen Kerns f[x,y), und Ar, Ä2, Z3,... 
seien die entsprechenden Eigenwerte. In dieser Folge kommt ein 
Eigenwert p-mal vor, wenn zu ihm p linear unabhängige Eigen- 
funktionen gehören oder, wenn er, wie man sagt, p-fach ist.

Sprechen wir von den Eigenwerten des Kerns ffx^y). so wollen 
wir immer jeden so oft hingeschrieben denken, als seine Vielfachheit 
verlangt.

Die Eigenwerte /, Z3, . . . eines symmetrischen Kerns haben 
nun die Eigenschaft, daß ihre reziproken Quadrate eine kon
vergente Reihe bilden.

Es ist nämlich

’ Wenn man eine Funktion <p(x), die nicht identisch verschwindet und 
die Eigenschaft = 0 hat, als eine zu dem Eigenwert oo gehörige Eigen
funktion des, Kerns / bezeichnet, so sind auch dann Eigenfunktionen, die zu 
verschiedenen Eigenwerten gehören, zueinander orthogonal.

St”
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«Pr fr) , ,
J » + ’ • • + 2
*1 An

>

' 0 '(1)

denn

/ r '' V
= [J f(x> y^^dy] + • •

/{fix, y^dy - Ifffa, y^^dy] - .. . - ij f(x, y'j^^dy

0 \ ü / ' 0 i

ist die Gram sehe Determinante der Funktionen

y\ ■ •. •> VnWb
also nicht negativ (vgl. § 134).

Aus (1) folgt aber durch Integration
11

fr + * • • + fr — ff dx dy •
w u

Damit ist d’a Konvergenz der Reihe
(2) fr + fr + fr + • • •

A1 a3
bewiesen.

Jetzt kann man leicht zeigen, daß die Reihe
Vi(x)<Pi(y) , ,

(3) —j-j— + —^T— + • • •

absolut und gleichmäßig konvergiert. 
Es ist nämlich, wenn wir

(^) (y)

An+p

setzen,
q>n&) <tn(y) | ,

2 4 i r • • • i“ Ah

< ^nVf(2\X> y}-
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Bezeichnet man mit A’^das Maximum von x}, so ist also

An I | An.+j?

Daraus folgt aber wögen lim Rn — 0 die absolute und gleich
mäßige Konvergenz der Reihe (3).

Nach § 199 können wir also sicher sein, daß

(4)
ist.

Betrachten

_ ^i (*) yt (y) nto'pM

(5)

wir nun die Reihe
<pt (x) 'pi fr) , <p2 (x) <p4 fr)

; 2 ' A 2'l a2
so ist hier

’y.+iWy 
AM., I

Setzen wir

so wird

(6)
I Vn(x)q>K(y)

1 2 An

<?»+>,» »»4-p fr)
) 2 Rn+p

Tn^l V
An 4-1 /

tyn-fft (#) ^n^P (y)

3 $
An+p

y.+i (y) y
An 4-1 /

Aus (6) ersieht man, daß die Reihe (5) bei festgehaltenem x 
absolut und gleichmäßig konvergiert. Da x und y symmetrisch auf
treten, konvergiert sie auch bei festgehaltenem y absolut und gleich
mäßig.

Es sei nun

. m -äs).Al

Dann hat man (wegen der absoluten Konvergenz)

1 *

b<pr(y} tp.ty) 

l 2 1 ’

und auch diese Reihe konvergiert bei festgehaltenem x (oder fest
gehaltenem y) gleichmäßig.

Daher dürfen wir, um das Integral nach x (oder nach y) zu 
finden, gliedweise integrieren. Das gibt uns aber

I2

+ . * . +
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J(9^, x) -= 0
o ' 1 " ,

(vgl. Formel 4). Da g(x, y) bei festgehaltenem x stetig ist (als 
Summe einer gleichmäßig konvergenten Reihe stetiger Funktionen), 
so folgt hieraus . , ; : .

g^, y} = 0. ^'^y^Y
Dies gilt für alle x aus dem Intervall (0, 1). g^x, y} ist also 
identisch Null, und Formel (7) geht in folgende über

(8)
*1 ,2.

Nachträglich läßt sich nun beweisen, daß auch diese Reihe in 
dem ganzen Gebiet 0x, y^l gleichmäßig konvergiert, also nicht 
bloß bei festgehaltenem x oder y.

Wegen der Ungleichung (6) genügt es, sich von der gleich
mäßigen Konvergenz der Reihe

x) = (^)2+ (^)2-b+■ • • 

zu überzeugen.
Die Glieder dieser Reihe sind stetige und nirgends negative 

Funktionen und auch die Summe der Reihe ist stetig. Daraus folgt, 
wie man, zeigen kann, die Gleichmäßigkeit der Konvergenz.

Wenn die Summe und die Glieder der Reihe stetig sind, so 
sindaufib..,^ Reste Rn(^ stetig. Eine, in (0, 1) stetige. Funktion 
hat'aber , ein Maw Dieses .möge bei RnSxf an der Stelle 

, ^.(0 ^,^,gl,) , eintreten, Gelingt e? uns, zu zeigen, daß 
(9) limÄ>j-0
ist, so haben wir die gleichmäßige Konvergenz bewiesen.

Offenbar, hat man ' , .

................ . ,

RYx-J, ... ist also eine absteigende Folge mit positiven 
Gliedern. Ihr Grenzwert heiße R.

x sei ein Häufungswert der Folge xlt x2, . . . Da im Falle 
m > n

■' ' (®m) —

.‘ist und in jedöp Umgebung.von x unendUch'ylelejKM liege 
wegen der Stetigkeit von Rn(x)> daß auch;« >n o.- . ; : '

»<fi Sv -•ibn' ' ‘^'.•;,:Kln[x)^ I! “ 'ff'
ist. Läßt man jelit n Unbegrenzt' zuhehmeri)' sb Wird' ’
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lim Rn (®) = 0.
Folglich ist auch R = 0.

Wir wissen jetzt also, daß die Reihe (8) absolut und gleich
mäßig konvergiert. Daraus folgt die absolute und gleichmäßige 
Konvergenz der Reihe

für k^2. Ist k eine ganze Zahl, so hat diese Reihe die Summe 
fw/xy). Andernfalls kann man sie zur Definition eines iterierten 
Kerns mit nicht ganzzahligem Index benutzen.

§ 201. Entwickelung willkürlicher Funktionen nach den 
Eigenfunktioneh eines symmetrischen Kerns.

Wir beweisen zunächst, folgenden Hilfssätz (vpn E. Schmidt): 
... sei ein vollständiges normiertes Ortliogonalsystem 

von Eigenfunktionen des reellen symmetrischen Kerns f\x,y\ Wenn 
dann eine reelle stetige Funktion yfä zu allen ortho
gonal ist, so ist sie auch zu orthogonal (bei fest- 

f "gehaltenem y). „Ist umgekehrt ' . .
i - C. . .. .

(1) j f{x,y) y>(x)dx = 0,
vÜt v‘/'- l •'*

so folgt daraus
1

(2) / g)n{x]'ip{x)dx. . 1,2,3,...)
6

Das letztere ergibt sich sofort, wenn man. (1) mit ipn^ mülti- 
pliziert. und nach«/ integriert,..^ nämlich... ...

ii .... v . .. .. . ..
ff y} (pn W ^dxdy V («)■
öl) 1 ■. o ' .

Wir haben also nur zu zeigen, daß ans den Gleichungen (2) 
die Gleichung (1) folgt.

Da

ist und die- Reihe rechts- gloildftbäßig.^ äo‘ wird •-
1 <X> 1

y} Q':"
y . 'T’ ” ö
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Es ist also

oder, wenn

benutzt,

auch 11
\\ y) v (x) V' fe)dx dy = 0 >

o d
man die Formel i

f™(x,y} = J f[x,u)f\y,u)du
0

111

f&, u) V' (z) f(y, u) y (y) dx dy du = 0,

d. h.
0 0 0

1 21

0 0

Daraus aber folgt wegen der Stetigkeit von f und y

J f(x,u)y>(x; dx = 0.
0;

Wir wollen jetzt eine Funktion to{x) betrachten, die sieb aus 
einer reellen stetigen Funktion /(a:) durch Anwendung von 
erhalten läßt, so daß also i
(3) «(4 = / f&>y}xüi}dy

0
ist- r

Wenn die Reihe

(4) ------- ------------h  --- 7—— + - - -A1 Ä2
gleichmäßig konvergiert, in welchem Falle ihre Summe gleich f{x,y) 
ist, läßt sich (3) so schreiben

•b l
(5) <»& = W X M dy.

i ’ o
Aus (3) folgt ferner

i i
/ «(4^!» dx = ^-f<pn(y)x(y)dy,
o "o

so daß wir der Formel (5) auch folgende Gestalt geben können:
i t

co (k) = Ix) I <a (u) rpx {u) du -f- cfa (®) / m (w) cp2 (u)du j- ...
o o
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oder 
(5') ^i) 9h ($) + Ws)

Um uns von der Voraussetzung, daß die Reihe (4) gleichmäßig 
konvergiert, zu befreien, werden wir uns direkt mit der Reihe 

(® 9h) 91 («) + (« ^^2 ($)+•■■ 
beschäftigen und ihre Summe bestimmen.

Wir wissen, daß diese Reihe identisch ist mit der Reihe (5), 
also mit

Diese ist absolut und gleichmäßig konvergent, weil die Ungleichung 

•'n । ।

= + (z 9>n+1)2 -I-.. .}V» lf/»
gilt, wo M das Maximum des Betrages von f(2)(x,x) bedeutet.1 

Setzen wir 
ÖO

1 Die Reihe (x vd2 + (X Vi)2 + ■ ■ ■ *8t konvergent, ihre Summe kleiner 
oder gleich (//).

(6) ® ~ 2 = p ’
1 

so wird
(n = 1, 2, 3, ...)

Daher ist nach dem oben bewiesenen Hilfssatz 
i 

/ f^,y)^^dx = 0, 
ö 

also auch 
i 11

\m (a;) (> (®) d x = f(x, y\ % (y) g [x) dx dy = G.
o oo

Aus (6) folgt aber 
1 oo 1 1

fa(x)^ (x) dx -(w <jsJ {x} g(x)dx= dx. 
0 10 0

Mithin ist 
i

(7) J" ()2[x)dx — 0.
o

g(x) ist als Summe einer gleichmäßig konvergenten Reihe stetiger 
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Funktionen stetig. Daher können wir aus (7) schließen, daß 
g (a;) =* 0 ist.

Die Entwickelung (5') gilt demnach für jede Funktion 
«(*), die sich in der Form

i

o ,, ,, j
darstellen läßt, wo /(a:) stetig ist. Wir wissen außerdem, daß 
die Reihe (5') absolut und gleichmäßig konvergiert.

Wir hätten den Beweis übrigens auch so führen können: 
Aus (ß), wo die linke Seite absolut und gleichmäßig konvergiert, 
folgt durch Quadrieren

oo l,.^.,oo

(8) w2 (a?) - 2(« yn) © (a;) y „ (a;) + (® yr) (w cp) gnr (x} (a;) = o2 (a;)
1 r,«

und diese Reihe ist ebenfalls gleichmäßig konvergent.
Nun hat man aber

1 , ■'1
w2 (®) = {f(x, u)%(u) du I f\x, vjx(«) dv

ö o ■
und • ■ ,

i ii

yto^^dx — J j f(2,(u’,v)x(u]%(y]dudv.
0 0 0

Für
i

y f18 (u, v) / (®) dv
o

gilt aber wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe
r(Z)/„ ..1 'S?J \Uy V) »2 : I D r

die Entwickelung
(z Vi) /,■ V | i ■-•’2 2"'" *jPi W + Vz-W

so daß
i "!il "■

0 
ist.

! • Jetät' folgt aUS (8) .
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§ 202. E. Schmidts Auflösung der linearen Integralgleichungen 
mit symmetrischem Kern.

Die Integralgleichung

(1) <p\X) — ^J'f(x,y)rp {y} = ^{x}:
0 • . .

verwandelt sich, wenn man

'f («) = ip {x} + a> (x)
setzt, in

i

(2) - &'» = * J y) rp [y] dy.
0 ,

Daraus ersieht man, daß gerade die in §201 geforderte Form 
hat.1 Es gilt also die Entwickelung

(ß) ■

und sie konvergiert absolut und gleichmäßig, (f^, ... ist
ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem von Eigenfunktionen 
des Kerns f{x, yf • . . .

Aus (2) findet man
ii ■ ■ . . ■

(® T») = z Jj fM V» ® y fe) 4® dy = 7; (ff (f^, 
o o

oder
(4) = +
d. h.

Setzt man diese Werte in (3) ein, so ergibt’sich

(5) <pW =

Ist Z von Zj,Za,..., den Eigenwerten des Kerns f[x,y}, ver
schieden, so konvergiert die Reihe (5) absolut und gleichmäßig.

Man hat nämlich
___ ___ 1 y _ 

in I _  Z ' w ia

’ / ist hier gleich l<f>.
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Die Reihe

ist aber, wie wir wissen, absolut und gleichmäßig konvergent. Da 
wegen der Konvergenz der Reihe 1 | Zj2 + 11Z33 4- ... lim-|- = 0 ist, 

•'n
so folgt die absolute und gleichmäßige Konvergenz von (5).

Aus (5) ergibt sich aber

(6) + +
n ''n V'n •')

Hieraus folgt in Verbindung mit (5)

(p — h S (p = — Z ® + Z 2 (V' Vn) ■
’'n

Nach § 201 ist aber

Also genügt die durch (5) gegebene Funktion der Gleichung (1).
(5) ist nichts anderes als die FREDHOLMsche Formel für den 

Fall eines symmetrischen Kerns.
Wenn I — ist und Z,, Z3, ..., gleich Zlf alle übrigen Z 

aber von Zj verschieden sind, so wird nach Formel (4)
;7) (W2) = °> W = 0
und für n >77

<p(x) hat jetzt folgende Gestalt:
00

(8) <p(g>) = + ■ ■ ■ + <ypP(xf +
» = P+ 1

Man-bestätigt leicht, daß diese Funktion <p'^, was auch die 
Konstanten cl,c2, ...,e sein mögen, die Gleichung (1) erfüllt.
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§ 67. , Catlby, Crelles, Journal 1849,
§ 68. Spottiswoode, grelles Journal 1856, ferner Güntbeb: Darstelijing 

der Näherungswerte , vpn Keinenbrüchen, Erlangen 1872, und, die .historische 
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minantibus functionalibus“ (Crelles Journal 1841), deutsche Ausgabe von 
Staeckel in Ostwalds Klassikern, der exakten Wiss. (Nr. 78).

§ 131. Jacobi, Crelles Journal 1844.
§ 184. Gram: Über die Entwickelung reeller Funktionen in Reihen mittels 
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§ 151 ff. PoincaiiA: Sur les d^terminants d’ordre infini, Bulletin de la 
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equations differentielles lineaires, Aeta math. Bd. 16. Außerdem sind die zu- 
sammenfassenden Arbeiten Gazzanigas zu nennen (Annali di mat. 1898—99, 
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endlich vielen Unbekannten, Rendiconti del Circolo di Palermo, 1908.

§ 180. Fredholm: Sur une classe d’equations fonctionelles, Acta math. 
1903. Hadamards Determinantensatz findet man im Bulletin des Sciences math. 
1893; vgl. auch E. Fischer, Archiv für Math. 1908.

§ 183. Je größer n ist, desto genauer sind die Gleichungen 
n

v fc) + <p Oh) = V' ti«)
s =■ 1

I . 2r~l\^=1, ...,n; j, = 9, = —-J 

richtig. Setzt man
<1 (l>) = V (W = 'fr und er, = ,

so lauten sie

Vr + S Gt‘ <P> = V (&)• (»' = 1, • • ., U)s — 1

Das ist ein System von n linearen Gleichungen mit den n Unbekannten 
..., <p„ und mit der Determinante

l+Cn,,.., c,„

i > • • * j 1 "F en „ 1
Der Grenzwert, dieser Determinante ist gerade die Fredholmsehe Determinante D/.

Auf diesem von Hilbert angegebenen Wege kommt man in ganz natür
licher Weise zu der Fredholm sehen Determinante.

§ 189. C. Neumann: Über die Methode des arithmetischen Mittels, Ab
handlungen der Leipziger Akademie 1887.

§ 191 ff. Vgl. außer der Dissertation von E. Schmidt (Göttingen 1905) die 
Mitteilungen Hilberts in den Göttinger Nachrichten 1904—1906, ferner die 
Arbeit J. Schurs (math. Annalen 1909).
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(Dio Zahlen beziehen sich auf die Seiten. )

Abbildung einer Ebene auf eine andre 300. Flächentreue Abb. 866. Lineare 
Abb. 355; -Invarianz des Teilverhältnisses 356; alle Dreiecksinhalte multi
plizieren sieh mit demselben Fairtor 357. Abb. eines Raumes auf einen 
andern 368. Volumentreue Abb. 369. Lineare Abb. 368.

Abhängigkeit. Siehe: Lineare Abhängigkeit.
Achse (= Einheitsvektor) 410.

Silinearform 214. Rang 218. Symmetrische Bilinearf. 218; als Polare einer 
quadratischen Form 219. Büschel von Bilinearformen, ordinäre und singu
läre 253; Elementarteiler des Büschels 254; Invarianteneigenschaft derselben 
255; Reduktion des Büschels auf kanonische Form 257; Äquivalenz von 
Büscheln 264; Büschel reeller Bilinearformen 266.

Bbiosohis Sätze über orthogonale Determinanten 162.

Cayleys Formeln für orthogonale Determinanten 171. Cayleys Ableitung der 
Resultante 193; Rang der Cayley sehen Resultante 199.

Charakteristische Gleichung einer quadratischen Form 275.
Cbamers Regel zur Auflösung von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten 

45. Cramer über Determinanten 3.

Definite und indefinite quadratische Formen 238; HERMiiBsche Formen 283. 
Derangement 4.
Determinante. Definition 18, in andrer Form 20, Zusammenhang mit dem 

Differenzenprodukt 44. Det. bei Leibniz 1 und 20, bei Cramer 3 und 21. 
Zeilen und Spalten, Elemente 18; Hauptelemcnte, Glieder, Hauptglied 19 
Cayleys und Caucuys Symbol einer Det. 19 und 20. Zwei- und dreireihige 
Det. 21. Beispiele 22. Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 22, der 
Zeilen (Spalten) 25. Det. als Funktion der Elemente 26. Stetigkeit 29. 
Charakteristische Eigenschaften 31. Geränderte Det. 89, symmetrische 111, 
sehiefsymmetrische 132, schiefe 151, orthogonale 159. Det als Invariante 213. 
Determinanten von unendlicher Ordnung 369. Normaldeterminanten 372. 
FBEDHOLMSche Det. 455.

Differential, eigentliches 291.
Diskriminante einer binären Form 199. Ihr Verschwinden die notwendige und 

hinreichende Bedingung für mehrfache Linearfaktoren 200. Zusammenhang 
der Diskr. mit den Linearfaktoren der Form 201. Invarianteneigenschaft 
203. Diskr. ausgedrückt als Hankel sehe Determinante 205. Diskr. einer 
quadratischen oder kubischen Form 206. Diskr. einer beliebigen quadra
tischen Form 219.

Kowalewski, Determinanten • 35
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Dreiecksinhalt in Determinantenform 338, ausgedrückt durch die Koeffizienten 
in den Gleichungen der Seiten 340. Produkt von zwei Dreiecksinhalten 341. 
Dreiecksinhalt ausgedrückt durch die Seitenlängen 843. Verhalten des 
Dreiecksinhalts bei linearer Abbildung 357.

Dreiecksummen (innere und äußere) bei einer beschränkten Punktmenge in der 
Ebene 358.

Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns 531. Entwickelung nach Eigen
funktionen 535.

Eigenwerte einer- cjuadratischen Form 275, einer Hermite sehen Form 282.
Elementarteiler eines Büschels von Bilincatformen 254. Weierstrass sehe 

Elementarteiler 265.
Entwickelung einer Determinante nach p Zeilen (Spalten), Laelace scher Ent

wickelungssatz 38. Entw. nach einer Zeile (Spalte) 40. Entw. einer Normal
determinante nach einer Zeile (Spalte) 381.

Formen, binäre 178. Lineare Transformation derselben 191. Invarianten 207. 
Lineare Formen 210. Systeme von solchen 211. Bilineare formen 214, 
quadratische 219, ÜERMiTEsche 279.

FitANKE-SvEVESTERscher Determinantensatz 103.
FREDHOLMsehe Determinanten 455. Produkt von zwei solchen 463. FitEDHOLMsehe 

Minoren 467; Relationen zwischen ihnen 485.
FnEDHOLMsehe Funktionaloperationen 497. Inverse 500, pseudoinverse Opera

tionen 501.
Funktionaldeterminante (= JACOBische Determinante) 289, als Quotient von 

zwei Differentialdeterminanten 290. Multiplikationssatz 296. Funktionen 
mit nicht verschwindender Funktionaldet. 300. Funktionaldeterminanten in
verser Funktionensysteme 811. Geometrische Bedeutung der Funktionaldet. 
bei zwei Funktionen 366, bei drei Funktionen 869.

Funktionalmatrix 289. Rang derselben 306.

W erade durch zwei Punkte. Ihre Gleichung 337.
Geränderte Determinanten 89.
Gleichungen, lineare homogene mit n Unbekannten 55. Reduktion auf unab

hängige Gleichungen 56. Anzahl der unabhängigen Lösungen 58. Methode 
von Frobenius zur Bestimmung eines Fundamentalsystems von Lösungen 59. 
n— 1 unabhängige Gleichungen mit » Unbekannten 60. Beliebige lineare 
Gleichungen mit n Unbekannten 61. Bedingung für die Existenz einer 
Lösung 62. CBAMERsche Regel 3, 45. Lineare Gleichungen mit nicht, ver
schwindender schiefsymmetrischer Determ. 143, mit verschwindender 147. 
Lineare Gleichungen mit nicht verschwindender Normaldeterminante 383, mit 
verschwindender 404. ScitMiDTsche Theorie 407. Homogene Gleichungen 
483, inhomogene 438 und 449.

GnAMsche Determinante von w-gliedrigen Wertsystemen 821, von reellen Funk
tionen 322, von komplexen Funktionen 330.

Hadamard scher Determinantensatz 460.
Hankel sehe Determinanten 112.
Kermits sehe Formen 279. Definite IlERMiTESche Formen 283. Trägheitsgesetz 288.
Identität (identische Substitution) 14.
Implizite Funktionen 312.
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Inhalt eines Dreiecks 338, eines Tetraeders 344, einer beschränkten Punktmenge 
in der Ebene 358, im Baum 368.

Integralgleichungen 474.
Invarianten binärer Formen 207. Beziehung zu den Linearfaktoren 208. Inv. 

einer quadratischen und linearen Form 241, zweier quadratischer Formen 245.

Komplement eines Minors 33. Algebraisches Komplement 36. Zeichenregel 37. 
Komplementäre Minoren einer Normaldeterminante 378.

Komponenten eines Vektors 408, in bezug auf ein orthogonales Aehsensystem 
411. Komp, einer reellen Funktion in bezug auf m linear unabhängige 825, 
einer komplexen Funktion 333.

Konfiuuanten 152. Gliederzahl einer Kont. 153.
Kreis. Vier Punkte auf einem solchen 351. Ptolemaeischer Lehrsatz 353.
Kugel. Fünf Punkte auf einer solchen 353.

Iuaplacbscher Entwickelungssatz 38, bei Normaldeterminanten 382.
Leibniz als Erfinder der Determinanten 1.
Lineare Abbildungen in der Ebene 355, im Raume 368.
Lineare Abhängigkeit oder Unabhängigkeit n-gliedriger Wertsysteme 51; 

GaAMsehes Kriterium 321. Lineare Abh. oder Unabh. von Funktionen 320; 
Gram seh es Kriterium 322, 330. Lineare Abh. oder Unabh. von Vektoren 
mit unendlich vielen Komponenten 410; Kriterium 430.

Lineare Formen. Siehe: Formen.
Lineare Gleichungen. Siehe: Gleichungen.
Lineare Transformation. Siehe: Transformation.

Matrix 18. Multiplikation von Matrizen, innere 70, 75, äußere 214. Hadamard- 
scher Satz über die Norm einer Matrix 505. Normalmatrizen 390.

Minoren (Unterdeterminanten) 33. Komplementäre Minoren 34. Entwickelung 
nach Minoren (LAPi,ACF.scher Satz) 38. Minoren einer Normaldeterminante 
377, einer FaEDHOLMschen Determinante 467,485.

Multiplikation von Determinanten 67, 73, von Normaldeterminanten 388, von 
FnEDHOLMSchen Determinanten 463. Innere Multiplikation von Matrizen 
70, 75, von Normalmatrizen mit endlich vielen Zeilen und unendlich vielen 
Spalten 390. Äußere Multiplikation von Matrizen 214, assoziatives Gesetz 
217. Multiplikation von Funktionaldeterminanten 296, von Fnnktioual- 
matrizen 299.

Jfformaldeterminante 372. Minoren einer solchen 877. Darstellung der Normal
determinante als Summe unendlicher Produkte 378. . Entwickelung nach 
einer Zeile 381. Multiplikationssatz 388; die n1™ Minoren der Produkt
determinante 392. Rang einer Normaldet. 399.' t* Minoren einer Normaldet. 
vom Range r 401. Symmetrische Normaldet. 402.

Normiertes Orthogonalsystem reeller »J-gliedriger Vektoren 277, komplexer 282; 
reeller Funktionen 324, komplexer 333; unendliehgliedriger Vektoren 410.

Orthogonales Achsensystem (bei Vektoren mit unendlich vielen Komponenten) 
410, ist stets abzahlbar 412. Vollständigkeit 419. Ergänzung eines unvoll
ständigen zu einem vollständigen 427.

Orthogonale Determinante 159. Ihr Wert (gleich ± 1); ihre Reziproke 160. 
Produkt zweier orth. Det. 161. Sätze von Brioschi und Siacci 162. Theorem 

35* 
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von Stieltjes 169. CAYLEYsche Formeln 171. Zwei- und dreireihige orth. 
Det. 175.

Orthogonale Transfonnation 275. Orthog. Trf. einer reellen quadratischen Form 
auf kanonische Gestalt 276. Orthog. Trf. im komplexen Gebiet 282. Orthog. 
Trf. einer HEBMiTEschen Form auf kanonische Gestalt 283.

Orthogonalisiernng eines Systems linear unabhängiger Vektoren 276, 423, eines 
Systems linear unabhängiger Funktionen 324.

Orthogonalität zweier Vektoren 276, 409, reeller Funktionen 320, komplexer 
Funktionen 331.

Paarungen zwischen zwei Systemen von n Dingen 6. Gerade und ungerade 
Paar. 10. Symbolische Darstellung 11. Signum einer Paarung 18.

Permutationen, gerade und ungerade 12. Permut. aller natürlichen Zahlen 378.
Pfaff sehe Aggregate 140. Determinanten gerader Ordnung dargestellt durch 

PFAFFsche Aggregate 149.
Polare einer quadratischen Form 219.
Produkt, inneres, von zwei mgliedrigen Wertsystemen 65, von Matrizen 65, 

70, 75, von Vektoren mit unendlich vielen Komponenten 409, Von Normal
matrizen 390, von reellen Funktionen 320. Produkt zweier Determinanten 
66, 73, zweier Normaldeterminanten 388, von zwei Fredholmsehen Dete'rm. 
463. Äußeres Produkt quadratischer Matrizen 214.

Pythagoreischer Lehrsatz für Vektoren mit unendlich vielen Komponenten 409. 
Pythagoreische Ungleichung 411.

Quadratische Form 219. Rang einer solchen 220, Signatur 233. Reduktion 
auf möglichst wenig Veränderliche 220. Transformation in eine Summe 
von Quadraten 221, 246. Ausgezeichnete Numerierung der Veränderlichen 
230. Trägheitsgesetz 232. Äquivalenz reeller quadrat. Formen 234, Klassi
fikation 236. Definite Formen 238. Reziproke Form 239. Invarianten einer 
quadrat. und einer linearen Form 241, zweier quadrat. Formen 245. Büschel 
von quadrat. Formen 267. Äquivalenz ordinärer Büschel 271. Büschel mit 
linearen Weierstbass sehen Elementarteilern 272. Büschel reeller quadrat. 
Formen mit einer definiten Form 273.

Rang einer Matrix 49, Operationen, die den Rang ungeändert lassen 50. 
Rang einer Normaldeterminante 399, einer Fredholm sehen Determinante 478. 
Bestimmung des Ranges einer Matrix 54, einer symmetrischen Determinante 
147, einer schiefsymmetrischen Det. 146, einer Normaldeterminante 399. Hat 
eine Matrix den Rang r, ist die Matrix ihrer r-reihigen Minoren vom Range 
eins 124. Die >'1™ Minoren einer Normaldeterminante vom Range r 401.

Resultante von zwei binären Formen 179, verschwindet dann und nur dann, 
wenn ein gemeinsamer Linearfaktor da ist 181. Anzahl der gemeinsamen 
Linearfaktoren an der Resultante zu erkennen 182, 199. BSzout-Cayley scher 
Ausdruck der Resultante 185, 193. Resultante von f und (—ßx + ay)g 187. 
Zusammenhang der Resultante mit den Linearfaktoren der Formen 189. 
Invarianteneigensehaft 190. Gewicht 193.

Reziproke Determinante 78. Ihre Minoren 79. Rang der Reziproken einer ver
schwindenden Determinante ( = 0 oder 1) 81. Reziproke des Produkts zweier 
Determinanten 82.

Reziproke Form einer quadratischen 239.
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Säkulargleichung 125. Realität der Wurzeln 126, 128. Verallgemeinerte 
Säkulargl. ISO.

Schiefe Determinanten 151. Kontinuanten 156. Voigt sehe Determinanten 156. 
Schiefsymmetrische Determinanten 132, verschwinden, wenn die Ordnung un

gerade 133. Minoren einer schiefs. Det. 133. Die Reziproke symmetrisch 
oder schiefsymmetrisch 134. Schiefs. Det. als Quadrate Pfaff scher Aggre
gate 134. Reziproke einer schiefs. Det. von gerader Ordnung 142. Lineare 
Gleichungen mit nicht verschwindender schiefs. Det. 143, mit verschwinden
der 143. Rang einer schiefs. Det. 144. In einer schiefs. Det. vom Ranger 
gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen Hauptminor 145. Verfahren 
zur Bestimmung des Ranges 146.

Siaccis Sätze über orthogonale Determinanten 162.
Signatur einer quadratischen Form 233. Bestimmung der Sign. aus den Haupt

minoren der Diskriminante 234.
Smith sehe Determinante 120.
Stieltjes’ Theorem über orthogonale Determinanten 169.
Substitutionen 13, inverse, vertauschbare 14. Zyklen 15. Jede Subst. in Zyklen 

auflösbar 16. Transpositionen 16. Bei Multiplikation mit einer Trans
position ändern sich die Anzahl der Zyklen um eins 17. Gerade und un
gerade Subst. 17.

Symmetrische Determinanten 111. Reziproke wieder symmetrisch 112. HANKEL
sche Det. 112, zyklische 115, SMiTasche 120. In einer symm. Det. vom 
Range r gibt es einen von Null verschiedenen r-reihigen Hauptminor 122. 
Verfahren zur Bestimmung des Ranges 147.

Sylvesters Determinantensatz 83, 99, 102. Sylvester-Franke scher Satz 103, 
Folgerungen daraus 108. Verallgemeinerter Sylvester scher Satz 109.

Tctraederinhalt 344, ausgedrückt durch die Koeffizienten in den Gleichungen 
der Seitenebenen 346. Produkt von zwei Tetraederinhalten 347. Tetraeder
inhalt ausgedrückt durch die Kautenlängen 348.

Tetraedersummen (innere und äußere) bei einer beschränkten Punktmenge im 
Raum 367.

Trägheitsgesetz der quadratischen Formen 232, der Hermitb sehen Formen 288. 
Transpositionen 2, 16.

Umbeschriebener Kreis eines Dreiecks. Sein Radius 343.
Umbeschriebene Kugel eines Tetraeders. Ihr Radius 349.
Umpaarungen 7. Jede Umpaar, läßt sich durch Transpositionen bewirken 7, 

deren Anzahl entweder stets gerade oder stets ungerade ist 9. Inversionen 
bei einer Umpaar. 8. Gerade und ungerade Umpaar. 10. Symbol einer 
Umpaar. 13.

Unabhängigkeit von Funktionen 321. Siehe auch: Lineare Unabhängigkeit.

Vandermonde sehe (oder CAticHYsche) Determinante 41. Ihr Quadrat 69.
Vektoren (mit unendlich vielen Komponenten) 408. Inneres Produkt, Ortho

gonalität zweier Vektoren 409. Lineare Unabhängigkeit 410, Kriterium 
dafür 430. Einheitsvektoren (Achsen), orthogonale Achsensysteme 410. Zer
legung eines Vektors in bezug auf ein endliches orthog. Achsensystem. 
Pythagoreische Ungleichung 411. Orthogonalisierung linear unabhängiger 
Vektoren 423. Grenzwert eines Vektors 414. Sätze über Grenzwerte 415. 
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Zerlegung eines Vektors in bezug auf ein unendliches orthogonales Achsen
system 418, Rest eines Vektors in bezug auf ein solches 419. Vollständige 
orthogonale Achsensysteme 419, Ergänzung eines unvollst. Systems 42".

Vertauschbare Substitutionen 14.
VöiGTsche Determinanten 156-

WnoNSKische Determinante 32".

Zyklische Determinanten 115. Zerlegung in Linearfaktoren mittels der 
Einheitswurzeln 116. Produkt zweier zykl. Det. läßt sich wieder als solche 
schreiben 117. Zykl. Det., deren erste Zeile eine arithm. Reihe ist 118.
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