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Binnen Jahresfrist soll der zweite Teil des vorliegenden 
Bandes erscheinen, der sich mehr mit der Theorie der 
algebraischen Kurven, sowie in gedrängter Weise mit 
einem Überblick über die Kurven 3. und 4. Ordnung be
fassen wird.

Tür diejenigen Leser, die sich eingehender mit den Pro
blemen der algebraischen Kurven abgeben möchten, ist im 
folgenden eine Anzahl größerer Werke aufgefiihrt.

1. Berzolari, L., Allgemeine Theorie der höheren algebra
ischen Kurven. Enzyklopädie der mathematischen Wissen
schaften. Band III, 2. Teil, C. 4. Leipzig 1908. M, 5,60. 
(Einzeln nicht käuflich.)

2. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen über Geometrie.
I. Band, Teil IV und V. 1. Aufl. Leipzig 1876: 2. Auf!, 
im Erscheinen.

3. Ebner, F., Leitfaden der technisch wichtigsten Kurven. 
Leipzig 1906. M. 4,—.

4. Haas, A., Anwendung der Differentialrechnung auf die 
ebenen Kurven. Stuttgart 1894. (Kleyers Enzyklopädie, 
Bd. 53.) M. 7,-.

5. Hagen, J., Synopsis der höheren Mathematik. 2. Band. 
Geometrie der algebraischen Gebilde. Berlin 1894. M. 30,—.

6. Loria, G., Spezielle algebraische und transzendente 
Kurven, deutsch von Schütte. Leipzig 1902. M. 28,—.

7. Pascal, E., Repertorium der höheren Mathematik, deutsch 
von A. Schepp. 2. Teil. Leipzig 1902. M. 12,—. 2. Aufl. 
im Erscheinen.

8. Reuschle, C., Praxis der Kurvendiskussion. Stutt
gart 1886. M. 3,80.

9. Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der höheren 
ebenen Kurven. 2. Aufl. Leipzig 1882. M. 12,20.

*) Im Text bei Verweisungen abgekürzt mit L. V.
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10. Sauerbeck, H., Einleitung in die analytische Geometrie 
der höheren ebenen Kurven. Nach den Methoden von 
J. P. de Gua. Leipzig 1902. M 8,—.

11. Simon, M., Analytische Geometrie der Ebene. (Samm- 
lung Schubert, Bd. VIII.) Leipzig 1900. M. 6,—■.

12. Teixeira, G., Traite des courbes speciales remarquables 
planes et gauches. Tome I. Coimbre 1908 (Paris, Gauthier- 
Villars). Er. 20,—.

13. Wieleitner, H., Theorie der ebenen algebraischen Kurven 
höherer Ordnung. (Sammlung Schubert, Bd. XLTTL) 
Leipzig 1905. M. 10,—.

14. Wieleitner, H., Spezielle ebene Kurven. (Sammlung 
Schubert, Bd. LVL) Leipzig 1908. M. 12,—.
Auf weitere hier nicht aufgeführte Werke ist im Text 

verwiesen. Die unter 1, 5, 7 genannten Werke bringen nur 
Definitionen, Erklärungen und Sätze ohne die dazugehörigen 
Entwicklungen; bis auf den neuesten Stand der Wissenschaft 
fortschreitend ist dies geschehen in dem ausgezeichneten 
Sammelreferat von Berzolari (1).

Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Kurven 
von Descartes bis zur Neuzeit ist in erschöpfender Weise 
behandelt worden von Brill und Noether: „Die Entwicklung 
der Theorie der algebraischen Funktionen in älterer und 
neuerer Zeit.“ Jahresberichte der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. 3. Band. Berlin 1894.

Eine große Anzahl von Abhandlungen über unser Gebiet 
ist erschienen in den mathematischen Zeitschriften, haupt
sächlich in den öfters erwähnten „Mathematischen An
nalen“, sowie als Programmschriften und Dissertationen.

Sämtliche literarische Veröffentlichungen sind, mit kurzer 
Inhaltsangabe, aufgeführt in der Zeitschrift: „Jahrbuch 
über die Fortschritte der Mathematik“, wo sie 
inhaltlich nach verschiedenen Gruppen geordnet sind.

Für den Zeitabschnitt von 1890—1904 hat Wieleitner, 
Leipzig (Göschen) 1905, eine Bibliographie der höheren alge
braischen Kurven herausgegeben (M. 1,50).



Einleitung.

Überblick über die Geschichte der algebra
ischen. Kurven*).

*1 Vgl. hierüber: Günther, Geschichte der Mathematik. 
Leipzig 1908 (Göschen; erschienen ist bisher Teil I) und: 
Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 4 Bände. 
Leipzig 1907. (Teubner.) 3. Aufl.

Wir gebrauchen C- als Abkürzung für „Kegelschnitt“, 
bzw. „Kurve 2. Ordnung“; analog C3 für „Kurve 3. Ordnung“, 
usf.; Cn für „Kurve »ter Ordnung“. Diese Abkürzungen Ö2, 
C3, Cn an Stelle von C„, Cz, Cn wurden deshalb gewählt, 
weil sie sich auch in der Enzyklopädie der math. Wissen
schaften finden in Band HL. C. 4: „Berzolari, Allgemeine 
Theorie der höheren ebenen algebraischen Kurven“.

1. Vom Altertum bis Descartes (1637).
In diesem Zeitraum ist die Geschichte der algebra

ischen Kurven in der Hauptsache eine Geschichte der 
Kegelschnitte. Die Entdeckung der C2 **)  verdanken wir 
dem Schüler Platos, Menächmus (340 v. Chr.), der 
durch die Lösung des delischen Problems (der Würfel
verdopplung) auf diese Kurven geführt wurde. Ist näm
lich x die gesuchte Würfelkante, so folgt aus x3 = 2 a3 

3,—
sofort x = a]2. Die Aufgabe, diesen irrationalen Aus
druck geometrisch, d. h. mit alleiniger Anwendung von 
Zirkel und Lineal zu konstruieren, erkannten die griechi
schen Geometer bald als unlösbar und suchten deshalb 
dem Problem durch Näherungskonstruktionen beizu-
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kommen. Aue der Proportion 
x: 2a = a2 : x2

läßt sich, das simultane System von Gleichungen ableiten:

— 2 a2]

Diese beiden Gleichungen stellen, bezogen auf ein recht
winkliges Koordinatensystem, zwei Kurven 2. Ordnung 
dar. Die Abszisse des Schnittpunkts beider Kurven (einer 
Parabel und einer gleichseitigen Hyperbel) gibt die ge
suchte Würfelkante. Durch diese Näherungslösung wurde 
das Studium der obigen Kurven angeregt und Menäch- 
mus fand auch, daß diese Kurven erhalten werden als 
Schnittlinien einer Ebene mit einem geraden Kreiskegel 
von verschieden großem Öffnungswinkel. Wahrschein
lich kannte Menäehmus auch schon die Asymptoten der 
Hyperbel. Bei Archimedes kommen sie in seiner Schrift 
De eonoidibus (237 v. Ohr.) unter dem Namen al syyiora 
vor. Erst von Euklid (300 v. Chr.) wissen wir bestimmt, 
daß ihm die Asymptoten der Hyperbel bekannt waren. 
Der Name Asymptote stammt von Apollonius (225 v. Chr.).

Die drei berühmten Probleme des Altertums: die 
Würfelverdopplung, die Dreiteilung des Winkels und die 
Quadratur des Kreises, deren geometrische Lösung die 
hervorragendsten Mathematiker jener Zeit versuchten, er
wiesen sich für die Entwicklung der Lehre von den al
gebraischen Kurven überaus fruchtbar. Diokles (um 
200 v. Chr.) kam durch das delisehe Problem auf eine 
C3. die Kissoide, Nikomedes um dieselbe Zeit auf eine 
C\ die Konchoide oder Muschellinie. Das Problem der 
Dreiteilung des Winkels führte Hippias (420 v. Chr.) 
und das Problem der Kreisquadratur später Dinostratus, 
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den Bruder von Menäehmus, auf die erste transzendente 
Kurve, die Quadratrix.

Das klassische Hauptwerk des Altertums auf diesem 
Gebiet sind die acht Bücher „Kegelschnitte“ des Apollo
nius von Pergä (200 v. Chr.), des „großen Mathema
tikers“, in denen alle bereits bekannten Eigenschaften 
dieser Kurven zusammengestellt und mit zahlreichen 
eigenen Entdeckungen zu einem Ganzen verarbeitet sind. 
Auch die heutigen Namen der Kegelschnitte: Ellipse, 
Parabel und Hyperbel rühren von ihm her. Wie Me- 
nächmus die Kegelschnitte als Schnittlinien einer Ebene 
mit Kegeln erhalten hatte, so kam Perseus (2. Jahrh. v. 
Chr.), ein sonst wenig bekannter Mathematiker, in Ver
folgung dieses Verfahrens, Kurven durch Schnitte von 
Flächen mit Ebenen zu erzeugen, durch Schnitte eines 
Kreisrings oder Wulstes (auch Spire genannt) mit Ebenen 
parallel der Achse auf die spirischen Linien.

Börner und Inder haben auf unserem Gebiet fast 
nichts geleistet. Die Araber, die Erben der griechischen 
Mathematik, pflegten hauptsächlich die Algebra. Ihre 
geometrischen Leistungen blieben durchweg hinter denen 
ihrer griechischen Lehrmeister zurück. In jener geistes
armen Zeit des Mittelalters besteht ihr Hauptverdienst in 
der Überlieferung der Leistungen des Altertums durch ihre 
Übersetzungstätigkeit. Leider sind j edoch durch die Völker- 
wanderung, durch die vielen Kriege und den gewalttätigen 
Charakter des Mittelalters viele Werke der griechischen 
Geometer vernichtet worden, so daß uns in vielen Fällen 
nur noch deren Titel und Verfasser bekannt sind.

2. Von Descartes bis zur Gegenwart.
Eine vollständige Umwälzung erfuhr die Geometrie 

durch die Arbeiten von Fermat (1629, veröffentlicht 
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1660) und Descartes (1637). Indem sie die Algebra 
in den Dienst der Geometrie stellten, entstand die ana
lytische oder Koordinatengeometrie, die mit einem Schlag 
auf unserem Gebiet der mathematischen Forschung eine 
ungeahnte Entwicklung bewirkte. Schon in den geo
metrischen Werken von Archimedes nnd Apollonius findet 
sich bei den Kegelschnitten eine Art von Parallelkoordi
naten, aus Durchmesser und den dazu konjugierten 
parallelen Sehnen bestehend, wobei bereits unsere mo
dernen Ausdrücke Abszisse und Ordinate gebraucht 
werden. Aber erst bei Descartes erscheint ein von der 
Figur unabhängiges Koordinatensystem und die heute 
gebräuchliche Bezeichnung der Koordinaten mit x und y. 
Descartes und seine Zeitgenossen haben sich auf zwei Ko
ordinaten, also auf die ebenen Gebilde beschränkt; erst 
Parent 1700, Clairaut 1713 und Euler in seiner „Intro- 
ductio in analysin infinitorum“ 174S haben den Übergang 
auf die Darstellung räumlicher Gebilde mit drei Koordi
naten gemacht. Der Name „Koordinaten“ stammt von 
Leibniz (Acta Eruditorum 1692).

Durch Descartes’ analytische Geometrie war zugleich 
die Möglichkeit gegeben, die Theorie der algebraischen 
Kurven auszubilden. Jetzt erst war eine analytische 
Einteilung der Kurven nach dem Grad ihrer Gleichung 
möglich. Newtons Einteilung der Kurven nach der 
Zahl der Schnittpunkte mit einer Geraden, d. h. nach 
ihrer Ordnung, ist eine der ersten Anwendungen der 
analytischen Geometrie. Berühmt ist die Einteilung der 
C3 von Newton in seiner „Enumeratio linearum tertii 
ordinis“ 1706, wobei er auf fünf Klassen kam, die sich als 
Projektionen von fünf Grundkurven ergaben. Newtons 
Untersuchungen wurden fortgesetzt und erweitert von Stir
ling (1692—1770) und Mac Laurin in seiner „Geometria 
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organica“ 1720. Letzterer studierte die algebraischen 
Kurven hauptsächlich in synthetischer Richtung. Des
cartes selbst verdanken wir die Entdeckung und verschie
dene Sätze über Parabeln höherer Ordnung (?/n = an~ix), 
über einige transzendente Kurven (Roulette, Trochoide) 
und das nach ihm benannte Descartessche Blatt. Giles 
Personnier, nach seinem Geburtsort meist Roberval ge
nannt (1602—75), ersann die nach ihm benannte 
Methode der Tangentenkonstruktion. Rene de Sluse 
(1622—85) untersuchte hauptsächlich die Perlkurven, 
deren allgemeine Gleichung lautet: a yn = (x + a) a?. 
Der Niederländer Huygens (1629—95) ist besonders 
durch seine Untersuchungen über Evoluten und Evol
venten, sowie über die Zykloide bekannt. Überhaupt 
gab es in jener Zeit der Blüte der analytischen Geo
metrie kaum ein Problem, das nicht von mehreren der 
eben erwähnten, meist französischen Mathematikern in 
Angriff genommen wurde; ein ausgedehnter Briefwechsel 
verbreitete die Forschungsergebnisse — häufig in Form 
einer Aufgabe — unter den Fachgenossen.

Kaum hatten die Mathematiker die neuen Methoden 
der Koordinatengeometrie auf ihre Probleme angewandt, 
als schon ein neues, noch besseres Hilfsmittel zu deren 
Lösung geschaffen wurde, die Differential- und Integral
rechnung, in der Hauptsache von Leibniz 1675 erfunden 
(veröffentlicht 1684), von dem auch die Bezeichnungen [ 
und dx herrühren. Er hat auch zuerst die Kurven in 
„algebraische“ und „transzendente“ unterschieden. Unab
hängig von Leibniz kam Newtonl671( veröffentlicht 1687) 
auf dieselbe neue Rechenmethode. Die Brüder Jakob und 
Johann Bernoulli (1655—1705; 1667—1748) wandten 
die neue Rechenweise der Differentialgeometrie auf die 
Kurvenlehre an, besonders auf die Isochronen. Johann
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Bernoulli hat sich besonders mit der Lemniskate be
schäftigt. Durch die Hilfsmittel der Infinitesimalrechnung 
konnte nun auch die Rektifikation der Kurven in ein
fachster Weise behandelt werden, ein Problem, dem das 
mathematische Rüstzeug der Geometer des Altertums 
nicht gewachsen war. Eine Unzahl von Sätzen über das 
Ziehen von Tangenten und Krümmungskreisen, dieLängen- 
bestimmung von Kurvenbogen und die Flächenberechnung 
wurde aufgestellt und bewiesen. Durch den Übergang 
von Punktkoordinaten zu Polarkoordinaten wurde eine 
Reihe von neuen Kurven entdeckt. Diese Methode, aus 
«kannten Kurven durch Koordinatenverwandlung neue 
Curven abzuleiten, hat in ihrer Allgemeinheit zuerst 
’arignon 1722 angewandt: er ersetzt die Punktkoordi- 

naten x und y der Kurvengleichung durch die Polar
koordinaten r und Z • 9?, so daß aus der gegebenen Kurve 
f(x, y) = 0 die neue Kurve f(r, ly) = 0 entsteht.

Als Begründer der Kurvendiskussion in analytischer 
Behandlungsweise kann de Gua angesehen werden. In 
seiner 1740 veröffentlichten Schrift „Usages de Fanaiyse 
de Descartes‘: (L. V. 10.) hat er, angeregt durch Newtons 
„Enumeratio1-, erstmals eine allgemeine Theorie der algebra
ischen Kurven entwickelt. Seine Verdienste um die An
wendung der Algebra auf die Geometrie gerieten jedoch 
fast bis in die Neuzeit hinein in Vergessenheit, weil er das 
Vorhandensein der von de FHbpital 1696 aufgefundenen 
Schnabelspitze bestritt. Auch hat de Gua die Singulari
täten der Kurven 3., 4. und 5. Ordnung untersucht und 
die der beiden erstgenannten — abgesehen von der 
Schnabelspitze — vollständig behandelt.

Als weitere Versuche einer Iheorie, der algebraischen 
Kurten sind Eulers Introductio 1748 und Cramers 
„Introduction ä Fanaiyse des lignes courbes“ 1750 zu be
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trachten. In beiden 'Werken spielte, ebenso wie bei 
Newton, die Gestalt der Kurven die Hauptrolle. Die 
ersten Andeutungen über singuläre Punkte finden wir 
in Newtons „Enumeratio“ und in Mac Laurins „Tractatus“ 
1746. Fermat hatte schon 1638 den Wendepunkt be- 
handelt. Cramer betrachtet bereits Doppelpunkte und 
Wendepunkte verschiedener Ordnung. Auch finden sich 
schon bei Newton die allgemeinen Begriffe von Durch
messern und Mittelpunkten für Kurven höherer Ordnung. 
Weitere höhere Singularitäten, insbesondere die Wende
punkte und Berührungspunkte höherer Ordnung (FJach- 
punkt, Spitzpunkt u. a.) finden sich bei Maupertuis 
1729.'

Nach einer mehr als 100 jährigen Zeit der Ruhe und 
des Stillstands auf diesem Gebiet der mathematischen 

; 'Forschung blieb es dem 19. Jahrhundert vorbehalten, 
:etne eigentliche Theorie der algebraischen Kurven zu 

v schaffen. In der Form der projektiven oder synthetischen 
..\Qeometrie taucht ein neuer Zweig der Geometrie auf. 

’ Im Gegensatz zur analytischen Geometrie ist sie an kein 
Koordinatensystem gebunden, auch bedarf sie nicht der 
Differentialgeometrie. Beim Ausbau dieser für das 19. Jahr
hundert charakteristischen Wissenschaft kamen zwei 
ihrer Hauptvertreter fast gleichzeitig auf das fundamen
tale Prinzip, das für die Theorie der algebraischen Kurven 
von größter Bedeutung wurde, das Prinzip der Dualität, 
begründet von Gergonne 1819 und Poncelet 1824. 
Plücker, der in den Prioritätsstreit zwischen den beiden 
französischen Geometern über das Dualitätsprinzip herein
gezogen wurde, begründete es 1826 analytisch durch 
Einführung der nach ihm benannten Linienkoordi
naten. Außer den bereits Genannten sind Möbius, 
Steiner, Staudt, Beye, Lindemann, Chasles und Cremona 
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die Hauptvertreter dieser neuen Richtung der Geometrie. 
Plücker schuf in seinen beiden Werken: „System der 
analytischen Geometrie1' 1835 und.,.Theorie der algebra
ischen Kurven" 1839 durch Einführung des Prinzips 
der Homogenität und unter Benutzung seiner Linienko
ordinaten die Grundlage für den Ausbau der Theorie der 
höheren algebraischen Kurven.

Riemann und Clebsch haben um die Mitte des 
vergangenen Jahrhunderts der Geometrie besonders die 
Theorie der Abelschen Funktionen nutzbar gemacht. Bei 
dieser projektiven und mehr abstrakten Behandlung der 
geometrischen Gebilde wurde auf Figuren wenig Wert 
gelegt, die deshalb auch in den Werken jener Zeit größten- 
eils fehlen.

Gegenwärtig sind es hauptsächlich die höheren Sin- 
gularitäten, die im Vordergrund des Interesses stehen. 
Außer den bereits Genannten haben namentlich Hesse, 
Salmon*)  und Cayley sich eingehend damit beschäftigt 
und bis in die neueste Zeit herein hat eine Reihe der 
bedeutendsten Mathematiker, wie Aronhold, Brill, 
Clebsch, Darboux, Geiser, Gordan, Halphen, 
Klein, Köther, Smith, Sylvester, Zeuthen u. a., 
wesentlich zur Entwicklung dieses Teils der Geometrie 
der algebraischen Kurven beigetragen. Hierbei ist auch 
die sinnliche Darstellung durch Figuren wieder mehr in 
den Vordergrund getreten.

*) (E.V. 9.)

Die Untersuchung spezieller Kurven wurde in neuester 
Zeit durch die Arbeiten von Brocard (Intermediaire des 
mathem. Bd. 4, 5, 7 und „Notes de bibiiographie des 
courbes geometriques“ 1897 und 1899) und durch das 
Sammelwerk von Loria: „Spezielle algebraische und tran
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szendente ebene Kurven“, 1902, sehr gefördert*).  Eine 
neue Methode zur Diskussion algebraischer Kurven, deren 
Gleichung in Linienkoordinaten gegeben ist, hat durch 
dualistische Übertragung Reuschle 1889**)  ersonnen.

*) Das Werk von Loria (L.V. 6.), das die Geschichte 
der einzelnen Kurvengattungen sehr eingehend behandelt, und 
das von Teixeira (L.V. 12.),'dessen Original in spanischer 
Sprache 1905 erschienen ist, das aber mehr eine Art „Kurven
enzyklopädie“ ist, verdanken ihr Entstehen einem Preisaus
schreiben der Akademie der Wissenschaften in Madrid 1892, 
wiederholt 1895.

**) Abgedruckt im Tageblatt der 62. Versammlung deutscher 
Naturforscher und Ärzte, Heidelberg 1889.

Da die Koordinatenachsen bei vielen algebraischen 
Kurven mit deren Gestalt meist nur in losem, häufig 
auch gar keinem Zusammenhang stehen, so wurden schon 
gegen Ende des 18. Jahrhunderts von Lacroix in seinem 
„Tratte du Calcul diff. et integr.“ 1797 Versuche ge
macht, diesen Unbequemlichkeiten aus dem Wege zu 
gehen.

Denselben Gedankengang hat Cesarö verfolgt und 
in seinem Buch: „Geometria intriseca“, in deutscher 
Übertragung von Kowalewski „Natürliche Geometrie“, 
1901 durch eine Reihe von Sätzen begründet und weiter 
ausgebaut. Als Koordinaten benutzt Cesarö nur solche 
Elemente, die mit der Gestalt der Kurve Zusammen
hängen, dagegen für die Lage der Kurve in der Ebene 
ohne Einfluß sind: die Bogenlänge s und den Krümmungs
radius o. Cesarö nennt daher die Relation f(s, o) = 0 die 
„natürliche Gleichung“ der Kurve. Dieser neueste 
Zweig der Geometrie hat durch Anwendung der Methode 
der Koordinaten Verwandlung zur Entdeckung einer ganzen 
Reihe neuer Kurven geführt, die man auf anderem Wege 
schwerlich gefunden hätte.
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Mehr ins einzelne gehende geschichtliche Angaben über 
spezielle Gebiete der Theorie der algebraischen Kurven finden 
sich im IL Teil der „Algebraischen Kurven"-.

§ 1. Die algebraischen Kurven im allgemeinen.
In den folgenden Untersuchungen betrachten wir aus

schließlich ebene algebraische Kurven, sehen also von den 
Raumkurven und auch von den ebenen transzendenten 
Kurven ab.

Sind x und y die (reellen) Koordinaten eines be
liebigen Punkts der Koordinatenebene, so stellt jede 
Gleichung von der Form
(1) f(x,y) = O
oder
(2) y = <f(F) oder x = v(y)
wegen der Willkürlichkeit einer Veränderlichen eine 
oo1 Schar stetig aufeinanderfolgender Punkte, d. h. eine 
ebene Kurve dar. f(x, y) = 0 heißt die implizite 
Form, y = <p(x) oder x = wby) die explizite Form 
der Kurvengleiehung.

Ein beliebiger Punkt (a, b) liegt also auf der Kurve, 
wenn seine Koordinaten die Kurvengleichung befriedigen, 
d. h. wenn

f(a,b) — Q oder b = <p(a) oder a = ^(&) .
Unter einer algebraischen Kurve verstehen wir ein solches 
Gebilde, dessen sämtliche Punkte der Gleichung genügen:

n
o = F(x, y) = 22 x“ y", 

o o
wo u, v positive ganze Zahlen und die aUT reelle Kon
stante bedeuten. Die höchste, in F(x, y) = 0 vor
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kommende Potenz w-r r der beiden Unbekannten nennt 
man den Grad oder die Ordnung der Kurve.

Jedes Polynom nten Grads in den beiden Veränder
lichen x und y von der Form

0=F(x, y) = Aoyn + Ay”-1 + A^”^ + ...

- - - T Ai — 1 y T" 
stellt, wenn

A = aoxr + ^x”-1 4- a3o;’'_s + • • • + + aF

eine rationale ganze Funktion vien Grads in x ist, eine- 
algebraische Kurve nten Grades, kurz eine Gn dar.

Tritt die Punktion der Kurve in irrationaler Form 
auf, so kann sie durch. Potenzieren stets auf die rationale 
Form gebracht werden.

Kommen in F(x} y) = 0 irrationale Exponenten vor. 
so bezeichnet man Kurven dieser Art nach dem Vorgang 
von Leibniz als interszendente Kurven. Eine solche ist 
z. B. y = ad2 . Diese bilden gewissermaßen den Über
gang zwischen algebraischen und transzendenten Kurven.

Alle diejenigen Kurven, die man nicht durch eine 
ganze rationale (algebraische) Gleichung zwischen den 
Koordinaten x und y eines Punkts darstellen kann, nennt 
man transzendente Kurven.

Legen wir der Kurvengleichung Polarkoordinaten 
zugrunde, die durch das System der Gleichungen be
stimmt sind:

x = q COS99) j? = ]-r y
} , woraus y ,

^=£sin<pj' cp = arctg —

so erscheint die Gleichung vieler algebraischer Kurven 
in „transzendentem Gewand“. Jede durch Polarkoordi-

Beutel, Algebraische Kurven. I. 2 
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naten dargestellte Kurve ist algebraisch, wenn in der 
Gleichung

Q = F(cp)

der Parameter <p nur in der Form ^(sin ng?, eos mcp) 
auftritt. Sowie 97 als nicht rein trigonometrische Funk
tion vorkommt, z. B. Q = a-q. ist die Kurve trans
zendent.

Ist also f{x, y) oder q(x) oder ip{y) eine ^d^'iaisclui i
bidfZSXGTtClGTTbC 1

Funktion, so ist die durch f(x, y) = 0 oder y = <p(x) 
oder x — w(y) dargestellte Kurve eine ^9^'

• transzendente)
Die algebraischen Kurven werden nach dem Grad 

ihrer Gleichung in x und y eingeteilt in Kurven 1., 2., 
3.... . Ordnung.

So ist die Gerade ax x 4- a, y + a3 = 0 eine Kurve
1. Ordnung; der Kegelschnitt
a11xs + 2a13xy + a22y2 + 2<z13z + 2a2Sy + = 0
eine Kurve 2. Ordnung, kurz eine C2 usw.

Läßt sich die Funktion fnlx, y) in mehrere Funk
tionen niederen Grads zerlegen, d. h. lautet die Gleichung 
der 0”:

0 = Ä>(«, y) = <px(x, y)-Vß(x, y)-%Y(x, y) . . . , 
WO

n = x + ß + y + ..

so zerfallt die Cn in die Kurven

%(«>3f) = 0, = xr{x, y) = 0 , ...
von den Ordnungen a, ß, y, ....

Die Gleichung fn(x, y) = 0 ergibt mit y = ax + b 
eine Gleichung nten Grades in x, die bekanntlich
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n Wurzeln hat. Diese n Wurzeln sind alle sämtlich 
reell oder paarweise konjugiert. Daraus folgt der

Satz: Jede. Gerade schnei
det eine Cn in n reellen oder 
komplex konjugierten (imagi
nären) Punkten.

Ist n ungerade, so ist 
mindestens ein Schnittpunkt 
reell; ist n gerade, so sind 
die Schnittpunkte paarweise 
reell oder alle imaginär.

So wird die „oszillierende 
Parabel 3. Grads“ der Fig. 1 
von der Geraden Gt in einem 
reellen Punkt, von G2 in 
drei reellen Punkten geschnit
ten; die oszillierende Parabel 
4. Grads der Fig. 2 von G1 in zwei reellen Punkten,
von G2 in vier reellen Punkten geschnitten.

2*
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Jede algebraische Gleichung von der Form
0 = y) = a0^ + a1^-ly + <h^~2y+---+anyn 

enthält neben den Veränderlichen x und y noch Kon
stante a0, ....

x und y als Strecken sind Größen 1. Dimension, 
also sind Zahlen „ 0. „ ,
Flächen (xs, xy, y2) „ 2. „ usw.
Soll also die Gleichung einer Kurve dimensional sein, 

so müssen alle ihre Glieder in den Veränderlichen und 
Konstanten zugleich vom selben Grade sein.

Im allgemeinen werden wir unsere Kurvengleichüngen 
in der Form von Zahlengleichungen aufstellen, d. h. 
die Einheit der Strecke = 1 setzen.

Bild einer Kurve. Nicht jede Gleichung einer al
gebraischen Kurve mit reellen Koeffizienten stellt eine 
reelle Kurve dar. So ist z. B. durch die Gleichung

z2 4- y~ + o2 = 0
ein imaginärer Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung dar
gestellt, dessen ganzer Verlauf imaginär ist.

Die Gleichung
(x2 - a2)2 + (y2 — b2)2 = 0

stellt eine imaginäre dar, die als einzige reelle Be
standteile die vier Punkte <x ~ ~~D hat.

[y — ±bj
Arten von Kurvenzügen. Unter einem Kurvenzug 

oder Kurvenast verstehen wir den Inbegriff aller reellen 
Punkte, die ein auf der Kurve wandernder Punkt durchlaufen 
kann, den Durchgang durch das Unendliche eingeschlossen, 
bis er wieder zu seinem Ausgangspunkt zurückkehrt.

So bilden nach dieser Anschauung die beiden Zweige 
der Hyperbel nur einen Zug.



Arten von Kurvenzügen. 21

Ein Kurven zu g kann paar oder ■unpaar sein, je nach
dem er von einer Geraden in einer geraden oder ungeraden 
Zahl von Punkten geschnitten wird.

Ein paarer Zug ohne vielfache Punkte teilt die Ebene 
in zwei Gebiete, von denen das eine („äußere“) unpaare 
Züge enthalten kann, das andere („innere“) nicht.

Jeden unpaaren Zug kann man sich durch Deforma
tion eines Kegelschnitts entstanden denken. Die paaren 
Züge werden deshalb nach Salmon Ovale genannt; 
Zeuthen beschränkt den Ausdruck Ovale auf solche 
Kurvenzüge, die keine singulären Punkte (insbesondere 
auch keine Wendepunkte) besitzen.

Die in Pig. 3 dargestellte Kurve 3. Grads 
y* = (x — a) (x + &) (re + c) 

hat ein Oval und einen unpaaren Zug.
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Die Kurve der Fig. 8 besteht aus zwei paaren Zügen, 
die jedoch nach Zeuthen keine Ovale wären, da jeder Zug 
vier Wendepunkte besitzt (s. Seite 32).

Da sich zwei unpaare Kurvenzüge immer schneiden, 
so folgt daraus, daß eine Kurve ohne Doppelpunkt 
höchstens einen unpaaren Zug haben kann; eine Kurve 
ohne Doppelpunkt von ungerader Ordnung enthält immer 
einen unpaaren Zug (siehe Fig. 3, 42); eine Kurve von 
gerader Ordnung ohne Doppelpunkt enthält keinen un
paaren Zug (siehe Fig. 8).

Ferner: Ein Zug hat eine gerade oder eine ungerade 
Anzahl von Wendepunkten, je nachdem er paar oder un- 
paar ist.

So besitzt der unpaare Zug der Fig. 3 im ganzen 
drei Wendepunkte, von denen einer oofem ist; der paare 
Zug derselben Figur (das Oval) hat keinen Wendepunkt. 
Die beiden paaren Züge der Fig. 8 haben je vier reelle 
Wendepunkte.

§ 2. Prinzip der Homogenität.
1. Jede Gleichung von der Form

( 0 = fn{x,y) = aüa* + a1a“-1y + aia?-2y* + ...

I ■ • ■ + dn^xy”-1 + anyn ,

deren sämtliche Glieder in bezug auf die Veränderlichen 
allein vom raten Grad sind, heißt eine homogene Gleichung 
injr und y und wird mit dem Symbol fn^y) = 0 be
zeichnet, wobei die Wellenlinie über den Veränderlichen 
die Homogenität anzeigen soll.

Dividieren wir die Gleichung (1) mit yn durch, so 
erhalten wir
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Diese Gleichung liefert n Wurzelwerte , a2, a3, ..., 

«„ für —, also läßt sich Gleichung (2) und damit auch 
y

Diese Gleichung stellt nun nichts anderes dar als ein 
System von n Nullpunktsgeraden, also

Satz: Die allgemeine homogene Gleichung nten Grads 
in x und y'.

fn(x, y) = aoxn + a1xn~1y + azxn~-y2 + . -.

• ■ • + an_1xyn~1 + anyn = 0

stellt das System von n Nullpunktsgeraden dar.
2. Setzt man in der Gleichung fn(x, y) — 0 einer

X 'M
Kurve roter Ordnung —■ an Stelle von x und — an Stelle 

co co
von y, so erhält man

= 0

oder nach Multiplikation mit con:

fn(x,y,co) = 0.
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Diese Gleichung raten Grads ist homogen in den drei 
Veränderlichen x, y, co, d. h. jedes Glied der Gleichung 
ist in bezug auf x, y, co raten Grad.

Um also eine Gleichung raten Grads in x und y 
homogen zu machen, hat man jedem Glied so viel Fak
toren co beizugeben, daß die Exponentensumme der drei 
Veränderlichen x, y, co jedes Glieds = n wird, co nennt 
man die homogenisierende Veränderliche*).

Beispiele:
(«2 — 1) (a:2 - y2) = xy(y2 — 1);

*) Zur Verhütung von. Verwechslungen haben wir nach
dem Vorgang von. Reuschle, Pravis der Kurvendiskussion (vgl.
S. 145 f. ebenda) statt des allgemein üblichen z gewählt, 
w hat den Vorteil, daß es auch in der Raumgeo metrie als 
homogenisierendeVariable brauchbar ist. Von Reuschle (ebenda
S. 142) stammt auch das die Homogeneigenschaft einer Kurven- 
gleichung anzeigende Symbol, die Wellenlinie über den Ver
änderlichen.

homogen: (x- — 1 • co2)(x2 — y2) = xy(y- — 1 • co2).

^y — 2 x2y — y2 + 3 y — 1 = 0 ;
homogen:«4?/ — 2x2yco2 — y2co3 + 3y co4 — 1 • co5 = 0.

Aus der homogenen Form einer Gleichung erhält 
man die gewöhnliche (nicht homogene) Gleichung, indem 
man co — 1 setzt. _______ ___

3. Setzt man in der Funktion fn(x, y, co) an Stelle 
von x, y, co die Werte ox, gy, g co , so erhält man

tn{x, y, co) =
= gn-fn(x7y^ •

Diese Gleichung (4) drückt die charakteristische Eigen
schaft einer homogenen Funktion aus.
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4. Der Eulersche Homogensatz. Durch. Diffi 
tiation der Gleichung (4) nach q erhält man

üf^QX^..,) ÜQX ( Öf^QX,.
ÖQX dQ 

( £f(o»,...) do co

• •) dey 
dQ

oder

O i Scox cQy

woraus mit q = 1

ef , eJ

do CD dQ
n- o“-1 /‘(at, y^ co)

- ----- o = n • p1 
C Q 0) y,

CSC
= n f(xf y, co).

CQy

Ist /(m, y, co) = 0 , so ist auch

„ c’^ . sf , CV
I 2/ -i i •ox Oy Oco

5. Geometrische Deutung von co. Sind x, y 
die homogenen Koordinaten eines beliebigen Punkts 
sind seine kartesischen Koordinaten bestimmt durch

Verhältnis —, —. Die homogenen Koordinaten nc 
co co

man deshalb auch Verliältmskoordinciien.
X 'n

Ist speziell co — 0, so sind —, ~ die Koordim 

aller Punkte, für die co — 0 ist. Diese Punkte lie 
alle im Unendlichen, also stellt co = 0 den Inbeg 
aller oc fernen Punkte' der Ebene dar. Da co = 0 
Gleichung 1. Grads eine Gerade darstellt, so liegen 
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oc fernen Punkte der Ebene auf einer (x fernen) Ge
raden, deren Gleichung lautet: co = 0.

Wahl der Koordinatenachsen.
Nach der allgemein üblichen Art legen wir die 

-hx-Achse nach rechts. Soll nun durch eine Drehung 
um 90° im Sinn des Uhrzeigers die -f-x-Achse in die

I

.. I. Quadrant

Fig. 4.

+y-Achse übergeführt werden, so muß die 4-?/-Achse 
nach unten gerichtet sein (s. Fig. 4). Bei sämtlichen 
Figuren ist diese Art des Koordinatensystems zugrunde 
gelegt

§ 3. Signiernngsprinzip.
In der Gleichung f(x, y) = 0 einer Kurve ist die 

Funktion f(x, y) Null für alle auf der Kurve liegenden 
Punkte. Für alle anderen Punkte der Ebene ist der 
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Wert der Funktion f(x, y) von Null verschieden, 
positiv oder negativ. Der Übergang von positiv zu m 
tiv kann nun im Endlichen nur durch Null hindi 
geschehen, also ist die Funktion für alle Punkte auf 
einen Seite der Kurve positiv, auf der andern Seite nepp

Um die positive, bzw. negative Seite der Kurve 
bestimmen, setzt man die Koordinaten eines nicht 
der Kurve liegenden Punktes (a, 6) in die Funk 
fix, y) ein und bestimmt das Vorzeichen des Äusdri: 
fl?, &).

Zur bequemen Rechnung nimmt man hiezu ei 
(nicht auf der Kurve liegenden) ausgezeichneten Pt 
der Ebene, den Nullpunkt, einen Punkt der x- c 
y-Achse, der Mediane x — y = 0 oder x + y = 0 .

Wählen wir die Koordinatenachsen wie oben ai 
geben, so ergibt sich als allgemeine Regel für die ‘ 
nierung einer Funktion:

Der am weitesten rechts in der Richtung der 1. . 
diane x — y = ^ im 1. Quadranten gelegene, von f(x, y) = 
begrenzte Teil der Ebene („Zwickel“ genannt) ist im\ 
positiv*).

*) „Zwickel“ zur Abkürzung für „begrenzter Teil 
Koordinatenebene“. — Der Name „Zwickel“ rührt her ' 
Reuschle, Das Divisionsprinzip in der anal. Greom. M 
math. V. Württ. H, 2. (1900.) S. 52.

Diese Regel gilt aber nur, wenn fix, y) = 0 in 
Form geschrieben ist: x — q>(y), z. B. x — y2, x2 — 
also so, daß das Glied mit x positiv ist. Läßt sieh 
zu signierende Funktion nicht in einfache Funktio: 
zerlegen oder ist die Anwendung der Regel nicht g 
einwandfrei, so bleibt zur Signierung nichts anderes üt 
als die Bestimmung des Vorzeichens des Werts ■ 
Funktion für einen beliebigen Punkt.
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Für jede in gerader Potenz verkommende Funktion 
ändert sich beim Durchgang durch 0 das Vorzeichen 
nicht; solche Funktionen von der Form 
bleiben bei der Signierung unberücksichtigt.

Es ist zum Zweck der Signierung zu empfehlen, die 
Kurvengleichung F(x, y) = 0 immer auf die Form zu 
bringen: ^g = q oder f — g ,

wo z, bzw. 21 konstante, d. h. von x und y unabhängige 
Faktoren sind.

Beispiele:
1. Für den Kreis f(x, y) = x3 y3 — r3 = 0 ist 

die innere Kreisfläche negativ; mit kommt
/(0,0)=-r2. (Fig. 5.)

2. Für die Parabel f(x, y)=x3 — 2py = 0 kommt 
. 2J -— öl

y — q r /(®: 0) = a2 (Fig. 6), d. h. die von der
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Parabel „umschlossene“ Hache (durch welche die -Yy 
Achse geht) ist negativ.

Fig- 6-
3. Für die C4:

t (x — 1) (x + 1) (x 4- y) (x — y) = xy(y — 1) (y + 1)

folgt nach der obigen Regel: Der am weitesten rechts 
von x — y=0 liegende Teil der Ebene ist sowohl für 
die linke, wie für die rechte Seite der Gleichung positiv. 
Da nun für solche Punkte die Gleichung befriedigt 
werden kann, so können in diesem Teil der Ebene 
Kurvenpunkte liegen; für den „Nebenzwickel“ dagegen 
wird durch Überschreitung der Geraden y — 1 = 0 die 
rechte Seite der Gleichung negativ, die linke Seite bleibt 
positiv, also können in diesem Zwickel keine Kurven- 
punkte liegen. Um dies für das Auge wahrnehmbar zu 
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machen, -wird dieser Zwickel schraffiert (s. Fig. 7, in 
der zugleich das Bild der Kurve eingezeichnet ist).

Fig. 7.

Hieraus läßt sich folgende weitere Signienmgsregel 
ableiten: Können in irgend einem Zwickel Kurvenpunkte 
liegen, so liegen in den Nebenzwickeln keine Kurven
punkte, wobei wir unter „Nebenzwickel“ solche Teile 
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der Ebene verstehen, in die man vom 1. Zwickel durch. 
Überschreitung von nur einer Signierungslinie kommt.

Mittels des Signierungsprinzips läßt sich also aus der 
Koordinatenebene eine Anzahl von Teilen ausscheiden, in 
denen die vorgelegte Kurve nicht verlaufen kann. Zu
gleich ersieht man, daß es vorteilhafter ist, die Kurven
gleichung F(x, y) = f + 2 g = 0 so zu zerlegen, daß die 
Funktionen f und g selbst in möglichst viele Faktoren 
zerlegbar sind.

§ 4. Prinzip der linearen Kombination.
Satz 1. Sind fn(x, y) = 0 und gn{x, y) = 0 die Glei

chungen zweier Cn, so stellt die durch lineare Kombina
tion beider Gleichungen erhaltene neue Gleichung 
(1) fn^, y) + y) = 0 ,
wo 2 ein beliebiger, von x und y unabhängiger Faktor 
ist*),  eine Kurve dar, die durch sämtliche (n2) Schnitt
punkte der beiden gegebenen Kurven geht, oder kurz:

*) Ist 2 ein veränderlicher Parameter, so stellt f + 2^ = 0 
oc1 viele Kurven dar, die alle durch die Schnittpunkte von 

= o} a^° e*n Kurvenbüschel oder ein Kurvennetz.

Die. Kurve, f 1g — 0 geht durch sämtliche Sehnitt- 
f f = 01

punkte der leiden Kurven _ q? •

Die Gleichung (1) wird nämlich nur befriedigt, wenn

gleichzeitig gilt: d. h. der Gleichung (1) genügen

nur die Koordinaten solcher Punkte, die sowohl auf der 
Kurve f = 0, als auch auf der Kurve g = 0 liegen.

Ebenso gilt der
Satz 2. Die Kurve
 fi fz + ^-919z = 0
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geht durch die Schnittpunkte der Kurven
M=o) ja = ol M = oi (A = ol 
Ul = °J ’ V2 = °J ’ Ul = °J ’ Uz = Oj '
Beispiel. Die Kurve

(U- 1) -2) - z - 1) - 4) = 0

oder (x — 1) (a: + 1) (x — (x 4- }'2)
+ /& - W + W - W + 2) = 0

geht durch die 4-4=16 Schnittpunkte der Geraden 
® ± 1 = 0 und a; ± f2 = 0 mit y-J-l = O und 
y ± 2 = 0 .

Für z = 1 hat die Kurve die Gestalt der Fig. 8.
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Allgemein gilt der
Satz 3. Die Kurve

A & fs • • ■ fn + 9t • • • gn = o

n n
oder abgekürzt + kj^gi = 0

1=1 &=1

f f. = o geht durch die Schnittpunkte der Kurven « 
»-1,2,...». l*-°

Aus der Gleichung f+ & = 0 folgt, wenn
beiden Kurven = 0 
und g^ = 0 zusam
menfallen, d. h. wenn 
9x = 9t , der

Satz 4. Die Kurve

f+^g'2 = o

berührt die Kurve /’=0 
in ihren Schnittpunkten 
mit der Kurve g = 0 
(Fig. 9). [Zweipunk- 
tige Berührung, ent
sprechend den zwei

( f— 0) ( f— 01Schnittpunkten von ■{ ' _ und an der

treffenden Kurvenstelle.]
Auf welcher Seite von f die Berührung stattfini 

ergibt sich aus der Signierung.
Beispiel. Die Gleichung der durch Fig. 8 d 

gestellten C4 läßt sich auch in der Form schreiben:

a;3(!C8_3) + ^_3)(^-2) = 0
Beutel. Algebraische Kurven. I. 3
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oder
^(r-ysj^ + yä)
+ (y- (y + y 3) (y - i2) (y + y 2) = 0 .

Gemäß Satz 4 folgt hieraus:
Die C4 berührt die Geraden y+]' 3 = 0 und y+]/2=0 

in ihren Schnittpunkten mit x = 0 und- geht durch die
, t -D W h — 13 — o| 3 k + l's = ol 

acht Punkte i — ’ ) und 1 „ 1.(y + 13 = 0 f ± y 2 = 0 J
Aus den vorstehenden Sätzen, besonders aus Satz 3 ist 

ersichtlich, daß man bei der Diskussion einer Kurve deren 
Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte 
zu zerlegen hat, um die Sätze 1—4 an wenden zu können. 
Je mehr Faktoren diese Produkte haben, um so mehr Kur
venpunkte lassen sich ablesen. Durch mehrfache Um
formung der Kurvengleichung in ein derartiges Binom, er
geben sich so viel Kurvenelemente, daß schon eine ziem
lich genaue Zeichnung des Bildes der vorgelegten Kurve 
möglich ist.

Aus den beiden Formen der in Fig. 8 gezeichneten 
Kurven lassen sich 16 -j- 16 = 32 Kurvenpunkte ablesen, 
wobei die vier Berührungspunkte auf der y-Achse doppelt 
gerechnet sind.

Zur ..Diskussion“ einfacher algebraischer Kurven, d. h. 
zur Bestimmung so vieler Kurvenelemente (Punkte und 
Tangenten), daß die genaue Aufzeichnung der Kurve in 
einwandfreier "Weise möglich ist, würden die in den 
§§ 2—4 entwickelten Prinzipien hinreichen. Doch wird 
die Diskussion wesentlich erleichtert durch die Deutung 
der verschiedenen „Symbole“, besonders derjenigen, die 

enthalten. Deshalb wurden die Beispiele %ur Kurven- 
diskussion den folgenden §§ nachgestellt.
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§ 5. Singularitäten.
Erklärung. Unter singulären Punkten, bzw. singu

lären Tangenten verstehen wir im allgemeinen vielfache 
Punkte, bzw. vielfache Tangenten.

Singuläre Punktstellen treten erst bei Kurven 3. und 
höheren Grads auf; die Kegelschnitte sind also die ein
zigen Kurven, die keine singulären Punkte besitzen.

Ein Kurvenpunkt ist ein r-facher Punkt, wenn die 
Kurve r-mal durch ihn hindurchgeht; die Kurve hat also 
in ihm r Tangenten. Sind diese alle verschieden, so ist 
der Kurvenpunkt ein gewöhnlicher r-facher Punkt.

Der einfachste Pall des vielfachen Punkts ist der 
Doppelpunkt. Hiebei sind in bezug auf' die beiden

3*
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Tangenten, die die Kurve im Doppelpunkt hat, drei Fälle 
möglich.. reeg U7Vj verschieden 1

Sind die zwei Tangenten reell und zusammen fallende, 
imaginär konjugiert J
gewöhnlicher Doppelpunktx 

so ist der Doppelpunkt ein Rückkehrpunkt >.
isolierter Punkt )

Beispiel. Die Kurve 3. Grads ay2 — x2{x -j- a) hat
>0 f Doppelpunkt (Fig. 10),

für a = 0 einen ■! Rückkehrpunkt (Fig. 11),
< 0 | isolierten Punkt (Fig. 12).

Für eine Reihe singulärer Punkte lassen sich nach dem 
Prinzip der linearen Kombination folgende Sätze angeben.

1. Die Kurve
f+Xg* = 0



Wendepunkt; Flachpunkt.

berührt die Kurve f — 0 dreipunktig in ihrem Sch 
punkt*)  mit g = 0 .

*) Da wir über den Grad der Funktionen f und g keü 
näheren Bestimmungen machen, so haben die beiden Kurve 
f — 0 und g = 0 im allgemeinen mehrere (reelle oder im; 
ginäre) Schnittpunkte. Die Sätze 1—10 gelten für jede 
dieser Schnittpunkte; der Einfachheit halber betrachten w 
aber nur einen dieser Schnittpunkte.

Ist speziell / = 0 eine Gerade G = 0 , so hat n 
la. Die Kurve

G + 2^ = 0

berührt die Gerade G = 0 in ihrem Schnittpunkt
9 = 0 dreipunktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Wer
■punkt mit G = 0 als Wendetangente (Jig. 13 a).

2. Die Kurve
G + 21/4 = 0

berührt die Gerade G — 0 in ihrem Schnittpunkt n 
g = 0 vierpunktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Fiac 
punkt mit G = 0 als Flachtangente (Fig. 13 b).

3. Die Kurve
^+2^=0

berührt die Gerade G = 0 in ihrem Schnittpunkt m 
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g = 0 fünfpimktig, d. h. der Schnittpunkt ist ein Wende
flackpunkt mit G—Q als Wendeflachtangente (Fig. 13c)*).

*) In bezug auf die Bezeichnung der höheren SingnTaH- 
täten vgL Reuschle (L. V. 8.) und Sauerbeck (L. V. 10.).

4. Die Kurve
/ y7 f*  + *g*gi  = o

——=——4-==—------ hat in dem Schnittpunkt 
/------------ von y=O mit ^=0 einen

’ ^~0 Doppelpunkt (Fig. 13 d).
Fig. 13c. Dieser ist A, wenn

isoliert] ’
der Punkt f in dem ^schraffierten) TeU 

(y —1J schraffierten j
Ebene liegt.

Wird gt= g, so hat man:
5. Die Kurve

f*  + 1 g*  = 0
hat in dem. Schnittpunkt von f = 0 mit g — 0 einen 
Rückkehrpunkt (oder Spitze 1. Art) mit der Tangente an 
f — 0 als Rückkehrtangente (Fig. 13 e).



Selbstberühnmgspunkt.

6. Die Kurve
/2 + 2^ = 0

hat in dem Schnittpunkt von f = 0 mit g = 0 ei

Setbstberührungspunkt (oder Binodalpunkt) mit der Ta 
gente an f= 0 als Selbstberührungstangente.

Der Selbstberührungspunkt entsteht durch das Zi 
sammenfallen zweier Doppelpunkte. Hierbei können m 
beide Kurvenzweige nach derselben Seite (Fig. 14 a) od( 
nach verschiedenen Seiten (Fig. 14 b) konkav gekrümn
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sein oder mit anderen Worten: Die zu den zwei Kurven
zweigen des Selbstberührungspunkts gehörigen Krüm
mungskreise haben ihre Mittelpunkte auf derselben Seite 
(Fall a) oder auf entgegengesetzten Seiten (Fall b) der 

beiden Kurvenzweige.

Fig. 15. Fig. 16.

mit g — 0 einen Rückkehrflachpunkt mit der Tangente 
an f= 0 als Rüekkehrflachtangente (Fig. 15).

8. Die Kurve
/3 + 2^=0

hat in dem Schnittpunkt von f= 0 mit g = 0 einen 
Spüxpunkt mit der Tangente an /= 0 als Spitztangente 
(Fig. 16).

9. Die Kurve
/3 + Äg5 = 0



W endespitzpimkt: Pmckkehrspitzpunkt.

hat in dem Schnittpunkt von / = 0 mit g = 0 eit
Wendespitzpunkt mit der Tangente an f — 0 als Wem 

spitztangente (Fig. 17).
10. Die Kurve

f* 4- z g5 = 0

hat in dem Schnittpunkt v 
f — 0 mit g = 0 einen Rih 
kehrspitzpunkt mit der Ts 
gente an f = 0 als Rüc 
kehrspitztangente (Fig. 1 
usw. usw.

Durch Vergleichung c 
Fig. 13—18 folgt:

Die Berührung der Kur

f-\-Xgn = 0 im Punkt

mit der Kurve f = 0 ist r 
so inniger, je größer n ist.

Fig. 18.
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Ferner: Die Berührung der Kurve fn + Xgm = 0 im

Punkt mit der Kurve f— 0 ist um so schwächer.V — öj n
je mehr sich der Quotient — dem Wert 1 nähert.

m
Diese für das Auge ohne weiteres wahrnehmbare 

Eigenschaft der oben aufgeführten singulären Punkte 
wird auch durch deren Kamen Wende-, Flach-, Spitz
punkt usw. treffend charakterisiert.

§ 6. Parabeln und Hyperbeln höherer Ordnung.
(Zugleich typische Beispiele für das Prinzip der 

linearen Kombination.)

L Die Parabeln höherer Ordnung.
Unter Parabeln höherer Ordnung versteht man Kurven, 

deren Gleichung in ihrer einfachsten Form lautet:

pß-^y* = xß ,

wo a und ß positive ganze Zahlen sind und p > a oder, 
wenn der Parameter p = 1 gesetzt wird,

y* = x?.

Diese Gleichung kann man sich entstanden denken durch 
Verallgemeinerung der Gleichung der gewöhnlichen Pa
rabel 2. Ordnung y = x2. — Die Parabeln höherer Ord
nung, auch binomische Parabeln genannt, lassen sich bei 
gegebenem a und ß leicht punktweise berechnen und 
aufzeichnen.

Aus der Parabel 2. Grades y = x2 läßt sich durch 
eine einfache Substitution die ganze Reihe der binomischen 
Parabeln von der Form y ~xß ableiten.
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Setzt man in der Gleichung y — x2 statt y den Aus- 
ydruck —, so erhält man 
x

— = x2 oder y = x3 .
x

Hieraus ergibt sich durch dieselbe Substitution

— = x3 oder y = x^ , usw. 
x

Ist (a, 6) ein beliebiger Punkt der Parabel y = x2, so 
erhält man die Kurve y = x2 als (a, 0-Eliminat aus

Hieraus ergibt sieh folgende
Konstruktion der Parabel 3.Ordnung y = a;3 aus der 

gezeichneten Parabel y = x2 (s. Fig. 19): Ziehe die Ge
rade x = 1; fälle vom Punkt P(a, b) auf sie das Lot PQ, 
so schneidet die Gerade OQ die Gerade x = a im Punkt R, 
der ein Punkt der gesuchten Kurve y = x2 ist.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert nun für 
das Verhalten der binomischen Parabeln im Ursprung 

und im co fernen Punkt der Ordinatenach.se 
y = oj

— 21 ehre Reihe von Sätzen 1—9. — Der Verlauf 
jx = Oj
der Kurve in der Nahe der beiden singulären Punkte 
wird durch das Signierungsprinzip geliefert. Der Leser 
möge die Signierung der einzelnen Kurven selbst vor
nehmen.

Ordinatenach.se


44 Parabeln höherer Ordnung.

1. Die Parabel y — x2, homogen ya> — x- (Fig. 20).
a) Die Kurve berührt die Abszissenachse y = 0 

zweipunktig im Schnitt mit der Ordinatenachse x — 0 : 
Der Ursprung ist ein gewöhnlicher Kurvenpunkt (Otal- 
punkt) und kann mit dem Symbol [y, x^\, kurz [1, 2] 
bezeichnet werden.
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b) Aus der homogenen Form folgt: Die Kurve berührt 
die oo ferne Gerade co = 0 in ihrem Schnittpunkt mit 
x = 0 . Symbol [co, u>2] *).

*) Für die Kurvendiskussion ist es von großem Nutzen, 
wenn man sich das Bild der verschiedenen Symbole, besonders 
mit Rücksicht auf die oo ferne Gerade, einprägt.

Dem Leser kann nicht genug empfohlen .werden, diese 
Ablesungen in selbst anzufertigende Figuren einzutragen (am 
besten mit Farbstift) und so diese Kurven selbst zu „dis
kutieren“, indem die einzelnen Ablesungen durch möglichst 
einfache Kurvenzüge verbunden werden.

2. Die Wendeparabel y = x3, homogen y a>z — x3 
(Fig. 21).

a) Die Kurve berührt y = 0 im Schnitt mit x = 0 
dreipunktig: Der Ursprung ist Wendepunkt mit y = 0 als 
Wendetangente. Symbol [y, x3], kurz [1, 3].

{üc — 01
oo = 0] 

ist Rückkehrpunkt mit co = 0 als Rückkehrtangente. Sym
bol [co2. x3].
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3. Die Flachparabel y = x . homogen y — x^ 
(Fig. 22).

i

I ___ Q I
b) Der oc ferne Punkt der Ordinatenach.se 1 i1 (co = Oj

ist Spit^punkt mit co=0 als Spitztangente. Symbol [co 3, a:4].
4. Die Wendeflachparabel y — x5, homogen y a>4 = x5 

(Fig. 23).
a) Die Kurve berührt y = 0 fünfpunktig im Schnitt 

mit x = 0: Der Ursprung ist Wendeflachpunkl mit 
y = 0 als Wendeflachtangente. Symbol [y, x5], kurz 
[1,5]-

a) Die Kurve berührt y — 0 vierpunktig im Schnitt 
mit x = 0: Der Ursprung ist Flaehpunkl mit y = 0 als 
Flachtangente. Symbol \y, x4], kurz [1, 4].

Ordinatenach.se
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b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ' x = 01 
co = 0J

tangente. Symbol [co4, cc5j.
ist Rückkehrspitxpunkt mit co = 0 als Eückkehrspitz-

Ganz analoge Ergebnisse findet man für die Kurven, 
deren Gleichung lautet: x=y& oder = G?, wo Gx = 0 
und G2 = 0 zwei beliebige Gerade sind.

5. Die Rückkehrparabd y2 = x3, homogen y2 co = x3 
(Fig-11).

a) Die Kurve hat im Ursprung einen Rückkehrpunkt 
mit y = 0 als Rückkehrtangente. Symbol [y2, x3], 
kurz [2, 3], fco = 01

b) Der oc ferne Punkt der Ordinatenachse < „S' \ x = 01 
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ist Wendepunkt mit co = 0 als Wendetangente. Symbol 
[co, x3].

Durch Vergleichung von 2. und 5. findet man:
Di&Rü^^

punkt mit y = 0 als Tangente und im Unendlichen einen
Rückkehr-} ,, i m j„r [punkt mit co = 0 als Tangente, fr €7lu&‘“ I

6. Die Kurve y2 = ar1, homogen y2 oo2 = cc4 zerfällt 
in die beiden Parabeln 2. Ordnung y = x2 und y = —x2.

a) Der Ursprung ist Sdbstberührungspunkt mit y = 0 
als Tangente. Symbol [y2, cc4], kurz [2,4].

b) Der oo ferne Punkt der Ordinatenachse ist ebenfalls 
Selbstberührungspunkt mit co = 0 als Tangente. Symbol 
[co2, x4].

Nehmen wir die Vorzeichen der Parameter der beiden
Parabeln positiv und wählen diese selbst verschieden, so 
haben wir die Kurve {y — p x2) (y — qx-) = 0 .

Es ergeben sich auch hier die beiden Fälle des § 5,6, 
je nachdem p und q gleichzeichig oder ungleichzeichig 
sind*).

*) VgL hierüber Beutel, Algebr. Kurven, H. Teil: Höhere 
Singularitäten bei den Kurven 4. Ordnung.

7. Die Rückkehrflachparabd y2 = x5, homogen 
y2 co3 = x5 (Fig. 15).

a) Der Ursprung ist Rückkehrflachpunkt mit y = 0 
als Rückkehrflachtangente. Symbol \y2, x5], kurz [2, 5].

b) Der co ferne Punkt der Ordinatenachse ist Wende- 
spitepunkt mit co = 0 als Tangente. Symbol [co3, x5].

8. Die Wendespiixparabel ys—x5, homogen ysco2—x5 
(Kg. 17).

a) Der Ursprung ist Wendespitxpunkt mit y = 0 als 
Tangente. Symbol [y3, n;5], kurz [3, 5].
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b) Der oo ferne Punkt der  ist Rück- 
kehrflachpunki mit co = 0 als Tangente. Symbol [co2, tc5].

Ordinatenach.se

9. Die Spitxparabel 
(Fig. 16).

Beutel, Algebraische Kurven. I. 4

Ordinatenach.se
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a) Der Ursprung ist Spüxpunkt mit y = 0 als Tan
gente. Symbol [y3, sc4], kurz [3, 4].

b) Der oc ferne Punkt der Ordinatenachse ist Flach- 
punkt mit co = 0 als Tangente. Symbol [co, sc4].

Analog wie bei 5 läßt sich in bezug auf 3 und 9, 
7 und 8 ein ganz ähnlicher Satz bezüglich des Verhaltens 
im Ursprung und in dem x fernen Punkt der Ordinaten- 
achse aufstellen.

K. Die Hyperbeln höherer Ordnung.
Vie man durch Verallgemeinerung der Gleichung der 

Parabel 2. Ordnung auf Parabeln höherer Ordnung kommt, 
so erhält man aus der auf ihre Asymptoten bezogenen 
(gleichseitigen) Hyperbel xy = q2 Kurven, deren all
gemeine Gleichung lautet:

xx yd — q*~d,
wo x und ß positive ganze Zahlen sind: es sind dies die 
Hyperbeln höherer Ordnung. Schreibt man die Gleichung 
in der Form

yß = qx+ßx-*,

so erkennt man leicht den Zusammenhang beider Arten 
von Kurven. Deshalb werden Parabeln und Hyperbeln 
höherer Ordnung auch mit dem gemeinsamen Kamen 
binomische Kurven bezeichnet.

Auch hier läßt sich aus der gleichseitigen Hyperbel
X 1/

xy = q2 durch die Substitution — an Stelle von y die

Reihe der Hyperbeln Kg = q&, x^y = q^ usw. ableiten, 
woraus sich eine der auf Seite 43 angegebenen analoge 
Konstruktion ableiten läßt.

1. Die gleichseitige Hyperbel xy—1, homogen 
xy = a>2 (Fig. 24).
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Die Kurve hat sowohl die Gerade x = 0, als auch 
y = 0 zu Tangenten im Schnitt mit der oc fernen Ge
raden co = 0. Da der Berührungspunkt dieser Tangenten 
ocfern liegt, so sind die Koordinatenachsen gewöhnliche

Asymptoten der Kurve. Symbole der cc fernen Kurven
punkte [x, co2], bzw. [y, co2].

Das Signierungsprinzip liefert zugleich, daß die Kurve 
im Unendlichen auf verschiedenen Seiten der Asym
ptoten verläuft.

2. Monosinguläre Hyperbel 3. Ordnung)  x2 y = 1, 
homogen x2y = ais (Fig. 25).

*

*) Bezeichnung nach üeiisehle, Praxis der Kurvendis
kussion, S. 54.

4*
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a) Die Abszissenachse y = 0 wird von der Kurve 
dreipunktig berührt im Schnitt mit co = 0 , d. h. y = 0 
ist Wendeasymptote. Symbol [y, co3].

b) Die Ordinatenachse x = 0 hat im Schnitt mit der 
oc fernen Geraden einen Büekkehrpunkt: x = 0 ist 
Rückkehrasymptote. Symbol [a?2, co8].

Fig. 25.

3. Monosinguläre Hyperbel 4. Ordnung xz y = 1. 
homogen xz y = co4 (Fig. 26).

a) y = 0 wird im Schnitt mit co = 0 vierpunktig be
rührt, d. h. y = 0 ist Flachasymptote. Symbol [x, co4].

b) x — 0 hat im Schnitt mit co — 0 einen Spitzpunkt: 
x = 0 ist Spitxasymptote. Symbol [a:3, co4].

4. Monosinguläre Hyperbel 5. Ordnung x^y = 1, 
homogen x^y — oF (Fig. 27).

a) y = 0 wird im Schnitt mit co = 0 fünfpunktig 
berührt, d. h. y = 0 ist Wendeflachasymptote. Symbol 
Qg®3]-



Hyperbeln höherer Ordnung.
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b) x = 0 hat im Schnitt mit co = 0 einen Rückkehr
spitzpunkt: x = 0 ist Rückkehrspiizasymptote. Symbol 
[z4. co3].

5. Bisinguläre Hyperbel 5. Ordnung x-yz = 1, ho
mogen x-ys = co3 (Fig. -8).

a) y = 0 hat im Schnitt mit co = 0 einen Wendespitz
punkt mit y = 0 als Wendespitzasymptote. Symbol 
[.V3.

b) Die Ordinatenachse x = 0 hat im Schnittpunkt 
mit co = 0 einen Rückkehrflachpunki mit x = 0 als 
Rückkehrflachasymptote. Symbol [x2, co5].

Die Betrachtung der gestaltlichen Verhältnisse der 
binomischen Hyperbeln ergibt folgenden

Satz: Steht eine. Asymptote in 9era^~
1 ungerad-

Berührung mit der Kurve, so liegen die beiden 

\punktiger 

der Asym

ptote sieh nähernden Kurvenzweige auf 
Seiten] , .
Seite jder ÄsymPtote-

verschiedenen 
derselben
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Ferner: Je größer im Symbol [x’“, ojn], bxw. \ym, co”] 

der Quotient — ist, desto rascher nähert sich die, Kurve 
n

der Asymptote.

§ 7. Kurvendiskussion mittels des Signierungs
prinzips und des Prinzips der linearen

Kombination.
Auf Grund der in den §§ 3 — 6 entwickelten Sätze 

läßt sich jede durch ihre Gleichung gegebene Kurve be
liebig hoher Ordnung diskutieren. Der hiezu einzu
schlagende Weg mag an den folgenden Beispielen er
sehen werden, wobei dem Leser zu empfehlen ist, die 
Figuren selbst nochmals anzufertigen.

1. Beispiel.
^y — ^x^y — y- + Zy — 1 = 0 . (Fig. 29.)
Wir suchen zuerst eine passende Zerlegung der 

Gleichung in die algebraische Summe zweier Produkte. 
Eine solche bezeichnen wir im folgenden immer als 
,j.-Form^. Wir erhalten so, indem wir gleichzeitig 
homogen machen:

— 2) = V2 — 3 y + 1 
oder
x2y (x 4- |2 co) (x - co) = (y — 2,62) (y — 0,38) *).

*) Die Beifügung des Faktors <» bei den Funktionen von 
Geraden kann unterlassen werden, da dies keinerlei Einfluß 
auf die Deutung der Symbole der oo fernen singulären 
Punkte hat.

Als Signierungskurven sind die fünf Geraden y = 0. 
« + y2 = 0, x — /2 = 0, y— 2,62=0 und «/ — 0,3s 
= 0 einzuzeichnen. Das Glied x2 = 0 bleibt für die 
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Signierung weg und wird erst nach vollzogener Sig
nierung eingezeichnet, weil es im Quadrat vorkommt 
und deshalb für das Vorzeichen der Funktion links ohne
Einfluß ist. _

Um nun zu untersuchen, in welchem Zwickel Kurven
punkte verlaufen können, nehmen wir z. B. den Punkt

Fig. 29.

(2, 1) und erhalten, wenn wir dessen Koordinaten in die 
Kurvengleichung einsetzen,

4 • 1 • 3,41 ■ 0,59 = —1,62 • 0,62 .

Da nun eine positive Große nicht gleich einer negativen 
Größe sein kann, so liegt der Punkt (2, 1) in einem 
Zwickel, in dem keine Kurvenpunkte liegen können. Da
gegen können in den Nebenzwickeln Kurvenpunkte liegen. 



1. Beispiel. 57

Diejenigen Zwickel, in denen keine Kurvenpunkte liegen 
können, machen wir durch Schraffieren kenntlich, so 
daß also bloß in den nichtschraffierten Zwickeln Kurven
punkte liegen können. Durch Anwendung der auf S. 27 
angegebenen Regel ergibt sich sofort ohne Rechnung 
nach dem Satz: „Positiv gleich positiv ist möglich“ 
derjenige Zwickel im ersten Quadranten, in dem Punkte 
der Kurve liegen können.

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen wir ab: 
(1) Symbol [x2 la; 4- ]'2 co) (x — 2 co) , co3] *): Die 

Kurve hat im Punkt ~ einen Spitzpunkt mit 

co — 0 als Tangente.
(2) Symbol [y. (y—2,62 co) (y—0.38 co) <o3]: Die Kurve 

hat im Punkt _ W einen Wendeflachpunkt mit y = 0 

als Wendeflachasymptote.
(3) [x— ^2, y— 2,62]: Die Kurve geht durch den 

der Geraden Z q

Ebenso findet man, daß
(4)  = T 2 1 , . x = — )' 2 1 , x — —x
w y = 0,381 ’ y = — 2,621 ’ ' y = 0,38 J

*) Bei der Ablesung nach dem Prinzip der linearen Kom
bination sind sämtliche durch den Kurvenpunkt gehende Hilfs
kurven in das Symbol aufzunehmen; also hier die Geraden
x =0 1 ,_ Qi
x =+1'2 >, die alle durch den Punkt <x ^1 gehen. Hieraus
« = 0 / l« = 0fs

v ' x = 0 _ 1
ergibt sieh auch, daß das Symbol x =+/2 . a> l nichts Neues 
liefert. co = 0 J

Punkte der Kurve sind.
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(7) [z2, y — 2,62]: Die Kurve berührt die Gerade 
y — 2,62 = 0 im Schnitt mit x = 0. Ebenso
(8) [z2, y — 0,38]: y — 0,38 = 0 ist Tangente an die 
Kurve im Punkt (0, 0,38).

Trägt man mm die so gewonnenen acht Ablesungen 
in die Figur ein — am besten mit Farbstift —, so läßt 
sieh hieraus bereits der Verlauf der Kurve außerhalb 
des durch die vier Geraden x — + ^2, y = 2,62 und 
y — 0,38 gebildeten Rechtecks bestimmen, indem man 
die bereits gefundenen Kurvenelemente durch einfache 
Linienzüge verbindet. Dagegen ist der Verlauf der Kurve 
innerhalb des Rechtecks unsicher, da das Rechteck vier 
Eingänge hat. Es sind deshalb hier drei Fälle möglich, 
die in den Fig. 29 a, b, c schematisch dargestellt sind.

Fig. 29 a. Fig. 29b. Fig. 29 c.

Zum Entscheid hierüber benutzen wir eine zweite
Form:

y(x — l)2 (z + 1)2 = (y - 1)2 W3 .
Hieraus folgt:
y = 0 ist einzige Signierungslinie, d. h. die Kurve 

verläuft vollständig auf der Seite der positiven «/-Achse*).
*) Würden einzelne der bereits erhaltenen Kurvenpunkte 

n solchen Gebieten liegen, die nach der Signierung auf Grund
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Nach dem Prinzip der linearen Kombination lesen 
wir ab:
(9) [?/. (v — l)2 <u3]: y = 0 ist Wendeflachasymptote 
[s.(2)].
(10) [(z — 1)2(.t t l)2, co3]: Der Punkt ~ q! ist 

Spitzpunkt mit co = 0 als Tangente [s. (1)].
(11) [(^-1)^.^. (12) [(a;.+ 1)2?^:

Die Punkte (1,0) und (—1, 0) sind Doppelpunkte.
Damit kann nun die Kurve nach ihrem ungefähren 

Verlauf ohne weiteres eingezeichnet werden. Zugleich 
ist ersichtlich, daß die schematische Darstellung von 
Fig. 29 a in unserem Fall die richtige ist.

Soll das Bild der Kurve möglichst genau entworfen 
werden, so sind hiezu weitere Hilfsmittel nötig (vgl. § 8).

Durch Auflösung der gegebenen Kurvengleichung 
nach x2, bzw. nach y lassen sich zwei neue Gleichungen 
her stellen, die zur Berechnung weiterer Kurvenpunkte 
dienen können.

2. Beispiel.
(«2 + y~ — l)2 (a? + y) (x —y) = ^xy <üi.

(Fig- 30.)
Signierungsgeraden sind x-\- y = Q, x — y — 0 , 

x = 0 , y = 0 . Die Kurvengleichung in der Form 
„positiv = positiv“ liefert: Kurvenpunkte liegen in dem 
Baum zwischen y = 0 und x — y = 0 .

der zweiten z-Form keine Kurvenpunkte enthalten können (ab
gesehen vom Fall des Doppelpunkts, der sich so als isolierter 
Punkt ergibt), so deutet das auf irgend einen Bechenfehler. 
Durch die neue Signierung dürfen nur solche Räume über
deckt werden, in denen keine reellen Kurvenpunkte auf Grund 
der ersten z-Form bereits bestimmt wurden.
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Nach dem Prinzip der linearen Kombination erhält man: 
(1) Symbol [(« -j- y) (z — y), x y}: Der Koordinaten
ursprung ist Doppelpunkt mit vorerst noch unbekanntem 
Tangentenpaar.
(2) [(«* + - l)^, x] und (3) [(«* + y* - 1)*, 3/]:
Die y-, bzw. «-Achse wird von der Kurve in den

Fig. 30.

Schnittpunkten mit dem Kreis «2 + y- — 1 = 0 zwei- 
punktig berührt, d. h. die beiden Achsen sind Doppel
tangenten.
(4) [x-^y, co1] und (5) [«— y, co1]: Die beiden Me
dianen sind Flachasymptoten. Der Verlauf der Kurve 
in der Nähe der so gefundenen Punkte, insbesondere 
längs der Asymptoten, wird durch die Signierung be
stimmt.

Durch Umformung der gegebenen Gleichung läßt 
sich leicht eine zweite z-Form erhalten:
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+ y*) - y3) (x2 + y* - 2) + _ 2 xy - y^ = 0
oder
( («2 + y2) k - y)(x - y) i/2 + y2 - 2)
| — (x — <xx y) (x — a2«/) = 0 , wo cc — 1 x ] 2 .

Durch, die neue Signierung (horizontale Schraffur; 
werden nun weitere Zwickel ausgeschieden;, in denen 
die Kurve nicht verlaufen kann.

Weiter ergeben sich die Schnittpunkte des Kreises 
x2 + y2 = 2 mit dem Geradenpaar x = (1 -n J 2^) y als 
Punkte der Kurve.

Das Symbol [(.r2 + y3) (x + y) (x — y), (x — y} 
(x — a2 ?/)] liefert: Die Kurve hat im Ursprung einen 
Doppelwendepunkt mit den Geraden x = (1 4- ] 2) y als 
W endetangenten.

Damit kann das Bild der Kurve ziemlich genau auf
gezeichnet werden.

Beliebige weitere Kurvenpunkte liefert die Parameter- 
darstellung . , .

I 2(z3 — y3) = 2xy J

als Schnittpunkte der konzentrischen Kreisschar x3 4- y2 
— 1 il* mit ^em Geradenbüschel durch den Ursprung 
Ä(x2 — y2) = 2 xy, und zwar liefert jeder Wert von Z 
vier Kurvenpunkte. Eine zweite Parameterform ergibt 
die Substitution y = fj.x,

3. Beispiel.
(1) (ac2 - 2)2 + - 4) (</2 - 1)2 = o (Fig. 31.
oder _

J - l^2 + ] 2)a + (y - 2) (y + 2)
1 ? l 1)2Q/+ l)2 = 0.
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Durch einfache Umformungen ergeben sich noch zwei 
weitere z-Formen:

(2) ^2-4)+^^-3)  ̂= 0

Fig. 31.
oder
(2Q ^(r — 2) (« + 2) + (y _ |'3)3 (y + y 3)2 = 0 

und

(3) - y2) + y2 - 4) + y2 - 5 + 5) = o
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oder
f 4- y^ — y)^ + y2 - 4) + y*(y + i>90)

■ j (y — 1,90) (^-}-1,18) (// —1,18) = 0 .

Das Signierungsprinzip, der Reihe nach angewandt 
auf die Formen (19, (29 und (39, gibt: Die Kurve liegt 
ganz zwischen den Geraden x + 2 = 0 und y 4- 2 = 0 . 
Die Form (39 scheidet dann in diesem Quadrat noch 
18 Zwickel aus, in denen die Kurve nicht verlaufen kann.

Das Prinzip der linearen Kombination liefert aus (19: 
Die Geraden y — 2 = 0 sind Doppeltangenten der Kurve, 
die Berührungspunkte liegen auf x — ] 2 = 0 .

Ferner: Die Schnittpunkte von x —- ] 2 = 0 mit 
y — 1 = 0 sind Doppelpunkte. Aus (29 folgt: Der Ur- 

| x = 0 1
spruner und die Punkte ! ? sind ebenfalls±P J
Doppelpunkte: die Geraden x — 2 = 0 sind Doppel- 

f z — 2 = 0 ] tanuenten mit den Punkten ■ - - ; als Be-I y - 1 3 = 0 J 
rührungspunkten.

Aus (39 kommt:
Auf dem Kreis x2 + y^ — 4 = 0 liegen zehn Punkte 

der Kurve (eigentlich zwölf, da die Punkte x = — 2, 
y = 0 doppelt zählen), auf den Geraden x ~ y = 0 je 
sechs Punkte (der Ursprung zählt doppelt) im Schnitt 
mit den drei Geradenpaaren

y2 = 0, y 4 1,90 = 0 und y -j- 1,18 = 0 .

Unsere drei /.-Formen liefern also für die vorgelegte 
C0 unmittelbar 33 Punkte und zugleich die Tangenten 
in 10 derselben.
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4. Beispiel.
& + x*y°--$x2y + y- = Q (Fig. 32).

Die in den vorhergehenden Beispielen angewandte 
Methode, mehrere z-Formen zur Diskussion zu ver-

Fig. 32.

wenden, ist hier besonders vorteilhaft. Aus der gegebenen 
Gleichung folgt

«2 (z2 + y- — 6 y) + y- = 0
oder
(1) sc2 [z2 + (y — 3)2 — 9] + y~ = 0 .

Diese Gleichung läßt sich durch das simultane System 
der zwei Gleichungen

x'2 + (1J ~ 3)ä — 9 = —z2 1

ersetzen. Hierin ist z2 ein willkürlicher Parameter. Jedem
bestimmten Wert von z2 entspricht eine z-Form.
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So z. B. mit
7? = 1 :(2)o:2[z24- Q/ - 3)2 — 8] = x3 — y3 ;
22 = 2 :(3);c2[«2 + — 3)2 - 7] = 2 a2 — y3;
z2 = 4:(4)a;2[a:2 + (y — 3)2 — 5] = 4a;2 — y3

usw. Aus der Gleichung (1) folgt nach dem Signierungs-
prin zip, da „positiv plus positiv“ nicht gleich Null sein kann: 
Die Kurve liegt innerhalb des Kreises x3 + (y — 3)2 — 9, 
hat also keine reellen co fernen Punkte.

Das Symbol [a2[o:2 + (?/ — 3)2 — 9], y] besagt: Die 
Kurve hat im Ursprung einen Selbstberührungspunkt mit 
y = 0 als Tangente. Da die Kurve innerhalb des Kreises 
verlaufen muß, so liegen beide Zweige des Selbstberüh
rungspunktes auf der Seite der positiven y-Achse. Weitere 
Kurvenpunkte ergeben die /.-Formen (2), (3), (4), usw. 
Hieraus folgt: Die Kurve ist das Erzeugnis eines kon
zentrischen Kreisbüschels mit einem dazu projektiven 
Geradenpaax durch den Ursprung.

5. Beispiel. (sc2 — y)3 = sc5 (Fig. 33).
Einzige Signierungslinie ist x = 0 . Daraus folgt, 

daß nur auf Seiten der x- Achse reelle Kurvenpunkte 
liegen können. Das Symbol [(a;2—y)3 x5] besagt: Die 
Parabel x3 — y = 0 ist Näherungskurve im Ursprung, 
aber gemäß der Signierung nur im I. Quadranten. Die 
Kurve hat im Ursprung eine sogenannte „&hnabelspüxe,“ 
— der Name rührt von der Ähnlichkeit mit einem Vogel
schnabel her. Das Charakteristische der Schnabelspitze be
steht also darin, daß in der Nähe der Spitze beide Kurven
züge auf derselben Seite der Spitzentangente liegen, die 
in unserem Fall y = 0 ist. Aus der homogenen Form 

(x3 — y a>)3 a> = x5
Beutel, Algebraische Kurven. L 5
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Fig. 33.

folgt: Die Kurve verläuft im 
Unendlichen wie die Parabel 
y2 = x5.

Durch Auflösung nach y 
erhält man

y = x- ,

eine zur punktweisen Berech
nung sehr geeignete Form der 
Kurvengleichung.

Anmerkung. Die Schna
belspitzen — auch Spitzen 
2. Art genannt — treten 
erst bei Kurven 4. Ordnung 
auf. Folgende Kurven haben 
im Ursprung eine Schnabel
spitze :

2. sk* 4- x y3 -f- y*  — 2 x2y — % y2 -r y2 — hy3 = Q .

*) VgL hierüber Beutel, Algebraische Kurven, H. Teil, 
Höhere Singularitäten.

Wie sieht die Kurve 2. aus a) für z = 1 ? b) für z = 2 ?

Die Diskussion der durch das simultane System

( x*  + (y +1)2-4 = 21
((sc — 3 y -j- 1) z 4- y = Oj
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oder durch die Gleichung

k2 + & +1)2 — <] & — 3 y 4-1) + y ■ m2 = 0 

dargestellten C3 sei dem Leser überlassen (s. Fig. 34).

Fig. 34.

Diese Kurve ist ein spezieller Fall der Kurve 3. Ord
nung

4- co2 = 0 ,

wo = 0 einen Kegelschnitt (in dem obigen Fall einen 
Kreis) und = 0 und 6b = 0 zwei Gerade darstellen. 
Alle diese C3 haben Gt = 0 als Asymptote und gehen 
durch die Schnittpunkte von 0=0 mit G3 = 0 .

Wie sieht die C3 aus, wenn G3 den Kegelschnitt 
l^erührt oder gar nicht schneidet? wenn der Punkt 

_  01
* ~ n ( = 0 liegt? wenn 0=0 eine Parabel(jTo — U J

oder eine Hyperbel ist?
Weitere Beispiele sind im folgenden überall ver

streut; auch bietet die auf Seite 129 ff. angegebene Liste 
spezieller Kurven genügend Stoff zur Übung in der 
Kurvendiskussion.

5*
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§ 8. Weitere Hilfsmittel der Kurvendiskussion.
Obwohl die Prinzipien der Signierung’ und der linearen 

Kombination vollständig hinreichen, um den rohen Verlauf 
einer durch ihre Gleichung gegebenen Kurve zu bestimmen, 
so ist es doch meistens notwendig, zur Festlegung des ge
nauen Verlaufs der Kurve noch weitere Punkte zu bestim
men. Zugleich hat man damit eine Kontrolle für die Richtig
keit der aus beiden Prinzipien gewonnenen Ablesungen.

L Symmetrieverhältnisse.
1. Kommt in der Gleichung einer Kurve die Ver

änderliche x mir in geraden Potenzen vor, so entspricht 
jedem Wert von y eine Anzahl von Wertepaaren von x, 
die nur durch das Vorzeichen unterschieden sind, d. h. ist 
(z, y) ein Punkt der Kurve, so liegt auch der Punkt 
(—x, y) auf der Kurve: Die Kurve ist symmetrisch zur 
Ordinatenachse x = 0 .

2. Ebenso ist eine Kurve, deren Gleichung nur ge
rade Potenzen von y enthält, symmetrisch zur Abszissen
achse y = 0.

3. Enthält eine Kurvengleichung nur gerade Potenzen 
der homogenisierenden Veränderlichen co, so ist der Ur
sprung Mittelpunkt der Kurve, denn jedem Kurvenpunkt 
(x , y, co) entspricht ein Kurvenpunkt (x, y, —co) oder

/ X ?/ \
dem Punkt —, — I entspricht der Punkt 

'.co ’ co/
Da aber die Verbindungsgerade zweier solcher- Punkte 
im Ursprung halbiert wird, so ist damit die Richtigkeit 
des oben aufgestellten Satzes erwiesen.

4. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y ver
tauschen, ohne daß die Gleichung sich ändert, so ist die 
Kurve symmetrisch zur 1. Mediane x — y = 0 .

—y 
co ' co
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5. Lassen sich in der Kurvengleichung x und y mit 
—y und' —x vertauschen, ohne daß diese sich ändert, 
so ist die Kurve symmetrisch zur 2. Mediane x y = 0 .

n. Schnittpunkte mit den Achsen und den Medianen.
Aus der Gleichung /„(cc, y, co) = 0 einer Cn erhält 

man die Schnittpunkte mit den beiden Koordinatenachsen 
aus den zwei simultanen Systemen

Wx, y, co) = 0) ff(x, y, co) = 0) . (f(x, y, co) = 01
| x = Oj : { y = 0J ' ( co = 0J

liefert die Schnittpunkte mit der oc fernen Geraden (vgl. 
§ 10).

Die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurve mit 
den beiden Medianen ergeben sich aus den beiden simul
tanen Systemen

y) = 01 
| x — y = 0]

und , y) = ol 
I X -t- y = oj

HL Berechnung weiterer Kurvenpunkte.
Hat eine Kurve eine Asymptote, so empfiehlt es sich 

immer, deren Schnittpunkte mit der Kurve zu bestimmen. 
Dies geschieht in einfachster Weise dadurch, daß man die 
Kurvengleichung fix, y) = 0 nach Potenzen einer Un
bekannten, z. B. x, ordnet und mit der Funktion der 
Asymptote y = a x 4- b in die Kurvengleichung dividiert. 
Die sich ergebende Restfunktion y)(x, y) stellt, gleich 
Null gesetzt, eine Kurve dar, die durch die Schnittpunkte 
der gegebenen Kurve mit der Asymptote geht. Die Kurven
gleichung läßt sich dann in die Form bringen:

0 = f&, y) = (y — ax — b)<p(x, y) -A y<(x, y).



y — ax — b co = 0 ( 
co = 0J
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Der Vorteil ist hier, daß der Grad von yj(x, y) im all
gemeinen mindestens um 2 niedriger ist, als der von 

y) = 0] denn macht man homogen, so hat man

0 = f,\xZy~Zo)) = (y — ax — bco)^.^, y, co) 

"T y, CO) • COS .

y — ax — b = 0 ist ja nur dann Asymptote, -wenn 
zu V, o:>) der Faktor co2 tritt (falls nicht

IG co) = 0 durch den Punkt 

geht), da co = 0 die Gerade y — ax — bco = 0 in 2 zu
sammenfallenden Punkten schneiden muß.

Hat eine Kurve mehrere Asymptoten, so läßt sieh dieses 
Verfahren mehrmals an wenden.

Sind Gj = 0 , G, = 0. Gs = 0 die drei reellen Asym
ptoten einer C3, so erhält man durch Anwendung des 
Divisionsprinzips die Gleichung in der (zuerst von Plücker) *)  
angegebenen Form

*) Plücker, System der anal. Geometrie. 1835. S. 130.

G± Gs Gs + 2 Gco2 = 0 .
Bei einer Ci mit vier reellen Asymptoten Gx = 0, 

Gn = 0, G3 = 0, G± — 0 bekommt man ebenso:
Gj G2 G3 Gi 4- z (x y) = 0 ,

wo 02 eine Funktion 2. Grads ist. Damit erhält man 
nebenbei die zwei

Sätze. Bei einer C3 mit drei reellen Asymptoten liegen 
deren Schnittpunkte mit der Kurve auf einer Geraden, bei 
einer C4 mit vier reellen Asymptoten auf einem Kegelschnitt.

Hat die Kurve einen mehrfachen Punkt, so erhält 
man weitere Kurvenpunkte als Schnittpunkte eines durch
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den mehrfachen Punkt gelegten Strahlenbüschels. Die 
Rechnung gestaltet sich sehr einfach, wenn der mehr
fache Punkt im Ursprang liegt. Die Kurve läßt sich 
dann mittels der Substitution y = Xx in der Form dar
stellen: , ....

(x= <p(A) 1
\y = ^)]

Ist der ‘mehrfache Punkt ein r-facher Punkt, so er
niedrigt sich durch die Substitution y = Ix der Grad 
der Gleichung fix. hx) = 0 um r: cP tritt als Faktor 
vor die Gleichung, entsprechend den r Schnittpunkten 
isc — 011 _> der Kurve mit der Geraden y = Ix.[y = OJ u

Beispiel. Die C4
cP — — 2x2 y = 0 (Fig. 40, s. Seite 91)

hat im Ursprung einen 3 fachen Punkt (Oval- und Rück
kehrpunkt).

Die Substitution y = Z x ergibt die Parameterform

2 z2

Da sich die Koordinaten eines Kurvenpunktes rational 
in z ausdrücken lassen, so ist die gegebene C4 eine ra
tionale Kurve.

IV. Numerische Auflösung der Gleichung.
1. Algebraische Auflösung.

Ordnet man die Gleichung der Kurve nach fallenden 
Potenzen einer der drei Veränderlichen, z.B. nach x, so läßt
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sich diese so erhaltene Gleichung nach bekannten Me
thoden algebraisch auflösen. Dies ist aber praktisch nur 
dann zu empfehlen, -wenn der Grad der Gleichung nicht 
> 2. Zuweilen läßt sich auch die Kurvengleichung in 
einfacher Weise nach Potenzen einer linearen Kombination 
zweier Veränderlichen anordnen und nach diesen auflösen. 
Auch die Fälle, in denen fix, y) = 0 quadratisch in a:2, 
y2. (a; — y)2 usw. ist, gehören hierher.

So ist die Kurve § 7, Beispiel 1 quadratisch in x2 
und kann nach z3 aufgelöst werden.

2. Graphisch-mechanische Auflösung).*

*) VgL Mehmke, Numerisches Rechnen. Enzyklopädie der 
math. Wissensch., Band I, 2. Teil, F. Leipzig 1904.

Wie wir oben gesehen haben, ist es häufig von Wert, 
die Schnittpunkte ausgezeichneter Geraden mit der Kurve 
zu bestimmen. Wird der Grad der Bestimmungsgleichung 
> 2, so empfiehlt sich die Anwendung graphischer Me
thoden: die Anwendung der bekannten Formeln zur Be
stimmung der Wurzeln einer Gleichung 3. oder 4. Grads 
ist praktisch viel zu umständlich. Selbstverständlich sind 
diese Methoden nur dann anwendbar, wenn es sich um 
Zahlengleichungen handelt.

Sind ganzzahlige Wurzelwerte vorhanden, was durch 
einfaches Probieren festgestellt wird, da sie Faktoren 
des Absolutglieds sind, so werden diese durch Abdivi- 
dieren aus geschieden. Die Restgleichung wird dann auf 
folgende Weise weiter behandelt.

a) Gleichungen 3. Grads.
Aus der Gleichung 3. Grads in der Form

x3 b x2 -|- e x = d 
folgt x (x2 b x -f e) = d.
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Diese Gleichung läßt sich ersetzen durch das simultane 
System

Gleichung (1) stellt die um —— parallel zur -{-«-Achse 
/ ZA 2

und I c — — l parallel zur +y-Achse verschobene Parabel

y = x2 dar; Gleichung (2) eine gleichseitige Hyperbel 
mit den Achsen als Asymptoten. Die Abszissen der 
Schnittpunkte beider Kurven liefern die Wurzeln der ge
gebenen Gleichung 3. Grads. Da der Parameter der Pa
rabel von den Konstanten der gegebenen Gleichung un
abhängig ist, so läßt sich mittels der Hyperbelschar (2) 
und der beweglichen. Parabel (1) jede Gleichung 3. Grads 
graphisch, d. h. näherungsweise, auflösen*).

*) Vgl. Reuschle, Graphisch-mechanischer Apparat zur 
Auflösung numerischer Gleichungen. Stuttgart 1885.

Anmerkung. Die Methode vereinfacht sich wesent
lich, wenn, was oft der Pall, b oder c verschwindet.

Beispiel. Die gegebene Gleichung sei

xs 4- x2 — 1 = 0 .
Aus

x (x2 «) — 1 = 0

folgt das simultane System

( y = x2 + x] (y + i = (x + i)2 ]
(«2/=! j j x y = 1 j

Durch punktweises Aufzeichnen beider Kurven (ge
nau braucht dies ja nur in der Nähe der mutmaßlichen
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Schnittpunkte zu geschehen) ergibt sich, daß die Gleichung 
nur eins reelle Wurzel hat:

x — 0,76 .

(Die letzte Dezimale ist angenähert.) Die Figur mag sich 
hier der Leser selbst anfertigen.

Eine andere Zusammenfassung der einzelnen Glieder 
der Gleichung 3. Grads

xa 4- bx2 ex + d = 0
in der Form

(x3 + & sr2) + c x + d = 0
liefert das simultane System*)

*) VgL d'Ocagne, caleul graphique et nomographie, Paris 
1908, S. 276, wo eine Modifikation dieser Methode angegeben 
ist, und auch das größere Werk desselben Verfassers: Tratte 
de nomographie, Paris 1899.

(1) (y — x3 + bx2

(2) (y + e x d = 0
Konstruiert man nun für die einzelnen Werte von b 

die entsprechenden Kurven 3. Grads, so stellen die Ab
szissen der Schnittpunkte der Geraden (2) mit der Kurve (1) 
die positiven Wurzeln der gegebenen Gleichung 3. Grads 
dar. Um die negativen Wurzeln zu bekommen, ersetzt 
man x durch —x und erhält damit

oder
—x3 4-&^2 — cx4~^=0 

x3 — bx2 4- ex — d = 0 .
Diese Methode hat den Vorteil, daß die Gerade (2) 

für jeden Wert von c bzw. d eingezeichnet werden 
kann (ein Faden genügt hiebei), wenn nur b ganzzahlig 
ist. Hat man jedoch für genügend viele Werte von b 
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das Kurvenbüschel (1) gezeichnet, so läßt sich unschwierig 
der Wert von b interpolieren.

Sowohl die Methode von d’Ocagne, als auch die von 
Reuschle erfordern eine unschwierig anzufertigende gra
phische Tafel, um die Auflösung möglichst rasch bewerk
stelligen zu können.

b Gleichungen 4. Grads.
Aus der allgemeinen Gleichung 4. Grads in der 

Form
ax^ 4- bx3 -j- ex2 — dx -j- 1 

folgt
x2 (a x2 4- b x 4- c) = dx 4- 1,

woraus das simultane System hervorgeht:

(1) f a x2 4- b x 4- e — y
(2) j x2y = dx 4- 1

Gleichung (1) stellt die parallel verschobene Parabel 
y = a x2, Gleichung (2) eine trinomische Hyperbel mit 
y = 0 als Asymptote und x = 0 als Rückkehrasymptote 
dar, die sich ohne Mühe punktweise konstruieren lassen. 
Die Schnittpunkte beider Kurven sind die Abszissen der 
Wurzeln.

Beispiel. Für die Kurve

x — y + 1) (z2 4- y- — 4) = {y — 1) (y 4- 1)

sollen die Schnittpunkte mit der x-Achse bestimmt werden. 
y = 0 gibt

x* 4“ x3 — 4 x2 — 4 x 4- 1 = 0
oder

x2 (x2 4- x — 4) — 4 x 4- 1 = 0 ■
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Diese Gleichung läßt sich nun durch das simultane 
System ersetzen:

(1) | y = X- + X — 4
(2) | a:2 y = 4 x — 1

Die Aufzeichnung der beiden Kurven (1) und (2) — 
am besten auf Millimeterpapier — (s. Kg. 35) ergibt als 
Wurzel werte (die 2. Dezimale angenähert):

^ = 0,21; a;g = 1,96; a:3=—1,38; x^ = —1,77.
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e) Gleichungen höheren Grads.

Die oben angegebene Methode läßt sich auch auf 
Gleichungen höheren Grads ausdehnen, wenn eines oder 
mehrere Glieder derselben fehlen. Durch passende Sub
stitution ergeben sich zwei leicht zu konstruierende

Kurven. Der- Gang der Methode wird am besten durch 
ein Beispiel erläutert.

Beispiel: Es soll die C5 diskutiert werden, deren
Gleichung lautet:
(2: + y — l)2 (x 4- y + 1) (a: — yy = x2yi-(o (Fig. 36).

Die Deutung der einzelnen Symbole sei dem Leser 
zur Übung überlassen.
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Um die Kurve genau zeichnen zu können, müssen 
weitere Punkte berechnet werden, wobei zu berücksich
tigen ist, daß die 1. Mediane x — y Symmetrielinie ist

1. y = 1 gibt x2(x 2) (x — l)2 — a;2 oder x- = 0 
(Probe!) und (x + 2) (x — l)2 = 1 oder xs — 3a; 4-1=0 
oder x(x2 — 3) -J- 1 = 0 .

Hieraus ergeben sich aus dem System ‘ ~ % l
i y—X"—oj

drei reelle Wurzel werte:

Zj = 0,32 ; x2 = 1,53 ; xs = — 1,86 .

2. y~ — 1 gibt (x — 2')2x(x4- l)2 = x2 oder x= 0 
(Probe!)und(x — 2)2(a;4- l)3 = xoder (x2— x—2)2 = x .

Das simultane Svstem w 0 — X ~X “l liefert 
_ l y- = % j

zwei reelle Wurzeln:

x1 — 1,6 : z2 = 2,6 .

3- y = 2 gibt (x 4- l)2(a: 4- 3) (x - 2)2 = 4 z2 oder 
(x + 3)(x2 — x~2)2^ix2.

Hieraus folgt das simultane System

{x2 — x — 2 = y )

y2(x 4- 3) = 4 x2) '

das fünf reelle Wurzelwerte gibt:

= 2,7; o:3 = 2,4; m3=—0,7; a;4 = —2 (genau);

«5 = —2,6.

Die Uiguren (am besten auf Millimeterpapier) möge sich 
hier der Leser selbst anfertigen.
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§ 9. Verhalten einer Kurve im Nullpunkt; 
mehrfache Kurvenpunkte.

Die folgenden Untersuchungen können für jeden Kur
venpunkt gelten. Liegt nämlich der betrachtete Kurven
punkt nicht im Ursprung, so kann letzterer durch Koor
dinatentransformation und zwar am einfachsten durch 
Parallelverschiebung in den betr. Kurvenpunkt gebracht 
werden.

Satz 1. Geht eine, Kurve durch den, Ursprung, so 
hat ihre Gleichung kein Absolutglied.

Die Gleichung der Kurve

(1) 0 = y) = « + (bx + cy) + (dx2 + exy + fy2)

+ (gx3+hx-y+ixy2+kys)+ . . .
feg --  Ql

wird, wenn a = 0 ist, befriedigt für | |, d. h. die

Kurve geht durch den Ursprung.
Setzen wir nun zur Abkürzung

bx+cy= tp^x, y) , 

dx2 + exy + fy3 = ep2(x, y), 
••••*••...................................................................3

so haben wir als Kurvengleichung

(2) 0 = f{x, y) = y) + ^(x, y) + tps{x, y)

-r • •• + <pn(x, y), 

wobei die Indizes den Grad der Funktionen <p angeben.
y) = 0 stellt die Nullpunktsgerade bx + cy = 0 

dar, die die Kurve schneidet in den Punkten
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Kl + Vs + <P3

Vi =°) 
. . = of oder

=0
+ Tz + - - - = 0

oder b x + c y — 0
dx- ~r exy ~ fy* + ... = 0

Eliminiert man hieraus y. so ergibt sich eine Gleichung 
in sc, deren niederstes Glied vom 2. Grad ist, die also 
zweiAVurzeln x=0 hat. d. h. die Gerade = bx -}- ey = 0 
schneidet die Kurve im Ursprung in zwei zusammenfallen
den Punkten oder die Gerade = 0 ist Tangente.

Satz 2. Die Kurve
y) = tp^x, y) + <p2(x, y) + <ps(x~y) + ...

hat imNuUpunkt einen gewöhnlichen Punkt mit cp^x, y)—0 
als Tangente.

Ganz ähnlich ist die Beweisführung für die folgen
den Sätze:

Satz 3. Die Kurve

0 = f(x, y) = cp^x, y) + cp^x, y^tx, y) 

oder +^^)+21

o = f(x, ?/)[i + y)] + y3(a;1y) + - • •
hat im Nullpunkt einen Wendepunkt tnit ^(x, y) — 0 
als Wendetangente.

Dasselbe gilt für die Kurve
0 = f&, y) = cp^x, y) + ps(x, y) + ...

Satz 4. Die Kurve

o = y) = y) -T- 9i(a:, y) 
+ 9?i(«, y)v2(x, y) 

+ y) + • • •
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oder
o = f&,y) = y)[i + + %($> y)]

, +%(^, y) + • ■ ■
oder

o =f(x,y) = <h&, y)■ y) + ’/) + •• - 
hat im Ursprung einen Flachpunkt mit y) = 0 
als Flachtangente usw. usw.

Ist (x, y) = 0, so gilt der
Satz 5. Die Kurve

0 =f&,y) = p2(x, y) + cf3(x, y) + . . .
hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit tp2(x, y) = 0 
als Tangentenpaar.

Sind die Wurzeln der Gleichung cp2 (x, y) = 0 
reell und getrennt 1
reell und zusammenfallend!-, so ist der Doppelpunkt ein 
imaginär konjugiert J
gewöhnlicher Doppelpunkt 
Rückkehrpunkt 
isolierter Punkt

(siehe Fig. 10—12).

Satz 6. Die Kurte
o = f&> y) = y) + y) +...

hat im Nullpunkt einen dreifachen Punkt mit p3(x, y) = 0 
als Tangenten.

Hier können nun vier Fälle auftreten: Von den drei Wur
zeln der Gleichung p3(x^ y) = Q ist eine stets reell; für die 
beiden anderen können die drei Fälle des Satzes 5 eintreten.

a) Ist eine Wurzel reell und sind die beiden andern
reell und verschieden' 
reell und gleich 
imaginär konjugiert

so ist der dreifache Punkt ein

Beutel, Algebraische Kurven. I. 6
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gewöhnlicher Kurvenpunkt im Verein mit einem
Doppelpunkt
Rückkehrpunkt (Beispiel siehe unten.)
isolierten Punkt

b) Sind alle drei Wurzeln gleich, so tritt der Spitz
punkt auf (siehe Fig. 16).

Beispiel zu a) (Fig. 37—39).
1. Fall: x4 y^ = y (2x  — ~f$xy ?/ ) oder 

& + = y (2 x — y) (x — y):

2 2

2. Fall: + yi = y (2 x2 — ^xy J- y2) oder 
= y (a;/2 — y}3

y — 0 ist gewöhnliche Tangente, x^ — y — 0 ist 
Rückkehrtangente der Kurve im Ursprung. Dieses Er
gebnis läßt sich auch aus dem Symbol

[0^ + y^, y(xY2 — y)3] ablesen:

dreifacher Punkt im Ursprung mit den Geraden y = 0. 
2x — y = 0, x — «/ = 0 als Tangenten. (Fig. 37.)
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y = 0 ist gewöhnliche Tangente (Symbol [1, 2]), da 
der Faktor 2. Grads (x — yf den Ausdruck 4. Grads 
xt -^-y^ um den Exponenten 2 vermindert; ferner 
(x /2 — yf = 0 ist Rückkehrtangente (Symbol [2, 3]), 
da der Faktor 1. Grads y den Ausdruck 4. Grads x^ + 
um den Exponenten 1 vermindert. (Fig. 38.)

3. Fall: xt + y* = y (2 x2 — ^7 x y 4- y^ :

Der Klammerausdruck 2 x2 — 7 xy y2 — 0 läßt 
sich nicht in zwei reelle Faktoren zerlegen, deshalb ist der 
Ursprung gewöhnlicher Kurvenpunkt mit y = 0 als Tan
gente im Verein mit einem isolierten Punkt. Für das 
Auge ist diese Singularität von einem gewöhnlichen 
Kurvenpunkt nicht zu unterscheiden; in der Fig. 39 
haben wir den isolierten Punkt durch Verdickung an
gedeutet.

Die Betrachtung der drei Figuren 37—39 läßt zu
gleich den Übergang der einen Art in die andere erkennen: 

6*
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In Fig. 38 ist die Schleife der Fig. 37 im 3. Quadranten 
verschwunden; in Fig. 39 erreicht die Schleife im 1. Qua
dranten den Ursprung nicht mehr und statt der Spitze 
treten zwei Wendepunkte auf.

Zur punktweisen Konstruktion der Kurve empfiehlt 
sich die Substitution

wodurch x und y als rationale Funktionen von z sich er
geben.

Allgemein gilt bezüglich des Verhaltens einer Kurve 
im Nullpunkt der

Satz 7. Sind in der Gleichung einer Kurve 

o = Al® , y) = Vr(«, y)+Vr+i(«,«/)+•••+ 
die Glieder niederster Ordnung vom rten Grad, so ist 
der Nullpunkt ein r-facher Punkt mit den Tangenten 
<pT(x, y) = 0 , oder kurz:

Das Aggregat <pT(x, y) — 0 der Glieder niederster 
Ordnung einer Kunengleichung liefert die r Nullpunkts
tangenten.

Mit Berücksichtigung dieses Satzes ergibt sich aus 
jeder Kurvengleichung eine /.-Form, aus der mittels des 
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Signierangsprinzips sofort bestimmt werden kann, auf 
welcher Seite der Tangente die Kurve in der Nähe des 
Nullpunkts verläuft.

Für die Kurve Seite 62 Fig. 31 erhalten wir durch 
Ausmultiplizieren

— 6 — 4 x2 9 y- = 0 ,

woraus das Aggregat der Glieder niederster Ordnung die 
Geraden 2x = als Wendetangenten im Ursprung 
ergibt.

§ 10. Verhalten einer Kurve im Unendlichen; 
Asymptoten.

Vorbemerkung. Die geradlinigen Asymptoten der 
Hyperbel hat aller Wahrscheinlichkeit nach schon Menäch- 
mus (350 v. Chr.) gekannt*):  sie finden sich wieder bei 
Archimedes (237 v. Chr.) und bei Apollonius (225 v. Chr.), 
der ihnen den bis heute gebräuchlichen Namen gegeben hat

*) Vgl. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathe
matik. 3. Aufl. 1903. 1. Band. S. 231. Günther, Geschichte 
der Mathematik. 1. Teil (Sammlung Schubert). 1908. S. 71.

Der Begriff der krummlinigen Asymptote und des 
asymptotischen Punkts stammt von Albrecht Dürer (1525). 
Ausführlich behandelt werden die Asymptoten in Eulers 
Introductio 1748, wo er nach dem Vorgang Newtons 
die Kurvenäste in hyperbolische oder parabolische ein
teilt, je nachdem eine im Endlichen verlaufende oder 
die oc ferne Gerade Tangente im oc fernen Kurven
punkt ist.

Die Asymptoten dienten namentlich Plücker als Mittel 
zur Einteilung der Kurven 3. und 4. Grads. Die Kenntnis 
der Asymptoten einer Kurve ist für deren graphische 
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Darstellung von größter Wichtigkeit; nicht mit Unrecht 
werden die Asymptoten als das „Knochengerüst der 
Kurven“ bezeichnet Auch für die Theorie einer Kurve 
ist das Vorhandensein von Asymptoten von großem 
Nutzen, da nach Cayley die theoretische Behandlung 
um so schwieriger wird, je weniger Asymptoten eine 
Kurve hat.

Erklärung. Eine geradlinige Asymptote ist die im 
Endlichen verlaufende Tangente in einem oo fernen 
Kurvenpunkt, oder: Die Asymptote einer Kurve ist eine 
Gerade, die sich einem unendlichen Kurvenxweig mehr 
und mehr nähert, derart, daß der Abstand eines Kurven
punkts von der Geraden sich der Grenze 0 nähert, je 
weiter der Kurvenpunkt auf dem Kurvenxweig bleibend 
-unbegrenzt hinausrückt.

Ist die oc ferne Gerade Tangente der Kurve, so strebt 
die Kurve ins Unendliche wie die binomischen Parabeln. 
Diese spielen dann die Rolle von Näherungskurven im 
Unendlichen, die deshalb auch asymptotische Kurven ge
nannt werden.

Wickelt sich eine Kurve derart um einen Kreis mit 
Radius r herum, daß sie ihn erst nach oo vielen Win
dungen erreicht, so nennen wir diesen Kreis einen asym
ptotischen Kreis. Ist der Radius r des Kreises = 0, so 
erhalten wir den asymptotischen Punkt- Asymptotische 
Punkte sind also solche Punkte, die erst nach oo vielen 
Umläufen der Kurve um diesen Punkt erreicht werden. 
— Diese beiden Arten von Singularitäten kommen nur 
bei transzendenten Kurven vor*).

*) VgL Cesarö, Vorlesungen über natürliche Geometrie. 
Leipzig 1901. S. 11 ff. und: Wieteitner (L. V. 14.), S. 220. 
S. 252 ff., wo eine Reihe solcher Kurven diskutiert ist.
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1. Die geradlinigen Asymptoten.
Die Kurve

o = y, Co) = y) + %-!(«, y) «

+ Vn-2(x,y)co2 +...........4-r,q (z,;/) co"“1^-^
hat die oc fernen Punkte

= o) oder f<Pn(x, y) = o)
( co = Oj | co = Oj

Diese Hegen auf den n Nullpunktsgeraden cpn(x.y) = 0.
Entsprechend dem Satz 7 in § 9 erhalten -wir hier 

den analogen
Satz 1. Das gleich Null gesetzte Aggregat der 

Glieder höchster Ordnung einer Kurve stellt die Rich
tungen nach den n oo fernen Punkten dar.

Daraus folgt: Die Anzahl der geradlinigen Asym
ptoten einer Cn ist, da die Gleichung <pn(x,y) = Q 
n Wurzeln hat, im allgemeinen — n.

Unter einer Asymptote rter Ordnung verstehen wir 
eine Asymptote, die r geradlinige Asymptoten vertritt, 
d. h. mit der Kurve im Unendlichen 2 r Schnittpunkte 
hat. Die Kurvengleichung ist dann von der Form

0 = y, co) = (ax + byfcpn_T(x, y)

+ y)^.
Je nach der Art der oo fernen Kurvenpunkte können 

verschiedene Arten von Asymptoten auftreten (vgL die 
binomischen Hyperbeln, § 6, II).

Nach dem Prinzip der linearen Kombination lassen 
sich aus der homogenen Form der Kurvengleiehung 
folgende Sätze ableiten:
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Satz 2. Die Kurve
o = y, co) = <Fn(x, y) 4- cpn.2(x, y) co2

■wird von den n Nullpunktsgeraden <pn (x, y) — 0 berührt 
im Schnitt mit co = 0, d. h. <pn(x, y) = 0 stellt die Ge
samtheit der n Asymptoten der Cn dar.

Es treten selbstverständlich nur so viel reelle Asym
ptoten auf, als die Gleichung <pn(x- y) = 0 reelle 
Wurzeln hat.

Satz 3. Die Kurve

o = y, co) = yn(x. y) + v„_s(x, y) co3
hat die n Nullpunktsgeraden <pn(x, y) = 0 als Wende
asymptoten usw.

Satz 4. Die Kurve

o = fn<% , y > ®) = <Pn&> y) + , y) CO
hat n Asymptoten parallel zu den n Nullpunktsgeraden 
Cfn^i y) = 0-

In diesem Fall sind die Asymptoten zu berechnen.
Satz 5. Die Kurve

Q=fn&, y, co) = (bx — ay)3g:n_2^y) A- Vn_2(x,y)cos 

hat n — 2 geradlinige Asymptoten cpn_z(x, y) = 0 und 
ein xu bx — ay ~ 0 paralleles Asymptotenpaar.

Satz 6. a) Die Kurve

y = ax A-b ---- ~—
<Pn-&) 

oder
\y~ax~b)- cp^x) co = fn(x)

hat (n — 1) Asymptoten <pn-i(x) = Q parallel xu x = 0 ; 
denn für jeden Wert von x, der die Gleichung <pn _ j (x) = 0 
befriedigt, wird y = oc.
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Ebenso hat die Kurve

x — ay 4- & +
fntä

Vn-Ay)

{n — 1) Asymptoten <pn-i{y) = piarallel xu y = 0. 
Stellt in der Kurve

0 = fn&, y, co) = {G1G„ + u- co2) ^„_8(x, y) 

+ * • y) • co-

= 0 und

- 0 eine HyPerbell
- U eiDe Ellipse / da!

G„ = 0 zwei beliebige

, je nachdem 
reelle ] 

imag. konjug.j
n , i . t Tr • reelle und getrennteGerade sind, so hat die Kurve zwei. . - • ,
Asymptoten. imag. konjugierte .

Ist speziell Gr — G« und u. ne°a T k so hat f= (
. reelles paralleles 1 . . , PObl lvJ

ein . , . . , > Asvmptotenpaar.imag. konjugiertes] ' 1

Berechnung der Asymptoten.
Läßt sich eine vorgelegte Kurvengleichung nicht 

derart umformen, daß die Asymptoten nach Satz (2) oder 
(3) direkt abgelesen werden können, sondern nur ihre 
Richtung (nach Satz 4) bekannt ist, so müssen die 
Asymptoten berechnet werden. Hiezu kann folgender 
Weg eingeschlagen werden.

Man faßt in der Kurvengleichung die Glieder höchster 
Ordnung zusammen, so daß

(1) 0 = fn&> y, co) = <fK{x, y) + <pn-i{x, y) 0) ■

Hat nun die Cn mindestens eine reelle Asymptote, so 
muß sich aus cpn{x, y) = 0 ein reeller Faktor bx — ay 
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abspalten lassen und die Gleichung (1) nimmt nun die 
Form an
(2) (bx — ay)^.^, y) + V)™ = 0 •

bx — ay — § ist dann eine Nullpunktsgerade parallel 
der gesuchten Asymptote. Han setzt hierauf

(3) bx — ay = G

und eliminiert aus den Gleichungen (2) und (3) entweder 
y oder x. Die so erhaltene Gleichung (die sogenannte 
Asymptotenschnittpunktsgleichung) wird nach Potenzen 
der Unbekannten x geordnet. Da bx — ay = 0 durch 
einen (oc fernen) Punkt der Kurve geht, so ■wird der 
Faktor von xn — 0. Da aber die Asymptote die Kurve in 
zwei zusammenfallenden Punkten schneidet, so muß auch 
der Faktor von x^'1 gleich Null werden. Dieser liefert 
die Bestimmungsgleichung für G. Der so gefundene 
Wert von C in die übrige Gleichung eingesetzt gibt die 
Koordinaten der Schnittpunkte der Asymptote mit der 
Kurve (daher der obenerwähnte Name der Gleichung 
in x und C). Die Bestimmung dieser Schnittpunkte ist 
zur genauen Festlegung des Verlaufs der Kurve nicht zu 
unterlassen (vgl. § 8, HI).

Beispiel. Die Asymptoten der Kurve x4—yi=2 a^yco 
zu bestimmen (Fig. 4ü).

Aus der Form

(1) ($ 4- y)(x — y)^ + y2} = 2 ax-y- co

(2) x — y = G,

folgt: Die Kurve hat zwei reelle Asymptoten parallel 
x + y = 0 und x — y = 0. Um dies in der Figur an
zudeuten, versehen wir die Geraden an ihren Finden mit 
Pfeilen. Setzen wir nun
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damit kommt als Asymptotenschnittpun.ktsgleich.ung

<7(2 33— Q(2rc2— 2 7®+ C2) = 2axs(x — O) 

oder ausmultipEziert und nach Potenzen von x geordnet 

(3) 2x3(2(7 — a) — 2^2(30— a) + iC*x- 6^=0.

Durch Nullsetzen des Koeffizienten von x3 folgt 
a

(4) 2 C — a = 0 , woraus C = — ;
£

so daß also
a 

y 2

die Gleichung der Asymptote ist.



92 Verhalten einer Kurve im Unendlichen.

Dieser Wert in (3) eingesetzt gibt für die Abszissen 
der Schnittpunkte der Asymptote mit der Kurve

S a2 — 8 a x 4- as = 0 ,
■woraus

4:

Aus Symmetriegründen folgt, daß die zweite Asymptote 
die Gleichung hat:

a
x 4- w =---- — .J 2

Eine zweite, bedeutend einfachere Methode liefern 
ms die Sätze des § 11.

Aufgabe. Die Asymptoten folgender Kurven zu 
estimmen.

1. (x2 + y2- a2) (z2 - 7/2 - i2) = 4 x2yz (Fig. 44). 

Asymptoten:

x3 4- y3 — 3 xy — x = 0 .

Asymptote: x 4- y 4- 1 = 0 .

3. xA — x2y- — 2 xy2 4- y- — 1 = 0 .

Asymptoten: x ~ y — 1 = 0 ; x 4- 1 4- y 2 — 0 .

4. 2y2(xs — y-) — ax3 4- bxy2 = 0 .

Asymptoten: x~y = U.. — .
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5. ix(y -b )=y (y -a*).2 2 2 2

2. Krummlinige Asymptoten.
(Näherungskurven im Unendlichen.)

Läßt sich eine Kurvengleichtmg auf die Form bringen:

Q = y, co) = (Gl + pG2 co) cpn_2(x, y)

+ y)^
so hat die Kurve f= 0 im Schnitt mit co = 0 [außer den 
n—2 geradlinigen Asymptoten cpn-^i y) — 0] c^e 
Parabel Gl + p, G2 co = 0 als asymptotische Kurve.

Asymptoten: y j- b = 0 ; ix — y2 — 0

ist Näherungskurve im Unendlichen (asymptotische 
Parabel, s. folg. Abschnitt).

Fig. 41.
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Die Kurve

0 = fn(x7y7w) = <pn-a(x, y) yjx, y) + /„_,(«, y) • cor

hat die Kurven yn_a(a:, y) = 0 und iyx{x. y) = 0 zu 
asymptotischen Kurven, und zwar ist der Grad der Be
rührung um so höher, je größer r ist. Dies zeigt sich 
auch im Bild der Kurve: die Annäherung der Kurven
zweige an die Kurven -p — 0 und y = 0 erfolgt um so

T
schneller, je größer der Wert — ist.

n
Beispiele. 1. Die Kurve (Fig. 29)

&y — 2x2y — y3-{-3y + l=Q

lat als Näherungskurve im Unendlichen die Parabel 
4. Ordnung y = sA — 2x2, wie aus der Gleichung in 
der Form

y^ — 2 x2 co2 — y m3) + (3 y -r 1 - co) co41 = 0 
zu sehen ist.

2. Die Kurve 6. Ordnung

(x2 -j- 2 p y) (x2 — p x + 2py)2 —p3a>* = 0

hat die beiden Parabeln x2 4- ^py = 0 und x2 —px 
+ 2p y = 0 als Näherungskurven im Unendlichen.

3. Die Kurve 4. Ordnung
yi — iaxy2 — a2y2 — 4 a J2x = 0

hat die Parabel y2 — 4 a x — a2 = 0 als asymptotische 
Kurve, was sich direkt aus der Gleichung in der Form 

y3(y2 — 4ax — a2) — 4 ab2 x • co3
ergibt.

4. Die Cs
y3 — 2 xy +1 — 0
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oder homogen
y3 — 2 xy m + a>3 — 0

3. Grad der asymptotischen Annäherung.
Aus der Gleichung der Kurve

(1) 0 = y) = «M®, y) + y)

folgt für die Annäherung der Kurve cp = 0 an die Kurve 
/=0, wenn (a:, y) ein Punkt von ^=0 , also (p^x, y}=^ 
und (x + £, y) ein auf derselben Ordinate gelegener 
Punkt von f = 0 ist (Fig. 43),

hat die Parabel y2 — 2 x = 0 als Näherungskurve im 
Unendlichen, was aus der Gleichung

y(ys — 2 x) + co3 = 0

folgt Die Kurve heißt wegen ihrer seltsamen Gestalt 
Tridens (Fig. 42).

(2) A* + s, y} = 0
oder mittels des Taylorschen Satzes nach Potenzen von a 
entwickelt:
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0 = y) + — ... 4- ^L
" 1 1! Sx 1 2! 6x2 ‘ ' n! 8xn

oder, da gemäß (1) mit cp(x. y) = 0 die Funktion f(x, y) 
übergeht in %(x. y),

(3)

Fig. 43.

Nimmt man nun den Punkt ty,y} auf cp = 0 so weit 
draußen an, daß g im Vergleich zu x sehr klein ist, so 
lassen sich höhere Potenzen von s vernachlässigen, und 
man hat für den Grad der Annäherung

r Z^, y)
Sf '
cx

Analog hat man für die Annäherung ?? die Bestimmungs
gleichung

<4)

Nähern sich der Kurve <p = 0 zwei Zweige der Kurve (1) 
asymptotisch, so bestimmen sich die beiden Werte von s 
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aus der Gleichung 2. Grads
. . , g cV , £2 S^f n

+ u £:X . 2[ ßa.s 0
(s. Beispiel 2 oben).

§ 11. Berührungssätze des Prinzips der linearen 
Kombination.

Satz 1. Die Kurve
y) & + y(x,y)H= 0 , 

wo cp und yj Funktionen von beliebig hohem Grad, G 
{SV _

ct Z nr

<p(a, b) G + y>(a jb) H = Q .
Beweis. Die Tangente der Kurve im Punkt /CTZnr 

oder (a, b) hat die Gleichung*): ’ t —
(ccp ~ , SG . , Sw _ SH ,
H— G(a cp(a b) 4- TT— H(„,6) + ^— y>(a, Z>))\ca; v ’ 1 ex ox K ’ 1 dx

+ "fö + b) +

c'H \ 
+ =0

*) Bekanntlich lautet die Tangente der Kurve f(x, y, o>)=0 
im Punkt (a, b):

Sf df Sfx ~ + y ——f- —L = 0 , 
cx a Sy c<o ’

wobei in den partiellen Ableitungen die Koordinaten des 
Kurvenpunktes einzusetzen sind.

Beutel, Algebraische Kurven. L 7



98 Benihrungssätze.

jder i C(p ccp

\ U Jj v y
ccp\

C0-7<— J 
0(0/

/ iw ßw , 
+ H(~aAxT^ + y ~s^ co -—

CO)/

z , SG , eG\
^<p{a,b)\x f y

\ C <U V W
4- (D-— 

0(0/

. / SH SH , £H\ zx
+ v(«^)^a_ t y

\ V/' «Zz V (j
]- <0 — 0 .

0(0/

Nun. ist nach, dem Eulerschen Homogensatz 
cm Sm cm

X'8^+y^ + (Od^==<f('X'y} ’

SG SG SG . .
x-—Vy-—F "3— = G\x- y), ox cy d(o

also hat man für die Tangente im Punkt (a, b): 

gg, ») 1 y) + hg , « = y)
+ cp(a. b) G + : b)H = Q ■

Da nun für diesen Punkt G^^ = 0 und Hfa^ = 0 , 
so ist die Gleichung der gesuchten Tangente

<p(a, b) G — ip(a ,Ü)H = 0 .
Regel: Die Tangente der Kurve

<p&, y) G + y)H =0

27 — q}1 °^er (a ■ $) erhält man, indem man 

in die übrigen Bestandteile der Kurvengleichung für x 
und y die Werte a und b einsetzt.
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Diese Regel kann sehr vorteilhaft zur
kürzesten Berechnung der Asymptoten 

benutzt werden.
Hat die Kurvengleichung die Form

0 = o)) = (bx — ay)ipn_1(x,y) + ^1(x,y}a>, 
so hat (vgl. Satz 4, S. 88) die Kurve eine Asymptote 
parallel der Geraden b x — ay — 0 .

Fassen wir die Asymptote auf als Tangente der Kurve 
im Punkt ft X ? I oder im Punkt mit den homo-

( co = OJ
genen Koordinaten (a, b, 0) *),  so lautet deren Gleichung: 

(bx — ay)ipn_1{a, b) + , b) • co = 0 .

*) Diese lassen sich direkt ablesen aus der Gleichung der 
x y

Geraden in der Form — = 4~ = wi die Kenner der drei a b 0
Brüche sind die gesuchten Koordinaten.

1. Beispiel. Die Asymptoten der Kurve
x^ — 2/4 — 2 a xs y = 0

zu bestimmen (vgL S. 91, Fig. 40).
Aus der homogen gemachten 2-Form

(« + y) (x — y) (x2 + y2) = 2 ax2ym
folgt: Die Kurve hat zwei Asymptoten parallel zu den 
Geraden x + y = 0 .

a) Asymptote parallel x — y = 0 .
Die Koordinaten des oo fernen Punkts ergeben sich

aus = als C1’ X’ °)‘

Asymptote:
2{x — y} - 2 = 2 • a <ü

Damit erhält man als

oder x — y = — . 
2

7*
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b) Asymptote parallel x y — Q . _ ____
Koordinaten des oc fernen Punkts: (i, —1,0), also

Asymptote:
d

(x + y) ■ 2 • 2 = — 2 a -1-1 • w oder xy — — — .

Wir bemerken hier ausdrücklich, daß dies die ganze 
Rechnung ohne jegliche Unterdrückung ist.

2. Beispiel. Für die Kurve

(z2-l)(z2 — y2) = xy{^ — 1) (Fig. 7) 
oder
{x - 1) (x 4-1) (a: - y) (x 4- y) = xyfy - 1) (y + 1) 

lautet die Tangente
im Punkt [x — 1 “ $l oder (1, 0):

I y = oj ' ■ ’
(x— 1)• 2• 1 • 1= 1 • y• (—1)-1 oder 2x-\-y—2 = 0:

( t -4-1 — 0)im Punkt | 1 = 3 oder (—1, 0):

(z + 1) (-2) (-1) (-1) = (-1) ^(-1) -1 

oder 2x + ?/+2 = 0.
x - i = 0' 
^-1=0.

Für den Punkt liest man direkt das

Symbol ab: [(x — 1) (x — y), y — 1], d. h. y— 1 =0 ist 
Tangente, was sich, auch nach unserer Regel feststellen läßt.

Aus der zweiten z-Form
x(xs — xy2 — y3) = («2 — xy — y*) co2

ergeben sich zwei reelle Asymptoten: x = 0 und 
x^ — xy3 — y3 = 0. Letztere Gleichung 3. Grads 
liefert, graphisch aufgelöst (s. S. 73), als einzige reelle 
Wurzel und damit als zweite Asymptote y = 0,76 x.
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3. Beispiel

a:(«2 — y2 — a~ • cd2) = b(x2 -{-y- — a2- m2) • m .

Fig- 7.

Asymptote parallel x = 0 : Koordinaten des oc fernen 
Punktes (0,1, 0), also Asymptote:

-t(—1) = b • 1 - m oder x b = 0 .
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Aus der /.-Form y2{x -~b) — {x2 — a2) (x — b) oder
«2 — ------a folgt direkt: x + b = 0 ist

x + b
Asymptote.

Um die zwei weiteren Asymptoten zu bestimmen, 
fassen wir die Glieder höchsten Grads zusammen und

Fig. 44.

erhalten, so als weitere (dritte) Z-Form:
x(x — y) (n + y) = [(x3 + y2) b + a2(a; — b co) - co] co.

Asymptote parallel x — y = 0: Koordinaten des 
oofernen Punkts (1, 1, 0), also Asymptote:

1 • (x — y)2 = 2 - b- co oder x — y = b .
Analog erhält man für die dritte Asymptote parallel 

x -p y = 0 die Gleichung x -J- y = b.
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Aus der Kurvengleichung in der Form
(z 4- y — b) (x — y — b) (x 4- b) = (a2 4- b2) (x — b)-m2 
lassen sich die drei Asymptoten der Kurve direkt ablesen. 
Zugleich folgt aus dem Symbol [(#4- b), (a2 4- b2} (x—b) co2], 
daß x 4- b = 0 Wendeasymptote ist.

Je nachdem a^b. erhält man zwei verschiedene Kurven.
Ist a > b (Fig. 44), so besteht die C3 aus einem 

hyperbelartigen Zug mit einem ebenfalls ins Unendliche 
sich erstreckenden Oval (elliptische Serpentine mit hyper
bolischem Oval): im Fall a < b (Fig. 45) verläuft das 
Oval ganz im Endlichen, während der hyperbelartige Zug 
bleibt (hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval).
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Auf ganz analoge Weise wie bei Satz 1 lassen sich 
folgende Sätze beweisen:

Satz 2. Die Kurve

p(x,y)G2 + y{x,y)ID = Ü

hat im Punkt {2 = $ | oder (a, b) einen Doppelpunkt m it 

dem Tangentenpaar p(a, b) G3 + b)H3 = 0 .
Haben die Funktionen <p{a, b} und tp(a, b) 

entgegengesetztes} Vorzeiohen’ so ist das Tangentenpaar 

imag. konjug.l d_ h. D .gt ein isolierter |
reell j ’ x eigentlicher)

Doppelpunkt.
Zugleich erkennt man, daß das Tangentenpaar har

monisch konjugiert ist zu dem Geradenpaar G = 0 und 
E=0.

Satz 3. Die Kurve

?y)G- + w&i y)H=o

geht durch den Punkt 3 oder (a, b) wie die Parabel

, ö) G3 -{- yr (a, b) K = 0 ;
die Parabel ist Näherungskurve im Punkt (a, b). 

Ebenso gilt der
Satz 3a: Die Kurve

I/) 2/) + y}H=0

hat in den Punkten ’ _ qj> oder («., 6) die
Näh entngskurven

<p(a, b) • , y) 4- yj(a, b) • H= 0 .
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Satz 4. Die Kurve
, y) Gi g2 + , y)s = o

Gi = 01
geht durch den Punkt G3 = 01 oder (a, b) wie die 
ü K 1 |jEZ = Oj
Parabel v 7

cf (a, b') Gx G2 4- V i ty # = 0 .
Die Kurve hat also im Punkt (a, b) die Gerade H= 0 
als Tangente.

Anmerkung. Die Berechnung der Tangente in 
einem der durch das Prinzip der linearen Kombination 
gelieferten Kurvenpunkte bietet nicht nur weitere An
haltspunkte für den Verlauf der Kurve, sondern genügt 
häufig zur Entscheidung über den Verlauf der Kurve in 
einem sogenannten Diskriminantenzwickel (Zwickel mit 
mindestens vier Eingängen).

4. Beispiel. Die Kurve

■vy(x — y)2 = (x3- 1) (i/2 — 1) (Fig. 46) 
oder

— y)2 = (a- — 1) (a: + 1) (y — 1) (y 4- 1)

hat die Punkte (1, 1) und (—1, —1) zu Doppelpunkten.
Für das Tangentenpaar im Punkt (1, 1) hat man

1 - 1 ■ (t - y)2 = (x - 1) • 2(y - 1) • 2 
oder

x2 — ixy + y2 + 2 x + 2 y — 2 = 0 , 
gibt, nach x aufgelöst,

x - y(2 + T 3) - -1 ± ] 3 .

Ganz analog ist die Rechnung für den Punkt (-1,-1); 
aus Symmetriegründen folgt, daß dieses Tangentenpaar 
parallel zu dem im Punkt (1,1) ist
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Die im 2. Beispiel (s. S. 100) behandelte Kurve 

(x2 — 1) (x2 — z/2) = xy(y2 — 1)

hat im Ursprung einen Doppelpunkt mit dem Tangentenpaar 

— l(x2— y2) — xy{—1) oder a:2— xy — y* = Q .
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5. Beispiel.

2 1) Q/2-1) (^ + 1/2-4)+ [(^2-!)2+ Q/2- l)2j = 0
(Fig. 47).

Die Kurve hat sechs Doppelpunkte: vier in den 
{Z£   ' j||
y = in zwe* ™ Unendlichen (in Rich

tung x = 0 und y = 0).

Für die Asymptoten parallel x — 0 erhalten wir als 
2/ V CO __

Tangenten im Punkt — = — = — oder (0,1,0) durch

Einsetzen der Werte x = 0, y = 1, a> = 0 in die nicht 
durch diesen Punkt gehenden Bestandteile der homogenen 
Kurvengleichung (sie sind in der Gleichung unterstrichen):
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2(^2 - co2)

4- [(a:2 — co2)2 4- Ü/2 ~ <n2)2] co2 = 0 , 
2(.z2 — 1) 1 • 1 -j- 1 • co2 = 0 oder 2 a:2 = 1 : 

woraus x = = +4-} 2 .
Ebenso erhält man als Asymptoten parallel y — 0 : 

y-±^- h-- i = oi
Für die Tangenten im Doppelpunkt < _ ,A

oder (1, 1) erhält man aus 11/ ~ — J
- 1) (z-H) (y _ 1) (y+l) (3,2 4. y2  4)

4- [(* - l)2 (z + l)2 + (y- l)2(y + l)2] = 0 

durch Einsetzen der Werte x = 1, y = 1 in die unter
strichenen Glieder:
2(.C-l).2(y-l).2.(-2)4-(r<-l)2-4 + ^
oder (Z _ 1)2 _ 4 _ 1) _ i) 4. _ 1)2 = 0 ;

woraus durch Auflösung nach x — 1
«■-1-Q/~1)(2=;]3) 

oder • — ,■ ,—
z-?/|2^]3) = -(l~-)3)

als gesuchtes Tangentenpaar. Die weitere Diskussion der 
Kurve sei dem Leser zur Übung empfohlen. — Wie sieht 
die Kurve aus, wenn die Gleichung lautet:

a)
2(j? l}(y- — l)(x--}-y-—4) — [(a;3—1)24. (^2—1)2] = 0,

b)
2(^-l)(Z/2-l)(i:24-Z/2^4) + [(a,2__1)2_(z/2_1)2]=0) 

c)
2(.C2 - 1) (^2 _ 1) (.44- tJ2 _4) _ (^2-1)2 _ (^2 _ 1)2] = 0?
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6. Beispiel. Die Kurve
(X2 + y2_a3)(x2 + y2_b2) = ix2^ (ä. Fig. 41) 

oder
fr - y^fr + IJY = [(«2 4- fe3) 4- 2/2) „ a2b2 . ^2] m2 

hat zwei zu x — y = 0, bzw. x + y = 0 parallele 
Asymptotenpaare, denn das Symbol [(.r — y)-, oj3] , bzw. 

m2] zeigt je einen ocfernen Doppelpunkt in 
Richtung der Medianen an.

Hieraus folgt für das Asymptotenpaar parallel zur 
1. Mediane x — y — 0 gemäß Satz 2:

Koordinaten des oo fernen Punkts — = — = — 
_ __ _ 110 

oder (1,1,0).
Damit kommt als Asymptotenpaar
fr - y)3(l + 1)2 = [(«2 + i3) (l3 4-13) - «3 53 - 0]co2 

oder

Eine analoge Rechnung liefert als zweites Asymptotenpaar

§ 12. Hilfsmittel der Differentialrechnung.
Die von der Differentialrechnung gelieferten Hilfs

mittel zur Bestimmung ausgezeichneter und singulärer 
Punktstellen einer gegebenen Kurve haben den Vorteil, 
sämtliche derartige Punkte zu liefern, jedoch den großen 
Nachteil, daß die Rechnung schon bei Kurven 3. Grads 
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und noch viel mehr bei Kurven höheren Grads meist 
sehr umständlich und langwierig ist. Die Anwendung 
der Methoden empfiehlt sich nur dann, wenn die seit
herigen Regeln (abgesehen von § 13) nichts Neues mehr 
liefern, was aber nur selten der Fall ist.

Wir beschränken uns auf die Wiedergabe der wich
tigsten Formeln und verweisen bezüglich der Entwick
lungen auf Junker, Höhere Analysis, I. Teil, S. 133 ff. 
(Sammlung Göschen)*).

*) In ausführlicher Weise findet dies der Leser in jedem 
größeren Lehrbuch der Differentialrechnung, z. B. Meyer, 
Differentialrechnung, Leipzig, Göschen.

Aus der homogenen Form der Kurvengleichung 
f(X, Y, Q) = 0 folgt für die Gleichung der Tangente 
im Punkt (x, y, co), wenn X,Y, Q laufende Koordi
naten sind:
(1) + Y^- + Q = 0 .

ex oy cco
Die Tangente ist zugleich 1. Näherungskurve der ge
gebenen Kurve im Punkt (x, y, co). Läßt sich die 
Kurvengleichung auf die Form bringen:

y-m,
so hat man für die Tangente im Punkt Ix, y}:

(la) °der X “ X = •

Daraus folgt für die Normale:
co) f — dx + (T—y) dv =0 oder 

l (_X~^y'+(Y-y^Q .

Ist r der Richtungswinkel der Tangente, so erhält man 
aus Fig. 48:
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(3) =5-=^;
1 1 dx dxCOST—______________—________________________ __ ___  •

/rnw Sdx^dy^ ds ■ 
\dx)

Ferner folgt aus Fig. 48 für die Länge der 
(7) Subnormale:

dz/ 
QN= ytgT = y~ = yy'.

(8) Subtangente:

T Q — y ctgr = y .J ° dy y'
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(9) Normale:

(10.1 Tangente:

dx
Für höchste und tiefste Punkte (Maxima und Minin 

hat man:

a) in Ibezug auf die ar-Achse: 
(horizontale Tangenten)

cx

fix, y) = 0

b) in bezug auf die y-Achse: 
(vertikale Tangenten) 0

fix ,y) — ü

Die Systeme (11) und (12) liefern also die Berührunj 
punkte der zu den Achsen parallelen, d. h. horizontal 
und vertikalen Tangenten.

Setzt man in den Gleichungen (11) und (12) statt 

den Ausdruck ~ statt y den Wert —, so hat m 

gemäß dem Eulerschen Homogensatz (s. S. 25):

x 4- f = 0 und y 1- 4- ~ = 0 . 
cx ct (a ' cy

Damit ergibt sich das für die Rechnung oft einfach« 
System
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und (12 a)

(’7 = 1)

zur Bestimmung der höchsten und tiefsten Punkte in be
zug auf die x-, bzw. «/-Achse.

Ebenso liefert das simultane System 

y, w) = 0

die (ri) Nullpunktstangenien der Kurve.
Zur Bestimmung der Doppelpunkte hat man die Glei

chungen

/■(.z:, y) = 0
ex

Cx ■(13)
oder das ein

fachere System
^ = 0 
c«/ • (13a

^-0 cf
= 0 cm

Die Gleichung des Tangentenpaares im Doppelpunkt 
lautet:

(U) (X (X - z) (Y - y) A

+ (Y-^ = Ö.

Beutel. Algebraische Kurven. I. 8
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Je nachdem die Diskriminante der Gleichung (14) 

: cy cy i

\cxcy) i ß2f c2f > ’ 

cycx cy2 '

sind die Tangenten des Tangentenpaars
reell und getrennt
reell und zusammenfallend d. h. der Doppelpunkt ist ein
imaginär konjugiert 
eigentlicher Doppelpunkt'
Rückkehrpunkt
isolierter Punkt

Die Kurve y = f(x) hat einen Wendepunkt, wenn

(16) y" = 0 .

Hat die Kurvengleichung die Form f(x,y) = 0 , so ist

l‘ßf\3 L*̂ 2 Xfy/ ~ ßxcy cx c y ”r cy2 \cx) J 

fV ßsf j 
] c2f c2f i2f *) \cx cx2 cxcy, 

— 1 i cx2 txey cy2 : 1 tgf £2f c2f ;

*) Zur Abkürzung setzen wir =ac' — ~2bb' + ca'.

Das Symbol ! “,^z ^z| wird Determinante 2. Art genannt.

Cf fcfYä'Cy eyßx dy2
<.ey) cy wy) ; \cy) j 0 c£ ^f ;

c x ßy
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Um nun eine mehr symmetrisch gebaute Form der 
Determinante zu erhalten, verfahren wir wie folgt:

Die Gleichung der Tangente der Kurve fn(x^ y, co) = 0 
lautet (vgl. (1)):

cf cf Sf
x- y-—r co = 0 .

Cx Cy cm

£ f C f Cf
Wird auf die Funktionen (n—l)ten Grads -s—,

cx cy cco 
der Reihe nach der Eulersche Homogensatz angewandt, 
so erhalten wir die Gleichungen:

<32f C2 f c2f , . cf
w—- x -{——t— y 4—x—v— co = (n — 1) —— cx2 cxcy cxSco ' cx

-^Lx
Sy Sx

S2f c-f cf4- 3-5 2/ + -^-4-co = (n - 1)^- k*). 
Sy- dyco) ' ' dy K ’

Ssf c2f a; + _—'—y + 
cmcx ccocy

c2f— (ü = — 1)
C(O^

Cf
Cco.

Setzen wir nun zur Abkürzung

^£ = f ^ = f ^- = f :
cx 1 ’ Sy ’2 ’ cco '3

Cx^ 11 ; cxdy '12 ’ Sx Cco 'ls

Ssf _ S2f c2f
~S^ = ^23 ; S^2 = 733 ’ 
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so nimmt die Determinate die Form an:

Ai /12 /i *)

*) Oder, wenn die Glieder der 1. und 2. H.-Reihe mit —as 
und — y multipliziert und zur 3. addiert werden, unter Be
rücksichtigung der Gleichungen (*), S. 115.

**) Wenn derselbe Prozeß mit der 1. und 2. V.-Reihe 
gemacht wird.

***) Weiteres über die Hessesehe Kurve findet der Leser 
im II. Teil der ..Algebraischen Klirren11.

v 1 Z21 A2 Z2

Zu Z12 Zis® ( ® **)

= ' ^2i As 07 y
fi tix f^y

i
- W

Al

I Ai

Aa

As

Zs2

As

As — o •

Diese Bedingung erfüllt jeder Wendepunkt der Kurve; 
alle Wendepunkte der gegebenen Kurve f(x,y) = 0 liegen 
also auf der Kurve

(17)
Zu Z12 As

Ai Z22 As ’

Ai A2 As ■

0 .

Diese Kurve wird nach, dem Vorschlag von Sylvester die 
Hessische Kurve der gegebenen Kurve genannt***).
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Unter dem Krümmungsmittelpunkt (X, Y) des Punk
tes (x, y) versteht man den Schnittpunkt zweier ec be
nachbarter Normalen. Der um (X, Y) mit Radius

(18) Q^^x-xy + ^Y-yy-

beschriebene Kreis heißt Krümmungskreis, 
Krümmungsradius. Für letzteren hat man

o ist der

(19)
(1 + y'^ . 

y"

die Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts sind

(20)

Das (z, y) Eliminat aus den Gleichungen (20) und 
der Kurvengleichung gibt den geometrischen Ort der 
Krümmungsmiitelpunlite (X, T); dieser ist zugleich die 
Umhüllungskurve der Normalen von f, die sogenannte 
Evolute. Die gegebene Kurve / führt den Namen Evol
vente.

§ 13. Das analytische Dreieck.
Die Theorie des analytischen Dreiecks haben nach 

dessen Entdecker Newton (Enumeratio) 1704 besonders 
de Gua (üsages de Panalyse de Descartes) 1740 und 
Cramer (Introduction ä l’analyse des lignes courbes alge- 
briques) 1750 weiter ausgebaut.

Wie in den §§ 9 und 10 gezeigt wurde, lassen sich 
in vielen Fällen aus einer passend hergestellten Z-Form 
die Näherungskurven im Ursprung und im Unendlichen 
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ohne weiteres ablesen. Allerdings ergeben sich nicht 
sämtliche Näherungskurven aus einer einzigen Z-Form, 
und die Aufstellung geeigneter Z-Formen ist Sache der 
Übung. Das analytische Dreieck, nach seinem Entdecker 
auch Newtonsches Parallelogramm genannt, liefert mm 
in einfacher Weise sämtliche Näherungskurven im Ur
sprung und im Unendlichen.

Dahen wir eine Kurvengleichung von der Form 
0=/(a:,^) = a

— bxNcy
+ dx2 + ex y + fy2

+ gx3 - hx2y - ixy2 4- hy3

und schreibt man diese Glieder mit Weglassung der 
Konstanten und der Vorzeichen in Form eines gleichseitigen 

Dreiecks, so haben wir 
j das analytische Drei

eck. Wir nehmen nun 
statt des gleichseitigen 

ein rechtwinklig
gleichschenkliges Drei
eck (entsprechend dem 
rechtwinkligen Koordi
natensystem) und ord
nen die einzelnen Glie
der derart, daß auf den 
beiden Katheten, von 
der Spitze aus gerech

net, nur die Glieder stehen, die x bzw. y allein enthalten, 
geordnet nach steigenden Potenzen (s. Fig. 49). Um 
eine Kurvengleichung „auf das analytische Dreieck zu 
legen“, markiert man mit Bingen die einzelnen Glieder 
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der Kurvengleichung und zieht die Umrißlinen des so ent
standenen Polygons. Aus diesen Umrißhnien nun lassen 
sich wichtige Schlüsse über das Verhalten der Kurve 
in den drei Kardinalpunkten der Ebene (I) ( ~ nl ’

1® = 0) ,TTr (X = 01 ■ , l<0 - J
V = o)ziehen-

Auf den drei Seiten des analytischen Dreiecks liegen 
diejenigen Glieder der gegebenen Kurvengleichung, die 
nur Potenzen der drei Veränderlichen enthalten. Das 
gleich 0 gesetzte Aggregat dieser Glieder gibt die Schnitt
punkte der Kurve mit den drei Kardinalgeraden (1) y = 0, 
(2) x = 0 . (3) co = 0 .

7.1
Satz 1. Die auf der 2. !• Seite des analytischen Drei- 

S.J
ecks gelegenen Umrißlinien geben das Verhalten der 

7-1
Kurve auf der 2. •

3.)
Kardinalgeraden, d. h. die Sehnitt-

x-Achse
punkte der Kurve mit der y-Achse

oo fernen Geraden
Ein ähnlicher Satz läßt sich für die gegen die drei 

Ecken geneigten Umrißlinien aufstellen. Hiezu schicken 
wir folgende Betrachtung voraus.

Sind zwei beliebige Glieder des analytischen Dreiecks

x? iß und xP+aiß+ß

für eine der beiden Veränderlichen, z. B. für x, von der
selben Ordnung oo groß, bzw. oc klein, so muß, da

. yi+P = xv • ß • xx • yß
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der Ausdruck x^y? endlich, sein. Folglich, sind auch 
alle Glieder von der Form

xp (x® y^)v oder zp+® ” v
oogroß, bzw. oc klein von derselben Ordnung. Für die 
verschiedenen Werte von v erhält man die Seihe

.... xP+riY+r,

J.P + 2V yi+iv^ . ...

leren sämtliche Glieder von derselben Ordnung oo groß, 
jzw. oc klein sind "wie das Mittelglied. Alle diese Glieder 
iegen im analytischen Dreieck auf derselben Geraden. 
Daraus folgt

Satz 2. Liegen drei oder mehr Glieder einer Kurven- 
gleichung auf derselben Polygonseite., so sind sie für einen 
mcht endlichen TFert der einen Veränderlichen oo klein 
oder oegroß von derselben Ordnung.

Hieraus folgt weiter: , . ,
TPP.n I

Alle Glieder des analytischen Dreiecks, die , ;■v ’ links J
höherer 1von dieser Geraden liegen, sind von . . 1 Ordnung□ ■ i „ „ niederer |oogroß m x als ’

Für 00 l Werte der einen Veränderlichen x sind
oc kleine j

die Glieder einer Umrißlinie dann von der höchsten Ord

wachsenden I 
abnehmenden J

nung, wenn im analytischen Dreieck keine im Sinn der 

■ Potenzen von z gelegene Parallele durch 

ein markiertes Glied der Gleichung möglich ist: deshalb 
I.

Satz 3. Die gegen die II 
UL .

Ecke des analytischen Drei

ecks gekehrten Umrißlinien des analytischen Polygons He-
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I.
fern die Näherungskurven der gegebenen Kurve im II. ■

III.
co fernen Punkt der x-Achse\ 

Kardinalpunkt, d. h. im oc fernen Punkt der y-Achse\.
Nullpunkt

Für die Diskussion einer Kurve, deren Gleichung in 
ausmultiplizierter Form vorliegt, bietet das analytische 
Polygon den Vorteil, daß dessen Umrißlinien verschiedene 
/.-Formen liefern, die sich für die Diskussion der Kurve 
deshalb gut eignen, weil aus ihnen zugleich die Näherungs
kurven im Ursprung, bzw.im Unendlichen abgelesen wer
den können. Je mehr Umrißlinien das analytische Poly
gon hat, desto mehr Elemente hat man zur Bestimmung 
des Verlaufs der Kurve.

Beispiele. 1. Für die Kurve (Fig. 29)

xiy — 2xzy — y2 + 3 y — 1 = 0 
A B C D E

hat man als Näherungskurven (Fig. 50)
a) im oc fernen Punkt der x- Achse: AE = Dy — 1 = 0;
b) im Schnittpunkt mit der oc fernen Geraden: 

A C = xi y — y2 = 0 oder — y) = 0 .
2. Die Kurve (Fig. 37)

«4 + «/4 = 2/(2 z* — 3xy + y2)
oder x* -J- yi — 2 x2 y -f 3xy2 — y3 = 0 

ABC DE
hat als Näherungskurven (Fig. 51)

a) im Ursprung: C D E = y (2 x — y) (x — y) = 0: 
eine sich der Kurve mehr anschmiegende Näherungskurve 
liefert

AC=^- 2y) = 0 ;
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b) im Schnitt mit
der oo fernen Geraden: AB=r—f= 0; 
die Kurve verläuft also ganz im Endlichen.

Sämtliche in § 7 diskutierte Kurven können auf das 
Verhalten in den drei Kardinalpunkten mittels des ana
lytischen Dreiecks nachgeprüft werden. Zu diesem Zweck 
muß jedoch die Kurvengleichung in ausmultiplizierter Form 
gegeben sein.

§ 14. Reihenentwicklung für einen gegebenen 
Kurvenpunkt.

Zur Untersuchung singulärer Punktstellen reichen 
die bisherigen Hilfsmittel nicht immer aus, namentlich 
wenn höhere Singularitäten auftreten. Bringen wir durch 
Koordinatentransformation den zu untersuchenden Punkt 
in den Koordinateiiursprung, so liefert das analytische 
Dreieck die Näherungskurven. Diese sind aber zuweilen 
bloß auf einer Seite brauchbar. So hat z. B. die C4 
(z2 — y)2 = z3 die Parabel x~ — y = 0 als Näherungs
kurve nur rechts von x = 0. Den Entscheid hierüber 
gibt, namentlich in einfacheren Fällen, das Signier ungs- 
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prinzip. Bei höheren Singularitäten bleibt nichts anderes 
übrig, als y nach Potenzen von x zu entwickeln. Diese 
Entwicklungen gelten nur in der nächsten Umgebung 
des betreffenden Punktes, genauer innerhalb eines Kreises, 
der den nächsten Verzweigungs-, bzw. Unstetigkeitspunkt 
ausschließt. Solche Punkte sind definiert durch das 
simultane System

W? > y) = ^

Besondere Fälle. 1. Läßt sich die Kurvengleichung 
in die Form bringen: y = fix). wo fix) irrationale Aus
drücke enthält, so lassen sich diese Ausdrücke mittels 
bekannter Sätze häufig direkt nach Potenzen von x ent
wickeln. So gibt für die Kurve

y = x* + }1 -f- x*

der binomische Satz die Reihenentwicklung

y = 1 + f + ihr®8 — +
Aufgabe. Bilde für die Kurve (Fig. 52)

2 y = +;]/ 6 rc — a:2 -r }' 6 x + a;2 + }36 — x-

*) Diese Kurve gehört zur Gattung der Polyzomalkurren. 
Jede Kurve, deren Gleichung sich auf die Form bringen läßt:

i=v

X y = yo; + +iU +■■■•+y^=».
4=1

wo die Wurzeln beliebiges Vorzeichen haben und die U-Fcnk- 
tionen rten Grads in den Veränderlichen x.y.a sind, ist 
eine Polyzomalkurve (vgl. Loria [L.V. 6.1, S. 287ff.). Der 
Name stammt von Cayley.
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die Reihenentwicklungen
a) im Punkt (0, 3),
b) im Punkt (3, 4),
c) im Punkt (ß . 3 } 2) .

Zur Diskussion erhält man durch zweimaliges Qua
drieren sechs /-Formen, die zwei in bezug auf die 
sc-Achse symmetrisch liegende Kurven 4. Grads liefern.

Allgemein kann die Gleichung y — f(x) nach dem 
Taylor sehen Satz in eine Potenzreihe entwickelt werden:

7* ,V*2 7*3
(i) y = AO) - nm + + ~rv"(o) 4- - • ■,
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wo /(0), /*(O) , ... die Werte der betreffenden Funk
tionen für x = 0 angeben.

*) In beiden Fällen (1) und (2) gelten die Entwicklung^ 
nur für einen im Nullpunkt liegenden Kurvenpunkt (vgl. S. 122).

2. Für die Kurve Fix, y) = 0 hat man die Reihe*)
(2) »J-flO, OJ + I^-z + ^-j)

1 • \ox/x-q cyiy=^ /

1 1 / x*  I XV ' Ä ■
2!I c^/^o "cxSyl^o J~r 8y^jy=0J I ' ‘ ’ 

\ y=o /
Hat die Kurve nter Ordnung im Ursprung einen 

r-fachen Punkt, so ist die Kurvengleichung von der 
Form
o = y) = <&(?, y) + ^+1(^5 */)  + •-• + y)■

Aus dem analytischen Dreieck lassen sich aus dem 
gegen die dritte Ecke (die Spitze) geneigten Linienzug 
die r (reellen und imaginären) Näherungskurven ablesen. 
Dies gibt die ersten Näherungskurven von der Form

y = ix.a^, y = ßxS, ...
Zur Bestimmung der folgenden Glieder setzen wir 

nach dem Vorgang von Newton
y = x 3? 4- u.

Damit, wird aus /(ir, y) eine neue Funktion Fix, u). 
Stellen wir jetzt das analytische Dreieck in bezug auf x 
und u her, so erhalten wir wieder einen konvexen Linien- 
zug, der weitere Näherungskurven gibt. Durch Fortsetzung 
des Verfahrens erhält man für jeden Zweig der Kurve 
im Ursprung eine Reihenentwicklung von der Form

x = a xt*  4- «x x“1 4- «2^ 4" • • ■
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I x — 01Liegt die singuläre Punktstelle im Punkt ■! __ $1. 

so bringt man den Punkt in den Koordinatenursprung 
durch die Substitution

1 
x = — 

$

und entwickelt dann y nach aufsteigenden Potenzen von £, 
bzw. nach absteigenden Potenzen von x.

Am besten wird die Methode klar werden an folgendem
Beispiel. Für die Kurve

x® y — (y2 — 3 x2)2
sollen die Reihenentwicklungen im Ursprung auf drei Glie
der angegeben werden.

Näherungskurven im Ursprung sind y2 — 3 x2 = 0 
oder y = +x y 3 . Es gibt also vier Reihenentwicklungen; 
aus Symmetriegründen ist jedoch nur die Aufstellung von 
zweien derselben notwendig; die beiden andern ergeben 
sich aus diesen durch Vertauschung von x mit — x.

Setzen wir
(1) x y 3 — y = u oder y = x y3 — u ,
so erhalten wir damit aus der Kurvengleichung:

(2) 
oder

xe (x ] 3 — u) = (2 yÜ u x — w2)2

A_ B C DE 
x1y 3 — u xe = 12 w2 r2 — 4 ]/3 «3 x -f- .

Hieraus folgt als Näherungskurve (Fig. 53)
C A #

(3) 12 u2x2 = x71 3 oder u = + ;
~2ys



Zur Berechnung von hat man den Wert von 
aus Gleichung (4) in die gegebene Kurvengleichung oder 
besser in (2) einzusetzen und bekommt:

Hieraus folgt durch Ausquadrieren:
,— 'TT 5* / «rÄ TT p-' \

+ + 4-^ + ^ V
2^3 \4y3 /3 /

(
jq5 4__  j? '712 __

12z2 4- + —= 4-2 yä • xi 4- -----F
O3 ys.
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0 =
12 vx x* 

ys

xV

1 5V^X 2 
' 4— 
4^3 8

+ 2 »x x6

oder (6)

Die weiteren Glieder können unterdrückt werden, 
da sie zur Bestimmung der Näherungskurve ohne Ein
fluß sind.

Aus Gleichung (6) folgt für die Näherungskurve:

z10 12 i-, z
-j------ —— = o , woraus v1 —

ys 3*. 43

Eine analoge Rechnung liefert v., = 13
' 32.4S

Damit erhält man die vier Reihenentwicklungen:

Hi — 3 4-----57z —
2} 3

,— X-
y3 = ,r) 3------ j- + 

2y3

32.43

4;—
1 3

32.43

% = — *|3 4.—
2] 3

ysscV 
33 • 43

2/4 = —a-1'3 +
2 y 3

jt y 3 • x 2 
33 • 4S
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§ 15. Spezielle algebraische Kurven.
Die folgende Zusammenstellung umfaßt die Mehrzahl 

derjenigen algebraischen Kurven, denen besondere Namen 
beigelegt sind. Über sämtliche Kurven findet der Leser 
neben meist sehr eingehenden Untersuchungen auch histo
rische Angaben in dem großen Sammelwerk von Loria*),  
das mit erstaunlicher Vollständigkeit eine Fülle von Stoff 
über spezielle algebraische Kurven enthält. Die Liste ist 
gedacht als Übungsmaterial zur Kurvendiskussion.

*) Auch in den beiden Werken von Teixeira (L. V. 12.) 
und Wieleitner (L. V. 14.) findet sich eine große Zahl dieser 
Kurven behandelt, in letzterem Werk nach der Erzeugungs
weise zusammengestellt.

Beutel, Algebraische Kurven. I. 9

Außerdem sind am Schluß noch einige weitere Kurven
gleichungen aufgeführt, deren Behandlung aus Mangel an 
Raum dem Leser überlassen werden muß. Eine große 
Zahl von ihnen entstammt den Aufgaben in analytischer 
Geometrie, die bei der ersten realistischen Dienstprüfung 
in Württemberg (vor 1900 „realistische Professorats- 
prüfung“ genannt) gestellt wurden.
Achterkurve: x4 = as(xs — y2) .
Agnesische Kurve (s. Versiera): x^y -f- a2(?/ — a) = 0 . 
Ährenkurve: o cosA <p = a.
Anacampis: a;(a52 ± a2) = b2y.
Anguinea: y(x2+y2—2 Äxy)+a2(x — jay) = 0 (2<1). 
Astroide: (z2 -j- y2 — a2)3 -j- 27 a^x2y2 = 0

oder -f- yi — a^.

Atriphthaloide: a:2(a:3 + y2)2 — (x3— a2)3.
Birnförmige Kurve: y2(x — R)3 — 2 R3y + ]& = 0. 
CassinischeKurve: (x2+y2)2—2a2(x2—y2)-\-ai—bi=0. 
Conchoidea punctata: a y2 — x2(x — a).
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Descartessch.es Blatt: x3 4- ys = 3 axy.
Doppeleilinie: (a:2 + y-f = r2 x±.
Doppelherzkurve: z4 4- y4 — 2 a2y3 — 2 62 x3 4- b1 — 0 .
Dreiblatt (gerades): (x2 4- y2)2 — 2 ax(x3 — y2).
Duplikatrix (kubische): x3 = a(x3 4- y2) ■
Duplikatrix von Montucci: y — ^'ax + }ax — x2.
Eiförmige Kurve. auch Oval genannt:

(x2 4*  y2)3 — 2 a .r3(x2 4- y2) 4” (a2 — b2)^ = 0 .

*) Die Kissoide zweier Kurven r und K' in bezug auf 
einen festen Punkt 0 entsteht durch Subtraktion der Radien- 
vektoren OP und OP' von F und P'.

Einblatt: (x2 4- y2)2 = iax3.
Grutschovensche Kurve: a2 x3 = {x2 4- U2) y2 - 
Halphensche Kurve: (x2 4- y2)2 — u2 y2(x2 4“ y2)—=0. 
Herzkurve (Kardioide): (r2—y2—2ax)3=-ia3(x3x-y^, 
Hyperbola punctata: x(x2 — y2) = a(x3 4*  y2) ■ 
Hyperkissoide: a(x3 4~ Ä2y2) = 2 x(x3 4- y3).
Hypokissoide: a (r2 — z3 y3) — 2 x(x3 — y3).
Hypozykloide (dreispitzige). auch Steinersche Kurve ge

nannt :

)r2+ ’/2)2+ Saz(«3 — 3 y3)4-18 «2(a,34-y2) — 27 a4 = 0 .

lefabeksche Kurve: (.r^#2—ar)2= 2(.r24- y^} — «)2 ■ 
KÜferkurve: (x3 4- y2} (x3 4- y2 4~ ®-r)2 = b3(x3 — y3). 
Kampyla: ar*  = a3(x3 4- y-) ■
Kappakurve: y3(x3x3.
Kaprikornoide: «2(z2 4- y2) = ^(x3 4- y3 — a y)3.
Kiepertsche Kurve: (z2 4- t/2)3 = 4 a3z(^2 — 3 y-).
Kissoide (gerade)*):  z(r2 4- y2) = 2 ay3.
Kissoide (schiefe): (x — Ä y) {x3 4- y3) = 2 a y2. 
Knotenkurve: y — a tgu 9?.

Descartessch.es
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a*  6“

*) Aus einer Kurve r leitet man eine Konchoide ab, 
indem man von einem beliebigen Pol 0 aus die Badienvektoren 
von r um eine konstante Strecke l verlängert, bzw. verkürzt

Kohlenspitzkurve: —------- — 1 .
z2 y-

Konchale: (z — a)2 [(z — d)2 — y2] — a2 b-.
Konchoidale: y2 [(z — a)2 4- (y — 6)2] = /.(bx — ay)2.
Konchoide*):  (z — d)2 (x2 4- y2) = &2 z2.
Konchoide von Külp: x^y2 4- a2(x2 — a2) = 0.
Konchoide von Sluse: (z2 4- y2) (z — a) + Rx2 = 0.
Konchoide von Varignon:

z(z2 + y2) — 6 a x2 4- a2x — 4 a3 = 0 .

Konchoide (zirkulare): (z—y) (x2+y2)—a(x2+y2— x y).
(x = r eos ® (1 — 2 sin2e)

Komoide: { k
\y = r 31095(1 + 2 cos295 1

Kreiselkurve: x1 — 2 ax3 4*  «2y~ = 0 •
Kreiskonchoide (Pascalsche Schnecke):

(z2 + y2 — 2ax)2 = b2(xs 4- y2) .

Kremphut. auch Zweihorn genannt:

(z2 4- 2 ay — 02)2 4- ?/2(z2 — a2) — 0 .

.. , «“ ö3Kreuzkurve: — ---- -  = 1.
z- y2

Kubische Parabel (Wendeparabel): a2y = z3.
/ i/\n

— 4- v =1- a/ \b!
Lemniskate von Bernoulli: (z2 4- y2)2 = 2 a2(x2 — y2).
Lemniskate von Booth: (z2 4- y2)s — a2x2 + b2y2.
Lemniskate (schiefe): (z2 4- y2 + 21xy)2 = 4^a2xy.

9*
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Lissa] oussche Kurven: 1

Muschellinie von Dürer:

x — a cos2 rr(a t — <4)
x = b cos 2 rr ß t

{xy — y3 + b-y + (x + y — ay (y3 — a3) = 0 .
Neilsche Parabel (Rückkehrparabel): ay3 = xs. 
Nierenkurve (Nephroide):

(x3 + y3) (x3 — y- — a3y = 4 a2(.r2 4- y3 — 2 ax)3

Ophiuride: x(x3 4- y3) = y(x — 2. y).
Panstrophoide: x(x3-r- y3) ~-a(x3 — y3) 4- b3(x 4- y) — 0 .
Parabola cum ovali: y3 — x(x — a) (x — b).
Parabola punctata: y3 = x3(x — a).
Parabola pura: y3 — x(x3 — a x 4- b3) (a3 — 4 b3 < 0). 
Perikissoide: (x — a) (x3 4- y3) 4" b>x3 = 0 ; (a > b). 
Perlkurve (n 4- 1) ter Ordnung: a yn 4- (« 4; a) & — 0 ■ 
Polyode: y3{x3 y3 — a3) = (z2 4- y3 — ax — 2 b3y. 
’seudoversiera, auch geometrische Quadratrix genannt:

x3 y 4- a3 (?/ — 2 a) = 0 .
lersackkurve (BSsace):

x* — 4(a2 4- b y} x3 4- 4(a2 4- b3) y3 = 0 .
iiale der Ellipse**): (a3x3-^b3y3y — c^b^x3 4- y3)3.

*) Die Lissajousschen Kurven entstehen durch Infer
enz zweier zueinander rechtwinkliger (Schall-) Wellen, 
erbei sind a und b die Amplituden, 9? die Phasendifferenz, 
und die Schwingungszahlen der beiden Komponenten^ 
= ß gibt den Gleichklang, a = n ß gibt die harmonischen 
korde. — Für spezielle Werte von <p nehmen die Glei- 

ungen einfachere Gestalt an. t ist willkürlicher Parameter.
**) Die Badiale einer gegebenen Kurve r ist der geo- 

letrische Ort der Endpunkte aller Strecken, die von einem 
esten Punkt ausgehen und mit den Krümmungsradien von r 

gleich und gleich gerichtet sind.
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Radiale der Parabel (s. kubische Duplikatrix):
zs = p(x2 4- y2).

Rollesche Kurve: xy2 = a(x — y)2.
Rosenkurven: o = Äsin a cp.

Speziell: Gleichseitiges Kleeblatt:
o = Rsin3 tp oder (z2 — y2)2 — a z(z2 — 3 y2).

Vierblättrige Rosenkurve:
o = Äsin2y oder t>2 -4 y-)s = 4 a^x2y2 .

Sanduhrkurve: 4 b2 x2(y2 + h2) = a2(y2 — b2)2.

Seiltänzerkurve: y2 —.f—,——— 
a2 — (x — c)2

Serpentine: Elliptische Serpentine:

x(x2 ß y2) — (a x2 2 b x y ~ a y2) ß (x — a) b2 = 0 .
Elliptische S. mit elliptischem Oval:

y2(x 4- a) + x(x — a) (x — b) — 0 .
Elliptische S. mit hyperbolischem Oval:

x(x2 — y2 — b2) — a(x2 t^2- S2) ; (® < 0 •

Elliptische S. mit parabolischem Oval:

x(y2 — + o(y2 — 2 qx) = 0 .
Hyperbolische S. mit elliptischem Oval:

x(x2 — y2 — b2) = a(x2 y2 — b2) ; (a > b) .

Parabolische S.: x(p2 ß ax) a2 = Q .
Parabolische S. mit elliptischem Oval:

y2{x — a) = 2px(x + b) .

Strophoide (gerade): (z2 — y2) (x — 2 a) a2x = 0 .
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Teufelskurve: xt — y± — 100 a2z2 + 96 a2y2 = 0 .
Tridens: z3 — a xy 4- as = 0 .
Trilatere: (|)*± (j)*-2* .

Trisekante: (z2 4- V2) (y2 — ®2) + ^- = 0 .
4:

Trisektrix von Catalan: 27ay2 = (x — 4 «)2(2 x 4- a)2. 
Trisektrix von Longchamps: z(z2—3 y2) 4- «(z2+y2) = 0 ■ 
Trisektrix von Maciaurin: x (z2 4- y2)+a (3 z2 — y2) = 0 .
Tschirnhausens Kurve 3. Ordnung: z34-a(z2—3y2) = Ö.
Versiera: x^y a2(y — a) = 0.
Visiera: (z2 4- y2) (2 z — a) = a z2.
Wattsche Kurve, auch. Lemniskoide genannt:

/ a2 b2\2(x2+y2)[x2+y2+— — r2— 4-r2)=o .
\ 4: 4: '

Windmühle: z2 y2(z2 4- y2) = a2(z2 — y2)2.
Zweiblatt (gerades): (z2 4- y2)2 = bx2y.
Zweiblatt (schiefes): (z2 4- y2)2 = z2(a z 4- by).

:^y—.ry-—x-x-y^-\=Q.
sy+x2y2—xy^+yi 4- a xä—4 a2y2 = 0 .

x^y-^-i^-^-ax2—bxy2 = Q (besondere Fälle für 
a und &!).

z4—l^—x2—’2xy-ry2 — 0 .
(.z'+ljS.^Z^-l)3.

(x2-^y2—l)2^x2y.
(z2 — 4)(y2—4) 4- z (z2 4-y2 — 6)2 = 0 (verschiedene "Werte 

von 2!).
(z2 — x 4- y)2=4 z5.
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(aP+y2—aa;)24-(a-2—y^x— |'k^—b)=0 ; (b> .

(x2+y2-r)3=^y2(x+y+y2).

xsy2—2xy(x+y)+(x—y)2=(J.
x2y(xs—y2)=(x2—asy2)(xi—b-y2).

2 u4—-1 ^X'+yi — 2 a2y24-a4= 0 .
(j-'-y?^—y—1)=(^—y)*&+y — i) .*)

*) Weitere Beispiele zur Kurvendiskussion finden sich in 
jeder Aufgabensammlung zur Differentialrechnung, so z. B. in 
Junker, Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differential
rechnung, Sammlung Göschen, Leipzig, 2. Aufl. 1907, §46—51, 
56, 57. Zugleich bietet die Bestimmung geometrischer Örter 
ebenfalls häufig interessante Beispiele für höhere Kurven; 
vgl. Bürklen, Aufgabensammlung zur anaL Geom. der Ebene, 
Sammlung Göschen, Leipzig, 1905, § 28—34.

§ 16. Umgekehrte Kurvendiskussion.
Während wir bisher die Gestalt einer Kurve aus ihrer 

Gleichung zu bestimmen suchten, so handelt es sich jetzt 
darum, die Gleichung einer gezeichneten Kurve auf
zustellen oder: die Gleichung einer Kurve zu bestimmen, 
der wir besondere Eigenschaften vorschreiben.

In der Technik kommt es häufig vor, daß durch Ver
suche für bestimmte Werte einer Veränderlichen (z. B. des 
Gasdrucks p) die entsprechenden Funktionswerte einer 
2. Veränderlichen (z. B. des Gasvolumens v) ermittelt 
wurden. So lautet z. B. für Gase die sogenannte van 
der Waalssche Gleichung: 
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w a und b der Gasmasse eigentümliche Konstante sind 
(z. B. für Kohlensäure ist a = 0,00874; 5 = 0,0023) 

und e = 1 + > w0 * Qle Temperatur bedeutet.

(1 -f- —— = T ist bekanntlich, die absolute Temperatur 
k U l O 
des Gases.) Nehmen wir p als Abszisse und v als Ordi
nate, so erhalten wir eine C4 mit ® = 0 als Rückkehr
asymptote, v = b und p — 0 als gewöhnliche Asymptoten. 
Die Z-Form

e ®2 — a v 4- a b 
p^iv-m — Gv — av-r-ab oder p =----- -7------ ——

' v2(v — b) 

kann zur punktweisen Berechnung dienen.
Unter der Annahme einer sehr kleinen Fehlergrenze 

der Beobachtungen wird man innerhalb des beobachteten 
Druckintervalls p eine stetige Reihe von Werten für ® 
erhalten, so daß wir setzen können:

P = f(y).

Tragen wir die einander entsprechenden Wertepaare (p, v) 
in ein Koordinatensystem ein. so lassen sich die einzelnen 
Punkte durch einen stetigen Kurvenzug verbinden. Durch 
Bestimmung der Höchstzahl der Schnittpunkte der Kurve 
mit einer Geraden läßt sich der Grad der Kurve finden. 
Entspricht jedem Wert von p nur ein Wert von v und ist 
z. B. der Grad der Kurve = 4, so setzt man

p = & 4- b v3 4- e z2 4- dv 4- &

und bestimmt die fünf Koeffizienten durch Einsetzen von 
fünf bekannten Wertepaaren (p. ®). p = f(v) ist dann in 
dem Beobachtungsintervall die Gleichung der auf rein 
empirischem Wege gefundenen Kurve.
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Die Lösung von Aufgaben der umgekehrten Kurven
diskussion setzt ein gewisses Maß von Vertrautheit mit 
algebraischen Kurven voraus — denn nur um solche 
handelt es sich hier —, um so mehr, als sich eine all
gemeine, auf jeden Fall anwendbare Methode nicht an
geben läßt.

Schreibt man der Kurve Besonderheiten in Gestalt 
von Näherungskurven in bestimmten Punkten vor, so 
läßt sich mit Vorteil das analytische Dreieck an wenden. 
Werden in bezug auf das Koordinatensystem keine be
sonderen Vorschriften gemacht, so legt man den Ko
ordinatenursprung in einen vielfachen Punkt. Die An
wendung des Prinzips der linearen Kombination ver
einfacht die Rechnung oft wesentlich. Je höher der 
Grad der Kurve ist, um so schwieriger ist die Aufgabe; 
auch das Fehlen von Doppelpunkten ist ein Maß für die 
Schwierigkeit der Behandlung.

Schon frühe haben die Umrißlinien der Pflanzenblätter 
dazu angeregt, deren analytische Darstellung durch eine 
Gleichung zu versuchen. Die Gleichungen derjenigen 
Kurven, die die Gestalt von Rosetten mit mehreren Blät
tern haben, wurden zuerst von Guido Grandi 1713 auf
gestellt. Er nannte sie Rhodoneen; die Franzosen heißen 
sie rosaces, die Deutschen Rosenkurven*).  Sie wurden 
in neuerer Zeit weiter untersucht von F.W. Hyde 1875 
und Himstedt (Progr. Löbau 1888). Einige spezielle 
Fälle sind S. 133 angegeben. Habenicht hat 1895 für 
eine große Zahl von Baumblättern deren Umrißlinien 
analytisch dargestellt. Broeard hat diesen Kurven den 
Namen „geometrische Blätter“**)  gegeben.

*) Vgl. Loria, Spezielle algebraische und transzendente 
ebene Kurven, 1902, S. 297 ff.

**) Ebenda, S. 307 ff.
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Beispiele.
Die Wege, die zur Behandlung von Aufgaben der 

umgekehrten Kurvendiskussion eingeschlagen werden 
können, lassen sich am besten an einigen Beispielen dar
legen.

1. Beispiel. Es soll die einfachste Gleichung einer 
zur x-Achse symmetrischen C3 mit drei reellen Asym
ptoten angegeben werden.

Sind x-\-y — a = 0, x — y — a = 0 und x + b — 0 
die drei Asymptoten, so lautet nach dem Prinzip der 
linearen Kombination die Gleichung der gesuchten Kurve:

{x -f- y — a) (z — y — a) (x b) = 2 G • co2 ,

wo G = 0 eine beliebige Gerade darstellt. Da nun die C3 
symmetrisch zu y = 0 sein soll, so dürfen in bezug auf y 
nur Glieder 2. Grads vorkommen, also muß G die Bonn 
haben:

G = x + c .

Somit lautet die gesuchte Gleichung:
(x + y — a)(x — y — a} (x-^b) = ).(x + o) ■ co2 .

Den verschiedenen Werten von z und c entsprechen zwei 
verschiedene Kurvenbüschel, deren Diskussion wir dem 
Leser überlassen.

Sollen die drei Asymptoten Wendeasymptoten sein, 
so lautet die Gleichung:

(x + y — a) (x — y — a) (x + b) = 2 e co3 .

2. Beispiel. Die einfachste Gleichung einer ge
schlossenen Kurve 6. Grads zu finden, die im Ursprung 
die beiden binomischen Parabeln x = y3 und a:3 = y- 
als Näherungskurven hat.
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Wir legen die beiden Parabeln auf das analytische 
Dreieck, indem wir die ihnen entsprechenden Linien 
A' B' und C'D' eintragen (Fig. 54), und verschieben dann 
beide Linien parallel zu sich selbst, daß ein geschlossener, 
gegen 0 zugekehrter Linienzug entsteht, und markieren 
die so entstandenen Ecken. Dabei erhalten B und D 
ein negatives Zeichen, also haben wir für diejenigen

Glieder, die uns das Verhalten der Kurve im Ursprung 
angeben:

A D B 
xy2 — x4 — y5 .

Soll die Kurve 6. Grads geschlossen sein, so darf das 
Aggregat der Glieder 6. Grads nicht reell zerlegbar sein: 
außerdem dürfen keine gegen die 2. und 3. Ecke des 
analytischen Dreiecks geneigten Linien vorkommen (da 
diesen Näherungskurven im Unendlichen entsprechen wür
den); also hat man als weitere (einfachste) Glieder

FE
6. Ordnung a xe -J- b y° .
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Damit lautet die gesuchte Gleichung:

a a;6 + & y6 — ®4 — y° + % y2 = 0 , 
wo a und & gleichzeichig sind. Soll z. B. für x — 0 
y = —2 werden, so hat man: •

byS = y5 oder b ——.

Für y = 0 hat man:

a xG — a4 = 0 oder x = 4-1/ — • 
~r «

Sollen diese beiden Wurzelwerte imaginär werden, so 
ist auch a negativ zu nehmen, etwa = — £, womit sich 
als gesuchte Kurvengleichung ergibt:

+ 2/® + 2 2/5 + 2 — 2 x y- = 0 .
3. Beispiel. Die Gleichung der in Fig. 55 gezeich

neten Kurve zu bestimmen.

Fig. 55.

Legen wir die Gleichung einer allgemeinen C* mit 
beliebigen Koeffizienten zugrunde, so sehen wir sofort, daß 
das Aggregat der Glieder niederster Ordnung 2 (x- — 
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ist. Da aus Symmetriegründen x nur in geraden Potenzen 
vorkommt, so lautet die Gleichung:

(1) 4- ax3y2 4- b y* 4* CU° + dx- y — e(x2 — y2) = 0

mit fünf vorerst noch unbestimmten Konstanten a, b, c, 
d, e.

Nun ist für y = 0

ar4 4- e x2 = 0 , woraus x2 = 0 und x2 = — e = 2 , 
also
(2) a = -2 .

Für x = 0 ist by4 4- ey° -4 2 y2 = 0 , 

woraus y2 = 0 und by2-rcy-r2 = Q. 

Durch Koeffizientenvergleichung mit

(y — l)2 = y2 — 2 y 4- 1 = 0 
folgt:
(3) b = 2, c = — 4 .

Dies in (1) eingesetzt gibt:

a4 4- a x2 y2 4* Sy4 — 4 y3 4- d x2 y — 2 (x2 — y2) = 0 
oder
(4) x2 (x2 4- ay2 4- dy — 2) 4- 2 y2 (y — l)2 = 0 .

Soll nun der Punkt (0,1) ein Selbstberührungspnnkt 
sein, so muß nach dem Prinzip der linearen Kombination 
die Ellipse x2 4- ay2 4- dy — 2 = 0 durch diesen Punkt 
gehen, also 
(5) a 4- d — 2 = 0 .

Um nun noch den fehlenden Koeffizienten zu 
stimmen, setzen wir fest, daß für x = 1 y = —1 
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mum sei. Damit erhalten wir aus

5/
—- = 4a-3— 2axy- 4* 2 dxy — ix = 0: dx v i j

(6) a — 2d.
Aus (5) und (6) folgt:

a = 4 : d — i . Ö ’J
In (4) eingesetzt gibt:

(Z2 _ Iy2 + _ 2) 4- 2 y* (y - 1)2 = 0
oder

(3 a? - 4 7/2 + 2 7/ - 6) + 6 ?/2 (^ _ 1)2 _ o

als gesuchte Kurvengleichung. Die Diskussion dieser 
Gleichung muß umgekehrt die in Fig. 55 gezeichnete 
Kurve liefern.

4. Beispiel. Die Gleichung einer zur j/-Achse sym
metrischen C4 aufzustellen, die in den Punkten (1, 0), 
(—1, 0), (0, 1) Doppelpunkte hat und die y-Achse in 
den Punkten mit den Ordinaten — 1 und — 2 schneidet-. 
(Fig. 56.)

Aus Symmetriegründen dürfen in der Kurvengleichung 
keine Glieder mit ungeraden Potenzen von x vorkommen, 
also ist die allgemeinste Gleichung einer solchen C4:

a-4 4- ar^y2 4- 4- cx-y +dyi+ex2+fy2+gy-L-lt=  ̂.

Für y = 0 kommt

z4 + e x2 + h = 0 = (a-2 — 1)2 = xi _ 9 a;2 _j- 1 , 

woraus
(1) e = -2h.
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Für x — 0 kommt
4. fy^^gy 4- h = 0 = (y — l)s(?/ + l^y + 2) 

= yt + Us — 3 ?/2 — y + 2 .
woraus
(2) Z>=1. <7=1. g = -1, h = 2.

Damit wird die Gleichung der gesuchten Kurve:

(3) F(x, y, co) = 2 x4 -j- 2 axsys + y4 4- 2cxs y co

~r y3 co — 4 x2 co2 — 3 y- co2 — y co3 + 2 co4 = 0 .

Diese Kurve muß nun in den drei Punkten (1, 0), 
(—1,0), (0, 1) Doppelpunkte haben, deshalb müssen 
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die Koordinaten dieser Punkte die Gleichungen
dF n SF „ o F— = 0 , w- = o, w- = o
dx oy den

befriedigen. Für x = 1, y = 0 liefert —— = 0 die 
Gleichung
(4) 2 c = 1 .

Die beiden übrigen Gleichungen 4^ = 0 und 4— = 0 
dx da

liefern nichts Neues. Damit wird aus Gleichung (3):

(5) 2z4+2aa-2j/2+2/4+^2*/+^3—4a:2—3j/2—2/4-2 = 0.
Da nun die Kurve geschlossen sein soll, so darf das 

Aggregat der Glieder 4. Grads nicht in reelle Faktoren 
zerlegbar sein, d. h. es muß a < /2 sein.

Die Kurve (5) stellt also oc1 mit den verlangten 
Eigenschaften dar, wenn a < | 2 .

5. Beispiel. Es soll die Gleichung derHerzforin auf
gestellt werden (s. Fig. 57).

Legen wir den Koordinatenursprung derart, daß die 
beiden Rückkehrpunkte in die Punkte (0, +1) fallen, 
so wird jede Kurve, die in diesen beiden Punkten Rück
kehrpunkte hat, dargestellt durch die Gleichung

(^2 + y* _ 1)3 = .

Zugleich hat diese Kurve, da das Aggregat der Glieder 
höchsten Grads (z2 -f- y2)3 ist, keine reellen cofemen Punkte.

Es bleibt nun noch der Parameter z zu bestimmen übrig.
3r—

Mit x = 1 wird y = } z . woraus mit 2 = 4 
2/= 1,58 .

Für y = 1 ergibt sich damit x — 1.41 .
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Die -weitere Diskussion, insbesondere die Untersuchung 
der höchsten und tiefsten Punkte in bezug auf die Achsen 
sei dem Leser überlassen.

Die gesuchte Kurvengleichung lautet also:
(z2 4- y- — = i x2y5.

Hiebei sind allerdings die Punkte (j-1, 0) dreifache 
Punkte; jedoch sind zwei der durch sie hindurchgehenden

Fig. 57.

Kurvenzüge imaginär konjugiert (folgt mit y = 0 ohne 
weiteres aus der Kurvengleichung). Für das Auge sind 
also diese beiden Punkte von gewöhnlichen (Oval-) Punk
ten nicht verschieden.

Weitere Übungsbeispiele kann sich der Leser selbst 
machen und damit zugleich den Beiz einer selbst ge
stellten Aufgabe genießen. Übrigens lassen sieh die 
meisten der in den §§ 7, 9, 10, 11 diskutierten Kurven 
unschwierig als Beispiele der umgekehrten Kurven
diskussion behandeln.

Beutel, Algebraische Kurven. L 10
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grembinort im $cutfdjen bon Dr. Shib. Kleinpaul in Seip-jig. Str. 55. 
Seutfdjes grembwärterinu^ ton Dr. SRuboIf Kleinpaul in ßeipjig. 9lr. 273. 
Sie bratföen ^erfanennamen ton Dr. Stubolf Kleinpaul in Seipjig. %lx. 422. 
®nglifdje^«battf^e§ @efprät^§bn^ öon ^rofeffot Dr. @. $au3tnecf)t in 2au= 

fanne. 9h:. 424.
®nmbri§ ber lateinifdjen Sprat^Ieöre b. Wof. Dr. SS.SBotfcE) uDlagbeburg. 9tr.S2. 
JRaffifdje Örammati! um Dr. @rid? SSernefer, ijjtof. an berUniberfit ’tßrag. Str. 66. 
Stuffifdj-Tentfdie^ ©efprä^bui^ bon Dr. @rit§ Semefer, SSrofenor an ber 

Umoerfitä: 9Srag. 9tr. 68.
fötffif$e$ 2efebn$ mit ©tojfar b. Dr. Sridj Semeler, 23rof. a. b. Unib. $rag.9tr.67. 
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SRnffifdie Sitrratnr t>. Dr. Grid) Soetjme, Settor an b. ©anbeBboc&iiSuIe Sedin.
I. Seil: auSaatjl moberner ®rofa unb Stoefie mit au?fül;r!id)en 9lnmer« 
fangen unb Sllsentbesei^nung. Sir. 403.

------ n. Seil: Bcesonoffi. raptnnm,, Paacnaanr. SRitSInmerfangen unb
SHäentbejeidmung. Sir. 404.

(SefftWe bei Daffifcbeu Philologie bon Dr. Eilfi. RroU, otb. S3rof. an bet
Uniberfität ÜRünfter. iRt. 367.

Siebe audj ,,©anbel?tnijfenid)aftlicbe SiKtotbel".
MF* Weitere Bänöe Jinö in Vorbereitung.

ßtferaturgefc^i^tltdje Sibliotljef.
Sentfdie 2iteraturgefd)i^te bon Dr. SRaj Smb, Profeffor an bet Uniberjität

SBreSIau. Str. 31.
Seutfdie Siteraiurgefifadite bet Silaffiterjcit bon Prof. Gari Eeitbrerfa. Str. 161. 
Seutfdie Siteraturgcfdjidjtc beb 19. gapthnnbert? bon Gari Eeitbredjt. Sutdp 

gejefien unb ergän-tt bon Dr. Siidjarb Eeitbrcdit in Eimpfen. 2 Seile. 
Str. 134, 135.

(SefÄWe beb bratfdien SRoman? bon Dr. ©ellmuS SHieife. Str. 229. 
Sotifdje Spradibentmäler mit Srammatii, Itberiegung unb Erläuterungen

ton Dr. ©ermann Sanken, Sireltor ber Stönigin £uiie«2d|ule in ffönig?«
berg i. ißt. Sir. 79.

Slfaotbbeutfibe Siterafar mit ®rammati!, Überlegung unb Erläuterungen bon
SO- Sdiaufflet, Stroi. am Sealgtimnafium in Ulm. Sir. 23.

Ebbalieber mit ®rammatil, ffierfegung unb Erläuterungen bon Dr. Eilt.
Stanifdj, ®bnmaiialoberlefaer in Cdnabrüd. Str. 171.

Sa? Ealfaari=2ieb. Ein ©elbeniang au? bem 10. gafafambert im ®er?ma&e
ber Urjcfaift überlegt u. erläutert b. Prof. Dr. ©. Slltjof in Eeimar. Str. 46. 

Sid)timgcn au? mittelftod)bcutfd)cr Srüfiseii. gn 2Iuäioaf)t mit Einleitungen 
unb Sörterbudi geraudgegeben bon Dr. ©ermann gangen, Sireltor ber 
Sänigm 2uiie=$d)ute in Sbnigäberg i. Pr. Str. 137.

Scr Pibelunge Siät in StuStoafa unb mittefaodtbeutfiüe Erammatit mit iuqem
Eörietbutf; bon Dr. S. Erdiger, ^rof. an ber Unineriität iRoftoä. Str. 1. 

fiubrun unb Sietrüficpcit. SRit Einleitung unb Eörterbmb bon Dr. £. 2.
girieret, $rof. an ber Unioerfität SRünfter. Str. 10.

Bartmann bon Sue, Solfran: bon Efdienbadj unb Sottfrieb bon Straß«
bürg. StuStoabl au? bem böfiftfjen Epod mit Hnmerfangen unb SSörterbucb 
b. Dr. ®. St arolb, SJrof. a. ff gL gtiebritf)S!oUegium ju ff önigäb erg L ißt. Str. 22. 

Ealttier bon ber Sogetoeibe mit Sluätoabl au? SRimtefang unb Sprudj«
bidifang. SRit Stametfangen unb einem Eörterbud) non D. Eüutter, 
ißrof. an ber Cberrealfdiule unb an ber Sefau ^o^fc&ule in Stuttgart. Str.23. 

Sie Epigonen be? tföfifdjen Gpo?. SIuräaM au? beutidjen Sichtungen be?
13. gafabunbert? bon Dr. Siltor gunl, Slttuariu? ber ffaij. üiabemie
bet SSiffenfdjaften in Eien. Str. 289.

Siteratarbentmäler be? 14. unb 15. Safaifaubert?, au?gett>ö5It unb erläutert 
bon Dr. ©ermann gangen, Sirettor ber ffänigüt £uije«©cbule in ffönig?« 
berg L $r. Sir. 181.
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Sitrasmrbrahnäler bed 16. SaferfeunbertS. I: Karrte Surber, Sijomas 
Kanter an» bad Hirdjralieb beS 16. ^aferfeHuDertS. Slusgeajafeli unb 
mt: talettungen ixnb ilnmerfungen cerjeben oon $tof. ®. söeriü, Ober» 
lehret am Uhiolaigomnaftum an ßewjtg. 9h. 7.

— II: £?anö Sachs. Äusgeroabl: u- erlauren d. Brofeffor Dr. Sultad Safer. 24. 
— III: ®on 6rant bis Siolleufeagen: Staat, Rutten, tfiftöan, fcwie TierepoS 

nnö trabet 2LusgerDabli u. erlauien oon 'Brot* Dr. 3uttus Sahr. 9h. 36.
Trantee Siteratnrbenfmälcr Des 17. nab 18. 3aferijunberr$ oon Dr. Saul ßeg= 

banö m Berlin. L. teil. 9h. 364.
Simpliciu^ StmbliäfftmnS dsu ^anS Sahb ©fertftoffel »on (SrtmmelSbaufen. 

$n 'Kudroat)! berausgegebeu bau $rof. Dr. g. Sobenag, SJojent an ber 
Unwerfttat Öreölau. 9h. 138.

Tad bemfdje Solfslteb. SluSgewäfelt onb erläutert m ^zofeffor Dr. 3uluiS 
Safer. 2 ^anbefeen. 9h. 25, 132.

Sefftegd (FmtHa ©alotti. Sät ©Ölleitung unb Slnmerfungeu Don ^rofeffor 
Dr. «otfrf). 9h. 2.

Seffteg^ Kinna non Marnheim. Kit 2Inmertungen oon Dr. Tornafcfeet. 9h. 5. 
©nglifcfie Siterarurgefdiidite dou Dr. flarl ©euer in iBien. 9h. 69.
©rnnbjage unb $aiwtmpen ber engltfifera Siteraturgefdjirfete öon Dr. SlmoJb 

K.K. Schröer, 'Bror, an ber suinbelsfeoctnteuie in flöte. 2 Zeile. 9h.286.28Z.
Stalieniftfec Stteramrgefcfeidjte non Dr. flarl Soßler, $röf. au ber Unwerfiiäi 

^eibelberg. 9h. 125.
Spanütee SiteratiirgcjcfHcbte non Dr. SRubolf Seer tu SBien. 2 Sbe. 9h. 167,168. 
SsBrnigiefijdje Stterarurgefcfeidite oon Dr. slarl non fReinfearbftoeitner, Shof.

an Der ÄömgL lecfenncfeen ^ocfefcfeule Kunden. 9h. 213.
Ruififdie Snerarurgefcöicöte doh Dr. @eorg Böionstii in Kunden. 9h. 166. 
Slaaiidje Süeraturgeidndjte oen. Dr. 3oief ftar&fel tu Ssien. I: ältere £ite= 

ratur bis jur Söiebergeburi. 9h. 277.
— II: Tas 19. 3aferfeunDert. 9h. 278.
Rnrbifdie Sireramrgcidiidite. I: Tie iSIänbiftfie unb nnrtoegifcfee Siieram 

bes iWttielaiters non Dr. SSolfgang ©olüjer, $rof. an ber UntDerfiiäi 
Roftod. 9h. 254.

Sie ^aupttiteraturen beS Orients bcn Dr. Kitfe. ^aberlanbt, ^ribarbojent 
cm Der Uniberfität ©ien. I: Tie Literaturen Oftafiend unb^ubienS. 9h. 162.

— II: Sie Literaturen Der Werfer, Semiten unb Jurten. 9h. 163.
@riert)ifd)e SiteratnrßefdHC&te mit Serücffidjtigung ber ©efc^idite ber SiHen» 

icfeaften non Dr. SUfreb ©erde, thcf. an Der Unioerf. ©reifsroalb. 9h. 70.
Könnte Stteraturgefdjiifete non Dr. Jperm. 3®ad}tei in Hamburg. 9h. 52. 

Weitere Banöe find in Vorbereitung.

®eid)id)tltd)e Sibltolfjef.
©teleihing in bie ©eftfeidstsunffenftfeaft bon Df. @rnft öern^eim, $rof. an 

ber Unioerfität ©reifömalb. 9h. 270.
UrgefdjWe ber Kenitöfeett oon Dr. Korij ^oeme§# ^rof. an ber Uniüerfixät 

in Sten. Kit 53 ’ÄbbtLbuugen. 9h. 42.
©efdiicbte bes ultra KorgenlaubcS öon Dr. Rommel, o. ö. ißrof. ber femi« 

tiitben Sprachen an Der Untoertität tu Künden. SJhi 9 Soll- unb Zejt» 
bilbem unb 1 flaue beS KorgenlanDeS. 9h. 43. 
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©efdjidjte 3fraelä biä auf bie griecEjiftSe geit San fite. Dr. 3. Senjinger. Sh. »1. 
Keutefiamentiidje geitgefdjidjte I: Ter Küoriiifie unb fulfurgeidjitf)tlitf;e ^fatter» 

gtunb beä UrdirijlentumS Bon Sic. Dr. SB. Siaerl, $ribatbojeut in gen«. 
SHit 3 Karten. Sh. 315.

— D: Sie Steligion beS gubentumS im geholter beä SeHenBmuJ unb bet 
Stömer^errfibaft Stit einet ^lanfliäse. Sh. 326.

•tiedbifebe Seft^i^tt Bon Dr. gemrid? Smoboba, Shof. an bet Sendeten 
UniB. Bros- Sh. 49.

Ctiegifdje aitettmnSIunbe Bon 9?tof. Dr. SRitü. SKaifdj, neubearbettet bim 
Stelter Dr. granj 'gabttammer. $tü 9 SBoIffiilbern. Sh. 16.

9tömifd)e Bon Siealgijmnafialbireltot Dr. gultnä flo$ in ©tune»
»alb. Sh. 19.

Jtiimifdje SltertumStunbe Bon Dr. Seo Siod) in SBien. Kit 8 Eollbilb. Sh. 45. 
©efdjidjte beö Sbjantinifdjen Steirfje» oon Dr. K. Siotlj in Kempten. Sh. 190. 
Seutfcbe @ef«bid)te I: SRirtelalter (bB 1519) Bon $rof. Dr. g. ftuqe, Eber, 

lebtet am Kgl. Saifengbrnnajium in SSedin. Sh. 83.
— II: »Jeitaltet bet Deformation unb btt SleligionSlriege (1500—164») 

ton Btof. Dr. g. Kurse, Cbedebtet am Kgl. Suifengbmn. in Sedin. 3h. 84.
— DI: Sunt Seftfälifiben Stieben bis jirt änflöfnng beb alten Steidjö (1648 

bi3 1806) Bon Stof. Dr. g. Kurse, Cberlebrer am Kgl. Suijengpranaftam 
in Sedin. Sh. 35.

Teutfdje etammcShnibe Bon Dr. SRuboIf ®htdj, Stof, an bet UnlBerfitäi in 
SBien. Slii 2 Karten unb 2 Tafeln. Sh. 126.

Sie bentfdjen SItertänter Bon Dr. gtanj gubfe, Tirettor be< Stöbt SJiufeum* 
in Staunfibiueig. SRit 70 Slbbilbungen. Sh. 124.

Stbrijj bet Sutgentabe Bon ^ofrai Dr. Cito Bipet in SRündjen. Seit 30 SS> 
bilbungen. 9h. 119.

Seutfdfe Kuliurgefcbiäte Bon Dr. Stein!). Sünitjer. 9h. 56.
Sentfdfeb Seben int 12. tu 13. gabtbunbert Seanommentar ju ben 8oI8- 

unb Kunfiepen unb »um Siinneiang. I: CffentlicEieä Seben. Son Stof. 
Dr.guLTieifenbadietingreibutguSS. SKit 1 täfel u. abbilbungen. Sh. 98.

— U: Srioatleben. SKit SIbbilbungen. Sh. 328.
Cnelleufunbe »ur Seutfcben ©efdjiäte Bon Dr. (Jad gacob, Brof. an bet 

Unioerfität in Tübingen. 1. SSanb. Sh. 279.
Cfterreiibifcbe Sefdjitbte. I: SJon ber Htjeir biä jum Tobe König SUbte^B DL 

(1439) Bon Brof. Dr. gtanj Bon Kroneö, neubearbettet Bon Dr. Kcd 
Ugiiq, Sßtof. an bet Unis. ®taj. SSit 11 Stammtafeln. Sir. 104.

— II: Sfom Tobe König SUbretbiS II bis jum äBefrfäliidjen gtieben (1440 
bis 1643) Bon $rof. Dr. granj Bon Krones, neubearbettet oon Dr. Kad 
U$Iitj, $tof. an ber Uniberfüät Sraj. SKit 2 Stammtafeln. Sh. 105.

®nglifd)e ®cfd)iibte Bon SSrof. S. ©erbet, Cberlebret in Tüffelbotf. Sh. 375. 
grtanjöfiffte ®efd)idjte Bon Dr. St. Stemfelb, Traf, an ber Unia. SBerlüt. Sh. 85. 
9luififd)e Setd)id;te Bon Dr. SBil^elm Steeb, Cberlebret am Ciiergpmnafimn 

in SRatnä- Sh. 4.
Solniftbe ©efdjidjtt Bon Dr. Element SSranbenburget in Sofern Sh. 338. 
gpanif^e Sefdiiiöie Bon Dr. ®ujt TierdS. Sh. 266.
6<btt>eijetifibe Sefdjidjte B. Dr. K. Tänblilet, Sgcof. a. b. Unin. güritb- Stt-188.
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©eMiöte bet Srifilitfitn Sallanitaatcn (Sulgarien, Serbien, Stumönien, 
Scnntencgro, ®ricd)enianb) non Dr. ®. ataa in gempten. Str. 331. 

SatjcriMe GJcfdiiÄte Bon Dr. ganä £del in SugSbnrg. Str. 160.
EätbfiMe Seföi^te Bon Stof. Cito Stammel, Steltor beä 91i!olaigt)mnafiumä 

ju Srifäis- 10°-
S^äringiWe SeMidjte Bon Dr. Graft Scbrient in Sena. Str. 352.
Babifäe ®qt6id)te Bon Dr. Storl 3rnr.net, Stof. am ®t;mnafiitm in SSfog^eim 

isnb ißtibatbojent bet @ej$id;te an bet Se^n. gadjfdjule in gatßru$e. 
Str. 230.

SeMiftte Sot^rinBtstä Son @eb. Steg.=St. Dr. gerat. Seridjämeiler in gtrafr 
bürg. Str. 6.

Sie SnUat bet Senaiffanre. Seiiitatg, gotfÄung, Sifttung Bon Dr. Stöbert 
g. Smolb, Btofeffot an bet Uniberiität SSien. Sir. 189.

®eMi$te bed 19. 3aMunbertS Bon £Star Säger, o. gonoratprofefinr an 
bet Uniberfität 3onn. 1. Sänbthen: 1S00—1852. Sir. 216.

— 2. Sänb^en: 1853 6U Cr.be bei Saijr^unbctid. Sir. 217.
Snlonialgcf^i^te bon Dr. Sietticf) gdjäfer, Sgrof- bet ©e^iefife an bet Unib. 

Berlin. 91t- 156.
Sie Stcmatbi in bet bcuifäen ©efiitjte Bon SitH. abmiralitätlrai Dr. Graft 

bon galle, Stof, an bet Uniberfitäi Serlin. 91t. 370.
W Weitere Bände find in Vorbereitung.

©eograp^t^e Siblwtljet.
@er>grab5ie ton Dr. Giegm. Oüntljer, Shofenor an ber ßönigL 

DedmifÄen ^öd;i^ule in -Künden. iDZit 32 9I55übungen. 9h. 26. 
Ifhonomifdje ©eogrcWe seit Dr. Giegm. Sünder, Shofenor an bet ^onigL 

Sed)nij(f;en ^odjftijule in SWundjen. S)Ht 52 Slöbiloungen. Sh. 92. 
Itimatnnbe. I: SHIgemeine ^.limale^re ben ^rofeffor Dr. 23. Joppen, 

SKeieoroIoge ber Geewarie Jamburg. SKii 7 Dafein u. 2 Eguren. 9h. 114. 
Keteowlogie bon Dr. 23. Sraöeri, ^rofeffor a. b. Uiiiberjitäf in Snnsbrui 

SJJti 49 Slbbilbungen uub 7 Safe In. Sir. 54
Sfteercsfnnbe bon Dr. Serfjarb Gcfjott, SIBfeilungSborfieljer an ber 

Sentföen Geensarte in Jamburg. SDät 28 2155. im Sext u. 8 Xafeln. 9£r. 112. 
^aiäogeogra^hie. ©eologifdje ©eft^icfjfe bet 2Äeere u. geftlänber b. Dr. gnntä 

^offm at in 23ien. SJlit 6 garten. Sh. 406.
Sie 9(l5eii bon Dr. 1Ro5. Gieger, $Jrof. an bei Uniberfiiat Srag. 3Jc.it 19 2lb5il* 

bungen unb 1 Äarie. 9?r. 129.
©leifÄerlnnbe bon Dr. §ri§ SKa^aäe! in 23ien. SRit 5 Slbbilbungcn im Sext 

unb 11 tafeln. 9h. 154.
^flanscngeDgrapäie bon Sßrof. Dr. Submig SieK, ^riüaiboj. an ber Uniberf. 

Serlin. 389.
Siergeograb^ic bon Dr. 21rnolb 3aco5i, 23rofe[for ber Soologie an ber ®onigL 

gorftafabemie gu Sbaranbt. SDit 2 harten. 9h- 218.
Sänberfnnbe bon ©uroba bon Dr. grana ^eiberi^, Sßrofeffor am granci^co» 

Sofep^inum in SRöbling. SJtii 14 Sextiäricfjen unb Diagrammen unb einer 
ß'arie ber 2Hpeneinteilung. 9h. 62.

— ber au§ereuro?äifi5en Erbteile bon Dr. grans $eiberitf), ^rofeftor 
am grancteco<Jüfep§mum in 9JlöbIing. SRiillDextiartdjen u. profil. 3h. 63. 
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Sanbegtanbe anb Sirffthnftägeograbüie be8 geßlonbcä Staftrcliea Son
Dr. fturt ©ojiert, Brofeßor cm ber $mbel^o^äjule tat Röln. Kit 8 2tB» 
Bilbungea, 6 graphiMen Tabellen unb 1 Raste. Sta. 319.

— Von Sabea Son Brofefior Dr. O. fiienit in Soriäruhe. Kit Profilen, 
Slbbilbungen unb 1 Starte. Str. 199.

— brä fiönigreitfiä Sal)trn Boa Dr. SB. ®5h, Srofelfor an bet fibnigl. Sedjn.
©otfjfdjule SRünchen. Kü Profilen, abbilbungen unb 1 Sorte. Str. 173. 

— bet Bepablit Sraßlieu tum Slobolpho oon Shering. Kit 12 Sbbilbungen 
unb einer Sorte. Str. 373.

— bau Sritifch-Storbomeriro Bon Brofenor Dr. a. £t>pel in Sremeu. Kit 
13 Sbbilbungen unb 1 Sorte. Str. 284.

— Boa Glfaß«Sothringen Bon Stof. Dr. 32. Sangenbeä in Stragburg t 6.
Kit 11 abbilbungen unb 1 Sorte. Str. 215.

— beg ©roBherjogtunib .Reffen, ber Bronin; ©effen-Stcffon nab beä Sürßen-
tu:n= Salbecf Bon Brof. Dr. Seorg (greint ist Sarmftabt. Kit 13 äbbil« 
bungen unb 1 Sorte. Str. 376.

— bet Sbcrifchen ©albinfct b. Dr. griB Stege!, Stof. a. b. Itnib. Sügburg.
Kit S Rärtrüen unb 8 2I6bilö. im Zejt unb 1 Starte int garbenbrud. Sir. 235- 

— Bon Cßerreith-llngarn Bon Dr. Sllfrcb @runb, Brofeffor an bet Uniberfitöt 
Berlin. Kit 10 Scjiinußrctioncn unb 1 Sorte. St» 244.

— ber SücmbroBinj Bon Dr. S. gteinede, Sirefior beä Stealgbmnafiuinä 
in Gffen. Kit 9 2tbb., 3 Rärtdjen unb 1 Sorte. Sir. 308.

— beä (ruropäii^en Staslanbä nebft ginntanbä Bon Dr. SSIfreb KßipBjcm, 
orb. Brof. ber ©cograpbie an ber UniBerfiiäi ©alle a. S. Kit 9 Stbbilbmcgen, 
7 Sejtiarten unb einer litüographißöen Sarte. 3lr. 359.

— bc» Sönigrei^ä Sathfeu ton Dr. 3. gemmrüS, Oberlehrer am Seal- 
gpmnmium in Blauen. Kit 12 Sbbilbungen unb 1 Starte. Sir. 258. 

— ber Edjtoeij Bon Spmnafialiehixr Dr. ©. SBalfer in Sern. Kit 16 SS« 
biibungeu unb einer Sorte. 3tr. 398.

— Bon etonbinauien (Schmeben, Stortoegen unb Sönemar!) Bon ©einruh
Serp, ßehrer am @:jmnoiium unb ßehrer ber Grbfunbe cm Gomeniuä« 
Seminar au Sonn. Kit 11 SIbbilbungcn unb 1 Satte. Str. 202. 

— ber Bereinigten Staaten Bon Storbamerita Bon $rof. Heinrich giftet, 
Oberlehrer am Suifenftäbiijdjen Stealgijmnofium in Sedin. Kit Sorten, 
tjiguren im $ejt unb Xafeln. 2 Sünbchen. 32t. 381, 382.

— bc3 RünigreidjS SSrttenrberg Bon Dr. Suri ©affert, Srofefjor an ber 
^onbelätjodjfdjule in Söln. Kit 16 Bollbilbem unb 1 Sorte. Str. 157. 

Sanbc»- unb Soltstanbe Baläßinaä Bon Srioaibojent Dr. @. ^blßbet in 
©alle a. S. Kit 8 Sollbilbern unb einer Karte. ffir. 345.

Sültertunbe Bon Dr. Kühnel ©aberlanbt, BriBatbojent an ber UniBerfiiät 
SSien. Kit 56 SIBbilbungen. Sir. 73.

fiartenfnnbe, gefchidjilid) bargeftent Bon E. Selcich, Sireltor ber I. I. Stau» 
tifdjen gdjule in ßuifinpiccolo unb 3- Sauter, Brofcßor am SRealgrcm» 
naßum in Ulm, neu bearbeitet Bon Dr. Saul Sinje, Slijiftent ber ®efeU> 
fdjaft für Grbtunbe in Sedin. Kit 70 Sbbilbungen. Sir. 30.

iW Weitere Bänbe finö in Vorbereitung.
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®sfö«6:e ber KaibemntH Bon Dr. ä. Sturm, Sßtofeffor am Ebergljmmifium 
in geitenfietien. Str. 226.

Srii^’netit nnb SHgebrn Bon Dr. ^ermann Sdjubert, $rof. an ber ®ele%rten«
[Suis beä gcbanneumä in gcmburg. Str. 47.

Seifßielianmtag isa Hriibmetii unb Bon Dr. ^ermann Säubert,
$rof. an bet ®ele§rteuf<^ule beS gobanaeumä in Jamburg. Sit 48. 

Setenninanten Bon Sgau! 3. giftet, Ebetle^ter an bet Cberrecliö/de ja
@ro§=SiibterfeIbe. Str. 40ä.

@6eae ®eomeirie mit 110 jmeifaro. giguren Bon ®. Mahler, $rof. am ®5m«
nafium in Ulm. Sin 41.

Sarftellenbe ©eometrie I mit 110 giguren Bon Dr. Kob. ©augner, $rsf. an 
bet UniBerfitäi Sena. Sin 142.

------ H. Sät 40 giguren. übt. 143. 
®eae trab (sbäröme Sriaonomeirie mit 70 giguren ton Dr. ®erwarb Reffen«

Berg, fBri»atboäent an bet Sein. fiod>;^u!e Serlin. übt. 99.
Stereometrie mit 44 gignten Bon Dr. K. ®lafet in Stuttgart übt 97. 
Riebere ärsalnfi® mit 6 gig. Bon fßrof. Dr. Seneb® Sporer in ©biogen. Sir. 53. 
Sierftellige Sajeln nnb Segentafeln für logaritSmif^e? unb trigonometrifrpeJ

Kedjnen in gtmei gerben jufemmengefteltt Bon Dr. $ermann Säubert, 
Stof, an bet ®ele!jrienfd?ule beä Soßannenm» in Jamburg. übt. *1. 

güitfßeHige Sogaritbmen Bon Stsfeifot Slug. Slbler, Sirettor bet 1.1 Staat*« 
obetreaii^ule in Stea. Str. 423.

HmtlbtiW ®eomctrie ber ©jene mit 57 gignten Bon ^rsf- Dr. Sb. Simon 
in Strasburg. Sir. 65.

Sufgatafammtag sur mtalt)tifi$en Seomefrie ber SSene mit 33 gig. Bon
ß. SJ. Sürilen, igtofefiot am SRealgtjmnafium in Srü®äb.<®münb. Str. 25«. 

Sfaalgttftbe Seometrie beb KaumeS mit 28 ©bilbmtgen Bon ißtofeffor Dr.
ffi. Simon in Strafiburg. Str. 89.

ähifgaSenfmnmlang jur anali)nftüen ®eometrie be® Kannteä mit 8 gig.
sou C. Slj. SütOen, ißtof. am Stealgijmnaßum in Sd)iuäö.=®münb. Str. 309. 

Nähere Knalbfiä I: Sifferentialre^nnng mit 68 gignten Bon Dr. griebri^ 
gunlet, ißtof. am ffiarBgtimnaftam in Stuttgart. Str. 87.

— H: gntegralreiönung mit 89 giguren Bon Dr. gtiebri^ gunta, Stof, am
Satßgijmnafiunt in Stuttgart Sir. 8S.

Kcbetitorinm unb »nfgaSenfammlnitg jur Sifferentialredjnimg mit 46 gig.
Bon Dr. griebt. Sanier, Sßtof. mn SarBggmnafium in Stuttgart Sir. 146. 

sRebetitorium unb Slufgabenfammlang jn» gntegralrcdjnang mit 52 gig. Bon
Dr. griebr. guuler, SSrof. am ÄarBgnmnafiunc in Stuttgart Stu 147. 

Sßrojetiibe Seometrie in f?nt§etifi$er SebmbtUKg mit 91 gig. Bon Dr. St.
Sioebiemann, ißrof. an ber Uniaerfitit Siünr&en. Str. 72.

Siatbematifrbe gormelfammlimg nnb Kebetitorium ber ffintbemati!, entb- 
bie tmdjtigften gormeln unb Sebrfäse bet Mriibmetü, SIgebra, algebrai'itjen 
Slnalbfib, ebenen ®eometrie, Stereometrie, ebenen unb fpfiärijtfien Stigons» 
meirie, maä}. Seograbbie, analbt Seomeirie bet ebene unb beS Kaurnei, 
ber Differential« unb gnfegralredmung Bon O. Sh. Sürilen, Stof- nm 
figl. Keaigbmnafium in S^to.=®müab. Mit 13 giguren. Str. 51.
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Serftaernngämatbematif bon Dr. ®freb Soeinp, ®rof. an bet Uniberfität 
greiburg i. 8t St. 180.

SnäBlei^nngJre^nmtg nad) her Ketbobe her Ileinften Enabrate mit 15 gig. 
unb 2 Tafeln bon 2Bit&. ®eitbrei$t, ^rofeffct bet OJeoMiie in 
Stuttgart. Kr. 302.

Seftnranalijfiä bon Dr. giegfr. Salentaer, iBribaibojeni für an bet 
Uniberfität Serlin. SRit 11 giguren. Str. 354.

äftronomifcbe Oieonrabbie mit 52 giguren bon Dr. Siegln. Sünder, $rof.
an her 5Mjn. $otfn'iiule in SKinden. St, 92.

SftropbpfiL Sie Sefibaffenbeit bet ®immeI3Iärper bon Dr. Salter g. Si3» 
licenuS, ®rof. an ber Uniberfität StraBburg. SRit 11 Abbildungen. Sir. 91.

Aftronomie. ©röse, Semegung unb Sntfemung ber SimmeBIbrper bon 
21. g. iKöbiuS, neubeatb. bon Dr. ffi. g. SiSHcenub, ?rof. an ber Unib. 
Strasburg. SEii 38 2Ibbilbungen unb 1 Sternlarte. Sh. 11.

Seobäfie mit 66 Wölbungen bon Dr. E. 5Eebiüens. 5J?rof. an ber Seän. $od> 
fdjule ^annobet. 81t. 102.

SJantif. Surser 2Ibri§ bei tägli^ an Sotb bon $anbeBfdiiffen angetbanbten 
SeiB ber S®iffat;rt3!unbe mit 56 Sbbilbungen non Dr. graus Sdjtilse, 
Sireftor bet tttabigationäf^ufe ju fiüöei. Str. 84.

®eometrif<bc® geidjnen bon $. Seiet, Std'iieü unb Sebret an bet San» 
getoerifdjule in SRagbeburg, neu bearbeitet bon ®tof. g. Sonbedinn, 
Tiretar bet Stgl. Saugetoerlfdjule ja SRünfter L ®. SKit 290 giguren unb 
23 Tafeln int Test Er. 58.

iW Weitere Bände find in Vorbereitung. Gleicbjeifig macht die 
Verlagsbandlung auf bie »Sammlung Schubert“, eine Sammlung 
matbematifcber Cebrbücber, aufmerksam, ein vollftändiges Ver» 
3ei<hnis diefer Sammlung, fowie ein ausführlicher matbema- 
tifcber Katalog ber 6. J. ßöfchen’fcben Verlagsbanblung können 
kostenfrei burcb jede Buchhandlung besagen werben.

Staturwiffenf^aftn^e
£er nteufAIiibe Stürmer, fein San unb feine Sätigfeiten, bon 5. ätebmann, 

ESerfdjuIrai in äarBruIjet ®lit ®efuub^eiBIebte bon Dr. med. 6- Seilet. 
®tit 47 Stbbilbungen unb 1 Xafel. 31r. 18.

Utgef$ti$te ber SDlenfiWit bon Dr. SRoriä ®oerue3, .$rof. an ber Uniberfität 
SSien. Slit 53 abBißungen. ffc. 42.

Sölferfunbe bon Dr. Slidiael ^aSerlanbt, I. u. t ffuiioJ ber ei^nogr. Samm» 
lang beä natatbiflot. ®ofmufeum3 u. Sribatbojent an bet Uniberfität SSien. 
SRii 51 acbbübungen. SSt. 73.

Stetftmbe bon Dr. gratis b. Sagner, ¥rof. an ber Uniberfität ®ra}. ®Hi 
78 aSbübungen. Str. 60.

Hbri§ ber Siologte ber Tiere bon Dr. 4>entrii^ Statoil;, igrofeifor an bet 
Uniberfität Setpjig. Sir. 131.

Tiergeographie bon Dr. Ilmolb gacobi, Stof, ber gooiogie an bet SgL gorü» 
alabemie ju Stiaranbt ®Ht 2 garten. Sir. 218.
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SaS Sicrreidj. I: Säugetiere, ban Cberfhtbienrat Srcf. Dr. fiurt Samprrt, 
Sorfteber beä SgL Slaturalieniabinettä in Stuttgart. SüilSÜIbbilb. Sir. 282.

— HI: {Reptilien unb Slmphttien. Sen Dr. granj Serner, prihatboient an 
bet llniberfität Eien. Stil -IS ®5übungen. Sir. 333.

— IV: giftle, ban Dr. Siar Stotler, Srieatbojent ber goologie an her Uni= 
terfität Siegen. Mit 37 Sßbilbuiigen. Sir. 358.

GniÄtdlnngggeftijiihte bet Ziere bau Prof. Dr. gab?. SReifenbeiraer, prieat« 
baäer.t ber Zoologie an ber Unibcrfität Marburg. I: gurthung, primitiv 
anlagen, Sarsen, gotmbilbur.g, &mbri)onalf)üUen. Mit 48 gig. Sir. 378.

— II: Crganbilbung. Mit 46 giguren. Sir. 379.
g^marahet unb Gdjmarubcrtanr in ber Sierturft. Erfte Einführung in bie 

iierijdje Gdr.arogertur.be bau Dr. granj b. Eagner, profeffor au ber 
llniberfität ©raj. Mit 67 SSbbilbuugen. Sir. 151.

©efdjisbte ber Zoologie bau Dr. Pub. Surrfharbt, tueil. Pirettor ber 3aolo= 
giften Station beä berliner Sguariumä in Slobigno ßftrien). Sir. 337.

Sie Pflanie, ihr Sau unb ihr Seien bau Überlebtet Dr. 6. pennert SRit 
96 abbilbungen. ' Sir. 44.

Saä Pflanjcnreith. Einteilung beS gefamten Pflanjertreith® mit ben miS= 
tieften unb betonteren Sitten wn Dr. g. Sleinede in Sreälau unb Dr. 
E. SRiguia, Prof. an ber gorftalabemie Gijenadj. Mit 50 gig. Sir. 122.

Pflanjenbiologie bon Dr. E. Piigula, Prof. an ber gorftatabemie Gifencth. 
Mit 50 Pbbilbungen. Pr. 127.

Pfiansengeograbhie Bon Prof. Dr. Subtoig Siels, Prisatboj. an ber Uniberi.
Setiin. • Sir. 3S9.

Biorbbologie, Snafotnie unb Phufidogic ber Pflansen hon Dr. E. Piignla, 
Prof. an ber gorftatabemie ©jenad;. Mit 50 äffibitbungen. Sir. 141.

Sie Pflausen»eit bet ®c»äffer hon Dr. E. Piigula, Prof. an ber gorftatabemie 
Sijencdj. Mit 50 Pbbübungen. Sir. lös.

Jjfurfisnäflora bau Scufftblanb sum Sertimmen ber häufigeren in SJeutfdi» 
tob K:ilbmcijenben igflansen hon Dr. E. SRiguia, igrof. an ber gor^ 
atabemie ©jenad). 2 Zeile. Mit 100 Slbbilbungen. Sir. 268, 269.

Sie SlabeHjäljer bau iprof. Dr. g. SS. Sieger in Zharanbt Mit 85 SlbbiU 
bürgen, 5 Tabellen unb 3 Sorten. Sir. 335.

SluhPflaujen bau Srof. Dr. g. SeijrenS, SBorfl. ber ®roBIj. lanbwirtidjaftL 
SSerfudjäanft. Sluguflenberg. Mit 53 giguren. Sir. 123.

Sa3 elftem ber Slätcnpflanjcn mit SüuSfchluB bet ®t)mnofpermen Bon Dr. 
SR. Silger, Slfiiftent am SgL Satanifchen ©arten in SBerIin=®aI;lem. Mit 
31 giguren. Sir. 393.

Sflcnjenlranlbeiieu bon Dr. Eerner griebridj Srud in Siegen. Mit 1 färb. 
Safe! unb 45 SIbbifbungen. Sir. 310.

Mineralogie bon Dr. 31. SBraunS, Srofeffor an b. Uniberfität Sonn. SRit 130 5(6= 
E-Übungen. Jit. 29.

©eotogie in turjem SluSgug für Stfiulen unb jur Selbftbeleljrung sufammen» 
geteilt bon Stof. Dr. ßbern. graaS in Stuttgart. Mit 16 SISbilbungen unb 
4 Zafeln mit 51 giguren. SRt. 13.

Paläontologie ben Dr. SRub. $oerne3, Srofeffor an bet Unioerjität @103. SRit 
87 Sibbiibungen. Sir. 95.

Petrographie bon Dr. E. SrubnS, profeffor an bet Uniberfität etra&burg t g. 
SRit 15 Slbbiibungen. SRt. 173. 
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itriftaltograBbie Son Dr. S. Srubnä, Sirof. an bet Uniberfität Strasburg. 
SSiit 190 Slbbilbungen. Sir. 210.

Sefibiibte ber Sbbfit Bon 3L Siftner, $?rof. an bet Stoff!;. Slealfdjule ju girP- 
beim a. G. I: Sie SU SieiBton. Mit 13 Figuren. Str. 293. 

— II: Sie bon Sietuton bp gut Segentnart SRit 3 giguren. Str. 294. 
Sljeoretifdie ^bBfit L Seil: SJiedjanil unb Stlufn!. S3on Dr. Snflab Säget

Straf, ber Sbtjfil an her Sedjnifdjen godjfdjule m Bien. Mitwäbb. Str. 76.
— n. Seil: £idjt tmb Särme. Son Dr. SuftaB Säger, SSror. ber m ber 

Sedjnifdjen $odjfd;ule in 23ien. SRii 47 Slbbiloungen. Str. 77.
— m. Seil: GIe’triäität tmb StagnetiSmuä. Son Dr. Suflab Säger, Stof.

ber S!|t)fi! an ber Sedjnifdjen $od)fdjule in Bien. SJtii 33 ülbbilb. Str. 78.
— IV. Seil: Glettromaßr.etifdje flidjttbeorie unb Gleltronit S3on Dr. Sufiao 

Säger, Straf. ber an ber Sefmifcben f>o<bjdiufe in Bien. Mit 
21 giguren. Str. 374.

SJabioaltioität Bon SSilb- grommel. Mit 18 giguren. Sir. 317.
fßbbfitalifibe fflcffungSmeibobcn Bon Dr. Silljelm Saljrbt, Cberlebrer an ber 

Cberrealfdjule in ®roj;=£id)tcrfetbe. Mit 49 giguren. Str. 301.
Sefdjidjte ber (Hjemie ton Dr. $ugo Sauer, Slfjiftent am dem. flaboratorium 

bet Sgl. Sedjnifdjen ^odjjcbule Stuttgart I: SBon ben älteften Seiten 
bi» snr SSetbcennungbtbcorie Bon £aooijiet Str. 264.

— H: Son fianoijiet bU jur ©egenmart Sir. 2G5.
Snorganifdje ©jentie Bon Dr. 3o[. Sicht in Mannbeim. Str. 37.
Metalloibe (Slnorganifdje Gijemie I. Seil) Ban Dr. Cätar Edmibt, biöt. 3n»

genieut, SIffiftent an ber Sigi. Saugetoerifibule in Stuttgart Str. 211.
Metalle (Slnorganifdje Sbemie H. Seil) Bon Dr. Dstar E^mibt, bipl- Sage« 

nieur, Slffijtent an ber SgL Saugemerlfdule in Stuttgart Str. 212.
Erganifdje Gbentie Bon Dr. Sof. ftlein in Mannheim. Str. 33.
Gbcmie ber Sloblenftoffucrbinbungcn Bon Dr. $ugo Sauer, Stffiflent am 

djem. flaboratorium bet SlgL Sedjn. $odj[djule Stuttgart L II: aiipba» 
tijdie USerbinbungen. 2 Seile. Stu 191, 192.

— HI: ItarboctjHiftbe SSerbinbungen. Sit 193.
— IV: Jpeterocuffifdie Serbinbangen. Sir. 194.
Slnalbtifibe Gbemie Bon Dr. SobanneS Soppe. I: Sbeorie unb Sang ber

Slnali)ie. Sit 247.
— II: SRealtion ber ®etaHoibe unb Stefane. Sit 248.
Kaganatbfe Bon Dr. Otto SRöbm in Stuttgart Mit 14 gig. Sir. 221. 
Seibniitb-Sbemifibe Snalnfe Bon Dr. 0. Sunge, ißrof. au ber Gibgen. Stolpteibm

Sdjule in Sürid). SHit 16 Slbbilbungen. Str. 195.
6icreo<bemie oon Dr. G. SBebelinb, SSrofeffor an ber Unioerfität Sübtngen.

®tit 34 SIbbilbungen. Str. 201.
allgemeine unb Bbbfitalifdje Gbentie Bon Dr. 27tar Siubotpbi, SSrofeffor an 

ber Sedjn. $od)jdjule in Sarmftabt Mit 22 giguren. Sit 71.
Sleltrmbemie non Dr. $einridj Sanneei in griebtidjSbagen. I. Seil: Sbeorenidje 

(Hettrodjemie unb ihre pbbHbäifcb-^emifdjen Snmblagen. Mit 18 giguren. 
Sit 252. 

— II: GjperimenteHe ©ettrocbemie, Mefjmetljoben, Seitfäbigteit, Abfragen. 
®lit 26 giguren. Sir. 253.

Sfgritulturdjeinie. I: ifSflansenernäbrung Bon Dr. Sari Stauet Bit 329.
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agrifetaröentiWe S mir oll» efen B. Dr. 'Seul Srifdje in SSttingen. SSt. 304.
SbRiMngiMe Sftemie Bon Dr. med. 2. £ega5n in Setiin. I: SifimilaHon. 

SKit 2 Tafeln. Sh. 240.
— n: Siffinrilation. SRii einet Tafel. Six. 241.
SRetearologie Bon Dr. SS. Trabert, $rof. an bet Uniserfität gnnJSrui SJlü

48 'Ubbübungen unb 7 Tafeln. Six. 54.
®rbmagne:i?nui5, ffirbftrom unb Sßolarn^t ton Dr. 31. Slippolbt jr., SRiiglieb . 

bei ÄbuigL Sreugifc^en SReteorologifi^en gixftitus iu ißotsbant. 3JHt 
14 ®6ilbungen unb 3 Tafeln. Sir. 175.

MSrsaamie. ®röge, Setoegung unb fetfemung bet $tameß!3rper ton 
SL g. SRöBiuJ, neu SearB. ton Dr. SS. g. SiilieenuS, Stof, an bet Unis. 
€fca§5uxg. SRit 38 SMilbungen unb 1 gternlarte. Sh. 11.

ä'sxssbnü!. Sie SefiJaffenSeit bei ^immeläiBrper Bon Dr. Kalter g. SSi3Ii= 
cenuS, $rof. an bet UniBerf. SttagBurg. Mit 11 2lB5ilbungen. Sir. 91.

Mfasitoniväe SeogrnWe ton Dr. Siegln. ©fintier, ißtef. an bet Tein.
^oÄfs^ule in SRündjen. Slii 52 OTBübungen. Sir. 92.

Setgtapbie Son Dr. Siegln. ©üntger, Shof. an bet SSnigL Tet^n.
§eiriuie in Künden. SJlit 32 2®ilbungen. Sir. 26.

¥4Ssifs^e SReereStobe ton Dr. ©erwarb Schott, SIBteilungäboriieber an bet 
Teurfdjen Seemarte in fiamBirrg. Silit 28 2155. im Tejt u. 8 Taf. Sir. 112.

JUimatnnbe I: allgemeine Slimaie^xe Son ißrof. Dr. S. Sippen, SReteoroIoge 
bet Seemarte Hamburg. Silit 7 Taf. u. 2 gig. Six. 114.

ÄF Weitere Bänbe Knb in Vorbereituna.

SeMi^fe Per ¥5pfil ton X Hifiner, Sßrofeiior an bet Sug®. SRealfdjuIe ju 
Einä^eim a. ®. I: Sie Slbpjit Biä Sletoion. SJlit 13 Sig. Sir. 293. 

— II: Sie ißßtifil Bon Sleioion 6i3 jur SegenWart. ®lit 13 giguren. Str. 294. 
SÜeoretifdje Süpftl. I: Bledjani! unb SHufti!. Son Dr. @u[iaS gäger, $rof. 

an bet Uniserjität SSien. 2Ri± 19 2ibbilbi:ngen: Str. 76.
— II: Si^t unb SSärme. SJlii 47 SiBBübungen. Sir. 77.
— DI: Eieltrijitäi unb SlagnefiSmuä. ®it 33 älBSilbungen. Sir. 78. 
— IV: (Heltromagnetiidje Sii^ti^eorie unb Eieltronil Son Dr. SuflaB 

‘ Säget, SltofeJJot bet ißljtjfii an bet Se^nif^en ^o^f^uie in Sien. ®lii 
21 giguten. Sh. 374.

SRabwattiBität Bon 5Bi5. grommel. SRit 18 giguten. Sir. 317.
¥4gft!alifibe SReffaugSntetijoben Bon Dr. SSilfjelm SSaijtbf, DB erlebter an her 

Dberreaii$ule in Sro^Si^terielbe. EHi 49 giguten. Sh. 301.
¥bpti!aiiWe Sufgafienfautmlung Bon S. SRaijlet, Sßrofefiot aut ®ijmna[iunt 

in Ulm. SRii ben iRefultaien. Sh. 243.
¥5bfilalifdje 3ntmelfautntlung Bon ®. SRaljler, iJStofeifor ant ®nmna[ium 

in Ulm. . 9h. 136.
SetoranalbfB Bon Dr. Siegfr. SMentiner, ^ribafiojent ffc $bpfil an bet 

UniSerfitii SSedtn. Slii 11 gtguren. Sh. 354.
Weitere Bänöe finb in Vorbereituna.
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8tbliDÖjet jur
SefXiXre her Ebetnie bon Dr. $ugo Sauer, SRijient am djem. Saboralorium 

bet Sgl. SeXnifXen ^oXJXuIe Stuttgart I: San ben ältejlen Seiten 
Bi3 jur BerbrennungStbeorie ton Saboifier. Sh. 264.

— II: Bon Saboiiier SU t’ar Segenmart. Sir. 265.
Snorganifd;e Exemte ton Dr. gof. giein in Slann^eint. Sir. 37.
SRetoIIoibe (Snorganifdje Exemte I) bon Dr. £5Iar Sdjmibt, bipL Sngenieut, 

Sffifient an ber Sgl BaugetoerffXule in Stattsari. Str. 211.
ailetalle (SnorganifXe Exemte n) Bon Dr. £3Iar g^mibt, bipL gugenieur, 

Stffiftent an ber ®gL SaugetnetlfXule in Stuttgart Sir. 212.
Crganifdje Stjemie Bon Dr. goj. giein in SEannbeim. Sir. 38.
Ebemie ber UnblenftoffOerbinbnngen bon Dr. gugo Sauer, Sififtent am 

djem. Saboratorium ber ®gL Sedin. $oXfXu!e Stuttgart I, n: SEirba- 
iifde Berbinbungen. 2 Seile. Sh. 191, 192.

— m: ftcrboc^fiii^e SSerbinbungcn. Sir. 193.
— IV: ^eteroetjilifdje Berbinbungen. Sh. 194.
Sualijtifdje ß^emie Bon Dr. gobanneä $obpe. I: Xbecrie unb Sang bet 

Stnalbfe. Sh. 247.
— H: SRealtion ber SJletaHoibe unb SKetaHe. Sh. 248.
MaSanalgfe non Dr. Otto Slöbm in Stuttgart Stift 14 §ig. Sh. 221. 
SeXniiX’GbemifXe Stnalijfe bon Dr. @. £unge, Shofeflor an ber Eibgenöff.

igolijtedjn. Schule in gütid). ®it 16 SMilbungen. Sh. 195.
Stereodjemie bon Dr. 6. SBebetinb, ißtofeffor an ber Uniberfität Sübingen.

Stift 34 Stbbilbungen. Sh. 201.
allgemeine unb bbbfilaliMe Stiemte bon Dr. SKaj Siubolpbi, Btofeffcr an 

bet Sedjniidjen ^'Odjic&ule in Stannftabt Stift 22 gig. Sh. 71.
SeltroXemiebonDr.^einriX Sanneei in griebridjäljagen. I. Seil: S5eoretifdje 

Eleitrodjemie u. ihre piftfilaHiX-djemiidien SfamMagen. SEit 18 gig. Sh. 252. 
— II: GjperimenteHe Elettrodjemie, StleBmetboben, Seitfähtgteit, Sbfungen. 

Stitt 26 giguren. Sir. 253.
Stgrihilturdjemie I: ißpanäenernäBrung bon Dr. gart Stauer. Sh. 329. 
Sag agriMhtrcbentifibe Sontroßroefen b. Dr. $aulgriffe in Sättingen. Sh.304. 
^bbfwlogijdie ßbemie ton Dr. med. 5t Segnen in Berlin. I: Slffimilation. 

Stift 2 Safein. Sh: 240.
— n: Eifjimüation. StHt 1 Safet Sh. 241.
■ff* Siebe auch „Technologie“. Weitere Bände find in Vorbereitung.

Sibltot^ef jur Z^noloQie. 
Sexuologie.

allgemeine $entiftbe Sexuologie b. Dr. ®uft Sauter inEbadotienburg. Sh.113.
Sie gelte unb Cie foinie bie Seifen- unb Äeräenfabrilation unb bie $arje, 

Sade, girniffe mit ihren imdjtigfien ©ilfäftoffen bon Dr. Sari Braun. 
I: Einführung in bie Ebemie, »efgredjmtg einiger Safee unb bie gelte 
unb ßle. Sh. 335.

— H: Sie Seifenfabrilation, bie geifenaaalljfe unb bie Steräenfabrilalian. Stil
25 Sbbtlbungen. Sh. 336.

— Hl: $ar3e, Sade, gimiffe. Sh. 337.

13



Sie GjpIoftBftoffe. (Snfü^nmg in bie E^emie bet eppIofiBen Vorgänge Bon 
Dr. $. Srunitoig in SeubabelSbetg. SKit 16 Slbbilbungen. Sie. 333.

Sranereimefcn I: Käljeret ton Dr. Sau' Steuetfioff, Sireltor bet Stauet» 
unb in Srtama. SBit 16 SIbbilbungen. Sr. 303.

SaS Saffet unb Seine iBetmenbung in gnbuftrie unb ©etoetbe Bon SipUgng. 
Dr. Gruft gebet. SHi 15 ®bilbitngen. Sr. 261.

9(norg<riuüi)e tfiemifsfje gnbuftrie Bon Dr. ®uft. Sanier in ©jatlotienburg.
I: Sie Seblancfobainbuftrie unb ihre Sebenjseige. Siir 12 Safefn. St.205. 

— n: Ealir.enmeien, fialiialje, Süngerinbuftrie unb Ser»anbte3. Siit 6 Sa?. 
Sr. 206. 

— m: Snotganifi^e Ebemüdse Präparate. SRii 6 Safeln. St. 207. 
ffietallurgie Bon Dr. Stug. ®eie. 2 SSbe. SJiit 21 Sig. St. 313, 314. 
Sie gnbuftrie ber Siiitate, ber iüuftlitften Saufteine unb be® äBütieB Bon 

Dr. ®nftap Sautet. I: ®la3= unb letamijdje gnbuftrie. ®t 12 Safeln. 
St. 233. 

— II: Sie gnbuftrie ber lünftfi^en Saufteine unb beä ®25rteI3. SKit 12 Saf. 
St. 234.

Sie Sccrfarbftafje mit befonberer Serüäftdjtigung ber fpntbetif^en SJtetboben 
Bon Dr. £an4 Sudjeret, fgrofeffor a. b. JJgl. Se$niftE|en Ho^f^ule Stessen.

Sr. 214.
Xe^nologie.

®?e^anifi^e xe^nologie öon @e§. ^cfrct ^rof. 2L ßübide in SraunfdiiDeig. 
340, 341.

TcxHI’^nbnftne I: Spinnerei unb 3toimerei öon $rcf. SRnr Oüriler, Sets. 
3?egierung§rai im ^önigl. Sanbe^gemerbeami gu Berlin. SOlit 39 gig. ^r. 184. 

— n: Seberei, SSirferei, ^ofamcntiererei, Spi&en® unb ©arbinenfaörifation 
unb gilgfflbnJfltion non ^rnf. SJIaj ©ürtler, ®e$. SRegierungärai im ßönigL 

£anbe§geroerbeamt ju Berlin. SKit 27 (Jiguren. Sir. 185.
— UI: 23cf!$erei, SBIeidjerei, Färberei unb i^re bon Dr. SSiHj.

SQanot, Seljrer an ber $reuß. jyadjidjuXe für Se£iü=3nbuftrie in &re» 
felb. ^jii_28 Figuren. Sir. 186.

^F- Weitere Bande find in Vorbereitung.

£BibIw±I>et 311 ben 5tigenieurwif|enic$affen.
2a§ Sedjnen in ber Sciftnit u. feine Hilfsmittel (Sedienftbieber, Secf)entaWn, 

Sedjenmafcbinen ufto.) iura gngenieut Sol;. Eugen Kaper in SatlStube i. SB. 
Siit 30 Sbb. 5Jr. 405.

fflaterialprüfungämefen. GinfübrunginbientobemeSecbnilbetSRaterialBrüfung 
Bon S. ÜRemtniet, Siploin=3ngenieur, ftänb. SKiiatbeiiet am Sgl 2RateriaI» 
prüfungäamte ja ®tD6--SidjtetfeIbe. I: SlaterialeigenfiSaften.— geftigteitS» 
berfuiiie. — Hilfsmittel für SefiigleiiSBetfutpe. SRit 53 Siguten. fftt. 311. 

— H: äRetaUprüfung unb Prüfung Bon HilfSntaterialien beS SJicftSinenbaueS.
— SaumatermlSrüfimg. — Sapietprüfung. — Scjmiermittelprüfuug. — 
Einiges übet ffietallogtapbie. 9Jät 31 giguren. Sr. 312.

etaffl. I: Sie Stunbleftten bet ©tatif ftartet Körper Bon SS. Sauber, Siptom- 
Sngenienr. ä)Ht 82 giguren. St. 178.

— II: älugetDanbte ©tatil. SHt 61 giguren. Sr. 179. 
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ncftiglcitäleSre Bon 23. $auüer, Siplom-Sngenieitr. ®lif 56 giguren. Kr. 288. 
^pbraulii B. S3. Sauber, Siplom-Sngenieur in Stuttgart. Sät 44 gig. Sh. 397. 
(Seometrifific? Seidjnen Bon §. Seifer, STrdjiteft unb Setter an bet Sau- 

gerteriidjule in Magbeburg, neubearbeitet Bon ^rofeijor 3. Sonberlinn 
in ÜRünfiet. ffiit 290 giguren unb 23 Safeln im Xejt Sh. 58. 

®erfpetiit>e nebjt einem Stnbang über Scbattenlanftaltisu unb iBataHelper- 
jpeitioe Bon ülrdjiteit $an? gretberget, Cberleljrer an bet Saugeroerl- 
f^ule Köln. Mit 88 Ülbbilbungen. Sir. 57.

Sibattenfonftrultioneu Bon $rof. 3- Sonberlinn in Sämfiet. Kit 114 giguren.
Sh. 236.

®aranelt>erff>eltiue. SRedjtainHige unb fdjiefttinllige Stjonometrie Bon ®rof. 
3. Sonberltnn in äSünftet. ®it 121 Figuren. 3h. 260.

Sed)nifrf|e§ SBörterbudj Bon Grieb Kreb» in Berlin. L Seil: Seutf^-Guglifc^. 
Sh. 395.

— II. Seil: Gngliidj-Seutfcb. Sh. 396.
©eitrotetbnit. Ginfüljrung in bie ntoberne Sleidj» unb SSerbfelfiromtedfni!

Bon 3. ©errmann, 33rofeffor an bet JSöniglidj Sedjnifcben fiodidinh Stutt
gart. I: Sie pbljfilalifdien ©runblagen. SRii 47 giguren. Sh. 196. 

— n: Sie Sleidjfttomtedjnil. Mit 74 giguren. Sh. 197.
— III: Sie ä3ed)ielftromtett;nil. Mit 109 giguren. Sh. 198.
Sie ®Ieitbi'irommafd)ine Bon E. fiinjbrunnet, Sngenieur unb Sogent für

GIe'trotedjnil an bet SRunicipal School cf Sedjnologi? in SBiaudjefter. Mit 
78 giguren. Sir. 257.

Sa? SemiprcditBefen Bon Dr. Subirig Siellftab in Setlin. Mit 47 giguren 
unb 1 Safel. Sh. 155.

Sie deltrifibe Selegrapbie Bon Dr. Subtoig ghllftab. HJlii 19 giguten. Sh. 172. 
Maurer- u. Steinfjanerartciteu Bou Dr. phil. u. St.-3ng. Gbuatb Sajmitt 

in Sarmftabt. 3 Sänbdjen. Mit Bielen SIM Übungen. Sir. 419—421.
Gifcnlonftrultionen im Dodibau. SursgefaSteS §anbbmb mit Seifpielcn Son 

Sngenieur Sari Sdjinbler in Meißen. Mit 115 giguren. Sh. 322. 
Ser Gifenbctanbau Bon fReg.«®aumeifter Sari ®ögle in Serlin-gtegl®. 

SRit 77 SffiMbungen. Sit. 349.
Weisung unb Süftung Bon gngenieur 3o$anne3 Sörting, Sireitor bet Mit.« 

@ef. @ebrüber Körting tu Süfielborf. I: SaS SBefen unb bie SBeredjnung 
bet $eisung3« unb Süftangäaniagen. Mit 34 giguren. Sh. 342.

— II: Sie Mudfübrung bet ^eijmigä» unb Süfiungäanlagen. Sät 191 gi« 
guten. Sh. 343.

0a§« unb Sufferinftanatiunen mit (HnMIug bcr Stbcrtanlageu Bou Dr. phil. 
u. Sr.»3ng. Gbuatb Schmitt in Sarmftabt Mit 119 2®ilb. Sh. 412.

Sa? ffieranfdjlagen im Dodibam SfursgefaBteä <mnbbui übet baä Eefen be3 
ffioftenanfdjtageä Bon ®mil SeutingeT, Mrcbiteit S.S.M., Slififtent an bet Sedj« 
niidjen Jpodjfdjule in Sarmftabt. SRit Bielen giguren. Sh. 385.

SBaufübrung. SurägefaBteS $anb6u<b über ba3 Siefen bet Saufüljrung Bou 
Slrditclt Emil Seutinger, Siffiftent an bet Sedjnifdjen Sodjfdjule in Satm» 
(labt Mit 25 giguren unb 11 Sabellen. Sh. 399.

Cffentiidje ®abe- unb Sdiimmmanftalten Dr. Kati Solff, gtabi-Dbctbaurat 
in $annoBer. SJHt 50 gig. Sh. 3SO.
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Sie Moffibtenelentenie. RursgefaBteä Sehrhuch mit Seifpieten für baä Selbft» 
ftubium unb ben prcltifchen Bon fjriebrith 8artp, Oberingenieur
in SKtaberg. Sit 86 Siguren. 3h. 3.

Eifenhüttenlunbe bon K. ffroujj, bipLcmierter^ütreningcnieur. I: $aä Kob» 
elfen. SEit 17 giguten unb 4 Scfeln. Sh. 152.

— n: So3 Sibmiebeifex Wit 25 giguren unb 5 Tafeln. Sie. 153.
Teönif^e Särmelehre (Sherntobpnamif) Bon S. Säolther unb iE. Söttinger, 

$iplom»3ngenieuren. $Ht 54 giguren. Sh. 242.
Sie -SampfinnfiSine. Rurjgefagteä Sehrbuch mit Seifbielen für baä Selbp. 

jtabium unb ben prattifdjen ®ehrmt<h Bon griebrith Sarih, Ebermgenieur 
in «Börnberg. Seit 48 Siguten. Sh. 8.

Tie Sampfleffel. fiursgefahteä Sehtbmh mit Setfpielen für baä SeEftpnbtan 
unb ben pzaiiifthen Se&such Bon griebriib Sartp, Oberingenieur in 
Eüniberg. SKit 87 giguren. Sh. 9.

Tie ©aöfcaftmafihinen. Rursgefahte Sarfleilung ber tei^tigfren ®a=mafc&inen» 
Sauarten B. gngenieur SIfreb fiirfdjie in öcüe a. S. ®ät 55 giguren. Sh.316.

Sie Sempfturbinen, ihre SidungSipeife unb fionftruftion Bon Sngenieur 
Hermann SBilba, Etofefior am ftaaü. Seimifum in Stenten. ®!it 104 2£S» 
Mbungen. Sh. 274.

Sie jmetfmägigfie Setrieistaaft Bon griebrid; Sarth, Cberingenieur in Shim» 
tag. I: Sie mit Sampf betriebenen Slotoren nehfi 22 Tabellen über 
ihre Snfdjaffungä» unb SetriebSioften. Siti 14 Slbbübungen. Sh. 224.

— H: Serfchiebene SBotoren nebft 22 Tabellen über ihre Snf^affungä» unb 
SeiriebSIoften. SJiit 29 Stbbilbungen. Sh. 225.

Sie ^ebejeixge, i§te gonfiruftion unb Sereiünung Bon gngenieur §emtann 
SSilba, $rof. am ftaatL Tedjnilnm in Bremen. SXit 399 Slbbilbungen.

Sh. 414.
®umt>en, bpbrautifiüe unb pnettmaiif^e Sntagen. Sin Inner öbetblü mm 

KegiermtgSbamneifler gcubolf Sogbt, Oberlehrer an ber ÄänigL höheren 
ftafäinenbauidmie in $ofen. SBit 39 Slbbilbungen. Sir. 290.

Sie lanbtoirtfthaftlicüen Kafdjinen Bon Sari SBalther, Sit>tom»3ngenieur in 
Iftannheim. 3 Sönbdjen. ?Eit Bielen Slbbilbungen. Sh. 407—409.

Siatiiil. Ruger StbriS beä täglich an Sotb Bon ^anbeBfdjiffen angeioanbten 
Teilt ber SchiffahrtSIunbe. Son Dr. Sranä Sdjulse, Sireltor ber Siabi» 
gation$fcf;ule ju Sübeä. SBit 56 Sßbilbungen. Sh. 84.

S®~ Weitere Bände find in Vorbereitung.

Stblwöjef ju ben 9le$ts* u. Gtaaiswif fenfefjaften.
SUgemeine Se«hi3Iehre Bon Dr. Sh- Sternberg, Srioctbosent an ber Untoerf.

Saufanne. I: Sie Shthobe. Sh. 169.
— H: M ®ppem. Sh. 170.
Seiht be3 Sürgeriirhen SefehbmheJ. SmeiteJ »mh: Schulbrecht I. «S» 

teiiang: SUIgemeine Sehren »on Dr. 8enl Oertmcra, (irofeffor an ber 
UniBetfüäi Erlangen. Str. 323.

------ D. Abteilung: Sie einjefeengdjulbberüäliniffeBonDr. igaul Oertmann, 
Erofejfor an ber Uniberfitäi Erlangen. Sh. 324.
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Sie®t SeäSfirgerliiben ©rfegcnäe?. Sterte« ®u$: gamBienre$t ton Dr. ©ein« 
ri^ Sije, ijsrofeffor an bei ttnib. Söttingen. Str. 305.

So? bentidae Seere^t non Dr. Eito Sronbiä, CberlanbeSäeriebötat in ©amburg. 
2 Sfebe. SJ- 3ä6, 387.

¥anretSi ton Dr. Slfreb Solde, ^ofHufpeftot in Sonn. Str. 425.
allgemeine StaaiSlcim Son Dr. Hermann £Se$m, $rof. ar. ber Umoerfiiät 

SitagBurg i. S. gjr. 353.
allgemeines Sraatäreät Son Dr. Saling ©atfi^el, Srof. ber Setgte an her 

SEgL SHabemie in Sofen. 3 Sänb^ett. 9tr. 415—417.
^reugifi^e? SiaaiSreäit Son Dr. 5riJ Stier-Strato, Srr». an ber Uniberf. 

Sonn. 2 Seile. Sh. 298, 29S.
Sirdjenredjt Son Dr. Emil Seeling, orb. Stof, ber JReöie in Erlangen.

Str. 377.
Sa? bentftge Urheberrecht an Itterariftfjen, SniHerifmen unb getmMi$ea 

Schöpfungen, mit Befonberer Serüfli^tigung ber internationalen Verträge 
Bon Dr. ©uftab Stautet, $atentanioalt in G^arlottenburg. Sir. 263.

Ser internationale gemerblidie StesStSWn^ Bon 3. Stenberg, Staifed. 8te> 
gierisngärat, SKitglieb be? SaiferL ^atentama gu Serlin. Str. 271. 

Sa? tMjctorrecSt an Serien ber Siietator unb ber Sontaft, baS SedagStecpt 
unb baä Utgebette^t an Serien ber bilbenben Sünfte unb ber ®otograpbie 

Bon Staaaanmalt Dr. 3. Sdjlittgen in Epemnig. Str. 361.
Sa? SarenseiPraremt. Stad) bem ©efeg gum Säug ber BarenBeieiänungen 

bom 12. SKat 1894 ton 3. Stenberg, Saiierl. Regienmgärat, Slttglieb beä 
Saiferl. fgatentamieä 511 Sedin. Str. 360.

Ser unlautere Seitbetoerb non 8ted)iJaniMlt Dr. Martin Sajiermamt in 
Jamburg. Sh. 339.

SenrfcSe? fiolonialredjt mm Dr. §. Ebler b. ©offmann, Säribatbojeni an ber 
Itatoerfität ©öttiugen. Sir. 318.

SRilitärjtrafredjt bon Dr. Sitar Ernji SSaper, Stof, an ber Uniberfität Stras
burg i. ®. 2 Sänbe. Str. 371, 372.

®cutfd;e Sebrberfaffung Son ariegSgeti^örai ©cd EnbreS in Sägburg. 
Str. 401.

gnrenfifdje ^fb^iatrie Bon Stof. Dr. S. Seijganbt in Sütjburg. 2 Sänbdjen.
Str. 410 u. 411.

BW Weitere Bänbe find in Vorbereitung.

SMiswirtfcfjaftlidje SBibltof^el.
ton Dr. ®cd 3^3. ^rofeffor an ber HmöerfftM 

greiburg L Sr. Sh:. 133.
öon ^räfibeni Dr.SJ. ban ber SSorg^^ Berlin. Sä:. 177. 

©ewerbewefett örn Dr. Serner Sombart, ^rofeffor an ber ^anbel»§ö^f^ule 
Serien. 2 33änbe. Str. 203, 204.

@enoffenfi^ofi§toefcn in ^entf^lanb. ^on Dr. Otto Sinbetfe, Sefcefar 
be§ ^miptüerbanbe^ heutiger gewerblicher ©enoffenfehafien. Sä. 384. 
£mnbd§»efen hon Dr. SSiEj. Se^ö, ^rofeffor an ber Uniöerfiiat ®öt> 

fingen. I: 3>a3 ^anbelsperfonal unb ber Sarenhanbel. Sä. 296.
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Sc5 ianbeßlucfcn Bon Dr. SSi'g. Sejiä, fgrofcifor an bet Uniflerfität @ät- 
ttagen. n. Sie EffeltenBörje unb bie innere fianbeSpolitiL Sh. 297.

AuSmäriige .§anbclä4>olitii Bon Dr. ^einridj giesefing, $rofeffor an bet 
Uruserfitöt Karburg. 9h. 245.

Saä ScrfitberangSBefen Bon Dr. jur. 5BanI ©olbenbauer, Sojeni bet Set» 
fitfjerungätoiifenfcbaft er. bet gtntbelsbodjfdjule Köln. SJt. 262.

Sie gcmertlidje Arbeiterfrage ton Dr. Serner Sombart, SStofefjor an bet 
4>anbeB5«f)fdiuIe Berlin. Sir. 209.

Sie Arbciterterfhberung Bon Sgrofeffor Dr. Altreb ®iane3 in Berlin. Sir. 267. 
ginanjaiffenftbafi »an ißrafibent Dr. 8L Ban ber Sorget in Berlin. I. 9älgemeinet 

Se£L Sir. 148.
— IL Sefonberer Seil (Sieuetlebre). Sir. 391.
Eojiologie Bon $tof. Dr. Sbomaä 2£<^elt3 in Bremen. Sh. 101.
Sie Snttoiflang bet fojialcn Stage Son fßrofeffor Dr. gerb. SönnieS in 

Satin. Sh. 353.
ArntenBefen nnb Arntcnfätforge. Ginfübrung in bie fojiale Silfäarbeit Bon 

Dr. Abolf Sebcr, Sojent an ber UniBerfitöt in Bonn. Sir. 346. 
W Weitere Bände find in Vorbereitung.

unb religionsroiHeni^aftlidje 
Siblioiljef.

Sie Enifteljnng be5 Siiett SefiameutS Bon Sic. Dr. s. gtaerl in Sena. Sh. 272.
Aliieftcmentlidie 9ieligionägeitf|i<gte Bon D. Dr. üJcaj £55r, ißrofeffor an ber 

Uninerfität Sreskrn. Sh. 292.
©efäidjte SfraeB bis auf bie griedjifdje Seit Bon Sic Dr. S- Senjinger. Sh. 231.
SanbeS« u. SolßJnnbe $atäftina3 Bon Lio. Dr. SuftaU $ölfäjer in $alle.

Silit 8 iBotffiilbem unb 1 garte. Sir. 345.
Sic Cntftcbung b. 91 enenSeftamentS B. SB r f. Sic. Dr. ®arl Elcmen in 53 onn. Sh.285.
Sic Entnifiung ber djriftlidjen Sieiigion innerhalb beä Steten Seftament» 

Bon SErof. Sic. Dr. Earl Siemen in S3onn. 9h. 388.
SSenteftainentlidje Scitgefdjiiijie Bon Sic. Dr. SB. Staerf in Sena. I: Ser 

biftorifdje u. MturgefcbuftÜW&e $intergrunb beä Urdjriftenhimä. Sir. 325. 
— II: Sie Steligion beä SubentumS im Seitalter be» $ellenis:nu3 unb ber 

iRömerljerrfdiaft. 9h. 326.
übrig ber bergleidjenben 9?cligion5ioiffenfd)aft Bon ißtof. Dr. AtbeliS 

in SSremen. 9h. 208.
Jnbifdje ähligutnSgefdjiibte Bon $tof. Dr. Gbmunb $arbi). Stu 83.
Snbbba Bon ®tofeffor Dr. Ebmunb ©arblj. Sir. 174.
©rietgiftbe nnb römifdje Slgtbologie Bon Dr. ^ermann Steubing, ijhofeffot 

am Sgl. ©ijmnafiunt in Surjen. Str. 27.
Scrntaniftbe ®btf|ologie Bon Dr. E. fßlogl, ißrof. an ber Unib. Seidig. Sh. 15. 
Sie bentfdje ^cibenfage Bon Dr. ßtio Suitpolb Sincjel, ißrofcffot an ber 

Unioerfität Silünfter. 9h. 32.
0®~ Weitere Bände find in Vorbereitung.
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ipäbagogij^e
Säbagogil tat SrunbriB Hon Stofeffor Dr. S. Sein, Sireltor beä Säb» 

gogiiäen Seminars ar. bet Uniberfität in Sena. Sfr. 12.
©cföidjte bet SäbagogH Bon Oberleljrer Dr. £>. Seiner in Sieäbabeu. Str. 145.
6C&uU;ra£i3. 2HetI;obiJ ber BolSfdjuIe bon Dr. SR. Setffert, Gentincrbireltor 

in SfdioSau. Sfr. 50.
Zas üffcntlidje ttnierri4t»toeicn Seuifdjlaubg in brr ©cgennntrt ton Dr. 

Ecu! Gtögner, StjtnnafiaMedebret in Stoidam Str. 130.
®efd|id)te bcä beutftSen Ünterrid|t§n>efen3 ton SSrofeffor Dr. griebriö Seiler, 

Sireftor beä ffiöniglidjen ©amnafuxmä ju Sudau. I: Son SInfang an 5B 
jum fetbe beä 18. SaWunbettä. ' Sfr. 275.

— n: SSom SBeginn bcä 19. gabrSunberfä bis auf bie SegenioarL Sfr. 276. 
Sag bentfdje gortbilbungäfdjutoefen nadi feinet gef#t5tlitfien Sntoidlung 

unb in feiner gegenwärtigen ©eftalt San Sierdä, Sircitot ber Säbt 
ffortbilbungäfdmlen in geibe L $olftein. Str. 392.

Sie bcutfde Stbule tut 2lU5lanbe San §anä Slmrbein, Streiter ber beutfeften 
Sdiule in Süttidj. Str. 259.

Seidjeitfdjnle ton ijärofeffot ft. Simtnid) in Ulm. SRii 18 Safetn in Son», 
fyarben= u. ©olbbrud u. 200 80H- u. Sejibilbent. Str. 39.

Sewegungäibiele San Dr. G. Soblraufdi, Stof. am SgL Staifet Silbelmä» 
©Ijmuafium ju ^annobet. SRit 14 Sbbilbungen. Str. 96.

Weitere Bände finb in Vorbereitung.

Siblioi^ef jur Äunft.
©efdiidjfe ber fDtalerei L H. HL IV. V. bon Dr. SRidj. ®uöer, Stof, an bet 

Uniberfität Sreälaix. Sit. 107—111,
Stillunbe non fgraf. Start Otto Bartmann in Stuttgart. ®it 7 ®o®ilbern 

unb 195 SeitiHuftrationen. Sir. 80.
Sie Saufunft beä 2U>enblanbe3 bon Dr. ft. Gda-er, Stffipent am ©emerbe. 

muferan in Sternen. SRit 22 iUbbilbungen. Str. 74.
Sie Slaftit be3 StbenblanbeS bon Dr. $anä Stegmann, ftouferbator am 

Sermon. Slationalmufeum ju Stümberg. SIHi 23 Safein. Str. 116.
Sie Slafti! feit Scginn be4 19. äaötbunbertä bon 21. ©eitmeijer in Künsten. 

»Eit 41 SoIIbilbern auf ametilanifdjetn ffiunfibrudoapier. Str. 321. 
Sie grabtiifdien Sänfte b. gart ftampmann, fjcd)!ef,rer an ber LI. ©tabbifcSea 

£ebt= u. SerüidiSanftalt in SSien. Sffit jablrei^en SBBUb. u. Seilagen. Str.75.
Sie Shotogractiie oon §. fteglet, Stof, an ber L L ©rabjifd’cn 2eb> unb 

fBerfudjäanftatt in SSien. SRit 4 Safein unb 52 Abbildungen. Str. 94. 
B®~ Weitere Bäntse find in Vorbereitung.

SibIiot|eJ jur SRufif.
allgemeine SRnfiflcbre bon Stephan firel;! in Seibjig. Sir. 220.
SKnfitalifdie Stuftit bon Dr. fier! S. S^äfer, Sojent cn ber Uniberfität Sedin.

SRit 35 Abbildungen. . Sfr. 21.
^armonielcbte bon ®L $alm. SHi dielen Stoicnbeilagen. Str. 120.
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SRnfifaliWe SatmenleSre (fionwofitiunätVei Bon Stephon Rre§L L IL 
SRit Bielen Sloienbei’pielett. Sir. 149, 150.

RoutropitnlL Sie Segre Bon bet felbftänbigen Stimmführung »on Stephon 
Rrepl in ßeipjig. 31- 390.

SKufiläftljetil t>on Dr. R. Sntnälp in Stuttgart. Str. 344.
@eWi#e Per alten imb nrittelalterli^en Etafi! Bon Dr. ü. Süöblet. ®Ht 

äoblreidien älbbilbungen unb SRufiSeilagen. I. II. 2it. 121, 347.
HufitSrWWe beS 17. u.18. Sa^nnbat^ 0. Dr. R. «runäf i) i. Stuttgart, St.239. 
— feit Seginn beä 19. 3ahr!;anbertg Bon Dr. S. ®tunälp in Stuttgart. L IL 

Sir. 164, 165.
Weitere Bände find in Vorbereitung.

SiblioÖjef jur £anb* uni» gurftwirtf^aft.
Saerban« unb ^flanienbaulepre eon Dr. ®aul Kippert in SSetlöt unb ^caft 

Sangenbed in Sot^unt. Sir. 232.
Sanbtsittf^aftliibe Setriebsletjre Bon crt Sangenbed in SBotbum. Str. 227. 
Sßgenteta unb fpejielle Xierändjtleljre Bon Dr. $aul Kippert in Sedin. Str.228. 
StsriMtardjemie I: Sflanjenemäprung Bon Dr. Stad Stauer. Str. 329. 
SaS agriMturctjratifdj e RoniroHmrfen 0. Dr. igaul Rriicf; e in ©ötiingen. Str. 304. 
grtfdjerei unb Sit djämtjt Bon Dr. Rad Edftein, $raf. an ber fjorfialabemie 

OezSwalbe, Abteilungebiriaent bei ber ®auptftation beä foritlidjen Ser« 
futbäioefenä. 91t. 159.

fforfthm'ienfdjafi Bon Dr. SIB.Sdjtoappadj, ißrof. an ber gorjla’abem. ES etäioalbe, 
Weüungäbirigentbeiber^auptftaiion b. forftliäjen Setfu^binefenä. 3tr. 106.

SST Weitere Bände find in Vorbereitung.

Siblwi^el.
Bndjfiihntng in einfa^en unb hoppelten Soffen Bon Stöbert Stern, C5et> 

leerer ber Cffentlidjen $nnbel»le§ranpolt unb Sojent ber ^anbeBhmh« 
fältle ju Seipsiß- SRü fjornuilcrren. 31r. 115.

Jeixtfie^anbemorrefponbens BonSrof.X^. be Seaur, Offijier be I'gnftrnc» 
tion Eubliaue, ßbede^rer a. ®. an ber Cffentliiben jjanbetäle^ranftalt 
unb ßeltor an bet {janbeBIjodifdjuIe jn ßeipjig. Tir. 182.

Jranjbfifibe 4anbel3!nrrefponbenj Bon ^rofeffor 5^. be Seaup, affigier 
be I’3nftrnction ißublique, Cbedebrer a. S. an bet Cffentlidjen f>anbeI3« 
leSranfialt unb Seltor an ber ©anbeB^o^uIe ju Seipsig. Sir. 183.

©ngtifäe t&anbelälDrrefpanbenä Bon @. @. SBIjüfielb, äR.=SL, Cbedecret am 
Ring Sbinarb VH Stantmat Sdjool in Rings 2gnn. Str. 237.

Stalieniftbe ©anbelglBtrefponbenä Bon igtofeifor Silberto be Seaup, Eber« 
lehret am Rönigiicben gnjtitut SS. Slttnunjiata ju gtorenä. 91t. 219.

ebani|<5e4anbeI8i»rrefponbenäB.Dr.2Ufzebo9labaIbe2Sarie3Currena. 9lr.295. 
Knffiftfje ^nnbelslurrefponbens Bon Dr. b. SaMrabsfg in 2eipjig. Sir. 315. 
Haufmännif^eb Keinen Bon Krof. Kid’arb Sufi, Cbedebrer an b. Cffenflidjen 

®anbeßle^ranftalt bet SreSbenet fiaufmannf^aft. 3 Sbe. Sir. 139,140,187.
SBarenlunbe Bon Dr. Rad ©affmt Srofeffor an bet SSiener 4>anbeßatabemie. 

I: Unorganiftüe Seren. Weil 40 Abbildungen. 9ir. 222.
— li: Erganif^e Suren. Kit 36 Abbildungen. Sir. 223.
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SrDgratimae »on Ätd). «ta SeWS unb Georg Ettexibaü ta
^9- Sh. 413.

Kot-, SRünj- onb Gewt&t&oefen bon Dr. Slug. ®;mb, ^rofeffor an ber 
^anöetffdmle in ftoln. Sh. 2b3.

JaS ©edjftlwefai non jRedjöaniDalt Dr. Rniwlf SRot^eS in SeWgtg. 9h. ICQ. 
Mr* Weitere Bände find in Vorbereitung. Siebe auch „Volks» 
wirtfcba ft liebe Bibliothek“. €in ausführliches Verseicbms ber 
außerdem im Verlage ber G. J. Göfcben’icben Verlagsbandlung 
erfebienenen banöeiswiflenfcbaftlicben Werke kann durch jede 

Buchhandlung koftentrei besagen werden.

äJlintärroiffenldjaftli^e Sibltot^el.
Sa§ mnberne Seibgefifiiib. I: Sie Entmtdlung be5 gelbgeteü^eä feit En« 

fübrung te« gesogenen 3nfsnteriegen>ebö bis emidtaglid) bet Erftnbung 
beb raudüofen Suloers, eitua 1850—1890. e. Cberftleumant S. ®enbenretcE>, 
SUüitärlebrer an ber SKüiiärtetSn. Stabemie in Sedin. Siti 1 fflbbtlb. 'Jir.306.

— H: Sie ßtitmidlnng beä heutigen gettgefcfiüse« auf Snrnb ber Sriinbung 
beä raudilofen <Bult>ets, etaa 1890 bä jur iSegenroart, non Cberfaeumant 
S. ^etjbenreid;, SKiiitärlebrer an ber Biüitärteijn. SHabemte in Sedin. 
Stit ll Slbbtlbungen. Sir. 307.

Sie ntobemen (Sefthühe ber gnjartinerie. I: So® Sluftreten ber gesogenen 
©eichüge bä jur Sermenbung beä rancfn'öniacben SuluerS 1850—1890 
bon tKummenboff, Ütajor beim Stabe bes gu§cmIlerie=Segitnenä, ©enerai» 
fetbseugmerfter (SranbenburgifcheS Sir. 3). 2Rtt 50 Jepbtibem. St. 334.

— n: Sie entnntnung ber heutigen Sefthüge ber gufjartillerie fett Einführung 
bes tauthfdTOachen SutoerS 1890 bä jin Segentnart. SBu 33 Sejtbübern.

3Zr. 362.
Sie Etöbiilttng ber ^onbfencrfflaffett feit ber Witte be3 19. gafttSintberä unb 

ilir heutiger Staub ten S. Srsobet, Cberlentnant im 3uf.=Segt. greifen 
filier non (Bärtrtngen (4. SoienfdieS) 9ir. 59 unb äffiftent ber ftöntgl. @e= 
tnehrnrüfungstonunifiton. Süt 21 äbhilbungen. Sir. 366.

SWilitärftrafredit oon Dr. teift ffiaijer, 'Stof, an ber Uniberfität ®trag= 
bürg LS. 2 Sänne. Sr. 371, 372.

Seutfdie Sehrnerfaffung Bon Sari Gnbreä. ffirieg=gerirSt3rat bei bem ®eneral= 
tommanbo bes ft’gl habt. n. Krmeetonä in Eü^bu-g. üir. 401.

Sie Seemadit in ber beittfdieii (Sefitiidjre oon Sirtl. äiiniralitätärat Dr. ernfi 
Bon ©alle, Stof, an ber Uninerfitäi Sedin. Sir. 370.

Serff^iebenes.
Sthliof^efs« unb 36itungsm6j2H.

BolBStfiKof^elen (Südjer» unb Sefeöallen), ihre @inrtd)tung unb SSertoalhxng 
bon ®mü ^aefdite, SiabtbibliGtijefar in (Slberfelb. 9h. 332.
benridje S^ihtngöwcfen d. Dr. Stöbert Sranbuber in Äöüt a. 9Zr. 400.
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SoS nwberne SeiiintBämefen (gt,flem ber Seiimtgälehre) Bon Dr. Stober 
Sranbuber in Soin a. Sih. Sir. 320

allgemeine SeWi<bte be3 SoitangStoefenä Bon Dr. Subtoig Salomon in
Sena. Sir. 351.

ijpgiene unb ^tjarmasie.
Sie SitfettionSfranlbeiien anb ihre Serljütung Bon StabSarjt Dr. S. §off« 

mann in Serlin. ffiit 12 Born Serfafiet gejeichneten ®bbilbungen unb 
einer giebertafel. Str. 327.

Srobenbnsiene Bon ®eb.=Siat Sßrof. Dr. Slmftt, Sireitor be3 Snftituteä für 
©djiffä. u. JroBenfranHietten in Jamburg. Sir. 369.

Sie §i)gieue beä Stäbtebau® Bon $. ®jr. Slugbaum, $rof. an ber Seän. 
§od)frbule in jpar.noBer. SKt 30 Sibbilbungen. Sh. 343.

Sie §1,aiene be5 Sobnnngämefen? Bon §. ®)t. SusSaum, $3rof. an bei 
Sedin. §od>idiule in §annoBer. SRit 20 Stbbilbungen. Sir. 363,

Seinertebboiene Bort ©e^- SKebijinalrat Dr. Stoib in ^otäbam. Sir. 350.
SSarmafOBnofie. Son Spoifieiet g. Sömitthenner, Sffifient am Satan

Snftitut ber Sedjnifdien ®0<bKuIe SadStufie. Sir. 257
Srogcnfunbe Bon iRi*. $orite»iij in Seipgig u. Seorg Oiteräba^ in §ambur<

Sir. 41;
^oioQtap^ie.

Sie Sbotonrabbie. Son ®. Segler, $rof. an ber f. I. @raöf|ifd)en Sebr= un 
Serfutfiäanftalt in Sien. ®ii 4 Eaf. unb 52 abbilb. Sir. 9-

Stenografie.
Stenosrahbie ned; bem Etjfiem Bon g. 2. Sabeßberget Bon Dr. ®£be: 

gtbramm, fflüiglieb bet ®gl. Sienogt. SnftiiutS Sresben. Sir. 24s
Sie iRcbcftbrift beS Sabeiabergerfiben ebitemS Bon Dr. fflbert Garanin 

aanbeSatnSaffeffor in Sreäben. Sir. SCI
Sebrbud) ber Sereinfatbien Scniftben Stenograbbie (Sinig.=St)fiem gtolji 

©djrei)) nebft Sd)iüffel, ßefefiütfen u. einem ®nbang Bon Dr. ®mfel, Cbe: 
lehret beä SabettentjaujeS Oranienftein. Sir. 8i

S^~Weitere Bänbe öiefer einzelnen Abteilungen finö in Vorbereitunc
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G. J. Göschen’sche Verlagshandlung in Leipzig

Soeben erschien:

DIE
ZEICHENKUNST

METHODISCHE DARSTELLUNG DES
GESAMTEN ZEICHENWESENS

UNTER MITWIRKUNG
HERVORRAGENDER FACHMÄNNER

HERAUSGEGEBEN
VON

KARL KIMMICH

ZWEITE VERBESSERTE UND VERMEHRTE 
AUFLAGE

MIT X157 ABBILDUNGEN IM TEXT UND
60 TAFELN IN FARBEN- UND LICHTDRUCK

23 LIEFERUNGEN ä M. 1.— UND 2 EINBAND
DECKEN ä M. 1.— ODER KOMPLETT IN 2 ORI
GINAL-LEINENBÄNDEN M. 25.—, PROBEHEFT 
MIT 48 SEITEN TEXT UND 4 TAFELN 20 PF.
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