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La Théorie des Lignes courbes. ..
commence ou finissent les Elémens,
au deld desquels on ne va point
sans elle. G. Cramer.

I. Aligemeine Gesichtspunkte.

1. Historische Einleitung. Schon im Altertum betrach-
tete man auBer der Geraden, dem Kreis und den Kegel-
schnitten gelegentlich auch Linien hsherer Art, die meist
der Losung gewisser Probleme dienten, die sich als ele-
mentar unlésbar erwiesen. Die Lehre von solchen Kurven
konnte jedoch erst von dem Zeitpunkt ab systematisch
behandelt werden, daD escartesinseiner Géoméirie(1637)
die Grundlagen zu ihrer Darstellung durch Koordinaten
entwickelt hatte. Wiewohl Fermat fast zur selben Zeit auf
den nimlichen Gedanken gekommen war, kniipite doch
die ganze spatere Entwicklung an Descartes an, in der
Hauptsache wohl deswegen, weil Fermats Abhandlung
erst 1679 durch den Abdruck in dessen Varia Opera zu
tffentlicher Kenntnis kam.

Descartes wollte in der Geometrie nur die,algebra-
ischen Kurven“ gelten lassen. Darunter sollen im folgen-
den immer Kurven verstanden werden, deren kartesische
Gleichung durch Nullsetzen einer ganzen rationalen Funk-
tion von z, y entsteht (vgl. S. 27). Leibniz bekdmpfte diesen
Standpunkt heftig. Und auf Leibnizistes zuriickzufiihren,
daB bald auch die sog. ,transzendenten Kurven*
(Spiralen, Zykloiden usw.) eingehender studiert wurden.
Der heutige Standpunkt gibt im Grunde beiden Forschern
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recht. Wenn man von kinematischen Gesichtspunkten
ausgeht, so lassen sich algebraische und transzendente
Kurven nicht trennen, da erstere vielfach als Spezialfille
der letzteren auftreten. Wenn man aber von der karte-
sischen Gleichung ausgeht, bilden die algebraischen Kur-
ven eine Familie fiir sich, da es eine ziemlich ausgebaute
Theorie der algebraischen Funktionen gibt, wihrend man
die transzendenten Funktionen noch nicht einmal zu klassi-
fizieren vermag. Vor allem haben wir den Vorteil, bei al-
gebraischen Kurven in jedem Punkte die Stetigkeit der
Funktion, sowie die Existenz und Stetigkeit aller Differen-
tialquotienten voraussetzen zu konnen. Den Durchgang
durchs TUnendliche von positiven zu negativen Werten
wollen wir dabei nicht als Unstetigkeit auffassen.

In dem vorliegenden Bindchen werden wir uns mit der
guBeren Erscheinung der algebraischen Kurven befassen.
Von dieser hatten Descartes und seine nichsten Nach-
folger oft ganz unrichtige Vorstellungen, da sie nur ge-
wohnt waren, fiir positive Abszissen Betrachtungen anzu-
stellen. Erst im 18. Jahrhundert erschienen systematische
Werke, die Klarheit in diese Verhiltnisse brachten, vor
allem Nevwtons geniale Enumeratio linearum tertii ordinis
(1704), Stirlings Lineae teriii ordinis Neutonianae (1717),
dann de Guas kleines Biichlein Usages de I’analyse de
Descaries (1740). das erste Lehrbuch der Kurvendiskus-
sion, Eulers Infroductio in analysin infinitorum (1748;
II. Bd.)) und Cramers Iniroduction ¢ Uanalyse des lignes
courbes algébriques (1750).

2. Die kubische und die semikubische Parabel. Zu
den ersten Kurven, die mittels Koordinaten nzher betrach-
tet wurden, gehdrten die ,hoheren Parabeln® mit Glei-
chungen der Form y" = o”~™2™, unter ihnen vor allem
die mit den einfachsten Gleichungen y = Az? und y2 = iz?,
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wobei wir uns unter 1 gewdhnlich nur eine Zahlengroge
vorstellen. Es macht uns heute keine Schwierigksit mehr,
wenn einmal der im ersten Quadranten liegende Zweig
der Kurven gezeichnet ist, uns zu {iberlegen, da8 die ,ku-
bische Parabel* y = Aa3 (Fig.1; fiir 2 = 1) einen kongru-
enten®) Zweig im dritten, die ,;semikubische Parabel* (auch
Neilsche Parabel genannt) 2 = 123 (Fig. 2; fir 1 = 1)
einensolchenimvierten

Quadranten hat. Den

negativen Werten von

x entsprechen namlich

im ersteren Falle nega-

tive Werte von i (A als

positiv vorausgesetzt), !

im zweiten Falle ima-

gindre. Dafiir ergeben !

sich im Falle der semi-

kubischen Parabel

schon fiir positive

zwel nur durchs Zei-

chen verschiedene . . _

3. Zentrische und Fig- 1 e
axiale Symmetrie. Die Kongruenz der Zweige bedingt
bei der kubischen Parabel eine ,zentrische Symmetrie®
in bezug auf den Anfangspunkt, der dann Mittelpunkt
der Kurve genannt wird, bei der semikubischen Parabel
eine ,axiale Symmetrie” in bezug auf die x-Achse. Wir
erkennen leicht, da8 die Bedingung fiir die letztere in
dem (geraden) Exponenten 2 von y liegt. Die erstere macht
sich aber erst bemerkbar, wenn wir mittels = g cos@,
y = p sinf Polarkoordinaten g , 6 in die Gleichung ein-

#) Das Wort ,kongruent* soll hier und in Nr. 8 lediglich die
Moglichkeit der Deckung zum Ausdruck bringen.
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fithren. Dann sehen wir ndmlich, daB sich ein Wert o =20
ergibt, und daB nach Division mit p eine rein quadratische
Gleichung fiir o bleibt, bei beliebigem 6. Dasselbe wird
in bezug auf y erreicht, wenn man die Kurve mit der
Geraden y = pz schneidet, wobei u beliebig (ev. = 1) ist.
Wir knnen demnach gleich allgemein sagen:

Eine Kurve ist symmetrisch gegen die z-Achse (oder
y-Achse), wenn in ihrer Gleichung nur gerade Potenzen
von y (oder x) auftreten.

Eine Kurve ist symmetrisch gegen den Anfangspunkt,
wenn nach Ersetzung von z durch y und allfilliger Ab-
sonderung der Wurzeln y = O nur gerade Potenzen von
y in der Gleichung bleiben.

Bem. Wenn in einer Gleichung = sich mit y vertauschen
laBt, so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des
ersten Quadranten; wenn eine Gleichung sich nicht Andert bei
gleichzeitiger Ersetzung von « durch — y und von y durch — =z,
so besteht Symmetrie gegen die Winkelhalbierende des zweiten
Quadranten. _

Beisp. Der Kreis «® 4+ y2 = a® hat alle erwihnten Arten
von Symmetrie. Die Gerade # + y = a liegt symmetrisch gegen
die erste, die Gerade  — y = a ebenso gegen die zweite Winkel-
halbierende, #hnlich die beiden Kurven «® 4 y® = a® und
z® — y® = a? die der Leser graphisch darstellen moge (sie sind

- kongruent). Die Hyperbel xy = a® ist symmetrisch gegen
beide Winkelhalbierenden, die Hyperbel 2* — 1y? = a? jedoch

nur gegen die Achsen. Beide Hyperbeln sind anch zentrisch
symmetrisch.,

4. Ordnung einer Kurve. Schnittpunkte mit Ge-
raden. Die beiden Kurven y = 1% und y2 = 13 sind
Kurven 3. Ordnung (Kubiken). Kubik (C,) nennt man jede
Kurve, deren Gleichung von der dritten, Quartik (C,) jede,
deren Gleichung von der vierten Dimension ist usw. Diese
Dimension wird angegeben durch die Summe der Expo-
nenten des héchsten vorkommenden Gliedes z®y". Die
»Ordnung* kann durch eine Koordinatentransformation
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z=2x"cosx —y’'sine +a,y=2a"sina 4+ y cosx + &
nicht gedindert werden, da durch eine solche Substitution
jedes Glied ™™ in einen Ausdruck verwandelt wird, dessen
hochstes Glied wieder die Dimension m -- » hat. Die
Ordnung ist also etwas Charakteristisches fiir die Kurve.

Geometrisch driiekt sich die Ordnung einer algebraischen
Kurve darin aus, daB eine Kurve nter Ordnung von jeder
Geraden in # Punkten geschnitten wird. Dies ist jedoch
im algebraischen Sinne zu verstehen, d.h. bei der Abzéhlung
der Schnittpunkte sind auch die imaginiren und unendlich
fernen mitzuzéhlen, die sich als gemeinsame Lésungen von
f@,y) =0und xx + fy + y = 0 ergeben (vgl IL Ab-
schnitt). Im reellen Bild der Kurve kann es sehr wohl
liberhaupt keine Gerade geben, die die Kurve in » Punkten
trifft. Auch kdnnen die n» Punkte teilweise oder auch alle
zusammenfallen. Schneidet man z. B. die kubisché Parabel
y = 23 mit einer Geraden durch den Anfangspunkty = uz,
so fallt immer ein Schnittpunktin den Anfangspunkt selbst,
wahrend die anderen zwei sich aus der Gleichung 122 = y
ergeben. Fiir u = O fallen aber auch diese beiden mit dem
Anfangspunkt zusammen. Die z-Achse (y = 0) schneidet
also die Kurve im Ursprung des Koordinatensystems in
drei zusammenfallenden Punkten. Fiir s = oo (d. i. beim
Schnitt mit z = 0) fallen die beiden Schnittpunkte ins
Unendliche. Man tiberzeugt sich davon geometrisch, indem
man die Gerade um den Anfangspunkt sich drehen 1aBt.
Bei der semikubischen Parabel 42 = 123 ergibt jede Gerade
durch den Ursprung schon zwei Schnittpunkte dort und
auBerdem nur noch einen (Az = w2), der fiir 4 = 0 eben-
falls in den Anfangspunkt riickt und fiir 4 = oo ins Un-
endliche geht. Jede Parallele ¥ = % zur z-Achse schneidet
jede der beiden Kurven in einem reellen und in zwei ima-
giniren Punkten. Z. B. ergibt sich fiir die kubische Parabel
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Ax3 = I: oder, wenn man k/A = b3 setzt, 23 — b% = 0, also
1)z —b =0 und (2) 2 + «b -4 b% = 0 , woraus sich
zweil konjugiert imagindre Abszissen berechnen lassen.

Beisp. 1. Diejenigen Geraden, die einen einzelnen und zwei
zusammenfallende Schnittpunkte mit einer Kubik gemein haben,
ohne daB alle durch einen festen Punkt gehen, bilden das System
aller Tangenten der Kubik. Nehmen wir die Gleichung einer
Geraden in der Form wx + vy + 1 = 0, so kénnen wir unschwer
die Bedingung zwischen den Koeffizienten u , v aufstellen, die
bestehen muf, damit die Gerade z. B. die kubische Parabel ke-
riihrt. Denn setzen wir y = 4z® in die Gleichung ein, so ergibt
sich fiir die Abszissen der Schnittpunkte

iy Koo b
= +}.vm+lv L5 ;
Damit diese Gleichung eine Doppelwurzel habe, mufl ihre
Diskriminante verschwinden. Diese hat fiir die Gleichung
x* +pxr+qg=0 die Form 27¢® + 4p°, und das gibt ohne
weiteres in unserem Falle
1) 2Tiv+4ut=0.

Fiir die semikubische Parabel ist die Rechnung etwas weit-
liufiger, das Resultat aber ebenso einfach. Wir erhalten, wenn
wir in ©*y® = (ux + 1)® den Wert y* = Za? einsetzen, die Glei-
chung

— ittt uxr +1=0.

Die Diskriminante fiir eine a.]lcvememe kubxsche Gleichung
a,x® + @, + a,x + a, = 0 lautet®) ala? + 18a0w1a,,a3
— 4a,a} — 4aja, — 27aja}. Rechnet man diesen Wert aus,
so erhilt man nach einiger Reduktion
(2) 2750 + 4ud =

Der Leser kann mittels Differentialrechnung die Einhtillende
der Geraden ux + vy -+ 1 =0 mit der Nebenbedmolmc' 1)
oder (2) suchen und wird dle belden Parabeln erhalten ™).

Beisp. 2. Die Kurve x¥ + y¥ = af ist 3. Ordnung. Denn
durch zweimaliges Kubieren erhilt man die Gleichung
(*x+y—aP+2Mary=0.

"I*J S. z. B. Pund, 4lgebra, S. Schubert VI, Leipzig, GOschen 1899,
" e Vgl. Junker, Hokere dnalysis I, S, Goschen 87, S. 1791,



4. Maclaurins Trisektrix. Tschirnhausens Kuhik. 11

Bemerkt man, daf} diese Kubik gegen die erste Winkelhalbierende
symmetrisch ist, so wird man das Koordinatensystem um 45°
drehen. Dann ist die neue Gleichung in ¥ nur mehr quadratisch
und dieKurvekannleicht punktwelseberech.netwerden(vcrl 8.87).

Beisp. 3. Wenn eine Gleichung in Polarkoordinaten eine alge-
braische Funktion von o und den Funktionen cosf und sin 6 ist, so
ist die dargestellte Kurve algebraisch. Z. B. sind die Kurven

a
&) e costf md (Bie= cos® 6
Kubiken. Denn es ist bekanntlich cosé = 4 cos®16 — 3 cosd
und hieraus ergibt sich fiir (A)
x a® 3a

und darnach leicht
(A) (@ + 3a) (x®+ 9? = 4a®.
Fiir (B) hat man zunélchst

e
e
und dann
(B) 27a(x® + y) = (da — x)® .
Kurve (A) ist die sog. Maclaurinsche Trisektrix (1720;

s. Fig. 8), Kurve (B) heiit Tschirnhausens Kubik (1690;
s. Fig. 4). Beide Kurven sind nach ihrer Gleichung in Polarkoor-

'
i
t
]
[
!
1
i
t
|
'
'
!

—_

1
!
!
'
i
!
'
I
|

Fig. 3. Fig. 4,
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dinaten leicht™zu zeichnen. Die Symmetrie ist auch daraus zu
ersehen, daB fiir 4 6 der Radiusvektor denselben Wert erhilt.

5. Wendetangente und Spitze. Bei der kubischen
und der semikubischen Parabel finden wir gleich zwei
Eigentiimlichkeiten, die bei Kegelschnitten nicht auftreten
konnen. Die kubische Parabel wendet zuerst ihre konkave
Seite nach-oben, nach dem Durchgang durch den Ursprung

aber nach unten. Die Formel R = ( 1+ 32%}/62, die man
mittels Differentialrechnung fiir ihren Krummungsradlus
ableitet, zeigt auch, daB R fiir sehr groBe Werte von x
selbst sehr groB ist (statt 1 4 322 kann dann im Zahler
einfach 32? genommen werden), dann bei abnehmendem x
ein gewisses Minimum erreicht, fiir noch kleinere « wieder
wichst, um fiir £ = 0 unendlich groB zu werden und beim
Ubergang zu negativen « selbst das Zeichen zu wechseln.
LaBt man ein Lineal, das die Kurve immer berfihrt, dieser
entlang gleiten, so kehrt es, wenn es in die Lage der z—Achse
gekommen ist, die Richtung seiner Drehung um, wihrend -
der Berithrungspunkt, der die Kurve beschreibt, immer in
demselben Sinne lings der Kante des Lineales fortschreitet.
Die z-Achse ist (dreipunktig berlihrende) ,, Wendetangente®,
der Anfangspunkt heiBit ,,Wendepunkt®, ist aber an sich
auf der Kurve nicht ausgezeichnet.

Das Verhalten von Tangente und Punkt bei der semi-
kubischen Parabel ist gerade entgegengesetzt. Wihrend
die Tangente beim Durchgang durch die Lage der z-Achse
ihre Drehungsrichtung nicht dndert, kehrt der die Kurve
beschreibende Punkt dort seine Bewegungsrichtung lings
der Tangente um und erzeugt eine ,,Spitze®. Der Kriim-
mungsradius geht fiir grofe z von sehr groSen Werten
aus, nimmt aber ohne Unterbrechung bis zu 0 ab. Ein
Unterschied im Vorzeichen fiir beide Zweige besteht nicht.
Die Spitzentangente bertihrt ebenfalls dreipunktig. Solche
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Vorkommnisse heiien ,,Singularititen. Die Wendetangente
ist eine ,Liniensingularitit”, die Spitze eine ,Punkt-.
singularitat® (vgl. S.98/99).

6. Variation von 1 in der Gleichung y2 = Aa®. Um
von den gegebenen Kurven einen Ubergang zu -anderen
Formen von Kubiken zu gewinnen, werden wir zunichst
Konstanteninderungen in den Gleichungen vornehmen.
Wir werden dies aber nur an der semikubischen Parabel,
weil es dort etwas schwieriger und lehrreicher ist; durch—
tihren. Wenn jemand die Kurve y2 = 123 punktwelse zu
zeichnen unternimmt, so wird er sofort bemerken, da8 er
das MaB des Steigens durch den Koeffizienten 1 regulieren
kann. L&Bt man 4 unbegrenzt variieren, so bemerkt man
folgendes. Fiir “sehr kleine A schmiegt sich die Kurve von

- —heiden Seiten sehr nahe an die positive z-Achse an, mit der

e, wenn man sie doppelt zihlt, fiir 4 = 0 zusammenfallt,

dchst 4, so ndhern sich die Zweige oben und unten immer
ehr der y—Achse Setzt man 1/1 = A4, so daB also die
leichung A y? = 23 lautet, so sieht man, da firA = oo,
so A = 0, die Kurve in die dreifach gezéhlte y-Achse
iibergeht. Fiir sehr groBe negative 1 ist sie der y-Achse
links sehr nahe, nghert sich dann der negativen z-Achse
und f&llt mit dieser, wenn man sie doppelt zahlt, fir 1 =0
zusammen. Bei 1 = O findet also ein Ubergang vom nega-
tiven zum positiven Teile der a:-Achse statt.

1‘
Q"

Beisp. Die Glelchung pe + = 1 stellt fiir positives 4

Ellipsen, fiir negatives 1 Hyperbeln dar. Alle Kegelschnitte
berfihren sich in den Endpunkten 4 , B der groBen Achse, die
* fiir alle dieselbe Linge (2 @) hat. Fir 4 = 0 findet der Uber-
gang statt. Die Gleichung ergibt in diesem Falle (nach Multi-
plizieren mit 4) * = 0, also die doppelt liegende z-Achse. Je
nachdem man aber von-den Ellipsen herkommt oder von den
Hyperbeln, ergibt sich entweder die Strecke 4 B selbst als gleich-
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sam unendlich schmale Ellipse, oder die Strahlen von A nach,
links und von B nach rechts als ganz flach gedriickte Hyperbel.
Ein weiterer Ubergang findet fiir 1 = -4 oo statt, den sich der
Leser selbst veranschaulichen mage.

7. Hinzufiigung einer Konstanten zu einer Gleichung
(Kurve gleicher Potenz). Wir wollen nun zunichst sehen,
was es bedeutet, wenn wir unserer Gleichung eine Konstante
additiv beifiigen, also die Kurve %2 = Az® -+ ¢ bilden.
Schneiden wir die neue Kurve mit der urspriinglichen,
setzen also in der neuen Gleichung 42 = Az3, so ergibt sich
0 = 0. Da aber § gerade nicht Null sein soll, ist zwischen
den beiden Gleichungen ein Widerspruch vorhanden, d. h.
die alte und die neue Kurve schneiden sich {iberhaupt nicht,
soweit man namlich das Endliche in Betracht zieht. Uber
das Verhalten im Unendlichen werden wir bald sprechen
(vgl. S.391f.). Nehmen wir § sehr klein an, so erhalten wir
eine Kurve, die ganz nahe an der urspriinglichen verlduft,
und zwar auflen oder innen, aber natiirlich keine Spitze
mehr hat. Wir kinnen das fiir jede beliebige Kurve aus-
sprechen: Ist f{z, ) = 0 die Gleichung irgendeiner Kurve,
so stellt fiir kleine positive oder negative Werte von § die
Gleichung f(x, ) = 0 eine neue Kurve dar, die ganz nahe
an der alten verlduft, sie aber nirgends fiberschreitet. Von
diesem Satze werden wirnoch wichtigen Gebrauch machen.

Bem. Man weif, daB beim Kreise J. Steiner (1826) den
Begriff der ,Potenz" aufgestellt hat, die dargestellt wird durch
das Produkt der auf einer den Punkt P(x,.y, enthaltenden
Sehne 4B durch den Punkt P gehildeten Abschnitte. Dieses
Produkt PA.PB wird fiir einen Kreis mit der Gleichung
flo, yy=x* + y- —r® =0 samt Vorzeichen gegeben durch
[y, . Yo) = + y3 — r? und ist im Innern des Kreises negativ,
im AubBern positiv. Der Begriff der Potenz ist auf hohere Kur-
ven ausdehnbar®) und die Potenz ist immer dem Ausdruck f(z, , #,)

@gﬂg} Pascal, Repert. d. koh. Math., 2. Aufl. 1910, IL. Bd. 1. Halfte,
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proportional. Auch bei der Elhpse == + Z: — 1 ist also die
Potenz (bei positivem Proportmnahta.tsfa.ktor) imTInnern negativ,
im AuBern posmv bei der Parabel y2 — 2px ebenso, bei der

vaerbel = g,, 1 ist es umgekehrt. Auf Grund dieses er-
weiterten Potenzbeonffes hat man die Kurven f(z,y) + 8 =0
,Kurven gleicher Potenz" in bezug auf die G‘rrundkm've flx,y)=0
wenannt

Beisp. Die Schar der Parallelen Axr + By = 1, ferner die
Scha:r der dhnlichen wund #hnlich liegenden XKegelschnitte

TeTiE = 1 (der konzentrischen Kreise * + y* = 4) kann in

der eben beschriebenen Weise aufgefalt werden, da sich iiberall
nur die Gleichungskonstante dndert. Bei der kubischen Hyperbel
y = Ax® bedeutet die Hinzufiigung einer Konstanten nur eine
Parallelverschiebung, wie tiberhaupt bei allen Kurven, in denen
y oder x nur in der ersten Potenz vorkommt.

8. Variation von 2 und & in der Gleichung
Y2 = Jac® 4 &2 . Setzt man in der Gleichungy2 = A23 1§
fir y die Werte 4 }'6 ein, so ergibt sich jedesmal z3 = 0,
d. h. die Geraden y — + 78 schneiden die Kurve auf der
y-Achsejein dreizusammenfallenden Punkten. Wir werden
ohne weiteres vermuten, daB es sich um Wendepunkte
handelt. Lassen wir also é variieren, so liegen die reellen
Wendepunkte des Systems y2= 123 4 ¢ fur positives &
auf der y-Achse und ihre Tangenten sind parallel der
x-Achse. Man sieht das noch besser, wenn man ¢ = &2
setzt. Dann 148t sich die Gleichung auch schreiben
(y + &)(y — &) = A28 und diese Gleichungsform laBt ge-
méB unseren Ausfiihrungen den Sachverhalt sofort er-
kennen. Setzen wir in dieser Gleichung y = 0, so erhalten
wir 3 = — ¢2/1, d.i. eine reelle Abszisse fiir den Schnitt-
punkt der Kurve mit der x-Achse. Auch bei noch so kleinem
& kann man aber durch geeignete Wahl von 4, das man nur
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entsprechend noch viel kleiner nehmen muB, erreichen, daf
der Zug 4 OB (s. Fig. 5) sich beliebig weit z. B. nach links er-
streckt. Bei festem ¢ findet dann der Ubergang fiir 1 = 0
so statt, daB die Kurve fiir ein ganz kleines positives 4 so
liegt, wie in Fig. 5 (A =%, ¢ = 1), nur daB sie sich fast
ganz an die Parallelen y = - ¢ anlegt, fiir ein ganz kleines
negatives 1 aber erscheint die Figur an der y-Achse ge-
spiegelt: Der Zug
A CB der Fig. 5 geht
in die unendlichen
Aste fiber und um-
gekehrt. Fir e =0
kann der Zug ACB
gar micht mebhr ent-
stehen und wir sehen
nun deutlich, warum
in diesem Falle bei
A= 0 ein Ubergang
von der doppelt ge-

zihlten positiven zur doppelt gezihlten negativen z-Achse
eintreten mu8.

9. Yariation von & und £ in der Gleichung 32 = 2ac3
— €22 + €. Um nun ebenso deutlich zu sehen, wieso
unsere semikubische Parabel y2 = 123 fiir 4 = oo in die
dreifach geziihlte y-Achse {ibergghen mu8, machen wir auf
der rechten Seite der Gleichung dasselbe, was wir soeben
auf der li_nken getan haben, 4. h. wir setzen statt #3 , indem
wir zwel ganz nahe Parallele zur y-Achse ziehen, das
Prolukt = (z 4 é) (r — ). Dann haben wir eine Kurve
mit der Gleichung ’
(a) W+ely—e) =izrlx+ Ej(x — &),
oder
{A%) = Ax® — &2 L g2

Fig. 5.
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und wir sehen sofort, dal die neue Kurve von der urspriing-
lichen semikubischen Parabel in zwei Punkten mit der ge-
meinschaftlichen Abszisse x = &2/142 geschnmitten wird.
Die Gleichung (A) zeigt uns ferner, daB die Kurve durch
die 6 Punkte geht, die die Abszissen z =0, =14,
x = — & haben und fiir welche y = 4-¢ ist.

Um uns den Verlauf der Kurve (A) klarzumachen,
suchen wir noch ihre Schnittpunkte mit der 2-Achse. Die
Substitution von y = 0 in (A¥) ergibt
(B) x> — x+e2d =0, 4=17%
eine Gleichung, die, solange é und & voneinander un-
abhiingig sind, mit Sicherheit nur eine Wurzel z < — ¢
ergibt (bei positivem 4). Denn die linke Seite der Gleichung
wird fiir z = —oo negativ, fiir # = —¢& aber positiv.
Wir wollen deshalb etwa 2 = .1 = 1 und é = ¢ nehmen,
so dafB die Kurvengleichung lautet

(AT) y? =% — x| &
und aus (B) wird
(B*) (2 — %) = —&.

Wenn hier ¢ <1 genommen wird, was wir doch jeden-
falls voraussetzen wollen, ist zwischen x =0 und z = ¢
eine Wurzel unmdglich; denn fiir einen solchen Wert wird
zwar die Klammer negativ, aber absolut genommen kleiner
als &2, und die Multiplikation mit  ergibt etwas noch klei-
neres, kann also nicht auf den absoluten Wert &2 fithren.
DaB zwischen £ = 0 und = —¢ keine Wurzel liegt, ist
fast selbstverstindlich; in der Tat wird fiir einen solchen
Wert die linke Seite von (B*) positiv. Demnach liuft in
diesem Falle die Kurve, wie in der Fig. 6 angegeben (¢ = }).
Diese Kurve ist etwas allgemeiner als die der Fig. 5, weil
die beiden Wendetangenten nicht parallel laufen.

10. DieBiischelform der Gleichung. Signierung. Bevor
wir aus Gleichung (A) noch Weiteres zulernensuchen, wollen

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 2



18 I. Allgemeine Gresichtspunkte. 10.

wir einen allgemeinen Satz aufstellen, der sich aus den
bisherigen Betrachtungen durch Verallgemeinerung ohne
weiteres ergibt. Hat niimlich eine Kurvengleichung die Form
(1) A0 = BY,
wo ® und ¥ irgendwelche Funktionen von z , y bedeuten,
so geht die Kurve (1) durch simtliche Schrnittpunkte der
Kurven ® = 0, ¥ = 0 . Denn fiir einen solchen Schnitt-
punkt (z,, ¥,) ist Dz, yo) = 0 avd ¥ (z, , y,) = 0, also
auch 4A®(x, , y,) = BY¥(x; , y,) - Dabei kdnnen 4 und B
Zahlenkeeffizienten oder selbst Funktionen von % , y sein.
Im letzteren Falle geht Kurve (1) durch alle Schnittpunkte
der Kurve 4*) mit B und ¥ und der Kurve ® mit Bund ¥ .

Nehmen wir {4 und Bals Zahlenkoeffizienten und setzen
B/4 = i, so stellt fir variables 4 die Gleichung
(2) ® =¥
ein System von Kurven dar, die alle durch simtliche Schnitt-
punkte von @ und ¥ gehen. Man nennt ein solches System
., Biischel. Nun muB aber wegen der Stetigkeit jeder Zug
einer algebraischen Kurve, sei es im Endlichen, sei es nach
einmalizem oder 6fterem Passieren des Unendlichen in sich
zurficklaufen. Die Kurven ® und ¥ teilen also die Ebene
in eine Anzahl von Feldern. Nun gibt es gewisse Gebiete
der Ebene, deren Punkte die Eigenschaft haben, da8 ihre
Koordinaten z. B. den Ausdruck ® positiv machen, andere
Gebiete, fiir die @ negativ wird. Diese Gebiete sind fiberall
durch die Kurve ® = 0 getrennt. Bekannte Beispiele hier-
fir sind ja die Gerade und die Kegelschnitte, bei welch
letzteren man ein ,Inneres“ und ein ,AuBeres* unter-
scheiden kann.

Ist nun in Gleichung (2) 4 positiv, so kann die Kurve (2)
‘ur in solchen Feldern liegen, in denen gleichzeitig ® und

®) Ich werde ofters der Kiirze halber einfach ,Kurve 4% statt
rve mit der Gleichung 4 = 0“ sagen.
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Y positiv oder negativ werden. Hat man ein solches Feld
festgestellt, so kommt man beim Uberschreiten der einen
Kurve in ein anderes Feld, in welchem kein Punkt von (2)
liegt usw. Indem man die letzteren Felder schraffiert und
die Schnittpunkte der Kurven ® und ¥ markiert,

erhilt man oft sofort ein deutliches Bild vom Ver- /
lauf der Kurve. Fiir negatives 4 liegen alle Kurven /
in den nichtschraf-

fierten Feldern. Die
Ubergange finden
fir 4 =0 und
i = oo iber die
Kurven ® und ¥
statt.

Dieses ..Signie-
rungsprinzip®, wie
es von Reuschle
genannt wurde,
wird mit besonde-
rem Vorteil ver-
wendet, wenn die
Kurven @ und ¥ in
mehrere Teilkurven ,zerfallen”. Man erhilt dann
namlich eine groBere Anzahl von Feldern, da schon
das Uberschreiten einer einzigen solchen Teilkurve,
z.B.von ®,dasVorzeichen von @ dndert. Ein solcher Fall liegt
z. B. bei der Gleichung (A) der vorigen Nr. vor und die Fig. 6
wird dem Leser deutlicher als alle Worte zeigen, wie das Si-
gnierungsprinzip anzuwenden ist. Man sieht aus (A), da8
fiir groBe positive « und groBe positive oder negative ¥ bei
positivem 1 die beiden Seiten der Gleichung positiv werden.
Demnach konnen in den Feldern rechts oben und rechts
unten Kurvenpunkte liegen. Hiernach ist die Signierung,

2*
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wie Fig. 6 zeigt, vorzunehmen. Zur sicheren Anwendung
der Regel ist nur vorauszusetzen, daB alle vorkommenden
Schnittpunkte einfach sind und zundchst wollen wir anch
annehmen, da8 © und ¥ keine vielfachen Faktoren enthalten.

11. Variation von 2 in der Gleichung y* = 223
— 2822 4 €. Wir fahren nun in der Betrachtung der
Gleichung (4) der Nr. § fort. indem wir Z varileren, zur Ver-
einfachung aber é = ¢ setzen. Dann haben wir die Kurve
) y? — &2 = Ax(x? — &) .
! Diese Kurve ist ja fiir
i/ 2 =1 mit (AT) identisch
J und sie behilt die charak-
teristische Form von Fig. 6
auch bei, wenn / bis zu 0
i abnimmt. Nur schmiegt
§ sich die Kurve dann immer
§ mehr an die beiden Paral-
\ lelen zur z-Achsey = +¢
an, in die sie fir 4 = 0
y libergeht. Wenn nun aber
bei der Kurve (C) 1 grofier
wird, so werden die Aste
steiler, die Ein- und Aus-
buchtungen stirker und
es tritt fiir einen gewissen
Wert von i(=3}3/2¢)
der Fall ein, daB die zwei
Binbuchtungen in dem
Raum zwischen z = 0 und
Fig. 7. '\ = ¢ aneinanderstoBen.
Sie vereinigen sich dann zu einem ,,Doppelpunkt“ (Fig. 7
& = 1), einer Singularitit, die schon bei den zwei Bei-
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spielen von Nr. 4 (Fig. 3 u. 4) auftrat. Den angegebenen
Wert von 4 erhilt man, wenn man die Diskriminante der
Gleichung (B) filr é = ¢ bildet (vgl. 8. 10). Wird Z noch
groBer, so reifit der Doppelpunkt nach der anderen Seite
auf, die Kurve hat dann drei reelle Schnittpunkte mit der
z-Achse, es entsteht ein von dem ins Unendliche gehenden
Zug ganz getrenntes Oval (in Fig. 7 fiir A = 10 gez.), das
sich bei weiter wachsendem 1 immer mehr den beiden
Parallelen z = 0, # -+ ¢ = 0 anschmiegt, wihrend der
unendliche Zug der Geraden z — & = O sich nihert. Fir
4 = oo artet dann die Kurve in diese drei Parallelen aus,
die, wenn wir gleichzeitig & zu Null abnehmen lassen, in
23 = 0 zusammenfallen. Damit ist auch dieser Ubergang
anschaulich gemacht. Fiir sehr groBe negative A erscheint
die soeben betrachtete Figur wieder gegen die y-Achse ge-
splegelt und das jetzt rechts auftretende Oval macht den
umgekehrten Proze8 durch. Der Doppelpunkt entsteht dann
fir A = — 3Y38/2e.

Bem. Wir haben soeben eine Kurve kennen gelernt, die
aus zwei getrennten Ziigen besteht, ohne doch zu zerfallen. Die
beiden Ziige unterscheiden sich dadurch, daB der eine von einer
willkiirlichen Geraden nur in einer geraden Anzahl (0 oder 2),
der andere nur in einer ungeraden Anzahl von Punkten (1 oder 3,
wenn man ev. den unendlich fernen mitzihlt) geschnitten werden
kann. Ch. v. Staudt hat (1847) allgemein bewiesen, dafl eine
algebraische Kurve immer aus solchen ,,paaren' und ,,unpaaren*
Ziigen zusammengesetzt ist.

12. Die Gleichungsform @ = 4 ¥2. Das Verfahren
der Ersetzung eines zwei- oder dreifachen Faktors einer
Gleichungsseite durch verschiedene, aber von dem urspriing-
lichen nur wenig abweichende Faktoren wollen wir nun
verallgemeinern und damit die letzte der in Nr. 10 ge-
machten Einschrénkungen teilweise auftheben. Es habe
eine Kurve C die Gleichungsform

AD = BY?2,
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<

wo wieder ® = 0, ¥ = 0 Kurven seien, die aber nur ein-
fache Schoittpunkte haben sollen (d. b. sie sollen sich nicht
berithren und keine soll durch Doppelpunkte, Spitzen usw.
der anderen gehen). 4 und B seien Koeffizienten oder
auch Funktionen. Im letzteren Falle sollen aber auch 4 =0
und B = 0 nur einfache, mit den Schnittpunkten von ® und
W nicht zusammenfallende Schnittpunkte haben. Schreiben
. wir dann Y(¥ 4 9)
! statt W2, so sehen
. wir, da wir in
<. paher Umgebung der
{ Schnittpunkte von ©
mit ¥ und (¥ <4 )
diese Kurven durch
. ihre Tangenten er-
\ setzen kOnnen, da8
* sich die Kurve C in
: all diesen Schnitt-
punkten verhilt, wie die Parabel y = 122 zu den Koordinaten-
achsen. D. b. die Kurve C bertihrtdie Kurve ® (ev. auch 4)
Tberall dort, wo sie von der Kurve ¥ geschnitten wird
(Fig. 8). In den Fillen, wo mehrfache Schnittpunkte auf-
treten, ist eine besondere Untersuchung notwendig.
Beisp. Die Gleichung zy = A(x + y — 1)? stellt eine
Schar sich doppelt beriihrender Kegelschnitte dar. Die gemein-
samen Tangenten sind die Achsen © = 0, y = 0, Berithrungs-
sehne ist die Gerade * +y — 1= 0. Allgemein lautet die
Gleichung einer solchen Schar
G,Q, =iG},
wenn G, , G,, G, Symbole fiir beliebige Geradengleichungen sind.
. 13.Die Gleichungsformen @ =1 ¥3und $2 =1 ¥3.
Ahnliche Betrachtungen fiihren zu den folgenden Sitzen:
Hat eine Kurve C die Gleichungsform

40 = BYs,
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so berfibrt sie im allgemeinen die Kurve © in den einfachen
Schnittpunkten von @ und ¥ dreipunktig. Ist ® eine Ge-
rade, so ist sie in diesen Punkten die Wendetangente von
C. Hat eine Kurve C die Gleichungsform
A®2 = BY3

s0 besitzt sie im allgemeinen Spitzen in den Schaittpunkten
von @ und ¥ mit den Tangenten von © als Spitzentan-
genten. In der Aufstellung und Erweiterung solcher Sitze
ist aber Vorsicht geboten (vgl. Nr. 56, Beisp. 6; s.auch S.638).

W
- Fig. 9. Fig. 10.

Beisp. 1. Die Kurve des Beispiels 2 von Nr. 4 mit de
Gleichung (x +y — @) + 27Taxy = 0 hat in den Schnitt-
punkten der Geraden « + y — ¢ = 0 mit den beiden Achsen
Wendepunkte mit den Achsen als Wendetangenten (Fig. 9).

Beisp. 2. Nicht dasselbe findet statt bei der Kurve mit
der Gleichung

y(ax — y%) = o e
(Descartessches Blatt, 1638) weder fiir den Anfangspunkt
x =0,y =0, nochfiir die Schnittpunkte der Parabel ax — y2 =0
mitz=0. Wie eine Zeichnung der Kurve ergibt (vgl. Fig.10;
Polarkoordinaten!), hat sie ndmlich im Anfangspunkt einen
Doppelpunkt, dessen beide Tangenten die Achsen sind (o wird
Null fiir 6 = 0 und 6 = 90°), und die Achse y = O schneidet
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die Kurve deswegen in drei zusammenfallenden Punkten
(x* = Q), weil durch ihren Beriihrungspunkt die Kurve noch
einmal hindurehgeht. Uber die Parabel axz — y* = O siehe S.120.
Es besteht Symmetrie gegen die erste Winkelhalbierende der

Achsen.

Beisp. 3. Die Quartik 2 —26°2* — 4day’+a* =0
(Beisp. von Cramer) 1iit sich auf die Form bringen

(2 — a®® = day®.

In der Tat hat die Kurve, die sich ja leicht punktweise berech-
nen lift (vgl. Fig. 11), in den Punkten 2 =T a, y = 0
Spitzen mit den Geraden * = 4 a als Tangenten. Man erkennt
leicht, daf die Kurve fiir negative y keine reellen Zweige hat.
Die y-Achse wird in einem einzigen reellen Punkt geschnitten.

14. Kubik mit
Doppelpunkt. Wir
kehren nun zu unse-
rer Kurve (C) von
S. 20 zuriick, die fiir
i = 373/2¢ einen

N Doppelpunkt  auf-

Fig. 11. wies. Das Charakte-
ristischeist, daB dieKurve sichim Doppelpunktselbst durch-
schneidet. Nicht charakteristisch ist die Schleife, die sich in
all unseren hisherigen Fallen zeigte. Setzen wir in der
Gleichung (C) denangegebenen Wert von 4 ein, so ergibt sich
D ﬁz 2 3 o200 1 _2_*i
®) sy T T T g
Fiir y = 0 muB die entstehende Gleichung in = eine Doppel-
wurzel haben. Man weiB, da8 die Ableitung der Gleichung
nach z diese Wurzel als einfache enthalt. Diese Ableitung
lautet 3% = ¢2 und man erkennt leicht z = ¢/}'3 als die
Doppelwurzel. Gleichung (D) 148t sich also schreiben

s 2¢ / e 2 2¢
(D* S y? = [ — =) B Wi
) 313" \ 15’( ‘ )5)
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wobel der letzte Faktor den weiteren Schnittpunkt der
Kurve mit der z-Achse anzeigt.

Bem. 1. Gleichung (D¥) ist von der Form 4 ®* = W2. Y/,
und in der Tat beriihrt die Kurve (D*) die Gerade ¥’ dort, wo
sie von @ (der z-Achse) geschnitten wird (vgl. Nr. 12 und
Fig. 7). In dem Schnittpunkte von ® und ¥ liegt der Doppel-
punkt. Dafiir werden wir bald eine allgemeinere Gleichungs-
form geben (Nr. 17).

Bem. 2. Der Leser wird leicht finden, daB sich wohl die
Gleichung der Tschirnhausenschen Kubik (S. 11) auf die
Form (D*) bringen JaBt, ndmlich

2ay® = (x + 8a)® (@ — =),
nicht aber die der Maclanrinschen Trisektrix, wiewohl beide
Kurven ziemlich #hnlich gegen das Koordinatensystem zu
liegen scheinen. Der Grund hierfiir wird spiter ersichtlich
werden (s. Beisp. 2 v. Nr. 27).

15. Kubik mit isoliertemn Punkt. Das Tangenten-
paar des Doppelpunktes. Die Kurve (D¥) ist offensichtlich
nur ein Spezialfall der Kurven mit der Gleichung

(E) Y=tz —pPr—9q).

Auf alle Fille scheint (E) in £ = p, y = 0 einen
Doppelpunkt zu haben. Wir sehen jedoch gleich, daB
(wenn 4> 0) die Gleichung fiir z < ¢ keine reellen Werte
von y mehr gibt. Ist also p < ¢, so liegt dieser ,,Doppel-
punkt” ganz vereinzelt, es gehen keine reellen Zweige der
Kurve durch ihn und wir nennen ihn daher ,isolierten
{Doppel-)Punkt®. Wollen wir also eine Form wie (D) oder
wie die Tschirnhausensche Kubik erhalten, so miissen
wir p > g voraussetzen, eine Bedingung, die bei diesen
beiden Kurven in der Tat erfiilltist*). Fiir p = ¢ entsteht
eine Spitze und diese Form bildet also den Ubergang vom
isolierten Punkt zum Doppelpunkt mit reellen Zweigen,
den man zum Unterschied auch ,,Knoten* nennt.

*) In der Gleichung von Nr. 14, Bem. 2 ist allerdings fiir ¢ >0
4 << 0. Dann muB p < ¢ sein.
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Behufs genauerer Untersuchung des Doppelpunktes
von (E)legen wir den Anfangspunkt des Koordinatensystems
in ihn, d.h. wir setzen x — p = £, so daB die Gleichung
{E) dann lautet

® yr=Ai8E+p—19
oder ‘ _
(F*) y:—Ai(p — )8 =18

Wir sehen, daB durch diese Umformung nicht blof das
Absolutglied aus der Gleichung entfernt wurde, sondern
daB in ihr auch kein lineares Glied mehr anftritt. Schneidet
man die Kurve mit einer Geraden durch den Anfangspunkt
y = A&, so ergibt sich (nach Abtrennung der D0ppe;-
wurzel £ = 0) dle Gleichung

1) A2 — i(p —q) = 2135

Die Gerade hat also aufier den zwel in den Anfangs-
punkt fallenden Schnittpunkten immer noch einen weiteren,
dessen Abszisse durch Gleichung (1) gegeben ist. Auch
der hierdurch bedingte Wert von £ kann aber Null werden,
wenn A = -+ A(p — g) wird. Das tritt offenbar dann ein.
wenn die Gerade einen der Zweige des Doppelpunktes (im
Anfangspunkt) beriihrt. Daher lauten die Gleichungen der
beiden Tangenten des Doppelpunktes y = 4 £} i(p—9)
und das Produkt dieser hbeiden Gleichungen -ergibt
y2 — I(p — g) &2 = 0 als Gleichung des Tangentenpaares.
‘Wir sehen, da8 dies nichts anderes ist als das System der
quadratischen Glieder unserer Gleichung (F*). Diese Be-
trachtungen sind ganz unabhiingig von der Art des Doppel-
punktes. Wenn man im Falle des isolierten Punktes von
nBerihren® und ,Tangenten” spricht, so denkt man sich
eben zwel imagindre Zweige durch den Punkt gehend, die
man algebraisch ja ebenso wie reelle Zweige verfolgen
kann. Nun erkennt man leicht, daB (immer fiir 2 > 01 das
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Tangentenpaar y = + £YA(p — ¢) nur dann reell ist, wenn
p> g. Das ist die Bedmgung, die wir schon oben fanden.
Riickt der Wert von p dem Wert von g immer niher, s
schrumpft die Schleife, die bei dieser Art von Gleichung
fiir p > g stets vorhanden ist, immer mehr zusammen und
geht schlieBlich in eine Spitze iiber.

16. Der Anfangspunkt als vielfacher Punkt. Wir
konnen daran gleich folgenden allgemeinen Satz schlieBen,
der genau nach dem eben benutzten Verfahren bewiesen
wird: Ordnet man eine algebraische Gleichung in z,  nach
dem Grade ihrer Glieder, so daB sie die Form erhilt
@) ug +u @, y) Fus@,y) + ... +u,(z,9) =0,
WO Uy, Uy, . . - Uy, die Aggregate der Glieder ersten, zweiten,

.. n%2 Grades sind, und ist die Konstante u, = 0 , so geht
die Kurve durch den Ursprung des Koordinatensystems
und 2, (x, y) = 0 stellt die Tangente der Kurve im Ursprung
dar. Ist aber u,(x,y) =0, d. h. sind Gberhaupt keine
linearen Glieder vorhanden, so hat die Kurve im Anfangs-
punkt einen Doppelpunkt, dessen Tangentenpaar die Guel-
chung uy(z,y) = O hat. Ahnlich fiir einen dreifachen,
bis zu (n—1)-fachen Punkt. Es handelt sich aber nur dann
um einen gewdhnlichen %4-fachen Punkt, wenn erstens das
niedrigste Aggregat u; (¢, y) aus & verschiedener Faktoren
besteht, zweitens auch keiner dieser Faktoren in 2., (z, )
und den folgenden Aggregaten enthalten ist. Fehlen alle
Glieder auBer u, (z, y) = 0, so besteht die Kurve aus einem
System von n Geraden durch den Anfangspunkt. Denn
jede homogene Gleichung nte® Grades in z, y 4Bt sich,
wenigstens theoretisch, in 7 lineare Gleichungen von der
Form ax 4+ Sy = 0 zerlegen.

Beisp. Nach der letzten Bemerkung kann es .dreifache

Punkte nur auf Kurven geben, die mindestens der 4. Ordoung
sind. Der gewohnliche dreifache Punkt hat zwei Arten. In
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einem Falle sind alle drei Tangenten reell und getrennt, im
andern ist nur eine Tangente reell, die beiden anderen sind kon-
jugiert imagindr. 'Wir geben als Beispiele die beiden Quartiken
yiy? — 2% = xt + y* (Fig. 12) und y (¥* + «®) = o* + y* (Fig.13).
In dem letzteren Falle ist duflerlich keinerlei Besonderheit an
der Kurve im Anfangspunkt zu bemerken.

=

Fig. 12. Fig. 13.

1%7. Bedingung fiir das Vorhandensein eines Doppel-
punktes. Allgemeine Gleichung des Tangentenpaares.
Aus dem Satze der vorigen Nr. kfnnen wir eine Gleichungs-
form herleiten, die das Vorhandensein eines Doppelpunktes
sofort erkennen la8t. Hat z. B. eine Gleichung die Form
(H) dx? 4+ Bry+ Cy2=0,
wo 4, B, (' beliebige Funktionen sind, so hat die durch (H)
dargestellte Kurve, sofern nicht in allen Funktionen 4, B, C
das Absolutglied fehlt, was wir ausschlieSen, eine Singulari-
tit 2. Ordnung im Ursprung. So wollen wir sagen, wenn wir
nichts Genaueres wissen, als da8 die niedrigsten Glieder
der Gleichung von der 2.Ordnung sind. Sind &, 8, y die
Absolutglieder der Funktionen 4, B, (', so wird das
Tangentenpaar des Doppelpunktes durch xz? + Sz y
— yy® = O dargestellt. Aber auch wenn eine Gleichung
in die Form gebracht werden kann
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() A®2 L BOVY - (V2 =10,

wo ® = 0 und ¥ = 0 irgendwelche Kurven sind, die sich
aber nur in einfachen Punkten durchschneiden migen, hat
die Kurve (K) Singularititen 2. Ordnung in allen Durch-
schnittspunkten von ® und ¥. Denn wenn wir uns den Ur-
sprung in einen dieser Schnittpunkte verlegt denken, so
werden die niedrigsten Glieder von ® und ¥ linearin «, ¥
und diese geben, in den Kombinationen ®2 OV, ¥2 und
mitden Absolutgliedern der ebenfalls transformierten Funk-
tionen 4, B, C multipliziert, die Gleichung des Tangenten-
paares. Hg darf nur fiir keinen der Schnittpunkte gleich-
zeitig auch A = B = (C = 0 sein.

Uber die Werte der Absolutglieder in den transformier-
ten Funktionen 4, B, C lafitsich N&heres aussagen. Liegt
nimlich der fragliche Doppelpunkt im Punktex =a,y =15,
soistdie Transformation x = § + a, y = » -+ b zumachen.
Denkt man sich diese Transformation z. B. an 4 ausgefiihrt,
so erhilt man das neue Absolutglied fir £ =0, = 0.
Das ist aber dasselbe, wie wenn man in 4 {iberall von
vornherein x =a, y =10 gesetzt hitte (Taylorscher
Lehrsatz). Die so erhaltenen Absolutglieder A(z, ),
B(a, b), C(a, b) sollen oy, By, ¥, heiBen. Wenn nun @
und ¥ gerade Linien sind, so da8 also etwa
1) d=y—b—Az—a), Y=y—b—ulr—a,
so werden diese Ausdriicke durch die obige Transformation

zu

(1% =n—if, p=y—p§,

und das Tangentenpaar im Doppelpunkte der Kurve (K
hat die Gleichung

@) %@*+ oy +ro =0,
die auf ein parallel zu dem urspriinglichen durch die Sin-
gularitit selbst gelegtes Koordinatensystem bezogen ist.
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Setzen wir nachtriiglich in Gleichung () £ =2 — a,
n =1y — b, so wird aus ¢ wieder @, aus y wieder ¥ und
wir finden die Gleichung des Tangentenpaares, bezogen
auf den urspriinglichen Anfangspunkt zu

(2%) 0, 02 4 B OV + W2 =0,

Bem. 1. Auf dieselbe Weise ergibt sich, daB eine Kurve
von der Gleichung A® + BY =0 (vgl S. 18), wo @ und ¥
gerade Linien vorstellen, im Punkte @ =0, Y = 0 die Tangente
%, ® + B, ¥ = 0 hat. Die Erweiterung auf hohere, vielfache
Punkte liegt ebenfalls auf der Hand.

Bem. 2. Die aus der Differentialrechnung bekannte Be-
dingung des Doppelpunktes df/dx = 0, df/dy =0, in Ver-
bindung mit [ = 0 bestitigt, dab ein Punkt (@, b) der auf ¢ und
Y liegt, fiir die Kurve (K) im allgemeinen ein Doppelpunkt ist.
Denn die Differentiation ergibt fiir konstante 4, B, C fol-
gende zwei Gleichungen

O240. + BY) + V(BY, +20¥) =0,
ORAQ, + BY)) + Y(BO, +2C0¥) =0,
die beide fiir alle Werte von x, y, fiir welche gleichzeitig
® = 0 und ¥ = 0 ist, ebenfalls erfiillt sind. Die Erweiterung
auf variable 4, B, C ist einfach.

Beisp. 1. Nach der eben angegebenen Regel muB das Tan-
gentenpaar des Doppelpunktes der Kurve (E) (S. 25), deren
Gleichung y° = i{x — p)*(x —q) schon auf die Form (K) ge-
bracht ist, die Gleichung y*® = A(p — ¢)(x — p)® haben, was
mit dem S. 26 Festgestellten iibereinstimmmt. Fiir die
Tschirnhausensche Kubik ergibt sich anf diese Weise
y* = % (x + 8a)® und der Winkel der Tangenten gegen die
x-Achse zu 30°.

Beisp. 2. Wenn man in der kartesischen Gleichung
{x + 3a)(x* + y?) = 4a® der Maclaurinsehen Trisektrix
y = 0 setzt und die Doppelwurzel der entstandenen Gleichung
in x sucht (vgl. S. 10), so findet man, daB sich die Gleichung
der Kurve in die Form bringen 1}t

¥ x+ 3a) + (x—a)(x + 2a)* =0,
die ebenfalls von der Form (K) ist. Setzt man = — 2¢ in die
Koeffizienten ein, so ergibt sich fiir das Tangentenpaar des
Doppelpunktes y* = 3(r + 2a)*, also der Winkel der Tan-
genten gegen die x-Achse zu 60°.
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Beisp. 3. Die Kurve 4. Ordnung 16(y* — 2ay® — 2a%y9)
4+ {x* — 4a%*? = 0 (Beisp. von Cramer) mit den bisher be-
nutzten Hilfsmitteln zu diskutieren. Die Xurve ist im End-
lichen geschlossen.

18. Das ,,Auflosen* von Doppelpunkten. Wir wollen
run, was wir seinerzeit an der semikubischen Parabel
machten (Nr. 8), auch an einer Kubik mit Doppelpunkt
ausfiibren, nimlich die Gleichungskonstante um ein Ge-
ringes veréindern. Dieses von J.Pliicker in seiner Theorie
der algebraischen Kurven (1839) eingefithrte Ver-
fahren ist von der groften Wichtigkeit zur Erforschung
der moglichen Gestalten algebraischer Kurven. Fir den
Augenblick nehmen wir wieder die Kubik (D) von S. 24,
deren Gleichung wir jetzt schreiben wollen
(L) Y= -%_}—f(x“ — &%) + &
und ven der wir wissen, daB sie im Punkte y =0,
x = ¢/}3 einen Enoten besitzt. Die Kurve hat fiir jedes ¢,
das jetzt nicht mebhr besonders klein zu sein braucht, die
Form der leicht ausgezogenen Kurve in Fig. 14*). Figen
wir jetzt auf der rechten Seite von (L) eine zunichst
ganz kleine Konstante 6 = £ 1 additiv bei, so wird
nach den in Nr. 7 erliuterten Sitzen entweder eine Kurve
der Art I mit einem einzigen unpaaren Zweig, oder der
ArtIImiteinem unendlichenZweigund einemOval entstehen.
Wirkonnen auch gleich angeben, fiirwelches Vorzeichen von
0 das eine oder andere eintreten wird. Denken wir uns
namlich in (A) alle Glieder auf die linke Seite gebracht,
so daB die Gleichung die Form f(x, %) = 0 hat, so sehen
wir, daB (fir ¢>0) f(0,0) negativ (= —¢2?) ist. Fir

¥) In Fig. 14 ist wie in Fig.7 = } gew#hlt. Wir wollten hier
nicht ein zu allgemeines Beispiel nehmen, wie etwa (E) von S. 25,

wo erst eine Bedingung die Form angegeben hitte, noch auch ein
zu spezielles, wie etwa die Tsehirnhausensche Kubik von S. 11
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jeden Punkt x;, y, innerhalb der Schleife der Kurve (L)
ist also f(xy,%,) < 0. Uberschreitet man demnach die
Schleife an irgend einem Punkte, auBer am Doppelpunkt
selbst, so kommt man in ein Gebiet, wo f(=,, ) > 0 ist,
und beim weiteren Uberschreiten eines der unendlichen
sy Aste in ein Gebiet, wo wieder
N [, ¥o) <0 ist, dasselbe Ge-
biet, das man vom Innern der
Schleife aus beim Uberschrei-
ten des Doppelpunktes er-
reicht hitte (vgl. S.19). Wir
haben in Fig. 14 die Signie-
rung durch Schraffierung des
positiven Gebietes gekenn=
zeichnet und knnen nun ohne
weiteres sagen. daf (immer
fiir £> 0) die Hinzufligung
eines positiven 6 auf der
rechten Seite von (L) eine
Kwrve f(z, y) = 0 im schraf-
fierten Gebiete, die Hinzu-
fligung eines negativen § eine
solche von der Gleichung
f(x,y) = — d imnichtschraf-
fierten Gebiete ergeben wird.

Bem. Es ist interessant,
weiter zu verfolgen, was aus den
Kurven der Fig. 14 wird, wenn é im einen oder anderen Sinne un-
begrenzt zunimmt. Vorallem bemerkt man, daf die Beriihrungs-
punkte der borizontalen Tangenten samt und sonders auf den

beiden Geraden & = + ¢/} 3 liegen. Die Kurven des schraffier-
ten Gebiets dndern also ihre Gestalt im wesentlichen mnicht.
Das Oval der Kurven des nichtschraffierten Gebietes schrumpft
aber bei wachsendem |6, immer mehr zusammen, bis es sich (fiir
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6 = —4:%/3)3) auf einen isolierten Punkt (z, = —z}3)
zusammenzieht und schlieflich ganz verschwindet, -

19. Ableitung der Grundiormen der Kubiken aus
Kegelschnitt und Gerade. Sind ® = 0 und G = 0 die Glai-
chungen eines Kegelschnittes und einer Geraden, so stellt

¢G+0=0
fir kleine 6 eine Kubik dar, die sich unter Auflosung der
an den Schnittpunkten von @ und G entstandenen Doppel-
punkte eng an das System der beiden Linien anschmiegt
(vgl. Fig. 15). Der Leser zeichne sich Figuren dieser Art

Fig. 15. " Fig. 16.

fiir alle moglichen Kegelschnitte mit Geraden in allena Ligen.
Wird ® von G nicht reell geschnitten, so entstehtan Stelle
von G ein auf der einen Seite von G liegender flacher un-
paarer Zweig mit zwei Wendepunkten, aus @ wird ein
eventuell parabolisches oder hyperbolisches Oval.

Ist G; eine weitere Gerade, die aber ® reell schneiden
soll, so stellt fiir sehr kleine ¢ die Gleichung

PG +48G, =0

eine Kubik dar, die wie die Kurve der Fig. 15 die Doppel-
punkte, die ® mit G bildet, 1st, aber auBerdem durch die
Schnittpunkte von ® und G mit G; geht (Fig. 16). Auch
dieses Verfahren kann mannigfach variiert werden.

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 3
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20. Ableitung der Grundformen der Quariiken aus
zwei Kegelsehnitten. Sind ©, = 0, ®, = 0 zwei Ellip-

Fig. I7.

sen, die sich in vier reellen Punkten schneiden, so stellt die
Gleichung ’

D, P, +6=0
eine Quartik dar und zwar ergeben sich hier fiir verschie-
dene Vorzeichen von J verschiedene Formen, je nachdem
man an den Doppelpunkten ,verbindet* oder .trennt“.
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Die eine (Fig. 17, I) besteht aus vier getrennten paaren
Ziigen mit je zwei Wendepunkten (,,Unifolien”), die andere
{(Fig. 17, II) aus einem ,,(uadrifolium* mit einem einge-
schlossenen Oval (,Ring- oder Giirtelkurve). Stellt ¢,
eine weitere Ellipse (Kreis) vor, die aber ganz klein sein
und nur den einen Schnittpunkt von ®; mit @, umschlieBen
soll, so gibt die Gleichung
0,0, + 69, =0

tiir positives oder negatives kleines 4 an den drei anderen
Schuittpunkten eine ,,Trennung” (Fig. 17, III) oder eine
. Verbindung* (Fig. 17, IV), so da8 entweder eine dreiteilige
oder eine einteilige Form entsteht. Die erstere besitzt ein
..Bifolium* und zwei ,,Unifolien“, die letztere besteht aus
einem ,,Quadrifolium® allein. Ist der Kegelschnittt ®; eine
sehr schmale Ellipse, die zwei Schrittpunkte von @, , ®,
umschlieBt, so stellt die Gleichung, gleichgiiltig ob man an
den zwei librigen Schnittpunkten verbindet oder trennt, eine
aus einem ,,Unifolium* und einem ,,Trifolium* bestehende,
zweiteilige Form dar (Fig. 17, 7; F. Klein 1876). Indem
man hier der Kegelschnitten alle Lagen und Formen erteilt,
lassen sich die mannigfachsten Formen ableiten. Wichst
¢ im Positiven oder Negativen, so verschwinden allmahlich
die Einbuchtungen der ,,Unifolien usw. (beim Trifolium der
Kurve ¥V schon angedeutet). So knnen simtliche Ziige zu
reinen Ovalen werden. Die soeben abgeleiteten und ge-
zeichneten Formen sind tatsichlich die 5 Grundtypen der
reellen, singularititenfreien Quartiken, sofern man nur die
Anzahl der Ziige und der Einbuchtungen in Betracht zieht
{(Zeuthen 1873/74).

II. Die Beziehungen zum Unendlichfernen.

21. Einfilhrung eines Koordinatendreiecks. Wir
wollen zu unseren zwei Koordinatenachsen noch eine weitere

3*
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Gerade G dazu nehmen und die Abstinde von ihr mit 2
bezeichnen, so daB jeder Punkt P der Ebene durch die drei
Abstinde z, ¥, » bestimmt ist, die im Innern des von den
drei Achsen gebildeten Dreiecks positiv sein sollen und im
ibrigen einzeln ihr Zeichen &ndern, sobald eine Achse tiber-
schritten wird. Diese Abstéinde z, ¥, » kinnen aber nicht
mehr alle drei willkiirlich gegeben werden, da schon zwei
von ihnen den Punkt P festlegen. Sollen also immer alle
drei Abstinde x, 7, = vorkommen, so diirfen wir nur ver-
langen, daf ein Punkt P, den wir bestimmen wollen, drei
Abstinde (.Koordinaten* nennen wir sie ebenfalls) habe,
die gewissen Zahlen x, , x,, x; proportional sind, so daB
alsoz = 9,y = 92, , v = Ju; ist. Die Konstruktion des
Punktes P, wenn etwa z; , 7y, 3 als Strecken geo"eben
sind, ist ja aus den Elementen bekannt.

Die absoluten Werte von z, y, » miissen, da sie nicht
unabhiingig sind, einer Bedingm"Ag gentigen. Diese wird
durch die Lage der Geraden G bestimmt. Hat diese im alten
Koordinatensystem die Gleichung, die wir in der Hesse-
schen Normalform annehmen wollen

G=zcosw + ysinw —p=20,
wo p also das Lot auf die Gerade vom Ursprung und  den
Winkel dieses Lotes mit der positiven z-Achse bedeutet, so
erhalt man bekanntlich den Abstand einesbeliebigen Punktes
von G, indem man einfach die Koordinaten des Punktes statt
derlaufenden Koordinaten in den Ausdruck Geinsetzt. Wenn
p den absoluten Wert des Lotes OD (Fig. 18) bedeutet, er-
geben sich so die Abstiinde aller Punkte Pauf der Seite des
Anfangspunktes alsnegativ. Da wir aber%, im Innern des Ko-
ordinatendreiecks O E'F positiv haben wollen, nehmen wir
(1 x = —(zcosw + ysinw — p)
oder
1% zcosw +ysinw +x=7p,
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eine Gleichung, die sich auch direkt durch Projektion des
Streckenzuges OAPC auf 0D oder durch Ansetzen
des Inhalts von [\ OFEF ergibe. Diese Gleichung (1%)
oder (1) ist die gewiinschte Beziehung zwischen z, y, x.
Wenn wir nun g \|
die Gleichung irgend
einer Kurve, die im
{(r , y)-System ge- AN
gebenist, im (z, y,z)- '
System  darstellen
wollen, so ist von
vornherein zu beach-
ten, daB die neue
Gleichung in z, ¥, %
homogen werden
wird, da sie ja nur
eine Beziehung zwi-
schen den Verhaltnissen von z, y, # darstellen kann, nicht
zwischen deren absoluter Werten. Wir konnen also wie
oben setzen
(2) $=’l9‘$1, y =9, 75:191’37
Wwo jetzt aber die , , =, , o; mit den z, ¥y, % variabel sein
sollen. Indem wir fiir x den Wert aus (1) nehmen, ergibt sich
2" x =0, y =39z, p=Y(r,cosw + z, sinw + x,),
demnach

_ pi, _
3) I, cosw + &y sinw 4+ 1,
px,
y=.rcosc)';c‘ -
A 0+ &, sinew 4+ x,
Durch diese Substitution kann jede durch eine Gleichung
in (z, y) gegebene Kurve auf das Koordinatendreieck O B F
bezogen werden, dessen drei Seiten die Gleichungen
Zy = 0,xy = 0, 2; = 0 haben.
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929, Die rechtwinkligen Koordinaten als Grenziall
der Dreieckskoordinaten. Hat nun etwa eine Gerade I
die Gleichung

@) Fr=4z+4+By+C0=0,
so erhilt sie durch die Substitution (3) die in a; , 25, 5
homogene Form

- , Ccosw i Csine’ e _
(o)(A-,- = )971+(B—{— p )a'z+px3 0.

Denken wir uns hier mit  multipliziert, also statt z,.
%, , &, wieder z, y, & geschrieben und lassen wir p immer
groBer und griBer werden, dann werden in den Klammern,
auck wenn wir dabei den Winkel » beliebig dndern, die
zweiten Glieder immer mehr der Null zustreben. Wenn
man fermer in (1) mit p dividiert, so sieht man, daB
fiir p o0 afp-> 1 ist*), da ja auch » mit p vnendlich
gro8 wird, sofern nur -, y endlich bleiben. Wir erhalten
demnach aus (5) fiir unendlich grofes p die Gleichung
(4) wieder.

Diese Tatsache zeigt, daB wir unser rechtwinkeliges
Koordinatensystem als einen Grenzfall eines Systems von
Dreieckskoordinaten betrachten konnen, wenn wir uns die
dritte Koordinatenseite ins Unendliche gelegt denken. Da8
diese .,unendlich ferne Gerade* keine Richtung mehr hat,
daB sie also alle unendlich fernen Punkte enthilt, geht
daraus hervor, daB beim Grenzitbergang o beliebig ist. Ja.
wenn wir wieder unser urspriingliches, im Endlichen ge-
legenes Dreieckssystem zugrunde legen, konnen wir sogar
die Bedingung in a; , o, . 75 aufstellen, der alle unendiich
fernen Punkte geniigen, d.h. die Gleichung der unendlich
fernen Geraden. ’

*) Diese bequeme Limes-Bezeichnung wurde in den letzten
Jahren aus England nach Deutschland eingefihrt.
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Die Gerade ' riickt niimlich dann ins Unendliche,
wenn ihre Abschnitte auf den Achsen, ndmlicha = — (4
und b = — C/B, unendlich groB werden. Dies tritt fiir
A=0,B=0cein. Setzen wiraberin (5) 4=0,B=0.
so ergibt sich
(6) x; cosw —+ Ty sinw L a, = 0.

Das ist die gewiinschte Gleichung. Da8 sie in der Tat
alle unendlich fernen Punkte der Ebene enthilt, sieht man
aus (3), da z und y nur unendlich werden, wenn (6) er-
it ist.

23. Homogenisierung kartesischer Gleichungen.
Suchen wir die Gleichung der unendlich fernen Geraden
in upserem urspriinglichen (x, y)-System, so miiften wir
eigentlich in (4) 4 = 0. B= 0 setzen. Das ergibe die
widersinnige Gleichung € = 0. Aber auch Gleichung (6
ist widersinnig. Denn nach (1%)istja die linke Seite immer
der Strecke p proportional. Der Widerspruch besteht aber
eben nur fiir endliche Werte von z, y bzw. 2, o5, ;.
Gleichung (4) kann, wenn 4 und B Null sind, blo8 fir un-
endliche z, y bestehen, da dann die beiden Glieder Az, By
in der Form 0 - oc erscheinen und zusammen wohl — C
ergeben konnen. Ebenso mufB man in (1%), nachdem die
Substitution (2) gemacht und wenn (6) erfiillt ist, nur den
Proportionalitéitsfaktor  gleich oo nehmen, damit rechts
p herauskommen kann.

Um nun aber im Falle der rechtwinkligen Koordinater
auch mit der unendlich fernen Geraden wie mit einer dritten
Koordinatenseite rechnen zu konnen, fiihrt man in die
kartesischen Gleichungen eine ,,homogenisierende Variable
% ein, indem man « durch /% , y durch y/% ersetzt. Dann
lautet z. B. die Gleichung (4)

(7) Az 4+ By+ Cx=10
und fiir 4 = 0, B = 0 ergibt sich x = 0 als Gleichung
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der unendlich fernen Geraden, gerade so, als ob diese
wirklich die dritte Koordinatenseite wire. Ahnlich erhilt
man aus i y = & durch Homogenisierung z y = %22 und
wir konnen durch Ubertragung der Betrachtungen von
Nr. 12 aus dieser Form sehen, daB die Kurve (Hyperbel)
von den Achsen x = 0, y = 0 in ibren Schrittpunkten
mit # = 0, also im Unendlichen beriihrt wird. Wir sehen
femer daB die vaerbel in der Formz2?/0? — y2[b% = 22

= 0 die durch z2/a? — y2/b2 c'egebenen Schnittpunkte
hat und wie im vorigen Beispiel, daB dieses Geradenpaar zu
gleicherZeit die Asymptoten darstellt, da sich die Gleichung
in der Form schreiben 148t (z/a + y/b) (z/a — y/b) = =2.
In derselben Weise erkennen wir, daB die Asymptoten .
der Ellipse imaginir sind und daB sie beim Kreise
x2 + y? — 222 = 0 lanten 2 + »? = 0 . Dieses ima-
ginfire Geradenpaar (z + 1 y) (x — iy) = O gibtmity = 0
zwei (imaginire, unendhch ferne) Punkte, die sog. ,,ima-
giniiren Kreispunkte®, durch die jeder Kreis der Ebene
geht, well jede Kreisgleichung durchx = 0, 22 + y2 =0
erfiillt ist.

Bem. 1. Diese unendlich ferne Gerade hat freilich keine
Realitit im physischen Sinne. Aber ihre Einfijhrung und die
Homogenisierung der Gleichungen erleichtert deren Diskussion
sehr, wie wir im folgenden noch genugsam sehen werden. Geo-
metrisch berubt die Einfiihrung einer unendlich fernen Geraden
darauf, dal bei der Projektion einer Ebene ¢ auf eine andere £
von einem Punkte 4 aus (Fig. 19) jede Gerade von ¢ in eine
Gerade von ¢ iibergeht, mit Ausnahme der Geraden G, die durch
die 4 enthaltende Parallelebene zu ¢ aufe auscreachmtten wird.
Dieser Geraden G entsprechen simtliche unendlich fernen Pankte
von ¢ . Andererseits gibt es in ¢ eine Gerade H’, der alle un-
endlich fernen Punkte von ¢ entsprechen. Diese Ausnahmen
Werden beseltxgt wenn wir die unendlich fernen Punkte von e
bzw. ¢ als auf einer Geraden H, bzw. G’ liegend annehmen.

Sind dann O X , O Y unsere reCutwmkehoven Achsen in ¢, G die
dritte Koordinatenseite. so gehen diese Greraden inzwel Achsen
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0 X’,0 Y’ und die unendlich ferne Gerade von ¢ tiber, wobei sich
die Rechtwinkligkeit von OX’, O Y’ durch geeignete Wahl von
A leicht erreichen l4Bt. Die Fig. 19 ist so die geometrische
Interpretation unserer Formeln (3).

Fig. 19.

Bem. 2. Die hier gegebene Einfiihrung der Dreieckskoordi-
naten ist natiirlich sehr spezialisiert. Aber der Leser wird jetzt
leichter folgendes verstehen®). Es seien zwei Ebenen ¢ und &
gegeben, in ¢ ein rechtwinkeliges (x, %)-System, in ¢ ein eben-
solches (z”, y’)-System. Setzt man nun

“ml_‘_ﬂyf_!_? “/w/_i_ﬂlyl_i_y/

= X7x LBy 7 y= 7%’ + B y +y7
so kann das immer als eine Zentralprojektion, (,,Kollineation*)
geometriseh gedentet werden. Die y- Achse der Ebene ¢ (xz = 0)
geht dabei in die Gerade xx’ + fy’ + =0 von ¢, die
z-Achse (y = 0), in die Geradea’z’ + gy’ + »’ = Ound die
unendlich ferne Gerade voncindieGeradex” z” + 8”7y’ + y” =0
iber. Nimmt man nun aber in £ diese drei Geraden als Koor-
dinatenachsen 2, = 0, =, = 0, 2; = 0, so lautet die Gleichung
der Projektion irgendeiner Kurve f(x,%,2) = 0, wenn man
sieaufdieses Koordinatendreieck bezieht, einfach f(z, , ,, z;) = 0.
Man wird also die Dreieckskoordinaten besonders dann verwen-

*) Beziiglieh genauerer Ausfithrungen sei anf K.Doehlemanns
Geom. Transformationen, 1. Teil, Smmlg. Schubert XXVII, Leipzig,
Goschen, 1902, verwiesen.
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den, wenn es sich um die Untersuchung von Eigenschaften han-
delt, die ..projektiv® sind, d. h. bei einer Zentralprojektion er-
halten bleiben. Schreiben wir z. B. z,z, = ki statt zy = k=2,
indem wir irgend ein Dreieck zugrunde legen, so stellt diese
Gleichung keine Hyperbel mehr vor, ja wir kénnen ohne genaue
Festlegung der drei Koordinatenseiten gegen das urspriingliche
System gar nicht angegeben, was fiir eine Art Kegelschnitt es
ist. Aus der Form der Gleichung sehen wir aber, dal der
Kegelschnitt die Achsen #, =0 und =z, = 0 berithrt, und
zwar in den Schnittpunkten mit #, = 0, d. h. in zwei Koor-
dinatenecken. Und lassen wir % variieren. so haben wir eine
Schar sich doppelt heriihrender Kegelschnitte (vgl. Nr. 12).

24. Die allgemeine Kubik mit Spitze. Betrachten
wir nun die Kubik
® a3 Ty = ;...‘L"g ?
die auf ein beliebiges Dreieck bezogen sei, so sehen wir,
da8 sie durch die Ecken 2, =0, o3 =0 und x, = 0,
a3 = 0 geht, und zwar durch die erste so, wie sich die
semikubische Parabel 42 = /2% im Anfangspunkt, durch
die zweite so, wie sich die kubische Parabel y = Ax3 dort
verhilt (s. Nr. 13). Die Kubik (8) hat also im ersten Punkt
eine Spitze mit ; = 0 als Tangente, im zweiten einen
‘Wendepunkt mit o, = 0 als Tangente. Da in jeder Ecke
die dritte Koordinate konstant ist, so kann man nimlich
auf jede Koordinatenecke den Satz iiber die Tangentern
des Anfangspunktes (Nr. 16) ohne weiteres anwenden, wenn
man fiir den Augenblick die betreffende dritte Koordinate
etwa gleich 1 setzt, so wie man sich in der Gleichung (G}
von Nr.16 =z = 1 gesetzt denken kann (vgl. Nr. 26).

Schreiben wirnun wieder die Gleichungenderkubischen
und der semikubischen Parabel in ihren urspriinglichen
Formen, fiigen aber die homogenisierende Variahle & hel,
so lauten sie

ya2=Ax3, ylz =],

und wir sehen, daB sie auseinander hervorgehen. wenz
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man nur die z-Achse (y = 0) und die unendlich ferne
Gerade (x = 0) vertauscht. Die beiden Kurven sind also
zueinander projektiv, und zwar hat die kubische Parabel
im unendlich fernen Punkt der y-Achse eine Spitze. die
semikubische Parabel in demselben Punkt einen Wende-
punkt. Tangente (dreipunktig beriihrend) ist in beiden
Fillen die unendlich ferne Gerade.

Beisp. Um uns von einer Kurve der allgemeinen Form (8)
eine Vorstellung zu machen, setzen wir etwa

dao, =y; dx,=x+y—1; dx,=a; .=2.

Dann haben wir die Gleichung
(A) Yy x +y— 1) = 2%,

Wir wissen, daB die dargestellte Kubik im Anfangspunkt
eine Spitze mit der x-Achse als Tangente hat, im Schnittpunkt
von %, = O mit der y-Achse einen Wendepunkt mit =, = 0 als
Tangente. Um eine genauere Vorstellung von der Kurve zu
erhalten, suchen wir die unendlich fernen Punkte, indem wirin
(A) homogenisieren (statt 1 in der Klammer z schreiben) und
dann z = O setzen. Wir erhalten so

y+ye—22°=0.

Durch Probieren findet man den Faktor ¥ — x der linken

Seite und dann die Zerlegung
¥y —x)(y* +2yx+ 223 =0.

Der zweite Faktor gibt eine
imaginire Zerlegung. Die Kurve
hat also nuor einen reellen un-
endlich fernen Punkt in der
Richtung der ersten Winkel-
balbierenden ¥ = a. Hierdurch
148¢ sich schon die bisher offene
Frage entscheiden, ob die Spitze
der Kurve nach rechts oderlinks
weist (Fig. 20). Sie muB nach W,
rechts weisen, weil sonst die V.
Kurve eine Gestalt haben J
miite, daB eine Gerade sie in
5 Punkten schneiden kounte. Fie. 2
Das ist bei Kurvendiskus- 18y
sionen ein Gesichtspunkt, den man nie auBer acht lassen darf.
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Da dem Leser der Begriff der Asymptote von der Hyperbel
her bekannt ist, wollen wir gleich mittels der einfachen Methode,
die man auch in der Differentialrechnung lernt, die Asymptote
der Kurve bestimmen. Wir setzen niimlich ¥ = 4+ ¢ in die
Kurvengleichung ein und suchen é so zu bestimmen, dal zwei
Schnittpunkte ins Unendliche fallen, dal also die Gerade die
Kurve dort beriihrt. Die Substitution ergibt die Gleichung

(x +82°Qae+ 6z —2) =223,
wobei gleichzeitig homogenisiert wurde. Entwickelt man links,
so sieht man gleich, da sich 2x® hebt, worauf der Faktor z
heraustritt. Dieser Faktor deutet den einen Schnittpunkt im
Unendlichen an. Nach seiner Abscheidung hat man die Glei-
chung
22538 — 1) + 222626 — 1) +226*(6 — 1) =0,
Nehmen wir nun 56 — 1 =0, also 6 = L, so tritt noch ein-
mal der Faktor z heraus und die Gerade ¥ = x + { ergibt sich
als Asymptote. Den einen weiteren Schnittpunkt mit der
Kurve gibt ebenfalls die vorhergehende Gleichung, wenn wir
in allen Gliedern 6 = % setzen. Man erhdltx = —%, vy = ¥ .
Zur genaueren Bestimmung kann man noch Anhaltspunkte
suchen fiir die senkrechten und wagrechten Tangenten. Es gibt
nur einesenkrechte Tangente, deren Beriihrungspunkt (z, , ,) auf
der Geraden 22 + 3y — 2 = 0 liegt (x, = —0,72, y, = 1,14)
und zweil wagrechte, fiir deren Berithrungspunkte y = +x}6 ist
(r, =032, v, =0,78; 2, = —0,6, ¥, = 1,5). Ferner kann
man Gleichung () auch auf die Form bringen _
: ¥y —1) = —aly + 2}2)(y — 2}3) .
Die Kubik geht also durch die Schnittpunkte von y = 1 und
dem Geradenpaar y = +x}2(x = —0,71). Das alles reicht
lingst hin, um die Kurve richtig zu zeichnen.

25. Kubiken ohne Asymptote. Es wire vergebliche
Mithe, bei der Eubischen oder semikubischen Parabel
(dhnlich wie bei der gemeinen Parabel), nach Asym-
ptoten zu suchen, da ja die unendlich ferne Gerade selbst
Tangente ist in dem einen unendlich fernen Punkt, der
als dreifacher Beriihrungspunkt zihlt. Wir werden in Zu-
kunft Ofters in die Lage kommen zu sagen, die und die
Kurve habe die unendlich ferne Gerade zur einfachen
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Tangente, zur Wende- oder Spitzentangente in einer be-
stimmten Richtung. Die Zweige werden dann immer in
der Art wie bei der gewdhnlichen, bei der kubischen oder
semikubischen Parabel ins Unendliche streben. Wie z. B.

Fig. 2L

aus der Kurve (A) der vorigen Nummer die kubische Para-
bel durch Zentralprojektion hervorgeht, haben wirin Fig. 21,
die fiir sich selbst sprechen mag, darzustellen versucht.
Bem. Newton hat in seiner Enumeratio (siehe S. 6)
zuerst den Satz aufgestellt, jede Kubik kionne so projiziert

werden, daf ihre Gleichung in der Form erscheint
(B) y?=Ai@®+ Ax*+ Bx + O).
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Homogenlsleren wir die Glezchung, so lautet sie
2 —j{dx®+ Bxz+ CA)}-z =/ix®.

Demnach ist der unendlich ferne Punkt der y-Achse Wende-
punkt mit der mnendlich fernen Geraden als Tangente. Die
Kurven (B) gehen daher, da sie auflerdem aymmetnsch gegen
die x-Achse sind, alle wie die semikubische Parabel %° = 1x?
ins Unendliche und haben infolgedessen den gemeinsamen Namen
.divergierende Parabeln* erhalten. ‘Wenn man die rechte Seite
vor (B) zerlegt, kann man schreiben
(B*) yr=ifx— o)z —fe—7) .

Wir kennen die Kurvenformen, die sich aus (B*) durch Varia-
tion von &, f§, y ergeben, schon alle und wollen hier nur die
5 Typen zuaammeustellen, die Newton bereits angab (2 > 0):

I x < <y (ale reell); unendlicher Zug mit Oval
(vel Fig. 7, S. 200,

II. « = p <y; unendlicher Zug mit isoliertem Punkt
{vgl. Nr. 15). [Fig. 4, S. 11).

IIT. & <p’ : Form mit Doppelpunkt (vgl. Fm 7 und

IV. & = f = y; Form mit Spitze (vgl. Fig. ‘2 S. ")

V.« und 8 kon]umert imagindr; unendlicher Ast allein
ivgl. Fig. 5, S. 16 u. Fig. 6, S. 19).

Auch ohne nihere Kenntnisse der Theorie der Kurven
8. Ordg. kann man die Moglichkeit der Transformation einer
ganz allgemeinen Gleichung in die Form (B) erkennen. Bs ist
nur vorauszusetzen, dal die Kurve einen Wendepunkt hat.
Man transformiert dann so, dafl die Wendetangente zuz = 0 und
eine beliehige Gerade durch den Wendepunkt zn & = 0 wird.
Dadurch kommen die Glieder m1t x> y, x %* und y° zam Fort-
fall. Jetzt ist nurnochy = o2’ + o0y’ + 12’ (x =2", 2= 2/)
zu sefzen und ¢, 6, v so zu bestimmen, daB auch die Glieder
it 22 und yzz ver:chwmden

26. Aligemeine Behandlung der Asymptoten. Unsere
bisherigen gelegentlichen Bemerkungen iiber das Verhalten
der Kurven im Unendlichen wollen wir nun in etwas all-
gemeinerer Art zusammenfassen und die verschiedenen
Vorkommnisse mit Beispielen belegen. Schreiben wir die
Gleichung (G) von Nr. 16 homogenisiert, so lautet sie
1) Clr,y.x)=ur+uy(x, y)-a" 14+ ...

+ gy (T, Y) -3+ Uz, ) =0,
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wobel die u;(x. y) homogene Ausdriicke in z, ¥ vom
€2 Grade sind. Setzt man in (1) ¥ = 0, so erhilt man
pach Division der Gleichung mit dem Koeffizienten von
y* aus

2) unz, ) =@ — L)y —42) ... (y —42) =0
die 7 Richtungen der unendlich fernen Punkte der Kurve.
Dabei kénnen beliebig viele 4; gleich 0 coder gleich oo sein
{in welch letzterem Falle der betreffende Faktor einfach
die Form z hat) und auch beliebig viele 4;, 1; gleich sein.
Auf alle Fille sind es » Faktoren. Indem man alle {ibrigen
Glieder zusammenfaBt, kann man statt Gleichung (1)
schreiben

(3) z'¢(“¢7 Y, %)—’riln(:.l"y)z‘o,
die gem#B Nr. 10 aussagt, daB dieKurve(3) durch dieSchnitt-
punkte ]eder einzelnen der durch uplx , y) = 0 dargestell-

zen Geraden mit ¥ = ( geht. Die einzelnen Faktoren stellen
daher, wenn wir jetzt vielfache Faktoren ausschlieBen, nur
rarallelznden .-_\symptoten durchden Anfangspunktgehende
zerade, aber nicht jene selbst dar. Haben nun die Asym-

ptoten Glelchunoen der Art y — Z;z —+ 6;3v = 0, soistdas
Produkt

(y—le+0x)(y — Az + 83). . . (y — Apx + O2)
i4) = uy(x, ) + [Orttay(, ¥) + Sottniey(@, ¥) + - -

-+ 6n'un(n)(.xa Z/)] -3+ @(:Z' Y, 2) <%
Hierin soll w,q(x, y) das Produkt u,(x, y) ohne den
Faktor y — Z;»0 bedeuten. In dem letzten Glied
O, y, »)-2* sind alle Glieder zusammengefa8t, die
eine hohere Potenz von x als die erste enthalten. Die
Gleichung (3) L.ann aber dann geschrieben werden
Qz,y,2)-x (J"‘;15L'“L51~")(J Az + 0y%)...
Ay — dp + 0,%) =0
(vgl. Nr. 12), wohel Q(z, vy, % ) den Ausdruck O(z, y, x)

r:_:i
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als Summanden enthilt. Nach Nr. 12 charakterisiert
Gleichung (5) jede Gerade j — i;xr + 0;x = () als Tan-
gente der Kurve im Schnittpunkt mlt =0, also als
Asymptote. Aus H‘e ichung (5) ergibt sich aber Ierner daB
6) dyupylz. )+ - T Onltn(m) (@, ) = tUn-1(2: ¥) .
Denn auBer dem in (4) mit der eckigen Klammer be-
hafteten Glied konnen weitere in x lineare Glieder in (5)
nicht auftreten. Vergegenwirtigen wir uns nun die Be-
deutung von g (x, ), so sehen wir, daB
- Up_q (X, ) &, 0, , ; O
) e, 9) —y=—ae y—he "Ty=La
D. h. die Partialbruchzerlegung von u, _; (x, ¥)/u, (=, %)
liefert mit einem Schlag simtliche Ergiinzungsglieder ¢,
Oy .... O, der Asymptotengleichungen.
Beisp. Die Kurve (Trisektrix von de Longchamps)

@) (By* — 2 + a@ + y) =

hat drei reelle Asymptoten Man erhilt
x~ —i— y _ l k2 A s &

z(3y- ) z  gl3+e  yl3—=

3By — o) + A (2xy)3 — 2% + Xl2y)3 + 29
z(3y® — %) ’

Die Koeffizientenvergleichung*) in den Zahlern ergibt die
drei Gleichungen

&+3=0; 3&=
und hieraus & = 1, 4 = —2,
ptoten lauten
z+44ta=0; yj3+@—3a)=0.

Bildet man das Produktder A symptoten und sucht die Glieder,
die zur Wiederherstellung von Gleichung (A) dienen, so findet
man. wenn man homogenisiert,

(A% (x+ taz) [Sy- (x—3az)?]+ £a®z2=0.

Es sind also diesmal nicht blob alle Grheder mit z, sondern

auch alle mit 2*in das Asymptotenpredukt geschliipft. Die Asym-

#) Natirlich kann man die Zihler auch direkt bestimmen. Vgl.
z. B. Bauers Algebra, 2. Aufl., Leipzig, Teubner, 1910, S.389.

; —&d—4d+a=1

= +2, so daB die drei Asym-

)l"'
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ptoten beriihren simtliche in Wendepunkten, sie sind ,.Wende-
asymptoten* (Fig. 22). Wie das aussehen muB, kann man sich
von vornherein versinnlichen, wenn man sich den dritten Schnitt-
punkt einer Asymptote mit

der Kurve ins Unendliche riik-

kend denkt. Der unendliche

Zweig gelangt eben dann voll-

standig auf die eine Seite der
Asymptote. "Ne

Das einfachste Beispiel e
hierfiir gibt die ,,kubische Hy- e 47
perbel* mit der Gleichung ><C
z%y = 4z% | die ebenfalls eine =~
Projektion der Kurve (8) von =~~~
Nr. 24 ist. Sie hat die z-Achse 7
zur Wendeasymptote, und
aullerdem liegt auch die Spitze
im Unendlichen (Spitzen-Tan-
gente x = 0 ; Fig. 23). |

Die Asymptoten der Kur- Fig. 22.
ve (A) bilden ein gleichseitiges
Dreieck. In der Tat ist die
Trisektrix von de Long-
champs dreifach symme-
trisch, wie besonders aus der
Gleichung in Polarkoordinaten
o = cos34d, die fiir 6, 6 - 120°
und ¢ + 240° immer dasselbe
o ergibt, ersichtlich
ist. Im Anfangspunkt
hatsieeinenisolierten
Punkt mit ,.isotro- 3
pen* Tangenten (die Fig: 2.
nach den imaginiren Kreispunkten gehen). Sie gehért zum
Typus II von Nr. 25.

27. Bestimmung einzelner Asymptoten. Hiufig hat
man nur eine Asymptote zu bestimmen, da die anderen
imagindr sind. Dann ist das Verfahren der Partialbruch-
zerlegung zu umstindlich. Auch die Methode, die wir im

Beisp. von Nr. 24 angewendet haben, ist nicht sehr empfeh-

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 4
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lenswert. Hingegen findet in diesem Falle (ibrigens auchim
Falle mehrerer Asymptoten) die Regel der Bem. 1 von 8. 30
bequeme Anwendung. Denn ist nur die Gleichung in der

Form geschrieben

®) %P, y,x)+ @ — 4w, y) =0,

so ergibt sich die Tangentein dem Punktey = 4; 2,4 = 0
sofort als

(9,; "‘v‘@(lx'{z0)+(y_ﬁ1x)'“ﬂ(i)(laﬁt)=0

Beisp. 1. Schreibt man die Gleichung der Kurve (A) des

Beisp. von Nr. 24 in der Form
(y — =@ +2yz + 22%) —yiz =
so hat man fir die Asvmptote ohne weiteres die Glexchung
—o)(1*+2-1-1+2-19 —1%2=0
odery=xz-+ 1.

Beisp. 2. "Die Maclaurinsche Trz:ektﬂx (s. 8. 11) JaBt
schon durch ihre Gleichung (z + 3a@2)(z® + y*) = 4a°2® die
Gerade z = —3a als Wendeasymptote erkennen. Eine gewdhn-
liche Asymptote ware hier auch wegen der Symmetrie zur z-Achse
nicht mdoglich. Awuch die belden isotropen Geraden y = =iz
(vgl. S. 49) sind Wendeasymptoten. Dieses ginzlich andere
Verhalten im Unendlichen ist natiirlich die Ursache, dafl die
Kurve nicht auf die Gleichungsform der divergierenden Parabeln
gebracht werden kann (vcrl Bem. 2 v. Nr. 14).

Beisp. 3. Es sei ein Kreis vom Durchmesser O 07 = 7 ge-
geben und in O’ die Tangente an den Kreis gelegt. Irgend eine
Sekante durch O schneide den Kreis in 4 , die Tanfrente in B.
Macht man auf dieser Sekante immer OP = A B , so beschreibt
P die bekannte Kissoide des Diokles (wahrsch. 2. Jhrh. v. Chr.).
Gleichung z(2® + ¥ *) = 2ry® . Spitze im Ursprung, die Tan-
gente des Kreises in 07 ist ‘Wendeasymptote.

28. Beriihrung einer Kurve durch die unendlich ferne
Gerade. Wenn die Asymptotenrichtung die einer Koordi-
natenachse (z. B. y = 0) ist, so findet man die Asymptote
selbst am allereinfachsten, indem man die Tangente in jener
unendlichfernen Koordinatenecke mittels der niedrigsten
Glieder (z.B. in =, ) bestimmt. Dies ist besonders auch
dann zu empfehlen, wenn eine hihere Potenz von z odery
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in dem Aggregat w,(z, y) als Faktor auftritt. Ist u,(z, y)
allgemeiner von der Form (y — Z;z)¥ up((z, y), so daB
also die Gleichung geschrieben werden kann

;10) C(‘I, y,z‘)-‘—;—m-@(mzy,x)

+ (g — i@)f- Wy (z, y) =0
und ist % zunfichst gleich 2, so wissen wir schon aus
dem Satz von Nr. 12, daB in diesem Falle die Kurve C von
% = 0 in dem Punkte, der in der Richtung y = 4; z liegt,
einfach (zweipunktig) beriihrt wird, wihrend im Falle
k=3 die unendlich ferne Gerade Wendetangente ist.
Im ersteren Falle hat die Kurve also einen Zweig, der
wie eine gewdhnliche Parabel ins Unendliche strebt, im
zweiten verlaufen zwei Aste wie die der semikubischen
Parabel. Uber die hoheren Fille dieser Art werden wir
in Nr. 54 sprechen. Da8 in jedem solchen Falle, sofern
nur @ nicht x als Faktor enthilt, wirklich nur » = ¢
die alleinige Tangente im unendlichfernen Punkte ist,
kann man fir ein beliebiges % beweisen, indem man eine
Koordinatenachse mit der Geraden y — 4; z = 0 zusammen-
fallen 148t. Die Transformation y — 4;z = &, y = yoder
lr=mn—§&, y=nliBt nun aus der Gleichung (10) die
folgende entstehen
11) =- D (&, n, )+ &V, (&, =0.

In dem Ausdruck @ der Gleichung (10) muB nun aber
mindestens ein Glied (z—1)%* Dimension in z, y enthal-
ten sein, da sonst x in einer hiheren Potenz herausgestellt
werden konnte. Sei dies Glied etwa y*z®~*~1, so wird aus
ihm durch die angedeutete Transformation 5*(y — &)*-4-1,
so daB also in dem Ausdruck @’ der Gleichung (11) immer
ein Glied mit "~ * vorkommt. Da man nun, um die Tangente
in der Ecke £ = 0, » = 0 zu bestimmen, die niedrigsten
Glieder in &, » suchen mubB, so geben diese in (11) nurz,
da sie offenbar als Faktoren der hochsten Potenz von 7

4*
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auftreten, die z®~1 ist, ein Glied mit #*-1 & (fiir k> 1)
aber nicht vorkommt. Die Kurve hatin dem Punkte & = 0.
% = 0 (fiir k> 2) eine reine , Liniensingularitat®.

Beisp. 1. Die Gleichung der Quartik vom Beisp. 3 d. Nr. 13
148t sich schreiben z (a*z® — 242z — 4ay®) + 2* = 0. Die
Kurve hat also in der Richtung von # = 0 alle 4 unendlichfernen
Punkte vereinigt. Das (hochste) Glied in y hat die Potenz %°
und den Faktor z allein. Alsoistz = 0 die einzige Tangente die-
ses unendlich fernen Punktes. Uber seine Art sehe man Nr. 52.

Beisp. 2. Die Kubik
{(A) (y+afy—22a)+a@+ay+y)=0
bat einen isolierten Punkt im Ursprung. Die unendlich fernen
Punkte liegen in den Richtungen ¥ = —z und ¥y = 22. Die
eine einfache Asymptote 148t sich nach der Methode von Nr. 27
sofort als 9 (y — 22) + Ta = O aus der Gleichung (A) ablesen.
Nun setzenwiry -z =&,y =5 oderalsox =5 —n,y=7.
Dann wird die Gleichung, wenn wir noch z einfiihren,

{A%) 828y —28) +az(—En+9)=0.

Die Gleichung ist jetzt auf ein System von schiefwinke-
tigen Achsen bezogen. Wie eine Zeichnung lehrt, laufen aber
nur die & parallel zur Achse 7 = 0, die 7 bilden mit der Achse
£ = 0 einen Winkel von 45° (stehen senkrecht auf» = 0). Wir
hitten ¥ = #}2 setzen miissen, um einen richtigen Ubergang
zu den gewdohnlichen schiefwinkligen Koordinaten zu erhalten.
Diese Konstantenbestimmung ist aber fiir unsere Zwecke iiber-
fliissig. Wir fassen die §. 5 zusammen mit z als Dreieckskoor-
dinaten auf und lassen die Frage nach den Konstanten, mit denen
etwa die senkrechten Abstinde eines Punktes von den Achsen
5 =0, 7 = 0 multipliziert werden miiBten, offen. Die Ver-
4nderung dieser Konstanten beeinflut nimlich nur die MaB-
stabe. Fiir das (projektive) Verhalten im Unendlichen und daher
fiir die Bestimmung der Tangenten ist die GroRe dieser Kon-
stanten belangles, zumal wir wieder ebenso zuriicktransformieren.

Nachdem diese Betrachtung ein fiir allemal gemacht ist,
sehen wir, daB (A*) im Punkte £=0, = =0 die Tangente
2z = 0 hat (Faktor des Gliedes @ %2). Wenn man nun aber eine
Parabel angeben kénnte, die ebenso ins Unendliche geht, wie
die Kurve selbst, so hitte man einen weit besseren Anhalts-
punkt fiir deren Verlauf.
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Eine solche Parabel hat jedenfalls die Gleichung # = 45%.
Setzen wir in der Tat 5 = £5% in (A*) ein, so ergibt sich (fiir
z = 1) die Gleichung
(I BRI —2)+af (1 —25+4259 =0,

Diese Gleichung gibt die Abszissen der Schnittpunkte
beider Kurven, von denen zwei in den Anfangspunkt fallen.
Sie ist aber nur vierten statt sechsten Grades. Das zeigt an,
dafl zweil Werte von & unendlich gro8 sind. Jede Parabel y = 452
Lerithrt also die Kubik im Unendlichen. Bestimmen wir aber
4 so, daB auch der Koeffizient von £* verschwindet, setzen also
3/ 4+ e/* =0, Z demnach, da Z = O auszuschlieBen ist, gleich
—3/a, so fillt noch ein weiterer Schnittpunkt ins Unendliche.
Die Parabel ap = —352 oder
(IT) S(x+y2+ay=0
oskuliert also unsere Kubik im Unendlichen. Sie ist in Fig. 24
gezeichnet. Gleichung (I)
gibt, mnach Division mit
2* und FEinsetzung von
i=—3/a, de Abszisse
{ = —a fir den sechsten
Schnittpunkt der Parabel
mit der Kubik. Das fithrt zu
den Koordinaten z, = 2a,
Yo = —3a. Der Punkt fand
auf der Figur nicht mehr
Platz.

Da eine Parabel durch
4 Punkte bestimmt ist, kann
man in jedem Punkte einer
Kurve eine Parabel ange-
ben, die dort vierpunktig
beriihrt. Versuchen wir das
in unserem Falle zu machen,
so brauchen wir der Parabel-
gleichung nur ein in $ lineares Glied beizufiigen, die Gleichung
also etwa zu schreiben 5% + Lan + f&, diese zu multiplizieren
mit der Gleichung der Asymptote und das Produkt mit (A¥) zu
vergleichen.

Bs ergibt sich, daf man (A*) in der Form schreiben kann
(A%) (B9 — 28 + §a) (£° + jay — jad) — FH*Br -5 =10,
was fiir (A) die Form ergibt

Sy

Fig. 24.
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(y — 2z + Faz)[(x +y)?° + a2y —x)z
(A1) W ? { ¥ s -&ééy — j'),..{" = 0.
Diese Form ist in Svmbolen geschrieben
-P—iBz?=

Die Asymptote A zeigt sich demgemdl als Tangente eines
Punktes von z = O, die Parabel P beriihrt die Kubik in allen
Punkten, wo sie von z = 0 geschnitten wird. Da die beiden
Schrittpunkte aber selbst zusammenfallen, wird die Beriihrung
mit der Kubik vierpunktig. Auflerdem erhilt man jetzt noch
durch A =0, B = 0 die Koordinaten des Schnittpunktes der
Kurve mit der Asymptote z = 1ta,y = Fa.

29. Vielfacher Punkt im Unendlichen. Wenn in
der Gleichung einer Kurve C nicht bloB in dem Aggregate
uy(z, y) der Faktor (y — /;z)* heraustritt (& > 1), son-
dern auch in dem Restteil der Gleichung x noch in einer
hoheren als der ersten Potenz vor die Klammer gesetzt
werden kann, so hat die Kurve in dem unendlich fernen
Punkte der Richtung y¥ = ;= einen vielfachen Punkt.
Die Gleichung der Kurve hat dann die Form
(12) C(‘r: y:f”v)}—""’ (I)n u(‘z’ ./7")

+ 4 — ha)f P iz, y) =

Wir wollen hier nur den Fall ndher ins Auge fassen.
daB p = k ist. Wir verlegen dann wieder eine Ecke des
Koordinatencvstems in den frarvliLhen Punkt, indem wir
y—kx =&, also Lz =9 — &%), y = 7 setzen. Unsere
Gleichung erhait dann die }:orm
(129 C (8, =5 B a(E, 0, )+ EFLa(E, ) =0

Die Tangenten des Punktes & = = (0 ergeben
sich nun als die Koeffizienten der huchsten Glieder in 7 .
Nun sind sowohl in @7, als in ¥ Glieder der Art 5"~
vorhanden (vgl. Nt. 28). Man erhilt demnach die Gleichung
des Tangentensvetems fiir den vielfachen Punkt, indem
man in (12¥) in den Ausdriicken @’ und ¥’ & = O 2z =10

* err ist der Faktor i; bei z natlirlich wesentlich.
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und 5 = 1 setzt. Das fiihrt zu demselben Ergebnis, als
wenn man in den urspriinglichen Ausdriicken @ und ¥
y=J;z, =0 und dann x = 1 gesetzt hitte. Nennen
wir das Resultat dieser Substitution @, und ¥, so lautet
also die Gleichung des Tangentensystems

(13) F DL (y — L =0.

Diese Gleichung stellt & parallele Tangenten mit der
Gleichungsformy — A, + 0; = 0(j =1, 2,...k) dar. Wir
haben also einen A-fachen Punktin der Richtung v = 4;z.
Der Leser wird bemerken, da8 die Art der Gewinnung des
Tangentensystems (13) aus der Kurvengleichung (12) (fiir
= k) dieselbe ist, als ob der vielfache Punkt im Endlichen
lage (vgl. Nr.16). Der dort gegebene Beweis war aber nur
fiir endliche Punkte giiltig.

Man wird sofort bemerken, da8 (12) (fiir u = k) nicht
die allgemeinste Form eines k-fachen Punktes ergibt, da
die Gleichung (13)ja hichstens zwei reelle Faktoren besitzt.
Indem wir die allgemeinste Gleichungsform fiir einen un-
endlich fernen Doppelpunkt angeben, wird sich der Leser
die Form fiir den A-fachen Punkt leicht selbst herstellen.
Nach Nr. 17 hat eine Kurve im Punkte (y = 4z, 2 =0)
einen Doppelpunkt, wenn ihre Gleichung die Form hat

[141 a? @n-‘.’.(x'y’:‘/)"{'x(y—;‘x) %-2(xvy)

’ + @ — 22 X, oz, y)=0.

Der homogene Ausdruck wu,_; muB demnach den
Faktor y — Az haben und darf nicht ganz fehlen wie das
fiir £ = 2 in (12*) der Fall wire. Fiir das Tangentenpaar
(bzw. Tangentensystem) gilt ebenso wie beim endlichen
Doppelpunkt (bzw. k-fachen Punkt), daB nur die Koordi-
naten des betreffenden (hier unendlich fernen) Punktes in
die Ausdriicke @, ¥, X einzusetzen sind. Natiirlich kann
der unendlich ferne vielfache Punkt auch isoliert sein.
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Beziiglich der Fille pu = L sei auf 8.121 verwiesen.
Beisp. 1. Die ,,Kreuzkurve' mit der Gleichung
1A) 22yt = (@®y? + b2x% 2
bat im Anfangspunkt einen isolierten Punkt und in den unend-
lich fernen Punkten der Achsen (x=0,2=0und y=0,2=0)
Doppelpunkte. Die Tangentenpaare findet man, indem man
in der Gleichung einmal ¥ = 1, das andere Mal x = 1 setzt und
dann jedesmal die niedrigsten Glieder nimmt. Es ergeben sich
hiernach die parallelen Asymptotenpaare z = +a, y = +b.
Man sieht leicht, daB keine dieser Asymptoten die Kurve an-
derswo auBer in dem betreffenden Doppelpunkt schneidet. Dies
kommt davon her, daB, wie Fig. 25 zeigt, jede Asymptote

1o

!
1
|
|
|
)
|
i
i
|

Fig. 25. Fig. 26.

‘Wendeasymptote ist. Also hat sie mit der Kurve drei Schnitt-
punkte und wegen des durchgehenden zweiten Zweiges einen
weiteren Schnittpunkt. Aber auch jede der beiden Geraden
a2y + biz = 0 schneidet die Kurve nur im Anfangspunkt. Da-
her hat auch jeder der beiden (imaginiren) Kurvenzweige des
Anfangspunktes einen Wendepunkt in dem letzteren. Alle
drei Doppelpunkte sind ,.Inflexionsknoten*.

Beisp. 2. Wie ein solcher Inflexionsknoten im Endlichen
aussieht, kann man an der Kurve
(B) 22y? = (a® y? — b2 z?) 22
sehen, die ,,Kohlenspitzenkurve* genannt wurde (Fig. 26). Die
Gleichung (B) entsteht aus (A) einfach, indem mandortz = 2’ a,
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z=az’, y =y’ setzt und die Striche wieder weglifit. Die Kur-
ven (B) und (A) sind also zueinander projektiv. Der isolierte In-
flexionsknoten liegt hier in dem unendlich fernen Punktey = 0,
z=0.
Beisp 3. Als drittes Beispiel diene die Kurve

(s} ¥ — 2ay*+azy+atyz—2a*29)2=0.

Die Gleichung hat die Form y* — 42z = 0; aber es wire ver-
fehlt, hxerausauf emeSpmzezuschIxeﬁen(vci Nr.13). Man konnte
die Glelchund auch ohne weiteres in die Form By - 2a®*z® = 0
bringen, was “dann eine Spitze in demselben Punktey =0,2z=0,

aber in anderer Lage anzeigen kénnte. Der Schluf ist deswetren
nicht bindend, weil sowohl 4 = 0 als B = 0 durch denselben
Punkt ¥y = 0, z = 0 erfiillt werden. Was man aus den ange-
gebenenG‘rleichungsformen

mit  Sicherheit sehen

kann, ist nur, dal so-

wohl ¥ =0 als 2=0 die

Kurve in drei zusammen-

fallenden Punkten schnei-
den. Das ist aber auch
dann der Fal.l, wenn

y =0, z2=0 die beiden Fig. 27

Tangenten eines Knotens T

sind. In der Tat ergibt das einzige Glied zweiter Dimensionin ¥ ,
zdas Tangentenpa.a.r yz=0 fiirden fraglichen Punkt (vgl. Fig. 27).
DieKurvewurdevon Newton,, Tridens® genanntund istdieerste
hohere Kurve die durch eine Gleichung in z, 7 (natiirlich noch
ohne z) dargestellt wurde (D esca.rtes La Géométrie 1637).%)

Beisp. 4. z°y +‘7x-+xy—[—x__7 =T = i)

Parallele Asvmptoten (x—1)(=+2)=0. S. des Verf.
Alg. K. S. 102/3.

Beisp. 5. 2y —4y+2—1=0.

Parallele Asymptoten z = +2. 4lg. K. S. 104.

30. Zirkulare Kubiken. Es kommt sehr hiufig vor,
insbesondere bei Kurven mit besonderen metrischen Eigen-
schaften, daB sie durch die imaginéiren Kreispunkte (s.S.40)
gehen. Haben die Kurven eine reelle Gleichung, wie wir

L *S] Glex)chung (C) ist die von D es cartesbenutzte Gleichungsform
Vg
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immer annehmen, so kann dies nur eintreten, wenn beide
Kreispunkte gleich oft in Betracht kommen. Die Kurve
hat dann Asymptoten, deren Gleichungen die Form haben
y=-+ixr-L o und das Aggregat u,(r, y) enthilt den
Faktor z2 + g2, oder (22 + %2)2 usw. Die Kurven heiBen
.zirkular®, , bizirkular“ usw. So lautet z. B. die aligemeine
Gleichung einer zirkularen Kubik
() (x2+9y)(y — ix) + Aa® - Bxy
+~Cy2+Dax+Ey+F=0.
Denkt man sich den Anfangspunkt in den Schnittpunkt
ler beiden imaginiiren Asymptoten verlegt undisty — Az
+ § = 0 die Gleichung der dritten Asymptote, so geht
nach Nr. 26 Gleichung (1) iiber in
2) @+ y—ir40)fax+py+y=20.
Diese Gleichung kann man sofort auch, und zwar bei
heliebigem r, iberfithren in
8) @22 —r(y—iz—O) o'z y+y =0,
wie eine Koeffizientenvergleichung ergibt. Jeder Kreis
22 4+ 92 = 72 berithrt nimlich heide imaginéiren Asym-
ptoten von (2) und damit die Kurve selbst in den imaginéren
Kreispunkten. Jede zirkulare Eubik ist demnach in der
Form darstellbar
4) K-G+ 4G =0,
wo K ein Kreisist, G und G’ Gerade bedeuten. Durch Homo-
genisierung wird das alles sofort deutlich.

Bem. Da jede Kubik mit den Asymptoten G,, G,. G,

in der Form geschrieben werden kann
G G G +2G" =0,

so miissen die drei einzelnen Schnittpunkte der Asymptoten
G, . Gy . G; mit der Kurve immer auf einer Geraden G’ liegen.

Beisp. 1. Wir wollen den Satz beweisen, dafll jede FuB-
punktkurve einer Parabel eine zirkulare Kubik mit Doppelpunkt
ist. Es habe die Parabel die Gleichung * = 2pz. Dann hat
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ihre Tangente im Punkte (2, ,y,) die Gleichung v y, = p(z - =,).
Auf diese Tangente wollen wir von dem Pol (a. &) das Lot
fallen. Die Gleichung dieses Lotes ist (y — 8)/(z — a) = —y,'p.
Driickt man hieraus y, aus und setzt diesen Wert in die Tan-
gentengleichung ein, so kann man unter Beiziehung der
Gleichung y3 = 2p 7, die variablen Gréfen z,, ¥, ganz eli-
minieren und erhalt

4) 2z@z—0a)+2yz—a)y —b+ply—8°*=0

als Gleichung fiir den Ort des Fulipunkts des Lotes. Diese
Gleichung zeigt nach Nr. 17 sofort den Pol (@, d) als Doppel-
punkt an. Verlegen wir in ihn den Koordinatenursprung, indem
wir £ = 2 — a, 7 = y — b setzen, so erhalten wir

(B) S+ ) +aF+bin+ipyt=

TUnser urspriinglicher Satz ist damit bewiesen. Seine Um-
kehrung gilt ebenfalls. Nun sind die Gleichungen der Asym-
ptoten hier £ + ip =0 und (y + 4b) + i€+ La—1p) = 0.
Verlegt man daher den Anfangspunkt in den Punkt £= —ia
4+ %p, n=—1b und drebht noch das Koordinatensystem um
einen Winkel o, so erhdlt man eine Gleichung der Form (2),
die ahber noch die Doppelpunktshedingung erfiillt. Nun ist (B)
die allgemeinste Form der Gleichung einer zirkularen Kubik
mit Doppelpunkt, wenn man nur das Koordinatensystem so
legt, da} die reelle Asymptote zur »-Achse parallel liuft. Ver-
dndert man daher in der auf die Form (2) gebrachten Gleichung
das Absolutglied, so muf sich unter Aufldsung des Knotens eine
ganz allgemeine zirkulare Kubik ergeben. Man kann demnach
sagen, daB die zirkularen Kubiken Kurven gleicher Potenz
(vgl. Nr. 7), in bezug auf die Fulpunktskurven der Parabel
sind.

Beisp. 2. Fiir die Maclaurinsche Trisektrix (vgl. 8. 11)
mit der Gleichung (z + 3a)(z® + 9% = 4a?, die sofort die drei
Asymptoten erkennen 1iBt, sind die imaginiren Kreispunkte
Wendepunkte. Aber auch die dritte Asymptote beriihrt, wie
schon die Figur zeigt, in einem Wendepunkt. Alle drei
Wendepunkte liegen also auf der unendlich fernen Geraden.
Es ist leicht zu sehen, daB, wenn man zwei (eventuell vor-
handene) Wendepunkte einer Kubik durch eine Gerade verbindet,
diese Gerade die Kurve immer in einem dritten Wendepunkt
schneidet. Denn seien die beiden Tangenten der gegebenen
Wendepunkte G, und G, , so muB sich die Kurvengleichung in
die Form bringen lassen 4 G, G, + 2G® = 0. Dann muB aber
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A selbst. wenn wir die Gleichung homogen geschrieben denken,
eine liceare Funktion von z, ¥, = sein. Die Gleichung 4 = 0
stellt also eine Gerade, na.mhch die dritte Wendetangente vor.
Alle drei Wendepunkte liegen auf der Geraden G. Die zirkularen
Kubiken mit drei unendlich fernen Wendepunkten kann man
auch alle unter der Form K G + 6 = 0 zusammenfassen, wo K
einen Kreis bedeutet [vgl. Gleichung (4), S.58].

31. Bizirkulare Quartiken. Sehr viele spezielle Kur-
ven vierter Ordnung haben Doppelpunkte in den imaginéren
Kreispunkten. Die Gleichung einer allgemeinen ,bizirku-
laren Quartik™ muB lauten
(5) @ + 92 + w3 (z,9) + up (@ y) T wy (@, y) + IT=0.

Auch hier kann man ohne weiteres x2 -+ y2 — r2 an
Stelle von 22 4+ y? setzen. Die imaginidren Asymptoten
haben hier aber vier Schnittpunkte im Endlichen, darunter
zwei reelle, so daB man dem Koordinatenanfangspunkt
keine ausgezeichnete Stelle anweisen kann. Wir wollen
fir die bizirkularen Quartiken in Ankniipfung an die Be-
merkung in Nr. 7 einen Satz beweisen, der alle Kurven
gerader Ordnung charakterisiert, deren hochste Glieder
sich in die Form (x® + »2)® vereinigen lassen.

Schneiden wir némlich die Kurve (5) mit einer Geraden
durch den (ganz beliebig liegenden) Anfangspunkt O, und
ist ihre Gleichung y = 2tg ¥, so erhilt man fiir die Ab-
szissenzy, &, , &y, x, der vier Schnittpunkte S;, S, S;,
S, eine Grleifhung vierten Grades, welche xz,x,2,
= I[(1 + #? $)2 = II cos*Y liefert. Nun ist aber
I = 0 S; cos ¥ und daher ist bei beliebigem Winkel & das
Produkt 0S8;- 05,0808, = II und diese Kon-
stante I7 indert sich nur bel Verlegung des Anfangspunktes.
Die Erweiterung auf Kurven 2n*r Ordnung liegt auf der
Hand. Alle diese Kurven haben also eine ..Potenz® fiir
jeden Punkt der Ebene, die sich ganz in derselben Weise
geometrisch deuten 146t wie am Kreise.
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Beisp. 1. Die Fulpunktskurven der Kegelschnitte mit
Mittelpunkt sind bizirkulare Quartiken mit dem Pol der FuB-
punktkonstruktion als Doppelpunkt. Auch die Umkehrung
dieses Satzes ist richtig. Schreibt man den Kegelschnitt in der
Form z%/a® + 4?2 = 1, wobei fiir die Hyperbel durchweg i%
statt b zu denken ist, so lautet die Tangentengleichung fiir der
Punkt (%, , yo) €, la® + Yy =1. was fiir Z, = G cosw
Yy, = bsinw ibergeht in x cosw/a + ysinw d = 1. Aut diese
Tangente fillen wir nun vom Punkte (m , n) aus das Lot mit
der Gleichung [(x — m)/b] sinw = [(y — =), a] cosw . Eliminiert
man aus den ‘beiden Gleichungen o, so ergibt sich
(A) [2* +9* — mz + 0yl — a*w —m)* — B>y — ) =0,
eine Gleichung, die sofort den Punkt (m , ») als Doppelpunkt
ausweist und die Bizirkularitit erkennen 1at. Wir verzichten
auf eine weitere Transformation (vgl. des Verf. Spez. K. S. 41f.)
und bemerken nur, da man auch hier durch Verdnderung des
Absolutgliedes in (A) die ganz allgemeine bizirkulare Quartik
erhdlt, "die auBer den beiden Doppelpunkten in den imagindren
Kreispunkten keinen weiteren Doppelpunkt mehr hat.

Beisp. 2. Man erhilt ausgezeichnete Typen der eben be-
sprochenen Fullpunktskurven, wenn man den Pol (m, %) inden
Mittelpunkt des Kegelschnittes legt (m = » = (). Die Kurven
heiBen dann Boothsche Lemniskaten (1873). Sie haben im
Anfangspunkt einen Inflexionsknoten (mit reellen und imagindren
Zweigen). Unter ihnen ist schon seit lingerer Zeit bekannt
die Fullpunktkurve der gleichseitigen Hyperbel in bezug auf
den Mittelpunkt, die sog. ,,Bernoullische Lemniskate®
(Jak. Bernoulli 1694). Sie hat die Gleichung
(B) @+ 9% = a*@® — g7 .

Transformiert man nun Gleichung (B\ wittels der Substitution
y+iz=&, y—ix =19, s0 nreht sie, wenn man noch 2 ein-
fiihrt, tiber in

(B¥) 8292 = a®(52 4 5922 .

Das ist dieselbe Gleichungsform wie die der Kreuz- oder der
Kohlenspitzenkurve (s. S. 56). Demnach hat die Bernoullische
Lemniskate auch in den imagindren Kreispunkten Inflexions-
knoten und sie kann aus der Kreuzkurve durch eine imaginére
Kollineation (eine Transformation wie dievon S.41 mitimagindren
Koeffizienter) gewonnen werden. Fiigt man der Gleichung (B)
ein Absolutcrhed bei, so 16st sich der im Anfangspunkt hegende
Knoten und es entstehen die sog. Cassinischen Linien (1749)
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als Kurven gleicher Potenz fiir die Bernoullische Lemniskate.
Fiir das ganze System der Cassinischen Linien (vgl. Flg. 28)
bleiben die im Endlichen liegenden Schnittpunkte der Kreis-
punktasymptoten (,,aulerordentliche Brennpunkte®) fest*). Die
zwei reellen M und M, liegen hier auf der =-Achse
(z = +1a}2). Wir iiberlassen dem Leser zu beweisen, dal
fiir alle Cassinischen Linien (mit EinschluB der Ber-
noullischen Lemniskate) das Produkt der von M und M,
nach einem beliebigen Punkt der Kurve gehenden Radienvek- .
toren konstant ist.

s {
Fig. 23,

Beisp. 3. Andere ausgezeichnete Typen der FuBpunktkurven
der Kegelschnitte erhilt man, wenn man bei beliebiger Lage
des Pols einen Kreis zugrunde legt. Setzen wir in Gleichung
(A) von 8. 61 b=4a, sodann x —m =&, y —n =7 und
schlieBlich noch, da der Kreis ja nach allen Seiten symmetrisch
ist, die Kurven also eine Symmetrieachse haben miissen, n = 0,
30 ergibt sich die Gleichung der sog. ,,Pascalschen Schnecken*
Stephan Pascal, um 1630)

(© @ -y —mapP — @+ 93 =0,
*i Unter . Brennpunkten‘ versteht man im allgemeinen die

Sehnittpunkte der von den imaginiren Kreispunkten an eine Kurve
zehenden Tangenten.
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WO ;-’ , 7 durch z, y ersetzt sind. Sie haben, je nachdem der

Pol im Innern auf dem Kreise oder auberbalb seiner liegt

m<y, =, > a), einen isolierten Punkt, eine Spitze

(‘,Kardxolde ) oder einen Knoten im Pol (Fig. 99). Die Trans-

tormationy + 1tz =&,y — itz = 5 gibt [y — ’zm(r — ;-‘)2]3

—a*tn2®=0. Fir die Doppelpunktstangenten in 5= 0,
=0 und =0, z=0 ergeben sich die Gleichungen

(';-‘ —tim)®=0 und (7 + -5-’;'m)'2 = 0. Die Pascalschen

Schnecken haben also Spit-

zen in den imagindren

Kreispunkten.DerSchnitt-

punkt der beiden Spitzen-~

tangenten  (auferordent-
licher Brennpunkt) befin-
det sich in dem halben

Abstand des Poles vom
Mittelpunkt des Grund-
kreises (x = im, y = 0).
Uber die Rolle dieses
Brennpunktes siehe Spez.
K. S. 89.

Figt man in Glei-
chung (C) noch ein Abso-
lutglied bei, so erhdlt man
die Kurven gleicher Po- Fig. 29.
tenz fiir die Pascalschen
Schuecken. Es sind das die sog. Kartesischen Ovale, von Des-
cartes erfunden zur Demonstration seines Brechungsgesetzes
(1637; vgl Spez K. S. 91fi). Wenn man den “Ausdruck
(z— % m) + y® mit A bezeichnet (er stellt das Produkt der
Delden Asymptoten dar), so kann man die Gleichung jeder Kurve
gleicher Potenz fiir (C) in die Form bringen
C*) A — (im® +a?) Az — (a~m:r:+‘1)z“=
Diese Form zeigt wohl fiir A = 0 drei zusammenfallende Schnitt-
punkte im Unendlichen (und einen im Endlichen) an, aber sie
beweist andererseits, da das mittlere Glied aus (C*) auf keinen
Fall verschwinden kann, dafl unsere kennzeichnende Gleichungs-
form von Nr. 13 fiir das Aaftreten einer Spitze keineswegs eine
notwendige Bedingung darstellt. Ahnliches gilt natiirlich auch
fiir die dort angegebene Wendepunktsform.

Beisp. 4. Die Kurven gleicher Potenz in bezug auf das
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System zweier Kreise K und K’, deren Gleichung also in die
Form gebracht werden kann K- K’ +6 =0, sind bizirkulare
Quartiken mit gewdhnlichen Doppelpunkten in den imaginiren
Kreispunkten. “Die beiden Kreismittelpunkte sind die Teellen
auBerordentlichen Brennpunkte. Sind K und K’ kongruent, so
befindet sich in dem System filr variables & eine Boothsche
Lemmiskate. Die Kurven selbst heiflen dann ,,spirische Linien
des Perseus® (ca. 130 v. Chr.).

III. Die Kurven als Tangentengebilde.

32. Einfiihrung von Linienkoordinaten. Wenn auch
natiirlich schon in der Zeit der Entdeckung der hoheren
Analysis Kurven als Einhiillende von Geraden, die bestimm-
ten Bedingungen unterliegen, auftraten, so war es doch
erst Pliicker (1829), der die gerade Linie als erzeugen-
des Element dem Punkte als gleichwertig o"ecrenuberstellte
Koordinaten der Geraden einfiihrte und Gleichungen in
solchen Koordinaten behandelte. In der Tat ist, wenn wir
ein Achsenkreuz zugrunde legen, jede Gerade, genau wie
jeder Punkt, durch zwei unabhingige GroBen bestimmt
und eine Bedinguncrsgleichlmg zwischen diesen beiden
GroBen gibt hier eine unendliche Folge von Punkten, dort
eine unendliche Folge von Geraden, als deren EIZEUC"HIS
in jedem Falle eine Kurve, die gegebenenfalls  auch aus-
geartet sein kann, erscheint. Schreiben wir eine Gerade
in der Form wz -[— vy + 1 = 0, nachdem wir mit dem
Absolntgliededividiert haben, soenthaltsie zwei wesentliche,
unabhéngige Koeffizienten %, v und gerade diese sind es,
die von Pliicker als Koordinaten der Geraden, ,,Lmlen-
koordinaten“, wie wir heute sagen, eingefiihrt wurden. Aus
der Grlelchung ist sofort ersichtlich, daBuund vdienegativen
reziproken Abschnitte der Geraden auf den Achsen bedeuten.

33. Gleichungen von Punkt und Kreis. Um zu sehen,
was fiir Gebilde durch eine Gleichung zwischen # und =
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dargestellt werden, betrachten wir zunichst eine lineare
Gleichung
1) Adu+Br+ C=0.

Wir hitten nun die Einhiillende von einer Geraden
G=wux+vy-+ 1= 0zu suchen, wenn = und v als
variable Parameter betrachtet werden, zwischen denen die
Bedingung (1) besteht. Es sei dem Leser empfohlen, das
nach der im folgenden Beispiel angewendeten Methode
mittels Differentialrechnung durchzufiihren. Wir bemerken
aber im vorliegenden Falle leicht, da8 sich durch Einsetzen
von A/C fiir z und von B/C fiir y in die Gleichung von G
immer Gleichung (1) ergibt. D. h. die Gleichung der
variablen Geraden G ist fiir alle u, v, die der Gleichung
(1) geniigen, durch die Koordinaten desPunktes z, = 4/C,
Yo = B/ C erfilllt. Alle Geraden G bilden also ein Biischel
durch diesen Punkt und wir kinnen (1) als ,,Gleichung
des Punktes® in den Linienkoordinaten %, » auffassen.
Dasselbe erkennt man tibrigens, indem man aus der Glei-
chung von G und aus (1) etwa v eliminiert. Man erhilt
(Cy — B) +u(4dy — Bz) = 0, also bei variablem u ein
Biischel von Geraden durch den Schnittpunkt von
Cy— B=0und 4y — Bx = 0, d. i. durch den Punkt
2= 4/C,yo=B|C.

Beisp. Wir wollen untersuchen, welche Kurve von einer
Geraden G =uz + vy + 1 = 0 umhiillt wird, wenn fiir », v
die Bedingung
(4) w7 =177
besteht. Die Differentialrechnung lehrt, es seien die Gleichung
von G und Gleichung (A) zu differenzieren und dann =, », du,
dv aus sidmtlichen Gleichungen zu eliminieren. Wir erhal-

ten zunichst du +ydv =0 und udu +vdv» = 0, woraus
u/v = z/y hervorgeht. Setzt manu = 2, v = dy in Gund (A)

ein, so ergibt sich & = —1/(2® + ¥*) aus G und wenn man diesen
Wert in (A) substituiert, lautet die Endgleichung
(B) #Lyt=r.

Wieleitner, Algebraische Kurven, L. 5
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Gleichung (A) ist demnach die Gleichung eines Kreises um
den Anfangspunkt mit dem Radius r. Fiir 7 = oo wird aus (A)
%? 4 v? = 0, aber aus (B) ergébe sich 27 - y* — oo, was nicht
direkt geometrisch deutbar ist. Es ist in diesem Falle zweck-
mifig, G = uz + vy + 2 = 0 zusetzen, dann heillen die beiden
Gleichungen, aus denen noch ¥ zu eliminieren ist: (I) ¥ (z® + ¥%)
+2z=0 und (II) 9 (x* + %% = 0. Damit aber diese beiden
Gleichungen bei beliebigem ¢ erfiillt werden, mufl z = 0 und
z? + y* = 0 sein. Die Gleichung w® 4 v* = 0 stellt demnach
das Paar der imaginiren Kreispunkte dar (s. S. 40). Mit der
asymptotischen Gleichung a? -+ y*— oo besteht kein Wider-
spruch, da die Punkte ja tatsichlich unendlich fern liegen nund
die Gleichung #* 4 y* = O ja nur die beiden Geraden darstellt,
die nach ihnen vom Anfangspunkt aus laufen.

34. Ubergang von Linien- zu Punktkoordinaten.
Klasse einer Kurve. Wenn wir im allgemeinen aus einer
Gleichung
(2) fn(uz 'U) =0,
die vom ' Grade in w, v sei, und der Gleichung G
die Variable v eliminieren, so entsteht eine Gleichung
Flu,x,y) =0, vom %2 Grade in der Variablen «» und
mit Koeffizienten vom nt¢® Grade in z, y . Denkt man sich
f nach » georduet in der Form
@ f=0,+C v+ U ar24... =0,

50 kann man F folgendermaBen schreiben
@  F=hLy— Ly turtl)+...
+@zr+1r=0.

Kombiniert man nun ¥ = 0 mit F, = 0, so erhilt
man die Diskriminante D der Gleichung F = 0. Diese
ist bekanntlich in den Koeffizienten von F vom Grade
2(n — 1); also ist D in z, y vom Grade 2n(rn — 1)%).
In der Theorie der Formen wird nun aber bewiesen, daB
D in unserem Falle den Faktor -1 hat**), so daB die

*) S. etwa G. Bauer, Algebra, 2. Aufl. 1910, S. 91.
*1 S.z. B. Salmon-Fiedler, Hih Kurven, S. 98f.
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eigentliche Gleichung derEinhiillenden in Punktkoordinaten
nur vom Grade n(rn — 1) ist. Wir werden diesen Satz im
folgenden Bindchen mit einfacheren Mitteln wirklich be-
weisen, wollen ihn aber schon jetzt, indem wir Kurve (2)
als ..Kurve nteT Klasse® bezeichnen, in die Form bringen:
Eine Kurve #ter Klasse ist im allgemeinen von der Ordnung
n(n — 1). Ausnahmen werden wir gleich im Beisp. 1
der Nr. 35 kennen lernen.

35. Ubergang von Punkt- zu Linienkoordinaten. Es
sei nun
(4) #n(z, y) =0
die Gleichung einer Kurve n'¢* Ordnung und P= wx
+ vy -+ 1 =0 werde als die Gleichung eines Punktes
(des Punktes x, y) aufgefaBt, so erhalten wir, indem wir
x und y als Parameter in P betrachten, die durch die Be-
dingung (4) verkniipft sind. mittels der eben dargelegten
Methode eine Bedingung in u, v fiir alle diejenigen Punkte
P, von denen aus an @ zwei zusammenfallende Tangenten
gehen, genau so, wie vorhin die Gleichung A/y™*-1) eine
Bedingung in z, y darstellte fiir diejenigen Geraden G,
die zwei zusammenfallende Schnittpunkte mit f gemein
hatten. Wir werden also aus ¢ und P etwa y eliminieren,
erhalten eine Gleichung &(z, %, v) = 0 vom nte2 Grade
in z und vom nten Grade in %, v. Deren Diskriminante
A enthilt den TFaktor +**-D und die Gleichung
Ajpr-1) = 0 ist vom Grade n(n — 1) in u, ». Siestellt
die Gleichung der Kurve (4) in Linienkoordinaten dar und
wir kdnnen also auch sagen: Im allgemeinen ist eine Kurve
nteT Ordnung von der Klasse n(n — 1) . Diejenigen Punkte
P(x, y), die auf ¢ liegen und zugleich Geraden u, v an-
gehoren, die der Bedingung A (u, v) = 0 geniigen, sind
die Bertihrungspunkte dieser Geraden mit der Kurve g¢.
Ebenso sind diejenigen Geraden G(u, v), die Tangenten

5*
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von fsind und Punkte z, y enthalten, fiirwelche A(z, ) = 0
ist, die Tangenten der Kurve f in diesen Punkten.

Beisp. 1. Der Leser wird sich an das Beisp. 1 von Nr. 4
erinnern und jetzt erkennen, da8 wir dort direkt die Gleichungen
der kubischen und semikubischen Parabel in Linienkoordinaten
aufgestellt haben. Zugleich sieht er, daf dort nicht der allge-
meine Fall vorliegt. In der Tat hat jede der zwei Kurven eine
Spitze. Infolgedessen wurde, wie im folgenden Béndchen all-
gemein bewiesen werden soll, die Klasse 3 und nicht 6. Wenn
der Leser dann, wie schon damals empfohlen wurde, von der
. Tangentialgleichung* zur kartesischen zuriickkehrt, kommt er
wieder auf die Ordnung 3, statt auf 6. Die Ursache ist diesmal
die Wendetangente, die wir schon in Nr.  als Liniensingularitit
bezeichnet haben.

Beisp. 2. Behandelt man die Gleichung »® + ©* = 1/r* nach
der Methode von Nr. 34, schreibt aberG=uz +-vy +2=0,
so ergibt sich durch Elimination von v die Gleichung %*(2* + g
+%uxz-+ (22— y?r?) =0 mit der Diskriminente & = 222?
— @+ y) @ — g =y’ [— 2 + (99 = 0. Hier
trennt sich wirklich der Faktor »* ab und es bleibt die schon
im Beisp. v. Nr. 33 gefundene Kreisgleichung #* 4 y* — r22?
= (0, die fiir r—> o0 aber in 2? = 0 iibergeht. Es erscheint
also der Triger des Punktepaares u® + v* = 0 (die singulire
Tangente) doppelt gezéhlt. Durch eine einzige Gleichung in
Punktkoordinaten kann das Punktepaar (der imaginiren Kreis-
punkte) eben nicht dargestellt werden.

Ganz Entsprechendes tritt ein, wenn man versucht, ein Ge-

radenpaar, z. B. das mit der Gleichung * — A2® = 0 zu Linien-
koordinaten zu transformieren. Schreibt man P=uz + vy
-+ w = 0 und eliminiert ¥, so ergibtsich A = iv2w? = 0. Der
Faktor ¢* ist fremd und es bleibt w* = 0, das ist der doppelt
gezdhlte Anfangspunkt (4 = v =oc), als Triger (singuldrer
Punkt) des Geradenpaares.
- . Da8 eine allgemeine Gleichung zweiten Grades in %, v
einer ebensolchen in z, y entspricht, ist leicht zu zeigen. Die
Kurven zweiten Grades und zweiter Klasse sind eben die Kegel-
schnitte.

36. Homogene Linienkoordinaten. Bevor wir auf
die Dualitit néiher eingehen, die sich bei der Transformation

von Punkt- in Linienkoordinaten und umgekehrt schon
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herausstellte, miissen wir ein Wort sagen fiber die homo-
genen Linienkoordinaten bei Annahme eines beliehigen
Koordinatendreiecks. Wir werden folgerichtig, wenn die
Gleichung einer Geraden G lautet
(5) CG=uw o +upay +ugar, =0,
die GroBen u, , us, ug als proportional zu den Koordinaten
von G ansehen; es fragt sich nur, welche geometrische Be-
deutung diese GroBen haben und wie man von ihnen den
Cbergang zu u, v be-
werkstelligen kann. Set-
zen wir in G etwa x;

= 0, so erhalten wir fiir
den Schnittpunkt S; der
Geraden G mitderdritten
Koordinatenseite x, /z,

= —up/u; . Nun kommt
es auf die Definition der
x; selbst an. Wir wollen

allgemein annehmen,
die z; seien den mit belie-
bigen Konstanten 4; mul-

tiplizierten Abstéinden 22
7; von den Seiten propor—ﬁ‘? PJ/:S;“
tional, also z; = 94;7;,

e e 3 o G

sodaBz [xy = Ayryfhs 1y Fig. 30.
ist. Nun hat man aber andrerseits (vgl. Fig. 30)
7= A8 - sinxs, 75 = 4,8, -sina; und 4,5;/4,S,
= Po[p, , Wenn p,, p; die Abstinde der Geraden G von
den Ecken 4, und 4, bedeuten. Demnach wird — u,/2,
=/, ppsiny /2, pysinx, , und da sich dhnliche Ausdriicke
fiir die negativen Verhatnisse wy/u; und u,/u, ergeben,

i . sine; . y
kionnen wir setzen u; = 7+ L 5 {, indem wir nur be-
i
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stimmen. daB die p; etwa auf der Seite der Ecke 4, posi-
tiv, auf der anderen Seite negativ zu nehmen seien. Wir
sehen also, daB unsere Linienkoordinaten den mit Konstan-
ten multiplizierten Abstiinden der Geraden G von den je-
weiligen Ecken des Grunddreiecks proportional sind. Hétten
wir alle Z; = 1 genommen, so wiren die ; den 7;, die »;den
GriBen p; sin o, proportional; hétten wir die 2; den GrifSen
r;sine; proportional genommen, so wiren die u; den p;
direkt proportional. Fiir Untersuchungen, liel denen me-
trische Verhiltnisse nicht in Betracht kommen, braucht man
sich {ber die eigentliche Bedeutung der «; und %; {iberhaupt
keine Gedanken zu machen. Nurin solchen Untersuchungen
werden wir aber die homogenen Koordinaten verwenden.
37. Ubergang zu Pliickerschen Linienkoordinaten.

Um den Ubergang zu den gewohnlichen Pliickerschen
Linienkeoordinaten zu hewerkstelligen, kinnen wir fol-
gendermaBen verfahren. Wir haben

”1/"3 MPl/#ﬂ’s =ty A Sy 435,

Uy [uy = 1y Pyt Py = tty A5 [1tg 455
wobel Wir g, , #y, ug noch wilikfirlich wihlen kénnen.
Riickt nun die Koordinatenseite 4, 4, ins Unendliche, so
werden 4, ~2 und 4, .S; unendlich groB und wir kdnnen
setzen 4, S, S; = wk, 4,5 = &k, wo k—oco. Nehmen
wir dann in jedem Stadmm g = —£k, so brauchen wir
nur noch u; = 1/w, u, = 1/& zu wihler, um auch bei
unendlich ferner Koordinatenseite 4, 4, zu haben

U fuy = —1[4,8, uyju;=—1/4,5;,
oder u = u;/u; und v = wy/u, gleich den negativen rezi-
proken Abschnitten der Geraden G auf den Achsen. Da
gleichzeitig auch z;/r; und z,/x; in x, y ibergehen
(vgl. Nr. 22), so wird aus (5)
(6) ux +vy+1=0.

Sowohl (3) als (6) kdnnen, je nachdem man die #; (x, )
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oder die z; (z, %) als Variable betrachtet, einen Punkt oder
eine Gerade darstellen, und zwar im ersteren Falle den Punkt
mit den Koordinaten z;(x, y), im letzteren Falle die
Gerade mit den Koordinaten u;(u, ©).

38. Das Dualitétsprinzip. Die Einfiihrung derLinien-
koordinaten durch Pliicker hat, wie jede wichtige Ent-
deckung in der Mathematik, ihre Vorgeschichte. Monge
(1795—99) und Carnot (1803) hatten den AnstoB ge-
geben zur Loslosung der seit Descartes mit der Algebra
eng verkniipften Geometrie. Poncelets Trailé des pro-
priétés projectives des figures (1822) ist das grundlegende
Werk der neuen Richtung. Hier schon, aber noch mehrin
einem aus dem Jahre 1824 stammenden, i.J. 1829 erstvoll-
stindig verdffentlichten Mémoire sur la théorie des polaires
réciproques Poncelets fanden sich deutliche Ansitze fiir
das ..Dualititsprinzip®, das Gergonne in drei Arbeiten
(1824—1827) allgemein aussprach und weiter ausbaute.
Die reine Geometrie war dadurch der Koordinatengeometrie
vorausgekommen und die Einfiihrung der Dreieckskoordi-
naten durch Mobius in seinem DBarycenirischen Caleul
(1827), der Linienkoordinaten durch Pliickerim 6. Bande
des Journals fiir Mathematik (1829), waren die folge-
richtige Reaktion der Analyse auf jene rein geometrischen
Bestrebungen, und diese Neueinfithrungen, die fast gleich-
zeitig auch bel verschiedenen anderen Gelehrten auftauch-
ten, erméglichten es der analytischen Geometrie, den Fort-
schritten der synthetischen Geometrie zu folgen.

Das Prinzip der Dualitit lieBe sich, wie wir am Anfang
dieses Abschnittes zu tun begonnen haben, auch weiter
aus der einfachen Paralleldarstellung der Punkt- und
Linienkoordinaten entwickeln und fortfihren. Es findet
aber seine stiirkste Stiitze und beste Veranschaulichung
in der Polarentheorie der Kegelschnitte, aus der es ja auch
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Poncelet in dem oben angezogenen Mémoire abgeleitet
hat. Wenn wir uns irgend einen Kegelschnitt K denken
und zu jeder Tangente G einer gegebenen Kurve L den
Pol P in bezug auf K
suchen (vgl. Fig. 81), so
werden diese Pole Peine
Kurve A durchlaufen,
die ,,Polarreziproke“ der
Kurve L in bezugauf K.
Da aber der Schnitt-
punkt zweler benachbar-
ter Tangenten G, G’
zur Polare die Verbin-
dungslinie der benach-
Fig. 81. barten Pole P, P’ hat,
so sehen wir, daB A auch erzeugt gedacht werden kann
als Einhiillende der den Beriihrungspunkten I7 von G mit
L entsprechenden Polaren I" . Gleichzeitig sieht man, daf
man die Kurven L und A ohne weiteres vertauschen kann.
39. Analytische Darstellung der dualistischen Um-
formung. Um diese Polarreziprozitit analytisch darzu-
stellen, nehmen wir zunéichst einen gdnz einfachen Fall.
Es sei K=a%+ 32— #2= 0 und die Gerade G habe
die Gleichung G=wux 4+ vy - 1 = 0. Den Pol P von
G in bezug auf K bestimmen wir, da wir eine ganz all-
gemeine Behandlung der Polarentheorie auf das 2. Bind-
chen verschieben, rein elementargeometrisch auf dem Lot
vom Anfangspunkt zu G (von der Léinge p) durch die Be-
dingung ¢ - p =72, die aus dem Begriff der Polare hervor-
geht (Fig.32). Da p = 1/} w®+ 2, wird g = »2 }u? + o?
und da fiir die Koordinaten £, # des Poles P &[5 = u/v
ist, ergeben sich ihre Werte als
(7) E=—1r2u, np=—r2p.
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Diese Gleichungen (7) stellen die polarreziproke Ver-
wandtschaft in bezug auf den Kreis K dar. Man erhilt
demnach die Polarreziproke A einer von G umhiillten
Kurve L, wenn man in ihrer
Tangentialgleichung %, v
durch —&/r2 , —n/r? ersetzt.
Ausunserenallgemeinen Aus-
fiihrungen von Nr. 38 geht
aber hervor, daf man ebenso
in ihrer Punktgleichung z, ¥ 2N
durch —72 o , —7r2v hitte
ersetzen diirfen.

P
Noch einfacher wire ja \
die Substitution P
B) &t=u, g=v.

Dann miite nur #2 = —1
sein. Der XKreis K, = z?
+ y2+ 1 = 0 ist dann freilich imaginir, aber der Pol
P, zu G 14Bt sich auf reellem Wege konstruieren, da er
wegen ¢ = —Ju?2 -+ 2 einfach zum Punkte P (firr = 1)
in bezug auf den Ursprung symmetrisch liegt. P, beschreibt
daher eine zu A kongruente Kurve A, .

Bem. Die allgemeine Form fiir eine solche dualistische
Transformation (,,Korrelation”) ergibt sich, wenn man die
Gleichungen (8) einer Kollineation (vgl. S. 41) unterwirft. Zu
diesem Zweck ist es besser, in homogener Form zu setzen
(4) z=>%u, y=>9%v, z=9%w.

‘Wir transformieren dann mittels der Gleichungen
{.uft =a, 2 +a,y +a,2,

Fig. 52.

(B) uz =0y &' + @y Y’ + a2’ .

RY = Gy &' + Gy’ + G327,
Das bedeutet, daf wir statt des Kreises K einen ganz be-
liebigen Kegelschnitt zugrunde legen. Es fragt sich nur, wie
sich dabei gleichzeitig die %, v, w transformieren. Haben wir
aber eine Geradengleichung #z + v¥ + wz = 0, nehmen in
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dieser die Punkttransformation (B) vor und setzen die Koeffi-
zienten von 2”, y’, 2’ proporticnal zu %”, v”, w’, so sehen
wir, daB

ru’=@a,u+a, v+a,w,
© PO =Gy U Gy U Ay W,

v’ =, Ut Ay D+ Gy W

Dieses Gleichungssystem lalt sich aber umkehren und

ergibt

ou =, u’ —-—"c],'b ——a,3w
(C* v =z‘,1u’ :x,av —»—azaw ,
OW = 0y U - gy ¥+ gy W

o die & bekanntlich die betreffenden Unterdetermmanten der
s von Null verschieden vorausgesetzten Substitutionsdeter-

inante (@,; &, @5;) sind. X
Wenden wir nun die Sub:ntutwnen (B) und (C*) auf (A)

un, so ergeben sich Gleichungen

!

Ay, '+ Ay, Yy’ + a5, 27 ) .
die sich entweder nach den a: Y, ’ oder nach den %’ , v’ w’
auflosen lassen und dle = z’ a.ls lineare, homogene Funk—
tionen der »”, 7, w’ und’ umgekehrt ergeben. Die a.llaememe
Form der Korrelation ist also

E’z"a u+a127'+a13w éu=§115+."‘:21y‘;‘§3137

®E Qy—amu ; a‘*ev‘i'a’»s s “L23T522y+3322 :
- = = e

02 =dy U+ Gy v+ G, OV =38y,% L Boyy + &y32 ,

wobei selbstverstindlich wahrend der ganzen Untersuchung
diez, ¥y, z usw. auch auf ein beheblges Koordinatendreieck
bezogen gedacht werden kénnen. Die Transformation (A) geht
aus (E) hervor, wenn man nicht nur den Ecken des Koordinaten-
dreiecks der einen Ebene die Seiten des Loordmatendrelecks
der zweiten, sondern auch dem Punkt (1, 1, 1) die Gerade
(1, 1, 1) entsprechen 14Bt*). .

40. Die Gleichungen der Tangente bzw. des Beriih-
rungspunktes. Den dualistischen Standpunkt hat Plicker
in seinem System der analytischen Geomeirie (1831) und
der Theorie der algebraischen Curven (1839) auf die alge-
braischen Kurven und deren Singularititen angewandt.

*} Genauer bei Doehlemann, Geom. Transf. I. Bd. Leipzig 1902.
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»Wenn auf einer geraden Linie ein Punkt kontinuierlich
fortriickt, wihrend die gerade Linie selbst um diesen Punkt
sich kontinuierlich dreht, wird ein und dieselbe Kurve von
jener geraden Linie umhiillt und von diesem Punkte be-
schrieben. So sagt er wortlich in dem letzteren Werke.
Gerade und Punkt auf ibr sind Tangente und Beriihrungs-
punkt, wie wir schon in Nr. 35 angedeutet haben. Es obliegt
uns, die Gleichung der Tangente bzw. des Beriihrungs-
punktes in allgemeiner Form fir eine in Punkt bzw. Linien-
koordinaten gegebene Kurve aufzustellen.

Sei
(9) [y, 25, 25) =0
die Gleichung einer Kurve ' Ordnung, bezogen auf
ein beliebiges Koordinatendreieck, (&, , &, , &) ein Punkt
auf ibr, dessen Tangente wir suchen. Wenn wir, wie tib-
lich, unter @ f/¢ &; den Wert von € f/¢ x; fiir x; = &; ver-
stehen, so erhalten wir aus (9) sofort die zwei Gleichungen
aof5, (ST oLt 0h =0,

d& -0f/0& +d& -0f[0& +dE-0fi05 =0.

Die erste geht aus dem Eulerschen Theorem iiber
homogene Funktionen hervor, gem#iB welchem die linke
Seite der Gleichung gleich = f(&, &, &), also gleich
Null ist*), die zweite ergibt sich durch Differentiation der
Gleichung 7(&, &, &) =0. 8Sel nun «,z, + x37,
+ a2y = 0 die Gleichung der gesuchten Tangente, so
muB, da einerseits der Punkt (&, , & , &), andererseits der
Punkt (&; + d&; , & + d&,, & + d&;)auf ihr liegen muB,
das Gleiehungspaar bestehen
(11) {51 o & ot & ray=0,

déj -0y +d& -ag +d& 03 =0,

wobei die letzte Gleichung durch eine leicht ersichtliche

*) Vgl. z. B. Serret-Scheffers, Differentialrechnung, 4./5. Auil.
Leipzig 1908; i. d. 8. Aufl. Nr. 91 u. Nr. 139.
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Subtraktion entstand. Diese Gleichungen (11) gehen aber
aus den Gleichungen (10) hervor, indem man 0 f/¢ &; durch
o; ersetzt, und es ergibt sich also da; = ¢ f/0&;. Die
Gleichung der Tangente an die Kurve f in einem Punkt
(&, &, &) lautet also

(12) 2 -0f[0& +a,-Cf|0& + x5-0f]65;,=0.
‘Wir dirfen nur alles ins Dualistische {ibertragen, um
sofort sagen zu ktnnen: Die Gleichung des Beriihrungs-

punktes einer Tangente (v, , vy, ¥3) an eine Kurve
@ (uy , ug, ug) = 0 lautet:

(13)  u, -0@/0v, +uy-Op/Cuy +u3 - Cp/Cr3 =0.
Bem. Diese Ableitung der Tangentengleichung ist villig
von der Wahl der Variablen 2, , #,, #, unabhingig, da sie im
Grunde auf dem Taylorschen Lehrsatz beruht Ersetzenw:u'
in (12) die x; durch =z, Y, 1, die & durch §, 7, £, so erhdlt
man zunéichst z - ¢f/ c; +y- cf ¢y + €f'¢f = Qund wenn man
nach dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen
Ofl6L = — (5 0f/C5 4+ n - Cf/Cy) setzt, die aus den Elemen-
ten der Dit_ferentlalrechnunv bekannte Form (x — &)-¢f d&
+{y —7)-f/dn = 0. Es wire aber umstindlich, aus dieser
Form Gleichung (12) abzuleiten, da hierzu eine allgemeine
Transformation zu Dreieckskoordinaten nitig wire.

f 41, Zweite Methode des Uberganges von Punkt- zu
Linienkoordinaten und umgekehrt. Die Gleichung der
Tangente (oder des Beriihrungspunktes) gibt ein Mittel an
die Hand zu einer oft bequemen Form des Uberganges
von Punkt- zu Linienkoordinaten (oder umgekehrt). Ist
[z, , za, 23) = 0 die Gleichung der Kurve und nennen
wirdie Koordinaten der Tangente ineinem Punkte (&, , &, , &;)
der Kurve w4, , 4, , #3 , s0 ist nach (12)

(14) Yuy =Ef/CE, Quy = EfjE&, Pu, = EfJEE,
Aus diesen drei Gleichungen und ausf (&, , &, &) = O
sind &, &, & und & zu eliminieren. Da die u; den



41. And. Ubergg. v. Punkt- z. Linienkoord. u. umgekehrt. 77

€[/ 6 &; proportional sind, erhilt man mittels des Theorems
iiber homogene Funktionen

(15) u & Fuy by Fugéy =0,

welche Gleichung an Stelle von /= 0 treten kann. Im
Wesen ist natiirlich diese Methode mit der in Nr. 35 dar-
gestellten identisch.

Dieselben Gleichungen (14) erhiilt man {ibrigens auch,
wenn man die Aufgabe, die Einhiillende der Geraden (15)
zu bestimmen, fir den Fall, daB die Versinderlichen der
Gleichung 7 (& , &, &) = 0 geniigen, mittels der sog.
Methode der unbestimmten Koeffizienten 16st*). Denn
man hat dann = 0 mit (15) mittels eines Parameters &
linear zu verbinden und diese Gleichung nach den drei
vorkommenden Variablen &, &, & zu differenzieren.
Daraus entstehen die Gleichungen (14). Fir den umge-
kehrten Ubergang hat man in (14) nur Punkt- und Linien-
koordinaten zu vertauschen.

Beisp. Wir wollen mittels der zuletzt angegebenen Methode
nun die Gleichung

¢ =27ivw® + 44 =0
(vgl. S. 10) wieder zu Punktkoordinaten transformieren. Nach
(14) hat man fiir die Koordinaten des Bertihrungspunktes einer
Tangente (u, v, w)
Pz = Cp/du =124, Py =d¢/dv=2Tiu%,
Pz = dp/dw = H4ivw
oder
tz = 4%*, ty=9iw?, rz=18ivw.
Hieraus ergibt sich durch eine kleine Rechnung
ou=3Yizy, ov=2, ow=2y}i.

Setzt man diese Werte in die Gleichung von ¢ ein, so er-
hilt man nach Division mit 4 - 272%}y und Quadrierung die
Gleichung

22y =1z,
d. i. die kubische Parabel. Die Vertauschung von v, w bzw.
Y, 2 ergibt die semikubische Parabel.

*) Vgl. z. B. Salmon-Fiedler, Hohere Kurven, S. 92/93.
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42. Dualitit der Singularititen. Plicker hat in
seiner Theorie der algebr. Curven auf Grund der oben
zitierten Auffassung der Kurvererzeugung die Entstehung
der Singularitiiten und ihr gegenseitiges Entsprechen aus-
fithrlich erliutert, indem er die Bewegung der erzeugenden
Elemente als diskontinuierlich annahm, d. h. die Kurve
durch einen Polygonzug ersetzte. Heute ist der Gedanke
nicht mehr so neu und wir konnen uns wesentlich kiirzer
fassen, nachdem wir die Pliickersche Auffassungsweise
schon in Nr. 40 benutzt haben.

Einem Doppelpunkt als einem Punkt der Kurve, in
welchem diese zwei verschiedene Tangenten hat, entspricht
in der reziproken Kurve eine Tangente, die von der Kurve
in zwei verschiedenen Punkten beriihrt wird, eine sog.
..Doppeltangente®. Damit eine Kurve Doppelpunkte habe,
muf ihre Punktgleichung Bedingungen erfiillen, Doppel-
tangenten hat jede ganz allgemeine Ordnungskurve (s. die
Quartiken der Fig. 17 v. 8. 34). Andererseits ist der Doppel-
punkt ein Vorkommnis der allgemeinen Klassenkurve,
wihrend eine Tangentialgleichung Bedingungen erfiillen
muB, damit die ihr entsprechende Kurve Doppeltangenten
haben soll. Sind die beiden Tangenten des Doppelpunktes
oder die beiden Beriihrungspunkte auf der Doppeltangente
konjugiert imagindr, so ist der Doppelpunkt, bzw. die
Doppeltangente isoliert. Fallen die Tangenten des Doppel-
punktes zusammen, so entsteht die Spitze; fallen die Be-
rithrungspunkte der Doppeltangente zusammen, so entsteht
die Wendetangente. Jede allgemeine Ordnungskurve hat
‘Wendetangenten, jede allgemeine Klassenkurve Spitzen.
Die Wendetangente berlihrt in drei zusammenfallenden
Punkten, von der Spitze aus gehen drei in eine einzige zu-
sammengefallene Tangenten an die Kurve.

Nun kann ja jede Kurve nter Ordg. bzw. »teT Klasse
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in Punkt- oder Linienkoordinaten dargestellt werden. Wenn
sie aber (fiir > 2, bzw. » > 2) keine Punktsingularititen
(Doppelpunkt, Spitze) hat, so hat sie bestimmt Linien-
singularitdten (Wende- und Doppeltangente), ist also als
Klassenkurve nicht allgemein, und umgekehrt. Selbst-
verstindlich gibt es auch Kurven, die beide Arten von
Singularititen haben. Uber die mdglichen Anzahlen dieser
Singularititen und {iber die gegenseitigen Beziehungen
dieser Anzahlen hat Pliicker Formeln gegeben, die wir
im zweiten Bandchen allgemein ableiten werden. Wirsahen
aber schon in einem speziellen Falle, da8 eine Spitze (Wende-
tangente) die Klasse (Ordnung) einer Ordnungskurve
(Klassenkurve) um 3 erniedrigte (vgl. Beisp. 1 v. Nr. 35).
Im folgenden wollen wir noch ein Beispiel geben fir eine
Kurve mit Doppelpunkt.

Beisp. Wir wihlen das Descartessche Blatt mit der
Punktgleichung (vgl. S. 23)
{A) =2+ y*— 3azxyz=0
und setzen gemiB (14)

fu=x*—ayz, $v=y"—azxz, dw=—azy,
dazu nach (15)

vr+ovy+wz=0.

Aus diesen Gleichungen ist =, ¥, z, ¥ zu eliminieren. Um
zunichst z zu entfernen, bilden wir

duw=wz—ay-wz=wz> +auzry-+ avy?,

dvw =wy —azr-wz=auz’tavzy +wy,
woraus folgt

2%uw =wa? +avy?,
290w =auzttwyd.

Es ergibt sich sonach

W —a*uv)z® = 29w (ww — av?),

(w* —a*uv)y* =20w(vw — au?.
Multipliziert man diese beiden Gleichungen und setzt z®yu?
= 9*w?*/a®, so erhilt man die Gleichung von (A) in Linien-
koordinaten _

(B) (w? —a*ur)* = 4a*(uw — av?)(vw — au) |
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also eine Gleichung vierter Klasse. Der Doppelpunkt hat sonach
die Klasse 6 der allgemeinen Kubik um 2 erniedrigt.
43.Typische Gleichungsformenin Linienkoordinaten.
- An der Hand der Gleichung (B) des vorigen Beispiels wollen
wir jetzt einige der flir Punktkoordinaten aufgestellten
Sitze fiber Gleichungsformen in Linienkoordinaten um-
deuten. Gleichung (B) ist von der Form
(186) Y2=,0X.
Betrachten wir zuerst die Ausdriicke ¥, @, X. Dieselas-
sen sich selbst durch Nullsetzen alle auf die Form (16)
bringen. Wire (16) in Punktkoordinaten geschrieben,
so wiirde Kurve (16) nach Nr. 12 durch die Schnittpunkte
von @, W und von X, ¥ hindurchgehen, dort aber {iberall
die Tangente mit ® bzw. X, gemein haben. Faft man (1§)
als Tangentialgleichung auf, so mufl demnach Kurve (16)
die gemeinschaftlichen Tangenten von ® und ¥ selbst zu
Tangenten und die Bertihrungspunkte auf diesen Tangenten
mit ® gemeinsam haben. Dasselbe gilt fiir X und V.
Beisp. 1. Wir wollen nun an Gleichung (B) direkt ankniipfen.
Es sind =0, v = 0 die Gleichungen der unendlich fernen
Punkte der z- bzw.
y-Achse, w=0 dieGlei-
chung des Anfangs-
punktes. Vo= w?
—atuw =0 stellt
demnach einen Kegel-
schnitt dar, der die
Linien v =0, w=0
und =0, w=0, d.i
die Achsen, zu Tangen-
ten hat. Die Beriih-
rungspunkte liegen in
2u=0undv=0.D.
h. der Kegelschnitt ¥
ist eine gleichseitige
Hyperbel. In dhnlicher
Weise findet man, daB
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® und X Parabeln sind mit dem Scheitel im Trsprung und der
z- bzw. y-Achse als Achse*) (Fig. 33).

Nun haben @ und ¥ die Tangente w = 0, » = O (y-Achse)
gemeinsam, X und ¥ die Tangente w =0, v =0 (z-Achse).
Beide Achsen beriihren @ bzw. leAnfancrspunkt DortmuBalse
auch die Kurve jede Achse beriihren. Damit ist der Knoten in
Linienkoordinaten aufgezeigt. Auferdem haben © und ¥ die
Tangente w =1/a,v=1'a,w =1 gemeinsam, X und ¥ aber die-
selbe Tangente. Fiir diese Tangente darf man also den eben ge-
machten Schlub nicht wiederholen (vgl. Nr. 12). Sieist vielmehr
singuldr, also im gewdhnlichen Falle Doppeltangente, eventuell
‘Wendetangente. Wir wissen, da8 letzteres der Fall ist und da8 der
Beriihrungspunkt im Unendlichen liegt. Dieser unendlich ferne
Punkt hat die Gleichung 2 — v = 0. Setzt man in der Tat in
(B) # = v, so ergibt sich zundehst (w — au)® = 0, alsou = 1/a,
v=1la, w=1 als Tangente von diesem Punkte aus, doppelt
gezihlt. Der Rest der Gleichung liefert w +auv = +2au,
d.i. nochmals w — au = 0, also dieselbe Tangente im ganzen
dreifach und aulerdem w + 3au = 0. Das ergibt mit # = v zu-
sammen die einfache Tangente v = —1/3a, v = —1/83a, w=1
(eine zur Asymptote parallele Tangente an die Schleife). Die
Tatsache, daf von dem Punkte # — v = O eine dreifach zihlende
Tangente an die Kurve geht, kann sowohl eine Wendetangente
anzeigen (ebenso wie die Tangente einer Spitze mit der Kurve
drei zusammenfallende Schnittpunkte hat), als auch eine Doppel-
tangente, auf der dann der Punkt # — v = O der eine Beriihrungs-
punkt wire (ebenso wie auch die eine Tangente eines Doppel-
punktes dort mit der Kurve drei zusammenfallende Schnittpunkte
hat). Wollte man die Entscheidung dariiber unabhingig von
Punktkoordinaten treffen, so wiirde man wohl am besten die
fragliche Gerade als Achse einfithren (vgl. das folgende Beisp.)
oder man miifte die allgemeine Formel fiir die Tangenten eines
Doppelpunktes (vgl. NT.1 7) in Linienkoordinaten ubertratren

Schreibt man (B) mittels der Transformation u = —z/r?,

.*) Man findet die Punktgleichungen dieser Kegelschnitte:
Y=4zy—a*=0,0=y"—4az=0, X=2>—4ay=0.
Allgemeiner kann man sagen, daf (16), wenn ¥, @, X linear
sind, sowohl in Punkt- als in Linienkoordinaten ein System
(Biischel-Schar) sich doppelt beriihrender Kegelschnitte darstellt
(vgl- S. 22). Die Hyperbel ¥ moge der Leser ergénzen.

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 6
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» = —y r? w = z in Punktkoordinaten, so erhdlt man die Polar-
reziproke des Descartesschen Blattes in bezug auf einen Kreis
um den Doppelpunkt. Die Kurve ist vierter Ordnung, hat eine
ranendlich ferne) Doppeltangente und eine Spitze mit der Tan-
gente y — « = 0. Ihre Gleichung lautet, fiir b =r%a, z =1
) (xy — B3 =4y L bx)(x® - by)

Die Diskussion aus der Form (16) heraus mige der Leser
in Analogie zum Obigen selbst machen (Fig. 34).

X f Fig. 34, X

Beisp. 2. Wir wollen in demselben Sinne noch die Gleichung
(D) wiu, - Aui=10

betrachten fiir ein beliebiges Koordinatendreieck (vgl. Fig. 35).
Wir seben, die Kurve hat die Geraden #, = 0, %, = Q.und
%, = 0, #; = 0zu Tangenten. Die Gleichung des Beriihrungs-
punktes auf der letzteren wird gegeben durch dieniedrigsten Glie-
der in u,, u, (beiu, = 1), also durch #, = 0. Die Tangente dieses
Punktes ist also einfach. Der Punkt u, = O ist aber, da fiir
ihn drei Tangenten zusammenfallen (uf = 0), eine Spitze. Die
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Gleichung des Beriibrangspunktes auf u, = 0. u, = 0 wird
gegeven durch #] = 0. Diese Tangente ist also Doppeltangente
mit zusammengefallenen Berihrungspunkten. d. h. Wendetan-
gente. Wir sehen, dal die Diskussion in Linienkoerdinaten
das nimliche ergibt, was wir schon friher abgeleitet hahen
(vgl. Nr. 24).

#,-0 - mb
Fig. 35.

44. Formen der Kurven 3. Klasse. Leicht macht
sich der Leser jetzt eine Vorstellung von den Grundformen
der Linien 3. Klazse. Der ..Serpentine®, d.i. dem unpaaren
Zug mit 3 Wendepunkten, der den Hauptbestandteil jeder
nichtsinguliiren Ordnungskubik bildet, entsprichteinZugmit
drei Spitzen (,,Dreispitz-). Es gibt Formen, heidenen der Drei-
spitz ganz im Endlichen liegt. Die drei Spitzentangenten
gehen immer durch einen Punkt (vgl. Beips. 2 v. Nr. 30).
Dem etwa vorhandenen Oval der Ordnungskubik entspricht
wieder ein Oval bei der Klassenkubik. Das Oval der Ord-
nungskubik muB aber offenbar so liegen, da8 es von keiner
Tangente der Serpentine getroffen wird. Denn jede solche
Tangente wiirde das Oval in zwei Punkten, die Kurve also
in 4 Punkten schneiden. Dualistisch Gibertragen heit das,
das-Oval der Klassenkubik muB so liegen, daf von keinem
Punkte des Dreispitzes aus eine Tangente daran gelegt
werden kann. Das Oval muB also dem Dreispitz die kon-
kave Seite zukehren. Auch das Oval kann ganz im End-
lichen liegen. Man braucht nur den Mittelpunkt des Grund-

6*
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kegelschnittes der polaren Ubertragung in das Oval der

Ordnungskubik zu legen, so erhilt man ein Klassenkubik
von der Gestalt der Fig. 36.

Dem Zusammenschrumpfen des Ovals einer Ordnungs-

kubik zu einem isolierten

Punkt entspricht die Ver-

dehnung des Ovals einer

Klassenkubik zu einer iso-

lierten Geraden (Doppel-

tangente). Das Oval mu8

dann aber erst durch die

hyperbolische Form gegan-

gen sein (Fig. 37), worauf

der hyperbolische Zweig

Fig. 36. immer flacher und flacher

gemacht werden kann. Die Formen mit reell beriihrender

Doppeltangenteerhiltman, wennmaninFig. 36 oderFig.37

den Zwischenraum g immer schmiler werden 148t. Die
Kurve springt dann sozusagen an dieser Stelle auf, und
es entstehen die Formen der Figuren 38 und 39. Diese
Kurven sind dann (vgl. II. Bandchen) nur mehr von der
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vierten, wihrend die der Figuren 36 und 37 von der
6. Ordnung sind. L&Bt man in Fig. 39 die beiden Asym-
ptoten zusammenfallen, so wird die Doppeltangente zur
Wendetangente und man erhilt die schon oft behandelte
zu sich selbst reziproke Form der Fig. 35, wobei allerdings
der Wendepunkt ins Un-

endliche zuliegen kommt

(andere Art des Uber-

gangs Theorie d. alg. K.

S. 38). Lost man in

Fig. 38 (oder 39) die

Doppeltangente im ent-

gegengesetzten  Sinne

auf, so kommen deren

unendliche Teile auBer-

halb der Beriihrungs- —/\
punkte zur Geltung, und
man erhilt aus Figur 38 eine Form wie Figur 40. Waren wir
von Figur 39 ausgegangen, so hiitten wir eine Kurve mit
vier reellen Asymptoten erhalten. Die Form der Fig. 40
entspricht dua-
listisch derForm
der Kurve I in
Fig. 14 (8. 32)
und kann nicht
insEndlichepro- --
jiziert -+werden. Fig. 9.

Diese Art der Ubergiinge kann man schwerlich voraussehen
und es ist unerlaBlich, daB sich der Leser etwa ein System
wieFig. 14 wirklich polarisiert*), um in solchen Betrachtun-
gen Ubung zu gewinnen. Ebenso miissen wir es dem Leser

Fig. 88.

% So wollen wir kurz sagen fir: ,durch Polarenbildung an
einem Kegelschnitt ins Dualistische tibertragt®.

.
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fiberlassen, sich die angegebenen Formen in verschiedenen
Lagen zur unendlich fernen Geraden darzustellen.

Beisp. Im Voribergehen haben wir schon eine Kurve
4. Ordnung erwihnt. die drei Spitzen hatte, dieKardioide (S. 63),
Fig. 38 stellt diese Kurve dar. Ihre Gleichung war. auf das
Dreieck der Spitzen bezogen.

Fig. 40.
(A) Eg—lia(y — HP—a?igt=
‘Wir wollen sehen, ob das wirklich eine Lurve 3. I\.Ia»s* ist.
Nimmt man taz = £, so'kann man die Gleickung (A} in folgen-

der Weise umformen
Ep—igl+i55 =205y,
Wenden er nun eine imaginire Kolhneatmn an, indem wir

y=—iy =iz {5y = zy) und fir o wieder z setzen, so
geht die Grleu:huncr itber in

2y =(y+ 2oy +alz,

was mit _ .

_ zy =(y+12)°=
oder mit S
B) Jzzet+lyz+izy=0

gleichbedeutend ist, wenn man nur jeder Wurzel das doppelte
Zeichen bexlegt Statt (B} schreibt man noch etwas einfacher
(Division mit }zyz)

(B%) CeTi by TELeTE=0.
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Diese Kurve (B*) ist von der Kardioide p*mextu nicht ver-
schieden. Nur sind jetzt die 3 Spitzen reell. dafiir ist aber die
Doppeltangente isoliert. Die Kurve bildet einen .,Dreispitz™.
Zur Transformation in Linienkoordinaten setzen wir nach Nr. 41

3 o~ 3 2
du=—iz"%, vv=—3% , dw=—}z"%,
oder
raﬁ:aci reb =y i, Tut = z7%
so dafl die Tancvezztlalelexchuna von (B*) lautet
G w ot =0,

Dies ist tatséchlich eine Kurve 3. KI asse, wie aus der rezi-
proken Gleichung, die wir schon betrachtet haben (S. 10} her-
vorgeht. DaB (C) die isolierte Doppeltangenteu = v = w (= 1}
hat, sieht man, sobald (C) von den Kubikwurzeln befreit ist®).

Die ganze Betrachtung #ndert sich nicht, wenn man an
Stelle von z, ¥, = beliebige Dreieckskoordinaten und an Stelle
von u, v, w die entsprechenden homogenen Linienkcordinater
setzt. Nimmt man das Koordinatendreieck gleichseitig und die
Punktkoordinaten (Linienkocordinaten) direkt den Abstédnden von
den Seiten (Ecken) proporticnal, so ergibt sich die sog. ,,Stei-
nersche Kurve® (1856). auch drelapltzxve Hypozykloide™ ge-
nannt, die eine Menge der nlerkwurdwbtenExoen:.chaften besitzt.
Die Gerade u = v = w ist dann die unendlich ferne Gerade
(vgl. . ..). Eine Transformation zu rechtwinkligen Koordinaten
wiirde ergeben, daf die unendlich ferne Gerade die Kurve in
den imagindren Kreispunkten beriihrt (bpe... K. S. 1421).

45. Kurven gleicher Poterrz in Linienkoordinaten.
Die Kurven 4. Klasse sind natiirlich in ihren Formen weit
reichhaltiger, als diejenigen 3. Klasse und wir wollen hier
nur (in Analogie zu Nr. 20) diejenigen Grundformen be-
trachten, die sich aus zweiKegelschnitten durch , Aufldsen*
der Doppeltangenten herleiten lassen. Dieses Aufldsen ist
analytisch natiirlich wiederum durch kleine Konstanten-
gnderungen in der Tangentialgleichung bedingt. Insbe-
sondere werden alle Doppeltangenten der Kurve zu glei-
cher Zeit geldst, wenn statt @ («, v) = 0 geschrieben wird

*)} Die Kubik des Beisp. 2 von Nr. 4 hat demnach den isolierten
Doppelpunkt z=y= -a.
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u, v) + & = 0. Je nachdem ¢ positiv oder negativ ge-
nommen wird, erfolgt die Losung in dem einen oder an-
deren Sinne (vgl. Nr. 44). Man kann auch hier die Kurven
D (u, v) + 6 = 0 als Kurven gleicher Potenz in bezug auf
D (u, v) =0 (was @ = 0 auch vorstellen moge) betrachten.
Denn es 148t sich auch bei Linienkoordinaten der Ausdruck
D (uy, vy) geometrisch darstellen, wenn v, , v, die Koor-
dinaten 1rfrendemcr Geraden sind (vgl. die FuBnote von
S. 14). Diese Kurven gleicher Potenz haben dann mit
D selbst und untereinander keine gemeinsamen Tangenten
als die vom Anfangspunkt aus, von denen jede y-fach zihlt,
wenn @ die Klasse » hat. Die Gleichung kann ja ge-
schrieben werden @ (u, v, w) + dw” = 0. Da die Lage
des Anfangspunktes der Koordinaten aber immer willkiirlich
ist, im Gegensatz zur Lage der unendlich fernen Geraden,
die der Kurve eine bestimmte Gestalt zuweist, hat auch die
Bildung der Kurve gleicher Potenz einer gegebenen Klassen-
kurve bei kieinem § keinen so anschaulichen Charakter wie
bei einer Ordnungskurve. Dies vor allem deswegen nicht,
weil die Kurve @ + 8 = 0 die Kurve @ = 0 sehr wohl
schneiden kann, wie wir sofort genauer sehen werden.

46. Formen der Kurven 4. Klasse. Wir betrachten
zuerst das Unifolium (s. S. 35), das sowohl allein als zu
zwei, drei bis vieren eine Kurve vierter Ordnung darstellen
kann. Es ist das ein paarer Zweig mit einer Einbuchtung,

Fig. 41.
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der also zwel Wendepunkte hat, denen eine Doppeltangente
(,Doppeltangente erster Art*) gegeniiberliegt. Die Polari-
sation gibteinen Zug mitzwei Spitzenund einem Knoten, den
man nichtunpassend ,,Steighligel” genannt hat (vgl. Fig. 41).
Solange  die <
Ordnungs-
quartik aus ei-
nemUnifolium
besteht, kann
auch die ent-
sprechende
Kl&ssenquar—
tik ganz im
Endlichen lie-
gen, da man
den  Mittel-
punkt des Grundkegelschnittes zur Polarisationin einen pas-
senden Punkt im Innern des Unifoliums legen kann. Die
Reziproke einer aus zwei Unifolien bestehenden Quartik
(vgl. Fig. 42) geht aber mindestens zweimal durchs Unend-

) Q

Fig. 44 Fig. 45.
liche, da von jedem Punkt der Ebene an die Kurve der
Fig. 42 mindestens zwei reelle Tangenten gehen. Fig. 43
zeigt die reziproke Kurve. Sie ist dort aus den beiden Kegel-
schnitten abgeleitet durch ,,Auflosung” der beiden end-
lichen Stiicke, die auf den zwei gemeinsamen Tangenten

Fig. 43.
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der Kegelschnitte zwischen den Beriihrungspunkten hegen
Die Kurve hat auBer den zwei Doppelpunkten, die zu je
einem Spitzenpaar gehiren, noch weitere 4 Doppelpunkte.
Es sind das die Bilder derjenigen

( (\/ / 4 Doppeltangenten von Fig. 42, die beide
\ “%, Unifolien berihren (,Doppeltangenten
) zweiter Art*). Die 8 Uherschneidungen

(= / der Kurve mit dem zugrunde gelegten
N Kegelschnittepaar (K;. K;) entsprechen
Fig. 46, den 8 Doppeltangenten. die in Fig. 42

die Quartik mit dem Paar der Grundkegelschnitte gemein
hat. In beiden Figuren handelt es sich um .. Kurven gleicher
Potenz* in bezug auf das Kegelschnittepaar. Die Gleichung

/l ‘ "‘.'\.\\\
I o 10N

der Kurven hat also die Borm K1 Ki+d=0, Wwo Ki, Ks
entweder in Punkt oder in Lmlenkoordmaten ge;chneben
zu denken sind.



46, Formen der Kurven 4. Klasse. 91

Wohl gibt es auch eine Klassenqguartik, die aus zwel
ganz im Endlichen liegenden . Steigbligeln* besteht (Fig. 44).
Dann sind aber zwei Doppeltangenten vorhanden. die
zwei Doppelpunkten der reziproken Ordnungsquartik ent-
sprechen (Fig. 45). Die beiden Doppelelemente gehiren
in jedem Falle auch dem zugrunde gelegten Kegelschnitte-
paar an, wie die Figuren zeigen. Die anderen beiden Doppel-

Fig. 48.

elemente sind aufgelost. Die Gleichungsform ist hier
Ki Ky +6G =0, wobel G im einen Falle die Ver-
bindungsgerade der beiden gemeinsamen Doppelpunkte,
im anderen Falle den Schnittpunkt der beiden erhalten
gebliebenen Doppeltangenten reprisentiert.

Erteilt man J das entgegengesetzte Vorzeichen, so tritt
bei der Ordnungskurve Trennung an denjenigen Knoten
ein, wo vorher Verbindung hergestellt worden war (Fig. 46}
Bei der Klassenkurve werden die unendlichen statt der
endlichen Teile der Doppeltangenten aufgeldst, so daB die
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a

neue Kurve nicht mehr ins Endliche projiziert werden
kann (Fig. 47)%).

L#st man in Fig. 46 die zwei noch vorhandenen Knoten,
beide im gleichen Sinne, so erhiilt man entweder eine Kurve
mit vier Unifolien (s. S. 34) oder eine mit zwei Bifolien,

Fig. 49.

die sich der Leser leicht selbst vorstellt. Die zwei ent-
sprechenden Klassenkurven sind in den Figuren 48 und 49
abgebildet**). Man entnimmt leicht der Anschauung, da8
eine Kurve mit vier Unifolien im ganzen 28 reelle Doppel-
tangenten hat. Entsprechend kann man an Fig. 48 28 reelle
Knoten abzahlen, wenn man die Aste nur weit genug ver-
langert. DaB dies die Maximalzahl fiir Quartiken {iberhaupt
#} Die Asymptoten musten hier und bei den folgenden Figuren
wegbleiben, da sie zu nahe an die Kurveniiste herantreten.

*#) Figuren von Klassenquartiken veriffentlichte zuerst F. Klein
1874 u. 1876.
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ist, werden wir im II. Biéndchen nachweisen. Die Mdglich-
keit ibrer realen Existenz hat Pliicker (1839) durch die
Aufstellung der Gleichung einer Quartik mit 4 Unifolien
zuerst gezeigt.

49. Kurven 4. Klasse mit Wendetangenten. Wir
wollen die Herstellung derjenigen Klassenqguartiken, die
dem Ringtypus (s. S.35) und den andern in Fig. 17 gezeich-
neten Figuren entsprechen, dem Leser tiberlassen und hier
nur noch Ordnungsquartiken mit Spitzen ins Dualistische

Fig. 51.

iibertragen, um von Klassenquartiken mit Wendetangenten
eine Vorstellung zu geben. Da wir schon an einem Bei-
spiel (S. 86) sahen, daB eine Kurve 4. Ordnung mit drei
Spitzen (und einer Doppeltangente) die Klasse 3 erhilt,
konnen wir einstweilen vermuten (und werden es im
I1. Bandchen beweisen), daB eine Kurve 4. Klasse mit
drei Wendepunkten eine Ordnungskubik mit Doppelpunkt
ist. Wir wollen uns deshalb zunéichst Ordnungsquartiken
mit zwei Spitzen und einem Doppelpunkt herstellen. Wenn
man sich zwel Kegelschnitte zuerst in der Art der
Figur 50 verindert denkt, dann die entstandene Kurve
verzerrt, so daB nach Ubergang durch einen dreifachen
Punkt die Kurve der Fig. 51 entsteht, so kann man die
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beiden unteren Schleifen in Spitzen iibergehen lassen. Man
erhilt dann die Kurve der Fig. 52, d. i. eine Steigbiigel-
form mit einer Einbuchtung. Es ist sofort ersichtlich,
daB diese Kurve zu sich selbst reziprok ist. Sie ist also
4. Klasse und 4. Ordnung.

Fig. 52.

Einen anderen Typus einer Ordnungsquartik mit
zwel Spitzen und Doppelpunkt erhiilt man aus der Kurve
der Fig. 53, wenn man dort die beiden fiu8eren Schleifen

f \\‘_/‘\

Fig. 54 Fig. 55.
zu Spitzen macht (Fig. 54). Auch diese Kurve ist zu sich
selbst reziprok. Durch Auflgsen der in den Figuren 52
und 54 noch vorhandenen Doppeltangenten erhilt man
aber sofort allgemeinere Klassenquartiken (6. Ordnung) mit
je zwel Wendetangenten, von denen wir die endlichen
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Formen ncch wiedergeben (Fig. 55 und 56). Wir iiber-
lassen dem Leser, die Doppeltangenten im anderen Sinne
zu 16sen, an den Knoten der entstehenden Kurven zu ver-
hinden oder zu trennen, was zu immer neuen Formen Ver-
anlassung gibt¥*). Wihrend die Kurven 4. Ordnung beson-
ders in zwel neueren amerikanischen Dissertationen (Ruth
Gentry1896; W.G.Bullard1899) aufdervonZeuthen
(s. 8. 85) gegebenen Grundlage ihrer Gestalt nach er-
schiipfend klassifiziert wurden, gibt es eine #hnlicke Dar-
stellung-fiir Klassenquartiken noch nicht.

Beisp. Lilt man eine Strecke von der Linge @ zwischen

zwei senkrechten Achsen gleiten, so gilt fiir die Abschnitte m
n auf den Achsen immer die Gleichung m? + n® = g*. Da

Fig. 56. Fig. 57.
m=—1u, n =—1rv, so hat man sofort die Tangential-
gleichung der erzeugten Kurve als u™* -+ v7% = a? oder
{A) (u®+ Y = aute? .

Die Kurveist 4. Klasse (Fig. 57) und charakterisiert sich sofort
als eine Polarreziproke zur Bernoullischen Lemniskate (S.61),

#; Mehrere andere Formen siehe in der Theorie d. alg. K. S. 284/6.
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sowie zur Kreuz- oder Kohlenspitzenkurve (S. 56). Die Achsen
sowohl (u =0, w =0 und v =0, w = 0) als die unendlich
ferne Gerade (z = 0, v = 0) sind Doppeltangenten (vgl. Nr. 17).
Die Berﬁhrungspunkte ergeben sich nach dieser Nr. durch die
Gleichungen a®u® = «w?und a® v* = w?® als die Punkte z = +-a,
y = +a auf den Achsen, durch %2 + 2® = 0 als die imaginaren
Kreispunkte auf der unendlich iernen Geraden. Setzt man aber
z.B.,w = au in (A) ein, so ergibt sich »* = 0, d.h. alle vier
Ta.ngenten von diesem Punkte aus fallen in die z-Achse. Wir
erkliren das so, dal der Punkt eine Spitze ist, deren Tangente
fiir drei z&hlt, wahrend sie in dem anderen Punkte die Kurve
nochmals berithrt. Aber dieser andere Punkt ist, wie alle vier
weiteren Beriihrungspunkte, selbst eine Spitze. Die Kurve
hat also sechs Spitzen (darunter zwei imagindre) mit drei
Spitzendoppeltangenten (den Achsen und der unendlich fernen
Geraden), die den Inflexionsknoten der oben erwihnten Kurven
dualistisch entsprechen. Sie heifit .,Astroide* (Littrow 1838)
und hat die leicht aus (A) zu erlangende Punktgleichung

®) ot 4ot = of

(J. Hermann 1715), die, nach der Art von Gleichung (B*) auf
S. 96 behandelt, die Ordnung 6 erkenmnen liBt.

48. Kurvendiskussion in Linienkoordinaten. Es lag
nicht in unserer Absicht, systematisch alle Regeln, die wir
in Punktkoordinaten bisher gaben, auf Linienkoordinaten
zu Ubertragen. In konkreten Fillen ist es nicht schwer,
die Ubertragung vorzunehmen. Die direkte Diskussion in
Linienkoordinaten allein ist praktisch nicht besonders vor-
teilhaft, vor allem, weil das Verhalten der Kurve im Un-
endlichen nicht deutlich hervortritt. Wir wollen aber doch
wenigstens ein charakteristisches Beispiel fiir eine solche
Diskussion geben.

Beisp. Die Kurve mit der Gleichung
(4) (w+w) Qu+uw) Bu+uw)+ 1w =0
(Beisp. von Reuschle) hat fir positives  die Form der Fig. 58
(vgl. Fig. 37 auf S. 84). Durch die Klammerausdrucke des ersten

Gliedes sind die Punkte z — 1,z=2,2=3 (4, B, () der
z-Achse dargestellt, » = 0 ist der unendlich ferne Punkt der
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y-Achse, w = 0 ist der Anfangspunkt O. Die Form der
der G—lexchuncr zeigt nach Nr. 43 an, daf die Kurve in den Punk-
ten 4, B, °C von den Parallelen zur y-Achse beriihrt wird.
In welcher Weise diese Beriihrung stattfindet, kann man
durchk Betrachtung der Vorzeichen des Klammerproduktes
der Gleichung (A) feststellen. Ein Ausdruck TT = aw + g
y + w wird O fir die Koordinaten u, v, w aller Geraden, die
durch den Punkt z; = a/y,
Yy, = By gehen, er wird oo
fiir den Anfangspunkt (u
=oc, v=0c, w=0_).
Variiert man also eine Ge-
rade {u, v, w)in der Ebene,
so wird TT nur dann das Zei-
chen wechseln, wenn die
Gerade durch den Punkt
(% , ¥,) und wenn sie durch
den Anfangspunkt geht.
Nun ist z. B. die Klammer
(u + w) positiv fir die un- Fig. 58.
endlich ferne Gerade(z = 0,
v=0, w=1). Diese Klammer wird also mnegativ nur
fir die XKoordinaten (2, », w) von Geraden, welche die
x-Achse zwischen O und A treffen. Ebenso werden (2% + w)
und (3u -+ w) nur negativ fiir Gerade, die zwischen O und B,
bzw. O und C hindurchlaufen. Das ganze Klammerprodukt in
(A) kann also nur negativ werden fiir Gerade, die zwischen O
und 4 oder zwischen B und C durchgehen. Die Kurve (A)
kann also, da das zweite Glied der Gleichung wesentlich positiv
ist, nur Tangenten haben, die die Strecken O 4 , bzw. BC treffen.
Man kann sich das bequem durch Strichelung dieser Strecke ver-
anschaulichen und findet nach dieser Signierung ohne Schwierig-
keit, daB durch B und C ein hyperbelfsrmiger Zweig gehen mub.
Man erkennt auch, daB die hohle Seite des Zweloes durch 4
nach rechts gekehrt sein muB.

Nun ist die Gleichung (A) auch erfiillt durch diejenigen drei
Geraden, fiir die eine der drei Klammern und zugleich w = 0 ist.
Das ist aber in jedem Falle die Gerade u = 0, w = 0, d.i. die
Abszissenachse. Die drei Tangenten von w = 0 aus fallen also
in éine einzige zusammen und “der Anfangspunkt charakterisiert
sich demnach als Spitze mit der z-Achse als Tangente (vgl. die

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 7
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entspr. Betrachtungen iiber die Wendetangente S. 9). Da-
nach muB die Tangente. die den durch 4 gehenden Zweig er-
zeugt, sich so drehen, daf sie schlieBlich mit der z-Achse zu-
sammenfillt, ohne dal sie jedoch andere Teile dieser Achse trifft
als die Strecke O 4. Da eine Klassenkubik Doppelpunkte nicht
besitzen kann (weil von einem solchen Doppelpunkt aus vier zu je
zweien zusammenfallende Tangenten an die Kurve gingen),
werden die Zweige durch O und 4 mittels zweier Spitzen sich
in einen einzigen vereinigen miisser. Da v nur quadratisch in der
Gleichung vorkommt, ist die Kurve gegen die z-Achse symme-
trisch. Aus dieser Symmetrie folot ohne weiteres auch, daB diedrei
Spitzentangenten sich in einem Punkte treffen. — Wie hat man
sich den Uhergang durch z = 0 zu negativen 4 vorzustellen?

IV. Hohere Singularititen. Ndherungs-
kurven.

49. Superlineare Zweige. In allen unseren Beispielen
hahen wir bisher nur die sog. ,einfachen Singularititen*
eingehender besprochen, Doppelpunkt und Spitze als Punkt-
singularitiiten. Doppel- und Wendetangente als Liniensin-
gularitiiten. Lediglich der I-fache Punkt, speziell der
dreifache, wurde erwihnt (vgl. Nr. 16). Wir stellten uns
denselben aber nur so vor, da8 durch ihn die Kurve k-mal
hindurchginge, ohne daB einige der %k Zweige sich dort
beriihrten. In dieser einfachen Form ist der A-fache Punkt
leicht verstiéindlich. Jede durch ihn gehende Gerade hat
mit der Kurve, wenn sie nicht gerade mit einer der & Tan-
genten des Punktes identisch ist, & zusammenfallende
Schnittpunkte. Jeder der % (,,linearen*) Zweige hat in dem
Punkte eine einfache Tangente. Der gewdhnliche k-fache
Punkt ist eine reine Punktsingularitit. Ihm entsprichtals
reine Liniensingularitit die %-fache Tangente mit % ein-
fachen Berithrungspunkten.

Nun kann es aber vorkommen, daB irgendwelche Tan-
genten des A-fachen Punlktes als solche mehrfach zahlen,
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auch ohne da8 sie etwa anderswo noch die Kurve beriihren.
Es darf pur einer der Zweige eines Doppelpunktes. um
den einfachsten Fall zu erwihnen, eine Wendetangente in
dem betreffenden Punkte haben. Dann ist die Singularitit
sowohl Punkt- als Liniensingularitit. So betrachteten wir
ja schon Kurven mit drei Inflexionsknoten, in denen heide
Doppelpunktstangenten dreipunktig bertthrten (S. 58).
Ebenso sind Doppeltangenten, die in Spitzen beriihren
(vgl. die Astroide S. 95) als gemischte Singularititen an-
zusehen. So einfach und anschaulich liegt aber die Sache
bei hoheren Singularititen hiiufig nicht. Ofthatein i-facher
Punkt nur eine einzige Tangente, die selbst /-fach z#ihlt.
D. h. irgendeine durch den Punkt gehende Gerade hat
dort % zusammenfallende Schoittpunkte mit der Kurve und
von den durch irgendeiren Punkt der Tangente gehenden
Kurventangenten sind [ in dieser Tangente selbst ver-
einigt. Man sagtdann, die Singularititbesteheauseinem,,su-
perlinearen Zweig® von derOrdnung % und der Klasse /. Im
allgemeinsten Falle besitzt eine hhere Singularitéit mehrere
superlineare Zweige.
Beisp. 1. Wir be- M
trachten die Kurve mit .
der Gleichung
(A) PP=2zt+y.
Sie ist im Endlichen
geschlossen und hat im
Anfangspunkt einen drei-
fachen Punkt, dessen
einzige Tangente die
z-Achse (y*=0) ist (vel.
Fig. 59). Um zu sehen,
ob diese Tangente auch
als solche singular ist,
kinnten wir einen will-
kiirlichen Punkt P (z=a ,
y =0) auf ihr annehmen, Fig. 59.
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durch ibn das Geradenbiischel legen y = /i(z—a), mit diesem
die Kurve schneiden und die Diskriminante A der resultierénden
Gleichung in = aufstellen. So viele Wurzeln 2 = O die Glei-
chung A = 0 hatte, so viele Tangenten von P aus an die
Kurve fielen in ¥ = 0 zusammen. Dieses Verfahren ist aber
nicht kiirzer, als wenn wir die Tangentialgleichung der Kurve
(A) bilden, die uns dariiber direkt belehren wird. Wir setzen
nach Nr. 41
du =4z, dv=4y*— 33z, Gw=—y%.

Hier kénnen wir ¥ = 1 nehmen, weil sich & doeh aus der
Gleichung herausheben muf, und erhalten unter Beniitzung der
Gleichung i +vy + wz = \ \

z=liu, y=—jw, wzi=—ullut+vjw.

Setzt man diese Werte in (A) ein, so ergibt sich nach einer
kieinen Rechnung
(B) 256w (v + w)® = 27*
als Gleichung von (A) in Linjenkoordinaten. Die fragliche
Tangente ist « = 0, w = 0. Wir erhalten die Gleichung der
Berithrungspunkte auf ihr, wenn wir die niedrigsten Glieder
in u, w gleich O setzen (fiir v = 1). Es ergibt sichnurw = 0.
D. h. die z-Achse beriihrt im Anfangspunkt nur einfach. Die
Singularitit ist also eine reine Punktsingularitdt, trotzdem die
drei Tangenten des dreifachen Punktesin eine einzige zusammern-
gefallen sind. Man nennt sie ,,Spitzpunkt® (Ordnung 2 = 3,
Klasse I = 1).

Die Kurve (A) hat anch in dem Punkte M (z =0,y =1;
v+ w = 0) eine Besonderheit; denn die Gleichung kann ge-
schrieben werden y*(y — 1) = z*. Dal der Punkt selbst nur
ein gewohnlicher Punkt der Kurve ist, sieht man schon daraus,
dafl die Gerade # = 0 dort nur einen Schnittpunkt mit der Kurve
hat. Tangente ist im Punkte 3 schon wegen der Symmetrie
die Gerade y — 1 = 0. Gleichung (A) ergibt fiir den Schnitt
z* = 0, d. h. die Tangente beriihrt vierpunktig. Nimmt man auf
ibr irgendeinen Punkt an, etwa den unendlich fernen, fiir den
u = ( ist, so gibt Gleichung (B) die Berithrungspunkte der
Tangenten von diesem Punkt aus. Fiir # = 0 ergibt sich aber
w=0und (v + w)*=0. D.h. von dem Punkte % = 0 geht
eine einfache Tangente aus, die im Anfangspunkt beriihrt und
drei zusammenfallende Tangenten, die in M beriihren. Diese
Betrachtung geniigt vollkommen und erweist den Punkt M als
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..Flachpunkt®, der zum Spitzpunkt reziprok ist (Ordnung k& = 1,
Klasse ! = 3). Wir empfehlen aber dem Leser, die Gleichung der
Kurve (B) so zutransformieren, daB die Geradey =1 eine Koordi-
natenseite wird (unter Belassung deranderen Koordinatenseiten).
Nach dem Verfahren von S. 73/74 erhidlt man die Transformations-
formeln v = %/, v = v/, w = w’ — v’. Setzt man diese Werte
in (B) ein und 148t die Striche an den Koordinaten wieder weg,
so ergibt sich als neue Tangentialgleichung

(B*) 256w (w — v) = 2Tut .

Jetzt hat die Tangente in M die Koordinaten z = 0,w = 0.
Fiir die Beriihrungspunkte ergibt sich aber jetzt (niedrigste
Glieder in u, w fiir v=1) w*=0. Die Tangente ist also
wirklich dreifache Tangente. Vom Beriihrungspunkt M selbst
aus {w = O in (B*)] gehen natiirlich vier zusammenfallende Tan-
genten an die Kurve (u* = 0). Daraus darf man aber nicht auf
die Klasse der Singularitit einen Schluf ziehen; denn auch vom
Anfangspunkt [@ = v in (B*)] aus gehen vier zusammenfallende
Tangenten (u* = 0) an die Kurve, wie ja sowohl die Gerade
y = 0, als die Gerade ¥ = 1 die Kurve in vier zusammenfal-
lenden Punkten schneiden®).

Wie besonders deutlich die Gleichung (B*) zeigt, ist die
ganze Kurve zu sich selbst reziprok. Man kann sie in der Tat
aus einer Kurve wie Fig. 52 von S. 94 sich hervorgegangen denken
(vel. das 2. Bandchen).

Beisp. 2. Das Bild #ndert sich sofort vollig, wenn wir die
Kaurve
(D y=x4y
betrachten. Wie die vorige ganz im Endlichen gelegen, hat sie
im Anfangspunkt jedoch eine Singularitit zweiter Ordnung
(Tangenten y* = 0). DaB dies aber, wie es dem oberflichlichen
Betrachter schéinen kénnte, keine Spitze ist sieht man daraus,
dal ¥ = 0 zu der Gleichung z* = O fiihrt. Ubrigens ware eine
Spitze schon deswegen unmdoglich, weil die Kurve beide Achsen
zu Symmetrieachsen hat. Die Gestalt der Kurve findet man
ja leicht, indem man ein paar Punkte berechnet. Dal die Kurve
in den Punkten x = 0, ¥ = +1 Flachpunkte hat, erkennt man
wie im vorigen Beispiel. Die vertikalen Tangenten beriihren

*) Es hitte auch keinen Wert, mittels ¢f/éz = 0 oder sonstwie
die horizontalen Tangenten zu suchen. Denn man kann aus dem
Ergebnis in keinem Falle entnehmen, in welcher Vielfachheit die
Tangenten zu z#hlen sind.
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in den Punkten z =y =1]}2.
Man sieht, dal die Kurve aus zwei
kongruenten Blittern besteht, die
sich im Anfangspunkt beriihren
(Fig. 60). Dort ist ein sog. ,,Be-
rithrungsknoten® oder ,Selbstbe-
rithrungspunkt®.

Die Untersuchung, in welchem
Grade die Tangente dieses Beriih-
rungsknotens singulidr ist, gestaltet
sich hier wesentlich schwieriger.
Da sie aber lehrreich gemng ist,
wollen wir die Miihe nicht scheuen.
‘Wir stellen die Tangentialgleichung
der Kurve auf, nach dem Verfahren
von Nr. 34, das immer zum Ziele
. fithrt. Zuerst sei bemerkt, daf fiir

Fig. €0. eine Gleichung
azt+a, 2 +a, 2 ayr+a, =0,
wenn man

4 =a}— 3a,a,+12a,a,,

B =27aia, + 27a, a3 + 2a} — 2a,a,a, — 9a,a,a,
setzt, die Diskriminante 4 gegeben ist durch

274 = 44°% — B*) |

Eliminieren wir nun aus(I) und w z +~ vy + 1 = Odie Vari-
able =, so erhalten wir

yrut oY) 4y Bt —uy 4oy +1 =0
und es ergibt sich hiernach

A =ut(wt — 1202 4+ 12), B =2u%(182* — u* + 36) ,
woraus nach einiger nicht ganz miiheloser Rechnung die Glei-
chung folgt, gleich in homogener Form geschrieben,

u& (u4 + v4 i 201-2 202 s Swi) == 16 (?,'2 — w‘Z)S w‘;’. = 0 .
DaB aus (v 4 w)®* =0 unter anderem u*= 0 folgt, weist
wieder auf die beiden Flachpunkte v + w = 0 hin. Fiir die Be-
rihrungspunkte auf der singuliren Tangente v =0, w =0,
wegen deren wir die Transformation gemacht haben, erhalten
wir aber durch die Koeffizienten der hochsten Potenz von v

*) Vgl die dlgebra von O. Pund, Leipzig, G. J. Goschen 1897,
S.231. Dort ist das Vorzeichen des letzten Gliedes von B unrichtig.
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(z%) die Gleichung %* = 0. Die Tangente z&hlt also wie der
Punkt zweifach. Der Beriihrungsknoten hat die Ordnung & = 2
und die Klasse 7 = 2, ist also zu sich selbst reziprok.

50. Leichtere Bestimmung von Ordnung und Klasse
einer Superlinearitdt. Wenn man bedenkt, daB das vorige
Beispiel eines Beriihrungsknotens das allereinfachste dieser
Art ist, so wird man die Behandlung hoherer Singularititen
guf diesem Wege fiir aussichtslos halten. Die letzte Be-
merkung beim Beispiel 1 der vorigen Nummer aber weist
einen Weg, wie man / sofort bestimmen kann, wenn % und
die Punktgleichung der Kurve bekannt ist. Jede Gerade
durch den ausgezeichneten Punkt schneidet ja den super-
linearen Zweig in & zusammenfallenden Punkten. Nur die
ausgezeichnete Tangente selbsthat noch mehr Schnittpunkte.
Um wieviel mehr? Von jedem ihrer Punkte gehen ! zusam-
menfallende Tangenten an die Kurve. Die zugehdrigen Be-
rithrungspunkte sind alle auch im singuliren Punkt ver-
einigt. Sie vermehren die Anzahl der zusammenfallenden
Schnittpunkte der singuliren Tangente um 7, so daB die
Gesamtzahl & 4+ [ wird. Wenn ndmlich eine sich um einen
einfachen Kurvenpunkt drehende Gerade in die Tangente
iibergeht, tritt allemal ein neuer Schnittpunkt dazu, und
wir kdnnen uns vorstellen, da8 dies bei unserer Singularitit
I-mal eintritt. Da nun die Zahl der zusammenfallenden
Schnittpunkte der singuliren Tangente, sowie auch die Ord-
nung % aus der Punktgleichung ohne weiteres ersichtlich
ist, erhilt man auch die Klasse [ jedesmal mit Leichtigkeit.
Wire die Tangentialgleichung und somit auch die Klasse
{ gegeben, so. wird die Zahl % + [, wie eine dualistische
Betrachtung ergibt, durch die Anzahl der zusammenfallen-
den Tangenten bestimmt, die von dem singuldren Punkt aus
an die Kurve gehen. Der Beriihrungsknoten des vorigen
Beispiels zeigt dieses dualistische Verhalten sehr deutlich.
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51. Niherungskurven fiir singulire Punkte. Die
Spitzpunkisparabel. Einen wirklichen Beweis konnten
wir in der vorigen Nummer fiir die dort plausibel gemachte
Tatsache nicht geben. Will man das Verhalten einer Kurve
in einer Singularitit ndher studieren, so ist es eben un-
moglich, mit der ganzen Kurvengleichung zu operieren. Man
wird vielmehr zweckmiBig Naherungskurven verwenden,
wie solche fiir einfache (,,lineare”) Kurvenzweige durch die
ersten Glieder einer Taylorschen Reihenentwickelung ge-
geben sind. Lange vor Taylor, schon um das Jahr 1669,
hatte aber Newton, zuniichst zum Zwecke der Gleichungs-
auflosung, ein Verfahren angegeben und esin einem Briefe
von 1676 durch eine graphische Methode erliutert und ver-
bessert, mittels dessen er aus einer unentwickelten alge-
braischen Funktion von «, ¥ die eine Variablein einenach Po-
tenzen der anderen fortschreitende Reihe entwickelnkonnte.

Dieses Newtonsche Verfahren haben dann Stirling,
de Gua und Cramer (vgl. Seite 6) auf die Untersuchung
von Kurven angewendet und es so erweitert, daB es ins-
besondere auch fiir Entwickelungen in singuldren Punkten
brauchbar wurde. Die Reihen werden fiir superlineare
Zweige von allgemeinerer Art, als die Taylorsche Reihe,
indem sie nicht mehr nach ganzen Potenzen fortschreiten *).
Um gleich zu zeigen, wie man auf solche Weise Naherungs-
kurven erhilt, nehmen wir das oben erwihnte Beispiel der
Kurve y3=2* 4 y*. Wir setzen die Gleichung einer
Naherungskurve versuchsweise y = 1z° undsuchen, indem
wir diesen Wert in die Gleichung einsetzen, A und d zweck-
miBig zu bestimmen. Die Substitution ergibt die Gleichung
1) xt - At — 13230 = ),

*) Auf die moderne Grundlegung der Theorie dieser Reihen, die
von J. Puiseux (1850) angebahnt wurde, kdnnen wir in diesem

Bindchen nicht eingehen. gl. Pascals Reperforium d. kok. Math.,
2. Aufl, Bd. II, 1. Hilfte, Leipzig 1910, S. 294.

I3
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Diese Gleichung liefert die Schuittpunkte der ,,hoheren
Parabel® y = iz® mit der Kurve. Da 4 im allgemeinen
keine ganze Zahl ist, kann man ohne niihere Bestimmung
weder den Grad der Gleichung angeben, noch auch, welches
die hochsten oder niedrigsten Glieder sind. Wir suchen
nun zunichst § so zu bestimmen, dafl mindestens zwei der
Exponenten gleich werden, und zwar sollen dies dann die
niedrigsten Exponenten sein. Der Grund hierfiir wird gleich
ersichtlich werden. Nachdem wir die Moglichkeit4d = 38
zu setzen. ausgeschieden haben, kdnnen wir versuchen
416 =4, also § = 1 zu setzen. Dann wiirden aber die
beiden zugehdrigen Glieder den Exponenten 4, das letzte
Glied den Exponenten 3 erhalten, entgegen unserer Absicht.
Es bleibt also tibrig 30 = 4, 6 = 4 zu setzen. Dann lautet
die Gleichung

(2) Jadt 4+ (1 — 2%zt =0
oder nach Division mit z*
(3) Mgt (1 —i3)=0.

Wenn wir in (2) den Bruchexponenten beseitigen, so
sehen wir erstens, daB die Gleichung, wie es sein muB, vom
16. Grade ist und daB man sie mit x!2 dividieren kann.
Bei beliebigem A fallen also 12 der 16 Schnittpunkte der
Parabel 93 = Azt mit der Kurve in den Anfangspunkt.
Dadurch nun, da8 in (2) gerade die niedrigsten Glieder
wenigstens in der Zweizahl auftreten, kSnnen wir eine
noch weitergehende Anniherung fiir den Anfangspunkt
erzielen. Wenn wir niimlich im vorliegenden Falle 1 so
wihlen, daB 13 = 1 wird, verschwinden diese niedrigsten
Glieder und es fallen danc alle 16 Schnittpunkte in den
Crsprung. Nun weiB man, da8 die Gleichung 43 = 1 drei
Wurzeln 4, = 1, 45,5 = 4(— 1 4-4}3) hat, und wir er-
halten also drei voneinander verschiedene Reihenentwick=
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lungen fiir den Anfangspunkt, die drei ,Partialzweigen®
entsprechen. Von diesen Partialzweigen, die zusammen
den einen ,superlinearen Zweig* bilden, sind zwei imaginir
und wir konnen diese, da sie fiir die duBere Erscheinung
der Kurve nicht in Betracht kommen, hier {ibergehen. Die

eine reclle Reihenentwicklung beginnt also mit y = z¥
und die ,,Spitzpunktsparabel® %% = z* gibt die Gestalt
der Kurve in der Nihe des Anfangspunktes getreu wieder.
Sie hat dort dieselbe Sin-
gularitit, wie die Kurve
selbst (vgl. Fig. 61). Da
sie sich aber sehr leicht zu
Linienkoordinaten trans-
formieren I&Bt, kann man
das Verhalten des Spitz-
punktes als' Klassensingu-
laritdt ohne Mithe direkt
erkennen. Man erhilt als
Fig. 61 Tangentialgleichung
27wt = 256 23w, woraus man sofort w = 0 als Beriih-
rungspunkt der Tangente # = 0, w = 0 findet. Mithin
erhilt man das schon 8. 100 abgeleitete Resultat, daB der
Spitzpunkt tiberhaupt keine Liniensingularitit ist.

52. Die Flachpunktsparabel. Wir wollen in gleicher
Weise die Kurve

) et +yly — 1)°=0

betrachten. Es istdas dieselbe Kurve, wie die eben behan-
delte, nur umgeklappt um die Gerade y = 4. Die Tan-
gente des Anfangspunktes ist y = 0. Der Punkt ist also
fur Punktkoordinaten einfach (k = 1). Aber y = 0 gibt
z* = 0, nach Nr. 50 muB demnach /= 3 sein. Setzen
wir y = A2®, so gibt es die Moglichkeiten 4 gleich 4 8,
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30, 26 oder § zu setzen. Aber nur im letzten Falle wer-
den die zwei betreffenden Glieder die niedrigsten der
Gleichung. Wir haben nun noch, wn eine weitere An-

nitherung zu erzielen, 2 = 1 zu setzen,
und zwar gibt es hier nur diesen einen
Wert von 4. Der Zweig ist wirklich
Llinear®. Als Niherungskurve erhilt
man die ,Flachpunktsparabel® y = z*
(Fig. 62). In Linienkoordinaten lautet
die Gleichung 27u* = 256v w3, die
fiir die Beriihrungspunkte auf « = 0,
w = 0 die Gleichung w3 = 0 ergibt.
Die Klasse ! ergibt sich also direkt zu
{ = 3. Die Naherungsparabel hat hier
allerdings nur 10 Schnittpunkte mit

\

Fig. 62.

der Kurve im Anfangspunkt gemein. Natiirlich hitte dic

Kurve y = z* - y*,
die ganz &hnlich aus-
sieht wie die mit der
Gleichung y° = a*
-+ y* , aber keinen
dreifachen Punkt in
z =0,y =0 hat, fir

den Flachpunkt diesel-
be Niherungskurve er-
geben, die hier alle
16 Schnittpunkte mit
der gegebenen Kurve
im Apfangspunkt ge-

mein hitte. Fig. 63.

Bem. Vielleicht hat

der Leser selbst schon bemerkt, daf die Spitzpunkisparabel und
‘die Flachpunktsparabel projektivisch identisch sind. In -ihren
Gleichungen erscheinen nur ¥, z bzw. v, w vertauscht. Ver-
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tauscht man aber 7 oder = mit z, so erhilt man eine hyper-
bolische Form, z. B. ¥z = z*, wo die Achsen jetzt die Tan-
genten der beiden unendlich fernen Singularititen dies. Das
drickt sich in der durch Fig. 63 charakterisierten Weise aus.
Die endliche Form all dieser Kurven ist eben durch Fig. 59
gegeben.

53. Niherungskurven des Beriihrungsknotens. Der
Beriithrungsknoten bietet auch bei dieser neuen Art der
Behandlung Interessantes. Wir hatten die Gleichung
P=uztLtyt. Setzen wir y= iz’ so ergibt sich
A2r2 = gt L 7494 ynd man findet ohne weiteres § = 2
und 2= 1. Es ist also eine aus zwei reeilen linearen
Zweigen (fiir L = -+1) bestehende Superlinearitat vorhan-
den, die die beiden gewChnlichen Parabeln y = J-22 als
Niaherungsparabeln hat. Das charakterisiert den Beriih-
rungsknoten. Sdmtliche 16 Schnittpunkte liegen im
Anfangspunkt. Die Transformation zu Linienkoordinaten
ergibt, wenn man die Gleichungen der zwei Parabeln multi-
pliziert, u* — 16¢2 2 = 0,also 22 = 0 als Gleichung der
Beriihrungspunkte fiir die Tangente 2 = 0,2 = 0 amomit
die Singularitst als doppelfin bezug auf Punkt u :
gente erwiesen ist. Alle Rechnungsschwierigkeit
jetzt beseitigt nach Einfithrung der ersten Glieder der
Reihenentwicklungen an Stelle der Kurvengleichung selbst.

Wir wollen dasselbe Beispiel gleich benutzen, um zu
zeigen, wie man ein zweites Glied der Entwicklung be-
stimmen kann. Zu diesem Zwecke setzen wiry = 22 + u2*®
in die Gleichung ein. Dadurch erhalten wir

Quatt? 4 a2t =8 4 4pugcts L fulaete

+ 4‘“3138-!-2 +#4‘1’4£ .

Hier muf man schon einigermaBen herumprobieren,
um zu sehen, daB es zwel Mdglichkeiten gibt, bei denen
die Gleichsetzung zweier Exponenten zugleich diese Ex-
ponenten zu den niedrigsten werden 148t. Dies tritt nim-
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lich dann ein, wenn erstens ¢ -+ 2 = 2¢,also ¢ = 2 gesetzt
wird. Die beiden zugehirigen Glieder werden dann 4. Ord-
nung, alle fibrigen 8. Ordnung und man erhilt g = —2.
Dann wird aber y = —x2 und es ergibt sich also nur die
andere, schon oben gefundene Naherungsparabel. Die
zweite Moglichkeit ist ¢ + 2 = 8, ¢ = 6 zu setzen. Man
erhiilt dann g = 4. Die entstehende Gleichung hat Glieder
vom 8.,12.,16., 20. und 24.Gradeund es fallen 12 Schnitt-
punkte von den vorhandenen 24 in den Anfangspunkt.
Die Naherungskurve heiBt jetzt y = 22 4 f2% und ist
natlirlich durch die entsprechende y = —z* — 2% zu
erganzen.

Beisp. Schon die beiden ersten Parabeln zeigen bei der
soeben behandelten Kurve an, wie die Zweige in dem singuliren
Punkt zu durchlaufen sind. Nach dem blofen Ansehen der Fig. 60
kénnte man ja auch glauben, es stieBen von rechts und links
je eine Spitze zusammen. Aber es ist offenbar, daf dann die
Kurve mindestens von der 6. Ordnung sein miifte. In der Tat
bat eine Kurve mit der Gleichung y* = x® + %, die im iibrigen
ganz dhulich verlduft, wie die der Fig. 60, eine solche Singulari-
tit im Ursprung. In der Nihe der Punkte z = 0, y = 41 ist
diese neue Kurve noch flacher als die vorige, da die Tangente
dort 6 punktig beriihrt. Auch kgnnte man etwa meinen, in Fig. 60
hingen die beiden Blitter durch zwei Wendepunkte zusammen.
Aber auch dann miilite die Kurve mindestens 6. Ordnung sein.
Eine solche Singularitit besitzt die Kurve *> = 2° 4 %% im An-
fangspunkt. Im iibrigen verliuft sie ganz dhnlich, wie die Kurve
y* = 2% + y®. Der Leser moge fiir diese beiden Sextiken die
Niherungskurven des Anfangspunktes selbst anfstellen.

Bem. Zur genaueren Bestimmung der Form einer Kurve
ist hiufig auch der Kriimmungskreis von Nutzen. Die Naherungs-
parabeln nun lassen diesen viel leichter bestimmen, alsdieKurven-
gleichung selbst. Ihr Kriimmungskreis ist ja wegen der innigen
Beriihrung mit dem der Kurve identisch. Nach der Formel der
Differentialrechnung B = (1 + ¥%*/y” erhilt man fiir y = a7,
also fiir den Spitzpunkt, den Krimmungsradius B = 0, fir
y = z* (Flachpunkt) R = oo, fir die Parabel y = «*, also fiir
die Kurve der Figur60 R = 3.
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Schreibt man iibrigens die Gleichung des Kriimmungskreises
einer Kurve fiir den Anfangspunkt, wo die Tangente 7 = 0 sei,
inder Form 2% + y* — 2R y = 0, so erhalt man fiir diesen Kreis
nach dem eben dargelegten Verfahren die Niherungsparabel
z*— 2Ry =0, die eben den Kriimmungsradius R hat, da all
ihre Schnittpunkte mit dem Kreis in den Anfangspunkt fallen.
Fiir alle Punkte dieser Parabel ist 1 2R = y »>. Insbesondere
ist dies auch fiir x— 0, ¥ — 0 der Fall. Im Grenzwert mufl
aber der Kriimmungsradius der vorliegenden Kurve mit dem der
Parabel tibereinstimmen. Die Formel 1 2R = y'z? gilt also fiir
jede Kurve, wenn # — 0, y¥ — 0 genommen wird. Nach dieser

Formel 1Bt sich insbesondere fiir jede hiohere Parabel y = 4 z°
(6 irgendeine rationale Zahl) der Kriimmungsradius des Anfangs-
punktes sofort angeben.

54. Die hoheren Parabeln und Hyperbeln. Bevor wir
nun dazu libergehen, das praktische Verfahren zu erdrtern,
das Newton in jenem Briefe von 1676 zum erstenmal zur
Sprache brachte, wollen wir ein Wort {iber die htheren
Parabeln sagen, deren Gleichung
(4) y =iz’
ist. Solche treten ja, soferne man nur eine der Achsen zur
Tangente der Kurve im Anfangspunkt macht, immer als
erste Naherungskurven auf, ob der Punkt eine Singularitiit
enthiilt oder nicht. Wir deuteten schon an, da8 solche
Parabeln, zunichst fiir ganzzahlige Werte von , um die
Zeit der Einfithrung der Kovrdinatenmethode ganzallgemein
von den fiihrenden Mathematikern betrachtet wurden, die
bestrebt waren, deren Flichen und Schwerpunkte, sowie
die Volumina und Schwerpunkte ihrer Rotationskorper zu
berechnen. Fermat spricht schon 1636 in einem Briefe
an Roberval von der ,kubischen® und der .quadrato-
kubischen* Parabel, welch letztere spiter von Wallis die
»Semikubische® genannt wurde. TUrspriinglich kiimmerte
man sich um die Gestalt der Kurven nicht; aber schon 1656
gab Wallis richtig an, daB bei geradem ganzzahligen § die
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Kurven (4) den Typus der gewdhnlichen Parabel, hei un-
geradem 6 jedoch den der kubischen Parabel hahen. Daneben
wurden auch bald die allgemeineren Kurven fiir rationales
0 in bezug auf die erwéhnten Verhiltnisse untersucht und
6 dabei auch negativ angenommen, was zu den ,,hheren
Hyperbeln“ fithrte. Wir schlieBen negative 6 zunéchst aus
und setzen 6 = u/v(> 1). Dann konnen wir sagen, wenn
wund y als teilerfremd angenommen werden, daB die Kurven
fir ungerade u und ungerade ¥ vom Typus der kubischen
Parabel sind, fiir gerade w und ungerade » vom Typus der
gewdhnlichen Parabel und fiir ungerade w und gerade »
vom Typus der semikubischen Parabel. Der Anfangspunkt
ist eine Singularitéit von der Ordnung », und zwar in der eben
beobachteten Reihenfolge vom Typus des Wendepunkts,
des gewdhnlichen Punktes und der Spitze. Der unendlich
ferne Punkt der y-Achse ist eine Singularitit von der Ord-
nung (¢« — v}, und zwar in derselben Reihenfolge vom Typus
der Spitze, des gewihnlichen Punktes und des Wende-
punktes. Das geht alles aus der Betrachtung der Vorzeichen
hervor. Fiir 6 < 1 vertauschen sich nur die Achsen.

Transformiert man (4) zu Linienkoordinaten, so erhilt
man
) wi—ly = Al
wenn

d = (=136 — 1)5-1/8°

gesetzt wird. Da die Gleichung (4) in homogener Form
lautet 22~y = Az®, so sieht man, daB jede dieser ,,bino-
mischen Parabeln®, wie man sie auch nennt, zu sich selbst
reziprok ist, und zwar sind eben immer die beiden Singu-
laritdten zueinander dualistisch. An der kubischen und
semikubischen, der Spitz- und Flachpunkisparabel haben
wir das ja schon deutlich gesehen.

Fir den Kriimmungsradius der Kurve (4) erhiilt man
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nach der Bemerkung von S.109 einfach 24 R = 22~ fiir
o — 0. Die rechte Seite ist gleich 1 fiir 6 = 2 (gewohnliche
Parabel), gleich 0 fiir 6 < 2 und gleich co fiir 6> 2. In
der Tat sind die Parabeln fiir 6 > 3 entweder Flachpunkts-
parabeln (9 gerade) oder,,Wendeflachparabeln® (Sungerade)
von immer hoherer Ordnung. In Fig. 64 ist noch die erste

Fig. 64. Fig. 65.

‘Wendeflachparabel mit der Gleichung y = z?® dargestellt.
‘Wenn ¢ aber ein Bruch ist, so kann die Kurve vom Typus
der kubischen Parabel im Wendepunkt den Kriimmungs-
radius 0 oder co haben. Das n#mliche gilt von den
Kurven vom Typus der gewdhnlichen und der semiku-
bischen Parabel. Es kommt nur darauf an, ob § = 2 ist.
Wiahrend z. B. bei der Spitzpunktsparabel 33 — z# der
Kriimmungsradius im Ursprung Null ist, ist er bei der
Parabel y% = 28 wieder oc. Der Spitzpunkt ist hier durch
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die Vielfachheit der Tangente schon {iberdeckt. Hingegen
hat 35 = % einen eigentlichen Spitzpunkt hoherer Ordnung.

Von den Wendeparabeln haben wir die Formen y = 3
und y = 25 mit R = oo schon kennen gelernt. Die,.Wende-
spitzparabel % = 2% macht hingegen eine sehr scharfe
Wendung im Anfangspunkt, wo E = 0 ist (Fig.65). Bei
y3 = " 1iiberwiegt schon
wieder die vielfache Tan-
gente. Hingegen ist 5 = z*
wieder eine Wendespitz-
parabel hoherer Ordnung.
Von der semikubischen
Parabel %2 = z® wissen
wir schon, daB der Kriim-
mungsradius der Spitze Null
ist (S.12), bel der ,Riick-
kehrflachparabel® y2 = x°
herrseht die Flackheit vor
(R = o), y* = 25 ist hin-
gegen die erste ,,Riickkehr-
spitzparabel* (s. Fig. 66)
mit sehr scharfer Spitze
(R = 0). Fig. 66.

Die unendlichen Aste dieser Parabeln entfernen sich
desto mehr von der y-Achse, je mehr im Punkte z = 0,
y = oo die Flachheit {iberwiegt (Fig. 61 u. 66) sie nihern
sich ihr um so mehr, als dort der Charakter des Spitzpunktes
oder der scharfen Spitze vorherrscht (Fig. 62 u. 64).

Die hoheren Hyperbeln (6 < 0) haben nur zwei Er-
scheinungsformen. Sie sehen entweder aus wie die ge-
wohnliche Hyperbel oder wie die kubische Hyperbel
{Fig. 23 auf S.49). Die Achsen sind ja hier zugleich die
Asymptoten, und da Wendepunkt und Spitze immer gleich-

Wieleitner, Algebraische Kurven, I. 8
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zeitig bei derselben Kurve auftreten, fallen diese beiden
Typen in einen zusammen. Je schirfer Wendepunkt oder
Spitze sind, desto mehr Abstand haben die Zweige von
den Achsen, je flacher Wendung oder Spitze, desto niher
verlaufen sie an den Achsen. Dasselbe gilt fiir die unend-
i lich fernen Flach- oder Spitz-
: punkte. Die Figur 63 (S.107)
fiir die Kurve z%® = 1 und
die Fig. 67 fiirx y* = 1 illu-
strieren das Gesagte.

55. Das analytische
Dreieck. Nun kommen wir
zu jener praktischen Methode
Newtons, die in der Cra-
merschen Verfeinerung so-
fort gestattet, die ersten Glie-
f der der {iberhaupt méglichen
I reellen Entwicklungen fiir
’ alle drei Koordinatenecken
mit einem Male abzulesen.
Newton schrieb die Glieder
einer Gleichung ohne die
Koeffizienten nach der Art der Fig. 68 in ein Rechteck, das,
wenndie Gleichung in ybis zum w2, inz biszum »t*2 Grad

Fig. 67.

2

x? | 2?2y |x2y? | 2243

x xy | zy? | oy

0 y | vy
Fig. 68.

ging, (u-+ 1) Felder in horizontaler, (»-+1) Felder in verti-
kalerRichtung hatte, und bezeichnete dann diejenigen Felder.
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die ein Glied enthielten, das in der Gleichung wirklich vor-
kam, mit einem Stern. Man spricht deshalbvondem ,,New-
tonschen Parallelogramm®. DiesesParallelogrammenthilt
aber offenbarnichtalle Glieder, diein derGleichung(u - »)ter
Grades vorkommen kdnnten. Newton kam es eben nurauf
eine Entwicklung fiir den Anfangspunkt an. Schonde Gu a
berlicksichtigte auch die unendlichen Zweige und erweiterte
das Parallelogramm zu einemDreieck. In der Fig. 68 wiren
demmnach oben noch die Felder mit den Gliedern z2, %y,

x?y%; xt, xty; 2%, rechts die mit den Gliedern y*, z y*;
y? anzufligen. Wir konnen, damit die gleichm#Bige Beriick-
sichtigung aller Ecken in Erscheinung tritt, die Gleichung
zuerst homogenisieren, dann, wie es schon Cramer tat,
nur die Mittelpunkte der Felder mit Punkten bezeichnen,
diese alsRepriisentanten der Gleichungsglieder nehmenund
miteinander verbinden. Auch werden wir die Glieder ohne
y auf der unteren, die ohne x auf der linken Drejecksseite
annehmen. Dann erhilt das Dreieck, das de Gua ,alge-
braisches®, Cramer ,,analytisches Dreleck‘* nannte, die
Form der Fig. 69, wenn wir uns auf die Glieder bis zur

8*
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4. Ordnung beschrinken. Bei den gewdhnlichen Anwen-
dungen werden wir in der Ecke III einen rechten Winkel
zeichnen und diejenigen Glieder, die in der Gleichung
wirklich vorkommen, durch Ringelchen hervorheben. Auch
werden wir je nach Bedarf irgendeine der drei homogenen
Koordinaten gleich 1 setzen.

Ist nun eines der in der Gleichung vorkommenden
Glieder zf4%. so kann man in dem analytischen Dreieck
& und 9 als Koordinaten (in bezug auf die Ecke IIT) des
dem betreffenden Gliede entsprechenden Punktes betrach-
ten. Setzen wir dann in der ganzen Gleichung y = 1«2, so
wird aus unserem Gliede Azf 2?7 = A2f+%7. Wollen wir
eine Anndherung fiir den Anfangspunkt, der als auf der
Kurve liegend gedacht ist, so miissen wir, wie oben aus-
gefiihrt, § einen solchen Wert erteilen, daB mindestens
zwei der Exponenten § — §1 den gleichen Wert y erhalten
und y dann zugleich der kleinste Exponent der Gleichung
ist. Wenn man nun &, % als Koordinaten auffaBt, ergibt
sich ohne weiteres, daB alle Punkte, fir die & + dn =1y
ist, auch wenn deren mehr sind als zwei, auf einer
Geraden mit dieser Gleichung liegen. Je mnach den ver-
schiedenen Werten von y ordnen sich also alle Glieder in
parallelen Geraden an, deren Abstand vom Anfangspunkt
y/Y1 + 62 ist. Wir finden also diejenigen Glieder, denen
das kleinste y entspricht, wenn wir zwei (oder mehr) Punkte
wihlen, deren Verbindungslinie dem Anfangspunkt niher
ist, als irgendeine Parallele zu ihr durch einen anderen
einem Gleichungsglied entsprechenden Punkt. Wenn wir,
wie Newton das ausdriickte, etwa von dem niedrigsten
Glied in y allein ausgingen, an dieses ein Lineal (lings der
y-Achse) anlegten und dieses so lange um diesen Punkt dem
Uhrzeiger entgegen drehten, bis es auf einen oder mehrere
weitere Kurvenpunkte stieBe, so hétten wir eben nur eine
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Entwicklung, mit der Newton sich begniigte. Wir miiBten,
wennnichtderletzte von dem Lineal beriihrte Punktein Glied
in x allein wire, das Lineal um diesen letzten Punkt in
demselben Sinne weiter drehen, bis es auf weitere Punkte
triafe und dies so lange fortsetzen, bis das Lineal bei seiner
Drehung einen Punkt der x-Seite des analytischen Dreiecks
beriihren wiirde.

Der Leser wird bemerken, da8 unsere obige Regel
alle diese so erhaltenen Entwicklungen umfa8t. Ganz ent-
sprechende Regeln gelten fiir die beiden anderen Koordi-

- natenecken. Indem wir alledrei gleichzeitig berlicksichtigen,
konnen wir auch folgendermaBen sagen: Man schlieBe alle
Kurvenpunkte in ein tiberall konvexes Polygon ein, dessen
Ecken simtliche selbst Kurvenpunkten entsprechen, dann
geben die einzelnen Polygonseiten, mit Ausnahme derjeni-
gen, die etwaaufden Seiten desanalytischen Dreiecksliegen.
Niherungskurven fiir die ihnen gegeniiberliegenden Ecken.

Selbstverstindlich ist das analytische Dreieck auch
fiir gewdhnliche Kurvenpunkte, sofern diese nur in irgend
einer Koordinatenecke liegen, brauchbar. Das erste Glied
der Entwicklung gibt dann freilich nur die Tangente in
dem betreffenden Punkt. Man bestimmt aber sofort ein
zweites Glied mit einem neuen analytischen Dreieck. Hat
die erste Anniherung y = A% ergeben, so setzt man
y = Az + y; in die Kurvengleichung ein und bestimmt
y; = Az4 aus dem neuen analytischen Dreieck. Man hat
dann nur zu beachten, daB A4 >¢é werden muB. Denn
A4 =0 wirde die Entwicklung nicht vorwirts bringen
und 4 < ¢ konnte schlieflich zu negativen Exponenten
fiihren, was dem Punkt z= 0, y = 0 nicht mehr ent-
spriiche. Ubrigens kann der Fall A < 8 ohnehin nicht ein-
treten, da das analytische Dreieck schon immer den jeweils
Kleinsten Wert von & ergibt.
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56. Beispiele zum analytischen Dreieck. Wir nehmen
jetzt gleich die oben behandelten Beispiele wieder vor, um
den Nutzen des analyvtischen Dreiecks deutlich zu machen.

Beisp. 1. Fiir die Kurve = a* + y* (vgl. S.99) ist
das bestimmende Polygon in Fig. 70 wiedergegeben. Die auf den
Seiten des Dreiecks liegenden Polygonseiten entsprechen offen-
bar den Schnittpunkten mit den Achsen unter Einschluf der
unendlich fernen Geraden. Denn sie ergeben die Gleichungen
¥* = y*und 2* + y* = 0. Esgibt demnach nur eine eigentliche

y:g E\—-\.

12 ]

/)

- DN W

Fig. 70. Fig. L.

Nizherungskurve »® = #*. Das analytische Dreieck ergibt also
sofort den Exponenten und den Koeffizienten 4 des ersten Gliedes
y =12° der Entwickelung. Der Nenner 3 des Bruches § = £
zeigt die Ordnung der Superlinearitit an, deren Pal;tialzweige
man erhilt, wenn man alle drei Werte 1, ¢, €2 von J/1 beriick-
sichtigt. Es gibt also drei Entwickelungen fiir den Punkt
(darunter zwei imaginire), die durch Vertauschung der drei Werte

Py,
vou 1 ineinander iibergehen. Im ibrigen vgl. Beisp. 1 v. Nr. 49.

Beisp. 2. Die zweite, oben betrachtete Kurve (vgl. S.101/2)
war y* = * + y*. Das analytische Dreieck (Fig. 71) ergibt
sofort die Niherung y® = z*, also einen einzigen superlinearen
Zweig im Anfangspunkt, der sich diesmal in zwei reelle Partial-
zweige y = -+ 2® spaltet, die hier durch Vertauschung der beiden
Werte von ¥1 entstehen. Setzen wir nun ¥ = 22 + %, in die
Gleichung ein, so ergibt sich (2% + #,)® = 2* + (2® + »,)*. Man
sieht auch ohne Auspotenzieren, daB das Glied z* wegfallt,
so daB sich das in Fig. 72 dargestelite bestimmende Polygon er-
gibt. Es ist nicht ohne Nutzen, die Entstehung dieses zweiten
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Polygons aus dem ersten noch etwas ndher zu betrachten. Durch
die Substitution hat sich die Dimension der Glieder der urspriing-
lichen Gleichung nicht geéindert. Auch im neuen Polygon liegen
also die Glieder auf den nimlichen zwei Parallelen, deren
eine in Fig. 71 strichpunktierte nur ein Glied enthielt. In Fig.72
sind aber diese Parallelen ganz mit Gliedern ausgefiillt, nur daf
selbstverst‘dnd!i};:h das Glied |

z* fehit. Es scheint nun, als &C—
ob es jetzt zwei Fortset- L\\\L

zungen der Reihe gidbe, da [ _

jetzt zwei Seiten des Poly- o | ~"T--DN/

gons dem Anfangspunkt z (\U“\—k
gegeniiber liegen. Aber die =
cine Seite ist die alte Be- ] T
stimmungslinie. Sie gibt g 1 o 4 6
yi +22%y, =0, also ent- Fig. 2.

wedery, =0oder y, = —222.
Wir bleiben demnach mit ihr ganz im Bereiche der ersten
Anniherung. Vielmehr miissen wir das Lineal um den auf
dieser Geraden dem weggefallenen Glied zunichst liegenden
Punkt (z®y,) drehen, bis es den nichsten Punkt der z-Achse
trifft. Dieser ist hier (z®) und wir erhalten aus der obigen
Gleichung 22%y, = 2® oder y, = 12°. Hitten wiry = —2°+ g/
gesetzt, so hitte sich ¥, = —1a° ergeben. Demnach haben
wir die zwei Entwickelungen, die begirnen:y = 3 (2 + $2°).

Parallel zurneuen Bestimmungslinie ordnen sich nun die Glie-
derdes Polygonsder Fig. 72in5 Parallelenan, dieden Dimensionen
28, 2%, x% 2 2% entsprechen. Die Parallelen sind in der
Figur gestrichelt. Auf sie verteilen sich die Glieder eines dritten
analytischen Dreiecks, wenn man ¥ = 2* + 2° + 7, in die ur-
spriingliche Gleichung einsetzt, wobel zugleich das Glied z® weg-
fallt. Der nichste Punkt der z-Seite des analytischen Dreiecks
ist aber offenbar der durch die zweite Parallele getroffene Punkt
(#*®). Unser Lineal muB also durch die Punkte (z®y,) und (2*%)
gelegt werden. Aus der Gleichung

@+ 32° + ) =2t + (@ + 125 + 7o)

findet man, ohne daB man alles zu entwickeln braucht, als zu-
gehorige Glieder 2%y, + 32%° = 4 - § - %%, demnach y, = F2*,
so daBl die ersten 3 Glieder der beiden Entwickelungen lauten
y = +(2® + $a® + 2%, Aufihnliche Weise kann man weiter-
fahren, ohne daB die nétigen Rechnungen sich ins Unermefliche
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steigern. Auch 1aBt sich im vorliegenden Beispiel leicht er-
kennen, daB die bestimmende Gerade sich immer um (z° %) dreht,
wahrend der zweite Punkt, durch den sie geht, sich bestindig
um 4 Einheiten weiter auf der z-Seite des analytischen Dreiecks
bewegt. Man kann demnach ganz allgemein anschreiben
y= —_]-_-(ZE _‘_ ,}jzﬁ + %','_xlo + o‘.xu_{_ ﬂxls + -

und die Koeffizienten « , 8, ... durch Einsetzen dieser Reihe
in die urspriingliche Gleichung bestimmen.

Beisp. 8. Legt man die Gleichung des Descartesschen
Blattes azy = «° + y® (vgl. S. 23) auf das analytische Dreieck
fvgl. Fig. 73), so ergeben sich fiir den Anfangspunkt sofort die
beiden Nherungsparabeln az = y*und a y = 2*, die in Fig. 33
(S. 80) eingezeichnet sind nnd die Lage der Schleife bestimmen.

Fig. 3. Fig. 74. Fig. 5.

Beisp. 4. Die Gleichung der Bernoullischen Lemniskate
ist (z* + 9)® = 2® — ¢* (fiire = 1; vgl. S. 61). Das analytische
Dreieck (Fig. 74) gibt natiirlich zun#chst (schwarze Punkte) nur
die beiden Tangenten y = 4z des Anfangspunktes. Setzt man
aber ¥y = & + ¥, in die Gleichung, so werden die beiden Parallel-
reihen ganz ausgefiillt (geringelte Punkte) mit Ausnahme des
Punlktes (%) . Aus der Gleichung findet man sofort 42* = —2zy,
fir die jetzt in Betracht kommende Bestimmungslinie, so daf
Y = —22* wird. Die beiden Naherongskurven lauten

= +(z — 22%). Der Leser moge sie sich durch Einsetzen
einiger Werte selbst zeichuen. Sie haben Wendepunkte mit
den Geraden y = -z als Tangenten und gehen wie die kubi-
schen Parabeln ¥ = 5223 ins Unendliche.

Beisp. 5. Um auch ein Beispiel fiir gebrochene Exponenten
zu geben, behandeln wir die Kardioide, deren Gleichung ist (fiir
m=a=1;s 8.62)y* = (x® + »)° — 22(2* + y?). Hier gibt das
analytische Dreieck (Fig. 75; schwarze Punkte)sofort 32 = — 23,
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also die beiden Partialzweige y = +4} 22 z*. Diese beiden Par-
tialzweige sind natiirlich keineswegs uberhaupt imagindr, sondern
nur auf der Seite der positiven . Das besagt also Iedxcrhch
daB die Spitze nach rechts gerichtet ist. Wir wollen ein weiteres
Glied der Entwickelung bestimmen. Durch die Punkte, die den
Gliedern der Gleichung entsprechen, gehen im ganzen 4 Parallele
zur ersten Bestimmungslinie. Auf diese 4 Parallelen werden
sich die neuen Glieder verteilen, wenn wir ¥ = i }22% + Y, in
die Grlemhunor einsetzen. Wir erhalten

(y, + 81228 = [2° + (g, + i) 32°)P — 22[2* + (3, + i)2H)7]
und damit die in der Figur geringelten Glieder, unter denen
natiirlich das Glied (z®) fehlt. Dafiir ist z* noch vorhanden.
Die nene Bestimmungslinie geht aber nicht durch den Punkt (¥3),
da das neme Glied z* y, aufgetreten ist. Dieses mit (z*) ver-
bunden gibt die Besmmmunvshme Aus der Gleichung erhilt man

‘)z}‘):t:ﬁy =zt 4+ 4zt ,

also y, = —341 Ir2x§ Die heiden Parmalzweige lauten also
y = +4i}2(2* — 32%). Beide zosammen geben eine Kurve
5. Ordnung mit der Gleichung y® = —1z%(5z — 4)*, die im
‘Wesen wie eine semikubische Parabel aussieht, aber steiler ins
TUnendliche geht, wo sie einen Wendespitzpunkt hat.

Beisp. 6. Wenn @ = 0 oder ¥ = 0 Gerade bedeuten, die
durch den Punkt (@, b) gehen, 4 und B aber beliebige Funktionen
inz, y sind, die nicht verschwinden firz = @,y = b, so stellt
die Gleichung
(Iy A" = By«
eine Kurve dar, die im Punkte (&, b) die Naherungskurve
(1) x, O = f Y
hat, wobel &, nnd S, fur die Ausdriicke 4(a, b) und B{a, b)
oresetzt sind.

Verschiebt man nimlich das Koordinatensystem in den Punkt
(a, b), so werden die Absolutglieder in 4 und B gleich &, und 5,
(vgl. Nr. 17), wahrend die von @ und ¥ verschwinden. @ gehe
in @y, ¥ in ¥, tber. Setzt man nun @, =&, Y,=79, so
dndern sich &, §, nicht und die Gleichung lantet
(I11) (€, 1) + x]& = [9E, 1) + BoJn”,
die, anf das analytische Dreieck gelegt, offensichtlich die Nahe-
rungskurve
{Iv) &g & = Pyt
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im Anfangspunkt hat. Gleichung (IV) geht aber durch Zuriick-
transformieren in (II) ber.

Der bewiesene Satz schlieBt die derNrn. 12, 18 zum Teilein.
‘Wie weit er sich aber auf beliebige Funktionen ® , ¥ ausdehnen
1aBt, ist jedesmal durch Betrachtungen am analytischen Dreieck
zu entscheiden. Fiir » = 1, ¢ = 3 wire er z. B. im allgemeinen
unrichtig, fiir » = 2, # = 3 ist er aber immer richtig.

57. Niherungskurven fiir unendlich ferne Punkte.
Wenn wir etwa fiir die Ecke I (y = 0, # = 0) des Koor-
diratensystems (vgl. Fig. 69 auf S. 115), die natiirlich dann
anf der Kurve liegen soll, eine Niherungskurve suchen,
werden wir # einflihren, z = 1 setzen und % nach #in eine
Reihe entwickeln. Ergibt sich dann

y=Az% 4+ Ayadte L Qoadtutr L |
und ersetzt man schlieBlich wieder y durch y/x, # durch
z 'z, indem man moch x = 1 nimmt, so erhilt man eine
Entwickelung der Art
y=Azl=8 L Ligl-8-u L Jogl-d~p-r L |

Diese Entwicklung ist auf alle Fille absteigend. Wenn
aber 0 <1 ist, kann es zu Anfang mehrere Glieder mit
positiven Exponenten von z geben. Es liegen dann para-
bolische Ngherungskurven vor. In der Tat ist fiir § <1
die unendlich ferne Gerade Tangente, wie man aus der
ersten Niherungskurve y = A% erkennt. Fiir § = 1 (in
welchem Falle y = 1 die Asymptote gibt) und é > 1 wer-
den die Ngherungskurven hyperbolisch. Im letzteren Falle
beriihrt die z-Achse selbst. Fiir dieEckeIl(z = 0, z = 0)
des Koordinatensystems lassen sich natiirlich entsprechende
Entwickelungen aufstellen. In allen Fillen, in denen

Ndherungskurven auftreten, die fiir unendlich ferne Punkte
gelten, ist es zweckmiiBig, in der Skizze die in Betracht
kommenden Zweige etwas zu verdicken, wie dasReuschle
vorgeschlagen hat. Sonst kommen leicht Verwechselungen
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vor. Im tibrigen bedarf das Verfahren keiner weiteren Er-
lduterung und wir wollen es jetzt an mehreren Beispielen
aufzeigen.
Beisp. 1. Fiir die Kurve mit der Gleichung (z* — a*® = 4ay®
(s. S. 24) ergibt sich durch das analytische Dreieck (Fig. 76) so-
fort die Naherung 4a y® = z* in der Ecke II. Fiihrt man zein
und setzt ¥ = 1, so lautet die Gleichung 4az = z*, zeigt also
einen Flachpunkt an mit z = 0 als Tangente. Das erste Glied
der Entwicklung fiir die Ecke IT lautet demnach = = } 4azf.
Wir wollen auch hier noch ein zweites Glied der Entwicklung
" I

2N

N

o— I
0 2 i
Fig. 6. Fig. 77.
bestimmen. Es ist zu dem Zwecke besser, das analytische
Dreieck so zu beziffern, wie in Fig. 77 geschehen ist. Dann
fiihren wir auch in der urspriinglichen Gleichung z ein, setzen

y=1undz= }’4@2{‘ + ;. Die neuen Glieder liegen ent-
weder auf der urspriinglichen Bestimmungsgeraden oder anf
Parallelen dazu (Fig. 77). Die urspriinglichen Glieder sind durch
schwarze Punkte bezeichnet. Das Glied (2) fillt nach der Sub-
stitution natiirlich weg. Sonst treten alle mit Ringelchen ver-
sehenen Glieder auf. Wir brauchen aber eigentlich nur festzu-
stellen, daB die zwei Glieder 2 und =, 2f vorhanden sind, da
diese beiden die nichste Niherung ergeben. Man erhilt aus der
Gleichung

[(‘}E 2 =+ xl)e — a'zz'-’]? =4az
sofort: — 2a®)4azt + 4?(4:1)32% =0, cy‘delzs1 = %a}’ti__aizi,
so daB die zwei ersten Glieder lauten z = J/ lazt + iajda’sE.
Fiihrt man wieder ¥ ein, so erhilt man
) [PY—
z = Y4ayt + tajdady-i.
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Von jetzt ab werden natiirlich alle Glieder in y negative
Esponenten haben. Es ist selbstverstindlich, daB die Bestim-
mung des zweiten Gliedes der Entwicklung fiir die vorliegende
Kurve wenig praktischen Wert hat. Denn sie macht kaom
weniger Mithe als die Berechnung der wirklichen Koordinaten-
werte aus der Gleichung selbst. Von desto groBerer Wichtig-
keit sind aber genauere Niaherungskurven fiir Kurven hoherer
Ordnung, bei denen jeder wirkliche Punkt der Kurve nur durch
ein lingeres Naherungsverfahren errechnet werden konnte.

Da dies schon das dritte Beispiel ist, bei dem wir ein zweites
Glied der Reihe bestimmen, wollen wir eine Regel andeuten, die
zur Bestimmung der hoheren Exponenten sehr dienlich ist. Wenn

vir hier in die urspriingliche Gleichung = = iz* einsetzen, so

rgeben sich Glieder mit z, 28zt , wie ja Fig. 77 ganz deutlich

eigt. Die Exponenten haben die konstante Differenz § . Die

Jifferenz der Exponenten in der Reihe fiir = ist 4 —(—3),
«so ebenfalls 3 . Ahnliches kénnen wir an den Beisp. 2u.5 von
NT. 56 feststellen. In der Tat ist dies kein Zufall und wir wollen
versuchen, den Zusammenbang an dem vorliegenden Beispiel
klarzumachen. Da die erste Niherung z = Azt ist und durch
die Substitution z = iz} - 2, das Glied 2* verloren geht, muf
die neue Bestimmungslinie durch den (z*) nichst gelegenen Punkt
auf der ersten Bestimmungslinie gehen. Das ist der Punkt
(z,2'~%). Dieser Punkt wird mit dem (z') zunichst gelegenen
Punkt der Seite II-IIT verbunden, das ist mit (22+2). Setzt
man nun &z, 22~ = f21+E, so erhilt man offenbar z, = yei+i
und man sieht jetzt deutlich, woher diese Vermaehrung des Ex-
ponenten um 4 kommt. Genau so verhielt es sich bei den an-
deren Beispielen. Cramer hat diese Regel allgemein formuliert
und auch auf die Fille ausgedehnt, in denen die Ordnungen der
Glieder der Gleichung sich in mehrere arithmetische Reihen
sondern. Dann schreiten auch die Exponenten der Entwicklung
in mehreren arithmetischen Reihen fort. Die arithmetischen
Reihen beginnen aber iiberhaupt erst dann, wenn schon so weit
entwickelt ist, daB keine Gabelungen mehr eintreten, d. h. fiir

diesen Fall, daB das Glied (z, 2¥) wirklich vorhanden ist. Denn
wiirde etwa erstzy 21-3% (6 = 2, 3) vorhanden sein, so gibe es

noch ¢ Werte fiir #, . Diese Gabelungen miissen aber nach
einer endlichen Anzahl von Gliedern aufhéren, einfach deswegen,
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weil es ja fir eine Kurve nter Ordnung im ganzen héchstens
verschiedene Entwicklungen geben kann.
Beisp. 2. Die vorgelegte Kurve sei eine Kubik mit der
Gleichung
rzy=ax*+ba+cxri-d.
Schreibt man die Gleichung I

homogen, so sieht man gleich, 3 3
daB die Kurve in der Ecke IL
einen Doppelpunkt mit den z 2

Tangenten # = 0,2 = 0 hat. §
Daher ist xK= 0 eine Asym-
toteund die Kurve gehtauBer-

gem noch parabolisch durch - 1 2 3 Io 12 3
diesen Punkt. Das analytische i %8 Fig. 79,
Dreieck (Fig. 78) gibt die beiden Niherungskurven zy=d, eine
Hyperbel, die zeigt, in welcher Weise sich die Kubik der
Asymptote ndhert,und 2y = @ 2*odery = a 2°, eine Naherungs-
parabel fiir den parabolischen Zweig. Der Leser hat wohl schon
gemerkt, daB er einen Tridens (s. S. 57) vor sich hat, in an-
derer Lage zum Koordinatensystem.

Wir gaben hier die von Newton in der Enumeratio an-
genommene Gleichungsform. Das analytische Dreieck zeigtaber,
welche Glieder zur Erzeugung der charakteristischen Form der
Kurve nttig sind, welche nicht. Man sieht, daB sowohl b als ¢
gleich Null sein diirfen, so daB die einfachste Gleichung eines
Tridens lautet zy = az® +d

Beisp. 3. Fiir die Kurve

2@y —2n) +a(@®—zy+y)=0
(vgl. S. 52) haben wir seinerzeit mit einiger Miihe eine
Naherungsparabel gefunden. Das analytische Dreieck 148t diese
sofort als @y + 322 = 0 erkennen, nachdem mit y dividiert
ist. Fir den Anfangspunkt ergibt das analytische Dreieck das
Aggregat der quadratischen Glieder als die Tangenten des iso-
- lierten Punktes.

Beisp. 4. Die Xonchoide des Nikomedes entsteht be-
kanntlich, wenn man eine Gerade um einen Punkt O sich drehen
188t (s. Fig. 80), und von ihrem jeweiligen Schnittpunkt P mit
einer gegebenen festen Geraden G aus nach beiden Seiten eine
feste Strecke PR = PR’ =1 abtrigt. Die Punkte B, R’
beschreiben die Kurve, deren Gleichung, auf O bezogen, lautet

@FE+P)y—af—PFy =0,



126 IV. Hghere Singularititen. Naherungskurven. 5%.

wenn @ den Abstand des Punktes O 0’ von G bedeutet. Nach
dem analytischen Dreieck hat die Kurve fiir den Anfangspunkt
die Niherung (a® — I3 y® + a®2® = 0. Diese Gleichung giht
das Tangentenpaar des Doppelpunkts, der im Anfangspunkt
liegt. Man sieht, daB fiir I > a ein Knoten, fiirZ = a eine Spitze,
fiir I <a ein isolierter Punkt entsteht. Dem letzten Falle ent-
spricht unsere Figur. Fiir die Ecke I zeigt das analytische Dreieck

} 4 1

Fig. 80.

die Niherung an a®*2® — 2a2®y + 22y = 0, d. i. pach Ab-
trennung des hier bedeutungslosen Faktors z® die Gleichung
(y — a)* = 0, welche die gegebene Gerade G als doppelt zih-
lende Asymptote kennzeichnet. Entwickeln wir weiter, so muf}
offenbar jetzt eine Gabelung eintreten. In der Tat, schreiben
wir die Gleichungin y,zallein (1 - %) (y —az)* — PPy*2* = 0
und setzen ¥ = az + ¥, , so ergibt sich
+faz+y)lgi—Pflaz+y) =0
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und das analytische Dreieck (Fig.81) zeigt, daB zwei der (schwaz-
zen) Punkte der ersten Bestimmungslinie weggefallen sind. Die
neue Bestimmungslinie geht durch (2*) und (2*y3) und ergitt
yi—PFa®z* =0,also0y, = +alz?, dem-
nach die Entwicklung y = az+ alz®oder
(y—a2)®=a®l?2*, waseinen Beriihrungs-
knoten mit der Tangente y = a z anzeigt.
Kehren wir wieder zu =, ¥ zuriick, so er-
halten lvn'r die beiden Hyperbeln z (y — a)
=+al.

58. Aufzéhlung der bei Quartiken I
moglichen Singularititen. 1. Die™4 3 2 1 ¢
Liniensingularititen. Werbishier- —=
her gefolgt ist, wird wohlimstande sein,
auch kompliziertere Kurvengleichungen zu diskutieren. Von
grofem Nutzenistdabeiallerdings, wenn mandie Formender
Kubiken und Quartiken einigermaBen kennt. Freilichkonnte
eine vollstindige Ubersicht tiber die mglichen Formen auch
nur der Kubiken nicht gegeben werden. Doch ist es, wenn
man die Grundformen kennt (vgl. S. 46), nicht besonders
schwierig, diesenach Artdesdurch Fig. 21 (S.45)erlsuterten
Verfahrens in verschiedene Lagen zur unendlich fernen
Geraden zu bringen. Wenn man versucht, sich verschiedene
Formen von Kubiken zu skizzieren, darf man nur nie auBer
acht lassen, daB eine beliebige Tangente, besonders eine
Asymptote, die Kurve nur mehr in einem Punkte, eine
Wendetangente sie hingegen gar nicht mehr schneiden
kann. Schwieriger ist die Sache schon bei Quartiken.
Doch ist es immerhin moglich, nach den hier gegebenen
Beispielen (vgl.S. 34) von den meisten der singularitéiten-
freien Formen eine Vorstellung zu gewinnen. Indem man
diese in verschiedener Weise projiziert oder indem man
statt der von uns immer beniitzten Ellipsen Hyperbeln,
Parabeln oder Geradenpaare zugrunde legt, auch indem
man von einer Kubik und einer Geraden ausgeht, kommt

=]
Q

Fig. 8L
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man zu den Formen mit ins TUnendliche gehenden
Asten. :

Um aber eine Ubersicht fiber die Quartiken mit Singu-
laritdten zu gewinnen, wollen wirindiesem letzten Abschnitt
noch das analytische Dreieck in systematischer Weise heran-
ziehen. Dabei wollen wir immer voraussetzen, daB die
z-Achse Tangente der Kurve sei, so daB also in der Glei-
chung das Absolutglied und das Glied (x) von vornherein
fehlen (Fig. 82). Dann erhilt man als erste Niherungs-

4

3
2
1

0 1 2 3 %
Fig. 82. Fig. 83.

kurve eine Parabel y = 4 22, wo das Vorzeichen von 1 an-
gibt, nach welcher Seite der z-Achse die Kurve gekriimmt
ist. Nun wollen wir zuniichst das Glied y festhalten und
andere Glieder zum Verschwinden bringen. Wenn 22 fehlt,
so existiert die Naherungskurve y = u 23, die eine Wende-
tangente anzeigt. Fehlt auch 2%, so gibt die Niherungs-
kurve y = px* das Kennzeichen eines Flachpunktes. All
das ist uns bekannt. Das Glied z* kann nicht fehlen, weil
sonst die Gleichung durchy teilbar wire. Demnach sind alle
einfachen Liniensingularititen erschopft.

2. Poppelpunkt und Spitze. Nun wollen wir das
Glied y weglassen, das Glied 3 aber wieder einsetzen. Soll
y = 0 Tangente sein, so muB jetzt 22 fehlen (Fig. 83). Die
zwelniedrigsten Glieder der Gleichung sind dann y2und zy.
Die Kurve hat im Anfangspunkt eine Singularitit der
Ordnung 2 mit dem Tangentenpaar y (y + «x) = 0. Fiir
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die z-Achse ergibt sich sofort eine Niherungsparabel
y -+ fx% =0 durch die Verbindungslinie von (zy) und
(Bz3). Ist der Faktor y auch Faktor inwg (x, y), somu8
wenigstens das Glied x3 fehlen. Die N&herungskurve lautet
dann y + yx® = 0, der eine Zweig hat eine Wendung im
Doppelpunkt. Dasselbe kann gleichzeitig fiir den anderen
Zweig eintreten. Denn wir kinnen durch die Substitution
y—+ ax=2E§, y =y die andere Tangente zur y-Achse
machen. Dann wird, wihrend ein Glied £2 oder &3, sofern
es nicht schon vorhanden war, nicht auftreten kann. mit
Sicherheit %2 wegfallen, 7> aber wegfallen kénnen. Das
analytische Dreieck sieht daon fir den
Inflexionsknoten (vgl. S. 56), wenn des-
sen Tangenten Koordinatenachsen sind,
so aus, wie es Fig. 84 zeigt. Der Winkel
im Anfangspunkt mag den Winkel der
beiden Inflexionstangenten andeuten.
Natiirlich konnen die Glieder dritter
Dimension in z, y ganz fehlen. Auch
die drei mittleren Glieder von wu, (z, ¥)
sind nicht nétig. So wird die einfachste Gleichung einer
lemniskatendhnlichen Kurve, die aufer demInflexionsknoten
keine weiteren Singularititen besitzt, lauten xy=zxx*4- Ay*
bei positivem #, 4 und beliebigem Achsenwinkel.

Bem. Der sog. ,isolierte Punkt® ist vorhanden, wenn das
Aggregat u,(x, y) = 0, das die Doppelpunktstangenten liefert,
in zwei konjugiert imagintire Faktoren (y 4+ ¢ix)(y — ¢iz) = 0
zerfallt. Dann kann (bei reeller Gleichung) das Glied 2® nicht
fehlen, sondern es fehlt xy und die beiden Glieder * und y* haben
gleiches Vorzeichen. Es ergeben sich zwei konjugiert imaginére
Entwicklungen fiir den Punkt. Der isolierte Punkt wird zum
isolierten Inflexionsknoten, wenn das Aggregat u,(x, y) den
Faktor ¥ + A%2® enthilt. Einen isolierten Knoten, bei dem nur
einer der Zweige eine Wendung im Doppelpunkt besitzt, kann
eine reelle Kurve natiirlich nieht haben.

Wieleitner, Algebraische Kurven, L. 9
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Beisp. Hier sei noch die Kurve 2* — y* + 2® — 2y = 0
als sehr spezialisiertes Beispiel einer Kurvenform angegeben,
auf die der Leser sonst vielleicht nicht ohne weiteres kommen
wiirde. Eine Quartik kann namlich, wie die Gestalt dieser Kurve
zeigt (Fig. 85), auch aus zwei sich durchsetzenden unpaaren Ziigen
bestehen.

Fig. 85.

Es bleibt uns nun #ibrig, wenn wir weiterhin wieder
von dem analytischen Dreieck der Fig. 83 ausgehen, noch
das Glied z y wegzulassen. Dann
sind die Tangenten der Singularitit
vereinigtiny2 = 0. Die Kurve hat,
wenn das Glied #®nicht fehlf, in dem
Punkte eine Spitze, denn die Ni-
herungskurve lautet 32 + $23=0.

)4 3. Der Berihrungsknoten.
Fig. 88. Fehlt nun in der Gleichung das
Gliel 23, d. h. ist y auch Faktor des Aggregates uy(x, 7)),
50 kommen die drei Glieder 2, 22y und * fiir die erste
Naherung in Betracht (Fig.86). Eine Gleichung
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(1) y?—2ix?y +xaxt=0

zerfillt aber in das Produkt

@ ly—@+722—n2?]ly — i —y22 — 2] = 0,
das zwel sich im Anfangspunkt beriihrende Parabeln dar-
stellt. Wir haben also zwei lineare Zweige, wie beim ge-
wohnlichen Knoten, hier aber mit derselben Tangente. Es
liegt ein Bertthrungsknoten vor. Die Zweige sind reell fiir
# < A%, konjugiert imaginir fiir 2 > 4%. Im letzteren Falle
ist der Beriihrungsknoten isoliert. Der Fall »x = /2 er-
fordert eine gesonderte Betrachtung.

Fir Y42 — x < 4 sind beide Parabeln nach derselben
Seite gerichtet, fiir 42 — x> 1 nach entgegengesetzter
Seite. Der Fall 42 — % = 4 ist nur fir » = 0 moglich,
was ein Zerfallen der Kurve bewirken wiirde. Ist aber
4= 0, d. h. fehlt das Glied z*y, so ergibt sich lediglich
{y — Y —= 22}y 7 —2 =22, also fiir positives » zwei kon-
jugiert imagingre, fiir negatives x» zwei reelle Parabeln der-
selben Art, wie im allgemeinen Falle. Die Parabeln liegen
pur hier symmetrisch zur gemeinsamen Tangente. )

Beisp. 1. Um noch ein in bezug auf die Gestalt charakte-
ristisches Beispiel zu geben (siehe im iibrigen S. 102), betrachten
wir die Kurve y* = 2* — 2y (zentrische Symmetrie!). Naherung

fir £ =0, z =0 ist y = —2*, also dort Spitze mit z = 0 als
Tangente. Niherung fiir den Anfangspunkt y = +2%. Die
Linien ¥ = —2° und y = 427 schneiden sich in den Punkten
z =41, y =+1. Keine der Naherangskurven trifft aber die
gegebene Kurve anderswo als im Anfangspunkt. Die Parabeln
y = +2* berithren sie dort 5punktig, also so, daf die Kurve
gleichzeitig iiberschritten wird. Da ferner z — y = O einfache
Asymptote ist, muB die Kurve laufen, wie in Fig. 87 angegeben.

Beisp. 2. Die Kurve y* = a*(y®* — 2?), fiir die schon
Gregorius a St. Vincentio in seinem Opus geomeiricum
(1647) eine Konstruktion angab, wird gerne ,,Achterkurve* ge-
nannt. Diese Kurve hat in ¥ = 0, z = 0 eine Singularitit mit
2 = 0 als Tangente, fiir die sich die Naherung —a* z* = y* er-

g*
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gibt. Die beiden Bestandteile y* = -7 a x sind imagindr. Es
liegt ein isolierter Beruhmndsknoten vor.

Beisp. 3. Die Kurve * + 7 — 422y + y° = 0 moge der
Leser selbst behandeln (Theorie d. alg. K. S. 106).

4. Die Schnabelspitze. Wir haben nun den Fall
genauer ins Auge zu fassen, daB die erste Niherung

1)

Fig. 87.

y? — 2222y + xx? ein vollstiindiges Quadrat bildet, was
fiir = 12 der Fall ist. Die Gleichung der Quartik lautet
danp
@) ¥~ 259 = (zy® + pay) + (g + 80%9)
+ exy® - Lyt

‘Wir haben hier gleich die Glieder derselben Ordnung
in Klammern zusammengefa8t. Sie sind auf der rechten
Seite der Reihe nach von der 5., 6., 7. und 8. Ordnung fiir
y = Ax?. Setzt man also, um eine weitere Niherung zu
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erhalten, y = Ax% |+ ¥, , so geniigt es fiirs erste, nur die
Glieder 5. Ordnung ins Auge zu fassen (vgl. Fig. 86). Man
erhalt
@) yi=[(xi+ p)2° + i+ prdy, + azyi] + ...
Da % auf alle Fille von Null verschieden ist, brau-
chen wir nur &4 + f = 0 vorauszusetzen, dann gibt
Y3 = A(x A + p)a® die nichste Niherung und wir er-
halten die Entwicklung
(5) y =12+ I+ fat -
Die Kurve y = ixz2 - Az* hat ein ganz charakteristisches
Verhalten. Vor allem zeigt das
Glied mit dem Exponenten 5,
daB sich die Kurve nicht nach
der negativen Seite der Abszis-
sen erstreckt. Der Zweig, der
dem Pluszeichen entspricht, *,
geht vom Anfangspunkt aus,
wo er die Parabel y = 122 be-
rithrt, und steigt ohne weitere
Besonderheiten im Innern der
Parabel steil an (vgl. Fig. 88).
Der zweite Zweig muB sich im
Anfangspunkt ebenfalls der
némlichen Parabel anschmie-
gen. Hieraus allein geht schon hervor, daB auch der
zweite Zweig seine hohle Seite zun#chst nach oben kehrt.
Wir haben eine sog. ,,Schnabelspitze. Dies wird noch
deutlicher, wenn man fiir den zweiten Zweig die Differen-
tialquotienten % und %” bildet. Zunichst sieht man, da8
fiiry = 0z, = (1/4)?ist. Ferner gibty” = 0 die Abszisse
fir ein Maximum nimlich #, = (44/5.4)% <x,. Schlie8-
lich liefert 3” = 0 die Abszisse eines Wendepunktes, nim-

Fig. 83.
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lich z, = (84/15.4)2 <z, . Bringt man die Gleichung in
die rationaleForm (y — Az?)? = 1225, so ergibt sich fiir den
Punkt 2 = 0, # = 0 als Naberungskurve die Riickkehr-
flachparabel y* = .12 25, die im Unendlichen einen Wende-
spitzpunkt hat und also wie die semikubische Parabel, nur
steiler, ins Unendliche geht. Der Charakter der Figur 88
ist damit auch analytisch vollstindig geklart.

Von Interesseist noch, da8 der Kriimmungsradius Rder
Schnabelspitze endlich ist. Er ist einfach gleich demjenigen
(R = 1/27) derNaherungsparabel y = 12, wiemanmittels
der auf S. 110 gegebenen Formel sofort erkennt. Es er-
scheint uns heute merkwiirdig, daB d e Gua die Moglichkeit
einer Schnabelspitze noch 1740 leugnete, nachdemschonder
Marquis de L'Hospital in seiner dnalyse des wnfiniment
petits i. J. 1696 ihre Existenz, wenn auch nicht in
analytischer Form, nachgewiesen hatte. Cramer folgte
de Gua hierin nicht; aber erst Euler stellte 1751 in einer
eigenen Abhandlung die bezliglichen Verhiltnisse voll-
stindig klar. DaB die Schnabelspitze zu sich selbst dua-
Iistisch ist, zeigt eine Skizze der polarisierten Kurve. Auf
die analytische Behandlung dieser (vgl. Theorie d.
alg. K. S.131) und der folgenden Singularitéten in Linien-
koordinaten miissen wir hier verzichten.

Beisp. 1. In ein Quadrat 4 O BC (von der Seitenlinge 23
ist ein Kreis einbeschrieben. Durch einen Punkt P, des Kreises
werde P, P, (P, auf O C) || B O gezogen. Der Schnittpunkt P
_ von 4 P, und O P, durchlduft eine Kurve mit der Gleichung

(4ot — 42y + 522y + 22 9% + o)
—4y@22° +2y+y) +45°=0,
wenn P, auf dem Kreise liuft. Der Leser beweise die aus der
Fig. 89 ersichtlichen Eigenschaften der Kurve analytisch- (Beisp.
von Schoute).
Beisp. 2. Die Kurve
(@ +2y+4y) —y Q2 + 2y + 4y + =0
hat wie die vorige eine Schnabelspitze im Ursprung,- besteht
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aber aus zwei getrennten Teilen. Tangenten vom Anfangspunkt
an die Kurve, die anderswo beriihren, sind die Geraden mit der

GIEIChunUJ—/foI/ =oc,i= —4 i = —1. Die Gerade
A '
B 7
P
o B
Fig. 89.
y = 1 beriihrt die Kurve in den Punkten x = +1. Wenn das

freie Unifolium an den Zug mit der Schnabelspitze herantritt,

entsteht eine Form mit Doppelpunkt (vgl. das System in Theorie

d. alg. K. S.111), und wenn die Schleife des Doppelpunktes sich

zusammenzieht, eine Form mit Spitze wie im vorigen Beispiel.
5. Der Oskula- z»,

tionsknoten. Wir neh-

men nun an, A - f§ sei

!
®

~

gleich Null. Dann tritt in
der Gleichung (4) kein
Glied mit 3 auf und wir
miissen das Glied mit x©
noch berticksichtigen.

Dieses lautet 12(y1 + d)«®.

0

N

~
~
~
~
~

=

~
~
~

TS

< ~

2

4
Fig. 90.

Auf der Verbindungslinie

von (y3) mit («6) liegt aber auch das Glied z3y, (s. Fig. 90),
dessen Koeffizient 2 ¢ 1 4~ § jetzt gleich o 1ist. Demnach
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lautet in diesem Falle die zweite Annfherung

(6) yi=alixdy + i2(yi + 6)zb,

die zu zwel Zweigen Veranlassung gibt:

(1) y=ix+(Lbx = VFa2+ (74 + 0)) a3 .

Beide Nzherungskurven sind von der Form y = Az + A3,
sie oskulieren die erste Ndherungsparabel y = Ax?, weil
die Differenz y — 5 den Faktor «® vortreten l4ft, und

Fig. 91.

sie oskulieren einander aus demselben Grunde. Die ge-
nauere Untersuchung (dhnlich wieS.133/4) 158t diein Fig.91
dargestellte Form erkennen. Diese Figur setzt voraus, daB
(wenn & > 0) A fiir das Minuszeichen in (7) negativ wird,
daB also y41 + 6> 0 ist*). Der wesentliche Sachverhalt
bleibt aber fiir y4 -+ 0 < 0 durchaus derselbe. Den Fall
744 6 =0 wollen wir gesondert betrachten. Fs liegt
also ein Bertihrungsknoten vor, bei dem aber die Berlihrung

*) In Fig. 91 ist i=1; fir die ausgezogene Kurve ist ferner
t =1, fir die stnchpunktxerte A==
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der Zweige oskulierend ist. Mannennt die Singularititdaher
.,Oskulationsknoten®“. Die sich liberschneidenden Zweige,
deren gemeinschaftlicher Kriimmungskreis den Radius
R = 1/2 hat, sind notwendig beide nach derselben Seite
gewendet. Auch der Oskulationsknoten ist zu sich selbst
reziprok.

Wenn y4 -+ d = 0ist, sofehlt das Glied mit ¢ in(6)
Die Beatlmmunthme der Fig. 90 gibt also nur die eine
Ngherung y; = axdz3 . \
Das analytische Dreieck \
liefert aber dann einezwei- %
te N&herung, wenn man \
noch das Glied 7 zu Hilfe v
nimmt. Dieses lautete 1327 b
und man erhilt daher P NN / :
die Naherung o« 123y, i ' 1
+ e 4327 = 0 oder y, ; \
= —zt-g4?[ec . Die zwel i
Entwicklungen beginnen
also in diesem Falle so:
(8) y! =iz?4 xix?,
yH = Ax? —xt. e 12fo .

Die Bertihrung der beiden Niherungskurven ist aber
keine andere, als im Hauptfalle. In Fig. 92 ist auBer & > 0
auch &> 0 angenommen*). Das Fehlen des Gliedes mit 23
in der Entwicklung »*! ist also unwesentlich. Ja, es kann
sogar das Glied mit «# fehlen. Denn wenn ¢ = 0 ist, tritt
statt des Gliedes z7 fiir die zweite Anndherung das Glied
z8 ein. Dieses lautet £ i*28, die Naherung also & Az3y;
+ £i*28 = 0 oder y;, = —x5- 13/« , so daB die zweite
Entwicklung beginnt mit y™* — lx® — 25. [ 13/, und
anch yI* — 47 ist mit keiner hoheren Potenz als x3 teilbar.

%) Fig. 92 stellt die Kurven y’= 2"+ 32’ und v” = 2 - z* dar.

Fig. 92.
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Der Koeffizient  darf allerdings dann nicht auch noch
verschwinden, sonst wire die urspriingliche Gleichung
dnrch y — Az? teilbar. In allen anderen Fillen des Osku-
lationsknotens 148t sich die Gleichung in die Form bringen
9) (y—iz* —fary) =y’ +xa?y* +exy® + lyt.
wox =98 -+ La?ist.

Der Oskulationsknoten ist isoliert, wenn y 4 + 6 <0
und Iy 4+ 6] > Ja?ist. Wenn ¢4 + 6 = —1a?ist, so
liegt eine neue Singularitst vor.

Bem. Wir haben bisher immer &« =0 vorausgesetzt. Ist
nun etwa « =0, aber $=0, so handelt es sich um eine
Schnabelspitze. Wenn aber auch § = 0 ist, so beginnen die
beiden Entwicklungen so:y = iz + A}y L + 6 - 2°. Wirhaben
auch jetzt einen gewdhnlichen Oskulationsknoten. Wird aber
nun hier 2 + 6 = 0 genommen, so erhilt man als zweite An-
ndherung ¥} = £4%z". Das fiihrt auf den folgenden Fall. Ist
aber etwa auch £ = 0, so 148t sich die Gleichung

(y = 42 —pg* + 7 ity — 1y =0
zerlegen in ein Produkt

(y—iz® + 9y (y —iz* + 0y") =0
zweier sich im Anfangspunkt vierpunktig beriihrenden Kegel-
schuitte (9 -0 = —y, 96 = —[).

Beisp. 1. Die Kurve _

(y — 2% = y*@® — 39
hat das Aussehen der Fig. 93. Die Entwicklungen lauten
y = z*+23. Durch Binsetzen iiberzeugt man sich sofort, daB
jede dieser Naherungskurven die Kurve im Ursprung in 7 Punk-
ten trifft, d. h. sie schmiegt sich ihrem zugehtrigen Zweig
4 punktig, dem andern dreipunktig an. Der jeweilige 8te reelle
Schnittpunkt ist aus der Figur ersichtlich.

Beisp. 2. Die Kurve
, -2 =)y — 2" — {y) = uz®y?
besteht fiir 4 >> 0 aus zwei ineinander liegenden durch einen
Oskulationsknoten verbundenen Ovalen und_zeigt fiir u = 0,
fiir welchen Wert die Kurve zerfillt, den Ubergang zum iso-
Lierten Oskunlationsknoten bei zz <C 0. Das dulere Oval hat eine
Einbuchtung fiir {#|> 1, einen Flachpunkt fiir Ju] = & und
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eine isolierte Doppeltangente fiir {#| < { . Den Formenwechsel
moge der Leser selbst verfolgen.

6. Die Oskulationsknotenspitze. Wir setzen nun
voraus, daB auBer x 1+ =0 auch pi-L 4 =—1a2

Fig. 93.

sei. Indem wir mit Hilfe dieser Gleichungen 8 und J aus
der Gleichung (3) eliminieren, erhilt diese die Form
(10) & — 129* = (xzy + 79 (y — La®) — atary?
+ exyd + {yt.
Man kann sie demnach auch folgendermaBen schreiben
(1) [ — 22%) — d(azy +79)FF = + $ap)zy?
+C+ 179y

In diese Gleichung haben wir einzusetzen
y= Az L lalzd+y,.
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Diese Substitution wiirde, obwohl Gleichung (11)immer-
hin schon eine bessere Uhersicht gewihrt als Gleichung
(10), doch viele Mithe machen. Wir sehen aber aus (6),
S. 136, wenn wir dort y; = o« 423 + y, setzen, daB die
Glieder 23y, und % in Wegfall kommen, so daf von der
ausgezogenen Bestimmungslinie der Fig. 90 nur das Glied
y3 tbrigbleibt. Ferner wissen wir (vgl. S. 119), da8 alle
tibrigen Glieder sich auf Parallelen zu dieser Bestimmungs-
linie anordnen. Die niichst gelegene Parallele ist nun die
durch den Puukt (ry2), die die x-Seite des analytischen
Dreiecks in Punkte () trifft und diese Potenz ist es allein,
die wir aus der Gleichung (11) nach erfolgter Substitution
herauszusuchen haben. Denn (y3) mit (z°) verbunden, gibt
ohne Zweifel die nichste Bestimmungslinie. Es ist nun
nicht schwer zu iibersehen, daf die Potenz 7 nur in dem
Glied mit zy3 auf der rechten Seite von (11) auftreten
kann. Man erhilt daher y2 = (¢ + L& y) 4327 und damit
die beiden Entwicklungen _ )
(12) y=ix*+ tole + A)i(e + Fay)-aF.

Der Exponent § zeigt hier wieder an, daB eine Spitze
vorliegt, und zwar nennt man diese hihere Singularitit
,.Oskulationsknotenspitze*. Sie sieht aus wie eine sehr
scharfe Schnabelspitze und ist ebenfalls zu sich selbst rezi-
prok. Der Kriimmungsradius ist natiirlich auch hier
R=1/24. Wie die Schoabelspitze und die gewdhnliche
Spitze, kann auch die Oskulationsknotenspitze nicht isoliert
sein. Wenn namlich der Ausdruck unter der Wurzel in (12)
etwa negativ wire, so wiirde das nur besagen, daB die Spitze
sich nach der Seite der negativen x wendet. Der Ausdruck
unter der Wurzel kann aber auch nicht Null werden. Denn
da 1 = 01ist (seit S.133), miiBte e 4+ Lo y = 0 sein. Dann
zerfiele aber die durch Gleichung (11) dargestellte Kurve
in zwei Kegelschnitte. Es ist also unmdglich, daB die Ent-
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wicklung sich noch spéter gabelt als an dieser Stelle, und
wir haben damit alle Moglichkeiten der Singularitiiten
2. Ordnung (die s&mtlich auch 2. Klasse sind) bei Quartiken
erschopft.

Beisp. 1. Als Beispiel fiir die typische Form einer mit
Oskulationsknotenspitze versehenen Quartik nehmen wir die
Kurve v

(y — 2% =y’ — 7)),
die durch Fig. 94 \vledergecreben wird. Die Nzherungskurven
lauten y = 2® 4 2 . Sie kann aus der vorigen Art (Fig. 93)
dadurch abgeleitet werden,
dal man das linke Blatt
in den Oskulationsknoten
hineinschliipfen 14t.
Beisp. 2. Das Beispiel
y—ay=zy®

soll zeigen, daf in Glei-
chung (11) nicht blof «,
sondern auch und sogar
gleichzeitig y Null sein darf.
D1eEntmckluncenbegmnen
auch hier mit ¥ = z® + zt .
Die Kurve hat die Geraden
2=0 und y=2—3F zu
Asymptotenund fiir dieerste -
Asymptote die 5punktigbe- ig. 94
rithrende Naherungshyperbel zy=1. Der Leser zeichne die
Kurve, die natiirlich als Projektion der vorigen Form aufgefafit
werden kann, selbst und lege sich noch die Frage vor, wie die
Quartik (y — 2% = x aussieht, die aus der obigen durch Ver-
tauschung von y und z hervorgeht.

7.DieArtendesdreifachen Punktes. Wirkommen
jetzt zu den Singularititen dritter Ordnung, die wir zum
groBten Teil schon kennen und mit Beispielen belegt haben.
Wir stellen hier nur die moglichen Fille noch systematisch
zusammen. (I) Das Aggregat derin z, y niedrigsten Glieder
ug (x, y) zerfallt in drei verschiedene Faktoren y — 4 )

(y — A7) (y — 132) ; es gibt drel lineare Zweige mit den
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entsprechenden Entwicklungen y = A4z 4+ ;2% + ...
(s- 8. 28). (II) Der Fall, daB zwei der Z; konjugiert ima-
gindr sind, ist
analytisch von
dem vorigen
nicht verschie-
den; zwei Ent-
wicklungen
sind eben dann
Fig. 95. auch  komju-
giertimaginir (s. Fig. 13). (IIL) Esistuy = (y — 4; 2)*(y — Ao 2)-
Die Kurve hat eine Spitze mit durchgehendem einfacheu
Zweig. Dieeine EﬂthCLluDg‘ lautety = 4,z + uxt
die andere y = A3 4~ va? +- . Die Figur 95 glbt als
Beispiel die Kurve yz? = 2t + J"’ wieder. (IV) Es ist
uy; = (y — Az)3. Das ist der Fall des Spitzpunktes. Die
Entwicklung gibt y = Az + ,uxﬂq + ... (vgl S. 100).
/

Fig. 96.
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59. Zwei Beispiele von Quintiken. Zum SchluB
geben wir noch zwei Beispiele von Kurven 5. Ordnung mit
einem singuliren Punkt der Ordoung 3 im Ursprung.

Beisp. 1. Fiir die Kurve

Yy razt —bzy =0
{Beispiel von Cramer) erhdlt man im Anfangspunkt die Nihe-
rungen &%z = y* (12 Schnittpunkteim Ursprung) und 4% ¢4* = a 22,
also liegt eine Spitze mit der z-Achse als Tangente, fiir a > 0
nach links gerichtet, und ein weiterer Zweig mit Wendepunkt
im Anfangspunkt und der y-Achse als Tangente vor, der vom
ersten in den dritten Quadranten geht. Im Punkte y =0,
z=0 gilt die Niherung az*+ y° =0, also ist dort ein
‘Wendeflachpunkt mit z = O als Tangente (Fig. 96.
¢ ;

Fig. 97.

Beisp. 2. -y —22y+z2y*=0.

Diese Quintik hat die Asymptote z — y = 4. Fir den
Agnfangspunkt hat man zwei Niherungen. Erstens z = y°,
zweitens (y — z%)% = 0. Entwickelt man im zweiten Falle
weiter, so ergibt sich ¥ = 2 + 2% | also eine Oskualationsknoten-
spitze hoherer Art (Fig. 97).
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G. J. Goschen’sche Verlagshandlung G. m. b. H.
Berlin W 10 und Leipzig

Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen:

Theorie der
ebenen algebraischen Kurven
hoherer Ordnung

Mit 82 Figuren im Text
(Sammlung Schubert Bd. XLIIT)
In Leinwand gebunden M. 10.—

Dieses Buch soll seiner ganzen Anlage nach ein einfiihrendes
Lehrbuch fiir Anfinger sein. Beim Lesen wird nur die Kenntnis
der Anfangsgriinde der Differentialrechnung und Algebra mit
EinschluB der Determinanten vorausgesetzt, sowie die Bekannt-
schaft mit der Theorie der Kegelschnitte,

Was den behandelten Stoff betrifft, so steht das Buch dem
von Salmon-Fiedler am ndchsten. Doch hat sich der Verfasser
bemiiht, liberall das in den letzten 20 Jahren neu Hinzuge-
kommene mit zu verarbeiten. In dieser Beziehung ist hinzu-
weisen auf das Czubersche Verfahren zur Enveloppenbestimmung,
die Behandlung der Kurvendiskussion und der hoéheren Singu-
larititen, sowie auf den Abschnitt iiber Punktgruppen auf Kurven.
Auch der Abschnitt iiber Kurven dritter Ordnung enthalt Eigen-
artiges. So sind die verwickelt scheinenden Beziehungen zwischen
der Grundkurve, der Hesseschen. Cayleyschen und der Fun-
damentalkurve dritter Klasse mit mgglichst einfachen Mitteln
prizis dargestellt. Dieser Abschnitt schlieft mit der ebenfalls
neuen Kolmel-Wienerschen Einteilung der Eubiken.

Tm den Leser direkt mit der Literatur in Beziehung zu setzen,
sind moglichst viele und genaue Literaturangaben gemacht.
Besondere Sorgialt wurde auch den Figuren zugewandt, von denen
die allermeisten punktweise gerechnet oder konstruiert sind.
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@. J. Gdschen’sche Verlagshandlung G. m. b. H.
Berlin W 10 und Leipzig

Von dem gleichen Verfasser ist ferner erschienen:

Spezielle ehene Kurven

Mit 189 Figuren im Text
(Sammlung Schubert Bd. LVI)
In Leinwand gebunden M. 12.—

Noch bis vor wenigen Jahren gab es weder in Deutschland
noch anderswo eine zusammenfassende Darstellung derunzéhligen,
zerstreuten Arbeiten iiber spezielle Kurven. Das Bediirfnis einer
solchen veranlaBte die Akademie der Wissenschaften zu Madrid
im Jahre 1892 und wiederholt im Jahre 1895, die Herstellung
eines Kataloges der speziellen Kurven, mit Angaben iiber deren
Eigenschaften, Entdecker und Bearbeiter, als Preisaufgabe aus-
zuschreiben. Dieser Anregung verdanken die Werke von Gino
Loria und von F. Gomes Teixeira ihre Entstehung. Beide sind
in ihrer Anlage ganz verschieden. Fiir Loria bildet das historische
Moment den Hintergrund der Darstellung, Teixeira halt sich
mehr an die Forderung eines Kurvenkataloges. Das vorliegende
Buch mdchte nun einen dritten Standpunkt einnehmen. Es will
die Kurven zusammenstellen ohne Riicksicht auf Ordnung und
etwaige Transzendenz, nach ihrer Erzeugungsweise oder Definition.
Freilich wird niemand annehmen diirfen, daB sich so eine Kette
bilden lieBe, wo logisch ein Glied aus dem anderen hervorgeht.
Es ist ein vielverzweigtes Netzwerk geworden, aus dem nur die
Hauptfiden noch deutlich hervortreten. Denn um zusammenhang-
lose Sonderkapitel zu vermeiden, muBte der Verfasser zu jeder
Hauptfamilie diejenigen Kurven hinzunehmen, die sich aus den
urspriinglichen durch einfache Ableitungsverfahren (Inversion,
FuBpunktskonstruktion usw.) ergaben.

Dabei hat der Verfasser noch zwei Behandlungsmethoden be-
sonderes Augenmerk geschenkt und ihre Theorie von Grund aus,
soweit er sie ndtighatte, entwickelt: der Methode der kinematischen
Geometrie und der Methode der natiirlichen Koordinaten.
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0. % o i, b, LEerzealid). in
&b sert. Wit 4 Fix, WMo 148
— — II: Sutegralvednung, Von Dr.

Xriedr. Junfer, Reftor bdes Real
gommnai. u. b. Tberrealidule in
BGippingen. it 89 Fig. Nr. 88.
— Repetitorium und Hnfgabens
fammiung 3ur Jntegralredinung
p. Dr. Friedr. Junfer, Relt. . Real-
gnmnai. und ber Lherrealicdhule in
Gippingen. it 30 Fig. Fr. 147.
Hiedere, von Prof. Dr. BVenedilt
Cyporer in Chingen. MMit 5 Fig.
%z, 53.

Sybeiterfrage, Die gewerblide, von
ermer <ombart, Prof. an Der
Handelshodiciule Berlin. RNr. 209.

Slrbeiterveriidierung iiehe: Gozlal
periicherung.

Hrdydologie von Dr. Friedrid) Koepyp,
Brof. an ber Univerjitit Miinjter
i W, 3 Bandehen. Vi, 28 AbL. im
Tert u. 40 Tefeln. Nr. 538/40.

$lrithmetif u. lgebra pon Dr. Herm.
Echubert, Brof. a. b. Gelebrien-
idule de3 Sobanmeumsd in Ham~
burg. Jr. 47.

— — Beifpieljammlung zur Aritha
metif und Algebre von Dr. Herm.
Echubert, Prof. a. b. Gelehrten-
jchule ve3 Sobhannmeumsd in Ham~
burg. Rr. 48.

Armeepferd, Da3, und bie BVerforgung
ber mobernen Heere mit Bierben v.
Keliz pon Damnis, General dber
Sapallerie 3. D. u. ehemal. Preud.
Remonteinjpefieur. Nr. 514.

Hrmemwefen mmd  Armeniiirforge.
Gmfiigrung in d. joziale Hilfsarbeit
v. Dr. Ubolf Weber, Prof. an ber
Panbdelshodyidhule in KOIn. FRr. 346.

Arineimitte], Neuere, ijre Juiams-
menjebung, Wirtung und Anwen.
dung von Dr. med. €. Badem,
Profefjor bder Lharmalologie an
ber Univerjitdt Boun. Nr. 669.

Sijtheti?, Allgemeine, von Prof. Dr.
Tiar Die, Lehrer a.b.Rgl. Aledemie
5. bilb. Kinfte in Stutigazrt. SNr. 300.

2

Afronomie. Groge, Bewegung n. Cniv
fermung ber Himmeldiorper . L. F.
sRBHbius, nen beard. pon Dr. Hermr.
§iobold, Brof. an ber Univerjitdt
&iel. It Das Planetenjpitent. it
33 ¢bbilbungen. Hr. 11.

— II: fometen, eteore u. dasd
Steminitem. Tt 15 Figuren und
2 Gternlarien. 9T, 529.

Hftronomif{die Geographie von Dr.
Ciegm. Giinther, Brofefior an ber
Tednijden Dodidule i Miinden.
Rit 52 Abbilbungen. Rr. 92.

Aftrophyiil. Die Befdaifenfeit
Himmeldidrper v. *Brof.
Wislicenud. Neu bearbeitet pon
Dr. $. Subenbdorif in Poiddam.
SRit 15 2bGilb. Mr. 91,

Ftherifde £le und Riediitoffe pon
Dr. §. Rodujien in Miltis. it
9 Ubbilbungen. Mr. 446.

Aufiasentmiire b, Oberftudbienzat Dr.
2, 98. Ctraub, Relftor bes Cherhard-
Rubivigd-@gmnei. i.Stutig. Nr.17

Ausgleidungsrednung nad) ber We=
thode dber Heinjten Duadrate von
Wilh, Weitbredht, Prof. ber Geo-
bajie it Gtuttgart. 2 Banbden.
it 16 Figuren. Nr. 302 u. 64L

Kupereursypidiffhe Crbteile, inbders
Funbde ber, von Dr. Frang Heidberid),
Rrofefior an ber Grportalabemie in
Tien. Mit 11 Tertlirichen und
Profilen. Nr. 63.

HAufiralien. Sandesiunde u. Wirts
{daftsgengraphie ded Feftlanbdes
Huftralien von Dr. Kurt Haifert,
WBrof. b. Geographie an b. Hanbdels»
Oodjidjule in foln. Wit 8 AL,
6 graph. £ab. n. 1 farte. Rr. 319.

Yutogened CSdiweifs und Sdineid:
perfafhren von Sngen. Hand Rieje
in ®iel. Mit 30 Figuren. JNr. 499.
Bades u. Shwimmanitalten, Offents
lidye, v. Dr. Ratl Wolff, Stabtobers
bauz., Hannover. M .50 Fig. Nr.380.

Baden. Badifdie Gefdidite von Dr.
faxl Brunner, Brof. am Gymnai.
in - Pforzheim u. Wrivatbozent dber
Gejdidte an der Tednijden Hody«
fdule in Karldrufe. FNr. 230.

— Qanbdedfunde von Baden vonProf.
Dr. D. Qienig i. Karlérufe. it
%rofil.,, UBh. u. 1 Rarte. Rr. 199,

b et
&




Bafhnhife. Hodbanten ber Bahuhsie | Beidmwerderedt. Deas Dissivlinars n,

v. &\eubatmﬁuumxneﬁ €. Edyimab, |
PBoritand b. Kgl. E.-Hodhbauieftion
Ehuttgart I1. I: Emypiangégebiude,
Yiebengebdubde. Glitericdiuppen,
Cofomotividhuppen. TMit 91 Ubs
bilbungen. %r. 513.
Baltanjtqaten. Geididie 9. drifts
lifien Ballanjtaaten (Bulgarien,
Eerblen, Rumdnien, MWonzenegrr,
Griedienland) von Dr. &. Roth in
Sempten. Fr. 331.
Banlwejen jiche: Kredit- und Baniwefen.
+ Banlwefen. Tedni? be3 Baniwefens
von Dr. Walter Conrad, fellvert.
Toriteher ber jtatift. Abtetlung der
Reichsbant in Berlin, Fr. 484.
Beufithrung. Kursgefaiies Handbud
itber bas Wefen der Baufiufrung o.
Archit. Emil Beutinger, Ufjiftent an
b. Tedyn. Hodidiule in Tarmftant
. 35 Fig. u. 11 Tabell. Rr. 339,
Baulunit, Sxe, pe5 Ybendlanded b.
Dr. 8. Eddfer, Ajiift. a. Gewerbe-
mujeum, Bremen. WMit 22 ULL.
Y. 74,
e5 2 -dmlﬁnnfcé p. Prof. Dr.-Fna.
Gnit RVetterlein, Darmitabi. I.I“.
'tf..ﬂbaué M. 38 Abb. MNr. 443.
— II: Die Edjulrdume — Tie

Fiebenanlagen. M. 31 UBB. Nr. 444.
Baumajdinen, Jie, bon  JFrgenieur
Jobannes Koriing in Tifjeldorf. Wit
130 9Ubbilbungen. Fr. 702.
Banijteine. Die Judujirie der Hinits
lidien Baujieine und pe3 Portels
pon Dr. 3. Rauter in Chazlotiens
burg. it 12 Tafeln. Rr. 234.
Banjtoffiunde, Tie, v. Lrof. . Haber:
ftroh, Lherl. a. b. Herzogl. Bau-
gemwerfifule Holzyminben. Wit
36 Ubbilbungen. MNr. 506.
Bayern. Bayerijde Geidiidite von
Dr. San3 Odeli. Aug3burg. Nr.160.
— fandedlunde be3 Konigreid)d
Boyern v. Dr. W. Gis, Trof. a. b.
Sol. Tedin, Hodyidjule WMinden.
9. Profil.,, AGH. u.1 Karte. Nr. 176.
Befeftigungsweien. Die geidyidtiide
Cniwidlung bded Befejtigungss
wefend vpom Huflommen bder
Ruipergefhiite bi8 zur Neugeit
pon Reuleaugr, Major b. Stabe b.
1. Weftpreus. Rionierbataill. Rr.17.
Mit 30 Bilbem. Rr. 569.

1

Beidwerderedit fiir Heer u. Mas
rine v. Dr. Mag E. ‘ifiu‘)e:, $rof.
e 5i7.

berg. 1. zeu Cx._ i
Traftaniagen. Te
maidiinen. M. 27 ALL. ¢
— II: ®a3-, Waijer» u. 4
Rrajtanlagen. Te. 31 ABB. Nr. 223
— — III: Gleftromotoren. Betris 3-

Ioftentabellen.  Graph. Taritell

'ISa&E b. %etrie!:~f*aft. T, 27 ALD.

Amis umd ).fg it an
fiir fommunale Vertvaltung. R
Btmegu.ug»wutw Dr. G. foblx
Brof. am Kgl. faijer i‘:"").s(v}n 1, 3
U &nmmone: Wit 15 A
%Iztd,er'z.
u]c!)tret,

"“emb:xnnn-*ne HI'
i %lm‘hcrm,

Fird n

. a. D. ‘Breud. bu‘v
Fadiidjule fir ZTertilindbuitrie in
Qrefeld. SRt 28 fFig. Fr. 186.
Blittenpilanzen, Da3 Syitem ber, mit
Ausidlug ser Gymuoipermen von
Dr. R. $filger, &uftos am Ral. Bo-
tanijchen @arten in Berlin-Taflem.
Wit 31 Figuren. RNr. 393.
%nhcnmnhe won Dr. $B. Rageler in
Stonigdberg 1. Pr. IYir. 455.
Bolivie. Die Cordilferenitaaten von
Dr. Rilhelm Sievers, Prof. an Der
Univeriitit Giefen. I: Ginleitung,
Bolivia u. Peru. Wit 16 Tafelx
u. 1 lithogr. fuerte. Jr. 652,
anhmbnrg. = Preupiidie @cid]i:mz
on %rof. Dr. M. Thamm, Tir.
bes Saifer Wilhelm3-Bymuafinms
in Montobaur. r. 600. .
Brafilien. Landbesiunde der Republi?
Brafilien von Bel Rodolpho von
Sfering. SRit 12 Abbilbungen und
1 Rarte. Fr 373.
Branereiwefen I: Milzerei pon Dr.
Raul Erenerhoif, Dir. ber Brauer-
u. Maleridule zu @nmmu. Mt
16 ¥bbilbungen. Nr. 303
— — II: Brauveret. Wit3H thhllnmgen
Re. 724,



Britifd-Nordamerila. Lanbe3lunde
pon Britifd-Yerdamerila v. Frof.
Dr. ¥. Tppel in Bremen. if
13 Abb. und 1 Karte. RNr. 284.

Britdenbay, Die allgemeinen Grund-
lagen pe3, pon Prof. Dr.=Jng. Ih.
Laudsberg, Geh. Bourat in Bedin,
Mit 45 Figuren. MNr. 637.

Budifithrung in cinfaden u. doppels
ten Pojten v. Brof. Rob. Erern,
Cherl. b, Sffentl. Handeldlehranit.
1. D03 b. Handelshodidiule 3u
Qeipsig. M. pielen Formul. Nr.115.

Buddpha von Profejior Dr. Comund
Harmdy. Nr. 174

Burgentunde, Abrif der, von Hofrat
Dr. Ttto Biper in Dinden. Wit
30 2bbilbungen. Nr. 119.

Biirgerlides Gefesbud jiefe: Redt
pes BGB.

Byzantiniided Reid. Gefdidite ded
byzantinifdien Reided von Dr.
. Hoth in Sempien. Tr. 190.

Ghemie, llgemeine . phyfifalijde,
pon Dr. Hugo Sauffmann, Brof. an
per Rbnigl. Tedjn. Hodidulein Stutt=
gart. 2 Teile. Mit 15 Figuren.
Nr. 71. 698.

— 9nalytijme, vorn Dr. Johannes

Soppe in Wiinden. I: ThHeorie und

Gang ber Analpie. Nr. 247,

— II: Reaition der Meialloidbe und

Metalle. Nr. 243,

Ynprganifdie, von Dr. Jof. Klein

in Peannbeim. MRr. 37.

Geididite der, von Dr. Hugo

Bauer, Ajjift. am emijdien Labo-

ratorium der fgl. Tedin. Hodyidiule

Ctuttgart. I: BVon ben dltejten

Seiten bi3 3. Verbrennungsdiheorie

pon_Rapsifier. Nr. 264.

— II: RBon RKavoifier B3 3ur

®egentoart. FNr. 265.

der Kohlenfiofiverbindbungen bon

Dr. $ugo Bauer, Uffiftent am

chem. Qaboratorium d. fgl. Tedin.

Sodidule Stuttgart. I II: Aliphas

tijdje QBerbinbungen. 2 Teile.

Rr. 191, 192,

— IIl: Sfarbocpllijde BVerbindbun~

ger. Bir. 148.

— IV: Peterochilijdhe BVerbinduns

gen. . 194

— f£rganifdie, von Dr. Jol. Klein in
Mannfeim. Nr. 38.

Ghemie, Bharmazeutifde, von BVrivat
posent Dr. €. Mannheim in Bonm.
4 Bandden. Nr.543/44, 5881682,

— Biypfinlogifdie, von Dr. med. A
Legafn in Berlin. I: Ajfimilation.
it 2 Tafeln. Nr. 240,

— — II: Diffimilation. k. 1 Tafel.
Rr. 241,

— Tprifologifdie, von Privaidbozent
Dr. €. Mannheim in Bonun. Wit
6 Abbilbungen. Nr. 465.

Themifdie Jnduftrie, Ansrganiide,
pon Dr. Gujt. Raurer in Charlots
tenburg. I: Die Reblancijoda-
inbujtrie unb ihre Nebenzweige.
Shit 12 Tafeln. RNr. 205.

— — Il: Galinentvefen, Kalijalze,
Diingerindbuitrie und Vertvandies.

Mit 6 Tajeln. RNr. 206.
— — III: Unorgaenijde demiide
Priparate. M. 6 Taf. RNr. 207.

Tuemifdie Tednologie, Hllgemeine,
pon Dr. Guijt. Rauter in Chare
Iottenburg. MNr. 113.

Ghemiih=Tedinijde Analyfe von Dr.

. Lunge, Prof. an der Gidbgen.
Rolytedinijchen Sdhule in Jirid.
SRit 16 AGLID. r. 195.

Chemijd=tecdiniidie Redynungen v. Chem.
H.Zeegener. Mit 4 Figuren. Nr. 701,

Ghile, Qanbedfunde von (Repblica de
Ghile) pon Prof. Dr. L. Stange in
Cdyledvig. Mit 3 Profilen, 16 Taf.
u. 1 lithogr. Rarie.  RNr. 743.

Chrifiliden Xiteraturen de3 Crientd,
fie, von Dr. AUnton Baumitart.
I: Ginleitung. — Dad drijtlich-
araméijge u. d. Ioptijde Sdrijt-
tum. RNr. 527,

— — II: Qa3 dyrijtl.sarab. und bad
dthiop. Edrifttum. — Dad grijtl
Edrifttum d. Armenier und Geor=
gier. r. 528,

Cplombia. Die Cordillerenjiaatien
pon Dr. Wilhelm Eievers, Prof.
an der Univerjitit Giefen. II:
Gcuabor, Colombia u. VWenezuela.
Wit 16 Tafeln u. 1 lithogr. Karte.
RNr. 653.

Gorpilferenftaaten, Die, von Dr. Wil-
Helm &ievers, - PBrof. an ber Unis
perjitdt Giegen. I: Cinleitung,
PBolivia u. Peru. Mit 16 FTafeln
u. 1 lithogr. Sarte. Nr. 652.

— — II: Geuador, Colombia u. Benes
suelfa. Mit 16 Tafeln u. 1 lithogr.
Karte. RNr. 653.



Dampfleifel, Die. Kurza
bud) mit Beijpielen
ftubinm u. ben praft
pon Lberingenieur {Friebr.

von 4 Barth
in Niimberg. I: Reijelinfieme und
Geuerungen. it 43 Fig. %x. 9.

— — II: Bau und Beirieb  ber
Tampflefiel. . 57 Fig. Nr. 521.
Tompimajdinen, Tie. Kursgefaftes
Lebrbud) mit Veiipielen fiir das

fafted Qebr- |

Celbiiftubinm unbd ben praftiidien !

Gebraud) pon Friedr. Barth, Chers
ingenieur in ERurnbe:g. 2 Ebﬁ‘m.
I: TWarmetheorettihe und bampi-
tedhn. Grunblag. Wit 64 Fig. Nr. 8.

— — II:Bau u.BetrzeE Der iamb
majdyinen. 93211 109 Fig. RNr. 57

Tampiturbinen, Die, ihre Wirlungs-
foetie u. Qnmkruftwn pon Jngen.
Herm. Wilbg, Frof. a. faatl. Ted-
nifum in Bremen. 3 Bbdn. Mit
sable. UBD. Fr. 274, 715 w. 716.

Lesinfettion von Dr. M. Chrijtian,
Ctabsarst a. D. in Berlin. Mit
18 Ubbilbungen. Mr. 546.

Determinaonten von V. B. Fiider,
£berl. a. b. £herrealid). 3. Grok.
Gichterfelbe. RMr. 402.

Dentide Wltertiimer von Dr. Framy
Fubie, Dir. b. jiddt. Mufeums in
Braunidiveig. Pb.70 AbB. Nr. 124,

SeuntfdeForibilbungsidulmwefen,Tas3,
nad) feiner geididjtlicien Cntmwid-
lung u. in jeiner gegentoért. Geitalt
pon ©. Eierds, Repifor gemerbl
.gxinrtbdbungéid)ulm in &dledmig.

392
Deutided Frembwdrterbud) von Dr.
FRubd. Rleinpan! in Leipzig. Nr. 273,
Deutidie Gefdiidhte von Dr. F. Kurse,
SBrof. a. $gl. Ruifenghmmai. in
SBerlin. I: Mittelalter (b3 1519).
Fr. 33.
— II: Beitalter ber Reformation
und per ?ﬂ:hgmné!ntge (1517 Bi3
1648). Tx. 34.
— III: Vom Eeftf&lirﬂ’;zn Fries
pen 6i3 sur Auflbjung ded alten
Reid)d (1648—1806) MNr. 35.
— — fiehe auch: Quellenfunbe.
Tentfde Grammati? und lurse Ge-
ididite ber beuti m Epracdie bon
Eduirat Prof. . £. Bpen in
Dredben. M. 90.
s Deut{fie Hanbdeldforreiponbeny von
Prof. Ih. be Beaur, Officier
I'Instruction Publigue. Stv. 182.

“‘cutidm’s Handeldredit von Dr. farl
1, Brof. an ber Univerfitat
n. 2 Bbe. Fr. 457 u, 458,
Deutide Leldenjage, Tie, von Dr.
£ tto Quitp., mr':;e! Rrof.a.b.Unis.
Wirgburg. it 3 Taf. s 32.

i

Dentide ermenhch, a3
ax auez:f'lvd,e*:

in Etrage
b..:g i 0’; I- ‘E‘itxel Iter u. Ke.
formation3seit. Nr. 602,
Teutidie3 Kolonialredit von Prof. Dr.
£. Gbler von Hoffmann, Stubdiens
direftor b. Alademie §. fommunale
Rermwaltung in Em;e{bs:?. Rr. 318,
Teutidhe Kolomien. I: ...vqu und
SKaomerun von Prof. Dr. §. Tove.
M.16 Taf. u.1lithogr Sarte. Nr.441.
— II: a3 Siibfeegebiet und Kiaus
tidhou son Prof. Dr. 8. Dove. s
16 Tafeln u. 1 lith. &arte. RNr. 520.
— III: Litafrita von Prof. Dr. f.
Tope. TMit 16 Tafeln u. 1 lithogr.
Qarte. N 567.
— — IV: ESiibweftairile von ‘Er"“
Dr. &. Tore. Wit 16 Taf. und
1 lithogr. Rarte. RNr. 637.
Dentidhe Sunlturgeididie vom Dr.
Reinh. Giinther. %Nr. 56.
Deutidies Leben im 12. u, 13, Jafrs
hundbert. Realfommentar u ben
Bolfs- u. Kuniteven u. gun Minne-
jang. PBon Prof. Dr. Jul. Tiefien-
Badher in Freiburg L B, I: Lfjents
liched Qeben. Wit zabireidien Ub-
Bilbungen. %te. 93,
— — II: TPrivatleben. Mit zahls
teidien Ubbilbungen. HMr. 328,
Kentfdie Literatnur ded 13. Jafhrhuns
berts. Die Epigonen d. hifijden
Gyo3. udmwal! a. beuti&;en Didy=
tungen bed 13. Jahrbunberid ven
Dr. Riitor Juni, Aituariud bex
Raiferlidien Ulabemie ber Wiffen=
idaften in TWien. Hr. 289,
imtid}t Siteraturbentmiler bed 14.
5. Jahrhunderid, Uudgemdhl
unb ‘exidutert gon Dr. Hermann
Jansen, Direfior b. Kinigin Luifes
Edhule in Konigdberg t. Pr. Nr. 161,
— be5 16, Jafriundertd. I: Mar-
fin futher umd Thom. Wurner.
udgewdhlt und mit Einleinmngen
und Anmeriun ﬂgen perighen uon
%of &. Be Lheriehrer am
fslaighmmn. gu Beipzig. R 7.



Deutidie Qteraturbentmiler de3 16. |
Jahrhunderts. Iz Hand Sads.
Ausgemwdhlt u. erldut. v. Prof. Dr. !
3. Sabr. Nr. 24,

— — III: Bon Brant Hi3 FRoilens
Bagen: Brant, Hutten, Fiidart,
{owie Tiereyos u. Fabel. Audgem.
u. erliut. von Prof. Dr. Juliusd
Cahr. Rr. 36.

— pe3 17. und 18. Jahrhundertd Hi5
Qlopitod. I: Lorif von Dr. Paul
Regband in Berlin. Nr. 364.

— — II: %roja p. Dr. Han3 Legband
in fafjel. RNr. 365.

Deutidie Qteraturgeididhite von Dr.
Sar fody, Prof. an der Univerfitit
Bresfau. M. 31.

Deutjdje Literaturgeididte b. Rlafiifer=
3eit . Carl Weitbred)t, dburdgefehen
u. ergdnzt v. Karl Berger. Fer. 161.

— pe3 19. Jahrjunvertd von Carl
Reitbredit, neu bearbeitet von Dr.
Rid). Weitbredt in Bimpfer. L L
RNr. 134, 135.

Deutidie Qri¥, Gejdidte der, von Frof.
Dr. Rid). Findeid m Wien. 2 Bbe.
RNe. 737/8.

Deutiden Viundarten, Die, von Prof.
Dr. . Reid in Maing. RNr. 605.
Dentidie Mythologie. Germanifde
Mythologie von Dr. Gugen Mogt,
Brof. an ber Univeriitt Leipsig.

Rr. 15. )

Dentiden Perionennamen, Die, v. Dr.
Fud. fleinpanl i. Leipzig. Nr. 422.

Dentidie Boeti? von Dr. §. Borinsti,
Prof. a. b. Unip. Mitndhen. Nr. 40.

Dentide Redjidgeididte . Dr.Ridard
ESdyrdber, Brof. a. b. Univer]. Heidels
berg. I: Bis 3. Mittelalter. Nr. 621,

— — II: Die Neuzeit. Nr. 664. -

Dentide Redelefre von Hand Probit,
Gymnaficlprof. i. Bamberg. Nr. 61.

Deutidie Sdule, Die, im Audlande
pon Hand Amrhein, Seminarober=
lefrer in Rbepdf. RNr. 259.

Dentides Seevedit v. Dr. Ttto Brans
£i3, Oberlanbedgerichidrat in Hams=

urg. I: Allgem. Lehren: Perjonen
u. Eadien D. Seereditd. %Nr. 386.

— — II:2ieeing. jeerechtl. Schulbvers
Halinijie: RVertrdge bed Seeredhis .
augervertraglifie Haftung. Nr. 387.

Tent{die Stammesfunde v. Dr. Rud.
SRud), a. 0. Prof. a. b. Univ. Wien.
Mit 2 Rart. 1. 2 Taf. Nr. 126,

Dent{e Stadt, Die, unp ihre Berwals
tung. Cine Ginfithrungi. b.&ommus
nalpolitil b. Gegeniv. Herausgeg.
9. Dr.Ctio Moit, Beigeordn. b.Etadt
Diijjelporf. I: WVerfajiung u. Ve
maltung im allgemeinen; Finanzen
und Gtenern; Bildbungs- und Kunite
pflege; Gejunbdheitsoilege. Nr. 617,

— — II: Wirtidaftsd u. Sozialpolitil.
Rr. 662.

— — III: Tednil: Etddtebayu, Tiefs
1. Hochbau. Mit 48 ABL. Nr. 663.

Dentideslinterridtdweien. Geididite
be3 beutidien Unterrid)tdwefens v,
Rrof. Dr. Friedrid) Seiler, Lireftor
be3d fgl. Gymnajiums zu Ludau.
I: Bon AUnfang an Bid zum Ende
be3 18. Safhrhunbertd. FNr. 275.

— — II: Wom Beginn db. 19. Jahrh.
b3 aui dbie Gegentart. Nr. 276.

Teutidie Urheberredit, Das, an lifes
ratijchen, Hinftleriiden u. getwerb=
lichen Edjbpiungen, mit bejonberer
Beriidjidhtigung ber internat. Ve
trige . Dr. Guit. Rauter, Batents
antwalt in Charlottenburg. Nr. 263.

Deutidje Boltslied, Da3, aulgewdfit
u. evldutert von Prof. Dr. IJul
Gabr. 2 Bandbden. MNr. 25 u. 132,

Deutiche Wehroerfafjung pon Karl
Gnbred, Gefeimer friegdrat u. por-
tragenbder Rat imQriegdminijterium
in Miinden. FNr. 401.

Deutidied Wirterbud) p. Dr. Ridard
Loewe. Nr. 64.

Deutithe Jeitungswefen, a3, v.Dr.R.
Brunhuber L. &5 a. Rh. Nz, 400.

Deut{ded Bivilprozefiredht von Lrof.
Dr. Rilhelm Kijdh) in Etrakburg
i. €. 3 Binde. Nr. 428—430.

Reutidiland in rimijdjer eit ton
Dr. Franz Cramer, Provinzicl-
fdulrat sz Minfter 1. T|W. Mit 23
Ybbilbungen. Rr. 633.

Piditungen an3d mitielhoddentider
Fritfszeit. Sn Ausw. mit Cinltg. u.
Wirterb. heraudgeg. v. Dr. Herm.
Janken, Direftor b. Konigin Luife-
Gdule 1. {Omigsberg i. Pr. Nr. 137.

Dietrickepen. Kudrun und Dietrid-
epen. Mit Ginleitung u. Wirters
budy) pon Dr. £. 2. Qiriczel, Prof
a. b. liniveriitat TWittzburg. Rr. 10.

Differentialredinung von Dr. Friebr.
Sunier, Reltor b. Realghmnajiums
u. ber Oberrealidjule in Gippingen.
it 68 Figuren. Nr. 87.


b.Dr.fR

Bitferenticirediumg, Hepetitorium u. | Gifenbetonbriden bon Dr.Gug. &. 4

Hufgabenjammlung zur Differens

tialredinung v. Dr. Friedr. Junfer, |

Reltor te3 Realghmnajiums u. b.

Lbherrealidyule in Gippingen. Wit |

46 Fig. Fr. 148.

Sissiplinar w.  Befdwerderedt fiir
Heer u. WMarine, Tad, von Dr. Maz
€. Maver, Brofeffor a. b. Univerfitis
Ctragburg i. G . 517

Drogentunde von RNidy. Torfiewis in
Leipyig und Georg Ttitersdad) in
Hamburg. r. 413,

Prudwaiier: und Trudluft-Ynlagen.
Pumpen, Trudwaijjer u. Trudinft-
Unlagen con Tipl..Jngen. Rubtoli
Bogbt, Regierungsbaumitr, a. .
in YUaden. Mit 87 Fig. Fr. 290.

Geuador. Die Cordilferenitagten von
Dr. Wilhelm CSievers, Brof. air ber
Univerjitdt Giefen. IX: Ecuabor,
Colombia u. BVenezuela. Wit 16
Zafeln u. 1lithogr. Karte. Fr. 653,

Gbbalieber mit Grammatif, Nberfesq.
u. Criduterungen von Dr. Wilhelm
Ranijd), Gymnuajialoberlehrer in
O8nabritd. Wr. 171,

Cifenbahnban. Die Cutwidlung ded
mobdernenGijenbahnbaues v.Dipl.=
[Jng. AUlfred Birf, o. . Prof. a. b.
I §. Teutidhen Tedin. Hodiciule in
Prag. Wit 27 ABDilD. Rr. 553.

Gijenbafnbeiried, Der, v. C. Sheibs
ner, Sonigl. Oberbaurat a. . in
Berlin. Deit 3 Abbilbgn. Fr. 676.

Gijenbafinen, Die LUnienfiihrung ser,
pon . Wegele, Profefior an der
Tedn. Hodidiule in Darmitadi.
Rit 52 Apbilpungen. Nr. 623.

Cifenbafniahrsenge von H. Hinnens
thal, Regierungsbaumeijter u. Lbers
iugen. in Hannover. I: Die Lwoio-
motiven. Rit 89 ABLiD. im Tert
und 2 Tafeln. Rr. 107.

— — II: 2ie Gijenbahnivagen und
Bremien. Wit Anh.: Die Gifen-
bahnjahrzeuge im Betried. Mit 56
Abb. tm Tert u. 3 Taf. RNr. 108,

Gifenbahnpolitit. Geidjidjte b. deuts
{dien Gifenbafnpolitil . Beiriebss
injpetior Dr. Cowin Ked) in Karlds
he i. B. Nr. 533.

Gifenbafnupertehr, Der, b, E%L Cijens
bafn » Redinungsdireltor TH. Wile
brand in Berlin-Friebenaur. Nr.618.

EifenSetondau, Der, v. Reg.-Baumitr.
Star! Rogle. M. 756 ALHUD. Rz, 349.

|
i
{

?

Ednediterle in Ctuttgart. Tt

104 2Abbilbungen. Mr. 627,

fenpitttentunde von . frauf, bipl.

Diltteningenienr. I: Da3 Rofeijen.

it 17 Tlg. u. 4 Raf. J|r. 132,
: Ta3 Sdymiedeijen.

Gi

- = ]2 23
Fig. 1. 5 Taf. Wr. 158,

Gifentonitrattionen im Hodban von
Jngen. ftar! Sdhinoler in Bleigen.
SRit 115 Figuren. RNr. 322,

Giszeitalter, Tas, v. Dr. Cmil Werlh
in Berlin-TWilmerzvorf, Wit 17 Ab-
Filbunger und 1 §irre. v, 431,

Glajtizititslehre fir Jugenieure i:
Grundlagennnd Aligemeines iiver
Epannung3uitinde, Syliuder,
Goene  %latten, Torfisn, Ge-
fritmmte Triger. Bon Tr-3Jne.
$Mar Cnglin, Prof. a. 0. Kal.
gemverfidjule Stuttgart und Pr
bogent a.d. Tedn. Hodjidule Stutis
gart. Mit 60 AbLbild. RNr. 519.

Glestrifdien Mefinjtrumente, Die, bon
J- Perrmann, Prof. an dber Tedn.
Podyidjule in EStuttgart. Mit 195
wiguren. Jr. 477,

Glettrijde £fen von Dr. Hand Goergedin
Berlin-Sivendbe. Mit 68 Abbilogn.
RNr. 704,

Gletirijhe Sdaltapparate bon Dr.-Jug.
Crid)y Bedmanu, Profejjor an bder
ZTednijden Hodjidule Hammoper. Mit
54 Fig. u. 107 UBL. auf 16 Tafeln.
Rr. 711,

Glettrijdie Telegraphie, Die, von Dr.
Lub. Rellfiab. Wit 19 Fig. Rr. 172,

Elettrizitdt. Theoret. RYyi? 11 : Gles-
trizitit u. MegnetiSmusd von Dr.
Guit. Jdger, Rrof.a.d. Tedin. Hody»
;ctf;rulfsin Rien, MMit 33 Abbilbgn.

. (O
Glettrodiemic pon Dr. Heinr. Danneel
in @enf. I: Theoretijde Cleltro-
dhemie u.ifze phyiifaliid-demiiden
Grunbdlagen. Mit 16 Fig. Nr. 252,
— — II: Gryeriment. Clefirodemie,
Megmethoden, Keitidhigleit, Lo-
jungen. it 26 Fig. RNr. 253,
Glettromagnet. Qidithenrie. Theoret.
Poyiif IV: Glettromagnet. Qidji=
theorie u, Gleftronif von Profefior
Dr. Guft. Jiger in Wien. Mit 21
{Figuren. Sr 374
CGlettrometallurgie pon Dr. Friebrid
Regelsberger, Kaiferl. Reg.-Rat in
Cteglig-Berlm. IR. 16 Fig. Rr. 110,



Glefirotednit. @infityrung in dic
Ctartitrpmtedini? v, J. Serrmann

Tedin. Hochichule GStutigart.
Die phyiifaltiden Grundlagen. Mit
45 fig. u. 18 ~af. R 196,

— — II: Die Gleidiromtedinil. Wit
113 fg. und 18 Tasf. T 197,
— — III: Die Wedieliizamiednil,

aRit 154 Fig. u. 18 Taf. Te. 188,
— — IV: %ie Grzeugumny

Gledirotedinit,
Maidinenbaue3 und der Eleftrs-
tecinil von s"ng%.*lﬁmi. Herm. Bilba
i, Bremen. Ti. 3 Ubh, Tr. 476.

Gljaf=2othringen, Sanbesfunde von,
v. Prof. Dr. R. Zangenbed in
Gtragburg i. €. it 11 AULLid. u.
1 Rarte. M. 215,

Guglijd). Reuenglijdhe Sants #. Formen-
Tefre jiehe: Steuenglifd).

Gugliid-beutifed Geipradidbud) von
$Brof. Dr. G Hausinedyt in Sau-
jomme. RNr. 424,

Guglijdh fir Tedmnifer. Gin Lefe- und
{ibunggbud) f. Jng.u.zum Gebraud
an Tedm.Qefranitalten. Unter Mitard.
p, Whany Featherftonhaugh, Dogent
a.b. militirtechn. Afad. i. Charlotren=
burg herausgeg. bon Jngenieur Carl
Bolf, Direlior ber Beuth= Sdule,
Berlin. I. Teil. Mit 25 Fig. Nr. 7035.

@nglijde Gefdhidite v. Prof. 8. Serber,
Cherlefrer in Diifjeldorf. MNr. 375.

CGuglifdie Handelsiorreipondeny von
€. C. Whitfield, M. A., Therlehrer
an $ing Cbmward VII Grammar
©dioo!l in King’s Lonn. RNz 237.

Guglifde Literaturgeihidite von Dr.
Rar! Weifer in Wien. RNr. 69.

@ug tide Qiteraturge{diidite. Grunds
ziige und Haupttppen b, englijden
Qiteraturgeididite von Dr. Amoldb
M. . ©chrher, Projefior an bder
Hanbeldhodidule in Kbln. 2 Teile.
Fr. 286, 287.

Cnglifhe Bhonetit mit Lefeftiiden von
Dr. 9. C. Dunftan, Leltor an der
1Unip. £bnigsberg i. Br. Nr. 601.

GntwidlungSgeididte Ser Tiere von
Dr. Sohanned Weijenheimer, Rrof.
ber Joologie an bder Univedjitai
Qena. It Jurdung, Primitivan-
lagen, Qarven, Formbilbung, Cme
Bryonalhitllen. Wit 48 Fig. Nr.878.

ann, ;
Brof. b. Gleftrotedinil an ber E;ki. i

und Jer |
teilung ber eleftriidien Crergie. Tit |
98 Figuren u. 16 Zafelm. Jir. 57. |
Die Materialien de3 |

. Gutwiditngsgejdidie ver Tieve son DE,
Joh. Meijenheimer, Prof. ber Jool. a.
5. Unig. Jena, Ik: Trganbildg. it
46 Fig. Nr. 379,
;Ebignnm, Tie, ped Ybfifden Cpos.
| usioahl aus deutidien Diditungen
de3 18, Sahrhunderi# son Dr. Bilior
Suni, Ufuerius b. RKaiferl. Afab.
bez Biffenidaften in Wien. Nr. 289,
Grbredit. Redt ves Biirgerl. Befeys
Budhes. Fiinfted Budy: Crbredht von
Dr. Riljelm pon Blume, ord. Prof.
ter Rechte an der Unio. Tiibingen.
I. 2bteilung: Cinleitung — Tie
Grunbdlagen ded Crbreditd. II. ¥Ube
teilung: Die RNadlafbeteiligten.
it 28 Figuren. MNr. 659/60.
Groban von Reg.-Baum. Ervin Lin?
in Gtuttgart it 72 Abbild. Nr. 630.
Gromagnetidmus, Erdfirom 1. Folars
{icht von Dr. . RNippoldbt, Mitglied
pes Rbnigl. Preupiichen Deteoros
Iogijchen Jnjtitut3 in Poidbam. Mit
7 Tafeln und 16 Figuren. Nr. 175,
Eroteile, Qinberfunbe der aufereurns
pdijdien, von Dr. Frans Heiderid,
Rrof: a.b. Grportalad. in Wien. Wit
11 Tegttartchen u. Brofilen. Nr. 63.
Grndfrung und Nafhrungsmittel oon
Cherjtab3arzt Brofefior §. Bifdyoff
in Berlin. it 4 Abbild. MNr. 464.
®thi? pon Brof. Dr. Thomasd Adjelid
in Bremen. Nr. 90
Gurppa, Lnberfunde bon, von Dr.
§rany Heideridy, Prof. a. b. Crpori-
afabemie in Wien. Mit 14 Tert=
tirtdhen u. Diagrammen u. einer
Karte ber Apeneinteilung. Nr. 62,
Griurfiondilora pon Deutidland jum
Bejtimmen b. haufigeren i. Deutich=
lanb wilbiwadijenben Bflanzen von
Dr. B. Migula, Prof. an der Forji»
alabemiie Cifenad). 2 Teile it {e
50 Abbilbungen. RNr. 268 und 269.
Ggyerimentalphyiif v. Brof. R. Langin
Gtuttgart. I:Med)anif b.feit., flitfj.u.
gaiigen fdrper. M.125Fig. Nr.611.
— — II: Wellenlefhre 1. Wluftil Mit
69 friguren. Mr. 612,
Grplofivitofie. Ginfihrung in d. Che=
mie ber erplojiven Vorgdnge von
Dr. . Brunsdiig in Steglif. Mit
€ ABLIID. und 12 Tab. Nt 388.
Fawilienvedit. Redit d. Biirgerliden
Gefesbude3. BierteS Bud): Fas
milienvedt pon Dr. Heintid) Zige,
Brof. a.b. Univ. Gottingen. TNz, 305,

%
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Thrberet, Se%ﬁ!-snhnﬁﬁe IIT: s
fdherei, Bleidierei, Farberei und
thre Hili5itsfie von Dr. Wilhelm
Diafiot, Prof. an ber Preufiiden
boheren Fadidiule §. Tegiilinduitrie

in Srefelb. Wit 28 Fig. Nr. 188 |

Farupilangen jiehe: 2lgen, Poofe und
Sampilangen.

Felbgeiditg, Da3 moberne, b, Therit»
leutnant W. Heydbenreid), Militdrs
lefizer a. b. WMilitdriedn. Yfademie
in Berlin. I: Die Cnitwidiung des
Selbgeichiiged feit Cinfithrung besd

gesogenen Jnjanteriegeivehrs Bi3 |
einjgl. ber Crfinbung bed raudl. |

Pulpers, ettoa 1850 Bid 1850, it
1 %Abbild. RNr. 306.

— — II: Die Cnitwidlung d. heutigen
frelogejdyiie auf Grund ber o
findbung be3 raucdilvien Rulvers,
etwa 1890 bi3 zur Gegenivart. Wit
11 UBHilb. %x. 307.

Fernmelbewejer. Das eletirijde Ferns |
uteldetwejen bei den Gijenbalnen von |

& Fink, Gebeim. Bauratin Hannoper,
SRit 50 fFiguren. Mr. 707.
Fermipredwefen, a3, vor Dr. Qude
wig Relljtab in Berlin. Mit 47 Fig.
und 1 FTafel. Re. 155.
Feitigleitdlehre v. Prof. TJ. Hauber,
Tipl-Sng. Wit 56 Fig. ir. 238,
— Hufgabenfommiung jur Feitig-
Teitslefre mit EL6fungen von
. Paren, Divlom-Ingenieur in
ARannfeim. Pt 42 Fig. RNr. 491,
Fetie, Die, und Lle {oivie bie Seifen~
u. ferzenfabrifat. u. b. Harze, Lade,
Firmifie m. ihren widit. Hilf3jtoffen
von Dr. farl Braun in Berlin, 1:
Cinfithrung i bdie Chemie, Be»
joredung einiger €alze unbd der

Gette und £le. Nr. 335,
— — 1I: 2ie Eeifenfabrifation,

pie Ceifenanalpie und bie Qerzens
jnbrifation. #Rit 25 YUbbilbungen.

arze, SLade,

Fenerwaifen. Geidjidite b, gefamien
Feuermaiien 5i8 1850. Die Eni
widlung der Feuerivaifen v. ihrem
erjten Aufireten bid sur Emfitbrung
b. gesoa. Pinterlaber, unter bejonbd.
Berudjichiig. b. Heeresbewafinung
pon Majsr a. D. 8. Gohlle, Stege
lig-Berlin. Mit 105 Ubbilbungen.
R, 530,

Fiemnifie.

Teuerwerlere, Die, von Direlior Dr.
2€lion3 Bujard, Vorftand bed
Etidbt. Chemiidhen Caboratorinms
in Gtuttgart. Wit 6 Fig. Nr 634

Tilzfabrifation. Tertil-Induijtrie II:
Rederei, Wirferei, Pofamentieres
rei, Episens und Gardinenfabris
Iation und Filzfabritation von
%rofefior Prar Glriler, Gefhh. Res
glerungsr. im Kgl. Lanbedgemwerbe.
amt 3u Berlin. Wit 29 Fig. Rr. 185,

-Finanzfyiteme der Grogmadite, Die,
(Jnternat. Staat?s unh Gemeinder
Finangmweien) v. . Shwary, Geb.
Cherfinanzrat in Berlin, 2 Bind~
dien. Sr. 450 und 451,

Finenzwiffenidaft von Prijidbent Dr.
R. pan ber Borght in Verlin, I:
Ullgemeiner Teil. 9Nr. 148.

— — II: P[efonberer Teil (Sieuers
lehre). Str. 381.

Finnifd=ugrifde CShradwiffenidaift
ponr Dr. Qofef Sginnygei, Brof. an
der Univerfitat Bubapelt. Nr. 483.

Finnland, RanbeBfunde bed Gurss
paifdien Rufland3d nebft Finne
Tand3 von Vrof. Dr. U. Rhilippjon
in Halle a. 8. %r. 359,

Firniffe. Harze, Qade, Firniffe von
Dr. Qazl Broun in Berlin. (Feite
und £fe I11.) RNr. 337,

Fiidie. Dad Tierreid IV: Fifde von
Rrof. Dr. Mar Rauther in Reapel,
SRit 87 UBBIlD. Fr. 356.

Fiideret und Fifdzudt von Dr. Rarl
Gditein, Rrof. a. b. Forjtalabemie
@berdwaldbe, Ubteilungddirigent bei
bver DHaupiftation bdes forjtlichen
Rerjudhidmefens. Nr. 159.

Flediten, Die. Gine Tiberfidht unjerer
fenninifie v. Brof. Dr. @, Qindau,
fuftod a. Kgl. Boianijd. DMufeunt,
Pripathosent an b. Univer], Bexlin.
SRit 55 Figuren. RNr. 683,

Flora. Griuriiondflsre von Deutids
land sum Beftimmen der Haufiges
ren in Deutidiland wilbwadienden
%flangen v, Dr. W, Migula, Frof.a.
b. Forfiafabemie Ctienad), 2 Teile.
1 {g 55 Ubbilh. Wr. £68, 269.

Flufbay pou Hegierungsbauneifter

- Dtie Rappeld in E@iutigart, Vit

5 103 !ib?{;‘lbunge;i 5}2& !W'?‘.d‘ %

Fozbermaidimen, Dip elefiri e
triebenes, on U Balthafer, Dipl-
g:rgéngmﬁﬂm Mt 62 Figuren,

. 678,



Forenfi{de Fiudiatrie von Frofefior
Dr. B. Teygandt, Dir. b. Jrren-
anftalt Frieprichdberg i. Hamburg.
2 Bandcdhen. Mr. 410 u. 411,

Foritwifienidaft v. Dr. Udb, ShHivap-
pad), Prof. a. D. Forftafad. Coe:
mwalbe, Abteil»Dirig. b. b.Hauptitat.
b. forjtl. Verfudsweiens. . 106.

Foribildbungdidulwefen, a3 beut:
{de. nad) feiner gejchichil. Guiwid-
lung u. i. jein. gegcenwdrt. Geijtalt ».
$. Sicrds, Revijorgewerdl. Fortbils
bungsidulen in Schledwig. Jir. 392,

Franfen. Geididte Franfeusd u. Dr
Chrift. Mener, Lal. preug. Staats-
ardjivar a. D., Windien. RNr. 434.

Trantreid. Franzdfiide Geidjidte
p. Dr. R. Ciernjelb, Prof. an ber
Univerjitdt Berlin. Nr. 85.

Branfreid), Qanbdest. v, Frantreid o.
Dr, Slidy. Neufe, Direlt. b. Tber-
realichule in Spandbau. 1. Bdndd.
IR, 23 AbL. im Tert u. 16 fand-
id)afissilb. auf 16 Taf. RNr. 466.

— —~— 2, Banddjen. TRit 15 ABL. im
Tert, 18 Landidaitabild. quj 16 Tas
feln u. 1 lithogr. Sarte. MNr. 467.

Frawgbiifdisdeutides Geipradsbuch
son €. Francillon, Qeftsr am
prientalijdy Seminar u. an b. Har=
bol=hndhichule in BVerlin, Nr. 598

Fransbitihe Grammatif von Chprien
Francillon, Lehrer am oriental. Se-
minar und an der HandelEhodidule in
Bedin. Rr. 729,

Franzunime Handeliforrefponden; o,
$Brof. THh. pe Beaur, Officier de
VPInstruction Publique. %r. 183.

Franjifijdiesd Qefebutcy mit Wirter
verzeidinis von Eyprien Francillon,
Leftor a. oriental. Seminar u. a. b,
SHendeldhodidiulei Rerlin NrF43,

Frembdiwort, Das, im Seuntimen v. Dr.
Rudb. Kleinpaul, Leipsig. MNr. 55.

Trembwdrterbud), Tentidied, von Dr.
Rud. Kleinpaul, Leipzig. TNr. 273.

Fuge. Crldutenmg u. Unleitung sur
Somopoiition berfelben v. Rrof.
Ctephan Srefl in Leipzig. Mr. 418.

Funftionentheorie von Dr. fonrad
&nopp, YPrivatbozent an ber Uni-
perjitat Berlin. I: Grunblagen ber
cllgemeinen FhHeorie ber gnalpt.
Funitionen. it 9 Fig. N 658.

I3 Unwendungen der Theorfe gur

Unteriudiung  jpesieller analptijcer

Funitionen. Mt 10 Figuren, Ne. 703.

10

Funfiionenthesrie, Tinleiiung in bdie,
(Theorie ber fompleren Bahlens
teifer) von Mar Hoje, Lherlehrer
an bder Goetheidhule in Deutids
Wilmeraborf. Wit 10 Fig. Nr. 58L

Fugartillerie, Die, {hre Lrganijation,
Bewaffnung u. Ausbildg.v. Eplett,
L berleutn. tm Lehrbat. b. Fugart=
Gdiiebidiule u. Biermann, Lbers
leutn. in ber Benuchsbait. b. Artw
Prifungsfomum. . 33 Fig.Nr.560.

Garbinenfobrifation. Tertilindbujirie
II: Weberei, Wirferei, Pojamens
tererei, Spilens n. Gardbinens
fabritation u. Filzfabritaiion von
Brof. Mar Giirtler, Geh. Reg.-Rat
im &gl. Lanbedgetverbeamt 3
Berlin, Mit 29 Figuren. Nr. 185,

®a3s und Waiferinjtallationest mit
Ginidiug ber bortanlagen vom
Prof. Dr. phil und Tr.=Jugen.
Couard Edymitt in Tarmitadt. Mit
119 AShilbungen. MNr. 412,

Gadtrafimaidiinen, Tie, v. Ing.Alfred
Kiridite in Riel. 2 Binddhen. Diit
116 65, 1. 6 Tafeln. Nr. 316 u. 651,

Gaithduier und Hoteld von Urdjitelt
May Wohler in Diljjelborf. I: Tie
Bejtanbteile u. pie Cinridtung bed
Sajthaujed. Wit 70 Fig. Rr. 525.

— — II: Die peridhiebencn Arten von
Gaithiujern. Mit 82 Fig. Nr. 526,

®ebvirgsartillerie. Die Guiwidlung
ber (ebirg3artillerie von Hlups
mann, Therft u. Konumanbeur ber
1. FelosUrt.-Brigadbe in &Kdnigs.
berg & Pr. Mit 78 BVilbern und
{iberfiditatafeln. RNr. 531.

Gensflen{daftdweien, Das, in
Deutidiand p. Dr. Lito Lindede
in Difjelborf. HNr. 384.

Geppiifie von Prof. Dr. C. Reinherh in
$armoper. Reubearbeitet von Dr.
®. FFirfter, Objervator a. Géobatiid.
Onit. Potdbam. M. 68 AbL. Nr. 102,

— BermejjungStunde von Dipliom.»

gng. B. Werfmeilter, Cherlehr. a.b.
fati. Tedin. Edulei. Straburg LC.
I: Felbmeffen u. Nivellieren, Wit
146 Abh. II: Ter Theobolit. Trigoe
nometr. u Barometr. Hihenmeiig.
Tadjhmetr. T2.109205. Nr.468, 469,
Sengraphie, Gejdiidite dber, bon Brof.
Dr. fonzab fretidymer i.Eharlntten-
burg. Mit11 Kazt. im Tegt. Nr. 624.



Beslogie in tursem Auszug §. Shulen
u. zur Selb lbeieb"ung wiammem
ge}teytb ‘Etof Dr. Gberh. Fraas
in Ctuttgart. it 16 ALLil. u.
4 Tafeln mit 51 Figuren. %r.

Gevmetrie, %nu!nmdw, Ber bbem

v. Prof. Dr. R, Zimon in Straf-

burg. Mit 52 mﬁmem Nr. 65.

— Nufgabenfammiung zur ¥na-

Intifdien Geometrie der Ghene von

©. Th. WVirllen, Profeifor am

$Kal. Sﬁedg‘wmm.mm in \,u]‘va‘* =

Gmiind. Wit 32 Fig. Nr. 258

— — 9de5 Raumed von Prof. Dr. ?!2.

Cimon in Ciragburg. Wit 28 AL-

bilbungen. ir. 89

— FHufgabenfammiung sur Anas

Iytifdien Bepmetrie be3 Raumes

pon . TH. Vizllen, Profefjor am

Kal. Realghmnaiium in Edirpdd.-

Gmind. ¥Rt 8 Fig. %r. 209.

Daritellente, von Dr. HRobert

Haugner, Pro r ant b Univ. Jena,

I it 110 Figuren. Nr. 142,

— JI. Mit 40 Figuren. Tir. 143,

— Gbene, vou ©. Mabler, Profefjor

em Gymnejium in Ulm.  Mit

111 smetmrﬁmen Figuren. M. 41.

Projeltive, in onthet. Behandlung

pon Dr. &arl Toehlemann, Frof.

an der Univerfitdt Tiimdjen. it

91 Figuren. RNr. 72,

Geometrijdie Opti¥, Cinfifring in
bie, von Dr. W. Hinrichs in Wil
merdbor{-Berlin. Nr. 532.

Geometrijdies Seidinen von . Beder,
Nrchiteft 1. Lehrer an ber Bau-
gemwerfidule in Viagbeburg, neubes
arbeitet von Prof. J. BVonberlinn
in Mimijter. DViit 290 Figuren und
23 ZTafeln im Tert. Nr. 58.

Germanijdie Mythologie von Dr. G
Mogt, Brof.a.b. Univ.Ceipzig. Nr.15.

Germaniide Syradwiffenidaft von
Dr. Rid). Loewe. Tr. 238,

Gefangstunit. Tedni? ber deutidien
Gejangsfunit pon 35 $oé u. Dr.
Hand Foachim Mofer. Nr. 576.

Geididits und Warenhdufer v. Hand
Edyliepmann, {Onigl. Baurat in
ﬂe:lm. I: Bom Qaben 3unt,,Grand
Magasin®, it 23 %b5. 9. 655.

— —II: Sie meitere Cntmidelung
5. G m:fhiufer. Wit 39 ALH. Nr. 656,

G)cirbtdit»mﬁenuﬁmt, Ginleitung in bie,

Dr. Grnjt Bernheim, Prof. an
ber umb. @reijsmald, Rz, 270.

Gefhlike, Die mobernen, ber Huks
artillerie v. MummenBhoii, Oberjts
leutnant u. fommand, b. THitr, Fuls
artiflerie Regts. Rr. 18, 1: wom Auls
treten B. gejogenen Geidiige £i3
sur Veriwendung ted raudidhwas
dien Pulperd 1850—1830. IRif
50 Tertbilbern. Fr. 334.

— — II: Tie Gutwidlung ber Eeus
tigen Gejdjilge ber g.xr;:.u etie
feit (Efmubruug bes raudiichoadhen
..u!*era 1820 Bi5 ur (‘,egemaart
iRit 33 Tertbilvern. WMr. 362.

Geidwinbigicit3regler ber Kraftmas
{djinen, Die, v, z:-a'ng . Sriner
in Friedberg. it 33 Fig. Fr.604.

Befesbudy, Biirgerlides, jiehe: Redjt
ves Blrgerlichen (&ieiegbudw:

Gefunbheitdiehve. Ter menimlide
Sidryer, fein Baur und feine T
Yeiten p. G. Rebmann, Lheridn
in farlBrufe. Wit Geiju
fefre pornt Dr. med. §. €
47 UDLGID. u. 1 Tafel. 3

Gewerbehygicne ‘o:m Dr. G. Roth in
Potsbam. HRr. 350,

Gewerbewefen von Werner Sombart,
SBrofefjor an ber Handelshodidule
Bexlin, I IL % 203, 204

Gewerblidje Arbeiterfrage, Die, von
Wemner Sombart, Brof. a. b. Hans
belshodyidule Berlin. FNr. 209.

Gewerblidle Vauten. JInduijtrielle
unbd gewerblidie Bauten (Speider,
Sagerhaufer u. Fabrilen) . Ard)is
teft Heinr. Salymann in A.unel.mrr

llgemeines iiber Unlage und
Ennfrm‘mn Der inbujiriellen und
gewerblidien Bauten. Fr. 511,

— — II: x.peui)er unb “agetbauyer.
it 123 Figuren. Nr. 512

Fewidittweien. Mafgs, Miimgs u. Ge=
widt3wefen p.Dr.Aug. Blmd, Frof.
a.d. danbeldidule in &hln. Fr. 283,

Giefereimajdiinen bon Dipl-Ing.
Cmil Treiber in Heidenbeim a. V.
it 51 Figuren Jr. 548.

Glad= wmmbd Yeramifdie JInbnfirie
(Indufirie ber Silitate, ber Hinfis
liden Banfteine und dpe3 Mir-
tel3 I) v. Dr. Buft. ﬁcmterin ghar-
Inttenburg. 9Rit 12 Tafeln. Nr.23¢

Gleidifirommaidine, Tie, von Fng. Da
€. Kingbrunner in Londonm, Wi
81 Figuren. Rr. 257,
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@letfderiunde v. Dr. §rip Madade? |
in Wien. TMit 5 Abbildbungen im |
Zert und 11 Tafeln. RNr. 154, |

Gotifdie Spradidbentmiler mit Groms=
matif, {beriegung u. Geliutergm,
p. Dr. $erm. Jangen, Jivelicr b.
fdnigin Suife-@Hule in Kdnigs-
Berg . Bs. RNr. 79.

Gottfricd von Sirafburg. Hartmann
pon Wue. Wolfram von Gidens
Bad und @ottiried von Siraf=
Eurg. Austwabl a.b. hifiid.Coos m.
Qumerd. u. Wirterbud) . Dr. &
Marold, Prof. am fgl. Friedridhs~
§$olleg. 3u §onigdherg/Pr. Nr. 22

-Graphijde Darftellung in Tifjenida
und Jednit von Dr. PMarcells 5. Fi=
rani, Tbering., Privatdozent an der
Kal. Tedn. Hodidhule in Charlotien=
Burg. Wit 58 Fig. Jr. 728.

Grapyiigen Kinjre, Tie, von Carl
Stampmann, L I, Qefreran ber £, L.
Graphiidien Lebr= und Berjudid~
anjtalt in Wien. Wit zaflreidien A~
bilbungen u. Beilagen. MNr. 75.

@riedyiid). RNeugriechiich = beutidhes
Getpradi8hud)_jiehe: Neugriediijd.

Griediid). ﬂz_n%rizcbiidycg Lejedud fiehe:
Reugriedijd. .

Griemijde AltertumStunde b. Prof.
Dr. Rid. Meiid), neu bearbeitet v,
HRetftor Dr. Franz Pobhlhammer.
Wit 9 Vollbildern. RNr. 16.

Griedhifdhe Gejdhidite von Dr. Heinridh
Smwoboda, Brofefjor an b. beutidjen
Univerjitdt Brag. Nr. 49.

Griediide Riteraturge{didite mit Be-
riidjiditigung 5. Gejdhidite bder
Titienicdhaften v. Dr. Aljred Gerde,
Brof. au Der 1lUniv. Breslau.
2 Bandbden. RNr. 70 u. 557.

Griedjifdien Rapyri, Andmajl aus,
pon Prof. Dr. Robert Helbing in
Sarldrufe &. B. Nr. 625.

@riediifden Spradie, Geidiidite der,
I: Bi3 sum Ausgange d. Hafjiichen
Reit v. Dr. Cito Hoffmann, Brof.
an ter Unip, Winiter. Re. 111

Griedii{de . rimifdhe Mythologie b.
$Brof. Dr. Perm. Steudbing, Reit, b.
Gymnai. in Gdineeberg. Nr. 27.

@rundbudireht, Dad formelle, von
Lberlanbedgerichidr. Dr.§.Krabid»
mar in Dresdben. M. 348,

* Hanbel3politi?, Answirtige, von Dr.
$einr. Gieveling, Profefjor an
per Univerfitit Bfridh, %Nr. 245.

{
|
|
|
|

Handeldredt, Dentidyes, von Dr. fanl
Qefimann, Prof. an b. Univeriitdt
Gbttingen.  I: Cinleitung. Der
Saufmann u. jeine Hilfsperionen.
Lifene Handeldgeiellichajt. SKoms
mandite und jtille Gefelfidaft.
Hz. 457, ;

— — II: AtiengejelliGaft. Gefelid.
. B. . Ging. Gen. Pandelsgeid.

RNr. 438,
DHandelz{diulwefen, Dad Dbeutidye,
pon Tireftor THeobor Blum in

Dejjau. Nr. 558,

| $ansdelditand, Der, von Redjidantoalt

Dr. jur. Bruno Epringer in Leipsig
(Raufménn. Redytsfunde. Bd. 2).
Nr. 545.

‘Hanpeldweien, as, von Geh. Ther-
regierungdrat Dr. Wilh. Leri3, Pro~
feljor an ber Univerfitdt Gdttingen.
I: Ta3 PHandeldperional und der
Warenhanbdel. Fr. 296.

— — II: Die Gifeitentdrie und bdie
innere anbeldpolitif. Nr. 297,
Dandfenermaifen, Die Cntwidlung
per, feit ber Mitte bed 19. Jahr-
hunberts u. it feutiger Stand von
. Wrzobel, Qauptmann u. Kome
pagniedief im Jnf.-Reg. Freierr
Sillerpon Gértringen(4 Poienides)
Rr.59 1. Solbau. Tk. 21 ABB. Nr.366.

Sarmonielefre pon A. Halm. Mt
pielen Fotenbeifpielen. Nr. 120,

Hartmann von Hue, Walfram von
Gidenbad) und Gottiried wvon
Strafburg. Yudmwabl aud b. Hbfi»
idien Gpos mit Anmerk. u. Wirter-
bud) von Dr. & Maroldb, Prof. am
Sinigl. Friedbridhs-Rollegium  zu
f{bnigsdberg i. Pr. MNr. 22.

Harze, Lade, Firniffe von Dr. ferl
Braun in Berlin. (Die Fette und
£le IID). RNr. 337,

Debezenge, Die, ihre Konfivultion u.
Berednung von Jng. Prof. Herm.
Wilba, Bremen. Wit 399 AL,
Mr. 414,

Heere3organijation, Die Cutmidlung
ber, feit Ginfithrung ber jtefenden
Deere pont Otto Neujdler, Haupt=
mann und Kompagniedief. I: Ge=
jdhidhtlide Guimidlung bid zum
ﬁn&gange b. 19. Sahrh. RNr. 552,

— — II: Die Heeredorganifation im
20. Jahrhunbert. Nr. 731
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Peizung n. Litfhimg b, Ing. Jobannes
Korting it Ditffelborf. Iz Tl
Tefen u. bie Beredinung dber Heis
sungd> u. Qilftungsaniagen. Wit
34 Fyiguren. Fr. 342,

— — II: Die usfihrung bder Hei~
gungd» u. Liftungsaniagen. it
191 Figuren. Nr. 343.

Heffen.  Qanbesfunde ded Grofe
Bersogtum3 Heffen, der Proving
Hefien=Naffan und ded Firftens
tums Walbed p. Prof. Dr. Georg
Greim in Tarmitabt. it 13 Ab-
bilbungen und 1 Karte. 9Nr. 876.

Hieroglyphen von Geh. Regier.Rat
Dr. b, Grman, Lrof. an ber linis
perjitdt Berlin. Nr. 608.

Hodipannungstednif, Ginfithr. in die
moberne, ven Tr.Jng. &. Fiider
in Damburg-Bergedorf. Mit92 Fig.
Nr. 609.

$Hol3, Tas. Uufbau, Cigenidaften n.
LVerwendung v. Jng. Prof. Herm.
Wilba in Bremen. kit 33 Abb.
RNr. 459.

Hoteld. Gajthaunjer und Hoteld von
Archit. War Wokhler in Diiifeldorf.
I: Tie Vejtandteile 1. b. Ginrichtg.
be2 Gajthaujes, Mit 70 Fig. Nr.525.

— — II: Die peridjiedenen Arten von
@aijthduiern. Mit 82 Fig. Nr. 526,

Sydraulit v. W. Hauber, Dipl-Jng.
in Stuttgart. Wit 44 Fig. Jr. 397.

Dygiene des Stidiebans, Die, von
PBrof. . Chr. Nufbaum in Hane
noper. Mit. 30 AbL. RNr. 348,

— de3 Tphnungdwefensd, Die, von
Prof. H. Chr. Nupbaum in Han«
nover. It 20 UBHilD. Nr. 353.

Jberifde Halbiniel. Landedfunbe der
Jberifdien Halbinfel von Dr. Fris
Fegel, Prof. a. b. Univ. Weiirgburg.
k. 8 Kartdhen u. 8 UbL. im Tert u.
1 Rarte in Farbendrud. Nr. 235,

Qubiidie Religionsgeididyte von Frof.
Dr. Gomund Hardn. N 83

Snoogerman. Spradiwiifenitiafr von
Dr. R. Meringer, Profeijor an der
Univeri. Graz. M. 1 Tafel. Nr. 59

Qubujtrielle u. gemerblidie Bauten
(Epeider, Qagerhduier u.Fabrifen)
oon UArdyitelt Heinr. Salymann in
Tijjeloorf. I: Allgemeines iib. AUn=«
lage 1. fonijtruftion b. indujiriellen
u. gemwerblichen Bauten. MNr. 511,

- — II: Gpeidjer und Lagerhiujer.
fRit 123 Figurem. Rr. 512,

Qnfettiondfrantheiten, Die, und thre
Berhiitung von Stebsarst Dr. 8.
Hofimann in Verlin, Wit 12 rom
Berfaijer gezeichneten Abbilbungen
und einer Fiebertafel. Mr. 327.

Inj-tten. Tas Tierreid) V: JInfeften
9. Dr. §. Grof in Neapel (Stasone

oolno.). Mit B ABK, Nt 5

Juftrumentenlefre v. Muiifvir. Lrofeifor
Hrang Mayerhoff in CHemnig. Iz
Tegt. Nr. 437.

— — II: MNotenbeifpiele. Nr. 438.

Jutegrairedinung von Dr. Friedr.
Sunier, Reft. b. Realgnmnajiums
u. b. Therrealidule in Gdppingen.
it 89 Figuren. Nr. 88.

Juntegralredinung. Repetitorium n.
Nufgabenjamminng zur Integrals
redinung pon Dr. Friedr. Junier,
Reft. b. Realghmnaiiums u. bder
Lberrealihule in Girpingen. Tiit
52 Figuren. Nr. 147.

Jirael. Gefdidite Jiraeld Bi3 anf
pie griediiidje Beit von Lic. Dr.
. Benginger. MNr. 231,

Jtalienijge HandelStorreipondens v.
s@rof. Alberto be Beaur, Lherlehrer
am &3nigl. Inftitut & S. Annuns
siata in Florens. RWr. 219.

Jtalieniidje Riteraturgeidjidite vou
Dr. &arl Bopler, Profefior an der
Univeriitdt Minden. Mr. 125.

Jugendpilege Iz Minnlidhe IJugend
pon . Sierds. Vorfigender des ers
ein2 fiir Jugendivoblfabrt in Sdies=
wig=Holitein in Sdledwig. Nr. 714,

faitsaca, Lig, N igfumessan o,
Sng. 9. Bethmann, Toz. . - eqjuit.
Altenburg. Mit 3 Audb. RNr. 484,

Kdltemaidyinen. Die thHermodhnas
mijdien Grunblagen der Wiarmes
Fraft= und Kiltemajdiinen von B2
Ribttinger, Tipl-=3Jng. in WManns
Geim. it 73 Figuren. Fr. 2.

Ramerun. Die deutidien Kolonien
I: Togo und Kamerun von Prof.
Dr. &arl Tove. Wit 16 Tafeln und
einer Yithri-r @arte. ¥y 441,

Kampi um Befeftigte Stellungen, feine
Formen und Grundidge pon Wajor
Tierjdh, Lommandeur de3 Rurhefiijd.
Rionier-Bat, Nr, 11. Nr. 732,

Qampiesformen u. KRampieimeife per
Jn auteri~ pon S~n Cberitleutnant
beim Ctabe des 5. Wefrpreudijchen
Sufanterie-Regiment3 Hx. 148 in
Bromberg. Mit 15 AELbLogn. Nx. 712,
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Rangls und Shleufenban von He-
giezungsdbaumeifter Otto Rappold

in Stuttgart. Pit 78 AUBLL. Nr. 533, |
Seant, Jmmaenuel. (Beigidite 8. Bhils= |

iophte Bbd. 5) . Dr. Bruno Baudy,
Rrof. a. b. Unio. Jena. %r. 536.

Kartell n. Truft v, Dr. &. Tidieridly
in Diifieldborf. RNe. 522,

Sartenfumbe von Dr. 9%, Groll, Lartor
qraph i Berlin. 2 Bandden. I: Die
Sirojeftionen. it 56 Fig. Jtr. 30.

— —II: Rer Sarieninhalt u. bas Diej-
fen auf Karten. Wit 39 Fig. Nr.599.

Rartsgraphifdie Aufnahmen u.geos
graph. Crisbeftimmung auf Reifen
pon Dr..3ng. R. Dugerdhofi, Vrof.
an der Forjtaladbemie zu THaranbt.
Wit 73 Figuren. Nr 607,

Satholijden fizde, Geididte sex, von
ber Mitte Ded 18, Jahrh. Bis zum
Botitouijhen Konzil von Geh. Konf.-
Hat Brf. D Mirdt i.@ttingen. Nr.700.

Keuiminnifge Redt3tunde, I: a3
Tedyielivefen v. Red)t3anwalt Dr.
Hud. Teothes in Leipzig. Nr. 103.

~— II: Ter Hanbdeldfiand p. Recht8aniw.
Dr.jur.B. Epringer, Leinsig. Nr.545.

Sauimannifhes Redinen von Prof.
Sidard Jujt, Lbherlefrer a. b.
Lifentl. Handeldlehranitalt b. Dress
bener Saufmannidafe. L II. IIL
Nr. 139, 140, 137.

Reilidrift, Die, von Dr. Bruno Meifner,
o. Profefior a. b. Univeriitdt Breslmy,
it 6 Abbildbungen. RNr. 708.

Reramijdie Judujrie. Die JIndujiric
ber Silifare, der Hinitiidien Ban=
fieine und ded MéertelS von Dr.
Guft. Rauter. I: Glags u. fevam.
Snbuftrie. Wit 12 Taf. Nr. 233,

Kerzenfadbrifation. Tie Seifenfabri-
fation, bie Seifenanalyfe und bdie
Sevzenfabrifation von Dr. Garl
Braun in BVerlin, (Die Fetie u.

£le IL) Mit 25 AbL.  Yir. 336,

Rigutifion. Die deutiden Kolonien
Ii: Da3 Sitbjeegebiet und Kiaus
tidiou v. Prof. Dr. &. Tove. Wit
18 Taf. u. 1 lithogr. Sarte. x. 520.

Sindesredit u. Kinderjduy von Afjefisr
H. G. Wenbvel in Grunemwald. Fr. 693,

RKinemati? von Dipl.-3Ing. Han3 Pol.
jter, 2L, a. b. Kal. Tedin. Hody-
jhule Dresven. M. 76 ALD. Fir. 584,

Kirdenredit v. Dr. . Gefling, orb.

voi. b.Redjte in Crlangen. Fr.377

@ima unb Leben (Bio¥imaiologie)
pont Dr. Bilh. N. Cdardt, Affift. an
ber Bifentl. TWetterbienjijtelle in
Weilburg. RNr. 629,

Rlimatunde I: Ullgemeine Klimalefre
ponBrof. Dr. B. Kdppen, Vieteors-
Ioge per Seemarie Hamburg. Mit
7 Taf. u. € Figuren. Wr. 114,

RQolonialgeidiidite von Dr. Dieirid
Cdyifer, Brofejior ber Gejdidhte an
ber Univerjitdr Berlin. RNr. 156.

RKolonialredjt, Deutidhes, oon Prof. Dr.
H. Goler von Hoffmann, Stubdien-
bireftor b. Afademie fiir ommunale
Rermaltung in Ditjjelborf. Nr.318.

fRometen. Hjtronomie. Grdge, Be-
fwegung u. Cutfernung b. Himmels-
torper . U. §. MDB6ius, neuw beardb.
p. Dr. §erm. Kobold, Prof. an der
Unip. Kiel. II: Kometen, Meteore
u. a3 Ctemipjtem. Mit 15 Fig.
u. 2 Gternfarternn. 9r. 529.

Rommuncle Wirtidafidpilege bvon
Dr. Hlfon3 RNiek, Wagijtratsajjeiios
in Berlin. Nr. 534.

Qompoiition3lefre. Mufifaliidie For»
menlehre v. Steph. Frefl. L IT. M.
piel. Notenbeijpiel. MNr. 149, 150.

Rontrapuntt. Jie Lehre von ber felbs
ftandigen Gtimmfitjrung v. Steph.
Srefl in Leipzig. RNr. 390.

fonirsllwefen, Dad agrifulturdemiife,
von Dr. Paul Kirjde in Levpolds-
hall=Stagfurt. RNr. 304.

Rogrdinatenipiteme v. Laul B Fijdjer,
Lberl. a. p. Oberrealjdiule 3u Grof=
RQichterfelve. IMit 8 Fig. Nr. 507.

fidrper, Ter menidjlide, fein Bau
und {cine Titigleiten von C. Reb-
mann, Cberidulr. i. 8arls nhe. Mit
Gejunbheitslehre pon Dr. med. §.
Getler. M. 47 UL, u. 1 Taf. Nr. 18,

Saftenanithlaq fiehe: Veranidlaaen.

fredit- mmd Vantwefen von Geh. Ther-
regierungarat Wilhelm Leris, Prof. an
ber Univ. @Gdttingen. Nr. 733.

Rriegsigpiibau. Die Entmidlung ded

Kriegdidifibane3 vom Altertum

bi3 zur Neuzeit. BonZiarh Zdwars.

Beh. Marinebaurat w. Sdifjbau~r

Qirettor. I. Teil: Das 3eitalter der

Ruberidiifie u. bex "zegelichiffe f.b.

Rriegdiiihrung ;ur See vom Alters

tum bi3 1840. Rit 32 AH, Nr. 471.

— IL.Zeil: Da3 Jeitalt. ber .am: f»

idhiffe f. b.Rriega{iihr. g. See v, 1840

bi3 zur Reugeit. wiit 81UBH. Nr.472-
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Sriegwefens, Geididite be3, von Dr.

emil Danield in Berlinn I: Dad
antife friegdwefen. tr. 488.

— II: Ta3 mittelalterlidie Enegé—
foeiew. Fr. 498,

— — III: Da2 anegameien ber Reus
geit. GriterTeil. Nr. 5

IV: a3 Rnegsmeien be: Reus

3ezt Smerter Teil. Fr. 537,
~— — V: Dad frieg3dmeien bEt Reus
3e1t %nttet Zeil. RNr. 56

— — VI: Tad friegdweien be: ‘Reus
zeit. RBierter Tetl. Kr. 670.

— — VII: Da3 Kriegsieien ber Neu-
zeit. Fihnjter Teil. MNr. 671
Siriftaliographie b. Dr. TW. Bruhns,

Brof. a. b. Bergaiadbemie Claus=
thal. it 150 Abbilb. Nr. 210.
Krijtallopti¥, Cinfithrung in dbie, bon
Dr. Gberhard Budymald i. Wiindjen.
Mit 124 Abbilbungen. Nr. 619.
Sudbrun und Dietridepen. Mit (Ein«
feitung und Worterbud) vor Dr. L.
2. Siriczel, Rrofeifor an dber Unir
verfitat Wiirzburg. FNr. 10
Sultur, Die, der !Rmaiﬁam:e. Be-
fithung, Forjdung, Didtung v. Dr.
Robert §. Arnold, Profefior an ber
Tniverjitat Wien. RNr. 189,
fulturge{didite, Deutide, von Dr.
Reinh. Ginther. 9Nr. 56.
Rfurvendidiujfion. Algebraifde Fur-
pen pon G. Beutel, Cderreallehrer
in Baihingen-Cnz. I: Eurvendistui.
fion. Mit 57 Fig. im Tert. Mr. 435.
fursfdirift fiebe: Stenographie.
Kitftenartillerie. Die Cutwidlung ber
€diffd und Kiftenartillerie bis
zur Gegenwart b. Rorpettentapitin
Huning. it AbB. u. Tab. Nr. 606.
fade. Harze, Lade, Firniffe von Dr.
Rar! Braun in BVerlin., (Die Fette
und £fe II1.) Rr. 337.
fQagerhdufer. Judufirielle und ges
werblihe Bauten. (Gpeidyer,
Qagerhaufer u. Fabrilen) von
rchiteft O, Ealamann, Dirifelhnrt,
I: Wigem. fiber Anlage u.Roniiruii.b,
inbujir. u. getwerbl Bauten. Nr. 511.
— —= 1I: Epeidier u. Lagerbaujer.
SRit 123 Vig. RNr. 512
2dnders und Vilfernamen pon Dr.
Fub. Kleinpanl in Leipzig. Nr. 478,
Qendfivafenbau von Kgl. Oberlehrer
QL. iebmann, Betriebsbirelt. a. D
t.MRagheburg. Mit 44 Fig. Nr.598.

Sandwirtidaitlidhe Betriebdlehre 1.
&. Bangenbed in Grof-Lidterfelbe.
Rr. 227.

Landwirtifafilidien Mafdinen, Tie,
pon Sarl Walther, Tiplom.-gng.
in Mannheim. 3 ‘bcn hen. Ui
vielen Abbildgun. Fr. 407—403

Qateiniide @'rammun!. @r“nbr. E;
Iatein. €pradilefre o, Rro 8
Botid) in Lagdeburg. Si'c S’

— Epradie. @eydudm ber Iateinis
idien Epradie v, Dr. Friebr. Stols,
Erof. an B.1inio, Smmabrud, ir. 492

Qateinijdhes Refebush fiix T berrealidulen
und zum Eeld at"mm"m cn*‘sa’t:xa.
Cajams ﬁcmb;e % @ermenen
b ben 5mezten P 1e1 Serieg pon
Profefior Lie. rheol \;s.“rme
mann, Cheddefrer en der Sii
Cherrealjdule in Franffurt a. I
it Volobular. Mr. 711

Lanblilier, Tie. ﬁur;nezus.e Beidireis
bung bder in Mitteleuropa einbetmis
fden Baume und Strauder, {owie der
tidtigeren in @5rten gesogenen
Raubholzpilansen pon Dr. §. 8. Jteger,
Profefior an ber fgl. Foritatademie
Tharandt. Mit 74 Teriabbilbgi, und
6 Tabellen. Rr. 718,

Cendjtgasiabrilation, Die Febens
produlte ber, von Dr. phil. 8. R.
Lange, Viploms-Jngenieur. Wit
13 Fiqurenr. Nr. 661,

Qidt. ThHeoretifthe Payfif IL. Jeil:
it umb Warme. LRor Dr. Guil
Jéger, ®Brof. an der Tedin. Hodjs
fdmle in Tien. M. 47 AL, Ne. 77,

Qogarithmen. Rierftellige Tofeln und
Gegentafein fiir {ogarithmiidies u.
trigonometrijhe3 Hedinen in zwei
farben sujammengefiellt son Dr.
Herm. Edhiubert, Prof. an der Ger
lehrtenfchule bed3 Johanneumsd .un
Hamburg. Neune Unsgabe v.
Dr. Robert éuugner, Rrof. an ber
Unigerfitdt Jena. %Nr 81,

— Fiufitellige, von Rrofefior .mgw'z
AUnler, Dizefror ber I I &t
pberreclichule in Pien. i

Qogil, %t’nd}nlngie und Rpgifzur @ Cinu
fiihrung in bu Bhilnjophie von
*L‘mfe;?of Dr. Th Clfenbans, Wit
13 Fipurem. ?T'L 14

Lolomotiven. Cifensahnfafrjenge
von . ::mnent!)u I: Die Qoios
motiven it 88 YLD, tm Tegt u.
2 Tafeln. %v. 107,
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Eothringen. Gejdiidite Lothringens |
pon Dr. Herm. Derididweiler, Geh. |
Fegierungsrat in Sirafburg. Nr. 6.

-— Yanpestunde v. Cliaf=Lothringen
v. Prof. Dr. R. Langenbed in
Ctragburg i. € Mit 11 AbLS. u.
1 Rarte. Mr. 215,

Litrofrprobiectunbe, Luglitative
Analnfe mit Hilfe ded Litrohrs
von Dr. Rart. Henglein in Freiberg
i ©a. it 10 Figuren. Ir. 483,

Siibed. Randedlunde b. Grofherzogs
tiimer Nedlenburg un. ber Freien
1. Hanfejtadt Lived v. Dr. Sebald
Edytvarz, Direlior ber Realidule
sum Dom in Litbed. Mit 17 Ab~
bilbungen unb Karten im Tert und
1 lithograpbhiidhen Karte. iz, 487.

Luftelettrizitdt von Dr. Kozl Kajler,
wifienid)ajtlidem Hiljarbeiter am
Sonigl. PreuB. Meteorologijd
Magnetijhen Objervatorium  in
Potsbam. it 18 ABH. Nr. 649.

Ruftialpeter, Seine Getvinnung durd)
pen eleftrijdjen Flammenbogen von
Dr. ®. Brion, %Brof. an der Kal
Bergafademie in Freiberg. MWeit
50 gFiguren. RNr. 616.

Qufts und Meeresjtrimungen von Dr.
Frany Sdulze, Direiior ber Navi-
gationsidyule zu Qiibed. Weit 27 Ub-
bilbungen und Tafeln. Nr. 551.

2iiftung. Heizung und Litfiung von
Sug. Johannes Sorting in Thijel
borf. I: Da3 Wejen und bie Bes
rechnung b. Peizungd~ u. Qiiftungss
aniogen. Phii 34 &Fig. RNr. 342,

— — II: 2Die Audfiihrung bder
Heizungd= und Riiftungsaniagen.
Rit 191 Figuren. Nr. 343.

futher, Peartin, und THom. Murner.
Wusgerwdhlt und mit Ginleitungen
u. Anmertungen veriehen v. Prof.
@. Berlit, Thetlehrer am RNifolaix
ghymnaiinm ju Leipzig. RNr. 7.
aguetismud, ThHeoretifhe PHyfit
IIE. Teil: Glettriitdat u. Magnetiss
mus. ¥on Dr. Gujtav Jdger, Rrof.
an der Tednijchen Hochidule Wien.
it 83 Ubbildungen. RNr. 78.

Milzeret. Brauereiweien I: WMiljerel
pon Dr. P. Dreverhoff, Tiretior d.
Lifentliden und 1. Sadyj. Rerjuchse
ftation fiir Brauerei und Walzerei,
{oipie ber Brauer- und Milzeridule

s Orimma. JNr. 303.

Marke und Marfthallen fr 2ebenss
mittel pon Ridard SHhadiner, Stadt.
Bauratin Vilnden. 12 Bwed und :
beut. pon Martten u. PWarkthallen, ihre
Anlage n.Ausgejralt. IX: Marttjailen-
Bauten. Wit zahlr. ABB. T, 7191.720.

Majdyinenbau, Die Kalfulation in,
v.3ng. H. Bethmann, Toz. a.Tedn.
Ultensurg. Wit 63 UL, MWr. 484,

— Die Materialien de3 Mafdiinens
baues und der Eleltrotedinif von
Sngenienr Prof. Permann Wilba.
Rit 3 Abbilbungen. RNr. 476.

Daidinenelemente, Die. Kurzgefaks
te3 Lehrbud) mit Beifpielen fiir bas
Celbjijtudbium u. b. prattijchen Ges
braud) von Fr. Barth, Tberingen.
in RNiitnberg. Mit 86 Fig. RNr. 3.

' Diajdinengeidinen, Praltifhed, von

£bering. Rid). Shifiner in Warms
brunn. I: @rundbegriffe, Ginfade
Meidinenteile bid zu den Kuppes
lungen. Mit 60 Fafeln. Nr. £89.
II: Qager, Riemr 1. Ceils
{detben, Bahnrdber, Kolbenpumpe.
Mit 51 Tafeln. RNr. 590.
Mafanalyfe pon Dr. Otto RoHm in
Darmitadbt. Wit 14 Fig. Nr. 221,
Pags, Miing= und Gewidt3weien oon
Dr. Augujt Blinb, Projejjor an der
Handelsichule in §dln. Nr. 283.
Materiglpritfungdweien. Cinfithrung
in bie moberne Tednit b. Materials
priifung p.& Memmler, Dipl.-Jng.,
ftind. Mitarbeiter a. Kgl. Materials
Prijfungdamte zu Gr.»Kidyterjelde.
I: aterialeigenidaiten. — Feitig-
feit3verjudje. — Hilfsmittel f. Feftig-
Ieitsverjudje. Mit 58 Fig. Nr. 311.
— —II: Deetallpriifung und Pritfung
v. Pilfsmaterialien de3 Maid)inen»
baues. — Baumaterialpriijung. —
Papierpriijung. — Sdymierntirtels
pritfung. — Ciniges itber Metallo=
graphie. Mit 31 Fig. RNr. 312.
DMathematijde Formel fammiung und
Hepetitorium ber Mathematif, ents
Haltend big widitigiten Formeln u.
Lehridge b. Urithmetif, Algebra,
algebraiichen Analbiis, ebenen Geon
merrie, ©rereometrie, ebenen und
iphériiden Zrigonomeirie, matl.
Geographie, analnt. Geometrie ber
Gbene und ves Raumes, der Difies
rentialu. Integralredinungn. 0.T4h.
Bitllen, Prof. am Kal. Realgnmn.
in€hw.Bmitnd. M.18 Fig. Nr.51.
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mutﬁtmat{! Gefhidte br', btm Dr.
A. Cturm, Prof. am Tberghms
najium m Seitenitetien. er. 226.
Maurers und Steinfanerarbeiten von
Brof. Dr. phil. und Dr..Jng. Gb. |

Cdymitt in Darmitadi. 3 Bdandden. |

Wit pielen UbLilD, Nz, 419—421.
Medjanil. Theoret. Phyiit L Teil:
Diedhanif und Afujtit. Von Dr.
Guit. Jdger, Prof. an dber Tedy
uijdlen Hodhidule in Wien. Diit
19 %Ubbilbungen. 9. 76.
Dedanifde Tednoingie von Geh.Hof«
rat Profefior U Lidide in Braun-
jdiweig. 2 Bianddjen. RNr. 340, 341.
Medlenburg. Rauwvedfunde d. Grogs
bcraugtﬁmet Medlenburg u. der
Sreien u. Hanfejtadt Liibed bon
Dr. Sebald Cd)mara,, Direitor ber
HRealjdule jum Tomin ..uﬁ d. Dit
17 AbbilD. im Tert, 16 Taf. und
1 Serie in Lithographie. Iir. 487.
Medlenburgiidie Geididie von Ther
Iefrer Otto Biteuje in Neubranden»
burg i. M. Rr. 610,
m:bmn, Geidjidte ber, pon Dr. med.
et phil. Paul Diepgen, Privat~
bozent fiir Gejdiidyie ber Piedizin
in Freiburg i. Br. I: Ulterium.

Mecreéhmbe, Phyfifdie, von Prof.
Dr. @erhard Edyoit, QIbteﬁungé—
poriteher bei b. Deutiden Eeemarte
in :iuamburg Mit 39 Abbilbungen
im Tert und 8 Tafeln. Nr. 112,

Meeresfiromungen. Lujt- u, Meeres»
ftrnmungen p. Dr. {ranz Scdulze,
Dir. b. Favigationdjdule ju Liibed.
it 27 AL, u. Tafeln. RNr. 551.

Meliorationen p. Baurat Otto Faujer in
Cllmangen. 2 Bdden. Wit vielen
Fig. Rr. 691/92.

Menfchlidie Kirper, Der, fein Bau u.
feine Titigleiten von E. Rebmann,
Dberfdiulrat in Karldrufe. Mit Ges
junbheitslehre v. Dr. med. . Seir
ler. it 47 AbD.u.1 Tafel. Fr.18.

.‘Metnllugrahbm furze, gemeinjaf~
lidhe Daritellung ber Lehre vbon ben
$Metallen u.ihren Legierungen unter
befonb. Berlidiiditigung ber Metalls
niifroffopie b. Prof. €. Hevri. Prof.
£.Bauera. fgl. Materialpritjung3s
amt (Gr.=Qidterfelbe) b. £. Tedin.
Hodyidhule gu Berlin, I: Allgem.
Feil. it 45 AbD. fm Tert und 8
Lidytbilbern auf 3 Tafeln. Nr. 432,

Metalingraphie. II: Cpes. Tell. Mit
49 Abk. im Tert und 37 Lidytbilbern
aqui 19 Tafeln. RNr. 433.

| Petaliurgie von Dr. Huguit Geip in
finnumémnb (Rorwegen). L IL
it 21 Figuren. Nr. 313, 814,

Meteore. Ajtronomie. @mse, Bewes
gung u. Entfernung ber Himmelds
torper von Y. §F. IMObins, neu bes
arbeitet von Dr. Derm. Soboly,
Wrof. a. b, Unio.Riel. I1: Someien,
meteoreu ba3 Sternenipitent. Mit
15 Fig. u. 2 Eterniarien. RNr. 529.

Meteorologie v. Dr. W. Trabert, Prof.
an ber Univeritit Wiem. Dtit 49
UBBID. u. 7 Tafeln. Rr. 54.

m mmnid)e Bauten . RNg.-Baumite.R.
Lang i.Stuttgart. $.59 ULL. Nr.6286,

Jilitirfieafredt, Deutihes, v. Dr. May
Grnit Mayer, Prof. an b. Univ. Straks
burg i. €. 2 Bbe. Nr. 371, 372.

Mineralogie pon Geheiner Bergrat
Dr. R. Brauns, Prof. an . Unis.
Bonn. Wit 132 AL, Nr. 29,

Minnejang mund  Spruddbiditung.
Ralther von der Bogelweide mit
Hudwahl aud Minnefang und
Syrudpiditung. Mit Unmerfungen
u. einem Worierh. von . Giintter,
PBrof. an b. Lherrealidiule u. an b.
FTedin. Hodyidulei. Stuttgart. Nr.23.

Mittelhod denutidie Didjtungen aud
mittelfodbeutidher Frihzeit. Sn
Uudtwaht mit Cinleitg. u. Whriers
bud) herausdgeg. von Dr. Hernann
Sangen, Dir. b. Stbnigin Ruifes
€dyule i. Konigsdberg i.Br. N 137,

Mittelhnddeutifie Grammatit, Der
RNibelunge N6t in AuSwahl und
mittelhodpeutihe Grammati? mit
Tury. Worterh. v. Dr. W. Goliher,
Brof. a. b. Unip. Rojtod. Nr. 1.

Moofe fiche: Wgen, Moofe und Farn=
pilangen.

Morgenland, Gefdidie bed alten
Diorgenlanded v. Dr. Fr. Hommel,
Prof. en b. Univerfitat Plinden.
Mit 9 Bilvern u. 1 Rarte. Rr. 43.

Morphologie und Organsgraplie der
PRilanzen p. Prof. Dr. M. Rorbd-
Baufeu in &iel. IM.123 ABL. Nr.141.

Mortel. Die Judufirie b, finjtliden
Banjicine und ded Mbrield von
Dr. ®. Rauter in Cﬁmrlmtenbuta.
fMRit 12 Tafeln. Nr. 234

Mundarten, Die bentiden, von Pref.
Dr. . Reid in Waing. Nr. 605.

i
i
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Munbarien, Platideutfdie, von Dr.
Hubert Grimme, Profeijor an ber
Uniper], Witnjter 1. |W. Rr. 461.

“Miiinzwefen. Viags, Ming= und Ges

widitSwefen von Dr. Yug. Blind, |

PRrof. a. b. Hanbeldidiule it K.
Rr. 283.

Murner, THomas. Martin Suther u.
Thomad Murner. Uusgewdhlt u.
m. Einfeitungen . Unmert. verjehen
von Brof. @. Berlit, Cherlehrer am
Rifolaiggmnaij. su Leipzig. Ar. 7.

TRuiil, weimidite der alten und mirtel=
alterlidien, v. Dr. U, Mihler m
Steinhaugen. 2 Bdd. Mit zablr.
AbD. u. Leufifbeil. Nr. 121 u. 347,

WMuiitalifde Liujtit von Profefjor Dr.
§ Q. Edyafer in Berlin, it
36 Ubbilbungen. 1

o

Dufital. Formenlehre(Rompofitionds
lefre) von Stephan Krehl I IL
URit piel. Notenbeifp. MNr. 149, 150,

Mufifdjthetit oon Dr. Karl Grunsly in
Stutigart. 9r. 344,

Muiifgeitidite de3 17. Jahrhunderis b,
Dr. Star! Grunsly i. Stuttgart. Nr.239.

Tufitgeidiidite be3 18. Jahrhundertd
pot Dr. Rarl Grunsty in Stutigart.
I II. ®Mr. 710, 725.

Mufirgeididite feit Veginn de3 19,
Jabrfunpertd v. Dr. ®. Grunsiy
in Stuttgart. I. II. %z, 164, 165.

Muiiflefjre, Allgemeine, von Stephan
frebl in Leipzig. Rr. 220.

RNabdelfilzer, Die, von Dr.F. W.Neger,
SBrof. an ber Kinigl. Forjtafadbemie
g Tharanbdt. Mit 85 Abbilbungen,
5 Tabellen und 8 Karten. Rr. 355.

Rahrungsmittel. Crnajrung w. Nay:
rungsmittel v. Oberitabsarst Prof.
9. Biidoff in Berlin, Mit 4 Ab-
bilbungen. Nr. 464,

Rautil. Lurzer Abrig . idglich an
Bordb von HandelBidiffen angew.
Feils b. Edhiffabristunde. Von Dr.
Frang Sdyulze, Dir. b. Navigations.
i;{hulgfu Bitbed. it 56 Abbildgn.
Nr. 84.

Reuenglijdhe Sauts und Formenlefire von
Dr. Gilert Gfmall, Brof. an ber Unip,
Lund, Nr. 733.

Reugriediifies Lejebud) (Sdrift und
Bolizipradie) mit Glofiar, gefammelt
und erliutert pon Dr. Johanmnes G.
Kalitfunaiis, Dozent am Trient. Sem.
ber Unip, in Berlin. Ne. 726.

S,

| Reugriediid » bentifes Gefpriadss

| bud) mit bejond. Berlidiidtigung d.

Umgangsiprade v. Dr. Jobannes

RKalifunatia, To3. am Seminar fitr

orient. Epradie in Berlin. RNr. 587,

| Neungefintes Jahrhundert. Geidiidite
pe3 19. Jahrhundertd von Lsfar
Jdger, 0. Ponorarprof. a. b, lniv.
Bonn. 1.Bbd).: 1800—1852.9Rr.216.

~— — 2 Banbdien: 1853 bi3 Cnbe bes
Jahrhunberts. RNr. 217, .

Neutejtomenilidie Jeitge{didte von
Lic. Dr. 8. Gtaer!, Brof. a. der
Univ. in Jena. I: Der hijtorijde u.
Tulturgeichidyil. Hintergrund b, Ur-
driftentums. M. 3 Rarten. Nr. 325,

— — JI: 2ie Religion b. Jubentums
im 3Jeitalter bes Hellenidmusd und
ber Romerherridaft. Jit 1 Blon=
fHzze. Mr. 326.

Ribelunge No6t, Dev, in Ausdwabl nnd
mitteljodidentidie Grammati? mit
furzem Worterh. v. Dr. W. Solther,
Rrof. an der Univ. Rofiod. Rr. 1.

Rordemerifanijdje Riteratur, Geididite
der, von Dr. Leon Qellner, Prof. an
der lnin. Gzernomwisz. 2 Bddjen.
Nr. 685/86.

Rordifdie RQferaturgeididite Iz Die
island. u. normweg QLiteratur bded
Mitielaltersd v. Dr. Wolfg. Golther,
Frof. an dber Univerjitat Roftod.
Nr 254.

RNuspilangen von Prof. Dr. J Vehe
rend, BVorft. b. Grogherzogl. lanbd»
wirtidaiil. Rerfudisanit Uuguitens
berg. INit 53 Figuren. Nr. 123.

£le. Tie Fette u. Hle fowie b. Seifens
u. ferienfabrifation u. b. Parse,
Qade, Fimiife mit ijren widtigiten
$ilisjtoffen pon Dr. Rarl Braun in
Berlin. I: Ginfithrung in d. CHemie,
Bejprediung einiger Salze u. ber
Fette undb Ole. HNr. 335.

£le und Riedift: ffe, Atherifdie, von
Dr. §. Roduijen in Miltip. Mit
9 Abbilbungen. RNr. 446.

£ptit. CGinfithrung in 5. geometriide
£ptit von Ur. B Hinridhé in Wil-
mer3borf-Berlin. RNr. 532.

DOrientalifde Sitercturen. Die Haupt-
literaturen pe3 Orientd pon Dr. M.
Saberlandi, Privatboz. an b. Unis
perfitit Wien. I: Die Literaturen
Lftajiend und Jubiens. Nr. 162.

— I: Die Literaturen ber Perier,
Gemiten und Tidrlen. RNr. 163.

{
i
i
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Orientalijde Siteraturen. Die drift-

lidlen Qiteraturen De3 Lrients |
von Dr. %nt. Baumitart, I: Gin-
leifung. — 2adé Griftl ~gramaiide |

u. b. fopt. Efhrijttum. RNr. 527,

— — II: Dad dnjtlidearabiide unbd |

bas difiopiide Sdyrifttum. — Das
diriftlide Sdjrifttum ber Urmenier
und @eorgier. Nr. 528,

Lridnamen im Deutidgen, Die, ihre

Be. Ghunots Bictupast i B
r. Ruboli fleinpaul in Reipzig-
G@ohlis. %r. 578, <

Oftafrita. e
II: Litafrita von Proj. Dr. &.
Dove. Wit 18 Taf. u. 1 lithogr,
Karte.  FNr. 567

Ofterreid. Lfterreidi{de Geldidte
pon Prof. Dr. Frans v.&rones, neus
bearb. von Dr. Kar! UHlirz, Proi.
a. b. Univ. Graz. I: Von b. Urzeit
b. 3. Tobe &omig Uldredhts II.
(1439). Wit 11 Stammiaf. Nr. 104,

— —II: Bom Tobe Stinig WUlbred)i3II.
bis 5. Weftf. Frieben (1440—1848).
Mit 3 Ctomumtafeln. Nr. 105.

— QanbeStunde v. £ijterreid=lingam
pon Dr. lfred Grund, PBrof. an
b. Univerjitar Prag. Wit 10 Tegt-
illujtrationen u. 1 Karie. MNr. 244,

Opiding Nafp, Die Metamorphoien
be3. Jn Austoahl mit einer Cinleit.
u. Anmert. Herausgeg. v. Dr. Jul.
Biehen in Frantfurt a. M. Nr. 442,

Ribagogi? im Grunbrif pon Profeijor
Dr 8. Rein, Direftor b. Pdbagog.
Ceminars a. b. Univ. Jena. Nr, 12,

— Gejdiidite der, von Tberlefirer Dr,
. Beimer in Riezbaben. Nr. 145.

Baliogesgraphie. Geolog. Gejdidte
ber Meere und Feftlinder pon Dr.
Granz RKojimat in Wien. Mit &
Sarten. Fr. 406.

PaldoHimatologie von Dr. Wilh. R.
Gdarbt i.Weilburg (Lahn). Nz, 482,

Paldoniologie von Dr. Rub. Hoernes,
SBrofefjor an ber Univerjitat Graz.
kit 87 Abbilbungen. Nr. 95.

Palidontologie und Abftanmmumgslefre
oon Dr. Rarl Tiener, Brof. an bexr
Univer]. Wien. Pit 9 Abbilbumgen.
Nr. 460.

Paldfting. LambeSs und BVoltshunde
Paldftina3 pon Lic. Dr. Guijtay
Oblider tn Halle. Mit 8 Vollbil
Pern unb 1 RKarte. Nr. 345,

erfunft oon |

Die bdeutiden Solonien |

| Barallelperipetiive. Hedtivinilige u.
jdiefwinilige Aronometrie 5. Prof.
3. Bonderlinn in Dimfrer. Mit
| 121 Figuren. Tr. 260.
| Perfonennamen, Die deutidien, v. Dr.
| Hlud. Sletnpaul in Leipsig. Rr. 422,
Peru. Die Eordillerenitaaten von
. Dr. Wilhelm ESieverd, Prof. an
| ber Univerjitdt Giegen. I: Gin-
! leitung, Bolivia und BVeru. Mix
| 18 Tafeln u. 1 lith. Parte. Rr. 652,
Petrographie v. Dr. W. Bruhns, Frof.
i an ber Berpalabemie Clausdthal.
it 15 Abbilbungen. Rr. 173.
| Pilange, Die, iir Bau und ihr Leben
pon Prof. Dr. €. Dennert. kit
96 Wbhilpungen. FRr. 44.
— von Beh.Hofr. Brof. DrAbolf Hanien
in Giepen. Nit gahlr. ALB, RNr. 742,
Pilanzenbanlefre. Hderbans wund
Bilanzenbaulehre von Dr. Paul
Rippert in Eijen u. Cmit Sangen-
bed in Grog-Riditerfelbe. Fr. 232,
#ilanzenbislogie v. Dr. . Wigula,
Profefior an b. Forftalademie Ciie-
nad). I: AUllgemeine Biologie. Wit
43 Abbilbungen. Rr. 127,
Filanzenernafrung. Agritulturdemie
I: Rffangenernifrung v. Dr. Kazl
@raver. MNr. 229,
Pilangengesgraphie o. Brof.Dr. Cubio.
Dield in MWarburg (Heifen). Jir.389.
Filanzentrantheiten von Dr. Werner
wriepr. Brud, Brivatbos. i. Giegen.
SRit 1 farb. Taf. u.45 Abb. RNr. 310.
Filangenmorphnlogic. Morphologie
u. Crgansgraphie 5. Pilanzen von
SErof. Dr. $t. RNordhaufen tn Kiel
it 123 Abbilbungen. Fr. 141.
Filanzenphyiislogie von Dr. U
Hanjen, PLrof. an der Unio
GieBen. Mit 43 ABBID. Nr. .
Filanzenreids, Die Stimme ded, von
Srivathos. Dr. Rob. Rilger, Kuites
am &gl Boitan. Garten in BVerline
Dohlem. Wit 22 AL, RNr. 485.
Filanzenwelt, Tie, ber Gemidfier von
Dr. W, Tigula, ¥rof. a. b. Forital.
GEifenad). it 50 AbH. Rr. 158
Pilanzengellenlehre. Sellenlefre und
Ynatsmie der Bilangen von Frof.
Dr. . Diehe in Leipzig. it 79
2bbilbungen. MNr. 5586.
PBharmalognofie. Ron Hpoifeler F.
CSdymitihenner, ifiit. a. Boian.
Sufritut b. Tedn. Hodidule Rauld-
whe. RNr.

-
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Serhtr.fi

fharmagzentiffe Chemie von Rrivat-
dogent Dr. G. Mannheim in Boun.
4 Bdanbden. Nr. 543/44, 588, 652

$Inlntng(e, Geididite b. ﬂnﬁrfﬂlen,

R|ilh. Krolf, orb. Brof. a. d.
llnm Emunper in Wejtf. RNr. 367.

Bhilofophie, Einfiihrung in bie, von
Dr. Mar Wentider, ‘rwrenor an
ber Univerjitit Bonm. Rr.

$ohilofophie, Geihidte s, IV: B?cuc*e

Rhilofophie bi3 Gaut von Dr. V.

Baudy, Profefior an der Univerjitat

Jena. MNr. 394.

— V: Jmmanue! Raut pon Dr.

Bruno Baud), Profeiior an b. Uni-

perjitdt Jena. . 536.

VI: Die PhHhilofophie im erflen

Drittel bes 19. Jahrhunbdertd von

Arthur Drews, Rrof. ber Rhilo=

fophie an ber Tedin. Hodiidule in

Rar{3ruhe. Nr. 571,

VII: Sie PhHilofophie im 3weiten

Srittel bed 19. Jafhrhuudertd von

Urthur Drews, Brof. der Philc=

fophie an ber ieé,m Hodyidjule in

farldrufe. Fr. 709.

Hauptprobleme ber, v. Dr. Georg

€immel, Profefjor an ber Univer-

jitat Berlin. Nr. 500.

— Piydiologie und Logi? jur Cinf. In
b. Bhilojophie von Prof. Dr. TH.
Glienhans. Mit 13 Fig. RNr. 14

Photogrammetrie und Ctereophoin-
grammetrie von Profefjor Dr. Hand

Dod  in Majr-Weighrdhen. kit
59 Abbilbgn. Nr. 699.
Photographie, Die. Von H. Kekler,

PBrof. an b. i L. Graphijchen Leliz-
und Berjudydanitelt in Wien. Liit
3 Tal. und 42 ALLIh. Nr. 94.
$5y{il, Theoretifde, von Dr. Guijtay
Qdger, Prof. der Phyjifa.b. Tedin.
Hod)idjule . Wien. I.Teil: Medjanif
unb Akujtil. Mit 24 ALL. Nr. 75.

— — II. Teil: [id)t u. Wirme. it
47 WBbilbungen. WNr. 77.

— — TII Zeil: @Ieﬁ:ﬂziiut u.‘.magne-
tidmus. Wit 33 .

-— — IV. Teil: (SIefi-rnmagnet. “tcf)t-
theorie und Cleftronil. Mi. 21 Fig
Rr. 874

Wmﬁ!- Gejdiidite, der, von Prof. A

Rifimer m Wertheint a. M. I: ue
5123292)1! bt MNewton. Dt 13 Fig.

Bhniif, Geididite, der, von Prof. L,
Kifmmer in Wertheim a. WM. 1I: Tie
Bhyiif von Rewton 5i3 3. Gegens
foart. Mit 3 Fig. r. 294,

By iitaliid = Cf)emusﬁe Redienaufs
gaben pon Prof. Dr. R. Abegg und
Rricaidbozent Dr. O. Cacfur:, beide
an der Univ. FBreslau. . 445.

‘E‘x’miitnﬁﬂf)cﬁtufgaben(amnﬂung von

. Mahler, Prof. ber Mathemati

u. Rhyjit am Gymnajium in Uln.

Diit den Rejultaten. Nr. 243.

Sormelfammliung von . Wabler,

sfrofeifor am Gymnajium in Un.

Wit 65 Figurem. Jr. 136.

Mefjfungsmetjodben von Dr. BWilf.

Bahdt, LTherlehrer an dber Thers

realjidhule in Grof-Qidjterielde. Mit

49 Figuren. Nr. 301.

Rabellen v. Dr. U. Qeid, Oberlehrer

an ber Comeniudidule zu Berline

CEdybneberg. Nr. 650.

Phyiislogiidie Chemie pon Dr. med.

. Qegafn in Berlin. I: Afjimilas
tion. Mit 2 Tafeln. Nr. 240.

— — II: Zifjimilation. Mt 1 Taf.
Rr. 241.

%rmfndle Geographie pon Dr, Siegnt.

Gimnther, Lrof. an der Kgl. Tedm.
Hodyidjule in Windjen. Wit 37 Yb
bilbungen. Nr. 26.

BhHyiiide Weeresfunbe pon Prof. Dr.
Gerh. Sdoit, AUbteilungdoorit. b. .
Deutjd). Seewarte in Hamburg. M.
39 ABH. im Tert u.8 Taf. Nr. 112.

Bilze, Die. Cine Cinfiljrung in bie
fenninis ifrer Formenreifen von
Rrof. Dr. ®. Lindau in Berlin. it
10 Figurengruppen i.Tert. Nr. 574.

Rionierdienit, Der, von Major Reichordt,
Bataillondtomm. im Jniamt. —})Le_mu
LRronpring” (Ne. 4) in Chemnis. Wit
150 AbB. Nr. 730.

Planeteniyitem. Aftronomie (Grife,
Bewegung u. Enifernung d. Him=
mel3forper) von A. §. Mobius, neu
bearb. von Dr. Herm. Kobold, Frof.
a. b. Unip. fiel. I: Dad Planetens
ipftem. it 33 Abbild. MNr. 11.

Plantion, Da3, dbeS Meere3 von Dr.
G, Stiadny in Wien. it 83 b=
bilbungen. Nr. 675.

Plajti?, Die, de3 Abenbdlande3d von
Dr. Hans Stegmann, Direftor bes
Bayner. Nationalmujeums in Piine
den. Wit 23 Tafeln. Nz, 116.
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Bialil, Die, feit Beginn bed 19. Jahrs
Bunbdert2 von A Seilmeyer in Yedine
chen. Mit 41 BVollbilpern. Fr. 321.

Plattbeuntidhe Mundarten von Dr.Hub.
Grimme, Brofeiior an der Univers
jitdat Minjter i V. M. 461,

®oetil, Tentidie, v. Dr. &. Borinsd,
PBrof. a. b. Univ, Mitndjen. Nr. 40.

Polarlidt. CGrbmagnetidmus, Ers:
firom . Polarlidit non Dr. U
Siopolbt, Weitglied ded fgl. Preud.
SReteorolog. Jnititutd zu Potdbam.
it 7 Tai. u. 16 Figuren. Nr. 175,

Polnijde Geididte von Dr. Clemens
Brandbenburger in Pofen. M. 338.

Pommern. Landedlunde von Fom-
mern von Dr. B. Deede, Prof. an
ber Uniperfitdt Freiburg i. B. Wit
10 ABDL. und Karten im Tert und
1 Rarte in Qithographie. Fr.575.

Portugieiijde Gejdidte v. Dr. Gujtay
Dierds in Berlin-Cteglis. Nr. 622,

Portugiefijde Riteraturgeididiie von
Dr. Rarl von Reinbarditoetiner,
SLrofefior an ber &gl. Tedin. Hod)-
idule Mimdjen. Jir. 213,

$ofamentiererei Tertil-Indufivie II:
Eeberei, Wirlerei, Pojamentiere:
rei, Spigens und Gardinenfabris
Fation und Filziabrifation v. Brof.
Maz Giirtler, Geh). Regierungszat
fm fgl. Qanbedgewerbeamt zu
Berlin, Mit 29 Fig. RNr. 185.

Poitredit von Dr. Alfred Wolde, Bojts
injpeftor in Bonn. RNr. 425.

Fregluftwerizeunge, Die, von Tiploms-
Sng. Sitis, Tbherlefrer an ber
Koif. Tedhn. Shule in CStrafbury.
dRit 82 Figurem. Rr. 493.

PBreugifde Ge{didte. Brandenbur:
gtid;-‘EreuBmﬁe@cfdudm 0. Brof.

Dr. T, Thamm, Direttor b. Kaijer
Wilhelms-Bymnajiums in Montas
baur. %r. 600.

PRreugijdes Staatdredit von Dr. Fris
Ctier»Somlo, Prof. an ber Univ.
Bonn. 2 Teile. Nr. 298, 299.

Piydiatrie, Foreniiide, von Profefior
Dr. T. Wepganbdt, Dir. der Jrren~
anftalt Friedrichaberg in Hambury.
< Bdndchen. RNr. 410 unb 411,

Piydologie und Qogil gur Ginflihrung
in 0. Philojophie v. Prof. Dr. TH.
Gljenbana, it 13 Fig. Nr. 14,

ﬁmdmbimf:! Grundrig ser, b, Frof.
r. 8. ¥%. Livps m 3andy Wit
3 Figuren. RNr. o8

Pumpen, Ermﬁnmfer- und Drudiufis
E(nlngtn. Gin hn'ie: {1DerBlic von
DipleIng. Ruboslf Bogdt, Regies
tungsbaumeiiter q. D. in ﬁIc:we'z.
Mit 87 Ubbilcungen. FNr. 290.

ﬁucllcnﬁmhe b. beutifen Beithichte

on Dr. Garl Jacob, Froj. an ber
umnemmt Zibingen. 1. Bandb.
Nz, 279.

Radisaltivitdt von Dipl-Ing. WiiG.
Frommel. it 21 Abb. RNr. 317,

Redjnen, Ta3, in der Tedmit u. jeine
Silismittel (Redenidyieber, Redene
fafeln, Redenmaidyinen uimw.) von
ong. Joh. Gug. Maner in Freibug
i. Br. Wit 30 Abbilb. Rr. 405.

— Sanfminnijded, von Frojefior
Ridard Jujt, Therlefhrer an Dder
Lffentlicdien Dandelslefranitalt der
Dregbener Kaufmannidjajt. L IL

Rr. 139, 140, 187.

Redt de3 Sﬁrgcmd)m Gefesbud)a,
Crite3 Bud: Alg. »,e'! I: Gine
leitung — erre o. b. Perfonen u.
©. b. Sadien v. Dr. s]3. Lertmany,
Brof. a. b. Univ. Grlangen. Nr. 447,

— — II: Griwerb u. Verluft, Geltenbe
madjung 1. Edup der Redyte von
Dr. Paul LCertmann, Frofeifor an
ber Univerfitdt Crlangen. Nr. 448,

— Bieite3 Budj: Shuldbredit. I 2Abs
teilung: Wllgemeine RLehren vom
Dr. Faul Lertmann, Profefior an
ber Univeriitit Crlangen. Mr. 323,

II Abt.: Die einzelnen ShHuld«

perfhdltniiie v. Dr. $aul Lertmann,

Prof. an der Univerjitdt Crlangen.

2
— Drittes Bud): Sadyenredit von Dr.
5. ‘?zemd’mat, Lherlanbedgerid)tés
rat in Dresdven. I: Allgem. L[efhren.
Bejip unb Cigentum. RNr. 480.
— — 1II: Begrenste Rechte. RNr. 431,
— Bierted Buch: Familienredhi von
Dr. Heinrid) Tike, Profeifor an ber
Univeritit Gbttingen. Jir. 305.
— Ginftes Bud): Grbredit von Dr.
Riljelnt pon Blume, ord. Prof. ber
Fedite an ber Univerjitdt Tibingen.
I. Ubteilung: Cinleitung. — Die
@rundlagen be3 Erbred)t3. Jr 659.
— — II. Abteilung: Die RNadjlafs
beteiligten, Mit 23 Figuren. Nr.680.
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Stedit der Berjiderungsunternehs
mungen, a3, von Hegierungsrai
a. . Dr. jur. & 2eibl, erftem
Direfior ber RNiimberger Lebensi-
verjiderungsbant, frither Mitglied
bes Saiferlichen Yuffiditsamis fir
Privatveriicherung. r. €35.
Red)t3jhus, Der internationale ges
werblidje, von J. Neuberg, Kaijerl.
Regietungsrat, i L
‘Fatentamis su .
» Redtswifienidiaft, Cinfifjrung in
bie, pon Dr. Theodbor Cternberg
in Berlin, I: Methodens wid
Quellenlehre, Tr. 189.
— — II: Ta3 Chjtem. Uz, 170.
NRedelefre, Deutidie, v. Hand Probit,
Gumnajialpof. inBantberg. Ne.61.
Rebdefdirift jiebe: EStenograpbie.
¢t Reidsiinangen, Tie Gutwidlung det,
pon Prajitent Dr. R. van ber
Borght tn Berlin. Nz, 427.
Religion, Die Cuniwidlung der drif=
lichen, innerfaldb des Yleuen Tefics
mentd von Profefior Dr. Lie,
Cazl Glemen. Fx. 388.
Religion, Die, de3 Jusentums im
Beitalter bef Hellenismus u. ber
$Homerherridaft pon Lic. Dr. T,
Ctaert (Neutefiamentliche Ieit-
geidhichte IL.) Mit einer Plan-
jHzse. r. 326.
Religionen der RNainrvilfer,
von Dr. TH. Achelis, Profejior in
Bremen. RNr. 449.
ReligionBwiffenidiaft, Abrif ber ber-
gleidienten, von Profefjor Dir.
Th., Udhelid in Bremen. %Nr. 208
Renaijiance. Die Kultur der Re-
naifionce. Gefittung, Foridung
Didjtung p. Dr. Robert F. Amold
Frof. an ber Univerjitdt Wien
RNr. 189.

Reptilien. Das Tierreid) III: Reyp-
tilien unb Amphibien, BVou Dr.
Frang Werner, Prof. a. b. Univeri.
Wien. IMit 48 AULBD. RNr. 383,

Rpeinproping, Lanbdbesfunde der, vou
Dr. 2. Stetnede. Direftor b. Ren!
ghmnafiums in Cjfen. 9Mit 9 UGG,
3 drtden und 1 Karte. N,

Riediftofie. Hiferijme Sle w: D
Piediiioffe von Dr. K. Rodyuifen .n
Riltig. kit 9 AGB. MWr. 446,

FRoman. Geididite ded deutifen
Fiomand pon Dr. Hellm. WMielfe.
v, 229,

Dic,

s
39

Ronanifde Spradwiijfenidat von
Dr. Apolf Jauner, Prof. a. b. Uniy.
Graz. 2 Banbe. Rr. 128, 250,

Romifde Altertum3iunde von Dr.Ceo
Blod) in Wien. it 8 Bollbildern.
RNr. 45,

Rimijde Geididie von Realghm-
nefial-Direttor Dr. Sul. Kod in
Grunewald. 2 Bbdin. (I: Kidnigs-
zeit undb Republil. II: Tie Kaijer
zeit bi3 zum Untergang bes We’
wimiiden Reides.) Nr. 19u. 677,

HomijGe Riteraturgeidicite von Dr.
Herm, Joadhim in Hamburg. Nr.52,

Rimijdhe und griediiidie Mythologie
von Profefjor Dr. Hermann Cteu-
ping, Refior be3 Gpmuajiums iz
Cchneeberq. Jr. 27,

Romiihe Redi3gefGidite von Dr.
Robert von Weayr, BVrof. an der
Teutichen Univerf. Prag. 1. Buch:
Tie Beit d. Volfsredtes. 1. Haljte:
Tad dffentlide Redt. Nz, 577.

—— 2.pilfte:DasPrivatredht. Nr.578.

— 2. Budj: Die Jeit bes Umis
und NBerfehrsredhres. 1. Hilire:
a3 Bifentliche Redht. Nr. 645,

— — 2. Dilfie: ZTa3 Privatredit I
RNr. 646.

— — 2. §ilfte: Das PTrivatredit I
FNr. 647,

— 3. Bud): Jie Jeit ded Reihd- wnd
Boltered)ied, Mr. 648.

— 4. Budy: Die Jeit ber Trientalifierung
pes timijchenr Redjtes. Nr. 697.
Hugland. Ruifiide Geidiidite von
Jrof. Dr. . Sleeb, Oberlerer am
Jteuen Bymnaijium in Maing. Nr. 4.

— Qandedfunde bde3 Curspdifdien
Ruplands nebit Finnlaudd von
Frofeflor Dr. 2. Philivpjon in
Dalie a. €. Mx. 359.

Ruifiid=dentithed GeipradiSbudy von
Dr. Grich Berneler, Profeijor an
ber Univerfitit Mitnden. HNr. 68.

Ruiiifde Grammaiil von Dr. Cridy
Berneler, Vrofefior an der Univer-
fitdt Milindien. Nr. 66.

Fuijiide Hanbdeld¥orreipondens von
Dr. Theodor von SKawrandly in

Reipzig. Fr. 31i5.
Rufiifded Lejebu) mit Glofiar von
Dr. Grich Berneler, Profelior au

ber Univerfitat Mindjen. NRz. 67.



ﬂu{ﬁf:ﬁe °iternb:r pon Dr. Gridh
Boehme,

Seltor a. b. Sandelshods

Jchute Berlin. L Teil: Ausioahl mo- |

berner irma u. Poefie mit aquss

fibrliden Unmerfungen u. Alzents |

beaem‘muug Fr. 408,
— — II. Teil: Beesoxoxs I apmmEE,

Paacxaau. it Anmerlungen und |

Ulzenibezeichnungen. Nr. 404,
@enrg Polonskj

in Mimdhen.
Mr. 1

Rufii id;e@ %n!akelbn.—ﬁ, Kleine3, von “

Dr. Grich Boehme, QeEm: an ber
Handelshodidule Berlin. Nr. 475
Ruififhes Tibrterbud. Ecutfd)xmﬁh
iHes fanfminnijches Wirterbudy von
Sichoel Rulbane! in Tredden. s

Stuthenijde Gramuatif ponDr
mm Cmal-Stodyi, o. 5. Bu

1nip. Ciernomis. Rr. 680.

Siumcmimsbcuqd;cu Gejpradsondg son
Dr. \.:ﬂm‘.m pon Smal-Stodyi, o.
&, PBrof.au d.Uiniv.Ciernowis. Wi, 651,

enrﬁemedyt. Hedyt b, Biirgerl, Ge=
fesbudes. %rittté Budy: Sadfens
reht son Dr. . Qresidimar, Thers
lanbesgeridyisrat i, Dresden. I: Wl-
gemeine Lehren. Vejibu.Eigentum,

— —II: Begrenzte Redhte. Nr.450.481.

Sads, Hand. Ausgema§li u. erldut,
v. Brof. Dr. Julind Sahr. Ny, 24,

Sadyfen. Sidiiide Gefdidre v. Lrof.

Cito $aemme!, Refior b. Nifolais

ghmnaiiums3 su Leipzig. Mr. 100.

Qandbesfunde Ded  Q[bnigreihs

Gadhien v. Dr. J. Jemmrid), Obers

lefirer am Reelgymnaij. fir Plauen.

it 12 AL, u. 1 Sfarte. Pr. 258,

Séugetiere. Das Tierreid) I: Shuges
tiere pon Lberftudbienzat Frof. Dr.
Surt Qampert, Vorjteher bes gl
SNaturalientabinettd in Eiuttgart.
Mit 15 Ubbildbungen. RNr. 282,

Edaltapparate jiehe: Clefitifde Sdalt=
apparate.

Edyaitentonifruftionen von Brofeffor
5. Vonberlinn in Mitnjter. Wit 114
Giguren. %r. 2386.

Edjleswig=-Holftein. Lanbesfunde von
Efleswig=Solftein, Helgoland u,
per freien und Hanieftabt Hams
Burg von Dr. Raul Sambrud), Ab-
teilnngavorfteher am Mufeum fitr
Rilferfunbe in Hamburg. Mit 2A66.,
Rlinen, Profilen und 1 Karte i
Qithegraphie. MNr. 563,

w
w

| & p leins
Ruijiide Literaturgeididite von Dr g\,:ﬁmuﬂmrbalmm (Si‘em .

Sdiffes und Ritfrenartillerte i3 3nr
Gegenmwart, Die Eutwidiung der,
pon @oroetteniapitin Huning. Wit
%bbild. und Tabellen. Rr. 606,

Edlenfendban. Kanals u. Schienfens
ban vpon Regierungsdbaumeijter
£ito Rappold in Stuttgart. it
78 Ubbilbungen. Nr. 583.

Arheitde
u. Felbbahnen) 5. Dipl ~Jng. Ang.
Boshart in RNitrnberg. Wit 99 Ube
bilbungen. Hr. 524,

Sdmeroker und Sdmarogerinm in
ber Tierwelt. Crite Cinjihrung in
bie tierijhe Sdmarogerfunbe von
Dr. Franz v. Bagner, a.0. Brof. a.
b. Univ. Graz. Mit 67 AbG. Sir. 151,

| Sdyreiner-Arbeiten. Tijhicrs (Smriis

ner=) %rbeiten I: WMaterialien,
Handweriszeuge, ERaM:intn,Gﬁn-
selverSindungen, Fuibiden, Feus
ftr.,?#myterlabeu Treppen, Aberie
oxe‘), eger, i’lm.tnit
628 Fig. auf 75 Tas

Rr. 502,

Sdulbredit. Redjt bes Biirgerl, Ges
fesbudjes. 3mcite§ Bud): Sdhuids
redit. L. Ubtetlung: Allgemeine
Lebren pon Dr. Paul £ermmm
S rof. u‘b Univ. Crlangen. Rr. 323,

— — II. WUbteilung: Die einzelnem
Edjulbverhiliniije von Dr. Faul
Lertmann, PBrofefjor a. b. Unis
verfitdt Erlangen. 9ir. 324.

Sdyule, die bentide, im Audlande von
Dan3  Umrhein, Seminar-Thers
lebrer in Rbendt. Rr. 259.

Sdulgaud, Die Baunfunit de3 Sdiuls
haufed pon Prof. Tr..Jng. Cnit
Betterlein in Darmitabt, I: Tald
Cdulhaud. Mit 38 AbLild. II: Die
Cdulriume — Die Nebenanlagen.
Rit 31 ALGiD., Fr. 443 und 444,

Sdulprazid, Meihodbit be Bolisjdule

von Dr. R. ee:ﬁert Ceminardirels
tor in Bidopau. %Nr. 50.

Sdweifs und Edneidbverfafren, Dad
anisgene, pon Jugenieur Hand
Fiefe in Riel. it 80 Fig. RNr. 499,

Sdiweiz. CEdweizeriide Geididite
pon Dr. & Dandliler, Profeijor an
ber Univerfitdt 3Jirich. RNr. 188,

— Canbe3lunde ber Sdiweiy bvon
Yrof. Dr. . Ralfer in Bern. Wit
16 ABB. und 1 Karte. RNr. 398


5Brof.au

Shwimmanfialien. Offentl. Babdes
md Edwimmanitaiten von Dr.
fiatl Woljf, CStadt-Lherbaural in
Hannover. Mit 50 Fig. Jir. 380.

Seemadyt, Die, in ber beutiden Ges
ityichte pon Wirkl, Udbmiralitdisdrat
Dr. Gmmit pon Halle, BVroiefior an
ber Univeriitdt Berlin. Rr. 870.

Ceersdit, Dad deutide, von Dr. Ciio
Branbi3, Lberlanbesgeriditsrat in
Hamburg. I: Ullgemeine Lebhren:
sBerjonen und ESadien bes Cee»
red)is. Hr. 386.

— — II: Die eingelnen jeerechtiidien
Edulbperhaliniije: Berirdge bed
Ceered)t3 unb auperveriraglide
Haftung. RNr. 387,

Ceifenfabritation, Tie, bie CSeifens
analyfe und b. Kerzenfabrifation
9. Dr. Rarl Breun in Berlin, (Tie
g’;}z‘.’te u. £fe IL.) it 25 Abbildgn.

. 336.

Cemitijdle Epradywiffenidait von
Dr. €. Brodelmann, Profefjor an
ber Untper]. fbnigsberg. Nr. 291.

€erbolroatifde Grammati? yon Dr,
Bladimir Corovié, Bibliothelar bes
bogn.-herzegom. Landesmufeums
in €arcjevo (Bosnien). Nr. 638,

€erbofrpaiijdied RQefebud) mit Glofjar
pon Dr. Riodimir Corovié, Biblio-
thefar be3 boin.=hersegom. Qandes=
niufeums i.Sarajess (Posn.). N1.639.

Cerbolroatifd=-beutihes  Gefprad)dbud
pon Dr. Bladimiz Corovié, Viblio-
thefar be3 be3m.=herzegow. Landes-
mujewns i.€arajevs (Bosn.). Rr.640.

Cilifate. Judnjirie ber Silifate, der

tinjtliden Baufteine und bHes
Mbrteld pon Dr. Gujtap Rauter in
Charlottenburg. I: Glad u. ferami-
jdie Qnbuijtrie. M. 12 Taf. Rr. 233,

-— 11t Die Snbdufirie der Hinjtlichen
Baujteine und bed Vidrield. Mit
12 ZTofeln. RNr. 284,

Gimplicind Simplicifjfimud von Hans
Safob Ehriftoffel v. Brimmelsdhous
fen. %{ Husmway!l herausgeg. von
Brof. Dr. . Bobertag, Dogent an
ber Univerfitdt Breslau. Ny, 188,

ESfanbdinavien, RSandedfunde bom,
(Sdyveden, fNormwegen u. Dine»
mazl) bon einrich Rerp, Hreids
jdhulinipeftor in Kreusburg. Mit
11 AL, und 1 farte. S?r. 202,

Clavifdie Literatnrgeididte v, Dr. I,
Kardiel in Wien. I: Altere Riterat,
bi3 zur Wiebergeburt, RNr. 277.

— — II: ®a3 19. Jabrh. RNr. 278,

Soziale Frage. Die CGutwidinng der
{psialen Frage von *Brofejjor Dr.
Ferbin. Tomnied. MNr. 353.

Sozialperiiderung von Vrof. Dr. AL
fredb Manes in Berlin. Nr. 267.

Sosiologie von Prof. Dr. ThHomas
Adjelis in Bremen., Nr. 101,

Shalts und Sdleimpilze. Cine Gurs
fiifrung in ihre Kenninis pon Rrof.
Dr. Gufiap Lindbau, Kujtos am Kgl.
Botaniidien Diufeum und Privat»
bogent ber Botanif an dber Univp,
Berlin, it 11 AGE., Nz, 642,

Spanien. Cpaniide Gejdidite von
Dr. Guftap Dierd3. Rr. 266.

— Ranbestunde der Jberifden Halbs
infel . NDr. Frip Regel, Prof. an
ver linip. Wiirzburg., Wit 8 Rarts
dien unb 8 AULLID. im Text und
1 farte in Farbendrud. RNr. 235,

Spanifdje HandelSiorre{pondeny von
Dr. Ulfrebo Nadbal be Mariezcurs
rena. N 295.

Spanifdje Qiteraturgei{djidite v. Dr.
Rubd. Beer, Wien. 1. IT. Nr.167, 168.

Speidier, Jubdufivielle und gewerbs
lidie Bauten (Speidier, Lagerhiue
fer u. Fabrifen) b. Ard)iteft Heinr.
Galzmann in Ditjjeldorf. [I: Speis
der u. Lagerhaujer. Wit 123 Fig.
Rr. 512,

Spinnerei. Tertilinduftrie I: Svins
nerei und Bwirnevei pon PBrof.
Maz Giirtler, Geh. Regierungsrat
im RKdnigl. Lanbedgewerbeamt i
Berlin. it 39 Figuren. FNr. 184,

Shigenfabritation. Fertilindbufirie
II: Beberei, Wirterer, Pofamens
tiererei, Epigens und Gardinen=
fabritat. u. Filzfabrifation von
Prof. Mar Giirtler, Geh. Regies
mngdrat im R%i Qeanbesgetverbes
amt zu Berlin, Vit 29 Fig, Nr.185,

Sportaniagen von Dr. piil, . Dr-F
Ebuard €dymitt {n Darmitadt. L
it 73 Wbbilbungen. Nr. 684

Sprudipidiung, Balther von bep
Bopelweide mit Audwahl ausd
Wianefang und Sprudibiditung.
it Anmerfgn, u. einem TWorier~
Sudy b. Lito Giintter, Pref. a. b.
Cherrealidjule u. an bex Tedjnijden
od)idule in Etuttgart. RNr. 23.

8



- Gtaatslebre, Miigemeine, wvon Lr.
Hermann_ Refm, Prof. a. b, Unis
verjitdt Strapburg i. G RNr. 338.

*Ztaatdredt, Aligemeines, von Dr.
Juliud Hatidet, Prof. d. Redjte
qn_ ber Univerjitdt @dttingen.
8 Banbden. WMr. 415—417.

Etaatdredt, ﬂ!rcni&ifr!)eﬁ, von Dr. Frig
Ctier-&omlo, Prof. a. b. Univerit»
“*+ Bonn. 2 Teile. Mr. 298, 299.

Stabtfiragenban bon Dr-Jng.Georgflofe
in Berlin. Mit 50 AL, Mr. 740.

twamesfunde, Deutide, von Dr.

Rubolf Mud), a. 9. Prof. a. b. Unio.

Toien. M. 2 Kart. u. 2 Taf. Nr. 126.

oot TW. Hauber, DiplsJng.

1. Teil: Die Grundlehren der Stas

ti? ftarrer Kbrper, Wit 82 Fig.
Nr. 178.

— — IL Teil: Angewanbie Statil.
Mit 61 Figuren. Nr. 179.

— Graphijde, mit bejond. Beriid-
fidhtig. der Cimfluflinien von Sgl.
Oberlehrer Dipl-Sng. Otto Henlel
in Rendsburg, 2 Teile, Mit 207 Fig.
fr. 603, 695.

@ieinhauerarveiten. TMaurer= und
Steinhauerarbeiten von Prof. Dr.
phil. und Dr.-Jmg. Cdouard Sdhmitt
in Darmjtadt. 3 Banddjen. Wkit
pielen Ubbilbungen. Nr. 419—421.

Ctellwerle. Die Sraftitellwerlfe der
Gifenbahnen von ©. Sdjeibuer, gl
Lberbaurat a. . in Berdin. 2 Biand-
den. Mit 72 ADBkD. Nr. 689/90.

— Die medanijdien CGtellwerle per
Gijenbafunen von S. Sdjeibner, Rgl.
Oberbaurat a. D. in Berlin, 2 Bénd-
den. Miit 79 AbGilp. RNr. 674 1. 688.

Stenographie. Gejdidhte der Steno=
graphie pon Dr. Arthur Weny in
RKonigdberg i. Pr. Nr. 501,

Stenographie n. v, Syftem . F. X.
Gabelsberger von Dr. ert
Edramm, Sanbedamidaiieijor in
Dredben. MNr. 246.

— Die Rebe{dirift Ded Gabeldbergers
{fien Syftem3 von Dr. Albert
Edramm, RLanbdbedamisaiieijsr in
Dresben. Rr. 8368.

Stenographie. Lehrbud) d. Berein-
faditen Deuntiden EStensgrapfie
(Ginig. » Gpjtem  Siolze» Sdjren)
nebit Edlitel, Qefefiiiden u. einem
Anfhang pon Profeijor Dr. Amiel,
Oberlehrer be3 RKabettenforps in
Lidyterjelbe. RNz. 86.

tenographie, Rebefdriil. Lehrbum o,
WEDWTIIL B. < Stolzes Schrep
nebjt Sirgungsdteiip., Lejejtiiden,
Edilitiiel und einer Unleitung juz
Gteigerung ber ijienographiiden
gertigleit von  Deintidy Drile,
amil, bab. Lanbtagsitenosgraph in
Karldrufe (B.). Nr. 404,

Sterendjemie von Dr. G. Webefind.
PBrof. an der Univerfitit Tibingen.
SRit 34 Abbilbunpen. MNr. 201,

Stereometrie pon Dr. R. @lafer in
Ctuttgart. Mit 66 Figuren.
R, 97.

Sternipftem. Afironomie. Grige, Bes
foegung u. Entfernung b. Himmelss
Idrper v. U F. WMHLius, neu beard.
p. Dr. Herm. Kobold, Brof. a. b.
Univer]. &iel. II: Someten, Mes
teore u. bad Sternigitem. it 15
Fig. u. 2 Ctemlarten. RNr. 529.

Steneripftente de3 Ausdlanbes, Tie,
9. Gef. Oberfinanjzrat ©. Sdwars
in Berlin. RNr. 426.

Stilfunbe v. Brof.
mann in Stuttgart. Mit 7 Vollbild,
u. 195 Tertillujtrationen. RNr. 80.

Stodiometrifhe Huigabenjamminng
pon Dr. BWilh. Bahrdbt, Tberl. an
b. DOberrealidule in Grog-Liditer.
felbe. Wit ben Rejultaten. RNr. 452,

Siragenbahnen von Dipl-Jng. ‘!,[ug.
Boshart in Riirnberg. Diit 72 Abs
bilbungen. Rr. 559.

Strategie von 2bifler, Major im Kal
€ddyi. Kriegdmin. L.Dredd RNr.305.

Cirime und Spannungen in Staris
ftromnegen 9. Jof. Perzog, Dipls
Gleftroing. in Bubapeit u. Elarence
Felomann, Frof. b. Clefiotednif in

efft. it 68 AbD. RNr. 456.

Shbamerita. Geididte Shvameritasd
pont Dr. fermann Lufft I: Tad
{paniidye Sitbamerita (Chile, Argens
tinien und die Heineren Staaten)
Rir. 632, i

— — II: Dn3 portugieiijdle Eiide
amerifa (Brafilien). RNr. 672.

Sitbfeegebict. Die dentiden Rolonien
II: Dad Siibjecgebiet und fiane
tidhon p. Prof. Dr. K. Dove. W. 16
Taf. u. 1 lith. Karte. RNr. 520,

Talmud. Die Eutitejung bhed Tals
mudd pon Dr. &. Funt in Boslos
ik, . 479. .

Talmudproben von Dr. &. Funl in

Bozlowis. RNz, 583,



Fedmijg-Chemi{Ge Hnalyfe von Dr -
. funge, Prof. a. d. Cidbgendil. |
Rolntechn. Sdule in Jirid). Wit

16 Ubbilbungen. MNr. 185. |

Tedniid-demijde Rehnungen v. Chem. |
§. Teegemer. Mit 4 Fig. . 0L

Tednifie Tabellen und Formeln von
Dr.-Qng. W, Philler, Divl-Jng.

m ﬁn%! Taterialpritfungdamt 3u
Grog-Liditesfelbe. Wit 106 Fis
guren. Jr. 579.

Tediniidies Tirterdud, enthaliend bie
widhtigiten Ausdriide db. Wajchinen-
Baues, ESdiffbaues u. b. Elefire-
technit pon Gridh Rrebd in Berlin.

1. Zeil: The.-Gngl. Nz, 395,

~ — II Teil: Cngl=-Dtidh. Rr. 396.

— — IT1, Teil: THd.»Frang. Nr. 43

— — IV. Zeil: Franz.~Tiid). Nr.

Zecdinologie, Allg.dfemifd. u. Dr.Guii.
Hauter in Charlottenbura. Nr.113.

— Biedianiide, v. Geh. Hofrat Brof.
9. Qipide i Braunidymweig.
2 Boe. Fr. 340, 341.

Seerfarbitofie, Tie, mit bej. Beriid-
jichtig. ber iynthetijch. Wethoben ©.
Dr. Han3 Budyerer, Prof. a. b. Kgl.
Tedin. Hochidiule, Dresd. Hr. 214.

Felegraphenved)t v. Boitinipeltor Dr.
jar. Alfred Wolde in Vonn. I: Gin=
leitung. Geididhilide Cutwidhmg.
Die Stellung d. deutid). Telegra~
phentoefensd im Hifentl. Red)te, alls
gemeiner Teil. Wr. 508.

— —II: Die Gtellung b. beutid).Tele-
graphenivefens im Gifentl. Redyie,
befonberer Teil. a3 Telegraphens
Clrafredit.  Red)tsperhaltnis b.
Zelegraphie 3. Publifum. Nr. 510.

Xelegraphie, Die elefiriide, p. Dr.
Sub. Relljtab. Wit 19 Fig. Nr. 172.

Teftament. Die Enijtehung ded Alten
Fejtament3 p. Lic. Dr. W. Staeri,
Prof. a. b. Unip. Jena. Fr. 272.

— — Die Cutjtehung ded RNeuen
Tejtamentd p. Prof Lie. Dr. Carl
Clemen in BVonn. Nr. 285.

Tertilinduftrie, I: Spinnerei und
Bwirnerei v. Prof. Mar Bitrtler,
Gef. Reg.-Rat im Rgl. Lanbesge-
erbeamt, Berlin. M.9 Fig. Nr.184.

— II: Weberei, Wirferei, Fofamens
tiererel, Spikens und Gardinens
fabrifation und Filzfabriation
p. Brof. M. Giirtler, Geh. Megies
tungsrat i. fgl. Lanbesdgeiverbes
amt zu Serlin, M. 29 Fig. RNr. 185.

ae

Terhilindufirie. 110: Wiiderel, Biei-
derei, Farberet und ifve Hilfs-
jtofie v.Dr. Wilh.WVeaijot, Broi. a. .
‘Breus. hoh. Fadidule . Tertilin=
pujit. i. Rrejeld. V.28 Fig. Nr. 186,

Tegtiltedinijde Unterjudjungsmerfus
pen von Dr. Biibelm Payjot, Yros
fefior an ber Fdrberei» u. Uppre-
turicyule Sfrefeid. I: Tie iilros
jfopie ber Tegtilmaterialien. Lit
82 Figuvem. Mr, 673.

Ther.woonnanut (Ieymide Wirme~
lehre) p. ®. Walther u. M. Riottin-
ger, Tipl.-Jng. Wi. 54 Fig. RNr. 242,

Thermodynamit (Tedniiche Vir.nes
lefre), Die thermodynamijden
Grundlagen derdrmefrafts und
Sdltemaidyinen von . Ritinger,
Dipl.-3ng. in Vannfeim. Rr. 2.

Ihiiringijde Geididite 0. Dr. Cruit
Tevrient in Leipsig. . 852,

Zierbislogie. ABTif der Bislpgie der
Kiere p. Dr. Heinrid) Simroth,
Prof. a. b. Univ. Leipzig. I Gut-
jftehung u. Weiterbilbung ber Tiers
elt. — Beziehungen zur organ.
Ratur. Wit 34 ALbilb. Nr. 131,

— — II: Beziehungen ber Tiere jur
organijen Natur, kit 35 Abbilp,
Nr. 654

Tiere, Gniwidiung3geididte ber, von
Dr. 3o53. Peijenheimes, Prof. bex
3oologie a. b. Univerjitit Seng.
I: Hurdhung, Primitivanlagen,
Rargen, Formbildbung, Embrygnals
hitllen. it 48 Fig. Rr. 378.

— — II: Organbildbung. Mit 46 Fie
guren. RNr. 379,

Tiergeographie v. Dr. Urnold Jacobi,
RBrofefjor ber Boologie a. b. Kgl
Forjtatadbemie zu Tharandt. Diit
2 farten. RNr, 218,

Tierfunde von Dr. Frang v. Wagner,
Brof. a. b. Univerjitdt Grez. Mit
78 YUbbilbungen. Jtr. 60.

Tierreid), Das, I: Shaugetiere v. Obers

flubienx. Brof. Dr. furt Lampert,

Borjt. b. Kgl. Naturalientabineits

in CGtuttgart. M. 15 A5, Nr. 282,

IIX: Reptilien und Amyphibien von

Dr. Frans Werner, Brof. a.d. Unis.

Wien. it 48 AULL. MNr. 383,
- IV: ®ifdjle von Prof. Dr. Wag
Rauther in Neapel. Nr. 356.

V: Injeften pon Dr. & Orof in
Neavel {Stagione Joologica). Wit
5¢ UbEilbungen. Wz, 594,



Tierreid, a3, VI: Rie wirbellnfen
Tiere von Dr. Lubdw. Bohmig,
$rof. b. Jool e. b. Uuiv. Graz,
I: Urtiere, Shwamme, Neiieltiere,
Eﬂinnenquauen und urmer. it
T4 u«n. RNr. 439,

— — Il: Qrebie, Cpinnentiere, Tane
fen fiiger, TWeichtiere, Tiooatiers
cen, Armfiiger, dud’,eﬁ,hu.ex: und
Manteltiere. M. 97 Fig. Fr. 440.

Tierzuditlehre, Allgemeine und fpes
3telle, pon Dr. Paul Rippert in
Cilen. . 228.

Fifdlers (Sdireiners) Arbeiten I: Pas
terialien, Handweridjeuge, Ma=
jdiinen, Ginjelverbindungen, Fugs
bibden, Fenijter, Feniterladen,Trep-
pen, Hborte von Prof. G.
tveger, AUrdhitelt in RbdIn. it 623
Figuren euf 75 Tafeln. Pr. 502.

Togo. Tie beutidien Kolonien I: Togs
und Kamerun von Frof. Dr. Kazl
Fope. Wit 16 Tafeln und einer
lithographiidlen Karte. Nr. 441,

Xpritologijfe Chemie von Privat
bozent Dr. C. Blannheim in Vo,
Wit 6 Ubdilbungen. F|r. 465.

Frigonpmeirie, Ebene und {phariide,
pont Prof. Dr. @erh. Hejjenberg
in Breslqu. it 70 Fig. Nz 99.

.u:nhenfmgzenc . Diedizinalrat Prof.

Dr. %odyt, Diretior be3 Jnitituts
jiix Sdifig» und ZTropenirani-

heiten in Hamburg. Hr. 369.
Truft. Rarteil und Truit pon Dr. &
Tidieridty in Diiffeldorf. Rr. 522,
Tidediiid=dentihes Geipradsbnd v.Dr.
Cmil Emetaniz, co. Prof. an der
bohm. Mnip. l.:.ﬂg. Rr. 722,

Yjdeditidle Granumatit von Dr. Emil
Cmetania, qo. Prof. aw der HHHnL. |

lnin. Prag. Tr. 721, .

Eimedxiiﬁ;@ Lefebnd) mit Glojjar von

Dr. Gmil Emetania, ao iwy. @i pes
Bofhm., u..m SBrag. |r. 7

Turnen, Tas deunde, o. L~r Rubolf
Gaidy, Brof. a. Konig Georg:Gomu.
in Srespen. Wit 87 6. Nr. 628

Turnfunit, Gejhidjte ber, von Dr. Ru-
bolf Gajcdh, Prof. a. &duig @enrbs
@nmnmmmm Dresben. Vit 17 Lb.
bilbungen. 9ir. 504.

Ungarn. Landestunde von Ofterreid=
Ungarn pon Dr. Wfied Grund,
Rrof. an ber Univeriitar Rrag. it
10 Teptillufir. u. 1 Karte. RN, 244,

Biehs= ¢

fugarif@-deutidied @mmr&;bnﬁ pon
Dr. I‘.urv{n Zrl Brof. an ber
ftaatlichh,  Birge chrevinnen=-Bil=
buugﬁamt. in *“u..a nejt. R 739,
Hngarijde Quzgaxnr. Yeidndite der,
oon ‘Bwi Dr. Qubdtrig &atona und
Dr. Frang S3innyei, beide an ber
Univerjitat Bubdbavei, N 550.
Lnnnrifdw ESpradiiefize v. Dr. g aaef
Ejinnped, 0. o. Prof. an per Unis
qn’u itat "Quﬂﬂo—yp‘g Q‘(\r ARG
| Ungartides Lefebudy mit (Btnf'm: pont
Dr. Bilfelm Tolnai, Brotefjor an der
""ﬁxdrn Birgerihullehrerinnens

pantee

. Bubdungsemitalt in Budapeit. Jir. 694

aAnt:rridytsweien. weymidie d. seus
iden Unterridit5wefens von Frof.

Dr. Friedrid) Ceiler, Divelior des

h @ymnajiums  au  Ludau.
L Teil: Won Anfang an mé um
Gnbde b. 18. Jabrh. RNr. 275

-~ — IL Feil: Bom %eginn be3
19. Jabhrhundertd bi3 auf bie
Gegenmart. Hr. 278.

— a5 jifere und mittlere Nuters
ridit3weien in Deutidgland von
Edjulvat Prof. DL Ssﬂnfx Bhde
avar in Qihed, Nr. 644,

Unterfndirng3metfoben m&u&w
diemijde, von mwre{’ oz Dr. Gmil
Hajelboff, Voriteher der landvirt=
fchaftlihen BVerjucdisfation in tars
burg in Hefien. Nr. 470.

Urgeidiidiie per Menidheit von Dr.
Lioris Hoernes, Frojeijor an ber
Uniy. Tien. Dt 85 ‘Q{Eb. FRr. 42,

{irheberredit, Dad, an_ Werfen ber
Literatur unbd Der Ionhxmt, bad
LBerlagsredit und dad Urheberredit
an Werlen b. bilbenden Kiinjte u.
Ehotographie v. Staatdanmw. Dr. J.
Schlittgen En Eﬁemnig. FRr. 361.

lirheberredit, Das dentide, an literar
r"c*en, tinfileriidhen u. geterbl

dppfungen, mit bejonderer Ger
mcincf\t*gung ber internationalen
Rertrdge von Dr. Guitap Rauter,
Batentantwalt in Charlottenbury.
Sir. 263.

Qrgeit. Sulinr der Urzeit von Dr.
SRorip Poerned, o. 5. Prof. an ber
Unis, Wien. 3 SBnnbd) I: Steins
zeit. Wit 40 i‘sﬂber%}rgmp Nr. 584

— — II: Brongezeit. Mit 36 Bilber-
gruppen. Nr. 565

— — III: @ienaent ‘St 35 Bilder
gruppen. R
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Beltoranalyfis von Dr. Siegir. Valen-

tiner, Brof. an der Bergafabemie |

in Clausthal. it 16 Fig. Nr. 354.
Benezuela. Die Corbdilleveniinaten
pon Dr BWilhelm Eiepers, Prof.

an ber UniverjitdtGiegen II: (Eg]x}q: i
i
16 Taf. u. 1 lithogr. Karte. Nr. 653. '

por, Colombia u. Venezuela.

RBeranjdlagen, a3, im Hodbau.

furzgeiaftes Handbud itb. b. We- |

fen b. Qoftenanidilegd v. Yrdjitelt

Gmil Beutinger, Ajjiitent an ber

Tednijdhen PHodidule in Darme-
ftadbt. Mkit pielen Fig. Mr. 385.
Bereinigte Staaten. [anbedfunde ber
Rereinigten Sigaten uvsn RNords
amerifa von ‘Brofefjor Heiuridh
Fiider, Lherlefhrer am Luifenjtddt.
Healgymnaijium in Berlin. I. Teil:
it 22 Karten und Figuren im
Teyt undb 14 Tafeln. Rr. 381.
- — X1, Teil: Mit 3 Karten im Text,
17 ZTafeln . 1 lith. fKarte. Nr. 382,
ergil. Tie Bebidjte bed R. Vergiling
Mars. Jn Ausmwabl mit einer Gine
leitung 1. Anmerfungen Herausgeg.
pon Dr. Juliud JBiehen. I: Gins
leitung und Ueneid. Nr. 497.
Berme{jungStunde bvon Dipl-Ing.
B. Wertmeijter, Lherlehrer an ber
Kaif. Tedn. Sdhule in Stragburg

i. G I: Feldbmejjen und RNivel=
Heren. it 146 ABG. Fr. 468.
— — II: Per Theodolit. Zrigono-

metrijfie u. barometr. HOHenmels
jung. ZTadipmetrie. Wit 109 AL~
bilbungen. RNr. 469.
Berfiderungdmathematit von Dr.
Aljred Loewy, Profeffor an bder
Hniverfitdt Freiburg 1. B. Nr. 180.
Ber{iderungswefen, Ta3, von Dr. iur.
B IMolbenfauer, Profejior der
Berjiderungsmwiffenidiaft an ber
Hanbel3hochichule Koln. I: llges
meine Berjicherung3lehre. Nz 262,
— — II: Die einzelnen Berficherungss
sioeige. Jir. 636.
Berjidiernngdweien, Tednif des, von Dr.
Hang Hilbert in BVerlin, Nr, 741,
Bilkerfunbe v. Dr. WMidiael Habers
Iandbt, I u. L Rujtos b. etbnogr.
Gammlung b. naturhift. Hojmue
fenms u. ‘Brivatbojent a. b. Unio.
Wien. Wit 56 UbLID. Nr. 73.
WBilternamen. Linbders u. Villers
nagmen von Dr. Rubdolf Kleinpaul
in Qeipgig. MNr. 478.

! BolI8hibliothelen (Biider u. Lefer
! Ballen), ibre Cinriditung u. BVer
waltung v. Cmil Jaeichife, Stadbie
bibliothefar in Glberfeld. %ir. 332.
| Bpllslied, Tad peutide, audgemwahit
und erldutert son Proj. Dr. Jul.
Geohz. 2 Bandbden. Jr. 25, 132,
BoltBwirtifafislefre von Dr. Carl
i o063, Fuds, Brofeilor an ber
! Uniperfitdt Tibingen. Fr. 133.
BplBwirtidaftbpolitit v, Prajivent
Dr.R.van b. Borght, Berli Ne.177.
Raifen, Die blanten, und die Sduss
waffen, ihre Euimidlung von ber
Beitber Qanbsined)te bid jur Gegen-
swart m. befonberer Beritdjiditigung
per Wafjen in Deutidland, Ofter-
reif-Ungarn und Franlireid) von
8. @ohlle, Feuermeris-Majora. D.
in Betlin-Steglip. it 115 Wb
Dilbungen. %r. 631.
Wahrideinlicdhleiidrednung vonDr.§.
Had, Brof. a. Cherh.» Lubiv.-Bymn.
in Gtuttgart. M. 15 Fig. Nr.508,
Walbed. Landestunde bes Grofher-
3ogtums Heifen, der Proving Hefs
fen=Naffanr und bed Fitrftentumsa
Talbed von Profeijor Dr. Georg
Greim in Darmitabt. Mit 13 As-
bilbungen und 1 Karte. MNr. 376.
Raltharilied, Ta5, im Verdmafke ber
Uridirift itberjest u. erfdutert pon
PBrof. Dr. H. Ulthof, Lherlefrer am
Realgymnaj. in Weimar. RNr. 486.
Balther von ber Wogelweide, mit
Ausiwahl a. Minnefang u. Sprud-
bidytung. it Unmerkgn. 1. einem
Wiorterbud) v. Liio Gintter, Prof.
a. b. LCberrealjdjule und an bder
Tedn. Hod)idy. in Siuttgart. Nr.23.
Walzwerfe. Die, Giuridjtung und Be-
trieb., Bon Tipl-3Ing. A Holvers
jcheid, Lherlehrer a. b. Kgl. Ma-~
{dhinenbaus u. Hititenjdule in Duiss
burg. Wit 151 Abbilb. Rr. 580,
Barenfiufer. Gefhafids n. Warens=
hinjer v H.Edliepmann, Kgl Baur.
i.Berlin. I: Bom Laben sum.,Grand
Magasin*‘, it 23 AbL. Nr. 655.
— — II: Die weitere Cutwidelung ber
Saufhdujer. it 89 UL, UYir. 656,
Barentunde pon Dr. Karl Haffad,
Rrof. u. Qeiter ber 1. I. Hanbdelds
afabemie in Oraz. L Teil: Unorgos
nijde Waren. M. 40 AL, Nx. 222,
e = II Teil: Lrganifde Waren.
Mit 36 Ubbilbungen., RNr. 223,
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WarengeiGenredt, Te8. RNad bem
Gejes 3. Sdug b. i%meﬂ‘eaexd‘-
nungen . 12. Viai1894. Von R
Rat J. Neuberg, Mitglied be3 f’m}
Ratentamid ju Jerlin. K. 36Q

BWarme. Theoretifhe BHyii? M. .
it u. Wadrme. BVon Dr. Guitad
Jdger, PBrof. a. b. Tedhn. .ﬁodﬁcf;ule
Bien. Mit 47 Abbildgn. RNr. 77.

Barmelrafimaidinen. Die thermos
bynamijdhen  @rundlagen  bder
Rirmelrafts n. Kiltemaifinen
pont M. Rbttinger, Diplom-Jna.
in Mannfheim. Wit 73 Fig. Jir. 2.

Barmelehre, Tednijde, (Thermodys
namil) v. 8. VWalibGer u. M. Rdttin.
ger, Dipl.-Ing. Mit 54 Fig. Nr. 242

Wi{derel. Tertilindufivie Il: Wi
{evei, Bleiderei, Fdrberei und
ifre Hilidfinffe pon Dr. Wilh.
Majjot, Prof. an dber Wreuk. Hi5h.
Fadidule fir Fertilindujirie in
SKirefeld. Mit 28 Figuren. Nr. 186.

Rafifer, Da3, und feine BVerwendung
in JYnbujirie und Gewerbe 5. Dr.
Grnjt Qefer, Tipl.=3ng. in Saals
feln. it 15 Abbilbungen. RNr. 261.

Fajfer und Abwaffer. JHre Jujam-
menjegung, Beurteilung u. Unter~
juchung . Brof.Dr. Emil Hajelhoif,
Borit.b. lanbwirtid). Berjudsitation
in Marburg in Hejjen. Nr. 473.

Faijerinjtallationen. Gad= und Wafs
ferinftallationen mitGinfdiug der
N porianiagen v. Prof. Dr. phil. u.

* Dr.-Jng. Couard Edhmitt in Darm-
jtadbt. TRt 119 Abbilb. RNr. 412

RWajjerfraitanliagen von TH. Rinmelin,
Regietungsbaumeijter a. D., Lher«
ingenieur in Dredden. I: Bejdjreis
Bung. Mit 66 Figuren. Nr. 665.

— — Il: Gewinnung per Waijerfrait.
IMit 35 Figuren. RNr. 666.

— — III: Bau und Betrieb. Mit
56 Figuren. Nr. 667.

SRafferturbinen, Tie, von Divl-Ing.
B. Holl in Berlin. I: Allgemeines.
Die Freifirahliurbinen. Wit 113
Abbilbungen. RNr. 541.

— — II: 9ie Nberbrudiurbinen.
Die Waiferfraftanlagen. Mit 102
ADbbilb. Nr. 542.

Taijerver{orgung der Orifdiaften v.
Dr.«3ng. Robert Wenraud), Prof.
an ber Kgl. Tednijdhen Hodhidule
Ctuttgart. MWMit 85 Fig. Ru. 5

29

Weberei Textilinbuftrie I1: Webered,
Wirferei, Pofamentiererei, Spits
sen= u. Gardinenfabrifation und
Filzfabritation oon Frof. Maz
Birtler, Geh. Regierungs
fonigl.  Qanbedgewerfeamt u
Berlin. MWit 29 Figuren. Nr. 183.

Bedyfelftrpmerzeuger von JIng. Karl
Pidelmaner, Brof. en der L L
Iedmmhen Hodiiule in Wien.
it 40 Figuren. RNr. 547.

EBed)\'clmefen,A,né o, Redhtdaniv. Dr.
Hubolf Mothes in Leipzig. r. 103,

Wehroerfaijung, Etut;d)e, pon Gef.
Siriegsrat Qarl Gubres, vortr. Rat i,
Kriegdminiit. i. Mik ~f£)en. RNr. 40,

BerZeugmaidinen fir DHolzbears
beitung, Die, von Jng. Vrofeiior
Hermann Wildba in BVremen. Wit
125 Abbilbungen. Rr. 582,

Rerfzeugmaihinen fiir Metallbears
beitung, Die, von Jng. Brof. Hers
mann Wilba in Bremen. I: Tie
Medyanismen ber Werfzeugmaidhis
nen. Die Trehbanle. Tie Frdss
majdinen. Ttit 319 ALS. Nr. 561

— — II: Pie Bofhr» und Edleif-
maidiinen. Fie Hobels, Shaping
u. Ciogmajdhinen. Die Sdgen
u. Cderen. AUniried u. Krafte
bebarf. Mit 206 ABLID. Fr. 562.

Reftprenfen. Landedfunde der Pros
ping Teftprengen von Frig Braun,
£berlefirer am &gl. Bymmnajium in
Graubens. Mit 16 Tafeln, 7 Tegts
farten u. 1 lith. Rarte. RNr. 570.

Wetthewerd, Der unlauniere, von

Reditdanwalt Dr. Martin Waiier»

mann in Hambdurg. I: Generalflau

jel, Rellameausmwiichie, Ausvers
faufsmweien, Ungejtelltenbejtediung.

Sr. 339.

— II: Rrebitididbigung, Firmens
und Namenmigbraudy, Verrat von
CscE}eu'mmen, Uusldnderidus.

. 535.

Rirbellnie Qiere. Tasd Tierreid) VI:

Die wirbewsien Tiere von Dr.

Ludmwig Bohmig, Brof. b. Joologei

an der Univ. Graz I: lrtiere,

Edywdmme, Nefieltiere, Rippens

gualfen u. Wiirmer. Wit 74 Fig.

RNr. 439.

— I1: Rrebie, Epinnentiere, Tauw

jenbfiiger, Weidytiere, IMoostiers

den, Armiiiger, Ctadjelhiuter u,

Dianteltiere. Wit 97 Fig. Nr. 440,




BirTerel, FTertilindbufirie I1: Webes
rei, Wirferei, Poiamenticrerei,
Spisens un, Gardinenfabrifation
unb Filzfabrifation von Prof. Mar
@irtler, Gebh. Regierungdrat im
Kinigl. RQanbedgeterbeamti 3u
Berlin, Mit 29 Figuren. Fr. 185

MWirtidaftliden BVerbdande, Die, bon
Dr. Leo Mitffelmann in Roftod.
Rr. 586.

Rirtidaitdpflege. Kommunale Wirts
fthaftsp{lege von Dr. Alfond Rie§,
Ragifiratdali. in Berlin. RNr. 534.

WohHnung3dfrage, Die, o. Dr. 2. Rojle,
Rrof. ber Staatdwifienidaiten zu
Franifurta. . I: Tas Wohmungs-
tnefen i. D. mobem.Etadt. RNr. 495.

— — TI: e ftadtijhe Tohuungs-
und Bodbenpolitit. Jr. 496

Rpliram von Gidenbad. Harimann
b. %Hue, Wolfram v. Gidendbad
und @otifried von Stragburg.
Ausnwahlaus dent H5f. Cpod m. Un-
merfungen u. Wirterbud) v. Dr &.
WMarold, Prof. am Kgl. Friedrichs-
Iolleg. sut fdnigdverg t. Pr. Nr. 22.

Wirrerbud) nad) der neuen dentiden
Redtidreibung von Dr. Heinrid
Klenz. Mr. 200.

— Peutidie3, von Dr. Ridard Soewe
in Berlin, MNr. 64.

— Keduiidies, enthaltend die widitigs
jten Ausbriide bes MWaichinendanes,
Edyiffbaued und ber Gleltrotedinif
pon Crid) frebs in Berlin. I Feil:
Deutid-Cngliich. Rr. 395.

— — IL Teil: Cngl.-Dtjd). Nr. 396.

— — IIL Teil: Dtid).-Franz. Nr. 453,

— — IV. Teil: Franz.-Dtid. Nr. 454,

Wiirttemberg., Witrttembergijfe Ges
fdyichte b. Dr. Rarl Weller, Brof.
am Karldghmuajivm ineStuttgart,
Nr. 462.

WiirtiemBberg. Ranbdbedfunte Hed
Kinigreig3 Riirttemberg von
Dr. &. Haifert, Prof. b. Gengraphie
a. b.Handelshodiidiule in $dln. Mit
16 BVollbilvern u. 1 Rarte. Nr. 157.

Beidienidule von Prof. K. Kimmid
i Wm. Mit 18 Tafeln in Tons,
Farben» und Golddbrud unb 200
Bolle und FTertbilberm. Fr. 39.

‘Beidnen, Gepmeirifde2, von .
Beder, Urdjiteft und Lefhrer an ber
Baugewertidule in Magdeburg,
nen bearbeitet pon Prof. F. Vone
perfinn, Direftor bder Idnigl. Bau-
geweriidjule 3u Winjter. INit 290
Fig. u. 23 Taj. im ZTert. RNr. 58.

Beitung3weien, Tas deutide, von Dr.
R. Brunhuber, BIn a. Rh. Nr. 400.

Beitungdweien, Da3 moderne, (Syit.
b. Beitungslehre) von Dr. Robert
Brunfuber in K6ln a. RH. Rr. 320.

BeitungSweien, Allgemeine Geidyidhte
de3, von Dr. RLubiig Salomon
in Jena. RNr. 351.

Bellenlehre und Anatomie der Rflans
3en von Prof. Dr. H. Wiehe in
Reipzig. Mit 79 ABBIUD. Nr. 556,

senrrutsperipetrive  von  Yrdyiteft
Dans Frepberger, neu bearbeitet
pvon Profeijor F. BVonbderlinn, Di-
teftor Der &Onigl. Bangewertjdule
in Minjter i. Weftf. Wit 132 Fig.
MNr. 57.

Simmerarbeiten bon Caxl Opil, Thers
Iehrer an ber faif. Tedn. Sdule in
Ctragburg i. €. I: Wligemeines,
Balfenlagen, Bivijdenveden unbd
Dedenbilbungen, [ilz. Fuibiben,

Fadyiveridipanbe, Hange. und
Gprengerie. Wit 169 Abs
bilbungen.  FNr. 489.

— — II: Dadjer, Wanbbelleibungen,
€imsjdalungen, YBlods, Bojlene

und Bretterwanbde, Jdune, Tiren.
Tore, Tribiiuen und Baugeriijle,
it 167 Abbilbunager. RNr. 450.
Bivilprozepredt, Deutidied, von Prof.
Dr. Wilhelm Rijd) in EStrapburg
i & 3 Bande. Nr. 428—430.
Boologie, Gejdidite der, von Prof.
Dr. Rudb. Burdbarbt. RNr. 357.
Biindwaren pon Direfior Dr. Wfonsd
Bujard, Borjt. be3 Stddt. Ehem.
Laboratoriums Stutigart. Rr.109.
Bwangsperiteigerung, Die, und bdie
RBwangSverwaltung von Dr. §.
sregidmar, Therlanbe3geridjtdrat
in Dresben. Nr. 523.
Bwirnerei. Tertilindujirie I: Spin=
nerei und Swirneret von Prof.
Mar Girtler, Geh. Regierungsrat
im Roniglihen Landedgemwerbeamt
su Berlin. Wit 39 Fig. Rr. 184,

== Weitere Pande find in Borbereitung =—
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@. 3. Gdjden’{de Berlagshandlung G. m. b, H. tn Berlin W 10 x. Beipzig

Allgemeine %erfebrsgengrap ie.

L{on Prof. Dr. furt Hajfert. Mit arten uub
graphijen Darftellungen. Brojd. M. 10.——-, in Halbitan
geb. M. 12.—.

Gejdjidyte der Aufteilung und Kolo-
nl atwn QI feit e?f:;m e3ett%ltet beet
Dr. SBaul marml':raebter Criter %ngng 1410:—18:?6%
Brojdh. M. 7.50, in Halbfrang geb. Jt. 9.50.

Goethes Wilhelm Weilter bame o
modernen febensideals, %cn Profefjor Maz Wunbdt
Brojd. . 8.—, geb. . 8.80.

Grundrip einer ‘Philojophie des
Sd)affens als Kulturphilojophie

Ginfithrung in bie Philojophie oz Weltanjdhauungslehre.
%e%n ‘.Brwmbaaent Dr. Dtto Braun. Brojd. M. 4.50,
g8

'{ Gine pipdologijdie Untedqudung. Von
EDGS ®efub1 PBrofejjor Drgllbenbaln Btegler
B. burdyge). w. berh. Aujl. Brojd. . 4.20, geb. . 5.20.

€in Organon gejdidiliden Denlend und Forjdens.
ITtDr[f Bon Privatdogent Dr. Qudbmwig Rieh Cjter
Band., Brojd. M. 7.50, in Dalbirarg geb. M. 9.60.

a1



G. 3. Gbiden’{ge Berlagdhandiung &. . 6. H. in Verlin W 10 u. Reipzig

Bolfsplydologie

Das CSeelenleben im Spiegel der Spradje
LBon Dr. Rudolf Kleinpaul

Preis: brojdiert M. 4.80, gebunden M. 5.50.

Der BVerfofjer beginni i dber Cinleifung ded Werfed mit dem
Nadhiweid, ie itberhaupt eine Pipde in die TWelt gefommen und
ben RNaturfinbern der Begriff eined inenbdigen Menjden aufge
gangen ift und {dhildert bamn in grofen Biigen bdie Sdjidjale und
Die Dauptbegebenfeiten, bie eine miiBige Menge diefem inwendigen
Menjchen gujchreibt: fein romanfaftes Gemiitsleben, fein geplagtes
Wlltagdleben, fein Natutleben, jeine Criahrungdmijjenidhzit, jein
Zroumleben, {eine Cfftafen und jein Qeben nad) dem Tode. &t
entwidelt die {enjualijtijhe Crfenntnidtheorie dbe3 BVolfed. Wiit beis
fpiellofer Rithnheit wicd im BVerfolg jeiner Anjchauungen der Vorhang
pon Der geheimen Werfjtitte bed Geifte3 weggezogen und dem
philojophijchen Jch auf ben Grund gegengen. Bum ecfienmal und
mit itberlegerter Runjt wurde Yier an die Grundlagen ded pigcho-
logijchen 2Wijjens felbjt gerithrt und von dem YHergebradjten Sdema=
tidmug an die Worte und thren fidhtbaren Urjprung appelliert. Auj
bie einfad)ften Begriffe der Seelenlehre, der Logif und der Voral
fdllt dabet pidglih und iiberrajend ein felled Schlaglicht — man
fieht den Frieden und den Kummer, wie er gemwefen iff, und den
©dmers, trie in ein Qaofoon gefiihlt Hat, man jieht die Geduld
tragen, ben Verjtand jtehen und bie Jntellizeny lefen — der Grumpd,
ber gureidhende Grund, dasd TWiffen jelbjt erjcheint in feiner mafrem,
unverfdljchten und unverfiinjtelten Geftalt, eine Umidlzung ber ges
famten philojophijchen Terminologie tritt eim, und bermod) ijt €3 feine
neue Phantajie, jondern nur eine Wieberherjtellung ded Ulten, Ein-
gebiirgerien und mdmmigli Befannien.
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