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 WPŁYW ZEWNĘTRZNYCH CZYNNIKÓW RYZYKA 
 NA PRAWDOPODOBIEŃSTWO RUINY 
 W NIESKOŃCZONYM HORYZONCIE CZASOWYM 
 W WIELOKLASOWYM MODELU RYZYKA 

Streszczenie: W pracy omówiony został model ryzyka dla n klas ubezpieczeń, w których 
procesy zliczające szkody są zależnymi procesami Poissona. Zależność pomiędzy procesami 
zliczającymi szkody jest wynikiem działania zewnętrznych czynników ryzyka na różne 
klasy ubezpieczeń, takich jak klęski żywiołowe, które mogą powodować różnego rodzaju 
szkody. Model ten można przekształcić do klasycznego modelu ryzyka. Na wybranych 
przykładach numerycznych badany jest wpływ zewnętrznych czynników na prawdopodo-
bieństwo ruiny w nieskończonym horyzoncie czasowym w modelu ryzyka dla ustalonej 
liczby klas ubezpieczeń. 

Słowa kluczowe: model Poissona, skorelowane sumy zagregowanych szkód, rozkład fazo-
wy, prawdopodobieństwo ruiny w nieskończonym horyzoncie czasowym. 

1. Wstęp 

W pracy omówiono model ryzyka dla n klas ubezpieczeń, w których liczby 
zgłaszanych szkód zależą od siebie oraz szkody pojawiają się zgodnie z procesem 
Poissona [Ambagaspitiya 1998]. Zależność pomiędzy liczbą pojawiających się 
szkód jest wynikiem działania zewnętrznych czynników ryzyka, m.in. takich jak 
klęski żywiołowe, które mogą jednocześnie powodować szkody w różnych klasach 
ubezpieczeń [Guo i in. 2002; 2006]. Model ten można sprowadzić do klasycznego 
modelu ryzyka o takim samym rozkładzie [Ambagaspitiya 1998]. W klasycznym 
modelu ryzyka istnieje wiele metod wyznaczania i aproksymacji prawdopodobień-
stwa ruiny [Ostasiewicz 2000; Otto 2004; Otto 2004; Rolski i in. 1998; Ronka- 
-Chmielowiec 2000]. Praca ma na celu zbadanie wpływu zewnętrznych czynników 
ryzyka na prawdopodobieństwo ruiny w nieskończonym horyzoncie czasowym 
w wieloklasowym modelu ryzyka, co jest przedstawione na wybranych przykła-
dach numerycznych. Analizę zależności przeprowadzono w dwuklasowym i czte-
roklasowym modelu ryzyka przy założeniu wykładniczych rozkładów szkód. 
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Na początku omówimy model ryzyka dla n klas ubezpieczeń [Ambagaspitiya 
1998]. Niech { }ij j N

X
∈

 będzie ciągiem kolejnych niezależnych wielkości szkód 

w i-tej klasie ubezpieczeń o jednakowych rozkładach z funkcją gęstości , funk-
cją tworzącą momenty  oraz średnią 

f Xi
M Xi

μ Xi
. Ponadto wielkości szkód z dowol-

nej klasy ubezpieczeń są niezależne od wielkości szkód z każdej innej klasy ubez-
pieczeń. Wielkość szkód zagregowanych do momentu t włącznie w i-tej klasie 
ubezpieczeń zapisujemy jako: 

 , (1) ∑
=

=
)(

1
)(

tN

i
iji

i
XtS

gdzie { } 0
( )i t

N t
≥

 jest procesem zliczającym szkody w klasie i (i n= 1 2, , ,… ). Niech 

{ } 0
( )

t≥iN t  będzie jednorodnym procesem Poissona dla każdego i (i n= 1 2, , ,… ). 
Ponadto niech wszystkie procesy zliczające szkody będą niezależne od wielkości 
pojawiających się szkód. Oznaczmy N = N N Nn1 2 …

T . Załóżmy, że elementy 
N związane są ze sobą w następujący sposób: 

 N = AM, (2) 

gdzie elementy  wektora kolumnowego M j M =
×

M j k 1
 są niezależnymi 

jednorodnymi procesami Poissona z intensywnościami λ j . Elementy macierzy 

A =
×

aij n k
 mogą przyjmować wartości zero lub jeden, ponieważ w przeciwnym 

razie procesy zliczające szkody  nie byłyby jednorodnymi procesami Poissona. 
Każdy proces  jest procesem zliczającym szkody, związanym z działaniem 
różnych czynników ryzyka. Sumę zagregowanych szkód do chwili t włącznie z n 
klas ubezpieczeń zapisujemy jako: 

Ni
M j

 . (3) ∑
=

=
n

i
i tStS

1
)()(

Proces ryzyka dla n klas ubezpieczeń definiujemy w następujący sposób: 

 )()( tSctutR −+= , (4) 

gdzie u jest kapitałem początkowym, a c jest intensywnością napływu składki taką, 
że ct jest zgromadzonym dochodem ze składki do chwili t włącznie z n klas ubez-
pieczeń. Proces ryzyka w chwili t w uproszczeniu można interpretować jako stan 
portfela dla n klas ubezpieczeń w chwili t. Przez ruinę będziemy rozumieć 
przyjęcie przez proces R(t) po raz pierwszy wartości mniejszej od zera. Zakładamy, 
że c jest dodatnią stałą wartością. Ponadto, aby zapewnić wypłacalność ubez-
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pieczyciela (tj. aby z prawdopodobieństwem równym jeden nie nastąpiła ruina 
w skończonym czasie), o stałej c będziemy zakładać, że jest wartością większą od 
wartości oczekiwanej sumy zagregowanych roszczeń z n klas ubezpieczeń w jednej 
jednostce czasu. Model ryzyka (4) dla jednej klasy ubezpieczeń nazywamy kla-
sycznym modelem ryzyka. 

W celu zdefiniowania prawdopodobieństwa ruiny, wprowadzimy najpierw 
pojęcie momentu ruiny w następujący sposób: 

 }0)(:0{inf <≥= tRtτ . 

Wówczas prawdopodobieństwo ruiny w nieskończonym horyzoncie czasowym 
definiujemy następująco: 

 ( ) ( )( ) (0) ( ) 0 dla pewnego 0 (0)u P R u P R t t R uΨ τ= < ∞ = = < ≥ = , u  (5) ≥ 0

2. Przekształcenie wieloklasowego modelu ryzyka 
 do klasycznego modelu ryzyka 

Korzystając z postaci (2) wektora kolumnowego N, można pokazać, że suma 
zagregowanych roszczeń z n klas ubezpieczeń do chwili t włącznie ma taki sam 
rozkład jak suma zagregowanych roszczeń z jednej klasy ubezpieczeń do chwili t 
włącznie [Ambagaspitiya 1998]. W tym celu wyznaczymy funkcję tworzącą 
momenty dla sumy zagregowanych szkód w n klasach ubezpieczeń w dowolnej 
ustalonej chwili t [Ambagaspitiya 1998]. Najpierw zdefiniujmy funkcję tworzącą 
momenty dla wektora kolumnowego N jako: 

 ( )T

1

( ) exp( ) exp
n

i i
i

M E N z E
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⋅⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∏N z N z , 

gdzie z = z z zn1 2 …
T. S s ć

 

to ując posta  (2) wektora kolumnowego N, otrzymujemy: 

( )T T( ) expM E ⎡ ⎤= ⋅ ⋅⎣ ⎦N z N A z . 

Następnie korzystając z niezależności elementów wektora kolumnowego M, 
dos

 j

tajemy: 

11

( )
k n

i ji
ji

M m a z
==

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∏N z , 

gdzie jest funkcją tworzącą momenty i-tego elementu wektora kolumnowego M.  mi  
aPoniew ż i-ty element wektora kolumnowego M w ustalonej chwili czasu t ma 

rozkład Poissona z parametrem λ i t  oraz funkcję tworzącą momenty postaci: 
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( )( )( ) exp exp( ) 1i im z t zλ= − , więc funkcję tworzącą momenty dla wektora kolum-
postaci: nowego N można zapisać w 

 ( )
1 1

exp exp 1
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i ji i
i j

M t a zλ
= =

⎡ ⎤⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪−⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭⎣ ⎦

∑ ∑N z

Następnie wyprowadźmy

. (6) 

 funkcję tworzącą momenty dla S = S S Sn1 2 …
T 
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ą definiujemy w następujący sposób: 
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∏ ∏z N . 

są niezależne od siebie, otrzymujemy: 

)n

 (7) 

ę tworzącą momenty dla S (por. wzór (3)): 
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Ponieważ wielkości szkód 
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 wektorem kolumnowym zwierającym tylko wartości gdzie 1 jest n-elementowym
równe jeden. Korzystając z końcowej postaci w (7) funkcji tworzącej momenty dla S, 
dostajemy: 

 ( ( ) ( ) ( ))1 2
( ) , log ( ) , , log ( )

nS X X( ) log XM z M= N

Stosując postać (6) funkcj
otrz

 ( )M z

M z M z M z… . (8) 

i tworzącej momenty dla wektora kolumnowego N, 
ymujemy następującą postać funkcji tworzącej momenty dla S: 

( )
1 1

exp ( ) 1
ji

j

nk a

S i X
i j

t M zλ
= =

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= −⎜ ⎟⎨ ⎬
⎪ ⎪⎝⎩
∑ ∏

⎠⎭
. (9) 

orzącej momenty dla S można wywnioskować, że Z postaci (9) funkcji tw
rozkład sumy zagregowanych szkód S z n klas ubezpieczeń do dowolnej ustalonej 
chwili t włącznie jest taki jak rozkład sumy zagregowanych szkód do chwili t 
włącznie w klasycznym modelu ryzyka, w którym proces zliczający szkody jest 
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procesem Poissona N(t) z intensywnością λ λ=
=
∑ i
i 1

k
, a wielkości szkód mają roz-

kład następującej postaci: 

 ( ) ( ) ( )( )1 2

1 2
1

1( ) ( )i i ni

n

k
a a a

X i X X X
i

f x f f fλ
λ

∗ ∗ ∗

=

= ⋅ ⋅ ⋅∑ … x , (10) 

gdzie: ( )ji

j

a
Xf ∗  jest  splotem gęstości  oraz a ji f Xi

f Xi

∗ ≡(0) 1. 

W przypadku, gdy wielkości szkód w klasycznym modelu ryzyka mają ciągły 
rozkład fazowy, wówczas można wyznaczyć dokładne prawdopodobieństwo ruiny 
[Rolski i in. 1998]. Załóżmy, że wielkości szkód w klasycznym modelu ryzyka 
mają ciągły rozkład fazowy PH(α, B), tj. mają gęstość postaci: f t( ) =  

( )( )TTexp t= −B Beα , gdzie e = ×1 1 1… , 1 l [ ]1 2 lα α α= …α  jest wek  

mnych e

torem

wierszowym o nieuje lementach takich, że α α α1 2 1+ + + =… l . Ponadto 
B = bij  jest nieosobliwą macierzą taką, że wszy e poza jej 

zekątną są nieujemne, wszystkie elementy na głównej przekątnej są 
niedodatnie, ponadto sumy elementów w każdym wierszu są niedodatnie i chociaż 
w jednym wierszu suma elementów jest ujemna. Wówczas prawdopodobieństwo 
ruiny zdefiniowane w (5) w zależności od kapitału początkowego u zadane jest 
funkcją postaci (por. [Rolski i in. 1998]): 

 

×l l
stkie elementy leżąc

główną pr

( )( )T T( ) exp psu p u sΨ = +B b eα α , (11) 

w której 1 1s μ− −= − Bα α , p
c

=
λμ  , gdzie μ jest wartością oczekiwaną wielkości 

z λ jest intensywności

3. Oddziaływanie zewnętrznych czynników ryzyka 

Przeprowadzimy analizę wpływu zewnętrznych czynników ryzyka na prawdopo-

my model ryzyka dla dwóch klas ubezpieczeń, na które 
dzi

szkody ora ą w procesie zliczającym szkody. 

 w dwuklasowym modelu ryzyka 

dobieństwo ruiny w modelu ryzyka dla dwóch klas ubezpieczeń, zakładając wy-
kładnicze rozkłady szkód. 

Na początku wprowadź
ałają zewnętrzne czynniki ryzyka. Niech w każdej osobno klasie ubezpieczeń 

powodowane będą szkody przez czynniki ryzyka właściwe tylko dla danej klasy 
ubezpieczeń. W i-tej klasie ubezpieczeń czynniki ryzyka właściwe tylko dla tej kla-
sy powodują pojawianie się szkód zgodnie z procesem Poissona Mi  o intensywno-
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ści λ i  (i = 1, 2). Ponadto na obie klasy ubezpieczeń działają zew ętrzne czynniki 
ryzy  wspólne dla obu klas, które powodują pojawianie się dodatkowo szkód 
w jednej i drugiej klasie zgodnie z procesem Poissona M3 o intensywności 

n
ka

λ3. 
Zatem w pierwszej klasie ubezpieczeń proces zliczający zkody jest proces  
Poissona postaci N M M1 1 3

 s em
= +  z intensywnością λ λ1 3+ , a w drugiej klasie 

ubezpieczeń jest procesem Poissona postaci N2 2 3M M= +  z intensywnością 

λ λ2 3+ . Wektor kolumnowy 1
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−
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N t( )
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λ λ λ λ= + +1 2 3. Ponadto Xj  w modelu (12) to wielkości szkód niezależne od 

N(t), które ją ten sam rozkład o gęstości (10) przyjmującej 
następującą postać: 
siebie oraz od ma

( ) ( )( ) ( )1 1 2

31 2

1
) ( ) ( ) ( )X X X X

i

1 2

1 2

i ia a
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 to gęsto ści szkód w i-tej kla ie ubezpieczeń (i  

λ ∗ ∗= ⋅

ść rozkładu wielko

+

sgdzie f X
ał

 = 1, 2).
i

oPrzy z żeniu, że wielkości szkód w i-tej klasie ubezpieczeń mają rozkład 
wykładniczy z parametrem β i , tj. ( )(0, )( ) ( ) exp

iX i if x x xβ β∞= −1  dla i = 1, 2, 
funkcję gęstości m ć do następującej poożna sprowadzi staci: 
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1 2
(0, ) 1 1 (0, ) 2 2( ) ( ) exp(X ) ( ) exp( )f x x x x xλ λβ β

λ λ∞ ∞= −1 1 β β+ − +  

            

(13)

3 2 1
(0, ) 1 1 (0, ) 2 2

2 1 1 2

( ) exp( )x ( ) exp( )x x xλ β ββ β β β
λ β β β β∞ ∞

⎛ ⎞
− + ⋅ − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 1 . 

ość (13) jest gęstością rozkładu fazowego, ponieważ rodzina rozk ów 
wykładniczych należy do rodziny rozkładów fazowych, splot dwóch rozkładów fa-
zow

Gęst ład

ych jest nadal rozkładem fazowym oraz mieszanka wypukła rozkładów fazo-
wych jest również rozkładem fazowym [Rolski 1998]. Ze wzoru (11) można wy-
znaczyć dokładne prawdopodobieństwo ruiny we wprowadzonym modelu ryzyka. 
 Na wybranych przykładach numerycznych sprawdzimy wpływ zewnętrznych 
czynników ryzyka na prawdopodobieństwo ruiny we wprowadzonym dwuklaso-
wym modelu ryzyka. Przyjmijmy, że β1 0 5= , , β2 2=  oraz c = 4 75, . 

Przypadek 1. Niech λ1 0 5= , , λ2 1 5= ,  oraz λ3 1= . Wówczas gęstość wiel-
kości szkód (13) upraszcza się do postaci: 

 ( ) ( )(0, ) (0, )( ) 0,6111 ex 0,3 ( )2exp 2X ( )0,5 p 0,5 889f x x x x x∞ ∞= ⋅ + −1 , − ⋅1

k ,3889]tóra jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B) z parametrami [0,6111 0=α  

oraz 
0 2

= ⎢ ⎥
0,5 0−⎡ ⎤

−⎣ ⎦
B . Następnie wyznaczając ze wzoru (11)  

ruiny  kapitału początkowego u, otrzymujemy następującą funkcję: 

 prawdopodobieństwo

 w zależności od

 Ψ1 0 0083 18103 0 8865 0 0581( ) , exp( , ) , exp( , )u u u= − + − . (14) 

Przypadek 2. Niech λ 1= , λ 2=  i λ 0 5= , . Zauważmy, że intensywności 1 2 3
p ierwszej klasie ojawiania się me, tj. w p
inte

 szkód w obu klasach są nadal takie sa
nsywności wynosi λ λ1 1 53+ = , , a w d lasie wynosi rugiej k λ λ2 3 2 5+ = , , ale 

zmniejszyła się siła działania zewnętrznych czynników ryzyka na obie klasy. 
Wyznaczając gęstość (1 ), t zy emy funkcję: 
 f x x x x xX ( ) , ( ) , exp( , ) , ( ) exp( )( ) ( )=

3  o r muj
⋅ − + ⋅ −∞ ∞0 4762 0 5 0 5 0 5238 2 20, 0,1 1 , 

która jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B) z parametrami [0,4762 0,5238]=α  

oraz 
0 2

= ⎢ ⎥
0,5 0−⎡ ⎤

−⎣ ⎦
B . Wówczas prawdopodobieństwo ruiny w zale

tału p wyznaczone za pomocą wzoru (11) przyjmuje postać funkcji: 
 

żności od kapi-

oczątkowego u 
Ψ2 ( )u u0 0135 1 7013 0 8812 0 0619, exp( , ) , exp( , )u= − + − . (15)

Wyznaczmy teraz prawdopodobieństwo ruiny w modelu ryzyka dla dwóch klas 

 

bezpieczeń, na które nie działają zewnętrzne czynniki ryzykau . Załóżmy, że 
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wielkości szkód w każdej klasie mają nadal takie same rozkłady wykładnicze, tj. 
w pierwszej klasie mają rozkład wykładniczy z parametrem β1 0 5= , , a w drugiej 
mają rozkład wykładniczy z parametrem β2 2= . Ponieważ na obie klasy ubezpie-
czeń nie mają wpływu zewnętrzne czynniki ryzyka, dlatego w pierwszej klasie ry-
zyka proces zliczający szkody jest proce issona postaci N M1 1sem Po =  z inten-
sywnością λ1 oraz w drugiej klasie ryzyka proces zliczający szkody jest procesem 
Poissona postaci N M2 2=  z intensywnością λ2 . N1 nie zależy od 2

Przypadek 3

 N . 

. Niech λ1 1 5= , , λ2 2 5= , , zn intensywności napł t . ywu szkód 
w poszczególny  takie same jak w przypadkach 1 i 2. 
Prz

ch klasach ubezpiecze
el ryzy

ń są
, w któryjęty dwuklasowy mod ka ym nie ma oddziaływania zewnętrz-

nych czynników ryzyka na poszczególne klasy ubezpieczeń, można sprowadzić do 
klasycznego modelu ryzyka z procesem zliczającym szkody będącym procesem 
Poissona N(t) z intensywnością λ λ λ= +1 2  oraz niezależnymi wielkościami szkód 
o rozkładzie z funkcją gęstości (10) przyjmującą postać: 

 f x x x x xX ( ) , ( ) , exp( , ) , ( ) exp( )( ) ( )= ⋅ − + ⋅ −∞0 375 0 5 0 5 0 625 2 20,1 1 , ∞0,

k 0tóra jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B)  z parametrami [0,375 ,625]=α  

oraz 
0,5 0
0 2

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

B . Przyjmijmy dalej, że c = 4 75, . Prawdop  

w zal ału początkowego u wyznaczone za pomocą (11) można zapi-

 

odobieństwa ruiny

eżności od kapit
sać w postaci funkcji: 

Ψ3 0 0193 15918 0 8754 0 0661( ) , exp( , ) , exp( , )u u u= − + − . (16) 

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0 5 10 15 20 25 30
u

Ψ (u )

(14)
(15)
(16)

 
Rys. 1. Wykresy funkcji prawdopodobieństwa ruiny (14), (15), (16) 

Źródło: opracowanie własne. 
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Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkcji prawdopodobieństw ruiny (14), 
i od kapitału początkowego u. Można zauważyć, że dla 

dow

ka 

zyka na praw-
zterech klas ubezpieczeń przy zało-

(15) i (16) w zależnośc
olnie ustalonej dodatniej wartości kapitału początkowego u wartość prawdopo-

dobieństwa ruiny wzrasta w miarę zwiększania się wpływu zewnętrznych czyn-
ników ryzyka na obie klasy ubezpieczeń. 

4. Oddziaływanie zewnętrznych czynników ryzyka 
 w czteroklasowym modelu ryzy

Przeprowadzimy teraz analizę wpływu zewnętrznych czynników ry
dopodobieństwo ruiny w modelu ryzyka dla c
żeniu wykładniczych rozkładów szkód. 

Na początku wprowadźmy model ryzyka dla czterech klas ubezpieczeń, na któ-
re działają zewnętrzne czynniki ryzyka. Niech w każdej klasie ubezpieczeń powo-
dowane są szkody przez czynniki ryzyka właściwe tylko dla danej klasy ubezpie-
czeń. W i-tej klasie ubezpieczeń czynniki ryzyka właściwe tylko dla tej klasy 
powodują pojawianie się szkód zgodnie z procesem Poissona Mi  o intensywności 
λ i . Ponadto na pierwszą i drugą klasę ryzyka działają zewnętrzne czynniki ryzyka 
wspólne dla obu klas, które powodują pojawianie się dodatkowo szkód w tych 

sach zgodnie z procesem Poissona M5 o intensywności kla λ5, natomiast na klasy 
drugą, trzecią i czwartą działają inne zewnętrzne czynniki ryzyka wspólne dla tych 
trzech klas, które powodują pojawianie się dodatkowo szkód w tych klasach 
zgodnie z procesem Poissona M6 o intensywności λ6. Wektor kolumnowy N 
można zapisać zgodnie ze wzorem (2), tj. N AM= =

× ×
a Mij j4 6 6 1

: 

1

1 5 2

2 5 6 3

3 6 4

4 6 5

6

1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 1

M
M M M
M M M M
M M M
M M M

M

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

N .  

Proces ryzyka (4) przyjmuje tutaj postać: 

 4

2 5 6 3 6 4 61 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 3
1 1 1 1

M t M t M t M t M t M t M tM t M t

1( ) j j j
j j j j

jR t u ct X= + − +∑ ∑ X X X
+ + + ++

= = = =

+ +∑ ∑ . 

Model ten można przekształcić do klasycznego procesu ryzyka: 

(17)  R t u ct X j( ) = + − ∑ , 
j

N t( )

=1
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w którym proces zliczający szkody N(t) jest procesem Poissona z intensywnością 
λ λ λ λ λ λ λ= + + + + +1 2 3 4 5 6. Ponadto to w
siebie oraz od N(t), które mają ten sam rozkład o gęstości (10) przyjmującej 

Xj  ielkości szkód niezależne od 

następującą postać: 

( ) ( ) ),()()()(

)()()(1)(
21

4
4

3
3

2
2

1
1

21

1

)(*)(*)(*)(* xfxfxffffxf XX
i

a
X

a
X

a
X

a
XiX

iiii ++=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅⋅⋅= ∑

= λ
λ

λ
λλ

λ

4322143
6543

6

xfffxffxfxf XXXXXXX ⋅⋅+⋅+++=
λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

 

gdzie  to gęstość rozkładu wielkości szkód w i-tej klasie ubezpieczeń 
). Załóżmy, że wielkości szkód w i-tej klasie ubezpieczeń mają rozkład 
 z parametrem

f Xi
3, , ,

adniczy
(i = 1 2 4
wykł  β i , tj. f x x x( ) ( ) exp( )X i ii ( )= −∞1 0, β β  dla . 

zas: 
i = 1 2 3 4, , ,

Wówc

( )( )

1 2
(0, ) 1 1

3 6

( ) ( ) exp(
iXf x x x (0, ) 2 2

(0, ) 3 3 (0, ) 4 4

5 2 1 1 1 2 2
(0, )

2 1 1 2

6 3 4 2 2 2 4 3

3 2 4 2

) ( ) exp( )

( ) exp( ) ( ) exp( )

exp( ) exp( ) ( )

exp( ) exp

x x

x x x x

x x x

x

λ λβ β
λ λ
λ

∞= − +

+ −

1 1 β β

λ
β β β β

λ λ
λ β β β β β β
λ β β β β

λ β β β β β β β
λ β β β β

∞

∞ ∞

∞

− +

+ − +

⎛ ⎞− −
+ + +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

−
+ +

− −

1 1

1

( )( ) ( )( )
3 2 3 4 4

(0, )
2 3 4 3 2 4 3 4

( ) exp( ) ( ).x x xβ β β β β
β β β β β β β β ∞

⎛ ⎞− −
+⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

1

 

Tak jak we wprowadzonym dwuklasowym modelu ryzyka w punkcie 3, można 
zauważyć, że  zadana w (18) jest gęstością zmiennej losowej o rozkładzie 
fazowym, dlatego można wyznaczyć dokładną wartość prawdopodobieństwa ruiny 

źm

(18)

Xf

w modelu ryzyka (17). 
Przeprowad y teraz analizę wpływu zewnętrznych czynników ryzyka na 

wielkość prawdopodobieństwa ruiny we wprowadzonym czteroklasowym modelu 
ryzyka dla zadanych wartości parametrów. Przyjmijmy, że β 0 5= , , β1 2 1= , 
β3 15= , , β4 2=  oraz c = 9. 

Przypadek 1. Niech λ1 1 5= , , λ2 0 5= , , λ3 1 75= , , λ4 0 75= , , λ 0 8,  o az r5 =
λ6

(

0 2= , . ęsto ko jmuje postaci funkcji: 

 
x

 G ść wiel ści szkód (

x( ) ,

18) przy

exp( , )f x x) ,

)
) , )= x( ) exp( x)

x x x
X

, ( ) , exp( , ) , ( ) exp( ,
( , (

( , ) ( , )

,⋅ − + ⋅ − +

= + ⋅ − + ⋅
∞

∞ ∞0 0273 1 5 1 5 0 2455 2
0 0

0 01 1
 

−
∞0 5636

2

0 5 0 5 0 16361 1

która jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B) z parametrami: 
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 oraz 

0,5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1,5 0

2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥−
[0,5636 0,1636 0,0273 0,2455]=α

⎢ ⎥
⎢ 0 0 0 ⎥−⎣ ⎦

B . Ze wzoru 

 (11) otrzymujemy następującą funkcję prawdopodobieństwa ruiny w zależności od 
kapitału początkowego u: 
Ψ1 0 0049 18929 0 0009 1 4868 0 0047 0 9381

0 8645 0 071
( ) , exp( , ) , exp( , ) , exp( , )

, exp( , ).
u u u u

u
= − + − + − +
= + −

 (19)

Przypadek 2. Niech λ1 1 9= , , λ2 1= , λ3 185= , , λ4 0 85= , , λ5 0 4= ,  oraz 
λ6
tą sam
zewnętrz
inte

0 1= , , tzn. w każdej klasie y t na z 
 intensywnością jak

nych czynników r na wsz ezp y się 

proces
 w pierwsz
yzyka 

 zliczając
ym przypa

ystkie

 szkody jes
dku, jedna

 klasy ub

 nadal pr
k uległ zm

ieczeń, tj. 

ocesem Poisso
niejszeniu w

zmniejszył
pływ ą

nsywności λ5 oraz λ6 ów ają ą tym 
om ryzyka. Wyznaczając gęstość (18), otrzymujemy funkcję: 

 
f x x x x x

x x x x
X ( ) , ( ) , exp( , ) , ( ) exp( )

, ( ) , exp( , ) , ( ) exp( ) ,
( ) ( )

) ( )

=

 proces  zlicz cych szkody, które odpowiadaj
czynnik

(

⋅ − + ⋅ − +

= + ⋅ − + ⋅ −
∞ ∞

∞ ∞

0 4486 0 5 0 5 0 1967
0 1721 15 15 0 185 2 2

0, 0,

, 0,

1 1
1 1

 

która jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B) z parametrami: 

0

0,5 0 0 0
0 1 0 0

1,5 0
0 2

−

  oraz [0, 6 0,1967 0,1721 0,1885]=α 442
0 0
0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

B . 

Korzystając ze wzoru (11), otrzymujemy funkcję prawdopodobieństwa ruiny 
 zależności od kapitału początkowego u w postaci: w

Ψ2 0 00298 1 9217 0 0047 1 4182 0 00789 0 9064( ) , exp( , ) , exp( , ) , exp( , )u u u= u
0 8595 0 0759, exp( , )..u

− + − + − +
 

= + −

Wyznaczmy teraz prawdopodobieństwo ruiny w
(20)

 modelu ryzyka dla czterech 
klas ubezpieczeń, na które nie działają zewnętrzne czynniki ryzyka. Nadal przyj-
mować będziemy, że c = 9

ze z parametram
 oraz wielkości szkód w kolejnych klasach mają rozkła

dy wykładnic i odpowiednio: 
-

β1 0 5= , , β2 1= , β3 15= , , β4 2= . 
Ponieważ na klasy ubezpieczeń nie działają zewnętrzne czynniki ryzyka, więc 
w i-tej klasie ryzyka proces zliczający szkody jest procesem Poissona postaci 
N Mi i=  z intensywno  ścią λ i  i wszystkie procesy Ni  są niezależne od siebie. 

Przypadek 3. Niech w każdej klasie procesy zliczające wszystkie szkody mają 
takie same intensywności jak w przypadkach 1 i 2, tj. niech λ 2 3= , , λ 1 5= , , 1 2
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λ3 1 95= , , λ4 0 95= , . Wprowadzony czteroklasowy model ryzyka, w którym przy-
ie ma oddziaływania zewnętrznych czyn ków ryzyka na poszczegjęto, że n

klasy, mo
szko

ni ólne 
łcić do klasycznego modelu ryzyka z procesem zliczającym żna przekszta

dy będącym procesem Poissona z intensywnością λ λ λ λ λ= + + +1 2 3 4  oraz 
z niezależnymi wielkościami szkód o tym samym rozkładzie z funkcją g i 

jm tać: 

 
f x x x x x

x x x
X ( ) , ( ) , exp( , ) , ( ) exp( )

, ( ) , exp( , ) ,
( ) ( )

( )

=

ę

x( ) exp( ) ,( )

stośc
(10) przy ującą pos

⋅ − + ⋅ − +

= + ⋅ − + ⋅ −
∞ ∞

∞

0 3428 0 5 0 5 0 2239
0 291 15 15 0 1418 2

0, 0,

0,

1 1
1

 

która jest gęstością rozkładu fazowego PH(α, B) z parametrami: 

∞ 20,1

0,5 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1,5 0
0 0 0 2

−

 oraz 

⎡ ⎤
⎢ ⎥−B[=α 0,3428 0,2239 0,2910 0,1418] .  = ⎢ ⎥−⎢ ⎥

−⎣ ⎦
u wyznaczonePrawdopodobieństwo ruiny w zależności od kapitału początkowego  

uje postać funkcji: ze wzoru (11) przyjm

 
Ψ3 0( ) = 0019

0 8543
, exp(

, exp(
1 9427 0 0068 36

0 0816
, ) , ex )

, )..
u u

u
1 36p( , )u0 01197 0 8675, exp( ,u− + − + − +

−
 (21)= +

rysunku 1 
oczą

oddzia

Na rysunku 2 zostały przedstawione wykresy funkcji prawdopodobieństw 
ruiny: (19), (20) i (21) w zależności od kapitału począ k na 

żyć, że dla dowolnie ustalonej dodatniej łu 
ść prawdopodobieństwa ruiny kszenia 

trznych czynników ryzyka na po zeń. 

tkowego u. Podobnie ja
wartości kapita

wzrasta w miarę zwię
szczególne klasy ubezpiec

można zauwa
tkowego u warto

wania zewnę
p

ły

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
Ψ (u )

0 5 10 15 20 25 30

u

(19)
(20)
(21)

 
esy funkcji prawdopodobieństwa ruiny (19), (20) i (21) 

o: opracowanie własne. 

Rys. 2. Wykr

Źródł
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5. Podsumowanie 

W pracy omówiony został model ryzyka dla kilku klas ubezpieczeń, w których 
procesy zliczające szkody są zależnymi procesami Poissona. Zależność między 
procesami zaliczającymi szkody jest wynikiem działania zewnętrznych czynników 
ryzyka na różne klasy ubezpieczeń, które powodują w tych klasach dodatkowe 
liczebności szkód zgodnie z jednorodnymi procesami Poissona. Model ten został 
sprowadzony do klasycznego modelu ryzyka [Ambagaspitiya 1998]. Następnie na 
wybranych przykładach numerycznych analizowany był wpływ zewnętrznych 
czynników ryzyka na wielkość prawdopodobieństwa ruiny w modelach ryzyka dla 
ustalonej liczby klas przy założeniu wykładniczych rozkładów szkód. Można było 
zaobserwować wzrost wielkości prawdopodobieństwa ruiny w miarę zwiększenia 
siły działania zewnętrznych czynników ryzyka na poszczególne klasy ubezpieczeń. 

trznych czynników zyka 
p. w modelu ryzyka 

ń, w których zewnętrzne czynniki ryzyka powodują poja-
z procesem Erlanga [Guo i in. 2002]. Można też przyjąć 

ryzyka dla dwóch klas ubezpieczeń, na które, tak jak w tej 
pracy, mają wpływ zewnętrzne czynniki ryzyka powodujące pojawianie się szkód 

Można przeprowadzać podobne analizy wpływu zewnę
na prawdopodobieństwo ruiny w innych modelach ryzyka, n

ry

dla kilku klas ubezpiecze
wianie się szkód zgodnie 
dwuwymiarowy model 

w obu klasach zgodnie z procesem Poissona, ale przez ruinę rozumieć spadek pro-
cesu ryzyka po raz pierwszy poniżej zera w co najmniej jednej klasie ubezpieczeń 
[Guo i in. 2002]. 
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AN IMPACT OF SOME OUTSIDE RISK FACTORS 
ON THE INFINITE-TIME RUIN PROBABILITY FOR RISK MODEL 

 

. The model can be converted 
or investigates the impact of 

ruin probability. 

WITH N CLASSES OF BUSINESS 

Summary: This paper discusses a risk model with n classes of insurance business. In this 
model, the claim number processes are correlated Poisson processes. The correlation
between the claim number processes is due to some outside risk factors like natural 
disasters, which may cause different kinds of insurance claims
to a classical risk model. On some numerical examples the auth
these outside risk factors which cause various claims in different classes of business on the 
infinite-time 
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