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Yorwort zur ersten Auflage.

Der Inhalt des vorliegenden Buches umfafst den gréfsten Theil
des Stoffes, welchen HeummoLTz im ersten Semester seines Vor-
lesungscyclus iiber theoretische Physik behandelte: Die Dynamik
discreter Massenpunkte. Diesem Hauptgegenstand pflegte der
Meister eine Reihe allgemeiner Auseinandersetzungen fiber die
erkenntnifstheoretischen Grundlagen der Physik vorauszuschicken,
welche als getrenntes Buch unter der Bezeichnung Band I, Ab-
theilung 1 erscheinen sollen; aus diesem Grunde fithrt der vor-
liegende erste Band die Nebenbezeichnung Abtheilung 2.

Als Grundlage fir die Herausgabe diente die im Auftrage des
Verstorbenen hergestellte wortgetreue Nachschrift der vom 2. De-
cember 1893 bis zum 4. Mirz 1894 an der Berliner Universitiit
gehaltenen Vorlesungen. Im Verzeichnils lautete die Ankiindigung
fiir das betreffende Semester: Elemente der Dynamik materieller
Punkte und aus solchen zusammengesetster Systeme.

Das aufserordentlich knapp gehaltene Notizbuch, in welches
Heummorrz wihrend des Vortrages nur selten einen Blick warf,
fibrt die kurze Bezeichnung: Ponderabilia; es weicht inhaltlich von
der erwihnten Nachschrift in mancher Hinsicht ab. Dals viele
Betrachtungen und Rechnungen im Notizbuch gar nicht angedeutet
sind, erklirt sich aus des Meisters Art frei vorzutragen; dafs um-
gekehrt Notizen vorkommen, welche in der Vorlesung nicht ver-
wendet wurden, ist wohl meist auf Zeitmangel zuriickzufihren. In
einigen dieser Fille (und auch sonst) hatte der Herausgeber den
Vortheil, eigene Hefte derselben Vorlesungen aus fritheren Jahren
zu Hillfe nehmen zu konnen, in welchen solche Stellen behandelt
oder ausfithrlicher besprochen worden waren. KEines besonderen
Nachweises bedarf der Inhalt des § 52, in welchem die universelle
Giiltigkeit des Princips von der Erhaltung der Energie beleuchtet
werden soll. Der Gegenstand geht iiber die Grenzen des in diesem
Semester zu behandelnden Lehrgebietes hinaus, es kann sich nur



VI VORWORT.

um eine vorliufige Uebersicht handeln. Die Ausfihrungen iiber
dieses Thema sind in der Nachschrift zwar umfangreich, aber so
allgemein gehalten, dafs eigentlich nur derjenige sie voll verstehen
kann, der keiner Belehrung mehr dariiber bedarf. Viel bestimmter
und deshalb lehrhafter waren die gelegentlichen Bemerkungen,
welche HEermmonrz in seinen Experimentalvorlesungen bei Be-
sprechung geeigneter Versuche iiber die Umwandlung von Arbeits-
grofsen in andere Energieformen (und umgekehrt) und iiber die
dabei heraustretenden quantitativen Verhiltnisse stets zu geben
pflegte; deshalb glaubte der Herausgeber im Interesse grolserer
Deutlichkeit an dieser Stelle auch seine Aufzeichnungen aus jenen
Experimentalvorlesungen zu Rathe ziehen zu diirfen.

Am Schlusse des Semesters besprach Hermmorrz die von ihm
aus dem Hamiurox'schen Princip gezogenen Folgerungen, welche
in der Abhandlung: ,Ueber die physikalische Bedeutung des Prin-
cips der kleinsten Wirkung“ niedergelegt sind, ohne indessen den
Gegenstand zu Ende zu fiihren. Das Notizbuch enthiilt noch viel
Stoff, zu dessen Behandlung das Semester hitte wenigstens einen
Monat linger sein miissen, die Ausarbeitung dieser Andeutungen
wiirde, wenn sie iiberhaupt gelingt, eine durchaus freie sein miissen,
und unterblieb deshalb; nur die Ableitung der Reciprocititsgesetze
und die Aufziihlung von Beispielen fiir dieselben, ein Thema,
welches der Meister am Schlusse der letsten Vorlesung ausdriick-
lich bedauerte nicht mehr vorbringen zu konnen, wurde an der
Hand der citirten Abhandlung und des Notizbuches hinzugefiigt
und schliefst sich eng an das Vorhergehende an.

Die Gliederung des Stoffes, welche in dem folgenden Inhalts-
verzeichnifs zu ibersehen ist, liefs sich der wohlgeordneten Reihen-
folge, in welcher die einzelnen Gegenstinde vorgetragen wurden,
ohne Zwang anpassen; die Benennungen der einzelnen Theile, Ab-
schnitte und Paragraphen rithren indessen meistens nicht von
Hermuovrz her.

Das Hauptbestreben des Herausgebers ist stets gewesen, seine
Verantwortlichkeit fiir Inhalt und Form zu vereinigen mit getreuster
Wiedergabe des Hermmorrz'schen Vortrages.

Berlin, Pfingsten 1898,
Otto Krigar-Menzel.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Dass diese zweite Auflage nur ein fast unverinderter Abdruck
der ersten sein kann, liegt im Wesen der Entstehung des Buches
begriindet.

Eine verinderte Fassung wurde nur dem zweiten Absatz
des § 39 gegeben auf Veranlassung einer von P. Voukmann
(Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. Bd. 66. S. 781. 1898) an der
fritheren Darstellungsweise gesufserten Kritik: Tatsichlich hat
Newrox sein drittes Axiom ohne Bezugnahme auf Centralkriifte
zwischen Massenpunkten hingestellt, aber er wendet es im ersten
Buch seiner ,Principia® (Sect. XI—XIV) lediglich auf solche
vires centripetae an.

Auf 8. 229 Z. 15 v, u. konnte die frithere Ausdrucksweise
zu einem Mifsverstindnis verleiten und wurde deshalb besser
prizisiert. Ubrigens hat bereits F. Ricuanz (Bd. VI dieser Vorl.
S. 262 Fulsnote) auf den richtigen Sinn dieser Stelle hingewiesen.

Sonst sind nur ein paar vereinzelte Ausdriicke verbessert
worden.

Berlin im Juli 1911,
Otto Krigar-Menzel.
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Dynamik.

Erster Theil.

Kinematik eines materiellen Punktes.

§ 1. Begriff der Kinematik.

Die Dynamik umfafst die Liehre von denjenigen Naturerscheinungen,
welche zuriickzufiihren sind lediglich auf die Bewegung ponderabler
Massen. Um die in diesem Gebiete beobachteten (esetze in einer
iibersichtlichen und exacten Weise aussprechen zu kinnen, miissen
wir eine Erdrterung voranschicken, in welcher wir diejenigen Be-
griffie aufstellen, die zu einer mathematischen Darstellung der
Bewegungserscheinungen geeignet sind. Die Lehre von der Auf-
stellung und dem Zusammenhange dieser Begriffe nennt man
Kinematik. Wir haben es in derselben also noch nicht zu thun
mit den nur durch dufsere Erfahrung festzustellenden Naturgesetzen,
sondern vielmehr mit logischen Begriffsentwickelungen, deren Richt-
schnur allerdings dadurch gegeben ist, dafs die spiiter zu behan-
delnden thatsiichlichen Gesetze ihren einfachsten Ausdruck erhalten.

Bewegung nennen wir die Ortsveriinderung einer Masse in der
Zeit. Wir werden daher in der Kinematik aufser den rein geo-
metrischen Begriffen, welche zur Angabe der Orte, Ortsverinderungen
und Wege erforderlich sind, auch die fortschreitende Zeit als eine
melsbar veriinderliche mathematische Grofse mit in die Betrachtung
ziehen milssen.?)

1) Wenn in der allgemeinen Einleitung in die theoretische Physik, welche
diesen Auseinandersetzungen vorangehend zu denken ist, auch bereits von Be-
wegungen die Rede war, und zum Theil auch schon Fille in die Betrachtung
mit eingeschlossen wurden, wo zwei Bewegungen gleichzeitig ablaufend vor-
gestellt wurden, so waren dies alles, bis auf das Wort Bewegung, doch nur
rein geometrische Betrachtungen fiber die Addition gerichteter Wegstrecken
oder kleiner Drehungswinkel,

H. v. HELaaoLrz, Theoret. Physik. Bd. T, 2. 1



2 ERSTER THEIL. § 2.

Die Massen, deren Bewegungen wir in Wirklichkeit verfolgen
konnen, haben stets riiumliche Ausdehnung und eine bestimmte
geometrische Gestalt, welche sich ihrerseits auch in der Zeit ver-
indern kann. Zur vollstindigen Auffassung des Bewegungsvorganges
ist erforderlich, dafs wir jedes individuelle Theilchen der Masse zu
jeder Zeit als das gleiche wiedererkennen kinnen und die besondere
Bewegung desselben verfolgen kinnen. Es wird dadurch die Be-
schreibung einer Bewegung ausgedehnter Massen bereits zu einer
complicirten Aufgabe, und es ist wiinschenswerth, dieselbe auf mog-
lichst einfache Verhiiltnisse zuriickzufithren, durch deren Erforschung
die Analyse der verwickelteren Erscheinungen erleichtert wird.

§ 2. Materielle Punkte,

Dies geschieht durch die Einfihrung des Begriffs ,materieller
Punkt® oder ,Massenpunkt®“. Unter einem solchen verstehen wir
eine Masse, deren riumliche Ausdehnung und Gestalt in jeder Be-
ziehung vernachliissigt werden kann, deren Lage also durch Angabe
eines einzigen geometrischen Punktes vollstindig bestimmt wird.
In Fillen, wo die Vorstellung endlich grofser Massen, welche in
einem ausdehnungslosen Punkte zusammengedriingt sind, Anstols
erregen sollte, kinnen wir uns doch in jedem beliebig kleinen, con-
tinuirlich mit korperlicher Substanz erfillten Raumelemente einen
Punkt vorstellen, welcher seine Lage so findert, dafs er bei der
Bewegung stets an denselben materiellen Theilchen der ausgedehnten
Masse haftet, so dafs also die Bewegung solcher Ausschnitte der
ganzen Masse durch die Bahn eines Punktes angegeben wird. Solche
Punkte wilrde man ebenfalls als Massenpunkte betrachten konnen;
das wesentliche an diesem Begriffe bleibt die Identitit der damit
verbundenen Masse zu allen Zeiten ohne die Complication rium-
licher Gestaltung.

In vielen praktisch wichtigen Untersuchungen haben wir es mit
Massen von endlicher Grofse zu thun, welche auf einander wirken,
deren Ausdehnungen aber gegeniiber den vorhandenen Entfernungen
der einen von der anderen so gering sind, dals dieselben gar keinen
melsbaren Einflufs auf die Erscheinungen zeigen, obwohl derselbe,
streng genommen niemals ganz fehlen wird. Namentlich kommen
bei den Untersuchungen iiber Kriifte, welche in die Ferne wirken,
vielfach solche Verhiiltnisse vor. Wenn wir z. B. die Bewegungen
unseres Planetensystems betrachten, so haben wir Korper vor uns
von Dimensionen, welche gegen ihre gegenseitigen Abstinde fast in
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allen Fillen so klein sind, dafs sie keinen Einflufs auf die Be-
wegungen der Massen im ganzen — genauer gesagt — auf die Be-
wegungen ihrer Schwerpunkte haben. Allerdings kommen auch
gerade hier lehrreiche Ausnahmen vor: Einzelne von den planetari-
schen Korpern sind nimlich grofs genug und ihre Entfernungen von
einem Nachbar nicht so bedeutend, dafs nicht Wirkungen eintriten,
welche von der Ausdehnung der Korper herrithren. So machen sich
bei der Bewegung unseres Mondes auf der Erde gewisse Erschei-
nungen bemerkbar — namentlich Ebbe und Fluth des Oceans —,
welche davon herrithren, dafs der Durchmesser der Erde nicht ver-
schwindet gegen den Mondabstand (Verhaltnifs 1:30); andererseits
bringt auch die Erde durch ihre ellipsoidische Gestalt, deren Axen
nicht genau in die Ebene der Mondbahn fallen, gewisse Storungen
in der Bewegung des Mondes hervor, die bei sorgfiltigen Messungen
noch wohl zu beobachten sind. Indessen gehdren derartige Ver-
hiiltnisse in der Astronomie zu den Seltenheiten und man kommt
in den meisten Fillen in geniigender Genauigkeit mit der Annahme
aus, dafs die Himmelskorper materielle Punkte seien. Der Begriff
des materiellen Punktes ist also eine Abstraction, welche mit dem
Vorzug begrifilicher Einfachheit eine mehr oder weniger vollkom-
mene Anniherung an die wirklichen Verhiiltnisse vereinigt. Wir
werden spiiter sehen, in welchen Fillen diese Abstraction volle Ge-
nauigkeit der Resultate liefert, in welchen nur Annitherungen.

Endlich sei hier noch erwihnt, dafs einige Kapitel der Dynamik
sich am ungezwungensten behandeln lassen, wenn man bei der durch
den Augenschein unterstiitzten Annahme continuirlich verbreiteter
Massen stehen bleibt, und nicht hypothetische Annahmen iber be-
sondere Arten von Anhiufung discreter Massenpunkte macht. In
diesen Fillen werden die kleinsten Massentheilchen, welche wir uns
isolirt vorstellen konnen, immer einen kleinen Raum ausfillen, lings
dessen gedachter Oberfliche sie ohne Unterbrechung an die Nachbar-
massen grenzen, und wegen dieser Begrenzung durch verschieden
gerichtete Flichen werden noch besondere Eigenschaften in ver-
schiedenen Richtungen iibrig bleiben konnen, welche bei der Vor-
stellung eines Massenpunktes fehlen. Wir werden vor der Behandlung
der betreffenden Abschnitte die dahingehorigen kinematischen Be-
trachtungen einschieben’) und wollen uns jetzt zur Vereinfachung die
korperlichen Massen, mit denen wir zu thun haben, als materielle
Punkte vorstellen.

1) Band II.

1‘



4 ERSTER THEIL. §8.

§ 8. Coordinaten.

Zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung eines materiellen
Punktes ist nothig und hinreichend, dafs wir die Lage desselben im
Raume fiir jeden Zeitpunkt desjenigen Zeitabschnitts, in welchem
wir die Bewegung verfolgen wollen, angeben konmnen. Wir brauchen
nun zu einer vollstindigen Bestimmung der Lage eines Punktes im
Raume nothwendig drei von einander unabhingige Bestimmungs-
stiicke oder Coordinaten, welche in belicbigen geometrischen
Grifsen bestehen kinnen, wenn diese nur geniigen, um uns eine
bestimmte Angabe, einen bestimmten Schlufs iiber die Lage des
Punktes machen zu lassen.

Unter den verschiedenen Coordinatensystemen, welche man mit
Hiilfe geometrischer Abmessungen angeben kann, und welche fiir
besondere Fille besondere Vortheile bieten, ragen durch ihre allge-
meine Niitzlichkeit am meisten hervor und werden deshalb bei allge-
meineren Betrachtungen vorzugsweise benutzt die geradlinigen recht-
winkeligen Coordinaten, welche zuerst von Drsoarres (CArTESIUS)
eingefithrt wurden und deshalb auch cartesische Coordinaten
genannt werden. Dieselben bestimmen die Lage eines Punktes durch
die Abstiinde, welche derselbe von drei auf einander senkrechten,
festgelegten Ebenen zeigt. Diese drei Abstinde, gerichtete Strecken,
welche senkrecht auf einander stehen, pflegt man mit den Buch-
staben z, y,  zu bezeichnen; dem entsprechend nennt man die drei
Schnittlinien, welche die festen Ebenen — die Coordinatenebenen —
bilden und welche parallel jenen Strecken laufen, die z-Axe, y-Axe
und z-Axe. Der Schnittpunkt der drei Ebenen oder der drei Axen
heifst der Anfangspunkt des Coordinatensystems, withrend man die
drei Kbenen nach denjenigen Axen, welche in denselben verlaufen,
als die (y, z)-Ebene, die (z, z}Ebene und die (x, y)}-Ebene unter-
scheidet. KEs ist ohne weiteres einzusehen, dafs man die drei Ab-
messungen z, y, » auch erhillt, wenn man von dem Punkte, dessen
Lage bestimmt werden soll, die Lothe auf die drei Axen fiillt, oder
mit anderen Worten, dafs die drei Coordinaten eines Punktes in
diesem System die Projektionen des vom Anfangspunkte nach dem
zu bestimmenden Punkte gezogenen Strahles auf die Axen sind.
Die Lothe, welche nach entgegengesetzten Richtungen auf derselben
Ebene errichtet sind, oder die Projectionen, welche auf derselben
Axe nach den entgegengesetzten Seiten vom Anfangspunkte ans hin-
zeigen, unterscheidet man durch die algebraischen Vorzeichen +
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und — und man setzt ein fiir alle Mal fest, nach welchen Seiten
hin die drei Abmessungen positiv gerechnet werden sollen.

Diese rechtwinkeligen Coordinaten haben folgende wichtigen
Vorziige vor allen davon verschiedenen Abmessungen, welche man
zur Lagenbestimmung im Raume brauchen kann. Dieselben geben
erstens im ganzen unendlichen Raume eindeutige Ortsbestim-
mungen und zweitens sind die drei Abmessungen gleichartige (irilsen.
Bei allen anderen Coordinaten haben wir es nothwendig zu thun
mit irgend welchen Functionen von z, y, 2, denn wenn die anderen
Grifsen ebenfalls den Ort eines Punktes bestimmen, so miissen sie
sich durch 2z, y, z analytisch ausdriicken lassen, so dals wir diese
Beziehungen als Gleichungen fiir », y, * betrachten und deren
Losungen suchen konnen. Nun wissen wir aber aus der Algebra,
dafs nur die linearen Gleichungen eindeutige Wurzeln liefern,
withrend alle anderen (solche von héherem Grade wie auch trans-
scendente), mehrdeutige Aussagen machen und zugleich auch auf
verwickelter gebaute Ausdriicke fithren; denn Ausdriicke, welche
gleichzeitig mehrere Werthe darstellen, sind immer complicirter als
eindeutige

Die analytische Geometrie lehrt nun, dafs ein Coordinaten-
gystem, dessen Abmessungen linear mit z, y, * zusammenhingen,
stets wieder ein cartesisches System ist, dessen Axen allerdings
schiefwinkelig auf einander stehen konnen, wenn nicht bestimmte
Relationen zwischen den Coefficienten erfiillt sind. Solche schief-
winkeligen Coordinaten geben ebenfalls im ganzen Raume eindeutige
Angaben, die Lothe des rechtwinkeligen Systems sind dabei durch
Parallelstrecken zu den drei Axen zu ersetzen; doch wollen wir
auf diese Systeme wegen ihrer seltenen Verwendung hier keine
Riticksicht nehmen. Bei allen anderen Arten von Coordinaten er-
halten wir also, wegen ihres nicht linearen Zusammenhanges mit
den cartesischen, Angaben, welche immer Zweifel lassen zwischen
mehreren Orten, welche dadurch bestimmt sind; wir erhalten Gruppen
von Orten. Dies hat den Nachtheil, dafs wir nicht unmittelbar aus
dem Resultat die Lage des gemeinten Punktes herauslesen kinnen,
sondern in der Regel moch Nebenbetrachtungen anstellen miissen,
um die zutreffende Lisung auszuwihlen.

Die Eigenschaft der Gleichartigkeit der drei Coordinaten dieses
Systems bietet den Vortheil, dafs dieselben als gerichtete Strecken
unmittelbar den Gesetzen der geometrischen Addition unterworfen
werden konnen, dafs also bei additiver Combination von mehreren
solchen das Resultat sofort abgelesen werden kann. Auch die Ver-
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tauschbarkeit der einzelnen Glieder einer geometrischen Summe lifst
sich vermittelst dieser rechtwinkeligen Coordinaten auf die gleiche
Eigenschaft der gewdhnlichen algebraischen Summen zuriickfithren,
wenn man jeden der gerichteten Summanden in die drei den Co-
ordinataxen parallelen Componenten zerlegt. Wir wollen diesen Ge-
dankengang ausfihrlicher betrachten, weil er in allen Theilen der
theoretischen Physik, wo wir es mit gerichteten Grofsen zu thun
haben, anzuwenden ist. Was dabei von Strecken als begrifflich ein-
fachster Art von gerichteten Grofsen gesagt wird, gilt ganz allgemein
von jeder Art gerichteter Grifsen. Ks seien eine Anzahl gerichteter
Strecken 1, 4,, . . . I, gegeben, deren Richtungen mit den drei Co-
ordinataxen die durch die Indices bezeichneten Winkel «,, £, 7,
@y, 3, 7ay - - - bilden, und wir stellen uns die Aufgabe, deren
geometrische Summe zu bilden, d. h. wir setzen dieselben zu einer
fortlaufenden gebrochenen Linie zusammen. Der Anfangspunkt der
ersten Strecke habe die Coordinaten z,, y,, %,; die Grenzpunkte
zwischen den folgenden Strecken seien bezeichnet durch

Hon A/

T3 Yy %y

% %%,
Es gelten dann zwischen den vorher bezeichneten Grifsen die Be-
ziehungen:

z, —z, =hcose,, Yy —y, =1hcosf, % —% =Ilcosy,
Ty — 2, =lycosa,, Yp—Y =Ico8p,, g =% =1l Co8Y,
Ly = 2y, '; In cose,, Vo= Vun™= ‘u cos ﬁn’ By — xn-l-_: in cosy,

Die geometrische Summe der an einander gesetzten Strecken ist nun
die gerade Strecke, welche vom Punkte z,y,2, bis zum Punkte
z, 9y, %, reicht, ihre drei Componenten sind also

%o T oy Yn = Yor A = R
Diese Ausdriicke erhiilt man aber durch Addition der vorstehenden
drei Sitze von Gleichungen in folgender Form:

n n n
T, — %y = ‘gll. coset, Y, — Y =a§ lacosfly, %, — %, = ;:1!“ COS ¥,

Da nun in diesen algebraischen Summen die Reihenfolge der Sum-
manden ohne Aenderung des Resultates beliebig vertauschbar ist, so
gilt dasselbe auch fiir die geometrische Summe der gerichteten
Strecken.
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§ 4. Stetigkeit und Differenzirbarkeit.

Um nun mit Hilfe dieser Coordinaten die Bewegung eines
materiellen Punktes darzustellen, miissen wir angeben, in welcher
Weise sich die Abmessungen z, y, z, welche die Lage in jedem
Augenblicke bestimmen, mit der Zeit verindern, das heifst, wir
miissen diese Coordinaten als Functionen der Zeit ausdriicken. Die
dabei als unabhiingige Urvariabele auftretende Grofse ist derjenige
Zeitraum, welcher seit einem bestimmten, als Beginn der Zeitzihlung
festgesetzten Zeitpunkt verstrichen ist. Hs ist eine Form unserer
Anschauungen, dafs wir die fortschreitende Zeit als eine wachsende
Grofse und die zwischen irgend wie markirten Zeitpunkten ver-
strichenen Zeitriume als unter einander vergleichbare mefshare
Werte betrachten. Den Methoden der Zeitmessung werden wir erst
im weiteren Verlaufe des Studiums der Bewegungserscheinungen be-
gegnen. Wir wollen die von einem bestimmten Anfangspunkt aus
gemessene Zeit durch das Zeichen ¢ ausdriicken.

Die Functionen von ¢, welche z, y, # bilden, kinnen nicht von
ganz beliebiger Form sein, miissen vielmehr gewisse Bedingungen
erfillen, damit mogliche Bewegungsvorgiinge dadurch gekennzeichnet
werden.

Erstens milssen z, y, # iiberall’ stetige Functionen von ¢ sein.
Diese Forderung ist nothwendig fiir die Erkenntnifs der Identitiit
eines Massenpunktes zu verschiedenen Zeiten, denn wenn sich die
Coordinaten oder auch nur eine einzelne zu irgend einem Zeitpunkt
sprungweise verinderten, so wiirde die dadurch dargestellte Bahn
des Massenpunktes abbrechen und an einer davon getrennten Stelle
weiterlaufen, die Masse wiirde daher an einem Orte verschwinden
und an einem riumlich getrennten anderen Orte im selben Momente
auftauchen, ohne einen die beiden Orte verbindenden Weg durch-
laufen zu haben. In einem solchen Falle kénnen wir uns iber-
haupt gar kein Mittel vorstellen, durch welches die Identitit des
Massenpunktes vor und nach dem Sprunge nachzuweisen wiire, wir
wiirden vielmehr eine solche nimmermehr anerkennen, sondern uns
vor einen Vorgang gestellt sehen, welcher dem obersten Erfahrungs-
grundsatz aller Naturerscheinungen, der Unzerstorbarkeit und Un-
entstehbarkeit der Materie zuwiderliuft.

Die zweite Forderung, welche wir jetzt fir die Zeitfunctionen
x, y, » aufstellen wollen, kann in ihrer Nothwendigkeit erst einge-
sehen werden, wenn wir zu den von Newron aufgestellten Principien
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der Dynamik kommen, indessen soll dieselbe bereits hier als eine
spiter zu rechtfertigende Beschriinkung eingefiihrt werden: Die
Coordinaten jedes bewegten Massenpunktes miissen stets nach der
Zeit differenzirbar sein. Die Differenzirbarkeit fordert mehr als die
Stetigkeit; sie verlangt, dals die Veriinderung, welche eine Function
bei einem Zuwachs der Variabelen erfiihrt, zu diesem Zuwachs in
einem Verhiiltnils stehen mufs, welches bei hinreichender Kleinheit
dieses Zuwachses von dessen Grofse unabhiingig wird, also einen
festen Grenzwerth besitzt, den man als den Differentialquotienten
der Function bezeichnet. Wenn z die Function und ¢ die Variabele
bedeutet, so driickt man den Differentialquotient symbolisch durch

: d ; - ; :
das Zeichen - dT aus. Die Grodfsen der Differentialquotienten von

z, y, + werden nun im Allgemeinen ebenfalls mit der Zeit ver-
dnderlich, also Functionen von ¢ sein, dieselben diirfen sich aber
niemals sprungweise veriindern, weil sonst fir den Zeitpunkt dieses
Sprunges kein eindeutiger Werth des Differentialquotienten angeben
lifst. Wir konnen daher die aufgestellte Bedingung der Differenzir-
barkeit auch dadurch ausdriicken, dafs wir verlangen: Die Differential-
quotienten von 2, y, » milssen stetige Functionen der Zeit sein.

§ 5. Geschwindigkeit, gleichférmige Bewegung.

Die nach der Zeit genommenen Differentialquotienten bezeichnet
man mit dem allgemeinen Namen Aenderungsgeschwindigkeiten der
Functionen, withrend das Wort Geschwindigkeit im speciellen Sinne
(gleich Weggeschwindigkeit) die Differentialquotienten der Coordinaten
oder anderer die veriinderliche Lage des Massenpunktes bestimmen-
der Liingenabmessungen bedeutet. Die Aenderungsgeschwindigkeiten
von 2, y, x wollen wir nun durch folgende Gleichungen angeben:

dx

kg

dy

i M
LB,

&T=

in denen u, v, w stetige Functionen von ¢ sind. Sobald w, v, w be-
kannt sind, kinnen wir uns die Aufgabe stellen z, y, x selbst zu
finden, das heilst die Bewegung des Punktes zu berechnen. Dies
geschieht durch die Inmtegration der Gleichungen (1).
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Wir wollen diese Frage zuniichst fiir den einfachen Fall be-
handeln, dafs w«, v, w wihrend der ganzen Zeit der Betrachtung un-
veriinderliche Werthe besitzen, also von ¢ unabhiingig und constant
sind. Wir nehmen die Untersuchung nach einer allgemein ver-
wendbaren Methode vor, welche zwar bei diesem einfachen Problem
einen etwas weitliufigen Weg geht, welche uns aber die Gewihr
bietet, dafs wir dadurch zur Kenntnifs aller moglichen Integral-
werthe jener Gleichungen (1) gelangen. Wir stellen zu diesem
Zwecke die festen Grilsen u, v, w ebenfalls als Differentialquotienten
nach der Zeit dar:

e e L) v

dt dt dt
schaffen diese Ausdriicke auf die linke Seite der Gleichungen (1)
und vereinigen sie mit den dortstehenden Differentialquotienten der
Coordinaten. Dadurch entstehen folgende nur formellen Umformungen
der urspriinglichen Differentialgleichungen:

_;!_ (@ —ul)=0
d
d
?‘—(z —wit)=10

In dieser Form finden wir die Differentialquotienten von drei
Functionen gleich Null gesetzt, was nichts anderes heilst, als dafs
die Functionen selbst sich in der Zeit nicht éindern, vielmehr jede
irgend einen constanten Werth bewahrt, dessen Betrag aber durch
die Aufgabe selbst nicht vorgeschrieben ist. Dergleichen unbe-
stimmte Constanten treten bei jeder Integration von Differential-
gleichungen auf. Bezeichnen wir dieselben der Reihe nach durch
Ty, Yy Xy 80 kinnen wir statt des letzten Satzes von Differential-
gleichungen die gewthnlichen Gleichungen schreiben:

zT—ut=uz,, y—vi=y,, & —wil= 2%,
oder in anderer Schreibweise: (2)
T —x, =ut, Y=Yy =7V ¥ — 2, =wl

Die Integration ist damit vollendet, und wir wollen nun die Natur
der durch die Gleichungen (2) dargestellten Bewegung untersuchen.
Um zuniichst die Bahn des Punktes aufzufinden, miissen wir aus
den drei letzten Gleichungen die Zeit eliminiren, denn jeder be-
stimmte Werth von ¢, in diese (Gleichungen eingesetzt, liefert einen
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bestimmten Punkt der Bahn, mithin ergiebt das Resultat der Elimi-
nation von ¢ die rein analytisch-geometrischen Beziehungen zwischen
z, y, z, welche die Gestalt der Bahn charakterisiren. Die Elimi-
nation ist leicht auszufihren, indem wir ¢ aus jeder der drei
Gleichungen ausrechnen und die gewonnenen Ausdriicke einander
gleichsetzen. Wir erhalten so die Doppelgleichung:

Pl NS Aol (ST, S 1

u v w

welche zwei von einander unabhiingige Beziehungen zwischen den
Coordinaten feststellt. Greifen wir die folgende heraus:

Fa e ¥ Y

u v

Dieselbe sagt als lineare Gleichung zwischen z und y aus, dals die
Orte, welche der Massenpunkt auf seiner Bahn beriihrt, in einer
gewissen Ebene bleiben miissen, welche parallel zur z-Axe liegt.
Ebenso folgt aus der anderen Beziehung:

Y=Y =%
v w

dafs die Bahn in einer gewissen Ebene parallel zur z-Axe verlaufen
mufs. Diese beiden Ebenen werden im Allgemeinen verschieden
von einander sein, die Bahn kann daher nur diejenige gerade Linie
sein, welche durch den Schnitt der beiden Ebenen gegeben ist.

Die soeben gegebenen Auseinandersetzungen werden hinfillig,
wenn die vorgeschriebenen Constanten w, v, w zum Theil oder simmt-
lich gleich Null sind, denn wir haben zum Zwecke der Elimination
von ¢ dieselben als Divisoren angewendet, was keinen Sinn mehr hat,
wenn dieselben gleich Null sind. Wir miissen deshalb fir diese Fille
Specialbetrachtungen anstellen. Wenn alle drei u = v = w = 0 sind,
so liefern die Gleichungen (2) z = z,, ¥y = ¥, * = %,, der Massen-
punkt befindet sich also dauernd an irgend einem festen Orte in
Ruhe. Ist nur eine Constante, etwa » von Null verschieden, so bleibt
y=y, und z =2, und nur & verindert sich mit der Zeit. Die
Bahn des Punktes ist also irgend eine gerade Linie parallel der
z-Axe. Sind endlich zwei Constanten, etwa w und » ungleich Null,
withrend w = 0 ist, so bleibt z = z,, die Bewegung findet daher in
einer Ebene senkrecht zur z-Axe statt. Andererseits liefern dann die
beiden ersten Gleichungen (2) wie im allgemeinen Fall durch Elimi-
nation von ¢ eine Ebene parallel der z-Axe. Der Schnitt dieser
beiden senkrecht stehenden Ebenen bestimmt in diesem Falle die
Bahn des Massenpunktes.
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Wir erkennen also in allen Fillen, dafs die Bahn eines
Massenpunktes, dessen Coordinaten constante Differentialquotienten
haben, eine gerade Linie im Raume sein mufs. Die unbestimmt ge-
bliebenen Integrationsconstanten z, y, %, bezeichnen einen Punkt dieser
Geraden und zwar denjenigen, in welchem sich der Massenpunkt zu
Beginn der Zeitrechnung ¢ = 0 befindet. Von diesem Anfangspunkt
aus komnen wir die Linge ! des auf der geraden Linie zuriick-
gelegten Weges abmessen; die Projectionen dieser Strecke auf die
Coordinataxen sind (z — 7), (¥ — ¥,), (* — %,), folglich ist

1=V —20+ U —u)f+ & — 5
Das Vorzeichen dieser Wurzel ist zuniichst doppeldeutig; da aber
der Radicandus fortdauernd wiichst mit der Zeit, der Werth also
nach der Zeit t = 0 niemals wieder gleich Null wird, so konnen wir
! positiv rechnen in der Richtung, in welcher der Massenpunkt sich
bewegt.

Fir die einzelnen unter der Wurzel stehenden Terme konnen

wir aus den Gleichungen (2) diejenigen Ausdriicke einsetzen, welche
die Abhiingigkeit derselben von der Zeit erkennen lassen und er-

halten so:

1= (Yu? + o + w?).t (3)
Da die in diesem Ausdruck vorkommende Wurzel nur aus den vor-
geschriebenen Constanten zusammengesetzt ist, so ist sie selbst
gleich einem bestimmten und von der Zeit unabhiingigen Werthe,
den wir ¢ nennen wollen. Der durchlaufene Weg ! wiichst pro-
portional der verstrichenen Zeit ¢, der Massenpunkt legt auf seiner
geradlinigen Bahn in gleichen Zeiten gleiche Wegstrecken zuriick,
und die Weggeschwindigkeit ist:

%=Wm=? (8a)

also unveriinderlich. Man nennt eine Bewegung von den hier ge-
fundenen Eigenschaften eine gleichférmige Bewegung.

Der Anfangspunkt der Bahn, also der Punkt z,, y, %, ist bei
der Losung der Differentialgleichungen unbestimmt geblieben, da-
gegen hat die Bahn eine durch die vorgeschriebenen Constanten °
bestimmte Richtung im Raume, denn die Winkel, welche ! mit den
drei Axen bildet, und die wir durch (¢, 2), (}, ¥), (), #) bezeichnen wollen,
sind zuniichst gegeben durch:

_xo coa(l,y)=y_‘y0 !

cos (1, x) = - e
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Die Richtung von ! ist zugleich die Richtung der resultirenden
(Geschwindigkeit ¢, also ist auch (L) = (¢,2) etc. zu setzen, Ent-
nehmen wir endlich aus den Gleichungen (2) und aus Gleichung (3)
die Werthe (z — «,), . . . und von { so kommt:

S v o (s 4 =B &

cos (q, I) = - "_;,._—.:.:’._’ ) ' co8s (rb g} = ;_-_"v:;_; — =
= ______._'{’_...____ 3b
cos (g, 2) = R ) (3b)

oder kiirzer:

cos (g, ) : cos (¢, 1) : CO8 (g,2) = u:v:w.

Aus diesen Angaben iitber die Richtung von ¢ in Verbindung
mit dem in Gleichung (3a) gegebenen Werthe von ¢ erkennt man,
dafs constante Aenderungsgeschwindigkeiten der drei Coordinaten
sich nach denselben Gesetzen zu einer resultirenden constanten Weg-
geschwindigkeit zusammenfiigen, wie sich verschieden gerichtete
Strecken zu einer Resultante vereinigen.

Daher gestalten sich die vorstehenden Ableitungen noch ein-
facher, wenn wir die Ausdrucksweise der geometrischen Addition
anwenden. Die Grifsen =z, y,, %, 2, ¥, = { %, v, w, ¢ sind alsdann
als gerichtete Grofsen (Vectoren) zu behandeln. Die mit / bezeich-
nete Wegstrecke stellt sich dar als geometrische Summe:

l=(@—%)+ U —y) + (& — %)

Durch diese eine Gleichung ist nicht nur die Liinge, sondern auch
die Richtung von ! bestimmt. Durch Anwendung der Gleichung (2)
wird hieraus:

l=(u4+v+ w).t,

und durch Differentiation erhilt man

=:§‘i=u+v+m. (Be)
Die resultirende Geschwindigkeit ist also geometrische Summe der
Aenderungsgeschwindigkeiten der einzelnen Coordinaten, und ist
durch die eine Gleichung (8¢) sowohl ihrer Gréfse wie ihrer Richtung
nach bestimmt. Uebrigens beschriinkt sich selbstverstindlich die
geometrische Addition von Geschwindigkeiten nicht auf solche, welche
senkrecht auf einander stehen, nur die auf Grund des pythagoritischen
Satzes aufgestellte Gleichung (8) und ihre Consequenzen verlangen
rechte Winkel.
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§ 6. Beschleunigung.

Wenn die Geschwindigkeitscomponenten %, », w nicht constant
sind, sondern durch irgend welche Zeitfunctionen bestimmt sind, so
kbnnen wir die im vorigen Paragraphen durchgefiihrte Betrachtung
nicht iiber einen grifseren Zeitraum ausdehnen. Da wir aber in
Hinsicht auf ein spiiter zu besprechendes Naturgesetz verlangt hatten,
dafs die Geschwindigkeiten stetige Functionen der Zeit sein miissen,
werden die Verinderungen in verschwindend kurzen Zeiten selbst
verschwindend klein, und wir kénnen innerhalb solcher kurzer Zeit-
riiume die Grofsen u, v, w als unveriinderlich ansehen und die Be-
trachtungen des vorigen Paragraphen verwenden. KEs werden sich
also in jedem Zeitelement die Geschwindigkeitscomponenten zu einer
resultirenden Geschwindigkeit ¢ nach Gleichung (3a) zusammenfassen
lassen, und auch die mit der Richtung des Weges iibereinstimmende
Richtung von ¢ liifst sich durch die Gleichungen (3b) angeben.

Der Unterschied besteht nur darin, dafs ¢ in Gréfse und Richtung
nicht mehr constant bleibt, sondern selbst eine Function der Zeit
wird, und zwar gleich wie u, v, w selbst, eine stetige Function. Die
Stetigkeit, mit welcher die Richtung sich nur veriindern kann, hat zur
Folge, dals die Bahn des materiellen Punktes hochstens eine endliche
Kriimmung, nirgends aber einen Knick, einen Winkelpunkt besitzen darf.

Die Differenzirbarkeit derjenigen Zeitfunctionen, welche die Ge-
schwindigkeitscomponenten darstellen, wollen wir nicht ebenso zu-
versichtlich fir alle Zeiten voraussetzen, wie diejenige der Coordi-
naten selbst. KEs giebt thatsiichlich viele Bewegungserscheinungen,
die sich am einfachsten beschreiben lassen, wenn man zu gewissen
Zeitpunkten Unstetigkeiten der Differentialquotienten der Geschwindig-
keiten annimmt. In solchen Zeitpunkten existirt dann kein angeb-
barer Werth des Differentialquotienten. Wir wollen indessen jetzt
die Bewegung eines Punktes in Zeitabschnitten verfolgen, in denen
auch die Geschwindigkeitscomponenten u, v, w differenzirbare Func-
tionen der Zeit bleiben. Um diese neue Annahme mathematisch
auszudriicken, miissen wir zu den Gleichungen (1) noch folgende
ganz analoge Gleichungen hinzufiigen:

du
" 7 i
dv < (4)

dt

dw
e
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in denen e, 8, y zu allen Zeiten, welche in Betracht kommen, ein-
deutige und stetig sich veriindernde Grolsen sind.

Begrifflich wiiren dieselben zu bezeichnen als die Aenderungs-
geschwindigkeiten der Geschwindigkeitscomponenten, welch’ letztere
urspriinglich eingefithrt waren als die Aenderungsgeschwindigkeiten
der Coordinaten. Statt dieser umstindlichen Benennung fithren wir
eine kilrzere ein, und bezeichnen e, 3, y als die Beschleunigungen
der Coordinaten. Wir kénnen auch die Gleichungen (1) und (4) zu
einem gemeinsamen Gleichungssystem zusammenfassen, wenn wir die
Operation

dx :
d(TtT) P

= oder in kiirzerer Form YT

anwenden, deren Resultat man den zweiten Differentialquotient von
2 nach ¢ nennt. Wir erhalten auf diese Weise:

dx

ey

d?

=8 Bsa
#*x

T

oder in Worten: Die Beschleunigungen der Coordinaten sind durch
deren zweite Differentialquotienten nach der Zeit gegeben.

Wir kénnen nun mit den neu aufgestellten Gleichungen (4) eine
ganz ebensolche Integration vornehmen, wie wir sie im vorigen Para-
graphen mit den Gleichungen (1) ausgefiibrt haben; wir miiesen dazu
nur voraussetzen, dals e, 8,  lingere Zeit hindurch constant bleiben,
oder dafs wir nur ein so kurzes Zeitintervall betrachten, dals die
Veriinderungen der stetigen Grofsen e, #, y unmerklich bleiben.
Dann kdnnen wir dieselben oben ausfithrlich besprochenen Schritte
der Rechnung ausfihren, welche in folgenden Gleichungen aus-
gedriickt werden:

em g, B=a@0 7=

%(“"¢n=0! ";""(v—ﬁt)"—"or' -:—"{W“}'f)-——'n.

% — @l = U, v—ft=u, w—yt=w,
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In den letzten drei Gleichungen bedeuten w,v,w, die unbestimmt
bleibenden Integrationsconstanten, welche die zur Zeit ¢ = 0 herr-
schende Geschwindigkeit ¢, durch ihre drei Componenten darstellen.
Diese drei Gleichungen -kann man in anderer Anordnung auch
schreiben:

U— Uy =a.t

v—y, = .1 (6)
w—w,=7y.t

Dieselben sagen aus, dafs die durch die Integration gefundene Ge-
schwindigkeit ¢ zur Zeit ¢, deren Componenten durch , v, w an-
gegeben sind, dadurch gefunden wird, dafs wir zu g, eine neue
Geschwindigkeit geometrisch addiren, deren Componenten gleich
@.t, B.t, y.t sind und deren bestimmt gerichtete Resultante wir
durch ¢' bezeichnen wollen. In der Ausdrucksweise der geometrischen
Addition ist dann:
7=q +q-

Die Elimination von ¢ aus den Gleichungen (6) fithrt zu der Doppel-
gleichung:

u—uo U_vo u’_wu

[ 3 7

welche eine bestimmt gerichtete gerade Linie im Raume anzeigt,
néimlich die Richtung der hinzutretenden Geschwindigkeit ¢. Der
Betrag der letzteren ergiebt sich durch Zusammensetzung der auf
einander senkrechten Componenten nach dem pythagoriischen Satze:

¢ =V + @0+ 0.0 = (e + 7+ 7*) .1 (7)

also proportional der verstrichenen Zeit, so lange die Quadrat-
wurzel als unveriindert gelten kann, also jedenfalls withrend eines
hinreichend kleinen Zeitintervalls. Diese gerichtete Grofse

Vet ¥ BT F 7t = ®)

erhiilt man, auch bei stetig-veriinderlichen «, f, 7, in jedem Falle
durch Differentiation von ¢':

dq

R

Wir nennen sie die Beschleunigung des Massenpunktes. Ihre
Richtung ist die Richtung von ¢ und wird nach den vorhergehenden
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* Gleichungen durch Angabe der Cosinus der Winkel (x,z), (%, v), (¥, %)

folgendermafsen bestimmt:

— __.__.._,_,_.u — — - __ﬁ..
s e Vo + B+ Y wa Yoo + 7+ (8a)
Y
co8 (x, .Tr) == i’és_:i__ﬂ’___l:;’
oder kiirzer:

08 (x, @) : co8 (¥, ) : co8 (#,2) = a: f:7.

Diese Richtung wird im Allgemeinen verschieden sein von derjenigen
der augenblicklich herrschenden Geschwindigkeit, dieselbe ist viel-
mehr allein bestimmt durch die drei vorgeschriebenen Grofsen e, g, 7,
welche sich als die Componenten von x herausstellen. Die Com-
ponenten der Beschleunigung sind die Beschleunigungen der Co-
ordinaten. Wir haben hiermit die wichtige Erkenntnils gewonnen,
dafs der eingefithrte Begriff Beschleunigung eine gerichtete Grofse
ist, dafs dieselbe nach den Gesetzen der geometrischen Addition
aus Componenten verschiedener Richtung zusammengesetzt gedacht
werden kann. In der Ausdrucksweise der geometrischen Summe
werden die 4 Gleichungen (8) und (84a) ersetzt durch folgende einzige
Aussage:

x=e+f+7, (8b)

welche noch allgemeiner ist, als jene Angaben, indem nicht verlangt
wird, dals e, 8, y senkrecht auf einander stehende Vectoren sind.

§ 7. Andere Zerlegung der Beschleunigung.

Mitunter ist es fiibersichtlicher, die Beschleunigung nicht aus
den drei Componenten in festen Axenrichtungen zusammengesetzt zu
denken, sondern eine Zerlegung vorzunehmen, bei welcher die eine
Componente in die Richtung der Bahn fillt, wiihrend die andere
eine bestimmte darauf senkrechte Richtung besitzt.

Wir wollen zu dieser Bildungsart der Beschleunigung auf einem
vom vorigen Paragraphen unabhiingigen Wege gelangen, indessen
aber doch die gleichen Begriffe durch dieselben Buchstaben be-
zeichnen.

Der betrachtete materielle Punkt habe zur Zeit ¢t = 0 die Ge-
schwindigkeit ¢, und nach Verlauf der sehr kurzen Zeit ¢ die Ge-
schwindigkeit ¢. Die vorausgesetzte Differenzirbarkeit der Geschwindig-
keit fordert alsdann, dafs sowohl die Grdfsendifferenz (g — g,), als
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auch die Richtungsdifferenz, d. h. der Winkel, welcher entsteht, wenn
man ¢, und ¢ vom selben Punkte aus angesetzt denkt, und den wir
durch (g, g,) bezeichnen wollen, dafs diese heiden Veriinderungen zur
verstrichenen Zeit ¢ in je einem Verhiltnifs stehen, welches bei ver-
schwindender Kiirze der Zeit ¢ einen festen Grenzwerth annimmt.
Nennen wir diesen Grenzwerth bei der Grofseniinderung #, bei der
Richtungsiinderung o, so konnen wir die Forderung der Differenzir-
barkeit durch folgende beide Gleichungen ausdriicken:
q—qo=1.1 (9
(@ 90) = w .t (9a)
in denen ¢ nur verschwindend klein sein darf, welche also unter
Voraussetzung endlicher fester Werthe von 5 und @ auch auf der
linken Seite nur verschwindend kleine Grofsen enthalten. Begrifflich
definirt, stellt  die Aenderungsgeschwindigkeit der Weggeschwindig-
keit, oder kiirzer die Wegbeschleunigung dar, wihrend o die
Aenderungsgeschwindigkeit der Richtung der Bahn oder kurz die
Winkelgeschwindigkeit mifst. Die gerichteten Grofsen ¢, und g
kénnen wir uns durch Strecken im Raume versinnlichen. Wenn wir
dieselben von demselben Ausgangspunkt aus ansetzen, so bestimmen
dieselben ein in einer gewissen Ebene liegendes Dreieck, welches wir
niiher betrachten wollen: KEs sei in Fig. 1 die Strecke von A hs B
der Repriisentant von g¢,, diejenige von 4 bis C bezeichne ¢. Dann
ist der Winkel C A B = (¢,q,). Durch diese drei Stiicke ist das Drei-
eck bestimmt. Die dritte Seite von B bis ¢ wollen wir ¢’ nennen;
dieselbe repriisentirt die im vorigen Paragraphen eingefiihrte Zusatz-
geschwindigkeit, denn 4 C ist die geometrische Summe von 4 B und
BC. Den Aufsenwinkel bei B, welcher den Richtungsunterschied
von ¢ gegen g, mifst, wollen wir mit dem Buchstaben & bezeichnen.

4

p SR A

B

Fig. 1.

Eine bekannte trigonometrische ‘Formel driickt das Quadrat der
Seite B C durch die beiden anderen Seiten und den gegeniiber-
liegenden Winkel aus, und liefert dadurch die Gleichung:

% =q,* + ¢* — 2¢,9.c08(g, 4),
welche nach einer einfachen goniometrischen Umformung auch
folgendermassen geschrieben werden kann:

7% = (g — q,)* + 4g,¢.sin? .“i*.fal .

H. v. HeLmuorTz , Theoret, Physik, Bd, 1, 2, ]
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Wegen der verschwindenden Kleinheit des Winkels (g, ¢,) konnen
wir den Sinus desselben durch den Arcus selbst ersetzen, auch kinnen
wir das Product ¢,.¢ durch den nur verschwindend wenig davon
verschiedenen Ausdruck g,* oder ¢ ersetzen und erhalten, nach
Ausziehung der Quadratwurzel, fiir ¢' selbst den Ausdruck:

¢ =V — a)® + ¢*- (2, 9)*

Wenn wir nun unter der Wurzel die durch die Gleichungen (9) und
(9a) gegebenen Werthe von (¢ — g,) und (g, ¢,) einsetzen, so be-

kommen wir:
¢ =+ ¢f?).t (10)

Die Quadratwurzel dieses letzten Ausdrucks besteht nur aus den
vorgeschriebenen Constanten 7 und @ und aus der wihrend des
betrachteten Zeittheilchens herrschenden Geschwindigkeit g, ist also
eine feste Grofse, welche wir bezeichnen wollen:

Vn* + ¢* 0® = «x; (10a)

dieselbe ist unabhiingig von der Grofse des kleinen Zeitintervalles,
deshalb stellt sich die Zusatzgeschwindigkeit ¢’ als proportional der
verstrichenen Zeit ¢ heraus. Dieses » ist die Beschleunigung des
Massenpunktes. Ihre Richtung ist die Richtung von ¢/, bildet also
mit g, oder dem nur verschwindend anders gerichteten ¢ den vorher
mit i bezeichneten Winkel. Ueber diesen Winkel 9 sagt der so-
genannte Sinussatz aus, dals:

sind ¢

En—(—‘b %) q
ist. Da aber sin (g, ¢,) = (¢, ¢,) = @ .t ist, und ¢’ aus Gleichung (10)
entnommen werden kann, ergiebt sich:

q _g.0
T
ein Ausdruck, der, wie leicht zu sehen, stets einen echten Bruch
darstellt, mithin auch immer einen reellen Winkel  liefert. Die
Richtung der Beschleunigung » ist also auch unabhiingig von ¢ und

durch die vorgeschriebenen Constanten bestimmt. Aus Gleichung (11)
folgt unmittelbar:

sin & =

(11)

T T . (11a)

—
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und wir konnen nun x zerlegen in eine Componente in Richtung
der Bahn und eine zweite senkrecht auf der Bahn. Dieselben findet
man folgendermalsen:

In der Bahn: x.cosd =g (12)
Quer: x.8D% =q.0 (13)

Die erstere wird also direkt gleich der durch Gleichung (9) einge-
fihrten Grofse 4 und mifst die Wegbeschleunigung, deren Existenz
eine Veriinderung der Grofse oder Intensitit der Geschwindigkeit
anzeigt. Die senkrecht auf der Bahn stehende Componente ist da-
gegen von 7 ganz unabhiingig und wird bestimmt durch das Product
der Weggeschwindigkeit ¢ und der Winkelgeschwindigkeit @, welch’
letztere nur vorhanden ist, wenn die Richtung der Bewegung sich
findert, wenn also die Bahn gekriimmt ist. Man kann alsdann durch
Einfihrung des Kriitmmungsradius dieser Beschleunigungscomponente
eine andere Form der Darstellung geben. Der Kriimmungsradius,
den ein Lingenelement einer Raumcurve besitzt, liegt in der Kriim-
mungsebene dieses Bogenstiickes, normal auf dem letzteren nach der
concaven Seite hin. Dieselbe Richtung hat aber auch die in Rede
stehende Beschleunigungscomponente, denn die KEbene, in welcher
das in Fig 1 betrachtete Dreieck liegt, ist, wie man leicht sieht,
die Kriimmungsebene, Nennen wir den Kriimmungsradius g, so ist
der von dem Massenpunkt in der oben betrachteten sehr kurzen Zeit ¢
zuriickgelegte Weg, durch den Winkel (¢, ¢,) ausgedriickt, gleich
0.(g,q,) oder gleich p.w.t, andererseits kann man diesen Weg auch
aus der herrschenden Geschwindigkeit ¢ berechnen gleich ¢.2 Die
Gleichsetzung dieser beiden Ausdriicke fiir den Weg liefert, nach
Hebung des in beiden Fillen gleichen ¢, folgende Beziehung:

g=0.0,

durch welche man die Gleichung (13) auch in folgenden beiden
(estalten hinstellen kann:

x8in % = p w* (18a)
xsin & = -:T-q’ (18b)
Da diese Art von Beschleunigung nur bei gekrimmter Bahn vor-
kommt, und dann stets nach dem Centrum der Kriimmung hin
gerichtet ist, wollen wir dieselbe als Centralbeschleunigung bezeich-
nen. Dieselbe wird spiiter ihre Rolle spielen bei der Erklirung der

sogenannten Centrifugalkraft.
2 L
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Specielle Fille der durch die angesetzten Gleichungen (9) und
(9a) bedingten Bewegungsverhiiltnisse treten ein, wenn @ oder 7
gleich Null sind. Wenn @ = 0 ist, haben wir eine geradlinige Bahn,
x = 7) ist die Beschleunigung, deren Richtung mit derjenigen von ¢
zusammenfiillt, da & = 0 wird. Im zweiten Falle dagegen, wenn
7 = 0 ist, haben wir eine unveriinderte Weggeschwindigkeit, die Be-

schleunigung wird » = ¢.w und steht wegen & = -275 senkrecht auf

der Bahn, welche nach derselben Seite ihre concave Kritmmung
zeigt. Ist o fiir lingere Zeit eine constante Grofse, so bleibt auch
der Kriimmungsradius o constant, der Punkt bewegt sich dann mit
unveriinderter Geschwindigkeit in einer Kreisbahn.

Man kann dieses wichtige Resultat, dals eine krummlinige Bahn
auch bei unverinderter Weggeschwindigkeit eine quergerichtete Be-
schleunigung involvirt, auch aus der im vorigen Paragraphen ge-
gebenen Definition herleiten, nitmlich, dafs die Componente der
Beschleunigung in einer bestimmten Richtung gleich ist dem zweiten
Differentialquotienten der in dieser Richtung abgemessenen Coordinate
eines rechtwinkeligen Coordinatensystems. Wir stellen uns zu diesem
Zwecke die zu einem bestimmten Wegelement gehdrige Kriimmungs-
ebene vor, in welcher dieses kleine Stick seinen Verlauf nimmt, und
legen das Axensystem in der Weise, dafs die (x,y)- Ebene mit
dieser Kriimmungsebene zusammenfillt. Die z-Abmessung des
Massenpunktes bleibt dann withrend des betrachteten kurzen Zeit-
raumes gleich Null, und wir haben nur die Veriinderung von z und
y zu betrachten. Die Neigung des Wegelementes oder der Ge-
schwindigkeit ¢ gegen die x-Axe bezeichnen wir durch (g, 2).
Dann ist

d

oder, da die Veranderungen von y und z in der Zeit erfolgen:

Dieser Tangens wird sich wegen der Kriimmung des Wegelementes
wihrend der Zeit ¢ ein wenig éindern. Die Aenderungsgeschwindigkeit
desselben ist der Differentialquotient des Tangens nach der Zeit und
wir erhalten durch Ausfithrung dieser Differentiation:
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dz d'y dy d'z

&5 VPSS vl L D LT 5T e

dt B\b# = (dz )=

dt

Nun wollen wir das Axenkreuz der z- und y-Axe noch eine be-
sondere Lage in der Kriimmungsebene besitzen lassen. Die z-Axe
sei niimlich Tangente an den Anfangspunkt des Wegelementes,
withrend die y-Axe ebenfalls durch diesen Punkt geht und nach der
concaven Seite zeigt, also mit der Richtung des Radius iiberein-
stimmt. Der Winkel (¢,) ist dann zu Anfang gleich Null und
erreicht am Schlufs dieses Wegelementes in Folge von dessen Kriim-
mung nur den kleinen Betrag, den wir in der vorhergehenden Be-
trachtung durch (g, ¢,) bezeichnet hatten. Jedenfalls konnen wir
den Tangens dieses kleinen Winkels mit dem Arcus selbst identifi-
ciren, und der Differentialquotient desselben stellt direct die Winkel-
geschwindigkeit @ dar, was sich durch Differentiation der Gleichung
(9a) direct ergiebt.

Von den auf der rechten Seite vorkommenden Grofsen wird
bei dieser besonderen lLage der Axen %—?— = (. withrend ‘;—T die
herrschende Geschwindigkeit ¢ bezeichnet. Dadurch nimmt die letzte
Gleichung die einfachere Gestalt an:

ary
di*
W= —- )
q
oder
d!
Y i g

Da nun y die Abmessung senkrecht auf der Bahn ist, so giebt
dessen zweiter Differentialquotient die in diese Richtung fallende
Componente der Beschleunigung, also die Centralbeschleunigung, deren
Betrag ¢.@ denn auch in Uebereinstimmung mit der Gleichung (18)
gefunden wird.



Zweiter Theil.
Dynamik eines materiellen Punktes.

Erster Abschnitt.
Allgemeine Prineipien.

§ 8. Bewegungskraft.

Die Erkenntnifs, dafs der im vorangehenden Theile aufgestellte
Begriff der Beschleunigung der Bewegung eines materiellen Punktes
eine gerichtete Grifse ist, welche mit ihres gleichen zu einer geo-
metrischen Summe zusammengefafst werden kann und welche auch
aus verschiedenen Componenten als Resultante zusammengesetzt ge-
dacht werden kann, bildet das wichtigste Resultat aller kinematischen
Betrachtungen und liefert die eigentliche Grundlage der Dynamik,
der Lehre von den Gesetzen der thatsiichlich in der Natur vor-
kommenden Bewegungserscheinungen der Massen.

Die Gesetzmiifsigkeit der Naturerscheinungen ist die oberste
Voraussetzung, welche wir aufstellen miissen, wenn wir an die Er-
forschung derselben herantreten wollen. Das Gesetz existirt fiir uns
nur, wenn wir dasselbe erkannt haben, aber wir finden, dafs Etwas
vorhanden ist unabhiingig von unserem Erkennen und Wollen, was
sich uns, sobald wir in den Ablauf einer Naturerscheinung veriindernd
eingreifen wollen, als eine objective Macht entgegengestellt, und
welches die Ursache ist, dafs die Vorginge gerade so ablaufen, wie
wir es beobachten. Diese objectivirte (Gesetzmiifsigkeit nennen wir
Kraft, und die Erforschung der Gesetze der thatsichlichen Be-
wegungen ist identisch mit der Beantwortung der durch unser
Causalititsbediirfnifs geforderten Frage nach den Ursachen oder
Kriften. Dieser Auffassung entstammt auch der Name Dynamik,
d, i. Lehre von den Bewegungskriiften.
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Nun war es der grofse Fortschritt, welchen Gariner gegeniiber
allen fritheren Naturforschern seit Aristoteles machte, dals er als
die eine directe Ursache fordernde Bewegungserscheinung die Be-
schleunigung erkannte. Dalfs eine Masse, welche eine Zeit lang in
Ruhe existirt hat und dann plétzlich anfingt, sich zu bewegen, durch
irgend eine vorher fehlende Ursache dazu angetrieben werden mufs,
das liegt schon in der Allgemeingiiltigkeit des Causalitiitsgesetzes,
welches wir als Anschauungsform mitbringen. Dals aber etwas ent-
sprechendes auch fiir eine bereits in Bewegung befindliche Masse
gilt, dafs nimlich jede Veriinderung ihres Bewegungszustandes, aber
auch nur eine solche Veréinderung eine Ursache erfordert, dies war
allerdings eine Anschauung, welche die fritheren Physiker nicht klar
zu Stande gebracht hatten, dies war ein wesentlich neuer Stand-
punkt; jene Alten hielten im Allgemeinen an der von Aristoteles
geiiufserten Ansicht fest, dafs jeder von der Ruhe verschiedene Be-
wegungszustand zu seiner Erhaltung einer dauernd wirkenden Ur-
sache (Kraft) bediirfe.

Ein Massenpunkt kann nun thatsiichlich in jedem Augenblick
nur eine Bewegung, daher auch nur eine bestimmte Beschleunigung
besitzen; in diesem Sinne ist jede Zerlegung der letzteren in irgend
welche, der vorliegenden Berechnung angepafste Componenten nur
eine mathematische Fiction, deren Zweckmiifsigkeit sich in gleicher
Weise auch bei den Geschwindigkeiten und bei den gerichteten
Strecken in den vorhergehenden kinematischen Betrachtungen er-
wiesen hat. Dieselbe gewinnt indessen eine realere Bedentung, wenn
wir bedenken, dafs die Beschleunigung, die wir in Grofse und
Richtung bestimmt haben, zuniichst fiir ein und denselben Massen-
punkt, das Krkennungsmittel und das Maals fiir die bewegende Ur-
sache oder Kraft liefert. Denn es kann sehr wohl vorgestellt werden,
dafs mehrere Ursachen, die wir bereits in ihren Kinzelwirkungen
studirt haben, indem wir die durch jede einzelne hervorgebrachten
Beschleunigungen festgestellt haben, dafs diese Ursachen alle zu-
sammen auf den Massenpunkt einwirken. Die Beschleunigung, welche
dessen Bewegung nun zeigt, lifst sich ebenfalls durch Beobachtung
feststellen, und es zeigt sich, dafs dieselbe gleich der geometrischen
Summe aller derjenigen Beschleunigungen ist, welche durch die vor-
handenen Ursachen, einzeln genommen, erzeugt werden. Dies ist
ein Erfahrungssatz, dessen Richtigkeit gepriift werden kann und der
bereits durch die gesammte Arbeit der Physiker seit mehr als zwei
Jahrhunderten als richtig bestitigt worden ist. In demselben hat
die geometrische Addition der Beschleunigungen einen realen Sinn,
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und das Fortbestehen jedes einzelnen Summanden in der Summe
deutet die Erfahrungsthatsache an, dals die Wirkung einer Kraft
durch die gleichzeitige Anwesenheit anderer Kriifte nicht ver-
indert wird.

Es liegt nun die Gefahr nahe, sich bei der Aufstellung des
Begriffes der Kraft in eine leere Tautologie zu verwickeln. Die
Bewegungen und die Beschleunigungen sind Thatsachen, welche
beobachtet werden kdnnen und deren Grifse man. durch Raum-
abmessungen und Zeitbestimmungen zahlenmiifsig feststellen kann.
Wenn man dagegen von Kriiften spricht als den Ursachen dieser
Bewegungserscheinungen, so weifs man von deren Wesen nichts
weiter, als was man eben aus der Beobachtung des Bewegungs-
vorganges herauslesen kann, und was seinen Ausdruck schon in der
Angabe der Beschleunigung gefunden hat. Man kaun daher von
der Kraft nichts aussagen, was man nicht bereits von der Be-
schleunigung weiss, und es wiire die Einfihrung dieses unerkliirten
Abstractums ohne jeden Inhalt.

Der wahre Sinn, der die Einfihrung des Krafthegriffes recht-
fertigt, besteht nun darin, dafs die Kriifte als immer bestehende,
nach unveriinderlichen Gesetzen wirkende Ursachen angesehen werden,
deren Wirkung zu allen Zeiten unter denselben Verhiiltnissen die
gleiche sein mufs. Diese Kigenschaft kann von den Beschleunigungen
nicht behauptet werden. An dieser Bedingung hat man stets fest-
zuhalten, wenn man von Kriiften spricht. So kommt hitufig der Fall
vor, dals wir die Anwesenheit einer Kraft anzunehmen Grund haben,
ohne dafs wir ihre Wirkung als Beschleunigung auftreten sehen. In
solchem Falle diirfen wir nicht annehmen, dafs die Kraft voriiber-
gehend aufgehort hat zu wirken, es wird uns vielmehr stets gelingen,
dann noch andere Kriifte aufzuspiiren, deren Beschleunigungen mit
der vermifsten Beschleunigung zusammen die geometrische Summe
Null geben. Ks kann sich alsdann ein materieller Punkt in diesem
Zustande des Gleichgewichtes der Kriifte unter denselben Be-
dingungen hefinden, wie wenn keine Kriifte auf ihn wirkten; wir
haben aber durch die ungestdrte Additionsfihigkeit der Wirkungen
die Moglichkeit, auch in solchen Zustinden die einzelnen Ursachen
als fortbestehend und unveriindert wirksam anzusehen, und wir
kinnen an dem Grundsatz festhalten, dals das Gesetz der Kraft ein
dauverndes ist. Unter dieser Voraussetzung lifst sich mit Hulfe des
Kraftbegriffes die ganze theoretische Physik ausbilden.

Wir wollen das Gesagte durch ein anschauliches Beispiel
illustriren und withlen zu dem Zwecke diejenige Kraft, welche uns
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aus dem tiiglichen Leben am geliufigsten ist, die irdische Schwer-
kraft. Die Wirksamkeit derselben erkennen wir an der Beschleunigung
der Bewegung eines fallenden Korpers. Nun brauchen aber schwere
Massen nicht immer zu fallen, dieselben konnen bekanntlich auch
auf einem Tisch, auf jeder horizontalen Fliche eines festen Korpers
ruhig liegen, und die Beschleunigung der Schwerkraft tritt alsdann
nicht in die Erscheinung. Trotzdem haben wir die Schwerkraft als
dauernd wirksam und in gleicher Weise beschleunigend anzusehen,
wie bei der Kallbewegung; wir miissen nur nach anderen gleich-
zeitig wirkenden Kriiften suchen, deren Beschleunigungen mit der-
Jenigen der Schwerkraft zusammen die Summe Null geben. Wir
finden diese auch stets in den sogenannten elastischen Kriiften, die
durch die Verbiegungen des Tisches und der weiteren Unterstiitzungen
entstehen, wenn eine schwere Masse auf ihnen ruht. Dals eine solche
Verbiegung oder anderweitige Formveriinderung der Unterstiitzungen
stets eintritt, 1ilst sich durch geeignete Mittel nachweisen, und ebenso
lifst sich zeigen, dafs bei solchen Deformationen stets Krifte auf-
treten, welche ebenfalls unveriinderlichen Gesetzen folgen. Man kann
mitunter sogar die Grofse der Deformation zur Messung der Grofse
derjenigen Kraft, welcher dadurch das Gleichgewicht gehalten wird,
ebenso gut oder besser benutzen, als die Feststellung der that-
siichlichen Beschleunigung, welche die letztere erzeugt. (Federwage,
Torsionswage.)

§ 9. Newtons erstes Axiom, Beharrungsvermdgen.

Wir wollen nach den einleitenden Betrachtungen iiber das Wesen
der Bewegungskraft zur Besprechung der Grundsitze der Dynamik
ibergehen, wie dieselben von Newron endgiltig aufgestellt und all-
gemein acceptirt worden sind. Newton hat diese Sitze als Axiome
. bezeichnet, das soll heifsen, als allgemein giiltige Gesetze, welche
aber nach ihrem wahren Inhalt genommen, durch Erfahrung ge-
wonnen sind und nicht anders als durch Erfahrung gepriift und
bestiitigt werden kinuen.! Dieselben stehen dadurch im Gegensatz
zu den frither in der Kinematik von uns aufgestellten Sitzen. Wenn

') Das Wort Axiom ist also hier in einem anderen Sinne gebraucht als
bei Kanr. Dieser versteht unter Axiomen der Anschauung synthetische Stitze
a priori, d. h. Urtheile, welche ohne jede fiufsere Erfabhrung aufgestellt werden.
Vergl. Kant, Kritik d. r. V. Elementarlebre 1 Th. I Abth, I1. Buch IT. Hauptst.
8. Absch.
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wir beispielsweise von der Moglichkeit der geometrischen Addition
der Geschwindigkeiten und ihrer Zerlegung in Componenten ge-
sprochen haben, so waren das nur nominalistische Auseinander-
setzungen oder Definitionen, in denen Erklirungen fiir gewisse termini
technici gegeben wurden, welche in dem bestimmten angegebenen
Sinne gebraucht werden sollten, und von denen wir weiter nichts zu
beweisen hatten, als dals sie bei jeder erlaubten Art des Gebrauchs
auf die gleichen, eindeutig bestimmten Resultate fithren. Der leitende
Gesichtspunkt bei der Aufstellung dieser Begriffe, welche bis zu
einem gewissen Grade willkiirlich gewiihlt werden kinnten, war aller-
dings bereits, dieselben so zu formuliren, dafs wir mit Hiilfe der-
selben die nun folgenden realen Siitze, die wir zu behandeln haben,
moglichst klar und einfach aussprechen kinnen. Dabei kam aber
die Frage nach der Wahrheit noch gar nicht in Betracht, wir hatten
vielmehr nur fiir die Consequenz in unserem Begriffssystem zu
sorgen.

Newrons erstes Axiom, welches wesentlich den Inhalt der schon
im vorigen Paragraphen von uns besprochenen Gariuerschen Ent-
deckung enthilt, hat folgenden Wortlaut:

»Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi

uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogi-

tur statum illum mutare.”
Unter ,corpus“ haben wir hier einen materiellen Punkt oder, wie
spiiter ausfithrlich zu zeigen ist, bei ausgedehnter Masse deren mitt-
leren Ort, den sogenannten Schwerpunkt zu verstehen. ,,Status
movendi uniformiter in directum* bedeutet die in § 5 behandelte
gleichfsrmige Bewegung, die einzige Bewegungsart, bei welcher keine
Beschleunigung auftritt. ,,Vires impressae* sind nun die besprochenen
Bewegungskriifte, der Ausdruck ,impressae“ ist dem Sprachgebrauch
der ilteren Physiker angepalst, welche sich noch vorstellten, dals
die Kriifte in Gestalt unzithlig vieler kleiner Eindriicke oder An-
stofse die Bewegung der Korper aufrecht erhielten. Man kann also
den Inhalt des ersten Axioms folgendermalsen wiedergeben: Jeder
materielle Punkt, auf den keine Kriifte wirken, bleibt in Ruhe oder
beharrt in derjenigen gleichfirmigen Bewegung in welcher er sich
einmal befindet.

Die hierdurch ausgesprochene eigenthiimliche Eigenschaft der
Masse nennt man das Beharrungsvermidgen; die lateinisch
schreibenden Autoren nannten dieselbe inertia — Triigheit, eine
nicht ganz gliickliche Bezeichnung, welche sich indessen in einigen
Wortbildungen noch bis jetzt erhalten hat.
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In der Anerkennung dieses ersten Axiomes liegt auch bereits
als directe Schlufsfolgerung enthalten, dafs die Wirkung einer Kraft
sich nur in einer Bewegungsinderung, also in einer Beschleunigung

zeigt.
§ 10. Newtons zweites Axiom.

Das zweite Axiom hat den Wortlaut:

yMutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et
fieri secundum lineam rectam, qua vis illa imprimitur.

Bei der Interpretation dieses Satzes ist zu beachten, dafs unter
motus nicht einfach Geschwindigkeit zu verstehen ist, sondern dafs
man dadurch im alten Sprachgebrauche denjenigen Begriff bezeich-
nete, den man jetzt Bewegungsgrifse oder Moment der Bewegung
nennt, niimlich das Product aus der bewegten Masse und der Ge-
schwindigkeit, welche dieselbe besitzt. Es begegnet uns an dieser
Stelle zum ersten Male der Begriff Masse als Quantitit, als Grofse,
welche freilich, so lange wir nur einen einzelnen Massenpunkt be-
trachten, die Rolle eines constanten Factors spielt, mit welchem die
Geschwindigkeit multiplicirt werden mufs, um die Bewegungsgrilse
zu ergeben. Letztere ist daher eine gerichtete Grofse von der
Richtung der (teschwindigkeit; man erhilt ihre Componenten, wenn
man die Geschwindigkeitscomponenten mit diesem Factor erweitert.
Bezeichnen wir die Grifse des Massenpunktes durch m, die Ge-
schwindigkeit durch ¢, deren Componenten durch w, v, w, so ist die
Bewegungsgrofse m.q und ihre Componenten sind m.w, m.v, m.w.
Fir verschiedene Massenpunkte wird m verschiedene Grofse haben.
Zu einer Vergleichung verschiedener Massen oder zur Messung der-
selben durch ein festgesetztes Einheitsmaafs der Masse konnen wir
nur dadurch gelangen, dafs wir dieselbe Kraft auf verschiedene
Massen wirken lassen und die in diesen Fillen beobachteten muta-
tiones motus, dies sind die Aenderungsgeschwindigkeiten der Be-
wegungsgrofse, einander gleichsetzen. Die eintretenden Beschleu-
nigungen stellen sich dadurch als umgekehrt proportional den be-
wegten Massen heraus, und dadurch ist ein Mittel des Vergleichs
gegeben. Wir werden auf diesen Gedanken noch spiiter zuriick-
kommen, einstweilen sei noch bemerkt, dafs die hier als Grdfse
eingefihrte Masse bei allen wiigharen Korpern durchaus proportional
dem Gewichte ist. Das Gewicht ist aber die Kraft, mit welcher die
Schwere den betreffenden Korper angreift. Nun ist die Schwere die
Wirkung einer ganz speciellen Naturkraft, welche wir in der Massen-
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anziehung kennen lernen werden, und es konnte diese ausnahmelose
Proportionalitiit zwischen der Grofse des Beharrungsvermiogens einer
Masse und ihrem Gewicht an einer bestimmten Stelle der Erde nur
durch zahllose Erfahrungen bestitigt werden. Von vorn herein
wiire bei der grofsen Verschiedenheit der physikalischen und che-
mischen Eigenschaften der stofflich unterschiedenen Arten von
Massen hieritber nichts Gewisses auszusagen.

Nachdem wir erkannt haben, dafs die Masse eine physikalische
Grofse ist, welche wir nach einer festgesetzten Masseneinheit messen
kionnen, wihrend fiir die Kriifte noch kein Maafs besteht, ist es
‘deutlicher, wenn man in diesem zweiten Axiom das Wort ,pro-
portionalem“ durch ,aequalem“ ersetzt, denn e¢s wird durch diesen
Grundsatz direct das Maals festgestellt, nach welchem seit NEwron
die Grofse jeder Bewegungskraft gemessen wird, nimlich die mutatio
motus, das ist der nach der Zeit genommene Differentialquotient
der Bewegungsgrifse.

Die zweite Hilfte des Axioms sagt aus, dafs die Richtung des
eben genannten zeitlichen Differentialquotienten der Bewegungsgrofse
auch zugleich die Richtung der Kraft ist, so dals nun die Be-
wegungskraft nach Grifse und Richtung bestimmt ist.

§ 11. Mathematische Formulirung beider Axiome.

Da die Masse eines materiellen Punktes unveriinderlich ist, so kann
die Veriinderung der Bewegungsgrifse nur durch Geschwindigkeits-
iinderung irgend welcher Art zu Stande kommen, bei der Bildung
des im vorstehenden Paragraphen als Maals der Kraft aufgestellten

: d :
Differentialquotienten T (m.q) tritt daher m als constanter Factor

heraus und wir behalten den Differentialquotienten von ¢. Dieser ist
aber nach den kinematischen Betrachtungen der §§ 6 und 7 die
Beschleunigung x. Wenn wir also die Bewegungskraft nach Grofse
und Richtung durch K bezeichnen, so ist

K=m.x (14)

Falls man nicht mit gerichteten Grofsen rechnen will, ist
die Zerlegung in Componenten parallel den Coordinataxen niitzlich.
Dabei ist zu beachten, dafs die Componenten des Differentialquotienten
der Geschwindigkeit gleich den Differentialquotienten der Componenten
der Geschwindigkeit sind. Die Componenten der Kraft sollen mit
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X, ¥, Z bezeichnet werden. Alsdann findet das zweite Axiom seinen
mathematischen Ausdruck in den folgenden Gleichungen:

d du
X = =7 (m.u) =m P
d dv
Y = oy (m.v) = i TR
7 = ~§— (m.w)=m. fid'f

Statt der Geschwindigkeitscomponenten u, v, w kann man auch die
Differentialquotienten der Coordinaten x, y, % einsetzen, wie dies in
§ 6 zwischen Gleichung (4) und (5) ausgefithrt ist und man erhilt
dann;:

Az

4¥ = m“ﬁ"
dl

Y=”"7:§' (15)
d?z

ik 55 1

In dieser Form pflegt die Newron'sche Definition der Bewegungs-
kraft am hiufigsten dargestellt zu werden. Sie lifst sich in Worten
folgendermafsen ausdriicken: Die Kraft, welche auf den Massen-
punkt m wirkt, wird gemessen durch das Product der angegriffenen
Masse m und der Beschleunigung, welche dieselbe dadurch erhilt.
Da die Kraft in der Richtung der Beschleunigung wirkt, kann die-
selbe in Compenenten zerlegt werden, dadurch, dafs man die Be-
schleunigung in denselben Axenrichtungen in Componenten aufldst
und die Producte aus m und diesen Componenten der Beschleunigung
bildet,

Es liegt in diesen Gleichungen auch die Anerkennung des ersten
Axiomes, denn wenn keine Kraft auf die Masse m wirkt, haben wir
X =VY=Z=0 zu setzen, folglich auch L A 7y = gs—x 0.

R N anm. o an
dz dy dx
ar’ a1’ di
constante Werthe besitzen. Fiir diesen Fall lieferten aber die Be-
trachtungen des § 5 als einzig mogliche Bewegungsart die gleich-
formige Bewegung in geradliniger Bahn mit constanter Geschwindig-
keit, also diejenige Bewegung, welche eine Masse nach der Aussage
des ersten Axioms bei Abwesenheit von Kriiften besitzen kann.

I

Daraus folgt, dafs die ersten Diﬁ'ereﬂtialquutienten
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Zugleich wird eine Auffassung klargestellt, die in den NEwToN'-
schen Axiomen nicht ausfihrlich betont, aber stillschweigend mit
einbegriffen ist und die wir bereits im § 8 beriihrt haben, niimlich
der Grundsatz, dafs die Wirkung einer Bewegungskraft durch die
Anwesenheit einer anderen nicht veriindert wird, sondern ungestort
fortbesteht. Wir kénnen nimlich die Componenten X, Y, Z als drei
zugleich wirkende Kriifte auffassen, deren gemeinsame Wirkung die-
Jenige ihrer Resultante vollstindig ersetzt. Die geometrische Addition
der Beschleunigungscomponenten, deren Summe die resultirende Be-
schleunigung ist, ergiebt dann die ungestérte Wirkung jeder einzelnen
Kraftcomponente trotz der Anwesenheit der anderen. Auch in dem
Falle, dals mehrere Kriifte denselben Massenpunkt angreifen, kénnen
wir die gleichgerichteten Componenten derselben einfach algebraisch
addiren, und finden die Componenten der resultirenden Beschleu-
nigung durch algebraische Addition.

§ 12. Bewegungskraft unabhingig von der Geschwindigkeit.

Eine zweite Frage, welche von Newrox in der Abfassung seiner
Axiome unberithrt gelassen, dadurch freilich stillschweigend ent-
schieden worden ist, betrifft den Einfluls der vorhandenen Ge-
schwindigkeit. Die Grifse der Kraft wurde gemessen allein durch
die Masse und ihre Beschleunigung, und wenn auch die Beschleu-
nigung definirt wurde durch den Grenzwerth des Zuwachses an
Geschwindigkeit dividirt durch das verschwindende Zeittheilchen, in
welchem derselbe zu Stande kommt, so ist doch dieser Begriff nicht
abhiingig von der Grifse der bereits bestehenden Geschwindigkeit.
Das Newron'sche Kraftmaals verneint also den Einflufs der Ge-
schwindigkeit. Indessen ist doch hier zu bemerken, dafs erfahrungs-
mifsig Fiille vorkommen, in denen wir es zu thun haben mit Kriiften,
deren Intensitiit abhiingig erscheint von der Geschwindigkeit, mit
welcher die Korper im Raume fortschreiten; namentlich kommen
viele Fille vor, in denen die Bewegung einen Widerstand erleidet,
welcher auf Kriifte hindeutet, deren Beschleunigungen der Be-
wegungsrichtung gerade entgegengesetzt gerichtet sind und zu
wachsen pflegen, sowohl mit zunehmender absoluter Geschwindigkeit
im Luftraume oder einem anderen Medium, als auch mit wachsender
relativer Geschwindigkeit, d. h. Geschwindigkeitsdifferenz gegeniiber
einem anderen bewegten Korper. Wir brauchen nur an die Be-
wegungserscheinungen bei Anwesenheit irgend einer Art von R:ibung
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zu denken. Wir wissen ja aus tiglicher Erfahrung, dafs Massen,
denen eine bestimmte Geschwindigkeit ertheilt worden ist, und
welche man allen beschleunigenden Kriiften zu entziehen strebt,
durchaus nicht in alle Ewigkeit mit derselben Geschwindigkeit fort-
zulaufen pflegen, wie es eigentlich das erste Newron'sche Axiom
vom Beharrungsvermdgen fordert; es ist vielmehr nur bei ganz be-
sonderen Vorsichtsmaalsregeln moglich, fiir kurze Zeiten eine be-
friedigende Anniiherung an diesen idealen Verlauf herzustellen. Sonst
finden wir, wenigstens in irdischen Verhiiltnissen, bei Massen, die
sich im Luftraum und in Berithrung mit anderen Kérpern bewegen
milssen, z. B. eine Unterstiitzung gegen die Schwerkraft haben miissen,
um gegen die beschleunigende Wirkung derselben geschiitzt zu
sein, regelmiifsig, dafs die ihnen mitgetheilte Geschwindigkeit all-
mithlich verringert wird, dafs also eine negative Beschleunigung vor-
handen ist, welche um so grofser ist, je grofser die herrschende
Geschwindigkeit selbst ist. Deshalb haben nun die Physiker schon
im vorigen Jahrhundert vielfach mit Kriften gerechnet, welche
Functionen der Geschwindigkeit sein sollten; fir Aufgaben, wo es
sich nur um die Gewinnung eines einseitigen Resultates von be-
schriinkter Bedeutung handelt, sind solche Annahmen auch sehr
zweckmiifsig, und wir werden dieselben spiiter auch benutzen.

Es hat sich aber durch die spiiteren Fortschritte der Physik
gezeigt, dafs in allen Fillen, wo die Geschwindigkeiten auf die
Grofse der bewegenden Kriifte Einflufs zu haben scheinen, der Vor-
gang niemals eine reine Bewegungserscheinung ist, sondern dals
dann neben den Ortsveriinderungen noch andere Veriinderungen
einhergehen, deren Auffindung zum Theil sorgfiltige Beobachtungen
erfordert, dafs beispielsweise in solchen Fillen, wo sogenannte
Reibungskriifte zu wirken scheinen, welche die vorhandene Be-
wegungsgrofse allmihlich verzehren, immer eine Wirmeentwickelung
vor sich geht. Auch kommen Fille vor, in denen gleichzeitig noch
eloktrische und magnetische Inductionswirkungen und chemische
Veriinderungen hervorgerufen werden, die sich dann einmischen und
scheinbar Bewegungskriifte hervorrufen, die von der Geschwindigkeit
abhiingig sind. Wenn wir nun alle Arten von Kraftwirkungen, bei
denen irgend welche der vorher erwihnten Nebenerscheinungen auf-
treten, aus der gegenwiirtigen Betrachtung ausschliefsen, so bleiben
allein iibrig die reinen Bewegungskriifte, welche nur beschleunigte
Bewegung ohne Nebenwirkungen erzeugen. Von diesen konnen wir
als empirisch nachgewiesen feststellen, dafs sie unabhiingig von den
bestehenden Geschwindigkeiten sind, gleichwie auch von der gleich-
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zeitigen Kxistenz anderer Kriifte. Diese reinen Bewegungskriifte
werden namentlich von den englischen Physikern hiufig auch cou-
servative Krifte genannt, weil dieselben, wie spiiter gezeigt werden
wird, dem Gesetz von der Conservation der Knergie gehorchen.

§ 13. Dimensionen und Maalse.

Es diirfte hier der geeignete Ort sein, einen Useberblick iiber
die verschiedenen Arten der bisher eingefithrten physikalischen
Grofsen und der zum Messen derselben nothwendigen Maalse einzu-
schieben. In der Kinematik hatten wir als urspriingliche mefsbare
Girofsen nur die Lingen von Strecken und von Zeitritumen gebraucht,
welche nach Festsetzung einer Liingeneinheit und einer Zeiteinheit
zahlenmifsig angegeben werden kinnen. Die zur Bestimmung von
Richtungsunterschieden dienenden Winkelgrifsen sind in der Rech-
nung stets als unbenannte Verhiltnifszahlen (Kreisbogen, gemessen
durch Radius) zu betrachten und daher unabhiingig von der Wahl
irgend welcher Einheiten. Bei der Besprechung des zweiten Newron'-
schen Axioms begegneten wir noch einer dritten Klasse urspriing-
licher Grofsen, den Massen, fiir deren Messung ebenfalls die Fest-
setzung einer besonderen Einheit nothwendig ist.

Alle tbrigen Grofsen aber wurden durch Gleichungen definirt,
in denen aufser diesen nur die drei angefiihrten Grundformen von
physikalischen Begriffen in verschiedenen Combinationen vorkamen.
Wir werden auch im weiteren Verlauf der Dynamik sehen, dals fiir
alle neu aufzustellenden Begriffe dasselbe gilt. Da nun auf diese
Weise im Fortschritt der Untersuchungen verhiltnifsmilsig compli-
cirte Zusammensetzungen der urspriinglichen Gréfsenarten auftreten
und man sehr hiiufig das Bediirfnils hat, fiir eine Grofse, die auf
einem verwickelten Wege durch Heranziehung von Sitzen aus ver-
schiedenen Kapiteln der Physik gefunden ist, die Art der charak-
teristischen Gruppirung zu bezeichnen, so bildet man Gleichungen,
welche nicht den Zahlenwerth der zu messenden Grofse geben sollen,
sondern die Art der Zusammensetzung aus den grundlegenden Grifsen
Masse, Linge, Zeit anzeigen. Man schlielst, um an diesen beson-
deren Sinn solcher Gleichungen zu erinnern, nach Maxwerts Vor-
gang zweckmiifsig die Ausdriicke in eckige Klammern ein, und be-
zeichnet, ohne sich an bestimmte Maalseinheiten zu binden, eine
Masse durch M, eine Linge durch L und eine Zeit durch 7, oft
findet man in solchen Angaben das Auftreten von Bruchstrichen
dadurch vermieden, dafs man negative Exponenten anwendet und
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dann stets ein Product irgend welcher Potenzen von M, L, 7' erhiilt.
Diesen fiir den in Frage stehenden neuen physikalischen Begriff zu
Stande kommenden Complex dieser Grofsen nennt man die Dimen-
sion desselben.

So sehen wir aus den Gleichungen des § 5, dals der Begriff der
Geschwindigkeit eingefiihrt wurde als der Proportionalitiitsfactor in
der Aussage, dafs der zuriickgelegte Weg propostional dem ver-
strichenen Zeitelement ist. Die Geschwindigkeit ist daher ihrer
Dimension nach selbst eine Liinge dividirt durch eine Zeit:

Greschwindigkeit = l:{:'p:l = [L.T7Y] (16)

Wie die Geschwindigkeit aus dem Weg, so wurde dann der
Begrifi Beschleunigung aus der Geschwindigkeit hergeleitet. Wir
haben daher die Dimension der letzteren nochmals durch 7 zu divi-
diren und erhalten:

Beschleunigung = [;‘;] = [L.T7%) (17)

Mit dieser Angabe stimmt es auch tiberein, dafs die Componenten
der Beschleunigung durch die zweiten Differentialquotienten der
Coordinaten gemessen werden, denn die Dimension von d*z ist
gleichwie diejenige von dz und von z eine Liinge, withrend der
Nenner d#* das Quadrat einer Zeit ist.

In Gleichung (9a) wurde ferner die Winkelgeschwindigkeit w
definirt als Proportionalititsfactor einer mit der Zeit wachsenden
Richtungsiinderung, ® ist also der Dimension nach ein Winkel
dividirt durch eine Zeit, oder da der Winkel eine reine Zahl ist:

Winkelgeschwindigkeit = [—;—] = [T71] (18)

Die Dynamik hat uns aufser dem fundamentalen Begriff der
Masse bis jetzt noch geliefert die Bewegungsgrifse als Product aus
Masse und Geschwindigkeit:

L

Bewegungsgrilse = [M--,},-] = [MLT] (19)

und schliefslich den wichtigsten Begriff, die Bewegungskraft, welche
gemessen werden sollte durch den Differentialquotienten der Be-
wegungsgrifse oder mit anderen Worten durch das Product der

bewegten Masse und der Beschleunigung. Die Dimension ist also:
Kra.ft=[M-T{;-]=[M.L.T_’] (20)

M. v. HeLMuorrz, Theoret, Physik, Bd. I, 2.
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Der Nutzen, welchen die Beachtung der Dimensionen gewiihrt,
ist ein mehrfacher. Kinmal ist es eine nothwendige Forderung, dals
nur gleichartige Grifsen einander gleichgesetzt oder zu einer Summe
vereinigt werden konnen; die Dimensionen der beiden Seiten einer
Gleichung wie auch die der einzelnen Glieder einer Summe miissen
also stets die gleichen sein. Aus der Priiffung dieses Umstandes
kann man zwar nicht die zahlenmiifsige Richtigkeit irgend einer ge-
fundenen Relation zwischen verschiedenen physikalischen Grofsen
herleiten, oft aber ohne Miihe einen etwa begangenen Irrthum dadurch
nachweisen, dals die Dimensionen dann nicht iibereinstimmen. Als
Beispiel fir diese geforderte Gleiehheit der Dimensionen wollen wir
die drei Ausdriicke betrachten, welche in den Gleichungen (13), (13a),
(18b) fir die Grdfse der Centralbeschleunigung einer krummlinigen
Bewegung angegeben sind. In der ersten Form erscheint dieselbe
als Product der Weg- und der Winkelgeschwindigkeit, ist also gleich
[%i,r], in der zweiten und dritten Form erscheint der Kriim-

. . : Mo 1 L\?
mungsradius als Liinge und wir erhalten [L- (—f) ] und [“f' ( f) ]
Man sieht, dals alle drei Dimensionen gleich [L.7%], also gleich
der Dimension der Beschleunigung sind.

Der Hauptvortheil besteht aber darin, dals wir fiir jede nach
ihrer Dimension bekannte Grofsenart sofort eine nicht mehr will-
kiirliche Maafseinheit finden, so dafs sich nach alleiniger Festsetzung
der drei Grundmaafse ein zusammenhiingendes System von Maafsen
ither alle Zweige der Physik verbreitet, in welchen wir die Dimen-
sionsbestimmungen angeben kinnen. Auch kann man aus der Be-
trachtung der Dimension sofort ablesen, in welcher Weise sich ein
abgeleitetes Maals verindert, wenn in der Festsetzung der drei
Grundmaalse etwas veriindert wird.

Als Urnormalen der Liingen- und der Massen-Einheit werden
zwei aus unveriinderlichem Material hergestellte Etalons, das Meter
und das Kilogramm in Paris aufbewahrt, alle in Gebrauch befind-
lichen Maafsstiibe und Gewichtsstiicke sind Copieen von diesen. Fiir
die Urnormale der Zeitmessung dient die als unveriinderlich anzu-
sehende Dauer der Umdrehung der Krde um ihre Axe, eine Zeit-
dauer, welche durch Beobachtungen der aufeinander folgenden Durch-
ginge irgend eines sehr fernen Fixsterns durch das Fadenkreuz
eines feststehenden Fernrohres sehr genau festgestellt werden kann.
Man nennt dieses Urmaals den Sterntag, auf welches man zuletat
immer zuriickgehen mufs, wenn man Zeitinstrumente (Uhren), deren
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Princip die Unveriinderlichkeit der Schwingungsdauer des Pendels
ist, auf ihren richtigen Gang controliren will.

Diese Urmaafse konnen nun in aliquote Theile getheilt, auch
vervielfacht werden je nach der Grdfse der zu messenden Objecte.
Bei Lingen und Massen ist allgemein die dem dekadischen Zahlen-
system entsprechende Multiplikation oder Division mit Potenzen von
10 durchgefiihrt, welche dann zu den bekannten Maafsen: Centimeter,
Millimeter ete. und Gramm, Milligramm etc. fithrt. Das praktisch ver-
wendete Zeitmaals, die Secunde, steht nicht in so einfacher Bezichung
zur Urnormale; die Secunde ist definirt als der 60 X 60 x 24-ste
Theil des biirgerlichen oder mittleren Sonnentages, letzterer steht
zu dem Sternentage in einem hinreichend genau bekannten, aber
irrationalen Verhiiltnifs, welches in der Priffung des Sekundenpendels
stets seine Rolle spielt.! Aufser den vom Meter und vom Kilogramm
abgeleiteten Maafsen werden in einzelnen Betrachtungen auch andere
Maafseinheiten angewendet, deren Reductionszahlen auf die bisher
genannten Maaflse von der Genauigkeit der neuesten und sorgfiltigsten
Messungen abhiingen, daher nicht absolut feststehen. Die Liinge des
vierten Theiles des Erdmeridians, d. h. der geoditische Abstand
eines Poles vom Aequator, ferner die in der Astronomie niitzlichen
Maalse, nimlich die grofse Axe der elliptischen Erdbahn und die
Masse der Erde gehdren zu diesen Maafsen.

Dasjenige Maalssystem, in welchem Centimeter, Gramm und
Secunde als fundamentale Einheiten festgesetzt sind, hat neuerdings
eine allgemeine Verbreitung gefunden und man pflegt in dem Falle,
dafs die Dimension der gemessenen Grofsenart als geliufig und
bekannt gelten kann, einfach durch die zur Maafszahl hinzugesetzte
Bezeichnung (€. G. S), d. h. Centimeter, Gramm, Secunde, anzudeuten,
dafs die Angabe sich auf das von diesen Einheiten hergeleitete Maals-
system bezieht, welchem man den Namen absolutes Maalssystem
gegeben hat.

! Withrend der biirgerliche oder mittlere Sonnentag in Folge der Defini-
tion der Secunde genau 86 400 Secunden enthiilt, umfalst der Sternentag
86 164,09 . . . Secunden, eine Angabe, die fir jede Reduction eine hin-
reichende Genauigkeit liefert.
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Zweiter Abschnitt.

Besondere Formen von Bewegungskriiften.

Die allgemeinen Grundsitze itber die Existenz und die Messung
von Kriiften, welche durch die besprochenen Nrwrox’schen Axiome
gegeben sind, sollen jetzt zum Studium von Bewegungserscheinungen
verwendet werden, welche ein materieller Punkt unter der Wirkung
einiger besonderer, wegen ihres hilufigen Vorkommens wichtiger
Naturkriifte zeigt.

Erstes Kapitel.
& 14. Die sogenannte Centrifugalkraft.

Zuerst wollen wir die-Kraftwirkung betrachten, welche bei jeder
krummlinigen Bewegung eines materiellen Punktes auftritt. Die
kinematischen Betrachtungen des § 7 hatten uns dariiber belehrt,
dafs eine gekriimmte Bahn, unabhiingig von der etwa vorhandenen
Wegbeschleunigung, eine nach dem Kriimmungsmittelpunkt gerichtete
Beschleunigung erfordert, deren Grofse durch die Gleichungen (13),
(13a), (18b) angegeben ist als bestimmt durch je zwei der drei Be-
stimmungsstiicke: Weggeschwindigkeit ¢, Winkelgeschwindigkeit
und Kriimmungsradius . Da wir nun aus dem Auftreten jeder
Beschleunigung auf das Wirken einer Kraft schliefsen miissen, so
erkennen wir, dafs zur Aufrechterhaltung einer krummlinigen Be-
wegung eine nach dem Kritmmungscentrum gerichtete Kraft nothig
ist, welche wir messen durch das Product der bewegten Masse m mal
der durch jene Gleichungen (18) angegebenen Centralbeschleunigung.
Diese Kraft nennt man Centralkraft, auch wohl Centripetalkraft, ihr
Betrag C ist:

C=m.q.m=m.p.m‘-_—m.—(1;.q’ (21)

Den einfachsten Fall, in welchem jene Kraft ihre Intensitit nicht
indert, withrend ihre Richtung stets nach demselben Punkt hinweist,
haben wir vor uns, wenn der Massenpunkt m in einer Kreisbahn
mit constanter Geschwindigkeit umlduft; dann bleiben néimlich g,
@ und p feste Grofsen. Aus den einzelnen Ausdriicken der vor-
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stehenden (ileichung konnen wir dann folgende Gesetze heraus-
lesen:

1. Die Centralkraft ist proportional der kreisenden Masse.

2. Bei gleichbleibender Winkelgeschwindigkeit ist die Central-
kraft dem Radius proportional.

3. Bei gleichbleibender Weggeschwindigkeit ist die Centralkraft

der Kriimmung (%) proportional.

Am hiiufigsten werden derartige Bewegungen dadurch erzeugt,
dafs eine Masse durch sogenannt feste Verbindungen gezwungen
wird, sich in einer Kreishahn zu bewegen. Dies kann dadurch ge-
schehen, dals wir dieselbe an einem Faden befestigen, dessen
anderes Knde sich nicht verriicken kann, so dals die Fadenliinge
den Radius der Kreishahn bestimmt; oder man kann durch eine
gekriimmte Wandfliiche oder durch eine Schiene das Austreten
aus der Kreisbahn verhindern. In allen diesen Fiillen wird die
aur Krzeugung der Kreisbewegung nithige Centralkraft durch die
elastische Deformation der Verbindungen hergestellt: Der Faden wird
dabei gespannt und so weit verlingert, dafs die auf Verkiirzung
hinwirkende elastische Kraft desselben gerade die erforderliche
Centralkraft liefert, ebenso wird die Schiene nach aufsen verbogen
und die sogenannt feste Wand wird eingedriickt, damit diese
Wirkung zu Stande kommt. Die Verbiegung eines festen Lagers
hatten wir bereits zar Erklirung der Ruhe eines von der Schwer-
kraft angegriffenen Korpers herangezogen; die Erscheinung ist also
dieselbe, als ob der im Kreise bawegte Korper auf die festen Ver-
bindungen eine Kraft iufserte, deren Intensitit der nothigen Central-
kraft gleich ist, aber die entgegengesetzte Richtung vom Centrum
weg besitzt. Dieser Erscheinung Rechnung tragend spricht man
von der Centrifugalkraft des in krummer Bahn bewegten Korpers
Sobald jene festen Verbindungen aufhoren zu wirken, weun beispiels-
weise der Faden reifst, so bewegt sich der Korper lediglich in Folge
seines Beharrungsvermogens geradlinig weiter in Richtung der Tangente
und in gleichformiger Bewegung; er entfernt sich dabei mehr und
mehr vom Mittelpunkt der vorhergehenden Kreisbahn. Dies ist also
nicht die Wirkung einer vom Centrum wegtreibenden Bewegungs-
kraft; sondern eine reine Folge des Fehlens jeder Bewegungskraft.

Die sogenannte Centrifugalkraft ist mithin nur ein Ausdruck
fir diejenigen Erscheinungen, welche bei festen Verbinduugen die
zur Erhaltung der krummen Bahn nithige Centralkraft erzeugen,
nicht aber eine cigenthimliche, Bewegung verursachende Naturkraft.
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Zweites Kapitel,

Schwerkraft und Fallbewegung.
§ 15. Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen.

Wir gehen jetzt tiber zur Besprechung derjenigen Bewegungs-
erscheinungen, welche ihre Erklirung durch das Wirken der Schwer-
kraft finden, und die man ganz allgemein Fallbewegungen nennt.
Die Schwerkraft ist in der ganzen praktischen Physik, wie auch im
tiglichen Leben von der grofsten Wichtigkeit, weil dieselbe an allen
uns erreichbaren Orten jederzeit zur Verfigung steht und auf alle
Massen in der Niithe der Erdoberfliche nach demselben aulser-
ordentlich einfachen Gesetze wirkt. Ks steht niimlich erfahrungs-
miifsig fest, dafs dieselbe allen Massen unabhiingig von deren Grifse
und Beschaffenheit eine Beschleunigung ertheilt, welche innerhalb
solcher rilumlicher Grenzen, die wir in einem Laboratorium vor
uns zu haben pflegen und welche wir bei einer einzelnen Versuchs-
anordnung bequem beherrschen konnen, so gut wie constant in
Intensitit und Richtung ist. Wenigstens sind die Veriinderungen
derselben in diesen Fiillen so aufserordentlich klein, dafs besonders
feine, eigens zu diesem Zwecke angestellte Messungen ndthig sind,
um Differenzen nachzuweisen. An verschiedenen Orten zeigt diese
Beschleunigung bemerkbare, wenn auch immerhin verhiltnifsmiifsig
geringe Verschiedenheiten ihrer Intensitiit; man kann dieselbe als
Function der geographischen Breite und der Hohe iiber dem Meeres-
spiegel darstellen. Die Richtung derselben stimmt iiberall nahezu
mit der aus astronomischen Messungen abzuleitenden Richtung gegen
den Erdmittelpunkt iiberein; die Abweichungen rithren von der
durch die Rotation der Erde bewirkten Centrifugalkraft, wie auch
von der ellipsoidischen Gestalt der Erde und von abnormen lokalen
Massenvertheilungen (Gebirgen etc.) her.

Wir wollen jetzt alle diese C'omplicationen aulser Acht lassen,
und uns aunf einen begrenzten Spielraum beschriinken, innerhalb
dessen die Beschleunigung der Schwere als eine Constante in Intensi-
tiitt und Richtung angesehen werden soll.  Wir bezeichnen dieselbe
durch den Buchstaben g. Die Kraft, welche der Masse m diese
Beschleunigung ertheilt, ist nach dem Nrwton'schen Maalse m.g,
man nennt sie das Gewicht der Masse m; die frither erwiihnte
Proportionalitit zwischen der Masse und ihrem Gewicht findet also

R ——
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seine Begriindung in der erfahrungsmiifsigen Constanz von g fiir alle
Korper an demselben Beobachtungsort.

Die Richtung der Schwerkraft nennt man die verticale oder
die Richtung von oben nach unten. Wir wollen fiir die folgenden
Betrachtungen das rechtwinkelige Coordinatensystem so richten, dafs
die positive z-Axe vertical nach oben zeigt, die y- und die 2-Axe
bestimmen dann zwei auf einander senkrechte, horizontale Rich-
tungen, Die Componenten der Schwerkraft X, ¥, Z erhalten nach
den gemachten Festsetzungen folgende Werthe:

X=—m.g I
Y=0 (22)
z=0 J

Es kann nun der Fall eintreten, dafs die Masse m nicht anders
fallen kann, als indem sie zugleich noch andere triige Massen, welche
der Wirkung der Schwere durch irgend welche Mittel entzogen sind,
mit sich zugleich in Bewegung setzt, und zwar in dieselbe Be-
wegung, in die sie selbst geriith. Die fiir instructive Zwecke voll-
kommenste KEinrichtung dieser Art zeigt die Arwoon'sche Fall-
maschine, welche zum experimentellen Nachweise der Kallgesetze
gebraucht wird. Dieselbe besteht aus einem mit moglichst ge-
ringer Reibung drehbaren Rade, iiber welches eine biegsame Schnur
liuft, an deren Enden auf beiden Seiten gleiche Massen hiingen.
Diese Massen werden zwar von der Schwerkraft angegriffen, sind
aber deren beschleunigendem Einflufs entzogen, denn, wenn die eine
Masse diesem Zuge folgen wiirde, so wiirde die andere durch die
Fadeniibertragung in entgegengesetzter Richtung aufwiirts gegen die
Richtung der Beschleunigung bewegt werden. Die beiden Krifte,
welche die Schwerkraft auf diese Massen #ufsert, halten sich also
in jeder Lage das (Gleichgewicht. Damit nicht etwa die verschiedene
Linge des Fadens auf beiden Seiten des Rades ein Uebergewicht
erzeugt, pflegt man die beiden Massen auch noch unterhalb durch
einen Faden zu verbinden, welcher in mifsiger Spannung fiiber ein
ebensolches Rad liuft; man ist dann sicher, dafs sich auf beiden
Seiten stets gleiche Fadenlingen befinden. Wenn diese Massen
einmal durch einen #ufseren Kingriff in Bewegung gesetzt sind, so
laufen sie in Folge des Beharrungsvermogens mit constanter Ge-
schwindigkeit weiter, so weit der Spielraum reicht. Legt man aber
zu einer der Massen noch ein Uebergewicht hinzu, so ist die Schwer-
kraft desselben nicht compensirt, das Gleichgewicht ist gestort, und



40 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 16.

in Folge dessen beginnt diese zugelegte Masse zu fallen und mufs
dabei die beiden vorher nicht beschleunigten Massen mitnehmen.,
Wir wollen die mathematische Behandlung der Fallbewegung unter
dieser umfassenderen Annahme durchfithren, dafs die in Bewegung
gesetzte Masse grofser ist, als diejenige, auf welche die Schwerkraft
wirkt und deren Gewicht das ganze System treibt. Dabei wollen
wir uns aber nicht an die Beschriinkungen fesseln, welche aus der
Construction der Arwoon'schen Fallmaschine folgen, dafs z B. keine
horizontalen Bewegungen moglich sind, wir wollen vielmehr aus den
Gleichungen, welche wir mit Hiilfe des Newron'schen Kraftmaafses
aufstellen konnen, die allgemeinsten Folgerungen ziehen.

Nennen wir die von der Schwerkraft angegriffene Masse m,
withrend die fibrigen mitgerissenen, lediglich triigen Massen zu-
sammen durch M bezeichnet werden, so wird die Masse (M + m) in
Bewegung gesetzt, und die Componenten der Kraft werden nach den
Gleichungen (15) gleichzusetzen sein dieser Masse (M + m) multipli-
cirt mit den zweiten Differentialquotienten ihrer Coordinaten. Streng
genommen handelt es sich beim Problem der Bewegung der Fall-
maschine in seiner einfachsten Form um drei Massenpunkte, wir
konnen aber wegen der festen Fadenverbindung allein die Coordi-
naten von m verfolgen und M an demselben Orte mit m vereinigt
denken.

Die Gleichungen (22) liefern uns dann in Gemeinschaft mit den
Gleichungen (15) folgende Differentialgleichungen als Grundlage fiir
die folgende Betrachtung:

d*z
an
(M + m)- itf- -0 ‘ (23)
dt

d*z
ar

(M + m). =—1m.g

Diese Differentialgleichungen haben wir nun zu integriren, um
@, y, # als Functionen der Zeit zu finden; erst dann ist die Art der
Bewegung, welche unter diesen Voraussetzungen eintritt, explicite
angegeben. Wir denken uns zu diesem Zweck in der ersten
Gleichung m.g mit positivem Vorzeichen auf die linke Seite ge-
bracht, so dafs die rechten Seiten aller drei Gleichungen gleich
Null sind. Es ist leicht, die linken Seiten dann als Differential-
quotienten nach ¢ darzustellen. Diese Umformung liefert dann
folgende nur formell von (28) verschiedenen Gleichungen:



§ 18, INTEGRATION DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN., 41
d dx
W{(M “+ m)-d—‘- + m.g.t} =0
d d
ai @t +m G} =0

d dx
?E{(M—i— m) =0

Diese Gleichungen sagen aus, dafs die Ausdriicke, deren Differen-
tialquotienten hier gleich Null erkannt sind, sich in der Zeit nicht
findern, also irgend welche, zwar unbestimmte aber constante Werthe
haben miissen, die wir der Reihe nach durch a, b, ¢ bezeichnen
wollen. Das erste Resultat ist also:

d

(M + m) d? +m.g.t=a
dy' 1)4)
dz

(M+ﬂi) F!— =

Schon aus dieser ersten Integration kbnnen wir einige Eigenschaften
der Fallbewegung herauslesen: So sehen wir, dafs die horizontalen
Geschwindigkeitscomponenten, dy/dt und dz/dt, wenn sie iiberhaupt
vorhanden sind, constante Werthe haben milssen, wiithrend die
verticale Geschwindigkeitscomponente d¥/d¢ vermehrt um ein pro-
portional mit der Zeit wachsendes Glied eine unveriinderliche
Summe liefert, selbst also mit der Zeit abnehmen mufs. Ist die-
selbe anfangs positiv, also nach oben gerichtet, so wird dieselbe
abnehmen, bis sie gleich Null geworden ist, dann tritt kein Steigen
mehr ein, vielmehr wird dieselbe negativ, also abwiirts gerichtet
und wiichst dann mehr und mehr.

Wir fahren nun in der Integration fort, indem wir die Con-
stanten a, b, ¢ auf die linken Seiten der Gleichungen (24) bringen
und dann die linken Seiten wieder als Differentialquotienten nach ¢
darstellen. s ist durch Ausfihrung der Differentiationen leicht
nachzuweisen, dafs die folgenden Gleichungen nur eine Umformung
von (24) sind:

:‘.. {(M-!- m)x —at 4 *mgt‘} =1
ddi {(M + m)y — bl} =0

;‘ (O 4 m)x — o) il
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Diese Gleichungen sagen wiederum aus, dafs die in geschweifte
Klammern eingeschlossenen Ausdriicke irgend welche in der Zeit
unveriinderlichen Betriige besitzen miissen, die wir der Reihe nach
durch 4, B, € bezeichnen wollen.

M+m)z—at+ fmgt*= A
(M + m)y — bt =B (25)
(M 4+ m)zx — et =C

Diese Gleichungen enthalten keine Differentialquotienten mehr,
sondern stellen z, y, » direct als Functionen der Zeit dar; die
Integration ist also vollendet, und zwar haben wir keinerlei Speciali-
sirungen bei der Rechnung zugelassen, wir haben mithin die allge-
meinsten Integrale gefunden, welche in ihrer Form simmtliche
Bewegungserscheinungen umfassen miissen, die bei dem Bestehen
des in den Differentialgleichungen (28) aunfgestellten Gesetzes der
Kraftwirkung moglich sind,

§ 16. Ueber die Bedeutung der Differentialgleichungen
in der Physik.

In die Integralgleichungen (25) sind sechs unbestimmte Con-
stanten eingetreten, welche den urspriinglichen Differentialgleichungen
(23) fremd sind; diese eben befihigen die Integralgleichungen sich
den Besonderheiten jedes einzelnen Falls anzupassen. Da aber der
Verlauf der Bewegung durch das Gesetz, nach welchem die Schwer-
kraft wirkt, und welches bereits in den Differentialgleichungen
seinen Ausdruck findet, vollstindig hestimmt ist, so konnen jene in
den einzelnen Fillen von einander abweichenden Besonderheiten nur
in den verschiedenen Zustiinden bestehen, in denen sich der Massen-
punkt zu Anfang der Betrachtung befindet. Der Zustand eines
Massenpunktes ist aber vollkommen angegeben, wenn wir wissen, an
welchem Orte er sich befindet und welche Geschwindigkeit er hesitzt.
Zur Angabe des Ortes sind drei Grifsen ndthig, und zur Angabe
der Geschwindigkeit in ihrer Grofse und Richtung ebenfalls drei
Grofsen. Diese sechs Angaben reichen gerade aus, um die sechs
Integrationsconstanten den Anfangsbedingungen entsprechend zu be-
stimmen,

Die Aufstellung der Differentialgleichungen (28) und ihre aus-
gelthrte Integration ist das erste Beispiel fir einen Gedankengang,
der uns in der gesammten theoretischen Physik tiberall wicder be-
gegnen wird; wir wollen deshalb hier einige allgemeine Betrachtungen
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iiber denselben anstellen. Die Bedeutung der Differentialgleichungen
fir die Physik besteht darin, dafs sie in ihrem Inhalt frei vom
zufiilligen des Kinzelfalles sind und nur das wesentliche und gesetz-
miifsige ausdriicken, was allen Fillen einer gewissen Klasse von
Erscheinungen gemeinsam ist. Die experimentelle Beobachtung er-
streckt sich immer nur auf Einzelfille, deren Ergebnifs oder deren
Deutang behaftet ist mit besonderen Grofsenangaben, die sich auf
die Verhiiltnisse der gerade gewiihlten Versuchsanordnung beziehen.
In der mathematischen Formulirung einer experimentellen Be-
obachtung, also beispielsweise in der gelungenen Darstellung der
Bewegung eines Massenpunkts durch Angabe von bestimmten Zeit-
functionen fiir o, y, #, ist das Gesetzmiifsige des Vorganges getriibt
durch die Einmischung von Gréfsen, die nur fiir den herausgegriffenen
Fall charakteristisch sind. Da aber die Gleichungen fiir den ganzen
betrachteten Verlauf richtige Angaben liefern sollen, so werden wir
dieselben auch nach der Zeit differenziren kimnen, cinmal oder auch
mehrmals, und werden dadurch neue Gleichungen erhalten, welche
ebenfalls richtige Aussagen iiber die vorliegende Bewegung liefern.
Diese neu gewonnenen Gleichungen kinnen wir aber benutzen, um
aus der Vereinigung mit den urspriinglichen Gleichungen so viele
von den charakteristischen Grifsen des Kinzelfalles zu eliminiren,
als wir neue Gleichungen gewonnen haben. Hiufig ist die Com-
bination der differenzirten mit den urspriinglichen Gleichungen un-
ndthig, wenn niimlich die zu eliminirenden Constanten in additiver
Stellung vorkommen und deshalb bei der Differenziation von selbst
verschwinden. Jedenfalls kénnen wir auf diese Weise fiir den in
Rede stehenden Bewegungsvorgang zutreffende Gleichungen bilden,
in welchen die Coordinaten und deren Differentialquotienten, nicht
aber jene Constanten von specieller Bedeutung mehr vorkommen.
Diese Resultate sind nun die Differentialgleichungen fiir die be-
obachtete Art von Bewegungen, und die beschriebene Methode zu
denselban zu gelangen, kennzeichnet den Weg, auf dem wir iiber-
haupt in der Physik die Kinzelbeobachtungen zur Auffindung allge-
meiner Gesetze verwerthen. Jene urspriinglichen, die beobachteten
Thatsachen wiedergebenden endlichen Gleichungen zwischen den
Coordinaten und der Zeit sind itbrigens nicht etwa die vollstindigen
Integralgleichungen, welche wir durch sorgfiltige mathematische
Schritte unter Aufrechterhaltung grofster Allgemeinheit aus den
Differentialgleichungen herleiten, sondern vielmehr moglichst ein-
fache particulire Integrale, deren Beobachtung das mindeste Maafs
von Umstindlichkeit, die wenigsten KFehlerquellen und die grifste
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(Genauigkeit mit einander vereinigen. Im entgegengesetzten Falle
wiirde die ganze analytische Arbeit ja unnothig sein, die Auf-
suchung der Differentialgleichungen und deren vollstindige In-
tegration wiirde uns dann schliefslich nur wieder auf denselben
Standpunkt der Erkenntnifs zuriickfiihren, von welchem wir aus-
gegangen sind.

Es kommen allerdings aufserdem Fille vor, in denen die That-
sachen nicht direct durch Gleichungen zu beschreiben sind, oder
in denen man jedenfalls diese Gleichungen nicht auffinden kann.
Alsdann versucht man aus plausiblen Annahmen oder Analogie-
schliissen direct Differentialgleichungen aufzustellen, welche nicht
aus Beobachtungen abgeleitet sind. Solche Gedankengiinge sind
aber Schritte ins Finstere und tragen einen durchaus hypothetischen
Charakter; eine Berechtigung finden dieselben erst dadurch, dafs
es gelingt, Integrale derselben zu bilden, deren Richtigkeit in
allen Fillen durch Erfahrung — Experiment und Messung — be-
stiitigt wird,

§ 17. Fortsetzung der Lehre von den Fallbewegungen.

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen kehren wir zuriick zu
unserer gegenwiirtigen Aufgabe, die allgemeinste Bewegung eines
Massenpunktes unter der Wirkung der Schwerkraft zu untersuchen.
Zuuiichst wollan wir die sechs Integrationsconstanten, welche durch
die erste und die zweite Integration, Gleichungen (24) und (25), ein-
gefihrt worden sind, durch die den Anfangszustand definirenden
Grofsen feststellen und dadurch zugleich nachweisen, dafs die ge-
fundenen Integralgleichungen in der That die allgemeinsten Lisungen
sind. Den willkiirlich vorzuschreibenden Anfangszustand bestimmen
wir dadurch, dals wir fiir die Zeit ¢ = 0 folgende Festsetzungen anf-
stellen: o =g, y = y,, 2 = %;, dafdt = u,, dyfdt = v, dz/dt = w,,
wo die Grofsen z, y,, %, %, v, w, vorgeschrieben sind.

Die Gleichungen (24) gehen dann fiir ¢ = 0 iber in:

(M4 m).u, =a
(M + m).vy =1
(M + m),w, = ¢
withrend die Gleichungen (25) fiir ¢ = 0 ergeben: (26)
(M4 m).z, =4
(M + m).y, =B
(M + m).x, = C
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Die Integrationsconstanten sind also in jedem Falle auf sehr
einfache Weise dem gegebenen Anfangszustande anzupassen. Be-
nutzen wir die gefundenen Werthe und schreiben der Kiirze halber
dzfdt = u, dy/di = v, dz|dt = w, so erhalten die Gleichungen (24)
die Forms

m
U= Uy — -

Hrm?!

(24 a)

v==1..’°
w=1w,

und die Gleichungen (25) die Form:

m 3
znxo+uul—{-j-:‘_-v—,£yl

y =y, + Ot i (2b4a)

2=z, +w,t

Man kann diese beiden Gleichungssysteme, namentlich die auf
die verticale Axe beziiglichen, ersten Zeilen derselben auch durch
Einfiihrung anderer durch den Anfangszustand bedingter Constanten
darstellen. KEs ist nimlich stets ein gewisser Zeitpunkt ¢ = 7 «zu
finden, in welchem % = 0 wird. Sollte die Verticalcomponente der
Anfangsgeschwindigkeit, also u,, bereits negativ, nach unten gerichtet
sein, so liegt dieser Zeitpunkt bereits bei Beginn der Betrachtung
in der Vergangenheit, man hat alsdann die angenommenen Gesetze
der Bewegung nur als bereits frither bestehend anzusechen, wodurch
die Betrachtung selbst nicht veriindert wird. Ist aber wu, positiv,
80 begegnen wir dem Zeitpunkt z noch im Laufe der zu erwartenden
Ereignisse. Jedenfalls wird zu dieser Zeit die erste der Gleichungen
(24a) folgende Form annehmen:

0=y, —

.m
Diese konnen wir von der allgemein giiltigen Gleichung (24a, Nr. 1)

abziehen, und finden:
m
bl A e s 28
u s g.(t—1) (28)
In dieser Gleichung ist w, verschwunden, dafiir aber r eingetreten,
welches durch Gleichung (27) in seiner Abhiingigkeit von u, gefunden
ist. 'Man erkennt aus dieser Gleichung (28) die Proportionalitit von
w mit der Zeitdifferenz (! — 7); so lange letztere noch negativ ist,
ist « nach oben gerichtet, spiiter nach Ueberschreitung des Augen-
blickes ¢ = v aber abwiirts gerichtet und wachsend.
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Ferner ist leicht zu sehen, dafs die z-Coordinate ihren positiv
grofsten Werth, der Massenpunkt also seine hochste Erhebung er-
reicht zu eben dieser Zeit . Ks folgt dies zwar mathematisch direct
aus den beiden erfiillten Bedingungen dz/d¢= 0 und @*z/d¢® < 0,
doch wollen wir, um die Abmessung dieser grifsten Hohe mit in die
Rechnung aufnehmen zu kénnen, die erste der Gleichungen (25a)
heranziehen. Zuniichst ersetzen wir in derselben u, durch r nach
(Gleichung (27) und erhalten:

m m
g Bl R e & e A

wofiir man auch schreiben kann:

m m
:5=2:°+-}A‘H+mg'r’— }_ﬂ-:}-n{g{t_r)'

Wir bilden jetzt diese Gleichung fiir den Zeitpunkt ¢ = r, und
bezeichnen die Hohe a, welche dann gilt, durch 2. Es ist dann:

m

}l=:c°+.i.___

weal® (29)

Die Vereinigung dieser Gleichung mit der vorhergehenden liefert:
A (S, JOSSE SR
h—x=1} 7 gt —1) (30)

Dieses Resultat ersetzt vollstindig die erste Gleichung des
Systems (25a), doch ist in derselben aufser der durch r ersetzten
Constante u, auch noch z, verschwunden, statt welcher wir die aus
(Fleichung (29) bekannte Hohe A aufgenommen haben. Man sieht
aus dieser Form (30) sofort, dafs die Hohe % die hochste withrend
der Bewegung erreichte Erhebung des Punktes bezeichnet, denn die
rechte Seite enthiilt aufser den absoluten Factoren } M: =g das
Quadrat der Zeitdifferenz (t — 7). Dieses Quadrat ist aber stets
positiv, auch wenn (¢ — 7) selbst noch negativ ist. Das gleiche mulfs
auch fir die linke Seite dieser Gleichung gelten, es muls also zu
allen Zeiten # = h bleiben. Der Grenzwerth xz = h wird erreicht
zur Zeit ¢ = 7. Die Differenz (h — ) stellt die Fallhohe dar, welche
in der Fallzeit (¢ — 7) zuriickgelegt wird; die Gleichung (30) spricht
also das Gesetz aus, dafs die Fallhthe proportional dem Quadrate
der Fallzeit wiichst.

Wenn fiber den Anfangspunkt der Zeitrechnung und iiber die
l.age des Coordinatensystems noch keine anderweitigen Festsetzungen
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getroffen sind, erhalten die Gleichungen (28) und (30) die einfachste
Gestalt, wenn wir die Zeit von dem vorher durch r bezeichneten
Augenblicke an ziihlen, also 7 = 0 setzen. Ferner kinnen wir dann
den Ursprung der Coordinaten in den hochsten Punkt der Bahn
verlegen; es ist dann auch 2 = 0 und jene Gleichungen erhalten die

einfachere Form:

m
u = -—-—H--_F—'v‘;g.l (28a)

m

Beschriinken wir uns auch noch auf den Fall, dafs keine lediglich
triige Masse M mitgeschleppt werden soll, sondern die ganze hewegte
Masse von der Schwerkraft angegrifien wird, wie dies beim freien
Fall und Wurf zutrifft, so ist M= 0 zu setzen, der in den voran-
gehenden Gleichungen vorkommende Quotient der Massen wird = 1,
und es gelten dann die folgenden Gleichungen:

U= —g.t (28h)
r= =gt (30D)

welche die verticale Bewegung des freien Falles in der einfachsten
Form beschreiben, ohne dafs das gleichzeitige Bestehen horizontaler
Bewegungscomponenten dadurch ausgeschlossen wiire. Die letzteren
finden vielmehr durch die zweite und dritte Gleichung der Systeme
(24a) und (26a) ungestort ihren Ausdruck.

§ 18. Ausblick auf das Gesetz von der Erhaltung
der Energie.

Man kann aus den vollstindigen Losungen (28) und (30), in
denen Verticalgeschwindigkeit und Hohe des Massenpunktes als
Functionen der Zeit gegeben sind, eine Relation zwischen heiden
herleiten, indem man die Zeit eliminirt. Wenn wir etwa aus (28)
den Ausdruck fir (/ — z) entnehmen und in (30) einsetzen, so er-
halten wir nach einer leichten Umformung:

m.g.(h — )= §(M+ m).u?

Diese Formel ist mitunter niitzlich zu verwenden, wenn keine hori-
zontalen Geschwindigkeitscomponenten vorhanden sind. Dieselbe
wird hier aber hauptsiichlich deshalb angefiihrt, weil sie einen be-
sonderen Fall eines allgemein giltigen Gesetzes ausspricht. Beide
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Seiten der vorstehenden Gleichung stellen nimlich in der Dynamik
hochwichtige Begrifie dar. Links steht das Product der treibenden
Kraft m.g mal der Weglinge (h — ), lings deren. dieselbe be-
schleunigend gewirkt hat. Man nennt dieses Product die von der
Kraft lings des Weges geleistete Arbeit. Auf der rechten Seite
steht das halbe Product aus der in Bewegung gesetzten Masse
(M 4 m) mal dem Quadrat der erlangten Verticalgeschwindigkeit,
also eine Grofse, welche nur vom augenblicklichen Bewegungszustand,
nicht von der Art, wie die Masse in denselben gelangte, abhiingt.
Man nennt das halbe Product der Masse mal dem Quadrat ihrer
Geschwindigkeit, einem alten, von Lgmxiz herrihrenden Sprach-
gebrauch folgend, meistens die lebendige Kraft (vis viva), obwohl’
wir es dabei nicht mit einer Kraftgrofse zu thun haben, sondern,
wie man sofort sieht, mit einer Grofse von der Dimension [M L* 7™%],
welche man als Arbeitsgrofse oder Energie bezeichnet.

Sobald auch horizontale GGeschwindigkeitscomponenten vorhanden
sind, welche sich mit der verticalen zu einer Resultate ¢ nach
Gleichung (3a) zusammensetzen, mifst die rechte Seite der vor-
stehenden Gleichung nicht die gesammte lebendige Kraft der be-
wegten Masse. Diese ist vielmehr gleich } (M + m).q% also gleick
F(M + m). (u® + v* + w?). Wir wollen deshalb zu beiden Seiten der
(Hleichung (M + m) (v* 4 w?®) hinzu addiren. Aus den Gleichungen (24 a)
sehen wir, dafs bei der Fallbewegung » und w nur constante Werthe
besitzen konnen, dals also

(M + m) (v + w¥) = H

eine wihrend der Bewegung festbleibende positive Grofse ist. So
kommen wir zu der Relation

m.g.(h —z)+ He=} M+ m)@® + o* + w?) = (M + m)q*

Die linke Seite weist in diesem Falle aufser der Arbeit der Schwer-
kraft im Fallraume (h — z) noch eine additive Constante # auf,
welche nach ihrer Definition die lebendige Kraft mifst in dem Zu-
stande, wo die Masse ihre nochste Erhebung erreicht hat, keine
verticale, sondern nur horizontale Bewegungscomponenten besitzt.
Wir kounen uns aber auch in diesem allgemeinen Falle von
der Constante H befreien, indem wir die letzte Gleichung fiir zwei
verschiedene Augenblicke der Bewegung bilden. Im ersten Zustand
sei die Masse in der Hohe =z, ihre resultirende Geschwindigkeit sei
mit ¢, bezeichnet, fiir den zweiten Zustand sollen z, und g, gelten.
Subtrahiren wir dann die fir die beiden Stadien ausgefertigten
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Gleichungen, so hebt sich H, wie auch die Maximalhthe A und
es bleibt:
m.g.(r; — 2) = } (M + m)g,* — § (M + m)g,* (81)

Die Gleichung gilt fiir alle Fallbewegungen, auch solche in schriigen
Richtungen und in gekriimmten Bahnen, und sagt aus, dafs der
Zuwachs an lebendiger Kraft zwischen zwei Stadien der Bewegung
nur abhiingt von der Hohendifferenz der beiden Lagen.

Man kann die Gleichung (81) auch so schreiben:

mog.a + F L+ m)g =m.g.z + O +m)g?  (81a)

Die beiden Seiten der Gleichung sind jetzt ganz gleich gebaut, die
linke bezieht sich auf den ersten Zustand, die rechte auf den zweiten,
und da beide Zustiinde willkiirlich herausgegriffen sind, so erkennt
man, dafs withrend der ganzen Bewegung der Complex

E=m.g.x¢+ § (M + m)q* (32)

seinen Werth nicht indert, dafs also das durch Gleichung (82)
eingefithrte B eine Constante ist, welche man die Energie der
schweren und triigen Masse nennt. Wir haben also hier das erste
Beispiel des Gesetzes von der Erhaltung der Energie bei der Be-
wegung von Massen unter der Wirkung conservativer Kriifte.

Die Energie erscheint in Gleichung (82) zasammengesetzt aus
zwei Theilen; der erste Theil ist das Product der Hiohenlage der
Masse m, multiplicirt mit der treibenden Kraft m.g. Dieser Theil
ist also um so grifser, je hther m gehoben ist, wiihrend er sich bei
Bewegungen in horizontaler Richtung, wegen des dabei constanten z,
nicht iindert. Die Grifse dieses Ausdruckes hiingt aber von der
Lage des Coordinatensystems ab, da es aber ganz willkiirlich ist, in
welcher Hihe wir die Abmessung @ = 0 setzen, so ist auch der
Werth dieses Ausdruckes m.g.z unbestimmt; bestimmt ist nur die
Differenz des Ausdrucks fiir zwei verschiedene Hohen, das ist nimlich
die Arbeit, welche die Kraft beim Sinken durch diese Hohendifferenz
leistet. Xs ist also dieser Theil der Energie mit einer unbestimmten
additiven Constante behaftet, welche indessen die Betrachtungen
niemals stort. Man nennt diesen Theil die potentielle Energie,
den zweiten Theil, den wir bereits unter dem Namen lebendige
Kraft kennen lernten, nennt man in moderner Ausdrucksweise
actuelle oder kinetische Energie; man kann dann das bis jetzt
nur fiir die Fallbewegung erkannte Gesetz auch aussprechen: Die
Summe der potentiellen und kinetischen Energie bleibt

H. v. Hermporrz, Theoret Physik Bd. T, 2,
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wihrend der Bewegung constant. Wenn also die eine ab-
nimmt, muls die andere wachsen.

Beide Formen der Energie sind Arbeitsiiquivalente; die kinetische
Energie fur diejenige Arbeit, welche die Masse vermoge ihres Be-
wegungszustandes zu leisten vermag, die potentielle fiir den Arbeits-
vorrath, den das Gewicht dadurch in sich birgt, dafs es sich auf der
Hohe @ befindet, von der es herabfallen kann. Wenn niimlich eine
Masse durch ihr Gewicht, also durch die Schwerkraft, Arbeit leisten
soll, so kann dies nur dadurch geschehen, dafs dieselbe dabei von
ihrer urspriinglichen Hohe herabsinkt, wie wir das z. B. am Gewichto
eines Uhrwerks beobachten, dessen Arbeitsleistung darin besteht, die
Pendelschwingungen und Drehungen der Zahnriider, welche beide
sehr bald durch Reibung vernichtet werden wiirden, aufrecht zu er-
halten. Wenn das Gewicht am tiefsten Punkte angelangt ist, welchen
es vermoge seiner Befestigung an einer Schnur von bestimmter Liinge
oder wegen einer der Weiterbewegung sich widersetzenden Unter-
lage (Erdboden) erreichen kann, dann bleibt die Uhr stehen, und
wir milssen, um sie wieder in Gang zu setzen, durch die Kraft
unseres Armes Arbeit leisten, indem wir das Gewicht wieder in die
Hohe heben — die Uhr aufziehen. Die vorher erwiihnte unbe-
stimmte additive Constante der potentiellen Energie findet an diesem
Beispiel eine anschauliche Illustration, denn der Arbeitsvorrath,
welcher in einem auf bestimmte Hohe gehobenen Gewicht aufge-
speichert ist, ist kein festes Quantum, derselbe ist vielmehr um so
grofser, je linger der Weg ist, durch welchen das Gewicht unge-
hindert sinken kann.

Die gleichen Betrachtungen lassen sich auf alle diejenigen
Maschinen anwenden, welche durch ein fallendes Gewicht getrieben
werden oder getrieben werden konnen. Die eigene Muskelkraft
brauchen wir zur Hebung der Gewichte meistens zwar nur, wo es
gich um geringe und langsam verbrauchte Arbeit handelt, wie bei
den Uhrwerken. Wir konnen aber viel grifsere fallende Gewichte
benutzen, wenn die Natur sie fir uns gehoben hat. Die von den
Gebirgen herabfliefsenden Wassermassen leisten in den Mithlen durch
ihren Fall Arbeit; sie sind thatsiichlich durch meteorologische Pro-
cesse auf die Hohe der Gebirge gehoben worden, weil hauptsiichlich
dort oben die Condensation des aus den Meeren und Ebenen aunf-
steigenden Wasserdampfes stattfindet, und wenn wir dieselben zum
Treiben einer Wassermithle brauchen wollen, so miissen wir sie von
der Hohe bergab fliefsen lassen, und zwar kann man, je nachdem
man grolse Wassermassen von betriichtlicher Strémung aber schwachem
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Gefille, oder geringere Mengen mit starkem Gefiille hat, auf zwei
verschiedene Weisen die Arbeit gewinnen. Im ersten Falle benutzt
man die lebendige Kraft des durch die bereits zuriickgelegte abwiirts
geneigte Bahn in betriichtliche Geschwindigkeit versetzten Wassers,
welches dann das eintauchende, unterschliichtige Schaunfelrad mit
fortreifst und dadurch selbst einen Theil seiner lebendigen Kraft ver-
liert, welcher eben zur Arbeitsleistung in der Miihle verwendet wird.
Im zweiten Falle benutzt man direkt die Schwere des gehobenen
‘Wassers, welches in die Kiisten des oberschliichtigen Mithlrades oben
einstrdmt, in denselben bei der Drehung herabsinkt und unter dem
Rade wieder in den Bach entleert wird, freilich ohne die der Hohe
des Rades als Fallraum entsprechende lebendige Kraft erlangt zu
haben. Diese vorliufigen Hindeutungen auf das spiiter allgemein
zu behandelnde Naturgesetz von der Erhaltung der Energie migen
hier geniigen.

§ 19. Die Gestalt der Wurfbahn.

Wir haben nun zur Vervollstindigung der Lehre von den Fall-
bewegungen schliefslich noch die Gestalt der Bahn zu untersuchen,
auf welcher ein geworfener Kiorper sich in Folge der Schwerkraft
bewegt. Da unter solchen Umstiinden eine mitgeschleppte Masse M,
auf welche die Schwerkraft nicht wirkt, undenkbar ist, wollen wir
dieselbe in den vorangehenden Bewegungsgleichungen fortlassen, und
deshalb das Verhiiltnifs m/(M + m) =1 setzen. Dadurch verschwindet
zugleich auch die Masse m aus jenen Gleichungen; die Bewegung
beim freien Fall ist also nicht abhiingig von der Grifse der schweren
Masse.

Wihlen wir die in (25a) gegebene Gestalt der Bewegungs-
gleichungen; dieselben lauten filr M = 0:

T =2+ uyt — Lgt*
Y=Y+ 0% (83)

% = %, + Wyl

Wir wollen ferner festsetzen, dals v, und w, nicht beide gleich Null
sind, dafs der Massenpunkt also eine Anfangsgeschwindigkeit besitzt,
welche horizontale Componenten aufweist, wie dies bei einem ge-
worfenen Korper der Fall ist. Ist eine der beiden in Rede stehenden
Componenten, etwa w, gleich 0, wihrend v, einen bestimmten end-
lichen Werth hat, so wird die dritte der vorstehenden Gleichungen:
=%
40
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also die x-Coordinate bewahrt withrend der Bewegung einen festen
Betrag, und nur z und y veriindern sich mit der Zeit, dic Bewegung
findet daher in einer der (z, y)-Ebene parallelen Verticalebene
statt. Ganz analog ist es, wenn v, = 0 ist und w, vorhanden ist.
Wenn beide Componenten von Null verschieden sind, kinnen wir
die beiden letzten der Gleichungen (33) zur Elimination von ¢ be-
nutzen, und erhalten:

S ¥e NN

v, " w,

Diese lineare Beziehung zwischen y und z bedeutet in der ana-
lytischen Geometrie eine Ebene parallel der z-Axe, also eine verticale
Ebene, und wir haben damit ausnahmelos erkannt, dafs die Bahn
eines geworfenen Massenpunktes in einer festen Verticalebene verliiuft.

Wir knnen deshalb die analytische Betrachtung dadurch ver-
einfachen, dafs wir das Coordinatensystem so verschieben und drehen,
dafs die z-Axe vertical bleibt, und die (z, y)-Ebene mit der soeben
aufgefundenen Ebene der Wurfbahn zusammenfiillt. Die Bewegung ist
dann bestimmt durch die beiden ersten Gleichungen des Systems (38),
wihrend die dritte (x = 0) fortfiilllt. Nur ist dabei zu beachten,
dals die Zeichen jetzt nicht mehr dieselben Werthe repriisentiren,
wie vorher, das jetzige v, hat beispielsweise den Betrag, der in der

fritheren Bedeutung der Zeichen durch Vv,*+ w,* gegeben sein
wiirde.
Um nun aus den beiden Gleichungen:

T =z + Uyt — }gt*
Y=Y+ vt

die Gleichung der Wurfbahn abzuleiten, haben wir die Zeit zu
eliminiren, was am einfachsten geschieht, wenn man ¢ aus der zweiten
Gleichung berechnet und den Ausdruck in die erste einsetzt. Man
erhiilt so:

T =2+ ':_:'(!l_.’fo)"}'é?'(!/“!lo)’-

In dieser Gleichung kommt die verticale Abmessung z nur in erster
Potenz vor, die horizontale y dagegen auch in zweiter Potenz, wo-
durch von vornherein die Wurflinie als eine bestimmte Art von
Kegelschnitt, nimlich als eine Parabel mit verticaler Axe gekenn-
zeichnet ist. Man kann die Gleichung noch iibersichtlicher machen,
indem man die beiden, y enthaltenden Glieder zu einem vollstindigen
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Quadrate ergiinzt. Dies geschieht durch Hinzufligung des Summanden
2
— —';"—g zu beiden Seiten der Gleichung. Man erhilt dann, nach

etwas anderer Anordnung der einzelnen Terme:-

R e

als Gleichung der Wurfbahn.

Die rechte Seite ist als Quadrat stets positiv; dasselbe muls
fir die linke Seite gelten, daher mufs » immer kleiner bleiben als

]
(mu + 22‘-’.—9-), cder erreicht diesen Maximalbetrag, den wir bei den

fritheren Betrachtungen k genannt hatten, nur dann, wenn die rechte
Seite ihren kleinsten Werth Null annimmt. Nennen wir den Werth
von y, fiir den dies eintritt, y,, so sind x =4 und y =y, die Co-
ordinaten des Gipfels der Bahn. Aus der Gleichung (34) erkennt
man die dafiir geltenden Ausdriicke:

R e T
h =z + &
U, v

Yy '=Jn+ L2

Ferner sieht man, dafs Werthe von y, die gleich weit vor und
hinter der Stelle y, liegen, denselben Betrag der quadratischen
rechten Seite ergeben, daher zu demselben Werth von z fithren,
dafs daher die Curve symmetrisch gestaltet ist zu beiden Seiten der
durch den Gipfel gezogenen Verticalliniec Man nennt diese Sym-
metrielinie die Axe der Parabel. Das Gesagte wird veranschaulicht
durch Fig. 2. In derselben bedeutet OX die z-Axe, OY die y-Axe;
B ist der Anfangsort des Massenpunktes, also 0 4 = y,, 4B =z,
BT ist die Richtung der Anfangsgeschwindigkeit, also <= 7BJ

= arctg ——, BT ist Tangente an die Bahn im Punkte B, H ist der
Gipfel der Bahn, also OK =y,, KH=h, endlich ist AK = B.J

2
;"y . Durch diese Angaben
ist die Lage und Groéfse der Parabel, welche nach (84) die Wurf-
bahn bildet, festgelegt, und wir kinnen jetzt alle Fragen, welche
man in Bezug auf die Fallbewegung iiberhaupt stellen kann, aus

dem angegebenen Material beantworten.

= Y- = -E';EL und JH =h — 1, =
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Die Gestalt der parabolischen Wurfbahn kann man bequem
beobachten an Wasserstrahlen, die aus einem schriig aufwiirts ge-
richteten Rohre austreten, denn die Wassermasse zerfillt bald in
einzelne Tropfen, welche unabhiingig von einander ihre Bahnen als
kleine geworfene Korper beschreiben, und zwar wegen der nahezu
gleichen Anfangsbedingungen alle ungefithr dieselbe Bahn, welche
deshalb dem Auge des Beobachters als feststehendes Bild erscheint.

X

o5 A H Y:

Fig. 2.

Kleine Unregelmiifsigkeiten treten dadurch ein, dafs an der Stelle,
wo der Strahl in Tropfen zerreilst, die Kapillarkriifte, welche vorher
den Zusammenhang der Wassertheile verstirkten, rm Zustand des
Abreilsens Bewegungen erzeugen, durch welche die beiden Theile
noch von einander fortgetrieben werden. Dies macht sich dadurch
bemerklich, dafs in der weiteren Fortsetzung des Strahles die ge-
trennten Tropfen etwas verschiedene Bahnen beschreiben: Der Strahl
zeigt daher das Bild eines Biindels von vielen eng zusammenliegenden
Parabeln.

§ 20. Ueber Messungen der Beschleunigung der Schwerkraft.

Die Schwerkraft ist wegen ihrer an allen Orten verwendbaren
Gegenwart eines der willkommensten Mittel, um andere Arten von
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Kriiften durch Vergleich mit derselben zu messen; daher ist die fiir
die Intensitit der Schwerkraft charakteristische Beschleunigung g
der frei fallenden Korper eine der allerwichtigsten Grofsen in der
ganzen Physik, bei deren Bestimmung fiir jeden Beobachtungsort
grofstmdgliche Genauigkeit erwiinscht ist. Die Messung von g liefse
sich im Anschlufs an Gleichung (80b) (Seite 47) dadurch ausfithren,
dafs man einen Korper ohne Anfangsgeschwindigkeit durch eine
gemessene Hohe herabfallen lifst, und die wihrend des Falles ver-
strichene Zeit mifst. Doch stellen sich einer geniigend priicisen
Messung der Fallzeit, welche, wegen ihres quadratischen Auftretens
in der citirten Gleichung, mit noch grdfserer procentischer Ge-
nauigkeit bestimmt werden muls als die Fallhohe, immer Schwierig-
keiten entgegen. Auch fibt bei den verhiltnifsmiifsig bedeutenden
Geschwindigkeiten, welche der freie Fall bereits nach einer Secunde
Fallzeit mit sich fithrt, die Luftreibung, die wir bei den vorstehen-
den Betrachtungen aufser Acht gelassen haben, einen das Resultat
storenden Einflufs, so dafs fir exacte Messungen die directeste
Methode ungeeignet erscheint.

Schon vortheilhafter ist die Verwendung der Arwoop’schen
Maschine, weil bei derselben die Bewegung durch Anwendung grolser
triiger Massen M und kleinerer treibender Massen m beliebig ver-
langsamt werden kann. Dies bietet den doppelten Vorzug, dals
erstens bei geringen Fallriumen lingere Zeitriume zur Messung
kommen, welche immer genauer zu bestimmen sind als sehr kurze
Zeiten, und dafs zweitens die Luftreibung und die bei sorgfiltiger
Construction sehr geringe Axenreibung der Riider nur einen unbe-
deutenden Einflufs auf den Vorgang haben. Man hat in diesem
Falle der Bestimmung von g die Gleichung (80a) (Seite 47) zu Grund
zu legen, aus welcher man zuniichst die Beschleunigung der Fall-
maschine 7 = "9 findet. Diese bildet nur einen kleinen Bruch-
theil von g, ist aber aus den angegebenen Griinden mit grifserer
procentischer Genauigkeit zu messen, als ¢ beim freien Fall. Die
Verhiiltnifszahl m/(M + m) aber kann durch Bestimmung der Massen
M und m mittelst der Wageé sehr genau angegeben werden. Dies
wiire das Princip der Messung von g mit Hilfe der Fallmaschine.
Es ist indessen dabei zu bedenken, dafs nicht nur M und m in be-
schleunigte Bewegung gerathen, sondern dafs zu M auch noch die
Masse der verbindenden Fiden zu rechnen ist, und dafs auch die
beiden Rider, tiber welche die letzteren laufen, in eine beschleunigte
Drehung versetzt werden. Dabei erhalten nicht alle Theile der
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Rider dieselbe Wegbeschleunigung y, sondern die den Drehungsaxen
niiherliegenden eine geringere. Der Effect ist also der, als wenn
zu M noch ein bestimmter, nur aus der Gestalt der Rider zu be-
rechnender Bruchtheil ihrer Masse hinzukiime. Da diese Berech-
nung nur schwierig auszufithren ist, verfilhrt man in der Weise, dafs
man M mit dem unbekannten Anhange der bewegten Theile des
Apparates eliminirt. Dies geschieht durch Anwendung von zwei
verschiedenen treibenden Massen m, und m,. Man erhilt dadurch
azuniichst zwei verschiedene Beschleunigungen y, und y,, welche mit
9 zusammenhiingen durch die Gleichungen:

m M,

Rt VRN == .
" M+mlg Y MA4m,

Die Elimination der unbekannten Constante M fithrt dann zu dem
Resultate:

und ¥

TR
m _m
" 7a

welches bei Hiufung der Beobachtungen, eventuell mit noch mehr
als zwei treibenden Massen zu einer schon betriichtlicheren Genauig-
keit fubrt. Ist die Fallmaschine so eingerichtet, dafs man ver-
schiedene triige Massen M an derselben aufhiingen kann, so kann
man den unbekannten, von den bewegten Apparattheilen herrithrenden,
Antheil auch dadurch entfernen, dafs man bei Anwendung derselben
treibenden Masse m, einmal die Masse J;, dann M, mit in Bewegung
setzen lifst. Man findet dann durch eine ganz khnliche Betrachtung
wie vorher, durch Elimination der unbekannten Masse, welche dies-
mal die Apparattheile allein repriisentirt, aus den beiden beobachteten
Beschleunigungen y, und y,

o M, — My
g _(_1_-—1_)_

m.,|— = —

" Va
Diese Methode bietet, wo sie anwendbar ist, noch Vorziige vor der
anderen, weil Zihler und Nenner der letzten (Gleichung grifsere

Betriige darstellen konnen.

Man findet so, dafs in unseren mitteleuropiiischen Breitegraden

und in geringen KErhebungen iiber dem Meeresspiegel die Be-
schleunigung der Schwere etwa folgenden Betrag hat:

cm
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Die genauesten Resultate fiir die Intensitit der Schwerkraft
liefert eine indirecte Methode, bei welcher die Fallbewegung auf
einer vorgeschriebenen Kreishahn erfolgt und einen periodisch hin-
und hergehenden Verlauf zeigt, niimlich die Beobachtung der Pendel-
bewegung. Beim Pendel sind die vorzunehmenden Zeitmessungen
mit der grofsten erwiinschten Schiirfe auszufihren. So weisen uns
die Betrachtungen itber die Schwere auf die Untersuchung der
pendelartigen (oscillatorischen) Bewegungen hin, deren Besprechung
wir im niichsten Kapitel vornehmen wollen.

Drittes Kapitel.

Yon den oscillatorischen Bewegungen,

§ 21. Elastische Kriifte.

Wir betrachten wiederum einen einzelnen materiellen Punkt,
welcher sich unter der Wirkung einer Hufseren Kraft bewegt; wir
werden daher wieder Anwendung von den in den (#leichungen (15)
(S. 29) formulirten Newron'schen Axiomen zu machen haben. Die
Kraft wirke jetzt in der Weise, dafs der Punkt geradlinig nach
einer bestimmten Ruhelage, die wir zweckmifsig zum Anfangspunkt
der Coordinaten withlen, hingezogen wird und zwar um so stiirker,
je weiter er sich von diesem Centrum entfernt, withrend in diesem
Orte selbst keine Kraft auf ihn wirkt, so dafs derselbe, wenn er
nicht durch eine vom Beharrungsvermogen aufrecht gehaltene Ge-
schwindigkeit bewegt wird, in diesem Orte eine natiirliche Ruhe-
lage findet.

Kriifte dieser Art pflegt man mit dem allgemeinen Namen
elastische Krifte zu bezeichnen; das Wort ist allerdings her-
genommen von einer Kigenschaft, welche nur ausgedehnte Korper
durch gegenseitige Kraftwirkungen ihrer Theilchen auf einander bei
Formveriinderungen irgend welcher Art zeigen. Das Gemeinsame
des uns jetzt vorlicgenden Falles mit den Erscheinungen der
elastischen Korper besteht aber darin, dafs auch bei letzteren die
Bewegungen unter der Wirkung von Kriiften vor sich gehen, welche
die verschobenen Theilchen nach einer hestimmten Ruhelage zuriick-
treiben; darauf kommt es hier besonders an, und deshalb bewegen
sich die einzelnen Theilchen deformirter und sich dann selbst iiber-
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lassener elastischer Korper in ganz derselben Weise, wie wir das
jetzt an einem einzelnen Massenpunkte auseinander setzen werden.
Die itber die Wirkung der Kraft gemachten Annahmen widersprechen
durchaus nicht unserer frither besprochenen Anschauung von den
Naturkriiften als dauernden unveriinderlichen Ursachen. Es ist zwar
die Vertheilung der Intensitit und Richtung dieser jetzt zu be-
trachtenden Kriifte nicht gleichmifsig, wie dies bei der vorher be-
trachteten Schwerkraft fir den ganzen in Betracht kommenden
Raum angenommen wurde. Aber diese riumliche Constanz der
Kraft war nicht etwa die Folge unserer Forderung, dafs das Gesetz
der Kraft ein dauerndes sei. KEs mufs vielmehr nur gefordert
werden, dafs die Kraft stets in derselben Weise zu wirken bereit
ist, sobald sich der Massenpunkt wieder unter denselben Bedingungen
ihrer Wirksamkeit — d. i. bei unseren vorliegenden Betrachtungen
— an demselben Orte befindet. Die Kraftwirkung darf nach unseren
Grundsiitzen nicht in willkiirlicher Weise in der Zeit wechseln. Der
Massenpunkt wird bei seiner Bewegung Orte von wechselnder Kraft-
Intensitiit und -Richtung besuchen, daher wird die thatsiichlich auf
ihn wirkende Kraft allerdings in der Zeit veriinderlich sein, an
jedem bestimmten Orte ist sie aber unveriinderlich; dieselbe ist also
wohl eine Function der Raumcoordinaten, nicht aber der Zeit; und
die in der Zeit veriinderliche Wirkung derselben auf den Massen-
punkt rithrt nur daher, dals bei der Bewegung die Coordinaten
ihrerseits Functionen der Zeit sind.

Wir haben nun die Charakteristik der elastischen Kraft, dafls
sie geradlinig nach einem festen Punkt (Anfangspunkt der Coordinaten)
hinweist und dafs ihr Betrag um so grofser ist, je weiter der Massen-
punkt von dieser Ruhelage entfernt ist, mathematisch zu formuliren
und wihlen dazu die bequemste Annahme, dafs die Kraft einfach
proportional dem Abstand ist. Die Berechtigung dieser Festsetzung
ergiebt sich nachtriiglich daraus, dafs die unter dieser Voraussetzung
entwickelten Bewegungsformen genau oder mit sehr grofser An-
nitherung mit thatsiichlich beobachteten Bewegungen iibereinstimmen.
Wir nennen die gerichtete Strecke, welche vom Anfangspunkt nach
dem Orte des Massenpunktes hingeht, den Radius vector » des Massen-
punktes; die Kraft K ist dann gleichzusetzen einem constanten
Factor multiplicirt mit », und den Umstand, dafs die Richtung von
K derjenigen von r stets gerade entgegengesetzt ist, werden wir
dadurch ausdriicken, dafs dieser constante Factor einen unzweifel-
haft negativen Werth darstellt. Dies erreichen wir dadurch, dals
wir diesen Factor in der Form — a* ansetzen, welche bei reell
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vorausgesetztem @ stets negativ ist. Die Kraft ist alsdann in Grifse
und Richtung definirt durch die Gleichung

K= —a*r. (85)

Wenn wir das Rechnen mit gerichteten Grifsen vermeiden wollen,
zerlegen wir dieselben in Componenten parallel den Coordinataxen,
die Componenten von » sind die Coordinaten des Massenpunktes,
#, Y, %, die Kraftcomponenten nennen wir X, ¥, Z. Dann wird vor-
stehende Gleichung ersetzt. durch die folgenden:

X=—az
Y= —a'y (35 4)
Z= —a'z

Das Newron'sche Kraftmaals, Gleichungen (15), liefert dann direct

folgende Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Massen-
punktes m:

d* s
. --&——‘s— = —a*r
2
m--‘—i—i‘% = —aly (85b)
2
m--i—‘f = — g%z

Ibrer physikalischen Bedeutung nach milst die Constante o* die
specifische Stiirke der elastischen Kraft, sie ist eine nicht gerichtete
Grofse, deren Dimension sich aus Gleichung (20) (Seite 83) ergiebt.
Da niimlich a? multiplicirt mit einer Liinge, eine Kraft darstellen

soll, ist:
[a%] = (M T?) (85¢)

§ 22. Bewegung in einer geraden Linie.

Wir betrachten zuerst den einfachsten Fall, dafs der Massen-
punkt sich nur in einer geraden Linie, beispielsweise in der z-Axe
bewegt. Wir haben es dann nur mit der ersten der Differential-
gleichungen (85b) zu thun:

m— = —alz, (85b, 1)

Die Integration dieser Differentialgleichung mufs uns nun iber
die Natur der Bewegung belehren, welche der Massenpunkt unter
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Wirkung der elastischen Kraft X = — a® ausfithrt. Diese Differen-
tialgleichung ist nicht, wie die bisher dagewesenen, direct zu in-
tegriren; wir kinnen zwar die linke Seite leicht als den zeitlichen
Differentialquotienten von m.dz/d¢ darstellen, aber die rechte Seite
kénnen wir nicht als Differentialquotienten ausdriicken, da wir ja z
in seiner Abhiingigkeit von ¢ gar nicht kennen, vielmehr erst suchen.
Man strebt nun solche. Differentialgleichungen dadurch integrirbar
zu machen, dafs man sie erweitert mit einem aus z und dessen
Differentialquotienten gebildeten Ausdruck, einem sogenannten in-
tegrirenden Factor, welchen man fir jeden Fall passend aus-
suchen mufs, der sich aber nicht immer finden lifst. Im vorliegen-
den Falle leistet die Geschwindigkeit dz/d¢ den erwiinschten Dienst.
Man schafft das Glied — a*= auf die linke Seite der Gleichung und
multiplicirt dieselbe mit dz/d¢:
dz d'z dz
m-—dT-W-i-a‘-z--d—‘—=0.

Jetzt ist der Ausdruck auf der linken Seite ein vollstindiger
Differentialquotient, die folgende Gleichung ist nach Ausfihrung der
Differentiation identisch mit der vorstehenden:

el (45 e

und sagt aus, dafs der in der geschweiften Klammer stehende Aus-
druck eine in der Zeit unverinderliche Grofse darstellt, welche wir
durch E bezeichnen wollen. Das Resultat der ersten Integration
ist also:

im (%—)’ +{a*a?=F (36)

Die Constante £ mifst die Energie der Bewegung. (Vergl. Gleichung (32)
Seite 49). Der erste Summand mifst die kinetische Energie des
Massenpunktes, der zweite die potentielle Energie, niimlich die
Arbeit, welche geleistet werden mufs, um den Massenpunkt gegen
die Richtung der Kraft — a*z aus der Ruhelage an den Ort » zu
schaffen:

J[@*2).dz = }a*a’,
0
Da nun beide Theile der Energie in Gleichung (36) als quadratische

Ausdriicke positiv sein miissen, ihre Summe aber den festen Werth £
hewahren soll, so ist ersichtlich, dals keiner von beiden im Fort-
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schreiten der Zeit jemals itber eine gewisse Girenze hinaus wachsen
kann, denn der andere kann niemals durch einen dazu erforder-
lichen negativen Betrag dieses Uebermaals ausgleichen, vielmehr ist
Null der kleinste Werth, den beide Theile erreichen, daher auch E
der grofste, den sie annehmen konnen. Schon aus der ersten In-
tegration erkennt man also, dafs sich die Bewegung in festen
Schranken abspielen mufs, welche durch die Constante £ gezogen
sind. Wird die Entfernung z, mithin auch die potentielle Energie
grofser und gréfser, so mufs die kinetische Energie, mithin auch die
Geschwindigkeit abnehmen und endlich gleich Null werden. Der
Massenpunkt mufs dann also stillstehen und in seiner Bahn um-
kehren. Diese griofste Entfernung aus der Ruhelage wollen wir
nach ihrem absoluten Betrage mit & bezeichnen, wir konnen dann
in Gleichung (86) & statt £ als Integrationsconstante einfithren. Denn
h ist dasjenige z, welches der Umkehr, also dem Zustand dz/d¢ = 0
entspricht, und wir erhalten direct:

}a*h? = E. (364a)

Durch Elimination von F aus (86) und (36a) findet man:

3m {Aj‘:—)”-_- }a®.(h? — 2¥).

Um zur zweiten Integration zu schreiten, miissen wir den
Differentialquotienten isoliren:

dw a? 'S
N R GEr
Die bei diesem Schritte nothwendige Bildung von Quadratwurzeln
bringt eine Doppeldeutigkeit in die Betrachtung. Die Geschwindig-
keit dz/dt selbst wird ja im Verlaufe der hin- und hergehenden
Bewegung ihr Vorzeichen bei jeder Umkehr veriindern; solches
konnen wir aber von dem constanten Factor J/a*/m nicht annehmen,
dieser mufs vielmehr ein fir allemal entweder positiv oder negativ
festgehalten werden. Die freie Wahl werden wir dadurch ausdriicken,
dafs wir denselben + a/)/m schreiben, und darin a und Jm absolut
annehmen. Zur Aufrechterhaltung des gleichen Vorzeichens beider
Seiten der letzten Gleichung ist es dann aber nothwendig, anzu-
nehmen, dafs YA* — z* sein Vorzeichen stets gleichzeitig mit dz/dt
findert. Der Zeichenwechsel der Geschwindigkeit findet in der
Grenzlage @ = h statt, wo die Wurzel Va? — z* Null wird; dieselbe

—
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kann dann also ohne Unstetigkeit aus positiven in negative Werthe,
oder umgekehrt iibergehen. Der Quotient
dx
-
Yi? — a3
daxf jedenfalls keinen Zeichenwechsel mehr erfahren und wir schreiben
deshalb die Gleichung der ersten Integration am klarsten in der Form:

4
[
Vit =2 Ym '
Die Hebung von h auf der linken Seite und Vereinung aller Glieder
nach links fithrt zu der Form:

Der hier gleich Null gesetzte Ausdruck ist gleich fertig gemacht
zur weiteren Verwendung, denn das erste Glied hat die Form eines
Differentialquotienten der Function Arcussinus oder Arcuscosinus,
withrend das zweite als Constante der Differentialquotient einer mit
der Zeit proportional wachsenden oder sinkenden Grifse ist. Es
ist also gleichbedeutend mit der vorstehenden Gleichung die folgende:
j—Jarcsiu - F I?‘_t} = 0.
dt | h o Ym
Die geschweifte Klammer mufs also wieder einen unveriinderlichen
Werth enthalten, den wir ¢ nennen wollen. Dieses ¢ ist die zweite
Integrationsconstante, durch deren Unbestimmtheit es gerechtfertigt
ist, dafs wir die Function Arcussinus gewilhlt haben; denn wir

erhalten sofort den Arcuscosinus, wenn wir von ¢ die Grofse 2L

2
abspalten. Das Endresultat lautet also:
. & a
arcsin — —_—f =
h % VYm "
oder nach Isolirung von a:

= hsin (rpﬂ:—“zt). @87
Vm
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Diese Gleichung ist das vollstindige Integral der Differentialgleichung
(85b, Nr.1), welche wir an die Spitze dieses Paragraphen gestellt
haben; sie stellt in expliciter Form z als Function von ¢ dar. Man
nennt die dadurch bestimmte Bewegungsart eine oscillirende oder
schwingende Bewegung, wohl auch zum Unterschied von compli-
cirteren #hnlichen Bewegungen eine einfache Sinus-Schwingung
oder endlich aus spiiter einzusehenden Griinden eine pendelartige
Bewegung.

Der Sinus veriindert sich mit der Zeit zwischen den Grenzen
4+ 1 und — 1, daher schwankt x zwischen 44 und — A Man
nennt h die Amplitude der Schwingung, die Grofse ¢ nennt man
die Phasen-Constante. Der Sinus erhilt seinen Werth immer
wieder, wenn sein Argument um eine oder mehrere Kreisperipherieen,
also um 2x oder allgemeiner um 2a7 gewachsen oder gefallen ist,
wo a jede natlirliche Zahl bedeutet. Nach einer solchen Wieder-
kehr wiederholt sich immer derselbe Bewegungsvorgang. (Ks kommt
zwar schon vor Umkreisung einer ganzen Peripherie eine Stelle, in
welcher der Sinus seinen fritheren Werth wieder annimmt, dann ist
aber der Verlauf der Bewegung nicht derselbe, vielmehr die Ge-
schwindigkeit entgegengesetzt gerichtet.)

Wir wollen jetzt von einer bestimmten Zeit ¢ ausgehend, eine
solche Zeitdauer 7' verstreichen lassen, dafs der Massenpunkt gerade
wieder denselben Ort mit derselben Geschwindigkeit in gleicher
Richtung durcheilt. Der Zuwachs des Argumentes des Sinus mufs
dann einem beliebigen Vielfachen von 2# gleich sein, die kiirzeste
Zeitspanne wird aber einem Zuwachs um 2x entsprechen, so dafs
wir erhalten:

- T=2x
m

7= 21", (38)
Von der Phasenconstante ist diese Zeitdauer unabhiingig. Man nennt
dieses kilrzeste Zeitintervall 7, welches die Wiederkehr desselben
Zustandes bringt, die Schwingungsdauer oder Periode der Be-
wegung. Die Abhiingigkeit derselben von der Masse des Punktes
und von der Stirke der elastischen Kraft ist aus Gleichung (38) er-
sichtlich, auch kann man sich leicht von der Richtigkeit der Dimen-
sionen fiberzeugen, wenn man auf die Gleichung (85¢) (Seite 59)
blickt:

oder
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Die Schwingungsdauer ist also nach Gleichung (38) direkt in Secun-
den gegeben, wenn man m und a nach den Einheiten des C.-G.-S-
Systems gemessen hat. Die angegebene Zihlung der Schwingungs-
dauern ist von den deutschen und englischen Physikern allgemein
angenommen, wiithrend die franzisischen, Autoren meist die Hilfte
der Periode als Schwingungsdauer bezeichnen, wodurch Verwechs-
lungen entstehen kiénnen und auch bei zusammengesetzten, nicht
einfach pendelartigen Schwingungen Weitliiufigkeiten in der Bezeich-
nung entstehen,

Die Frage, wieviel Perioden in einer Secunde erfolgen, wird
beantwortet durch die Maalszahl der reciproken Grofse » = 1/7;
man nennt » die Schwingungszahl.

AL
R T Vm

(38a)
Oft findet man auch in theoretischen Rechnungen diejenige
Schwingungszahl, welche die Anzahl der in 2x Secunden vollendeten

Perioden mifst. Diese ist gleich 2a» und soll durch » bezeichnet
werden. Nach der vorstehenden Gleichung hat man also:

e (881)
m

Dadurch erhiilt der in den bisherigen und auch noch in den folgen-
den Gleichungen hiufig auftretende Complex a/}m eine anschau-
liche Bedeutung; wir konnen mit Hiilfe dieser Grofse bereits die
zu Grunde gelegte Differentialgleichung einfacher schreiben:

Die Schwingungsdauer ist vollkommen durch die bereits in der
angesetzten Differentialgleichung enthaltenen Constanten bestimmt,
dagegen unabhiingig von den beiden Integrationsconstanten, nimlich
von der Amplitude 2 und von der Phasenconstante ¢. Die letztere
bildet, wie man aus der Integralgleichung (37) sieht, nur einen be-
stimmten Bogen oder Winkel, der zu dem proportional der Zeit
wachsenden Argument des Sinus hinzugefiigt ist. Es wird also durch
@ nur festgestellt, zu welchen Zeitpunkten nach Beginn der Zeit-
zithlung die Durchgiinge durch die Ruhelage und die grofsten
Elongationen eintreten, und in welchem Zustande, in welcher Phase
der beschriebenen Bewegung sich der Punkt zu einer bestimmten
Zeit, z. B. zur Zeit ¢ = 0 befindet. Daher der Name Phasen-
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constante. Die unbestimmten Constanten 2 und ¢ dienen dazn,
die Integralgleichung jedem vorgeschriebenen Anfangszustande des
Massenpunktes anzupassen. Dies ibersieht man am leichtesten,
wenn man in Gleichung (37) den Sinus nach den beiden Theilen
seines Argumentes zerlegt:

x = h.sing.cos (]7% )j:k.coscp.sin (]7%1)

Gleichwie h und ¢ stellen auch die hier auftretenden Complexe:
F = h.sing
G =h.cosg

zwei unbestimmte Constanten dar, welche jeden beliebigen Werth
annehmen konnen, was man daraus erkennt, dafls nach willkiirlicher
Festsetzung der letzteren stets mogliche Werthe von & und ¢ gefunden
werden, welche diese Relationen befriedigen. Diese Werthe sind:

A=V @

F
@ = arctg -

Auch das doppeldeutige Vorzeichen konnen wir in das unbestimmte
G mit aufnehmen, und wir erhalten als eine andere Form fiir das
vollstindige Integral:

z-:Fcos( )+Gsm(a_t (87a)

oy e 1)
Die Geschwindigkeit finden wir hieraus durch Differentiation nach
der Zeit:

dx
dt Vm s (]/m ) L5 V_ Ym )

Die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen seien nun dadurch
ausgedriickt, dafs die Masse m sich zur Zeit ¢ = 0 am Orte z, be-
findet und die Geschwindigkeit w, besitzt. Die Sinus in den beiden
vorstehenden Gleichungen verschwinden im Anfangszustand, wiihrend
die Cosinus gleich 1 werden. Man erhiilt also:

a. cos(

x, = F, ",

a
= — G
;. Ym
Ym

i | ol i

oder
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Auf diese Weise kinnen also F und G jedem vorgeschriebenen
Anfangszustand angepalst werden; dasselbe gilt auch von den fritheren
beiden Integrationsconstanten. Diese werden bestimmt durch:

_.u‘_‘_um—-_ a T
B a4 Tut, ) = arotang —— . 2.
I/., + it ¥ st -
Mit dieser Bestimmung der Integrationsconstanten durch den An-

fangszustand ist das an die Spitze dieses Paragraphen gestellte
Problem vollstiindig geldst.

& 23. Ueber lineare homogene Differentialgleichungen und eine
andere Ldsung des vorliegenden Problems.

Wir hatten die an die Spitze des vorigen Paragraphen gestellte
Differentialgleichung durch einen Kunstgriff integrirt, indem wir die-
selbe mit dem integrirenden Factor dz/dt erweiterten. KEs ist in-
dessen nicht tiberfliissig, hier gleich noch eine andere Methode der
Lisung anzugeben, welche bei einer hiufig in der Physik vorkom-
menden Klasse von Differentialgleichungen, zu denen auch die vor-
liegende gehort, zum Ziele fihrt. Wir schicken einige allgemeine
Erliuterungen voraus.

Wenn in einer Differentialgleichung die gesuchte Function und
ihre Differentialquotienten nur in erster Potenz vorkommen und
auch Producte mehrerer derselben nicht auftreten, so nennt man
sie eine lineare Differentialgleichung. Sobald aber auch nur
eine hohere Potenz auftritt, ist die Differentialgleichung nicht linear
und ihre Integration dann meistens viel schwieriger. Die Coefficienten
der einzelnen Glieder konnen bekannte Functionen der unabhiingigen
Variabeln (also der Zeit) sein, oder im einfachsten Falle constante
Grofsen.

Enthiilt ferner die lineare Differentialgleichung kein Glied,
welches von der gesuchten Function frei ist, sondern sind durch die
Differentialgleichung nur Glieder, welche die gesuchte Function und
ihre Differentialquotienten linear enthalten, in Verbindung zu einander
gebracht, so hat man eine lineare homogene Differential-
gleichung, Schafft man alle mit der unbekannten Function be-
hafteten Glieder auf die linke Seite, so ist hei der homogenen
Differentialgleichung die rechte Seite gleich Null. Spiiter werden
uns auch Differentialgleichungen begegnen, bei denen in diesem Fall
auf der rechten Seite eine vorgeschriebene Kunction der Zeit iibrig
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bleibt. Wir wollen indessen auf diese nicht homogenen Differential-
gleichungen hier noch nicht eingehen.

Die linearen homogenen Differentialgleichungen haben wichtige
Kigenschaften, welche das Auffinden der vollstiindigen Integrale sehr
erleichtern. Haben wir nimlich irgend zwei verschiedene particulire
Integrale gefunden, so konnen wir jedes mit einer beliebigen Con-
stanten multipliciren und dann beide zu einer Summe vereinigen, also
mit anderen Worten, wir kinnen eine beliebige lineare homogene
Function der particuliiren Integrale zusammensetzen, welche ihrer-
seits stets auch wieder ein Integral derselben Differentialgleichung
ist. Wir wollen diesen Satz an der uns vorliegenden Differential-
gleichung (356, 1), welche linear und homogen ist, beweisen. Seien
@, und x, zwei verschiedene particuliire Integrale derselben, d. h.
zwei Zeitfunctionen, welche in die Differentialgleichung eingesetzt,
dieselbe zu einer Identitit machen, so hat man die Gleichungen:

d’:r.l s
m dt’ - = - Il
d*x,
= 2
m -—dTi" = —0a Izc

Erweitern wir dieselben mit den beliebigen Constanten ¥ und @
und addiren sie, so kommt:

d?
m.w(ﬁ‘x, + Gz,)) = —al.(Fz, + Gz),

woraus man sieht, dafs auch (Fz, 4 (7 z,) ein Integral dieser Differen-
tialgleichung ist, und zwar ein umfassenderes, welches zwei will-
kiirliche Constanten besitzt. Man kann also jedenfalls aus einigen
verschiedenen particuliiren Integralen ecine grofse Mannigfaltigkeit
von Lisungen zusammensetzen. Ob man auf diese Weise die voll-
stindige Losung gefunden hat, hiingt davon ab, ob in derselben
ebenso viel unbestimmte Constanten disponibel sind, als zur Be-
stimmung des Anfangszustandes Angaben nithig sind. Jedenfalls
braucht man also zur Zusammensetzung des vollstindigen Integrals
so viel unabhiingige particulire Losungen (die selbst keine dis-
poniblen Constanten enthalten), als Bestimmungsstiicke durch den
Anfangszustand eingefithrt werden. Diese Anzahl betriigt nun fiir
einen im Raume beweglichen Massenpunkt sechs, wie wir schon am
Anfang von § 16 auseinander setzten. Bewegt sich der Massenpunkt
nur in einer festen Ebene, so geniigen vier Angaben, und bei einem
nur in gerader Linie beweglichen Punkte, also in dem hier vor-
b.
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liegenden Kalle, ist der Zustand durch zwei Angaben bestimmt. KEs
wird daher moglich sein, aus nur zwei particuliren Losungen 2, und
z,, das vollstindige Integral Fa, + Gz, zusammenzusetzen.

Die soeben angegebene Art der Zusammensetzung neuer In-
tegrale aus bekannten, indem man letztere zu linearen homogenen
IPunctionen vereinigt, in denen sie als Summanden weiter bestehen,
nennt man die ungestdrte Superposition der Lisungen oder
auch der Bewegungen, welche durch die Losungen beschrieben
werden, Wenn wir vom Begriff der geometrischen Addition ver-
schieden gerichteter Coordinaten Gebrauch machen, so kénnen wir
auch bei ritumlichen Bewegungen, welche nach gewthnlicher Rech-
nungsweise drei gleichgestaltete Differentialgleichungen fiir z, 4, 2
besitzen, die drei vollstiindigen Integrale x, y, » nach den drei
Richtungen zur geometrischen Summe Az 4 By + Cx vereinigen,
welche die vollstindige Angabe der riiumlichen Bewegung als un-
gestorte Superposition der verschieden gerichteten Componenten dar-
stellt. Die ungestirte Superposition der durch eine lineare homogene
Differentialgleichung charakterisirten Bewegungen bildet eine sehr
werthvolle und in allen Zweigen der Physik niitzliche Kigenschaft,
denn die iiberwiegende Zahl der gut zu behandelnden Differential-
gleichungen gehirt zu dieser Klasse; auch wenn wir spiiter zu den
partiellen Differentialgleichungen kommen werden, welche die Be-
wegungen ausgedehnter continuirlicher Massen beherrschen, wird
diese Figenschaft der Losungen besondere Bedeutung haben.

Hiiufig kann man bei der Losung solcher Differentialgleichungen
mit Vortheil Gebrauch von den complexen Grofsen machen.
Zuniichst ist vom rein mathematischen Standpunkt aus klar, dafs
die Coefficienten, mit denen wir die particuliren Integrale multi-
pliciren, auch imaginir sein kdnnen. Hiitten wir also von den
beiden Identitiiten, welche aus der Einsetzung der beiden Integrale
z, und z, in die hier vorliegende Differentialgleichung entspringen,
die erste mit F, die zweite aber mit der imaginiren Constante i G
erweitert, so hiitten wir durch Addition erhalten:

( / ;
m. c;tz (Fa, + i Gay) = — a*(Fa, + 1 Gay),

also ist auch der complexe Ausdruck (Fz, + i Gx,) ein Integral der-
selben Differentialgleichung. Sobald nun die in der Differential-
gleichung enthaltenen Constanten, hier also m und a% reell sind,
was bei physikalischen Problemen stets der Fall ist, so kann die
Gleichung zwischen den complexen Grifsen nur bestehen, wenn die
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reellen und die imaginiiren Antheile auf beiden Seiten der Gleichung
einzeln einander gleich sind. Das Resultat zerfillt also von selbst
wieder in die beiden Identititen, von welchen wir ausgingen, wir
sind dadurch in der Erkenntnifs nicht weiter gekommen. Der Vor-
theil dieser Betrachtung liegt vielmehr in der Umkehrung des Ge-
dankenganges; es kommt niimlich oft vor, dafs ein complexer Aus-
druck, welcher der Differentialgleichung geniigt, leichter zu finden
ist, als reelle Ausdriicke. Haben wir also z. B. ein Integral o, + iz,
gefunden, so lehrt diese Betrachtung, dafls der reelle Theil =, fir
sich und auch der imaginire Theil =, fir sich ein Integral der-
selben Differentialgleichung ist, so dals wir auf diese Weise zwei
unabhiingige reelle Integrale zugleich gefunden haben.

Bisher haben wir keinen Gebrauch davon gemacht, dafs die
Coefficienten der Differentialgleichung constant sind, dieselben
konnten vielmehr ebenso gut bekannte Zeitfunctionen bedeuten.
Jetzt wollen wir uns aber auf den Fall constanter Coefficienten
beschriinken, welcher in der vorliegenden und vielen anderen
Differentialgleichungen zutrifft. Bei solchen Problemen lifst sich
stets ein Integral finden als Exponentialfunction der Zeit, und zwar
ist der Exponent der Basis e proportional der Zeit, also ist diese
Losung mit Hillfe einer einstweilen noch unbekannten Constante p
folgendermafsen zu schreiben:

) &= g Pt .(89)

Wir wollen diese Behauptung- an unserer besonderen Differential-
gleichung erproben. Die Differentiation der Exponentialfunction
bietet keine Schwierigkeit. s ist

dx
W =P.c"=p.x
2

Durch Einsetzung des hierdurch fiir d?z/d ¢* aufgestellten Ausdrucks
in die Differentialgleichung ergiebt sich:

m.plr = — a*az.
Das noch unbekannte z hebt sich, und wir behalten eine einfache
quadratische Gleichung fiir die Unbekannte p:
m 'P' = — a¥
aus welcher folgt, dals p eine doppeldeutige imaginire Grolse ist:
P gegati, (39a)

Yom
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welche die Exponentialfunction (39) zu einem Integral der be-
handelten Differentialgleichung macht. Dasselbe lautet:

ety Y (39b)

Wir haben also hier einen Fall der vorerwihnten Art, dals man
zuniichst ein complexes Integral findet. Die Exponentialfunction
mit imaginirem Argument lifst sich durch trigonometrische Func-
tionen ersetzen:

a o a

=C08——1{4 t81n—1{

Ym Ym
Da nach den vorangegangenen Auseinandersetzungen der reelle und
der imaginiire Theil einzeln als Losungen zu brauchen sind, er-
halten wir folgende zwei Liosungen:

a
X = CO8-——1
m

Ty = + 8in —?-._‘ i
m
Aus diesen komnen wir vermittelst zweier willkiirlicher Integrations-
constanten F und G eine allgemeinere Lisung zusammensetzen:

(/] . a

x Fcosymt + G sin V?ﬁt.
Das doppelte Vorzeichen von z, ist fortgelassen, da G selbst jeden
positiven oder negativen Werth besitzen kann. Wegen der zwei
disponiblen Constanten haben wir zu erwarten, dals das gefundene
Integral die vollstiindige Losung darstellt. Thatsiichlich stimmt die-
selbe itberein mit der im vorigen Paragraphen auf einem anderen
Wege gefundenen Gleichung (37a) (Seite 65) von der wir nach-
gewiesen haben, dafs sie jeden beliebigen Anfangszustand in sich
aufnehmen kann.

Im Anschlufs an diese zweite Art der Losung ist noch zu be-
merken, dafs wir in dem vorliegenden Falle eines einzelnen Massen-
punktes auf eine quadratische Gleichung fiir die Unbekannte p ge-
fithrt wurden, dals aber in complicirteren Fiillen, wo viele Punkte
sich bewegen und dabei Kriifte auf einander ausitben, Gleichungen
htheren Grades fir p auftreten, welche aber gerade deswegen so
viele verschiedene Wurzeln p liefern, dals man eine hinreichende
Zahl unabhiingiger particuliirer Integrale aufstellen kann, um durch
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die ihnen anzuhiingenden unbestimmten Coefficienten die umfang-
reicheren Anfangsbedingungen zu befriedigen und auch dann die
vollstindige Losung zusammensetzen zu kinnen.

Seiner physikalischen Bedeutung nach stimmt der gefundene
Werth von p, abgesehen von dem Factor ¢, welcher die Exponential-
function in Sinusfunctionen verwandelt, iiberein mit der im vorigen
Paragraphen in Gleichung (38b) (Seite 64) aufgestellten Schwingungs-
zahl fir 27 Secunden. ks ist p = i.n.

§ 24, Bewegung im Raume.

Nachdem wir die Bewegung cines Massenpunktes unter Wirkung
einer elastischen Kraft fir den Fall behandelt haben, dals diese
Bewegung nur in einer geraden Linie, nimlich der z-Axe erfolgen
kénne, gehen wir nun zu dem allgemeineren Problem iiber, welches
durch die drei (Gleichungen (35b) aufgestellt ist. Wir suchen also
die Bewegung eines materiellen Punktes, welcher bei freier Be-
weglichkeit im Raume mit einem beliebigen Anfangszustand unter
Wirkung einer nach dem Anfangspunkt der Coordinaten gerichteten
elastischen Kraft steht. In den drei fir diesen Fall geltenden
Differentialgleichungen:

d*x .

m. df!. = — Qg
2

m.-g——g-= —a'y (85Db)
d*x §

M=o — by

erscheinen die drei gesuchten Zeitfunctionen z, y, x von vorn herein
getrennt, also unabhiingig von einander, jede wird bestimmt durch
eine Differentialgleichung von der Form, die wir soeben behandelt
haben. Wir konnen daher sofort die vollstindige Losung hin-
schreiben:

x = F cosnt+ G sinnt

y=F,cosnt + G, sinnt (40)

x= Fcosnt+ Gsinnt
Die Coefficienten F,, G, ¥,, G, F,, G, sind die zur vollstiindigen
Losung gehorigen sechs unbestimmten Integrationsconstanten,

n=a/fm hat die vorher durch Gleichung (88b) angegebene Be-
deutung. Durch diese drei Gleichungen ist die Bewegung bestimmt
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als ungestorte Superposition dreier auf einander senkrechter oscilla-
torischer Bewegungen von gleicher Periode.

Wenn wir nun die Gestalt und die Lage der Bahn, welche der
Massenpunkt im Raume beschreibt, auffinden wollen, so miissen wir
die Zeit aus den Gleichungen (40) eliminiren. Den ersten Schritt
dazu kOnnen wir ausfithren, wenn wir cosn¢ und sinzt zuniichst
als zwei selbststiindige Grofsen auffassen und die bekannte Relation
zwischen beiden fiir spiiter vorbehalten. Die drei Gleichungen sind
lineare Gleichungen fiir cosn¢ und sinn{, und bereits zwei von den-
selben wiirden hinreichen, dieselben auszudriicken. Da aber diese
Ausdriicke, in die dritte Gleichung eingesetzt, diese ebenfalls be-
friedigen sollen, so muls zwischen den vorkommenden: Coefficienten
eine Beziehung bestehen, welche bekanntlich ihren Ausdruck in dem
Verschwinden der folgenden Determinante findet:

| B (G
Voot a f =0
+ F G |

oder ausgefithrt:
z(F, G, — F,G) + y(F,G, — F,G) + x(F,G,— F,G) = 0. (41)

Die nothwendige Beziehung tritt also in Gestalt einer linearen,
homogenen Gleichung zwischen , y, # auf, welche in der analytischen
(Geometrie irgend eine durch den Anfangspunkt des Coordinaten-
systems hindurchgehende Ebene bezeichnet. Die Bewegung des
Punktes muls daher in einer festen Ebene verlaufen, deren Lage
durch die Integrationsconstanten, d. h. durch den Anfangszustand,
bestimmt ist. Thatsiichlich ist auch durch den Nullpunkt der Co-
ordinaten, den Anfangsort und die Richtung der Anfangsgeschwindig-
keit des Massenpunktes eine solche Ebene festgelegt. Nachdem wir
dies erkannt, konnen wir die weiteren Betrachtungen dadurch ver-
einfachen, dafls wir das Coordinatensystem so drehen, dals eine seiner
Ebenen, beispielsweise die (z,y)-Ebene mit der gefundenen Ebene
zusammenfillt. Dann bleibt withrend der ganzen Bewegung z = 0
und wir haben nur noch die zwei Gleichungen:

= F,cosnt+ G sinni

y = F,cosnt + G, sinnt. (%2)

Dafs bei dieser Drehung die Coefficienten ihre Werthe verindern,
ist selbstverstiindlich.
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Um nun die Bahn in dieser Ebene zu bestimmen, d. h. die Zeit
zu eliminiren, driicken wir cosn¢ und sinnt aus, wozu die zwei
Gleichungen gerade hinreichen:

.G —y.0G
CON BT e S S Cndr NN e
F,G, —F,G,
dann liefert die Relation:

y.F,—z.F,
F,G,—F@G,"’

cos?nt 4+ sin?ni=1

das Resultat der Elimination der Zeit aus den beiden Integral-
gleichungen in folgender Form:

(@@, —y G+ Wk, —aF)t=(F,G, — F,G)

Als Gleichung zweiten Grades zwischen 2 und y bezeichnet dieselbe
einen Kegelschnitt. Die Ausfihrung der Quadrate fuhrt zu der
folgenden Gestalt:

2. (Ff+ GO+ y*.(F2 + G5 — 22y .(F,F,— G,G)

., (48)
= (F,G,— F, G

Da die Coefficienten von z* und y* beide nothwendig positiv sind,
haben wir es nur mit Ellipsen zu thun, was tibrigens schon daraus
hervorgeht, dafs die durch Gleichungen (40) bestimmten Coordinaten
niemals ins Unendliche wachsen. s fehlen dieser Ellipsengleichung
Glieder, welche z und y allein in erster Potenz enthielter, daher
ist der Nullpunkt der Coordinaten Mittelpunkt der Ellipse. Es
kommt aber ein Glied mit dem Produkt .y vor, das deutet an,
dafs die z- und y-Axe im Allgemeinen nicht die Hauptaxen der
Ellipse sind, letzteres ist vielmehr nur dann der Fall, wenn der
Coefficient des betreffenden Gliedes verschwindet, wenn also

F,I’}— G:Gy=0.

Diese Gleichung bedeutet, dafs die beiden oscillatorischen Be-
wegungen z und y einen Phasenunterschied von !/, Periode besitzen.
Dies folgt direct aus der kurz vor Gleichung (87a) (Seite 65) stehen-
den Beziehung ¢ = arctg ¥/G. Wir konnen jedenfalls das Axen-
kreuz so drehen, dafs dasselbe mit den Hauptaxen der Ellipse zu-
sammenfillt; die alsdann geforderte Bedingung, die in der letzten
Gleichung liegt, konnen wir ohne Schaden der Allgemeinheit dadurch
erfiillen, dals wir zwei von den vier Coefficienten der Gleichungen (42),
welche diagonal stehen, gleich Null setzen, etwa: 7, = F, = 0. Die
einzige Beschriinkung bei dieser Annahme ist, dafs der Anfangs-
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punkt der Zeitziahlung dadurch in bestimmter Weise festgesetzt ist.
Jetzt lauten die Bewegungsgleichungen:

@ = Fscosnt

g (42n)
Y= U, sinni
und die Eliminationsgleichung der Zeit:
x? Y
Frt ar= 1 (43a)

hat die Normalform der aunf die Hauptaxen bezogenen Gleichung
einer Kllipse, welche wegen der Unbestimmtheit von ¥, und @, noch
jede beliebige Gestalt haben kann.

Die Schwingungsdauer der oscillatorischen Componenten (40):

T = —;‘-- = 2nV bestimmt in allen Fillen die Umlaufsdauer des

Massenpunktes in seiner elliptischen Bahn, diese ist also, unabhiingig
von Grofse und Gestalt der Bahn, stets dieselbe.

In dem Grenzfall, dafs die eine Axe der Ellipse verschwindet,
degenerirt die Ellipse in eine doppelte gerade Strecke; wir haben
dann den zuerst behandelten Specialfall der Bewegung in gerader
Linie vor uns. In dem besonderen Kalle, dafs beide Axen einander
gleich werden, G, = F,, erhalten wir eine Kreisbahn, deren Radius
wir kurz F nennen wollen. Das besondere dieses Specialfalles be-
steht darin, dafs dabei der Massenpunkt auf seiner Bahn stets an
Orten bleibt, an denen die elastische Kraft dieselbe Intensitit — a?
besitzt, dals ferner diese Kraft stets senkrecht auf der Bahn steht,
daher keine Wegbeschleunigung erzeugen kann; die Masse kreist
vielmehr mit unveriinderter (Geschwindigkeit, und jene elastische
Kraft liefert in diesem Falle lediglich die zur Aufrechterhaltung der
Kreisbahn nothige Centralkraft. Wir kionnen dies leicht bestiitigen,
wenn wir einen der in Gleichung (21) (Seite 36) aufgestellten Aus-
driicke der Centralkraft heranziehen. Dort ist die Centralkraft ge-
messen durch das Product aus Masse, Radius und Quadrat der
Winkelgeschwindigkeit. Die letatere, bezeichnet mit w, kénnen wir
in unserem Kalle leicht aus der Umlaunfszeit 7' ableiten. Da nimlich
in der Zeit 7' der ganze Kreis, also der Winkel 2z durchlaufen wird,
ist 22 = w 7, oder wegen 7= 2x.}'m/a ist die Winkelgeschwindig-
keit selbst:

13

V m ¢

) =
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also derselbe Betrag, den wir bei oscillirenden Bewegungen die
Schwingungszahl fir 27 Secunden nannten. Setzen wir nun die
Centralkraft auf die angegebene Weise zusammen, so finden wir:

2
m.F‘.(i) =q% F,

Ym

also thatsiichlich den Betrag der vorhandenen elastischen Kraft.

§ 25. Mathematisches Pendel.

Wir wenden uns nun zu einer Bewegungsart des Massenpunktes,
welche unter Wirkung der Schwerkraft zu Stande kommt, deren
Verlauf indessen in den einfachsten und wichtigsten Fiillen eine
direkte Anwendung der soeben gewonnenen Kenntnisse iiber die
Wirkung der elastischen Kriifte erlaubt. Unter einem mathe-
matischen oder idealen Pendel versteht man einen unter Wirkung
der Schwerkraft stehenden Massenpunkt, welcher gezwungen ist, bei
seinen Bewegungen auf einer festen Kugelfliiche zu bleiben. Diese
beschriinkte Bewegungsfreiheit konnen wir uns in diesem und in
allen idhnlichen Fillen dadurch hervorgebracht denken, dafs der
Massenpunkt bei einer Entfernung aus der Kugelfliiche in-dieselbe
zuriickgezogen wird durch Kriifte von elastischer Natur, welche bei
Jeder Lage des Punktes in der Kugelfliche unwirksam sind, welche
aber bereits bei verschwindend kleinen Abstinden von dieser Fliche
so hohe Betriige erreichen, dals sie jeder Hulseren Kraft, welche
den Punkt herauszuziehen strebt, das Gleichgewicht zu halten ver-
mogen, also deren Wirkung aufheben, ohne dals die Entfernung des
Punktes aus der vorgeschriebenen Fliiche merklich wird. Auf diese
Weise konnen wir uns die Kugelfliche z. B. dadurch festgelegt
denken, dafs der Massenpunkt an einen Faden gekniipft ist, dessen
anderes Ende unverriickbar festgehalten wird. Die Bewegung kann
dann nur anf derjenigen Kugelschale erfolgen, deren Centrum der
Aufhiingungspunkt des Fadens ist und deren Radius durch die
Fadenliinge bestimmt wird. An diesen Faden stellen wir die An-
forderungen, dafs er selbst gewichtlos sei, in seinem Aufhiingungs-
punkt keinerlei Steifigkeit iufsere, vielmehr vollkommen biegsam
sei, und endlich, dafs er sogenannt undehnbar sei, d. h. dals er
bereits bei verschwindend kleinen Streckungen jeden nithigen Betrag
von elastischer Kraft in der Richtung gegen das feste Centrum hin
erzeuge, so dafs alle dufseren Kriifte oder Kraftcomponenten, welche
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auf Verlingerung des Fadens hinwirken, also in Richtung der Ver-
lingerung des Fadens fallen, aufgehoben und unwirksam werden.
Diese Kigenschaften des Fadens geniigen, so lange der Massen-
punkt in der unteren Hiilfte der Kugelschale bleibt. Gelangt der-
selbe aber in die obere Hiilfte, welche hdher liegt als das Centrum,
so zieht die Schwerkraft ihn in das Innere des Kugelraumes; gegen
eine solche Verschiebung wiirde ein biegsamer Faden keinen Wider-
stand leisten, wir miissen dann den Faden auch noch als starre
und unverkiirzbare gerade Strecke voraussetzen. Alle die gemachten
Anforderungen kann man in Wirklichkeit niemals in voller Strenge
erfillen, daher bezeichnet man auch die gedachte Einrichtung als
ideales Pendel; doch kann man, so lange die Bewegungen auf die
untere Halbkugel beschriinkt bleiben, Fiden herstellen, welche bei
einer gegen die Pendelkugel (die den Massenpunkt vertreten mufs)
verschwindend kleinen Masse hinreichend undehnbar und im Auf-
hiingungspunkt biegsam genug sind, um eine fiir viele Zwecke ge-
niligende Anniiherung an die idealen Eigenschaften des mathematischen
Pendels zu gewinnen. Vom physischen Pendel, welches einen aus-
gedehnten, um eine feste horizontale Drehungsaxe schwingenden
Korper darstellt, werden wir spiter zu reden haben.

Zuniichst ist die Wirkung der Schwerkraft auf den an einem
Faden von der Liinge / hiingenden Massenpunkt m in irgend einer
Lage des letzteren zu untersuchen. In Fig. 8 stellt die durch den
Aufhiingungspunkt 4 abwiirts gezogene Verticale 4 O die Ruhelage

A

Fig. 8.

des Pendels dar, 40 ist die Fadenliinge { und der in der Figur mit
diesem Radius geschlagene Kreis ist der Durchschnitt der Kugelschale
mit derjenigen durch 4 O gelegten Verticalebene, welche den Massen-
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punkt M enthilt. Der Punkt O ist die Ruhelage der Masse, weil
in diesem Punkt die verticale Schwerkraft m.g in Richtung des ver-
lingerten Fadens wirkt, also durch die Spannung desselben voll-
stiindig aufgehoben wird, so dals keine beschleunigende Wirkung
auf die Masse zu Stande kommt. Jede andere Liage M des Massen-
punktes kann angegeben werden durch eine bestimmte Verticalebene,
welche 4 und M enthiilt und durch den Winkel O A M = @, um
welchen die Fadenrichtung von der Verticalen abweicht. Die un-
veriinderlich wirkende verticale Schwerkraft m.g versinnlichen wir
in Grifse und Richtung durch die Strecke M P, dieselbe bildet mit
der Verlingerung des Fadens M Q ebenfalls den Winkel «. Wir
zerlegen die Kraft in eine radiale Componente M Q und eine tangen-
tiale M R; der Betrag der ersteren ist m.g.cos « und wird durch die
Spannung des KFadens unwirksam gemacht, die andere, wirksame
Componente hat die Grofse m.g.sin e« und treibt den Massenpunkt
beschleunigend nach der Ruhelage O hin. Wir wollen die Frage
nach der Bewegung des Punktes nicht in ihrer allgemeinsten Fassung
unter Zulassung eines ganz beliebigen Anfangszustandes behandeln,
sondern uns mit der Erorterung folgender drei wichtiger Special-
fille begniigen: 1. Das Pendel bleibt wihrend seiner Bewegung
stets in niichster Nilhe der Ruhelage O (Problem der kleinen Pendel-
bewegungen). 2. Das Pendel bewegt sich auf einem horizontalen
Parallelkreise der Kugelschale (Problem des Kegelpendels). 3. Die
Bewegung findet in einer festen Verticalebene, also in einer Kreis-
bahn statt, der Winkel @ nimmt aber grifsere Werthe an (Problem
grofser ebener Pendelschwingungen).

§ 26. Kleine Pendelbewegungen.

Das Pendel soll withrend der Bewegung stets in niichster Niihe
der Ruhelage bleiben. Als Grenze fiir diesen Fall wollen wir fest-
setzen, dafs der Winkel «, welcher die Abweichung mifst, in Bogen-
mafs eine so kleine Zahl ist, dafs wir bei der geforderten Genauig-
keit unserer Angaben hohere Potenzen von « vernachlissigen diirfen,
also auch den in der wirksamen Kraftcomponente vorkommenden
sine durch « selbst ersetzen diirfen. In diesem Falle wird auch
das kleine Stiick der Kugelfliche, welches den Ruhepunkt O um-
giebt und den Schauplatz des ganzen Vorganges umschliefst, nahezu
als ecin ebenes und horizontales Schwingungsfeld angesehen werden
kénnen. Die Grifse der wirksamen Kraftcomponente, welche dann
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geradlinig nach O hinweist, ist mg.e«. Wenn wir den kleinen Ab-
stand des Massenpunktes von seiner Ruhelage mit s bezeichnen, so
ist @ = -::, die wirksame Kraft kann also auch geschrieben werden
mg

i |
denn m.g/l ist ein constanter Factor.

Wir haben also hier dasselbe (esetz der Kraft, welches wir
bei den elastischen Kriiften vorausgesetzt hatten, und wir kiénnen
deshalb fir den vorliegenden Fall ohne weitere analytische Be-
trachtungen die frither gewonnenen Resultate auf dieses Problem
iibertragen. Das negative Vorzeichen, welches wir den elastischen
Kriiften geben mufsten, ist zwar hier nicht explicite angegeben
worden, wohl aber erkennen wir, dafs die wirksame Kraftcomponente
auch hier nach dem Ruhepunkte hinweist. Das Maals fir die
Stiirke der elastischen Kraft, welches wir frither mit a? bezeichneten,
wird in unserem vorliegenden Falle durch den Factor m.g/l, mit
welchem die Elongation s in dem Ausdruck der Kraft behaftet ist,
zu ersetzen sein. Die Bewegungen des Pendels werden entweder
in geradliniger Bahn' um die Ruhelage oscilliven, der zeitliche
Verlauf wird dann ganz wie in Gleichung (37) (Seite 62) durch eine
Sinusfunction dargestellt werden, oder das Pendel wird in elliptischer
oder speciell auch in kreisformiger Bahn die Rubelage umkreisen.
In allen Fillen ist die Schwingungsdauer oder Umlaufszeit dieselbe.

Man erhilt den Werth derselben aus der Formel 7= 2x.}m/a

.5, und stellt sich als proportional der Abweichung s heraus,

(vergl. Gleichung 38), indem man a = l/m[g‘ einfithrt, also:

T=2:t.l/;- (44)

In dieser Formel fiir die Schwingungsdauer kleiner Pendelbewegungen
liegen folgende Gesetze: 7' ist unabhiingig von der Amplitude oder
von den Dimensionen der elliptischen Bahn (so lange dieselbe nur
hinreichend klein bleiben), 7' ist auch unabhiingig von der Grofse
der bewegten Masse m (gleich wie das auch bei den Erscheinungen
des freien Falles galt), 7' ist der Wurzel der Pendellinge direct und
der Wurzel aus der Intensitit der Schwerkraft umgekehrt pro-
portional. Durch diese Formel ist das Pendel das geeignetste In-
strument zu einer genauen Messung der Beschleunigung g, denn die
Schwingungsdauer kann wegen ihrer unveriinderlichen Gréfse aus
der Dauer einer sehr grofsen Zahl von Schwingungen mit aller er-
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wiinschten Genauigkeit festgestellt werden. Auch die Liinge 1 lifst
sich recht genau messen, doch wendet man zu exacten Bestimmungen
von g nicht solche anniihernd mathematische Pendel, sondern phy-
sische Pendel von besonderer Construction, sogenannte Reversions-
pendel an, an denen diese Grofse ! mit grofster Schirfe bestimmt
werden kann.

§ 27. Kegelpendel.

Wir wenden uns nun zu der zweiten Annahme, dafs der Massen-
punkt auf einer horizontalen Kreisbahn umlaufe, welche durch einen
unverinderlichen endlichen Winkel « fest bestimmt werden kann.
Der Faden des Pendels beschreibt bei dieser Bewegung den Mantel
eines Kreiskegels, daher der Name Kegelpendel. In Fig. 4 sind
alle Bezeichnungen in Uebereinstimmung mit der fritheren Fig. 8
gewiihlt. Denken wir uns O als Pol der Kugelfliche, dann bildet
die Bahn in diesem Falle einen Parallelkreis, welcher senkrecht zur
Ebene der Zeichnung steht und daher nur durch zwei diametral

Fig. 4.

gegenfiberliegende Punkte desselben, M und M’ angedeutet werden
kann. Die wirksame Componente der Schwerkraft MR = mg.sin
weist jederzeit in Richtung der Tangente des Meridians nach dem
Pol hin, und zwar wegen des constanten &« mit unveriinderter In-
tensitit. Da die wirkende Kraft immer senkrecht auf der Bahn
steht, werden wir nach den fritheren Auseinandersetzungen (8§ 7) keine
Wegbeschleunigung zu erwarten haben, vielmehr eine Kreisbewegung
vou constanter Weggeschwindigkeit, deren Centrifugalwirkung durch
die Schwerkraft und die Fadenspannung im Gleichgewicht gehalten
werden muls. Wir werden daher auch in diesem Falle ohne ana-
Iytische Berechnungen aus unseren fritheren Kenntnissen iiber die
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Grofse der Centralkraft einen Schlufs ziehen kinnen, wie grofs fir
jeden Winkel ¢ die Umlaufszeit 7' sein muls.

Die zu iiberwindende Centrifugalkraft ist nach der schon mehr-
fach benutzten Gleichung (21) gleich dem Product aus Masse, Radius
und Quadrat der Winkelgeschwindigkeit. Der Radius der Bahn ist
in unserem Falle BM = .sin ¢, die Winkelgeschwindigkeit lifst sich
durch dié noch unbekannte Umlaufszeit 7 ausdriicken in der Form
'?TE' Also ist die Centrifugalkraft gleich:

- 4n*
m. IBDn ¢ ~——

7%

Die Richtung derselben liegt in der horizontalen Ebene der Bahn
in Verlingerung des Radius BM und sei durch die Streck M U ver-
ginnlicht. Um zun erkennen, in welcher Weise sich die Faden-
spannung und die wirksame Componente der Schwerkraft sich an
der Vernichtung der Centrifugalkraft betheiligen, zerlegen wir die
letztere in eine Componente in Verlingerung des Fadens MV und
eine darauf senkrechte MW, welche ebenfalls in die Meridiantangente
fillt, aber vom Pole O wegzeigt. Der Winkel UMW ist, wie leicht

einzusehen, ebenfalls gleich ¢, also findet man:

MV =m.l.sinte -4;';-

2

MW =m.l.sine.cos e- 4;3-
Die erste Componente MV wird durch die Fadenspannung aus-
geglichen, wihrend die zweite MW durch die entgegengesetzt ge-
richtete Schwerkraftscomponente M R vernichtet werden mufs. Ks
mufs also zur Erhaltung des angegebenen Bewegungszustandes noth-
wendig MW = MR sein. Setzen wir die Kraftbetriige fiir diese
beiden Strecken der Figur ein, und heben den gemeinsamen Factor

m.sin e, so finden wir die folgende Bedingung:

4n? !
72 L0080 =1,

aus welcher folgt:

T=2nx l/ ; COS . (45)

Durch diese Formel ist die Beziehung zwischen der Umlaufszent
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Die Centrifugal-Regulatoren sind Kegelpendel, welche durch eine
laufende Maschine selbst mit in Rotation versetzt werden, die Um-
laufszeit wird um so kiirzer je schneller die Maschine liuft. Die
Arme dieser Apparate, welche dem Faden des mathematischen
Pendels entsprechen, kénnen sich heben und senken, und dadurch
ein Dampfventil offnen und schliefsen, der Winkel & wird sich bei
denselben jederzeit nach dem Gesetze der Gleichung (45) der Um-
laufszeit anpassen. Wie man sieht, ist auch diese Beziehung zwischen
7 und @ unabhiingig von der Grofse der bewegten Masse m.

Es ist nicht uninteressant, auch den Betrag der durch die
Spannung S des Fadens vernichteten Kriifte kennen zu lernen.
Erstens spannt den Faden die Componente M Q der Schwerkraft
und zweitens die Componente MV der Centrifugalkraft. Beide zu-
sammen betragen nach Einfihrung der dafir gefundenen Kraft-

grifsen:
]

: 4
S=mgcose + m.1.51n’a—;f£--

Setzen wir in diesem Ausdruck entsprechend (45)

P
. ;,E,— = ‘3 coS @,
80 findet man leicht:
YN
coS @

Die Spannung des Fadens wiichst also mit zunehmender Erhebung e
und kann bei Winkeln e«, welche nahe an ; kommen, leicht so

grofs werden, dafs der Faden reifst. Endlich sei kurz darauf hin-
gewiesen, dafs fur sehr kleine Winkel «, fir welche man cose = 1
setzen kann, die Umlaufszeit 7' in Gleichung (45) iibereinstimmt mit
dem Resultat des vorigen Paragraphen in Gleichung (44).

§ 28. Ebene Pendelschwingungen von endlicher Amplitude.

Wir greifen jetzt das dritte in unserem Programm ausge-
withlte Problem an. Die Bewegung des Pendels soll dabei in einer
festen Verticalebene verlaufen, oder der Massenpunkt soll in seiner
Bewegung auf eine vertical stehende Kreisbahn beschriinkt sein.
Alle in radialer Richtung wirkenden Kriifte werden durch den Faden
unwirksam gemacht; zu diesen gehort aufser der Componente M Q

H. v. Heesmorrz, Theoret, Physik, Bl I, 2. 6
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(Fig. 8) der Schwerkraft in diesem Falle der ganze Betrag der
Centrifugalkraft, oder anders ausgedriickt, der Faden stellt durch
seine vermehrte Spannung allein die zur Erhaltung der Kreisbahn
nithige Centripetalkraft her; um dieselbe brauchen wir uns also im
folgenden nicht zu kiimmern. Nun hatten wir bei der allgemeinen
Betrachtung krummliniger Bewegungen gesehen, dafs man die ge-
sammte Beschleunigung zerlegen kann in die Centripetalbeschleunigung
und die Wegbeschleunigung, welch’ letztere sich darstellt als der
nach der Zeit gebildete Differentialquotient der Weggeschwindigkeit.
Dieser letztere Theil ist hier die Wirkung der in Richtung der
Kreisbahn fallenden Componente der Schwerkraft MR, und die
Gleichsetzung beider liefert uns die Differentialgleichung der Be-
wegung. Zur Bezeichnung der Lage des Massenpunktes benutzen
wir wieder den Winkel @, welcher die Abweichung des Fadens von
der Ruhelage mifst, und zwar konnen wir bei dieser ebenen Bahn
die Abweichungen nach rechts und links durch positives und nega-
tives Vorzeichen von « unterscheiden. Die Winkelgeschwindigkeit

ist dann durch % gegeben und die Weggeschwindigkeit ist

d*e
daer
und stellt die Wegbeschleunigung dar, welche, mit der Masse m
multiplicirt, das Maals fiir die wirksame Componente der Schwer-
kraft M 1? = mg.sin @ bildet. Da nun aber diese Kraft den absoluten
Betrag des Winkels e zu verkleinern strebt, so miissen wir dieselbe
mit dem negativen Vorzeichen versehen und erhalten als Differential-
gleichung, welche die endlichen Pendelschwingungen beherrscht:

g=1 —'Z‘:- . Der zeitliche Differentialquotient der letzteren ist /

1 d’a_;_ = — 7 ¢ 8in «
m.l- 7 v ¥
oder einfacher:
d*e T
s ; 46
T 7 sine (46)

Man sieht sogleich, dafs fiir kleine Werthe « die Differentialgleichung
mit derjenigen der elastischen Kriifte fibereinstimmt. In ihrer allge-
meinen Form aber ist sie nicht linear, da sin « eine transcendente
Function von « darstellt. Zur Integration hilft uns indessen das-
selbe Mittel, welches wir in § 22 bei der ersten Art der Losung
der elastischen Differentialgleichung benutzten, nimlich der in-

d‘?—, mit welchem wir jetzt auch diese compli-

tegrirende Factor T
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cirtere Gleichung erweitern wollen. Nachdem wir alle Glieder aunf
die linke Seite geschafft haben, erhalten wir:

de d*a R

F Ul | il sl T i

Die linke Seite ist jetzt ein vollstindiger Differentialquotient, man
kann dafiir schreiben:

d (1 /de\* g }_
ﬁ{,g(-‘“-)—Tcmsm = 0,

Daraus folgt aber, dafs
]
; (%‘;‘) ~ 9 cosa=0 (47)
sein mufs, wo C eine unbestimmte Constante ist
Bevor wir in der Integration weitergehen, miissen wir hier zwei
Fille unterscheiden, weil in beiden verschiedene Umformungen dieser
Gleichung zum Ziele fithren. Die Bewegung kann so geschehen,
dafs die Geschwindigkeit (%;) zu gewissen Zeiten gleich Null wird.
Der schwere Punkt wird dann also bis zu einem gewissen Werthe
des Winkels « steigen, und wenn die Geschwindigkeit Null ge-
worden ist, wieder umkehren, bis er auf der anderen Seite dieselbe
Hohe erreicht hat. Wir werden also in diesem Falle ein Hin- und
Herschwingen des Punktes erhalten. Es ist aber nicht nothig, dafs
solche Grenzlagen vorhanden sind, vielmehr kann der Punkt auch
durch die hochstgelegene Stelle der Kreishahn noch mit Geschwin-
keit hindurchfahren, und so fortdauernd in derselben Richtung im
Kreise herumlaufen. Die Geschwindigkeit wird dabei freilich keine
unveriinderliche sein; der Fall ist analytisch nur dadurch charak-

terisirt, dafs dabei %‘;— stets dasselbe Vorzeichen behiilt und niemals

Null wird.

Wir befassen uns zuniichst mit dem ersten Falle, welcher die
gewohnliche hin- und hergehende Pendelbewegung darstellt. Be-
zeichnen wir den Grenzwinkel von «, welchen das Pendel im Moment
seiner Umkehr, also fiir ‘—;—? = () bildet und welcher nie iiberschritten
wird, mit 4, so kinnen wir durch diese ebenfalls unbestimmte Grifse
die Integrationsconstante ¢ in der letzten Gleichung ersetzen, denn
fir diesen Grenzfall erhitlt man aus Gleichung (47):

0— ‘? cosh = (.
u.
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Wir konnen also das bisherige Resultat fiir unseren Fall auch
schreiben:

de\* g

(—E-E-) = 2 3¢ (cos @ — cos k) (47 a)

Setzen wir noch cose = 1 — 2sin? ";'“ und analog cosh, so ist:

2
(‘;‘:—) = 4 % . (Elin’—;i - sin’-f;)-
Da stets « < & bleibt, so bleibt die rechte Seite dieser Gleichung
stets positiv, was wegen des links stehenden Quadrates auch er-
forderlich ist.

Wenn wir nun in der Integration fortschreiten wollen, so
miissen wir die Variabeln « und ¢ trennen. Wir nehmen also die
Quadratwurzel, um de und d¢ frei zu machen, und vereinigen alle
von « abhiingigen Factoren auf der linken Seite, wiithrend wir d¢
nach rechts schaffen. So entsteht folgende Umformung:

de ]
BN TR el =21/L.dt. 47b
A e e ‘/: ( )
2

Wenn wir jetzt integriren wollen, so bietet sich rechts keine
Schwierigkeit. Wir konnen auch die bei dieser zweiten Integration
auftretende Integrationsconstante sofort als eine unbestimmte Zeit-
grofse r einfithren, deren Werth lediglich von dem Zeitpunkt ab-
hiingt, von welchem an wir die Zeit ¢ zihlen. Die Integration der
rechten Seite ist dann:

9 an /¥

Die linke Seite miissen wir indessen noch umformen, um sie auf
die Form des Differentiales derjenigen transcendenten Function zu
bringen, welche darin steckt. Wir fithren statt « cine neue Variabele o
ein durch die Gleichung:

P/ D
sin 5- = sin 5 . 0. _ (48)

Es ist sofort evsichtlich, dafs o stets ein echter Bruch bleiben mulfs.
Die Differentiation liefert:

1 o il
?cos?-dugs sm—2~-d¢r
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und da _
cOo8 B 1 — sin?® -k a?
g T 2"

. B
sin do

de=2—-eeee

ist, erhiilt man:

By |
1 — sin? Oh o

Also finden wir folgende Umformung der linken Seite der Gleichung:
de dao

i _;_}; ._.._.f__:.a_ = e —— —_.——T:- ot
l/snn3-2 — sm‘g l/l — 3. l/l — 31n’--2-- o?
Dieselbe fithrt auf die Normalform des Differentials des ellipti-

schen Integrals erster Ordnung nach der Lraenpre'schen Bezeich-

1

q s
nung. Die Constante sm;

ptlegt denselben durch k& zu bezeichnen. Wir setzen also sin% = k

nennt man den Modul desselben und

und konnen nun die zweite Integration schreiben:

do g
JYT =0 ke l/z s i
]
Da wir die Integrationsconstante = bereits rechts angebracht haben,
brauchen wir auf der linken Seite die untere Grenze nicht unbe-
stimmt zu lassen, sondern kinnen dieselbe, entsprechend der Normal-
form des elliptischen Integrals, gleich Null setzen, die linke Seite
ist dann eine bestimmte Function der oberen Grenze . Ks ist also
durch diese Gleichung die von irgend einem Zeitpunkt an geziihlte
Zeit (¢ — 7), als Function von ¢ dargestellt. Wollen wir nun um-
gekehrt ¢ als Function der Zeit darstellen, so werden wir auf eine
elliptische Function gefiihrt, und zwar auf den Amplituden-Sinus:

¢ = sinam{ l/‘?— t— r)] modulo k = sin g (50)

(Die elliptischen Functionen hiingen mit den elliptischen Integralen
in derselben Weise zusammen, wie die trigonometrischen Functionen

mit den Arcusintegralen

do
; [ |
0]/ d
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zusammenhiingen. Man vergl. die zu Gleichung (37) fiihrenden Ent-
wickelungen, Seite 62.)

Nun konnen wir nach Gleichung (48) statt ¢ wieder den Winkel
« einfilhren, und erhalten endlich:

Lo S el e
Sin 5- = Sin 3 - 8inAM l l/iz(t - r]} modulo k = sin 3 (61)

als vollstandiges Integral der Differentialgleichung (46) mit den beiden
Integrationsconstanten k& und 7.

Das bei der zweiten Integration auftretende elliptische Integral
kann man auch auf eine andere Normalform bringen, wenn man
statt der Variabelen o, die doch stets einen echten Bruch darstellt,
den Sinus einer neuen Variabelen # einfithrt. Dann erhalten wir
an Stelle der Substitution (48) folgende:

sin g = gin -:;—.sina‘} (48a)
aus welcher, dhnlich wie vorher, folgt:

1 « S5
5 cos~2— de = amé-coaa?.d&

sing-oos-&.dn?
dtxl=2 .

1 — sin? _}2| sin? ¢

Die Umformung der linken Seite von Gleichung (47b) mit Hiilfe
dieser Substitution liefert dann:

de s a9 8 el L WZ d &

Y R DS R R
Wi gind — 8in? — . gin3+ — Fain?
l/sm 3 sin 3 l/l sin 3 sin? % l/l k* s1in? 9

und die zweite Integration ergiebt:

¢
a9
f e l/% = o) (49a)
0

Ueber die Grenzen links, und iiber die Constante r gilt das Gleiche,
wie vorher. Das links stehende Integral ist die einfachste Form
des elliptischen Integrales erster Gattung. Ks erscheint hier als
Function der oberen Grenze #, welche man Amplitude des Integrales
nennt. Ks ist % also auch Amplitude des dem Integrale gleich-
gesetzten Ausdruckes auf der rechten Seite, und in diesem Sinne
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constituirt der Begriff Amplitude die inverse Function des Integrals.
Wir driicken dies in unserem Falle durch die Gleichung aus:

i = am i l/% (t — r)} mod. k = ain% (h0a)
Bilden wir nun sin, und beachten die Substitution (48a), durch
welche wir nun wieder sin -g einfithren konnen, so finden wir dic-
selbe Schlufsgleichung, welche schon in (51) angegeben ist.

Die elliptischen Functionen, von denen wir hier den Amplituden-
ginus gebraucht haben, zeigen wichtige Analogieen mit den gewdhn-
lichen trigonometrischen Functionen, welche ja auch als ein Special-
fall der ersteren aufgefafst werden konnen, nimlich als elliptische
Functionen vom Modul & = 0. So besitzen die elliptischen Func-
tionen cine uns hier besonders interessirende reelle Periode, d. h.
einen Betrag, den man beliebig oft zum Argumente der Function
hinzufiigen kann, ohne deren Werth zu veriindern. Diese Periode,
welche bei den trigonometrischen Functionen den festen Werth 27
hat, hiingt aber bei den elliptischen Functionen von der Grofse des
Modul % ab. Wenn wir also jetzt nach der Schwingungsdauer des
Pendels fragen, so haben wir die Periode als Function des Moduls

zu suchen. Die Substitutionsgleichung (48a): sin g = §in f; «8in &

lifst erkennen, in welcher Weise —g- sich veriindert, wenn /% gleich-

milfsig von O bis 2 wichst. Am kiirzesten konnen wir diesen
Verlauf durch folgende Tabelle anschaulich machen:

|
J 0 |wiichstbis| - |[wiichstbis| = | wiichst bis —Béﬂ— ‘wﬂchat bis| 2n
|
% | 0 | wiichst bis +-:- sinkt bis | 0 | sinkt bis |- -;- wiichst bis | 0
" :
Withrend also # dauernd wichst, schwankt 5 zwischen zwei Grenzen

hin und her, wenigstens miissen wir an diesem Verlaufe festhalten,
wenn die Veriinderungen von « stetig sein sollen, wie es die physi-
kalische Bedeutung dieses Winkels verlangt.

Wenn wir nun in der Integralgleichung (49a) die Amplitude
% = 27 setzen, so integriren wir iiber eine ganze Schwingungsdauer.
und die rechts stehende, dabei verstrichene Zeit (1 — 7) ist die ge-
suchte Periode 7.



88 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 28.

Es lifst sich nun sehr leicht einsehen, dafs die vier Quadranten
von & gleiche Beitriige zu dem Integrale liefern, dals also:

|

2n

dd Loy c{ﬂ'ﬂ
f Y1 = k?sin®* & Y1 — k*sin® &
0

]

ist. Die Grofse

L

d &
— —_— 3 ]
V1 — k*sin? &
[}

welche in der anderen Schreibweise

K

1
da

Kﬂ= R e e e
Y= (1 = B o?)
0
ist, nennt man in der Theorie der elliptischen Functionen, nach
Jacosr's Bezeichnung, das vollstindige Integral erster Gattung. Die

Periode des Amplitudensinus ist dann = 4K, und die Schwingungs-
dauer des Pendels kann aus Gleichung (51) dadurch gefunden

'WBI‘dGD, dal's
- 79 h

T=4K. Iﬁ (52)
9

Wir wollen 4K als Function von k hier durch eine Reihen-
entwickelung auffinden. Nach dem binomischen Satze ist:
s
Y1 — k*sin® 9

gein muls, also

= (1 — Ksin?9)~

1 : 1 -8 L
=1 R | 2 e s e e RAI a1 8 ainb B2ty
+2Lsmn‘}+2 4ksm&+——2 4——~Bks:nr9+

Da diese Reihe, wegen k?sin? 9 < 1, absolut convergirt, konnen wir
dieselbe gliedweise integriren und erhalten:
in a9 1 o 1 3 x
Lo v A gl &8 :
JVWTE' 27 + 3 kfam’n‘}du?+ Feern k‘fsm‘u?dn?'-[-...
0
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Es handelt sich nun um die Werthe der Ausdriicke:
2n
Sh =fsin?“:‘}.d0, firaqe=1,2,8...

U

Wenn wir sin?e ¢ .d $ = — gin'®e—1 3 .d cos ¢ setzen, so kénnen wir
durch partielle Integration finden:
s 25 2
S,, = — cos#sin*t-1& + (2a — 1) [ cos? & .8in? =29 .d .
0 0

Der aus dem Integral herausgetretene Theil fillt zwischen den
Grenzen 0 und 2« fort, und das noch iibrig bleibende Integral
kénnen wir wegen:

co8? P = 1 — gin? ¢

in zwei Theile spalten, welche wieder von der Form S gind, so dals
wir erhalten:

S'.!a = (20 — I)Sza-a - (20— I)Sh
oder endlich:
2a — 1
Sﬂu - b e Sﬂa—‘.!
Dies ist eine sogenannte recurrirende Formel. aus welcher wir
nach Auffindung eines einzigen § alle dbrigen finden kinnen. Nun

ist aber:
2n 2n

So=f3in°19'.dt9' =fdt9‘=2?:,
0

0

also kénnen wir stufenweise bilden:

S\l'= 2'80=§ 2n
3
D m-‘—l— =—2~-T'2ﬂ

Nachdem wir nun die in unserer Reihenentwickelung vorkommen-
den Integrale gefunden haben, erhalten wir:
2

2 2
PRPSTIR LA POPEREY NINTYE I N
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Auch diese Reihe ist absolut convergent fiir k < 1, und wir er-

halten aus Gleichung (52), unter Beachtung, dafs k* = sin? i

ist,
2
folgenden Ausdruck fiir die Schwingungsdauer:
1 1 A9 h
— L ELURS Yk M AR o UL T
T 2::1/9 {l+ 43111 5 + 643111 5 + (53)

Man sicht, dafs bei Schwingungshigen von solcher Kleinheit, dafs
hereits das Quadrat des sin 2/2 unmerklich wird, diese Gleichung iiber-
einstimmt mit der fiir diesen Fall frither abgeleiteten Gleichung (44)
(Seite 78), dafs aber bei grofserem A die Schwingungsdauer zunimmt.

Bei Amplituden, die nicht iiber spitze Winkel hinausgehen,

bei denen also Etin'£ < & ist, convergirt diese Reihe sehr schnell

2 2

und es geniigt in den meisten praktisch wichtigen Fiillen endlicher
Pendelschwingungen, das erste oder hichstens die ersten zwei Glieder
der Reihe zu beriicksichtigen, denn man zieht es auch aus anderen
Grriinden vor; bei den zu Messungen der Schwerkraft verwendeten
physischen Pendeln, welche genau den hier entwickelten Gesetzen
folgen, die Schwingungsbgen nicht allzu grofs zu machen, wodurch
die Reibungen unniitz vergrifsert wiirden, und auch die Er-
schiitterungen der sogenannt festen Aufhiingungen Stdrungen ver-
anlassen wiirden. Das wichtigste Correctionsglied ist also das erste
Glied der Reihe, und wir konnen fiir miifsige Amplituden mit ge-
niigender Genauigkeit die geschlossene Formel ansetzen:

L 1ok
T'=2mn. I/E-{l+—4—sm fl (63a)
§ 29. Pendelbewegungen in verticaler Kreisbahn ohne Um-
kehrpunkte.

Wir wenden uns nun zur Behandlung des zweiten moglichen
Falles, den wir nach Ausfiihrung der ersten Integration in Gleichung
(47) unterschieden haben. Die Winkelgeschwindigkeit de/dt¢ wird
dabei niemals gleich Null, es existirt kein maximaler Winkel A, wir
konnen daher auch die Constante C nicht, wie beim vorhergehenden
Falle, durch diesen Winkel ausdriicken. Wir miissen vielmehr, um
eine reelle Lisung zu erhalten, eine andere Umformung vornehmen.
Aus der ersten Integration:

1 [/da\? g
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folgt direct:
de\? 29
('d‘t-) =20+ - o8
" oder wenn Wwir cose = 1 — 2sin’-g- setzen:

de)\? 29 4Gt
('E:’) el sy o vy
oder:
49
2
(if)==(204‘%‘)"""”{ﬁgﬂng (54)
20+ T
Der Massenpunkt hat bei dieser Art der Bewegung auch im
oberen Gipfel seiner verticalen Kreishahn noch eine Geschwindig-
keit, und durchliuft daher seine Bahn dauernd in derselben Richtung,
wenn auch die Geschwindigkeit in den oberen Theilen der Bahn
eine geringere sein wird, als in den unteren, wie man aus den
letzten Gleichungen fiir das Geschwindigkeitsquadrat sieht. Der
kleinste Werth desselben tritt ein fiir « = = oder = 3#a, = bn ete,
also fiir den oberen Gipfel, und es ergiebt sich der Betrag desselben:
de)®
("dT
Der grofste Werth tritt ein fir « = 0, = 2, = 4« etc., also fur
den Durchgang durch die Ruhelage. Dieser Betrag ist:

=2o—2% (548)

de\? g
(ET)O_ 20 + 24 (54b)
Durch Subtraction der Gleichung (54a) von (54b) kann man C eli-
miniren und erhilt:
de\? de\? q
("Ei')o % (W) ey g

Um von den Winkelgeschwindigkeiten auf die Weggeschwindigkeiten
zu kommen, milssen wir diese Gleichung mit /* erweitern, und wenn
wir noch den Factor m/2 hinzufiigen, so haben wir links die
Differenz der lebendigen Kraft zwischen der tiefsten und der
hiochsten Lage:

- 3L - o

. Diese Gleichung ist ein neues Beispiel fiir das frither bei Ge-
legenheit der Fallbewegung in § 18 bereits beleuchtete Gesetz von
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der Evhaltung der Knergie. Die rechte Seite stellt niimlich als
Product der Schwerkraft m .y und der Hohendifferenz 21 des hischsten
und tiefsten Punktes der Bahn die Arbeit dar, welche diese Kraft
bei der Abwiirtsbewegung leistet, und welche sich in dem Zuwachs
der lebendigen Kraft wiederfindet; bei der Aufwiirtshewegung, welche
dem Durchgang durch die Ruhelage folgt, bewegt sich die Masse
gegen die Richtung der Schwerkraft, und dabei wird dieser Zuwachs
wieder verzehrt, wihrend der Arbeitsvorrath bei der Erhebung um
ebensoviel zunimmt.

Da auch (j;‘) noch reell existiren soll, so muls die rechte
Seite der Gleichlmgn(.’ihl) positiv sein, d. h. dic Constante ¢ muls
grofser sein, als ‘?

Betrachten wir nach dieser Erkenntnifs den in der Gleichung (54)

) s s ;
als Factor von sin* - auftretenden Complex, so erkennen wir den-

selben als einen nothwendig echten positiven Bruch, den wir durch
k* bezeichnen wollen:
49
B AR T (55)
29
20+ _[

Wir kinnen alsdann die Constante ' durch k* ausdriicken, wie folgt:

v 2 1
C = i(k’ ) (55a)
9

Der Zahlenfactor ; — 1 ist, wie vorher verlangt, stets > 1. Die

begriffliche Bedentung von &* wird klar, wenn wir Zihler und
Nenner der Gleichung (55) durch die in Gleichungen (54¢ und D)
dafir gefundenen Ausdriicke ersetzen und den Bruch dann mit

m i h
5 * erweitern,  Man erhilt dann:

" T

i
__._)_

o — L N ”r.. f,[“) 5 & y [:)5]”
o [1(a),

k* ist also das Verhiiltnifs des Spielraumes, in welchem die lebendige
Kraft withrend der Bewegung schwankt, zu dem Betrage, welchen
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die lebendige Kraft beim Durchgang durch die Ruhelage besitzt.
Da nun der Zihler nach Gleichung (b4d) nur von der Masse m und
dem Radius der Bahn ! abhiingt, so ist fiir dasselbe Pendel ¥ um-
gekehrt proportional dem Maximalwerth der lebendigen Kraft, oder
k selbst ist umgekehrt proportional der Geschwindigkeit, mit welcher
das Pendel durch seine Ruhelage eilt. Nach Einfithrung von * an
Stelle von ¢ nimmt Gleichung (54) folgende Gestalt an:
2
(%%):4.ﬁf{1—kwmtg} (56)
Um zur weiteren Integration die Variabeln « und ¢ zu trennen,
nehmen wir die Quadratwurzel und vereinigen die « enthaltenden
Glieder auf der linken Seite. s entsteht dann die Gleichung:

(4

d =
P KNS T (568)

=== /3
W — k* 3iu’-;-

Wir sind damit wieder auf die Normalform des elliptischen Differen-
tiales erster Gattung gekommen, nnd wenn wir die beim Integriren
auftretende, unbestimmte Constante, wie vorher, auf der rechten
Seite durch einen unbestimmten Zeitpunkt r in Rechnung stellen,
so kinnen wir die untere Grenze des Integrales auf der linken
Seite gleich Null setzen und erhalten:

s wn ARt (67)

oder in anderer Ausdrucksweise:
a 1,/9

i DA e e 1) (57a)

kYt
Die Function Amplitudo wichst fortwithrend mit ihrem Argu-
ment, also hier mit der fortschreitenden Zeit, aber nicht gleich-
miifsig, sondern in periodischem Wechsel schneller und langsamer;
das interessante an unserem Resultate besteht darin, dafls wir in
dera mechanischen Bilde eines die ganze Peripherie der verticalen

oder
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Kreisbahn durchlaufenden Pendels eine vollkommene Anschauung
des Verlaufes dieser transcendenten Function erhalten.

Fragen wir nach der Umlaufszeit 7%, so haben wir die Grenzen
fir « iber eine ganze Peripherie zu erstrecken; also etwa von
0 bis 2a. Die Grenzen des Integrales in Gleichung (57), welches
g enthiilt, werden dann 0 und a.

Nach der Jaconr'schen Bezeichnung, welche wir oben bereits
vinfithrten, ist dieses Integral dann 2K, und wir erhalten:

T
2K = = I/T .
K als Function des Modulus ¥ kann man als bekannt annehmen,

wir haben z B. vor Gleichung (53) eine Potenzreihe fir 4K ent-
wickelt, deren Anwendung liefert;

2 2 2 2

T =k l/; -:rr{l + (;) k’+(;i) k‘+(iji) . kY +] (68)
Je grofser die lebendige Kraft des herumlaufenden Massenpunktes
ist, um so kleiner wird, wie wir vorher auseinandersetzten, der
Modul %, um so nither riickt der Werth der geschweiften Klammer
in dieser Gleichung an 1, und 7" wird bei grofsen Geschwindig-
keiten proportional £, d. h. umgekehrt proportional der Geschwindig-
keit, wie dies auch bei gleichférmigen Rotationen der Fall ist,

Um die Continuitiit der beiden betrachteten Bewegungsarten
des Pendels herzustellen, miissen wir in beiden Fiillen zur fulsersten
Girenze gehen. Wir miissen also annehmen, das hin- und her-
schwingende Pendel steige nahezu bis zum Gipfel und kehre dort
um, also . nihere sich von unten der Grenze a. Alsdann wird

k= sin% sich der 1 nithern. Das herumlaufende Pendel aber durch-
streiche den Gipfel mit einem verschwindend kleinen Betrage von
Geschwindigkeit; auch der fiir diesen Fall geltende Modu'us & nithert
sich der Grenze 1. Der gemeinsame Grenzfall ist nun der, dafs der
Massenpunkt im Gipfel der Bahn mit der Geschwindigkeit Null ver-
harrt. Der geringste Anstofs wird dann den Punkt in der einen
oder anderen Richtung in Bewegung setzen und dadurch die Ent-
scheidung herbeifiihren, ob die Bewegung zur ersten oder zweiten
Art gehort. Diese Ruhelage des Punktes im Scheitel der Bahn, aus
welcher derselbe durch den geringsten Anstofs sich mit beschleunigter
Bewegung entfernt, nennt man einen Zustand labilen Gleich-
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gewichts. Betrachten wir die Schwingungsdauer 7 und die Um-
laufszeit 7 fiir diesen Grenzfall, so ist zu bemerken, dafs 7' einem
zweimaligen Durchlaufen des ganzen Kreises hin und zuriick ent-
spricht, also mit der Zeitdauer 27" verglichen werden mufs. Die
beiden gegebenen Reihenentwickelungen Gleichung (53) und Gleichung
(58) (mit 2 multiplicirt) scheinen sich in der That fiir £ = 1 der ge-
meinsamen (renze:

syl 2 el Ll

zu nithern. Diese Reihe steht aber an der Grenze der Divergenz,
ihre Summe ist logarithmisch unendlich.

§ 30. Die Dampfungskraft.

Bei den Annahmen, welche wir in den vorstehenden Betrachtungen
dieses Kapitels iiber die wirkenden Kriifte gemacht haben, ergaben
sich Oscillationen und Pendelbewegungen von rein periodischem Verlauf.
Dieselben werden also, einmal erregt durch irgend welche Anfangs-
bedingungen, ohne Grenze in der Zeit fortdauernd in gleicher Weise
sich wiederholen, ohne dafs dabei etwa die Amplitude der Schwingungen
abnimmt. Nun wissen wir aus der gewdhnlichen, tiiglichen Erfahrung,
dals schwingende Bewegungen von ewigem Bestande in irdischen
Verhiiltnissen niemals herzustellen sind, dafs vielmehr bei allen
wirklichen Pendeln, deren Bewegungen wir beobachten kimnen, all-
mithlich die Gréfse der Schwingungsbtgen abnimmt und sich asymp-
totisch der Null, der Zustand also der Ruhe des Pendels, nithert.
Man nennt diesen Vorgang die Dimpfung der Schwingungen.
Unsere Voranssetzungen itber die hier wirkenden Kriifte miissen
also bisher unvollstindig gewesen s¢in, und es ist nothig, dafs wir
uns dariiber unterrichten, was fiir Arten von Kriiften wir eine solche
dimpfende Wirkung zuschreiben diirfen, und in welcher Weise die
Bewegung des Pendels und namentlich auch die Schwingungsdauer
durch dieselben beeinflufst wird. Diese Fragen sind von Wichtig-
keit, weil die gedimpften Schwingungen den realen Fall bilden, mit
dem wir es bei allen wirklichen Versuchen zu thun haben. Von
vornherein ist klar, dals diese Dimpfungskraft der jeweiligen Rich-
tung der Bewegung stets entgegengesetzt gerichtet sein mufs, denn
wiire sie gleichgerichtet, so wiirde sie die Geschwindigkeiten und
damit auch die Amplituden mit der Zeit vergrdfsern miissen. Ferner
ist es eine geliiufige Beobachtung, dals die Abnahme der Schwingungs-
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bigen um so betriichtlicher ist, je grilser diese Biigen selbst noch
sind, je grifser also auch die vorkommenden Geschwindigkeiten beim
Durchgang durch die tieferen Theile der Bahn sind. Diese Dém-
pfungskriifte werden also Functionen der Geschwindigkeiten sein,
und zwar solche, welche erstens stets das der Geschwindigkeit ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben, und welche zweitens mit wachsender
(teschwindigkeit in ihrem absoluten Betrage zunehmen. Wenn wir
nun im KFolgenden die mathematisch einfachste Annahme machen,
dafs die Dimpfungskriifte den herrschenden Geschwindigkeiten direct
proportional sind, so ist das eine zuniichst unbegriindete Festsetzung,
deren Berechtigung nur aus der Uebereinstimmung der analytischen
Folgerungen mit der Erfahrung erwiesen werden kann, welche sich
aber thatsiichlich tiberall da bewithrt hat, wo Kbrper mit glatten,
abgerundeten Oberfliichen sich in miifsigen Geschwindigkeiten be-
wegen. Die Ursache solcher Dimpfung, der alle irdischen Korper
bei ihrer Bewegung ausgesetzt sind, liegt in der relativen Verschie-
bung derselben gegen ihre Nachbarn und besteht beim Pendel, wel-
ches wir jetzt betrachten, erstens in der Reibung der kleinsten
Theilchen des biegsamen Fadens an der Stelle seiner Aufhiingung,
oder in der Reibung der Schneide eines physischen Pendels auf
ihrer Unterlage, zweitens aber in den durch die Schwingungen des
Pendels erzeugten Luftbewegungen, welche hinaus in den Raum
gehen und somit dem Pendel selbst dauernd Energie entziehen. Bei
ungediimpften Schwingungen ist die KEnergie eine unveriinderliche
(Grifse, wie sich schon aus der dann constant bleibenden Geschwin-
digkeit beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage und aus der
constanten Amplitude ergiebt. Diese Ableitung von Energie in die
umgebende Luft, in welcher ein Korper sich bewegt, erfordert mit-
unter ein von dem oben aufgestellten abweichendes Gesetz fiir die
Abhiingigkeit der Dimpfungskraft von der Geschwindigkeit. Besitzt
niimlich der bewegte Korper scharfe Kanten oder Ecken, welche
nicht, wi¢ bei den linsenformigen Pendelmassen, zum leichteren
Durchschneiden der Luft dienen, sondern welche quer zur Be-
wegungsrichtung stehen, oder ist bei einem abgerundeten Korper
die Geschwindigkeit cine sehr bedeutende, so bilden sich hinter
dem Korper Wirbelbewegungen in der Luft, deren Entstehung dem
bewegten Korper melr lebendige Kraft raubt, als die vorher er-
withnte gewohnliche Luftreibung. Die Diimpfungskraft darf alsdann
nicht einfach proportional der Geschwindigkeit angesetzt werden,
sondern man kommt den Thatsachen nither dadurch, dals man im
Grofsen und Ganzen, d. h, wenn man den Erfolg des Luftwider-
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standes durch einen ganzen Schwingungsbogen zusammennimmt, die
Diampfungskraft proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit setzt.
Dabei ist indessen zu beachten, dafls das Quadrat beim Wechsel der
Richtung stets sein positives Vorzeichen behilt, withrend diese Kraft
im Gegentheil ihr Zeichen dabei immer wechselt. Diese Betrachtung
wollen wir indessen hier nicht weiter verfolgen, sondern wir wollen
uns auf die gewthnlichen Fille beschriinken, in denen abgerundete
Kérper mit mifsigen Geschwindigkeiten sich bewegen. Auch wollen
wir die Betrachtung nur fiir kleine, geradlinige Pendelschwingungen
durchfithren, welche uns in § 26 auf dasselbe Resultat gefithrt hatten,
wie die geradlinigen Bewegungen eines Massenpunktes unter Wir-
kung einer elastischen Kraft. Die Differentialgleichung war fiir
diesen Fall gegeben durch Gleichung (35b, 1) 8. 59:

m:d’_z' = —a’z

dai?

Wir wollen nun zu der elastischen Kraft noch die eben besprochene
Dimpfungskraft hinzufiigen, welche wir ausdriicken durch — k. %;

k ist eine positive Constante, welche die specifische Stiirke der Rei-
bung bestimmt. Die Differentialgleichung fiir das Problem der ge-
didmpften Schwingungen wird also:
d*z de

m-;ﬁ’—=--a’z—k?7- (69)
Dieselbe ist homogen und linear und hat constante Coefficienten.
Wir werden daher particuliire Integrale finden konnen, wenn wir,
wie frither, z als Exponentialfunction der Zeit ansetzen:

@ = oo (60)

.y B0 d*z s ; ;
Dann ist ST =D und a5 = r'e Durch Einsetzung dieser

Ausdriicke in die Differentialgleichung verwandelt sich diese in eine
quadratische Gleichung fiir das noch unbekannte p. Den allen drei
(liedern gemeinsamen Factor z konnen wir fortheben, da wir die
selbstverstiindliche Losung: # = 0 (fiir alle Zeiten) hier nicht suchen,
sondern Bewegungen des Massenpunktes betrachten wollen. Wir
konnen diese quadratische Gleichung in der Form schreiben:

k a?
pipr oo (60a)



98 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 81.

Die beiden Wurzeln derselben sind:

k k? a?
iyt i 60D
P=—om* l/4m= m (990)

Wir erhalten also zwei im Allgemeinen verschiedene Werthe von p,
welche die Form (60) zu einer Losung der Differentialgleichung
machen, wir haben somit gleichzeitig zwei particuliire Integrale ge-
funden, aus denen wir das vollstindige Integral mit zwei willkiir-
lichen Constanten zusammensetzen kénnen.

Bei der weiteren Behandlnng des angegriffenen Problems sind
nun zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem die in Gleichung (60b)
vorkommende Quadratwurzel reell oder imaginir ausfillt. Beide
Fille haben einon physikalischen Sinn, es werden dadurch zwei
wesentlich verschiedene Bewegungsarten charakterisirt; iiber die Ver-
wendbarkeit von Integralen, welche in der Form imaginirer Ex-
ponentialfunctionen auftreten, haben wir schon in § 28 gesprochen.

§ 81. Aperiodischer Verlauf der Bewegung.

Zuniichst behandeln wir den Fall, in welchem die beiden
Waurzeln p reell sind. Derselbe tritt ein, wenn die Dimpfung so
stark ist, dals die Ungleichung:

k a
m—g-v—;- (61)
erfillt ist. Kine obere Grenze fir die Grofse der Dimpfung ist
durch die mathematischen Betrachtungen nicht gegeben, wenn sie
sich nur durch physikalische Verhiltnisse herstellen lifst.

Der absolute Betrag der Quadratwurzel bleibt stets kleiner als

—2—%, die beiden reellen Wurzeln p sind daher immer negativ und
im Allgemeinen von verschiedener Grifse. Bezeichnen wir dieselben

kurz durch

k k* a?
“he=mmtTw
und (62)
k )
“h=—gm T iw W

also

(Bl <|Bsls
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80 konnen wir mit Hitlfe zweier unbestimmter positiver oder negativer
Constanten 4, und 4, folgendes Integral bilden:

z=A .e~ht+ 4, .6~ At (63)

Die Vollstindigkeit desselben ergiebt sich daraus, dafs man jeden
Anfangszustand, also den Ort z, und die Geschwindigkeit u, zur
Zeit ¢ = 0 durch dasselbe befriedigen kann, KEs wird nimlich:

T =4, + 4,

daz
= (T Ak - Bt
woraus folgt:

g %y + %,
4, =100
o By — B,
B Ty + U,y
A’ ﬁs ot ﬁl

Jede der beiden Exponentialfunctionen in Gleichung (63) stellt eine
Bewegung dar, welche sich mit der Zeit asymptotisch der Ruhelage

Fig. ba.

niihert, und zwar erfolgt die Anniiherung um so schueller, je grolser

der Coefficient 3 ist, mit welchem die Zeit im Exponenten muiti-

pliciet ist.  Von den beiden in (63) vorkommenden Functionen nimmt
7.
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also diejenige, welche g, enthilt, schneller ab, als die andere, weil
nach Gleichung (62) [8,| > |B,| ist. Der zeitliche Verlauf dieser
Functionen ist in Fig. 5a und 5b in graphischer Weise durch die
punktirten Curven anschaulich gemacht, die Abscissen, Richtung O T,
stellen die fortschreitende Zeit dar, die Ordinaten, Richtung 0 X,
die Abweichungen aus der Ruhelage. Die Superposition beider, die
ausgezogenen Curven der Figuren, stellt einen Linienzug dar, welcher
sich entweder sofort der Abscissenaxe asymptotisch anschmiegt (Fig. 5 a),
oder nur einmal dieselbe durchsetzt und sich dann von der anderen
Seite nithert (Fig. 5b). Zu einem mehrfachen Oscilliren um die Ruhe-
lage kommt es also in diesem Falle iiberhaupt nicht.

-
-
-~

Fig. 5b.

Beispiele solcher stark gedimpfter Schwingungen bieten die
Magnetnadeln in den ballistischen Galvanometern, deren Bewegungen
aperiodisch sind und nach dem ersten Ausschlag sofort ersterben.
Die Galvanometernadeln konnen zwar nicht als Massenpunkte auf-
gefalst werden, auf welche sich unsere jetzige Betrachtung bezieht,
das einfachste mechanische System, welches man fiir dieselben ein-
setzen kann, besteht vielmehr aus mindestens zwei durch einen festen
Abstand getrennten, gleichen Massenpunkten, welche sich um eine
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gemeinsame, im Mittelpunkte der Verbindungslinie senkrechte Dreh-
ungsaxe bewegen kdnnen. Wir werden aber spiiter einsehen, dafs
auch ausgedehnte starre Massensysteme, welche sich um eine feste
Axe drehen konnen und dabei entweder durch die Torsion eines
Aufhiingungsdrahtes oder durch #ufsere Kriifte in eine bestimmte
Ruhelage hingezogen werden, schwingende Bewegungen um diese
Lage ausfihren nach denselben Gesetzen, welche wir hier fiir einen
einzelnen Massenpunkt finden.

Von praktischer Bedeutung fiir diesen Fall der aperiodischen
Bewegung ist noch die Frage, unter welchen Grofsenverhiltnissen
zwischen den vorgeschriebenen Constanten m, a*® und % die An-
nitherung an die Ruhelage am schnellsten erfolgt. Der spiitere
Verlauf der Bewegung wird hauptsiichlich bestimmt durch die lang-
samer abnehmende der beiden Exponentialfunctionen, in unserer
Bezeichnung also durch diejenige, welche die Wurzel S, enthiilt.
Je grofser dieser Factor also ist, desto schneller erfolgt die Be-
ruhigung. Nun sieht man aus den Gleichungen (62), dafs der ab-
solute Betrag von 3, am grifsten wird, wenn die Quadratwurzel
verschwindet, wenn also:

k a
2m = Ym 9%)

ist. Dies ist mithin die gesuchte Bedingung fiir das schnellste Er-
loschen der Bewegung. Diese Relation bildet den Grenzfall zwischen
reellen und complexen Wurzeln; dafs auch im letzteren Falle die
‘Dampfung langsamer wirkt, werden wir nachher erkennen.

Dieser Fall der verschwindenden Quadratwurzel bietet auch noch
ein besonderes mathematisches Interesse, da die beiden particuliiren
Integrale, aus welchen wir die allgemeine Lbsung, Gleichung (63),
zusammengesetzt haben, dadurch in eines zusammenfliefsen, also
zuniichst auch nur einer disponiblen Integrationsconstante Raum
geben. Man kann aber durch einen vorsichtigen Grenziibergang
zur (leichheit von 3, und f, die Vollstindigkeit der Losung mit
zwei Constanten auch in diesem Falle wahren. Zunilchst kann man
die vollstindige Losung in folgender Form schreiben:

o = {Al -~ A,_g-(’l-’l)‘}.a“ﬂl',

Lifst man nun @, und 3, gegen den gemeinsamen Grenzwerth -‘,—2—?"—
streben, so wird wegen der verschwindenden Differenz (8, — g,) fir
Jjede endliche Zeit:

o=t = 1 — (B, = )¢
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und die vorstehende Lisung wird dann:
@ = (4, + 4,).e~ht — 4, (8, — f,).t.em At

oder wenn man folgende Constanten benutzt:

B, = A, + 4,
B, = — 4, (ﬂ: oy ﬁl)‘
z=DB . e~ht4 B, .te~At fir B, = :‘;j_n (65)

k
Es tritt also fir diesen Specialfall aufser dem Integral e 2=, welches

den gemeinsamen Werth der beiden fritheren particuliren Integrale
k
darstellt, noch ein neues particuliires Integral von der Form: t.o '

auf. Dals dieses die Differentialgleichung (59) fiir den Fall der Er-
fillung der Relation (64) in der That befriedigt, kann man durch
Bildung seiner Differentialquotienten und KEinsetzung derselben in
(59) leicht bestitigen. Wir behalten also auch fiir diesen Fall
zwei Integrationsconstanten, mithin eine vollstiindige Losung, durch
welche wir jedem beliebigen Anfangszustande gerecht werden kon-
nen. In den meisten praktischen Fillen, wo dieser Verlauf der
Bewegung erwiinscht ist, kann man entweder die bewegte Masse m,
oder die elastische Kraft a% oder endlich die Ddmpfung k so regu-
liren, dafs die Relation (64), von welcher das Eintreten desselben
abhiingt, erfillt wird. Bei den Galvanometern zur Messung von
sogenannten Stromstdfsen hat diesen Zustand zuerst E. pu Bois-
Reymonp hergestellt.

Das Resultat dieser letzten Betrachtung, dafs niimlich die Be-
ruhigung am schnellsten eintritt, wenn die Dimpfung k den kleinsten
Betrag besitzt, der iiberhaupt bei aperiodischer Bewegung moglich
ist, kann auf den ersten Blick paradox erscheinen; man kénnte bei
oberfliichlicher Betrachtung vielmehr vermuthen, die Ruhe miifste
um so schneller eintreten, je grifser die Didmpfung ist. Dagegen
ist aber geltend zu machen, dafs bei starker Diimpfung die Bewegung
tberhaupt nur mit geringerer Geschwindigkeit erfolgen kann und
deshalb mehr Zeit bis zur Erreichung der Ruhelage erfordert, als
in diesem giinstigsten Falle.

§ 82. Gedimpfte Schwingungen.

Der zweite Fall, in welchem die Quadratwurzel der Gleichung
(60b) (Seite 98) imaginir wird, liefert die eigentlichen gedimpften
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Schwingungen mit oscillatorischem Verlauf. Die Bedingung fir das
Fintreten dieser Bewegungen ist die Ungleichung:

k a
“— L = 66
i e i
welche alle Fiille umfafst, in denen die Diimpfungsconstante k, welche
stets positiv sein mufs, einen geringeren Betrag hat, als in dem vor-
her betrachteten Grenzfall. Wir erhalten alsdann fiir die beiden.
Waurzeln p folgende Gleichung:

k ve g %
P=-?;*‘I/;T“—4m' (67)
oder, wenn wir der Kiirze wegen schreiben:
k
TS
P (67a)
V‘N‘; o e 3 e
p=—>b+in. (67h)

Das vollstiindige Integral wird nun

x = ‘4‘1 e—bt+int -+ A"-N—-iu
oder:

T = 8-“1-41 etint | A’ _‘-inl}.

Die imaginitren Kxponentialfunctionen kinnen wir durch trigono-
metrische Functionen ausdriicken:

@ =e~{(4, + Ay)cosnt+ i(4, — 4,)sinnt}

Das Integral tritt in complexer Form auf; wir hatten aber schon
frither auseinandergesetzt, dafs man in solchem Falle den reellen
und den imaginiiren Theil gesondert als particulires Integral be-
niitzen kann; die aus 4, und 4, zusammengesetzten unbestimmten
Constanten bleiben ebenfalls wegen einer Eigenschaft der linearen
homogenen Differentialgleichungen frei verfiighar, so dafs wir aus
den beiden Theilen der letzten Gleichung folgendes Integral zu-
sammenstellen kinnen:

o= F.e~bcosnt+ G.e~tsinnt (68)
F und @ sind die unbestimmten Integrationsconstanten, statt

welcher man, gleichwie bei der Betrachtung der ungedimpften
Schwingungen, eine Amplitude 2 und eine Phasenconstante ¢ ein.
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fihren kann. Man erhiilt dann folgende, mit der vorstehenden
gleichwerthige Lisung:

x=h.e~* sin(p 4+ ni). (684)

Die Vollstindigkeit dieser Losungen lifst sich, wie frither, dadurch
nachweisen, dals man F und G, oder & und ¢ durch die Anfangs-
bedingungen z, und w, ausdriickt. Das Resultat unterscheidet sich
also von demjenigen, welches fiir ungedimpfte Schwingungen gilt,
rein analytisch betrachtet, nur durch den hinzugekommenen Factor
e~%%, Dieser bringt aber in den durch jene Gleichungen beschriebenen
Bewegungen characteristische Veriinderungen hervor, welche wir be-
trachten wollen. Rechnen wir in Gleichung (68a) diesen Exponential-
factor mit zur Amplitude h, so erkennen wir, dafs die Bewegung
wegen der Darstellung durch den Sinus eines mit der Zeit wach-
senden Argumentes eine oscillatorische sein mufs von bestimmter
unverinderlicher Periode, welche man leicht finden kann aus dem
Werth von n in Gleichung (67a, 2), der die Bedeutung der Schwin-
gungszahl fiir 2« Secunden erhiilt. Jedenfalls folgen also die Zeit-
punkte, in denen der Sinus verschwindet, in denen also der Punkt
durch seine (leichgewichtslage geht, einander in gleichen Zeitinter-
vallen. Der Hauptunterschied gegen den fritheren Fall liegt darin,
dafs die Amplitude, welche damals constant blieb, jetzt wegen des
Factors e=** in einer bestimmten Weise mit der Zeit abnimmt und
gegen die Grenze Null strebt, und zwar um so schneller, je grofser
b ist, withrend bei hinreichend kleinen Werthen von » die Abnahme
der Amplituden im Vergleich zu der Schwingungsdauer der Oscil-
lationen sehr langsam erfolgt. Die Grifse b hingt durch Gleichung
(67a) in einfachster Weise mit der Dimpfungsconstante k zusammen,
auf welche man daher leicht iibertragen kann, was hier von dem
Einflufs von » gesagt ist. Der zeitliche Verlauf erléschender Ex-
ponentialfunctionen ist bereits in den vorstehenden Figuren 5a und b
durch die punktirten Curven anschaulich gemacht.

Bei genauerer Betrachtung kann man auch nachweisen, dafls
durch den Exponentialfactor der zeitliche Verlauf der Bewegung im
Inneren einer einzigen Oscillation in bestimmter Weise abgeiindert
wird im Vergleich zu dem Verlaufe einer normalen Sinusschwingung.
Am deutlichsten zeigt sich dies, wenn wir die Zeiten aufsuchen, in
welchen der Massenpunkt in seiner grofsten Entfernung aus der
Ruhelage umkehrt. Diese Zeiten sind charakterisirt durch die Be-

dingung: % = 0, wir miissen also zuerst durch Differentiation der



§ 82, GEDAMPFTE SCHWINGUNGEN, 106

Gleichung (68a) nach der Zeit den Ausdruck fir die Geschwindig-
keit finden. ¥s ergiebt sich:
de

= hoe=b {n.cos(p + nt) — b.sin(p + ni)}

An Stelle der beiden Coefficienten in der geschweiften Klammer,
n und b, wollen wir zwei anschaulichere Grofsen, n, und y, einfithren
durch die Festsetzung:

fn = n, CO8 Y

b = n, 8in 7. } (69)
Dafs man unter allen Verhilltnissen passende Werthe von n, und y
finden kann, ergiebt sich aus den Auflésungen dieserbeiden Gleichungen:

ny? = n? 4 b?

] (692)

y = arctang wz

Ein Blick auf die Ausdriicke in Gleichung (67a), fiur welche n und b
als Abkiirzungen eingefuhrt sind, zeigt, dals:
|
Pl
n, =
ist, dafs also nach Gleichung (38h), Seite 64, n, die Schwingungszahl
darstellt, welche herrschen wiirde, wenn keine Dimpfung vorhanden
wiire, Der Bogen y kann, da & und n beide absolute Grifsen sind,
der Tangens also einen positiven Betrag hat, immer im ersten

Quadranten gewiihlt werden: 0 < y < % Der Ausdruck fir die

Geschwindigkeit erhiilt durch Einfihrung von =, und y folgende

Form:

%=n‘,.h.e‘*‘.cos(y+tp+nt). (70)
Dieser Ausdruck wird Null, sobald der Cosinus verschwindet; wir
sehen daraus, dafs die Zeitpunkte, in welchen der Massenpunkt in
seiner ifufsersten Entfernung umkehrt, ebenfalls in unveriinderlichen
Abstiéinden von einander liegen, welche fiberdies gleich sind den-
jenigen, in welchen die Durchgiinge durch die Ruhelage einander
folgen. Der Unterschied vom Verlaufe der ungedimpften Sinus-
schwingungen besteht aber darin, dafs die Zeitpunkte der Umkehr,
die wir mit #n. bezeichnen wollen, eine Verschiebung gegeniiber
den Zeitpunkten des Durchgangs durch die Ruhelage, die wir ¢,
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nennen wollen, erfahren haben. Die Zeiten ¢, sind gegeben durch:
sin (@ + nt) = 0. Daraus folgt ¢ + nt, = a=, mithin

n <
fo=ﬂ-;—-§;p (a=1,2,8...... ) (71)

Die Zeiten ty, aber werden bestimmt durch: cos (y + @ + 7. tyex) = 0,

oder y + @ + nipex = an +%, mithin:

X n 4
= — o — ——— — 1
xS, oy e o e o (11a)
Der Zeitraum zwischen irgend einem ¢, und dem niichsten darauf-

folgenden fy,, ergiebt sich hiernach:
G v

(‘mu iy g) - ‘2—“ . ';;:

oder wenn wir statt » die Schwingungsdauer 7= 2x/n einfihren:

(g -_—{L—-—’CT. (71h)

Die Zeit zwischen einer Umkehr und dem niichsten darauf folgenden
Durchgang durch die Ruhelage ist dementsprechend ; +_2?..m
n

Erstere ist also kiirzer, als eine viertel Periode, letztere um ebenso
viel linger, wihrend bei den normalen Sinusschwingungen beide
Zeitriiume den gleichen Betrag einer viertel Periode besitzen. Diese
Verschiebung der Umkehrzeiten bei gedimpften Schwingungen kann
man sich auch durch eine graphische Darstellung veranschaulichen.
In Fig. 6 stelle die horizontale, bei O beginnende Abscissenaxe die
fortschreitende Zeit dar, wiithrend die verticale Ordinatenaxe OX in
positiver und negativer Richtung die Entfernungen z des Massen-
punktes aus seiner Ruhelage messen soll. Wir betrachten zuerst
eine normale Sinuscurve von der Amplitude % und der Periode 7.
Dieselbe beginnt, entsprechend dem Anfangszustande, im Punkte X,
ihre Gipfel sind durch H bezeichuet, die Fufspunkte derselben auf
der Abscissenaxe, also die Zeitpunkte der Umkehr fir diesen Fall,
durch 4, die Durchgiinge durch die Ruhelage sind £ genannt; der
Abstand zweier benachbarter 4 oder £ milst also auf der Zeitaxe
die halbe Periode, die kiirzesten Strecken 4£ eine viertel Periode;
durch die Strecke 092 findet auch die Phasenconstante ¢ Beriick-
sichtigung. Aufser dieser Sinuscurve enthiilt die Zeichnung auch
noch die graphische Darstellung der Exponentialfunction h.e-bt
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Diese ist durch die punktirte Curve angegeben, welche im Punkte &
ansetzt; O K ist gleich &. Wenn man nun die Ordinaten der Sinus-
curve nach dem Mafsstab der Ordinaten der Exponentialcurve ver-
Jingt, so entsteht die dritte Curve der Figur, welche den Verlauf
der gedimpften Schwingung darstellt. Die Amplituden 4 H werden
dadurch verkiirzt bis zur Hohe 4J, welche von Halbperiode zu Halb-
periode mehr und mehr abnimmt. Da nun in der allerniichsten Um-
gebung der Gipfelpunkte H die Sinuscurve parallel der Abscissen-
axe verliuft, so mufs die Curve der gedimpften Schwingung in den
Punkten J die Exponentialcurve tangiren, also in diesen Punkten

X+
M H H
E} - b "
X o8 AR -------------
0] HA .QW!Z BA &
7 H H
Fig. 8.

bereits abwiirts geneigt sein, die Gipfelpunkte X der letzten Curve
milssen also der Zeit nach frither erfolgen, also links von J liegen,
die Fuflspunkte B dieser Gipfelpunkte K, welche die Zeiten anzeigen,
zu welchen die Geschwindigkeit des gedimpft schwingenden Massen-
punktes gleich Null wird, liegen daher links von den entsprechen-
den Zeitpunkten A der ungedimpften Schwingung. Die kurzen
Strecken B A4 sind nach der vorangehenden analytischen Betrachtung

in allen Perioden dieselben und repriisentiren den durch —é’—;- T be-

zeichneten Zeitraum:

iy 4 2037 T M R
.QBlst—--I ——2—-,:—Tund 39—4 +§-’?J.

Aus den Gleichungen (67a) und (69a) erkennt man auch den
Einflufs der Dimpfung auf die Schwingungszahl n; es ist nimlich:
)

n? = " -:;--1—“", (710}
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wo n, sich auf ungediimpfte Schwingungen bezieht. Die Schwingungs-
zahl wird also durch die Dimpfung verkleinert, der gedimpfte
Punkt schwingt langsamer. Doch enthiilt die Gleichung nur das
Quadrat der Dimpfungsconstante k, welches in den Fillen, wo &
selbst als kleine Grifse betrachtet werden kann, vollig unmerklich
wird, so dafs man den Satz aufstellen kann: Schwache Dampfung
veriindert die Schwingungszahl nicht merkbar. Bei stiirkerer
Dimpfung wiichst aber der Einflufs in gesteigertem Maafse, und
man mufs denselben namentlich bei denjenigen Mefsmethoden beriick-
sichtigen, in denen man die Grifse einer elastischen Kraft (Con-
stante a”) aus der Beobachtung der Schwingungszahl ableiten will.
Hierbei kommt es nimlich auf die Ermittelung von n, an, wiihrend
man direct nur n beobachten kann. Die Correction, welche man
an n* anbringen muls, ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung,
erfordert aber die zahlenmiifsige Kenntnifs der Dimpfungsconstante
mit deren experimenteller Bestimmung wir uns jetzt beschiftigen
miissen.

§38. Logarithmisches Decrement, Scthgungsbeobéchtungon,
Methode der kleinsten Quadrate.

Am leichtesten zu beobachten ist die Lage eines schwingenden
Punktes zur Zeit seiner Umkehr, weil dann seine Geschwindigkeit
Null ist, also ein Stillstand eintritt und man an einer festen Scala
in Ruhe eine Ablesung machen kann, ohne durch die Erwartung
eines von aufsen gegebenen Zeitsignals fiir die Ablesung beunruhigt
zu werden. Man kann durch solche Beobachtungen die Ampli-
tuden der auf einander folgenden Schwingungen (die Hohen BK
in Fig. 6) feststellen und dieselben mit den Resultaten der voran-
gehenden Theorie vergleichen. Die Umkehr findet nach Gleichung
(T1a) zu bestimmten Zeiten #y, statt. Wenn wir diese Zeiten in
die Integralgleichung fiir # (Gleichung 68a) einfithren, so erhalten
wir die Betriige der aufeinanderfolgenden Amplituden x, zuniichst
in der Form:

b n
e (B
und nach einigen elementaren Umformungen in folgender Gestalt:

o bsm
Ty = + h.s-“?. {9-7(_"'—-"-?). cosy}.
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Die geschweifte Klammer stellt einen constanten Factor dar, welcher
die Ordnungszahl a nicht enthiilt, also fiir alle auf einander folgenden
Amplituden denselben Werth besitzt, folglich stellt sich die Ampli-

tude z, proportional ¢ "'? heraus, wenn man das abwechselnd
positive und negative Vorzeichen unberiicksichtigt li(st, die Ampli-
tuden also als absolute Strecken betrachtet. Bildet man die Ver-
hiiltnifszahl zweier auf einander folgender Amplituden:

» s-(ﬂ‘-l}b.%‘— 3 T
i SR 2, (72)
T
Tq —-ady
e

so stellt sich dieselbe als unabhiingig von a heraus, ist also fiir alle
Paare benachbarter Ausschlige dieselbe. Der Werth dieser Zahl
ist stets ein echter Bruch, welcher hei kleiner Dimpfung b nahezu 1
wird, bei grofserer Diimpfung aber kleinere Werthe besitzt.

Die Ausschlige nehmen also ab als die Glieder einer geo-

T

metrischen Reihe mit dem Quotienten ¢ "2, Dieses Resultat der
Theorie bildet durch seine Usbereinstimmung mit den Messungen,
welche an gedimpften Schwingungen ausgefithrt werden konnen, die
wichtigste Stiitze fir die Richtigkeit der zu Anfang beim Aufstellen
der Differentialgleichung (59) gemachten Annahme, dafs die Dim-
pfungskraft einfach proportional der Geschwindigkeit zu setzen sei.

~ Bildet man die Logarithmen von den Gliedern einer geo-
metrischen Reihe, so erhiilt man eine arithmetische Reihe; wenn
der Quotient der ersteren, wie in unserem FKalle, echt gebrochen
ist, so ist jedes folgende Glied der arithmetischen Logarithmenreihe
um eine constante Differenz kleiner als das vorhergehende. Diese
Differenz finden wir durch Logarithmirung der Gleichung (72):

log") @4 41 — loga, = —b-%-—- — 0. (12a)
Man nennt dieselbe das logarithmische Decrement der Schwin-
gungen und besitzt in demselben eine genauen Messungen gut zu-
gingliche Grofse, aus welcher man nach Bestimmung der Schwin-
gungsdauer 7' auch die Constante b und endlich das Maals der
Dimpfungskraft, %, in absolutem Maafse finden kann. Die Grolse
der Amplituden z, kann aus den Umkehrpunkten auf einer festen Sca-
la nur abgeleitet werden, wenn man auch die Gleichgewichtslage auf

! Das Zeichen log bedeutet hier und spiiter dic natiirliclien Logarithmen.
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dieser Scala kennt; diese lifst sich indessen an dem schwingenden
Punkte nicht direct beobachten. HEs lifst sich aber leicht zeigen,
dafs auch die ganzen Schwingungsbogen, von einem Umkehrpunkt
bis zum niichsten gemessen, nach demselben (Gesetz abnehmen.
Nennen wir s, den absoluten Betrag desjenigen Bogens, welchen
der Punkt beschreibt, um von der durch die Amplitude vom ab-
soluten Betrage z,._, gegebenen Umkehrstellung bis zur niichsten
Grenzlage z, zu gelangen, so ist

8 =Tp-1 1+ T

und wir finden folgende Verhiiltnifszahl zwischen zwei auf einander
folgenden Bogen:

M Sy T T B o
8q Tgr + T,y o E“___l.+1 T
mithin: :
logs, 41 — logs, = —b—;:= - 0. (72h)

Zur Bestimmung des logarithmischen Decrements ist also die Kennt-
nifs der Ruhelage entbehrlich.

Die Beobachtungen an pendelnden oder auch rotatorisch os-
cillirenden Korpern spielen in der ganzen messenden Physik eine
wichtige Rolle, weil dieselben mit grofser Schiirfe auszufithren sind
und einen Schlufs auf die Grofsen der in der Differentialgleichung
angesetzten Krifte ziehen lassen. So fithrt z B., wie wir schon
vorher erwiihnten, die Bestimmung der Schwingungszahl n, zur
Kenntnifs der durch die Constante a® characterisirten Kraft, mag
dieselbe nun von der Torsion eines Aufhiingungsdrahtes oder von
einer fufseren Richtkraft, wie die Schwere beim Pendel oder die
sogenannte Feldstiirke bei den Magnetnadeln, herrithren. In anderen
Fiillen, bei ballistischen Messungen, wo ein schwingungsfihig auf-
gehiingter Korper durch einen Stofs eine gewisse Anfangsgeschwin-
digkeit erhiilt, kommt es auf die Grdfse des ersten Ausschlages an,
welche alsdann erlaubt, diese Anfangsgeschwindigkeit zu ermitteln.
Die frither schon erwithnten aperiodischen Galvanometer zur Messung
von Stromstifsen gehbren hierher. Man kann auch die Geschwindig-
keit von Geschossen dadurch bestimmen, dafs man dieselben gegen
ein hinreichend schweres ballistisches Pendel abfeuert und den Aus-
schlagswinkel des letzteren mifst. In noch anderen Fiillen ist es
die Aufgabe, die Griffse der Diimpfung zu bestimmen, z. B. um die
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Grofse der Inductionsstrome zu vergleichen, welche durch die Be-
wegung von Magneten erzeugt werden. Endlich kann auch durch eine
Veriinderung der Gleichgewichtsbedingungen, also durch das experi-
mentell bewirkte Hinzutreten einer vorher nicht wirksamen, nachher
aber unveriinderlichen dHufseren Kraft, die Ruhelage des Korpers
dauernd veriindert werden, und es handelt sich um die Auffindung
der neuen Ruhelage des schwingenden Korpers, um aus der ein-
getretenen Verschiebung einen Schlufs auf die Grofse der neu hin-
zugetretenen Kraft zu ziehen. Dabei ist es unzweckmiilsig, das end-
liche Eintreten der Ruhe in der neuen Lage abzuwarten, weil dazu
meist so lange Zeit ndthig ist, dafs die #ufseren Verhiiltnisse in-
zwischen sich wieder irgendwie veriindert haben kdnnen; auch ist
aus demselben Grunde die zu einer genauen Ablesung erforderliche
Bewegungslosigkeit selten vollkommen erreicht, gewdhnlich ist die
Einstellung in einer, wenn auch geringfiigigen, so doch bemerkbaren
Wanderung begriffen, auf welche man Riicksicht nehmen mufs, wenn
die Beobachtungen fiber lingere Zeiten ausgedehnt sind. Deshalb
entsteht die Aufgabe, die Ruhelage aus der Beobachtung einiger
weniger auf einander folgender Umkehrstellungen abzuleiten.

Ehe wir zur Behandlung dieser Frage iibergehen, sei hier noch
Einiges tiber die Beobachtung der Umkehrpunkte gesagt. Bei einem
materiellen Punkte, welcher in geradliniger oder kreisfrmiger Bahn
schwingt, ist der Begriff der Scalenablesung, durch welche dessen
Jeweiliger Ort bestimmt wird, ohne Weiteres klar. In der Praxis
haben wir es aber stets mit ausgedehnten Massen zu thun, deren
Lagenveriinderungen wir durch irgend ein einfaches Merkmal zu
verfolgen versuchen miissen. Um nun die Lage eines um eine feste
Axe schwingenden Korpers feststellen zu kénnen und um die Winkel
zu messen, um welche derselbe sich gedreht hat, befestigte man
friiher einen Zeiger an demselben, welcher iiber eine festliegende
Kreistheilung hinwegstrich. Auf diese Weise war bei der beschriink-
ten Bewegungsfreiheit die Lage aus der Stellung des Zeigers auf
der Scala sicher zu erkennen. Viel vollkommener erfillt denselben
Zweck die von Gauss und von PoGGENDORF eingefiihrte Methode
der Spiegelablesung. An dem schwingenden Korper ist ein kleiner
Spiegel derart befestigt, dafs dessen Ebene die Drehungsaxe enthiilt.
Man beobachtet dann durch ein feststehendes Fernrohr das Spiegel-
bild eines in beliebiger Entfernung an geeigneter Stelle angebrachten
Maafsstabes. Die Theilstriche desselben miissen parallel der Drehungs-
axe gestellt sein und das Fernrohr mufs in der Bildebene eine Faden-
marke von der gleichen Richtung besitzen. Wenn dann der Korper
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nebst dem Spiegel um jene Axe schwingt, so werden immer andere
Theilstriche des gespiegelten Bildes der Scala zur Deckung mit der
Fadenmarke kommen; die letztere scheint also auf der Scala hin-
und herzuwandern, und es ist bei einigermalsen langsamen Schwin-
gungen leicht, den Zahlenwerth derjenigen Scalenstelle abzulesen,
bei welcher der Faden stillsteht und umkehrt. Die Reduction der
auf dem Maafsstab abgemessenen Strecken auf das Winkelmaals der
Drehung kann durch Ausmessung des Abstandes der Scala vom
Spiegel gefunden werden; hiiufig gentigt tibrigens die Annahme, dals
bei kleinen Schwingungen die auf der Scala abgelesenen Strecken
von einem Umkehrpunkt zum niichsten den wahren Schwingungs-
bogen proportional sind. Bei grofseren Winkeln ist die Verschieden-
heit des Bogenmaafses selbst von seiner trigonometrischen Tangente
dabei zu beriicksichtigen.

Wir wollen uns nun vorstellen, dafs wir nach dieser Methode
die geditmpften Schwingungen eines Korpers beobachten. Der Gleich-
gewichtslage entspricht irgend ein bestimmter, aber zuniichst aus den
Schwingungen nicht deutiich erkennbarer Punkt der Scala, dessen
Abmessung wir durch £ bezeichnen wollen. Die Grifse eines be-
stimmten Ausschlages, d. h. der Abstand eines bestimmten Umkehr-
punktes von der Ruhelage §, sei in Einheiten der Scalentheile ge-
messen gleich X; auch diese Grofse wollen wir ermitteln. Drittens
fragen wir nach dem logarithmischen Decrement 0. Um diese drei
Unbekannten zu bestimmen, liest man aufser demjenigen Umkehr-
punkte, welcher zu dem gesuchten Ausschlag X gehort, bereits einige
vorhergehende und dann ebenso viele darauf folgende Umkehrpunkte
auf der Scala ab, so dafs man eine ungerade Anzahl von auf einander
folgenden Ablesungen zur Verfigung hat. Wir wollen uns der Kiirze
wegen auf fiinf beschriinken und dieselben der Reihe nach durch
die Scalenwerthe: A_.g A_y, Ao Ay1, A2 bezeichnen, Der mittelste
Umkehrpunkt 2, entspricht dann dem gesuchten Ausschlag X; wir
wollen annehmen, dafs die Scala in solcher Richtung zihlt, dals 4,
nach den grofsen Zahlen hinitberneigt, oder, wie man sich ausdriickt,
dafs 2, ein oberer Umkehrpunkt ist. Fig. 7 veranschaulicht in
graphischer Weise den beobachteten Theil der Bewegung der Faden-
marke auf der Scala. Letztere ist als Ordinatenaxe bentitzt, withrend
die Abscissen, wie frither, die Zeit versinnlichen. Die Buchstaben
der Figur stimmen mit denen des Textes iiberein. KFolgende Be-
ziehung: A, = £ 4 X, ist sofort aufzustellen. Die vorhergehenden
und die nachfolgenden Ausschliige lassen sich durch die Unbekannte X
und das logarithmische Decrement ¢ nach dem Gesetze der geo-
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metrischen Progression mit dem Quotienten e~¢ folgendermafsen in
ihrem absoluten Betrage ausdriicken:

X.ot3 X.ot% X X.0-% X.0=%,

Da dieselben abwechselnd nach entgegengesetzten Seiten gerichtet

sind, erhalten wir folgende Beziehungen:
1_2 = E + X,eto
Aoy= E — X.ote
b =§+X
hyr=§— X.o=° L (19
Apa=E+ X.e=2¢

oder kurz:

Ay =§+ (—10.X.e"%, qa von — 2 bis + 2.

Dies sind ebenso viele Gleichungen, als wir Ablesungen angenommen
hatten, withrend die Zahl der Unbekannten nur drei ist, also auch
drei Gleichungen zu ihrer Bestimmung ausreichen wiirden. Nun
gind aber Beobachtungen niemals ohne Unvollkommenheit: Die
Schiirfe unserer sinnlichen Wahrnehmungen hat gewisse Grenzen,

| b

R

3

v o ~7

Zet —

Fig. 1.

iiber welche man trotz gespannter Aufmerksamkeit nicht hinaus-
kommt; ferner spielen in dem thatsiichlichen Naturvorgang fast
immer noch schwer bestimmbare #ulsere Einfliisse mit, die in der
theoretischen Behandlung des Vorgangs, also in der Aufstellung der
zu Grunde gelegten Differentialgleichung, unberiicksichtigt geblieben
sind. Das Streben, welches man bei der Construction und Auf-
stellung eines Beobachtungsapparates verfolgt, kann nur dahin ge-
H. v. HEuanours , Theoret, Physik. B4, I, 2, 8
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richtet sein, diese stérenden Einfliisse auf ein moglichst  geringes
Maals zuriickzufithren, namentlich solche Strungen auszuschliefsen,
welche eine einseitige, systematische Abweichung der beobachteten
Grifsen von dem theoretisch abgeleiteten Resultate herbeifithren
konnen. In dem hier vorliegenden Falle werden also die Ab-
lesungen 4 dem theoretisch gefundenen Verlauf der gedimpften
Schwingungen nicht in voller Schiirfe entsprechen, dieselben werden
vielmehr mit kleinen Fehlern behaftet sein. Wir wiirden daher aus
jeder verschiedenen Zusammenfassung von je drei der vorliegenden
Gleichungen (73) etwas verschiedene Werthe der gesuchten un-
bekannten Grofsen herausrechnen, und wir stehen somit vor der
Aufgabe, durch eine gleichmiifsige Beriicksichtigung aller Beobach-
tungen diejenigen Werthe von & X und ¢ ausfindig zu machen,
welche, im Ganzen genommen, sich den simmtlichen beobachteten 4
am genauesten anschliefsen. Diese Aufgabe wird am elegantesten
gelost durch das von Gauss aufgestellte Princip der Methode der
kleinsten Quadrate.

Man hat nach dieser Methode die Differenzen aller beobach-
teten 4 und der theoretisch dafiir aufgestellten Ausdriicke in Glei-
chungen (73) zu bilden, die Quadrate aller dieser Differenzen zu
addiren, alsc folgenden Ausdruck zu bilden:

PR IS S (14

und dann die drei Unbekannten so zu bestimmen, dafs die Quadrat-
summe 8o klein wie moglich wird. Wenn die Ablesungen fehlerfrei
wiiren, so wiirden die Gleichungen (73) vollkommen mit einander
itbereinstimmen und alle erfilllt werden durch genau dieselben Werthe
der gesuchten Constanten. Dann wiirde jede einzelne der gebildeten
Differenzen, mithin auch die Summe ihrer Quadrate gleich Null sein,
d. h. den kleinsten Werth besitzen, den eine Summe von Quadraten
iiberhaupt annehmen kann. Bei fehlerhaften Beobachtungen aber
werden wenigstens einige Differenzen, meist alle von Null verschieden
sein, die Quadratsumme wird daher stets einen positiven Betrag haben,
und wir konnen nur solche Werthe suchen, welche den Ausdruck (74)
zu einem Minimum machen.

Die mathematische Bedingung fiir das Eintreten dieses Minimums
ist dadurch gegeben, dafs kleine Variationen der §, X und o den
Werth der Quadratsumme nicht fndern. Driicken wir die Variation
eines analytischen Ausdrucks durch ein vorgesetztes o aus, so kénnen
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wir die Forderung der Methode der kleinsten Quadrate in folgender
Gleichung ausdriicken:

d‘g(}-n—g—'(“ 1}‘X.6-“)==0‘ (%43)

Nehmen wir nun nacheinander drei besonders einfache Variationen
vor, indem wir erstens nur & veriindern, dann nur X und endlich
nur o, 8o erhalten wir unter Benutzung der Grundlehren der Diffe-
rentialrechnung folgende drei Gleichungen, in welchen die vorstehende
Quadratsumme durch das Zeichen ) abgekiirzt ist:
0
Jg- —a"'g— = 0

55

0>
do. oo - 0.
Fithren wir die Differentiationen von S aus und unterdriicken wegen
des Nullwerthes der rechten Seiten alle sicher von Null verschiedenen
Factoren, zu denen namentlich die Variationen 8§, 6 X, do selbst
gehoren, so erhalten wir folgende drei Gleichungen:

?{1«——5—-(— 1)“X.6""} =0
S(=1remte{l — = (- 1pXem0e] =0 (14b)
E(_ 1)y 'u-‘-“-l}'{ln— g—(—-1p aX.G"“] =0

aus denen die drei Unbekannten unter gleichmiifsiger Verwendung
aller Ablesungen eindeutig bestimmt werden konnen. Fiir § und X
sind die Gleichungen linear, fiir e~ aber von einem hoheren Grade,
dessen Hohe von der Zahl der beobachteten Umkehrpunkte abhiingt.
Solche Gleichungen sind unbequem zu behandeln; wenn sie den
vierten Grad iibersteigen, iiberhaupt nicht mehr in geschlossener
Form aufzulésen. Doch kbnnen wir in unserem Falle die Rechnung
dadurch vereinfachen, dafs wir die bei gut gearbeiteten Apparaten
(Pendeln, Waagen etc.) stets zutreffende Annahme einfithren, das
Decrement o sei eine so kleine Zahl, dafls wir fiir miifsige Ordnungs-
zahlen a mit hinreichender Genauigkeit setzen kinnen:

e~ =1 —qgo. (75)

In der graphischen Darstellung Fig. 6 bedeutet diese An-
nahme, dafs man in dem Bereich der gemachten Beobachtungen
B.
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die punktirte Exponentialcurve fiir eine schwach geneigte gerade
Linie ansehen kann, dafs also die geometrische Reihe der Ampli-
tuden von einer arithmetischen Reihe nicht zu unterscheiden ist,
dafs folglich auch in Fig. 7 die oberen Umkehrpunkte Ay, 4y, A4,
und die unteren A_,, 4, in gleichen Abstiinden von einander liegen.

Die Gleichungen (74b) erhalten dadurch die Form:

S{a—E—(=1pX+(-1p.0.0.X} =0
S{(= 140 —(= 12— X—(= 10002, +(~ 1FacE+200X} = 0)T5a)
S{=1rak —(=1p.af = aX +at.0 X} =0.

Die Summen der auftretenden Polynome kann man nun nach deren
einzelnen (liedern zerspalten und die in den Theilsummen auf-
tretenden, unbekannten Factoren §, X, o, o & o X, welche frei von a
sind, vor die Summenzeichen setzen. Die dann noch iibrig bleiben-
den Summen erhalten durch die angegebene Vorschrift, ebenso viel
Umkehrpunkt vor wie nach dem festzustellenden Zustand abzulesen,
die einfachste Gestalt. Fiir den hier angenommenen Fall von je
zwei vorhergehenden und nachfolgenden Ablesungen wird nimlich:

=4
nil = b (Zahl der Beobachtungen)

a==2

“ﬁ(:... 1= 4 1

a= 42
Sa=0

n= -2

Das Verschwinden zweier dieser Summen vereinfacht die Rechnung
wesentlich, die Gleichungen (75a) nehmen folgende Gestalt an:

g Wy v B
(Si=104) —E—b6X—0S(—1)F.a.2=0 (15b)
(Z(=1r.a.2,) + 106X =0

Die in der zweiten Gleichung an letzter Stelle stehende Summe

kann man aus der dritten Gleichung, in welcher dieselbe an erster
Stelle wieder auftritt, entnehmen; das letzte Glied der zweiten
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(Hleichung erhiilt dadurch den Werth 100* X. Da wir aber ¢ als
eine so kleine Grofse behandeln wollen, dals deren hohere Potenzen
vernachlitssigt werden konnen, so fillt dieses Glied ganz aus der
Rechnung fort; die beiden ersten Gleichungen werden dadurch frei
von ¢ und dienen allein zur Bestimmung von & und X, wie man
aus folgenden Rechnungen ohne weitere Erliuterungen einsieht:

5§ + xugh

42
45X =3 (=1 A
Daraus folgt:

E+X= *.{21, -{-E(-— l)“l,} - i—(l_. +J'o +1+|)

EmX =} Sk = S(= 104} = § 0, + 44y)
und schliefslich:

g = -i-. {*(2.._, + ;'0 + J-.‘.’) + *(2—1 + 14-1)}
Xom g ey + A+ Aag) = § 0y + A0)

Man hat also zuerst den Mittelwerth der oberen und denjenigen
der unteren Umkehrpunkte zu bilden; das Mittel aus den beiden so
gefundenen Werthen liefert dann die gesuchte Ruhelage £, wihrend
die halbe Differenz derselben den gesuchten Ausschlag-X angiebt.
‘Von der Grofse der Dimpfung, so lange dieselbe nur klein genug
ist, sind diese Ausdriicke unabhiingig, und erlauben also durch sehr
einfache Rechenoperationen aus den beobachteten Umkehrpunkten
diejenigen Werthe & und X abzuleiten, welche die Methode der
kleinsten Quadrate fordert.

In Fillen, wo die Bestimmung des Decrementes von Wichtig-
keit ist, pflegt die Dimpfung meist stirker zu sein, als wir in
Gleichung (75) annahmen; es empfiehlt sich dann mehr, dieselbe in
einer besonderen Betrachtung auf Grund der genauen (Hleichung (72b)
zu bestimmen, als die angeniiherte dritte der Gleichungen (76b) zu
verwenden. Man bildet dann aus einer Reihe beobachteter Umkehr-
punkte die Grofsen der auf einander folgenden ganzen Schwingungs-
bogen s,, deren Logarithmen sich nach jener Gleichung alle um die
Grofse ¢ unterscheiden sollen. Auch in diesem Falle werden die
Beobachtungen das gefundene Gesetz nicht fehlerlos darstellen
sondern die aus je zwei Schwingungsbogen abgeleiteten Decremente
werden ein wenig von einander abweichen, wir miissen also auch

(16)
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hier nach der Methode der kleinsten Quadrate den wahrschein-
lichsten Werth o aus allen zur Verfigung stehenden Schwingungs-
bogen ableiten. Wir wollen annehmen, es seien u auf einander-
folgende Bogen s,, s, . . . s, durch Béobachtung von (u 4 1) Um-
kehrpunkten gemessen. Wiirde man fiir ¢ einfach den Mittelwerth
aller einzelnen Bestimmungen withlen, die sich aus den benachbarten
Paaren von s ergeben, so sieht man, dafs im Resultate alle Bogen
aulser dem ersten und dem letzten sich wegheben wiirden, und als
Resultat nur iibrig bliebe:

1
0 = -+ (ogs, — loga,).

Doch kann man auf eine andere Weise ein Resultat fiir o unter
Verwendung des gesammten Beobachtungsmaterials finden. Wir
driicken zu diesem Zwecke siimmtliche Bogen s, bis s, analytisch

nach dem Gesetz der Gleichung (72b) aus durch die Bogenliinge s,,
welche der ersten beobachteten unmittelbar vorangeht:

logs, =logs, — @
logs, = logs, — 20
loésn= logs, —ae
lo.g 8, = logs, — po.

Aus diesem Satz von Gleichungen, welche links die mit Fehlern
behafteten Beobachtungen enthalten, sind die wahrscheinlichsten
Werthe der unbekannten Constanten logs, und o zu ermitteln. Die
Methode der kleinsten Quadrate verlangt:

ﬁ {103'3, — logs, + anr}' = Minimum,
=1

Die Bedingungen des Minimums finden wir, wie vorher, im Ver-
‘schwinden der Variationen von >, wenn logs, und o einzeln variirt
werden. Die beiden Gleichungen, welche daraus entspringen, sind

08 = 92 = 0, oder ausgefithrt:
olog s, do

E{loga, — logs, + aar} =0

>a. {log s, — logs, + aa} = 0,
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Da nun:
i - (p - 1) a_ be+1)2p+1)
$l = U, ﬁu = und ﬁu 8
ist, kann man dafiir auch schreiben:
(Zlogs,) — . logs, ﬂ"; No=o

1
(Salogn) - L8t Diog,, 4 LEHDERHD, _,
Die Auffindung der Constanten log s, interessirt uns nicht weiter, fiir
o aber finden wir nach elementaren Zwischenrechnungen:

{P+1)Elog:,—22a log s _ $U‘ + 1~ 2a)logs,
.u {P"—l) 1“(!"""1)

Man sieht leicht, dals dle Zahlencoefficienten des ersten und letzten
Summengliedes und aller gleich weit von diesen beiden abstehenden
Glieder entgegengesetzt gleich werden. Deshalb kann man auch
schreiben:

0= 8{#—1)(183]— 188’,) + (P'" 3)(1833_'18'11-—1) + 0‘""5) 0883— 183;.—,) + .
po (u?—1)
Diese Gleichung stellt ¢ dar unter Benutzung aller Schwingungs-
. bogen; das Gewicht derselben im Resunltat nimmt von den #ulsersten,

welche das grofste Gewicht erhalten, nach der Mitte zu ab. Ist u
eine ungerade Zahl, so existirt ein mittelster Schwingungsbogen,
welcher gar nicht zur Bestimmung von ¢ verwendet wird; es ist
daher vortheilhaft, eine gerade Anzahl von Bogen zu messen.

Die Methode der kléinsten Quadrate, welche wir hier an zwei
Beispielen auseinandergesetzt haben, lifst sich in derselben Weise
in sehr zahlreichen Fillen anwenden und bildet deshalb ein wichtiges
Hiilfsmittel der messenden Physik bei der Verwerthung der Be-
obachtungen.,

§ 34. Erzwungene Schwingungen.

Wir haben nun zur Vervollstindigung der Lehre von den
oscillatorischen Bewegungen eines Massenpunktes noch eine Erschei-
nung zu betrachten, welche sehr vielfiltige Anwendung zur Erklirung
verschiedener Vorgiinge in mehreren wichtigen Kapiteln der Physik
findet, néimlich das Phiinomen des Mitschwingens oder der
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erzwungenen Schwingungen. Dasselbe tritt ein, wenn aufser der
hisher betrachteten elastischen Kraft und der Diimpfungskraft noch
eine fremde, von aufsen her wirkende Kraft auf den beweglichen
Massenpunkt einwirkt, deren Intensitit selbst in vorgeschriebener
Periode oscillatorisch wechselt. Ks entstehen dadurch Erscheinungen
von theils sehr tberraschender Eigenthiimlichkeit; namentlich tritt
unter besonderen Umstinden der Fall ein, dafs die erzeugten Re-
wegungen der mitschwingenden Masse im Vergleich zur Grofse
dieser #ufseren periodischen Kraft aufserordentlich ausgiebig werden.
Wegen dieser zahlreichen merkwiirdigen Erscheinungen mechanischer,
akustischer, optischer und elektrischer Natur, welche durch das Mit-
schwingen zu erkliren sind, beansprucht dieser Vorgang ein beson-
deres Interesse.

Wir wollen hier also eine Kraft benutzen, welche sich in vor-
geschriebener Weise in der Zeit veriindert. Nun hatten wir aber
bei Gelegenheit der Feststellung des Begriffes der Kraft gesagt, dafs
wir Naturkriifte als etwas unveriindert Bleibendes, Dauerndes an-
sehen miifsten, was immer die gleiche Wirkung iufsert, wenn die
Bedingungen der Wirksamkeit die gleichen sind, Wir kénnen also
in diesem Sinne eine Naturkraft nicht als eine willkiirlich vorge-
schriebene Function der Zeit in die Rechnung einfiihren. Fiir den
vorliegenden Fall ist aber dazu zu bemerken, dafs wir hier nur
eine unvollstindige Betrachtung machen wollen, indem wir allein
die Bewegung des mitschwingenden Massenpunktes verfolgen, ohne
auf die Herkunft dieser fufseren Kraft einzugehen, Wiirden wir
das vollstiindige Massensystem betrachten, von welchem unser Massen-
punkt nur ein Element ausmacht, so wiirden wir diese wechselnden
Krifte als eine Folge der Bewegung anderer Massen dieses Systems,
zu denen schliefslich auch die umgebende Luft gehdrt, einfihren
milssen; dann wiirde auch die Bedingung erfullt sein, dafs bei
gleichem Zustand des ganzen Systems, d. h. also unter gleichen
Bedingungen, die Intensitit der Kraft stets denselben Betrag be-
wahrt, als nicht mehr willkiirlich von der Zeit abhiingt, sondern
nach festen dauernden Gesetzen durch die relative Lage aller Theile
des Systems gegeben ist. Wenn nun die Bewegung dieser iibrigen
Theile von bekannter oscillatorischer Art ist und auch durch die
Anwesenheit und Bewegung des betrachteten Massenpunktes nicht
merkbar alterirt wird, so wird auch die Kraftwirkung auf diesen in
derselben Weise oscillatorisch sein, und wir haben das Recht fiir
unsere besondere Betrachtung eine Kraft einzufithren, welche in vor-
geschriebener Weise von der Zeit abhiingt.



§ 85. NICHT HOMOGENE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 121

Wir lassen im iibrigen die Bedingungen, welche wir vorher bei
den gedimpften Schwingungen machten, unveriindert, betrachten
also einen Punkt m, der sich in der z-Axe bewegen kann und in
deren Nullpunkt seine natiirliche Ruhelage hat. Wir haben dann
in der Differentialgleichung (59) (Seite 97) zu den auf der rechten
Seite stehenden Kriiften noch die soeben besprochene Hufsere Kraft
hinzuzufiigen, welche wir als bekannte Function der Zeit durch das
Symbol K (f) bezeichnen wollen, und erhalten:

d d
mﬁ—=—a’z—kd—f+K(f) (18)

Diese Differentialgleichung ist, wie die fritheren linear, aber wegen
des von z unabhiingigen Gliedes K(f) nicht mehr homogen.

§ 85. Ueber lineare, nicht homogene Differentialgleichungen.

In Ergiinzung der fritheren allgemeinen Betrachtungen iiber die
Integrale der linearen, homogenen Differentialgleichungen (§ 28) migen
hier an der Hand der Differentialgleichung (78) die wichtigsten Eigen-
schaften der Integrale entwickelt werden, welche die linearen, aber
nicht mehr homogenen Differentialgleichungen befriedigen. Nehmen
wir an, wir hiitten zwei verschiedene Liosungen z, und =z, gefunden,
dann konnen wir durch Einsetzung derselben in die Differential-
gleichung zwei identisch richtige, fiir alle Zeiten geltende Gleichungen
herstellen. Subtrahiren wir die zweite von der ersten, so fillt in
der Differenz K(f) heraus und es bleibt iibrig:

m., E'ité—; B 4 a*(z, — x,) — k. é—(-z‘a—}i’—)—
Die Differenz zweier Integrale der neu aufgestellten Differential-
gleichung ist also ein Integral der entsprechenden homogenen
Differentialgleichung, welche durch Weglassung des nicht homogenen
Gliedes K (f) entsteht. Mit anderen Worten kénnen wir dieses
Resultat auch in folgender Weise aussprechen: Wenn wir ein ein-
ziges particuliires Integral der nicht homogenen Differentialgleichung
kennen, so konnen wir durch Addition von Integralen der zuge-
hdrigen homogenen Differentialgleichung neue Losungen der ersteren
finden. Dafls durch Hinzufiigung des vollstindigen Integrals der
homogenen Differentialgleichung auch fir diesen Fall die voll-
stiindige Losung gefunden wird, ergiebt sich daraus, dafs durch die
zwei verfigbaren Integrationsconstanten jeder beliebige Anfangs-
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zustand des Massenpunktes befriedigt werden kann, wie weiter unten
ausfithrlich gezeigt werden wird.

Eine weitere wichtige Kigenschaft ergiebt sich aus der gleich-
zeitigen Betrachtung zweier solcher Differentialgleichungen (78),
welche sich nur dadurch unterscheiden, dafs K(f) in beiden ver-
schiedene vorgeschriebene Zeitfunctionen darstellt. Wir betrachten
also die Bewegung desselben Massenpunktes unter der Wirkung
zweier verschiedener dufserer Krifte, welche wir durch die Zeichen
K, (t) und K, (/) unterscheiden wollen. Zwei particuliire Integrale =z,
und z,, welche aber diesmal verschiedenen Differentialgleichungen
angehoren, fithren dann zu den Identitiiten:

d*z dz
m- ?l-’l = — a’xl —— k_df- + Kl (f)
d*a, 2 dz,

Erweitern wir die Gleichungen mit den willkiirlichen Constanten 4,
und 4, und addiren dieselben, so erhalten wir:

'f'di:-(*‘l'*'n+*’a==-’= -a’(41x1+Asxs>—k;,‘-ﬂ-tA,zl+A, 23)+ (4, K () + 4, K, () (19)

Dies ist eine Differentialgleichung von derselben Form; nur ist die
dufsere Kraft jetzt die Superposition der beiden vorher einzeln
wirksam gedachten Kriifte, jede in beliebiger Stirke wirkend. Das
Integral, welches dieselbe erfiillt, stellt sich dar als die ebenso ge-
bildete Superposition der einzelnen Losungen z, und z,, Wir er-
kennen daraus das Gesetz, dals die Wirkungen mehrerer dufserer
Kriifte, also die durch die einzelnen erzeugten Bewegungen, sich
ungestdrt zu einer Summe superponiren. Diese Betrachtung ist
nicht auf zwei #ulsere Kriifte beschriinkt, gilt vielmehr fir jede
Anzahl. Wenn daher zu den Kriften K, (f) die Bewegungen z, ge-
horen, und 4, eine Reihe willkiirlicher Constanten bezeichnet, so
gilt auch die Gleichung:

m. ;}% (Sdeza) = — 0% Sy 2, — k- :—! (S 4:20) + S Aa. Ky(t). (199)

Diese Eigenschaft ist besonders deshalb wichtig, weil man da-
durch die Losung fir complicirte Ausdriicke der #ufseren Kraft
zusammensetzen kann aus einfacheren Fiillen. Ist nimlich die fulsere
Kraft von einem ganz willkiirlichen, aber periodischen Verlauf, so
gelingt es nach einem von Fourier gefundenen Lehrsatz immer,
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dieselbe darzustellen als Superposition einer Reihe von ungestirt
zusammenvwirkenden Kriften, deren Verlauf durch je eine einfache
Sinus- oder Cosinusfunction der Zeit angegeben ist. Wenn wir also
die Integrale fir diese einfachen sinusférmigen Kriifte kennen,
so sind wir im Stande, die Wirkungen aller periodischen Kriifte
daraus zusammenzusetzen.

§ 86. Particulidre Losung flir den Fall eines sinusftrmigen
Verlaufs der #dulseren Kraft.

In Folge der letzten Bemerkung des vorigen Paragraphen kénnen
wir die weitere Betrachtung unter der Annahme fortfihren, dafs der
zeitliche Verlauf von K (¢) durch eine einfache trigonometrische
Function, etwa cos Nt oder sin N¢ angegeben wird, wo N die vor-
geschriebene Zahl der in 2 Secunden ausgefithrten Perioden der
Kraft bedeutet. Wenn der Anfangspunkt der Zeit nicht mehr frei
verfugbar ist, mufs man eventuell zum Argumente N¢ noch eine
additive Constante hinzusetzen. Die in Gleichung (79) ausgedriickte
Eigenschaft der Losungen unserer Differentialgleichung erleichtert
die Ausfithrung der Rechnung noch in einer anderen Weise: Ks
steht in mathematischer Hinsicht nichts im Wege, den willkiirlichen
Factor 4, = i.4, zu setzen. Wir erhalten dann einen complexen
Ausdruck der Kraft und auch ein complexes Integral. Die Gleichung
zerfillt aber sofort wieder in die beiden vorhergehenden, aus denen
sie entstanden ist, wenn man den reellen Theil der Bewegung durch
den reellen Theil der Kraft erklirt, und den imaginiren durch den
imaginiiren, man ist also dadurch in nichts vorwiirts gekommen.
Der Nutzen des imaginiren Coefficienten liegt aber darin, dafs bei
sinusformigen Kriiften:

K ()=cosNt und K,(/)=sinNt
die zusammengesetzte complexe Kraft:
co8 Nt + i8in Nt = Nt

gesetzt werden kann; das Rechnen mit imaginiren Exponential-
functionen ist nimlich einfacher als die Anwendung der trigono-
metrischen Functionen. Nach Ausfithrung der Rechnung kann man
dann die complexe Kraft und das complexe Integral in reell und
imaginir spalten, und so zu trigonometrischen Functionen zuriick-
kehren, welche den Verlauf der Kraft darstellen.
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Wir fithren jetzt als Hufsere Kraft ein:
K(f) = 4.6 (80)
wo A den reellen Maafsstab fiir die Stiirke der Kraft bezeichnet,

wihrend N dieselbe Bedeutung hat, wie vorher. Die Differential-
gleichung (78) erhiilt nun die bestimmte Form:
m—f—} = —utz — k22 4 4 g (80a)
Ein particuliires Integral derselben ist:
@ = B.es¥¢, (81)
Der Factor B, welcher die Rolle einer Amplitude spielt, ist dabei
aber keine willkiirliche Integrationsconstante, sondern eine zuniichst
noch unbekannte Gréfse, deren Werth man durch Einsetzung des
Ausdrucks (81) in die Differentialgleichung aufsuchen mufs. Wir
bilden zu diesem Zwecke:
%‘:— = i N.B.e¥t
d*z
an
In der Differentialgleichung hebt sich nach Einfithrung dieser Aus-
(T driicke der gemeinsame Factor ¢'¥* fort, und es bleibt:
—m.N*B= —a'B—1k.N.B 4 A.
Aus dieser Gleichung folgt direct:
A .
ad—mN* 9. kN
Dividirt man Zihler und Nenner durch m, und fithrt an Stelle von
a*/m das Quadrat der frither schon mehrfach benutzten Schwingungs-
zahl n, der freien ungedimpften Schwingungen ein, so erhilt man:
A

= — N* B.e¥N

B=

B =

(ny* = N*) 4 4. N. ;tu
Die Grbfse B besitzt also einen bestimmten complexen Werth, den
wir dadurch umformen wollen, dafs wir den Nenner in bekannter
Weise durch den Modul p und das Azimuth v darstellen. Wir
setzen also:
n,? — N* = p.cosy

k . (82)
N.—=g¢.siny
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woraus folgt:

2
0=+ ]/(no’ - N N
o (82a)
N.k

Y= mee -
und finden:

B o=t

m. o

Das in Gleichung (81) aufgestellte particulire Integral erhiilt also
die bestimmte Form:

el (Nt=y), (88)

=
m o
Nehmen wir jetzt die Trennung der reellen und imaginiiren
Theile der #ufseren Kraft, Gleichung (80), und der dadurch er-
zeugten Bewegung, Gleichung (83), vor, so erkennen wir aus den
reellen Bestandtheilen, dafs die Kraft:

K= Acos Nt (84)
eine mitschwingende Bewegung: '

A

erzeugt. Die imaginiiren Antheile liefern kein wesentlich hiervon
_verschiedenes Resultat, es tritt nur das Zeichen sin an Stelle von
cos, die Angaben beziehen sich also nur auf einen anderen Anfangs-
punkt der Zeit, welcher um ein Viertel der Periode frither an-
gesetzt ist. Wir konnen uns daher auf die Beriicksichtigung der
reellen Theile beschriinken. Man sieht aus der letzten Gleichung (85),
dals die mitschwingende Bewegung eine einfache Sinusschwingung
von unveriinderlicher Amplitude darstellt. Die Schwingungszahl ist
diejenige der Hufseren Kraft, also im Allgemeinen verschieden von
derjenigen der freien und der gedidmpften Schwingungen, der Massen-
punkt wird also gezwungen in einem anderen Zeitmaals zu schwingen,
als seinen eigenen Verhiltnissen entspricht, deshalb nennt man diese
Bewegungen auch erzwungene Schwingungen. Ferner erkennt
man, dafs die Bewegung z sich nicht in derselben Phase befindet,
wie die Kraft K, sondern in einem durch die bestimmte Phasen-
constante v angegebenen Riickstande gegeniiber der Kraft ist. Es
sei bei dieser Gelegenheit darauf aufmerksam gemacht, in wie
einfacher Weise sich durch die Anwendung der imaginiiren Ex-
ponentialfunctionen dieser Phasenunterschied zwischen Kraft und
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Verschiebung darin geoffenbart hat, dals die in der urspriinglich fiir
das particulire Integral aufgestellten Gleichung (81) als Amplitude
eingefithrte Grofse B sich als complex herausgestellt hat. Aus den
Gleichungen (82) erkennt man, dafs der Phasenunterschied 1 stets
in den beiden ersten Quadranten zwischen 0 und + a liegt, denn
der Modul ¢ ist eine absolute Griifse, desgleichen die linke Seite
der zweiten Gleichung, also ist sin immer positiv zu setzen. Da-
gegen kann die Differenz (n,* — N*), welche in der ersten jener
Gleichungen vorkommt, mithin auch cos, positiv oder negativ sein.
Danach wird es sich also richten, ob v im ersten oder zweiten
Quadranten liegt:

Wenn n, > N ist, 80 ist 0 < w < -;-

Bei sehr langsamen Schwankungen der Hufseren Kraft (kleinem N)
wird der Massenpunkt nur wenig hinter der Phase derselben zuriick-
bleiben, wenn also die Kraft ihren grofsten, nach der positiven
Seite ziehenden Betrag erreicht, so wird auch der mitschwingende
Punkt schon nahe seiner #ufsersten positiven Elongation angelangt
sein. Sind dagegen die erzwungenen Schwingungen von derselben
Schnelligkeit, wie die freien Kigenschwingungen des Punktes, so
wird derselbe zur Zeit des grifsten positiven Betrages der Kraft
gerade erst nach der positiven Seite hin durch seine Ruhelage
eilen. Bei verhiltnifsmiifsig sehr schnellen Oscillationen der Kraft
(grofsem N) endlich wird der Punkt eben erst auf der negativen
Seite umgekehrt sein, wenn die Kraft ihr positives Maximum erreicht.
Die Betrachtung des in Gleichung (82a) gegebenen Ausdrucks fir
tgy belehrt uns itber den Einfluls der Dimpfung auf die Grofse
des Phasenunterschiedes w; der Ausdruck enthilt die Dimpfungs-
constante k& als Factor im Zihler, wird also in den Fi#llen einer
sehr geringen Dimpfung, bei welcher die freien Schwingungen nur
sehr langsam erloschen, selbst auch einen kleinen Zahlenwerth be-
sitzen; v ist dann nur wenig von (O oder von = verschieden,
wenigstens gehéirt dann schon eine sehr nahe Uebereinstimmung
zwischen den Schwingungszahlen n, und N dazu, um durch die
alsdann klein werdende Differenz (n,? — N?) im Nenner die Klein-
heit des Zihlers aufzuheben und grifsere Werthe fiir tgy zu er-
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geben. Wenn wir also bei sehr geringer Diimpfung die Schwingungs-
zahl der Hulseren Kraft N von kleinen Werthen aus wachsen lassen,
80 wird v lange nur wenig von Null verschieden sein, und erst

kurz vor N = n, schnell zunehmen bis ; , welcher Werth fiir die

vollkommene Gleichheit beider Zahlen erreicht wird, nach der Ueber-
schreitung von n, wird v ebenso schnell weiter wachsen und sehr
bald in niichste Nithe von » gelangen und fiir alle grifseren N auch
dort verharren. In Fillen stirkerer Dimpfung ist das Auftreten
von Phasendifferenzen nahe —g-
von N beschriinkt.

Die zweite fir das Mitschwingen charakteristische Grifse ist
die Amplitude desselben, die wir durch H bezeichnen wollen. Die-
selbe ist nach Gleichung (85) gleich 4/(m.p), oder nach Einsetzung
des Betrages von ¢ aus Gleichung (82a):

H= 5 (85a)

m. l/(no' — N 4 N3 -g,--

Dieselbe ist proportional der Stirke der #ufseren Kraft, welche
durch A4 gegeben ist, und umgekehrt proportional der bewegten
Masse m. Diese Abhiingigkeiten liefsen sich von vornherein er-
warten; interessanter ist der Einflufs der Wurzelgrifse. Nehmen
wir eine so geringe Dimpfung an, dafs wir das mit dem Quadrat
der Constante k behaftete Glied des Radicandus vernachliissigen
konnen, so wird die Amplitude umgekehrt proportional dem absoluten
Betrage der Differenz (n,* — N?), also um so grofser, je nither N’ mit
n, libereinstimmt. Fiir vollkommene Gleichheit beider Schwingungs-
zahlen wiirde der Ausdruck sogar eine unendlich grofse Amplitude
ergeben; es ist indessen in diesem Falle keineswegs zulissig, die
Dimpfung zu vernachliissigen; dieselbe kann bei sehr heftigen Be-
wegungen von grofser Amplitude und entsprechend grofsen Ge-
schwindigkeiten sogar einen grofseren Einflufs iiben, als wir durch
die Proportionalitit derselben mit der Geschwindigkeit in der zu
Grunde gelegten Differentialgleichung angenommen haben. Aber
auch auf Grund des von uns benutzten einfachen Dimpfungs-
gesetzes bleibt die Amplitude H fir N = n, endlich, der Betrag der-
selben, den wir H,,, bezeichnen, ergiebt sich aus der vollstiindigen
Gleichung (85a):

nicht auf einen so engen Bezirk

A
Hml.‘: e Yol

N.k
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Derselbe kann selbst bei kleiner Intensitiit 4 der #uflseren Kraft
einen betriichtlichen Werth erreichen, wenn die Diimpfung & gering
genug ist. Die Grofse des maximalen Mitschwingens ist also wesent-
lich bedingt durch den Grad der Dimpfung.

Da es schwierig ist, die bei manchen Fragen wichtige Phasen-
differenz v direct durch Beobachtung festzustellen, so sei darauf
hingewiesen, dafs man dieselbe bestimmen kann aus dem Vergleich
der Amplitude A mit der maximalen Amplitude Hy,,,. Dies gelingt
wenigstens in den Fillen, wo man die Schwingungszahl der &ufseren
Kraft verfindern kann ohne ihre Intensitiit wesentlich zu alteriren,
namentlich also in den Fiillen schwacher Diimpfung, wo schon geringe
Abweichungen zwischen N und n, betriichtliche Phasenveriinderungen
mit sich fithren.

Es ist niimlich nach den soeben entwickelten Gleichungen:

A
H me Nk
B DB D
N.k

Dieser Ausdruck ist aber nach Gleichung (82) gleich siny, man
kann daher aus einer relativen Messung von H und H,.. zuniichst
sin1y finden. Den Bogen v selbst sucht man dann im ersten oder
zweiten Quadranten, je nachdem N < oder > n, ist.

Bei stiirker gedidmpften mitschwingenden Massen tritt iibrigens
die maximale Erregung nicht genau fiir N = n, ein, sondern fiir
eine etwas geringere Schwingungszahl, welche sich aus Betrachtung
des vollstiindigen Radicaudus ergiebt. Kine leichte Umformung der
Quadratwurzel o liefert den Ausdruck:

Betrachtet man N als Veriinderliche, so sieht man, dals die Wurzel
thren Minimalwerth, also die Amplitude ihr Maximum erreicht, wenn
kl
2m?’
also kleiner als n,® ist. Vergleichen wir diesen Werth von N?y.
mit dem bei gedimpften Schwingungen geltenden Ausdruck fir das
Quadrat der freien Schwingungszahl n, welchen wir in Gleichung (71¢),
Seite 107 aufgestellt haben, so sehen wir, dals N?,,, noch um eben-
soviel kleiner als n® ist, wie n® bereits kleiner als n,* ist; dies giebt

die eckige Klammer gleich Null ist, wenn also: N2y = n,? —
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bei betriichtlicher Diimpfung einen ganz gut bemerkbaren Unterschied
zwischen der Schwingungszahl des maximalen Mitschwingens und der-
jenigen der freien Eigenschwingungen.

Wenn wir N allmihlich veriindern und durch den Werth #,
hindurchgehen lassen, sp hiingt nicht nur die Gréfse des maximalen
Mitschwingens, sondern auch die Pldtzlichkeit des Eintretens dieser
Erscheinung wesentlich von den Grofsen m und &k ab. Ist die zu
bewegende Masse m sehr grofs, so wird dieselbe die Amplitude #
dadurch so lange unmerklich klein halten, als nicht die Wurzel dem
Verschwinden nahe kommt; das heilst: nur fiir sehr kleine Dimpfung
und fiir sehr nahe Uebereinstimmung von #, und N wird ein er-
giebiges Mitschwingen moglich. Grofse und dabei schwachgedimpfte
Massen gerathen also nur fiir einen sehr engen Bereich von N in
starke Mitschwingung, es zeigt sich ein sehr plitzliches Maximum.
Als Beispiel fiir diesen Fall kinnen stark gebaute stithlerne Stimm-
gabeln dienen, deren elastische Deformationen im Wesentlichen den-
selben Gesetzen folgen, die wir "hier fiir die Verschiebungen eines
einzelnen Massenpunktes entwickelt haben. Diese besitzen eine grofse
Masse und haben, wenn sie gut gearbeitet sind, eine so geringe
Dimpfung, dafs die einmal erregten Bewegungen nach vielen Tau-
senden von Perioden noch nicht erloschen sind. Hat man nun zwei
auf genau die gleiche Schwingungszahl, das heifst, akustisch ge-
sprochen, auf denselben Ton abgestimmte Gabeln, so kann man
_durch Erregung der einen die andere noch in einer Entfernung von
mehreren Metern in Mitschwingungen versetzen. Die wirkende
periodische Kraft entsteht alsdann nur aus den #ulserst geringen
Luftbewegungen, welche von der ersten Gabel ausgehen und die
zweite treffen. Die geringste, fiir das Obhr kaum wahrnehmbare Ver-
stimmung der einen Gabel geniigt aber bereits, um dieses Phiinomen
zu vernichten. Haben wir im Gegensatz dazu einen Korper, der
uater starker Dimpfung schwingt, so wird die Wurzel selbst im
Minimalfalle nicht dem Verschwinden nahe kommen; deshalb wird
auch der reciproke Werth nicht an dieser Stelle plotzlich stark
ansteigen und schnell wieder sinken, vielmehr wird das Maximum
ein breites und flaches sein, welches nur dadurch betriichtliche
Hohe erreichen kann, dafs die Intensitiit der #ufseren Kraft 4 hiu-
reichend grofs und die zu bewegende Masse m unbedeutend genug
ist. Bei derartigen Fillen wird das Mitschwingen fiir ein grofses
Gebiet von Schwingungszahlen N in ziemlich gleicher Stirke er-
folgen. Ein passendes Beispiel aus der Akustik liefern hierfir
die stark gedimpften Membranen, beispielsweise das Paukenfell

H. v, HeLmmor s, Theoret. Physik. Bd. I, 2, 9
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im Ohre und die schallempfangenden Platten der Telephone und
Mikrophone.

Wirkungen des starken Mitschwingens kann man itbrigens im
tiiglichen Leben bisweilen beobachten. KEiserne Briicken, welche wegen
ihrer Elasticitiit bestimmte Eigenschwingungen besitzen, kénnen da-
durch, dals viele Menschen gerade in diesem Zeitmaalse dariiber
hinwegmarschiren und periodische Anstdfse geben, so stark in Mit-
schwingungen versetzt werden, dals dieselben die dadurch erregten
ausgiebigen Bewegungen nicht mehr ertragen konnen und ein-
stiirzen, withrend die Tragfithigkeit derselben viel grofsere Lasten
aushalten kann. Auch Fahrzeuge, welchen, im Wasser schwimmend,
bestimmte Schwingungen um ihre Liingsaxe eigen sind, konnen durch
Wellen, welche zufiillig in dem gleichen Zeitmaalse ihre Seitenwand
treffen, in so starke Schwankungen gerathen, dafs dieselben schliefs-
lich umschlagen, wenn sie nicht rechtzeitiz quer gegen die Wellen
gestellt werden.

Man kann sich das Spiel der #ufseren Kraft und deren Kin-
greifen in die inneren Kriifte durch folgende Betrachtung anschau-
lich machen. Die #ufsere Kraft befindet sich, wie wir sahen, in
einer anderen Phase, als die Bewegung. Man kann die Kraft K
aber in zwei Summanden zerlegen, deren erster mit der Phase der
Verschiebung z fibereinstimmt, withrend der zweite die Phase der
Geschwindigkeit dz/dt besitzt. Dies geschieht durch folgende ein-
fache Umformung:

K= A.cos Nt = A.cos{Nt — ) + v},
also nach Entwickelung des Cosinus:
K= A.cosy.cos(Nt — y) — Asiny.sin (Nt — ).
Wenn wir die Ausdriicke fiir die Verschiebung:

A
Z=W005(N‘—¢)

und fiir die Geschwindigkeit:

dx AN .

hinzunehmen, so konnen wir dieselben in den umgeformten Aus-
druck der iufseren Kraft einsetzen und finden:

mo . dz
K=mocosy.z + —ysaye—=
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Setzen wir endlich aus Gleichung (82) die Bedeutungen von g cosy
und ¢ sin 4 ein, so erhalten wir:

K =m(n? — N*.z + k%

Aus dieser Form kann man deutlich die Wirkungsweise der beiden
einzelnen Summanden erkennen, in welche wir die Kraft K zerlegt
haben. Der erste Summand, welcher den Factor z enthilt, also
proportional der Abweichung des Punktes m aus der Ruhelage
ist, wird sich mit der inneren elastischen Kraft — a*.z vermischen
und diese dadurch in der Weise veriindern, dafs die Schwingungs-
zahl, welche vorher n, war, auf N gebracht wird. Wenn man nim-
lich in dem Ausdruck der elastischen Kraft die Constante a?
durch die ihr gleiche Grofse m.n,* ersetzt, so hat dieselbe die Form
~ m.n,%.z. Fiigen wir hinzu den ersten Summanden der iulseren
Kraft, 4 m(n,® — N*a, so ist der Betrag beider zusammen:

—a'.z + m(n? — Nz = — m Nz,

also gleich einer elastischen Kraft, welche dem Punkte m die
Schwingungszahl N giebt. Wenn N < n, ist, so ist dieser erste
Summand der #ufseren Kraft positiv, er wird daher die negative
innere elastische Kraft schwiichen, um die Schwingungszahl auf den
Werth N zu erniedrigen. Wenn dagegen N >, ist, so ist der
betreffende Summand von K negativ, liefert also einen stirkenden
. Beitrag zu der elastischen Kraft, durch dessen Hiilfe die Schwingungs-
zahl auf N gesteigert wird.
Der zweite Summand der #ufseren Kraft, + k. % ist in jedem
dz
sore
derselbe erfiillt also die Aufgabe, die Diimpfung zu vernichten, so
dafs die Schwingungen ohne Abnahme ihrer Amplitude gleichmiifsig
fortdauern konnen. Der gemeinsame Effect beider Theile der #ufseren
Kraft ist also derselbe, als ob der Massenpunkt ohne jede Dimpfung
einer in bestimmter Weise veriinderten, gesteigerten oder geschwiichten
elastischen Kraft folgte, aber — wohl zu beachten — nur bei einer
vorgeschriebenen Amplitude. Wenn die innere elastische Kraft schon
von vorn herein den durch die Schwingungszahl N geforderten Betrag
besitzt, so braucht kein Theil der Hufseren Kraft auf Veriinderung
derselben verwendet zu werden, dieselbe steht vielmehr in ihrer
ganzen Grofse zur Ueberwindung der Dimpfungskraft zur Ver-
fugung, und die Geschwindigkeiten, folglich auch die Amplituden,
’.

Falle gleich und entgegengesetzt der dimpfenden Kraft — k



132 ZWEITER THEIL. ZWEITER ABSCHNITT. § 87T.

werden so grofs werden, dafs beide Kriifte sich gerade aufheben.
Dies ist der Fall des stirksten Mitschwingens. In allen anderen
Filllen wird ein grofser Theil der #ufseren Kraft zur Veriinderung
der Elasticitit verwendet, zur Ueberwindung der Démpfung bleibt
nur ein kleiner Rest iibrig, deshalb kénnen dann auch nur schwache
Bewegungen aufrecht erhalten werden.

§ 87. Vollstindige Ldsung.

Das bisher gefundene Integral, Gleichung (85), der Differential-
gleichung (80a) ist eine particuliire Lisung, welche keinen beliebigen
Anfangszustand zuliifst, weil sie keine verfiigbaren Integrationscon-
stanten besitzt. Wir haben aber in § 85 bemerkt, dafs man durch
Hinzufiigung des vollstindigen Integrales der freien gedimpften
Schwingungen des Massenpunktes eine umfassendere Lisung finden
kann. Wir stellen daher aus Gleichung (85) und Gleichung (68)
(Seite 108) folgendes Integral zusammen:

e ‘?;fl? .c08 (Nt — ) + 6=t {Fcosnt + Gsinntl,  (86)

in welchem 7 und G beliebige Werthe haben. Durch Differentiation
folgt daraus die Geschwindigkeit:

— ;&-}g-sin(x‘\f! —Y)+e~{(n G —bF)cosnt—(nF+ bG)sinnt} (86a)

Sobald nun ein bestimmter Anfangszustand des Massenpunktes vor-
geschriecben ist durch den Ort z, und die Geschwindigkeit u,, so
kinnen wir aus den beiden vorstehenden Gleichungen F und G be-
stimmen, indem wir ¢/ = 0 setzen. Also:

r =—A—cosw+ff‘
0 me’
AN
U, = ~;’-:E—am1p+n0—bﬁ'

oder:

F=xa—~’fz)-cosap

a g 73 n S0y + —cosy

Man kann also jeden Anfangszustand darstellen, mithin ist (leichung
(86) das vollstindige Integral.
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Wir wollen als einfachstes Beispiel jetzt annehmen, der Massen-
punkt befinde sich in seiner Gleichgewichtslage in Ruhe, und zur
Zeit t =0 beginne plotzlich die #ufsere Kraft ihre Wirksamkeit.
Wir haben dann z, = 0 und u, = 0 zu setzen und erhalten:

4
F = — ;n—b-cos‘lp

AN b
G = —--’;‘?{;smw+ ?cosw}-
Die Amplituden der durch den Beginn des Ergreifens der fulseren
Kraft, wie durch einen Stofs, miterzeugten freien Schwingungen
werden also zu Anfang von derselben Grifsenordnung sein, wie die
dauernden erzwungenen Schwingungen, und da beide Bewegungen
sich superponiren, wird im Beginn der Verlauf des Phitnomens ein
complicirter sein, und erst nach dem Absterben der gedimpften
Eigenschwingungen wird die Erscheinung des Mitschwingens in der
Einfachheit hervortreten, welche wir im vorigen Paragraphen be-
sprochen und durch Gleichung (85) ausgedriickt haben. Besonders
deutlich kann man diese anfiinglichen Nebenerscheinungen im Falle
des stiirksten Mitschwingens erkennen, wenn also N nahezu gleich »
ist und auch die Diémpfung b eine kleine Grofse ist. Man kann
dann fiir eine ganze Reihe von Schwingungen, vom Beginn der Be-
wegung an geziihlt, den erloschenden Factor e=*! noch annithernd
gleich 1 setzen, ferner ist b/n nahezu gleich Null und N/n nahezu
gleich 1, wiihrend v nach den Erfahrungen im vorigen Paragraphen

fir diesen Fall nahezu gleich ?ﬂ wird. Setzen wir alle diese an-

genitherten Betriige in die Ausdriicke fir 7 und G ein, so wird
F=0 und G= —A/mp, und die Bewegung wird withrend der
ersten Zeit nach Beginn, also jedenfalls wiihrend einer gréfseren
Anzahl von Perioden, angenithert dargestellt durch:

T = i-.(sin Nt — sinnt),
mp

Dieser Ausdruck stellt « dar als Differenz zweier Sinusfunctionen
der Zeit von gleicher Amplitude und nahezu gleicher Schwingungs-
zahl. Die Superposition zweier solcher Schwingungen fithrt zu einer
characteristischen Erscheinung. Beide vernichten sich nimlich zu
Anfang, weil die Ausschliige dann entgegengesetzt gleich sind; wenn
aber nach Verlauf einer hinreichenden Reihe von Perioden der Unter-
schied zwischen N und » sich bemerkbar macht, so treffen verschie-
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dene Phasen der beiden Schwingungen zusammen; diese kénnen sich
nicht vernichten, sondern liefern eine schwingende Bewegung mit
allmithlich zunehmender Amplitude, Diese schwillt an bis zu einem
Maximum, in welchem beide Bewegungen sich vollkommen verstiirken,
um dann spiiter wieder abzunehmen, und so fort. Dieser ganze Ver-
lauf geht um so langsamer vor sich, je niither die beiden Zahlen N
und » iibereinstimmen. Man nennt diese Erscheinung die Inter-
ferenz zweier Schwingungen; in der Akustik verursacht dieselbe
die sogenannten Schwebungen, welche als regelmiifsige, langsame oder
auch schnellere Schwankungen der Tonstiirke zu horen sind, wo zwei
Téne von nahezu gleicher Hohe dieselbe Luft oder dieselben festen
Korper erschitttern.

Dafs nun dergleichen Schwebungen beim Mitschwingen that-
siichlich zu Beginn auftreten, kann man an zwei Stimmgabeln nach-
weisen, deren Tonhohe zwar um ein Geringes verschieden, aber doch
noch so nahe gleich ist, dals die eine die andere zu erregen im
Stande ist; man hort dann nach dem Anschlagen der einen Gabel
in der Nihe der zweiten mehrmals hintereinander das langsame
Anschwellen und Abnehmen des Tones, bis endlich nach dem Er-

loschen der gedimpften Eigenschwingungen nur der Ton der ersten
Gabel iibrig bleibt.

§ 38. Vom Uhrpendel.

Verwandt mit den besprochenen Erscheinungen des Mitschwingens
sind gewisse stationiire Schwingungsbewegungen, welche ebenfalls durch
die Wirkung einer fufseren Kraft aufrecht erhalten werden, aber mit
dem Unterschiede, dafs letztere nicht eine von aufsen vorgeschriebene
Periode besitzt, sondern durch die Schwingungen selbst zu gewissen
Zeiten ausgelost und dadurch in eine periodisch wechselnde Wirkung
verwandelt wird. Dals diese periodischen Antriebe zur Bewegung in
den meisten Fillen nicht durch eine einfache Sinusfunction der Zeit
darzustellen sind, sondern vielmehr den Character von discontinuir-
lichen Anstifsen besitzen, indert an dem Wesen ihrer Wirkung nichts.
Hatten wir doch bereits frither schon vorliufig erwiihnt, dafs nach
dem Fourrer’schen Lehrsatz jede beliebige periodische Wirkung zer-
legt werden kann in eine Reihe von sinusférmigen Kriiften, unter
denen dann diejenige, welche in ihrer Periode mit der schwingenden
Bewegung ftibereinstimmt, allein befihigt ist, starkes Mitschwingen
zu erregen. Zu Einrichtungen dieser Art gehoren verschiedene
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Apparate, in denen elastische Federn oder Stimmgabeln durch me-
chanische oder elektromagnetische Kriifte in dauernde Schwingungen
versetzt werden. Das wichtigste Beispiel fiir diesen Fall bildet das
Uhrpendel, dessen Mechanismus wir jetzt betrachten wollen. Das
Pendel wiirde, frei schwingend, nach einiger Zeit durch Dimpfung
zur Ruhe kommen, die Bewegung wird auch hier durch eine fuflsere
Kraft dauernd erhalten, indem das Uhrwerk, welches nach Hebung
eines (Gewichts oder nach Spannung einer Spiralfeder einen be-
stimmten Arbeitsvorrath aufgespeichert enthiilt, bei jedem Hin- und
Hergang dem Pendel durch einen unbedeutenden Anstols so viel
lebendige Kraft zufiihrt, als wihrend der halben Schwingung durch
allerhand Reibung verzehrt ist, Die Periode, in der diese Stilse
erfolgen, wird durch die Pendelschwingungen selbst bestimmt, indem
die stets zur Wirkung bereite Kraft des Uhrwerkes durch eine sinn-
reiche mechanische Einrichtung nur an einer bestimmten Stelle der
Schwingungsbahn und in der erwiinschten Richtung ausgelost wird.
Diesem Zwecke dient das sogenannte Echappement, dessen Ein-
richtung in einfachster Form aus Fig. 8 (a. folg. S.) ersichtlich ist. Mit
der Pendelstange 4 P ist ein stihlerner Anker L A R starr verbunden,
welcher deshalb die Schwingungen um die Pendelaxe 4 mitmacht.
Der wesentlichste Theil des treibenden Uhrwerkes ist das Steigrad S,
um dessen Welle wir uns eine durch das Gewicht M gespannte
Schnur im Sinne der Uhrzeigerdrehung gewickelt denken. Die
- Schwerkraft wird daher dieses Rad in demselben Sinne herum-
zudrehen streben!) und wiirde dasselbe, wenn kein Hindernifs vor-
handen wiire, in beschleunigte Rotation versetzen, wobei das herab-
fallende Gewicht keine andere Hufsere Arbeit leistet, als etwa einige
von der geringen Axenreibung des Rades herriihrende Wiirme. Das
Steigrad ist aber rings besetzt mit langen Schneideziihnen, in deren
Zwischenriitumen der vorerwithnte Anker mit seinen hakenférmig um-
gebogenen Enden L und R bei den Schwingungen bald rechts, bald
links eingreift und dadurch die Bewegung des Rades hemmt. ‘In
der Figur sind nur vier von diesen Zihnen angedeutet. Denken
wir uns das Pendel in seiner linken Ausweichung, entsprechend
(Fig. 8a), so hindert der Haken R die Bewegung des Rades, welches
den Zahn » gegen die Seitenfliche jenes Hakens driickt. Dadurch
kann auf das Pendel keine Wirkung geiibt werden, abgesehen von

') Dafs bei den gebriiuchlichen Uhrwerken diese Kraft durch Vermittelung
mehrerer Zahnriider auf die Welle des Steigrades iibertragen wird, ist fiir
unsere Betrachtungen unwesentlich.
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der unbedeutenden Reibung zwischen den kleinen Flichen. Eine
Wirkung kommt indessen zu Stande, wenn das Pendel nach rechts
zurickschwingend seiner Gleichgewichtslage nahe ist (Fig. 8b), und
zwar dadurch, dafs die Endfliche des nun zuriickweichenden und
den Zahn r freigebenden Hakens in dem Sinne schriig geschliffen

A A

b)

d)

Fig. 8.

ist, dals der Zahn bei der beginnenden Bewegung des Steigrades
mit seiner Schneide tiber diese schiefe Ebene hinweggleiten mufs.
Wiihrend dieses kurzen Stadiums der Bewegung weicht diese schriige
Fliiche nicht allein in Folge der Pendelbewegung zuriick, sondern



§ 88. YOM UHRPENDEL. 187

sie wird auch durch die Kraft des andringenden Zahnes zuriick-
geschoben, und das Pendel erfihrt withrend der Zeit des Abgleitens
eine Beschleunigung durch das Uhrwerk. Sobald aber der Zahn »
frei ist und das Rad ohne Hemmung und ohne Arbeitsleistung seinen
Weg fortsetzen kann, ist der linke Haken L zwischen zwei Zihne 1
und /, auf der linken Seite eingedrungen und diese Bewegung endigt
mit dem Anschlag des Zahnes /, gegen die Seitenfliiche des Hakens L
(Fig. 8¢). Diese Berithrung dauert so lange, bis das Pendel auf
der rechten Seite umgekehrt ist und wieder seiner Gleichgewichts-
lage nahegekommen ist (Fig. 8d). Dann gleitet der Zahn I, an der
ebenfalls schriigen Endfliche des Hakens L ab und ertheilt dadurch
dem nach links hinitber eilenden Pendel eine Beschleunigung in
dieser Richtung. Das Rad wird frei, eilt weiter, bis der Zahn o
gegen R stofst, und nach der Umkehr links wiederholt sich dasselbe
Spiel von vorn. Das Steigrad dreht sich also withrend eines Hin-
und Herganges um einen Zahn vorwiirts. Wenn wir es mit einem
Secundenpendel zu thun haben, dessen halbe Periode eine Secunde
dauert, und wenn das Steigrad 80 Zihne besitzt, so wird sich das-
selbe withrend einer Minute in 60 stofsweifsen Bewegungen ein Mal
vollstindig herumdrehen, und ein an diesem Rade befestigter Zeiger
liefert direct einen Secundenzihler. Sind die Anstdfse des Uhr-
werkes auf das Pendel kriiftiger, die Beschleunigungen also grifser,
80 werden weitere Amplituden erfolgen. Diese bringen auch wieder

- Wegen der grofseren Geschwindigkeiten stirkere Reibungskrifte mit

sich, so dafs sich innerhalb gewisser Grenzen der treibenden Kraft
stets ein stationiirer Schwingungszustand herstellen wird. Ueber eine
gewisse Grenze darf indessen die Kraft des Uhrgewichtes nicht ge-
steigert werden, weil einmal die Construction des Echappements
grofsere Amplituden nicht zuliifst und andererseits auch das Gesetz
der Unabhiingigkeit der Periode von der Amplitude bei grifseren
Schwingungshogen aufhirt.

Noch ein Umstand fordert besondere Beachtung. Ks ist nie-
mals zu vermeiden, dafs die treibende Kraft mit der Zeit abnimmt,
oder dafs die zu tberwindenden Dimpfungskriifte allmiiblich zu-
nehmen: Das Oel auf den reibenden Flichen wird steifer, es sam-
melt sich Staub darauf an, folglich werden die Amplituden bei einer
frisch gereinigten Uhr grifser sein, als bei einer bereits lingere Zeit
dienenden; es konnen eben bei grofserer Dimpfung nur kleinere
Bewegungen aufrecht erhalten werden. Bei manchen Uhren, in
denen das Uhrgewicht durch eine gespannte Spiralfeder ersetzt ist,
nimmt die Kraft sogar beim jedesmaligen Ablaufen der Uhr be-
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tricchtlich ab, Wenn wir nun verlangen, dafs trotz dieser unver-
meidlichen Umstéinde der Gang einer guten Uhr unveriindert bleibe,
dafs also das Pendel stets in seiner natiirlichen Periode schwinge,
so ist die Erfillung an eine ganz bestimmte Bedingung gekniipft,
die sich dahin aussprechen lifst, dafs durch die Anstéfse die Phase
der Schwingungen nicht veriindert werden darf. Die Wirkung des
Anstofses besteht in einer kleinen Vermehrung der Geschwindigkeit,
withrend derselbe dem Pendel in der kurzen Zeit seiner Dauer keine
merkliche Verschiebung ertheilen kann. Wir sehen das am leich-
testen ein, wenn wir uns an die Wirkungen der Beschleunigung er-
innern, welche bei den Fallbewegungen vorkommen. Man vergleiche
Gleichungen (28b) und (30b), Seite 47. Nennen wir die Beschleu-
nigung, welche das Pendel wihrend des Abgleitens der Zihne an
den schiefen Fliichen erfiihrt, y und die kurze Zeit dieser Wirkung z,
so wird die erzeugte Geschwindigkeit durch yr gemessen, withrend
der dabei durcheilte Weg gleich 4y 7* ist. Wenn nun 7 sehr klein
ist, so wird * villig unmerklich, der Weg, welcher diesem Quadrat
proportional ist, kann vernachliissigt werden, so dals wir zu der An-
nahme berechtigt sind, dafs das Pendel seinen Weg nach dem Stofs
von derselben Stelle aus fortsetzt, die es vor dem Stolse erreicht
hat. Die Wirkung des Stofses besteht dann nur darin, dals die
Amplitude nach dem Stofse um ein wenig grofser wird, als sie ohne
Stofs sein wiirde. Nennen wir die unmittelbar vor dem Stofs gel-
tende Amplitude h;, so kénnen wir die Bewegung vor dem Stofse
darstellen durch:
z, = hycos (nt — @),

wo die Phasenconstante ¢, nur von der Wahl des Zeitanfanges
abhiingt. Die grofsere Amplitude nach dem Stofse sei k. Wir
konnen nicht annehmen, dafs die neue Bewegung dieselbe Phase
habe, miissen die Bewegung nach dem Stofse vielmehr schreiben:

@, = h cos(nt — @)

Die Bedingung, dafs der Stofs keine Verschiebung erzeuge, findet
dann ihren Ausdruck in der Gleichung x, =z, fir die Zeit des

Stofses, die wir { nennen wollen. Wir finden somit:
I €08 (1 — ;) = by co8 (n] — p,)

und sehen, dafs thatsiichlich ¢, im Allgemeinen von ¢, verschieden
sein wird. Die Folge eines solchen Phasensprunges ist aber die,
dafls ein gewisser Theil der Schwingung i#ibersprungen wird oder
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doppelt durchgemacht wird. In beiden Fillen wird dadurch die
Wiederkehr desselben Bewegungszustandes verschoben, verfritht oder
verspiitet, die Dauer der Periode also verfiilscht, und zwar werden
diese Phasenspriinge (g, — ¢,) um so grofser werden, je grofser h
gegen h, je stirker also die Stilse des Uhrwerkes sind. Der Gang
der Uhr ist dann unnormal und auch mit der Kraft des Werkes
verinderlich. Finden die Stofse vor einem Durchgang durch die
mittlere Lage statt, so wird die Periode verkiirzt, indem die Phase
vorwirts springt, finden die Stéfse nach dem Durchgang statt, so
springt die Phase riickwiirts und die Umkehr wird verspiitet, die
Periode also verliingert. Nur in einem einzigen Falle ist die letate
Gleichung vertriiglich mit der Forderung, dafs ¢, = ¢, bleiben soll,

wenn némlich die Zeit ¢ so gewiihlt ist, dafs beide Seiten gleich
Null werden, das heilst, wenn der Stofs in dem Augenblicke erfolgt,
wo das Pendel durch seine Gleichgewichtslage geht. Es ist diese
Erkenntnifs auch leicht daraus einzusehen, dafs die Zeit zwischen
einem Durchgang und dem niichsten stets eine halbe normale Schwin-
gungsdauer betriigt, unabhiingig davon, mit welcher Geschwindigkeit
der Weg in Folge des Stofses angetreten wird. Wenn die Zeit des
Stofses nicht verschwindend klein gemacht werden kann, so mufs
jedenfalls die Mitte derselben mit dem Durchgange zusammenfallen,
wodurch die Verlinderlichkeit des Ganges bei wechselnder Intensitiit
der treibenden Kraft wenigstens auf ein Minimum reducirt wird.

Die Erfiillung der angefithrten Bedingungen zu priifen, ist wichtig
fir Jeden, der mit Uhren zu thun hat, von denen eine grofse Prii-
cision des (Ganges verlangt wird. Der Erste, welcher den Einflufs
dieser Umstinde erkannt hat und dadurch die Constanz der
Pendelschwingungen fiir Zeitmessungen verwenden gelehrt hat, war
GAvmEr



Dritter Theil.
Dynamik eines Massensystems.

Erster Abschnitt.
Das Reactionsprineip.

§ 39. Newtons drittes Axiom.

In den vorangehenden Betrachtungen beschiiftigte uns die
theoretische Ableitung der Bewegungsgesetze eines einzelnen Massen-
punktes, auf welchen gewisse von aufsen gegebene Kriifte ein-
wirken. Wenn dabei bisweilen auf die Bewegungen ausgedehnter
Korper Bezug genommen wurde, so geschah dies nur, um anschau-
liche, der Beobachtung zugiingliche Beispiele anzufithren, in denen
indessen die Erscheinungen in derselben Weise verlaufen, wie dies
fiir den einzelnen Massenpunkt abgeleitet wurde. Als allgemeine Prin-
cipien fir die Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung
geniigten dabei die beiden Newron'schen Axiome vom Beharrungs-
vermdgen und von der beschleunigenden Wirkung der Bewegungs-
kraft. Wir gehen nun dazu iiber, gleichzeitig mehrere Massenpunkte
zu betrachten. Wenn die wirkenden Krifte, wie bisher, giinzlich
von aulsen vorgeschrieben sind, so werden wir nur eine vielfache
Anwendung der bereits gewonnenen Kenntnisse zu machen haben,
Jeder Massenpunkt bewegt sich dann ebenso, als wenn er allein
vorhanden wiire. In den nun folgenden Betrachtungen wollen wir
Jjedoch annehmen, dafs durch die Anwesenheit mehrerer Massenpunkte
Kriifte zwischen denselben auftreten, welche zu den eventuell vor-
handenen, von aufsen vorgeschriebenen Kriiften hinzukommen und
dadurch die Bewegungserscheinungen der einzelnen Massenpunkte
veriindern, oder auch bei Abwesenheit fremder Kriifte beschleunigte
Bewegungen der einzelnen Massenpunkte erzeugen.

Newron hat der Behandlung auch dieser Probleme eine Grund-
lage geschaffen, indem er als allgemeines Naturgesetz die Gregen-
seitigkeit aller zwischen den Koérpern wirkender Kriifte aufstellte.
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Er driickt dies in seinem dritten Axiome folgendermafsen aus:

yActioni contrariamsemper et aequalem esse reactionem,
sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse
aequales et in partes contrarias dirigi.*

Unter ,jactio, Wirkung, ist dabei die Kraft zu verstehen,
die ein Korper auf einen zweiten ausiibt, ,reactio*, Riickwirkung,
ist die Kraft, die dann notwendigerweise der zweite Korper
auf den ersten ausiilbt. Werden die beiden Kirper als diskrete
Massenpunkte vorgestellt, so ist die einzige durch ihre gegen-
seitige Lage bestimmte Richtung die gerade Verbindungslinie,
dieser miissen daher auch die Richtungen der Wirkung und
Ruckwirkung folgen, sie konnen dann also nur als Anziehungs-
oder Abstofsungskriifte gedacht werden. Das Axiom selbst spricht
aber diese Hypothese der Punktkriifte nicht aus.

Aufser der entgegengesetzten (leichheit der actio und reactio
liegt in diesem Satze stillschweigend die Anschauung ausgedriickt,
dafs die Anwesenheit eines dritten oder noch mehrerer anderer
Massenpunkte die gegenseitige Wirkung der beiden ersteren nicht
stort, dafs vielmehr die Kriifte zwischen allen moglichen Paaren
sich ungestrt superponiren oder geometrisch addiren, so dafs die
Wirkung, welche auf einen Punkt von vielen anderen Punkten zu-
sammen ausgeiibt wird, gefunden wird als die Resultante aller
einzelnen Kriifte. Ks ist diese Anschauung keine logische Noth-
wendigkeit, Man konnte sich auch denken, dafs ein Massenpunkt,
welcher bereits auf einen zweiten eine Kraft ausiibt, deshalb auf
einen dritten nicht mehr ebenso wirken kann, wie bei Abwesenheit
des zweiten. Es sind aber derartige Erscheinungen bisher noch
niemals beobachtet worden, wenigstens gelingt es in Fillen, welche
dafiir zu sprechen scheinen (z. B. Kraftwirkung zweier weicher
Eisenstiicke auf einander bei Annitherung eines Magneten) stets,
noch anderweitig veriinderte Zustiinde nachzuweisen, deren Wirkungen
dann auch noch superponirt werden miissen.

Man nennt jede riumliche Gruppirung von Massenpunkten,
welche mit Kriiften der eben besprochenen Art auf einander wirken,
ein Massensystem, und zwar heiflst dasselbe ein freies Massen-
system, wenn aufser diesen gegenseitigen Actionen und Reactionen
oder, wie man sagt, inneren Kriiften keine von aufserhalb her-
stammenden Einfliisse (iiufsere Kriifte) vorhanden sind.

Ebenso verschiedenartig wie nun die Richtungen der Ver-
bindungslinien aller Punkte eines freien Massensystems sind, so ver-
schieden sind auch die Richtungen aller inneren Kriifte, doch lassen
sich dieselben auf drei beliebig festgelegte, senkrechte Axenrichtungen
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zuriickfithren, wenn wir alle Kriifte in die entsprechenden drei Com-
ponenten zerlegen. Wir denken uns alle Punkte des Massensystems
in irgend einer Reihenfolge numerirt, greifen zwei derselben, m, und
mg, heraus und nennen den absoluten Betrag der von my auf m, aus-
geilbten Kraft K, y, 80 sagt der erste Theil des Axioms aus, dafs

Ky, o = Ko 0
sein mufs. Bildet nun die Richtung der Kraft K, y mit den posi-
tiven Axenrichtungen die Winkel «, 3, y, so werden die drei Com-
ponenten dieser Kraft:
Xeo =K, p.C0B0
Y.p=K, 50088
Zyp= K, 5.008%.
Da die Kraft Ky , entgegengesetzt gerichtet sein soll, so werden die
Richtungswinkel derselben durch e 4 x, § + x, ¥ + n bestimmt sein
und die Componenten der Kraft Kj , werden:
Xy, o = Ky a008(e = 1) = — Ky 5.C08
Y0 = Kp, o 08 (8 + @) = — Ky, q.c088
Zy, o = Ky, qc08(y £ ) = — Ky, ,.c087.

Die entgegengesetzte Gleichheit beider Kriifte fithrt also sofort zu
der Beziehung:

Xo o+ Xpa=0

Yoo+ Yp0=0

Zov + Zp,a = 0.

Dieselbe Betrachtung denken wir fiir jedes mogliche Punktepaar
des Massensystems, also fiir jedes Paar von zwei verschiedenen
Ordnungszahlen a und b, durchgefilhrt. Die ganze Schaar von
(Gleichungssystemen der vorstehenden Art konnen wir durch Addition
vereinigen, und finden so:

S-U{Xn.b + Xn, n) =0
e Yoo+ Yp0=0 b nicht = q.

z.b(za,b Zb.a)"“G

Diese Summen, tiber alle Punktpaare des Systems erstreckt, ent-
halten aber als Summanden schliefslich simmtliche gleichgerichtete
Componenten der iiberhaupt in dem System vorhandenen inneren
Kriifte, so dals wir dieselben Summen kiirzer und iibersichtlicher
darstellen konnen. Bezeichnen wir niimlich durch X, die Summe
aller derjenigen = Componenten welche einen Massenpunkt m, an-
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greifen, also die z-Componente der gesammten Kraft, welche m, von
den iibrigen Massen des Systems aus erfihrt, so werden simmtliche
im System vorkommenden z-Componenten offenbar durch > X, dar-
gestellt, Wenn ¥, und Z, entsprechende Bedeutung haben, so er-
halten wir als Resultat:

EGX" = 0

zu Yn =0 (87)
En Zu = 0,
die Summen erstreckt tiber simmtliche Punkte des freien Massen-

systems.

Diese drei Gleichungen sind eine directe Folge des Axioms von
der Gleichheit der actio und reactio, sie sind aber allgemeiner als
die Voraussetzungen, aus demen wir sie abgeleitet haben,
denn es wird hier nicht mehr gefordert, dafs die inneren Kriifte
nothwendig Anziehungen und Abstofsungen zwischen Punktpaaren
in Richtung ihrer Verbindungslinie, d. h. sogenannte Centralkriifte sein
miissen. Die Gleichungen sagen nur aus, dafs in jedem freien
Massensystem die gleichgerichteten Componenten aller vorhandenen
Krifte sich vernichten, wie auch die Richtung gewihlt werde. s
folgt daraus auch sofort, dafs im freien System die geometrische
Summe aller vorhandenen Kriifte gleich Null sein mufs. Die weiteren
Folgerungen aus diesem durch die (Fleichungen (87) dargestellten
Gesetze haben sich in der gesammten Physik ausnahmelos bestiitigt,
* das darin liegende Princip hat also erfahrungsmii(sig eine ganz um-
fassende Bedeutung, was manvon den besonderen Voraussetzungen
liber die Natur der Kriifte nicht beweisen kann. Wir wollen daher
die Gleichungen (87) als den eigentlichen Inhalt des dritten Newrox'-
schen Axioms ansehen und fiir jedes freie Massensystem als erfillt
Voraussetzen.

§ 40. Vom Schwerpunkt.

Aus dem eben besprochenen Princip lassen sich einige allge-
meine Gesetze fiber die moglichen Bewegungen eines freien Massen-
Systems unter dem Spiel seiner inneren Kriifte herleiten. Um aber
diese Gesetze in iibersichtlicher Form darzustellen, miissen wir zu-
Diichst einen fiir jedes Massensystem wichtigen Begriff aufstellen.
Derselbe hat nicht, wie sein Name ,Schwerpunkt“ erwarten liifst,
etwas zu thun mit der Schwerkraft noch mit irgend welchen anderen
Kriften, sondern er ist in rein geometrischer Art zn definiren als
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der mittlere Ort aller Massen des Systems. Denken wir uns die
Lagen aller Massenpunkte m, angegeben durch ihre auf ein festes
Axensystem bezogenen Coordinaten z,, ys, %, S0 konnen wir uns
zuniichst fiir die z-Richtung die Aufgabe stellen, eine Abmessung r
zu suchen, welche der Bedingung geniigt:

I-Emn = Emnmns

die Summen fither simmtliche Massenpunkte des Systems erstreckt.
Die x, konnen dabei selbstverstindlich, je nach der Lage der
Punkte, positiv oder negativ sein, und auch r ist als algebraische
Grofse aufzufassen. Die einzelnen z, geben alsdann die Abstinde
der einzelnen Massenpunkte von der auf der 2-Axe senkrechten
Coordinatebene (der y-x-Ebene) an, und r ist nach der aufgestellten
(leichung der mittlere Abstand aller Massen von dieser festen Ebene.
Wiiren alle Punkte m, von der gleichen Masse, so wiirde > m, nur
die Anzahl der vorhandenen Punkte angeben, und wir wiirden r als
das arithmetische Mittel aller z, finden. Wenn die m, aber von
ungleicher Grofse sind, so werden die verschiedenen z, ungleiches
Gewicht in der Summe bekommen; wir kénnen uns aber wohl vor-
stellen, dafs beispielsweise in einem doppelt so grofsen Massenpunkt
zwei solche von einfacher Grofse an demselben Orte vereinigt sind,
so dafs deshalb diese Coordinate zweimal in die Summe aufzu-
nehmen ist. In derselben Weise konnen wir fiir die y- und z-
Abmessungen zwei Coordinaten y und 3 aufstellen, welche den Be-
dingungen geniigen:
Y. > Mg = > M Ya

3o S M = DMy Za

und welche als mittlerer Abstand aller Massen des Systems von den
beiden anderen Coordinatebenen zu bezeichnen sind. Die drei
Coordinaten 1, v, 3 definiren einen durch die Lage aller einzelnen
Massenpunkte bestimmten Punkt des Raumes, den man den mittleren
Ort der Massen oder kiirzer den Schwerpunkt des Systems nennt.

Die Coordinaten desselben sind nach dem Vorhergehendeu:

Lo M
T Xm
Y = = ...f;v'.‘ff!_ (88)
2> Maa
3 > iy /
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Bei der Auffindung dieses Punktes haben wir uns auf ein be-
stimmtes Coordinatensystem gestiitzt, durch welches sowohl die
Oerter der einzelnen Massenpunkte wie auch der Ort des Schwer-
punktes angeben wurden. Wir haben nun zunichst zu zeigen, dafs
die durch Gleichung (88) definierte Lage des Schwerpunktes im Massen-
system nicht etwa von der besonderen Wahl der Coordinaten-Kbenen
abhiingt, sondern dass dadurch vielmehr ein nur durch die Gruppi-
rung der Massen bedingter Punkt bezeichnet wird. Wir werden
diesen Nachweis dadurch fithren, dafs wir das Coordinatensystem
in irgend eine andere Lage bringen. Bekanntlich ist jede Lage aus
der urspriinglichen abzuleiten durch eine Parallelverschiebung und
eine Drehung.

Bezeichnen wir die Abmessungen, welche sich auf das parallel-
verschobene Axensystem beziehen, durch o/, ¥, %/, so gelten die
Relationen:

z=o 4+ a
y=y +0b
x=2 40

in denen a, b, ¢ Constanten sind.
Die Schwerpunktscoordinate ¢ wird danach:

pu @A) L B

> my > mg
“withrend die auf das neue Axensystem beziigliche, nach der Vor-
schrift der Gleichung (88) gebildete Coordinate y ist:
P my &
b s i
sodafs man schliefslich erhiilt:
gk
Durch die gleiche Ueberlegung findet man:
y=1y -+
j=43 +e
Die Coordinaten des auf das neue Axensystem bezogenen Schwer-
punktes (x’ y’ 3) stehen also zu denjenigen des urspriinglichen Schwer-
punktes (r y 3) in derselben Beziehung, wie die Coordinaten jedes
festen Punktes in beiden Coordinatsystemen, mithin bezeichnet die
Gleichung (88) in allen parallel gerichteten Axensystemen denselben

Ort des Massensystems.
H. v, HELswours , Theoret. Physik, Bd. 1, 2,
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Nun werde das Coordinatensystem gedreht und die neuen Ab-
messungen durch 2’ y” 2’ bezeichnet. Man hat alsdann die Be-
ziehung:

@ =a"cosea + y" cos f + 2" cos y,

in welcher @, f, y die Winkel sind, welche die z-Axe vor der
Drehung mit den neuen, gedrehten drei Axenrichtungen bildet.
Zwei analoge Gleichungen stellen die Verbindung zwischen y, x und
den neuen Coordinaten her.

Die Schwerpunktsabmessung r wird danach:

>imy (743 cos @ + ya cos f + %4 cosy)
Mg

E=

kﬁ’fﬂ.i‘_cos +-Z ‘“y‘cosﬂ-{- 2‘ 'a %

Anderseits sind die auf Grundlage des neuen Axensystems
bestimmten Coordinaten des Schwerpunktes:

- f""' Y _ 2MaYa _ Dima %
: m ' b iy

so dals wir erhalten:

r=r"cose 4 Y cosf + 3" cosy.

Also auch hei der Drehung der Coordinaten veriindern sich die
Abmessungen des Schwerpunktes in derselben Weise wie diejenigen
eines festen Punktes. Ks ist hiermit bewiesen, dafs in jedem Coor-
dinatensystem der nach Vorschrift aufgesuchte Schwerpunkt eines
Massensystems dieselbe Lage zu diesem Massensystem besitzt, also
thatsiichlich unabhiingig von den Coordinaten ist.

Zu derselben Erkenntnifs kann man auch durch folgende Be-
trachtung kommen. Die gesammte Masse des Systems, > m,,
welche auf der rechten Seite der Gleichungen (88) als Nenner auf-
tritt, kann man jedem Summanden des Zihlers jener Gleichungen
zuerteilen und schreiben:

Sy 2 m.:ta %o
b=
3= S g
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Durch diese Umformung ist die Auffindung des Schwerpunktes
auf eine einfache geometrische Addition zuriickgefithrt, denn man hat
die Coordinaten der einzelnen Massenpunkte nur mit der zugehorigen

echt gebrochenen Verhiiltnifszahl —f‘; zu multipliciren, und alle

zu addiren. Nennen wir den Radius vector des a-ten Massen-
punktes r, und verjiingen denselben im Verhiiltnils m, : >} m,, so
erhalten wir eine gerichtete Strecke, deren Componenten die Be-
standtheile der vorstehenden Summen bilden, der Radius vector des
Schwerpunktes ist also die geometrische Summe der in den ange-
gebenen Verhiiltnissen verjiingten Radii vectores der einzelnen
Massenpunkte. Die geometrische Addition von Vectoren ist aber
ein Process, der von jeder Coordinatenrichtung unabhiingig ist.

Die gelieferten Nachweise fiir die eindeutig bestimmte Lage
des Schwerpunktes gegen die Punkte des Massensystems bleiben
dieselben, wenn man anstatt des Coordinatensystems das Massen-
system ohne Veriinderung der relativen Lage seiner Theile ver-
schiebt und dreht: Die Lage des Schwerpunktes im System bleibt
dabei unveriindert.

§ 41. Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes.

Die Componenten der Kraft, welche auf einen Massenpunkt
- m, wirkt, werden nach der Newron'schen Definition zu setzen sein:

d*z, d?

Xy =m, —d—::-“ - W(”‘a x,)
d? d?

Y, =m, T:'?" s dan (ma Ya) (89)
d? d®

Za = ma == g ()

Fiir jedes Element des Systems erhalten wir drei solche Com-
ponenten. Addiren wir die gleichgerichteten, so bekommen wir fiir
das Massensystem folgende drei Gleichungen:

o= ar =
%. X, = Pl ?,(ma z,)

3
S T = Sns) (894)

2 2y = ;?;'i‘ ;(mn %)

10*
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Es ist dabei auf den rechten Seiten erlaubtermafsen statt der
Summe von Differentialquotienten sogleich der Differentialquotient
von der Summe der in den einzelnen Gliedern zu differenzirenden
Grofsen gesetzt worden. Diese letzteren Summen in den drei vor-
stehenden Gleichungen bezeichnen die entsprechenden Coordinaten
des Schwerpunktes multiplicirt mit der Gesammtmasse des Systems,
welche wir als unveriinderliche Gréfse vor das Zeichen der Differen-
tiation setzen konnen. So findet man das Resultat:

T ()

Th- @) o
S o d*

Th=(Em) s |

Vergleichen wir dasselbe mit dem in Gleichungen (15) (Seite 29)
aufgestellten Ausdruck der auf einen einzelnen Massenpunkt wirken-
den Kraftcomponenten, so finden wir eine vollkommene formelle
Uebereinstimmung, die sich in Worten folgendermalsen aussprechen
lifst: Wenn auf die Punkte eines Massensystems beliebige innere
und #ufsere Kriifte einwirken, so wird sich der Schwerpunkt des
Systems ebenso bewegen, wie ein einzelner Massenpunkt von der
Grofse S)m,, welcher angegriffen wird von einer Kraft, deren Com-
ponenten > X,, > ¥,, 317, sind. Wir kinnen daher simmtliche
Erkenntnisse, die wir bisher iiber die Bewegungen eines einzelnen
Massenpunktes gewonnen haben, direct itbertragen auf die Bewegung
des Schwerpunktes von irgend welchen Massensystemen, zu denen
auch alle ausgedehnten starren Korper gehtren. Dadurch gewinnen
Jene Betrachtungen itberhaupt erst reale Bedeutung, denn wir haben
es bei unseren Beobachtungen immer mit ausgedehnten Massen zu
thun, withrend ein materieller Punkt nur eine Abstraction ist.

Die Schwerkraft und die dadurch verursachten Bewegungs-
erscheinungen waren eines der am frithesten behandelten Themata
der Dynamik, und da auch bei diesen Erscheinungen der mittlere
Ort der Massen zur iibersichtlichen Darstellung der Vorgiinge vor-
nehmlich betrachtet werden mufste, so nannte man denselben, als
den Angriffspunkt der Resultante aller Zugkriifte der Schwere, den
Schwerpunkt — centrum gravitatis; erst spiiter erkannte man die
allgemeinere Bedeutung dieses Begriffs. Die Schwere ist ja erfahrungs-
miifsig eine allgemeine Kigenschaft aller Massen; wenigstens geht bei
aller ponderablen, wiigbaren Substanz das Gewicht proportional der
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Grifse des Beharrungsvermidgens oder der Triigheit, welche das
eigentlich Wesentliche an dem Begriff der Masse ist. Beharrungs-
vermdgen ist indessen ein Begriff fiur sich, welcher auch getrennt
von der Eigenschaft der Schwere vorgestellt werden kann; deshalb
miifste man diesen ausgezeichneten Punkt richtiger mit ,centrum
inertine* bezeichnen. Der Name Schwerpunkt ist nun einmal im
Sprachgebrauch fest eingewurzelt, aufserdem kiirzer als alle anderen
Bezeichnungen, er wird daher beibehalten.

Wir wollen nun annehmen, dafs das betrachtete Massensystem
ein freies ist. Alsdann haben wir nach dem Reactionsprincip,
Gleichung (87) die Summen der Kraftcomponenten gleich Null zu
setzen, und erhalten als Differentialgleichungen der Bewegung des
Schwerpunktes, nach Unterdriickung des jedenfalls von Null ver-
schiedenen Factors S m,:

a*x
de*
L]
%‘.} =0 (90)

d? 3
=0 ]

= ()

Der Schwerpunkt eines freien Massensystems besitzt also nie-
mals eine Beschleunigung, die erste Integration liefert in Folge
" dessen constante Geschwindigkeitscomponenten, welche aussagen,
dafs der Schwerpunkt sich nur in geradliniger Bahn mit unver-
finderter Geschwindigkeit fortbewegen kann, gleichwie ein einzelner
Massenpunkt bei Abwesenheit von Kriiften seinem Beharrungsver-
mogen folgt. In diesem Sinne kinnen wir den eben gefundenen
Satz, soweit er sich auf starre Systeme bezieht, als eine Praecisirung
des ersten Newron'schen Axioms (Seite 26) ansehen, wenn wir nim-
lich corpus mit Schwerpunkt des Korpers und vires impressae mit
Aulsere Kriifte iibersetzen. Das jetzt mit Hilfe des Reactionsprincips
erkannte Gesetz ist aber umfassender, da es sich auch auf solche
Fille bezieht, in denen die einzclnen Theile des Systems ihre rela-
tive Lage veriindern konnen und unter der Wirkung der inneren
Kriifte beschleunigte oder verzogerte oder krummlinige Bewegungen
ausfihren. Man nennt das gewonnene Resultat das Gesetz von der
Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes freier Massen-
systeme. Dasselbe besitzt, soweit bis jetzt die Beobachtungen
reichen, gleich dem eng damit verbundenen Reactionsprincip, ganz
universelle Giiltigkeit.
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Wenn man die vollstindige Reihe von Bewegungsgleichungen,
welche die Kraftwirkungen zwischen den einzelnen Punkten eines
freien Massensystems zum Ausdruck bringen, aufgestellt hat, so
liefert das eben erkannte Gesetz sofort eine Integration mit sechs
disponiblen Constanten, welche die Anfangslage und die Geschwindig-
keitscomponenten des Schwerpunktes bezeichnen. In vielen Fillen
interessiren bei einem freien System nur die gegenseitigen Lagen-
inderungen der einzelnen Punkte, wihrend die translatorische Be-
wegung des mittleren Ortes der Massen im Raume gleichgiiltig
bleibt; alsdann setzt man willkiirlicher Weise diese sechs Constanten
gleich Null, nimmt also den Schwerpunkt als ruhend im Nullpunkt
der Coordinaten an.

§ 42. Von den Rotationsmomenten.

Wir haben nun zu fragen, von welcher Art die Bewegungen
in einem Massensystem, dessen Schwerpunkt ruht, ttberhaupt noch
gein konnen. Fir starre Systeme bleiben, wie man ohne Weiteres
giecht, nur noch Drehungen fibrig, um irgend welche durch den
Schwerpunkt gehende Axen, in beweglichen Systemen kénnen auch
Bewegungen in radialer Richtung zu jenen hinzukommen und da-
durch grofsere Mannigfaltigkeit der Bahnen erzeugen. Um die
(Gesetzmiifsigkeiten dieser Bewegungen fibersichtlich darzustellen,
milssen wir zuniichst wieder einige Begriffe einfithren.

Wir denken uns zu dem Zwecke die Punkte des Massensystems,
dem allgemeineren Falle entsprechend, frei beweglich und greifen
zuriick auf die zu Anfang des vorigen Paragraphen aufgestellten Diffe-
rentialgleichungen (89). Wir weisen der z-Axe dadurch eine Sonder-
stellung in der folgenden Betrachtung an, dafs wir die dritte jener
(#leichungen fortlassen, und mit den beiden anderen allein eine
Umformung vornehmen. Fiir den Massenpunkt m, benutzen wir
also die beiden Gleichungen:

= d*x
..X, = M, ‘—‘]-t—iﬂ-‘
d*y,
o

Wir erweitern die erste mit y,, die zweite mit z, und bilden
die Differenz der linken und der rechten Seiten. KEs wird durch
diese Operation aufser der Sonderstellung der z-Axe auch noch
eine zuniichst willkiirliche Reihenfolge der z- und y-Axe festgesetzt,
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je nachdem man die zweite Gleichung von der ersten oder die erste
von der zweiten abzieht. Wir wollen die letztere Anordnung wihlen,
weil sich bei derselben die Drebung, welche die + z-Richtung auf
kiirzestem Wege in die -+ y-Richtung tiberfilhrt, positiv ausfillt, also
mit dem fiblichen Sinne einer positiven Drehung iibereinstimmt.
Das Resultat dieser Umformung ist die Gleichung:

S d*y d*x
Yoz, — Xoya =myg . ,‘{“"; Ty — _d‘iiq'ya

Das Bedeutsame dieser Combination der beiden Gleichungen
liegt darin, dafs die rechte Seite sich als ein vollstindiger Differen-
tialquotient herausstellt, also in allen Fillen, wo die linke Seite
integrabel erscheint, eine Integration erlaubt. Hs ist niimlich:

d(dy _dz \ d'y _ dy dz dz dy &z
AV TR T Al T TR Rl A e T

Die beiden mittleren Glieder der Entwickelung heben sich fort
und es bleibt derselbe Ausdruck iibrig, der in der gewonnenen
Gleichung die rechte Seite bildet; wir erhalten also:

3 d iy du,
Yoz, — Xy Yo = di {’“a ( d{:- s d;.yﬁ)}

Entsprechende Gleichungen denken wir uns nun fiir simmtliche
Massenpunkte des Systems gebildet, und alle addirt:

g(Y.z.—X,y.)= :"'En:{mn idy%z. — d;: ya)}.

Ebenso, wie wir im Vorhergehenden der z-Richtung eine Aus-
nahmestellung ertheilten, konnen wir auch die 2- und die y-Richtung
absondern, und erhalten im Ganzen folgende drei Gleichungen:

(G = n)]

dz, dz,
l e ("a'r% - Gre)

o d
24(4 Yo — Yo %)=
a

o1

Ti
> d
D (Xaza = Zy 1) = E"'E
a a
d
dt

g(}’a%—- aYa)= =

Die auf der linken Seite dieses Gleichungssystems auftretenden
Summen nennt man die Rotationsmomente der Krifte bezogen
~auf die 2-Axe (erste Gleichung), y-Axe (zweite Gleichung) und z-Axe
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(dritte Gleichung). Die anderen Summen, deren zeitliche Differential-
quotienten die rechten Seiten der Gleichungen bilden, heifsen die
Rotationsmomente der Geschwindigkeiten oder auch der Be-
wegungen, bezogen auf die drei Coordinataxen. Das Wort Moment
(eigentlich movimentum) findet sich in mehrfacher Anwendung zur
Bezeichnung verschiedenartiger Begriffe, die sich an die Bewegung
von Massen kniipfen. So wird bisweilen die Bewegungsgrofse, das
Product einer Masse multiplicirt mit ihrer Geschwindigkeit, als das
Moment der Bewegung bezeichnet, hier haben wir zwei Arten von
Rotationsmomenten kennen gelernt, spiiter werden wir noch von
dem sogenannten Triigheitsmoment einer Masse in Bezug anf eine
Axe zu reden haben. Man mufls sich also vor dem Irrthum hiiten,
dergleichen als Momente bezeichnete Grofsen fiir Begriffe derselben
Art oder Dimension zu halten.

Das Charakteristische an der Bildungsweise der Rotations-
momente besteht darin, dafs sie zusammengesetzt sind aus Producten
zweier senkrecht auf einander stehender Vectoren, von denen die
einen Coordinaten von Punkten, also gerichtete Strecken sind,
withrend die anderen Componenten von Kriiften oder Geschwindig-
keiten sind. Wenn man sich diese letzteren ebenfalls als Strecken
versinnlicht, wie wir das auch schon frither gethan haben, so sieht
man sogleich, dass die Rotationsmomente sich durch Flichengrofsen
in den drei Coordinatebenen werden veranschaulichen lassen. Im
Einzelnen erhellt dies aus folgender geometrischen Betrachtung. Wir
denken uns in der (z,y)-Ebene vom Anfangspunkt aus zwei ge-
richtete Strecken gezogen, die eine sei bezeichnet durch r, ihre
Componenten durch z und y, die andere Strecke sei B mit den
Componenten X und Y. Es lifst sich leicht zeigen, dals die doppelte
Fliche des von r und R begrenzten Dreiecks fiir jede Lage der
beiden Vectoren gegeben ist durch:

24 = Ym-—-Xy.

Unter einer Dreiecksfliche verstehen wir gewShnlich einen absoluten
Werth; der hier gegebene Ausdruck kann indessen positiv oder
negativ ausfallen, und zwar wird er in dieser Anordnung positiv,
wenn die Richtung » in die Richtung R auf kiirzestem Wege durch
eine positive Drehung tibergefithrt wird. Positive Drehung ist dabei,
wie allgemein acceptirt, diejenige, welche die 4 z-Richtung auf
kiirzestem Wege in die + y-Richtung tiberfithrt. Denken wir uns
die beiden Vectoren » und R nicht in die (#, y)-Ebene fallend, sondern
im Raume liegend, so werden dieselben auch noch Jje eine Compo-
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nente in der Richtung der z-Achse haben, die wir entsprechend
durch » und Z bezeichnen wollen. Das durch » und R bestimmte
Dreieck liegt dann in irgend einer gewissen Ebene im Raum, deren
Richtung man am besten durch die Winkel bestimmt, welche die
Normale auf der Ebene mit den Coordinataxen einschliefst. Um bei
der Angabe dieser Winkel Zweideutigkeiten zu vermeiden, ist es
indessen nothig, festzusetzen, nach welcher Seite der Dreiecksebena
die Normale errichtet werden soll. Da zuniichst die beiden Vectoren
ganz gleichartig sind, ist diese Festsetzung beliebig, wir wollen jedoch
in Uebereinstimmung mit der vorangehenden Betrachtung des Drei-
ecks in der (z, y)-Ebene, welches positiv war, wenn r in R durch
eine positive Drehung iibergefiihrt wurde, festsetzen, dafs die positive
Richtung der Normalen nach derjenigen Seite zeige, welche die
+ x-Axe auf der (z, y)-Ebene bestimmt. Diese Lage wird nun
allgemein durch folgende Regel angegeben: Man denke sich in der
+ 2-Axe liegend, die Fiifse im Anfangspunkt, und sehe die + y-Axe
an, dann ist die -+ x-Axe nach links gerichtet. Dementsprechend
bestimmen wir die positive Normale auf der Dreiecksebene folgender-
maBen: Man denke sich in den Vector » versetzt, die Fiifse im An-
fangspunkt, und blicke nach dem Vector R Die positive Normale
wird dann durch die Richtung des linken Armes bestimmt. Diesds
Dreieck kann auf die drei Coordinatebenen projicirt werden, und
man sieht ohne Weiteres, dafs die doppelten Flichen der drei
Projectionsdreiecke gegeben sind durch:

24, = Zy — Yz
2Ay =Xz— VA } (92)
24, = Yz - Xy

Anderseits kann man aber die Projectionsfliichen ausdriicken durch
die im Raume liegende Dreiecksfliiche 4 und die Cosinus der Neigungs-
winkel der betreffenden Ebenen. Diese letateren sind gleich den
Winkeln zwischen der positiven Normalen auf 4 und den drei
Axen; diese Winkel bezeichnen wir durch (m @), (m ), (n,2), sie
sind kleiner als zwei Rechte. Man findet:

24,=24.co08(n, x)
24, =24.cos(n, y) ’ (92a)
24,=24.co08(n, 2)

Auch bei dieser Darstellung sieht man, dafs nach Annahme eines
positiven Werthes 4 die Projectionsflichen positiv oder negativ
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werden konnen, ndmlich je nachdem die Neigungswinkel spitz oder
stumpf sind.

Die Summe der drei Cosinusquadrate ist bekanntlich gleich 1,
man findet daher:

24 = +Y(@4) + 24) + (24)" |
= +V %y = Y3P + (Xx — Zap + (Ya—Xyp® |

und die drei Richtungswinkel der positiven Normalen auf 4 werden
dann;

(921)

cos (n, x) = z—:;—

4
cos (n, y) = —j’— (92¢)
cos (n, z) = f"

Die rechten Seiten der Gleichungen (92) stimmen formell mit den
einzelnen Gliedern der eingefithrten Rotationsmomente iiberein, doch
gind die hier betrachteten Dreiecksflichen rein geometrische Grofsen,
withrend in jenen Rotationsmomenten der eine der beiden combi-
nirten Vectoren physikalischer Natur ist, eine Gieschwindigkeit oder
eine Kraft. Man kann indessen jede Art von gerichteter Grofse,
gei deren Dimension, welche sie wolle, darstellen als Product eines
ungerichteten (skalaren) constanten Factors und einer gerichteten
Strecke. Die Grofse jenes constanten Factors ist willkiirlich ein-
fir allemal festzusetzen und spielt nur die Rolle eines Mafsstabes,
die Dimension desselben wird aber durch die Natur des Vectors
bestimmt, und ist fiir Geschwindigkeiten [7'7"], fir Krifte (M 7?).
Fithren wir nun in den Rotationsmomenten solche Darstellungen der
physikalischen Vectoren ein, so tritt der ungerichtete Maalsfactor
als gemeinsamer Bestandtheil vor den ganzen Ausdruck, und die
zuriickbleibende Summe enthiilt dann in der That nur solche aus
geometrischen Streckencomponenten gebildete Ausdriicke, deren Sinn
als doppelte Dreiecksflichen mit algebraischem Vorzeichen wir soeben
abgeleitet haben. Wir konnen daher diese Betrachtungen direct
auf die einzelnen Glieder der Rotationsmomente iibertragen und
auch von den iiber alle Punkte des Systems summirten vollstindigen
Ausdriicken, welche als algebraische Summen von gleichgerichteten
Dreiecksfliichen erscheinen, erhillt man einen anschaulichen Begriff.

Die Rotationsmomente sind somit gerichtete Grofsen, ihre
Richtung ist die Normale auf der Ebene, in welcher die Drei-



§ 42. VON DEN ROTATIONSMOMENTEN. 1556

ecksflichen liegen, also die in den Ausdriicken ausgesparte Axe,
und zwar je nachdem die algebraische Summe grofser ader kleiner
als Null ausfillt, die positive oder negative Axenrichtung. Man
kann deshalb die Gesetze der geometrischen Addition auf die
Rotationsmomente anwenden, man kann dieselben in verschieden
gerichtete Componenten zerlegen, und man kann dieselben zu einer
Resultante von bestimmter Grifse und Richtung zusammenfassen,
welche man das Hauptrotationsmoment nennt. Ferner wird es
moglich, nach Auffindung des letzteren, die drei Rotationsmomente
fiir jedes andere beliebig gerichtete Axensystem zu finden, indem
man das Hauptmoment multiplicirt mit den Cosinus der Winkel,
welche die Hauptrotationsaxe mit den Coordinatenaxen bildet.

Fir einen einzelnen Massenpunkt haben wir das resultirende
Hauptrotationsmoment und die Richtung der positiven Axe desselben
veranschaulicht durch ein im Raume liegendes Dreieck, dessen
Grdfse und Richtung durch die Gleichungen (92b und c) angegeben
wurde; die auf das ganze Massensystem erstreckten Rotations-
momente entsprechen algebraischen Summen von Dreiecken, welche
keine bestimmte Gestalt mehr besitzen, sondern nur bestimmte
Fliichengrifse und Richtung haben. Dies geniigt aber, um mit
Hiilfe der Gleichung (92b) den Flichenwerth 4 zu berechnen, welcher
nach Erweiterung mit demselben konstanten und ungerichteten Factor,
der in den Componenten vorkommt, das Hauptrotationsmoment des
" ganzen Systems ergiebt. Auch die Richtung der Axe dieses Haupt-
momentes ist durch (92¢) gegeben. Kine selbstverstiindliche Folge
ergiebt sich fiir den Fall, dafs man das Axensystem so gedreht hat,
dafs eine Axe, etwa die z-Axe mit der Axe des Hauptmomentes
zusammenfillt,. Dann ist das Rotationsmoment um die x-Axe das
Hauptmoment, die Momente um die z- und y-Axe sind alsdann
aber Null.

Die bisherigen Betrachtungen gelten in gleicher Weise sowohl
fir die Rotationsmomente der Kriifte wie die der Bewegungen.
Wenn wir nun fragen, welchen Einfluls eine Parallelverschiebung
des Coordinatensystems, also die Substitution:

2= 4 a
ywy b
x=8+0

auf die Werthe der Rotationsmomente iibt, so haben wir zwischen
Kriiften und Geschwindigkeiten zu unterscheiden, obwohl beide Arten
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von Grifsen bei solchen Verschiebungen die Werthe ihrer Compo-
nenten nicht #indern. Fiir die Kriifte erhiilt man:

%:(Z“y,l — Yo%) = ?(Zay'n — Yo%) + (b%"Zu - cg Y,)
?(X, %o — Zay) = ‘?(X“z', — Z,@,) + (cEa:X,l - agzn)
;(yn% = Xnyu) = g( a®a —Xuy'u) ] (“g Y, — b);'-‘Xﬂ)

Die ersten Summen der rechten Seiten geben die Rotationsmomente fiir
die neuen Coordinaten. Dieselben stimmen mit denen fiir die alten
Coordinaten iiberein, wenn die iibrigen rechts auftretenden Betriige
verschwinden. Die Rotationsmomente der Kriifte bleiben also bei
Parallelverschiebung der Coordinaten unveriindert, erstens wenn:
SX%=3Y%=32=0
ist, wenn wir es also Iedlghch mit den inneren Kriiften eines freien
Massensystems zu thun haben, und zweitens in dem singuliren
Falle, dafs die Verschiebung des Coordinatenanfangspunktes in der-
selben Richtung erfolgt, in welcher die Resultante aller Hulseren
Kriifte den Schwerpunkt des Systems angreift; alsdann ist nimlich:
X DY, : > Zmarb:o

und die zweite Hiilfte der rechten Seiten der vorstehenden Gileichungen
verschwinden ebenfalls,

Betrachten wir nun die Rotationsmomente der Bewegung bei
dieser Coordinatenverschiebung:

dz’ﬂ d!la dz’ﬂ ’ dya ’ ( ,
E.;""(_d? at ) m (dt s d:“’“) b2ima d""’z s T
dxz, d%, X dx, , az, dz,
2ima (ET""" ~ 9 “"ﬂ) 2m (da = "’«) + ( o Sm zr —am. '?1':")
il dy da, d:; o d:r: 7 da:
- 80) - o - ) s e
Die zweiten Glieder der rechten Seiten, welche die formale Ueber-
einstimmung der Ausdriicke in beiden Coordinatensystemen stdren,

lassen sich durch die Componenten des Schwerpunktes (Gleichung (88),
Seite 144) in eine andere Form bringen. Denn es ist:

dy

SmG a 2’”‘”“ (Sme) 3
d d = d

> "“n}%ﬁ - ;; 2maya = (Xma) ',,&?

- d"’n
Zm‘,—}h— Ema 2e = (Sim, ) TR
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Jene auf der rechten Seite der transformirten Rotationsmomente
der Bewegung auftretenden Glieder verschwinden und die Rotations-
momente der Bewegung bleiben bei Coordinatenverschiebungen unver-
findert, erstens, wenn:

i _dy_dy
T e R .
d. h. wenn wir es mit einem System zu thun haben, dessen Schwer-
punkt sich nicht bewegt, und zweitens, wenn:
or . gy ay . .
i’ ihgprasie
ist, also in dem singuléren Fall, dafs die Verschiebung des Coordi-
natenanfangspunktes parallel der Bewegung des Schwerpunktes erfolgt.

§ 43. Erhaltung der Rotationsmomente der Bewegung.

Nachdem wir im vorangehenden Paragraphen die Bedeutung
und die Eigenschaften der auf die drei Coordinataxen bezogenen
Rotationsmomente der Kriifte und der Bewegungen auseinander-
gesetzt haben, kehren wir zuriick zu den Differentialgleichungen (91),
welche die Verbindung beider Arten dieser Grifsen herstellen und
suchen zuniichst diejenigen Fille auf, in denen sich die Integration
am einfachsten gestaltet, in denen niimlich die linken Seiten, die
Rotationsmomente der Krifte, gleich Null sind. Dieser Fall tritt
erstens ein, wenn gar keine Kriifte wirken, wenn sich also ein oder
mehrere Massenpunkte nur ihrem Beharrungsvermogen entsprechend
ungestirt im Raume bewegen. Zweitens tritt dieser Fall ein, wenn
alle Kriifte, welche die einzelnen Massenpunkte angreifen, nach dem
Anfangspunkt der Coordinaten gerichtet sind oder geradlinig in
Richtung der Radii vectores vom Anfangspunkt wegweisen. In
diesem Fall ist niimlich fir jeden Massenpunkt m,

KXot Yo't Zy =0, % 5%,

eine Proportionsfolge, aus welcher sofort hervorgeht, dafs die einzelnen
Glieder der Rotationsmomente der Kriifte, jedes fiir sich, gleich
Null werden. Denn wenn beispielsweise X, : ¥, = , : y, ist, so ist
Yoz, — Xa Yo = 0.

Drittens aber tritt der genannte Fall ein, wenn siimmtliche
vorhandene Kriifte innere Kriifte sind, welche dem Reactionsprincip
folgen unter Aufrechterhaltung der besonderen Hypothese, dafs
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die Richtung der Kraftwirkung, welche zwischen je zwei Punkten
stattfindet, die gerade Verbindungslinie der beiden Orte ist. Um
diese Behauptung zu beweisen, wollen wir zuniichst ein einzelnes
Paar von Massenpunkten herausgreifen. Ks seien dies m, und my.
Die Componenten der auf m, ausgeiibten Kraft, soweit dieselbe von
der Anwesenheit der Masse my herrithrt, seien, wie frither, bezeichnet
durch X, 5, Yo 6 Zo,u die entsprechenden Componenten, welche my
angreifen, seien Xy oy Yy,a, Zpo- Dann ist nach dem Reactionspricip:

xb,a P Xn.l:
Yb.a W ‘o Yn.b
Zya= —Zop

Die Hypothese, dafs die wirkenden Kriifte Anziehungen oder Ab-
stofsungen in Richtung der Verbindungslinie sind, findet ihren Aus-
druck in der Proportionsfolge:

Xoot Yo,0:%gp=Xpat Yp,0: Zp0 = (@5 — o)t (Yp — Ya) : (Xo — %Za)
= (2o — 5): (¥a — ¥5): (Ra — 25).

Denn (2 — o), (s — %), (% — %) sind die Componenten der Strecke,
welche m, mit mp verbindet. Sondern wir aus den vorstehenden
Angaben die Proportion ab:

Yo5 Yo Y

Xop To—p
go finden wir:

Ya.t-ﬁ’n — X p%p — Xu.b-ya + Xn,ll'yb =0
oder schliefslich:

(Yo, 6% + Yo,a-26) — (Xa5+Ya + Xp,a-49) = 0.

Wenn die beiden Punkte m, und my die einzigen vorhandenen sind,
so ist der hier entstandene Ausdruck bereits das vollstiindige Rota-
tionsmoment der Kriifte bezogen auf die x-Axe. Zwei analoge
Gleichungen, welche sich auf die 2z-Axe und die y-Axe beziehen,
lassen sich in gleicher Weise herstellen, und man erkennt, dals aus
der Annahme der besonderen Hypothese der Centralkriifte die
Rotationsmomente der Kriifte fiir jedes Punktepaar gleich Null
werden. Besteht das Massensystem aus einer grofseren Anzahl von
Punkten, so kann man fiir jedes mdgliche Paar die verschwinden-
den Kraftmomente aufstellen und alle zusammenfassen zu Summen
von der Form:
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?__; {(Zn.lyn"l‘ Zy,aYy) — (qugx. -+ Yﬁ.ﬂx’ll)} =0
§ {(Xn,bza‘i'xh,nxb) — (Zap 20 + Zp,a a:h)} =0 a nicht = b
12:; {‘Yﬁ.bza"" Yﬁ,uxb) r— (X,,bya + A'b.uyb)} =0

In diesen Summen kommen aber schliefslich alle in dem freien
Massensystem wirkenden Kraftcomponenten in der fiir die Rotations-
momente charakteristischen Verbindung mit den Coordinaten der
angegriffenen Massenpunkte vor, und wenn wir, ebenfalls wie frither
in § 39, setzen,

2’,\',,, = X, etc.,

80 konnen wir die vorstehenden Summen einfacher schreiben in

der Form: ¥
E{Za% - Yaz)=0
a

S (Xa % — Zowg) =0 (93)

E(Ya% — Xaya)= 0,

d. h. die Rotationsmomente der Kriifte werden unter den Bedingungen,
die fiir Punktsysteme gelten, nothwendig gleich Null.

Da die Folgerungen, die sich aus dem Verschwinden der Kraft-
momente ergeben, soweit bis jetzt Erfahrungen reichen, ganz allge-
mein bestitigt werden auch in Fillen, wo die besondere Anschau-
ung von den Centralkriiften zwischen Punktpaaren unzutreffend oder
wenigstens nicht geboten erscheint, so wollen wir diese Gleichungen (93),
welche direct aus dem dritten Axiom folgen, aber allgemeiner sind,
als die Voraussetzungen, unter denen dieselben abgeleitet wurden,
als eine zweite wichtige principielle Eigenschaft der inneren Kriifte
eines freien Massensystems den frither aufgestellten Gleichungen (87)
an die Seite setzen. Ks ist ausdriicklich darauf hinzuweisen, dafs
der logische Procefs, durch den wir, von den Centralkriiften zwischen
Punkten ausgehend, die Gleichungen (93) folgerten, sichnicht um-
kehren lifst, dafs also diese Gleichungen nicht als Zeugnifs fir die
Richtigkeit jener Hypothese angesehen werden konnen. Wenn man
von einer geraden Anzahl von einzelnen Grifsen voraussetzt, dafs
sie sich paarweise vernichten, so folgt zwar daraus nothwendig. dalfs
ihre Total-Summe ebenfalls Null ist; wenn man aber erkannt hat,
dafs eine Summe von algebraischen Gréfsen gleich Null ist, so ist
es zwar hinreichend, aber nicht nothwendig, dafs ihre Glieder sich
paarweise vernichten,
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Wir wollen nun die Gleichungen (98) als erfiillt ansehen. Aus
den Gleichungen (91) erkennt man, dass alsdann die zeitlichen
Differentialquotienten der Rotationsmomente der Bewegungen gleich
Null sind, dafs also diese Momente selbst withrend der Bewegung
irgend welche constanten Betriige beibehalten miissen, welche die
Rolle von Integrationsconstanten spielen. Wir bezeichnen dieselben
durch 4, B, C, und erhalten:

E{Wa(%ya = %%a)}

Il

4

S | .

~d] dya dx, o
Z{ma('ﬁ"“l’u—'—d_‘ .'ln)}—c- J

Dieses Resultat nennt man das Gesetz von der Erhaltung der
Rotationsmomente. Dasselbe gilt in allen Fillen, in welchen die
Gleichungen (98) erfilllt sind, d. h. erstens, wenn gar keine Kriifte
wirken, zweitens wenn iufsere Krifte da sind, deren Richtungen
itberall radial zu der Drehungsaxe stehen und endlich drittens in
Jedem freien Massensystem. Nun hatten wir im vorigen Paragraphen
die Rotationsmomente als gerichtete Gréfsen kennen gelernt, welche
sich als Componenten zu einer bestimmten Resultante, dem Haupt-
rotationsmoment, zusammenfassen lassen. Die Intensitiit des letzteren
ist durch eine gewisse Flichengrofse charakterisirt, die Richtung
derselben durch die Normale auf der Ebene, in welcher jene Fliche
liegt. Wenn nun unter den hier angefithrten Verhiiltnissen die drei
auf die Coordinataxen’ bezogenen Rotationsmomente der Bewegungen
die constanten Werthe 4, B, C bewahren, so wird auch die Resultante,
das Hauptrotationsmoment den absoluten Betrag R =}/ 4% + B? 4 (?
beibehalten und die Ebene, in welcher die charakteristische Flichen-
grofse dieses Hauptmomentes liegt, hat ebenfalls eine feste Richtung,
welche durch die Cosinus der Winkel gegeben wird, welche die
positive Normale n» der Ebene mit den Axenrichtungen bildet,
niimlich:

cos (n, ) = “;

D
c08 (m, 1) =

c
cos (n, 2) = 7
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Betrachtet man also cin freies Massensystem, dessen Schwerpunkt
entweder ruht oder sich in einer gleichféormigen Fortbewegung be-
findet, welche man aufser Acht lifst, so kann man stets ein Coordi-
natensystem so legen, dafs der Schwerpunkt den Anfangspunkt bildet
und dafs die eine Axe, z B. die x-Axe, mit der positiven Normale
der genannten Ebene, also mit der Axe des Hauptrotationsmomentes
R zunsammenfillt. Die (z, y)-Ebene bildet dann die Hauptrotations-
ebene und bleibt dies withrend der ganzen folgenden Bewegung.
Man nennt diese Ebene die invariabele Ebene des freien Massen-
systems. So besitzt jedes Doppelsternsystem und jedes Planeten-
system seine invariabele Ebene, welche bei Verriickung des Schwer-
punktes sich zwar mitbewegt, aber stets sich selbst parallel bleibt.
Wegen der Beziehung der Rotationsmomente zu gewissen ge-
richteten Flichengrofsen kann man dem Gesetz von der Erhaltung
der Rotationsmomente noch einen anderen anschaulichen Ausdruck
geben. Betrachten wir ein einzelnes Element des x-Momentes

und fithren wir in der (z, y)-Ebene Polarcoordinaten ein:
Xy = 0, . COB 1},

Yo = 0q .80,

da,  do, : d
7 e ¥ i co8 ¥y — 04 8In Yy i
d iy, K d0a . d i,
ST sin ¥y + 04 €089y i

Nach Einfihrung dieser Ausdriicke erhalten wir:

dy duw, do, v hae bt L
t”“ o t“ Yo = Og - d-;- €08 i, sin i, + 0f cos® I, - -d't“
do : P
— Og+ - r-“:- cos i, 8in &, + 0d sin? 9, - 3 “"
oder
dys dx, , @17 0 dity
e 10 e = e LN e ot S a5
l'if T\'l I‘i! .’!a {‘i‘l dt dt ( )

Der Zihler oid &, milst die doppelte Fliche des schmalen Drei-
ecks, welches g,, d. h. die Projection des Radius vector von m, auf
der (z, y)-Ebene in dem Zeittheilchen d¢ durchstreicht, d. h. also der
Ziihler bezeichnet den doppelten Betrag des Zuwachses, welchen die
iiberhaupt seit Beginn der Bewegung von der Projection des Radius
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vector bestrichene Fliche in der (z, y)-Ebene withrend des Zeit-
elementes erfihrt. Dieser Zuwachs ist positiv, wenn die Drehung
von g, positiv ist, wenn %, also wiichst. Da nun dieses Flichen-
rlii*'erentis,l durch d¢ dividirt ist, stellt der Ausdruck den zeitlichen
Differentialquotienten der doppelten bestrichenen Fliiche in der
(#, y)-Ebene dar. Gleiche Betrachtungen gelten fiir die Projectionen
des Radius vector auf die beiden anderen Grundebenen und be-
ziehen sich gleichmiissig auf simmtliche Massenpunkte des Systems.

Bezeichnet man also die drei Fliichengrfsen, welche seit der Zeit
t=0 von den Projectionen des Radius vector von m, in den
drei Coordinatebenen durchstrichen worden sind, durch } F, (y, %),
+Fa (%), }Fy (2, y), so kann man die Gleichungen (94) in folgender

Form schreiben:
E{ma d Fy (y,x]}_A

S
E:m dF, (ﬂw)]* 0.

Die links stehenden Summen von Differentialquotienten kann man
in die Differentialquotienten von Summen verwandeln und man
findet durch eine einfache Integration:

Simg . Fy (%) = A.¢
a

d F,l {z, .r)_ e

N'mg . Fy (z,2) = B. ¢

> a (&) (96)
:Sma A (2yy) = C.t.

a

Auf der rechten Seite additive Constanten hinzuzufiigen ist deshalb
unnithig, weil die Flichen ¥ als Functionen der Zeit so definirt
wurden, dafs sie zur Zeit ¢ = 0 selbst auch gleich Null sind. Diese
Gleichungen sagen aus, dafs die links stehenden Summen proportional
der Zeit wachsen. Diese Summen kann man sich als algebraische
Summen von Flichen vorstellen, welchletztere aber nicht alle mit
gleichem Gewicht in die Summe eingehen, sondern proportional der
Grofse des zugehrigen Massenpunktes m, cingefiigt werden miissen.
Dann kann man den Sinn der letzten Gleichungen auch folgender-
mafsen in Worte kleiden: Jede der drei Flichensummen wiichst
in gleichen Zeiten um gleiche Betriige, es werden in gleichen
Zeiten gleichwerthige Flichenriiume durchstrichen. Wegen dieser



§43. ERHALTUNG DER ROTATIONSMOMENTE DER BEWEGUNG. 163

Betrachtungsweise wird die gefundene Consequenz des Reactions-
princips oft bezeichnet als das Princip der Erhaltung der
Flichen. Auch lifst sich nach den vorangehenden Betrachtungen
ohne weiteres einsehen, dafs die invariabele Ebene, wenn man sie
zu einer Coordinatebene macht, das Maximum der durchstrichenen
Fliichengrofse liefert, wiihrend in beiden darauf senkrechten Ebenen
die Flichensumme gleich Null bleibt.

Fiir den allgemeinen Fall ist diese Ausdrucksweise wegen der
verschiedenen Grofse der einzelnen Factoron m, nicht gerade priicis
and kann zu Irrthitmern fihren. Haben wir indessen lauter gleich
grolse Massenpunkte, so kann man deren Masse vor das Summen-
zeichen setzen und hat dann allerdings thatsiichlich nur mit gleich-
werthigen Flichensummen zu thun. Entstanden ist dieser Ausdruck
fir das Gesetz urspriinglich aus der Betrachtung eines einzelnen
Massenpunktes, dessen Zustand sich mit den Voraussetzungen der
(Gleichungen (98) vertriigt, auf den also entweder gar keine Kraft
wirkt, oder eine solche, welche auf den Anfangspunkt hinweist oder
von diesem wegweist. Denken wir uns einen Massenpunkt, welcher
sich in Folge seines Beharrungsvermdgens in irgend einer geraden
Linie mit constanter Geschwindigkeit fortbewegt, so wird dieser
Punkt in gleichen Zeiten gleiche Strecken auf dieser Geraden zu-
riicklegen. Die vom Radius vector withrend dieser Zeiten durch-
strichenen Fliichen sind alsdann Dreicke, deren Grundlinien gleiche

.Liinge haben und deren Hohe die unveriinderliche Liinge des Lotes
ist, welches vom Anfangspunkt auf die gerade Linie der Bahn ge-
fillt werden kann; diese Flichen haben also thatsiichlich fir gleiche
Zeitriiume stets gleichen Inhalt. Auch ist die Ebene, welche durch
die geradlinige Bahn und den aufserhalb derselben gelegenen
Anfangspunkt bestimmt wird, eine unveriinderliche, niimlich die in-
variabele Ebene. Als Beispiel eines Massenpunktes, welcher dureh
eine Centralkraft vom Anfangspunkt aus regiert wird, konnen wir
auf § 24 verweisen, wo wir eine elastische Kraft proportional dem
Abstand vom Centrum annahmen. Dort wurde nachgewiesen, dafs
die Bewegung ebenfalls in irgend einer durch den Anfangspunkt
gehenden festen Kbene, der invariabelen Ebene, verlaufen muls.
Dals bei der im allgemeinen elliptischen Bahn, deren Mittelpunkt
das Centrum der Kraft ist, thatsiichlich in gleichen Zeiten gleiche
Fliichenritume durchstrichen werden, wiirde man unschwer nachweisen
kinnen, doch sei diese Ausfithrung dem Leser iiberlassen. Das
Klassische Beispiel fir diesen Fall ist die elementare Theorie der
Planetenbewegung, d. h. die Bewegung eines Massenpunktes, welcher
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mit einer Kraft umgekehrt proportional dem Quadrate des Abstandes
nach dem Anfangspunkte hingezogen wird, ein Problem, welches
wir spiitter ausfithrlich behandeln werden, Fiir diese Art der Be-
wegung hat Keerer das Princip der Flichen aus den ihm vor-
liegenden Beobachtungsthatsachen empirisch hergeleitet.

§ 44. Starre Massensysteme.

Die vorangehenden Betrachtungen fithren zu einer Reihe von
Gesetzen iiber die moglichen Bewegungen fester Korper. Unter
einem festen Korper stellt man sich urspriinglich, der oberfliichlichen
tiiglichen Erfahrung entsprechend, ein Massensystem vor, dessen
siimmtliche Theile ihre gegenseitige Lage unter allen Verhiiltnissen
unveriindert beibehalten, so dafs also die Entfernungen aller mig-
lichen Punktepaare dieselben bleiben. Damit hiingt auch zusammen,
dals alle iibrigen Raumgrdfsen, welche durch die Abmessungen des
Massensystems bedingt sind, wie Gestalt der Oberfliche, Volumen,
Massenvertheilung, relative Lage des Schwerpunktes stets dieselben
bleiben. Derartige Bedingungen, welche schliefslich auf die Unver-
finderlichkeit der Abstinde der einzelnen Massenpunkte zuriickzu-
fihren sind, wiirden sich den vorgetragenen Grundsitzen der Dyna-
mik nicht einreihen lassen, da diese Vorstellungen sich immer be-
ziehen auf bestimmte Wirkungen von Kriiften, die durch Grifse und
Richtung gewisse Kinfliisse auf die Bewegung der einzelnen Massen-
punkte ausiiben. Sobald man nun genau beobachtet, kommt man
zu der Erkenntnils, dals der Begriff eines absolut festen Korpers
nirgends realisirt ist. Die Starrlieit der Verbindungen der einzelnen
Theile kann nur als eine Annitherung betrachtet werden, die zwar
unter gewissen Umstiinden praktisch villig berechtigt ist, aber doch
eigentlich nur eine Abkiirzung oder kiinstliche Vereinfachung der
thatsiichlichen Verhiiltnisse bedeutet, bei denen ein Theil der eigent-
lichen dynamischen Wirkungen vernachliissigt, also die theoretischen
Grundlagen theilweis aufgegeben werden. s zeigt sich niimlich,
dafs alle Korper, welche uns unter gewthnlich vorkommenden Verhiilt-
nissen als starr erscheinen, doch Formverinderungen erleiden, dals sie
nur den Kriiften, welche die Entfernungen ihrer einzelnen Punkte von
einander zu veriindern streben, mit grolser Gewalt widerstehen, d. h.
so starke innere Kriifte erzeugen, dals dieselben jedem iiblichen
dufseren Einfluls, den wir in unseren Experimenten anzuwenden
pllegen, das Gleichgewicht halten, dessen formveriindernde Wirkung
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also vernichten. Die fiir gewdhnlich als starr angesehenen festen
Korper sind thatsiichlich Massensysteme mit sehr starken elastischen
inneren Kriiften, welche jeden erforderlichen Betrag erreichen bei
50 kleinen Verschiebungen der Teilchen, dafs dieselben gegeniiber
den eigentlich zn beobachtenden Bewegungen des ganzen Systems
villig zu vernachliissigen sind, wenigstens so lange es sich nicht
um sehr empfindliche Mefsapparate handelt. Bei manchen Theilen
wissenschaftlicher Apparate wiire eine vollkommene Starrheit sehr
erwiinscht, z. B. bei den moglichst fest gemauerten Fundamenten, auf
denen die Meridiankreise und die Stative der grofsen Fernrohre be-
festigt werden. Doch kann man sogar bei diesen massiven steinernen
Bauten wegen des empfindlichen Beobachtungsmittels, welches ein
stark vergrofserndes Fernrohr fiir Richtungsinderungen darbietet,
merken, dafs Verbiegungen eintreten, wenn man sich auch nur
mit der Hand auf den Rand des Pfeilers stiitzt. Die Kunst des
Erbauers und des Beobachters solcher empfindlicher Apparate beruht
darin, dafs sie die Fehlerquellen kennen, welche aus der mangel-
haften Starrheit entstehen, und dieselben entweder unschiidlich
oder wenigstens einer quantitativen Schiitzung zugiinglich machen.

Wenn es also den Anschein hat, als ob gewisse iufsere Kriifte,
die man auf feste Korper wirken lifst, unwirksam gemacht werden,
weil der angegriffene Theil des Korpers wegen seines starren Zu-
sammenhanges mit den iibrigen Theilen die der Kraft entsprechende
" Beschleunigung nicht annehmen kann, so hat man sich diesen Vor-
gang thatsiichlich so vorzustellen, dafs der Korper in der Richtung
der von aufsen angreifenden Kraft eine unmerklich kleine Defor-
‘mation erleidet, durch welche, in dem Falle, dafs Ruhe -eintritt,
elastische Kriifte erregt werden, welche jenen iulseren gerade das
(leichgewicht halten. Man vergleiche hiermit auch die am Schlufs
von & 8 gegebene Anschauung iiber die Rube eines schweren Korpers
auf einer Unterlage.

Diese elastischen Kriifte, welche bei unmerkbaren Deformationen
des Korpers bereits in jeder erforderlichen Stirke auftreten, sind
innere Kriifte, welche dem Reactionsprincip unterliegen. Wenn wir
also einen festen Korper zu betrachten haben, welcher in seiner
ganzen Masse oder in einzelnen Punkten von dufseren Kriiften an-
gogriffen wird, so haben wir an dessen Stelle die Vorstellung eines
Massensystems zu setzen von derselben Configuration wie der feste
Korper, jedoch mit freier Beweglichkeit aller seiner Theile, und als
wirkende Kriifte aufser den fufseren noch alle jene inneren elastischen
Kriifte, welche auftreten, sobald kleine Verschiebungen der einzelnen
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Massenpunkte gegencinander vorkommen. Die Beriicksichtigung
dieser Kriifte kann mitunter zu Schwierigkeiten fithren, in zwei
Fillen jedoch bieten unsere Consequenzen aus dem Reactionsprincip
ein Mittel dieselben zu beseitigen. Krstens, wenn wir die Bewegung
des Schwerpunktes des starren Korpers suchen; wir miissen dann auf
die Differentialgleichungen (90) (Seite 148) zuriickgreifen und die
Summen aller Kraftcomponenten S X,, > Y., S Z, bilden. Diese
setzen sich zusammen aus fufseren und inneren Kriiften. Die Summen
der letzteren sind aber nach Gleichungen (87) gleich Null, also
brauchen wir zur Bildung der Kraftsummen jene elastischen Wider-
standskriifte gar nicht, konnen vielmehr ohne Verstofs gegen die
Grundlagen der Dynamik die Unveriinderlichkeit der geometrischen
Gestalt des starren Korpers verwenden. Zweitens, wenn wir nach
den Rotationsmomenten der Bewegung des starren Kérpers fragen,
milssen wir von den Differentialgleichungen (91) (Seite 151) ausgehen,
also zuniichst die Rotationsmomente der Kriifte

g(Zaya—- a %) ?(xu%""za""a): g(}’nza"xnya)

aufstellen. Diese Summen setzen sich ebenfalls zusammen aus
Gliedern, welche sich auf Componenten der #ufseren Kriifte beziehen
und solchen, welche die inneren Kriifte enthalten. Die letzteren
sind aber nach Gleichungen (98) gleich Null, fallen also von selbst
aus der Summe fort. Wir kémnen daher auch in diesem Falle die
fiufseren Kriifte allein betrachten und die geometrischen Consequenzen
der Starrheit in der Berechnung verwenden. Wir kommen durch
diese Vereinfachung in beiden Problemen dem thatsiichlichen Vor-
gang so nahe, dafs man sich bei den allermeisten Fragen damit
begniigen kann. Krst in einem spiiteren Kapitel der Physik, wo
uns die Auffindung der Gesetze der elastischen Deformationen und
Kriifte beschiiftigen wird, haben wir diesen kleinen F ormiinderungen
besondere Aufmerksamkeit zu schenken.

Achnliche Vereinfachungen, wie wir sie uns bei der Botrachtung
von sogenannten starren Korpern erlauben, lifst man auch gelten
bei den sogenannten festen Verbindungen, durch welche Massenpunkte
gezwungen werden, bei ihrer Bewegung in gewissen Bahnen oder
Flichen zu bleiben. Dahin gehren bereits die zu Anfang des § 25
gemachten Bemerkungen iiber den sogenannt undehnbaren Faden
des mathematischen Pendels. In viclen physikalischen Apparaten
sind feste Korper unterstiitzt oder befestigt in der Weise, dals eine
gewisse gerade Linie in denselben, also simmtliche in der Geraden
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liegenden Massenpunkte ihren Ort nicht verlassen kimnen. Alsdann
sind die einzig mdglichen Bewegungen des Korpers Drehungen um
diese feste Axe, denn von den geringen Verschiebungen, welche bei
Drehbewegungen alle Punkte von der Axe entfernen, um durch die
elastischen Kriifte die zur Erhaltung der Kreisbahnen nithigen
Centripetalkriifte zu liefern, kdnnen wir bei festen Korpern absehen.
Auch bei solchen Apparaten ist zu bedenken, lafs eine absolut
starre Festlegung einer Axe unausfithrbar ist. Die fufseren Kriifte,
welche den Korper angreifen, werden im Allgemeinen die Axe zu
verschieben streben, und dieselbe wird wegen der Elasticitiit ihrer
Lager diesen Kriiften nachgeben, bis dadurch auf die Axe eine
ebenso grofse Gegenkraft zu Stande kommt, als von jenen #ulseren
Kriiften ausgeiibt wird. Sind nun diese Verschiebungen unmerklich
klein, so sind wir zu der Annahme berechtigt, dafls die sogenannt
feste Axe alle Kriifte aufhebt, welche ihre Lage zu veriindern
streben; wir brauchen uns dann um dieselben nicht weiter zu be-
kiimmern. Wenn man die Axenlager nicht mehr zu dem Massen-
system hinzurechnet, sondern nur ein starres System betrachtet, in
welchem eine bestimmte Axe unbeweglich fest ist, so ist dieses
System selbst bei Abwesenheit dufserer Kriifte im allgemeinen kein
freies Massensystem mehr, denn sobald diese Axe nicht durch den
Schwerpunkt hindurchgeht, wird dieselbe bei Drehbewegungen fort-
withrend Kraftwirkungen durch die Elasticitit ihrer Lager zu ver-
~ nichten haben. Letztere sind aber alsdaun iufsere Kriifte. Daher
ist es auch keine Widerlegung des Gesetzes von der Erhaltung der
Bewegung des Schwerpunktes, wenn wir den KFall beobachten, dafs
ein an einer Axe excentrisch befestigter Korper, wenn er einmal in
Rotation versetzt ist, ohne Wirkung #ufserer Kriifte (abgeschen von
den Reactionen der Lager) weiter rotirt, wobei der Schwerpunkt im
Widerspruch zu jenem Gesetze sich dauernd auf einer Kreisbahn
bewegt, statt in einer geraden Linie.

§ 45. Gleichgewicht bei einer festen Axe.

Den soeben erwithnten Zustand eines starren Korpers, in welchem
die auf einer bestimmten geraden Linie gelegenen Massenpunkte
ihren Ort nicht verlassen kionnen, wollen wir niiher betrachten.
Um diesen Zustand herzustellen geniigl es, dafs zwei Punkte des
Korpers festgehalten werden, diese bestimmen dann die Lage der
festen Linie oder Axe. Wir wollen dieselbe zur z-Axe des Coordi-
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natensystems withlen. Auf die einzelnen Massenpunkte m, mogen
beliebige Kriifte K, wirken. Da aber die einzig moglichen Beweg-
ungen der Punkte in Kreisbahnen verlaufen, deren Ebenen senkrecht
auf der 2-Axe stehen, so bleiben die Abmessungen z, aller Punkte
unveriindert, d. h. durch die Befestigung der Axe werden alle Kraft-
componenten Z, vernichtet. Die Kriifte K, wirken also nicht
anders, als ihre Projectionen auf die (z, )-Kbene auch wirken wiirden.
Bilden wir nun das auf die x-Axe bezogene Rotationsmoment der
Kriifte:
. ! d a4, da,
2 (Yoza = Xaya) = gy 3| ) #a = 3y e

a n

Wir hatten schon frither gesehen, dals man sich jeden Summanden
(Yowa — Xqya) vorstellen kann als doppelte Dreiecksfliiche, wenn
man die Resultante von X, und Y,, also die Projection von K, aut
die (z, y)-Ibene als Strecke versinnlicht, und zur einen Dreiecks-
seite nimmt, die Hypotenuse von x, und y, also den Abstand des
Punktes m, von der x-Axe zur anderen Dreiecksseite nimmt. Da
nun die doppelte Fliiche durch das Product aus Grundlinie und Hohe
gemessen wird, so ist dieselbe gleichzusetzen der in die (z, y)-Ebene
hineinfallende Kraftcomponente multiplicirt mit der Liinge des Ab-
standes der festen z-Axe von der durch m, gezogenen Geraden, welche
die Richtung der Kraft K, anzeigt. Man nennt diesen Abstand der
Kraftlinie von der festen Axe in Krinnerung an ein bekanntes In-
strument den Hebelarm, an welchem die Kraft angreift, und das
Product aus dem Hebelarm und der wirksamen Kraftcomponente
nennt man das statische Moment der Kraft. Man sieht, dals
dieser Begriff im Wesen gleich ist mit dem Begriff eines Rotations-
momentes der Kraft. Die Bezeichnung statisch riihrt daher, dafs
die Betrachtung dieser Momente nothwendig ist zur Entscheidung
der Frage, wann ein solcher um eine feste Axe drehbarer Korper
unter der Wirkung fufserer Kriifte in ruhendem Gleichgewicht sein
kann; die Lehre von den Bedingungen des Gleichgewichtes bezeichnet
man aber als Statik.

Diese Frage nach dem Gleichgewicht wollen wir zuerst behandeln.
Damit der betrachtete Korper in Ruhe bleiben konne, ist es noth-
wendig, dafls das Rotationsmoment der Kriifte um die Drehaxe gleich
Null sei. Denn wiire es von Null verschieden, so wiirden die Rota-
tionsmomente der Bewegungen in der Zeit veriinderlich sein, also
jedenfalls nicht dauernd gleich Null bleiben konnen, was doch zur
Erhaltung der Ruhe gehort. Das Rotationsmoment der Kriifte ist
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nun in dem vorliegenden Falle die Summe aller statischen Momente,
diese kann nur Null werden, wenn entweder der uninteressante Fall
vorliegt, dals gar keine Kriifte wirken, oder wenn positive Betriige
durch gleich grofse negative aufgehoben werden, denn die statischen
Momente sind algebraische Grifsen, welche den Korper positiv oder
negativ herumzudrehen streben. Man sieht aus der Definition, dals
zwei an verschiedenen Punkten des drehbaren Kiorpers angreifende
verschiedene Kriifte das gleiche statische Moment ergeben werden,
wenn die Hebelarme den Intensitiiten jener Kriifte (d. h. den in die
(#, y)-Ebene fallenden Componenten derselben) umgekehrt propor-
tional sind.

Die #ufseren Kriifte, welche auf die Massentheile eines festen
Korpers wirken, werden im Allgemeinen sowohl eine Resultante
liefern, welche den Schwerpunkt zu beschleunigen strebt, als auch
ein Haupt-Rotationsmoment der Kriifte fiir eine durch den Schwer-
punkt gehende Axe liefern. Indessen giebt es eine bestimmte An-
ordnung zweier Kriifte, welche nur Rotationsmoment erzeugt, aber
zu den eventuell vorhandenen Beschleunigungen des Schwerpunktes
> Xey S Yiy S Z,, nichts beitriigt. Greifen nimlich zwei entgegen-
gesetzt gleiche Kriifte an zwei Punkten cines festen Korpers an, so
ist die Summe beider allerdings gleich Null, der Schwerpunkt kann
also durch dieselben nicht beschleunigt werden, die Summe der
beiden statischen Momente fiir irgend eine Axe wird aber nur dann
‘Null, wenn beide Kraftlinien gleichen Abstand von der Axe haben,
also zusammenfallen, d. h. wenn die beiden Kriifte der Richtung der
Verbindungslinie der beiden Angriffspunkte folgen. Sobald aber die
beiden durch die Angriffspunkte gezogenen Kraftlinien nicht zu-
sammenfallen, sondern einen Abstand von einander haben, so er-
halten wir ein Rotationsmoment, dessen Axe senkrecht auf der durch
die beiden Kraftlinien bestimmten Ebené steht. Nehmen wir irgend
eine Lage dieser Axe an, so sei der Abstand der negativ drehenden
Kraft — K bezeichnet durch %, derjenige der positiv drehenden + K
ist dann % + ! und die Summe der beiden statischen Momente ist:

+K.(h+0)—K.h=+K.l,

hat also ecinen Betrag, welcher nur von der Intensitit K beider
Kriifte und von dem Abstand ! der durch die beiden Angriffspunkte
in Richtung der Kraft gezogenen Geraden abhiingt, aber ganz un-
abhiingig von der Lage der gewithlten Axe ist, denn der Abstand A
hebt sich fort. Man nennt diese Anordnung zweier entgegengesetzt
gleicher Kriifte ein Kriiftepaar und das Product K.! das (statische)
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Moment des Kriiftepaares. Die Wirkung eines Kriiftepaares kann
niemals ersetzt werden durch eine einzelne Kraft; auch in den
Fillen, wo ein um eine feste Axe drehbarer Kérper durch eine
einzige seitlich angreifende Kraft in Rotation versetzt wird, haben
wir es thatséichlich mit Kriftepaaren zu thun, denn die feste Axe
tulsert auf den Korper stets die entgegengesetzt gleiche Kraft, wie
wir bei Einfuhrung des Begriffes der festen Verbindungen niiher
ausfilhrten. Ist also der Abstand einer Kraft + K von der festen
Axe gleich § so haben wir in dem elastischen Lager der Axe die
Kraft — K wirksam zu denken, und dieses Paar giebt das Moment
K .1, welches wir vorher als statisches Moment der Kraft K fiir die
feste Axe kennen gelernt haben. Auf diese Weise kann man schliefs-
lich jedes Rotationsmoment von Kriiften hervorbringen oder auch im
Gleichgewicht halten durch ein geeignet gewiihltes Kriftepaar.

§ 46, Trigheitsmomente,

Im vorigen Paragraph hatten wir als eine nothwendige Be-
dingung fiir die Ruhe eines um eine feste Axe drehbaren Korpers
erkannt, dafs das Rotationsmoment der Kriifte um diese Axe gleich
Null sein mufs. Es ist aber ferner dazu nothig, dafs die Theile des
Korpers keine Geschwindigkeit besitzen, sonst wird derselbe in Lagen
tibergehen, in denen jene Hauptbedingung nicht mehr erfillt ist, oder
wenn dieselbe auch fiir alle Lagen gilt, wird eine unveriinderte Ro-
tation stattfinden. Denn die Differentialgleichungen (91) sagen nur
aus, dafs beim Verschwinden der Kraftmomente die Differentialquo-
tienten der Bewegungsmomente gleich Null sind, letztere selbst kémnen
noch jeden beliebigen constanten Werth bewahren. Wir wollen nun
den Fall annehmen, dafs Rotation um die feste Axe stattfinde,
einerlei ob gleichformig oder ungleichfirmig. Wir werden dann das
Rotationsmoment der Bewegung um die z-Axe, das einzige, welches
bei fester x-Axe wirksam ist, zu betrachten haben, und wollen
sehen, welche Vereinfachungen sich in der Form desselben aus der Starr-
heit des Massensystems ergeben. Wir greifen zuriick auf (Gleichung (95)
(Seite 161), welche die Umformung eines einzelnen Gliedes des x-Mo-
mentes der Bswegung durch Polarcoordinaten darstellt. Durch
Summation iiber das ganze Massensystem findet man daraus:

d dz d 1
Ema dyfma"" df‘l yu)=2(ma [ "—dl"—uJ! Oa = g + Yo
a a -
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Bei einem starren Korper mit fester Drehungsaxe miissen nun die
Winkelgeschwindigkeiten d#,/dt¢ simmtlicher Massenpunkte dieselben
sein, sonst wiiren relative Verschiebungen im Inneren des Systems
unvermeidlich. Wir kénnen dabei also den Index a fortlassen und
d®/dt als gemeinsamen Factor vor das Summenzeichen setzen; das
Rotationsmoment der Bewegung ist dann —?—;}2 my 04, also gleich
dem Product der Winkelgeschwindigkeit und eines Summenwerthes,
welcher ilber alle Theile des festen Korpers erstreckt ist, und nur
von der Gruppirung der Massen um die Drehungsaxe abhiingt, aber
mit der Bewegung selbst nichts zu thun hat. Derselbe enthilt als
Summanden die Producte aller Massenpunkte mit den Quadraten
ihrer Abstiinde von der Drehungsaxe. Man nennt dieses Gebilde
das Triigheitsmoment des Korpers fiir die betreffende Drehungs-
axe. Da das Triigheitsmoment bei einem festen Korper und einer
festen Axe eine unveriinderliche Grdfse ist, so ist der zeit-
liche Differentialquotient des Rotationsmomentes der Bewegung
d?
dt
x-Axe drehbaren Korper nach Gleichung (91) folgende Differential-
gleichung:

einfach gleich ?Em, 04, und wir erhalten fiir einen um die

2 r d*d
%(Yazn—}\uyn)g' PIL. %.ma (@3 + y3) (97)

welche in Worten lautet:

Das Rotationsmoment der Kriifte ist gleich dem Product aus
Triigheitsmoment und Winkelbeschleunigung. Vergleicht man hier-
mit die Newrox'sche Kraftdefinition: die Kraft wird gemessen durch
das Product aus triiger Masse und Beschleunigung, so erkennt man,
dafs der neu eingefithrte Begriff des Triigheitsmomentes eine ebenso
wichtige Rolle bei der Rotation eines festen Korpers spielen wird,
wie die Masse bei der translatorischen Bewegung, Beide geben das
Mafs fir die Grofse des Beharrungsvermodgen, mit welcher ein
Korper den Bewegungsiinderungen widersteht, welche die angreifen-
den Kriifte erzeugen. Daher ist die gewiihlte Bezeichnung fiir diesen
Begriff ganz zutreffend.

Je grofser das Triigheitsmoment eines Korpers fiir eine bestimmte
Drehungsaxe ist, um so geringer ist die Winkelbeschleunigung, welche
ein gegebenes Rotationsmoment der Kriifte an demselben hervor-
bringt. Kin drehbarer, anfinglich ruhender Korper von sehr grofsem
Triigsheitsmoment wird also bei Einwirkung von drehenden Kriiften
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von solcher Grifse, wie man sie fiir gewdhnlich zur Verfigung hat,
nur sehr langsam anlaufen und es bedarf verhiltnifsmiifsig langer
Einwirkung, um denselben in schnelle Rotation zu versetzen; ist
diese aber einmal erreicht, so werden neu hinzutretende Kriifte,
welche etwa entgegengesetzte Rotationsmomente bilden, auch nur
sehr kleine Verzogerungen in der Winkelgeschwindigkeit hervor-
hringen, also den erreichten Bewegungszustand nur wenig zu alteriren
vermbgen. Namentlich werden kurz andauvernde Widerstiinde, wie
siec z. B. in Maschinen vorkommen, welche irgend welche unstetige
Arbeitsleistungen zu verrichten haben, durch Anbringung von ro-
tirenden Massen von grofsem Trigheitsmoment ohne bemerkbare
Stérung des Ganges iiberwunden. Ein rotirender Korper enthiilt
niimlich bei einer bestimmten Winkelgeschwindigkeit einen Vorrath
von Arbeit in Form von lebendiger Kraft aufgespeichert, welcher
dem Triigheitsmoment proportional ist. Die lebendige Kraft des
bewegten Massensystems ist, entsprechend den fritheren Auseinander-
setzungen des & 18 gegeben durch den Ausdruck:
L= %Ema-ff}i:

die Geschwindigkeiten g, sind aber bei der Winkelgeschwindigkeit d%/dt

d W
= ’ . -
QE ( a dt
also ist
7\ iy
L=} a7 « Ma 04, (98)

d. h. die lebendige Kraft der Rotationshewegung ist das halbe Product
aus dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit und dem Triigheits-
moment. Je grofser nun dieser Vorrath ist, um so weniger ist es
zu spiiren, wenn ein gewisses Arbeitsquantum nach aufsen abge-
geben wird,

Das Triigheitsmoment einer Masse ist um so grofser, je weiter
man die Theile derselben von der Drehungsaxe wegriickt. Man gieht
derselben deshalb behufs Erreichung moglichst grolsen Triigheits-
momentes die Gestalt eines Ringes, welcher zur Herstellung eines
festen Zusammenhanges durch einige Speichen mit der Axe ver-
bunden ist. Diese Gestalt besitzen die Schwungriider, welche zur
Aufspeicherung von Energie bei den Maschinen verwendet werden.
Bei Vergrifserung der Dimensionen unter Bewahrung der geo-
metrischen Aehnlichkeit der Koérper wachsen die Triigheitsmomente
in sehr starkem Maafse. Vergrifsert man siimmtliche Linear-
abmessungen eines Schwungrades auf das n-fache, so wiichst der
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von der Kisenmasse ausgefiillte Inhalt des Ringes auf das n®-fache,
das Quadrat des Radius, mit welchem die Masse zu multipliciren
ist, witchst auf das n*-fache, also wird das Triigheitsmoment des
grifseren Schwungrades n°-mal so grofs, als dasjenige des kleineren,
Man sieht aus diesem starken Wachsthum, dafs man, ohne zu iiber-
miifsig grofsen Ausdehnungen zu greifen, Schwungriider herstellen
kann, welche bei gehoriger Geschwindigkeit kolossale Mengen von
Energie enthalten.

Wir milssen uns zuniichst mit den mathematischen KEigen-
schaften der Triigheitsmomente beschiiftigen. Die erste Frage be-
trifit den Einflufs der Lage der festen Drehaxe im Korper. Wir
wollen diese Axe zuniichst parallel mit sich selbst lassen, aber an
eine andere Stelle des Korpers verlegen. Wenn wir die z-Axe zur
Drehungsaxe nehmen, so wird diese Verlegung dargestellt sein
durch die Angaben:

To=2+a
Yo=1Ya + b,

dabei sind a wnd & die allen Punkten gemeinsamen Componenten
der Verschiebung und #' und y' die neuen Abmessungen der Massen-
punkte. ks ist dann:

Sk +yi) = Sma(@h+ y2)+ 20 et 20 S Yok (@0 S mg.

Das erste Glied der rechten Scite ist das auf die neue Axe be-
zogenc Trigheitsmoment, Im zweiten und dritten Gliede treten
die bekannten Summen auf, welche die Coordinaten 3’ und y des
Nchwerpunktes fiir die neue Lage der Axe definiren. Das letzte
Glied endlich ist das Product aus der gesammten Masse des Korpers,
multiplicirt mit dem Quadrat des Abstandes der heiden parallelen
Axen.

Wir wollen nun annehmen, dafs die Axe durch die vorge-
nommene Parallelverschiebung in diejenige Lage iibergefithrt ist, in
welcher sie den Schwerpunkt des Korpers durchsetzt; alsdann werden
die Coordinaten x" und vy gleich Null, die beiden mittleren Glieder
verschwinden, und wenn wir ‘den Abstand der urspriinglichen Axe
vom Schwerpunkt mit % bezeichnen, also a® 4 b* = A* setzen, so
erhalten wir:

Sima(@h + yi) = Dma (@h + y3) + 22 Dmg (99)

oder in Worten: Das Triigheitsmoment fiir eine vorgeschriebene Axe
ist gleich demjenigen fiir die parallele, durch den Schwerpunkt ge-
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legte Axe, vermehrt um das Triigheitsmoment der im Schwerpunkt
concentrirt gedachten Gesammtmasse des Korpers, bezogen auf die
vorgeschriebene Axe. Die Triigheitsmomente als Producte von Massen
und Streckenquadraten sind stets positive Grofsen, also ist unter
allen aunf parallele Axen bezogenen Triigheitsmomenten dasjenige
das kleinste, dessen Axe durch den Schwerpunkt geht. Ausserdem
ist dieses letztere deshalb wichtig, weil alle anderen auf die leichteste
Weise nach der so eben angegebenen Regel aus demselben abgeleitet
werden konnen,

Wir wollen uns im folgenden den Schwerpunkt des Korpers
als Anfangspunkt der Coordinaten denken, so dals also die auf die
drei Coordinataxen bezogenen Triigheitsmomente:

0, = Ximq(ya + x3)
0, = >img (xh + 23) ] (100)
0, = > mq (23 + ya)

die Minimalwerthe fiir jede der drei Hauptrichtungen darstellen.
Die Summe aller drei Werthe:

0,4+ 0, + 60, =2 my(xi +yi + x3) = 2R (100a)

ist unabhiingig von der Richtung des Axensystems, denn die Trinome
(@3 + va + #3) sind die Quadrate der vom Schwerpunkt aus ge-
zogenen Radii vectores der Massenpunkte m,, welche unveriindert
bleiben bei jeder Lage der Axen.

Mit Hiilfe dieser Grofse R kann man den Triigheitsmomenten
eine fiir die folgende Betrachtung iibersichtlichere Form geben.
Wenn man niimlich der Kiirze halber setzt:

Te=2maahy, T, =Dmeys, I, = Dmyz} (101)

80 ist:
O,=R—T,
0,=R- T, ’ (1014a)
f'). = Il — i.

und wir kénnen auch fiir jede beliebige Richtung s einer durch den
Schwerpunkt gelegten Drehaxe setzen:
6,=R-%, (101b)
In dem Ausdruck:
T, = Dimysh (101 ¢)
sind die Strecken s, die Projectionen der Radii vectores auf die s- Axe,
Fir die verschieden gerichteten, durch den Schwerpunkt gelegten
Axen werden die Trigheitsmomente verschiedene Grofse haben, und
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wir kinnen die Frage aufwerfen, fir welche Richtung der Axe ein
Grenzwerth, Maximum oder Minimum eintritt, und wir kénnen diese
Untersuchung nach dem Vorangehenden fitr die cinfacheren Grifsen T,
anstatt fiir die Triigheitsmomente @ durchfihren kinnen.

Die s-Coordinate eines Massenpunktes m, am Orte z,, Yoy g ist:

8q = X, CO8 (8, Z) + Yq . COS (%, Y) + % . COS (8, 2).
Dabei bedeuten (s, 2), (s, ), (s, 2) die Winkel, welche die positive
Richtung der s-Axe mit deu drei Coordinataxen bildet. Folglich
erhiilt man:
T, =Sm,si= cos® (s,2) >'m oz + cos® (s,5) D) m, yi + cos¥(s, ) D'mgxy
+ 2 c08 (s, ¥). CO8(8, %) . >Imgyq xa
+ 2cos (s, 7). CO8 (5,2). D> maxq T,
+ 2c08(s, #).co8 (8, y). Dimg ey,
Nennen wir der Kiirze wegen:
2mayara =W, Smezaze=1, Smea.y.ll, (102)
und fiihren fiir die drei Richtungscosinus die kurzen Bezeichnungen:
cos(s, @) =a, cos (s,y) =25, cos(s ) =¢
ein, so ist also:
T, = a*. T, +b".ﬁ'sf + T, + 2be. U, + 2ea.0,+ 2ab.1,. (103)

Die Aufgabe ist nun, g, 4, ¢ so zu bestimmen, dafs %, ein Grenz-
werth wird, d. h. seinen Werth nicht iindert, wenn man den Richtungs-
cosinus eine beliebige kleine Veriinderung ertheilt. Die drei Variabelen
sind aber nicht unabhiingig; wenn man zweien eine beliebige Ver-
finderung gegeben hat, ist vielmehr die dritte dadurch vorgeschrieben.
Ks wiire aber nicht iibersichtlich, die eine Variabele, etwa ¢, dadurch
Zu eliminiren, dals man dieselbe durch a und » ausdriickt, und
dann nur mit zwei Variabelen zu rechnen. Wir wollen vielmehr
0 der Gleichung (108) als zweite (leichung die bekannte Bedingung
fir die drei Richtungscosinus
1 =a®+4 0% 4 ¢*

hinzunehmen und in beiden Gleichungen a, 4, ¢ variiren. Man er-
hillt dann:

0T, = 2aT,.0a + 26%,.0b+ 2¢T,.dc+2bU,.0¢ + 20U .60
+ 2ouu.5a+ 2au’.¢)‘c

il +2a11'.c)b+2bll,.d"a

0=2a.0a+42b.0b+ 2¢.0¢.
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Beide (ileichungen wollen wir dadurch vereinigen, dafs wir die
zweite mit einem unbestimmen Coefficienten L erweitern und von
der orsten abziehen. Ordnen wir die rechte Seite nach da, db, de,
g0 kommt:

0%, =2.{a. (X, = L)+ b.1, +c. 1, }.0a
+ 2.{a. U, +b.(F,—L)+ec.1, |.0b (104)
+2.{a. 1, 4+ 0. 10, +c¢.(XT,—L)}.de

Im Falle eines Grenzwerthes von &, mus nun d%, = 0 sein fiir jede
Variation der Richtung s. Wir werden diese Bedingung erfiillen
konnen, wenn es gelingt, a, b und ¢ so zu bestimmen, dals die drei
geschweiften Klammern einzeln verschwinden, dafs also folgende
(leichungen erfillt sind:

a. (T, — L)+ 0.1, +c.1, =0
a.ll, +0.(F,—L)+c. 1, =0 ’ (1044a)
a.l, + 0.1, +eo.(T,—L)=0

Dies sind drei lineare homogene Gleichungen fiir drei Unbekannte,
also ein System, welches bekanntlich nur dann von Null verschiedene
Wurzeln liefern kann, wenn die Determinante verschwindet. Wir
milssen also fordern:

(X, — L) u, u,
u, ®, — L) u, 0 (104 b)
il 1 (T, — L)

(] £

Die mit ¥ und 1 bezeichneten Grofsen sind vorgeschriebene Con-
stanten, dagegen ist fiber das unbestimmte L noch frei zu verfiigen,
das Verschwinden der Determinante giebt eine Bestimmungsgleichung
fiir diese Grofse und zwar eine cubische Gleichung, da in der Ent-
wickelung der Determinante das Diagonalglied:

@ -0 & -1 &-1IL)

vorkommt. Man findet also drei Wurzelwerthe L, L, L, welche
die Determinante zum Verschwinden bringen und dadurch die drei
homogenen Gleichungen losbar machen. Die fiir jeden dieser Kille
gefundenen Liosungen bezeichnen wir durch:

a b ¢
a, by ¢,

ay by ¢
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Die Bedeutung der drei Wurzeln L wird durch folgende Betrachtung
erkannt. Wihlen wir die Losung L, a,, b,, ¢, und schreiben die
dadurch erfilliten Gleichungen (104a) in der Form:
oLy =a % +b5U+c U
by Ly =a, U, + b 'I, 40 U, (105)
oIy =a U +b U +e%T,
Wir erweitern die erste mit a,, die zweite mit b, die dritte mit ¢,
und addiren diese drei, so erhillt man wegen a? 4 b2 4o} =1
folgendes Resultat:
L =alT, + b{I, +0} . T, 42011, 4 2¢a ll' + 2a, b 1.
Die rechte Seite ist aber nach Gleichung (103) nichts anderes, als
der fir die Richtung s, gebildete Ausdruck > m,s}. Gleiches lifst

sich von den beiden anderen L zeigen, so dals wir zu folgender Er-
kenntnifs gelangen:

L =%,
Li=%,, (106)
L=,

Aus dieser Bedeutung geht hervor, dafs alle drei Wurzeln der
cubischen Gleichung nothwendig reell und positiv sind. Wir wollen
zuniichst auch den allgemeinen Fall veraussetzen, dafs die drei L
verschieden von einander sind. Dann lifst sich zeigen, dafs die zu-
gehorigen Werthe von a, b, ¢ drei bestimmte, auf einander senkrechte
‘Richtungen von s angeben.

Gehen wir zn diesem Zwecke wieder von den fiir den Index 1
erfilllten Gleichungen (105) aus, erweitern dieselben aber diesmal
mit den Cosinus einer anderen Lisung, etwa mit a,, b,, ¢, und ad-
diren wieder, so kommt:

(@8, + b, by +0,6) Ly = 0, 0,.T, +4 8% ., +66.%

+ (by ¢y + bye)) U, + (¢, 8y + 63 0,)U, + (a, by +a,h)) 1,
Die rechte Seite ist vollkommen symmetrisch fiir die Indices 1
und 2, man wiirde daher denselben Ausdruck gefunden haben, wenn
man die Gruppe L, a, b, ¢ in die homogenen Gleichungen ein-
gesetzt, dann mit a,, b,, ¢, erweitert und addirt hiitte; die linke Seite
wiirde alsdann aber gelautet haben:

(@, a3 + by by +0,0,). Ly, ;

Wegen der Symmetrie der rechten Seite erhilt man durch Subtrac-
tion der beiden Resultate:

(a, a5 + b, by + ¢, ¢,) . (L) — i) = 0.
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Wenn nun L, und L, verschieden sind, kann diese Bedingung nur da-
durch erfillt werden, dals a, a, + b, b, + ¢, ¢, = 0 ist. Dies ist aber die
bekannte Beziehung, welche zwischen den Cosinus zweier auf einander
senkrechter Richtungen besteht. Hiitten wir, statt mit a,, by, ¢,, mit
ag, by, ¢, erweitert, so wiirden wir gefunden haben, dals auch die
dritte Richtung senkrecht auf der ersten und zweiten steht. Es giebt
also im Allgemeinen in jedem Korper drei bestimmte, auf einander
senkrechte Axen s, s,, s, fiir welche das Triigheitsmoment © einen
Grenzwerth besitzt. Der grofste ist ein Maximum, der mittlere ein
Sattelwerth, der kleinste ein Minimum. Man nennt dieselben die drei
Haupt-Triigheitsmomente des Korpers. Wenn wir das Coordinaten-
system mit diesen drei ausgezeichneten Richtungen im Korper zur
Deckung bringen, also etwa s, zur z-Axe, s, zur y-Axe und s, zur
z-Axe wiihlen, so erhalten die Richtungscosinus folgende Werthe:

4 =by =¢y =1
a‘=a3=b1=bn=c!=cs=0
und die nach dem Schema der Gleichungen (105) fiir alle drei In-
dices gebildeten 9 Gleichungen sagen aus:
SL": = Lr‘, zy = LS’ %. = L‘S

(107)
U,=1u=10=0

Wegen des Verschwindens der Grofsen W erhiilt man bei dieser be-
sonderen Lage des Coordinatensystems den einfachsten Ausdruck
fiir die auf irgend eine in beliebiger Richtung durch den Schwer-
punkt gelegte Axe s. Denn zuniichst wird:

T, =T,.co8?(s, 2) + T, cos® (s, y) + T, cos? (s, 7) (1074a)
und in Folge dessen:
0,=R-%,
= R (cos*(s, x) 4 cos*(s, y) + cos® (s, 2))
— T, cos® (s, @) — T, cos?(s, y) — T, cos? (s, ),
das heilst:
6, = 0, cos? (s, z) + ), cos®(s, y) + 6, cos® (s, z). (107h)
Nach dieser einfachen Formel kann das Triigheitsmoment fiir eine
beliebige Axe hergeleitet werden aus den drei Haupt-Triigheits-
momenten,
Man kann sich auch geometrische Vorstellungen bilden iiber

die Grofsenverhiiltnisse der verschiedenen Triigheitsmomente, wenn
man auf den vom Schwerpunkt ausgehenden Strahlen Strecken
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abtriigt, deren Liinge zu den entsprechenden Trigheitsmomenten in
irgend einer bestimmten Beziehung stehen; alsdann bildet némlich
der Inbegriff aller dieser Endpunkte eine geschlossene Oberfliche
um den Schwerpunkt herum, aus deren Gestalt man eine An-
schauung iiber die Grofsenverhiiltnisse der verschiedenen Triigheits-
momente erhalten kann. Die einfachste analytische Form erhiilt
diese Fliiche, wenn man die auf den Strahlen abgetragenen Strecken
umgekehrt proportional den Quadratwurzeln der zugehdrigen Trilg-
heitsmomente macht, also den Radius vector » setzt:

C

e —
ve,’
wo C irgend ein fester Malsstab ist. Nennen wir nimlich, um die
Gleichung dieser Oberfliiche zu finden, die Coordinaten ihrer Punkte
x, ¥, %, 80 wird:

cos (8, z) = ..f-_ oo 09'

)
cos(s,9) = L = Y12,
cos (8, x) = % = 'ﬂéq

~ und die Gleichung (107b), welche @, durch die Haupt-Triigheits-
momente ausdriickt, ergiebt:

3
0,m6, 25 g L0 g 20
C!
oder nach Multiplication mit o
0,.2*+ 6,.y* + 0,.2* = C* (108)

In dieser Gleichung kommt das Moment @, nicht mehr vor. Da
die Coefficienten alle wesentlich positiv sind, so bestimmt diese
(Gleichung ein Ellipsoid, das sogenannte Triigheitsellipsoid des
(o) C C
ve.' V6, ve,
construirt denken, sobald man die drei Haupttrigheitsmomente ge-
funden hat. Alsdann ist es leicht, die Grifse des Triigheitsmomentes
fiir jede beliebige Richtung aus der Grifse des im Inneren des

Ellipsoides verlaufenden Stiickes der Axe herzuleiten.
18*

Korpers mit den Hauptaxen Man kann dassselbe
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Bei besonderer Gestaltung des Korpers kann dieses Ellipsoid
ein Rotationskdrper oder gar eine Kugel werden, wenn niimlich
zwei oder alle drei Hauptaxen einander gleich werden. Diese be-
sonderen FKiille treten ein, wenn zwei oder alle drei Haupttriigheits-
momente einander gleich werden, wenn also in der vorangehenden
Rechnung Gleichheit der Wurzeln L der cubischen Gleichung ein-
tritt. Alsdann bleibt auch die Richtung der betreffenden Axen un-
bestimmt und willkiirlich,

Die Grofsen 1, 1, 1, welche durch die Gleichungen (102) defi-
nirt sind, und welche in dem Triigheitsmomente ), auftreten, sobald die
Coordinatenaxen nicht mit den Haupttriigheitsaxen des Korpers zu-
sammenfallen, haben auch eine besondere physikalische Bedeutung.
Denken wir uns einen festen Korper um die durch seinen Schwer-
punkt gelegte z-Axe als feste Drehungsaxe rotirend, so wird der-
selbe bei Abwesenheit oder Unwirksamkeit aller fiufseren Kriifte eine
ihm ertheilte Winkelgeschwindigkeit @ unveriindert bewahren. Die
einzelnen Massenpunkte werden aber bei ihren kreisformigen Bahnen
den Centrifugalkriiften ausgesetzt sein, welche wir nach Gleichung (21)
(Seite 36) schreiben kinnen:

K‘ = M, P“ m’.

Dabei ist p, = Yai + yi zu setzen.
Die Richtung von K, ist radial und senkrecht auf der z-Axe, wir
finden daher die Componenten

X,—EK.=ﬂl‘x,m'
Qa

Y‘-y—‘}'{‘wm.y,m’
Oa
Z, = 0.

Bilden wir nun fiir die Kriifte die Rotationsmomente, so wird
dagjenige fiir die x-Axe allerdings gliedweise gleich Null, die Cen-
trifugalkriifte kinnen wegen ihrer radialen Richtung die Rotation
um die bestehende Axe nicht alteriren und wegen der Starrheit des
Korpers auch nicht die Massen desselben von der Axe wegtreiben.
Dagegen erhalten die Rotationsmomente fiir die z- und y-Axe folgende
Werthe, bei deren Bildung zu bedenken ist, dass die Winkel-
geschwindigkeit @ im ganzen Korper die gleiche ist:

E{zn Yo — Yaqy) = ""*"Ema.'hza

SUXe 20 — 2 ) = + 0 Sy % 2 (109)
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Wir erhalten also das interessante Resultat, dass bei einem ohne
Wirkung #ufserer Kriifte rein in Folge des Beharrungsvermogens um
eine feste durch den Schwerpunkt gelegte Axe rotirenden Kérper in
den senkrecht zur Drehungsaxe stehenden Richtungen im allgemeinen
Rotationsmomente von Kriiften auftreten, welche zwar durch die Be-
festigung der Drehaxe unwirksam gemacht werden, welche aber streben,
diese Axe aus ihrer Richtung herauszudrehen. Sobald man also die
vorher festgehaltene Drehaxe freilifst, wird die Bewegung nicht
mehr in derselben Weise weitergehen konnen; die Massenpunkte,
welche vorher in der Axe lagen, werden vielmehr in beschleunigter
Drehbewegung ihre Ruhelage verlassen und man wird einen compli-
cirteren Bewegungsvorgang vor sich haben. Die rechten Seiten der
letzten beiden Gleichungen enthalten nun aufser dem Quadrat der
Winkelgeschwindigkeit noch diejenigen Summenbildungen, welche
wir in der vorhergehenden Rechnung durch U, und U bezeichnet
hatten. Das Auftreten dieser Ausdriicke zeigt also an, dass der
Korper nicht dauvernd und gleichférmig um die z-Axe rotiren kann,
aulser, wenn diese von aulsen festgehalten wird. KEbenso wenig
kann die z- oder y-Axe eine dauernde freie Rotationsaxe sein, wenn
im ersten Falle 11, und U, im zweiten U, und U, von Null
verschieden sind. Die vorstehende Rechnung hat nun in Gleichungen
(107) ergeben, dass U, u, und U, gleich Null werden, wenn die
Coordinataxen zur Deckung gebracht werden mit den Axen des
grofsten, kleinsten und sattelwerthigen Triigheitsmomentes, d. h. mit
den Hauptaxen des Triigheitsellipsoides des Korpers. Is folgt also
daraus, dass ein freier Korper sich in gleichférmiger Rotation
befinden kann nur um eine der drei bevorzugten Axen. Eine
solche gleichfdrmige Rotation bedeutet einen Gleichgewichtszustand
der Drehungsaxe. Dieser kann noch labil oder stabil sein. ks
kann nimlich eintreten, dafs bei einer erzwungenen kleinen Ver-
drehung der Axe aus einer ihrer Hauptlagen die dadurch auftretenden
Grofsen 11 diese Axe noch weiter wegdrehen, oder aber auch
dieselbe zuriickdrehen in die Hauptlage. Nur, wenn letzteres
zutrifft fiir jede beliebige kleine Storung, ist das Gleichgewicht
stabil, und es lisst sich zeigen, dass dies nur der Kall ist, wenn
der Korper sich win die Axe des grofsten oder kleinsten Trigheits-
momentes dreht. Dabei zeigt sich auch, dafs die Axe des grofsten
Trigheitsmomentes stabiler ist als die des kleinsten,
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§ 47. Physisches Pendel.

Besonders einfach gestalten sich die Verhiiltnisse, unter denen
ein um eine feste Axe drehbarer Korper steht, wenn die dufseren
Kriifte iberall die gleiche Richtung im Raume haben und propor-
tional den angegriffenen Massenpunkten sind, wie dies besonders
fir die Schwerkraft gilt. Da nur die senkrecht zur Drehungsaxe
stehenden Kraftcomponenten zur Wirksamkeit gelangen, so wird bei
nicht horizontaler Lage der Axe nur ein bestimmter Bruchtheil
der Schwerkraft in die Rechnung einzufithren sein, den wir erhalten,
wenn wir die Intensitit ¢ der Schwerebeschleunigung multipliciren
mit dem Cosinus des Winkels, um welchen die Drehungsaxe von
der horizontalen Richtung abweicht. Da dieser Winkel aber bei
fester Axe unveriindert bleibt, so wird die Betrachtung dadurch
nicht wesentlich verindert, und wir kénnen uns auf den wichtigsten
Fall beschriinken, dafs die feste Axe horizontal liegt. Da iibrigens
der Cosinus eines sehr kleinen Winkels nur um eine unendlich
kleine Grofse zweiter Ordnung von 1 verschieden ist, so braucht
man nur bei sehr feinen Messungen die vollkommene Horizontalitiit
der Drehungsaxe sorgfiltig zu priifen. Wir nehmen jetzt also die
horizontale Drehungsaxe zur z-Axe, dieselbe zeige in der Richtung
des Blicks nach vorn, die positive z-Axe zeige vertical nach oben,
dann miissen wir die horizontale y-Axe nach links senden. Die
auf die Massenpunkte m, wirkenden Kraftcomponenten sind dann:

Xg==—my.9
Y=+ 0 (110)
Zc = 0

Folglich ist das Rotationsmoment der Kriifte um die z-Axe oder
die Summe abler statischen Momente der Schwere:

E(Yc g — Xq Ya) = Q-Ema Ya,

Wir begegnen in diesem Ausdruck der aus Gleichungen (88)
bekannten Form, durch welche die Coordinate y des Schwerpunktes
definirt wird, und wir konnen den vorstehenden Ausdruck auch
schreiben:

=9 U*:E My,

Das Rotationsmoment der Schwerkraft ist also eben so grofs, wie
es sein wiirde, wenn die ganze Masse > m, des Korpers im
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Schwerpunkt desselben vereinigt wire. Dann wire nimlich nur
die Resultante g.>)m, als wirkende Kraft vorhanden, der Hebelarm
derselben wiire die Coordinate y des Schwerpunktes, also wiirde
das statische Moment derselben die gleiche Wirkung g.y.Sm,
haben, welche wir fiir das Rotationsmoment der iiber den ganzen
Korper vertheilten Schwerkraft gefunden haben.

Die niichstliegende Frage betrifft die Lage, in welcher der
Koérper ruhen kann, KEs ist dazu nothig, dals die Summe der
statischen Momente, also der vorstehende Ausdruck gleich Null
wird. Dies kann aber nur dadurch geschehen, dass

y=0

ist, d. h. dass der Schwerpunkt in der durch die Drehungsaxe
gelegten Verticalebene liegt. Geht die Drehungsaxe durch den
Schwerpunkt, so ist die Bedingung der Ruhe in jeder miglichen
Lage erfilllt, die Schwerkraft ist dann durch die Unterstiitzung des
Schwerpunktes ganz unwirksam gemacht; man nennt diesen Zustand
indifferentes Gleichgewicht. Sobald aber die Axe nicht durch den
Schwerpunkt geht, giebt es nur zwei bestimmte Lagen des Gleich-
gewichtes, in denen niimlich der Schwerpunkt vertical unter oder
itber der Axe liegt. Beide Ruhelagen sind von wesenthich ver-
schiedenem Charakter. Dreht man niimlich den Kbrper um ein
geringes aus einer dieser Lagen, so treten die vorher verschwundener
" Rotationsmomente der Schwerkraft wieder auf und streben den
Koérper zu drehen, und zwar lifst sich leicht einsehen, dals die
Drehung in die Ruhelage zuriickfithrt, sobald der Schwerpunkt
unter der Axe liegt, dafs sie aber die Abweichung vergrdlsert, und
dadurch den Korper iiberhaupt nicht wieder in diese Ruhelage
zuriickfithrt, wenn der Schwerpunkt iiber der Axe liegt. Das erste
Gleichgewicht ist stabil und stellt sich schlielslich immer wieder
von selbst her, wenn die mitgetheilten Bewegungen durch reibende
Kriifte oder fihnliche Ursachen vernichtet sind, das zweite dagegen
ist labil, der geringste Anstofs treibt den Korper in beschleunigter
Bewegung aus dieser Lage fort, welche er auch nicht wieder erreicht.

Um die Lage des stabilen Gleichgewichtes kinnen pendelnde
Bewegungen des Korpers bestehen, und man nennt deshalb solche
um horizontale Axen bewegliche Korper Pendel, und zwar physische
Pendel zum Unterschied gegen das frither betrachtete ideale oder
mathemathische Pendel. Um die Bewegungsgesetze der physischen
Pendel aufzufinden, miissen wir auf die grundlegenden Differential-
gleichungen (91) zuriickgehen, deren Aussage fiir einen um die x-Axe
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drehbaren festen Korper wir bereits in Gleichung (97) in folgender
Form hingestellt haben:

2(Yoz, — Xy y0) = %'Emn@’: + ya)

Die linke Seite wird bei alleiniger Wirkung der Schwerkraft,
wie wir eben hergeleitet haben, gleich g.y.> m,, das rechts
stehende Triigheitsmoment ist eine Constante filr jeden unverinder-
lichen Korper mit fester Axe, wir wollen dasselbe kurz mit @
bezeichnen. Der variable Winkel ¢ hat selbst keine bestimmte
Bedentung, denn jeder Massenpunkt hat sein besonderes #,, und
nur eine Consequenz der Starrheit verlangte, dals alle d,/dt
einander gleich, also mit Vernachlissigung des Index a vor das
Summenzeichen gesetzt werden konnten. Wir wollen nun einen
bestimmten Winkel einfithren: Der Abstand des Schwerpunktes
von der Drehungsaxe heifse r, und der Winkel, um welchen r von
der nach unten gehenden Verticalen abweicht, heifse @ Wir
wollen die positive Richtung von « in Uebereinstimmung mit der
positiven Drehung withlen; da also « = 0 ist fiir die Richtung
der negativen z-Axe, so wird « positiv in dem Quadranten, wo z
und y negativ sind, also beim Ausschlage nach rechts vom Beschauer,
negativ dagegen in dem Quadranten, wo y positiv ist. Da nun der
Schwerpunkt eine feste Stelle in dem Korper hat, so werden die

e de d?e :
zeitlichen Veriinderungen von ¢, also — und ——- ebenfalls mit

dt de
. d |9'¢ d’ l"'g . . .
siimmtlichen 51 T fibereinstimmen, und wir kénnen den

bestimmten Winkel « an Stelle von & setzen. Auch die Variabele
der linken Seite, v, lisst sich durch « ausdriicken, denn es ist nach
unseren Kestsetzungen:

[= —TCose
B = — rsina.

Die Differentialgleichung des physischen Pendels wird hiernach:

. - d*
—grsine. > m, = 9-'{5?—
oder:
d*« R A
g e iy (111)

Diese Gleichung zeigt vollkommene formale Uebereinstimmung
mit der frither behandelten Differentialgleichung fir das mathe-
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matische Pendel, Gleichung (46) (Seite 82), nur ist der dort auftretende
Coefticient g/l hier durch einen anderen Ausdruck ersetzt; es ist
indessen leicht, jenen als Specialfall des jetzt vorliegenden zu er-
kennen. Erweitern wir niimlich jenen Bruch g/l mit dem Ausdruck

g"'ﬂ?—. da aber ! der Abstand des einzigen beim

zl

m.l, so lautet er

mathematischen Pendel vorhandenen Massenpunktes m von der Axe
bedeutete, so ist / im Zithler als Schwerpunktsabstand r zu betrachten,
der Nenner m {* aber ist das Trigheitsmoment. Diese formale Ueber-
einstimmung iiberhebt uns der Mithe einer besonders durchzufithren-
den Integration; wir kinnen vielmehr alle bei der Behandlung des
mathematischen Pendels gefundenen Resultate direkt auf den vor-
liegenden Fall iibertragen. Bei kleinen Ausschligen, so lange es
erlaubt ist sin ¢ = « zu setzen, erhalten wir einfache Sinusschwin-
gungen, deren Periode nicht von der Weite dieser Ausschliige
abhiingt, bei grosseren Ausschligen wird der zeitliche Verlauf der
Elongationen durch die elliptische Function Sinus-amplitudinis dar-
gestellt, die Periode wiichst dabei mit zunehmender Schwingungsweite
in der durch Gleichung (53) angegebenen Weise. Endlich kinnen
auch ungleichférmige Rotationen ohne Umkehr vorkommen, bei denen
der Winkel « direct durch die Function Amplitudo einer mit der
Zeit proportional wachsenden Grofse dargestellt wird, ganz wie dies
in § 29 ausfihrlich dargestellt ist.

; Wenn wir die Coefficienten in den Differentialgleichungen des
mathematischen und des physischen Pendels einander gleichsetzen,
also die Gleichung aufstellen:

8 8l s

- L

(€]
80 folgt daraus eine gewisse Pendelliinge:
(0]

welche demjenigen mathematischen Pendel angehort, welches in
Jedem Falle die gleiche Periode hat, wie das physische Pendel.
Man nennt daher diese Liinge ! .die reducirte Pendellinge. Die
Schwingungsdauer 7' fiir kleine Amplituden, welche beim mathe-

matischen Pendel gleich 2 n ]/-::- war, wird fiir das physische Pendel

0 i;
TE-RVW.- (1128}
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Den Nenner des Radicandus, g.r.>)m,, welcher nach Multiplication
mit dem Sinus des Elongationswinkels «, oder bei kleinen Schwin-
gungen nach Multiplication mit dem KElongationswinkel e« selbst,
das Rotationsmoment der Kriifte ergiebt, nennt man gewdhnlich
die Directionskraft, obwohl die Bezeichnung Kraft fiir diese Grofse
von der Dimension Kraft mal Hebelarm nicht angebracht ist. Man
kann dann aus der vorstehenden Formel fiir T folgende fiir das
physische Pendel und alle damit verwandten Korper, wie schwingende
Magnetstibe und Torsionswagen giiltige Regel ableiten: Die
Schwingungsdauer ist proportional der Wurzel des Triigheits-
momentes und umgekehrt proportional der Wurzel der Directions-
kraft.

Diese Formel fiir die Schwingungsdauer bietet nun das Mittel
dar, um mit Hilfe eines wirklich ausfiihrbaren physischen Pendels
die Intensitit der Schwerkraft g experimentell zu bestimmen. Die
Dauer der Perioden 7' kann man sehr genau messen, weil dieselben
durch das allmiihliche Abnehmen der Amplituden nicht veriindert
werden, man also die Dauer von vielen Hunderten von Schwingungen
mit einer Normaluhr vergleichen kann, ¥s ist nicht einmal nothig,
wihrend der ganzen Zeit die Schliige zu zihlen, man kann vielmehr
nach Beobachtung einer kleineren Reihe von Durchgangszeiten
durch die Ruhelage davon gehen und nach geraumer Zeit wiederum
einige Beobachtungen machen. Die verstrichene Zeit mufs jeden-
falls ein ganzzahliges Multiplum des gesuchten 7' sein, welches? —
ergiebt sich zweifellos aus der ersten Annitherung fiir 7, welche
man aus wenigen Schliigen ableiten kann. Auch die Methode der
Vergleichung der Zeiten der Durchgiinge durch die Ruhelage mit
den Schligen einer Normaluhr sind sehr vollkommen ausgebildet
durch die Methode der Coincidenzen.

Der Bestimmung der gesammten Masse >)m, durch die Wage
steht gleichfalls nichts im Wege; nicht so einfach ist indessen die
Auffindung des Schwerpunktsabstandes v und namentlich des Triig-
heitsmomentes ©. Man kann zwar fir regelmiifsige Gestalten des
als Pendel beniitzten Korpers, also beispielsweise fiir eine Kugel
oder einen Kreiscylinder, welche etwa an einem Draht aufgehiingt
sind, v und @ mathematisch berechnen, wobei die Summationen
itber alle Massenpunkte zu Integrationen iiber den ganzen mit Masse
erfilllten Raum werden. Diese Berechnungen setzen aber voraus,
dafs das Material, aus welchem der Korper gearbeitet ist, vollkommen
homogen ist, d. h. dafs in gleich grofsen Volumelementen an allen
Stellen des Korpers dieselbe Menge von triger Masse enthalten ist,



§ 41 PHYSISCHES PENDEL, 187

eine Bedingung, deren Erfiillung man in der Praxis schwer priifen
kann, deren Nichterfillung sich aber bei allen iiblichen Materialien,
selbst bei gegossenen und gehiimmerten Metallen, oft genug heraus-
stellt. Daher werden diese aus den Dimensionen berechneten
Triigheitsmomente sich nicht vollkommen mit den physikalischen
Werthen decken, und die Sicherheit der gewonnenen Resultate wird
unter diesen unvermeidlichen Mingeln leiden, ganz abgeschen davon,
dafs die einfachen, der Berechnung zugiinglichen Gestalten nicht
die fiir den Versuch zweckmilsigsten Formen besitzen. Man hat
daher versucht, die directe Bestimmung der Triigheitsmomente zu
umgehen oder auf empirischem Wege e MR i . |
durch physikalische Mittel zu bewirken,
wobei die erkannten Gesetze iber die
Veriinderungen der Triigheitsmomente bei
Parallelverschiebung der Axe ein wichtiges
Hiilfsmittel bilden.

Fiir das Pendel wird die Schwierig-
keit am vollkommensten gehoben durch
die Benutzung des Reversionspendels,
welches um zwei verschiedene parallele
Axen schwingen kann. Die wichtigsten
Theile dieses Apparates zeigt Figur 9 in
schematischer Darstellung. Ein nach bei-
den Enden hin symmetrisch gearbeiteter
linglicher Metallkorper 4 B besitzt in glei-
chem Abstand von beiden KEnden zwei
gegen einander gekehrte Stahlschneiden O,
und O,, welche man auf ein festes, eben
oder hohleylindrisch geschliffenes, hartes
Lager aufsetzen kann, so dafls beide
Schneiden abwechselnd als Drehungsaxen
benutzt werden kénnen, um welche der
Korper Pendelschwingungen ausfihren soll.
Beide Enden des Pendels tragen Schrauben-
Bewinde, an welchen zwei linsenformige
Korper M und 9 in beliebiger Stellung
durch Muttern festgehalten werden. Beide
Linsen haben dieselbe #ufsere Gestalt, die
eine, von der Masse M, ist aber massiv oder mit Blei gefiillt, wihrend
die andere diilnnwandig und hohl ist und eine viel geringere Masse I
besitzt. Dies hat zur Folge, dafs selbst bei ganz symmetrischer

S

- 02

',.*”

Fig. 9.



188 DRITTER THEIL. ERSTER ABSCHNITT. § 47,

dufserer Erscheinung der Schwerpunkt nicht im Mittelpunkt C
zwischen beiden Schneiden liegt, sondern bedeutend niher an der
Masse M, etwa in S. Die hohle Linse IR ist iiberhaupt nur ange-
bracht, damit das Pendel in beiden Aufhiingungen den unvermeid-
lichen kleinen Einfliissen der Luftreibung die gleiche Oberflichen-
vertheilung darbiete. Die Massenvertheilung des ganzen Apparates ist
nun derart gewiihlt, dafs die Schwingungsdauer um beide Axen nahezu
die gleiche ist, die Aufgabe des Beobachters, die beiden Perioden
in die vollkommenste Uebereinstimmung zu bringen, lifst sich dann
durch geringe Verschiebungen der Linsen stets ausfihren. Nebmen
wir nun an, man hiitte fir einen bestimmten Beobachtungsort, an
welchem die Intensitiit 4 der Schwerkraft gemessen werden soll,
diese Stellung der Linsen herausgefunden, so werden die reducirten
Pendellingen des Reversionspendels fir beide Axen die gleiche
Linge haben. Bezeichnen wir den Abstand der beiden Schneiden
0,0, mit 24, also CO, = (C0,=4 und die Excentricitit des
Schwerpunktes, d. h. den Abstand des Schwerpunktes vom geome-
trischen Mittelpunkt, also die Strecke CS mit & Das unbekannte
Triigheitsmoment des Pendels fiir eine parallel den beiden Schneiden
durch den Schwerpunkt gelegte Axe sei €, die (Gesammtmasse
inclusive M und M behalte die Bezeichnung >m. Wir kénnen
dann mit den hier eingefilhrten Grofsen nach der Regel der
Gleichung (99) die Trigheitsmomente €, und €, fir die beiden
Axen O, und O, ausdriicken. Es ist SO, =24+¢, S0, =21—5
folglich:
6, =06, + R+ >m

0, = 6, + (A —G)'Em

und daraus folgen nach Gleichung (112) die zugehirigen reducirten

Pendelliingen:
11=_€°+(J.+a)' > m
(A 4+ 8 >m

g O, +A—e*>m
S A= >m

Da diese beiden Grofsen einander gleich gemacht worden sind, hat
man also die Gleichung:

O +A+?D>m 6+ (2 —ep S'm
AroSm —  (A—-9>m
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Wir wollen die Quadrate der Binome im Zihler ausfihren und die
Nenner beider Seiten mit 24 multipliciren, wodurch ja die Ueber-
einstimmung der Ausdriicke nicht gestort wird. Die Gleichung er-
hillt dadurch die Form:

10, + (2 + 6) Sm} +226.35m {0, + (A2 + &) D mj — 2152_
249, 2”‘ + 224s. Zm 225, 5'm — 2e.>m

welche aussagt, dafs der Ausdruck:

16, +(A* + ) >m) £ 226. >'m
223, S: 4+ 21e. >m

denselben Werth behillt, wenn man das <+ Zeichen und das
~ Zeichen gelten lifst. Da nun & bei der Einrichtung des Rever-
sionspendels sicher von Null verschieden ist und deshalb die zweiten
Glieder in Zahler und Nenner nicht verschwinden, so ist diese
Eigenschaft des obigen Ausdruckes nur moglich, wenn die ersten
Glieder in Zihler und Nenner einander gleich sind, wenn also der
ganze Ausdruck den Werth 1 hat. Es mufs also sein:

O+ A+ N DSm=222>m
Q== Sm=0A+ A —&>m

oder:

Durch die hergestellte Gleichheit der Schwingungsdauern des
Pendels um beide Axen erhilt man also ein Mittel, die eine
Unbekannte €, durch die andere & auszudriicken. Die beiden ein-
ander gleichen reducirten Pendelliingen ! erhalten nach Einsetzung
des vorstehenden Betrages von €, den Werth:

_ A+ oR—>m+ @Rt Sm i
(A £ 8 2m

Die Unbekannte & fillt also ebenfalls fort und wir erhalten das
einfache Resultat, dafs die reducirte Pendellinge fiir die gemein-
same Schwingungsdauer um beide Axen gleich 22, also gleich dem
Abstand der beiden Schneiden ist. Dieser Abstand ist mit Hillfe
eines Kathetometers oder eines Liingencomparators sehr genau zu
messen, Man hat also beim Reversionspendel alle Mittel zur Hand,
um die Intensitit der Schwerkraft nach der einfachen Gleichung.

4n2
m
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mit grofster Genauigkeit zu bestimmen. Ueber die Auffassung des
Begriffs Schwingungsdauer ist noch zu bemerken, dafs wir denselben
hier als Dauer einer ganzen Periode, d. h. eines Hin- und Riick-
ganges eingefithrt haben, dafs man aber in der Praxis die Pendel-
sehwingungen nach den Schliigen ziihlt, welche bei jedem Durchgange
durch die Ruhelage erfolgen; die Zeit zwischen zwei aufeinander-
folgenden Schliigen ist aber nur eine halbe Periode. Man mufs
daher bei Angaben itber Schwingungsdauern stets darauf achten,
ob ganze oder halbe Perioden gemeint sind. Unter einem Secunden-
pendel, beispielsweise, versteht man fiir gewhnlich ein Pendel,
welches in jeder Secunde einen Schlag giebt, dessen Periode also
T = 2 Secunden zu setzen ist, dessen reducirte Liinge also:

g

==

¥4

ist, ein Werth, der, wie die Intensitiit der Schwere, an verschie-
denen Orten kleine Unterschiede zeigt, jedoch iiberall sehr nahe
gleich 1 Meter ist.

Aufser dem physischen Pendel giebt es noch eine Anzahl von
Apparaten, welche zur Messung anderer Kriifte dienen, in denen
aber ebenfalls Korper pendelartige Schwingungen nach denselben
(Gesetzen ausfithren, welche wir eben gefunden haben. Befestigt
man z B. an einem vertical herabhiingenden Drahte, dessen oberes
Ende festgeklemmt ist, einen in horizontaler Richtung ausgedehnten
Korper, so dafs dessen Schwerpunkt gerade unter die Axe des
Drahtes fillt, so hat dieses System eine bestimmte Ruhelage. Dreht
man aber den Korper um die verticale Axe des Drahtes aus dieser
Lage heraus, so entsteht durch die Torsion des Drahtes ein Rotations-
moment von Kriften, welches den Korper in die Ruhelage zuriick-
zudrehen strebt, und zwar ist hier dieses Moment proportional dem
Elongationswinkel « selbst, nicht wie beim Pendel dem Sinus des-
selben. Den Proportionalititsfactor D, welcher also das Rotations-
moment der Krifte fiir den Winkel « = 1, also fiir die Verdrehung
um 57°17,75' milst, nennt man auch hier die Directionskraft und
die Schwingungsdauer des so aufgehangenen Korpers wird, wie
beim Pendel in Gleichung (112 a):

T=2nl/]—)—- (112 b)

Ist der Korper ein horizontal schwebender Magnetstab, so wird
derselbe streben, sich in die Richtung des magnetischen Meridians
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zu stellen, und wenn die Befestigung der verticalen Axe torsionslos
ist oder nur eine sehr geringe Kraft Hufsert, wird er die Nord-
Siidlage auch erreichen. Dreht man den Magneten ein wenig und
lifst ihn dann frei, so fiihrt er ebenfalls Pendelschwingungen um
die Ruhelage aus, deren Periode bei kleinen Ausschliigen durch
dieselbe Gleichung gegeben wird, wie oben, nur mit dem Unter-
schied, dafs die Directionskraft D jetzt von der erdmagnetischen
Kraft herrithrt. Das durch die letztere erzeugte Rotationsmoment
ist wie bei der Schwere proportional dem Sinus des Ablenkungs-
winkels, also wird die Giiltigkeit der einfachen Formel fir die
Schwingungsdauer auf kleine Ausschlige beschriinkt sein.

Der Zweck solcher Schwingungsbeobachtungen ist stets die
Bestimmung der wirksamen Directionskraft D, aus welcher man
dann einen Schlufs ziehen kann im einen Falle auf die elastische
Beschaffenheit des zum Drahte ausgezogenen Metalls, im anderen
Falle auf die Intensitit des erdmagnetischen Feldes. Man mufs
also aufser der Periode 7 auch hier wieder das auf die verticale
Drehungsaxe bezogene Trigheitsmoment © kennen, dessen mathe-
matische Berechnung aus der Gestalt und der Dichtigkeit wir oben
schon als mifslich bezeichnet haben. Man hilft sich in diesen
Fiillen meistens in der Weise, dafs man zwei kleinere cylindrische
Massen von gleicher Grisfse m, an den heiden Enden des schwingen-
den Stabes, im Abstand 4 von der Drehaxe in kleinen Einschnitten
. an Coconfiiden aufhiingt. Die Triigheitsmomente, welche dadurch
hinzukommen, setzt man gleich 2m A?, und man findet fiir den so
belasteten Korper eine lingere Periode:

h?
T’ — 2 n "@i%ﬂ‘"—‘

Aus beiden Gleichungen kann man das unbekannte © eliminiren
und findet schliefslich:
3- kl
R i
Dieses Verfahren leidet an dem Uebelstande, dafs man nicht sicher
ist, ob nicht die kleinen angehiingten Gewichte Eigenschwingungen
machen, oder man darf sagen, man ist sicher, dafs sie Kigen-
bewegungen haben werden, welche noch eine weitere, schwer
controlirbare Reaction auf die Schwingung des ganzen Korpers
Uben.  Besser wiire es, die Magnetstibe in cylindrische oder
Prismatische Hiilsen einzuschliefsen, auf denen beiderseits gleiche
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Massen verschiebbar sind. Diese sind dann fest mit dem Korper
verbunden, nehmen also sicher an der Drehung theil, es miissen
daher auch deren Triigheitsmomente, bezogen auf die durch ihre
Schwerpunkte gelegten Axen beriicksichtigt werden. Diese bleiben
aber bei allen Verschiebungen der Massen die gleichen, geiindert
wird nur der Abstand ihrer Schwerpunkte von der Drehungsaxe
und zwar sind diese Verfinderungen sehr leicht genau zu messen.
Man kann dann ebenfalls durch Bestimmung der Schwingungsdavern
bei mehreren verschiedenen Stellungen der Schieber das unbekannte
Triigheitsmoment des ganzen Korpers eliminiren, ohne jenen Fehler-
quellen ausgesetzt zu sein, die durch das Anhiingen von Massen
an dinnen Fiden auftreten kinnen.

Zweiter Abschnitt.
Das Energleprineip.

§ 48. Beweis des Gesetzes flir conservative Kriifte.

Bereits im zweiten Theile dieses Buches, als wir die Be-
wegungen eines einzelnen Massenpunktes unter der Wirkung ver-
schiedener #ufserer Kriifte betrachteten, hatten wir mehrfach Ge-
legenheit, auf die Erfillung des Gesetzes von der Erhaltung der
Energie hinzuweisen. Fir die Wirkung der Schwerkraft wurde in
§ 18 eine ausfihrliche Darstellung desselben gegeben, welche als eine
vorliufige Einfihrung in den Sinn des Gesetzes und die dabei zu
betrachtenden Begriffe dienen mag. Auch bei der ersten Integration
der Differentialgleichung der elastischen Kraft in § 22 fanden wir
die Energie als Integrationsconstante (S. 60); der dort gebrauchte
Kunstgriff, die Differentialgleichung durch Erweiterung mit der
Geschwindigkeit dz/dt integrabel zu machen, ist nur eine specielle
Benutzung desselben Gedankens, den wir sogleich auf die allge-
meinen Newton'schen Bewegungsgleichungen anwenden werden,
Ferner waren in § 29 bei der Theorie des mathematischen Pendels,
welches in verticaler Kreisbahn ohne Umkehrpunkte rotirt, die
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Begriffe der Arbeit und der lebendigen Kraft in ihrer durch das
in Rede stehende Gesetz gegebenen Verbindung zur Veranschau-
lichung der ersten Integrationsconstante O (Seite 91—92) von Nutzen.
Man konnte noch hinzufigen, dafs auch das oscillirende Pendel
dadurch ein instructives Beispiel abgiebt, dafs bei der Bewegung
desselben die beiden Formen der Energie abwechselnd in die Er-
scheinung treten. Zu den Zeiten, wo das Pendel umkehrt, ist der
schwere Punkt zur hochsten Hohe gehoben, welche er tiberhaupt
wihrend der Bewegung erreicht, die Energie erscheint hier aus-
schliefslich durch die Hohenlage des Punktes bedingt, denn lebendige
Kraft ist beim Stillstand der Umkehr nicht vorhanden. Wenn das
Pendel dagegen durch seine Gleichgewichtslage eilt, befindet sich
der schwere Punkt in der niedrigsten Lage, welche er bei seiner
Befestigungsart iiberhaupt erreichen kann; ein Vorrath von Energie
kann deshalb nicht aus dieser Lage gewonnen werden, dagegen
besitzt die Masse jetzt ihre maximale Geschwindigkeit, die gesammte
Energie besteht dann nur in der lebendigen Kraft der bewegten
Masse. Die Gleichheit beider Knergiequanta lifst sich sehr leicht
aus der Gleichung (47) (Seite 88) ablesen.

Das in Rede stehende Gesetz wurde nach dem Bekanntwerden
der wichtigsten einfachen Bewegungserscheinungen, welche durch die
Untersuchungen von GauiLer, Newron, Huyaens u. a. festgestellt
waren, nicht gleich in seiner Vollstindigkeit erkannt. Die Betrach-
. tung der lebendigen Kraft bewegter Massen wird gewhnlich auf
Lemsniz zuriickgefihrt; er war es auch, welcher den eigenthiimlichen
Namen fiir diese Grofse einfihrte, indem er darauf hinwies, dafs eine
bewegte Masse allerlei Wirkungen hervorbringen kionne, welche man
sonst nur durch directes Hingreifen von Kriiften erzielen kann, wie
z B. die Fihigkeit selbst gegen die Richtung der Schwere aufzu-
steigen, statt zu fallen, oder auch als Geschofs zerstorende Wirkungen
beim Zusammenstols mit widerstehenden Korpern zu #ufsern. Das
Epitheton ,lebendig“ sollte darauf hinweisen, dafs die beobachtete
Wirkungsfiihigkeit der Masse nur in ihrer Lebendigkeit, d. h. Be-
wegung liegt, der ruhenden Masse aber abgeht. Lzmniz stellte
nun folgenden Satz auf, der sich bei der Betrachtung verschie-
dener Bewegungsvorginge unter der Wirkung einer gewissen da-
durch ausgezeichneten Klasse von Kriiften bestiitigt hatte, dals
némlich die Summe der lebendigen Krifte in einem Massensystem
allemal wieder dieselbe wird, wenn die simmtlichen Theile des
Systems im Laufe ihrer Bewegung in die gleiche Lage zu einander
zurlickkehren.

H. v. HeLunovrz, Theoret, Physik. Bd. I, 2. 18
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Diese Gesetzmiifsigkeit bezeichnete er als conservatio virium
vivarum, er ging also nicht auf den Begriff der potentiellen Energie
ein, deshalb war es auch fiir seine Betrachtungen nicht stdrend,
dafs er die lebendige Kraft durch das ganze Product aus Masse
und Geschwindigkeitsquadrat definirte, withrend wir jetzt in Riick-
sicht auf die Grofse des in der bewegten Masse enthaltenen Arbeits-
quantums das halbe Product jener beiden Grofsen einfithren miissen.
Es ist nun moglich aus dieser Lrmniz'schen Form des Gesetzes
eine Bedingung herzuleiten, welcher diejenigen Kriifte genilgen
miissen, fir welche dasselbe zutrifft und welchen man deshalb den
Namen ,conservative Kriifte“! gegeben hat. Wenn nimlich die
Summe der lebendigen Krifte fir jede withrend der Bewegung
wiederkehrende gleiche Constellation der Massen auch wieder den
gleichen Werth erlangt, so mufs dieselbe, obwohl sie nur aus den
Massen und den Geschwindigkeitsquadraten zusammengesetzt ist,
doch eine reine Function der Coordinaten der Massenpunkte sein.
Das Hiilfsmittel, durch welches wir zur Aufstellung dieser Be-
dingung fir die Kriifte gelangen, ist nun eine. neue, von den in
diesem Theile dagewesenen, verschiedene Integration der Newron'-
schen Bewegungsgleichungen, welche gestattet, die Summe der
lebendigen Kriifte zu bilden. Wir brauchen dabei die drei ver-
gchiedenen Coordinatenrichtungen nicht zu unterscheiden und kénnen
die ganze Schaar der fiir die einzelnen Massenpunkte geltenden
Differentialgleichungen zusammenfassen in der Form:

d* z,
e
Zu jedem Punkte gehdren drei Gleichungen, also drei Indices q,
welche die sonst unterschiedenen drei Coordinaten vertreten, selbst-
verstiindlich miissen die drei dazugehorigen m, identisch sein, denn
sie bezeichnen denselben Punkt. Solcher Gleichungen haben wir
dreimal so viel als das System Massenpunkte enthilt. Wir er-
weitern jede der Differentialgleichungen mit der zugehtrigen Coordi-
nate der Geschwindigkeit des betreffenden Massenpunktes, also in
dx,
dt
Schaar von Gleichungen; das Resultat ist:

< 'z, dz, i , A4z,
ST ar = 2

! Zuniichst sollen also conservative Kriifte dadurch definirt sein, dals sie
dem Lemwiz'schen Gesetze folgen.

my

- X, (118)

unserer symbolischen Bezeichnung mit , und addiren die ganze
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Die linke Seite ist ein vollstindiger Differentialquotient nach der
Zeit, wir konnen die Gleichung auch in folgender Form schreiben:

d dw, \? d x,
a2 (—:r) =-2% T (114

In der links stehenden Summe lassen sich die je drei auf den-
selben Massenpunkt beziiglichen Quadrate der Geschwindigkeits-
componenten zusammenfassen zum Quadrat der resultirenden Ge-
schwindigkeit dieses Punktes, also liefern je drei zusammengehorige
Summanden das halbe Product aus dem bewegten Massenpunkte
mal dem Quadrat seiner Geschwindigkeit, d. h. die lebendige Kraft
dieses Punktes und die Summe, deren Differentialquotient die linke
Seite der Gleichung bildet, -ist die gesammte lebendige Kraft des
Massensystems. Bezeichnen wir diese durch L, setzen also:

g} d a »
S} m, (';T) el (1143a)
80 finden wir:

dL . Oy
T >x, - (114b)

Da wir nun aus dem Lemniz'schen Satze folgerten, dafs L eine
reine Function der Coordinaten sein miisse, so mufs, wenn. eine In-
* tegration moglich sein soll, auch die rechte Seite dieser Gleichung
der vollstiindige zeitliche Differentialquotient einer reinen Coordi-
natenfunction sein, welche also nur insofern von der Zeit ‘abhiingt,
als die #, sich withrend der Bewegung veriindern, nicht aber noch
in anderer Weise direct die Zeit als Variabele enthiilt.

Diese Coordinatenfunction, deren:Existenz wir fordern miissen,
wollen wir bezeichnen durch — ®; das Minuszeichen, welches zu-
niichst willkiirlich, aber fiir die analytischen Betrachtungen in keiner
Weise anstofsig erscheint, findet spiiter seine Begriindung in der
physikalischen Bedeutung von ®. Da — ® nur die variabelen Zeit-
functionen , enthiilt, so ist nach den Grundlehren der Differential-
rechnung

d o da,
T ) ol Gk e )
Dieser Ausdruck mufs nun vertriiglich sein mit der rechten Seite

der Gleichung 114b; das st aber nur moglich, wenn dic Kraft-
18
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componenten X,, welche die Bewegungen in dem Massensystem
regiren, den Bedingungen geniigen:
- a
X, = — ;g (115)

Wir haben angenommen, dafs @ im Allgemeinen simmtliche Co-
ordinaten enthalte; sollten auf gewisse Punkte in gewissen Richtungen
keine Kriifte wirken, so wilrden die betreffenden Coordinaten in der
Function fehlen und die partiellen Differentialquotienten nach den-
selben wiirden gleich Null werden. Im Uebrigen ist @ bisher keinen
weiteren Bedingungen unterworfen als der der eindeutigen Differenzir-
barkeit.

Sobald die im System wirkenden Kriifte sich in der durch
Gleichung (115) angegebenen Weise darstellen lassen, ist die Differen-
tialgleichung (114b) integrirbar, wir kénnen dieselbe dann in folgender
Form schreiben:

dL 0D da,
wr g =0
oder
d
L+ @) =0,

daraus folgt, dafs wiihrend der Bewegung (L + ®) eine unveriinder-
liche Grofse bleibt, eine Integrationsconstante, welche man die
Energie des Systems nennt. Bezeichnen wir dieselbe durch E.so
erhalten wir das Gesetz von der Constanz der Energie ausgedriickt
durch die Gleichung:

L+®=FE (116)

Die beiden Theile L und @ nennt man, wie frither schon ange-
fihrt, die kinetische und die potentielle Knergie;' erstere ist durch
den Bewegungszustand des Systems, leiztere durch die Configuration
des Systems bedingt.

Es sei zum Schlusse nochmals darauf hingewiesen, dafs der
Beweis dieses Gesetzes nur mdglich geworden ist durch eine be-
stimmte Annahme iiber die Natur der in dem System wirkenden
Kriifte (Gleichung 115), dals daher die Gilltigkeit desselben zuniichst

' In seiner Schrift ,Ueber die Erhaltung des Kraft“ (Berlin 1847) nannte
Heuvuorrz die Grifse @ die Summe der Spannkriifte, analog der Bezeichnung
Summe der lebendigen Kriifte fir L, doch ist er selbst spiiter zu den obigen
Bezeichnungen iibergegangen.
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auch beschriinkt ist auf solche Kriifte, welche der gestellten Be-
dingung gentigen. Diese letztere wurde hergeleitet aus dem Lizmsxiz-
schen Gesetze von der Erhaltung der lebendigen Kraft. In diesem
Sinne sagt auch unser Resultat nichts mehr oder weniger aus als
Jener Ligrsniz'sche Satz; dieser verlangt ja, dafs die lebendige Kraft
durch eine reine Function der Coordinaten der Massenpunkte dar-
stellbar sei, wir haben nun @ als eine solche Function eingefithrt
und erhalten: L = E — @, ein Ausdruck, welcher wegen der Con-
stanz von K diese Forderung erfiillt, ohne dafs durch die besondere
Form E — @, d. h. durch die Heranziehung der potentiellen Energie
eine dariiber hinausgehende Erkenntnifs erzielt wiire. Eine solche
kommt erst hinzu, wenn man auf die physikalische Bedeutung der
Function @ eingeht und untersucht, welche Gesetze iiber die An-
ordnung und Wirkung der Kriifte aus deren Bestehen fliefsen.

§ 49. Centralkrifte sind conservativ.

Ehe wir zu den am Schlusse des vorigen Paragraphen bezeich-
neten Betrachtungen fibergehen, wollen wir das Reich derjenigen
Kriifte, welche den Bedingungsgleichungen (115) gehorchen, ein
wenig durchmustern, d. h. ohne dasselbe erschpfen zu wollen, eine
bestimmte wichtige Klasse von Kriiften als zugehirig nachweisen.
- Wir schlagen der Kiirze wegen einen deductiven Weg ein und
zeigen, dafs alle Kriifte, welche zwischen Massenpunkten in Richtung
der geraden Verbindungslinie wirken und deren Intensitit nur vom
Abstand der Punkte abhiingt, also alle sogenannten Centralkriifte,
welche wir bereits bei der Formulierung der Consequenzen des
Reactionsprincips betrachtet hatten,auch unter dieses Gesetz fallen.

Zuniichst betrachten wir ein System von nur zwei Massen-
punkten m, und mg, und nennen den Betrag der zwischen diesen
wirkenden Abstofsungs- oder Anziehungskraft K, y (=Ky,o). Der-
selbe sei positiv, wenn es sich um Abstofsung handelt, negativ,
wenn um Anziehung.

Die Richtung derselben ist die der Verbindungslinie, deren
absolute Liinge r, 5 (==7y, o) heifsen mag. Es soll also vorausgesetzt
werden, dafs K, , irgend eine eindeutige Function von r, y ist, welche
nicht anders von der Zeit abhiingt, als dadurch, dafs r, , sich bei
der Bewegung der beiden Punkte mit der Zeit veriindert. (Vergl.
§ 8 und § 84) Die Componenten dieser Kraft in Richtung der
Coordinataxen werden dann gefunden, indem man die Intensitit
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Ku:b multiplicirt mit den Cosinus, welche r, 4 mit den Axen bildet.

Xy =

8 = ote. dar-
Ta, b

stellen, man kann dieselben aber auch gewinnen, wenn man den

Ausdruck:
ro 6 = + V@ — @) + W — %a)* + (35 — 20)* (117)

nach allen darin steckenden sechs Variabelen differenzirt. Man
findet so:

Diese lassen sich rein geometrisch in der Form

A7y, 5 o — Tp 01,5 Ty — Ty
Oy, 0 M yiths day Ta,b
Ofad _ % =% Oras _ Y=t (117a)
Ya Ta, b g 0yp Yo, b
'?fn.b nth N Ore,p D2 Sl
0%, Fod s 0 % Ta, b

Die Componenten der auf m, durch die Gegenwart von m; aus-
geiibten Kraft sind danach:

y D%
Xo,0) = Ko, b 6;[
“a

ar,
Yom =Ka, '6—;"“
a

ar,
Zo,) = Ko, p --5:‘—"’
a

und die auf my durch die Anwesenheit von m, ge-

fiufserten Kraftcomponenten sind: (118)
Orp
Toiw = B 528
dr
¥,0) = Ko, —6.—;;"
e O
Zy, (a) = !‘d,ﬁ "a_‘!"b

!

Die Erfillung des Reactionsprincips in diesen Gleichungen zeigt
ein Blick auf die vorstehenden Gleichungen(117a). Es ist nimlich:
arc,li By 07,5
¥ e, T i
folglich auch:
Xo, ) = — X, (0) E_m‘
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Da nun K, 5 eine reine Function von r, s sein soll, kann man stets
durch eine einfache Quadratur folgendes Integral finden:

= D= [K5dr4 (119)

Ob sich immer ein bequemer analytischer Ausdruck fiir @, ; findet,
ist hierbei gleichgiiltig, der Begriff dieses Integrales, welches im
Allgemeinen ebenfalls eine Function von r, s sein wird, ist dadurch
festgestellt. Das Gesetz, nach welchem die Kraft von der Ent-
fernung abhiingt, stellt sich dann in folgender Form dar:

(119a)

Die unbestimmte additive Constante, mit welcher @,y von der
Bildung des unbestimmten Integrales her behaftet ist, bringt keine Un-
sicherheit in die Betrachtung, da erstere in den Differentialquotienten
wieder fortfiilllt. Die Gleichungen (118) gehen aber unter Benutzung
von Gleichung (119a) in folgende fiber:

dq)‘.b 6rn.b

Xy iz Ay 0%,
d Py, 5 . 07,1

Y= — s rom ete. (119b)
dw&‘ . ai’mg_

Xb:: — d?'nlb a% ate.

Die rechten Seiten dieser sechs Gleichungen sind nun nichts an-
deres als die partiellen Differentialquotienten, von — @, 4, genommen

nach den sechs Coordinaten, welche in ry y stecken. Wir erhalten
also:

> o 99, e D%y
Ad = - —--a---—: Xﬁ aIb
0 D4, s 0 W,y
YR e -—ugyj-.l Ya o — a“yﬁ (1196)
ad ab = ,_.a_.__..ﬁ.‘.'. .
Za = - _aza ) Zb = — 3 J

Es ist hier der Kiirze halber X, statt X, etc. und X, statt
X, ete. geschrichen worden, also wie frither, nur die Ordnungs-
zahl des von der Kraft angegriffenen Massenpunktes gesetzt.
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Diese Gleichungen stimmen iiberein mit der im vorigen Para-
graphen aufgestellten Bedingung der conservativen Kriifte, es
gelten deshalb auch dieselben Folgerungen, mithin auch das Ge-
setz von der Constanz der Energie. Die Beschriinkung, welche
in der Annabme von Centralkriften liegt, iufsert sich darin, dafs
@, 5, die potentielle Energie, von welcher wir im Allgemeinen nur
annahmen, dafs sie irgend eine eindeutig differenzirbare Function
der simmtlichen vorkommenden Coordinaten sein miisse, bei den
Centralkriften diese Coordinaten nur in einer ganz bestimmten Grup-
pirung enthiilt, welche durch den Ausdruck r, s in Gleichung (117)
gegeben ist. Die Sache liegt also so: Centralkriifte sind conservativ,
aber conservative Kriifte brauchen deshalb nicht Centralkriifte zu sein.

Wir haben uns bisher auf zwei Massenpunkte beschrinkt, jetzt
wollen wir ein System von beliebig vielen Massenpunkten betrachten,
welche simmtlich auf einander mit solchen Centralkriiften wirken.
Man kann dann fir jedes mogliche Punktepaar m, und mg die vorher
benutzte Function @, y aufstellen, und die Summe dieser Functionen
fiir alle moglichen Combinationen 7u je zwei bilden. Nennen wir
diese Summe @ ohne Index, so ist:

@ = 1}%‘ @, 5 (120)

In dieser Summe sind fiir a und b alle Indices der vorhandenen
Massenpunkte einzusetzen, nur darf a und b nicht dieselbe Ordnungs-
zahl bedeuten, da wir keinen Begriff verbinden mit der Wirkung
eines ausdehnungslosen Massenpunktes auf sich selbst. Diese Liicke
der Doppelsumme soll durch das Hikchen bezeichnet werden. Im
iibrigen liefert diese Summe jede Combination zweimal, z B. den
Summanden @, (=@, ,) erstens wenn a =2, b =25 ist und zweitens,
wenn a =05, b =2 ist. Um dieses doppelte Auftreten in ein ein-
faches zu verwandeln, ist der Factor } vor die Summe gesetzt.

Dieser Ausdruck @ spielt nun in dem allgemeinen Massen-
system dieselbe Rolle, welche wir vorher bei einem einzelnen Paare
von Punkten die Function @, ; erfilllen sahen. Um dies nachzu-
weisen, wollen wir — @ nach irgend eciner ausgewiihlten Coordinate
z, des Punktes m, differenziren. Dabei fallen aus der Summe alle
diejenigen Glieder heraus, welche z, nicht enthalten, in welchen
also weder a noch b die gewithlte Ordnungszahl p bedeutet; die
iibrig bleibenden Glieder bilden zuniichst eine Summe von folgender

Form:
f(g (ph-i == ?‘pt.v)'
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Die Hiikchen der beiden S sollen andeuten, dafs in der ersten das
Glied b=p, in der zweiten das Glied a =yp fehlt. Die beiden
Summen sind fibrigens identisch, man kann statt des vorstehenden
Ausdruckes einfacher schreiben:

3 By

8w L o®, B
B2 P Tl S P

Da aber jedes ®, , nur Function von ry, 5 i8t, erhilt man:

0P -»( ~ 89 é‘..’.‘.v-_b_).

T T AT e
Jeder einzelne Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung
hat die in Gleichungen (119b) vorkommende Gestalt, bezeichnet daher
die z-Componente einer auf my, wirkenden Kraft und zwar je dec-
Jenigen, welche von der Anwesenheit eines bestimmten Punktes my
herrithrt. Durch die Summirung tther b werden die Wirkungen
aller aufser my, noch vorhandenen Punkte addirt, wir erhalten also
die z-Componente der gesammten anf my, ausgeiibten Kraft; welche

wir X, nennen wollen. Wir erkennen also, dafs

2 o

X, = — ;i
ist und ein gleiches Resultat fiir jede andere Coordinate statt zp. Da-
mit ist nachgewiesen, dafs in einem Massensystem mit Centralkriiften
die in Gleichung (120) aufgestellte Function ® die potentielle Energie
darstellt. Zugleich sicht man, withrend die Kriifte sich bei unge-
storter Superposition geometrisch addiren, dafs die M,y zu einer
gewdhnlichen algebraischen Summe zusammentreten. Deshalb wird
in vielen Problemen die Betrachtung einfacher, wenn man auf die
Functionen @, ; eingeht und nicht bei den gerichteten Kriften K,
stehen bleibt.

Es wird also:

§ 60. Rédumliche Anordnung conservativer Krifte.

. Dafs die ritumliche Anordnung der conservativen Kriifte, welche
I einem System von Massenpunkten herrschen, nicht mehr ganz
regellos sein kann, geht ganz im Allgemeinen schon aus der Ueber-
legung hervor, dafs zur vollstiindigen Angabe der simmtlichen
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Kriifte, so lange dieselben ganz regellos vertheilt sind, dreimal so
viel Gleichungen nothwendig, als Punkte vorhanden sind, wiithrend
in einem conservativen System die Aufstellung einer einzigen Func-
tion @ geniigt, um die Werthe simmtlicher Kraftcomponenten her-
zuleiten, also auch um alle Fragen iiber die aus einem gegebenen
Anfangszustand des Systems hervorgehenden Bewegungen zu beant-
worten.

Um ins Kinzelne einzugehen, wollen wir zuniichst eine ganz
bestimmte charakteristische Beziehung ableiten, welche zwischen je
zwei Kraftcomponenten bestehen mulfs, sobald die Bedingungs-
gleichungen (115) der conservativen Kriifte erfullt sind. Greifen wir
zwei ganz beliebige Kraftcomponenten X; und X heraus, welche
nicht gleichgerichtet zu sein brauchen und auf zwei verschiedene
Massenpunkte wirken kinnen. Die ihnen gleichgerichteten Coordi-
naten der angegriffenen Punkte sind z, und a5, und es ist:

ow b o
AgMEa e SRyt
Geben wir nun einmal dem Punkt m, eine kleine Verschiebung
derart, dals #; um dz zunimmt, so erfihrt dadurch X, eine Ver-
finderung, welche dargestellt wird durch:

0 X, Pl a* O

e T
Verschieben wir andererseits m, so, dals z, um dieselbe Strecke dz

wiichst, so ist die dadurch bewirkte Aenderung von X; gegeben
durch:
0 X, 5 '
rn By, P, o

Da aber die zweifache Differentiation an @ zu demselben Resul-
tat fithrt, gleichviel ob man zuerst nach z, und dann nach =z,
differenzirt, oder umgekehrt, so folgt, dafs die heiden Variationen
der betrachteten Kriifte einander gleich sind, dals also fir jedes
Paar von Componenten folgender reciproker Zusammenhang besteht:

0N, _ 0%
O 0

0,

(121)

Als Ursache der auf einen Massenpunkt wirkenden Kraft haben
wir in diesem Theil des Buches immer die Anwesenheit anderer
Massen angesehen. Das Vorhandensein des angegrifienen Punktes
ist zufolge der allgemeinen Definition der Kraft, welche gemessen
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werden sollte durch das Product der Masse des betroffenen Punktes
und der Beschleunigung, welche derselbe erfithrt, unerlifslich. KEs
ist nun aher die Frage von besonderem Interesse, die riiumliche
Anordnung einer Kraftwirkung kennen zu lernen, welche von einer
bestimmten festen Configuration oder Gruppirung von Massen aus-
geht, niimlich in welcher Weise diese sich éindert, wenn ein einzelner
beweglicher Massenpunkt an verschiedene Orte des Raumes gebracht
wird. Ist nun diese feste Gruppirung das Resultat eines Gleich-
gewichtszustandes der inneren Kriifte zwischen den Elementen des
ruhenden Systems, so ist zu bedenken, dafs die Anwesenheit des
zur Priffung des Feldes dienenden Massenpunktes wegen der Reac-
tion auch seinerseits Kriifte auf das iibrige System ausiiben, mithin
dadurch dessen Ruhelage veriindern muls, und zwar je nach der
Stelle des Raumes, an welche man diese Priffungsmasse bringt, um
dort die Wirkung zu studiren, in stets anderer Weise veriindern
mufs. Man wiirde also niemals die Kraftwirkung der urspriinglich
vorhandenen Configuration, sondern diejenige der gestorten Anord-
aung finden. Ks giebt indessen zwei Vorstellungen, welche itber
diese Schwierigkeit hinweg helfen. Entweder muls die Priifungs-
masse 80 aulserordentlich klein angenommen werden, dafs deren
Anwesenheit die im Gleichgewicht befindlichen inneren Kriifte due
Systems in keiner der zu priifenden Lagen merklich stort, oder aber
man mufls sich vorstellen, dafs die Theile des Systems starr fest-
gehalten werden, dafs also zu einer merklichen Verschiebung der-
selben Kriifte erforderlich wiren, welche unendlich grofs sind gegen
die von dem Priifungstheilchen ausgehenden. Wir brauchen hier
keine Entscheidung zwischen den beiden Vorstellungen zu treffen;
in einigen Problemen, z B. bei den elektrostatischen Wirkungen
eines geladenen Conductors wird man die erste Betrachtung wiihlen
miissen, da von einer starren Befestigung der Ladung an gewissen
Stellen eines Conductors nicht die Rede sein kann, bei Gravitations-
problemen dagegen kann man sich wohl die Anordnung der an-
zichenden Massen starr und unbeweglich denken, also die zweite
Vorstellung zu Grunde legen.

Wir wollen jedenfalls jetzt ein Massensystem betrachten, dessen
Punkte fest liegen bis auf einen einzigen Punkt m,; diesen wollen
wir an verschiedene Orte fihren, und Grifse und Richtung der
Kraft untersuchen, welche dort m, von den tibrigen Massen erfiihrt.
Die Function ®, welche fir das gesammte System einschlielslich m,
gilt, soll nach fritheren Auseinandersetzungen die Coordinaten simmt-
licher Punkte enthalten, da aber alle Punkte aufser m, festliegen,
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sind deren Abmessungen nur Constanten in der Function @, die
einzigen Variabelen bleiben die drei Coordinaten z,, y, %, des be-
weglichen Punktes, d. h. die Abmessungen des Ortes, an welchem
die Kraft bestimmt werden soll. Da dies aber alle moglichen
Orte sein sollen, so ist @ einfach eine Function der drei Raum-
coordinaten, und wir kinnen die Indices 0 weglassen,

Wir wollen zuerst nach dem Ort der Raumpunkte fragen, in
denen @ einen bestimmten constanten Werth € besitzt. Dieser Ort
ist bestimmt durch die Gleichung:

Dy %)= 0C (122)

welche nach den Lehren der analytischen Geometrie eine bestimmte
Oberfliiche im Raume bezeichnet. Auf dieser Oberfliche kann man
also m, verschieben, ohne dafls dadurch die potentielle Energie eine
Aenderung erleidet. Man nennt deshalb solche Flichen Aequi-
potentialflichen oder in Uebertragung einer speciellen, der Wir-
kung der Schwerkraft entsprechenden Bezeichnung Niveauflichen,
welche Ausdriicke wir in gleicher Weise benutzen werden. Je nach
der Wahl der Constante C erhiilt man verschiedene Oberfliichen, und
wenn man dieser Grofse nach einander eine ganze Reihe auf einander
folgender Werthe beilegt, so erhiilt man eine ganze Schaar solcher
Niveauflichen, deren besondere Gestalt von der Natur der Function
@ abhiingt, welche aber doch stets einige gemeinsame Eigenschaften
aufweisen. Zum Beispiel konnen sich zwei Fliichen derselben Schaar
niemals durchschneiden, weil dann @ in der Schnittlinie die Werthe
der beiden verschiedenen Constanten besitzen milfste, welche die
beiden Flichen bestimmen. Ferner kénnen diese Flichen in einem
Raume, in welchem @ iberall definirt ist, nicht irgendwo auf-
hijren, sie miissen vielmehr entweder geschlossen sein, oder bis an
die Grenzen des betrachteten Raumes reichen, und falls solche
durch das Problem nicht geboten sind, sich bis ins Unendliche er-
strecken. Der Raum wird also durch diese Flichen in eine Schaar
getrennter schalenfdrmiger Riiume zerschnitten.

Da nun bei Verriickungen des Punktes m, in Richtung dieser
Fliichen die Function ® kein Gefillle besitzt, so liegt auch in
tangentialer Richtung zu diesen Niveauflichen niemals eine Kraft-
componente. Um dies deutlich einzusehen, milssen wir zuniichst
nachweisen, dafs nicht nur die Kraftcomponenten X, ¥, Z, welche
den Richtungen der Coordinataxen folgen, durch die Gleichungen:

a aw aw
X:l'—'d—zl Y='—"-—a';-? Z=-—v—-a-?
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angegeben werden, sondern dafs fiberhaupt fir jede beliebige Rich-
tung s die gleichgerichtete Kraftcomponente, die wir S nennen
wollen, durch eine ebensolche Bildung

S=— - (128)

bestimmt wird. Der Nachweis kann in verschiedener Weise er-
bracht werden. Zuniichst folgt er ganz anschaulich aus der ein-
fachen Ueberlegung, dafs die Wahl der Coordinatenrichtungen etwas
rein Acufserliches und fir die Betrachtung Gleichgiiltiges ist, dafs
man also die z-Axe ebenso gut in die Richtung s verlegen kann,
wie in eine andere; alsdann wird aber S = X und 6 ®/ds = 0 ®)0z,
mithin die Giiltigkeit der Gleichung (128) auf die der vorstehenden
Wiederholung von Gleichung (115) zuriickgefiihrt.

Man kann aber auch ohne Drehung des Axensystems, fiir welches
die Function ®(z, %) nun einmal gebildet worden ist, die Richtig-
keit der Gleichung (128) auf analytischem Wege nachweisen. Man
driickt zu diesem Zwecke die Componente S durch die Componenten
X,Y,Z und die Winkel (2, s), (y 8), (% ) aus, welche die Richtung s
mit den Axen bildet. S ist die Projection der resultirenden Kraft K
auf die Richtung s, da aber K die geometrische Summe von X, ¥
und Z ist, kommt man zu dem gleichen Werth fir S, wenn man
diese drei Componenten nach einander auf die Linie s projicirt und
die algebraische Summe der Projectionen bildet. Man fmdet also:

S = X.008(%,8) + ¥.008(y,s) + Z.cos(x,6)  (123a)
In Fig. 10 ist diese Zu-
sammensetzung von S fir ¥ s
nur zwei Componenten X
und Y in der (z, y)-Ebene C

veranschaulicht. 0.4 re-
prisentirt die Componente
X, 4 B die Componente ¥, . B
also stellt OB die Resul-
tante ¥ dar. Die Pro- D, /
Jection von K auf die
Richtung s ist 00, stellt £/
also die Componente S
dar. Ebenso ist aber o0 ¢ A »
die Projection von 04 = X Fig. 10.
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und DC die Projection von 4B = Y auf die Linie s. Diese heiden
letzteren sind

0D = 0A.cos8(40D) = Xcos(z,s)
DC= EB = AB.cos(4BE) = Ycos(y,s),

und da OD 4 DC = 0C = S, findet man
S = X cos(z,8) + Ycos(y,s)

eine KFormel, welche in ganz gleicher Weise auf alle drei Axen-
richtungen ausgedehnt, zu der vorstehenden Gleichung (123a) fiihrt.
Die Richtungscosinus konnen in anderer Weise dargestellt werden:
Schreitet man niimlich auf der Linie s um das Differential ds vor-
wiirts, und bezeichnet die Projectionen von ds durch daz, dy, dz,
0 ist:

dx a dz
cOo8 (, §) = ds’ cos (y, 8) = dz ) 08 (2, §) == =t

Driickt man ferner X, Y, Z in bekannter Weise durch @ (z, y, 2) aus,
80 findet man:

0w daz O® dy 0D dz
S=—(?; r i dy ir T Y -t_i_s) (1281)
Die drei Raumcoordinaten erscheinen bei dieser Betrachtung
nicht als unabhiingige Variabele, ihre Differentiale stehen vielmehr
in einem bestimmt vorgeschriebenen Verhilltnisse, welches durch die
Richtung von ds gegeben ist, also sind z, y, * als Functionen einer
Urvariabelen s anzusehen, und der Differentialquotient von ® nach
s ist zu bilden nach der bekannten Regel, welche die Differential-
rechnung fiir die Differentiation einer Function von Functionen an-
giebt. Bildet man auf dicse Weise @ ®/ds, so erhiilt man den
Ausdruck, welcher in der Klammer der rechten Seite der vorstehen-
den (leichung steht. Man findet also schlielslich:

ow

el i
was zu beweisen war, Man kann den Schlufs dieser Betrachtung
auch auf folgende Weise mmachen: Wenn man von einem bestimmten
Punkte aus, in welchem die potentielle Knergie den bestimmten
Werth @, besitzt, um das in Grofse und Richtung vorgeschriebene
Wegelement ds fortschreitet, so kommt man zu einem Punkt, in
welchem die potentielle Energie @, ist, die Abnahme von @, also
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die Differenz @, — ®,, welche wir durch — d ® bezeichnen wollen,
ist vollkommen bestimmt durch die Werthe ®, im Anfangspunkt und
®, im Endpunkt des Weges. Das Gefiille — 9 ®/ds ist definirt
durch die Gleichung:

f!’l—- (p,: —_—d® = ——aai:id&

Es ist daher bei diesem Procefls gleichgiiltig, auf welchem Wege wir
vom Ausgangspunkt zum Ziele gehen, ob wir beispielsweise die
geradlinige Strafse ds withlen, oder die zweimal rechtwinkelig ge-
brochene Strafse, welche nach einander die drei Projectionen von ds,
niimlich d«, dann dy und endlich dz durchliuft. Wir wollen jetzt
diesen zuletzt beschriebenen, besonderen Weg einschlagen. Der An-
fangswerth von @ ist ®,. Wihrend der Punkt dz durchliuft, findet
die Abnahme:
ow

(‘—' d c’)w R e -é-ém dx

statt, wiihrend des darauf folgenden Weges dy kommt dazu die
Abnahme:
dw

(—~d qj)‘f - _6‘? dy

und auf der letzten Wegstrecke dx endlich die Abnahme:

)
(— dd)}_ = - .
Nun sind wir am Endpunkt von ds angelangt, wo der Werth @,

herrscht. Also mufs sein

dz. %

(=d®), +(=dD), +(—dD), =D, — Dy = —dD
oder:

awm aw aw aw
- (-'a'i—dx'{‘ "a!;dy'*- -—a—; dtv) = — —‘6—8—d8-

Dividiren wir diese Gleichung durch ds, so finden wir:

(ﬁfll.d:: od dy o dz) ow
. . : e

0z ds ' Gy ds ' Oy ds)

Dies liefert zusammen mit Gleichung (123b) ebenfalls den Beweis
fir die Richtigkeit der Gleichung (122).

Kehren wir nach dieser Auseinandersetzung zuriick zur Be-
trachtung der Schaar von Acquipotentialfliichen @ = const., und
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stellen uns zwei Nachbarflichen vor, deren Constanten nur sehr
wenig von einander verschieden sind, der Werth der potentiellen
Energie auf der zweiten Fliche sei um den festen Betrag d @ kleiner
als auf der ersten Fliche. Die beiden Flichen werden aufserordent-
lich nahe bei einander liegen und werden in einem engen, aber fiir
die folgende Betrachtung doch hinreichend weiten Gebiete als zwei
parallele Ebenen anzusehen sein. Auf welchem Wege man nun von
einem bestimmten Punkte der ersten Fliche aus nach der zweiten
Fliiche hiniibergehen mag, stets wird man dabei denselben Abfall
von @ finden, nimlich die feste Grofse & ®. Der kiirzeste Weg ist
normal gegen die Richtung der beiden Flichen, seine Linge dn
mifst den kleinen Abstand der beiden Nachbarflichen an der be-
trachteten Stelle. Jeder von diesem verschiedene schriig gerichtete
Weg ist nothwendig linger als dn; die Linge ds desselben, wenn
er geradlinig gewiithlt wird, ist aus einfachsten geometrischen Griinden
gegeben durch:

. on

08 = ———
08 (8, n)
Nun mufs;

_,)‘(p=—-—a-a(:’-¢?s= —Ta:’-d'n

gein; setzt man also den Ausdruck fiir Js ein, so erhilt man:

6’0’. on aw 5
~ "0s cos(s,m) = On o
oder:
o aw
o - €08 (8, n) (124)

eine Gleichung, welche das Gefille von @ in verschiedenen Rich-
tungen s angiebt. Am grofsten wird dasselbe, wenn cos (s,n)= 1 ist,
wenn also der Weg in Richtung der Normale der Niveaufliche ver-
liuft; der Maximalwerth ist — ——%T selbst. Dieses Gefitlle bestimmt
aber direct die Grifse der in dieser Richtung wirkenden Kraft-
componente, und die maximale Kraftcomponente ist die Resultante K,
wir' sehen also, dafs die resultirende Kraft senkrecht gerichtet ist
gegen die Niveauflichen in Richtung der abnehmenden @, die Com-
ponente S in einer davon verschiedenen Richtung s ist:

8 = K.cos(s,n) = K.cos(5, K)
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d. h. die anders gerichteten Componenten werden aus der Kraft K
abgeleitet durch Multiplication mit dem Cosinus des Richtungs-
unterschiedes. In tangentieller Richtung zu den Niveauflichen ist
(sym) = m/2, der Cosinus ist Null und wir erhalten, wie von vorn-
herein ersichtlich, keine Kraftcomponente.

Durch diese ¥rkenntnifs ist ein sehr anschauliches Bild fiir die
riumliche Vertheilung der Kraftrichtungen gewonnen. Denken wir
uns den ganzen Raum durchsetzt von einer Schaar von Aequi-
potentialflichen, so haben wir iiberall eine Angabe iiber die Richtung
der Kraft in der abwiirts gerichteten Normale auf einer solchen
Fliiche. Aber auch die Intensitit der Kraft lifst sich aus dem
Bilde dieser Flichenschaar erkennen. Wir brauchen die Flichen
nur so auszuwithlen, dafs der vorerwiihnte Abfall von @, also — d @,
zwischen allen Nachbarflichen im ganzen Raume der gleiche ist; die
Constanten, welche die einzelnen Flichen bestimmen, bilden dann
eine arithmetische Reihe mit der sehr kleinen Differenz — & @.
Machen wir nun an zwei verschiedenen Stellen des Raumes, (1) und
(2), den Weg von einer dort zuniichst befindlichen Fliche zu ihrer
Nachbarfliiche, so ist:

(— -%L:—)l.ﬁu, = (— %i—’)l.a‘n, =—00

oder: !
K .on =K,.0n,
oder:
K, dn,
b B 125
K om o

Die Intensitiiten der Kraft an verschiedenen Stellen des Raumes
verhalten sich mithin umgekehrt wie die Abstinde der benachbarten
Aequipotentialflichen. An Orten grofser Kraftintensitit liegen diese
Fliichen also dicht gedringt, wihrend sie an Stellen schwiicherer
Wirkung weiter auseinander treten. Das Anschauungsmittel solcher
Flichenschaaren lifst sich bei gewissen regelmifsigen Gruppirungen
des Massensystems auch graphisch in einer Ebene als Meridian-
schnitt zeichnen, und ist in vielen Fillen, namentlich auch in der
Lehre von den elektrischen und maguetischen Kriften, niitzlich.

H. v. HeLunorrz, Thooret. Physik. Bd. I, 2. 14
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& b1. Die Arbeit lings eines Weges.

Wir bleiben zuniichst bei der Vorstellung eines unbeweglich
festgelegten Massensystems, welches auf einen beweglichen Massen-
punkt m, mit conservativen Kriften wirkt. Diese Kriifte werden
nach den vorhergehenden Betrachtungen den Punkt m,, wenn er
frei beweglich ist, in Richtung des stiirksten Gefilles der Function ¢
in beschleunigter Bewegung forttreiben. Der Zuwachs an lebendiger
Kraft, welchen das ganze System durch den Bewegungszustand von
m, erfiihrt, ist in Folge des erkannten Gesetzes von der Constanz
der Energie gleich der Abnahme der potentiellen Energie @ auf
dem zuriickgelegten Wege; diese Abnahme kann man nach Ent-
werfung der beschriebenen Niveaufliichenschaar an den auf dem
Wege durchsetzten Flichen abziihlen und mit Benutzung des ge-
withlten Werthes fiir den Sprung J @ beliebig genau schiitzen.

Nun konnen wir aber durch Eingriff von aufsen, also durch
fremde Kriifte, etwa durch die Kraft unseres Armes den Massen-
punkt m;, auch auf bestimmten Wegen durch dieses Kraftfeld fithren,
welche er unter alleiniger Wirkung der inneren Kriifte nicht ein-
schlagen wiirde. Wir kionnen dicse Bewegungen so langsam aus-
gefilbrt denken, dafs die kinetische Energie dabei stets unmerklich
klein bleibt. Die iufsere Kraft unseres Armes dient dann nicht zu
einer effectiven Beschleunigung von m,, sondern allein dazu, der
von dem festen System ausgehenden Kraft das Gleichgewicht zu
halten, dieselbe also aufzuheben; die #ufsere Kraft mufs daher
iiberall der inneren entgegengesetzt gleich gemacht werden. Dann
befindet sich der Massenpunkt in einem Zustande, als wenn gar
keine Kriifte auf ihn wirkten, er kann dann durch den geringsten
Anstofs in jeder Richtung sehr langsam fortbewegt werden, ohne
dafs mit diesem verschwindend kleinen Bewegungszustand selbst
irgend eine merkliche Leistung verbunden wiire; eine solche kann
nur in der Veriinderung seines Ortes beruhen, denn er kann an
Stellen gebracht werden, an denen die potentielle Energie einen
hoheren oder geringeren Betrag hat, als im Ausgangspunkt. Die
gesammte Knergie des Systems, inclusive m,, kann also vermehrt
oder vermindert werden; darin liegt eine Wirkung, welche ohne das
Eingreifen der Beschleunigung-aufhebenden Kraft unseres Armes
nicht zu Stande zu bringen gewesen wire. Diese #uflsere Kraft,
welche den Punkt m, iiberall in Ruhe zu halten vermag, bewirkt
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durch ihre Anwesenheit allein niemals eine solche Veréinderung der
Energie des Systems, sondern es ist dazu nothig, dafs diese Kraft
ausgeiibt werde, withrend m, einen Weg beschreibt, auf welchem @
seinen Werth #ndert, der also nicht in einer bestimmten Niveau-
fliche verlduft, sondern mindestens eine Componente aufweist, welche
gegen die innere Kraft oder mit derselben gerichtet ist. Diese
Leistung der Verinderung von @ neont man die Arbeit der
dufseren Kraft lings des Weges und zwar, um das Vorzeichen
dieser Grofse festzusetzen, eine von aufsen geleistete (positive) Arbeit,
wenn & dabei vergrofsert wird, eine nach aufsen abgegebene (ne-
gativ geleistete oder gewonnene) Arbeit, wenn @ dabei vermindert
wird. Der Betrag der geleisteten Arbeit wird direct gemessen durch
den Zuwachs von @, d. h. es ist:

A= @ — D, (126)

wobei @, und @, die Werthe der potentiellen Energie im Aus-
gangspunkt (1) und im Endpunkt (2) des Weges darstellen und 4
die Arbeit bezeichnet. Da nun 4 nur von den beiden Grenzwerthen
von ¢ abhiingt, mufs man auf allen moglichen Wegen, welche von
(1) nach (2) fithren, die gleiche Arbeit leisten, gleichwie man auch
daraus sofort sieht, dafs bei einem geschlossenen Wege, welcher
wieder zum Ausgangspunkt zuriickfiihrt, die gesammte Arbeit glalch
Null sein mulfs.®

Den Begriff der Arbeit, welchen wir soeben mit Hiilfe der
Function ® eingefithrt haben, kann man in der Weise umbilden,

! Diese Folgerungen gelten nur fiir solche Rilume, in denen @ selbst
itherall einen eindeutigen Werth besitzt. Man kann sich auch Anordnungen
vorstellen, bei denen zwar das Gefille von @ iiberall eindeutig bestimmt ist,
withrend @ gelbst vieldeutig ist; solche Réiume miissen dann aber noth-
wendigerweise mehrfach zusammenhiingend sein, d. h. es miissen Gebiete
aus dem Raume herausgeschnitten sein, in welchen @ nicht existirt, und
welche nirgends allseitig umschlossen sind, sondern entweder in sich selbst
ringformig zuriicklaufen oder sich ins Unendliche erstrecken, resp. beiderseite
an den Grenzen des betrachteten Raumes endigen. Die Vertheilung der
magnetischen Kraft um ecinen elektrischen Stromleiter herum ist ein Beispiel
fiir eine solche Anordnung. Die Arbeit zwischen zwei Lagen ist dann die
gleiche nur, wenn die Wege continuirlich in einander ibergefithrt werden
kinnen, nicht aber, wenn das herausgeschnittene Geebiet sich einer solchen
Usberfithrung hindernd in den Weg stellt. Zuniichst haben wir es aber nuf
mit einfach zusammenhiingenden Riiumen zu thun.

14*
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dafs derselbe als ein Integral, genommen iiber den Weg, auftritt,
denn es ist:
m&
A=y — D = T—Tdsi
(1)

wo ds die Elemente des Weges bezeichnet. Nach Gleichung (124)

ist nun:

%—(f = %ﬂi co8 (s,n) = — K. cos(s,n),

also ist auch:

2

A= — [K.cos(s,n).ds.

(1
Hier bedeutet K die vom festen System herriithrende innere Kraft,
die zur Compensation dienende Huflsere Kraft ist also gleich — K;
die positive Richtung der Normale n geht nach den steigenden
Werthen von @, also entgegen der inneren und gleichgerichtet der
dulseren Kraft. Wir konnen daher, wenn wir die #ufsere Kraft K’
nennen, die vorstehende (leichung fiir die von aufsen geleistete
Arbeit auch schreiben:

@
4 =fK’.cos(a,K’).ds (126a)
)
Der Integrand K . cos (s,K") = S’ milst die in Richtung des Weges
ds fallende Componente der aufgewendeten i#iufseren Kraft, nur diese
Componente kann zur Arbeitsleistung dienen.?

Wendet man die bekannte Zerlegung an:
o8 (s, K') = cos (K', 2).cos (s, ) + cos (K, ). cos(s, y) + cos (K’, z). cos (s, )

und vereinigt die vorderen Cosinus mit dem Factor X' zu den Com-
ponenten X', Y’, Z', die hinteren ebenso mit ds, so erhilt man:

@) @)
A= ((X'dz+Ydy+2Zdzx)=~ [(Xdz+ Ydy + Zdz)  (126b)
(1) (1)

! Die in populiiren Darstellungen meistens verwendete Bildung des
Arbeitsbegriffes findet man aus Gleichung (126a), wenn man den Weg in
Richtung der Kraft K’ wiihlt, also cos (s, K) = 1 setzt, und ferner annimmt,
dals die aufzuwendende Kraft K’ auf dem ganzen Wege denselben Betrag
behiilt. Dann wird einfach A = K’.s, d. h. die geleistete Arbeit ist gleich
dem Product aus der wirkenden Kraft und der Liinge des Weges, auf dem
dieselbe angestrengt wurde,
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In dieser Form ist jede Beziehung auf einen bestimmten Weg
aufgegeben; nur die Integralgrenzen bezeichnen den Anfangs- und
Endpunkt, zwischen denen der Weg laufen mufs. Einen bestimmten
Werth hat aber ein Integral dieser Art nur, wenn der Integrand ein
totales Differential bildet, so dafs man das Integral unbestimmt aus-
fihren kann und in die gefundene Function von z, y, z nachher
die Grenzwerthe einsetzen kann, Diese Bedingung ist aber durck
Gleichung (115) gegeben und beschrinkt die Anwendbarkeit des
Arbeitsbegriffes ebenfalls auf die Existenz der Function ®, welche
wir auch in Gleichung (126) zur Aufstellung von 4 brauchten. Die
Form, welche in Gleichung (126a) gegeben ist, gestattet dagegen
eine Erweiterung des Begriffes, denn diese lifst sich auch anwenden
und behiilt einen bestimmten Sinn in solchen Fillen, wo zwar
fufsere Kriifte nothig sind, um eine vorgeschriehene Bewegung
auszufithren, wo aber keine Function @ aufzufinden ist, also bei
nicht conservativen Kriiften. Die Arbeit wird dann definirt durch
Gleichung (126a) und hat einen bestimmten Betrag, den man an-
geben kann, wenn man den Integrationsweg vorgeschrieben hat und
die Grofse und Richtung von K’ an jeder Stelle kennt, denn die
Grofse der Arbeit ist in diesen Killen nicht allein bestimmt durch
Ausgangspunkt und Endpunkt, sondern hiingt auch von der Wahl
des Weges ab. Dals in diesen Fillen anstatt der Vermehrung der
potentiellen Energie immer etwas anderes gleichwerthiges durch die
- Arbeitsleistung hervorgebracht wird, soll im niichsten Paragraphen
besprochen werden.

Wie man sieht, kommt es bei der Bildung des Arbeitshegriffes
gar nicht auf die Zeit an, withrend welcher der Weg zuriickgelegt
wird, nur hatten wir bei der Einfihrung des Begriffes der Kin-
fachheit wegen angenommen, dafs die Bewegungen mit minimaler
Geschwindigkeit erfolgen sollten, bei endlichen Wegen ist dann
immer eine unendliche Zeit erforderlich. Diese Annahme war aber
nur gemacht, um das Auftreten einer bemerkbaren kinetischen
Energie zu vermeiden. Wir werden nun diese Beschriinkung fallen
lassen. In der Praxis werden Arbeitsleistungen von endlichem Be-
trage immer in endlicher, oft sehr kurzer Zeit verlangt. Um solche
auszufithren, mufs eine gehorige Geschwindigkeit der bewegten
Masse erzeugt werden, die dazu erforderliche kinetische Energie
kann nur dadurch gewonnen werden, dals die Hufsere Kraft unseres
Armes die zur Compensation der inneren Kriifte erforderliche Grofse
mehr oder weniger tibersteigt, so dafs eine effective Beschleunigung
in Richtung des gewihlten Weges zu Stande kommt. Die geleistete
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Arbeit ist dann grifser als die Differenz @, — ®,, ist aber bei
conservativen Kriiften nicht verloren oder versteckt, sondern findet
sich wieder in der lebendigen Kraft, mit welcher die Masse am
Ziel anlangt, und welche dieselbe befihigt ohne Hiilfe von aufsen
noch weiter gegen die Richtung der inneren Kriifte vorzudringen
bis zu einem Orte (8), welcher dadurch bestimmt ist, dals @, um
soviel grofser als @, ist, wie der in der Lage (2) vorhandenen
kinetischen Knergie entspricht. An dem Platze (3) kommt dann die
Masse nach einer verzigerten (negativ-beschleunigten) Bewegung zur
Ruhe und kann dort ohne Arbeitsaufwand festgehalten werden. Wenn
wir nun diesen Ort (8) als das von Anfang an beabsichtigte Ziel
des Weges betrachten, so sehen wir, dafs man die Bewegung auch
mit beliebiger Geschwindigkeit in endlicher Zeit ausfihren kann,
nur mufs dann die #ufsere Arbeit frither geleistet werden, als sie
zur Steigerung von @ verbraucht wird. Man kann also durch Auf-
wendung iufserer Arbeit die potentielle Energie des Systems in-
clusive m, vermehren. Wenn man m, in der Endlage festhiilt, hat
man diese Arbeit in dem System aufgespeichert, und kann dieselbe
spiiter wieder gewinnen, indem man m, zuriickfihrt entweder auf
demselben oder auf einem anderen Wege, liings dessen @ ebenfalls
vermindert wird. Wenn man die bei der Verminderung von @ frei-
werdende Arbeit sofort benutzt, so wird der Massenpunkt bei diesem
Riickgang nicht die Beschleunigung erfahren, welche er bei freier
Bahn annehmen witrde, denn die Arbeit besteht darin, dafs er einer
fiufseren Kraft, welche der inneren das Gleichgewicht hiilt, entgegen
arbeitet. Findet diese Riickbewegung unendlich langsam statt, so
mifst die Abnahme von @ jederzeit direct die gewonnene Arbeit.
Bei diesem Processe kann man den Verlauf dadurch abkfirzen, dafs
man zunfichst die Hufsere Kraft geringer macht, als zur Compen-
sation der inneren ndthig ist, eventuell dieselbe anfangs ganz weg-
lifst, Dann erhéilt die fortgetriebene Masse eine merkliche kine-
tische Energie und ist nachher im Stande eine #ufsere Kraft zu
iiberwinden, welche grifser ist als die entgegengesetzte innere Kraft.
Dieser zweite Theil der Bewegung findet dann in verzigerter Be-
wegung statt und der Massenpunkt kommt schliefslich zur Ruhe.
Hilt man denselben dann fest, so hat man in endlicher Zeit die
ganze Arbeit gewonnen, welche durch die Abnahme von & liings
des Weges gemessen wird, nur gewinnt man die Arbeit spiiter, als
dieselbe durch die Abnahme der potentiellen Energie. frei geworden
ist, denn dieselbe hat inzwischen in der Form von kinetischer
Energie der bewegten Masse existirt.
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Wir konnen nun auch die Annahme fallen lassen, dafs wir es
mit einem solchen Massensysteme zu thun haben, welches bis auf
ein einziges Element m, starr ist; wir konnen mehrere bewegliche
Punkte annehmen, durch deren zwangsweise Bewegung die poten-
tielle Energie der Configuration veriindert wird; ja wir konnen
schliefslich sitmmtliche Bestandtheile des Systems bewegen, und so
die mannigfachsten Gestaltinderungen desselben hervorbringen. Bei
allen diesen Vorgiingen veriindert sich die Function @, deren Werth
nun nicht mehr durch den Ort eines einzigen Punktes bestimmt
wird, sondern, wie urspriinglich, von den Coordinaten simmtlicher
Punkte abhiingt, in der Weise, dafs wir in jedem Zustand einge-
tretener Ruhe eine von aufsen geleistete Arbeit wiederfinden in
ciner entsprechenden Vermehrung von @, oder eine dem System
abgewonnene Arbeit in einer ebensolchen Verminderung von @.

Aus diesen Betrachtungen geht hervor, dafs die potentielle Energie
als ein- disponibler Arbeitsvorrath anzusehen ist, welchen man fiir
iufsere Zwecke nutzbar machen kann, wenn man eine derartige Defor-
mation des Massensystems zuliifst, dafs @ dadurch vermindert wird.
In Riicksicht auf diese Bedeutung der Function wurde bei deren Kin-
fihrung (Seite 195) das negative Vorzeichen gewiihlt, welches damals
nicht gerechtfertigt werden konnte und sich in den die Kraftcompd-
nenten darstellenden Differentialquotienten von — @ in allen folgenden
Rechnungen wiederfindet. Bei #llteren Autoren, welche bereits die
conservativen Kriifte als partielle Differentialquotienten einer Coordi-
natenfunction darstellten, findet man auch vielfach die entgegengesetzte
Wahl des Vorzeichens. So stimmt z. B. die von Jacosr benutzte
,Kriftefunction* nicht mit unserem @ {iiberein, sondern deckt sich
mit dem Ausdruck (— @), die Kriifte werden dort! dargestellt als
die positiven Differentialquotienten der Kriiftefunction. Auch das
von (Gauss fir die Darstellung der im Verhiiltniss des verkehrten
Quadrates des Abstandes wirkenden Anziehungs- und Abstofsungskriifte
benutzte ,Potential besitzt das entgegengesetzte Vorzeichen wie @,
und wird ofters in dieser Weise eingefihrt. Dies Potential ist
iibrigens nicht direct wesensgleich mit einer Knergie, da bei der
Aufstellung desselben fiir ein starres System dem zur Priifung
dienenden Massenpunkt m, die Kinheit des von der Kraft ange-
griffenen Agens beigelegt wird. Man mufs daher die Differential-
quotienten des Potentials noch mit dem Quantum des angegriffenen
Agens (Masse, Magnetismus, Elektricitit) multipliciren, um die Grofse

! Jacont, Vorl. ilber Dynamik, Berlin 1866.
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der Kraft in der durch die Differentiation gegebenen Richtung zu
erhalten. Das Gauss'sche Potential kann also definirt werden als
die in irgend einem Maafse gemessene Arbeit, welche nothig ist,
um die Einheit des Agens von der zu priifenden Stelle fortzufithren
bis an einen Ort, wo das Potential 0 herrscht; solche Orte findet
man bei lauter anziehenden oder lauter abstofsenden Kriiften nur
in unendlicher Entfernung von dem festen System, bei Mischung
beider Arten von Kriiften, wie solche ausgehen von Aggregaten
positiver und negativer elektrischer Ladungen oder nérdlicher und
siidlicher Magnetismen, liegen solche aber auch im Endlichen. Bei-
spielsweise ist das Potential der Massenanziehung eines Systems von
festen Punkten m,, m,, . . . mg . . .

P=S™,

Ta

wo 7, den Abstand der Masse m, von dem zu priifenden Ort milst,
withrend wir fiir diesen Fall setzen miissen:
My Mg

‘D=CODBL—G.E )

a Toa

wo Const. beliebig, aber & ein bestimmte Constante ist, wie spiiter
ausfithrlich zu zeigen sein wird.

Fiir die Rechnung selbst ist die Wahl des Vorzeichens gleich-
giltig, aber wegen moglicher Verwirrungen und Verwechselungen
ist es vortheilhafter an dem von uns gewiihlten Vorzeichen fest-
zuhalten, welches der Function ¥ in allen Fillen, wo dieselbe
existirt, die anschauliche physikalische Bedeutung eines aufge-
speicherten Energievorrathes sichert.

Die Dimension (vergl. § 18) der in diesem Abschnitt betrach-
teten Knergiegrifsen E, L, ® und A ist iibereinstimmend gleich
[ML? 7%, denn L ist Masse mal Geschwindigkeitsquadrat, die Ab-
nahme von @, dividirt durch die Strecke, lings welche dieselbe
eintritt, liefert eine Kraft, und Arbeit ist das Product Kraft mal
Weg. Die Einheit dieser Dimension im C.G.S.-System (siehe S. 35),
1 gr cm®.sec™ nennt man 1 Erg. Das Gauss'sche Potential muls erst
durch gewisse Factoren vervollstiindigt werden, um einem Energie-
quantum gleichartig zu werden.
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§ 52. Andere Energieformen. Universelle Gliltigkeit des
Princips von der Erhaltung der Energie.

Die Gleichung (116) (Seite 196), welche das Gesetz von der
Constanz der Energie ausspricht, wurde hergeleitet aus dem zu Ein-
gang dieses Abschnittes hingestellten LmrsNiz'schen Satze tber die
sogenannte Krhaltung der lebendigen Kriifte. Dieser Satz ist an-
zusehen als ein Inductionsschlufs, welcher gezogen wurde aus einer
ganzen Reihe damals schon gegliickter mathematischer Darstellungen
von Bewegungsvorgiingen in der Natur, zu denen die Fallbewegungen,
die elastischen Schwingungen und namentlich die nachher von uns
zu behandelnden Bewegungen der Himmelskérper gehoren. Die
Giiltigkeit desselben ist daher zuniichst eine beschriinkte und alle
daraus gezogenen Folgerungen stehen und fallen zugleich mit ihrer
Voraussetzung. s gelang uns den begrenzten Bereich der (el-
tung in allgemeiner Form zu charakterisiren in den Bedingungs-
gleichungen (115) der conservativen Kriifte. Durch diese Gleichungen
wurde die Coordinatenfunction @ erst eingefithrt, welche spiiter
eine anschauliche physikalische Bedeutung als Arbeitsvorrath fand,
withrend die kinetische Energie L stets einen absoluten Sinn haf,
sobald die Bewegung einer triigen Masse betrachtet wird. Die be-
griffliche Gleichartigkeit dieser beiden Grofsen zeigte sich in ihrer

- Zusammenfiigung zu der constanten Summe L 4 @, Wenn von~

einem System Arbeit nach aufsen abgegeben wird, so sinkt der
Energieinhalt desselben; als Resultat der Arbeitsleistung konnten
wir einstweilen nur anderweitig auftretende gleiche Quanta von L
oder & ansehen; wenigstens nur wenn die Frucht der Arbeit sich in
einer dieser uns als Energie jetzt bekannten Formen, als lebendige
Kraft von bewegten Massen oder als Configuration mit gesteigerter
potentieller Energie (etwa als gehobenes Gewicht) zeigt, hatten wir
die Sicherheit, dafs die Energie in Summa erhalten blieb.

Es giebt nun aber eine sehr grofse Anzahl von Fillen, in
welchen wir bei einer offenbaren Arbeitsleistung keine von diesen
Energieformen wieder auftreten sehen, ja es giebt — wenigstens in
irdischen Verhiiltnissen — keinen einzigen Vorgang, in welchem wir
den einem Massensystem bei der Arbeitsleistung desselben verloren
gegangenen Knergievorrath in seinem vollen Werthe in Form der
beiden genannten mechanischen Energien wiederfinden.

Die erschipfende Behandlung aller dieser Erscheinungen gehort
nicht unter die Gegenstinde dieses Bandes. Wir wollen nur voraus-
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greifend durch eine Reihe von Beispiclen klar machen, um was es
gich dabei handelt. Es soll nimlich gezeigt werden, dals diese
Ausnahmen oder ungenauen Erfullungen des Gesetzes immer mit
irgend welchen anderweitigen Veriinderungen Hand in Hand gehen,
deren Grifse den scheinbaren Energieverlust oder Gewinn stets aus-
gleicht. Nur bei der Wirkung der conservativen Kriifte, welche
wir betrachtet haben, handelt es sich um reine sichtbare Bewegungs-
vorgiinge, es kommen dabei keine Krscheinungen vor, welche uns
zwingen, noch anderweitige physikalische Processe zur Krklirung
heranzuziehen. In diesem Sinne bezeichnet man die conservativén
Krifte auch als reine Bewegungskriifte und setzt sie dadurch
in Gegensatz zu den vielen anderen Naturkriiften, welche wir durch
die im Folgenden angefilhrten Beispiele illustriren wollen.

Beispiel 1. Ein schwerer Korper ruht auf einer ebenen,
horizontalen, rauhen Unterlage und soll auf derselben um eine ge-
wisse Strecke verschoben werden. Wir wissen aus tiglicher Er-
fahrung, dafs man eine mitunter recht bedeutende Kraftanstrengung
braucht, um diese Bewegung zu ermdglichen. Vom Beharrungs-
vermdgen der bewegten Masse ist in diesem Falle wenig oder gar
nichts zu spiiren, der schwere Korper bleibt vielmehr, sobald wir
denselben nicht mehr treiben, in Ruhe: lebendige Kraft wird also
nicht gewonnen; auch ist der Korper durch seine neue Lage nicht
fihig, irgend welche Arbeit zu leisten, indem er etwa auf seinen
urspriinglichen Platz zuriickkehrt, denn beide Orte haben dieselbe
Hohenlage und die einzige Kraft, welche den ruhenden angreift, ist
die verticale Schwerkraft, also ist auch keine potentielle Energie
gewonnen; und trotzdem ist bei der Verschiebung eine melsbare
Kraft lings des ganzen Weges ausgeiibt worden, also eine ganz be-
stimmte Arbeit filr diesen Vorgang aufgewendet worden.

Beispiel 2. Einem isolirt aufgestellten Korper 4 ist eine be-
stimmte Ladung positiver Elektricitit mitgetheilt, welche er be-
wahrt. Nihern wir demselben einen isolirten Conductor B, d. h.
einen metallischen Korper, welchen wir mittelst einer Handhabe
aus Glas oder Hartgummi bewegen konnen, so sammelt sich auf
der 4 zugekehrten Seite desselben negative Elektricitit, auf der ab-
gewandten Seite eben so viel positive Elektricitit. Entfernen wir B
wieder von 4, so fliefsen in ihm beide Elektricititen wieder zu-
sammen und geben denselben unelektrischen Zustand wie zu An-
fang; eine Arbeitsleistung bei dem ganzen Vorgang in Summa ist
dabei kaum zu spiiren. Beriihren wir aber withrend der Anniiherung
an A die abgewandte Seite von B mit einem Draht, welcher zu
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einem ferner stehenden unbeweglichen, gréfseren, isolirten Condic-
tor ¢ fithrt, so fliefst die abgestolsene positive Elektricitiit auns I
nach ¢ hiniiber, und nach Entfernung des Contactes ist B nur mit
negativer Elektricitit geladen; die Wegfithrung des Conductors B aus
der Nithe von A4 geschieht jetzt aber nicht ohmne Arbeit, denn die
Anziehungskraft der entgegengesetzten Ladungen muls lings des
Weges iiberwunden werden. Kntleeren wir die negative Ladung von
B in einen feststehenden grofsen, isolirten Conductor D, so ist B
wieder in dem Zustande wie zu Anfang und wir kinnen den Procels
wiederholen: B an 4 nihern, wiederum die abgestolsene positive
Elektricitit nach ¢ fliefsen lassen, die Arbeit bei der Wegfithrung
von B leisten und dessen negative Ladung in D aufspeichern, u. s. w.
Es geht also auch bei diesem Procefs jedesmal eine gewisse Menge
von' Arbeit darauf, ohne dafs wir eine der mechanischen Energie-
formen finden.

In diesen zwei Beispielen sahen wir Arbeitsleistungen scheinbar
verschwinden. Nun wollen wir einige Fille anfithren, in denen
durch gewisse Processe, die sich nicht ohne weiteres den in den
vorhergehenden Paragraphen betrachteten Vorgiingen einordnen
lassen, die beiden uns bis jetzt bekannten Energieformen gewonnen,
scheinbar erzeugt werden.

Beispiel 8. In ein etwa 2 m hohes cylindrisches Gefiils bringt
man bei Zimmertemperatur eine geringe Menge Wasser, so viel, dals
dasselbe auf dem Boden eine Schicht von 1 mm Hohe bildet. Dieses
geringe Volumen sei oberhalb abgesperrt durch einen leichten, luft-
dicht schliefsenden, aber verschiebbaren Stempel. Umgiebt man
dieses hohe Gefiifs mit einem heilsen Bade, etwa mit geschmolzenem
Paraffin, welches man durch regulirbare Gasflimmchen und Riihr-
vorrichtungen auf einer Temperatur von 150° erhalten kann, so
verwandelt sich simmtliches Wasser in Dampf von der angegebenen
Temperatur; dabei wird der Stempel um fast 2 m in die Hohe ge-
trieben, um dem Dampf den erforderlichen Raum zu geben, welcher
etwa 1927 mal so grofs ist, als das Volumen derselben Wasser-
menge im fliissigen Zustande. Wiederholen wir denselben Versuch
ein zweites Mal mit dem Unterschied, dals wir auf eine an dem
herausragenden Knde des Stempelstieles befindliche Schale eine
schwere Masse auflegen, so wird auch jetzt wiihrend der Ver-
wandlung des Wassers in Dampf der Stempel in die Hohe getrieben
und dadurch zugleich das belastende Gewicht gegen die Richtung
der Schwerkraft gehoben. Die Stellung, in welcher der Stempel
diesmal aufhort zu steigen, ist zwar nicht so hoch, wie beim ersten
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Versuch, weil der iiberhitzte Dampf unter dem stirkeren Drucke,
welchen die schwere Masse verursacht, in einem geringeren Raume
Platz findet; auf jeden Fall aber gewinnen wir durch die Hebung
des aufgelegten Gewichtes einen bestimmten Betrag potentieller
Energie, welchen wir aufbewahren konnen, wenn wir das gehobene
Gewicht abnehmen und in der erreichten Hohenlage aufhiingen.
Nach der Entlastung steigt der Stempel noch ein Stiick weiter bis
zu derselben Hohe, welche er im ersten Versuche erreichte. Der
KEndzustand ist also nun scheinbar derselbe wie beim ersten Versuch,
nur haben wir einen gewissen Arbeitsvorrath gewonnen, welcher
nicht durch Aufwand der uns bisher vorgekommenen Energieformen
erzeugt worden ist.

Beispiel 4 (Fig. 11). Ein Gefifs 7 aus pordsem gebrannten
Thon wird mit stark verdiinnter Schwefelsiiure angefiillt und in ein
weiteres (Glasgefiils ¢ gestellt, welches man mit einer concentrirten
Losung von Kupfersulfat beschickt. In die verdimnte Siure taucht
man einen dicken Zinkstab Z, in die Kupfersulfatldsung ein Kupfer-
blech K, welches cylindrisch gekriimmt ist, so dals es die Thonzelle
umschliefst. Eine solche Einrichtung nennt man ein galvanisches
Element, die hier beschriebene Form desselben fithrt den Namen
ihres Erfinders Dasmenn. Beide Metalle ragen aus den sie be-
netzenden Flitssigkeiten heraus und werden durch die im Folgenden
beschriebene Anordnung metallischer Korper aufserhalb der Flissig-
keiten in Verbindung mit einander gebracht: Zwei ringfSrmige mit
Quecksilber gefiillte offene Rinnen Q und @ sind in einem gewissen
verticalen Abstande von einander befestigt; das Quecksilber der
unteren Rinne Q ist mit dem Kupferblech durch einen Kupfer-
draht D verbunden, ebenso @ mit dem Zinkstabe durch den
Draht I’. Eine verticale Drehungsaxe 4 A4° geht durch beide Ring-
centra hindurch und besteht zwischen den Ebenen der beiden Ringe
aus einem Metallstab BB, von welchem aus in die untere und die
obere Quecksilberrinne Metallarme ¢ € und ¢’ ¢ eintauchen. Diese
etwas complicirte Verbindung soll nur bewirken, dafs bei einer
Drehung der Axe doch das Kupfer und das Zink aufserhalb der
Fliissigkeit immer durch eine Reihe metallischer Korper verbunden
bleiben, ohne dafs durch das Schleifen von festen Metallen auf
einander eine merkliche Reibung erzeugt wird. Diese Verbindung
in der Richtung vom Kupfer zum Zink ist in der Figur durch unge-
fiederte Pfeile angezeigt. Fiir sich allein zeigt eine solche Einrichtung
keinerlei Bewegungserscheinungen. Befestigt man aber zu beiden
Seiten nahe an der Drehungsaxe symmetrisch zwei verticale Magnet-
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stiibe NS derart, dafs deren Nordpole N in den Raum zwischen den
beiden Quecksilberringen hineinragen, withrend die Siidpole S in

Fig. 11.

einiger Entfernung iiber dem oberen Ringe bleiben, so setzt sich
die Axe mit den beiden Magneten in schneller und schneller
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werdende Rotation, deren Richtung durch die gefiederten Pfeile bei
N bezeichnet ist; die triigen Stahlmassen der Magnete erhalten also
wachsende Betriige an kinetischer Energie, ohne dafs wir dabei
eine der uns bekannten Formen von Arbeitsvorrath dazu aufwenden
oder dabei verschwinden sehen. Man kann dieses einfache (elektro-
magnetische) Maschinchen auch zu anderen Arbeitsleistungen ver-
wenden; man kann z B. die Drehungsaxe einen Faden F aufwickeln
lassen, an welchem ein Gewicht M hiingt. Die Bewegung wird dann
in mifsiger Geschwindigkeit ohne Beschleunigung erfolgen, aber die
schwere Masse wird gehoben und repriisentirt nach der Hebung
einen Gewinn an potentieller Energie.

Man sieht aus allen diesen Beispieien, die sich noch beliebig
vermehren liefsen, dafs das Gesetz von der Krhaltung der Energie
in der Form, wie wir es abgeleitet haben, nur eine beschriinkte
Giiltigkeit besitzt. Wenn wir aber alle diese Vorgiinge, welche zu-
piichst als Ausnahmen erscheinen, genauer untersuchen, so finden
wir, dafs es sich dabei niemals um reine Bewegungserscheinungen
handelt, sondern dafs immer noch anderweitige Verinderungen vor
sich gehen, welche aufzuspiiren mitunter eine schwierige Aufgabe
der experimentellen Forschung ist, welche sich indessen noch stets
haben entdecken lassen. Wir wollen jetzt diese Begleiterscheinungen
in den angefihrten Beispielen aufdecken und betrachten.

In dem Vorgang Beispiel 1 bemerkt man, dafs die reibende
Fliche des bewegten Korpers sowohl wie die geriebenen Theile der
Unterlage erwiirmt werden. In Fillen, wo dauernd dieselben Fliichen
auf einander reiben, wie dies z. B. bei ungeniigend oder gar nicht
geschmierten Radaxen von Eisenbahnwagen oder Maschinen vor-
kommt, ktounen die benachbarten Theile bis zum (Glithen erhitzt
werdon. Schnelle Reibung geeigneter Holzstiicke auf einander ist
wohl das ilteste Mittel zum Feuerziinden. Nimmt man nun solche
Reibungsversuche unter geeigneten Vorsichtsmalsregeln in ge-
schlossenen Gefiifsen vor, in denen man die erzeugte Wirmemenge
durch irgend welche genau beobachtbaren Verdinderungen messen
kann (Calorimeter), so findet man, dafs ein bestimmtes Quantum
geleistoter Arbeit in allen Fillen genau dieselbe Wiirmemenge
hervorbringt, unabhiingig von der besonderen Form des Experi-
montes und von der Natur der geriehenen Korper. Wir wollen gleich
hinzusetzen, dafs es durchaus nicht nothig ist, dafs die Arbeit
gerade durch Reibungsvorginge in Wiirme fiihergeht, es giebt noch
manche andere Processe, welche dieselbe Umwandelung entweder
direct oder durch Vermittelong anderer Zustinde hervorbringen,
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immer aber ist die durch eine bestimmte Arbeit gewonnene Wirme
dieselbe, vorausgesetzt, dafs diese Arbeit sich nicht als L oder @
wiederfindet, oder als irgend eine andere Art von verindertem Zu-
stand. Der erste, der cine quantitative Schiitzung der zur Erzeugung
einer Wiirmeeinheit (Calorie) erforderlichen Arbeit, also eino Bestim-
mung des sogenannten mechanischen Wiirmeciiquivalentes unternalim,
war J. R. Maver im Jahre 1842, Kr stitzte sich dabei auf einige
damals bereits bekannte Daten anderer Physiker iiber die bei der
Compression der Luft auftretenden Wirmemengen. J.P. Joure fihrte
um dieselbe Zeit eino ganze Reihe eigener directer Messungen dieses
Zusammenhanges mit grofser Sorgfalt aus, welche zum Theil von
RowLAND mit den vollkommeneren Hitlfsmitteln der modernen Thermo-
metrie wiederholt wurden. s steht nach diesen Versuchen fest, dals
die Witrmemenge, welche erforderlich ist um ein Gramm reines fliissiges
Wasser vom Gefrierpunkt bis zum Siedepunkt zu erhitzen, durch eine
Arbeit erzeugt wird, welche in Form von potentieller Energie auf-
gespeichert wird, indem man ein Gewicht von 100 gr gegen die
Richtung der Schwerkraft auf eine Hihe von fast 430 m hebt oder
durch eine Arbeit, welche in Form von kinetischer Energie auftritt
an einer Masse von 100 gr, welche ohne Luftwiderstand durch einen
Fallraum von fast 430 m frei herabgefallen ist. Dabei ist die nicht
ganz zutreffende Annahme gemacht, dafs die Beschleunigung der
Schwerkraft in so bedeutender Hohe denselben Werth habe, wie an
- der Oberfliche der Erde; thatsiichlich ist sie oben etwas kleiner.
Man kann aber bei dieser Veranschaulichung der Arheitsgrifse die
verticale Distanz vermindern und die schwere Masse in demselben
Verhilltnifs vergrofsern: Dieselbe wird auch dargestellt durch die
potentielle Energie, welche ein Gewicht von 100 kg bei einer Kr-
hebung von 43 cm aufnimmt, oder durch die lebendige Kraft, welche
100 kg beim freien Fall von einer Hohe von 48 cm herab erlangen.
Will man diese Arbeit unabhingig von der Schwerkraft im absoluten
Mafse darstellen, so mufs man die Zugkraft des schweren Gewichtes
gleich seiner Masse mal der Beschleunigung ¢ = 981 cm . sec™
einfilhren und diesen Betrag multipliciren mit dem Wege lings
dessen dieselbe bei der Hebung tiberwunden wird. Man erhilt so:

100 x 1000 gr X 931;“’% X 48 cm = 100 X 42000 000 Erg.
Diese zur Erwirmung von 1 gr Wasser vom Gefrierpunkt bis zum

Siedepunkt erforderliche Wirmemenge spielt in der messenden
Physik eine wichtige Rolle: der hundertste Theil derselben bildet
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die neuerdings allgemein angenommene praktische Wirmeeinheit,
welche man als mittlere Grammecalorie bezeichnet, es ist

1 mittlere Grammecalorie = 4,2.107 Erg., (127)

wenigstens konnen wir jetzt sagen, dafls die auf der rechten Seite
der vorstehenden (leichung angegebene Arbeitsgrifse im Stande ist
gerade eine Wiirmeeinheit zu produciren, d. h. sich in eine solche
zu verwandeln.

Greifen wir nun das Beispiel 3 heraus: Dort finden wir den
umgekehrten Vorgang illustrirt. s ist niimlich bei dem zweiten
Experiment, als wir den entstehenden Dampf nithigten, fiir uns ein
schweres (Gewicht zu heben, dem heifsen Bade mehr Wiirme ent-
zogen worden, als dies im ersten Kxperiment ohne Hufsere Arbeits-
leistung der Fall war. Die regulirbaren Heizflammen mulsten zur
Erhaltung der Temperatur beim zweiten Versuche hoher brennen
als beim ersten, um den Mehrverbrauch von Wirme zu ersetzen.
Ohne kiinstliche Nachheizung wiirde sich die Wiirmeabgabe in dem
ausgedehnten Bade in beiden Fillen durch ein Sinken der Tem-
peratur anzeigen; diese Abkithlung wiirde aber im zweiten Falle
grofser sein, als im ersten. Wir haben also hier eine Verwandelung
von Wirme in mechanische Energie vor uns durch Vermittelung
des Bestrebens des Wasserdampfes sich auszudehnen. Ks wirken
hier dieselben Naturerscheinungen, durch welche wir auch in den
Dampfmaschinen diese Umsetzung im grofsen Malsstabe erreichen.
Die Resultate eingehender Messungen bei ganz verschiedener An-
ordnung der Versuche haben nun gelehrt, dafs die Wiirmemengen,
welche verschwinden, wenn Arbeitsquanta an ihrer Stelle auftreten,
diesen letzteren ebenfalls stets fiquivalent sind nach derselben quan-
titativen Beziehung, welche in der vorstehenden Gleichung (127)
ausgesprochen ist, dass dieselben dagegen unabhiingig von der Natur
des sich ausdehnenden Korpers sind, so dafs wir diese Gleichung
als allgemeingiiltig fir alle wechselweisen Umwandelungen zwischen
den mechanischen Energieformen und der Wiirme anzusehen haben.
Das Erfahrungsresultat, dafs eine Wirmemenge ein ganz hestimmtes
Energiequantum repriisentirt, welches zwar verwandelbar aber un-
zerstorbar ist, auch durch Leitung und Strahlung nur seinen Sitz,
aber nicht sein Quantum #ndert, dehnt den Giiltigkeitshereich des
Gesetzes von der Erhaltung der Energie iiber alle Vorginge aus,
in denen Bewegungserscheinungen und Wirmeveriinderungen Hand
in Hand gehen; das Energieprincip bildet den ersten Hauptsatz der
Thermodynamik.
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Betrachten wir jetzt das Beispiel 2. Die bei der wiederholten
Entfernung des negativ geladenen Conductors B von dem positiv
elektrischen Korper 4 aufgewendete Arbeit hat eine Veriinderung
erzeugt, welche wir in der positiven Ladung von C und der eben-
sogrofsen negativen Ladung von D wiederfinden. Diese Ladungen
sind um so grifser, je Ofter wir den beschriebenen Procels ausge-
fuhrt haben. Es giebt Maschinen, in welchen durch eine cyklische
Bewegung einer drehbaren Scheibe, welche den Conductor B oder
mehrere solche Conductoren triigt, das Abnehmen der abgestofsenen
positiven und dann das Wegfilhren der angezogenen negativen
immerfort besorgt wird, so lange man dreht; es sind das die von
Hovrz und von Torrer construirten Influenzmaschinen. Die Drehung
derselben erfordert weit mehr Arbeit, als durch die Reibung der
Drehungsaxe und den Luftwiderstand erklirt werden kann. Diese
beiden entgegengesetzt geladenen Conductoren C und D repriisen-
tiren nun ein bestimmtes Quantum von einer besonderen Energie-
form, der elektrostatischen Energie, welche in die uns bereits be-
kannten Formen zuriickverwandelt werden kann. In einer Beziehung
ist dieselbe ganz analog der potentiellen Energie, denn die beiden
Conductoren ziehen sich an mit einer starken Kraft, welche die
allgemeine Massenanziehung vollig in den Schatten stellt. Diese
Kraft kann man arbeiten lassen, wenn man den Conductoren ge-
stattet, sich einander zu nithern, ganz wie man ein der Erde sich
nitherndes, d. h. fallendes Gewicht arbeiten lassen kann. Diesé
Arbeit erschipft aber den Vorrath elektrischer Energie noch nicht,
den Rest derselben verliert man in einer ganz eigenartigen Weise,
sobald die Anniiherung hinreichend eng geworden ist. Es springt
dann ein elektrischer Funke iiber, durch welchen die beiden ent-
gegengesetzten Ladungen sich ausgleichen und verschwinden. Bei
dieser Erscheinung wird die Luftstrecke und abgerissene Metall-
theilchen bis zur Weilsgluth erhitzt, es entsteht also eine gewisse
Wiirmemenge, welche zum Theil als sichtbare Lichtstrahlung in den
Raum hinausgeht, ferner entstehen dabei langsamere elektrische
Schwingungen, welche, wie das Licht, in dem durchstrahlten
Raume einen Energievorrath repriisentiren, der seinerseits wieder
in Wiirme verwandelt wird, sobald die Strahlen auf absorbirende
Korper treffen, endlich hort man einen Knall, welcher als Luft-
erschiitterung eine gewisse kinetische Energie reprisentirt. In
der Summe aller dieser auftretenden bekannten Energieformen
finden wir das volle Aequivalent der bei der Trennung der entgegen-
gesetzten Elektricititen durch Influsnz aufgewendeten Arbeit wieder.

H, v. Hewmuours, Theoret. Physik, Bd. I, 2. 15
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Wir sehen also, dafs die entgegengesetzte Ladung der Conductoren
C und D einen der verbrauchten mechanischen Arbeit gleichwerthigen
Energievorrath darstellt, den man in andere Formen zuriickverwandeln
kann, ohne etwas zu gewinnen oder zu verlieren. Die Constanz der
Energie zeigt sich also auch im Gebiete der elektrostatischen KEr-
scheinungen als gewahrt. Die Malseinheiten der elektrostatischen La-
dungen sind so festgesetzt worden, dafs die positive Einheit die nega~
tive Einheit im Abstand von 1cm mit der Kraft einer Dyne anzieht.
Man erhiilt dann bei der gewaltsamen Entfernung beider Quanta aus
der angegebenen Lage in so grofse Entfernung, dafs die proportional
dem reciproken Quadrate des Abstandes abnehmende Anziehungskraft
unmerklich geworden ist, die Arbeit von 1 Erg. in Form elektrostatischer
Energie aufgespeichert. Durch diese Wahl der elektrischen Einheiten,
wird die Einheit der elektrostatischen Energie (e?/r) direct 1 Erg.
Schliefslich wollen wir in Beispiel 4 diejenigen Vorgiinge auf-
suchen, welche als die Energiequelle fiir die beschriebene Arbeits-
leistung anzusehen sind. Wir haben dabei unsere Aufmerksamkeit
auf die Veriinderungen zu lenken, welche in dem Danienr'schen
Element vor sich gehen. Man bemerkt, dafs der Zinkstab ange-
fressen wird und dadurch an Masse abnimmt. Dies ist nicht die
gewOhnliche chemische Wirkung verdiinnter Schwefelsiiure auf Zink,
bei welcher letzteres auch verzehrt wird, denn es entsteht hierbei
keine Ausscheidung von Wasserstofigas, welche sonst mit diesem
Procefls verbunden ist. Das verlorene Zink (Zn) findet sich in der
von der Thonzelle umschlossenen Fliissigkeit in Verbindung mit
einem Bestandtheile der Schwefelsiure (dem Anion 80,) chemisch
verbunden als Zinksulfat (ZnSO,) wieder; man kann letzteres durch
Abdampfen der Flissigkeit als weifses Salz wiedergewinnen. In der
die Thonzelle von aufsen umgebenden Losung von Kupfersulfat
(CuS0,) ist die entgegengesetzte Verinderung zu bemerken: Die
Losung wird verdiinnter, es verschwindet dort eine entsprechende
Menge des blauen Salzes, withrend das Kupferblech durch nieder-
geschlagenes metallisches Kupfer (Cu) an Masse zunimmt. Die
durch diesen Niederschlag frei gewordenen Mengen des Anions
S0, sind es, welche sich mit dem Zink verbunden haben, sie haben
dazu durch die porse Thonwand ins Innere hineindringen miissen.
Die Mengen der freien Schwefelsiure im inneren Gefifs bleiben
dabei unveriindert, die fortschreitenden Veriindernngen in dem gal-
vanischen Elemente finden in der Ausdrucksweise der chemischen
Zeichensprache ihre Darstellung durch die Gleichung:

Zn 4 CuSO, = Cu + ZnS0,,
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welche aussagt, dals die Menge von SO, unverindert geblieben ist,
aber von der Verbindung mit Cu geltst, Zn ergriffen hat. Die an
dem Procels betheiligten Massen stehen in ganz festen Verhilt-
nissen; withrend nimlich 65,5 gr Zink gelost werden, scheiden sich
63,3 gr Kupfer als Metall wieder aus, die Menge des Anions SO,,
welche dabei ihren Platz wechselt, betriigt 96 gr. Dals nun diese
chemische Umsetzung eine ganz bestimmte Energiemenge freimacht,
kann man durch ein einfaches, rein chemisches Experiment nach-
weisen: Man lose in Wasser soviel Kupfersulfat auf, dafs 63,3 gr
Kupfer, also auch 96 gr SO, darin enthalten sind. (Die blauen
Kupfervitriolkrystalle enthalten viel unwirksames Krystallwasser ge-
bunden, man mufs 249,3 gr des Salzes nehmen, um die geforderte
Menge 159,3 gr der Verbindung CuSO, in der Losung zu haben.)
Wirft man in diese Losung 65,5 gr feinvertheiltes Zink — etwa
Zinkfeilspihne — und schiittelt kriftig, so tritt bereits wihrend
weniger Secunden eine vollstindige Umsetzung der Stoffe ein, die
vorher blaue Losung hat sich entfirbt und enthilt nun Zink-
sulfat, an Stelle des grauen Zinkpulvers erscheint ein brauner
Bodensatz von metallischem Kupfer. Es ist derselbe Procels plotz-
lich eingetreten, welcher in dem Danreni-Element allmihlich vor
sich geht, zugleich bemerkt man aber eine ganz bedeutende Kr-
wiirmung, welche bei Verwendung von 11 Wasser die Temperatur
der Losung um etwa 50° steigert. Nach genauen Messungen ent-
stehen bei diesem chemischen Procels 50 100 Grammkalorien Wiirme,
welche ein ganz bestimmtes Energiequantum repriisentiren. Wenn
das Gesetz von der Constanz der Energie gelten soll, so mufs diese
als Wirme auftretende Energiemenge vorher in irgend einer an-
deren Form bestanden haben. Aehnliche Wirmeproductionen oder
auch Wiirmeabsorptionen findet man mit den allermeisten chemischen
Processen Hand in Hand gehend; sie fihren uns zu der Concep-
tion des Begriffes einer besonderen Energieform — der chemischeu
Energie. Wir milssen (um bei unserem Beispiel zu bleiben) an-
nehmen, dafs die Zusammenstellung Zn + CuSO,, also 65,56 gr Zink
in Berithrung mit 159,38 gr gelostem Kupfersulfat einen Gehalt an
chemischer Energie besitzt, welcher um 50100 Grammkalorien grofser
ist, als die chemische Energie der Zusammenstellung Cu + ZnSO,,
d. h. 68,3 gr Kupfer in Berithrung mit 161,5 gr Zinksulfat in Lisung.

Diese Einfuhrung der chemischen Energie driickt aber zuniichst
nur den Wunsch aus, das Energieprincip auf das Gebiet der che-
mischen Reactionen auszudehnen; einen realen Inhalt erhiilt der

neue Begriff erst dadurch, dafs man denselben als ein unveriinder-
15+
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liches Quantum einer jeden chemischen Verbindung fiir sich er-
kennt. Die freiwerdenden oder verschwindenden Wirmemengen bei
chemischen Reactionen hiingen nun thatsichlich nur von der an-
finglichen und der schlielslichen Zusammenstellung der Stoffe ab,
sind aber stets unabhiingig gefunden worden von dem Weg und
den Mitteln oder Zwischenstufen, durch welche man den Procels
leitet. Dieses Gesetz ist durch zahlreiche calorimetrische Messungen
bestitigt worden, die ersten rithren von G. H. Hess (um 1840) her,
den man als den Begriinder der systematischen Thermochemie an-
sehen muls.

Dieselbe Energiemenge, welche in dem rein chemischen Procels
als Wirme auftrat, miissen wir auch erhalten, wenn in dem DaAnieLL-
Elemente die gleiche Menge von Kupfer ausgeschieden worden ist.
Wenn wir den Kupfer- und Zinkpol durch einen einfachen Metall-
draht aufserhalb des Elementes verbinden, so erhalten wir auch in
diesem Falle die gesammte freiwerdende Energie als Wiirme, freilich
nicht allein in dem Elemente, sondern wir bemerken auch eine Kr-
wirmung des verbindenden Drahtes, die Wiirme entsteht also in
dieser Anordnung an einer riiumlich von dem chemischen Procels
verschiedenen Stelle. Wie sich die Wirmeproduktion dabei in dem
ganzen Apparate vertheilt und wie schnell dieselbe vor sich geht,
hiingt ganz von der speciellen Einrichtung desselben ab; die mefs-
baren Eigenschaften, welche darauf Einflufs haben, nernnt man die
galvanischen Widerstinde des Elementes und der Drahtleitung.
Nimmt man zur Verbindung einen kurzen und dicken Kupferdraht,
so wird der allergrofste Theil der Wiirme in den Fliissigkeiten des
Elementes selbst in Freiheit gesetzt. Withlt man aber einen langen,
diinnen Platin- oder Neusilberdraht, so wird der grofste Theil der
Wiirme in diesem Drahte selbst ‘erzeugt. Sehr diinne, kurze Platin-
drithte konnen bis zum Glithen erhitzt werden, und auch Kohlen-
fiiden, welche ebenfalls wie Metalldrithte wirken, strahlen dabei
davernd helles Licht aus, wenn man dieselben nur durch Abschlufs
der Luft vor Verbrennung schiitzt (Elektrische Glithlampen). Solche
Metalldrithte miisgsen sich also, nach dieser merkwiirdigen Wirme-
erzeugung zu schliefsen, in einem hesonderen Zustande befinden;
man sagt, es fliefst ein elektrischer Strom in ihnen, und erklirt
sich diesen Zustand dadurch, dafs man annimmt, es gingen dauernd
sehr bedeutende Mengen positiver Elektricitit in der Richtung vom
Kupfer zum Zink durch denselben hindurch, eventuell auch gleich-
grofse Mengen negativer Elektricitiit in entgegengesetzter Richtung.
Mit allen diesen Auslegungen haben wir hier nichts weiter zu thun,
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wir filhren dieselben nur an, um den Namen elektrokinetische Energie
zu erkliren, d. h. Energie der in Bewegung befindlichen Elektrici-
tit. Die im Dawnmun'schen Elemente verschwindende chemische
Energie setzt sich in elektrokinetische Energie um, und diese setzt
sich in dem Leitungsdraht in Wirme um. Die Erwirmung ist
aber nicht die einzige Wirkung des elektrischen Stromes. Die von
demselben durchflossenen Drithte vermogen andere stromleitende
Drithte, wenn sie beweglich sind, nach bestimmten Gesetzen zu
bewegen, die Strome lenken Magnetnadeln ab, so dafs diese sich
quer gegen den Draht stellen, ja sie sind im Stande Magnete
in dauernde Bewegung zu setzen, wie wir das an der kleinen in
Fig. 11 skizzirten Maschine bemerkten. KEs gehen also von den
Stromleitern Kriifte aus, welche auf gewisse dafiir empfingliche Ge-
bilde, wie Magnetpole, beschleunigend wirken, und dadurch im
Stande sind Arbeit zu leisten, in der Darstellung von Beispiel 4
liefsen wir z. B. ein Gewicht dadurch in die Hohe winden.

Das Gesetz von der Erhaltung der KEnergie bewahrheitet sich
dabei in der Weise, dals die Summe der geleisteten Arbeit, der
kinetischen Energie der rotirenden Stahlmassen der Magnete (und
der anderen bewegten Theile des Apparates) und der in dem Strom-
kreise erzeugten Wiirme gleich ist der im Elemente freiwerdendeu
chemischen Energie. Die Stromwirme allein mufs dabei also kleiner
sein, als dies ohne Hufsere Arbeitsleistung der Kall sein wiirde;
dies findet auch seine volle Erklirung in dem Umstand, dals die
um den Stromleiter rotirenden Magnetpole den elektrischen Strom
schwiichen durch Erzeugung eines ihrer Geschwindigkeit propor-
tionalen Gegenstroms. Unmerklich wird indessen diese Wirme-
entwicklung nur bei sehr schwachem Strome; sonst gewinnt man
im Falle der grdfsten Leistung die Hilfte derchemischen Energie
als Arbeit, der andere Theil wird in Wirme umgesetzt. Man
kann diesen eben erwihnten Gegenstrom auch fiir sich allein er-
halten. Wir entfernen zu diesem Zwecke in der durch Fig. 11
gegebenen Anordnung das Danmevi-Element und den Faden F' nebst
dem Gewichte M. Setzt man dann durch einen fufseren Eingriff
die Magnetstibe in eine schnell rotirende Bewegung von derselben
Richtung, so werden diese bei der verschwindend kleinen Axen-
reibung sehr lange mit unverminderter Geschwindigkeit umlaufen,
es findet dann keine Verwandelung der ihnen ertheilten kinetischen
Energie in andere Energieformen statt. Bringt man aber gleich-
zeitig die freien Enden der beiden Driihte D und I’ in Berithrung
mit einander, so kommen die rotirenden Magnete sehr bald zur
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Ruhe; ihre kinetische Energie wird in elektrokinetische Energie
verwandelt, der geschlossene metallische Kreis weist einen elek-
trischen Strom auf, welcher ganz dieselben charakteristischen Eigen-
schaften aufweist, wie der durch das galvanische Element erzeugte;
die Leitung wird erwirmt, auch wird eine Magnetnadel in der
Nithe des Drahtes quer gestellt, die Ablenkung erfolgt aber jetzt in
entgegengesetzter Richtung; wir schliefsen daraus, dafs dieser Strom
die entgegengesetzte Richtung besitzt, als der durch die unge-
fiederten Pfeile in Fig. 11 angedeutete. Die Bewegung der Magnete
hort dabei, wie schon gesagt, bald auf, zugleich auch diese Strom-
erzeugung. Will man die Rotation ungeschwiicht aufrecht erhalten,
so mufs man von aufsen dauernd Arbeit zufiihren, man muls die
Magnete drehen, entweder durch eine Kurbel mit der Kraft unseres
Armes, oder durch eine Kraftmaschine, etwa eine Miihle, in welcher
ein fallendes Gewicht — Wassermassen — Arbeit leisten. Dann
erhiillt man auch einen dauernden elektrischen Strom in der Leitung.
Die mechanische Arbeit wird dabei durch Vermittelung der um
den Stromleiter rotirenden Magnetpole in elektrokinetische Energie
umgesetzt. Das beschriebene Maschinchen ist zwar nicht geeignet,
grofse Arbeitsquanta zu verbrauchen und starke Stréme zu liefern,
dasselbe wurde aber auch nur seiner Durchsichtigkeit wegen in
dieser einfachen Form beschrieben. Das Princip ist ganz dasselbe,
nach welchem in der modernen Technik durch die sogenannten
Dynamo-Maschinen kolossale Quanta von mechanischer Arbeit in
elektrokinetische Energie umgesetzt werden. Man sieht bei letzteren
von der Verwendung permanenter Stahlmagnete ganz ab, verwendet
vielmehr weiches Eisen, welches durch Drahtumwickelungen, die
von den erzeugten Stromen selbst durchflossen werden, sehr stark
magnetisch wird.

Kurz erwiihnt moge zum Schlufs noch werden, dafs elektro-
kinetische Energie auch direct in chemische Energie verwandelt
werden kann. Schaltet man in einen Stromkreis eine Strecke Wasser
ein, welches um besser leitend zu werden, ein wenig angesiiuert ist,
so wird dasselbe in Wasserstoff und Sauerstoff gespalten. Diese
Gasmischung verbrennt unter starker Wiirmeproduction zu Wasser,
ein Beweis, dafs erstere einen grofseren Inhalt an chemischer
Energie besitzt, als das Wasser, aus welchem sic entstand. s ist
auch gelungen, diese chemische Energie in einer Art von Verbin-
dungen zu gewinnen, die nicht durch Verbrennung ihre Energie
wieder abgeben, sondern riickwirts Stréme erzeugen kbnnen in
derselben Art, wie dies im DaNrELL-Element geschieht. Es sind
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dies die Accumulatoren; diese speichern einen Theil der in sie
hineingesteckten elektrokinetischen Energie in Form von chemischer
Energie auf, um ihn spiiter, wenn sie als galvanische Elemente be-
nutzt werden, wieder in elektrokinetische Energie zuriickzuver-
wandeln.

Man konnte diese Beispiele von Verwandelungen der verschie-
denen Energieformen in einander noch beliebig hitufen, doch ktnnen
wir nach dem Angefithrten bereits iibersehen, dafs das Gesetz von
der Unzerstorbarkeit und Unerschaffbarkeit der Energie alle Er-
scheinungen der Natur als ein allgemeines Princip beherrscht. Wir
haben uns auf Phiéinomene der unbelebten Natur beschriinkt, aber
auch die Lebenserscheinungen in Pflanze und Thier, welche iiber
das Gebiet rein physikalischer Forschung hinausgehen, sind nicht
aus dem Rahmen dieses Gesetzes auszuschliefsen. Wo wir dabei
auch auf Energiegrofsen stofsen, folgen diese demselben Ge-
setze. Im Pflanzenreiche haben wir es hauptsiichlich mit der Um-
wandelung von Wirme und Strahlungsenergie (Sonnenlicht) in che-
mische Energie zu thun, es werden verbrennbare kohlen- und
wasserstoffreiche Producte erzeugt, welche den Thieren zur Nahrung
dienen, im Thierreiche haben wir Umsetzung dieser chemischen
Energie in Wiirme und mechanische Arbeit vor uns.

Man hat es unternommen, die nicht mechanischen Energie--
formen durch hypothetische Vorstellungen auf die rein mechanischen
als Urformen zuriickzufithren. = So erklirt man die Wirme als
kinetische Energie der kleinsten Theilchen der Materie, namentlich
in der Gastheorie ist diese Vorstellung mit ihren Consequenzen zu
einer hohen Ausbildung gekommen. Auch die chemische Energie
wird als potentielle Energie specifischer Anziehungskriifte — der
Verwandtschaftskriifte der verschiedenen Stoffe zu einander — er-
klirt, welche zwar erst bei minimalen Entfernungen in Wirkung
treten, dann aber Arbeit leisten, die angezogenen Atome beschleu-
nigen und dadurch bei der Vereinigung heftige Bewegung der
kleinsten Theilchen, d. h. Wiirme erzeugen. Derartige Vorstellungen
sind wegen ihrer Anschaulichkeit sehr niitzlich, dirfen aber wegen
ihres hypothetischen Charakters nicht mit dem Inhalte des Energie-
princips vermengt werden. Dieses Princip steht als ein bis jetzt
Uiberall bestitigter Erfahrungssatz iiber diesen Hypothesen und kann
diese Veranschaulichungen entbehren.

Die in diesem Paragraphen gegebenen Auseinandersetzungen
sollten in vorbereitender Weise einen Ueberblick geben itber die
umfassende Bedeutung des Energieprincips; wir mulsten dabei iiber
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den besonderen Stoff dieses Bandes hinausgehen; im folgenden
wollen wir uns nun wieder auf dynamische Verhiiltnisse unter der
Wirkung conservativer, reiner Bewegungskriifte beschriinken, fir
welche die Energie vollstindig als die Summe von kinetischer und
potentieller Energie definirt ist.

Dritter Abschnitt.
Anwendung. Die Bewegungen der Himmelskl_lrper.

§ 53. Newton’s Gravitationsgesetz.

In diesem Abschnitte soll an einem Beispiele gezeigt werden,
wie sich die in den beiden vorhergehenden Abschnitten entwickelten
allgemeinen Principien zur Auflésung besonderer Aufgaben ver-
wenden lassen. Wir fanden bei der Betrachtung der in einem
freien Massensysteme unter der Wirkung innerer conservativer
Kriifte stattfindenden Bewegungen drei fundamentale Gesetze: Die
~ Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes, die Erhaltung des
Hauptrotationsmomentes der Bewegungen und seiner invariabelen
Ebene und die Erhaltung der Energie. Diese Gesetze wurden aus
den Newron'schen Bewegungsgleichungen [Gleichung (89) 8. 147] ab-
geleitet durch drei verschiedene Arten von Integration, welche in
allen Fillen ausgefiihrt werden konnen, ohne auf die specielle
Natur der wirkenden Kriifte dabei einzugehen, wenn letztere nur
dem Reactionsprincip folgen und conservativ sind. Diese Integral-
gleichungen, welche die drei genannten Gesetze aussprechen, bringen
gewisse Integrationsconstanten mit sich: Die gleichférmige Bewegung
des Schwerpunktes liefert deren sechs, nitmlich die drei Coordinaten
des Ortes, an welchem der Schwerpunkt im Anfangszustand zur
Zeit t = 0 liegt und die drei unveriinderlichen Componenten seiner
Geschwindigkeit im Raume. Die Erhaltung des Hauptrotations-
momentes liefert drei Constanten, als welche man entweder die
Momente um die drei Coordinataxen ansehen kann, wie dies in
Gleichung (94) 8. 160 geschehen ist, oder aber die Grofse des Haupt-
rotationsmomentes und die beiden Winkelbestimmungen, welche
nothig sind, um die Richtung der invariabelen Ebene im Raume
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festzulegen. Das Energieprincip endlich liefert eine Constante — die
Energie des Systems. Zusammengenommen sind dies 10 Integrations-
constanten, welche durch den Anfangszustand des Massensystems be-
stimmt sind. Die Integration der Differentialgleichungen, in welchen
die Beschleunigungen der einzelnen Massenpunkte, also die zweiten
Differentialquotienten der Coordinaten vorkommen, ist aber durch
die Benutzung dieser drei Gesetze nicht vollendet, denn sowohl in
den Rotationsmomenten, wie auch in dem kinetischen Theile der
Energie kommen noch die Geschwindigkeiten, d. h. die ersten
Differentialquotienten der Coordinaten nach der Zeit vor. Diese
noch itbrig bleibenden Integrationen mufs man bei jedem einzelnen
Problem unter Benutzung der besonderen Natur der wirkenden
Kriifte auszufihren suchen, eine Aufgabe, deren Losung bis jetzt
nur bei wenigen, besonders einfachen Problemen gelungen ist.

Ein solches lisbares Problem wollen wir im folgenden be-
handeln — das sogenannte Zwei-Korper-Problem. Dieses fragt nach
der Bewegung eines freien Systems von nur zwei Massenpunkten,
zwischen denen eine centrale Anziehungskraft wirkt, deren Inten-
sitit umgekehrt proportional dem Quadrat des jeweiligen Abstandes
der beiden Massenpunkte variirt. Diese Anziehungskraft zwischen
zwei Massen ist nicht eine mathematische Fiction, sondern ein
tiberall, wo Massen in der Natur vorkommen, in gleicher Weise be-
obachtetes Phiinomen. Das will sagen, Phiinomen sind die Be-
wegungen, welche die Massen zeigen: die Fallbewegung oder fiir
willkiirlichen Anfangszustand die Wurfbewegung der irdischen
Massen in der Nihe der Erde, die Bewegung der Monde, der Pla-
neten und der Doppelsternsysteme. Alle diese Bewegungen lassen
sich erkliren und aufs genaueste vorher berechnen durch die An-
nahme einer allgemeinen Anziehungskraft von dem angefithrten
Typus; zwischen Massenpunkten von verschiedener Grofse hat sich
diese Kraft als durchaus proportional herausgestellt dem Quantum
an triger Masse sowohl des einen wie des anderen Punktes, zwischen
denen die Wirkung betrachtet wird. Die vollkommene Proportionalitiit
zwischen Masse und Gewicht ist eine einzelne Aeufserung dieses
Gesetzes, denn die Schwerkraft, erklirt sich als die Anziehung der
Erdmasse auf die Massen in ihrer Nihe. Danach kann man die
Anziehungskraft K, welche zwischen den Massenpunkten m, und m,
wirkt, wenn diese sich im Abstand » von einander befinden, dar-
stellen durch folgenden Ausdruck:

m, .
K=—G 250 (128)
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Diese Gleichung spricht das von NewroN gefundene Gesetz der
allgemeinen Massenanziehung oder Gravitation aus. Das Minus-
zeichen soll nur symbolisch andeuten, dals es sich um eine
Kraft handelt, welche » zu verkleinern strebt, ihre Intensitit ist
durch den absoluten Betrag gegeben, ihre Richtung ist fir m,
und m, die entgegengesetzte und fillt in die Verbindungslinie r
hinein. Der Proportionalitiitsfactor @, welcher zur Herstellung der
Gleichheit beider Seiten der vorstehenden Gleichung hinzugefiigt
werden mufste, stellt eine fiir das gesammte Weltall unveriinder-
liche Grifse dar, deren Werth durch die schwierige experimentelle
Messung der Kraft zwischen bekannten Massen gefunden werden
mufs und, seit der Aufstellung dieses Gesetzes, vielfach nach ver-
schiedenen Methoden mit immer grofserer Genauigkeit bestimmt
worden ist. Nach den zuverlissigsten modernen Messungen bat
man den Zahlenwerth dieser Gravitationsconstante G im (C.-G.-S.)
System, in welchem die Kraft in Dynen (gr-cm-sec—?), die Massen
in Gramm, die Entfernung in Centimetern gemessen wird, zu setzen
sehr nahe an:

G = § X 107 (cm®. gr—1,sec™?) (129)

Newron bewies die Richtigkeit des von ihm aufgefundenen Ele-
mentargesetzes dadurch, dafs es ihm gelang, die Planetenbewegungen,
fir welche KepLER drei empirische Gesetze aufgefunden hatte, denen
wir nachher begegnen werden, aus seinem Gesetze zu entwickeln.
Die Identitit der irdischen Schwerkraft mit der allgemeinen Gravi-
tation konnte er nachweisen durch den Vergleich der Beschleunigung
der fallenden Korper an der Erdoberfliche mit der Beschleunigung,
welche unser Mond bei seiner nahezu kreisformigen Bewegung von
seinem Centralkirper, der Erde, her erfihrt.

Es ist dabei aber zu beriicksichtigen, dafs das Gravitations-
gesetz, wie es in (leichung (128) dargestellt ist, sich auf zwei aus-
dehnungslose Massenpunkte bezieht. Die Himmelskdrper sind aber
ausgedehnte Massen; zwar ist deren Abstand von einander fast
immer 8o bedeutend, dafs gegen diese Entfernungen ihre Dimen-
sionen vollig verschwinden, also die Betrachtung derselben als
Massenpunkte in den allermeisten Fillen vollig gerechtfertigt er-
scheint; aber schon bei der Wirkung zwischen Erde und Mond ist
diese Annahme streng nicht mehr zuliissig, da der Abstand der
beiden nur etwa 60 Erdradien betriigt; fir die Bewegung geworfener
oder fallender irdischer Korper gar konnen wir diese vereinfachte
Vorstellung von der Erde iiberhaupt direct gar nicht anwenden.
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Die anziehende Kraft einer ausgedehnten Masse auf einen einzelnen
Massenpunkt ist, wegen der ungestirten Superposition der Wirkungen,
die (geometrische) Summe aller Elementarkriifte, welche von den
kleinsten Theilchen der Masse ausgehen; man kann die resultirende
Kraft also durch eine Integration iiber den ausgedehnten Korper
in der Idee stets finden. Bei gewissen einfachen Korperformen und
Massenverteilungen in ihrem Inneren kann man diese Integration
analytisch ausfithren; zu diesen Fillen gehort auch die Gestalt der
Weltkorper, deren Wechselwirkung uns hier gerade beschiiftigt. Man
hat allen Grund die Weltkbrper (mit sehr’grofser Annitherung an
die wirkliche Form) zu betrachten als Kugeln, deren Massenfiillung
in concentrischen Schichten um den Mittelpunkt herum gleichmi(sig
vertheilt ist; die weiteren Complicationen, welche aus der an Sonne
und Planeten beobachteten Abplattung entspringen, wollen wir
wenigstens hier bei Seite lassen.

Um die Anziehung einer Kugel von der beschrichenen Massen-
verteilung zu finden, miissen wir uns dieselbe zusammengesetzt
denken aus lauter diinnen Schalen, im Inneren jeder einzelnen von
diesen kann man dann die Masse gleichmifsig (homogen) vertheilt
annehmen. Zuerst wollen wir die Anziehung einer einzelnen Schale
berechnen; ihr Radius sei g, ihre sehr geringe Dicke ; der ange-
zogene Massenpunkt m habe den Abstand ! vom Kugelcentrum. In
Fig. 12 ist ein Meridianschnitt dieses Massensystems gezeichnet,

3

&
B O imia ToA
Fig. 12.

dessen riiumliche Gestalt man durch eine volle Umdrehung der
Figur um die Axe Om erhilt. Wir filhren Polarcoordinaten ein,
der Anfangspunkt sei das Kugelcentrum O, die Axe sei Om, die beiden
Pole der Kugel sind 4 und B, ein Punkt P der Schale wird be-
stimmt durch die Poldistanz =4 OP = «. Ob man die Punkte 4, B, P
auf der inneren oder Hufseren Oberfliche der Schale annimmt, ist
wegen der verschwindenden Dicke PR = § gleichgiiltig. Der zweite
Coordinatenwinkel, der Lingenwinkel A kann im Meridianschnitt
nicht gezeichnet werden, derselbe giebt die Drehung um die Axe Om
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an, geht also aus der Ebene der Figur heraus. Mit Hillfe dieser
Abmessungen wollen wir die Kugelschale in kleinste Volumelemente
zerschneiden. Wihlen wir einen bestimmten Punkt P, dessen Lage
durch die Winkel « und A angegeben ist, ertheilen « einen kleinen
Zuwachs de, und A einen Zuwachs dA. Dadurch wird aus der
Schale ein kleines, durchaus rechtwinkeliges Volumen herausge-
schnitten, als dessen Grundfliche das Rechteck PQ SR erscheint.
Die Fliiche desselben ist PR X PQ = d.pda. Die Hohe des Korper-
elementes, welche senkrecht auf dem Papier steht, wird gebildet
durch den Weg, welchen der Punkt P beschreibt, bei einer Drehung
um dA Der Abstand desselben von der Drehaxe ist PT = p.sina,
also ist dieser Weg p.sinew.d4, und das Volumelement ist gegeben

durch;:
dV=24.p*.sine.de.dl.

Das Volumen der ganzen Schale ist:
V=2d.4mp*

Da wir nun annehmen, dafs die gesammte Masse M, welche in der
Schale steckt, homogen vertheilt ist, so mufs die in dem Element
d V herausgeschnittene Masse d M sich zu M verhalten wie d V sich

zu V verhilt:
dM:M=dV:V.

Daraus folgt unter Benutzung der vorstehenden Ausdriicke:

dM= isina.dw.dl.
in

Dieses Massenelement kann nun in seinen Wirkungen auf m als
Massenpunkt betrachtet werden, welcher in P liegt. Bezeichnet man
also die Entfernung Pm mit », so ist die Anziehungskraft des-
selben

m.d M
dKk= — G-v—-ﬁ—-

in der Richtung von ». Dieses » hat aber fir die verschiedenen
Volumelemente der Kugelschale verschiedene Richtung, die Addition
der Krifte aller Theile der Kugelschale ist eine geometrische, die
rechnerische Ausfihrung wiirde die Zerlegung von d K in Com-
ponenten von fester Richtung verlangen. Kiirzer kommt man zum -
Ziel, wenn man an die Bemerkung denkt, welche wir am Schlusse
des § 49 (S. 201) machten, und deshalb die potentielle Energie d @
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bildet, welche, zwischen d M und m besteht. Diese ist nach
Gleichung 119 (S. 199):

A0 = —f{dm.dr= X Gﬂ'§£+const.
ir)

Auf den Werth der additiven Constante kommt es in der folgenden
Rechnung nicht an, wir wollen dieselbe der Einfachheit wegen
gleich Null setzen; dann ist d @ als eine wesentlich negative Form
charakterisirt, weil r stets als absolute Grifse angesehen werden
soll. Die gesammte potentielle Energie zwischen der Kugelschale
und dem Punkt m findet man durch eine einfache algebraische
Summirung simmtlicher d ®, also durch Integration des Ausdrucks:

G m.dﬂ_r{_ _— mM. sine.de.dA (180)
r 4n r

AP = —

iber die ganze Kugelschale. Die Grenzen von A werden dabei 0
und 27, die Grenzen von « aber 0 und . Die Entfernung » lifst
sich ausdriicken durch den Winkel @; aus der Betrachtung des
Dreiecks m O P folgt:

r= 4 Y 4 o* — 2lp cos a. (130a)

Umgekehrt lifst sich anch der in dem Ausdruck fir d @ auftretende_
Complex sine.de durch r darstellen. Wir brauchen zu diesem
Zwecke von dem vorstehenden Ausdruck r nur das Differential zu
bilden. Es ist

i — 2lp.d(cos «) Ly sine.de
2.YP + 0 —2lpcos e r
oder
singide 1 . (1301)
r l.p

Fithren wir nun dr an Stelle von de in Gleichung (180) ein, so
finden wir;
mM di

. 130
1.0 4n’ i

dh = — G-

Der unteren Grenze « = 0 entspricht 7, = m 4, der oberen Grenze
@ = m entspricht r, = m B; beide Grenzwerthe im absoluten Werthe
Bénommen. Von actuellem Interesse fiir die hier behandelte Frage
ist nur der Fall, dafs der Punkt m aufserhalb der Kugelschale liegt,
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dafs also /> p ist. Dann stellen sich die beiden Grenzen von
folgendermafsen dar:
ro=mAd=1—p

(181a)
re=mB=1l+4p

Wir konnen aber gleichzeitig bei dieser Gelegenheit den in anderen
Problemen interessirenden Fall mitbehandeln, dafs der Punkt m im
Inneren der Kugelschale liegt, etwa an der Stelle m (Fig. 12)
Dann ist: : .
= 'A = —
SRR 2 } (1811)
ra=mB=p+1
Das Integral @ ist nun aus dem Differential d @ in Gleichung (180¢)
ohne jede Rechnung abzuleiten, da 2 und » nur als Differentiale in
diesem Ausdruck vorkommen:

tb—-—G-E---— et f Ay fdr

m. 1
= — G——~p—- yp 20 (e — 7o)

Fiir einen #ufseren angezogenen Punkt wird nach (181a) r, —r, = 2p,
fir einen inneren nach (181i) r,, — r, = 2. Bezeichnen wir die poten-
tielle Energie fiir diese beiden Moglichkeiten durch @, (aufsen) und
@, (innen), so finden wir:

"SR B (182a)

S ) E‘_é.i‘ (182i)

Man sieht hieraus, dafs @, unabhingig von !, @ und A ist, d. h.
denselben Werth giebt fiir alle Lagen des Punktes im Hohlraum der
Schale. @ hat daher in dem inneren Raume nirgends ein Gefiille,
sondern ist conmstant, folglich mufs die auf den Massenpunkt aus-
getibte Kraft gleich Null sein: die von den verschiedenen Theilen
der Schale ausgeiibten Anziehungskriifte vernichten sich gegen-
seitig.

Fiir eine fufsere Lage von m dagegen finden wir in @, einen
Ausdruck, welcher (abgesehen von der gleichgiiltigen additiven Con-
stante, die wir fortgelassen haben) identisch ist mit der potentiellen
Energie zwischen einem in O liegend gedachten Massenpunkt M und
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dem Punkte m. Daraus folgt der wichtige Satz, dafs die Anziehung
einer homogenen Kugelschale auf einen #ufseren Massenpunkt ebenso
grofs ist, als sie sein wiirde, wenn die gesammte Masse der Schale
im Mittelpunkt concentrirt wiire. Gehen wir nun einen Schritt
weiter und denken uns eine Vollkugel, welche aus lauter solchen
homogenen Schichten zusammengesetzt ist. Dann werden sich die
von den einzelnen Schalen ausgehenden Kriifte superponiren, die
gesammte Attraction ist dann dieselbe, als wiire die Masse der
ganzen Kugel in ihrem Mittelpunkt concentrirt.

Durch diese Betrachtung ist die Anziehung einer homogen-
schichtigen Kugel zuriickgefithrt auf die eines Massenpunktes im
Centrum der Kugel und die directe Anwendung des Newron'schen
Attractionsgesetzes in seiner elementaren Gestalt auch in diesen
Fillen gerechtfertigt. Denken wir uns an Stelle des Punktes m
ebenfalls eine Kugel, so konnen wir fir diese dieselbe Betrachtung
durchfithren. Die Anziehung zwischen zwei Kugeln ist dieselbe wie
zwischen zwei Massenpunkten, die in den Kugelcentren liegend ge-
dacht werden.

§ 54. Differentialgleichungen des Zwei-Kdrper-Problems.
Anwendung der 10 Integrationen.

Nachdem wir das Gesetz der allgemeinen Massenanziehung
kennen gelernt haben, wollen wir zur Behandlung des Zwei-Korper-
Problems schreiten. Die beiden punktférmigen oder kugelfSrmigen
Weltkorper seien bezeichnet durch die Werthe ihrer Massen m,
und m,; ihre Orte, auf ein festes Coordinatensystem bezogen, seien
%y %, % und z,, y,, %,; der absolute Werth ihres Abstandes ist
dann: '

re=Yaz -2+ @y — y)* + (g — z1)’-' (138)

Die Anziehungskraft K ist gegeben durch Gleichung (128). Die
Diﬂ'erentia.lgleichungan des Problems findet man, indem man in die
allgemeinen Bewegungsgleichungen die Componenten der Gravitations-
kraft X einsetst. Letztere findet man durch Multiplication von K mit
den Cosinus der Winkel, welche » mit den Coordinataxen bildet.
Denken wir uns einmal, um eine feste Vorstellung zu fassen, die
Coordinaten von m, alle kleiner, als die von m,, so werden die
Cosinus der Richtung, welche von m, nach m, zeigt, niimlich:
o Hanud . WS Yo =4 , oc Mamtltac

y r r
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alle positiv sein, wihrend die Cosinus der von m, nach m, gehenden
Richtung ihnen entgegengesetzt gleich also negativ werden. Die
Componenten der auf m, wirkenden Kraft streben dann auch alle
Coordinaten z,, y,, %, zu vergrofsern, d. h. X, ¥}, 4 sind dann
positiv, wihrend X,, Y,, Z, negativ werden, weil sie die Coordinaten
von m, zu verkleinern streben. Da wir nun einmal K in Gleichung
(128) als Anziehungskraft durch ein negatives Vorzeichen symbolisch
bezeichnet haben, so miissen wir nun setzen:

e -
X, o= —K.f-“!—f--“-‘-‘- et uwd X,=-kK3°"5

r

oder nach Einsetzung des Betrages von K

m,my Ty — &y =
X,=¢MMm. B-8 g XeemP A3

s r r
Da nun nach der Newron'schen Kraftdefinition
d’x d?
X, = m, —di_’t' etc. und X, =m, —d-;’— ete.

ist, erhalten wir nach Wegheben gemeinsamer Factoren m folgende
6 Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir unser Problem:

L T Zy — T, iz, Z, — T,
¥ kbl b SN 1 T
d*y Yy — Y, d*y, Y =Y
d’ — d‘ T,
i U o St b A

in denen fir » der Werth aus Gleichung (138) zu setzen ist.

Der Anfangszustand dieses Systems ist bestimmt durch die
Anfangsorte yon m, und m,, d. h. durch zweimal drei Coordinaten
und durch die Anfangsgeschwindigkeiten der beiden, d. h. durch
zweimal drei Geschwindigkeitscomponenten. Im Ganzen bringt also
der Anfangszustand 12 vorgeschriebene Grofsen in die Rechnung
hinein, welche den Differentialgleichungen fremd sind. Ebenso viele
disponible Integrationsconstanten liefert auch die Integration der
sechs zweiten Differentialquotienten. Nun wissen wir, dafs man zehn
von diesen letzteren aus den drei Erhaltungsgesetzen herleiten kann,
und man iibersieht sofort, dafs schliefslich noch zwei Constanten zu
suchen iibrig bleiben, deren Bedeutung diesem besonderen Problem
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eigenthiimlich ist. Dalfs man dieselben finden kann durch zwei be-
sondere Integrationen, werden wir nachher sehen, aber bereits bei
dem ganz analogen Problem dreier Korper ist es mit unseren jetzigen
analytischen Hillfsmitteln nicht gelungen eine vollstindige Integra-
tion auszufithren. Das Drei-Koérper-Problem kann nur unter be-
stimmten vereinfachenden Annahmen niherungsweise geldst werden,
80 z B. bei der Berechnung der Stérungen, welche der Lauf eines
Planeten um die Sonne erfihrt durch die Anwesenheit eines an-
deren Planeten, weil dabei die Anziehung des storenden Planeten
als sehr klein gegen die Anziehung der Sonne zu betrachten ist.

Wir wollen jetzt die 10 Integrationsconstanten, welche uns
sicher sind, aus den Anfangsdaten ableiten. Zur Zeit ¢ = 0 befinde
sich m, an einem Ort, dessen Coordinaten sind:

g, b oy,
die Geschwindigkeit desselben habe die Componenten:
“'I' v, w,.

In gleicher Weise gelten fir den Punkt m, die vorgeschriebenen
Werthe:
Gy y bp Cgy
Uy, Vg, Wy
Der Anfangsart des Schwerpunktes (x,, 9,, 3) ist nach Gleichungen (88)
(S. 144);
LYY
A m, + m,
= b - myby 185
gy =R (135)

8o = Bl ¥, i 1
m, + my
Die withrend der folgenden Bewegung unverindert bleibenden Ge-
schwindigkeitscomponenten des Schwerpunktes (u, v, w) sind:

L Mt Uy
my + my
6 _f_?’-l'l ﬂ! + mg 7"1 (1353)
my + m,
= M+ My,
m, + m,
H. v. Herxmourz, Theoret. Physik, B, I, 2, 16
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Die auf die Coordinataxen bezogenen Rotationsmomente (4, B, O),
welche ebenfalls withrend des ganzen Verlaufes bewahrt bleiben, sind
nach Gleichung (94) (S. 160):

A = my (w, b — 0, 6)+ my (W, b, — v, 0,)

B=m, (w0, — w, ) + my (4y 0, — w0, ay) (185b)

O =m, (v, 0, — u b)) + my (v, a, — 1y b,)

Das Hauptrotationsmoment wird daraus gefunden

R=yYA&A+ B+ (* (185¢)

und die Axe desselben oder die Normale auf der invariabelen Ebene
bildet mit den Coordinaten die Cosinus

Ao B0

R RS
Die constant bleibende Energie # endlich setzt sich aus der im
Anfangszustand vorhandenen kinetischen und potentiellen folgender-
mafsen zusammen :

E=3m (w4 0"+ w?®) + imy (4 +0,° + w,7)

LS RN+ TR R, DB I o (185d)
Vias — a)* + (by — 0)* + (& — )°

Es ist also nach diesen Formeln (185) bis (185d) stets leicht, die
10 Constanten gz, Yoy 3oy W Y W, 4, B, C, E den Anfangsbedingungen
anzupassen.

Man macht nun die weiteren Rechnungen kiirzer und iiber-
gichtlicher, wenn man die Bewegungen der beiden Punkte nicht, wie
wir bisher thaten, durch irgend ein festes Coordinatensystem aus-
driickt, sondern indem man die erkannten Gesetze iiber den Schwer-
punkt und die invariabele Ebene direct zur Aufstellung eines spe-
ciellen Axensystems benutzt; dieses soll nimlich seinen Anfangs-
punkt im Schwerpunkt haben und eine der Grundebenen (wir withlen
die (2, v)-Ebene) soll mit der invariabelen Ebene zusammenfallen.
Bei einem aus vielen Punkten zusammengesetzten Massensystem ist
es nicht nothig, dafs die einzelnen Punkte bei ihrer Bewegung alle
in der durch den Schwerpunkt gelegten invariabelen Ebene bleiben;
~ bei nur zwei Massenpunkten ist dies aber eine nothwendige Folge
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der Erhaltung des Hauptrotationsmomentes, die Bewegung, die wir
jetzt betrachten, wird also in der (z, y)-Ebene verlaufen, » bleibt zu
allen Zeiten gleich Null. Dieses besondere Coordinatensystem wird
wegen der Festheftung seines Anfangspunktes an den Schwerpunkt
im Allgemeinen kein ruhendes, sondern ein gleichférmig im Raume
fortriickendes sein, die Richtung der z-Axe ist als Axe des Haupt-
rotationsmomentes von unveriinderlicher Richtung, dagegen ist die
Richtung des (z, y)-Kreuzes noch unbestimmt. Wir wollen auch nur
festsetzen, dafs diese beiden Richtungen unveriindert bleiben, dafs
also das Axensystem keinerlei Drehung um die z-Axe ausfithrt, sich
vielmehr in einer einfachen Parallelverschiebung befindet. Durch
diese specielle Wahl der Coordinaten werden von selbst 8 von den
12 Constanten des Problems beseitigt, niimlich die 6, welche sich
auf den Schwerpunkt bezogen und die 2, welche sonst die Richtung
der invariabelen Ebene angaben; es bleiben nur noch R (Grofse des
Rotationsmomentes) und ¥ (Energie) tibrig und die zwei besonderen
Constanten dieses Problems.

§ b6. Das Flichengesetz.

Wir gehen nun zur weiteren Behandlung des vereinfachten
Problems iiber. Nennen wir die in der invariabelen Ebene liegenden
Radii vectores, welche die Abstinde der Massen m, und m, vom
Anfangs- und Schwerpunkt messen, », und r,, beide nach ihrem
absoluten Betrage. Der Schwerpunkt zweier Massenpunkte liegt
zwischen diesen auf der geraden Verbindungslinie, also miissen r
und r, stets nach diametral entgegengesetzten Richtungen zeigen,
ihre Summe mifst den jeweiligen Abstand » zwischen m, und my,
es ist also:

£ iy iy (186)

Dieses r ist eine Strecke, welche immer durch den Anfangspunkt
hindurchgehen mufs, sie kann sich also nur um diesen Punkt drehen,
wenn ihre Richtung sich withrend der Bewegung veriindert. Auch
das Grofsenverhilltnifs zwischen r, und , mufs stets dasselbe bleiben,
denn aus der Definition des Schwerpunktes folgt:

r,=m,r
oder; MM

S | (186a)
s ™
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Aus Gleichungen (186) und (186a) folgt dann:
L

S i (136b)
= ———-ml r

m + m,
Die Bahnen der beiden Massenpunkte miissen hiernach, wenn man
gie auf das von uns festgesetzte Coordinatensystem bezieht, geo-
metrisch #hnliche und entgegengesetzt liegende Curven sein. In
Fig. 18 sind zwei gleichzeitig durchlaufene Stiicke der beiden Bahnen
veranschaulicht, S ist der im Anfangspunkt liegende Schwerpunkt,

LEY

Ty

Fig. 18,

S 4, soll die positive 2-Axe darstellen. Wenn m, sich in 4, befindet, so
befindet sich my, in A4,, es werden dann gleichzeitig erreicht die Orte
P, und P,, Q, und Q,, B, und B,, lauter Punktpaare, welche den Be-
dingungen geniigen, dafs ihre Verbindungslinie durch S geht, und dafs:

B4 . 8P . 80 8B m

B " BB . S0~ BB

ist. (In der Figur ist das Massenverhiiltnifs m,/m, gleich 1/2 an-
genommen worden) Die Strecken 4, 4,, P, P, etc. stellen einige
Lagen und Grofsen von r dar. Der veriinderliche Winkel, welchen r,
in der Richtung von m, nach m, hin, mit der positiven z-Axe bildet,
soll mit & bezeichnet werden, wenn also P, P, eine beliebige Lage
von r bedeutet, so ist:

& =P, 84, = =P, 8 4,
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Nach Verlauf einer verschwindend kleinen Zeit d¢ moge » iiber-
gegangen sein in die Lage Q, Q,, dann ist der Zuwachs von &,
also d 9, gegeben durch:

d9 =3Q,SP,=+Q,SP,
withrend der Zuwachs von 7,

dr, =R, Q,
und derjenige von 7,
d?‘z = }fg Q&

zu setzen ist. Die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher » sich dreht,
ist d#/dt. Die Weggeschwindigkeiten der beiden Kérper kann man
zerlegen in je eine radiale Componente und je eine darauf senk-
rechte rotatorische Componente; erstere sind proportional den Strecken
R, Q, und R, Q,, letztere proportional P, R, und P, R,. Die radialen
Componenten haben die Werthe dr,/dt und dr,/dt, die rotatorischen
sind »,.d#/dt und r,.d#/dt. Der Richtung nach sind diejenigen
fiir m, vom entgegengesetzten Vorzeichen wie die fiir m,,.

Will man nun das Rotationsmoment R des Systems bilden, so
haben die radialen Componenten keinen Einflufs, es sind nur die
rotatorischen zu beriicksichtigen [vergl. Gleichung (95) auf S. 161]

und man erhiilt:

R = (m r®+ myr,?). f—f;?— ’

oder wenn man nach Gleichungen (136b) r statt », und », einfithrt:
Rum L0 820, (187)

Fithren wir an Stelle von R eine andere Constante R’ ein durch
die Gleichung:

Y il il WAy v (187a)
™

80 erhilt die Gleichung, welche die Erhaltung des Rotations-
momentes ausspricht, die einfache Gestalt:

() . -%‘g = R. (137b)

Die Dimensionen der Constanten sind:
R=[ML*T™

R =7 } (187¢)



246 DRITTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § 55.

Denken wir uns unter m;, und m, zwei benachbarte Weltkbrper
(ein Doppelsternsystem) im iibrigens weit umher leeren Raume, nur
umgeben von einem unendlich fernen Fixsternhimmel, dessen An-
ziehungen nicht mehr merkbar sind, der uns auch nur dazu helfen
soll, feste Anhaltspunkte fir Richtungen im Raume zu gewinnen.
Dann werden weoder die Bewohner von m, noch die von m, die
absolute Bewegung ihres Wohnortes im Raume spiiren, ja mnicht
einmal die Drehung um den gemeinsamen ruhend gedachten Schwer-
punkt werden sie auffassen, es wird vielmehr beiden so erscheinen,
als ruhten sie selbst, withrend der Nachbarkdrper allein sich bewegt.
Es werden also nur die relativen Lagenveriinderungen wahrgenommen,
welche ihren mathematischen Ausdruck in der Verinderung der
Liinge und Richtung von r finden. Denken wir uns auf den Korper
m, versetzt, o konnen wir die Richtungsinderung von r, d. h. den
Winkel #, aus der Wanderung von m, am Fixsternhimmel ablesen,
die Linge von r kann gemessen werden durch die Parallaxe von
my, d. h. durch die perspectivische Verschiebung, welche die Rénder
von m, am Sternhimmel erfahren, wenn man von zwei mdglichst
weit entfernten Beobachtungsorten auf der Kugel m, aus nach m,
blickt. Wenn auch m, eine hinreichend ausgedehnte Kugel ist,
kann man die verhiltnifsmiifsigen Veriinderungen von r auch aus
dem Gesichtswinkel ableiten, unter welchem der Durchmesser von
m, jeweilig erscheint. Jedenfalls sind » und & die einzigen der
Beobachtung zuglinglichen Abmessungen; die invariabele Ebene tritt
dadurch in die Erscheinung, dafs, von m, aus gesehen, die Orte von
m, am Fixsternhimmel stets auf demselben grolsten Kreise liegen.
Die scheinbare Bahn von m,, welche wir als Bewohner des in Ruhe
gewiihnten Korpers m, aus den soeben angefihrten astronomischen
Messungen von r und ¢ entwerfen wiirden, kann aus den beiden in
Fig. 18 gezeichneten wahren Bahnen um den fest gedachten Schwer-
punkt leicht gewonnen werden. Wir brauchen die Strecken, welche
r darstellen, also beispielsweise 4, 4,, nur in ihrer eigenen Richtung
so weit zu verschieben, dafs der Punkt 4, in S zu liegen kommt,
dann riickt der Endpunkt 4, bis nach 4. In gleicher Weise sind
die Punkte P, ¢, B, gefinden, und konnen iiberhaupt alle Punkte
der scheinbaren Bahn gefunden werden, welche in Fig.18 durch die
durchbrochene Curve angegeben ist. Dabei ist m, ruhend in S an-
zunehmen. Aus der Proportion:

rir iy = (my + my)im,:m,,

welche identisch ist mit den Gleichungen (186b) und welche aus-
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sagt, dals » stets in demselben Grofsenverhiiltnifs zu », und r, steht,
folgt, dafs auch diese Curve A4’y B, geometrisch ihnlich den beiden
anderen ist und zwar die gleiche Lage hat, wie 4, B,, da die Winkel
# entsprechender Punkte iibereinstimmen.

Die vorstechende Hauptgleichung (I), welche die Erhaltung des
Rotationsmomentes ausspricht, lifst eine sehr anschauliche Deutung
zu, welche man das Flichengesetz nennt. Wir konnten uns auf die
bereits in den §§ 42 und 48 aufgefundenen Beziehungen der Rota-
tionsmomente zu gewissen Flichengrdfsen berufen (Gleichungen (96),
8. 162), doch ist der vorliegende Fall so durchsichtig, dafs wir ihn
unabhiingig von fritherem leicht behandeln konnen. Zuerst be-
trachten wir die scheinbare Bahn, welche in Fig. 13 durchbrochen
gezeichnet ist. Die schmale Dreiecksfliche P, S (', = d F', welche
r wihrend der Zeit d¢ durchstreicht, ist gegeben durch

yr.(r + dr).sin(d &),

wofiir man nach Unterdriickung von Gliedern, welche unendlich
klein von hoherer Ordnung sind, kiirzer schreiben kann:

iF =}rid . (187d)

Dividiren wir diese Gleichung durch df, bilden also gewissermalsen
die Flichengeschwindigkeit, so erhalten wir rechts bis auf den
Factor § denselben Ausdruck, welcher in der Gleichung (I) der Con-
stante R’ gleichgesetzt wird:

dF , 4 f
Die withrend eines endlichen Zeitraumes ¢ von r durchstrichene
sectorformige Fliche F ist hiernach:

F=}R.1, (1871)

also proportional der Zeit. Die Constante R’ erhilt dadurch eine
anschauliche Bedeutung, sie mifst die doppelte Fliche, welche von
» in der Zeiteinheit durchstrichen wird. Dieses Fliichengesetz wurde
zuerst von KerLer aus der Bewegung der Planeten um die Sonne
abgeleitet, er formulirte dasselbe in dem Satze:

sDer von der Sonne nach einem Planeten hingezogene
Radius vector durchstreicht in gleichen Zeiten gleiche
Flichenriume®,

Dabei nahm er die Sonne als ruhenden Centralkérper an, um
welchen die Planeten ihre Bahnen ausfihren. Diese Annahme
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kommt auch der Wirklichkeit sehr nahe, denn der gemeinsame
Schwerpunkt der Sonne und eines einzelnen Planeten liegt immer
sehr nahe am Mittelpunkt der Sonne, da die Masse der Sonne (m,)
sehr grols ist gegen die Masse eines Planeten (m,). Der grofste
Planet, Jupiter, besitzt knapp /.., die Erde nur /g, der
Sonnenmasse. Deshalb mufs die Bahn des Sonnencentrums, also
die Curve 4, B, sehr nahe an S heranriicken und fast verschwin-
dende Ausdehnung gegen die Bahn A, B, des Planeten besitzen.
Alsdann riickt aber auch die scheinbare (heliocentrische) Bahn 4', B,
des Planeten in niichste Nihe der wahren Bahn 4, B, um den ge-
meinsamen Schwerpunkt.

Wir konnen aber die Keruer'sche Annahme des rubenden
Sonnencentrums auch fallen lassen. Die geometrische Aehnlichkeit
und die winkelgleiche Lage der drei Curven in Fig. 13 erlaubt
eine directe Uebertragung des Fliichengesetzes auf die beiden wahren
Bahnen; auch die vom Schwerpunkt nach den beiden Korpern ge-
zogenen Radii vectores r, und », miissen in gleichen Zeiten gleiche

Fliichenriiume durchstreichen. Diese haben fiir das Zeitelement d¢
die Werthe:

PSQ =dF, =}r*dd
P,8Q, =dF, = }rdd.

Die Verbindungslinie » durchstreicht, wihrend sie aus der Lage
P, P, in die Lage Q, Q, iibergeht, die Fliche

dF, +dF, =dF = }(r®4r,)d?d.
Dividiren wir wieder durch d¢, und wenden (136b) an, so finden wir:

d If‘ RSB o s mI +m? . d F
(m, + m’}’ dt

und nach Benutzung der Hauptgleichung (I):

ar _ . mi+
dat ("‘1+"‘:)’

Daraus folgt die wahre, von r withrend der Zeit ¢ bei der Drehung
um S durchstrichene Flichensumme:

Rt (187g)
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Diese ist also ebenfalls der verstrichenen Zeit ¢ proportional, nur
ist dieselbe kleiner als die scheinbare Fliche F, da

immer ein echter Bruch ist.

Man wiirde das Flichengesetz auch gewahrt finden, wenn man
irgend einen anderen Punkt der Strecke r als Drehpunkt festgelegt
denken wollte, die thatsiichliche Drehung um den Schwerpunkt hat
nur die Besonderheit, dafs ihr das Minimum des Rotationsmomentes
entspricht.

§ 56. Die Gestalt der Bahnen.

Die bis jetzt gewonnenen Resultate itber die Bewegung zweier
benachbarter Himmelskirper wurden allein aus dem Reactionsprincip
hergeleitet, wir brauchten dabei auch nicht das Gesetz der Massen-
anziehung. Um nun aber die Gestalt der Bahnen der beiden Korper
kennen zu lernen, milssen wir das Energieprincip zu Hiilfe nehmen,
also zuniichst den Werth der Gesammtenergic ¥ unseres Systems
fiir das gewiihlte Coordinatensystem aufstellen. Die kinetische Energie
der translatorischen Bewegung des ganzen Systems, welche sich aus
einem geradlinigen gleichformigen Fortriicken des Schwerpunktes im
Raume ergiebt, brauchen wir hier nicht zu beriicksichtigen. Die-
selbe ist eine gleichgilltige additive Constante, welche wir gleich
Null setzen; wir nehmen also den Schwerpunkt in Ruhe an. Die
radialen und rotatorischen Geschwindigkeitscomponenten von m, und
m, haben wir im vorigen Paragraphen aufgestellt. Das Geschwindig-
keitsquadrat ¢,® von m, ist danach:

-4 dr,) do\?
S (dt T\ g
Ebenso das auf m, beziigliche:
Y 'f"s) ﬁ_ﬂ_“)'.
% (dt i\ M 1
Die kinetische Energie L des Systems ist also:

L=4m q*+ }myq’

= my (drl) + m, (‘%’)’4‘ F(myr® + myr,?) (idd?)’
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Fiihren wir statt », und r, wieder die in Gleichu;lgen (136h)
gegebenen Ausdriicke ein, welche » enthalten, so kommt:

& m, .m, dr\? dd\?*

i e lar) + ] v
Die potentielle Energie der Gravitationskraft zwischen zwei

Massenpunkten im Abstand » haben wir schon mehrfach angefithrt

(siehe S. 216 und 8, 287). Dieselbe wird aus dem Kraftgesetz

(Gleichung 128) durch die in Gleichung (119) (S. 199) vorgeschriebene

Integration gefunden:

AR & - o Voo W
r

(138a)
Dabei bedeutet @ die Gravitationsconstante. Die willkiirliche addi-
tive Constante ist gleich Null gesetzt, dadurch ist ® als eine wesent-
lich negative Grofse charakterisirt, welche sich fir unendlich grofse
Entfernung der Massen dem Maximalwerth Null nithert, wiihrend
sie bei grifserer Anniiherung, also bei kleiner werdenden r, dem
absoluten Werthe nach grofser wird, also wegen des Minuszeichens
immer tiefer sinkt. Dieses negative Vorzeichen des mit 1/r pro-
portionalen Gliedes der potentiellen KEnergie ist nicht etwa, wie
dasjenige der Anziehungskraft K, conventionell so angenommen, es
ist vielmehr geboten, denn @ mufs bei der Anniiherung der sich an-
ziehenden Massen, also bei Vergrofserung von 1/r, notwendigerweise
sinken. Sollte Jemand sich scheuen, die potentielle Energie, welche
doch einen Arbeitsvorrath repriisentirt, als negative Grifse einzu-
fihren, so steht nichts im Wege, ibr eine hinreichend grofse posi-
tive Constante hinzuzuaddiren, so dafs ® auch beim geringsten
withrend der Bewegung vorkommenden Abstand » noch positiv bleibt.
Wir werden uns indessen nicht daran stofsen auch mit negativen
Energiequantis zu rechnen. ,

Die Gesammtenergie L 4 @ = FE, welche wihrend der Bewegung
erhalten bleiben mufs, ist nun:

N DR IR

Der erste Bestandtheil, L, ist immer positiv, der zweite, @, ist
negativ. Das Vorzeichen der Constanten F ist daher noch unge-
wils; doch kann man dasselbe aus dem Anfangszustande leicht er-
mitteln. Die Unterscheidung positiver und negativer Werthe von E
wird nachher von Wichtigkeit.
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Wir filhren jetzt an Stelle von E eine andere Constante ' ein
durch die Gleichung:

e i TS (138¢)

Dann erhiilt die Energiegleichung die Gestalt:

dr\®  L(dO\N . m+m,
0. o g Pl | P e
Die Dimensionen der Constanten sind:
E=[MI*T%)
F=[L*T%) (138e)

@ = M=) I? T-*] vergl. GL (129)

Man kann der Constanten B eine anschauliche Bedeutung geben.
Denken wir niimlich im Anfangspunkt S (Fig. 18) die Masse beider
Korper (m, -+ m,) vereinigt und festgehalten und einen Massen-
punkt, welcher die Masse 1 enthilt, auf der scheinbaren Bahn 4', B,
laufend, so ist die gesammte Energie dieses Systems F', wie man
sofort einsicht, wenn man die Hauptgleichung (IT) mit der Massen-
einheit erweitert denkt.

Wir haben jetzt in den Hauptgleichungen (I) und (II) alle Aus-
sagen beisammen, welche die allgemeinen Principien liefern; in
beiden Gleichungen sind r, & und die Urvariabele ¢ in Verbindung
mit einander gebracht. Wenn wir nun die geometrische Gestalt
der Bahnen, d. h. zuniichst die Gestalt der in Fig. 18 durchbrochen
gezeichneten scheinbaren Bahn von m, bei ruhend gedachtem m,
(aus welcher sich ja die beiden wahren Bahnen nach den Aus-
einandersetzungen des vorigen Paragraphen sofort ergeben) ableiten
wollen, so miissen wir die Variabele ¢ aus (I) und (II) eliminiren,
um zu einer Beziehung zwischen r und & allein zu kommen.
Aus (I) folgt:

e
B RN

dies eingesetzt in (IT) giebt:

)+ e mgm e

»
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: " dr e :
Berechnen wir hieraus TR finden wir:

dr m +m\ R
ol e B TN B
dt I/ ( ¥ r ) rd

Das Vorzeichen dieser Quadratwurzel erfordert fiir jede Zeit eine
besondere Betrachtung, es ist positiv zu Zeiten, wo die beiden
Massen sich weiter von einander entfernen, negativ, wenn sie sich
nihern. Benutzen wir nochmals (I) in der urspriinglichen Form:

um damit die vorstehende Gleichung zu dividiren., Dann hebt sich
das Differential d¢ fort und man erhilt als Beziehung zwischen r
und % die Gleichung:

AR CINRR un . NSRS | 18
AR T 1/2 g B e e UL

Die linke Seite ist der negative Differentialquotient von 1/r. Im
Gl (mli m’)l

Radicandus wollen wir die quadratische Ergiinzung — TR

addiren und subtrahiren. KEs kommt dann:

R T N R PR R O )

Wir fiihren die geschweifte Klammer im vorstehenden Radicandus
als neue Variabele ¢ ein:

0 o e e A I (140

80 & _‘_).
d%  dd\r
Ferner setzen wir zur Abkiirzung fir den constanten Theil,
welcher wegen der Reellitit der ganzen vorhergehenden Umformung

von (IT) nicht nur wesentlich positiv, sondern auch grofser als der
maximale Werth von p* scin mufs, das Zeichen p?

gy 3 U (140a)

Dann wird:
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Dann erhiilt die Gleichung die Form:

—- 0= V' —e*  oder - E%T (?) = ]/1— (i)’

oder endlich:

Die rechte Seite hat die bekannte Form des Differentials von
arccos (—E—) Wir erhalten somit durch Integration:

& = arccos (?‘,l) +7, (141)

wo & eine neue Integrationsconstante ist, die erste von den beiden
frither als eigenthiimlich diesem speciellen Problem charakterisirte.
In anderer Schreibweise lautet diese Gleichung:

0 =p.cos (& — %)
oder nach Einsetzung des Werthes von ¢ aus (leichung (140):

AV _..ﬁ,..__G(mlR:t my) = p.cos (F — 5).'

r

Berechnet man hieraus r als Function von %, so erhilt man:

1

G('nl -+ m’) + p.cos (l9' 19_)
oder auch
R'3 1
= . - x (141a)
G (m, + m,) 0y L
14 g cos (& — %)

Dies ist nun in jedem Falle die Gleichung eines Kegelschnittes,
bezogen auf Polarcoordinaten, deren Pol in einem Brennpunkt liegt.
Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir nicht die vorstehende
Gleichung weiter umformen, so dafs wir schliefslich an ihr die be-
kannten Eigenschaften der Kegelschnitte ablesen kinnen, wir wollen
vielmehr von letzteren ausgehend, eine Gleichung ableiten, welche-
sich dann mit (141a) deckt.
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1. Die Ellipse ist der Ort der Punkte, fiir welche die Summe
der Abstinde von zwei festen Punkten (Bremnpunkten) die gleiche
Linge hat. In Fig. 14 ist eine Ellipse gegeben, die Brennpunkte
sind # und F", ihr Abstand von einander sei mit 2e bezeichnet.
Die Ellipse besitzt einen Mittelpunkt M, welcher die Strecke HF”
halbirt, die Curve ist symmetrisch sowohl um die durch ¥ und #
gehende Axe, als auch um die auf dieser senkrecht in M errichtete
Axe. Die Strecke 4 4, welche die Curve aus der ersteren Geraden
herausschneidet, nennt man die grofse Axe, wir bezeichnen ihre

P
Fig. 14.

Liinge mit 2a; BB’ heiflst die kleine Axe, ihre Liinge sei 2b. Beide
Axen werden in M halbirt. Bezeichnet P einen beliebigen Punkt
der Curve, so mufs (PF + PF) fir alle Lagen von P dieselbe
Grofse haben, beispielsweise auch, wenn P im Scheitel 4 liegt. In
der Summe (4 F + 4 F') kann man aber wegen der Symmetrie der
Ellipse 4 F durch A’ F” ersetzen, daraus folgt, dafs die constante
Summe der zwei Strecken gleich der grofsen Axe 4.4’ ist:

PF4 PV = 2a.

Wenn der Punkt P die besondere Lage im Endpunkte B der kleinen
Axe einnimmt, ist aus Symmetriegriinden B F = B F", jede der beiden
Strecken hat dann die Liinge a. Man kann daraus eine Beziehung
zwischen a, b und ¢ herleiten, welche aus der Betrachtung des Drei-
ecks BM F folgt:

a? = b? 4 ¢?

b=V d = |1 () e T

Die Verhiltnifszahl e/a = ¢ nennt man die numerische Excentricitiit
der Ellipse. Dieselbe mufs nothwendig ein echter Bruch sein; ihr

d
s (142)
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Werth bestimmt die Gestalt der Ellipse, verschiedene Ellipsen von
derselben numerischen Excentricitiit sind einander geometrisch
ihnlich,

Wir wollen nun die Ellipse analytisch darstellen durch eine
Gleichung zwischen Polarcoordinaten. Der Pol sei F, die Axe, gegen
welche die Neigungswinkel ¢ der Radii vectores » gemessen werden,
sei FX. Der Scheitelstrahl ¥4 habe die Neigung &, es ist also
< AFX =9 Fir den willkirlichen Punkt P der Ellipse gelten
die Coordinaten:

FP=r,

*PFX = .

Zuerst miissen wir die Strecke F” P =+ finden. Dazu dient die
Betrachtung des Dreiecks #” FP. Der Aulsenwinkel, welcher der
Seite ' gegenitber liegt, ist < PF A4 = 9 — &, die Seite F'#” hatten
wir durch 2e bezeichnet, also ist:

Y= 4 Vr 46 + do.r. cos (9 — 9)
Die Definition der Ellipse verlangt:

r+r =2a,
also finden wir:

r+yr’+4e'+4srcos(&—-5)=2a-

Wir bringen den Summanden r nach rechts, quadriren die (leichung,
streichen auf beiden Seiten +* und heben den gemeinsamen Factor 4
weg. Ks bleibt dann:

e +ercos( — &) =a? —ar.

Daraus kann man » berechnen:

a® — ¢? bt
r = —— = —
a+tecos(F—&)  a+ecos(d— )
oder (143)
2 bt 1

RS & cos (F — &)

Dies ist die Gleichung der Ellipse in dem angegebenen Polar-
coordinatensystem. Der voranstehende Factor 5%/a stellt denjenigen
Werth von » dar, welcher zu dem Winkel (& — ) = n/2 gehort,
giebt also die Linge des auf der grofsen Axe senkrecht stehenden
Brennstrahles #K an, die wir & nennen wollen. (Durch &k und &
ist also die Gestalt einer Ellipse ebenfalls festgestellt.)
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2. Die Hyperbel wird definirt als der Ort derjenigen Punkte,
fir welche die Differenz der Abstinde von zwei festen Brennpunkten
die gleiche Grofse hat. Nennen wir diese Differenz 24 und den
Abstand der beiden Brennpunkte 2e, so mufs nun 2e nothwendig
grofser als 2a sein. In Fig. 15 ist ein Stiick einer Hyperbel dar-
gestellt. ¥ und # sind die Brennpunkte, M ist der Mittelpunkt.
Die Bedingung, dafs ein Punkt P auf dieser Curve liegt, ist
PF — PF=2a Nehmen wir wieder ein Polarcoordinatensystem

—F )
Fig. 15.

mit dem Pole # und der Axe FX an, setzen also FP=r und
= PFX =1 Zum Scheitel der Hyperbel A, welcher auf der
geraden Linie PP liegt, gehore der Winkel 4= 4 FX = &, also ist
- PFA =9 — 9. Die Strecke F P, welche wir v nennen wollen,
findet man aus der Betrachtung des Dreiecks * F' P folgendermalfsen:

¥ =Vrt 4 46— 4sr_cns(r‘} — .‘f}:
Die Definition der Hyperbel liefert nun die Gleichung:
Vet 4 46 — deroos(& — F) — r = 2a,
aus welcher in ganz gleicher Weise, wie vorher bei der Ellipse, r
berechnet werden kann. Man erhiilt:

a + ecos(F — ) ;

Setzen wir ¢? — a? = b%; b mufls immer reell sein, da e > a ist.
Man nennt » die Nebenaxe oder die imaginiire Axe der Hyperbel;
von kleiner Axe (in Analogie der Ellipse) zu reden, hat keinen
Sinn, da b nicht kleiner als a zu sein braucht. Setzen wir endlich
noch die Verhiiltnifszahl

—_—= l"
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welche aber jetzt stets grofser als 1 sein muls, so erhalten wir:

b? 1

e —

e 1 + &.008 (¢ — F)

(143a)

Das ist formell genau dieselbe Gleichung, welche wir fiir die Ellipse
fanden, nur ist hier & > 1, dort & <1, hier b* = ¢? — a? dort
b* = a* — ¢%. Der Factor b%/a giebt auch hier die Linge des zur
Hauptaxe senkrechten Strahles K =k Durch £ und & ist die
Hyperbel bestimmt. Zwischen Ellipse und Hyperbel besteht als
Uebergangsform die Parabel; man kann diese aus beiden ersteren
in gleicher Weise ableiten, wenn man den einen Brennpunkt F fest-
hillt, den anderen aber auf der Hauptaxe in unendliche Ferne
riicken liifst. Dabei werden die Abmessungen a, b und e, welche
sonst die Form des Kegelschnittes bestimmen, simmtlich unendlich,
die numerische Excentricitit & dagegen niihert sich sowohl bei der
Ellipse wie bei der Hyperbel dem gemeinsamen Grenzwerth & = 1,
und der Factor b*/a = k kann dabei einen beliebig vorgeschriebenen
endlichen Werth bewahren, welchen man den Parameter der Parabel
nennt. Die Polargleichung der Parabel folgt daraus sofort:

k
= —
1 4 cos (i — &)

(143b)

k ist der auf der Hauptaxe senkrechte Brennstrahl, der Abstand
zwischen Brennpunkt und Scheitel ist F4 = k/2. Alle Parabeln
gind einander geometrisch #hnlich, da ihre Gestalt lediglich durch
die Strecke k& bestimmt wird.

Wenn man nun, wie wir in Gleichung (141a), durch eine vor-
gelegte Aufgabe auf eine Gleichung von einer der hier gefundenen
Formen gefithrt wird, in der die Constanten, namentlich & durch
die gegebenen Anfangsbedingungen bestimmt werden, so begreift
man, dafs der Specialfall, in dem sich & genau = 1 herausstellt,
gegeniiber allen anderen Mbglichkeiten, in denen & < 1 oder & > 1
wird, unendlich selten vorkommen wird. Genau parabolische Bahnen
werden also niemals zu erwarten sein.

Die formale Uebereinstimmung unserer Schlufsgleichung mit
den auf den Brennpunkt als Pol bezogenen Kegelschnittgleichungen
(143 und 143a) zeigt uns dlso an, dafs die scheinbare Bahn, welche
m, um den ruhend gedachten Korper m, beschreibt (also in Fig. 13
die Bahn 4', B',), auf alle Fille ein Kegelschnitt sein mufs, dessen

H. v, HeLmuovrz, Theoret . Physik., Bd. 1,2, 17



258 DRITTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. § b6.

einer Brennpunkt in S liegt. Dieses Resultat umfaflst das zweite
Kerrer'sche Gesetz:

yDie Planeten laufen in Ellipsen, in deren einem Brenn-
punkte die Sonne steht.«

Aus der geometrischen Aehnlichkeit der beiden wahren Bahnen
(4, B, und 4, B, in Fig. 13) mit der scheinbaren Bahn folgt, dafs
auch diese Bahnen Kegelschnitte von der gleichen numerischen
Excentricitiit ¢ sind, deren einer Brennpunkt in dem Schwerpunkt
des Systems liegt, und deren grofse Axen in derselben durch §
gehenden Geraden liegen. Die Integrationsconstante  giebt den
Winkel an, welchen diese Axenrichtung mit der willkiirlich fest-
gesetzten Richtung der z-Axe bildet. Dabei ist diese Richtung der
Hauptaxe vom Brennpunkt nach dem niichstgelegenen Scheitel des
Kegelschnittes (Perihelium) gerechnet.

Aulfser diesen qualitativen Resultaten kann man aus dem Ver-
gleich von Gleichung (141a) mit (143) resp. (148a) auch die Grolsen
ableiten, welche die Gestalt der Kegelschnitte bestimmen. Zuniichst
betrachten wir wieder die scheinbare Bahn von m, um m,. Man
findet fiir die numerische Excentricitiit:

sl 1
G(my + my)
oder nach Einsetzung des Werthes von p aus Gleichung (140a):

E R'?

Wir sahen, dafs die Energie %, mithin auch E’, je nach den An-
fangsbedingungen, positiv oder negativ sein kann. Dasselbe Vor-
zeichen erhillt auch der zweite Summand, welcher hier in dem Radi-
candus zu 1 hinzukommt. Man erkennt daraus soforf, dafs bei
positivem Betrag der Energie die numerische Excentricitit > 1, die
Bahn also hyperbolisch wird; in dem Specialfall £'= 0 wird e=1,
die Bahn parabolisch, und bei negativem Betrage der Energie wird
¢ < 1, die Bahn also elliptisch. Da aber & stets reell bleiben mulfs,
darf der Radicandus nicht unter Null sinken. Wir erhalten daher
fir die Integrationsconstanten ' und R’ folgende Beschriinkung,

welche bei allen moglichen Anfangszustinden erfillt sein mufs:
E R'?
A IR T
GHm, + m,)* =

¥ i e st ) (144a)

oder
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Wenn E' diesen Minimalwerth besitzt, welcher bei einem bestimmten
Werthe von R’ moglich ist, dann wird ¢ = 0, die Ellipse ist dann
ein Kreis,

Ferner folgt aus der Vergleichung der Bahngleichung mit der
Kegelschnittgleichung:

(145)
Bei der Ellipse ist:

¥ at—e
? = = =a (1 —_ !')-
Aber nach Gleichung (144) ist:
B R*
P TR L BT
L G,y

Da F fur elliptische Bahnen negativ ist, ist (— E') positiv und wir
schreiben anschaulicher:

2 gl B2
L= i
Die Gleichung (145) ergiebt dann:
gl B B W) SRS
@ (my £ m)t G (my o+ my)

oder

_ G.(m, + my)
2= — 2 m (14ba)

Die grofse Axe der Ellipse 2a hiingt also nur von der Energie des
Systems, nicht aber von der Grifse des Rotationsmomentes ab. Es
ist dies ein wichtiges Resultat, welches in der Entwickelung der
Astronomie eine grofse Rolle gespielt hat. Fiithren wir an Stelle
von E' die wahre Energie F des Zwei-Korper-Systems ein (Gleichung
138¢), so wird:

G.m,.m
20 = ——1 1
R = )
oder
G.m, .m,
E=---——-2-a——-— (145Db)

Die Gesammtenergie ist also so grofs wie die potentielle Energie
zwischen m, und m, sein wiirde, wenn diese beiden Korper in einen
Abstand gleich der grofsen Axe von einander gebracht wiirden.

Eine so grofse Entfernung erreichen sie bei ihrem Laufe um einander
17*
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niemals, da der Brennstrahl r fir alle Punkte einer Ellipse kleiner
bleibt als die grofse Axe.

Die kleine Axe 2b kann man auch leicht berechnen. Nach
Gleichung (145) ist:
fhie Ao B g o BolRS G +my) - R
G (m, + my) G(m, +my) 2(— &) 2(— B)
mithin

g s (1450)

Die kleine Axe hiingt also, ebenso wie die Excentricitit sowohl
von der Enpergie als auch von dem Rotationsmoment ab.

Fiir hyperbolische Bahnen finden wir durchaus entsprechende
Ausdriicke. Wir kniipfen wieder an Gleichung (145) an, welche in
allen Fillen gilt. Jetzt ist:

Xl Tl

ety o o8 G-(!’ - 1),
nach (144) ist aber:
2K R'?
el = (I
s i @ (my + myp ' (B > 0),
folglich, analog wie oben:
a
o i‘lﬁiﬁl (145d)
25— BV2 (1450)

VE

Nachdem wir jetzt die bestimmenden Bahnelemente a und e
oder a und b, durch die Constanten F' und R’ ausgedriickt haben,
ktnnen wir auch die Integrationsconstante «#, welche die Lage der
grofsen Axe in der Richtung vom Brennpunkt nach dem benach-
barten Scheitel (dem Perihelium) hin angiebt, auf den Anfangs-
zustand beziehen.

Der Abstand r, zwischen m, und m, zu Anfang der Bewegung
und der Winkel #,, welcher die Richtung dieser Strecke angiebt,
gind direct durch den Anfangszustand vorgeschrieben. Aus der
Kegelschnittgleichung (143) folgt dann, dafs diese beiden Stiicke mit
& durch folgende Gleichung zusammenhiingen:

b? 1
=

°= e 1+ scos(F, — 9) e




§ 57. UMLAUFSZEIT. 261

Dadurch ist & auf lauter Grofsen zuriickgefiihrt, welche bereits
durch die Daten des Anfangszustandes bestimmt sind. Da aber der
Cosinus fiir positive und negative Argumente vom gleichen abso-
luten Betrage denselben Werth giebt, so erhalten wir noch keinen
Aufschlufs, welches Vorzeichen fiir &, — & zu withlen ist. Diese
Entscheidung hiingt davon ab, ob der Anfangswerth (dr/di), positiv
oder negativ ist; im ersten Falle verkiirzt sich der Strahl r, er
riickt also auf das Perihelium zu, dann liegt &, — ¢ zwischen — #
und 0, im zweiten Falle ist » in der Vergrifserung begriffen, das
Perihelium ist bereits passirt und &, — & liegt zwischen 0 und 4 =.

Von diesen Angaben iiber die Lage und die Dimensionen der
scheinbaren Bahn auf die wahren Bahnen um den gemeinsamen
Schwerpunkt iiberzugehen, ist nach den fritheren Auseinander-
setzungen leicht.

§ 67. Umlaufszeit. Zeitlicher Verlauf der Bewegung.

Wir haben im vorigen Paragraphen die Zeit aus den beiden
Hauptgleichungen (I) und (II) eliminirt und sind dadurch zu einer
endlichen Gleichung zwischen » und & — der Bahngleichung (141a)
gefihrt worden. Jetzt miissen wir die Zeit wieder in die Be-
trachtung hineinbringen, um zu untersuchen, zu welchen Zeiten und
mit welchen Geschwindigkeiten die verschiedemen Theile der Bahn
durchlaufen werden. Dazu verhilft uns am einfachsten das Flichen-
gesetz, welches jetzt in Verbindung mit unserer Kenntnifs von der
Gestalt der Bahn weitere Aufschliisse giebt. Bei elliptischen Bahnen
geschieht der volle Umlauf in endlicher Zeit, nach Vollendung des-
selben mufs sich der Bewegungszustand genau wiederholen, denn
die gleichen Stellen der Bahn miissen mit gleichen Geschwindig-
keiten durcheilt werden, sonst wiire das Flichengesetz nicht erfillt.
Auch die Zeiten eines ganzen Umlaufs, d. h. die Dauer zwischen
zwei aufeinanderfolgenden gleichen Stellungen mufs immer dieselbe
bleiben, da withrend ihrer Dauer gleiche Flichen, nimlich die
ganzen Ellipsenflichen durchstrichen werden. Wir wollen zuerst
diese Umlaufszeit 7 berechnen. Nach Gleichung (187f) ist die
withrend der Zeit 7 von dem Vector r durchstrichene Fliche der
scheinbaren Bahn gegeben durch } R'.T. Diese Fliche ist aber der
Inhalt der ganzen Ellipse, d. h. gleich #.a.b. Wir erhalten also
die Gleichung:

®.a.b=}R.T
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Setzen wir aus Gleichungen (145a und c) die Werthe von & und b
ein, 80 kommt:
o Gm+m) R

—— =}R'T
2(—-E) Y2(-PF) !
Daraus folgt:
P et it ) (147)

Ve(-Ey
Die Umlaufszeit ist also (ebenso wie die grofse Axe der Bahn) un-
abhiingig vom Rotationsmoment und allein bestimmt durch die
Energie.
Man kann dem vorstehenden Ausdruck eine etwas andere Ge-
‘stalt geben, wenn man an Stelle der Energie die grolse Axe ein-
fuhrt. Nach der eben benutzten Gleichung (1454) ist:

2(— ) = ﬂ’l‘saiﬁ)_.

Quadrirt man noch, um die Wurzel fortzuschaffen, so findet man:

S 4n?

b (147a)

Diese Gleichung ist der exacte Ausdruck der Beziehung, welche
KerLer als drittes Gesetz der Planetenbewegungen herausgefunden
und folgendermalfsen formulirt hatte:

wDie Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich wie
die Cuben der grofsen Bahnaxen.«

Streng genommen gilt dieses Gesetz, wie man aus der Gleichung
sieht, nur, wenn es sich entweder um dieselben beiden Massen handelt,
welche sich in zwei Filllen zu Folge verschiedener Anfangsbedingungen
in verschiedenen elliptischen Bahnen bewegen, oder es gilt auch fir
zwei Doppelsternsysteme, welche dieselbe (Gesammtmasse (m, + m,)
besitzen. Sonst wird im Allgemeinen die Proportionalitit zwischen
7% und a® durch den Factor (m, + m,) alterirt. In unserem Planeten-
system haben wir aber wegen der im Vergleich zur Sonne sehr ge-
ringen Massen der Planeten einen Fall vor uns, in welchem diese
Abweichungen unmerklich werden. Wenn wir von den Stérungen
der Planeten unter einander absehen, kénnen wir jeden derselben
mit der Sonne zusammen als ein besonderes Zwei-Korper-System
ansehen, dessen Gesammtmasse ohne merklichen Fehler der Sonnen-
masse gleichgesetzt werden darf. Deshalb ist der Factor (m, + m,)
fir alle Planeten so gut wie gleich, und die dritte Keprer'sche Regel
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bildet thatsiichlich eine richtige Beziehung zwischen den grofsen
Axen der Bahnen und den Umlaufszeiten der verschiedenen
Planeten, d. h. diese Regel, welche von KerLEr aus den Beobach-
tungsresultaten empirisch herausgefunden wurde, bestiitigt die Rich-
tigkeit des Newron'schen Gravitationsgesetzes, aus welchem wir die
(Gesetze der Bewegungen deducirt haben.

Es ist schliefslich zur vollstiindigen Beschreibung der Bewegung
noch nothig, entweder r oder & als Function der Zeit ¢ darzu-
stellen. Man konnte aus den beiden Hauptgleichungen (I) und (II)
sehr leicht ¢#/dt eliminiren und wiirde dadurch auf eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung fiir » als Function von ¢ gefithrt werden,
mit deren Integration dann unsere Aufgabe geldst sein wiirde; auch
ist ersichtlich, dafs wir dabei die letzte uns noch fehlende Integra-
tionsconstante finden wiirden, welche wir beispielsweise definiren
konnen als den Zeitpunkt #, zu welchem » ein Minimum wird (Zeit
des Periheliums).

Wir ziehen es aber vor einen anderen Weg einzuschlagen,
welcher uns zur Kenntnifs des Zusammenhanges zwischen dem
Winkel & und der Zeit ¢ fithren wird. Der Fliichensatz lehrt, dafs
das Wachsthum der focalen Sectorfliche ein gleichformiges, der Zeit
proportionales ist. Wenn wir also die Fliche des Focalsectors
durch den Winkel zwischen den ihn begrenzenden Brennstrahlen
darstellen konnen, so ist die Briicke zwischen dem variabelen
Winkel ¢ und der Zeit ¢ geschlagen. Diese Flichenbestimmung
ist ihrem Sinne nach auch eine Integration (/r*/2.d&, wo fir r
die in Gleichung (148) gegebene Function von & einzusetzen ist).
Wir kionnen indessen die Rechnung durch eine geometrische Be-
trachtung umgehen, welche wenigstens bei den Ellipsen, auf die wir
jetzt die Betrachtung beschriinken wollen, sehr schnell zum Ziele
fihrt. Die analytische Geometrie lehrt nimlich, dafs man die
Ellipse mit den Halbaxen ¢ und b ansehen kann als die senkrechte
Parallelprojection eines Kreises vom Radius a auf eine Ebene,
gegen welche die Kreisebene einen Neigungswinkel besitzt, dessen
Cosinus gleich b/a ist. Die Schnittlinie beider Ebenen verliuft
parallel der grofsen Axe der Ellipse, alle Strecken, welche parallel
zu ihr liegen, bleiben bei der Projection unveriindert; diejenigen
Strecken dagegen, welche (in der Kreisebene) senkrecht auf der
Schnittlinie stehen, werden in der Projection in dem festen Ver-
hilltnifs b/a verkiirzt. In gleicher Weise werden auch alle abge-
grenzten Flichensticke der Kreisebene in der Projectionsfigur im
Verhiiltnifs b/a reducirt. Man kann hiernach die gewiinschte Ellipse
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erzeugen, indem man einen Kreis mit dem Radius a schligt, einen
Durchmesser desselben als grofse Axe der Ellipse festsetzt und die
Hohen aller Kreispunkte iiber dieser Axe im Verhiltnifs b/a verjiingt.
In Figur 16 ist ein Stiick des Kreises und der Ellipse dargestellt,
M ist der Mittelpunkt, R ein beliebiger Punkt des Kreises, M 4 ist
die halbe grofse Axe = a, RQ ist senkrecht auf M4 gefillt, der
Punkt P der Ellipse ist gefunden durch die Proportion QP: QR = b:a,
M B repriisentirt die vorgeschriebene
I o kleine Halbaxe b, den Brennpunkt der
Ellipse, welcher dem Scheitel 4 zu-
niichst liegt, haben wir in ¥, der Ab-
stand BF ist gleich der grofsen Halb-
axe a, die Strecke
MFP=Va* — b =e=a.s
ist die lineare Excentricitiit.
A 4 Wir suchen nun die Fliiche eines
¢ /{A Focalsectors, welcher von zwei Brenn-
strahlen und dem Ellipsenbogen um-
grenzt wird, und zwar wollen wir den
einen Strahl fest in die grofse Axe legen
und nach dem niichsten Scheitel 4 schicken. Jeden anderen Sector,
bei dem diese Annahme nicht zutrifft, kann man als Summe oder
Differenz zweier Sectoren dieser besonderen Art ansehen. In der Figur
sei A F P die gesuchte Fliche, die wir mit S bezeichnen wollen, der
Winkel 4 FP, welcher die Richtung des begrenzenden Strahles FP
gegen die Hauptaxe F4 mifst, heifse ©. Nach den vorhergehenden

Fig. 186.

Auseinandersetzungen ist S = % X Fliche 4 'R, aber diese letztare

Fliche ist die Differenz des Kreissectors 4 M R minus dem Drei-
eck MR, lifst sich also leicht durch den Centriwinkel A MR = g
ausdriicken. Des Dreiecks Grundlinie ist MF = ¢ = a¢, die Hohe
ist QR = a.siny, also ist

a’e a®

3 sin 7, Kreissector AMR = — 1,

Dreieck FMR = 3

2
mithin Kreisausschnitt 4 FR = %— (n — esing) und der gesuchte
Focalsector der Ellipse

ge “_;(q — esing) (148)
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Nun wollen wir aber S nicht durch #, sondern durch @ ausdriicken,
wir milssen also # mit © in Verbindung bringen. Dazu hilft das

rechtwinkelige Dreieck #Q P, in welchem P Q = 3;- RQ = bsing und
FQ=MQ— MF=acosy — e ist. Man findet dann:

bsiny § s8ing
Man kann diese Relation zwischen © und % durch Anwendung
geliwufiger trigonometrischer Umformungen in folgende symmetrische
Gestalt bringen:

yl—a.tang—g’— = Pl-{-s.t.a.ng—g- (149a)

Diese Form gestattet in gleicher Weise die Berechnung von @ aus
n wie umgekehrt die Bestimmung von 5 bei gegebenem ©. Da
ferner diese Gleichung unveriindert bleibt, wenn man gleichzeitig
7 mit ©® und 4 & mit — & vertauscht, so sieht man ohne weitere
Rechnung, dafs entsprechend der Relation (149) auch die folgende

bestehen mufs: 4
s1n
Aus dieser Gleichung folgt endlich durch eine leichte trigono-
metrische Umrechnung noch:
gin ©

S T el s b
sing =YI—e 1+ ecos @

(149¢)

und der Arcus des Winkels » ist nach dem Vorhergehenden be-
stimmt durch jeden der folgenden Ausdriicke:

7 = 2.arctang l l/-:—z—: —%}

—— 8in@
= arctang {]/1_-— & oy g }

sin @
14 ecos@

* (149d)

= arcsin {Vl — &

Die Eindeutigkeit der aus den vorstehenden Gleichungen (149)
bis (149d) folgenden Winkelbestimmungen kann in keinem Falle
zweifelhaft werden, wenn auch die Werthe der trigonometrischen
Functionen noch vielfache Werthe der Argumente zulassen; denn
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die Betrachtung von Fig. 16 zeigt, dafs ©® und 7 stets in demselben
Intervall zwischen zwei aufeinander folgenden Vielfachen von =
liegen miissen, also z. B. beide zwischen 0 und =, oder beide
zwischen # und 2z oder zwischen — # und 0. Der gesuchte Focal-
gector S ist also durch den Winkel @ ausgedriickt, wenn man in
Gleichung (148) fir # und sinyg die in (149d) und (149¢) aufge-
stellten Ausdriicke einsetzt. Man kann somit fiir jeden vorge-
schriebenen Winkel © die Fliche S berechnen. Die umgekehrte
Aufgabe, zu einer gegebenen Fliche S den zugehirigen Winkel ©
zu suchen, erfordert zuerst die Aufsuchung des Winkels 5 aus
Gleichung (148). Diese ist aber eine transcendente Gleichung flir 7,
weil der Arcus neben dem Sinus darin vorkommt; man kann solche
Gleichungen nicht in geschlossener Form ldsen, sondern nur durch
Anniherungsmethoden; diese werden dadurch sehr erleichtert, dals
bei allen Planeten die numerische Excentricitit e, mit welcher
sin ¢ multiplicirt auftritt, thatsiichlich eine sehr kleine Zahl ist.
Bei den Kometenbahnen trifft dies indessen nicht zu, die Berech-
nungen werden dadurch weitliufiger und miissen bei hyperbolischen
Bahnen, die sich nicht als Projectionen eines Kreises auffassen
lassen, anch auf andere Weise gefithrt werden, die Lisung lifst sich
aber stets mit jeder geforderten Genauigkeit finden.

Wir konnen also jetzt S als Function von bekanntem Typus
mit dem Argument © auffassen, und wollen dies dadurch andeuten,
dafs wir § als Functionszeichen brauchen und das Argument in
Klammer beifiigen, also schreiben S(@); zu beachten ist dabei, dals
der Winkel ® immer vom Scheitelstrahl ab gemessen sein muls.
Die inverse Function ©(S) lifst sich zwar nicht in geschlossener
Form durch die uns geliufigen Rechnungszeichen angeben, kann
aber doch ebenfalls als bekannt gelten, da ihr numerischer Werth
fir jedes vorgeschriebene S beliebig genau ermittelt werden kann.
Die Function @ (S) ist ihrer Natur nach eindeutig, denn zu jeder
geforderten Grofse der Fliiche S gehort ein ganz bestimmter Winkel 6),
um den der Radiusvector sich aus der Scheitellage 4 drehen muls,
um diese Fliche zu durchstreifen; fiir die Function S(®) kiénnen
wir die Eindeutigkeit dadurch wahren, dals wir festsetzen, es soll
fir ©® = 0 auch S= 0 sein. Wenn wir ferner die Flichen, welche
bei einer negativen Drehung aus der Scheitellage durchstrichen
werden, negativ rechnen, so werden beide Functionen S(®) und ©(S)
ungerade Functionen ihres Argumentes.

Kehren wir nach diesen vorbereitenden Betrachtungen zu un-
serem Problem zuriick, d. h. zu der scheinbaren Bahn der Masse
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m, um die ruhend gedachte Masse m,. In dem eingefiihrten Polar-
coordinatensystem gehort zur Anfangslage der Winkel #, Der
Winkel, welcher zur Scheitellage gehirt, ist mit & bezeichnet worden;
derselbe trat in Gleichungen (141) und (141a) als Integrationscon-
stante auf, und wurde durch die Gleichung (146) und die darauf
folgende Bemerkung auf bekannte Grofsen zuriickgefithrt. Der Focal-
sector, welchen der Strahl » vom Anfang der Bewegung bis zur
Scheitellage (Perihelium) durchstreicht, kann nach den vorstehenden
Angaben berechnet werden aus dem Winkel © = & — &,, welcher
der Bedingung fiir © geniigt, dafs sein einer Schenkel durch den
Scheitelstrahl gebildet wird. Nach der eingefiihrten Bezeichnung
ist die Grofse dieser Fliche S(& = &,).

Wenn das Perihelium vor einer halben Umdrehung erreicht wird,
8o ist & — &, positiv und < . Die Zeit ¢, welche seit Anfang
der betrachteten Bewegung verstreicht, bis zur Ankunft im Peri-
helium, wird durch den Flichensatz, Gleichung (1387f), gefunden:

S(F — &) =Rt (150)

Durch diese Gleichung ist auch die letzte Integrationsconstante ¢
auf die Anfangsbedingungen zuriickgefithrt und ihrem Werthe nach
bestimmt. Kindeutig ist diese Bestimmung noch nicht, denn das
Perihelium wird bei jedem Umlauf einmal erreicht, man kann also
jedes gefundene ¢ um ein beliebiges Multiplum der Umlaufszeit 7
vermehren oder vermindern, ohne dessen Bedeutung als Zeit des
Periheliums dadurch aufzuheben. Wir wollen nun verlangen, dals
der absolute Betrag des Zeitraumes ¢ der kiirzeste sein soll, welcher
2
2
eindeutigen Werth fiir #; derselbe ist positiv, wenn das Perihelium
zur Zeit O innerhalb eines halben Umlaufs erwartet wird, wenn also
(dr/dt), < 0ist, und 0 < (F — &) < = ist, er ist aber negativ, wenn
das Perihelium zu Anfang bereits passirt ist, wenn also (dr/df), > 0
und — & < (& — ;) < 0 ist.

Die nach Verlauf einer beliebigen Zeit ¢ vom Radiusvector r
durchstrichene Fliche ktnnen wir zusammensetzen aus dem bis zum
Peribelium reichenden Sector S (&% — ;) und dem von dort an
weitergehenden Sector, welcher bis zu dem im Zeitpunkt ¢ gerade
erreichten Winkel & reicht, dessen Fliche ist S(% — #). Das Argu-
ment & — & erfilllt ebenfalls die Bedingung fiir . Die Summe

zu finden ist, dafs also — —- <t < —g— ist. Dann erhiilt man einea
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beider Flichen ist nach dem Flichensatze gleich }.R.t. Wir er-
halten also die Gleichung: .

yR.t=SF — )+ 8@ — 9 (151)

Diese gilt auch fiir den Fall, dafs das Perihelium bereits zur Zeit
0 passirt ist, denn wir hatten S() fiir negative Argumente als un-
gerade Function erkannt. Setzen wir die Angabe der Gleichung (150)
hier ein, so kommt:

JR.(t—1)=S@ — & (151a)

Dadurch ist die Zeit ¢ als Function des Winkels & angegeben. Wir
suchen aber & als Function der Zeit und miissen deshalb die in-
verse Function bilden:

& —&=0(yR(t—1) (151b)

wo @ das oben eingefithrte Operationszeichen bedeutet.

Hiermit ist nun die Aufgabe der Beschreibung des Bewegungs-
vorganges vollendet. Von der scheinbaren Bahn auf die beiden
wahren Bahnen um den ruhenden Schwerpunkt zuriickzugehen, ist
deshalb unnothig, weil der variable Winkel % in beiden Fillen die-
selbe Bedeutung und dieselben zeitlichen Veriinderungen zeigt, und
auch die Umlaufszeit 7 der scheinbaren und der wahren Bahnen
identisch ist. >



Vierter Theil.

Zusammenfassende Principien der Dynamik.

§ 58. Ueberblick.

Dem Inhalt nach fillt dieser letzte Theil des vorliégenden
Bandes unter den Titel des vorangehenden dritten Theiles: Es
handelt sich auch hier um die Dynamik eines Massensystems. Bisher
ist gezeigt worden, wie man auf der Grundlage der Newron'schen
Axiome und unter Annahme bestimmter Elementargesetze iiber die
Natur der wirkenden Kriifte durch mathematische Operationen, nim-
lich durch Integration der Differentialgleichungen der Bewegung,
die aus einem gegebenen Anfangszustand folgenden Bewegungen in
einem System materieller Punkte herleiten kann. Die Ueberein-
stimmung dieser theoretischen Folgerungen mit den Beobachtungs-
thatsachen lieferte dabei stets den Beweis fir die Richtigkeit der
aufgestellten Voraussetzungen, sowohl der allgemeinén Axiome wie
auch der speciellen Kraftgesetze. Das Princip der Energieerhaltung,
welches ebenfalls zur Lisung gewisser Fragen herangezogen werden
mufste, liefs sich aus den Newron'schen Gleichungen ableiten —
beweisen, aber nur unter Annahme einer besonderen Kigenschaft
der wirkenden Krifte. Sei es nun, dafs diese Eigenschaft bereits
implicite in der besonderen Form des Gesetzes der Kraft enthalten
ist, wie bei den Centralkriiften, sei es, dafs man sie bei allgemeinen
Betrachtungen als besondere Bedingung einfihrt, oder endlich, dafs
man direct das Energieprincip als neuen Grundsatz hinzunimmt:
Jedenfalls hat man in dem Energieprincip eine selbstindige Kr-
fahrungsthatsache, welche zu dem Inhalt der Axiome NEWTON's
hinzutritt. Mit diesem Material von Grundanschauungen ist es
moglich, die verschiedensten dynamischen Probleme anzugreifen, in-
dessen ist die Durchfiihrung der Rechnung oft uniiberwindlich oder
wenigstens sehr umstiindlich, da schliefslich immer auf alle einzelnen
Kraftcomponenten, welche die simmtlichen Massenpunkte angreifen,
zuriickgegangen werden muls.
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Im Folgenden sollen zusammenfassende Principien aus den bisher
behandelten abgeleitet werden, welche uns eine leichtere Uebersicht
iiber das Verhalten des ganzen Massensystems gestatten, ohne dafs wir
dabei immer die Bedingungen jedes einzelnen Massenpunktes besonders
zu betrachten gentthigt werden. Wir beginnen diese Betrachtungen
mit dem einfachsten Falle, in dem die wirkenden Kriifte das System
in solcher Configuration angreifen, dafs keine resultirenden Be-
schleunigungen zu Stande kommen, dafs also die Kriifte sich auf-
heben und, falls Ruhe besteht, solche auch bestehen bleibt. Die
Lehre von diesem Sonderfall der Kraftwirkungen nennt man Statik
— Lehre vom Gleichgewicht. Nachher soll der allgemeine Fall
betrachtet werden, dafs die Kriifte beschleunigte Bewegungen in
dem System erzeugen. Diesem Theile wird oft als gegensiitzliche
Bezeichnung der Name Dynamik gegeben, den wir fiir das Gesammt-
gebiet der Kraftlehre gewithlt haben. Indessen wird es nicht zu
Mifsverstindnissen fithren, wenn wir unserer Bezeichnung treu
bleiben und den sonst fiir das Ganze verwendeten Namen Mechanik
auf die praktischen Anwendungen beschriinken.

Erster Abschnitt.
Prineipien der Statik.

§ 59. Bedingungen des Gleichgewichts in einem conservativen
Massensystem.,

Die inneren Kriifte eines Massensystems halten sich im Gleich-
gewicht, wenn keiner seiner Punkte eine resultirende Beschleunigung
erhiillt. Wenn daher alle Theile in Ruhe sind, so werden sie durch
die inneren Kriifte auch nicht in Bewegung gesetzt, Diese Auf-
fassung schliefst nicht aus, dafs das Massensystem sich in einer ge-
wissen unbeschleunigten Bewegung befinden kann, die sowohl trans-
latorisch wie rotatorisch sein mag. Bei festen Stiitzen und festen
Verbindungen (von denen nachher ausfithrlich zu sprechen sein
wird) kinnen auch gewisse Verschiebungen der relativen Lage ein-
zelner Theile vor sich gehen, ohne dafs dadurch die inneren Kriifte
in die Lage kommen, beschleunigend zu wirken. Wegen der Mog-
lichkeit solcher Bewegungen ist diese Definition des Gleichgewichts
umfassender als jene, welche das System in absoluter Ruhe fordert.
Wir werden nachher bei den einfachen mechanischen Maschinen
solche Fiille betrachten, in denen sehr langsame Bewegungen, denen
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kein merklicher Betrag an kinetischer Energie entspricht, ausgefithrt
‘werden konnen, ohne dals das System die Gleichgewichtshedingungen
dabei verlifst und ohne dafls im ganzen Energie aufgenommen oder
abgegeben wird.

Zuniichst wollen wir ein System von lauter frei beweglichen
materiellen Punkten m, voraussetzen. Ks ist klar, dafs dann Be-
schleunigungen nur dadurch ausgeschlossen werden kdnnen, dafs
simmtliche resultirende Kraftcomponenten X, ¥,, Z, einzeln gleich
Null sein miissen. Wenn nimlich irgend eine dieser Kraftcompo-
nenten nicht dieser Bedingung folgen wiirde, so miifste der be-
treffende Punkt in der Richtung dieser Kraft sich in beschleunigte
Bewegung setzen. Haben wir es mit einem conservativen System
zu thun, d. h. mit einem System, dessen Kriifte conservativ sind, so
konnen wir die potentielle Energie @ aufstellen. Die Gleich-
gewichtsbedingung fordert dann, dafs die Differentialquotienten
von @, gebildet fir simmtliche darin steckende variable Coordi-
naten x,, ¥, %a, einzeln gleich Null werden miissen. Bezeichnen
wir, wie schon frither, alle vorhandenen Coordinaten ohne Unter-
schied ihrer Richtung durch z,, wobei also fiir n Massenpunkte 8 n
Indices a existiren, so wird das Gleichgewicht bedingt durch die
Erfillung der folgenden Schaar von Bedingungen:

--—6,—£:=0, a=1,2.000. 8n. (152)
Diese Gleichungen sind aber der analytische Ausdruck dafiir, dafs
die Function @ fiir die zutreflenden Werthe der z, ein Grenzwerth
wird: ein Minimum oder ein Maximum oder endlich ein sogenannter
Sattelwerth. Zuniichst ist also die Forderung, dafs die potentielle
Energie ein Grenzwerth sei, gleichbedeutend mit der vorhergehenden
Gleichgewichtsbedingung, dafs alle Kraftcomponenten einzeln ver-
schwinden sollen, aber es kniipft sich an die neue Form die Mog-
lichkeit, ein wesentlich verschiedenes Verhalten des Massensystems
in verschiedenen Gleichgewichts-Lagen oder -Configurationen zu er-
kliren je nach der Natur des Grenzwerthes von ®, Das Gesetz
von der Erhaltung der Energie liefert die Gleichung

L+ O=E,

wo E den unverinderlichen Betrag der Gesammtenergie milst,
withrend L die kinetische Energie bedeutet. Herrscht fiir den Fall
eines Grenzwerthes von @ vollkommene Ruhe, so bleibt diese anch
gewahrt: L ist und bleibt dann gleich Null. Ertheilt man aber
dem System durch eine geringe Krschiltterung einen beliebig kleinen
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Betrag an lebendiger Kraft, so vermehrt man dadurch die Energie
des Systems, diese ist und bleibt dann um den geringen aber un-
veriinderlichen Betrag grofser als der Grenzwerth von @. Die
Massenpunkte erhalten dabei kleine Geschwindigkeiten, welche sie
aus der Gleichgewichtslage entfernen miissen.

Nehmen wir nun als erste Moglichkeit an, dafs @ in der Ruhe-
lage ein Minimum ist. Die Function mufs dann bei jeder kleinen
Verschiebung — erfolge diese wie sie wolle — zunehmen; da aber K
constant bleibt, mufs L dabei um ebensoviel abnehmen. Nun sollte
aber I nur einen sehr geringen Betrag besitzen; es wird also @
kein merkliches Wachsthum zeigen konnen, ohne dafs die lebendige
Kraft erlischt. Negativ kann dieselbe als Summe von Quadraten
nicht werden, es mufs also in sehr geringer Abweichung aus der
Gleichgewichtslage Ruhe eintreten, welche aber nicht von Dauer
sein kann, weil @ in dieser verinderten Lage nicht mehr Grenz-
werth ist. Die auftretenden Krifte werden vielmehr das System
nach diesem Stillstand wieder in Bewegung setzen, es tritt wieder
Bewegung und damit lebendige Kraft auf, & muls also sinken, d. h.
die Richtung der Bewegung fithrt das System wieder der Lage ent-
gegen, fir welche ® Minimum ist. Es konnen also nach einer Kr-
schiitterung nur Schwankungen um diese Gleichgewichtslage ent-
stehen. Unterliegt die Bewegung etwa noch kleinen Reibungskriiften,
wie dies bei irdischen Systemen immer der Fall ist, so wird der
kleine von dem Anstofs herrithrende Ueberschuls an Energie bald
verzehrt und das System kommt in der Gleichgewichtslage wieder
zur Ruhe. Diesen Ruhezustand, welcher durch kleine Erschiitte-
rungen nicht dauernd gestdrt wird und sich nach Vernichtung des
kleinen Betrages an kinetischer Energie immer wieder herstellt,
nennt man stabiles Gleichgewicht. ]

Ganz anders verhiilt sich ein Massensystem, dessen Gleich-
gewicht durch ein Maximum der potentiellen Energie bedingt ist.
In einem solchen mufs bei jeder kleinen Bewegung die Function @
abnehmen; daraus folgt, dafs die kinetische Energie, welche in der
Ruhelage nur den minimalen von der Erschiitterung herriihrenden
Betrag besals, zunehmen mufs, dafs sich also die Massenpunkte in
beschleunigter Bewegung aus jener Lage entfernen. Diese Art des
Ruhezustandes, welcher durch den geringsten Anstols gestort wird und
der sich,auch im Laufe der folgenden Bewegungen niemals wieder
herstellt, nennt man labiles Gleichgewicht. Von gleicher Un-
bestiindigkeit ist das Gleichgewicht auch, wenn @ einen Sattelwerth
besitzt. Ks giebt dann zwar gewisse Verriickungen der Punkte, bei
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denen @ wichst, sich also verhilt wie ein Minimum, in anderen
Richtungen zeigen sich aber dieselben Erscheinungen wie bei einem
Maximum; so lange also in einem solchen Falle die Verriickungen
beliebig bleiben, wird das Gleichgewicht ebenfalls labil sein.

Man kann sich den charakteristischen Unterschied beider Gleich-
gewichtsformen auch klar machen, wenn man statt der vorher ge-
dachten Erschiitterung, also statt der Mittheilung einer kleinen
lebendigen Kraft in der Ruhelage, annimmt, dafs das System in
irgend einer von der Gleichgewichtsstellung sehr wenig abweichenden
Lage oder Configuration zuniichst durch #ufseren Zwang in Ruhe
gehalten werde und dann plotzlich sich selbst iiberlassen werde.
Die gesammte Energie besteht alsdann nur in der potentiellen
Energie der festgehaltenen Stellung, die kinetische Energie ist ja
wegen der erzwungenen Ruhe zu Anfang gleich Null. Die inneren
Kriifte, welche sich wegen der Verriickung aus der Gleichgewichts-
stellung nicht vollstindig aufheben, werden dann die Punkte des
frei gewordenen Systems in Bewegung setzen, es wird lebendige
Kraft auftreten, welche nach dem Gesetz der Energieerhaltung den
Anfangswerth der potentiellen Energie in jedem FKalle vermindern
mufs. Bei einer nahe einem Minimum von @ gelegenen Anfangs-
stellung werden also die Bewegungen der natiirlichen Ruhelage zu-
streben, es wird eine oscillirende Bewegung um diese Stellung ein-
treten (stabiles Gleichgewicht); in der Nachbarschaft eines Maximums
von @ wird aber die Abnahme von @ zu einer wachsenden Ent-
fernung des Systems aus der Gleichgewichtsstellung fithren, denn
eine Anniherung an diese Stellung miilste eine Zunahme von @,
also eine Abnahme von L bewirken, was nicht moglich ist, da L
bereits im Anfangszustand seinen kleinsten Werth Null besitzt.

Es kann endlich auch der Fall vorkommen, dals bei gewissen
Verriickungen die potentielle Energie {iberhaupt nicht geiindert wird,
sie besitzt dann zwar keinen Grenzwerth, zeigt aber auch in der
Umgebung dieser Lage kein Gefiille; dies ist immer der Fall, wenn
Coordinaten vorhanden sind, von denen @ nicht abhingt. Wenn
dann fiir die iibrigen Coordinaten Gleichgewicht besteht, so wird
dieses nicht gestért, wenn man Verschiebungen der letzteren Art
vornimmt. Man sagt dann, das System befindet sich diesen Ver-
schiebungen gegenitber im indifferenten Gleichgewicht. So
kann man z B. ein freies Massensystem, dessen innere (elastische)
Krifte dasselbe in einer bestimmten Configuration erhalten, als
ganzes verschieben oder drehen, ohne dafs dabei @ veriin-
dert wird.

H.v. Hensmporrz, Theoret. Physike, Bd. 1, 2.
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Eine Function vieler variabler Grifsen, wie die potentielle
Energie eines Massensystems, wird im Allgemeinen mehrere Minima
besitzen, d. h. ein solches System wird mehrere Lagen oder Con-
figurationen stabilen Gleichgewichts besitzen, Der Grad der Be-
stiindigkeit dieser Gleichgewichtszustiinde wird aber meist ein verschie-
dener sein, das soll heilsen, die Grenze, welche die Erschiitterungen
oder die Verriickungen erreichen diirfen, ohne dals dabei die An-
nahmen der vorangehenden Betrachtung ungiltig werden, ist ver-
schieden weit. Denken wir uns einen starren homogenen Korper
von der Gestalt eines rechtwinkligen Parallelepipeds, welcher von
der Schwerkraft angegriffen wird. Sobald dieser mit einer seiner
sechs Fliichen auf einer horizontalen festen Grundlage ruht, ist er
in stabilem Gleichgewicht. Die potentielle Energie der Schwerkraft
ist nikmlich, wie wir schon in § 18 sahen, filr einen einzelnen Massen-
punkt m gleich g.m.x, wo x die verticale Erhebung des Punktes
iiber irgend einer festen Horizontalebene angiebt. Fiir einen aus
vielen Massenpunkten bestehenden schweren Korper ist dieselbe:

b= Eg'mu Ry = 9’5-Emm

wo 3 die Hohe des Schwerpunktes iiber der Grundebene bezeichnet
[vergl. Gleichungen (88), S. 144], als welche wir die feste Unterlage
hier ansehen konnen. Die moglichen Verriickungen des Korpers
sind erstens horizontale Verschiebungen auf seiner Unterlage; dabei
wird die Héhe 3, mithin auch @ nicht veriindert, das Gleichgewicht
ist fiir diese Verriickungen indifferent. Bei vollstindigem Abheben
von der Unterlage witchst 3 und @, withrend eine Senkung wegen
der festen Unterlage ausgeschlossen ist. Solchen Verriickungen
gegenitber ist also das Gleichgewicht stabil. Als letzte Moglichkeit
bleibt noch das Kippen des Korpers, wobei eine der vier die Grind-
ebene begrenzenden Kanten als Drehungsaxe dient. Der Schwer-
punkt bewegt sich dabei auf einem schriig ansteigenden Kreishogen,
die Hohe 3 wird dadurch vergrifsert, die potenticlle Energie nimmt
in jedem Falle zu, also ist in der Lage auf einer der sechs Flichen ®
absolutes Minimum, das Gleichgewicht ist stabil. Beim Kippen
dauert das Aufsteigen. des Schwerpunktes so lange an, bis er vertical
iiber der als Drehungsaxe dienenden Kante liegt. Diese Stellung
bildet fiir die gedachte Art der Verriickung ein Maximum von 3,
mithin auch von @. Fiir eine andere Art von Verriickung aber
verhiilt sich @ in dieser Stellung noch wie ein Minimum; man kann
nimlich den auf der Kante ruhenden Koérper noch auf eine der
beiden Ecken stellen, welche diese Kante begrenzen. Dabei hebt
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sich die Kante von der Unterlage, der Schwerpunkt wird abermals
gehoben und erreicht seine hchste Lage erst, wenn er vertical iiber
dem unterstiitzten Eckpunkte des Korpers liegt. Bei Unterstiitzung
einer Kante bildet @ einen Sattelwerth, bei Unterstiitzung einer
Ecke haben wir ein absolutes Maximum, und zwar fir alle acht
Ecken dasselbe. Allen diesen letzteren Grenzwerthen der poten-
tiellen Energie entspricht labiles Gleichgewicht des Korpers. Die
sechs Lagen stabilen Gleichgewichtes sind paarweise gleich wegen
der regelmifsigen Gestalt des Parallelepipeds. Dagegen ist im All-
gemeinen die Hohe des Schwerpunkts eine verschiedene, wenn der
Korper nach einander auf die drei verschiedenen Flichen gelegt
wird. Die niedrigste Lage, also auch das tiefste Minimum, tritt
ein, wenn die grofste Fliche unterstiitzt ist; diese Stellung erlaubt
auch die grofste Kippung, ohne dafs @ einen Sattelwerth oder ein
Maximum erreicht, diese Stellung besitzt daher die grofste Stabilitiit,
Das flachste Minimum tritt ein, wenn der Kérper auf der kleinsten
Fliche ruht, wihrend zu der Lage auf der mittleren Fliche auch
ein Minimum von mittlerer Tiefe gehort. Bei Unterstiitzung der
kleinsten Fliiche geniigt auch die verhiiltnifsmiifsig kleinste Kippung,
um den Korper aus dem Gebiete dieses flachen Minimums heraus-
zubringen, so dafs er dann, sich selbst tiberlassen, umfillt und einer
stabileren Lage zueilt. Dieses Gleichgewicht kann bei sehr kleiner
Basis einem labilen Zustande sehr nahe kommen, indem schon eine
sehr geringe Kippung hinreicht, um den Schwerpunkt in die kritische
Lage iiber der Kante zu bringen. Das Parallelepiped besitzt in
diesem Falle die Gestalt eines langen diinnen Stabes. Ist das untere
Ende desselben (iberdies noch zugespitzt, so wird das Gleichgewicht
in verticaler Stellung vollig labil. Man kann den Stab allerdings
in dieser Stellung erhalten, wenn ‘man sein oberes Ende nur leise
mit dem Finger bertthrt; man spiirt dabei auch keine von dem
Stabe ausgehenden seitlichen Kriifte, welche das Streben desselben
verriethen, sich nach irgend einer Richtung hin in Bewegung zu
setzen, Die leise Beriihrung verhindert vielmehr nur die storende
Wirkung kleinster Erschiitterungen, durch die der Stab umgeworfen
wird, so bald man ihn freilifst. Durch Geschicklichkeit und Uebung
kann man es auch dahin bringen, einen Stab einige Zeit lang auf
der Hand als Unterlage zu ,balanciren, Man mufs dabei fort-
withrend gespannt auf die Richtungen achten, nach denen das obere
Ende des Stabes sich zu neigen beginnt, und dann sofort die Hand
in derselben Richtung verschieben, damit die untere Spitze des

Stabes, welche an der Hand haftet, wieder vertical unter den bereits
18*
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etwas verschobenen Schwerpunkt zu liegen kommt. Ein solcher
Zustand des Stabes ist aber kein Gleichgewicht, vielmehr das fort-
withrende Spiel zweier kleiner Kriifte, die sich zu vernichten streben,
von denen aber die von unserer Hand ausgeilbte nothwendig etwas
spiiter wirkt, da die Richtung und Stiirke der die Ruhe stérenden
Einfliisse erst an ihren Wirkungen auf den Stab mit den Augen
beobachtet werden miissen.

Eine andere Gestalt des auf horizontaler Unterlage liegenden
schweren Korpers, an welcher man die Unterschiede der Gleich-
gewichtstypen leicht anschaulich machen kann, ist das dreiaxige
Ellipsoid. Grenzwerthe der H8he des im Mittelpunkt liegenden
Schwerpunktes, mithin auch der potentiellen Energie, treten ein,
sobald das Ellipsoid mit einem Endpunkt einer der drei Hauptaxen
aufliegt. Ist dies die kiirzeste Axe, so hat der Schwerpunkt die
tiefste Lage, @ ist Minimum und das Gleichgewicht ist stabil. Nach
einem geringen Anstofs beobachtet man Schwankungen um die
Rubelage, welche mit der Zeit durch Reibung vernichtet werden.
Steht die mittlere Axe vertical, so besitzt @ einen Sattelwerth.
‘Wiilzt man niimlich jetzt in der Weise, dafs die kiirzeste Axe als
Drehungsaxe dient, so wird der Schwerpunkt gehoben, @ scheint
Minimum, wilzt man aber um die grifste Axe, so sinkt der Schwer-
punkt, @ scheint Maximum. Wenn endlich der Endpunkt der
grilsten Axe auf der Unterlage steht, so hat der Schwerpunkt seine
hochste Lage, @ ist Maximum. Beide Lagen zeigen labiles Gleich-
gewicht.

Die Fassung der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung eines
conservativen Systems in der vorher entwickelten Form, dals sie
gegeben ist durch einen Grenzwerth der potentiellen Energie, hat
aufser der leichten Unterscheidung stabiler und labiler Zustiinde
noch den grofsen Vortheil, dafs sie unabhiingig von Wahl der
Coordinaten erscheint. Denn @ ist, abgesehen von der beliebigen
additiven Constante, vollkommen bestimmt durch die Lage oder
Configuration des Massensystems und weist bei bestimmten kleinen
Verriickungen immer dieselben Variationen auf, gleichgiltig, wie
man die Abmessungen gewithlt hat, welche die Lage der Punkte
bestimmen. Wiihrend nun bei einem durch die mathematische Be-
trachtung ndthig erscheinenden Wechsel des Coordinatensystems oft
umstiindliche Rechnungen nothwendig werden, um die alten Coordi-
naten und deren Functionen und auch die vorkommenden Differen-
tialquotienten derselben zu transformiren, so bleibt die Forderung
des Minimums der Function @ unberithrt durch die Wahl, die man
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fir das Coordinatensystem treffen moge. Sind also p, die neuen
Abmessungen irgend welcher Art, und hat man @ als Function
dieser Variabelen dargestellt, so sind die Bedingungen des Gleich-
gewichts direct gegeben durch die Gleichungen

%;?‘20’ ﬂ-_—'l’ 2, ---:-' 3”« (152&)
Dieser Umstand ist fiir die Einfachheit der Betrachtung in vielen
Fillen sehr wesentlich.

§ 60. Princip der virtuellen Verschiebungen.

Man kann die Schaar der Bedingungsgleichungen (152) in eine
einzige Gleichung zusammenfassen, indem man jede derselben mit
einem unserer Willkiir iiberlassenen Factor erweitert, und dann die
ganze Schaar addirt. Die Reihe der willkiirlichen Coefficienten
wollen wir im Hinblick auf eine spiiter fiir dieselben einzusetzende
besondere Bedeutung durch das Zeichen dx, ausdriicken. Man
kommt so zu der einen Bedingung

g(_ g:’.).a% 0. (153)

Die Hinzufiigung der unbestimmten Coefficienten ist bei diesem
Schritt nothwendig. Wenn man ecinfach die Summe simmtlicher
Differentialquotienten von @ gebildet hiitte, so wiirde man zwar
auch von dieser aussagen miissen, dafs sie beim Gleichgewicht eines
conservativen Systems gleich Null ist, diese eine Aussage wiirde
aber nicht die Schaar von Bedingungen, aus denen sie entstanden
ist, ersetzen, denn das Verschwinden der Summe kinnte ebenso-
wohl dadurch zu Stande kommen, dalfs die einzelnen Glieder, theils posi-
tiv, theils negativ, sich gegenseitig vernichten. Bei der Gleichung (153)
kann man aber diese Erklirung nicht zulassen, denn wir kinnen
den willkiirlichen dz, immer die gleichen Vorzeichen geben, welche
die zugehorigen Differentialquotienten von @ besitzen. Dadurch
wiirden wir erreichen, dals jeder einzelne Summand aus zwei gleich-
stimmigen Factoren zusammengesetzt, also nothwendig positiv ist.
Die vorstehende Gleichung wiirde dann fordern, dafs die Summe
von lauter positiven Gliedern gleich Null sein soll. Das ist aber
nicht moglich, mithin stellt sich die Annahme, dafs die einzelnen
Differentialquotienten von @ nur durch ihr verschiedenes Vorzeichen
die Summe zum Verschwinden bringen, als unzulissig heraus. Es
mufs vielmehr jeder Summand einzeln verschwinden, d. h. es miissen
die simmtlichen Bedingungen (152) einzeln erfiillt sein.
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Wir wollen nun den Factoren dz, die besondere Bedeutung
geben, dafs sie die Componenten von sehr kleinen Verschiebungen
sein sollen, welchen die Massenpunkte des Systems unterliegen. Im
Gleichgewichtszustand werden solche Verschiebungen durch die
wirkenden Kriifte nicht erzeugt, sie sind also unwirkliche, nur vor-
gestellte oder nach dem Sprachgebrauche der #lteren Physiker
pvirtuelle Verschiebungen® Man findet dafir auch die Be-
zeichnung ,virtuelle Geschwindigkeiten¥, welche aber den Sinn nicht
trifit, da von einer Zeitgrofse, in welcher diese Verschiebungen er-
folgen, gar keine Rede sein kann. Die dz, sind nur gedachte
Variationen der Coordinaten des Systems und die linke Seite der
Gleichung (153) ist die dazu gehdrige Variation von ®, also wegen
der vollkommenen Kreiheit, die wir annehmen, jede Variation von @.
Bezeichnen wir diese allgemein durch & @, so erhalten wir die
Gleichgewichtshedingung:

dW =0, (1584a)

welche wiederum nur ein anderer mathematischer Ausdruck dafiir
ist, dafs @ ein Grenzwerth sein soll.

Man kann dieselbe Ueberfilhrung der ganzen Schaar von 82
Gleichungen in eine einzige Gleichung mit 8 » unbestimmten Coeffi-
cienten auch vornehmen, ohne dabei auf den Begriff der potentiellen
Energie einzugehen. Die Aussage, dafs simmtliche Kraftcompo-
nenten verschwinden, also die Gleichungsschaar i

Xm0 el B s
S X, .82, =0, (153b)

welche ebenfalls die gesammte vorstehende Schaar von Bedingungen
ersetzt. Die einzelnen Glieder der gleich Null gesetzten Summe
sind nun ihrem Sinne nach Arbeitsgréfsen, welche die Kraftcompo-
nenten X, beim Eintreten der Verschiebungen dz, leisten. Solche
Arbeiten werden aber im (leichgewichtszustande von den Kriiften
nicht geleistet, ebenso wenig, wie sie die gedachten Verschiebungen
erzeugen, es sind dies also ,virtuelle Arbeiten* oder im Sprach-
gebrauche der Begriinder dieser Lehren ,virtuelle Momente“.
Die Gleichgewichtsbedingung eines Massensystems lifst sich also
nach dieser letzten Formulirung in dem Satze zusammenfassen:

Ein Massensystem befindet sich im Gleichgewicht, wenn fiir
alle virtuellen Verschiebungen desselben die Summe der virtuellen
Momente gleich Null ist. Diesen Satz nennt man das Princip der
virtuellen Verschiebungen.

geht iiber in
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Das Verschwinden der Momentsumme kommt dadurch zu Stande,
dafs jede Kraftcomponente X, einzeln gleich Null ist. Diese X,
sind nun die nach den drei Axenrichtungen genommenen Compo-
nenten der Resultante aller den Punkt m, angreifenden Kriifte.
Nehmen wir an, dafs die einzelnen Krifte durch die Anwesenheit
der ibrigen Massenpunkte my verursacht werden, dafs also zu

setzen ist:
Xn - 2 Xn. b

80 brauchen die einzelnen X, y nicht gleich Null zu sein, diese
Summe verschwindet vielmehr durch gegenseitige Vernichtung ihrer
Theile. Die Summe der virtuellen Momente erhiilt nach Einfihrung
der Elementarkriifte die Gestalt:

SIS (X 5:0T)=0 a=12..... 8n
12 b nicht =a.’

Die einzelnen Glieder dieser im Gleichgewichtszustand ver-
schwindenden Doppelsumme brauchen nicht einzeln gleich Null zu
sein. Wenn nun die virtuellen Verschiebungen wirklich ausgefithrt
wiirden, so wiirden sich dabei die Kriifte X,  veriindern, ja sie
konnten sich bei sehr kleinen Verschiebungen schon sehr stark und
in unbekannter Weise veriindern, so dafs die Berechnung der Arbeits-
grofsen, welche die Kriifte bei diesen Verschiebungen leisten, sehr
erschwert oder ganz vereitelt wird. Fir den Gleichgewichtszustand
ist es nun aber offenbar ganz gleichgiiltig, wie die Kriifte sich ver-
indern wiirden, wenn eine Bewegung eintriite; von Wichtigkeit sind
fir die Beurtheilung nur die Werthe, welche in der Ruhelage gelten.
Wir konnen also in obiger Doppelsumme die X, ; als constante
Grofsen ansehen, welche withrend der virtuellen Verschiebungen ihre
Werthe bewahren. Dadurch unterscheiden sich begrifflich die vir-
tuellen Momente von den bei realen Verschiebungen geleisteten
Arbeiten.

Die Beziehung auf ein hestimmtes Coordinatensystem kann man
hier beseitigen, wenn man die je drei zu demselben Punktpaar ge-
horigen Kraftcomponenten zur Rebultante vereinigt und ebenso die
drei auf einander senkrechten Verschiebungen jedes Punktes zur
geometrischen Summe zusammenfasst.  Unterscheiden wir dabei
wieder die Zeichen X, ¥, Z und =z, y, z, so bedeutet jetzt a die
einfache Ordnungszahl des Massenpunktes m,, man hat also »
Ordnungszahlen. Die Resultante von X, 5, Yo 5 Zs,s 86i Ko
die Resultante der Verschiebungscomponenten o, Jya, J% 8ei
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ds,, dann ist die Summe eines solchen Tripels von virtuellen Mo-
menten, Ahnlich wie frither (Gleichungen 126a und b, Seite 212),

X505 + Yo 5+ Ay, + Zy 502, = K, ycos(Ky g, 85).08,
und die Gleichgewichtsbedingung fordert:

K, p.co8(K; 5 85).08 =0, R i , n (153¢)
E'$ Aulogie b nicht = g

Diese Form ist ebenfalls unabhiingig von der Wahl der Coordinaten.

Es ist endlich bei der Herleitung gar nicht wesentlich geworden,
mithin auch nicht nothwendig anzunehmen, dafs die K, , simmtlich
innere Kriifte des Massensystems seien miissen, dieselben kinnen
zum Theil von aufsen auf die Massenpunkte des Systems einwirken.
Dann bedeuten freilich die betreffenden Indices b nichtOrdnungs-
zahlen gewisser von m, verschiedener Punkte des Systems, sondern
sie bedeuten #ulsere Herkunft der Kraft.

Es soll als Erliiuterung hierzu die Form des Princips der virtuellen
Verschiébungen aufgestellt werden, wie sie gilt fiir ein Massen-
system, dessen innere Kriifte eine potentielle Energie besitzen, und
auf dessen Punkte noch Hufsere Kriifte beliebiger Art wirken. Die
8n Coordinaten der n Massenpunkte seien wieder ohne Unter-
‘schied ihrer Richtung durch z, bezeichnet, die potentielle Energie
sei @, die hufseren Kriifte seien bereits so zusammengefalst, dafs
man die jeden einzelnen Punkt angreifende iufsere Resultante K
kennt. Die Componenten dieser Kraft in Richtung der Coordinat-
axen seien bezeichnet durch X, Die urspriingliche Gleichgewichts-
bedingung ist dann gegeben durch die Schaar von Gleichungen

_%-:’;+X;=0fﬁra=1:2u----, 3n {154)
oder durch
aw X i
Eﬂ:(_ v ¥ A“),axu = 0, (154a)

Fir die X; gilt bei Vornahme der virtuellen Verschiebungen wieder
die Bemerkung, dals es fiir das Gleichgewicht ohne Einflufs ist, wie
die Aufseren Kriifte sich etwa verindern wiirden, wenn die Verschie-
bungen thatsiichliche wiiren, dafs mithin die X nicht als Coordi-
natenfunctionen, sondern einfach als Constanten angesehen werden
diirfen, die an den Variationen nicht theilnehmen. Man kann dann
die Gleichgewichtsbedingung der oben fir ein freies conservatives
System gefundenen Form & & = 0 entsprechend gestalten, wenn man
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zu @ hinzufiigt die Summe aller Producte von der Form — X{.z,
und verlangt, dals

(@ — > Xiz,)
ein Minimum werden solle, d. h. dals
(= D+ D> Xy7,) =0 (154b)

sein solle. Fithrt man diese Variation in allgemeinster Weise aus,
indem man alle z, variirt, so findet man

2_(!’

d ‘
e dzg + ;X,&::a =0,

das ist die vorher aufgestellte Form der Gleichgewichtshedingungen.
Diese Form geniigt in allen Fillen, eine vorliegende Stellung und
Configuration darauf hin zu priifen, ob sie ein Gleichgewichtszustand
ist oder nicht; umgekehrt ist aber diese Form in manchen Fillen
nicht ausreichend. Man kann zwar die innere Configuration und
Orientirung des Massensystems daraus ableiten, nicht aber die absolute
Lage im Raume, denn da wir die X; als unveriinderlich betrachtet
haben, wird eine Parallelverschiebung des ganzen Systems nichts an
dieser Bedingungsgleichung éindern, das Gleichgewicht ist dagegen in-
different. Wenn aber thatsichlich die #ulseren Kriifte vom Ort ab-
hiingen, so wird eine besondere Betrachtung néthig sein, in welcher
Stellung die angenommenen X, zutreffen, ja man wird im Allgemeinen
deren zutreffende Werthe erst finden kinnen, nachdem man die Gleich-
gewichtsposition gefunden hat. Vollig erschipfend ist die Bedingung
nur in dem Falle, dafs die #ufseren Kriifte in Wahrheit unver-
iinderlich in Grifse und Richtung sind, wenn man Verschiebungen
vornimmt, wie dies z. B. bei der Schwerkraft fir die meisten Unter-
suchungen mit ausreichender Genauigkeit zutrifft.

§ 61. Beschriinkte Bewegungsfreiheit.

Die im vorangehenden Paragraphen entwickelten Formen der
(+leichgewichtsbedingungen, Gleichungen (153), (153b und c¢) und
(154a), fallen bei der Betrachtung frei beweglicher Massensysteme
immer wieder auseinander in die urspriingliche Forderung, dals jede
der 3n Kraftcomponenten einzeln verschwinden mufs; die durch
Einfihrung der unbestimmten Coefficienten dz, erméglichte Zu-
sammenfassung fithrt deshalb schliefslich doch zu derselben Behand-
lung des Gleichgewichtsproblems, die man auch unmittelbar aunf
Grundlage der Bedingungen X, = 0 durchfiihren kann. Die daraus
hergeleiteten Siitze vom Minimum der potentiellen Energie oder
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vom Verschwinden der Summe der virtuellen Momente entfalten
ihren wesentlichen Nutzen und ihre Ueberlegenheit erst, wenn noch
Bedingungen vorgeschrieben sind, welche die nach allen Richtungen
freie und unabhiingige Verschiebbarkeit der Massenpunkte be-
schriinken, wenn z. B. der Abstand gewisser Massen von einander
oder von festen Punkten unveriinderlich sein soll, oder wenn Massen-
punkte gezwungen sind, bei ihren Bewegungen auf vorgeschriebenen
Flichen oder Curven zu bleiben, an denen sie iibrigens noch frei
gleiten kinnen.

Derartige Beschriinkungen kann man in der praktischen Mechanik
durch Verwendung sogenannter starrer Verbindungen wie Schniire,
Ketten, Stangen, Schienen, Lager u. s. w. herstellen. Wir haben der-
artige Einrichtungen im Verlauf fritherer Betrachtungen bereits an-
genommen, so beim mathematischen Pendel und bei der Rotations-
bewegung eines starren Korpers um eine festgelegte Axe. Ks
existiren thatsiichlich viele mechanische Einrichtungen, durch die
man praktisch mit grofser Annitherung gewisse geometrische Grifsen,
welche die Lage des Systems mitbestimmen, unveriinderlich machen
kann. Doch widerspricht die Vorstellung, dafls gewisse das System
angreifende Kriifte vbllig unwirksam sein sollen und deshalb un-
beriicksichtigt bleiben konnen, unseren Grundanschauungen der
Dynamik, nach denen eine Kraft nur aufgehoben werden kann durch
eine ihr entgegengesetzt gleiche. Diese Gegenkraft muls aber eine
Ursache haben, und der Widerspruch wird nicht dadurch gehoben,
dafs man kurz sagt, sie rithre von der starren Verbindung her, denn
eine starre Verbindung mufs man sich als unveriinderlich vorstellen.
Dieselbe bleibt auch bestehen, wenn die von aulsen angreifende
Kraft entfernt oder veriindert wird, und man wiire zu der Vor-
stellung gendthigt, dafs von dieser starren Verbindung je nach Be-
darf beliebige Gegenkriifte ausgehen, ohne dafs irgend eine andere
Veriinderung damit verbunden ist. Dies widerstrebt unserer Grund-
anschauung von der objectiven Gesetzmiifsigkeit der Kraftwirkungen.
Zur Erklirung der Gegenkriifte, welche bei sogenannten starren Bin-
dungen die angreifenden Kriifte aufheben, miissen daher Veriinde-
rungen im Zustand der Verbindungsstiicke nothwendig herangezogen
werden, Deformationen d. h. Abweichungen von dem Verhalten der
idealen starren Korper, Ks lifst sich auch durch geniigend feine
Beobachtungsmittel stets nachweisen, und wurde in diesem Buche
bei fritheren Gelegenheiten stets betont, dafs es absolut starre Bin-
dungen nicht giebt, sondern nur solche, die bereits bei sehr geringen
Deformationen, die gegenitber den sonst zu betrachtenden Ab-
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messungen des Massensystems und seiner freien Verschiebungen
vollig verschwinden, Krifte erzeugen, welche jeden erforderlichen
Betrag erreichen. Alle Probleme, in denen solche starre Bindungen
vorgeschrieben sind, bilden daher nur ideale Fille, die sich aller-
dings den thatsiichlichen Verhiltnissen stark nithern kénnen, ohne
dass sie indess der entsprechenden Wirklichkeit gleichkommen.

Wir wollen daher vor allem eine mit unseren dynamischen
Principien vertriigliche Darstellung der Gleichgewichtshedingungen
bei Anwesenheit sogenannter starrer Verbindungen suchen.

Wir betrachten zu diesem Zwecke ein Massensystem auf dessen
Punkte conservative Krifte wirken, theils innere, welche dem Reac-
tionsprincip folgen, theils auch iiussere. Diese alle werden fur jede
Configuration und Lage des Systems einen Ausdruck fiir die poten-
tielle Energie & ergeben, welche im Allgemeinen eine differenzir-
bare Function simmtlicher Coordinaten z,, , ..., z,..., #,, ist,
aus der die Kraftcomponenten als die negativen Differentialquotienten
gefunden werden. Aufserdem nehmen wir an, dafs noch eine und zu-
niichst nur eine vorgeschriebene Beziehung zwischen den Coordinaten
durch sogenannt starre Verbindungen aufrecht erhalten werde. Diese
sei gegeben durch die Gleichung:

G (0 @y sy Tgesyg,) =0, (155)

Wir nehmen der Allgemeinheit wegen an, dafs G eine Function
siimmtlicher Coordinaten sei, es konnen aber auch nur einige Ab-
messungen durch diese Gleichung in Verbindung gebracht werden,
withrend die #ibrigen nicht davon berithrt werden. Rein geometrisch
betrachtet, sagt die Gleichung @& = 0 aus, dals die darin vorkommen-
den Coordinaten nicht mehr unabhiingig von einander verinderlich
sind, dafs vielmehr, wenn man virtuelle Verschiebungen anwendet,
eine derselben nicht mehr willkiirlich ist, sondern durch die iibrigen
bestimmt wird. Bestehen mehrere solche Bedingungsgleichungen, so
werden auch mehrere Verschiebungen unfrei. Dadurch wird aber dem
Princip der virtuellen Verschiebungen die Grundlage entzogen, auf
welcher wir dasselbe errichtet haben, nimlich die freie Verfiigbar-
keit tiber simmtliche dz,, Man kann allerdings auch jetzt noch
erkennen, dass in gewissen Configurationen die Summe der virtuellen
Momente verschwindet fiir die mit den Bedingungen vertriiglichen
beschriinkten Verschiebungen, dafs dies indessen eine hinreichende
Gewihr fir das Gleichgewicht ist, folgt nicht ohne Weiteres daraus,
denn man kann gar nichts aussagen darilber, was eintreten wiirde bei
Verschiebungen, welche jenen Bedingungsgleichungen zuwiderlaufen.
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Im physikalischen Sinne bedeutet nun die Bedingung G =0,
nicht, dafs gewisse Verschiebungen unmoglich sind, denn es giebt keine
absolut starren Bindungen; sie bedeutet vielmehr nur, dafs bereits
bei sehr kleinen, jene Gleichung stérenden Verschiebungen bedeutende
Kriifte auftreten, welche die Punkte zuriickziehen in Lagen, wo diese
(leichung wieder zutrifit. Diese Kriifte sind nicht inbegriffen unter
jenen, fir welche die potentielle Energie @ aufgestellt wurde. Es
ist nun statthaft, auch diese Kriifte als conservativ anzusehen und
ihnen eine potentielle Energie zuzuschreiben, die wir ¥ nennen
wollen. Diese tritt dann als Summand neben @ in der Beurtheilung
der Gleichgewichtslage auf. Wir wollen jetzt die potentielle Energie ¥
gesondert betrachten. Sie ist als differenzirbare Coordinatenfunction
anzusehen. Die Kraftcomponenten, welche von den Bindungen aus-
gehen, werden durch — 0 ¥/d z, dargestellt, sie treten nur auf, wenn
G von Null verschieden ist, nicht aber, wenn & = 0 ist. Man muls
deshalb annehmen, dafs ¥ nur in der Weise von den Coordinaten
abhiingt, dafs es eine differenzirbare Function der Coordinatenfunction
G ist mit der Besonderheit, dafs sie fiir @ = 0 ein Minimum bildet,
dagegen bereits filr geringe positiv oder negativ von Null abweichende
Betriige des @ ein sehr steiles Wachsthum besitzt. Diese Annahme
lifst die Form von ¥ noch sehr unbestimmt; bereits fiir die Func-
tion @ kann man ja, um eine bestimmte Art der Gebundenheit aus-
zudriicken, mannigfaltige Ausdriicke aufstellen. (Soll beispielsweise
der Punkt m, gezwungen sein auf einer mit dem Radius ¢ um den
Anfangspunkt gelegten Kugel zu bleiben, so ist dies eine ganz be-
stimmte Gebundenheit, welche ihren einfachsten mathematischen
Ausdruck findet in der Gleichung

G=2ai+ya+xa—a =0

Ebenso gut kann man statt dessen auch fordern

G=Yait st —am=0

oder
i + Ya 1 1
a a

oder noch andere Formen.)

Es ist nur ndthig anzunehmen, dafs G in der Nithe des Werthes 0
einen reguliiren Verlauf hat; dafs ¢ selbst an dieser Stelle einen
Grenzwerth bilde, ist durchaus nicht zu fordern, wir werden daher end-
liche Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung voraussetzen.

Der Minimalwerth, welchen ¥ bei Erfillung der Bedingungs-
gleichung zeigt, ist wegen des jeder potentiellen Energie anhaften-
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den unbestimmten aber constanten Addendus willkiirlich zu wiihlen.
Wir setzen

wﬂ: g = 0: (158)
messen also nur die Erhebungen von ¥ iiber den Minimalwerth,
Die Bedingung des Minimums fordert ferner

(%)hf 0. (156a)

Das sehr steile Wachsthum von ¥ bei solchen Verschiebungen,
welche der Gleichung @ = (0 widersprechen, erklirt sich am ein-
fachsten durch die bedeutende Grifse des zweiten Differential-
quotienten

ay

Entwickelt man nach diesen Angaben die Function ¥ in eine

Potenzreihe von @, so beginnt dieselbe erst mit dem quadratischen
Gliede, hohere Potenzen in der Nithe von @ = 0 zu beriicksichtigen,
ist jedenfalls unndthig, man erhiilt also:

Y=10C.G%
Nun wollen wir aber ¥ als Function der in G steckenden Coordi-
naten ansehen. Wir gehen aus von einer Werthgruppe (z,, z,...
Ty ..., ¥3,), Welche G = 0 macht und entwickeln ¥ nach Potenzen
der Abweichungen von dieser Configuration. Diese Abweichungen
seien durch &, &..., & ..., &, bezeichnet. KEs ist dann:

vetoot+ 3( )6+ 133 (324 J&&+... a5
» 63‘» 6= P q 6"’: Tq i
Allgemein gilt dabei

)ho - (1561b)

oW 4% a6
=
und o £
L e g e b e B
0xy0z, O0x\dG 0z) d@ 0Oz, 0z, 4G 0x,0z,

In der Reihenentwickelung sind nur diejenigen Werthe dieser
Differentialquotienten einzusetzen, welche fir @ = 0 gelten, dann
erhalten wir aber wegen der Gleichungen (156a und b)

oy
—— =0
(5%)0-0

(_"‘i’..“’.._) - G
05,0z /g.0  Om Om

und
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folglich 86 8G

(4] —
V= _2'_),'23—:;-6—:&;6"&“' (157a)

q

Die gesammte potentielle Energie setzt sich aus ¢ und ¥ zu-
sammen; die Gleichgewichtsbedingung fordert, dafs fir jedes a

P+ W) _ 0
. dx,
sei, also
o® 0 @ 8G 4G
R D T R e (158)
Die Differentiation der vollstindigen Doppelsumme liefert:
O D000
V2> T G b
D0 w00
- PP Y L (168a)
2 ng(ax‘p. 0.0, i Oay.02, 0Oz, )'fu - &

Da nun die durch d @/ 0z, dargestellten Kriifte in jeder vor-
kommenden Configuration endliche Werthe haben, dagegen C fiber
alle Grenzen wachsen soll, so ist die Gleichung (158) nur erfillbar,
wenn der mit ¢ multiplicirte Differentialquotient der Doppelsumme
verschwindend klein wird, und sich fiir den Grenzfall der Null
nithert. Dieses Verschwinden konnte erklirt werden dadurch, dafs
alle ersten Differentialquotienten von & nach den Coordinaten gleich
Null werden, das wiirde aber aussagen, dafs G von den Ver-
schiebungen der Coordinaten nicht beeinflufst wird, dies kdnnen wir
nach unseren Voraussetzungen nicht annehmen, da doch @ Function
der Coordinaten sein sollte. Kinige Differentialquotienten konnen
allerdings gleich Null sein, d. h. die Coordinaten fehlen in der Be-
dingungsgleichung. Fiir diese behalten wir dann auch eine freie
Verschiebbarkeit. Fir alle Coordinaten, die in der Function @
vorkommen, miissen wir dagegen, um die Gleichung (1568) erfiillen
zu konnen, annehmen, dafs die Verschiebungen § selbst unmerklich
bleiben und im Grenzfall in Null tibergehen. Unter dieser Be-
dingung wird aber in Gleichung (158a) die Doppelsumme, welche
die Producte je zweier § als Factoren der einzelnen Glieder enthiilt,
verschwinden gegen die einfache Summe, welche wir dann allein
beibehalten diirfen. Die Gleichgewichtsbedingung wird dann

aw

o

pibe T U TR . .
+ 0. —3;;;5;; & = 0 fiir jedes einzelne a. (1568Dh)
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Die in dieser Gleichung vorkommenden &, kann man eliminiren,
Denkt man nimlich jede Coordinate einzeln aus der Lage G = 0
verschoben, withrend alle iibrigen ungeindert bleiben, so erhilt man
eine Reihe von Specialwerthen der potentiellen Energie ¥, die wir
mit ¥, bezeichnen, und die nach Gleichung (157a) dargestellt werden
durch:

=7 (528 (159)

Jene Doppelsumme reducirt sich dabei auf ein einziges Diagonal-
glied, da nur ein einziges & von Null verschieden ist. Dieses kann
man dann durch ¥, ausdriicken

1 2y,
b= | o (159a)
Setzt man diese Form statt &, in unsere Gleichgewichtsbedingung
ein, 8o findet man:

o 0a ~ < .
e o {]f(}' 2" V2 ‘lf,} =0 fiir jedes a.  (159b)

Die geschweifte Klammer in dieser Gleichung mufs nothwendig

einen endlichen Werth besitzen, dessen Betrag sich auch bei ge-

nauer Kenntnifs der Function ¥ angeben lassen wiirde. Wenn wir

aber zur Bedingung der absoluten Starrheit iibergehen, knnen wir

nur sagen, dafs J/C unendlich und S)Y2 %, verschwindend klein
y

wird. Wir konnen daher fiir den ganzen Complex nur einen un-
bestimmten endlichen Werth fordern, den wir mit y bezeichnen
wollen. Derselbe hiingt nicht ab von der Ordnungszahl a, ist viel-
mehr fiir alle a derselbe. Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun:

aw 0a :
ozt 7 on = 0 fir jedes a. (159¢)

Dies sind 8n Gleichungen. Wir haben aber aufser den 87 auf-
zufindenden Coordinaten z, darin noch eine iiberziihlige Unbekannte y,
welche daraus nicht gefunden werden kann, und als Coefficient die
ganze Losung unbestimmt macht. Nun haben wir auch im Falle
der idealen Starrheit noch eine (3n + 1)ste Gleichung, welche erfiillt
sein muls, nimlich @(z, a,,..., z,,)=0. Dic Schaar der vor-
handenen Gleichungen geniigt also zur vollstindigen Losung der
Aufgabe.
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In gleicher Weise kann man das Problem behandeln, wenn
statt der einen Bedingungsgleichung (155) eine ganze Reihe solcher
Gleichungen fiir die Coordinaten als Beschrinkungen der Be-
wegungsfreiheit vorgeschrieben sind. Die Anzahl dieser Gleichungen
sei m, diese Zahl m muls nothwendig kleiner als die Anzahl der
Coordinaten sein, also m < 8n, wenn nimlich m = 8n wiire, so
wiirde man aus diesen Bedingungen allein feste Werthe der Coordi-
naten berechnen kionnen, eine Bewegung wiire dann nicht mehr
moglich. Ferner aber miissen wir voraussetzen, dafs die vorge-
schriebenen Bedingungen unter einander vertriiglich sind. Fordert
beispielsweise eine der Gleichungen, dafs der Massenpunkt m, auf
einer fest vorgeschriebenen Fliiche bleiben soll, so darf eine andere
Gleichung nicht etwa fordern, dafs m, auf einer anderen Fliche
bleibe, welche mit jener ersten keine gemeinsamen Punkte hat,
wohl aber ist die zweite Bedingung vertriiglich, wenn die beiden
Flitcchen sich durchsetzen. Dann driicken beide Forderungen
zusammen aus, dals der Massenpunkt auf der Schnittlinie der beiden
Flichen bleiben mufs. Endlich wollen wir voraussctzen, dafs die
Bedingungsgleichungen von einander unabhiingig sind, dafs also
nicht etwa mehrere dieselbe Gebundenheit ausdriicken und sich
deshalb durch Transformation identisch machen lassen. Die Schaar
dieser Bedingungen sei dargestellt durch die Gleichungen:

Gl _'=0r G,——‘U. ] Gy =0, *ney Glu:o! (160)

in denen die Gy vorgeschriehene Functionen der Coordinaten sind.
Ueber den geometrischen und den physikalischen Sinn dieser Glei-
chungen gelten die gleichen Anschauungen, die oben an das Be-
stehen einer einzigen Gleichung @ = 0 gekniipft wurden, Fiir die
Kriifte, welche bei kleinen den Bedingungsgleichungen widersprechen-
den Verschiebungen auftreten, setzen wir wieder eine potentielle
Energie ¥, welche ihren Minimalwerth 0 besitzt, sobald die Con-
figuration den Gleichungen folgt, welche aber sofort steil ansteigt,
wenn eine oder mehrere der Gleichungen nur wenig verletzt werden.
Die einfachste Vorstellung ist, ¥ als eine Summe zu betrachten,
deren Glieder von je einer cinzelnen Function Gy abhiingen, und
zwar in derselben Weise, wie dies oben angenommen wurde., Wir
setzen also:

Y = glﬂ(Gb) (161)

und benutzen fiir jedes ¥ die in den Formeln (156 bis 157a) auf-
gestellten Kigenschaften. Dann ist
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ow d W, .
(aa,,) =(da:).,=° fur jedes b. (161a)

Der Index 0 bedeutet, dafs der Differentialquotient in einer mit
den Gleichungen (160) iibereinstimmenden Configuration gebildet ist.

Ferner ist
oy R A :
(a Gg):( ok )o = Gy fur jedes b, (161b)

Dabei bedeutet Cy fiir jedes b eine besondere, grofse positive Con-
stante: nachher werden wir alle (g ins Unendliche wachsen lassen,
Die Entwickelung von ¥ nach Potenzen der Coordinaten in der
Nithe einer Nulllage lifst sich nach dem Vorbilde von Gleichung (157)
durchfithren, man erhiilt entsprechend (157a)

w=1363T (52 (52 bee a0

Auch die Bildung der Differentialquotienten 6 ¥ /8, erfolgt
in gleicher Weise, sowie die Schlufsfolgerung, dafs fir alle in den
Bedingungsgleichungen vorkommenden Coordinaten die Verschie-
bungen & verschwindend werden miissen, sobald die ¢ sehr grofs
werden, Entsprechend (158b) findet man die Gleichgewichtsbe-

dingung
og a Gy
T T 20 5z, %0,

Die Elimination der & durch Einfihrung von Specialwerthen der
potentiellen Energie ¥ geschieht folgendermafsen: Lifst man nur
eine einzige Coordinatenverschiebung §, eintreten, withrend alle
iibrigen in den durch die Gleichungen (160) vorgeschrichenen Lagen
bleiben, so wird die potentielle Energie den Specialwerth ¥, an-
nehmen, welcher aus Gleichung (162) folgt:

=}Ev-$ab(a(,b) (164)

§ = ]/gcz(qggﬁ) ; (1644a)
b

81}

0 G" .& = 0 fir jedes einzelne a. (168)

mithin:
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Die Gleichgewichtsbedingung wird nach Einsetzung dieses Ausdrucks
ﬁlr Eh:

0w 0Gy  0Gy CRgLT
e R G e G [0 Pt
%“ az,)

oder anders angeordnet

(z=)

+g 60‘ l/wf,. *Tc,?%a‘)' = 0. (164b)

2% a5,) )

Die runde Klammer in vorstehendem Ausdruck ist ein echter Bruch,
denn der Nenner besteht aus einer Summe von positiven Gliedern,
withrend im Zihler nur eines dieser Glieder steht. Dieser Bruch
als Factor verkleinert also noch die einzelnen ¥, welche sich bei
stark wachsenden Werthen der. Gy der Null so nithern miissen, dals
der ganze Inhalt der geschweiften Klammer fiir jedes b einem ge-
wissen endlichen, aber zuniichst unbestimmten Grenzwerth y; zustrebt.
Die Endlichkeit dieser Grenzwerthe yy ist fir die letzte Gleichung
durchaus erforderlich, da sowohl @ ®/dz, wie auch die simmtlichen
0 @ |0z, endlich vorausgesetzt sind. Im idealen Falle vollkommener
Starrheit werden die Gleichgewichtsbedingungen entsprechend (159¢)

aw 66‘
T + %, Ok Pt 0 fur jedes a. (164c)

Dies sind wiedernm 3»n Bestimmungsgleichungen fir die 8a zu
suchenden Unbekannten. Darin stecken noch m iiberziihlige Un-
bekannte y4; wir haben aber bei vollkommener Starrheit auch noch
die m Gleichungen (160) als erfillt anzusehen und zur Liosung der
Aufgabe heranzuziehen, wodurch das Problem vollstindig bestimmt
ist. Die Bedeutung der Coefficienten yy ergiebt sich leicht aus der
vorstehenden Gleichung, die einzelnen yg.0 G/ 8z, sind Compo-
nenten der von den starren Verbindungen ausgeiibten Kriifte, die y,
bestimmen also die Intensititen dieser Kriifte. Die Erscheinung,
dals die starren Verbindungen jede erforderliche Grofse der Kriifte
hervorzubringen im Stande sind, findet ihren Ausdruck in der ur-
spriinglichen Unbestimmtheit der Coefficienten 4.

Wir wollen nun untersuchen, welche Form das Princip der
virtuellen Verschiebungen fiir den Fall beschriinkter Bewegungs-
freiheit annimmt. Die virtuellen Verschiebungen bezeichnen wir,
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wie frither, mit 8z, multipliciren jede Gleichung mit dem zu-
gehorigen dz, und addiren die ganze Schaar, bilden also die im
(leichgewichtsfalle verschwindende Summe der virtuellen Momente

60
a:l{azc +BE h

Diese Summe kann man folgendermafsen zerlegen:

ow oG 06
2 g et g %k e g 0% e
a 6:‘5 axﬂ a 63’0 (185&)

da aaG
--+?’i§ ax: axn‘f'---?',.? ax:‘axa=0-

Wegen der Unbestimmtheit der Coefficienten  kann diese Forderung
nur erfilllt werden, wenn jedes Glied einzeln gleich Null wird. Wir
finden also die Gleichgewichtshedingungen

do

S gg 05 =0. (166)

R

}3.":. o 0, (165)

Gl 5.’5;" 0

Ty

da, = 0, (167)

Die erste dieser Gleichungen, (166), ist scheinbar identisch mit
der fir ein ungebundenes System geltenden Bedingung, Gleichung
(158), den Unterschied ihrer Bedeutung erkennt man aber aus dem
Hinzutreten der nachfolgenden m Gleichungen (167). Diese fordern,
dafs die durch die virtuellen Verschiebungen verursachten Variationen
der m Functionen Gy gleich Null bleiben miissen, dafls also die Func-
tionen Gy selbst dabei ihren vorgeschriebenen Werth Null bewahren
miissen. Man kinnte diese m homogenen linearen Gleichungen der
8n Grofsen dz, dazu benutzen um m derselben durch die iibrigen
auszudriicken. Bs bleiben alsdann nur (3 n — m) willkiirliche vir-
tuelle Verschiebungen fibrig, die anderen m Verschiebungen sind
dadurch bereits bestimmt und zwar als vorgeschriebene homogene
lineare Functionen der willkiirlich gebliebenen. Die hierdurch ge-

fundene Beschrinkung der dz, iibertrigt sich nun auch auf die
19*
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erste Gleichung (166). Man kinnte die Ausdriicke fiir die m unfrei
gewordenen dz, in diese Gleichung einsetzen, und das Polynom
ordnen nach den frei gebliebenen. Die Summe fiillt dann nicht
mehr, wie beim unbeschriinkten System, in 82 einzeln gleich Null
zu setzende Theile, aus denen sie entstanden ist, auseinander, sondern
nur in (8 n — m) solche Theile. Wir erhalten deshalb aus dieser
Zerfillung auch nur (3 n — m) Bestimmungsgleichungen fiir Coordi-
naten, die zur Losung fehlenden m Gleichungen sind daun die vor-
geschriebenen Bindungen Gy = 0 fiir b von 1 bis m.

Das Princip der virtuellen Verschiebungen behiillt also auch im
Falle beschriinkter Bewegungsfreiheit seine Giiltigkeit, und zwar
sind nur solche Verschiebungen zu beriicksichtigen, welche mit den
vorgeschriebenen Gleichungen (160) vertriiglich sind. Sobald die
Summe der virtuellen Momente fur jede durch die starren Verbin-
dungen noch offen gelassene Verschiebung des Systems gleich Null
wird, befindet sich das System in einer Gleichgewichtslage. Charak-
teristisch fiir diese erlaubten Verschiebungen ist dabei der Umstand,
dals sie die von den festen Verbindungen ausgeiibten Kriifte zu
keiner Arbeitsleistung veranlassen, dafs daher unter den virtuellen
Momenten solche nicht vorkommen, welche von den Kriiften der
starren Verbindungen herrithren, sondern nur diejenigen, deren Ur-
sprung in den durch die potentielle Energie @ bedingten Kriiften
liegt. Hierin liegt der Grund, dafs diejenigen Theoretiker, welche
an der physikalischen Unmoglichkeit starrer Verbindungen keinen
Anstofs genommen haben und jene Widerstandskriifte aus der Be-
trachtung einfach weggelassen haben, zu richtigen Resultaten ge-
kommen sind. Der Gang ihrer Ueberlegung war ungefiir der um-
gekehrte als der hier gegebene, niimlich: Wenn die Bindungen
(160) vorgeschrieben sind, bestehen fiir die virtuellen Ver-
schiebungen dz, gewisse nothwendige Beschriinkungen, welche ihren
Ausdruck in Gleichungen (167) finden. Dafs nun das Princip der
virtuellen Verschiebungen fiir diese beschriinkte Freiheit eine hin-
reichende Bedingung des Gleichgewichts liefert, wird vorausgesetzt,
demnach Gleichung (166) als Gleichgewichtsbedingung eingefiihrt.
Mit diesem Material von Gleichungen kann man dann die Aufgabe
l16sen. Entweder bestimmt man aus den Gleichungen (167) m Ver-
schiebungen durch die iibrigen und setzt die gefundenen Ausdriicke
in (166) ein, spaltet dann diese Gleichung nach den ibrig geblichenen
willkiirlichen Verschiebungen in (8 n — m) einzelne Nullforderungen,
und nimmt die m Gleichungen (160) hinzu; so findet man die er-
forderlichen 83#n Gleichungen zur Bercchnung der Gleichgewichts-
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lage, oder man wendet, um die Unsymmetrie der Betrachtung zu
vermeiden, die Lagranae'sche Methode der Multiplicatoren an: Man
vereinigt die Bedingungen (167) dadurch mit der Hauptgleichung
(166), dafs man jede der ersteren, mit einem unbestimmten Factor
multiplicirt zur letzteren addirt.. Bezeichnet man diese Multiplica-
toren durch y,, 74 .y 6s+++s 7 50 kommt man auf Gleichung
(165a) oder nach Vertauschung der Reihenfolge der Summationen
auf Gleichung (165). Diese kann man dann nach simmtlichen ein-
zelnen Verschiebungscomponenten zerspalten und findet so die 8n
Gleichungen (164c). Da diese Gleichungen aufser den 3# Coordi-
naten noch die itberschilssigen Variabeln y,,...., 7, enthalten, so
miissen auch hier natiirlicher Weise noch die vorgeschriebenen m
Gleichungen (160) zur Losung der Aufgabe herangezogen werden.
Eine Elimination der Grdlsen y,,..., 7, ist nicht erforderlich, viel-
mehr liefert die Behandlung der Gleichungen als Nebenresultat be-
stimmte Werthe fiir diese vorher als unbestimmt eingefithrten Coeffi-
cienten, d. h, die von den starren Verbindungen ausgeiibten Kriifte
werden durch die Methode der Multiplicatoren doch in die Betrach-
tung hineingebracht.

Wie weit man von den vereinfachenden Annahmen der Starr-
heit — und in dieselbe Begriffsgattung gehort auch die Incom-
pressibilitiit der Flissigkeiten — Gebrauch machen darf, hiingt durch-
aus von Natur des Problems und von der erforderlichen Genauigkeit
der Angaben ab. Es kommen Fille genug vor, in denen man zu
den vollstiindigeren Bedingungen der elastischen Korper ibergehen
muls, sowohl bei Gleichgewichts- wie auch bei Bewegungserschei-
nungen. Namentlich ist dies erforderlich, wenn sehr grofse Kriifte
auftreten. Wenn z B. ein bewegter Korper gegen ein sogenannt
starres Widerlager stofst, so wird die Geschwindigkeit in der aufser-
ordentlich kurzen Zeit des Stofses entweder vernichtet, oder sogar
in eine entgegengesetzt gerichtete verwandelt. Diese sehr schnelle
Verdinderung der Geschwindigkeit deutet auf cine aufserordentlich
grofse Beschleunigung, d. h. auf eine eben solche Kraft, welche von
dem Widerlager ausgeht. Die Annahme der absoluten Starrheit
fiihrt dann zu Resultaten, welche mit der Wirklichkeit nicht iiber-
einstimmen, KEs pflanzt sich niimlich die beim Stols erlittene Defor-
mation in dem ausgedehnten Korper des Widerlagers als Schallwelle
fort, welche ein bestimmtes Energiequantum enthilt, und die Be-
trachtung dieser Bewegung, welche zu dem ganzen Vorgang mit
dazn gehort, erfordert, dafs man den Korper, welcher das Wider-
lager bildet, als deformirbar ansieht.
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Ein einfaches statisches Beispiel, welches ebenfalls diesen Unter-
schied in der Betrachtung klarstellt, wollen wir noch hinzufiigen.
Ein schwerer Korper, den wir hier als einen einzelnen Massenpunkt
(Schwerpunkt) von der Grofse m ansehen konnen, soll in einem vor-
geschriebenen Abstand ! von einem Aufhiingungspunkte bleiben.
Man erreicht dies nahezu, wenn man ihn an einem sogenannt un-
dehnsamen Faden, etwa einem Stahldraht von der gewiinschten
Liinge aufhiingt. Als Ruhelage findet man den im Abstand ! vertical
unter dem Aufhiingungspunkt gelegenen Ort der Masse m, denn diese
Lage entspricht der starren Bindung und die noch freien virtuellen
Verschiebungen liegen alle horizontal, liefern also unter der Wir-
kung der Schwerkraft stets virtuelle Momente gleich ‘Null. Die
potentielle Energie der Schwere @ ist ein Minimum, dem wir den
Werth Null geben ktnnen. Wenn man nun genau beobachtet, findet
man, dafs unsere Betrachtung ungenau ist. Die Ruhelage liegt that-
siichlich ein wenig tiefer, denn der Draht ist elastisch dehnbar.
Sobald aber Verschiebungen, die der Bindung zuwiderlaufen, also
in unserem Falle verticale, zugelassen werden, ist ¢ = 0 kein Mini-
mum mehr, bei einer Senkung des Punktes m um die Strecke §
wiirde @ = — gm§ also kleiner als Null werden; aulserdem wiirde
dann ¢ nicht mehr die gesammte potentielle Energie darstellen.
s kommt vielmehr von der elastischen Deformation des Drahtes
ein Antheil hinzu:

¥=}cF,

wo C eine sehr grofse Constante ist.

Die Gleichgewichtsbedingung wird dann:

D4+ W= —gm¢+ } CE = Minimum,

Daraus berechnet man § = gm [C, eine Dehnung des Drahtes,
die zwar bei unendlich grols gesetztem C verschwindet, welche aber
thatsiichlich besteht und welche mit hinreichend feinen Hiilfsmitteln
auch gemessen wird, um daraus einen Schlufs zu ziehen auf die
Grofse der elastischen Constanten C.

Wir haben in diesem Paragraphen die Functionen @ und ¥
wie auch die Bedingungsgleichungen G = 0 in cartesischen Coordi-
naten ausgedriickt gedacht, indessen lassen sich aunch im Falle be-
schriinkter Bewegungsfreiheit die mathematischen Schlufsfolgerungen
fiir jedes andere Coordinatensystem in gleicher Weise durchfiihren.
Die Gleichungen veriindern ihre Gestalt dabei durchaus nicht, da
wir gar keine bestimmten Functionsformen betrachtet haben. Wenn
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daher 8n irgendwie gewihlte Abmessungen p,, py, ..., Po,..., Py,
die Lage des Massensystems bestimmen, in welchem eine Reihe von
Bedingungen

Gy (P p,...)=0,..., Gs (P Py-.)=0...

zu erfilllen sind, so wiirde die Gleichgewichtsbedingung entsprechend
Gleichung (165) lauten:

o 6 Gy

AlwmrEnamfn-t g

Die allgemeinen Coordinaten brauchen nicht Liéingenabmessungen
zu sein, hitufig kann man unbenannte Zahlen als Coordinaten brauchen,
wie z. B. die Winkel im Polarcoordinatensystem oder die elliptischen
Coordinaten. Dann stellen die dp, nicht direct die vorher betrach-
teten virtuellen Verschiebungen dar, indessen sind die einzelnen
Summanden der vorstehenden Gleichung doch stets wahre virtuelle
Momente von der Dimension der Arbeit. Die Wahl eines geeigneten
Coordinatensystems kann in vielen Killen die Berechnung wesent-
lich erleichtern, namentlich wenn es gelingt, solche Coordinaten zu
finden, in denen die Bedingungsgleichungen eine besonders einfache
Form annehmen. Kann man z. B. eine Bedingung darauf zuriick-
fithren, dafls eine einzelne Coordinate p, unveriindert bleiben soll,
withrend die iibrigen frei bleiben, so braucht man sich um diese
Bedingungsgleichung nicht weiter zu bekiimmern. Man setzt viel-
mehr fiir dieses p, den constanten Werth ein und lifst das mit
dem entsprechenden dp, behaftete Glied in der Summe der virtuellen
Momente fort, da es ja doch wegen dp, = O verschwindet. Man hat
dann itberhaupt nur noch (3n — 1) Variabele in dem Problem. Lassen
sich mehrere Bedingungen auf diese einfachste Form bringen, so
kann man dadurch eben so viele Coordinaten aus dem Problem
eliminiren. Ist z. B. ein Massenpunkt gezwungen sich auf einer vor-
geschriebenen geraden Linie im Raume zu bewegen, so thut man
gut ein cartesisches Coordinatensystem zu Grunde zu legen, dessen
z-Axe mit dieser Geraden zusammenfillt, dann werden die y- und
z-Abmessung dieses Punktes stets gleich Null bleiben, und wir be-
halten statt dreier Variabeler z, y, # nur die eine z. Ist ein Punkt
gezwungen, auf einem festen Ellipsoide zu bleiben, so wiihle man
ein elliptisches Coordinatensystem, welchem dieses Ellipsoid angehort.
Man kann dann die eine der drei elliptischen Coordinaten constant
setzen und hat nur noch die beiden anderen als Variabele zu be-
trachten. '
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§ 62. Ein Grad von Freiheit. Einfache mechanische
Maschinen,

Die Anzahl der in einem Massensystem mit beschriinkter Be-
wegungsfreiheit noch iibrig bleibenden unabhiingigen Variationen der
Coordinaten nennt man ,die Anzahl der Grade von Freiheit. Ein
Massensystem von n Punkten, in welchem keine Bindungen vorge-
schrieben siad, besitzt also 8n Grade von Freiheit. Bestehen m
Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten, so bleiben nur
3n—m Grade. Damit nur ein Grad von Freiheit iibrig bleibe, die
Lage des Systems also durch Angabe eines einzigen Coordinaten-
werthes bestimmt sei, sind also 83 — 1 Bedingungen vorzuschreiben,
welche natiirlicher Weise mit einander vertriiglich und vop einander
unabhiingig sein miissen,

Zuniichst wollen wir die Frage erdrtern, wieviel Grade von Frei-
heit ein ideal-starrér Korper besitzt. Wir betrachten einen solchen
Korper als ein Massensystem von sehr vielen (1) materiellen Punk-
ten, in welchem die Bedingungen erfillt sind, dafs die Abstinde
aller Punkte von einander unveriinderlich bleiben. Wiirden wir
zwischen jedem Punktepaar m, und my die entsprechende Bedingungs-
gleichung einfithren

(@0 — x&)s + (% — yb}‘ + (% — %)i -2 rg.b = 0,

wo 7o p fiir jedes Paar eine vorgeschriebene Constante ist, so wiirden
wir zu viele Bedingungen fordern; die simmtlichen r, ; sind nicht
unabhiingig von einander. Zu einer gerade ausreichenden Schaar
von Bedingungen kommt man auf folgende Weise: Man withlt drei
nicht in einer geraden Linie liegende Massenpunkte My, Mg, M, AUS,
und stellt die drei Gleichungen auf, welche aussagen, dafs r, 4, 7, 4, 7.,
constant bleiben.

Jeder weitere Massenpunkt my, m,,... bildet mit dem ausge-
withlten Dreieck ein Tetraeder, die relative Lage eines Massenpunk-
tes m, gegen das Dreieck wird fest bestimmt durch Angabe der
drei Kantenlingen » ., 7, , 7, , und ebenso fir jeden weiteren
Punkt. Sind nun die Lagen gegen das Dreieck unverriickbar, so
sind auch die Lagen der iibrigen Punkte gegen einander fest be-
stimmt, d. h. die Bedingungen des starren Korpers sind hiermit er-
schipft. Die ersten drei Punkte erforderten zu ihrer relativen Fest-
legung 8 Gleichungen, die itbrigen (» — 3) Punkte erforderten jeder
3 @leichungen, wir haben also im Ganzen 8 4 8(n — 8) = 8w — 6
Bedingungen fiir 3n Coordinaten. Der starre Korper besitzt also,
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80 lange er in keiner Weise gehalten wird, 6 Grade von Freiheit.
Um ihn auf einen Grad von Freiheit zu beschriinken, braucht man
5 Bedingungen. Man kann zum Beispiel einen Grad von Freiheit
herstellen, wenn man zwei Punkte des Korpers unverriickbar fest-
hillt. Man giebt dem Korper zu dem Zwecke zwei nach entgegen-
gesetzten Richtungen hervorragende harte Spitzen, diese bilden dann
die festgehaltenen Punkte, sobald man sie zwischen zwei unbeweg-
lich festzustellenden conisch ausgehthlten Lagern einklemmt. Die
einzigen Bewegungen, welche der starre Korper dann noch ausfithren
kann, sind Rotationen um die Axe, welche die beiden festen Punkte
verbindet. Mathematisch wird diese Gebundenheit scheinbar durch
6 Gleichungen ausgedriickt, denn der feste Ort jedes der beiden
Punkte erfordert die Angabe von je drei Coordinaten, indessen sind
diese 6 Angaben nicht unabhiingig von einander, da ja der Abstand
der beiden Punkte bereits durch eine Bedingung des starren Korpers
vorgeschrieben ist. Man kann diese dazu benutzen, aus 5 Coor-
dinaten zweier Punkte die sechste zu berechnen. Thatsiichlich sind
nur 5 Bedingungen in der Festlegung einer Rotationsaxe ent-
halten. ¥s geniigt nun in der That eine einzige Angabe, um die Lage
des ganzen Korpers zu fixiren. Man kann einen belicbigen geeig-
neten Punkt als Zeiger benutzen. Sobald man dem Kreise, den der
Zeiger durchliiuft, eine Theilung und einen Nullpunkt gegeben hat,
bestimmt diese eine Coordinate eindeutig die Lage.

Eine andere wichtige Form eines Grades von Freiheit bamtzt
ein starrer Korper, der durch eine sogenannte Schlittenfithrung oder
durch Riider, welche nicht von festen Schienen loskommen kinnen,
oder durch noch andere Einrichtungen beschriinkt wird auf Parallel-
verschiebungen. Sobald auf der Schiene, welche die Bahn vor-
schreibt, eine Liingentheilung und ein Nullpunkt markirt ist, und
man irgend einen Punkt des starren Korpers, der die Schiene he-
rithrt, zum Zeiger gemacht hat, ist ebenfalls durch diese eine Coor-
dinate die Lage des ganzen Korpers angegeben.

Bei der Beurtheilung des (leichgewichts eines starren Korpers
oder eines Systems solcher Korper, die durch undehnsame Stangen
oder Seile mit einander verbunden sind, nimmt das Princp der vir-
tuellen Verschiebungen, sobald nur ein Grad von Freiheit gelassen
ist, eine besonders einfache Gestalt an. Nach den Auseinander-
setzungen des vorigen Paragraphen ist dieses Princip nur auf die
mit den Bindungen vertriiglichen Verschiebungen auszudehnen. Diese
lassen sich aber jetzt herleiten aus der Verschiebung eines einzigen
Punktes, etwa des als Zeiger dienenden Punktes. Diese Verschiebung
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tritt dann als gemeinsamer Factor aller virtuellen Momente vor die
gleich Null zu setzende Summe. Man erhiilt dadurch stets eine
einzige (leichung zwischen den wirksamen Kraftcomponenten und
den Coordinaten der angegriffenen Punkte. Da aber alle Coordinaten
durch Angabe einer einzigen bestimmt sind, kann man daraus eine
Gleichung bilden zwischen der einen Zeigercoordinate und den
Kriiften, d. h. man kann den Werth dieser Coordinate und somit
die Gleichgewichtslage finden.

In der angewandten Mechanik und in der Maschinentechnik
geht man immer darauf aus, den starren Maschinentheilen nur einen
Grad von Freiheit zu lassen, damit die Maschine sich nur in einer
vorgeschriebenen Richtung vorwiirts oder riickwiirts bewegen kénne
und keine willkiirlichen seitlichen Ausweichungen mehr méglich
seien. Deshalb haben die Gleichgewichtsbedingungen bei einem
Grade von Freiheit besonderes praktisches Interesse.

Wir wollen hier nur die einfachsten mechanischen Maschinen
betrachten und deren Gleichgewichtshedingungen aus dem Princip
der virtuellen Verschiebungen ableiten.

Ein Hebel ist ein starrer Korper, welcher um eine feste Axe
drehbar ist. Geht diese Axe durch seinen Schwerpunkt, so ist er der
Schwerkraft gegenitber im indifferenten Gleichgewicht, die auf die
Hebelmasse selbst wirkenden Schwerkriifte heben sich in jeder Lage
derselben auf und fallen deshalb aus der Betrachtung heraus.

Greifen nun in verschiedenen Punkten #ufsere Kriifte an, so wird
der Hebel im Gleichgewicht sein, wenn die Summe der virtuellen
Momente gleich Null ist. Die virtuellen Verschiebungen sind die
von den Angriffspunkten beschriebenen kleinen Kreisbogen, welche
entstehen, wenn man dem Hebel eine virtuelle Drehung um einen
kleinen Winkel ertheilt denkt, wenn also die Zeigercoordinate,
Winkel &, einen Zuwachs & & erfithrt. Sind die Abstiinde der An-
griffspunkte von der Drehungsaxe r,, r,, ... 7,, so werden die vir-
tuellen Verschiebungen:

s, =r, .0 OJg=r.08 ..., 08y =ry.0h

Diese sind als gerade Strecken anzusehen, welche senkrecht auf den
Radien r stehen. Von den Kriiften sind nur die in Richtung der
ds fallenden Componenten zu beriicksichtigen; man findet diese,
wenn man die Kriifte als gerichtete Strecken in den Angriffspunkten
ansetzt und auf die Richtungen der Verschiebungen projicirt. Fallen
diese Projectionen in die Richtung der d's, so rechnen wir sie positiv,
fallen sie in entgegengesetzte Richtung, so rechnen wir sie negativ.
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Bezeichnen wir diese wirksamen Kraftcomponenten mit S, §,, ... S,
so wird die Summe der virtuellen Momente

8,.08 4+ ...+ 8.08=(Sr +...5n).0%

Da diese Summe verschwinden muss und § von Null ver-
schieden ist, erhalten wir die Gleichgewichtsbedingung

Sr,+ Sryg+...+ 8.rn=0.

Diese Gleichung stimmt iibrigens iiberein mit der Forderung,
dafs die Rotationsmomente der Kriifte fiir die feste Axe sich ver-
nichten miissen (vergl. § 45).

Wenn die Drehungsaxe des Hebels nicht durch den Schwer-
punkt geht, so kommt zu der linken Seite der vorstehenden Gleichung
noch ein Glied + &.r hinzu, in welchem r den Abstand des Schwer-
punktes von der Axe und & diejenige Componente des vertical ab-
wiirts gerichteten Gewichts des Hebels bezeichnet, welche in Rich-
tung der virtuellen Verschiebung des Schwerpunktes fillt.

Ein besonders einfaches und oft vorkommendes Beispiel des
Hebelgleichgewichtes beobachtet man an einem linearen Hebel, d. h. an
einem hauptsiichlich in Richtung einer geraden Linie ausgedehnten
balkenformigen Korper von geringem Querschnitt, der um eine hori-
zontale Axe senkrecht zu seiner Lingsrichtung drehbar ist und der
durch zwei auf den heiden Seiten angehiingte oder aufgelegte Ge-
wichte belastet wird. Kinen solchen Hebel kann man als eine starre
Linie ansehen. Die beiden Angriffspunkte werden bestimmt durch
die Liinge der beiden Hebelarme, welche eine gerade Linie bilden.
Die Winkel, welche die verticalen Schwerkrifte der beiden ange-
hiingten Gewichte mit den virtuellen Verschiebungen bilden, sind
Supplementwinkel, ihre Cosinus, mit denen die Schwerkrifte multi-
plicirt werden miissen, sind entgegengesetzt gleich, heben sich also,
bis auf das Vorzeichen, nebst der Intensitit der Schwere g aus der
Nullsetzung der Momentsumme heraus. Man erhilt als Gleichge-
wichtsbedingung des Hebels die einfache Beziehung:

ﬂ'll 'rl = m’ -r._’
wo m, und m, die links und rechts von der Drehungsaxe ange-
brachten beiden Massen, und », und r, deren Hebelarme bedeuten.
Man schreibt diese Gleichung oft als Proportion

my 1My =TTy,
in Worten: Der Hebel ist im Gleichgewicht, wenn die Hebelarme
sich umgekehrt wie die aufgelegten Gewichte verhalten. Sobald
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diese Bedingung nicht erfillt ist, setzt sich der Hebel nach der
einen oder der anderen Richtung in beschleunigte Bewegung. lst
aber die Vorschrift erfillt, so bleibt der Hebel in jeder Stellung
in einem indifferenten leichgewicht; man kann ihn dann ohne
fiufsere Arbeitsleistung durch den geringsten Anstofs nach jeder von
beiden Richtungen in eine langsame unbeschleunigte Bewegung ver-
setzen, man kann z. B. das schwere Gewicht aufsteigen lassen,
withrend das leichtere herabsinkt: Die auf der einen Seite gewonnene
Arbeit ist dabei immer gleich der auf der anderen Seite verbrauch-
ten. Der Nutzen des Hebels zum Heben schwerer Lasten beruht
darin, dafs man mit Hillfe einer geringeren Kraft eine grofsere iiber-
winden kann. Freilich mufs die schwiichere Kraft einen entsprechend
lingeren Weg hindurch wirken, als der Weg ist, um den die schwere
Last gehoben wird.

Fine andere Form der einfachen Maschinen finden wir in den
,schiefen Ebenen¢. Wenn wir uns auf die Wirkungen der Schwer-
kraft beschriinken, konnen wir diese Maschinen definiren als Ein-
richtungen, durch welche schwere Massen gezwungen werden auf
einer von der Verticalen abweichenden schriigen Bahn aufwiirts oder
abwiirts zu laufen. Alle solche Einrichtungen verursachen bei der
Bewegung viel bedeutendere Reibungskrifte, als beim Hebel zu be-
fiirchten sind; doch wollen wir hier diese energieverzehrenden Ein-
flilsse aus der Betrachtung ausschliefsen, etwa ganz glatte Schienen
und Rider und reibungslose Axenlager voraussetzen. Der schwere
Korper, welcher auf der schriigen Bahn bewegt werden soll, sei an
ein biegsames Seil gekniipft, welches fiber eine am oberen knde der
schiefen Ebene befestigte Rolle liuft und auf der anderen Seite
durch frei herabhiingende Gewichte gespannt wird. Eine Rolle ver-
dandert nur die Richtung des iiber sie gelegten Seiles ohne indessen
die Spannung zu beeinflussen. Freilich erfihrt die Axe der Rolle
von den beiden verschieden gerichteten Zugkriiften der beiden Seil-
hiilften einen resultirenden Druck, dieser wird aber bei hinreichen-
der Starrheit ohne merkliche Deformation ausgeglichen. Das frei
herabhiingende Gewicht g.m kann man so wihlen, dafs die Last
auf der schiefen Ebene gerade im Gleichgewicht gehalten wird. Das
ganze System besitzt einen Grad von Freiheit, die virtuellen Ver-
schiebungen sind wegen der Seilitbertragung fiir alle Massenpunkte
des Systems von gleicher absoluter Liinge, aber auf der schiefen
Ebene von anderer Richtung als bei dem frei hiingenden Gewicht.
Wir wollen uns eine Verschiebung ds vorstellen, welche die Last
von der Masse M auf der schiefen Ebene aufwiirts und die Masse m
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vertical abwiirts riickt. Um die virtuellen Momente zu bilden,
miissen wir die in Richtung der Verschiebungen fallenden Kraft-
componenten suchen. Das Gewicht der Last ist die vertical abwiirts
gerichtete Kraft g. M, die in Richtung der Bahn fallende Componente
derselben ist — g.M.sin «, wo « den Steigungswinkel der Bahn
bedeutet. Das negative Vorzeichen tritt hinzu, weil die Componente
der von uns gewiihlten Richtung der Verschiebung entgegengesetzt
ist. Die Kraft g.m wirkt mit ihrem vollen Betrage in Richtung
der verticalen Verschiebung der Masse m. Das Verschwinden der
virtuellen Momente liefert daher die Bedingungsgleichung:

—g.M.sine.0s +g.m.0s =0

oder:
m = M sin «.

Sobald m diesen Werth besitzt, kann man das System ohne Arbeits-
leistung in langsamer unbeschleunigter Bewegung erhalten, ohne
dabei die statischen Bedingungen zu verlassen. Letzteres gilt wenig-
stens so lange man das Gewicht des Seiles vernachlissigen darf.
(Ist das Seil dagegen selbst von bedeutendem Gewicht, so erhiilt
man nur eine einzige Ruhelage, in welcher M und m gleiche Héhen-
lage haben, und zwar entspricht diese Lage einem labilen Gleich-
gewicht. Wir wollen indessen hier das Gewicht des Seiles vernach-
lissigen.) Die fallende Masse m leistet die Arbeit, welche dureh
die Aufwiirtsbewegung von M wiedergewonnen wird. Der Nutzen
der schiefen Ebene besteht, wie der des Hebels, darin, dafs man
grofse Kriifte mit Hilfe geringerer Kriifte iiberwinden kann: Kin
Pferd kann auf einer méilsig ansteigenden Falrstrafse Lasten
bergauf befordern, die es aufser Stande wire direct vertical zu
heben, etwa mittelst eines iiber Rollen gelegten Seiles, an dessen
Ende die Last hiingt.

Eine dritte Grundform mechanischer Maschinen bilden die
Flaschenziige, deren allereinfachsten Typus wir hier betrachten
wollen. An der Unterseite eines festen Balkens B (Fig. 17) sei bei
4 ein langes Seil angekniipft und daneben eine Rolle mit der Axe €
_ befestigt. Das Seilende sei fiber diese Rolle gefiihrt und in der
dadurch gebildeten Schlinge hiinge eine Rolle, deren Axe nicht fest-
gehalten ist, sondern in einem frei beweglichen Axenlager 7 liuft.
An dieses Axenlager konnen Gewichte angehiingt werden, ebenso
an das frei herabhiingende Seilende. Wie miissen diese Gewichte
gewiihlt werden, damit das System im Gleichgewicht ist? Man kann
nicht behaupten, dafs ein solcher Flaschenzug nur einen Grad von
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Freiheit besitze, die beweglichen Massen kinnen vielmehr mancherlei
Pendelbewegungen ausfiihren, auch kann die bifilar aufgehingte
Rolle mit ihrer Belastung um eine verticale Axe schwingen, gleich
als hinge sie an einem tordirbaren Drahte. Alle diese Verschie-
bungen schliefsen wir aus, ihnen kommt eine selbstverstindliche

Ruhelage zu, um welche jene

<@7> Bewegungen herum pendeln.

Q<§<ﬂ . - > Uns interessirt nur diejenige

A Verschiebung, bei welcher die

C am freien Seilende aufgehiingte

Masse m vertical abwiirts ge-

'(' fithrt wird, bei welcher also

ein dieser Verschiebung gleiches

Stiick des Seiles iiber die feste

Rolle gezogen wird; diese Be-

wegung hat nur einen Frei-

heitsgrad, und man kann die

F S virtuelle Verschiebung der

r losen Rolle nebst der daran

- hiingenden Masse M aus der-

et jenigen der Masse m berech-

g R > 9 nen. Sinkt nimlich m um die

Hohe k, so wird die Seil-

schleife um die Liinge A, jede

m l ihrer Hiilften um k/2 verkiirzt,

£, mithin steigt die lose Rolle

um %/2 aufwiirts. Das ist also

die virtuelle Verschiebung. Die

Schwerkriifte wirken mit ihrem

ganzen Betrage in Richtung

Fig. 117. der Verschiebungen, und zwar

ist die Kraft g.m positiv zu

setzen, liefert also das virtuelle Moment g.m .k, wihrend g.M als

entgegengesetzt der Verschiebung negativ zu rechnen ist und das
Moment — g M.h/2 liefert. Das Gleichgewicht fordert nun
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In der Masse M ist dabei die Masse der losen Rolle selbst mit ein-
hegriffen zu denken.
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Stehen die Massen in diesem Verhiiltnifs, so ist der Flaschen-
zug im Gleichgewicht, man kann ihn miihelos in langsame Be-
wegung setzen, ohne dals er dabei die statischen Bedingungen ver-
lifst (das Seil selbst nehmen wir dabei wieder gewichtlos an). Im
Ganzen wird anch hierbei Arbeit weder gewonnen noch verloren.
Der Nutzen der Einrichtung besteht darin, dafs man die Schwer-
kraft 9. M durch eine halb so grofse Kraft iiberwinden kanu. In
gleicher Weise findet man auch die statischen Bedingungen der
zusammengesetzteren Flaschenziige mit mehreren beweglichen Rollen,
bei denen das Verhiltnifs der arbeitenden Kraft zu der gehobenen
Last ein noch giinstigeres ist als 1/2.

Die Einrichtungen der einfachen Maschinen sind sehr mannig-
faltig, lassen sich aber im Princip auf die hier besprochenen Grund-
formen zuriickfithren. So kann man die in einander greifenden Zahn-
riider als Zusammenstellungen einer ganzen Reihe von Heheln an-
sehen, welche beim Laufe des Riderwerkes abwechselnd zur An-
wendung kommen. Dasselbe gilt von den durch Treibriemen ge-
koppelten Riemenscheiben von verschiedenem Durchmesser. Die
Keile, durch welche man Korper spaltet, die einer Trennung ihrer
Theile grofse Kriifte entgegensetzen, sind anzusehen als Verbin-
dungen zweier schiefer Kbenen, die unter hinreichend spitzem
Winkel zusammentreffen. Kinige dieser Einrichtungen sind bereits
im Alterthume erfunden und benutzt worden, die Gesetze des Gleich-
gewichts am Hebel und an den Flaschenziigen waren bereits dem
Archimedes bekannt.

Zweiter Abschnitt.

Principien der Bewegung.

§ 63. Das d'Alembert’sche Princip.

Unsere weitere Aufgabe ist nun, die Gesetze, nach denen die
Bewegungen in der Natur vor sich gehen, in eine allgemeine Aus-
sage zusammenzufassen, iihnlich, wie wir dies im vorigen Abschnitt
fiir den besonderen Fall des Gleichgewichts gethan haben. Wir be-
trachten also wieder ein System von beliebig vielen materiellen
Punkten, welche -unter der Wirkung beliebiger innerer und #ufserer
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Kriifte stehen, doch wollen wir jetzt nicht annehmen, dafs diese
Krifte sich gegenseitig vernichten oder durch feste Verbindungen
unwirksam werden, vielmehr sollen beschleunigte Bewegungen auf-
treten. Je nach der Natur der Kriifte, je nach der Art der etwa
bestehenden Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit und je nach dem
Anfangszustand (Configuration und Geschwindigkeit) werden die ein-
tretenden Bewegungen sehr verschiedenartig ausfallen; das durch-
gehend Gesetzmii(sige haben wir bisher nur ausdriicken konnen in
den Newron'schen Differentialgleichungen der Bewegung (siehe z. B.
Gleichung (118) auf Seite 194), deren es ebensoviele als Coordinaten
in dem System giebt. Feste Verbindungen milssen dabei ihrem
wahren physikalischen Sinne nach als Kraftwirkungen in Folge
Kleiner Deformationen angesehen werden, wenn es nicht gerade ge-
lingt durch geschickte Wahl der Coordinaten die Bedingungsglei-
chungen in solche Form zu bringen, dals einige Variabele ganz
eliminirt, d. h. constanten Grofsen gleichgesetzt werden, die iibrig-
bleibenden aber frei sind.

Das Princip, welches der berithmte franzosische Mathematiker
p’ALEMBERT um die Mitte des 18. Jahrhunderts aufgestellt hat, falst
nun die ganze Schaar von Gesetzen, nach denen sich die einzelnen
Coordinaten aller Punkte veriindern, in eine einzige Forderung zu-
sammen, welche sich in ihrer Form direct anschliefst an das Princip
der virtuellen Verschiebungen, und aus welcher man alle Bewegungs-
erscheinungen so herauslesen kann, wie sie in der That beobachtet
werden. Die Ueberlegung, durch welche D'ALEMBERT zu seinem
zusammenfassenden Princip der Dynamik gelangte, war folgende:
Die Bewegungen der Massenpunkte werden nicht geiindert, wenn
man fir jeden Punkt zwei Krifte hinzufiigt, welche sich jederzeit
und allerorten aufheben, welche also stets gleiche Intensitit und
entgegengesetzte Richtung haben. Solche Krifte kann man in jeder
beliebigen Intensitit und Richtung zu dem System zugesetzt denken,
ohne dafs an den Bedingungen etwas geindert wilrde; D’ALEMBERT
nahm nun solche Zusatzkriifte von ganz bestimmter Art an: Die
einen sollten so beschaffen sein, dafs sie allein den angegriffenen
Massenpunkten, wenn diese frei beweglich wiren und von keinen
anderen Kriiften angegriffen wiirden, dieselben Bewegungen ertheilen,
welche thatsichlich in dem Systeme vorkommen. Die anderen Zusatz-
kriifte mufsten dann, der Abmachung zu Folge, den ersteren ent-
gegengesetzt gleich angenommen werden fiir alle Punkte. Die ersteren
Kriifte ertheilen dann den Punkten ilwe wirklichen Bewegungen, sie
sind ja so gewithlt, dafs ihre Intensitiiten nnd Richtungen gerade
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die thatsiichlichen Beschleunigungen hervorrufen. Is wird also in
der Bewegungserscheinung nichts geiindert, wenn man alle aufserdem
noch wirkenden Kriifte unterdriickt; damit ist aber gesagt, dals alle
diese Kriifte sich im Gleichgewicht halten miissen, denn sie erzeugen
keinerlei resultirende Beschleunigungen mehr. Sie bestehen erstens
in den negativen Zusatzkriiften »’ALEMBERT’S, ferner in den inneren
und #Hufseren Kriiften, welche die Punkte des Massensystems an-
greifen und endlich in den mdglicherweise vorhandenen Widerstands-
kriiften der vorgeschriebenen sogenannt festen Verbindungen. Das
Problem ist dadurch auf eine Gleichgewichtsfrage zuriickgefiihrt, zu
deren Losung man das Princip der virtuellen Verschiebungen be-
nutzen kann, als diejenige Form der statischen Bedingung, welche
beim Bestehen von festen Verbindungen die einfachste Darstellung
erlaubt, indem nur diejenigen virtuellen Verschiebungen zu betrachten
sind, welche mit den Bedingungsgleichungen Gy = 0 vertriiglich sind.
Es mag noch erwiihnt werden, dafs solche Bedingungsgleichungen
jetzt auch die Zeit explicite enthalten konnen, dafs dann aber die
virtuellen Verschiebungen, welche man zum Erkennen eines Gleich-
gewichtszustandes ausgefithrt denkt, verschieden sind von den bei
der wirklichen Bewegung in dem Zeitelement d¢ durchlaufenen
Wegen. Zur Auffindung der mit den Bedingungsgleichungen ver-
triglichen virtuellen Verschiebungen hat man vielmehr der Zeii
einen constanten Werth zu ertheilen, niimlich denjenigen, fiir welchen
man die Bedingungen aufstellt. Dies ist nun im Allgemeinen jeder
Zeitpunkt, wir werden deshalb auch die virtuellen Verschiebungen
als Functionen der Zeit ansehen und im Folgenden von dieser Auf-
fassung Gebrauch machen.

Die einfachste mathematische Darstellung des Princips erhalten
wir unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen cartesischen Coordi-
natensystems, welches auch p’AremBerT benutzte. In diesem System
haben wir bereits die Newron'schen Bewegungsgleichungen dar-
gestellt und konnen deshalb die Zusatzkriifte direct durch die that-
siichlichen Beschleunigungen ausdriicken. Wir miissen uns dabei
alle Kriifte in Componenten nach den drei Axenrichtungen zerlegt
denken. Die Axenrichtungen brauchen wir auch hier nicht durch
verschiedene Buchstaben zu unterscheiden, sondern kénnen kurz von
3n Coordinaten z, sprechen, welche die n Punkte in ihrer Lage
bestimmen. Die inneren und #ufseren Kriifte, welche das System
regieren, ergeben, jeder Coordinate entsprechend, eine Kraftcom-
ponente X,, und die p’AuemBERT'schen Zusatzkriifte geben ein erstes
System von Componenten, welches wir mit + X bezeichnen, und

H. v. HeLummovrz, Theoret, Physik, BA. I, 2. 20
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ein entgegengesetzt gleiches — X;. Da nun die Kriifte X; allein
die thatsiichlichen Beschleunigungen der Punkte m, erzeugen sollen,
80 haben wir einfach nach der Newron'schen Definition zu setzen:
d

e

Die sich im Gleichgewicht haltenden Kriifte sind dann die X, und
die — X;, welche sich als gleichgerichtete Grofsen fiir gleiches a
algebraisch addiren zu

Xy = m,

2
Xu-—X;=Xu—mu%-

Das Princip der virtuellen Verschiebungen driickt dieses Gleich-
gewicht aus in der Forderung:

> (xa = m,.i;“—;)am. =0. (169)

a=1 t
Dies ist der mathematische Ausdruck des zusammenfassenden Prin-
cips der Bewegung in der von p’AvemsERT gegeberen Form, bezogen
auf rechtwinklige Coordinaten.

Auf andere Coordinaten kann man diese Form nicht so
direct iibertragen, wie dies beim Gleichgewicht moglich war [vergl.
Gleichung (152a) und (168)], denn die zweiten zeitlichen Differential-
quotienten beliebiger Abmessungen bedeuten nicht in der Regel die
Beschleunigungen, welche in der Newrox’schen Kraftdefinition ge-
meint sind; im allgemeinen erfordert vielmehr der Uebergang zu
einem anderen Coordinatensystem eine mehr oder weniger umstiind-
liche Transformation der Gleichung.

Wenn nun in dem System den Massenpunkten keine bestimmten
Bahnen oder sonstige Bindungen vorgeschrieben sind, sondern die
von den Kriiften hervorgebrachten Beschleunigungen voll zur Er-
scheinung kommen, so lehrt uns die symbolische Formel des
p'AreMBERT'schen Princips nichts Neues; das Verschwinden der
Summe liefert dann sofort die 8n einzelnen Gleichungen

- d*z,

Ac—ma'_d“f'=01

das sind aber die Newron'schen Grundgleichungen. Der strenge
Beweis dieser Behauptung lifst sich ebenso fithren, wie wir ihn
frither schon fiir die Statik angegeben haben: Wire die Kraft-

summe (X, — m, d;':;“) nicht jederzeit gleich Null, sondern eine
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Function der Zeit, welche bald positiv, bald negativ sein kann, so
konnten wir die Verschiebungen dz,, welche ebenfalls Functionen
der Zeit sind, und zwar bei Abwesenheit von festen Bindungen jede
eine unabhiingige selbststiindige Function, so withlen, dafs sie jeder-
zeit dasselbe Vorzeichen haben wie die Kraft, mit welcher sie
multiplicirt sind, dals also das Product beider stets positiv ist. Eine
Summe von lauter positiven Gliedern kann aber nimmermehr Null
geben. Die vorstehenden Gleichungen miissen also fiir jedes einzelne
a zu allen Zeiten erfillt sein.

Wenn ferner Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit vorhanden
sind, und wir diesen auf den Grund gehen, dieselben also als
elastische Kriifte erkennen, welche bereits bei sehr kleinen Verstii(sen
gegen die festen Bindungen sehr grofse Intensitiiten erreichen, so
ist das Massensystem auch dann als ein ungebundenes anzusehen:
Man mufs ein gliedweises Verschwinden der Summe in Gleichung (169)
verlangen, nur sind dann in die X, auch jene elastischen Kriifte mit
einzuschliefsen. Der Inhalt der Bewegungsgleichungen wird dadurch
ein anderer, dem entsprechen dann auch die veriinderten Bewegungen
des gebundenen Systems gegenilber dem freien. Da nun aber die
Annahme absolut starrer Bindungen, als eine in vielen wichtigen
Fiillen ausreichende Anniiherung an die Wirklichkeit, die Betrach-
tungen wesentlich vereinfacht, so wollen wir diese Annahme, deren
Folgerungen fiir die Statik wir bereits ausfiihrlich besprochen haben,
auch auf das p’AnemBErT'sche Princip iibertragen, welches in diesem
Falle wirklich einen praktischen Nutzen bietet. Die vorgeschriebenen
Bedingungen werden ganz allgemein ausgedriickt durch m Gleichungen
zwischen den Coordinaten und der Zeit; es ist nicht ndthig, dals
die Zeit in diesen Gleichungen vorkommt, gleichwie auch einige
Coordinaten fehlen konnen. Diese Gleichungen schreiben wir in
der Form:

Gy (@yy Zyy oo Ty oo Ty, ) =0,

ebenso Gy =0,... Gy=0,... G, =0. ] (170)

Man kann in diesen Gleichungen die Coordinaten variiren und erhiilt
dadurch m lineare homogene Gleichungen fiir die virtuellen Ver-
schiebungen. Diese lauten:

0 G a6
ga;--‘-j;:-azmo,... g-%ﬂ!’-axﬁo... (1704a)

'Es konnen also m von diesen Grofsen als abhiingig von den iibrigen

ausgedriickt werden, und in die Summe des p’ALemBERT'schen Prin-
20*
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cips eingesetzt werden. Die Summe kann man dann nach den
iibrig bleibenden 8n — m Verschiebungen ordnen; der Coefficient
jeder einzelnen dieser willkiirlich gebliebenen Variationen mufs ein-
zeln gleich Null sein (Beweis wie oben); man erhilt also 8n —m
Differentialgleichungen, welche zusammen mit den m Gleichungen (170)
das Problem vollstindig bestimmen. Der Nutzen des »'AremMBERT-
schen Princips liegt also darin, dafs es jetzt so viele Differential-
gleichungen liefert, als Freiheitsgrade in dem System bestehen.

Die Elimination von m Variationen macht die Rechnung un-
symmetrisch. Falls nicht etwa durch besonders einfache Form der
Bedingungsgleichungen die Elimination einiger dz, nahe gelegt
wird, ist es fibersichtlicher, simmtliche Verschiebungen beizubehalten,
was durch die Lacranar’sche Methode der unbestimmten Coeffi-
cienten erreicht wird. Man erweitert jede der Variationsgleichungen
(170a) mit einem unbestimmten Factor; die Reihe dieser Factoren,
welche als Functionen der Zeit anzusehen sind, bezeichnen wir
durch 7y, 74 «++s ¥8s++y ¥m dann addirt man die so erweiterten
Gleichungen zu der allgemeinen Form des »’Aremsert’schen Prin-
cips und fafst die entstehende Summe nach den einzelnen Varia-
tionen da, zusammen. Man erhiilt dann die Forderung:

s R e BTG
ZXa—mn-d—‘r"l'z_.?’b‘a%)a%—O-

a

Die vorgeschriebenen Verbindungen zwischen den Punkten sind
jetzt in die Gleichung des Princips mit aufgenommen, wir miissen
also jetzt die Coefficienten simmtlicher dz, einzeln gleich Null
setzen; dies liefert folgende 3n Differentialgleichungen:

d* z, = 0 Gy
Xﬂ_ma"g'i'r'I'ayb'axnﬂol
welche man auch schreiben kann:
d® xz, = - d Gy
m" '—"""—d‘s _X“,+Zrb. axn ] (171)

Dieses System von Differentialgleichungen wurde von Laaranae fir
die Bewegungen eines Systems mit den durch die Gleichungen (170)
vorgeschriebenen Bedingungen aufgestellt und ist eine directe Fol-
gerung des p’AremBERT’schen Princips. Die Gleichungen enthalten
aufser den 8n unbekannten Zeitfunctionen z, noch die m unbekannten
Grofsen yp. Zur Losung sind auch noch die m Gleichungen (170)
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heranzuziehen. Ferner bringt die Integration der zweiten Differen-
tialquotienten fiir jede Coordinate zwei Integrationsconstanten mit
gich. Diese miissen bestimmt werden aus dem Anfangszustand,
welcher fir die Zeit ¢ =0 jedem z, und jedem dz,/dt¢ einen ge-
gebenen Werth vorschreibt.

Die Laaranar'schen Bewegungsgleichungen unterscheiden sich
von den fiir die Statik beim Bestehen fester Bindungen gefundenen
Gleichungen (164c) wesentlich nur dadurch, dafs die Kraftsummen,
welche damals gleich Null waren, hier gleich den positiven Zusatz-
kriiften gesetzt werden, welche die thatsichlichen Beschleunigungen
der Massenpunkte erzeugen. Jene Gleichgewichtsbedingungen stellen
also nur denjenigen Specialfall der Lacrancr’schen Differential-
gleichungen dar, in welchem keine Beschleunigungen auftreten,
sondern entweder Ruhe herrscht, oder hdchstens unbeschleunigte
Bewegungen vorkommen, bei denen das System die statischen Be-
dingungen nicht verlifst.

§ 64. Das Hamilton'sche Princip.

Eine noch einfachere Gestalt kann man dem durch das p’Ayem-
pERT'sche Princip gefundenen Grundgesetz der Dynamik geben, wenn
man die wirkenden Kriifte als conservativ erkannt hat, wenn man
also einen Ausdruck der potentiellen Energie @ gefunden hat, aus
welchem sich die Kriifte herleiten als die negativen Differential-
quotienten nach den Coordinaten. Wir konnen die p’AremBERT'sche
Summe wegen der Gleichgilltigkeit der Reihenfolge ihrer einzelnen
Bestandtheile in folgender Weise spalten:

d* x, I
gn;xa.ax, = ?mu- T (172)
Gelten nun fiir die X, die Bedingungen der conservativen Kriifte:
aw
Xn = - “5;;';

so stellt die linke Seite der vorstehenden Gleichung, wie wir hereits
bei Betrachtung des Gleichgewichts, Gleichungen (153) und (153a),
sahen, die Variation von — @ dar, welche durch die virtuellen Ver-
schiebungen erzeugt wird:

3] At~ 6‘"’ o N
ZXgazn—"Z_"ax_c"azu— —J‘p.
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Der zweite Theil der v'ALemBErRT'schen Summe, welchen wir auf
die rechte Seite der Gleichung (172) gestellt haben, lifst eine Um-
formung jedes einzelnen Gliedes zu, welches sich als Theil eines
vollstiindigen Differentialquotiénten ansehen lifst. Es ist niimlich:

d v d’ z, dz, d oz,
di (m., . d.ca) = M, P dx, + my N gl e
folglich:
ey d am 5 dw, ddx,
my 'E‘s' 0 Xy = di (Hln d1 L’.T."«‘J - M, lff g _d-{ s (172 a)

Diese Umformung ist nicht blofs eine formale Aenderung der Aus-
drucksweise, sie enthiilt auch eine Korderung. Wir hatten schon
frither eingesehen, dals im Bewegungsprincip die virtuellen Ver-
schiebungen als Zeitfunctionen aufzufassen sind; im letzten Glied
der vorstehenden Gleichung kommt nun der Differentialquotient von
0z, nach der Zeit vor, wenn wir also diese Umformung brauchen
wollen, werden wir genithigt, die 8w, als differenzirbare Functionen
der Zeit einzufithren. Durch diese Forderung wird die Willkiirlich-
keit ihrer Wahl noch nicht beeintriichtigt. Wenn wir beispiels-
weise zum Beweise des nothwendig-gliedweisen Verschwindens der
p'AremBErT'schen Summe vorschrieben, dafs die dz, jederzeit das-
selbe Vorzeichen haben sollten, wie die mit ihnen vereinigten Kraft-
summen, so kann man einen solchen Zeichenwechsel mit der Stetig-
keit und Differenzirbarkeit doch vereinen, Die §z, sind eben kleine
Grofsen, welche sehr nahe bei Null bleiben und ohne Spriinge durch
Null hindurch von positiven zu negativen Werthen und umgekehrt
iibergehen kinnen, wie man es braucht. Die Forderung der Differen-
zirbarkeit sagt nur aus, dals durch die virtuellen Verschiebungen,
die einem Punkte des Massensystems zu jeder Zeit ertheilt werden,
eine von der wirklichen Bewegung abweichende variirte Bewegung
vorgestellt wird, welche stetig und mit einer stets angebbaren Ge-
schwindigkeit ausgefithrt wird, Diese Geschwindigkeit wird sich im
Allgemeinen unterscheiden von derjenigen, welche der Punkt im
gleichen Zeitelement in seiner wirklichen Bahn besitzt. Die Aen-
derungsgeschwindigkeit der Coordinate x, ist dz,/dt, die der variirten
Coordinate ist

dodm,

gt =

das zweite Glied giebt also die durch die Variation der Bewegung
verursachte Aenderung der Geschwindigkeit, welche man in der

d dz,
77 @ + 0x,) = 71 ik
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Schreibweise der Variationsrechnung ausdriickt durch &(dz,/d{), es

ist also:
db.cn oy d z,

dt dt

Diese Gleichung spricht die Regel von der Vertauschbarkeit der
Reihenfolge von Variation und Differentiation aus. Vorausgesetzt
mufs dabei nur werden, dafs die Variabele, nach welcher differen-
zirt wird, also hier die Zeit, nicht von der Variation betroffen wird.
Dieser Voraussetzung entspricht unsere Annahme, dafs die variirten
Lagen der Punkte zu denselben Zeiten durchschritten gedacht werden,
wie die wirklichen Lagen. (Man kann auch andere Variations-
bedingungen aufstellen und durchfiihren, bei denen die Zeit selbst
auch variirt wird; davon wollen wir hier aber absehen.) Das letzte
Glied der Gleichung (172a) erhilt durch dle Vertauschung der
Zeichen dfdt und 0 die Form:

dz, dz, dxy
iy e ‘T{ 2 ( dt ) }

stellt sich also heraus als die Variation des o-ten Summanden der
kinetischen Energie L des Systems. Die rechte Seite der Gleichung
(172) ist daher:

B d
Em, d 55“ = -a?zm, ‘-'dm; t)z, — oL

und das p’Aremserr'sche Princip geht iiber in die Form:

d d dz,
0P —0L=0d(D—L)= __:E_?Em" 77 0, .
Verfolgt man nun die Bewegung des Massensystems von einer An-
fangszeit ¢, bis zu einem Ziel ¢, so liegt der Gedanke nahe, den
totalen Differentialquotienten, welcher die rechte Seite der vor-
stehenden (leichung bildet, fiir den betrachteten Zeitraum zu in-
tegriren. Man erhiilt dann:

4

R
fa(cp- L).dt = — 3 m, d“‘; Fre
t to
Auf der rechten Seite steht die Differenz zwischen dem Anfangs-

werthe der Summe und dem Kndwerthe derselben. Diese beiden
Grenzwerthe hiingen davon ab, wie man die virtuellen Verschie-
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bungen zu den Zeiten ¢, und ¢ wihlt. Setzt man fest, dafs fir
beide Grenzen die simmtlichen dx, = 0 werden sollen, dafs also die
variirten Bahnen der Massenpunkte alle von der wahren Anfangs-
lage auslaufen und zur wahren Endlage fihren, so wird die rechte
Seite der vorstehenden Integralgleichung gleich Null. Auf der linken
Seite kann man noch die Reihenfolge von Integration und Variation
vertauschen, denn das Integral ist nur eine Summe von Variationen,
withrend das Zeitdifferential d¢ sowohl wie die Zeitgrenzen ¢, und ¢,
nach unserer Voraussetzung von der Variirung nicht betroffen
werden. Man findet dann als Schlufsresultat die merkwiirdig ein-
fache Forderung:

3| (@ —-Lydt=0. (178)
)

Dies ist das Hammuron'sche Princip der Dynamik, welches in
einer einzigen symbolischen Gleichung alle Gesetzmiifsigkeiten der
Kraftwirkung auf triige Massen zusammenfafst. Freilich haben wir
conservative Kriifte vorausgesetzt, als wir die potentielle Energie
einfilhrten, doch scheint es, dafs das Princip allgemeiner ist, als die
Bedingungen, unter denen wir es abgeleitet haben (dafs beispiels-
weise die Function @, von welcher die Kriifte in bekannter Weise
abgeleitet werden, die Zeit als explicite Variabele neben den Coor-
dinaten enthalten kann, wie JacoBr nachgewiesen hat. Davon im
letzten Abschnitt).

Das Integral, dessen Variation bei der wirklichen Bewegung
verschwinden soll, wiirde, dividirt durch den festgesetzten Zeitraum
t, —t,, als Mittelwerth der Grifse (P — L) fiir das betrachtete Zeit-
intervall anzusehen sein. Man kann deshalb das Haminron'sche
Princip folgendermalsen in Worte kleiden: Unter allen Bewegungs-
arten, welche ein Massensystem aus einer gegebenen Anfangsposition
in einer vorgeschriebenen Zeit zu einer gegebenen Endposition fithren,
ist diejenige die wirkliche (oder sind diejenigen wirkliche), fiir welche
der Mittelwerth der Function (® — L) ein Grenzwerth wird.

Wir wollen jetzt zeigen, dafs die eine Formel des Hamrnron'-
schen Princips die ganze Schaar der Newrox’schen Bewegungs-
gleichungen ersetzt, dafs man also letztere aus dem Princip ableiten
kann. Wir brauchen dabei im Wesentlichen nur den Entwickelungs-
gang der zur Gleichung (178) fiihrte, riickwiirts zu verfolgen. Ks ist:

af(w-r,)d:=¢f¢a:_afw¢.
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Die unveriinderlichen Integrationsgrenzen #, und ¢, sind hier und im
Folgenden immer hinzuzudenken. Diese Trennung kann man immer
dann vornehmen, wenn @ und L einzeln als endliche Grdlsen an-
zusehen sind, also nicht etwa dadurch eine endliche Differenz bilden,
dafs sie in der unbestimmten Form oo — oo zusammentreten. Dies
kénnen wir aber stets voraussetzen. Dann ist weiter

d‘f‘bdz=f5(bdt f}é( )d!-- —fdzgx.a%
und :
ade:=faLdz=fd:.52 e “"‘“) fz{ e aiiede}

Da nun die Zeit von der Variation nicht betroffen werden sollte,
kann man setzen:

dzs . dox,
g dt L 1

Ferner kann man Integration und Summation vertauschen, und
findet dann:

vdt=ddaz,.

$(Lat = Em.f% B34

Die partielle Integration liafert'

édet Em, — da:a Sim fdt

d*z,
dt’ . 0x,.

Der integrirte Theil liefert aber, zwischen den Grenzen ge-
nommen, Null, weil die dx, sowohl fiir ¢ wie fir ¢ verschwinden
sollten. Man erhiilt also nach abermaliger Vertauschung von Sum-
mation und Integration im letzten Gliede:

: . R
adex=_ffu2, ¥
Deshalb ist

- 2
6'f(Q'J—L] dt = —fth.Xuémn-{-fdtzmnE&—ga—Jz.

oder nach Vereinigung der beiden Integrale rechts und Nullsetzung
der linken Seite (Haminron's Princip):

L
& d*x
=fd¢z(x ey d‘,"]axn.

t
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Man kann nun wieder:die Variationen &z, jederzeit so wiihlen,
dafs sie das gleiche Vorzeichen haben, wie die mit ihnen multipli-
cirten Kriifte. Deshalb darf man nicht annehmen, das Integral ver-
schwinde, weil der Integrand im Laufe des Zeitintervalls bald posi-
tive, bald negative Beitriige liefert, die sich schliefslich vernichten.
Es folgt daraus vielmehr als Forderung, dafs der Integrand jederzeit
gleich Null sei; das liefert aber das p'Anemser1’sche Princip, aus
welchem bei einem ungebundenen System die NEwron'schen Be-
wegungsgleichungen direct abzulesen sind, und aus dem bei be-
schriinkter Freiheit die Lacrange'schen Differentialgleichungen in
der ersten Form vorher abgeleitet wurden.

§ 65, Zweite Form der Lagrange'schen Bewegungs-
gleichungen.

Was haben wir nun gewonnen durch die Umformung des
v’ Auemsert'schen Princips in das Hamruron'sche? Ks wurde schon
darauf aufmerksam gemacht, dafs durch die Zusammenfassung
p'AremBeRTs der Sinn der Bewegungsgleichungen nicht veriindert
wird, dals dasselbe vielmehr immer wieder in jene NEwrTON'schen
Gleichungen auseinanderfiillt, wenn keine festen Verbindungen vor-
geschrieben sind durch Bedingungsgleichungen zwischen den Coor-
dinaten. Ist letzteres aber der Fall, so geht man moglichst darauf
aus, die Zahl der Coordinaten durch Elimination zu verringern, was
am einfachsten geschieht durch Einfilhrung passender Coordinaten,
welche durch die vorgeschriebenen Bedingungen zum Theil constant
gesetzt werden, withrend die iibrigen unbeschriinkt frei bleiben. Um
die constant gesetzten hat man sich dann nicht weiter zu kiimmern.
In Beziehung auf solche Coordinatentransformationen ist nun gerade
die Hayinron'sche Gleichung von grofsem Nutzen. Denn die Trans-
formation des p'Aremserr'schen Princips in allgemeine Coordinaten
crfordert die Umrechnung der zweiten Differentialquotienten d*a, /d ¢*
aul das neue System von Abmessungen, was meist zu unbequemen
und weitliufigen Ausdriicken fithrt, withrend im Hayruron'schen
Princip die Beziehung auf ein bestimmtes Coordinatensystem gar
nicht vorkommt. KErsetzen wir also die cartesischen Coordinaten z,
durch irgend welche andere Abmessungen, die wir allgemein mit
pa bezeichnen wollen und von denen sich weiter nichts Gemeinsames
aussagen lifst, als dals sie geometrische Grilsen im Raume sind,
welche die Lage eines jeden Punktes bestimmt definiren kinnen, so
lifst sich die potentielle Energie, welche nur von der jeweiligen
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Lage oder Configuration des Massensystems abhiingt, eben so gut,
mitunter noch einfacher, als Function der p, angeben, wie als
Function der z,. Fir die kinetische Energie haben wir allerdings
einen sehr einfachen Ausdruck in cartesischen Coordinaten, nimlich
2

> %‘-- . ( d-;;-) . Die Transformation verlangt aber hier nur die Um-
a

rechnung erster Differentialquotienten. Wir miissen im Allgemeinen
bei der Transformation jedes z, als Function aller p, ansehen. Die
ersten zeitlichen Differentialquotienten der x; werden dann nach
den Regeln der Differentialrechnung folgendermalsen zu bilden sein:

do, 02, dps
di m _apb' 7 (174)
Die hier auftretenden Aenderungsgeschwindigkeiten der p, (welche
ihrer Dimension nach nicht Weggeschwindigkeiten zu sein brauchen)
bezeichnen wir im Kolgenden kurz durch:

-%’.:.‘L - 0 (1748)

Die cartesischen Geschwindigkeitscomponenten stellen sich also
dar als lineare homogene Functionen der ¢. Die Coefficienten
0, /0 ps sind bedingt durch den geometrischen Zusammenhang der
beiden Coordinatensysteme; man kann sie sowohl durch die z wie
die p darstellen. Da wir aber zu dem System der p tbergehen
wollen, denken wir die Coefficienten als Functionen der neuen
Coordinaten p.

Erheben wir nun, um auf die kinetische Energie zu kommen,
die Gleichung (174) ins Quadrat, multipliciren mit m,/2 und sum-
miren iiber alle Massenpunkte, so erhalten wir fiir L eine homogene
Function zweiten Grades der ¢, deren Coefficienten von den p ab-
hiingen.

Man kann nun unter Zugrundelegung der allgemeinen Coordi-
naten die Variation des Haminron'schen Integrales so ausfithren,
dafs die einzelnen dp, als virtuelle Verschiebungen heraustreten.
Da @ nur von den p, abhiingt, ist:

ow
o = ;:a—’?; 51;‘.

Dagegen hat man wegen der Abhiingigkeit des L von den p, und
¢a 2u setzen:

oL 0L
oL = F—*J 3——-3..
? Pa p=+2¢ Ga ¢
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Die Variation d¢, lifst sich durch partielle Integration auf dp,
zuriickfithren, denn &L wird im Hamiuron'schen Princip mit d¢
multiplicirt und zwischen den Grenzen integrirt. Zuniichst ist,
weil die Zeit nicht variirt wird, dg¢, = 6-‘;‘:‘1 = dj:’“, durch das
Hinzutreten des Differentials d¢ wird d¢,.dt = ddp, und die par-

tielle Integration des zweiten Theils von J L liefert:

f},a- ddp, =26—~6p, fdgzdt(aL)

Der integrirte Theil verschwindet aber, da an beiden Grenzen die
dp, Null sein sollten. Ks bleibt also iibrig:

af(w-L}dz=fdzg-_-3p._fd:g 39,

+fdt2 :‘ (aq,J Pa-

Die linke Seite ist nach dem Princip gleich Null, die rechte Seite
kann man in das Integral einer Summe zusammenfassen und

erhiilt:
0L 6L
f“ E{ap. e )]"P==°
t

Durch dieselbe Schlussweise, die wir bei frei verfugbaren Varia-
tionen dp, schon mehrfach gebraucht haben, folgt hieraus, dafs fiir
jede Coordinate p, einzeln und zu jeder Zeit die Gleichung erfillt
sein muls:

fdtz

00 0L __r_i__(aL) 0 (175)

0pa 0 pa I
Dies sind die von Laaerance aufgestellten Differentialgleichungen
der Bewegung; wir wollen sie im Gegensatz zu den fritheren
Gleichungen (171), welche hiufig auch mit diesem Namen bezeichnet
werden, die zweite Form der Lagrance'schen Differentialgleichungén
nennen. Dieselben beziehen sich in unserer Ableitung zuniichst
auf conservative Kriifte, welche in allgemeinen Coordinaten durch
— 0 ®/dp, dargestellt werden. (Dabei ist zu bemerken, dals diese
negativen Differentialquotienten von @ nach den Coordinaten nur
dann die Dimgnsion der Newron’schen Kriifte besitzen, wenn die
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Po lineare Abmessungen sind; ganz allgemein gilt aber, dals die
virtuellen Momente — @ ®/0p, . dp, von der Dimension der Energie
sind) Die Verallgemeinerung sowohl des Hammron’schen Princips
wie auch der Laeranar'schen Differentialgleichungen in der zweiten
Form fir den Fall, dafs das System #ufseren Kriiften gegeniber,
welche nicht conservativ zu sein brauchen, Reactionen d#ufsert
werden wir im letzten Abschnitt dieses Bandes behandeln.

Die Bedeutung der in den Laeranes'schen Bewegungs-
gleichungen vorkommenden Differentialquotienten der lebendigen
Kraft nach den Coordinaten und nach den Geschwindigkeiten kann
man sich an einem einfachen Beispiel veranschaulichen. Denken
wir uns einmal die Bewegung eines Massenpunktes m dargestellt
durch ein Polarcoordinatensystem in derjenigen Xbene, in welcher
die Bahn des Punktes augenblicklich verlduft; » sei der Radius-
vector, & der Richtungswinkel von ». Die beiden Componenten der
Geschwindigkeit sind dann dr/dt und r.d&/dt, erstere liegt in
Richtung des Radiusvector, letztere steht senkrecht darauf. Die
lebendige Kraft des Massenpunktes ist dann dargestellt durch:

m [(dr\®  ,(dd\Y
n=g () +(a0)
bildet also eine homogene quadratische Function der beiden Differen-
tialquotienten dr/dt und d/dt, als Coefficient kommt darip die
Coordinate » vor, withrend ¢ fehlt. Von Differentialqiiotienten nach
den Coordinaten kommt also nur in Betracht:

6L___mr(d-_§f_)’
b, - R L

Dieser Ausdruck besitzt eine der Centrifugalkraft analoge Bildung
jene wurde durch das Product aus Masse, Kriimmungsradius und
Winkelgeschwindigkeitsquadrat gemessen, der vorstehende Ausdruck
fillt also mit jener Kraft zusammen, sobald der Pol des Coordinaten-
systems in den Kriimmungsmittelpunkt der Bahn gelegt wird. Die
beiden & L/d g, unseres Beispiels sind:

RSN o L
dr\ dt
o g)
oL a
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und stellen Momente der Bewegung (Bewegungsgrifsen, siehe § 10)
dar. Der erste giebt direct das Product der bewegten Masse und
der Radialgeschwindigkeit, der zweite ist das Product des Triigheits-
momentes (mr? mit der Winkelgeschwindigkeit, wiirde sich aber
durch Division mit », welches ja bei dieser partiellen Differentiation
constant zu setzen ist, auch auf die Dimension des Bewegungs-
momentes bringen lassen. Wir erkennen aus diesem Beispiel, dafs
wir in den Lacrance’schen Differentialgleichungen die ¢ L/dp, als
Analoga der Centrifugalkraft anzusehen haben, withrend die @ L0 ¢,
Bewegungsmomente repriisentiren, deren zeitliche Aenderung eben
auf das Wirken von Kriiften hinweist.

Dritter Abschnitt.

Anwendung. Rotationen starrer Kérper.
Theorie des Kreisels.

§ G6. Allgemeinste Bewegung eines starren Korpers.

Der Hauptzweck der Einschaltung dieses Abschnittes ist, an
einem Beispiele zu zeigen, welchen Nutzen das Hasuron'sche
Princip oder die daraus hergeleitetem Liacranae'schen Gleichungen
in der zweiten Form bei der Behandlung dynamischer Probleme
dadurch bieten, dals sie gestatten, die fiir das Problem geltenden
Differentialgleichungen direct in solchen allgemeinen Coordinaten
aufzustellen, welche fiir die mathematische Darstellung der Be-
wegung am geeignetsten erscheinen. Nebenbei wird die Behandlung
des gewiihlten Beispiels unsere bereits in den 8§ 42 bis 46 be-
gonnenen Betrachtungen iiber die Rotation starrer Kérper erweitern
und uns bekannt machen mit den interessanten Wirkungen #ufserer
Kriifte auf schnell rotirende Massen. Bevor wir den zu Anfang ge-
nannten Hauptzweck erfiillen, wollen wir in den ersten drei Para-
graphen einigen vorbereitenden Betrachtungen Raum geben.

Die allgemeinste Bewegung, welche ein starrer Korper aus-
fihren kann, lifst sich in jedem hinreichend kurzen Zeitelement
auffassen als die Superposition einer Parallelverschiebung und einer
Drehung um eine bestimmte durch den Korper gelegte Axe. Wirken
beliebige Hufsere Krifte auf den Korper, welche erstens eine auf
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den Schwerpunkt zu iibertragende Resultante, zweitens auch ein
resultirendes Kriiftepaar liefern, welch' letzteres den Korper zu
drehen strebt, so wird im Allgemeinen weder die Bewegung des
Schwerpunktes eine gleichférmige sein, noch wird die Drehung um
eine festgerichtete Axe und mit constanter Winkelgeschwindigkeit
erfolgen, vielmehr werden die bestimmenden Grifsen unter Wirkung
endlicher Kriifte differenzirbare Functionen der Zeit sein. Ks soll
nur gesagt werden, dafls zu jeder Zeit eine bestimmte translatorische
Geschwindigkeit des Schwerpunktes und eine bestimmte rotatorische
Geschwindigkeit um eine bestimmte Axenrichtung die wirkliche Be-
wegung vollstiindig darstellt. Diese Aussage stimmt auch iiberein
mit unserer frither (§ 62) gewonnenen Krkenntniss, dals ein freier
starrer Korper 6 Grade von Freiheit besitzt: Die Bewegung des
Schwerpunktes wird bestimmt durch drei Angaben, etwa durch die
drei Geschwindigkeitscomponenten parallel den Coordinatenaxen
oder durch zwei Winkel, welche die Richtung der Bewegung im
Raume festlegen und die Grilse der Geschwindigkeit selbst; ebenso
erfordert die Angabe der Rotation drei Stiicke; man withlt etwa
zwei Winkel, welche die Richtung der Drehungsaxe festlegen, und
die Winkelgeschwindigkeit um diese Axe, oder man zerlegt die
wirkliche Rotation geometrisch in drei Componenten, deren Axen
den Coordinataxen parallel laufen, dann hat man drei Winkel-
geschwindigkeiten anzugeben.

§ 67. Erscheinungen am Kreisel.

Wir wollen im Folgenden den allgemeinsten Fall der Bewegung
eines starren Korpers nicht weiter verfolgen, obwohl sich die
Differentialgleichungen dafir aufstellen und unter Annahme be-
stimmter Kriifte auch bisweilen vollstindig integriren lassen. Die
translatorischen Bewegungen sollen von vornherein aus dem Spiel
bleiben, man kann diese meist ohne Schwierigkeit und ohne Stérung
der iibrigen Rechnung hinzusetzen, wo es ndthig erscheint. Es soll
jetzt angenommen werden, dafls ein bestimmter Punkt des Korpers
durch irgend einen Mechanismus festgehalten werde, doch so, dals
der Korper sich noch in jeder Richtung ungestért um diesen festen
Punkt drehen kann. Das vollkommenste Mittel, um diese Gebunden-
heit herzustellen, ist die sogenannte Cardanische Aufhiingung, welche
wir nachher niiher erliutern werden, indessen geniigen bisweilen in
den wichtigsten Beziehungen auch viel einfachere Einrichtungen fiir
diesen Zweck.
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Wir sahen bereits am Schlusse von § 46, dafls ein Korper,
welcher um die durch den Schwerpunkt gelegte Axe des grdlsten
Triigheitsmomentes in Rotation versetzt ist, die Richtung dieser Axe
zu erhalten strebt, auch wenn sie nicht durch #ufsere Mittel fest-
gelegt ist. Endet diese Hauptaxe unten in einer Spitze, mit welcher
man sie senkrecht auf eine horizontale Unterlage, etwa eine Tisch-
platte aufsetzt, so wird der Korper nicht umfallen, obwohl er ohne
Rotation im labilen Gleichgewicht sein wiirde, sondern er wird mit
stillstehender Axe gleichmiilsig weiter rotiren, wie man dies ja auch
an den als Spielzeug bekannten Kreiseln beobachten kann. Wenn
man die langsamen Ortsveriinderungen des Kreisels unbeachtet lilst,
so kann man auch bei diesem einfachen Instrument irgend einen
Punkt der Drehungsaxe, entweder den unteren Endpunkt oder den
Schwerpunkt, als unbeweglich ansehen. Die eben beschriebene ein-
fachste Rotationsart wird beim Kreisel nur dann vorkommen, wenn
die Wirkung der Schwerkraft aufgehoben ist, also bei genau verti-
caler Stellung der Axe. Nimlich den Schwerpunkt greift die ab-
wiirts gerichtete Schwerkraft an, der Unterstiitzungspunkt erfiihrt
von der Tischplatte einen entgegengesetzt gleichen Auftrieb; beide
vernichten sich nur bei verticaler Axenstellung, bilden aber sonst
immer ein Kriiftepaar, welches die Kreiselaxe in der Weise zu
drehen strebt, wie dies beim Umfallen des nicht rotirenden Korpers
eintritt, sobald man ihn auf die untere Spitze der Axe stellen will.
Es kommt bei schriiger Stellung des rotirenden Kreisels unter der
Wirkung dieses Kriiftepaares in der That eine Bewegung der Axe
zu Stande, diese erfolgt aber bei schneller Drehung fast genau senk-
recht zu der Verticalebene des Kriiftepaares, also in wesentlich hori-
zontaler Richtung, die Kreiselaxe beschreibt einen Kegelmantel,
dessen Axe vertical steht. Als fester Punkt, also als Spitze des
Kegels tritt dabei ein bestimmter Punkt der Drehungsaxe auf Ist
die unterstiitzte Spitze sehr scharf, so dals sie sich in der Tisch-
platte eine kleine Vertiefung bohrt, aus welcher sie nicht heraus-
kommen kann, so bildet diese den festen Punkt, ist dagegen das
untere Axenende abgerundet und glatt oder die Unterlage sehr
hart, so dafs dies Ende leicht gleiten kann, so bildet der Schwer-
punkt des Kreisels den festen Punkt.

Es ist dies auf den ersten Anblick cine sehr paradox schei-
nende Wirkung der Kriifte, deren Nothwendigkeit man sich aber
ohne analytische Rechnung auf folgende Weise klar machen
kann. In Fig 18 ist ein Kreisel veranschaulicht als eine massive
Kreisscheibe, durch deren Mittelpunkt eine Nadel als Rotationsaxe
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senkrecht hindurchgestochen ist. Die Nadel bildet die Axe des
grofsten Triigheitsmomentes, der Kreisel kann also dauernd um
‘diese Axe rotiren, sobald deren Richtung vertical ist. Diese
Stellung des Kreisels ist in Fig 18a in Seitenansicht wieder-
gegeben; die Drehtngsrichtung ist durch den in den vorderen sicht-
baren Scheibenrand eingezeichneten Pfeil angedeutet, die Drehung
erfolgt mithin, von oben betrachtet, in Richtung des Uhrzeigers.
Fragen wir nun, was fir Kriifte man auf die Nadel wirken lassen
mufs, um ihr oberes Ende aus der Ebene der Zeichnung heraus
nach vorn um einen kleinen Winkel

zu drehen, um also eine Stellung i

des rotirenden Kreisels hervorzu- l

bringen, wie sie in Fig. 185 in
Seitenansicht dargestellt ist? Man
kann nach fritheren Auseinander-
getzungen die Drehung um die -
(oben) nach vorn geneigte Axe zer-
legen in zwei Drehungen, von denen >
die erste um die unverschobene DU

Axenrichtung vor sich geht, zu der T B i
nun noch eine zweite hinzutritt, @ M
deren horizontale Axe senkrecht p————

auf dem Papier stehend zu denken

ist. Die Richtung dieser zweiten "‘“f
Drehung kann man in Fig. 185 2
ablesen aus den beiden Pfeilen Fig. 18a und b.

am Vorderrand und am Hinterrand

der jetzt in der perspectivischen Darstellung elliptisch erscheinenden
Kreisscheibe, denn die Riinder der Scheibe geben zugleich die Bahnen
der Randpunkte an. Die zweite Drehung erfolgt also, vom Be-
schauer aus gesehen, im Sinne des Uhrzeigers und in der Ebene
des Papiers. Nach den Gesetzen der geometrischen Addition, welche
fir gleichzeitige Rotationen um verschiedene Axen gelten, ist die
erste Componente gleich der resultirenden Rotation multiplicirt mit
dem Cosinus des kleinen Ablenkungswinkels, den wir der Kreiselaxe
ertheilt denken: Dieser Cosinus unterscheidet sich nicht . merklich
von 1, also ist die erste Componente wesentlich identisch mit der
urspriinglichen Rotation in Fig. 18a. Die Wirkung der gesuchten
Kriifte mufs also darin bestehen, dals sie ein Rotationsmoment der
Bewegungen, welches urspriinglich nicht vorhanden war, entstehen
und anwachsen lifst bis zu einem Werth, welcher gleich dem ur-

H. v, Heusmuovtz, Theoret, Physik. Bd. I, 2. 21
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spriinglich vorhandenen Hauptrotationsmoment mal dem Sinus des
kleinen Ablenkungswinkels ist. Dies Anwachsen eines Rotations-
momentes, also das Existiren eines zeitlichen Differentialquotienten
erfordert nach Gleichungen (91)(Seite 151) ein Rotationsmoment von
Kriiften um die Axe der entstehenden Bewegung, d. h. ein Kriifte-
paar in der KEbene des Papiers, und zwar mulfs dieses Kriiftepaar
die oberen Theile der Nadel in der Richtung nach rechts angreifen,
die unteren nach links. Wenn die untere Spitze der Axe sich in
einer kleinen Vertiefung der Tischplatte festgesetzt hat, so geniigt
eine einzelne am oberen Axenende angreifende Kraft, der Wider-
stand des Lagers liefert dann von selbst die entgegengesetzt gleiche
Kraft am unteren Ende, welche das Kriiftepaar vervollstindigt.
Legt man also um das obere Ende der Axe vorsichtig eine leichte
Fadenschleife und spannt den KFaden durch einen leisen Zug der
Hand in der Richtung nach rechts, wie dies in Fig. 185 angedeutet
ist, so neigt sich die Axe nach vorn aus der Ebene des Papiers
heraus, also quer gegen die Richtung der Kraft. In ganz éhnlicher
Weise wirkt nun auf einen Kreisel mit bereits schiefstehender Axe
das Kriiftepaar, welches die Schwerkraft dann auf diese Axe ausiibt.
Nehmen wir an, die Axe sei in der Ebene der Zeichnung nach
rechts geneigt; die Schwere strebt dann die Axe im Sinne des Uhr-
zeigers weiter abwiirts zu drehen. Ks ist dies derselbe Drehungs-
sinn, den auch der nach rechts gespannte Faden hervorbrachte, die
Axe wird sich also unter diesen Umstiinden ebenfalls nach vorn
aus der Ebene des Papiers herausdrehen.

So gut wie rein treten diese merkwiirdigen Erscheinungen nur
bei sehr schneller Rotation, betriichtlichem Triigheitsmoment und
verhiiltnifsmifsig schwachen #ufseren Kriiften ein, sonst ist die
Wirkung eine gemischte, indem die gewdhnlichen Bewegungserschei-
nungen, welche an rotationslosen Massen durch Kriiftepaare hervor-
gebracht werden, sich auch bemerklich machen; streng genommen
fehlen letztere Wirkungen niemals ganz. Wird die Rotation durch
Reibung allmithlich verlangsamt, so hat dies zur Folge, dals
der Oeffnungswinkel des Kegels, welchen die Drehungsaxe um die
Verticale beschreibt, allmiihlich zunimmt, dafs also die obere Spitze
des Kreisels nicht genau einen festen horizontalen Kreis durchliuft,
sondern eine auf einer Kugeloberfliche gezeichnete Spirale, welche
in zahlreichen, engen, fast horizontalen Windungen abwiirts fiihrt.
Es tritt also dann mit der Zeit eine zunehmende Neigung der
Axe ein.
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& 68. Folgerungen aus der Constanz
der kinetischen Energie und des Hauptrotationsmomentes
bei Abwesenheit dulserer Kriifte,

Wir wollen uns jetzt orientiren iiber die Bewegungen, die ein
starrer Korper ausfihren wird, wenn man ihm um eipe beliebige
durch den festen Schwerpunkt gelegte Axe eine bestimmte Winkel-
geschwindigkeit ertheilt hat, und ihn dann ohne Wirkung #ufserer
Kriifte sich selbst iiberlifst. Wir wissen schon, dafs die anfingliche
Axe nur dann beibehalten wird, wenn sie entweder dem grofsten
oder dem kleinsten Haupttriigheitsmoment entspricht, der mittleren
Haupttriigheitsaxe entspricht nur eine labile Ruhelage, allen anderen
Axen tiberhaupt keine Bestindigkeit. Der vorgeschriebene Anfangs-
zustand giebt dem Korper einen bestimmten Betrag an kinetischer
Energie L, welcher withrend der Bewegung gewahrt bleiben muls,
da wir Aufsere Kriifte, mithin auch Arbeitsleistungen bei der Be-
wegung ausgeschlossen haben. Aus denselben Griinden mufs auch
das Hauptrotationsmoment R und die Richtung seiner Axe (oder
die invariable Ebene) gewahrt bleiben. Diese beiden Erhaltungs-
gesetze werden uns einigen Aufschlufs tiber den Verlauf der Be-
wegungen geben. ‘

Man kann in Folge der Additionsregeln gerichteter Grolsen
die herrschende Winkelgeschwindigkeit zu jeder Zeit in drei auf
einander senkrechte Componenten zerlegen. Am einfachsten wird
die Betrachtung, wenn man die Zerlegung vornimmt nach den drei
Haupttrigheitsaxen des Korpers. Die Winkelgeschwindigkeit um
die Axe des grofsten Trigheitsmomentes U sei bezeichnet durch
da|dt = e, wo « eine Winkelabmessung ist; in gleicher Weise ge-
hire zur Axe des mittleren Haupttriigheitsmomentes B8 die Ge-
schwindigkeit d/dt = # und zum kleinsten Trigheitsmoment €
gehore dy/dt = y. Wir wollen nun zuniichst nachweisen, dals die ge-
sammte kinetische Energie gefunden wird als Summe der kinetischen
Energien dieser drei Rotationscomponenten. Fiir eine einfache
Rotation haben wir den Betrag von L in Gleichung (98) (Seite 172)
aufgestellt gleich dem halben Product aus dem zur Axe gehorigen
Trigheitsmoment und dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit.
Fiir unsere drei Bewegungscomponenten, einzeln genommen, wiirden
wir also die Betriige §¥.«% }9B.£% }€.y* finden. Um das L

der resultirenden Bewegung zu finden, miissen wir zuniichst die aus
a1
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den Drehbewegungen « f / sich zusammensetzende Drehung o

bilden. Diese wird:
o ]fn(: + B+ 7/:‘
Die Axe, um welche diese Drehung erfolgt, bildet mit den im
Korper festen Haupttriigheitsaxen Winkel, deren Cosinus sind:
o
a’ d'-! o
Das sind die allgemeinen Regeln fir die Composition dreier auf
einander senkrechter Vectoren. Das Triigheitsmoment & um die
resultirende Drehungsaxe findet man nach Gleichung(107b) (Seite 178)
aus den Hauptmomenten und den Richtungscosinus folgender-

malsen:
! 2 Sy 8
@mm(-‘i) +fa(f.\ +(s(l,).
o a o
Die lebendige Kraft L ist nun gleich }&.0% d. h. es ist:

2L =%.a*+ B.f? +C.y2% (176)

Also, wie sich auch in der Zeit die Winkelgeschwindigkeiten ver-
indern, dieser gleich 2L gesetzte Complex muls seinen Werth be-
wahren. Das Hauptrotationsmoment R setzen wir nun ebenfalls
geometrisch zusammen aus den drei auf einander senkrechten Com-
ponenten. Jedes Rotationsmoment eines starren Korpers kann defi-
nirt werden als das Product aus Triigheitsmoment und Winkel-
geschwindigkeit um eine bestimmte Axe; unsere Componenten in
Richtung der Hauptaxen sind demnach gleich %.«/, 8.4, €.y und
vereinigen sich nach dem pythagoriischen Satze zur Resultante.
Man hat also:

R =% % 4 Y. 00 4 G2 (177)

Dieser gleich B! gesetzte Complex muls ebenfalls constant bleiben.

Die Forderungen dieser beiden Gleichungen kann man sich
durch ein geometrisches Bild veranschaulichen, indem man die
Variabelen ¢ 7 als die rechtwinkeligen Coordinaten eines Punktes
im Raume ansicht. Der Umstand, dafs die Winkelgeschwindigkeiten
ihrer Dimension nach keine Strecken sind, hindert diese Auffassung
nicht; tiber die Moglichkeit, beliebige gerichtete Grofsen durch
Strecken zu versinnlichen, haben wir uns schon frither (Seite 154)
versichert. Die beiden Gleichungen (176) und (177) definiren in
diesem Bilde die Oberflichen zweier concentrischer und coaxialer
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Ellipsoide, deren grofste und kleinste Axen gleiche Lage haben. Die
Haupthalbaxen des ersten Ellipsoides sind, nach zunehmender Grofse

geordnet:
I /2L l /2L I /2L
o < B L [ (178)

die des zweiten sind in derselben Reihenfolge:

be IS R

A<B<T
das zweite Ellipsoid ist von gestreckterer Gestalt als das erste,
denn das Verhilltniss der grofsten Axe zur kleinsten ist im ersten
Falle J/G, im zweiten aber /€ und die Quadratwurzel einer iber
1 liegenden Zahl ist immer kleiner als diese Zahl selbst. Die Ge-
stalt oder das Aussehen beider Ellipsoide wird allein bestimmt durch
die Grofsenverhiiltnisse der Haupttriigheitsmomente ¥, ¥, €, ihre
absolute Grofse wird festgelegt durch die Constanten L und R
Da nun der vorgeschriebene Anfangszustand, also die Anfangswerthe
von & f'y/, in unserem Bilde einen Punkt darstellen, welcher auf
beiden Ellipsoidoberfliichen liegen mulfs, so miissen sich beide Flichen
nothwendigerweise durchschneiden; es ist ausgeschlossen, dafs die
eine Fliche die andere ohne Beriihrung umschliefst, hochstens konnen
unter singuliren Bedingungen die Grenzfille vorkommen, dafs.die
beiden Ellipsoide sich in den Endpunkten der grolsten oder der
kleinsten Axen beriithren. Diese Fiille treten ein, wenn die ertheilte
Anfangsrotation genan um die Axe des kleinsten oder des grolsten
Trigheitsmomentes erfolgt. In allen anderen Fillen durchschneiden
sich die beiden Oberflichen lings zweier symmetrischer geschlossener
Raumecurven, von deren versehiedenen moglichen Lagen und Formen
die Figuren 194, b, ¢ einige Anschauung bieten sollen. Die Con-
. turen der beiden Ellipsoide sind in den Figuren zu erkennen; so
weit dieselben von der anderen Fliche verdeckt werden, sind sie
durch gestrichelte Linien angedeutet. Die Richtung der o ist ver-
tical, die der y horizontal und die der # senkrecht auf dem Papier
angenommen. Fir das L-Ellipsoid ist in allen drei Zeichnungen die
gleiche Grofse gewihlt, das gestreckte R-Ellipsoid dagegen ist, unter
Bewahrung der Aehnlichkeit, anschwellend gedacht. Das kleinste
Format, welches fiir dies zweite Ellipsoid moglich ist, bertihrt sich
mit dem L-Ellipsoid in den spitzen Polen. Lassen wir nun R
wachsen, so treten zuniichst die beiden Spitzen der lingsten Axe
heraus (Fig. 19a). Die Schnittcurve umgiebt dann in beiden Ober-

(179)
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flichen den Pol der zu den Abmessungen )/, also zum kleinsten
Triigheitsmoment € gehdrigen Axe. Dies gilt, bis das R-Ellipsoid
so grofs geworden ist, dals dessen mittlere f'-Axe gleich der mitt-
leren Axe des L-Ellipsoides ist. Dann hat die Schnittcurve eine
besondere Gestalt, die in Fig. 1954 angegeben ist, die beiden Aeste

Fig. 19a, b, e.

des Schnittes treffen im gemeinsamen Pol der f'-Axe beider Ellipsoide
zusammen, 8o dals es unsicher wird, wie man die Fortsetzung zu
machen hat, wenn man die Schnittcurve durchliuft und in diesen
Doppelpunkt kommt. Lassen wir nun die veriinderliche Fliiche
weiter anschwellen, so verschlingt sie immer mehr das L-Ellipsoid,
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von welchem jetzt nur die Umgebungen der flachen Pole der o'~Axe
noch herausragen (Fig.19¢). Die Schnittcurven umschlielsen also jetzt
in beiden Ellipsoiden die Pole der kiirzesten Axe, und zwar werden
diese Umschliefsungen bei weiter wachsendem R immer enger, bis
endlich der letzte Grenzfall eintritt, welcher dem gréfstmdglichen
Werthe von R entspricht, nimlich der Fall, dals die platten Pole
beider Oberflichen sich berithren, dals also das L-Ellipsoid ganz
von dem R-Ellipsoid umschlossen ist.

Das geometrische Bild dieser beiden einander durchdringenden
Ellipsoide soll uns nun iber die Art der eintretenden Bewegung
aufkliren; das ganze Gebilde, folglich auch die Lage und Gestalt
der Schnittlinien ist fest bestimmt durch den vorgeschriebenen An-
fangszustand, der ja die Werthe von L und R bereits festlegt. Die
Winkelgeschwindigkeiten ¢ 7, welche jederzeit den beiden Glei-
chungen (176) und (177) geniigen, deren Reprisentanten im Bilde
also Punkte sein miissen, die beiden Ellipsoidfliichen zugleich an-
gehoren, werden nur auf den Schnittcurven zu suchen sein, und die
resultirende Winkelgeschwindigkeit o' wird dargestellt durch den
vom gemeinsamen Mittelpunkt beider Oberflichen nach irgend einem
Punkte der Schnittlinie gelegten Radiusvector. Ein solcher Vector
ist in Fig. 19a und ¢ durch je eine punktirte Linie mit der Be-
zeichnung o angedeutet. Da nun von vornherein nicht anzu-
nehmen ist, dafs bei einer Anfangsdrehung um eine beliebig im
Korper gelegene Axe die Bewegung in der Weise einer unveriin-
derten Rotation um diese Axe weiter geht, so ist klar, dals der
Vector ¢ zu verschiedenen Zeiten nach verschiedenen Punkten der
Schnittlinie hinzeigen mufs und da die Verinderungen der Ge-
schwindigkeit stetige sein werden, so kommen wir zu der Vorstellung,
dafs der Leitpunkt des Vectors ¢’ die Schnittcurve durchliuft.
Andererseits folgt aber aus der Erhaltung des Hauptrotations-
momentes, dafs die absolute Richtung der resultirenden Drehungsaxe
im Raume, also die Richtung des Vectors ¢/, eine unverriickbare
sein mufs. Das Wandern der verschiedenen Punkte der Schuittcurve
durch die feste Richtung ¢’ kann also nur in der Weise vor sich
gehen, dafs die beiden fest verwachsenen Ellipsoide sich um ihren
festen Mittelpunkt so drehen, dafs dabei die zwischen ihnen be-
stehende Schnittcurve durch den festen Strahl o' geleitet wird. Die
Hauptaxen der beiden Ellipsoide, denen in der wirklichen Bewegung
des Korpers die drei Haupttrigheitsaxen entsprechen, werden also
bei der Bewegung ihre Lage im Raume immerfort wechseln, die
resultirende Drehungsaxe um welche der Korper mit schwankender
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Winkelgeschwindigkeit, entsprechend der verschiedenen Liinge des
Vectors o' an verschiedenen Stellen der Schnittcurve, rotirt, steht
zwar im Raume fest, nicht aber im Kborper, die Drehungspole
wechseln vielmehr fortwiihrend, indem immer andere und andere
Punkte des Korpers diesen augenblicklich geschwindigkeitslosen Zu-
stand annehmen. Der Bewegungszustand kann sich aber nach Durch-
laufen des ganzen Umfanges der Schnittcurve periodisch wiederholen.

Dadurch ist der allgemeine Charakter dieser complicirten Be-
wegungen angegeben; vollstindig ist die Beschreibung nicht, iiber
den zeitlichen Verlauf des Umlaufes der Schnittcurve ist daraus
noch nichts zu schliefsen. Unsere Betrachtung ist dadurch unvoll-
stindig, dafs wir nicht die den drei Graden von Freiheit ent-
sprechenden drei Differentialgleichungen der Bewegung aufgestellt
und integrirt haben, sondern uns hier auf nur zwei fertige Integral-
gleichungen beschriinkt haben, deren man stets sicher ist, wenn
keine fufseren Kriifte mitspielen. Die vollstiindige Losung des Pro-
blems, die wir hier nicht behandeln wollen, fithrt auf elliptische
Functionen der Zeit fiir die Winkelgeschwindigkeiten o/, £, 7.

Zum Beschlufs dieser Betrachtungen wollen wir noch auf die
drei moglichen singuliren Kille eingehen, dafs die lingsten Haupt-
axen oder die mittleren oder endlich die kiirzesten Hauptaxen der
beiden durch L und R charakterisirten Kllipsoide gleiche Grifse
besitzen. Man kann diese singuliren Fille dadurch im Anfangs-
zustande herstellen, dafs man dem Kborper eine reine Rotation nm
die Axe des kleinsten oder des mittleren oder des grifsten Haupt-
triigheitsmomentes ertheilt. Die Richtigkeit dieser Behauptung kann
man aus der Betrachtung der Ausdriicke fiir die Hauptaxen (178) und
(179) direct erkennen. Besteht z. B. zu Anfang nur eine Winkelge-
schwindigkeit «/, 80 ist 2L = ¥.«® und R = . ¢/, es ist also dann
l/?-ml—‘ . gi v o, also sind die beiden kitrsesten Axen gleich. Be-
steht zu Anfang nur £, so sind die mittleren Hauptaxen der beiden
Ellipsoide gleich lang, haben wir endlich zu Anfang nur die Rota-
tion ', so stimmen die lingsten Axen iiberein. Im ersten und
dritten Falle degenerirt die Schnittlinie in den Berithrungspunkt der
platten resp. der spitzen Pole, im zweiten Falle besitzt sie die in
Fig. 195 dargestellte Form. Ohne jede #ulsere Stdrung kann in
allen drei Fillen die Rotation um die anfiinglich bestehenden Axen
im Korper fortbestehen.

Erfolgt aber irgend ein Stols, so wird dadurch sowohl L wie
R veriindert, beide Ellipsoide iindern ein wenig ihre Grifse (nicht
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ihre Gestalt), im ersten und dritten Fall kann die zu einem Punkte
degenerirte Schnittlinie dadurch nur zu einer kleinen, den betreffen-
den Pol eng umschliefsenden Curve werden, welche withrend der
folgenden Bewegung in der oben beschriebenen Weise durchlaufen
wird, dabei bleibt also die urspriinglich als Drehungsaxe dienende
Haupttriigheitsaxe immer in nichster Nithe der jetzt herrschenden
Axe, das (Gleichgewicht dieser Axen ist also ein stabiles.
Veriindern sich aber in Fig. 195 die Grifsen der beiden Ellipsoide
nur um ein geringes, so fillt die sich kreuzende Schnittcurve sofort
auseinander in zwei getrennte Zweige, welche je nach der Art des
Stofses den Figuren 19a oder 19¢ ihneln, eine dieser Curven giebt
dann den Weg fiir die Weiterbewegung an, welche sich ganz anders
gestaltet als vor dem Anstofs. Das Gleichgewicht bei einer reinen
Drehung um die mittlere Haupttriigheitsaxe ist also ein labiles.

& 69. Coordinatenwahl. Cardanische Aufhingung,

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen wollen wir nun die
Theorie der Bewegung eines starren Korpers um einen festen Punkt
fiir gewisse, besonders wichtige Fille in exacter Form durchfithren,
und miissen uns zu diesem Zwecke zuniichst nach geeigneten Coor-
dinaten umsehen, welche jede mogliche Stellung des Korpers voll-
stindig anzugeben geeignet sind. Ks werden auf jeden Fall dazu drei
Angaben, entsprechend der Anzahl der Freiheitsgrade, erforderlich und
ausreichend sein, welche man noch in verschiedener Weise wiithlen
kann. Legt man z B. durch den festen Drehpunkt drei auf einander
senkrechte, im Raume festliegende Coordinatebenen, so kann man jede
Lage des Korpers dadurch fixiren, dafs man die Orte zweier im
Korper bezeichneter Punkte angiebt, welche nicht mit dem Dreh-
punkt in einer geraden Linie liegen. Das erfordert fir jeden Punkt
drei, zusammen also sechs Coordinatenbestimmungen, welche aber
nicht unabhiingig von einander sind, sondern verbunden durch die
drei Relationen, welche aussagen, dafs die Abstinde der beiden
bezeichneten Punkte sowohl von einander, als auch vom Drehpunkt
unveriinderlich vorgeschrieben sind; thatsichlich bleiben also nur
drei unabhiingige Variabele. Eine andere hiiufiger gebrauchte Art
von Bestimmungssticken findet man dadurch, dafs man aufser dem
im Raume festliegenden cartesischen Coordinatensystem auch noch
ein in dem Korper befestigtes System von drei auf einander senk-
rechten Axen sich vorstellt. Sehr geeignet sind dazu die Axen der
drei Haupttriigheitsmomente. Jede dieser Hauptaxen bildet bei be-
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liebiger Stellung des Korpers mit den drei Coordinatrichtungen drei
Winkel. Die Laage des Korpers ist bestimmt durch die neun Winkel,
welche die drei Haupttriigheitsaxen mit den Coordinatenaxen bilden.
Zwischen den Cosinus dieser neun Winkel bestehen aber sechs be-
kannte Relationen; unabhiingig bleiben auch bei dieser Art von
Coordinaten nur drei Stiicke. s wird hiiufig unbequem, mit einer
grofseren Zahl von Variabeln zu rechnen, als bei der Gebundenheit
des Systems erforderlich sind, weil man dabei immer nebenbei die
festen Relationen beachten mulfs; wenn man anderseits nach Will-
kiir einige dieser ganz gleichberechtigten Abmessungen mit Hiilfe
der Relationen eliminirt, so werden die mathematischen Ausdriicke
dadurch unsymmetrisch und weniger tibersichtlich. Das sind Uebel-
stiinde solcher zum Theil von einander abhingiger Coordinaten.

Wir wollen hier fiir unseren drehbaren Korper drei besonders
geeignete unabhiingige Coordinaten einfithren, deren Bedeutung man
gich am leichtesten veranschaulichen kann bei der Betrachtung der
sogenannten Cardanischen Aufhiingung, der vollkommensten
Einrichtung, um in irdischen Verhiltnissen einen Korper frei dreh-
bar um einen festen Punkt in seinem Innern zu machen. In Fig. 20
ist die Construction der Aufhiingung schematisch dargestellt. Der
Korper ist dort als abgeplattetes Rotationsellipsoid gezeichnet, doch
ist diese Besonderheit zuniichst bei der Aufstellung der Coordinaten
nicht wesentlich. Die Axe des grolsten Triigheitsmomentes, 4 4,
ist als Drehungsaxe mit zwei spitzen Enden versehen und liuft
reibungslos in zwei conischen Axenlagern, welche einander diametral
gegenitber in einem starren Ringe I eingesetzt sind. (Alle rein
technischen Einzelheiten, wie Stellschrauben, Axenlager u. s. w. sind
in der Figur weggelassen.) Der Ring I selbst, mit dem von ihm
gehaltenen Korper, ist wiederum drehbar um eine Axe BB, welche
senkrecht zur Axe 4 4 in der Ringebene festgelegt ist. Der Ring I
besitzt zu diésem Zwecke an der Aussenseite seiner Peripherie
zwei Spitzen, deren Lager in einem zweiten etwas weiteren Ringe 11
einander gegeniiberstehen. Dieser Ring IT ist endlich mittelst Spitzen
drehbar um eine absolut festliegende Axe ' F, welche in der Ebene 11
senkrecht auf der Axe BB steht. Der dritte Ring III, welcher die
Axenlager der Axe FF tragen soll, ist unbeweglich und bestimmt
dadurch eine feste KEbene, welche in der Figur als Ebene des
Papiers gedacht ist. Folglich liegt auch FF in der Papierebene
und zwar ist diese Axe vertical angenommen. Die Axe BB mufs
daher stets horizontal liegen und wird im Allgemeinen aus der Ebene
des Papieres heraustreten.
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Bei dieser Art der Befestigung des Koérpers wird der gemein-
same Durchschnittspunkt O der drei Axen 4, B und F, welcher ein
bestimmter Punkt des Kérpers (bei richtiger Justirung des Apparates
der Schwerpunkt) ist, unverschiebbar festgelegt; im Uebrigen ist aber
der Korper, wie man leicht durchschaut, noch um jede beliebig
gerichtete Axe drebbar und in jede gewiinschte Stellung zu
bringen. Eine Stellung des Korpers ist nun fest definirt, wenn
érstens die Lage des Kirpers im Ringe I, zweitens die Lage des

Fig. 20.

Ringes I im Ringe II, und endlich die Lage des Ringes II im fest-
stehenden Ringe IIT angegeben ist. Wir denken nun auf der Ober-
fliche des Korpers einen bestimmten Meridian bezeichnet, welcher
eine besondere durch die Axe 44 gelegte Schnittebene in dem
Korper festlegt; in Fig. 20 soll 4 M A diesen Meridian vorstellen.
Die Ebene des Ringes I schneidet den Korper in einem anderen
Meridian von veriinderlicher Lage im Korper, dieser sei durch die
gestrichelte Linie 4./ 4 angedeutet. Sobald man den Lingenwinkel «
zwischen diesen beiden Meridianen kennt, ist die Lage des Korpers
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gegen den Ring I bestimmt. Der Wirkel zwischen den Ebenen 1
und II, die sich lings der BB-Axe durchschneiden, ist durch #
bezeichnet, er bestimmt die Lage des ersten Kreises im zweiten.
Der Ebenenwinkel, unter welchem sich die Ebenen IT und IIT lings
der FF-Axe durchschueiden, soll ¢ heilsen, er bestimmt die Lage
des Ringes IT gegen den im Raume festen Ring III. Also sind
die drei Winkel «, 8, @ unabhiingige und ausreichende Coordinaten
des um den Punkt O drehbaren Korpers. Selbstverstindlich mufs
man die Nullstellungen und den Drehungssinn, in welchem die
Winkel positiv gerechnet werden sollen, im Voraus festsetzen, um
Zweideutigkeiten zu vermeiden.

§ 70. Ausdruck der lebendigen Kraft fiir einen Korper
mit zwei gleichen Haupttrigheitsmomenten.

Es soll nun die vereinfachende Annahme gemacht werden, dafs
der Korper senkrecht zur Axe 44, also zum Haupttrigheitsmoment
U zwei gleiche Haupttriigheitsmomente besitze, dals also € = B sei.
Das schon in § 46 betrachtete Triigheitsellipsoid ist dann ein Rota-
tionsellipsoid; daraus folgt, dafs die Triigheitsmomente um alle zur
Polaraxe 4 A senkrechten, fiquatorealen Axen die gleiche Grifse B
besitzen. Der Korper selbst braucht deshalb nicht nothwendig ein
drehrunder zu sein, die gleiche Eigenschaft kommt noch mannig-
tachen anderen Korperformen zu, z. B. auch jeder geraden Siule,
deren Querschnitt ein regulires Polygon, etwa ein Quadrat ist. In-
dessen wird es die allgemeinere Gilltigkeit der folgenden Betrach-
tungen nicht beeintriichtigen, wenn wir uns von nun an den Korper
als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid vorstellen, wie dies bereits
in Fig. 20 geschehen ist.

Da die drei Winkel «, f§, ¢ die Lage des Korpers vollstindig
bestimmen, so mufs der Bewegungszustand zu jeder Zeit angegeben
werden durch die Aenderungsgeschwindigkeiten dieser Coordinaten,
d. h. durch die drei Winkelgeschwindigkeits-Componenten:

de b dg d -~
TR L O

Die Axen der Drehungen « und g stehen immer senkrecht
auf einander, ebenso die Axen von £ und ¢, dagegen bilden die
Axen von « und ¢’ den verinderlichen Winkel # mit einander;
dies kann man direct aus Fig. 20 ablesen. Wir kinnen also jetzt
die gesammte lebendige Kraft der resultirenden Drehung nicht so
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einfach zusammensetzen, wie dies in Gleichung (176) fiir die drei
auf einander senkrechten Componenten «, &, y moglich war. Zur
Auffindung des Ausdruckes der lebendigen Kraft kann man zwei
dufserlich etwas verschiedene Wege einschlagen. Der erste Weg
bedient sich der fertigen Formel (176), verlangt also, dals wir drei
auf einander senkrechte Drehungscomponenten auffinden. Dies ge-
schieht dadurch, dafs man die Drehung ¢’ zerlegt in eine Com-
ponente um die Axe A4 und eine zweite darauf senkrechte um
diejenige iiquatoreale Axe, welche in der durch A4 4 und FF fixirten
Verticalebene liegt. Erstere giebt die Winkelgeschwindigkeit ¢’ . cos f,
welche sich algebraisch mit «' zu der Summe (&' + ¢'.cosf) ver:
einigt, letztere giebt ¢'.sin 2, in der dritten Richtung bleibt g
bestehen; zu beiden letzteren Drehungen gehoren Triigheitsmomente
von der Grifse B, zur ersteren gehirt A. Der doppelte Werth der
lebendigen Kraft setzt sich daraus nach Gleichung (176) folgender-
mafsen zusammen:

2L =U.( + @' cosf) + BV.F? 4+ B.g?sin?P. (181)

Der andere Weg folgt demselben Gedankengang, welcher uns
zur Aufstellung von Gleichung (176) fithrte; man hat danach erstens
aus ¢«, ' und ¢ die resultirende Drehung zu bestimmen, und dann
das Triigheitsmoment fiir diese schriig gelegene resultirende Drehungs-
axe zu bilden. Zuniichst bilden wir die geometrische Summe
der beiden Vectoren ¢ und ¢, welche den Winkel # einschliefsen.
Diese ist nach einem bekannten trigonometrischen Satze direct aus
Fig. 21a (a. folg. 8) abzulesen; man findet:

Yi=eo?+ ¢?+ 2d ¢ cosf.

Der Winkel &, welchen die Axe der Drehung v mit der Axe
von « einschliefst, wird bestimmt durch

’

o e iR
sin & W sin 3,

woraus unter Benutzung des vorstehenden Ausdrucks fir ™ folgt:

R Sl T
Y

Zu 4/ tritt nun noch die darauf senkrechte Componente 8 hinzu.
Die Gesammtresultante o ist also gegeben durch die Gleichung.

=yt P =a?+ Fr4 92+ 2 ¢ cO8 .
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Der Winkel # zwischen den Axen von v’ und o' wird bestimmt
durch

¢

CO8 9 = —.
a

Aus & und % lialst sich nun der Winkel % berechnen, um
welchen die zu o gehdrende resultirende Drehungsaxe von der

Fig. 21a und b.

Polaraxe der Drehung ¢ abweicht. Nimlich die drei Bogen &, 5
und & bilden auf einer um den festen Drehpunkt geschlagenen
Kugelfliche die Seiten eines rechtwinkeligen sphiirischen Dreieckes,
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welches in Fig. 215 nebst anderen die Figur bestimmenden Ele-
menten gezeichnet und durch stirkere Umrandung hervorgehoben
ist; der rechte Winkel liegt zwischen den Seiten ¢ und 5 am Durch-
stich der Axe von %" Nach einer bekannten sphiirischen Formel

ist dann:
€084 = Cco8&.COB 7,

also nach den beiden vorstehenden Ausdriicken fiir coss und cos#:

Ccos = -—“—-t—%ﬂs—é.

Hieraus folgt noch unter Benutzung des Werthes fiir ¢’

8% + ¢'*sin® §

gin? 9 = o

Das Triigheitsmoment & um die resultirende Drehungsaxe findet
man nun nach der schon in Gleichung (107b) (Seite 178) gegebenen
Regel, welche sich fiir € = B noch vereinfacht:

© = Acos*# + Bsin? &,
also nach den eben entwickelten Ausdriicken fiir cos# und sin :

f ’ 2 2 '3 aind
@=ﬂ(¢+¢d’;°°5m +mﬁ' +z"s‘mﬂ_ -

Die doppelte lebendige Kraft der Rotation ist nun

2L = 6.0,
das heilst:

2L = U.(¢ + ¢'. cos f)* + B.(A* + ¢'*sin* ). (181)*

Dieser Ausdruck stimmt mit dem aunf die andere Art gefundenen,
Gleichung (181) iiberein; die Berechnung wurde auch in der
zweiten Weise durchgefiihrt, weil sie ein gutes Beispiel fiir die geo-
metrische Addition auch schief zu einander stehender Rotationen
bildet.

Es ist bei den Betrachtungen dieses Paragraphen stillschweigend
die Voraussetzung gemacht, dafs den beweglichen Ringen der car-
danischen Aufhiingung keine merkliche Trigheit, also bei ihrer
Drehung auch keine lebendige Kraft zukommt. Wenn der rotirende
Korper ein verhitltnifsmiilsig grofses Triigheitsmoment besitzt und die
Ringe so leicht wie moglich gearbeitet sind, kann man sich diese
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Vereinfachung auch meistens gestatten, namentlich in solchen Fiillen,
wo die Rotation « die schnellste ist, wihrend die Ringe nur lang-
same Drehungen ausfiihren. Wir wollen uns hier und im Folgenden
um die Massen der Ringe nicht weiter bekiimmern.

§ 71. Ableitung der Differentialgleichungen fiir den Fall, dals
keine iufseren Kriifte auf den Korper wirken.

Wenn der durch die cardanische Aufhiingung festgelegte Dreh-
punkt der Schwerpunkt des Korpers ist, so mufs dieser bei allen
mboglichen Drehbewegungen die gleiche Hohenlage behalten; die
potentielle Energie der Schwerkraft, welche gleich dem Product aus
dem Gewicht des Korpers und der Hohe seines Schwerpunktes ist,
bleibt daher bei jeder Bewegung constant, die Schwere kann also
bei diesen Bewegungen keine Arbeit leisten, es ist ihr jeder Einflufs
auf den Korper entzogen, die statischen Momente, welche von der
Schwere der einzelnen Massentheilchen des Korpers herrithren, ver-
nichten sich in ihrer Summe fur jede Stellung, der Korper ist der
Schwerkraft gegeniiber im indifferenten Gleichgewicht, er bewegt sich,
als ob die Schwerkraft gar nicht vorhanden wiire. Wir wollen nun
diese Bedingung als erfullt ansehen und ferner annehmen, dafs auch
keine anderen #ufseren Krifte wirken, die potentielle Energie @ ist
dann als eine Constante zu behandeln, ihre partiellen Differential-
quotienten nach den unabhiingigen Coordinaten sind einzeln gleich
Null zu setzen, gleichwie auch fiir jede mogliche virtuelle Verschie-
bung die Variation § ® = 0 sein mufs. Das Hamruron'sche Princip
nimmt fiir diesen Fall die Gestalt an:

b
é‘fL.d:,—_ 0. (182)
t

Die lebendige Kraft L haben wir im vorigen Paragraphen als homo-
gene quadratische Function der Geschwindigkeiten ¢ & ¢ mit
Coefficienten, die von @, §, ¢ abhiingen, aufgestellt. Wir kinnten also
aus der vorstehenden Form des Princips die Differentialgleichungen
der Bewegungen herauslesen, indem wir erst « allein, dann
allein und endlich ¢ allein variiren, dabei wiirden die Variationen
der Geschwindigkeiten d o, 98, d ¢’ gleich den Differentialquotienten
der Variationen der Coordinaten zu setzen, und diese Differential-
quotienten durch partielle Integration in de, df, d¢ zu verwandeln
sein. Indessen haben wir diese Umformungen des Hamruron'schen
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Integrals bereits fiir den ganz allgemeinen Fall durchgefiihrt in § 65;
wir konnen uns deshalb hier direct der dort abgeleiteten Resultate
bedienen, nimlich der in Gleichung (175) aufgestellten LiAGRANGE'-
schen Differentialgleichungen. Diese Gleichungen nehmen fiir con-
stantes @ die einfachere Form an

0L d (0L

Die p, sind in unserem Falle die drei Winkel ce,'ﬁ, ¢, die g, sind
die Winkelgeschwindigkeiten «, &, ¢’. Von den Coordinaten selbst
kommt in dem gefundenen Ausdruck fiir L (Gleichung 181 oder
181* nur f vor, « und ¢ fehlen. Man findet nach den Regeln der

Differentialrechnung die drei — & L/dp,:

oL
.._Ta_“_=0
oL
_W=O
6L ’ ’ LIPS ‘3 a1
g =U.(& + ¢ cosf).¢ sinf — B.g ?sinf cos f.
Die drei é L/6 g, werden:
aL ’ ’
73‘?‘r‘_=ﬂt.(¢:¢ + ¢’ cosff) :
dL ; ; PR
_6?=ﬂ'(“ + ¢’ cosfB).cosf + B.g .sin*f
0L i
‘a-'-ﬂT=-53-ﬁ'.

Aus diesen Daten setzen sich nun nach Gleichung (182a) die
fir das Problem geltenden Differentialgleichungen der Bewegung
folgendermalsen zusammen:

d

_d_‘{ﬁ[,(¢‘+q;' coaﬂ]}:ﬂ (183(2)
%{ﬁ.(«'+¢'cosﬁ).cosﬁ+QS.q:'.sin’ﬁ}:O (188¢)
A. (¢ 4 ¢ cosf).q .sinf — V. sinf cosf + %{Bﬂ} =0. (18373

Die kurze und miihelose Rechnung, welche uns von dem Aus-
druck der lebendigen Kraft zu diesen Differentialgleichungen gefiihrt
H. v. HeLmuoLtz, Theoret, Physik, Bd. I, 2, 22
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hat, zeigt deutlich den grofsen Nutzen, welchen die LaGranc®’schen
Gleichungen oder das im Wesentlichen damit identische HaMiuron'’
sche Princip in solchen Fillen gewihren, wo in Folge von inneren
Bindungen im System die cartesischen Coordinaten nicht unabhiingig
von einander bleiben, und deshalb die Einfihrung anderer Ab-
messungen, welche durch die Bindungen nicht unfrei werden, zu
einfacheren Darstellungen fihrt. Hitten wir das p'AnemBERTSChe
Princip oder die erste Form der Lacrance'schen Differentialglei-
chungen angewendet, so hiitten wir eine weit umstiindlichere Reihe
von Umformungen unter steter Beriicksichtigung der Schaar von
Bedingungsgleichungen durchfithren miissen, um schliefslich zu den-
selben Differentialgleichungen zu kommen.

§ 72. Eine besonders einfache Form der Bewegung.

Die soeben abgeleiteten drei Differentialgleichungen (183) bilden
die vollstindige Grundlage fir die Berechnung der mdglichen Be-
wegungen eines um seinen Schwerpunkt frei beweglichen Korpers
mit zwei gleichen Haupttriigheitsmomenten B bei Abwesenheit
aufserer Kriifte. Der Anfangszustand, aus welchem sich die nach-
folgende Bewegung auf Grund jemer Differentialgleichungen ent-
wickelt, wird definirt durch die Angabe einer bestimmten Rotation.
Dazu gehort erstens die Angabe der Lage der Rotationsaxe sowohl
im Korper wie im Raume und zweitens die Angabe der Rotations-
geschwindigkeit um diese Axe. Diese Anfangsdaten werden geliefert,
wenn man fiir die Zeit ¢ = 0 die Werthe von «, £, ¢ und von &,
g, ¢ feststellt. Die Integration lifst sich in jedem Falle mit
Hiilfe von Kreisfunktionen ausfiihren und liefert im Ganzen sechs
Integrationsconstanten, welche man dem Anfangszustand anzupassen
hat. Hier soll der allgemeine Fall nicht durchgefiihrt werden, es
mogen nur einige Bemerkungen iiber denselben Platz finden.

Zwei Integrationsconstanten kann man unmittelbar ablesen;
da niimlich in den ersten beiden Differentialgleichungen je ein zeit-
licher Differentialquotient gleich Null gesetzt wird, so miissen die
beiden in geschweifte Klammern eingeschlossenen Ausdriicke con-
stante Werthe bewahren:

UA. (' + ¢/ cosf) = R,

: (184)
A. (e + ¢ cosPf)cosf + B.g sinf = R,.
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Aus diesen beiden Gleichungen folgt noch
R cosf + B.g .sin*f = R,. (184a)

Die Constanten R, und R, werden bestimmt, indem man in den
linken Seiten die Anfangswerthe von &, ¢ und § einsetzt. Mit
Hiilfe dieser beiden Integrale kann man « und ¢’ durch £ und
constante Grofsen ausdriicken und diese Ausdriicke in die dritte
Differentialgleichung (183 ) einsetzen, welche dadurch zu einer reinen
Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir # wird. Eine erste Inte-
gration dieser Gleichung kann man durch Erweiterung mit dem
integrirenden Factor f' = df/dt ermdglichen (es ist das derselbe
Kunstgriff, den wir bereits auf Seite 60 bei der Losung eines ein-
facheren Problems anwendeten). Das Resultat ist die Darstellung
von f'* als Function von f, additiv behaftet mit einer dritten Inte-
grationsconstante, welche durch die Anfangswerthe von £ und g
einen festen Betrag erhiilt. Die zweite Integration ist dann eine
einfache Quadratur, welehe zuniichst die Zeit als eine Arcusfunction
von cos # liefert, dann dber umgekehrt auch # als Function der
Zeit erkennen lifst. Nachdem diese gefunden ist, kann man mit
Hiilfe der Gleichungen (184) auch & und ¢’ durch die Zeit dar-
stellen. Das Interesse an der Frage ist damit oft befriedigt, da die
Winkel & und ¢ selbst von geringer Bedeutung sind. Man kann
aber auch, wo es gefordert wird, diese letzten Integrale aufsuchen.

In dieser Weise liefse sich also der allgemeine Fall behandeln.
Wir wollen uns hier nur die besondere Krage vorlegen, welche Be-
wegungen moglich sind bei constantem Winkel #.  Solche Be-
wegungen wiirden darin bestehen, dafs der Korper, welcher in Fig. 20
dargestellt war, um seine Axe 4 A4 rotirt, wiihrend vielleicht diese
Axe noch den Mantel eines Kreiskegels um die Axe ' beschreibt,
withrend aber die Ringe I und II ihre gegenseitige Stellung dabei
nicht dindern. Hs ist klar, dafs eine solche besonders einfache Form
der Bewegung bestimmte Beschriinkungen in der Wahl des Anfangs-
zustandes erfordert; wir wollen jetzt voraussetzen, dals eine der-
artige Bewegung eingeleitet worden sei. In der dritten Differential-
gleichung (1834) mufs dann der an letzter Stelle stehende Term
d{®.f'}/dt zu allen Zeiten verschwinden, diese Gleichung gewinnt
dadurch, etwas anders angeordnet, folgende Gestalt:

Ace g .sinf+ (U —B).¢2.sinf.cosf=0. (185

Wenn wir nun, um ¢'* zu isoliren, diese Gleichung durch

(A — B).sinf#.cos f dividiren und die rechte Seite dann wieder
22*
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gleich Null setzen, so liegen darin die drei Voraussetzungen, dals
weder (¥ — 9) noch sin # noch cos@ gleich Null sind, anderenfalls
wire dieser Schritt nicht zulissig. Wir milssen also annehmen, dafs
erstens das polare Triigheitsmoment ¥ verschieden ist von den
aquatorealen Trligheitsmomenten B, und dafs zweitens § weder 0
noch /2, noch =, noch 3a/2 etc., sondern ein wesentlich spitzer
oder stumpfer Winkel ist. Wir wollen diese Beschriinkungen als
erfullt ansehen; die dadurch ausgeschlossenen Verhiiltnisse bilden
singuliire Fille von grofser Einfachheit der Erscheinungen, die uns
hier nicht interessiren. Nach Ausfithrung der bezeichneten Division
und Absonderung des einen Factors ¢ erhiilt man:

A e

¢ 9+ ez =" (186)
Diese Gleichung wird erfiillt, wenn zu allen Zeiten
q’;' = 0 (1 86&)
oder
: wo (186h)

¥ =~ @=|)cosp

ist. Der erste Fall ¢’ = 0 stellt die gleichformige Rotation des
Korpers um die feststehende Polaraxe 4 4 dar; die Gelenkigkeit der
cardanischen Aufhiingung wird dabei gar nicht beansprucht, beide
bewegliche Ringe stehen dabei still in der Lage, welche der Anfangs-
stellung der Rotationsaxe 4 4 entsprechen. Dals die Winkelge-
schwindigkeit ¢ in diesem Falle constant sein mulfs, bedarf kaum
eines besonderen Nachweises, da die Erhaltung der lebendigen Kraft
gowohl wie des Hauptrotationsmomentes diese Constanz fordern,
ausdriicklich folgt sie aus der ersten der Gleichungen (184), welche
fiir ¢’ = 0 iibergeht in e’ = R,.

Es war von vornherein zu erwarten, dafs dieser Fall in der
Losung der Aufgabe enthalten sein wiirde, denn ¥ ist entweder das
grofste oder auch das kleinste Triigheitsmoment des Korpers; die
Stabilitiit der Rotation um die unverinderte Axenrichtung eines
dieser beiden Momente hatten wir bereits frither eingesehen.
Weniger selbstverstiindlich erscheint der zweite Fall, in welchem
eine ganz bestimmte Drehungsgeschwindigkeit ¢' als Bedingung
dafiir auftritt, dafs der Winkel # unveriindert bleibe. In dem Aus-
druck (186b) bedeutet das negative Vorzeichen, dafs die Drehung ¢’
im entgegengesetzten Sinne stattfindet, wie die Drehung ¢, dabei
mufs man aber beide Drehungen von derselben Seite aus betrachten,
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das Auge also nach einander in die beiden Verlingerungen der-
jenigen beiden Axenrichtungen halten, welche den Winkel 7 ein-
schliefsen. Dreht sich z. B. der Kérper in Fig. 20, von rechts oben
betrachtet, im Sinne des Uhrzeigers um die Axe 4.4, so mufs
sich der Ring II, vertical von oben betrachtet, entgegengesetzt dem
Uhrzeiger um die Axe FF drehen. Ferner erkennt man, dals die
(reschwindigkeit ¢’ direct proportional der Geschwindigkeit «' ist
und zwar ist der Proportionalititsfactor A/(UA—B)cos A stets grilser
als 1, die Drehung ¢ ist also eine schnellere als die Drehung «'.
Wenn der Winkel # klein ist, so wird cos nahezu gleich 1, die
(eschwindigkeit ¢’ wird dann unabhiingig von dem kleinen Winkel .
Man kann derartige Bewegungen hiufig beobachten bei Kreiseln,
welche auf einer horizontalen Unterlage schnell umlaufen. Steht die
Kreiselaxe vertical, so bleibt sie feststehend; fithrt man dann einen
leisen Schlag von der Seite her gegen das obere Ende, so kann
man hinterher beobachten, wie das obere Axenende sehr schnell
einen kleinen Kreis, die ganze Axe also einen sehr spitzen Kreis-
kegel dnrchliuft. Wenn die Drehungsgeschwindigkeit des Kreisels
um die stillstehende verticale Haupttriigheitsaxe vor dem Stolse
gleich ¢/, war, so tritt nach dem Stofse an deren Stelle erstens
eine Drehung

(187)

welche die Symmetrieaxe des Kreisels den spitzen Kegel um die
verticale Richtung beschreiben lifst, und zweitens eine riickliufige

Drehung

€y = — ?I_%E_Q «,, (187a)

welche der Kreisel um seine Symmetrieaxe ausfihrt. Die angefithrten
Werthe sind nur dann als richtig anzunehmen, wenn der Stofs so
wering war, dafs weder die lebendige Kraft noch das Rotations-
moment merklich dadurch veriindert wurde, wenn also auch der
Ablenkungswinkel # der Symmetrieaxe aus der Verticalen so klein
geblieben ist, dafs hohere Potenzen von £ vernachlissigt werden
diirfen. Man iberzeugt sich leicht, dafls sowohl die Bedingung
(1861b) zwischen ¢, und ¢, erfiillt ist, so lange man cos f=1 setzen
darf als auch davon, dafs unter der gleichen Beschriinkung die
kinetische Energie und das Hauptrotationsmement vor und nach dem
Stofse bis auf unendlich kleine Grifsen dieselben geblieben sind.
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Das Phiinomen einer Kreiselbewegung mit sehr schnell vibrirender
Symmetrieaxe steht also mit unserer Theorie im Einklang.

Man kann auch bei beliebiger Grifse des Winkels g derartige
Bewegungen hervorrufen, wenn man dem Korper nur den geeigneten
Anfangszustand zu ertheilen vermag, was experimentell nicht leicht
ist. Man mufs zu dem Zwecke dem in cardanischer Befestigung
aufgehiingten Korper einerseits eine bestimmte Rotationsgeschwin-
digkeit um seine Hauptaxe 4 4 beibringen, die wir &/, nennen wollen
und gleichzeitig noch eine schnellere riickliufige Drehung um die
Axe FF, deren (eschwindigkeit ¢'; in ganz bestimmier Weise dem
Anfangswinkel #,, unter welchem man die Hauptaxe A4 gegen die
foste Axe F eingestellt hat, angepasst werden muls. Es muls nim-
lich gewiihlt werden

: A e, .
Po= — @ =Djoosp, | S
Dagegen darf man dem inneren Ringe keine Drehung gegen den

iiulseren geben, also
g, =0. (188a)

Setzt man diese Anfangswerthe ey, ¢, und 8, in die dritte Diffe-
rentialgleichung (1838) ein, so iiberzeugt man sich leicht, dafs auf
der linken Seite alle Glieder bis auf den Differentialquotient von
B.[ fortfallen; da die rechte Seite gleich Null ist, muls also die
aus dem vorgeschriebenen Anfangszustand folgende Bewegung in der
Weise beginnen, dals sich dabei §' nicht verfindert. Zu Anfang war
aber #, = 0. Die Bewegung wird also zuniichst bei ungeiindertem
Winkel g = 3, ablaufen. Deshalb werden auch (nach Gleichungen
184 und 184a) ¢ und ¢’ unveriindert ihre Anfangswerthe bewahren,
es werden sich in der dritten Differentialgleichung auch fernerhin
alle Glieder bis auf das letate vernichten, so dals immer d#/dt=0
bleibt. Wir erhalten also aus dem gewiihlten Anfangszustande that-
siichlich eine solche Bewegung, bei welcher die Axe 4 4 fortdauernd
mit grofser riickliufiger Geschwindigkeit einen festen Kreiskegel um
die Axe FF durchliuft.

§ 73, Wirkung conservativer Kriifte.

Es sollen nun die Differentialgleichungen des Kreiselproblems
in der Weise erweitert werden, dafs sie auch solche Fiille umfassen,
in denen iufsere Krifte auf den rotirenden Korper ausgeiibt werden.
Das Hamruron'sche Princip oder die Laemance’schen Bewegungs-
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gleichungen filhren auch hier sofort zum Ziele, sobald es gelungen
ist, die den Kriiften zugehtrende potentielle Energie & des Korpers
als Function der Coordinaten «, ¢, @ aufzustellen. Man braucht
dann zu den bereits gebildeten drei Differentialgleichungen (183),
welche aus dem Schema (182a) hervorgingen, nur die entsprechenden
Terme 6 @/ p, auf den linken Seiten hinzuzufiigen, also zur ersten
0 ®/0 &, zur zweiten 6 ®/d @ und zur letzten d @/ F, und man
hat den gewfinschten Ansatz fiir die Rechnung.

Als erstes Beispiel wollen wir die Wirkung der Schwere aunf
eine schriigstehende Drehungsaxe untersuchen. Unser Korper ist in
der cardanischen Aufhiingung den Einfliissen der Schwere vilhg ent-
zogen, wie wir bereits frither erkannt haben; man kann aber einen
solchen Einflufs wiederherstellen, indem man den Ring I an irgend
einer Stelle belastet. Wir wollen annehmen, es sei bei dem in
Fig. 20 nach rechts oben gewendeten Ende der Axe 44 auf dem
Ring I eine kleine Masse m befestigt worden, welche das Gleich-
gewicht des sonst sorgfiltig justirten Apparates stort. Besitzt der
Korper keine Rotationsgeschwindigkeit, so wird eine Bewegung des
Systems eintreten, bei welcher die Masse m auf einem verticalen
Kreishogen ihre tiefste Lage aufsucht und um diese Lage Pendel-
schwingungen ausfithrt. Das davon vollig abweichende Verhaltén
des Korpers, im Falle er in schneller Rotation begriffen ist, wollen
wir nun aufsuchen. Die potentielle Energie der Schwerkraft setzt sich
zusammen aus einem unveriinderlichen Theile, der sich auf den Dreh-
korper inclusive Ringsystem beziéht, und einem variabelen Theile,
der in bekannter Weise von der Hohenlage der Masse m abhiingt.
Da wir nur die Differentialquotienten von @ brauchen, interessirt
uns allein der letztere Theil. Die Héhenlage der in ihrem Schwer-
punkt concentrirt gedachten Masse m werde von der durch den
festen Drehpunkt gelegten Horizontalebene aus gemessen. Bezeichnen
wir den Radius des Ringes (oder genauer den Abstand des Massen-
punktes m vom Drehpunkt) mit a, so ist bei einer Neigung der
Axe um den Winkel # die Hohe iiber (resp. unter) der Mittelebene
a.cos 3, mithin die potenticlle Energie

@ =m.g.a.co8f = Ccosf3, (189)

dabei bedeutet g das Mals der Schwere, das constante Product
m.g.a werde der Kiirze halber durch C bezeichuet.

Da die potentielle Energie in diesem Beispiel nur von der einen
der drei Coordinaten, niimlich 8, abhiingt, bleiben die beiden ersten



344 VIERTER THEIL. DRITTER ABSCHNITT. §18.

Differentialgleichungen (183« und ¢) unverindert, nur zur letzten

ist auf der linken Seite hinzuzufiigen:

ow ;

6—ﬁ=_0mﬂ' (1894a)
Die drei Differentialgleichungen, welche die Bewegungen beherrschen,
sind daher:

-:‘- {%(« + ¢ cos ﬂ)} =0 (190 @)

%—{?l{a‘-f-qr'cosﬂ) cosﬂ+23¢p’sin’ﬂ} =0 (190¢)
— OsinfB+U(e' + ¢ cosf) g’ sinf—B g *sinfcosf+B .5 =0. (1908)

In der letzten Gleichung ist dabei % {Eﬁ‘} =B.8" gesetat,

f” bedeutet den zweiten Differentialquotienten des Winkels # nach
der Zeit. Die Form der Losung wird abhiingen von dem Anfangs-
winkel £, und von den anfinglichen Winkelgeschwindigkeiten
@'y Poy o

Wir wollen nun auch hier die einfachen Kille aufsuchen, in
denen die Bewegung bei unveriinderlichem Winkel g verliuft; dafs
sich stets ein geeigneter Anfangszustand finden lifst, welcher eine
solche Bewegung einleitet, werden wir nachher zeigen. Ks ist also jetzt
immer £ = 0 zu setzen; die dritte Gleichung (1907) verlangt dann:

— COsinf 4+ A ¢'sinf 4 (A — V) gp'2cos fsin F =0, (193)

Diese Relation kann dazu benutzt werden, um ¢’ durch ¢ und £ aus-
zudriicken. Wir dividiren zu dem Zwecke durch (%—B)cosg.sin g,
machen also zuniichst wieder dieselben Ausschliefsungen von Sonder-
fiilllen, welche wir im Texte zwischen den Gleichungen (185) und (186)
bezeichnet hatten. Dann erhalten wir die Normalform einer qua-
dratischen Gleichung fiir ¢’
= A e

Pt Heng ¥ T W= !B)cosﬂ‘

deren Losung man durch ein bekanntes Verfahren findet:

3 ot C
¥ =t G —Besg !8 c.osﬂ /Y @ opcsts T @=B)cosp
oder nach einer einfachen Umformung:

A . 4C(A—DB)cos g
Uk ¥ s rrry {“il/“” W } (194h)

=0, (191a)
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Man erhilt also zwei verschiedene reelle Werthe fiir die Ge-
schwindigkeit ¢’

Wir wollen nun die Beschriinkung einfithren, dafs der in leizter
Gleichung unter dem Wurzelzeichen zu 1 hinzuaddirte Bruch eine
sehr kleine Zahl ist. Man tibersieht leicht, welche Bedingung da-
durch in das Problem hineingebracht wird, wenn man den Bruch
folgendermalsen spaltet:

_ _2C (A—®)cosf
g v L A ;

€

(191 ¢)

Der zweite Factor dieses Ausdruckes ist im Allgemeinen ein echter
Bruch von endlicher Grolse, folglich mufls der erste Theil des Pro-

ductes sehr klein sein und &< Aok Der Ziihler, 2C = m.g.(2a),

A
giebt den erlaubten Spielraum *der potentiellen Energie zwischen
der hochsten und tiefsten Stellung des den Ring beschweren-
den Gewichtes m an, der Nenner }.% «'* milst die kinetische
Energie des um seine Hauptaxe rotirenden Korpers. Letztere kann
man verhiltnifsmifsig grofs machen, indem man einen Korper von
bedeutendem Triigheitsmoment withlt und diesem eine schnelle Axen-
drehung ertheilt. Man kann also bei hinreichender Kleinheit des
Zulagegewichts m immer bewirken, dafs jener Bruch sehr klein wird.
Dals man dabei gar nicht zu extremen Verhiiltnissen zu greifen
braucht, moge folgende Ueberschlagsrechnung zeigen. Der Korper
sei einem Schwungrade dhnlich, dessen Masse M zum grifsten Theile
im Rande zusammengedriingt ist, sein Radius sei nahezu gleich a
gemacht worden, so dafs % = Ma* ist. Macht das Rad in einer
Secunde n Umdrehungen, so ist & = 2xn, mithin die kinetische
Energie } % «'? = 2 Ma*a*n® und der in Rede stehende Bruch

m.g.
Man®n®’

¥

Messen wir alle Grofsen im C.G.S.-System, so kann fiir diese
Schiitzung hinreichend genau die Mafszahl von g gleich 100 »*
(d. 1. 986) gesetzt werden, dann wird

100 m
o= ki
Lifst man nun den Korper etwa 10 Touren in der Secunde
ausfithren, was einer durchaus mifsigen Rotationsgeschwindigkeit

entspricht, die man durch kriiftiges Abziehen einer um den diinnen
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Axenstiel gewickelten Schnur bei weitem iibertreffen kann, so wird
§< m|Ma.

Denken wir uns, um einen handlichen gyroskopischen Apparat
anzunehmen, den Radius des Schwungrades etwa b cm grofs und
dessen Masse gleich etwa 400 g, so wird & < m/2000; das auf-
gesetzte Gewicht kann also immerhin mehrere Gramm schwer sein,
ohne dafs dadurch & die Grofsenordnung von 1/1000 iibersteigt.

Bei schnelleren Rotationsgeschwindigkeiten wird der Bruch
wegen des im Nenner stehenden Quadrates der Tourenzahl, resp.
der Winkelgeschwindigkeit «', noch bedeutend kleiner.

Diese experimentell sehr gut herstellbaren Bedingungen wollen
wir jetzt als erfilllt annehmen, und zusehen, welche Vereinfachungen
dadurch in dem Ausdruck fiir ¢’ in Gleichung (191b) eintreten.
Bei kleinem & wird es hinreichen, in der Reihenentwickelung der
Quadratwurzel das lineare Glied allein beizubehalten, also zu setzen:

Vide = 14 }g

die genannte Gleichung geht dann iber in:

Setzt man den Werth von & aus Gleichung (191¢) ein, so erhiilt
man, wenn das positive Vorzeichen der Wurzel gilt:

5 C
[ i Dol g ) (1914)
wenn das negative Vorzeichen gilt:
y A o c
§-= " @—D)oosp Ua [F323)

Vergleichen wir diese beiden Lisungen mit den beiden Losungen
der anlogen quadratischen Gleichung (186) bei Abwesenheit iufserer
Krifte. Die Wurzel ¢', entspricht der damaligen Losung ¢’ = 0,
withrend ¢’_ nahezu iibereinstimmt mit der anderen Losung (186b),
welche die Bewegung mit schnell vibrirender Axe darstellte. Der erste
Theil von ¢'_ stellt nimlich ganz wie in jenem anderen Falle eine
riickliufige Rotation um die feste Axe FF dar, deren Winkelge-
schwindigkeit grofser als ¢ ist, der zweite hinzukommende Antheil
ist verschwindend klein dagegen, wie man sich {iberzeugen kann,
wenn man bedenkt, dafs

c C /
We ~ Aa? '
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ist. Dieser Antheil kann also vernachlissigt werden. Die zweite
Losung lehrt uns nichts wesentlich Neues, sagt nur aus, dafs auch
unter der Wirkung einer Hufseren Kraft solche Bewegungen mit
schnell vibrirender Symmetrieaxe moglich sind. Von besonderem
Interesse ist dagegen die erste Liosung (191d), welche eine, gegen
« verglichen, aufserordentlich langsame rechtliufige Drehung des
rotirenden Korpers um die feste Verticalaxe F F anzeigt, bei welcher
also die Symmetrieaxe 4 A nicht feststeht, sondern allmithlich herum-
gefiihrt wird durch den Mantel eines Kreiskegels vom Oeffnungswinkelp,
Diese Drehungsgeschwindigkeit ¢’ zeigt sich unabhiingig von 8 und
umgekehrt proportional dem Rotationsmoment U /. Je grifser letz-
teres also ist, um so langsamer wird das Vorriicken der Axe in
dem Kegelmantel erfolgen, um so deutlicher wird sich also das
Streben des rotirenden Korpers offenbaren, im Widerstand gegen die
#unfsere Kraft die Richtung seiner Axe im Raume zu bewahren;
aber eine allmithliche Drehung um die Verticalaxe wird immer ein-
treten, wie dies auch experimentell stets zu beobachten ist, sowohl
an den Apparaten mit cardanischer Aufhiingung des Korpers nach
Befestigung eines kleinen Uebrrgewichts am Ende der Axe als
auch an den gewdhnlichen Kreiseln, deren Axen doch niemals genau
vertical gestellt werden kinnen, :

Es sei noch bemerkt, dafs bei dieser Art der Bewegung die
Specialfiille (X —B) = 0 und cosf = 0, welche bei der Ableitung
der Wurzeln der quadratischen Gleichung ausgeschlossen wurden,
keine wirklichen Ausnahmen bilden, sondern zu demselben Resultate
filhren. Man kann dies schon daraus schliefsen, dafs die im Nenner
des Ausdruckes ¢ in Gleichung (191b) auftretenden Factoren
(% — ) cos # sich bei der Bildung von ¢', in Gleichung (191d) weg-
heben, anderseits kann man in diesen Specialfillen auch direct auf
die Gleichung (191) zurlickgehen, welche dann ihr letates, ¢'* ent-
haltendes Glied verliert und zu einer linearen Gleichung fiir ¢’ wird,
aus welcher die eine Wurzel ¢, .sofort folgt, sobald der Fall
sin = 0 ausgeschlossen bleibt.

Wir wollen nun zum Schlusse dieser Betrachtung noch zeigen,
dafs es stets moglich ist, einen Anfangszustand so zu wiihlen, dals
die Theorie daraus eine Bewegung mit constantem Winkel 8, welche
wir ja vorausgesetzt habem, berechnen mufs. Der gesuchte Anfangs-
zustand wird darin bestehen, dafs man dem Korper eine bedeutende
Rotationsgeschwindigkeit «,' ertheilt um seine Axe 4 4, welche einen
bestimmten Winkel 8, mit der Verticalen bildet, und in deren
oberem Endpunkt das kleine Uebergewicht m angebracht ist, dafs
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ferner f8,' = 0 ist, und dafs schliefslich dem Korper um die Axe F'F
die kleine Drehungsgeschwindigkeit ¢," = C/% e, ertheilt ist. Setat
man diese Anfangsdaten in die Difterentialgleichungen (1907) ein,
so ergiebt sich der Anfangswerth g, = 0. (Exact mathematisch
ergiebt sich zwar nicht 0, sondern ein Betrag, welcher von hdherer
Ordnung verschwindend klein ist, das kommt aber nur daher, dals
die Losung ¢', in Gleichung (191d) durch eine abgekiirzte Reihen-
entwickelung der Quadratwurzel der genauen Lisung (191b) erhalten
ist) Wegen #,” =0 und 3 = 0 wird also die Bewegung zuniichst
anlaufen bei constantem Winkel §8,, dann folgt aber aus den Glei-
chungen (184) und (184a), welche auch in diesem Falle, wo die
iiufsere Kraft nur von der Coordinate § abhiingt, ihre Giiltigkeit
bewahren, dafs ¢’ und « zuniichst ihre festen Anfangswerthe bei
der Bewegung beibehalten miissen, d. h. dafs auch spiiter noch diese
Anfangsdaten in der’ dritten Differentialgleichung (1908) herrschen
miissen, dafs also #” dauernd gleich Null bleibt, mithin auch kein
7 entstehen kann, dafs also aus diesem Anfangszustand thatsiichlich
eine Bewégung folgt, bei welcher die Symmetrieaxe 4 4 einen festen
Kreiskegel durchliuft. Wenn man in den Anfaungsbedingungen die
sehr langsame Drehung ¢, nicht mit aufnimmt, sondern ¢’ = 0 setzt,
so mogen wohl die Bewegungen ein wenig anders verlaufen, der
Winkel # wird kleine Schwankungen aufweisen, doch bleibt der
Typus dieser merkwiirdigen Erscheinungen wesentlich derselbe. Is
mischen sich in der praktischen Ausfithrung der Versuche ohnehin
noch mancherlei Einfliisse ein, die hier unbeachtet geblieben sind,
namentlich Luftwiderstand und Reibung in den Axenlagern, die mit
der Zeit den Verlauf in der Weise beeinflussen, dafs die Gesammt-
energie sich allmiihlich verringert; « nimmt dabei ab, ¢’ muls zu-
nilchst wachsen und der Winkel 8 wird sich vergrdlsern.

§ 74. Pricessionsbewegung der Erde.

Das zweite Beispiel, welches wir jetzt betrachten wollen, soll
uns iber die sogenannte Priicessionshewegung der Erdaxe eine all-
gemeine Aufklirung geben. Die vollstindige, allen thatsiichlichen
Verhiiltnissen entsprechende Theorie dieser Erscheinung ist ein sehr
complicirtes Problem, man kann sich indessen durch Annahme ge-
wisser der wahren Natur nahekommender Vereinfachungen bereits
einen Ueberblick verschaffen, mit dem wir uns hier begniigen wollen.
Die Erde liuft in einer nahezu kreisformigen Bahn um die Sonne,
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wir wollen hier eine ideal kreisférmige Bahn annehmen, dann wird
die dabei auftretende Centrifugalkraft jederzeit im Gleichgewicht ge-
halten durch die Anziehungskraft der Sonne. Diese beiden Kriifte
mufs man sich als Resultanten im Mittelpunkt der Erde angreifend
denken; es ist indessen zu beachten, dals die der Sonne zugekehrten
Theile des ausgedehnten KErdkorpers wegen ihres geringeren Ab-
standes eine stiirkere, die der Sonne abgekehrten Theile wegen ihres
grofseren Abstandes eine schwiichere Attraction erfahren, als das
Centrum der Erde, wihrend die Centrifugalbeschleunigung der Revo-
lutionsbewegung in allen Theilen die gleiche Grofse hat. (Die Ro-
tation der Erde hat hierauf keinen Einflufs, da deren Centrifugal-
kriifte mit der irdischen Schwere zusammen einen constanten
(leichgewichtszustand in der abgeplatteten Gestalt der Erde bilden.)
Es bleibt also auf der Tagseite der Erde ein gewisser Ueberschufs der
Anziehung, auf der Nachtseite ein eben so grofser Ueberschuls der
Centrifugalkraft iibrig; diese beiden Kraftreste werden aber keine
anziehende oder abstofsende Resultante auf den Erdkirper als
Ganzes ausiiben, nur die beweglichen Wassermassen an der Ober-
fliche werden davon betroffen und erzeugen die Erscheinung der
Ebbe und Fluth, welche wir hier gleichfalls aus dem Spiele lassen
wollen. Wenn die starre Erde eine vollkommene Kugel wiire und
in concentrischen Schichten gleiche Dichtigkeit besiilse, so wiirden
diese beiden Kriifte auch kein Drehungsmoment auf die Erde aus:
" ithen; da indessen in Folge seiner Rotation der Erdkirper am
Aequator ausgebaucht ist, und die Erdaxe eine schiefe Stellung gegen
die  Ebene ihrer Bahn um die Sonne (d. i. die Ekliptik) zeigt, so
kommt in der That ein Drehungsmoment zu Stande, welches den
Aequatorwulst und folglich den ganzen fest mit ihm verbundenen
Erdball angreift und zwar strebt dieses Kriiftepaar in allen Stellungen
der Erde zur Sonne den Aequator in die Ebene der Ekliptik hinein-
zuziehen, also die Polaraxe senkrecht zu ihr zu stellen. Die Ten-
denz dieser angestrebten Drehung ist immer dieselbe, die Intensitiit
ist aber verschieden: Am grifsten im Sommer und im Winter, zur
Zeit der Tag- und Nachtgleichen aber den Werth Null beriihrend.
Auch die jihrlichen Schwankungen dieses Drehungsmomentes wollen
wir nicht beriicksichtigen, da sie sich in der sehr langsamen Prii-
" cessionsbewegung, welche wir hier erkliren wollen, vollkommen aus-
gleichen,

Wir denken uns also die Erde als ein abgeplattetes Rotations-
ellipsoid, welchem eine gewisse Winkelgeschwindigkeit ¢ um die
Axe des grifsten Triigheitsmomentes ¥ ertheilt worden ist, und auf
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dessen Axe ein Kriiftepaar wirkt, welches dieselbe senkrecht zu der
festen Ebene der Ekliptik zu stellen strebt. Von dieser erstrebten
Stellung weiche die Axe um den Winkel § ab; bei der Erde ist
ungefithr @ = 23,6°% Das statische Moment dieses Kriiftepaares kann
von dem Winkel # abhiingen, soll aber sonst von der Zeit unab-
hiingig sein. Dadurch sind dieselben Bedingungen hergestellt, denen
der rotirende Korper in der cardanischen Befestigung (F'ig. 20) unter-
liegt; wir konnen den Ausdruck der lebendigen Kraft in Gleichung
(181) verwenden, es handelt sich nur noch um den zutreffenden
Ausdruck der potentiellen Energie, welcher jenes Kriiftepaar zu er-
kliren geeignet ist.

Um die fiir dieses Beispiel passende Form der Function @ zu
finden, geniigt es, den Aequatorwulst als einen massiven Gilrtel auf-
zufassen, welcher fest um die iibrigens kugelférmig gedachte Erde
gelegt ist, und die potentielle Energie der Sonnenanziehung auf
diesen Giirtel zu berechnen fiir eine Stellung, welche die geringsten
analytischen Schwierigkeiten verursacht. Wir withlen die Stellung
zur Zeit des Sommer- oder Wintersolstitiums, Die Sonnenmasse
sei M, die Liingendichtigkeit des Massengiirtels 4, der Radius des-
selben @, der Lingenwinkel « werde gezithlt von derjenigen Stelle des
Aequators, welche Mittag hat. Die potentielle Energie eines Massen-~
clementes A.a.de ist dann nach dem Gravitationsgesetz (vgl. z. B.
Gleichung (138a) Seite 250):

db=—@G. —~ - const.

M.(hade)
—
Dabei bedeutet » den Abstand des Massenelementes vom Sonnen-
centrum, Die Strahlen r konnen wegen der grofsen Entfernung der
Sonne fiir alle Theile des Aequatorgiirtels parallel angenommen
werden dem Strahle, welcher die Centra beider Himmelskdrper ver-
bindet. Die Liinge dieses Centralabstandes sei /. Wir miissen nun
die Linge » ausdriicken durch I/, a, « und den Neigungswinkel §
der Aequatorebene gegen die Ekliptik. Zu diesem Zwecke denken
wir uns den in der Ekliptik liegenden Aequatorealdurchmesser ge-
zogen, welcher zur Zeit des Solstitiums senkrecht auf dem Strahle I
steht. Der senkrechte Abstand des durch den Winkel & bezeich-
neten Massenelementes von diesem Durchmesser ist a.cos ¢, die
Projection dieser Strecke auf die KEbene der Ekliptik ist dann
a.cose.cosf, diesen Betrag haben wir von ! abzuziehen, um r zu

finden:
r =1 — acosecosf
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Da nun a verschwindend klein gegen { ist, konnen wir fiir 1/r
eine abgekiirzte Reihenentwickelung bis zum quadratischen Gliede
setzen:

Lot .
=

1
- o 0080 cosf + —-cos*u.cos’ﬁ.
a 3T
U1l — T cosa.cosﬂ)

Die potentielle Energie des ganzen Giirtels findet man durch
Integration von d ® nach « zwischen den Grenzen 0 und 2#, das
giebt unter Verwendung vorstehender Reihe:

3
O =— G_El_]?_lq‘[d“ ?J?—-—a—cosﬁfcoqada
0

ia
— G@—--—cos‘ﬁfcos’ada+const.

Nun ist:

2x

fdcc= 2, fcoaada= 0, fcos’ada =%,
0 0 0

ferner ist die Gesammtmasse des Giirtels: -

M=2nmal,
man findet also:
2
O=—@a miM -G 5)221:;&1 cos® # + const.

Der erste Summand giebt den Werth, den man allein erhalten
wiirde, wenn die Masse M gleich wie die iibrige Erdmasse im Erd-
mittelpunkt concentrirt gedacht wird. Dieser Antheil ist nach un-
seren Annahmen unveriinderlich, gesellt sich also zu der unbestimmten
Constanten, mit welcher jedes @ behaftet ist; der zweite Summand
ist die gesuchte Function von £, aus welcher man auch noch einen
constanten Theil absondern kann, indem man cos?f = 1 — sin?g
setzt, der variable Theil von @ ist dann

» = 4 Csin®*g (192)

M % ‘ i
Die Constante C= G — - —~57 @ ist eine aufserordentlich kleine

Energiegrofse im Vergleich zur potentiellen Energie zwischen Krde
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und Sonne im Ganzen; es lifst sich schiitzen, dafs sie auch verschwin-
dend klein ist gegen die kinetische Knergie der Rotationsbewegung
der Erde um ihre Axe, welche in unserer Bezeichnung durch }.%. «'*
gegeben ist.

Nachdem wir nun in Gleichung (192) den gesuchten Ausdruck fiir
@ gefunden haben, konnen wir, wie frither, aus den LiaGranGE'schen
Grundgleichungen die Differentialgleichungen unseres Problems her-
Jeiten. Die beiden auf « und ¢ beziiglichen Gleichungen behalten
dieselben Formen, die wir schon in (188« und ¢) und in (190«
und ¢) angefihrt haben. Zur Bildung der dritten Differential-
gleichung miissen wir zu (1838) hinzufiigen:

%-% = 2 Osinf#.cos 3,

erhalten also:

2 Osin B cos f + (e’ + ¢’ cos B) ¢’ sin

—Bg'?sinfcosf+BF =0
Wir suchen wieder nach Bewegungen, welche bei constantem
Winkel # moglich sind, setzen also #” =0 und erhalten nach

Division mit (% —%B)sin Bcos B die quadratische Gleichung:

g A e B 20
v (?I—Sﬂ)cosﬁ A-B
deren Lisung ist:

A 30(?1 B)cos’ﬂ
i *(9[-—- B) cos 3 { lﬂ:l/

(192)

=0,

Die Qu'adratwurzel konnen wir wegen der Kleinheit des im
Radicandus zu 1 tretenden Gliedes durch die beiden ersten Glieder
ihrer Reihenentwickelung ersetzen. Je nachdem man das positive
oder negative Vorzeichen gelten lifst, erhilt man dann die Werthe:

; 2 Ccos
AL i (198)

oder

elcdyes Ae 2 Ccosf3
P (Q[—ﬂ})cosﬁ+ ol

Die zweite Losung stellt wiederum eine Bewegung mit schnell
vibrirender Axe dar, welche an der Erde nicht beobachtet wird, und
deshalb hier nicht interessirt. Die erste Losung ¢, liefert die so-
genannte Priicessionshewegung, welche die Erdaxe ausfihrt. Diese

(1934)
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Bewegung, bei welcher also die Polaraxe einen Kegelmantel um die
Axe der Ekliptik beschreibt, geht so aufserordentlich langsam vor
sich, dafs sie nach Verlauf eines einzelnen Jahres eine nur durch
feine Messungen erkennbare Verschiebung von 50,24 Bogensecunden
hervorbringt; der ganze Umlauf vollzieht sich in einem Zeitraum
von etwa 25800 Jahren. Fir kiirzere Zeitliufte kann man daher
die Richtung der Erdaxe als unveriinderlich ansehen, dem ent-
sprechen auch die alljihrlich periodisch wiederkehrenden gleichen
Stellungen der Fixsterne am Himmel.

Ganz langsam vollzieht sich indessen die fortschreitende Ver-
inderung, welche in dem betrichtlichen Zeitraum von etwa 2000
Jahren, auf den die wissenschaftliche Beobachtung der Sternorte seit
Hirrarcr bis auf die Gegenwart zuriickblicken kann, bereits fast den
zwolften Theil des ganzen Umganges durchlaufen hat. Welcher Art
ist nun diese Veréinderung? Da die Ekliptik dabei als feste Ebene
stehen bleibt, so wird die Sonne ihren jihrlichen Lauf stets durch
denselben grofsten Kreis am Fixsternhimmel nehmen; es ist dies
derjenige Kreis, welchen bereits die antiken Astronomen durch
Gruppirung von zwdlf etwa gleich weit ausgedehnten, immer wieder
zu erkennenden Sternbildern bezeichnet und mit dem Namen Thier-
kreis — Zodiakos — belegt haben. Wegen der kegelférmigen
Drehung der Polaraxe bleibt auch die Neigung, d. h. der Winkel
zwischen diesem Kreis und dem Himmeliquator immer derselbe,
aber der Durchschnittspunkt beider grofster Kreise indert seinen
Ort im Thierkreise. Zur Zeit der Tag- und Nachtgleiche im Frith-
ling unserer nérdlichen Halbkugel, nahe am 21. Miirz, durchschreitet
die Sonne den Himmelsiquator in aufsteigender Richtung und tritt
auf die nordliche Himmelshilfte heriiber; diesen Durchschnitt nennt
man kurz den Frithlingspunkt. Zu Hreparon’s Zeiten (etwa 150 J. v.
Chr. Geb.) lag dieser Punkt des Thierkreises im Sternbilde des
Widders, nahe der Grenze zum Sternbild der Fische, welches die
Sonne im vorhergehenden Monat durchlaufen hatte. Heutzutage
liegt der Frithlingspunkt im Sternbilde der Fische niher der Grenze
des vorhergehenden Sternbildes Wassermann. Der Frithlingspunkt
riickt also sehr langsam in den Sternbildern des Thierkreises riick-
wiirts, d. h. entgegengesetzt der Richtung, in welcher die Sonne all-
jihrlich den Thierkreis durchliuft. Diese Richtung entspricht auch
dem negativen Vorzeichen der Wurzel ¢, in Gleichung (198). Be-
trachten wir nimlich die Erde von derjenigen Seite, von welcher
aus wir ihren Nordpol sehen konnen, so findet die Rotation e
sowohl wie der Umlauf um die Sonne entgegengesetzt dem Uhr.
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zeiger statt. Da nun die Drehung ¢ das entgegengesetzte Vorzeichen
hat, so findet diese im Sinne des Uhrzeigers statt; in diesem Sinne
mufs also auch der Schnitt der Ekliptik und der Aequatorebene,
d. h. am Himmel der Friihlingspunkt im Thierkreise fortschreiten.
Diese Richtung ist mithin dem jihrlichen Sonnenlauf entgegen-
gesetzt. Das Wort Priicession, welches ein Vorwiirtsriicken bezeichnet,
entspricht diesem Sinne der Drehung nicht, doch ist dasselbe als
Terminus technicus fiir diese Bewegung allgemein angenommen; es
ist wohl dadurch entstanden, dafs man den Frithlingspunkt der
Ekliptik als festen Punkt angenommen hat und nun beobachtete,
dals die Fixsterne im Laufe der Zeiten langsam vorwirts riickten,
in demselben Sinne, in welchem die Sonne selbst ihren jihrlichen
Lauf durch den Sternenhimmel ausfihrt, dafs beispielsweise das
Sternbild des Widders, welches frither beim Frithlingspunkte lag,
jetzt bedeutend auf die nordliche Halbkugel heritbergeriickt ist.
Dieses Vorwiirtsriicken der Fixsterne beschriinkt sich selbstverstind-
lich nicht auf die Sternbilder des Thierkreises, sondern wird am
gesammten Sternhimmel wahrgenommen als eine langsame positive
Drehung um den Himmelspol der Ekliptik.

Die wesentlichen Merkmale der Priicessionshewegung lassen sich
also mit der Erfahrung iibereinstimmend aus den vereinfachten An-
nahmen unserer Thearie herleiten. Die kleinen Abweichungen,
welche sorgfiiltige astronomische Messungen ergeben haben, sind
tibrigens nicht nur auf die in der vorhergehenden Auseinander-
setzung ausfithrlich bezeichneten Vernachliissigungen zu schieben,
sondern rithren wesentlich von einem Umstand her, den wir gar
nicht erwithnt haben: Niimlich der Trabant unserer Erde, der Mond,
welcher zwar nur einen aufserordentlich kleinen Theil der Sonnen-
masse enthiilt, iibt vermdge seines geringen Abstandes von der Erde
eine Anziehung auf diese aus, welche doch etwa /309 der Sonnen-
anziehung betriigt. Diese Anziehung liefert fir den Aequatorgiirtel
ebenfalls ein Drehungsmoment, dessen Wirkung sich mit dem von
der Sonne herrithrenden vollkommen vermischen wiirde, wenn die
Ebene der Mondbahn, in welche der Aequatorgiirtel hineingezogen
wird, mit der Ekliptik zusammenfiele. Nun aber besitzt die Mond-
bahn eine, wenn auch kleine, so doch merkliche Neigung von etwa
5° gegen die Ekliptik, und die Knoten, in welchen diese beiden
grofsten Kreise am Himmel sich durchschneiden, riicken in etwa
18,6 Jahren durch den ganzen Umkreis der Ekliptik. Deshalb er-
zeugt der Mond noch eine zweite langsame Schwankung der Erdaxe,
welche sich theils im periodisch langsameren oder schnelleren Wachs-
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thum des Winkels ¢, theils in einem periodischen Schwanken der
Grifse des Winkels # anzeigt. Diese sehr unbedeutenden Richtungs-
finderungen der Axe, welche sich der Priicessionshewegung super-
poniren, nennt man die Nutation der KErdaxe.

Die Betrachtung der beiden Beispiele: des Kreisels unter Wir-
kung der Schwerkraft und der abgeplatteten Erde unter Wirkung
der Sonnenanziehung ergaben sehr éihnliche Resultate, nur war beim
Kreisel die Kegelbewegung der Axe im gleichen, bei der Erde im
entgegengesetzten Drehungssinne wie die Rotation «. Man wiirde
gleichartige Bewegungsformen iiberall da aus der Theorie folgern,
wo fiir die idufseren Kriifte eine potentielle Energie existirt, welche
nur von der einen Coordinate # abhiingt, wie das ja in diesen beiden
Fillen zutraf (vgl. Gleichungen (189) und (192)). Man hat dann
immer die beiden unveriinderten Differentialgleichungen (190« und ¢)
oder (183« und ¢) nebst deren Integralgleichungen (184 und
184a), nur die auf g beziigliche Differentialgleichung hiingt ab von
der besonderen Form der potentiellen Energie, deren Differential-
quotient nach # im Allgemeinen auch eine Function von f§ ist, die
mit F(f3) bezeichnet werde. Die Rechnung lifst sich dann stets in
derselben Weise durchfithren, und wenn man die iuflsere Kraft-
wirkung sehr klein annimmt und Bewegungen sucht, welche bei
constantem Winkel # vor sich gehen sollen, erhiilt man immer eine
sehr langsame Priicessionshewegung, welche durch :

W
Y4 = " Ao sinf )

definirt ist. Ks ist auch stets moglich, einen Anfangszustand an-
zugeben, aus welchem sich diese Bewegungsart entwickelt, dieser
wird durch die Daten ,§= Bor & =@y, By =0, @, = — ___E;@'p_)___

geliefert. Der Beweis dieser letzten Behauptung wird in derselben
Weise gefithrt wie am Schlusse von § 72.

g8+
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Vierter Abschnitt.

Ausdehnung des Geltungsbereiches der dynamischen
Prineiplen. :

§ 7b. Zusatz beliebiger dufserer Krifte.

Im zweiten Abschnitt dieses vierten Theiles wurden als zu-
sammenfassendes Princip fiir die Wirkungsweise der reinen Be-
wegungskriifte das Hamruron’sche Princip gefunden

4
5| (®—rLydt=0, (178)
/

aus welchem sich durch Ausfithrung der darin vorgeschriebenen Art
der Variation des Zeitintegrales die LaaraANGE'schen Bewegungs-
gleichungen fiir beliebige Coordinaten in der dort angegebenen Form

90 oL 4 (0Ly_,
0 pq # 0 pa g _E"—(_a‘ﬂ-':) i

herleiteten. In diesen beiden nur formell verschiedenen Ausdrucks-
weisen treten als Functionen des Zustandes die bekannten beiden
Formen der Energie, die potentielle @ und die kinetische L aufj
die Anwendbarkeit dieser Principien wird dadurch beschriinkt auf
conservative Massensysteme, deren wirkende Kriifte entweder aus-
schliefslich innere sind (freie Systeme), oder doch solche #ufsere
Kriifte, fiir welche man den Ausdruck der potentiellen Energie kennt,
z. B. die Schwerkraft oder die Sonnenanziehung in den Beispielen
der §§ 78 und 74. Nun kommt man hiiufig in die Lage, die Wir-
kung Hulserer Krifte beriicksichtiger zu miissen, deren Gridfse und
Richtung in jedem Zeitpunkt man zwar kemnt, um deren Conser-
vativitit man sich aber nicht bekiitmmern mag oder kann; dies gilt
von allen jenen unvollstindigen Betrachtungen, in denen man mit
Kriiften rechnet, welche als vorgeschriebene Zeitfunctionen eingefithrt
werden (vergl. S. 120). Man kann nun die vorstehenden Principien
so erweitern, dals sie auch fiir Probleme der eben erwithnten Art
die richtige Grundlage der Rechnung liefern, indem man nimlich
zu der potentiellen Energie bestimmte Zusatzglieder fiigt, welche
bei der Differentiation nach den Coordinaten die #ufseren Kriifte
neben den conservativen inneren Kriiften liefern. Diese #dufseren

(175)
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Kriifte kann man sich in Componenten zerlegt denken, deren jede
nur eine Coordinate des Systems beschleunigt; die zur Abmessung
P. gehdrige Componente bezeichnen wir durch (— P,). Das gewiihlte
negative Vorzeichen enthiilt keine sachliche Beschrinkung fiir den
Richtungssinn, da P, selbst noch als algebraische Grifse anzusehen
ist. Tritt bei der Bewegung des Systems eine Veriinderung der
Coordinate von der Grdfse -+ dp, ein, so wird die #ufsere Kraft
dabei Arbeit leisten, wenn (— FP,) einen positiven Werth hat, die
Energie des Systems wird also vermehrt, dagegen wird bei dieser
Veriinderung das System selbst auf Kosten seines Energievorrathes
Arbeit leisten, wenn (— P,) negativ ist, also wenn P, selbst einen
positiven Werth hat. Der Betrag dieser nach aufsen abgegebenen
Energie ist nach der Definition des Arbeitsbegriffes gleich 4 P,.dp,,
die positive Form dieser vom System geleisteten Arbeit wurde bei
Einfithrung des negativen Vorzeichens der iufseren Kraft beab-
sichtigt; man kann sagen, dafs P, diejenige Kraft ist, mit welcher
das System gegen die #Hufseren Einflisse auf Vergrofserung der
Coordinate p, hinwirkt. Sobald man die Bedingung einfihrt, dafls
die P, vom inneren Zustande des Systems unabhiingig, vorgeschrie-
bene Functionen der Zeit, oder im einfachsten Falle iiberhaupt
constante Grdfsen sind, kann man die gesuchten Zusatzglieder leicht
finden in der Form einer Summe, welche jede der Kriifte P, multi-
plicirt mit der zugehdrigen Coordinate p, enthilt. (Einen eben
solchen Zusatz haben wir bereits am Schlusse von § 60 in den
Gleichgewichtsbedingungen gemacht, Gleichung (154 b), nur war dort
das Vorzeichen desselben entgegengesetzt, weil die &ulseren Kriifte
positiv eingefithrt worden waren.)) Das Hamiuron'sche Princip erhiilt
dann die erweiterte Form:

5f((b-—-L+EP¢p.)dt=0. (195)

Die Variation des Integrals lifst sich auch jetzt noch in der-
selben Weise durch Variation der p, durchfihren wie in § 65, wobei
festzuhalten ist, dafs die durch virtuelle Verschiebungen entstehenden
Lagen gleichzeitig mit den wirklichen Lagen durchschritten werden
und dafs die P, als reine Zeitfunctionen nicht an der Variation
theilnehmen, Man erhiilt dann die Forderung:

f‘” El"’“ + T g + v (Fa)| 2 =
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welche bei der Willkiirlichkeit der Zeitfunctionen dp, nur erfiillt
werden kann, wenn zu allen Zeiten der Inhalt der geschweiften
Klammer fiir jedes a einzeln gleich Null ist. Man erhilt also fol-
gendes Gleichungssystem :

dad® 0L d (0L
Po= — T+ Tn i (Be)’

welches die gewiinschte Erweiterung der Lacrance'schen Differential-
gleichungen bildet. Die Reaction des bewegten Systems gegen die
dufseren Kriifte — denn das ist der Sinn der Grifsen P, — setzt
sich hiernach zusammen aus den inneren Kriften (—0 ®/dp,) und
den Analogen der Centrifugalkraft (+ 0 L/dp,), von welchen die
Aenderungsgeschwindigkeiten der Bewegungsgréfsen abzuziehen sind,
die mutationes motus des zweiten NEwton'schen Axioms, welche
nach Ausfithrung der mit L vorzunehmenden Differentiationen sich
als lineare homogene Functionen der Beschleunigungen darstellen.
Sind die p, etwa gar im Raume feste cartesische Coordinaten, so ist

iy 4]

(196)

folglich sind die
N3
. T ™ d

und die
d (6L (s d* z,
dt\dq, i 7

also nach der Newron'schen Definition diejenigen Kriifte, welche den
angegriffenen Punkten, wenn sie frei wiiren, gerade ihre thatsiich-
lichen Beschleunigungen ertheilen wiirden. Mit dem negativen Vor-
zeichen, welches diese Glieder in Gleichungen (196) fithren, ent-
sprechen diese Antheile der Reaction durchaus den negativen
p'AremBeRT'schen Zusatzkriiften, welche die angreifenden Kriifte im
Gleichgewicht zu halten vermdgen, wiithrend dann die positiven
p'AveEmBErT'schen Zusatzkriifte allein die Bewegung regieren, Man
konnte iibrigens auch die'Gleichungen (196) in der Weise umstellen,
dafs man die Differentialquotienten der Bewegungsmomente mit
positivem Vorzeichen nach links, dagegen die P, mit negativem
Vorzeichen nach rechts bringt, dann haben wir es nicht mit den
Reactionen zu thun, sondern wir haben Gleichungen, welche die
Beschleunigungen als Wirkungen der inneren und #ufseren Kriifte
hinstellen.
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& 76. Das kinetische Potential.

Im Hamiuron'schen Princip kommen die beiden Energiearten
nur zusammengefalst zur Differenz (¥ — L) vor, bei der Ausfihrung
der Variation wurden beide aus einander gerissen. Ks ist indessen
leicht, die Lacrance'schen Differentialgleichungen (sowohl die ur-
spriinglichen (175) als die erweiterten (196)) so zu schreiben, dafs
die beiden Energien auch darin nur verbunden zur Differenz auf-
treten. Da niimlich die potentielle Knergie nur von den Coordi-
naten, nicht aber von den Geschwindigkeiten abhiingig ist, sind alle
-g—::- und folglich auch alle (f-‘ (?):‘:
also letztere Ausdriicke zu den Gleichungen (196), so werden diese
dadurch nicht gestért, man kann sie dann aber folgendermalsen
schreiben:

) gleich Null. Addiren wir

dWw—-1)  d (a(fb-h_)), (1968)

Aot ol

Boom — etk W\ g,
so dafs auch hier nur die Differenz (®—L) vorkommt, deren Zeit-
integral nach dem Hamiuron'schen Integral ein Grenzwerth sein
soll. Wir wollen nun diese Function, auf welche es hiernach bei
der Darstellung der dynamischen Principien allein ankommt, durch
ein einheitliches Zeichen H ausdriicken: -

b—L=H (197)

und sie als das ,kinetische Potential®“ des Systems bezeichnen.
Das kinetische Potential ist von der Dimension der Energie und
wegen des Bestandtheiles @ behaftet mit einer unbestimmten addi-
tiven Constante. In den statischen Problemen, wo die lebendige
Kraft entweder Null ist, oder einen von gleichférmiger Bewegung des
ganzen Systems herrithrenden constanten Werth L besitat, welcher sich
mit der unbestimmten Constante vermischt, deckt sich begrifflich
das kinetische Potential mit der potentiellen Energie, die Gleich-
gewichtsbedingung (153a) (Seite 278) kann auch geschrieben werden:

dH=0.

Direct ausgefiihrt fordert dies zwar nur: 0 — 8L =0, aber die
Annahme, diese Gleichung konnte dadurch befriedigt werden, dals
§5® = 6L und dabei beide einzeln von Null verschieden sind, ver-
stofst gegen das Energieprincip, welches nicht zuliifst, dafs bei irgend
einer Variation @ und L gleichzeitig wachsen, es bleibt also nur
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W =0 und oL =0 iibrig; das sind die frither aufgestellten sta-
tischen Bedingungen.

Fiir bewegte Systeme unterliegt die Function H jetzt noch den
Beschriinkungen, welche aus ihrer Definition abzulesen sind: Sie
mufs bestehen aus einer reinen Function der Coordinaten p,, von
welcher subtrahirt wird eine wesentlich positive, homogene quadra-
tische Function der Geschwindigkeiten ¢,, deren Coefficienten eben-
falls nur von den p, abhiingen kénnen. Die Einfithrung des Zeichens
H ist zuniichst nur eine formale Vereinfachung, ebenso fordert die
Einfihrung des Namens ,kinetisches Potential“ nicht unsere Er-
kenntnifs, kann vielmehr nur einer kilrzeren Ausdrucksweise dienen,
wenn wir das Hamruron'sche Princip in Worte kleiden wollen. Die
weittragende Bedeutung dieser Function kann man erst daraus er-
kennen, dafs es moglich geworden ist, ither die Grenzen der offen-
baren Bewegungsvorgiinge hinaus, Gesetze der Thermodynamik und
Elektrodynamik in dieselben Formen 2zu zwingen, welche das
Hamiuron'sche Princip fiir die Dynamik ponderabler Massen bildet,
wobei freilich H nicht mehr den eben angefithrten beschriinkenden
Bedingungen unterliegt, sondern als eine in jedem Gebiet besonders
aufzusuchende Function der den Zustand bestimmenden Grifsen
e und g, erscheint, zweier Reihen von Parametern, welche nicht
einmal vollstiindig correspondiren miissen, in denen vielmehr gewisse ¢
vorkommen konnen, deren zugehirige p fehlen und umgekehrt.

Derartige allgemeine Principien, in denen verlangt wird, dass
das Integral einer gewissen Function des Zustandes, ausgedehnt
itber den ganzen Verlauf einer Zustandsiinderung, ein Grenzwerth,
mitunter nothwendig ein Minimum wird, sind mehrfach aufgestellt
worden unter verschiedenen Formen, welche verschiedenen Be-
dingungen bei der Variation entsprechen, welche aber bei richtiger
Ausfithrung der geforderten Variationen zu denselben Differential-
gleichungen fiir den Verlauf der Processe fithren. Das iilteste
dieser Integralprincipien war das von Mavrerruis aufgestellte
Princip der kleinsten Action, welches aussagte, dafs bei allen in
der Natur vorgehenden Processen der Mittelwerth der lebendigen
Kraft ein Minimum sei. Die fiir mechanische Probleme dabei
gilltigen Variationsbedingungen sind erst von LaAGraNGE gefunden
worden, und dadurch ist dieses Princip erst streng wissenschaftlich
begrindet worden. Wir kdnnen vom modernen Standpunkt aus
diese Bedingungen dadurch definiren, dafs wir fordern, die Gesammt-
energie der variirten Bewegung solle gleich der der wirklichen
bleiben. Uebrigens leistet dieselben Dienste das Hamruron'sche
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Princip, bei welchem eine andere Bedingung besteht, dafs nimlich
die Zeit nicht von der Variation betroffen wird. Letzteres bietet
iiberdies noch den Vortheil, dals wir die auf #ufsere Krifte beziig-
lichen Zusatzglieder zu H hinzufiigen kdnnen. Wir wollen deshalb
bei der Hamiuron'schen Form bleiben, welche jetzt unter Wahrung
derselben Variationsbedingung lautet:

4
b} f Hdt =0 (198)
to
und in erweiterter Form:
4
Jf(H+ S Pipa)dt =0, (198a)
t
Die erweiterten LAoraNcE'schen Gleichungen erhalten die Form:
oH d (6H
= - SR L 198b
Formmsger dog ] S

§ 77. Eliminationen von Variabelen im kinetischen Potential.

Es sollen in diesem Bande nicht die verschiedenen Formen
des kinetischen Potentials fiir die einzelnen Gebiete nicht reiner
Bewegungsvorgiinge aufgestellt werden, es soll aber jetzt gezeigt
werden, dafs man auch, ohne iiber die Grenzen der Betrachtung
der Ponderabilia hinauszugehen, Erscheinungen findet, deren Ver-
lauf sich aus unseren zusammenfassenden Principien herleiten lifst,
in denen jedoch das kinetische Potential nicht an die Beschrinkungen
gebunden bleibt, welche aus seiner Definition herstammen. Solche
freiere Formen konnen aus dem urspriinglichen H in Gleichung (197)
entstehen, wenn es in der Natur des betrachteten Problems be-
grindet liegt, dafs man einen Theil der Geschwindigkeiten oder
der Coordinaten eliminiren kann.

Derartige Fille sind uns schon frither begegnet, als wir die
Beschriinkungen der Bewegungsfreiheit durch starre Bindungen be-
trachteten. Dabei hatten wir eine Reihe vorgeschriebener Be-
dingungsgleichungen zwischen den Coordinaten zu erfiillen, was
wenigstens in der Idee immer dadurch geschehen konnte, dass man
diese Gleichungen zur Wegschaffung ebenso vieler Variabelen be-
nutzte. Diese am hiiufigsten betrachtete Art von Elimination fithrt
uns hier zu nichts Neuem, da @ und L, mithin auch H dabei die-
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selben charakteristischen Formen behalten, nur beschriinkt auf eine
geringere Zahl von Variabelen. Anders ist es bei einem Massen-
system, in welchem cyklische Bewegungen erregt sind, welche un-
gestort durch sonstige Veriinderungen gleichmi(sig fortlaufen. Denken
wir uns eine ununterbrochene Reihe von gleichartigen Partikelchen,
welche in einem bestimmten geschlossenen Wege dicht hinter einan-
der laufen, so dafs sie die ganze in sich zuriicklaufende Bahn
itberall gleich dicht und ohne merkliche Liicke mit Masse fiillen.
Ist diese Kette von Massentheilchen, welche durch starre Verbin-
dungen an einander und an die vorgeschriebene Bahn gekniipft sein
mogen, einmal in eine bestimmte Bewegung gesetzt, so wird sie
vermoge ihres Beharrungsvermégens unveriindert umlaufen, wenn
keine beschleunigenden oder verzogernden Kriifte auf die Theilchen
eine resultirende Wirkung iben. Kine in dieser Weise bewegte
Kette liefert ein Beispiel fiir eine cyklische Bewegung. Ferner ge-
hort dahin die Drehung eines Kreisels oder eines anderen Rotations-
korpers, z B. eines Schwungrades. Die Weggeschwindigkeiten der
Kettenglieder und die Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Massen-
punkte der Rotationskorper erscheinen dabei an allen Stellen des
Umlaufs nothwendig als die gleichen. Dies liegt fibrigens nicht im
Wesen der cyklischen Bewegungen als solcher, sondern nur in der
Natur der gewiihlten Beispiele begriindet; eine Wassermasse, welche
in einem ringformig geschlossenen Rohre in Circulation versetzt
ist, besitzt ebenfalls eine cyklische Bewegung, zeigt aber die be-
zeichnete Eigenthiimlichkeit nur, wenn das Rohr iiberall gleichen
Querschnitt besitzt. Ist dies nicht der Fall, so strémt das Wasser
an den engeren Stellen schneller, an den weiteren langsamer; con-
stant bleibt in dem Falle die Wassermenge, welche in gleicher Zeit
durch simmtliche Querschnitte strémt. Die wesentliche Forderung
an die cyklischen Bewegungen besteht nur darin, dals sie in sich
zuriicklaufen und an allen Stellen einen stationiiren Zustand zeigen.
Es treten in einen bestimmten Ort des Umkreises immer andere
Theilchen ein, zeigen aber dann immer denselben Bewegungszustand,
so dafs die Verfolgung einzelner Massen entbehrlich wird, und eine
vollstiindige Beschreibung gegeben ist, wenn man fiir alle Orte des
Umlaufs den Zustand der Bewegung kennt.

Ein Massensystem, in welchem eine einzige solche cyklische
Bewegung erregt ist, nennt man ein monocyklisches System,
dazu gehoren auch noch solche Systeme, in welchen mehrere
cyklische Bewegungen gekoppelt sind, so dafs durch die Bewegung
eines einzelnen alle ibrigen zugleich bestimmt sind, wie dies z. B.
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bei einer Combination mehrerer Zahnrider oder bei Verwendung von
Treibriemen und noch anderen mechanischen Hiilfsmitteln eintritt.
Finden dagegen mehrere von einander unabhiingige cyklische Be-
wegungen statt, so nennt man das System ein polycyklisches.

Einer cyklischen Bewegung gehért ein ganz bestimmter Inhalt
an lebendiger Kraft, welcher sich zusammensetzt aus den lebendigen
Kriften aller in dem Cyklus laufender Massenpunkte. Da nun die
Verfolgung der einzelnen Punkte bei der stationiiren Bewegung nicht
nithig ist, da immer neue gleichartige an die Stelle der weiter-
geriickten treten, so wird durch die jeweilige Lage der Massen in
der geschlossenen Bahn die lebendige Kraft L nicht beeinflusst.
Ebenso wenig kann die potentielle Energie @ von der Stellung der
circulirenden Masse abhidngen, das kinetische Potential H kann also
die Coordinaten der einzelnen in cyklischer Bewegung befindlichen
Massenpunkte nicht als Variabele enthalten. Wir wollen diese Co-
ordinaten, welche in H fehlen, zum Unterschiede von den ilbrigen
Pa bezeichnen durch pg, der Index b bezeichnet also nicht eine ein-
zelne Ordnungszahl, sondern eine ganze Gruppe. Wenn die cyklische
Bewegung gleichmifsig fortlaufen soll, diirfen sie keine Kriifte von
aufsen beschleunigen oder hemmen, also:

Py = 0. (199)

Wohl kénnen auf den ganzen Cyklus veriindernde Krifte vom
iibrigen System oder von aufsen her einwirken, das sind aber keine
Py, sondern P,, Kriifte, welche auf diejenigen Coordinaten p, wirken,
welche die Lage und Gestalt der Bahn der cyklischen Bewegung
angeben, nicht aber einzelner Massenpunkte in ihr. Bei dem in
Fig. 20 gegebenen, um die Axe 44 rotirenden Korper z B. wird
die Lage einzelner Massenpunkte angegeben durch den Winkel «,
dieser ist solch’ eine Coordinate p;, und spielt gar keine Rolle, Die
Lage des Cyklus wird bestimmt durch die Winkel # und ¢, welche
den p, entsprechen, und auch von iufseren Kriiften veriindert werden
kénnen.

Die Lacranae'schen Gleichungen nehmen fiir die Indices b eine
gehr einfache Form an, denn erstens sind die Py = 0, ferner auch
die d H/Opy = 0, es bleibt also nur:

d (0H _
E?(‘a”}}‘.,") 58 % (1998)
woraus direct folgt:

0H

eg— S . 19
T (199b)
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Dabei bedeutet ¢y eine Reihe von Constanten, die ihrem Sinne nach
die unveriinderlichen Bewegungsmomente der cyklischen Bewegungen
darstellen. In monocyklischen Systemen wird sich die Zahl der-
selben auf eine reduciren lassen, doch konnen wir hier die Rech-
nung auch fiir polycyklische Systeme verfolgen. Da nun nach der
urspriinglichen Definition H die simmtlichen ¢, und ¢ in Form
einer homogenen quadratischen Function enthiilt, so werden die
Differentialquotienten & H/d ¢y homogene lineare Functionen aller ¢
sein, deren Coefficienten von den p, allein abhiingen, da ja die
Py nicht vorkommen. Man erhiilt also aus (199b) ein System von b
linearen Gleichungen, aus denen man die ¢y als lineare Functionen
der ¢, ausdriicken kann. Durch Einsetzung in den Ausdruck H
werden dann die ¢, eliminirt, es kommen nun nur die p, und ¢,
und die Constanten ¢; vor, Den durch diese Eliminationen ver-
finderten Ausdruck H wollen wir mit § bezeichnen. Die Differential-
quotienten 09/ p, und 69/ g, werden verschieden sein von den
entsprechenden Differentialquotienten der urspriinglichen Function H,
denn § enthiilt die p, und g, erstens an denselben Stellen, wo sie
auch in H zu finden waren, ferner aber auch an denjenigen Stellen,
wo in H die ¢, standen, welche jetzt ebenfalls mit Hiilfe der p,
und g, ausgedriickt sind. Nach den Regeln fiir die Differentiation
von theilweise impliciten Functionen wird:

09 oH _O0H 0dg

35 = 35 T %04 Op,
und ebenso:

a9 JOH g5

0% 6% %6‘95 0qa

In den Summen kann man nach Gleichung (199b) die ¢; einsetzen
und findet dann:

9 g5
3% G = G B
Gq, v _6‘
2 F‘In 28 6?: gcb%
KEs ist demnach:
dH 0
Fo = I B -3

(200)
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Diese beiden Gleichungen driicken die auf die Indices a beziig-
lichen Differentialquotienten von H durch die gleichartig gebildeten
Differentialquotienten einer anderen Function aus, in welcher nur
die p, und ¢, vorkommen, denn an Stelle der gy hat man sich die
Losungen der linearen Gleichungen (199b) gesetzt zu denken. Diese
neue Function vertritt also die Stelle von H, die LAGrANGE'schen
Gleichungen erhalten durch sie die Gestalt:

P = — ?i% ®— S oo g5) + QdT [d% ®— X Qa)]- (200a)

Das neue kinetische Potential:
{5 = g Cp ‘h};

welches durch die Elimination der gy entstanden ist, hat eine wesent-
lich andere Zusammensetzung als das urspriingliche; zwar gelten
fir § noch dieselben Bedingungen, dafs es besteht aus einem nur
von den p, abhiingigen Theile und einem zweiten Theile, welcher
eine homogene quadratische Function der g, ist; dazu treten aber
die Glieder — >’ ¢5 g5, welche nach Einsetzung der Losungen gy
die Geschwindigkeiten ¢, in erster Potenz enthalten. Solche Glieder
waren in dem urspriinglichen Ausdruck H unmoglich; man sieht
also, dafs hier bereits die Regel durchbrochen ist und dafs das
kinetische Potential jetzt freier in seiner Zusammensetzung ist. Das
* Auftreten dieser linearen Glieder erklirt eine wichtige Besonderheit
der cyklischen Systeme. Will man niimlich eine  Reihe von.
Zustandsiinderungen des Systems — einen Procels — nach seiner
Beendigung riickgiingig machen, so dafs der Anfangszustand wieder
hergestellt wird, und man kehrt zu diesem Zwecke die Vorzeichen
aller Geschwindigkeiten ¢, um, so bleibt die rein quadratische
Function der Geschwindigkeiten dabei ungeiindert, die linearen
Glieder wechseln aber ihr Vorzeichen, man erhillt fir den Riick-
gang ein anderes kinetisches Potential, mithin auch andere Differen-
tialgleichungen, die Bewegung kann dann nicht in gleicher Weise
riickwiirts wie vorwiirts durchlaufen werden: Der Procefs ist nicht
umkehrbar. Die Umkehrbarkeit kinnte nur hergestellt werden durch
gleichzeitige Umkehrung der hier eliminirten cyklischen (Geschwindig-
keiten g¢p; dann wiirden niémlich beim Riickgang auch alle Con-
stanten ¢, die entgegengesetzt gleichen Werthe annehmen, es wiirde
(— ¢g). (= qv) = + ¢ . go bleiben.

Man kann sich aber Fille vorstellen, in welchen die cyklischen
Bewegungen gar nicht entdeckt werden. Denkt man sich beispiels-
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weise den circulirenden Theil des Systems von einem unduréh-
dringlichen Mantel umgeben, also etwa eine schnell rotirende Kugel
eingeschlossen in eine Hillse, welche an ihrer Innenseite zugleich
die festen Lager der Drehungsaxe triigt, so wird man aufsen nichts
von der lebhaften Bewegung im Inneren wahrnehmen, so lange der
Korper ruht. Wenn man ihn aber bewegt, so bemerkt man, dals
man ihn nicht unter Wirkung derselben Kriifte durch blofse Um-
kehrung der sichtbaren Endgeschwindigkeit wieder zuriickbewegen
kann. Dieser mechanischen Analogie gemiifs kann man physikalische
Vorgiinge, welche sich durch ein mit linearen Geschwindigkeits-
gliedern hehaftetes kinetisches Potential darstellen lassen, allgemein
als Fille mit verborgenen Bewegungen bezeichnen, ohne dafs damit
gesagt werden soll, dafs wir irgend eine Kenntnifs von der Natur
solcher Bewegungen hiitten. KEs ist auch nicht nithig, dals diese
verborgenen Bewegungen gerade den regelmiilsig geordneten Cha-
rakter der cyklischen Bewegungen zeigen. Die Hypothese der
kinetischen Gastheorie z. B. nimmt eine villig. ungeordnete Be-
wegung der Molekeln an, welche mit den cyklischen Bewegungen
nur gemeinsam hat, dafs ihr eine bedeutende lebendige Kraft ent-
spricht, welche nicht abhiingt von den Coordinaten der einzelnen
bewegten Theile, und dafs in jedem gegen den Molekularabstand
grofsen Volumen der Bewegungszustand trotz seiner Regellosigkeit
im Einzelnen ein stationiirer ist und dafs dieser endlich bei der
Umkehrung eines Processes nicht mit umgekehrt werden kann,
Also die kinetische Gastheorie erkliirt die thermischen Kigenschaften
und Gesetze durch Aufstellung einer Hypothese, wihrend die Be-
trachtung der cyklischen Systeme bei bekannten Bewegungsvorgingen
stehen bleibt, und aus diesem Gesctze herausliest, welche weit-
geltende Analogie mit den Hauptsiitzen der Thermodynamik zeigen.

Unter gewissen besonderen Voraussetzungen iitber die Art der
Bewegungen und der #ufseren Kriifte lassen sich noch andere Co-
ordinaten-Eliminationen ausfithren, welche viel eingreifendere Ver-
iinderungen in der Gestalt des kinetischen Potentials herbeifithren.
Setzen wir niimlich die cyklischen Coordinaten py, welche in H
fehlen, als schnell veriinderlich, die gy also als grofs voraus, wihrend
alle anderen Coordinaten p,, welche als Parameter der Lage und
Configuration des Systems noch auftreten, sich nur sehr langsam
verfindern sollen, so werden die ¢, gegen die g, verschwindend klein
sein. Kbenso werden die Beschleunigungen dg,/dt sehr kleine
Grofsen sein miissen, die Zustinde werden also immer in niichster
Nachbarschaft der statischen Bedingungen bleiben, dlnlich wie auch
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bei den einfachen mechanischen Maschinen (Hebel, schiefe Ebene,
Flaschenzug) durch die langsamen Bewegungen, welche bei ihrer
Benutzung ausgefithrt werden, die Gleichgewichtsbedingungen nicht
merklich verletzt werden. Das kinetische Potential wird dann bis
auf verschwindende Beitriige allein bestimmt durch die p, und die
¢s; die pg fehlen von vornherein, die g, bleiben ohne merklichen
Einflufs, ihnen entspricht ein verschwindender Beitrag zur lebendigen
Kraft des Systems. Wir wollen jetzt nicht nothwendig ausschliefsen,
dafs die cyklischen Geschwindigkeiten durch Kriifte P, beschleunigt
werden, doch sollen diese Veriinderungen so langsame sein, dafs
auch die Beschleunigungen dgy/d¢ in die Klasse der verschwinden-
den Grifsen gehoren. Die Lacranaer'schen Gleichungen verein-
fachen sich unter diesen Voraussetzungen. Zuniichst lauten die-

selben :
d (6H
A i by
| (201)
ey O __?_(6_”1)‘
i T T dt \ dq,

Die nach der Zeit differenzirten Glieder bilden in beiden Gleichungen
verschwindend kleine Grofsen; denn jedes & H/d gy und 0 H/dq, ist
eine lineare Function aller g5 und ¢,, deren Coefficienten nur von
den p, abhiingen, in den zeitlichen Differentialquotienten erhiilt man
also eine erste Reihe von Gliedern, welche die dgy/dt oder dg, idt
als Factoren zeigen, und deshalb sehr klein sind, dazu tritt eine
zweite Reihe, in welcher die Differentiation der Coefficienten aus-
gefiihrt ist, also die ¢, und die grolsen gy unversehrt stehen bleiben,
in diesen treten aber stets Factoren dp,/d¢ auf, welche nach Vor-
aussetzung verschwindend sind. So sieht man also erstens, dafs die
Kriifte P, verschwindend klein bleiben miissen, und zweitens, dafs
die Kriifte P, bis auf verschwindend kleine Antheile dargestellt
werden durch Differentialquotienten des kinetischen Potentials nach
den Coordinaten allein. Vernachliissigen wir nun die verschwinden-
den Antheile, so erhalten die auf a beziiglichen Gleichungen

die Form:
dH

Py, = — *é;;—’ (201a)
ihrem Sinne nach sind dies statische Bedingungen, in denen #ufsere
und innere Kriifte sich das Gleichgewicht halten, ohne beschleu-
nigend zu wirken; dies entspricht ganz den gemachten Voraus-
setzungen. Wir wollen nun eine letzte besondere Annahme ein-
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fuhren: Fir eine gewisse Gruppe von Parametern, die wir, zum
Unterschiede von den iibrigen p,, mit p. bezeichnen wollen, sollen
die #ufseren Kriifte fehlen, d. h.:

P‘ = 0,
folglich erhillt man eine Giruppe von Gleichungen:

OH
0 p g

Da nun H in Bezug auf die p, eine ganz willkiirlich gebaute
Function sein kann, so gilt dies auch von den Ableitungen
d H|dp,, die vorstehenden Gleichungen werden die p. in recht ver-
wickelten Verbindungen mit den iibrigen p, und g, enthalten kinnen.
Gelingt es indessen einige oder alle p, aus diesen Gleichungen als
Unbekannte zu berechnen, so kann man die fiir sie gefundenen Aus-
driicke in H einsetzen, und dadurch die p. eliminiren. Bei dieser
Elimination veriindert sich aber die Zusammensetzung der Function
aus den iibrig gebliebenen Variabelen in ganz unbestimmbarer Art.
Denn die Losungen p, der Gleichungen (202b) konnen die p, und
auch die ¢y in jedem Grade analytischer Complication enthalten.
Die durch Elimination entstandene Function sei bezeichnet mit H',
dafs man dieselbe noch als kinetisches Potential in den LiorancE'-
schen Gleichungen brauchen kann, erkennt man, sobald man die
dabei erforderten Differentialquotienten bildet. Man findet:

0H O0H dH 0dp,

0. (202b)

R TR Y T
(2020)
oH 0H ZOH dp

T O T 20p 0a

Die hier ither die ¢ erstreckten Summen sind aber wegen der Fac-
toren @ H/dp, gliedweise gleich Null, die Differentialquotienten von
H' sind gleich den entsprechenden von H, mithin kann H' als kine-
tisches Potential betrachtet werden, so weit man nur nach den
Parametern p, fragt; in Bezug auf die p, ist die Betrachtung un-
vollstiindig.

Derartige dynamische Probleme, wie wir in diesem Paragraphen
bezeichnet haben, bieten mannigfache Analogien mit anderen physi-
kalischen Erscheinungen, welche sich nicht auf bekannte Bewegungen
ponderabler Massen zuriickfihren lassen — thermodynamischen und
elektrodynamischen. Es besteht deshalb das Bestreben in der mo-
dernen theoretischen Physik die verschiedenen beobachteten Gesetz-
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mii(sigkeiten herzuleiten aus einem solchen zusammenfassenden Prin-
cip, welches der Hufseren Form nach {ibereinstimmt mit dem verall-
gemeinerten Hamiuron’schen Princip (198) resp.(1984a) und den daraus
folgenden verallgemeinerten LiaoraNGE'schen Gleichungen (198b), in
welchen aber das kinetische Potential nicht mehr den urspriinglich
dafiir geltenden Formbeschriinkungen unterliegt, sondern als eine
gewisse, fiir jedes Gebiet zu suchende Function allgemeiner Art von
zwei Reihen von Variabelen p und ¢ erscheint, welche einander
nicht paarweise entsprechen milssen. Unter den p werden dabei
immer die Parameter zu finden sein, welche die Lage der als Triiger
dienenden Massen bestimmen, deren beschleunigte Bewegung auf
ponderomotorische Kriifte hinweist, die ¢ brauchen dabei aber nicht
als Geschwindigkeiten ponderabler Massen erkannt zu sein, kdnnen
vielmehr als melsbare Grifsen anderer Art, als Functionen der Tem-
peratur oder als Intensititen elektrischer Strome, als Zunahmen
dielektrischer oder magnetischer Polarisation eingefithrt werden. Das
kinetische Potential H wird dabei stets von der Dimension einer
Energie sein, welche ja auch in allen Gebieten der Physik sich in
bestimmter Weise aus der Variabelen des Zustandes zusammensetzt,
indessen wird von einzelnen Theilen der Function H nicht gesagt
werden konnen, ob sie @ oder L repriisentiren.

8 79. Das Energieprincip bleibt gewahrt.

Wir wollen annehmen, wir hiitten fiir ein abgeschlossenes Ge-
biet von physikalischen Erscheinungen das kinetische Potential H
als eine ganz beliebige differenzirbare Function der zwei Reihen
von Variabelen p, und ¢, gefunden. So weit die ¢ durch dieselben
Indices correspondiren mit bestimmten p, sei:

d pq
Qo ™ a7 2

Die (— P,) seien beliebige hufsere Kriifte, bei deren positiver oder
negativer Arbeitsleistung wir Veriinderungen aufserhalb des betrach-
teten Systems vorhandener Energiequanta nicht verfolgen. Es lifst
gich dann beweisen, dafs in der Giiltigkeit unseres zusammen-
fassenden dynamischen Princips die Erhaltung der Energie eben-

falls gewahrt bleibt.
Wir schreiben unser Princip wiederum in Form der Gleichungen:

0H d (0H
Po= — o ar (Ga)’

H. v. HeLsmorrz, Theoret. Physik. Bd. I, 2, 24
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welche ja direct durch Ausfithrung der Variation des Hamruron'schen
Integrales ohne Kinschriinkungen gefunden werden. Jede Gleichung
erweitern wir mit dem zugehorigen ¢,, und summiren die ganze
Schaar. (Dies ist dieselbe Operation, welche in § 48 mit den
Newron’schen Gleichungen (113) vorgenommen wurde.) KEs folgt
dann:
0H
Shu=-Sieat S (o) w

Die zweite Summe rechts ist Theil eines vollstindigen zeitlichen
Differentialquotienten, es ist nimlich:

d < OH a (0H 0H dq.'
S~ Zar(ge) « + Saga

in den beiden anderen Summen kbnnen wir ¢, durch dp,/dt er-
setzen. Dann erhilt man:

_EP.&p,__{_ 0H dp, 0H dq.} L0
“ar T\T 28, at T2, Tat) Y ar 2, ¢

Da H nur von den p, und ¢, abhiingt, bilden die beiden in ge-
schweifte Klammer eingeschlossenen Summen zusammen den voll-
stiindigen zeitlichen Differentialquotienten von — H, es ist also:

2 Padps % dH d

e TR Oy
oder nach Weglassung des gemeinsamen Nenners d¢:
SP, dg, = — d(H S giq. ; (208)

Die linke Seite dieser Gleichung bezeichnet die bei der Ver-
grofserung der Coordinaten p, um die Differentiale dp, nach aufsen
geleistete Arbeit. Diese Arbeit wird gleichgesetzt der Abnahme
einer Function:

o0H
B H —~ E'Eh__'q” (2034)
e 94

welche nur von den p, und g¢,, also vom Zustand des Systems ab-
hiingt. Diese Function wird fortdauernd in demselben Mafse ab-
nehmen oder wachsen, wie das System Arbeit ausgiebt oder auf-
nimmt, E bezeichnet den Energievorrath des Systems. Unser Princip
schliefst also das Princip der Erhaltung der Energie ein, und zwar
in seiner allgemeinsten Form, denn wir kdénnen weder sagen, in
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welchen Formen die Energie vor der Aufnahme und nach der Ab-
gabe seitens des Systems bestanden hat, noch kénnen wir im vor-
stehenden Ausdruck fiir F die bekannten Formen @ und L wieder
erkennen.

Angesichts dieser ungewohnten Form, in welcher die Energie
in Gleichung (208a) durch das kinetische Potential ausgedriickt ist,
mag hier noch gezeigt werden, dafs in den Fiillen, wo das kine-
tische Potential die urspriingliche Form

H= ¢ - L,

zeigt, die Energie E, welche durch die soeben gefundene Gleichung
definirt wird, ibereinstimmt mit dem friiher bezeichneten Begriff.
Die Variabelen ga kommen alsdann nur in L vor, also ist:

dH 0L

04 04 ;
L ist eine homogene quadratische Function aller g,, eine solche
kann man allgemein ausdriicken durch

L= }ggﬁmq'?u-?w- (204)

Die Indices p und q sollen in der Summe alle Ordnungszahlen
des Systems durchlaufen, fiir die Coefficienten gilt die Bedingung:

Ay, q = 4g, p.

Will man dieses L nach einer bestimmten Variabelen ¢, differen-
ziren, so hat man zuerst aus der Doppelsumme alle Glieder abzu-
sondern, welche ¢, als Factor enthalten, die iibrig bleibenden Sum-
men, in denen die Ordnungszahl a dann ausgelassen werden muls,
sollen mit einem Hitkchen (') bezeichnet werden, es ist dann:

L=}A0a-904 9% X2 4p0 0+ F D D 4y, q-9 - 90
P p q

folglich:
0L QR -
d. h.:

0H i
0 =2,'Av-°'?vr (p auch = a)

und die in dem vorstehenden Ausdruck £ (Gleichung (208a)) anf-
tretende Summe wird:

VOH o
=== D -9.--‘-22%.«-?»-%»
a qa 6P

24
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach Gleichung (204)
nichts anderes als 2 I, mithin ist:

E=H+42L
und schliefslich, wegen H= ® — L
E= Q4 L.

Dies ist der bekannte Ausdruck fir die gesammte Energie in einem
conservativen Massensystem.

Bei dieser Beweisfihrung wurde nur von einer allgemeinen
Kigenschaft der homogenen quadratischen Functionen Gebrauch ge-
macht; man kann némlich jede homogene quadratische Function L
einer Schaar von Variabelen g, darstellen in der Form:

L=} g:: T (2043)

Es wurde in diesem Paragraphen nachgewiesen, dafs die Glei-
chungen (198b), mithin auch deren Quelle, das Hamruron’sche Princip
in der Form Gleichung (198a) das Gesetz von der Energieerhaltung
immer einschliefsen. Umgekehrt ist aber dieses Princip nicht immer
erfilllt, wenn sich aus den Differentialgleichungen die Erhaltung der
Energie nachweisen lifst. Diese Behauptung brauchen wir nur durch
ein Beispiel zu stiitzen. Nehmen wir an, dals zwei der Lacraxar’schen
Differentialgleichungen, welche sich auf die bestimmten Ordnungs-
zahlen i und ‘t beziehen, nicht die bisher angenommene Form haben,
sondern dafs zur rechten Seite der i-ten Gleichung noch ein Glied
+ @.qr, zu der t-ten Gleichung noch ein Glied — ¢.g hinzutrete,
wo ¢ irgend jeine Function der Coordinaten p vorstellen soll. Die
beiden Gleichungen lauten dann:
o0H d [6H
P = ""a‘;'*‘ E‘*(—a;l—)'F‘P-?l
0H d [0H
T T (6‘_9!:) TR

Macht man nun die vorgeschriebene Operation, erweitert also die
erste Gleichung mit ¢;, die zweite mit ¢y und addirt dann die ganze
Schaar, so heben sich die zugesetzten Glieder fort, das Resultat,
welches die Erhaltung der Energie lehrt, bleibt also trotz dieser
Zusiitze giltig. Dagegen wird man sich vergeblich bemiihen, im

(205)
Pt ==
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Integrandus des Hamiuron’schen Integrals einen Zusatz derart zu
finden, dafs daraus bei Ausfihrung der Variation gerade diese
beiden und nur diese beiden Zusatzglieder zu der i-ten und I-ten
Differentialgleichung hinzutreten; man konnte dies nur erreichen,
wenn man ganz bestimmte Forderungen an die Function ¢ stellt.
Der Zusatz dieser Glieder widerspricht also nicht dem Energie-
princip, wohl aber dem Hammron'schen Princip. Letateres sagt
also mehr und Bestimmteres aus iiber den besonderen Charakter
der Naturkriifte, als was in ihrer Bezeichnung als conservative Kriifte
bereits ausgedriickt ist. Wollte man daraus den Schlufs ziehen,
dafs das Hasiuron'sche Princip eine zu enge Grenze ziehe, so
kénnte dies nur nachgewiesen werden durch Naturerscheinungen,
welche sich demselben nicht fiigen, solche sind aber, soweit iiber-
haupt eine Fihlung der Naturgesetze mit diesem Princip ge-
lungen — und das ist bereits in vielen wichtigen Fillen gelungen
— noch nicht gefunden worden. Man ist daher zu der Annahme
berechtigt, dafs dieses Princip eine universelle Giiltigkeit hat, so
dafs man es in Gebieten, wo die Beweise fir seine Richtigkeit noch
fehlen, doch mit Nutzen als Leitfaden fiir die Auffindung der Ge-
gsetze benutzen kann, deren Bestitigung oder Widerlegung dann
Aufgabe der experimentellen Forschung ist. Ks ergeben sich aus
dem Princip nothwendige Beziehungen zwischen dem Verhalten
eines Systems gegeniiber gewissen Veriinderungen der Krifte, reci-
proke Beziehungen, welche bisher immer bestiitigt gefunden wurden.
Die Grundlagen dieser Folgerungen sollen im folgenden letzten
Paragraphen dieses Bandes angegeben werden.

§ 79. Reciprocititsgesetze.

Wenn man die in den Liaaranar'schen Differentialgleichungen

vorkommenden Differentialquotienten ;‘- (gf) ausrechnen will, so
a

mufs man beachten, dafs die 8 H/dgq, die Zeit nicht explicite ent-

halten, sondern, gleichwie H selbst, differenzirbare Functionen der

p. und g, sind. Man findet dann:

d 65’)= @B dp OH  dg
FTACER 3%-6}& dt yr'é‘q.-ﬁqn dt

In der ersten Summe treten die Geschwindigkeiten dpy/dt = ¢y als
Factoren auf, deshalb brauchen aber die Ausdriicke nicht linear
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nach den gy zu sein, denn die zweiten Differentialquotienten von H
konnen ja die gy auch noch enthalten. In der zweiten Summe
treten die Beschleunigungen

dgy _

als Factoren auf, und bilden dadurch nothwendig eine lineare Func-
tion, weil an anderer Stelle die ¢ nicht vorkommen. Die Kriifte
P, werden also dargestellt als lineare Functionen der simmtlichen
Beschleunigungen, denn man hat:

0H ’
P = Gt Foin ™t Saadn® O

(Bei cartesischen Coordinaten ist man gewdhnt die Kraft P, nur
durch die ihr gleichgerichtete Beschleunigung ¢; linear ausgedriickt

zu finden, im Allgemeinen kbnnen aber auch, wie man sieht, die
anderen Einfluls haben.)

Differenzirt man P, nach einer bestimmten Beschleunigung g,
80 bleibt nur der eine Coefficient aus der linearen Function fiibrig,
es ist:
0F, - OB
0gc 04¢a.0¢

Die rechte Seite ist in Bezug auf die beiden Indices a und ¢ sym-
metrisch; man wiirde deshalb denselben Ausdruck gefunden haben,
wenn man P, nach ¢; differenzirt hiitte, es muls also sein:

%%_ & %{% (207)

Dies ist eine reciproke Beziehung zwischen Kriiften und Beschleu-
nigungen, in Worte gekleidet: Wenn ein bestimmter Zuwachs der
Beschleunigung ¢; die Kraft P, vergrofsert, so mufs der gleiche
Zuwachs, wenn man ihn der Beschleunigung ¢; ertheilt, die Kraft
P, vergrdfsern und zwar um denselben Betrag.

Ein Beispiel fir dieses Gesetz finden wir in den Differential-
gleichungen der Kreiselbewegung. Diese Gleichungen (188 «, g, f5)
(S. 887) sind aufgestellt fir den Fall, dafs keine #ufseren Kriifte an-
greifen, wir konnen aber sehr leicht solche Kriifte hinzufiigen, wenn
wir die rechten Seiten, statt Null, gleichsetzen — P,, — P,, — P,
Fithrt man aulserdem die links vorgeschriebenen Differentiationen
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aus und bezeichnet die Winkelbeschleunigungen mit «”, ¢, £, so
lauten jene beiden ersten Gleichungen (183 « und ¢):

Ae' +WU.p”.cosf—Ug' .fsinf = — P,
A.e’.cosf —A.e'.f'sinf + Edg—{?hp’cos’ﬁ + Etp’sin’ﬁ}= — P,

Man sieht, dafs in der ersten Gleichung ¢” und in der zweiten «”

mit dem gleichen Coefficienten behaftet auftreten, es ist daher:
dr, 0 Pp, ;
W = -a?,—- = —QILOBﬁ,

wie das Reciprocititsgesetz verlangte.

Auch zwischen den Veriinderungen der Geschwindigkeiten und
der Kriifte bestehen reciproke Beziehungen. Differenziren wir die
Gleichung (206) nach einer bestimmten Geschwindigkeit ¢. Das
eine Glied der ersten Summe, fiir welches b = ¢ ist, liefert dann
zwei Glieder zu den Differentialquotienten, denn es ist:

o LAE IS e

3?: 04a.0p; e 0 a0 p agmapt-a?:qp

Alle iitbrigen Glieder des Ausdruckes P, liefern nur ein Glied,
welches sich auf die Differentialquotienten von H bezieht. Mit diesen

kann man den zweiten Summanden der rechten Seite der vorstehen-
den Gleichung vereinigen; und man findet dann:

OF; .. OMH O H
g Op..0q = 0g,.0p

9 ( H |\ dp o [ BH \ dg
+$3Pa (ahoaqc) di +$ 0 qs (aq¢-6q¢)° dat

Die beiden Summen dieser Gleichung bilden zusammen den voll-

: e : ‘ : A H A
stiindigen zeitlichen Differentialquotient von ¢, o es ist also:

a5'1: s 0pa.0 g +: 5?:-39. dt

0P, 0*H 0tH d 0*H
(3 Ta - a—?:) : (208)

Durch Vertauschung der Indices a und ¢, welche willkiirlich aus-
gewithlt waren, findet man entsprechend:

d P, 0*H 0*H d ( 0*H

0g = " Op.0q T Op.dg T ar _W&_)‘ BN
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Die Addition beider Gleichungen liefert:

P, 0P d ( ' H
Las ettt s CIOS Yl NE.cT | 208b
0 e 04 dt 6‘%-69:) e
die Subtraction der zweiten von der ersten liefert:
0P, o P, ( 0*H 0'H )
e PR Rl SR T (it SPSTIEER, /8 S P 208
1 ¥ 340.0p  0%..0p% R0

Zuniichst beschiiftigen wir uns mit der Gleichung (208b). In sehr
zahlreichen Fillen sind die Grofsen '6’?;1%7; Constanten oder sogar
gleich Null. Dies gilt immer, wenn H die Geschwindigkeiten nur
in algebraischen Functionen ersten und zweiten Grades enthilt,
also vor allem in der urspriinglichen Form H = @ — L und auch
noch nach Elimination der cyklischen Geschwindigkeiten gs. In
diesen Fiillen verschwindet die rechte Seite von (208h) und man
erhiilt die reciproke Beziehung:

or SOk
ECRE T G

welche man in folgendem Satz aussprechen kann: Wenn Steigerung
der Geschwindigkeit g, die Kraft P, vergrifsert, so wird die gleiche
Steigerung von ¢, die Kraft 7. um ebenso viel verkleinern. Man
mufs indessen vor Anwendung dieses, eine ausgedehnte Bedeutung
besitzenden Satzes immer erst die Erfillung der erwiihnten Vor-
bedingung controliren, ehe man an Stelle der allgemein richtigen
Gleichung (208b) die einfachere (208d) anwendet.

Auch fiir dieses Reciprocititsgesetz kinnen wir den Kreisel in
cardanischer Aufhiingung als Beispiel benutzen. Nach Einsetzung
der #ufseren Krifte — P, und — P; und nach Ausfithrung der
Differentiationen nach der Zeit auf der linken Seite der Gleichungen
(188 @ und ) erhiilt man die Gleichungen:

A . .sinf+J(U—B).¢?sin284+B.7" = = P,
Ao cosf— Ao/ .f.sinf — (A ~B).f.9p.5in273
+ (U cos? + Bsin?f).¢" = — P,.
Das kinetische Potential H enthiilt in diesem Problem die Ge-

schwindigkeiten nur in der urspriinglichen durch die lebendige Kraft
bedingten Form einer homogenen quadratischen Function, die Vor-
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2
bedingung - Ll S = constans ist erfiillt, wir diirfen daher die
g 0qa.0¢

einfache Form des Gesetzes (208d) erwarten. In der That findet
man aus den beiden vorstehenden Gleichungen, dals fiir den Kreisel

die Bedingung gilt:

%@ = — _"'i;’_yfﬂ = e sinf + (A — B). ¢ .sin 28,
welche man in folgende Worte kleiden kann: Wenn die Steigerung
einer Kraft (— Pg), die den Kreisel aus der verticalen Stellung
weiter abzulenken strebt, den Erfolg hat, dals die Geschwindigkeit
der Priicessionsbewegung ¢’ dadurch vergrifsert wird, so wird
eine Kraft (— P,), durch welche man versucht die Priicessions-
bewegung direct zu beschleunigen, statt dessen die Kreiselaxe
der Verticalen zutreiben. Diese Verhiiltnisse werden durch unsere
friheren Betrachtungen bestitigt. Wir hatten § 78 eine Kraft,
welche den Ablenkungswinkel # zu vergrifsern strebte, und es
ergab sich eine mit «  gleichgerichtete Priicessionsgeschwindigkeit,
Gleichung (191d), S. 346, in deren Zihler ¢ der Malfsstab der
dufseren Kraft aunftrat, welche also schneller werden mufste, wenn
die Kraft zunahm. Die Kraft (—P,), durch welche man direct ver-
suchen wiirde, die Priicession zu beschleunigen, wiirde den Ring II
der cardanischen Aufhiingung gegen den festen Ring III um die
. Axe F'F zu drehen streben, das paradoxe Resultat dieser Bemithung
ist dann, wie schon in § 67 aus einander gesetzt wurde, eine Ver-
schiebung der Kreiselaxe quer gegen die beabsichtigte Richtung, und
zwar erkennt man aus der Weisung, welche Hig. 18b giebt, dals die
Axe sgich der Verticalen nithern mufs. Bei der Priicessionshewegung
der Krde hat man im Wesentlichen dieselben Verhiiltnisse, nur sucht
dort die Hufsere Kraft den Winkel g zu verkleinern, und die Prii-
cessionsgeschwindigkeit, Gleichung (193), ist negativ.

Bei der Herleitung des dritten Reciprocitiitsgesetzes zwischen
Kriiften und Coordinaten brauchen wir nicht die aufgeschlossene
Form (206) anzuwenden, wir kbnnen vielmehr die sonst benutzte
LaaraNGE'sche Gleichung, welche die Ordnungszahl a trigt, nach
der Coordinate p, differenziren; dies giebt:

0P, 0*H d.| " )

Gp T " Opcop T at (6_q..a‘ 7
Entsprechend ist:

a P, #H 4| 0°H )

Op. ~ Opa.0n, +??(69e-6p.
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folglich

OF, _0F, _‘_’_(_ﬂ_ i )

0 p. 0 p, dt \0q,.0p, 0¢..0p,

Auf der rechten Seite wird der zeitliche Differentialquotient
einer Grofse gebildet, welche uns bereits in (ileichung (208 ¢) be-
gegnet ist, man kann unter Benutzung jener Gleichung dafiir
schreiben:

OB, BF; UM AR VORY
o 7% el e ids

Fiir den Fall der Ruhe wird die rechte Scite Null, es ergiebt
sich dann hieraus das allgemeine Gesetz aller conservativen Kriifte:

OF: OF
T~ (209 a)
welches wir bereits frither, Gleichung (121), S. 202, gefunden haben.
Dieselbe einfache Bedingung (209 a) ist aber auch erfiillt bei be-
wegten Systemen, sobald nur die auf der rechten Seite der Glei-
chungen (209) stehenden zeitlichen Differentialquotienten verschwinden.
Dies ist immer der Fall, wenn schnelle cyklische Bewegungen oder
iiberhaupt verborgene Bewegungen in dem System stattfinden, gegen
deren lebendige Kriifte diejenigen der sichtbaren Veriinderungen
der Parameter p, vernachliissigt werden konnen. Dies sind die Be-
dingungen, welche zur Gleichung (201a) fuhcten. Das kinetische
Potential ist dann nur abhiingig von den langsam veriinderlichen
Parametern p, und von den grofsen cyklischen Geschwindigkeiten g,
deren zugehorige Coordinaten p, aber nicht vorkommen, gleichwie
die ¢, fortfallen (vergl. S. 867 vor Gleichungen (201)) Man kann
dann dieses dritte Reciprocitiitsgesetz nur anwenden auf die p,,
zu denen auch die in Gleichung (209) mit p, bezeichneten Coordi-
naten gehoren miissen. Die in Gleichung (208¢) einander gleich-
gesetzten Ausdriicke sind in diesem Falle stets Null, und die An-
wendung der statischen Bedingung (209a) ist trotz der moglicher
Weise sehr lebhaften verborgenen Bewegungen gerechtfertigt. Iiese
Schlufsfolgerung ist deshalb von Wichtigkeit, weil wir auf Grund
derselben die hypothetischen Wiirmebewegungen und die elektrischen
und magnetischen Zustinde der Korper nicht zu berticksichtigen
brauchen, wenn es sich z. B. um die Theorie langsamer Bewegungen
oder iufserlicher Ruhe unter Wirkung elastischer Kriifte handelt,
dafs wir vielmehr die richtigen Resultate crhalten, wenn wir die
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(Gleichgewichtszustiinde als Zustinde absoluter Ruhe der Massen-
theilchen des Systems ansehen.

Wir haben uns bisher bei der Illustration der Reciprocitiits-
gesetze auf reine Bewegungsvorgiinge beschriinkt, welche sich mit
Hiilfe der in diesem Bande gegebenen Lehren durchschauen lassen.
Dafls indessen das zusammenfassende Prinzip diese Grenzen weit
iiberschreitet, ja, bis jetzt, da wir keine Ausnahme kennen, als all-
gemein giiltig anzusehen ist, wurde bereits betont. KEs mogen
deshalb hier zum Schlufs noch diejenigen (Gesetze zu einer vor-
liufigen Uebersicht zusammengestellt werden, in welchen die reci-
proken Beziehungen sich fir andere Gebiete von Naturerschei-
nungen darstellen.

Elektrodynamische Reciprocititsgesetze, welche aus (207) folgen:

1) Da die ponderomotorischen Kriifte zwischen zwei Strom-
leitern, deren einer beweglich ist, zwar von den beiden Stromstiirken,
nicht aber von deren Anwachsen abhiingen, so wird der durch Be-
wegung eines geschlossenen Leiters gegen einen festen Stromkreis
in ersterem inducirte Strom zwar von der Geschwindigkeit der Be-
wegung, nicht aber von deren Beschleunigung abhiingen.

2) Zwei in Gestalt und Lage unveriinderliche Stromleiter 4
und B seien von elektrischen Stromen durchflossen. Bewirkt ein
Ansteigen des Stromes in A einen Inductionsstrom in B, welcher
den dort laufenden Strom verstirkt, so wird auch ein Ansteigen
des Stromes in B einen Inductionsstrom in 4 erzeugen, welcher den
dort laufenden Strom verstirkt.

Mehrere interessante Gesetze liefert das zweite Reciprocitiits-
gesetz,

8) Elektrodynamisches Inductionsgesetz nach Lenz
Jede Bewegung zweier Stromkreise gegen einander, welche durch
die ponderomotorischen elektrodynamischen Kriifte unterstiitzt wird,
inducirt  elektromotorische Kriifte, welche die primiren Strome
schwiichen.

4) Thermodynamisches Gesetz. Wenn Steigerung der
Temperatur bei constantem. Volumen den Druck eines Korpers ver-
mehrt, so wird Compression desselben die Temperatur steigern.

5) Thermoelektrisches Gesetz. Prurier’s Phiinomen.
Wenn Erwiirmung einer Lothstelle einer geschlossenen Leitung einen
elektrischen Strom hervorbringt, so wird ein elektrischer Strom, in
derselben Richtung hindurchgeschickt, diese Stelle kithlen (abgesehen
von der Wiirmeentwickelung durch den Leitungswiderstand)
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6) Elektrochemisches Gesetz. Wenn Temperatursteigerung
eines constanten galvanischen KElementes dessen elektromotorische
Kraft erhiht, so wird der Strom in demselben Wiirme latent machen.

Alle diese Reciprocitiitssiitze werden iibrigens nicht nur als
qualitative Aussagen gewonnen, welche den Sinn der beiden cor-
respondirenden Veriinderungen angeben, sondern man erhiilt aus den
betreffenden Gleichungen auch Aufschlufs iiber die Quantitiiten, um
die es sich dabei handelt.
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IV. Band: Elektrodynamik und Theorie des Magnetismus, herausge-
geben von Otto Krigar-Menzel und Max Laue. [X, 406 Seiten mit
30 Figuren] 1907. M. 16.—; geb. M, 17.50.

V. Band: Elektromagnetische Theorie des Lichtes, herausgegeben
von Arthur Konig und Carl Runge. [XII, 370 S. mit 54 Figuren,]

1897. M. 14.—; geb. M. 15.50.
VI. Band: Theorie der W&rme, herausgegeben von Franz Richarz.
[XII, 418 S. mit 40 Fig.] 1903. M. 16.-—; geb. M. 17.50.

Eloktrot. Zeitschr.: Wir begnilgen uns damit, der Genugtuung Ausdruck zu geben, daf8 H's
wertvolle Vorlesungen in dieser Weise erhalten bleiben und wiinschen dem Unternehmen guten
Yortgang und guten Erfolg.

Unterrichtsblétter f. Mathematik u. Naturwissenschaften: Die Herausgabe der gesamten Vorles-
ungen, die Helmholtz liber theoretische Physik gehalten hat, schon zu seinen Lebzeiten geplant und
vorbercitet, aber durch seinen Tod verzigert, ja faflt in Frage gestellt, ist ein wichtiges Ereignis fiir
die Wissenschaft. Denn wenn auch die grofien Ideen, mit denen Helmholtz die Wissenschaft
befruchtet, die Resultate seiner Forschungen, durch die er ihr neue Bahnen wies, in seinen wissen-
schaftlichen Abhandlungen niedergelegt sind, 8o enthalten doch auch seine Vorlesungen bei der eigen-
timlichen Art, wie sie entstanden, viele neue Gedanken, tiefgehende Anregungen, die, wie sie schon
auf den engeren Kreis seiner Schiller gewirkt haben, so jetat auch auf die weitesten Kreise wirken
werden. Nur im Anschlub an kurze Notizen frei in seinen Vorlesungen den Stoff gestaltend, hat
Helmholtz oft neue Gedanken, die inm dabei aufstiegen, verfolgt, wenn auch oft nicht zu Ende
gefilhrt und die Ideen und Probleme, die ihn gerade beschiiftigten, sie wirkten auch auf seine Vor-
lesungen, so daf} vieles, was nachher in einer wissenschaftlichen Abhandlung verdffentlicht wurde,
schon in einer seiner gleichzeitigen Vorlesungen oft in eigenartigen Ausfilhrung behandelt wurde.
Liegt darin gerade der grofite Reiz, den die Vorlesungen Helmholte' auf seine Zuhtirer geiibt
haben, so ist es ein grofler Verdienst der Hernysguhcr. diesen Charakter der vorliegenden (und auch
hoffentlich der folgenden) Vorlesungen, soweit das mdglich war, gewabrt zu haben,

ELMHOLTZ, H. v., Wissenschaftliche Abhandlungen. 3 Binde, Mit 2 Portriits und 8 lithographisch,

Tafeln, in Leinen gebunden unbeschnitten M, §8.—. (L. Band [VIII, 038 S.] 1882, M. 20.—,

I, Band [VIII, 1021 S.] 1882. M 20—. Il Band [XXXIX, 665 S| 1895, M, 18.—).

Die wissenschaftlichen Arbeiten von Helmholtz sind von betriichtlichem Einflull auf den Emttckrluugsung

der theoretischen Physik unserer Zeit gewesen, Durch die Vereinigung der seiner Zeit als Einzeldrucke oder in ver-

schiedenen wissenschaftlichen Zeitschriften erschienenen Arbeiten in gleichmiiBigem modernen Wiederabdruck werden
dieselben der wissenschaftlichen Welt bequem zugiinglich gemacht.



Verlag von Johann Ambrosins Barth in Leipzig.

andbuch der Physik. 2. Auflage, Unter Mitwirkung von zahlreichen Fachgelehrten herausgegeben
von Prof. Dr. A, Winkelmann in Jena In 6 Biinden, Lex. 80, M. 219.—, geb, M. 233.—.

Band I: Allgemeine Physik in 2 Teilen. [XII, 1560 Seiten mit 466 Abbildungen.] 1908,

M. 50.—; geb. M. 54.—.

Band II: Akustik. [X, 714 Seiten mit 367 Abbildungen.] 1909. M. 25.—; geb, M. 27.—.

Band III: Wirme. [XII, 1180 Seiten mit 206 Abbildungen | 1906. M. 36.—; geb. M. 38.—.

Band IV: Elektrizitit und Magnetismus I. [XIV, 1014 Seiten mit 282 Abbildungen ] 1905.

M. 32.—; geb. M. 34.—.

Band V: Elektrizitit und Magnetismus II. [XIV, 971 Seciten mit 409 Abbildungen.] 1908,

M. 32.—; geb. M. 34.—.

Band VI: Optik. [XII, 1404 Seiten mit 388 Abbildungen.] 1906. M. 44.—; geb. M, 46.—.,
Zeltschrift far Physikalische Chemle: Nunmehr ist das vorziigliche Werk, {iber dessen einzelne Teile fort-

laufend berichtet worden ist, volistindig geworden. Herausgeber und Verlag diirfen mit Befriedigung die Oliickwiinsche
entgegennehmen, die ihnen fiir die sachgemiifie und bemerkenswert schnelle Durchfiihrung (der dlieste Band datiert von

1905) der enormen Arbeit allseitig enigegengebracht werden, Das Oesamiwerk umfalhy beinahe 7000 Seiten engen
Druckes und enthilt bei der konzentrierten Beschaffenheit des Textes eine schier uniibersehbare Fiille von Belehrung.

Handbuoh der angewandten physikalischen Chemie In Einzeldarstellungen. FHerausgegeben von
Georg Bredig.

Band I: Elektrochemle wiisseriger Lisungen von Fritz Foerster. [XVII, 507 Sciten mit

121 Abbildungen.| 1905. M. 20.—; geb. M, 21,—,

Band II: Physikalisch-chemische Mineralogle von C, Doelter. [XI, 272 Seiten mit 66 Ab-

bildungen.] 1903. M. 12.—; geb. M. 13.—.

Band IIl: Maschinenkunde fiir Chemiker von Albrecht von Ihering. [IX, 396 Seiten mit

352 Abb. und 7 Tafeln.] 1906. M. 14.—; geb. M. 15.—,

Band IV: Theorle der Verdampfung und Verfliissigung von Gemischen und der fraktionierten
Destillation von J. P. Kuenen, [XII, 244 Seiten mit 104 Abbildungen.] 1906,

M. 12.—; geb. M. 13.—.

Band V: Kurzer Abriss der Spektroskopie und Kolorimetrie von E. Baur. [VIII, 122 Seiten

mit 29 Abbildungen.] 1907, M. 6.—; geb. M, 7.—,

Band VI: Einfihrung in die Phasenlehre und ihre Anwendungen von A, Findlay. Deutsch

von G. Siebert. [VII, 224 8. mit 134 Abb. und 1 Tafel.] 1907. M. 10.—; geb. M. 11,—,

Band VII: Lislichkelt und Ldslichkeitsbeeinflussung von V. Rothmund. [XII, 196 Seiten

mit 65 Figuren.] 1907. M. 8,—; geb. M. 9.—.

Band VIII: Allgemeine Chemie der Kolloide von Arthur Muller. [XII, 204 Seiten.] 1907.

M 9 —; geb. M. 10 —,

Band IX, 1: Photochemie und Photographie von Karl Schaum. I Teil, [VIII, 228 Seiten

mit 114 Abbildungen.] 1908, M. 10.—

Band X: Explosivstoffe, auf Grund des in der Literatur verdffentlichten Materials bearbeitet

von H. Brunswig. [XII, 177 Seiten mit 45 Abbildungen und §6 Tabellen,] 1909

M, 8.—; geb. M. 9.—,

Band XI Abt. 1: Elektrochemie geschmolzener Salze von R. Lorenz und F. Kaufler., [VIII,

82 Seiten mit 17 Abbildungen.] 1909, M. 3.60.

Ausfithriiche Prospekte mit Besprechungen stehen su Diensten,

OGGENDORFF's Biographisch-literarischesHandwirterbuch zurGeschichte der exakten Wissenschaften,
enthaltend Nachweisungen tiber Lebensverhiiltnisse u. Leistungen von Mathematikern, Astronomen,
Physikern, Chemikern, Mineralogen, Geologen, Geographen usw. aller Vélker und Zeiten.
4 Binde (bis 1904 reichend). M. 157.—; geb. M. 171.—,

Uber den Nutzen des Werkes ist kaum etwas hinzuzufiigen ndtig. Nicht nur wer in einer der exakten

Wissenschaften selbst arbeitet, sondern auch wer sich historisch orientieren will, wird es als ein unentbehrliches
Hilfsmittel schittzen.

CHLOEMILCH's Handbuch der Mathematik. 2. Auflage. Herausgegeben von Prof. Dr. R. Henkeund Dr,
R. Heger, 3 Biinde. Mit vielen Abbildungen im Text und auf Tafeln, 1904. M.60.—; geb. M. 67.50.

I. Band, Elementarmathematik. [XII, 611 S. mit 321 Fig.| 1904. II. Band. Hbhere
Mathematik, [ 7Teil. [VIII, 765 S. mit 281 Fig. und 12 Tafeln.] 1904. III. Band.
Hohere Mathematik. [/, Teil. [VIIl, 622 S. mit 94 Fig. und 20 Tafeln.] 1904.

Zeitschr. f. physikal, Chemie: Man findet die Darstellung iiberall ungemein schlicht bei aller sachlichen
Strenge, und so wird der Jiinger, der sich diesen seit der halbvergessenen Schulzeit vom Qeruch auflerordentlicher
Sch'ﬁerigkeiten erfiillten Hallen, der Not gehorchend, nicht dem eigenen Trieb, zu nilhern wagt, sich freundlich berfihrt
fiihlen von der Unmittelbarkeit, mit der er gefihrt wird.

Es ist keinem Zweifel unterworfen, daB das bewithrte Werk sich auch den neu heranwachsenden Qe-
schlechtern als ein zuverliissiger und verhilinismifig bequemer Fithrer bewiihren und lieb machen wird,
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