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1. Wybrane symbole i oznaczenia

0 - delta Diraca (dystrybucja),
i - jednostka urojona i = J-1,
o - czgstos¢ kotowa w=27f, f[Hz],

E - modut Younga,
G - modul Kirchhoffa,
v - wspOlczynnik Poissona,

h - grubos¢ plyty,

T - sita naciagu membrany [E} ,
m

¥ - gestos¢ ptyty grubej [k—%} ,
m

m - gesto$¢ powierzchniowa plyty cienkiej (membrany) [ ke } ,

mZ
2 . . 5
H - sztywnos¢ postaciowa plyty grubej H = gGh,

Eh’

D - sztywno$¢ plyty na zginanie D = ——,
YW pyty g 12(1_1/2)

S - obszar dZwigara powierzchniowego,

C - brzeg obszaru dzwigara powierzchniowego,

i, j,k,... - wskazniki zakresu {1,2,3},

a, B,... - wskazniki zakresu {1,2},
(:)., - pochodna czastkowa (.),,=—(.),

82
0x,0x, ()

A - operator Laplace’a A() =



2. Wstep

Jedna z metod numerycznych, pozwalajacych wszechstronnie rozwiazywaé zagadnienia
mechaniki, jest metoda elementéw brzegowych ([2,9,10]). Pozwala ona, podobnie jak inne
tego typu metody (np. metoda rdéznic lub elementow skonczonych), budowaé uniwersalne
modele numeryczne cial o dowolnej geometrii, warunkach brzegowych 1 schematach
obciazen dziatajacych na nie. Zaleta metody elementow brzegowych jest to, ze dyskretyzacji
na elementy podlega tylko brzeg obszaru, co powoduje zmniejszenie o jeden rzad wymiaru
rozwazanego zagadnienia. W ten sposob liczba danych, jakie nalezy przygotowac¢ do obliczen
1 przetworzy¢ jest znacznie mniejsza niz w innych metodach.

W niniejszej pracy przedstawione zostana modele matematyczne dzwigaréw
powierzchniowych (membrana, plyta cienka 1 plyta gruba Reissnera-Mindlina).
Do dyskretyzacji brzegu dzwigarow powierzchniowych stosowane beda elementy

izoparametryczne z funkcjami ksztattu w postaci wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a.

2.1.  Celizakres pracy

Celem pracy jest wykonanie analizy dynamicznej membrany oraz ptyty cienkiej 1 grubej
tzn.: wyznaczenie czgstotliwosci drgan i1 postaci form wlasnych oraz wyznaczenie drgan
wymuszonych przy pomocy metody elementéw brzegowych. Aby mozna byto sformutowaé
tozsamos$¢ catkowa Somigliany, stanowiaca istot¢ metody ([2,9,10]), nalezy wyznaczy¢
rozwigzania podstawowe wyjsciowego uktadu réwnan rézniczkowych, ktore sa jadrem
réwnan catkowych. Oryginalnym elementem pracy jest podanie sposobu wyznaczania
rozwigzan podstawowych w dynamice. W przypadku zagadnien dynamicznych
w wyjsciowych rownaniach opisujacych dany dzwigar pojawia si¢ dodatkowy wymiar, jakim
jest czas. Do separowania w owych réwnaniach zmiennych geometrycznych od zmiennej
czasowe] bedzie wykorzystywana metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera. MEB bedzie
stuzyta do catkowania roéwnan opisujacych dany dzwigar powierzchniowy po zmiennych
geometrycznych, natomiast catkowanie po czasie bedzie wykonywane w sposob analityczny.
Zaklada si¢ rozwiazania wyzej wymienionych rownan w postaci iloczynu dwoch funkcji o
zmiennych niezaleznych, odpowiednio zmiennych geometrycznych oraz zmiennej czasowe;.
Przy formutowaniu rozwiazan podstawowych MEB pojawiaja si¢ jedynie zmienne
geometryczne, natomiast czas jest zastapiony parametrem, poniewaz zmienno$¢ wzgledem
czasu zaktada si¢ w postaci harmonicznej. Takie podejscie stosowane bedzie w rozwiazaniach

podstawowych pokazanych w niniejszej pracy.



Istnieja tez inne sposoby rozwigzywania zagadnien dynamicznych metoda elementow

brzegowych. Zarys tych metod zostanie pokazany w poczatkowych rozdziatach.



3. Wprowadzenie

3.1. Podstawy metody elementow brzegowych

Podstawowa zasada pozwalajaca na wyprowadzenie réwnan brzegowych w metodzie
elementow brzegowych jest zasada wzajemno$ci prac Bettiego. Mowi ona, Ze jezeli na
liniowy ustroj sprezysty dziataja kolejno dwa dowolne uktady obciazen, to praca pierwszego
obciazenia na przemieszczeniach wywotanych przez drugie obciazenie jest rOwna pracy
drugiego obciazenia na przemieszczeniach wywotanych przez pierwsze obciazenie. Dotyczy
ona obcigzen uogolnionych, ktorymi moga by¢ sily i momenty oraz odpowiadajacych im
przemieszczen uogdlnionych. Zasadg t¢ odkryt wtoski matematyk Enrico Betti (1872).

Najtatwiej wyprowadzi¢ metodg elementdw brzegowych na przykladzie najprostszego
z dzwigaréw powierzchniowych, jakim jest membrana. Statyke takiej membrany opisuje

roéwnanie Poissona

-TAw=gq 3.1)

gdzie w jest funkcja ugigcia membrany na obszarze S. T jest sila napinajaca, natomiast g
funkcja obciazenia zewngtrznego o tym samym kierunku dziatania co ugigcie w. Funkcje ¢
iw sa funkcjami dwoch zmiennych geometrycznych x = (xj, x) wzajemnie prostopadtych,
nalezacych do obszaru S. Opisywana powyzszym rownaniem membrana posiada brzeg C,

gdzie C jest brzegiem o zadanym przemieszczeniu w=w,, we C; natomiast C, brzegiem
o zadanej sile poprzecznej V =V, we C,. Na brzegu C, zakladamy wystgpowanie reakcji
poprzecznej V opisywanej zalezno$cia

ow

-T—=V 3.2
n (3.2)

gdzie pochodna wystepujaca po prawej stronie roGwnania jest liczona w kierunku normalnego
wektora jednostkowego n prostopadlego do brzegu C. W notacji wskaznikowej powyzsze

réwnania przyjma nast¢pujaca postac



_Tw’aa = q
-Tw, n, =V (3.3)

‘a Ca

ae{l,2}

Sformulujmy brzegowe réwnanie catkowe. Wykorzystane zostanie do tego twierdzenie
Bettiego. Rozpatrujac réwnanie membrany poddane dwoém obciazeniom ¢ i ¢, ktore
spowoduja ugiccia membrany w i w* mozna réwnanie (3.1) pomnozyé¢ obustronnie przez
funkcje ugiecia w', a nastepnie scatkowa¢ po obszarze S. Réwnanie (3.1) po przemnozeniu
ma nastgpujaca postac

~Tw, W =qw (3.4)

Saa
Prawa stron¢ réwnania mozna nastgpnie rozwina¢ wykorzystujac tozsamos¢ rozniczkowa

(pochodna iloczynu)
~Tw,,, W = —T(w,a W*),a +Tw,, W, (3.5)

Te sama operacj¢ mozna wykona¢ ponownie na skladniku wystgpujacym po lewej stronie
réwnania (3.5)

P

~Tw,,, W :—T(w,a w*),a +T(ww*,a),a ~Tww (3.6)

Saa

Po obustronnym scatkowaniu réwnania (3.6) po obszarze S otrzymuje si¢ twierdzenie

Bettiego w postaci wzoru

ds (3.7)

Saa

—TJ.W,(m w'dS :—Tj(w,a w*),a dS+T_[(ww*,a),a dS—T_[ww*
N S N

N

W rownaniu (3.7) mozna zastosowaé twierdzenie Ostrogradskiego-Gaussa, ktore dla

zagadnien dwuwymiarowych ma nastgpujaca postac

[()snds=[()ndc (3.8)

N C



Po wprowadzeniu twierdzenia (3.8) rownanie (3.7) ma postaé

ds (3.9)

Saa

—TJ- W,,, WdS = —TI w,, w*nadC+TIww*,a nadC—TIww*
N C C N

Do réwnania (3.9) mozna wprowadzi¢ zaleznos$¢ (3.1) 1 (3.2) zapisana zaréwno dla funkcji w

jak i w’. Ostatecznie réwnanie (3.9) przyjmie nastepujaca postaé

gwdS=|VwdC—|wVdC+|wqg'dS (3.10)
Jawis=[ J J
S C C S

Jezeli obciazenie q* zostanie zastapione obciazeniem skupionym (sita jednostkowa), za$ w
funkcja ugigcia membrany poddanej takiemu obcigzeniu, wowczas odpowiednie wyrazenia

maja postac

“=w(x,y), -TAw=6 (3.11)
V*:V(x,y), V=- ajz_‘;), yeC
Za$ tozsamos$¢ catkowa (3.10) przyjmie postac
[awds = [Vwdc, - [wVdC,+[wsds (3.12)
5 G G s

Korzystajac z wlasnosci dystrybucji d-Diraca mozna policzy¢ ostatnia caltke¢ w réwnaniu
(3.12)

J-w(x)é'(x,y)dS=aw(y), a (3.13)

N

L yeS\C
10, yesuc

Funkcja J-Diraca jest funkcja dwoch punktéw: x bedzie nazywany punktem biezacym, za$ y
jest to miejsce przylozenia sily jednostkowej, w ktorym warto$¢ dystrybucji jest
nieskonczona. Po wstawieniu zaleznosci (3.13) do tozsamosci (3.12) otrzymuje sig

nastgpujaca tozsamos¢ Sogmiliany

10



aw(y)— j v1/(z)l7(z,y)dC2 +_C[ V(Z)v_v(z,y)dCl = Iq(x)W(x,y)dS

G

zeC

gdzie z jest punktem brzegowym.

Dokonujac przejs$cia granicznego z punktem y na brzeg C, wspotczynnik a przyjmuje
warto$ci z przedzialu <0,1> i begdzie wprost proporcjonalny do kata rozwarcia naroza w
punkcie y. Poniewaz przej$cie z punktem y na C wiaze si¢ z pojawieniem na brzegu punktow
osobliwych, catki brzegowe w rownaniu (3.14) musza by¢ rozumiane, jako wartosci glowne
Cauchy’ego. W niniejszej pracy do wyznaczenia wielko$ci fizycznych na brzegu stosowany
bedzie wariant Kupradzego, ktory zaklada umiejscowienie punktow kolokacji na
zewngtrznym konturze brzegu C.

W kazdym punkcie z wystepuje jedna nieznana brzegowa wielko$¢ fizyczna. Na czesci
brzegu C; begdzie to reakcja pionowa V, a na C, nieznane ugigcie w. Rownanie (3.14)
rozwiazywane jest zwykle numerycznie. Brzeg dzielony jest na skonczong liczbg elementow
(im wigcej, tym doktadniejsza aproksymacja funkcji wielko$ci brzegowych). Poszczegodlny
element brzegowy zawiera okreslona liczbe punktéw brzegowych (w przypadku aproksymacji
krzywej brzegowej 1 wielkos$ci brzegowych wielomianami Lagrange’a bgdzie ona o jeden
wigksza od stopnia wielomianu). Korzystajac z twierdzen catkowych o jednorodnos$ci
1 addytywnos$ci uzyskuje si¢ z rownania (3.14) uktad réwnan algebraicznych, w ktorym

wektor niewiadomych tworza szukane wielkosci brzegowe w punktach z.
3.2. Rozwiazanie podstawowe
Rozwigzaniem podstawowym roéwnania rdézniczkowego nazywa si¢ rozwiazanie

szczegOlne, w ktérym prawa strona jest dystrybucja o-Diraca ([23,38]). Na przyktad,

w przypadku membrany rozwiazanie podstawowe otrzymujemy z rOwnania
~TAW(x,y)=5(x,y) (3.15)

Rozwiazanie podstawowe membrany mozna uzyska¢ uzywajac transformacji Fouriera

(zalacznik A). Ma ono nastgpujaca postac ([39])

11



w(x,y)=———In— (3.16)

gdzie

r=|x—y|:\/(xl—y1)2+(x2—y2)2 (3.17)

zas$ ry jest dowolna stala o wymiarze dtugosci.

Poniewaz rozwiazania podstawowe sa funkcjami nieograniczonymi brzegiem, a laplasjan
ijego potegi mozna przedstawi¢ w postaci osiowo symetrycznej, podobnie jak dystrybucje
delta Diraca wzgledem punktu y, rownanie rozniczkowe czastkowe (3.15) mozna sprowadzi¢
do réwnania osiowo symetrycznego. Wtedy rownanie to staje si¢ rOwnaniem rézniczkowym
zwyczajnym jednej zmiennej, ktora jest promien . Po przemnozeniu funkcji (3.16) przez -T
otrzymuje si¢ rozwiazanie podstawowe réwnania harmonicznego, ktore jest réwnaniem

Poissona dla funkcji Greena ([6,20])

1 1d d
AT, (1) =5 (), =——(r—j
127zr rdr\ dr (3.18)
_ r
Wl(l"):glnr—
0

Chcac nada¢ rozwiazaniu podstawowemu sens fizyczny nalezatoby najpierw
zinterpretowacé dystrybucje J-Diraca. W przypadku rozwiazania podstawowego membrany
jest to funkcja obciazenia poprzecznego zadana na calym (nieskonczonym) obszarze
membrany w postaci sity skupionej o wartosci 1. Poniewaz sita o skonczonej wartosci obciaza
membrang na nieskonczenie matej powierzchni, bedzie ona wywiera¢ w miejscu przylozenia
nieskonczenie duze cisnienie, co spowoduje powstanie nieskonczenie duzego ugigcia
membrany. Z tego wtasnie powodu, chcac uniknaé catkowania przez punkt osobliwy, punkt
zrodtowy rozwiazania podstawowego umieszcza si¢ poza obszarem catkowania (wariant
Kupradzego). Poniewaz rozwiazanie podstawowe nie uwzglednia warunkow brzegowych, nie
jest jednoznacznie okre$lone (dwa rozwiazania podstawowe moga si¢ r6zni¢ o rozwiazanie

ogoblne rownania jednorodnego).
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3.3. Rozwiazanie podstawowe N-tej potegi laplasjanu.
Roéwnanie n-tej potegi laplasjanu mozna wyprowadzi¢ uzywajac zaleznos$ci

A"w, =A" (AW, ) =A""w,

" (3.19)
A_n = _n—l
Wzor na rozwiazanie podstawowe n-tej potegi laplasjanu zaktadamy w postaci
2(n-1)
w, (r)="= (Cn lnL—DnJ (3.20)
27 T
Nastgpnie mozna zadziata¢ operatorem Laplace’a na wzor (3.20)
_ rZ[(n—l)—l} 5 . 5
A, (r) =" [4(n-1) Cn}lng—[4(n ~1)’ D, —4(n-1)C, | (3.21)

Przyrownujac do siebie odpowiednie sktadniki rozwigzan (3.20) (dla w, ) 1 (3.21) mozna

uzyskaé¢ wzory rekurencyjne na C i D. Na podstawie wzoru (3.18), da si¢ zauwazy¢ ze C; =1

aD1=0

C,, =4(n-1yC, D, ,=4(n-1)D,-4(n-1)C,

Cn = 4nCn+17 Drl = 4.nanH - (I:;”
n
(3.22)
U y
C 1 (C
C.=—%, D, = —++D,
4t i 4n2( n j

3.4. Metoda Kupradzego

Metoda Kupradzego zostanie wyjasniona na przyktadzie membrany. Jezeli punkty
kolokacji umiejscowione zostana poza obszarem membrany to réwnanie (3.14) przyjmie

nastgpujaca postac
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é[w(z)f(z,y)dCz +£V(z)v‘v(z,y)d€1 = !q(x)W(x,y)dS 623)

yeCuS

Po dyskretyzacji brzegu na elementy ustala si¢ punkty kolokacji na zewngtrznym konturze
brzegu w sasiedztwie nieznanych warto$ci weztowych znajdujacych si¢ na brzegu C ([5]).
Odlegtos¢ konturu od brzegu okresla parametr ¢ (rysunek 3.1). W przypadku membrany
wystepuje tylko jedna nieznana warto$¢ weztowa, jest to przemieszczenie lub reakcja
pionowa, dlatego wystarczy przyja¢ jeden kontur z jednakowa liczba punktéw kolokacji, co
punktow weztowych. Jezeli rozwiazywane jest zagadnienie z wigksza liczba nieznanych
wielkos$ci w wezle np. ptyta cienka (dwie nieznane wielko$ci w wezle), lub plyta gruba (trzy
nieznane wielkosci w wezle), mozna rozmiesci¢ tyle zewngtrznych konturdéw ile nieznanych

wielkosci fizycznych w wezle. Wzajemna odlegto$¢ konturow okresla rowniez parametr €.

N ]
/, l’ b q\
] ! \ \
1 1 \ \
] ! \ \
1 ! \ \
I | \ \
| ! \ \
| ! \ \
L Voo
® o v
| | 1 \
| ! \ \
1 ! [ ] [ ]
. o
|\ & 1 [
\ \ 1 !
'« & R
\‘ \ , , , , ’
\ ’ ’
\ punkty kolokacji J
‘ [ ]

kontury zewngtrzne

Rys. 3.1. Rozmieszczenie punktow kolokacji

14



Podstawowym problemem metody Kupradzego jest wilasciwy doboér e. Zbyt maty
parametr powoduje zblizanie si¢ osobliwosci, wystgpujacych w punktach kolokacji, do
brzegu. W wyniku tego procedury numeryczne odpowiedzialne za catkowanie po brzegu
moga w poblizu owych osobliwo$ci nie osiagaé wystarczajacej dokladnosci. Zbyt duza
warto$¢ parametru powoduje, ze macierz uktadu réwnan liniowych jest zle uwarunkowana.
Za optymalng warto$¢ & uzyskana z porownania zbieznosci MEB z rozwiazaniami
doktadnymi traktuje si¢ okoto 1/10 dtugosci elementu brzegowego.

Wplyw parametru ¢ na zbiezno$¢ rozwiazania MEB z rozwiazaniem doktadnym zostat
uwidoczniony na przykladzie membrany stalowej (rysunek 3.2) o grubosci 2 = 5 mm
i wewnetrznej sile naciagu 7 = 2.05-10° N/m. Membrana jest kwadratowa o dtugosci boku
/=5 m, podparta na wszystkich krawedziach brzegu, obciazona ci$nieniem rownomiernie

roztozonym o warto$ci ¢ = 90 Pa.

- |--®--0--0--0--0--0--0--0--0--————- .

S
-‘|--f-f-f-f-f

'S
1
1
C[oooeooaoo
=
~

Rys. 3.2. Membrana stalowa

Rozwiazanie analityczne membrany metoda Naviera przedstawia si¢ w postaci podwojnych

szeregow Fouriera
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2 . .
w(x,x,)= 416(]5 5 sin(mlesin(ﬂszj
i=13.5,.. =135, 17T l](l +7J ) ) ) (3.24)

(3.25)

Zalezno$¢ przyrostu biedu reakcji pionowej na $rodku krawedzi membrany od wymiaru ¢
ukazuje rysunek 3.3. Na podstawie tego rysunku mozna zauwazy¢, ze dla do$¢ duzego

zakresu ¢ (od ok. 0.01 do ok. 2.) biad jest maty.

A [%]

0.4 -

0.3

02 r

0.1 r

‘ ‘ €[m]
0.5 1 1.5

Rys. 3.3. Btad reakcji pionowej na $§rodku krawedzi membrany
3.5. Elementy brzegowe

Poniewaz opisanie dowolnego ksztattu linii brzegowej przy pomocy jednej funkcji jest
trudne a przy bardzo skomplikowanym ksztalcie brzegu (wystgpowanie narozy) niemal
niemozliwe, zdecydowano si¢ dyskretyzowaé brzeg elementami brzegowymi. W wyniku
takiego podejscia calki po brzegu znajdujace si¢ w tozsamosci catkowej metody elementow

brzegowych mozna rozbija¢ na sumy calek po elementach rozmieszczonych wzdtuz brzegu.
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Jednowymiarowe elementy brzegowe sa zwykle opisywane przy pomocy izoparametrycznych

funkcji ksztattu w postaci wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a niskiego rz¢du

L (&)= 10‘[ :"::9; (3.26)

gdzie ¢ jest wspotrzedna lokalna; n stopniem wielomianu posiadajacego n + 1 weziow.
W MEB element brzegowy Lagrange’a jest zazwyczaj zadany na przedziale <0, 1 > lub

<-1,1> Wzor

k

é:k _;’ é:k E<0,1>

& =2——l, & e(-L1) (3.27)
n

neN, keN, k<n

ukazuje posta¢ wspotrzednej lokalnej w zaleznos$ci od zadanego przedziatu.

-1 2/n-1 2k/n-1  2(m-1)/n-1 1
Q Y o W, O ——_——— O o) —> é
0 1 k n-1 n

punkty weztowe elementu Lagrange’a

Rys. 3.4. Element brzegowy Lagrange’a (uktad lokalny)

AT > X]

0 T )
X7 X7 X X7

Rys. 3.5. Element brzegowy Lagrange’a (uklad globalny)
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Element brzegowy stopnia n ukazuja rysunki 3.4 1 3.5, gdzie f jest funkcja brzegowa

interpolowana wielomianem Lagrange’a, za$ x, funkcja aproksymujaca brzeg obszaru

xa(§)=§xgﬁ,,(fs)

£(£)= gfit,, €)

(3.28)

W przyktadach numerycznych zawartych w niniejszej pracy uzyto elementow brzegowych

aproksymowanych wielomianami do drugiego stopnia wlacznie. Funkcje ksztattu dla

poszczegoOlnych stopni wielomianu maja postac:

e zerowego stopnia

L,(&)=1
e pierwszego stopnia
L= L=
e drugiego stopnia
BE)=S1¢ L(9)=0-8)0+8). L=

18
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4. Przeglad metod elementow brzegowych stosowanych w analizie

dynamicznej
4.1. Metoda krokow czasowych

Rownanie

aw(y, )+ [ M, (2,y,0)9,(z,0)dC, + [V, (z,y,t)w(z,1)dC,
C C

+i R (tw,(t)- .[M" (z,0)p,(z,y,1)dC. — I V (z,0)w(z,y,1)dC,
. ) ) 4.1)
_Z R ()W, (t) = j q(x,£)W(x,y,)dS.

I, yeS§

zeC, a=
{Q yeSul

przedstawia tozsamo$¢ calkowa Somigliany wyprowadzona dla plyty cienkiej. Literami
duzymi oznaczone zostaty sity poprzeczne i momenty zginajace, za$ matymi przemieszczenia
1 obroty. Skfadniki nadkre$lone sa wielko$ciami fizycznymi wystepujacymi w rozwigzaniu
podstawowym, pozostate za§ (bez nadkreslenia) dotycza ptyty rzeczywistej i sa wielko$ciami
szukanymi. Na brzegu ptyty C wyrdzniamy skonczona liczbg punktow brzegowych z, za$ na
obszarze plyty S wyrézniamy wspoétrzedne powierzchniowe x. Punkty kolokacji zostaly
oznaczone przez y i w zaleznos$ci od przyje¢tej metody catkowania, rownania (4.1) znajduja
si¢:

e na brzegu C — wtedy catki brzegowe w réwnaniu (4.1) sa liczone w sensie wartos$ci

glownej Cauchy’ego,

e na zewngtrznym konturze brzegu C — wtedy stosuje si¢ metodg kolokacji Kupradzego.

Jednym ze sposoboéw rozwiazywania rdéwnania catkowego (4.1) w dziedzinie czasu jest
metoda krokéw czasowych ([11]). W ujeciu tym kazdy krok czasowy At rozwazany jest jako
oddzielne zadanie, w wyniku czego na koncu kazdego kroku nalezy obliczy¢ przemieszczenia
1 predkosci punktow wewnatrz ptyty 1 traktowac je jako warunki poczatkowe dla nastgpnego
kroku. Dla uproszczenia rozwazan przyjgto, ze warunki poczatkowe i sity objetosciowe sa
Zerowe.

Czas t € [0, #] jest dzielony na M krokéw czasowych At=t,-t,-1,m=1,2, ..., M gdzie
tn = mAt. Wowczas formuta catkowa (4.1) odniesiona do chwili 7, moze by¢ zapisana

W postaci
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aw(y,t, )+ j J.M (z,y,t,—7)p, (z,7)dC,

7@yt~ W@ C, + 3 R (1, - (7)
C i=1

[ M, (2,0)5,(2,y.t, - 7)dC.
C

[V, @O y.1, ~0)dC. ~ Y R0, ~7)

m=1 1

~[ax.0)w(xy 1, —z')de}dr | [ [M,(2y.t,-7)p,(z,7)dC, (4.2)

J=y;

+.£ V (2, t,—7)m(z,7)dC, + ;EI (t, —T)w,(7)

~[M,(2.09,(zy.1,-1)dC.
C
N
[V, 0Wzy,t,~)dC. = Y R ()W, (¢, - 7)
C i=1

—fq(x,r)v‘v(x,y,tj - r)de}dr

Przyjmuje sig, ze pola przemieszczen i sil brzegowych zmieniaja si¢ liniowo w kazdym

przedziale czasu At, otrzymuje si¢ wowczas

M
Wz,) = Y T (2) + T'w" (2)
m=1
< 1
0,(2.7)=) T"p," () +T,'p," (2)
m=1

1

M
w(r) =2 "W+ Tw"
m=1
M
V,(2.0)= Y1V, @)+ TV, (2) 43)
m=1

M
M, (z,7)=) T"M," " (2)+T,;"M " (z)

m=1

M
R(r)=)_T"R""+T/'R"

m=1

M
q(x,7)= 2 I"q"" (x)+ T;"q" (x)
m=1

gdzie funkcje interpolacyjne czasu maja postac
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Tlm:tm—r
At
t -7

=21 — (r 4.4

2 At m() ( )

D ()= H[r—(m—-1At]- H(r —mAt)

®,,(7)

przy czym w" =w(y, tn), V" =V, (¥, tw), ..., za$ H jest funkcja Heaviside’a.
4.2. Metoda alternatywna

Wada przedstawionej powyzej metody jest konieczno$¢ rozwigzywania plyty za pomoca
MEB dla kazdego kroku czasowego. Wynika to z faktu, Ze stanem wyjSciowym dla
nastgpnego kroku czasowego jest rozwiazanie wzig¢te z kroku biezacego, co czyni wyzej
przedstawiona metodg czasochtonna pod wzgledem obliczen numerycznych. Zaprezentowane
ponize] ujgcie alternatywne wykorzystuje rozwiazanie podstawowe statycznej teorii
sprezystosci. Wymaga tylko jednokrotnego obliczenia macierzy wspotczynnikow.

Tozsamos$¢ catkowa w ujeciu tej metody wyglada podobnie jak w metodzie krokéw
czasowych (uzyte symbole oznaczaja te same wielkosci fizyczne). Pojawia si¢ jednak
dodatkowa calka na koncu wzoru (4.5) zawierajaca nieznane pole przyspieszen wewnatrz

obszaru ptyty ([11])

con(y.0)+ [ 11, 2.9)0,(2.04C. + [T, @,y (z.0dC. + 3 R ()

[ M, (2,08, @.Y)4C. ~ [V, (20#(2¥)dC. ~ 3 R (1), =
¢ ¢ - (4.5)
= [q(x, ) W(x,y)dS, —m | ii(x,1)W(x,y)dS,

I, yeS§

ze(C, a=
{Q yeSul

gdzie
Q, =W, n

V:(M

n

apop M
M, =M n,n,

Ma,H =-D [(1 - V) Waap +V5aﬂw’77]

ot e (4.6)
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Zaktada si¢ ze pole v'{/(x,t) mozna wyrazi¢ w postaci sumy iloczynéw nieznanych funkcji

czasu d(f) = d(¢) 1 funkcji bazowych h(x) = /,(x), zatem

w(x,t)=d,(t)h (x) (4.7

Funkcje bazowe sa to np. odlegtosci od punktow weztowych ptyty

hi(x):|x_zi|:\/(xl _Zli)2+(x2_22i)2 (4.8)

Wstawiajac zalezno$¢ (4.7) do rownan (4.5) otrzymujemy uktad réwnan, w ktorym jedynymi

niewiadomymi sa funkcje a(#). Ostatecznie mozna zapisa¢ uktad (4.5) w postaci macierzowe;j

[Al[a(r)]+[M][4(2)]=[a(r)] (4.9)

Nastgpnie mozna ograniczy¢ uktad rownan (4.9) do takiego, ktory pozwala na wyznaczenie

drgan wilasnych ptyty

[A][a(r)]+[M][d(¢)]=0 (4.10)

Zaktadajac funkcje a(f) w postaci harmonicznej mozna wyrazi¢ d(f) = fla(t)], gdzie f jest

funkcja liniowa:
a (t) — ae[(ut
i(t)=—w’ae™ (4.11)

i(t)=-w'a(r)

Ostatecznie rownanie (4.10) przyjmie nast¢pujaca postac

[A(o)][a(r)]=0 (4.12)
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Obliczajac nastgpnie miejsca zerowe wielomianu powstalego z wyznacznika macierzy A
wzgledem @ otrzymujemy czgstosci kotowe w; odpowiadajace czgstotliwosciom drgan
wlasnych ptyty. Wstawiajac ponownie do macierzy A otrzymane w ten sposob wartosci @

mozna obliczy¢ wektory wlasne odpowiadajace wartosciom w;

[A(@,) ][, e~ =0 (4.13)
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5. Analiza drgan membrany
5.1.  Sformulowanie problemu

Drgania wymuszone membrany opisywane sa rOwnaniem rézniczkowym
—TAw(X,1)+ow(x,t)+mw(x,t)=q(x,1) (5.1)

w ktorym T oznacza sil¢ naciaggu membrany, m jej masowa gestos¢ powierzchniowa, ¢
parametr ttumienia, A jest operatorem Laplace’a wzgledem wspoirzednych przestrzennych
(x1, x2), a kropka nad litera, rézniczkowanie wzgledem czasu t. Reakcje brzegowa V

przedstawia zaleznos¢

yo—g (5.2)
on

gdzie n jest wektorem normalnym do brzegu membrany.

Rozwiazanie rownania (5.1) ma posta¢ harmonicznej zaleznos$ci od czasu, czyli

w(x,t) =w (x)sin(a)t)
(%) = W' (x)sin r) (5.3)

Problem drgan wtasnych membrany sprowadza si¢ do rozwiazania jednorodnego réwnania

rozniczkowego jedynie wzgledem wspotrzednych przestrzennych x = (xj, x3)

[—TAW*(x)—mwzw*(x)}sin(a)t):O (5.4
~TAw (x)—ma’w (x)=0

W pracy w oryginalny sposob wyprowadzono rozwigzanie podstawowe réwnania (5.4),

bedace podstawa algorytmu metody elementow brzegowych (MEB). Rozwiazanie

podstawowe ma postaé szeregu rozwiazan podstawowych kolejnych potgg operatora

Laplace’a. Jest to formalnie algebraiczny szereg potegowy ze wzgledu na czgstos¢ kotowa w.

Z tego powodu algorytm MEB nie prowadzi do klasycznej, liniowej postaci zagadnienia

wiasnego. Wyznaczenie warto$ci wlasnych polega na znalezieniu pierwiastkow wyznacznika
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macierzy uktadu rownan MEB wzgledem parametru w. W dalszej cze$ci pracy, w celu

uproszczenia oznaczen, amplitudy ugie¢ w* beda oznaczane jedynie litera w.

5.2. Rozwigzanie podstawowe rownania drgan wlasnych membrany

Rozwiazanie podstawowe w zagadnienia drgan wlasnych membrany spelnia rownanie

(5.4) z prawa strona w postaci o-Diraca ([23,38])

~TAW—’mw=0 (5.5)

Po wykonaniu przeksztalcenia Fouriera ([1]) i rozwinieciu w szereg Maclaurina wzgledem o’

([30,31]) obraz rozwiazania podstawowego mozna przedstawi¢ w postaci

%Iz

i (z+1 2z)+1 (56)

Tp a)m z=0

gdzie p jest promieniem w przestrzeni obrazéw transformaty Fouriera.
Obraz rozwiazania podstawowego w postaci szeregu (5.6) mozna odwroci¢ ([41]),

uzyskujac nastgpujaca posta¢ rozwiazania podstawowego

Wi(‘%f (e'm) .. 57)

We wzorze (5.7) w, oznacza rozwigzanie fundamentalne n-tej potegi operatora Laplace’a

1 ma postac¢ (3.20)

B (r) = 200 [cﬂ lnL—Dnj

2r 7
C 1 (C
C =—n , D =——|—224+D 5.8
n+l 4n2 n+l 4n2 ( n nj ( )
C =1, D=0

W praktycznych obliczeniach zadowalajaca zbiezno$¢ szeregu (5.7) osiaga si¢ przy

uwzglednieniu od kilku do kilkudziesigciu wyrazow.
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5.3. Calkowe rownanie brzegowe zagadnienia drgan wlasnych membrany

Rozpatruje si¢ membrang zajmujaca obszar S ograniczony krzywa brzegowa C. Na
brzegu membrany wystepuja sily brzegowe V, oraz przemieszczenia brzegowe w

(rysunek 5.1).

X2

Rys. 5.1. Podstawowe oznaczenia

Podstawa sformutowania algorytmu MEB ([13]) jest tozsamo$¢ Somigliany, ktéra przy braku

obciazen powierzchniowych przyjmuje postaé

aw(y) + j?(z, y)w(z)dC. — j V(2)w(z,y)dC. =0

L yes (5.9)

ze(C, a=
{Q yeSul

W powyzszym wyrazeniu wielko$ci brzegowe oznaczone nadkre§leniem sa odpowiednimi
operatorami pol brzegowych okreslonymi na rozwigzaniu podstawowym w ([6,20]).
Z postaci rownania (5.7) wynika, ze operatory rozwiazan podstawowych sa nieliniowymi
funkcjami (wielomianami) wzgledem czgstosci kotowej w.

Dyskretny uktad rownan MEB uzyskuje sig, stosujac kolokacyjne podejscie Kupradzego,
w ktérym punkty kolokacji - y we wzorze (5.9) - sa polozone na zewngtrznym konturze
obszaru § (zblizonym w ksztatcie do konturu brzegowego C) ([5]) i ich liczba jest zgodna
z liczba niewiadomych brzegowych parametréw weztowych. Uklad ten ma postaé

jednorodnego algebraicznego uktadu rownan
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(A, (o) Ky(a))]{ﬂ =0 (5.10)

Na podstawie warunkow brzegowych z dwoch wielkosci brzegowych jedna jest zawsze
znana. Na brzegu zamocowanym ugig¢cia sa znane: w = 0, a niewiadomymi sa reakcje
pionowe V. Na brzegu swobodnym reakcje pionowe V' = 0, a niewiadomymi sa ugigcia w.
Niech X bedzie wektorem nieznanych wielkosci brzegowych, a Y wektorem znanych

wielkos$ci brzegowych

[X]= R}V} [Y]=R}V}= 0 (5.11)

5.4. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych

Uktad rownan (5.10), niezaleznie od przyjetych warunkéw brzegowych, mozna zapisac

w zwartej postaci
[A][X]=0 (5.12)

Uktad rownan (5.12) posiada nietrywialne rozwiazanie pod warunkiem zerowania sig
wyznacznika macierzy A. Warunek ten pozwala na sformutowanie algebraicznego réwnania,

ktére powinny spetniaé czgstosci @
def| A(0)]=0=a, i=12,.. (5.13)

Réwnanie (5.13) posiada roOwniez rozwigzania, ktore nie sa poprawnymi czgstosciami ;.
W celu wyeliminowania tych niewlasciwych pierwiastkow nalezy przeformulowaé
zagadnienie wtasne ([42]). Przyjmijmy, ze dla pewnej warto$ci wiasnej wyznacza si¢ wektor
wlasny X. Wektor ten mozna unormowac tak zeby jedna z jego wspdtrzednych x; = 1.

Formalnie, na podstawie wzoru (5.10), mozna zapisa¢ nastgpujaca réwnosc¢ ([17])
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[Al[X]=[B][Y]=[A] 1 |=[B]# (5.14)

z zerowym wektorem Y, ktorego wspotrzedna y, oznaczmy przez n (oczywiscie rdwna zero).
Macierz B zawiera podmacierze uktadu (5.10) zwiazane z zerowymi parametrami weztowymi

(warunki brzegowe) 1 ma postac

[B]=[A, (o) A, ()] (5.15)

[ a, -b a. ] n =[ b, -a b, ] 1 =[_ak] (5.16)

Po prostych przeksztalceniach, z powyzszego uktadu réwnan, mozna wyznaczy¢ niewiadoma
n, ktorej znana zerowa warto$¢ stanowi warunek do obliczenia poprawnych czgstosci

wiasnych

_ det[A] 05,
[ a, b &, -]

()

i=12,.. (5.17)

Jedynymi rozwiazaniami rownania (5.17) sa poprawne warto$ci czgstosci w; ([42]).
5.5. Wyznaczenie form wlasnych

Obliczone czgstosci w; mozna wstawi¢ ponownie do uktadu (5.12) i wyliczy¢ nieznane
parametry X odpowiadajace danej formie wtasnej. Takie postgpowanie jest rOwnoznaczne
z wyliczeniem wektorow wlasnych macierzy A (5.12), poniewaz macierz A staje si¢ osobliwa

gdy podstawimy do niej czgsto$ci w; odpowiadajace czgstotliwosciom drgan wilasnych
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membrany. Policzone wielkosci brzegowe nastegpnie mozna wstawi¢ do réwnania (5.9)
1 wyliczy¢ ugigcia wewnatrz membrany (mnoznik a = 1) w punktach, ktérych wspotrzedne

wstawimy w miejsce wspotrzednych punktéw kolokacji y.
5.6. Drgania wymuszone bez tltumienia

Zakladamy rozwiazanie, zgodnie z metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera,

W nastgpujacej postaci

w(x0)= 3w, (x)-7, (1)

poyi (5.18)
T,(0)=T; (1)+ 72 (1)

gdzie N to ilo$¢ form wilasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wlasnych. W czgéci czasowej mozna
wyrozni¢ rozwiazanie szczegolne i ogolne (5.18), T°,1 77,

Funkcje obciazenia zewngtrznego mozna rozwina¢ w bazie form wiasnych

q(x,r)=§qn(z)wﬂ 0wl (5.19)

Nastgpnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z rownania form wilasnych
(5.4), sktadnik zawierajacy w,’ i podstawi¢ go do réwnania (5.1) pomijajac sktadnik

tlumienia

o, ()i, (1) + m ()] = D, (x)a, (1) (5.20)

Aby uwzgledni¢ wplyw sit wymuszajacych nalezy wyznaczy¢ T°,(¢). T',(f) wyznaczamy przy

pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac rownanie (5.20) otrzymujemy

mjjf(t)+ma)2TS(t)=qn (t) (5.21)

n-n

Rozwiazanie podstawowe rownania (5.21) spetnia rownanie
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m T (t,0)+moT (t.1)=5(t-17) (5.22)

gdzie 7 jest czasem biezacym.

Naktadajac na obie strony rownania transformate ([1]) otrzymujemy

ms’T" +ma)j]~“ =" = Y:,f _L Ze | 5 (5.23)
m s+,
Po zastosowaniu transformacji odwrotnej mamy ([41])
_ i t—
Tnszi'sma)n( 7) (5.24)

m a

n

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie réwnania (5.21) dla

dowolnej funkcji g,(?)

T (1) = qun (r)Tdr (5.25)

w(x,O)ZZWn(X)-@, W(X,O):ZWH(X)'I//n (5.26)
gdzie

Iw(x,O)wn (x)ds IW(X,O)wn (x)ds
g, =" jw s y, == (5.27)

Iwnz (x)ds

S

Nastgpnie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne membrany przy zadanych warunkach
poczatkowych upraszczajac rownanie (5.20) do réwnania roézniczkowego jednorodnego

drugiego rzgdu o statych wspotczynnikach
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T () + T ()=0 (5.28)

Rozwiazanie rownania (5.28) ma nastgpujaca postac

T? (1) =C,sin(w,t)+ D, cos(w,t) (5.29)

n

State catkowania C, 1 D, wyznaczamy z warunkow poczatkowych (5.26)

w(x.0)= 0w, (x)-[77(0)+ 77 (0)], 7 (0)=0

”;1 (5.30)
w(x,0)=2wn(x)~Dn = D =9

Aby wyznaczy¢ state C, nalezy policzy¢ pierwsza pochodna rownania (5.29)

T°(t)=C,m,cos(w,t)— D,w,sin(a,t) (5.31)

n

1 wyznaczy¢ state

(x,0)= Y, (x)-[7(0)+ 72 (0)], 7 (0)=C
" (5.32)

S %
W(X,O)=an(x)-Cna)n = C, ="
n=l (0]

n

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwiazania szczegdlnego
sq tozsamosciowo rowne zero, (5.30);, (5.32);, wystarczy, zeby spelnialo je rozwiazanie

ogolne.
5.7. Drgania wymuszone z uwzglednieniem tlumienia

Zakladamy rozwiazanie w nastgpujacej postaci

w(x)= 3w, (x)-T, (1)

(5.33)
L()=T;()+ T, (1)

n
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gdzie N to ilo$¢ czestosci wiasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wlasnych. W czg$ci czasowej mozna
wyrozni¢ rozwiazanie szczegolne i ogolne (5.33), 7%, 1 T°,.

Funkcjg obciazenia zewngtrznego mozna rozwinaé w bazie form wlasnych

v _!q(x,t)wn (x)ds

q(x,t)Zan (t)wn (x), q, (t)z J. (5.34)

Nastgpnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z rdwnania form wiasnych

(5.4), skladnik zawierajacy w,’ i podstawi¢ go do réwnania (5.1)

i[ma)jwn (x)Y; (t) +cw, (x)Tn (t)

n=1 (5.35)
+mw, (X)E (1)-w,(x)q, (t)} =0

Aby uwzgledni¢ wplyw sit wymuszajacych nalezy wyznaczy¢ T°,(f). T',(f) otrzymujemy przy

pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac réwnanie (5.35) mamy
mT’ ()+cT: (t)+maT: (t)=q,(¢) (5.36)
Rozwiazanie podstawowe rownania (5.36) spetnia rownanie
mis(t,r)Jrcis(t,r)era)fﬁs (t,r)=6(t-1) (5.37)

gdzie 7 jest czasem biezacym.

Naktadajac na obie strony réwnania transformatg ([1]) otrzymujemy

—ST

e

T

= ~ ~ s ~ 1
ms’T +esT  +ma) T’ =e™ = T'=—- (5.38)
m 2, C 2

sS+—s+a

m

Po zastosowaniu transformacji odwrotnej ([41])
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T (4,7) = e )sin{(t—z') a)j—(imjz} (5.39)
(e |

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwigzanie rdwnania (5.36) dla

dowolnej funkcji ¢,(?)

*(t,7)dr (5.40)

n

<3
—~
~
~—
Il
—
)

)
—~
|
~

I

Warunki poczatkowe rozwijamy w szereg funkcji wtasnych

w(x,0)= Z(ﬁn w,(x),  w(x,0)= Zl//ﬂ ‘w, (x) (5.41)
gdzie
J.W(X,O)WM(X)dS J.W(X,O)WM(X)dS
_>s _ S 542
S e T fwivas G4

Mozna nastgpnie wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne membrany przy zadanych warunkach
poczatkowych upraszczajac rownanie (5.35) do rownania rézniczkowego jednorodnego

drugiego rzedu o stalych wspotczynnikach.
mT? (¢)+cT? () +malT! (1) =0 (5.43)

Rozwiazanie rownania (5.43) ma nastgpujaca postaé

ct 2 2
T’ (t)= e 2 4 sin|t, |0’ — (ij + B, cos| t,|@. — (ij (5.44)
2m 2m

Stale catkowania 4, 1 B, wyznaczamy z warunkow poczatkowych (5.41)
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=l (5.45)

(5.46)

1 wyznaczy¢ state

w(x,o)=gwn(x) 4, /mj—(i] —C—‘Z = (5.47)

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwiazania szczegdlnego
sa tozsamosciowo rowne zero, (5.45);, (5.47)1, wystarczy zeby spetniato je rozwiazanie

ogolne.
5.8. Przyklad numeryczny membrany

W celu weryfikacji przedstawionego algorytmu rozwiazano prostokatna membrang
zamocowana na wszystkich krawedziach. Przyjeto nastgpujace dane: blacha stalowa
o grubos¢ = 0,1 mm, 1 wymiarach /. = 0,5 m, /, = 0,568 m, wytrzymato$¢ na rozciaganie dla
stali K, = 215 MPa, ggstos¢ y = 7,86 t/m’. Blache naciagnieto naprezeniem odpowiadajacym
10 % wytrzymato$ci na rozciaganie. W modelu dyskretnym MEB zastosowano 10 liniowych
elementow wzdluz kazdego boku, co prowadzi do zagadnienia o 40 niewiadomych

parametrach. W rozwinigciu rozwigzania podstawowego (5.7) uwzgledniono 15 sktadnikéw
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szeregu, aby uzyska¢ zadowalajaca zbiezno$¢. Porownano pierwsze 4 czestotliwosci drgan
wilasnych membrany. Jako rozwiazania poréwnawczego uzyto rozwiazania analitycznego

Naviera ([16]), w ktorym wy jest k-ta funkcja wlasna

JY

w, =sinl7lz—xsinl—sin(a)kt), {i,j,k}eC, (5.48)
X y
gdzie czg¢stotliwosci drgan wlasnych wyznaczone sa ze wzoru
(5.49)

gdzie T jest sila naciagu membrany, natomiast m ggstoscia powierzchniowa masy membrany.
Prostokatna posta¢ brzegu membrany i stosunek wymiaréw /. do [, nie jest przypadkowy.
Zostal on tak dobrany, zeby migdzy sasiednimi czgstotliwo$ciami drgan wilasnych byly
wyrazne roznice. Poniewaz w przypadku podwdjnych form wlasnych (o tej samej
czgstotliwosci) numeryczny algorytm MEB generuje posrednia forme wtasna (niepoprawna)
z dwoch poprawnych.

Rysunek 5.2 przedstawia 6 poczatkowych czgstotliwosci drgan wlasnych (krzywe ciagte)

1 stosunek wymiar6w membrany (pionowa linia kropkowana) uzyty w przyktadzie.

f [Hz]

250 r

Rys. 5.2. Zaleznos$¢ czestotliwosci drgan wiasnych od stosunku wymiarow membrany
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W tabeli 5.1 przedstawiono 4 pierwsze czestotliwosci drgan wiasnych.

Tabela 5.1. Czgstotliwo$ci drgan wiasnych membrany

Ji [Hz]
Lp. (k) btad [%o]
MEB Navier
1 69.7 69.691 0.129
2 106 105.93 0.661
3 114 114.29 2.54
4 139 139.38 2.73

W  przykladzie numerycznym MEB wykorzystano algorytm eliminowania obcych
czestotliwosci drgan wlasnych opisany w rozdziale 5.4.

Rysunek 5.3 przedstawia funkcje #n(f) w zakresie czgstotliwosci f od 0 do 148 H:z.
Analizowanie wykresu w dalszym zakresie czgstotliwosci i wychwytywanie kolejnych
czestotliwosci drgan wiasnych znacznie si¢ komplikuje ze wzgledu na przyrost oscylacji
warto$ci funkcji # 1 wyznacznika oraz zmniejszanie si¢ roznic pomigdzy kolejnymi

czgstotliwosciami drgan wiasnych.

f[Hz]

20 40 60 80 100 120 140

-0.01

-0.02 |

-0.03

A

Rys. 5.3. Funkcja #(f) w zakresie od 0 do 148 Hz

—-0.04 -
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Czestotliwosci drgan wilasnych sa spodziewane dla takich £, dla ktérych spetniony jest

warunek

limn=0 5.50
Jim 77 (5.50)

Lokalne fluktuacje linii wykresu sa wynikiem niedoktadno$ci numerycznej algorytmu MEB
(podzial linii brzegowej na skonczona liczbg elementow liniowych aproksymowanych
wielomianami 1-szego rzedu, skonczone rozwinigcie rozwigzania podstawowego w, problem
modelowania narozy). Poniewaz wykres funkcji byl wyznaczany w punktach (co ok.
0.25 Hz), natomiast program sporzadzajacy wykres generowal funkcje liniowa laczac
sasiednie punkty wykresu, w sasiedztwie miejsc czgstotliwosci drgan wilasnych powstaty
niepozadane pionowe linie. Sa one skutkiem sztucznego zapewnienia ciaglosci w sasiednich
punktach wykresu o skrajnie réznych wartosciach #. Konieczno$¢ przyjecia skonczonej
dhugosci kroku, przy obliczaniu funkcji #, moze sprawié, ze w sasiedztwie czestotliwosci
drgan wilasnych (miejsca wykresu w ktorych pochodna #’(f) przyjmuje duze wartosci)
wartosci funkcji # sa liczone zbyt rzadko, co moze skutkowaé brakiem przecigcia si¢ wykresu
funkcji 7 z osia 7 = 0. Tego typu problem mozna zauwazy¢ dla pierwszej czestotliwosci drgan
wlasnych membrany (f; = 69.7 Hz). Zaggszczenie punktow wykresu (punkty wyznaczane co
ok. 0.03 Hz) w otoczeniu pierwszej czgstotliwosci drgan wiasnych pozwala wychwycic¢

miejsce zerowe wykresu funkcji 7 (rysunek 5.4).

f [Hz]
68 70 7 74
-0.01

-0.02 -

Y

Rys. 5.4. Funkcja #(f) w zakresie od 65 do 75 Hz
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Na rysunku 5.5 przedstawiono wykres wyznacznika (5.13) pokazujacy roéwniez
niepoprawne warto$ci czgstotliwosci drgan wilasnych. Ze wzgledu na znaczne roznice
wartos§ci wyznacznika, w analizowanym zakresie czgstotliwosci, funkcja ta zostata

odpowiednio zmodyfikowana bez wptywu na jej miejsca zerowe.
Vet

4x 10768 |-

3% 10768 |

2% 10768 [

AN
el EVEEVE UU ‘

—2x10768 [

~3x107%8 |

Rys. 5.5. Wykres wyznacznika

W celu wyznaczenia postaci form wlasnych analizowanej membrany zatozono
prostokatna siatkg punktéw nalezacych do obszaru membrany o wymiarach 21 na 21
punktow. W skrajnych punktach membrana ma warto$ci przemieszczen pionowych réwne
zero, poniewaz zatozono zamocowanie na catej linii brzegowej. Nastgpnie na podstawie
algorytmu opisanego w rozdziale 5.5. wyznaczono wartosci ugie¢ dla punktéw znajdujacych
si¢ wewnatrz obszaru membrany. Wynikiem takiego podej$cia sa dyskretne wykresy funkcji
form wlasnych membrany. Zostaly one przedstawione na rys. 5.6-5.9 jako plany
warstwicowe. Kazdy z wykreséw jest przypisany do okreslonej czestotliwosci drgan
wiasnych.

Pierwsze cztery formy wlasne maja czgstotliwosci drgan wlasnych odpowiednio rowne:
pierwsza — 69.7 Hz (rysunek 5.6), druga — 106 Hz (rysunek 5.7), trzecia — 114 Hz
(rysunek 5.8), czwarta — 139 Hz (rysunek 5.9).
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I [m] 025 |

0.125
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0 0.142 0.284 0.426 0.568
1y [m]
Rys. 5.6. Pierwsza forma wlasna membrany
0 0.142 0.284 0.426 0.568
0 0.142 0.284 0.426 0.568

Iy [m]

Rys. 5.7. Druga forma wlasna membrany
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1 0375

1025

1 0.125
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4 o

0.142 0.284 0.426 0.568

0s | {05
0375 1 0375
Iy[m] 025 1025
0.125 1 0.125
0 7\ L L L \7 0
0 0.142 0.284 0.426 0.568
1y [m]
Rys. 5.8. Trzecia forma wtasna membrany
0 0.142 0.284 0.426 0.568
s ‘ : ‘ s
0.375 1 0375
I [m] 025 | 1025
0.125 1 0.125
0 7\ L L L \7 0
0 0.142 0.284 0.426 0.568

ly [m]
Rys. 5.9. Czwarta forma wtasna membrany
W kolejnym etapie przyktadu zadano obciazenie zmienne w czasie w celu zbadania drgan

wymuszonych membrany. Membrana zostala obciazona dynamicznie ci$nieniem

rOwnomiernie roztozonym ¢ [Pa] w sposob pokazany na rysunku 5.10 (kolor szary).
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Rys. 5.10. Obciazenie dynamiczne membrany (ksztatt)

Do wyznaczenia drgan wymuszonych uzyto czterech pierwszych formy wiasnych. Ich
niewielka ilo§¢ nie pozwala zadawaé zbyt skomplikowanych rozkladéw obciazenia
membrany, lecz do do$¢ precyzyjnego opisania drgan membrany pod wpltywem zadanego
powyzej obciazenia cztery wyrazy szeregu w zupetnosci wystarczaja.

Przyjeto zerowe warunki poczatkowe (dla czasu ¢ = 0 ugigcie 1 predkos¢ ugiecia

membrany rowne zero)

w(x,0)=0, 1(x,0)=0 (5.51)

Przyjeto wariant ttumienia kombinowanego

c=ma,+Ta,

(5.52)
a,=0.02, «,6 =20
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Wspotczynniki  zostaly tak dobrane, aby na analizowanym odcinku czasu tlumienie bylo
wyraznie widoczne. Przyjecie rzeczywistego tlumienia wiaze si¢ z szeregiem problemow,
ktére wymagatyby badan eksperymentalnych (ttumienie materialowe, thumienie osrodka,
w ktorym znajduje si¢ membrana, tlumienie utwierdzenia brzegowego). Pominigto wplyw
cigzaru wlasnego.

Ponizszy wykres przedstawia charakterystyke zmian obciazenia w czasie. Obciazenie g
przyjmuje maksymalng warto$¢ g« = 35 Pa. Funkcja zalezno$ci ci$nienia od czasu ma
trapezowy wykres 1 mozna wyr6zni¢ w niej trzy charakterystyczne segmenty:

e segmenty (odcinki czasowe), w ktdrych warto$¢ ci$nienia jest rOwna zero,

e segmenty trojkatne, w ktorych ci$nienie narasta od zera do pewnej zadanej wartosci

badz maleje do zera,

e segment trapezowy, w ktérym warto$¢ ciSnienia zmienia si¢ w czasie z wartosci

poczatkowej na koncowa.

p [Pa]

35 -

30 -

20

1 1 1 t [s]
0.03 0.06 0.09 0.12 0.15

Rys. 5.11. Obciazenie dynamiczne membrany (wykres)

Laczac ze soba segmenty trapezowe, ktore wedtug potrzeby moga by¢ zadane na krotszych
badz dtuzszych odcinkach czasowych, mozna przyblizy¢ przebieg funkcji czasu o dowolnym
ksztalcie ze skonczona doktadnoscia.

W celu zobrazowania drgan wymuszonych membrany przedstawiono wykres ugigcia

srodka membrany wzglgedem czasu (rysunek 5.12) i wykresy ugi¢¢ membrany w dwoch
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charakterystycznych momentach czasu przedstawionych w postaci planéw warstwicowych

1 modeli 3D. Ksztalt membrany w chwili = 0.0101 s przedstawiaja rysunki 5.13 1 5.14.

w [m]

—-0.000025

t[s]
0.03 .09 0.12 0.15

1 //\ 1 /\ /\ 1 |
W RV

0.000025 |-

0.00005 |-

0.000075

0.0001 -

0.000125 |-

0.00015 -

Rys. 5.12. Drgania $rodka membrany

2% 107

w[m]
4x1077

6x10~°

0.568

Rys. 5.13. Membrana w chwili = 0.0101 s (model 3D)
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0 0.142 0.284 0.426 0.568

0.5 - {05
0.375 + 10375
Ix[m] 025 1025
0.125 + 40.125

0t 10

0 0.142 0.284 0.426 0.568
1y [m]

Rys. 5.14. Membrana w chwili £ = 0.0101 s (plan warstwicowy)

Rysunki 5.13 1 5.14 przedstawiaja ksztalt membrany w chwili # = 0.0101 s, czyli tuz po
przytozeniu cis$nienia (przytozenie ci$nienia w chwili # = 0.01 s). Na planie warstwicowym
wyraznie wida¢ miejsce i ksztatt obciazenia (ci$nienie dzialajace na powierzchnig prostokatna
w lewym dolnym rogu membrany). Ksztalt membrany w chwili 1 = 0.14 s przedstawiaja

rysunki 5.1515.16.

ly [m]

0.568

Rys. 5.15. Membrana w chwili = 0.14 s (model 3D)
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0 0.142 0.284 0.426 0.568
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Rys. 5.16. Membrana w chwili # = 0.14 s (plan warstwicowy)

Rysunki 5.15 1 5.16 przedstawiaja ksztatt membrany w chwili ¢ = 0.14 s, czyli 0.09 s po
ustaniu wymuszenia. Na planie warstwicowym wyraznie wida¢ dominujacy udziat pierwszej
formy wtasnej (najmniej ttumionej). Ze wzgledu na wyzsze czgstotliwosci drgan wlasnych
pozostatych trzech form ich wytlumienie nastgpuje znacznie szybciej.

Wyniki uzyskane w analizowanym przyktadzie potwierdzaja skuteczno$¢ prezentowanej
metody 1 jej zadowalajaca zbiezno$¢. Ze wzgledu na ogoélnos¢ sformutowania MEB
w przedstawiony sposoéb mozna analizowa¢ membrany o dowolnej geometrii i warunkach
podparcia. Algorytm tatwo mozna réwniez rozszerzy¢ na dowolne konstrukcje, w ktorych

stosuje si¢ MEB.
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6. Analiza drgan plyty cienkiej
6.1. Sformulowanie problemu
Drgania wymuszone cienkiej ptyty ([32,44]) opisywane sa rGwnaniem rdzniczkowym

DN’ w(X,1)+cw(x,1)+miw(x,1) = g(X,1) (6.1)

w ktorym D oznacza sztywno$¢ plyty, m jej masowa ggsto$¢ powierzchniowa, A jest
operatorem Laplace’a wzgledem wspotrzednych przestrzennych (x, x;), a kropka nad litera
rozniczkowanie wzgledem czasu ¢. Zakladajac rozwiazanie réwnania (6.1) w postaci

harmonicznej wzgledem czasu
w(x,t)=w'(x)sin(w?) (6.2)

problem drgan wilasnych ptyty sprowadza si¢ do rozwiazania jednorodnego réwnania

rozniczkowego, jedynie wzgledem wspodtrzednych powierzchniowych (x, x7)
DA’w (x)—mw’w (x)=0 (6.3)

W pracy w oryginalny sposob wyprowadzono rozwiazanie podstawowe réwnania (6.3),
bedace podstawa algorytmu metody elementéw brzegowych (MEB). Rozwiazanie
podstawowe ma postaé szeregu rozwigzan podstawowych kolejnych poteg operatora
Laplace’a ([6,20]). Jest to formalnie algebraiczny szereg potggowy ze wzgledu na czgstosé
kotowa w. Z tego powodu algorytm MEB nie prowadzi do klasycznej, liniowej postaci
zagadnienia wlasnego. Wyznaczenie warto$ci wtasnych polega na znalezieniu pierwiastkow
wyznacznika macierzy ukladu rownan MEB wzglgedem parametru w. W dalszej czg$ci pracy,

w celu uproszczenia oznaczen, amplitudy ugie¢ w* beda oznaczane jedynie literg w.
6.2. Rozwigzanie podstawowe rownania drgan wlasnych plyty

Rozwiazanie podstawowe w zagadnienia drgan wlasnych ptyty spetnia rownanie (6.3)

z prawg strong w postaci d-Diraca ([23,38]), zatem w mozna wyliczy¢ z rownania

DAN’W—a’mw=0 (6.4)
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Po wykonaniu przeksztatcenia Fouriera ([1]) i rozwinieciu w szereg Maclaurina wzgledem o®

([30,31]) obraz rozwiazania podstawowego mozna przedstawi¢ w postaci

%Il

-y 2 («'m) 6.5)

D,O a) m = D1+1 4I+1
i=

gdzie p jest promieniem w przestrzeni obrazéw transformaty Fouriera.
Obraz rozwigzania podstawowego w postaci szeregu (6.5) mozna odwréci¢ ([41]),

uzyskujac nastgpujaca postaé rozwiazania podstawowego

S| i _
w= ZDH-] ( ) (z+1) (66)

i=0

We wzorze (6.6) w, oznacza rozwiazanie fundamentalne n-tej potggi operatora Laplace’a

1 ma postac (3.20)

(1) = 20 (c,, lni—D,,]
2 7

(6.7)
C 1 (C,
Cn+1=4—nza DM:W(HJFDJ, C =1, D=0

W praktycznych obliczeniach zadowalajaca zbiezno$¢ szeregu (6.6) osiaga si¢ przy

uwzglednieniu od kilku do kilkudziesigciu wyrazow.
6.3. Calkowe rownanie brzegowe zagadnienia drgan wlasnych plyty
Rozpatruje si¢ cienka plyte zajmujaca obszar S ograniczony krzywa brzegowa C. Na

brzegu plyty wystepuja sity brzegowe M,, V, oraz przemieszczenia brzegowe w, ¢,

(rysunek 6.1).
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Rys. 6.1. Podstawowe oznaczenia

Podstawa sformutowania algorytmu MEB ([13]) jest tozsamo$¢ Somigliany, ktora przy braku

obciazen powierzchniowych, przyjmuje postac

— — N —
aw(y)+ [ M, (2,y)p,@)dC, + [V,(z,y)w(=2)dC, + Y Rw,
C C i=1

- I M, ()P, (2,y)dC. - I V,(@)i(z,y)dC, —gRiv‘v,» =0 65)

I, yes

zeC, a=
{Q yeSul

W powyzszym wyrazeniu wielko$ci brzegowe oznaczone nadkre§leniem sa odpowiednimi
operatorami pol brzegowych okreslonymi na rozwigzaniu podstawowym w ([6,20]).
Z postaci rownania (6.6) wynika, ze operatory rozwigzan podstawowych sa nieliniowymi
funkcjami wzgledem czgstosci kotowej w.

Dyskretny uktad réwnan MEB uzyskuje sig, stosujac kolokacyjne podejscie Kupradzego,
w ktorym punkty kolokacji y we wzorze (6.8) sa potozone na zewngtrznym konturze obszaru
S ([5]) 1 ich liczba jest zgodna z liczba niewiadomych brzegowych parametrow weztowych.

Uktad ten ma posta¢ jednorodnego algebraicznego uktadu réwnan

48



[Kw(a)) A, (0) Ay (o) A, () KR(a))} M, =0 (6.9)

Na podstawie warunkéw brzegowych z czterech wielko$ci brzegowych dwie sa zawsze
znane. Na przyktad, na brzegu swobodnie podpartym ugi¢cia i momenty sa znane: w = (
1 M, = 0, a niewiadomymi sa obroty 1 reakcje Kirchhoffa: ¢, 1 V,, (W wezlach naroznych
dodatkowo trzeba wyznaczy¢ reakcje skupione R ([19])). Niech X bedzie wektorem

nieznanych wielko$ci brzegowych a Y wektorem znanych wielkosci brzegowych

w W
?, ?,
[X]=|M, |, [Y]=|M,]|=0 (6.10)
Vn Vn
_R_ _R_

6.4. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych

Uktad réwnan (6.9), niezaleznie od przyjetych warunkow brzegowych, mozna zapisac

w zwartej postaci
[A][X]=0 (6.11)

Uktad rownan (6.11) posiada nietrywialne rozwiazanie pod warunkiem zerowania si¢
wyznacznika macierzy A. Warunek ten pozwala na sformutowanie algebraicznego réwnania,

ktére powinny spetniaé czgstosci @
def| A(0)]=0=a0, i=12... (6.12)

Réwnanie (6.12) posiada roOwniez rozwigzania, ktore nie sa poprawnymi czgstosciami ;.
W celu wyeliminowania tych niewlasciwych pierwiastkow nalezy przeformulowaé

zagadnienie wtasne ([42]). Przyjmijmy, ze dla pewnej warto$ci wiasnej wyznacza si¢ wektor

49



wilasny X. Wektor ten mozna unormowac tak, zeby jedna z jego wspotrzednych x; = 1.

Formalnie, na podstawie wzoru (6.9), mozna zapisa¢ nast¢pujaca rownos¢ ([17])

AIX]=[BIY] = [A] 1 |=[B]x 6.13)

z zerowym wektorem Y, ktorego wspotrzedna y, oznaczmy przez 5 (oczywiscie rowng zero).
Macierz B zawiera podmacierze uktadu (6.9) zwiazane z zerowymi parametrami wgztowymi

(warunki brzegowe) i ma postaé

[B]=[A, (o) A, ()] (6.14)

[ A _bk a ] n :[ bk-] - bk+l ] 1 :[_ak] (6-15)

Z powyzszego uktadu rownan, po prostych przeksztalceniach, mozna wyznaczy¢ niewiadoma
n, ktérej znana zerowa warto$¢ stanowi warunek do obliczenia poprawnych czgstosci

wiasnych

B det[A]
det["' C _bk & ]

n()

=0=>w, i=12,.. (6.16)

Jedynymi rozwigzaniami rOwnania (6.16) sa poprawne warto$ci czgstosci w; ([21]).
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6.5. Wyznaczenie form wlasnych

Obliczone czgstosci w; mozna wstawi¢ ponownie do uktadu (6.10) 1 wyliczy¢ nieznane
parametry X odpowiadajace danej formie wlasnej. Takie postgpowanie jest rOwnoznaczne
z wyliczeniem wektorow wlasnych macierzy A (6.14) poniewaz macierz A staje si¢ osobliwa,
gdy podstawimy do niej czestosci w; odpowiadajace czestotliwosciom drgan wlasnych plyty.
Mozna nastgpnie wstawi¢ policzone wielkos$ci brzegowe do rownania (6.8) 1 wyliczy¢ ugigcia
1 katy obrotu wewnatrz ptyty (mnoznik o = 1) w punktach, ktérych wspolrzedne wstawimy

w miejsce wspotrzednych punktow kolokacji y.
6.6. Drgania wymuszone bez tltumienia

Zakltadamy rozwiazanie w nastgpujacej postaci

w(x.0)= 2w, (x) 1, (0)

T,(0)=1; (1) + 7, (1)

(6.17)

gdzie N to ilo§¢ form wilasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wilasnych. W czgéci czasowej mozna
wyrdzni¢ rozwiazanie szczegdlne i ogolne (6.17), T°, 1 T°,.

Funkcje obciazenia zewngtrznego mozna rozwina¢ w bazie form wlasnych

q(x,t)=nzl_v;qn (w,(x) ()= f (6.18)

Nastegpnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z réwnania (6.3) skladnik

zawierajacy w,” i podstawié¢ go do réwnania (6.1) pomijajac sktadnik thumienia

> [matw, (x)T, (1) +mw, ()7 (1) ~w, (x)a, (1)] =0 (6.19)

n=1

Aby uwzgledni¢ wplyw sit wymuszajacych nalezy wyliczy¢ T°,(¢). T',(f) wyznaczamy przy

pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac rownanie (6.19) mamy
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mT: (t)+malT: (t)=q,(t) (6.20)

n—n

Rozwiazanie podstawowe roéwnania (6.20) mozna wyliczy¢ z rGwnania

mi‘(t,z')+ma)27_”(t,r)=5(t—z') (6.21)

n-n

gdzie 7 jest czasem biezacym.

Naktadajac na obie strony rownania transformatg ([1]) otrzymujemy

ms27;”n +m0)37;“n:e_” = ;n:i Ze 5 (6.22)
m s+,
Po zastosowaniu transformacji odwrotnej mamy ([41])
— 1 sinw (t—71
T = _# (6.23)
m ,

n

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwigzanie rdwnania (6.20) dla

dowolnej funkcji g,(?)

: sine, (127) 4, (6.24)

0 n

w(x,0)= Zqﬁn w,(x),  w(x,0)= Zl//n ‘w, (x) (6.25)
gdzie
jw(x,O)wﬂ (x)ds IW(X,O)wn (x)ds
O T G FETP: (6:20
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Nastgpnie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne plyty przy zadanych warunkach

poczatkowych, upraszczajac réwnanie (6.19) do rownania rdézniczkowego jednorodnego

drugiego rzgdu o statych wspotczynnikach

n—n

T’ () +&lT! (t)=0
Rozwiazanie rownania (6.27) ma nastgpujaca postaé

T? (t)=C,sin(w,t)+ D, cos(a,t)

n

State catkowania C, i D, wyznaczamy z warunkow poczatkowych (6.25)

w(x.0)= 3w, (x)-[77(0)+ 7 (0)]. 77 (0)=0

W(X,O)ziwn(x)-Dn = D =9

Aby wyznaczy¢ state C, nalezy policzy¢ pierwsza pochodna rownania (6.28)

T° (t)=C, »,cos(w,t)- D, ®,sin(aw,t)

n

1 wyznaczy¢ stale

W(x,0) = 3w, (x)-[ 77 (0)+ 7 (0)], 7(0)=0

N v
W(X,O):ZW (X)-Cna)n = C, ="n
n=1 w

n

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwiazania szczegdlnego

sa tozsamos$ciowo rowne zero, (6.29);, (6.31);, wystarczy zeby spetniatlo je rozwiazanie

ogolne.
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6.7. Drgania wymuszone z uwzglednieniem tlumienia

Zakladamy rozwiazanie w nastgpujacej postaci

w(x,t)ZHZN;wn(x)‘Zl(t)

T,(¢)=T; (¢)+ T (1)

(6.32)

gdzie N to ilos¢ form wilasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wlasnych. W czgs$ci czasowej mozna
wyrozni¢ rozwiazanie szczegolne i ogolne (6.32), T°, i T°,.

Funkcje obciazenia zewngtrznego mozna rozwinaé w bazie form wlasnych

(0= Zalm @) a0 (639

Nastepnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z réwnania (6.3) sktadnik

zawierajacy o,’ i podstawi¢ go do réwnania (6.1)
n=1 (6.34)
Aby uwzgledni¢ wptyw sit wymuszajacych nalezy wyliczy¢ T',(¢). T',(f) wyznaczamy przy
pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac rownanie (6.34) mamy
mﬁs(t)+clzs(t)+ma)57f(t)=qn (t) (6.35)
Rozwiazanie podstawowe rownania (6.35) mozna wyliczy¢ z rownania

mT* (t,7)+ T’ (t,r)+malT; (t,v)=5(1-7) (6.36)

n—n

gdzie 7 jest czasem biezacym.
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Naktadajac na obie strony rownania transformate ([1]) otrzymujemy

—ST

~ ~ ~ N ~ e
ms’T' +esT' +maT' = = T’ =

n—n

€. 6.37)
My lsta)
m

Po zastosowaniu transformacji odwrotnej ([41])

T ()= — e " si{(”) o} —(f) } (6.38)
m
e[

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie réwnania (6.35) dla

dowolnej funkcji g,(?)
T (t)=[q,(v)T, (t.,7)dr (6.39)
0

Warunki poczatkowe rozwijamy w szereg funkcji wtasnych

w(x,0)=z¢n -w, (x), W(X,O):Zl//n -w, (x) (6.40)
gdzie
J.W(X,O)Wn (x)ds J.W(X,O)Wn (x)ds
b ="—F— A (6.41)
Iwn (x)ds Iwn (x)ds

Nastgpnie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne ptyty przy zadanych warunkach
poczatkowych upraszczajac rownanie (6.34) do réwnania rozniczkowego jednorodnego

drugiego rzgdu o statych wspotczynnikach

mT? (¢)+cT? (t)+ma?T (t)=0 (6.42)
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Rozwiazanie rownania (6.42) ma nastgpujaca postaé

ct 2 2
T’ (1) = eiA sin{t w; — (fj ]+ B, cos[t w; — (%j ] (6.43)
m m

N (6.44)
w(x,0)=>w,(x)-B, = B,=4,
n=l1
Aby wyznaczy¢ state 4, nalezy policzy¢ pierwsza pochodna rownania (6.43)
ct 2 2

70 (t)=e | 4, |0} - ) _Bicos| ¢ i

2m 2m 2m
(6.45)

c Y Ac ¢ Y
~| B, |@ —| — | +=|sin|t,|0} —| —
2m 2m 2m
1 wyznaczy¢ state

W(x,0)=3 w,(x)-[ 77 (0)+7;(0)], 7;(0)=0
W(X,O)iwn(x)[An wj—(i 2—%] = (6.46)

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwiazania szczegdlnego

(6.44);, (6.46);, sa tozsamoSciowo rowne zero, wystarczy zeby spelniato je rozwiazanie

ogolne.
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6.8. Przyklad numeryczny plyty cienkiej

W celu weryfikacji przedstawionego algorytmu rozwigzano prostokatna pltyte swobodnie
podparta na wszystkich krawedziach. Przyjeto nast¢pujace dane: plyta zelbetowa o
grubosci 10 cm, 1wymiarach /L =5m, [,=5,77m, modul YoungaE =288 GPa,
wspolczynnik Poissona »=0,2, gestos¢ p=2,5t/m>. W modelu dyskretnym MEB
zastosowano 10 liniowych elementéw wzdtuz kazdego boku, co prowadzi do zagadnienia o
40 niewiadomych parametrach. W rozwinigciu rozwigzania podstawowego (6.6)
uwzgledniono 10 sktadnikéw szeregu, aby uzyska¢ zadowalajaca zbiezno$¢. Poroéwnano
pierwsze 4 czgstotliwosci drgan wilasnych ptyty. Jako rozwiazania porownawczego uzyto

rozwiazania analitycznego Naviera ([16]) w ktorym wy jest k-ta forma wtasna

w, = sin”lz—xsinjlﬂsin(a)kt), {i,j,k}eC, (6.47)
x y
gdzie czgstotliwosci drgan wiasnych wyznaczone sa ze wzoru
D . 2 . 2
®, 7 i
fo=m= 2 = | A< (6:48)
2 2 \m |\, ly

gdzie D jest sztywnoscia plyty na zginanie, natomiast m ggsto$cia powierzchniowa masy
plyty.

Prostokatna posta¢ brzegu ptyty i1 stosunek wymiaréw /. do [, nie jest przypadkowy.
Zostal on tak dobrany zeby migdzy sasiednimi czgstotliwosciami drgan wilasnych byty
wyrazne roznice. Poniewaz w przypadku podwojnych form wilasnych (o tej samej
czestotliwosci) numeryczny algorytm MEB generuje posrednia form¢ wtasna (niepoprawna)
zdwoch poprawnych. Rysunek 6.2 przedstawia 6 poczatkowych czgstotliwosci drgan
wlasnych (krzywe ciagle) i stosunek wymiarow ptyty (pionowa linia kropkowana) uzyty

w przykladzie. W tabeli 6.1 przedstawiono 4 pierwsze czgstotliwosci drgan wlasnych.

57



f [Hz]

120 -

100

Rys. 6.2. Zaleznos$¢ czgstotliwosci drgan wlasnych od stosunku wymiaréw ptyty

Tabela 6.1. Czgstotliwosci drgan wiasnych ptyty cienkiej

1.2

1.4

1.8

Ji [Hz]
Lp. (k) btad [%o]
MEB Navier
1 11.0 10.996 0.364
2 25.2 25.133 2.67
3 29.8 29.845 1.51
4 43.8 43.982 4.14

W  przykladzie numerycznym MEB wykorzystano algorytm eliminowania obcych

czgstotliwosci drgan wlasnych opisany w rozdziale 6.4.

Rysunek 6.3 przedstawia wykres funkcji 7(f) w zakresie czgstotliwosci fod 0 do 55 Hz.
Analizowanie wykresu w dalszym zakresie czgstotliwosci i wychwytywanie kolejnych
czestotliwosci drgan wiasnych znacznie si¢ komplikuje ze wzgledu na przyrost oscylacji

warto$ci funkcji # 1 wyznacznika oraz zmniejszanie si¢ rdéznic pomigdzy kolejnymi

czgstotliwos$ciami drgan wiasnych.

58




2x107 -

—2x107

—4x107

-6x107 +

Rys. 6.3. Funkcja #(f) w zakresie od 0 do 55 Hz

Czgstotliwosci drgan wlasnych sa spodziewane dla takich f, dla ktérych spetniony jest

warunek

limn=0 6.49
Jim 7 (6.49)

Lokalne fluktuacje linii wykresu sa wynikiem niedoktadno$ci numerycznej algorytmu MEB
(podziat linii brzegowej na skonczona liczbg elementoéw liniowych aproksymowanych
wielomianami 1-szego rzgdu, skonczone rozwinigcie rozwiazania podstawowego w, problem
modelowania narozy). Poniewaz wykres funkcji byl wyznaczany w punktach (co ok.
0.22 Hz), natomiast program sporzadzajacy wykres generowal funkcje liniowa laczac
sasiednie punkty wykresu, w sasiedztwie czgstotliwosci drgan wiasnych powstaty
niepozadane pionowe linie. Sa one skutkiem sztucznego zapewnienia ciaglosci w sasiednich
punktach wykresu o skrajnie r6znych warto$ciach 7.

Na rysunku 6.4 przedstawiono wykres wyznacznika (6.12) pokazujacy roéwniez
niepoprawne wartosci czestotliwosci drgan wlasnych. Ze wzgledu na znaczne rdéznice
wartosci wyznacznika, w analizowanym zakresie czgstotliwosci, funkcja ta zostala

odpowiednio zmodyfikowana bez wptywu na jej miejsca zerowe.
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Rys. 6.4. Wykres wyznacznika

W celu wyznaczenia postaci form wiasnych analizowanej ptyty zatozono prostokatna siatke
punktow nalezacych do obszaru ptyty o wymiarach 21 x 21 punktéw. W skrajnych punktach
ptyta ma warto$ci przemieszczen pionowych réwne zero, poniewaz zatozono swobodne
podparcie na catej linii brzegowej. Nastepnie na podstawie algorytmu opisanego w rozdziale
6.5 wyznaczono warto$ci ugig¢ dla punktow znajdujacych si¢ wewnatrz obszaru plyty.
Wynikiem takiego podejscia sa dyskretne wykresy funkcji form wtasnych plyty. Zostaty one
przedstawione na rysunkach 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 jako plany warstwicowe. Kazdy z wykreséw
jest przypisany do okreslonej czestotliwosci drgan wiasnych. Pierwsze cztery formy wilasne
maja czg¢stotliwosci drgan wiasnych odpowiednio rowne: pierwsza — 11.0 Hz (rysunek 6.5),
druga — 25.2 Hz (rysunek 6.6), trzecia — 29.8 Hz (rysunek 6.7), czwarta — 43.8 Hz
(rysunek 6.8).
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Ix[m] 2.5

1.25

Ix[m] 2.5

1.25

0 1.44 2.89 433 577
0 1.44 2.89 433 577
Iy [m]

Rys. 6.5. Pierwsza forma wlasna ptyty
0 1.44 2.89 4.33 5.77
0 1.44 2.89 4.33 5.77

1y [m]

Rys. 6.6. Druga forma wiasna ptyty
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1.25

2.5
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Rys. 6.7. Trzecia forma wtasna plyty
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Rys. 6.8. Czwarta forma wtlasna ptyty
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1.25
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W kolejnym etapie przyktadu zadano obciazenie zmienne w czasie w celu zbadania drgan

wymuszonych ptyty. W przyktadzie plyta zostala obciazona dynamicznie ci$nieniem

rownomiernie roztlozonym ¢ [Pa] w sposob pokazany na rysunku 6.9 (kolor szary).
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q [Pa]

5m

Rys. 6.9. Obciazenie dynamiczne ptyty (ksztatt)

Do wyznaczenia drgan wymuszonych uzyto czterech pierwszych formy wtasnych. Niewielka
ilo$¢ form wilasnych nie pozwala zadawa¢ zbyt skomplikowanych rozktadéw obciazen plyty,
lecz do dos$¢ precyzyjnego opisania drgan ptyty pod wpltywem zadanego powyzej obciazenia
cztery wyrazy szeregu w zupetnosci wystarczaja.

Przyjeto zerowe warunki poczatkowe (dla czasu ¢ = 0 ugigcie 1 predkos¢ ugigcia ptyty

roOwne zero)

w(x,0)=0, (x,0)=0 (6.50)

Przyjeto wariant ttumienia kombinowanego

c=ma, +Da,

(6.51)
a,=0.002, «,=2

Wspoélezynniki zostaly tak dobrane, aby na analizowanym odcinku czasu ttumienie byto

wyraznie widoczne. Przyjgcie rzeczywistego tlumienia wiaze si¢ z szeregiem problemow,
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ktére wymagatyby badan eksperymentalnych (tlumienie materiatlowe, thumienie os$rodka
w ktorym znajduje si¢ ptyta, thumienie podparcia brzegowego). Pominigto wplyw cigzaru
wiasnego.

Rysunek 6.10 przedstawia charakterystyke zmian obciazenia w czasie. Obciazenie g
przyjmuje maksymalng warto$¢ g, = 15 kPa. Funkcja cis$nienia od czasu ma trapezowy
wykres 1 mozna wyrdzni¢ w niej trzy charakterystyczne segmenty:

e segment (odcinek czasowy), w ktorym warto$¢ cisnienia jest rowna zero,

e segmenty trojkatne, w ktorych ci$nienie narasta od zera do pewnej zadanej wartosci

badz maleje do zera,

e segment trapezowy, w ktérym warto$¢ ciSnienia zmienia si¢ w czasie z wartosci

poczatkowej na koncowa.

p [Pa]

14000
12000
10000 |
8000 |
6000 |
4000 |

2000 -

1 1 1 1 1 t [S]
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rys. 6.10. Obciazenie dynamiczne ptyty (wykres)

Laczac ze soba segmenty trapezowe, ktore wedtug potrzeby, moga by¢ zadane na krotszych
badz dtuzszych odcinkach czasowych, mozna przyblizy¢ przebieg funkcji czasu o dowolnym
ksztalcie ze skonczona doktadnoscia.

W celu zobrazowania drganh wymuszonych plyty przedstawiono wykres ugi¢¢ $rodka
ptyty (rysunek 6.11) i wykresy ugie¢ ptyty w dwoch charakterystycznych momentach czasu
przedstawionych w postaci planow warstwicowych i modeli 3D. Ksztatt pltyty w chwili

t=0.051 s przedstawiaja rysunki 6.12 1 6.13.
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w [m]

=N

0.1 0.2 o.\a\ h/

0.0025 r
0.005
0.0075 r
0.01 r

0.0125 r

0.015 -

Rys. 6.11. Drgania $rodka ptyty

1x1077
w [m]

2x107

5.77

Rys. 6.12. Ptyta w chwili #=0.051 s (model 3D)

0.5

t[s]
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1 1.25

0 1.44 2.89 4.33 5.77

Iy [m]

Rys. 6.13. Plyta w chwili = 0.051 s (plan warstwicowy)

Rysunki 6.12 1 6.13 przedstawiaja ksztatt ptyty w chwili # = 0.051 s, czyli tuz po przylozeniu

ci$nienia (przytozenie ci$nienia w chwili # = 0.05 s). Na planie warstwicowym wyraznie

wida¢ miejsce i1 ksztalt obciazenia (ci$nienie dzialajace na powierzchnig trojkatna na lewej,

dolnej potowie plyty). Ksztatt plyty w chwili # = 0.4 s przedstawiaja rysunki 6.14 1 6.15.
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0.0002

w [m]

0.0004

Rys. 6.14. Ptyta w chwili £ = 0.4 s (model 3D)



3.75 1 3.75

Ix[m] 25

125

1.25 1 125

0 1.44 2.89 4.33 5.77
1y [m]

Rys. 6.15. Ptyta w chwili ¢ = 0.4 s (plan warstwicowy)

Rysunki 6.14 i 6.15 przedstawiaja ksztatt ptyty w chwili # = 0.4 s, czyli 0.15 s po ustaniu
wymuszenia. Na planie warstwicowym wyraznie wida¢ dominujacy udziat pierwszej formy
wlasnej (najstabiej tlumionej). Ze wzgledu na wyzsze czgstotliwosci drgan wiasnych
pozostatych trzech form ich wytlumienie nastgpuje znacznie szybcie;.

Wyniki uzyskane w analizowanym przyktadzie potwierdzaja skuteczno$¢ prezentowanej
metody 1 jej zadowalajaca zbiezno$¢. Ze wzgledu na ogoélnos¢ sformutowania MEB
w przedstawiony sposob mozna analizowa¢ ptyty o dowolnej geometrii 1 warunkach
podparcia. Algorytm latwo mozna rowniez rozszerzy¢ na dowolne konstrukcje, w ktorych

stosuje si¢ MEB.
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7. Analiza drgan plyty grubej

7.1.  Sformulowanie problemu

W teorii plyt grubych (inaczej zwanych plytami Reissnera-Mindlina) uwzglednia sig
wptyw sit poprzecznych i1 odksztatcen postaciowych z nimi zwiazanych na deformacjg ptyty.
Im grubo$¢ plyty jest wigksza tym bardziej ro$nie wptyw sit poprzecznych — stad nazwa tej
teorii. W teorii ptyt grubych wystepuja trzy niezalezne parametry przemieszczeniowe: ugiecie
w 1 dwa obroty ¢,. Momenty zginajace na kierunkach 1 i 2 sa oznaczone podwojna strzatka
(wektorowo) podobnie jak katy obrotu przekroju poprzecznego (rysunek 7.1). Dodatkowe

obciazenie ptyty stanowia pola roztozonych momentow m,,.

X2

Rys. 7.1. Podstawowe oznaczenia

Zwiazki prawa Hooke’a dla momentow 1 sit poprzecznych przyjma teraz postac

Maﬂ = D[TV((DQ B +§0,8’a)+‘/50!ﬂ(07’7}

0, :H(goa+w,a)

(7.1)

a rGwnania rOwnowagi

Qa’a +q:0

(7.2)
Maﬁ,ﬂ -0,+m,=0
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Po wprowadzeniu zwiazkow (7.1) do réwnan (7.2) oraz uwzglednieniu sit bezwladnosci

1 thumienia otrzymuje sig trzy rownania rOwnowagi dynamicznej ([40])

-HAw-He,, -Hep,,, =q—yhw—c w

3

1-v 1+v ho.. )
Hw, +Hp, — Dg,,,, —D Propy —D D5y =M — ! O —Co (7.3)
2 2 12
1+v l1-v yh .
Hwaz_D 2 ¢1’12+H¢2_D¢2>22_D 2 @y =m, — 12 O, —C,0,

Przeksztatcimy réwnania (7.3) do postaci swobodnych drgan harmonicznych zaktadajac

: . 7.4
w(x,)=w(x)e”, o¢,(x,1)=9,(x)e” (7.4
Po wyeliminowaniu czg$ci zaleznej od czasu otrzymujemy
~HAw—-yho*w—Hep,,, —He,,, =0
7h3 2 1 -V 1 + \%
Hw, +Ho, ——w ¢, - D¢,,,, ~-D——@,,,, -D——¢,,,,=0 (7.5)
12 2 2
I+v n I-v
Hw,, =D ——¢,,,+ Hp, _7_0)2% —D@, ., -D——¢,,,=0
2 12 2
Wzér (7.5) mozna zapisa¢ w postaci wskaznikowej w nastepujacy sposob
Lu, =0 (7.6)
gdzie
w
u, = { } (7.7)
?,
natomiast
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~HA-yho' -H0o, -Ho,
3
H—&a)z—Dal2 14y
L= Hb 12 pYaa (7.8)
Y ! 1-v 2 2
D
3
Ly H—&a)z—Dﬁﬁ
Ho, -D-"Y50, 12
2 1-v
o

Roéwnania rownowagi ptyty grubej wymagaja trzech warunkéw brzegowych. Pozwala to na
doktadne spetnienie warunkéw napr¢zeniowych na brzegu swobodnym, w przeciwiefistwie do

plyty cienkiej, gdzie te warunki nie sa spelnione. Zdefiniujmy nastgpujace sity brzegowe

M =M .n
« T (7.9)
0,=0,n,

W najbardziej typowych sposobach podparcia mozemy zebra¢ znane i niewiadome wielko$ci

brzegowe:
e sztywne zamocowanie: {On, My, M} —niewiadome, {@;, ¢, w} — znane,
e swobodne podparcie: {On, @1, ¢} —niewiadome, {M,, M,, w} — znane,
e brzeg swobodny: {o1, @, w} —niewiadome, {Q,, M), M,} — znane,

Zapiszmy uktad (7.5) w formie wlasciwej dla znalezienia rozwigzan podstawowych

L, (2.y)=5,6(z.y) (7.10)

gdzie J; jest delta Kroneckera, natomiast d(z,y) jest delta Diraca.
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Do sprowadzenia uktadu rownan rozniczkowych (7.10) do jednego rownania skalarnego

1 wyprowadzenia postaci rozwiazan podstawowych u, wykorzystamy metod¢ Hormandera.

Kolejne kroki postgpowania sa nastepujace:

1.

7.2.

Sprowadzenie ukfadu réwnan rozniczkowych (7.10) do jednego rownania
rozniczkowego.

Oddzielenie czgsci glownej (opisanej najwyzsza potega laplasjanu) roéwnania
rozniczkowego od reszty tego roOwnania poprzez wprowadzenie do niej matego
parametru &.

Transformacja Fouriera tak oddzielonego rownania rozniczkowego i wyznaczenie
obrazu rozwiazania podstawowego.

Rozwinigcie obrazu rozwigzania podstawowego w szereg potggowy wzgledem
matego parametru.

Odwroécenie transformaty rozwiazania podstawowego 1 zapisanie go w postaci szeregu
rozwigzan podstawowych n-tej potegi laplasjanu.

Powrd6t do macierzy (tensora) rozwiazan podstawowych.

Rozwigzanie podstawowe

Zgodnie z metoda Hormandera poszukujemy rozwiazania podstawowego nastgpujacego

réwnania rozniczkowego ([23])

L, |T (2.y) = 6 (2.y) (7.11)

Macierz rozwiazan podstawowych obliczymy z zaleznosci

i, =L,U (7.12)

Tutaj macierz dopetnien algebraicznych L ’; ma postaé
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L(le—h%f . .
144 —[12H -1y’ = [12H -1y’
—12DA)[12H -y’ | 12 12
“6(1-v)DA] ~6(1-v)DA |3, -6(1-v)DA |0,
1
——(hyw® + HA){12H
_ﬁ[mH—h%}z 12( " N | #? + (hyer
L= 12 —h37a)2—6[(1—v)af (7.13)
' +HA)1+—VD}38
~6(1-v)DA 8, +262]D)+ 10} > 105
) , —i(hyaf +HA){12H
o - hyer |47+ (o 12
12 L4y ~Iye’ —6[ (1-v)0;
_6(1— +HA)——D (9,0
6(1 V)DA]aZ ) 2 } o +2812]D}+H2812

Elementom macierzy rozwiazan podstawowych (7.12) nadamy wygodne w zastosowaniach

oznaczenia

w, W, W,

q m
Z/_lij = 51([ (Elml almz (7 14)
(5257 (BZml (BZmZ
Posta¢ wyznacznika operatora macierzowego (7.8)

2

‘Lij‘:—%A3+Cz(a))Az+Cl(a))A+C0(a)) (7.15)
gdzie

G, (@)= %[24}12 ~(3-v)Hyh'e’ =12(1-v) Dyhe’ |

(7.16)

C () =%[Hh2 +6(3-v)D | (12H -y’ 0’

C, ()= —%a)2 (12H—)/h3co2 )2
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Po wprowadzeniu malego parametru & ([30,31])

_(1—21{1)2 A3U+S[C2(w)AzUJrCl(w)AUJrCO(a,)U} =5 (7.17)

1 zastosowaniu transformacji Fouriera ([1]) oraz wyznaczeniu obrazu rozwiazania

podstawowego U znajdziemy

ﬁ:(l YHD® 1
-V
ST b et -’ Cy)
j
Z’o:( 1)( 2p4—C1p2+CO) o 1
= [a-vmp* 7" (1-»HD*
7 2 7
(7.18)
3( pt=Cp’ +C) 82( pt=Cp’ +C)
{(I—V)Hszé}z {(1 v)HD? 6}3
- [N (R () et
Z (_) k Z . 6(j+1)-2(k+i)
-0 V)HD k=0 i=0 \ ! P
gdzie p opisano w zataczniku A, wzor (A.2).
Ostatecznie (przy zalozeniu & = 1) rozwiazanie podstawowe U po odwrdceniu

transformaty ([41]) (7.18) przyjmie postac

_Z((l v)HDZ] Z( ]cz( jck G Wi (7.19)

Elementy macierzy rozwiazan podstawowych (7.14) maja nastepujaca postac
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o ) J+l J ] k(& i
AR o [ S— citcc
K ]Zo[(l—v)HDZ} Z(J%U P

0 =
p— 2 -
{(1 V)D W +%(}137/@2—12H)W3j_k_”2

1
+m(h3ya)2—12H) Wy, ,H}
- 2 MK
O =—-Ww = - C_/—kck—lcz
P ;[a—v)HDz} Z[,JZO P
1-v)DH _ _ H _
'{_%alwﬁq—k—H—Z _E(hsﬂoz - 12H)alw3j—k—i+3:|
© J+l J : k
J K ik ki
crcr'e
oS e
1 V DH H _
{ 2W3/ k—i+2 _E(h37a)2 - 12H)62W3j—k—i+3:|

— N\ ] Sk J—k k—i i
2{—} S Jaar

(1-v)DH .,

W3 koiv2

H _
.{E(sz —12H )Wy, .+
_ 1 _
+DHOYW,, ., + Eh;/a)z (Bye® —12H)W,, .5

+h;/a)2 %52“}3/ k—i+3 (h7w2D + H2)6§w3jki+3:|

_ i b ./’+1i Jj i k CIECHiC
¢2m2_ Jj=0 (I_V)HDZ k=0 k i=0 [ ’ : ?

. |:%(h37602 - 12H) Wy gt DHalzw3-/"“"+2

l-v)DH _,_ 1 _
+¢8§ W3 jk-is2 Eh7a)2(h37w2_le)Wwfkas

+ (h7a)2D + Hz)alzwyfkfm +hya %azww k- ,+3}

— i 2 jHi ] i k Cj_kck—ici
P, = Pop, = < (-wHD* | =k )=\ o L1 &

l+v)D
- {Hz + hye’ %} a182"7231ki+3}

0,0,W, jok—is2

(7.20)



7.3. Calkowe rownanie brzegowe zagadnienia drgan wlasnych plyty grube;j

Twierdzenie Bettiego o wzajemnos$ci prac, w przypadku ptyty grubej, przyjmuje

nastgpujaca postac

A—y =y

(Mg} + Mg, +Q,w ) dC + [ (mgp] +myp; +qw’)dS =
N

(¢1M1* + ¢2M; + WQ:)dC + I (¢1m1* + ¢2m; + wq*)dS
s

(7.21)

Warto tutaj zwroci¢ uwage na brak wielko$ci naroznych, ktoére wystepuja w ptycie cienkiej.

W miejsce sit 1 przemieszczen z gwiazdka wstawia si¢ odpowiednio kolumny macierzy

obciazen 0,0, kolumny macierzy rozwigzan podstawowych (7.14), oraz odpowiednie sity

brzegowe

1-v,_

Maﬁq = D|: 7 ((paq’ﬁ +(’7ﬂq’a)+‘/§aﬂ(’77q’7i|

— l-v,/_ _ _
M“ﬁ”ﬁ =D |:T(¢aml B +(0ﬂm| ‘a ) + Vé‘aﬂgoyml ’7:l

Maﬁ’"l =D |:1_TV((ZO"”2 B +(B/J’m2 a ) * Vé‘aﬁ(zymz K :|

_aq =H aaq +Wﬂ1’a)

Oy = H (8,0, +7,,.,,)

Ouny = H (P, + 0

M, =M n, M, =M, n, M, =M, n,

(7.22)

obliczone na podstawie zalezno$ci (7.1) 1 (7.9). Z twierdzenia (7.21) otrzymuje si¢ trzy

tozsamos$ci catkowe
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aw(y) + j M, (2,y)p,(2)dC. + I M, ,(2,y)p,(2)dC,
* j 0,,(z,y)w(2)dC. = lMl(sz,y)dcz
- j M, ()@, (z.y)dC. + j 0,(2)w,(z,y)dC,
ap,(y)+ j M, (z.y)p,(2)dC. +£M2ml (2.Y)0,(2)dC.

+[0,, @yw@)C. = [ M (2)p,, (2,y)dC.

I ‘ _ (7.23)

+ [ My(2),,, (2,y)dC. + [ 0, (2)W, (2,y)dC.

ap,(¥)+ [ M,,, (2.9)p,(2)dC. + [ M, (2,y)p,(2)dC.
+[0,, @ y)w@)dC. = [ M,(2)3,, (z,y)dC,

+ [ M), (2,y)dC. + [0, ()W, (2,y)dC.

I, yes§

ze(C, a=
{0, yeSuC.

Pominig¢to obciazenia momentowe m; 1 m; jako mato uzyteczne w praktycznych
zastosowaniach.
W  powyzszym wyrazeniu wielko$ci brzegowe oznaczone nadkresleniem sa

odpowiednimi operatorami pol brzegowych okreslonymi na rozwiazaniu podstawowym u;

(7.14). Z postaci réwnan (7.20) w oczywisty sposob wynika, ze operatory rozwiazan
podstawowych sa nieliniowymi funkcjami wzgledem czgstosci kotowej w.

Dyskretny uktad réwnan MEB uzyskuje si¢ stosujac kolokacyjne podejscie Kupradzego,
w ktorym punkty kolokacji y we wzorze (7.23) sa potozone na zewngtrznym konturze obszaru
S 1 ich liczba jest zgodna z liczba niewiadomych brzegowych punktow weztowych z. Uktad

ten ma posta¢ jednorodnego algebraicznego uktadu réwnan
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.

Aj(0) A7(0) A7(e) AY(e) AY(e) AL(o)]| "

AL(0) A7 (0) AL(0) Al(0) Al(0) AL(o)|| =0

AL (0) A% (0) A%(0) A (0) A(0) AZ(0)]|y (7.24)
LQ, ]

ze(C, Z={Zl, Zyy e zk}

yﬁSUC, y:{yla yz; AR yk}

Na podstawie warunkow brzegowych z szeSciu wielkos$ci brzegowych trzy sa zawsze znane.
Na przyktad, na brzegu swobodnie podpartym ugigcia i momenty s3a znane: w = 0,
M; =01 M, =0, a niewiadomymi sa obroty i reakcje: @i, ¢ i Q,. W tym przypadku

tozsamosci catkowe (7.23) 1 uktad rownan (7.24) przyjma posta¢ kolejno

[M,,(2.y)()dC. + [ M, (2.9)p, (2)dC. = [ O, (2)7,(z,y)dC.

[M,,@.y)p,)dC. + [ i, (2.y)p,(2)dC. = [ 0, (@)W, (z.y)dC.

— — _ 7.25
[#,,, ()0 AC, + [ 1, @.9)0,()dC, = [ 0,07, @y, )
C C C
zeC, a={1’ yes

0, yeSucC
A (o) A7 (0) A%(0)] o)
n(@) AL (o) AL(0)]| e, =0
AL(0) A7 (0) AL (o) L2,
zeC, ={zl, Zyy  eees zk} (7.26)

YA
YeSUC, y={y, ¥y 0 ¥}

7.4. Wyznaczenie czestosci drgan wlasnych

Uktad rownan (7.24), niezaleznie od przyjetych warunkéw brzegowych, mozna zapisac

w zwartej postaci

[A][X]=0 (7.27)
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Uktad rownan (7.24) posiada nietrywialne rozwiazanie pod warunkiem zerowania si¢
wyznacznika macierzy A. Warunek ten pozwala na sformutowanie algebraicznego réwnania,

ktére powinny spetniac czgstosci w
det| A(0)]=0=w, i=12,.. (7.28)

Roéwnanie (7.28) posiada rowniez rozwiazania, ktore nie sa poprawnymi czgstosciami ;.
W celu wyeliminowania tych niewlasciwych pierwiastkow nalezy przeformutowac
zagadnienie wlasne ([42]). Przyjmijmy, ze dla pewnej warto$ci wlasnej wyznacza si¢ wektor
wihasny X. Wektor ten mozna unormowac tak, zeby jedna z jego wspdhrzednych x; = 1.

Formalnie, na podstawie wzoru (7.24), mozna zapisa¢ nastgpujaca rownos¢ ([17])

AlIX]=[BIY] = [A] 1 |=[B]]x (7.29)

z zerowym wektorem Y, ktorego wspotrzedna y, oznaczmy przez n (oczywiscie rdwna zero).
Macierz B zawiera podmacierze uktadu (7.24) zwiazane z zerowymi parametrami weztowymi
(warunki brzegowe). Dla przytoczonych w rownaniu (7.26) warunkéw brzegowych ma ona

postac

[B]=| &% (o) A%(0) A% (0) (7.30

X, 0
[ e _bk Ay ] n :[ bk-l —a, bk+1 ] 1 =[_ak] (7.31)
0
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Z powyzszego uktadu rownan, po prostych przeksztatceniach, mozna wyznaczy¢ niewiadoma
n, ktorej znana zerowa warto$¢ stanowi warunek do obliczenia poprawnych czestosci

wiasnych

det[A]
det [ g, _bk a,, - ]

n(w)=

—0=>aw, i=12,... (7.32)

Jedynymi rozwigzaniami rownania (7.32) sa poprawne wartosci czestosci w;
7.5. Wyznaczenie form wlasnych

Majac policzone czgstosci w; mozna wstawi¢ je ponownie do uktadu (7.26) i wyliczy¢
nieznane obroty i reakcje: @i, @, i Q, odpowiadajace danej formie wilasnej. Takie
postgpowanie jest rownoznaczne z wyliczeniem wektorow wilasnych macierzy A (7.27)
poniewaz macierz A staje si¢ osobliwa, gdy podstawimy do niej czgstosci w; odpowiadajace
czgstotliwosciom drgan wlasnych ptyty. Nastgpnie mozna wstawi¢ policzone wielko$ci
brzegowe do rownan (7.23) i wyliczy¢ ugigcia i katy obrotu wewnatrz ptyty (mnoznik a = 1)

w punktach ktorych wspotrzedne wstawimy w miejsce wspotrzednych punktow kolokacji y.
7.6. Drgania wymuszone bez tltumienia

Zaktadamy rozwiazanie uktadu w nastgpujacej postaci

(
77 (1) (7.33)
(

gdzie N to ilo§¢ form wilasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wilasnych. W czgéci czasowej mozna
wyrozni¢ rozwiazanie szczeg6lne i ogdlne.

Funkcje obciazenia zewngtrznego mozna rozwina¢ w bazie form wlasnych
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N
an

j q(x,0)w (7.34)

(
l W,

q,(t)=

Nastepnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z uktadu réwnan (7.5) sktadniki
zawierajace w,’ i podstawi¢ je do odpowiednich réwnan uktadu (7.3) pomijajac sktadniki

tlumienia. Otrzymujemy wtedy

S [rhetw, ()T, (6)]= X[, (x)a, (1)~ 7h w, () ()]

(7.35)

Aby uwzgledni¢ wptyw sit wymuszajacych nalezy wyliczy¢ T°,(7). Poniewaz na funkcje
katow obrotu przekroju poprzecznego plyty nie jest natozona zadna sila wymuszajaca
V(x)AV(t) m,(x,£)=0 totez T (t)=01i T; (¢)=0. Natomiast 7°,(¢) liczymy przy

pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac réwnanie (7.35); mamy
yhI) () +yhaT; (1) =q,(1) (7.36)
Rozwiazanie podstawowe réwnania (7.36) mozna wyliczy¢ z

yh T (7)) +yh &l T; (1,7) =8 (1-7) (7.37)

n—n

gdzie 7 jest czasem biezacym.

Naktadajac na obie strony rownania transformate ([1]) otrzymujemy

= 1 €
T T =—— 5
vh s+,

yhs’T* + yha?’T* = & (7.38)

Po zastosowaniu transformacji odwrotnej mamy ([41])
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TS = AL e rTr) (7.39)

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie réwnania (7.36) dla

dowolnej funkcji g,()

j g,(z Smw sino, (127 4, (7.40)
w

Warunki poczatkowe rozwijamy w szereg funkcji wtasnych

)=34,- .
:jv ”:’N (7.41)
Z

¢an ¢an ’ ¢0( (X’O) = Zl//an ' ¢001 (X)

n=1

gdzie

!w(x,O) L (x)dS lw(x,o) (x)ds
- [ (x)as e [ (x)as
(7.42)
Icoa 0)¢,, (x)ds Icoa 0)¢,, (x)ds
B = J'(pan s Vo = J.%m

Nastgpnie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne ptyty przy zadanych warunkach
poczatkowych zauwazajac, ze uklad réwnan (7.35) sprowadzi si¢ do trzech niezaleznych
réwnan rozniczkowych drugiego rzedu o stalych wspotczynnikach

7 (1) + 2 T? (1) =0

n—n

2 () +&lTe (1) =0

an

(7.43)

Rozwiazania rownan (7.43) maja nastgpujaca postaé
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T? (1) =C,sin(@,t)+ D, cos(,t)

n

(7.44)
. (t)=C,,sin(w,t)+D,, cos(w,t)

State catkowania C, 1 D, wyznaczamy z warunkow poczatkowych (7.41)

w(x,0)= Y, (x)-[7(0)+ T2 (0)], 7:(0)=0

w(x.0)=Yw,(x)-D, = D,=4 (7.45)

n=1

N N
(Da (X,O) = z¢an (X) ’ Tz:n (O) = Z(Dan (X).Dan = Dan = ¢an
n=1 n=1

Aby wyznaczy¢ state C, nalezy policzy¢ pierwsze pochodne rownan (7.44)

7°(t)=C,w,cos(w,t)— D,w,sin(w,t)

. (7.46)
7. (t)=C, o, cos(w,t)-D,,,sin(w,r)

an

1 wyznaczy¢ state

W(x,0)= 3w, (x).[ 72 (0)+ 7 (0)] 7 (0)=0

N
W(x,0)=Y w,(x)-Coo, = C,=%= (7.47)
n=1 ]

n

N . N
. (,0)=> 0. (x)-7(0)=Y 0, (x)-C,0, = C,, =L
n=1

n=1 w

n

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwiazania szczegdlnego
(7.45)1, (7.47)1, sa tozsamo$ciowo rowne zero, wystarczy zeby spelniato je rozwiazanie

ogolne.
7.7.  Drgania wymuszone z uwzglednieniem thumienia

Zaktadamy rozwiazanie w nastgpujacej postaci

(
T (1) (7.48)
(
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gdzie N to ilo$¢ form wilasnych wzigtych do dalszych obliczen. Czg$¢ przestrzenna
przedstawiona jest w postaci szeregu w bazie form wilasnych. W czgéci czasowej mozna
wyrdzni¢ rozwiazanie szczegolne i ogolne.

Funkcjg obciazenia zewngtrznego mozna rozwinaé¢ w bazie form wlasnych

Q(Xaf):iq,, (Ow,(x),  q,(1)= (7.49)

n=1 anz (x)dS

Nastegpnie, korzystajac z metody Fouriera, mozna wyznaczy¢ z uktadu réwnan (7.5) sktadniki

zawierajace w,” i podstawi¢ je do odpowiednich réwnan uktadu (7.3) . Otrzymujemy wtedy

yhw, (X)T, (t)+ew, (x)T, (¢) + rhayw, ()T, (£) = w, (x)q, (1)

N
3 . . 3 =0 (7.50)
; %¢HI1 (X)Tan (t) + Ca wan (X)Tan (t) + %wj(oan (X)Tan (t)

Aby uwzgledni¢ wptyw sit wymuszajacych nalezy wyliczy¢ T°,(f). Poniewaz na funkcje
katow obrotu przekroju poprzecznego plyty nie jest nalozona Zadna sila wymuszajaca

V(X)AV(Z) m, (x,t)zO totez T (t)=0 i1 (t)=0. Natomiast 7%,(f) liczymy przy

an an

pomocy transformaty Laplace’a. Upraszczajac rownanie (7.50); mamy
yh T (t)+cT (¢)+yhalT: (t) =g, (2) (7.51)
Rozwiazanie podstawowe rownania (7.51) spetnia rownanie
yh T (t,0)+ T (t,7)+ yh @2 T; (t,7) = 5 (1 - 7) (7.52)

gdzie 7 jest czasem biezacym.

Naktadajac na obie strony réwnania transformate ([1]) otrzymujemy

—ST

e

T

= FroL. (7.53)
vh 20 € sia?
j/h n

vhs’ T  +csT’ +yhd’T’ = e
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Po zastosowaniu transformacji odwrotnej ([41])

¢ s 2
T (1,7)= ! o )sir{(t—r) a)j—(Lj ] (7.54)

2 2yh
yhleo—| =5
2yh

Stosujac twierdzenie Borela o splocie mozna wyznaczy¢ rozwigzanie rdwnania (7.51) dla

dowolnej funkcji g,()
T:(t)zvl.qn(r)]_",f(t,r)dr (7.55)
Warunki poczatkowe rozwijamy w szereg funkcji wtasnych

w(x,0) = z¢ w(x). w(x0)= Yy, w, (x)

i = (7.56)
0, (%0)= 2 0 Pun (%) 04 (%.0)= 2 W 0o (%)

n=1

gdzie
[w(x,0)w,(x)ds [r(x,0)w, (x)ds
T s T e
s s (7.57)
[¢.(x.0)p,, (x)ds [6.(x.0)0,,(x)ds
¢0m =2 P > an = > 2
Jo. ()as "7 g, (x)as

Nastgpnie mozna wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne plyty przy zadanych warunkach
poczatkowych upraszczajac uktad réwnan (7.50) do trzech réwnan rozniczkowych

niezaleznych drugiego rzgdu o statych wspdtczynnikach
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yhT! (t)+cT? (t)+yh T’ (t)=0

n-n

7.58)
7/h3 . Y ]/h3 - (
T (t)+c, T (t)+ o T (t)=0
12 an() aan() 12 nan()
Rozwiazania rownan (7.58) maja nastgpujaca postaé
2 2 ]
T? (1) =exp _ et A sin| ¢ |t —| =< | |+B, cos| 1|0} —| =
2yh 2yh 2yh
3 (7.59)
6c, t 6c, ) 6c, )
T: (t)=exp| — C"3 A, sin|t |0} —| =% | |+B,,cos|t, |} - C”;
rh y 7h
State catkowania 4, i B, wyznaczamy z warunkow poczatkowych (7.56)
N
w(x.0)= Y, (x)-[77(0)+ 7 (0)]. T (0)=0
n=1
N
w(x,0)=>w,(x)-B, = B, =4, (7.60)
n=1
N N
. (x.0)=2 0, (x) T, (0)=> ¢, (x) B, =B, =4,
n=1 n=1
Aby wyznaczy¢ state 4, nalezy policzy¢ pierwsze pochodne roéwnan (7.59)
t ;) ’
T;(t)=exp L A, | - © | = 2% cos| ¢ w; — <
2yh 2y 2yh 2yh
/ i 2 A 2
—exp| ——— || B, |07 —| = |+ |sin| ¢, |0 —| ==
2y vh 2yh 2yh
- (7.61)
2
T (t) =exp| — 60”: A, |0 - 60“3 6 1 cos| ¢t o — 60“3
yh yh y yh

1 wyznaczy¢ state
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2T
d =y + | oS (7.62)
2yh 2yh
2

2|
= Aam = l/jan + 6ca¢§an a)j - 6017;
vh vh

Poniewaz dla rozpatrywanej klasy obciazen warunki poczatkowe rozwigzania szczegolnego
(7.60)1, (7.62);, sa tozsamo$ciowo rowne zero, wystarczy zeby spekniato je rozwiazanie

ogolne.
7.8.  Przyklad numeryczny plyty grubej

W celu weryfikacji przedstawionego algorytmu rozwiazano prostokatna plyt¢ swobodnie
podparta na wszystkich krawedziach. Przyje¢to dane: plyta zelbetowa o grubosci 30 cm,
i wymiarach /,=09m, /,=0,8m, modut Younga £ =30 GPa, wspotczynnik Poissona
v=02, gestos¢ y=2,5t/m>. W modelu dyskretnym MEB zastosowano jeden sze$cienny
element czterowezlowy wzdtuz kazdego boku, co prowadzi do zagadnienia o 36 stopniach
swobody. W rozwini¢ciu rozwiazan podstawowych (7.20) uwzgledniono 30 sktadnikow
szeregu, aby uzyska¢ zadowalajaca zbiezno$¢. Porownano pierwsze 4 czestotliwosci drgan
wlasnych plyty. Jako rozwiazania porownawczego uzyto wzoru ([26]), przy pomocy ktérego
mozna, na podstawie rozwiazania analitycznego Naviera dla ptyty cienkiej Kirchhoffa-Love’a

o takich samych parametrach fizycznych, obliczy¢ czgstotliwosci drgan wtasnych plyty grubej
Reissnera-Mindlina. Niech f; jest k-ta czestotliwoscia drgan wlasnych ptyty grubej, a fk plyty

cienkiej podanej we wzorze (6.48)
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fi=—- o, :277]2
T

vh’ ) /yh 1 1
—_, —h N
S 3 S, — 1 + 5(1 V) (7.63)

w; = Sz[l+s2av)k —\/(1+s267)k)2 —sﬁ),f}
1

gdzie H jest sztywnoscia postaciowa, za§ D sztywnos$cia zgigciowa ptyty grube;.
Rysunek 7.2 przedstawia ksztatt rozwiazywanej plyty grubej wraz z charakterystycznymi

wymiarami.

09m

Rys. 7.2. Plyta gruba uzyta w przyktadzie numerycznym

Prostokatna postaé brzegu ptyty i stosunek wymiardéw /, do /, nie jest przypadkowy. Zostat on
tak dobrany zeby migdzy sasiednimi czgstotliwosciami drgan wlasnych byty wyrazne roznice

(chodzi tutaj o r6éznicg migdzy czestotliwoscia 2. 1 3.). Poniewaz w przypadku podwdjnych
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form wilasnych (o tej samej czestotliwosci) numeryczny algorytm MEB generuje posrednia
forme wilasna (niepoprawna) z dwdch poprawnych. W tabeli 7.1 przedstawiono 4 pierwsze

czestotliwosci drgan wiasnych.

Tabela 7.1. Czgstotliwosci drgan wlasnych ptyty grubej

fr [kHz]
Lp. (k) btad [%]
MEB Navier+
1 0.995 1.016 2.02
2 1.843 1.916 3.79
3 2.051 2.114 3.00
4 2.704 2.773 2.49

W przykladzie numerycznym MEB wykorzystano algorytm eliminowania obcych
czgstotliwosci drgan wlasnych opisany w rozdziale 7.4.

Rysunek 7.3 przedstawia wykres funkcji 7(f) w zakresie czg¢stotliwosci fod 0 do 2.8 kHz.
Analizowanie wykresu w dalszym zakresie czg¢stotliwosci 1 wychwytywanie kolejnych
czestotliwosci drgan wlasnych znacznie si¢ komplikuje ze wzgledu na przyrost oscylacji
warto$ci funkcji # 1 wyznacznika, oraz zmniejszanie si¢ rdéznic pomigdzy kolejnymi

czgstotliwosciami drgan wiasnych.

4x10710

2x10710 |

[\ 1 f [kHz]

2.5

—
—
w
[ S}

—2x10710

—4x1070 |-

-6x10710

Rys. 7.3. Funkcja #(f) w zakresie od 0 do 2.8 kHz
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Czestotliwosci drgan wihasnych sa spodziewane dla takich f, dla ktorych spetliony jest

warunek

limn=0 7.64
7 (7.64)

Lokalne fluktuacje linii wykresu sa wynikiem niedoktadno$ci numerycznej algorytmu MEB
(podzial linii brzegowej na skonczong liczbg elementow liniowych aproksymowanych
wielomianami 3-ciego rzedu, skonczone rozwinigcie rozwiazania podstawowego w, problem
modelowania narozy). Poniewaz wykres funkcji byt wyznaczany w punktach (co ok. 27 Hz),
natomiast program sporzadzajacy wykres generowal funkcj¢ liniowa taczac sasiednie punkty
wykresu, w sasiedztwie czgstotliwosci drgan wlasnych powstaty niepozadane pionowe linie.
Sa one skutkiem sztucznego zapewnienia ciaglosci w sasiednich punktach wykresu o skrajnie
roznych wartosciach #.

Na rysunku 7.4 przedstawiono wykres wyznacznika (7.28) pokazujacy réwniez
niepoprawne warto$ci czgstotliwosci drgan wilasnych. Ze wzgledu na znaczne roznice
wartos$ci wyznacznika, w analizowanym zakresie czgstotliwosci, funkcja ta zostala

odpowiednio zmodyfikowana bez wptywu na jej miejsca zerowe.

\[

Rys. 7.4. Wykres wyznacznika

2\/3 det

0.0008

0.0006

0.0004

0.0002

f [kHz]

—-0.0002

—-0.0004

—-0.0006
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Zbieznos¢ rozwiagzan podstawowych ptyty grubej przy ich skonczonym rozwinigciu mozna

sprawdzi¢ poprzez wyliczenie jednego z dziewigciu rownan (7.10) np.

Lii, =6,0 (7.65)

1771

Przy nieskonczonym rozwinig¢ciu rozwiazan podstawowych, réwnanie (7.65) powinno by¢
spelnione dla dowolnych stalych fizycznych ptyty , dowolnej czgstotliwosci £, i w dowolnym
miejscu uktadu odniesienia opisujacym rozwigzania podstawowe z wyjatkiem zera
(zalacznik F). Okazuje sig, ze rozwiazania podstawowe plyty grubej o skonczonym
rozwinigciu wykazuja najwigksza wrazliwo$§¢ na zmiany smuktosci plyty (tzn. zmiang
grubosci plyty w stosunku do wymiaréw prostopadtych). Wykresy (rys. 7.5) przedstawiaja
zestawienie rozwigzan podstawowych uzytych w réwnaniu (7.65) z prawa strong tego
roOwnania liczona numerycznie na podstawie tych rozwiazan (wykres — linia ciagla).

W rozwinigciu rozwigzan podstawowych uzyto 30 wyrazoéw szeregu.

1x1070 - -

5%10710 - s

@W/\v Lo

—5%x 10710 |

—1x107 L
Linia ciagla — L, i1, (r), linia przerywana (cienka) — w, (r),
linia przerywana (gruba) — @, (r), linia kropkowana — @, (r).

Rys. 7.5. Zestawienie sktadnikéw wzoru (7.65)
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Na Rysunku 7.5 przedstawiono zestawienie sktadnikow wzoru (7.65), przyjeto dowolny
kierunek promienia » i dowolna warto$¢ czgstotliwosci f. Przy zachowaniu statej grubosci
ptyty widaé, ze im wigksza warto§¢ wspotrzednej r, tym gorsza zbiezno$¢ przy skonczonym
rozwinigciu rozwigzan podstawowych. Albo inaczej: im ciensza plyta, tym wigksze powinno

by¢ rozwinigcie rozwiazan podstawowych w celu zachowania zbiezno$ci.
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8. Podsumowanie

W niniejszej rozprawie przedstawiono zastosowanie metody elementdw brzegowych
w rozwigzywaniu zagadnien dynamiki wybranych dzwigaréw powierzchniowych. Na
poczatku pracy wyjasniona zostata istota metody elementow brzegowych na przykiadzie
membrany opisanej rownaniem Poissona. Waznym elementem rozprawy jest zasada
0 wzajemnosci prac Bettiego stosowana wielokrotnie przy formutowaniu brzegowych rownan
catkowych 1 metoda kolokacji Kupradzego, ktora znacznie upraszcza algorytmy numeryczne
MEB. Kolejnym istotnym elementem sa rozwiazania podstawowe 1metody ich
wyprowadzania, ktére we wszystkich opisywanych w rozprawie dzwigarach oparte sa na tych
samych zalozeniach (rOwnania opisujace dany dzwigar powierzchniowy, zadane na
ptaszczyznie nieograniczonej brzegiem, z prawa strona w postaci dystrybucji Diraca).
Oryginalnymi elementami rozprawy sa: wyprowadzenie rozwiazan podstawowych
1 zastosowanie ich w zagadnieniach dynamiki dzwigarow powierzchniowych. Przedstawiono
réwniez niektdre z istniejacych sposobdw rozwiazywania zagadnien dynamicznych metoda
elementow brzegowych na przyktadzie dzwigaréw powierzchniowych. Przyktady
numeryczne zaprezentowane w rozprawie ograniczaja si¢ do rozwigzan dzwigarow
powierzchniowych z brzegiem prostokatnym, poniewaz przyjecie takiego ksztattu linii
brzegowej pozwala na poréwnanie wynikéw z rozwigzaniami analitycznym Naviera. Jednak
aby ukaza¢ uniwersalno$¢ metody wigkszo$¢ z rozwiazywanych w pracy przyktadow
numerycznych zostala wyposazona w zlozony zestaw obciazen zarowno pod wzgledem
ksztattu jak i przebiegu w czasie. Poniewaz MEB, jak kazda inna metoda numeryczna (np.
MES ([45])), jest metoda przyblizona, rozwiazania uzyskane przy jej udziale sa obarczone
pewnym btedem. W przyktadach zamieszczonych w rozprawie mozna wyrdzni¢ co najmnie;j
pig¢¢ rodzajow btedéw numerycznych. Jednym z nich jest koniecznos$¢ przyblizenia funkcji
brzegowej skonczona iloscia elementdw z ktorych kazdy jest opisany odpowiednia funkcja
ksztaltu. Poniewaz rozwiazania podstawowe stosowane w pracy sa nieskonczonymi
szeregami funkcyjnymi, zachodzi konieczno$¢ ograniczenia ich do pewnego skonczonego
rozwinigcia (zwykle wystarcza od paru do parudziesigciu wyrazéw szeregu dla uzyskania
zadowalajacej zbieznosci). Kolejnym rodzajem btedu jest catkowanie elementow brzegowych
metodami numerycznymi (w tym przypadku metoda Gaussa-Kronroda) ze skonczona liczba
punktow calkowania. Jeszcze inny to dokladne obliczenie tylko niektorych wielkosci
fizycznych w punktach na brzegu modelu (w przypadku przyktadow przytoczonych w pracy
przypadato tyle punktéw na element brzegowy ile wynosit rzad wielomianu

interpolacyjnego). Rowniez modelowanie narozy stanowi problem ([19]). Mimo dominujace;j
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roli MES na rynku programéw do obliczen statycznych i dynamicznych rola MEB moze
zyskiwa¢ na znaczeniu, dzigki mozliwosci ograniczenia generacji siatki tylko do brzegu
analizowanego obszaru 1mozliwosci uzyskania w miar¢ dokladnego rozwiazania

(uwzgledniajac oczywiscie ograniczenia metod numerycznych) we wngtrzu obszaru bez

koniecznosci zaggszczania siatki na brzegu.
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Streszczenie

Analiza dynamiczna plyt metodg elementéow brzegowych

W niniejszej rozprawie przedstawiono zastosowanie metody elementow brzegowych
w rozwiazywaniu zagadnien dynamiki wybranych dzwigarow powierzchniowych. Na
poczatku pracy zostala wyjasniona istota metody elementéw brzegowych. Waznym
elementem rozprawy sa rozwigzania podstawowe (w tym takze rozwiazanie podstawowe n-tej
potegi laplasjanu). Kolejnym istotnym elementem jest metoda kolokacji Kupradzego.
Opisano rowniez rodzaje elementéw brzegowych stosowane w przykladach. Przedstawiono
takze niektore z istniejacych metod rozwiazywania zagadnien dynamicznych metoda
elementow brzegowych na przyktadzie dzwigarow powierzchniowych (w tym metodg krokow
czasowych 1 metode alternatywna). Rozprawa podzielona jest na trzy gldwne czesci: pierwsza
opisuje analiz¢ drgan wlasnych i wymuszonych membrany, druga przedstawia analiz¢ drgan
wlasnych 1 wymuszonych plyty cienkiej, trzecia opisuje analiz¢ drgan wilasnych i
wymuszonych plyty grubej. Podrozdziaty trzech glownych rozdziatéw zawieraja
odpowiednio: sformulowanie problemu (w tym réwnania i wzory opisujace dany dzwigar
powierzchniowy), rozwigzania podstawowe rownan drgan wlasnych, catkowe réwnania
brzegowe zagadnienia drgan wtasnych, wyznaczenie czg¢stosci drgan i form wtasnych, drgania
wymuszone bez i z uwzglgdnieniem tlumienia oraz przyklady numeryczne. Rozwiazania
przyktadow numerycznych zaprezentowanych w rozprawie porownuje si¢ z rozwigzaniami
analitycznymi Naviera. Zataczniki zamieszczone na koncu rozprawy zawieraja transformacje,

metody i przeksztalcenia uzyte w rozprawie.
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Summary

Dynamical analysis of plates by Boundary Element Method

The following doctor thesis describes the dynamic behavior of plane structural elements.
To establish vibrations of these elements, the Boundary Element Method has been used. The
first section shows the essence of the BEM based on the example of an membrane described
by the Poisson’s equation. The Betti reciprocal work theorem, present in the solution process
of every plane structural element, is also a main part of this work. To simplify integral
equations of the BEM, the Kupradze collocation method has been used which is present in
a paragraph on the beginning. The first part of every capital chapter shows the basic equation.
The time dependent function has been assumed in a harmonic form. That allows to separate
from the basic equation the part that includes area coordinates and the time dependent part.
From this moment on these equations can be solved separately. The first part has been solved
using the BEM. Every plane structural element has its own fundamental solution. These
solutions are also presented in several parts of this work. Using the Betti reciprocal work
theorem and including the boundary conditions and shape of the boundary the main BEM
matrix can be formulated. How to calculate eigenfrequencies and find eigenvectors of this
matrix has been shown in following subsections. The last theoretical chapters of every plane
structural element describes how to solve free and forced vibrations (time dependent part of
the basic equations). To prove the propriety of the method several numerical examples has
been solved. The BEM solutions of rectangular plane structural elements have been compared
with the analytical Navier solutions. To show forced vibrations, the rectangular, plane
structural elements have been loaded with pressure functions with respect to time. The results
of the numerical examples are free vibrations of the plane structural elements including
damping effect. The Boundary Element Method is often more efficient than other numerical
methods because the mesh elements can be limited to the boundary which gives the advantage
to solve smaller numerical tasks with less degrees of freedom than for example FEM ([45]) or

FDM.
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Zalaczniki
A. Transformacja Fouriera

Transformacja Fouriera ([1]) jest uzywana w niniejszej pracy do wyznaczania rozwiazan
podstawowych. Gldéwnie do przeksztalcania roéwnan rézniczkowych czastkowych, po
zmiennych geometrycznych x = (xj, x2), z ktérych wywodza si¢ owe rozwiazania, na
wyrazenia algebraiczne.

Transformacja Fouriera funkcji dwoch zmiennych ma postac

2172_ ]E Tf x],xz e ey dx,

1*°°*°° (A.1)
o[ T(6.6)e " agde,

—00 —00

J;(‘fzaégz 7[f x]axz

f(xzsxz):f_l[f(fnégz :'

Ponizej podano transformate laplasjanu i jego poteg

f{%f(xl,xz)} - f{%(a%f(xm )H

=_i§1f{aif(x,,x2)} f J; 51552)

xl
.
F[Af (x,x,) ] = 7‘[§ £ (%) + xl,xzj "
==& 1(8.8)- éf(é:fz) P f(&.4)

p=&+&
rLa )= (6] = 7 [ =) ()
7[af]=(-p") 7[a]
da i=n, 7[Af]=(-1) p"]

Poniewaz w rozwiazaniach podstawowych zamieszczonych w niniejszej pracy prawa strona
rownan, z ktérych si¢ one wywodza jest roéwna o-Diraca, ponizej przedstawiono jej

transformatg ([1])

7[8]=1 (A3)
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B. Transformacja Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest uzywana w niniejszej pracy do wyznaczania rownan
rézniczkowych niejednorodnych drugiego rzedu o statych wspolczynnika. Tego typu
rOwnania pojawiaja si¢ w trakcie obliczania rozwiazan podstawowych funkcji czasu 7,(¢).
Funkcje tego typu pozwalaja uwzgledni¢ wptyw silt wymuszajacych o dowolnej funkcji czasu.

Transformacja Laplace’a jest okreslona wzorem
F(s)=<[f()]=]f(t)ear (B.1)
0

Przy przenoszeniu wspomnianych wyzej funkcji czasu w przestrzen transformat przydatne sa

réwniez podane nizej wlasnosci transformaty:

Llaf(t)+bg(1)]=af (s)+b2(s)
L[ f(1)]=sF(s)-r(0) (B.2)
L[L(0)]=5"F (s)=s7(0")-r(07)

Ponizej podano transformaty Laplace’a funkcji uzytych w niniejszej pracy ([1]):

[[lsinat}: 21 5
a s +a
(B.3)

1
.[{—e‘” cosbt} =
b (s—a)2 +b?

Poniewaz w rozwiazaniach podstawowych zamieszczonych w niniejszej pracy prawa strona
roOwnan, z ktorych si¢ one wywodza jest roOwna o-Diraca, ponizej przedstawiono jej

transformate ([1])

[[5(t—a)]:e’”s (B.4)
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C. Metoda malego parametru

Metoda uzyta w niniejszej pracy zaklada przemnozenie jednego ze skladnikow
wystepujacych w mianowniku pewnej funkcji przez parametr ¢ (gdzie w konsekwencji ¢ = 1)
w celu rozwinigcia owej funkcji w szereg Maclaurina wzgledem tego parametru. Taki zabieg
matematyczny pozwala przedstawi¢ wyrazenie w formie wygodnej do transformacji ([30,31]).

Szereg Maclaurina ma posta¢

f(") 0)
f(e)= '( )g (C.1)
= n!
Zaktadamy nastgpujaca postac funkceji f
f(a,b)= 1 (C.2)
a+b

Nastgpnie przemnazamy jeden ze sktadnikow wystepujacych w mianowniku przez parametr ¢

f(e)= (C3)

r(0)=-=, f"(o):zz—j, ST0)==6=, ... f0)=(~1)"n'—— (C4)

Ostatecznie funkcja f rozwinigta w szereg wzgledem ¢ = 1 przyjmuje postac

()= (1) Lo, f(ab)=F(-1) -~ C5)

n+l n+l
n=0 b n=0 b
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D. Dwumian Newtona

Chcac dopasowaé rozwiazanie podstawowe w przestrzeni transformat do znanego
rozwigzania n-tej potegi laplasjanu zachodzi potrzeba stosowania rozwinigcia wyrazenia
potegowego, niedogodnego z réznych wzgledow, w dwumiany Newtona. Tego typu
wyrazenie pojawia si¢ podczas wyznaczania rozwigzania podstawowego dla ptyty grube;.

Dane jest nastgpujace wyrazenie
(a+b+c)" (D.1)

Celem zabiegu matematycznego jest uproszczenie wyrazenia (D.l1). Poniewaz wzdr na
dwumian Newtona dotyczy dwoch skladnikow a nie trzech sume skladnikow b i1 ¢

potraktujemy w pierwszym rozwini¢ciu jako jeden sktadnik

(a+b+c I:a—i- b+c):|n

j (J M (b+e)+ +(n711]a(b+c)n—l+(Zj(b+c)" (D.2)

ST oo

i=0

Nastepnie na sktadniku zawierajacym b 1 ¢ mozna wykona¢ podobne rozwinigcie po czym

wymnozy¢ wyrazy pod druga suma przez staly czynnik

(a +b+c)" :Zn:[’?Ja”_ii(Z'jbi_jcj =Z”: ; [’?j(l.ja”_ibi_jcj (D.3)
i=0 \ ! =0\ .J i=0 =0\ ! J\J

E. Metoda Hormandera

Metoda Hormandera wykorzystywana jest w niniejszej pracy do rozwiazywania ukladu
rownan rézniczkowych czastkowych w celu wyznaczenia rozwiazan podstawowych ptyty
grubej.

Rozpatruje si¢ nastgpujacy uktad rownan przedstawiony w postaci macierzowej

Lu, =0,0 (E.T)

i~ jk
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gdzie Lj jest operatorem rozniczkowym, u, macierza funkcji niewiadomych zas prawa strona

jest 0-Diraca ([23,38]). Z powyzszego rOwnania wyznaczamy macierz i,

i, =L'6 (E2)

Poniewaz wykonanie prawej strony powyzszego ukladu réwnan jest klopotliwe mozna,

uzywajac metody dopetnien algebraicznych, omina¢ t¢ operacje
i, = LU (E3)

gdzie LDl-j jest macierza dopetnien algebraicznych. Sktadnik skalarny po prawej stronie uktadu
zastgpujemy pewna nieznana funkcja U . Do uktadu (E.1) podstawiamy prawa strong (E.3)

i wyznaczamy wzér na funkcje U

LU =56,

8, det LU = 65, (E.4)
)

detL,

U=

F. Promien zbieznosci rozwigzan podstawowych

Funkcyjny szereg potegowy ma postac

Zaixi (F.1)

(F.2)
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Powyzszy wzor wynika z kryterium d’Alemberta ([22,24]). Szereg (F.1) jest bezwzglednie
zbiezny gdy R, > |x| Promien zbieznos$ci rozwigzan podstawowych wyrazonych w postaci
szeregdbw funkcyjnych mozna przesledzi¢ na przyktadzie dynamiki plyty cienkie;.

Rozwiazanie podstawowe ptyty cienkiej ma postac (6.6)

> 1 ~
w= ZDM( ) W is) (F.3)

gdzie wedlug (6.7)

2r 7
| e (F.4)
C = 7, D= Ciz_
47 (i-1)"! 1]
Rozwiazanie podstawowe mozna wyrazi¢ w nast¢pujacej postaci
2 0 2\ 0 i
_ r’lnr mae 4
w= r r F.5
27D ZO:( D j 27D Z():[ J 2 (£.2)
Zakladajac 7' = x mamy
_ larg
TS Yort
27D = 27rD
N N (F.6)
— ma — ma
G :( D ] Coar D :( D j D,,.,
Po uwzglednieniu wzorow (F.4), mozna znalez¢
_ (ma)z)[ __idg
i T T i > Di=CQ ~ (F.7)
D4 (2i+1) ! =)

Promienie zbiezno$ci szeregéw funkcyjnych rozwiazania podstawowego wyrazonego wzorem

(F.6)
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) 6| . 16D 2 2
R. =lim|=%|=1lim 2i+2) (2i+3) =
=t i D i) (i3)
2i+1
5 | 1 (F.8)
.| D. . 16D , . 2 /A 2T
R, =lim|——| =1 2i+2) (2i+3) 2 =
p =M D.. jm ma)Z( ! ) ( ! ) 21+31 ©
=)
gdyz
2i+ll
lim 2-’;;{ =1 (F.9)
Jj=1 .]

Z przedstawionych obliczen wynika, ze promien zbieznosci rozwiazania podstawowego plyty
cienkiej (F.3) jest nieskonczony.

Poprzez analogie mozna wykazaé, ze rozwiazania podstawowe membrany i plyty grubej
sa rowniez nieskonczone, poniewaz szeregi funkcyjne, z ktorych si¢ te rozwiazania sktadaja
mozna sprowadzi¢ do podobnej postaci co szeregi funkcyjne w ptycie cienkiej z doktadnoscia

do statych fizycznych, nie majacych wplywu na promien zbieznosci.

G. Architektura kodu programow liczacych przyklady numeryczne

Programy liczace przyklady numeryczne zostaly napisane w programie Mathemetica oraz
w jezyku C++. Przedstawiono schemat blokowy (rysunek G.1. 1 G.2.) i drzewo dziedziczenia
(rysunek G.3.) wraz z zalezno$ciami migdzy klasami w notacji UML (Unified Modeling
Language). Schemat blokowy, chociaz dotyczy programu do obliczania drgan wtasnych plyty
grubej (C++), moze rowniez opisywac architektur¢ programow liczacych ptyte cienka 1
membrang (Mathematica), gdyz chronologia wykonywania poszczegélnych procedur we
wszystkich trzech przypadkach jest podobna. W drzewie dziedziczenia, ktore dotyczy
wytacznie programu do obliczania drgan ptyty grubej, przedstawione zostaty tylko wazniejsze
metody 1 atrybuty w ciele klas. Metody odpowiedzialne za wyliczenie rozwiazan
podstawowych (w kodzie nazywane: u) oraz za wstawienie czgstotliwosci (w kodzie
nazywane: omega™2) sa dziedziczone po klasie ,rozwigzanie podstawowe” w sposob

wirtualny.
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wczytaj dane z pliku *.txt
np. f [Hz] (poczatkowe; koncowe), df [Hz]

wczytane dane zostang |
wprowadzone do *
rozwigzan podstawowych

rozmieszczenie punktow
weztowych na brzegu ptyty w
zadanym uktadzie odniesienia

Y

czy element
brzegowy wyzszego

tak rzedu niz 3

ostrzezenie

element brzegowy
3-ciego rzedu

2
2
czy element

brzegowy rzedu 0.

tak (jednoweztowy) nie
v
, ; Y .
kazdy punkt brzegowy przypozadkowany ostrzezenie
na $rodek elementu brzegowego rzedu 0. A

v

potacz elementy < tak
brzegowe ze sobg

— U

Rys. G.1. Schemat blokowy

czy ilos¢ punktéw

brzegowych mozna po réwno
rozdzieli¢ na elementy

brzegowe

nie
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wygeneruj punkty kolokacji

v

okresl odlegtos¢ konturu, na ktérym
znajdujg sie punkty kolokacji, od brzegu

A 4

wpisz czestotliwos¢ f [Hz] do rozwigzan podstawowych

wprowadzenie danych
wczytywanych do
rozwigzan podstawowych

y

wylicz wspétczynniki macierzy gtéwnej MEB
catkujgc rozwigzania podstawowe po elementach

v

wylicz wyznacznik macierzy

v

wyzeruj jedng kolumne macierzy

v

wylicz ponownie wspétczynniki w kolunmie,
uzywajac rozwigzan podstawowych przeciwnych

v

A 4
wylicz wyznacznik macierzy —7/ zapisz wyniki w pliku *.txt /

pokaz wyniki i czas obliczen
w oknie wiersza polecen

Rys. G.2. Schemat blokowy cd.
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rozwigzanie podstawowe

punkt brzegowy

+X
+y

PR

+u()
+omega’2()
wq fiq fim1 fim2
ugiecie od kat obrotu kat obrotu kat obrotu
obcigzenia przekroju przekroju przekroju
poprzecznego poprzecznego w poprzecznego w poprzecznego w
D kierunku "1" od q D kierunku "1" od q kierunku "1" od q
+u() obcigzenia momentu w momentu w
+omega’2() poprzecznego kierunku "1" kierunku "2"
+u() +u() +u()
+omega’2() +omega’2() +omega’2()
wmi f2q f2m2 kf12rl:1 1t
ugiecie od kat obrotu kat obrotu a oprou
momentu w przekroju przekroju przekroju
Kierunku "1" poprzecznego w poprzecznego w poprzecznego w
Kierunku "2" od kierunku "2" od kierunku "2" od
+u() obcigzenia momentu w momentu w
+omega®2() poprzecznego kierunku "2" kierunku "1
+u() +u() +u()
+omega’2() +omega’2() +omega’2()
wm2
ugiecie od
momentu w
kierunku "2"
+u()
+omega’2()
m1q qnm1 mim1
qnq N ki reakcja
reakcja reakcja reakcja momentowa w
momentowa w poprzeczna od Kierunku "1" od
poprzeczna od : nqn momentu w
N kierunku "1" od omentu momentu w
obciazenia beiazen Kierunku "1" "
poprzecznego obeiazenia kierunku "1"
poprzecznego
+u()
+u() m " *u()
u() +omega”2() A
A +omega’2
+omega’2() +omegat2() ga"2()
m2 m1m2 m2m2
q qnm2 reakcja reakcja
reakcja reakcja momentowa w momentowa w
rpomemo"w? w poprzeczna od kierunku "1" od kierunku "2" od
kierunku "2" od momentu w momentu w momentu w
obciaZenia kierunku "2" Kierunku "2" kierunku "2"
poprzecznego
0 +u() +u() +u()
+omega’2 A +omega’2
+omega’2() ga"2() +ome2 2() ga*2()
m2m1
reakcja
momentowa w
kierunku "2" od
momentu w
kierunku "1"
+u()
+omega’2()
tréojkat pascala gauss

+elenent trojkata

punkt kolokaciji

+X()
+¥()

+epsilon()

element brzegowy

+x()

+y()
+nx()

+ny()

+jakobian()

+funkcja ksztattu()

Rys. G.3. Drzewo dziedziczenia

+punkt gaussa()
+waga gaussa()
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