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Wprowadzenie 
Niniejszy skrypt powstał jako pomoc dydaktyczna do ćwiczeń tablicowych 

z przedmiotu MECHANIKA BUDOWLI i jest przeznaczony dla studentów pierwszego 
roku kierunku Architektury i Urbanistyki przy Państwowej Wyższej Szkole 
Zawodowej w Nysie. Zakres materiału opracowano zgodnie z tematyką ćwiczeń 
tablicowych, aby pomóc studentom w zrozumieniu nowych dla nich zagadnień 
oraz jako pomoc w samodzielnym wykonaniu ćwiczeń domowych. 

Mechanika budowli jest dziedziną mającą na celu określenie warunków, jakie 
powinny spełniać elementy konstrukcyjne projektowanego obiektu, aby 
odpowiadały swemu przeznaczeniu pod względem wytrzymałości, sztywności oraz 
stateczności. Wytrzymałość określa wymaganą nośność analizowanego elementu, 
pozwalającą przejąć działające na niego obciążenia. Sztywność określa wartości 
dopuszczalnych odkształceń, które mogłyby utrudnić lub wręcz uniemożliwić 
prawidłową eksploatację. Wreszcie stateczność ma zapobiec krytycznym zmianom 
kształtu lub położenia elementu konstrukcyjnego (np. wyboczenie pręta 
ściskanego, zwichrzenie elementu zginanego). Przedstawione zagadnienia możemy 
podzielić na dwie zasadnicze dyscypliny: mechanikę ciała sztywnego (statyka) 
oraz mechanikę ciała odkształcalnego (wytrzymałość materiałów), dla omówienia 
których opracowano dwuczęściowy skrypt. 

Część pierwsza, zawarta w niniejszej pracy, prezentuje fundamentalne 
zagadnienia STATYKI, w zakresie niezbędnym dla architekta. Poszczególne 
rozdziały mają na celu przybliżyć podstawową wiedzę teoretyczną oraz jej 
wykorzystanie w rozwiązywaniu zadań praktycznych (przykłady liczbowe). 
Przedstawiona w tej części tematyka porusza zagadnienia z zakresu statyki 
elementarnej – składanie i rozkładanie sił, wypadkowe płaskich układów sił, oraz 
statyki budowli – rozwiązywanie płaskich ustrojów prętowych. Rozwiązania 
metodami analitycznymi wszystkich przykładów liczbowych przedstawianych w 
tej części, poparte są metodami wykreślnymi ze względu na ich wartości 
poznawcze oraz dydaktyczne. 

Część druga skryptu przedstawiać będzie wiedzę z zakresu WYTRZYMAŁOŚCI 
MATERIAŁÓW niezbędną do umiejętnego kształtowania oraz wymiarowania 
przekrojów i elementów konstrukcyjnych. Podstawę tej wiedzy stanowi 
umiejętność wyznaczania charakterystyk geometrycznych przekrojów 
(omawianych w części pierwszej) oraz znajomość zasadniczych przypadków 
wytrzymałościowych (ściskanie, rozciąganie, zginanie, itd.). Prezentowane w tej 
części przykłady liczbowe mają na celu przybliżenie metod wymiarowania 
przekrojów ściskanych, rozciąganych, zginanych, czy ścinanych, w elementach 
konstrukcyjnych rozwiązywanych w części pierwszej skryptu. 

Układ taki ma na celu ukazanie kolejnych etapów projektowania konstrukcji 
inżynierskich, począwszy od przyjęcia schematu statycznego, przez wyznaczenie 
obciążeń zewnętrznych i wynikających z ich oddziaływania sił wewnętrznych, aż 
po wymiarowanie przekroju stosownie do występujących w nim sił wewnętrznych. 
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1. Statyka elementarna 
Statyka jest jednym z działów mechaniki ciała sztywnego, zajmującym się opi-

sem równowagi ciał (układów konstrukcyjnych) oraz sił na niego działających – 
zewnętrznych (czynnych i biernych) oraz wewnętrznych. 

W mechanice rozróżniamy dwa rodzaje wielkości: skalary, do których określenia 
potrzebna jest wartość liczbowa oraz wektory, które są wielkościami określonymi 
wartością liczbową, kierunkiem i zwrotem. Wyróżniamy trzy rodzaje wektorów: 
swobodne, liniowe (związane z prostą) i nieswobodne (związane z punktem). 
Wśród podstawowych pojęć występujących w mechanice możemy wymienić: 
• siła należy do grupy wektorów liniowych, co oznacza, iż możemy ją dowolnie 

przemieszczać wzdłuż prostej wyznaczającej jej kierunek działania. Siła, definio-
wana zgodnie z II zasadą dynamiki, jest miarą przyspieszenia nadawanego swo-
bodnemu ciału. Przykładem sił, jakie możemy spotkać rozważając ustroje kon-
strukcyjne, są np.: ciężar własny elementów konstrukcyjnych, obciążenia zmienne 
technologiczne (np. obciążenie stropu zależne od przeznaczenia obiektu oraz spo-
sobu użytkowania pomieszczeń, obciążenie pojazdami) czy też obciążenia zmien-
ne środowiskowe (np. śnieg, wiatr). Miarą siły w układzie SI jest niuton [N], ze 
względów praktycznych stosujemy często kiloniutony (1kN=1000 N). 
• moment statyczny siły P względem punktu 0 (zwanego biegunem) jest iloczynem 

tej siły i jej odległości r od punktu 0 (r – ramię siły). Możemy więc zapisać: 

rPM0 ⋅= . (1-1) 
Jednostką momentu statycznego jest zwykle niutonometr [N·m] lub kiloniutono-
metr [kN·m]. Moment powodujący obrót zgodny z ruchem wskazówek zegara 
(prawoskrętny) umownie uważamy jako dodatni (rys. 1-1a), natomiast moment 
lewoskrętny za ujemny (rys. 1-1b). 

P0

r

M=P·r

+
               

M=-P·r

r

0 P -
 

Rys. 1-1. Moment statyczny siły P i zasady jego znakowania 

• parą sił nazywamy dwie siły równe co do wartości, działające na kierunkach wza-
jemnie równoległych lecz z przeciwnym zwrotem. Jak możemy zauważyć, suma 
rzutów tych sił na oś równoległą do kierunku ich działania jest równa zeru, a co 
za tym idzie, nie powodują one przesunięcia ciała, do którego są przyłożone. 
Jednak oddziaływanie pary sił nie pozostaje bez skutku, powoduje bowiem obrót 
ciała zgodnie z momentem statycznym określonym: 

rPM ⋅= , (1-2) 
gdzie r jest odległością pomiędzy siłami o wartości P (rys. 1-2). 
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Rys. 1-2. Para sił 

Określając moment statyczny pary sił względem dowolnie przyjętych punktów 
A, B oraz C (rys. 1-2) uzyskamy następujące wyniki: 

( ) rPrPaPaPraPaPMA ⋅=⋅+⋅+⋅−=+⋅+⋅−= , 
( ) rPbPrPbPbrPbPMB ⋅=⋅−⋅+⋅=−⋅+⋅= , 

( ) rPcPcPrPcPcrPMC ⋅=⋅−⋅+⋅=⋅−+⋅= , 
z których wynika jasno, że moment statyczny pary sił nie zależy od położenia 
punktu (bieguna), względem którego jest wyznaczany. 

1.1. Wypadkowa płaskich układów sił 
Układem płaskim sił nazywamy zbiór sił działających w jednej płaszczyźnie. Ze 

względu na ich wzajemne ukierunkowanie rozróżniamy dwa podstawowe układy: 
• zbieżnym układem sił nazywamy taki układ, w którym wszystkie linie działania 

sił przecinają się w jednym punkcie, nazywanym punktem zbieżności, 
• dowolnym układem sił jest zbiór sił o rozbieżnych kierunkach działania (brak 

wspólnego punktu zbieżności wszystkich sił układu). 
Układ złożony z wielu sił możemy zastąpić układem prostszym, składającym się 

z mniejszej liczby sił, działającym z takim samym skutkiem jak układ pierwotny. 
Jeśli układ złożony można zastąpić jedną siłą, to siłę taką nazywamy wypadkową, 
a działania związane z jej wyznaczaniem - składaniem sił. Wypadkową zbieżnego 
lub dowolnego układu sił możemy znaleźć na drodze analitycznej lub graficznej. 

Metoda analityczna polega na określeniu rzutów wypadkowej na osie przyjętego 
układu współrzędnych jako sumy rzutów wszystkich sił składowych: 

∑
=

=
n

1i
ixx PW ;     ∑

=
=

n

1i
iyy PW , (1-3) 

gdzie: Pix, Piy - rzuty siły składowej i odpowiednio na oś x oraz y, 
 n - liczba sił składowych. 

Wartość bezwzględną wypadkowej wyznaczyć można zatem ze wzoru: 

2
y

2
x WWW += , (1-4) 

natomiast nachylenie jej prostej działania do osi x wyraża zależność: 

x

y

W
W

tg =β . (1-5) 
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Zwrot wektora wypadkowej określają znaki sum wektorowych Wx oraz Wy. Poło-
żenie linii działania wypadkowej dowolnego układu sił określić można wyznacza-
jąc współrzędne punktu przyłożenia wypadkowej W: 

y

Py
w W

M
x

−
= ,     

x

Px
w W

My = , (1-6) 

gdzie: MPx - suma momentów statycznych rzutów sił składowych Pi na oś x wzglę-
dem początku układu współrzędnych 0 (znakowanie wg rys.1-1), 

 MPy - suma momentów statycznych rzutów sił składowych Pi na oś y wzglę-
dem początku układu współrzędnych 0 (znakowanie wg rys.1-1). 

Położenie wypadkowej rozbieżnego układu sił można wyznaczyć także oblicza-
jąc moment główny względem punktu 0 (początek układu współrzędnych). Moment 
główny układu sił definiowany jest jako suma algebraiczna momentów statycznych 
poszczególnych sił składowych układu względem tegoż punktu 0. Jeśli układ sił 
można zastąpić wypadkową W, to moment główny jest równy momentowi wypad-
kowej. Tak więc można zapisać dwa równorzędne równania: 

yx PP0 MMM += , (1-7) 
rWM0 ⋅= , (1-8) 

gdzie: MPx, MPy - jak we wzorze 1-6, 
 r - odległość wypadkowej W od początku układu współrzędnych 0. 

Zatem położenie wypadkowej (z 1-7 i 1-8) określa zależność: 

W
MM

W
Mr yx PP0 +

== . (1-9) 

Metoda graficzna bazuje na konstrukcji składającej się z dwu części: planu sił 
oraz wieloboku sił. Plan sił przedstawia proste działania wszystkich sił układu zgo-
dnie z przyjętą skalą długości, natomiast na wieloboku sił składamy te siły (traktu-
jąc je jako wektory swobodne) zgodnie z przyjętą skalą sił. Wyznaczenie wypadko-
wej dowolnego układu sił wymaga dodatkowo zastosowania konstrukcji nazywanej 
wielobokiem sznurowym. Szczegółowy opis podano w przykładach 1-1 ÷ 1-3. 

Przykład 1-1. Wyznaczyć wykreślnie i analitycznie wypadkową zbieżnego ukła-
du sił, przy danych jak w tabeli poniżej. 

 Siła P1 Siła P2 Siła P3 Siła P4 
Wartość [kN] 12 28 40 22 
Kąt [ 0 ] 45 150 195 300 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 

Zadany układ sił przedstawiamy według przyjętej skali długości na planie sił 
(rys. 1-3). Wyznaczenie wypadkowej metodą wieloboku sił (rys. 1-4) polega na 
geometrycznym dodawaniu wektorów, przy czym otrzymany wynik nie jest zale-
żny od kolejności ich składania. Do dowolnego punktu L przenosimy równolegle 
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siłę P1 z uwzględnieniem jej wartości (wg przyjętej skali sił) i zwrotu. Następnie 
z końca I tej siły wykreślamy siłę P2 i tak kolejno dodajemy wszystkie siły układu 
dochodząc do punktu M będącego końcem ostatniej siły P4 układu. Tak otrzymaną 
krzywą nazywamy wielobokiem sił. Wektor W łączący początek pierwszej siły 
i koniec siły ostatniej jest geometryczną sumą sił układu. Na koniec przenosimy tę 
sumę do punktu zbieżności 0 z zachowaniem wartości, kierunku i zwrotu. 

x

y

α2

α4

α3

β

P1y

P1x

2yP

2xP3x

P4x

4yP

3yP

P

0

P2 P1

P3
P4W

 
Rys. 1-3. Plan sił. 

P1

P2

P3

P4 W

M

L

I

II

III

 
Rys. 1-4. Wielobok sił [kN] – odczytano: W=44 kN;   β=90 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
Rzuty sił składowych na osie x,y: 

kN49,845cos12cosPP 0
11x1 =⋅=α⋅=  

kN25,24150cos28cosPP 0
22x2 −=⋅=α⋅=  

kN64,38195cos40cosPP 0
33x3 −=⋅=α⋅=  

kN11300cos22cosPP 0
44x4 =⋅=α⋅=  

kN49,845sin12sinPP 0
11y1 =⋅=α⋅=  

kN14150sin28sinPP 0
22y2 =⋅=α⋅=  

kN35,10195sin40sinPP 0
33y3 −=⋅=α⋅=  

kN05,19300sin22sinPP 0
44y4 −=⋅=α⋅=  

10 kN
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Rzuty wypadkowej na osie x,y: 
kN40,431164,3825,2449,8PPPPW x4x3x2x1x −=+−−=+++=  

kN91,605,1935,101449,8PPPPW y4y3y2y1y −=−−+=+++=  

Wartość oraz kąt nachylenia wypadkowej W: 

kN95,43)91,6()40,43(WWW 222
y

2
x =−+−=+=  

309β;159,0
40,43
91,6

W
W

βtg 0

x

y ′==
−

−
==  

Przykład 1-2. Wyznaczyć graficznie wypadkową dowolnego układu sił danego 
rysunkiem 1-5, przy danych: P1=20 kN, P2=30 kN, P3=15 kN. 

Wyznaczenie wypadkowej dowolnego układu sił rozpoczynamy od sporządzenia 
planu sił według przyjętej skali długości oraz wieloboku sił M-I-II-L zgodnie z za-
sadami podanymi w przykładzie 1-1. Wypadkową układu jest wektor LM=W. 
W celu wyznaczenia prostej działania wektora wypadkowej, obieramy dowolny 
punkt 0 zwany biegunem. Łącząc go z początkiem i końcem każdej siły wieloboku 
otrzymujemy odcinki 1, 2, 3, 4 zwane promieniami wektorowymi. Liczba promieni 
jest o jeden większa od liczby sił układu. Na planie sił obieramy na kierunku dzia-
łania siły P1 dowolny punkt B i prowadzimy przez niego prostą 1’ równoległą do 

P1 P2

P3

B

C

D

W

P2

P1
3P

F1

F2

F3 F2

F4

F3

F4 F1

2'
3'

1' 4'

K

A
E

 
Rys. 1-5. Plan sił 
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1P

2P

3P

L

M

I

II

O (biegun)

1

2

3

4

W

F2

-F2 F1

-F3

F3

F4

 
Rys. 1-6. Wielobok sił [kN] – odczytano: W=53,4 kN 

promienia 1 oraz prostą 2’ równoległą do promienia 2. Przecięcie prostej 2’ z linią 
działania siły P2 wyznacza punkt C, przez który prowadzimy prostą 3’ równoległą 
do promienia 3. Na przecięciu tej prostej z prostą działania siły P3 otrzymujemy 
punkt D. Z tego punktu równolegle do promienia 4 kreślimy wreszcie prostą 4’. 
Przecięcie prostych 1’ i 4’ wyznacza punkt K, przez który musi przechodzić linia 
działania wypadkowej W danego układu. 

Linię łamaną ABCDE zwiemy wielobokiem sznurowym, co uzasadniamy tym, że 
kształt takiej linii łamanej przyjąłby sznur zamocowany w punktach A i E obciążo-
ny siłami P1, P2, P3 przyłożonymi w punktach B, C, D. 

Zasadność takiej konstrukcji potwierdzimy następującym rozważaniem: 

1. Siła P1 przedstawiona na wieloboku sił jest sumą wektorową sił F1 i F2 (odpo-
wiadającym promieniom 1 i 2), które przeniesione do dowolnego punktu B na 
linii działania siły P1 zastępują całkowicie jej działanie. 

2. Siła P2 jest sumą wektorową sił -F2 i F3, zastępujących jej działanie. 
3. Siła P3 jest sumą wektorową sił -F3 i F4, zastępujących jej działanie. 

Jak można zauważyć siły F2, -F2 oraz F3, -F3 działające na prostych 2’, 3’ będą-
cych bokami wieloboku sznurowego równoważą się wzajemnie. Układ sił sprowa-
dza się wobec tego do dwóch sił F1, F4 działających wzdłuż boków 1’, 4’ i zbiega-
jących się w punkcie K. Wypadkowa tych sił jest poszukiwaną wypadkową układu. 

Przykład 1-3. Wyznaczyć wykreślnie i analitycznie wypadkową rozbieżnego (do-
wolnego) układu sił, przy danych jak w tabeli poniżej: 

 Siła P1 Siła P2 Siła P3 Siła P4 
Wartość [kN] 22 16 32 8 
Kąt [ 0 ] 30 105 170 285 

x [m] 2 -4 -2 1 Współrzędne y [m] 2 0 -3 -2 

10 kN
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ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 
Zadanie rozwiązujemy zgodnie z zasadami przedstawionymi w przykładzie 1-2. 

Według sporządzonego wieloboku sił określamy wartość, kierunek oraz zwrot wy-
padkowej W, natomiast jej położenie ustalimy korzystając z konstrukcji wieloboku 
sznurowego ABCDK (gdzie K jest punktem przyłożenia wypadkowej). 

O (biegun)

4P
P3

2P

1P
W

1

2

5

4
3

L

M

 
Rys. 1-7. Wielobok sił [kN] – odczytano: W=28,2 kN;   β=590 
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Rys. 1-8. Plan sił 

10 kN
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ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
Rzuty sił składowych na osie x,y: 

kN05,1930cos22cosPP 0
11x1 =⋅=α⋅=  

kN14,4105cos16cosPP 0
22x2 −=⋅=α⋅=  

kN51,31170cos32cosPP 0
33x3 −=⋅=α⋅=  

kN07,2285cos8cosPP 0
44x4 =⋅=α⋅=  

kN1130sin22sinPP 0
11y1 =⋅=α⋅=  

kN45,15105sin16sinPP 0
22y2 =⋅=α⋅=  

kN56,5170sin32sinPP 0
33y3 =⋅=α⋅=  

kN73,7285sin8sinPP 0
44y4 −=⋅=α⋅=  

Rzuty wypadkowej na osie x,y: 

kN53,1407,251,3114,405,19PPPPW x4x3x2x1x −=+−−=+++=  
kN28,2473,756,545,1511PPPPW y4y3y2y1y =−++=+++=  

Wartość wypadkowej: 

kN30,28)28,24()53,14(WWW 222
y

2
x =+−=+=  

yw

wx
β

xW

yW

4xP

P3x

1xP

2xP

4yP

P3y

P1y2yP

0 x

y

α1

α2

α4α3

P1
P2

W

P4

P3
r

 
Rys. 1-9. Plan sił wg metody analitycznej 
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Kąt nachylenia wektora wypadkowej W do osi x: 

6059;671,1
53,14

28,24
W
W

tg 0

x

y ′=β=
−

==β  

Momenty statyczne sił względem początku układu współrzędnych: 
Znakowanie momentów zgodnie z zasadami przedstawionymi na rysunku 1-1 
(moment prawoskrętny – dodatni, lewoskrętny – ujemny). 

kNm10,38205,19yPM 1x1P x1 =⋅=⋅=  
kNm0014,4yPM 2x2P x2 =⋅−=⋅=  

kNm53,94)3(51,31yPM 3x3P x3 =−⋅−=⋅=  
kNm14,4)2(07,2yPM 4x4P x4 −=−⋅=⋅=  

kNm22211xPM 1y1P y1 −=⋅−=⋅=  
kNm80,61445,15xPM 2y2P y2 =⋅=⋅=  

kNm12,11256,5xPM 3y3P y3 =⋅=⋅=  
kNm73,7173,7xPM 4y4P y4 =⋅=⋅=  

Sumując odpowiednie momenty otrzymamy: 
kNm49,12814,453,94010,38MMMMM x4x3x2x1 PPPPPx =−++=+++=  
kNm65,5873,712,1180,6122MMMMM y4y3y2y1 PPPPPy =+++−=+++=  

Współrzędne przyłożenia wypadkowej: 

m42,2
28,24
65,58

W
M

x
y

Py
W −=

−
=

−
=  

m84,8
53,14
49,128

W
My

x

Px
W −=

−
==  

Odległość wypadkowej od początku układu współrzędnych: 

m61,6
30,28

65,5849,128
W

MM
W
Mr yx PP0 =

+
=

+
==  

1.2. Warunki równowagi płaskich układów sił 
O stanie równowagi punktu materialnego można powiedzieć, gdy układ sił 

przyłożony do tego punktu nie spowoduje jego ruchu. Inaczej, jeśli na ciało 
pozostające w spoczynku zacznie oddziaływać układ sił będących w równowadze, 
to ciało owo nadal pozostanie w spoczynku. 

Układ sił pozostaje w równowadze, jeśli spełnione są wykreślne lub analityczne 
warunki równowagi. Warunki te możemy zapisać jak niżej: 
• płaski zbieżny układ sił jest w równowadze, jeśli siły tego układu tworzą 

wielobok zamknięty (wypadkowa układu jest równa zeru). Możemy też zapisać 



 

 16 

analityczne warunki równowagi – układ pozostaje w równowadze, gdy rzuty 
wypadkowej na osie x, y przyjętego układu współrzędnych są równe zeru: 

∑
=

==
n

1i
ixx 0PW ,     ∑

=
==

n

1i
iyy 0PW , (1-10) 

• dowolny płaski układ sił jest w równowadze, jeśli wielobok sił i wielobok 
sznurowy jest zamknięty. Wielobokiem sznurowym zamkniętym nazywamy taki, 
w którym skrajne promienie (pierwszy i ostatni) leżą na jednej prostej. Są to 
wykreślne warunki równowagi. Natomiast wedle warunków analitycznych układ 
jest w równowadze, gdy sumy algebraiczne rzutów wszystkich sił układu na osie 
x, y układu współrzędnych są równe zeru oraz gdy suma algebraiczna momentów 
statycznych wszystkich sił (moment główny) względem dowolnego punktu jest 
równy zero: 

∑
=

=
n

1i
ix 0P ,     ∑

=
=

n

1i
iy 0P , (1-11) 

0MrP
n

1i
i

n

1i
ii ==⋅ ∑∑

==
. (1-12) 
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2. Ogólne wiadomości o płaskich ustrojach prętowych 
Wśród spotykanych w budownictwie układów konstrukcyjnych do najprostszych 

i najpowszechniej stosowanych możemy zaliczyć płaskie ustroje prętowe. Nazwa 
ta odnosi się do konstrukcji złożonych z prętów prostych lub krzywoliniowych, 
leżących na jednej płaszczyźnie i połączonych ze sobą oraz z podłożem w sposób 
sztywny lub przegubowy. Prętami zaś nazywamy elementy, których jeden wy-
miar – długość, znacznie przekracza pozostałe (szerokość i wysokość). W rozważa-
niach teoretycznych zakłada się, że pręt jest elementem jednowymiarowym. 

Analiza statyczna ustroju prętowego polega na określeniu schematu statycznego, 
obliczeniu reakcji podporowych oraz wartości sił przekrojowych: momentów 
zginających (M), sił tnących (T) oraz sił osiowych (N). Schemat statyczny jest 
wyidealizowanym przedstawieniem konstrukcji na płaszczyźnie, gdzie pręt 
wyznaczamy zgodnie z jego osią (miejsce geometryczne punktów będących 
środkami ciężkości przekrojów pręta). Zakładamy, że siły czynne oraz podpory 
przyłożone są do osi pręta (rys. 2-1). 

L0

T 300

P

 
Rys. 2-1. Przykład przyjęcia schematu statycznego 

Rozwiązanie ustroju prętowego (wyznaczenie reakcji podporowych oraz sił 
wewnętrznych) można przeprowadzić na drodze: 
• analitycznej: 
- metoda przepisów funkcyjnych (pełne rozwiązanie analityczne) polega na 

rozbiciu układu na przedziały, w których siły przekrojowe można wyrazić w 
postaci funkcji zmiennej x, 

- metoda rzędnych charakterystycznych (skrócone rozwiązanie analityczne) 
polega na wyznaczeniu wartości sił przekrojowych tylko w rzędnych 
charakterystycznych, których położenie określa się na podstawie 
przewidywanego kształtu wykresu (np. punkty przyłożenia sił), 

• graficznej - wykorzystującej konstrukcję wieloboku sił oraz wieloboku 
sznurowego według zasad omówionych szczegółowo w rozdziale 1. 

2.1. Geometryczna niezmienność i statyczna wyznaczalność 
Każdy ustrój prętowy, rozpatrywany jako układ konstrukcyjny, musi być ciałem 

nieswobodnym, inaczej - geometrycznie niezmiennym. Aby taką geometryczną 
niezmienność ustroju płaskiego zapewnić, należy odebrać jego wszystkie trzy 
stopnie swobody (przesunięcie poziome i pionowe oraz obrót). W praktyce oznacza to 
połączenie tarczy (pręta) z podłożem lub inną tarczą (prętem) za pośrednictwem 
specjalnych podpór o różnej liczbie i układzie więzów elementarnych: 
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• podpora przegubowo-przesuwna – jest zbudowana z pojedynczej więzi elementarnej. 
Odbiera jeden stopień swobody, eliminując przesunięcie w jednym kierunku, 
a zezwalając na przesunięcie w drugim oraz swobodny obrót. Występuje tu jedna 
reakcja o kierunku prostopadłym do płaszczyzny przesunięcia (rys. 2-2a), 
• podpora przegubowa – składa się z dwóch nierównoległych więzów elementar-

nych. Odbiera dwa stopnie swobody, ponieważ eliminuje przesunięcie w dwóch 
kierunkach, a zezwala na obrót wokół punktu podparcia. Mamy tu do czynienia 
z jedną reakcją o nieznanym kierunku – składowa pozioma i pionowa (rys. 2-2b), 
• sztywne utwierdzenie – jest to podpora zbudowana z trzech więzów nierównole-

głych i nie przecinających się w jednym punkcie. Odbiera trzy stopnie swobody 
eliminując przesunięcie w dwóch kierunkach i obrót. Występuje tu jedna reakcja 
podporowa o nieznanym kierunku oraz moment podporowy (rys. 2-2c). 

a) b) c) 
 

Układ więzów elementarnych 
 
 
 
Model podpory 
 
 
 
Oznaczenie podpory, reakcje 
 
 
 
Rys. 2-2. Rodzaje podpór: a) przegubowo-przesuwna, b) przegubowa, c) sztywna 

Analiza kinematyczna układu prętowego polega na sprawdzeniu warunków 
geometrycznej niezmienności (GN), które możemy zapisać: 
1. Jeżeli przez t oznaczymy liczbę tarcz (prętów), a przez e liczbę więzów elemen-

tarnych (w tej liczbie uwzględniamy również dodatkowe dwie więzi na każde po-
łączenie przegubowe pomiędzy tarczami), to warunek konieczny geometrycznej 
niezmienności możemy zapisać następującą zależnością: 

t3e ⋅=  - układ GN i statycznie wyznaczalny (izostatyczny), 
jeśli natomiast: t3e ⋅>  - układ GN i statycznie niewyznaczalny (hiperstatyczny), 

t3e ⋅<  - układ geometrycznie zmienny (GZ). 
Statycznie wyznaczalnym nazywamy ustrój, w którym liczba reakcji podporo-
wych (więzi elementarnych) jest równa liczbie niezależnych równań równowagi. 
Możemy zatem jednoznacznie wyznaczyć wartości reakcji podporowych. 
Ustrojem statycznie niewyznaczalnym będziemy natomiast nazywać taki, w któ-
rym liczba więzi elementarnych jest większa niż potrzeba do jego unieruchomie-
nia. W takim przypadku, rozwiązując niezależne równania równowagi, 
otrzymujemy nieskończenie wiele rozwiązań na siły reakcji podporowych. 

V V V

H H M
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2. Warunek konieczny i wystarczający geometrycznej niezmienności połączenia: 
• dwóch tarcz (prętów) – definiujemy jako ich połączenie trzema więzami 

nierównoległymi oraz nie przecinającymi się w jednym punkcie (rys. 2-3a), 
• trzech tarcz (prętów) – określamy jako połączenie każdych dwóch tarcz ze sobą 

co najmniej dwoma więzami w taki sposób, aby wszystkie więzy jednocześnie 
nie były do siebie równoległe ani też punkty przecięcia się kierunków więzów 
łączących każde dwie tarcze nie leżały na jednej linii prostej (rys. 2-3b). 

układ GN układ GZ układ GZ 
 
 

a) 
 
 
 
 

b) 
 
 
 

Rys. 2-3. Interpretacja twierdzeń o geometrycznie niezmiennym połączeniu: 
a) dwóch tarcz, b) trzech tarcz 

2.2. Reakcje podporowe 
Ustrój konstrukcyjny, określony jako geometrycznie niezmienny według zasad 

omówionych w punkcie 2.1.1, pozostaje w równowadze nawet wówczas, gdy dzia-
łający na niego układ sił zewnętrznych czynnych nie jest układem sił równoważą-
cych się. W miejscach podparcia ustroju obciążonego takim układem sił powstają 
bowiem reakcje podporowe (siły bierne). Ich wyznaczenie polega na określeniu 
i rozwiązaniu analitycznych (równania 1-11, 1-12) lub wykreślnych warunków 
równowagi zgodnie z zasadami podanymi rozdziale 1. Siły zewnętrzne (czynne 
i bierne) działające na ustrój prętowy tworzą płaski, zbieżny lub dowolny układ sił. 

2.3. Siły przekrojowe 
Omówione wcześniej zasady ustalania wartości reakcji podporowych pozwalają 

na szczegółowe określenie wszystkich sił zewnętrznych działających na układ 
konstrukcyjny. Jednak ich znajomość nie mówi wszystkiego o ustroju, w którym 
występują też siły przekrojowe wyrażające oddziaływanie sił zewnętrznych 
w poszczególnych punktach (przekrojach) ustroju prętowego. 

Weźmy belkę swobodnie podpartą, obciążoną jak na rysunku 2-4. Siły czynne 
P1, P2 działające na belkę powodują powstanie reakcji podporowych (sił biernych) 
w więziach A i B wyznaczonych na podstawie warunków równowagi. Jeżeli 
rozdzielimy myślowo pręt AB dowolnym przekrojem α-α odległym o xα od 
podpory A, to wzajemne oddziaływania tak powstałych części zastępujemy siłami 
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przyłożonymi w tym przekroju. Siły te zapewniają równowagę obu części, 
a nazywamy je siłami przekrojowymi, wśród których możemy wyróżnić: siły 
osiowe Nα (podłużne), siły tnące Tα (poprzeczne) oraz momenty zginające Mα. 

Moment zginający w danym przekroju α-α jest sumą momentów statycznych sił 
działających z jednej strony tego przekroju względem jego środka ciężkości. 
Stosując warunek równowagi ΣM=0 dla przykładowego elementu (belki) widzimy, że: 

0MM PL =− , (2-1) 
gdzie: ML; MP - odpowiednio moment zginający dla lewej i prawej strony pręta. 

Siła tnąca (poprzeczna) w danym przekroju α-α jest sumą rzutów sił 
działających po jednej stronie pręta na kierunek prostopadły do jego osi. Stosując 
warunek równowagi ΣY=0 dla elementu przykładowego widzimy, że: 

0TT PL =− , (2-2) 
gdzie: TL; TP - odpowiednio siła poprzeczna dla lewej i prawej strony pręta. 

Siła osiowa (podłużna) w danym przekroju α-α jest sumą rzutów sił działających 
po jednej stronie pręta na kierunek styczny do jego osi. Stosując warunek 
równowagi ΣX=0 dla elementu przykładowego widzimy, że: 

0NN PL =− , (2-3) 
gdzie: NL; NP - odpowiednio siła podłużna dla lewej i prawej strony pręta. 

M=50 kN

a

A

AV

AH B

BR
b

x L-x

P1
2P

Tα αT
αN Nα

MααMy

x

α α

 
Rys. 2-4. Wyznaczenie sił wewnętrznych w dowolnym przekroju α-α 

Pomiędzy siłą tnącą a momentem zginającym zachodzi zależność, według której 
możemy powiedzieć, że siła tnąca Tα w dowolnym przekroju α-α jest pierwszą 
pochodną momentu zginającego Mα względem zmiennej x będącej współrzędną 
przekroju α-α. Na podstawie tej zależności możemy określić następujące wnioski: 
• jeżeli na pewnej długości pręta Tα=0, to moment zginający Mα jest stały, 
• jeżeli w pewnym przekroju α-α siła tnąca Tα zmienia znak, to moment zginający 

Mα osiąga ekstremum (przy zmianie znaku z plusa na minus Mα osiąga 
maksimum, przy zmianie z minusa na plus – minimum). 
Ponadto przy sporządzaniu wykresów sił wewnętrznych należy pamiętać, że 

w punkcie przyłożenia siły skupionej P występuje nieciągłość funkcji Tα (skok 
o wartość P), natomiast w punkcie przyłożenia momentu skupionego M –
 nieciągłość funkcji Mα (skok o wartość M). 
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αT Tα

αT Tα

αM Mα

Mα Mα

Nα Nα αN αN

+ -

Znakowanie sił wewnętrznych jest umowne. Najczęściej przyjmujmy zasadę, że: 
• moment zginający określamy znakiem dodatnim, jeśli jego działanie powoduje 

obrót lewej części pręta względem prawej, w kierunku zgodnym z ruchem 
wskazówek zegara. Inaczej mówiąc, moment taki wygina pręt ku dołowi (rys. 2-
5a). Dolne włókna tak zginanego przekroju są rozciągane, a górne ściskane. 
W zadaniach praktycznych należy pamiętać, że wykresy momentów zginających 
odkładamy zawsze po stronie włókien rozciąganych! 
• siła poprzeczna przyjmuje znak dodatni, jeśli powoduje przemieszczenie lewej 

strony rozpatrywanego pręta ku górze, prawej natomiast ku dołowi (rys. 2-5b), 
• siły podłużne określamy jako dodatnie, gdy ich działanie powoduje rozciąganie 

pręta – dwa sąsiednie przekroje oddalają się od siebie (rys. 2-5c). 

 

 
a) 

 
 
 

b) 
 
 
 

c) 
 

Rys. 2-5. Zasady znakowania sił wewnętrznych: a) momentów zginających, 
b) sił tnących, c) sił osiowych 
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10 kN

H=50 kN

O (biegun)

P

AV

RB

1 (F1)

z (Z)

2 (F2)

3. Belki proste 

3.1. Wiadomości ogólne 
Belką nazywamy pręt prosty podparty w sposób zapewniający jego 

geometryczną niezmienność i obciążony siłami prostopadłymi bądź ukośnymi do 
jego osi. Na skutek tak działających obciążeń belka jest głównie zginana i ścinana. 

3.2. Przykłady liczbowe 
Przykład 3-1. Rozwiązać wykreślnie belkę swobodnie podpartą (rys. 3-1). 

Rozwiązanie rozpoczynamy od narysowania w skali długości belki oraz działają-
cego na nią obciążenia zewnętrznego (rys. 3-1a), które tworzy dowolny układ sił. 
Następnie sporządzamy w przyjętej skali wielobok sił (rys. 3-1b) oraz 
przyjmujemy położenie bieguna 0, z którego prowadzimy promienie 1 i 2. Siła P 
jest sumą wektorową sił F1, F2, odpowiadającym promieniom 1, 2. Z dowolnego 
punktu K, przyjętego na prostej działania siły P, wykreślamy na planie sił proste 1’, 
2’ równoległe do promieni 1, 2. Prosta 1’ przecina się z kierunkiem działania 
reakcji VA w punkcie A, natomiast prosta 2’ z kierunkiem reakcji RB w punkcie B. 
Szukana zamykająca znajduje się na kierunku AB. Reakcje podporowe są sumami 
wektorowymi sił F1 i Z (reakcja VA) oraz F2 i Z (reakcja RB). Zamykającą z przenosimy 
równolegle do bieguna 0 na wieloboku sił, określając wielkości reakcji podporowych. 

a) Plan sił b) Wielobok sił 

A

AV

AH

RB

B

2,00 2,00
4,00

P=50 kN

1

 

2'1'

z (zamykająca)

M

n 
= 

1,
0 

m

A B

K  

PAV

RB

+

-

T

 
Rys. 3-1. Odczytano: VA=25 kN;   RB=25 kN;   M1=n·H=1,0·50=50 kNm 
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Pole wyznaczone pomiędzy prostymi 1’ i 2’, a zamykającą z określa wykres 
momentów zginających. Wartość liczbowa momentu zginającego w przekroju 
1 belki jest iloczynem długości odcinków n [m] i H [kN] – M1=n·H. 

Przykład 3-2. Rozwiązać wykreślnie belkę swobodnie podpartą (rys. 3-2). 
Obciążenie równomiernie rozłożone zastępujemy wypadkową Q=q·l przyłożoną 

w środku ciężkości tego obciążenia, następnie wyznaczamy reakcje podporowe dla 
takiego schematu zastępczego, jak w przykładzie 3-1. Wykres momentów zginają-
cych wykreślimy uwzględniając różnicę między wartościami wyznaczonymi dla 
obciążenia siłą skupioną Q=q·l (Mmax.=0,25·Q·l=0,25·q·l2), a wartościami odpowia-
dającymi obciążeniu równomiernie rozłożonemu q (Mmax.=0,125·q·l2). Różnicę tę 
uwzględnimy wyznaczając środek odcinka n będący wierzchołkiem paraboli okre-
ślającej rozkład momentów zginających (n - odległość zamykającej od punktu K). 

a) Plan sił b) Wielobok sił 

A

M

V

B

BR

HA
A

T

-

+

BR

VA

z (zamykająca)

1' 2'

q=12,5 kN/m

4,00

q·4,0=50,0

Q=q·4,0=50,0 kN

2,00 2,00

A

K

B

n/
2 

= 
0,

5 
m

VA

Q

10 kN

BR

O (biegun)

H=50 kN

1

z

2

 
Rys. 3-2. Odczytano: VA=25 kN;   RB=25 kN;   M1=n·H=0,5·50=25 kNm 

Przykład 3-3. Rozwiązać wykreślnie belkę swobodnie podpartą (rys. 3-3). 
Dla potrzeb rozwiązania graficznego zadane obciążenie momentem skupionym 

zastępujemy parą sił, których działanie powinno odpowiadać działaniu tegoż 
momentu. Przyjmijmy więc, siły P1=P2=M przyłożone symetrycznie względem 
punktu przyłożenia momentu skupionego. Odległość r między prostymi działania 
sił P1, P2 ustalimy równą 1,0 m. Para sił oddziaływuje momentem statycznym o 
wartości M=P1·r (gdzie P1=M, r=1,0), zatem układ taki zastępuje działanie 
momentu skupionego danego w zadaniu. 
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1,3

z

2

H=30 kN

O (biegun)

RB

10 kN

P1 2P

VA

Przeprowadzając rozwiązanie według omówionych już zasad (przykład 3-1), 
wprowadzamy korektę wykresu momentów zginających. Rzeczywisty jego prze-
bieg wyznaczamy zgodnie z prostymi 1’ oraz 3’, pomiędzy którymi uzyskujemy 
skok w miejscu przyłożenia momentu skupionego. Wartość tego skoku odpowiada 
wartości zadanego momentu skupionego M. 

a) Plan sił b) Wielobok sił 

2,002,00
4,00

A
AH

RB

B

VA

P =50 kN1
2P =50 kN

1,00

M=50 kNm

1

 

n 
=1

,6
7 

m

B

K

A

3'
1'

z (zamykająca)

M

2'

 

AV
RB

-

T

  
Rys. 3-3. Odczytano: VA=12,5 kN;   RB=12,5 kN;   M1=n·H=1,67·30≈50 kNm 

Przykład 3-4. Rozwiązać belkę wspornikową obciążoną jak na rysunku 3-4. 

321

7,00

q=8 kN/m

B
BH

A

BV
1,50 1,50 2,50 1,50

AR

P =30 kN2

P =10 kN1

 
Rys. 3-4. Schemat statyczny 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 

W rozwiązaniu wykreślnym obciążenie równomiernie rozłożone zastępujemy 
wypadkową Q=q·l, przyłożoną w środku ciężkości tego obciążenia (analogicznie 
jak w przykładzie 3-2). Dla takiego schematu sporządzamy plan sił (rys. 3-5) oraz 
wielobok sił (rys. 3-6). Z dowolnie określonego bieguna 0 prowadzimy promienie 
1, 2, 3 odpowiadające siłom F1, F2, F3, (każda siła czynna jest sumą wektorową sił 
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odpowiadających promieniom, np. siła Q jest sumą wektorową sił F2 i F3). Z 
dowolnie obranego punktu K na kierunku działa wypadkowej Q prowadzimy proste 
2’ oraz 3’ równolegle do promieni 2 i 3. Prosta 2’ przecina się z kierunkiem działania 
siły P2 w punkcie A, przez który prowadzimy prostą 1’, przecinającą się z kierunkiem 
działania reakcji RB w punkcie B. Prosta 3’ przecina się z kierunkiem działania reakcji 
VB w punkcie C. Kierunek BC jest kierunkiem poszukiwanej zamykającej z. 
Prowadząc na wieloboku sił prostą równoległą do zamykającej z określamy wartości 
reakcji podporowych, wiedząc, że reakcja RA jest suma wektorową sił F1 i Z, natomiast 
reakcja VB – sił F2 i Z. Na wykresie momentów zginających należy uwzględnić korektę 
w obszarze oddziaływania obciążenia równomiernie rozłożonego q (zastąpionego 
wypadkową Q=q·l). W tym celu prowadzimy pomocniczą prostą na kierunku DE. 
Dzieląc odcinek między prostą DE a punktem K na połowę, określimy wierzchołek 
paraboli, wyznaczającej wykres momentów zginających. 

1,50

Q=q·4,0=32 kN

RA VB

HB1P =10 kN

2P =30 kN

1,50 3,50 0,50
 

D

C

B

A

M

z (zamykająca)1'

2'

3'

K

E

 
Rys. 3-5. Plan sił [m] 

2(F2)

HB

z(Z)

3(F3)

1(F1)

H=45 kN

10 kN

O (biegun)

P2

Q

RA

VB

P1

 
Rys. 3-6. Wielobok sił [kN] – odczytano: RA=45,3 kN;   VB=16,7 kN 
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ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 
(1) 04V5,34q5,1PM B2A =⋅−⋅⋅+⋅−=∑  
(2) ∑ =⋅−⋅+⋅⋅−= 05,5P4R5,04qM AB  
(3) ∑ =−= 0HPX B1  
z (1) ( ) kN75,164/5,3485,130VB =⋅⋅+⋅−=  
z (2) ( ) kN25,454/5,5305,048R A =⋅+⋅⋅=  
z (3) kN10HB =  
Kontrola:  ∑ =⋅−−+=⋅−−+= 0483025,4275,164qPVRY 2BA  

Siły przekrojowe M,T,N: 
W strefie działania obciążenia równomiernie rozłożonego wartości sił przekrojo-

wych wyznaczamy metodą przepisów funkcyjnych, polegającą na wyznaczeniu 
wartości tych sił w dowolnym punkcie 0 przedziału jako funkcji zmiennej x. 
W pozostałych przedziałach zastosujemy metodę rzędnych charakterystycznych. 

Przedział 1A 
kN30PT 2A1 −=−=  

kNm0M1 =  
kNm455,1305,1PM 2

L
A −=⋅−=⋅−=  

kN10PN 1A1 −=−=  

Przedział A2 
kN25,1525,4530RPT A22A =+−=+−=  

kNm45MM L
A

P
A −==  

kNm13,225,125,453305,1R3PM A2
L
2 −=⋅+⋅−=⋅+⋅−=  

kN10PN 12A −=−=  

Przedział 2B   x∈<3 ; 5,5> 
( )3xqRPT A2B2 −⋅−+−=  

( ) ( ) kN25,1533825,45303xTP
2 =−⋅−+−==  
( ) ( ) kN75,435,5825,45305,5xTL

B −=−⋅−+−==  
( ) m91,4x03x825,4530 =→=−⋅−+−  (lokalne ekstremum M) 

( ) ( )2A2B2 3xq5,05,1xRxPM −⋅⋅−−⋅+⋅−=  
( ) ( ) ( ) kNm13,223385,05,1325,453303xM 2P

2 −=−⋅⋅−−⋅+⋅−==  
( ) ( ) ( ) kNm59,7391,485,05,191,425,4591,43091,4xM 2

.ext −=−⋅⋅−−⋅+⋅−==  
( ) ( ) ( ) kNm935,585,05,15,525,455,5305,5xM 2L

B −=−⋅⋅−−⋅+⋅−==  
kN10PN 1B2 −=−=  
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Przedział B3   x∈<5,5 ; 7> 
( ) BA23B V3xqRPT +−⋅−+−=  

( ) ( ) kN1275,1635,5825,45305,5xTP
B =+−⋅−+−==  
( ) ( ) kN075,1637825,45307xTL

3 =+−⋅−+−==  
( ) ( ) ( )5,5xV3xq5,05,1xRxPM B

2
A23B −⋅+−⋅⋅−−⋅+⋅−=  

( ) ( ) ( ) ( ) kNm95,55,575,1635,585,05,15,525,455,5305,5xM 2P
B −=−⋅+−⋅⋅−−⋅+⋅−==  
( ) ( ) ( ) ( ) kNm05,5775,163785,05,1725,457307xM 2L

3 =−⋅+−⋅⋅−−⋅+⋅−==  
kN01010HPN B13B =+−=+−=  

45,0

x0=4,91 m

9,07,59

22,13

M

-

 
T

30,030,0

15,25 15,25

4,75

12,0q·2,5=20

-

+ + q·1,5=12

RAP2

VB

 
N

P1 HB

-

10,0

 
Rys. 3-7. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

Przykład 3-5. Rozwiązać belkę wspornikową obciążoną jak na rysunku 3-8. 

VA

A
HA

B

RB

M=12 kNm
q=4 kN/m

1,00 3,00 1,50 1,50
7,00

45°

P=50 kN 60°

P =50·sin 60  =43,3 kNy

P =50·cos 60  =25,0 kNx

0

0

1 2 3

 
Rys. 3-8. Schemat statyczny 
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ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 

Obciążenie równomiernie rozłożone q zastępujemy siłą skupioną Q=q·l, 
natomiast moment skupiony M - parą sił P1=P2=M. Obciążenie zastępcze Q, P1, P2 
oraz pozostałe siły zewnętrzne przedstawiamy na planie sił (rys. 3-9). Na 
wieloboku sił (rys. 3-10) zaznaczamy wszystkie siły czynne, dające rzut na oś 
pionową (Q, P1, P2 i P3y) oraz obieramy biegun 0, z którego prowadzimy promienie 
1, 2, 3, 4 i 5 (odpowiadające siłom F1, F2, F3, F4 i F5). Przyjmujemy dowolny punkt 
K na prostej działania siły P3 i rysujemy proste 4’, 5’ równoległe do promieni 4, 5 
(siła P3 jest sumą wektorową sił F4 i F5). Przez punkt przecięcia promienia 4’ z 
kierunkiem działania siły P2 (punkt A) prowadzimy prostą 3’, która, przecinając się 
z kierunkiem działania siły P1, wyznacza kolejny wierzchołek wieloboku 
sznurowego (punkt B). Prosta 2’, poprowadzona przez punkt B, przecina się z 
kierunkiem działania wypadkowej obciążenia równomiernie rozłożonego Q w 
punkcie C, przez który prowadzimy prostą 1’. Prosta 1’ przecina się z kierunkiem 
działania reakcji VA w punkcie E, natomiast prosta 5’ z kierunkiem reakcji RB w 
punkcie G. Szukana zamykająca znajduje się na kierunku EG. Reakcje podporowe są 
sumami wektorowymi sił F1 i Z (reakcja VA) oraz F5 i Z (reakcja RB). Przenosząc 
zamykającą z do bieguna 0 na wieloboku sił określimy wartość reakcji podporowych. 

Wykres momentów zginających należy skorygować stosownie do 
wprowadzonych obciążeń zastępczych. W punkcie przyłożenia momentu M 
wykres będzie przesunięty między prostymi 2’ i 4’ (skok o wartość M). Natomiast 
w strefie działania obciążenia q prowadzimy prostą, łączącą wyznaczony już punkt 
określający wartość momentu zginającego w miejscu przyłożenia momentu 
skupionego z punktem D. Środek odcinka między tak poprowadzoną prostą, a punktem 
C określa wierzchołek paraboli, wyznaczającej rozkład momentów zginających. 

Q=q·4,0=16 kN
P =12 kN1

P =12 kN2

BR

P  =43,3 kN3y

P  =25,0 kN3x

RBy

BxR

1,00 1,00 1,50

AH
VA

1,00

2,00 1,50
 

K

4'

5'

3'

2'1'

z (zamykająca)

M

E

G

AB

C
D

 
Rys. 3-9. Plan sił [m] 
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1

AH
A

AV

q

x

0

P

ByR

AV

1

O (biegun)

10 kN

H=30 kN

Q
P2

P3y

1(F1)

3(F3)

z(Z)VA

Q

P

AH

5(F5)

2(F2), 4(F4)

BxR
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Rys. 3-10. Wielobok sił [kN] – odczytano: VA=4,5 kN;   HA=39 kN;   RB=90,5 kN 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
Reakcje podporowe: 

(1) 06P5,4RM14qM yByA =⋅+⋅−+⋅⋅=∑  
(2) ∑ =⋅++⋅−⋅⋅−= 05,1PM5,4V5,34qM yAB  
(3) ∑ =−+−= 0PRHX xBxA  
z (1) ( ) kN96,635,4/63,4312144RR BxBy =⋅++⋅⋅==  ;   kN45,90296,63R B =⋅=  
z (2) ( ) kN66,45,4/5,13,43125,344VA =⋅++⋅⋅−=  
z (3) kN96,382596,63HA =−=  
Kontrola:  ∑ =−⋅−+−=−⋅−+−= 03,434496,6366,4P4qRVY yByA  

Siły przekrojowe M,T,N: 

Przedział 1A   x∈<0 ; 1> 
xqT A1 ⋅−=  

( ) kN0040xT1 =⋅−==  
( ) kN4141xTL

A −=⋅−==  
2

A1 xq5,0M ⋅⋅−=  
( ) kNm0045,00xM 2

1 =⋅⋅−==  
( ) kNm2145,01xM 2L

A −=⋅⋅−==  
kN0N A1 =  

Przedział A2   x∈<1 ; 4> 

A2A VxqT −⋅−=  
( ) kN66,866,4141xTP

A −=−⋅−==  
( ) kN66,2066,4444xTL

2 −=−⋅−==  

 
 
 
 

Rys. 3-11. Schemat wyznaczenia sił wewnę- 
trznych w przedziale 1A 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 3-12. Schemat wyznaczenia sił wewnę- 
trznych w przedziale A2 

1

q

x
0
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( )1xVxq5,0M A
2

2A −⋅−⋅⋅−=  
( ) kNm2M1xM L

A
P
A −===  
( ) kNm98,45366,4445,04xM 2L

2 −=⋅−⋅⋅−==  
kN96,38HN A2A ==    (rozciąganie) 

Przedział 2B 
kN66,2066,444V4qT AB2 −=−⋅−=−⋅−=  

( ) ( ) kNm98,33120,366,40,445,0M0,3V0,4q5,0M 2
A

2P
2 −=+⋅−⋅⋅−=+⋅−⋅⋅−=  

kNm97,64125,466,45,30,44M5,4V5,30,4qM A
L
B −=+⋅−⋅⋅−=+⋅−⋅⋅−=  

kN96,38HN AB2 ==    (rozciąganie) 

Przedział B3 
kN30,4396,6366,444RV4qT ByA3B =+−⋅−=+−⋅−=  

L
By

P
B MkNm95,645,13,435,1PM ≅=⋅=⋅=    (kontrola) 

kN2596,6396,38RHN BxA3B −=−=−=    (ściskanie) 

+

-

45,98

64,97

2,0

33,98

-

T

4,0
8,66

20,66 20,66

43,30 43,30

AV

BR

P

q·3,0=12,0

q·1,0=4,0

M

 
N

38,96

+

-

25,0

HA

RBx

Px

 
Rys. 3-13. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 
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Przykład 3-6. Rozwiązać belkę wspornikową obciążoną jak rysunku 3-14. 

AV

AH

BR

q=3 kN/m
P=15 kN

1,50 2,50 1,50 1,50

P=30 kN

M=10 kNm
A B1 2 3

7,00
 

Rys. 3-14. Schemat statyczny 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 
Obciążenie q podzielimy na trzy przedziały (A1, 12, 23), zastępując każdy 

wypadkową Q. Moment skupiony M zastąpimy parą sił P3=P4=M. 

HA

P =15 kN

AV

P =30 kN

RB

1

2
3P =10 kN

P =10 kN4

1,00

Q =q·1,5=4,5 kN

1

Q  =q·2,5=7,5 kN2 Q  =q·3,0=9,0 kN3

0,75 0,75 1,25 1,25 1,50 1,50

M
K

z (zamykająca)
8'

7'

6'

5'

4'

3'

2'

1'

 
Rys. 3-15. Plan sił [m] 

10 kN
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P2

P3
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O (biegun)

3
z
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H=46 kN

Q1
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2

1

5

6,8
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Rys. 3-16. Wielobok sił [kN] – odczytano: VA=24,9 kN;   RB=41,1 kN 
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ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
Reakcje podporowe: 

(1) 05,5RM4P5,1P5,37qM B21A =⋅−+⋅+⋅+⋅⋅=∑   
(2) ∑ =+⋅+⋅−⋅−⋅⋅−= 0M5,5V5,1P4P27qM A21B  
(3) ∑ == 0HX A  
z (1) ( ) kN09,415,5/104305,1155,373R B =+⋅+⋅+⋅⋅=  
z (2) ( ) kN91,245,5/105,130415273VA =−⋅+⋅+⋅⋅=  
Kontrola:  ∑ =−−⋅−+=−−⋅−+= 030157309,4191,24PP7qRVY 21BA  

Siły przekrojowe M,T,N: 
Siły wewnętrzne będziemy wyznaczali metodą przepisów funkcyjnych tylko 

w przedziałach działania obciążenia równomiernie rozłożonego. 
Przedział A1   x∈<0 ; 1,5> 

xqVT A1A ⋅−=  
( ) kN91,240391,240xTA =⋅−==  
( ) kN41,205,1391,245,1xTL

1 =⋅−==  
2

A1A xq5,0xVM ⋅⋅−⋅=  
( ) kNm0035,0091,240xM 2

A =⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) kNm99,335,135,05,191,245,1xM 2L

1 =⋅⋅−⋅==  

Przedział 12   x∈<1,5 ; 4> 

1A12 PxqVT −⋅−=  
( ) kN41,5155,1391,245,1xTP

1 =−⋅−==  
( ) kN09,2154391,244xTL

2 −=−⋅−==  
m30,3x015x391,24 =→=−⋅−  (lokalne ekstremum momentu gnącego) 

( )5,1xPxq5,0xVM 1
2

A12 −⋅−⋅⋅−⋅=  
( ) ( ) ( ) kNm99,335,15,1155,135,05,191,245,1xM 2P

1 =−⋅−⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) ( ) kNm87,385,13,3153,335,03,391,243,3xM 2

.ext =−⋅−⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) kNm14,385,1415435,0491,244xM 2L

2 =−⋅−⋅⋅−⋅==  
Przedział 2B   x∈<4 ; 5,5> 

21AB2 PPxqVT −−⋅−=  
( ) kN09,3230154391,244xTP

2 −=−−⋅−==  
( ) kN59,3630155,5391,245,5xTL

2 −=−−⋅−==  
( ) ( )4xP5,1xPxq5,0xVM 21

2
AB2 −⋅−−⋅−⋅⋅−⋅=  

( ) ( ) ( ) kNm14,3844305,1415435,0491,244xM 2P
2 =−⋅−−⋅−⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) ( ) ( ) kNm37,1345,5305,15,5155,535,05,591,245,5xM 2L

B −=−⋅−−⋅−⋅⋅−⋅==  
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Przedział B3   x∈<5,5 ; 7> 

B21A3B RPPxqVT +−−⋅−=  
( ) kN50,409,4130155,5391,245,5xTP

B =+−−⋅−==  
( ) kN009,4130157391,247xT3 =+−−⋅−==  

2
B3 xq5,0MM ⋅⋅+=  
( ) kNm1003100xMP

B =⋅+==  
( ) ( ) kNm37,135,135,0105,1xM 2

3 =⋅⋅+==  

Siły osiowe na całej długości belki są równe zero (N=0). 

33,99
38,87 38,14

13,37
10,0

+

-

M

x0=3,30 m
 

T24,91 20,41

5,41 4,50

2,09

32,09 36,59

q·1,5=4,5

q·1,5=4,5

q·2,5=7,5
q·1,5=4,5

VA 1P

P2 BR

 
Rys. 3-17. Wykresy sił przekrojowych M, T 

Przykład 3-7 Rozwiązać belkę utwierdzoną obciążoną jak na rysunku 3-18. 

HA

P=35 kN

AV

A 2

q=5 kN/m

3
MA

4,00
2,001,00 1,00

1

 
Rys. 3-18. Schemat statyczny 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 

Dla belki utwierdzonej, wszystkie obciążenia, dające rzut na oś pionową, muszą 
być zrównoważone przez reakcję VA, więc kierunek zamykającej jest nam znany 
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(pokrywa się z kierunkiem promienia 4). Wartość momentu podporowego 
wyznaczymy mnożąc odcinek n [m] i odcinek H [kN], gdzie n jest odległością 
pomiędzy promieniami 1’, a zamykającą z na kierunku działania reakcji podporowej VA. 

AH

AV
MA

1,00 1,00

P=35 kN

Q =q·2,0=10,0 kN

2,00
 

K

M

2'
1'

n=
1,

30
 m

3' = z (zamykająca)

 
Rys. 3-19. Plan sił [m] - odczytano: MA=n·H=1,30·50=65 kNm 

H=50 kN

3,z

O

1

10 kN

P

AV

Q

2
(biegun)

 
Rys. 3-20. Wielobok sił [kN] - odczytano: VA=45 kN 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 
(1) 032q1PMM AA =⋅⋅+⋅+−=∑  
(2) ∑ =⋅−−= 02qPVY A  
(3) ∑ == 0HX A  
z (1) kNm65325135MA =⋅⋅+⋅=  
z (2) kN452535VA =⋅+=  
Kontrola: ∑ =⋅⋅−⋅−−⋅=⋅⋅−⋅−−⋅= 01253356544512q3PM4VM AA3  

Siły przekrojowe M,T,N: 
Przedział A1 

kN45VT A1A ==  



 

 35 

kNm65MA −=  
kNm20145651VMM AA

L
1 −=⋅+−=⋅+=  

Przedział 12 
kN103545PVT A12 =−=−=  

kNm20MM L
1

P
1 −==  

kNm10135245651P2VMM AA
L
2 −=⋅−⋅+−=⋅−⋅+=  

Przedział A1   x∈<2 ; 4> 
( )2xqPVT A23 −⋅−−=  

( ) ( ) kN1022535452xTP
2 =−⋅−−==  
( ) ( ) kN024535454xT3 =−⋅−−==  

( ) ( )2AA23 2xq5,01xPxVMM −⋅⋅−−⋅−⋅+=  
( ) ( ) ( ) kNm102255,01235245652xM 2P

2 −=−⋅⋅−−⋅−⋅+−==  
( ) ( ) ( ) kNm02455,01435445654xM 2

3 =−⋅⋅−−⋅−⋅+−==  

Siły osiowe na całej długości belki są równe zero (N=0), ponieważ żadna z sił 
obciążenia zewnętrznego nie daje rzutu na oś poziomą x. 

-

65,0 M

10,0
20,0

T

q·2,0=10,0

+

45,0

VA
P

45,0

10,010,0

 
Rys. 3-21. Wykresy sił przekrojowych M, T 

Przykład 3-8. Rozwiązać belkę utwierdzoną obciążoną jak na rysunku 3-22. 

2,50
4,00

1,50

AM
M=8 kNm

2

q=5 kN/m

1A

VA

P=25 kN

AH

 
Rys. 3-22. Schemat statyczny 



 

 36 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE 

Dla dokładnego wyznaczenia wykresu momentów zginających obciążenie 
równomiernie rozłożone, należy podzielić na dwa przedziały (A1, 12) i każdy 
z nich zastąpić wypadkową przyłożoną w środku ciężkości przedziału obciążenia. 

n=
1,

40
 m

1'

2'

6' = z (zamykająca)

3'
4'

5'

Q  =q·2,5=12,5 kN21Q =q·1,5=7,5 kN

P =25 kN1

1,251,250,750,75

AM

M K

1,00

3P =8 kN2P =8 kN

VA

HA

 
Rys. 3-23. Plan sił [m] - odczytano: MA=n·H=1,40·50≈70 kNm 

3

2Q

1Q

VA

2P

1P

10 kN

1

O (biegun)

4,6,z

2

5

3P
H=50 kN

 
Rys. 3-24. Wielobok sił [kN] - odczytano: VA=45 kN 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 

(1) 0M5,1P24qMM AA =−⋅+⋅⋅+−=∑  
(2) ∑ =−⋅−= 0P4qVY A  
(3) ∑ == 0HX A  
z (1) kNm50,6985,125245MA =−⋅+⋅⋅=  
z (2) kN452545VA =+⋅=  
Kontrola: ∑ =−⋅−⋅⋅−−⋅=−⋅−⋅⋅−−⋅= 085,2252455,69445M5,2P24qM4VM AA3  
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Siły przekrojowe M,T,N: 

Przedział A1   x∈<0 ; 1,5> 
xqVT A1A ⋅−=  

( ) kN4505450xTA =⋅−==  
( ) kN50,375,15455,1xTL

1 =⋅−==  
2

AA1A xq5,0xVMM ⋅⋅−⋅+−=  
( ) kNm50,69055,004550,690xM 2

A −=⋅⋅−⋅+−==  
( ) ( ) kNm63,75,155,05,14550,695,1xM 2L

1 −=⋅⋅−⋅+−==  
kN0N 1A =  

Przedział 12   x∈<1,5 ; 4> 
PxqVT A12 −⋅−=  

( ) kN50,12255,15455,1xTP
1 =−⋅−==  
( ) kN02545454xT2 =−⋅−==  

( )5,1xPxq5,0xVMM 2
AA12 −⋅−⋅⋅−⋅+−=  

( ) ( ) ( ) kNm63,75,15,1255,155,05,14550,695,1xM 2P
1 −=−⋅−⋅⋅−⋅+−==  
( ) ( ) kNm85,1425455,044550,694xM 2

2 =−⋅−⋅⋅−⋅+−==  
kN0N12 =  

M

P
AV

8,0

7,63

69,5

12,5

37,545,0

+

+

-

q·2,5=12,5

q·1,5=7,5

T

 
Rys. 3-25. Wykresy sił przekrojowych M, T 
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3.3. Przykłady do rozwiązania 

Przykład 3-9. Dla belek pokazanych na rysunku 3-26, wyznaczyć reakcje 
podporowe oraz sporządzić wykresy sił przekrojowych M, T, N. 

a)   
7,00

1,501,502,501,50

P=15 kNq=2 kN/m

 

b)   

1,501,50

7,00

q=5 kN/m
M=20 kNm

2,00 2,00

 

c)   

2,00

7,00

1,503,50

P=20 kNq=5 kN/m

 

d)   

q=3 kN/m

7,00

1,50

M=10 kNm

5,50

 

e)   

q=8 kN/m

1,50

7,00

P=15 kN

2,00 2,00 1,50

 

f)  

M=5 kNm

q=4 kN/m

3,50

      g)  

q=5 kN/m

3,50

P=15 kN

2,00 1,50

 
Rys. 3-26. Schematy statyczne belek do samodzielnego rozwiązania 
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4. Ramy statycznie wyznaczalne 
4.1. Wiadomości ogólne 

Ramami nazywamy ustroje prętowe, zbudowane z prętów prostych lub 
krzywoliniowych, charakteryzujące się budową komorową. Geometryczna 
niezmienność układu ramowego jest zapewniana na ogół przez sztywne połączenie 
prętów oraz przez odpowiednie połączenie z fundamentem (odebranie wszystkich 
stopni swobody). Sztywne połączenie dwóch prętów oznacza, że odkształcenie pręta 
poddanego oddziaływaniu obciążenia zewnętrznego powoduje także odkształcenie się 
pręta drugiego, przy czym sam węzeł odkształceniu nie ulegnie. Jeśli pręty w węźle 
tworzą dowolny kąt, to po odkształceniu ramy kąt ten nie zmieni się. 

Ramy rozwiązujemy zwykle analitycznie według ogólnych zasad: ustalenie 
schematu statycznego i obciążenia czynnego, obliczenie wartości reakcji 
podporowych, obliczenie sił wewnętrznych oraz sporządzenie wykresów tych sił. 
Proste ramy statycznie wyznaczalne można rozwiązywać metodą wykreślną. 

W wyniku oddziaływania dowolnie przyłożonego obciążenia zewnętrznego 
w prętach układów ramowych powstają siły wewnętrzne: momenty zginające (M), 
siły tnące (T) oraz siły osiowe (N). 

4.2. Przykłady liczbowe 
Przykład 4-1. Rozwiązać analitycznie ramę przedstawioną na rysunku 4-1. 

q=6 kN/m

A

VA

HA
B

RB

2,00 8,00 2,00
12,00

1 2 3 4

P=15 kN

3,
00

3,
00

5

α

α

x

 
Rys. 4-1. Schemat statyczny 

Reakcje podporowe: 
(1) 08R3P412qM BA =⋅−⋅−⋅⋅=∑  
(2) ∑ =⋅−⋅⋅−⋅= 03P412q8VM AB  
(3) ∑ =−= 0PHX A  
z (1) ( ) kN375,308/3154126R B =⋅−⋅⋅=  
z (2) ( ) kN625,418/3154126VA =⋅+⋅⋅=  
z (3) kN15HA =  
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Kontrola: ∑ =⋅−+=⋅−+= 0126375,30625,4112qRVY BA  

Siły przekrojowe M,T,N: 
Wartości sił wewnętrznych w przedziałach 12 i 23 (strefa oddziaływania obcią-

żenia q) obliczymy korzystając z metody przepisów funkcyjnych (dla zmiennej x). 

Przedział 12   x∈<0 ; 2> 
xqT12 ⋅−=  

( ) kN0060xT1 =⋅−==  
( ) kN12262xTL

2 −=⋅−==  
2

12 xq5,0M ⋅⋅−=  
( ) kNm0065,00xM 2

1 =⋅⋅−==  
( ) kNm12265,02xM 2L

2 −=⋅⋅−==  
kN0N12 =  

Przedział 23   x∈<2 ; 10> 

A23 VxqT +⋅−=  
( ) kN63,29625,41262xTP

2 =+⋅−==  
( ) kN39,18625,4110610xTL

3 −=+⋅−==  
m94,6x062,41x6 =→=−⋅−  (lokalne ekstremum momentu gnącego) 

( ) 6H2xVxq5,0M AA
2

23 ⋅−−⋅+⋅⋅−=  
( ) ( ) kNm10261522625,41265,02xM 2P

2 −=⋅−−⋅+⋅⋅−==  
( ) ( ) ( ) kNm86,28615294,6625,4194,665,094,6xM 2

.ext −=⋅−−⋅+⋅⋅−==  
( ) ( ) kNm57615210625,411065,010xM 2L

3 −=⋅−−⋅+⋅⋅−==  
kN15HN A23 −=−=  

Przedział 43 
Siły wewnętrzne wyznaczymy metodą rzędnych charakterystycznych, biorąc pod 

uwagę obciążenia znajdujące się po prawej stronie przekroju (zmiana znaku). 
kN0T4 =  

kN12262qTP
3 =⋅=⋅=  

kNm0M4 =  
kNm12265,0M 2P

3 −=⋅⋅−=  
kN0N34 =  

Przedział A2 
kN15HT A2A −=−=  

kNm0MA =  
kNm906156HM A

D
2 −=⋅−=⋅−=  
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kN63,41VN A2A −=−=  (ściskanie) 

Przedział B5 
kN0T 5B =  

kNm0MM 5B ==  
kN38,30RN B5B −=−=  (ściskanie) 

Przedział 53 a) 
kN15PT53 ==  

kNm453153PMD
3 −=⋅−=⋅−=  

kN38,30RN B53 −=−=  (ściskanie) 

Kontrola równowagi węzłów: 

Równowaga węzła 2 (rys. 4-2a): 
09010212MMMM D

2
P
2

L
22 =−+−=++=∑  b) 

063,4163,2912NTTY D
2

P
2

L
2 =+−−=++=∑  

015150TNNX D
2

P
2

L
2 =+−=++=∑  

Równowaga węzła 3(rys. 4-2b): 
0451257MMMM D

3
P
3

L
33 =++−=−++=∑  

038,301239,18NTTY D
3

P
3

L
3 ≅+−−=++=∑  

015015TNNX D
3

P
3

L
3 =−+=++=∑  Rys. 4-2. Równowaga węzłów 

M102,0

57,0
28,86

12,012,0

45
,090

,0 -

-
-

     

T

+
+

- -
+

29,63

12,0
18,39

12,0

15
,0

-

15
,0

 
N

- -

-

41
,6

3

30
,3

8

15,0

 
Rys. 4-3. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

2

12 1020 15

15

12 29,63

41,63

Węzeł 2

3

57

45

12
18,39

15

12

0

30,38

15

Węzeł 3
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Przykład 4-2. Rozwiązać analitycznie ramę przedstawioną na rysunku 4-4. 
x

α

α

4,
00

12,00
4,00

B

AH

AV

A

q=3 kN/m

RB
1

8,00

P
=2

5 
kN

3,
00

3,
00

2 3 4

 
Rys. 4-4. Schemat statyczny 

Reakcje podporowe: 
(1) 02R612q3PM BA =⋅−⋅⋅+⋅=∑  
(2) ∑ =−+= 0RPHX BA  
(3) ∑ =⋅⋅−⋅+⋅−⋅= 0212q1P2H8VM AAB  
z (1) ( ) kN50,1452/6123325R B =⋅⋅+⋅=  
z (2) kN50,1202550,145HA =−=  
z (3) ( ) kN368/2123125250,120VA =⋅⋅+⋅−⋅=  
Kontrola: ∑ =⋅−=⋅−= 01233612qVY A  

Siły przekrojowe M,T,N: 

Przedział A1 
kN50,120HT A1A −=−=  

kNm0MA =  
kNm50,361350,1203HM A

D
1 −=⋅−=⋅−=  

kN36VN A1A −=−=  (ściskanie) 

Przedział 12 
kN50,1452550,120PHT A12 −=−−=−−=  

kNm50,361MM D
1

G
1 −==  

kNm798325650,1203P6HM A
D
2 −=⋅−⋅−=⋅−⋅−=  

kN36VN A12 −=−=  (ściskanie) 

Przedział 23   x∈<0 ; 8> 
xqVT A23 ⋅−=  

( ) kN3603360xTP
2 =⋅−==  
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( ) kN1283368xTL
3 =⋅−==  

2
AA23 xq5,0xV3P6HM ⋅⋅−⋅+⋅−⋅−=  

( ) kNm798035,0036325650,1200xM 2P
2 −=⋅⋅−⋅+⋅−⋅−==  
( ) kNm606835,0836325650,1208xM 2L

3 −=⋅⋅−⋅+⋅−⋅−==  
kN50,145255,120PHN A23 −=−−=−−=  (ściskanie) 

Przedział 43 
Siły wewnętrzne obliczymy względem prawej strony przekroju (zmiana znaku). 

kN0T4 =  
kN12434qTP

3 =⋅=⋅=  
kNm0M4 =  

kNm2424324qMP
3 −=⋅⋅−=⋅⋅−=  

kN0N34 =  

Przedział B3 
kN50,145RT B3B ==  

kNm0MB =  
kNm582450,1454RM B

D
3 =⋅=⋅=  

kN0N 3B =  

M798

79
8

36
1,

5

606

24

58
2

-

-
-

     

T

14
5,

5
12

0,
5

14
5,

5
36

+

+

-

 

N
145,5

-

-

36

 
Rys. 4-5. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 
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Kontrola równowagi węzła 3: 

058224606MMMM D
3

P
3

L
33 =++−=−++=∑  

001212NTTY D
3

P
3

L
3 =+−=++=∑  

05,14505,145TNNX D
3

P
3

L
3 =−+=++=∑  

Przykład 4-3. Rozwiązać analitycznie ramę przedstawioną na rysunku 4-6. 

P=25 kN

8,00

AR

q  =5 kN/m

B

VB

HB

A

4,00
12,00

1 2 3

α

α

x
q 

 =
10

 k
N

/m 2
1

6,
00

2,
00

2,
00

y

β β

4

 
Rys. 4-6. Schemat statyczny 

Reakcje podporowe: 
(1) 02P212q16q2RM 21AB =⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅=∑  
(2) ∑ =−+−⋅= 0PHR6qX BA1  
(3) ∑ =⋅+⋅−⋅−⋅⋅+⋅⋅= 02H8V4P612q36qM BB21A  
z (1) ( ) kN552/22521251610R A =⋅+⋅⋅+⋅⋅−=  
z (2) kN202555610HB =++⋅−=  
z (3) ( ) kN608/22042561253610VB =⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅=  
Kontrola: ∑ =⋅−=⋅−= 01256012qVY A  

Siły przekrojowe M,T,N: 
W przedziale działania obciążenia q1 siły wewnętrzne liczymy dla przekroju β-β 

jako funkcję zmiennej y, natomiast w przedziale 12 (obciążenie q2) jako funkcję 
zmiennej x. W innych przedziałach stosujemy metodę rzędnych charakterystycznych. 

Przedział A1   y∈<0 ; 6> 
yqRT 1A1A ⋅−=  

( ) kN55010550yTA =⋅−==  
( ) kN5610556xTD

1 −=⋅−==  
m50,5y0y1055 =→=⋅−  (lokalne ekstremum momentu gnącego) 

2
1A1A yq5,0yRM ⋅⋅−⋅=  

( ) kNm00105,00550xM 2
A =⋅⋅−⋅==  
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( ) ( ) kNm25,1515,5105,05,5555,5xM 2
.ext =⋅⋅−⋅==  
( ) kNm1506105,06556xM 2D

1 =⋅⋅−⋅==  
kN0N 1A =  

Przedział 12   x∈<0 ; 8> 
xqT 212 ⋅−=  

( ) kN0050xTP
1 =⋅−==  
( ) kN40858xTL

2 −=⋅−==  
2

21A12 xq5,036q6RM ⋅⋅−⋅⋅−⋅=  
( ) kNm150055,036106550xM 2P

1 =⋅⋅−⋅⋅−⋅==  
( ) kNm10855,036106558xM 2L

2 −=⋅⋅−⋅⋅−⋅==  
kN5610556qRN 1A12 −=⋅−=⋅−=  (ściskanie) 

Przedział 23 
Siły wewnętrzne obliczymy względem prawej strony przekroju (zmiana znaku). 

kN0T3 =  
kN20454qT 2

P
2 =⋅=⋅=  

kNm0M3 =  
kNm4024524qM 2

P
2 −=⋅⋅−=⋅⋅−=  

kN0N23 =  

Przedział B4 
kN20HT B4B −=−=  

kNm0MB =  
kNm402202HM B

D
4 −=⋅−=⋅−=  

kN60VN B4B −=−=  (ściskanie) 

Przedział 42 
kN52520PHT B42 =+−=+−=  

kNm40MM D
4

G
4 −==  

kNm302254202P4HM B
D
2 −=⋅+⋅−=⋅+⋅−=  

kN60VN B42 −=−=  (ściskanie) 

Kontrola równowagi węzła 2: 

0304010MMMM D
2

P
2

L
22 =−+−=−++=∑  

0602040NTTY D
2

P
2

L
2 =+−−=++=∑  

0505TNNX D
2

P
2

L
2 =−+=++=∑  
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M
150

151,25

+
150

+

10 -
40

+40

30

     

T

55

-

+

20
+

-20

540

5

 

N
5

60

-

-

 
Rys. 4-7. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

Przykład 4-4. Rozwiązać analitycznie ramę przedstawioną na rysunku 4-8. 

x

α

α

541

12,00
2,00

BH

BV

B

q=15 kN/m

P=30 kN

A

RA

4,50 5,50

3,
00

3,
00

3

2

M=10 kNm

4,
00

 
Rys. 4-8. Schemat statyczny 

Reakcje podporowe: 

(1) 0M412q1P10RM AB =+⋅⋅−⋅−⋅=∑  
(2) ∑ =−= 0PHX B  
(3) ∑ =+⋅−⋅+⋅⋅+⋅−= 0M10V2H612q3PM BBA  
z (1) ( ) kN7410/1041215130R A =−⋅⋅+⋅=  
z (2) kN30HB =  
z (3) ( ) kN10610/1023061215330VB =+⋅+⋅⋅+⋅−=  
Kontrola: ∑ =+⋅−=+⋅−= 0106121574V12qRY BA  
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Siły przekrojowe M,T,N: 

Przedział 13   x∈<0 ; 4,5> 
xqT13 ⋅−=  

( ) kN00150xT1 =⋅−==  
( ) kN50,675,4155,4xTL

3 −=⋅−==  
2

13 xq5,0M ⋅⋅−=  
( ) kNm00155,00xM 2

1 =⋅⋅−==  
( ) ( ) kNm88,1515,4155,05,4xM 2L

3 −=⋅⋅−==  
kN0N13 =  

Przedział 34    x∈<4,5 ; 10> 
xqRT A34 ⋅−=  

( ) kN50,65,415745,4xTP
3 =⋅−==  
( ) kN7610157410xTL

4 −=⋅−==  
m93,4x0x1574 =→=⋅−  (lokalne ekstremum momentu gnącego) 

3Pxq5,0xRM 2
A34 ⋅+⋅⋅−⋅=  

( ) ( ) kNm13,2713305,4155,05,4745,4xM 2P
3 =⋅+⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) kNm53,27233093,4155,093,47493,4xM 2

.ext =⋅+⋅⋅−⋅==  
( ) kNm8033010155,0107410xM 2L

4 =⋅+⋅⋅−⋅==  
kN30PN34 ==  (rozciąganie) 

Przedział 45    x∈<10 ; 12> 

BA45 VxqRT +⋅−=  
( ) kN3010610157410xTP

4 =+⋅−==  
( ) kN010612157412xT5 =+⋅−==  

( ) 4H10xV3Pxq5,0xRM BB
2

A45 ⋅−−⋅+⋅+⋅⋅−⋅=  
( ) ( ) kNm40430101010633010155,0107410xM 2P

4 −=⋅−−⋅+⋅+⋅⋅−⋅==  
( ) ( ) kNm10430101210633012155,0127412xM 2

5 −=⋅−−⋅+⋅+⋅⋅−⋅==  
kN0N23 =  

Przedział A2 
Aby wyznaczyć wartości sił tnących T oraz osiowych N, musimy rozłożyć reakcję 
podporową RA na składowe prostopadłą i równoległą do osi pręta A2 (rys. 4-9): 

kN40,445,7/5,4745,7/5,4RR AA =⋅=⋅=⊥ ; składowa prostopadła, 
kN20,595,7/0,6745,7/0,6RR A

II
A =⋅=⋅= ; składowa równoległa. 

kN40,44RT A2A == ⊥  
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kNm0MA =  
kNm50,16625,27425,2RM A

D
2 =⋅=⋅=  

kN20,59RN II
A2A −=−=  

Przedział 23 
kN245,7/0,6305,7/0,6PP =⋅=⋅=⊥  
kN185,7/5,4305,7/5,4PPII =⋅=⋅=  

kN40,682440,44PRT A23 =+=+= ⊥⊥  
kNm50,166MM D

2
G
2 ==  

kNm4233305,4743P5,4RM A
D
3 =⋅+⋅=⋅+⋅=  

kN20,411820,59PRN IIII
A23 −=+−=+−=  

Przedział B4 
kN30HT B4B −=−=  Rys. 4-9. Rozłożenie sił P i RA 

kNm0MB =  
kNm1204304HM B

D
4 −=⋅−=⋅−=  

kN106VN B4B −=−=  

M      T  

+

+
+

-

151,88

40 10

80

120

272,53

27
1,

13

423

166,50

     

-
-

+

+

44
,4

0
68

,4
0

-67,50

6,50

30
30

76

 

N  

59
,2

0

41
,2

0

-

+
30

10
6-

 
Rys. 4-10. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

Kontrola równowagi węzłów 3 i 4: 

Równowaga węzła 3 
Określając sumę rzutów sił na oś x i y, należy pamiętać, że w przedziale 23. 

rzutują na tę oś zarówno siły tnące i osiowe działające w tym przedziale (rys. 4-9). 

AR

P

α

α RA

AR II

T

P II
P

T

α

7,
50

6,
00

4,50

3,
00

3,
00

2,25 2,25
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042313,27188,151MMMM D
3

P
3

L
33 ≅+−−=−++=∑  

05,7/62,415,7/5,44,685,65,675,7/6N5,7/5,4TTTY D
3

D
3

P
3

L
3 =⋅+⋅+−−=⋅+⋅++=∑  

05,7/64,685,7/5,42,413005,7/6T5,7/5,4NNNX D
3

D
3

P
3

L
3 =⋅−⋅++=⋅+⋅++=∑  

Równowaga węzła 4 
01204080MMMM D

4
P
4

L
44 =−+=++=∑  

01063076NTTY D
4

P
4

L
4 =+−−=++=∑  

030030TNNX D
4

P
4

L
4 =++−=++=∑  

Przykład 4-5. Przedstawione poniżej ramy rozwiązać metodą graficzną 
(wyznaczyć reakcje podporowe oraz sporządzić wykresy M, T, N). 

Reakcje podporowe statycznie wyznaczalnego układu prętowego (w przedsta-
wionych zadaniach występować będzie podparcie podporą przegubową oraz prze-
gubowo-przesuwną) obciążonego siłą skupioną wyznaczymy korzystając z jednego 
z podstawowych twierdzeń statyki wykreślnej, które mówi, że trzy nierównoległe 
siły są w równowadze wtedy, gdy proste działania tych sił przecinają się w jednym 
punkcie. Punkt zbieżności 0 układu określimy na przecięciu prostej działania danej 
siły P z prostą działania reakcji o znanym kierunku (występującej w podporze prze-
gubowo-przesuwnej). Prostą działania drugiej reakcji określa prosta przechodząca 
przez wyznaczony punkt podparcia oraz przez wyznaczony już punkt zbieżności. 
Wartości oraz zwroty reakcji podporowych określimy sporządzając wielobok sił. 

Znajomość podstawowych zasad statyki pozwala na szybkie wyznaczenie „w 
pamięci” sił wewnętrznych, wynikających z oddziaływania zadanego obciążenia. 
1. SCHEMAT NR I (siła P nachylona pod kątem 450) 

AR

B

A

RB

0

P

0,50 0,50
          

BR

RA

P

 
Rys. 4-11. Plan sił oraz wielobok sił dla zadanego obciążenia siłą P. 

Odczytano: RA=1,41·P;   RB=P 
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+

-

M T N

-

+

0,71·P

0,71·P

0,
71

·P
0,

71
·P

0,71·P

1,41·P

0,71·P

1,
41

·P

 
Rys. 4-12. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

2. SCHEMAT NR II (siła P o kierunku poziomym) 

0
P

RA RB

0,50 0,50

0,
50

0,
50

B

A

          

AR
RB

P

 
Rys. 4-13. Plan sił oraz wielobok sił dla zadanego obciążenia siłą P. 

Odczytano: RA=P;   RB=1,41·P 

0,5·P

0,5·P

0,5·P

0,5·P

+

-

P

0,45·P

1,34·P

-

P +

TM N

 
Rys. 4-14. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 
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3. SCHEMAT NR III (siła P o kierunku pionowym) 

P

A

R A

B RB0

0,500,50

0,
50

0,
50

          

RA P
RB

 
Rys. 4-15. Plan sił oraz wielobok sił dla zadanego obciążenia siłą P. 

Odczytano: RA=1,41·P;   RB=P 

P

P

0,5·P

+

+

- P

P

0,71·P
-

-P 0,71·P

M T N

 
Rys. 4-16. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

4. SCHEMAT NR IV (siła P o kierunku pionowym) 

1,
00

P

B

AR A

0,500,50

0

BR

          

RB

AR

P

 
Rys. 4-17. Plan sił oraz wielobok sił dla zadanego obciążenia siłą P. 

Odczytano: RA=0,5·P;   RB=1,12·P 
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q=5 kN/m

2,00 10,00
12,00

3,
00

3,
00

M=10 kN

0,
5·

P

0,5·P

0,5·P

0,
5·

P

0,25·P

M

    

+ - +

0,
5·

P

0,
5·

P

0,3
6·P

1,0
7·P

T

   

P -

0,3
6·P

0,3
6·P

N

 
Rys. 4-18. Wykresy sił przekrojowych M, T, N 

4.3. Przykłady do rozwiązania 

Przykład 4-6. Dla ram pokazanych na rysunku 4-19 wyznaczyć reakcje 
podporowe oraz sporządzić wykresy sił przekrojowych M, T, N. 

a) 

3,
00

3,
00

P=15 kN

12,00

10,002,00

q=2 kN/m

 b) 

q 
=1

0 
kN

/m

P=25 kN

6,
00

10,00

5,00 5,00

 

c)  d) 

3,
00

3,
00

12,00
10,002,00

q 
=5

 k
N

/m

q=2 kN/m

 
Rys. 4-19. Schematy statyczne ram do samodzielnego rozwiązania 

 

m 
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5. Łuki trójprzegubowe 

5.1. Wiadomości ogólne 
Łukiem nazywamy pręt zakrzywiony w płaszczyźnie działania sił i podparty na 

końcach w sposób zapewniający jego geometryczną niezmienność. Działanie sił 
czynnych powoduje powstanie reakcji podporowych o dowolnym kierunku. 
Składowa pozioma reakcji zwana siłą rozporu może być przeniesiona przez odpowiednio 
ukształtowane fundamenty lub podpory bądź też przez zastosowanie ściągu. 

Pojęcie sił wewnętrznych zdefiniowane w rozdziale 2.3 możemy rozszerzyć w 
stosunku do łuków, określając siłę osiową Nα jako rzut wszystkich sił działających 
po jednej stronie przekroju α-α na kierunek styczny do osi łuku w punkcie 0, 
będącym środkiem ciężkości tego przekroju (rys. 5-1). Siłę tnącą Tα definiujemy 
natomiast jako rzut sił opisanych wyżej na kierunek normalny do stycznej w punkcie 0. 

P1

2P
P3

A B
HA

VA BV

BH

α

α

Nα

αTαM
0

 
Rys. 5-1. Wyznaczenie sił wewnętrznych w łuku dla dowolnego przekroju α-α 

Obciążając wiotkie cięgno dowolnym układem sił, uzyskamy odkształcenie tegoż 
cięgna, na skutek którego będzie ono wyłącznie rozciągane. Analogicznie, 
odpowiednie ukształtowanie łuku pozwala na całkowite wyeliminowanie momentu 
zginającego i siły tnącej. Pręty łuku będą zatem ściskane osiowo (co wymaga ich 
określonej sztywności). Możemy to uzasadnić korzystając z zależności momentu 
zginającego Mα od siły osiowej Nα, którą wyraża równanie: 

nNM αα ⋅= , (5-1) 
gdzie n jest mimośrodem siły Nα, określającym punkt N zaczepienia wypadkowej 
Wα (rys. 5-2). Krzywą, będącą zbiorem punktów N, nazywamy linią ciśnień. 

αN

Tα αW

Mα

0

α

α

N n

 
Rys. 5-2. Określenie punktu N przynależnego linii ciśnień 

Łuk jest ściskany osiowo tylko wtedy, gdy jego oś pokrywa się z linią ciśnień! 
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5.2. Przykłady liczbowe 
Przykład 5-1. Rozwiązać metodą analityczną kolisty łuk trójprzegubowy 

przedstawiony na rysunku 5-3. 

AxR
A

AyR

BxR

ByR

B

P=15 kN q=5 kN/m

14,00

5,00 2,00 7,00

4,
00

C

 
Rys. 5-3. Schemat statyczny 

Reakcje podporowe: 

Reakcje podporowe wyznaczymy, rozpisując trzy warunki równowagi, dotyczące 
całego układu (ΣM=0, ΣX=0, ΣY=0). Czwarte, brakujące równanie, określimy 
wykorzystując fakt, że w przegubie C moment zginający jest równy zeru. 

(1) 014R5,107q5PM ByA =⋅−⋅⋅+⋅=∑  

(2) ∑ =⋅⋅−⋅−⋅= 05,37q9P14RM AyB  

(3) ∑ =⋅+⋅−⋅⋅= 04R7R5,37qM BxBy
p
C  

(4) ∑ =−= 0RRX BxAx  
z (1) ( ) kN61,3114/5,1075515R By =⋅⋅+⋅=  
z (2) ( ) kN39,1814/5,375915R Ay =⋅⋅+⋅=  
z (3) ( ) kN69,244/761,315,375R Bx =⋅+⋅⋅−=  
z (4) kN69,24R Ax =  
Kontrola: ∑ =⋅−−+=⋅−−+= 0751561,3139,187qPRRY ByAy  

Siły przekrojowe M,T,N: 

Obliczenie promienia łuku oraz kąta początkowego: 
m125,845,0)48/(14f5,0)f8/(Lr 22 =⋅+⋅=⋅+⋅=  

862,0125,8/145,0r/L5,0αsin 0 =⋅=⋅=    0
0 49,59α =→  

Siły przekrojowe wyznaczymy w punktach charakterystycznych łuku (rys. 5-6), 
na podstawie określonych niżej funkcji zmiennej α w trzech przedziałach obciążeń: 
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q=5 kN/m

7,00

y

8,
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α
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α
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1y4,
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 r·
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r·c
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α

C

A

przekrój α−α

2,005,00

8,
12

5

y

R Ax

RAy

A

59,49 0

α

0
14

,2
5

Tα

Nα

α

α 0

1

4

1

x

1

5,00

8,
12

5

2,00

AxR
A

AyR

y

α

14
,2

5
0

P=15 kN
Tα

Nα 0

α
α

4

C

x

1

A4, 4C i CB (gdzie α jest kątem nachylenia przekroju α-α do osi pionowej, od 
którego uzależnione są również odcięte i rzędne punktu 0 danego przekrojem α-α). 

Przedział A4   (rys. 5-5a)  
α ∈<13,830 ; 59,490> a) 

αsinRαcosRT AxAyα ⋅−⋅=   

1Ax1Ayα yRxRM ⋅−⋅= , 
gdzie x1, y1 są  odciętymi i rzędnymi pun-
ktu 0, danego przekrojem α-α (rys. 5-4): 

αsinr7x1 ⋅−=  
)αcos1(r4)αcosrr(4y1 −⋅−=⋅−−=  

αcosRαsinRN AxAyα ⋅−⋅−=  

Przedział 4C   (rys. 5-5b) 
α ∈<00 ; 13,830> 

αcosPαsinRαcosRT AxAyα ⋅−⋅−⋅=  b) 
)5x(PyRxRM 11Ax1Ayα −⋅−⋅−⋅=  

gdzie x1, y1 jak w przedziale A4 
αsinPαcosRαsinRN AxAyα ⋅+⋅−⋅−=  

Przedział BC   (rys. 5-5c) 
α ∈<00 ; 59,490> ;  zmiana znaku! 

αcosxqαsinRαcosRT 2BxByα ⋅⋅+⋅+⋅−=  
2

22Bx2Byα xq5,0yRxRM ⋅⋅−⋅−⋅=  
αsinr7x 2 ⋅−=  

)αcos1(r4y2 −⋅−=  
αsinxqαcosRαsinRN 2BxByα ⋅⋅+⋅−⋅−=  

 c) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rys. 5-4. Odcięte i rzędne przekroju α-α Rys. 5-5. Przedziały obciążeń zewnętrznych 
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Odcięte i rzędne punktów określonych przez podział prętów AC i CB na cztery 
odcinki (kąt początkowy α0 dzielimy przez cztery) oraz punktów charakterysty-
cznych (podpory A i B, przegub C oraz punkt 4 przyłożenia siły P) wyznaczono 
według określonych powyżej wzorów i przedstawiono w tablicy 5-1. Położenie 
wyszczególnionych punktów pokazano na rysunku 5-6. 

Pręt Nr przekroju α sinα r·sinα x=7-r·sinα cosα 1-cosα y=4-r·(1-cosα) 
A 59,49 0,862 7,00 0,00 0,508 0,492 0,00 
1 44,62 0,702 5,71 1,29 0,712 0,288 1,66 
2 29,75 0,496 4,03 2,97 0,868 0,132 2,93 
3 14,87 0,257 2,09 4,91 0,967 0,033 3,73 
4 14,25 0,246 2,00 5,00 0,969 0,031 3,75 

AC 

C 0 0,000 0,00 7,00 1,000 0,000 4,00 
C 0 0,000 0,00 7,00 1,000 0,000 4,00 
5 14,87 0,257 2,09 4,91 0,967 0,033 3,73 
6 29,75 0,496 4,03 2,97 0,868 0,132 2,93 
7 44,62 0,702 5,71 1,29 0,712 0,288 1,66 

BC 

B 59,49 0,862 7,00 0,00 0,508 0,492 0,00 
Tab. 5-1. Wartości odciętych i rzędnych poszczególnych punktów 

Wartości sił przekrojowych, w punktach o tak wyznaczonych odciętych 
i rzędnych, obliczamy na podstawie zapisanych wyżej funkcji zmiennej α (kąt 
nachylenia przekroju α-α) w wyszczególnionych przedziałach obciążenia łuku. 
Wyniki przeprowadzonych obliczeń zestawiono w tabeli 5-2, natomiast wykresy sił 
wewnętrznych M, T, N przedstawiono na rysunku 5-7. 

x y Tα Mα Nα 
m m kN kNm kN Pręt Nr przekroju α 
wg tab. 5-1 wg wzorów zapisanych dla przedziałów obciążenia 

A 59,49 0,00 0,00 -11,94 0,00 -28,38 
1 44,62 1,29 1,66 -4,25 -17,16 -30,49 
2 29,75 2,97 2,93 3,71 -17,73 -30,56 
3 14,87 4,91 3,73 11,44 -1,66 -28,58 
4 14,25 5,00 3,75 11,95 -0,64 -28,37 
4 14,25 5,00 3,75 -2,61 -0,64 -24,78 

AC 

C 0 7,00 4,00 3,39 ~0,00 -24,69 
C 0 7,00 4,00 3,39 ~0,00 -24,69 
5 14,87 4,91 3,73 -0,46 2,93 -25,67 
6 29,75 2,97 2,93 -2,31 -0,52 -29,76 
7 44,62 1,29 1,66 -0,56 -4,25 -35,24 

BC 

B 59,49 0,00 0,00 5,22 0,00 -39,77 

Tab. 5-2. Wartości sił wewnętrznych 
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Rys. 5-6. Określenie punktów charakterystycznych dla wyznaczenia sił wewnętrznych 
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Rys. 5-7. Wykres momentów zginających M 
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Rys. 5-8. Wykres sił tnących T 
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N
24,69

30,56

30,49

28,38

29,76

35,24

25,6724,7828,37

39,77
 

Rys. 5-9. Wykres sił osiowych N 

Przykład 5-2. Wyznaczyć graficznie linię ciśnień dla łuku trójprzegubowego 
obciążonego jak na rysunku 5-10. 

C

1,
50

7,00

P=45 kN

B

R By

RBx

R Ay

A
R Ax

3,50 1,50 2,00

 
Rys. 5-10. Schemat statyczny 

Linia ciśnień dla sił obciążających jest wielobokiem sznurowym, którego boki 
muszą przechodzić przez wszystkie połączenia przegubowe łuku (moment zginają-
cy w przegubie jest równy zeru). Reakcje podporowe odpowiadają skrajnym 
promieniom wieloboku sznurowego, przechodzącym przez przeguby podporowe. 

Zadane obciążenie siłą P jest równoważone reakcjami RA i RB, które 
wyznaczymy wykorzystując twierdzenie o trzech siłach. Wynika z niego, że trzy 
nierównoległe siły są w równowadze wtedy, gdy ich proste działania przecinają 
się w jednym punkcie. Kierunek reakcji RA znajdujemy prowadząc prostą 
przechodzącą przez punkt A (punkt przyłożenia reakcji) oraz przez przegub C 
(moment zginający w przegubie C musi być równy zeru). Przecięcie prostych 
działania siły P oraz reakcji podporowej RA wyznacza punkt zbieżności układu 
(rys. 5-11). Prostą działania reakcji RB określa punkt B oraz punkt zbieżności. 
Wartości liczbowe i zwroty szukanych reakcji podporowych wyznaczymy, na 
podstawie znanych już kierunków, budując wielobok sił (rys. 5-12a). 

Przecięcie prostych działania reakcji RA i RB na wieloboku sił określa położenie 
bieguna 0 (rys. 5-12a), zatem promienie 1 i 2, poprowadzone do początku i końca 
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0

P

10 kN

RA

RB

P

0

1

2

siły P, pokrywają się z kierunkami reakcji podporowych (rys. 5-12b). Wielobok 
sznurowy takiego układu, zbudowany jest więc z dwóch skrajnych boków: 1’ i 2’ 
odpowiadających linii ciśnień dla zadanego obciążenia. 

2,001,503,50

A B

P=45 kN

1,
50

C

AR

BR

1' 2'

linia ciśnień

 
Rys. 5-11. Plan sił 

a) b) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 5-12. Wielobok sił – odczytano: RA=32,7 kN;   RB=44 kN 

Przykład 5-3. Wyznaczyć graficznie linię ciśnień dla łuku trójprzegubowego 
obciążonego jak na rysunku 5-13. 

q=12 kN/m

2,001,503,50

AxR
A

AyR

BxR

ByR
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7,00

1,
50

C

 
Rys. 5-13. Schemat statyczny 
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10 kN

Q

0

RA

RB

0

Q

1

2

Zadane obciążenie równomiernie rozłożone zastąpimy wypadkową Q=q·l 
przyłożoną w środku ciężkości tego obciążenia. Reakcje podporowe dla takiego 
schematu zastępczego wyznaczymy według zasad omówionych w przykładzie 5-2. 
Sporządzamy plan sił (rys. 5-14) oraz wielobok sił (rys.5-15), z którego 
odczytujemy wartości reakcji podporowych RA i RB. Linię ciśnień wyznaczamy, 
korygując wielobok sznurowy w strefie oddziaływania obciążenia równomiernie 
rozłożonego q. W tym celu prowadzimy pomocniczą prostą AC oraz pionowy odcinek, 
łączący tę prostą z punktem zbieżności układu sił. Środek tak wyznaczonego odcinka 
określa wierzchołek paraboli, zawierającej punkty A i C. Odcinek AC paraboli oraz 
odcinek CB prostej 2’ stanowi linię ciśnień dla zadanego obciążenia. 

C

1,
50

BA

3,50 1,50 2,00

Q=q·3,5=42 kN

RA
RB

linia ciśnień

1'
2'

 
Rys. 5-14. Plan sił 

 a) b) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 5-15. Wielobok sił – odczytano: RA=39,9 kN;   RB=26,7 kN 

Przykład 5-4. Wyznaczyć graficznie linię ciśnień łuku trójprzegubowego 
z przykładu 5-1 (obciążonego jak na rysunku 5-3). 

Jeśli mamy do czynienia z obciążeniem występującym po obu stronach przegu-
bu, wyznaczenie reakcji podporowych przebiega w dwóch etapach. W pierwszym, 
określamy reakcje podporowe RAl i RBl, wynikające z oddziaływania obciążenia po 
lewej stronie przegubu C siłą P (odrzucamy myślowo obciążenie działające na pra-
wo od przegubu). Podobnie jak w przykładzie 5-2 zachodzi tu przypadek równo-
wagi trzech sił, zatem muszą one stanowić układ zbieżny z punktem zbieżności, 
wyznaczonym przez przecięcie prostej działania siły P oraz prostej działania 
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RB, lRA, p
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RB, p

B, lR
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RB
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P
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3

reakcji RBl zawierającej punkty C i B (rys. 5-16). Następnie, w ten sam sposób, 
wyznaczamy reakcje RAp i RBp dla łuku obciążonego tylko obciążeniem 
równomiernie rozłożonym q. Wartości liczbowe oraz zwroty tak określonych 
reakcji odczytujemy z wieloboku sił (rys. 5-17a), na którym następnie składamy 
reakcje RAl i RAp oraz RBl i RBp, otrzymując w ten sposób reakcje podporowe RA i RB. 

Linię ciśnień dla zadanego obciążenia wyznaczają kolejno: odcinek AI prostej 1’, 
odcinek IC prostej 2’ oraz odcinek CB paraboli o wierzchołku określonym 
wg zasad omówionych w przykładzie 5-3. 

3,50

A

A pR

B

P=15 kN

Q=q·7,0=35 kN

5,00

4,
00RA l

B pR

B lR
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BR
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2'

3'

linia ciśnień

C

2,00 3,50

I

II

 
Rys. 5-16. Plan sił 

 a) b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 5-17. Wielobok sił – odczytano: RA=46,2 kN;   RB=60,2 kN 
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5.3. Przykłady do rozwiązania 

Przykład 5-5. Dla łuków trójprzegubowych pokazanych na rysunku 5-18 wyzna-
czyć graficznie linię ciśnień. 

a)  

q=15 kN/m

1,
00

7,00

3,50 3,50

 

b)  
7,00

q=10 kN/m

4,00 3,00

1,
50

0,
75

0,
75

 

c)  

1,002,50

P=50 kN

7,00

2,
00

q=10 kN/m

2,50 1,00

 

Rys. 5-18. Schematy statyczne łuków trójprzegubowych do samodzielnego rozwiązania 
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6. Kratownice statycznie wyznaczalne 

6.1. Wiadomości ogólne 
Kratownicą nazywamy geometrycznie niezmienny układ prętów prostoliniowych 

połączonych ze sobą węzłami przegubowymi. Swoistą cechą kratownic jest 
przenoszenie obciążeń w postaci sił skupionych przyłożonych w węzłach. Taki 
układ obciążeń oraz połączenie prętów pozwalające na ich wzajemny obrót (przegub) 
powoduje, że pręty kratownicy są wyłącznie rozciągane lub ściskane osiowo. 
Oczywiście uzyskanie idealnego przegubu w praktyce często napotyka spore trudności, 
wobec czego w rzeczywistości węzły kratownicy charakteryzuje pewna sztywność, co 
powoduje wystąpienie w prętach momentu zginającego. Jednak wpływ zginania na 
stan naprężeń w przekroju pręta jest nieznaczny, wobec czego w rozważaniach 
teoretycznych zwykle jest pomijany (poza wyjątkowymi przypadkami). 

Modelem kratownicy może być układ tarcz (prętów) o strukturze kratowej, po-
wiązanych ze sobą oraz z podłożem (tarczą podstawową) w sposób zapewniający 
geometryczną niezmienność (patrz rozdział 2.1.). Najprostszym przypadkiem tar-
czy o strukturze kratowej jest trójkąt zbudowany z trzech prętów połączonych 
przegubowo. Możemy zatem powiedzieć, że kratownica zbudowana z prętów two-
rzących trójkąty jest jedną tarczą. Przykład takiej kratownicy oraz ogólnie przyjęte 
nazewnictwo podstawowych elementów przedstawiono na rys. 6-1. 

L

H

pas górny pas górny

pas dolny

słupki krzyżulce

węzły

 
Rys. 6-1. Budowa dźwigara kratowego (kratownicy) 

a) kratownica GN b) kratownica GZ 

 
2·6=3+9  (wg 6-1) 2·6=3+9  (wg 6-1) 

Rys. 6-2. Geometryczna niezmienność kratownicy 

Ilościowy warunek geometrycznej niezmienności oraz zewnętrznej 
i wewnętrznej statycznej wyznaczalności przedstawia poniższa zależność: 

prw2 +=⋅ , (6-1) 
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gdzie 2·w jest liczbą niezależnych równań równowagi dla kratownicy o w węzłach. 
Z równań tych, wyznaczymy r składowych reakcji podporowych oraz niewiadome 
siły wewnętrzne w p prętach kratownicy. Równanie 6-1 jest warunkiem konie-
cznym, lecz niewystarczającym geometrycznej niezmienności (rys. 6-2). 

Przy określonym obciążeniu, w niektórych prętach kratownicy siły osiowe są 
równe zeru, co nie oznacza wcale, że pręty te są zbędne. Pręty takie nazywać 
będziemy prętami zerowymi. W niektórych przypadkach możemy zidentyfikować 
pręty zerowe przed przystąpienie do rozwiązywania kratownicy: 
• jeżeli w węźle nieobciążonym zbiegają się dwa pręty o różnych kierunkach, to si-
ły osiowe w obu są równe zeru (rys. 6-3a), 
• jeżeli w węźle nieobciążonym zbiegają się trzy pręty, z których dwa leżą na je-

dnej prostej, to trzeci z nich jest zerowy (rys. 6-3b), 
• jeżeli w węźle obciążonym siłą P zbiegają się dwa pręty, z których jeden leży na 

kierunku działania siły P, to drugi pręt jest zerowy (rys. 6-3c), 
• jeżeli w węźle nieobciążonym zbiegają się trzy pręty o różnych kierunkach, to 

albo wszystkie trzy są zerowe, albo wszystkie trzy są różne od zera (rys. 6-3d). 

a) b) c) d) 

N1

2N ξ

α

η

   

N2

N1

ξ

η
N3

α

   η

α

ξN2

1N

P

   

1N 3N
2N

 
Rys. 6-3. Przykłady określenia prętów zerowych w kratownicy 

6.2. Metody wyznaczania sił wewnętrznych 
Siły wewnętrzne w prętach kratownicy możemy wyznaczyć na drodze anality-

cznej lub graficznej. Każdą z opisanych metod poprzedza obliczenie reakcji podpo-
rowych w oparciu o omówione już zasady (patrz przykłady liczbowe 3-1 ÷ 3-8).  

1. Analityczne wyznaczenie sił w prętach kratownicy: 
• metoda równoważenia węzłów - każdy myślowo wycięty węzeł kratownicy jest 

punktem zbieżności pewnej liczby sił zewnętrznych i wewnętrznych. Dla tak 
określonego układu sił, zapisać możemy dwa warunki równowagi: ΣX=0, ΣY=0. 
Dla kratownicy o w węzłach możemy zapisać 2·w równań równowagi. Jeżeli 
składowe r reakcji podporowych obliczymy z równań ΣX=0, ΣY=0, ΣM=0 
zastosowanych do całej kratownicy jak dla ciała sztywnego, to równania te 
zastępują r spośród 2·w równań równowagi węzłów. Zatem do wyznaczenia sił w 
prętach kratownicy dysponujemy liczbą 2·w-r niezależnych równań równowagi. 
Pozostałe r równań spełnione są tożsamościowo i mogą służyć do kontroli obliczeń. 
• metoda przecięć Rittera - pozwala na bezpośrednie wyznaczenie siły w 

wybranym pręcie kratownicy, bez potrzeby obliczania sił w pozostałych prętach. 



 

 65 

Rozwiązanie polega na przeprowadzeniu przekroju α-α przez trzy pręty, 
niezbiegające się w jednym punkcie, pośród których znajduje się pręt (pręty), w 
którym siłę należy obliczyć. Obie, tak powstałe części kratownicy są w 
równowadze pod działaniem zaczepionych do nich sił zewnętrznych oraz 
wewnętrznych (w przekrojonych prętach). Rozpatrując warunki równowagi dla 
jednej z tych części, możemy wyznaczyć poszukiwane siły w prętach kratownicy. 
Jeśli przekrojone trzy pręty mają kierunki wzajemnie nierównoległe, to wartość 
siły w każdym z tych prętów określimy rozpisując równanie sumy momentów 
wszystkich sił działających na rozpatrywaną część kratownicy, względem punktu 
zbieżności kierunków wyznaczonych przez dwa pozostałe pręty. Punkt taki 
nazywać będziemy punktem Rittera. Jeśli natomiast dwa spośród trzech prętów są 
wzajemnie równoległe, to siły w prętach obliczymy rozpisując dwa równania sumy 
momentów w punktach przecięcia trzeciego pręta z prętami równoległymi oraz 
równanie sumy rzutów na kierunek prostopadły do prętów wzajemnie równoległych. 

2. Wykreślne wyznaczenie sił w prętach kratownicy: 
• metoda Cremony – jest wykreślnym odpowiednikiem metody równoważenia 

węzłów. Polega na zamykaniu wieloboków sił zbiegających się w każdym węźle 
kratownicy. Z tak określonego warunku równowagi wyznaczymy wyłącznie dwie 
niewiadome, zatem rozpatrujemy kolejno węzły, w których zbiegają się tylko dwa 
pręty o nieznanych siłach. Połączenie wykreślonych kolejno wieloboków sił dla 
poszczególnych węzłów w jeden wykres daje plan Cremony, z którego można 
odczytać wartości oraz znaki sił wewnętrznych w prętach. 

6.3. Przykłady liczbowe 
Przykład 6-1. Wyznaczyć analitycznie oraz graficznie siły w prętach kratownicy 

przedstawionej na rysunku 6-4. 
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Rys. 6-4. Schemat statyczny 

tgα=0,50/1,20=0,417 → α=22,620; sinα=0,385; cosα=0,923 
tgβ=1,50/1,20=1,250 → β=51,340; sinβ=0,781; cosβ=0,625 
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ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 

Obliczenie reakcji podporowych dowolnie skonstruowanej kratownicy statycznie 
wyznaczalnej odbywa się zgodnie z zasadami określonymi w rozdziale 2.2. 
Układamy trzy niezależne równania równowagi, traktując kratownicę jak ciało 
sztywne (np. belkę), z których obliczamy nieznane wartości reakcji podporowych. 
Rozwiązanie możemy uzyskać również na drodze wykreślnej, sporządzając 
wielobok sił oraz wyznaczając zamykającą wieloboku sznurowego. 

(1) 02,7R2,7P0,6P8,4P6,3P4,2P2,1PM B765432A =⋅−⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=∑  
(2) 02,1P4,2P6,3P8,4P0,6P2,7P2,7VM 654321AB =⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅=∑  
(3) ∑ == 0HX A  
z (1) ( ) kN602,7/2,7100,6208,4206,3204,2202,120R B =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  
z (2) ( ) kN602,7/2,1204,2206,3208,4200,6202,710VA =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  

Wyznaczenie sił w prętach metodą równoważenia węzłów: 

Rozwiązanie zadania rozpoczynamy od węzła, w którym zbiegają się tylko dwa 
pręty o nieznanych siłach wewnętrznych. Następnie, kolejno rozpatrujemy węzły 
spełniające ten warunek. Przed przystąpieniem do obliczeń, jeśli to jest możliwe, 
należy określić pręty zerowe zgodnie z zasadami omówionymi w rozdziale 6-1, co 
znacznie może uprościć rozwiązanie. 

Zakładamy, że zwroty sił w prętach są skierowane od węzła (rozciąganie). Zape-
wnia to zgodność wyników z przyjętymi zasadami znakowania sił (patrz rys. 2-5). 

Węzeł A (rys. 6-5) 
0αsinGPVY 1A1A =⋅+−=∑ −  

kN87,129385,0/)1060(G 1A −=+−=−  
0αcosGDHX 1A3AA =⋅++=∑ −−  
kN87,119923,087,1290D 3A =⋅+=−  Rys. 6-5. Węzeł A 

Węzeł 1 (rys. 6-6) 
0αcosKαcosGαcosGX 31211A =⋅+⋅+⋅−= −−−∑  

31311A21 K87,129KGG −−−− −−=−=  
0αsinKαsinGPαsinGY 312121A =⋅−⋅+−⋅−= −−−∑  

0385,0K385,0)K87,129(20385,087,129 3131 =⋅−⋅−−+−⋅ −−  Rys. 6-6. Węzeł 1 
kN97,25)385,02/(20K 31 −=⋅−=−  

kN90,10397,2987,129G 21 −=+−=−  

Węzeł 2 (rys. 6-7) 
0αcosGαcosGX 4221 =⋅+⋅−= −−∑  

kN90,103G 42 −=−  Rys. 6-7. Węzeł 2 
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0αsinGSPαsinGY 4232321 =⋅+−−⋅−=∑ −−−  
kN20385,090,10320385,090,103S 32 −=⋅−−⋅=−  

Węzeł 3 (rys. 6-8) 
0βsinKSαsinKY 433231 =⋅++⋅= −−−∑  

kN41,38781,0/)20385,097,25(K 43 =+⋅=−  
0DβcosKαcosKDX 6343313A =+⋅+⋅−−=∑ −−−−  Rys. 6-8. Węzeł 3 

kN89,71625,041,38923,097,2587,119D 63 =⋅−⋅−=−  

Uwzględniając symetryczną budowę kratownicy oraz symetrię obciążenia 
możemy stwierdzić, że siły w pozostałych prętach wynoszą odpowiednio: 

kN90,103GG 4254 −== −−  
kN41,38KK 4364 == −−  

kN90,103GG 2175 −== −−  
kN20SS 3265 −== −−  

kN97,25KK 3176 −== −−  
kN87,119DD 3AB6 == −−  
kN87,129GG 1AB7 == −−  

Wyznaczenie sił w prętach metodą przecięć Rittera: 

Aby obliczyć siły w prętach kratownicy, poprowadzimy przekroje I-I oraz II-II 
tak, by każdy z nich przecinał trzy pręty (rys. 6-4). Dla odciętej części kratownicy 
rozpisujemy odpowiednie warunki równowagi. 
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Rys. 6-9. Schemat obciążenia dla przekroju I-I 

Siłę G1-2 wyznaczymy zapisując równanie sumy momentów względem punktu 3. 
Równanie to formułujemy dla odciętej przekrojem I-I lewej części kratownicy, 
obciążonej siłami zewnętrznymi oraz siłami w przeciętych prętach (rys. 6-9). 

Określenie ramienia poszukiwanej siły G1-2 względem punktu 3 (punkt Rittera) 
jest stosunkowo kłopotliwe. Wyznaczając rzuty siły G1-2 na osie x i y oraz przyjmu-
jąc punkt 2 za punkt ich przyłożenia zauważymy, że moment składowej pionowej 
względem punktu 3 jest równy zeru (jej kierunek przechodzi przez ten punkt). Za-
tem pozostaje nam tylko określenie momentu składowej poziomej siły G1-2: 

3-6D
1-3K

DA-3

S 2-3
K 3-4

3
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∑ =⋅⋅+⋅−⋅−⋅= − 00,1αcosG2,1P4,2P4,2VM 2121A3  
kN01,104)0,1923,0/()2,1204,2104,260(G 21 −=⋅⋅+⋅+⋅−=−  

Siłę K1-3 wyznaczymy z sumy momentów względem punktu A: 
∑ =⋅⋅+⋅= − 04,2αsinK2,1PM 312A  

kN97,25)4,2385,0/()2,120(K 31 −=⋅⋅−=−  

Siłę DA-3 wyznaczymy z sumy momentów względem punktu 1: 
∑ =⋅−⋅−⋅= − 05,0D2,1P2,1VM 3A1A1  

kN00,1205,0/)2,1102,160(D 3A =⋅−⋅=−  

3
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Rys. 6-10. Schemat obciążenia dla przekroju II-II 

Siłę G2-4 obliczymy zapisując równanie sumy momentów względem punktu 3 dla 
odciętej myślowo przekrojem II-II lewej części kratownicy (rys. 6-10): 

∑ =⋅⋅+⋅−⋅−⋅= − 00,1αcosG2,1P4,2P4,2VM 4221A3  
kN01,104)0,1923,0/()2,1204,2104,260(G 42 −=⋅⋅+⋅+⋅−=−  

Siłę K3-4 wyznaczymy z sumy momentów względem punktu A: 
∑ =⋅⋅−⋅+⋅= − 04,2βsinK4,2P2,1PM 4332A  

kN41,38)4,2781,0/()4,2202,120(K 43 =⋅⋅+⋅=−  

Siłę D3-6 wyznaczymy z sumy momentów względem punktu 4: 
∑ =⋅−⋅−⋅−⋅−⋅= − 05,1D2,1P4,2P6,3P6,3VM 63321A4  

kN00,725,1/)2,1204,2206,3106,360(D 63 =⋅−⋅−⋅−⋅=−  

Otrzymane wartości sił są zgodne z wynikami uzyskanymi w metodzie 
równoważenia węzłów. Różnice nieprzekraczające 0,2% wynikają z błędu powstałego 
przez zaokrąglenie wartości funkcji trygonometrycznych dla kątów α i β. 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY) 

Siły zewnętrzne działające na kratownicę dzielą otaczający ją obszar na części 
zwane polami zewnętrznymi, które oznaczamy kolejno literami alfabetu: a÷j (rys. 
6-11). Podobnie oznaczamy pola k÷r, ograniczone przez pręty kratownicy, które 
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nazywamy polami wewnętrznymi. Oznaczenie takie pozwala traktować każdą siłę 
zewnętrzną oraz wewnętrzną jako granicę dwóch sąsiadujących ze sobą pól. 
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Rys. 6-11. Schemat statyczny – podział obszaru kratownicy na pola 

W przyjętej skali sił (np. 1cm = 1kN) kreślimy wielobok sił zewnętrznych (rys. 6-
12) wykreślając je zgodnie z kolejnością, w jakiej przyłożone są do węzłów 
kratownicy, przyjmując najczęściej prawoskrętne okrążanie jej obwodu. Na tak 
sporządzonym wieloboku każdemu polu zewnętrznemu odpowiada punkt (a, b, c, ..., j). 

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie sił wewnętrznych w prętach kratownicy, ko-
lejno określając warunki równowagi wszystkich węzłów. Rozpoczynamy od węzła 
A, w którym zbiegają się tylko dwa pręty o nieznanych siłach. Węzeł A jest w 
równowadze pod działaniem sił, ab , bc , ck  i kj , których zapis wynika z prawo-
skrętnego okrążenia węzła. Siły ab  i bc  są znane, zaś pozostałe dwie siły wyzna-
czymy, prowadząc z punktu c prostą równoległą do kierunku siły ck , natomiast 
z punktu j prostą równoległą do kierunku siły kj . Na przecięciu tych dwóch pro-
stych leży punkt k . Z czworoboku a-c-k-j-b (a=b) odczytamy wartości liczbowe 
oraz znaki poszukiwanych sił. Sile ck  odpowiada długość odcinka ck w przyjętej 
skali sił, zaś jej zwrot jest zgodny z obiegiem prawoskrętnym wokół węzła (od c do 
k). Tak więc siła ck  jest skierowana do węzła (pręt jest ściskany), natomiast siła kj  
ma zwrot od węzła (pręt jest rozciągany). 

W podobny sposób wykreślamy wieloboki sił dla pozostałych węzłów, 
określając wartości liczbowe i zwroty sił wewnętrznych w pozostałych prętach 
kratownicy. Odpowiednio więc, dla kolejnych węzłów, budujemy następujące 
wieloboki sił: dla węzła 1 czworobok c-d-l-k-c, dla węzła 2 czworobok d-e-m-l-d, 
dla węzła 3 pięciobok j-k-l-m-n-j, dla węzła 4 pięciobok e-f-o-n-m-e, dla węzła 5 
czworobok f-g-p-o-f i wreszcie dla węzła 6 pięciobok j-n-o-p-r-j. 

W węźle 7, w którym pozostaje do wyznaczenia jedynie siła hr , budując 
czworobok g-h-r-p-g, wyznaczamy jedynie prostą hr, która musi być równoległa 
do pręta hr. W ten sposób otrzymujemy potwierdzenie poprawności wykreślenia 
planu sił Cremony. 
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Rys. 6-12. Plan sił Cremony (opis w tekście) 

Pręt c-k k-j d-l l-k e-m m-l m-n n-j f-o o-n g-p p-o p-r r-j h-r 
Siła [kN] -130 120 -104 -26 -104 -20 38,5 72 -104 38,5 -104 -20 -26 120 -130 

Tab. 6-1. Wartości sił wewnętrznych w prętach kratownicy (wg planu Cremony) 

Przykład 6-2. Wyznaczyć analitycznie oraz graficznie siły w prętach kratownicy 
przedstawionej na rysunku 6-13. 
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Rys. 6-13. Schemat statyczny 

tgα=2,0/2,0=1,00 → α=45,000; sinα=0,707; cosα=0,707 
tgβ=1,0/5,0=0,20 → β=11,310; sinβ=0,196; cosβ=0,981 
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ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 
Reakcje podporowe: 

(1) 014R2P12P10P7P4P2PM B654321A =⋅−⋅−⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=∑  
(2) 02P2P4P7P10P12P14VM 654321AB =⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅=∑  
(3) ∑ =−= 0PHX 6A  
z (1) ( ) kN64,8414/22012301035745435230R B =⋅−⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  
z (2) ( ) kN36,9014/22023043574510351230VA =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  
z (3) kN20HA =  
Kontrola: 0303545353064,8436,90PPPPPRVY 54321BA =−−−−−+=−−−−−+=∑  

Wyznaczenie sił wewnętrznych w prętach: 
Równowaga węzła A (rys. 6-14) 

0αsinGVY 2AA =⋅+=∑ −  
kN81,127707,0/36,90G 2A −=−=−  

0αcosGDHX 2A1AA =⋅++=∑ −−  
kN36,70707,081,12720D 1A =⋅+−=−  Rys. 6-14. Węzeł A 

Równowaga węzła 1 (rys. 6-15) 
0DDX 311A =+−=∑ −−  

kN36,70D 31 =−  
0PSY 121 =−=∑ −  

kN30S 21 =−  Rys. 6-15. Węzeł 1 

Przecięcie Rittera (przekrój I-I)  (rys. 6-16) 
∑ =⋅−⋅−⋅−⋅−⋅= − 03D3P5P3H7VM 4321AA5  

kN84,1053/)335530320736,90(D 43 =⋅−⋅−⋅−⋅=−  

3,002,00

1A

1P =30 kN

2,00
AV  =90,36 kN

3

2

Ι

P =35 kN2

Ι

AH  =20 kN

2,
00

1,
00

D3-4

2-5G

K 3-5

5

R

8,00
 

Rys. 6-16. Schemat obciążenia dla przekroju I-I 

∑ =⋅−⋅+⋅+⋅⋅−= − 08V10P12P12αsinKM A1253R  
kN34,0)12707,0/()836,9010301235(K 53 −=⋅⋅−⋅+⋅=−  

A A-1D
H  =20 kNA

GA-2

V  =90,36 kNA

1

1P =30 kN

D1-3DA-1

S1-2
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∑ =⋅−⋅+⋅⋅= − 02P4V12βsinGM 1A523  
kN16,128)12196,0/()230436,90(G 52 −=⋅⋅+⋅−=−  

Równowaga węzła 3 (rys. 6-17) 

∑ =−⋅+⋅= −− 0PαsinKαsinKY 25332  
kN84,49707,0/)35707,034,0(K 32 =+⋅=−  

Równowaga węzła 4 (rys. 6-18) 

∑ =+−= −− 0DDX 6443  
kN84,105D 64 =−  

∑ =−= − 0PSY 354  
kN45S 54 =−  Rys. 6-17. Węzeł 3 Rys. 6-18. Węzeł 4 

Przecięcie Rittera (przekrój II-II)  (rys. 6-19) 
∑ =⋅+⋅−= − 02D2RM 86B7  

kN64,84D 86 =−  
∑ =⋅+⋅−⋅−⋅⋅−= − 08R10P2P12αsinKM B5676R  

kN74,39)12707,0/()864,841030220(K 76 =⋅⋅+⋅−⋅−=−  
∑ =⋅⋅−⋅−⋅+⋅−= − 012βsinG2P2P4RM 7565B6  

kN44,135)12196,0/()220230464,84(G 75 −=⋅⋅−⋅+⋅−=−  

8

7

B

ΙΙ

ΙΙ

6P =20 kN
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2,
00
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6 R
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Rys. 6-19. Schemat obciążenia dla przekroju II-II 

Równowaga węzła 6 (rys. 6-20) 

∑ =−⋅+⋅= −− 0PαsinKαsinKY 47665  
kN76,9707,0/)35707,074,39(K 65 =+⋅−=−  

Równowaga węzła 8 (rys. 6-21) 

∑ =+−= −− 0DDX B886  
kN64,84D B8 =−  

∑ =−= − 0PSY 587  
kN30S 87 =−  Rys. 6-20. Węzeł 6 Rys. 6-21. Węzeł 8 

3

P =35 kN2

3-4D1-3D

3-5K2-3K

4

3P =45 kN
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6

4P =35 kN

K 5-6 K 6-7

D4-6 D6-8

P =30 kN5

8

S7-8

D8-BD6-8



 

 73 

Równowaga węzła B (rys. 6-22) 
0αsinGRY B7B =⋅+=∑ −  

kN72,119707,0/64,84G B7 −=−=−  
0αcosGDX B7B8 =⋅−−=∑ −−  

0707,072,11964,84 =⋅+−  (sprawdzenie) Rys. 6-22. Węzeł B 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY) 
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Rys. 6-23. Schemat statyczny – podział obszaru kratownicy na pola 
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Rys. 6-24. Plan sił Cremony (opis w tekście) 
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R  =84,64 kN
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Wielobok sił zewnętrznych sporządzamy na podstawie wartości reakcji podporo-
wych wyznaczonych metodą analityczną. Plan sił Cremony sporządzamy według 
zasad omówionych w przykładzie 6-1, rozpoczynając od węzła A, gdzie zbiegają 
się dwa pręty o nieznanych siłach. Wyniki rozwiązania przedstawiono w tabeli 6-2. 

Pręt b-j j-i j-k k-h b-l l-k l-m m-g m-n 
Siła [kN] -128 70,5 30 70,5 -128 50 -0,5 106 45 

 

Pręt n-f b-o o-n o-p p-e p-r r-d c-r - 
Siła [kN] 106 -135,5 10 39,5 84,5 30 84,5 -119,5 - 

Tab. 6-2. Wartości sił wewnętrznych w prętach kratownicy (wg planu Cremony) 

Przykład 6-3. Wyznaczyć analitycznie oraz graficznie siły w prętach kratownicy 
przedstawionej na rysunku 6-25. 
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Rys. 6-25. Schemat statyczny 

tgα=0,35/2,0=0,175 → α=9,930; sinα=0,172; cosα=0,985 
tgβ=1,05/2,0=0,525 → β=27,700; sinβ=0,465; cosβ=0,885 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 

(1) 005,1P6P4P2P4,1RM 4321BA =⋅−⋅+⋅+⋅+⋅=∑  
(2) 035,0P6P4P2P4,1HM 4321AB =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅−=∑  
(3) ∑ =−−−= 0PPPVY 321A  
z (1) ( ) kN64,994,1/05,110615410210R B −=⋅+⋅−⋅−⋅−=  
z (2) ( ) kN64,1094,1/35,010615410210HA =⋅+⋅+⋅+⋅=  
z (3) kN35151010VA =++=  
Kontrola:  ∑ =−−=−+= 01064,9964,109PRHX 4BA  

Wyznaczenie sił wewnętrznych w prętach: 
Analizując obciążenie kratownicy możemy zauważyć, zgodnie z zasadami poda-

nymi w rozdziale 6.1, że pręty 1-2, 4-6 i 5-6 są prętami zerowymi (patrz rys. 6-3). 
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Równowaga węzła A (rys. 6-26) 
0αcosDHX 2AA =⋅+=∑ −  

kN31,111985,0/64,109D 2A −=−=−  
0SαsinDVY BA2AA =+⋅+=∑ −−  

kN85,15172,031,11135S BA −=⋅+−=−  Rys. 6-26. Węzeł A 

Przecięcie Rittera (przekrój I-I)  (rys. 6-27) 

∑ =⋅+⋅+⋅−⋅= − 005,1G05,1R35,0H2VM 1BBAA2  
kN52,6905,1/)05,164,9935,064,109235(G 1B =⋅+⋅+⋅−=−  

∑ =⋅⋅−⋅−⋅= − 08βsinK4,1H8VM 2BAAR  
kN01,34)8465,0/()4,164,109835(K 2B =⋅⋅−⋅=−  
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Rys. 6-27. Schemat obciążenia dla przekroju I-I 

Przecięcie Rittera (przekrój II-II)  (rys. 6-28) 

∑ =⋅+⋅+⋅−⋅= − 005,1G05,1R35,0H2VM 41BAA2  
kN52,6905,1/)05,164,9935,064,109235(G 41 =⋅+⋅+⋅−=−  

∑ =⋅⋅+⋅−⋅−⋅= − 04βsinK6P4,1H8VM 421AAR  
kN75,35)4465,0/()6104,164,109835(K 42 −=⋅⋅+⋅+⋅−=−  

∑ =⋅⋅−⋅−⋅−⋅= − 07,0αcosD2P4,1H4VM 321AA4  
kN58,48)7,0985,0/()2104,164,109435(D 32 −=⋅⋅−⋅−⋅=−  
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Rys. 6-28. Schemat obciążenia dla przekroju II-II 
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Równowaga węzła 3 (rys. 6-29) 
0αcosDαcosDX 5332 =⋅+⋅−=∑ −−  

kN58,48D 53 −=−  
0αsinDSαsinDPY 5343322 =⋅++⋅−−=∑ −−−  

kN10S 43 =− ;  bo D2-3=D3-5 Rys. 6-29. Węzeł 3 

Równowaga węzła 5 (rys. 6-30) 
0PαcosKαcosDX 45453 =−⋅−⋅−=∑ −−  

kN43,38985,0/)10985,058,48(K 54 =−⋅=−  
0SPαsinKαsinDY 6535453 =+−⋅+⋅−=∑ −−−  

015172,043,38172,058,48S 65 ≅+⋅−⋅−=−  (sprawdzenie) Rys. 6-30. Węzeł 5 

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY) 
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Rys. 6-31. Schemat statyczny – podział obszaru kratownicy na pola 

Wielobok sił zewnętrznych sporządzamy na podstawie wartości reakcji 
podporowych wyznaczonych metodą analityczną. Plan sił Cremony wykreślamy 
rozpoczynając od węzła A, gdzie zbiegają się dwa pręty o nieznanych siłach. Wiedząc, 
że pręt 5-6 jest zerowy, rozwiązanie możemy także rozpocząć od węzła 5. W takim 
wypadku nie ma potrzeby wcześniejszego wyznaczania reakcji podporowych, których 
wartości odczytamy z planu sił Cremony. Wyniki przedstawiono w tabeli 6-3. 
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Rys. 6-32. Plan sił Cremony (opis w tekście) 
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Pręt b-h h-g c-i i-h c-j j-i j-k k-f k-l l-e c-m m-l 
Siła [kN] -16 -111,5 69,5 34 69,5 0 -36 -48,5 10 -48,5 0 38,5 

Tab. 6-3. Wartości sił wewnętrznych w prętach kratownicy (wg planu Cremony) 

Przykład 6-4. Wyznaczyć analitycznie oraz graficznie siły w prętach kratownicy 
przedstawionej na rysunku 6-33. 
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Rys. 6-33. Schemat statyczny 

tgα=5,0/2,0=2,50 → α=68,200; sinα=0,928; cosα=0,371 
tgβ=2,0/4,0=0,50 → β=26,570; sinβ=0,447; cosβ=0,894 

ROZWIĄZANIE ANALITYCZNE 

Reakcje podporowe: 

(1) 04V14P10P7PM B321A =⋅−⋅+⋅+⋅−=∑  
(2) 04V10P6P7PM A321B =⋅+⋅+⋅+⋅−=∑  
(3) ∑ =⋅−= 0αtg/1VHX AA ; wg równowagi węzła A 
(4) ∑ =−+= 0PHHX 1BA  
z (1) ( ) kN25,1314/14201035715VB =⋅+⋅+⋅−=  
z (2) ( ) kN25,764/1020635715VA −=⋅−⋅−⋅=  
z (3) kN50,305,2/125,76HA −=⋅−=  
z (4) kN50,451550,30HB =+=  
Kontrola:  ∑ =−−+−=−−+= 0203525,13125,76PPVVY 32BA  
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Wyznaczenie sił wewnętrznych w prętach: 

Przecięcie Rittera (przekrój I-I)  (rys. 6-34) 

∑ =⋅−⋅+⋅+⋅⋅= − 02P12P8P4αsinDM 1322B1  
kN132)4928,0/()2151220835(D 2B −=⋅⋅+⋅−⋅−=−  

∑ =⋅−⋅+⋅+⋅⋅−= − 02P8P4P2βcosGM 132312  
kN01,151)2894,0/()215820435(G 31 =⋅⋅−⋅+⋅=−  

∑ =−−⋅−⋅−= −−− 0PSαcosDβcosGX 1212A31  
kN03,10115371,0132894,001,151S 21 −=−⋅+⋅−=−  
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Rys. 6-34. Schemat obciążenia dla przekroju I-I 

Równowaga węzła 1 (rys. 6-35) 
0βcosGSαcosKαcosGX 31211B1A =⋅++⋅+⋅−= −−−−∑  

371,0/894,001,151371,0/03,101KG 1B1A ⋅+−= −−  
57,91KG 1B1A += −−  

0βsinGαsinKαsinGY 311B1A =⋅+⋅−⋅−=∑ −−−  Rys. 6-35. Węzeł 1 
0βsinGαsinKαsin)57,91K( 311B1B =⋅+⋅−⋅+− −−−  

kN42,9)928,02/()447,001,151928,057,91(K 1B −=⋅⋅+⋅−=−  
kN15,8257,9142,9G 1A =+−=−  

Równowaga węzła 2 (rys. 6-36) 
0SαsinDY 322B =+⋅−=∑ −−  

kN50,122928,0132S 32 −=⋅−=−  Rys. 6-36. Węzeł 2 

Przecięcie Rittera (przekrój II-II)  (rys. 6-37) 

∑ =⋅+⋅+⋅= − 08P4P2DM 32423  
kN1502/)820435(D 42 −=⋅−⋅−=−  

∑ =⋅+⋅−⋅−= − 04P2P2GM 31534  
kN252/)420215(G 53 =⋅+⋅−=−  

1
G1-3

S1-2

B-1KGA-1

B-2D
1-2S 2 D2-4

S2-3
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∑ =−−⋅= − 0PPβsinKY 3243  
kN04,123447,0/)2035(K 43 =+=−  

ΙΙ

ΙΙ

ββ

2,
00

1P =15 kN5

P =20 kN3

64

2P =35 kN
4,004,00

3 G 3-5

2-4D

K 3-4

 
Rys. 6-37. Schemat obciążenia dla przekroju II-II 

Równowaga węzła 5 (rys. 6-38) 
0βcosGPGX 65153 =⋅+−−=∑ −−  

kN74,44894,0/2515G 65 =+=−  
0βsinGSY 6554 =⋅−−=∑ −−  
kN20447,074,44S 54 −=⋅−=−  

Równowaga węzła 6 (rys. 6-39) 
0βcosGDX 6564 =⋅−−=∑ −−  Rys. 6-38. Węzeł 5 Rys. 6-39. Węzeł 6 
kN40894,074,44D 64 −=⋅−=−  

ROZWIĄZANIE GRAFICZNE (METODA CREMONY) 

βββ
α

1

αα

7,
00

2,
00

5,
00

2,00 2,002,00 4,004,00

14,00

3

2

1P =15 kN5

P =20 kN3

64

2P =35 kN

A

AV

HA BH

VB

B

g

a

cb

d

e

f

h

i j

k

l

 
Rys. 6-40. Schemat statyczny – podział obszaru kratownicy na pola 

5 P =15 kN1

S 4-5

3-5G
G5-6

6

3P =20 kN

D 4-6

5-6G
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Wielobok sił zewnętrznych sporządzamy na podstawie wartości reakcji 
podporowych wyznaczonych metodą analityczną. Plan sił Cremony (rys.6-41) 
wykreślamy rozpoczynając od węzła B lub 6, w których zbiegają się po dwa pręty 
o nieznanych siłach. Wartości oraz zwroty wyznaczonych sił przedstawiono 
w tabeli 6-4. 

rozciąganie
ściskanie10 kN

VB

AV

HA

AH

a
b

P1

P2

c

d

3P

f
g

i

j

k

l

h

e
 

Rys. 6-41. Plan sił Cremony (opis w tekście) 

 

Pręt g-h h-e b-i i-h g-b i-j j-e b-k k-j k-l l-d c-l 
Siła [kN] -9,4 -131,9 150,9 -101 -82,1 -122,5 -150 25 123 -20 -40 44,7 

Tab. 6-4. Wartości sił wewnętrznych w prętach kratownicy (wg planu Cremony) 
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6.4. Przykłady do rozwiązania 

Przykład 6-5. Dla kratownic pokazanych na rysunkach 6-42 i 6-43 wyznaczyć 
reakcje podporowe oraz siły wewnętrzne w prętach. 

a)  

1,
00

1,50 1,50 1,50 1,50

6,00

1P =10 kN P =15 kN2
3P =5 kN

 

b)  

P =5 kN3

P =15 kN2

P =35 kN1

2,00

6,00

2,00 2,00

0,
75

0,
75

 

c)  

P =5 kN1 2P =15 kN P =45 kN3 P =5 kN4 5P =20 kN

2,
00

1,
00

6,00

1,002,002,001,00

P =5 kN3

 
Rys. 6-42. Schematy statyczne kratownic do samodzielnego rozwiązania 
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a)  

P =10 kN1

6,00

1,501,501,501,50

0,
75

0,
25

2P =25 kN
P =20 kN3

 

 

b)  

P =25 kN1

6,00

1,501,501,501,50

2P =10 kN 3P =20 kN

50
50

 
Rys. 6-43. Schematy statyczne kratownic 
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7. Charakterystyki geometryczne 

7.1. Wiadomości ogólne 
Obciążenie przyłożone do elementu konstrukcyjnego powoduje powstanie w nim 

pewnych sił, które nazwaliśmy siłami wewnętrznymi. Zasady ich wyznaczania 
zostały szeroko omówione w pierwszej części pracy. Siły te wywołują w materiale 
stan naprężenia. Można w dużym uproszczeniu powiedzieć, że projektowanie 
polega na doborze materiału i kształtu przekroju w taki sposób, aby przy danym 
obciążeniu i schemacie statycznym, element konstrukcyjny nie uległ zniszczeniu 
i nadmiernemu odkształceniu zakłócającemu prawidłową eksploatację. 

Dobór kształtu polega na analizie charakterystyk geometrycznych (pole 
przekroju, momenty bezwładności, wskaźniki wytrzymałości oraz promienie 
bezwładności), której celem jest wyłonienie kształtu przekroju o jak najlepszych 
parametrach przy jak najmniejszym zużyciu materiału (mniejszy ciężar konstrukcji). 

W praktyce inżynierskiej zwykle mamy do czynienia z przekrojami, które można 
sprowadzić do układu kilku figur prostych (suma lub różnica) o charakterystykach 
ogólnie znanych (tab. 8-1) i takie zadania będą przedmiotem niniejszego rozdziału. 

7.2. Środek ciężkości przekroju 
Środek ciężkości jest punktem skupia-

jącym ciężar ciała. Jego położenie zależy 
tylko od kształtu geometrycznego prze-
kroju (figury płaskiej), przy założeniu, że 
grubość tej figury jest stała i znikomo mała 
w stosunku do pozostałych wymiarów oraz 
że jej ciężar jednostkowy jest stały. 
 Rys. 7-1. Współrzędne środka ciężkości G 

Wyznaczenie położenia środka ciężkości G polega na określeniu jego 
współrzędnych xG, yG w przyjętym układzie osi x i y (rys. 7-1) według poniższych 
równań: 

∑

∑

=

=
⋅

== n

1i
i

n

1i
ii

y
G

A

xA

A
S

x ,     
∑

∑

=

=
⋅

== n

1i
i

n

1i
ii

x
G

A

yA

A
Sy , (7-1) 

gdzie: Sx, Sy - momenty statyczne pola przekroju, odpowiednio względem osi x i y, 
 A      - pole powierzchni przekroju, 
 Ai      - pole powierzchni figury prostej i (A=ΣAi) o znanym środku ciężkości, 
 xi, yi  - współrzędne środka ciężkości figury prostej i, 
 n       - liczba figur prostych, na które podzielono przekrój. 

Osie przechodzące przez środek ciężkości przekroju nazywać będziemy osiami 
środkowymi. Moment statyczny wyznaczony względem tych osi jest równy zeru, 
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względem inaczej usytuowanych osi przyjmuje natomiast wartości dodatnie lub 
ujemne. Jeśli przekrój ma oś symetrii, to jego środek ciężkości leży na tej osi. Jeśli 
zaś przekrój ma dwie osie symetrii, to jego środek ciężkości jest punktem 
przecięcia się tych osi. 

7.3. Momenty i promienie bezwładności przekroju 
Moment bezwładności przekroju względem osi układu odniesienia (prostej) jest 

równy sumie iloczynów pól częściowych, na jakie podzielono przekrój, 
i kwadratów ich odległości od tej osi (rys. 7-2). Możemy zatem zapisać: 

∑
=

⋅=
n

1i

2
iix yAI ;     ∑

=
⋅=

n

1i

2
iiy xAI , (7-2) 

gdzie: Ai   - powierzchnia pola częściowego i (A=ΣAi), 
 xi, yi - współrzędne środka ciężkości pola częściowego i, 
 n  - liczba pól częściowych, na które podzielono przekrój. 

Biegunowy moment bezwładności przekroju jest równy sumie iloczynów pól 
częściowych i kwadratów ich odległości od bieguna 0 (rys. 7-2). Zapiszemy więc: 

yx
n

1i

2
i

2
ii

n

1i

2
ii0 II)yx(ArAI +=+⋅=⋅= ∑∑

==
, (7-3) 

gdzie ri    - odległość środka ciężkości pola częściowego i od bieguna 0. 
 Ai, n - jak w równaniu 7-2, 

Moment dewiacji (odśrodkowy moment bezwładności) jest równy sumie 
iloczynów pól częściowych i ich odległości od osi x, y przyjętego układu 
odniesienia (rys. 7-2). Równanie ma zatem postać: 

∑
=

⋅⋅=
n

1i
iiixy yxAD , (7-4) 

gdzie: Ai, xi, yi - jak w równaniu 7-2. 

A

x

y

0

x

y

i

i

r i

A i

                          

A

x0

0x

y0y

Gy

x G

ξ

η

0=G ϕ 0

 
Rys. 7-2. Środek ciężkości pola częściowego Ai Rys. 7-3. Osie główne centralne ξ, η 

Wartości momentów bezwładności Ix, Iy oraz I0 przyjmują zawsze wartości 
dodatnie, natomiast moment dewiacji Dxy może być dodatni, ujemny lub równy zeru. 

Jak zauważyliśmy wartości momentów bezwładności zależą od przyjętego 
układu odniesienia, co ma duże znaczenie przy projektowania konstrukcji. Przez 
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środek ciężkości przekroju możemy poprowadzić nieskończenie wiele osi układu 
prostokątnego. Jednak najważniejszy jest taki układ osi, względem którego momenty 
bezwładności przyjmować będą wartości ekstremalne (np. Ix osiągnie maksimum, 
a Iy minimum). Osie takie nazywać będziemy osiami głównymi centralnymi, 
a momenty wyznaczone względem tych osi głównymi centralnymi momentami 
bezwładności. Położenie osi głównych centralnych ξ, η określimy wyznaczając kąt, 
o jaki należy obrócić dowolnie przyjęte osie centralne x0, y0 (rys. 7-3): 

00

00

xy

yx
0 II

D2
φ2tg

−
⋅

= , (7-5) 

gdzie Ix0, Iy0 oraz Dx0 y0 są momentami bezwładności wyznaczonymi względem osi 
centralnych x0, y0. Przy dodatniej wartości kąta φ0 należy dokonać obrotu osi 
centralnych przeciwnie do ruchu wskazówek zegara (w lewo). 

Znając momenty bezwładności Ix0, Iy0 oraz Dx0 y0 wyznaczone względem osi 
centralnych x0, y0 możemy także wyznaczyć wartości tych momentów względem 
dowolnego układu osi x, y równoległych do x0, y0. Wykorzystamy w tym celu 
twierdzenie Steinera, które pozwala na sformułowanie następujących zależności: 

2
Gxx yAII 0 ⋅+= , (7-6) 

2
Gyy xAII 0 ⋅+= , (7-7) 

GGyxxy yxADD 00 ⋅⋅+= . (7-8) 

Wartości momentów bezwładności względem osi głównych centralnych ξ, η 
(głównych momentów bezwładności) obliczymy według wzorów: 

0yx0
2

y0
2

xξ φ2sinDφsinIφcosII 0000 ⋅⋅−⋅+⋅= , (7-9) 

0yx0
2

y0
2

xη φ2sinDφcosIφsinII 0000 ⋅⋅+⋅+⋅= , (7-10) 

gdzie φ0 jest kątem obliczonym według równania 7-5. Moment dewiacji przekroju 
względem osi głównych jest równy zeru. 

Promień bezwładności przekroju jest równy pierwiastkowi kwadratowemu 
ilorazu momentu bezwładności względem osi i pola powierzchni przekroju: 

A
Ii x

x = ,     
A
I

i y
y = . (7-11) 

Główne centralne promienie bezwładności przekroju obliczymy podstawiając we 
wzorach 7-11 główne centralne momenty bezwładności. 

7.4. Wskaźnik zginania przekroju 
Wskaźnik zginania przekroju (wskaźnik wytrzymałości na zginanie) 

wyznaczamy jako iloraz głównych centralnych momentów bezwładności 
i odległości skrajnych włókien przekroju od osi głównych centralnych. Dla 
przekroju przedstawionego na rysunku 7-4 zapiszemy zatem: 
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g

xg
x y

IW = ,     
d

xd
x y

IW = ,     
max

y
y x

I
W = , (7-12) 

gdzie: xmax, yg, yd, - odległości skrajnych włókien przekroju odpowiednio od osi 
głównych centralnych x i y. 

x maxmax

d
g

x

x

y

y
y

 
Rys. 7-4. Skrajne włókna przekroju 

7.5 Przykłady liczbowe 
Przykład 7-1. Określić charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego 

na rysunku 7-5. 

8,
80

x     =15maxmaxx     =15

g
dy  
=1

8,
70

y 
=1

1,
30

4,
63

6,
20

y=y0

0xG

30

30

G1

G32G

G4

101010

5
5

20

x

 
Rys. 7-5. Schemat przekroju 

Charakterystyki geometryczne przekroju obliczymy dzieląc go na cztery figury 
proste o znanych parametrach. Rozpatrywany przekrój ma oś symetrii, na której 
znajduje się jego środek ciężkości. W przyjętym układzie współrzędnych oś x 
przechodzi przez dolną podstawę prostokąta 4, a oś y pokrywa się z osią symetrii 
przekroju. Środki ciężkości figur prostych w układzie osi x, y mają współrzędne: 
• prostokąt 1, wymiary 30×5 cm, G1 (0 ; 27,50), 
• trójkąt prostokątny 2, wymiary 10×5 cm, G2 (-8,33 ; 23,33), 
• trójkąt prostokątny 3, wymiary 10×5 cm, G3 (8,33 ; 23,33), 
• prostokąt 4, wymiary 10×25 cm, G4 (0 ; 12,50). 
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Pole powierzchni przekroju: 
2

4321 cm45025025215025105105,02530AAAAA =+⋅+=⋅+⋅⋅⋅+⋅=+++=  

Moment statyczny przekroju względem osi x: 

44332211x yAyAyAyAS ⋅+⋅+⋅+⋅=  
3

x cm841750,1225033,232533,232550,27150S =⋅+⋅+⋅+⋅=  

Współrzędna środka ciężkości przekroju: 
cm70,18450/8417A/Sy xG ===  

Momenty bezwładności przekroju względem osi centralnych x0, y0: 
2

44x
2

33x
2

22x
2

11xx yAIyAIyAIyAII 040302010 ⋅++⋅++⋅++⋅+=  

42
3

2
3

2
3

x cm35700)20,6(250
12
2510)63,4(252

36
5102)80,8(150

12
530I 0 =−⋅+

⋅
+⋅⋅+

⋅
⋅+⋅+

⋅
=  

2
44y

2
33y

2
22y

2
11yy xAIxAIxAIxAII 040302010 ⋅++⋅++⋅++⋅+=  

4
3

2
3

2
33

y cm17080
12
1025)33,8(25

36
105)33,8(25

36
105

12
305I 0 =

⋅
+⋅+

⋅
+−⋅+

⋅
+

⋅
=  

4
yxG cm527801708035700III =+=+=  

Jako że oś y0 jest osią symetrii przekroju, moment dewiacji wyznaczony względem 
osi centralnych x0, y0 jest równy zeru. Osie te są zatem osiami głównymi. 

Główne centralne promienie bezwładności: 

cm91,8
450

62,35700
A

I
i 0

0
x

x ===  

cm16,6
450

56,17080
A

I
i 0

0
y

y ===  

Wskaźniki zginania przekroju: 

3

g

xg
x cm3159

30,11
62,35700

y
I

W 0
0

===  

3

d

xd
x cm1909

70,18
62,35700

y
I

W 0
0

===  

3

max

y
y cm1139

15
56,17080

x
I

W 0
0

===  

Środek ciężkości przekroju możemy też wyznaczyć wykreślnie, dzieląc go na figury 
proste, podobnie jak to miało miejsce przy rozwiązaniu analitycznym. W środku 
ciężkości każdej figury zaczepiamy po dwa wektory o kierunkach wzajemnie 
prostopadłych. Wyrażają one jej „masę”, zatem muszą być proporcjonalne do pola 
powierzchni takiej figury. Tak określone wektory dodajemy metodą wieloboku. 
Punkt przecięcia się wypadkowych wyznacza środek ciężkości przekroju. 
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Rys. 7-6. Wykreślne wyznaczenie środka ciężkości 

Przykład 7-2. Określić charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego 
na rysunku 7-7. 

1G
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Rys. 7-7. Schemat przekroju 

Charakterystyki geometryczne przekroju wyznaczymy dzieląc go na trzy figury 
proste o znanych parametrach. Środki ciężkości tych figur w przyjętym układzie 
współrzędnych x, y wyrażają współrzędne: 
• prostokąt 1, wymiary 20×5 cm, G1 (10 ; 27,50), 
• trójkąt prostokątny 2, wymiary 10×30 cm, G2 (23,33 ; 20), 
• prostokąt 3, wymiary 10×25 cm, G4 (15 ; 12,50). 

Wykreślne określenie środka ciężkości przekroju przedstawiono na rysunku 7-8. 
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Rys. 7-8. Wykreślne wyznaczenie środka ciężkości 

Pole powierzchni przekroju: 
2

4321 cm500250150100251030105,0520AAAAA =++=⋅+⋅⋅+⋅=+++=  

Moment statyczny przekroju względem osi x, y: 
3

332211x cm887550,122502015050,27100yAyAyAS =⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=  
3

332211y cm82501525033,2315010100xAxAxAS =⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=  

Współrzędna środka ciężkości przekroju: 

cm50,16500/8250A/Sx yG ===  
cm75,17500/8875A/Sy xG ===  

Momenty bezwładności przekroju względem osi centralnych x0, y0: 
2

33x
2

22x
2

11xx yAIyAIyAII 0302010 ⋅++⋅++⋅+=  

42
3

2
3

2
3

x cm37885)25,5(250
12
2510)25,2(150

36
3010)75,9(100

12
520I 0 =−⋅+

⋅
+⋅+

⋅
+⋅+

⋅
=  

2
33y

2
22y

2
11yy xAIxAIxAII 0302010 ⋅++⋅++⋅+=  

42
3

2
3

2
3

y cm18035)50,1(250
12
1025)83,6(150

36
1030)50,6(100

12
205I 0 =−⋅+

⋅
+⋅+

⋅
+−⋅+

⋅
=  

4
yxG cm559201803537885III 00 =+=+=  

Momenty dewiacji przekroju względem osi centralnych x0, y0: 

333xy222xy111xyyx yxADyxADyxADD 03020100 ⋅⋅++⋅⋅++⋅⋅+=  



 

 90 

)50,1()25,5(250083,625,2150
72

3010)50,6(75,91000D
22

yx 00 −⋅−⋅++⋅⋅+
⋅

+−⋅⋅+=  

4
yx cm814D 00 −=  

Położenie osi głównych centralnych: 

082,0
3788518035

)814(2
II

D2
φ2tg

00

00

xy

yx
0 =

−
−⋅

=
−

⋅
= ;     0

0 69,4φ2 = ; 0
0 34,2φ =  

sinφ0=0,041;  cosφ0=0,999;  sin2φ0=0,082  

Główne centralne momenty bezwładności: 

0yx0
2

y0
2

xξ φ2sinDφsinIφcosII 0000 ⋅⋅−⋅+⋅=  
422

ξ cm37906082,0814041,018035999,037885I =⋅+⋅+⋅=  

0yx0
2

y0
2

xη φ2sinDφcosIφsinII 0000 ⋅⋅+⋅+⋅=  
422

η cm17996082,0814999,018035041,037885I =⋅−⋅+⋅=  

Główne centralne promienie bezwładności: 

cm71,8
500

37906
A
I

i ξ
ξ ===  

cm6
500

17996
A
I

i η
η ===  

Wskaźniki zginania przekroju: 

3

1

ξ1
ξ cm2936

91,12
37906

η
I

W ===  ; 3

4

ξ4
ξ cm2120

88,17
37906

η
I

W ===  

3

1

η1
η cm1125

99,15
17996

ξ
I

W ===  ; 3

2

η2
η cm1286

99,13
17996

ξ
I

W ===  

Przykład 7-3. Określić charakterystyki geometryczne przekroju przedstawionego 
na rysunku 7-9. 

Charakterystyki geometryczne dla osi 
zginania x, y 

x-x y-y Przekrój 
Odległość 
środka 

ciężkości Ix Wx ix Iy Wy iy 
Element 

cm2 cm cm4 cm3 cm cm4 cm3 cm 
 200 33,5 - 2140 214 8,00 117 26,0 1,87 
 160 24,0 1,84 85,3 18,3 1,89 925 116 6,21 

Tab. 7-1. Charakterystyki geometryczne dla zadanych profili stalowych 
(dane wg tablic 8-3 i 8-5) 
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r =0, 75

r =0, 45

1,
13 1:7,14

0,75

1:
12

,5
0,

75

10,5

r =0, 55

r =
 1,05

01x

x 0

02x

2,
5

20
6,

5

G

3G

2G

G1

02y

y 0

01x

x 03

15

16

8 8

3,5 9 3,5

11
,8

4

17
,9

5

13
,2

9

11
,2

5

9,
80 11

,0
5

29

 
Rys. 7-9. Schemat przekroju 

Rozpatrywany przekrój ma oś symetrii, na której znajduje się jego środek 
ciężkości. Przyjęto układ współrzędnych zgodny z osiami centralnymi 
dwuteownika, gdzie oś y0 jest zarazem osią symetrii całego przekroju. 

Pole powierzchni przekroju: 
2

321 cm952450,3350,215AAAA =++⋅=++=  

Moment statyczny przekroju względem osi x02: 
3

332211x cm72,137)84,11(24050,3325,1150,215yAyAyAS 02 =−⋅+⋅+⋅⋅=⋅+⋅+⋅=  

Współrzędna środka ciężkości przekroju: 
cm45,195/72,137A/Sy 02xG === cm70,18450/50,8416A/Sy xG ===  
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Momenty bezwładności przekroju względem osi centralnych x0, y0: 
2

33x
2

22x
2

11xx yAIyAIyAII 0302010 ⋅++⋅++⋅+=  

4222
3

x cm70,10155)29,13(0,243,85)45,1(5,332140)80,9(5,37
12

)5,2(15I 02 =⋅++⋅++⋅+
⋅

=  

4
3

yyyy cm10,1745925117
12

155,2IIII 0302010 =++
⋅

=++=  

4
yxG cm80,1190010,174570,10155III =+=+=  

Jako że, oś y0 jest osią symetrii przekroju, moment dewiacji wyznaczony 
względem osi centralnych x0, y0 jest równy zeru. Osie te są zatem osiami głównymi. 

Główne centralne promienie bezwładności: 

cm34,10
95

70,10155
A

Ii 0
0

x
x ===  

cm29,4
95

10,1745
A
I

i 0
0

y
y ===  

Wskaźniki zginania przekroju: 

3

g

xg
x cm10,919

05,11
70,10155

y
IW 0

0
===  

3

d

xd
x cm80,565

95,17
70,10155

y
IW 0

0
===  

3

max

y
y cm10,218

8
10,1745

x
I

W 0
0 ===  
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8. Tablice pomocnicze 
Tab. 8-1. Charakterystyki geometryczne figur płaskich (opracowano na podstawie [5, 8]) 

Pole 
powierzchni 
przekroju 

Położenie 
środka 

ciężkości 

Moment 
bezwładności 

Wskaźnik 
zginania 

A e I W 
Przekrój 

cm2 cm cm4 cm3 
1 2 3 4 5 

y y0

0x

x

Gh

b

e

e

x

y

 

hbA ⋅=  
2/bex =  

2/hey =  

3
hbI

3

x
⋅

=  

3
bhI

3

y
⋅

=  

12
hbI

3

0x
⋅

=  

12
bhI

3

0y
⋅

=  

6
hbW

2

0x
⋅

=  

6
bhW

2

0y
⋅

=  

h

h G

x

x0

0yy

ex

e y

 

2hA=  
2/hex =  
2/hey =  

3
hII

4

yx ==  

12
hII

4

0y0x ==  
6

hWW
3

0y0x ==

 

x0

x

G

h

y

b/2b/2

ye

hb5,0A ⋅⋅=  3/hey =  

12
hbI

3

x
⋅

=  

48
bhI

3

y
⋅

=  

36
hbI

3

0x
⋅

=  

24
hbW

2
g
0x

⋅
=  

12
hbW

2
d
0x

⋅
=  

24
bhW

2

y
⋅

=  

b

h

G

x

y

0x

0y

e

e

x

y

hb5,0A ⋅⋅=  
3/bex =  
3/he y =  

12
hbI

3

x
⋅

=  

12
bhI

3

y
⋅

=  

36
hbI

3

0x
⋅

=  

36
bhI

3

0y
⋅

=  

72
hbI

22

0y0x
⋅

−=  

24
hbW

2
g
0x

⋅
=  

12
hbW

2
d
0x

⋅
=  

24
bhW

2
p
0y

⋅
=  

12
bhW

2
l
0y

⋅
=  
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Tab. 8-1. Cd. 

1 2 3 4 5 

x
G

y

D

R

 

2RA ⋅π=  

4
DA

2⋅π
=  

- 64
DII

4

yx
⋅π

==  

4
RII

4

yx
⋅π

==  

32
DWW

3

yx
⋅π

==  

4
RWW

3

yx
⋅π

==  

y

G
x

R

D

t

 

)rR(A 22 −⋅π=

4
dD(A

)22 −⋅π
=

- 8
tDII

3

yx
⋅⋅π

==  

tRII 3
yx ⋅⋅π==  

4
tDWW

2

yx
⋅⋅π

==  

tRWW 2
yx ⋅⋅π==  

R

y

x
D

G 0x

e y

 

2
RA

2⋅π
=  

8
DA

2⋅π
=  

R42,0e y ⋅=
 

128
DII

4

yx
⋅π

==  

8
RII

4

yx
⋅π

==  

4
0x R1098,0I ⋅=  

3g
0x R191,0W ⋅=  

3d
0x R259,0W ⋅=  

8
R

64
DW

33

y
⋅π

=
⋅π

=  

ye

x0

G
x

y

R

y0

ex

R
 

4
RA

2⋅π
=  

16
DA

2⋅π
=  

R42,0e y ⋅=

R42,0e y ⋅=

4
yx R196,0II ⋅==

4
0y0x R055,0II ⋅==

4
0y0x R0165,0I ⋅−=

3p
0y

g
0x R10,0WW ⋅==  

3l
0y

d
0x R13,0WW ⋅==  

y

x

e

b

h G
x0

0y

H

B

e

 

hbHBA ⋅−⋅=  - 12
hbHBI

33

0x
⋅−⋅

=  

12
bhBHI

33

0y
⋅−⋅

=  

H6
hbHBW

33

0x ⋅
⋅−⋅

=  

B6
bhBHW

33

0y ⋅
⋅−⋅

=  

B

H

y0

0xh

b/2

e

x

y

G

b/2

e

 

hbHBA ⋅−⋅=  - 

12
hbHBI

33

0x
⋅−⋅

=  

+
⋅−

=
12

B)hH(I
3

0y  

     
12

)bB(h 3−⋅
+  

H6
hbHBW

33

0x ⋅
⋅−⋅

=  

+
⋅
⋅−

=
B6

B)hH(W
3

0y  

       
B6

)bB(h 3

⋅
−⋅

+  
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Tab. 8-2. Wartości reakcji podporowych, sił wewnętrznych i maksymalnego ugięcia  
belek jednoprzęsłowych (opracowano na podstawie [5, 8]) 

L
p. Schemat belki Wartości reakcji podporowych 

oraz sił wewnętrznych 
1 2 3 

1 

A

L
x

P

1

HA

AM

VA

MA

AV P

xM

+

-

PVA =  ;   LPMM maxA ⋅==  
xPMX ⋅−=  

PTX =  

IE3
LPf

3

max ⋅⋅
⋅

=  

2 

Mx

VA

AM

AV

MA

AH
1

x
L

A

q

xT

-

+

LqVA ⋅=  ;   2/)Lq(MM 2
maxA ⋅==  

2
X xq5,0M ⋅⋅−=  

xqTX ⋅=  

IE8
Lqf

4

max ⋅⋅
⋅

=  

3 

A B

AV RB

AH
P

L

L/2 L/2

-

+
Mmax

VA +

RB
P

xM

x

1

P5,0RV BA ⋅==  
L5,0x ⋅≤ :  xP5,0M x ⋅⋅= ; P5,0Tx ⋅=  
L5,0x ⋅≥ :  )xL(P5,0Mx −⋅⋅= ; P5,0Tx ⋅−=  

4
LPMmax
⋅

=  

IE48
LPf

3

max ⋅⋅
⋅

=  
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Tab. 8-2. Cd. 

1 2 3 

4 

x2M

P
BR

+AV

maxM
+

-

ba

L

PHA

BRVA

BA

Mx1

1x
x 2

1

L
bPVA ⋅= ;  

L
aPR B ⋅=  

ax1 ≤ :  1A1x xVM ⋅= ;  A1x VT =  
ax 2 ≥ :  )xL(RM 2B2x −⋅= ;  B2x RT −=  

L
baPMmax
⋅⋅

=  

)badla(;)bL(3
IEL27

bPf 322
max ≥−⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅

=  

)badla(;)bL(3
IEL27

aPf 322
max ≤−⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅

=  

5 
M1

BR

+AV

+

-

n·c = L

PHA

BRVA

BA

P P PP

(n-1)·P

2M M3
P

P

c c cc c c

P
P

P

)1n(P5,0RV BA −⋅⋅==  

n
1n1

2
LPM1

−
⋅⋅

⋅
= ;  A1 VT =  

n
2n2

2
LPM2

−
⋅⋅

⋅
= ;  PVT A2 −=  

n
3n3

2
LPM3

−
⋅⋅

⋅
= ;  P2VT A2 ⋅−=  

M
max

LPM
η
⋅

= ;  
IE

LMf
f

2
max

max ⋅⋅η
⋅

=  

n 2 3 4 5 6 7 
ηM 4 3 2 1,66 1,33 1,16 
ηf 12 9,39 10,11 9,52 9,81 9,56  

6 

P

P
P

c/2

P
P

n·PA B

AV RB

AH
P

n·c = L

-

+

VA +

RB

P P P P

c c/2c c c

1M
M2

3M

nP5,0RV BA ⋅⋅==  

4
LPM1
⋅

= ;  A1 VT =  

n
14n3

4
LPM2

⋅−⋅
⋅

⋅
= ;  PVT A2 −=  

n
)21(4n5

4
LPM3

+⋅−⋅
⋅

⋅
= ;  P2VT A2 ⋅−=  

M
max

LPM
η
⋅

= ;  
IE

LMf
f

2
max

max ⋅⋅η
⋅

=  

n 1 2 3 4 5 6 7 
ηM 4 4 2,4 2 1,54 1,33 1,12 
ηf 12 8,72 10,19 9,37 9,82 9,49 9,72  
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Tab. 8-2. Cd. 

1 2 3 

7 

A B

AV RB

AH
q

x

L

Mx

BR

+AV

maxM
+

-

Tx

Lq5,0RV BA ⋅⋅==  
)xL(xq5,0Mx −⋅⋅⋅=  

xqVT Ax ⋅−=  

8
LqM

2

max
⋅

=  

IE384
Lq5f

4

max ⋅⋅
⋅⋅

=  

8 

xT
-

+

M

VA +
RB

xM

x

q
HA

BRVA

BA

L

a b

M1

1

x0

max

L2
)ab2(aqVA ⋅

+⋅⋅⋅
= ;  

L2
aqR

2

B ⋅
⋅

=  

ax≤ :  
2

)xa(xq
a
xMM 1x

−⋅⋅
+⋅= ;  xqVT Ax ⋅−=  

ax≥ :  )xL(RM Bx −⋅= ;  Bx RT −=  

q2
VM

2
A

max ⋅
= ;  

L2
baqM

2

1 ⋅
⋅⋅

=  

ba = :  Lq
8
3VA ⋅⋅= ;  Lq

8
1R B ⋅⋅=  

2
max Lq

128
9M ⋅⋅= ;  2

1 Lq
16
1M ⋅⋅=  

9 

max

0x

1

a

L

A B

AV RB

AH
q

x

2

b

c/2 c/2

Mx

M1

M
2M

+

RB

VA +

-

Tx

L
bcqVA
⋅⋅

= ;  
L

acqR B
⋅⋅

=  

)2/ca(x −≤ :  xVM Ax ⋅= ;  Ax VT =  
)2/ca(x)2/ca( +≤≤− :  )2/cax(qVT Ax +−⋅−=  

)2/ca(x +≥ :  )xL(RM Bx −⋅= ;  Bx RT −=  

q2
RMM

2
A

1max ⋅
+=  

)2/ca(VM A1 −⋅= ;  )2/cb(RM B2 −⋅=  

ba = :  )2/cL(
4
cqMmax −⋅
⋅

=  
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Tab. 8-3. Dwuteowniki normalne wg PN-91/H-93407 [3] 
 
 
 
 
 
 
 

 
Wymiary Pole 

przekroju Masa Moment bezwładności Wskaźnik 
wytrzymałości Promień bezwładności

h bf tw tf R R1 A m Ix Iy Wx Wy ix iy 

\Wyróżnik 
oznaczenia 

 
mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm 

 80 
100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
260 
300 
340 
360 
400 
450 
500 
550 
600 

80 
100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
260 
300 
340 
360 
400 
450 
500 
550 
600 

42 
50 
58 
66 
74 
82 
90 
98 

106 
113 
125 
137 
143 
155 
170 
185 
200 
215 

3,9 
4,5 
5,1 
5,7 
6,3 
6,9 
7,5 
8,1 
8,7 
9,4 

10,8 
12,2 
13,0 
14,4 
16,2 
18,0 
19,0 
21,6 

5,9 
6,8 
7,7 
8,6 
9,5 

10,4 
11,3 
12,2 
13,1 
14,1 
16,2 
18,3 
19,5 
21,6 
24,3 
27,0 
30,0 
32,4 

3,9 
4,5 
5,1 
5,7 
6,3 
6,9 
7,5 
8,1 
8,7 
9,4 

10,8 
12,2 
13,0 
14,4 
16,2 
18,0 
19,0 
21,6 

2,3 
2,7 
3,1 
3,4 
3,8 
4,1 
4,5 
4,9 
5,2 
5,6 
6,5 
7,3 
7,8 
8,6 
9,7 

10,8 
11,9 
13,0 

7,58 
10,6 
14,2 
18,3 
22,8 
27,9 
33,5 
39,6 
46,1 
53,4 
69,1 
86,8 
97,1 
118 
147 
180 
213 
254 

5,95 
8,32 
11,2 
14,4 
17,9 
21,9 
26,3 
31,1 
36,2 
41,9 
54,2 
68,1 
76,2 
92,6 
115 
141 
167 
199 

77,8 
171 
328 
573 
935 
1450 
2140 
3060 
4250 
5740 
9800 

15700 
19610 
29210 
45850 
68740 
99180 
139000 

6,29 
12,2 
21,5 
35,2 
54,7 
81,3 
117 
162 
221 
288 
451 
674 
818 
1160 
1730 
2480 
3490 
4670 

19,5 
34,2 
54,7 
81,9 
117 
161 
214 
278 
354 
442 
653 
923 
1090 
1460 
2040 
2750 
3610 
4630 

3,00 
4,88 
7,41 
10,7 
14,8 
19,8 
26,0 
33,1 
41,7 
51,0 
72,2 
98,4 
114 
149 
203 
268 
349 
434 

3,20 
4,01 
4,81 
5,61 
6,40 
7,20 
8,00 
8,80 
9,59 
10,4 
11,9 
13,5 
14,2 
15,7 
17,7 
19,6 
21,6 
23,4 

0,91 
1,07 
1,23 
1,40 
1,55 
1,71 
1,87 
2,02 
2,20 
2,32 
2,56 
2,80 
2,90 
3,13 
3,43 
3,72 
4,02 
4,30 

h

y

y

x x

b f / 4

R R
 1

14%

b f

t f

t w



Tab. 8-4. Dwuteowniki równoległościenne wg PN-91/H-93419 [3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Wymiary Pole 
przekroju Masa Moment bezwładności Wskaźnik 

wytrzymałości 
Promień 

bezwładności 
h bf tw tf R A m Ix Iy Wx Wy ix iy 

Wyróżnik 
oznaczenia 

 PE 
mm cm2 kg/m cm4 cm3 cm 

 80PE 
100PE 
120PE 
140PE 
160PE 
180PE 
200PE 
220PE 
240PE 
270PE 
300PE 
330PE 
360PE 
400PE 
450PE 
500PE 

80 
100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
270 
300 
330 
360 
400 
450 
500 

46 
55 
64 
73 
82 
91 

100 
110 
120 
135 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

3,8 
4,1 
4,4 
4,7 
5,0 
5,3 
5,6 
5,9 
6,2 
6,6 
7,1 
7,5 
8,0 
8,6 
9,4 

10,2 

5,2 
5,7 
6,3 
6,9 
7,4 
8,0 
8,5 
9,2 
9,8 

10,2 
10,7 
11,5 
12,7 
13,5 
14,6 
16,0 

5 
7 
7 
7 
9 
9 
12 
12 
15 
15 
15 
18 
18 
21 
21 
21 

7,64 
10,3 
13,2 
16,4 
20,1 
23,9 
28,5 
33,4 
39,1 
45,9 
53,8 
62,6 
72,7 
84,5 
98,8 
116 

6,0 
8,1 

10,4 
12,9 
15,8 
18,8 
22,4 
26,2 
30,7 
36,1 
42,2 
49,1 
57,1 
66,3 
77,6 
91,1 

80,1 
171 
318 
541 
869 
1320 
1940 
2770 
3890 
5790 
8360 

11770 
16270 
23130 
33740 
48200 

8,49 
15,9 
27,7 
44,9 
68,3 
101 
142 
205 
284 
420 
604 
788 
1040 
1320 
1680 
2140 

20,0 
34,2 
53,0 
77,3 
109 
146 
194 
252 
324 
429 
557 
713 
904 
1160 
1500 
1930 

3,69 
5,79 
8,65 
12,3 
16,7 
22,2 
28,5 
37,3 
47,3 
62,2 
80,5 
98,5 
123 
146 
176 
214 

3,24 
4,07 
4,90 
5,74 
6,58 
7,42 
8,26 
9,11 
9,97 
11,2 
12,5 
13,7 
15,0 
16,5 
18,5 
20,4 

1,06 
1,24 
1,45 
1,65 
1,84 
2,05 
2,24 
2,42 
2,69 
3,02 
3,35 
3,55 
3,79 
3,95 
4,12 
4,31 
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y

y
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Tab. 8-5. Ceowniki normalne wg PN-86/H-93403 [3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Wymiary Pole 
przekroju Masa Moment 

bezwładności 
Wskaźnik 

wytrzymałości 
Promień 

bezwładności 

h bf tw tf R R1 e A m Ix Iy Wx Wy ix iy 

Wyróżnik 
oznaczenia   

mm cm cm2 kg/m cm4 cm3 cm 
35 
40 
45 
50 
65 
80 
100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
260 
280 
300 

35 
40 
45 
50 
65 
80 
100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 
260 
280 
300 

35 
20 
38 
38 
42 
45 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 
95 

100 

5,0 
5,0 
5,0 
5,0 
5,5 
6,0 
6,0 
7,0 
7,0 
7,5 
8,0 
8,8 
9,0 
9,5 

10,0 
10,0 
10,0

6,0 
5,0 
6,0 
7,0 
7,5 
8,0 
8,5 
9,0 
10,0 
10,5 
11,0 
11,5 
12,5 
13,0 
14,0 
15,0 
16,0

6,0 
5,0 
6,0 
7,0 
7,5 
8,0 
8,5 
9,0 
10,0 
10,5 
11,0 
11,5 
12,5 
13,0 
14,0 
15,0 
16,0

3,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
4,0 
4,5 
4,5 
5,0 
5,5 
5,5 
6,0 
6,5 
6,5 
7,0 
7,5 
8,0 

1,31 
0,65 
1,34 
1,37 
1,42 
1,45 
1,55 
1,60 
1,75 
1,84 
1,92 
2,01 
2,14 
2,23 
2,36 
2,53 
2,70 

5,33 
3,51 
6,17 
7,12 
9,03 
11,0 
13,5 
17,0 
20,4 
24,0 
28,0 
32,2 
37,4 
42,3 
48,3 
53,3 
58,8 

4,18 
2,75 
4,84 
5,59 
7,09 
8,64 
10,6 
13,4 
16,0 
18,8 
22,0 
25,3 
29,4 
33,2 
37,9 
41,8 
46,2 

9,32 
1,26 
18,7 
26,4 
57,5 
106 
206 
364 
605 
925 
1350 
1910 
2690 
3600 
4820 
6280 
8030 

5,75 
1,06 
7,81 
9,12 
14,1 
19,4 
29,3 
43,2 
62,7 
85,3 
114 
148 
197 
248 
317 
399 
495 

5,33 
3,63 
8,31 
10,6 
17,7 
26,5 
41,2 
60,7 
86,4 
116 
150 
191 
245 
300 
371 
448 
535 

2,63 
0,78 
3,18 
3,75 
5,07 
9,36 
8,49 
11,1 
14,8 
18,3 
22,4 
27,0 
33,6 
39,6 
47,7 
57,2 
67,8 

1,32 
1,47 
1,74 
1,92 
2,52 
3,10 
3,91 
4,62 
5,45 
6,21 
6,95 
7,70 
8,48 
9,22 
9,99 
10,9 
11,7 

1,04 
0,55 
1,13 
1,13 
1,25 
1,33 
1,47 
1,59 
1,75 
1,89 
2,02 
2,14 
2,30 
2,42 
2,56 
2,74 
2,90 

R R
 1
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Tab. 8-6. Kątowniki równoramienne wg PN-84/H-93401 [3] 
 
 
 
 
 

 
 

Wymiary Pole 
przekroju Masa Moment bezwładności Promień bezwładności 

a t R R1 e A m Ix = Iy Iζ Iη ix = iy iζ iη 

Wyróżnik 
oznaczenia 

L 
mm cm cm2 kg/m cm4 cm 

20×20× 3 20 3 3,5 2,0 0,60 1,12 0,88 0,39 0,62 0,15 0,59 0,74 0,37 
25×25× 3 25 3 3,5 2,0 0,73 1,42 1,12 O,79 1,27 0,31 0,75 0,95 0,47 

30×30× 3 
5 30 3 

5 5,0 2,5 0,84 
0,92 

1,74 
2,78 

1,36 
2,18 

1,41 
2,16 

2,24 
3,41 

0,57 
0,91 

0,90 
0,88 

1,14 
1,11 

0,57 
0,57 

35×35× 3 
5 35 3 

5 5,0 2,5 0,96 
1,04 

2,04 
3,28 

1,60 
2,57 

2,29 
3,56 

3,63 
5,63 

0,95 
1,49 

1,06 
1,04 

1,34 
1,31 

0,68 
0,67 

40×40× 4 
6 40 4 

6 6,0 3,0 1,12 
1,20 

3,08 
4,48 

2,42 
3,52 

4,48 
6,33 

7,09 
9,98 

1,86 
2,67 

1,21 
1,19 

1,52 
1,49 

0,78 
0,77 

45×45× 4 
6 45 4 

6 7,0 3,5 1,23 
1,32 

3,49 
5,09 

2,74 
4,00 

6,43 
9,16 

10,2 
14,5 

2,68 
3,83 

1,36 
1,34 

1,71 
1,69 

0,88 
0,87 

50×50× 4 
6 50 4 

6 7,0 3,5 1,36 
1,45 

3,89 
5,69 

3,06 
4,47 

8,97 
12,8 

14,2 
20,4 

3,72 
5,33 

1,52 
1,50 

1,91 
1,89 

0,98 
0,96 

60×60× 6 
8 60 6 

8 8,0 4,0 1,69 
1,77 

6,91 
9,03 

5,42 
7,09 

22,8 
29,1 

36,1 
46,1 

9,43 
12,1 

1,82 
1,80 

2,28 
2,26 

1,17 
1,16 

65×65× 6 
9 65 6 

9 9,0 4,5 1,80 
1,93 

7,53 
11,0 

5,91 
8,62 

29,2 
41,3 

46,3 
65,4 

12,1 
17,2 

1,97 
1,94 

2,48 
2,44 

1,27 
1,25 

a

a

R 1R

t

t

y

y

x

e

η

η
ξ

ξ



Tab. 8-6. Kątowniki równoramienne cd. 

Wymiary Pole 
przekroju Masa Moment bezwładności Promień bezwładności 

a t R R1 e A m Ix = Iy Iζ Iη ix = iy iζ iη 

Wyróżnik 
oznaczenia 

L 
mm cm cm2 kg/m cm4 cm 

75×75× 

5 
7 
9 
12 

75 

5 
7 
9 
12 

9,0 4,5 

2,01 
2,09 
2,17 
2,29 

7,34 
10,1 
12,8 
16,6 

5,76 
7,93 
10,0 
13,1 

38,8 
52,4 
65,4 
82,4 

61,5 
83,6 
104 
130 

16,1 
21,1 
27,2 
34,7 

2,30 
2,29 
2,27 
2,22 

2,89 
2,88 
2,85 
2,79 

1,47 
1,48 
1,46 
1,44 

80×80× 8 
10 80 8 

10 10,0 5,0 2,26 
2,34 

12,3 
15,1 

9,66 
11,9 

72,3 
87,5 

115 
139 

29,6 
35,9 

2,42 
2,41 

3,06 
3,03 

1,55 
1,54 

90×90× 
6 
8 
10 

90 
6 
8 
10 

11,0 5,5 
2,40 
2,50 
2,58 

10,6 
13,9 
17,1 

8,32 
10,9 
13,5 

80,3 
104 
127 

127 
166 
201 

33,3 
43,1 
52,8 

2,75 
2,74 
2,72 

3,46 
3,45 
3,43 

1,78 
1,76 
1,75 

100×100× 10 
12 100 10 

12 12,0 6,0 2,82 
2,90 

19,2 
22,7 

15,1 
17,8 

177 
207 

280 
328 

73,3 
86,2 

3,04 
3,02 

3,82 
3,80 

1,95 
1,95 

120×120× 10 
12 120 10 

12 13,0 6,5 3,31 
3,40 

23,2 
27,5 

18,2 
21,6 

313 
368 

497 
584 

129 
152 

3,67 
3,65 

4,63 
4,60 

2,36 
2,35 

130×130× 12 130 12 13,0 8,0 3,63 29,9 23,5 470 745 195 3,96 4,99 2,55 

150×150× 12 
15 150 12 

15 15,0 8,0 4,12 
4,25 

34,8 
43,0 

27,3 
33,8 

737 
898 

1170 
1430 

303 
370 

4,60 
4,57 

5,80 
5,76 

2,95 
2,93 

160×160× 15 160 15 16,0 8,0 4,49 46,1 36,2 1100 1750 453 4,89 6,15 3,14 

180×180× 16 
18 180 16 

18 18,0 9,0 5,02 
5,10 

55,4 
61,9 

43,5 
48,6 

1680 
1870 

2690 
2970 

679 
757 

5,51 
5,49 

6,96 
6,93 

3,50 
3,49 

200×200× 20 200 20 18,0 9,0 5,68 76,4 59,9 2850 4540 1160 6,11 7,72 3,89 
 
 
 



 
 
 

Tab. 8-7. Teowniki wysokie wg PN-91/H-93406 [3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Wymiary Pole 
przekroju Masa Moment bezwładności Wskaźnik 

wytrzymałości 
Promień 

bezwładności 

h=bf tw=tf R R1 R2 e A m Ix Iy Wx Wy ix iy 

Wyróżnik 
oznaczenia   

mm cm2
 kg/m cm4 cm3 cm 

30x30x4 
40x40x5 
50x50x6 
60x60x7 
80x80x9 

100x100x11 
120x120x13 

30 
40 
50 
60 
80 
100 
120 

4 
5 
6 
7 
9 

11 
13 

4 
5 
6 
7 
9 

11 
13 

2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,5 
5,5 
6,5 

1,0 
1,0 
1,5 
2,0 
2,0 
3,0 
3,0 

8,5 
11,2 
13,9 
16,6 
22,2 
27,4 
32,8 

2,26 
3,77 
5,66 
7,94 
13,6 
20,9 
29,6 

1,77 
2,96 
4,44 
6,23 
10,7 
16,4 
23,2 

1,72 
5,28 
12,1 
23,8 
73,7 
179,0 
366 

0,87 
2,58 
6,06 
12,2 
37,0 
88,3 
178 

0,80 
1,84 
3,36 
5,48 
12,8 
24,6 
42,0 

0,58 
1,29 
2,42 
4,07 
9,25 
17,7 
29,7 

0,87 
1,18 
1,46 
1,73 
2,33 
2,92 
3,51 

0,62 
0,83 
1,03 
1,24 
1,65 
2,05 
2,45 
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