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V o r r e d e.

j_Jer erste Versuch, eine Schrift des Archimedes ins Deutsche zu übertragen, 

ist von Joh. Christoph Sturm (damals Pfarrer zu Deiningen in der Graf­
schaft Oettingen, nachher Professor der Mathematik und Physik zu Altdorf, ge­
storben 1703 am 26 Dezember,) durch die Uebersetzung des unter fol­
gendem Titel gemacht worden: Des unvergleichlichen Archimedis Sand-Rechnung, 
aus dem Griechischen in das Hochteutsche übersetzet, und mit nothwendigen Anmer­
kungen durchgehends erläutert. Nürnberg in Verlegung Paul Fürstens Wittib. 1667. 
Fol. Drei Jahre darauf gab er eine Uebersetzung der übrigen damals bekannten 
Schriften des Archimedes heraus unter dem Titel: Des unvergleichlichen Archi- 
medis Kunst - Bücher u. s. w. Nürnberg in Verlegung Paul Fürstens Wittib und Er­
ben. 1670. Fol. Hierin lieferte er folgende Schriften:

1) Von der Kugel und Rund-Säule, zwei Bücher.
a) Von der Kreis- und Scheibenmessung, ein Buch.

3) Von derer Flächen Gleich gewichtigkeit, zwei Bücher.
4) Von der Parabel-Vierung, ein Buch.

5) Von denen Kegel- und Kugel- ähnlichen Figuren, ein Buch.

6) Von denen Schnecken-Linien und Flächen, ein Buch. Auch wird jene frü­
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her herausgegebene Sand-Rechnung hier noch einmal aufgeführt, obgleich keine 
neue Auflage veranstaltet ist; also

7) Von einer Zahl, welche gröfser ist, als die Zahl alles Sandes, womit die 
Höhe des ganzen Firmaments könnte ausgefüllet werden.

Ueber den bei dieser Arbeit zum Grunde gelegten Text erklärt Sturm sich 
nicht, doch geht aus der Vorrede hervor, dafs er vorzugsweise die Ausgabe und 
Bearbeitung Rivaults benutzt habe. Die Uebersetzung ist namentlich in den 
Beweisen nicht wörtlich treu, sondern hat häufig Abkürzungen, doch mufs man 
gestehen, dafs sie den Sinn der Urschrift nur selten verfehlt. Die beigefügten 
Erläuterungen sind theils aus dem Kommentare des Eutocius entlehnt, theils mit 
Benutzung defsen, was zu jener Zeit schon für die Erklärung des Archimedes 
geleistet war, vom Uebersetzer selbst geliefert, und haben allerdings Werth. Auch 
findet man hier als besondere Abhandlungen sowohl eine deutsche Bearbeitung der 
Elementa curvarum linearum des Johann de Witt, als auch Franz von Schoo­
ten drei Wege, die Parabel zu quadriren aus dessen Exercitation. geometr. Für 
die Sprache hat Sturms Arbeit eine besondere Wichtigkeit, indem er zuerst den 
freilich nur selten gelungenen Verfuch macht, die Kunstwörter der Mathematik 
deutsch wiederzugeben.

Seit Sturm ist in einem Zeiträume von mehr als hundert Jahren für den 
Archimedes in Deutschland nichts gethan. Endlich erschien: Archimeds zwei Bü­
cher, über Kugel und Cylinder. Ebendesselben Kreismessung. Uebersetzt mit Anmer­
kungen u. s. jr. begleitet von KARL FRIEDR. HAUBER. Tübingen 1793. 3. 
Die Uebersetzung ist sehr verdienstlich, indem sie der Urschrift treu folgt, und 
von erklärenden Bemerkungen, gröfstentheils nach Eutocius, begleitet wird. Zur 
Berichtigung des Textes ist Einiges geleistet, und einen neuen Werth erhält die 
Arbeit durch den Anhang mehrerer Sätze über verwandte Gegenstände aus Lucas 
Valerius, Tacquet und Torricelli. Ich bekenne gern, dieser Uebersetzung 
recht viel zu verdanken, und habe mich nicht gescheut, ihr da zu folgen, wo ich 
Abweichung nicht für Verbesserung halten durfte.

Hiernächst erschien: Die Quadratur der Parabel des Archimedes, mit nöthi- 
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gen Tlülfssätzen und Erläuterungen versehen von JOH. JOS. IGN. HOFFMAN N. 
Aschaffenburg 18*7- 4- Der Uebersetzer giebt nicht die ganze Schrift des Archi- 
medes, sondern nur dessen rein geometrische Quadratur, und schickt in einem 
besonderen Abschnitte die zum Verständnisse der Schrift selbst erfoderlichen Hülfs- 
sälze voraus, fügt auch hinterher noch einen Abschnitt mit Erläuterungen dazu. 
Als eine Einleitung in das Studium des Archimedes ist die kleine Schrift 

brauchbar.

Noch erwähne ich ARCHIMEDES über die Menge des Sandes, oder Berech­
nung der Gröfse der Welt in Sandkörnern, a. d. griech. übersetzt von JOH. FRIED. 
KRÜGER. Quedlinburg und Leipzig 1320. 8- Der Übersetzer scheint seinem Un­
ternehmen nicht gewachsen zu sein, indem er bedeutende Fehler begeht. In der 
Vorrede wird eine ähnliche Bearbeitung anderer Schriften des Archimedes ange­
kündigt, wovon seitdem nichts verlautet hat.

Eine rühmliche Anerkennung verdient die französische Uebersetzung unter 

dem Titel: Oeuvres d'ARCHIMEDE, traduites litteralement, avec un comnientaire 
par F. PEYRARD, suivies d’un menioire du traducteur, sur un nouveau miroir ar- 
dent, et d’un autre menioire de M. DELAMBRE, sur l’arithmetique des Grecs. Se- 
conde edition. A Paris rgog. Tom. I et II. g. Die Uebersetzung zeichnet sich 
durch Treue aus, und die erklärenden Anmerkungen sind sehr umsichtig abgefafst. 
Nicht selten aber wird man im Texte auf Noten verwiesen, die sich gar nicht vor­
finden. Für die Kritik des griechischen Textes ist fast nichts gethan; sondern der 
Uebersetzer folgt überall Torelli, nur nicht in der Reihenfolge der einzelnen 
Schriften, die er nach dem griechischen Texte der Baseler Ausgabe liefert. Voll­
ständige Uebersetzungen in neuere fremde Sprachen aufser der eben genannten 
sind mir nicht bekannt; einzelne Schriften giebt es in geringer Anzahl. (Vgl. Fa- 
bricii bibl. gr. IV. pag. 191 ed. Hari.)

Die neuere Zeit hat die Federungen an den Uebersetzer klafsischer Werke 
des Alterthums höher gesteigert, seitdem uns wenigstens eben so sehr die formelle 
Vollendung der Urschrift anzieht, als die Gediegenheit des Inhalts. Der Uebersez- 
zer mathematischer Schriften indessen wird sein Hauptaugenmerk immer auf die 
deutliche Darlegung des Inhalts zu richten haben, und man wird in dieser Rück­
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sicht vielleicht einer gedrängten Bearbeitung des Originals einen eben sö grofsen 
Werth beilegen müssen, als einer treuen Uebersetzung. Um indessen ein an­
schauliches Bild des Gedankenganges der Alten zu geben, wird man sich mit ei­
ner Bearbeitung nicht begnügen dürfen; und sollte bei mathematischen Schriften 
dieser Gedankengang uns auch nicht selten als ein schwerfälliger erscheinen, so 
werden wir doch eben so oft Gelegenheit finden, den Scharfsinn zu bewundern, 
der mit geringen Mitteln so Grofses zu leisten vermogte. Wenn aber bei den ele­
mentaren Schriften anderer griechischen Mathematiker die Ausführlichkeit der Dar­
stellung selten oder gar nicht eine Undeutlichkeit läfst, so finden wir bei unserem 
Verfasser Stellen in Menge, in denen eine rasch übersehene Schlufsreihe mit über­
sprungenen Mittelgliedern dargelpgt ist, und den minder Geübten in Verlegenheit 
läfst, wenn kein begleitender Kommentar zur rechten Zeit einen Wink giebt. Die­
ses Bedürfnis erzeugte schon im Alterthum die Bemerkungen des Eutocius, de­
nen sich andere von verschiedenem Werthe aus der neueren Zeit angereihet haben. 
Auch ich bin der Meinung gewesen, meine Uebersetzung nicht ohne erklärende 
Anmerkungen hervortreten lassen zu dürfen, und bin bei ihrer Abfassung von äer 
Absicht ausgegangen, nur so viel geben zu wollen, als zum Verständnifse erfoder- 
lich schien, mit Zurückweisung fast aller solchen Bemerkungen, welche sich auf 
den Gegensatz der alten und der jetzigen Weise in -Behandlung der Mathematik be­
ziehen;

Dafs dabei die Arbeiten meiner Vorgänger sorgfältig benützt worden sind, 
wird sich aus der Vergleichung ergeben. Es sind hiebei namentlich die Untersu­
chungen übergangen, die sich mehrmals aufdrängen wollten, auf welchem Wege 
denn Archimedes zu der Entdeckung mancher auf eine höchst verwickelte Wei­
se durchgeführten Sätze gekommen sei; denn man wird allerdings dem Urtheile 
Wallis beipflichten müssen (Epist. ad Kenelmum Digby. Opp. II. p. 78a.) . . . „non 
„ignotum credo fore, id quidem in ARCHIMEDE a gravissimis viris doctissimisque 
„maxime desiderari, et tantum non vitio verti, quod ipse quasi data opera ita occul- 
„taverit sua inquisitionis vestigia; quasi invidisset posteris investigaudi artem, a quibus 
„tarnen assensum inventis extorquere vellet. Sed nec ARCHIMEDES solus, verum 
„et /veterum plerique omnes Analyticen suam (quam habuisse extra dubium est,) co-
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„usque celarunt posteros, ut reeentioribus facilius jam fuerit, nova m suo märte com- 
„minisci, quam indagasse veterem.“ (VgL; Anmerkung £ zu Gleichgew. d. Ebenen 
II. 10.)

Die Reihenfolge der archimedischen Werke ist von Torelli theils nach den 
Angaben bestimmt, welche sich in den Zueignungsbriefen derselben finden, theils 
nach den Berufungen, welche hin und wieder in den Schriften selbst vorkommen. 
Den Schlufs machen dabei die beiden Bücher Von schwimmenden Körpern 
und die Sammlung der Wahlsätze, weil beide nicht mehr in der Ursprache, 
sondern erstere nur in der lateinischen Übersetzung eines Unbekannten, letztere 
nur in arabischer Sprache vorhanden sind, und die Zeit ihrer Abfassung nicht 
ausgemittelt werden kann. Jene Zueignungsbriefe sind sämtlich an den Dosi- 
theus, einen Freund des Archimedes gerichtet, und weil schon in dem ersten 
derselben vor der Quadratur der Parabel der Tod des Konon, eines andern Freun­
des des Archimedes, beklagt wird, dem dieser sonst seine Schriften zuzusenden 
gewohnt war, so ist möglich, dafs das erste Buch vom Gleichgewicht der Ebenen, 
das einzige vorhandene Werk, welches der Quadratur der Parabel vorangeht, ur­
sprünglich dem Konon zugeeignet gewesen ist, wenigstens lebte Konon zur 
Zeit der Abfassung aller übrigen griechisch auf uns gekommenen Werke nicht mehr.

Der einzige Kommentar zum Archimedes aus dem Alterthume selbst rührt 
von Eutocius von Ascalon her, der im Zeitalter Justinians lebte {Kästner 
Gesch. d. Math. I. S. 10.). Seine Anmerkungen beziehen sich jedoch nicht auf alle 
archimedischen Werke, sondern nur auf die beiden Bücher Vom Gleichgewichte 
der Ebenen, auf die beiden Von der Kugel und dem Cylinder und auf 
die Kreismessung; wobei es besonders auffält, dafs die Quadratur der Parabel 
von ihm gar nicht berücksichtiget ist, da doch das zweite Buch vom Gleichge­
wichte der Ebenen ausdrückliche Hinweisungen auf jenes enthält. Wenn man 
nun dem Eutocius die Kenntnifs aller nicht kommenlirten Schriften des Archi­
medes deshalb nicht absprechen darf, weil er keine Erklärungen zu ihnen gelie­
fert hat; so läfst sich doch beweisen, dafs er die Quadratur der Parabel zur Zeit 
der Abfassung der andern Erklärungen zwar dem Titel nach gekannt, aber noch 
nie selbst gelesen habe. Die Gründe sind folgende:

♦
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i., Die Erläuterungen, welche Eutocius an mehreren Orten aus diesem 
Buche hätte hernehmen können, giebt er entweder gar nicht, oder entlehnt sie 
anderswoher; namentlich

a., Gleichgew. d. E. II. S. 2. Hier giebt Eutocius an, was Apollonius 
den Scheitel einer Parabel nenne, ohne zu erwähnen, dafs Archimedes selbst 
diese Erklärung gegeben hat (Quadr. d. Par. S, 17, Anm.) Überhaupt hätte er die 
ganze beigebrachte Erläuterung aus der archimedischen Schrift selbst herholen 
können, statt dafs er sie seiner eigenen Angabe nach aus dem Apollonius ent­
lehnt. (Vgl. Anmkg. y zu Gleichgew. d. Eb. II. S. 1.)

b., Gleich gew. d. Eb. II. S. 4. Hier verweiset Eutocius auf das zehn­
te Buch der Elemente Euklids, und auf das erste Buch des Arch. Von Kug. u. Cyl., 
da doch Archimedes (Quadr. d. Par. S. 20. Folg.) das Nöthige selbst ausspricht.

c., Gleichgew. d. Eb. II. S. 5. Ae'Se/xrm ydp sv dWoi;. Dieser Ort ist 
Quadr. d. Par. S. 24, was Eut. nicht bemerkt, sondern die Stelle mit Stillschwei­
gen übergeht.

2., Eutocius meldet zwar, dafs Arch. eine Abhandlung über die Quadr. 
d. Par. verfafst habe, nimt aber diese Nachricht nicht aus eigener Kenntnifs der 
Schrift, sondern aus der Anführung des Archimedes in der Einleitung zu sei­
ner Schrift Von Kug. u. Cyl, Diefs geschieht

a., Gleichgew. d. Eb. II. S. 1. Archimedes setzt hier voraus, man könne 
eine parabolische Fläche in ein Parallelogramm verwandeln, was nach Quadr. d. Par. S. 
24 ausführbar ist. Eutocius aber beruft sich keineswegs auf diesen Satz, son­
dern sagt: .... öeSeixTrn avriß, Hai Iv riy ne^i a(paioa; hoc! ehrev,
dn To Toiürov EiriT^iröv 'rgiydiva rä avrqv ßaaiv exovros avrcfi, nai

i'ffov ....

b., Gl eich gew. d. Eb. II. S. 8- Hier wird die Quadratur der Parabel al­
lerdings von Eutocius angeführt mit den Worten: ^ebeiHTai ydo vir avrH ev rq" 
irEgi TETgavwviffixü rji,$ oQ^oyaivin hwvh , 6n irav <T%y/xa irepisxd/iiEvov . . . .; 
allein auch diese Stelle enthält nichts als die eigenen Worte des Archimedes 
im Eingänge der Schrift Von Kug. u. Cyl., nur dafs Eutocius sowohl hier, als 



Vorrede. ix

zuvor cr^pa statt rpypa braucht, vermuthlich weil er die Worte aus dem Ge- 
dächtnifse hinschrieb.

Der Text des Archimedes, welcher zuerst in der Baseler Ausgabe 1544. 
Fol. im Druck erschien, hat seitdem theilweise von Mehreren Berichtigungen er­
fahren , obgleich auch dieser alte Mathematiker das Schicksal der meisten seiner 
Genossen theilt, weit weniger in der Ursprache als in der lateinischen Übersetzung 
gelesen und bearbeitet zu sein. Diese Ausgabe besteht eigentlich aus vier Thei­
len mit besonderen Seitenzahlen. Der erste giebt den Text, der zweite die latei­
nische Übersetzung, der dritte die Anmerkungen des Eutocius griechisch, und der 
vierte die lateinische Übersetzung derselben. Die drei ersten haben besondere 
Titel, nicht so der vierte, auch fehlt dem zweiten die Jahrszahl. Seit jener Editio 
princeps ist nur eine einzige vollständige Ausgabe erschienen, die Torellische zu 
Oxford 1792 Fol. So viel Verdienst sich Torelli hiebei erworben hat, so sauber 
das Äufsere dieser Ausgabe ist; so streng mufs man doch die unverantwortliche 
Nachläfsigkeit rügen, mit welcher Robertson, dem die. Herausgabe übertragen 
war, die Correctur besorgt hat, indem fast keine Seite fehlerlos geblieben ist. 
Wegen dieser durchweg sichtbaren Sorglosigkeit sind auch die Varianten, welche 
aus einem Florentiner und vier Pariser Handschriften der Ausgabe beigefügt sind, 
nicht mehr als zuverläfsig anzusehen, verlieren also einen grofsen Theil ihrer 
Brauchbarkeit. Noch schlimmer steht es um die Varianten, welche Torelli selbst 
aus einem venetianischen Codex herbeigeschafft und unter den Text zu setzen 
verordnet hatte; denn weil ebendaselbst auch die Abweichungen der Baseler Aus­
gabe anzutreffen sein sollen, diese aber theils unvollständig an sich, theils unter 
jene andern ohne gehörige Unterscheidungszeichen gemischt sind und überdiefs 
deutliche Spuren eines fehlerhaften Abdrucks tragen; so sind diese unter dem Texte 
befindlichen Varianten fast gänzlich werthlos geworden. Unter den früheren Bear­
beitern hatRivault seiner Ausgabe, (Paris 1615. Fol.) welche nur den griechi­
schen Text der einzelnen Sätze, nicht aber der Beweise, enthält, aufser einer la­
teinischen Übersetzung auch Erläuterungen beigefügt, die ihm den Spottnamen In- 
felix Commentator zugezogen, obgleich sie manches Brauchbare enthalten. Ver­
dienstlich war späterhin die gedrängte Bearbeitung Barrows (London 1675. 4.) 

*
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worin Einiges für die Berichtigung des Textes geschehen ist. Besonders schätzbar 
ist aber die (Ausgabe der Kreismessung und der Sandeszahl von Wallis; 
(Beide Oxford 1676. ß. und nachher in Opp. III. 1699 Fol.) denn hier ist nicht 
nur der vorhandene Text an unzähligen Stellen scharfsinnig hergestellt, sondern 
es ist auch mit gewissenhafter Treue von den vorgenommenen Änderungen Re­
chenschaft gegeben. Hätte Wallis den ganzen Archimedes so bearbeitet, so 
würde für Torelli nur noch eine sparsame Nachlese geblieben sein. Jetzt aber 
bleibt noch für den Nachfolger des letzteren keine geringe Ausbeute. Ohne mit 
Ernst an eine neue Ausgabe zu denken, habe ich doch bei meiner Arbeit die kri­
tische Beleuchtung des Textes nicht aus den Augen verlieren dürfen, um der Über­
setzung die mir erreichbare Vollendung zu geben, und wenn ich die kritischen 
Bemerkungen hier anfüge, welche beim Übersetzen entstanden sind, so gebe ich 
sie als Materialien zu weiterer Prüfung für den künftigen Herausgeber, ohne zu 
verkennen, dafs mancher Vorschlag einer solchen Prüfung noch gar sehr bedürfe. 
Weil aber selbst ein Irthum nicht selten das Wahre ans Licht fördert, so stelle ich 
jetzt keine strengere Sichtung des Probehaltigen an. Sollte es mir einmal gelin­
gen, die Schwierigkeiten zu überwinden, über welche von den Herausgebern grie­
chischer Mathematiker seit Jahrhunderten geklagt ist, so würden Berichtigungen 
meiner Kritik von Freunden dieses Zweiges der alterthümlichen Bildung meine 
ganze Dankbarkeit in Anspruch nehmen. Auf die Übersetzung hat die Textesbe- 
richtigung natürlich Einflufs gehabt, doch ist die Anzahl solcher Stellen nur ge­
ringe, in welchen ich eine den ganzen Sinn ändernde Verbesserung einlreten las­
sen zu müssen glaubte.

Dafs ich den fortlaufenden Text des in Paragraphen getheilt habe,
wird hoffentlich keine Mifsbilligung erfahren. Eher dürfte man darüber mit mir 
rechten wollen, das ich statt der altern Benennungen der Kegelschnitte die späteren 
des Apollonius eingeführt, auch den Parameter, die Asymptoten u. d. gl. mit 
diesem und nicht mit ihrem früheren Namen bezeichnet habe; indessen mag mich 
hier das Beispiel Peyrards und die Billigung Delambres entschuldigen, (Vgl. 
Peyrards Übersetzung I. p. XII etc.} Es ist bisher noch nicht mit Entschiedenheit 
ermittelt worden, ob Archimedes die seit Apollonius gebräuchlichen Namen 
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der Kegelschnitte, Parabel, Ellipse und Hyperbel, gebannt, ferner ob er gewufst, 
dafs alle diese Schnitte aus einem einzigen willkührlichen Kegel entstehen können, 
endlich ob er selbst ein Elementarwerk über die Kegelschnitte verfafst habe. Die 
erste Frage glaube ich verneinen zu müfsen, und gebe meine Gründe in den kriti­
schen Anmerkungen zu S. 270 Z. 1 v. u. (ed. Torelli.'). Zur Beantwortung der 
zweiten Frage findet man Materialien in Guidi Ubaldi e Marchionibus Montis in 
duos ^trchimedis aequiponderantium libros paraphrasis scholiis illustrata. Pisauri 1588 
Fol. pag. 117 scqq. Es gehet daraus hervor, dafs Archimedes den schiefen Ke­
gel u welchen Euklides gar nicht betrachtet, allerdings schon gekannt, und dafs 
er gewufst habe, die Ellipse könne nicht blofs aus einem geraden spitzwinkligen 
Kegel, sondern auch aus jedem andern, ja selbst aus einem Cylinder, geschnitten 
werden; allein der Schlufs Ubaldis, dem Archimedes sei also die allgemeine 
Entstehungsart aller Kegelschnitte aus jedem Kegel bekannt gewesen, ist zu rasch, 
da sich nachweisen läfst, dafs ihm keine andere Entftehung der Parabel, als die 
aus dem geraden rechtwinkligen Kegel bekannt gewesen. Dieser Beweis kann 
durch seine Angabe der Gröfse des Parameters der Parabel (Konoid, u. Sphäroid. S, 4. 
B.) geführt werden, indem die dort bezeichnete Gröfse des Parameters nur für den 
geraden rechtwinkligen Kegel richtig, sonst aber falsch ist. Es läfst sich deshalb 
wohl vermuthen, dafs er die Hyperbel auch nur als den Schnitt eines stumpfwink­
ligen geraden Kegels gekannt habe, denn freilich finde ich weder für noch gegen 
die letztere Meinung eine haltbare Stütze. Die Beantwortung der dritten Frage 
ist schwierig; sie wird bejahet von Rivault (Praefät. ad Conoid. et Sphäroid.) 
mit Hinzufügung der Behauptung des Heraclius, der eine Lebensbeschreibung 
des Archimedes verfafst hat, dafs die Kegelschnitte des Apollonius eigentlich 
dem Archimedes angehören. Indessen dürften die dort vorgebrachten Gründe 
schwerlich genügen, diese Behauptung aufser Zweifel zu setzen. Möglich ist 
allerdings, dafs Archimedes eine schon früh verlorne Schrift über die Kegel­
schnitte (vielleicht unter dem Titel oder qoi^a xuvixd, oder Kanuxcr.
Man sehe die kritische Anmerk, zu S. 36. Z. 7 v. u. ferner S. 264. Z. 30, und S. 
265. Z. 20.) verfafste, die späterhin vom Apollonius benutzt ward, allein mehr 
läfst sich schwerlich mit einiger Wahrscheinlichkeit behaupten. (Vgl. Ubaldi a. a. 
O.) Beiläufig bemerke ich noch, dafs aus der oben für die Bezeichnung des Pa­
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rameters angeführten Stelle (Konoid, u. Sphäroid. S. 4B) auch ein Zeugnifs für die 
Ächtheit der lateinisch vorhandenen Schrift Von schwimmenden Körpern hergeleitet 
werden kann, indem hier der halbe Parameter der Parabel ebenfalls als die Ent­
fernung der Axe vom Kegelscheitel angegeben wird. (Vgl. Schwimm. Körp. II. S. 
e , und öfter.)

In den Anmerkungen bezieht sich das nur selten verkommende Citat Geom. 
auf des Übersetzers Geometrie. In den kritischen Anmerkungen bedeutet S die 
Seite der Ausgabe Torellis, und beim Zählen der Zeilen sind die Überschriften 
nicht mitgezählt; in den Erläuterungen dagegen hat S die Bedeutung Satz. Die 
Abkürzung Rec. endlich bezeichnet den Recensenten der Torellischen Ausgabe in 
der Hall. Allg. Litt. Ztg. (Jahrg. 1795. Nr. 172.)

Stralsund, am 4, Oktober 1324.



Vom Gleichgewichte der
oder

Ebenen

von den Sc 11 w erpunkten d e r s e 1 b e n.

h.E s t e s c

V o r a u s s e t z u n g e n.

re Gröfsen. ”1 gleichen Entfernungen wirkend sind im Gleichgewichte, («j
• . ei5 1 scJ‘"ere Gröfsen m ungleichen Entfernungen wirkend sind nicht im Gleich­

gewichte; sondern die an der längern Enlfcrmmg wirkende sinkt.
r. . 3) eini einet schweren Gröfse, die mit einer andern in gewissen Entfernungen im
Gleichgewic ite ist, etwas zugefiigt wird, so bleiben sie nicht mehr im Gleichgewichte: sondern 
diejenige sinkt, der etwas zugelegt worden. ((3)

4) Gleicherweise, wenn von der einen dieser schweren Gröfsen etwas weggenommen 
wid, so bleiben sie nicht mehr im Gleichgewichte; sondern diejenige sinkt, von welcher 
nichts weggenommen ist. ((3)

o i) Wenn gleiche und ähnliche Figuren auf einander gepafst sind, so treffen auch de­
ren Schwerpunkte auf einander.

6) Die Schwerpunkte ungleicher, jedoch ähnlicher ebener Figuren liegen ähnlich.

(Voraus». 0 Archimedes setzt stillschweigend voraus, dafs die von ;j,m ;n Betracjltnng gezogenen Gröfsen 
gleichartig, und die Gewichte derselben ihrer Gröfse proportionirl sind, daher er von der Gleichheit des Ge­
wichts auf die Gleichheit der Gröfse selbst schliefst, und umgekehrt. Er hat übrigens in dieser Abhandlung 
zunächst nur schwere Ebenen ins Auge gefafst.

(13) Das Hinzufügen und Abnehmen bezieht Ar eh. stillschweigend nicht blofs auf die Gröfse der schweren Gröfsen 
selbst, sondern auch auf die Gröfse ihrer Entfernungen vom Auniängungspunkte oder Unterstützungspunkte des 
Hebels, an dessen Armen die schweren Gröfsen auQjehängt sind. (Vgl. S. 7. 2.)
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Man sagt aber: Punkte liegen ähnlich in ähnlichen Figuren, wenn die ge­
raden, von ihnen nach den Spitzen der gleichen Winkel gezogenen Linien mit den gleichlie­
genden Seiten gleiche Winkel machen.

7) Wenn Gröfsen in gewissen Entfernungen im Gleichgewichte sind, so sind ihnen 
gleiche in denselben Entfernungen auch im Gleichgewichte.

8) Der Schwerpunkt einer jeden Figur, deren Umfang nach einerlei Gegend hohl ist, (7) 
mufs innerhalb dei- Figur liegen. (3)

Satz 1.
Gröfsen, die in gleichen Entfernungen im Gleichgewichte sich befinden, sind gleich 

schwer.
Denn wären sie ungleich schwer, so würden sie, nach Wegnahme des Gewichtüber­

schusses von der schwereren, nicht mehr im Gleichgewichte sein (V. 4.).
• ■ . '* ( /

Satz 2.
Ungleich schwere Gröfsen sind bei gleichen Entfernungen nicht im Gleichgewichte, 

sondern die schwerere wird sinken.
Denn nach Wegnahme des Ueberschusses von‘der schwereren werden sie im Gleich­

gewichte sein (V. 1.); legt man also wieder hinzu, was man weggenommen, so wird die ver- 
gröfserle schwere Gröfse sinken (V. 3.).

Satz 3.
Wenn ungleich schwere Gröfsen in ungleichen Entfernungen im Gleichgewichte sind, 

so befindet sich die schwerere in der kleineren Entfernung.
F»i. Es seien A, B ungleich schwere Gröfsen, A > B, und beide in 'den Entfernungen 

AC, BC, im Gleichgewichte: so mufs erwiesen werden, dafs AC <BC.
Die Entfernung AC sei nicht die kleinere. Man nehme den Ueberschufs von A über 

B weg, so mufs B sinken (V. 4.). Es kann aber B nicht sinken: denn ist AC = B C, so fin­
det Gleichgewicht Statt (V, 1.); und ist AC >■ BC, so mufs A sinken (V. 2.); folglich ist 
AC <!BC.

Satz 4.
Wenn zwei gleich schwere Gröfsen nicht einerlei Schwerpunkt haben, so liegt der 

Mittelpunkt der Schwere einer aus diesen beiden zusammengesetzten Gröfse in der Mitte der­
jenigen geraden Linie, welche die Schwerpunkte beider Gröfsen verbindet, (a)

F. 2. Es sei A der Schwerpunkt der Gröfse, A, und B der Schwerpunkt der Gröfse B, auch

(7) Vgl. V. d. Kug: u. d. Cyl. I. Vorauss. 2.
(3) E uto eiu 3 bemerkt ganz richtig, dafs der Schwerpunkt einer Figur Ton dem Mittelpunkte derselben zu unter­

scheiden sei. So liegt der Mittelpunkt des Halbkreises im Umfange, und der Mittelpunkt der Hyperbel gar 
außerhalb der Figur.

(S, 4- «) Gleich schwere, oder was hier dasselbe ist, gleiche und gleichartige Gröfsen können einerlei Schwer­
punkt haben, z. B. ein Ring und ein Kreis von gleichem Inhalte u, s, w. Dergleichen schliefst Arch. aus.
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Werde die Verbindungslinie AB durch C in zwei Hälften gcthcilt. Ich behaupte, dafs C der 
Schwerpunkt der aus beiden Gröfsen, zusammengesetzten Gröfse sei.

Denn wo nicht, so sei D der Schwerpunkt der aus den Gröfsen A, B, zusammenge­
setzten Gröfse, wenn diefs möglich ist. (Denn dafs der Schwerpunkt in der Linie AB liege, ist 
schon gezeigt.) (p) Wird dann D gehalten, so sind beide Gröfsen A, B, im Gleichgewichte in 
den Entfernungen AD, BD, welches unmöglich ist (V. 2.) Folglich ist C der Schwerpunkt 
der zusammengesetzten Gröfse.

Satz 5.
Wenn die Schwerpunkte dreier Gröfsen in einer geraden Linie liegen, auch die Grö­

fsen selbst gleiches Gewicht haben, und wenn die Zwischemveiten der Schwerpunkte gleich 
sind; so wird der Schwerpunkt der aus allen dreien zusammengesetzten Gröfse derjenige Punkt 
sein, welcher auch Schwerpunkt der mittlern Gröfse ist.

Es seien A, B, C, drei Gröfsen, deren Schwerpunkte A, B, C, in einer geraden Linie 5- 
liegen; auch seien die Gröfsen A — B = C und die geraden Linien AC = B C. Ich behaup­
te, dafs C der Schwerpunkt der aus allen diesen Gröfsen zusammengesetzten Gröfse sei.

Weil nämlich die beiden Gröfsen A, B, gleich schwer sind, so ist ihr Schwerpunkt der 
Punkt C (S. 4.). Aber der Punkt C ist auch Schwerpunkt der Gröfse C; folglich ist der 
Schwerpunkt der aus allen zusammengesetzten Gröfse derselbe Punkt, welcher Schwerpunkt der 
mittlern Gröfse ist.

Folgerung 1. Hieraus erhellt, wenn die Schwerpunkte einer willkührlichen ungera­
den Anzahl von Gröfsen in einer geraden Linie liegen, wenn ferner diejenigen gleiches Ge­
wicht haben, welche von der mittlern gleich weit abslehen, und wenn die Zwischenweiten ih­
rer Schwerpunkte gleich sind; dafs der Schwerpunkt einer aus ihnen allen zusammengesetzten 
Gröfse eben der Punkt ist, welcher der Schwerpunkt der mittlern Gröfse ist.

Folgerung 2. Wenn aber die Gröfsen in gerader Anzahl vorhanden sind, und ihre p. 4. 
Schwerpunkte in gerader Linie liegen, auch jede mittlern gleiches Gewicht haben, und die Zwi­
schenweiten der Schwerpunkte gleich sind, so wird der Schwerpunkt einer aus ihnen allen zu­
sammengesetzten Gröfse in der Milte derjenigen geraden Linie liegen, welche die sämmtlichen 
Schwerpunkte verbindet.

Satz 6.
Kommensurable Gröfsen sind im Gleichgewichte, wenn sie ihren Entfernungen umge­

kehrt proportionirt sind.
Es seien A, B, kommensurable Gröfsen mit den Schwerpunkten A, B, und ED sei F. 5. 

irgend eine Länge, auch sei

W Ausdrücklich zeigt diefs Arcli. nirgend; er versteht aber nach Eutocius unter dem Schwerpunkte zweier 
Gröfsen den Aufhängungspunkt einer als Wagestange gedachten, die Schwerpunkte beider Gröfsen verbinden­
den geraden Linie, wenn derselbe so gewählt ist, dafs die Wagestange ruhig in horizontaler Lage. verharret. 
Nach dieser Erklärung giebt die erste Voraussetzung schon den Grund an, warum der Schwerpunkt in AB lie­
gen mufs; ja streng genommen, sagt der ganze Lehrsatz nichts anders, als die erste Voraussetzung.

A 2
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F. 6.

A : B = D C : E C, 
so ist zu beweisen, dafs C der Schwerpunkt einer aus A, B, zusammengesetzten Gröfse sei.

Weil A : B = DC : EC, so sind auch DC und EC, d. i., eine gerade Linie 
einer geraden, kommensurabel. Also haben DC und EC ein gemeinschaftliches Maafs, 
welches N sein mag. Man setze EC = D G =± DK, und EL = DC. Weil nun D G = 
EC, so ist auch DC — EG, und eben so LE = EG. Also ist LG == 2DC, und GK = 
2 EC: folglich mißt die Linie N jede der beiden Linien LG und G K, da sic deren Hallten 
mifsh

Weil nun A : B = DC : EC 
und D C : E C = L G : G K 
so ist A : B = LG : GK

Ein so Vielfaches aber LG ist von N, ein eben so Vielfaches sei A von F, d. h.
LG : N = A : F

und weil GK : LG — B : A 
so ist GK : N — B : F

Also ist B ein eben so Vielfaches von F, wie GK. von N. Es ward aber schon ge­
zeigt, dafs auch A ein Vielfaches von F sei, mithin ist F ein gemeinschaftliches Maafs von A 
und B. Theilt man nun LG in lauter der Linie N, und A in lauter der Gröfse F gleiche 
Theile, so ist die Zahl dieser Theile von LG eben so grofs, als die Zahl solcher Theile von 
A. Hängt man demnach an jeden'der gleichen Abschnitte von LG eine Gröfse = F, die ih­
ren Schwerpunkt in der Mitte des Abschnitts hat, so sind diese GröGen Zusammen = A, und 
der Schwerpunkt der aus ihnen allen zusammengesetzten Gröfse ist E (S. 5, F. 2.); denn sie 
sind sämmtlich in gerader Anzahl vorhanden, weil LE = GE. Eben so würde sich zeigen 
lassen, wenn an jeden jener Abschnitte der Linie GK eine- Gröfse = F gehängt wird, deren 
Seliwerpunkt in der Milte ihres Abschnitts liegt, dafs alle diese Gröfsen zusammen = B seien, 
und der Schwerpunkt der aus ihnen zusammengesetzten Gröfse in D liege. Also liegt nun­
mehr A in E, und B in D, d. h. es liegen lauter gleiche Gröfsen in gerader Anzahl auf einer 
geraden Linie mit gleichen Zwischen weiten ihrer Schwerpunkte; woraus erhellet, dafs der 
Schwerpunkt einer aus ihnen allen zusammengesetzten Gröfse die Milte derjenigen geraden Li­
nie ist, welche die Schwerpunkte der mittleren verbindet (S. 5, F. 2.) Nun ist

LE = CD 
EC = DK 
L C = C K

mithin ist C der Schwerpunkt der aus allen zusammengesetzten Gröfse, also findet Gleichge­
wicht in Beziehung auf den Punkt C Statt, wenn A in E, und B in D liegt.

Satz 7.
Auch wenn Gröfsen nicht kommensurabel sind, so stehen sie doch im Gleichgewich­

te, sobald sie ihren Entfernungen umgekehrt proportionirt sind. .
Die nicht kommensurabeln Gröfsen sollen AB und C, ihre Entfernungen DE und 

EF sein, und man habe:
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AB : C = DE :EF

Ich behaupte, dafs E der Schwerpunkt der aus AB und C zusammengesetzten Grölse sei.
Gesetzt nämlich, cs fände nicht Gleichgewicht Statt, nachdem AB an F, und C an D 

gehängt worden, so ist AB entweder zu grofs im Verhältnifs zu C, um das Gleichgewicht zu 
halten, oder nicht. Darum sei AB zu grofs, und man nehme von dieser Gröfse etwas weni­
ger weg, als das, um welches sic für das Gleichgewicht mit C zu grofs ist; jedoch so, dafs 
der Rest A mit C kommensurabel wird. («) Weil nun hieraus folgt, dafs

A : C < DE : ER,
so können die Gröfsen A und C in den Entfernungen DE und EF nicht im Gleichgewichte 
sein, wenn A «tu F und C an D gehängt wird. (S. 6.)

Durch dieselben Schlüsse ergiebt sich, dafs kein Gleichgewicht Statt linde, wenn man 
von der Annahme ausgeht, dafs C im Verhältnifs zu AB allzugrofs sei.

Satz 8.
Wenn von irgend einer Gröfse ein Theil weggenommen wird, der nicht einerlei 

Schwerpunkt mit dem Ganzen hat, so findet man den Schwerpunkt des Restes also: man ver­
längere die Verbindungslinie der Schwerpunkte der ganzen Gröfse und des abgeschnittenen 
Theils über den ersten Punkt hinaus, und schneide diese Verlängerung in einer solchen Län­
ge ab, dafs sie zu der zwischen jenen Schwerpunkten befindlichen Linie sich verhalle, wie 
das Gewicht (ä) des weggenommeneil Theils zu dem des Restes; dann ist der Endpunkt dieser 
Verlängerung der Schwerpunkt des Restes.

Der Punkt C sei der Schwerpunkt einer Gröfse AB. Man nehme davon die Gröfse F. 7. 
AD weg, deren Schwerpunkt E sei. Die Verbindunglinie EC verlängere man, und schneide 
darauf CF dergestalt ab, dafs DG : AD — EC : CF; so mufs gezeigt werden, dafs der 
Punkt F der Schwerpunkt der Gröfse D G sei..

Es sei nämlich nicht also, sondern II sei dieser Punkt, wenn das möglich ist. (g) Da 
mm E der Schwerpunkt von AD, und H der Schwerpunkt von DG ist, so wird der Schwer­

ts. 7. “) I- E’ se< nämlich AB im Verhältnifs zu C um die Gröfse M zu grofs. Durdli fortgesetzte Flalbtheifungen 
der Gröfse C kann man auf einen Theil N kommen, der kleiner ist, als M. Sind nun C und AB-M kom­
mensurabel. also etwa AB-M = (n-l) N, so mache man AÄnN. Sind aber C und AB-M nicht kommensu­
rabel, so setze man den Theil N so oft (etwa r mal) zusammen, dafs (r-1) N zwar noch kleiner als AB-M, 
aber rN schon gröfser ah AE-M wird; und mache A=:rN. In beiden Fällen ist dann die Foderung erfüllt.

2. Deutlicher wird die Darstellung, Wenn man so fortfährt:
Dann bleibt fortwährend ein Uebergewicht in dem Punkte F; weh aber: A : G < DE : EF, 

so können A und C in den Punkten F und E nicht gleichgewichtig sein (S, 6.), sondern das Uebergewicht 
müfste sich in dem Punkte D befinden, welches einen Widerspruch enthält«

Dafs aber wirklich das Uebergewicht in D sein müsse, erhellt so:
Es ist A z C < DE : EF; man verkürze DE und DG dergestalt, dafs nunmehr A : C =S EG : EF, so 

sind A und C im Gleichgewichte in den Punkten F und C. Hierauf rücke man C nach D, so wird das Gleich­
gewicht aufgehoben, und das Uebergewicht befindet sich in D (V. 3, ß).

(S. 8' «) Vgl. Vorauss. I. «.
(ß) Der Punkt II mufs in der geraden Linie EC (oder deren Verlängerung) liegen. Weil der Schwerpunkt einer ans 

AD und DG zusammengesetzten Gröfse in derjenigen geraden Linie liegt, welche die Schwerpunkte dieser bei­
den Gröfsen verbindet.
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punkt der aus AD und DG zusammengesetzten Gröfse in der also geschnittenen Linie EH 
liegen, dafs die Abschnitte der beiden Gröfsen umgekehrt proportionirt sind. (S. 6. 7.). Also 
wird der Punkt C nicht in diesem erwähnten Schnitte liegen: mithin ist der Punkt C nicht der 
Schwerpunkt der aus AD, DG, zusammen geatzten Gröfse, d. h. der Gröfse AB. Er ist es 
aber nach der Annahme; folglich ist H nicht der Schwerpunkt der- Gröfse D G.

Satz 9.
Der Schwerpunkt eines jeden Parallelogramms liegt in der geraden Linie, welche die 

Mitten der gegeniiberstehenden Seiten verbindet.
Es sei AB CD ein Parallelogramm. Zwischen den Mitten der Seiten AB, CD, liege 

EF. Ich behaupte, dafs der Schwerpunkt des Parallelogramms AB CD in EF liege.
Es sei nämlich nicht also, sondern H sei der Schwerpunkt, wenn diefs möglich. Man 

ziehe HI^AB. Theilt man dann Eß fortwährend in Hälften, so wird man einmal auf ei­
nen Theil kommen, der kleiner ist, als IH. Man zerlege daher jede der geraden Linien AE, 
EB, in 1 heile, die einzeln gleich EK sind, und durch die Theilungspunkte ziehe man Paralle­
len mit EF, wodurch das ganze Parallelogramm in andere zerlegt wird, die dem Parallelo­
gramm KF gleich und ähnlich sind. Würden nun diese dem KF gleichen und ähnlichen 
Parallelogramme auf einander gepafst, so würden auch ihre Schwerpunkte auf einander fallen 
(V. 5.). Eie Parallelogramme werden demnach gewisse Gröfsen sein, die einzeln gleich dem 
Kl1, in gerader Anzahl vorhanden und deren Schwerpunkte in gerader Linie liegen. («) Auch 
sind die milllern sowohl, als alle zu beiden Seiten befindlichen, samt den Zwischenweiten ih­
rer Schwerpunkte gleich. Folglich liegt der Schwerpunkt der- aus allen diesen Gröfsen zusam­
mengesetzten Gröfse in derjenigen geraden Linie, welche die Schwerpunkte der mittlern Gröfsen 
verbindet (S. 5, F. 2.). Er liegt aber nicht dort; denn der Punkt H liegt aufserhalb der mitt­
lern Parallelogrammen. Demnach ist deutlich, dafs der Schwerpunkt, des Parallelogramms 
AB CD in der geraden Linie EF liegt, (ß.)

Satz 10.
Der Schwerpunkt eines jeden Parallelogramms ist derjenige Punkt, in welchem die 

Diagonalen sich treffen.
F-9- Es sei ABCD ein Parallelogramm, dessen Seiten AB, CD, durch EF, die Seilen AC, 

BD, aber durch KL in Hälften gelheilt werden. Der Schwerpunkt des Parallelogramms liegt 
nach dem eben Erwiesenen (S. 9.) in EF. Durch dieselben Schlüsse findet er sich auch in KL, 
mithin ist II der Schwerpunkt. In H aber treffen sich die Diagonalen; («) also ist der Beweis 
geführt.

F.ga. (8. 9. «) Es sei AF BG CH; auch sollen T, K, L, die Schwerpunkte der drei Parallelogramme sein. Man 
fälle die Perpendikel IM, KN, LO, und ziehe die Verbindungslinien IK und KL. Legt man dann die Paral­
lelogramme so auf einander, dafs sie sich decken, so treffen nicht allein die Punkte I, K, L, sondern auch 
die Perpendikel in einander; also ist IM = KN = LO; folglich ist MK ein Rechteck, eben so NL; also 
NK1 =NKL = R; mithin IKL eine gerade Linie. Man sieht, dafs der Beweis sich leicht auf mehr als 
drei Parallelogramme ausdehnen läfst.

QS) In der Urschrift scheint der Beweis zwar nur von .einem rechtwinkligen Parallelogramm geführt zu sein, wenn 
man die Figur betrachtet; allein er läfst sich ohne Schwierigkeit auch auf das schiefwinklige anwenden.

F.9a. (8. IO. “) Man ziehe nämlich HA und HD, so hat man
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Der Salz läfst sich auch noch anders beweisen.
Es sei AB CD ein Parallelogramm mit der Diagonale BD; dann ist △ ABD dBDC; F. io. 

werden] mithin beide Dreiecke auf einander gepafst, so fallen auch ihre Schwerpunkte 
auf einander (V. 5.). Nun sei E der Schwerpunkt des Dreiecks ABD; man lheile BD durch 
den Punkt H in Hälften, ziehe Eli, und nehme auf deren Verlängerung HF = HE; legt 
man dann △ ABD so auf ZI BDC, dafs AB auf DC und AD. auf B C trifft, so wird auch 
die gerade Linie HE mit HF zusammenfallen, und der Punkt E mit F; aber auch mit dem 
Schwerpunkte des △ BDC (V. 5.); also weil E der Schwerpunkt des Dreiecks ABD und F 
der Schwerpunkt des Dreiecks BDC ist, so erhellet, dafs der Schwerpunkt der aus beiden 
Dreiecken zusammengesetzten Gröfsc die Milte der geraden Linie BD ist, d. h. der Punkt II. (ß)

Satz ir.
Wenn von zwei in zwei ähnlichen Dreiecken ähnlich liegenden Punkten (V. 6.) der 

eine des Dreiecks Schwerpunkt ist, worin er sich befindet, so ist auch der .andere desjenigen 
Dreiecks Schwerpunkt, worin er liegt.

Es sollen △ ABC und △ DEF zwei Dreiecke sein, in denen AC : DF = AB : DE F. n. 
= BC : EF, und in denen die Punkte H, N, gleichliegend sind; auch sei II der Schwerpunkt 
des Di’eiecks ABC. Ich behaupte, dafs auch N der Schwerpunkt des 21 DEF sei.

Gesetzt es sei nicht also, sondern, wenn diefs möglich, es sei G der Schwerpunkt des
△ DEF. Man ziehe HA, HB, HC, DN, EN, FN, DG, EG, FG. Weil mm △ ABC 
-△ DEF und II, G, die Schwerpunkte sind, auch in ähnlichen Figuren die Schwerpunkte 
ähnlich liegen, d. h. gleiche Winkel gegenseitig gegen die gleichliegenden Seilen hervorbringen, 
(V. 6.), so ist GDE = HAB. Es ist aber HAB = NDE, weil II, N, gleichliegend sind, 
folglich ist GDE = NDE, d. h. der gröfsere Winkel ist dem kleineren gleich, welches un­
möglich ist. Keineswegs liegt also der Schwerpunkt des Dreiecks DEF aufser dem Punkte N; 
also ist er N selbst, wie behauptet ward.

S a t z 12. x
Wenn zwei Dreiecke ähnlich sind, und wenn der Schwerpunkt des einen in einer ge­

raden, aus irgend einer Winkelspitze gegen die Mille der Grundlinie gezogenen Linie sich be­
findet, so liegt auch der Schwerpunkt des andern Dreiecks in einer ähnlich gezogenen Linie.

Die beiden Dreiecke sollen Zl ABC, △ DEF sein, in denen AC : DF = AB : DE F. u. 
= BC: EF ist. Man lheile AC durch G in Hälften und ziehe B G. Nun liege der Schwer-

AHE = IIDL
EHL=HLD
LUD = LHD

AHE + EHL + LHD = IIDL + HLD + LHD = 2 R;
also ist AHD eine gerade Linie, d. h, die Diagonale selbst Eben so läfst sich zeigen, dals auch die zweite 
Diagonale B C durch den Punkt H geht.

W Die zweite Diagonale geht ebenfalls durch H) denn die Diagonalen eines Parallelogramms theilen sich gegensei-F. 9 a. 
tig in Hälften. Es seien nämlich AD, 13 C die Diagonalen des Parallelogramms ABDC, so ist a A H C 
△ BHD, also AH = DH, und CH = BH. 
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punkt des A ABC in dem auf BG befindlichen Punkte H; so behaupte ich, dafs auch der 
Schwerpunkt das A DEF sich in einer ähnlich gezogenen Linie befinde.

Es sei DF durch den Punkt M in Hälften gclheilt, und EM gezogen, demnächst be­
stimme man den Punkt N so, dafs sich verhalte:

BG:BH= EM : EN
und ziehe AH, CH, DN, FN. Weil mm AG = > AC, DM = | DF, so ist: 

BA:ED= AG : DM
Hier werden also gleiche Winkel von proportionirten Seiten emgeschlossen, mithin ist 

auch AGB = DME, und:
AG : DM = GB : ME 

x es ist aber GB : ME = BH : EN
folglich B A : E D =±= B H : E N

Hier werden wieder gleiche Winkel von proportionirten Seiten eingeschlossen, .mithin 
ist auch BAH = EDN, also auch HAG — NDM, als gleiche Reste. Aus denselben Grün­
den ist BCH = EFN und II CG = NFM. Ferner ist gezeigt worden, dafs AB H = DE N, 
folglich ist auch HBC = NEF. Aus diesem allem geht hervor, dafs die Punkte H, N, 
gleichliegend sind, denn sie bilden gleiche Winkel; und weil diefs der Fall ist, weil ferner H 
der Schwerpunkt des 4 ABC ist, so ist auch N der Schwerpunkt des & DEF.

Satz 13.
Der Schwerpunkt eines jeden Dreiecks liegt in einer geraden Linie, welche von einem 

Winkel nach der Mitte der Grundlinie gezogen worden.
In dem A ABC treffe AD die Mitte der Grundlinie BC. Dann ist zu zeigen, dafs 

der Schwerpunkt des Dreiecks in der Linie AI) sich befinde.
Dem sei nicht also, sondern, wenn diefs möglich, es sei H der Schwerpunkt, und man 

ziehe HI^BC. Durch fortgesetzte Halblhciluug der Linie DC wird man auf eine Linie kom­
men, die kleiner ist, als Hl. Man theile demnach jeden der Abschnitte BD, DC, in solche 
gleiche Theile, lege durch die Theihmgspimkte Parallelen mit AD, und ziehe die Verbindungs­
linien EF, GK, LM, welche der Linie BC parallel sein werden, (a) Nun liegt der Schwer­
punkt des Parallelogramms MN in S Y, des Parallelogramms KX in Y T, und endlich des 
Parallelogramms FÖ in TD (S. 9.); also liegt, der Schwerpunkt einer aus ihnen allen zusam­
mengesetzten Gröfse in SD. (ß) Dieser Punkt sei R; man ziehe RH, veilängere sie und zie­
he CU| DA.

Fer-

(S. Ij. ®) Es verhält sich nämlich:
BO: BD = BE: EA, weil EO 4-AD
CZ : CD = CF : CA, weil FZ t AD
BO : BD = CZ : CD, weil BD = CD und E 0 = C Z
BE : BA = CB : CA, mithin E F + B C.

Auf dieselbe Weise zeigt man, dafs GK^BC u. s. (w.
(U) Es liegt nämlich der Schwerpunkt einer aus MN und KX zusammengesetzten Gröfse in der geraden Linie ST 

(S. 6. 7.). Setzt mau ferner diese Gröfse mit FO zusammen, so folgt aus denselben Gründen, dafs der Schwer­
punkt der uenen Gröfse in S D liegen müsse.
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Ferner verhält sich AADC zur Summe aller auf den Grundlinien AM, MK, KF, FC 
beschriebenen, dem AADC ähnlichen Dreiecke, wie AC zu AM, ■wegen der Gleichheit der 
Linien AM, MK, KF, FC. (7) Weil ferner auch AADB sich zur Summe aller der ihm 
selbst ähnlichen Dreiecke auf den Grundlinien AL, LG, GE, EB verhält, wie AB zu AL; so 
verhält sich: v

AABC : Summe aller genannten AA = AC : AM 
Es ist aber: AC : AM > UR : RH

denn man hat aus ähnlichen Dreiecken: AC : AM = UR : RP; (a) folglich
AABC : Summe obiger Dreiecke t> UR : RH; also 

(AABC - Summe der AA): Summe der AA > (UR - RH): RH 
d. h. (MN + KX 4- FO): Summe der AA > UH : RH

Es sei demnach:
(MN + KX + FO): Summe der AA = QH : RH.

Weil dann AABC eine gewisse Gröfse, und II deren Schwerpunkt ist, und von die­
ser Gröfse eine andere aus den Parallelogrammen MN, KX, FO zusammengesetzte wegge­
nommen worden, deren Schwerpunkt in R liegt, so befindet sich der Schwerpunkt des aus 
den übrigbleibenden Dreiecken bestehenden Restes am Ende der so weit verlängerten Linie 
RH, dafs die Verlängerung sich zu RH verhält, wie die abgezogene Gröfse zum Reste (S. 8-). 
Also ist der Punkt Q der Schwerpunkt der aus den übrigbleibenden Dreiecken zusammenge­
setzten Gröfse. Diefs ist aber unmöglich; denn würde man durch Q in derselben Ebene eine 
Parallele mit AD ziehen, so würden sich sämmtliche Dreiecke auf einerlei Seite (auf einer von 
beiden) befinden. Mithin erhellt die Richtigkeit der Behauptung (V. 8-).

Anderer Beweis. Das Dreieck sei ABC, und in ihm AD nach der Mitte von BC 
gezogen. Ich behaupte, dafs der Schwerpunkt des Dreiecks ABC in der geraden Linie AD 
liege.

Gesetzt es sei nicht also, sondern H sei der Schwerpunkt, wenn diefs möglich ist; so F. 14, 
ziehe man AH, HB, HC, ungleichen ED, FE nach den Mitten der Seilen AB, Ä C. Ferner 
ziehe man parallel mit AH die Linien EK, FL, und die Verbindungslinien KL, LD, KD,

(7) Dehn wegen der Gleichheit dieser Linien ist, wenn n deren Anzahl bezeichnet:
AÄDC : aASM = AC2 : AM«
iADC^MVKsACUMK’sAC1: am«

aÄDC t (aASM + aMVK 4-...) = AC«:n. ABI« 
___________ Es ist aber AC = n. AM

also aADC 1 (aASM + aMVK +...) = AC : AM
Auf demselben Wege ergiebt sich:

_________________ aADB : (a ASL 4- aLNG + = AB : AL = AC : AM_ 
aABC : (A ASM + aMVK +-(- aASL + aLNG +...)= AC : AM

(*) Die ähnlichen Dreiecke ergeben sich, wenn man UR verlängert, bis CB getroffen wird. Daraus hat man: 
UR : RP = CD : DW = CA : AM.

Sollte etwa URfCD sein, so fände dasselbe Verhältnifs Statt, weil dann zugleich UR = CD, und RP 
D W sein miifste.

B
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DH, MN. Dann ist AABC ~ADFC, weil BA^DF. Da nun der Schwerpunkt des 
AABC in H liegt, so ist L der Schwerpunkt des AD FC (S. II.): denn diese beiden Punkte H, 
L. sind in beiden Dreiecken gleichliegend, indem sie offenbar gegen die Seiten ihrer Dreiecke 
unter gleichen Winkeln liegen. (<) Aus denselben Gründen ist K der Schwerpunkt des AEBD; 
mithin liegt der Schwerpunkt einer aus diesen beiden Dreiecken zusammengesetzten Gröfse in 
der Mitte der geraden Linie KL, indem AEBD = AD FC. Die Mitte von li L ist aber N; 
denn es ist;

BE : EA = BK ;KH .
und CF:FA=CL;LH

folglich ist BC|KL. Es ward schon gezogen DH, also hat man;
ED : DC = KN: NL

und mithin liegt der Schwerpunkt einer aus den erwähnten Dreiecken zusammengesetzten Grös­
se wirklich in N.

Ferner ist M der Schwerpunkt des Parallelogramms AEDF (S. io.); also liegt der 
Schwerpunkt einer aus diesen allen zusammengesetzten Gröfse in der geraden Linie MN. Da 
nun H als Schwerpunkt des AABC angenommen, so mufs die Verlängerung der Linie MN 
durch den Punkt H gehen, welches unmöglich ist. (£) Keineswegs befindet sich daher der 
Schwerpunkt des'AABC ausserhalb der Linie AD, folglich liegt er in ihr.

Satz 14.
Eines jeden Dreiecks Schwerpunkt liegt in demjenigen Punkte, in welchem die aus den 

Winkelspitzen nach den Mitten der Seiten gezogenen Linien sich schneiden.
p jj In dem AABC ziehe man AD gegen die Mitte von BC, und BE gegen die Mitte von

A C. Nun liegt der Schwerpunkt des Dreiecks sowohl in AD als in BE, wie gezeigt worden 
(S. 13.); folglich ist F dieser Schwerpunkt.

Satz 15.
Der Schwerpunkt eines jeden Vierecks mit zwei parallelen Seilen (Trapezium) befindet 

sich in derjenigen geraden Linie, welche die Mitten der beiden parallelen Seiten verbindet; 
und zwar in einem Punkte, in welchem diese Linie so getheilt ist, dafs der Abschnitt, wel­
cher sich in der Mitte der kleinern Parallele endiget, zu dem andern Abschnitte sich verhält, 
■wie die zwiefache gröfsere mit der kleinern Parallele zu der zwiefachen kleinern mit der 
gröfsern.

F. 16. Es sei AB CD das Trapezium mit den Parallelen AD|BC, und man verbinde die Mit­
ten dieser Linien durch EF; so ist klar, dafs der Schwerpunkt des Trapeziums sich in der Li­
nie EF befinde; denn verlängern wir CD, FE und BA, so treffen sich alle drei in einerlei 
Punkte G («); also liegt der Schwerpunkt des ABGC in der Linie GF, und eben so der

(•) Weil AH 4 FL, so ist: CL:CH = CF:CA = CD:CB,
also auch D L 4 B H; und weil zugleich D F 4 B A, so ist aIIAB "ALFD, mithin die Punkte H, L, gleichlicgend. 

(?) Denn wie N die Mitte von KL, so ist M die Mitte von EF, also MN4FL|AH,
(S. 15. «) Dafs die Verlängerungen der drei Linien BA, CD, FE sich in einem einzigen Punkte treffen, läfst sich 

also zeigen:
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Schwerpunkt des A AGD in der Linie GE; mithin ist auch des übrig bleibenden Trapeziums 
AB C D Schwerpunkt in der Linie EF (S. 8.)

Man ziehe nun BD, und theile sie durch die Punkte K, H in drei gleiche Theile; durch 
die Theilungspunkle lege man parallel mit BC die Linien LHM, NKT, und ziehe DF, BE, 
OX. Dann befindet der Schwerpunkt des A DBC sicli in der Linie HM, weil =
und HM|BC durch den Punkt H gelegt worden, (ß) Zugleich befindet sich der Schwerpunkt 
eben dieses Dreiecks BDC in der Linie DF, mithin ist der Punkt X des genannten Dreiecks 
Schwerpunkt. Durch dieselben Schlüsse findet sich, dafs O der Schwerpunkt des A ABD ist; 
also liegt der Schwerpunkt der aus beiden zusammengesetzten Gröfse, d. h. des Trapeziums, 
in der geraden Linie O X. Zugleich liegt der Schwerpunkt des genannten Trapeziums in der 
Linie EF, mithin ist der Schwerpunkt von AB CD der Punkt P; also wird man haben:

A BDC : A ABD = OP : PX (S. 6 und 7.)
Zugleich ist a B D C : A A B D = B C : AD

Endlich ist OP : PX — RP : PS (y)
folglich BC : AD = RP : PS; mithin auch

(2BC + AD) : (2 AD + B C) = (2 RP + PS) : (2 PS + RP) (ä)
Nun ist 2 RP + PS = RS + RP = PE
und 2 PS + RP = RS 4- PS = PF

(2 BC 4- AD) : (2 AD 4- BC) = PE : PF
wodurch die Behauptung erwiesen ist.

Verlängert man BA und CD, so treffen sich die Verlängerungen gewifs irgendwo. Der Durchschnittspunkt 
sei G, man ziehe GF nach der Mitte von BC, wodurch AD willkührlidi in E geschnitten werde; dann ist, 
weilADtBC, BF:FC = AE:ED,

Nun ist BF = FC, also auch AE = ED,
d. h. der Punkt E ist die Mille von AD. Wird also umgekehrt durch die Milten der Linien BC und AD eine 
gerade Linie gelegt, so trifft diese nach G.

(£) Es sollen in dem Dreieck ABC aus allen Winkelspitzen die geraden Linien AF, BE, CD nach den Mitten der F.löa. 
gegeniiherstehenden Seiten gezogen sein. In jeder dieser Linien befindet sich der Schwerpunkt des Dreiecks (S.
j 4.), also in ihrem Durchschnittspnnkte G, welcher nur einer sein kann, weil soust das Dreieck mehr als einen 
Schwerpunkt batte.

Weil nun B F = F C, so ist a B A F = a C AF 
und aus demselben Grunde A BGF = A C G F 

folglich A BGA = A C G A 
Weil ferner AD= BD, so ist a BGA = 2 a DGA 

also auch a CGA = 2 a DGA
und aus der gleichen Höhe folgt CG = jDG, oder DG = | DC. Wird also durch G eine Liije I GH f AB 
gelegt, so ergiebt sich AH = } AC.

Wird folglich umgekehrt irgend eine Seite AC so getheilt, dafs AH = | AC ist, und wird durch H eine 
Linie HI 4: AB gelegt, so geht HI durch G, enthält also den Schwerpunkt des Dreiecks in sich.

Einen rein geometrischen Beweis der Behauptung, dafs die drei Linien AF, BC, CD sich in dem Punkte
G durchschneiden, findet man in Klügels Math. Wörterb. Art. Dreieck. I, S. 925.

(yj Weil aOPR- aXSP.
(J) Es sei allgemein: a : b = c : d

so ist (a 4- h) : (c + d) = a : c = b : d
also auch (2a -j“ b) : (je + o) = a : c

und (a 4- 2 b) : (c 4- 2 dj = b : d ~ a : c
folglich (2a 4- b) : (2 b 4* a) = (2c 4-d) ; (2d ,4- c)

B 2
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Die Quadratur
der

Parabel.

Archimedos grüfst den Dosltheus!

■Nachdem ich erfahren hatte, dafs Konon gestorben, der mir noch von den Freunden übrig 
geblieben war, du aber genau bekannt mit ihm gewesen, und in der Geometrie wohl bewan­
dert seist, so betrauerte ich zwar tief den Tod des Freundes und des bewundernswürdigen 
Mathematikers, nahm mir aber vor, 'dir, wie ich jenem gewohnt war, die Bearbeitung eines 
geometrischen Satzes zu übersenden, den bisher noch Niemand betrachtet hat, der aber nun­
mehr von mir untersucht worden ist; indem ich ihn aufgefunden habe durch die Anwendung 
von Sätzen der Mechanik, demnächst aber auch, erwiesen durch geometrische Schlüsse.

Unter denen, die früher mit geometrischen Untersuchungen sich beschäftigt, haben 
einige darzulegen versucht, in wie fern es möglich sei, eine geradlinige Figur zu finden, die 
einem gegebenen Kreise, oder einem gegebenen Kreisabschnitte gleich kommt. Hiernächst ha­
ben sie den von einer Ellipse und einer geraden Linie umschlossenen Raum zu quadriren un­
ternommen, doch mit Annahme nicht so leicht zugeblicher Lehrsätze, wefshalb ihnen sehr 
häufig die Verfehlung ihres Ziels vorgeworfen ist. Mir ist aber Niemand bekannt, der es ver­
sucht hätte, den von einer geraden Linie und einer Parabel umschlossenen Raum zu quadri­
ren, was ich eben jetzt erfunden habe. Ich beweise nämlich, dafs jeder parabolische Abschnitt 
drei Vierlheile eines Dreiecks betrage, welches einerlei Grundlinie und gleiche Höhe mit dem 
Abschnitt hat; und zwar vermittelst des folgenden Lehnsatzes:

Wenn zwei Flächenräume ungleich sind, so ist es möglich, den Unterschied, um wel­
chen der kleinere von dem gröfsern übertroffen wird, so oft zu sich selbst zu setzen, dafs da­
durch jeder gegebene endliche Flächenraum übertroffen wird.

Auch die frühem Geometer haben sich dieses Lehnsatzes bedient: dafs nämlich Kreise 
im zwiefachen Verhältnisse ihrer Durchmesser zu einander stehen, haben sie durch Anwen­
dung eben dieses Lehrsatzes nachgewiesen; auch dafs Kugeln im dreifachen Verhältnisse ihrer 
Durchmesser sich befinden; ferner dafs jede Pyramide der dritte lheil eines Prisma auf der­
selben Grundfläche und von gleicher Höhe mit der Pyramide ist; ungleichen dafs jeder Ke­
gel den dritten Theil eines Cylinders auf derselben Grundfläche und von gleicher Höhe mit

(Vorr. «) Dieser Satz, der bei den Alten beständig als Grundsatz angewendet wird, ist die- Grundlage ihrer hohem 
Analysis (Vgl. Klügels Math. Wort. Art. Exhaustions me thode. II. S. 152.) 
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dem Kegel ausmacht: alles dieses haben sie durch Annahme des aufgestellten Lehnsatzes ei’- 
wiesen. Nun ist aber jeder der angeführten Lehrsätze keineswegs minder annehmbar befunden, 
als solche, die ohne Zuziehung jenes Lehnsatzes dargethan sind; und somit hat dasjenige, was 
ich jetzt darlege, dieselbe Annehmbarkeit für sich. Nachdem ich also die Beweise aufgesetzt, 
übersende ich sie dir; nämlich erst, wie sie durch Lehren der Mechanik gefunden worden, 
und dann, wie sie auch durch rein geometrische Schlüsse nachgewiesen sind. Vorangestellt 
sind Anfangsgründe der Kegelschnitte, die zum Beweise erfodert werden. Lebe wohl.

Satz 1.
Wenn ABC eine Parabel, die gerade Linie BD entweder ein Durchmesser oder die F. 17. 

Axe selbst ist, und wenn die gerade Linie ADC mit einer durch B gelegten Berührungslinie 
parallel liegt, so ist AD = DC; wenn aber AD = DC ist, so wird ADC parallel der durch B 
gehenden Berülmungslinie sein.

Satz 2.
Wenn ABC eine Parabel, die gerade Linie BD deren Durchmesser, oder die Axe F. 18. 

selbst, ADC parallel einer durch B gelegten Berührungslinie, und CE eine Berührungslinie für 
den Punkt C ist, so wird DB = BE sein. («)

Satz 3.
Wenn ABC eine Parabel, die gerade Linie BD deren Durchmesser oder die AxeF-19. 

selbst ist, und wenn die geraden A D, E F parallel einer durch B gelegten Berührungslinie ge­
zogen werden, so verhalten sich die Längen BD und BF, wie die Quadrate der geraden Li­
nien A D und E F:

Diese Sätze sind in den Anfangsgründen der Kegelschnitte erwiesen, (a)

Satz 4.
Es sei ABC ein parabolischer Abschnitt. Durch die Mitte der Linie AC sei DB ge- f.2o. 

zogen, welche entweder ein Durchmesser oder die Axe selbst ist. Man ziehe BC und verlän­
gere sie. Wird dann eine andere gerade Linie FH^BD gezogen, welche AC und BC schnei­
det, so ist:

FH ; GH=DA : DF.
Man ziehe nämlich durch G die Linie GK| AC, so ist:

BD : BK = D(? : KG1 (S. 3.)
also auch BC: BI = D C 2 : DF2, weil D F = K G

und BC : BI = BC2 : BH2
• also ist BC : BH = BH s BI 

folglich BC : BH = CH : HI

(S. 1. «) Apollonius Kegetsch. I. S. 46 und II. S. 5- 
(S. 2. «) Apollonius Kegelscli. I. S. 35.
(S. 3' ») A p o 11 oni us Kegclsch. I. S. 20.
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Es ist also auch CD : DF = FH : GH («), oder weil CD = DA, 

so folgt nunmehr DA : DF = FH : GH.

Salz 5.
F. gi. Es sei AB C ein parabolischer Abschnitt. Mau ziehe durch A die gerade Linie A F

parallel der Axe und lege an den Punkt C die Berührungslinie GF («) für diesen Punkt. Zieht 
man demnächst in dem A AFC eine Parallele zu AF, so wird diese neu gezogene .Linie durch 
die Parabel nach demselben Verhältnisse geschnitten, wie AG durch die neue Linie; und zwar 
entspricht der an A liegende Abschnitt der Linie AC dem gegen A liegenden Abschnitte der 
neuen Linie.

Man ziehe nämlich DE|AF, so dafs zuvörderst AC dadurch in zwei gleiche Abschnit­
te getheilt wird; dann wird eine durch B gelegte Berührungslinie der Parabel parallel mit AC 
sein, weil ABC eine Parabel, BD ein Durchmesser und AD = DC ist (S. 1). Ferner ist EB 
= BD (S. 2.) folglich:

AD : DC=Dß : BE
der Beweis ist also für den Fall geführt, da AC durch die neue Linie gehalblhcill wird.

Wenn diefs aber nicht Statt findet, so ziehe man irgend eine andere Linie K L 4 A F. 
Daun wird zu erweisen sein, dafs nunmehr sich verhalle:

AK : KC = KH : HL.
Weil nun BE — BD, so ist auch IL = IK; also:

K L : KI= A C : AD
Es ist aber nach dem im vorigen Salze Erwiesenen: 

Kl £KH = A D : AK (ß) 
folglich KL : K H — A C : Ä K

also auch KH : HL = AK : KC (7)
milhin ist das Behauptetele dargethau.

(S. 4. Denn es ist DC : DF = BC : BTT
folglich BC:BI = DC*:DF2 = BC1:BHI
d. h. I : BI = BC : BH 2
oder BC : BH = BH : BI

(BC ± BII) : (BH + BI) = BC : BH' 
d. li. CH : Hl = BC : BH

ferner ist DC : DF = BC : BH_____
folglich DC : DF ä CH : 111 = HF : IIG.

(S. 5' *5 D‘e Linien AF und CF müssen sich treffen, weil sonst CF zu der Reihe der Durchmesser der Parabel 
gehören würde.

In S. 4 ward erwiesen, dafs KI : IH = AD : DK
folglich (KI + IH) : KI = (AD + DK) : AD 

d. h. KH : KI = AK : AD

(r) Ans der Proportion: KL : KH = AC : AK
folgt (KL - KH) : KH = (AC - AK) : AK

d. h. HL : KU = KC : AK
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' S a t z 6.
Man denke sich nun die Gegenstände unserer .Betrachtung vor den Augen in einer aui F. 22- 

den Horizont senkrechten, durch die Linie AB gelegten Ebene, und dasjenige nach unten, 
was auf der Seile von D, dasjenige aber nach oben, was auf der andern Seite sich befindet. 
Es sei aber ADBC ein in B rechtwinkliges Dreieck, und die Seile BC gleich der Hälfte ei­
ner Wagestangc, nämlich AB=BC. Das ADBC sei in den beiden Punkten B, C aufgehängt, 
ein anderer Flächenrainn F aber sei in dem andern Endpunkte der Wagestange, in A, aufge­
hängt; auch halte die in A aufgehängte Figur F dem ADBC in seiner jetzigen Lage das 
Gleichgewicht; so behaupte ich, dafs der Flächenraum F dein dritten Theile des ADBG gleich 
sei.

Weil nämlich Gleichgewicht der Wagestange vorausgesetzt wird, so liegt die Linie AC 
horizontal, und alle in der auf dem Horizont senkrechten Ebene unter rechten Winkeln gegen 
AC gezogenen Linien werden auf dem Horizont selbst senkrecht sein. Man schneide nun BC 
in dem Punkte E so, dafs EC = 2BE, ziehe KE^DB und theile KE in Hälften durch den 
Punkt H, dann ist II der Schwerpunkt des ADBC, wie in den mechanischen Untersuchungen 
erwiesen worden. («) Wenn demnach das in B, C aufgehängte ADUC von diesen Aufhän­
gungspunkten gelöset und in E aufgehängt wird, so bleibt dasselbe in seiner gegenwärtigen La­
ge. Denn jedes hangende Ding verharrt in einer solchen Lage gegen den Punkt, von welchem 
es in Buhe herabhängt, dafs dieser und der Schwerpunkt des schwebenden Dinges in einer 
senkrechten Linie sich befinden. Auch diefs ist also gezeigt.

Weil demnach das ADBC dieselbe Lage gegen die Wagestange beibehallen wird, so 
wird der Flächenraum F ihm unverändert das Gleichgewicht hallen; und weil die in A aufge- 
hängte Figur F mit dem in E aufgehängten ADBC im Gleichgewichte sich befindet, so erhellt, 
dafs beide ihren Entfernungen umgekehrt proportionirt sind (Gleichgew. I. S. 6. 7.), d. h.

AB : BE = ADB C : F
Es ist aber A B=3B E_____ _

folglich auch ADBC = 3l
Auch ist einleuchtend, wenn umgekehrt ADBC = sF, dafs dann beide Figuren gleich­

falls im Gleichgewichte sein werden.

Satz 7.
Wiederum sei die Linie AC eine Wagestange, B deren Milte, und es werde das ACDG F-23- 

mit Beziehung auf B («) angehängt. Es sei nämlich ACDG stumpfwinklig und habe die 
Grundlinie DG, die Höhe BC, welche der halben Wagestangc gleich ist. Nun werde ACDG 
an die Punkle B, C gehängt, und eine aus A schwebende Figur F sei mit dem in seiner jetzi­
gen Lage befindlichen ACDG gleichgewichtig, so wird sich gleicherweise zeigen lassen, dafs die 
Figur F dem drillen Theile des ACDG gleich ist.

Man hänge nämlich noch eine andere Figur L an A, welche den dritten Theil des

(8. 6. Gleichgew. T. S. 15, ß-
(S. 7. ") D. h. der Punkt B soll der Unterstützungspnnkt des doppelarmigen Hebels A C sein. Eben diese Bemer­

kung g.h für die sämmtliehen folgenden Sätze bis S. 15.



Q u a d r a t u r, 16

AB CG betragt; dann wird ABDC mit FL im Gleichgewichte sein. Weil nun AB CG mit L 
im Gleichgewichte sieh befindet, und AB CD mit FL, und weil AB CD =3 FL (8. 6.), so er- 
liellt, dafs ACDG—3F sein müsse.

Satz 8.
F. 24. Es sei AC eine Wagestange, B deren Milte. Mit Beziehung auf B werde das in E

rechtwinklige A C D E angehängt, und zwar an die Punkte C, E der Wagestahge. Die Figur F 
aber werde an A gehängt, so dafs sie dem ACDE in seiner gegenwärtigen Lage das Gleich­
gewicht halte. Ferner verhalte sich AB : BE —ACDE : K; dann behaupte ich, dafs die Fi­
gur F kleiner sei als ACDE, gröfser aber als K.

Man suche den Schwerpunkt des ADEG, ei' sei H, und ziehe HG|DE. Weil nun 
ACDE der Figur F das Gleichgewicht hält, so ist:

ACDE: F = AB ; B G (Gleichgcw. I. S. 6. 7.) 
folglich ist F <J A C D E

Weil aber ACDE : F = AB : BG
und ACDE : K=AB : BE

so ist offenbar ACDE : K>ACDE : F («) 
also F ;> K.

Satz 9.
p ’ Es sei wieder AC eine Wagestange und ß deren Mitte. Das stumpfwinklige ACDK

aber habe zur Grundlinie DK, zur Höhe EC, und sei an die Punkte C. E der Wagestange 
gehängt. Der Flächenraum F hange an A, und halte dem ACDK in dessen jetziger Lage das 
Gleichgewicht. Ferner verhalte sich AB : BE=ACDK : L; so behaupte ich, dafs F>L, 
aber F < AC D K.

Der Beweis ist dem des vorigen Satzes ähnlich.

Satz 10.
F Wiederum sei ABC eine Wagestange und B die Mitte derselben. Das Trapezimn

BDKG habe bei B, G rechte Winkel, und seine Seite KD sei gegen den Punkt C gerichtet, 
auch verhalte sich AB : BG=BDKG : L. Das Trapezimn BDKG hange an den Punkten B, 
G der Wagestange, die Figur F aber an dem Punkte A, und sei mit dem Trapezium bei dessen 
jetziger Lage im Gleichgewichte. Ich behaupte, es sei F<]L.

Es werde nämlich AC in dem Punkte E so geschnitten, dafs sich verhält: 
(2DB + KG) : (2KG + DB)=EG : BE

dann werde durch E eine Linie EN|BD gezogen, und in dem Punkte H gehalbtheilt, so ist. II 
der Schwerpunkt des Trapeziums BDKG, wie in den mechanischen Untersuchungen erwiesen 
worden (Gleichgew. I. S. 15.). Wenn demnach das Trapezium BDKG an E aufgehängt, von 

den

(S. 8- «) Denn weil BEG, 
so ist AB: BE AB: BG,
mithin auch aCDEiK^äCDE:?. 
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den Punkten B, G aber gdoset wird, so verharrt es, aus denselben Gründen, wie zuvor (S.
6.), im Zustande der Ruhe und bleibt im Gleichgewichte mit der Figur F. Weil also das 
in E aufgehängte Trapezium BDKG der in A aufgehängten Figur F gleichgewichtig «ist, so 
wird sich verhalten: . i

BA:BE=tBDKG:F {Gleichgew. I. 8, 6, 7.)
Weil nun auch __BA : BE^ßA : BG

so ist BDKG : IVBDKG ; L
mithin F < L

Satz 11.
Es soll wieder AC eine Wagestange, B deren Milte sein. Des Trapeziums DKTR ^-2^ 

Seiten DK, RT sollen gegen C gerichtet sein, die Seiten HD, TK aber senkrecht gegen BC, 
auch treffe KD nach B. Dann sei:

AB : BHsDKTR : L
das Trapezium DK TR soll von den Punkten B, G der Wagestange, die Figur F aber von 
dem Punkte A herabhangen, und die Figur F soll dem Trapezium DKTR bei dessen jetziger 
Lage das Gleichgewicht hallen; dann kann auf ähnliche Weise, wie zuvor, gezeigt werden, 
dafs F <; L sei.

Satz 12.
Wiederum soll AC eine Wagestange und B deren Mitte sein. Das Trapezium DEGRF--28- 

soll an den Punkten E, G rechte Winkel haben, seine Seiten DK, EG, aber gegen C gerich­
tet sein; auch verhalte sich;

AB : BG=DEGK : M ; .
AB : BE = DEGK : L

das Trapezium DEGK soll von den Punkten E, G der Wagestange, der Fiächenraum F aber 
von A herabhangen, auch letzterer dein ersteren in dessen jetziger Lage das Gleichgewicht hal­
ten; dann behaupte ich, dafs FJ>L und F<JM sei.

Ich habe nämlich den Schwerpunkt des Trapeziums DEGK gesucht; er soll H sein, 
und wird wie zuvor gefunden (S. 10.), und ziehe HI^DE. Wird nun DEGK an I aufge­
hängt, von E, G aber gelöset, so verharret es in demselben Zustande der Ruhe und hält F 
das Gleichgewicht nach dem obigen (S. 6.). Weil also das in I aufgehängte Trapezium milder 
in A aufgehängten Figur F im Gleichgewichte sich befindet, so wird sieli verhalten:

DEGK : F = AB : BI {Qlcichgew. I. 8. 6. 7-) 
folglich DEGK : L>DEGK : F

und DEGK : M<DEGK ; F
Mithin ist F > L und F < M.

Satz 13;
Wiederum sei AC eine Wagestange, B deren Mitte; KDTR. aber ein Trapezium, F.29 

dessen Seiten DK, TR gegen C gerichtet, dessen Seilen TD, RK aber senkrecht gegen BC 
sind. Dasselbe sei an den Punkten E, G der Wagestange aufgehängt; die Figur F dagegen

C
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hange an A und sei dem .Trapezium KD TR in dessen gegenwärtiger Lage gleichgewichtig. 
Auch verhalte sich;

AB : BE=DKRT : L
AB : BG=DKRT : M

dann wird sich, wie vorhin, zeigen lassen, dafs F>L und F<M.

S atz 14.
K30. Es sei BHC ein parabolischer Abschnitt. Nun sei zuvörderst BC rechtwinklig gegen

die Axe und man ziehe aus dem Punkte B die Linie BD parallel der Axe, an C aber die Be- 
nihrungslinie CD der Parabel für diesen Punkt, so wird ABCD ein rechtwinkliges Dreieck 
sein. Dann theile man BC in eine willkührliche Menge von gleichen Theilen BE, EF, FG, 
Gl, IC, aus den Theilungspunkten ziehe man par4Ul; der Axe die Linien ES, FT, GY, IX 
und durch die Durchschnittspunkte dieser Linien mit der Parabel lege man Verbindungslinien 
nach C und verlängere sie. Ich behaupte nun,, däfs ABDC kleiner sei, als die dreifache Sum­
me der Trapezien KE, LF, MG, PI und des Dreiecks XIC; grösser aber, als die dreifache 
Summe der Trapezien FU, GH, IP und des Dreiecks IOC.

Die gerade Linie werde nämlich verlängert und BA = BC darauf abgetragen; man be­
trachte dann AC wie eine Wagestange, deren Mitte B sein wird, und welche in B aufgellängt 
sei. Das ABDC sei an die Punkte B, C der Wagestange gehängt, von deren anderem Ende 
A die Flächenräume Q, R, V, W, Z heräbhangen mögen. Nun sei Q im Gleichgewichte mit 
dem Trapezium DE in dessen jetziger Lage, R mit dem Trapezium SF, ferner V mit T G, 
dann W mit YI und Z mit AXIC. Folglich wird auch das Ganze dem Ganzen gleichgewich­
tig sein, d. h. ABD C=3 (Q + R + V + W + Z) (S. 6.).

Weil nun BCH ein parabolischer Abschnitt ist, weil ferner BD der Axe parallel, an 
C aber die Berit hrungslinie dieses Punktes der Parabel CD, und noch eine andere Linie SE 
der Axe parallel gezogen worden, so ist:

BC : BE = SE : EU (S. 5.) 
also auch BA : BE = DE : KE (a)

Auf dieselbe Weise ergiebt sich noch:
BA : BF = SF : LF
BA : BG = TG : MG
BA : BI = YI : NI

Weil nun das Trapezium DE bei B, E rechte Winkel und zwei gegen C gerichtete 
Seiten hat ; weil ferner die in A aufgehängte Figur Q mit dem Trapezium D E in seiner jetzi-

(S. 14. «) Es ist nämlich DE = ABDC - aESC
KE=aBKC - aEUC

Nun ist aBDC : aBKC= BD : BK
aESC : aEUC —ES : EU=BD ■ BK 
aBDC : aBKC = aESC : aEUC

(aBDC-aESC) : (aB K C - a E U C) = aE S C : aEUC 
d. h. DE : KE=ES : EU=BA : BE
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gen Lage gleich gewichtig ist, und weil BA : BE —DE : KE, so ist KE{>Q, wie erwiesen 
worden (S. io.).

Demnächst hat das Trapezium SF bei E, F rechte Winkel, die Seite ST gegen C ge­
richtet, und die an A hangende Figur R halt ihm in seiner jetzigen Lage das Gleichgewicht» 
auch ist:

BA : BE = FS : FU (p)
BA : BF=FS : LF

folglich ist R<*LF und Rt>FU, wie ebenfalls erwiesen worden (S. 12.). Ans denselben Grün­
den ist mithin V<MG und V>HG, ferner W<NI und Wj>PI, endlich Z <AXIC und 
ZJ>ACIO (S. Man hat mithin:

KE>Q
LF>R
MG> V
NI>W

AXIOZ
K EL F + M G 4-N1 4-AXIC> Q + R + V + W + Z

Aber.es ist: Q +R +V + W + Z = JABCD (S. 6.)
folglich ABCD< 3 (KE 4- LF 4- MG 4- NI4-AXIC}

Ferner ist: FU<}K
HG<V
PI<W

ACIO<Z
FU + HG+.PI + AC10 <R4-V +W4-Z 

und so erhellet denn, dafs:
AßCD> 3 (FU + HG + PI4-ACI0) (7)

S a t z 15.
Wiederum sei BHC ein parabolischer Abschnitt; BC aber sei nicht rechtwinklig gegen F. 31. 

die Axe: dann mufs nothwendig entweder die aus dem Punkte B, oder die aus C parallel der 
Axe nach der Seite des Abschnitts hingezogene Linie, einen stumpfen Winkel mit BC machen; 
darum bilde die durch B gelegte Linie den stumpfen Winkel, und man ziehe aus B die Linie 
BD der Axe parallel, an C aber die Berührungslinie CD für diesen Punkt der Parabel. Ferner 
theile man BC in eine willkührliche Menge gleicher Theile BE, EF, FG, Gl, IC, lege durch 
E, F, G, I die Linien ES, FT, GY, IX parallel der Axe, ziehe dann durch die Durchsclmitts- 
punkte dieser Linien mit der Parabel Verbindungslinien nach C und verlängere sie; so behaup­
te ich auch jetzt, dafs ABDC kleiner sei, als die dreifache Summe der Trapezieu BU, LF,

Q?) Denn oben verhielt sich BA : BE = SE : EU
zugleich ist SE:EU = SF:UF

folglich BTTTSEcrfsTTUF
fr) Weil nämlich Q4-R4-V+W + Z = £aBDC

»o ist R 4- V + W + Z < 1 a B D C
folglich um so mehr 3 (FU -f-HG-f- Pl+nClO) <aBDC

k C 2

Aber.es
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MG, NI und des Dreiecks CIX; gröfser aber, als die dreifache Summe der Trapezien FU, 
HG, PI und des Dreiecks COI.

Es sei DB nach der andern Seite verlängert. Nachdem ich nun CK rechtwinklig dar­
an gezogen, habe ich AK=KC genommen. Dann denke man sich AC wieder als eine Wage- 
stange, deren Alille K ist, und hänge sie in K auf. Das ACKD werde ferner, von der Milte 
der Wagestange an, in den Punkten (C, K aufgehängt: und wenn es in dieser Lago sich befin­
det, so sollen von dem andern Ende A der Wagestange die Flächenräume Q, R, V, W, Z 
herabhangen? auch sei Q mit dem Trapezium DE in dessen gegenwärtiger. Lage im Gleichge­
wichte, R aber mit dem Trapezium SF, ferner V mit TG, ferner W mit YI und Z mit 
△ CIX. Dann wird auch das Ganze dem Ganzen gleichgewichtig sein; also ADRC = 
3 (Q + R 4- V 4- W 4* Z) (S.7.). Alan wird hiernach wie zuvor erweisen können, dafs B U J> Q; 
ferner HE>R, aber FU<JR; dann MGj>V, aber HG<JV; weiter aber PI<3W;
und ACIX^Z, aber ACIO^Z; woraus das Behauptete erhellet.

Satz 16.
F.32. Es sei wieder BHC ein parabolischer Abschnitt. Man ziehe durch B der Axe paral­

lel die Linie BD, an C aber die Berührungslinie CD dieses Punkts der Parabel. Der Flächen­
raum F betrage den dritten Theil des ABDC; so behaupte ich, der Abschnitt BHC sei der 
Figur F gleich. Wenn er ihm nämlich nicht gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.

l) Ei* sei demnach gröfser, wenn diefs möglich ist. Der Ueberschufs des 
Abschnitts BHC über die Figur F, gewisse Mal zu sich selbst gethan, giebt mehr als AB CD, 
Nun ist es aber möglich, einen noch kleinern Flächenraum, als jenen Ueberschufs, anzuneh­
men, welcher ein gewissemaliger Theil von ADBC ist. So sei denn ABCE kleiner, als der 
erwähnte Ueberschufs, und sei ein gewissemaliger Theil des ABDC; dann wird BE ein eben 
so vielmaliger Theil von BD sein. Man theile also BD durch die Punkte K, I, G in solche 
Theile, ziehe von diesen Punkten gerade Verbindungslinien nach C und lege durch die Durch­
schnittspunkte dieser Linien mit der Parabel die geraden Linien MU, NR, XH, PO parallel 
der Axe, folglich parallel BD.

Weil nun ABCE weniger beträgt, als den Ueberschufs des Abschnitts BHC über die 
Figur F, so erhellet, dafs F 4-ABCE < dbsch. BHC. Indessen beträgt das ABCE so vicV 
als die Trapezien zusammen, durch w’elche die Parabel geht, samt dem ACOS, d. h.

ABCE = ME4-LU4-YZ4-VT4“ ACOS;
denn das Trapezium ME ist beiden gemein, ferner ist

ML=LU, LX=YZ, XQ = VT und ACQP=ACOS; («) 
folglich ist: F <ML4-XR4-PH4-^CPO W

(S. 16. «0 Denn cs ist MWsWU, NL±=LR=RZ u. s. w. Zieht man also die Diagonalen WK, WH n. s. w. 
so ist: 4MWK±=äWUR

aLN W=aWRL ,
>MWN + aLNW=^WUK + aWRL

d. h. ML=LV u. ». w# , f ’ r '
(fJ) Denn es Ist F <! AbscTi. BHC-aBCE^

also F <M^h. BHC-(ME+LU+ YZ+VT+aCOS)



der PorubeU 21

Ferner ist ABDC'—3F, mithin müßte sein: - ■
△ BDC <3 (ML4-XR4-PH + ACPO), 

welches unmöglich ist, da gezeigt worden-, das Dreieck sei größer, als jene dreifache Summe 
(S. 14.). Folglich ist der Abschnitt BHC nicht größer, als F.

. Ich behaupte nun, daß der Abschnitt BHC auch nicht kleiner sei, als F.
2) Gesetzt nämlich, er sei kleiner, wenn diefs möglich ist. Wiederum 

giebt der Ueberschuß der Figur F über- den Abschnitt BHC, gewissemal zu sich selbst gelhan, 
mehr als ABDC. Es ist aber möglich, einen noch kleineren Flächenräum, als diesen Ueber- 
schuß, arizunehmen, welcher ein gewissemaliger Theil von ABDC ist. Darum sei ABCE em 
gewissemaliger Theil von ABDC, und kleiner als der Ueberschuß; auch werde alles übrige 
wie zuvor eingerichtet.

.Weil nun ABCE weniger beträgt, als jenen Ueberschuß, so ist
l’ , * ABEC + ^bsc7». BHC^F; C

es ist aber F<^EM-|-UN4-ZX4-TP-|-ACPS;
denn es ist ABDC=3 F; nach dem vorherigen Beweise (S. 15.) ist aber;

ABDC<3 (EM + UN + ZXH-TP + ACPS), 
folglich ABEC+y/Wi. BHC<EM + UN + ZX + TP4-ACPS.
Nimt unan von beiden den gemeinschaftlichen Abschnitt weg, so müßte demnach folgen, daß 
A BEC kleiner sei, als die übrigbleiberiden Flächenräume zusammen, welches unmöglich ist: 
denn es ward gezeigt, daß

ABEC=EM + ÜL4-ZY4-TV + ACOS, 
welche Summe mehr beträgt, aß jene übrigbleibenden Flächenräume. Mithin ist der Abschnitt 
BHC nicht kleiner, als F.

Daß er auch nicht großer sei, ward schon gezeigt, folglich ist er gleich F.

Salz 17,
Nachdem dieses erwiesen, so ist nun einleuchtend, daß jeder parabolische Abschnitt 

vier Drittheile eines- Dreiecks auf derselben Grundlinie und von gleicher Höhe beträgt.
Es sei nämlich BHC der gedachte Abschnitt, sein Scheitel aber der Punkt H. Das F.33. 

A B H C sei darin beschrieben, so daß es mit dem Abschnitte einerlei Grundlinie und gleiche 
Höhe haße. Weil mm eben H der Sclieitel des Abschnitts ist,; so halbtheilt eine durch H mit 
der Axe parallel geführte gerade Linie die Linie BC, indem BC parallel ist mit einer durch 
H gelegten BerüHrungslinie (8. 1.). Es sei demnach EH der Axe parallel, und gleichfalls BO 
der Axc parallel gezogen; von C ans aber die Berührungslinie CD der Parabel für diesen 
Punkt. Da nun KH der Axe parallel, CD aber die Berübrungslmie des Punkts C ist, auch 
EC einer durch H gehenden Berührungslinie parallel liegt; so ist ABDC=4ABHC; (a) deß—

Zugleich ist B ffC ÄIE +1. Ü + V Z + V T 41: C Ö S + hl L + X R + P&f * P C O 
also Mach. BII C - (M E + LU + YZ + VT + a C OS) <ML + XR + PH + aP C O1 

und nm so mehr F L 4JX R + PH 4-A P 6 O.
(S. 17. «) Da die Dreiecke BBC, BHO einerlei Grundlinie haben, so verhalten sife sieh, nie ihre Höhen, -welch« 

entweder die Linien BD, EH selbst sind, oder doch wie dies« sich verhalten, also hat man? 
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wegen, und weil &B DC = 3 Absch, BHC, so folgt nunmehr, dafs der Abschnitt BIIC — 
| Ä BIIC sei.

Anmerkung. Grundlinie eines Abschnitts nenne ich diejenige gerade Linie, wel­
che mit einer krummen den Abschnitt umschliefst; Höhe aber die gröfste senkrechte, welche 
von der krummen Linie gegen die Grundlinie geführt ist; Scheitel endlich den Punkt, von 
welchem die gröfste senkrechte geführt worden. -

Satz 18«
Wenn in einem parabolischen Abschnitte aus der Milte der Grundlinie eine gerade 

Linie parallel der Axe gezogen wird, so ist der Scheitel des Abschnitts derjenige Punkt, wo 
diese Parallele die Parabel trifft.

F. 34. Es sei nämlich ABC der gedachte Abschnitt, und aus der Mitte der Linie AC ziehe 
man DB der Axe parallel; dann ist AC parallel einer durch B gelegten Berührungslinie für 
diesen Punkt (S. I.). Es ist also ersichtlich, dafs unter allen Perpendikeln zwischen diesen bei­
den Parallelen dasjenige am gröfsten sein wird, welches von dem Punkte B ausgehl; mithin 
ist B der Scheitel (S. 17. Anm.)

Satz 19.
Wenn in einem parabolischen Abschnitte zwei gerade Linien der Axe parallel gezo­

gen worden, die eine aus der Mitte der Grundlinie, die andere aus der Milte der halben 
Grundlinie, so beträgt die Länge der ersteren vier Drittheile der letztem.

F.35, Es sei ABC der erwähnte Abschnitt; parallel der Axe sei aus der Mitte der Linie AC
die Linie DB, aus der Mitte von AD aber die Linie EF, und endlich sei FH^AC gezogen. 
Dann verhält sich BD : BH=AD2 ; FH2 (S. 3); also ist BD = |BH, woraus erhellet, dafs 
BD = | EF ist

Satz 20.
Wenn in einen parabolischen Abschnitt ein Dreieck eingeschrieben wird, das einerlei 

Grundlinie und einerlei Höhe mit dein Abschnitte hat, so ist das Dreieck gröfser, als die 
Hälfte des Abschnitts.

p Es sei ABC der gedachte Abschnitt, und hineingeschrieben sei A A B C, welches eincr-
° lei Grundlinie mit dem Ganzen und gleiche Höhe hat. Dann ist nothwendig B der Scheitel­

punkt des Abschnitts (S. 18.). Mithin ist AC parallel einer an B gelegten Berührungslinie die­
ses Punktes. Man ziehe demnach durch B die Linie DE^AC, und aus A, C die Linien AD, 
CE parallel der Axe; sie werden aufserhalb des Abschnitts fallen. Wejl nun AABC = 
X ADEC, so erhellt, dafs das Dreieck gröfser ist, als des Abschnittes Hälfte.

Folgerung. Nachdem dieses erwiesen, leuchtet ein, dafs es möglich sei, in diesen 
Abschnitt ein Vieleck dergestalt einzuschreiben, dafs die Summe der übrigbleibenden Ab­
schnitte kleiner ist, als jeder angebbare Flächenraum. Indem wir nämlich jedesmal mehr als

ABDC : aBHC = BD : EH
Nun üt (nach S, 2.) EK=2 EH, also BD=2EK = 4EH

folglich aBDC ; aBHC^4 ■ 
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die Hälfte wegnehmen, $0 werden wir offenbar durch die fortwährende ,Verkleinerung der 
Übrigbleibeuden Abschnitte deren Summe kleiner machen, als jeden gegebenen I1 lächenraum.

Satz ar.
Wenn in einen parabolischen Abschnitt ein Dreieck von derselben Giundlinie und 

derselben Höhe des Abschnitts eingeschrieben wird, und wenn in die übrigbleibenden- isc mH 
te ebenfalls Dreiecke von einerlei Grundlinie und Höhe mit diesen eingeschrieben vei en, so 
wird jedes der beiden in den übrigbleibenden Abschnitten beschriebenen Dreiecke em ac 1 er 
Theile des in den ganzen Abschnitt eingeschriebenen Dreiecks gleich sem.

Es sei ABC der erwähnte Abschnitt. Man theile AC in Hälften durch D und /AG1 37. 
den Durchmesser DB, so ist der Punkt B der Scheitel des Abschnitts (S. l8.),V11 Vas 
hat einerlei Grundlinie und Höhe mit dem Abschnitte. Ferner theile man m . a en 
durch E, und ziehe den Durchmesser E F, wodurch AB in H geschnitten werde, caim is a so 
F der Scheitel des Abschnittes AFB («) und das AAFB hat einerlei Grundlinie und Hohe mR 
diesem Abschnitt^. Es mufs gezeigt werden, dafs AABC = 8^AFB sei.

Es ist nämlich BD = fEF (S. 19.)
und BD = gEn.___________ _

1073 = (ß)
mithin 4 A E B = s A FB A ; denn AAEH=2AAHF, 

und AHBE = äAFHB : folglich ist AABC = 8AAFB.
Auf gleiche Weise wird sich zeigen lassen, dafs auch AABC = 8^BGC ist.

Satz 22.
Wenn man einen parabolischen Abschnitt und eine willkührliche Menge .solcher Flä­

chenräume annimmt, deren jeder mit dem nach der Reihe folgenden m dem Verhältnisse 4 : I 
steht; und wenn der gröfste dieser Flächenrämne dem Dreiecke gleich ist, welches einerlei 
Grundlinie und Höhe mit dem Abschnitte hat; so ist die Summe aller dieser Flächeuräume 
kleiner, als der Abschnitt. .

Es sei AD BEC der gedachte Abschnitt; die willkührliche Menge der Flächenraume sei F-3S- 
nach der Reihe F, G, H, 1. Es sei aber der vorangehende immer viermal gröfser, als der fol­
gende, und F der gröfste, auch sei F dem Dreiecke gleich, das mit dem Abschnitte dieselbe 
Grundlinie und gleiche Höhe hat. Ich behaupte, dafs der Abschnitt gröfser sei, als die.Sum­
me der Flächenräüme F, G, H, I. '

Der Scheitel des ganzen Abschnitts sei B, der übrigbleibenden Abschnitte aber D, E. 
Weil nun A A B D = 8 A A B C=8 A BEC, so ist AABC = 4 (AABD + ABEC); weil ferner 
AABC = F, so ist ebenfalls AABD + ABEC = G. Aul gleiche Weise läfst sich zeigen, 
dafs die in die jetzt übrigbleibenden Abschnitte eingeschriebenen Dreiecke von gleicher 
Grundlinie und Höhe mit ihren Abschnitten zusammen gleich H, und dafs die in die nun­
mehr wieder ubrigbleibendcn Abschnitte eingeschriebenen Dreiecke .zusammen gleich 1 sind.

(S. II. .) Denn weil EHfOB, und AE = ED, so ist auch AH = HB.
(ß) Es ist EH=JBD = J . fEF = JEF=lEH+ |HF; mithin JEH = §HF, »der EH=2HF.
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Die Summe aller gegebenen Flächenräume wird mithin einem in den Abschnitt eingeschriebe­
nen Vielecke gleich, und folglich kleiner sein, als der Abschnitt selbst.

Satz 23.
Wenn eine willkührliche Menge von Gröfseh nach dem Verhältnisse 4 : 1 in eine 

geometrische Progression gebracht wird, so beträgt die Summe aller, samt dem dritten Theile 
der kleinsten, vier Drittheile der größten,

i. 23. *) Durch Hülfe der Algebra Gudet man den Beweis dieses Lehrsatzes leichter. Es sei nämlich die Progrct- 
«Ion gegeben: S = a+ Ja + Tha + • . . + u

so ist S = —
I - J 3

mithin S + |u = Ja.

r. 39. Es sei A, B, C, D, E, eine willkührliche Menge von Größen, deren jede nach dieser
Reihenfolge das Vierfache der folgenden ist, und die größte sei A. Ferner sei F==JB, G» j Cf 
H=|D und I=fE,

Weil nun F=4 B [=■& A]
und B = | A

so ist B 4- FA
Eben so findet sich C + G = JB, ferner D4-H + JC, und E-]-I = |D, und man erhält:

BpCfD + E + F-J-G + H + l^ (A + B4-C4-D)
Es ist aber F + G + H=| (B + C -|- D)

folglich == 7 A
A4-B4-C + D + E + I —f A-j-A

oder A + b + G + D + E4- J-E = J A («)

Satz 24,
feder paraboliscliß Abschnitt ist vier Drittheilen eines Dreiecks gleich, das einerlei 

Grundlinie und gleiche Höhe mit dem Abschnitte hat.
F.40. Es sei. AD BEC der parabolische Abschnitt, und AABC sei das Dreieck, 'was einerlei 

Grundlinie und gleiche Höhe mit ihm hat; auch sei der Flächemaum K — JA ABC, so soll 
erwiesen werden, dafs K = ADBEC sei.

, Wenn nämlich der Flächenraum K nicht gleich ist AD BEC, so ist er entweder grös­
ser oder kleiner.

1) Es sei also, wenn diefs möglich, ADBECJ>K. Ich habe nun AADB und AB EC 
auf die schon erwähnte Weise (S. 21,) eingeschrieben, dann in die ühfigbleibenden Abschnitte 
andere Dreiecke von gleicher Grundlinie und Höhe mit ihren Abschnitten; und so schreibe 
ich fortwährend in die übrigbleibenden Abschnitte Paare von Dreiecken, die mit ihren Ab­
schnitten gleiche Grundlinie und Höhe haben. Dann wird folglich die Summe der übrigblei- 
benden Absclmitte kleiner werden, als der Ueberschufs des Abschnitts AD BEC über K (ß.

20.



der Parabel. 25

20. Folgerung). Mithin wird das eingeschriebene Vieleck gröfser werden, als K; und diefs ist 
unmöglich. Es finden hier nämlich Flächenräume Statt, die sich nach ihrer Folge verhallen, 
wie 4 : I; denn zuerst ist AABC = 4 (AADB4-ABEC) (b. 21.); ferner betragen die beiden 
letzteren Dreiecke viermal so viel, als die Summe der in die zunächst folgenden Abschnitte 
eingeschriebenen, und so fortwährend: woraus klar ist, dafs die Summe aller dieser Flächen— 
räume weniger beträgt, als vier Drittheile des gröfsten (S. 23.). Nun ist aber K gleich vier 
Drittheilen dieses gröfsten Flächenraums; mithin ist der Abschnitt ADBEC nicht gröfser, als K.

2) Es sei demnach, wenn diefs möglich, ADBEC<K. Man setze AABC = I, 
H—’F, G = 4H und so weiter, bis der letzte Flächenraum kleiner ist, als der Uebersclmfs 
von K. über den Abschnitt; und cs sei I dieser kleinere Flächenraum. Dann ist:

F + G+H+____=
es ist aber auch: ____________ K=f F
folglich ’ F + G + II +.......4-14- 41 = K

Weil nun K die Summe der Flächenräume F 4-G 4-II 4-.... 4-14~ '1 um weniger 
als I übertrifft, den Abschnitt aber um mehr als I, so müssen offenbar die Flächenräume 
F 4-G 4-H 4-.... 4-14" H zusammen gröfser sein, als der Abschnitt; welches unmöglich ist: 
denn es ist bewiesen worden, dafs wenn eine willkuhrhche A'Ienge von 1 Liebem amnen nacn 
ihrer Folge sich wie 4 : I verhallen, und der gröfste gleich ist dein in dem Abschnitt beschrie­
benen Dreiecke, die Summe aller dieser Räume kleiner sei, als der Abschnitt (S. 22.). Also 
ist ADBEC nicht kleiner als K.

Vorhin ward bewiesen, dafs der Abschnitt auch nicht gröfser sei; mithin ist er gleich 
K. Es ist aber K — f AABC; also ist der AbschniLt A D B E C = f- A A B C.

D



Vom Gleichgewichte der Ebenen;
oder

Von den Schwerpunkten derselben.

Zweites Buch.

S a t z i.

VVcnn zwei von einer geraden Linie und einer Parabel umschlossene Flächenräume, welche 
wir an eine gegebene gerade Linie als Parallelogramme legen können, (a) nicht einerlei Schwer­
punkt haben, so wird der Schwerpunkt einer aus beiden zusammengesetzten Gröfse in einer 
die Schwerpunkte derselben verbindenden geraden Linie liegen, welche so geschnitten ist, dafs 
die Abschnitte derselben Jenen Flächenräumen umgekehrt proporlionirt sind, (ß)

r.41. Die beiden Flächenräume AB, CD sollen die erwähnte Beschaffenheit haben; ihre
Schwerpunkte aber sollen die Punkte E, F, sein, und es verhalle sich AB : CD = FH : HE: 
so wird zu zeigen sein, dafs der Schwerpunkt einer aus beiden zusammengesetzten Gröfse in 
H liege.

Essei EH = FG = FK, und FH = EL, d. h. EG = EL. Dann ist LH=KH und 
zugleich LG : GK=AB : CD; denn es ist LG=sFH und GH =2HE. Nun lege man zu 
beiden Seilen der Linie LG, und mit ihr parallel den Flächenraum AB, so dafs MN=AB;

(S. I- «) Weil jeder parabolische Abschnitt vier Drittheilen eines Dreiecks gleich ist, das mit dem Abschnitte gleiche 
Grundlinie und Höhe hat (Quadr. d. Par. S. 24.). Dieses Dreieck läfst sich konstruiren, dann in ein Parallelo­
gramm mit gegebener Seite verwandeln, und dieses wieder so auf die gegebene Linie legen, dafs es dadurch in 
zwei gleiche Parallelogramme gethcilt wird, welche selbst die gegebene Seite haben.

(fj Dieser Lehrsatz enthalt nur einen besondern Fall des sechsten und siebenten im ersten Buche, wie schon Eu- 
tocius zu verstehen giebt. Man sieht demnach die Nothwendigkeit eines neuen Beweises nicht ein. Vielleicht 
Wollte Arch. nur zeigen, dafs der sechste und siebente Satz des ersten Buchs, in einen einzigen vereinigt, sich 
allgemein direkt darthun lasse, wenn man S. 9 u, IO vorausschickt, welche von S. 6 11. 7 allerdings unabhän­
gig sind.
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dann wird E der Schwerpunkt von MN sein (I. S. io. Man vollende ferner NX, so wird sich 
verhalten:

MN:NX=LG:GK
Es ist aber auch AB ; CD = LG : GK

also A B ; CD = MNTNX
oder AB:MN = CD:NX

Es ist aber AB = MN, folglich auch CD = NX, und F ist der Schwerpunkt von NX 
(I. S. io.). Weil nun LH—HK, und weil die ganze Linie LK die gegenüberliegenden Seiten 
halbtheilt, so ist H der Schwerpunkt der ganzen Figur PM (I. S. io.). Es ist aber P M = 
MN-J-NX, folglich ist H der Schwerpunkt des aus AB, CD zusammengesetzten Flächen­
raums.

Lehnsatz. Wenn in einen parabolischen Abschnitt ein Dreieck von derselben Grund­
linie und gleicher Höhe eingeschrieben wird; dann wiederum in die übrigbleibenden Abschnitte 
Dreiecke von der Grundlinie und Höhe ihrer Abschnitte, und immerfort in die übrigbleiben­
den Abschnitte Dreiecke nach derselben Weise, so soll die dadurch gebildete Figur eine ge-< 
hö'rig eingeschriebene genannt werden.

Es ist aber deutlich, dafs in einer also beschriebenen Figur die Verbindungslinien nicht 
blofs derjenigen Winkelspitzen, welche dem Scheitel des Abschnitts zunächst liegen, sondern 
auch derer, die nach der Reihe darauf folgen, der Grundlinie parallel sein werden. Auch 
werden sie durch den Durchmesser des Abschnitts gehalbtheilt, und sie selbst theilen den ► 
Durchmesser nach dem Verhältnisse der auf einander folgenden ungeraden Zahlen, wenn man 
das Stück am Scheitel des Abschnitts Eins nennt. Dies mufs erwiesen werden in den „ Ord­
nungen. “ (7.)

£7) Euto eins liefert diesen Beweis in seindta Konnnänfar« «adi AnJetfitng der Kegelschnitte des Ap olIonius.
Hier folgt ein wesentlich abgekürzter:

Das Vieleck APETBQFOC soll in den parabolischen Abschnitt ABC gehörig eingeschrieben sein- esF'lä 
wird behauptet: t 41a.

I) dafs AC-fPO |EFtTQ sei;
a) dafs PI = IO, EU=UF, TX=XQ sei;
3) dafs sich verhalte B X : XU : UI : ID = I : 3 : 5 ; -

Man theile AB, AE, EB durch die Punkte G, M, N in Hälften, und lege durch diese Funkte die geraden 
Linien HF., SP, VT parallel dem Durchmesser DB; sie treffen allemal die Scheitel ihrer Abschnitte (Quadr. 
d. Par. S. ISO. Zugleich ist dadurch AII=HD, ferner AS = SH und IIV = VD. Dasselbe lälst sich cn der 
andern Seite des Durchmessers DB nachweisen; und weil AD = DC, so sind die säinmtlichen acht Abschnitt« 
der Grundlinie, AS, SII, UV, VD, DW, WK, KL, LC einander gleich.

Nun ist AS : SR = AD : DB
LC : LY=DC : DB = AD : DB

folglich SR = LY
Ferner ist SR : RP = DC : DS (Quadr. d. Par. S. 4.)

und eben so LY : YO—AD : DL=DC : DS 
folglich R P = Y O ' ~
mithin auch SP = LO.

Weil zugleich SP^LO, so ist PL ein Parallelogramm, also AC^PO-
Auf dieselbe Weise findet man AC^EF^TQ, wodurch das erste bewiesen ist.

D 2
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Satz 2.
Wenn in einen parabolischen Abschnitt eine geradlinige Figur gehörig eingeschrieben 

wird, so liegt der Schwerpunkt derselben in dem Durchmesser des Abschnitts.
F. 42. Der gedachte Abschnitt sei ABC, und in ihn die geradlinige Figur AEFGBHIKC

gehörig eingeschrieben. Der Durchmesser des Abschnitts sei BD. Es ist zu zeigen, dafs der 
Schwerpunkt der geradlinigen Figur in B D liege. ' •

Weil nämlich der Schwerpunkt des Trapeziums AEKC in DL (I. S. 15.), des Trape- 
ziums EFIK in LM, des Trapeziums FGHI in MN und endlich des AG BH in NB (I. S. 
13.) sich befindet, so erhellt, dafs der Schwerpunkt der ganzen geradlinigen Figur in BD ist 

S.

S a t z 3. . r
Wenn in jeden von zwei ähnlichen parabolischen Abschnitten eine geradlinige Figur 

gehörig eingesclnieben wird, die in beiden gleich viele Seiten hat, so theilen die Schwer­
punkte beider geradlinigen Figuren die Durchmesser ihrer Abschnitte propörtionirt. («)

F, 43. Die beiden Abschnitte sollen ABC, abc, geradlinige Figuren von gleicher Seitenzahl

■ ' red tr • >.'r»■cz; eru:'. >.’<• 1 t > 1 1 .z '■ r •> ur'-o,'' tf " i . - ;r: D cloW
Weil hiernach sowohl PL, als HZ und Ta Parallelogramme sind, weil ferner SD = DL, und DI^PS, so 

ist PI=IO, und aus demselben Gründen auch EU=UF, TX=XQ, wodurch das zweite erwiesen ist.
Ferner ist T X=VD, E U=HD = 2 VD, P I = S D = 3 VD, AD = 4VD, mithin;

TX : EU : PI : AD = J : 2 : 3 : 4
folglich TX2 : EU2: PI2: AD2 = I : 4 : 9 : 16

Man hat aber (Quadr. d. Par. S. 3):
TX2 : EU2 : PI2 : AD2 = BX : BU : BI : BD

folglich BX:BU : BI : BD — 1:4. 9 : 16 
und hieraus:

BÄ ; (BU-BX) : (Bl-BU) : (BD-BI) = I : 3 : 5 : 7
d. h. B X : X U ; U I : 1 D = I : 3 ■ 5 = 7 '

womit der Beweis vollendet ist,
(8. 3. «) Da bekanntlich alle Parabeln ähnlich sind, so könnte man ungewifs sein, zu welchem Zwecke Archimedes 

den gegenwärtigen Lehrsatz ausdrücklich auf ähnliche parabolische Abschnitte bezieht. Eutocius giebt dar­
über Auskunft, indem er mittheilt, was Apollonius unter ähnlichen Abschnitten der Kegelschnitte 
verstanden habe; nämlich zwei solche, deren in gleicher Anzahl vorhandene Ordinaton sich gegenseitig verhal­
ten, wie die Abscissen, wenn zugleich die Abscissen vom Scheitel gegenseitig proportionirt sind. Vergleicht man 
mit dieser Angabe des Eu tocius den Apollonius selbst (Kegelsch. VI Erki. 7), so findet man, dafs Euto­
cius noch eine Bestimmung ausgelassen habe, nämlich die, dafs in beiden Abschnitten die Ordinalen unter glei­
chen Winkeln von ihren Durchmessern geschnitten werden. Eutocius fügt die richtige Bemerkung des Apol­
lonius hinzu, dafs alle Parabeln ähnlich seien, was aber nach dieser Erklärung nicht von allen parabolischen 
Abschnitten gilt. Nun hat ohne Zweifel Archimedes eben die Erklärung ähnlicher Abschnitte im Sinne 
gehabt, welche Apollonius giebt, wie deutlich aus S. 7 erhellet, wo wieder von ähnlichen Abschnitten gere­
det wird. Der Lehrsatz gebietet zwar keineswegs diese Einschränkung, sondern Jäist sich allgemein erweisen; 
geht man indessen von den angegebenen Annahmen aus, so verstauen diese eine Beweisart, die fiir andere 
Fälle nicht zuläfsig ist. In den folgenden Anmerkungen soll zunächst auf die eingeschränkte Bedeutung der Aehn- 
lichkeit Rücksicht genommen, und hinterher ein allgemeiner Beweis gegeben werden. Zu den im Archimedi­
schen Beweise aufgeführten Annahmen kommen demnach vorläufig noch die, dafs ADE = adb gesetzt wird 
und dafs AD : BD=ad : bd.
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gehörig in sle eingeschrieben, auch BD, bd die Durchmesser der Abschnitte, und die Verbin­
dungslinien EK, FI, GH, ek, £i,xgh gezogen sein. Weil nun BD durch die Parallelen nach 
dem Verhältnisse der auf einander folgenden ungeraden Zahlen getheilt ist, und bd nach ähn­
licher Weise, auch diese Theile beider Linien in gleicher Anzahl vorhanden sind, so ist deut­
lich, dafs sowohl die Theile der Durchmesser in gleichem Verhältnisse stehen, (ß) als auch die 
Parallelen selbst. (7). Auch liegen die Schwerpunkte der Trapezien AEKC, aekc ähnlich in 
den geraden Linien LD, Id, weil AG : EK = ac : ek. (5).

Eben so liegeil die Schwerpunkte der Trapezien EFIK, efik in den Linien LM, Im 
ähnlich; in den Trapezien FH, fh liegen die Schwerpunkte ähnlich auf MN, mn, und end­
lich liegen die Schwerpunkte der Dreiecke GBH, gbh ähnlich in BN, bn. (0 Es stehen aber 
die Trapezieu sowohl, als die Dreiecke in einerlei Verhältnifs; (^) folglich ist deutlich, dafs-

f/3) Es verhält sich: BN : NM : ML : LD = I : 3 • 5 : 7’ als0 auch
BN ; (BN + NM) : (BN-f-NM + ML) : (B N + NM + ML+ LD) = x : 4 : 9 : 16

d. h. BN : BM : BL : BD =1 : 4 : 9 : 16
Eben so ergiebt sich; bn : bm : bl : bd = 1:4 : 9 : l6

~BN : DM: BL : BD =bn ; bm : bl : bd
(7) Man hat nämlich:

GN« . FM« : EL« : AD* = BN : BM : BL : BD
■ g n1 : f m 2 : e 1a : ad2 “ b n : b in : b 1 : b d

‘ GN^TfM^TeL^TAD-2 = gn* : fm» : el1: ad*
Bemerkt man, dafs sämtliche Parallelen durch ihre Durchmesser gehalbtheilt werden (3. I. 7), so ergiebt sich;

' GH : FI : EK : AC = gh : fi : ek : ac
(5) Weil AC : EK = ac : ek, so ist auch (I. S. 15/5.):

(2AC + EKJ : (2ÜK + AC) =± (2ac4-ek) : (2ek4-ac)
Durch dieses Verhältnifs wird aber in I S. 15 die Lage des Schwerpunkts eines Trapeziums angegeben; mithim 
sind die Schwerpunkte beider Trapezien gleichliegend,

(/) I. S. 14 und I. S. 15 >
(?) Weil AD : ad = DE : db (ä) F.43a.

und DB : db = BL : bl (0)
also auch (DB-DL) : (d b-b ]) = DB : db 

d. h. DL : dl = DB : db
so ist A D : a d = D L : d 1
Zugleich ist A D L = a d 1 (a) 

A A D L .j Aad 1
Ferner ist E L : e 1 = A D : ad (7) .

also auch EL : el = Dl : dl — AL : al
Zugleich ist ELA = eia

A E L A m Ael a
Hieraus folgt leicht ED »ed, ferner eben so DK »dk und hieraus EC "ec. Auf demselben Wege ergiebt 

.sich die Aehrflichkeit aller Paare von Trapezien und die Aehnlichkeit der Dreiecke B G H, b gh ; Woraus man 
sofort nuf die Aehnlidikeit der ganzen eingeschriebenen Figuren, und hieraus unmittelbar (I. V. 6-) auf die 
ähnliche Lage der Schwerpunkte beider Figuren schließen könnte. So folgert aber Archimedes nicht, son­
dern nach ihm muß nun so fortgefahren werden: weil Trap. E C „ Trap, ec, so ist:

Trap. E C : Trap, ec — EK2 : ek2 
ferner aus demselben Gründet

Trap. EL: Trap, ei — EK2 : ek* 
- ’ EC : Trap, ec = Z'rap, El : Trap, ei, u._s.i w.
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der Schwerpunkt der ganzen in ABC beschriebenen geradlinigen Figur die Linie B D nach 
demselben Verhältnisse schneidet, wie der Schwerpunkt der in abc beschriebenen geradlinigen 
Figur die Linie bd; (*) und diefs sollte erwiesen werden. £>).

S a t z 4. ' , > .
Der Schwerpunkt eines jeden parabolischen Abschnitts liegt in dem Durchmesser des 

Abschnitts.
F. 44. Der gedachte Abschnitt sei ABC, dessen Durchmesser BD, so ist zu zeigen, dafs der 

Schwerpunkt des Abschnitts in BD liege.
Wo nicht nämlich, so sei E der Schwerpunkt; man ziehe dadurch EF^BD, und be­

schreibe in dem Abschnitte das Dreieck ABC auf einerlei Grundlinie und mit gleicher Höhe; 
auch verhalte sich :

CF : DF = AABC : K («)

Es ist nämlich deutlich, dafs der Schwerpunkt einer aus den Trapezien E C, EI zusammcngÄsetcten Figur nicht 
nur in MD liege, sondern auch diese Linie nach demselben Verhältnisse theile, wie der Schwerpunkt der aus 
den Trapezien ec, ei zusammengesetzten Figur die Linie md theilt (I. S. 6. Hieraus folgt ferner-die 
gleichförmige Lage der Schwerpunkte der Figuren AH, ah, in den Durchmessern u. s, w.

F-lJtL (S) Nunmehr ist noch der («) versprochene allgemeine Beweis nachzutragcB. Es mögen ABC, abc überhaupt zwei 
parabolische Abschnitte, BD, bd deren Durchmesser, und die geradlinigen Figuren gehörig eingeschrieben sein; 
so wird behauptet, dafs die Schwerpunkte der eingeschriebenen Figuren die Durchmesser in proportionirtc Stü­
cke schneiden.

Man hat wie vorhin: . ' 1 . . i)
1) BN : NM : ML : LD = bn : nm : ml : Id
2) BN : BM : BL : BD = bn : bm : bl : bd
3) GH : FI : EK : AC = gh : fi : ek : ap

Fällt man demnächst die Perpendikel BP, bp, so ist: , ,
Trap, EC 
Trap. EI 
Trap. FII

aGBH 
fei so verhält sich :

J (AC 4- EK). QP; 
J (EK + FI).RQ; 
| (FI + GH).SR;
1 GH . BS;

Trap, ec : 
Trap, e i : 
Trap, fh :

Agbh :

1 (ac + ek). qp 
5 (ek+ fi).rq 
5 + £h) ■ sr
| g h. b s.

EC :EI:FH :aGBH = (AC + EK) . QP : (EK + F1).RQ •• (FI + GH) . SR: GH.ßS
(ec : ei : fh ; Agbh = , (ac + ek) . qp : (ek+fi) : rq : (fi + ßh) • sr : gh . bs

Aus der Proportion 3 ergiebt sich:
(AC + EK) : (EK + FI) : (FI + GH) : GH = (ac + ek) : (ek + fi) : (fi + ßh) : gh 

QP : RQ : SR : BS = LD : ML : NM : BN 
q p : r q : s r : b s ~id:ml:nm:bn

Zugleich ist;

rQP : Ry ; SR: Bö = qp ■ rq ; ,sr : b«
Also auch: , .

(A C + EK).QP ■ (EK + FI).RQ : (FI + GH). SR : GILBS = (ac + ck).qp : (ek + fi).rq ; (fi-Pgh).sr tgh.bs 
mithin endlich: EG : EI FH : AGBH=ec : ei : fh : Agbh
d. h. sämtliche Trapezien und Dreiecke stehn in gleichem Verhältnifse. Die Schwerpunkte der entsprechenden 
Trapezien und Dreiecke sind gleichliegend ()); also folgt nunmehr ebenfalls die gleichförmige Lage der 
Schwerpunkte beider eingeschriebenen Figuren in deren Durchmessern BD, bd (».).

£S. 4. «) Man suche nämlich die vierte Proportionale zu CF, DF, AC, sie sei X, und errichte auf X ein Dreieck 
von der Höhe des aABC; diefs sei K, dann ist aABC : ; XssCF • DF.
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Ferner werde in den Abschnitt eine geradlinige Figur gehörig eingeschrieben; so dafs 
die übrigbleibenden Abschnitte zusammen weniger betragen, als K (ß). Der Schwerpunkt der 
eingeschriebenen geradlinigen Figur liegt in BD (S. 2.), er sei H; man ziehe die I eibiuduugs— 
ÜniellE, verlängere sie, und ziehe CL^BD. Dann ist offenbar':

die eingeschriebene Figur ; Summe d. übrigen Ab sch. > A ABC : K
Man hat aber:______________ A ABC : K = GF ; DF

"folH. eingesdu Fig. ; Summe d. i'cbr. Absch. > CF : DF
d. h. > LE ; EH

Es sei daher:
ME : Eli — eingeschr. Figur ; Summe d. übr. Absch.

Da nun E der Schwerpunkt ;des ganzen Abschnitts, IH aber der darin beschriebenen 
geradlinigen Figur ist, so erhellt, dafs der Schwerpunkt des Restes, welcher aus sämtlichen 
übrigbleibenden Abschnitten besieht, in der Verlängerung' der Linie HE sich befindet, und 
zwar so, dafs sieh verhalt: (1. S. 8.). .

Diese Verlängerung : HE — eingeschr. Figi : Summe d. übr. Absch.
Also würde M der Schwerpunkt der aus den übrigblcibendeu Abschnitten zusammengesetzten 
Gröfse sein, welches widersinnig ist; denn, alle übrigbleibenden Abschnitte werden sich an ei­
nerlei Seite der durch M mit BD parallel gezogenen geraden Linie befinden. Mithin erhellt, 
dafs der Schwerpunkt in BD liegt (I. V. 8-).

Satz 5.
Wenn in einen parabolischen Abschnitt eine geradlinige Figur gehörig eingeschrieben; 

wird, so ist der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts dein Scheitel desselben näher, als der 
Schwerpunkt der eingeschriebenen Figur.

Es sei ABC der erwähnte Abschnitt und' DB dessen Durchmesser, ferner AÄBC ge- F. 45. 
höi’i" in ihn eingeschrieben und BD in E so getheilt, dafs BE = 2ED; dann ist E der 
Schwerpunkt des AABC («). Es werde ferner AB und BC durch F, G in Hälften getheilt 
und inan ziehe durch diese Punkte die Linien FK, GL parallel mit BD. Dann wird folglich 
der Schwerpunkt, des Abschnitts AKB in FK, des Abschnitts BCL aber in LG liegen (S. 4), 
Es mögen H, I, diese Punkte sein: und man ziehe III. Weil nun HF Gl ein Parallelo­
gramm0^) und FN = NG ist, so ist auch QH = QI. Also liegt der Schwerpunkt einer aus 
den beiden Abschnitten AKB und BLC zusammengesetzten Gröfse in der Mitte der Linie 
III, d. i. in Q j denn die Abschnitte sind gleich. Weil ferner der Schwerpunkt des A AB C

Diefs ist möglich, weil die Summe der iibl igbleibenden Abschnitte kleiner gemacht werden kann,, als jeder vor­
gelegte Flächenraum, indem durch jede neue Einschreibung eines Dreiecks in einen Abschnitt riielir als die 
Hälfte vön dem Abschnitte weggenommen wird (Quadr. d. Par. S. 20t Folgerung.)

(S. 5. «) I. s. 15. 0- T - ,
ßj Zöge man nämlich KL, so hätte man KL^AC und FG^AC; zugleich ist KF $ L G, also KF=sLG; daraus

folgt HF = 11 4: IG, also ist FIG ein Parallelogramm;
(7) Weil Absch. UBajdAKB und Absch. BLC=4aBLC (Quadr. d. Par. 8. 34.) Diese beiden Dreiecke 

sind aber gleich; denn betrachtet man KF = LG als Grundlinien der Dreiecke BKF und BLG, so sind deren 
Höhen die Perpendikel von1 ß auf die verlängerten Linien- KF, L-G. Diese Perpendikel sind gleich,, weil 
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iin Punkte E liegt, der Schwerpunkt der aus den beiden Abschnitten AKB, BLC zusammen­
gesetzten Gröfse aber in .Q; so erhellet, dafs der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts ABC in 
QE Hegt, nämlich zwischen Q und E. Mithin wird auch der Schwerpunkt des ganzen Ab­
schnitts dem Scheitel desselben näher liegen, als der Schwerpunkt des gehörig eingeschriebenen 
Dreiecks. - . . 'i, •. - t

r.46. Es sei ferner das geradlinige Fünfeck AKBLC in den Abschnitt ABC gehörig einge­
schrieben. BD sei der Durchmesser des ganzen Abschnitts, KF und LG aber die Durchmes­
ser der beiden Abschnitte AKB und BLC. Weil nun in dem Abschnitte AKB eih Dreieck 
gehörig beschrieben ist, so liegt dieses Abschnitts Schwerpunkt seinem Scheitel näher, als der 
Schwerpunkt des Dreiecks. Daher sei H der Schweipunkt des Abschnitts AKB, I aber der 
Schwerpunkt des Dreiecks. Ferner sei M der Schwerpunkt des Abschnitts BLC, N aber’ der 
Schwerpunkt des Dreiecks; auch verbinde' man' die Punkte H, M und I, N. Dann 
folgt IIQ = QM und IT=TN. Aber es ist auch 4AKB=4BLC und Abach. AKB = 
Absch. BLC, denn es ist an einem andern Orte (Q. d. Par. S. 24.) gezeigt ■ worden, dafs je­
der Abschnitt vier Drittheilen seines Dreiecks gleich ist. Es wird folglich der Schwerpunkt ei­
ner aus beiden Abschnitten AKB und BLC zusammengesetzten Gröfse in Q liegen, der Schwer­
punkt der aus beiden Dreiecken A K B und BLC bestehenden Gröfse aber in T. Weil ferner 
der Schwerpunkt des AAB C in E liegt, der Schwerpunkt der aus beiden Abschnitten AKB, BLC 
zusammengesetzten Gröfse aber in Q, so erhellet, dafs dei’ Schwerpunkt des ganzen Abschnitts 
ABC in der geraden Linie QE da liegt, wo diese so getheilt wird, dafs 4 ABC zu der Sum­
me der Abschnitte AKB, BLC sich so verhält, wie das an Q gränzende Stück zu dem klei­
nern (1. S- 8-). Es liegt aber der Schwerpunkt des Fünfecks AKBLC auf der geraden Linie 
ET da. wo diese so getheilt wird, dafs das Dreieck ABC zur Summe der Dreiecke AKB, 
BLC sich verhält, wie das an T gränzende Stück zu dem Reste. Weil nun

△ ABC : (4AKB 4- 4BLC) > 4ABC : Summe der Abschnitte, 
so erhellt, dafs der Schwerpunkt des Abschnitts ABC dem Scheitel B näher liegt, als der des 
eingeschriebenen Vielecks, (ä) Dieselbe Schlufsreihe gilt für alle gehörig eingeschriebenen ge­
radlinigen Figuren.

Satz 6.
In einen gegebenen parabolischen Abschnitt kann man eine geradlinige Figur derge­

stalt gehörig einschreiben, dafs die gerade Linie zwischen den Schwerpunkten des Abschnitts 
und der eingeschriebenen Figur kleiner wird, als jede vorgelegte gerade Linie.

P Der erwähnte gegebene Abschnitt sei ABC, sein Schwerpunkt H, und in ihn sei
4ABC gehörig eingesclirieben; auch sei F eine vorgclegtc gerade Linie, und es verhalte sich

BH:

KF, LG gleich weit von BD abstchen. Also ist ABKF“^bLG. Ferner ist 4BKF = ^aBKA und aBLG 
— a B L C. mithin aBKA = aBLC.

Fielen nämlich beide Schwerpunkte1 in einander, so miifste sein:.
aABC : (A K A B + Aß L C) = a AB C : Summe der Abschnitte.

Fiele aber gar der Schwerpunkt des Fünfecks näher an T, als der Schwerpunkt des Abschnitts selbst, so 
müfste sein:
AABC : (aKAB + aBLC) <aABC : Summe der Abschnitt«.

Beides führt auf einen Widerspruch.
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BH : F = AABC : K; («) ferner sei die geradlinige Figur AKBLC in den Abschnitt ABC 
gehörig eingeschrieben, so dafs die ührigbleibenden Abschnitte zusammen weniger betragen, als 
K, und endlich sei E der Schwerpunkt der eingeschriebenen Figur; so behaupte ich, dafs 
HE <F sei.

Wo nicht nämlich, so ist entweder HE=F oder HE> F.
Weil aber:

Vieleck AKBLC : Summe d. übr. Absch. > A A B C : K (g)
d. h. > B H : F

und weil das Verhältnifs B H : F nicht kleiner ist, als das Verhältnifs BH : HE, indem HE 
nicht kleiner ist, als F; so ist um desto mehr:

Vieleck AKBLC : Summe d. übr. Absch. > BH : HE.
Wenn wir demnach machen, dafs das Vieleck AKBLC zur Summe der übrigbleiben­

den Abschnitte sich verhalte, wie irgend eine andere Linie zu HE, so wird diese Linie grö- 
fser sein, als BH; sie sei HG. (Da nämlich der Schwerpunkt des Abschnitts ABC in H» 
des geradlinigen Vielecks aber in E liegt, so wird eine Verlängerung der Linie EH, die man 
so lang macht, dafs sich verhält:

Diese Verlängerung : E H = Vieleck A K BL C : Summe d. übr. Abschn., 
gröfscr sein, als IIB.) Es sei daher:

H G : E II = Vieleck AKBLC : Summe d. übr. Absch.;
dann ist also G der Schwerpunkt einer aus der Summe der übrigbleibenden Abschnitte zusam­
mengesetzten Gröfse (I. S. 8.); diefs aber ist unmöglich; denn zieht man durch G eine Parallele 
zu AC, so liegen die Abschnitte sämtlich auf einerlei Seite derselben. Es erhellet .mithin, 
dafs H E < F; und eben diefs sollte erwiesen werden. (7)

Satz 7.
Die Schwerpunkte zweier ähnlichen parabolischen Abschnitte theilen ihre Durchmes­

ser nach demselben Verhältnisse. («)
Die gedachten beiden Abschnitte sollen ABC, EFG sein, und deren Durchmesser F. 4g. 

BD, FH. Der Schwerpunkt des Abschnitts ABC sei K, des Abschnitts EFG aber L. Es 
ist zu zeigen, .dafs K und L ihre Durchmesser nach demselben Verhältnisse theilen.

(S.6. .) Vg1. S. 4. «•
QS) Es ist nämlich das Vieleck AKBLC> aABC, und die Summe der ührigbleibenden Abschnitte kann kleiner ge­

macht werden, als K.
(7) Eutocius giebt folgenden andern Beweis des Lehrsatzes:

Der Schwerpunkt II des Abschnitts ist nur einer, und erliegt dem Scheitel den Abschnitts näher, als die 
Schwerpunkte der eingeschriebenen Vielecke. Nun sei E der Schwerpunkt des aABC, wobei BD so geschnit­
ten wird, dafs jDE = EB ist. Dann ist deutlich, dafs die Schwerpunkte aller eingeschriebenen Vielecke zwi­
schen die Punkte H, E fallen werden. Je mehr Seiten aber das gehörig eingeschriebene Vieleck erhält, desto 
näher an H wird sein Schwerpunkt liegen. Hieraus erhellt, dafs die Entfernung der Schwerpunkte des Abschnitts 
und der gehörig eingeschriebenen Figur durchaus nicht gröfser sein könne, als HE; wohl aber kleiner; als HE 
nicht nur, sondern auch als jede vorgelegte Lime.

(S. 7. «) Archimedes geht hiervon demselben Begriffe der Aehnlichkeit jparabolischer Abschnitte aus, wie in S. 
3, « angegeben ist; jedoch läüt sich auch dieser Satz allgemein erweisen, wie in 7 geschehen soll.

E
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Wo nicht nämlich, so sei KB : KD = EM : HM.
Man beschreibe in dem Abschnitte EFG eine geradlinige Figur gehörig, so dafs die 

Entfernung des Schwerpunkts des Abschnitts von dem der eingeschriebenen Figur kleiner ist 
als LM (S. 6.). So sei denn X der Schwerpunkt der eingeschriebenen Figur, (ß) Ferner be­
schreibe man in dem Abschnitte ABC eine der in EFG beschriebenen ähnliche geradlinige Fi­
gur, also gleichfalls gehörig. (7) Der Schwerpunkt derselben, läge demnach dem Scheitel nä­
her, als der Schwerpunkt des Abschnitts, (ü) welches unmöglich ist (S. 5.).^ Es gehl also her­
vor, dafs sich verhält BK : KD = FL : LH. (»)

Satz 8-
Der Schwerpunkt eines jeden parabolischen Abschnitts theilt den Durchmesser dessel­

ben so, dafs der am Scheitel liegende Theil dreimal die Hälfte des Theils an der Grundlinie 
beträgt.

P.49, Es sei ABC der parabolische Abschnitt, BD sein Durchmesser, H sein Schwerpunkt;
so ist zu zeigen, dafs BH= l HD sei.

Man schreibe in den Abschnitt ABC das 4ABC gehörig ein, dessen Schwerpunkt E 
sein soll. Dann theile man AB, BC durch die Punkte F, G in Hälften und ziehe KF, LG 
parallel mit BD, so sind diese Linien die Durchmesser der Abschnitte AKB, BLC.

Nun sei M der Schwerpunkt des Abschnitts AKB, der Schwerpunkt von BLC aber 
sei N; man ziehe die Verbindungslinien FG, MN, KL, so ist Q der Schwerpunkt der aus 
den beiden Abschnitten zusammengesetzten Gröfse. Weil demnächst

BH : HD=KM : MF
so ist auch (B H + H Dl (KM -f- M T) = H D : M F

d. h. BD ; KF =HD;MF

(ß) Der Punkt X muß zwischen L, M, liegen, nicht zwischen L, F (S. J.).
(z) Wenn beide parabolischen Abschnitte ähnlich sind, so werden allerdings auch die gehörig eingeschriebenen Fi­

guren ähnlich sein (S. 3. f); allein wenn auch diese Aehnlichkeit nicht statt findet, so schneiden die Schwer­
punkte der gehörig eingeschriebenen Figuren den Durchmesser dennoch in proportionirte Stücke (S. 3, mit­
hin gelten die folgenden Schlüsse allgemein von allen parabolischen Abschnitten.

(5) Weil X dem Scheitel näher liegt, als M.
W Ar eh. bat nicht Rücksicht darauf genommen, dafs der Punkt M auch zwischen L, F fallen könnte; doch ergiebt 

sich für diesen Fall leicht eine ähnliche Ungereimtheit, denn man setze, es sei:
KB : KD=F!W' : M'H; .

dann bestimme man den Punkt N nach der Proportion FL : LH=BN : ND, wo begreiflich N zwischen K, D 
liegen mttfs, weil L zwischen M', H liegt. Nunmehr beschreibe man gehörig ein Vieleck in dem Abschnitte 
ABC, so dafs die Entfernung des Schwerpunkts K von dem Schwerpunkte der eingeschriebenen Figur kleiner 
ist, als KN. Endlich werde auch in dem Abschnitte EFG ein ähnliches Vieleck beschrieben, dessen Schwer­
punkt nach S. 3 zwischen L, M' fallen, also dem Scheitel näher sein müfste, als der Schwerpunkt L; wel­
ches wiederum dem S. 5 widerspricht.

(S. 8. Eu tocius behauptet hier: weil die Abschnitte ähnlich seien, so werden ihre Durchmesser durch die Schwer­
punkte proportiouirt geschnitten, und die Erklärer nach ihm haben diefs nachgesprorhen. Aber die Abschnitte 
»md keineswegs ähnlich; denn weder bilden ihre Durchmesser KF, L G, B D mit den Grundlinien AB, BC, AC 
gleiche Winkel, noch verhält sich:

KF : LG : BD=FB .' BG : AD:
und doch müßten beide Bedingungen Statt finden, wenn die Abschnitte ähnlich sein sollten. Der Archimedische 
Lehrsatz steht freilich dennoch fest; denn die Proportion BH : HD=KM : MF ist richtig, weil der S. 7 nicht
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Es ist aber BD=4KF, (diefs wird nämlich bewiesen.) (ß) also auch HD=4MF 
(S. 7.), und folglich B 11 = 4 KM — 4SQ> mithin B H-SQ = BS + QH = 3SQ.

Ferner sei BS — 38 X, so ist auch QH = 3XQ.
Nun ist BD = 4BS, (auch diefs beweiset man nämlich.) (7)

und B 8 = 3 S X
folgt. B D=3 BX 0)

Auch ist BD=3ED, weil E der Schwerpunkt des AABC ist.
~Te^“bdT(BX4-ED) = IBD. (>)
Weil ferner H der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts, Q der Schwerpunkt der aus 

den beiden Abschnitten AKB, BLC zusammengesetzten Gröfse, und E der Schwerpunkt des 
△ ABC ist; so verhalt sich (I. S. 8):

△ ABC : Summe d. übr. Abschnitte = QU : HE.
Es ist aber △ABC dreimal so grofs, als die Summe der Abschnitte, WCÜ der ganze 

Abschnitt vier Drillheile des △ABC beträgt; (4) milbin ist auch:
QH = 3HE. Vorhin ward gezeigt,

dafs QH = 3XQ
folglich X E = 5 D D == DE, (Q weil X E = D E
folglich DH = 6 HE 5

ferner ist 1) E = j 13 D , also 13 II = $ HD j ($)
was erwiesen werden sollte.

Satz 9.
Wenn vier gerade Linien stetig proporlionirt sind; wenn ferner die kleinste zu dem

blofs von ähnlichen, sondern von allen parabolischen Abschnitten gilt; aber durch welche Schlufsreihe Archi- 
medea diese Proportion gerechtfertigt habe, das ist mir dunkel geblieben.

fßl Arch. selbst beweiset diese Behauptung nirgend; Eutocius aber giebt folgenden Beweis:
Nach der schon angegebenen Konstruktion ist AF = FB, also BR = RD oder 2BI\ = BD und 2FR = AD; 

weil jedoch KR ein Parallelogramm ist, so hat man FR = KS, also 4 F R4 = 4 KS* = A D*. Daraus folgt 
BD = 4BS; denn es ist KS* : AD® = BS : BD, also auch 4KS1 : AD» = 4BS : BD, (Quadr. d. Par. 3. 
3.). Weil nun BD=2BR=4BS, so ist BR = zBS, mithin BS = SR = KF, also BD=4KF.

MVgl. ß.
(5) Weil BD =4ßS, und BS = 3SX,

so ist BD = JjSX, und weil SX = JBX,
so ist B D — 3 B X.

Es ist BX=|BD und ED = JBD, folglich
XE = BD-(BXd-ED) = BD-|UD=f BD.

fr) Quadr. d. Par. 8- 24. .
(,,) Es ist nämlich XE s=X Q + QH +

XQ = JQH=HE
__ QH=3HR__________

X E = H E 4- 3IIB 4' B E = 5 U E.

BH = HD + JHD=ä HD-
E 2
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F. 50.

Ueberschufs der gröfsten über die kleinste sich verhält, wie irgend eine angenommene Linie 
zu drei Fünftheilen des Üeberschusses der gröfsten über die dritte der proportionirten Linien; 
wenn endlich diejenige Linie, welche gleich ist der Summe aus der zwiefachen gröfsten, der 
vierfachen zweiten, der’ sechsfachen dritten und der dreifachen vierten, zu einer andern, welche 
gleich ist der Summe aus der fünffachen gröfsten, der zehnfachen zweiten, der zehnfachen 
dritten und der fünffachen vierten der proportionirten Linien, sich so verhält, wie irgend eine 
angenommene Linie zu dem Ueberschufs der gröfsten über die dritte der proportionirten Li­
nien; so wird die Summe der beiden angenommenen Linien zwei Fünftheile der gröfsten be­
tragen.

Es sollen BA, BC, BD, BE die vier stetig proportionirten Linien sein, und es ver­
halte sich:

1. BE : EA=FG : |AD
2. (2BA + 4BC + 6BD4-3BE) : (5BA + 10BC+xoBD4-5BE}=GII : AD; 

so soll gezeigt werden, dafs HF = |AB sei.
I. Weil nämlich 4? BA : BC : BD : BE,

so ist zugleich -ü-CA : DC : ED, nach demselben Verhältnisse.
Fernerist; (BA^BCj : BD = AD : ED «
und (BDBC) : BE = AD : E D («)
folglich (BA + 2BC + BD) : (BD +’BE) = AD : ED
und (2B A + 3 BC + JB DJ : (2BD+BE)=AD : ED
Es ist hiernach:

(2BA 4- 4BC 4- 4BD + 2BE) : (2BD 4- BE)> AD : ED 
daher sei:

AD : OD =(2BA 4- 4BC 4- 4BD 4- sBE) : (2BD 4- BE) 
folglich:
(AD4-0D) : AD = OA AD = (2 BA 4- 4BC 4- 6BD 4- 3BE) : (2BA4-2BE4-4BC4-4BD)

(S. 9. «) Es ist gegeben BA:BC=BC:BD = BD : BE
»Iso hat man (B A - B C) : (B C - B D) = B C : B D

(BC-BD) ; (BD-BE) =BC:BD
CBA-Bcf: (BC-BD) = (BC-BD) : (BD-BE?

• d. h. CA:CD=CD:ED=:BC:BD
also auch BA:BC=CA;CD

mithin 
d. h. 

Zugleich war

(BA4-BC) : BC = (CA + CD) : CD 
(BA + BC) : BC = AD : CD

BC ! BD = CD : ED
also ist 1) (B A + BC) : BD = AD : ED 

Ferner ist BC:BD = CA:CD

mithin (BC+B D) : BD = (CA + CD) : CD
d. h. (BC+BD):BD=AD:CD

Zugleich war BD : BE = CD : ED

folglich ist 2) (BC4-BD) : BE = AD : ED
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Setzt man hiemit die zweite der angenommenen Proportionen zusammen, so erhält man: 
OA : GH = (5 ß A + 5 BE+ 10BC + 10BD) : OBA + 2BE + 4BC + 4BD) 

d. h. OA:GII = 5:2.
2. Ferner weil:

OD : AD = (BE4-2BD) : (2BA4-2BE + 4BC + 4BD)
und AD : ED = (2BA + 3BC +BD) : (2BDJ-BE) 

so ist OD : ED~-- (2TbA + 3BC + BD)T^B“Ä + 2BE + 4BC + 4BD) 
mithin auch:

(ED-OD) : ED—EO : ED = (BC + 3BD + 2BE) : (2BA + 2BE + 4BC + 4BD)
Zugleich hat man noch:

ED : BE = CA : BC = CD : BD (ß)
also auch ED : BE=3CD:3ßD = 2ED : 2BE
und ED : B E = (C A + 3 CD + 2E D) : (ßC + 3 BD4-2BE) 

und durch Zusammensetzung mit dem Verhältnisse EO : ED,
EO : BE = (CA4-3CD + 2ED) : (2BA + 2BE+4BC+4BD) 

woraus folgt:
(EO4-BE) : BE = OB : B E =(3B A + 6BC + 3 BD) : (2 B A + 2BE + 4BC + 4ßD) W

Weil ferner -rj-ED : DC : CA, und in demselben Verhältnisse 
auch ~ (13 E 4- B D} : (BD 4- BC) : (ß C + B A), so ist : 
ED : AD=(BE + BD) : (BD + BC + BC + BA), (ä) mithin 
ED+AD : AD = AE : A D = (BE + B A-|-2BD + 2BC) : (BD + B A + 2BC) 

woraus durch Verdoppelung folgt:
AE : AD = (iBE4-2BA + 4BD + 4BC) : (2BD + 2BA + 4BQ 

und ferner:
AE : f AD = (2BE4-2BA4-4BD 4-4BC) : | (2BD + 2B A4-4BQ

(ß) Es ist nämlich 
also

d. 11.

BD:BE=BA:BC=BC:BD
(BD-BE) : HE = (BA-BC) : BC = (BC-BD) : ED 

ED : BE = CA : BC = CD : BD
(y) Das Vorderglied des zweiten Verhältnisses sollte eigentlich heifsen:

CA + 3CD + 2ED4-2BA.4- 2BE4-4BC + 4BD
Es ist aber: CA 4" BC = BA

3CD + 3BD = 3BC
2ED4-2BE = aBD

2BA + 3BC+BD = 2BA + 3BC + BD

C A 4-3 C D 4- 2E D 4-2B A4-4B C 4-4B D 4-2BE=3 B A4-6B C 4-3B D
()) Weil nämlich 4r E D : D C : CA

und in demselben Verhältnisse 4r- B E : BD : BC : BA, so ist gleichfalls
in demselben Verhältnisse 4i- (B E 4- B D) : (B D 4- B C) : (B C + B A);
loiglich DC : CA = (BD 4-BC) : (BC 4-B A)
also auch D C : (DC + C A) = (BD + BC) : (B D4- 2ß C 4- B A)

Ferner ist E D : D C = (B E +B D) : (BD4-B C)

also ED ; (DC + CA) = (BE4BD) : (BD + jBC + BA)
oder ED ; AD = (BE4-BD) ; (BD4-2BC4-BA)
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Man hat aber AE : f AD = BE : FG, folglich: 
BE : FG = (2B A-f-2BE-|-4BC + 4 BD) : | (2B A-j- 2 B D4B C)

Es ward aber gezeigt, dafs
OB : BE = (3BA + 3BD + 6BC) : (2 B A-J-2 B E + 4 B C + 4 B D) 

also findet inan durch Zusammensetzung beider Proportionen:
OB : FG = (3BA4-3BD + 6BC) : K2BA4-2BD4-4BC) 

Nun verhält sich:
(B A 4- 3 B D 4- 6B C) : (2BA + 2BD+4BQ = 3 : 2

Also ist: OB : FG = 5 : 2
vorhin ward gezeigt: OA : GH = 5 : 2

Mithin durch Addition B A : IIP =5 : 2 
und daraus folgt HF = fBA,
was gezeigt werden sollte.

Satz 10.

Der Schwerpunkt eines jeden abgestumpften parabolischen .Abschnitts befindet sich in 
derjenigen geraden Linie, welche Durchmesser desselben ist; und zwar, wenn diese Linie in 
fünf gleiche Theile getheilt wird, in demjenigen Punkte des mildern Theils, der diesen derge­
stalt 'zerlegt, dafs der gegen die kleinere Grundlinie des stumpfen Abschnitts belegene Theil 
zu dem andern sich verhält, wie ein Körper, dessen Grundfläche dem Quadrate der halben 
gröfsten Grundlinie des stumpfen Abschnitts, und dessen Höhe der Summe der doppelten

Anstatt dieses weitläuftigen und keineswegs bequemen Beweises, der durch Eutocius Erläuterung noch bedeu­
tend an Länge zugenommen, liefert schon Sturm folgenden gAnz kurzen durch Hälfe der Algebra:

Es sei gegeben die Progression:
a e 3 : a e 4 ; ae : a

und I. a : (a e *-a) = x : j 3 -a e)

2. (2ae,4-4“ea + 6ae + 3a} : (5 a e a 4- 10 a e 4 4- 10 a e 4- 5 a) — ? ’ (s c 3 - a e)
x + y = 1 a e 3 sei.Daraus soll folgen, da& 

Man erhält nämlich 3 (ac3-ae)__ __ a e (3 e 4 - 3~)
5(es-0 ~

(2 a e 3 4-4ac44-6ae4"3a) (a e 3 - a e) 
5aea + iQje’ 4- 10a e + 5a

oder nach gehöriger Rechnung:
ae (2 e s 4-4e*4"4e3 - e 4 - 6 e - 3)

? 5(ea4-2e44-2e+ll
und hieratß durch gehörige Reduktion:

, — — • 2 ’ 8 + 4e 7 + 4e* - 1P4 ~ 4c 3 ~ 2 e 1 • 2e2 = 
1 T ’ 5 es4-2es4-2e4-2e4-2e-I 5 “ 5

Es ist schwor zu glauben, dafs Archimedes auf seinem beschwerlichen Wege diesen Satz wirklich erst 
aufgeftinden habe, sondern wahrscheinlich entdeckte er ihn durch irgend ein anderes Mittel und bewies ihn 
hinterher durch die den Geometern seiner Zeit gewöhnliche Methode. (Lagrange und Heia mb re zu P ey­
rar ds Uebersetzung.)
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kleinsten samt der grössten Grundlinie gleich ist, zu einem Körper, dessen Grundfläche dem 
Quadrate der halben kleinsten Grundlinie des stumpfen Abschnitts, dessen Höhe aber der Sum­
me der doppelten gröbsten samt der kleinsten Grundlinie gleich ist.

In einem parabolischen Abschnitte befinden sich die beiden geraden Linien AC, DE; f«) F. 51. 
der Durchmesser des Abschnitts ABC sei BF, so erhellt, dafs GF der Durchmesser des ab­
gestumpften Abschnitts ADEC sei; auch sind AC, DE parallel der Berührungslinie 
durch B. Man theile GF in fünf gleiche Theile, deren mittlerer HK sein soll, und es 
verhalle sich:

HI : IK = V : W, 
wenn V einen Körper bezeichnet, dessen Grundfläche AF2, und dessen Höhe 2DG + AF ist; 
W aber einen Körper, dessen Grundfläche DG2 und. dessen Höhe 2AF -f- D G ist; dami ist 
zu zeigen, dafs I der Schwerpunkt von ADEC sei. (p)

Es sei FB = MN und GB = NO, auch mache man
MN : NX = NX : NO 

ferner MN : NO = NX : NT
und MT : NT = FH : IRr

wobei gleichgültig ist, wohin der Punkt R lalt, ob zwischen F, G, oder zwischen G, B, nur 
dafs die Linie von I anfange.

Weil nun FB ein Durchmesser der Parabel ist, so ist FG entweder die Axe selbst, 
oder derselben parallel gezogen; die Linien AF, DG aber sind deren Ordinalen, indem sie der 
Berührungslinie durch B parallel sind; und hiernach ist:

AF2 :DG2= FB :BG=MN:NO(?)
Nun ist MN : N O = M N 2 : NX 2 Q)
folglich AF2 : DG2 = MN27NX2

also auch AF : DG = MN ; NX
mithin AF 3 : DG’ = MN 3 : NX3

(S. 10. Man mufs Innzudenken: einander parallel.

Q) Die behauptete Proportion ist demnach :
HI : IK = V : W = AF* (2 DG + AF) : DG» (2 AF + DG)

Nach der wörtlichen Bezeichnung im Lehrsätze selbst wäre eigentlich folgende Proportion aulzustellen: 
HI : IK = AF»(2DE + AC): DG» (äAC + DE)

Weil aber DG “ J DE und AF — $ AC, so ist jene mit dieser gleichbedeuteud. (

(7) Quadr. d. Par. 8. 3.

Q) Es ist MN : NX — NX : NO
MN •• NX = MN : NX

Tan» : nx* = mnTn’o
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Ferner ist AF’ : DG’ = Absch. ABC: Absch. DBE (<)
MN’ : NX’ = MN:NTß)

also Absch. ADEG : Absch. DBE =MT:NT= } FG : IR
Weil nun V : AF’ = (2DG+ A F) : AF = (2NX + MN) : MN
ferner A F ’ : D G ’ = MN : N T
ferner DG’ : W = DG : (2AF 4- DG) = NT : (2ON 4- NT);

so giebt es hier vier Gröfsen, nämlich V, AF’, DG’, W, die paarweise vier andern propor- 
tionirt sind, nämlich den Gröfsen (2NX 4- MN), MN, NT, (2AF 4 DG), (n) wodurch man 
erhält:

V : W = (2 NX 4- MN) : (2 NO 4- NT)
Es ist aber V:W = HI:1K

folglich Hl : IK = (2NX 4- MN) : (2NO 4- NT)
Mithin erhält man durch Addition, und durch Multiplikation der Vorderglieder mit 

der Zahl 5
FG : IK = (5MN + 5NT4- I0NX4-I0N0) : (2NO 4“ NT)

Es

(«) Die beiden Abschnitte ABC und DBE verhalten sich, wie die Dreiecke ABC und DBE, welche in ihnen be­
schrieben werden können; diese aber verhalten sich, wie die Dreiecke AFB und DGB, welche wegen ihrer 
eieichen Winkel bei F und G sich verhalten, wie die Rechtecke ans AF, FB und aus DG, GB, d.Jt.

Absch. ABC : Absch. DBE = AF . FB : DG . GB

MN» : NX» = MN :NT

nun ist aber FB : GB = AF* : DG»

also

(f) Weil

Absch. ABC : Absch. DBE = AF» :

MN : NX = NX : NO
MN : NX = NO : NT
MN : NX = MN : NX

DG»

(v) Weil V = AF* (zDG + AF)
und W = DG‘(2AF + DG)
so-folgt leicht V : AF» = (2DG + AF) ; AP

W : DG»' = (2AF + DG) : DG
Nun war AF : DG = MN : NX

also auch AF : 2 D G — M N : 2NX
und (aDG 4- AF7 : AF = 2NX + MN) : MN
also V : AF » = (2NX + MN) : MN

Ferner war AF : DG = NO : NT
also ist faAF + DG) : DG = (2NO + NT) : NT
mithin W : D-G • = (2 NO + NT) : NT,

Verbindet man hiemit die Proportion :
AF» : DG3 = MN» : NX» = MN,: NT,

so erhält man V : AF • : D G • : W = (2 NX + MN) : MN : NT : (a NO + NT).
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Es ist aber FE. = | FG, also:
FG : FR = (5MN 4- 5NT + 10NX 4- ioNO) : (sMN 4- 2NT + 4NX4 4NO) 

Fg": FI = (5 MN 4- 5 N T 4- 10NX ioNO) : (2MN 4- 4NX 4- 6NO 4- 3^177^ '
Da nun die vier Linien MN, NX, NO, NT einander stetig proportional sind} da fer­

ner:
NT:MT=IR: |FG=1R:|MO 

und da endlich:
(2MN 4- 4 NX 4- 6 NO 4- 3 NT): (5 MN 4- 5NT4-10NX 4- roNO)=IF : FG = IF : MO, 
so ist nach dem Vorherigen (S. 9.) RF = f MN = f FB. Mithin ist R der Schwerpunkt 
des Abschnitts ABC (<)

Es sei ferner Q der Schwerpunkt des Abschnitts DBE; dann wird der Schwerpunkt 
des abgestumpften Abschnitts ADEG am Ende derjenigen Verlängerung der Linie QR liegen, 
die sich zu QR verhält, wie der abgeschnittene Theil zu dem Reste (I. S. 8-). Der Punkt I 
ist dieser Punkt. Weil nämlich BR = f FB

und BQ = 4 GB (k)
so ist BR- BQ-= QR = j FG

Da nun Absch. A D E C : Absch. DBE = M T ; N T
MT : NT = f FG: IR = QR : IR

so ist Absch. A D E C : Absch. DBE = QR : IR
Nun ist R der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts, Q aber des Abschnitts DBE; mit­

hin erhellet, dafs auch der Punkt I der Schwerpunkt des Abschnitts AD EC ist.

W Wenn nämlich a : b = c : d
und a : ß = c : ä

so ist auch a : (b + 3) = c : (d + >)

(>) Es ist nämlich RF = f FB = g (RF + BRJ
<1. h. g RF = g BR

mithin j RF = BR (Vgl. S. 8 )

(x) Es ist BR = FB - RF = FB - | FB = f FB> ’>nd weil Q der Schwerpunkt des Abschnitts DBE ist, so 
hat man zugleich BQ = g GB.
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Von der Kugel und dem C y 1 i n d e r.

Erstes Buch.
Archimedes g r ii f s t den Dosithcus.

Schon vormals habe ich dir die Ergebnisse meiner Untersuchungen samt ihren Beweisen zu- 
gesaudt; z. B. dafs jeder von einer geraden Linie und einer Parabel begranzte Abschnitt vier 
Drittheilen eines Dreiecks gleich sei, welches einerlei Grundlinie und gleiche Höhe mit dem 
Abschnitt habe. Gegenwärtig nun habe ich die Beweise folgender Lehrsätze ausgearbeitet, auf 
die ich gefallen bin.

l) dafs die Oberfläche einer Kugel (a) dem Vierfachen ihres Normalkreises gleich sei;
2) dafs die Oberfläche eines Kugelabschnitts (ß) so grofs sei, als ein Kreis, dessen Halb­

messer einer geraden Linie vorn Scheitel des Abschnitts bis an den Umfang des Grundkreises 
gleich ist;

3) dafs jeder Cylinder, welcher zur Grundfläche einen Normalkreis der Kugel, zur 
Höhe aber den Durchmesse? dieser Kugel hat, anderlhalbmal so grofs sei, als die Kugel; und 
seine Oberfläche (7) auch anderlhalbmal so grofs, als die der Kugel.

Diese Eigenschaften lagen zwrar ihrer Natur nach schon vorher in den genannten Fi­
guren, aber sie waren von denen nicht erkannt, welche vor mir geometrische Lehrsätze aus­
geforscht haben; und doch wird Jeder ihre Wahrheit einsehen, welcher an diesen Figuren die 
Beweise mit den Lehrsätzen selbst vergleichen will. Eben so verhält es sich mit vielen der 
von Eudoxus über die Körper aufgefundenen Sätze, die Beifall gefunden haben; z. B. dafs 
jede Pyramide der dritte Theil eines Prisma sei, welches mit ihr dieselbe Grundfläche und

(Voit. Diese Oberfläche soll in Zukunft die Sphäre heifsen. Der Satz selbst steht [, 35.
(|9) Diese Oberfläche nennt man gewöhnlich die Kalotte oder Hattbe. Der Satz ist 1, 48. 49-
(7) Die gekrümmte Oberfläche eines runden Körpers nennt man gewöhnlich den Mantel derselben. Hier ist der 

Mantel samt beiden Grundflächen zu verstehen. Der Satz ist 1,37.
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gleiche Höhe hat; — ferner dafs Jeder Kegel der dritte Theil eines Cylinders von derselben 
Grundfläche und Höhe des Kegels sei. Obgleich auch dieses wesentlich schon vorher in den 
betreffenden Figuren lag, so hat es doch die ganze Menge der sonst achtungswerthen Geome­
ter vor Eudoxus nicht erkannt, kein Einziger entdeckt.

Es sei nun Jedem freigestellt, der es vermag, diese Untersuchungen zu prüfen. Zwar 
wäre zu wünschen gewesen, ich hätte sie noch bei Konons Leben herausgegeben; denn die­
ser würde meines Erachtens am besten vermögt haben, einen Ausspruch darüber zu thun. 
WeiLich indessen doch für gut halte, sie auch Anderen mitzutheileu, die in der Mathematik 
heimisch sind, so übersende ich sie dir mit den Beweisen, welche diejenigen weiter prüfen 
mögen, die sich mit mathematischen Gegenständen beschäftigen. Lebe wohl.

Zuerst setze ich die Erklärungen und Annahmen zu den Beweisen meiner Sätze hieher.

E r k 1 ä r u n g e n.
l) Es giebt begranzte gebogene Linien in einer Ebene, welche entweder ganz auf einer 

Seite derjenigen geraden Linien sich befinden, die ihre Endpunkte verbinden, oder doch kei­
nen ihrer Theile auf der andern Seite derselben haben, (a)

2) Nach einerlei Seite hohl nenne ich eine Linie, wenn zwischen jeden zwei 
willkührlich angenommenen Punkten derselben die geraden Verbindungslinien entweder sämtlich 
auf einerlei Seite der gebogenen fallen, oder theils auf einerlei Seile, theils in .sie selbst, kei­
ne aber auf die andere Seite. ((3)

3) Eben so giebt es beglänzte Flachen, welche zwar nicht in einer Ebene liegen, jedoch 
ihre Gränzen in einer Ebene haben, und welche entweder ganz auf einerlei Seite der Ebene 
liegen, in welcher die Gränzen sich befinden, oder doch keinen ihrer Theile auf der andern 
Seite haben.

4) Nach einerlei Seite hohl nenne ich aber eine Fläche, wenn zwischen jeden 
zwei willkührlich angenommenen Punkten derselben die geraden Verbindungslinien entweder 
sämtlich auf einerlei Seite der Fläche fallen, oder theils auf einerlei Seite, theils aber in sie 
selbst, keine jedoch auf die andere Seite.

5) Einen körperlichen Ausschnitt nenne ich diejenige Figur, welche entsteht, 
wenn eine Kugel von einem Kegel geschnitten wird, dessen Spitze im Mittelpunkt der Kugel 
liegt, und die der Mantel des Kegels samt dem innerhalb des Kegels befindlichen Theil der Ku­
gelfläche begranzt.

6) Eine körperliche Raute nenne ich diejenige körperliche Figur, welche entsteht,

(Erklr. a) Gebogene Linien nennt Archimedes sowohl die krummen, als die aus geraden, oder ans gera­
den und krummen zusammengesetzten.

W) An jeder Linie, sie sei gerade oder gebogen, lassen sich zwei Seiten unterscheiden, weil keine Linie ohne dieF.Ji, a 
' zwei Flächenräume gedacht werden kann, welche sie von einander trennt. Befindet sich die trennende Linie in 

einer Ebene, und sind die dadurch getrennten Ebenenräume durch nichts anderes zu unterscheiden, als durch ihre 
entgegengesetzte Lage, so ist die Linie gerade. Die Buchstaben CDEFGHI stehen an einer Seite der ge­
bogenen Linie AB, die Buchstaben KLMNOPQ an der andern.

F 2
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wenn zwei Kegel auf einer gemeinschaftlichen Grundfläche stehen, ihre Spitzen aber auf 
entgegengesetzten Seiten dieser Grundfläche, und ihre Avon in einerlei geraden Linie sich 
befinden.

Folgendes wird angenommen.

Anna h m e n.

1) Von den Linien, welche einerlei Endpunkte haben, ist am kürzesten die gerade 
Linie, (a)

2) Von andern Linien mit einerlei Endpunkten in einer Ebene sind je zwei solche 
ungleich, welche nach einerlei Seite hohl sind, wenn deren eine, mit der geraden die Gränzen 
verbindenden, die andern entweder ganz umschliefst, oder nur zum Theil, und zum Theil in 
sie falt. Auch ist die umschlossene die kleinere, (ß)

3) Eben so ist von den Flächen, welche einerlei Gränzen haben, wenn letztere in einer 
Ebene liegen, am kleinsten die ebene.

4) Von den übrigen Flächen mit einerlei Bcgränzung, wofern diese in einer Ebene 
liegt, sind je zwei solche ungleich, welche nach einerlei Seite hohl sind, wenn deren eine ent­
weder ganz umschlossen wird von der andern und von der Ebene, welche mit ihr einerlei Be- 
gräuzung hat, oder nur zum Theil umschlossen ist, zum Theil aber mit ihr zusammenfalt; 
und zwar ist die umschlossene die kleinere.

5) Auch ist bei ungleichen LinienFlächen und Körpern der Ueberschufs des gröfsern 
über das kleinere so grofs, dafs er durch mehrmalige Zusammenfügung zu sich selbst gröfser 
werden kann, als jede gegebene Gröfse von der Art der verglichenen. (?)

Diefs vorausgesetzt.

Satz I.
Wenn ein Vieleck in einem Kreise beschrieben wird, so ist offenbar der Umfang des 

eingeschriebenen Vielecks kleiner, als der Umfang des Kreises.
Denn jede Seite des Vielecks ist kleiner, als der von ihr abgeschnittene Kreisbogen 

{Annahme 1.)

(Annahm. «) Man hat diese Annahme des Arch. häufig für eine Erklärung der geraden Linie ausgegeben, da sie doch 
nur eine Eigenschaft derselben ausspricht, Nach meiner Ansicht trifft dieser Vorwurf alle Erklärungen der geraden 
Linie, mit Ausnahme der, welche in der vorigen Anmerkung aufgestellt ist. Aehnliches gilt von Annahme 3.

Archimedes war genöthigt, diese Annahme ohne Beweis hinausteilen, wofern er den Gebrauch des Unendli­
chen vermeiden wollte. Alle Versuche, den Beweis ohne Einmischung des Unendlichen zu geben, sind ge­
scheitert. Dieselbe Bemerkung gilt für Annahme 4. (Vgl. Geom. 1, JJ. 273, 292- II, 244’ 266. 27L)

(7) Hiedurch wird nichts anderes ausgesagt, als: Jede gerade Linie Flache, Körper) kann durch Wiederholung grö­
fser werden, als irgend eine angebbare Linie (Fläche, Körper}. Euklid es spricht eine solche Annahme nir­
gend als eigenen Satz aus, allein der erste Satz des zehnten Buchs der Elemente beruhet darauf. Ich bemerke 
diefs deshalb, weil Peyrard nach Rivaults Vorgänge die Sache umkehrt.
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Satz 2.

Wenn ein Vieleck um 'einen Kreis beschrieben wird, so ist der Umfang des um­
schriebenen Vielecks gröfser, als der Umfang des Kreises.

Es sei das um den Kreis beschriebene Vieleck gegeben. Ich behaupte) dafs der Um-F. 52. 
fang des Vielecks gröfser sei, als der Umfang des Kreises.

Weil nämlich BA + AL> BL\
BC + CD> BD |
LK4-KH>LhJ> Annahme 2.
HG + GF> HF
FE 4- ED> FD J

so folgt, dafs der ganze Umfang des Vielecks gröfser sei, als der Umfang des Kreises.

Satz 3.
Wenn zwei ungleiche Gröfsen gegeben sind, so lassen sich zwei ungleiche gerade Li­

nien finden, deren gröfsere zur kleineren in einem kleineren Verhältnisse steht, als die !grö- 
fsere Gröfse zur kleineren.

Die beiden ungleichen Gröfsen sollen AB und D sein, AB die gröfsere. Ich behaup— F.53. 
te, man könne zwei ungleiche gerade Linien der gedachten Bedingung gemäfs linden.

Man setze BC = D, und eine willkührliche gerade Linie FG. Wird nun AC gewis- 
semal zusammengesetzt, so wird die Summe gröfser als D werden (Annahme 5.). Es sei da­
her AC mehrfach genommen gleich AH, und ein wie Vielfaches von AC die Linie AH ist, 
ein so Vielfaches sei FG von EG.

Also ist AH : AC = FG : GE
oder G E : F G = A C : A H

Nun ist A H t> D ; d. h. A H B C 
mithin ist A C : A H A C : B C »

folglich E F : FG < A B : B C («)
oder E F : F G <1 A B : D

Es sind also zwei ungleiche gerade Linien der erwähnten Bedingung gemäfs gefunden, 
d. h. die gröfsere steht zur kleineren in einem kleineren Verhältnisse, als die gröfsere Gröfse 
zur kleineren.

Satz 4.

Wenn Zwei ungleiche Gröfsen und ein Kreis gegeben sind, so läfst sich ein Vieleck 
in dem Kreise, und ein anderes um denselben dergestalt beschreiben, dafs die Seite des äufseiu

(S. 3. Weil 

so ist 

mithin 

d. h.

AC : AH < AC : BC und AC AH= GE : FG,
OE AC

GE : FG < AC : BC, d. h. < — r Vr n u
GE + FG AC + BC EF AB
——b“ oder fg’<eü-
EF ; FG < AB ; BC
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Vielecks zu der Seite de« innern in einem kleinern Verhältnisse steht, als die gröfsere Gröfse 
zu der kleineren.

F. 54. Die beiden Gröfsen A, B sollen gegeben sein samt dem vorausgesetzten Kreise. Ich
behaupte, dafs der Federung genügt werden könne.

Man suche zwei gerade Linien II und KL, deren gröfsere H sein soll; so dafs 
H : KL <] A : B (S. 3.). Dann werde an den Punkt L der Linie KL eine Linie LM recht­
winklig angelegt, und von K aus ziehe man KM = H, was möglich ist. («) Demnächst ziehe 
man in dem Kreise zwei Durchmesser CE und DF rechtwinklig zu einander. Theilt man 
nun den Winkel DGC in Hälften, die Hälfte wiederum, und so fortan, so kommt man auf 
einen Winkel, der kleiner ist, als das Doppelte des Winkels L K M. Dieser Winkel sei NGC, 
und man ziehe NC, so ist NC die Seite eines gleichseitigen Vielecks. Denn weil der Winkel 
NGC den rechten Winkel genau mifst, so mifst auch der Bogen NC den Bogen CD, den 
vierten Theil der Kreislinie, mithin mifst er auch die ganze Kreislinie. Also ist augenschein­
lich N C die Seite eines gleichseitigen Vielecks.

Man theile ferner den Winkel NGC in Hälften durch GO, ziehe durch O die Berüh­
rungslinie POQ des Kreises, und verlängere GN, GC bis Q, P. Dann ist PQ die Seite eine« 
äufsern gleichseitigen Vielecks, ähnlich offenbar dem innern, dessen Seite NC ist.

Weil nun NGC < 2 LKM 
und NGC— eTGC 
so ist T G C < L K M

Ferner sind bei L und bei T rechte Winkel, also ist
MK : LK > CG : GT (g)

Weil aber ____________C G = G O
so ist GO : G T < MK : L K
d. h. QP : NC < MK : LK

Nun war MK : LK < A : B
also ist QP : NC < Ä : B

und weil QP die Seite eines äufsern, NC aber die Seite eines innern Vielecks ist, so ist das 
Aufgegcbenc gefunden.

Satz 5.
Es gebe wiederum zwei ungleiche Gröfsen und einen Kreisausschnitt; so läfst sich um 

den Ausschnitt ein Vieleck verzeichnen, und ein anderes darin, so dafs die Seite des äufsern 
zur Seile des inneren in einem kleineren Verhältnisse steht, als die gröfsere zur kleineren 
Gröfse.

F.55. Die beiden ungleichen Gröfsen mögen E und F sein, E die gröfsere, und ein Kreis

(S. 4. Weil eben H > KL ist.
C/S) Macht man nämlich LKI = TGC, so mufs I «wischen L und M lallen; dann ist aLKI ~ aTGC, also 

KI : LK = CG : GT ,
Nun ist KI < MK, folglich MK ;LK > CG : GT
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ABC mit dem Mittelpunkte D, woran der Ausschnitt. ADB stehe. Nun soll man zu dem 
Ausschnitt ABD sowohl ein äufseres als ein inneres Vieleck mit gleichen Seiten, ausgenom­
men AD, BD, dergestalt beschreiben, dafs der Foderung genüget werde.

Man finde zwei ungleiche gerade Linien H und KL, deren gröfsere H sein soll, so 
dafs H : KLt* E : F; vas allerdings möglich ist (S. 3.). Zugleich ziehe man durch den 
Punkt L die Linie LM rechtwinklig an KL und lege daran die Hypotenuse KM=H. Diefs 
ist thuulich, weil H )> KL. Wird nun ADB in Hälften getheilt, die Hälfte wiederum in 
Hälften, und so fortan, so kommt man auf einen Winkel, welcher kleiner ist, als 2 L K M. 
Dieser Winkel sei ADG; also ist AG die Seile eines in dem Ausschnitte beschriebenen Viel­
ecks. Halbtheilt man dann ADG durch DN, und zieht durch N die Berührungslinie PJ\O, 
so wird diefs die Seite eines um den Ausschnitt beschriebenen Vielecks sein, ähnlich dem eben 
erwähnten. Ganz so demnach, wie vorhin, ist PO : AG <J E : F.

Satz 6.
Ein Kreis und zwei ungleiche Grüften sollen gegeben sein; dann läfst sich ein Vieleck 

um den Kreis und ein anderes darin beschreiben, so dafs das äufsere zu dem innern in einem 
kleineren Verhältnisse steht, als die gröfsere zur kleineren Gröfse.

Der Krejs sei A, und die beiden ungleichen Gröfsen E, F; die gröfsere E. Nun soll F-56. 
ein inneres und ein äufseres Vieleck dergestalt verzeichnet werden, dafs das Gefoderte geleistet 
werde.

Ich setze zwei ungleiche gerade Linien C, D, deren gröfsere C sein soll, so dafs 
C : D <! E : F (S. 3.). Ist ferner G zur mittleren Proportionale zwischen C, D, gemacht, so 
ist C |> G. Man beschreibe nun um und in den Kreis ein Vieleck, so dafs .die Seite des äu- 
fsern zur Seile des innern ein kleineres Verhältnifs habe, als C : G," wie 'wir gelehrt haben 
(S. 4.). Dann ist also auch das zwiefache Verhältnifs kleiner als das Zwiefache. Es ist aber 
das zwiefache Verhältnifs der einen Seite zu der andern das Verhältnifs des einen Vielecks zu 
dem andern, denn diese sind ähnlich. Auch ist

C 2 : G 2 = C : D (a). folglich 
aufs. Vieleck : inn. Viele'ck < C : D 

und hiernach um desto mehr ‘
äufs. Vieleck : inn. .Vieleck <E :lF. . . 1 . t-,

Folgerung I. Auf ähnliche Weise wird man zeigen können, wenn zwei ungleiche 
Gröfsen und ein Ausschnitt gegeben sind, dafs es möglich sei, ein Vieleck darum und..ein.ait 
deres ähnliches darin zu beschreiben, so dafs das äufsere zu dem innern in kleinerem Verhält­
nisse stehe, als die gröfsere zur kleineren Gröfse.

Folgerung 2. Auch erhellet, wenn ein Kreis oder ein Ausschnitt und irgend ein 
Flächenraum gegeben sind, dafs man im Stande sei, in den Kreis oder den Ausschnitt, und

(S. 6. «) Weil nämlich angenommen worden, dafs
/ C : G = G : D, also G2 = C D

so ist C2 : G2= G2 : D» = C . D : D2 = C : D.
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ao fort in die umher übrigbleibenden Abschnitte, gleichseitige Vielecke (ß) einzu zeichnen; so 
dafs die von dem Kreise oder Ausschnitte zurückbleibenden Abschnitte weniger betragen, als 
der vorgelcgte Flächenraum. Denn diefs mufs schon beim ersten Unterrichte dargethan sein. (7)

' * • ■ , . . ■•T-l . , ' . ' ’ r . . . ’ , * • . . . . . ...

S a t z 7.
Man mufs aber nachweisen, dafs es gleichfalls möglich sei, wenn ein Kreis oder Aus­

schnitt und ein Flächenraum gegeben sind, ein Vieleck um den Kreis oder Ausschnitt derge­
stalt zu beschreiben, dafs die übrigbleibenden Abschnitte der Umzeichnung kleiner sind, als, 
der gegebene Flächenraum.

Wenn diefs vom Kreise erwiesen ist, so mag es verstättet sein, einen ähnlichen Schlufs 
auf den Ausschnitt zu maclieu.

F. 57. Gegeben sei der Kreis A und irgend ein Flächenraum B; so ist allerdings möglich, um
den Kreis ein Vieleck so zu beschreiben, dafs die zwischen dein Kreise und Vieleck übrigblei­
benden Abschnitte kleiner sind, als B; denn weil hier zwei ungleiche Gröfsen vorhanden sind, 
nämlich die Summe des Flä.chenraums und des Kreises als gröfsere, der Kreis aber als kleine­
re, so beschreibe man um.den Kreis ein Vieleck, und ein anderes darin, so dafs

das äufsere Vieleck : innern Vieleck <j (A 4- B) ; A (S. 6.)
dieses äufsere Vieleck ist nun eben dasjenige, dessen umliegende Reste kleiner’ sein werden, als 
der Flächenraum B.

Wenn nämlich .
das äufsere Vißleck : innern Vieleck (A + B) : A

wenn ferner A > das innere Vieleck; so ist um desto mehr
das äufsere Vieleck : A <J (A + B) : A ; mithin auch 
(äufs. Vieleck - A) : A < B : A fe)

also sind die äufsern Abschnitte kleiner als der Flächenraum B.
Oder so: Weil sich verhält

das äufsä Vieleck : A <} (A + B) ; A,
so ist gewifs das äufsere Vieleck <| A + B ; demnach aber werden auch die iibrigbleibenden 
Abschnitte kleiner sein, als der Flächenraum B. Aehnlich beim Ausschnitte.

Satz

((5) Gleichseitig werden die Vielecke nur bei ganzen Kreisen, nicht, bei Ausschnitten. Archimedes' niint aber 
auf die yom IVIittelpunkte. des Kreises ausgehenden Seiten keine Rücksicht, was in S, 5 ausdrücklich bemerkt 
wurde. ‘ ; 1. . ■■

(y) z. B. in EukJ. XII, 5.
(S. 7. *) Denn wenn zwischen vier Gröfsen a, b, c, d, folgendes Verhütnifs Statt hat.

a : b < c : d , d. h. -7- b d ’
, a-bc-d . z vso ist auch —— < —-—, d. h. (a-b) ; b < (c-d) ; d
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S a t z 8.
Wenn in einem gleichschenkligen Kegel eine Pyramide mit gleichseitiger Grundfläche 

beschrieben ist, so ist deren Oberfläche, ohne die Grundfläche, einem Dreieck gleich, dessen 
Grundlinie so grofs als der Umfang der Grundfläche, dessen Höhe aber die von der Spitze 
auf eine Seite der Grundfläche gefällte senkrechte Linie ist.

Es soll ein gleichschenkliger Kegel gegeben sein, dessen Grundfläche der Kreis ABCF. 5g. 
ist; in demselben werde eine Pyramide beschrieben, deren gleichseitige Grundfläche das AABC 
ist. Ich behaupte, dafs die Oberfläche derselben ohne die Grundfläche dem erwähnten Dreieck 
gleich sei.

Denn weil der Kegel gleichschenklig, und die Grundfläche der Pyramide gleichseitig 
ist, so sind die Höhen der die Pyramide begränzenden Dreiecke unter sich gleich. Zur Grund­
linie haben diese Dreiecke die Linien AB, BC, AC, und dabei die angegebene Höhe. Dem­
nach sind diese Dreiecke zusammen gleich einem Dreieck, dessen Grundlinie = AB + BC4-AC> 
dessen Höhe aber die gedachte gerade Linie ist. Diets aber macht eben die Oberfläche der 
Pyramide ohne die Grundfläche.

Deutlicher ist ein anderer Beweis:
Gegeben sei ein gleichschenkliger Kegel, dessen Grundfläche der Kreis ABC, und des- F.59. 

sen Spitze der Punkt D ist; auch sei in dem Kegel eine Pyramide, beschrieben, die zur gleich­
seitigen Grundfläche das AABC hat, und es sei DA, D C, DB gezogen.

Ich behaupte, dafs die Dreiecke ADB + ADC + BDC zusammen einem Dreieck {gleich 
sind, dessen Grundlinie dem Umfange des AABC, dessen Höhe aber der senkrechten Linie 
von D auf BC gleich ist.

Denn man fälle die senkrechten DK. DL, DM, so sind diese unter sich gleich: auch 
sei ein Dreieck EFG angenommen, dessen Grundlinie EF dem Umfange des AABC, dessen 
Höhe GH aber der senkrechten DL gleich ist. Weil nun

Rechteck BC X AK = 2ADBC
A B X D L = 2 A A B D
ACXDM = 2AADC

so ist das Rechteck unter dem Umfange des AABC und der senkrechten DL, d. h. EFXGH= 
2 (AADB + ABDC + AADC). Es ist aber auch E F X GH = 2 AEF G; also AEFG = 
AADB-f-ABDC + AADC.

S a t z 9.

VVenn um einen gleichschenkligen Kegel eine Pyramide beschrieben wird, so ist die 
Oberfläche derselben, ohne die Grundfläche, einem Dreieck gleich, dessen Grundlinie gleich 
dem Umfange der Grundfläche, und dessen Höhe die Seite des Kegels ist.

Es sei ein Kegel gegeben, dessen Grundfläche der Kreis ABC ist, und eine Pyramide p.ß0. 
so darum beschrieben, dafs die Grundfläche derselben, d. h. das Vieleck DEF ein äufseres zu 
dem Kreise ABC sei. Ich behaupte, dafs die Oberfläche der Pyramide, ohne die Grundflä­
che, dem erwähnten Dreieck gleich sei.

Denn weil die Axe des Kegels senkrecht steht auf der Grundfläche, d. i. auf dem
G
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Kreise ABC, und die Halbmesser des Kreises nach den Berührungspunkten senkrecht stehen 
auf den Berührungslinien, so werden auch Jdie Verbindungslinien der Spitze mit den Berüh­
rungspunkten senkrecht auf DE, FE, FD stehen, (*) Diese gedachten senkrechten Linien 
GA, GB, GC sind demnach unter sich gleich als Seilen des Kegels. Nun werde das AH KL 
angenommen, so dafs HK dem Umfange des ADEF, die senkrechte LM aber der Linie GA 
gleich sei. Weil nun

Rechteck D E X A G = 2 A E D G
DF X BG = 2 ADFG
EF X CG = 2 AEGF

so ist auch das Rechteck HK X AG, d. h. HK X CM = 2 (AEDG + ADFG -}- AEGF).
Zugleich ist HK X LM=2 ALKH; also ist die Oberfläche der Pyramide, ohne die 

Grundfläche, einem Dreieck gleich, das zur Grundfläche den Umfang des ADEF, zur Höhe 
aber die Seite des Kegels hat. ((3)

Satz 10.
Wenn man in einem Kreise, der die Grundfläche eines gleichschenkligen Kegels ist, 

eine Sehne zieht, und von deren Endpunkten gerade Linien an die Spitze des Kegels, so wird 
das durch die Sehne und die zur Spitze geführten geraden Linien eingeschlossene Dreieck klei­
ner sein, als der Theil des Kegelmantels, welcher zwischen jden an die {Spitze gezogenen Li­
nien liegt.

F. 61. Die Grundfläche eines gleichschenkligen Kegels sei der {Kreis ABC, die Spitze der
Punkt D. Eine Sehne AC soll im Kreise gezogen, und die Spitze mit den Punkten A, C durch 
die geraden Linien AD, DC verbunden sein. Ich behaupte, dafs das AADC kleiner sei als 
der Theil des Kegelmantels zwischen AD, D C.

Man theile den Bogen ABC bei B in Hälften und ziehe die Verbindungslinien 
AB, BC, BD, dann wird gewifs AABD -{- ABDCJ>AADC sein. (a) Demnach sei

(S. 9. «) Geom. II. 113, I.
(F) Es ist zu bemerken, dafs Arch. im vorigen Satze ausdrücklich ein gleichseitiges Vieleck als Grundfläche 

bedingt, hier aber nicht; weil ein solches wohl dort, nicht aber .hier erfoderlich ist.
F. 6l. CS- 10- •) Man ziehe D G senkrecht auf A C aus D, so ist
«.61. a. ADC = 2ADG, x

ferner ist ADE t-BDO ADC (Eukh XI, 20.)
____________ BDC = ADB

~ 2ADb’> ADC, d. h. ADB > AD G
auch ist ADB + ADG < 2R (Enkl. XI, 2b)

Man lege demnach die beiden Winkel ADB, AD G in einerlei Ebene an einander mit dem gemeinschaftli­
chen Schenkel DA, so dafs ADB = adb, ADG = adn wird, beschreibe aus d mit da den Bogen ban, zie­
he ba und fälle aus a das Perpendikel ag auf dn, so ist AADB^Aadb, und AADG^Aadg, auch ist 
adb + adn<i2R. Zieht man nun bg, so ist

A b d k : A k d g = b k : kg 
ah k a : A a k g = b k : k g
Aadb : Aadg = bk : kg
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AABD -f ABCD-AADC = H. Es ist nun H entweder kleiner als die Summe der Kreisab­
schnitte AEB B F C, oder' nicht.

1) Es sei H nicht kleiner. Weil es hier nun zwei Flächen giebt, nämlich das 
Stück des Kegelmantels zwischen AD, DB samt dem Kreisabschnitte AEB, und die Fläche 
des AADB, welche beide den Uriifang des AADB zu gemeinschaftlicher Gränze haben; so ist 
die umschliessende gröfser als die umschlossene (Annahme 3.). Demnach ist der zwischen 
AD, DB befindliche Theil des Kegelmantels mit dem Abschnitte AEB zusammen gröfser, als 
AABD. Eben so ist auch der zwischen BD, DC befindliche Theil mit dem Abschnitte BFC 
zusammen gröfser, als ABDC. Also ist der ganze zwischen AD, DC liegende Theil des Ke­
gelmantels mit dem Flächenraume H zusammen gröfser, als die genannten Dreiecke.

Es ist aber AADB 4- ABDC=AADC 4- H (p)
Nimmt man auf beiden Seiten H weg, so ergiebt sich folglich:

der Kegelmantel zwischen AD, DCt> AADC.
2) Es sei H kleiner, als die Abschnitte AEB 4- BFC. Durch Halbtheilung 

der Bogen AB, BC, und durch fortgesetzte Halbtheilung ihrer Hälften bleiben Abschnitte zu­
rück, deren Summe kleiner ist, als der Flächenraum H (S. 6. Folg. 2.). Es mögen diefs die 
Abschnitte über den geraden Linien AE, EB, BF, FC sein, und man ziehe DE, DF. Dann 
ist wiederum eben so der Kegelmantel zwischen AD, DE, mit dem Abschnitte über AE zu­
sammen, gröfser als AADE; der Theil zwischen ED, DB, mit dem Abschnitte über EB zu­
sammen, gröfser als AEDB; also auch der Mantel zwischen AD, DB, mit den Abschnitten 
über AE, EB, zusammen, gröfser als AADE AEBD.

Da nun bewiesen ist, dafs AAED 4- ADEB AABD,
so ist um desto mehr der Mantel zwischen AD, D B 4" Absch. A E 4- Absch. E B J> AADB. 
Aus denselben Gründen ist folglich auch

der Mantel zwischen B D, D C 4- Absch. B F 4- Absch. F C > AB D C
folglich: der Mant. zwischen AD, DC 4- Abs. AE 4- Abs. EB 4- Abs. BF 4- Abs. FC i> A ADB4- ABDC 

Es ist. aber A AD B + ABDC = A ADC 4- H
und Absch AE 4- Abs. EB 4- Abs. BF 4- Abs. FC < H

mithin ist der übrigbleibende Alantei zwischen AD, DC AADC.

Satz 11.

Wenn an einen Kreis, der die Grundfläche eines Kegels ist, in einerlei Ebene mit dem 
Kreise Berührungslinien gezogen werden, die sich treffen, aus den Berührungspunkten und den

Halbtheilt man hierauf bdn, so trifft die tlioilehde Linie zwischen db und da, weil bda > adn ; sie sei da­
her dp , daun ist bp : pg = db ! dg (Eukl. VI, 3.)
Da nuh db > dg, so ist auch bp ;> pg, mithin um desto mehr bk > kg, folglich auch Aadb > Aadg, d, h. 

aADB > aADG
Eben so findet man aBDC>aGDC

mithin △ AD B + aBDC > aADC
(S) Mithin auch der Kegelmantel zwischen AD, DC, 4 H> aADC + H

G 2
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Durchschnittspunkten aber gerade Linien nach der Spitze des Kegels; so ist die Summe der 
Dreiecke, welche durch die berührenden und durch die nach der Spitze des Kegels, geführten 
geraden Linien begränzt werden, gröfser als der Theil des Kegelmantels zwischen letzteren.

Es sei ein Kegel gegeben, dessen Grundfläche der Kreis ABC, dessen Spitze der Punkt 
E ist; man ziehe in der Ebene des Kreises die Berührungslinien AD, DC an ihn, und von 
dem Punkte E, als dem Scheitel des Kegels, führe man nach A, D, C die Linien EA, ED, EC; 
so behaupte ich, dafs die Summe der Dreiecke ADE 4- DEC gröfset sei, als der Theil des 
Kegelmantels zwischen den geraden Linien AE, CE und dem Bogen ABC. Man ziehe die 
Berührungslinie GBF, welche zugleich der Linie AC parallel ist, indem der Bogen ABC in B 
gehalbtheilt worden. («) Von G, F, ziehe man die Verbindungslinien GE, FE nach E.

Weil nun DG + DF>GF
________ GA -I- FC = GA + FC

, so ist AD 4" DC GF 4" G A 4" FC
Auch sind AE, EB, EC, Seiten des Kegels, also gleich, da der Kegel gleichschenklig 

ist. Sie sind zugleich Perpendikel, wie in einem Lehnsatze bewiesen worden, (p)
Es ist aber AAED 4 ADCE > AAGE 4 AGEF 4 AFBC

denn es ist AG4GF 4FC<!CD4DA, und die Höhen sind gleich;
(es falt nämlich in die Augen, dafs eine vom Scheitel des geraden Kegels bis zum Berüh­
rungspunkte gezogene gerade Linie auf der berührenden senkrecht steht.)

Es sei demnach AAED 4- ADCE-H = AAEG 4AGEF4AFEC, 
wo denn der Flächenraum H entweder' kleiner ist, als die äufsern Abschnitte AGB 4" BFC, 
oder nicht kleiner.

l) Es sei H nicht kleiner. Weil hier zusammenhängende Oberflächen vorhanden 
sind, die eine nämlich die Oberfläche der Pyramide, deren Grundfläche das Trapezium GACF, 
und deren Spitze der Punkt E ist, die andere der zwischen AE, EC befindliche Theil des 
Kegelmantels samt dem Abschnitt ABC, und beide den Umfang des AAEC zur gemeinschaft­
lichen Gränze haben: so erhellet, dafs die Oberfläche der Pyramide ohne das AAEC gröfser 
ist, als jener Theil des Kegelmantels samt dem Abschnitt ABC (Annahme 4.). Man nehme 
den gemeinschaftlichen Abschnitt ABC weg, so sind die Reste, nämlich

AAGE4AGEF4AFEC4 Absch. A G B 4- Absch. BFC> Mantel zwischen A E, EC.
Es ist aber der Flächenraum H nicht kleiner, als die äufsern Abschnitte AGB4BFC; 

also ist um desto mehr .
AAGE4-AGEF4-AFEC4.II > Kegelmantel zwischen A E, EC.

Man hat aber
AAGE4-AGEF4-AFEC4-H = AAED4-ADEC, 

folglich AA ED 4 AD EC > Kegelmantel zwischen AE, EC.
2) Es sei H kleiner, als die Summe der äufsern Abschnitte. ; Beschreibt 

man dann fortwährend Vielecke um die Kreisabschnitte, indem man auf einerlei Weise die

(S. n. .) VgJ. Geom. I. 239-
(ß) Dieser Lehnsatz ist in dem Beweise rzn SI 9. enthalten. 
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neu erhaltenen Bogen halbtheilt, und Berührungslinien (zieht, so wird man auf äufsere Ab­
schnitte kommen, deren Summe kleiner ist, als H. Diefs sei geschehen, so dafs

AMK4-KNB+B0L+LPC <H,
und man ziehe die Verbindungslinien nach E, so ist wiederum einleuchtend, dafs

△ AGE+AGFE + AFCE> A AEM + AMEN 4- △ NE O + AO EP 4* A PEC;
denn die Grundlinien betragen bei jenen Dreiecken mehr, als bei diesen, die Höhe aber ist 
gleich. Ferner ist eben so die Oberfläche der Pyramide, deren ,Grundfläche das Vieleck 
AM NO PC, und deren Spitze E ist, nach Abzug des Dreiecks AEC gröfser, als die Summe 
des Kegelmantels zwischen AE, EC, und des Kreisabschnitts ABC. Wird also von beiden 
der gemeinschaftliche Abschnitt ABC abgezogen, so ist

AAEM4-AMEN4-ANEO + AOEP + APEC> . v . A v rn. 7 , „ / .• AIn , / A r , r n r* Kegelmantel zwischen AE, EC.+ Absch. AMh + J.KNBj-J. BOL + J.LPC J ö
der Flächcm-aum H aber ist gröfser, als die gedachten äufsern Abschnitte, und es ward be­
wiesen, dafs

A A E M-}-AMEN + ANEO 4-AO EP + APEC < A AEG 4- AG FE 4- F CE;
also ist um desto mehr

A AE G 4-A G FE 4- A F CE4- H = 4 AED 4-AED C> Kegelmantel zwischen A E, EC.

Satz 12.
Wenn in dem Mantel eines geraden Cylinders zwei gerade Linien sich befinden, so ist 

der zwischen diesen liegende Theil des Mantels gröfser, als das Parallelogramm, welches von 
den in dem Mantel befindlichen geraden Linien und von den Verbindungslinien ihrer End­
punkte begränzt wird. ■ .

Es sei ein gerader Cylinder gegeben, dessen eine Grundfläche der Kreis AB, die ande- r.63. 
re aber der Kreis CD ist, und man ziehe AC, BD. Ich behaupte, dafs der durch die gera­
den Linien AC, BD abgeschnillene Theil des Kegelmantels gröfser ist, als das Parallelogramm 
ACDB.

Denn man halbtheile jeden der beiden Bögen AB, CD in den Punkten E, F, und ziehe 
die Verbindungslinien AE, Eß, CF, FD. Weil nun AE4-EB> AB, und weil die hierauf 
stehenden Parallelogramme gleiche Höhe haben, so ist

Af4-bf> abdc

der Unterschied soll durch den Flächenraum G angegeben werden; dann ist G entweder klei­
ner als die ebenen Abschnitte AE4-EB4-CF4-FD, oder nicht.

t) Es sei G nicht kleiner. Der von AC, BD abgeschnillene Theil des Mantels 
nebst den Abschnitten AEB 4-CFD hat zur Gränze das ebene Parallelogramm ABDC; aber 
auch Gib Oberfläche, welche-aus den Parallelogrammen auf AE, EB, als Grundlinien, bei glei­
cher Höhe mit dem Cylinder, und aus den Dreiecken AEB, CFD, zusammengesetzt ist, hat 
dasselbe Parallelogramm ABDC zur Gränze; auch umfafst die eine die andere, und beide sind 
nach-einerlei Seite hohl: folglich ist jener Cylindermanlel zwischen AC, BD, nebst den ebenen 
Abschnitten AEB 4- CFD,'gröfser als die Oberfläche, welche aus den Parallelogrammen
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AF4-BF und aus den Dreiecken AEB4-CFD gebildet wird (Annahme 4.). Nimt rhan die 
gemeinschaftlichen Dreiecke AEB 4- CFD.fort, so ist der Rest, nämlich

der Mantel zwischen A C, BD, 4" Absch. A E 4- A. E C 4~ A. C F 4- A- F D A F 4* BF
Es ist aber A F 4-BF== A B D C 4-G:

mithin ist der übrigbleibende Theil des Cylindermantels zwischen AC, BD, gröfser als das 
Parallelogramm ABDC.

2) E s sei G kleiner, als die Summe der Abschnitte AE4-EB4*G1' 4”FD. 
Man halbtheile jeden der Bogen AE, EB, CF, FD in den Punkten H, K, L, M, und ziehe 
AH, HE, EK, KB, CL, LF, FM, MD. Dadurch wird von der Summe der ebenen Kreis­
abschnitte AE 4~ E B + C F 4~ FD die Summe*der Dreiecke AH E 4- EKB 4- CL F 4- F MD weg- 
genommen, welche nicht kleiner ist, als die Hälfte dör Abschnitte. («) Setzt man diefs Ver­
fahren immer fort, so kommt man auf Abschnitte, deren Summe kleiner ist als G. Diese Ab­
schnitte sollen durch AH, HE, EK, KB, CL, LF, FM, MD, vorgestellt sein. Dann zeigt 
man auf dieselbe Weise, dafs die Summe der Parallelogramme auf den Grundlinien AH, HE, 
EK, KB, und von einerlei Höhe mit dem Cylinder, gröfser ist, als die Summe der Parallelo­
gramme auf den Grundlinien AE, EB, von der- Höhe des Cylinders. Weil nun der Theil 
des Cylindermantels zwischen AC, BD, nebst den Kreisabschnitten AEB4-CFD durch das 
ebene Parallelogramm ACDB begränzt wird, und eben so die Oberfläche, welche aus den Par­
allelogrammen auf AH, HE, EK, KB, als Grundlinien, bei gleicher Höhe mit dein Cylin­
der, und aus den geradlinigen Figuren AHEKB 4- CLFMD zusammengesetzt ist; so ist nach 
Wegnahme der gemeinschaftlichen Figuren A H E K B 4-C L F M D. der .übrigbleibende Cylinder­
mantel zwischen A C, B D, nebst den ebenen Kreisabschnitten AII4-HE4-EK4-KB4-CL4- 
LF 4-FM 4-blD, gröfser als die Oberfläche, welche aus den Parallelogrammen auf den Grund­
linien AH, HE, EK, KB, und von der Höhe des Cylinders, gebildet wird. Die Summe die­
ser Parallelogramme auf den Grundlinien AH, HE, EK, KB, und von der Höhe des Cylin­
ders, ist aber gröfser als die Summe der Parallelogramme auf den Grundlinien AE, EB, von 
der Höhe des Cylinders. Demnach ist der Theil des Cylindermantels zwischen AC, BD, nebst 
den Abschnitten A H 4- HE4- EK4- KB 4- CL 4- L F 4- F M 4- M D gröfser als die Summe der 
Parallelogramme auf den Grundlinien AE, EB, und von der Höhe des Cylinders. Die 
Summe der letztem ist aber gleich AB CD 4- G; also ist:

der Cylindermantel zwischen AC, BD, nebst den Abschnitten y , Ancnj-r
AH 4-HE 4“ EK 4-K B 4-CL 4-LF 4-FM 4-MD J.<ABCD4-G

Wird hievon abgezogen die Summe der Abschnitte
ah4-he4-ek4-kb4-cl4-lf4-fM4-md<!g,

so ist der übrigbleibcndc Cylindermantel zwischen AC, BD, gröfser als das Parallelogramm ACDB. 
Satz 13.

W enn in dem Mantel eines geraden Cylinders zwei gerade Linien liegen, und aus den 
Endpunkten derselben an die Kreise, welche dein Cylinder zu Grundflächen dienen, in deren

P.öja. CS. 12. Es ist nämlich ßAHE = | AQ, wenn AQ ein auf AE errichtetes Rechteck von der Höhe des aAHE 
bezeichnet; nun beträgt der Abschnitt AHE weniger als AQ, mithin ist £ AQ gröfser als die Hälfte des Ab- 
schnitts AHE; d. h. aAHE > j Absch. AHE, u. 's, W. 1
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Ebenen Berührungslinien gezogen werden, die sich treffen, so sind die Parallelogramme unter 
den berührenden und den Seiten des Cylinders gröfser, als der Theil des Cylinder man leis zwi­
schen den in ihm befindlichen geraden Linien.

Der Kreis ABC soll die Grundfläche eines geraden .Cylinders sein, in ^dessen .Mantel F. 64. 
zwei gerade Linien mit den Endpunkten A, C, sich befinden. Aus diesen Punkten A, C, aber 
sollen Berührungslinien in der Ebene des Kreises an diesen gezogen sein, die sich in G treffen. 
Auch denke man sich in der andern Grundfläche des Cylinders aus [den Endpunkten der in 
dem Mantel liegenden geraden Linien die Berührungslinien des Kreises gezogen. Dann ist zu 
erweisen, dafs die Summe der Parallelogramme unter den berührenden und den Seiten des 
Cylinders gröfser sei, als der dem Bogen ABC angehörige Theil des Cylindermantels.

Man ziehe die berührende EF, so dafs der Bogen ABC in B gehalbtheilt werde, und 
aus den Punkten E, F Parallelen mit der Axe des Cylinders bis an die andere Grundfläche. 
Nun sind die Parallelogramme unter den Linien AG, GC, und den Seiten des Cylinders zu­
sammen gröfser, als die Summe der Parallelogramme unter AE, EF, FC, und den Seiten des 
Cylinders. Weil nämlich EG4-GFJ> EF

und AE + FC = AE + FC________
so ist AG-|-GC^ AE 4-EF 4- F C

den Unterschied jener Summen von Parallelogrammen soll der Flächenraum K angeben : dann 
ist entweder gröfser, als die Figuren, welche von den geraden Linien AE, EF, FC und 
den Bogen AB, BC, begränzt werden, oder nicht.

1) Es sei iK gröfser. Nun hat die Oberfläche, welche aus den Parallelogrammen' 
auf AE, EF, FC, aus dem Trapezium AEFC, und aus dem gegenüber in der andern Grund­
fläche des Cylinders liegenden zusammengesetzt ist, den Umfang des Parallelogramms auf AC 
zur Granze; und derselbe Umfang begränzt die Oberfläche, welche aus dem Cylindermantel 
auf dem Bogen ABC, aus dem Abschnitte ABC und dem gegenüberliegenden bestehet; also 
haben die gedachten Oberflächen einerlei Begrenzung in einer Ebene, sind beide nach einerlei 
Seite hohl, und umschliefsen einander einestheils, ;anderntheils aber lallen sie zusammen: dem­
nach ist die umschlossene kleiner {Annahme 4.). Wird also das Gemeinschaftliche weggenom- 
men, nämlich der Abschnitt ABC und der ihm gegenüberliegende, so ist der Cylindermantel 
auf dem Bogen ABC kleiner als die Oberfläche, welche aus den Parallelogrammen auf AE, 
EF, FC, aus den Figuren AEB, BFC, und aus den ihnen gegenüberliegenden zusammenge­
setzt ist. Die Summe der erwähnten Parallelogramme und der erwähnten Figuren ist aber 
kleiner, als die Summe der Parallelogramme auf AG, GC; denn die Summe der ersteren Par­
allelogramme nebst K, welches gröfser ist, als die Figuren, war der letzteren Summe gleich. 
Es erhellet demnach, dafs die Summe der Parallelogramme, welche von AG, GC, und von 
den Seiten des Cylinders umschlossen werden, gröfser ist, als der Cylindermantel auf dem Bo­
gen A B C.

2) Wenn aber ,K nicht gröfser ist, als die erwähnten Figuren, so w.ird 
man gerade Berührungslinien dergestalt an den Kreisabschnitt ziehen, dafs die äufsern Figuren 
zusammen kleiner werden, als 4 K (S. 7.); alles übrige wird dann wie zuvor gezeigt.

Nachdem dieses dargethan, so ist aus dem oben Gesagten Folgendes einleuchtend:
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Folgerung r. Wenn in einem gleichschenkligen Kogel eine Pyramide beschrieben 
wird, so ist die Oberfläche derselben, ohne die Grundfläche, kleiner als der Mantel des 
Kegels.

Denn jedes der die Pyramide umschliefsenden Dreiecke ist kleiner, als der Theil des 
Kegelmantels zwischen den Seiten des Dreiecks (S. io.). Daher ist auch die ganze Oberfläche 
der Pyramide, ohne die Grundfläche, kleiner als die Oberfläche des Kegels ohne dessen 
Grundfläche. ,

Folgerung 2. Wenn um einen gleichschenkligen Kegel eine Pyramide beschrieben 
wird, so ist die Oberfläche derselben, ohne die Grundfläche, gröfser als die. Oberfläche des 
eingeschlossenen Kegels ohne die Grundfläche. (S. Ii.)

Folgerung 3. Wenn in einem geraden Cylinder ein Prisma verzeichnet wird, so ist 
• dessen aus Parallelogrammen bestehender Mantel kleiner als die Oberfläche des Cylinders ohne 

die Grundflächen.
Denn jedes Parallelogramm des Prisma ist kleiner, als der dazu gehörende Theil des 

Cylindermantels (S. 12.).
Folgerung 4. Wenn um einen geraden Cylinder ein Prisma beschrieben wird, so 

ist dessen zus Parallelogrammen zusammengesetzter Mantel gröfser, als die Oberfläche des Cy­
linders ohne die Grundflächen (8. 13.).

Satz 14.
Der Mantel eines geraden Cylinders ist einem Kreise gleich, dessen Halbmesser die 

mittlere Proportionale zwischen der Seite uud dem Durchmesser der Grundfläche des Cylin­
ders ist.

F. 65. Der Kreis A sei die-Grundfläche eines geraden Cylinders. Der Durchmesser des Krei­
ses A sei gleich CD, die Seite des Cylinders gleich EF. Die mittlere Proportionale zwischen 
DC, EF, sei G, und man nehme einen Kreis B an, dessen Halbmesser = G ist. Dann mufs 
gezeigt werden, dafs der Kreis B dem Mantel des Cylinders gleich ist.

Wofern er ihm nicht gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.
1) Der Kreis sei also kleiner, wenn diefs möglich ist. Weil hier nun 

zwei, ungleiche Gröfseh, der Cylindermantel und der Kreis, vorhanden sind, so ist cs möglich, 
in dem Kreise B ein gleichseitiges Vieleck zu beschreiben, und ein anderes darum, so dafs das 
äufsere zu dem inneren ein kleineres Verhältnifs hat, als der Cylindermantel zum Kreise B (S. 
6.). Man denke sich diese Vielecke beschrieben, verzeichne um den Kreis A ein Vieleck, ähn­
lich dem, welches um B beschrieben worden, («) uud errichte auf demselben ein Prisma, so 
wird dieses um den Cylinder beschrieben sein. Es sei ferner der Umfang des um den Kreis A 
beschriebenen Vielecks = KD = LF; auch sei 4 CD —CT. Dann wird AKDT dem um A be­
schriebenen Vieleck gleich sein, da die Grundlinie des Dreiecks dem Umfange des Vielecks, 
und seine Höhe dem Halbmesser des Kreises A gleich ist; das Parallelogramm EL aber wird

x dem

(S. 14. Diefs gellt an, weil jede zwei Kreise sich als konceutrische ansehen lassen, wenn man sie gehörig auf 
ein ander legt.
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dem Mantel des um den Cylinder verzeichneten Prisma gleich sein, weil jenes unter der Seile 
des Cylinders und einer dem Umfange der Grundfläche des Prisma gleichen geraden Linie ent­
halten ist. Man mache ER —EF, so ist AFRL = EL, mithin auch dem Mantel des Prisma 

• gleich: und weil die um A und B verzeichneten Vielecke ähnlich sind, so verhalten sie sich, 
wie die Quadrate der Halbmesser ihrer Kreise. Demnach verhält sich

AKDT : Vieleck um B = TD* : G2
denn die Linien TD, G sind den Halbmessern gleich. Es ist aber

TD2 : G 2 = T D : R F (g)
weil G die mittlere Proportionale zwischen CD, EF, also auch zwischen TD, RF, ist (wefs- 
halb? weil TD = TC und RE = EF, also CD = lTD und RF=aEF; mithin CD : TD = 
RF : EF, d. h. CDXEF=TDXHF. Es ist aber G 2 = CD X TD = TD X RF; mithin 
TD : G = G : RF; also auch TD : RF = TD 2 : G2; denn wenn drei gerade Linien pro- 
portionirt sind, so verhält sich die erste zur dritten, wie eine Figur auf der ersten zu einer 
ähnlichen und ähnlich liegenden auf der zweiten. (0) Auch verhält sich

TD : RF = AKDT : ARLF, weil KD =LF.
Demnach ist AKDT : Vieleck um B=AKDT : ARLF
mithin auch das Vieleck um B=ARLF,
woraus folgt, dafs der Mantel des um den Cylinder auf A beschriebenen Prisma gleich ist 
dem Vieleck um B. Weil nun

Vieleck um B : Vieleck in B <3 Mantel des Cyl. auf A : B
so ist Mantel des Prisma um den Cyl. : Vieleck in B < Mant. des Cyl. : B;
oder Mant. d. Prisma : Mant. d. Cyl. <1 Vieleck in B : B (D f

Diefs ist aber unmöglich; (e) denn es ward erwiesen, dafs der Mantel des um den Cy­
linder beschriebenen Prisma gröfser sei, als der Mantel des Cylinders (S. 13.), wogegen das 
Vieleck in dem Kreise B kleiner ist, als der Kreis selbst (S. I.). Folglich ist der Kreis B nicht 
kleiner, als der Mantel des Cylinders.

2) Der Kreis sei demnach gröfser, Wenn diefs möglich ist. Mau stelle 
sich wiederum vor, es sei in dem Kreise B ein geradliniges Vieleck, und um denselben ein 
anderes dergestalt beschrieben, dafs das Verhältnifs des äufsern Vielecks zu dem innern kleiner 
ist, als das Verhältnifs des Kreises B zu dem Mantel des Cylinders (S. 6.); auch beschreibe 
inan in dem Kreise A ein Vieleck, ähnlich dem, was in B beschrieben ist, («) und errichte auf 
dem Vieleck in A ein Prisma. Ferner sei der Umfang des in A beschriebenen Vielecks = K D — 
FL, dann wird AK TD gröfser sein, als das Vieleck in A, weil das Dreieck zwar den Um-

(ß) Es Ist G2 = CDXEF; weil aber CD = 2TD und EF = 2RF, so ist auch G» = TDXRF;
mithin TD»:Gl=TD»:TDXRF = TD;RF

Hiedurch wird die lange Erläuterung des Arch. überfliifsig gemacht, wefshalb sie eingeklammert worden ist.
(7) Eukl. VI, 20 Zusatz 2.

/ (3) Denn wenn man hat a : b < c : d, d. h. ■—< w so “t auch i d. h. a : c < b : d. 
b g cd

(«) Setzt man nämlich den Mantel des Cj’linders = M, den Mantel des: Prisma = M', das Vieleck in B=B', so
Mz B' . Mz . ... BzmiiCste sein < ■jj“i es >st eber ■ ein unaenter, dagegen ein achter Bruch. 

H
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fang des Vielecks zur Grundlinie hat, jedoch eine gröfsere Hohe, als eine vom Mittelpunkt 
auf eine Seite des Vielecks gefällte senkrechte Linie. Das Parallelogramm EL aber ist dem 
aus Parallelogrammen gebildeten Mantel des Prisma gleich, weil es unter der Seite des Cylin- 
ders und einer dem Umfange der Grundfläche des Prisma gleichen geraden Linie enthalten ist. 
Also ist auch A RL F dem Alantei des Prisma gleich. Weil nun die in den Kreisen A, B, 
beschriebenen Vielecke ähnlich sind, so verhalten sie sich, wie die Quadrate der Halbmesser 
ihrer Kreise. Aber die Dreiecke KID, FRL verhalten sich ebenfalls, wie die Quadrate der 
Halbmesser jener Kreise. (g)

Also ist Vieleck in A : Vieleck mB = 4KTD : AFRL
Nun ist Vieleck in A < AK TD

mithin auch Vieleck in B <j AFRL
folglich ist das Vieleck in B auch kleiner, als der Afantel des Prisma im Cylinder. Diefs aber
ist unmöglich. Weil nämlich

Lieleck um B : Vieleck in B <[ B : Mantel des Cylinders.
oder Vieleck um B : B < Vieleck in B : Mantel des Cy Haders;
und weil Vieleck um B >• B,
also auch Vieleck in B i> Mantel des Cylinders ; (y)
so mufs das Vieleck in B gröfser sein, als der Alantei des Prisma. (S. 13. Folg. 3.). Demnach 
ist der Kreis B nicht gröfser, als der Cylindermantel; es ist aber schon bewiesen, dafs er auch 
nicht kleiner sei: folglich ist er ihm gleich.

Satz 15.
Der Afantel eines jeden gleichschenkligen Kegels ist einem Kreise gleich, dessen Halb­

messer die mittlere Proportionale zwischen der Seite des Kegels und dem Halbmesser der 
Grundfläche desselben ist.

^•66. Ein gleichschenkliger Kegel stehe auf dem Kreise A, dessen Halbmesser = C sein soll. 
Die Linie D sei der Seite des Kegels gleich, und E sei die mittlere Proportionale zwischen C 
und D; der Halbmesser des Kreises B sei = E. Ich behaupte, dafs der Kreis B dem Mantel 
des Kegels gleich sei.

Denn wofern er ihm nicht gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.
1) Der Kreis B sei also kleiner, als der Afantel des Kegels. Es giebt hier 

nun zwei ungleiche Gröfsen, den Kegelmantel und den Kreis B, jenen gröfser als diesen, folg­
lich läfst sich ein gleichseitiges Vieleck in dem Kreise B, und ein anderes ähnliches um den 
Kreis dergestalt verzeichnen, dafs das Verhältnifs des äufsern zu dem innern kleiner ist, als 
das Verhältnifs des Kegelmantels zum Kreise B (S. 6.). Alan denke sich ferner auch um den 
Kreis A ein Vieleck beschrieben, ähnlich dem um B, und stelle auf das um den Kreis A ver-

(?) Denn es verhält sich nKTD : zsFRL = TD : RF = TD* : G® (S. Anm. ß.}
(v) Denn wenn etwa a : b <! c : d, 

und wenn a>b ist,

so muls auch c i> d sein; indem schon A ein unächter Bruch ist, um desto mehr also ein sulchet sein mufs. 
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zeichnete Vieleck eine Pyramide, welche einerlei Spitze mit dem Kegel hat. Weil nun die 
äufsern Vielecke der Kreise A, B, ähnlich sind, so verhalten sie sich zu einander, wie die 
Quadrate der Halbmesser ihrer Kreise, d. h.

Vieleck um A : Vieleck um B = C 2 : E 2 = C : D («)
Es ist aber

C : D = Vieleck um A : Mani. d. Pyram. um den Kegel;
denn es ist C gleich der senkrechten aus dem Mittelpunkte auf eine Seite des Vielecks, D aber 
ist gleich der Seite des Kegels; und der Umfang des Vielecks ist die gemeinschaftliche Höhe zu 
dem Doppelten jener Figuren, (ß) Demnach verhält sich

Kieleck um A : Vieleck um B = Vieleck um A : Mani. d. Pyram. um den Kegel} 
also ist der Mantel der Pyramide dem Vieleck um B gleich. Weil nun

Vieleck um B : Vieleck in B Mantel des Kegels : B
so ist Mant. d. Pyram. : Vieleck in B <J Mantel des Kegels : B
und diefs ist unmöglich; denn es ward erwiesen, dafs der Mantel der Pyramide gröfser sei, 
als der Mantel des Kegels (S. 13. Folg. 2.), und das Vieleck in B ist kleiner als B selbst. (7) 
Folglich ist der Kreis B nicht kleiner, als der Kegelmantel. — Ich behaupte nun, er sei auch 
nicht gröfser.

2) Es sei nämlich B gröfser-, wenn diefs möglich ist. Man stelle sich wie­
derum vor, cs sei ein Vieleck in dem Kreise B, und ein anderes um denselben so verzeichnet, 
dafs das Verhältniß? des äufsern zu dem innern kleiner ist, als das Verhältnifs des Kreises B 
zu dem Kegelmäntel. Auch denke man sich in dem Kreise A ein Vieleck beschrieben, ähnlich 
dem in B verzeichneten Q), und auf ersterem eine Pyramide, welche mit dem Kegel einerlei 
Spitze hat. Weil nun die Vielecke in A und B ähnlich sind, so werden sie sich zu einander 
verhallen, wie die Quadrate der Halbmesser ihrer Kreise, d. h.

Vieleck in A : Vieleck in B = C : D (r)
Es ist aber

C : D > Vieleck in A : Mant. d. Pyram. im Kegel; (£)

(S. 15. «) Denn es ist E® = CD.
g) d. h. Wenn C, D, die Grundlinien zweier Rechtecke sind, deren gemeinschaftliche Höhe der Umfang des 

Vielecks um A ist, so geben diese Rechtecke den doppelten Inhalt des Vielecks und des Mantels an. Deutli­
cher erhellt die Sache so: wenn P den Umfang des Vielecks nm A bezeichnet, so ist

der Inhalt des Vielecks = J C P
der Inhalt des Mantels = JDP

mithin C : D = Vieleck : Mantel.
(7) Der Mantel des Kegels sei = M, der Mantel der Pyramide =M', das Vieleck in B —B', so ist

M' : B' < M : B .
oder M' : M <1 B' : B (S. 14. Anm. J)

M' . „ , B' .Weil nunMit* M, und B' <B, so ist p- ein iw ach ter, —g- ein achter Bruch, woraus sich der Widerspruch 
ergiebt.

(5) Vgl. S. 14. Anm. «.
W Weil c : D=1C® : E», denn es ist E» = C . D.
(?) Das aKFH stelle das Vieleck im Kreise A vor. Die gemeinschaftliche Spitze des Kegels und der Pyramide aufF. 66a.

H 2
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denn das Verhällnifs des Halbmessers des Kreises A zur Seite des Kegels ist gröfser, 'als das 
Verhällnifs eines Perpendikels aus dem Mittelpunkte des Kreises auf eine Seite des Vielecks zu 
dem Perpendikel von der Spitze des Kegels auf die Seite des Vielecks. Demnach ist

Vieleck in A : Vieleck in B r* Vieleck in A : Marit, d. Pyram.
also ist der Mantel der Pyramide gröfser, als das Vieleck in B. Aber man hat

Vieleck um B : Vieleck in ß <| ß : Mant. des Kegels; 
um desto mehr also ist

Vieleck um B : Mant. d. Pyr. <| B : Mant. des Kegels;
und diefs ist unmöglich; (s) denn das Vieleck um B ist gröfser als ß (S. 2.), der Mantel der 
Pyramide aber ist. kleiner, als der Kegelmantel (S. 13. Folg. T.); der- Kreis B ist folglich auch 
nicht gröfser, als der Mantel des Kegels. Dafs er nicht kleiner sei, ward schon bewiesen; al­
so ist er ihm gleich.

Satz 16.
Der Mantel eines jeden gleichschenkligen Kegels verhalt sich zur Grundfläche, wie die 

Seite des Kegels zum Halbmesser der Grundfläche.
E. 66. Ein gleichschenkliger Kegel habe zur Grundfläche den Kreis A, dessen Halbmesser =C 

sein'soll; die Linie D sei der Seite des Kegels gleich: so mufs bewiesen werden, dafs
Kegelmantel : A = D r C

Man nehme E als mittlere Proportionale zwischen C, D, und einen Kreis B, dessen 
Halbmesser = E ist. Dann ist B dem Mantel des Kegels gleich, wie im vorigen Satze erwie­
sen worden. Auch ist gezeigt, dafs

B : A = D : C, («) 
denn jedes dieser Verhältnisse ist dem Verhällnifs E2 : C2 gleich, weil Kreise sich verhalten 
wie die Quadrate ihrer Durchmesser, also auch wie die Quadrate ihrer Halbmesser; denn das 
Verhällnifs der Durchmesser ist auch das Verhällnifs ihrer Hälften, d. i. der Halbmesser, und 
den Halbmessern sind die Linien C, E, gleich. Folglich erhellet, dafs

Kegelmantel : A = D : C

dem Kreise und Vieleck sei L, mithin ist LA die Axe, und ML die Seite des Kegels = D; auch ist AM=C, 
und AG sei das Perpendikel auf eine Seite des Vielecks in A. Zieht man dann GNJML und die Verbin­
dungslinie GL, so ist GL das Perpendikel von der Spitze L auf die Seite des Vielecks. Nun ist

C : D = A G : GN, und weil GL ^GN, 
so ist C : D > AG : GL

zugleich ist Vieleck in A : Mant. d. Pyr — A G : GL, denn sowohl das Vieleck als der Mantel lassen 
sich durch Dreiecke bezeichnen, wozu der Umlang des Vielecks die Grundlinie ist, während AG, GL die Hö­
hen angehen.

Nun folgt sofort C : D > Vieleck in K : Mant. d. Pyramide.
ty Der Mantel des Kegels sei = M, der Mantel der Pyramide = M', das Vieleck um B = B'; so ist

B- : M* < B : M
also auch B' : B < M' : M

Nun ist B' l> B, mithin —— ein unächter Bruch; aber M' M, also da achter Bruch, woraus der 
Widerspruch erhellet.

(S. 16. »J Man hat B : A«=E« : C2 = D : C, weil E» = D . C ist.
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Lohnsatz. Es sei OB AG ein Parallelogramm, («) und BG dessen Diagonale. Die F.67. 
Seite B A werde willkiihrlich in D gellieilt und durch D die Linie D H A G, durch F aber 
KL|BA gezogen. Ich behaupte, es sei

baxag = bdxdf + da(df+ag)
Es ist nämlich BAX AG=AO, ferner BDXDF = DK, und DA(DFfAG) = 

MNX; denn D A X A G = K G, weil K II = D L; ferner D A X DF = D L; mithin AO = 
BAXAG = BDXDF + MNX, und MNX = DA (AG + DF).

Satz 17.
Wenn ein gleichschenkliger Kegel von einer der Grundfläche parallelen Ebene geschnit­

ten wird, so ist der zwischen den parallelen Ebenen liegende Theil des Kegelmantels einem 
Kreise gleich, dessen Halbmesser die mittlere Proportionale ist zwischen dem durch die paral­
lelen Ebenen abgeschniIlenen Theile der Seile des Kegels und der Summe aus den beiden Halb­
messern der Kreise in den parallelen Ebenen.

Es sei ein Kegel gegeben, dessen durch die Axe gehendes Dreieck dem AABC gleich F. 68, 
sei. Er werde von einer der Grundfläche parallelen Ebene geschnitten, wodurch der- Schnitt 
D E entstehe; die Axe des Kegels sei B G. Auch werde ein Kreis angenommen, dessen Halb­
messer die milllere Proportionale zwischen AD und (DF-f-GA) ist 5 dieser Kreis sei H. Ich 
behaupte, dafs der Kreis H dem Theile des Kegelmantels zwischen DE, AC gleich ist.

Denn man nehme die Kreise L und K dergestalt an, dafs das Quadrat des Halbmes­
sers von K dem Rechteck BDXDF, das Quadrat des Halbmessers von L aber dem Rechteck 
BAX AG gleich ist. Demnach ist der Kreis L dem Mantel des Kegels ABC, der Kreis K 
aber dem Mantel des Kegels BDE gleich (S. 15.).

Man hat nun BAXAG = BDXDF4-AD (DF + AG) (S. 16. Lehnsalz.) indem 
DF|AG;

Es ist aber B A X A G = dem Quadrate des Halbmessers von L,
B D X DF = dem Quadrate des Halbmessers von K , 

AD (DF + A.G) = dem Quadrate des Halbmessers von II; 
also ist das Quadrat des Halbmessers von L gleich der Summe der Quadrate der Halbmesser 
von K und H; folglich ist auch

L = K + H (»
Zugleich ist aber lj — dem Mantel des Kegels BAC

und K — dem Mantel des Kegels BDE
Zieht man diese von einander ab, so bleibt der Theil des Kegelmantels zwischen den 

parallelen Ebenen DE, A C, dem Kreise H gleich.

(8. 16. Lehns. Q Das Parallelogramm mufs entweder ein Rechteck sein, oder man mufs unter BA nicht sowohl ei­
ne Seite, als vielmehr die Höbe des Parallelogramms verstehen. In diesem Sinne wendet auch Archimedes 
selbst im folgenden Satze den Lehnsatz an.

(S. 17. u) Die Halbmesser der Kreise L, K, H, sollen R, r, p, heifsen, so ist
R* — r*+ f*, also auch rr R1 — rrr1 + ?r p s, d. h. L = K + H.
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Lehiisätze.
l) Kegel von gleicher Höhe verhalten sich, wie ihre Grundflächen; und Kegel von 

gleichen Grundflächen verhalten sich, wie ihre Höhen.
2) Wenn ein Cylinder von einer Ebene parallel der Grundfläche geschnitten wird, so 

verhält sich ein Cylinder zum andern, wie eine Axe zur andern.
3) Cylinder verhallen sich, wie Kegel, welche gleiche Grundflächen und Höhen mit 

den Cylindern haben.
4) Bei gleichen, Kegeln sind die Grundflächen den Höhen umgekehrt proporlionirt; und 

wenn die Grundflächen den Höhen umgekehrt proporlionirt sind, so sind die Kegel gleich.
5) Kegel, deren Durchmesser der Grundflächen sich verhalten, wie die Axen, d. h. 

wie die Höhen, stehen zu einander im kubischen Verhältnisse der Durchmesser ihrer Grund­
flächen.

Alle diese Sätze sind schon vor mir erwiesen.

Satz 18-
Wenn von zwei gleichschenkligen Kegeln der Mantel des einen gleich der Grundfläche 

des andern, das Perpendikel aber vom Mittelpunkte der Grundfläche des ersteren Kegels auf 
seine Seite gleich ist der Höhe des andern, so sind beide gleich.

Es sollen ABC, DEF zwei gleichschenklige Kegel sein; die Grundfläche von ABC 
' sei dem Mantel von DEF, die Höhe AG aber einem Perpendikel HK aus der Mitte H der 

Grundfläche auf eine Seite des Kegels, etwa auf DE, gleich. Ich behaupte, die Kegel sind 
gleich.

Weil nämlich die Grundfläche von ABC dem Mantel von D.EF gleich ist, und weil 
Reiche Gröfsen zu einerlei Gröfse in einerlei Verhältnisse stehen, so ist

Grundfläche ABC : Grundfläche DEF = Mantel DEF : Grundfl. DEF
Es verhält sich aber

/ Mantel D E F : Grundfläche D E F = DII : IIK;
denn es ist bewiesen worden, dafs eines jeden gleichschenkligen Kegels Mantel zur Grundfläche 
sich verhalle, wie die Seile zum Halbmesser der Grundfläche, d. h. wie DE : Ell (S. 16.)

Es ist aber DE : EH = DH : IIK; denn die Dreiecke sind gleichwinklig.
Zugleich ist HK = AG; also verhält sich

Grundfl. ABC: Grundfl. DEF = Höhe von DEF : Höhe, von ABC
Also sind in ABC, DEF, die Grundflächen den Höhen umgekehrt proporlionirt, 

folglich ist der Kegel ABC dem Kegel DEF gleich (S. 17. Lehnsatz 4.).

Satz 19-

Einer jeden aus gleichschenkligen Kegeln bestehenden Raute ist ein Kegel gleich, des-

(S. 17. Lehns. «1 Vgh Euklid. XII, II. 12. 13. 14. 15.
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sen Grundfläche dem Mantel des einen der Kegel, welche die Raute bilden, dessen Höhe aber 
einer senkrechten Linie gleich ist, die von der Spitze des andern Kegels gegen eine Seite des 
ersteren gezogen worden.

Es soll ABCD die aus gleichschenkligen Kegeln zusammengesetzte Raute, der Kreis um F.70. 
den Durchmesser BC deren Grundfläche, und AD deren Höhe sein. Auch werde ein anderer 
Kegel HGK angenommen, dessen Grundfläche dem Mautel des Kegels ABC, und dessen Hö­
he dem Perpendikel von dem Punkte D auf A B odei’ deren Verlängerung gleich ist. Dieses 
Perpendikel sei DF, die Höhe des Kegels G HK sei HL=DF. Ich behaupte, der Kegel ist 
dei’ Raute gleich.

Denn es werde ein anderer Kegel MNX gesetzt, dessen Grundfläche der Grundfläche 
des Kegels ABC, dessen Höhe aber AD gleich ist. Diese Höhe sei NO. Weil nun N O = AD,
so ist N O : D E = A D : D E
Es ist aber A D : D E t= Raute A B C D : Keg. B C D («)
und wegen gleicher Grundflächen NO : D E — Keg. MNX : Keg. BCD
Also Keg. MNX : Keg. B CJD = R. AB CD r /%/ßCD '

mithin Keg. MNX = Raute AB CD.
Weil ferner dei’ .Mantel von ABC gleich ist der Grundfläche von GHK, so ist 

Mani. ABC : Gdjl. ABC = Gdjl. GHK : Gdß. MNX;
denn die Grundfläche von ABC ist der Grundfläche von M NX gleich. Ferner ist 

Mant. ABC : Gdß. ABC = Aß : BE = AD : DF
weil AADF ~AABC. Folglich ist

Gdjl. GHK : Gdß. MNX = AD : DF
Nun ist nach der Annahme AD = NO und DF = HL, mithin

Gdß. GHK : Gdß. MNX = NO : HL.
Also sind die Grundflächen der Kegel GHK, MNX, den Höhen umgekehrt proportio- 

nirt, folglich sind die Kegel gleich. Nun ward gezeigt, dafs der Kegel MNX gleich sei der 
Raute AB CD, also ist auch der Kegel GHK dieser Raute gleich.

Satz 20.

Wenn ein gleichschenkliger Kegel von einer Ebene parallel der Grundfläche geschnit­
ten, auf dem dadurch entstehenden Kreise ein Kegel, dessen Spitze der Mittelpunkt der Grund­
fläche ist, beschrieben, und die hiedurch gebildete Raute von dem ganzen Kegel abgezogen 
wird; so ist dem Reste ein Kegel gleich, dessen Grundfläche so grofs ist, als der zwischen den 
parallelen Ebenen liegende Theil des Kegelmantels, dessen Höhe aber einer senkrechten Linie 
aus dem Mittelpunkte der Grundfläche auf eine Seite des Kegels gleich ist.

Es sei ABC ein gleichschenkliger Kegel, welcher von einer mit der Grundfläche par-F.71. 
allelen Ebene in DE geschnitten werde. Der Mittelpunkt der Grundfläche sei F, und auf

(S. 19. «) Denn es ist AE : DE = Keg. ABC : Keg. BCD (S. 17, Lohnsatz 1,)
folglich (AE + D E) : D E = {Keg. ABC + Keg. BCD): Keg. BCD

<1. h. AD : = Raute ABCD : Keg. BCD.
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dem Kreise des "Durchmessers DE werde ein Kegel Beschrieben, dessen Spitze F ist. Dann 
wird die Raute BDFE aus gleichschenkligen Kegeln zusammengesetzt sein. Ferner setze man 
einen Kegel HKL, dessen Grundfläche so grofs, wie der Kegelmantel zwischen DE, A C. 
dessen Höhe aber gleich FG ist, wenn man aus dem Punkte F die Linie FG senkrecht auf 
AB gezogen hat. Ich behaupte nun, wenn man von dem Kegel ABC die Raute BDFE 
abgezogen denkt, so ist dem Reste der Kegel EHE gleich.

Denn man setze zwei Kegel MNX, OPR, dergestalt: die Grundfläche von M NX sei 
so grofs, als der Mantel von ABC, die Höhe aber gleich F G, folglich der Kegel MNX dem 
Kegel ABC gleich; (denn wenn von zwei gleichschenkligen Kegeln der Mantel des einen so 
grofs ist, als die Grundfläche des andern, und wenn das Perpendikel aus der Mitte der Grund­
fläche xles erstem auf eine Seite gleich ist der Höhe des andern, sO werden beide Kegel gleich 
sein. S. 18.). Ferner die Grundfläche des Kegels OPR sei dem Mantel des Kegels DBE, die 
Höhe aber der Linie FG gleich; so ist nach dem oben Erwiesenen der Kegel OPR gleich der 
Raute BDFE (S, 19.). Da nun

der Mantel von ABC — dem Mant. von DBE + Mant. zwischen DE, AC, 
und weil der Mantel von ABC = Grundfläche von M N X

der Mantel von DBE = Grundfläche von OPR 
der Mant. zwischen DE, AC = Grundfläche von HKL,

so ist die Grundfläche von MNX gleich der Summe der Grundflächen von HKL und OPR; 
auch haben die Kegel einerlei Höhe, Demnach ist

Keg. MNX = Keg. HKL + Keg. OPR
Es ist aber Keg. MNX = Keg. A BC

und Keg. OPR = Raute BDFE
demnach ist der übrigbleibende Kegel HKL dem Reste vom Kegel ABC gleich.

Satz 2L
Wenn in einer aus gleichschenkligen Kegeln zusammengesetzten Baute der eine Kegel 

von einer mit der Grundfläche parallelen Ebene geschnitten, auf dem dadurch entstehenden 
Kreise ein Kegel, dessen Spitze zugleich die des andern Kegels ist, errichtet, und die hiedurch 
gebildete Raute von der ganzen Raute abgezogen wird; so ist der Rest so grofs, als .ein Ke­
gel, dessen Grundfläche dem zwischen der parallelen Ebene befindlichen Theil des Kegelman­
tels, und dessen Höhe dem Perpendikel gleich ist, das von der Spitze des andern Kegels auf 
die Seite des erstem gefällt ist.

F. 72. Es sei AB CD eine aus gleichschenkligen Kegeln zusammengesetzte Raule, worin der eine
Kegel von einer Ebene, der Grundfläche parallel, in EF geschnitten werde. Auf dem Kreise 
um den Durchmesser EF sei ein Kegel mit dei’ Spitze.im Punkte D errichtet; so wird die 
Raule EBFD entstehen, welche man von der ganzen Raute weggenommen denke. Man nehme 
nun einen Kegel FI KL an, dessen Grundfläche so grofs ist, wie der zwischen AC, EF befind­
liche Theil des Kegelmantels, dessen Höhe aber dem von D auf BA oder deren Verlängerung 
gefällten Perpendikel gleich ist. Ich behaupte, der Kegel HKL sei dem genannten Reste gleich. 

Denn man nehme zwei Kegel MNX, OPR an. Die Grundfläche des Kegels MNX soll 
dem Mantel von ABC, die Höhe aber DG gleich sein; daun ist, wie zuvor gezeigt, der Ke­

gel
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gel ARC gleich der Raute AB CD (S. 19.). Die Grundfläche des Kegels OPR sei dem Man- 
t 1 von EBF, die Höhe aber DG gleich; so ist nach demselben Satze der Kegel OPR der 
Raute Eli FD gleich. Weil nun eben so wie zuvor

der Mantel von ABC = dem Mani, von EBF Mant. zwischen EF, AC, 
und weil der Mantel von ABC = Grundfläche von MNX

der Mantel von E B F = Grundfläche von OPR
der Mant. zwischen EF, AC = Grdndfläche von HRL,

so ist die Grundfläche von MNX gleich der Summe der Grundflächen von OPR und HKLj 
auch haben die Kegel einerlei Höhe. Demnach ist

Keg. MNX = Keg. OPR + Keg. HKL
Es ist aber Keg. MNX = Raute A B CD

und Kieg. OPR = Äou/e'EBFD, 
folglich ist der übrigbleibende Kegel HKL dem Reste von ABCD gleich.

Satz 22.
Wenn ein gleichseitiges Vieleck von gerader Seitenzahl in einen Kreis eingetragen wird, 

und wenn man Diagonalen des Vielecks dergestalt zieht, dafs sie mit irgend einer von ihnen, 
welche über zwei Seiten des Vielecks gespannt ist, parallel sind, so verhält sich die Summe 
aller dieser Diagonalen zum Durchmesser des Kreises, wie eine Diagonale, welche über die 
halbe Anzahl der Seiten weniger eine gespannt ist, zur Seite des Vielecks.

Der Kreis sei AB CD, in ihm das Vieleck FN beschrieben, und die Diagonalen EK,F. 73. 
FL, BD, G N, HM gezogen, welche offenbar einer Diagonale, die über zwei Seilen des Viel­
ecks gespannt ist, parallel sind. («) Ich behaupte, dafs

die Summe der gedachten Diagonalen •• A C = C E : E A
denn man ziehe FK, BL, GD, HN; sö ist EA FK BL £ GD HN CM; (ß) und weil 
nun EA $FK ist, auch die Linien EK, AO, zwei Verbindungslinien sind, so ist EX : XA » 
— KX : XO — FP : PO = LP : PR = BS : RS = DS : ST = GY : TY = NY : QY 
= HZ : ZQ = MZ : ZC; also die Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinterglieder, 
wie die Glieder eines Verhältnisses, d, h.

EX : X A — (EK + FL + BD + GN + HM): AC
Zugleich ist EX : XA = CE : EA

also auch CE : EA = (Elf+EL + BD + gF^iTi): AC

Satz 23.
Wenn in einen Kreisabschnitt ein Vieleck eingeschrieben wird, dessen Seiten, ohne 

die Grundlinie, gleich und in gerader Anzahl vorhanden sind, und wenn man parallel der 
Grundlinie Diagonalen des Vielecks zieht; so verhält sich die Summe dieser Diagonalen und

(S. 22- «) Nämlich der Diagonale EK; denn weil Bog. EF =zBog. KL, so ist auch EKF = KFL, folglich 
E K 4: F L u. s. w.

(ß) Weil Bog. A.K.=sBog. EF, so ist AEK = EKF, mithin EA^FK u. s. w.
I
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der halben Grundlinie zur Höhe des Abschnitts, wie eine vom Durchmesser des Kreises an 
die Seite des Vielecks gezogene gerade Linie zur Seite des Vielecks.

F. 74. In dem Kreise ABC sei eine Sehne AC gezogen und über AC in dem Abschnitte ABC
ein Vieleck von gerader Anzahl gleicher Seiten, mit Ausnahme der Grundlinie, eingetragen, 
auch sollen die Diagonalen FG, EH, welche der Grundlinie des Abschnitts parallel sind, ge­
zogen sein. Ich behaupte, dafs

(FG 4- EH -{- AX) : BX = DF : BF.
Denn man ziehe wieder G E, HA, so sind diese parallel B F; defshalb ist

FK : KB = GK : KL = EM : ML = HM : MN = AX : XN, 
also auch die Summe der Vorderglieder zur Summe der Hinterglieder, wie die Glieder eines 
Verhältnisses, d. h.

(FG 4- EH 4- AX) : BX = FK : KB
Zugleich ist FK : KB = DF : BF

folglich DF : BF = (FG + EH 4- AX): BX

Satz 24.

F. 75. Es sei AB CD der Normalkreis einer Kugel, und in demselben ein gleichseitiges Viel­
eck beschrieben, dessen Seitenzahl durch vier mefsbar ist. («) Die Linien AC, BD sollen zu 
einander senkrechte Durchmesser sein. Wenn nun bei unveränderter Lage des Durchmessers 
AC, der Kreis ABCD, welcher das Vieleck umschliefst, sich umwälzt; so ist klar, dafs sein 
Umring in der Sphäre herumgeführt wird, dafs aber die Scheitel der Polygonwinkel, ausge­
nommen die bei den Punkten A, C, in Umringen von Kreisen auf der Sphäre sich bewegen 
werden, welche auf dem Kreise ABCD senkrecht stehen, und deren Durchmesser die mit BD 
parallelen Diagonalen des Vielecks sein werden. Die Seiten des Vielecks aber werden sich in 
gewissen Kegelmänteln bewegen, nämlich AF, AN, in dem Mantel eines Kegels, dessen Grund­
fläche der Kreis um den Durchmesser FN, und dessen Spitze der I unkt A ist; die Seiten 
FG, NM, in einem Kegelmantel, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser GM, und 
dessen Spitze der Punkt ist, wo die Verlängerungen von GF, MN, mit einander und mit AC 
Zusammentreffen; die Seiten BG, DM in einem Kegelmantel, dessen Grundfläche der auf 
AB CD senkrechte Kreis um den Durchmesser BD, und dessen Spitze der Punkt ist, in wel­
chem die Verlängerungen von BG, DM, mit sich selbst und mit AC Zusammentreffen. Auf 
dieselbe Weise werden auch in dem andern Halbkreise die Seilen in ähnlichen Kegelmänteln 
sich bewegen. Es wird also in die Kugel eine gewisse von den angegebenen Kegelmänteln um­
schlossene körperliche Figur’ eingeschrieben sein, deren Oberfläche kleiner ist, als die Sphäre.

Denn indem die Kugel von der senkrecht auf A B C D durch B D gehenden Ebene gc- 
theilt wird, so hat die Oberfläche der einen Halbkugel mit der Oberfläche der darin beschriebe­
nen körperlichen Figur einerlei Begränzung in einerlei Ebene; indem die Gränze beider Ober-

(S. 24. Der Grund ist, weil alsdann die auf einander senkrechten Durchmesser AC, BD wirklich Winkelspitzen 
des eingeschriebenen Vielecks treffen, und die durch Umwälzung entstehenden Flächen sämtlich als Kegelmantel 
erscheinen, nicht etwa als Cylindcrmäiitd.
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flächen der Umfang des auf ABCD senkrechten Kreises um den Durchmesser BD ist; auch 
sind beide nach einerlei Seite hohl, und es wird die eine derselben umschlossen von der andern 
und von derjenigen Ebene, die mit ihr selbst einerlei Begränzung hat. (ß) Eben so ist auch 
die Oberfläche der körperlichen Figur in der andern Halbkugel kleiner als die Halbsphäre. 
Folglich ist die ganze Oberfläche der körperlichen Figur in der Kugel gleichfalls kleiner, als 
die Sphäre.

Satz 25.
Die Oberfläche der in eine Kugel eingeschriebenen körperlichen Figur (a) ist einem Krei­

se gleich, dessen Quadrat des Halbmessers so grofs ist, als das Rechteck unter der Seite der 
körperlichen Figur und einer Linie, welche der Summe aller Diagonalen des Vielecks gleich 
ist, die mit derjenigen Diagonale parallel laufen, welche über zwei Seilen des Vielecks ge­
spannt ist.

Es sei AB CD der Normalkreis einer Kugel, und in derselben ein gleichseitiges Vieleck F.76. 
beschrieben, dessen Seitenzahl durch vier gemessen wird. Man denke sich nun durch das ein­
getragene Vieleck eine körperliche Figur in der Kugel beschrieben, und ziehe EF, GH, CD, 
KL, MN, welche mit der über zwei Seiten gcspannteii Diagonale parallel sind. Ferner sei ein 
Kreis X angenommen, dessen Quadrat des Halbmessers so grofs ist, als das Rechteck AE X 
(E F 4r C H Ch h h t MN). Ich behaupte, dafs dieser Kreis so grofs sei, als die Ober­
fläche der in die Kugel eingeschriebenen körperlichen Figur.

Denn man nehme die Kreise O, P, R, S, T, Y an, und es sei
das Quadrat des Halbmessers von 0 = E A X 1 EF

- P = EA X 4 (EF + GH)
- R = EA X s (GH 4-CD)

- - - - - S =EA X i (CD 4- KL)
- T = E A X l (K L 4- MN)
- Y = EAXjMN;

Dann ist der Kreis O = Kegelmantel AEF (S. 15.)
P = Kegelmantel zwischen E F, G H )

- - R= - - GH, CdI
- S = - - CD, KL ( z'
- T = - - KL, MN J
_ Y = - MBN. (S. 15.)

Folglich ist die Summe aller dieser Kreise der Oberfläche der eingeschriebenen körper­
lichen Figur gleich; auch erhellet, dafs die Summe der Quadrate der Halbmesser von O,P, R, 
S, T, Y, so grofs ist, als das Rechteck unter EA und 2 X (£ EF, 4- J GH 4- j CD 4" t KL 
4- MN) d. h. = E A X (EF + GH 4" G D 4” KL 4- MN). Es [ist aber auch das Quadrat

Q) Den Schlufs liierans Zu ziehen, dafs die Oberfläche des umschlossenen Körpers kleiner sei als die Halbsphäre 
(Annahme 4), iiberläfst Arch. dem Leser gegen seine sonstige Gewohnheit. Vgl. S. 29. am Ende.

(S. S5. «) Nämlich auf die bisherige Weise, was Arch. hier und in der Folge öfter voraussetzt.
I 2
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des Halbmessers von X = EA X (EP + GH 4- CD4-KL4-MN), mithin ist das Quadrat des 
Halbmessers von X gleich der Summe der Quadrate der Halbmesser von O, P, R, 8, T, Y, 
folglich ist X = O + P + R + 8 + T 4- Y. Nun ward gezeigt, dafs 0 4- P 4* R 4“ S 4- T 4- Y 
gleich sei der Oberfläche der erwähnten körperlichen Figur; also wird der Kreis X so grofs 
sein, als die Oberfläche der körperlichen Figur.

Satz 26.
F. 77. Die Oberfläche der in der Kugel beschriebenen und von Kegelmänteln begränzten kör­

perlichen Figur ist kleiner als das Vierfache des Normalkreises der Kugel.
Es sei AB CD der Normalkreis einer Kugel, und darin ein gleichwinkliges und gleich­

seitiges Vieleck beschrieben, dessen Seitenzahl sich durch vier messen läfst; auch denke man 
sich darüber die von Kegelmänteln gebildete Oberfläche. Ich behaupte, dafs die Oberfläche 
der eingeschriebenen körperlichen Figur kleiner ist, als das Vierfache des Normalkreises der 
Kugel.

Denn man ziehe die über zwei Seiten gespannten Diagonalen EI und HM, samt den 
mit ihnen parallelen FK, BD, GL, nnd nehme einen Kreis P an, von welchen! das Quadrat 
des Halbmessers gleich ist dem Rechteck AE X (EI + FK + ßß + GL 4- HM); so ist nach 
dem eben Erwiesenen (S. 25) der Kreis so grofs, als die Oberfläche der gedachten körperlichen 
Figur. Weil ferner bewiesen, dafs

(EI4-FK 4-BD 4- GL4-HM) : AC = CE : EA (S. 22.)
so ist EAX(EI4-FK+Bn + GL+HM)=ACXCE
d. h. das Quadr. des Halbmessers von P=AC X CE.
Es ist aber AC X C E <j AC1,
also das Quadr. des Halbmessers von P <! A C *
mithin der Halbmesser von P <1 A C
nnd folglich der Durchmesser von P 2 A C
also das Quadr. des Durchmessers von P <! 4 A C1;
Es ist aber 4 AC2: Quadr. d. Durchmessers von P=4ÄBCD :P
mithin 4 ABCD> P, d. h. der Kreis P ist kleiner als das Vierfache des Normalkreises. Es 
ward aber gezeigt, dafs der Kreis P gleich sei der erwähnten Oberfläche der körperlichen Fi­
gur; folglich ist die Oberfläche der körperlichen Figur kleiner, als das Vierfache des Normal­
kreises der Kugel.

Satz 27.
Der in die Kugel eingeschriebenen, von Kegelmänteln umschlossenen körperlichen Fi­

gur ist ein Kegel gleich, dessen Grundfläche ein der Oberfläche der in die Kugel eingetragenen 
körperlichen Figur gleicher Kreis, und dessen Höhe ein I erpendikcl vom Mittelpunkte der Ku­
gel auf eine Seite des Vielecks ist.

F Es sei AB CD der Normalkreis einer gegebenen Kugel, und alles Uebrige wie zuvor;
’ auch sei P ein gerader Kegel, dessen Grundfläche so grofs ist, als die Oberfläche der in die 

Kugel eingeschriebenen körperlichen Figur, und dessen Höhe gleich ist einem vom Mittelpunk­
te der Kugel auf eine Seite des Vielecks gefällten Perpendikel: so mufs bewiesen werden, dafs 
der Kegel P gleich ist der in die Kugel eingetragenen körperlichen Figur.
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Man beschreibe auf den Kreisen, deren Durchmesser die Linien FN, GM, BD, I-IL, 
IK, sind, Kegel, deren Spitze der Mittelpunkt der Kugel ist. Dann wird eine körperliche Rau­
te gebildet werden durch den Kegel, dessen Grundfläche der Kreis um FN, und dessen Spitze 
der Punkt A ist, und durch den Kegel, dessen Grundfläche derselbe Kreis, dessen Spitze aber 
der Punkt X ist. Diese Raute ist so grofs, als ein Kegel, dessen Grundfläche dem Mantel von 
NAF, dessen Höhe aber dem Perpendikel von X auf AF gleich ist. (S. 19.). Ferner ist das 
Stück einer Raute, welches begränzt wird von dem Theil eines Kegelmantels zwischen den par­
allelen Ebenen FN, GM, und von den Mänteln der Kegel FNX, GMX, so grofs als ein Ke­
gel, dessen Grundfläche dem Kegelmantel zwischen den parallelen Ebenen FN, GM, und des­
sen Höhe dem Perpendikel von X auf FG gleich ist; denn diefs ist bewiesen (S. 21.). Dem­
nächst wird auch das Kegelslück, welches von dem Theil eines Kegelmantels zwischen den par­
allelen Ebenen GM, BD, von dem Mantel des Kegels GMX, und von dem Kreise um den 
Dürchmesser BD beglänzt wird, so grofs sein, als ein Kegel, dessen Grundfläche dem Theil 
des Kegelmantels zwischen den Ebenen GM, BD, dessen Höhe aber dem Perpendikel von X 
auf GB gleich ist (S. 20.). Gleicherweise werden auch in der andern Halbkugel die Raute 
XKCI und die Kegelstücke eben so vielen und eben so grofsen Kugeln gleich sein, als die vor­
hin erwähnten waren. Offenbar ist also die ganze eingeschriebene körperliche Figur der Sum­
me der gedachten Kegel gleich; diese Summe aber ist dem Kegel P gleich, weil die Höhe des 
Kegels P der Höhe eines jeden der genannten Kegel, seine Grundfläche aber der Summe aller 
ihrer Grundflächen gleich ist. Daraus geht hervor, dafs die in die Kugel eingeschriebene kör­
perliche Figur dem angenommenen Kegel gleich ist.

Satz 28.
Die in einer Kugel beschriebene körperliche Figur, welche von Kegelmänteln umschlos­

sen wird, ist kleiner, als das Vierfache eines Kegels, dessen Grundfläche dem Normalkreise, 
und dessen Höhe dem Halbmesser der Kugel gleich ist.

Denn es sei P ein der eingeschriebenen körperlichen Figur gleichet Kegel, dessen F.79. 
Grundfläche so grofs, wie die Oberfläche der eingetragenen körperlichen Figur, dessen Höhe 
aber dem Perpendikel aus dem Mittelpunkte der Kugel auf eine Seite des eingeschriebenen Viel­
ecks gleich ist. Dagegen sei X ein Kegel, dessen Grundfläche dem Kreise ABCD, und dessen 
Höhe dem Halbmesser dieses Kreises gleich ist.

Weil nun die 'Grundfläche des Kegels P so grofs, wie die Oberfläche des in die Kugel 
eingeschriebenen Körpers, die Höhe aber dem Perpendikel aus Q auf AF gleich, und nach 
dem geführten .Beweise (S. 26.) die Oberfläche des eingeschriebenen Körpers kleiner ist, als 
das Vierfache des Normalkreises, so ist die Grundfläche des Kegels P kleiner als das Vierfache 
der Grundfläche von X. Es ist aber auch die Höhe von P kleiner, als die Höhe von X. Weil 
nun des Kegels P Grundfläche kleiner, als das Vierfache der Grundfläche von X, die Höhe 
von jenem aber kleiner ist, als die Höhe von diesem; so erhellet, dafs auch P selbst kleiner 
ist. als das Vierfache von X. Der Kegel P aber ist der eingeschriebenen körperlichen Figur 
gleich; mithin ist die eingeschriebene körperliche Figur kleiner, als das Vierfache des Kegels X.
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Satz 29.

F. 80. Es sei AB CD der Normalkreis einer Kugel, und uni AB CD sei ein. gleichseitiges
und gleichwinkliges Vieleck beschrieben, dessen Seitenzahl durch vier mefsbar ist. Das 
um den Kreis beschriebene Vieleck sei ferner eingeschlossen durch einen umschriebenen, mit 
AB CD koncentrischen Kreis, und während nun EG seine Lage behält, werde die Ebe­
ne EFGH umgewälzt, worin sich das Vieleck samt dem Kreise befindet. Dann ist klar, 
dafs der Umfang von ABCD in einer Sphäre sich bewegen werde, und der Umfang von EFGH 
in einer andern Sphäre, die mit der kleineren koncentrisch ist. Die Berührungspunkte der Sei­
ten aber beschreiben senkrecht auf AB CD stehende Kreise in der kleineren Sphäre, und die 
Winkelspitzen des Vielecks, mit Ausnahme der bei E und G, werden sich nach Kreisen in der 
gröfseren Sphäre senkrecht auf EFGH bewegen; die Seiten des Vielecks endlich werden sich in 
Kegelmänteln bewegen, wie in den vorigen Sätzen. Es wird also der von Kegelmänteln um­
schlossene Körper zu der kleineren Kugel ein umschriebener, zu der gröfseren aber ein ein­
geschriebener sein. Dafs nun die Oberfläche des umschriebenen Körpers gröfser sei, als 
die Sphäre, läfst sich auf folgende Weise zeigen:

Es sei KD der Durchmesser eines Kreises in der kleineren Kugel, so dafs K, D, die 
Punkte sind, in denen zwei Seiten des umschriebenen Vielecks den Kreis ABCD berühren. 
Indem nun die Sphäre von der auf ABCD senkrechten Ebene durch KD getheilt wird, so 
wird auch die Oberfläche der um die Kugel beschriebenen körperlichen Figur von dieser Ebene 
getheilt, und es ist augenscheinlich, dafs sie einerlei Gränzen in der Ebene haben; denn die 
Gränze beider Oberflächen ist der Umring des auf AB CD senkrechten Kreises um den Durch­
messer KD; auch sind beide nach einerlei Seite hohl, und die eine wird von der andern und 
von der Ebene umschlossen, welche mit dieser einerlei Gränzen hat. Hiernach ist die einge­
schlossene Oberfläche des Kugelabschnitts kleiner als die Oberfläche des darum beschriebenen 
Körpers (Annahme 4.); gleicherweise ist auch die Oberfläche des andern Kugelabschnitts klei­
ner, als die Oberfläche des darum beschriebenen Körpers: woraus erhellet, dafs die ganze 
Sphäre kleiner ist, als die Oberfläche des umschriebenen Körpers.

Satz 30.

Die Oberfläche eines um die Kugel beschriebenen Körpers ist einem Kreise gleich, des­
sen Quadrat des Halbmessers so grofs ist, wie das Rechteck unter einer Seite des Vielecks und 
unter der Summe aller Diagonalen desselben, die mit irgend einer über zwei Seiten des Viel­
ecks gespannten parallel sind.

Denn der um die kleinere Kugel beschriebene Körper ist zu der gröfseren ein einge­
schriebener. Es ward aber gezeigt, dafs die Oberfläche eines in die Kugel eingeschriebenen 
und von Kegelmänteln begränzten Körpers einem Kreise gleich sei, dessen Quadrat des Halb­
messers so grofs ist, wie das Rechteck unter einer Seite des Vielecks und der Summe aller der­
jenigen Diagonalen desselben, die mit irgend einer über zwei Seiten des Vielecks gespannten 
parallel sind (S. 25); woraus das Ausgesprochene hervorgeht.
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S a t z 31.
Die Oberfläche der um die Kugel beschriebenen körperlichen Figur beträgt mehr als 

das Vierfache des Nörmalkreises der Kugel.
Denn es sei die Kugel, der Kreis, und alles Uebrige wie vorhin angenommen, und F.gl. 

der Kreis L sei so grofs, wie die Oberfläche des nach der Annahme um die kleinere Kugel 
beschriebenen Körpers.

Weil nun in den Kreis EFGH ein gleichseitiges Vieleck von gerader Winkelzahl ein­
getragen ist, so verhält sich

die Summe aller mit FH parallelen Diagonalen ;FH = KH:KF 
mithin ist das Rechteck unter einer Seite des Vielecks und der Summe aller dieser Diagonalen 
gleich dem Rechteck FH X Defshalb ist

das Quadrat des Halbmessers von L = F H X K H. (a)
Es ist aber KH dem Durchmesser von ABCD gleich; denn es ist KH = 2XS, und 

XS ist der Halbmesser von ABCD (p); mithin leuchtet ein, dafs der Kreis L, d. h. die Obei- 
fläche der um die kleinere Kugel beschriebenen körperlichen Figur, gröfser ist, als der vier­
fache Normalkreis der Kugel. (7)

Satz 32.

Dem um die kleinere Kugel beschriebenen Körper ist ein Kegel gleich, dessen Grund­
fläche ein Kreis von der Gröfse der Oberfläche des Körpers und dessen Höhe der Halbmesser 
der Kugel ist.

Denn die um die kleinere Kugel beschriebene körperliche Figur ist zu der gröfsern ei­
ne eingeschriebene. Es ward aber bewiesen, dafs die in eine Kugel eingeschriebene, von Ke- 
celflächen umschlossene körperliche Figur so grofs sei, wie ein Kegel, der zur Grundfläche 
einen Kreis von der Gröfse der Oberfläche der körperlichen Figur, zur Höhe aber das Per­
pendikel vom Mittelpunkte der Kugel auf eine Seite der körperlichen Figur habe (S. 19.). Die­
ses Perpendikel ist aber dem Halbmesser der kleineren Kugel gleich, mithin ist die Behaup­
tung erwiesen.

Satz 33.
Hieraus erhellet, dafs die um die kleinere Kugel beschriebene körperliche Figur gröfser

(S. 31. Denn da L so grofs ist, wie die Oberfläche des Körpers, so ist nach S. 25 das Quadrat des Halbmessers 
von L so grofs, wie das Rechteck unter einer Seite und der Summe der Diagonalen:

(ß) Weil nämlich FKH = R, als Winkel im Halbkreise FEH, und FSX = R, als Winkel des Halbmessers mit der 
berührenden, so ist KH^öX, mithin KH : SX —HI : FX; nun ist FH—2FX: folglich KH —2SX — 
jBX=BD.

(7) Es ist nämlich so zu schliefsen."
das Quadrat des Halbmessers von L=FHxKH;

nun ist FH 2BX und KTI = 2ßX, also
das Quadrat des Halbmessers von L i> ^RX*; folglich L i> 4 rr BX* 
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sei, als das Vierfache eines Kegels, der zur Grundfläche den Normalkreis, und zur Höhe den 
Halbmesser der Kugel hat.

Weil nämlich die körperliche Figur so grofs ist, wie ein Kegel, dessen Grundfläche 
jener Oberfläche, dessen Höhe aber einem Perpendikel aus dem Mittelpunkte der Kugel auf 
eine Seite des Vielecks, d. h. dem Halbmesser der kleineren Kugel gleich ist (S. 32.), und weil 
die Oberfläche des umschriebenen Körpers mehr als das Vierfache des Normalkreises der Ku­
gel beträgt (S. 3rQ; so wird der um die Kugel beschriebene Körper gröfser sein, als das Vier­
fache eines Kegels, der zur Grundfläche den Normalkreis, zur Höhe aber den Halbmesser der 
Kugel hat; weil nämlich ein dem Körper selbst gleicher Kegel mehr als das Vielfache des er­
wähnten Kegels beträgt, denn die Grundfläche eines solchen ist mehr als viermal gröfser, und 
die Höhe gleich (S. 17. Lehnsatz I.)

Satz 34.
Wenn eine körperliche Figur in einer Kugel, und eine andere darum .durch ähnliche 

Vielecke nach der Weise der bisherigen Konstruktionen beschrieben, ist, so steht die Oberflä­
che der umschriebenen zur Oberfläche der eingeschriebenen im zwiefachen Verhältnisse der 
Seite des um den Normalkreis verzeichneten Vielecks zur Seite des in demselben Kreise be­
schriebenen; die umschriebene körperliche Figur selbst aber steht zur eingeschriebenen im drei­
fachen Verhältnisse derselben Seilen.

F. 82. Es sei AB CD ein Normalkreis der Kugel, und ein gleichseitiges Vieleck darin be­
schrieben, dessen Seitenzahl durch vier theilbar sein soll. Ein anderes dem eingeschriebenen 
ähnliches Vieleck werde darum beschrieben, so dafs die Seiten des umschriebenen Vielecks den 
Kreis in den Mitten der Bogen berühren, welche durch die Seiten des eingeschriebenen Viel­
ecks abgeschnitten werden. Die Linien EG, FH sollen rechtwinklig auf einander gestell­
te Durchmesser eines das umschriebene Vieleck einschliefsenden Kreises sein, und mit den 
Durchmessern AC, BD, der Läge nach über eins tim men, auch denke mau sich zwischen den 
entgegenstehenden Winkeln Diagonalen, die sowohl unter sich, als mit FBDH parallel sind. 
Wenn nun der Durchmesser EG in seiner Lage bleibt, die Umringe der Vielecke aber sich 
um den Durchmesser des Kreises herumwälzen, so wird die eine körperliche Figur eine in 
der Kugel beschriebene, die andere« eine umschriebene sein. Es ist nun also zu zeigen, dafs

Oberfl. d. äufs. Körp. : Oberfl. d. inn. Körp. = E L z : A K 2
und aufs. Körp. : inn. Körp. = EL3 : AK3

l) Es sei nun der Kreis M so grofs, als die Oberfläche des äufsern Körpers, N aber 
gleich der des innern; dann ist also das Quadrat des Halbmessers von M dem Rechteck unter 
EL und der Summe sämtlicher Diagonalen des umschriebenen Vielecks (S. 30.), das Quadrat 
des Halbmessers von N aber dem Rechteck unter AK und der Summe sämtlicher Diagonalen des 
eingeschriebenen Vielecks gleich (S. 25); und wegen Aehnlichkeit der Vielecke sind ja auch die 
Rechtecke unter den genannten Linien, d. h. unter den Summen von Diagonalen und den 

Seiten 
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Seiten der Vielecke ähnlich; («) mithin verhallen sie sich zu einander, wie die Quadrate der 
Polygonseilen. Die genannten Rechtecke verhallen sich aber auch, wie die Quadrate der Halb­
messer der Kreise M, N, mithin ist

Durchmesser von IVI : Durchmesser von N = EL : AK
Diese Kreise verhallen sich aber zu einander, wie die Quadrate ihrer Durchmesser, und sind 
den Oberflächen des äufsern und innern Körpers gleich; also erhellet, dafs

Oberfl. d. äufs. Körp. : Oberfl. d. inn. KÖrp. — EL2 : Afi2
2) Man nehme hierauf zwei Kegel X, O, au. Die Grundfläche von X sei dem Kreise 

M, die von O dein Kreise N gleich; die Höhe des Kegels X sei der Halbmesser SP der Kugel, 
die Höhe von O dagegen sei das Perpendikel S Q vom Mittelpunkte auf A K; dann ist der Ke­
gel X der um den Kreis beschriebenen körperlichen Figur, der Kegel O dagegen der einge­
schriebenen körperlichen Figur gleich, wie' bewiesen wurde (S. 32. 27.). Wegen Aehnlichkeit 
der Vielecke ist nun

E L : A K — S Q : S P 
also Hohe von X : Höhe von O — EL: AK.
Zugl. ist Durchmesser von M : Durchmesser von N = EL : AK 
Mithin sind die Durchmesser der Grundflächen der Kegel X, O, ihren Höhen proportionirt? 
folglich sind die Kegel ähnlich, und eben defshalb ist das Vcrhältnifs des Kegels X zum Kegel 
O das dreifache Vcrhältnifs des Durchmessers von M zum Durchmesser von N ('S. 17. Lohn­
satz 5.). Daraus erhellet, dafs huch

äuj's. Körper : inn. Körper = EL 3 ; AK3

Satz 35.
Jede Sphäre ist viermal so grofs, als der Normalkreis ihrer Kugel.
Es sei nämlich eine Kugel und ein Kreis A gegeben, welcher viermal so grofs ist, als F. 83. 

der Normalkreis. Ich behaupte, der Kreis A sei der Sphäre gleich. Denn wo nicht, so ist er 
entweder gröfser oder kleiner.

I) Die Sphäre sei gröfser als der Kreis. Hier sind nun zwei ungleiche Grö- 
fsen, die Sphäre und der Kreis A; es lassen sich also zwei ungleiche gerade Linien so anneh­
men, dafs die gröfsere zu der kleineren ein kleineres Vcrhältnifs habe, als die Sphäre zu dem 
Kreise (S. 31.). Man nehme demnach B, C, als diese Linien an, und D sei die mittlere Pro­
portionale zu B, C. Ferner stelle man sich vor, die Kugel sei von einer Ebene durch den 
Mittelpunkt nach dem Kreise EFGH geschnitten, und es sei sowohl-in dem Kreise als um 
denselben ein Vieleck beschrieben, dergestalt, dafs das äufsere dem innern ähnlich und das 
Vcrhältnifs der Seite des äufsern zur Seite des innern kleiner ist, als das Verhältnils von B 
zu D (S. 4.). Also ist auch das zwiefache Vcrhältnifs jener Seiten kleiner, als das zwiefache 
Vcrhältnifs dieser Linien; ferner ist

(S. 34. «) Weil nämlich Seide Vielecke ähnlich sind, so verhält sich jede Diagonale des äu&ern zur gleicfiliegenden 
des innern, wie EL : AK; mithin die Summe der Diagonalen des äufsern zur Summe der Diagonalen des in­
neren gleichfalls wie EL : AK; folglich haben beide Rechtecke proporlionirte Seiten, sind also ähnlich.

K
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B 2 : D 2 = B : C ( «) 
und das zwiefache Verhältnifs der Seite des äufsern zur Seite des innern Vielecks ist eben 
das Verhältnifs dei’ Oberflächen des umschriebenen Körpers und des eingeschriebenen (S. 34.). 
Also ist

Oberfl. des äufs. Körp. : Oberfl. d. inn. Korp. <5 Sphäre : A 
was aber widersinnig ist; denn die Oberfläche des äufsern Körpers ist gröfser als die Sphäre 
(S. 29.), die Oberfläche des innern dagegen ist kleiner als der Kreis A; indem erwiesen wurde, 
dafs die Oberfläche eines eingeschriebenen Körpers kleiner sei, als das Vierfache des Normal- 
kreises der Kugel (S. 26.), und weil das Vierfache des Normalkreises dem Kreise A gleich 
ist. (ß) Mithin ist die Sphäre nicht gröfser als der Kreis. Ich behaupte nun, sie sei auch 
nicht kleiner.

2) Die Sphäre mag nämlich, wo möglich, kleiner’ sein. Man bestimm«; 
gleichfalls die geraden Linien B, C, so dafs

B : C <! A : Sphäre', 
auch sei B : D = D : DC

und man beschreibe wieder ein inneres und ein äufseres Vieleck, so dafs
Seite des äufsern : Seite des innern <| B : D, 

mithin ist auch das zwiefache erstere Verhältnifs kleiner als das zwiefache zweite. Also ist 
Oberfl. des äufs. Körp. : Oberfl. d. inn. Korp. < A : Sphäre,

was ungereimt ist; denn die Oberfläche des umschriebenen Körpers ist gröfser, als der JKreis 
A (S. 31), die des eingeschriebenen aber ist kleiner als die Sphäre; mithin ist die Sphäre auch 
nicht kleiner als der Kreis A. (7) Es ward schon gezeigt, dafs sie nicht gröfser sei, folglich ist 
die Sphäre dem Kreise A gleich, d. h. dem Vierfachen des Normalkreises.

(S. 35. Weil D2 = BC ist,

(S) Die Uebersicht ist deutlicher so: Es sei die Sphäre = S, die Seite des äufsern Vifilecks~L, des innern=:l, 
die Oberfläche des äufsern Körpers=:F, des innem=f; aufserdem der Kreis A und die Linien B, C, D gege­
ben, wie im Texte vorgeschrieben. Dann hat man

B : C C S : A 
L : 1 C B : D

nach (1er Konstruktion

also auch 
ferner ist 
und

L 2 . 1 2 < B 2 : D 2 
B2:D2 = B : C 
L2:!2 =F : f (S. 34-)

also ist 
folg!, um so 
mithin auch

F : fCB2 : D2 oder F : t <B : C
mehr F : f < S : A 

F : SC f : A
F f

Nun ist F > S und f C A, also — ein unächter und — ein achter Bruch, was ungereimt ist. O Ä

Die Uebersicht ist ganz wie in Anmerkung ß, wenn man bei derselben Bezeichnung von der Proportion 
B : C C A : S ausgeht, wodurch man auf die Proportion F : A C f : S kommt, welche ungereimt ist, weil

F jetzt — ein unächter A — ein achter Bruch sein mufs.
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Satz 36.

Jede Kugel ist viermal so grofs, als ein Kegel, dessen Grundfläche dem Normalkreise 
und dessen Höhe dem Halbmesser der Kugel gleich ist.

Es sei eine Kugel, und in ihr ein Normalkreis AB CD. Wofern nun die Kugel nicht F. 84. 
gleich ist dem Vierfachen des erwähnten Kegels —

l) so sei sie, wo möglich gröfser als das Vierfache. Es sei nun X ein Ke­
gel, dessen Grundfläche viermal so grofs, als der Kreis ABCD, dessen Höhe aber dem Halb­
messer der Kugel gleich ist. Die Kugel ist mithin gröfser, als der Kegel X. Man wird also 
zwei ungleiche Gröfsen haben, die Kugel und den Kegel, so dafs es möglich ist, zwei unglei­
che gerade Linien dergestalt anzunehraen, dafs die gröfsere zur kleineren in kleinerem Ver­
hältnisse stehe, als die Kugel zum Kegel X (S. 3.). Diese Linien sollen K, G, sein, und man 
nehme ferner I, H, so an, dafs K - I = I - H = H - G sei. (a) Demnächst denke man sich 
in dem Kreise AB CD ein Vieleck, dessen Seitenzahl durch vier getheilt wird, und ein ande­
res ähnliches darum beschrieben, wie in den vorigen Sätzen; aijch sei

Seile des äufs. Vielecks : Seile des inn. Vielecks K : I (S. 4.)
auch sollen A C, B D, senkrechte Durchmesser sein. Wenn nun, bei unveränderter Lage des 
Durchmessers AC, die Ebene, worin die Vielecke sind, sich umwälzt, so wird die eine kör­
perliche Figur eine innere in der Augei, die andere eine äufsere sein, [und es wild die äufsere 
zur inuern im dreifachen Verhältnisse der Seite des umschriebenen Vielecks zur Seite des in 
dem Kreise AB CD beschriebenen stehen (S. 34.). Nun ist aber

die eine Seite : der andern <5 K : I,
also aucli die äufs. Figur : der inneren <! K 3 : 13
Es ist aber zugleich K : G > K3 : 13
(wie aus Lelmsätzen erhellet), (ß) Um desto mehr ist also

äufs. Jiärp. : inn. Kärp. K : G <*  Kugel 1 X

• I3 = (a + 2 d) 3 = a34-6a*d+ uad3 + §d8
J 3 = G K 2 4 3 a d 2 + 8 d “

mithin I« > GK*, folglich K : G > K3 : l3

odcr äufs. Körp. : Kugel <j inn. Kärp. : X,
was unmöglich ist; denn die äufsere körperliche Figur ist gröfser als die Kugel, die innere aber 
kleiner, als der Kegel X; weil dieser viermal so grofs ist, als ein Kegel, der zur Grundfläche 
den Kreis AB CD, zur Höhe aber den Halbmesser der Kugel hat, und weil die eingeschriebene 
körperliche Figur weniger als das Vierfache des letzteren Kegels beträgt (8. 28-). Folglich ist 
die Kugel nicht gröfser, als das Vierfache des Kegels X.

(S. 36. «) <1. li. man mache T = ’ (aK + G) und (iG+K).
(3) Ein Lehnsatz dieser Art kommt bei Archimedes nicht vor; er hätte etwa so lauten müssen: Wenn vier Grö­

fsen eine steigende arithmetische Progression bilden, so ist das (geometrische) Verhältnifs der vierten zur ersten 
gröfser, als das dreifache Verhältnifs der vierten zur dritten. Gegenwärtig bilden nun die vier Linien G, H, I, K, 
eine steigende arithmetische Progression, daher sei G = a, H = a-J-d, I=a-j-2d, K = a4gd: dann wird be­
hauptet, es sei K : G > Ks : I1. Nun ist gewifs

. K:G = KS :GKl
GK2 = a (a + 3 d) e = a 3 + 6 a,* d 4 9 a d *

K 2
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2) Sie sei nun, wenn es möglich ist, kleiner als das Vierfach c.'Man neh­
me die geraden Linien H, G, so an, dafs K^G, und dafs

K : G < X : Hügel.
Ferner setze man I, H, wie zuvor, denke sich in dem Kreise AB CD ein Vieleck, und ein an­
deres darum so beschrieben, dafs

Seite des äufsern : Seile des innern <! K ; I (S. 4.) 
und alles Uebrige wie vorhin konstruirt. Dann wird also dei’ umschriebene Körper zu dem 
eingeschriebenen im dreifachen Verhältnisse der Seilen des um und in AB CD beschriebenen 
Vielecks stehen (S. 34.). Es ist aber

Seite des einen Vielecks : Seit. d. and. <! K : I
also auch mifs. Körp. : ihn. Körp. <1 K 3 : I 3
ferner ist K : G K 3 : 13,
folglich äufs. Körp. : inn. Körper < K : G <| X : Kugel, (7)
was unmöglich ist ; denn die eingezeichnete körperliche Figur ist kleiner als die Kngöl, die um­
schriebene aber gröfser als der Kegel X. Demnach ist die Kugel auch nicht kleiner, als das 
Vierfache eines Kegels, dessen Grundfläche dem Kreise AB CD, und dessen Höhe dem Halb­
messer der Kugel gleich ist; dafs sie nicht gröfser sei, ward schon gezeigt: folglich ist sie so 
grofs, als das Vierfache.

Satz 37.
Nachdem dieses erwiesen, so ist einleuchtend, dafs jeder Cylinder, welcher zur Grund­

fläche den Normalkreis einer Kugel, und eine Höhe hat, die dem Durchmesser der Kugel 
gleich ist, anderthalbmal so viel beträgt, als die Kugel; und sein Mantel samt den Grundflä­
chen anderthalbmal so viel, als die Sphäre. li .

Denn der gedachte Cylinder ist das Sechsfache eines Kegels auf demselben Grundfläche, 
dessen Höhe dem Halbmesser gleich ist; (a) die Kugel aber beträgt nach dem Beweise (S. 36) 
das Vierfache eben dieses Kegels, folglich beträgt der Cylinder anderthalbmal so viel als die 
Kugel, (ß) . .

Weil ferner gezeigt worden, dafs der Mantel eines Cylindcrs einem Kreise gleich sei, 
dessen Halbmesser die mittlere Proportionale zwischen der Seite des Cylindcrs und dem Durch­
messer seiner Grundfläche ist (S. 14.), und weil die Seite des erwähnten, die Kugel umschlief­
senden Cylindcrs dem Durchmesser der Grundfläche gleich ist; so ist folglich die mittlere 
Proportionale der letzteren Linien ebenfalls dem Durchmesser der Grundfläche gleich. Ein 
Kreis aber, dessen Halbmesser so grofs ist, wie der Durchmesser der Grundfläche, beträgt 
viermal so viel, als die Grundfläche, d. h. als der Normalkreis. Demnach wird der Cylinder- 
mantel viermal so grofs sein, als der Normalkreis. Die ganze Oberfläche des Cylinders, näm­
lich der Mantel samt den Grundflächen, wird also das Sechsfache des Normalkcises betragen.

W) Also auch äufs. Körp. ; X •< inn. Körp. : Kugel.
(S, 37. «) Hätte der Cylinder den Halbmesser der Kugel zur Höhe, so betrüge er das Dreifache des Kegels (Eukl. 

XII, 10), jetzt also das Sechsfache (S. 17. Lehnsatz 3).
(ß) Der Cylinder sei=C, der Kegel = K, die Kugel = G, so ist | C=K und * G=K, folglich $ C = JG, d. h.

ä G = C.
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Die Sphäre aber ist dem Vierfachen des Normalkreises gleich; folglich beträgt die ganze Ober­
fläche des Cylinders anderthalbmal so viel, als die Sphäre.

Satz 38.
Dio Oberfläche eitles in einen Kugelabschnitt eingeschriebenen Körpers ist so grofs, als 

ein Kreis, dessen Quadrat des Halbmessers dem RechteckUnter einer Seite des in den Abschnitt 
des Normalkreises eingeschriebenen Vielecks, und unter der Summe aus sämtlichen mit der 
Grundlinie des Kreisabschnitts parallelen Diagonalen samt der halben Grundlinie des Abschnitts 
gleich ist.

Es sei,eme Kugel und in ihr ein Abschnitt vorhanden, dessen Grundfläche der Kreis F.85. 
um AG ist,. Man beschreibe darin einen Körper, wie angegeben ist (S. 23), der von Ke­
gelmänteln umschlossen wird; auch sei A G II ein Normalkreis, und das Vieleck AF habe eine 
gerade Anzahl gleicher Seiten, die Seite AG ungerechnet. Ferner werde ein Kreis L angenom^ 
inen, dessen Quadrat des Halbmessers dem Rechteck AC X (EF 4~ CD 4- AK) gleich ist. 
Man soll also zeigen, dafs der Kreis L so grofs sei, als die Oberfläche des Körpers.

Es sei demnach ein Kreis M angenommen, dessen Quadrat des Halbmessers dem Recht­
eck EH X i FF gleich ist; dann ist M gleich dem Mantel eines Kegels, dessen Grundfläche 
der Kreis um'EF, dessen Spitze-aber der Punkt II ist (S. 15); Ferner werde ein anderer Kreis 
N angenommen, dessen Quadrat des Halbmessers dem Rechteck ECX£(EF 4* CD) gleich 
ist; dann wird dieser Kreis dein Kegelmantel zwischen den parallelen Ebenen . durch EF, CD, 
gleich sein (S. 17.). Noch ein anderer Kreis X werde gleichfalls angenommen, dessen Quadrat 
des Halbmessers dem Rechteck AC X i (CD 4- AG) gleich ist; er selbst also ist dem Kegel­
mantel Zwischen den parallelen Ebenen durch AG, CD, gleich (S. 17.). Die Summe der Kreise 
wird hiernach der ganzen Oberfläche des Körpers,' und die Summe der Quadrate ihrer Halb­
messer wiftEdbin Rechtecke AC X (EF 4- C D 4- AK) gleich sein. Es war aber auch das Qua­
drat des Halbmessers vorn Kreise L eben diesem Rechtecke gleich; also wird.der Kreis L = M 
4- N 4- X, («) mithin auch so grofs sein, wie die Oberfläche des eingeschriebenen Körpers.

Satz 39.

Eine Kugel werde aufserhalb des Mittelpunktes von einer Ebene geschnitten, und in F.86. 
ihr der Normalkreis A E F, 'Welcher die schneidende Ebene senkrecht trifft; auch sei in dem 
Kreisabschnitte ABC ein gleichseitiges Vieleck von gerader Seitenzahl beschrieben, die Grund­
linie AB ungerechnet. Ganz wie früher also, wenn, bei unverrückter Lage von CF, die Fi­
gur sich umwälzt, werden die Winkelscheitel D, E, A, B, nach Kreisen sich bewegen, deren 
Durchmesser DE, AB, sind, die Seiten dei’ Figur aber nach Kegelmänteln, (a) und es wird.

(8. 38- “) Fs sei L=xa2, M— xb2, N = xc*, X—xd2; ist nun a 2 — b 2 4* c 2d 2, so mufs auch xa2 
= x b 2 + x c » + x <12 , <k li. L = M + N + X sein.

(S. 39. «) Hiebei ist nicht beachtet, dafs ein Seitenpaar der Figur sich auch in einem Cylindermantel bewegen kön­
ne, und sonderbar genug giebt die beigezeichnete Figur das Bild eines solchen Falles, welcher eintritt, wenn 
der Bogen ACB zwei Drittheile des .Kreisumfangs beträgt, und das eingeschriebene Vieleck vier gleiche Seiten 
ohne die Grundlinie hat. Vielleicht dachte sich Archimedes den Abschnitt kleiner als die Halbkugel, woge- 
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F.87.

die entstellende körperliche Figur, umschlossen von Kegelmänteln, zur Grundfläche den Kreis 
um den Durchmesser AB, zur Spitze aber den Punkt C haben. Aus denselben Gründen wie 
zuvor wird dann ihre Oberfläche kleiner sein, als die Oberfläche des umschliefsenden Kugel­
abschnitts (S. 24.).

Denn sowohl der Kugelabschnitt, als die körperliche Figur haben zur gemeinschaftlichen 
Gränze den Umfang des Kreises um den Durchmesser AB, auch sind beide Oberflächen nach 
einerlei Seite hohl, und werden von einander umschlossen (Annahme 4.)

Satz 40.
Die Oberfläche der in einen Kugelabschnitt eingeschriebenen körperlichen Figur ist 

kleiner, als ein Kreis, dessen Halbmesser einer von dem Pole des Abschnitts an den Umfang 
des Grundkreises gezogenen Sehne gleich ist.

Es sei eine Kugel vorhanden, in ihr der Normalkreis AB FE, in der Kugel ein Ab­
schnitt, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AB ist, in den Abschnitt sei die 
erwähnte Figur eingetragen; und alles Uebrige sei wie oben, also HL der Durchmesser der 
Kugel, und die Linien LE, HA, gezogen. Auch soll M ein Kreis mit dem Halbmesser == HA 
sein. Man wird zeigen müssen, dafs der Kreis M gröfser sei, als die Oberfläche der körper­
lichen Figur.

Es ward bewiesen, dafs die Oberfläche derselben so grofs sei, als ein Kreis, dessen 
Quadrat des Halbmessers dem Rechteck EH X (EF 4- CD + AK) gleich ist (S. 38.). Ferner 
ward erwiesen, dafs EH X (EF + CÜ4 AK) = EL X KH sei (S. 23.). Nun ist EL X KH 

AH2; denn ELXKH < HL X KH — AH2. Demnach;ist einleuchtend, dafs der Halb­
messer eines Kreises, welcher der Oberfläche der körperlichen Figur gleich ist, kleiner sei, 
als der Halbmesser von M («) woraus hervorgeht, dafs M gröfser ist, als die Oberfläche der 
körperlichen Figur.

Satz 41.

Die in einen Kugelabschnitt, welcher kleiner ist, als die Halbkugel, eingeschriebene, 
von Kegelmänteln umschlossene körperliche Figur beträgt zusammepgeuommen mit dem Kegel, 
dessen Grundfläche eben die des Abschnitts, dessen Spitze aber der Mittelpunkt der Kugel ist,

gen zwar die Gestalt der Figur streitet, was man jedoch trotz dem annehmen kann. Indessen läfst sich der Bevzeis 
auch für den Fall ergänzen, wo AD einen Cylindermantel beschreibt. Mau wird nämlich nur zu zeigen haben 
dafs dieser Cylindermantel AD kleiner sei, als die Zone AD.

Fügt man nun zu beiden den Kreis DE, so entstehen zwei Oberflächen, nämlich der Cylindermantel AD + 
Kreis DE, und die Zone AD + Ärers DE. Beide Oberflächen haben zur gemeinschaftlichen Gränze den Kreis 
AB, sind nach einerlei Seite hohl und umschliefsen einander einestheils, anderentheils fallen sie zusammen in 
dem Kreise DE; also ist die umschliefscnde gröfser, als die umschlossene, d. h.

Zone 4- Kr. DE > Cylindermantel + Ar, DE 
folglich ist auch nach Wegnahme des Kreises DE die Zone gröfser, als der Cylindermantel.

(S- 40. «) Denn setzt man den Halbmesser jenes Kreises = r, so ist r*=;ELxKH, mithin r* «SAH1, also auch 
r<AH.
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so viel wie ein Kegel, dessen Grundfläche gleich der Oberfläche der körperlichen Figur, dessen 
Höhe aber das Perpendikel aus dem Mittelpunkte der Kugel auf eine Seite des Vielecks ist.

Es sei nämlich eine Kugel vorhanden, in ihr ein Normalkreis mit einem Abschnitte, F.88- 
der kleiner als der Halbkreis ABC ist, und E sei der Mittelpunkt. In dem Abschnitte ABC 
werde ein Vieleck von gerader Anzahl gleicher Seiten, AC ungerechnet, eben so wie früher 
eingetragen, auch bilde bei ungeänderter Lage von BE die Kugel durch Umwälzung einen von 
Kegelmänteln umschlossenen Körper, und auf dem Kreise um den Durchmesser AC werde ein 
Kegel errichtet mit der Spitze im Mittelpunkte. Ferner sei der Kegel K angenommen, dessen 
Grundfläche gleich der Oberfläche des Körpers, dessen Höhe aber gleich ist dem Perpendikel 
aus dem Mittelpunkte E auf eine Seite des Vielecks. Dann soll gezeigt werden, dafs der Ke­
gel K so grofs sei, wie der erwähnte Körper- nebst dem Kegel AEC.

Man errichte also Kegel auf den Kreisen um die Durchmesser GH, FL, mit den Spit­
zen in E. Dann ist die körperliche Raute GBHE einem Kegel gleich, dessen Grundfläche 
dem Kegelmantel GBH, und dessen Höhe dem Perpendikel von E auf GB gleich ist (S. 19.).

Das Stück einer Raute ferner, welches von dem Theil eines Kegelmantels zwischen den 
parallelen Ebenen durch GH, FL, und von den Kegelmänteln FEL, GEH, beglänzt wird, 
ist einem Kegel gleich, dessen Grundfläche so grofs wie der Theil des Kegelmantels zwischen 
den parallelen Ebenen durch GH, FL, und dessen Höhe so grofs ist, wie das Perpendikel 
aus E auf FG (S. 21.). Das Stück einer Raute endlich, welches von dem Theil eines Kegel­
mantels zwischen den parallelen Ebenen durch FL, AC, und von den Kegelmänteln AEC, FEL 
umschlossen wird, ist einem Kegel gleich, dessen Grundfläche dem Theil eines Kegelmantels 
zwischen den parallelen EbeiiAi durch FL, AC, und dessen Höhe der senkrechten von E auf 
FA gleich ist. Die Summe der erwähnten Kegel wird nun so viel betragen, als die Summe 
der eingeschriebenen körperlichen Figur und des Kegels AEC. Die Höhe dieser Kegel ist 
deich dem Perpendikel von E auf eine Seite des Vielecks, die Summe ihrer Grundflächen aber 
beträgt so viel, als die Oberfläche des Körpers AFGBHLC; es hat indessen auch der Kegel 
K dieselbe Höhe und eine der Grundfläche des eingeschriebenen Körpers gleiche Grundfläche: 
also ist dieser Kegel so grofs, wie die Summe der genannten Kegel; diese war aber, wie nach­
gewiesen ist, der eingeschriebenen körperlichen Figur nebst dem Kegel AEC gleich: demnach 
ist der Kegel K so grofs, wie die körperliche Figur mit dem Kegel EAC.

Folgerung. Hiedurch ist einleuchtend, dafs ein Kegel, welcher zur Grundfläche ei­
nen Kreis, dessen Halbmesser- so grofs ist; wie eine Sehne vom Pole des Abschnitts bis an den 
Umring des Grundkreises des Abschnitts, zur Höhe aber den Halbmesser der Kugel hat, gröf­
ser sei, als die eingeschriebene körperliche Figur samt dein Kegel.

Denn der vorgedachte Kegel ist gröfser, als ein Kegel, welcher dem Körper nebst dem 
Kegel gleich ist, der zur Grundfläche die Grundfläche des Abschnitts, zur Spitze aber den 
Mittelpunkt hat, d. h. als derjenige Kegel, dessen Grundfläche der Oberfläche des Körpers, 
dessen Höhe aber dem Perpendikel au,? dem Mittelpunkte auf eine Seite des Vielecks gleich ist. 
Jene Grundfläche ist nämlich nach dem Beweise (S. 40.) gröfser, als diese, und jene Höhe 
gröfser, als diese.



g0 Von der Kugel

Satz 42.
F-89. Es sei eine Kugel mit dem Normalkreise AfiC vorhanden, wovon durch AB weniger

als ein Halbkreis abgeschuitten werde. Der Mittelpunkt sei D, und von ihm seien nach A, B, 
die Halbmesser DA, DB, gezogen. Um den dadurch entstehenden Ausschnitt werde ein Viel­
eck beschrieben, und um dieses ein Kreis, welcher mit dein Kreise ABC einerlei Mittelpunkt 
haben wird. Wenn nun, bei ungeänderter Lage von EK, das Vieleck sich umwälzt, bis es 
seine erste Lage wieder eingenommen, so wird der umschriebene Kreis nach eiiier Sphäre sich 
bewegen, und die Winkelspilzen des Vielecks werden Kreise beschreiben, deren Durchmesser 
mit AB parallele Diagonalen des Vielecks sind. Die Berührungspunkte der Seiten des Vielecks 
und des kleineren Kreises beschreiben in der kleineren Kugel Kreise, deren Durchmesser mit 
AB parallele Sehnen zwischen den Berührungspunkten sind; die Seiten selbst aber werden sich 
nach Kegelmänteln bewegen. Es wird dann einen umschriebenen, von Kegelmänteln umschlos­
senen Körper geben, dessen Grundfläche der Kreis um FG ist. Die Oberfläche des genannten 
Körpers ist aber gröfser, als die Oberfläche des kleineren Kugelabschnitts auf dem Gruudkrei- 
se um AB.

Denn man ziehe die berührenden AM, BN; sic werden sich daun nach einem Kegel­
mantel bewegen, und die körperliche Figur, weiche durch das Vieleck AMHELNB entsteht, 
wird gröfser sein, als die Oberfläche des Kugelabschnitts auf dem Grundkreise um AB, weil 
beide zur gemeinschaftlichen Granze in einerlei Ebene den Kreis um AB haben, und der Ab­
schnitt von der Figur eingeschlossen wird. Aber dec durch FM, GN, entstandene Kegelman­
tel ist gröfser, als der durch AM, BN entstandene; denn als Hypotenuse ist FM gröfser als 
AM, und GN gröfser als BN; und in solchem Falle ist eben die eine Oberfläche gröfser als 
die andere. Diefs ist nämlich erwiesen. («) Es erhellet mithin, dafs auch die Oberfläche der 
umschriebenen körperlichen Figur gröfser ist, als die Oberfläche des Abschnitts der kleineren 
Kugel.

Satz 43.
Nun erhellet auch, dafs die Oberfläche der um einen Kugelausschnitt beschriebenen 

körperlichen Figur so grofs ist, wie ein Kreis, dessen Quadrat des Halbmessers dem Rechteck 
unter einer Seite des Vielecks und unter der Summe aller Diagonalen samt der halben Grund­
linie des Vielecks gleich ist.

Denn die um den Kugelausschnitt beschriebene körperliche Figur ist eine eingeschriebe­
ne zu dem Abschnitte der größeren Kugel; daher folgt diefs aus der obigen Darstellung 
(S. 38.}.

Satz 44.
Die Oberfläche des um einen Kugelausschnitt beschriebenen Körpers ist gröfser, als ein 

Kreis,

42. «) Der Beweis ist aus den vorhergegangenen Sätzen leicht zu führen, indem sirh sowohl der Kegelmantel 
FM, als auch der Kegelmantel AM durch Kreise atBdruöken lassen. Der Halbmesser des ersteren Kreises sei r, 
des letzteren f, so ist r» = FMxJ CF G + MN) und f’sAMxä (AB 4-MN) (S. 17.). Nun ist FM>AM 
und FG > AB, mithin r2 > f 2, folglich der erstere Kreis gröfser als der letztere.
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Kreis, dessen Halbmesser der Sehne vom Pole des Kugelabschnitts bis an dem Umring des 
Grundkreises des Abschnitts gleich ist.

Es sei eine Kugel vorhanden, wozu der Normalkreis ADBC, der Mittelpunkt E ist. 
Um den Ausschnitt ADBE beschreibe man das Vieleck LFK, und um dieses einen Kreis; 
auch werde daraus wie zuvor eine körperliche Figur gebildet. Daun gebe es einen Kreis N, 
dessen Quadrat des Halbmessers so grofs ist. wie das Rechteck unter einer Seite des Vielecks 
und der Summe aller Diagonalen nebst 4 KL. Dieses Rechteck ist gleich dem Rechteck unter 
MH und FG, welches die Höhe des Abschnitts der greisem Kugel ist. Diefs wurde nämlich 
zuvor erwiesen (S. 23.). Folglich ist

das Quadrat des Halbmessers von N = MH X
allein es ist FG>DX; denn ziehen wir HF, so ist KF h AD, zugleich ist AB KL und 
FE ist gemeinschaftlich, mithin AFKG ~ AD AX; nun ist FK ;> AD, also auch F G D X* 
Ferner ist MH = CD; denn zieht man die Verbindungslinie EO, so ist MO = OF und 
HE = E F, mithin EO |MH; also MH = 2 EO; zugleich ist C D = 2 E0, folglich M H 
= GD. («) Endlich ist CD X DX= AD2; (ß) also ist die Oberfläche der körperlichen Figur 
KFL gröfser, als ein Kreis, dessen Halbmesser der Sehne vom Pole des Kugelabschnitts bis 
an den Umfang des Kreises um AB, d. h. des Grundkreises für den Abschnitt, gleich ist; 
denn der Kreis N ist so grofs, wie die Oberfläche der um den Ausschnitt beschriebenen kör­
perlichen Figur (S. 43.).

Satz 45.
Nun ist auch die um einen Kugelausschnitt beschriebene körperliche Figur samt dem F. 90. 

Kegel auf dem Grundkreise um den Durchmesser KL, mit der Spitze im Mittelpunkte, so 
grofs, wie ein Kegel, dessen Grundfläche der Oberfläche der körperlichen Figur, dessen Höhe 
aber dem Perpendikel aus dem Mittelpunkte auf die Seite, d. h. dem Halbmesser der Kugel 
gleich ist.

Denn die um den Ausschnitt beschriebene körperliche Figur ist eine eingeschriebene zu 
dem Abschnitte der gröfsern koncenirischen Kugel. Demnach erhellet das Behauptete aus der 
früheren Darstellung (S. 41.).

Satz 46.
Hieraus erhellet, dafs die umschriebene körperliche Figur nebst dem Kegel gröfser ist, 

als ein Kegel, der zur Grundfläche einen Kreis, dessen Halbmesser einer Selpie vom Pole des 
Abschnitts der kleineren Kugel an den Umring des Grundkreises dieses Abschnitts gleich ist, 
zur Höhe aber den Halbmesser hat.

Denn ein dieser körperlichen Figur samt dem Kegel gleicher Kegel (S. 45.) wird eine 
gröfserc Grundfläche haben, als den erwähnten Kreis (S. 44.), eine Höhe aber, welche dem 
Halbmesser der kleineren Kugel gleich ist.

(S. 44. «) Also auch mixFG i> CDxDX, <1. h. das Quadr. des Halbmessers von N> CDxOX.
(ß) Folglich auch das Quadrat des Halbmessers von N t* AD*, mithin ist der Kreis N gröfser als ein Kreis um 

den Halbmesser A D.
I.
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Satz 47.
F. 91. Es sei eine Kugel vorhanden, darin ein Norniälkreis, und hierin der Abschnitt ABC,

kleiner als der Halbkreis, und D sei der Mittelpunkt. In dem Ausschnitte AB CD werde ein 
Vieleck von gerader Winkelzahl beschrieben, dann ein ilim ähnliches darum, so dafs die Sei­
ten einander parallel sind, und um das äufsere Vieleck ein Kreis. Endlich bilde man durch 
Umwälzung der Kreise um die in ihrer Lage beharrende BG, wie zuvor, von Kegelmänteln 
umschlossene körperliche Figuren. Es soll nun gezeigt werden, dafs die Oberfläche der äus- 
sern zur Oberfläche der Innern körperlichen Figur im zwiefachen Verhältnisse der Seite des 
äufsern zur Seite des innern Vielecks stehe, die Summe der körperlichen Figur und ihres Ke­
gels aber im dreifachen Verhältnisse der Seiten.

l) Es sei nämlich ein Kreis M vorhanden, dessen Quadrat des Halbmessers dem 
Rechteck unter einer Seite des äufsern Vielecks und der Summe aller Diagonalen samt f EF 
gleich ist; so wird dieser Kreis der Oberfläche des äufsern Körpers gleich sein (S. 43). Dann 
werde noch ein Kreis N angenommen, dessen Quadrat des Halbmessers so grofs ist, wie ein 
Rechteck unter einer Seite des innern Körpers und der Summe aller Diagonalen nebst 5 AC, 
60 wird ebenfalls dieser Kreis der Oberfläche des imkeren Körpers gleich sein (S. 38.).

Die erwähnten Rechtecke verhalten sich aber 'zu einander, wie EK 2 : AL2, folglich 
das eine Vieleck zu dem andern, wie M : N, woraus erhellet, dafs auch
Oberfl. d. äufs. Körp. : Oberfl. d. inn. Körp. =EK2 : AL2 = äufs. Vieleck : inn. Vieleck.

2) Ferner sei ein Kegel X vorhanden, dessen Grundfläche dem Kreise M, dessen Höhe 
aber dem Halbmesser der kleinern Kugel gleich ist; so ist dieser Kegel gleich der umschriebe­
nen körperlichen Figur nebst dem Kegel, dessen Grundfläche der Kreis um EF, und dessen 
Spitze D ist. Noch sei ein anderer Kegel O vorhanden, dessen Grundfläche N, und dessen 
Höhe einer senkrechten aus D auf AL gleich ist; so wird er ebenfalls der eingeschriebenen 
körperlichen Figur nebst dem Kegel, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser A C, 
und dessen Spitze D ist, gleich sein, wie dieses alles zuvor dargelegl ist (S. 45. 41.). Es ver­
hält sich aber)

EK : Halbmess. d. klein. Hug. = AL : Perpendikel aus D auf AL ®

fS. 47. a) Das erstere Rechteck sei = P, das andere =p, die Summe der Diagonalen des äufsern Vielecks sei — 
die Summe der Diagonalen des innern sei = 3, die Vielecke selbst = V und = v, »o iit P=EKx (S + JEP) 
und p = ALx (s + a AC), mithin

P : P = EK (S + J EF) : AL G + 2 Ac>
Nun sind die Vielecke ähnlich, also verhält sich jede Diagonale des äulsern zur ähnlich liegenden des innern, 

wie EK : AjL, mithin auch S : s = EK : AL,
ferner ist auch JEF : J A C = E K : AI.,
mithin (S + JEF) : (s +JAC) = EK : AL,
folglich P : p = EK2 : AL»,
auch ist V : v — EK» : AL»
und M : N = P : p

also V : v = IVI : N

£) Denn man ziehe DI senkrecht auf EK, so ist sofort EK:ID = AL:QD;
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und es ist bewiesen, dafs
EK : AL = Halbmess, von M : Halbmess, von N

= Durchmess. von M : Durchmess, von N, folglich 
Durchmess. d. Grundfl. von X : Durchmess. d. Gdfl. von O = Höhe von X : Höhe von O.

mithin sind die Kegel ähnlich, also steht der Kegel X zum Kegel O im dreifachen Verhältnisse 
des einen Durchmessers zum andern (S. 17. Lehnsatz 15.) : woraus erhellet, dafs auch

{äufs. Körp. -f- Kegel) : {inn. Körp. -j- Keg.) = Eli3 : AL5.

Satz 48.
Die Oberfläche eines jeden Kugelabschnitts, der kleiner ist, als die Halbkugel, ist ei­

nem Kreise gleich, dessen Halbmesser so grofs ist, wie eine vom Pole des Abschnitts an den 
Umfang des Grundkreises gezogene Sehne.

Es sei eine Kugel, in ihr der Normalkreis ABC und ein Kugelabschnitt, kleiner als F. 92. 
die Halbkugel, vorhanden, dessen Grundfläche der Kreis um AC, senkrecht auf dem Kreise 
ABC stehend, sein soll; auch werde ein Kreis F angenommen, dessen Halbmesser = AB ist* 
Dann ist zu zeigen, dafs die Oberfläche des Abschnitts ABC dem Kreise F gleich sei.

1) Denn wo nicht, so sei die Oberfläche gröfser, als der Kreis F. Man 
nehme D als den Mittelpunkt an, ziehe aus D die Halbmesser DA, D C, und verlängere sie. 
Da hier mm zwei ungleiche Gröfsen vorhanden sind, idie Oberfläche des Abschnitts und der 
Kreis F, so beschreibe man in dem Ausschnitt ABC ein gleichseitiges Vieleck von gerader 
Winkelzahl, und ein anderes ihm ähnliches darum, so dafs das umschriebene Vieleck zu dem 
eingeschriebenen ein kleineres Verhältnifs hat, als die Oberfläche ides Kugelabschnitts zum 
Kreise F (S. 6.). Wird nun der Normalkreis umgewälzt, wie früher, so werden zwei von 
Kegelmänteln umschlossene körperliche Figuren entstehen, eine äufsere und eine innere,] und 
es wird sich verhalten

Oberfl. d. äufs. Vielecks : Oberfl. d. inn. Vielecks = äufs. Vieleck : inn. Vielecks 
denn jedes dieser Verhältnisse ist das zwiefache des Verhältnisses der Seile des äufsern zur 
Seite des innern Vielecks (S. 47.). Es war aber

äufs. Vieleck : inn. Vieleck <1 Oberfl. d. Kugelabschnitts : F, 
auch ist die Oberfläche der äufsern körperlichen Figur gröfser, als die Oberfläche des Kugel­
abschnitts (S. 42.), mithin ist die Oberfläche der innern körperlichen Figur auch gröfser, als 
der Kreis F, was aber unmöglich ist, («) denn es ward erwiesen, dafs eben diese Oberfläche 
kleiner sei, als ein Kreis von solcher’ Gröfse (S. 40.).

(7) Vorhin war nämlich (Anmerkung «)
M : N = V : v = EK* : AL*

also auch EK* : AL* = Quadr. d. Ilalbmess. v. M : Quadr. d. Ilalbmess, v. N
mithin EK : AL = Ilalbmess. v. M : Ilalbmess. c. N

(S. 43. d) Das äufsere Vieleck sei = V, das innere = v, die Oberfläche des äufsern Körpers = P, des innern = p, 
des Kugelabschnitts =; 8, so ist

V : v < S : F (Annahme.) 
ferner ist P : p = V : v

p~y<mF
L 2
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2) Nun sei der Kreis gröfser, als die Oberfläche. Dann beschreibe man auf 
dieselbe Weise ähnliche äufsere und innere Vielecke, so dafs

äufs. P ieleck : inn. Vieleck <! F : Oberfläche des Abschnitts (ß)
demnach ist die Oberfläche nicht kleiner, als der Kreis F. Dafs sie nicht gröfser sei, ist schon 
gezeigt, folglich ist sie ihm gleich.

Satz 49.
Wenn ein Abschnitt gröfser ist, als die Halbkugel, so ist gleichfalls die Oberfläche des­

selben einem Kreise gleich, dessen Halbmesser der Sehne vom Pole des Abschnitts bis an den 
Umring des Grundkreises gleich ist.

F. 93. Denn es sei eine Kugel samt dem Nonnalkreise in ihr vorhanden, und man stelle sie
sich von einer senkrechten Ebene nach AD geschnitten vor, so dafs ABD kleiner ist, als die 
Halbkugel; auch stehe der Durchmesser BC senkrecht auf AD, und man ziehe von BC 
nach A die Sehnen BA, CA. Ferner' sei E ein Kreis, dessen Halbmesser = AB, dann F 
ein Kreis, dessen Halbmesser = AC, und G ein Kreis, dessen Halbmesser = CB. Demnach 
ist G = E 4- F. (a) Nun ist aber der Kreis G der ganzen Sphäre gleich, weil jener sowohl 
als dieser viermal so grofs ist, als der Kreis um den Durchmesser BC: ferner ist der Kreis 
E so grofs, wie die Oberfläche des Abschnitts ABD, was eben für den Abschnitt bewiesen 
wurde, der kleiner als die Halbkugel ist (S. 48.). Folglich ist der zum Reste bleibende Kreis 
F der Oberfläche des Abschnitts ACD gleich, welcher gröfser ist, als die Halbkugel.

Satz 50.
Jeder Kugelausschnitt ist so grofs, wie ein Kegel, dessen Grundfläche der Oberfläche 

des zu dem Ausschnitte gehörigen Kugelabschnitts, dessen Höhe aber dem Kugelhalbmesser 
gleich ist.’

F. 94. Es sei eine Kugel mit ihrem Normalkreise ABD und ihrem Mittelpunkte C vorhan­
den, ferner ein Kegel, der einen Kreis, gleich der durch den Bogen ABD bestimmten Ober­
fläche, zur Grundfläche hat, und dessen Höhe = BC ist. Es soll erwiesen werden, dafs der 
Ausschnitt ABDC dem erwähnten Kegel gleich sei.

1) Denn wo nicht, so sei der Ausschnitt gröfser, als der Kegel, und es 
sei H als der bezeichnete Kegel angenommen. Da hier nun zwei ungleiche Gröfsen vorhanden 
sind, der Ausschnitt und der Kegel, so bestimme man zwei Linien L, E, und zwar L E, 
so dafs L : E <, Ausschnitt : Kegel (S. 3.)

P noder P:S<p:F, d, h. —o
Da nun P > 3, so miifste auch p F sein, was eben unmöglich ist (S. 40-).

W Archimedes fuhrt den Beweis nicht aus, sondern giebt nur die Proportion an, von Welcher man ausgehen 
mufs. Nach der Bezeichnung in Anmerkung « ist jetzt nämlich

V : v < F : 8 
P p

Dann kommt man auf P : F <! p : S, d, h. -p- -g"5

nun ist aber gegenwärtig P> F (S. 44.), also miifste auch p > S sein, was wieder unmöglich ist (S. 39.).
(S. 49. «) Weil BC» = AB»4-AC».
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ferner nehme man zwei Linien F, G, dergestalt an, dafs L-F — F-G = G-E ist, (a) be­
schreibe um den ebenen Kreisausschnitt ein gleichseitiges Vieleck von gerader Winkelzahl, und 
ein ihm ähnliches darin, so dafs die Seite'des äufsern Vielecks zur Seite des innern in kleine­
rem Verhältnisse steht, als L zu F (S. 6.), und bilde endlich, durch eine ähnliche Umwäl­
zung des Kreises wie bisher, zwei von Kegelmänteln umschlossene Körper. .Dann wird die 
Summe des umschriebenen und des Kegels, der seine Spitze in C hat, zur Summe des ein­
geschriebenen und seines Kegels im dreifachen Verhältnisse der Seite des äufsern zur Seite des 
innern Vielecks stehen (S. 47.). Nun ist aber

Seite des äufs. Vielecks : Seite des innern <! L : F 
folglich die eine hörperl. Fig. : der anderen <| L 3 : F3
Es ist aber L : E > L3 : F3 ®
also Körp. um den Ausschnitt : Körp. in dem Aussch. <! L : E
Man hat indessen L : E <! Kugelausschnitt : Kegel II
folgt Körp. um den Aussch. : Körp. in demselben <5 Ausschnitt : H
oder Körp. um den Aussch. : Ausschnitt Körp. im Aussch. : H

Es ist aber die umschriebene körperliche Figur gröfser, als der- Kugelausschnitt, folg­
lich ist auch die in den Ausschnitt eingeschriebene körperliche Figur gröfser, als der Kegel H, 
was unmöglich ist; denn es ward oben erwiesen (S. 41.), dafs sie kleiner sei, als ein Kegel 
von solcher Gröfse, d. h. welcher zur Grundfläche einen Kreis hat, dessen Halbmesser gleich 
ist der Sehne vom Pole des Abschnitts bis an den Umring des Grundkreises des Abschnitts, 
zur Höhe aber den Halbmesser der Kugel; und diefs ist gerade der erwähnte Kegel, indem 
er einen der Oberfläche des Abschnitts gleichen, also den gedachten (S. 48-) Kreis zur Grund­
fläche, zur Höhe aber den Halbmesser der Kugel hat. Demnach ist der körperliche Aus­
schnitt nicht gröfser, als der Kegel H.

2) So sei denn umgekehrt der Kegel H gröfser, als der körperliche 
Ausschnitt. Wiederum sei L |> E, und

L : E < Kegel : Ausschnitt, 
auch nehme man F, G, auf dieselbe Weise an, so dafs die Ueberschiisse gleich sind, und es 
stehe die Seite des um den ebenen Ausschnitt beschriebenen Vielecks von gerader Winkelzahl 
zu der des eingeschriebenen in kleinerem Verhältnisse, als L zu F; auch lasse man die körper­
lichen Figuren zu dem Kugelausschnitte entstehen; dann wird man auf dieselbe Weise zei­
gen, dafs

äufs. Körp. um den Ausschnitt : inn. Körp. L : E 
und äufs. Körp. : inn. Körp. <1 Kegel H : Ausschnitt.
folglich auch Ausschnitt : Kegel <! inn. Körp. : äufs. Körp.

Es ist aber der Ausschnitt gröfser, als die in ihm beschriebene körperliche Figur, folg­
lich ist auch der Kegel II gröfser, als die umschriebene körperliche Figur; was unmöglich ist; 
denn es ward gezeigt, dafs ein Kegel von solcher Gröfse kleiner sei, als der um den Ausschnitt 
beschriebene Körper (S. 46.). Demnach ist der Ausschnitt dem Kegel H gleich.

(S. 50. ») Also F = J (2 L4-E) und G = j (aE + L) 
Iß} Vgl. S. 36, Anmerkung ß.



86 Von der Kugel

Von der Kugel und dem Cylinder.

Zweites Buch.

Archimedes grüfst den D o s i t li e u s.

Du hast mich vorlängst aufgefodert, die Ausführungen derjenigen Aufgaben aufzusetzen, wel­

che ich als blofse Sätze dem Konon übersendet hatte; nun trifft es sich, dafs sie gröfstentheils 
durch Hülfe derjenigen Lehrsätze sich ausführen lassen, deren Beweise ich dir bereits zuge- 
achickt habe, z. B.

dafs jede Sphäre viermal so grofs ist, als der Normalkreis der Kugel; («)
ferner, dafs die Oberfläche eines jeden Kugelabschnitts einem Kreise gleich ist, dessen 

Halbmesser der Sehne vom Pole des Abschnitts bis an den Umfang des Grundkreises gleich 
kommt; (ß)

ferner, dafs ein Cylinder, welcher zur Grundfläche den Normalkreis irgend einer Ku- 
gel, zur Höhe aber den Durchmesser dieser Kugel hat, seinem Inhalte nach anderthalbmal so 
grofs ist, als die Kugel, seine Oberfläche aber anderthalbmal so grofs, als die Sphäre; (7)

endlich, dafs jeder körperliche Ausschnitt einem Kegel gleich ist, dessen Grundkreis 
der Oberfläche des Kugelabschnitts in dem Ausschnitte, dessen Höhe aber dem Halbmesser der 
Kugel gleich ist. (3) 1

So viele nun von jenen Lehrsätzen und Aufgaben durch diese Lehrsätze sich entwik- 
keln lassen, übermache ich dir ausgeführt in diesem Buche; diejenigen aber, welche durch ei-

^Vorrede. Der Satz ist I S. 35.
(£) Die Sätze sind I S. 48. 49.
( 7) Der Satz ist 1 S. 37.
( D Der Satz ist I S. 50.
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ne anderweitige Untersuchung (sich ergeben, nämlich die über die Schncckenlimen und Ko­
noiden, werde ich baldigst zu senden suchen.

Die erste jener Aufgaben war nun folgende:

Satz 1.

Wenn eine Kugel 'gegeben ist, den ebenen Raum zu finden, welcher ihrer Sphäre 
gleich ist.

Diefs ist offenbar eine Folge aus den vorerwähnten Lehrsätzen, indem das Vierfache 
des Normalkreises der Kugel ein ebener Raum, und der Sphäre gleich ist (I S.

Die zweite Aufgabe war:

S a t z 2.

Wenn ein Kegel oder Cylinder gegeben ist, eine Kugel zu finden, 'weichendem Kegel 
oder Cylinder gleich ist.

Der gegebene Kegel oder Cylinder sei A, und die Kugel B dem A gleich; auch neh- F-.95' 
me man einen Cylinder CFD, anderthalbmal so grofs, als den Kegel oder Cylinder A an; 
imgleichen einen Cylinder, anderthalbmal so grofs, als die Kugel B, der zur Grundfläche den 
Kreis um den Durchmesser GH, und zur Axe KL, den Durchmesser der Kugel B hat. 
Demnach ist Cyl. E = Cyl. K. Bei gleichen Cylindern verhallen sich Jaber die Grundflächen 
umgekehrt wie die Höhen (I. S. 17 Lehnsatz 3. 4.). Also ist

Kreis E : Kreis K = CD2 : GH* = KL : E F
Es ist aber KL = GH, denn die Axe des Cylinders, welcher anderthalbmal so grofs 

ist, als die Kugel, ist dem Kugeldurchmesser gleich, und der Kreis K ist der Normalkreis der 
Kugel (I. S. 37.). Also ist

CD1 : GH2 = GH : EF
Nun sei GH2 = CD X MN

folglich CD7MN = CD2 : GH2 = GH ;: EF
oder CD : GH = GH : MN = MN : EF(a)

Die beiden Linien CD, EF, sind aber gegeben, (ß) also sind GH, MN, zwei mittlere 
Proportionalen zwischen zwei gegebenen CD, EF; mithin ist jede der beiden GH, MN, ge­
geben. (7)

(S. 2. Aus GH» = CD x MN folgt nämlich CD : GH = GH : MN, 
und aus CD : MN = GH : EF folgt CD : GH = MN : EF.

(/3) Weil der ganze Cylinder A gegeben ist.
(7) Wie diese beiden mittleren Proportionalen gefunden werden, sagt Archimedes nicht. Durch alleinige Hülfe 

der Elementargeometrie lassen sie sich nicht finden. Eutocius führt mehrere von alten Geometern aufgefun­
dene Methoden ausführlich an, welche ich hier nicht mittheile, iim nicht den Zusammenhang allzu sehr zu un­
terbrechen, und weil ich beabsichtige, alles was sich hierüber bei Alten und Neueren findet, künftig einmal zur 
bequemen Uebersicht zusammenzustellen.
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Die Aufgabe wird also folgendermafsen konstruirt: der gegebene Kegel oder Cylinder 
sei A; man soll eine dem Kegel oder Cylinder A gleiche Kugel finden.

Der Cylinder, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser CD, und dessen 
Axe E F ist, sei anderthalbmal so grofs, als der Kegel oder Cylinder A. Man nehme zwi­
schen CD, EF, zwei mittlere Proportionalen GH, MN, so dafs

CD : GH = GH : MN = MN : EF 
und man denke sich einen Cylinder, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser GH, 
dessen Axe aber KL, gleich dem Durchmesser GH sei. Ich behaupte nun, dafs Cyl. E = 
Cyl. K. Weil nämlich

CD : GH = MN : EF
oder CD : MN = GH : EF und GH=KL,
so ist CD:MN=CD2:GH1 = Kreis E : Kreis K

also auch Kreis E : Kreis K = KL : EF
folglich sind die Grundflächen und Höhen der Cylinder E, K, einander umgekehrt proportio- 
nirt; demnach ist Cyl. E = Cyl. K. Es ist aber der Cylinder K anderthalbmal so grofs, als 
die Kugel, deren Durchmesser GH ist; mithin ist auch die Kugel, deren Durchmesser = GH, x 
d. h. B, dem Kegel oder Cylinder A gleich.

Satz 3.

Jedem Kugelabschnitte ist ein Kegel gleich, der einerlei Grundfläche mit dem Abschnit­
te, zur Höhe aber eine gerade Linie hat, welche zur Höhe des Abschnitts sich verhält, wie 
die Summe des Kugelhalbmessers und der Höhe des andern Abschnitts zu der Höhe dieses an­
dern Abschnitts.

Es sei eine Kugel vorhanden, deren Normalkreis den Durchmesser AC habe.
Die Kugel werde von einer auf AC senkrechten Ebene durch BF geschnitten, und H 

sei der Mittelpunkt. Man mache nun, dafs sich verhalte
(HA + AE) : AE = DE : CE

und ferner (H C + C E) : C E = K E : A E
und errichte auf dem Kreise um den Durchmesser BF Kegel, deren Spitzen die Punkte K und 
D sind. Ich behaupte, dafs nun der Kegel BDF dem Kugelabschnitte an C, der Kegel BKF 
aber dem an A gleich sei.

Man ziehe nämlich BH, HF, und denke sich einen Kegel, welcher zur Grundfläche 
den Kreis um BF, zur Spitze aber den Punkt H hat. Auch sei ein Kegel M vorhanden, des­
sen Grundfläche so grofs, wie die Oberfläche des Kugelabschnitts BCF, deren Halbmesser also 
= BC ist, der aber zur Höhe den Halbmesser der Kugel hat; dann ist der Kegel M gleich 
dem körperlichen Abschnitte BCFII, denn diefs wurde im ersten Buche erwiesen (I. 8. 50.).

Weil
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Weil nun DE : EC = (HA + AE) : Atü
30 ist auch DC ! EC = HA : AE = HC : AE («)

aber DC:HC = EC:AE
und HD : HC = C A : A E = Cß 1 ; BE 2 (ß)
mithin HD : HC = CB2 : BE2

Es ist aber C B = Halbmesser des Kreises M
BE — Halbmesser des Kreises um BF 

also HD : HC = Kreis M : Kreis um BF
Ferner ist HC = Axe des Kegels M
also HD : Axe des Keg. M = Kreis M : Kreis um BF

Folglich ist ein Kegel, welcher zur Grundfläche den Kreis M, zur Höhe aber den 
Halbmesser der Kugel hat, der körperlichen Raute BDFH gleich. Diefs wird nämlich in den 
Lehnsätzen des ersten Buchs nachgewiesen (I. S. 17 Lohnsatz 4.). Sp nämlich: Weil sich 
verhält HD : Höhe des Keg. M = Kreis M : Kreis um BF,
so ist der Kegel M einem Kegel gleich, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser 
BF, und dessen Höhe HD ist; denn ihre Grundflächen und Höhen sind umgekehrt propor- 
tiouirt. Der Kegel aber, welcher zur Grundfläche den Kreis um den Durchmesser BF, und 
zur Höhe HD hat, ist der körperlichen Raute BDFH gleich; (7) also ist der Kegel M gleich 
der körperlichen Raule BDFH. Aber der Kegel M ist auch dem körperlichen Ausschnitt 
BCFH, und folglich der körperliche Ausschnitt BCFH der körperlichen Raute gleich. Nimt 
man den gemeinschaftlichen Kegel weg, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser 
BF und dessen Höhe F.H ist, so folgt, dafs die Reste, nämlich der Kegel BDF und der Ku­
gelabschnitt B F C gleich sind.

Auf dieselbe Weise wird man darthun, dafs auch der Kegel BKF dem Kugelabschnit­
te BAF gleich sei. Denn weil

(HC + CE) : CE = KE : AE 
so ist HC : CE = KA : AE
Es ist aber HC = HA, folglich KA :HA = AE : CE 
mithin KH :HA = AC : CE = BA2 :BE2

Man nehme demnach wiederum einen Kreis N mit einem Halbmesser = AB an, “so 
wird der Kreis N der Oberfläche des Abschnitts BAF gleich sein. Auch stelle man sich ei­
nen Kegel N vor, G) dessen Höhe dem Halbmesser der Kugel, und der folglich selbst dem 
körperlichen Ausschnitte BHFA (s) gleich ist, wie dieses im ersten Buche nachgewiesen wur­
de (I. S. 49. 50.). Weil mm bewiesen, dafs

(S 3. «) Es ist nämlich DE-EC = DC
(/3) Denn DC 4- HC = HD und EC 4- AE = CA, ferner CB* = CE X CA und BE* = CE XAB.
(7} Weil die körperliche Raute aus den beiden Kegeln BDF, BHF zusammengesetzt ist, welche einerlei Grundflä­

che unter sich nicht nur, sondern auch mit dem Kegel haben, dessen Höhe HD ist. (Vgl. Beweis zu I. S. 19.)
(J) Dessen Grundfläche der Kreis N, d. h. ein Kreis um den Durchmesser A B ist.
(<) Der Satz 50 des ersten Buchs bezieht sich zwar nur auf Ausschnitte, welche kleiner sind, als die Halbkugel, al­

lein der Beweis lälst sich leicht auf den gröfsem Abschnitt erweitern. Man setze nämlich eiuen Kegel H, des— 
M
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KH : HA = BA4 : BE4, <1. h.
= Quadr. d. Halbmess. v. N : Quadr. d. Halbrn. des Kreises um BF
= Kreis N : Kreis um BF

und weil HA = Höhe des Kegels N
so ist KH : Höhe des Keg. N = Kreis N : Kreis um BF.
Folglich ist der Kegel N, d. h. der Ausschnitt BHFA gleich der körperlichen Figur BHFK. (^) 

Also auch
Ausschnitt BHFA -|- Keg. BHF = körp. Fig. BHFK + Keg. BHF 

mithin folgt Abschnitt ABF = Kegel BFK
was bewiesen werden sollte.

Folgerung. Demnach erhellet, dafs allgemein ein Kugelabschnitt zu dem Kegel, wel­
cher einerlei Grundfläche und gleiche Höhe mit ihm hat, sich verhalte, wie die Summe des 
Kugelhalbmessers und der Höhe des zweiten Abschnitts zu dieser Höhe des zweiten Ab­
schnitts; Denn es ist

DE : EC = Keg. DFB (d. h. Absch. BCF) : Keg. BCF („) •
Anhang. Aus eben dieser Annahme wollen wir noch einmal beweisen, dafs der Ke­

gel K B F dem Kugelabschnitte A F B gleich sei.
Es sei nämlich N ein Kegel, dessen Grundfläche der Sphäre, dessen Höhe dem Halb­

messer der Kugel gleich ist, so ist dieser Kegel der Kugel gleich. Denn es ward erwiesen, 
dafs die Kugel viermal so grofs sei, als ein Kegel auf dem Normalkreise als Grundfläche, und 
dessen Höhe der Halbmesser der Kugel ist (I. S. 36.); es betragt aber auch der Kegel N das 
Vierfache eben dieses Kegels, da die Grundfläche des einen das Vierfache der Grundfläche des 
andern, nämlich die Sphäre das Vierfache ihres Normalkreises ausmacht. Weil nun

(HA + AE) : AE = DE : EC (5)
also auch HC : CD = AE : EC
ferner weil KE : AE = (HC -f- EC) : EC (,)

sen Grundfläche der Kalotte BCF, ferner einen Kegel IP, dessen Grundfläche der Kalotte BAF, endlich einen 
Kegel H", dessen Grundfläche der ganzen Sphäre gleich ist; auch mögen alle drei Kegel den Halbmesser der 
Kugel zur Höhe haben; dann ist

H" = der Kugel seilst (1. S. 36.)
H dem. körperlichen Ausschnitte BHFC (I. S. 50.)

H " - H = dem körperlichen Ausschnilte BHFA
Es ist aber H11 - H einem Kegel von derselben Höhe gleich, welcher den Unterschied ihrer Grundflächen zur 
Grundfläche hat, d. h. dem Kegel H', also ist

H' = dem körperlichen Ausschnitte BHFA.
(?) Der Kegel N ist nach der letzten Proportion einem Kegel gleich, welcher den Kreis um BF zur Grundfläche und 

KH zur Höhe hat. Fügt man zu letzterem den Kegel BHF, so ist diese Summe dem Kegel BKF gleich, weil 
alle drei einerlei Grundfläche haben. Also auch

Keg. N + Keg. BHF = Keg. BKF = Keg. BHF + Körp. BHFK 
folglich Kegel N = Körp. BHFK.

(,) Also auch Absch. BCF : Keg. BCF = (HA + AE) : AE.
(9) Folglich auch HA : AE = (DE - E C) : EC = C D : E C.
(0 Mithin auch (KE - AE) : A E = HC : E C = KA : AE.
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Kreis N : Kreis um BF = KD : Hohe, des Keg. N

also auch KA : HC (d. h. HA)= AE : EC = HC : CD
mithin KH : HC = HD : CD (weil HC = HA)
und KD : HD = HD : CD = KH : HA

so folgt HD X HK = KD X HA.
Ferner weil KH : HC = HD : CD
oder KH : HD = HC : CD
und weil HC : CD = AE : EC (nach dem Beweise)
so folgt KH : HD = AE : EC
mithin KD 2 : K H X H D = A C 2 : A E x E C (s)
Es war aber KH X HD = KD X HA (nach dem Beweise)
folglich KD 2 : KD X HA = K D . HA = AC 2 : AE X E C
Nun ist AC = Halbmesser des Kreises N
also Quadr. d. Halbm. v. N : EB2 = Kreis N : Kreis um

= KD : HA = KD :
Demnach ist Keg. N = Kugel = Itörperl. Raute B D F K
So nämlich : es verhält sich also

AC^EB1

BF
Höhe des Keg. N.

folglich ist der Kegel N einem Kegel gleich, dessen Grundfläche der Kreis um BF, und des­
sen Höhe KD ist, indem ihre Grundflächen den Höhen umgekehrt proportionirt sind. DerDer
letztere Kegel aber ist der körperlichen Raute BKFD gleich; folglich ist der Kegel N, d. i. 
die Kugel, gleich der aus den beiden Kegeln BDF, BKF, zusammengesetzten körperlichen 
Raule, wobei nachgewiesen ist, dafs der Kegel BDF dem Kugelabschnitte BCb gleich sei. 
Der übrig bleibende Kegel BKF also ist dem Kugelabschnitte BAF gleich, (a)

Die dritte Aufgabe war folgende:

Satz 4.
Eine gegebene Kugel durch eine Ebene dergestalt zu schneiden, dafs die Oberflächen 

der Abschnitte in einem gegebenen Verhällnifse zu einander stehen.
Diefs sei geschehen: und es sei ADBE ein'Normalkreis der Kugel, AB aber deren F. 97. 

Durchmesser. Man erweitere eine auf AB senkrechte Ebene, welche den Kreis ADBE nach 
DE schneide, und ziehe AD, B D.

Weil also das Verhältnifs der Oberfläche des Abschnitts DAE zur Oberfläche des Ab­
schnitts D BE gegeben, der Oberfläche des Abschnitts DAE aber ein Kreis gleichest, dessen . 
Halbmesser = AD (l S. 49.), und der Oberfläche des Abschnitts DBE ein Kreis, dessen

Hat man nämlich die Proportion
a : b = c : d

so folgt (a + b) : b = (c + d) • d
und (a + b) » : b * = (c + d) * : d *

und (a + b)* : a c b» = (c + d)* : acd* 
also auch (a 4- b) * : ab = (c + d;« : cd, weil bc = ad ist.

(a) Ueber den ganzen Lehrsatz vgl. Geom. II. J. 259-
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Halbmesser = DB (I S. 48); weil ferner diese Kreise sich zu einander verhalten, wie AD’1 
zu D B z, d. h. wie AC zu CB, («) so ist das Verhältnifs AC : CB das gegebene, und also der 
Punkt C ein gegebener. Auch steht AB senkrecht auf DE, also ist auch die durch DE ge­
legte Ebene der Hage nach gegeben.

Die Konstruktion ist nun folgende: Es sei eine Kugel vorhanden, deren Normalkreis 
ADBE, Durchmesser AB. Das gegebene Verhältnifs sei F : G, und es werde AB in C so 
geschnitten, dafs

AC: CB=F : G.
Dann werde die Kugel von einer Ebene durch C, senkrecht auf AB geschnitten, die Durch- 
sclmittslinie sei DE, und man ziehe AD, DB. Auch nehme man zwei Kreise II, K, an; der 
Halbmesser von H sei = AD, der von K sei = DB, so ist H = der Oberfläche des Ab­
schnitts DAE, und K = der Oberfläche des Abschnitts DBE, denn diefs wurde im ersten 
Buche erwiesen (I S. 49. 48.). Weil nun der Winkel ADB ein rechter und DC senkrecht 
ist, so verhält sich AC : CB = F : G = AD1 : DB1 = Quadr. d. Halbm. v. II : Quadr. 
d. Halbm. v. K = H : K = Oberfläche des Absch. DAE : Oberfl. d. Absch. DBE.

Satz 5.
Eine gegebene Kugel so zu schneiden, dafs die Kugelabschnitte zu einander in einem 

gegebenen Verhältnisse stehen.
F.98. Die gegebene Kugel sei AB CD. Man soll sie also durch eine Ebene dergestalt schnei­

den, dafs die Abschnitte ein gegebenes Verhältnifs zu einander haben. Sie werde durch eine 
Ebene nach AC geschnitten; daun ist mithin das Verhältnifs des Kugelabschnitts ADC zu 
dem Abschnitte ABC ein gegebenes. Die Kugel werde auch durch den Mittelpunkt geschnit­
ten, und der Schnitt sei der Normalkreis AB CD, der Mittelpunkt K, der Durchmesser BD 
und man mache, dafs sich verhalte

(KD 4- DX) : DX = PX: XB
und (KB + BX) : BX = LX : p
und ziehe AL, LC, AP, PC; dann ist der Kegel ALC dem Kugelabschnitte ADC, und der 
Kegel APC dem Abschnitte ABC gleich; folglich ist das Verhältnifs des Kegels ALC zum Ke­
gel APC ebenfalls gegeben. Es verhält sich aber der eine Kegel zu dem andern, wie LX : XP 
weil beide einerlei Grundfläche, den Kreis um den Durchmesser AC, haben; also ist auch das 
Verhältnifs LX : XP gegeben. Auf dieselbe Weise, wie zuvor, findet sich nun durch die 
Konstruktion (S. 3.}.

LD : KD = KB : BP = DX : XB (-)
Weil nun BP : BK = KD : LD
so ist PK : KB = KL : LD (und KB = KD)
folglich PL : KL = KL : LD, mithin PL X LD = KL2
also PL : LD = KL2 : LD1^

(S. 4. Es ist nämlich AD* = AB X AC, und DB2 = ABXBC. 
(S. 5- *7 Denn es ist
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Weil ferner 
so ist auch 
mithin 
weil ferner 
so ist

LD:DK=DX: XB
KL : LD =BD:DX

KL2 :LD2= BD 2 : DX2
LX : DX = (KB + BX) : BX
LD:DX = KB:BX

genscheinlich B F über P hinausreichen wird, (f) Man wirdMan nehme nun KB = BF; wo au 
demnach haben:

LD : DX = FB : BX
folglich LD : LX = FB ; FX
Weil nun das Verhältnifs LD : LX gegeben ist, (7) und eben so das Verhältnifs PL . LX, 
so ist auch das Verhältnifs PL : DL gegeben, (a) Weil ferner das Verhältnifs PL ; LX aus 
den beiden PL : LD und L D :

PL
LX zusammengesetzt ist, und weil 
: LD = BD1 : DX2 (e)

ungleichen LD: LX — Bt : FX
so ist das Verhältnifs PL : LX aus den beiden BD 2 : DX2 und BF : FX zusammengesetzt.

Man mache nun PL :LX = BF : FH
weil also PL : LX gegeben, so ist auch das Verhältnifs BF : FH gegeben. Es ist aber auch 
BF, gleich dem Halbmesser, gegeben, mithin auch FH gegeben. Demnach ist das Verhältnifs 
BF : FH zusammengesetzt aus den beiden BD2 : DX2 und BF : FX. Aber das Verhältnifs 
BF : FH ist auch zusammengesetzt aus den beiden BF : FX und FX : FH; nach Wegnahme 
des gemeinschaftlichen BF : FX erhält man folglich

BD2 : DX2 = FX : FH,

LX:XD = (KB + BX) : BX
aho LD : KB = XD : BX

ferner ist (KD 4* DX) ; DX = PX : BX

(•) Es war nämlich oben PL : LD = KL* : LD* = BD* : DX*.

folg!. KD : BP = XD : BX.

Weil KB : BP = DX : XB, und weit DX > XB, so ist auch KB > BP.
(~) Es war die Proportion angenommen
W (KB + BX) : BX = LX : XD,

worin KB, BX, XD als ursprünglich bekannte Gröfsen anzusehen sind, folglich ist LX : XD ein gegebenes 
Verhältnifs. Es sei LX : XD — a : b,
wo a, b, bekannte Gröfsen sind, so folgt sofort

LD : LX = (a - b) : a 
also ist L D : L X ebenfalls gegeben.

(J) Das Verhältnifs PX : LX ist nach der Annahme in dem Beweise gegeben, es sei daher PX : LX = « : & 
wo «, fi bekannte Gröfsen sind, dann folgt

PL : LX = (« + ß : 0 
mithin ist auch das Verhältnifs PL ; LX ein gegebenes.

Ist nun L D : L X — m : n
und L X : P L = r : p

wo m, n, r, p, bekannte Gröfsen bezeichnen, so folgt sofort
L D : P L = m r : n p.
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wo BD2 und FH gegeben sind; auch ist die gerade Linie FD gegeben. Demnach muß man 
die gegebene Linie F D dergestalt in X schneiden, dafs

F X : F H = ß D 2 : D X 2, 
wobei FH und BD2 gegeben sind. Diels so allgemein ausgesprochen leidet eine Beschrän­
kung; setzt man aber zu dem Vorgegebenen noch hinzu, was hier Statt hat, nämlich dafs 
DB = 2 BF uud dafs BF FH, wie in unserer Auflösung, so falt die Beschränkung weg; (4) 
und die Aufgabe wird also lauten: Wenn zwei gerade Linien DB, BF gegeben sind, so dafs 
DB = 2 BF ist und der Punkt H auf der Linie BF liegt, die Linie DB dergestalt in X zu 
schneiden, dafs B D 2 ; D X 2 = F X : fr H. Dieses beides (><) nun soll am Ende seine Auflö­
sung und Konstruktion finden. (5) "

Die Aufgabe wird demnach also konstruirt werden: das gegebene Verhältnifs sei wie 
Q : S, das gröfsere zum kleineren. Auch sei eine Kugel gegeben und von einer Ebene durch 
den Mittelpunkt geschnitten; der Schnitt sei der Kreis AB CD, der Durchmesser B D, der Mit­
telpunkt K. Man nehme BF = K B und schneide BF so in H, dafs

FH : BH = Q : S, 
ferner schneide man BD in X dergestalt, dafs x

FX : HF = BD2 : DX1
und lege durch X eine Ebene senkrecht zu BD. Ich behaupte, diese Ebene schneide die Kugel 
so, dafs der gröfsere Abschnitt zu dem kleineren sich verhält, wie Q : 8 j denn man mache

• (KB + BX) ; BX = LX : DX 
und (KD : DX) : DX = PX : BX 

und ziehe AL, LC, AP, PC. Dann wird nach der Konstruktion, wie in der Auflösung 
nachgewiesen ist, PL X LD = LK2 sein; ferner

(f) d. h. Betrachtet man die Federung als eine allgemeine, so können Fälle eintreten, in denen ihre Erfüllung 
unmöglich wird; so etwas findet aber in dem gegenwärtigen Falle nicht Statt.

(.) Nämlich l) dafs eine allgemeine Auflösung gegeben werden kann, welche zugleich unmögliche Fälle einschliefst, 
und 2) dafs in dem gegenwärtigen Falle die Auflösung möglich ist.

*
($) Die versprochene Auflösung fand schon Dionysodorus (wahrscheinlich ein Zeitgenosse Jul. Cäsars) nicht 

mehr vor, wefshalb er auf einem andern Wege den Beweis des fünften Archimedischen Satzes ausführte, ohne 
die Hülfsaufgahe anzuwenden. Nach ihm versuchte Diokles (etwa 500 nach Chr. 8. Montucla hist. d. m. I. 
P* 339 e^‘ sec'} dasselbe nicht ohne Geschick, indem er vermuthele, Archimedes selbst habe den verheif- 
senen Beweis niemals gegeben. Endlich fand Eutocius nach vielem Suchen in einem alten Exemplare den 
Beweis des Hülfsatzes, zwar wegen vielfacher Schreibfehler sehr dunkel, jedoch in der dem Archimedes ge­
wöhnlichen dorischen Mundart und mit den älteren bisauf Apollonius gebräuchlichen Benennungen der Ke­
gelschnitte, wefshalb er nicht ohne Grund vermuthete, er habe den ächten Archimedischen Beweis vor sich. 
Er theilt ihn hierauf in einer deutlichen Bearbeitung mit, und ich füge ihn als Anhang dem Lehrsätze selbst 
bei, weil wenigstens seine Grundlage vom Archimedes herrührt. Neuerlich hat Poinsot in einer Anmer­
kung zu Peyrards Uebersetzung die gewifs grundlose Vermuthung aufgestellt, Archimedes habe den Be­
weis gar-nicht gefunden, sondern ihn nur verheifsen in der Hoffnung, er werde ihn noch finden. Dergleichen 
ist emestheils von einem so genauen Manne, wie Archimedes war, durchaus nicht ohne Beweis anzunehmen, 
und anderestheils geht aus der Art, wie Archimedes sich über die allgemeine Auflösung der Hülfsaufgahe 
äußert, unverkennbar hervor, dafs er mit ihrem Beweise völlig vertraut gewesen. Das Weitere über diesen 
Gegenstand verspare ich für eine andere Gelegenheit.
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: Absch. ABC = Q (S,

KL : LD =BD:DX 
KL2 :LD2 = BD2 : DX|2

und weil P L X L D = L K 2
und PL : LD = LK2 : LD2
so folgt PL : LD = BD2 : DX2 = FX ; FH
Weil ferner (KB + BX) : BX = LX : DX, und KB = BF
so ist FX : BX = LX : DX
und FX : FB = LX : LD
oder LD : LX = BF : FX
Weil demnächst PL:LD=FX:FH
und LD :LX = BF : FX
so ist PL : LX = BF : FH
mithin auch LX : PX = FH : BH
Es ist aber FH: BH = Q : S
Folglich L X : PX = Keg. ACL : Keg. ACP = Absch. AD C

Hülfsaufgabe,
(Nach Eutocius Bearbeitung.)

Wenn eine gerade Linie A B, eine andere A C und ein Flächenraum D gegeben sind, F. 99. 
so soll auf AB ein Punkt E dergestalt genommen werden, dafs

AE: AC = D:EB’.
l) diefs sei geschehen, und es sei AC senkrecht auf AB. Man ziehe CE, verlängere 

sie bis F, und ziehe durch C die Linie CG|AB, durch B die Linie FBG|AC, welche 
sowohl CE als CG trifft. Auch vollende man das Parallelogramm GH, und ziehe durch E die 
Linie KEL parallel sowohl mit CH, als mit Gl'. Ferner sei D = CG X GM. Weil nun

AE : AC = D : EB2
und A E : AC = CG : GF = CG2 : CG X CF

so ist C G 2 : C G X G F = D : E ß 2 = D : K F2
oder CG* : D = CG2 : CG X GM = CG X GF : KF2

Es ist aber CG2 : CG X G M — CG : GM
, folglich CgTgÄI^CG X GF : KE2
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Auch ist CG : GM = CG X GF : GM X GF
mithin CG X G F : G M X G F = CG X GF" KF 2

folglich ist GM X GF = KF2

Wenn also um die Axe FG durch G eine Parabel mit dem Parameter GM beschrie­
ben wird, so wird diese durch K gehen und der Lage nach gegeben sein; weil G M, welche 
mit der gegebenen GC den gegebenen Flächenraum D bestimmt, der Gröfse nach gegeben ist. 
Also liegt K in einer der Lage nach gegebenen Parabel; diese sei daher beschrieben, wie an­
gegeben ist, und sei eben GK.

Weil nun HL = CB, d. h. HK X KL = AB X B G, so wird eine durch B zu den 
Asymptoten HC, CG, beschriebene Hyperbel durch K gehen {Apollon. Kegelsch. II, 12 um­
gekehrt.'), und der Lage nach gegeben sein, weil jede der beiden HC, CG, sowohl als auch 
B der Lage nach gegeben sind. Sie sei also beschrieben, wie angegeben, und sei BK. Also 
liegt der Punkt K in der ihrer Lage nach gegebenen Hyperbel; er lag aber auch in der ihrer 
Lage nach gegebenen Parabel; folglich ist K gegeben. Auch ist KE senkrecht von hier auf 
die der Lage nach gegebene A B , mithin' ist E gegeben.

Weil nun AE : AC = D : EB2, wo AC und D gegeben sind, so sind an den 
Körpern EB2XAE und DXAC die Grundflächen den Höhen umgekehrt proportionirt, 
folglich sind die Körper gleich (Eukl. Xf. 34), d. h. EB2 X AE = D X AC. Es ist aber 
EB2XAE unter’ allen aus BA auf ähnliche Art bestimmten Körpern dann am gröfsten, 
wenn EB = 2 AE, wie gezeigt werden soll. Mithin darf der durch den gegebenen Flächen­
raum und die gegebene Linie bestimmte Körper nicht gröfser sein, als EB2 X AE. («)

Die Konstruktion ist folgende: Die gegebene gerade Linie sei AB, eine andere gegebe­
ne sei AC und D der gegebene Flächenraum. Es sei aufgegeben, A B so zu schneiden, dafs 

der eine Abschnitt : A C = D : Quadrat des and. Abschnitts.
Man nehme y AB = AE. (ß) Dann ist D X A C entweder gröfser als Eß2 X AE, oder ihm 
gleich, oder kleiner. Wofern es nun gröfser ist, so findet keine Konstruktion Statt, wie in 
der Auflösung gezeigt worden; wenn es ihm aber gleich ist, so genügt der Punkt E der Auf­
gabe: denn da die Körper gleich sind, so verhalten sich die Grundflächen umgekehrt wie die 
Höhen, d. h. AE : AC = D : EB2. Wenn endlich D X A C < EB2 X AE, so ist die 
Konstruktion folgende;

Es sei AC rechtwinklig zu AB, durch C ziehe man CF AB, durch B aber BF AC, 
und es treffe BF verlängert mit CF. in G zusammen. Man vollende das Parallelogramm FH 
und ziehe KEL $ FG durch E. Weil nun D X AC <)EB2 X AE, so sei

A E : A C = D : G M 2
wo dann GM2 < GK2, d. h. GM 2 <1 EB2 ist; auch sei D = CF X FN.

(Hülfsaufg. «) Wenn EB = 2 AE.
(ß) Dann ist also EB = 2AE.

Weil
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Weil demnach AE : AC = CFXFN : GM2
und weil AE : AC = CF : FG = CF2 : CF X FG

so folgt CF2 : CF X FG = CF X FN ■ GM2
oder CF2 : CF X FN = CF X FG : GM2

Es ist aber CF2 : CF X FN = CF : FN = CF X FG : FN X FG
folglich CF XFG : FN X FG = CF X FG : GAI2
' mithin ist FNXFG=GM2

Wenn wir also durch F um die Axe FG eine Parabel mit dem Parameter FN be­
schreiben, so wird diese durch M gehen. Sie sei beschrieben, und sei FXM. Weil ferner 
HL = AF, d. h. HK X KL = AB X BF, so wird eine durch B zu den Asymptoten HC, 
CF, beschriebene Hyperbel durch K gehen (Apollon. Kegelsch. II. 12, umgekehrt'). Sie sei 
beschrieben und sei BXK, die Parabel in X schneidend. Aus X ziehe man XOQ senkrechtzu 
AB, und durch X die PXS £ AB. Weil nun BXK eine Hyperbel, HC, CF, die Asympto­
ten, und PX, XQ, den Linien AB, BF, parallel sind, so ist PX X = AB X BF, d. h. 
PO = 0 F; eine Diagonale von C nach S geht daher durch O. Sie sei gezogen und sei 
COS. Weil nun

O A : AC = OB : BS = CF : FS = CF X FN : FS X FN 
und weil CF X FN — D und FS X FN = SX* = BO2 wegen der Parabel, 
s0 ist O A : AC = D : BO2 
also ist der Punkt O dergestalt genommen, dafs er der Aufgabe genügt.

Dafs aber, wenn BE = 2 AE ist, BE2 X AE unter allen auf ähnliche Art aus AB F.ioi. 
bestimmten Körpern am gröfsten sei, läfst sich so darthun: Es sei wiederum, ■wie in der Auf­
lösung, die gegebene gerade Linie AC senkrecht zu AB, und CE treffe verlängert die Paralle­
le durch B zu A C in F. Durch C, F, ziehe man parallel mit AB die Linien HF, CG, ver- 
läiwere CA bis H, ziehe mit ihr parallel KEL durch E, und mache, dafs sich verhalle 

° AE:AC = CGXGM:BE2
dann ist folglich BE2 X AE = CG X GM X AC. Ich behaupte nun, dafs CG X GMX AC 
unter allen aus AB auf ähnliche Art bestimmten Körpern am gröfsten sei.

Denn man beschreibe durch G um die Axe GF eine Parabel mit dem Parameter GM. 
Sie wird durch K gehen, wie in der Auflösung gezeigt ist, und wird verlängert die der Axe 
parallele Linie CH treffen {Apollon. Kegelsch. I. 26.); diefs sei in N geschehen. Dann werde 
durch B zu den Asymptoten NC, CG eine Hyperbel beschrieben, welche folglich durch K 
geht, wie in der Auflösung angeführt ist, sie sei BK. Ferner sei FG so verlängert, dafs 
GX = GF ist, auch sei XK gezogen und nach O verlängert, so berührt offenbar diese die 
Parabel {Apollon. Keg. I. 33.). Weil nun nach der Voraussetzung BE = 2 AE, d. h. FK = 
2 KH und AOHK - AXFK, so ist XK = 2 KO. Ferner ist XK = 2 KQ, weil XF = 2 XG 
und QG^KF; mithin ist KO=KQ; demnach wird OKQ, als Berührungslime der Parabel 
zwischen den Asymptoten, in K gehalbtheilt und berührt folglich die Hyperbel {Apollon. Keg. 
II. 3. umgekehrt.). Sie berührte aber in eben dem Punkte K die Parabel, folglich berühren 
Parabel und Hyperbel einander in K.

N
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Man denke sich nun die Hyperbel verlängert bis P, nehme auf AB einen willkühr- 
lichen Punkt S, ziehe durch S zu KL die Parallele TSY, welche in T die Hyperbel treffe, 
und durch T zu CG die Parallele ITW. Da nun wegen der Hyperbel und der Asymptoten 
IY = CB, so ist nach Wegnahme des gemeinschaftlichen AY nunmehr auch 81 = SG; also 
geht eine von C nach W gezogene Diagonale durch S. Sie sei gezogen und sei CSW. Weil 
nun WR2 = GW X GM, wegen der Parabel, so ist WT2 <! GW X GM; man mache 
daher WT2 — GW X GZ. Da nun
SA : AC = CG;GW=CG X GZ : GW X GZ = CG X GZ ; WT 2 = C G X GZ : SB 2 
so ist SB2 X SA = CG X GZ X AC
Es ist aber CG X GZ X AC < CG X GM X AC, folglich SB2 X SA<BE2XAE. 
Auf dieselbe Weise wird man es auch von allen zwischen E, B, angenommenen Punkten 
darthun.

Mau nehme defshalb einen Punkt S1 zwischen E, A. Ich behaupte, dafs auch so 
BE 2 X A E > S' B 2 X s' A sei. Denn bei derselben Konstruktion ziehe man durch S' zu 
KL die Parallele Y'S'P, welche die Hyperbel in P treffe, was irgendwo geschehen wird, 
Weil jene Linie der Asymptote parallel ist; ferner ziehe man durch P zu AB die Parallele 
R'PV, welche mit der verlängerten GF in V zusammentreffe. Weil nun wieder, vermöge 
der Hyperbel, UY' = AG, so wird eine Diagonale zwischen C, V, durch 8' gehen. Sie sei 
gezogen und sei CS' V. Weil ferner, wegen der Parabel, R'V2 = VG X GM, so ist 
p V 2 <1 V G X GM; man mache daher P V 2 — V G X GZ. Weil nun
S'A : AC = CG : G V = C G X G Z :GVXGZ = CGXGZ :PV2 = CGXGZ : S'B 2, 
so ist S' H 2 X S- A = CG X GZ X AC.
Nun ist CG X GM X AC> CG X GZ X AC, folglich auch BE2 X AE > S' B2 X S' A.

Eben so wird es sich von allen zwischen E, A, angenommenen Punkten erweisen las­
sen, und von den Punkten zwischen E, B, ward es schon erwiesen: folglich ist unter allen auf 
ähnliche Art aus AB bestimmten Körpern BE2 X AE am gröfsten, wenn BE = 2 AE ist.

Man mufs nun noch etwas einsehen, was sich bei der angeführten Konstruktion ergiebt. 
Da nämlich bewiesen ist, dafs sowohl SB2XAS, als auch 8' B 2 X AS' kleiner sei als 
B E 2 X A E, so ist es möglich, in dem Falle, wo der durch den gegebenen Flächenraum und 
die gegebene Linie bestimmte Körper kleiner ist, als BE2 X AE, der ursprünglichen Aufgabe 
durch eine zwiefache Theilung der Linie AB zu genügen. Dieses geschieht, wenn wir uns ei­
ne um die Axe GW mit dem Parameter GZ beschriebene Parabel vorstellen. Eine solche Pa­
rabel gehl gewifs durch den Punkt T, und da sie nothwendig CN, eine Parallele der Axe, 
treffen mufs, so ist einleuchtend, dafs sie die Hyperbel noch in einem andern Punkte über K 
hinaus, wie hierin P, schneide. Dann schneidet ein Perpendikel aus P auf AB, wie hier 
PS', die Linie AB in 8', so dafs der Punkt S' der Aufgabe genügt, und dafs SB2 X AS = 
S' B2 X AS' wird, wie aus den vorigen Beweisen erhellet. Indem also auf AB zwei Punkte 
genommen werden können, welche das Gefederte leisten, so darf man, welchen man will, von 
ihnen nehmen, entweder den zwischen E, B, oder den zwischen E, A. Will man etwa den 
zwischen E, B, so wird eine nach angegebener Weise durch G, T, beschriebene. Parabel die 
Hyperbel in zwei Punkten schneiden, und der nähere an G, d. h. näher au der Axe der Pa­
rabel liegende Punkt wird den Punkt zwischen E, B, angeben, wie hier T den Punkt 8 an- 
giebt, der entferntere aber wird den Punkt zwischen E, A, wie hier P den Punkt 8' angeben.
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2) So also ward die Aufgabe allgemein anfgelöset und konstruirt. Um sie aber auf F. 9s. 
die Worte des Archimedes zu beziehen, erinnere man sich, dafs in der dazu gehörigen Fi­
gur DB der Durchmesser der Kugel, BF dci’ Halbmesser und FH die gegebene Linie war- 
Wir waren dann, sagt er, so weit gekommen, dafs DF in X dergestalt geschnitten 
werden mufsle, dafs sich FX zur gegebenen Linie verhalte, wie der gege­
bene Raum zu DXa; und diefs, allgemein ausgesprochen, leidet eine Beschränkung. Wenn 
nämlich der durch den gegebenen Raum und die gegebene Linie bestimmte Körper gröfser war, 
als DX2 X FX, so ward etwas Unmögliches gefodert, wie erwiesen ist; wenn aber jener Körper 
gleich DX2 X FX ist, so genügt der Punkt B der Aufgabe, allein diefs diente gar nicht zur 
ursprünglichen Foderung des Archimedes, denn die Kugel wurde dann nicht nach dem ge­
gebenen Verhältnisse geschnitten; daher leidet der Satz als ein allgemein ausgedrukter eine Be­
schränkung. Fügt man aber hinzu, was hier Statt findet, dafs nämlich DB = 2 BF und dafs 
B F FH, so hat er keine Einschränkung; denn es ist alsdann Dß2 XFH <JDB2 XBF; 
und dafs in solchem Falle die Lösung der Aufgabe möglich sei, und wie sie geschehe, haben 
wir nachgewiesen.

Archimedes selbst stellt nun die vorher allgemein ausgesprochene Aufgabe in einer 
einschränkenden Form dergestalt auf: 'Wenn zwei gerade Linien DB, BF gegeben 
sind, so dafs DB = 2 BF ist, und der Punkt H auf der Linie BF liegt, die Li­
nie DB in X zu schneiden, nicht etwa {wie vorher, DF, sondern eben DB nennend, 
weil er bemerkte, dafs zwei Punkte auf DF der Aufgabe genügen, wie wir zuvor gezeigt ha­
ben, der eine zwischen D, B, der andere zwischen B, F, von denen nur der zwischen D, B, 
für die ursprüngliche Aufgabe brauchbar war.

Satz 6.
Einen Kugelabschnitt zu bilden, der einem gegebenen ähnlich und einem anderen ge-r.I02. 

gebenen gleich ist.
Die beiden gegebenen Kugelabschnitte sollen ABC, EFG sein. Die Grundfläche des 

Abschnitts ABC sei der Kreis um den Durchmesser AB, sein Pol aber der Punkt C; des Ab­
schnitts EFG Grundfläche sei der Kreis um den Durchmesser EF, der Pol sei G. Es soll al­
so ein Kugelabschnitt gefunden werden, welcher gleich dem Abschnitte ABC, ähnlich aber 
dem EFG ist.

Er sei gefunden und sei HKL. Die Grundfläche desselben sei der Kreis um den 
Durchmesser HK, der Pol aber der Punkt L. Normalkreise der Kugeln seien ANBC, HM KL, 
EOFG, ihre Durchmesser CN, LM, GO, senkrecht auf den Grundflächen der Abschnitte» 
und ihre Mittelpunkte Q, P, 8. Man mache, dafs sich verhalte

(QN + NT) : NT = X-T : TC
und (P M -J- M Y) : M Y = IX : YL
und (SO -]- OU) : OU = Z U : UG

ferner denke inan sich Kegel, deren Grundflächen die Kreise um die Durchmesser AB, HK, 
EF, und deren Spitzen die Punkte X, I. Z, sind. Nun ist, wie bewiesen, der Kegel ABX = 
dem Kugelabschnitte ABC, der Kegel H K I = dem Abschnitte HKL und der Kegel E F Z = 
dem Abschnitte EFG (S. 3.). Weil ferner der Kugelabschnitt ABC = Absch. HKL, so ist

N 2
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nuch Keg. ABX = Keg. HKI. Bei gleichen Kegeln verhalten sich aber die Grundflächen um­
gekehrt wie die Höhen, mithin verhält sich

Kreis um AB : Kr. um HK = YI : XT 
Es ist aber Kreis um AB : Kr. um HK = AB2 : HK2 

folglich AB2 : HK 2 = YI : XT.
Weil nun der Abschnitt EFG dem Abschnitte HKL.ähnlich ist, so ist auch der Ke­

gel EFZ dem Kegel HKI ähnlich. («) Mithin ist
ZU : EF = IY : HK.

Nun ist das Verhältnifs ZU : EF gegeben, (j3) mithin auch IY : HK. 
Also sei IY : HK =XT : D, wo XT gegeben ist, mithin auch D.
Weil ferner IY : XT = AB2 : HK2 = HK : D
so nehme man H'K2 = AB X V, 
Dann ist AB2 : HK2 = AB : V
Nun war AB2 : HK2 = HK ; D
also AB : HK = V : D
ferner AB : HK = H K : V, weil HK2 = AB X V
folglich AB : HK = HK : V = V : D
Demnach sind HK, V, zwei mittlere Proportionalen zwischen den beiden gegebenen AB, D.

Die Konstruktion der Aufgabe wird hiernach folgende sein. Es sei ABC der Abschnitt, 
welchem der zu bildende gleich, und EFG der, dem er ähnlich sein soll. Normalkreise der 
Kugeln seien ANBC, GEOF, deren Durchmesser CN, GO, und die Mittelpunkte Q, S. Man 
mache dafs sich verhalte (QN + NT) ; NT = XT : fC

und (SO + OU) : OU = ZU : UG
dann ist folglich der Kegel XAB = dem Kugelabschnitte ABC und der Kegel ZEF = dem 
Abschnitte EFG. Man mache nun, dafs sich verhalte 

ZU : EF = XT i D
und nehme zwischen den beiden gegebenen AB, D, zwei mittlere Proporlionalen HK, V, so 
dafs A B : HK = H K : V = V D
Ueber HK beschreibe man einen Kreisabschnitt IIKL, ähnlich dem Kreisabschnitte EFG, (?)

(S. 6. •) Aus der Aehnlichkeit der Kugelabschnitte folgt die Aehnlichkeit der Kreisabschnitte EFG, IIKL, und 
hieraus ergiebt sich

SO : OU=PM : HY
»Iso (SO + OU) : OU = (PM + MY) : MY
folglich ZU : UG = IY : YL, nach den Voraussetzungen,
oder S UG : YL = ZU : IG
Es ist aber UG : YL = EF : 11K
mithin ZütlG — EF:HK, also sind die Kegel ähnlich.

(ß) Das Verhältnifs ZU : EF ist zusammengesetzt aus den beiden ZU : UG und UG . EF. Beide ®'n<l gegeben, 
ersteres nach der Voraussetzung, letzteres weil der Kugelabschnitt Eh G selbst nach Inhalt un orm gegeben 
ist; mithin ist auch das zusammengesetzte Verhältnifs gegeben.

(r) Nach Eukl. III. 33'
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und vollende den Kreis, dessen Durchmesser LM sei. Dann stelle man sich eine Kugel vor, 
deren Normalkreis LHMK, und deren Mittelpunkt P ist, und breite durch HK eine auf L M 
senkrechte Ebene aus. Dann wird der Kugelabschnitt an der Seite L dem Kugelabschnitte EFG 
ähnlich sein, weil auch die Kreisabschnitte ähnlich waren. Ich behaupte aber, er sei auch 
gleich dem Kugelabschnitte ABC. Man mache nämlich, dafs

(PM + MY) : MY = IY : YL
dann ist folglich der Kegel IHK = dem Kugelabschnitte HKL (S. 3.). Weil nun der Kegel 
IHK dem Kegel ZEF ähnlich ist, so verhalt sich

ZU ; EF = XT : D = IY : HK.
oder IY: XT = HK : D

Weil ferner AB : HK = HK : V = V : D
so ist auch AB2 : HK2 = HK : D

Es ist aber HK : D = IY : XT
folgt AB2 ; HK2 = Kreis um AB : Kr. um HK — IY : XT.

Demnach ist der Kegel XAB dem Kegel IHK, also auch der Kugelabschnitt ABC dem Ku­
gelabschnitte HKL gleich. Es ist folglich ein Abschnitt HKL dem gegebenen ABC gleich und 
einem andern gegebenen EFG ähnlich gebildet worden.

Satz 7.
Wenn zwei Kugelabschnitte gegeben sind, sei es nun von derselben Kugel oder nicht, 

einen Kugelabschnitt zu finden, welcher dem einen der gegebenen ähnlich, und dessen Ober­
fläche der Oberfläche des andern Abschnitts gleich ist.

Es mögen die Kugelabschnitte zu den Bogen ABC, DEF gegeben sein, und zwar seil.103- 
der zum Bogen ABC gehörige der, welchem der zu findende ähnlich, der zum Bogen DEL' 
gehörende aber derjenige, dessen Oberfläche die Oberfläche des zu findenden gleich sein soll. 
Er sei nun gefunden, und zwar sei der Kugelabschnitt KLM ähnlich dem Abschnitte ABC, 
und habe eine der Oberfläche des Abschnitts DEF gleiche Oberfläche. Man denke sich dem­
nächst die Mittelpunkte der Kugeln und durch sie senkrecht auf die Grundflächen der Ab­
schnitte Ebenen ausgebreitet, deren Durchschnitte der Kugeln ABCH, EFGD, der Grund­
flächen der Abschnitte aber die geraden Linien KM, AC, DF, sein sollen. Die auf KM, AC, 
DF senkrechten Durchmesser der Kugeln seien LN, BH, EG, und man ziehe LM, BC, El .

Weil nun die Oberfläche des Kugelabschnitts KLM der Oberfläche des Abschnitts 
DEF gleich ist, so ist auch ein Kreis um den Halbmesser ML einem Kreise um den Halb­
messer EF gleich; denn es ,ist bewiesen worden, dafs die Oberflächen der erwähnten Abschnit­
te Kreisen gleich sind, deren Halbmesser den geraden Linien von den Polen der Abschnitte 
an die Umfänge der Grundflächen gleich sind. (L S. 48. 49.).
Demnach ist auch ML = EF. Weil nun Absch. KLM ~ Absch. ABC,
so ist PL : PN = BQ :QH
folglich NL:LP=HB:BQ
Es ist aber auch PL : LM — BQ : CB, wegen Aehnlichkeit der Dreiecke-

folglich NL^Tm = NL :EF = HB : CB,
oder NL : HB = EF : CB.
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Nun ist das Verhältnifs EF : CB gegeben, weil jede der beiden Linien gegeben ist, (a) mit­
hin ist auch NL : HB gegeben. Es ist ferner HB gegeben, folglich auch NL, und somit 
auch die Kugel.

Die Konstruktion wird diese sein: die beiden gegebenen Kugelabschnitte seien ABC, 
DEF, und zwar ABC derjenige, welchem er ähnlich, DEF aber derjenige, dessen Oberflä­
che die seinige gleich sein soll. Man konstruire nun alles der Auflösung gemäfs, und mache 
dafs sich verhalte:

BC: EF =BH: LN
und beschreibe einen Kreis um den Durchmesser LN. Dann denke man sich die Kugel, de­
ren Normalkreis LKNM sein soll, und schneide NL in P dergestalt, dafs

HQ : BQ = NP ; LP.
Durch P werde die Oberfläche von einer auf NL senkrechten Ebene geschnitten und LM ge­
zogen. Dann sind die Kreisabschnitte über den geraden Linien KM, AC, ähnlich, mithin 
auch die Kugelabschnitte;
und weil HB : BQ = NL :LP (vermöge der Durchschneidung.) (ß)
ferner weil BQ : BC = LP : LM

so folgt HB :NL = BC : LM
Es war aber H B :NL = B C:EF

also ist EF = LM
Mithin ist auch ein Kreis um den Halbmesser E F einem Kreise um den Halbmesser 

LM gleich. Nun ist ein Kreis um den Halbmesser EF der Oberfläche des Abschnitts DEF, 
ein Kreis aber um den Halbmesser LM der Oberfläche des Abschnitts KLM gleich, wie im 
ersten Buche gezeigt wurde (I S. 48. 49-), folglich ist die Oberfläche des Kugelabschnitts KLM 
Heich der Oberfläche des Abschnitts DEF, auch ist KLM dem Abschnitte ABC ähnlich. ,

Satz 8.
Von einer gegebenen Kugel einen Abschnitt durch eine Ebene dergestalt abzuschneiden, 

dafs der Abschnitt zu einem Kegel, welcher einerlei Grundfläche und gleiche Höhe mit ihm 
hat, ‘in einem gegebenen Verhältnisse stehe.

Es soll die gegebene Kugel den Normalkreis ABCD und den Durchmesser BD haben; 
dann soll die Kugel von einer Ebene durch AC so geschnitten werden, dafs der Kugelabschnitt 
ABC zu dem Kegel ABC in einem gegebenen Verhältnisse stehe.

Diefs sei geschehen, und der Mittelpunkt der Kugel sei E, auch verhalte sich
(ED + DF) : DF = GF :FB

(S. 7. «) Da die Abschnitte ABC, DEF, gegeben sind, so sind AC, QB, und DF, IE, also auch |QC, IF, 
gegeben, mithin sind weyen der rechten Winkei bei Q, I, auch BC, EF, gegeben.

(lil Weil LN so geschnitten ist, dafs sich verhält
HQ : BQ = NP : LP

so folgt (HQ + BQ) : BQ = (NP + LP) : LP u. s. w.
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also ist der Kegel ACG dem' Abschnitte ABC gleich (S. 3.); folglich ist auch das Verhält­
nifs des Kegels ACG zu dem Kegel ABC gegeben, mithin ist auch das Verhältnifs G F ; FB 
gegeben. Nun war

GF : FB = (ED + DF) : DF
folglich’ist auch das Verhältnifs (ED -}- DF) : DF gegeben, mithin ist das Verhältnifs ED : DF 
und folglich DF, und gleicherweise AC gegeben.
Weil nun (ED + DF) : DF> (ED + DB):DB(«)

und (ED + DB) = 3 ED und DB = 2 ED

so ist (ED + DF) : DF > 3 : 2.
Es ist aber das Verhältnifs (ED 4- DF) : DF dem gegebenen gleich, mithin mufs das 

gegebene Verhältnifs Behufs der Konstruktion gröfser sein, als das Verhältnifs 3 : 2.
Die Aufgabe wird nun so konstruirt werden: Es sei eine Kugel gegeben, deren Nor­

malkreis AB CD, der Durchmessei’ BD, der Mittelpunkt E; das gegebene Verhältnifs sei 
KH : KL, gröfser als 3 : 2.

Nun ist (ED + DB) ; DB = 3 : 2
also HK : KL > (ED + DB) ; DB

mithin HL : KL > ED : DB
Man mache, dafs sich verhalte

HL : KL=ED :DF
Und ziehe durch F senkrecht auf BD die Linie AFC, und lege durch AC eine auf BD senk­
rechte Ebene. Ich behaupte, dafs

Kugelabsch. ABC : Kegel ABC = HK : KL
Man mache nämlich, dafs sich verhalte

(ED + DF) : DF = GF : BF
Dann ist der Kegel CAG dem Kugelabschnitte ABC gleich (S. 3.). Weil nun
H K : KL = (ED + DF) : DF = GF : BF = Keg. ACG : Keg. ABC (I. S. 17. Lehns. 1.) 
und weil Keg. A G C — Kugelabsch. ABC
so ist folgl. Absch. ABC : Keg. ABC = HK : KL 

♦ 
Satz 9.

Wenn eine Kugel von einer nicht durch den Mittelpunkt gehenden Ebene geschnitten 
wird, so steht der gröfsere Abschnitt zum kleineren in einem Verhältnisse, was kleiner ist, 
als das zwiefache des Verhältnisses der Oberfläche des Gröfsern zur Oberfläche des kleinern 
Abschnitts, gröfser aber, als das anderthalbfache Verhältnifs. («)

Es sei eine Kugel vorhanden mit dem Normalkreise ABCD und dem Durchmesser pjoj. 
BD; sie werde von einer auf AB CD senkrechten Ebene durch AC geschnitten, und zwar sei

(S. 8. •) Weil DF < DB, so ist mithin

(S. 9. «) D. h. wenn der gröfsere Abschnitt A, der kleinere B, ihre Oberflächen a, b, sind, so wird behauptet 
]) A : B < a* : b *

2) A : B > aä ; b»
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ABC der gröfscre Abschnitt der Kugel. Ich behaupte, dafs der Abschnitt ABC zu ADC in 
kleinerem Verhältnisse stehe, als in dem zwiefachen der Oberfläche des gröfseren zur Oberflä­
che des kleineren Abschnitts; in einem gröfseren aber, als in dem anderthalbfachen.

Denn man ziehe BA, AD, und E sei der Mittelpunkt, auch mache man, dafs sich 
verhalte (ED + DF) : DF = HF : FB

und (EB + BF):BF = GF :FD
und denke sich Kegel, welche den Kreis um den Durchmesser AC zur Grundfläche, zu Spi­
tzen aber die Punkte H, G, haben. Dann wird der Kegel ADC dem Kugelabschnitte ABC, der 
KegeLAGC aber dem Abschnitte ADC gleich sein (S. 3,). Auch ist

BA2 : AD2 = Oberfl. des Absch. ABC: Oberfl. d. Absch. ADC 
wie zuvor erwiesen ward (L S. 48. 49.).

l) Nun ist zu zeigen, dafs der gröfscre Abschnitt zum kleineren in kleinerem Verhält­
nisse stehe, als im zwiefachen der Oberfläche des größern zur Oberfläche des kleinern Ab­
schnitts. Ich behaupte also, dafs das Verhältnifs des Kegels AHC : AGC, d. h. FH : FG 
kleiner sei, als das zwiefache Verhältnifs von BA2 : AD2, d. h. von BF : FD. (p) Weil nun 

(ED 4- DF) : DF = HF : FB
und (EB + BF) : BF = GF : FD

so folgt BF;FD = HiTTbE (7) (Denn es ist BE = ED)
wie oben mitbewiesen wurde (S. 3.). Wiederum weil

(EB 4- BF) : BF = GF : FD,
so sei BE = BK, wo denn offenbar HB> BE, weil BF> FD ist. (J)

Dann folgt KF : BF = GF : FD
Es war aber BI1 : FD = HB : BE (und BE — BK)

folglich HB:BK = KF:GF
Weil nun HF : KF <! HB : BK (e)

und so eben HB : BK = KF : GF
so folgt ~HfTkF^KF7 GF, also HF X GF <| KF 2
mithin HF X GF : GF2 (d. h. HF : GF) < KF2 : GF2

(Es ist aber das Verhältnifs KF 2 : GF4 das zwiefache von KF : GF, folglich ist 
HF : GF kleiner als das zwiefache Verhältnifs KF : GF) 
und weil K F : G F — B F : F D

so folgt HF ; GF < B.F 2 : FD 2
und diefs eben suchten wir. 2) Weil

Weil B A® = BD X BF ««d AD® = BD x DF, so ist
BA® : AD2 = BF : FD

es wird also behauptet, dafs FH : FG<BF2: FD®
(r) Es ist nämlich ED :DF = (HF-FB) : FB, oder weil ED = BE, so folgt 

BE:DF = HB;F B

d. h. HF _HB
KF ~ BK.

(5) In der Proportion ,B F : F D = HB : B E , ist B F > F D, folglich auch HB > B E.
, HK . HK ... HK + KF , HK + BK

(«) Denn es ist KF > BK, folglich *5 ß mithin &p < ßK.
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2) Weil ferner B E = ED, so ist BF X F D <| B E X ED (»)
mithin B F : B E < ED : DF = Hß : BF (a)
folglich ist B F 2 <5 H B X B E, d. h. BF2 < H B X B K.

Nun sei BN2 =HB X BK, dann ist
HB : BK = HN2 : NK 2 (,)

Es ist aber HF 2 : FK 2 > HN 2 ; NK 2 (K)
folglich auch HF2 : FK2 > HB : BK = HB : BE s FK : GF
mithin HF : GF >KF^ ; GF2 (a)
und diefs eben ist unser Ziel.

Es ist nunmehr
HF : 1 G = Keg. AHC : Keg. AGC = Absch. ABC : Absch. ADC

und KF : FG = BF : DF = BA 2 : AD 2 = Oberfl. d. Absch. ABC : Oberfl. d. Absch. ADC 
demnach steht der gröfsere Abschnitt zu dem kleineren in einem kleineren Verhältnisse, als in 
dem zwiefachen der Oberfläche des gröfsern Abschnitts zur Oberfläche des kleinern Abschnitts; 
und in einem gröfsern, als dem anderthalbfachen dieses Verhältnisses.

Anderer Beweis. Es sei eine Kugel vorhanden mit dem Normalkreise ABCD,F.io6. 
dem Durchmesser AC und dem Mittelpunkte E; sie werde von einer auf AC senkrechten Ebe-

(0 Die eingeklammerten Worte sind zwar ächt, machen aber den Schlufs des Beweises ohne Noth weitläuftig.

(t) Denn BF x FD = A F 4 und BE X ED = ED2; es ist aber AF < E D, weil E der Mittelpunkt ist, also 
auch AF* < ED4 u. s. w.

(S) Weil (ED + DF) : DF = HF : BF, so folgt ED : DF = (HF-BF) : BF.
(.) Weil HB : BN — BN : BK, so folgt

HB ; BN = (HBF BN) : (BN + BK) = HN : NK
und HB4:BN4 = HN4 : NK4
Nun war BN4 = HB X BK

folgt. HB : BK = HN» : NK4
(») Es ist nämlich FK < NK, folglich

HK ; FK> HK : NK, d. h. (HK + FK) : FK > (HK + NK) : NK
folglich HF : FK> HN ; NK, also HF4 : FK4 >■ HN4 ; NK4

(a) Denn man nehme drei Gröfsen a, b, c, dergestalt an, dafs a4 : b4 J> b : c, so läfst sich nachweisen, dafs 
a : c r* b^ : ca

Es sei nämlich m eine mittlere Proportionale zwischen b, c, das heilst: 
b ; m = m ; c , mithin b : c = b4 : m4 ;

Weil nun a4 : b4t* b : c
so folgt a : b > b : m

Ferner sei n die vierte Proportionale zu c, m, b, also c : m = b : n , so bilden die Gröfsen -H- n : b ; m : c 
eine geometrische Progression, und man hat folglich

n : c = b 4 : m 4 und b t >n = bs : c4

mithin n : c = b 4 : m 4 = b 4 : c .
die Anwendung hievon ist leicht, wenn mau a = HF, b = FK, capGF setzt.

o



io6 Von der Kugel

ne durch B D geschnitten. Ich behaupte, dafs der grössere Abschnitt BAD zu dem kleineren 
BCD in kleinerem Verhältnisse stehe, als dem zwiefachen dei’ Oberfläche des Abschnitts BAD 
zur Oberfläche des Abschnitts BCD; in einem gröfsern aber, als dem anderthalbfachen.

l) Denn man ziehe AB, BC; dann verhält sich
d. eine Oberfläche : der andern — Kreis um d. Halbm. AB : Kr. um d. Halbm. BC = AH : HC 

Man setze den Halbmesser des Kreises = AF = CG. Das Verhältnifs des Abschnitts 
BAD zu dem Abschnitte BCD ist zusammengesetzt aus dem Verhältnisse des Abschnitts BAD 
zu dem Kegel BDA, aus dem Verhältnisse desselben Kegels BDA zu dem Kegel BDC, und 
aus dem Verhältnisse dieses Kegels zu dem Abschnitte BCD. Es ist aber

Absch. BAD; Keg. BDA = GH: HC (S. 3. Folgerung.')
Keg. BDA : Keg. BDC = AH : HC (1. S. 17. Lehnsatz 1.)

Keg. BDC : Absch. BCD = AH : HF (S. 3. Folgerung.)
Es ist aber das aus GH : HC und AH : HC zusammengesetzte Verhältnifs dem Ver­

hältnisse GH X AH : HC2 gleich, und das aus GH X AH : HC2 und AH X HF zusammen­
gesetzte ist dem Verhältnisse GH X AH X AH : H C 2 X HF gleich, welches wiederum ei­
nerlei ist mit dem Verhältnisse AH 2 X HG : HC2 X HF. Es ist aber

GH X AH2 : HC2 X GH = AH2 ; HC1
und es ist eben zu zeigen, dafs

AH 2 X GH : HC2 X FH AH2 : HC2 (»)
also dafs AH2 X GH: HC2 X FH <AH2 X GH : HC2 X GH
mithin dafs HC2 X FH> HC2 X GH

d. h. dafs FH > GH (?)
2) Ich behaupte hiernächst, dafs das Verhältnifs des gröfsern zum kleinern Abschnitte 

gröfser sei, als das anderthalbfache Verhältnifs der Oberflächen.
Es ward bewiesen, dafs die Abschnitte sich verhalten, wie AH2 X GH : HC2 X FH. 

Das anderthalbfache Verhältnifs der Oberflächen ist aber das Verhältnifs AB 3 :BC’. («) Mei­
ne Behauptung ist also, dafs sich verhalte

AH2 X GH : HC2XFH> AB3 : BC3 = AH3 : B H 3 «
d. h. es ist AH’ X GH : HC2 X FH gröfser als ein aus AH2 : BH2 und aus AH ; BH zu-

Folglich ist Abschnitt BAD : Absch. BCD == AH» x GH : HC2 X FH.
G) Es soll nämlich bewiesen werden, dafs

Abschnitt BAD : Absch. BCD < A H » : H C ».
(D Den leicht hinzuzudenkenden Schlufs läfst Archimed es ins: »Es ist aber wirklich FH i> GH, weif nach der 

Voraussetzung Absch. BAD r' Absch. BCD, mithin AH >* HC, und weil AF = CG ist; also ist die zu erwei­
sende Proportion wirklich erwiesen.

(«) Man setze die Oberfläche BAD = S, die Oberfläche BCD — s, so ist
S :,s = AB» : BC»

S» :s» = AB : BC

: Sa= AB1 ; BC*.
G) Weil AB : BC = AH : BH.
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sammengesetztes Verhältnifs. Dieses ist aber dem -Verhältnisse AH2:HCXBH, (?) und 
dieses wieder dem Verhältnisse AH2 X HG : HCXBHXHG gleich. Demnach behaupte 
ich, dafs

AH2 X GH : HC2 X FH > AH2 : HC X BH = AH2 X GH : HC X BH X GH.
Es ist also zu zeigen, dafs HC 2 X F H <!HCXBHXGH, 

was eben so viel ist, als zu zeigen, dafs
HC1; BHXHC<GH:FH 

oder zu beweisen, dafs GH : F H j> H C : BH sei.
Man errichte in E auf EC die senkrechte EK, und fälle auf diese 

dikel BL, so bleibt uns zu zeigen dafs
GH : FH > HC : BH

Es ist aber FH = AH + KE
Also mufs gezeigt werden, dafs

GH : (All 4- KE) > HC : BH 
und wenn man folglich IIC von GH, und EL — BH von KE wegnimmt,

aus B das Perpeu-

sen sein, dafs 
oder dafs 
oder dafs ' 
also dafs

CG : (All 4- KL) > HC : BH = BH : AH = EL :
KE :
KL :

EL
EL

(AH + KL) : AH 
KL : AH

so wird zu erwei-
AH

(f) Es ist AU : BH = BII : HC
und AH*: BH* = AH* : BII*

folg], AH«: BH« = AH* : BH x HC
(r) Hier läfst Arch. wieder den von selbst hervorgehenden Schlufs ans: „Es ist aber wirklich EI. ATT, weil EL 

kleiner und All gröfser als der Halbmesser ist; folglich ist die zu beweisende Proportion richtTg.“
Der ganze Salz des Archimedes läfst sich durch Hülfe der Algebra kurz erweisen. Es ist 

wenn man den Halbmesser der Kugel = r setzt:
nämlich, F.I06.

Abschnitt BAD = f w X AII * (3 r - A H) x
Abschnitt BCD=|z-xCH*(3r-CH)J’ Geom, II. 255.

Oberfi. d. Absch. B AD = 2 r r X AH 
Oberfi. d. Absch. BCD = 2 r x CH

Nun behauptet Archimedes:

Geom. II. §. 272.

T , . AH* (3r-AH) . All*
I. dafs -C-Hi q3f _ CH) " CH* dafs

3 r- AH .
3 r - ClT1 Se>'

Weil nun All CH, also 3r - AH> 
tung richtig.

3
* r _ A Hr - CH, so ist ——-------- e;n achter Bruch, mithin die
3 r - C H Behsup-

II. dafs ^3-AH). 
CH* (3r- CH) 

oder 
oder

Um diese Behauptung zu 
Häuptling verwandelt sich in

AU$ 
>-^1, d- L

dafs (3 r - AH)

3T - All CH1
3r-CH > AH^ 

A H 2 > (3 r - C H) CH2,
dafs (3 r-AH)2 AH > (3r-CH)* CH sei.
prüfen, setze mau AE —• x, so ist-AH r-f x und CH r — x, und 
folgende:

die Be-

(2 r - x) *
O 2
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Satz io.'
Von den Kugelabschnitten, welche unter gleichen Oberflächen enthalten sind, ist die 

Halbkugel die gröfste.

?• 107. In einer Kugel sei ABCD der Normalkreis, AC der Durchmesser, und zu einer an­
dern Kugel sei EFGH der Normalkreis, EG der Durchmesser. Jede der beiden Kugeln wer­
de von einer Ebene geschnitten, die eine durch den Mittelpunkt, die andere nicht dadurch: 
die Durchschniltsebenen sollen senkrecht auf den Durchmessern AC, EG, stehen, und nach 
den Linien DB, FH, geführt sein. Der Kugelabschnitt zu dem'Bogen FEH sei die Halbku­
gel; von den Kugelabschnitten zu dem Bogen BAD sei der in der Figur S gröfser, der aber 
in der anderen kleiner als die Halbkugel; auch sollen die Oberflächen der gedachten Abschnit­
te gleich sein. Ich behaupte nun, dafs die zu dem Bogen FEH gehörende Halbkugel gröfser 
sei, als der Abschnitt zu dem Bogen BAD.

Denn weil die Oberflächen der erwähnten Abschnitte gleich sind, so erhellt, dafs 
BA = EF, indem bewiesen worden, dafs eines jeden Abschnitts Oberfläche einem Kreise gleich 
ist, der zum Halbmesser die gerade Linie vom Pole des Abschnitts bis an den Umring des 
Grundkreises desselben hat (I. S. 48. 49.). Weil ferner der Bogen BAD in der Figur S gröf­
ser ist, als der Halbkreis, so leuchtet ein, dafs B A* < 2 AK 2 («) und dafs B A 2gröfscr ist als 
das zweifache Quadrat des Halbmessers, (ß) (In der andern Figur aber findet gerade das Ge­
gentheil Statt. Man setze daher £ B A 2 = 1 E F 2 = A P 2; dann folgt AP=EL, und AP 
kommt näher an den Mittelpunkt O als AK.) (7) Ferner sei CI gleich dem Halbmesser des 
Kreises ABD, und CI : CK = MA : AK
Auf dem Kreise um den Durchmesser BD stehe ein Kegel, dessen Spitze der Punkt M ist 
Dieser ist mithin gleich dem Kugelabschnitte zu dem Bogen BAD. (J) Auch sei EL = EN 
und auf dem Kreise um den Durchmesser FH stehe ein Kegel, dessen Spitze der Punkt N ist’ 
dann ist auch dieser gleich der Halbkugel zu dem Bogen HEF. (r)

Man setze demnach
(jr - x)1. (r + x) = (2r 4- x)*. (r - x) + Y.

Ist nun die obige Behauptung richtig, so mufs Y einen positiven Werth haben, sonst aber entweder __ o 
oder negativ werden. Wird die Gleichung aufgelöset, so erhält man nach gehöriger Reduktion Y = 2x3 wor­
aus die Richtigkeit der Behauptung erhellet.

(S. 10; “) Denn es ist B A 2 = A K2 + AKxKC und nach der Voraussetzung ist KC <AK.
(ß) Denn zieht man BO, so ist BOA ein stumpfer Winkel, also BA1 = 2 AO2 4- 2 AO x OK (Eukl IT 12)

mithin BA2 > AO2;
(7) Die eingeklammerten Worte sind zwar nicht vom Arehimedes, sondern erst nach Rivaults und Sturms 

Vorgänge in den Text gesetzt; sie sind aber für den Zusammenhang des Beweises unentbehrlich. (Man sehe 
darüber die krit. Anmerkungen.)

(J) Denn weil C 1 : CK = M A : A K ■
so ist IK : CK = MK : AK (Vgl. S. 3.)

(«) Weil nämlich NL = 2 EL, so ist Keg, FI1N — 2 Keg. FEH (T. S. 17. Lehnsatz I.)
Zugleich ist Halbkugel FHE = 2 Keg. FEH (I. S. 36.)

mithin Kegel FHN — Halbkug. FHE
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Es ist nun Richtecli AP X PC > AKXKC, weil die kleinere Seite des ersten gröf­
ser ist, als die kleinere Seite des zweiten. (£)

Aber AP 2 = AK X CI = | AB 2
folglich AP X PC + AP2 > AK X KC + AK X CI

also CA X AP > IK X AK. Weil aber IK
so ist CA X AP > MK X KC

Also CA : K 0 > M K : A P
Es ist aber CA : KC = AB2 : BK2 (,)

folglich A AB2 : BK2 > MK : 2 AP
d. h. AP2 : BK2 > MK : LN

Mithin Kreis um d. Dchmesser FH : Kr. um d. Dehm. BI

X AK = MK x KC, (5)

D > MK: LN
folglich ist der Kegel, dessen Grundfläche der Kreis um FH und dessen Spitze N ist, gröfser 
als der Kegel, welcher zur Grundfläche den Kreis um BD, und zur Spitze M hat. Also er­
hellet, dafs auch die zu dem Bogen EFH gehörige Halbkugel gröfser ist, als der Abschnitt zu 
dem Bogen BAD.

Crt Nach E u k 1. II. J ist OC2 = AP X P C + OP« 
und OC2 = AKxKC + OK2

Weil nun OP < OK, so ist AP X PC > AK x KC, d. h. wenn eine gerade Linie A C an zwei ver­
schiedenen Punkten P, K, in ungleiche Theile getheilt wird, so ist das Rechteck unter den beiden Abschnitten 
AP PC, deren Trennungspunkt der Mitte der ganzen Linie zunächst liegt, gröfser als das Rechteck unter 
den'beiden andern Abschnitten AK, KC. Diefs ist aber eben so viel, als wenn man mit Archimedes sagt: die 
kleinere Seite des ersteren Rechtecks sei gröfser, als die kleinere des andern; denn je kleiner jene ist, um 
desto weiter ist ihr Trennungspunkt vom Mittelpunkte entfernt.

(<,) Weil AC X AK = AB*, folglich J AC x AK = CI X AK = ä AB».

(9) S. Anmkg. J.
M Denn AB2 = ACx AK unä = KCXak> folglich

AB» : BK2 = AC : KC.



Kreis messung.

Satz I.

Jeder Kreis ist einem rechtwinkligen Dreieck gleich, dessen eine Kathete dein Halbmesser, und 
dessen andere dem Umfange des Kreises gleich ist.

F.108. Es sei der Kreis AB CD, samt dem Dreieck E der Voraussetzung gemäfs gegeben, ich 
behaupte, jener sei diesem gleich.

l) Wofern es nämlich möglich ist, so sei der Kreis gröfser: dann ver­
zeichne man das Quadrat AC in dem Kreise, und (heile die Bogen in je zwei Hälften, bis die 
Abschnitte weniger betragen, als der Ueberschufs des Kreises über das Dreieck; so ist folglich 
die geradlinige Figur gröfser, als das Dreieck (hug. u. Cyl. J. S. 6. Folg. 2.j. Als Mittel­
punkt sei N angenommen und NX sei senkrecht, so ist NX kleiner als die eine Seite des Drei­
ecks; zugleich ist der Umfang der geradlinigen Figur kleiner, als der Umfang des Kreises 
(Kug. u. Cyl. I. S. i.); folglich wäre die geradlinige Figur kleiner als das Dreieck E, welches 
ungereimt ist.

2) Daher sei, wenn diefs möglich ist, der Kreis kleiner als das Dreieck 
E: dann beschreibe man ein äufseres Quadrat, theile die Bogen in Hälften, und lege durch 
die Theilungspunkte Berührungslinien. Es ist also O AP ein rechter Winkel, folglich OP PM, 
weil PM = AP ist; und es ist AGOP gröfser als die Hälfte der Figur OFAM. Man lasse 
nun die Abschnitte wie GFA zusammen kleiner werden, als den Unterschied des Dreiecks E

(S. I. Es sei das Vieleck im Kreise P, dessen Umfang = p, das Perpendikel NX = h, der Umfang des 
Kreises = c, dessen Halbmesser = r, das Dreieck := E, so ist

P = J ph und E = ä cr
Nun ist p < c und h < r, folglich | ph < | er, d. h. P < E. Zuvor aber ward gezeigt, dafs P > E sein müsse, 

mithin findet eine Ungereimtheit Statt.
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von dem Kreise AB CD. Dann müfste die umschriebene geradlinige Figur kleiner sein, als 
das Dreieck, welches ungereimt ist; denn sie ist gröfser, weil zwar NA gleich ist der einen 
Kathete des Dreiecks, der Umfang der Figur aber gröfser als die andere Kathete des Drei­
ecks, (p)

Also ist der Kreis dem Dreieck E gleich.

Satz 2.

Der Kreis verhält sich zum Quadrate seines Durchmessers sehr nahe wie n : 14.
Es sei ein Kreis mit dem Durchmesser AB gegeben und das Quadrat CG darum be-F.109. 

schrieben, auch sei DE = 2 CD und EF = | CD. Nun ist
AAGE : AA C D = 21 : 7
AAEF : AACD = 1:7

folglich AACF : AACD = 22 : 7
Es ist aber CG = 4 AACD

mithin AACF : CG = 22 : 28 = n : 14
Nun ist indessen das Dreieck ACF dem Kreise AB gleich, weil die Kathete AC dem 

Halbmesser gleich ist, die Grundlinie CF aber dem Kreis umfange, denn dieser beträgt so viel, 
als das dreifache des Durchmessers und fast noch y lei darüber, wie gezeigt werden wird (S. 3.) 
Also verhält sich der Kreis zu dem Quadrate CG sehr nahe wie II : 14.

Satz 3.

Der Umfang eines jeden Kreises übertrifft das Dreifache des Durchmessers um weni­
ger als ftel, aber nun mehr als y£tel des Durchmessers. («)

(S) Behält man die vorige Bezeichnung auch für das äufsere Vieleck bei, so ist jetzt
P = J pr und E = J er

Weil aber p > c, so ist nunmehr P E, es miifste aber P <1 E sein.
(S. 3. «) Die folgende Rechnung des Archimedes bedarf ihrer Kürze wegen mehrere Erläuterungen, welche ich 

lieber in eine zusammenhängende Darstellung bringen, als stückweise den einzelnen Stellen beifügen will.
Setzt man in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse — 2 a, die eine Kathete — a, und die andere 

= x, so ist x2 = 3a2, x — a 7“ 3. Es kam nun dem Archimedes darauf an, zuerst das Verhältnis x : a 
annähernd so auszudrucken, dafs die für x angenommene Verhältnifszahl etwas zu klein sei, damit das Verhält­
nifs x : a etwas gröfser sei, als das in Ziffern ausgedruckte. Er nahm defshalb a so, dafs 3a2 so nahe als 
möglich eine Quadratzahl sei; und wenn er drei Ziffern in der Verhältnifszahl haben wollte, so konnte er kei­
ne kleinere Zahl für a annehmen; als 153* (Vg 1. Klügels Math. Wörtbch. Art. Cy klo t e chni e.) Dann 
war 3 a 2 = 70227 = 70225 + 2 = 265 2 + 2-

Nun ist 1EC= J R, mithin IN die halbe Seite eiües Sechsecks im Kreise, d. h. IN = JEI, also auchF.no. 
FC = ä EF, d. h.

FE : FC = 2 I = 306 ; 153 
FE2 : FC2 = 93636 : 23409 

(FE2 - FC2) : FC2 = (93636 - 23409) = 23409 ,
d. h. EC’ : F C* = 70227 : 234O9

EC2 : FC2 >> 265 2 • 153 2; denn .265 2 — 70225«

auchF.no
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p.n0. i) Es sei ein Kreis mit dem Durchmesser AC, dem Mittelpunkte E und der Berüh-
ruugslinie CF gegeben, und es sei FiEC = y Rj also ist

F.55.

mithin I) EC : FC > 265 : 153
Es war aber FE : F C = 306 : 153

also (EC 4- FE) : FC > 57t : 153
Nun ist FE : EG = FG : GC, nach Eukl. VI. 3.

also (EC + FE) : (GC+ FG) = EC : GC = (EC + FE) : FC
mithin 2) EC : GC > 571 ; 153

EC2 : GC* > 326041 : 23409
(E C* + GC») : GC 1 > (326041 + 23409) : 23409

d. h. EG2 : GC2 > 349450 : 23409
folglich EG : GC > 5911 : 153i denn (591» 2 = 349428 K-
und weil EC : GC> 571 : 153

so ist (EG + EC); GO 1162J ; 153
Es ist aber EG : EC = GH : HC

also (EG + EC) : (GH + HC) = EC 1 HC = (EG + E C) ; G C
mithin 3) EC : HC > IIÖ2J : 153

EC2 : HC2 > 135053411 : 23409
(EC2 + HC)2 : HC2 > 1373943?? : 23409

folglich HE : HC > 1172t : I53i denn (H72|)2 = 1373877 ?V
und weil EC : HC > IIÖ2J : 153,

so folgt (HE 4- EC) ; HO 23345 : 153
Es ist aber HE : EC = HK : KC

also (HE 4- EC) : (HK + KC) = EC : KC = (HE + E C) : HC.
mithin 4) E C : KC > 23345 : 153

EC2 : KC2 5448723t? ■ 23409
(EC2 + KC2) : KC2 > 5472132/; : 23409

folgl. KE : KO 2339J : 153; denn (2339 = 5472090??
und weil EC : KC > 2334J : 153

SO ist (KE + EC)’: KC >. 4673 t : 153
Es ist aber KE : EC — KL : LC

folgl. (KE + EC) : (KL + L C) = EC : LC = (KE + EC) : KC
mithin 5) EC ; LC > 4673t ; 153
Es kam zweitem darauf an, das Verhältniß x : a so auszudrucken, dafs die für x sich ergehende Verhältnifs- 

zahl etwas zu grofs sei, damit das Verhältnifs x : a um etwas gröfser werde, als das der Verhältuifszahlen die­
ser Linien. Archimedes nahm defshalb a so an, dafs 3a1 um so wenig wie möglich kleiner sei, als eine 
Quadratzahl, und setzte a = 78O; dann ist 3 a2 = 1825200 = I82520I - I = I3512 - 1. Genauer konnte 
er die Zahl nicht wählen, wenn er keine gröfsere anwenden wollte.

Nun ist BC die halbe Seite eines regelmäßigen Sechsecks im Kreise,
folglich A C : B C = 2 : I = 15^0 : 780

A C 2 : B C 2 = 24336OO = 6084OO
(AC* - BC2) : BC2 = (2433600 - 608400) : 6O84CO

AB2 : BC2 = 18252OO : 608400
mithin l) AB : BC < 1351 : 780; denn 1351* = 1825201

vorhin war AC : BC = 1560 : 780

folgl. (AB + AC) : B C < 2911 ■ 780
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EF : FC = 306 : 153
und EC : FC > 265 : 153

Nun werde der Winkel FEC durch EG in Hälften gelheilt, dann ist
EF;EC=FG:GC

und (E F -J- E C) : F C = E C : G C
also EC;GC57* • *53
mithin EG1 : GC2 i> 34945° ’• 234°9

folglich EG : G C i> 5911 : 153
Eben so werde GEC durch EH gclheilt. Durch dieselben Schlüsse hat man

EC : CH > Ilß2| : 153
also HE : CH i> 1172I : 153

Ferner werde GEC durch EK gehalbtheilt; dann ist
EC : CK > 23341 •* *53

also EK : CK > 2339 i : *53
, Weiler werde KEC durch LE gehalbtheilt; so ist

EC : CL > 4673I : 153
Weil nun FEC = 4R viermal in Hälften gelheilt ist, so ist L EC = Hieran 

Werde nun in dem Punkte E der Winkel CEM = LEC, gelegt und 1 C bis M verlängert.

Es ist aber AB:AC=BF:CF
mithin (AB + AC) : BC = AC : CF = AG : GC, weil aAGC * aFGC

folgl. AG : GC < 2911 : 780
AG* : GC2 < 8473921 : 608400

(AG* + GC*) : GC* < 9082321 : 608400
mithin 2) AC : GC < 3013 3 : 780; denn (3013$)1 = 9082689 re

und weil AG : GC < 29II • 780
so folgt (AC +• AG) : GC < 5924$ • 78° — 1823 • 240

Es ist aber durch ähnliche Schlüsse wie bisher
(AC + AG) : GC = AH : HC

folglich AH : HC < 1823 : 240
AH* : HC* < 3 3 23329 •• 57600

(AH* + HC*) : HC* < 3380929 : 57Ö0O
mithin 3) AC : HC < I83SÄ : 2405 denn (1838 ?r) 1 = 3381252 t/t

nnd weil AH : HC < 1823 • 240 
so ist (AC 4- AH) : HC < 3661Ä : 240 = 1007 : 66

(AC + AH) : HC = AK : KC < 1007 : 66
AK* : KC* < 1014049 •• 4356

(AK* + KC») : KC* < IOI84O5 : 4356
mithin 4) AC : KC < I009J : Ö6; denn (1009 i) * = ..IOIS4I7 ”

und weil A K : K C < 1007 • 66
so folgt (AC 4-’Tk)7‘KC < 2oi6J : 66

(AC + AK) : KC = AL : LC < 20161 : 66
AL» : LC» < 4064928: 4356

(AL* 4- LC») : LC* < 4069284 7? = 4356
mithin 5) AC ; LC < 2OI7i : 66; denn (2017$)* = 4°69297Ä-

P'
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Dann ist LEM = und die gerade Linie LM ist die Seite eines um den Kreis beschrie­
benen 96Ecks. Da nun bewiesen, dafs

EC : CL > 4673I : 153,
und weil 2 E C = A C und 2 CL = LM ist, 

so ist auch AC ; LM > 4673) : 153.
Also steht AC zum Umfange des 96Ecks in gröfserem Verhältnisse, als 4673) : 14688. 

Mithin steht umgekehrt der Umfang des Vielecks zum Durchmesser in kleinerem Verhältnisse, 
als 14688 : 46735. Jene Zahl übertrifft das Dreifache dieser noch um 667d. i. um weniger 
als den siebenten Theil von 4673Es ist folglich der Umfang des umschriebenen Vielecks 
das Dreifache des Durchmessers und noch um weniger als den siebenten Theil desselben gröf­
ser. Um desto mehr also ist der Umfang des Kreises kleiner als 3|tel des Durchmessers.

F.JIJ. 2) Es sei ein Kreis gegeben mit dem Durchmesser AC, und es sei BAC = |R. Dann 
ist AB :BC < 1351 : 780

A C : B C = 1560 : 780
Nun werde BAC durch AG in Hälften getheilt. Weil dann 

BAG = GCB, 
und BAG = G A C

so ist G C B = G A C
ferner ist AGC = AGC = R 
also auch G F C = A C G 

Mithin ist AAGC gleichwinklig mit ACGF, folglich 
AG : GC = GC:GF=AC: CF 

Es ist aber AC : CF = (AC + AB) : BC
(AC + AB) : BC = AG : GC 

mithin AG: GC <! 2911 : 780
und AC : GC •< 3013! : 78o

Dann werde CAG durch AH in zwei gleiche Theile getheilt. Nach denselben Schlüs­
sen ist also AH : HC 5924^ : 780

oder AH : HC <1 1823 : 240
Denn diese Zahlen sind tel der ersteren; also 

AC : HC < 1838-’t : 240 
Ferner werde HAC getheilt durch KA; so ist

KA: KC < 3661: 240
oder K A : K C <1 1007 : 66 

denn die ersteren Zahlen sind der letztern; also 
AC : KC < 10091 : 66 

Endlich werde KAC gehalbtheilt durch LA; dann ist 
LA ; LC •< 20165 : 66 

und AC : LC <j 2017, : 66
Mithin umgekehrt LC : AC i> 66 : 20175
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und der Umfang des Vielecks steht also zu dem Durchmesser in gröfserem Verhältnisse, als 
6336 : 2017^. Jene Zahl übertrifft das Dreifache von 2017I um mehr als das Dreifache und 
das fache. Also ist der Umfang des 96 Ecks im Kreise gröfser, als das Dreifache des
Durchmessers und noch y°tel desselben. Um so mehr ist folglich der Umfang des Kreises 
gröfser als 3 y^mal der Durchmesser.

Mithin ist der Umfang eines Kreises das Dreifache des Durchmessers und noch darü­
ber weniger als |tel, mehr aber als 4r desselben.



Von den Schnee k e n 1 i n i e n.

Archimedes g r ü £ s t den D o s i t h e u s.

Die Beweise der an Konon gesendeten Lehrsätze, zu deren Abfassung du mich fortwährend 
autfoderst, hast da gröfstentheils bereits in dem durch Heraklides dir überbrachten Aufsätze» 
einige derselben aber sende ich in gegenwärtiger Schrift. Wenn ich mir längere Zeit nahm, 
die Beweise dazu herauszugeben, so lafs dich das nicht wundern; diefs geschah nämlich, weil 
ich sie zuvor denen überlassen wollte, welche in der Mathematik bewandert sind und derglei­
chen gern selbst aufsuchen. Denn wie manche Lehrsätze giebt es in der Geometrie, welche 
anlänglich ganz unzugänglich scheinen, und doch mit der Zeit ihre Durcharbeitung erlangen? 
Konon freilich hatte zur Erforschung dieser Beweise noch nicht hinlänglich Zeit gewonnen, 
als er aus dein Leben schied, ohne sie klar gemacht zu haben, und doch würde er bei Auffin­
dung dieser Beweise gar manches Andere entdeckt und die Geometrie noch mehr erweitert ha­
ben; denn wir wissen, dafs dieser Mann eine nicht gemeine Kenntnifs der Mathematik und 
eine ausgezeichnete Arbeitsamkeit besessen habe. Nach Konons Tode aber sind viele Jahre 
vergangen, ohne dafs irgend Jemand mit einer dieser Aufgaben sich befafst hätte.

Ich will nun jede derselben einzeln auflubren; denn unter jenen Sätzen haben auch zwei 
eine Stelle erhalten, welche die Probe nicht bestehen; um eben solche Leute, die da alles zu fin­
den behaupten, und doch nie einen Beweis vorbringen, zu überführen, dafs sie auch ein­
mal etwas Unmögliches zu finden verheifsen hätten. Ich werde dir nun angeben, was für 
welche diefs seien unter jenen Aufgaben, ferner zu welchen du die Beweise bereits überschickt 
erhalten, und von was für welchen ich dir dieselben jetzt nach meiner Billigung übersende.

I. Die erste Aufgabe war: Wenn eine Kugel gegeben ist, den ebenen Raum zu finden, 
welcher ihrer Sphäre gleich ist.

Diese war denn auch zuerst im Klaren, nachdem die Schrift über die Kugel heraus­
gegeben worden; denn weil erwiesen war, dafs jede Sphäre das Vierfache eines Normalkreises 
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der Kugel beträgt, so erhellt die Möglichkeit, einen ebenen Raum von der Gröfse der Sphäre 
zu finden.

2. Wenn ein Kegel oder ein Cylinder gegeben ist, eine dem Kegel oder Cylinder glei­
che Kugel zu finden.

3. Eine gegebene Kugel durch eine Ebene dergestalt zu schneiden, dafs die Abschnitte 
derselben ein vorgeschriebenes Verhältnifs zu einander haben.

4, Eine gegebene Kugel mittelst einer Ebene dergestalt zu schneiden, dafs die Abschnit­
te der Sphäre ein vorgeschriebenes Verhältnifs zu einander haben.

5. Einen gegebenen Kugelabschnitt einem gegebenen Kugelabschnitte ähnlich zu machen.
6. Wenn zwei Kugelabschnitte gegeben sind, sei es von derselben oder von verschiede­

nen Kugeln, einen Kugelabschnitt zu finden, welcher dem einen jener Abschnitte ähnlich sein, 
und eine der Oberfläche des andern Abschnitts gleiche Oberfläche haben soll.

7. Von einer gegebenen Kugel einen Abschnitt durch eine Ebene dergestalt abzuschnei­
den, dafs der Abschnitt zu einem Kegel auf derselben Grundfläche und von gleicher Höhe mit 
ihm ein vorgeschriebenes Verhältnifs habe, welches gröfser ist, als 3 : 2.

Zu diesen angeführten Sätzen hat Heraklides die Beweise überbracht, (a) Was aber 
zunächst darauf hingestellt ist, war falsch. Nämlich

1. Wenn eine Kugel durch eine Ebene in ungleiche Theile getheilt wird, so steht der 
gröfsere Abschnitt zu dem kleineren im zwiefachen Verhältnisse der gröfsern Oberfläche zur 
kleineren.

Dafs diefs falsch sei, erhellt aus dem zuvor Uebersandten; denn darin steht Folgendes:
Wenn eine Kugel in ungleiche Theile senkrecht gegen irgend einen Durchmesser der 

Kugel geschnitten wird, so steht der gröfsere Abschnitt der Kugel zu dem kleineren in einem 
kleineren als dem zwiefachen Verhältnisse der gröfsern Oberfläche zur kleineren, in einem 
gröfseren aber, als dem anderthalbfachen, (g)

Aber auch der letzte Salz, welcher unter jenen Aufgaben eine Stelle hat, war falsch; 
nämlich:

2. Wenn der Durchmesser einer Kugel so geschnitten wird, dafs das Quadrat seines 
gröfsern Abschnitts dreimal so grofs ist, als das Quadrat des kleinern Abschnitts, und wenn 
eine durch den Durchschnittspunkt senkrecht gegen den Durchmesser gelegte Ebene die Kugel 
schneidet; so ist eine Figur von der Gestalt des gröfseren Kugelabschnitts die gröfste unter al­
len übrigen Kugelabschnitten von gleicher Oberfläche.

Dafs diefs falsch sei, ist aus dem zuvor Uebersandten ersichtlich; denn dort ward be­
wiesen:

Dafs die Halbkugel von allen unter gleichen Oberflächen enthaltenen Kugelabschnitten 
am gröfsten sei. (7)

(Vorn a) Die Sätze 1, 2, 5, 4, 6, 7, 8 im zweiten Buche v. d. Kug. und Cyl. sind nach der Ordnung diejenigen, 
auf welche Arch. sich beruft.

(CT Kug. u. Cyl. II. S 9.
(r) Kug. u. Cyl, II. S. 10.
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Hiernächst war Folgendes in Beziehung auf den Kegel vorgelegt:
I. Wenn eine Parabel bei unveränderter Lage des Durchmessers sich umwälzt, so dafs 

der Durchmesser die Axe wird, so soll die durch die Parabel beschriebene Figur ein Ko­
noid heifsen.

2. Wenn eine Ebene das Konoid berührt, und eine andere Ebene, parallel der berüh­
renden, einen Abschnitt des Konoids abtrennt, so soll die abschneidende Ebene die Grundflä­
che des abgetrennten Abschnitts genannt werden, dessen Scheitel aber der Punkt, in welchem 
die andere Ebene das Konoid berührt.

3. Wenn diese erwähnte Figur von einer zur Axe senkrechten Ebene geschnitten wird, 
so mufs der Schnitt augenscheinlich ein Kreis werden. — Es soll aber gezeigt werden, dafs der 
abgetrennte Abschnitt anderthalbmal so grofs sein werde, als ein Kegel von einerlei Grundflä­
che und gleicher Höhe mit dem Abschnitte.

4. Wenn von einem Konoid zwei Abschnitte durch willkürlich geführte Ebenen ab- 
getrenut werden, so ist einleuchtend, dafs die Schnitte Ellipsen sein müssen, wofern nämlich 
die schneidenden Ebenen nicht senkrecht zur Axe sind. Dann soll aber bewiesen werden, dafs 
die Abschnitte sich zu einander,verhalten werden, wie die Quadrate der aus ihren Scheiteln 
parallel der Axe bis an die schneidenden Ebenen gezogenen geraden Linien.

Die Beweise hiezu werden dir jetzt noch nicht Übermacht. — Hierauf war über die 
Schneckenlinie Folgendes vorgelegt: (diese Aufgaben von ganz anderer Art haben mit den er­
wähnten nichts gemein, und ihre Beweise habe ich eben in der gegenwärtigen Schrift für dich 
aufgesetzt.) Folgendes also:

Uebei’ die Schneckenlinien.

I. Wenn eine gerade Linie in einer Ebene nm einen ihrer Endpunkte, welcher unbe­
weglich bleibt, mit gleichförmiger Geschwindigkeit sich bewegt, bis sie wieder dahin gelangt, 
von wo die Bewegung ausging, und wenn zugleich in der bewegten Linie ein Punkt mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit, von dem unbewegten Endpunkte anfangend, sich bewegt, so 
beschreibt dieser Punkt eine Schneckeid in ie in der Ebene. — Ich behaupte nun, dafs der von 
der Schneckenlmie und der geraden zum Orte der anfänglichen Bewegung zurückgekehrten Li­
nie eingeschlossene Flächenraum den dritten Theil des Kreises betrage, dessen Mittelpunkt je­
ner unbewegte Punkt, und dessen Halbmesser der von dem bewegten Punkte nach einem Um­
laufe der geraden Linie zuriickgelegte Theil derselben ist. (ä)

2. Wenn eine gerade Linie die Schneckenlmie an deren äufserem Endpunkte berührt, 
und wenn eine andere gerade Linie senkrecht auf der bewegten und wieder zurückgekehrten 
in dem unbeweglichen Punkte errichtet wird, so dafs sie also die berührende trifit 5 so behaup­
te ich, dafs diese zuletzt gezogene Linie dem Kreisumringe gleich sei. (e)

3. Wenn die herumgeführte Linie samt dem Punkte, der sich in ihr bewegt hat, 
mehrere Umläufe machen, und wieder an dem Orte innehalten, von welchem die Bewegung 

Q) Vgl. S. 24. (.) Vßl. S. iS.
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ausging; so behaupte ich, dafs von dem durch die Schnecken!inie heim zweiten Umlauf um­
schlossenen Raume der Raum des dritten Umlaufs das Zweifache, der des vierten Umlaufs das 
Dreifache, des fünften das Vierfache, und so immer die Räume der folgenden Umläufe nach 
der Zahlenreihe Vielfache von dem Raume des zweiten Umlaufs sein werden; dafs aber der 
beim ersten Umlaufe eingeschlossene Raum den sechsten Theil des beim zweiten Umlaufe ein­
geschlossenen betrage. (4)

4. Wenn man in einer Schneckenlinie, die durch einen Umlauf beschrieben ist, zwei 
Punkte annimt, von ihnen gerade Linien zu dem unbeweglichen Endpunkte der bewegten Li­
nie zieht, dann zwei Kreise beschreibt, deren Mittelpunkt der unbewegliche Punkt, deren 
Halbmesser aber jene an diesen Endpunkt gezogenen Linien sind, und die kleinere dieser Li­
nien verlängert; so behaupte ich, dafs der Flächenraum, welcher von dem Bogen des gröfse­
ren Kreises zwischen diesen geraden Linien an der Seite der Schneckenlinie, ferner von der 
Schneckenlinie und von der verlängerten geraden eingeschlossen wird, zu dem Flächenraume, 
welcher’ von dem Bogen des kleineren Kreises, von derselben Schneckenlinie, und von der die 
Endpunkte verbindenden geraden umschlossen wird, sich so verhalten werde, wie der Halb­
messer des kleineren Kreises nebst zwei Drittheilen des Unterschiedes der Halbmesser des gröf- 
sern und des kleinern Kreises zu dem Halbmesser des kleinern Kreises nebst einem Drittheile 
des genannten Unterschiedes, G)

Hiezu nun und zu noch einigen andern Sätzen über die Schneckenlinie habe ich die 
Beweise in dieser Schrift dargestellt. Voran setze ich, wie auch bei andern geometrischen Un­
tersuchungen geschieht, dasjenige, was zum Beweise derselben erfoderlich ist. Von den in 
früher herausgegebenen Schriften aufgestelllen Lehnsätzen nehme ich auch hier folgenden an:

Wenn Linien oder Flächen ungleich sind, so ist es möglich, ,dafs der Ueberschufs des 
Gröfseren über das Kleinere zu sich selber hinzugesetzt gröfser’ werde, als jede vorgelegte da­
mit verglichene Gröfsc. (5}

Satz 1.
Wenn ein Punkt mit gleichförmiger Geschwindigkeit in irgend einer Linie sich be­

wegt, und man in dieser zwei Linien annimt, so werden die angenommenen sich zu einander 
verhalten, wie die Zeiten, in denen der Punkt sie durchläuft.

Denn es bewege sich ein Punkt mit gleichförmiger Geschwindigkeit in der Linie AB,F.II2. 
und man nehme in dieser die beiden Linien CD, DE, an. Die Zeit, worin der Punkt durch 
CD läuft, sei FG, die aber, worin durch DE, sei GH. Es soll gezeigt werden, dafs

Linie C D : Linie D E = Zeit F G : Zeit G H
Man setze zu dem Ende aus den Linien CD, DE, durch willkührliche Wiederholung 

die Linieii AD, DB so zusammen, dafs AD gröfser ist, als DB. So vielmal nun die Linie 
CD in AD zusanimengesetzt ist, eben so vielmal sei die Zeit FG in der Zeit LG zusammen­
gesetzt, und eo vielmal die Linie DE in DB, eben so viehnal sei die Zeit GH in der Zeit

R) Vgl. S. 27. (,) Vgl. S. 28.
Vgl. Quadr. d. Parabel. Vorrede.
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KG zusammengesetzt. Weil nun vermöge der Voraussetzung der Punkt sich mit gleichförmi­
ger Geschwindigkeit in der Linie AB bewegt, so ist klar, dafs er in eben so vieler Zeit, wor­
in er CD durchläuft, auch jede mit CD gleiche Linie durchlaufe. Also leuchtet ein, dafs er 
auch die zusammengesetzte Linie AD in eben so vieler Zeit durchlaufe, wie die Zeit LG be­
trägt, weil eben die Linie CD in AB eben so vielmal zusammengesetzt ist, wie die Zeit FG 
in der Zeit L G. Aus denselben Gründen durchläuft der Punkt die Linie B D in eben so vie­
ler Zeit, als die Zeit KG beträgt. Weil nun die Linie AD gröfser ist, als BD, so ist klar, 
dafs der Punkt in mehr Zeit die Linie DA als BD durchläuft; also ist die Zeit LG gröfser, 
als die Zeit KG. Eben so läfst sich beweisen, wenn aus den Zeiten FG, GH, durch will­
kührliche Wiederholung Zeiten zusammengesetzt werden, so dafs die eine gröfser ist, als die 
andere, dafs dann gleichfalls yön den aus den Linien CD, DE, durch dieselbe Wiederholung 
zusammengesetzten Linien diejenige gröfser sein werde, welche der gröfseren Zeit entspricht. 
Demnach folgt, dafs. CB : DE = Zeit FG : Zeit GH. («)

Satz 2.
Wenn zwei Punkte in zwei verschiedenen Linien sich mit gleichförmiger Geschwindig­

keit bewegen, und wenn in jeder von beiden zwei Linien angenommen werden, so dafs so­
wohl das erste, als auch das zweite Paar in gleichen Zeiten von den Punkten zurückgelegt 
wird, so werden die angenommenen Linien einander proportionirt sein.

Ein Punkt bewege sich in AB mit gleichförmiger Geschwindigkeit, und ein anderer in 
KL. In AB nehme man die beiden Linien CD, DE, und in KL die beiden FG, GH, an. 
Der in AB sich bewegende Punkt durchlaufe CD in eben der Zeit, worin der andere in KL 
sich bewegende Punkt FG zurücklegt, und eben so durchlaufe der erstere die Linie DE in 
derselben Zeit, worin der andere GH durchläuft. Es soll gezeigt werden, dafs

CD : DE = FG : GH.
So sei denn MN die Zeit, in welcher der Punkt durch CD geht; dann geht der an­

dere Punkt in derselben Zeit durch FG. Ferner sei NI die Zeit, in welcher der erstere 
Punkt die Linie DE durchläuft, so durchläuft der andere Punkt in eben dieser Zeit die Linie 
GH. Also wird sich verhalten

CD : DE = Zeit MN : Zeit NI 
und FG : GH = Zeit MN : Zeit NI

folglich auch CD : DE = FG .- GH

Satz 3-
Wenn eine willkührliche Menge von Kreisen gegeben ist, so ist es möglich, eine ge­

rade Linie, gröfser als die sämtlichen Kreisumringe, anzunehmen.
Wird nämlich um jeden Kreis ein Vieleck beschrieben, so erhellet, dafs eine aus der 

Summe aller Umfänge dieser Vielecke zusammengesetzte gerade Linie gröfser sein müsse, als 
die sämtlichen Kreisumringe, (a)

Satz 4.

(S. 1. «) Nach Eukl. V. Erki. 5. 6.
(S. 3. «) Vgl. Kug. u. Cyl. I. S. I.
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Satz 4.
Wenn zwei ungleiche Linien gegeben sind, eine gerade und ein Kreisbogen, so ist es 

möglich, eine gerade Linie, kleiner als die gröfsere der gegebenen Linien, und gröfser als die 
kleinere, anzunehmen.

Denn wenn eben so oft, als der Ueberschufs der gröfsere» Linie über die kleinere zu­
sammengesetzt werden mufs, um die gerade Linie zu übertreffen, auch diese in gleiche Theile 
getheilt wird, so wird einer dieser Theile kleiner als jener Ueberschufs sein. Wenn nun etwa 
der Kreisbogen gröfser ist, als die gerade Linie, und man zu der letzteren einen jener Theile 
hinzusetzt, so erhellt, dafs diese dadurch gröfser werden wird, als die kleinere der gegebenen 
Linien, kleiner jedoch, als die gröfsere, denn das Hinzugekommene ist kleiner als der Ue- 
berschufs. (a)

Satz 5.

Wenn.ein Kreis gegeben ist, den eine gerade Linie berührt, so kann man aus dem 
Mittelpunkte gegen die berührende eine gerade Linie dergestalt führen, dafs der Theil dersel­
ben, welcher zwischen der berührenden und dem Kreisumfange liegt, zu dem Halbmesser in 
kleinerem Verhältnisse stehet, als der zwischen dem Berührungspunkt und der gezogenen Li­
nie befindliche Kreisbogen zu irgend einem gegebenen Kreisbogen.

Der Kreis ABC sei gegeben, sein Mittelpunkt K, und DF berühre den Kreis in B;F.ii4. 
auch sei irgend ein willkührlicher Kreisbogen gegeben. Man kann nun eine gerade Linie, gröf­
ser als den angegebenen Kreisbogen, annehmen, und eine solche sei die gerade Linie E. Man 
ziehe durch den Mittelpunkt AG DF, und nehme GH=E, so dafs sie gegen B gerichtet 
ist. («) Aus dem Mittelpunkte K aber ziehe man eine Linie nach H, und verlängere sie.

(S. 4. «) Den umgekehrten Fall, wo die gerade Linie gröfser ist als der Kreisbogen, läfst Arch. aus, weil Jeder 
ihn leicht von selbst ergänzen kann.

(S. 5. «) Archimedes giebt nicht an, auf welche Wehe die Linie E so gelegt werden könne, dafs sie wirklich 
den äufsern Abschnitt der Linie B F bilde. — Es kommt hier eigentlich darauf an, folgende Aufgabe zu lösen:

Wenn der Kreis ABC und ein willkührlicher Punkt des Umfangs, etwa B, gegeben sind, eine gerade LiuieF. 114a 
aus B gegen irgend eine durch den Mittelpunkt K gehende Linie AG dergestalt zu ziehen, dafs der äufsere 
Abschnitt HG eine gegebene Gröfse hat.

Man setze AK = r
HG = a
BI = b 
KI = c 

so ist HG f C G — A G : B 
t* - r* - a *

d. h. » : (t-r) = (t + r) : (x + a)> folglich I, x — -------- - -------- *

ferner BG:IG = HG:LG

d. h. fx + a) : (c 4- t) = a : G'- u), folglich II, x =

ferner AL : HL — HL : LC
d. h. (r + u) : y = y : (r-u), folglich IIT.,y* = r*-u«
endlich HL» = HG»-LG», folglich IV., y * = a * - (t - u)»5

Q

BH = x 
KG = t 
KL = u 
HL =y
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Dann ist HF : HK = BH ; HG (p)
also ist HF : HK < Bog- BH : gegeb. Bogen,

Weil eben die gerade Linie BH kleiner ist, als der Bogen BH, und HG gröfser als der gege­
bene Bogen. Demnach steht auch FH zum Halbmesser in kleinerem Verhältnisse, als der Bo­
gen B H zu dem gegebenen Bogen.

S a t z 6.
Wenn ein Kreis gegeben ist, und in demselben eine Sehne, kleiner als der Durch­

messer, so ist es möglich, einen Halbmesser des Kreises zu ziehen, welcher die in letzterem 
gegebene Sehne dergestalt schneidet, dafs der Abschnitt des Halbmessers zwischen dem Kreis­
umfange und der gegebenen Sehne zu derjenigen Sehne, welche vom Endpunkte des Halbmes­
sers nach dem einen Endpunkte der im Kreise gegebenen Sehne gezogen ist, in einem vorge­
schriebenen Verhältnisse stehe; wofern nur das gegebene Verhältnifs kleiner ist, als das der 
halben in dem Kreise gegebenen Sehne zu dem Perpendikel vom Mittelpunkte auf sie.

F. 115. Der Kreis ABC sei gegeben, sein Mittelpunkt K, und in ihm sei die Sehne AC, klei­
ner als der Durchmesser, gegeben; auch sei das Verhältnifs F : G kleiner, als das Verhält­
nifs CH : KH, wo KH ein Perpendikel ist. Man ziehe durch den Mittelpunkt KN AC 
und CL senkrecht zu KC. Demnach ist dCHK ~ ACKL, mithin

CH : HK = KC : CL 1
also F : G < KC : CL ,. -c
demnach sei F : G = KC ; BN,

Demnach an» I und II, (t2 - r* - a2) (t « u) = a’c a1» 
(t2 - r2 - a2j t - a2 c 

oder -------——--------------- = u

end aus III und IV., r* = a2-t2 + 2tu

mithin 2 t* (t2 - r 2 - a2) - 2a2ct = (t2 + r2 - a2) (t2 - r2)
diese Gleichung für t ist vom vierten Grade und enthalt die Potenzen t,4 t,2 t; nimt man aber an, dafs B in 
der Mitte des Halbkreises ABC liege, wie dem Archimedischen Satze gemäls ist, so wird c = o, und man er­
hält eine Gleichung, die nur t4, t2 enthält. Setzt man dann vorläufig I2 = p, so ergiebt sich

3 p (p - r ’ - a V = (p + i2 - a ’) (p - I1)

und hieraus p - r2 —— = + — V (8r2 + as)
2 — 2

t 1 - r 2 - 2 Q —
d. h. X = ------------- :---------------+ J K (8 r 2 + a 2)

a — 2 —
Man vergleiche Kästners Geom. Abhdl. I. Nr. 8. 8. 43<> wo die Aufgabe aus einem andern Gesichts­

punkte aufgefafst ist.
Mir ist übrigens wahrscheinlich, dafs Archimedes die Auflösung dieser Hülfsaufgabe niemals vorgenom­

men habe, sondern dafs er sieh damit begnügte, die Auflösung darum als möglich anzunehmen, weil die gera­
den Linien, welche von B aus gegen AG gezogen werden, von dein Punkte C an, wo der äufsere Abschnitt 
= o ist, immer giöfsere Abschnitte atifserhalb des Kreises haben, bis sie endlich bei einer mit AG parallelen 
Lage unendlich grofs werden, so dafs irgend einmal ein Abschnitt die gehörige Gröfsc haben mufs.

je; Weil Aß HF • aKHG ist.
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wo BN t> CL sein soll; auch liege BN zwischen dem Kreisumringe und der durch C se­
henden geraden Linie («). Dafs sic aber so einschneide, ist möglich, und sie wird der Linie 
CL nach aufsen fallen, weil sie gröfser ist, als CL. (p) Weil nun

B K : B N = F : G
so ist auch EB:BC = F : G.

Satz 7.

Wenn ebendasselbe gegeben, und die Sehne verlängert ist, so läfst sich aus dem Mit­
telpunkte an jene verlängerte Linie eine gerade dergestalt ziehen, dafs der Abschnitt derselben 
zwischen dem Kreisumfange und der verlängerten Sehne zu der Verbindungslinie zwischen dem 
Endpunkte der Sehne und dem DurchschniUspunktd des Kreises mit der hinausgezogenen Li­
nie ein vorgeschriebenes Verhältnifs habe; wofern nur diefs Verhältnifs gröfser ist, als das der 
halben Sehne zu dem Perpendikel vom Mittelpunkte auf sie.

Es sei alles wie vorhin gegeben und die Sehne verlängert. Das gegebene Verhältnifs F.i 16. 
sei = F ; G, gröfser als CH : HK, mithin auch gröfser als KC : CL. Also wird sich ver­
halten ' F : G = KC : IN,
wo IN kleiner als CL und gegen C. gerichtet ist; dafs sie aber so einschneide, ist möglich, 
und sic wird der Linie CL nach innen fallen, weil sie kleiner als CL ist. (a)

Weil nun KC : IN = F : G
so folgt EI : IC = F : G ®

Satz 8-
Wenn ein Kreis gegeben ist, in demselben eine Sehne, kleiner als der Durchmesser, 

und noch eine Berührungslinie an dem Endpunkte der Sehne, so läfst sich aus dem Mittel­
punkte des Kreises eine gerade Linie dergestalt ziehen, dafs ihr zwischen dem Kreisumfange 
und der Sehne befindlicher Abschnitt zu dem durch diesen abgeschnittenen Theil der Berüh-

(5. 6. <1. Ti. CL; der Sinn ist: es soll die neue Linie BN nicht etwa von C anfangen, sondern von B, d. h. sie
soll mit einem Theile schon in dein Kreise liegen.

(ß) Archimedes will sagen: Jede Linie, die gröfser ist, als CL, läfst sich so durch C legen, dafs sie von ei­
nem zweiten Punkte des Kreisutnfangs, etwa B, ausgehend bis an die Linie KL, hier also bis N reicht, so dafs 
der Theil CN dieser Linie über CL hinaus trifft. Der Beweis hiezu beruhet im Grunde ganz auf denselben 
Schlüssen, wie bei Anmerkung « im vorigen Satze. Indessen hat Archimedes wahrscheinlich so gefolgert:

Wenn man durch C eine willkührliche Linie legt und so weit verlängert, bis sie von B nach N reicht, so 
ist schon CN, um desto mehr also BN gröfser als C L. Drehet man nun BN um C herum, so dafs der Punkt 
B gegen A sich bewegt, so wird sowohl BC als CN, mithin auch BN stetig gröfser, und wird unendlich grofs, 
sobald B in A trifft, d. h. sobald B N 4- KL geworden ist. Drehet sich dagegen BN um C so, dafs B gegen 
C sich bewegt, so wird sowohl BC, als CN stetig kleiner, bis B in C selbst trifft, wo BN = CL wird. Ei­
ne Linie also, welche gröfser als CL ist, findet irgendwo eine solche Lage, dafs sie durch C gehend, von ei­
nem Punkte B bis N reicht und dieser Punkt B liegt in dem Bogen ABC.

(S. 7. «) Vgl. S. 5. Anmerkung k.

10) Denn e» ist K C : I N — KI : IN = EI : I C, weil A C 1 E aKIN ist.

Q *
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rungslinie ein vorgeschriebenes Verhältnifs habe; wofern das gegebene Verhältnifs kleiner ist, 
als das der halben Sehne zu dem Perpendikel aus dem Mittelpunkte auf sie.

F. 117. Der gegebene Kreis sei A B CD, und in demselben sei die Sehne AC kleiner als der 
Durchmesser gegeben; auch berühre OL den Kreis in C und es sei

F : G CH : HK
so ist auch F : G < C K : CL, 

wenn KL HC gezogen worden. Es sei daher
KC : CO = F : G,

wo also CO [> CL ist. Man beschreibe einen Kreisbogen durch K, L, O. Da nun CO> 
CL und KC, OL senkrecht zu einander, so ist es möglich, eine der Linie MC gleiche ande­
re Linie NI so zu legen, dafs sie gegen K gerichtet ist. Demnach verhält sich

OI X IL : KE x IL = OI : KE
und KI X IN : KI X CL = IN : CL

folglich IN : CL = O I : KE (ß)
und CM : CL = OC : K C (7)

= O C s K B
= Ol : KE ®

also auch IC : BE = OC : KC = G ; F «
j

(S. 8- “) Wie diefs geschehe, sagt Archimedes nicht. Es kommt darauf an, den Werth von KI zu bestimmen,
wenn NI — MC gesetzt wird. Nun sind KC, CL, CO, gegebene Linien, mithin ist auch MC gegeben.
Setzt man demnach MC = NI = a, KC = r, CL = b, CO = c, KI = x, CI = y, so hat man

IN X KI = LI X ■ O, d. h. I., ax — (b + y) (c - y)
und KI* = KC* + IC®, d. h. II., x* = r* + y*

Woraus sich x durch eine Gleichung vom 4ten Grade ergiebt, welche jedoch Arch. schwerlich aufgelöset, 
sondern sich von der Richtigkeit seiner Annahme wahrscheinlich auf einein andern Wege überzeugt hat; viel­
leicht auf folgende Weise:

F.II7® Es möge KM die Sehne OL senkrecht in C durchschneiden und dadurch in ungleiche Theile LC, CO,
theilen, so geht KM nicht durch den Mittelpunkt des Kreises. Man ziehe den Durchmesser KP und die Linie 
PM, so ist PM £ SC, folglich

KC : KS = CM : SP
da aber KC <3 KS, so ist auch CM <| PS. Zieht man ferner von K aus Sehnen nach irgend einem Punkte des 
Bogens PM, so werden die zwischen diesem Bogen und der Sehne OL befindlichen Abschnitte derselben sämt­
lich gröfser als MC sein. Zieht man dagegen die Sehne KN so, dafs PKN = PKM wird, und zieht hier- 
nachst PN, so ist AP KM — APKN, also

N K = M K
Zugleich ist ___ IK> CK
folglich IN^MC

Zieht man nun von K aus Sehnen nach irgend einem Punkte des Bogens PN, so werden deren zwischen 
dem Bogen und der Sehne OI. befindliche Abschnitte sämtlich gröfser als IN, jedoch kleiner als PS sein 
auch an Gröfse stetig zunehmen, je mehr die zugehörige Sehne sich dem Durchmesser nähert. Es mufs dem­
nach irgend eine Sehne so liegen, dals ihr zwischen NP und OL befindlicher Abschnitt = MC wird.

Vorausgesetzt ist dabei ausdrücklich, dafs OL durch KM in ungleiche Theile getheilt worden, weil 
sonst KM Durchmesser sein, und es keinen der Foderung entsprechenden zweiten Abschnitt geben würde.

(fi) Denn I., OI X IL = K I x IN fEukl. III. 35.), und weil EC I KL, so ist
KI : KE = IL : CL, d. h. II., KE x1^ = KI X CL

(7) Nach Eukl. III. 35. (J) Weil IN = CM
(«) Au» OC : KB = OI : KE folgt

(OC - OI) : (KB - KE) = OC : KB, d. h. IC : BE = OC : KC
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Es traf also KN die Berührungslinie, und es hat der zwischen dem Kreisumfan oe und 
der Sehne befindliche Abschnitt ß E zu dem durch sie abgeschniltenen Theil der Berührungs­
linie dasselbe Verhältnifs, wie F : G.

Satz 9.

Wenn ebendasselbe gegeben, und die gegebene Sehne verlängert ist, so ist es möglich, 
einen Halbmesser des Kreises bis an jene verlängerte Linie dergestalt hinzuziehen, dafs dessen 
zwischen dem Kreisumlänge und der verlängerten befindlicher Abschnitt zu dem durch ihn ge­
gen den Berührungspunkt abgeschnittenen Theil der Berührungslinie in einem bestimmten Ver­
hältnifs stehe; wofern das gegebene Verhältnifs gröfser war, als das der halben Sehne zu dem 
Perpendikel vorn Mittelpunkte auf sie.

Gegeben sei der Kreis Aß CD, in ihm sei die Sehne CA, kleiner als der’ Durchmes-F.ii8. 
ser gezogen, und OC berühre den Kreis in C; auch sei

F :G> CH: HK
folgt F : G > KC : CL

defshalb sei KC : CO = F : G, 
dann ist also CO CL. Wiederum beschreibe man einen Kreis durch die Punkte O, K, L. 
Weil nun CO <1 CL und die Linien KM, OC, senkrecht zu einander, so läfst sich eine der 
CM gleiche Linie IN so legen, dafs sie gegen K gerichtet ist. (a) Weil nun

OI X 1L : IL X KE = 01 : KE
und 01 X IE = Kl X IN; und IL X KE = KI X CL,
weil KE : IK = CL : IL (ß), so folgt

OI : KE = KI X IN : KI X CL = IN : CL = CM : CL
Es ist aber CM:CL = OC:KC=OC:KB

folglich OI : KE = OC : KB
also auch IC : BE = OC : CK (7)

Es ist aber O C : C K = G : F.
Mithin traf K E die verlängerte Sehne, und es verhält sich der zwischen dieser und 

dem Kreisumfange befindliche Abschnitt BE zu dem hiedurch abgeschniltenen Theile CI der 
Berührungslinie, wie F : G.

Satz 10.

Wenn man eine willkührliche Anzahl von Linien annimt, die nach der Reihe gleiche 
Unterschiede haben, so dafs die kleinste dem Unterschiede selbst gleich ist; und wenn eine 
eben so gröfse Anzahl anderer Linien angenommen wird, welche einzeln der gröfsten von je-

(S. 9. «) Vgl. 8. 8. Anmerkung «.
W Weil AKl'L ~ A CIE, so ist IK : IL = 1 E : IC 

folglich (IK + 1E) : (IL + I C) = 1 K : IL 
d. h. KE : CL = IK : IL

(0 Ans OI : KE = OC : KB folgt
(OI - OC) : (KE - KB) = OC : KB, d. h. IC : BE = OC : K C. 
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nen gleich sind: so wird die Summe aller Quadrate von denen, welche der gröfsten gleich 
sind, nebst dem Quadrate der gröfslen selbst und dem Rechtecke unter der kleinsten und einer 
Linie, welche so grofs ist, als die Summe aller um gleiche Unterschiede verschiedenen, drei­
mal so viel betragen, als die Summe aller Quadrate der um gleiche Unterschiede verschiede­
nen Linien. («)

F. 119. Die Linien in willkührlicher Menge, welche sich um gleiche Unterschiede übertreffen, 
mögen nach der Reihe A, B, C, D,E, F, G, H, und H selbst dem Unterschiede gleich seih. 
Man füge zu B die Linie I = H, zu C die Linie K = G, zu D die Linie L = F, zu E die 
Linie M= E, zu F die Linie N =D, zu G die Linie O = C, und zu II die Linie P = B. 
so werden die entstehenden Linien unter sich und der gröfsten gleich sein. Es ist nun zu be-’ 
weisen, dafs die Summe der Quadrate von allen, d. h. von A und von den neu entstandenen, 
nebst dem Quadrate von A und dem Rechteck H X (A -J- B -f- C 4- 1) E -f- F + G -p H) 
dreimal so viel betrage, als die Summe aller Quadrate von A, B, C, D, E, F, G, H,

Nun ist (B + I)2 = B1 + I1 4 2 ß XI
(C + KP = C2 + K2 +2KXC

und eben so ist jedes Quadrat der andern der Linie A gleichen Linien gleich der Summe der 
Quadrate ihrer Abschnitte nebst zweien Rechtecken unter den Abschnitten. Dann ist erstens

(S. 10. Dieser Satz lälst sich algebraisch ohne Schwierigkeit darthun. Man nehme folgende zwei Reihen an:
I. d, 2d, 3 d, 4d................ rd

II. r d, r d, r d, r d............. r d
»o ist die Summe der Quadrate aller Glieder der zweiten Reihe = r1 d*; nimt man dazu das Quadrat des 
gröfsten Gliedes der ersten Reihe, so erhalt man r*d* + r8da; und kommt hiezu noch das Produkt 
d (d4-2d + 3d + 4tl+.............rd) = A—ALEj« s0 erhält man

2
2r* + 3 r» + r d?. _ A

2
dagegen ist die Summe der Quadrate aller Glieder der ersten Reihe

d* (I + 4 + 9 + 16 + • • • • r*) = _ ß (Klügel M. W. I. S. 30^)

Mithin A = 3B. Auch lassen sich hieraus die beiden ersten Folgerungen, welche diesem Satze angehängt sind, 
sofort ableiten.

In Folg. I wird nämlich behauptet, es sei
r3dI + r»dI+....................r3d3 <3(d1d-4d* + 9d*4- . . . . r»d»)

d. h. 
0 6

oder r» <! r1 + -■ ■ j, was sofort einleuchtend ist.

In Folg. 2 wird dagegen behauptet, cs sei
r*d* > 3( ar* t V* tLd»-r»P )

d. h. r»d* > A-r-...~
2 

oder 2rl>2ri-3r + i;d, h. 3r> I, 
was sofort einleuphtet, da r eine ganze Zahl ist.
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A2 + B2 + C2 + D* + E* 4- F2 + G2 + H2> _ C»+D»+E2+F2+G»+H2) (ßY

2 (B.l 4- C.K 4- D.L 4- ••••) \
4- (A 4-B 4-C 4-D 4-E 4-•..) X H/

4- I2 4-K2 + L24-M2 4-N24-O2 4-P2 4-A2/ ~ 2<A +B +c +u + + +±1 ) W
und ferner werden wir zeigen, dafs die doppelte Summe der unter den Abschnitten jeder der 
Linie A gleichen Linie nebst dem Rechteck HX (A + B + C + D 4- E + F + G 4- H) gleich 
sei der Summe A2 4- E 2 + G2 + D2 4- E2 4- F2 4“ G2 4- H2. (y)

Weil nämlich 2 B X I = 2 B XH
2 C X K=4 C X H, weil K = sH,
2]) X L = 6 D X H, weil L s= 3 H,

und weil eben so die andern doppelten Rechtecke unter den Abschnitten gleich sind einem 
Rechteck unter H und einem Vielfachen nach den auf einander folgenden geraden Zahlen von 
den auf einander folgenden Linien; so beträgt' die Summe aller dieser Rechtecke nebst dem 
Rechteck H X (A 4-B 4- C 4- D 4- E 4- F 4- G 4- H) so viel als das Rechteck unter H 
und der Summe A 4- 3 B 4- 5 C nebst den Vielfachen der folgenden Linien nach der unge­
raden Zahlenreihe. (S) Es ist aber auch die Summe A 2 4“ F 2 4" C2 4" D2 4* E2 4- F2 
4- G2 4* H2 dem Rechtecke unter ebendenselben Linien gleich. Das Quadrat nämlich von 
A ist so grofs wie das Rechteck unter H und einer Summe aus A und aus allen den übrigen 
Linien, deren jede gleich A ist. Denn die Linie H mifst A eben so oft, wie A diejenige Li­
nie, welche ihr selbst, samt allen ihr gleichen Linien gleich ist. Demnach ist A2 = HX (A4- 
2 (B 4- C 4" D 4 b 4“ f + h 4- da die Summe aller dei’ A gleichen Linien, ohne A

(0) Weil B = P, C = 0, D = N, E = M, F = L, G = K, H = I ist.
( 7) Der Gang des Beweises tatst sich besser so übersehen:

Es ist BI» = B» + l4 + 2 B x I 
CK = C» + K» + 2KXC

A’ + A* = A 2 + A t_________________
A* + BIx + CK» +~. . . 4-~Ä*^ 2(A» +Bl + C’+ . . + Hi) 4- 2 (B.I + C.K + . : . + H.P) 
Addirt man auf beiden Seiten H(A + B + C + D + E + F4-G + H), so erhält man
A* + BI» + CK» 4- DL» 4- EM» + FN2+GO» + PH»j r2 (A»4-B» 4-C» 4-D» 4-E» 4-F* 4-G» 4-H») 
+ A» ( = 5 4-2 (B.I4-C.K4-D.L4-E.M4-F.N4-G.O + H.P)
+ H. (A 4 B 4- C 4- D 4- E + F + G 4 H) ) (4.H. (A 4- B 4- C 4- D 4- E 4- b + H)
und Arch. will nun im Folgenden zeigen, dafs die beiden letzten Glieder rechts vom Gleichheitszeichen so viel 
betragen, wie A»4-B»4-C»4-D»4-E»4-F» + G»4-H», woraus denn allerdings hervörgehen wird, dafs der 
Theil der Gleichung, welcher dem Gleichheitszeichen zur Linken steht, dreimal so grofs sei, als diese eben 
genannte Summe von Quadraten.

(J) Deutlicher so; Es ist 2 B x = 2 B X H 
2CxK=4CxE 
2DxL=6DxH

und (A 4- B 4- C 4- D 4- .............) XH = IA 4- B 4-C4-D4-E4- • . ■ X R

4- SB + 50 4- 70 + • • • O X H
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selbst, so viel beträgt, wie 2(B+C + D + E-]-F+C- + H). Auf dieselbe Weise ist 
auch Bs =11 X (B + 2(C + D f E + F + G + H))

und C’ = HX(C + 2(D + E + F + GfH))
und eben so sind die Quadrate der anderen -Linien Rechtecken gleich unter II und der Summe 
aus sich selbst und der doppelten Summe der folgenden Linien. Es erhellt demnach, dafs die 
Summe der Quadrate sämmtlicher Linien so viel beträgt, wie das Rechteck unter II und der 
Summe A + 3 B + 5 C nebst dem Vielfachen der- folgenden Linien nach der ungeraden Zah­
lenreihe. (s)

Folgerungen. Hieraus erhellt:
I. dafs die Summe aller Quadrate der Linien, welche der gröfsten gleich sind, kleiner 

sei. als die dreifache Summe der Quadrate der um gleiche Unterschiede verschiedenen Linien, 
weil jene erst nach Hinzufügung von Etwas dieser dreifachen Summe gleich ist —

2. dafs die erste Summe aber gröfser sei, als das dreifache der letzten ohne das Qua­
drat der gröfsten Linie. Denn das, was zu der ersten Summe hinzugefügt wird, (£) betragt 
weniger als das dreifache Quadrat der gröfsten Linie. (>»)

3. Wenn demnach ähnliche Figuren auf allen Linien beschrieben werden, sowohl auf 
denen, deren Unterschiede gleich sind, als auf denen, welche der gröfsten gleich sind, so wird 
die Summe der Figuren, welche auf den der gröfsten gleichen Linien beschrieben sind, klei­
ner sein, als das dreifache der Summe der auf den Linien mit gleichen Unterschieden beschrie­
benen Figuren; dagegen wird die erstere Summe gröfser sein, als das dreifache der letztern, 
wenn von dieser die Figur auf der gröfsten Seite weggenommen ist. Denn als ähnliche Figu­
ren werden sie sich wie die Quadrate verhalten.

Satz 11.

(«) Deutlicher so: Weil H : A =2 I : 8, so ist
A* = 8 AXH = H. (A + ?A)

Nun ist ?A ={+p+ o + n+M+L + K+?}“2CB + C + D + E + F+G + H)

mithin A* = H. (A + 2 (B + C + D + E + F + G + H))
imgleichen B* = H. (B 4- 2 (C 4- B 4- E 4- F-fr- G 4 H))

C»=H. (C + ä(D+E + F+G + H))

H = H, H
A* + B* j-C* z. . • + H» = H. (A4- 3B HC + 7d+9e + IIF + 13G + 15H) 

woraus denn hervorgeht, was zu etzt bewiesen werden sollte, dafs
2(B.I + C.K -f- D.L -f- E.M + F.N 4- G.O + H.P) 

A* + B* + (A 4- B 4- C + D + E + F 4- G 4- H). H

(?) Nämlich in dem Lehrsätze selbst.
D. h. A2 + (A r B + C + [) 4- E 4- F + G + Hl X H < 3 A ; denn oben ward bewiesen, dafs 

(A4-2(B + C4-D4-E + F4-G + H)J X H = A1
folglich ist A* + 2 (A + 2 (B + C + D 4- E 4- F 4- G + H» X H = 3 A«; nun ist gewiis
2 (A + 2 (B 4- C + D + E 4- F 4- G 4- FI)) . II > (A 4- B 4- C 4- D 4- E 4- F + G + II) H 

also auch Al4'(A+B4-t-4-D+E4’F-}-G + H). H < 3 A*
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Satz ir.
Wenn man eine wülkührliche Anzahl von Linien mit gleichen Unterschieden nach der 

Reihe, und eine um eins geringere Anzahl anderer Linien annimmt, deren jede an Gröfse 
gleich kommt der gröfsten von jenen; so stehet die Summe der Quadrate sämtlicher Linien, 
welche der gröfsten gleich sind, zur Summe der Quadrate aller um etwas Gleiches unterschie­
denen Linien, ohne das der kleinsten, in einem kleineren Verhältnisse, als das Quadrat der 
gröfsten zu der Summe des Rechtecks unter der gröfsten und der kleinsten Linie, nebst dem 
drillen Theile des Quadrats des Unterschiedes zwischen der gröfsten und kleinsten Linie; aber 
zur Summe der Quadrate aller um etwas Gleiches verschiedenen Linien, ohne das Quadrat der 
gröfsten, in einem grösseren Verhältnisse, als eben jenes zweite ist. («)

(S. II. x) Audi dieser Satz läfst sich algebraisch darstellen. .Es sei ON = a, A'L = d, die Anzahl der ungleiche» 
Glieder sei r + I, also AV = rd und AB = a 4- rd, und man habe folgende zwei Grölsenreihen:

I. a, a 4- d, a 4- 2d, a + 3d................................a + r d,
II. a + rd, a 4- rd, a 4- rd,........................a 4- rd,

die Summe der Quadrate der ersten Reihe sei S, die der zweiten sei S', so ist:

| (a -f- d) 2 = a * 4- s a d 4- d 2

2 
und 1 4-4 + 9+ 16 +............... + r2 = ---—i-iL-i-L.

folglich S - a 2 = r a 2 4- r (r + )) ad 4-------- — $-----—_ 4» = —(6 a24-6rad 4- 6ad4- 2’ 2d2 + 3 rd* 4- d2)

und S - (a +rd)2 = ra» + 2ad (1 4- 2 + 3 + • • • + Cr - l)) + d2 Q 4- 4 4- 9 4. . . . . + (r - i; »; 
oder weil ] 4- 2 4- 3 + ... • + (r-l)) = —-- - 1 -

2 r 3 - ; r 2 -f- r
und I 4-4+9 + • • ■ + Cr - 1)a “ 4

2r’-3rz4-r r
so folgt S - (a 4-r d) 2= r a 2 4-r (r - l) a d + ----------- ----------- d2 = — (6a2 4- örad - 6ad + 2izu2-3 rd2 4-d2) 
dagegen ist S' = r (a + rd)2
Archimedes behauptet nun, es sei

1) _JL_ < + r,W______
8 - a 2 (a + r d) a + J > * d2

, S' (a + r d) 2__________
”” 2) 8 -'(a+'nl)» > (a 4- rd) a + | r2d2

Subslituirt man die obigen Werthe, so erhält man fiir diese Behauptungen folgende Ausdrücke:
(; ___ r fr 4- r d) 2_________________ __ __________ fr 4- r <!) 8

-Lföa 2 4- 6r ad + öad 4- 2rzd 2 + 3rd 2 + d z) y 1-3 a 2 + 3 r a d + r 2 <i 2)
0 k

oder —,— ------------------------ !------------------------- -■--------— <-------------1________________
6a z 4- örad 4- 6a d 4- 2i 2 d 2 4- 3‘dz + d 2 6 a 2 4- 6 r n d 4- 21 2 d 2

R

| (a 4- 2d}1 = a 2 4- 4 a d -f- 4 d 2
® “Äa + 3d)2 = a2 4- öad 4- 9<12 4- 2 a d (1 4-24-3+...............+ (r-i) 4-r)

+ d 2 (I 4- 4 + 9 + • • • • + Cr - 0* + ‘ *)

ca 4- r d) 2 = a 2 4- 2 r a d 4- r 2 d 2
Nun ist 1+2 + 34-4 + .. . . 4- r = -LjL±JL-L
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F. 120. Die Linien in willkülirlicher Anzahl, welche sich um gleiche Unterschiede übertreffen, mögen 
nach der Reihe hmgeatellt sein, nämlich AB übertreffend die CD; CD die EF; EF die GH; 
GH die Iß; IK die LM; und LM die NO.' Man füge nun zu CD die Linie CO, gleich dem 
Unterschiede einmal, zu EF die EQ, gleich dem Unterschiede zweimal, zu GH die GK, gleich 
dem Unterschiede dreimal, und so weiter zu den andern. Die dadurch entstehenden Linien wer­
den dann unter sich und jede der gröfsten gleich sein. Nun ist also zu zeigen, dafs die Summe 
der Quadrate aller um etwas Gleiches verschiedenen ohne NO2 in einem kleineren Verhältnisse 
stehe, als A B 2 : (A B X N ONU 2);
dagegen zu der Summe der Quadrate derselben Linien ohne AB2 in einem größeren Ver­
hältnisse, als eben jenes zweite ist.

Man nehme von jeder der um gleiche Unterschiede verschiedenen Linien den Unter­
schied weg (^; daun verhält sich

A B 2 : (AB X B V 4- y A V 2) = P D 2 : (P D X D W 4- j P W 2)
= QF2 : (QF X FX 4; 1 QX Q

und so weiter wie die Quadrate der übrigen zu den ähnlich bestimmten Räumen; also verhält 
sich die Summe P D 2 4~ Q F 2 4" R H 2 4- S ß 2 4" T M 2 4- U O 2 zu sämtlichen Rechtecken unter 
N O und allen den genannten Linien (7), nebst y (P W2 + QX2 4- RY2 4- S Z 2 4- TA'2 
+ UN 2), wie AB2 zu (AB X B V 4-| A V2). Wenn also nachgewiesen werden kann, dafs 
NO X (UD 4- QF 4- RH 4- SK 4- TM 4- UO) 4- f(PW2 4- QX2 4- RY2 4- SZ2 4- T A‘2 
4- UN 2) zusammen kleiner sei, als AB2 4- CD 2 4- EF 2 4* GH2 4- Iß 2 4“ LM 2; gröfser 
dagegen alsCD24-EF24-GH24-IK24-LM24-NO2, so wird der vorgelegte Satz er­
wiesen sein.

Nun ist
f DW2 4- FX2 4- HY2 4- KZ 2 4- MA'2 -I- ON 2 nox(pd4-QF4-RH4-8K4-tm4-uo)a I

4-f (PW 2 4- QX 2+RY2 4-SZ 24-TA' 2+UN Q/ , (PW W>+RY 2+SZ24^

Dagegen ist

AB2 4-CD 2 4-EF 2 4-GII2 4-IK 2 4-LM 2 =
rBV24-DW24- FX 2 4-HY2 4-KZ 2 4-MA'2 
4- A V 2 4" C W2 4-EX2 4-G Y2 4-IZ 2 4-L A'2 
4-BVX2 (AV4-CVV4-EX4-GY4- IZ4-LA')

oder 6a2 + 6rad + 6ad+2r2d2 + 3rd2+d2> 6a“ + 6rad + 2rsds
d. h. 6a + 3rd+d o

was allerdings richtig ist.
r (a + r d) 2________________ (a + rd) 2_____________________________ _

r (6 a2+6rad-6ad + 2r*dI-3rdI+ds) s (ga^+grad + r^d*)

•der 6a*4-6rad-6ad + 2r2d2-3rd2 + d* 6ä2 + 6rad + 2r2d2
d. h. d <! 6a + 3rd

was ebenfalls richtig ist, weil r eine ganze positive Zahl sein mufs.
(S) d. h. die Linie NO; denn Arch. setst hier stillschweigend voraus, dafs NO = A'L, d. 1. dafs die kleinste 

Linie dem Unterschiede seihst gleich sei, was indessen für die allgemeine Beweisführung gar nicht nöthig ist, 
wie Anmkg. « zeigt. Auch macht Arch. in der Folge bei der Anwendung dieses Hülfssatzes von dieser ein­
schränkenden Voraussetzung nicht Gebrauch.

(7) Also NO X (PD + QF + RH + SK + TM + UO)
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Beiden Gleichungen sind die Quadrate von den der NO gleichen Linien gemeinschaftlich; auch ist 
NO X (PW 4QX 4- R Y 4 S Z 4 T A'4 U N) < B V X 2 (A V 4 CW4 EX4GY 4IZ 4 L A'), 
weil die zuletzt genannnten Linien den Linien PC 4 QE + RG 4 SI + TL + N gleich, 
gröfser aber als die übrig bleibenden sind. ($) Endlich ist 
AV^CWHEXHßYHlZHLA^'zi (P w2 4- Q x2 4 R Y 2 4- SZ 2 4- TA'2 4- UN 
wie oben bewiesen wurde (S. 10. Folg. j.). Demnach ist die Summe der genannten Flächen­
räume kleiner, als AB 2 4* CD 2 4* EF2 4* GH2 4* IK 2 4 LM2.

Wir werden also nun noch zeigen, dafs jene Summe gröfser sei als CD2 4EF2 
4 GH 2 4 IE2 4 LM 2 4 ND 2. Es ist nämlich wiederum

f c\V24EX24GY24IZ24LA'2
CD 2 4 EF 2 4 GH 2 4 IK 2 4 L M 2 4 NO 2 = (4 DW 2 4 FX 2 4 HY 2 4 KZ 2 4 MA' 2 4 ON 2

^4 N O X 2 (C W 4 LX 4 GY 4 1Z 4 L A') 
liier ist gemeinschaftlich die Summe D W 2 4 l X2 4 Hl 4 KZ 4 AI A' 4 0N 2; 
dagegen ist
NO X (PW 4 QX 4 RY4 SZ 4 TA'4UN)> NO X 2 (GW 4 EX 4 G Y 41Z 4 L A') (») 
Auch ist
PW2 4 QX2 4 RY2 4 SZ2 4 TA'2 4 UN2 > 3 (CW2 4 EX2 4 GY2 4 IZ2 4 LA'2), 
wie gleichfalls erwiesen worden ist (S. 10. Folg. 2.). Mithin sind die genannten Flächenräume 
zusammen gröfser, als C D 2 4 E F 2 4 G H 2 4 1K 2 4 L M 2 4 N O 2.

Folgerung.
Defshalb, wenn auf allen diesen Linien, sowohl denen, welche um gleiche Unterschie­

de verschieden, als denen, welche der gröfsten gleich sind, ähnliche Figuren beschrieben wer­
den; so wird die Summe der auf sämtlichen, der gröfsten Linie gleichen Linien beschriebenen 
Figuren zur Summe der Figuren auf den um etwas Gleiches verschiedenen Linien, ohne die 
Fi^ur aul der kleinsten, in kleinerem Verhältnisse stehen, als das Quadrat der gröfsten zu der 
Summe des Rechtecks unter der gröfsten und kleinsten Linie nebst dem dritten Theile des 
Quadrats des Unterschiedes zwischen der gröfsten und kleinsten Linie; aber zur Summe der 
Figuren auf den um etwas Gleiches verschiedenen Linien, ohne die Figur auf der gröfsten, in 
einem gröfseren Verhältnisse, als eben jenes ist; denn als ähnliche Figuren werden sie sich 
wie die Quadrate verhallen.

Erklärungen:

1) Wenn eine in einer Ebene gezogene gerade Linie, während der eine Endpunkt der­
selben an seinem Orte beharrt, mit gleichförmiger Geschwindigkeit herumgeführt wird, bis sie 
wieder dort anhält, von wo sie ausgegangen; und wenn zugleich mit der Herumführung dieser

J TTW_ /PC4QE + RG4SI + TL + UN
PW + QX + RY + SZ + TA + UN — QW 4. EX 4- GY 4- IZ 4- L A'

und es ist A V + C W + E X 4- G Y + I Z + L A' einmal genommen den Linien P C’+ QE 4- RG 4- SI 
+ TL 4- UN eieich; zum zweitenmal genommen aber gröfser als CW 4 EX 4 GY + IZ 4- LA'.

(,) Denn es ist PW 4-QX 4- RY 4- SZ 4- TA' =2 (CW 4- EX 4- GY 4- IZ 4- LA')
R 2
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Linie ein Punkt in derselben, anfangend von dem festen Endpunkte, mit gleich förmiger Ge­
schwindigkeit sich bewegt, so wird dieser Punkt 'eine Schneckenlinie in der Ebene be­
schreiben.

2) Der Endpunkt der geraden Linie, welcher in Ruhe beharrt, während sie sich her­
umbewegt, soll demnach der Aniangspunkt der S c h h e c ken li nie heifsen.

3) Die Lage der geraden Linie, aus welcher ihre Bewegung begönnen , soll der An­
fang des Umlaufs heifsen.

4) Die gerade Linie, welche der geradlinig sich bewegende Punkt während des ersten 
Umlaufs zurücklegt, soll die erste, die aber, welche derselbe während des zweiten Umlaufs 
zurücklegt, die zweite heifsen; und so sollen die andern ebenfalls gleiehmäfsig nach den Um­
laufen benannt werden.

5) Die Fläche, welche von der im ersten Umlauf beschriebenen Schneckenlinie und 
von der ersten geraden umschlossen wird, soll die erste heifsen; die aber von der im zwei­
ten'’Umlauf beschriebenen Schneckenlinie und von der zweiten geraden umschlossene die 
zweite, und so weiter nach der Reihe. (

6) Wenn aus dem Anfangspunkte der Schneckenlinie irgend eine gerade Linie gezogen 
ist, so soll dasjenige, was an der Seite dieser Linie sich befindet, wohin der Umlauf geschieht, 
das Vordere heifsen, was aber an der andern ist, das Hintere.

7) Der Kreis, dessen Mittelpunkt der Anfang der Schneckenlinie, dessen Halbmesser 
aber die erste gerade ist, soll der erste, dei’ aber, dessen Mittelpunkt ebenderselbe An­
fangspunkt, dessen Halbmesser dagegen die zwiefache gerade ist, soll der zweite, und die 
folgenden nach der Reihe auf dieselbe Weise genannt sein.

Satz 12.

Wenn aus dem Anfangspunkte einer durch einen Umlauf beschriebenen Schneckenlinie 
gerade Linien in willkührlicher Menge in diese einfallen, so dafs sie miteinander gleiche Win­
kel bilden, so haben sie unter sich gleiche Unterschiede.

F.I2I. Es sei eine Schneckenlinie, worin die geraden Linien AB, AC, AD, AE, AF gleiche 
Winkel mit einander bilden. Es ist zu beweisen, dafs die Unterschiede AC-AB, 

" AD -A C u. s. w. gleich sind.
In eben der Zeit, worin die umgefiihrte Linie von AB bis AC gelangt, legt der in der 

geraden Linie sich bewegende Punkt den Unterschied zurück, um welchen AC die AB über­
trifft. Die umgeführte Linie gelangt aber in gleicher Zeit von AB nach AC, und von AC 
nach AD, weil die Winkel gleich sind; mithin legt auch auch der in der geraden Linie sich 
bewegende Punkt den Unterschied zwischen AC und AB, und zwischen Al) und AC in glei­
cher Zeit zurück. Also übertrifft AC die AB um eben so viel, wie AD die AC, und so wei­
ter. (S. I.)

S a t z 13.
Wenn eine gerade Linie die Schneckenlinie berührt, so wird sie dieselbe nur in ei­

nem Punkte berühren.
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Es sei eine Sehneckenlinie, worin AB CD; ihr Anfang sei der Punkt A, der Anfangp.m 

des Umlaufs sei die gerade AD, und irgend eine gerade FE berühre die Schneckenlinie; so be­
haupte ich, dafs sie dieselbe nur in einem Punkte berühre.

Denn sie berühre dieselbe, wenn es möglich ist, in den beiden Punkten C, G, so zie­
he man AC, AG, und halblheile den von CA, AG eiugcschlossenen Winkel. Der Punkt, 
wo nun die halbtheilende Linie in die Schneckenlinie falt, sei H. Dann ist

AG - AH = AH - AC,
weil gegenseitig gleiche Winkel gebildet sind; also ist AG +AC = 2 AH; aber in dem Drei­
ecke, dessen Winkel durch AH gehalbtheilt wird, ist AG AC> 2 AH;(«) mithin erhellet, 
dafs der Punkt, in welchem die gerade Linie CG mit AH zusammen trifft, zwischen den Punk­
ten H, A liegen müsse; also schneidet EF die Schneckenlinie, indem unter den Punkten in 
C G einer der Schneckenlinie nach innen liegt. Vorausgesetzt ward aber eine berührende Li­
nie: folglich berührt EF die Schneckenlinie nur in einem Punkte.

Satz 14.
Wenn aus dem Anfangspunkte einer durch den ersten Umlauf beschriebenen Schnek- 

kenlinie zwei gerade Linien in diese einfallen, und bis an den Umring des ersten Kreises ver­
längert werden, so werden sich die in die Schneckenlinie einfallenden Linien zu einander ver­
halten, wie die Bogen des Kreises zwischen dem Endpunkte der Schneckenlinie und den im 
Kreisunifange befindlichen Endpunkten der verlängerten Linie — die Bogen vom Endpunkte 
der Schneckenlinie vorwärts gerechnet.

Es sei ABCDEH eine im ersten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie; ihr Anfang seiF.123. 
der Punkt A, der Anfang des Umlaufs sei die gerade Linie AH, und HKG sei der erste Kreis. 
Aus dem Punkte A mögen die geraden Linien AE, AD in die Schneckenlinie einfallen, und 
darüber hinaus in den Punkten F, G, den Kreisumfang treffen. Es soll bewiesen werden dafs 
sich verhalte A E : AD = HKF : HKG.

Denn indem die Linie AH herumgeführt wird, bewegt sich offenbar mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit der Punkt H in dem Umfange des Kreises HKG, der Punkt A aber durch­
läuft die Linie AH; auch bewegt sich der Punkt H, welcher in dem Kreisumfange umläuft, 
durch den Bogen HKF, und A durch die gerade Linie AE; ferner A durch die Linie

(S, 13. Weil EF eine berührende sein soll, so ist CHG als eine gerade Linie anzusehen, und es bleibt dem­
nach allgemein zu erweisen, dafs in einem jeden Dreiecke die Summe zweier Seiten mehr betrage, als die ge­
rade Linie, welche den von jenen gebildeten Winkel halbtheilt.

Ist das Dreieck gleichschenklig, etwa aCAK, so steht die halbtheilende Linie AI senkrecht auf der Grund-Fl22a 
linie CK, mithin ist gewifs AC -|- AK > 2 AL Demnach sei das aACG das gegebene, und A G > AC. 
Man mache A K = A C Und ziehe CK, ferner haibtheile man den Winkel CAG durch AH und ziehe KL 4: AH 
durch K, so ist CLK ein spitzer, mithin KLG ein stumpfer Winkel, folglich ist KG> KL. Zugleich ist 
KL = 2 lH, weil I die Mitte von CK sein mufs; man hat also

KG > 2 IH
und AC + AK > 2 AI

also AC + AK + KG > 2 (AI + I H)
d. h. AC -f- AG > 2 AH
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AD, und H durch den Bogen HKG, beidemal mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Daraus 
erhellet, dafs sich verhalle

AE: AD = HKF : HKG, 
denn diefs ward vorweg in den ersten Sätzen erwiesen (S. 2.).

Auf dieselbe Weise wird bewiesen, dafs eben dasselbe zutreffe, wenn eine von beiden 
in die Schneckenlinie treffenden Linien an das Ende derselben gelangt sein sollte.

Satz 15.
Wenn aus dem Anfangspunkte einer im zweiten Umlaufe beschriebenen Schneckenli­

nie gerade Linien in diese eiufallen, so werden sie zu einander sich verhalten, wie die genann­
ten Kreisbogen samt dem ganzen Kreisumfange.

F. 124. Es sei eine Schneckenlinie, worin ABCDHELM, und ABCDH im ersten Umlaufe 
beschrieben, HELM aber im zweiten, und in diese mögen die geraden Linien AE, AL, ein­
treffen; es mufs gezeigt werden, dafs sich verhalte

AL : AE = (HKF -J- Umfang des Ur.) : (HKG + Umf. d. Kr.)
In eben so vieler Zeit nämlich, als worin der Punkt A, welcher in der geraden Linie 

sicli bewegt, die Linie AL durchläuft, legt auch der im Kreisumfange sich bewegende Punkt 
H den ganzen Kreisumring und noch den Bogen HKF zurück, und eben so durchläuft der 
Punkt A^ die gerade AE, und der Punkt H den ganzen Kreisumfang samt dein Bogen HKG, 
beidemal mit gleichförmiger Geschwindigkeit. Demnach erhellet, dafs sich verhalte

AL : AE = (HKF 4- Umf. d. Ur.) : (HKG + Umf. d. Kr.) 
Folgerung.

Auf dieselbe Weise kann bewiesen werden, wenn auch in die beim dritten Umlaufe 
beschriebene Schneckenlinie gerade Linien einfallen, dafs sie zu einander sich verhalten werden, 
wie die genannten Bogen samt den zweimal genommenen ganzen Kreis umringen. Und ganz 
ähnlich zeigt man, dafs gerade Linien, wenn sie in die anderen Schneckenlinien einfallen, sich 
eben so verhalten, wie die erwähnten Bogen nebst den ganzen Kreisumfängen, einmal weniger 
genommen, als die Zahl der Umläufe; selbst dann, wenn eiye der einfallenden Linien das 
Ende der Schneckenlinie treffen sollte.

Satz 16.
Wenn eine gerade Linie die im ersten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie berührt, 

und von dem Berührungspunkte eine gerade Verbindungslinie zu dem ‘ Anfangspunkte der 
Schneckenlinie gezogen ist, so werden die Winkel, welche die berührende mit der verbinden­
den bildet, ungleich, und zwar der im vorderen Theile stumpf, der1 im hinteren aber spitz sein. 

F. 125. Es se* eine Schneckenlinie, worin ABCDH im ersten Umlaufe beschrieben. Der 
Punkt A sei ihr Anfang, die gerade AH aber der Anfang des Umlaufs, und HKG der erste 
Kreis. Eine gerade Linie DEG berühre die Schneckenlinie in D, und von D sei die Verbin­
dungslinie DA nach A gezogen. Es ist zu zeigen, dafs der Winkel FDA stumpf sei.

Man beschreibe den Kreis DTN aus dem Mittelpunkte A mit dem Halbmesser AD. 
Nolhwendig müfs dann der beim vordem Theile der Schneckenlinie befindliche Bogen dieses 
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Kreises ihr nach innen, der im hintern Theile aber ihr nach aufsen fallen, weil unter den von 
A aus in die Schneckenlinie einfallenden geraden Linien die im vordem Theile gröfser als A D, 
die im hintern Theile aber kleiner sind. Dafs also der Winkel ADF wenigstens kein spitzer 
sei, ist einleuchtend, indem er gröfser ist, als der Winkel des Halbkreises. («) Dafs er aber 
auch kein rechter sei, ist so zu beweisen. Er sei nämlich, wenn diefs möglich, ein rechter. 
Dann ist EDF eine Berührungslinie des Kreises DTN; und es läfst sich aus dem Punkte A 
eine gerade Linie dergestalt an die berührende ziehen, dafs ihr zwischen dem Kreisumfange und 
der berührenden befindlicher Theil zu dem Halbmesser in einem kleineren Verhältnisse steht, 
als der zwischen dem Berührungspunkte und der gezogenen Linie befindliche Bogen zu einem 
gegebenen Bogen (S. 5.)

Es sei daher AI gezogen, so wird sie in L die Schneckenlinie, in P aber den Kreis­
umfang schneiden, und es soll sich verhalten

PI ; AP <DP : DNT
mithin auch Al: AP <PDNT : DNT = MGKH : GKH

Es ist aber MGKH : GKH = AL : AD, wie bewiesen ward (S. 14.) 
mithin AI: AP <] A L : A D,

was unmöglich ist, da AP = A D. (ß) Der Winkel ADF ist folglich nicht ein rechter; dafs 
er aber nicht spitz sei, wurde schon gezeigt} also ist er stumpf. Mithin ist der andere spitz. 
Eben so wird man beweisen, dafs dasselbe zutreffe, wenn die berührende die Schneckenlinie 
an deren Ende berühren sollte.

Satz 17.

Auch wenn eine gerade Linie die im zweiten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie be­
rührt, wird dasselbe zutreffen.

Denn es berühre die gerade EF die beim zweiten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie Fu6. 
in D, und alles übrige sei wie zuvor konstruirt. Dann wird gleichfalls der beim vordem Theile 
der Schneckenlinie befindliche Bogen des Kreisumfangs DPN nach innen, der aber beim hin­
tern Theile nach aufsen fallen; also ist der Winkel ADF kein rechter, sondern ein stumpfer; 
denn er sei ein rechter, wenn diefs möglich ist, so wird EF den Kreis DPN in dem funkte

fS 16 «) Euklid cs nennt den Winkel, welchen der Durchmesser mit dem Halbkreise macht, den Winkel 
des Halbkreises, und beweiset, dafs derselbe gröfser sei, als irgend ein spitzer Winkel (Eukl. III. 16.). 
Die neueren Geometer verwerfen mit Recht den Begriff eines solchen Winkels, indessen steht dennoch die 
Wahrheit des Satzes fest, dafs der Durchmesser mit der Berührenden einen rechten Winkel, mithin einen gröf­
seren, als irgend ein spitzer ist, bildet. Nun liegt in dem gegenwärtigen Falle der Kreisbogen DPT durch­
aus zwischen den Schenkeln DF und DA, mithin ist ADF wenigstens nicht kleiner, als der Winkel des Halb­
messers AD mit einer Berührungslinie des Kreises für den Punkt D, folglich ist er gewifs nicht spitz. Wenn 
Archimedes sagt, der Winkel ADF sei gröfser als der Winkel des Halbkreises, so will er damit in der 
That nur sagen, er sei nie ht k 1 e i n er, als ein solcher, da er die Frage, ob etwa jener Winkel einem rech­
ten gleich sein könne, noch besonders beantwortet, was gar nicht nölhig gewesen wäre, wenn es schon für 
sich einleuchtete, dafs ADF gröfser sei, als der sogenannte Winkel des Halbkreises.

Qß) Mithin niüfste AI •< AL sein, folglich EDF die Schneckenlinie schneiden.
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D berühren. Mau ziehe wiederum AI au die berührende, und schneide dadurch die Schnek- 
kenliuie in O, den Kreisumfang DPN aber in P, auch sei

PI : PA <J DP : (Kreis umfang DPN 4- Bogen DNT)
denn dafs diefs möglich sei, ist .erwiesen (S. 5.). Demnach ist

IA : PA <5(DPNT 4- Kreisum/ang") : (DNT 4- Kreisumjang')
Es ist aber
(P D N T 4- Hreisumf, D N T P) : (D N T 4- Kreisumf D N T T) = (M G K H 4- Kreisumf. HMGK);

(G K H 4- Kreisumf. H M G K)
und die zuletzt genannten Bogen verhalten sich wie A O : A D, wie bewiesen ist (S. 15.). Dem­
nach ist IA:PA<AO:AD,
was unmöglich ist, indem PA = AD, und IA l> AO ist. Also erhellet, dafs ADF ein 
stumpfer Winkel, mithin der andere ein spitzer ist. Dasselbe wird zutreffen, wenn auch die 
berührende das Ende der Schneckenlinie berührt.

Folgerung.
Auf ähnliche Weise wird der Beweis geführt, wenn eine gerade Linie die bei irgend 

einem willkührlichen Umlaufe beschriebene Schneckenlinie berührt, und sollte diefs auch am 
Endpunkte derselben sein 5 dafs jene mit einer vom Berührungspunkte bis zum Anfänge der 
Schneckeulinie gezogenen geraden ungleiche Winkel bilden werde, und zwar den im vordem 
Theile stumpf, den im lüntern aber spitz.

Satz 18.
Wenn eine gerade Linie die beim ersten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie an deren 

Endpunkte berührt, in dem Anfangspunkte derselben aber eine gerade Linie senkrecht auf der­
jenigen geraden errichtet ist, welche den Anfang des Umlaufs angiebt, so wird die gezogene 
Linie mit der berührenden Zusammentreffen, und ihr. zwischen der berührenden und dem An­
fänge der Schneckenlinie befindlicher Theil wird dem Umringe des ersten Kreises gleich sein.

ABCD sei die Schneckenlinie, A sei ihr Anfangspunkt, die Linie HA der Anfang 
des Umlaufs, und IIOK der erste Kreis. Die Linie HF berühre die Sclmcckenliuie in H, 
und aus A ziehe man senkrecht auf AH die Linie AL, so wird sie mit HF zusammentref- 
feu, weil FHA ein spitzer Winkel ist (S. 16.); diefs möge in F geschehen, so ist zu bewei­
sen, dafs FA dem Umfange des'Kreises H GK gleich sei.

Denn wo nicht, so ist sie entweder gröfser oder kleiner.
1) sie sei also, wo möglich, gröfser. Ich nehme dann irgend eine gerade Linie 

LA, kleiner als FA, doch gröfser als den Kreisumfang HGK. Nun ist HGK ein Kreis, in 
demselben eine Sehne HG, kleiner als der Durchmesser, auch ist das Verhaltnifs von HA zu 
AL gröfser als das Verhaltnifs von 4 GH zu dem Perpendikel von A auf HG, weil jenes 
Verhaltnifs gröfser ist, als das von AH : AF. (*) Es ist folglich möglich, aus A die Linie

 " AN

iS. Iä. «) Fällt man das Perpendikel AI auf IIG, so ist
All : A L All : AF, weil A L <1 A F ist, 

ferner ist AH _A : Al s j H G : A 1
AliTiLViliG ; Al
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AN an die verlängerte Sehne so zu ziehen, dafs der zwischen dem Kreisumfange und der ver­
längerten Sehne befindliche Theil NP zu der geraden Linie HP sich verhalle, wie AH zu AL 
(S. 7.). Also wird sich verhalten

NP : PA = HP : AL (ß).
Es ist aber HP : A L <j Bog. HP : Kreisumfang HGK,

denn die gerade Linie HP ist kleiner als der Bogen HP, die gerade Linie AL dagegen gröfser 
als der Kreisumfang HGK. Demnach wird sein

NP : PA Bog. HP : Kreisumfang H G K
mithin NA : PA <[ (Bog. HP Kreisumf) : Kreisumf. HGK

Es ist aber (Bog. HP 4* Kreisumf. HGK; ; Kreisumf. HGK = AO : AH 
wie bewiesen wurde (S. .15.). Folglich ist

NA: PA < A O : A H
was unmöglich ist; denn es ist NAi> AO und PA = AH; mithin ist AF nicht gröfser als 
der Umfang des Kreises H G K.

2) Also sei, wo möglich, AF kleiner, als der Umfang des Kreises HGK.F.I2J. 
Ich nehme dann irgend eine gerade Linie AL, gröfser als AF, doch kleiner als den Umfang 
des Kreises HGK, und ziehe durch H die HM|AF. Nun ist wieder GHK ein Kreis, in 
demselben eine Sehne IIG, kleiner als der Durchmesser, und eine andere den Kreis in H be­
rührende Linie; auch ist das Verhältnifs AH : AL kleiner als dafs Verhältnifs von 4 HG zu 
einem Perpendikel aus A auf sie, weil jenes Verhältnifs auch kleiner ist, als das Verhältnifs 
AH : AF. (7) Es ist demnach möglich, aus A die Linie AQ an die Berührungslinie (j) so zu 
ziehen, dafs die Linie PN, welche zwischen der Sehne und dem Kreisumfange liegt, zu HQ. 
d. h. zu dem Abschnitte der berührenden sich verhalle, wie HA : AL.

Es wird nun AQ den Kreis in P, die Schneckenlinie aber in O schneiden, und es wird 
sich also auch verhallen

NP : PA = HQ : AL
Es ist aber HQ : AL> Bog. HP : Kreisumfang HGK

Denn die gerade Linie HQ ist gröfser als der Bogen HP, (Q aber AL ist kleiner als der 
Kreisumfang II G K. Folglich ist

NP : AP > Bog. IIP : Kreisumfang HGK
Folglich auch AP : AN i> Kreisunifang HGK : Bog. IIKP

(/?) Unter HP ist die Sehne, nicht der Bogen zu verstehen.
(7) Fällt man wieder das Perpendikel Al aufHG, so ist

AH : AL < AH : AF, weil AF <! AL, 
ferner ist AH: AF = HI : A 1 = £ H G : Al

■ AHVAL < I HG : AI
(S) Die Berührnngslinie HM des Kreises ist gemeint, nicht die der Schneckenlinie.

Weil die Tangente gröfser ist, als ihr Bogen.
Man setze den Kreisunifang = c, den Bogen IIP — so ist

NP a . . NP . a— > —; also auch 1 - — < I - ~

AP-NP c-a . AP cm.thm----- —------ < —— oder — > —

s



138 Von den Sclmeckenlinien.

Es ist aber nach dem Beweise (8. 14.)
Kreisumf. IIGK : Bog. IIKP = AU : AO

Folglich AP : AN £> AU : AO, 
und diefs ist unmöglich. Auch ist AF weder gröfser noch kleiner, als der Umfang des Krei­
ses HGK, mithin ihm gleich.

S a t z 19.
Wenn dagegen eine gerade Linie die beim zweiten Umlaufe beschriebene Schneckenli- 

nie an deren Endpunkte berührt, und wenn man in dem Anfangspunkte der Schneckenlinie ei­
ne senkrechte auf der Anfangslinie des Umlaufs errichtet, so wird dieselbe mit der berühren­
den Zusammentreffen, und die gerade Linie zwischen der berührenden und dem Anfänge der 
Schneckenlinie wird zweimal so grofs sein, als der Umfang des zweiten Kreises.

F. 129. Es sei ABCII die im ersten Umlauf, HET aber die im zweiten beschriebene Schnek- 
kenliuie, HKG der erste Kreis, I MN der zweite. Ferner berühre eine gerade Lmie TF 
die Schneckenlinie in T, und senkrecht an TA sei AF gezogen. Diese wird mit TF Zusam­
mentreffen, weil bewiesen worden, dafs der Winkel ATF ein spitzer ist. (S. 17.). Es soll ge­
zeigt werden, dafs die gerade Linie AF zweimal so grofs sei, als der Umfang des Kreises TMN.

Denn wofern sie nicht zweimal so grofs ist, so ist sie entweder gröfser oder kleiner.
I. Sie sei daher, wo möglich, gröfser, als der zweimalige Kreisumfang. 

Man nehme dann eine gerade Linie AL an, kleiner zwar als AF, doch gröfser als den zwei­
maligen Umfang des Kreises TMN. Demnach befindet sich hier ein Kreis TMN, und in 
ihm eine Sehne TN, kleiner als der Durchmesser, auch ist

TA : AL> 1 TN : Perpend. aus A auf TN (a)
Also läfst sich aus A eine Linie AS dergestalt an die verlängerte Sehne TN hinanziehen, dafs 
sich verhält

PS : TP = TA : AL (S. 7.)
Es wird daher AS den Kreis in P. die ßchneckenlinie aber in O schneiden, mithin verhält 
sich auch PS : TA = TP : AL

Es ist aber TP ; AL <J Bog. TP : 2 X Kreisumf. TMN 
denn die gerade Linie TP ist kleiner als der Bogen TP, und AL dagegen ist gröfser als der 
zweimalige Kreisumfang TMN.

Folglich ist PS : AP <* Bog. TP : 2 X Kreisumf. TMN
mithin auch AS : AP <| (Bog. TP + 2 X Kreisumf. TMN) : 2 X Kreisumf. TMN 
Das Verhältnifs dieser genannten Bogen aber ist dem Verhältnisse AO:AT gleich, wie be­
wiesen wurde (S. 15.). (ß) Also ist

(S. 19. Fällt man das Perpendikel aus A auf TN, und bezeichnet es durch p, so ist
TA : AL> TA: AF
T A : A F = ff N : p __________ '
TA : AL > > TN : p

(fl) Archimedes druckt zwar in S. 14 und 15 das Verhältnifs der vom Mittelpunkte ausgehenden Linien nur 
dl^rch Bogen des ersten Kreises aus, und hier dagegen durch Bogen des zweitenf indessen kann diefs keinen 
Anstofs geben, da das eine Verhältnifs dem andern gleich ist wegen der Aehnlichkeit der Bogen,
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AS : AP < AO : AT, 
was unmöglich ist. Mithin ist die gerade Linie AI1' nicht gröfser, als der zweimalige Umring 
des Kreises TMN. Auf ähnliche Art kann der Beweis geführt werden, dafs sie auch nicht 
kleiner sei; woraus erhellt, dafs sie dem zweimaligen Umringe gleich sei.

F o 1 g e r u n g.
Auf dieselbe Weise ist zu zeigen, wenn eine gerade Linie die bei irgend einem Um­

laufe beschriebene Schncckenlinie an deren Endpunkte berührt, und wenn eine in deden An­
fangspunkte auf der Anfangslinie des Umlaufs errichtete.senkrechte mit jener zusammentrilft, dafs 
die senkrechte ein Vielfaches von dem Umfange desjenigen Kreises sei, welcher nach der Zahl 
der Umläufe mit dem Vielfachen selbst durch einerlei Zahl benannt wird.

Satz 20.
Wenn eine gerade Linie die beim ersten Umlaufe beschriebene Schneckenlinie nicht an 

deren Endpunkte berührt, wennlferner aus dem Berührungspunkte zu dem Anfänge der Schnek- 
kenünie eine Verbindungslinie gezogen, mit dieser als einem Halbmesser aus dem Anfangs­
punkte ein Kreis beschrieben, und in dem Anfangspunkte der Schneckenlinie auf jener Verbin­
dungslinie eine senkrechte errichtet wird; so wird letztere mit der berührenden Zusammentref­
fen, und der Theil derselben zwischen dem Durchschnittspuukte und dem Anfänge der Schnek- 
kenlinie wird gleich sein dem Bogen des beschriebenen Kreises zwischen dem Berührungspunk­
te und dem Durchschnittspuukte des Kreises mit dem Anfänge des Umlaufs; den Bogen vor­
wärts genommen von dem im Anfänge des Umlaufs liegenden Punkte.

Es sei eine Schneckenlinie, worin AB CD beim ersten Umläufe beschrieben; eine ge-F.iSO. 
rade Linie E D F berühre sie in D, man ziehe aus D zu dem Anfänge der Schneckenlinie die 
verbindende AD, und aus dem Mittelpunkte A beschreibe man einen. Kreis DMN mit dem 
Halbmesser AD. Dieser schneide den Anfang des Umlaufs in K, und mau ziehe senkrecht zu 
AD die AF. Dann ist einleuchtend, dafs sic mit jener Zusammentreffen werde; dafs aber auch 
AF = Bog. KMND, ist zu beweisen.

Wofern nämlich nicht, so ist sie entweder gröfser oder kleiner.
I. Sie sei, wo möglich, gröfser. Man nehme eine Linie AL, kleiner zwar als 

AF, doch gröfser als den Bogen KMND. Hier ist nun wieder ein Kreis KMN, und in 
demselben eine Sehne DN, kleiner als der Durchmesser; auch ist

DA : AL> | DN : Perpend. aus A auf sie
Also läfst sich aus A die gerade Linie AE dergestalt an die Verlängerung von ND hinanzic- 
hen, dafs sich verhält EP : DP=DA : AL
Die Möglichkeit ist nachgewiesen (S. Also wird auch sein

EP . AP = DP : AL
Es ist aber DP : AL Bog. DP : Bog. KMD

weil DP kleiner als der Bogen DP, und AL dagegen gröfser als der Bogen KMD ist. Da­
her ist EP : AP -^Bog. DP : Bog. KMD

folglich auch AE : AP *1 Bog. KMP : Bog. KMD
Es ist aber Bog. KMP : Bog. KMD = AO : AD (S. 14.) 

also AE ; AP < AO : AD,
S 2
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was unmöglich ist. Demnach ist die Linie AF nicht gröfser, als der Bogen KMD. Ebenso 
aber, wie zuvor läfst sich zeigen, dafs sie auch nicht kleiner ist. Also ist sie ihm gleich.

Folgerung.
Auf dieselbe Weise kann gezeigt werden, wenn eine gerade Linie die beim zweiten 

Umlauf beschriebene Schneckenlinie nicht an deren Endpunkte berührt, und alles Uebrige wie 
zuvor konstruirt wird; dafs von der geraden Linie, welche mit der berührerfflen zusammen- 
fält, der zwischenliegende Theil, vom Anfänge der Schneckenlinie an, gleich sei dem ganzen 
Umfange des beschriebenen Kreises nebst dem zwischen den {angeführten Punkten liegenden 
Bogen, wenn der Bogen wieder eben so genommen wird. Wenn ferner eine gerade Linie die 
bei irgend einem Umlauf beschriebene Schneckenlinie nicht an deren Endpunkte berührt, und 
alles Uebrige eben so konstruirt wird, dafs dann die zwischen den gedachten Punkten liegende 
gerade Linie ein Vielfaches vom Umfange des beschriebenen Kreises nach einer um eins klei­
neren Zahl ist, als die, welche die Anzahl der Umläufe angiebt, nebst dem Bogen zwischen 
den bezeichneten Punkten, den Bogen wieder eben so genommen.

Satz 21.
Wenn die Fläche, welche von einer beim ersten Umlaufe beschriebenen Schneckenlinie 

und von der ersten geraden Anfangslinie umschlossen wird, (o) angenommen ist, so läfst sich 
um dieselbe eine ebene aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur, und eine andere darin be­
schreiben, so dafs die äufsere Figur die innere um weniger übertrifft, als irgend ein vorgeleg­
ter Flächenraum beträgt.

F.I3I* Es sei eine Schneckenlinie, worin ABCD im ersten Umlaufe beschrieben. Ihr Anfang 
sei der Punkt H, der Anfang des Umlaufs HA, der erste Kreis FG1A, und die Durchmesser 
desselben AG, FI, senkrecht zu einander. Wird nun fortwährend ein rechter Winkel und 
der ihn enthaltende Ausschnitt gehalbtheilt, so wird man endlich auf einen Ausschnitt kom­
men, welcher kleiner ist, als der vorgelegte Flächenraum.

Nun sei der hiedurch entstehende Ausschnitt AHK kleiner als der gegebene Raum, 
und man theile die vier rechten Winkel in lauter solche Winkel, welche AHK gleich sind, 
auch verlängere man die geraden Theilungslimen, bis sie in die Schneckenlinie einfallen. Der 
Punkt, wo dann die HK die Schneckenlinie schneidet, sei L, und aus dem Mittelpunkte II sei 
mit dem Halbmesser HL ein Kreis beschrieben, so wird sein vorwärtsliegender Bogen der 
Schneckenlinie nach innen, der hinterwärts liegende aber nach aufsen fallen. Es sei also sein 
Bogen OM so weit beschrieben, bis er mit HA in O zusammentrifft, und mit der zunächst 
hinter HK gegen die Schneckenlinie gezogenen geraden in M. Ferner sei N der Punkt, wo die 
Linie HM die Schneckenlinie schneidet, und aus dem Mittelpunkte H sei mit dem Halbmesser

F.I40‘ (S, 21. “) Diesen Flächenraum werde ich künftig kürzer die Fläche der ersten Sch n eck en li n 1 e nennen, 
und dem gemäfs auch voneiner Fläche der zweiten, dritten u. s. w. S ch n ecke n li n i e reden. Dieser 
Ausdruck ist aber nicht zu verwechseln mit der Benennung: erste, zweite, dritte u. s. w. Schnecken­
fläche, deren Erklärung Archimedes selbst (Erklär. 5) Der Raum K + L ist z. B. die Fläche
der zweiten Schneckenlinie, der Raum L allein aber ist die zweite Schneckenlläche. Nur bei der Schneckenli­
nie des ersten Umlaufs sind beide Bezeichnungen gleichbedeutend.
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HN ein Kreis so weit beschrieben, bis der Bogen desselben mit HK sowohl als mit der zu­
nächst Hinter UM in die Schneckenlinie einfallenden Linie zusammenlrifft. Auf ähnliche Wei­
se beschreibe man durch alle andern Punkte, in denen die Schneckenlinie von den Linien ge­
schnitten wird, welche gleiche Winkel ^bilden, Kreisbogen aus dein Mittelpunkte II, so dafs 
jeder einzelne Bogen die vorangehende und nachfolgende gerade Linie trifft. Dann wird also 
um die angenommene Schneckenfläche eine aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur, und 
eine andere darin beschrieben sein, und es soll nun gezeigt werden, dafs die umschriebene die 
eingeschriebene nm weniger als den vorgelegten Flächenraum übertreffe.

Es ist nämlich Ausschnitt IIL O = H M L
HNQ = HNP
HXS = IIXT

und so ist jeder der übrigen Ausschnitte in der innern Figur demjenigen Ausschnitte in der 
äufsern gleich, mit welchem er eine gemeinschaftliche Seite hat; woraus hervorgeht, dafs die 
Summe der ersteren der Summe der letzteren Ausschnitte gleich sein werde. Mithin ist die 
ganze eingeschriebene Figur gleich der umschriebenen nach Abzug des Ausschnitts HAK, denn 
dieser bleibt allein übrig unter den Ausschnitten der äufsern Figur. Daraus erhellt, dafs dio 
äufsere I'igur um die Gröfse des Ausschnitts AKH, welcher wieder kleiner ist, als der vor­
gelegte Flächenraum, gröfser sei, als der innere.

Folgerung.
Hieraus erhellet, dafs es möglich sei, um die erwähnte Fläche eine solche Figur, wie 

die beschriebene, so zu verzeichnen, dafs die äufsere Figur jene Schneckenfläche um weniger 
als einen gegebenen Raum, übertreffe; ferner eine andere darin so zu beschreiben, dafs die 
Schneckenfläche gleichfalls die eingeschriebene Figur um weniger übertreffe, als irgend ein 
vorgelegter Flächenraum beträgt.

Satz 23.
Wenn eine Fläche der zweiten Schneckcnlmie angenommen ist, so läfst sich eine ebe­

ne aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur, nud eine andere darin beschreiben, so dafs 
die äufsere die innere um weniger als irgend einen vorgelegten Flächenraum übertrifft.

Es sei eine Schneckenlinie, worin ABCDE beim zweiten Umlauf beschrieben. DerF.132. 
Punkt H sei der Anfang der Schneckenlinie, die Linie AH der Anfang des Umlaufs, und EA 
die zweite gerade Anfangslinie; auch sei AFG der zweite Kreis, und die Durchmesser AG, 
Fl, senkrecht zu einander. Wenn daher wiederum ein rechter Winkel und der ihn enthal­
tende Ausschnitt fortwährend gehalblheilt wird, so wird man auf einen Ausschnitt kommen, 
welcher kleiner ist, als der vorgelegte Flächenraum. Demnach sei der hiedurch entstehende 
Ausschnitt KHA kleiner als der vorgelegte Flächenraum. Wenn nun die rechten Winkel in 
lauter Winkel von der Gröfse des Winkels KHA getheilt sind, und alles Uebrige wie zuvor 
konstruirt ist, so wird die umschriebene Figur die eingeschriebene um weniger als um deu 
Ausschnitt KHA übertreffen; denn jene wird diese um den Ueberschufs des Ausschnitts KHA 
über HEP übertreffen, (a)

(S. 22. ») Die äufsere Figur sowohl, als die innere bestehen aus gegenseitig gleichen Kreisausschnitten; nur blei- F.132
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Folge r u n g.
l) Hieraus erhellet die Möglichkeit, dafs die äufsere Figur die angenommene Schnecken­

fläche um weniger übertreffe, als um irgend einen vorgelegten Flächenraum; und wiederum 
dafs die gngenommene Schneckenlläche die innere Figur um weniger als um irgend einen vor­
gelegten Raum übertreffe.

2) Auf dieselbe Weise ist einleuchtend, dafs es möglich sei, wenn man eine Fläche an- 
nimt, die von einer bei irgend welchem Umlaufe beschriebenen Schneckenlinie und von einer 
mit der Zahl der Umläufe gleichbenannten geraden Anfangslinie umschlossen wird, um diesel­
be eine ebene Figur von der angegebenen Art dergestalt zu beschreiben, dafs diese äufsere Fi­
gur die angenommene Schnecken fläche um weniger übertrifft, als um irgend einen Vorgelegen 
Raum; und wiederum eine andere so darin zu verzeichnen , dafs die angenommene Schnecken- 
fläche um -weniger die innere Figur übertrifft, als um irgend einen vorgelegteh Raum.

Satz 23.

Wenn man eine Fläche annimt, welche von einer Schneckenlinie, die kleiner als die 
erste, auch nicht durch den Anfangspunkt der Schneckenlinie begränzt ist, und von den gera­
den Linien aus den Gränzpunkten derselben umschlossen wird, so läfst sich eine aus ähnli­
chen Abschnitten bestehende ebene Figur darum und eine andere darin verzeichnen, so dafs 
der Unterschied der äufsern und Innern Figur kleiner ist, als irgend ein,vorgelegter Raum.

U133. Es sei eine Schneckepliuip, worin ABC DE, und ihre Gränzen, seien A, E, der 
Anfang derselben sei II. Man ziehe All, HE, und beschreibe einen Kreis.aus H mit dem 
Halbmesser HA, welcher in F mit HE zusarfnnentrelfe. Theilt man nun den Winkel bei H 
und den Ausschnitt 11 AF fortwährend in Hälften, so wird man auf einen Rest kommen, der 
kleiner ist, als der vorgelegte Raum, und es sei daher der Ausschnitt HAK kleiner als die­
ser. Wie zuvor beschreibe man nun durch die Punkte, in welchen die bei II gleiche Winkel 
bildenden geraden Linien die Sclmeckenliuie schneiden, Kreisbogen, so dafs diese jedesmal mit 
der vorangehenden und nachfolgenden geraden Linie zusammen treffen. Daun wird also um 
die Schneckenlläche ABCDEA eine ebene aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur, und 
eine andere darin beschrieben sein; auch wird dip äufsere die innere um weniger als den vor- 
gelegtcn Raum übertreffen; denn der Ausschnitt HAK beträgt weniger als dieser.

Folger un g.
Hieraus erhellet, dafs es möglich sei, um die gedachte Schneckenfläche eine ebene Fi­

gur, wie angegeben zu beschreiben, so dafs die äufsere Figur um weniger als um irgend einen 
vorgelegten Raum jene Fläche übertrifft; und wiederum eine andere darin zu beschreiben, so 
dafs die Fläche um weniger als irgend einen vorgelegten Raum die innere Figur übertrifft.

ben bei dieser Vergleichung die Ausschnitte KHA und EHP zurück, so dafs der Unterschied derselben den 
Unterschied der beiden Figuren selbst auynacht, Man mufs daher also fortfahren: Es ist aber schon der Aus­
schnitt KIIA kleiner als der vorgelcgte flächenraum, mithin ist am desto mehr KHA-EIIP kleiner als 
derselbe. ,
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Satz 24.
Die Fläche der ersten Schneckenlinie ist dem dritten Theile des ersten Kreises gleich.
Es sei eine Schneckenlinie, worin AB CD EH im 'ersten Umlaute beschrieben. DerF.134. 

Punkt H sei ihr Anfang, die gerade HA die erste Anfangslinie des Umlaufs, HKF Gl der er­
ste Kreis, dessen dritter Theil der Kreis Y sein soll. Es ist zu zeigen, dafs die erwähnte Ha­
che dem Kreise Y gleich sei.

Denn wo nicht, so ist sie entweder gröfser oder kleiner.
1) Sie sei, wo möglich, kleiner. Nun ist es möglich, um die Schneckenfläche 

AB CD EH A eine ebene aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur dergestalt zu beschrei­
ben, dafs die äufsere Figur die Schneckenfläche selbst, um weniger übertrifft» als um den Un­
terschied zwischen dem Kreise Y und der gedachten Fläche (S. 21.) Sie sei also beschrieben, 
und unter den Ausschnitten, woraus diese Figur besteht, sei HAK der gröfste, HEO der 
kleinste. Es ist demnach einleuchtend, dafs die umschriebene Figur kleiner ist, als der Kreis Y»

Man verlängere die bei H gleiche Winkel bildenden geraden Linien, bis sie den Um­
fang des Kreises treffen. Hier befinden sich also mehrere Linien, die von H ausgehend so in 
die Schneckenlinie fallen, dafs sie einander um gleiche Unterschiede übertreffen (S. 12.). Die 
gröfsere derselben ist HA, die kleinere HE, und die kleinste ist dem Unterschiede selbst gleich. 
Ferner befinden sich hier noch andere Linien in gleicher Anzahl, die von H bis an den Um­
fang des Kreises ausgehen, und deren jede an Gröfse der gröfsten gleich ist; auch sind ähn­
liche Ausschnitte zu ihnen allen beschrieben, sowohl zu denen mit gleichen Unterschieden, als 
zu denen, die unter sich und jede der gröfsten gleich sind. Also sind die Ausschnitte für die 
Linien, welche der gröfsten gleich sind, zusammen kleiner als das Dreifache derjenigen, wel­
che zu den Linien mit gleichen Unterschieden beschrieben sind. Denn diefs ist bewiesen (S. 10. 
Folg. 3.). Es sind aber die Ausschnitte für die der gröfsten und unter sich gleichen Linien 
dem Kreise AFGI, die Ausschnitte dagegen für die Linien mit gleichen Unterschieden der um­
schriebenen Figur gleich. Folglich ist der Kreis AFGIK kleiner als das Dreifache der um­
schriebenen Figur, gleich aber dem dreifachen Kreise Y; mithin ist der Kreis Y kleiner als 
die umschriebene Figur. Und doch ist er nicht kleiner, sondern gröfser. Folglich ist die 
Schneckenfläche ABCDEHA nicht kleiner als der Kreis Y.

2) Sie ist aber auch nicht gröfser. Denn sie sei, wo möglich gröfser.F-135- 
Dann ist wiederum möglich, in die Schneckenfläche ABCDEHA eine Figur einzuschreiben, 
so dafs die gedachte Fläche die innere Figur um weniger übertrifft, als um den Unterschied der 
genannten Fläche und des Kreises Y (S. 21.). Sie sei demnach eingeschrieben, und unter den 
Ausschnitten, aus denen diese innere Figur besteht, sei der gröfste HPL, der kleinste, aber 
HEO. Dann erhellet, dafs die eingeschriebene Figur gröfser ist, als der Kreis Y.

Man verlängere die bei H gleiche Winkel bildenden Linien, bis sie den Umfang des 
Kreises treffen. Nun befinden sich hier wieder mehrere Linien mit gleichen Unterschieden, 
welche von H ausgehend in die Schneckenlinie einfallen (S. 12.). Die gröfste derselben ist HA? 
die kleinste H.E, und die kleinste ist dem Unterschiede selbst gleich. Auch befinden sich hier 
noch andere Linien in derselben Anzahl, welche von H ausgehend bis an den Umfang des 
Kreises reichen, und deren jede so grofs ist, wie die gröfste. Auch sind ähnliche Ausschnitte
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zu allen beschrieben, sowohl zu den unter sich und der_ gröbsten gleichen, als zu denen mit 
gleichen Unterschieden. Folglich betragen die Ausschnitte für die Linien, welche der gröfsten 
gleich sind, mehr als das Dreifache der Ausschnitte für die Linien mit gleichen Unterschieden, 
nach Abzug defsen für die gröfste. Denn dieses ward bewiesen (S. io. Folg. 3.). Nun sind 
aber die Ausschnitte für die Linien, welche der gröfsten gleich sind, zusammen dem Kreise 
AFGI, die aber für die Linien mit gleichen Unterschieden, nach Abzug dessen für die gröfs- 
tc, der innern Figur gleich. Demnach ist der Kreis AFGI gröfser, als das Dreilache der in- 

, nern Figur, gleich aber dem dreifachen Kreise Y, folglich ist der Kreis Y gröfser, als die in­
nere Figur. Er ist aber nicht gröfser, sondern kleiner. Folglich ist die Sclmeckenlläche 
ABCDEHA auch nicht gröfser, als der Kreis Y. Sie ist also gleich demselben.

Satz 25.
Die Fläche der zweiten Schneckenlinie verhält sich zu dem zweiten Kreise, wie 7 '• 12; 

und eben so verhält sich auch das Rechteck unter den Halbmessern des ersten und zweiten 
Kreises, nebst einem Drittheile vom Quadrate des Unterschiedes beider Halbmesser zu dem 
Quadrate des Halbmessers des zweiten Kreises.

F. 136. Es sei eine Schneckenlinie, worin ABCDE beim zweiten Umlaufe beschrieben: der 
Anfangspunkt sei H, die gerade Linie HE sei die erste Anfangslinie des Umlaufs, (AE die 
zweite. AFGI sei der zweite Kreis, und AG, IF senkrechte Durchmesser zu einander. Es 
ist zu beweisen, dafs

Schnecltenßäche ABCDEA : Kr. AFGI = 7 • 12
Es sei daher S ein Kreis, dessen Quadrat des Halbmessers = AH X HE 4- f A E 2. Dann 
wird sich verhalten S : A F GI = 7 : I2?
weil auch das Quadrat des Halbmessers von 8 zum Quadrate des Halbmessers von AFGI sich 
so verhält. («) Es wird sich nun beweisen lassen, dafs der Kreis S der Schneckenfläche 
ABCDEA gleich sei.

Denn wo nicht, so ist er entweder gröfser oder kleiner.
Q Er sei gröfser, wenn es möglich ist. Dann läfst sich um die Schnecken­

fläche eine aus ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur so verzeichnen, dafs sie jene Fläche 
um weniger als den Unterschied- zwischen dem Kreise S und der Fläche übertrifft (S. 22.). 
Sie sei verzeichnet, und zwar sei unter den Ausschnitten, aus denen die äufsere Figur be­
steht, HAK der gröfste, HOL der kleinste. Dann leuchtet ein, dafs die äufsere Figiu' klei­
ner sei, als der Kreis 8.

Man verlängere nun die geraden, bei H gleiche Winkel bildenden Linien, bis sie in 
den Umfang des zweiten Kreises einfallen. Nun befinden sich hier mchiere Linien mit glei­
chen Unterschieden, die nämlich, welche von FI bis an die Schneckenlinie reichen (S. 12.);

deren

(S 25. «) Der Halbmesser von AFGI sei r pHA = 2 HE; der Halbmesser von S sei
= t, so ist r» = 4 HE», und f» = AH xHE + | AE» = 2HE» + f HE» = \ HE», 
weil AE = HE ist; daraus folgt

f * : r » = J HE * • 4 HE» = 7 : 12. 
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deren gröfste AH, und deren kleinste HE ist. Fenier sind liier noch andere 5-011 H ausgehen­
de und bis an den Umfang des Kreises AFGI reichende Linien, der Anzahl nach uni eins 
geringer, als jene, der Gröfse nach aber unter sich und der gröfsten gleich. Auch sind ähn­
liche Ausschnitte sowohl zu den unter einander gleichen Linien beschrieben, als zu denen mit 
gleichen Unterschieden, mit Ausnahme der kleinsten. Demnach stehen die für die Linien, 
welche der gröfsten gleich sind, beschriebenen Ausschnitte zu den Ausschnitten, deren Linien 
gleiche Unterschiede haben, nach Abzug des Ausschnitts für die kleinste in kleinerem Verhält­
nisse als HA2 : (AH X HE 4- f AE2). Denn diefs wurde bewiesen (S. 11. Folg.). Es sind 
aber die Ausschnitte für die Linien, welche unter sich und der gröfsten gleich sind, zusam­
men dem Kreise AFGI, und die Ausschnitte für die Linien mit gleichen Unterschieden ohne 
den für die kleinste, zusammen der umschriebenen Figur gleich. Demnach ist

Kr. AFGI : äuß. Fig. < A H 2 : (A H X HE 4- | AE2)
Es ist aber All2 : (AH X HE 4- | AE2) = Kr. AFGI : S_______________  
folglich " Kr. AFGI : äuß. Fig. < Kr. AFGI : S
Mithin ist der Kreis S kleiner als die äufsere Figur. Er ist aber nicht kleiner, sondern gröf- 
ser, folglich ist auch der Kreis S nicht gröfser als die Schneckenfläche ABCDEA.

2) Er ist aber auch nicht kleiner. Dehn er sei kleiner, wenn esF.137. 
möglich ist. Daun läßt sich wieder in die Schneckenflache ABCDEA eine ebene Figur, 
bestehend aus ähnlichen Ausschnitten so eintragen, dafs eben diese Schneckenfläche die einge­
tragene Figur um weniger übertrifft, als um den Unterschied zwischen der Fläche selbst und 
dem Kreise S. (S. 22.). Sie sei also eingetragen, und zwar sei unter den Ausschnitten, welche 
diese innere Figur bilden, HKP die gröfste, HEO die kleinste; so ist klar, dafs die innere 
Figur gröfser ist, als der Kreis S.

Man verlängere nun die bei H gleiche Winkel bildenden Linien, bis sie in den Kreis­
umfang eintreffen; darin befinden sich hier wieder mehrere Linien mit gleichen Unterschieden, 
nämlich die aus II bis an die Schneckenlinie reichenden, deren gröfste HA, und deren kleinste 
HE ist. Auch befinden sich hier andere Linien, nämlich, die aus II bis an den Kreisumfang 
reichenden, deren Anzahl um eins geringer, deren Gröfse aber unter sich und der Gröfse der 
gröfsten gleich ist. Ferner sind ähnliche Ausschnitte sow’ohl für die Linien mit gleichen Un­
terschieden beschrieben, als auch für die Limen, welche der gröfsten gleich sind. Folglich ist 
das Verhältnifs der Ausschnitte für die Linien, welche der gröfsten gleich sind, zu den Aus­
schnitten, deren Linien gleiche Unterschiede haben, nach Abzug dessen für die gröfste, gröf­
ser als das Verhältnifs AH2 : (AH X HE 4* t AE“) (S. 11, Folg.) Es betragen aber die 
Ausschnitte für die Linien mit gleichen Unterschieden, nach Abzug dessen für die gröfste, so 
viel, wie die in die Oberfläche eingetragene ligur, die andern dagegen so viel, wie der Kreis. 
Mithin ist Kr. AFGI : eingeschr. Fig. > AH2 : (AH X HE 4- f AE2)
und letzteres Verhältnifs ist das des Kreises Ab Gl zu dem Kreise S; folglich ist der Kreis S 
gröfser als die eingeschriebene Figur; was unmöglich ist, denn er war kleiner. Mithin ist der 
Kreis S auch nicht kleiner, als die Schneckenfläche ABCDEA; folglich ihr gleich.

Folgerung.
Auf dieselbe Weise wird sich erweisen lassen, dafs auch die Fläche einer durch irgend 

welchen Umlauf beschriebenen Schneckenlinie zu dem mit der Zahl der Umläufe gleichbenann-
T
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ten Kreise sich so verhalte, wie das Rechteck unter dein Halbmesser des nach derselben Zahl 
benannten Kreises und unter dem Halbmesser des Kreises, welcher nach einer um eins kleine­
ren Zahl benannt wird, als die der Umläufe ist, nebst dem dritten Theile des Quadrats von 
dein Unterschiede zwischen dem Halbmesser des gröfseren und des kleineren der genannten 
Kreise zu dem Quadrate des Halbmessers des gröfsern der gedachten Kreise, (ß)

Satz 26.
Eine Schneckenfläche, deren Schneckenlinie kleiner als die in einem Umlaufe beschrie­

bene, und nicht durch den Anfang der Schneckenlinie begränzt ist, und deren gerade Linien 
von den Gränzpunkten der Schneckenlinie an deren Umfang gehen, steht zu dem Ausschnitte, 
welcher zum Halbmesser die gröfsere von jenen aus den Gränzpunkten nach dem Anfangs­
punkte gezogenen Linien, zum Bogen aber den Bogen zwischen den erwähnten Linien an der 
Seile der Schneckenlinie selbst hat, in eben dem Verhältnisse, wie das Rechteck unter den bei­
den von den Gränzpunkten nach dem Anfänge gezogenen Linien nebst dem dritten Theile des 
Quadrats des Unterschiedes dieser beiden Linien zu dem Quadrate der gröfseren eben dieser 
von den Gränzen nach dem Anfänge geführten Linien.

F.138 Es sei eine Schneckenlinie, worin ABCDE kleiner als die in einem Umlaufe beschrie­
bene; ihre Gränzen sollen A, E, der Anfang der Schneckenlinie soll H, und aus H soll mit 
dem Halbmesser HA ein Kreis beschrieben sein, mit dessen Bogen die gerade Linie HE in 
F Zusammentreffen mag. Es ist zu beweisen, dafs

Schnechenfl. ABCDEA : Aussch. AUF = (AH X HE + }EFl) AH2
Es sei nun X ein Kreis, dessen Quadrat des Halbmessers =(AHXHE -j- yEF2), und an 
seinem Mittelpunkte sei ein Winkel dem bei H gleich, (a) Dann ist

Ausschnitt X : Aus sch. H A F =\a H X HE + y E F 2) = AH1 
denn so verhalten sich die Quadrate der Halbmesser. Es kann nun erwiesen werden, dafs der 
Ausschnitt X gleich sei der Schneckenfläche ABCDEA.

Denn wo nicht, so ist er entweder gröfser oder kleiner.
1) Er sei gröfser, wenn es möglich ist. Dann läfst sich um die gedachte 

Fläche eine aus ähnlichen Ausschnitten bestehende ebene Figur verzeichnen, so dafs diese Fi­
gur jene Fläche um weniger übertrifft, als um den Unterschied zwischen dem Ausschnitte X 
und der erwähnten Figur (S. 23.). Sie sei daher beschrieben, und unter den Ausschnitten, aus 
denen die umschriebene Figur besteht, sei HAG der gröfsere, HOD der kleinere; so ist klar, 
dafs die umschriebene Figur* kleiner ist, als der Ausschnitt X.

Man ziehe nun die bei H gleiche Winkel bildenden geraden Linien so weit hinaus, bis 
sie den Bogen des Ausschnitts HAF treffen; dann giebt es hier mehrere gerade Linien mit

F.I40. W Die Fläche der dritten Schn^ckenlinie verhält sich demnach zum dritten Kreise, wie (HC x HB + | BC2) 
: HC 2; es ist aber HC = 3 BC, HB = 2 BC, mithin verwandelt sich das angegebene Verhältnifs in (6 B C* 
+ |BC2):9BC2 = 19: 27; und eben so findet man das Verhältnifs der Fläche der vierten Schneckenlinie 
zum vierten Kreise, wie 37 : 48. u. s. w.

(S. 26. ») D. h. der Winkel X soll dem Winkel AHF gleich sein.
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gleichen Unteischieden, nämlich die von H bis an die Schneckenfläche aasgehenden, deren 
gröfste HA, und deren kleinste HE ist; ferner giebt es hier noch andere gerade Linien, um 
eins weniger der Zahl nach, als jene, an Gröfse aber unter einander und der gröfsten gleich, 
nämlich die von H bis an den Bogen des Ausschnitts gehenden, FH nicht mitgezählt. Auch 
sind ähnliche Ausschnitte für alle beschrieben, sowohl für die, welche unter einander und der 
gröfsten gleich sind, als für die mit gleichen Unterschieden, nur ist für HE kein Ausschnitt 
beschrieben. Demnach ist das Verhältnifs der sämtlichen Ausschnitte; deren Linien unter 
einander und der gröfsten gleich sind, zu den Ausschnitten, deren Linien gleiche Unterschie­
de haben, ohne den Ausschnitt für die kleinste Linie, kleiner als das Verhältnifs AH2: 
(AH X HE 4- f EF2) (S. ii. Folg.). Es betragen indessen die sämtlichen Ausschnitte für die 
Linien, welche unter sich und der gröfsten gleich sind, so viel, wie der Ausschnitt HAF; 
jene aber für die Linien mit gleichen Unterschieden betragen so viel, wie die äufsere Figur. 
Demnach ist

Aussch. HAF : äuß. Fig. <! AH2 : (AH X HE 4- I E F 2) 
Es ist aber AH2 : (AH X HE + f EF = Aussch. HAF : Aussch. X. 
Also ist der Ausschnitt X kleiner als die äufsere Figur. Allein er ist nicht kleiner, sondern 
gröfser, folglich wird der Ausschnitt X nicht gröfser sein, als die Schneckenfläche ABC DE A.

2) Er ist indessen auch nicht kleiner. Denn er sei, womöglich, klei-F.139. 
ner — und alles Uebrige sei eben so könstruirt. Dann läfst sich wiederum eine ebene aus 
ähnlichen Ausschnitten bestehende Figur in die Schneckenfläche dergestalt eintragen, dafs die 
gedachte Fläche die eingeschriebene um weniger als den Unterschied der Fläche und des Aus­
schnitts X übertrifft. (S. 23.). Sie sei also eingeschrieben, und unter den Ausschnitten, wor­
aus sie besteht, sei HBG der gröfsere, OHE der kleinere, so ist einleuchtend, dafs die ein­
geschriebene Figur gröfser ist, als der Ausschnitt X.

Nun sind hier wieder mehrere Li.iien mit gleichen Unterschieden, nämlich die von II 
aus in die Schneckeiilhüc einlrcflenden, deren gröfste HA, und deren kleinste HE ist; ferner 
sind hier noch andere Linien, nämlich die von H bis an den Bogen des Ausschnitts HAF rei­
chenden; ihre Anzahl ist, HA ungezählt, um eins kleiner, als die der Linien mit gleichen 
Unterschieden, an Gröfse'aber sind sie einander und der gröfsten gleich. Auch sind ähnliche 
Ausschnitte für alle beschrieben, mit Ausnahme der gröfsten unter den um gleiche Unter­
schiede verschiedenen, wozu kein Ausschnitt beschrieben worden. Daher stehen die sämtli­
chen Ausschnitte für die der gröfsten und unter sich gleichen Linien zu den Ausschnitten für 
die Linien mit gleichen Unterschieden in einem größeren Verhältnifse, als AH2 : 
(AH X H,E 4- f EF2) (S. 11. Folg.). Also ist auch,

Aussch. HAF : eingeschr. Fig. > Aussch. H A F : Aussch. X
Mithin ist der Ausschnitt X gröfser als die eingeschriebene Figur. Er ist aber nicht gröfser, 
sondern kleiner; folglich ist der Ausschnitt X auch nicht kleiner als die Schneckenfläche 
ABCDEA, mithin ihr gleich.

Satz 27.

Die drille Schneckcnfläche (Erklär. 5-) ist das Zweifache der zweiten, die vierte das
T 2
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Dreifache, die fünfte das Vierfache, und so fort jede ein Vielfaches nach der Zahlenreihe von 
der zweiten Fläche; die erste aber ist der sechste Theil der zweiten.

jr. J4C Es sei eine im ersten, zweiten, und so weiter in den folgenden Umläufen nach will-
kührlicher Angabe beschriebene Schneckenlinie gegeben. Der Anfang derselben sei der Punkt 
H, die gerade HE aber der Anfang des Umlaufs. Unter den Schneckenflächen sei K die erste, 
L die zweite, M die dritte, N die vierte, O die fünfte. Es mufs gezeigt werden, dafs K der 
sechste Theil der folgenden Fläche sei, und dafs M = 2 L, N = 3L, und so fortan jede fol­
gende Fläche immer ein Vielfaches von L nach der Zahlenreihe.

j) Dafs nun K = | L, wird so gezeigt. Weil ja bewiesen wurde, dafs 
(K + L) : zweit. Kreis = 7 : 12 (S. 25.)

und weil d. zweit. Kr. : erst. Kr. = 12 : 3 (was einleuchtet, (a) )
ferner d. erst. Kr. : K = 3 : 1 (S. 24.)

so folgt K = f L (ß)
2) Fenier ist erwiesen, dafs

. (K + L + M) : drill. Kr. = (CH X HB 4- 4 CB2) : CH2 (S. 25.)
Es ist aber d. dritt. Kr. : zweit. Kr. = CH2 : HB2 ■

und d. zweit. Kr. : (K + L) = HB 2 : (HB X HA + f AB2) (S. 25.)
folglich (K + L 4- M) : (K + L) = (CH X Hlf + }CB 2) : (HB X H A 4- f AB 2)
Letzteres Verhältnifs ist = 19 : 7 (7)

Mithin (K + L 4- M) -. (K 4- L) = 19 : 7
folgt. M : (K + L) = 12 •• 7

Es ist aber (K4 L) : L = 7 : 6
also folgt M = 2 L

3) Dafs aber die folgenden sich nach dei- Zahlenreihe verhalten, soll gezeigt werden. 
Es verhält sich

(K4-L4-M4-N4-O) : Kr. um d. Halbm. HE = (EH X HD 4- f DE2) : HE2 (S. 25.)
Kr. um H E : Kr. um HD = H E 2 : H D 2

Kr. um HD : (K 4- L 4- M 4- N) = H D 2 : (HD X HC 4- f PC2) (S. 25.)
folgl. ~(K 4- L 4- M 4- N 4- 0) : (K 4- L 4- M 4^N) =’(EH X HD 4-1DE 2) :(HD X HC4-4DE2)

also auch O : (K 4 L 4 M f N) = ” C»); (HD X HC + * DE^

Es ist aber EH XHD 4-|DE 2-HD XH C- |D C2 = F,H X H D-H DX H C = HD X CE, folgl. 
O : (K. 4- L 4- M 4- N) = HD X CE : (HD X HC 4- 4 DC2)

(S. 27. “) Weil HB = 2 HA, mithin
d. erst. Kr. : zweit. Kr. = HB2 : HA* = 4 • I — IX : 3’

(£) Aus den drei Proportionen folgt
(K + L) : K = 7 : I

mithin L : K = 6 : I
(7) Es ist CH = 3 HA, HB = 2 HA, CB = HA = AB, also

(CH x HB 4- J CB2) : (HB x HA + J AB2) = (6 HA2 + J HA2) : (2 HA2 + J HA2) = 14 ; 7
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Auf dieselbe Weise läfst sich auch zeigen, dafs sich verhält
N : (K + L + M) = HC X BD : (HC X HB + } CB

also N : (K4-L + M + N) = HC X BD : (HC X HB + f CB2 + HC X BD)
oder (K4-L4-M + N) :N = (HC X HB 4- 4 CB2 + HC XljBD) : HC X BD

Jene Summe aber beträgt so viel, wie HD X HC 4- |DC\
Weil nun O : (K + L4-M4- N) = HD X CE : (HD X HC 4- ;DC2)

und __ (K + L+M4- N) : N = (IIP X HC 4- jDC2):HCXBD
so folgt auch O ; N = LID X CE FlfCX^B D

Es ist aber HD X CE : HC X BD = HD : HC, weil CE = BD,
Folglich ist auch O : N = HD : HC

Eben so läfst sich zeigen, dafs.auch
N : M = HC : HB 

und M:L=HB:HA
Die geraden EH, DH, CH, BH, AH, aber haben das Verhältnifs der auf einander folgen­
den Zahlen. (3)

Satz 28.
Wenn in der durch einen Umlauf beschriebenen Schneckenlinie zwei Punkte, doch 

nicht die Endpunkte, angenommen sind; wenn dann aus den angenommenen Punkten gerade 
Verbindungslinien nach dem Anfänge der Schneckenlinie gezogen, und aus dem Anfangspunkte 
mit diesen geraden Linien als Halbmessern Kreise beschrieben werden: so hat der von dem 
Bogen des grösseren Kreises zwischen den geraden Linien, und von der Verlängerung der ge­
raden umschlossene Flächenraum zu dem von dem Bogen des kleineren Kreises, von derselben 
Schneckenlinie und von der die Endpunkte beider verbindenden geraden eingeschlossene Flä­
chenraum dasselbe Verhältnifs, wie der Halbmesser des kleineren Kreises nebst zwei Dritthei­
len des Unterschiedes der Halbmesser beider Kreise zu dem Halbmesser des kleineren Kreises 
nebst einem Drittheile desselben Unterschiedes.

Es sei eine Schneckenlinie, worin AB CD im ersten Umlaufe beschrieben; man nehme 
in derselben die zwei Punkte A, C, an, auch sei der Punkt H der Anfang der Schnecken­
linie. Aus A, C, ziehe man gerade Linien nach H, und beschreibe Kreise aus dem Mittel­
punkte II mit den Halbmessern HA, HC. Es mufs gezeigt werden, dafs

o : Q = (H A 4- t GA) : (HA 4- f GA)
Es ward nämlich erwiesen, dafs

(N -f- Q) : GCH = (GH X AH 4- j AG 2) : GH2 (S. 26.)
Mithin O:(N + Q) = (AHX AG 4-1 AG2) : (AHXHG 4-|AG2)»

(J) Also verhalt sich L : M : N : O = AH : BH : CH . 1)H — I : 2 : 3 : 4.
(S. 28- «) Aus der letzten Proportion hat man

f^ussch. G C H - N - Q) : (N + Q) = (GH*-GHx ah-J AG») : (GHxAH + < AG») 
d. h. O : (N + Q) = ((GH - AG) . GH-| AG») : (GHxAII + JAG»)

= (AG. (AG 4- AH) - | A G») : (GHxAH 4- JAG») 
= (* AG» + AHx AG) : (GHxAH + JAG»
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Und weil (N + Q) ; (N 4- Q + O) = (AH X HG + f AG^) : HG 1
und (N + Q + 0) : N = HG 2 : AH2

so folgt (N’+’Q) •• N = (AH XIIG 4- ’ AG2) '
mithin (N + Q) :Q = (AH X HG + | A G 2) : (AG X AH 4- ’ AG 2) (p) 

Weil nun O ; (N 4 Q) = (AH X AG 4-|AG2) : (AH X HG 4-| AG2)
und (N 4- Q) = Q = (AH XHG 4-| AG2) : (AG X AH + f ÄG2)

SO folgt 0 : Q = (AH x AG 4- f A G *)F: (^^X^H 4^
Es ist aber

(AH X AG 4- t AG2) ; (AG X AH 4-f AG2) = (AH 4- | AG) (AH f jAG)
also folgt 0 ; Q— (AH 4* j AG) : (AH 4 f AG)

(fl) Aus der vorigen Proportion folgt
Q : N = (AH x HG + 5 AG* - AH*) : AH*

also - (N + Q) ; Q = (AH X HG + $ AG*) s (AH XHG + J AG* - AH»;
= (AH XHG+ } AG*) : (AHxAG 4- J AG*)



Von

den Konoiden und Sphäroiden.

Archimedes g r ü f s t den Dositheus.

Ich übersende Dir in dieser Abhandlung sowohl zu den rückständigen Lehrsätzen die Darstel­
lung der Beweise, welche Du in den früheren Mittheilungen noch nicht besafsest, als auch zu 
einigen andern späterhin entdeckten, die ich zwar schon vorlängst durchzudenken versuchte, 
welche mir aber einige Schwierigkeit darboten, und deren Ergründung mich in Verlegenheit 
setzte; und eben defshalb sind diese Sätze nicht, zugleich mit den übrigen vorgelegt worden. 
Späterhin jedoch Hefs mich gröfserc Sorgfalt das Unzugängliche auflinden. Die früher noch 
übrig gebliebenen Lehrsätze waren aufgegeben in Beziehung auf das parabolische Konoid; die 
jetzigen Entdeckungen betreffen sowohl das hyperbolische Konoid, als auch die sphäroidischen 
Körper, welche ich theils längliche, theils geplattete nenne.

I. Ueber das parabolische Konoid war Folgendes vorausgesetzt: (a)
l) Wenn eine um ihren unbewegten Durchmesser herumgeführte Parabel dort wieder 

inne hält, von wo ihre Bewegung ausging, so wird die durch sie umfafste körperliche Figur ein 
parabolisches Konoid, der unbewegte Durchmesser desselben die Axe, und der Punkt, 
wo die Axe mit dem Mantel zusammen!rillt, der Scheitel genannt.

2) Wenn eine Ebene das parabolische Konoid berührt, und eine andere Ebene, parallel 
jener gelegt, einen Abschnitt des Konoids abtrennt, so wird der von dem Schnitt des Ko­
noids umfafste Theil der schneidenden Ebene die Grundfläche, der Punkt aber, in wel­
chem die andere Ebene das Konoid berührt, der Schei tel, und der in dem Abschnitt befind­
liche Theil einer durch den Scheitel des Konoids parallel mit dessen Axe gezogenen geraden 
Linie die Axe des Abschnitts genannt.

(Vorr. «) Vgl. Schnecken!. Vorrede. Die Beweise selbst stehen in gegenwärtiger Abhandlung S. 23 u. 26.
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II. Zur Untersuchung ward aber Folgendes vorgelegt:
l) Wenn mittelst einer zu der Axe senkrechten Ebene ein Abschnitt des parabolischen 

Konoids abgetrennt worden ist; warum derselbe anderthalbmal so viel betrage, wie ein Kegel, 
welcher einerlei Grundfläche und Axe mit dem Abschnitt hat?

2) Wenn von einem parabolischen Konoid durch Ebenen in wiUkührlicher Lage zwei 
Abschnitte abgetrennt worden: warum diese zu einander im zwiefachen Verhältnifse ihrer 
Axen stehen?

III. In Beziehung auf das hyperbolische Konoid habe ich Folgendes vorausgesetzt:
1) Wenn eine Hyperbel samt ihrem Durchmesser und-ihren Asymptoten sich in einer 

Ebene befinden, welche um den unbewegten Durchmesser herumgeführt, wird, bis sie wieder 
an dem Orte innehält, von wo die Bewegung ausging, so yverden augenscheinlich die Asym­
ptoten einen •gleichschenkligen Kegel beschreiben, dessen Scheilei dör Durchschniltspunkt der 
Asymptoten, und dessen Axe der unbewegte Durchmesser sein wird; der aber unter der Hy­
perbel enthaltene Körper wird ein hyperbolisches Konoid, der unbewegte Durchmesser 
dessen Axe, und der Punkt, wo die Axe den Mantel des Konoids trifft, der Scheitel genannt. 
Auch heilst der unter den Asymptoten enthaltene Kegel der umspannende Kegel des Ko­
noids, und die gerade Linie zwischen den Scheiteln des Konoids und des umspannenden Ke­
gels der Ansatz der Axe.

2) Wenn eine Ebene das hyperbolische Konoid berührt, und eine andere mit ihr paral­
lel geführte Ebene einen Abschnitt des Konoids abtrennt; so heifst der von dem Schnitt des 
Konoids umfafste Theil der schneidenden Ebene die Grundfläche, der Punkt aber, in wel­
chem die berührende Ebene das Konoid trifft, der Scheitel, der in dem Abschnitte befind­
liche Theil einer durch den Scheitel des Konoids und des umspannenden Kegels gelegten gera­
den Linie die Axe, und die gerade Linie zwischen den erwähnten Scheiteln der Ansatz 
der Axe des Abschnitts.

3) Alle parabolischen Konoiden sind einander ähnlich; unter den hyperbolischen sol­
len aber diejenigen ähnlich heifsen, deren umspannende Kegel ähnlich sind, (ß)

IV. Zur Untersuchung wird Folgendes vorgelegt. (7)
l) Wenn mittelst einer zu der Axe senkrechten Ebene ein Abschnitt des hyperboli­

schen Konoids abgetrennt worden ist; warum dann der Abschnitt zu einem Kegel von dersel­
ben Grundfläche und Axe sich verhalte, wie die Axe des Abschnitts nebst dem Dreifachen 
des Ansatzes der Axe zu dei‘ Axe des Abschnitts nebst dem Zweifachen des Ansatzes.

2) Wenn durch eine zu der Axe nicht, senkrechte Ebene ein Abschnitt des hyperboli­
schen Konoids abgetrennt wird; warum dann der Abschnitt zu dem Körper, Welcher mit dem 
Abschnitte dieselbe Grundfläche und Axe hat, und ein Kegelabschnitt sein wird, sich so ver­
halten werde, wie die Axe des Abschnitts nebst dem Dreifachen des Ansatzes der Axe zu der 
Axe des Abschnitts nebst dem Zweifachen des Ansatzes.

V. In Beziehung auf die sphäroidischen Figuren haben wir Folgendes vorausgesetzt: 
________ I)

Qj) Die parabolischen Konoiden sind defshalb sämtlich ähnlich, weil alle Parabeln ähnlich sind.
(7) Dio Beweise hiezu stehen in S. 27 und 28-
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i) Wenn eine um ihre gröfse Axe bei ungeänderter Lage derselben herumgeführle 
Ellipse an dem Orte wieder inne hält, von welchem die Bewegung auhub, so wird der von 
der Ellipse beschriebene Körper ein längliches Sphäroid genannt. Wenn dagegen die 
kleine Axe unbewegt bleibt, und die Ellipse um diese bis an den Ort des Anfangs der Bewe­
gung herumgeführt wird, so nennt man den von der Ellipse beschriebenen Körper ein ge- 
pla ttetetes Sphäroid. Bei beiden Sphäroiden wird der ruhende Durchmesser die Axe, 
der Punkt, wo die Axe in die Oberfläche trifft, der Scheitel, die Mitte der Axe der Mit­
telpunkt, und eine senkrechte zu der Axe durch den Mittelpunkt der Durchmesser genannt.

2) Wenn parallele Ebenen das eine oder das andere dieser Sphäroiden berühren, ohne 
zu schneiden, und wenn eine andere das Sphäroid schneidende Ebene mit den berührenden 
parallel geführt wird, so nennt man den von dem Schnitt des Sphäroids umfafsten Theil der 
schneidenden Ebene die Grundfläche, die Berührungspunkte des Sphäroids und jener par­
allelen Ebenen die Scheitel, und die in den Abschnitten befindlichen Theile der geraden Li­
nie, welche die Scheitel verbindet, die Axen der entstandenen Abschnitte.

Dafs aber sowohl die das Sphäroid berührenden Ebenen nur in einem Punkte die Ober­
fläche treffen, als auch, dafs die gerade Verbindungslinie der Berührungspunkte durch den 
Mittelpunkt des Sphäroids gehe, werden wir nachweisen. ($)

3) Aehulich wenden diejenigen Sphäroiden genannt, deren Axen sich verhalten, wie 
die Durchmesser. — Sphäroidische und konoidis'cbe Abschnitte aber heifsen ähnlich, wenn 
sie von ähnlichen Körpern genommen sind, ähnliche Grundflächen haben, und ihre Axen, 
entweder senkrecht auf den Grundflächen stehend, oder gleiche Winkel mit den gleichliegen­
den Durchmessern der Grundflächen bildend, sich zu einander verhalten, wie die gleichliegen­
den Durchmesser der Grundflächen.

VI. Zur Untersuchung wird nun Folgendes über die Sphäroiden vorgelegt. (•)
l) Wenn irgend einer der sphäroidischen Körper von einer senkrecht zu der Axe 

durch den Mittelpunkt gelegten Ebene geschnitten worden ist; warum dann jeder der beiden 
entstehenden Abschnitte zweimal so grofs sein werde, als der Kegel, welcher einerlei Grund­
fläche mit dem Abschnitte und dieselbe Axe hat.

2) Wenn dagegen der Schnitt zwar senkrecht zu der Axe ist, nicht aber durch .den 
Mittelpunkt geht; warum dann der gröfsere der entstehenden Abschnitte zu dem Kegel, welcher 
einerlei Grundfläche mit dem Abschnitte und dieselbe Axe hat, sich verhalten werde, wie die 
halbe Axe des Sphäroids nebst der Axe des kleineren Abschnitts zu der Axe des kleineren Ab­
schnitts: der kleinere Abschnitt aber zu dem Kegel, welcher einerlei Grundfläche und Axe mit 
ihm hat, wie die Axe des Sphäroids nebst der Axe des gröfseren Abschnitts.

3) Wenn ferner eins der Sphäroiden von einer Ebene durch den Mittelpunkt, nicht 
senkrecht zu dem Durchmesser, geschnitten wird; warum dann jeder der beiden entstehenden 
Abschnitte zweimal so grofs sein werde, als der Körper, welcher einerlei Grundfläche und 
Axe mit dem Abschnitte hat, und eben ein Kegelabscbnitt ist.

(?) Diefs geschieht in S. 17 und 18.
(*) Die Beweise dazu findet man in S. 29, 31, 30, 34, 32.

u
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4) Wenn endlich das Sphäroid weder durch den Mittelpunkt noch senkrecht gegen den 
Durchmesser von einer Ebene geschnitten ist; so wird der gröfsere der gebildeten Abschnitte 
zu dem Körper auf derselben Grundfläche und mit derselben Axe sich verhalten, wie die hal­
be Verbindungslinie der Scheitelpunkte der Abschnitte nebst der Axe des kleineren Abschnitts 
zur Axe des kleineren Abschnitts; der kleinere Abschnitt aber wird sich zu dein Körper auf 
derselben Grundfläche und mit derselben Axe verhalten, wie die halbe Verbindungslinie der 
Scheitelpunkte der Abschnitte nebst der Axe des grölseren Abschnitts zu der Axe des grölseren • 
Abschnitts. Der Körper aber wird auch in diesen Fällen ein Kegelabschnitt sein.

VH . Wenn die aufgeführlen Lehrsätze erwiesen sind, so wird man durch sie manche 
Lehrsätze und Aufgaben linden können, z. B. folgenden: ®

l) Dafs ähnliche Sphäroiden und ähnliche Abschnitte sphäroidischer und konoidischer 
Körper zu einander im dreifachen Verhältnifse der Axen stehen.

Ferner diesen:
2) In gleichen Sphäroiden verhalten sich die Quadrate der Durchmesser umgekehrt wie 

die Axen; und wenn in Sphäroiden die Quadrate der Durchmesser sich umgekehrt wie die 
Axen verhalten, so sind die Sphäroiden gleich.

Eben so etwa folgende Aufgabe:
3) Von einem gegebenen sphäroidischen oder konoidischen Abschnitte durch eine par­

allel einer gegebenen Ebene geführte Ebene einen Abschnitt dergestalt abzutrennen, dafs der 
Abschnitt einem gegebenen Kegel oder Cy linder oder einer gegebenen Kugel gleich sei.

VIII. Ich werde nun einige zu den Beweisen erfoderliche Lehr ätze und Bedingungen 
voranstellen, und hierauf das Vorgelegte Dir aus einander setzen. Lebe wohl!

Vorbemerkung e n.

l) Wenn ein Kegel von einer Ebene geschnitten wird, die alle seine Seiten trifft, so 
wird der Schnitt entweder ein Kreis oder eine Ellipse sein. Ist er ein Kreis, so erhellt, dafs 
der auf der Seite der Spitze des Kegels liegende Abschnitt selbst ein Kegel sein werde; ist aber 
der Schnitt eine Ellipse, so soll die von dem Kegel an der Seite seines Scheitels abgetrennte 
Figur ein Kegelabschnitt heifsen. Grundfläche des Abschnitts soll die von der Ellipse 
umschlossene Ebene, Scheitel aber der Punkt, welcher auch Scheitel des Kegels ist, und 
Axe die gerade Verbindungslinie vom Scheitel des Kegels zu dem Mittelpunkte der Ellipse 
genannt werden.

(Q Die drei folgenden Sätze erweiset Arch. nicht, sondern stellt sie ohne Beweise eben so auf, wie er früher 
alle die in den Vorreden zu Kug. u. Cyl. II.. zu Schnecken!. und gegenwärtig aufgeführten aufgestellt 
hatte. Die Beweise selbst sollen der Abhandlung angehängt werden.
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2) Wenn ein Cylinder von zwei parallelen Ebenen geschnitten wird, welche sämtliche 
Seiten des Cylinders treffen, so werden die Schnitte entweder Kreise oder Ellipsen, gleich 
und ähnlich einander, sein. Wofern nun die Schnitte Kreise sind, so wird offenbar die von 
dem Cylinder zwischen den parallelen Ebenen abgetremile Figur selbst ein Cylinder sein. 
Wenn aber die Schnitte Ellipsen sind, so soll die von dem Cylinder zwischen den parallelen 
Ebenen abgetrennte Figur ein Oy lin derstück heifsen. Grundflächen desselben sollen 
die von den Ellipsen eingeschlossenen Ebenen, und Axe die gerade Verbindungslinie der Mit­
telpunkte der Ellipsen genannt werden. Diese wird aber mit der Axe des Cylinders in eben­
derselben geraden Linie liegen.

Satz 1.
Wenn es eine willkührliche Menge Gröfsen mit gleichen Unterschieden giebt, 'wobei 

der Unterschied der kleinsten selbst gleich sei; ferner andere Gröl'en in gleicher Anzahl, und 
jede der grössten gleich; so wird die Summe der Gröfsen, deren jede der größten gleich ist, 
kleiner sein, als das Zweifache der Summe der Gröfsen mit gleichen Unterschieden, größer 
jedoch, als nach Abzug der größten die doppelte Summe der übrigen.

Der Beweis falt in die Augen, (*)

Satz 2.

Wenn Gröfsen in willkührlicher Anzahl andern eben so geordneten und in gleicher 
Anzahl vorhandenen Gröfsen paarweise proporlionirt sind; weint ferner jene ersten, entweder 
sämtlich oder nur einige von ihnen, nach irgendwelchen Verhältnifsen mit noch andern Gröf­
sen, und jene zweiten wieder mit andern homologen Gröfsen nach denselben Verhältnifsen ver­
glichen werden : so verhält sich die Summe der ersten zur Summe der mit ihnen verglichenen 
eben so , wie die Summe der zweiten zur Summe der mit ihnen verglichenen, (a)

Es gebe eine Anzahl Gröfsen A, B, C, D, E, F, und eine gleiche Anzahl anderer Gröf-F.f42. 
sen G, H, I, K, L, M, paarweise in gleichem Verhältnifse, d. h.

A : B = G : H
B : C = H : I, und so weiter.

(S. I. «) Es gebe folgende zwei Gröfsenreihen von gleicher Gliederanzahl ;
I. a + 2a+3a+4a + ...+ na = ^

II. n a + n a 4- n a 4- n a + .. . . 4" n a =
so ist 2 S = na 4- n 2 a und 2 (S - na) = n 2 a - n a , auch S* = n 2 a, 
also S' < 2 S und 8' > 2 (S - na)

(S. 2. «) Es gebe zwei Reihen paarweise proportionirter Glieder von gleicher Anzahl
I. a, b, c, d, ....== S und II. ae, be, ce, de .... = S'

so ist a : b = a e : be, u. s. w.
Dann gebe es zwei andere Reihen von derselben Gliederzahl unter folgender Form;
111. na, pb, qc, rd . . . . = s und IV. nae, pbe, qce, rde . . . . — sz so behauptet Archimedes, 

es verhalte sich S i S' = s . s',
Was augenscheinlich richtig ist, denn man hat sofort
(a4-b4-c...);(a4-b4-c...)e = (na4-pb4-qc,...);(na4-pb4-qc,..)e

U 2
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Es seien dann die Gröfsen A, B, C, D, E,F, mit anderen Gröfsen N, O, P, Q, R, S, 
nach irgend welchen Verhältnifsen verglichen,und die Gröfsen G, H, I, K, L, M, mit ande­
ren homologen T, U, V, W, X, Z, nach denselben Verhältnifsen, so dafs sich verhalle

A : N G : T
B : O = H : U, u. s. w.

Dann mufs gezeigt werden, dafs sich verhalte
(A : B4-C4-D+E+F) : (N + O+P + Q4-R4-S) =(G4-H+I+K+L+M) : (T+U4-V+W4-X4-Z) 
Weil nämlich

N : A = T : G
A : B = G : H
B : O = H : U

so folgt N : 0 = T : Ü
Durch dieselben Schlüfse folgt aber auch

O : P = U : V, u. s. w.
Auch verhält sich

(A + B + C + D + E + F) : A =^0 + H 4-14- K + L 4- M) : G
Es ist aber A : N = G : T, und

N : (N+04-P + Q + R + SJ = T : (T4-U+V +W + X + Z)
Folglich (A + B + C + D+E + F) : (N + O + P + Q + R + S)

= (G + H + I + K + L + M) : (T + U + V4-W + X4-Z)
Zusatz. Auch ist einleuchtend, wenn von den Gröfsen A, B, C, D, E, F, nur die 

A, B, C, D, E, mit N, O, P, Q, R, verglichen werden, ohne F zu vergleichen; wenn fer­
ner von den Gröfsen G, H, I, K, L, M, nur die G, H, I, K, L, mit T, U, V, W, X, in 
gleicher Anordnung verglichen werden, ohne M zu vergleichen: dafs dann ganz eben so sich 
verhalten werde
(A+B4-C4-D+E+F) : (N+O+P+Q+R) = (G4-H+I4-K+L+MJ : (T4-U+V+W4-X) (g)

Satz 3.
Wenn es eine willkührliche Menge unter sich gleicher Linien giebt, und an jede der­

selben ein Rechteck mit einem überragenden, Quadrate herangelegt worden; wenn ferner die 
Seiten dieser überragenden Quadrate um einen gleichen Unterschied sich übertreffen, dieser 
Unterschied selbst aber der kleinsten Quadratseite gleich ist; wenn endlich eine eben so gröfse 
Anzahl von Rechtecken, jedes dem gröfsten von jenen gleich, vorhanden ist: so steht die 
Summe derselben zur Summe jener in einem kleineren Verhältnifse, als die Seite des kleinsten 
überragenden Quadrats nebst einer der gleichen Linien zu dem dritten Theile der Seite des 
gröfsten überragenden Quadrats nebst der Hälfte von einer dergleichen Linien; dagegen zu der 
Summe der letztem Rechtecke ohne das gröfste in einem gröfseren Verhältnifse, als eben die­
ses ist. (a)

(Ä) Diefs ergiebt sich von selbst aus der vorigen Darstellung.
(S. 3. •) Folgende algebraische Darstellung ist bequemer zu übersehen, als die geometrische des Archimedes.
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Die willkührliche Menge gleicher Linien sei durch die Buchstaben A bezeichnet, und P.143. 
an jede derselben ein Rechteck mit einem überragenden Quadrate angelegt. Die Seiten dieser 
Ueberstände, nämlich B, C, D, E, F, G, sollen einander um einen gleichen Unterschied über­
treffen, auch der Unterschied selbst gleich der kleinsten sein. Die gröfste sei B, die kleinste 
G. Die andern Rechtecke, in deren jedem die Buchstaben HIKL stehen, sollen in derselben 
Anzahl vorhanden und einzeln dem gröfsten, nämlich dem an AB angelegten gleich sein. 
Auch sei die Linie HI = A, KL = B, ferner jede Linie Hl = 2 I, jede Linie KL = 3 K. 
Dann ist zu beweisen, dafs
Rchtke HIKL : (Rchtke AB + AC + AD + AE + AF + AG) < Lin. HIKL : Lin. IK 

und dafs
Rchtke HIKL : {Rchtke AC + AD + AE + AF + AG) > Lin. HIKL : Lin. IK.

Es befinden sich hier nämlich mehrere Rechtecke mit der Bezeichnung A, welche sich 
um gleiche Unterschiede übertreffen, so dafs der Unterschied selbst dem kleinsten gleich ist, 
indem ja die Breiten der angelegten Rechtecke gleiche Unterschiede haben; ferner giebt es ei­
ne gleiche Anzahl anderer Rechtecke mit der Bezeichnung HI, jedes dem gröfsten gleich. Dem-

Jede der ursprünglich gleichen Linien sei = a, ihre Anzahl = n, die Seite des kleinsten Quadrats = q, 
die Summe der einander gleichen Rechtecke = S, die Summe der einander gleichen Rechtecke = S, die 
Summe der ungleichen Rechtecke = S ; so ist A G = a + q; AF = a + 2q; A E = a 4- 3q u. s. w.; also 
die gröfste dieser Linien = a + nq = HIKL, und das gröfste Rechteck AB = HIKL = (a 4- nq) n q. 
Nun behauptet Archimedes, es sei

I. S : S' < (a + n q) : (| n q + | a)
II. S : (S'~ (a + nq) nq) > (a + nq) : (| nq + Ja)
Nun ist S = (a + n q) n * q

und 8' = (a + q)q + (a + 2q) 2q + fa + 3q) gq + (a + nq) nq
= (l + 2 + 3 + .... +,n) aq + (! + 4 + 9 + . . . . 4- n *) q*

I + n , 2n# + 2nx + n
= ---- 2-----naq 4- ------------ -------------  q* (Vgl. Klügel M. W. I. 302.)

n q / . «= —— 3 a 4- 3 n a 4- 2 n 1 q 4- 3 n q + q)

3a + 3na + 2n’q4-3nq4- 9 2 ” <1 + 3 a >
3a 4- 311a 4- 2n»q 4- 3nq + 1 2naq + 3«a,

oder 3a4-3”q + q 0
Was freilich richtig ist, indem alle Gröfsen positiv sind.

Die zweite Behauptung erscheint unter folgender Form: 
________ (a 4- nq) n 8 q _____ __ a 4- n_q 
nq /- qa 4- 3na 4-2"*3*3“q + l) a (2n9 + 3a) ’

6 k
-3“4-3na4-2n*q-3nq4-q < 2 »1 q 4- 311 a

oder q 3 a 4" 311 q
was wiederum einleuchtend ist.

also Sz - (a 4- n q) n q = (-3a 4- 3 n a 4- 2naq~3nq 4-q)

Hiernach erhält die erste Behauptung folgende Gestalt: 
(a 4- nq) n 8 q___ _______ , a ~p nq____

3a + 3na4-211Zq4-3nq + q) J (2nq f 3a), 1 ^as heifst "9 <
6 \

das heifst;
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nach ist die Summe der Rechtecke HI kleiner ah das Zweifache der Summe der Rechtecke A; 
gröfser jedoch, als das Zweifache der Summe der letzteren ohne das gröfste (S. i.). Daher ist 
die Summe der Rechtecke I kleiner als die Summe der Rechtecke A, gröfser aber, als letztere 
Summe ohne das gröfste. Außerdem sind hier mehrere gerade Linien B, C, D, E, F, G, mit 
gleichen Unterschieden, und die kleinste dem Unterschiede selbst gleich; ferner eben so viele 
andere Linien KL, deren jede der gröfsten gleich ist. Also ist die Summe der Quadrate auf 
den Linien, welche unter einander und der gröfsten gleich sind, kleiner als das Dreifache der 
Summe der Quadrate auf den Linien mit gleichen Unterschieden; gröfser jedoch, als das Drei­
fache dieser Summe ohne das Quadrat auf der gröfsten Linie. Denn diefs ward in der Ab­
handlung über die Schneckenlinien erwiesen. {Schneckenl. S. io Folg. j. 2.). Folglich ist die 
Summe der Rechtecke K kleiner als die Summe der Quadrate B -f- C + D 4- K [ f | G- 
gröfser hingegen, als die Summe C-j-D-j-E + F + G. Daher ist denn die Summe der 
Rechtecke IK kleiner, als die Summe der Rechtecke AB4-AC4-AD4- AE4-AF4-AG: 
gröfser aber als die Summe A C 4- A D 4- AE 4- AF 4- AG; woraus hervorgeht, dafs

Rechtecke II1KL : {Rechtecke A B 4- A C 4- A D 4- AE 4- A F 4- A G) < HL ; IK 
dafs aber

ersteres Verhältnifs ohne das Rechteck AB gröfser sei, als letzteres.

Satz 4. A.
Wenn gerade aus einerlei Punkt ausgehende Linien irgend einen Kegelschnitt berüh­

ren, und parallel mit ihnen andere gerade Linien in dem Kegelschnitte gezogen sind, die sich 
einander schneiden; so verhallen sich die Rechtecke unter den Abschnitten zu einander, wie 
die Quadrate der berührenden, wobei das Rechteck unter den Abschnitten der eineu Linie dem 
Quadrate der mit ihr parallelen Berührungslinie entspricht.

Diefs ist in den Anfangsgründen der Kegelschnitte nachgewiesen. («)

S a t z 4. B.
Wenn von einerlei Parabel zwei willkührliche Abschnitte mit gleichen Durchmessern 

abgeschnitten werden; so werden sowohl die Abschnitte selbst gleich sein, als auch die darin 
beschriebenen Dreiecke, welche dieselbe Grundlinie und Höhe wie die Abschnitte haben. _  
Durchmesser nenne ich aber bei jedem Abschnitte diejenige Linie, welche alle der Grundlinie 
parallel gezogenen geraden halbtheilt.

F.144. Es sei ABC eine Parabel, von welcher zwei Abschnitte ADE und HBC abgelrennt 
sein sollen. DF sei Durchmesser des Abschnitts ADE, und BG des Abschnitts HBC, auch 
sei DF = BG. Es mufs gezeigt werden, dafs die Abschnitte ADE, HBC, gleich sind, und 
eben so die auf angegebene Weise darin beschriebenen Dreiecke.

Zuerst sei die den einen Abschnitt abirennende Linie HC senkrecht auf der Axe der 
Parabel selbst. Man nehme dann die mit M bezeichnete Linie zum Parameter, (d. i. die dop­
pelte Entfernung des Kegelscheitels von der Parabelaxe) (a) und falle aus A das Perpendikel

(S. 4. A. «) Den Beweis giebt Apollonius, Kcgelsch. III. 17. Ig. ■
(S. 4. B. «) Die tingeklanimerten Worte beziehen sich darauf, dafs die allen Geometer vor Apollonius die Pa-
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AK auf DF. Weil nun DF der Durchmesser des Abschnitts ist, und AE in F gehalbtheilt 
wird, weil ferner DF parallel dem Durchmesser der Parabel, denn nur unter dieser Bedin­
gung halblheilt sie alle Parallelen zu A E; (ß) so verhalte sich

AF2 : AK2,= N : M.
Dann sind die Quadrate der mit AE parallel auf DF gezogenen Ordinaten den Rechtecken 
aus dem Parameter N und aus den Abscissen auf D F vom Anfangspunkte D gleich; denn diefs 
ist in den Kegelschnitten bewiesen. (7) Demnach ist auch AFJ=NXbE Zugleich ist 
GH2 = M X BG, weil H G senkrecht, zu dem Durchmesser ist. Also verhält sich

AF2 : HG2 = N : M, weil DF = BG
Es verhält sich aber A F 2 : A K 2 — N : M;
mithin ist HG = AK. Auch ist BG = DF, folglich HG X B G = A K-X D F, und hiernach

rabel als den mit einer Kegelseite parallelen Schnitt eines geraden rechtwinkligen Kegels betrachteten. 
Es sei nämlich ABC der Durchschnitt durch die Axe irgend eines Kegels, und GDI! ein durch D parallel mit
der Seite AC geführter Schnitt, so wird letzterer eine Parabel sein. Aus dem willkührlichen Punkte 1 der 
rabel ziehe man die Ordinate IK rechtwinklig auf die Parabelaxe DF, durch K die Linie LM -f BC,

Pa- 
und

durch D die Linie DE t BC; der Parameter sei p, so ist

also 
d. h.

Es ist aber

folglich

p. DK 
DK : LK 
DK : LK 
DE~7~

Ist nun A = 9O0, so ist DE2

, und zugleich I K » = LK'X KM — LK X PE
= L K x DE
= DE : p
= AD : DE, weil aDLKAaADE, und weil ADc=AE isL

= AD : DE, d. h. p. AD = DE1
= 2AD2, folglich p.AD = 2AD2, Also p = 2 AD.

Ist aber A 90°, so ist DE* 2AD2, (Euklides II. 12. 13) also p 2AD.
Mithin ist die von Archimedes angegebene Eigenschaft des Parameters keine allgemeine, sondern gilt nur

für den Fall, da man die Parabel als den Schnitt eines rechtwinkligen Kegels ansieht. Indessen giebt ein sol­
cher Kegel allerdings allein schon alle möglichen Parabeln. Dieselbe Ansicht findet sich in der Abhandlung 
von schwimmenden Körpern II. S. 2, und öfter.

(ß) Diefs folgt als Umkehrung aus Apollon. Kegels ch. I. 46.
M Es sei B D A eine Parabel, BG deren Axe, DT eine Berührungslinie für den Punkt D, DK ein Durchmesser,!? 144b 

die Linien BL ID, AG, rechtwinklig zu der Axe, und irgend eine gerade Linie S dergestalt genommen, dafs
DQ : DL = S ; 2 DT;

dann beweiset Apollonius (Kegelsch. T. 49), es sei S der Parameter der Parabel für den Durchmesser 
DF d. h es sei A F2 — 8 X D F. Archimedes nun bezeichnet mit M den Parameter für die Axe, also

ist M —
Di» Dl» 2 D12
BI

Vorhin war

~ Tt I — T 1
„ aPTxPQ 
b ~ DL

indem BI—BT ist (Klügel Math. W. Art. Parabel 13).

; es ist aber DQ = ’ DT und DL = BI = £ TT,

also S =
2DT2

T1

Nun ist aDTI 
mithin

■, mithin vcihält sich
M : S = D I 2 : D T »

„ aAFK; also DI : DT — AK . Ak 
M : S = A K 2 : A F 2

Archimedes fodert aber, es solle sich verhalten
M : N = AK2 : AF»

mithin ist N = S, d. h. N ist der Parameter für den Durchmesser DF.
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AHGB = ADAF, mithin ist auch das Doppelte der Dreiecke gleich. Es ist aber 
Absch. ADE =p ADE und Absch. HBC = f AHBC; (J) mithin erhellet, dafs sowohl die 
Abschnitte als die darin beschriebenen Dreiecke gleich sind.

Wenn hiernächst keine der beiden die Abschnitte bildenden geraden Linien senkrecht 
auf dem Durchmesser der Parabel steht, so trage man von diesem Durchmesser eine dem 
Durchmesser des einen Abschnitts gleiche Linie ab, und lege durch deren Endpunkt eine Li­
nie senkrecht zu dem Durchmesser; so wird der entstehende Abschnitt jedem der beiden er­
sten Abschnitte gleich sein. Mithin erhellet das Behauptete.

Satz 5.
Jede von einer Ellipse umschlossene Fläche steht zu dem Kreise, dessen Durchmesser 

die gröfse Axe der Ellipse ist, in demselben Verhältnifse, wie die kleine Axe zur gröfsen, d. 
h. wie jene zum Durchmesser des Kreises.

^45- Ls sei AB CD eine Ellipse, AC deren gröfse Axe, BD die kleine; und um den 
Durchmesser AC gebe es einen Kreis. Es soll bewiesen werden, dafs

Ellipse : Kreis = B D : A C = ß D : E F.
Es verhalte sich BD : EF = Kreis Z : Kreis A E C F, 
so behaupte ich, dafs der Kreis Z gleich sei der Ellipse:

I. Denn W'ofern er ihr nicht gleich ist, so sei er, wo möglich, gröfser. Dann 
läfst sich in dem Kreise Z ein Vieleck von gerader Winkelzahl («) beschreiben, was gröfser 
ist, als die Fläche AB CD. Man denke dasselbe beschrieben, und verzeichne ferner in dem 
Kreise AECF ein jenem ähnliches Vieleck. Dann fälle man aus den Winkeln dieses Vielecks 
Perpendikel auf den Durchmesser AC, une verbinde die Punkte, in welchen die Ellipse von 
diesen Perpendikeln geschnitten wird, durch gerade Linien, so wird in der Ellipse ein Viel­
eck beschrieben sein, was sich zu dem in dem Kreise AECF beschriebenen verhallen wird, 
wie B D zu EF. Denn weil die senkrechten EH, KL, in den Punkten B, M, nach einerlei 
Verhältnifse geschnitten werden, so verhält sich

Trapez. L E : Trap. flM = HE : BH (p)
________  Zu-

(l) Nach Quadr. d. Parab. S. 17.
(S. 5. «) Eigentlich ein Vieleck, dessen Seitenzahl durch 4 theilbar ist.
W Allgemein verhalten sich die Ordinaten der Ellipse, wie die zu denselben Abscissen gehörenden Ordinaten ei­

nes Kreises um die gröfse Axe als Durchmesser. Denn es sei AH = a, BH = b, HG — u, HL = u' 
.0 ist NG» = b»- = ~(a»-u» ) und ML» = b » - u'» = -EL.

ferner P G * = a » - u » und KL * = a » - u'*, folglich
NG» : ML» = 0» - u») : (a» - u'*) = PG» : KL»

also NG : ML = PG : KL
und da diefs allgemein gilt, so hat man auch

ML : BH = KL : EH
folglich EH : BH = (KL + EH) : (ML + BH)

Nun ist Trap. LE = (KL 4- EHJxj LH
und Trap. HM = (ML 4- BH) x 1 LH

folglich LE : HM = (KL 4- EH) : (ML 4- BH) = EH : BH
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Zugleich verhält sich jedes der übrigen Trapezien in dem Kreise zu dem zugehörigen in der 
Ellipse, wie HE : BH; auch stellen die Dreiecke bei A und C in dem Kreise zu denen in der 
Ellipse in demselben Verhällnifse mithin wird sich auch verhalten

Fieltch in AECF : Kieleck in d. Ellipse = EF : BD
Eben so verhält sich aber auch das erstere Vieleck zu dem Vieleck in dem Kreise Z, 

weil die Kreise selbst sich also verhielten. Mithin ist das Vieleck in Z dem Vielecke in der 
Ellipse gleich, was doch unmöglich ist; denn jenes Vieleck war gröfser, als die ganze Fläche 
der Ellipse.

2. So sei der Kreis wo möglich kleiner. Dann läfst sich wiederum in der 
Ellipse ein Vieleck von gerader Seitenzahl («) beschreiben, was gröfser ist, als der Kreis Z. (7) 
Es sei beschrieben, und die aus den Winkeln desselben auf AC gefällten Perpendikel bis an 
den Umlang des Kreises verlängert. Dann wird also wiederum in dem Kreise AECF ein 
Vieleck verzeichnet sein, was sich zu dem in der Ellipse beschriebenen verhalten wird, wie 
EF zu ÖD. Ist nun auch in dem Kreise Z ein ähnliches Vieleck beschrieben, so wird man 
beweisen, dafs das Vieleck in Z dem Vielecke in der Ellipse gleich sei, was doch unmöglich 
ist. Mithin ist der Kreis Z auch nicht kleiner als die Fläche der Ellipse. Daraus geht her­
vor, dafs die erwähnte Fläche zu dem Kreise AECF sich, verhalte, wie BD zu EF.

Satz 6.
Jeder von einer Ellipse umschlossene Flächenraum verhält sich zu einem Kreise, wie 

das Rechteck unter den Axen der Ellipse zu dem Quadrate des Kreisdurchmessers.
Die Fläche der Ellipse sei X, deren Axen AC, BD, und AC die grofse; auch sei Zr.146. 

ein Kreis mit dem Durchmesser EF. Es soll gezeigt werden, dafs sich verhalte
X : Z = A C X B D : E F 2

Man beschreibe einen Kreis um den Durchmesser AC; dann verhält sich
X : Kreis um AC = ACXBD : AC2

Denn es ward bewiesen, dafs sich verhalte X : Kr. um AC= BD ; AC (S. 5) 
Es verhält sich aber

Kreis um AC : Kr. um EF = AC2 ; EF2
Folglich X : Kreis um EF = AC X BD ; EF2

Satz 7.
Die Flächen der Ellipsen verhallen sich zu einander, wie die Rechtecke unter ihren 

Axen.
Es seien die Rechtecke unter den Axen der Ellipsen A, B, vorhanden, und zwar sei p 147, 

das Rechteck CD unter den Axen der Ellipse A, das Rechteck EF aber unter den Axen der 
anderen Ellipse enthalten. Zu zeigen ist, dafs sich verhalte

Fläche k: Fl. B = CD : EF

(7) Die Möglichkeit erkennt man leicht auf demselben Wege, auf welchem man nach Euklid. XII. 2 das Aehnliche 
für den Kreis darthut.

X
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Man nehme irgend einen Kreis Z; das Quadrat seines Durchmessers sei KL, so ist
A:Z=CD:KL

________  Z : B = KL : EF
Folglich A ? B =TCD : EF

Folgerung. Hieraus erhellet, dafs die Flächen ähnlicher .Ellipsen sich zu, einander 
verhalten, wie die Quadrate ihrer entsprechenden Axeu. (a)

Satz 8-

Wenn eine Ellipse gegeben, und im Mittelpunkte derselben auf ihrer Ebene eine Li­
nie senkrecht errichtet ist; so ist es möglich, einen Kegel zu finden, dessen Spitze im End­
punkte des errichteten Perpendikels liegt, und in dessen Alantei die gegebene Ellipse sich be­
findet.

F. 14S. Es sei irgend eine Ellipse gegeben, und in ihrem Mittelpunkte auf ihrer Ebene eine 
senkrechte Linie errichtet; auch sei durch die errichtete Linie und durch die kleine Axe eine 
Ebene gelegt. Diese kleine Axe sei AB, der Mittelpunkt der Ellipse sei D, das im Mittel­
punkte errichtete Perpendikel sei CD, dessen Endpunkt C. Man denke sich die Ellipse um 
AB als Axe in einer zu CD senkrechten Ebene beschrieben; so soll man also einen Kegel fin­
den, dessen Spitze der Punkt C ist, und in dessen Mantel die Ellipse liegen soll.

Aus C ziehe man gerade Linien nach A, B, und verlängere sie. Dann ziehe man aus 
A die Linie AF so, dafs sich verhält

AE X EF : EC 2 — Quadr. d. halben grossen .Axe : D C 2.
Möglich ist diefs, weil diefs Verhältnifs gröfser ist, als das Verhältnifs AD X DB; DC2. («)

(S. 7. «) Die beiden Ellipsen A, B, mögen ähnlich sein, so verhält sich
DG: CG = FH : EH; also OG xCG ; CG2 = EH yFH : EH2 

oder DGxCG : EH xFH = CG2 : EH2 = DG2 : FH2
Also ist A : B = DGxCG ; EHxFH = CG2 : Ell2 = DG2 : FH2

(S. 8- «) Archimedes behauptet, die Möglichkeit der Darstellung dieser Proportion sei abhängig von dem Um­
stande, dafs AE x EF : EC2 > AD xBB : BC2

d. i. dafs AE x EF : EC2 > QE X BP : EC2;
denn es ist A D : D C = Q E : E C

und D B ; D C = E P : E C
folglich AD x DB : DC2 = QE x EP = EC2.

Seine Bedingung ist mithin eigentlich die, dafs AE XEF > QE X EP sei. Dafs nun wirklich die Kon­
struktion jener Proportion nur unter dieser Bedingung möglich sei, erhellet so:

1) Man nehme an, es sei AE x EF = Q E x E’P, d, h. es sei
AE : QE = EP : EF.

Dann wäre aAEQ ~ aPEF, also der Winkel QAE = EFP, woraus hervorgeht, dafs entweder CA CF 
sein müfste, da doch beide Linien sich in C schneiden; oder dafs AB, QP und AF nicht drei verschiedene 
Linien, sondern nur eine einzige, nämlich AB selbst wären, denn in diesem Falle verwandelt sich die Be­
dingung in folgende: AD:AO=AD:AD

Fl48a 's. Man nehme also an, es sei AExEF <QExEP, d. h. es sei 
AE :(QE < EP : EF
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Nun lege man durch AF eine Ebene senkrecht gegen die Ebene; worin AC, AF sich befin­
den; beschreibe in dieser Ebene einen Kreis uni den Durchmesser AF, und-stelle hierauf ei­
nen Kegel, dessen Spitze der Punkt C ist; so wird man beweisen können, dafs die Ellipse in 
dem Mantel dieses Kegels liege.

Denn wofern sie nicht in dem Mantel des Kegels liegt, so mufs es nothwendig einen 
Punkt der Ellipse geben, der nicht in dem Mantel des Kegels sich befindet. Man stelle sich 
also vor., es sei ein Punkt H der Ellipse dergestalt angenommen, dafs er nicht in dem Kegel­
mantel liegt, und ziehe aus H die Linie HK senkrecht auf AB, so wird sie zugleich senkrecht

Soll demnach AF eine von AB verschiedene Linie sein, so ist die obige Proportion nur unter der 
letzten Bedingung möglich.

Es ist übrigens das Verhältnifs ADxDB t DC* kein anderes, als AD* : DC*, und die Bedingung, von 
welcher Archimedes ausgeht, ist daher keine andere als die, dafs das Quadrat der halben gröfsen Axe gröf­
ser sei, als das Quadrat der halben kleinen, was freilich richtig ist, so lange die Ellipse noch kein Kreis ist.

Die verlangte Konstruktion hat Archimedes nirgend wirklich angestellt, sondern sich mit der Angabe 
der Möglichkeit im Allgemeinen begnügt. Folgende Darstellung wird befriedigen können.

Man setze die halbe gröfse Axe = a, die halbe kleine = AD = BD = b, das Perpendikel CD = c,Fiso h 
und ziehe DI f AF durch D,; so ergeben sich folgende Gleichungen: •'ferner A F — u , A E — x, C E — y, 

I) Aus der gegebenen Proportion
AExEF : CE* = a»

d. i. x (u - x) : y
: DC*
: c * , also

2) Ferner ist AE* = AD* + DE*, also
3) Endlich ist EF:DI—CE:CD

d. h. (u-x-) : |u = y : c , a]s° 
Woraus man nach gehöriger Rechnung erhält:

U4 _ 82» (2a* + c* - b^L uz —

a * y * = c * x (u - x) 
x* =b* + (y-c)»

2 c (u - x) = u y

u* =

b* + c* 
P2__ (

Dann verlängere man EF dergestalt, dafs sich verhält
AE : QE = EP : EV

und ziehe PV, woraus die Aehnlichkeit der Dreiecke AEQ, EPV, und die Gleichheit der Winkel Q A E, 
EVP, mithin die parallele Lage der Linien CQ, PV, hervorgehen würde. Es miifste also CAV 4- PVA

2 R sein. Nun ist gewifs CAV + CFA < 2 R; man erhielte folglich CFA <PVA, was gewifs falsch 
ist. Mithin ist auch unter dieser Bedingung die Proportion nicht zu konstruiren.

3. Man nehme dagegen an, es sei AE X EF > QE X EP, d. h. es sei
AE : QE > EP : EF,

und verkürze EF so, dafs sich verhält
AE : QE = EP : EZ

und ziehe PZ; dann folgt auf ähnliche Weise, es müfse PZ CQ, mithin CAZ +- PZA = jR sein. Nun 
ist wirklich C AZ p PFZ < 2 R, es kann folglich allerdings C AZ + P Z A = 2R sein, da P F Z < PZ A ist.

- Iö a 4, mithin

c‘-b*± 2 K(a2 + c») (a»-b‘))> folglich

2 a c

Ist nun a — b , so ist u = + 2a= + 2b, d. h. AF fällt in AB, und die Ellipse nm AB ist in diesem 
Falle ein Kreis.

Ist aber a < b; so ist ^a* - l>* unmöglich,, mithin sind die Werthe von u auch unmöglich.
Ist endlich a > b, so hat u vier mögliche Werthe, unter denen der erste der Foderung entspricht. (Vgl. 

Apollon. cb. Oerter, übs. v. Camerer. Anhang 2. -^ufg- 4-)
X 2
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auf der Ebene CAF stehen, (ß) Aus C ziehe man CK, und verlängere 'sic so, dafs ‘sie mit 
AF in L zusammentrifft, ziehe dann aus L die Linie LM senkrecht zu AF in dem Kreise um 
AF, und stelle sich vor, M liege oberhalb in dem Umfange dieses Kreises; endlich ziehe man 
parallel zu AB durch L die SO, und durch E die PQ. Weil nun

AE X EF : EC2 = Quadr. d. halb, grofs. Axe : D C 2
und EC2 : EQ X EP = DC2; AD X DB

so ist ÄE XEF : EQ XEP = Quadr. d. halb. gr. Axe : AD X DB
Es ist aber A E X E F : EQ X EP = AL X L F : LS X LO (?)

und Quadr. d. h. g. Axe : AD X DB = HK2 : AKXKB(J)
Fo^kh ÄL 4- LF : LS XLO = HK2 : AK X KBk “

Fernerist LSXLO: CL2 =AKXKB:CK2
Folglich AL XLF : CL2 = HK2 ; CK2 "

Nun ist AL X DF =LM2; denn LM ist senkrecht in dem Halbkreise um AF; also ist 
L M 2 : C L 2 = H K2 : CK2 0

Mithin liegen die Punkte C, H, M, in einer geraden Linie. Es befindet sich aber CM in dem 
Mantel des Kegels; also erhellet, dafs auch der Punkt H in dem Kegelmantel sein werde. Es 
ward jedoch vorausgesetzt, dafs er nicht dort sei; folglich giebt es gar keinen Punkt in der 
Ellipse, der sich in dem Mantel des erwähnten Kegels nicht .befindet. Daher liegt die ganze 
Ellipse in dem Mantel eben dieses Kegels.

S a t z 9. »

Wenn eine Ellipse gegeben, und im Mittelpunkte derselben eine gerade Linie nicht 
senkrecht auf ihrer Ebene in derjenigen Ebene errichtet ist, welche durch eine der beiden 
Axcn senkrecht zu der Ebene der Ellipse gelegt ist; so ist es möglich, einen Kegel zu finden, 
dessen Spitze der Endpunkt jener errichteten geraden Linie ist, und in dessen Mantel die ge­
gebene Ellipse sich befindet.

(js) Denn II liegt in der Ebene der Ellipse, und diese ist senkrecht zu der Ebene CAF.
(7) Es ist nämlich AE:EQ=AL:LS

_______________ EF : E P = L F : L O______________  
AE x EF : EQxEP = ALxLF) LSxLO

(5) Man setze die halbe grofse Axe der Ellipse = a, die halbe kleine Axe = b = AD t= BD, so ist zu bewei­
sen , dafs sich verhalte

a* : b» = HK’ : AK x KB
Nun ist HK = y die Ordinate der Ellipse zu der kleinen Axe, also für die Abscissen u vom Mittelpunkte 

y2 = —jyj— (b 2 - u2), das heifst
a2 : b 2 = y2 : (b 2 - u2) = y 2 : (h + u) . (b - u) 

Oder weil hier DK = u, folglich AK = b + u und KB = b - u ist, 
a» : b2 = HK2 : AK X KB.

(•) Also auch LM : CL = HK : CK.
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Es sei also AB eine Axe der Ellipse, D der Mittelpunkt, und DC die im Miltelpunk-F.149. 
te der Angabe gemäfs errichtete Linie. Die Ellipse selbst denke man sich um die Axe AB 
in einer Ebene, welche zu derjenigen, [worin die Linien AB, CD sich befinden, senkrecht 
ist. Man soll also einen Kegel finden, der zur Spitze den Punkt C hat, und in dessen Man­
tel die Ellipse liegen soll.

Es sind demnach die Linien AC, CB, ungleich, weil CD 'nicht senkrecht auf der 
Ebene der Ellipse steht. Darum sei EC=CB, ferner sei N gleich der Hälfte der andern 
Axe, d. i. der konjugirten zu A, und durch D sei FG|EB gezogen. Durch EB lege man 
eine Ebene senkrecht zu der Ebene, worin A C, CB ist, und beschreibe in dieser um den 
Durchmesser Eß einen Kreis oder eine Ellipse. Einen Kreis nämlich, wenn N2 = FD\DG 
ist; (a) wenn diefs aber nicht, eine solche Ellipse, worin sich verhält

Quadr. d. einen .Axe : E B 2 = N 2 : FD X D G ®
Dann bilde man einen Kegel mit der Spitze C, in dessen Mantel der Kreis oder die Ellipse 
um den Durchmesser EB sich befindet. Diefs ist ausführbar, weil eine aus C nach der Mitte 
der Linie EB geführte Linie senkrecht auf der Ebene durch EB steht (S. ß.).

In diesem Kegelmantel nun befindet sich auch die Ellipse um A B. Denn wofern das 
nicht ist, so wird es irgend einen Punkt der Ellipse geben, welcher nicht in dem Kegelman­
tel liegt. Man nehme daher irgend einen Punkt H an, welcher nicht in dem Kegelmantel 
liegt, und ziehe aus H die senkrechte HK auf AB; ferner ziehe man CK, verlängere sie, 
und lafse sie mit EB in L Zusammentreffen. Durch L ziehe man senkrecht auf EB in der 
durch EB gehenden senkrechten Ebene eine Linie LM, und denke sich den Punkt M ober­
halb in dem Kegelmantel liegend; endlich ziehe man QP AB durch L. Nun verhält sich

N 2 : F D X D G = LM2 : E L X L B (7)
und FDXDG : ADXDB = EL XLB : QLX LP 0)
folglich . N 2 : A D X D B = L M 2 : Q L X LP

Auch ist N2 : AD X DB = HK2 : AK XKB,

(S. 9. In diesem Falle wird aut dem beschriebenen Kreise ein Kegel errichtet, dessen Spitze C ist, wodurch 
die Aufgabe selbst schon gelöset sein wird.

(0) Wenn N* FDxDG ist, so läfst sich N als Ordinate einer Ellipse ansehen, wozu FG die eine Axe ist.
Setzt man die Abscissen vom Mittelpunkte = v, die zweite Axe = zß, so ist für diese Ellipse

N»: gFG +v)gFG-v)= 4#» ; FG*
oder N2 : FD X DG = 402 = FG*

Nun soll die Ellipse um EB, deren zweite Axe — 2b sein mag, so beschallen sein, dafs sich verhält 
N2: FDxDG = 4b» : EB»

d. h. es soll sein 0* : FG2 = b* : EB», oder ß : b = FG : EB;
beide Ellipsen sollen also ähnlich sein.

(z) Vorausgesetzt war nach der Bezeichnung in der vorigen Anmerkung
N* : FD x DG = 41)1 = Eß!l = b* : (£ EB)»

Es ist aber LM eine Ordinate der Ellipse um EB, mithin ist
LM* = -Al—, EL X LB, d. h. b» : (ä EB)* =LM* : EL XLB

E 1 folglich N* : FDxDG =LM* : EL XLB

(8) Denn es ist A A D F ~ A Q L E und AB D G ~ÄPLB, mithin
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weil in einerlei Ellipse senkrechte Ordinalen zu der Axe AB gezogen sind. Demnach verhält 
Slch LM2 : QL X LP = HK2 : AK X KB

Es ist aber QL X LP : CL 2 = AKXKB: KC2
folglich LM2 : CL2 = HK2 : KC2

Mithin befinden sich die Punkte C, H, M, in einer geraden Linie. Es liegt aber CM in dem 
Kegelmantel, folglich ist auch der Punkt H in dem Mantel dieses Kegels. Vorausgesetzt ward 
aber, er sei nicht darin; also erhellet das, was erwiesen werden sollte.

Satz io.

Wenn eine Ellipse gegeben, und aus ihrem Mittelpunkte eine gerade Linie nicht senk- 
lecht auf ihrer Ebene in derjenigen Ebene errichtet ist, welche durch die eine Axe der Ellipse 
senkrecht zu deren Ebene gestehet ist; so ist cs möglich, einen Cylinder zu finden, dessen 
Axe mit der errichteten Linie in einerlei geraden Linie liegt, und in dessen Mantel die gege­
bene Ellipse sich befindet.

F.150. Die eine Axe der gegebenen Ellipse sei AB, der Mittelpunkt aber D. Die Linie CD 
sei der Angabe gemäfs aus dem Mittelpunkte errichtet. Die Ellipse selbst denke man sich um 
die Axe AB in einer Ebene, die zu derjenigen senkrecht ist, worin AB, CD, liegen. Dann 
soll man einen Cylinder finden, dessen Axe mit CD in gerader Linie liegt, und in dessen 
Mantel die Ellipse sich befindet.

Durch die Punkte A, B, ziehe man AF, BG, parallel mit CD. Die zweite Axe der 
Ellipse ist nun entweder gleich dem Abstande zwischen AF, BG, oder gröfser oder kleiner.

I) Sie sei zuerst gleich FG, -wobei FG senkrecht zu CD sein soll. Ueber FG wer­
de eine Ebene senkrecht zu CD errichtet, in dieser Ebene ein Kreis um den Durchmesser 
F G beschrieben, und auf diesem Kreise gebe es einen Cylinder mit der Axe CD:dann liegt die 
Ellipse in dem Mantel eben dieses Cylinders. Denn wo nicht, so wird es einen Punkt, der 
Ellipse geben, der nicht in dem Cylindermantel ist. Man denke sich also einen Punkt H in 
der Ellipse so angenommen, dafs er sich nicht in dem Cylindermantel befindet, und ziehe aus 
II das Perpendikel HK auf AB, so wird dafselbe zugleich senkrecht auf der Ebene stehen, 
worin AB, CD, sind. Aus K ziehe man KL|CD, und errichte in L das Perpendikel LM 
auf FG in dem Kreise um FG,(«) auch denke man sich den Punkt M oberhalb in dem Um­
fange des Ffalbkreises um F G. Dann verhält sich

HK2 : AK X KB = FC2 : AD X DB

FD : AD = EL : QL
______ D G : D B = L B : L P

FD x DG : ADXDB = ELXLB : QL x LP 
(S. 10. Dann ist zugleich LM senkrecht auf der Ebene ABC, mithin HK 4. ML. 
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weil F G der zweiten Axe gleich ist. (ß) Auch ist
FL X LG : AK X KB = FC2 : AD2 (7)

Demnach ist FL \LG = HK2. Diefs Rechteck ist aber auch gleich LM2, folglich sind die 
Perpendikel HK, LM einander gleich, mithin ist LK|MH, also wird auch DC|MH sein, 
und somit liegt HM in dem Mantel des Cylinders, weil diese Linie durch den im Cylinder- 
mantel liegenden Punkt M parallel der Axe gezogen ist. Daraus geht hervor, dafs auch H in 
dem Mantel sich befinde. Man setzte jedoch voraus, jener Punkt befinde sich dort nicht; 
mithin erhellet, was zu beweisen war.

Noch ist einleuchtend, dafs der Cylinder, welcher die Ellipse enthält, ein gerader sein 
miifse, sobald die zweite Axe gleich ist dem Abstande der beiden Linien, welche aus den 
Endpunkten der ersten Axe parallel der errichteten geraden Linie gezogen sind.

2) Nunmehr sei die zweite Axe gröfser als FG; demnach sei FQ dieserF.151. 
zweiten Axe gleich. Durch FQ werde-senkrecht zu derjenigen Ebene, worin AB, CD, lie­
gen, eine Ebene gestellt, darin ein Kreis um den Durchmesser FQ beschrieben, und auf die­
sem Kreise gebe es einen Cylinder mit der Axe D P. Dann läfst sich durch dieselben Schlüsse 
beweisen , dafs die Ellipse sich in dem Mantel dieses Cylinders befinden werde.

3) Endlich sei die zweite Axe kleiner als F'G. Dann betrage CI2 so viel,F.lJ2. 
wie der Ueberschufs von FC2 über das Quadrat der halben zweiten Axe. Man errichte nun 
in I zu derjenigen Ebene, worin AB, CD, sind, das Perpendikel IN, gleich der halben zwei­
ten Axe; den Punkt N denke man oberhalb. Dann ist folglich CN = CF. (?) Hierauf be­
schreibe man in der Ebene, worin FG, CN, liegen, um den Durchmesser FG einen Kreis, 
welcher folglich dürch N gehen wird; und auf diesem Kreise gebe es einen Cylinder mit der 
Axe CD. Dann wird in dem Mantel dieses Cylinders die Ellipse sich befinden. Denn wo nicht, 
so mufs es irgend einen Punkt derselben geben, welcher nicht in dem Cylindermantel liegt. 
Man nehme daher II als einen solchen Punkt derselben an, ziehe HK senkrecht auf AB, und 
KL t CD durch K; auch ziehe man aus L senkrecht auf FG die Linie LM in dem Halbkrei­
se um den Durchmesser FG, stelle sich dabei M in dem Halbkreise um FG vor, und ziehe 
aus M senkrecht auf die Verlängerung von KL die Linie MO, so wird diese senkrecht zu der 
Ebene sein, worin AB, CD, liegen, weil KL senkrecht auf FG ist. Nun verhält sich

(/3) Nach der bisherigen Bezeichnung, wenn die Ordinaten y, die Abscissen vom Mittelpunkte u. genannt wer­
den, ist für die Ellipse ' ' ,
y* = -hL- (a»-u*), d. h. y2 : (a + o (a-u) = b« : a«

Nun ist hier y = HK , a + u = AK, a - n = KB, b = J FG = FC , a = AD = D B, folglich 
HK2 : AKXAß = FC2 : AD = FC‘ : ADXOB.

(V) Weil nämlich A F ± D C $ KL f BG, so ist
FL : AK = FC : AD 

und LG : KB — FC : AD
FL x LG : AK x KB = FC2 TÄd^

(J) Weil nämlich nach der Annahme C1S=FC2-N1*, also FC® = CI1 + N1 ®, und weil zugleich N C ® = 
CI2 + Nl», so folgt FC® = Nl®.
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MO2 : ML2 = IN2 : NC2 0

(i) Weil ML f NC, LO CI und MO | NI, folglich aML O ~ aNCI, so ergiebt sich MO:ML = IN:NC
(J) Also ML» : NC* = FL XLG : FC* = AK xKB : AD*
(8. II. *) Diefs folgt leicht aus Kug. u. Cyl. I. S. 17. Lehnsatz I.
(0) Nach Euklid. XII. 10.
(S. 12. Da die Beweise zu mehreren der hier aufgeführten Sätze nicht sofort einleuchten, so haben Comman- 

diu, Rivault und Torelli dieselben deutlich darzustellen gesucht. Ich folge hier im Wesentlichen dem 
Letzteren. Im allgemeinen ist sofort einleuchtend, dafs jeder Schnitt eines Konoids oder Sphäroids durch dessen 
Axe die Figur selbst geben mülse, unter welcher der Körper enthalten ist; und dafs ein gegen die Axe senk­
recht geführter Schnitt einen Kreis liefere, dessen Mittelpunkt in der Axe sich befindet. Es wird demnach nur 
von einem parallel mit der Axe, oder, beim hyperbolischen Konoid, noch von einem durch die Spitze des um­
spannenden Kegels gelegten Schnitte geredet werden dürfen.

Pjjj.a f/3) Es sei ABC der Schnitt durch die Axe BD eines parabolischen Konoids J man ziehe irgendwo IN j:BD, 
und lege durch IN eine Ebene senkrecht zu ABC, so wird das Konoid parallel der Axe geschnitten, und die 
Figur des Schnitts sei IMO. Ich behaupte, dals IMO eine der ABC gleiche Parabel sei, wozu IN die Axe 
ist.

Man fälle aus den willkührlich genommenen Punkten M, O, die Perpendikel MF, ON auf IN, so werden 
diese zugleich senkrecht auf ABC stehen. Dann ziehe man durch F und N die Parabelsehnen EH, AC, senk­

recht

ML2 : AK X Kß = NC2 : AD2, weil ML 2 = LFXLG u. NC2 = CF2 ist. (4)
Dann folgt~MO ̂ 7 A K X KB = IN2 : A D2
Fernerist K H 2 : AK X K B = IN 2 : A D 2,
weil IN gleich ist der Hälfte der zweiten Axe. Mithin erhellet, dafs MO = HK, folglich 
auch KO — HM. Weil aber MH parallel der Axe des Cylinders, und der Punkt M in des­
sen Mantel liegt, so mufs nothwendig MH, und daher auch H in diesem Cylindermanlel 
sein. Diefs war aber nicht der Fall. Es leuchtet also ein, dafs die Ellipse sich in dem Cy- 
lindermantel befinde.

Satz 11.

Dafs jede zwei Kegel im zusammengesetzten Verhältnifse ihrer Grundflächen und Hö­
hen stehen, ist schon vor unserer Zeit bewiesen. («) Eben dieselbe Beweisart zeigt auch, dafs 
jede zwei Kegelabschnitte im zusammengesetzten Verhältnifse ihrer Grundflächen und Höhen 
stehen. Dafs ferner jedes Cylinderstück dreimal so grofs sei, als ein Kegelabschnitt von der­
selben Grundfläche und gleicher Höhe, wird gerade so bewiesen, wie, dafs der Cylinder drei­
mal so grofs ist, als ein Kegel auf der Grundfläche des Cylinders und von gleicher Höhe 
mit ihm. (ß)

Satz 12. Q»)
l) Wenn ein parabolisches Konoid von einer Ebene durch die Axe, oder parallel mit 

derselben geschnitten wird, so wird der Schnitt eine Parabel sein, und zwar dieselbe, unter 
welcher der Körper enthalten ist. Ihr Durchmesser wird der Durchschnitt der schneidenden 
Ebene selbst mit einer Ebene sein, welche senkrecht zu ihr durch die Axe gelegt ist. (» —

Wenn
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Wenn dagegen die schneidende Ebene senkrecht zu der Axe geführt ist, so wird der Schnitt 
ein Kreis sein, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt.

2) Wenn ein hyperbolisches Konoid von einer Ebene durch die Axe, oder parallel 
derselben, oder durch die Spitze des umspannenden Kegels geschnitten wird; so wird der 
Schnitt eine Hyperbel sein: und zwar, wenn durch die Axe, eben die Hyperbel, unter wel­
cher der Körper enthalten ist; wenn parallel der Axe, eine ähnliche; (7) wenn aber durch den

recht zu den Axen, und lege durch EH, FM, und durch AC, NO, Ebenen, welche das Konoid senkrecht 
zu der Axe schneiden werden, so dafs diese Schnitte selbst Kreise sind, deren Mittelpunkte G, D, in der Ax» 
des Konoids liegen. Daher ist

MF* = EFxFH und ON» = ANxNC
Man ziehe I L $ E H durch I, so ist vermöge der Eigenschaft der Parabel

IL* : EG* = BL : BG
(E G * - IL *) : 1 L 2 = (BG - BL) : BL = IF : BL

Nun ist EG* - IL2 = EG2 -FG2 = (EG + FG) (EG - F G) = FHxFE = MF* 
also M F * : IL2 = 1F ■ B L. Auf dieselbe Weise folgt

* ON* : IL2 = IN : BL
Mithin MF* : ON» = I F : IN

Daher ist IMO eine Parabel mit der Axe IN.
Nun sei BP der Parameter zu ABC, d. h. man setze IL2 = BP X BL, so folgt nach dem Obigen

MF2 : BPxBL = IF : BL
d. h. MF* = BPxlF; es ist mithin BP zugleich der Parameter der Parabel IMO. Folglich sind beide 
Parabeln nicht verschieden.

(7) Es sei ABC der Schnitt durch die Axe BD des hyperbolischen Konoids; BR sei die grofse Axe der HyperbelF.IJzb 
ABC, und BQ = QR. Man ziehe irgendwo IN £ BD, und lege dadurch senkrecht zu ABC eine Ebene, 
deren Durchschnittsfigur in der Oberlläche des Konoids IMO sein soll. Ich behaupte, IMO sei eine der ABC 
ähnliche Hyperbel.

Man fälle aus den willkiihrhchen Punkten M, O, die Perpendikel MF, ON, auf IN, so stehen diese senk­
recht auf ABC; dann ziehe man die Hyperbelsehnen EH, AC, durch F, N, senkrecht auf B D, und lege 
durch EH, FM, und durch AC, NO, Ebenen, welche mithin senkrecht zu BD stehen und Kreise mit den 
Mittelpunkten G, D, sein werden. Daher ist

MF* = E F X FH und O N * = AN x N C
Man ziehe ferner IL EH, so ist vermöge der Eigenschaft der Hyperbel

EG2 :1L2 = R G X G B : RL x LB (Apollon, Keg. I, 21,)
also (EG* - IL2) : IL2 = (RG X GB - RL X L B) : RL x LB
Es ist aber E G * - I L 2 = E G 2 - F G 2 = M F 2; folglich

MF* : IL2 = (RG X GB - RL x L B) : RL x LB
Eben so ist ON* : IL* = (R D X 13B - RL x LB) : RLx LB

MF2 : O N 2 = (R G X G B - R L x L B) : (R D x B B - R L x E B)
Es ist aber RGxGB = (GQ + R Q) (GQ - RQ) = GQ* - RQ *; und eben so ist RL x = 
LQ*-RQ*i ferner RD X B B = D Q 2 - R Q1 i a,so

MF* : ON* = (GQ*-LQ\; (DQ*-LQ*)
Man errichte in Q das Perpendikel QS auf BR, und verlängere NI bis T dergestalt, dafs S1 = ST wird, d.
h., bis die Verlängerung an die entgegengesetzte Hyperbel reicht; so ist GQ*-LQ*= FS*-IS*
= FT xIF, und DQ* -LQ2 = NS2 - IS2 = NT x IN, folglich

MF2 : ON* = FT x IF : NT x IN
Demnach ist IMO eine Hyperbel, deren grofse Axe IT, deren Axeulinie mithin IN ist.

Y
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Scheitel des umspannenden Kegels, eine nicht ähnliche. G) Der Durchmesser der Hyperbel 
wird der Durchschnitt der schneidenden Ebene selbst mit einer senkrecht zu ihr durch die 
Axe geführten Ebene sein. — Wenn die schneidende Ebene senkrecht zu der Axe ist, so 
wird der Schnitt ein Kreis sein, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt.

3) Wenn ein Sphäroid der einen oder der andern Art von einer Ebene durch die Axe, 
oder parallel derselben geschnitten wird; so wird der Schnitt eine Ellipse sein: und zwar, 
wenn durch die Axe, die Ellipse selbst, unter welcher der Körper enthalten ist; wenn aber

Nun sei BP der Parameter zu ABC und VI der Parameter zu IMO.
Nach dem Obigen war MF* ; IL® =FTxIF:RLxLB 
und vermöge der Eigenschaft der Hyperbel hat man 

✓ VI BPMF® = -pA-. FTXIF, und IL* = . BLxLB

VI BPalso MF * : IL * = -pA-. F T X IF : —RLxLB

folglich = -|p-; d. h. VI : BP = IT : BR

mithin sind die Hyperbeln ähnlich.
F.152.C (3) Wenn alles wie zuvor konstruirt ist, so gehe der Schnitt nunmehr [durch die Spitze Q des umspannenden Ke­

gels. Seine Figur sei IMO; daun ist zu beweisen, dafs IMO eine Hyperbel sei, jedoch nicht ähnlich ABC 
selbst.

Man ziehe durch B, I, die Beriihrungslinien BK, IK, und durch F, N, die Hyperbelsehnen PX, VS, 
beide parallel zu IK, verlängere auch NQ bis T dergestalt, dafs Q T = I Q wird, dafs also T an die ent­
gegengesetzte Hyperbel trifft. Dann verhält sich

BK* : IK» = EFxFH : PFxFX \ . A
und BK* : IK® = AN x NC : VN X NS j ’

EFxFH : PFxFX = ANx-NC:VNxNS
Es ist aber EF x FH = MF®, und AN x NC = ON»;

ferner PF x FX = PF», und V N x NS = VN®, weil IN die Sehnen PX, VS, halbtheilt (Apol­
lon. Keg. I, 47.); folglich ist

MF® : ON® = PF» : VN»
Es ist aber PF» : VN* = TF x FI : TN x NJ_(Apollon. Keg. I. 21 und 51, Zusatz)

MF*~: ON® =TFxFI : TNxNI
Demnach ist IMO eine Hyperbel mit dem Durchmesser IN.

Wäre nun IMO ~ ABC, so stelle man sich einen neuen Schnitt IYZ parallel zu der Axe BD geführt 
vor; dann ist IYZ ~ ABC, also mülste auch IMO N IYZ sein. Errichtet man dann das Perpendikel Qq in 
Q auf B R und verlängert den Durchmesser IW der Hyperbel IYZ bis q, so ist

IF : 1U = IQ : Iq
d. h. die Abscissen beider Hyperbeln verhalten sich hier, wie deren gröfse Axen. Sollen daher die Hyperbeln 
ähnlich sein, so miifsen auch die zugehörigen Ordinaten in diesem Verhältnifse stehen, {Euler introd. in anal, 
infin. II. 18-), also mufs sich verhalten

FM : UY = IF : 1U, 
Was aber unmöglich ist; denn weil IF > IU, so müfste aucji FMt* UY sein; allein man hat 

FM* = EF x FH = EG® - GF® 
und UY* = EU x UH = EG* - GU®

Da nun oflenbar GF* > GU®, so ist auch FM® <UY®, folglich FM <UY; also sind beide Hyperbeln 
nicht ähnlich.
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parallel der Axe, eine ähnliche. Der Durchmesser der Ellipse wird der Durchschnitt der 
schneidenden Ebene und einer senkrecht gegen sie durch die Axe geführten Ebene sein. — 
Wenn dagegen die schneidende Ebene zu der Axe senkrecht ist, so wird der Schnitt ein Kreis 
sein, dessen Mittelpunkt in der Axe liegt.

4) Wenn irgend eine der erwähnten Figuren von einer Ebene durch die Axe geschnit­
ten wird, so werden alle die Perpendikel, welche aus den Punkten der Oberfläche, die nicht 
in der schneidenden Ebene selbst liegen, auf die schneidejide Ebene gefallet werden, innerhalb 
des Schnittes, der Figur fallen.

Die Beweise zu diesem allen sind bekannt.

Satz 13.
Wenn ein parabolisches Konoid von einer Ebene geschnitten wird, die weder durch 

die Axe geht, noch parallel derselben, noch senkrecht zu ihr ist, so wird der Schnitt eine 
Ellipse, und deren gröfse Axe diejenige Sehne des Konoids sein, in welcher die den Körper 
schneidende Ebene selbst und eine senkrecht zu ihr durch die Axe des Konoids gelegte sich 
durchschneiden; die kleine Axe aber wird gleich sein der Entfernung derjenigen geraden Li­
nien, welche mau aus den Endpunkten der gröfsen Axe parallel der Axe des Konoids zieht.

Das parabolische Konoid sei der Angabe gemäfs von einer Ebene geschnitten. WirdF.153.

(») Es sei RBTD der Schnitt durch die Axe irgend eines Sphäroids, BD die erste Axe, RC die halbe zweite.Fijj.d 
Man ziehe irgendwo I K 4 BD, und lege durch IK eine Ebene senkrecht zu RBTD. Die Figur dieses Schnit­
tes sei IMOK, es wird behauptet, diese Figur sei eine Ellipse, ähnlich der Ellipse RBTD, und IK sei die
erste Axe derselben.

Es werde alles wie bisher konstrnirt; dann ist
SV* : IL* = DV X VB ; DL XLB

(SV* = IL2) : IL* = (DVXVB-DLXLB) : DL X LB
Nun ist S V* - IL* =. S V*= NV 2 = SNXNT = ON*

ferner DV X VB = (D C + CV) (B C - CV) = CB C + CV) X (E C - CV) = BC1 - CV*
und DLXLB = (BC + CI.) (BC-CL) = BC*-CL2

mithin ON2 : IL1 = (CLl-CVJ) : DLXLB
oder ON1 : IL» — (IP2 -NP*) : DLXLB

Eben so ist MF 2 : IL » = (I P 2 - F P *) t
ON* :MI'2 =7lP 2 - NP *) : (I P * " F p

Man hat aber IP*-NP* = (IP + PN) X (I P - PN) = KN X IN
und ip» _ FP* = (IP + FP) X (IP - FP) = KF X IF

also ON* : MF* = KNX IN : KF X IF
Daher ist die Linie IMOK eine Ellipse mit der ersten Axe IK.

Man errichte nun in P das( Perpendikel PQ auf IK, so wird PQ die halbe zweite Axe der Ellipse IMOK
sein. Dann läfst sich wie zuvor zeigen, dafs1

PQ* ■ IL2 = P1 * •’ DL X LB
Auch ist IL* : RC* =DLXLB : DCXBC

P Q * : R C 2 = P12 : B C 2
oder PQ : RC = PI : BC

mithin sind beide Ellipsen ähnlich.
Y 2
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es dann noch von einer andern Ebene durch die Axe, senkrecht zu jener schneidenden Ebene 
geschnitten, so sei ABC der Schnitt des Konoids, die gerade Linie AC aber der Durchschnitt 
jener der Körper schneidenden Ebene. Die Axe des Konoids und der Durchmesser des 
Schnittes desselben sei BD, Man soll zeigen, dafs der Schnitt des Konoids vermittelst der Ebe­
ne durch AC eine Ellipse, und deren gröfse Axe AC selbst, die kleine aber gleich AL sei, 
wenn nämlich CL| Bl), und AL senkrecht auf CL ist.

Man nehme irgend einen Punkt K in dem Schnitte an, und ziehe ans K die Linie KH 
senkrecht aulAC; dann wird mithin KH senkrecht auf der Ebene der Parabel ABC sein, weil 
auch die schneidende-Ebene senkrecht zu eben derselben Ebene ist. Durch H ziehe man EF 
senkrecht'zu BD, und lege durch die geraden Linien EF, KH, eine Ebene, welche senkrecht 
zu BD sein wird. Es wird also das Konoid von einer zu der Axe senkrechten Ebene geschnit­
ten, mithin wird der Schnitt ein Kreis mit dem Mittelpunkte D, und daher KH* = FH XUE 
sein. (Denn die Figur um EF ist ein Halbkreis, und KH ist als Perpendikel die mittlere Pro­
portionale für das Rechteck EIIXHF.) Man ziehe die Berührungslinie MN der Parabel, par­
allel mit AC, und ihr Berührungspunkt sei N; auch ziehe man BT^EF: («) dann verhält sich

A H X H C : E H X H F = N T 2 ; B T 1
wie gezeigt ist (S. 4, A.). Es ist aber NT = TM, weil auch BP = BM ist; (g) also verhält 
sich: AH X HC : KH2 = TM2 : BT2
mithin KH2 : AH\ HC = BT2 : TMh
Weil nun ACAL~ATMB, so verhält sich

KH2 : AH X HC = AL2 : AC2.
Eben so wird gezeigt, dafs auch die Quadrate der andern Perpendikel von dem Schnitte auf 
AC zu den Rechtecken unter den Abschnitten der Linie AC sich verhallen, wie AL2 : A C 2. 
Mithin erhellet, dafs der Schnitt eine Ellipse, und dafs AC deren gröfse Axe, die kleine aber 
der Linie AL gleich sei.

Satz 14.

Wenn ein hyperbolisches Konoid von einer Ebene geschnitten wird, welche alle Sei­
ten des umspannenden Kegels trifft, und nicht, senkrecht auf der Axe ist, so wird der Schnitt 
eine Ellipse, und deren gröfse Axe diejenige Sehne des Konoids sein, in welcher die den 
Körper schneidende Ebene und eine senkrecht zu ihr durch die Axe des Konoids geführte 
sich durchschneiden.

F.154. Das hyperbolische Konoid sei der Angabe gemäfs geschnitten. Wird es denn von ei­
ner andern Ebene durch die Axe, senkrecht zu jener schneidenden Ebene geschnitten, so mag 
die Hyperbel ABC der Schnitt des Konoids, die gerade Linie AC dagegen der Durchschnitt 
jener den Körper schneidenden Ebene sein. Die Axe des Konoids und der Durchmesser ihres 
Schnittes sei BD.

Man nehme nun in dem Schnitte irgend einen Punkt K an, und ziehe von K die Li-

(S. 13. «) Dann Berührt B T die Parabel in B.
(i0 ) Vgl. Klügel M. W. Art. Parabel 13. 
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nie KH auf AC senkrecht; dann wird sie senkrecht auf der Ebene der Hyperbel ABC stehen« 
Durch H aber ziehe man EF senkrecht auf BD, und führe durch EF, KH, eine das Konoid 
schneidende Ebene; dann wird dasselbe von einer zu der Axe senkrechten Ebene geschnitten, 
mithin wird der Schnitt ein Kreis mit dem Mittelpunkte D, also KH* = EH X HF sein. 
Man ziehe wiederum die Berührungslinie MN der Hyperbel, jparallel mit AC, und ihr Be­
rührungspunkt sei N, ferner BT^EF; («) also verhält sich

EH X HF : AHXHC = BT2 ; TN2 (S. 4, A.)
Mithin KH2 : AH X HC = BT 2 : TN2

Eben so wird man zeigen, dafs auch die Quadrate der andern Perpendikel [von dem Schnitte 
gegen AC zu den Rechtecken unter den Abschnitten auf AC, welche- die Perpendikel bilden, 
sich verhalten, wie BT2 : TN2. Auch ist BT < TN, weil ja MT < TN, indem MB <BP 
ist, wenn in der Hyperbel NP senkrecht auf BP stehet: denn diefs ist eine Eigenschaft der 
Hyperbeln, (ß) Mithin erhellet, dafs der Schnitt eine Ellipse, .und dessen gröfse Axe AC 
sein wird. (7)

Satz 15.

l) Wenn das längliche Sphäroid von einer gegen die Axe nicht senkrechten Ebene 
geschnitten ist, so wird der Schnitt eine Ellipse, deren gröfse Axe aber diejenige Sehne des 
Sphäroids sein, in welcher die den Körper schneidende Ebene und eine senkrecht zu ihr durch 
die Axe gelegte sich durchschneiden.

Einleuchtend ist diefs, wofern der Schnitt durch die Axe selbst, oder parallel dersel-F.155. 
ben geht. Die schneidende Ebene sei daher eine andere. Wird nun das Sphäroid noch von 
einer Ebene durch die Axe, senkrecht zu jener schneidenden geschnitten, so sei die Ellipse 
AB CD der Schnitt des Sphäroids, die gerade Linie CA hingegen der Durchschnitt mit jener 
schneidenden Ebene. Die Axe des Sphäroids und zugleich der Ellipse sei BD, und X der 
Mittelpunkt5 auch sei PQ die kleine Axe. Man ziehe BT senkrecht zu 13D und die Beruh­

ig 14- “) Dann ist 13 T auch eine berührende; man ziehe ferner NP senkrecht-auf BD in der Ebene der Hyperbel.
(/3) Es sei BNC eine Hyperbel, BR deren gröfse Axe, BQ = QR = a, die Linie NM eine berührende, NPFl54a 
• senkrecht auf BD, und BP = x, so ist

QP : BP = QB : MB (Klügel M. W. Art. Hyperbel 40.)
also (a 4- x) : x = a : MB, folglich MB = -AA- und 2 MB = -AAA

ferner QB : MB = RP : MP, (Klügel, a. a. O.)
also a : —— - (2a + x) : MP, folglich M P = _AAA±A!_

a + x ' a + x
Nun ist —2 a x 2 "Z. t.A! folglich 2 MB < MP, mithin MB < BP;

u 4* x «i 4* $
daraus folgt MT < TN, und weil BT <1 MT, so ergiebt sich BT < TN.

(7) Es sei eine gerade Linie Z dergestalt angenommen, dafs sich verhält
BT : TN = Z : AC,

wo Z < A.C sein mufs, weil BT < TN ist, so hat man
KH» : AH X HC = Z2 : A C 2

dann liegt K in einer Ellipse, deren Axen Z und AC sind; mithin ist AC die gröfse.
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rungslinie G N £ AC für den Berührungspunkt N der Ellipse. Ferner ziehe man ML| AC 
durch X. Ganz wie zuvor wird man nun beweisen, dafs die Quadrate der Perpendikel von 
dem Schnitte auf AC zu den Rechtecken unter den Abschnitten der Linie AC sich so verhal­
ten, wie BT2 : TN2; woraus denn liervorgeht, dafs der Schnitt eine Ellipse und CA deren 
Axe ist. («) Dafs diese Linie aber die gröfse Axe sei, mufs erwiesen werden. Es verhält 
sich nämlich

QX X XP : M X X XL = B T 2: TN2(S-4,A.)
weil die Linien QP, ML, den berührenden parallel sind. Es ist aber QXXXP < MX XXL, (ß) 
weil auch QX < XL; daher ist BT» <TN2. Folglich sind auch die Quadrate der Perpen­
dikel von dem Schnitte auf AC kleiner als die Rechtecke unter den Abschnitten der Linie AC; 
mithin ist einleuchtend, dafs A C die gröfse Axe sei.

2) Wenn das geplattete Sphäroid von einer Ebene geschnitten ist, dann wird alles 
Uebrige eben so, jedoch unter den Axen jetzt die kleine die Sehne des Sphäroids sein.

Folgerung. Hieraus erhellet für alle diese Körper, dafs sie, von parallelen Ebenen 
geschnitten, ähnliche Schnitte geben werden. Denn die Quadrate der Perpendikel stehen zu 
den Rechtecken unter den Abschnitten in einerlei Verhältnifse. (7)

’ ' ■ ■ t " ' ' ' *.

Satz 16.

l) Wenn in einem parabolischen Konoid aus jedem willkührlichen Punkte seiner Ober­
fläche gerade Linien der Axe parallel gezogen werden; so werden die, welche an der erhabe­
nen Seite des Konoids gezogen sind, demselben nach aufsen, die aber an der andern werden 
nach innen fallen.

Denn wenn eine Ebene durch die Axe und durch den Punkt gelegt wird, aus welchem 
die Parallele zur Axe gezogen ist, so wird der Schnitt eine Parabel, und deren Durchmesser 
die Axe des Konoids sein. Wenn aber in einer Parabel aus jedem Punkte derselben gerade 
Linien parallel dem Durchmesser gezogen werden; so fallen die, welche an der erhabenen 
Seite derselben gezogen sind, der Parabel nach aufsen, die dagegen an der andern nach innen. 
Daher ist das Behauptete einleuchtend.

2) Wenn in einem hyperbolischen Konoid aus jedem Punkte seiner Oberfläche gerade 
Linien parallel mit einer durch den Scheitel des umspannenden Kegels gehenden Linie gezo­
gen sind; so werden die, welche an der erhabenen Seite gezogen sind, dem Konoid nach auß- 
sen, die aber an der andern nach innen fallen.

Denn wenn durch eine gerade Linie, die in dem Konoid gezogen durch den Scheitel

(S. 15- •) Vgl. Anmkg. 7 zum vorigen Satze; nur bleibt noch unentschieden, ob A C die gröfse Axe sei.
(/3) Also QX* < MX»,
(y) Nämlich immer wie BT» : TN». Es mögen daher y, y' zwei rechtwinklige Ordinaten, u, u' deren Abscissen 

vom Mittelpunkte, a, a', und b, b', die halben Axen bezeichnen, so hat man immer
j * : (b* -u») = b» :a» = BT» : TN»

y' 2 : (b< » - u'2) — b' 2 : a'2 = B T 2 : TN 2

folglich b : a = bz : a', also die Ellipsen ähnlich. 
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des umspannenden Kegels geht, und durch den Punkt eine Ebene gelegt wird, aus welchem 
die Parallele gezogen ist; so wird der Schnitt eine Hyperbel, 'und deren Durchmesser die aus 
dem Scheitel des Kegels in dem Konoid gezogene gerade Linie sein. Wenn aber in einer Hy­
perbel aus irgend einem in dieser Linie selbst befindlichen Punkte Parallelen zu der angedeu­
teten Linie gezogen werden; so fallen die an der erhabenen Seite gezogenen nach aufsen, die 
dagegen an der andern nach innen.

3) Wenn eine Ebene irgend ein Konoid berührt, ohne es zu schneiden, so wird sie 
dasselbe nur in einem Punkte berühren, und eine durch den Berührungspunkt und durch die 
Axe gelegte Ebene wird senkrecht auf der berührenden sein.

Denn die Ebene berühre das Konoid, wenn es möglich ist, in mehreren Punkten. 
Man nehme zwei Punkte an, in denen die berührende Ebene das Konoid berührt, ziehe ans 
beiden gerade Linien parallel der Axe, und lege durch diese Parallelen eine Ebene; so wird 
sie entweder durch die Axe oder parallel derselben geführt sein. Ihr Schnitt wird demnach 
einen Kegelschnitt bilden, in welchem jene Punkte sich befinden werden-, weil diese in der 
Oberfläche und zugleich in der Ebene sind. Daher wird die gerade Linie zwischen jenen 
Punkten innerhalb des Kegelschnitts und mithin auch innerhalb der Oberfläche des Konoids 
liegen. Diese gerade Linie befindet sich aber auch in der berührenden Ebene, weil ja die 
Punkte darin sind; mithin wird etwas von der berührenden Ebene innerhalb des Konoids lie­
gen; was doch unmöglich ist, weil angenommen ward, sie solle nicht schneiden. Daher wird 
Berührung nur in einem Punkte Statt finden.

Dafs indessen auch die durch den Berührungspunkt und durch die Axe gelegte Ebene 
zu der berührenden senkrecht sein werde, wenn die Berührung im Scheitel des Konoids ge­
schieht, ist einleuchtend. Denn legt man zwei Ebenen durch die Axe, so werden die Schnitte 
des Konoids Kegelschnitte sein, welche die Axe zum Durchmesser haben. Die geraden Berüh­
rungslinien dieser Kegelschnitte aber für das Ende des Durchmessers in der berührenden Ebe­
ne werden rechte Winkel mit dem Durchmesser bilden; daher wird es in der berührenden 
Ebene zwei gerade zu der Axe senkrechte Linien geben, die Ebene selbst also senkrecht gegen 
die Axe und daher auch senkrecht gegen eine Ebene durch die Axe sein.

Nun gehe aber die berührende Ebene nicht durch den Scheitel des Konoids. DannF.156. 
lege man eine Ebene durch den Berührungspunkt und durch die Axe; der Schnitt des Ko­
noids sei der Kegelschnitt ABC, die Axe des Konoids und der Durchmesser des Schnittes sei 
BD, der Durchschnitt der berührenden Ebene sei die gerade Linie EHF, welche den Kegel­
schnitt in H berühren mag. Aus H fälle man das Perpendikel HK auf BD, und errichte 
darüber eine gegen die Axe senkrechte Ebene, deren Schmit ein Kreis mit dem Mittelpunkte 
K sein wird. .Der Durchschnitt dieser Ebene mit der berührenden wird eine Berührungslinie 
des Kreises sein, («) folglich rechte Winkel mit HK bilden, also auch senkrecht zu der Ebene 
sein, worin KH, BD, liegen. Es erhellet also, dafs auch die berührende Ebene gegen eben 
diese Ebene senkrecht sein werde, weil ja auch die Linien in dieser’ senkrecht sind, (ß)

(S. 16. <0 Weil der Kreis zwar den Punkt II, aber keinen andern, mit der berührenden Ebene gemein hat, 
Ü5) Nämlich HK und HE sind senkrecht zu der Berührungsliuie des Kreises.
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Satz 17.

l) Wenn ein Sphäroid der einen oder der andern Art von einer Ebene berührt, je­
doch hiicht geschnitten wird; so wird dafsdbe nur in einem Punkte berührt; und eine durch 
den Berührungspunkt und die Axe gelegte Ebene wird senkrecht zu der berührenden sein.

Die Berührung geschehe nämlich in mehreren Punkten. Man nehme zwei Punkte an, 
in welchen die Ebene das Sphäroid berührt, ziehe aus jedem von beiden gerade Linien parallel 
der Axe, und lege durch diese gezogenen Linien eine Ebene, so wird der Schnitt eine Ellipse 
sein, und die Punkte werden in derselben liegen. Demnach wird die gerade Linie zwischen 
diesen Punkten innerhalb der Ellipse, mithin auch innerhalb der Oberfläche des Konoids sein. 
Die gerade Linie aber befindet sich in der berührenden Ebene, weil auch die Punkte darin 
sind; mithin wird etwas von der berührenden Ebene innerhalb des Sphäroids liegen. So ist 
cs aber nicht, denn es ward vorausgesetzt, die Ebene solle nicht schneiden. Daher ergiebt 
sich, dafs Berührung nur in einem Punkte Statt haben werde.

Dafs aber die durch den Berührungspunkt und die Axe gelegte Ebene zu der berühren­
den senkrecht sein werde, wird man eben so wie bei den Konoiden zeigen.

2) Wenn ein Konoid oder Sphäroid der einen oder der andern Art von einer Ebene 
durch die Axe geschnitten, zu dem entstandenen Schnitte eine gerade Berührungslillie gezogen, 
und auf der Berührungslinie eine Ebene senkrecht gegen die schneidende errichtet wird; so 
wird diese den Körper in demselben Punkte berühren, worin die Berührungslinie den Kegel­
schnitt berührt.

Sie wird nämlich dessen Oberfläche nicht in einem andern Punkte berühren; denn wo 
nicht so würde das von diesem Punkte auf die schneidende Ebene gefällte Perpendikel dem 
Kegelschnitte nach aufsen fallen, nämlich auf die Berührungslillie selbst, weil die Ebenen 
senkrecht zu einander stehen. Das ist aber’ unmöglich; denn es ward erwiesen, dafs sie nach 
innen fallen werde. (S. 12, 4.).

w Satz 18. w
Wenn zwei parallele Ebenen irgend ein Sphäroid berühren, so wird eine die Berüh­

rungspunkte verbindende gerade Linie durch den Mittelpunkt des Sphäroids gehen.
Wenn die Ebenen senkrecht zu der Axe stehen, ist das einleuchtend; Daher sollen 

sie nicht senkrecht sein. Dann wird eine durch die Axe und durch den einen der beiden Be­
rührungspunkte gelegte Ebene senkrecht zu der berührenden Ebene sein (S. 17, 1.), mithin 
auch zu deren Parallelebene. Nothwendig geht also einerlei Ebene durch die Axe und durch 
den einen samt dem andern Berührungspunkt; denn wo nicht, so würden zwei Ebenen senk­
recht sein gegen einerlei Ebene durch einerlei gerade Linie, die nicht senkrecht zu dieser Ebe­
ne ist; indem vorausgesetzt ward, dafs die Axe nicht senkrecht zu den parallelen Ebenen sei. 
Daher werden die Axe und die Berührungspunkte in derselben Ebene liegen, und das Sphä­
roid wird durch die Axe geschnitten, der Schnitt folglich eine Ellipse und die Durchschnitte 
der parallelen Ebenen werden diejenigen Parallelen sein, welche die Ellipse in den Berührungs­

punk­
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punkten der Ebenen berühren. Wenn aber zwei parallele Lii^wn eine Ellipse berühren, so 
liegt der Mittelpunkt der Ellipse mit den Berührungspunkten in gerader Linie. («)

Satz 19.
Wenn zu einem Sphäroid der einön oder andern Art zwei parallele Berührungsebenen 

geführt sind, und parallel mit ihnen durch den Mittelpunkt des Sphäroids eine Ebene gelegt 
ist; so werden diejenigen geraden Linien, welche man durch den entstehenden Schnitt parallel 
der Verbindungslinie der Berührungspunkte zieht, dem Sphäroid nach aufsen fallen.

Das Erwähnte vorausgesetzt, nehme man in dem entstehenden Schnitte irgend einenF.157. 
Punkt an; durch ihn aber und durch die Verbindungslinie der Berührungspunkte lege man ei­
ne Ebene; so wird sic das Sphäroid und die parallele Ebene schneiden. Es soll daher der 
Schnitt des Sphäroids die Ellipse ABCD, die Durchschnitte der parallelen Ebenen aber sollen 
die geraden Linien EF, GH, der angenommene Punkt soll A, und die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte soll BD sein; so wird diese durch den Mittelpunkt gehen. Auch sei CA 
der Durchschnitt der mit den berührenden parallelen Ebene; so wird diese durch den Mittel­
punkt gelegt sein, weil so die Ebene selbst liegt. Weil demnach AB CD entweder ein Kreis 
oder eine Ellipse ist, und von den beiden geraden Linien EF, GH, berührt wird, durch den 
Mittelpunkt aber AG mit jenen parallel gezogen ist, so erhellet, dafs die durch die Punkte 
A, C, parallel mit BD gezogenen Linien den Schnitt berühren, und dem Sphäroid nach 
aufsen lallen werden.

Zusatz. Wenn indessen die mit den berührenden parallele Ebene auch nicht durch 
den Mittelpunkt geführt ist, wie etwa KL, so ist doch klar, dafs unter den von dem entstan­
denen Schnitte ausgehenden geraden Linien diejenigen, welche au der Seite des kleineren Ab­
schnittes sich befinden, dem Sphäroid nach aufsen, die aber an der andern Seite nach innen 
fallen werden.

Satz 20.'
Jedes von einer Ebene durch den Mittelpunkt geschnittene Sphäroid wird von der Ebe­

ne selbst gehalbtheilt, und,seine Oberfläche gleichfalls.
Das Sphäroid sei von einer Ebene durch den Mittelpunkt geschnitten; dann wird es 

entweder durch die' Axe, oder auch senkrecht oder nicht senkrecht zur Axe geschnitten sein. 
Wofern es nun durch die Axe, oder senkrecht zur Axe geschnitten ist; so ist einleuchtend.

(3. 18. «) Es sei BEHF eine Ellipse, AD und GK zwei Beriihrungslinien derselben für die Punkte B und TT.
Man ziehe die verbindende Linie BH, so geht diese entweder durch den Mittelpunkt der Ellipse, oder nicht,F.t56» 
Gesetzt sie gehe njeht dadurch, so sei P der Mittelpunkt, und man ziehe EF J: AD durch P, ferner BN durch 
P, und endlich LM^EF durch N; dann müßte LM eine Berührungslinie der Ellipse sein. (Vgl. Klügel 
M. W. Art. Ellipse 29.) Weil aber N in dem Raume zwischen den Parallelen AD, GK liegen mufs, so 
wird LM die Ellipse schneiden; mithin kann P nicht der Mittelpunkt sein, sondern dieser mufs da liegen, wo 
EF, BH sich Durchschneiden, also in C.

(S. 19. “) Nach Apollon. Kegelsch. II, 6.

z
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dafs es sowohl selber, als auch dessen Oberfläche gchalblheilt wird. Denn augenscheinlich 
pafst der eine Theil desselben in den andern, und die Oberfläche des einen in die des andern. 

r.158. Defshalb sei es nicht durch die Axe, auch nicht senkrecht zur Axe geschnitten. Dann 
sei der Durchschnitt des Sphäroids vermittelst einer Ebene durch die Axe und senkrecht zu 
jener schneidenden, die Ellipse A B C D; deren Durchmesser und die Axe des Sphäroids sei 
BD. und D der Mittelpunkt; der Durchschnitt der Ebene aber, welche das Sphäroid durch 
den Mittelpunkt schneidet, sei die gerade Linie AC. Es werde ferner’ noch ein anderes Sphä­
roid angenommen, jenem gleich und ähnlich; und der Durclischnitt desselben vermittelst ei­
ner Ebene durch die Axe sei die Ellipse EFGN, deren Durchmesser und die Axe des Sphä­
roids sei EG, der Mittelpunkt K. Auch werde durch K die Linie FN unter einem Winkel 
K = H gelegt, und auf FN eine Ebene senkrecht zu derjenigen errichtet, worin der Schnitt 
EFGN sich befindet. Dann sind die Ellipsen AB.CD, EFGN, einander gleich und ähnlich.’ 
Aufeinander gelegt pafst dann EG auf BD. und FN auf AC; es pafst zugleich die Ebene 
durch NF in die Ebene durch AC, weil beide“von einerlei Linie auf einerlei Ebene senkrecht 
errichtet sind. Defshalb pafst auch der von der Ebene durch FN an der Seite des Punktes E 
abgetrennte Abschnitt des Sphäroids, in den von dem andern Sphäroid vermittelst der Ebene 
durch AC auf der Seite des Punktes B abgetrennten Abschnitt; und eben so pafst der zweite 
Abschnitt in den zweiten, und die Oberflächen der Abschnitte pafsen in einander. Legt 
man aber wiederum EG auf BD so, dafs E in D, und G in B trifft, und die Linie 
zwischen den Punkten N, F, in die Linie zwischen den Punkten A, C; so werden offenbar 
die Ellipsen auf einander pafsen, F wird in C fallen, und N in A. Gleicherweise wird auch 
die Ebene durch FN auf die Ebene durch AC pafsen, und von den mittelst der Ebene durch 
FN abgetrennten Abschnitten wird der auf der Seite des Punktes G befindliche in den Ab- 
schniU pafsen, welcher mittelst der Ebene durch AC auf der Seite des Punktes B abgetrennt 
wird; der dagegen auf der Seite E in den auf der Seite D. Weil demnach einerlei Abschnitt 
in jeden der beiden Abschnitte pafst, so ist einleuchtend, dafs die Abschnitte gleich sind, und 
eben so die Oberflächen.

S a t z 21
Wenn der von einer zur Axe senkrechten Ebene abgctrennle Abschnitt eines Konoids 

der einen oder der andern Art, oder der eben so abgetrennte Abschnitt eines Sphäroids der 
einen oder andern Art, nur dafs dieser’ nicht gröfser sei, als die Hälfte des Sphäroids, gege­
ben ist; so wird es möglich sein, einen aus Cylindern von gleicher Höhe bestehenden Körper 
darin, und einen andern darum so zu beschreiben, dafs der umschriebene den eingeschriebenen 
Körper um weniger übertrifft, als um jede vorgelegte körperliche Gröfse.

F.I59- Es »ei ein Abschnitt, etwa ABC, gegeben. Wird er von einer Ebene durch die Axe 
' geschnitten, so sei der Kegelschnitt ABC der Durchschnitt desselben, die gerade Linie AC 

aber der Durchschnitt der den Abschnitt abtrennenden Ebene, Die Axe des Abschnitts, und 
der Durchmesser seines Schnittes sei BD. Weil nun vorausgesetzt wird, dafs die trennende 
Ebene zur Axe senkrecht sei, so ist deren Schnitt ein Kreis mit dem Durchmesser AC. Auf 
diesem Kreise gebe es einen Cylinder mit der Axe BD. Der Mantel desselben wird aufser- 
halb des Abschnitts fallen, weil dieser entweder ein konoidischer oder ein sphäroidischer ist,
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niclif großer ah das halbe Sphäroid (S. 16, I. 2 und S. 19.). Wird nun dieser Cylinder von 
einer zu der Axe senkrechten Ebene fortwährend in Hälften gellieilt t so wird man einmal 
auf einen Theil kommen, welcher kleiner ist, als die vorgelegte Körpergröfse. Ein solcher 
übrigbleibende Theil desselben, kleiner als die vorgelegte Körpergröfse, sei der Cylinder, des­
sen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AC, und dessen Axe ED ist. Nun theile 
man BD in den Punkten P, O, Q, S, in Theile, welche ED gleich sind, ziehe durch die 
Theilungspunkte gerade Linien parallel AC bis an den Kegelschnitt, und errichte Ebenen auf 
ihnen senkrecht zu BD; dann werden die Schnitte Kreise sein, deren Mittelpunkte auf B D 
liegen. Auf jedem dieser Kreise errichte man zwei Cylinder, jeden mit einer Axe = ED, den 
einen auf der Seite des Cylinders, wo der Punkt D ist, den andern auf der Seite des Punktes 
B. Hiedurch wird ein aus denjenigen Cylindern, welche auf der Seite D errichtet wird, zu­
sammengesetzter Körper in dem Abschnitte, um ihn aber ein anderer beschrieben sein, wel­
cher aus den auf der Seite B errichteten Cylindern zusammengesetzt ist.

Es bleibt zu zeigen, dafs der äufsere den Innern Körper um weniger über treffe, als 
um die vorgelegte körperliche Gröfse. Nun ist jeder der Cylinder in dem eingeschriebenen 
Körper gleich dem auf demselben Kreise an der Seite B errichteten Cylinder, also HG = HI, 
KL = KM, und so weiter; mithin ist die Summe der ersteren der Summe der andern gleich. 
Folglich übertritft offenbar dbr umschriebene Körper den eingeschriebenen um den Cylinder, 
welcher zur Grundfläche den Kreis um den Durchmesser AC, zur Axe aber ED hat. Dieser 
jedoch ist kleiner, als die vorgelegte Körpergröfse,

Satz 22.

Wenn der von einer zur Axe nicht senkrechten Ebene abgetrennte Abschnitt eines Ko­
noids der einen oder andern Art, oder auch der auf ähnliche Weise abgetrenntc Abschnitt ei­
nes Sphäroids der einen oder der andern Art,-nur nicht gröfser als die Hälfte des Sphäroids, 
„egeben ist; so ist es möglich, sowohl in als um denselben einen aus Cylinderstücken von glei­
cher Höhe zusammengesetzten Körper so zu verzeichnen, dafs der äufsere den inneren um 
weniger übertrifft, als um jede vorgelegte Körpergröfse.

Der Abschnitt sei gegeben, wie er angedeutet ist. Wird nun dieser Körper von einer p.ife. 
andern Ebene durch die Axe, senkrecht gegen die den gegebenen Abschnitt abtrennende Ebene 
geschnitten, so sei der Kegelschnitt ABC der Schnitt des Körpers, die gerade Linie AC aber 
der Durchschnitt der trennenden Ebene. Defshalb, weil vorausgesetzt ist, die den Abschnitt 
abtrennende Ebene stehe nicht senkrecht gegen die Axe, so wird der Durchschnitt eine Ellipse, 
ihre Axe aber AC sein (S. 13. 14- T5-h Die gerade Linie VY sei parallel AC, und berühre 
den Kegelschnitt in B, und über VY sei eine Ebene parallel mit der Ebene durch AC errich­
tet; so wird diese den Körper in B berühren (S. 17, 2.), und wenn etwa der Abschnitt des 
Konoids ein parabolischer ist, so ziehe man durch B parallel mit der Axe die Linie BD; wenn 
aber ein hyperbolischer, so ziehe man aus der Spitze des umspannenden Kegels eine Linie 
nach B und deren Verlängerung BD; wenn endlich ein sphäroidischer, so schneide man von 
einer aus dem Mittelpunkte nach B gezogenen geraden Linie den Theil BD ab: dann erhellet.
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dafs B D die AC halbtheilt, (<«) folglich ist B der Scheitel dös’ Abschnitts, und die geradc'Li- - 
nie B D dessen Axe.

Es giebt hier demnach eine Ellipse um die Axe A C, und eine gerade Lime B D, die 
aus dem Mittelpunkte in einer} Ebene gezogen ist, welche senkrecht zu der Ebene der El­
lipse durch die eine der beiden Axen geht. Mithin ist es möglich, einen Cylinder mit der Axe 
BD zu linden, in dessen Mantel die Ellipse um die Axe AC liegt (S. io.). Der Mantel dessel­
ben wird aber aufserhalb des Abschnitts fallen, weil dieser entweder konoidisch oder sphätoi- 
disch, und daun nicht gröfser ist, als die Hälfte des Sphäroids (S. 16, 1.2 und S. 19.). Auch 
wird hier ein Cylinderstiick entstehen, welches zur Grundfläche die Ellipse mn die Axe A C, 
zur Axe aber BD hat. Wird nun dieses Stück durch Ebenen, welche der Ebene durch AG 
parallel sind, fortwährend gehalbtheilt, so wird man auf einen Theil kommen, welcher klei­
ner ist, als die vorgelegtc körperliche Gröfse. Es sei das Stück, welches zur Grundfläche die 
Ellipse um die Axe AG, zur Axe aber ED hat, kleiner als die vorgelegte Körpergröfse; man 
theile daher DB in lauter Theile von der Gröfse der Linie ED, ziehe durch die Theilungs- 
punkte gerade Linien parallel zu AC bis an den Kegelschnitt, und errichte auf diesen Linien 
Ebenen parallel mit der Ebene durch AC. Diese werden die Oberfläche des Ausschnitts in 
Ellipsen schneiden, die der Ellipse um die Axe AC ähnlich sind, weil die Ebenen parallel 
liegen. (S. 15. Folg.}. Man errichte daher auf jeder dieser’ Ellipsen zwei Cylinderstücke, das 
eine auf der Seite der Ellipse, wo D liegt, das andere auf der Seite von B, jeden mit einer 
Axe = DE. Dadurch werden mithin Körper in und um den Abschnitt entstehen, welche aus 
Cylinderstücken von gleicher Höhe zusammengesetzt sind.

Es bleibt nun zu zeigen, dafs der äufsere Körper den innern um weniger übertreffe, 
als um die vorgelegte Körpergröfse. Man wird aber auf ähnliche Weise wie zuvor darlhun, 
dafs der äufsere Körper den innern um das Cylinderstück übertreffe, welches zur Grundfläche 
die Ellipse um die Axe AC, zur Axe aber ED hat; dieses jedoch ist kleiner als die vorgelegtc 
körperliche Gröfse.

Nach diesen Vorbereitungen werden wir das beweisen, was über die Körper selbst 
vorgelegt ward.

Satz 23.
Jeder parabolische Abschnitt, welcher abgetrennt ist durch eine zu der Axe senkrecht 

stehende Ebene, ist anderthalbmal so grofs, als ein Kegel von gleicher Grundfläche und Axe 
mit dem Abschnitte.

F. 161. Es sei ein parabolischer Abschnitt durch eine Ebene senkrecht zu der Axe abgetrennt. 
Wird derselbe ferner von einer andern Ebene durch die Axe geschnitten; so sei der Durch­
schnitt seiner Oberfläche die Parabel ABC, der Durchschnitt der den Abschnitt abtrennenden 
Ebene aber die gerade Linie AC, die Axe des Abschnitts sei BD. Auch gebe es einen Kegel 
von derselben Grundfläche und Axe mit dem Abschnitt, und B sei der Scheitel. Zu beweisen 
ist, dafs der Abschnitt des Konoids anderthalbmal so grofs sei, als der Kegel.

(S. 22; Weil in jedem dieser Fälle BD alle diejenigen Sehnen halbtheilt, welche der berührenden VY parallel 
•ind.



Kegel, (a) Ich be-

;und Sphäroiden. . *8*

Man setze, der'Kegel Z sei anderthalbmal so grofs, als der Kegel, dessen Grundfläche 
der Kreis um den Durchmesser AC, und dessen Axe BD ist; auch gebe es einen Cylinder auf 
dem Kreise um AC als Grundfläche mit der Axe BD; dann wird der Keeel Z halb so grofs 
sein, als der ganze Cylinder, weil Z anderthalbmal so grofs ist, als jener 
haupte, dafs der Abschnitt des Konoids dem Kegel Z gleich sei. Denn wofern er ihm nicht 
gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.

j)Er sei gröfser, wenn diefs möglich ist. Man beschreibe in dem Ab-; 
schnitte einen aus Cyliudern von gleicher Höhe bestehenden Körper, und einen andern um 
denselben, so dafs der äufsere Körper den innern um Weniger übertrifft, als um nie ne ter 
Abschnitt des Konoids den Kegel Z übertrifft. Auch sei der größte unter den Cym ern, aus 
welchen der umschriebene Körper bestehet, derjenige, welcher den Kreis um den urcimes- 
ser AC zur Grundfläche, die Linie ED aber zur Axe hat; der kleinste dagegen derjenige, 
welcher zur Grundfläche den Kreis um den Durchmesser ST, zur Axe aber BG hat. Unter 
den Cylmdern dagegen, ans welchen der eingeschriebene Körper zusammengesetzt ist, sei der 
größte der, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser KL, und dessen xe DL 
ist, der kleinste aber der, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser S f, und essen 
Axe Gl ist. Man erweitere die Ebenen aller dieser Cylinder bis an den Mantel des Cylmdeis, 
Welcher den Kreis uni den Durchmesser AC zur Grundfläche, und BD zur Axe hat. Dann 
wird der ganze Cylinder in so viele andere, als die Zahl der Cylinder in dem äußern Körper 
ausmacht, zerlegt, und jeder derselben wird dem größten gleich sein. Weil nun der um den 
Abschnitt beschriebene Körper' den eingeschriebenen um weniger übertrifft, als der Abschnitt 
den Kegel; so erhellet, daß auch der in dem Abschnitte beschriebene Körper gröfser ist, als 
der Kegel Z. (p)

Nun verhält sich der erste Cylinder in dem ganzen, nämlich der mit der Axe DE, 
zu dem ersten in dem innern Körper, also zu dem mit der Axe DE, wie DA2 zu KE es 
/st abcr UA2:KE2=BD!BE«=DA:EO
Auf dieselbe Weise wird nachgewiesen, daß auch der zweite Cylinder in dem ganzen, näm­
lich der mit der Axe EF, zu dem zweiten Cylinder in dem innern Köl’per sich verhalte, wie 
QE, das ist, wie DA zu FW. Auch wird unter den übrigen Cylindern jeder einzelne in dem 
ranzen, der eine Axe = DE hat, zu jedem einzelnen in dem innern Körper sich verhalten, 
wie der halbe Durchmesser der Grundfläche zu dem Theile desselben, der jedesmal zwischen 
den geraden Linien AB, B D, liegt. Daher wird die Summe der Cylinder in demjenigen Cy­
linder, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AC, und dessen Axe DB ist, zu

(S. 2$. «) Der Kegel auf dem Kreise um AC sei — A , der Cylinder auf derselben Grundfläche sei K, so ist 
Z = J A > 3 A = K; also Z = i K.

(ß) Es ist nämlich .
Aeufs. Körper — Inn. Korp. < Abschnitt — Keg. Z.

Nun ist der Abschnitt kleiner als der äufsere Körper, um desto mehr also
Abschnitt — Inn. Körp. < Abschnitt — Keg. Z.

folglich ist der innere Körper gröfser als der Kegel Z.
Indem DA, KE, Ordinaten der Parabel für die Abscissen BD, BE sind.
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der Summe der Cylinder in dem eingeschriebenen Körper sich so verhalten," wie die Summe 
der Halbmesser der Kreise , welche die Grundflächen der erwähnten Cylinder sind, zur Summe 
der Theile derselben zwischen den geraden Linien AB, BD. Die Summe jener Linien beträgt 
aber mehr als das Doppelte der Summe dieser ohne AD (S. i.). Also beträgt auch die Summe 
der Cylinder in dem ganzen, dessen Axe DB ist, mehr als das Doppelte des eingesclwiebenen 
Körpers. Demnach ist auch der1 ganze Cylinder, dessen Axe DB ist, gröfser als das Dop­
pelte des innern Körpers. Jener betrug aber doppelt so viel, als der Kegel Z; mithin ist 
der innere Körper kleiner als der Kegel Z, (3) was doch unmöglich ist, da er als gröfser nach« 
gewiesen ward. Demnach ist das Konoid nicht gröfser als der Kegel Z.

2) Eben so ist es auch nicht kleiner. Denn man beschreibe wiederum einen 
innern und äufsern Körper dergestalt, dafs der eine den andern um weniger als um den Un­
terschied des Kegels Z und des Konoids übertrifft, auch sei alles Uebrige wie zuvor konstruirt. 
.Weil nun der eine Körper kleiner ist, als der Abschnitt, und der Unterschied zwischen dem 
innern und äufsern Körper kleiner als der zwischen dem Abschnitte und dem Kegel Z, so er­
hellet, dafs der äufsere Körper kleiner ist als der Kegel Z- 0)

Nun verhält sich wieder der erste Cylinder in dem ganzen, nämlich der mit der Axe 
DE, zu dem ersten Cylinder in dem äufsern Körper, also zu dem mit derselben Axe DE, 
W’ie AD2 zu sich selber. Der zweite Cylinder aber in dem ganzen, nämlich der mit.der Axe 
EF verhält sich zu dem zweiten in dem äufsern Körper, also zu dem mit der Axe EF, wie 
DA2 zu KE2. Es ist aber

DA2 : KE2 — BD : BE = DA : EO.
Auch wird unter den andern Cylindern jeder in dem ganzen, nämlich dessen Axe = DE ist, 
zu jedem einzelnen in dem äufsern Körper, also zu jedem mit derselben Axe, sich so verhal­
ten, wie der Halbmesser der Grundfläche zu dem Theile desselben zwischen den geraden Li­
nien AB, BD. Daher wird die Summe der Cylinder in dem Cylinder, dessen Axe BD ist, 
zur Summe der Cylinder in dem äufsern Körper sich so verhalten, wie die Summe der erste­
ren geraden Linien zur Summe der letztem. Die Summe der Halbmesser der Kreise, welche

(3) Der ganze Cylinder sei K ; er sei durch die parallelen Ebenen in n Cylinder getheilt, deren jeder = C «ein 
soll; also K — n C. Der innere Körper sei K1; es befinden sich in ihm n - I Cylinder, alle von verschiedener 
Gröfse ; der gröfste sei c, und die folgenden nach der Reihe c', , c111 etc. Dann verhält sich

C : c =DA : EO
C : c' = DA : FW , s-w.

(ti - I) C?K' = (n -1) DÄ': (E ö + F W + . : . .)
Nun haben die Linien DA, EO, FW etc. gleiche Unterschiede, und der Unterschied ist der Kleinsten gleich, 
Weil B D in lauter gleiche Theile zerlegt worden; auch ist DA die gröfste dieser Linien j daher ist (nach S. I.) 

(n-j)DA> 2 (EO + FW + ••••)
mithin auch (n - l) C > 2 K';

Und um desto mehr K 2 K7. Es war aber K = 2 Z, mithin ist Z > K7.
(.) Man hat nämlich

Aeufe. Körper — Inn. Körp. *3 Keg. Z — Abschnitt
Und weil der innere Körper kleiner ist, als der Abschnitt/ so ist um desto mehr

Aeufs. Körp. — Absch. < Keg. Z — Absch.
folglich ist der äufsere Körper gröfser als der Kegel Z,
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die Grundflächen (1er Cylinder sind, ist aber kleiner, als (las Zweifache der Summe jener ge­
radlinigen Theile von ihnen nebst der Linie AD (S. i.); mithin ist auch die Summe der Cy­
linder in dem ganzen kleiner, als das Zweifache der Cylinder in dem äufsern Körper. Daher 
ist der Cylinder, welcher zur Grundfläche den Kreis um den Durclnnessei’ AC, zur Axe aber 
BD hat, kleiner als das Zweifache des äufsern Körpers. Er ist aber nicht kleiner, sondern 
gröfser als das Zweifache; denn er ist dem Zweifachen des Kegels Z gleich; auch ward bewie­
sen, dafs der’ äufsere Körper kleiner sei, als der Kegel Z.(^) Demnach ist der Abschnitt des 
Konoids auch nicht kleiner als der Kegel Z. Dafs er nicht gröfser sei, ist bereits gezeigt; 
folglich beträgt er anderthalbmal so viel, als ein Kegel von derselben Grundfläche .und Axe 
mit dem Abschnitte. _

Satz 24.'
-t.i; Auch wenn der Abschnitt eines parabolischen Konoids durch eine zur Axe nicht senk­
rechte Ebene, abgetrennt ist; so wird er gleichfalls anderthalbmal so grofs sein, als ein Kegel- 
abschnilt von derselben Grundfläche und Axe, wie der Abschnitt.

Es sei der Angabe gemäfs ein Abschnitt des parabolischen Konoids abgetrennt. WirdFjfa» 
derselbe daun vermittelst einer Ebene durch die Axe, senkrecht zu der den Körper abtrennen­
den geschnitten5 so sei der Durchschnitt des Körpers selbst die Parabel ABC, .der abtrennen­
den Ebene aber die gerade Linie A C. Mit AC parallel werde die Linie VY, welche die Pa- 
raberin B berühre, und mit der Axe parallel die Linie BD gezogen, welche demnach die Li­
nie AC halbtheilt. Ucber VY errichte man eine Ebene parallel mit der durch AD, so wird 
diese das Konoid in B berühren (S. 17, 2.), auch wird B der Scheitel des Abschnitts, und BD 
deren Axe sein. Vyeil nun die Ebene durch AC nicht senkrecht zur Axe das Konoid ge­
schnitten hat, so wird der Schnitt eine Ellipse, und AC deren gröfse Axe seih (S. 13.). Da 
hier demnach eine Ellipse um die Axe AC, und eine gerade Linie BD, aus dem Mittelpunkte 
der Ellipse in einer durch deren Axe senkrecht zu der Ebene der Ellipse errichteten Ebene, 
vorhanden ist; so ist es möglich, einen Cylinder zu finden, dessen Axe auf der geraden Linie 
BD Hegt, und in dessen Mantel die Ellipse sich befindet (S. 10.). Auch ist es möglich, einen 
Kegel zu finden, dessen Scheitel in B ist, und in dessen Mantel die Ellipse liegen soll (S. 9.). 
Also wird irgend ein Cylinderstück vorhanden sein, das zur Grundfläche die Ellipse um die 
Axe AC, zur Axe aber .BD hat; ungleichen ein Kegclabschuitt, welcher mit jenem Cylin- 
derstücke und Abschnitte einerlei Grundfläche und einerlei Axe hat. Man soll zeigen, dafs 
der Abschnitt des Konoids anderlhalbmal so viel betrage, als der des Kegels,

(f) Der ganze Cylinder sei K, und sei in n Cylinder getheilt, deren jeder C sein soll, also K = nC; der 
äufsere Körper in K'. Dann befinden sich in diesem n Cylinder, deren größter C selbst ist, die andern mö­
gen C', C", C"' etc. sein. Nun verhält sich

C ; C = DA : DÄ
C : C' == DA : EO
C : C" — DA : FW, ü. s. W.
K”: K' = n. D A : (DA + EO + FW + . . •)

Nach S. I ist aber n.DA < 2 (DA + EO + FW + ....) folglich auch K < 2 K'. Nun ist K = 2 Z, 
mithin müßte Z K' sein, Was doch unmöglich ist, weil bewiesen worden, dafs Z K sei.
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Es sei daher der Kegel Z änderthalbmal so grofs, wie der Kegel abschnitt; dann wird 
das Cyliuderslück, von derselben Grundfläche und Axe wie der Abschnitt, zweimal so grofs 
sein, als der Kegel Z; denn dieser betragt anderthalbmal so viel, als der Kegelabschnitt, wel­
cher mit dem Abschnitte des Konoids einerlei Grundfläche und Axe hat; der gedachte Kcgel- 
abschuitt aber ist der dritte Theil des Cylinderstücks, was die Grundfläche und Axe des Ab­
schnitts hat (S. ii.). Nothwendig aber ist der Abschnitt des Konoids dem Kegel Z gleich; 
denn wofern er ihm nicht gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.

l) Er sei also wo möglich gröfser. Dann verzeichne man in dem Abschnitte 
einen aus Cyliuderstücken von gleicher Höhe bestehenden Körper, und einen andern darum; 
so dafs der äufsere Körper den innern um weniger übertrifft, als um wie viel der Abschnitt 
des Konoids den Kegel Z übertrifft; aucji sollen die Ebenen der Cylinderstücke bis an den 
Mantel desjenigen Stückes reichen, was mit dem Abschnitte einerlei Grundfläche und Axe hat.

Nun verhält sich wiederum das erste unter den Cylinderstücken in dem ganzen, näm­
lich das mit der Axe DE, zu dem ersten Stücke in dem innern Körper, also zu dem mit der 
Axe DE, wie AD2 zu KE2; denn Cylinderstücke von gleicher Höhe verhalten sich zu ein­
ander, wie ihre Grundflächen; diese Grundflächen aber, als ähnliche Ellipsen (S. 15. Folg.) 
verhalten sich, wie die Quadrate ihrer entsprechenden Axen. Nun sind die Linien AD, KE, 
die Hälften der entsprechenden Axen, und es verhält sich '

AD2 : KE2 = BD : BE, b,
weil BD parallel dem Durchmesser, AD, KE, aber parallel der Berührungslmie sind; ferner 
verhält sich BD : BE = AD : EO '
Daher denn verhält sich das erste unter den Cylinderstücken in dem ganzen zu dem ersten in 
dem innern Körper, wie AD :EO; und unter den übrigen Cylinderstücken in dem ganzen 
verhält sich jedes, was eine Axe = DE hat, zu jedem mit derselben Axe in dem innern Kör­
per, wie die Hälfte des Durchmessers seiner Grundfläche zu dem zwischen AB, BD, liegen­
den Theile desselben. . Es läfst sich daher eben'so wie zuvor beweisen, dafs der innere Körper 
gröfser sei, als der Kegel Z; und dafs das'Cylinderstück, welches mit dem Abschnitte einerlei 
Grundfläche und Axe hat, gröfser sei, als das Doppelte des innern Körpers; mithin auch gröf­
ser als das Doppelte des Kegels Z. Er ist aber nicht gröfser, sondern gleich dem Doppelten; 
daher ist der Abschnitt des Konoids nicht gröfser als der Kegel Z.. (a)

2) Auf dieselbe Weise wird man darthuh, dafs er auch nicht kleiner sei; mithin ist 
er ihm gleich; und folglich beträgt der Abschnitt des Konoids anderthalbmal so viel, als der 
Kegelabschuitt, welcher dieselbe Grundfläche und Axe hat, wie der Abschnitt.

A , _
S a t z 25.

Wenn von einem parabolischen Konoid zwei Abschnitte durch zwei Ebenen abgötrennl 
sind, deren eine senkrecht zur Axe ist, die andere aber nicht senkrecht;'und wenn die Axen 
beider Abschnitte gleich sind, so werden die Abschnitte gleich sein.

Von

(S. 24. a) Das ganze Cylinderstiick sei K, der innere Körper sei K*J so folgt aus dem Vorhergegangenen, dafs 
K'> Z und dafs K > » K', um desto mehr also K > 2Z ; was unmöglich iß, Weil K 2 Z angenommen
ward.
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Von einem parabolischen Konoid sollen zwei Abschnitte der Angabe gemäfs abgetrennt F.163 
sein. Wird dann das Konoid von einer Ebene durch die Axe, von einer andern senkrecht 
zur Axe, und noch von einer andern nicht senkrecht zur Axe geschnitten, so soll die Parabel 
ABC der Schnitt des Konoids, BD der Durchmesser, die geraden Linien AF, EC, aber sol­
len die Durchschnitte der Ebenen sein, und zwar EC für die zur Axe senkrechte, Al für die 
nicht senkrechte. Die einander gleichen Axen der Abschnitte sollen BH, KL, und die Schei­
tel B, L, sein. Zu beweisen ist, dafs der Abschnitt des Konoids mit dem Scheitel B gleich sei 
dem Abschnitte des Konoids mit dem Scheitel L,

Weil nämlich von einerlei Parabel zwei Abschnitte, ALF, EBC, mit den gleichen 
Durchmessern KL, HB, abgetrennt sind, so ist AALK = AEHB; denn es ward bewiesen, 
dafs AALF = AEBC sei (S. 4. B-). Man fälle des Perpendikel AX auf die Verlängerung 
von LK. Weil nun BH = LK, so ist auch E H = AX. (a) Man beschreibe demnach in dem 
Abschnitte, dessen Scheitel B ist, einen Kegel auf derselben Grundfläche und mit derselben 
Axe des Abschnitts, und in dem Abschnitte, dessen Scheitel L ist, einen Kegel abschnitt auf 
der Grundfläche und mit der Axe dieses Abschnitts; auch ziehe man aus L auf Df die senk­
rechte LM; SO wird sie die Höhe des Kugelabschnitts mit dem Scheitel L sein. Der Kegelab­
schnitt aber, dessen Scheilel L, und der Kegel, dessen Scheitel B ist, stehen im zusammenge­
setzten Verhältnifse ihrer Grundflächen und Höhen (S. n.); ihr Verhältnifs ist'folglich zu­
sammengesetzt aus dem des Flächeninhalts der Ellipse um die Axe A F zu dem Kreise um den 
Durchmesser EC, undaus dem der Linie L M zu BH. Es verhält sich aber der Inhalt der 
Ellipse zu eben diesem Kreise, wie das Rechteck unter ihren Axen zu EC2 (S. 6.); mithin ist 
das Verhältnifs des Kegelabschnitts mit dem Scheitel L zu dem Kegel mit dem Scheilel B zu­
sammengesetzt aus den Verhältnifsen KA : EH und LM : BH. Denn KA ist die Hälfte des 
Durchmessers der Grundfläche des Kegelabschnitts mit dem Scheitel L, und EH ist die Hälfte 
des Durchmessers der Grundfläche des Kegels; (p) die Linien LM, BH, aber sind die Höhen 
derselben. Es verhält sich aber

LM : BH = LM : KL, weil BH = KL, 
auch ist LM : KL = XA : AK (7)
Mithin ist das Verhältnifs des Kegelabschnitts zum Kegel zusammengesetzt aus den Verhält­
nifsen AK : AX, (denn es ist AX = EH) und aus LM : BH. Man hat aber

AK:AX = LK:LM;
mithin steht der Kegelabschnitt zu dem Kegel in einem aus den Verhältnifsen LK : LM und 
LM : BH zusammengesetzten Verhältnifse. Es ist jedoch LK = BH, mithin erhellet, dafs der

(S. 25- “) Nach dem Beweise zu S. 4, B.
Q5) Man ziehe F G 4? C E durch F und AG 4-' BH durch A, so ist FG die kleine Ako der Ellipse um die grofse

Axe AF (S. 13.) Nun hat man _
F N : N G — r K . KA

also FN = NG = AX = EH, mithin F G = C E. Es verhält sich daher
Inhalt d. Ellipse um AF : Kreis um E C = AF X E C : E C * (S. 6.)

Zugleich ist AF XEC : EC* — AF : EC = AK: EH; folglich 
Inhalt d. Ellipse : Kreis = AK ; EH,

(7) Weil aLKM mAKXist.
A a
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Kegelabschnitt, dessen Scheitel L ist, gleich sei dem Kegel, dessen Scheitel B ist; Und daraus 
ist klar, dafs auch die Abschnitte gleich sind; indem der eine anderthalbmal so grofs, als der 
Kegel, (S. 23.) der andere aber* anderthalbmal so grofs als der Kegelabschnitt ist (S. 24.}, und 
diese gleich sind,

Satz 26.
Wenn von einem parabolischen Konoid zwei Abschnitte durch Ebenen in willkührli- 

cher Lage abgetrennt werden, so werden die Abschnitte sich zu einander verhalten, wie die 
Quadrate ihrer ^Axen.

F.164. Man trenne von einem parabolischen Konoid zwei willkührliche Abschnitte ab; die 
Axe des einen sei gleich K, die Axe des andern gleich L: so ist zu zeigen, dafs die Abschnit­
te sich zu einander verhalten, wie K 2 : L 2.

Wird nun das Konoid von einer Ebene durch die Axe des Abschnitts geschnitten; so 
sei der Schnitt die Parabel ABC, die Axe aber BD. Man nehme BD = K, und lege durch 
D eine Ebene senkrecht zur Axe. Dann ist der Abschnitt des Konoids, welcher zur Grund­
fläche den Kreis um AC, zur Axe aber BD hat, gleich dem Abschnitte, dessen Axe gleich 
K ist (S. 25.).

Wenn nun auch K = L, so werden augenscheinlich die Abschnitte gleichfalls einan­
der gleich sein; indem jeder von beiden einem und demselben gleich ist; ungleichen ist alsdann 
K2 = L2, folglich verhalten sich die Abschnitte, wie die Quadrate der Axen.

Wenn aber K nicht gleich L ist, so sei L = BH, und man führe durch II eine Ebe­
ne senkrecht zu der Axe; so ist der Abschnitt, dessen Grundfläche der Kreis um den Durch­
messer EF, und dessen Axe BH ist, gleich dem Abschnitte mit der Axe L (S. 25.). Man 
beschreibe nun zwei Kegel auf den Kreisen um die Durchmesser AC, EF, als Grundflächen, 
und mit dem Scheitel B. Der Kegel mit der Axe BD steht aber zu dem Kegel mit der Axe 
BH in einem aus den Verhältnifsen AD2 : EH2 und BD : BH zusammengesetzten Verhält­
nifse, und es verhält sich

AD2 : EH2 = BD : BH;
also stehet der Kegel, dessen Axe B D, zu dem Kegel, dessen Axe B H ist, in einem aus den 
Verhältnifsen BD : BH und BD : BH zusammengesetzten Verhältnifse, das heifst in dem 
Verhältnifse BD 2 : BH2. Wie sich aber der Kegel mit der Axe BD zu dem Kegel mit 
der Axe BH verhält, so verhält sich auch der konoidische Abschnitt mit der Axe BD zu 
dem mit der Axe BH; denn jeder von diesen ist anderthalbmal so grofs, als jene. 
Auch ist dem Abschnitte mit der Axe BD der Abschnitt des Konoids gleich, dessen Axe K 
ist; und dem Abschnitte mit der Axe BH der Abschnitt des Konoids, dessen Axe gleich L 
ist; auch ist BD = K und HB=L, folglich erhellet, dafs der Abschnitt des Konoids mit 
der Axe K sich eben so verhält zu dem Abschnitte mit der Axe L, wie K1 : L2,

Satz 27.

Jeder Abschnitt eines hyperbolischen Konoids, welcher mittelst einer zur Axe senk­
rechten Ebene abgetrennt worden ist, verhält sich zu demjenigen Kegel, welcher einerlei Grund­
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fläche und Höhe mit dem Abschnitte hat, wie.die Axe des Abschnitts nebst dem Dreifachen 
des Ansatzes der Axe zu der Axe des Abschnitts nebst dem Doppelten des Ansatzes der Axe.

Es sei der Abschnitt eines hyperbolischen Konoids durch eine Ebene senkrecht zur Axe F.165. 
abgetrennt. Wird derselbe dann noch von einer andern Ebene durch die Axe geschnitten; so 
sei der Schnitt des Konoids die Hyperbel ABC, der abtrennenden Ebene aber die gerade Li­
nie. AC. Die Axe des Abschnitts sei BD, der Ansatz der Axe sei BH=FH = FG. Zu 
beweisen ist, dafs der Abschnitt zu dem Kegel, welcher dieselbe Grundfläche wie der Ab­
schnitt, und dieselbe Axe hat, sich verhalte, wie GD : FD.

Es gebe nun einen Cylinder, welcher dieselbe Grundfläche und Axe hat, wie der Ab­
schnitt, und VA, CY mögen dessen Seiten sein. Auch gebe es einen Kegel Z. welcher zu dem 
Kegel auf der’ Grundfläche des Abschnitts und mit der Axe BD sich verhalten soll, wie 
GD : FD; dann behaupte ich, der Abschnitt des Konoids sei dem Kegel Z gleich. Demi 
wofern er ihm nicht gleich ist, so ist er entweder gröfser oder kleiner.

1) Er sei wo möglich gröfser. Man beschreibe aus Cylindern von gleicher 
Höhe einen Körper in dem Abschnitte, und einen andern darum, so dafs der umschriebene den 
■eingeschriebenen um weniger übertrifft, al? um wie viel dei’ Abschnitt den Kegel Z übertrifft 
(S. 21.); auch erweitere man die Ebenen aller dieser Cylinder bis an den Mantel des Cylin- 
ders, welcher den Kreis um den Durchmesser AC zur Grundfläche, BD aber zur Axe hat. 
Dann wird der ganze Cylinder in Cylinder zerlegt sein, deren Anzahl mit der Zahl der Cy­
linder des umschriebenen Körpers, deren Gröfse aber mit der Gröfse des gröfsten unter jenen 
übereinkommt. Weil nun der äufsere Körper den innern um weniger übertrifft, als der Ab­
schnitt den Kegel Z, und weil der äufsere Körper gröfser ist, als der Abschnitt; so erhellt, 
dafs auch der innere Körper gröfser sei, als der Kegel Z.

Es sei demnach 4 BD =BP, so wird GD =3 HP sein; und weil der Cylinder auf 
dem Kreise um den Durchmesser A C und mit der Axe B D zu dem Kegel auf derselben Grund­
fläche und mit derselben Axe sich verhält, wie GD ; HP; weil ferner der gedachte Kegel zu 
dem Kegel Z sich verhält, wie FD : GD; so wird sieh der erwähnte Cylinder zu dem Kegel 
Z verhalten, wie FD : IIP.

Ferner gebe cs hier so viele mit X bezeichnete Linien, wie es Abschnitte der Linie 
BD giebt, und jede sei FB gleich; auch sei an jede derselben ein Rechteck mit einem über­
ragenden Quadrate angelegt, unter denen das gröfste dem Rechtecke FD X DB, das kleinste 
aber FO X OB gleich sei. Die Seiten der überragenden Quadrate übertreffen sich um gleiche 
Unterschiede, weil eben diese Seiten den Abschnitten auf BD gleich sind, welche gleiche Un­
terschiede haben. Die Seite M, gleich der Linie BD, sei die Seile des gröfsten überragenden 
Quadrats, die kleinste aber sei gleich BO. Ferner gebe es noch andere Rechtecke mit der Be­
zeichnung W, an Menge den vorigen gleich, an Gröfse aber jedes dem gröfsten, nämlich 
FD X DB gleich.

Nun verhält sich der Cylinder, welcher den Kreis um den Durchmesser A C zur 
Grundfläche, zur Axe aber DE hat, zu dem Cylinder, welcher zur Grundfläche den Kreis um 
den Durclunesscr KL, zur Axe aber DE hat, wie DA* : KE2, das heifst wie FD X DB ; 
FEX EB» denn diefs ist eine Eigenschaft jeder Hyperbel, indem das Doppelte des Ansatzes

Aas
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der Axe, d. i. der ans dem Mittelpunkte gezogenen Linie, die gröfse Axe der Hyperbel selbst 
ist. (a) Auch ist FD X BD gleich dem Rechtecke XM, und FE X -BE gleich dem Rechtecke 
XN; denn es ist X = FB, und N = BE, und M=BD. Daher verhält sich der Cylinder, 
dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AC, und dessen Axe DE ist, zu dein Cy­
linder, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser KL, und dessen Axe DE ist, wie 
das Rechteck W zu dem Rechtecke XN. Auf dieselbe Weise zeigt man, dafs auch unter den 
andern Cylindern jeder in dem ganzen mit einer Axe = DE, zu einem in dem innern 
Körper mit derselben Axe sich verhalte, wie das Rechteck W zu dem entsprechenden Recht­
ecke unter denen, welche samt dem überragenden Quadrate an die Linie X angelegt sind.

Es giebt hier also gewisse Gröfsen, nämlich die Cylinder in dem ganzen Cylinder, de­
ren jeder eine Axe = DE hat; ferner andere Gröfsen in gleicher Anzahl, nämlich die Recht­
ecke W, welche paarweise in gleichem Verhältnisse stehen, indem sowohl die Cylinder unter 
sich, als auch die Rechtecke W unter sich gleich sind. Von diesen Cylindern aber werden 
einige mit andern Cylindern des eingeschriebenen Körpers verglichen, der letzte jedoch wird 
gar nicht verglichen; auch werden unter den Rechtecken W einige mit andern Rechtecken, 
Welche samt ihren überragenden Quadraten an die Linien X angelegt sind, in gleicher Folge 
nach einerlei Verhältnisse verglichen, das letzte aber wird nicht verglichen. Daraus geht her­
vor, dafs auch die Summe der Cylinder in dem ganzen zur Summe der Cylinder in dem ein­
geschriebenen Körper sich verhalten werde, wie die Summe der Rechtecke W zur Summe der 
angelegten Rechtecke ohne das gröfste. (ß) Es ward aber bewiesen, dafs die Summe der Recht­
ecke W zur Summe der angelegten Rechtecke ohne das gröfste, in einem grösseren Verhält- 
nifse stehe, als (M + X) : (J X + M) (S. 3.). Daher ist auch

d. ganze Cyl. : inn. Körp. r* FD : HP (y)
Es ist aber nach dem Beweise FD : HP = d. g. Cyl. : Keg. Z 
folglich d. ganze Cyl. : inn. Körp. > d. g. Cyl. : Keg. Z.
Mithin ist der Kegel Z gröfser als der' eingeschriebene Körper; was doch unmöglich ist; denn 
nach dem Beweise war der eingeschriebene Körper gröfser als der Kegel Z, Mithin ist der 
Abschnitt des Konoids nicht gröfser als der Kegel Z.

(S. 2~. «) Nach Apollon. Keg el sch. I. 21.
(,S) Bezeichnet man die fünf Cylinder des ganzen von unten herauf durch A, B, C, D, E, die entsprechenden des 

innern Körpers durch a, b, c, d, die gleichen Rechtecke sämtlich durch W, die ungleichen durch «, ß, 7, J, e, 
so' dafs n = W ist; so hat man

I) A : B =r W : W
B : C = W : W, u. s. w,

2) A : a = W : ß
B : b = W : 7
C : c = W : S
D : d = W : «

Für E giebt es keinen entsprechenden Cylinder des innern Körpers, und eben so wenig für das letzte W 
ein entsprechendes Rechteck. Dann verhält sich (S. 2. Zusatz)

(A + B + C + D 4- E) : G + b + c + d) = (W + W + W + W + W) : + 7 + H «)
(7) Weil FD = FB + BD = X + M

und HP = HB + BP = ä FB + } BD = ä X + i M
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2) Er ist aber auch nicht kleiner; denn er sei wo möglich kleiner. 
Wiederum beschreibe man aus Cylindern von gleicher Höhe einen Körper in dem Abschnitte, 
und einen andern darum, so dafs der äufsere den innern um weniger übertrifft, als um den 
Ueberschufs des Kegels über den Abschnitt, auch sei alles Uebrige wie zuvor konstrüirt. Da 
nun der innere Körper kleiner ist, als der Abschnitt, und der Ueberschufs des Aeufsern über 
den innern Körper kleiner ist, als der des Kegels über den Abschnitt; so folgt, dafs der äuf­
sere Körper kleiner sei, als der Kegel Z.

Wiederum verhält sich der erste Cylinder in dem ganzen, nämlich der mit der Axe 
DE, zu dem ersten Cylinder in dem äufsern Körper, also zu dem mit der Axe DE, wie das 
Rechteck W zu dem Rechtecke XM, denn beide sind gleich. Und unter den übrigen Cylin­
dern verhält sich jeder, dessen Axe = DE ist, in dem ganzen zu einem zugehörigen mit der­
selben Axe in dem äufsern Körper, wie das Rechteck W zu dem gleichvielten Rechtecke un­
ter den an X angelegten nebst dem überragenden Theile, weil eben alle äufseren ohne den 
gröfsten einzeln gleich sind den einzelnen innern mit dem gröfsten. G) Daher wird sich auch 
der ganze Cylinder zu dem äufsern Körper verhalten, wie die Summe der Rechtecke W zur 
Summe der angelegten nebst ihren überragenden Theilen.

Es ist jedoch wiederum erwiesen, dafs die Summe der Rechtecke W zur Summe der 
übrigen in kleinerem VerhältmTse stelle, als (X + AI) : (4 X + 4 M) (S. 3.); daher verhält sich 

d. ganze Cyl. : äufs. Körp. <FD : HP
Es ist aber FD : HP = d. g. Cyl. : Keg. Z
folglich d. ganze Cyl. : äujs. Körp. d. g. Cyl. : Keg. Z
mithin ist der äufsere Körper gröfser, als der Kegel Z; was doch unmöglich ist, indem bewie­
sen ward, der äufsere Körper sei kleiner, als der Kegel Z. Demnach ist der Abschnitt des 
Konoids nicht kleiner als der Kegel Z. Da er also weder gröfser noch kleiner ist, so ist die 
Behauptung erwiesen.

Satz 28«
Wenn auch der Abschnitt eines hyperbolischen Konoids durch eine zur Axe nicht 

senkrechte Ebene abgelrennt ist; so wird er sich doch zu einem Kegelschnitte auf der Grund­
fläche und mit der Axe des Abschnitts verhallen, wie die Axe des Abschnitts nebst dem Drei­
fachen des Ansatzes der Axe zu der Axe nebst dem Doppelten des Ansatzes der Axe.

Es sei der Abschnitt eines hyperbolischen Konoids der Angabe gemäfs abgetrennt. WirdF.166. 
dann dieser Körper noch von einer andern Ebene durch die Axe senkrecht zu der den Ab­
schnitt abscheidenden geschnitten, so sei der Schnitt des Körpers die Hyperbel ABC, der 
Durchschnitt der trennenden Ebene aber die gerade Linie AC. Der Scheitel des uinspannen-

Q) Wenn in Airmltg. ß dnreh die Buchstaben a, b, C, d, die Cylinder des innern Körpers bezeichnet wurden, so 
ist jetzt a der zweite Cylinder des äufsern Körpers, b der dritte etc., indem A selbst der erste ist. Maa 
hat also jetzt folgende Proportionen nach der vorigen Bezeichnung

A : A = W : «
B : a i= W : ß
C ; b =i W : 7, ü. s. w.
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den Kegels sei der Punkt H. Man ziehe durch B die Berührungslinie VY der Hyperbel par­
allel mit AC, ihr Berührungspunkt sei B; auch ziehe man die Verbindungslinie HB und ver­
längere sie, so wird diese die Linie AC halblheilen, und es wird B der Scheitel des Abschnitts" 
BD aber dessen Axe, und BH der Ansatz der Axe sein. Es sei ferner BH=HF = FG 
und mau errichte über VY eine Ebene parallel der durch AC; so wird sie das Konoid in B 
berühren. Weil nun die Ebene durch A C das Konoid nicht senkrecht zur Axe schneidet so 
wird der Schnitt eine Ellipse, und deren gröfse Axe C.A sein (S. 14.). Da hier mithin eine 
Ellipse um die Axe AC und eine aus deren Mittelpunkt errichtete Linie BD in einer Ebene 
vorhanden ist, welche selbst durch eine Axe senkrecht zu der Ebene der Ellipse liegt- so ist 
es möglich, einen Cylinder zu finden, dessen Axe auf der geraden Linie BD, und in dessen 
Mantel die Ellipse um die Axe AC sich befindet (S. 10.). Ist dieser gefunden,’so wird es also 
ein Cylinderstück geben, welches einerlei Grundfläche mit dem Abschnitte und dieselbe Axe 
hat; die zweite Grundfläche desselben aber wird die Ebene durch VY sein. Ferner ist es mög­
lich, einen Kegel zu finden, dessen Scheitel der Punkt B ist, und in dessen Mantel die Ellipse 
um die Axe AC sich befindet (S. 9.). Ist derselbe gefunden, so wird es hier einen Kugelab­
schnitt geben, welcher mit dem Cylinderstücke sowohl, als mit dem Abschnitte selbst einerlei 
Grundfläche und Axe hat. Zu zeigen ist nun, dafs der Abschnitt des Konoids zu dem e- 
dachteu Kegelabschnitte sich verhalte, wie GD :DF. ^C~

Es sei nämlich GD : DF= Keg. 7, : Kegelalschnitt}
dann behaupte ich, der Abschnitt des Konoids sei gleich dem Kegel Z. Wofern nämlich der 
Kögelabschnitt dein Kegel nicht gleich ist, so sei er

1) gröfser, wenn diefs möglich ist. Man beschreibe dann einen aus Cylinder 
stücken von gleicher Höhe bestehenden Körper in dem Abschnitte des Konoids, und einen an­
dern darum; so dafs der äufsere Körper den innern um weniger übertrifft, als um den Un" 
terschied des Abschnitts und des Kegels Z. Weil nun der äufsere Körper gröfser ist, als der 
Abschnitt, und den innern um weniger übertrifft, als der Abschnitt den Kegel; so’erhellet 
dafs der innere Körper gröfser ist, als der Kegel Z.

Man erweitere die Ebenen sämtlicher Cylinderstücke in dem eingeschriebenen Körper 
bis an den Mantel des ganzen, welcher einerlei Grundfläche und Axe mit dem Abschnitte hat- 
auch sei BP = f BD und alles Uebrige wie zuvor konstruirt. Dann verhält sich gleichfalls 
das erste Cylinderstück in dem ganzen, nämlich das mit der Axe DE, zu jem ersten (jes 
geschriebenen Körpers mit derselben Axe DE, wie AD2 : KE2; denn als Cylinderstücke von 
gleicher Höhe verhalten sie sich zu einander wie ihre Grundflächen (S. n.); ihre Grundflä­
chen aber, da sie ähnliche Ellipsen sind (S. 15, Folg.), verhallen sich zu einander wie die 
Quadrate der gleichliegenden Axen. Es ist aber

AD2 : KE2 = FD X DB : FE X EB, 
weil tBD durch den Punkt H, wo auch die Asymptoten Zusammentreffen, gezogen ist und 
weil AD, KE, der Berührungslinie durch B parallel sind. Es ist jedoch FD X DB dem 
Rechtecke W, und FE X Eß dem Rechtecke XN gleich. Daher verhält sich das erste Cy­
linderstück in dem ganzen, nämlich das mit der Axe DE, zu dem ersten des innern Körpers 
also zu dem mit der Axe DE, wie das Rechteck W zu dem Rechtecke XN; und unter den’ 
übrigen Cylinderstücken verhält sich jedes in dem ganzen, d. h. jedes, dessen Axe gleich DE 
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ist, wie das Reel)teck W zu dem entsprechenden Rechtecke unter denen, die mit ihren über­
ragenden Quadraten, an X gelegt sind.

Es giebt hier demnach wieder eine Anzahl Gröfsen, nämlich die Cylinderslücke in dem 
ganzen; und noch andere Gröfsen in derselben Anzahl, nämlich die Rechtecke W, welche 
paarweise in demselben Verhältnifse stehen, wie jene. («) Auch werden jene Cylinderstücke 
mit andern, nämlich mit denen des eingeschriebenen Körpers verglichen, mit Ausnahme des 
letzten, was nicht verglichen wird; endlich werden die Rechtecke W mit andern Rechtecken, 
die an X angelegt sind und überragende Quadrate haben, in gleicher Reihenfolge nach densel­
ben Verhältnifsen verglichen, das letzte jedoch nicht. Es erhellet folglich, dafs die Summe 
der ersteren Cylinderslücke zur Summe der letztem sich verhalten werde, wie die Summe der 
Rechtecke W zur Summe der angelegten Rechtecke ohne das gröfste. (ß). Allein die Summe 
der Rechtecke W steht zur Summe der angelegten Rechtecke ohne das gröfste in einem gröf- 
seren Verhältnifse, als die Linie (M 4- X) : (J X ~|- y M) (S. 3.). Daher verhält sich

d. ganze Cylinderstück : inn. Körp. (M + X) : X + j M) 
also auch d. g. Cylinderstüclt : inn. Körp. FD : HP
mithin d. g. Cylinderstück : inn. Körp. j> d. g. Cylinderst. : Keg. Z.
was doch unmöglich ist'; denn cs ward bewiesen, dafs der innere Körper gröfser sei, als der 
Kegel Z. Daher ist der Abschnitt des Konoids nicht gröfser als der Kegel Z.

2) Wenn dagegen der Abschnitt des Konoids kleiner ist, als der Ke­
gel Z, so beschreibe man einen aus Cylinderstücken von gleicher Höhe bestehenden Körper 
in dem Abschnitte, und einen andern darum; so dafs der äufsere den innern um weniger über­
trifft, als um wieviel der Kegel Z den Abschnitt übertrifft; dann läfst sich auf gleiche Weise 
wieder zeigen, ,dafs der äufsere Körper kleiner sei, als der Kegel Z, und dafs ein Cylinder- 
stück, welches dieselbe Grundfläche und Axe wie der Abschnitt hat, zu dem äufseren Körper 
in kleinerem Verhältnifse stehe, als zu dem Kegel Z; was doch unmöglich ist Daher ist der 
Abschnitt des Konoids auch nicht kleiner als der Kegel Z; und so erhellet das Behauptete.

Satz 29.
Wenn irgend ein Sphäroid von einer zur Axe senkrechten Ebene durch den Mittel­

punkt geschnitten wird; so ist die Hälfte des Sphäroids zweimal so grofs, als ein Kegel von 
derselben Grundfläche und Axe mit dem Abschnitte selbst.

Es sei ein Sphäroid von einer zur Axe senkrechten Ebene durch den Mittelpunkt ge-F.167. 
schnitten. Wird dafselbe dann von einer andern Ebene, und zwar durch die Axe geschnitten, 
so sei der Durchschnitt des Körpers die Ellipse AB CD, ihre Axe, und zugleich die Axe des 
Sphäroids sei BD, der Mittelpunkt aber H. (Es macht keinen Unterschied, ob BD die gröfse 
oder die kleine Axe der Ellipse ist.) Der Durchschnitt der den Körper abirennenden Ebene 
sei die gerade Linie CA; so wird diese durch II gehen und rechte Winkel bei H bilden, weil 
die Ebene nach der Voraussetzung durch den Mittelpunkt und senkrecht zur Axe gelegt ist.

(S. 28. «) Denn die Cylinderstücke sind unter sich gleich, und eben so die* Rechtecke W. 
(£) Siehe Anm. ß zum vorigen Satze.
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Es soll gezeigt, werden, dafs das halbe Sphäroid, dessen Grundfläche der Kreis um den Durch­
messer AC, und dessen Scheitel B ist, zweimal so grofs sei, als der Kegel, welcher dieselbe 
Grundfläche und dieselbe Axe wie d.er Abschnitt hat.

Es gebe nämlich einen Kegel mit der Bezeichnung Z, zweimal so grofs, als den Kegel, 
welcher einerlei Grundfläche mit dem Abschnitte und einerlei Axe, nämlich HB hat. Ich be­
haupte, die Hälfte des Sphäroids sei dem Kegel Z gleich. Denn w.ofern das Halbspharoid dem 
Kegel Z nicht gleich ist, so sei dafselbe

Q wo möglich gröfser.xMan beschreibe einen aus Cylindern von gleicher Höhe 
bestehenden Körper in dem halben Sphäroid, und einen andern darum, so dafs der äufsere 
Körper den innern um weniger übertrifft, als um den Unterschied des halben Sphäroids und 
des Kegels Z. Weil also der äufsere Körper gröfser ist, als das Halbspharoid, und den innern 
Körper' um weniger übertrifft, als das1 Halbspharoid den Kegel Z; so ist einleuchtend, dafs 
der in dem Halbspharoid beschriebene Körper gröfser sei, als der Kegel Z.

Es gebe ferner einen Cylinder auf dem Kreise um den Durchmesser AC als Grundflä­
che und mit der Axe BH. Weil nun dieser Cylinder dreimal so grofs ist, als ein Kegel, «welcher 
einerlei Grundfläche und Axe mit dem Abschnitte hat, der Kegel Z aber zweimal so grofs, als 
ebenderselbe Kegel; so erhellet, dafs der Cylinder anderthalbmal so viel beträgt, als der Ke­
gel Z. (X) Alan erweitere hierauf die Ebenen aller Cylinder, aus denen der innere Körper ge­
bildet ist, bis an den Mantel des Cylinders, welcher die Grundfläche und Axe des Abschnitts 
hat; so wird der, ganze Cylinder in so viele Cylinder zerlegt, als es Cylinder in dem äufsern 
Körper giebt, und jeder wird dem gröfsten derselben gleich sein.

Es gebe nun so viele Linien mit der Bezeichnung X, als es Abschnitte der geraden Li­
nie BH giebt, jede gleich BH, und auf jeder sei ein Quadrat beschrieben. Von dem letzten 
Quadrate nehme man ein Gnomon weg, dessen Breite gleich BI ist, was demnach dem Recht­
eck BI X ID gleich sein wird, (p) Von dem nächsten Quadrate nehme man ein Gnomon 
weg, dessen Breite gleich 2 BI ist, so wird dieses dem Rechteck BO X Ob gleich sein: und 
wenn man von jedem folgenden Quadrate ein Gnomon wegnimmt, dessen Breite immer um 
einen Abschnitt gröfser ist, als die Breite des eben vorher weggenommenen Gnomons; so 
wird jedes einem Rechtecke unter solchen Abschnitten der Linie BD gleich sein, deren einer 
der Breite des Gnomons gleich ist. Daher wird daun der Rest des zweiten Quadrats ein Qua­
drat mit der Seite HE sein. (7) Nun verhält sich der erste Cylinder in dem ganzen, nämlich 
der mit der Axe HE, zu dem ersten Cylinder in dem innern Körper, d. h. zu dem mit der­
selben Axe IIE, wie IIA2 ; LE2, also auch wie BH X HD t BE X ED. Es verhält sich 

also

(S. 29. «) Der gante Cylinder sei K, ein Kegel auf derselben Grundfläche und mit derselben Axe sei A, so ist 
K = 3A, Z = 2A, mithin K = £ Z.

F. 167 (0) Es sei a» ~ BU> 8C = BII*, gh = cf = Bf; man ziehe hb 4: ag durch h nnd fd = ac durch f, so ist 
u.Iö7,a hat ein Gnomon ? dessen Breite = Bl ist.

Es ist aber h a f = g b + b f = a g x g h + b c x cf = (a g + b c) X S h 
oder haf = (BH + IH) x BI = ID X BI

(7) Dieses zweite Quadrat ist nämlich = BH»; davon wird weggenommen das Rechteck BExED, also ist der 
Rest = BH2 - BExED = BH* - (BH - HE) X (BH + HE) = BH» - (BH» - HE») = HE* 
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also der eine Cylinder zu dem andern, wie das erste Quadrat zu dem von dem zweiten weg- 
genommenen Gnomon. Auf gleiche Weise wird sich jeder der übrigen Cylinder, dessen Axe 
= HE ist, zu einem mit derselben Axe in dem innern Körper verhalten, wie das ihm ent­
sprechende Quadrat zu dem Gnomon, welches von dem darauf folgenden Quadrate weggenom­
men ist.

Es giebt hier folglich eine Anzahl Gröfsen, nämlich die Cylinder in dem ganzen; und 
wieder andere in derselben Menge und paarweise proporliouirt, nämlich die Quadrate der Li­
nien X. Q) Es werden ferner die Cylinder mit andern Gröfsen verglichen, nämlich mit den Cy- 
lindern des eingeschriebenen Körpers, wobei jedoch der letzte gar nicht verglichen wird; und 
die Quadrate werden wieder mit andern Gröfsen, nämlich mit den von den Quadraten wegge­
nommenen Gnomonen der Reihe nach in denselben Verhältnifsen verglichen, mit Ausnahme 
des letzten Quadrats, was gar nicht verglichen wird. Daher wird sich die Summe der Cylin­
der in dem ganzen zur Summe der übrigen Cylinder verhalten, wie die Summe der Quadrate 
zur Summe der von ihnen weggenommenen Gnomone (S. 3.). Also verhält sich der ganze 
Cylinder mit der Grundfläche und Axe des Abschnitts zu dem innern Körper, wie die Sum­
me der Quadrate zur Summe der von ihnen weggenommenen Gnomone. Die Summe der Qua­
drate beträgt aber mein- als anderthalbmal so viel, als die Summe der weggenommenen Gno­
mone. Denn es giebt hier gewisse Linien XI’, XS, XT, XY, XV, deren Unterschiede un­
ter sich und der kleinsten Linie gleich sind; auch giebt es eben so viele andere Linien mit 
der Bezeichnung XX, deren jede der gröfsten unter jenen gleich ist. Die Summe der Qua­
drate der Linien also, welche der gröfsten gleich sind, beträgt weniger, als die dreifache 
Summe der Quadrate der Linien mit gleichen Unterschieden, mehr jedoch, als das Drei­
fache der Summe jener Quadrate nach Abzug des Quadrats der gröfsten Linie. Diefs näm­
lich ist in der Schrift über die Schneckenlinien bewiesen (Schnecken!. S. IO. Folg. I. 2.). 
Weil nun die Summe jener Quadrate kleiner ist, als die dreifache Summe der von jenen weg­
genommenen Quadrate; so erhellt, dafs sie mehr betragt, als das anderthalbmalige des Unter­
schieds beider Summen, d. h. mehr als das Anderthalbmalige der Gnomone. (s) Demnach be­
trägt auch der Cylinder, welcher die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, mehr als das 
Anderthalbmalige des innern Körpers; was doch unmöglich ist: denn er beträgt anderthalbmal 
so viel, wie der Kegel Z, und es ward bewiesen, dafs der innere Körper gröfser sei, als der 
Kegel Z. Es ist folglich das Halbsphäroid nicht gröfser, als der Kegel Z. — Aber auch nicht 
kleiner; denn es sei

2) wo möglich kleiner. Mau beschreibe wieder einen aus gleich hohen Cylindern 
bestehenden Körper in dem Halbsphäroid, und einen andern darum, so dafs der äufsere Kör­
per den innern um weniger als um den Unterschied des Kegels und Halbsphäroids übertrifft, 
und alles Uebrige werde wie zuvor konstrnirt. Weil nun der innere Körper kleiner ist, als der

G) Denn die Quadrate sind unter sich gleich, und die Cylinder ebenfalls.
G) Die Summe der gröfsen Quadrate sei S, die Summe der weggenommenen Gnomone sei G, die Summo der

übrigbleibenden Quadrate sei s, so ist S - s = G; auch hat man S < 3s, oder J S <5 s> und zieht man di«
letztere Gleichung von 8 — S ab, so ergiebt sich | 8 > S - S, also 8 > J (S - D, oder S > j G.

Bb
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Abschnitt, so ist offenbar auch der äufsere Körper kleiner als der Kegel Z. Es verhält sich 
nun wieder der erste Cylinder in dem ganzen, nämlich der mit der Axe HE, zu dem ersten 
Cylinder des umschriebenen Körpers, nämlich zu dem mit der Axe HE, wie das erste Qua­
drat zu sich selbst. Der zweite aber unter den Cylindern in dem ganzen, also der mit der 
Axe E Q, verhält sich zu dem zweiten des äufsern Körpers, also zu dem mit der Axe E Q, 
wie das zweite Quadrat zu dem von ihm weggenommenen Gnomon:^) und unter den übri­
gen Cylindern verhält sich jeder in dem ganzen, also jeder, defsen Axe = HE ist, zu dem 
entsprechenden Cylinder mit derselben Axe in dem äufsern Körper, wie das jenem entspre­
chende Quadrat zu dem von ihm weggenommenen Gnomon. Daher wird die Summe der Cy­
linder in dem ganzen zur Summe der Cylinder in dem äufsern Körper sich verhalten, wie die 
Summe der Quadrate zu einer Summe aus dem ersten Quadrate, nebst den von den übrigen 
Quadraten weggenommenen Gnomonen. Nun ist die Summe der Quadrate kleiner, als das An­
derthalbmalige der Summe aus dem ersten Quadrate und aus den von den übrigen weggenom- 
menen Gnomonen; weil die erstere Summe mehr beträgt, als das Dreifache der Quadrate der 
Linien mit gleichen Unterschiede:! ohne das Quadrat der gröfsten. Defshalb beträgt der 
Cylinder, welcher die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, weniger als das Anderthalb­
malige des äufsern Körpers; und eben diefs ist unmöglich, denn jener Cylinder beträgt andert- 
halbmal so viel, als der Kegel Z, und es ward bewiesen, der äufsere Körper sei kleiner, als 
der Kegel Z. Folglich ist das Halbsphäroid, nicht kleiner als der Kegel Z. Weil dasselbe nun 
weder gröfser noch kleiner ist, so ist es ihm gleich.

Satz 30.

Wenn auch das Sphäroid von einer Ebene durch den Mittelpunkt nicht senkrecht zur 
Axe geschnitten wird; so wird gleichfalls das Halbsphäroid zweimal so grofs sein, als ein Ke­
gel, welcher die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat.

F. 16s. Das Sphäroid sei geschnitten. Wird dasselbe noch von einer andern Ebene durch die 
Axe senkrecht gegen jene schneidende Ebene geschnitten, so sei der Durchschnitt des Körpers 
die Ellipse AB CD, und H deren Mittelpunkt, der Durchschnitt der trennenden Ebene aber 
sei die gerade Linie A C, welche durch H gehen wird, weil jene Ebene nach der Voraussez- 
zung durch den Mittelpunkt geführt ist. Es wird hier mithin eine Ellipse um die Axe AC ge­
ben, weil vorausgesetzt wurde, dafs die schneidende Ebene nicht senkrecht gegen die Axe ge­
legt sei. Man ziehe parallel zu A C die Berührungslinien KL, MN, der Ellipse für die Punk­
te B, D, und errichte auf KL, MN, Ebenen parallel mit der durch AC, so werden diese die 
Ellipse in B, D, berühren (S. 17, 2), und eine Verbindungslinie zwischen B, D, wird durch 
H gehen (S. 18.); die Scheitelpunkte der Abschnitte werden B, D, sein, die Axen aber BH. 
HD. Dann läfst sich ein Cylinder mit der Axe BH finden, in dessen Mantel die Ellipse um 
die Axe AC liegen wird. (S. 10). Ist dieser gefunden, so wird es ein Cylinderstück geben, was

(t) Denn das vom zweiten Quadrate weggenommene Gnomon ist dem Rechtecke BExED gleich.
(?) Behält man die in Anmerk, « gewählte Bezeichnung bei, und setzt XP* = q, so ist (Schnecken!. S. 10 

Folg. 2.) S i> 3 (s - q); oder $ 3 > s-q; zieht man diese Gleichung von S = S ab , 50 erhält man | S < 
S - a + q, oder S •< f (8 - s + q), oder S < | (G + q).
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die Grundfläche und Axe des Halbsphäroids hat; auch läfst sich ein Kegel mit dem Scheitel 
B finden, in dessen Mantel die Ellipse um die Axe AC liegen wird (S. 90? und ist dieser ge­
funden, so wird es einen Kegelabschnitt geben, welcher die Grundfläche und Axe des Ab­
schnitts hat. Ich behaupte demnach, dafs die Hälfte des Sphäroids zweimal so grofs sei, als 
dieser Kegelabschnitt. Es sei nämlich der Kegel Z zweimal so grofs als jener Kegelabschnitt; 
wofern dann das Halbsphäroid dem Kegel Z nicht gleich ist, so sei es

l) wo möglich gröfser. Man beschreibe aus gleich hohen Cylinderstücken einen 
Körper in dem Halbsphäroid, und einen andern um dasselbe, dergestalt dafs der Unterschied 
des äufsern und innern Körpers gröfser ist, als der des Halbsphäroids und des Kegels Z. Auf 
ähnliche Weise wie zuvor wird man nun zeigen, dafs der in dem Halbsphäroid beschriebene 
Körper gröfser sei, als der Kegel Z; dafs ferner das Cylinderstück mit der Grundfläche und 
Axe des Abschnitts so viel betrage, als das Anderthalbmalige des Kegels Z, mehr aber als das 
Anderthalbmalige des in dem Halbsphäroid beschriebenen Körpers. Und eben diefs ist unmög­
lich; daher wird das Halbsphäroid nicht gröfser sein, als der Kegel Z.

2) Wenn es aber kleiner ist, so beschreibe man aus Cylinderstücken von glei­
cher Höhe einen Körper in dem Halbsphäroid, und einen andern darum, dergestalt dafs der 
Unterschied des äufsern und innern Körpers kleiner ist, als der Unterschied des Kegels und 
des Halbsphäroids. Dann wird man wiederum wie zuvor zeigen, dafs der äufsere Kprper klei­
ner sei, als der Kegel Z; dafs ferner das Cylinderstück mit der Grundfläche und Axe des Ab­
schnitts so grofs sei, wie das Ändert halbmalige des Kegels Z, kleiner aber, als das Andert­
halbmalige des äufsern Körpers; was doch unmöglich ist. Daher wird denn das Halbsphäroid 
auch nicht kleiner sein, als der Kegel Z; mithin ist es demselben gleich, da es weder gröfser 
noch kleiner ist; und somit erhellet, was bewiesen werden sollte.

Satz 31.
Wenn ein Sphäroid von einer Ebene nicht durch den Mittelpunkt, doch senkrecht zur 

Axe geschnitten wird, so verhält sich der kleinere Abschnitt zu dem Kegel auf der Grund­
fläche und mit der Axe des Abschnitts, wie die halbe Axe des Sphäroids nebst der Axe des 
gröfsern Abschnitts zu der Axe des gröfsern Abschnitts.

Ein Abschnitt eines Sphäroids sei mittelst einer zur Axe senkrechten Ebene, nicht durchF.169 
den Mittelpunkt, abgetrennt. . Wird derselbe, noch von einer andern Ebene durch die Axe 
geschnitten; so sei der Schnitt des Körpers die Ellipse ABC; die Axe des Schnitts und des 
Sphäroids sei BF, der Mittelpunkt sei H; der Durchschnitt der abtrennenden Ebene sei die 
gerade Linie AC, welche mit BF rechte Winkel bilden wird, da die Ebene nach der Voraus­
setzung senkrecht zur Axe steht. Der abgetrennte Abschnitt, dessen Scheitel B ist, sei kleiner 
als das Halbsphäroid, und es sei BH=FG. Zu beweisen ist, dafs der Abschnitt, dessen 
Scheitel B ist, zu einem Kegel auf der Grundfläche des Abschnitts und mit dessen Axe sich 
verhalte, wie DG ; DF.

Es gebe einen Cylinder, welcher dieselbe Grundfläche und Axe hat, wie der kleinere 
Abschnitt; auch gebe es einen Kegel mit der Bezeichnung Z, welcher zu dem Kegel auf der 
Grundfläche und mit der Axe des Abschnitts sich verhält, wie DG : DF. Ich behaupte nun, 
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dafs der Kegel Z gleich sei dem Abschnitte mit dem Scheitel B; denn wofern er ihm nicht 
gleich ist, so sei er

l) wo möglich kleiner. Man beschreibe einen aus Cylindern von gleicher Höhe 
bestehenden Körper in dem Abschnitte, und einen andern darum, so dafs der umschriebene 
den eingeschriebenen um weniger übertrifft, als um den Ueberschufs des Abschnitts über den 
Kegel Z (S. 21.). Da also der äufsere Körper, gröfser als der Abschnitt, den innern um we­
niger übertrifft, als der Abschnitt den Kegel; so erhellt, dafs der innere Körper gröfser ist, 
als der Kegel Z.

Es sei nun BP — ? BD; w’eü dann BG = 3 B H, so wird auch D G = 3 HP sein. («) 
Demnach verhält sich ein Cylinder, welcher die Grundfläche des Abschnitts und die Axe BD 
hat, zu einem Kegel von derselben Grundfläche und Axe, wie DG : HP; der gedachte Ke­
gel aber verhält sich zu dem Kegel Z, wie DF : DG; folglich wird sich der Cylinder, wel­
cher die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, zu dem Kegel Z verhalten, wie DF : HP.

Man setze nun so viele gerade Linien mit der Bezeichnung XN, als es Abschnitte der 
Linie BD giebt, und jede = FD; auch setze man jede der Linien XO = BD, so wird jede 
der Linien NO = 2 HD sein, (ß) An jede dieser Linien lege man ein Rechteck, dessen Brei­
te = B D ist, so dafs also jedes derselben ein Quadrat der Axe des Abschnitts enthält. Man 
nehme dann von dem ersten ein Gnomon wog, dessen Breite = BQ, und auf dieselbe Weise 
von jedem folgenden Rechtecke ein Gnomon, deren Breite um einen Abschnitt kleiner ist, als 
die Breite des von dem vorhergehenden weggenommenen Gnomons. Dann wird das vom er­
sten Rechtecke genommene Gnomon dem Rechtecke BE X EF gleich sein, und das übrigblei­
bende neben NO liegende Rechteck wird ein überragendes Quadrat haben, dessen Seite = DE 
ist; (7) das vom zweiten Rechtecke weggenommene Gnomon aber ' wird = F Q X Q B sein, 
und das übrigbleibende neben NO liegende Rechteck ein überragendes Quadrat haben, und so 
weiter. Zugleich erweitere man die Ebenen aller Cylinder, aus denen der in dem Abschnitte 
beschriebene Körper besteht, bis an den Mantel des Cylinders, welcher einerlei Grundfläche 
und Axe mit dem Abschnitt hat. Dann wird der ganze Cylinder in eben so viele Cylinder 
zerlegt sein, wie der äufsere Körper, und jeder ist dem gröfsten gleich. Es verhält sich aber 
der erste Cylinder in dem ganzen, also der mit der Axe DE, zu dem ersten Cylinder des In­
nern Körpers, also zu dem mit der Axe DE, wie DC 2 ; KE2, also wie BD X DF : BE X EF. 
Demnach verhält sich der eine Cylinder zu dem andern, wie das erste Rechteck zu dem da­
von weggenommenen Gnomon; und eben so verhält sich unter den andern Cylindern jeder,

(S. 31. «) Man hat nämlich 3 IIP = 3 BH - 3 BP = BG - BD = DG
"■löga Denn es ;st No _ - XO = FD - BD = BH + HD - BD = BD + 2 HD - BD t= 2HD

(7) Es sei am ein Rechteck, ad = FD, ak = BD, cd = ek = BE. Man ziehe eg t ad> und verlängere eg 
bis h, ferner cg ak; so üt d me ein Gnomon, und man hat

dme = dg + hk = cdxdh + ek x^m = cd • Cdh + km) = cd . (ae + ad)
Nun istae = ak-ek = BD - BE = DE, und ad = F D,
mithin dm e c= BE X (DE 4- FD) = BE x EF.

Macht man dann bd = ak = BD, und zieht bl^nk, so ist a g = a f + b g, und bg = bexcFi 
allein man hatbc = bd-cd = BD-BE = DE, und c g = a e ss DE, mithin a g = DE*. 
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dessen Axe = DE ist, in dem ganzen zu dem entsprechenden Cylinder mit derselben Axe in 
dem hinein Körper, wie das eben so vielte Rechteck zu dem davon weggenommenen Gnomon.

Es giebt hier folglich eine Anzahl Gröfsen, nämlich die Cylinder in dem ganzen, und 
eben so viele andere Gröfsen, nämlich die an XN angelegten Rechtecke, deren Breite = BD 
ist, und welche paarweise wie jene sich verhalten. Die Cylinder aber werden mit andern 
Cylindern, nämlich denen des innern Körpers verglichen, mit Ausnahme des letzten, was 
nicht verglichen wird; ferner die Rechtecke mit andern Flächenräumen, die von ihnen weg­
genommen sind, und zwar die entsprechenden nach gleichen Verhältuifsen, mit Ausnahme des 
letzten gar nicht verglichenen Rechtecks. Mithin erhellet, dafs auch die Summe der ersteren 
Cylinder zur Summe der letzteren sich verhalten werde, wie die Summe der Rechtecke zur 
Summe der Gnomone (S. 2.). Folglich wird sich der Cylinder mit der Grundfläche und Axe 
des Abschnitts zu dem in dem Abschnitte beschriebenen Körper verhalten, wie die Summe 
der Rechtecke zur Summe der Gnomone.

Weil hier ferner eine Anzahl gleicher Linien mit der Bezeichnung NO vorhanden ist, 
und an jeder ein Rechteck mit einem überragenden Quadrate liegt, auch die Seiten dieser über­
ragenden Quadrate unter sich gleiche Unterschiede haben, der Unterschied selbst aber der 
kleinsten Linie gleich ist; und weil noch eben so viele andere Rechtecke an XO angelegt sind, 
deren Breite = BD, und deren jedes dem gröbsten gleich ist: (S) so folgt, dafs die Summe 
der Rechtecke, deren jedes dem gröfsten gleich ist, zur Summe der andern Rechtecke in klei­
nerem Verhältnifse stehen werde, als XN :(JNO+ f XO) (S. 3.). Daraus geht hervor, dafs 
die Summe jener Rechtecke zur Summe der Gnomone in gröfserem Verhältnifse stehen werde, 
als XN : G NO 4-| XO); (1) mithin steht der Cylinder mit der Grundfläche und Axe des 
Abschnitts zu dem innern Körper in einem gröfseren Verhältnifse, als XN ; G N 0 4* t XO)« 
Es ist aber XN = DF, und 4 NO = DH, und f XO = DP; daher ist

Cyl. : eingeschr. Körp. {> DF : H P
Ra ward aber bewiesen, dafs sich verhalte

DF : HP = Cyl. : Keg. Z 
folglich Cyl. : eingeschr. Körp. Cyl. : Keg. Z.

und diefs ist unmöglich, da man bewiesen hat, dafs der eingeschriebene Körper gröfser sei, 
als der Kegel Z. Demnach ist der Abschnitt des Sphäroids nicht gröfser als der Kegel Z.

2) Daher sei denn, wo möglich, der Abschnitt kleiner als der Ke­
gel Z. Man beschreibe wieder einen aus gleich hohen Cylindern bestehenden Körper in dem

(J) Unter diesen Rechtecken sind die Rechtecke NX verstanden,
Q) Die Summe der Rechtecke NX sei S, die Summe der an N O angelegten Rechtecke mit ihren überragenden 

Quadraten sei s, die Summe der weggenommenen Gnomone sei G; ferner sei die Linie NX = a und J NO + 
1 XO = b; so ist s — S - G, und man hat

S a
St » : bi oder —

folglich JiL < , oder mithin JL > —1—

Kim ist a = N O -f- X 0, und a - b == N 0 + X0~£N0-jX0sjN0 + } X O, folglich
S : G > NX ; G NO + ? XO)
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Abschnitte, und einen andern darum, so dafs der Unterschied des äufseril und innern Körpers 
geriuo-er ist, als der des Kegels Z und des Abschnitts; auch sei alles Uebrige wie zuvor kon- 
struirt. Weil demnach der innere Körper kleiner als der Abschnitt ist, der äufsere aber den 
innern um weniger übertrifft, als der Kegel den Abschnitt; so folgt, dafs auch der äufsere 
Körper kleiner sei, als der Kegel Z.

Wiederum verhält sich nun der erste Cylinder mit der Axe DE in dem ganzen zu 
dem ersten Cylinder mit derselben Axe in dem äufsern Körper, wie das letzte Rechteck, was 
-m XN angelegt ist, und eine Breite = BD hat, zu sich selber, denn beidemal ist eins dem 
andern «deich. Der zweite Cylinder aber, dessen Axe = DE ist, in dem ganzen, verhält sich 
zu dem zugehörigen des äufsern Körpers, wie das erste der au XN angelegten Rechtecke, des­
sen Breite = BD ist, zu dem davon weggenommenen Gnomon; und unter den andern Cylin- 
dern verhält sich jeder, dessen Axe = DE ist, in dem ganzen, zu dem zugehörigen des äuf­
sern Körpers, wie das entsprechende unter den an XN angelegten Rechtecken zu dem Gno­
mon welches von dem unmittelbar vorhergehenden weggenommen ist. Daher wird aus den­
selben Gründen wie zuvor, die Summe der Cylinder in dem ganzen zur Summe der Cylinder 
in dem äufsern Körper sich verhalten, wie die Summe der an XN angelegten Rechtecke zur 
Summe des letzten Rechtecks und sämtlicher von den übrigen weggenommenen Gnomone. Weil 
nun bewiesen ist, dafs die Summe der an XN angelegten Rechtecke zur Summe der mit ih­
ren überragenden Quadraten an NO angelegten Rechtecke, olme das gröfste, in einem gröfse- 
ren Verhältnifse stehe, als XN : Q NO + } XO) (S. 3.); so erhellet, dafs jene Summe zu dem 
Reste das heifst zu dem letzten Rechtecke nebst den von den übrigen weggenommenen Gno­
monen in kleinerem Verhältnifse stehe, als XN : (| NO + j XO> (0 Daraus geht hervor, 
dafs auch der Cylinder, welcher die Grundlläche und Axe des Abschnitts hat, ZU dem äufsern 
KKiwr in kleinerem Verhältnifse sei, als FD : IIP. Es ist aber
K 1 FD : HP=C)7. : Keg. Z,

folgl. Cyl. : aufs. Körp. < Cyl. : Keg. Z;
und diefs ist unmöglich, weil gezeigt worden, der äufsere Körper sei kleiner als der Kegel Z. 
Daher ist der Abschnitt des Sphäroids nicht kleiner, als. der Kegel Z; und weil er also we­
der gröfser noch kleiner ist, so ist er ihm gleich.

Satz 32.
Wenn hiernächst ein Sphäroid von einer Ebene weder senkrecht zur Axe, noch durch 

den Mittelpunkt geschnitten wird; so wird der kleinere Abschnitt desselben zu einem Kegel- 
abschuitte auf der Grundlläche und mit der Axe des Abschnitts sich verhalten, wie die halbe 
Verbindungslinie der Scheitelpunkte der entstandenen Abschnitte nebst der Axe des gröfseren 
Abschnitts zur Axe des gröfseren Abschnitts.

(?) Man behalte die Bezeichnung in der letzten Anmerkung bei, und setze noch das Rechteck NX — A; so ward 

bewiesen, dafs S : (s - A) > a : b; also s_^J + Aj ~g~

G + A . a - b S - (G 4- A) . h . f j„i 5
mithin S - (G + A) > b ’ °der G + A M a - b ’ • 0 ' G + A ' a - b‘
woraus folgt S : (G + A) <! NX : (j NO + }XO)



und Sphäroidou» 199

Ein Sphäroid sei der;Angabe gcmäfs geschnitten. Wird dafselbe noch von einer an-F.I?o. 
dem Ebene durch die Axe senkrecht zu jener trennenden Ebene geschnitten; so sei der Schnitt 
des Körpers die Ellipse ABC, der Schnitt der trennenden Ebene aber sei die gerade Linie 
A C. Man ziehe parallel mit AC die Berührungslinien der Ellipse QP, ST, für die Punkte 
P, F, und errichte auf ihnen Ebenen parallel der durch AC; so werden sie das Sphäroid in 
den Punkten B, F, berühren, und B, F, werden die Scheitel der Abschnitte sein. Man ziehe 
die Verbindungslinie, welche BF sein mag, und durch den Mittelpunkt gehen wird (S. 18.); 
der Mittelpunkt des Sphäroids und der Ellipse sei H. Weil nun der Körper nach der Vor­
aussetzung von einer Ebene nicht senkrecht zur Axe geschnitten wird, so ist der Schnitt eine 
Ellipse und AC-deren Axe (S. 15.). Alan nehme nun einen Cylinder an, dessen Axe in der 
geraden Linie BD liegt, und in dessen Mantel die Ellipse um die Axe AC sich befinden soll 
(’S. 10); ferner’ einen Kegel mit dem Scheitel B, in dessen Mantel gleichfalls die Ellipse um 
die Axe AC liegen soll (S. 9.); dann wird es ein Cylinderstück geben, welches die Grundfläche 
und Axe des Abschnitts hat, und einen Kegelabschnitt, der ebenfalls die Grundfläche 
und Axe des Abschnitts hat. Zu beweisen ist, dafs der Abschnitt des Sphäroids, dessen Schei­
tel B ist, zu dem Kegelabschnitte, welcher mit dem Abschnitte selbst einerlei Grundfläche und 
Axe hat, sich verhallen werde, wie DG : DF, wo nämlich FG = HF sein soll.

Man setze einen Kegel mit der Bezeichnung Z, welcher zu dem Kegelabschnitte, der 
die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, sich verhält, wie DG : DF. Wenn alsdann der 
Abschnitt des Sphäroids dem Kegel Z nicht gleich ist, so sei er

l) wo möglich gröfser. Man beschreibe aus gleich hohen Cylinderstücken einen 
Körper in dem Abschnitte des Sphäroids, und einen andern darum, so dafs der Unterschied 
des äufsern und innern Körpers kleiner ist, als der des Abschnitts und des Kegels Z. Auf 
ähnliche Art wie vorhin zeigt man nunmehr, dafs der innere Körper gröfser sei, als der Ke­
gel Z; und dafs das Cylinderstück, welches die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, zu 
dem innern Körper in grösserem Verhältnifse stehe, als zu dem Kegel Z; was demnach unmög­
lich ist. Daher wird der Abschnitt des Sphäroids nicht gröfser sein, als der Kegel Z.

2) Er sei also wo möglich kleiner. Wiederum sei ein Körper aus gleich ho­
hen Cylinderstücken in dem Abschnitte beschrieben, und ein anderer darum, dergestalt, dafs 
der äufsere den innern Körper um weniger übertriflt, als um den Unterschied zwischen dem 
Kegel Z und dem Abschnitte. Durch dieselben Schlüfs^ wie zuvor wird dann gezeigt werden, 
dafs der äufsere Körper gröfser sei, als der Kegel Z: und dafs das Cylinderstück, welches die 
Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, zu dem äufsern Körper in kleinerem Verhältnifse 
stehe, als zu dem Kegel Z; was doch unmöglich ist. Daher wird der Abschnitt auch nicht 
kleiner sein, als der Kegel; und so erhellet, was zu beweisen, war.

Satz 33.
Wenn irgend ein Sphäroid von einer zur Axe senkrechten Ebene nicht durch den Mit­

telpunkt geschnitten wird, so verhält sich der gröfsere Abschnitt zu einem Kegel, welcher die 
Grundfläche und Axe des Absclmitts hat, wie die halbe Axe des Sphäroids nebst der Axe des 
kleinern Abschnitts zu der Axe des kleinern Abschnitts.

Ein Sphäroid sei geschnitten, wie angegeben ist. Wird dafselbe noch von einer an-F.171. 
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dem Ebene durch die Axe senkrecht zu jener schneidenden Ebene geschnitten; so sei der 
Schnitt des Kölners die Ellipse ABC; deren Axe und die Axe des Körpers sei BO; der 
Durchschnitt der trennenden Ebene aber sei die gerade Linie CA,, welche demnach senkrecht 
zu BD sein wird. Der gröfsere Abschnitt habe den Scheitel B, und H sei der Mittelpunkt des 
Sphäroids. Man mache die Ansätze DG = DH und BF = DH. Zu beweisen ist, dafs der 
Absclmitt des Sphäroids mit dem Scheitel B zu einem Kegel auf der Grundfläche des Ab­
schnitts und mit der Axe desselben sich verhalte, wie EG ; ED.

Es sei demnach das Sphäroid von einer Ebene durch den Mittelpunkt senkrecht zur 
Axe geschnitten, und auf dem dadurch entstandenen Kreise stehe ein Kegel, dessen Scheitel 
in D liegt; dann ist also das ganze Sphäroid zweimal so grofs, als der Abschnitt, dessen 
Grundfläche der Kreis um den Durchmesser KL, und dessen Scheitel der Punkt D ist; eben 
dieser Abschnitt aber beträgt zweimal so viel, als der Kegel auf eben der Grundfläche und 
mit eben der Axe, wie bewiesen worden ist (S. 29.). Daher beträgt das ganze Sphäroid vier­
mal so viel, wie der gedachte Kegel. Nun stehet aber dieser' Kegel zu demjenigen Kegel, wel­
cher den Kreis um den Durchmesser AC zur Grundfläche, und den Punkt D zum Scheitel 
hat. in einem Verhältnifse, das aus den Verhältnifsen HD ; ED und KIP ; EH2 zusam­
mengesetzt ist 1 und es ist

KH2 : EA2 = BH X HD : BE XED
Zugleich verhalte sich HD : ED = XD : HD

also auch XD X BH : BH X HD = HD : ED.
Ein aus den Verhältnifsen XD XBH:BHXHD und BH X HD: BEXED zusammenge­
setztes Verhältnifs ist aber dasselbe, wie XD X BH : BEXED. Daher verhält sicli der 
Kegel, welcher zur Grundfläche den Kreis um den Durchmesser KL, und zum Scheitel den 
Punkt D hat, zu dem Kegel, welcher den Kreis um den Durchmesser AC zur Grundfläche 
und D zum Scheitel hat, eben so, wie XD X BH : BE X ED.

Der Kegel aber, dessen Grundfläche der Kreis um den Durchmesser AC, und dessen 
Scheitel der Punkt D ist, verhält sich zu dem Abschnitte des Sphäroids, welcher einerlei 
Grundfläche und Axe mit ihm hat, wie BE X ED : FE X ED, das heifst wie BE : EF; 
denn es ist bewiesen worden, dafs ein kleinerer Abschnitt, als das Halbsphäroid, zu einem 
Kegel, welcher einerlei Grundfläche und Axe mit dem Abschnitte hat, sich verhalte, wie die 
halbe Axe des Sphäroids nebst der Axe des gröfsern Abschnitts zu der Axe des gröfsern Ab­
schnitts (S. 32.); und dieses Verhältnifs ist eben wie FE : BE. Folglich verhält sich der Ke­
gel in dem Halbsphäroid zu dem Abschnitte des Sphäroids, welcher kleiner ist, als das Halb- 
sphäroid, wie XD X BH : FE XED.

Weil ferner das ganze Sphäroid zu dem Kegel im Halbsphäroid sich verhält, wie 
pGXXD :BHXXD; (denn beidemal ist das erste das Vierfache des andern) und weil der 
Ke^el in dem Halbsphäroid zu dem Abschnitte, welcher kleiner ist, als das Halbsphäroid, sich 
verhält, wie XD X B H : FE X ED; so mufs auch das ganze Sphäroid zu dem kleineren Ab­
schnitte sich verhalten, wie FG X XD : FE X ED. Dann verhält sich auch

groß.
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gröfs. Absch. : klein. Absch. = (FG X XD - FE X ED) : FE X ED 
Es ist aber FG X XD - FE X ED = XD X EG + FE X XE, («) 
mithin verhält sich

gröfs. Absch. : klein. Absch. = (XDXEG4-FEXXE):FEXED.
Es verhält sich aber

klein. Absch. : Keg. von derselb. Gdfl. u. Axe = FEXED :BEXED; 
denn so verhält sich FE : BE. Ferner verhält sich

Keg. in d. hl. Absch. : Keg. in d. gr. Absch. = BE X ED : BE1; 
denn diese Kegel verhalten sich wie ihre Höhen, da sie einerlei Grundfläche haben. Daher 
verhält sich auch

gröfs. Absch. : Keg. in d. gr. Absch. = (XD XEG FFEX^E) : BE* 
Diefs Verhältnifs ist aber dasselbe, wie EG : ED; denn es ist

XD X EG : XD X KD = EG : ED 
und FE X XE : FE X HE = EG : ED;' 

weil nämlich XE : HE = EG : ED,
indem die Linien XD, HD, ED proporlionirt sind und HD = GD ist. (p) Daher ist denn 

(XD X EG 4- FE X XE) : (XD X ED + FE X HE) = EG : ED
Es ist aber BE ’ = XD X ED + FE X HE; denn es ist B H » = XD X ED und BE2 — 
BH2 = FEX HE, weit BH = B F ist. (7)

Daraus geht denn hervor, dafs der gröfsere Abschnitt des Sphäroids zu dem Kegel, 
welcher mit ihm einerlei Grundfläche und Axe hat, sich verhält, wie EG : ED.

Satz 34.
Wenn aber auch das Sphäroid von einer zur Axe nicht senkrechten Ebene und nicht 

durch den Mittelpunkt geschnitten wird; so wiM sich doch der gröfsere Abschnitt desselben 
zu dem Abschnitte eines Kegels auf der Grundfläche des Abschnitts und mit dessen Axe so 
verhalten, wie die halbe Verbindungslinie der Scheitelpunkte der entstehenden Abschnitte nebst 
der Axe des kleinern Abschnitts zu der Axe des kleinern Abschnitts.

Ein Sphäroid sei von einer Ebene geschnitten, wie angegeben wurde. Wird dasselbe f.j? 
noch von einer andern Ebene durch die Axe senkrecht gegen jene schneidende geschnitten; so 
sei der Schnitt des Körpers die Ellipse AB CD, der den Körper trennenden Ebene aber die

(S. 33. Denn es i.t FG x XD - FE X ED = (FE + EG) . XD-(XD-XE) . FE = FExXD+EG 
xXD-FExXD+ FExXE = EG X XD + FE x XE.

fß} Angenommen war oben HD ; ED = XD :HD
also (HD-ED) : (XD-HD) = ED : HD

oder HE : HX = ED: HD
mithin (HE + HX) : HE = (ED 4- HD) ; ED = (ED 4- GD) : ED 

oder XE : HE = EG: ED
folglich auch FE x XE : FE X IfE = EG : ED

(7) Man hat nämlich BE» - BH* = (BE + BH) (BE - BII) = (BE 4- BF) (B E - BH) = FE X HE; mithin 
BE* = BH* 4- FE x HE = XD x ED + FE X HE.

Cc
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gerade Linie AC. Man ziehe parallel mit AC die Berührungslinien der Ellipse, ’QP, ST, 
für die Punkte D, B, und errichte auf ihnen Ebenen parallel mit der durch AC. Diese wer­
den das Sphäroid in B, D, berühren, und B, D, werden die Scheitel der Abschnitte sein. 
Man ziehe die Verbindungslinie BD zwischen den Scheiteln der entsprechenden Abschnitte; 
sie wird durch den Mittelpunkt gehen (S. 18), und H sei der Mittelpunkt. Der Abschnitt mit 
dem Scheitel B sei gröfser als das Halbsphäroid. Man mache die Ansätze D G = D H und 
BF = DH. Zu beweisen ist, dafs der gröfsere Abschnitt des Sphäroids zu dem Abschnitte 
des Kegels, welcher die Grundfläche und Axe des Abschnitts hat, sich verhalte, wie EG : ED.

Das Sphäroid sei von einer Ebene durch den Mittelpunkt, parallel der durch AC, ge­
schnitten; in dem Halbsphäroid sei ein Kegelabschnitt beschrieben, dessen Scheitel in D liegt,
und es verhalte sich

DH:ED = XD : DH.
Dann wird man wie zuvor zeigen, dafs der in dem Halbsphäroid beschriebene Kegelabschnitt 
zu dem in dem kleineren Abschnitte beschriebenen Kegelabschnitte sich verhalte, wie XD X BH : 
BE X ED; und der Kegelabschnitt in dem kleineren Abschnitte zu dem Abschnitte selbst, 
worin er beschrieben ist, wie BEX ED : FE X ED; also wird der Kegelabschnitt in dem 
Halbsphäroid zu dem kleineren Abschnitte des Sphäroids sich verhalten, wie XD X :FE X ED- 

Weil nun das ganze Sphäroid zu dem Kegelabschnitte in dem Halbsphäroid sich ver­
hält, wie FG XXD : BH X XD; (denn beidemal ist das erste das Vierfache des andern) 
und weil der erwähnte Kegelabschuitt zu dem kleineren Abschnitte des Sphäroids sich verhält, 
wie XD X BH : FE X ED; so wird das ganze Sphäroid zu dem kleineren Abschnitte des 
Sphäroids selber sich verhalten, wie FG X XD : FEX ED. Es verhält sich daher

gröfs. Absch. : klein. Absch. = (FG X XD — FE X ED) : FE X ED.
und klein. Absch. : Kegelabsch. in ihm = 1 E X E D : BE X ED;
denn es ward bewiesen, dafs beide sich verhalten, wie FE : BE. Es verhält sich aber 

Kegelabsch. in d. kl. Absch. : Kegelabsch. in d. gr. Absch. = BE X ED : BE2;
denn die genannten Kegelabsch nilte stehen im Verhältnifse ihrer Höhen, weil sie einerlei 
Grundfläche haben. Ihre Höhen aber verhalten sich, wie ED : BE. So verhält sieh denn auch 

grofs. Absch. : Kegelabsch. in ihm = (F G X X D F E X E D) ; B E 2,
und man wird wie vorhin erweisen, dafs diefs Verhältnifs dasselbe sei, wie EG : ED.
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Anhang
zu dieser Abhandlung.

(Nach R i v a u 1 t und Sturm.)

Satz I. (Konoid. Vorrede VII, i.}

Aelinliche Sphäroiden, Und ähnliche Abschnitte sp häroidischer und ko­
noidischer Körper stehen zu einander im dreifachen Verhältnifse ihrer 
A xe n.

l) Es sollen ABGC, abgc, ferner DE HF, dehf, ähnliche Sphäroiden vorstellen',Fi7a.a 
welche im ersten Falle durch einen senkrechten, im zweiten durch einen schiefen Schnitt in 
ähnliche Hälbspliäroiden ABC, abc, und UEF, def, zerlegt sind. Dann soll erwiesen wer­
den, dafs in beiden Fällen die Hälbspliäroiden sich verhallen, wie AI’ : ai’, oder wie 
DK’ : dk’.

Man beschreibe über den Durchschnitten BC, bc die Kegel ABC, abc, und über 
EF, ef, die Kegelabschnitu/ DEF, def, so dafs die Kegel und Kegelabschnitte mit ihren 
Hälbspliäroiden von gleicher Höhe sind, und dieselbe Grundfläche haben. Dann ist wegen der 
Aehnlichkeit der Sphäroiden und ihrer Hälften

A 1 1 ~ Konoid. Vorr. V, 3.und DK : dk—EK: ek /
mithin ist Keg. ABC - Keg- abc, und Kegelabsch. DEF w Kegelabsch. def (nach Eukl. 
XL Erki. 24, und Konoid. S. IX.). Es ist aber

«V- ABC ■Keg abc = AI> ; > KonoM. S. n.
und Kegelabsch. DEF: Kegelabsch. del — D K : d k ’ f

Keg. ABC : Keg. abc = Halbsphär. ABC : Halbsph. abc (Konoid. S. 29.) 
Halbsph. ABC i Halbsph. abc = AP : ai’

Kegelabsch. DEF : Kegelabsch. def — Halbsph. DEF-.Halbsph. def (Konoid.S.30.) 
bHalbsph. DEF : Halbsph. def = DK’ : dk’

Ferner ist 
mithin 
Auch ist 
also

C c 2
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2) Hieraus erhellet sofort, dafs sich die ganzen Sphäroiden gleichfalls wie AI3 : ai3, 
oder wie DK3 : dk’, mithin auch wie AG3 : ag3, oder wie DH3 : dh3 verhalten.

3) Hiernächst sollen ABLMC, ablmc, ähnliche sphäroidische Abschnitte, gröfser 
als die Halbsphäroiden und mit senkrechten Axen verstellen; dann ist zu erweisen, dafs sich 
verhalte

Absch. ABLMC : Absch. ablmc = AN’ : a n 3
Man beschreibe wie vorhin Kegel auf den Grundflächen, so ist

AN : an = LN : In
mithin sind die Kegel ähnlich, und man hat

Keg. ALM : Keg. alm = AN3 : an*
Es ist aber nach S, 33

Absch. ABLMC : Keg. ALM = (IG 4- GN) : GN
Absch. ablmc : Keg. alm = (i g + g n) : g11

Weil nun BI2 : LN2 = AI1 ; AN XGN^ A T. \ _
i i a a p Apollon. Kegelsch. I. 21.br : In2 = ai2 : an X gu J 1 °

und weil BI:AI = bi:ai
mithin BI2:AI2 = bi2:ai2,
so folgt LN2 : In2 = AN X GN : au X gn.
Zugleich ist LN2 : In2 = AN2 : an2

also GN : gn — AN : an
und (GN 4- AN) : (gn 4~ an) = GN : gn

folglich IG : i g = G N : g n
und (IG 4- GN) : GN = (ig 4- gn) : gn

mithin Absch. ABLMC : Keg. ALM = Absch. ablmc : Keg. alm
also Absch. ABLMC : Absch. ablmc — AN 3 : an 3

4) Auf dieselbe Weise läfst sich mit Anwendung 'des S. 34 für den Fall, wo die Axe 
nicht senkrecht steht, erweisen, dafs sich verhalte

Absch. D O Q : Absch. doq = DP 5 : dp 3
und durch Anwendung der- Sätze 31, 33, wird sich das Aehnliche auch für Abschnitte darthun 
lafsen, die kleiner sind, als das Halbsphäroid.

5) Eben diese Beweisart fuhrt auch dahin, den Lehrsatz für die ähnlichen Abschnitte 
konoidischer Figuren zu erweisen, wobei die Sätze 23, 24, 27, 28, zur Anwendung kommen.

Satz 2. (Konoid. V orr. ^11. 2.)
In gleichen Sphäroiden verhalten sich die Quadrate der Durchmesser umgekehrt wie 

die Axen; und wenn in Sphäroiden die Quadrate der Durchmesser sich umgekehrt wie die 
Axen verhalten, so sind die Sphäroiden gleich.

Fi?2.b l) Hie Sphäroiden AB CI und DEFK mögen gleich, und durch den senkrechten 
Schnitt AC, DF, in je zwei Hälften getheilt, auch mögen BI, EK, die Axen, und AC, DF, 
die Durchmesser (kleinen Axen) sein; dann soll man erweisen, dafs

AC2 : DF2 = EK : BI
Man beschreibe auf den Grundflächen AC, DF, die Kegel AHC, DGF, so dafs die Höhe 
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HL = BI, und die Höhe GM ä EK ist: dann hat man nach S. 29
Sphäroid AB CI — Keg. AHC, und Sphäroid DEFK = Keg» DG.F, 

mithin Keg. AHC = Keg. DGF, folglich nach Eukl. XU, 15
Kreis AC : Kreis DF = GM : HL;

also auch AC2 : DF2 = EK : BI
2) Wenn dagegen sich verhält

AC2 : DF2 = EK : BI, 
sö bilde man dieselben Kegel, wie vorhin, dann ergiebt sich 

Kreis AC : Kreis DF = GM : HL, 
mithin sind die Kegel einander gleich, und defshalb auch die Sphäroiden.

Satz 3. (Konoid. Vorn VII. 3.)
Von einem gegebenen sphäroidischen oder ko neidischen Abschnit­

te durch eine parallel einer gegebenen Ebene geführte Ebene einen Ab­
schnitt dergestalt abzutrennen, dafs der Abschnitt einem gegebenen Kegel 
oder Cylinder oder einer gegebenen Kugel gleich sei.

Bevor ich zur Auflösung dieser Aufgabe schreite, gebe ich die Auflösung folgender

Hül fsaufgabe.

Einen Kegel zu lionstruiren, welcher auf der Grundfläche eines gegebenen sphäroi­
dischen oder honoidischen Abschnitts stehen, und demselben gleich sein solle.

l) Es sei ABCD ein Sphäroid, und ABC dessen gegebener Abschnitt, BD sei dieFl?2.o 
Axe, K der Mittelpunkt, und man nehme an, dafs die Grundfläche AC senkrecht zur Axe 
stehe. Der gesuchte Kegel sei ABC, auch konstruire man den Kegel ABC, so hat man nach 
S. 31 oder S. 33.

Keg. ABC : Absch. ABC = DX : (KD + DX)
auch ist Keg. ABC: Keg. APC = BX:PX

Da nun Absch. ABC = Keg. APC sein soll, so mufs sich verhalten 
DX : (KD + DX) = BX : PX, 

mithin kann PX gefunden werden, wodurch die Aufgabe gelöset wird.
Stände die Grundfläche nicht senkrecht zur Axe, so würde man nach S. 32 oder 

S. 34 auf dieselbe Weise einen Kegelabschnitt finden können, welcher’ dem sphäroidischen 
Abschnitte gleich ist, und auf derselben Grundfläche steht.

2) Es sei ABC der gegebene Abschnitt eines parabolischen Konoids, BD die Axe, undFl7«J 
die Grundfläche AC stehe senkrecht zur Axe. Der gesuchte Kegel sei AMC, auch sei der 
Kegel ABC konstruirt, dann ist nach S. 23.

Keg. ABC: Absch. ABC = 2 : 3 
zugleich ist Keg. ABC : Keg. AMC = BD : MD; 

Da nun Absch. ABC = Keg. AMC sein soll, so verhält sich:
2 ; 3 = BD : MD,, also ist MD = £ BD.
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Wäre die Grundfläche nicht senkrecht zur Axe, so käme S. 24 zur Anwendung,' tun 
einen entsprechenden Kegelabschnitt zu finden.

Fifs.e 3) Es sei ABC der gegebene Abschnitt eines hyperbolischen Konoids, BD die Axe, 
BH der Ansatz der Axe, und die Grundfläche AC stehe senkrecht zur Axe. Der gesuchte 
Kegel sei AMC, auch sei der Kegel ABC gebildet; dann ist nach S. 27.

Keg. ABC : Absch. ABC = (BD + 2 BH; : (BD + 3 BH)
Auch ist Keg. ABC : Keg. AMC = BD : MD, 

und weil Absch. ABC = Keg. AMC gesetzt wird, so ist
(B D 4- 2 B H) : (B D 4- 3 B H) = B D s M D.

Es läfst sich demnach MD finden, wodurch die Aufgabe gelöset wird.
Wäre die Grundfläche nicht senkrecht zur Axe, so könnte man nach S. 28 einen ent­

sprechenden Kegelabschnitt finden.
Nunmehr zerlege ich die Aufgabe selbst in die folgenden:

A,.

Kon einem gegebenen Sphäroid durch eine Ebene, die einer gegebenen Ebene paral­
lel ist, einen Abschnitt dergestalt abzutrennen, dafs der Abschnitt einem gegebenen Kegel 
{oder überhaupt einer gegebenen Gröfse, die sich doch immer als ein Kegel darstellen lajst) 
gleich sei.

F172.C 1) Es sei ABCD ein gegebenes Sphäroid, YZ eine gegebene Ebene, und ein gegebe­
ner Kegel heifse S. Dann soll von dem Sphäroid ein Stück abgeschnitten werden, dessen 
Grundfläche parallel YZ, und welches selbst dem Kegel S gleich ist. Die gegebene Ebene 
YZ sei senkrecht zu der Axe BD.

Man konstruire einen Kegel Q, welcher dem Sphäroid gleich ist (nach S. 29.), hievon 
ziehe man den gegebenen Kegel S ab, und bilde einen Kegel T = Q - S (nach Eukl. XII, 14.). 
Nun theile man das Sphäroid durch AC| YZ dergestalt in zwei Abschnitte ABC und ADC, 
dafs sich verhält

Absch. ADC: Absch. ABC = T : S
Diese Theilung läfst sich gerade so ausführen, wie die Theilung einer Kugel nach einem ge­
gebenen Verhältnifse (Kug. u. Cyl. II. S. 5.). Dann hat man

{Absch. A D C 4- Absch. ABC): Absch. A B C = (T + S) : S
oder ABCD : Absch. A B C = Q : S

Da nun AB CD = Q, so ist auch Absch. ABC = S
2) Ist YZ nicht senkrecht zu der Axe; so suche man den Berührungspunkt des Sphä- 

roids mit einer zu YZ parallelen Ebene, ziehe demnächst die neue Axe, und bilde die gehö­
rigen KegeJabschnitte S, T, wie zuvor (nach S. 30 und S. 11.). Dann läfst sich wiederum 
das Sphäroid durch eine zu YZ parallele Ebene nach dem gegebenen Verhältnifse T : S theilcn.

3) Ist nur ein sphäroidischer Abschnitt unmittelbar gegeben, so wird man zuerst das 
ganze Sphäroid darstellen, wozu der Abschnitt gehört, und dann wie vorhin verfahren.
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B.
Von einem gegebenen parabolischen Konoid vermittelst einer Ebene, die einer gege­

benen parallel ist, einen Abschnitt dergestalt abzutrennen, dafs derselbe einem gegebenen 
Kegel (einer gegebenen Gröfse') gleich sei.

I) Es sei ABC der gegebene Abschnitt eines parabolischen Konoids, BD dessen Axe^j^a 
senkrecht zur Grundfläche, YZ die gegebene Ebene, welche [der Grundfläche parallel, sein 
mag. Von diesem Abschnitte soll nun durch einen mit YZ parallelen Schnitt ein Stück abge­
trennt werden, welches einem gegebenen Kegel N gleich ist.

Mau mache Keg. ABC = Absch. ABC (Hülfsaufg.)
und es sei Keg. AMC : Keg. N = E : G

ferner E : F = F : G; mithin F 2 = EG;
auch sei E : F = BD : BH

und durch den Punkt H.lege man parallel der Grundfläche den Schnitt IK, so wird der Ab­
schnitt, IBK = Keg. N sein, oder wenn man Keg. ILK = Absch. IBK macht, so wird 
Keg. ILK = Keg. N sein. Denn man hat

'AD2 : 1H 2 : = BD : BH = E : F
ferner ist MD = | BD, und LH = |BH (Hiilfsaufg.)

also M D : L H = B D : B H = £ : F
folglich AD2:1H2 = MD:LH

Nun ist Keg. AMC : Keg. ILK = AD2 X MD : IH2,X LH
oder Keg. AMC : Keg. ILK = MD2 : LH2 = E2 : F2 = E : G

Vorhin war Keg. AMC : Keg. N = E : G
folglich ist Keg. ILK = Keg. N

und diefs sollte erwiesen werden.
2) Es sei alles wie zuvor, nur sei die Ebene YZ nicht parallel der Grundfläche des Ab­

schnitts ABC; dann ziehe man aus dem willkührlichen Punkte N der gegebenen Ebene YZ die 
Linie NS|BD, mache QS = BD, und lege durch S den Schnitt OP £ YZ, so ist der Ab­
schnitt ABC dem Abschnitte OPQ gleich (S. 25.). Hiernächst kann man wie vorhin verfah­
ren, nur dafs die Körper OMC und ILK jetzt Kugelabschnitte sein werden.

3) Ist die Grundfläche des gegebenen Abschnitts nicht senkrecht zur Axe, so kommt 
es nur darauf an, den Abschnitt in einen solchen zu verwandeln, dessen Grundfläche mit der 
gegebenen Ebene parallel ist, was nach S. 25 geschehen kann.

C.
Von einem gegebenen hyperbolischen Konoid durch eine Ebene, die einer gegebenen 

parallel ist, einen Abschnitt dergestalt abzutrennen, dafs der Abschnitt einem gegebenen 
Kegel (einer gegebenen Gröfse) gleich sei.

Die oben genannten Erklärer berühren diese Aufgabe gar nicht; auch ist es mir nicht 
gelungen, durch eine den bisherigen ähnliche Konstruktion zu ihrer Auflösung zu gelangen. 
Der Grund liegt darin, dafs in der That eine kubische Gleichung konstruirt werden mufs, und 
es wäre allerdings interessant, denjenigen Hülfssatz zu kennen, durch dessen Anwendung Ar- 
chimedes seiner Aufgabe genügt haben mag. (Vgl. Kug. u. Cyl. II. S. 5.)
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Dafs man auf eine Gleichung vom dritten Grade geführt wird, wenn man die Auflö­
sung dieser Aufgabe versucht, läfst sich schon an dem einfachsten Falle darthun.

Fi72.e Es sei nämlich ABC der gegebene Abschnitt, dessen Grundfläche AC senkrecht zu der 
Axe steht, und es werde gefedert, von ihm einen Abschnitt abzutrennen, dessen Grundflä­
che ebenfalls senkrecht zur Axe ist, und dessen Inhalt zu dem des gegebenen Abschnitts in 
einem gegebenen Verhältnifae stehet, etwa in dem Verhältnifse ni : n.

Der gesuchte Abschnitt sei IBK, und H sei der Mittelpunkt der erzeugenden Hyper­
bel, so ist BH der Ansatz der Axe. Man setze HB = a, HD = b, H^ = u, und mache 
.Absch. ABC = Keg. AMC, und Absch. IBK = Keg. INK (Hülfsaufg.). Dann ist

Keg. AMC : Keg. INK = m : n = A D 2 X DM : 1L 2 X L N,
• Auch ist vermöge der Eigenschaft der Hyperbel

AD2;lL2 = (b2-a2):(uJ-a2)
folglich m:n = jb2-a2)DM: (u2-a2) LN

Es ist aber nach der Hülfsaufgabe
BD (BD - 3 BH) _ (b - a) (b + 2 a)

UM ßü + 2 BH b + a
BL (BL+ 3 BH) (u - a) (u + 2 a) 

undLN= BL + 2ß—- [T-l-a
mithin m : n = (b - a) 2 (b + 2 a) : (u - a)2 (u + 2 a)
und hieraus erhält man nach gehöriger Rechnung

, . , . ama5 - u (b-a)2 (b + 2a)
u’-3a2u^---------------------------------------- — °

Es würde mich hier zu weit führen, die interessanten Resultate dieser’ Gleichung werter zu 
verfolgen.

Sandes-
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Sandeszahl.

0- l
Ä.lancbe Leute glauben, König Gelon, die Zahl des Sandes sei von unbegrenzter Gröfse. 
Ich meine nicht des um Syrakus und sonst, noch in Sizilien befindlichen, sondern auch dessen 
auf dein ganzen festen Lande, dem bewohnten und unbewohnten. Andere giebt es wieder, 
welche diese Zahl zwar nicht für unbegräuzt annehmen; sondern nur, dafs noch keine so grof- 
se Zahl jemals genannt sei, welche seine Menge übertreffe. Wenn sich nun eben diese einen 
80 geofsen Sandhaufen dächten, wie die Masse der ganzen Erde; dabei sämtliche Meere aus- 
gefüllt, und alle Vertiefungen der Erde so hoch, wie die höchsten Berge, so würden sic ge- 
wifs um so mehr glauben, dafs keine Zahl zur Hand sei, die Menge desselben noch zu über­
bieten. — Ich aber will mittelst geometrischer Beweise, denen du beipflichten wirst', zu zei­
gen versuchen, dafs unter den von nur benannten Zahlen, welche sich in meiner Schrift an 
den Zeuxippos befinden, einige nicht nur die Zahl eines Sandhaufens übertreffen, dessen 
Gröfse der Erde gleich kommt, wenn sie nach meiner Erklärung ausgefüllt ist, sondern auch 
die eines solchen, dessen Gröfse dem Weltall gleich ist.

Es ist dir ja bekannt, dafs die meisten Sternkundigen unter dem Ausdruck Welt eine 
Kugel verstehen, deren Mittelpunkt der Mittelpunkt der Erde, Und deren Halbmesser gleich ist 
der geraden Linie zwischen den Mittelpunkten der Sonne und der Erde. Dieses sucht mm 
Aristarchos von Samos in seiner Schrill: wider die Sternkundigen zu widerlegen, wo er zu 
dem Ende gewisse Annahmen aufgestellt hat, aus deren Bedingungen hervorgeht, die Welt 
sei ein Vielfaches der eben bezeichneten. Er nimmt nämlich an, die Fixsterne samt der Son­
ne wären unbeweglich, die Erde aber werde in einer Kreislinie um die Sonne, welche inmit­
ten der Bahn stehe, herumgeführt. Die Kugel der Fixsterne nun, mit der Sonne um einerlei 
Mittelpunkt liegend, habe eine solche Gröfse, dafs der Kreis, in welchem er die Erde sich 
bewegen läfst, zur Entfernung der Fixsterne sich gerade so verhalte, wie der Mittelpunkt der 
Kugel zur Oberfläche. Das ist aber offenbar unmöglich: denn da der Mittelpunkt einer Ku­
gel keine Gröfse hat, so mufs auch angenommen werden, dafs er gar kein Verhaltnifs zu ih­
rer Oberfläche habe. Es ist defshalb anzunehmen, Aristarchos habe sagen wollen — in-

* Dd
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dem wir die Erde 'ja gleichsam als den Mittelpunkt der Welt betrachten —- es verhalte sich 
die Erde zu dem, was ich Welt genannt habe, wie die Kugel, zu welcher der Kreis gehört, 
den nach seiner Annahme die Erde beschreibt, zur Kugel der Fixsterne. («) — Denn werden

(a) Durch den Ausdruck Sphäre eines Himmelskörpers soll im Folgenden die Kugeloberfläche bezeichnet 
werden, in deren Normalkreise derselbe sich wirklich oder scheinbar bewegt.

Man darf nicht meinen, Archimedes tadle und verwerfe die ganze Ansicht des Aristarch, ich finde 
vielmehr in Archimedes Aeufserungen nur die Rüge eines ungenauen Ausdrucks derjenigen Proportion, durch 
Welche Aristarch nach Archimedes Meinung die Gröfse der Welt deutlich zu machen suchte, samt der 
Erklärung Rieses Ausdrucks. Ob Aristarch in seiner Behauptung, dafs die Erde sich um die Sonne bewege, 
Recht habe oder nicht, läfst Archimedes völlig unentschieden, als etwas nicht hieher Gehöriges — er will 
nur einem möglichen Mifsverständnisse vorbeugen, und druckt sich defshalb dem Sinne nach etwa so aus:

„Es ist freilich unrichtig, von dem Verhältnisse des Mittelpunkts einer Kugel zu deren Umfange selbst zu 
„reden, aber Aristarch hat sich nur dem gewöhnlichen Sprachgebrauche bequemt, nach welchem wir 
„die Erde gleichsam als den Mittelpunkt der Welt ansehen; und dieser Punkt also,' d. h. die Erde 
„selbst, verhält sich nach Aristarch zur Erdsphäre, (oder sonst so genannten Welt) wie die Erd- 
„ sphäre zur Fixsternsphärc. “

Es bleibt indessen noch zu untersuchen, ob Archimedes den Aristarch richtig verstanden habe, d. 
h. ob Aristarch wirklich ein so bestimmtes endliches Verhältnifs habe ausdrucken wollen, wie ihn hiedurch 
Archimedes behaupten läfst. Die Schrift des Aristarch selbst ist nicht mehr vorhanden, wohl aber eine 
andere xxl dväsvjxäT»» x«) r«Afw, und hier heifst gleich anfangs die zweite Annahme: TJ»
y?» r« xxl xbr^is Afysv i'xtiv rx* cikfayf ripxigxv, (die Erde stehe zur Sphäre des Mondes in dem
Verhältnisse eines Punktes, nämlich des Mittelpunktes) was keinen andern Sinn hat, als: die Gröfse der Erde 
kann gegen die Gröfse der Sphäre des Mondes vernachläfsigt werden, und verschwindet dagegen, so wie ein 
Punkt gegen die Kugel verschwindet; denn dafs an sich zwischen dem Mittelpunkte einer Kugel und ihr selbst 
gar kein Verhältnifs obwalte, wufstc Aristarch so gut wie Archimedes.

Eben diesen Sinn aber finde ich in unserer von Archimedes angezogenen Stelle’, keineswegs die Feststel­
lung einer Proportion, aus deren drei ersten Gliedern das vierte (die Gröfse der Welt) sich berechnen lasse. 
Archimedes aber konnte diese Hypothese, so wie er sie erklärt, brauchen, um eine recht gröfse Kugel zu 
erhalten, und diefs allein bezweckt er hier. Ohne sich daher über die Richtigkeit des Satzes selbst 
auszusprechen, macht er am Schlufs der Abhandlung die beabsichtigte Anwendung.

Das Resultat ist demnach: Aristarch behauptet in der That ein unendliches Verhältnifs, und Ar­
chimedes erklärt dasselbe mit Unrecht so, als sei ein endliches gemeint, um die Gröfse seiner Weltkugel 
ja gegen alle Anfechtungen selbst solcher Leute zu sichern, denen genügende Kenntnifs der Mathematik abging. 
Es war ihm nur darum zu thun, für seine Kugel ein recht grofses Maafs zu erhalten, gleichviel ob das rich­
tige oder nicht-, und so entlehnte er ein solches daher, wo es dem Anschein nach am gröfsten sieh darbot.

Ueber diese Stelle ist nachzusehen Montucla hist. d. math. I. IV, 4. Bossut Versuch einer 
allg. Geschichte d. Math., übs, v. Reimer I. S. 233. und ganz besonders Schaubach Gesch. d. 
griech. Astfon. bis au f E ra t os th en es S. 468 ff.

Zufolge der Schaubachschen mit Angabe aller Quellen angestellten Untersuchung soll A r c h i m e d es den 
Aristarch wirklich richtig verstanden, letzterer also ein endliches Verhältnifs der Sonnensphäre zur Fixstern­
sphäre behauptet und sich nur dunkel ausgedruckt haben. Auch spricht Schaubach dem Ar is tarch die Mei­
nung bestimmt ab, dafs die Sonne ruhe, und die Erde sich um jene bewege, und versichert, diefs könne nnr 
eine blofse A nna h me, ein vorausgesetzter Fall, nicht aber eine wirkliche Hy po th es e des Aristarch 
gewesen sein, der überhaupt nur die bisherigen Vorstellungen der Philosophen über die Gröfse der Welt habe 
berichtigen wollen.

Nun begreife ich aber keineswegs, wie man aus einer ganz willkührlichen Annahme, die man selbst nicht 
einmal für Wahr ausgiebt, ein Resultat herleiten kann, das für wahr gelten soll, wofern man nicht zugleich ein
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die Verhältnisse der Himmelskörper also angenommen,, so passen seine Erklärungen, und ins­
besondere sieht man, dafs er die Gröfse der Kugel, in welcher er die Erde sich bewegen läfst, 
demjenigen gleich selzt, was wir Welt genannt haben.

Mittel nachweiset, hinterher die Wahrheit oder Unwahrheit der Annahrae zu prüfen. Wenn wir also aus Man­
gel an vollständiger Kunde einstweilen auch zngeben wollen, dafs Aristarch seine erste Behauptung, die Er­
de bewege sich um die Sonne, ohne hinlängliche Gründe hingestellt habe, ja wenn wir diefs sogar mit einiger 
Sicherheit aus der von Menage (ad Diog. Laert. VIII. 85) beigebrachten Angabe des Plutarch schliefsen 
dürfen, wo es heilst: Aristarch habe die Behauptung als Hypothese hingestellt, ein Anderer aber, Seleu- 
kus, sie deutlich nachgewiesen; kui Zituvws CrroriSijuvoc gosar, 5 31 SZAiAo?, «A

so erhellt doch so viel, dafs Aristarch selber seine eigene Annahme über die Ruhe der Son­
ne im Mittelpunkte des Weltalls für wahr gehalten haben niufs, um daraus auf irgend eine Weise einen SchluU 
auf die Gröfse der Welt zu ziehen. Ja hätte Aristarch blofs eine luftige Annahme machen wollen, so sieht 
man gar nicht ein, warum er von dem bisher allgemein Angenommenen abwich, warum er nicht ausdrücklich 
die Erde fest stehen, und die Sonne um sie gehen liefs, und dann sagte: die Fixsternsphäre habe ihren Mittel­
punkt im Mittelpunkte der Erde, und sei von der Gröfse, dafs der Kreis, worin die Sonne laufe, sich zur Fix­
sternsphäre verhalle, wie der Mittelpunkt zum Umfange. Denn die Annahme, dafs Aristarch die Sonne und 
nicht die Erde in die Mitte des Weltalls defshalb gesetzt habe, „um das Verhältnifs, welches er darstellen woll­
te, nicht allzugrofs zu machen“ (Schaubach S. 472.) enthält eine petitio principii, indem zuvor erwiesen 
werden mufs, dafs Aristarch wirklich unrein endliches, nicht ein unendliches Verhältnifs habe darstellen 
wollen. Schaubach scheint demnach nicht scharf genug die Auslegung des Archimedes von dem eigent­
lichen Sinn der Worte Aristarchs zu unterscheiden.

Nehmen wir demnach an, dafs Aristarch selbst die Annahme, von welcher er ausging, für richtig hielt 
so war er genÖthigt, jenes unendliche Verhältnifs zwischen der Gröfse der Erdsphäre und Fixsternsphäre aufzu­
stellen, um seine Hypothese von der Umwälzung der Erde um die Sonne gegen den erwarteten oder wirklich 
gemachten Einwurf zu sichern, dals die Bewegung der Erde sich durch eine sichtbare Veränderung ihrer Lage 
gegen die Fixsterne erkennlich machen müsse, was doch der Erfahrung widerspreche.

Ich setze noch Peyrards Anmerkung zu dieser Stelle bisher, die mit den Ansichten älterer Mathematiker, 
z. B. Rivaults (in seiner Ausgabe des Arch.) und Wallis (Opp. H. p. 22) völlig übereinstimmt.

II est dvident, qu’ Aristarque considere le centre d’une sphere comme etant une surface infiniment petite; 
et qu’ en employant cette analogie, il ne se propose de faire entendre autre chose, sinon que l’orbite 
de la terre est infiniment petite, par rapport a la distance des etoiles au soleil. Ou auroit tort, d’ölre 
surpris qu’ Aristarque ait connu cette immense distance des etoiles: de cela seid, que la hauteur meri- 
dienne des dtoiles est toujours la möme pendant une revolution de la terre autour du soleil, il lui etoit 
facile de conclnrc que, dans la supposition de l’immobilite des etoiles et du soleil, l’orbite de la terre 
devoit Mre infiniment petite par rapport a la distance des etoiles.

Wenn endlich Schaubach behauptet, (S. 473.) dafs von einem Punkt in mathematischer Bedeutung bei 
frühem Astronomen und auch bei Aristarch nie die Rede sei, so ist das letztere wenigstens ein Irthum, der 
durch die oben angeführte Stelle des Aristarch inyliuv etc. berichtigt werden kann, wo dieser nicht 
blofs das Wort braucht, sondern durch das vorangehende mnii’iv aufser Zweifel setzt, dafs er dort wirk­
lich von einem unendlichen Verhältnisse rede, bei dessen Annahme er freilich gar sehr irrte. Die übrigen vom 
Schaubach angeführten Stellen verlieren aber auch ihre Beweiskraft, wenn man bemerkt, dafs an jenen Orten 
nicht ein bestimmtes Verhältnifs, sondern nur ein ungefähres, dem gewöhnlichen Sprachgebrauche gemäfs, an­
gedeutet werden soll. In diesem Sinne braucht ja Archimedes selbst das Wort «Arjov einige Zeilen weiter 
inzdem Zwischensätze: rlv yäv imKxtißivniiv rJ »Argov rä x«rga. Uebrigens bedient sich Koper­
nikus ganz ähnlicher Ausdrücke, um ein unendliches Verhältnifs anzndeuten. Er sagt De revolut. orb. I, 
VI. Hoc nimirum argumtnto satis apparet............ sensus aestimatione terram efs« respectu coeli, ut punctum 
ad Corpus,

Dd 2
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Ich behaupte nun, wenn es auch eine Sandkugel gäbe von der Gröfse, wie sie Ari- 
starchos für die Fixsternsphäre annimmt, dennoch auch so unter den in den Grundzü­
gen benannten Zahlen einige nachweisen zu wollen, deren Gröfse selbst die Menge der Sand­
körner in der gedachten Kugel übersteigt.

§■ 2.
Folgendes wird nämlich vorausgesetzt:
l) Der Umkreis der Erde beträgt etwa drei Millionen Stadien, 

und nicht mehr.
Da nämlich Einige zu erweisen versucht haben, wie dir wohl bekannt ist; er betrage 

ungefähr 300000 Stadien, so nehme ich, sie überbietend, indem ich die Gröfse der Erde dem 
Zehnfachen dessen gleich setze, was die Vorgänger geschätzt haben, etwa drei Millionen Sta­
dien an, und nicht mehr.

2) Der Durchmesser der Erde ist gröfser, als der des Mondes, und 
der Sonnendurchmesser ist gröfser, als der Erddurchme sser.

In dieser Annahme stimme ich mit den meisten früheren Sternkundigen überein.
3) Der Sonnendurchmesser ist etwa das ;dreifsigfache des Mond­

durchmessers, und nicht gröfser.
Da nämlich unter den frühem Sternkundigen Eudoxos behauptet, der Sonnendurch­

messer sei etwa das Neunfache des Monddurchmessers; Phidias, der Sohn des Akupater, 
er sei etwa das Zwölffache; Aristarchos aber zu zeigen versucht hat, er sei gröfser, als das 
Achtzehnfache, kleiner indessen, als das Zwanzigfache, so will ich, selbst diesen noch über­
bietend, damit meine Darstellung kemem Widerspruch unterliege, annehmen, der ßonnen- 
durchmesser sei etwa das Dreifsigfache des Monddurchmessers, und nicht gröfser. Endlich

4) der Sonnendurchmesser ist gröfser, als die Seite eines Tausend­
ecks, das in dem gröfsten Kreise der Weltkugel beschrieben ist.

Diefs nehme ich nämlich nach der Angabe des Aristarchos an, nach welchem die 
Sonne wie der 72oste Theil des Thierkreises erscheint; um es jedoch selbst zu erforschen, ha­
be ich auf folgende Weise versucht, durch Instrumente den Winkel aufzunehmen, unter wel­
chem die Sonne erscheint. Diefs freilich mit Schärfe zu thun, ist nicht so leicht, weil weder 
das Auge, noch die Hände, noch die Mefsinstrumente zuverläfsig genug sind, eine genaue 
Beobachtung zu geben. D ich hierüber wortreich zu sein, ist jetzt nicht pafslich, zumal auch 
sonst schon öfter dergleichen angemerkt ist. Für mich genügt, um meinen Beweis zu führen, 
einen Winkel aufgenommen zu haben, der nicht gröfser ist, als der Winkel, unter welchem 
die Sonne erscheint, und noch einen andern, der nicht kleiner ist, als dieser Winkel.

§• 3-
Ich legte daher ein langes Lineal auf eine wagrechte Ebene an einem Orte, wo das 

Aufgehen der Sonne beobachtet werden konnte, und stellte gleich beim Aufgange der Sonne 
einen kleinen abgedrehten Cylinder aufrecht auf das Lineal. Darauf, als sie in dem Horizonte 
sich befand, und von allen Seiten gesehen werden konnte, ward das Lineal gegen die Sonne 
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gewendet und das Auge an dessen Ende gebracht. Der Cylinder aber mitten inne zwischen 
■Sonne und Auge gestellt, verfinsterte die Sonne. Nun ward der Cylinder vom Auge fortge- 
schoben, und sobald die Sonne anfing, zu beiden Seiten des Cylinders ein Weniges sichtbar 
zu werden, ward dieser angehalten. Wenn nun das Auge nur aus einem Punkte sähe, und 
man zöge vom Ende des Lineals, wo das Auge sich befand, |Berührungslinien an den Cylin­
der, so würde ja der von diesen Linien gebildete Winkel kleiner sein, als der Winkel, unter 
welchem die Sonne erscheint, weil eben zu beiden Seiten des Cylinders noch etwas von der 
Sonne gesehen wird. Da aber die Augen nicht aus einem Punkte sehen, sondern aus einem 
Orte, der eine gewisse Gröfse hat, so ward ein abgerundeter Körper, nicht kleiner als der 
Augenstern, genommen und an das Ende des Lineals dahin gestellt, wo das Auge sich befun­
den hatte, dann wurden zwei gemeinschaftliche Berührungslinien dieses Körpers und des Cy­
linders gezogen: so war denn der’ Winkel, welchen diese Linien bildeten, kleiner als der 
Winkel, unter welchem die Sonne erscheint. Die körperliche Gröfse aber, welche nicht klei­
ner sein soll, als der Augenstern, findet man folgendermafscn. Man nimt zwei dünne Cylin­
der von gleicher Dicke, den einen weifs, den andern nicht, und bringt beide vor das Auge, 
den weifsen davon entfernt, den andern so dicht als möglich an das Auge, so dafs selbst das 
Gesicht berührt wird. Würden nun die Cylinder schmaler genommen sein, als der Augen­
stern, so wird der nähere Cylinder von dem Augenstern umfafst und der weifse Von ihm 
erblickt, und zwar ganz, wenn sie sehr viel dünner sind; wenn aber eben nicht sehr viel, so- 
Werden doch einige Theile des weifsen zu beiden Seiten dessen gesehen werden, der dem Au­
ge zunächst ist. Nimt man demnach die Cylinder gehörig, so dafs sie durch ihre Dicke ein­
ander selbst und nichts weiter bedecken, so ist eine körperliche Gröfse von der Dicke der 
also beschaffenen Cylinder wenigstens nicht schmaler, als der Augenstern.

§• 4-
Ein nicht kleinerer Winkel aber, als der, unter welchem die Sonne erscheint, ward 

so aufgenommen: der Cylinder ward auf das Lineal so weit von dem Auge gestellt, dafs er 
die Sonne ganz bedeckte, uud dann wurden aus dem Ende des Lineals, wo das Auge sich be-, 
fand, Berührungslinien an den Cylinder gezogen: der durch diese Linien eingeschlossene Win­
kel ist nicht kleiner, als der, unter welchem die Sonne erscheint.

Als die so aufgenommenen Winkel mit einem rechten verglichen wurden, fand sich 
der gröfsere kleiner, als der iÖ4sle Theil des rechten, der kleinere aber gröfser, als der aooste 
Theil des rechten. Offenbar ist also der Winkel, unter welchem die Sonne erscheint, kleiner 
als T54IG gröfser aber, als j|5R.

§• 5»
Nachdem dieses nun glaubhaft gemacht ist, so läfst sich zeigen, dafs der SonneBdurch- 

messen gröfser sei, als die Seite eines Tausendecks, das in einen gröfsteu Kreis der Weltku­
gel eingeschrieben ist. Denn man denke sich eine Ebene gelegt durch den Mittelpunkt der 
Erde und der Sonne und durch das Auge, wenn die Sonne ein weniges über dem Horizonte 
steht. Diese Ebene schneide die Weltkugel in dem Kreise AKBC, die Erde in dem Kreise 
DEZ, die Sonne in dem Kreise um SH; der Mittelpunkt der Erde sei G und der. Sonne K. 
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das Auge sei in D. Man ziehe die Berührungslinien des Kreises um SH, nämlich von D die 
geraden Linien DL, DQ, an die Punkte N und T; von G aber die Berührungslinien GM, GO, 
an die Punkte P und X. Eben diese Linien GM, GO sollen den Kreis AKBC in A und B 
schneiden.

Nun ist GKf> DK, weil angenommen ist, die Sonne stehe schon über dem Horizon­
te; folglich ist der Winkel LDQ > MGO. Es ist aber der Winkel LDQ rJoR und 
LDQ <] denn er ist dem Winkel gleich, unter welchem die Sonne erscheint. Also
ist MGO < tk?R und die gerade Linie AB ist kleiner als die Sehne eines Bogens, der 
vom Umfange des Kreises ABC enthält.

Der Umfang des genannten Vielecks steht nun zu dem Halbmesser des Kreises ABC 
in einem kleineren Verhältnisse, als 44 : 7, weil der Umfang eines jeden in einem Kreise be­
schriebenen Vielecks ziim Halbmesser in einem kleineren Verhältnisse steht, als 44 : 7. Du 
weifst nämlich, dafs ich bewiesen habe, der Umfang eines ganzen Kreises sei um weniger als 
i, aber um mehr als des Durchmessers gröfser, als der dreifache Durchmesser, mithin ist 
A B : GK <! II : 1148, und folglich ist A B <| t^GK. Es ist aber AB = SH, weil 4 A B = 
AF = KP ist; es ist nämlich GK = G A, und von den Endpunkten dieser Linien sind Per­
pendikel gefällt, welche demselben Winkel gegenübersteilem Es erhellt folglich, dafs SH -< 
rh GK ist.

Ferner ist E Y *1 SH, denn es ist DEZ kleiner als der Kreis um SH; (Voraussetzung 
2.) folglich ist auch GY -J- KS —Jo GK, und es ist GK : YS <1 100 : 99. Weil hiernächst 
GK nicht kleiner ist, als GP, abei- SY <JD,T, (ß) so ist GP : DT 100 : 99.

Demnächst sind in den rechtwinkligen Dreiecken GKP und DKT die Seiten KP = KT 
und GP> DT, also ist

KDT : KGP > GK ; DK
und KDT : KGP <1 GP : DT;

denn wenn in zwei rechtwinkligen Dreiecken je zwei Katheten gleich sind, die zwei andern 
aber ungleich, so steht der gröfsere Winkel von denen, welche an den ungleichen Katheten 
liegen, zu dem kleineren in einem gröfseren Verhältnisse, als die gröfsere Hypotenuse zur klei­
neren; in einem kleineren Verhältnisse aber, als die gröfsere Kathete zur kleineren. (7)

Fl73-a W Denn von allen geraden Linien zwischen einem Punkto des einen und einem Punkte des andern Kreisunifang» 
ist diejenige die kleinste, deren Verlängerung durch die Mittelpunkte beider Kreise geht, und welche zwischen 
zwei einander zugekehrten Bugen liegt.

Eine solche gerade Linie sei CD. Jede andere ist entweder ihr parallel oder nicht. Werden nun in C und 
D die Berühruugslinien CL, DM gezogen, so liegt nichts von beiden Kreisen zwischen diesen Linien; jede 
gerade Linie aber, welche zwei Punkte der Kreisutnfänge verbinden soll, mufs diese beiden Beruhrungsliuien 
schneiden, wie EF oder IK. Nun sei EF $ CD, darin ist schon LM = CD, mithin gewifs EF > CD. 
Wenn ferner IK nicht parallel CD ist, so ist gewifs schon GH > CD, um desto mehr folglich IK> CD.

Ä AC , , . , d . B C _T
Fl73.b (z) Dieser Lohnsatz behauptet, wenn « > ß, so sei — > -yy, und zugleich — < lät kenntlich

A C sin a
AC : AD = sin « ; sm ß; also . , — — —:—— AD sin 0
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Also ist LDQ : MGO <1 GP : DT
und weil schon GP :DT <j 100 : 99

so ist LDQ : MGO <* 100 : 99
Und weil LDQ > jwwR? so wird MGO > sein, also auch MGO > sw?R; 

folglich ist AB gröfser als die Sehne eines Bogens des Kreises AKBC, wenn dieser [in 812 
Theile getheilt wird. Die Seite AB aber ist dem Sonnendurchmesser gleich; mithin ist die­
ser gewifs gröfser, als die Seite des Tausendecks. (J)

ferner AB ! BD = tang « : I
. B C : AB = r : tang <9

“ ~ , , BC tang «
also B C : B D = tang « ; tang ß; d. h. -jqj- = —— 

mithin wird in dem gegenwärtigen Falle behauptet, es sei
« . sin « , a . tang r— > —:------und — <  ---------- —- ß sin ß ß tang ß,

Was richtig ist. (Vgl. Geom. II. §. 49.)
(ä) Der Gang des Beweise» läßt sich bequemer so übersehen: Weil die Sonne schon über dem Horizonte steht, so 

ist KDG> R, also auch: GK > DK
ferner ist KX s= KT

X = T = R

KGX < KDT
Nun ist KGX=IMGO"t , 

und KDT = |LDQj aboMGO LDQ

Es ist aber LDQ > R und LDQ folglich MGO < TJ3 R oder MGO mithin
AB kleiner als die Seite eines 656 Ecks im Kreise AKBC.

Nun sei der Umfang eines 656 Ecks in diesem Kreise = p 
der Umfang des Kreises selbst sei = p/ 

der Halbmesser GK = GA = GB = r 
sofhat man p' : r C 44 : 7 (nach Kreismessung S. 3.)
also auch p : r < 44 • 7> denn es ist p <3 p' 1

mithin : r <1^: 7> d- AB : r <n : 1148,
oder AB < r» folglich gewifs AB < GK.

Weil nun GK = GA
KPG = AFG = R 
AGK=AGK

so ist [nKPG Ä aAFG, mithin KP = AF £ AB 
also SH = a KP = AB und SH < T’„ GK
Es ist ferner GY SK (nach der aten Voraussetzung}

GY + SK < aSK, d. h. GY + SK < SH 
also G Y + S K <! yJb G K

da aber SY = GK-(GY + SK)
so ist SY> GK - GK, d. h. SY > GK

Nun ist GK r* GP, also SX GP

Auch ist SY < DT (Anmkg. ß.) folglich DT > GP, a]so
G *
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§. 6.
Nach diesen Voraussetzungen läfst sich nunmehr zeigen, dafs der Durchmesser der 

Welt kleiner sei, als ioooo Erddurchmesser, und so auch kleiner als icoco Millionen Stadien.
Weil nämlich angenommen ist, der Sonnendurchmesser sei nicht größer, als das dreif- 

sigfache des Monddurchmessers, der Erddurchmesser aber sei gröfser, als der Monddurch­
messer; so folgt, dafs der Sonnendurchmesser kleiner sei, als 30 Erddurchmesser. Weil fer­
ner gezeigt ward, dafs der Sonnendurchmesser gröfser sei, als die Seite eines dem gröfsten 
Kreise der Welt eingeschriebenen Tausendecks, so folgt cHeilbar, dafs der Umfang .des ge­
dachten Tausendecks kleiner sei, als 1000 Sonnendurchmesser. Der Sonnendurchmesser ist 
aber kleiner als 30 Erddurchmesser, also ist der Umfang des Tausendecks kleiner als 30000 
Erddurchmesser. Weil nun der Umfang des Tausendecks kleiner' als 30000 Erddurchmesser 
und zugleich gröfser ist als der dreifache Weltdurchmesser; (denn es ist dir bekannt, dafs der 
Durchmesser eines jeden Kreises kleiner ist, als der dritte Theil vom Umfange eines Vielecks 
im Kreise, wofern dieses nur gleichseitig und mehr als sechsseitig ist) so ist auch der Wclt- 
durchmesscr kleiner als 10000 Erddurchmesser. Dafs aber der Weltdurchmesser, welcher klei­
ner ist, als 10000 Erddurchmesser, kleiner ist, als ioooo Millionen Stadien, das erhellt so: Es 
ist vorausgesetzt, dafs der Umfang der Erde nicht gröfser sei, als 3 Millionen Stadien, jedoch 
gröfser, als der- dreifache Durchmesser; weil eines jeden Kreises Umfang gröfser ist, als des­
sen dreifacher Durchmesser; mithin erhellt, dafs der Erddurchmesser kleiner sei, als 
1000000 Stadien. Weil nun der Weltdurchmesser kleiner ist. als ioooo Erddurchmesser, so 
ist klar; dafs der Weltdurchmesser kleiner- sei, als ioooo Millionen Stadien, (e)

DK < GK

also DT<GX, folglich

In den bei T und X rechtwinkligen Dreiecken DKT und GKX ist ferner 
KT = KX

KDT| GK ■ , KDT . GX
KGX DK 'md-KGX < —— (Aumkg. 7.)

also auch] bDQ , 
MGO

GX , MGO K DT
’ DT ’ Oller LDQ GX

Vorhin war DT . - >
GP j also ist da GP = GX;

folglich MGO .
LDQ > raVi und weil L D Q 6* R,

so ist MGO
T%i d. h. MGO > ■ 2§b R,

nee R
oder MGO > R,also MGO > R >

d. h. MGO t> R, mithin AB gröfser, als die Sehne eines Bogens des Kreises AKBC,
812 gleiche Theile getheilt wird.
Die Rechnung tatst sich leichter so übersehen:

Es sei der Weltdurchmesser = d 
der Sonnendurchmesser = d*

wenn dieser in

der Erddurchmesser — d'z 
der Monddurchmesser = d/zz
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§• 7-

So viel setze ich voraus von den Gröfsen und Entfernungen; von dem Sande aber Fol­
gendes: Wenn man einen Körper von Sand bildete, nicht gröfser als ein Mohnkorn, so ist 
die Zahl der Sandkörner darin nicht gröfser, als 10000; auch ist der Durchmesser eines Mohn­
korns nicht kleiner als Zoll. Diese Annahme beruht auf folgender Untersuchung. Es wur­
den auf ein glattes Lineal, eins bei eins in gerader Linie, Mohnkörner gelegt, unmittelbar ne­
ben ein ander; und da nahmen schon 25 Körner einen vollen Zoll Raum ein. Ich nehme in­
dessen den Durchmesser des Mohns noch kleiner an, indem ich ihn 4^ Zoll, und nicht kleiner, 
setze, weil ich auch hier meine Beweisführung gegen allen Widerspruch sichern mögte. So 
weit meine Voraussetzungen. Doch dünkt es mich zweckdienlich zu sein, noch über die-Be­
nennung der Zahlen zn sprechen, damit von den andern Leuten sich diejenigen nicht irren, 
welchen mein Buch an den Zeuxippos nicht in die Hände gekommen ist, wenn sie hier 
nichts darüber vorbemerkt finden.

§. 8.

Nun besitzen wir die Namen der Zahlen bis 10000 durch Ueberlieferung, und 
kennen auch die über 10000 hinlänglich, indem wir die Myriaden bis zu 10000 .Myriaden 
zählen. Die eben genannten Zahlen nun bis zu 10000 Myriaden mögen Zahlen der 
ersten Ordnung heifsen. Von diesen Zahlen der ersten Ordnung mögen 10000 My­
riaden die Einheit der zweiten Ordnung heifsen, und man zähle von diesen Zah­
len der zweiten Ordnung die Einer, Zehner, Hunderter, Tausender und Myriaden bis 10000 
Myriaden. Diese 10000 Myriaden der zweiten Ordnung sollen wieder die Einheit der drit­
ten Ordnung heifsen; wovon man gleichfalls die Einer, Zehner, Hunderter, Tausender 
und Myriaden zähle bis zu 10000 Myriaden. Gleicherweise sollen nun 10000 Myriaden der 
dritten Ordnung die Einheit der vierten Ordnung, ferner 10000 Myriaden der vierten 
Ordnung die Einheit der fünften Ordnung heifsen; und immer so weiter sollen die 
Zahlen benannt werden bis zu IOOOO Myriaden von der 10000 mal 10000sten Ordnung. Die 
durch so gröfse Benennungen erkannten Zahlen sind zwar völlig ausreichend, indessen darf 
man noch weiter gehen.

die Seite des TOGO Ecks — a 
dessen Umfang = p

der Erdumfang = p/

so hat man d' < 30 d'" T Voraussetzung 2 und 9. 
dw < d" / ° d

also d' < 30 d"
Nadi Anmkg. 3 ist a < d', folglich 1000 a <! looo d', d. h. p 30300 d'l.

Weil ferner 3d < p, so ist d < 10000 d«;
Auch ist p/3000000 Stadien (Voraussetzung 1.) 

p; i> 3 d" 
d'* < IC00000 Stadien, und weil d •< IOOOO d", 
d < 10000000000 Stadien.

Ee .

also
«0 folgt
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Alle bis jetzt angeführten Zahlen sollen Zahlen der ersten Periode heifsen. 
Die letzte Zahl der ersten Periode heifse eine Einheit der ersten Ordnung zweiter Pe­
riode. Ferner sollen ioooo Myriaden der ersten Ordnung zweiter Periode eine Einheit der 
zweiten Ordnung zweiter Periode, und deren letzte Zahl die Einheit der dritten 
Ordnung zweiter Periode heifsen; und immer so fortfahrend sind die Zahlen der zwei­
ten Periode zu benennen bis zu ioooo Myriaden dei’ toooomal loooosten Ordnung zwei­
ter Periode. Dann wieder sei die letzte Zahl der zweiten Periode die Einheit der ersten 
Ordnung dritter Periode, und so fahre man beständig fort bis zu ioooo Myriaden der 
loooomal loooosten Ordnung in der loooomal loooosten Periode.

§• 9-
Wenn nun etwa, nach Feststellung dieser Benennungen; Zahlen von der Einheit an 

in stetiger Progression stehen, und die nächste nach der Einheit eiii Zehner ist, so werden 
die acht ersten, die Einheit eingeschlossen, die Zahlen der ersten Ordnung enthalten, die acht 
darauf folgenden aber die Zahlen der zweiten Ordnung; und eben so werden die übrigen je 
acht und acht die Zahlen derjenigen Oktade enthalten, welche bezeichnet wird durch die Stel­
lenzahl der Oktade von der ersten an gerechnet. Demnach ist die achte Zahl der ersten Zah-

(0 Uebersicht der Archimedischen Darstellung.’
E r s-t 0 Periode.

I ste Ordnung
2 te —
3to — =

ioooo . IOOOO = IO8-1 —
(IOOOO . IOOOO)* = IQ«-* —
(IOOOO . IOOOO)* = 10«-* —

IO8 
IO1* 
10**

Zweite
IO8te — 

Periode.
iste Ordnung
3 te —
3te — =

(ioooo . IOOOO)io9= io8!1** =

P. I08‘1 ~ P. IO®
P. IO8-* = P. IO1®
P. IO8-8 =P. 10”

p

Dritte
I08te — 

Periode.
— P. IO8,10* = P»

•

IO8te Ordnung = P.’ io8-*®8 = P8 
IO8te Periode.

IO8te Ordnung = P 10 7 . io® '10 8 — P x* *

Nun ist P»®8 — (iqs.io’jio8 =io8,101*, d. h. eine Eins mit goooo Billionen
Nullen hinter sich. “

(Vgl. Delambre über die Arithmetik d. Griechen, übs. v. I. L I. Hoffmann, Mainz ui?
4. Das Original ist der Peyrardschen Uebersetzung zugefiigt. Ferner Walli sii Algebr, Can VI Opp’ 
H, SO.) ' '
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lenoktade ein Tausendmal-Zehntausender; die erste Zahl der zweiten Oktade, weil sie das 
Zehnfache der nächst vorhergegangenen ist, wird ein 10000mal looooder sein. Diese Zahl 
ist die Einheit der zweiten Ordnung. Wiederum wird also die erste Zahl dieser dritten 
Oktade, oder das Zehnfache der nächst vorhergegangenen, ein 10000mal looooder zweiter' 
Ordnung sein, und das ist die Einheit dritter Ordnung. Es leuchtet ein, dafs wie gesagt, 
noch viele Oktaden folgen.

§• 10-

Auch ist dienlich, noch Folgendes zu bemerken. Wenn etwa Zahlen von der Einheit 
an in Progression stehen, und einige von ihnen mit einander multiplicirt werden, so gehört 
das Produkt in dieselbe Progression, und steht von dem grössern Faktor so weit ab, als der 
kleinere von der Einheit nach dem Gesetze der Progression entfernt ist. Von der Einheit aber 
steht das Produkt um Eins weniger ab, als die Summe der beiden Zahlen beträgt, um wel­
che die Faktoren von der Einheit abstehen. Es mögen nämlich folgende Zahlen von der Ein­
heit an in Progression stehen:

-H- « : ß : 7 : 3 : * : £ : 4 : 9 : > : * : A£
« selbst sei die Einheit und es werde S mit 5 multiplicirt; das Produkt sei %. Man nehme nun 
aus jener- Progression das Glied a, welches von 5 so weit absieht, wie S von der Einheit, so 
ist zu zeigen, dafs % = a. Da nun in der Progression ä von a gerade so weit absteht, wie A 
von 5, so verhält sich

j : « = a : 9
Es ist aber 5 das S fache von mithin ist auch a das J fache von 9, also ist a = %. Offenbar 
gehört das Produkt in dieselbe Progression, und steht von dem gröfseren Faktor eben so weit 
ab, als der kleinere von der Einheit. Auch erhellt, dafs das Produkt von der Einheit um 
Eins weniger entfernt ist, als um die Summe der Entfernungen. beider Faktoren von der Ein­
heit; denn die a, ß, 7, 8 , •, i, sind gerade so viele Zahlen, wie 5 von der Einheit ab- 
sleht, 1, *, aber sind um Eins weniger, als S von der Einheit entfernt ist; nämlich mit 9 
selbst sind es erst eben so viele, (v)

H.
Auf den Grund dieser theils vorausgesetzten, theils bewiesenen Sätze wird sich der 

Beweis des Vorliegenden führen lassen. Weil nämlich vorausgesetzt wird, dafs der Durch­
messer des Mohnkorns nicht kleiner ist als 5% Zoll, so kann offenbar eine Kugel von 1 Zoll 
Durchmesser nicht mehr als 64000 Mohnkörner in sich fassen; denn sie ist ein Viefaches nach

G) Dio Wahrheit des Behaupteten erhellet sofort ganz allgemein, wenn man die Progression ihrer Entstehung ge- 
mäfs därstellt; ;

n 4- I in 4- I n 4- in 4- I
n n + l m , m 4 I n 4- m~~i;e:e*;....o : e ‘ r...e ; e ~ . e ' ................

denn wird hier das (n 4- l)sto Glied mit dem (m 4- l)sten Gliede multiplicirt, so entsteht e11 ■ o “ e ’ 
welches das (n f m + l)ste Glied der ganzen Progression ist. Auch ist die Anwendung auf Produkte mehrerer 
Faktoren leicht. Da Archimedes nur von ganzen Zahlen redet, so ist ora > «U,

E C 2
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der genannten Zahl von einer Kugel, deren Durchmesser Zoll beträgt;’ indem ja bereits er- 
v icsen ist, dafs Kugeln zu einander im dreifachen Verhältnisse ihrer Durchmesser stehen. 
Weil aber ferner vorausgesetzt wird, dafs die Zahl des Sandes, der auf die Gröfse eines 
Mohnkorns kommt, nicht gröfser sei, als 10000, so ergiebt sich, dafs die Zahl des Sandes in 
einer Kugel von I Zoll Durchmesser nicht gröfser sei, als loooomal 64000. Diese Zahl aber 
enthalt 6 Einer der zweiten Ordnung und 4000 Myriaden der ersten Ordnung, ist mithin klei­
ner als 10 Einer der zw’eiten Ordnung.

§. 12.
Eine Kugel von 100 Zoll Durchmesser ist ein 100 Myriadenfaches jener, deren Durch­

messer 1 Zoll ist, wegen des dreifachen Verhältnisses der Durchmesser der Kugeln. Macht 
man also eine Sandkugel von 100 Zoll Durchmesser, so wird augenscheinlich die Zahl der 
Sandkörner weniger betragen, als 100 Myriaden mal 10 Einer der zweiten Ordnung. Weil 
mm ein Zehner der zweiten Ordnung das lote Glied ist in einer von der Einheit anfangenden 
dekadischen Progression, und weil 100 Myriaden das 7te Glied in derselben Progression ist, so 
mufs das Produkt beider das löte Glied derselben Progression sein. Denn es ist erwiesen, dafs 
dieses Glied um i weniger von der* Einheit absteht, als um die Summe der Entfernungen bei­
der Faktoren von der Einheit. Von diesen 16 Gliedern gehören die 8 ersten mit der Einheit 
zu den Zahlen der ersten Ordnung,< die 8 folgenden zur zweiten Ordnung, und das letzte von 
ihnen beträgt 1000 Myriaden der zweiten Ordnung. Also erhellt, dafs die Menge Sandes von 
der Gröfse einer Kugel von 100 Zoll im Durchmesser weniger beträgt, als 1000 Myriaden 
zweiter Ordnung.

§• 13-
Ferner ist eine Kugel von 10000 Zoll Durchmesser ein Vielfaches nach 100 Myriaden 

von jener, die 100 Zoll Durchmesser hatte. Macht man also eine Sandkugel von 10000 Zoll 
im Durchmesser, so wird gewifs die Zahl des Sandes kleiner sein, als das Produkt von 1000 
Myriaden der zweiten Ordnung mit 100 Myriaden. Weil nun 1000 Myriaden zweiter Ord­
nung das löte Glied der Progression von der Einheit an ist, und 100 Myriaden das 7te Glied 
derselben Progression, so mufs das Produkt das 22ste Glied der Progression sein. Von diesen 
22 Gliedern bilden die 8 ersten, die Einheit eingeschlossen, die Zahlen der ersten Ordnung, 
die 8 darauf folgenden die Zahlen der zweiten Ordnung, und die übrigen 6 gehören zur dritten 
Ordnung, so dafs das letzte 10 Myriaden der dritten Ordnung beträgt. Es erhellt mithin, dafs 
die Menge Sandkörner in einer Kugel von 10000 Zoll im Durchmesser weniger beträgt, als 10 
Myriaden dritter Ordnung. — Weil aber eine Kugel, die zum Durchmesser ein Stadium hat, 
kleiner ist, als eine Kugel von 10000 Zoll Durchmesser, so erhellt, dafs die Menge Sandes 
von der Gröfse einer Kugel, deren Durchmesser ein Stadium beträgt, geringer ist, als 10 
Myriaden dritter Ordnung.

§• 14-
Weiter ist eine Kugel von 100 Stadien Durchmesser das loo Myriadenfache einer Ku­

gel, deren Durchmesser ein Stadium ist. Eine Sandkugel folglich von 100 Stadien im Durch­
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messen wird eine geringere Menge Sandkörner enthalten, als die Zahl, welche ein Produkt ist 
aus io Myriaden dritter Ordnung mit loo Myriaden. Weil aber IO Myriaden der dritten 
Ordnung das 22ste Glied von der Einheit an ist, und loo Myriaden das 7te in derselben Pro­
gression, so erhellt, dafs die entstehende Zahl das 28ste Glied in derselben Progression sein 
werde. Von diesen 28 Gliedern bilden die 8 ersten mit Einschlufs der Einheit die Zahlen er­
ster Ordnung, die darauf folgenden 8 die Zahlen zweiter Ordnung, die dann folgenden die 
Zahlen dritter Ordnung, und die vier noch übrigen gehören zu den Zahlen vierter Ordnung, 
so dafs das letzte Glied 1000 Einheiten der vierten Ordnung beträgt. Also ist klar, dafs die 
Menge Sandes von der Gröfse einer Kugel, deren Durchmesser 100 Stadien beträgt, geringei 
ist, als 1000 Einheiten der vierten Ordnung.

§■ 15-
Ferner ist eine '.Kugel von 10000 Stadien Durchmesser das 100 Myriadenfache einer 

Kugel von 100 Stadien im Durchmesser. Hätte man also eine Sandkugel von 10000 Stadien 
Durchmesser, so würde diese Sandmenge offenbar kleiner sein, als die Zahl, welche das Pro­
dukt ist aus 1000 Einheiten der vierten Ordnung mit 100 Myriaden. Nun sind 1000 Einhei­
ten vierter Ordnung das aßste Glied von der Einheit an, 100 Myriaden aber das 7te, folglich 
wird das Produkt beider das 34ste Glied in derselben Progression sein. Von diesen 34 Glie­
dern gehören die 8 ersten mit Einscidufs der Einheit zur ersten Ordnung, die 8 darauf fol­
genden zur zweiten, die dann folgenden 8 zur dritten, die darauf folgenden 8 zur vierten und 
die 2 noch übrigen zur fünften Ordnung. Das letzte Glied beträgt also 10 Einheiten der fünf­
ten Ordnung. Mithin ist deutlich, dafs die Menge Sandes in einer Kugel von 10000 Stadien 
Durchmesser weniger beträgt, als 10 Einheiten der fünften Ordnung.

: §. 16.
Hiernächst ist eine Kugel von loo Myriaden Stadien im Durchmesser das Vielfache 

nach 100 Myriaden von einer Kugel, deren Durchmesser 10000 Stadien grofs ist. Machte man 
demnach eine Sandkugel von 100 Myriaden Stadien Durchmesser, so würde offenbar diese 
Sandmenge geringer sein, als das Produkt aus 10 Einheiten der fünften Ordnung mit 100My­
riaden. Weil nun 10 Einheiten der fünften Ordnung das 34ste, 100 Myriaden aber das 7te 
Glied geben, so ist klar, dafs die entstehende Zahl das 40ste Glied derselben Progression sein 
wird. Von diesen 40 Gliedern gehören 8 zur ersten, die nächsten 8 zur zweiten, dann 8 zur 
dritten, ferner 8 zur 4ten und endlich 8 zur- fünften Ordnung, so dafs das letzte Glied 1000 
Myriaden der fünften Ordnung beträgt. Also ist die Menge Sandes in einer Kugel von 100 
Myriaden Stadien Durchmesser kleiner als 1000 Myriaden der fünften Ordnung.

& *7-
Eine Kugel von 10000 Myriaden Stadien im Durchmesser ist ein Vielfaches nach 100 

Myriaden von jener, deren Durchmesser 100 Myriaden Stadien betrug. Folglich würde eine 
Sandkugel von 10000 Myriaden Stadien Durchmesser augenscheinlich eine geringere Menge 
Sandes enthalten, als die Zaid, welche durch Multiplikation von 1000 Myriaden der fünfte» 
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Ordnung mit ioo Myriaden entstellt. Da nun looo Myriaden der fünften Ordnung das 4oste 
Proo-ressionsglied bilden, IOO Myriaden aber das 7te, so erhellt, dafs das Produkt das 4Öste 
Glied von der Einheit an sein müsse. Von diesen 46 Gliedern gehören die 8 ersten mit In­
begriff der Einheit zu den Zahlen der ersten Ordnung, die darauf folgenden 8 zur zweiten, 
die nächsten 8 zur dritten, die folgenden 8 zur vierten, die hierhächst folgenden 8 zur fünf­
ten und die übrigen 6 zur sechsten Ordnung, und das letzte von ihnen beträgt 10 Myriaden 
der sechsten Ordnung; woraus sich ergiebt, dafs die Menge Sandes von der Gröfse einer Ku­
gel von 10000 X 10000 Stadien im Durchmesser, kleiner ist, als 10 Myriaden der sechs­
ten Ordnung.

18.
Eine Kugel aber von 100 mal 10000 Myriaden Stadien im Durchmesser ist das 100 

Myriadenfache einer Kugel, deren Durchmesser 10000 Myriaden Stadien beträgt. Mithin wür­
de'eine Kugel Sandes von 10000 Millionen Stadien Durchmesser gewifs eine geringere Sand- 
menge enthalten, als'eine Zahl, welche das Produkt ist von 10 Myriaden der sechsten Ord­
nung mit 100 Myriaden. Nun sind aber 10 Myriaden sechster Ordnung das 4öste Progres- 
sionsglied und 100 Myriaden das 7te, also mufs die entstehende Zahl das 52 sie Glied in der­
selben Progression sein. Von diesen 52 Gliedern gehören die 48 ersten mit der Einheit zur 
ersten, zweiten, dritten, vierten, fünften und sechsten Ordnung, die vier, übrigen aber zur 
siebenten Ordnung; also ist deutlich, dafs die Menge Sandes von der Gröfse einer Kugel, de­
ren Durchmesser 10000 Millionen Stadien grofs ist, weniger ausmacht, als 1000 Einheiten 
der 7ten Ordnung.

§•
Da nun gezeigt worden, dafs der Weltdurchmesser kleiner ist, als 10000 Millionen 

Stadien so folgt, dafs auch eine Menge Sandes von der Gröfse der Welt kleiner sei, als 
1000 Einheiten der siebenten Ordnung. Also ist erwiesen, dafs eine Sandmenge von solcher 
Gröfse wie die meisten Sternkundigen die Welt annehmen, kleiner sei, als 1000 Einheiten 
der siebenten Ordnung.

Dafs aber auch eine Sandmenge von der Gröfse einer solchen Kugel, wie Aristarchos 
die Fixsternkugel annimt, kleiner sei, als 1000 Myriaden der achten Ordnung, wifd sich zei- 
cren lassen. Da nämlich vorausgesetzt ist, dafs die Erde zu dem, was wir Welt nennen, sich 
eben so verhalte, wie die gedachte Welt zur Fixsternkugel des Aristarchos; und da die 
Durchmesser dieser Kugeln unter sich ebenfalls stetig proportionirt sind; da endlich der Welt­
durchmesser nach dem Beweise weniger beträgt, als 10000 Erddurchmesser; so ist klar, dafs 
auch der Durchmesser der Fixsternkugel kleiner ist, als 10000 Weltdurchmesscr. Weil aber 
Kugeln in dreifachem Verhältnisse ihrer Durchmesser zu einander stehen, so leuchtet ein, dafs 
die°Fixsternkugel, wie sie Aristarchos annimt, kleiner ist, als das Billionfache der Welt.

Es ward aber bewiesen, dafs eine Sandmenge von der Gröfse der Welt kleiner sei, 
als 1000 Einheiten der siebenten Ordnung. Also ergiebt sich, dafs wenn es eine Sandkugel 
gäbe so grofs, als nach Aristarchos die Fixsternkugel sein soll, doch die Zahl des San­
des geringer, sein würde als das Produkt aus 1000 Einheiten der siebenten Ordnung mit 
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einer Billion. Weil nun 1000 Einheiten der siebenten Ordnung das 52ste Glied von der 
Einheit an ist, i Billion aber das ißle in derselben Progression, so ergiebt sich, dafs die ent­
stehende Zahl das 64 sie Glied von der Einheit an in derselben Progression ist. Das ist aber 
die achte Zahl achter Ordnung — d. h. 1000 Myriaden der achten Ordnung. Also ist klar, 
dafs eine Menge Sandes von der Gröfse der Aristarchischen Fixslernkugel geringer, ist, als 
1000 Myriaden der achten Ordnung.

/ §• 20.
Diefs nun, König Gelon,. wird vermuthlich dem grofsen Haufen und denen, welche 

der Mathematik unkundig sind, unglaublich scheinen; aber denen, welche diese eimlm se 
besitzen, und über die Entfernungen und Gröfsen der Erde, der Sonne, des K on es um es 
ganzen Weltgebäudes nachgedacht haben, wird es es wegen der Bevyeise für gewifs gellem 
Defshalb habe ich geglaubt, es sei nicht unangemessen, dafs Jemand diefs genauer untersuche.
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Von

schwimmenden Körpern.

Erstes Buch.
Annahme I.

IVlan setze als wesentliche Eigenschaft einer Flüssigkeit voraus, dafs bei gleichförmiger und 
lückenloser Lage ihrer Theile der minder gedrückte durch den mehr gedrückten in die Höhe 
getrieben werde. Jeder Theil derselben aber wird von der nach senkrechter Richtung über 
ihm befindlichen Flüssigkeit gedrückt, wenn diese im Sinken begriffen ist, oder doch von ei­
ner andern gedrückt wird.

Satz l.
Wenn irgend eine Oberfläche beständig durch einerlei Punkt von einer Ebene geschnit­

ten wird, und wenn der Schnitt ein Kreisumfang ist, der zum Mittelpunkte jenen Punkt hat, 
durch welchen sie von der Ebene geschnitten wird: so mufs die Oberfläche eine Sphäre sein.

Eine Oberfläche werde von einer Ebene durch den Punkt K geschnitten, auch sei der 
Schnitt immer ein Kreisumfang um den Mittelpunkt K; so behaupte ich, die Oberfläche sei 
eine Sphäre.

Denn wo nicht, so werden die geraden Linien, welche aus K nach dem Umfange ge­
zogen werden, nicht sämtlich gleich sein. Es mögen demnach A, B, Punkte in der Oberflä­
che, und die Linien AK, KB, ungleich sein; man führe durch AK, KB eine Ebene, deren 
Schnitt in der Oberfläche die Linien DABC bilde. Dann ist, nach der Annahme der Ober­
fläche, DABC ein Kreisumfang mit dem Mittelpunkte K; mithin sind die Linien AK, KB, 
einander gleich, und dochauch ungleich, was unmöglich ist. Daraus erhellet, dafs die Ober­
fläche eine Sphäre sei.

Satz 2.



225Von schwimmenden Körpern. 1.

Satz 2.
^iß Oberfläche einer jeden zusammenhängenden Flüssigkeit im Zustande der Ruhe ist 

sphärisch, und der Mittelpunkt ihrer Kugel ist einerlei mit dem Mittelpunkte der Erde.
Man denke sich eine zusammenhängende Flüssigkeit in Ruhe, und schneide deren Ober-F.lJS. 

fläche mittelst einer durch den Mittelpunkt der Erde geführten Ebene. Der Mittelpunkt der 
Erde sei K, und die Linie AB CD sei der Schnitt der Oberfläche. Ich behaupte, die Linie 
AB CD sei ein Kreisumfang um den Mittelpunkt K.

Denn wo nicht, so werden die geraden aus K an AB CD gezogenen Linien ungleich 
sein. Alan nehme eine gerade Linie, welche gröfser als einige der aus K an AB CD gezoge­
nen, kleiner aber,, als andere derselben ist, und beschreibe mit ihr als Halbmesser einen 
Kreis aus dem'Mittelpunkte K: dann wird der Umfang desselben theils außerhalb, theils in­
nerhalb der Linie AB CD fallen, weil eben der Halbmesser gröfser als einige, und kleiner als 
andere der von K an sie ausgehenden Linien ist. Der Umfang des beschriebenen Kreises sei 
daher FHB, man ziehe eine Linie aus B nach K, und die Linien FK, KHE, welche mit je­
ner gleiche Winkel machen sollen. Ferner beschreibe man aus dem Mittelpunkte K einen 
Kreisbogen XOP in der Ebene und in der Flüssigkeit; dann werden die Theile der Flüssig­
keit, welche in dem Bogen XOP liegen, gleichförmig und unter sich lückenlos liegen, auch 
werden die Theile in dem Bogen XO von der Flüssigkeit unter dem Orte AB, die aber in 
dem Bogen OP von der Flüssigkeit unter BE gedrückt, mithin leiden die Theile der Flüs­
sigkeit in den Bogen XO und OP einen ungleichen Druck, defshalb müfsen die minder ge­
drückten von den mehr gedrückten gehoben werden {Annahme i.), also bleibt die Flüssigkeit 
nicht in demselben Zusammenhänge. Es ward aber vorausgesetzt, sie solle Zusammenhängen 
und in Ruhe sein: daher mufs nothwendig die Linie AB CD ein Kreisumfang sein, dessen 
Mittelpunkt K ist.

Eben so wird sich zeigen lassen, wie auch sonst noch die Oberfläche der Flüssigkeit 
von einer durch den Mittelpunkt der Erde geführten Ebene geschnitten werden mag, dafs0der 
Schnitt eine Kreislinie, und deren Mittelpunkt zugleich der Mittelpunkt der Erde sei: woraus 
hervorgellt, dafs die Oberfläche einer zusammenhängenden Flüssigkeit im Zustande der Ruhe 
sphärisch, und der Mittelpunkt ihrer Kugel einerlei sei mit dem der Erde; indem nämlich die­
se Oberfläche von der Art ist, dafs sie, immer durch denselben Punkt geschnitten, als Schnitt 
eine Kreislinie giebt, deren Mittelpunkt eben der Punkt ist, durch den jene von der Ebene 
geschnitten wird.

Satz 3.

Feste Körper, welche bei gleichem Raumesmhalte einerlei Gewicht mit einer Flüssig­
keit haben, (a) sinken, in diese eingetaucht, so weit, dafs nichts von ihnen aus der Oberflä­
che der Flüssigkeit hervorragt; tiefer aber sinken sie nicht.

Es habe ein Körper einerlei Gewicht mit einer Flüssigkeit, und rage, wenn diefs 
möglich ist, cingetaucht in sie aus ihrer Oberfläche hervor. Die Flüssigkeit sei zusammen—

(S. 3. «) D. h. welche einerlei spezifische» Gewicht mit der Flüfsigkeit haben.
F f 
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hangend und in Rube, auch denke man sich eine Ebene durch den Mittelpunkt der Erde und 
der Flüssigkeit, und durch den festen Körper gelegt, so dafs ABCD der Schnitt der Oberflä­
che der Flüssigkeit, EHTF aber der Schnitt des eingetauchten Körpers und K der Mittel­
punkt der Erde sei- Ferner sei BHT C der in der Flüssigkeit, und B E F C der aufserhalb der­
selben befindliche Theil des festen Körpers. Man denke sich fcrnei’ den festen Körper umfafst 
von einer Pyramide, deren Grundfläche ein Parallelogramm (ß) in der Oberfläche der Flüssig­
keit, und deren Scheitel der Mittelpunkt der Erde ist; der Durchschnitt der Ebene, worin 
der Bogen A B C D liegt, mit den Seitenflächen der Pyramide sei K L, KM; man beschreibe 
eine andere Sphäre XOP um den Mittelpunkt K in der Flüssigkeit unter EFHT, so dafs 
XOP selbst der Schnitt dieser Oberfläche mit der Ebene sein mag. Man nehme aufserdem ei­
ne andere Pyramide an, gleich und ähnlich jener, welche den festen Körper umfafst, auch 
mit ihr lückenlos verbunden, und der Durchschnitt ihrer Seitenflächen sei KM, KN. Dann 
denke man sich in der Flüssigkeit eine Gröfse RSQY, gebildet aus der Flüssigkeit selbst, und 
dem Körper BHTC, welcher ein Theil des in die Flüssigkeit getauchten Körpers ist, gleich 
und ähnlich. Nun sind die Theile der Flüssigkeit, nämlich der, welcher in der ersten Pyra­
mide unter der Fläche XO enthalten ist, mit dem in der andern unter PO enthaltenen in 
gleichförmiger, lückenloser Lage; sie erleiden aber nicht denselben Druck. Denn der unter 
XO enthaltene Theil wird von dem festen Körper EHTF, und von der zwischen den Flä­
chen XO, LM, und den Seitenflächen der Pyramide befindlichen Flüssigkeit gedrückt; der un­
ter PO enthaltene Theil aber von dem festen Körper RSQY und von der zwischen den Flä­
chen OP, MN, und den Seitenflächen der Pyramide enthaltenen Flüssigkeit. Es ist aber das 
Gewicht der Flüssigkeit zwischen MN, OP, geringer, als das der zwischen LM, XO; denn 
der feste Körper RSQY ist kleiner, als der Körper EHTF, weil jener gleich BHTC ist, in­
dem nach der Voraussetzung der feste Körper und die Flüssigkeit bei gleicher Gröfse auch 
gleiches Gewicht haben; daher bleiben nach Abzug dieser Körper ungleiche Reste. (y) Es er­
hellet folglich, dafs der unter der Oberfläche OP enthaltene Theil von dem gehoben werde, 
welcher unter XO enthalten ist, und dafs die Flüssigkeit nicht in demselben Zusammenhänge 
bleibe (S. I.). Sie sollte aber nach der Voraussetzung im Zusammenhänge und in Ruhe sein; 
mithin ragt von dem festen Körper nichts aus der Flüssigkeit hervor.

Der eingetauchte Körper sinkt aber auch nicht tiefer; denn die gleichliegenden Theile 
der Flüssigkeit leiden überall denselben Druck, da Körper und Flüssigkeit einerlei Gewicht haben.

Satz 4.
Jeder feste Körper, der, leichter (a) als eine Flüssigkeit, in diese getaucht wird, sinkt 

nicht ganz unter, sondern ein Theil desselben wird aus ihrer Oberfläche hervorragen.

(£) Eigentlich ein sphärisches Viereck.
Deutlicher so: Es ward vorausgesetzt, dafs vor Einsendung des überragenden Körpers ET Gleichgewicht Statt 
linde. Nun ist BT = RQ5 Werden diese Körper von den ganzen Massen recht« und links abgezogen, so 
bleibt auf beiden Seiten eine gleiche Menge Flüfsigkeit, und aufserdem noch auf der einen der überragende 
Theil BEF C, mithin ungleiche Beste.

(S. 4. «) Nämlich spezifisch leichter. Diese Bemerkung ist in der Folge noch oft zu machen, daher »tehe 
sie hier ein für allemal.
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Es sei ein fester Körper leichter, als die Flüssigkeit, und sinke völlig unter, wennF.177. 
diefs möglich ist,, so dafs kem-Theil desselben aus ihrer Oberfläche hervorrage. Die Flüssig­
keit sei zusammenhängend und in Ruhe; auch denke man durch den Mittelpunkt der Erde, 
durch die Flüssigkeit und durch den festen Körper eine Ebene geführt, von welcher die Ober­
fläche der Flüssigkeit, nach dem Bogen ABC, der feste Körper aber nach der Figur R geschnit­
ten werde, und K sei der Mittelpunkt der Erde. Auch nehme man eine den Körper R um­
fassende Pyramide an, wie zuvor, welche den Punkt K zum Scheitel haben soll, und deren 
Seitenflächen von der Ebene ABC in AK, KB, geschnitten werden. Ferner stelle man sich 
eine andere Pyramide, der vorigen gleicji und ähnlich vor, deren Seitenflächen von der Ebe­
ne ABC in BK, KC, geschnitten werden. Hiernächst beschreibe man eine andere Sphäre in 
der Flüssigkeit um den Mittelpunkt K unter dem festen Körper, und sie werde von derselben 
Ebene in XOP geschnitten. Endlich denke man in der letzteren Pyramide einen andern Kör­
per H, welcher aus der Flüssigkeit bestehen, und dem festen Körper R gleich sein soll. Die 
Theile der Flüssigkeit folglich, sowohl der in der' ersten Pyrämide unter der Oberfläche XO, 
als der in der zweiten unter der Oberfläche OP enthaltene liegen gleichförmig und lückenlos 
unter sich; erleiden jedoch nicht einerlei Druck; denn der Theil in der ersten Pyramide wird 
von dem festen Körper R, und von der denselben umgebenden Flüssigkeit gedrückt, die sich 
an dern Orte A B O X der Pyramide befindet; der Theil dagegen in der andern Pyramide wird 
von der körperlichen Gröfse H, und von der dieselbe umgebenden Flüssigkeit an dem Orte 
POBC der Pyramide gedruckt. Allein das Gewicht des festen Körpers R ist kleiner, als das 
der Flüssigkeit H, weil jene zwar eben so grofs, jedoch leichter als die Flüssigkeit vorausge­
setzt ward: und das Gewicht der die Gröfsen R, H, umgebenden Flüssigkeit ist in beiden 
Fällen gleich, da die Pyramiden gleich sind. Demnach leidet der Theil der Flüssigkeit unter 
der Oberfläche OP einen stärkeren Druck, wird folglich den minder gedrückten Theil hervor­
heben, die Flüssigkeit bleibt also nicht in Ruhe (S. i;). Es ward aber vorausgesetzt, sie blei­
be in Ruhe. Daher wird der Körper nicht gänzlich untersinken, sondern ein Theil desselben 
wird aus der Oberfläche der Flüssigkeit hervorragen,

Satz 5.
Jeder feste Körper, welcher, leichter als eine Flüssigkeit, in diese eingetaucht wird, 

sinkt so tief, dafs die Masse der Flüssigkeit, welche so grofs ist als der eingesunkene Theil, 
eben so viel wiegt, wie der ganze Körper.

Man mache dieselbe Konstruktion wie zuvor, auch sei die Flüssigkeit in Ruhe, und F. 176. 
der Körper EHTF leichter als die Flüssigkeit. Wenn demnach diese in Ruhe ist, so werden 
ihre gleichliegenden Theile gleichmäfsig gedrückt, also wird die Flüssigkeit unter den Oberflä- 
chenXO, OP, gleichmäfsig gedrückt, und mithin sind du» drückenden Gewichte gleich. Es 
ist aber das Gewicht der Flüssigkeit in dei- ersten Pyramide ohne den Körper BHTC gleich 
dem Gewichte der Flüssigkeit in der andern Pyramide ohne die Flüssigkeit RSQY; daher ist 
offenbar das Gewicht des Körpers EHTF gleich dem Gewichte der Flüssigkeit RSQY, und 
hieraus erhellet, dafs eine Masse der Flüssigkeit von der Gröfse des eingesunkenen Theils des 
eingetauchten Körpers einerlei Gewicht mit diesem ganzen Körper habe.

F f 2
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Satz 6.
Wenn Körper, die leichter sind, als eine Flüssigkeit, in diese eingetaucht werden, so 

erheben sie sich wieder mit einer so gröfsen Kraft, wie eine Masse Flüssigkeit von der Grofse 
des Körpers schwerer ist, fals der Körper selbst.

F.I78. Es sei nämlich ein Körper A leichter als eine Flüssigkeit, B sei das Gewicht des Kör­
pers A, und B C sei das Gewicht einer Masse Flüssigkeit von der Grofse des Körpers A. Dann 
ist zu erweisen, dafs der Körper A, eingetaucht in die Flüssigkeit, mit einer dem Gewichte C 
gleichen Kraft sich wieder erhebe. '

Alan nehme einen Körper D an, dessen Gewicht gleich C ist, dann ist ein aus den 
beiden Körpern A, D, zusammengesetzter Körper leichter als die Flüssigkeit; denn das Ge­
wicht des aus A und D zusammengesetzten Körpers ist BC. Allein das Gewicht einer Masse 
Flüssigkeit von der Grofse jener Körper ist gröfser als BC, weil BC das Gewicht einer Masse 
Flüssigkeit von der Gröfse A ist. Wird demnach der aus A, D, zusammengesetzte Körper in 
die Flüssigkeit getaucht, so wird er so weit einsinken, dafs eine Masse Flüssigkeit von der 
Grofse des eingesunkenen Körpers einerlei Gewicht hat mit dem ganzen Körper; wie schon 
bewiesen wurde (S. 5.).

Nun stelle der Bogen EFGH die Oberfläche einer Flüssigkeit vor. Weil dann eine 
Masse Flüssigkeit von der Grofse des Körpers A eben so viel Gewicht hat, wie die Körper 
A, D; so erhellet, dafs der Körper A der eingesunkene Theil sein, der übrige Theil D aber 
ganz aus der Oberfläche der Flüssigkeit hervorragen werde. Daraus geht hervor, dafs der 
Körper A mit eben der Kraft in die Höhe gehoben werde, mit welcher er, da sie über ihm 
befindlich, hinabgedrückt wird, d. h. mit der Kraft D; indem jetzt die eine durch die andere 
aufgehoben wird. («) Aber D drückt hinab mit dem Gewichte C, denn das Gewicht des Kör 
pers D ward gleich C gesetzt. Demnach erhellet, was zu beweisen war.

Satz 7.
Feste Körper, welche, schwerer als eine Flüssigkeit, in diese eingetaucht werden, sin­

ken, so lange sie noch tiefer kommen können, und werden in der Flüssigkeit um so viel leich­
ter, als das Gewicht einer Masse Flüssigkeit von der Gröfse der eingetauchten Körper beträgt. 

7.179. Dafs feste Körper, welche schwerer sind als eine Flüssigkeit, eingetaucht in diese, so 
lange sinken, als sie noch tiefer kommen können, ist einleuchtend; denn die darunter liegen­
den Theile der Flüssigkeit werden stärker gedrückt, als die gleichförmig anliegenden Theile? 
weil der feste Körper schwerer als die Flüssigkeit angenommen wird. Dafs aber die Körper 
um das Angegebene leichter werden, wird so bewiesen:

Ein Körper A sei schwerer als die Flüssigkeit, und BC bezeichne das Gewicht des Kör­
pers A, das Gewicht einer Masse Flüssigkeit von der Gröfse A sei aber B; dann ist zu bewei­
sen, dafs der Körper A im Wasser selbst das Gewicht C habe.

(S. 6. «) Gegenwärtig drückt D den Körper A hinab, und zerstört eben dadurch die Kraft, womit A steigen wür 
de, wenn D nicht vorhanden wäre, gänzlich.
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Man nehme einen andern Körper D an, leichter’ als die Flüssigkeit, dessen Gewicht 
gleich B sei; BC aber sei das Gewicht einer Masse Flüssigkeit .von der Gröfse des Körpers 
D: dann wird ein aus A, D; zusammengesetzter Körper so schwer sein, als die Flüssigkeit 
selbst; denn das Gewicht der beiden Körper beträgt so viel, wie die beiden Gewichte BC und 
B, und das Gewicht einer Masse Flüssigkeit von der Gröfse der beiden Körper ist ebenfalls 
diesen beiden Gewichten gleich. Senkt man daher die Körper in die Flüssigkeit hinab, und 
taucht sie ein, so haben sie einerlei Gewicht mit dieser, und werden weder aufwärts noch 
abwärts getrieben, weil ja der Körper A, schwerer als die Flüssigkeit, abwärts, der Körper 
D aber mit derselben Kraft aufwärts getrieben wird. Allein der Körper D, leichter als die 
Flüssigkeit, wird mit einer dem Gewichte C gleichen Kraft aufwärts getrieben; denn es ward 
erwiesen, dafs feste Körper, die, leichter als die Flüssigkeit, in diese eingetaucht sind, mit 
einer so gröfsen Kraft aufwärts getrieben werden, wie eine Masse Flüssigkeit von der Gröfse 
der Körper schwerer ist, als diese. Nun ist eine Masse Flüssigkeit von der Gröfse D um das 
Gewicht C schwerer als D selbst: demnach erhellet, dafs der Körper A mit einer dem Ge­
wichte C gleichen Kraft abwärts getrieben werde; was man erweisen wollte.

Annahme 2.
Man nehme an, dafs jeder Körper, welcher in einer Flüssigkeit aufwärts steigt, hiebei 

dem durch den' Schwerpunkt des Körpers geführten Perpendikel folge.

Satz 8.
Wenn ein fester Körper, welcher leichter als eine Flüssigkeit ist, und die Gestalt ei­

nes Kugelabschnitts hat, so in die Flüssigkeit getaucht wird, dafs die Grundfläche des Ab­
schnitts die Flüssigkeit nicht berührt, so wird der Abschnitt senkrecht schwimmen, dergestalt 
nämlich, dafs die Axe desselben senkrecht steht. Und wenn der Abschnitt auf irgend eine 
Weise so geneigt wird, dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit berührt, so bleibt er nicht also, 
nachdem er eingetaucht ist, sondern nimt wieder die senkrechte Lage ein.

(«) „Man denke sich einen Körper von der angegebenen Art in die Flüssigkeit getaucht,F.igo- 
„und führe eine Ebene durch die Axe des Abschnitts und den Mittelpunkt der Erde, so dafs 
„der Bogen AB CD der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit sein mag; auch sei der Bogen 
„EFH der Schnitt des Abschnitts, die Linie EH sei eine gerade, und FT sei die Axe des 
„Abschnitts. Wenn nun der Abschnitt so geneigt wird, dafs die Axe FT desselben nicht 
„senkrecht steht, so ist zu erweisen, dafs er nicht in dieser Lage bleibe, sondern sich wieder 
„ senkrech t stelle. “

„Es liegt also der Mittelpunkt der Kugel in der Linie FT, wo denn zuvörderst der 
„Abschnitt gröfser als die Halbkugel sein soll; und es sei T der Mittelpunkt der Kugel bei der 
„Halbkugel, P bei dem kleineren, K bei dem gröfseren Abschnitte; man ziehe durch K und 
„durch den Erdmittelpunkt L eine gerade Linie KL, welche den Bogen EFH in N schneidet. 
„Weil nun die Axe eines jeden Kugelabschnitts in derjenigen geraden Linie liegt, die vom

(S. 8. «) Der Beweis dieses Satzes ist von F. C o m m an d i n u s gegeben, da der archimedische fehlt.
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„Mittelpunkte der Kugel senkrecht gegen die Grundfläche gezogen wild, und weil in dieser 
„Axe der Schwerpunkt liegt, so liegt die Axe des eingesunkenen aus zwei Kugelabschnitten 
„bestehenden Theils des ganzen Abschnitts in 4em durch K gehenden.Perpendikel KL, fr) mit-, 
„hin liegt der Schwerpunkt dieses Theils in der Linie NK; er sei demnach R. Allein der 
„Schwerpunkt des ganzen Abschnitts liegt in der Linie FT zwischen K und F, etwa in X. 
„Dann wird der Schwerpunkt des aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen Theils des Körpers in 
„der nach X gezogenen Linie RX liegen, nämlich da wo diese so weit verlängert ist, dafs die 
„Verlängerung sich zu RX verhält, wie das Gewicht des eingesunkenen Theils zu dem Ge- 
„wichte des noch aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen, fr) Es sei aber S der Schwerpunkt 
„des letztem Theils, und man ziehe durch S die senkrechte SL. Dann drückt das Gewicht 
„des aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen Körpers abwärts nach der geraden Linie RL {An- 
„nähme 2.); folglich bleibt der Abschnitt nicht in Ruhe, sondern die hei E befindlichen Thei- 
„le streben abwärts, die bei H dagegen aufwärts, und diefs geschieht fortwährend, bis die 
„Linie FT in senkrechter Lage ist. Auf dieselbe Weise zeigt man dafselbe auch bei den an- 
„ dern Abschnitten,

1 S a t z 9. ,

Wenn der Abschnitt, leichter als die Flüssigkeit, in diese so gefaucht wird, |dafs die 
Grundfläche ganz in der Flüssigkeit ist, so wird er senkrecht schwimmen, so nämlich dafs 
die Axe desselben eine senkrechte Lage annimt.

F. 181. Man denke sich einen Körper von der bezeichneten Art in die Flüssigkeit getaucht 
denke ferner eine Ebene durch die Axe des Abschnitts und durch den Mittelpunkt dei' Erde 
geführt. Der Bogen ABCD sei der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit, der Bogen EFH 
aber sei der Schnitt des Körpers; EH sei eine gerade Linie, und FT die Axe des Abschnitts 
Wenn cs nun möglich ist, so sei FT nicht senkrecht; dann ist zu erweisen, der Abschnitt 
bleibe nicht in Ruhe, sondern nehme die senkrechte Lage wieder ein.

Der Mittelpunkt der Kugel liegt in der Linie FT, auch sei zuvörderst wieder der 
'Abschnitt gröfser als die Halbkugel, und es sei T der Mittelpunkt der Kugel bei der Halbku­
gel, P bei dem kleineren, K bei dem gröfsern Abschnitte; auch ziehe man durch K und 
durch den Mittelpunkt L der Erde die Linie KL. Dann liegt die Axe des aufserhalb der 
Flüssigkeit befindlichen Theils in einem durch K gehenden Perpendikel, und nach dem vorher 
gesagten liegt der Schwerpunkt dieses Theils in der geraden Linie N K, fr) er Jiege a]s0 p. 
der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts aber liegt in FT, zwischen Kund F, etwa in x’

((3) Denn man ziehe KB, KC, LB, LC, so ist KB = KC, LB = LC, KL = KL, folglich BLK = CLK 
mithin auch BR = CR und BRL = CRL = R; folglich werden auch alle Parallelen der Linie BC ’* 
den Abschnitten BMC, BNC, senkrecht in Hälften gelheilt; und deßhalb liegt die Axe des eüiceaunV™ 
Theils in der geraden Linie KE. ‘“"gesunkenen

(7) Vgl. Gle-icbgew. d, Eb. I. g. g.

(S. 9. •) Weil der aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Theil die Differenz zweier Kugelabschnitte ist auf der 
Grundfläche NK senkrecht steht. — Das ^vorauf Arch. sich bezieht, niufs in dem verlornen Beweise des 
rigen Satzes gestanden haben. Man sehe die Anm. g zum vorigen Salze.
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Dann liegt der Schwerpunkt des übrigen Theils, d. h. des in der Flüssigkeit befindlichen, in 
der geraden, nach X gezogenen Linie RX, da nämlich, wo diese so weit verlängert ist, dafs 
die Verlängerung sich zu XR verhält, wie das Gewicht des ausserhalb der Flüssigkeit befind­
lichen I’heils zum Gewichte des in derselben liegenden. ((9) Es sei aber 0 der Schwerpunkt 
dieses letztem Theils, und durch O ziehe man das Perpendikel OL; dann wird das Gewicht 
des aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen Theils nach der geraden Linie RL abwärts, das 
Gewicht des andern Theils aber in der Flüssigkeit nach der geraden Linie OL aufwärts stre­
ben {Annahme 2.). Der Körper bleibt daher nicht in Ruhe, sondern die Theile bei H stre­
ben abwärts, die bei E aufwärts, und diefs bleibt fortwährend, bis FT die senkrechte Lage 
eingenommen hat,

Vß). Gleichgew. d. Eh. I. j;



213 Von schwimmenden Körpern. II.

Von

sch w i m m e n d e n Körpern.

Zweites Buch.

Satz i,

"Wenn ein Körper, leichter als eine Flüssigkeit, in diese getaucht wird; so verhalt sich sein 
Gewicht zu dem einer gleich gröfsen Masse Flüssigkeit, wie der eingesunkene Theil des Kör­
pers zu dem ganzen Körper.

F.I82. Es werde nämlich irgend ein Körper FA, der leichter ist, als eine Flüssigkeit, in die­
se getaucht, und der eingesunkene Theil desselben sei A, der hervorragende aber F; so ist zu 
beweisen, dafs das Gewicht des Körpers F A zu dem einer gleichen Masse Flüssigkeit sich ver­
halte, wie A zu F A.

Man nehme an, es sei NI eine Masse Flüssigkeit von der Gröfse des Körpers FA, 
auch sei F = N, und A = I. Das Gewicht der Gröfse FA sei B, das der Gröfse NI sei Oll, 
und das der Gröfse I sei R; dann verhält sich

Gewicht F A : Gewicht NI = B ; O R;
Weil aber der eingetauchle Körper FA leichter ist, als die Flüssigkeit, so erhellt, dafs eine 
Menge Flüssigkeit von der Gröfse des eingesunkenen Theils gleiches Gewicht habe mit dem 
Körper F A; denn diefs wurde oben dargethan (I. S. 5.). Dem Körper A entspricht aber die 
Flüssigkeit I, deren Gewicht R ist, während B das Gewicht von FA. Demnach ist B, oder’ 
das Gewicht eines solchen Körpers, der einerlei Gewicht mit dem ganzen Körper FA hat, 
gleich dem Gewichte der Flüssigkeit I, d. h. dem Gewichte R selbst; und weil sich verhält

Gewicht F A : Gewicht NI = B : O R
weil ferner B = R, und R : OR= I : NI = A : FA;

so folgt, dafs das Gewicht von FA zu dem Gewichte einer Menge Flüssigkeit von derselben 
Gröfse sich verhalte, wie A zu FA, was zu erweisen war.

Satz 2.
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S a t z 2.
Wenn die Axe des geraden Abschnitts («) eines parabolischen Konoids nicht gröfser 

is^, als drei Viertheile des Parameters, (ß) und wenn dieser Abschnitt, bei willkiihrlichem Ge­
wichte im Verbaltnifse zu einer Flüssigkeit, dergestalt in diese getaucht wird, dafs seine Grund­
fläche die Flüssigkeit selbst nicht berührt, doch aber geneigt ist: so wird er nicht geneigt blei- 
»en, sondern seine senkrechte Lage wieder einnehmen. Ich sage aber, der Abschnitt sei in 
senkrechter Lage, wenn die Ebene, welche ihn abgetrennt hat, mit der Oberfläche der Flüs­
sigkeit parallel ist.

Es gebe einen geraden Abschnitt eines parabolischen Konoids, wie beschrieben, und er F. 183. 
hege geneigt; dann ist zu erweisen, dafs er nicht so bleibe, sondern sich senkrecht stelle.

Man lege eine Ebene durch die Axe des Abschnitts senkrecht zu der ebenen Oberflä­
che der Flüssigkeit; (7) der Durchschnitt des Abschnitts sei die Parabel APOL, die Axe des 
Abschnitts, oder der Durchmesser der Parabel, sei NO, und der Durchschnitt der Oberfläche 
der Flüssigkeit sei IS. Woferne nun der Abschnitt nicht senkrecht steht, so kann AL der 
Lime IS nicht parallel sein, und es wird NO mit IS nicht rechte Winkel machen. Man zie­
he demnach die Berührungslinie KZ des Kegelschnitts für den Punkt P, [„ (ä) so dafs KZ IS 
„ist; aus P ziehe man l’F^ON bis an IS. Diese Linie wird Durchmesser der Parabel 
„IP OS, und Axe des in die Flüssigkeit eingesunkenen Theils sein. Man nehme hierauf die 
„Schwerpunkte («), und zwar sei R der Schwerpunkt des Körpers APOL, B der des Kör- 
„pers IP OS; dann verlängere man die Verbindungslinie BR nach G, welches der Schwer- 
„punkt des übrigen Körpers ISLA sein mag. fy Weil nun N0 =| RO, und weil NO nicht 
„gröfser ist, als drei Viertheile des Parameters; so ist RO nicht gröfser als der halbe Para-

(S. 2. «I Unter dem geraden Abschnitte eines Konoids ist ein solcher zu verstehen, dessen Axe senkrecht zur 
Grundfläche stehet. 1

(f) Vgl. Konoid, und Sphäroid. S. 4, B. Anm. «. Archimedes nennt hier in der Urschrift den halben Parame­
ter wieder die Entfernung des Kegelscheitels von der Parabelaxe.

(7) Int ersten Büche betrachtete Arch. die Oberfläche der Flüssigkeit beständig als Oberfläche einer Kugel, deren 
Mittelpunkt der Mittelpunkt der Erde war: gegenwärtig aber schlechthin als eine Ebene.

Q) Das .Eingeklammerte hat F. Commandinus ergänzt, da die eigenen Worte des Archimedes verloren sind. 
0 F. Cpmmandinus (De centro gravitatis-sohdorum Uber. Bonon. 1565. 4. prop, 29.) und Lucas Valerius 

(De centro graviiatis soUdorum libri III, Homae 1603. 4. 1. II. prop. 41.) beweisen, dafs der Schwerpunkt eines 
parabolischen Konoids in dessen Axe da liege, wo diese so getheilt wird, dafs der Abschnitt am Scheitel zwei­
mal so grofs ist, wie der an der Grundfläche.

Es ist zu bedauern, dass nicht der vollständige Beweis des archimedischen Satzes auf uns gekommen ist, 
weil sich nun nicht entscheiden läfst, ob Archim. den von Commandinus und Valerius erwiesenen Satz 
etwa in einem Anhänge besonders dargethan, oder stillschweigend als' bekannt vorausgesetzt habe. Im letztem 
Falle ist zu vermuthen, dafs Archim. selbst, da er in einem eigenen Werke über den Schwerpunkt der Para­
bel i-edet, eine besondere Arbeit über den Schwerpunkt des parabolischen Konoids verfafst habe. Diese Ver- 
muthung gewinnt an Wahrscheinlichkeit durch den Umstand, dafs kein Werk eines andern griechischen Mathe­
matikers über diesen Gegenstand bekannt ist.

(I) Dieser Punkt G liegt so, dafs sich RG zu R B verhält, wie das Gewicht des Körpers IP OS zu dem Gewich­
te des Körpers AISL (Gleichgew. d. Eb. I. S. 8.)

Gg
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„Meter. Demnach ist RPZ ein spitzer Winkel, (h) das Perpendikel RT aus R auf KZ mufs 
„nothwendig zwischen die Punkte P, Z, fallen, und wird eben defshalb mit der Linie FP erst 
„aufserhalb der Parabel zusammen treffen. Zieht man daher durch B, G, gerade Linien par- 
„allel mit RT, so werden diese die Oberfläche der Flüssigkeit senkrecht treffen; der Theil» 
„welcher in der Flüssigkeit ist, wird aufwärts nach dei’ Richtung des Perpendikels durch B, 
„parallel mit RT getrieben werden (I. Annahme 2.): der aufserhalb der Flüssigkeit befindliche 
„Theil aber abwärts nach dem Perpendikel durch G. Defshalb wird der Körper APOL nicht 
„in Ruhe beharren, sondern, was bei A liegt, wird aufwärts steigen, und was bei L, wird 
„abwärts sinken, bis NO die senkrechte Lage eingenommen hat.“

. Satz 3.

Wenn die Axe des geraden Abschnitts eines parabolischen Konoids nicht gröfser ist, 
als drei Viertheile des Parameters, und wenn bei willkührlichem Verhältnifse seines Gewichts 
zu dem einer- Flüssigkeit, der Abschnitt dergestalt in diese getaucht wird, dafs die Grundflä­
che gänzlich in ihr sich befindet, doch aber geneigt ist; so wird der Abschnitt nicht in Ruhe 
bleiben, sondern sich wieder so stellen, dafs seine Axe senkrecht liegt. («) ,

F.I84. Es werde nämlich irgend ein Abschnitt, wie der beschriebene, in eine Flüssigkeit ge­
taucht; seine Grundfläche sei in der Flüssigkeit, und die Parabel APOL sei der Schnitt des­
selben nach der Axe vermittelst einer zur Oberfläche der Flüssigkeit senkrechten Ebene; die 
Axe des Abschnitts und der Durchmesser der Parabel sei PF, der Durchschnitt der Oberflä­
che der Flüssigkeit aber sei IS. Woferne nun der Abschnitt geneigt liegt, so wird seine Axe 
nicht senkrecht sein; mithin macht P F mit IS nicht rechte Winkel. Man ziehe die Linie 
KZ F IS, wodurch die Parabel APOL in O berührt werde; der Schwerpunkt des Körpers 
APOL sei R, der des Körpers IP OS aber sei B; man verbinde B, R, verlängere diese Linie,

l'lSo-a W Es bezeichne p den Parameter der Parabel, und es sei:
1) R O = J p. Man errichte in O das Perpendikel O V auf N O, verlängere F P bis V, ziehe die Verbin­

dungslinie RV, fälle aus P das Perpendikel PX auf N O, und errichte in P das Perpendikel PY auf KZ, so 
ist YX die Subnormale, und als solche dem halben Parameter gleich (Apollon, Kegelsch. V. S. 13. 
Klügels M. W. Art. Normale. Th. III. S. 688-), mithin YX = £ p = RO; es ist ferner PX = VO, 
und bei X, O, sind rechte Winkel, mithin ist A YPX = A R VO, folglich V P RV. Weil nun YP senk­
recht auf KZ steht, so trifft auch RV die Linie KZ senkrecht, mithin ist RPZ ein spitzer Winkel.

I JS3-h —) Es sei RO <! J p. Man mache RH = £ p, errichte in H das Perpendikel II V auf NH, und konstruire
alles übrige wie zuvor, so erweiset man durch dieselben Schlüsse, dafs A Y PX — A RVH, also auch RPZ 
ein spitzer Winkel sein müfse.

Den ersten Fall hat Command. nicht beachtet, und eben so wenig Robertson in seinem Appendix zur 
Ausgabe Torellis.

(3 ) Denn sobald die Schwerpunkte sowohl des innerhalb, als des aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen Theils des 
Konoids in dessen Axe NO liegen, strebt der. erstere Theil mit derselben Kraft aufwärts, womit der letztere 
abwärts drückt; beide Kräfte zerstören sich alsdann, und der Körper bleibt in Ruhe (I. S, 6.).

(S . 3. «) Auch hier, wie im vorigen Satze, wird stillschweigend vorausgesetzt, dafs der Körper spezifisch leichter 
sei, als die Flüssigkeit.
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und G sei der Schwerpunkt des übrigbleibenden Körpers ISLA. ((3) Dann wird man auf ähn­
liche Weise, wie zuvor darthun, dafs ROK ein spitzer Winkel sei, und dafs ein Perpendi­
kel aus R auf KZ zwischen K und O fallen müfse, wie etwa RT. Werden dann aus den 
Punkten G, B, Parallelen mit RT gezogen; so wird der in der Flüssigkeit befindliche Theil 
des Körpers aufwärts nach dem Perpendikel durch G gehoben (I. Annahme 2.), der aber auf- 
serhalb der Flüssigkeit liegende Theil abwärts nach dem Perpendikel durch B gedruckt werden. 
Demnach wird der so in der Flüssigkeit liegende Körper APOL nicht in Ruhe bleiben, son­
dern was bei A ist, wird aufwärts, was aber bei L, wird abwärts streben, bis PF in die 
senkrechte Lage gekommen ist.

Satz 4.
Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen Konoids leichter als eine Flüssigkeit, 

und seine Axe gröfser als drei Viertheile des Parameters ist; wenn ferner das Vcrhältnifs sei­
nes Gewichts zu dem einer gleich grofsen Menge der Flüssigkeit nicht kleiner ist, als das Ver- 
haltnifs des Quadrats vom Uebcrschufse der Axe über drei Viertheile des Parameters zu dem 
Quadrate der Axe selbst, («) und wenn dieser Abschnitt so in die Flüssigkeit getaucht wird, 
dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit nicht berührt, doch aber geneigt ist: so wird er nicht 
in der Neigung bleiben, sondern sich wieder senkrecht herstellen.

Es gebe einen Abschnitt eines parabolischen Konoids, wie beschrieben ist, und, in dieF.185. 
Flüssigkeit eingetaucht, ,sei er, wenn das möglich ist, nicht senkrecht sondern geneigt. Man 
lege eine gegen die Oberfläche der Flüssigkeit senkrechte Ebene durch seine Axe, und es sei 
die Parabel APOL der Durchschnitt des Abschnitts, NO die Axe desselben und der Durch­
messer der Parabel, IS der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit. Wenn dann der Abschnitt 
nicht senkrecht steht, so wird NO mit IS nicht rechte Winkel bilden. Man ziehe parallel mit 
IS die Linie KZ, welche in P die Parabel berühren soll, und aus P ziehe man P F ON. 
Dann nehme man die Schwerpunkte; und zwar sei R der Schwerpunkt des Körpers APOL 
und B der des eingesunkenen Theils. Man verlängere die Verbindungslinie ER nach G, so 
dafs G der Schwerpunkt des hervorragenden Körpers ist.

Weil nun NO = 4 RO und weil NO gröfser als drei Viertheile des Parameters ist, 60 
erhellet, dafs RO gröfser sei, als der halbe Parameter. Es sei RH dem halben Parameter 
gleich, und OH = 2 HM. Weil nun NO=|RO, ungleichen M0 = ^0H, so folgt 
N M = | R H. (ß) Also ist die Axe um die Gröfse der Linie M 0 gröfser als drei Viertheile 
des Parameters. (7) Es ward aber vorausgesetzt, dafs das Vcrhältnifs des Gewichts des Ab­
schnitts zu dem einer gleich grofsen Menge der Flüssigkeit nicht kleiner sei, als das Verhält- 
uifs des Quadrats vom Uebcrschufse der Axe über drei Viertheile des Parameters zu dem Qua-

t/3) Man mache also, dafs RG zu RB sich verhalte, wie das Gewicht des Körpers IP OS za dem Gewichte des 
Körpers AISL (Gleichgew. d. Eb. I. S, g.).

(S. 4. «) Es bezeichne a die Axe, p den Parameter, so ist diefs Vcrhältnifs = (a - £ p) * :
W Es ist nämlich NM =NO- MO = J (RO - OH) = J RH,
(y) Es ist NO - NM = MO = NO - | p, da RH = J p ist.

Gg 2
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drate der Axe selbst: daher erhellet, dafs das Verhältnifs des Gewichts des Abschnitts zu dem 
der Flüssigkeit nicht,kleiner sei, als das Verhällnifs MO2 : NO2.

1 Es verhält sich aber nach dem obigen Beweise (S. 1.) das Gewicht des Abschnitte zu 
dem der Flüssigkeit, wie der eingesunkene Theil zu dem ganzen Abschnitte; und wie sich der 
eingesunkene Theil zu dem ganzen Abschnitte verhält, so verhält sich PF2 : NO2; denn es 
ward ja in der Abhandlung über die Konoiden und Sphäroideu dargethan, wenn von einem 
parabolischen Konoid zwei Abschnitte durch willkührlich geführte Ebenen abgelrennt werden, 
dafs dann die Abschnitte sich verhalten, wie die Quadrate ihrer Axeri {Konoid u. Sphäroid. 
S. 26.). Es ist also das Verhältnifs P F 2 : N O 2 nicht kleiner als MO2 : NO2, mithin ist P F 
nicht kleiner als MO, und BP nicht kleiner als HO. (Q Wenn also in H ein Perpendikel auf 
NO errichtet wird, so mufs dieses mit BP Zusammentreffen und zwischen B, P, fallen,,(Q 
etwa nach T.

Da nun PF dem Durchmesser parallel, HT aber senkrecht zum Durchmesser, und 
RH dem halben Parameter gleich ist; so wird eine aus R. nach T gezogene und verlängerte Li­
nie rechte Winkel mit der die Parabel in P berührenden Linie, ® also auch mit IS und mit 
der durch IS gehenden Oberfläche der Flüssigkeit bilden. Zieht man daher durch B, G, Par­
allelen mit RT, so werden diese mit der Oberfläche der Flüssigkeit rechte Winkel machen, 
und der in der Flüssigkeit befindliche Theil des Konoids wird aufwärts nach der durch B zu 
RT gezogenen Parallele gehoben, der aber aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Theil wird 
nach der Parallele durch G abwärts gedrückt: und diefs so lange bis das Konoid senkrecht 
stehet. ’ > ' ' '

Satz 5.

Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen Konoids leichter als eine Flüssigkeit 
und seine Axe gröfser als drei Viertheile des Parameters ist; wenn ferner das Verhällnifs sei­
nes Gerichts zu dem der Flüssigkeit nicht gröfser ist, als das Verhältnifs des Ueberschufses 
des Quadrats der Axe über das Quadrat des Unterschiedes der Axe und dreier Viertheile des 
Parameters zum Quadrate der Axe selbst; (a) und wenn dieser Abschnitt dergestalt in die 
Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine Grundfläche gänzlich in derselben, doch aber geneigt ist: 
so wird er nicht geneigt bleiben, sondern sich wieder so stellen, dafs seine Axe senkrecht 
stehet.

(8) Denn es ist PF = j BP und MO = « HO; wenn also PF >MO ist, so folgt BP > IIO.
(•) Man denke sich eine Berührungslinie der Parabel für den Punkt O, so mufs BP über die, Parabel hinaus ver­

längert werden, um die berührende Linie zu treffen. Wäre nun BP samt seiner Verlängerung gleich HO, so 
würde das in H errichtete Perpendikel die Linie BP in B selbst treflen, denn die berührende Linie bildet mit 
NO und mit BP rechte Winkel, aber es ist BP allein schon nicht kleiner als HO, mithin ist BP samt der 
Verlängerung gröfser als HO, und defshalb trifft das in H errichtete Perpendikel zwischen B und P.

({) Man errichte in P auf KZ das Perpendikel PV, und fälle aus P das Perpendikel PX auf NO, so ist VX die 
Subnormale, mithin VX = RH, PX = TH und PXV = THR = R, folglich nPXV = aTJIR, also 
VP $ RT. Nun ist VP senkrecht auf KZ, mithin ist auch die verlängerte RT senkrecht aul KZ.

(S. 5. «) Es bezeichne a die Axe, p den Parameter, so ist dieses Verhältnifs — fa2 - (a - } p,*) ; a*.
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Man tauche in die Flüssigkeit einen Abschnitt, wie er beschrieben ist, und seine F.jgö. 
Grundfläche sei gänzlich in demselben. Wird er selbst mittelt einer Ebene durch die Axe 
senkrecht gegen die Oberfläche der Flüssigkeit geschnitten, so wird der Schnitt eine 1 arabel: 
etwa APOL sein; die Axe des Abschnitts und der Durchmesser der Parabel sei NO, der 
Durchschnitt der Oberfläche der Flüssigkeit sei IS. Weil nun die Axe nicht senkrecht steht, 
so macht NO mit IS nicht rechte Winkel. Man ziehe KZ, welche die Parabel APOL in P 
berühre und mit IS parallel sei, durch P aber ziehe'rhan PF^zNO, und nehme die Schwer­
punkte, nämlich R als den des Körpers APOL, und B als den des Körpers aufserhalb der 
Flüssigkeit; auch verlängere man die Verbindungslinie ER nach G, so dafs dieser Punkt der 
Schwerpunkt des eingesunkenen Theils Sei. Man setze ferner RH dem halben Parameter gleich, 
und OH p= 2 HM; alles Uebrige sei wie zuvor.

Da nun angenommen ward, dafs das Verhältnifs des Gewichts des Abschnitts zur 
Flüssigkeit nicht gröfser sei, als (NO2-MO2) : NO2, 0) und da das Gewicht des Abschnitts 
zu dem eitler gleich gröfsen Menge Flüssigkeit sich verhält, wie die Gröfse des eingesunkenen 
Theils zur Gi'öfse des ganzen Abschnitts, was im ersten Satze bewiesen wurde; so wird das 
Verhältnifs des eingesunkenen Theils zum ganzen Abschnitte nicht gröfser sein, als jenes ge­
nannte. Demnach ist das Verhältnifs des ganzen Abschnitts zu dem Theile aufserhalb der 
Flüssigkeit nicht giöfser, als NO2 : MO2. O) Es verhält sich aber der ganze Abschnitt zu 
dem aufserhalb der Flüssigkeit befindlichen Theile, wie NO2 : PF2, (ä) Daher stehet NO2 
zti -PP nicht in gröfserem Verhältnifsen als} zu MO2, woraus hervorgeht, dafs PF nicht 
kleiner sei, als MO, und PB nicht, kleiner als HO. (s) Ein aus H auf NO errichtetes Per­
pendikel trifft dcfshalb BP zwischen P und B, etwa in T. (£) Weil nun in der Parabel die 
Linie PF dem Durchmesser NO parallel, HT aber zu dem Durchmesser senkrecht und RH 
dem halben Parameter gleich ist; so ergiebt sich, dafs die Verlängerung von RT rechte Wm- 
kel mit KZ bilden werde, (0 folglich auch mit IS. Demnach stehet RT senkrecht auf der 
Oberfläche der Flüssigkeit; und wenn durch B, G, Parallelen zu RT gezogen sind, so werden 
diese senkrecht auf der Oberfläche der Flüssigkeit stehen. Daher wird der Theil, welcher 
aufserhalb der Flüssigkeit sich befindet, in diese hinab nach dem durch B geführten Perpendi-

Q9) Man hat angenommen, das bezeichnete Verhältnifs sei nicht gröfser, als (NO1 - (NO - § RH)*) : NO*. Es 
ist aber HO = RO - RH = | NO - RH, ’l“ ä HO = N O - | RH; ferner istHO = 2HM, folglich 
ä HO = 3 HM = MO, mithin

(NO» - (NO - 1 RH)1) : NO* = (NO* - MO*) : NO*.
(7) Der ganze Abschnitt sei A, der eingesunkene Theil sei B, der andere sei C = A - B; so hatte man

B __ N O * - M O »B : A (NO* - MO*) : NO*, oder i ”

folglich -A-JL -A9A> °<ler A : C NO* : MO*

G) Nach Konoid, und Sphäroid. S. 26.
(«) Es ist NO* : PF* NO* : MO*, mithin PF pf MO, und weil PF £ PB, und MO = ä HO; so folgt 

P B H O,
(?) Vgl. Anmerk. • 2nm vorigen Satze.

Gl Vgl. Anmerk, £ zum vorigen Satze.
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kcl gedrückt, der innerhalb der Flüssigkeit befindliche Theil aber nach dem Perpendikel durch 
G aufwärts gehoben werden, und der körperliche Abschnitt APOL wird nicht in Ruhe be­
harren, sondern innerhalb der Flüssigkeit sich so lauge bewegen, bis NO selbst in senkrech­
ter Lage ist.

Satz 6.
Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen Konoids leichter als eine Flüssigkeit 

und seine Axe zwar gröfser ist, als drei Viertheile des Parameters, kleiner jedoch, als dafs 
sie sich zu dem halben Parameter verhielte, wie fünfzehn zu vier; und wenn dieser Abschnitt 
dergestalt in die Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit berührt: so 
wird er nie in einer solchen Neigung beharren, dafs die Grundfläche in irgend einem Punkte 
die Flüssigkeit berühre.

F. 187. Es gebe einen Abschnitt, wie er beschrieben ist, und er sei auf angegebene Weise in 
die Flüssigkeit getaucht, so dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit in einem Punkte berührt. 
Dann ist zu beweisen, der’ Abschnitt bleibe nicht in Ruhe, sondern wälze sich so weit zu­
rück, dafs seine Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit gar nicht berührt.

Der Abschnitt sei durch die Axe vermittelst einer zur Oberfläche dei’ Flüssigkeit senk­
rechten Ebene geschnitten, der Schnitt seiner Oberfläche sei die Parabel APOL, der Schnitt 
der Oberfläche der Flüssigkeit sei AS; die Axe des Abschnitts und der Durchmessex* der Para­
bel sei NO, und sei in F dergestalt getheilt, dafs OF = 2 FN, in Z aber so, dafs sich verhalte 

NO : FZ = 15 : 4
und auf N O sei das Perpendikel Z K errichtet.

Weil nun N O zu F Z in gröfserem Verliältnifse stehet, als zu dem halben Parameter 
so sei FB dem halben Parameter gleich, und man ziehe parallel mit AS die Linie PC, welche 
die Parabel APOL in P berühre, ferner PI $ NO, und zuvörderst schneide PI die Linie 
KZ selbst in II.

Da nun in dem von einer geraden Linie und einer Parabel gebildeten Abschnitte APOL 
die Linie KZ|AL, die Linie PI parallel dem Durchmesser ist, und von KZ selbst in H ge­
schnitten wird, auch AS parallel ist der Berührungslinie für den Punkt P, so verhält sich 
nothwendig PI:PH*>NZ:ZO;
denn diefs ist sonst schon erwiesen. (a) Es ist aber NZ = | ZO, (ß) also ist PI | HP,

(8. 6. ») Weiler vom Archimedes, noch fon irgend einem alten Geometer besitzen wir den Beweis eines solchen 
Lohnsatzes, wefshalb schon Commandinus ihn lieferte. Einen kürzeren hat Robertson in seinem 
Anhang« zur Ausgabe Torellis gegeben, welches hier folgt.

Man behalte die bisherige Konstruktion bei; die beiden Linien KZ, PC, mögen sich in B treffen, und 
durch B ziehe man an die Parabel eine Borührungslinie B V.

0 Zuvörderst soll diese Berührungslinie die Parabel in dem Punkte A selbst, die Durchmesser IP, NQ 
aber in E, V, treffen. Die geraden Linien DP, AI, sollen den Durchmesser NV in C, Q, treflen, und man 
ziehe parallel mit AL durch P, I, die geraden Linien PR, IW, welche den Durchmesser NO in R W 
treffen sollen. Endlich ziehe man AP, welche NV in M treffe. Dann hat man IP = PE, NO = OV und 
HO = OC (Apollon. Kegelsch. I. 35 und 51 Folgerung.). Weil indessen EU } VZ, so ist

EP : VC = BP ; BC = PH : CW,
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mithin PH 2 HI. Es sei demnach PT = sTI, so ist T der Schwerpunkt des in der Flüs­
sigkeit befindlichen Theils; auch errichte man in dem Punkte B das Perpendikel Bll auf NO. 
Weil mm PI dem Durchmesser NO parallel, BR aber senkrecht zu dem Durchmesser, und 
FB dem halben Parameter gleich ist; so erhellet, dafs die Verlängerung von FR rechte Win­
kel mit der die Parabel APOL in P berührenden Linie bilde, also auch mit AS und mit der 
Oberfläche der Flüssigkeit. Zieht man daher durch T, G, Parallelen mit FR, so werden die­
se ebenfalls senkrecht zu der Oberfläche der Flüssigkeit sein, und dei’ Theil des Körpers 
APOL, welcher innerhalb der Flüssigkeit ist, wird aufwärts nach dem Perpendikel durch T 
gehoben, der aber aufserhalb der Flüssigkeit befindliche Theil abwärts nach dem Perpendikel 
durch G gedrückt werden; also wird der Körper APOL sich zurückwälzen, und seine Grund­
fläche die Oberfläche der Flüssigkeit gar nicht berühren.

Wenn aber PI die Linie KZ nicht schneidet, wie in der zweiten Figur; so erhellet, 
dafs der Punkt T, oder der Schwerpunkt des eingesunkenen Theils, zwischen P und I falle:’ 
und alles Uebrige wird auf ähnliche Weise sich darthun lassen.

und weil EP =: PI, so ist vermöge der Konstruktion VM = MQ. Ferner ist RW — PI = EP, mithin 
RW : VC = PH : CW 

und weil VC = RN, lind PH = RZ, so ist
R W : R N = R Z : C W, 

abo auch R W : (RN - R W) = RZ : (C W - RZ)
d. h. RW : WN = RZ : CR

Man hat aber IP ; CM = AP : PM = AX : XN = AX : IW = IX ; QW = WN : QW, und weil 
IP = RW, so folgt

RW : CM = WN : QW 
oder R W : WN = CM : Q W
folglich RZ : CR = CM ; QW.

Weil aber IW = PR, und IW $ PR, auch IQ $ PC, so folgt QW = CR, mithin auch MC = RZ = PH. 
Es ist ferner A V : 13 V = V N : V Z =sr V Q : V C
also auch VO : VZ = VM : VC, weil VO = £ VN, und VM =} VQi

mithin VO : (VZ-VO) = VM : (VC-VM)
oder NO ; OZ = QM : MC;

daher (NO - OZ) : OZ = (QM-MC) : MC 
oder NZ : OZ = QC :MC = P I : PII.

2) Hiernächst soll BV die Parabel nicht in A selbst, sondern in T berühren. Man ziehe TR AI 4-' BC,Fl87.b 
ferner TF^AN^KZ, verlängere IA, bis die Berührungslinie BT in G getroffen wird, und ziehe GD| AN. 
Dann verhält sich

DZ : FZ = BG : BT = PI ; PR, 
und wie oben erweiset man, dafs

FZ : OZ = PR : PH

mithin DZ : OZ — PI: PH
Es ist aber DZ:OZ>*NZ:OZ
folglich auch P1 : P H > N Z : O Z

Denn es ist F O ■= 2 F N, mithin NF : NO = I : 3 ä J : 15
und weil F Z : N O — 4 ; 15

so folgt (NF + FZ) : NO = NZ : NO = 9 : 15
also NZ : (NO - NZ) = NZ : OZ = 9 ; ^ = 3 : »

folglich N Z = £ O Z.
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S a t z 7.
Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen Konoids leichter als eine Flüssigkeit, 

seine Axe aber gröfser ist, als drei Viertheile des Parameters, kleiner jedoch, als dafs sie sich 
zu dem halben Parameter verhielte, wie fünfzehn zu vier; und wenn dieser Abschnitt so in 
die Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine Grundfläche gänzlich in derselben sich befindet: so 
wird er niemals in solcher Lage ruhen, wobei die Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit 
berührt; sondern nur so, dafs die Grundfläche ganz unter der Flüssigkeit liegt, und die Ober­
fläche derselben gar nicht berührt.

Es gebe einen Abschnitt, wie er beschrieben ist, man tauche ihn auf angegebene Art 
in die Flüssigkeit, so dafs seine Grundfläche in einem Punkte die Oberfläche derselben berührt; 
dann ist zu beweisen, dafs er nicht in Ruhe bleibe, sondern sich dergestalt zurückwälze, dafs 
die Grundfläche gar nicht mehr die Flüssigkeit berührt.

Der Abschnitt sei von einer Ebene durch die Axe senkrecht gegen die Oberfläche der 
Flüssigkeit geschnitten, der Schnitt sei die Parabel APOL, der Schnitt der Oberfläche der 
Flüssigkeit sei SL, die Axe des Abschnitts, und der Durchmesser der Parabel sei PF. Man 
schneide PF dergestalt in R, dafs RP = 2 RF, und in Z so, dafs sich verhält

PF : KZ = 15 : 4 
auch sei ZK rechtwinklig zu PF gezogen. Dann wird RZ kleiner sein, als der halbe Para­
meter. Man setze daher RH dem halben Parameter gleich, und ziehe für den Punkt O der 
Parabel die Berührungslinie CO SL, auch sei NO = PF, und zuvörderst schneide NO die 
Lime KZ in dem Punkte I.

Auf ähnliche Weise wie zuvor, läfst sich daun zeigen, dafs entweder NO = | 01, 
oder dafs NO> OI. Es sei daher O1 <1 2 IN, und OB = 2 BN, auch sei das übrige wie 
oben könslrüirt. Dann beweiset man auf ähnliche Weise, dafs die Linie RT, wenn sie gezo­
gen wird, rechte Winkel mit CO und mit der Oberfläche der Flüssigkeit bilde; daher werden 
Parallelen mit RT aus den Punkten B, G, ebenfalls senkrecht zu der Oberfläche der Flüssig­
keit sein. Demnach wird der ausserhalb der Flüssigkeit befindliche Theil abwärts nach dem 
Perpendikel durch B gedrückt, der in der Flüssigkeit liegende Theil dagegen nach dem Per­
pendikel durch G aufwärts gehoben werden; woraus hervorgeht, der Körper wälze sich so 
zurück, dafs seine Grundfläche die Oberfläche der, Flüssigkeit gar nicht berührt, indem er 
schon jetzt bei der Berührung in einem Punkte an dem Theile bei L abwärts gedrückt wird.

Wenn aber NO die Linie KZ nicht geschnitten hat, so läfst sich nichts desto weniger 
dafselbe darthun.

S a t z 8-
Wenn die Axe des geraden Abschnitts eines parabolischen Konoids zwar gröfser ist, 

als drei Viertheile des Parameters, kleiner jedoch, als dafs sie zu dem halben Parameter sich 
verhielte, wie fünfzehn zu vier; wenn ferner das Gewicht des Abschnitts zu dem der Flüssig­
keit in kleinerem Verhältnifse stehet, als in dem des Quadrats vom Ueberschusse der Axe über 
drei Viertheile des Parameters zum Quadrate der Axe selbst; und wenn der Abschnitt derge­
stalt in die Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine, Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit 

1 nicht
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nicht berührt: so wird derselbe sich weder senkrecht stellen, noch in einer andern Neigung 
verharren, als in der, wobei die Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel bildet, 
dessen Gröfse weiterhin angegeben werden soll.

Man habe den beschriebenen Abschnitt, BD sei der Axe gleich, BK = 2KD, undF. 139 
EK dem halben Parameter gleich, auch sei CB — |BR; dann ist auch CD = | KR. (a) 
Es verhalte sich

Gewicht des Absch. : Gew. der Fliissiglt. = (F 4. Q)2 : DB1

(S. 8- Denn man hat CD = BD-BC
BD = j BK; BC = ä BR .

also CD = 2 (BK-BR) = 1 RK-
(S) Donn weil CD = ’ KR, so ist CB = BD - f KR = BD - | p wenn der Parameter durch p 2 KR 

bezeichnet wird. Nun ist nach der Voraussetzung
Gewicht d, Abschnitts : Gew.-d. Fliiss. < CB1 ♦ BD* 

mithin auch (F + QF : DB^<| CB» ; BD2
woraus'folgt (F + Q) ■ DB < C B : B D.

(7) Es sei AABD bei A rechtwinklig, man bilde darin ein anderes AEFA, so dafs EFA > DBA ist, ziehe BC $Fl89a 
FE durch B. und verlängere AD bis C; dann ist gowits

AC:AB>AD:AB
Und weil AC : AB = AE : AF
so folgt AE:ÄFi>AD:AB

Wovon sich auf den gegenwärtigen Fall leicht die Anwendung machen läfst,

Oder so: Weil = tanS Y> und "vb" ta”S B’ Weil fer»ef Y > B, mithin fang Y > fang B,F. I89. 

so ergiebt sich FI • IY ^V ; VB.
Hh

und cs sei F = 2 Q. Dann ist einleuchtend, dafs sich verhalte
(F + Q) : DB < Cß : DB;

denn CB ist der Ueberschufs der Axe über drei Viertheile des Parameters, (g) mithin ist 
F + Q <1 CB, und daher F <1 BR. Es sei F = RV, man errichte auf BD das Perpendikel 
VE, so dafs VE2 = X VB, und ziehe die Verbindungslinie BE. Dann soll erwiesen 
Werden, dafs der Abschnitt, wenn er auf angegebene Art in die Flüssigkeit eingetaucht wor­
den, in solcher Neigung ruhe, wobei seine Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen 
Winkel von der Gröfse des Winkels EBV bildet.

Man tauche nämlich den Abschnitt so in die Flüssigkeit, dafs seine Grundfläche die 
Oberfläche derselben nicht berührt, und cs mache, wenn diefs möglich ist, die Axe mit der 
Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel nicht von der Gröfse des Winkels E B V sondern

l) zuvörderst einen gröfser en. Die Parabel APOL sei der Durchschnitt des Ab­
schnitts nach der Axe vermittelst einer gegen die Oberfläche der Flüssigkeit senkrechten Ebene, 
der Durchschnitt der Oberfläche sei XS, die Axe des Abschnitts und der Durchmesser der Pa­
rabel sei NO, und man ziehe parallel mit XS die Berührungslinic PY der Parabel APOL für 
den Punkt P, ferner PM NO, und PI senkrecht zu NO; auch sei BR = OZ, ungleichen 
RK = TZ, Und ZH senkrecht zu der Axe. Weil nun vorausgesetzt wird, die Axe des Ab­
schnitts mache mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen gröfseren Winkel als B; so wird 
PY1 B sein. Folglich ist

PI2 : YI2> EV2 : VB2 (7)
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Es ist aber PI2 : YI2 = KR : YI (3) 
und EV2 : VB2 = J KR : VB (*) 
also KR : YI > | KR : VB 

mithin ist YI <5 2 VB. Es ist aber YI = 2 01, mithin 01 <J VB und IZ > VR; (^) allein 
es ist VR = F, folglich IZ j> F, und weil vorausgesetzt wird, es verhalte sich

Gewicht des Absch. : Gew. d. Fluss. = (F 4" Q) 2 : B D 2
weil ferner Gewicht d. Absch. : Gew. d, Fliiss. = d. eingesunh. Theil : ganz. Absch. (S. x.)

und d. eingesunh. Theil : ganz. Absch. = PM2 : ON2 (x)
so folgt PM2 : ON2 = (F 4- Q)2 : BD2;

mithin ist F + Q = PM. Allein es ist bewiesen, dafs PH > F sei, daher ist PM <! |PH, 
folglich P H > 2 H M (5); darum sei P W = 2 W M. Nun wird T der Schwerpunkt des gan­
zen Abschnitts, W der des eingesunkenen Theiles sein, und der Schwerpunkt des übrigen 
Theils wird in der Linie WT liegen, wenn sie bis G verlängert ist. Dann beweiset man wie­
der wie sonst, («) dafs TH senkrecht zu der Oberfläche der Flüssigkeit sei. Der eingesunkene 
Theil wird nach dem durch W auf die Oberfläche der Flüssigkeit gefällten Perpendikel aus 
der Flüssigkeit heraus gehoben, der aufserhalb befindliche Theil aber nach dem Perpendikel 
durch G in sie hinein gedrückt werden. Der Abschnitt bleibt also nicht in der angenomme­
nen Neigung, nimt aber auch nicht die senkrechte Lage an, weil unter den durch W, G, ge­
führten Perpendikeln das durch W nach der Seite L, das durch G aber’ nach der Seite A trifft; 
woraus folgt, dafs der Schwerpunkt W aufwärts, der Schwerpunkt G hingegen abwärts getrie­
ben werde. Daher werden die Theile des ganzen Körpers, welche bei A sind, abwärts, die 
aber bei L aufwärts getrieben.

F. 190. 2) Es sei alles wie zuvor, nur mache die Axe des Abschnitts mit der Oberfläche der
Flüssigkeit jetzt einen kleineren Winkel, als den bei B. Dann ist

PI2 : IY2 < EV2 : VB2
mithin KR : IY <! | KR ; VB,

folglich ist IY 2 VB. Es ist aber IY = 2 01, mithin 01 >■ VB; allein man hat OZ = RB, 
folglich IZ <| VR, mithin auch PH <! F. Da nun MP = F + Q, so erhellet, dafs PM | PH 
und PII < 2 H M. Daher sei PW = 2 W M; dann wird wieder T der Schwerpunkt des gan­
zen Körpers, W aber des in der Flüssigkeit befindlichen Theils sein, und in der Verlängerung

(5) Denn weil PY die Beriihrttngsllnie ist, so hat man IY = 2 01; nun ist vermöge der Eigenschaft der Parabel 
FI» = sKR X 01 = KRx IY, mithin

PI» ; IY* = KRxIY : IY* = KR : IY.
W Weil nach der Voraussetzung EV* = % KR x VB, so ist EV* : VB* = J KR X VB : VB* = * KR : VB.
(?) Vorausgesetzt ward BR = OZ

nun ist VB > OI
mithin ' BR - VB < OZ - OI, d. h. VR < IZ.

(0 Nach Konoid, n. S phäroid. S. 26.
0) Es ist nämlich PM = F + Q = j F; wenn also PH > F, so folgt PM ■< ’ PH, oder PH4-HM<|PH 

oder UM <5 PH.
(*) Vtrgl, S. 4. Anmerkung f.
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der Verbindungslinie \VT suche man den Schwerpunkt, des ausserhalb der Flüssigkeit liegen­
den Theils, er sei G. Fället man daher durch W, G, Perpendikel auf die Oberfläche der 
Flüssigkeit, so folgt, weil diese mit TU parallel sind, dafs der Abschnitt selbst nicht in Ruhe 
bleibe, sondern sich dergestalt zurückwälze, dafs seine Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit 
einen gröfsereu Winkel macht, als sie jetzt bildet.

Weil nun bei der vorigen Annahme, dafs die Axe einen gröfsereu Winkel als B ma­
che, der Abschnitt gleichfalls nicht in Ruhe blieb; so ist einleuchtend, dafs er in Ruhe sein 
werde, wenn jene einen Winkel von der Gröfse des Winkels B bildet. Dann nämlich wird 
IO = VB, imgleichen IZ = VR, und PH = F sein. Daher wird MI’ = f PH und PH = 
2 HM sein. Weil dann II der Schwerpunkt des in der Flüssigkeit befindlichen Theils ist, so 
wird nach eben diesem Perpendikel selbst dieser Theil aufwärts, und der aufserhalb befind­
liche abwärts streben. Also wird der Abschnitt in Ruhe bleiben, weil kein Theil von dem 
andern fortgedrängt wird.

Satz 9.
Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen Konoids zwar eine gröfsere Axe hat, 

als drei Vierlheile des Parameters, eine kleinere jedoch, als dafs sie zu dem halben Parame­
ter sich verhielte, wie fünfzehn zu vier; wenn ferner das Verhältnifs des Gewichts desselben 
zu dem der Flüssigkeit gröfser ist, als das Verhältnifs des Ueberschufses des Quadrats der Axe 
über das Quadrat des Unterschiedes der Axe und dreier Viertheile des Parameters zum 
Quadrate der Axe selbst; und wenn der Abschnitt dergestalt in die Flüssigkeit getaucht wor­
den, dafs seine Grundfläche gänzlich in ihr sich befindet, doch aber geneigt ist: so wird der 
Abschnitt weder bis zur senkrechten Lage sich umwälzen, noch in Ruhe bleiben, woferne 
nicht die Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel von der Gröfse des vorher 
angenommenen bildet.

Es gebe einen Abschnitt, wie er beschrieben ist; mah setze DB seiner Axe gleich,]'191 
JJK = 2 KD, ferner KR gleich dem halben Parameter und CB = 1 BR, auch verhalte sich ’

Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fluss. — (B D 2 - (F 4- Q) *) : B D 2;
und es sei F = 2 Q. Dann erhellet, dafs

(BD2-BC2) : BD2 (BD2-(F 4- Q) 2) : BD2;
denn BC ist der Ueberschufs der Axe des Abschnitts über drei Viertheile des Parameters, (a) 
Daher ist B D 2 - (F 4- Q) 2 > BD2 - BC2, und eben defshalb F 4- Q <BC, imgleichen F < 
BR. Es sei F = RV, man errichte das Perpendikel VE auf BD, so dafs VE2 = 4 KR \ 
VB, und ziehe die verbindende Linie BE. Dann behaupte ich, wenn der Abschnitt so in die 
Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine Grundfläche gänzlich in derselben liegt, dafs er in einer 
solchen Lage ruhe, wobei seine Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel von der 
Gröfse des Winkels B macht.

Man tauche nämlich den Abschnitt auf angegebene Weise in die Flüssigkeit, und die 
Axe bilde mit der Oberfläche derselben einen Wiökel nicht gleich B, sondern

Uh 2
(S. 9. «) Vgl. Anm, ß zum vorigen Satze.
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l) zuvörderst einen größeren. Wird dann der Abschnitt von einer gegen die Ober­
fläche der Flüssigkeit senkrechten Ebene durch die Axe geschnitten, so sei der Schnitt die 
Parabel APOL, der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit sei CI, die Axe des Abschnitts, 
und der Durchmesser der Parabel sei die Linie NO, welche wie oben in den Punkten Z , T, 
geschnitten sein mag; auch ziehe man parallel mit CI die Berührungslinie YP der Parabel für 
den Punkt P, ferner MP|NO und PS gegen die Axe senkrecht. Weil nun die Axe des Ab­
schnitts mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen gröfseren Winkel als B macht, so wird 
auch SYP B sein; folglich

PS2 : SY2 > VE2 : VB2
mithin KR : SY > |KR:VB

also SY <!2VB. und SO VB, folglich SZJ> RV (ß) und PH F. Weil nun
Gew. d. Absch. : Gew. d. Fliiss. = (B D 2 - (F -J- Q) : B D 2

und Gew. d. Absch. : Gew. d. Fluss. = d. eingesunk. Theil : ganz. Absch. (S. I.)
mithin d. eingesunk. Th. : ganz, Absch. = (BD2 - (F + Q)2) : BD2
Daher wird sich verhalten

d. ganz. Absch. : Theil aufs. d. Fluss. = B D 2 : (F + Q) 2 (7) 
Allein es verhält sich

d. ganz. Absch. : Theil aufs. d. Fluss. = NO2 : P M2 (5)
folglich wird PM — F Q sein. Es ward jedoch bewiesen, dafs PH !> F sei, mithin ist 
MH <1 Q und PH t> 2 HM; (e) defshalb sei PW = 2 WM; man verbinde WT, und ver­
längere diese Linie bis G, so wird der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts in T,'der des aüf- 
■serhalb der Flüssigkeit befindlichen Theiles in W, und der des übrigen in der Flüssigkeit lie­
genden Theils in der Verlängerung der Linie WT sein, etwa in G. Dann wird man wie vor­
hin darthun, dafs TH senkrecht zu der Oberfläche der Flüssigkeit sei,^) und dafs Parallelen 
mit TH durch W, G, ebenfalls senkrecht zu jener stehen. Demnach wird der aufserhalb der 
Flüssigkeit befindliche Theil abwärts nach dem durch W gehenden Perpendikel gedrückt; der 
innerhalb liegende Theil aber nach dem Perpendikel durch G aufwärts gehoben werden. Der 
Abschnitt verharrt also nicht in seiner Neigung, wird aber auch nicht so sich wälzen, dafs 
seine Axe senkrecht gegen die Oberfläche der Flüssigkeit stehet; weil die Theile bei L ab­
wärts , die bei A dagegen aufwärts getrieben werden, wie aus dem schon nachgewiesenen her­
vorgeht.

2) Wenn dagegen die Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen kleineren Win­
ket als B macht, so erweiset man auf ähnliche Art, der Abschnitt bleibe nicht in Buhe, son­
dern neige sich so lange, bis die Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel von 
der Gröfse des Winkels B bildet.

F) Vgl. Anm. 7, 5, «, 5- Zum vorigen Satze.
(7) Der ganze Abschnitt sei = A, der eingesunkene Theil = B, der aufserhalb liegende = C, also A - B = C.

Nun war A : B = B D 2 : (B D2 - (F + Q) z)
mithin (A-B) : A = C : A = (F + Q)1 : BP*

(5) Nach Konoid, und Sphäroid. S. 26.
(«) Vgl. Anm. S zum vorigen Satze.
(0 Vgl. Anm, f zu S. 4.
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Satz io.
Wenn der gerade Abschnitt eines parabolischen (Konoids {leichter als eine Flüssigkeit, 

und seine Axe gröfser ist, als dafs sie sich zu dem halben Parameter verhielte, wie fünfzehn 
zu vier; und wenn der Abschnitt dergestalt in die Flüssigkeit getaucht wird, dafs seine Grund­
fläche die Oberfläche derselben nicht berührt: so wird er bald die senkrechte Lage einneh­
men, bald aber eine geneigte; nämlich zuweilen eine solche Neigung, wobei seine Grundfläche 
die Oberfläche der Flüssigkeit in einem Punkte trifl't, und zwar in zweien Lagen; (a) zuweilen 
eine solche, wobei sie gar nicht die Oberfläche der Flüssigkeit berührt: alles nach dem Ver- 
hältnifse seines Gewichts zu dem der Flüssigkeit. Die angezeigten Fälle sollen unten einzeln 
erwiesen werden.

Es gebe einen Abschnitt, wie er beschrieben ist; die Parabel APOL sei der Durc^i-FJQZ. 
schnitt desselben nach der Axe vermittelst einer gegen die Oberfläche der Flüssigkeit senkrech­
ten Ebene; die Axe des Abschnitts, und der Durchmesser der Parabel sei BD, und es werde 
BD in dem Punkte K so geschnitten, dafs BK = 2 KD ist, in C aber so, dafs sich verhält

B D : K G = 15 : 4.
Dann erhellet, dafs KC gröfser als der halbe Parameter ist. Es sei KR dem halben Parameter 
gleich, und DS = 4 KR; dann ist auch SB = ^BR. (ß) Man ziehe die Verbindungslinie 
AB, errichte auf B D in C das Perpendikel CE, welches AB in E schneide, und führe durch 
Ji die. Linie. EZ BD- Ferner halbtheile man AB in T, ziehe dadurch TH^BD und denke 
sich zwei Parabeln beschrieben, nämlich AEI um den Durchmesser EZ; ATD aber um den 
Durchmesser TH, so dafs beide der Parabel ABL ähnlich sind, (y) Dann wird die Parabel 
AEI durch den Punkt K gehen, (j) und ein in R auf BD errichtetes Perpendikel wird AEI 
selbst schneiden; (?) diefs geschehe in G, Y, und durch beide Punkte ziehe man parallel mit 
BD die Linien PYQ, OGN, welche ATD in F, X, schneiden mögen. Man ziehe endlich 
auch die Berührungslinien Pf, OU, der Parabel für die Punkte P, O. Weil hier demnach 
drei von geraden Linien und von ähnlichen aber- ungleichen, über einer gemeinschaftlichen

(S. 10. «) Je nachdem nämlich die Grundfläche ganz unter oder ganz über der Flüssigkeit liegt. Nur die erstere 
Lage berücksichtigt Arch. in diesem Satze.

(0) Denn man hat SB = BD -DS; nun ist BD = g BK und DS = J KR, 
mithin SB = | (BK- KR) = £ BR.

(r ) Vgl. Gleichgew. d. Eb. II. S. 3. Anm. «.
G) Weil BK = 2 KD, so ist BC + CK == 2 (CD - CK), mithin C K = J (2 C D - B C). Nnn ist angenommen 

BD : KC = 15 : 4
oder (BD + CD) : 5 (2 CD + BC) = 15 ; 4

also 4 BC + 4 CD = 10 CD - 5 BC, oder 3 BC = 2 CD
folglich BC:CD = 2!3
Zugleich ist BC; CD — BE ; AE = Dz ; ZA
mithin D Z : Z A 2 : 3
Es ist aber BK : DB — 2 • 3

folglich DZ:ZA=BK;DB,
also liegt K in der Parabel AEI (Quadr. d. Par. S. 4, umgekehrt.)

(•) Weil DR < DC ist.
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Grundlinie sich berührenden Parabeln gebildete Abschnitte APOL, AET, ATD, vorhanden 
sind, aus dem Punkte N aber die senkrechte Linie NXGO, und aus Q die Linie QFYP er- 
jichlet ist; so wird das Verhältnifs O G : G X aus den Verhältnifsen IL : LA und AD ; DI 
zusammengesetzt sein. (<?) Es ist aber

IL : LA =□ 2 : 5;
denn es ist GB : BD = 6 : 15 = 2 t 5, (1) ferner CB : BD = EB ; BA = DZ : DA, und 
2 D Z = LI, (5) 2 D A = L A.
Auch ist AD : DI = 5 : 1 Q
Ein aus den Verhältnifsen 2 : 5 und 5 : 1 zusammengesetztes Verhältnifs ist aber dafselbe wie 
2:1, und 2 ist das Doppelte von 1; mithin ist OG = 2 GX. Auf dieselbe Weise zeigt man 
auch, dafs PY = 2 YF. Weil nun DS = <KR, so'ist BS der Ueberschufs der Axe über 
drei Viertheile des Parameters.

I.
Wenn demnach sich verhält

Gewicht des Abschnitts : Gewicht d. Fliissigh. B S 1 : B D 2,

F192.» (£) Es berühre AW die Parabel APOL in A, und schneide die Linien DB, NO, ZE, HT, in den Punkten W 
C, V, M; dann hat man wegen der Aehnlichkeit aller Parabeln

BD ; EZ = AD : AZ = DW : ZV.
Es ist aber DW — jBD, mithin ZV = jEZ, folglich ist AW auch eine Berühruugslinie der Parabel 
AEI, und auf dieselbe Weise ergiebt sich, dafs AW auch eine Berührungslinie der Parabel ATD »ein mühe. 
Defshalb ist nach Quadr. d. Par. S. 5-

mithin 
d. ht

LN : AN = NO : CO
(LN + AN) : AN = (NO + CO) : CO

AL : AN = NC : CO, folglich CO = AN X NC

und eben so IA : AN = NC : CG, folglich CG =

und AD : AN = NC : CX, folglich CX =

AL 
ANxNC

IA
AN X NC 

AD
„ -tnr ec rn — ANXNC ANXNC _ AN X NC (AL - TA)Nun istOG — CG-CO — ----------------------------- --------------------------- ------  - --------- L

, ANXNC (IA-AD)
und GX_CX-CG = ----------ÄDxTÄ---------

, __ AL-IA TA-AD IL TD TT . „ . _
folglich OG : GX = —= IL X AD : AL x ID.

(•,) Weil nämlich BD : KC = 15 : 4, und weil KC= J CD - | BC — * BC (J), so ist 
BD : | BC = 15 : 4, d. h. BD : BC = 15 : 6 =5 5 : 3.

(S) Denn man hat LI = AL-AI = 3 (AD - AZ)
und DZ=AD-AZ
folglich L 1 = 3 D Z

(,) Weil D C : B D = 3 : 5, so ist D C : B D = 3 = 5>
«Lo DC : | BD = 6 : 5,

nun ist DC = EZ und s BD = HT, mithin EZ : HT = 6 ; 5
Zugleich ist wegen Aehnlichkeit aller Parabeln

EZ : ITT = AI : AD = 6 : 5
folglich (AI - AD) : AD = ID : AD = I : 5- 
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lind wenn der Abschnitt dergestalt in die Flüssigkeit eingetaucht wird, dafs seine Grundfläche 
diese nicht berührt; so wird der Abschnitt sich senkrecht stellen. Denn es ward oben darge- 
than (S. 4.), dafs ein in die Flüssigkeit auf angegebene Art eingetauchter Abschnitt sich senk­
recht stelle, wenn seine Axe gröfser ist, als drei Viertheile des Parameters, und wenn das 
Verhältnifs seines Gewichts zu dem der Flüssigkeit nicht kleiner ist, als das Verhältnifs des 
Quadrats vom Ueberschufs der Axe über drei Viertheile des Parameters zu dem Quadrate der 
Axe selbst.

II.
Wenn Gewicht d. .Absch. : Gew. d. Fluss. <! B S 2 : B D 2,

und zugleich Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fliiss. {> XO2 : BD®, 60
und wenn der Abschnitt in die Flüssigkeit getaucht und so geneigt wird, dafs seine Grund­
fläche die Flüssigkeit nicht berührt; so wird er in einer solchen Neigung stehen bleiben, dafs 
seine Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit gar nicht berührt, und dafs seine Axe mit 
der Oberfläche der Flüssigkeit einen gröfseren Winkel bildet, als den Winkel U.

III.
Wenn Gewicht d. Absch. -.Gew. d. Flilssiglt. = XO2 : B D 2,

und wenn der in die Flüssigkeit getauchte Abschnitt so geneigt worden, dafs seine Grundflä­
che die Flüssigkeit nicht berührt, so wird er eine solche Lage einuehmen und darin verharren, 
dafs seine Grundfläche in einem Punkte die Oberfläche der Flüssigkeit berührt, und dafs seine 
Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel von der Gröfse des Winkels U bildet.

Wenn aber Gewicht d. Absch. : Gew. d. Flilssiglt. = PF2 : BD2
und wenn dem in die Flüssigkeit getauchten Abschnitte eine solche Neigung gegeben ist, dafs 
seine Grundfläche die Flüssigkeit nicht berührt; so wird derselbe in derjenigen Lage ruhen» 
bei welcher seine Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit in einem Punkte berührt, und 
Wobei die Axe mit letzterer einen Winkel gleich f bildet.

IV.
Wenn zwar Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fl. i> FP2 : BD2,

jedoch Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fl. < XO 2 : B D 2, (a)
und wenn der Abschnitt in solcher Neigung, dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit nicht be­
rührt, in diese getaucht worden ist; so wird er eine solche Neigung annehmen und darin be­
harren, wobei die Grundfläche mehr in die Flüssigkeit eingesunken ist. (m)

V.
Wenn Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. < FP 2 : BD2

und wenn der* Abschnitt mit solcher Neigung in die Flüssigkeit getaucht worden, dafs seine

(») Dafs BS > XO sei, erhellet so: Es ist BS = j BR, und OG = 2 GX, folglich OX = 1 OG, nun ist 
BR > OG, mithin BS > OX.

W Es ist PY = 2 YF, also PF = £ PY, zugleich ist OX = « OG und PY > OG, also PF < OX.
W D. h. die Grundfläche wird gar keinen Punkt in der Oberfläche der Flüssigkeit haben.
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Grundfläche dieselbe nicht berührt, so wird er in diejenige Neigung sich stellen, wobei seine 
Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Wiijkel bildet, der kleiner ist, als f, und wobei 
die Grundfläche die Oberfläche gar nicht berührt.

Dieses alles wird nach der Reihe dargethan werden, (Q

Beweis zull.
F. 193. Es sei also zuerst das Verhältnifs der Gewichte dgs Abschnitts und der Flüssigkeit 

zwar gröfser als das Verhältnifs XO? ; BD2, jedoch kleiner als das Verhältnift des Quadrats 
vom Ueberschufse der Axe über drei Viertheile des Parameters zu BD2; und es ycrlralte sich 

Gewicht d. ,/lbsch. : Gew. d. Fliess. = a2 : BD2
dann wird a zwar gröfser sein, als XO, jedoch nicht kleiner als der Uoberschufs der Axe über 
drei Viertheile des Parameters. Man passe nun eine Linie MN = a zwischen die Parabeln 
AMQL. AXD, mitten inne; sie schneide die dritte Parabel in H, die gerade Linie KG in V. 
Dann läfst sich beweisen, dafs MH = 2 HN, so wie bewiesen wurde, dafs OG = 2 GX 
sei;(|) ferner ziehe man an die Parabel AM QL die Berührungslinie MY für den Punkt M, 
und fälle das Perpendikel MC auf B D, Wird hierauf AN gezogen und bis Q verlängert, so 
ist AN = NQ : denn weil in den ähnlichen Parabeln AMQL, AXD, von den Grundlinien an 
die Parabeln selbst die Linien AQ, AN, gezogen sind, welche mit den Grundlinien gleiche 
Winkel bilden, so verhält sich

A Q : A N = A L : A D M
folglich ist AN — NQ, und AQ = MY. (t) Man soll beweisen., wenn der Abschnitt in die 
Flüssigkeit getaucht und so geneigt worden, dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit nicht be­
rührt; dafs er alsdann iri solcher Neigung ruhe, wobei die Grundfläche die Oberfläche der 
Flüssigkeit gar nicht trifft, und wobei die Axe mit dieser einen Winkel, grötser als u, (?) 
bilde.

Der Abschnitt sei in die Flüssigkeit getaucht, und stehe so, dafs seine Grundfläche in 
einem Punkte die Oberfläche berührt. Wird dann der Abschnitt durch die Axe von einer 
zur Oberfläche der Flüssigkeit senkrechten Ebene geschnitten, so sei die Parabel APOL der

— Durch-
, * • ’ ’ ' ' ' ‘ ’ ' . . . ’''' :

Q} Der Theil I bedarf keines Beweises, sondern nur der Verweisung auf S. 4
($) Man sehe oben den Eingang dieses Satzes.

Fol2a W Man hat; nach Quadr. d. Parab. S. 5 .
y ' LN : NA = NO : OC, mithin L A : NA = NC : OC

ferner nach demselben Satze
DN : NA = NX : XC, mithin DA : NA = NC : XC

daraus folgt LA:AD = XC:OC
Verlängert man nun AX bis Q, so hat man wiederum nach demselben Satze

QX : XA/= XO : OC, mithin AQ : AX = XC : OC
folglich LA : AD = AQ : AX

wovon sich leicht die Anwendung auf die Figur des Textes machen läfst.
Denn MY ist eine Berührungslinie, MN ist dem Durchmesser parallel, und AQ wird durch MN in Hälften 

getheilt.
(D Man sehe Fig. 192-
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Durchschnitt des Abschnitts, AO der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit, BD die Axe 
des Abschnitts jnid der Durchmesser der Parabel; ferner sei BD in den Punkten K, R, so 
geschnitten, wie angegeben, man ziehe PG^AO, wodurch die Parabel APOL in P berührt 
werde, endlich PS senkrecht auf BD. Weil nun

Gewicht d. Absch. : Gew. d. Flüssigk. = a 2 : B D 2
feiner Gewicht d. Absch. : Gew. d. Flüssigk. = d. eingesunk. Theil: ganz. Absch. (S. 
und d. eingesunk. Th. ; ganz. Absch. = TP 1 ; B D 2 (»)
so wird a = TP sein, mithin auch MN = TP, imgleichen Absch. AMQ = Absch. APO.

Weil nun in den gleichen und ähnlichen Abschnitten APOL, AM QL von den Enden 
ihrer Grundflächen die Linien AO, AQ, dergestalt gezogen sind, dafs die abgetrenuten Ab­
schnitte unter gleichen Winkeln zur ihren Axen stehen, so werden die Winkel bei Y, G, im- 
gleichen die Linien YB, GB, und B C, B S, unter sich gleich sein; folglich ist auch C R = S R, 
MV = PZ und VN = ZT. Weil also MV <! 2 VN, so folgt PZ < 2 ZT. Es sei P W 
= 2 W T, man ziehe W K und verlängere sie bis E. Dann wird K der Schwerpunkt des 
ganzen Abschnitts, W der des eingesunkenen Theils sein, und der Schwerpunkt des aufserhalb 
der Flüssigkeit befindlichen Theiles wird in der Linie KE liegen, etwa in E; die Linie KZ 
aber wird senkrecht gegen die Oberfläche der Flüssigkeit stehen, mithin auch die Linien, 
Welche durch E, W, parallel mit KZ gezogen werden. Der Abschnitt wird folglich nicht in 
Ruhe bleiben, sondern sich so zurückwälzen, dafs seine Grundfläche die Oberfläche der Flüs­
sigkeit gar nicht berührt, weil er jetzt bei der Berührung in einem Punkte an dem Theile A 
gehoben wird. Offenbar wird demnach der Abschnitt in einer Lage ruhen, wobei dessen 
Axe mit der Oberfläche einen Winkel, gröfser als U, bildet.

Beweis zu III.
Es verhalte sich hiernächst p. I94.

Gew. d. Absch. : Gew. d. Fluss. — X O 2 : B D *, 
und man tauche den Abschnitt mit solcher Neigung in die Flüssigkeit, dafs dessen Grundflä­
che diese nicht berührt. Wird derselbe dann von einer gegen die Oberfläche der Flüssigkeit 
senkrechten Ebene durch die Axe geschnitten, so sei die Parabel APML der Schnitt des Kör­
pers, IM der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit, BD die Axe des Abschnitts, und der 
Durchmesser der Parabel. BD werde wie zuvor geschnitten, man ziehe für den Punkt P die 
Berührungslinie PN £ IM, ferner PT $ BD, und PS .senkrecht auf BD. Dann ist zu bewei­
sen, der Abschnitt beharre nicht so, sondern neige sich so lange um, bis die Grundfläche in 
einem Punkte die Oberfläche der Flüssigkeit berührt.

Es bleibe nämlich Alles, wie in der vorigen Figur, man ziehe OC senkrecht auf BD, 
ferner AX, und verlängere diese bis Qj dann ist AX = XQ; ,auch ziehe man OU^: AQ. 
VVeil nun vorausgesetzt wird, es verhalte sich

Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fliess. = X O 2 : B D 2
Weil ferner

Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. = d. eingesunk. Theil : ganz. Absch. = TP2 : BD2,

G) Vgl. Konoid, u. Sphäroid. S. 26-
I i
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so folgt TP = XO: und weil die Axen der Abschnitte IPM, AOQ, gleich sind, so werden 
auch die Abschnitte selbst gleich sein. Weil ferner in den gleichen und ähnlichen Abschnit­
ten AOQL, AP ML, die geraden Linien AQ, IM, gezogen sind, welche gleiche Abschnitte 
abirennen, und zwar erstere vom Ende der Grundfläche, letztere aber nicht vom Ende, so er­
hellet, dafs der spitze Winkel, den die vom Ende der Grundfläche gezogene Linie mit der 
Axe des ganzen Abschnitts bildet, der kleinere sei. (r) Weil nun der Winkel bei U kleiner 
ist, als der bei N, so folgt B C >> BS und C R <J SR, (v) folglich auch O G <! P Z und GX ZT, 
mithin PZ > 2 ZT, indem OG = 2 GX ist. Es sei PH — 2 HT, man ziehe die verbindende 
Linie H K und verlängere sie nach W; dann wird der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts in K, 
der des Theils innerhalb der Flüssigkeit in H, und der des ausserhalb der Flüssigkeit befindli­
chen Theils in der Linie KW, etwa in W, liegen. Nun wird man auf gleiche Weise darthun, 
dafs sowohl KZ, als auch die Parallelen mit KZ durch die Punkte H, W, senkrecht zu der 
Oberfläche der Flüssigkeit stehen. Der Abschnitt wird also nicht in Ruhe bleiben, sondern 
so lange sich umneigen, bis seine Grundfläche in einem Punkte die Oberfläche der Flüssigkeit 
berührt, und so wird er ruhen: denn alsdann sind in den gleichen Abschnitten AOQL, APML, 
von den Enden der Grundflächen die Linien AQ, AM, gezogen, welche gleiche Abschnitte ab­
trennen; da man wie oben erweisen wird, dafs AOQ = APM ist. Es sind also die von AQ, 
AM, mit den Axen der Abschnitte gebildeten spitzen Winkel gleich, weil U = N. (<J>) Wird 
daher HK gezogen und bis W verlängert, so wird der Schwerpunkt des ganzen Abschnitts in 
K, der des Theils in der Flüssigkeit in H, der aber des Theils aufserhalb der Flüssigkeit in der 
Linie HK, etwa in W, liegen, und HK wird senkrecht zu der Oberfläche der Flüssigkeit ste­
hen. Nach einerlei geraden Linien also wird, was innerhalb der Flüssigkeit ist, aufwärts, und 
was aufserhalb derselben, abwärts streben; defshalb wird der Abschnitt in Ruhe bleiben, wenn 
defsen Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit in einem Punkte berührt, und seine Axe 
wird mit jener einen Winkel gleich U machen.

Auf ähnliche Art beweiset man, dafs ein Abschnitt, dessen Gewicht zu dem Gewichte 
der Flüssigkeit sich verhalten mag, wie PF2 : BD2, wenn er dergestalt in die Flüssigkeit ein­
getaucht ist, dafs seine Grundfläche die Flüssigkeit nicht berührt, in einer solchen Neigung 
ruhe, wobei die Grundfläche in einem Punkte die Oberfläche der Flüssigkeit trifft, und wobei 
die Axe mit ihr einen Winkel gleich f bildet.

F-I95- Ferner verhalte sich 
zugleich aber 

___ und es sei

Beweis zu IV.
Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. t> F P 1 : B D 2, 
Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. <1 X 0 1 : B D 2, 
Gew- d. Absch. : Gew- d. Fl. = a2 : B Da;

(t) Diefs erhellet so: Man ziehe AM, welche die Axe B D in E schneiden mag, dann ist AED 1FD. Zugleich
ist Absch. APM > Mach. IPM, also auch .Absch. APM > Absch. AOQ. Sollte nun der Abschnitt APM 
dem Abschnitte AOQ gleich werden, so müfste die Linie AM sich um den festen Punkt A gegen B bewegen, 
wodurch der spitze Winkel, den diese Linie mit der Axe bildet, noch.kleiner werden würde; folglich bildet 
die- aus A gezogene Linie mit der Axe einen kleineren spitzen Winkel, als die aus I gezogene.

Q) Denn es ist BC ~ BU, und BS sa BN. Je kleiner aber der Winkel U wird; desto mehr entfernt sich der 
Punkt U von dem Punkte B. Wenn daher U N ist, so folgt BU BN, oder BC BS; also auch 
BR - BC < BR -BS, d. h. CR < SR.

(^) Vgl. Beweis zu II.
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darin wird a J> FP, und a <1 XO sein. Man pafse daher eine gerade Linie IV = a, parallel 
mit BD selbst, zwischen die Parabeln AVQL, AXD, ein, welche dbr Andern Parabel in Y 
begegne; dann kann wieder bewiesen werden, dafs VY = 2YI, wie man bewiesen hat, dafs 
OG = 2 GX sei. Aus V aber werde die Linie VW gezogen, welche die Parabel AVQL in 
V berühren soll, auch ziehe man die Verbindungslinie AI, Und verlängere sie bis Q. Auf 
dieselbe Weise wird man alsdann zeigen, dafs Al = IQ und AQ|VW sei. Zu beweisen ist 
nun, der in die Flüssigkeit getauchte und dergestalt geneigte Abschnitt, dafs seine Grundfläche 
die letztere nicht berührt, nehme eine.solche Stellung, an, wobei seine Grundfläche tiefer ein- 
sinkt, als dafs sie in einem. Punkte die Oberfläche berührt.

Der Abschnitt werde nämlich in die Flüssigkeit eingetaucht, wie angegeben ist, und 
liege zuvörderst in solcher- Neigung, dafs seine Grundfläche die Oberfläche der Flüssigkeit gar 
nicht berührt. Wird nun der Abschnitt von einer gegen die Oberfläche der Flüssigkeit senk­
rechten Ebene durch die Axe geschnitten; so sei die Parabel ANZG der Schnitt des Abschnitts 
EZ der Schnitt der Oberfläche der Flüssigkeit, BD die Axe des Abschnitts und der Durch­
messer der Parabel. Manschneide B D wie zuvor in K, R, und ziehe NL|EZ, wodurch 
die Parabel ANZG in N berührt werde, ferner NT £ BD und NS senkrecht auf JBD. Weil 
demnach

Gewicht d. Absch. : Gew. d. F/iissigli. = a* : BD2
so folgt a=NT, was inan wie oben: darthun wird ; mithin ist auch NT VI. Die Ab­
schnitte AVQ, ENZ, sind also unter sich gleich; und weil in den gleichen und ähnlichen Ab­
schnitten A V Q L, A NZG, die geraden Linien AQ, EZ, gezogen sind,: welche gleiche Ab­
schnitte abtrennen, erstere aber von dein Ende der Grundfläche, letztere nicht vom Ende; so 
ist der spitze Winkel, den die vom Ende der Grundfläche gezogene Linie mit der Axe des 
Abschnitts bildet, die kleinere, (x) In den Dreiecken NLS, V WC, ist also L f> W, folglich 
ist BS <| BC und SR > CR,® mithin auch NU > VH und U.T <• HI. Weil nun V Y 
= 2 YI, so folgt NU > 2 UT. Es sei NM ^=.2 MT; dann erhellet aus dem Gesagten, der* 
Abschnitt bleibe nicht in Ruhe,, sondern neige sich so Weit um, bis seine Grundfläche die 
Oberfläche der Flüssigkeit berührt, (w)

Die Grundfläche berühre daher die Oberfläche in einem Punkte, wie in der Figur 
sichtlich ist, und das Uebrige sei wie sonst.koustruirt, dann beweisen wir wieder, dafs NT 
== VI, und dafs Absch. AVQ = Absch. .A.NZ sei. .Weil dann in den gleichen und ähnlichen 
Abschnitten A V Q L, ANZG die geraden Limen, AQ , AZ, gezogen, sind, welche gleiche Ab­
schnitte abtrennen; so werden sie mit 'den Axen dei Abschnitte gleiche VVinkel bilden; daher 
sind in den Dreiecken NLS, V WC, die Winkel bei L, W, gleich, ferner Bfl’ = BC, SR 
= CR, NU = V H und UT = HI. Weil nun V Y = 2 YI, so wird N U > 2 UT sein. Es 
sei dafwr NM = 2MT, dann erhellet wiederum hieraus, dafs der Abschnitt nicht in Ruhe

<x) Vgl.Anmk^ r. ... < -
GO Vgl. Anmkg. y.
(") Richtiger: wenigstens so weit n. s. W. 

li 2
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verharre, sondern bei A sich lherabneige. Nach der Voraussetzung aber berührte der Ab­
schnitt die Oberfläche der Flüssigkeit in einem Punkte; mithin mufs nothwendig die Grund­
fläche desselben noch tiefer in die Flüssigkeit einsinken.

Beweis zu V.

F. 196. Es sei endlich Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. <* FP2 : BD1,
und Gew. d. Absch. : Gew. d. Fl. — a2 : BD2;

dann ist a <| FP. Man pafse wiederum eine gerade Linie VI = a parallel mit BD selbst, 
zwischen die Parabeln AVQL, AXD, ein, welche die mittlere Parabel in dem Punkte H, und 
die gerade Linie RY in y schneiden mag. Man wird zeigen, dafs VII = 2 HI , so wie gezeigt 
ward, dafs GO = 2 GX sei. Hierauf ziehe man die Berührungslinie VW der Parabel AVQL 
für den Punkt V, und VC senkrecht auf BD, ferner die Verbindungslinie AI, und verlängere 
sie nach Q. Dann wird folglich AI = IQ und AQJVW sein, und es ist zu erweisen; der 
in solcher Neigung in die Flüssigkeit getauchte Abschnitt, dafs seine Grundfläche die Oberflä­
che nicht berührt, werde sich in eine solche Lage stellen, wobei seine Axe mit der Oberflä­
che der Flüssigkeit einen kleineren Winkel bildet, als den Winkel f, und dafs die Grundfläche 
die Oberfläche der Flüssigkeit gar nicht berührt.

Man tauche ihn nämlich in die Flüssigkeit, und er stehe so, dafs seine Grundfläche in 
einem Punkte die Oberfläche der Flüssigkeit trifft. Wird er nun von einer gegen die Ober­
fläche der Flüssigkeit senkrechten Ebene durch die Axe geschnitten, so sei die Parabel ANZL 
der Schnitt des Abschnitts selbst, AZ der Schnitt der Oberfläche, BD aber die Axe des Ab­
schnitts und der Durchmesser der Parabel, auch sei BD in K, R, geschnitten wie oben ange­
geben ist. Man ziehe NF £ AZ, wodurch die Parabel in N berührt werde, ferner NT $ BD 
und NS senkrecht auf BD. Weil nun nach dem Angeführten

Gewicht d. Absch. : Gew. d. Fluss. = a2 : B D 2,
und Gewicht d. Absch. : Gew. d. tlüss. = NT2 : BD2,

so folgt NT=a, also auch Absch. ANZ = Absch. AVQ, und weil in den gleichen und 
ähnlichen Abschnitten AVQL, ANZL, von den Enden der Grundflächen die geraden Linien 

' AQ, AZ, gezogen sind, welche gleiche Abschnitte abtrennen; so erhellet, dafs sie mit den
Axen der Abschnitte gleiche Winkel bilden; dafs also in den Dreiecken NFS, VWC, die 
Winkel bei F, W, gleich sind, imgleichen SB = CB, SR = CR, mithin auch NU = Vy, 
und UT = yl; und weil VH = 2 HI, so folgt NU <2 UT. Es sei daher NM = 2 MT, 
man verbinde MK, und verlängere diese Linie bis E; dann wird der Schwerpunkt des ganzen 
Abschnitts in K, der des Theils innerhalb der Flüssigkeit in M, der des Theils aufcerhalb der 
Flüssigkeit aber in der verlängerten Linie, etwa in E liegen. Aus dem vorher Erwiesenen 
erhellet demnach, der Abschnitt bleibe nicht in Ruhe, sondern neige sich dergestalt, dafs seine 
Grundfläche gar nicht mehr die Oberfläche der Flüssigkeit beruhit.

Dafs aber der Abschnitt eine solche Lage einnehme, wobei die Axe mit der Oberflä­
che der Flüssigkeit einen kleineren Winkel als f bildet, wird so bewiesen.
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Er nehme nämlich wo möglich eine solche Lage ein, wobei die Axe einen Winkel 

1 det, der nicht kleiner ist, als f, und alles Uebrige sei wie zuvor eingerichtet nach der Dar­
stellung in der zugehörigen Figur. Man wird dann auf dieselbe Weise darthun, dafs NT=a, 
also auch NT = VI sei. Weil nun in den Dreiecken PfC, NFS, der Winkel F nicht klei­
ner als f ist, so wird BS nicht gröfser als BC sein, mithin SB nicht kleiner als CB., und NU 
nicht kleiner als PY. Weil aber PF >■ NT, und PF PY, so folgt NT <J|NU und defs- 
halb NU > 2 UT. Er sei NM = 2 MT, man verbinde MK und verlängere die Linie; dann 
erhellt aus dem bisher Gesagten, der Abschnitt bleibe nicht in Ruhe, sondern wälze sich der- 
gesta.lt zurück, dafs seine Axe mit der Oberfläche der Flüssigkeit einen Winkel , kleiner als 
f, bildet.

gesta.lt
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W ahlsätze.

Satz I.

.Wenn zwei Kreise AEB, CED in E sich berühren, deren Durchmesser AB, CD, parallel 
sind, und wenn die beiden Punkte B, D, nebst dem Berührungspunkte E durch die Linien 
DE, verbunden werden, so wird BE eine gerade Linie sein.

Die beiden Mittelpunkte mögen G, F, sein, man ziehe die Verbindungslinie FG, ver­
längere sie bis E, («) und ziehe DH $ GF. Weil nun HF = GD, und GD = EG; so blei­
ben von den gleichen Linien FB, FE, die gleichen Reste GF oder DH und HB; also ist auch 
H D B = H B D. Weil ferner E G D = E F B und E G D = DII B ; so werden die beiden Win­
kel GED, GDE, welche unter sich gleich sind, auch den beiden Winkeln HDB, HBD, gleich 
sein. Also ist EDG = DBF. Fügt man daher zu beiden den gemeinschaftlichen Winkel 
GDB hinzu, so werden die beiden Winkel GDB + DBF (welche zusammen zwei rechte be- 
tragen) den beiden Winkeln GDB + EDG gleich sein; mithin betragen auch diese zusammen 
zwei rechte. Demnach ist EDB eine gerade Linie, was wir eben zeigen wollten, (ß)

Satz 2.

F. 198- Es sei CBA ein Halbkreis, den die geraden Linien DC, DB, berühren sollen, auch sei 
BE senkrecht auf AC, und man ziehe die Verbindungslinie AD: dann wird BF FE sein.

(S. 1. «) Vgl. Euklid, ni. 12.
Fl97a. (|8) In diesem Beweise wird nur der Fall berücksichtigt, wo zwei Kreise sich von innen berühren; allein der Satz 

ist auch bei der Berührung von aufsen gültig, und in dieser Allgemeinheit hat ihn Pappus' (Math. Sammi. 
VH. HO.). Man verbinde nämlich die Mittelpunkte G, F, durch eine gerade Linie, so geht GF durch den 
Berührungspunkt E (E u k 1. III, u.), und es ist DGE = EFB; auch sind die Dreiecke DGE, EFB, gleich­
schenklig; mithin GDE — GED, und FEB FBE; also auch GED z FEB, und folglich ist DBB eine 
gerade Linie (Geom, I 40-).
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Man ziehe die Verbindungslinie AB, verlängere sie, bis sie die Verlängerung der Li­
nie CD in G trifft, und ziehe die Verbindungslinie CB. Weil nun CBA = R als Winkel 
im Halbkreise, so ist auch CBG = R, und DBEC ein Rechteck. Demnach ist in dem recht­
winkligen Dreiecke GBC aus B ein Perpendikel BD auf die {Grundlinie gefällt, auch ist 
BD = DC, weil beide den Kreis berühren, folglich ist DC = DG, wie wir in den über die 
Dreiecke ausgemittelten Sätzen erwiesen haben. («) Weil nun in AGAC die Linie BE der 
Grundfläche parallel, und aus dem Halbirungspunkte D der Grundlinie die Linie DA gezogen 
ist, welche jene Partdiele in F schneidet5 so wird BF = FE sein, und diefs wollten wir 
zeigen, (ß)

Satz 3.
Es sei CA ein Kreisabschnitt, («) B ein willkührlicher Punkt desselben, BD senkrechtF. 199. 

auf AC, der Abschnitt DE = AD, jund der Bogen BF gleich dem Bogen BA; so wird die 
Verbindungslinie CF = CE sein.

Man ziehe die Linien AB, BF, FE, EB. Weil nun Bog. B A = Bog. BF, so ist 
Sehne BA = Sehne BF. Weil ferner AD = DE, die beiden Winkel bei D aber rechte, 
und BD gemeinschaftlich; so folgt AB = BE, mithin BF = BE und BFE s BEF. Weil 
hiernächst. C F B A ein Viereck im Kreise ist, so folgt

CFB + CAB = 2 R =CFB 4- BEA;
zugleich ist C E B B E A = 2 R

mithin CFB = CEB, also auch CFE = CEF,
folglich CE = CF, was wir zeigen wollten.

Satz 4.

Es sei ABC ein Halbkreis; man bilde über dem Durchmesser AC zwei Halbkreise,F.joo. 
deren einer AD, der andere DC sei, und errichte das Perpendikel DB. Die dadurch entste-

(S. 2. «) Es ist nämlich GDB + BBC = R = BGC| GCB =BGC + DBC, mithin GBD = BGC, also 
GD = BD = DC.

Q9) Denn es ist BF:GD=AF:AD=FE:DC
Da nun GD : DC, so ist auch BF — FE

Nach B orellis richtiger Bemerkung ist der ganze Beweis dieses Satzes dem Satze selbst gar nicht angemes­
sen, nach welchem keineswegs vorausgesetzt zu werden braucht, dafs BD, DC, sich rechtwinklig treffen, und 
doch genügt der Beweis nur für diese Annahme. Defshalb hat Torelli folgenden allgemeinen Beweis geliefert.

Es mögen BD DC zwei Berührungslinien des Halbkreises ABC, und G dessen Mittelpunkt sein. ManFipäa. 
falle das Perpendikel BE auf AC, ziehe AD, welche BE in F schneidet, so wird BF = FE sein.

Denn man ziehe AB, und verlängere sie, bis sie die Verlängerung von CD in I trifft; ferner ziehe man 
BG endlich BH ±AC Weil nun E B H = R = GB D, so ist nach Wegnahme des gemeinschaftlichen E B D, 
jetzt’ auch DBH == GBE. Es ist aber IBH = IAC i= ABG; folglich auch 1BD = DBH + IBH = GBE 
+ ABG = ABE. Auch ist BID = ABE, mithin IBD = BID; also BD = ID, und weil Bp — DC, 
so ist ID = D C, weil endlich

ID : DC — BF ; FE, so folgt BF = FE.
(S. 3. «) Entweder kleiner oder gröfser als der Halbkreis, oder diesem gleich.

1
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hende Figur, welche Archimedes Arbelos nennt, d. i. die vöm Bogen des gröfseren Halb­
kreises und von den beiden Bogen der kleineren Halbkreise umschlossene Fläche, ist einem 
Kreise gleich, dessen Durchmesser die senkrechte Linie BD ist.

Weil BD die mittlere Proportionale zwischen AD, DC, ist, so wird sein 
AD X DC = BD2

Man setze AD X PC + AD2 + DCzp ADXDG + AD2 + PC»_____
so folgt 2 AD X DC + AD2 + DC2=AC2 = 2 BD 2 + AD2 + DC2

Nun verhalten sich die Kreise, wie die Quadrate,- daher ist
Kr. um AC = 2 Kr. um D B + Kr. um A D + Kr. um D C

also Halbkr. A C = Kr. um D B 4- Halbhr. A D 4- Halbhr. D C
Nimt man die beiden Halbkreise AD, DC, gemeinschaftlich weg, so bleibt die von den Halb­
kreisen AC, AD, DC, eingeschlofsene Figur, und es ist also der Arbelos des Archimedes ei­
nem Ka-eise gleich, dessen Durchmesser BD ist; und diefs wollten wir zeigen.

Satz 5.
F.201. Es sei AB ein Halbkreis, und C ein willkührlicher Punkt in dessen Durchmesser. 

Man bilde über dem Durchmesser zwei Halbkreise AC, CB, errichte aus C das Perpendikel 
CD auf AB, und beschreibe zu beiden Seiten desselben zwei Kreise, welche das Perpendikel 
und die Halbkreise berühren; dann sind allemal diese beiden Kreise gleich.

Der eine dieser Kreise berühre DC in E, den Halbkreis AB in F, und den Halbkreis 
AC in G. Man ziehe den Durchmesser HE, so wird er parallel AB sein, weil die beiden 
Winkel HEC, ACE, rechte sind. Man ziehe die Verbindungslinien FH, HA, so ist A F ei­
ne gerade Linie (S. I.), und es werden sich AF, CE, in D trelFen, weil HAC 4-ACE <*jR 
sind. Auch verbinde man FE, EB, so ist FB gleichfalls eine gerade Linie, wie gesagt, und 
senkrecht auf A D, weil A F B als Winkel im Halbkreise ein rechter ist. Man verbinde ferner 
HG, GC, so ist auch HC eine gerade Linie, und man verbinde EG, GA, so ist EA eine ge­
rade Linie, die man bis I verlängere. Dann verbinde man BI, so ist auch diese senkrecht zu 
AI, und noch verbinde man DI. Weil nun AD, AB, zwei gerade Linien sind, aus D das 
Perpendikel DC auf AB, und aus B das Perpendikel BF auf DA gefällt ist, welche sich gegen­
seitig in E schneiden, und weil die nach I verlängerte Linie AE senkrecht auf BI steht; so 
bilden BI, ID eine gerade Linie, wie wir in den Sätzen gezeigt haben, die von uns in der 
Abhandlung über die rechtwinkligen Dreiecke erwiesen sind. Weil ferner die beiden Win­
kel A G C, AIB, rechte sind, so ist B D C G, und man hat

AD:DH=AC:HE=AB:BC 
folglich ist AC X BC = AB X HE.

Auf

j Die Abhandlung, worauf der Vcrf. sich beruft, ist gänzlich unbekannt. Der arabische Scholiast Almoch- 
tasso ergänzt den Beweis, indem er den Hülfssatz vorausschickt, dafs in einem spitzwinkligen Dreiecke die 
drei Perpendikel aus den Winkelspitzen auf die gegenüberstehenden Seiten sich in einem Punkte treffen. Sein 
Beweis ist indessen auch auf das stumpfwinklige Dreieck anwendbar, und von dem Rechtwinkligen leuchtet die 
Wahrheit von selbst ein.
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Auf dieselbe Weise zeigt man für den Kreis LMN, dafs das Rechteck AC X CB 
gleich sei dem Rechtecke unter AB und dem Durchmesser jenes Kreises; wodurch erwiesen 
wird, dafs die Durchmesser der beiden Kreise EFG, LMN, gleich sind; folglich sind 
diese beiden Kreise selbst gleich; und das eben wollten wir zeigen, (ß)

l) Es sei aABD spitzwinklig; man falle auf BD, AB, die Perpendikel AI, BP, welche sich in E schnei-F.2OIa 
den, ziehe die Verbindungslinie DE, und verlängere sie bis C; so ist auch DC senkrecht auf AB. Denn ein 
Kreis um den Durchmesser DE mufs durch F, I, gehen, wegen der hier befindlichen rechten Winkel, und eia 
Kreis um den Durchmesser AB mufs aus demselben Grunde gleichfalls durch F, I, gehen. Man ziehe FI, dann 
ist FDE = FIE, weil beide auf demselben Bogen FE stehen; auch ist FIA = FBA, weil beide auf dem 
Bogen AF stehen; also ist FDE = EBC; zugleich ist FED = BEC, mithin ADEF EC, folglich 
D F E = B C E; der erstere Winkel ist aber ein rechter, folglich auch der letztere, und demnach steht D C 
senkrecht auf AB.

2) Nunmehr sei aABD stumpfwinklig in B. Man Talle auf AD und auf die Verlängerung von DB die Per-F.20lb 
pendikel BF, AI, welche nach gehöriger Verlängerung sich in E treffen; dann verbinde man DE und verlän­
gere AB bis C. Werden nun sowohl uns DE, als um Aß, Kreise beschrieben, so gehen beide durch die 
Punkte F, I, wegen der hier gebildeten rechten Winkel. Zieht man dann Fl, so ist IDE=IFE = BAI; 
zugleich ist DBC = ABI, mithin aDBC^aABI, folglich BCD = A1B = R, also steht DC senkrecht auf 
der Verlängerung von AB.

Man nehme nun an, es sei DC senkrecht zu AB, ferner BF senkrecht zu AD, und AI senkrecht zu B I.F.20IC 
ziehe dann DI, so ist DIB eine gerade Linie; denn wo nicht, so sei DKB (oder DK'B) eine gerade Linie: 
dann wäre AKB (oder AK'B) = R = A1B, was widersinnig ist; daher ist DIB eine gerade Linie.

W Ein anderer arabischer Scholiast Alkauhi fügt zu diesem Satze noch folgende zwei Zusätze:
l) Wenn die beiden Halbkreise sich gegenseitig nicht berühren, sondern schneiden, und wenn die senkrech teP.2Old 

Linie durch den Durchschnittspunkt derselben geht, so findet dasselbe statt.
ABC, ADE, FDC, sollen Halbkreise sein, die beiden letztem in D sich schneiden und B G senkrecht 

auf AC stehen. Der Kreis IIIL berühre den Kreis ABC in H, den Kreis ADE in L, und das Perpendikel 
hl I. Ich behaupte, er sei dem Kreise an der andern Seite des Perpendikels gleich.

Man ziehe IM AC, so geht die Verbindungslinie AH durch M (S. I.); man verlängere sie, bis sie das 
Perpendikel NG in N trifft, ziehe die Verbindungslinie IA, welche durch L gehen wird, und verlängere sie 
bis O, ziehe dann CO, ON, welche in gerader Linie liegen werden; man ziehe ferner ME, welche durch L 
gehen wird, und eben so CH, welche durch I gehen wird. Dann ist CON^EM, und man hat ~

AN . NM = AG : IM = CA : CE
mithin AG X C E = C A x IM

und weil GD in den beiden Halbkreisen CDF, EDA, auf den Durchmessern CF, EA, senkrecht steht,
folgt CG X GF = GD* = AG X GE

mithin CG : AG = EG: GF
oder (CE-EG) : (AG-GF) = CG : AG = CE : AF

mithin CG X A F = AG x CE = C A x I M
Auf dieselbe Weise zeigen wir, dafs bei einem Kreise an der andern Seite das Rechteck unter CA und dem 
Durchmesser jenes Kreises gleich sei dem Rechteck CG xAF, woraus folgt, dafs die beiden Durchmesser die­
ser zwei Kreise gleich sein müfsen.

2) Wenn die beiden Halbkreise sich weder berühren noch schneiden, sondern getrennt sind, und wenn die 
senkrechte Linie in dem Punkte errichtet ist, wo zwei gleiche Berührungslinien der Kreise sich treffen, so fin­
det dasselbe Statt.

ABC, ADE, FGC, mögen die angegebenen Halbkreise sein, und die beiden Linien NG, ND, jene Krei­
se in G, D, berühren und gleich sein, auch sich in N treffen, und die durch N gehende Linie BN möge senk-

Kk
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Satz 6.
F. joa. Es sei ABC ein Halbkreis, und in dessen Durchmessei’ ein Punkt D so angenommen, 

dafs AD = |DC ist; über AD, DC, beschreibe man zwei Halbkreise, nehme zwischen den 
drei Halbkreisen einen sie berührenden Kreis EF an, und ziehe in diesem den Durchmesser 
EF ^AC; so soll das Verhältnifs der Durchmesser AC : EF gefunden werden.

Man ziehe die beiden Verbindungslinien A E, E B, und die beiden C F, F B, so wer­
den CB, AB, gerade Linien sein, wie im ersten Satze erwiesen ist. Auch ziehe mau die Ver­
bindungslinien FGA, EHC, so wird man zeigen, dafs diese Linien gerade sind, jmd eben so 
die Linien DE, DF. Ferner verbinde man DI, DL, und EM, FN, und verlängere die letz­
teren bis O, P. Weil nun in AAED die Linie AG senkrecht auf ED, und weil DI ebenfalls 
senkrecht auf AE steht, auch beide sich in M schneiden, so ist auch EMO senkrecht auf AD, 
wie wir in unserer Untersuchung über die Eigenschaften der Dreiecke dargethan haben, und 
wovon der Beweis schon beim vorhergehenden Satze vorausgesetzt ward, (a) Eben so wird 
FP senkrecht auf CA stehen, und weil die beiden Winkel bei L und B rechte sind, so wird 
DL £ AB, und auf dieselbe Weise DI CB sein, mithin

AD ; DC = AM : FM = AO : OP 
und CD : DA = CN : NE = CP : PO 

Nun war AD = f DC, also ist AO = | OP und OP = | CP, und mithin sind die drei Li­
nien AO, OP, PC, proportionirt, und nach demselben Maafse, wornach PC = 4 ist, wird 
OP = 6, AO = 9, und CA = 19 sein. Weil aber PO = EF, so folgt

AC : EF = 19 : 6
mithin haben wir das gesuchte Verhältnifs gefunden.

Auch wenn das Verhältnifs AD : DC irgend ein anderes ist, also etwa AD = f D C, 
oder AD = | DC, u. s. w., so wird doch die Weise der Untersuchung eben die angegebene 
sein, und dahin eben wollten wir. (ß)

recht auf AC stehen; ferner berühre der Kreis sie in I, den Kreis ABC in H und den Kreis ADE in L; 
man ziehe den Durchmesser IM F AC, die Verbindungslinie CH, welche durch I, die Verbindungslinie ME, 
welche durch L, und die verbindende AI, welche durch L gehen wird, und verlängere diese bis P; auch ziehe 
man die Verbindungslinie CO, welche durch P gehen und parallel EM sein wird. Dann folgt

AO : OM = AN : MI = AC : CE
mithin A N x C E = A C x IM

Eben so wird gezeigt, dafs das Rechteck CN XFA gleich sei dem Rechtecke unter AC und dem Durchmesser 
des Kreises an der andern Seite.

Weil nun CN x NF = CN1 = DN» = AN x NE
so folgt CN : AN = NE : NF = CE : AF
mithin ANxCE = CNxFA
Nun ward schon gezeigt, dafs ANxCE = AC x IM, untl ^f» CN xFA dem Rechtecke unter AC und 
dem Durchmesser des andern Kreises gleich sei; folglich sind die zwei Durchmesser, also auch die zwei Kreise 
gleich, und diefs ward behauptet.

(S. 6. •) Vgl, S. 5. Anmkg. «.
(0) Mit Recht rügt hier Borelli bei dem Erweise eines allgemeinen Satzes den Gebrauch der Zifern, welcher von 

Arch. selbst gewifs nicht herrührt, sondern auf Rechnung des arabischen Bearbeiters zu setzen ist. Der ganze 
Satz stimmt wesentlich mit einem bei Pappus (Math. Sammi. IV, 16D überein.
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S a t z 7.
Wenn ein Kreis um ein Quadrat beschrieben ist, und ein anderer darin, so beträgt derF.203. 

äufsere doppelt so viel, als der innere.
Der Kreis AB sei um das Quadrat AB, und der Kreis CD darin beschrieben. Die 

Diagonale des Quadrats sei AB, so wird sie zugleich der Durchmesser des umschriebenen Krei­
ses sein. Man ziehe den Durchmesser CD des innern Kreises parallel AE, so sind beide Li­
nien gleich; und weil AB2 = 2AE2 — 2DC2, auch das Verhältnifs der Quadrate der 
Kreisdurchmesser dem Verhältnifse der Kreise selbst gleich ist; so folgt, dafs der Kreis AB 
doppelt so grofs sei, als der Kreis CD, was wir eben zeigen wollten.

Satz 8.
Wenn eine willkührliche Sehne AB eines Kreises verlängert, und die VerlängerungF.204. 

BC dein Halbmesser gleich gemacht, hiernächst C mit dem Mittelpunkte D des Kreises ver­
bunden und die Verbindungslinie bis E verlängert wird, so wird der Bogen AE dreimal so 
grofs sein, als der Bogen BF.

Man ziehe EG|AB und die Verbindungslinien DB, DG; weil nun DEG = DGE, 
so ist G D C = 2 DEG; und weil B D C = 15 C D, ferner C E G = ACE, so ist G D C = 2 C D B, 
und BDG = 3 BDC; also ist auch der Bogen BG, welcher dem Bogen AE gleich ist, drei­
mal so grofs, als der- Bogen BF; und das war es, was wir zeigen wollten.

Satz 9.
Wenn zwei gerade Linien AB, CD, in einem Kreise sich unter rechten Winkeln F.205» 

schneiden (doch nicht im Mittelpunkte), so sind allemal die beiden Bogen AD + CB den bei­
den Bogen A C + D B gleich.

Man ziehe den Durchmesser EF| AB, welcher CD in G halbtheilen mag, so wird 
EC = ED sein; weil nun sowohl der Bogen EDF, als der Bogen ECF ein Halbkreis, und 
E n — E A -| - A D ist so wird CF+EAH-ÄÖ dem Halbkreise gleich sein; es ist aber 
EA = BF, mithin CB -|- AD dem Halbkreise gleich; folglich sind die vom ganzen übrig 
bleibenden Bogen EC + EA, d. h. AC nebst dem Bogen DB dem Halbkreise gleich, und das 
wollten wir zeigen.

Satz 10.
Es sei ABC ein Kreis, DA eine berührende, DB eine schneidende, und DC gleich-F.20 6. 

falls eine berührende Linie. Man ziehe CE|BD, und die Verbindungslinie EA, welche DB 
in F schneidet; ferner sei das Perpendikel FG aus F auf CE gefällt; so wird dasselbe allemal 
die letztere in G halbtheilen.

Man ziehe AC; weil dann AD eine berührende und AC eine Sehne ist, so wird DAC 
dem Winkel im entgegengesetzten Abschnitte AC, nämlich dem Winkel AEC gleich sein; die­
ser aber ist gleich A l D, weil CE ßD ist; mithin ist DAC = AFD, und in den beiden 
Dreiecken DAF, AHD, sind zwei Winkel AFD, HAD, gleich, und der Winkel D gemcin-
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schaftlich, mithin ist FD X DU — DA1 = DC2. Weil alsö FD : DC = DC : DH, und 
der Winkel D gemeinschaftlich, so folgt AD FC -AD CH, und DFC = DCH = DAH = 
AFD; auch ist DFC = F CE, und es war DFA= AEC; mithin hat das Dreieck EFC 
zwei gleiche Winkel C, E, und die beiden Winkel bei G sind rechte, auch die Seite GF ge­
meinschaftlich; folglich wird CG = GE sein, und mithin wird CE in G gehalbtheilt, was 
wir eben zeigen wollten.

Satz ii.
p 20* Wenn in einem Kreise zwei Linien AB, CD, sich unter rechten Winkeln in 'einem 

Punkte E schneiden, welcher nicht der Mittelpunkt ist, so ist die Summe der Quadrate AE2 + 
BEa + EC2 4- ED2 dem Quadrate des Durchmessers gleich.

Man ziehe den Durchmesser AF und die Verbindungslinien AC, AD, CF, DB. Weil 
nun AED = R= ACF, und ADC = AFC, indem beide auf demselben Bogen AC stehen; 
so sind in den beiden Dreiecken ADE, AFC, die beiden übrigen Winkel CAF, DAE, eben­
falls gleich, also auch die beiden Bogen C F, DB ,-und deren Sehnen. Nun ist D E 2 4- E B 2 = 
B D 2 = CF 2 , ferner AE2 + EC2 = C A 2, und CF2 -|- G A 2 = F A 2 , mithin ist die 
Summe AE2 4- EB2 4- CE2 4- ED2 dem Quadrate des Durchmessers gleich, was wir eben 
zeigen wollten.

Satz 12.
F.208- Wenn über dem Durchmesser AB ein Halbkreis beschrieben ist, wenn ferner aus ei­

nem Punkte C zwei denselben in D, E, berührende Linien samt den Verbindungslinien EA, 
DB, welche sich in F schneiden, gezogen sind, wenn endlich CF gezogen und nach G ver­
längert ist; so wird CG senkrecht auf AB stehen.

Man ziehe DA, EB. Weil dann BDA = R, so ist DAB 4- DBA = R = AEB, 
also ist nach Hinzufügung des gemeinschaftlichen Winkels FBE die Summe DAB 4- ABE = 
FBE 4- FEB = DFE. Weil ferner CD des Kreises Berührungslinie und DB dessel­
ben Sehne ist, so folgt CDU = DAB, und eben so CEF = EBA, mithin CEF 4- CDF 
= DFE. Nun gehl aus unserer Abhandlung über die Vierecke hervor, wenn zwischen zwei 
gleichen Linien, welche sich treffen, wie CD, CE, zwei sich schneidende Linien DF, EF, 
gezogen sind, und wenn der durch letztere gebildete Winkel F der Summe der beiden 
Winkel E 4- D gleich ist; dafs alsdann die Verbindungslinie der Durchschnittspunkte CF 
gleich ist einer jeden der Linien CD, CE; («) daher ist also CF = CD, mithin CFD =

(S. 12. «) -Di« Abhandlung, worauf der Verf. «ich beruft, ist nicht vorhanden, den Satz selbst aber beweiset Bo­
re Hi so: ,

F2O8-» In dem Viereck ABDC sei AB = AC, und BDC = ABD + ACD, so wird behauptet, es sei AB = AD.
Man verlängere AC bis E, so data AE “ AC wird, und ziehe EB; dann ist AEB ABE, mithin BDC 
+ AEB = ACD 4- ABD 4- ABE = ACD 4- EBD. Da nun die vier Winkel des Vierecks EBDC vier 
rechte betragen, so ist

BDC + CEB = ECD 4- EBD = 2 R
mithin lätst sich um dieses Viereck EBDC ein Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt A sein mufs, weil AE 
— AC — AB ist. Demnach ist auch AD ein Halbmesser dieses Kreises, folglich AD = AB = AC.
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C D F — DAG. Es ist aber CF D 4" DFG = 2 R, folglich DAG 4- DFG — 2 R, also sind 
in dem Vierecke ADFG die beiden Winkel ADF + AGF = 2R; allein es ist ADB = R, 
mithin auch AGC = R, und CG senkrecht auf AB, was wir eben zeigen wollten.

Satz 13.
Wenn in einem Kreise zwei gerade Linien AB, CD, sich schneiden, deren eine A BF.209. 

der Durchmesser ist, die andere CD aber nicht; wenn ferner aus den beiden Punkten A, B, 
zwei Perpendikel AE, BF, auf CD gefällt werden; so schneiden sie auf letzterer allemal 
gleiche Stücke CF, DE, ab.

Man ziehe E B, falle aus dem Mittelpunkte I das Perpendikel IG auf C D, und ver­
längere es bis zu H in der Linie EB. Weil nun IG senkrecht auf CD aus dem Mittelpunkte 
steht, so halbtheilt sie diese Linie in G; weil ferner IG, AE, zwei Perpendikel auf CD sind, 
so werden sie parallel sein, und weil Bl = IA, so ist BH = HE; defshalb und weil BF HG, 
so ist FG = GE, also bleibt nach Abzug dieser Linien von GC = GD nunmehr FC = ED, 
und diefs eben wollten wir zeigen.

Satz 14.
Wenn AB ein Halbkreis ist, von dessen Durchmesser AB die gleichen Linien AC,F.2IO. 

BD, abgeschnitten, und wenn über den Linien AC, CD, DB, Halbkreise beschrieben sind; 
wenn ferner E der Mittelpunkt der beiden Halbkreise AB, CD, wenn EF senkrecht auf AB 
und bis G verlängert ist; so ist allemal ein Kreis um den Durchmesser FG gleich der Figur, 
welche von dem gröfseren Halbkreise, von den beiden Halbkreisen in ihm und von dem mitt- 
lern Halbkreise, welcher aufser jenem liegt, umschlofsen wird, und welche Archimedes ein 
Salinon nennt.

Weil DC in E gehalbthcilt wird, so wird, wenn CA hinzugefügt ist, AD*4-CA2 = 
2 (DE2 + EA2) sein. («) Es ist aber FG = DA, mithin FG2 + AC2 = 2 (DE2 4- EA2); 
und weil AB = 2 AE, und CD = 2 DE, so folgt AB2 + D C 2 = 4 (DE 2 4- E A2) = 
2 (GF2 4- AC2). Eben so ist die Summe der Kreise um die Durchmesser AB, DC, doppelt 
so grofs, als die Summe der Kreise um die Durchmesser GF, AC; also ist die Summe der 
Halbkreise um AB, D C, so grofs, als die Summe der beiden Kreise um GF, A C. Allein 
ein Kreis um den Durchmesser AC ist gleich den beiden Halbkreisen A C, BD. Nimt man al­
so die beiden gemeinschaftlichen Halbkreise AC, BD, von jenen hinweg, so ist die übrigblei­
bende, von den vier Halbkreisen AB, CD, DB, AC, gebildete Figur (welche eben Archime­
des ein Salinon nennt) gleich dein Kreise, dessen Durchmesser FG ist, was wir eben zeigen 
wollten. ’C »

(8. 14. «) Es ist nämlich AD=jDE + AC, mithin AD* = 4 DE* 4- 4 DE X AC + AC*, folglich AD* 4- 
CA* = 2 (2 DE* 4- IDE X CA + CAaB ferner ist EA == ED 4- CA, mithin EA* = ED* + 2ÜEX 
CA + CA*,’also DE* + EA* = 2 DE* + jDExCA 4. CA*, folglich AD* 4- CA* = 2(DE* 4- EA*)
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Satz 15.
Es sei AB ein Halbkreis, AC die Seite eines Fünfecks, der Bogen AD die Hälfte des 

Bogens AC, man verbinde CD, verlängere sie bis E, verbinde DB, welche CA in F schnei­
den mag, und ziehe FG senkrecht auf AB aus F; so wird die Linie EG dem Halbmesser des 
Kreises gleich sein.

Man ziehe die Verbindungslinie CB, der Mittelpunkt des Kreises sei H, und man ver­
binde HD, DG, AD. Weil nun der Winkel ABC = f R, indem er die Seite des Fünfecks 
umspannt, so ist CBD = DBA = f R; und weil DHA = 2 DBH, so ist D11A = | R. 
Weil ferner in den beiden Dreiecken CBF, GBF, die beiden Winkel bei B gleich, und die 
Winkel bei G, C, rechte sind, auch die Seite FB gemeinschaftlich ist, so wird BC — BG 
sein; und weil in den beiden Dreiecken CBD, GBD, die Seite CB = BG, ferner die Win­
kel bei B gleich und die Seite BD gemeinschaftlich, so wird BCD = BGD=fR sein, und 
jeder dieser Winkel ist dem Winkel DAE, d. h. dem äufsern Winkel des im KreLe befind­
lichen Vierecks BADC gleich. («) Daher folgt DAB — DGA, also DA=DG. Weil 
hiernächst DHG = f R und DGH = | R, so ist HDG = 4 R, mithin DG = GH. 
Weil ferner ADE ein äufserer Winkel des im Kreise beschriebenen Vierecks AD CB ist, so 
ist ADE = ABC R = GDH. Da also in den beiden Dreiecken EDA, HDG, so­
wohl die beiden Winkel EDA, HDG, als auch die beiden DAE, DGH, und die beiden 
Seiten DA, DG, gleich sind, so ist auch EA = HG; und wird AG zu beiden hinzugefügt, 
so folgt EG = AH, was wir eben zeigen wollten.

Folgerung i. Hieraus folgt auch, dafs DE dem Halbmesser des Kreises gleich ist; 
denn weil DAE = DGH, -so ist D II = D E.

Folgerung 2. Auch behaupte ich, dafs EC nach mittlerem und äufserem Verhält- 
nifse in D getheilt, (ß) und dafs DE der gröfsere Abschnitt sei; letzteres weil E D die Seite 
des Sechsecks, DC die des Zehnecks ist. Diefs ist schon in den Elementen erwiesen, und 
wird eben jetzt wieder behauptet.

(S. 15. Denn es ist BCD + BAD = 1R= DAE 4- BAD, also BCD = DAE, mithin auch BGD = DAE. 
D. h. es verhält sich die ganze Linie CE zu dem gröfseren Abschnitte DE, wie eben dieser zu dem andern DC 
(Eukl. V I. Erki. 3.). Zieht man nämlich C G, so ist aDGC gleichschenklig. Nun ist

ADC = 2R-ABC=2R-?R = |R
und GDC = AD C - AD G = | R - AD G

AD G = DAE-DGA = DAE-DAG = sR-t R =vR
also G D C = R - f R = f R

folglich DCC=|R = EDA, mithin DA £ CG;
auch war D A = D G = D C,
ferner ist EDG = EDA + ADG = f R = EGD
mithin ED = EG.

Endlich ist ECG = * R = CEG, folglich EG = CG = ED, 
also EC : ED = CG : DA = ED : DC.
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Kritische Anmerkungen.

Vom Gleichgewichte der Ebenen. I.

Seite 5. Z. 15 v. u. xa) ra ptaa airäv. Torelli vermuthet, es sei liier zu lesen k«) 
ric nfsx aärüv, xai l<p' sk&t^x tüv utsav , wodurch allerdings die Deutlichkeit gewinnen würde ; doch 
halte ich den Zusatz nicht geradezu für nothwendig, indem unter ric ptsu überhaupt die von der 
Mitte gleich weit entfernten Grofsen gar wohl verstanden werden können.

Schon Barrow stimmt für die Beifügung dieser Worte, und macht auf die ähnliche 
Stelle S. 9. Z. 3 aufmerksam. Auch Peyrard hat den Torellischen Zusatz in seine Ueber- 
setzung aufgenommen. Vielleicht könnte man lesen ^vra tu utsa,

S. 6. Z. 8. Um den Begriff’ des Vielfachen auszudrucken, bedienen sich die grie­
chischen Mathematiker dreier Wortformen, nämlich t^ixa6os , .... ScrAäsios, TgixA&scoi;.....
tmAastuv’, rgixAactuv, .... Bei Archimedes findet sich die erstere Form auf .... «-aSoc nur 
dreimal, nämlich S. 46. Z. 21 tsitau (Ein Druckfehler für tjhta«), S. 205. Z. 29 und S. 207. 
Z. 3. Dagegen kommen die Formen .... ■sa&sio; und .... kamIuv beinahe dreihun­
dertmal vor. Zwar hat der Torellischc Text auch noch einmal den Genitivus SsxaTAäv auf S. 
327. Z. 6 v. u., allein diese Lesart ist erst durch Wallis hineingebracht, und mufs der ur­
sprünglichen wieder weichen, wie an seinem Orte gezeigt werden soll. Ich glaube hiernach 
nicht zu irren, wenn ich die Form .... »Afo« dem Archimedes ganz abspreche, und eine 
der beiden andern für jene drei Stellen vorziehe. Von diesen Formen .... ta4<t<05 und .... 
vrAaslav kommt nun allerdings die erstere häufiger vor, als die letztere, doch läfsl sich ein ge­
naues Zahlenverhältnifs für ihren Gebrauch defshalb nicht angeben, weil das Neutrum singul. 
beider Formen gleichlautend ist. Zu bemerken bleibt jedoch, dafs die Form .... t Aas luv sich' 
nur dreimal im Plural findet, nämlich einmal S. 33. Z. 8 TtTgcwAaslova, wo jedoch die Gram­
matik den Singular TtTqwrAisiov nicht nur ebenfalls gutheifst, sondern vielleicht gar fodert. 
Ferner steht der Plural icvAastwa zweimal S. 263. Z. 6 v. u. und 4 v. u.; allein eben weil diese 
Ausnahmen die einzigen sind, so bin ich geneigt, auch hier tmA&cia für die ächte Lesart zu 
halten. In allen bisher erwähnten Fällen ist nicht auf die Verbindung der Formen .... 
rAänst oder .... * Aasluv mit dem Worte A^/e; (ratio, Verhältnifs) Rücksicht genommen. Nun
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versteht man unter einem zwiefachen, dreifachen . . . . Verhältnisse zweierlei; entwe­
der den Zustand, wo eine Gröfse das doppelte, dreifache . . . einer andern ist, also einen Zu­
stand, der durch A : B = n : i bezeichnet werden kann; oder- man versteht darunter den Zu- 
stan^, wo zwei Gröfsen sich wie die algebraischen zweiten, dritten .... Potenzen zweier 
Zahlen verhalten, was man jetzt durch die Form A : B = a“ : b“ anzudculcn pflegt. Bei 
Archimedes linde t sich

die Form .... srAafflav A6vo;die Form . . • • nMsw A^o«
in der Bedeutung 

A : B = n : 1
in der Bedeutung 
A : B = a“ : b«

gar nicht.
S. 75. dreimal.
— 113. viermal — auch 

steht hier einmal 
th ZfxK&cM kurz 

für bi Aä-

in der Bedeutung 
A : B = n : I

S. 32. einmal.
— 33. einmal.
— 34. einmal.

yot.

— 114. einmal.
— 115. zweimal.
— 126. einmal.
— 128. zweimal.
— 184- einmal, wo der 

Druckfehler 3<- 
•xä&w zu verbes­
sern ist.

— 185. zweimal.
— 186. einmal.
— l87> einmal.
— 218- einmal.
— 258. einmal.
— 327. zweimal.

also 22 Mal.

in der Bedeutung
A : B = a“ : b>1

S. 18. zweimal.
— 96. einmal.
— 110. viermal.
— III. zweimal.
— 112. zweimal.
— 114. zweimal.
— 115. einmal.
— 124. dreimal.
— 125. zweimal.
— 128. einmal.
— 185. einmal.
— 186. dreimal.
— 218. einmal.
—■ 260. einmal.

also 26 Mal.

Die Variantensammlung bei Torelli giebt hier nur für S. 218 die Abweichung 5<ta«- 
statt au; mithin ergiebt sich für Archimedes wohl mit Sicherheit der willkühr-

liche Gebrauch beider Formen. Die genaue Untersuchung war nöthig, weil Wallis behaup­
tet, die alten Mathematiker hätten die Form .... »Aar<»^ allemal für das Verhältnifs a" : b«, 
die’Form .... dagegen für das Verhältnifs n : 1 gebraucht, und weil er hiernach auch 
beim Archimedes Textesänder ungen verlangt. (Vgl. Wallis. adoersus M. Metbomii de 
proportiouibus dialogum. Opp. I. p. 262. 273.) Wenn aber Wallis jene Verhältnisse selbst 
unterschieden, und z. B. das Verhältnifs 2 : i durch ratio dupla, das Verhälluifs a : b* 
durch ratio duplicata im lateinischen angedeutet wissen will, so wird man ihm beistimmen, und 
Torelli tadeln müssen, der diesen Unterschied nicht bezeichnet. (Vgl. Kästners Anfangs- 
gründe der Arithmetik, Kp. PI. 7, und über diesen Gegenstand überhaupt Joach. Camera- 
rius de graecis latinisque numerorum notis etci) Ich habe nicht untersuchen mögen, ob 
Wallis Meinung sich beim Euklides und den übrigen griechischen Mathematikern durch­
führen lasse, zweifle aber daran. o. 10. L. 25.
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S. 10. Z. 5. 'Onota; SS............. SgoA«yo<{ *aci^«7{. Diese Worte sind gewifs ein fremdes 
Einschiebsel, indem sie nichts als eine Wiederholung der sechsten Voraussetzung enthalten. 
Derselben Meinung ist Rec., und schon Barrow bat die Worte nicht übersetzt.

S. 10. Z. 25. Isa; ymta;. Peyrard scheint hier eine Lücke im Texte vor­
auszusetzen, indem er übersetzt: c’ est a dire, que les droites mehees des centres de grazile 
aux angles egaux et correspondans forment des angles egauxi und freilich bilden nicht Punk­
te, sondern Linien Winkel: allein Archimedes druckt sich öfter so aus, z. B. S. II. Z. 19. 
△ rät tu aira St) inola; Kt~rai Ta 0, N Capet» koti ipcAtyag tAev?«;, Kal ’lsa; yw!a; «-e/E~; ferner 
S. 13. Z. 16 V. U. 'Opola; yag eure xelpeva ra capei«..........   lerteSifereg xor) ra; SpoAiyu; x Aeugle;
koiüvti yavlag. An beiden Orten läfst Peyrard die hier entsprechenden Zusätze ganz un­
übersetzt, und dasselbe thut Torelli an dem letztem Orte — wahrscheinlich aus Versehen.

S. 11. Z. 21. k«) Isa;. Das k«) ist gewifs unächt, auch fehlt es in mehreren Hand­
schriften. Man wird lesen müssen Isa; ybg yuvla;. (

Quadratur der Parabel.

S. 17. Z. 9. rä; Hau tu kwu Topä;. Ohne Zweifel soll dadurch die Ellipse angedeutet 
werden, und man könnte defshalb die Verbesserung des Bec. wohl aufnehmen: t«; ö^uyuul» 
xüvu Topa;, zumal da der «Ao; xüvo; keinen Gegensatz mit dem folgenden igSoymio; macht.

S. 20. Z. 13. v. u. xai t«; AB ygappa;. Ich lese h« ra;, weil der Genilivus von dem 
vorhergehenden et) nicht mehr abhangen kann. Rec. will xal Sia tü; lesen.

S. 21. Z. 3. eovn. Nach Torellis Vorschläge ist zu lesen, wie sonst .gewöhn­
lich, Z. B. S. 21. Z. 6 V. U. S. 22. Z. 10 und öfter.

S. 21. Z. 14 v. u. t&v ’isav iüaav. Ich lese rm BT, isav iSsav, weil Archimedes auch
S. 20. Z. 5 v. u. die entsprechende Linie mit Buchstaben benennt.

S. 21. Z. 3. v. u. nagln ek tb A. Ich lese %ugtn tu A ek t5 A, weil sonst nirgend gesagt
würde, dafs die angehängte Figur eben A sein soll. Vgl. S. 20. Z. 1 v. u.

S. 22. Z. 19 vs U. tx«v mufs augenscheinlich ex“ heifsen. Rec.
S. 25. Z. II. t« rp&para Mta iw A BE, EZ, ZH, Hl. Ich lese l; Ta Tg^gara eSa 

Msa .... und setze am Ende das oll'enbar fehlende IT hinzu, nach Anleitung des ganz ähn­
lichen Falles S. 27, Z. 5. («v* für n, sonst

S. 26. Z. 15 v. u. tb AI△ Tfi^wES. Mufs offenbar heifsen t« BTA TfiyüvBt doch ist der 
Fehler in Torellis und Peyrards Uebersetzung übergegangen.

S. 27. Z. 2. toA t». Man mufs M tS lesen, wie unmittelbar vorher und nachher. Die 
Baseler Ausgabe hat eine Handschrift lieset Td und eine giebt toA rd.

S. 29. Z. 23. epapa a-egiextnivn. Nach Anleitung der ähnlichen Fälle lese ich Tuapa rl 
B0T, vcguxiiww. Vgl. S. 25. Z. 5. S. 26. Z. 5 v. u. S. 27. Z. 4 v. u. S. 30. Z. 14 v. u. etc.

S. 29. Z. 15. Kal «BT. Vielleicht ist. ItA für xal zu setzen, da der Grund angegeben 
werden soll, wefshalb 0E die Linie BT halbtheilt. Peyrard und Torelli übersetzen dem 
gemafs, und ein Parisei’ Codex hat hier eine Lücke.

L 1
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S. 30. Z. 5 v. u. Ixom. Man lese Ree.
S. 32. Z. 22. Ttr^avfiäf‘0'/ r£ Aw ri 7j t« H’ xa) Aa. Nach Anleitung aller Handschriften

ist ZU lesen rtTgaTÄ&iriov Si Aw rd ^itevov rS faoubu’ pfyKtv St eW> rä Z, x«) tru. Torelli hat das 
tb H wahrscheinlich ohne Autorität in den Text gebracht, da es in der Baseler Ausgabe fehlt;
Peyrard folgt ihm, nicht aber Sturm, welcher die richtige Lesart vor sich gehabt haben
mufs. Es mütste auflallen, wenn Arch. bei seiner gröfsen Genauigkeit blofs das Verhältnifs 
von Z zu H, nicht aber das Verhältnifs aller Gröfsen angedeutet haben sollte. Vgl. S. 33. Z. 7.

S. 34. Z. 16 v. u. xxi i;u eAaffffcv rä I. Ich läse gern xxi Aw ia%arav rd I, wie Peyrard 
übersetzt hat: que cette derniere surface soit I-, wage es aber doch nicht, weil Itawj sich 
erklären läfst.

S. 33. Z. 8« nrmusIwMan lese TiTgankfam' Vgl. Anmkg. zu S. 6. Z. 8-

Vom Gleichgewichte der Ebenen. II.

S. 35. Z. 2. i tragi rav Mj~<rav tüüilav iragxßaMw. Alle mir bekannten Ucbersetzer
haben den Sinn dieser Worte verfehlt, indem sie etwa so übertragen: „welche wir an eine 
gegebene gerade Linie anlegen können“, ohne zu beachten, dafs Arch. die Wörter xaga und 
•xagaß&Mw durchweg dann braucht, wenn er eine parallele Lage bezeichnet. Er will hier 
andeuten, es sei möglich, den parabolischen Abschnitt in ein Parallelogramm (oder Rechteck) 
mit gegebener Seite zu verwandeln, was ihm allerdings möglich ist, nachdem er die Quadratur 
der Parabel in einem eigenen Buche gelehrt hat, dessen Abfassung der Zeit nach dem gegen­
wärtigen Buche vorangellt. Eutocius hat die Stelle richtig verstanden, weil er aber die ei­
genen Worte des Arch. braucht, so hat man auch seinen Wink gemifsdeutet.

S. 36. Z. 4. *Er*( xai. Man lese nach Anleitung der Florent. Handschrift "E;ai aga xal.
S. 36. Z. 7. regißsß^f3a vaglc. Nach mehreren Handschriften ist nxgxßtß^cßw Sij stagh 

zu lesen.
S. 36. Z. 20. x«) tb. Man lese <A» xa) rs nach mehreren Handschriften. Auch hat so 

die Baseler Ausgabe.
S. 36. Z. 22. Alxa tl; th«h«. Der Florentiner Codex beginnt hier einen neuen'Abschnitt 

und verbindet damit unmittelbar den zweiten Satz. Auch Eutocius betrachtet diese Worte 
als Einleitung zum zweiten Satze; denn er beginnt seine Erläuterung des letzteren so: rS Seurfgu 
Stugwxro; rgoMyti nvi b/Mörx . . . ., und in seiner Erläuterung des dritten Satzes nennt er dieses 
einleitende Vorwort ein a-W«; defshalb habe ich ihm die Ueberschrift Lehnsatz gegeben.

S. 36- 2- 9 v. u. tl; tbto tüj. Ich behalte die Lesart der Baseler Ausgabe tl; tu'; t«i, bei, 
von welcher Torelli mit Unrecht abweicht und dadurch unverständlich wird. Der Florentiner 
Codex hat tl; wrmv fyi;- Eutocius wiederholt die Worte ganz richtig am Ende seiner Anmkg. 
zum zweiten, und Arch. selbst in dem Beweise zum dritten Satze.

S. 36. Z. 7 v. u. h Tal; Ti^trnv. Peyrard läfst diese Worte in seiner Uebersetzung 
aus, sie sind indessen schwerlich uuächt, da Eutocius sie in seiner Erläuterung des zweiten 
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Lehrsatzes wiederholt. Nur bleibt ungewifs, was für eine Abhandlung darunter verstanden 
werden müsse.

S. 37. Z. 10. Et Sä x«l. Wahrscheinlich ist AI«« *?5 t^x zu lesen, wie sonst in ähn­
lichen Fällen- auch deuten mehrere Handschriften dahin, indem sie ä« lesen.

S. 40. Z. 6. ix) r&v. Das Wort stI ist zu streichen nach der Analogie des Vordersaz- 
zes, indem auch hier zu verstehen ist.

S. 40. Z. 5. v. u. euäv'ygxpiw. Ich lese mit den meisten Handschriften agx eMüygxww-
S. 42. Z. 3. Ä KA. Diese Lesart giebt gar keinen Sinn; man setze dafür ein xsl. Der 

Florent. Codex hat eh™ und zwei Pariser xx.
S. 42. Z. 6. t3 thwx. Ich lese tJ ABT T/iina, wie immer.
S. 42. Z. 8- tüv Tnx/iiruv ..... bix/tirguv. Man lese rßv AXB, BAP thxh&tuv ..... 

Si&Htrgo;.
S. 42. Z. IO. IvMygxniW TS »Ab...... lißvy'g&pW' Ich lese Tglyawv ^agipac, tb........

TP7W8, mit Weglassung des Worts ö'ab; denn der Zusammenhang lehrt, dafs Arch. gar nicht 
von dem ganzen Abschnitte ABT rede, sondern nur von AKB; und die in diesem Abschnitte 
beschriebene Figur nennt er in der Folge beständig nicht evMygsgpov, sondern rglywov, wie er 
auch mufste, da in dein vorigen Satze nur von einem Dreiecke gesprochen war.

S. 42. Z. 21 v. u. ABT xivrgov. Nach den Handschriften ist zu lesen ABT rgiyüvu xivrgov.
S. 44. Z. 15. totJ xegiÄwröiwx. Nach den meisten Handschriften ist zu lesen xot) t« 

Ai<srä(«va.
S. 44. Z. 17. ’EteiJb ...... -rb hi 0. Man lese ’Exd Ü . . . . is) rb 0.
S. 44. Z. 24. TXf vag bix tb H , xxgh rav A T, ix) tx xvtx ixsuvri tw TH&fixri, Diese 

offenbar verdorbene Stelle hoffe ich so hergestellt zu haben: rät y&g Sih rü H etxüilrxt, xxga......  
huxvTi rbc th&uxtx Vgl. S. 12. Z. 19 v. u. und S. 4^* 9*

S. 44. Z. 26. J?aoi» Uti. Torelli vermuthet mit Recht h v™.
S. 45. Z. 21. x xhTgov. Man lese * rä «hrgov. Dieselbe Aenderung mufs Z. 2. v. u. eintreten.
S. 46. Z. 5. TixxniTuv Mit allen Handschriften ist rßv thxh&tuv zu lesen.
S. 46. Z. 12. tbto ybig ix) t(mi Mwvrxi, x rt/iw Tb 0. Der Beweis, auf welchen Arch.

sich.hier bezieht, findet sich nirgend. Eutocius liefert ihn, ohne jedoch zu bemerken, dafs
er sich bei Arch. gar nicht finde, sondern nur, um ihn hier sofort zu geben. So oft
nun Eutocius einen fehlenden Beweis aus den uns bekannten Schriften des Arch. nachwei­
set, unterlafst er nicht, auch die Stelle deutlich anzugeben, wo derselbe angetroffen wird, wie 
er das schon in einer gleich folgenden Anmerkung zu diesem Satze thut; ich schliefse daraus, 
dafs Eutocius selbst keinen hieher gehörigen archimedischen Beweis gekannt habe; am we­
nigsten kann sich derselbe am Ende dieser Abhandlung (fei t^asi) befunden haben. Ich streiche 
defshalb die Worte ix) tImi h cxneiov Tb 0 sämtlich fort, und halte sie für eine Notiz, welche 
irgend ein Leser für sich machte, als er den fehlenden Beweis am Ende ergänzte, und dessen 
Stelle durch das Zeichen der Sonne 0 kenntlich machte; so dafs von Archimedes selbst nur 
die Worte tbt» yag beixwrxi herrühren, in denen er vielleicht nur auf einen sonst schon bekann­
ten Beweis aufmerksam machen wollte, so wie er einige Zeilen weiter sagt; xsl yxg tIto bttw 
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rar. Der Venet. Codex hat an unserer Stelle h™{ ffan^v 6 ^04, der Florentiner « subito j 
und alle vier Pariser e «Ai»?; lauter Lesarten, welche meine Vermuthung bestätigen. Indessen 
müssen die falschen Worte schon früh hi den Text gekommen sein, da Eutocius sie wie­
derholt.

S. 46. Z. 21. rfwAa. Man lese TfirA«<rta. Vgl. Anmkg. zu S. 6. Z. 8-
S. 47. Z. 5 v. u. S^rMtrhf. Die in diesem Satze häufig vorkommenden Zahlworte sind im 

Texte bald mit Worten, bald mit Zahlzeichen angegeben, was gewifs falsch ist. Entweder 
lauter Worte, oder lauter Zahlzeichen! ich stimme für die wörtliche Bezeichnung, weil 
Archimedes diese in den ähnlichen Sätzen gebraucht.

S. 49. Z. 16. v. u. TB, TA. Diese Lesart ist von Torelli in den Text gebracht. Die 
Baseler Ausgabe hat TA, TA, und alle Handschriften haben TB, BA. Die Lesart Torellis 
giebt in der That einen Rechnungsfehler, den selbst Peyrard nicht bemerkt hat. Die Les­
art der Baseler Ausgabe giebt zwar ein richtiges, nicht aber ein hieher gehöriges Verhältnifs. 
Die Lesart der Handschriften aber giebt das rechte, und ist daher äufziinehmen, um so mehr, 
da auch Eutocius sie ganz richtig wiederholt (S. 53. Z. 25.); und hier hat Torelli nicht 
geändert.

S. 57. Z. 15. uärif. Man lese «vrL. Die Baseler Ausgabe hat Ree.

Von der Kugel und dem Cylinder I.

S. 63. Z. 3. V. U. raBra nig) ra ^/aara' cd nfvroi vtyow
twv. Der Florentiner Codex lieset so: Taura dH tu vv\utTÜnara aury Qvtei regt ri ilgmaha
W/iara' wrfiiro Sl etc. (Der Strich bezeichnet eine Lucke.) Der Pariser Codex B, 
welcher mit jenem wahrscheinlich aus einer Quelle geflossen ist, (S. Praefat. ad edit. ToreU. 
pag. iiii) stimmt damit ziemlich überein, und hat so: T«cr«----- *eoü*(j<>xw »ifl t« 
plva cxhitara.-----?voe«------ etc. Ich halte defshalb dafür, es sei so zu lesen: ra™ ra sup- 

adry rj Qurei------ t« c^nce-rct, wvoirro 3« tSv etc. Die einzige Schwierig­
keit macht hiebei das Wort aiwrunaTu, welches sonst nicht sowohl Eigenschaften eines 
Gegenstandes, als vielmehr bedenkliche Zus tände desselben, Unglücksfälle, be­
deutet, indessen würde das sonst eben nicht gewöhnliche Wort wohl schwerlich in das Ma­
nuskript gekommen sein, wenn es nicht ächt wäre, also jene Bedeutung ihm allerdings zukä­
me. Dazu kommt, dafs diefs Wort noch einmal in derselben Bedeutung vorkommt, nämlich 
Konoid, u. Sphäroid. Satz 14. (Seite 277 Z. 5. v. u.) Zwar lesen die Baseler und die Torelli- 
sche Ausgabe dort hvutIttovti, was aber ganz sinnlos ist, wogegen alle Handschriften das Wort 
ahwupa richtig haben.

S. 64. Z. 9. Kat Tfowag^Tm. Ich lese nach Anleitung des Florentiner und des Pari­
ser Cod. B: Kat yag ruruv rgeüaafx^rav.

S. 64. Z. 14. v. u. exsffiv. Die Vermuthung Barrows, man müsse «^«1 lesen, wird 
durch zwei Pariser Codd, bestätigt.
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S. 64. Z. 6. v. mut avrßv, Man lese mut atrtg. R ec.
S. 72. Z. 2. icorteveH. Entoeins wiederholt die Worte mit dem Zusatz xai &gna~ 

*Mvgu, man würde aber irren, wenn man sich dadurch verleiten liefse, die Worte in den Text 
zu setzen; denn Archimedes braucht diese sonst ganz richtige Bestimmung nicht zu seiner 
Beweisführung, beweiset auch nicht ihre Wahrheit, was er. doch in Beziehung auf die glei­
chen Seiten des Vielecks thut. Entocius aber hat in seinem Exemplare den Zusatz wahr­
scheinlich gehabt, wefshalb er ihn als richtig nachweiset.

S. 74. Z. 10. xa) ayäyutuv. Das x«< mufs gestrichen werden, da es keinen Sinn giebt. 
Es fehlt überdiefs in allen Manuskripten, aufser dem Pariser A.

S. 75. Z. 4. xMvgav, tv. Das Komma mufs gestrichen werden, weil der Sinn
sonst wäre, die beiden Seiten ständen im zwiefachen Verhältnisse der Vielecke, da vielmehr um­
gekehrt die Vielecke im zwiefachen Verhältnisse der Seiten stehen. Torelli übersetzt unrich­
tig: ^/c rationis quidem laleris ad latus dupla est ratio polygoni ad polygonum. Es mufs 
heifsen: Ac ratio quidem duplicata laleris ad latus est ratio polygoni ad polygbnum.

S. 75. z. 2 t. Tatra yag tv Ty Sro«X»'»«' vragabtburai. Ich lese t. y. e. r. STOi%n»ee> vragabebSTat. 
Die Uebersetzer haben immer Sroixdueig mit Xroixoa verwechselt, und hier ein Citat des Archi­
medes vermuthet, was keineswegs vorhanden ist. Es braucht zwar Entocius (ad prop. XL) 
das Wort Toixduirig zur Bezeichnung der (Euklidischen?) Elemente, indessen kann diefs für den 
Sprachgebrauch des Archimedes nicht entscheidend sein, der nichts anderes darunter ver­
steht, als im Allgemeinen den elementaren Unterricht, welchen er bei seinen Lesern voraussetzt.

S. 76. Z. 13. v. U. IcdTfavgov fzaca rglyuvov. Die Basl. Ausg. hat: tairA. ex- tu ABFj 
der Florentiner Codex ßanv tu; der Pariser A hat ß&siv rb, die drei anderen, ß&nv tü, defshalb 
lese ich: ta^A. “x- ß&mv Tb Tglyuvov rb ABT. Oder man müfste lesen: pev ex*™ kärAwfov Tgl­
yuvov rb ABT, wie in dem zweiten Beweise des Satzes.

S. 76. Z. 7. V. U. roh Tegiexbvrav. Ich lese tSv rgiyuvuv tuv oregiexivrav, da A r C h. 
gewifs nicht vergessen hat, die Art der begränzenden Figuren anzugeben. Die Nothwendig­
keit dieses Zusalzes haben die Uebersetzer gefühlt.

S. 78. z. 30. 78 AEZ, ich setze hinzu Tgiyuvti, wie sonst immer, Vgl. Salz 8 an vielen 
Stellen.

S. 79. Z. 8. Ixirarsw. Man lese Sfars«»« nach Anleitung des vorhergehenden luAiry', 
auch ist in dem Pariser Cod. B schon von anderer Hand ^t«<r« beigeschrieben.

S. 80. Z. 14. M tüv BZ, ZF, Ich lese 1*1 ™BZ, ZT ruwiruv, pel^uv, wie bis­
her immer.

s. 80. Z. 19. uv Tä clgwba. Das uv giebt gar keinen Sinn; vielleicht ist üg zu lesen.
S. 81. Z. 25. üg ebelxßy b tv ^iiaTi. Hauber hält diese Worte für unächt, weil sich 

kein solcher Lehnsatz vorfinde, und weil Entocius eine Erläuterung zu dieser Stelle gebe, 
ohne diese Worte anzuführen. Letzteres ist unrichtig, indem Eutocius über diese Stelle gar 
nicht redet. Ersteres ist aber in so fern richtig, als es keinen abgesonderten Lehnsatz dieses 
Inhalts giebt; indessen führt Arch. den Beweis allerdings seihst beiläufig im Beweise zu S. 
95 daher halle ich die Worte für ächt; zum wenigsten müfste üg IMx^ stehen bleiben.

S. 8l. Z. 19. ff. v. u. Qavtgbv yag . . . ( . Ich halle dieses alles für eine 
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Glosse, weil Archimedes kurz zuvor diese Behauptung selbst (als Lehnsatz) citirt; auch 
nennt er den Kegel sonst nicht in dieser Abhandlung, sondern immer laatKe^t- Ich habe 
die Uebersetzung defshalb eingeklammert.

S. 83. Z. 14. v. u. riti AB pui^vt- Die Baseler- Ausgabe hat r?« AB untl
alle übrigen Manuskripte haben Tüt AB Die letztere Lesart ist ohne Zweifel die
richtige.

S. 85- Z. 21. al tlr> ßifeit. Ich lese ef stw pirtif nach Anleitung der meisten Handschriften.
S. 85- Z. 14. v. u. yaf E Z E^avar«. Hier ist eine Lücke, indem nicht gesagt 

wird, durch welchen Punkt des Bogens ABT die Berührungslinie gezogen werden soll. An 
der ähnlichen Stelle in Satz 11, wird diesem Punkte die Mitte des Bogens ABT angewiesen 
defshalb ist vielleicht auch liier zu lesen: "Hx^a 7- v EZ hi^., Sixk rn^iisitf r^i ABT 
tSB, xal . . • Hauber hat diesen Zusatz in seiner Uebersetzung ebenfalls für nöthig erachtet. 
Für den Beweis ist zwar nicht erfpderlich, dafs B gerade in der Mitte liege,- allein irgend ein 
Ort mufste doch dafür angegeben sein.

S. 86. Z. 18- v. u. tv kuxm ax’i^«'T’>i. Ich lese toü Tuwarcs weil Arch. das Wort exfa* 
hier immer von den auf seren Abschnitten braucht, nicht von den Kreisabschnitten selbst und 
weil das Wort köxau in mehreren Handschriften fehlt; daher ich vermuthe, es sei erst in den 
Text gekommen, nachdem T^/iaTot in verwandelt war.

In der zu diesem Satz 13 gehörigen Figur fehlen übrigens die Buchstaben A, 0, welche 
der Florentiner Codex giebt. Sie sind nicht überflüfsig, weil durch sie die Lage der nicht wirk­
lich gezogenen Berührungslinien aiigedeutet wird, deren am Ende Erwähnung geschieht, und 
weil ohne sie die alphabetische Folge der Buchstaben unterbrochen wird, welche Arch. selten 
verläfst.

S. 88> Z. 14. Ta ev^vygann«. Torelli will diese Worte mit Recht streichen.
S. 88. Z. 21. aßt Si tvto; vielleicht sind diese Worte u nächt, denn sie entsprechen kei­

neswegs der gewöhnlichen Beweisform des Vfs.
S. 89. Z. 22. n>av. Ich lese plav, wie sonst immer.
S. 91. Z. II. v. u. ra vtxlirv. Ich lese rä nach Haubers Vorschläge. Archi­

medes druckt sich auffallend kurz aus, so dafs man überhaupt eine Lücke argwöhnen mögte, 
die jedoch kein Manuskript andeulet. So wie die Worte jetzt lauten, druckt tu fairq wirklich 
das Gegentheil von dem aus, was gesagt werden mufs; denn diese Stelle ist zum Glück von 
der Art, dafs über den wahren Sinn gar kein Zweifel obwalten kann. Die Uebersetzer haben 
sich vielen Zwang angethan, den nie verfehlten wahren Sinn mit den griechischen Worten in 
Uebereinstimmung zu bringen.

S. 91. Z. 7. v. u. trvganliot Kegivi7;apiixiv>ti- Ich lese *. t^ nwy. mit mehreren Handschriften.
S. 92. Z. iß. ro~4 A, B. Mit mehreren Handschriften lese ich toi; A, B xöx^oit.
S. 94. AHMMA. Hauber hält mit Unrecht diesen Lehnsalz für unächt; denn Ar­

chimedes braucht ihn wirklich im folgenden Satze.
S. 96. Z. 8. rki aMs ßäfen «Z« xuMfoit. Ich setze hinzu xa) vfa tov; wie schon Peyrard 

und Hauber angeben. Arch. will unstreitig dasselbe von den Cylindern aussagen, was er 
in Lehnsatz 1 von den Kegeln behauptet hat.
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S. 96. Z. 14. iAA^Aaj. Man lese mit den meisten Handschriften.

S. 102. Z. 2. Si&nereoi Uusuv. Ich lese S. e^urav rfd; igäk; denn die Angabe dieser
Lage wird erfodert. Vergl. die ähnlichen Stellen S. 110, Z. 15 v. u. und S. 114. Z. 27. Ain 
ersteren Orte ist 4aa</ao<« ein Druckfehler.

S. 103. Z. 14. &; TtTi&vUvsai ylvta^ai. Diese von Torelli in den Text gesetzten Worte 
geben gar keinen Sinn. Die Baseler Ausgabe hat blofs (TirgwrAtigy) und die Handschriften haben 
rsrgayuvut, alles freilich gleichfalls ohne Siim. Ree. schlägt vor x-o^t/yuvn (eines vier­
gliedrigen oder viertheiligen Vielecks) zu lesen. Diese Aenderung ist zwar sinnreich, aber doch 
nicht annehmbar, hi Satz 24 nämlich giebt Archimedes an, auf welche Weise das innere 
Vieleck konstruirt werden solle, was er zur Erzeugung der innern Figur braucht, und dort 
stehet die Bestimmung, dafs die Seitenzahl durch vier theilbar sein müsse. In den folgenden 
Lehrsätzen setzt er diese Bestimmung immer schon voraus, wenn er seine jedesmalige Behaup­
tung blofs mit Worten, ohne Beziehung auf eine Figur ausspricht, und erst hinterher, bei 
Angabe der Konstruktion der bezeichneten Figur, sich auf das Einzelne einläfst. Eben so wird 
m Satz 29 die Konstruktion des Vielecks um den Kreis, woraus eine äufsere Figur zu der Ku­
gel entstehen soll, vollständig angegeben, hernach aber werden in den folgenden Lehrsätzen 
selbst die einzelnen Bestimmungen nicht wiederholt, sondern es wird nur bei der Beweisfüh­
rung darauf hingedeutet, vgl. Satz 30 und 34. Demnach schliefse ich, dafs auch hier der 
ganze Zusatz <5{ r£r?. 7. x«l gestrichen werden, und so gelesen werden müsse: ^7^», 
a0(C &a<( etc. Der letztere Dativus statt des Akkusativus der Ausgaben und Handschriften ist 
augenscheinlich nothwendig. Vgl. Satz 30.

S. 104. Z. 24. 4f™y«wov. Diefs Wort ist gewifs falsch, da Archimedes sofort angiebt, 
die Seitenzahl solle sich durch vier theilen lassen. Ich lese defshab hoymibv n lt6v*tvgw, wie 
111 Satz 29. Peyrard hat schon nach dieser Aenderung übersetzt. Ein Anderes ist es in Salz 
31) wo nur eine gerade Anzahl von Seiten oder Winkeln erfodert wird.

S. 106. Z. 6. v. u. xfvrjB ABFA kükw. Man lese xivrgx rä ABTA
S. 107. Die Figur zu Salz 28 ist wahrscheinlich in so fern verzeichnet, als das Per­

pendikel auf eine Seile des Vielecks aus dem Mittelpunkte nach der Seite AZ gezogen werden 
mufs, wie Arch. S. 106. Z. 3. v. ü. selbst angiebt.

S. 107. Z. 12. ä;. Vielleicht S'n?
s. 107. Z. 2. v. u. M tb xgüru. Ich lese hl riSv tbth, was mit der Baseler Ausgabe 

am meisten übereinstimmt, welche M tüv tb hat. Der Pluralis wird erfodert, weil die 
Voraussetzung schon in mehreren Sätzen gemacht ist. Man könnte auch lesen hi t«> 
wie in Satz 36.

s. 110. Z. 16. b xßm l'««. Man lese 8 xHm; b 'hrog mit den meisten Handschriften.
S. 110. Z. 21. xarteMvaanivoit. Rec. schlägt vor, hier KxreaxivxtiJiivx zu lesen, wozu ich 

keinen Grund linde, da die gewöhnliche Lesart einen pafslicheil Sinn giebt.
S. ho. Z. 29. Ich lese x^aoc, obgleich kein Manuskript diese Lesart hat;

doch haben Torelli und Peyrard darnach übersetzt.
S. ho. Z. 10. v. u. xx) t£ BZ, 0A s^aasasi. Man mufs entweder Z0 oder ZBA0 (oh­
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ne zwischengesetztes Komma) lesen, da Archimedes nur eine Linie durch den Singular ry 
andeutet.

S. iio. Z. 8- v. u. tJv tS xvmv Torelli übersetzt: actis in orbem
ambitibus. Sollte die Uebersetzung richtig sein, so müfste man x-egi mit kxt« vertauschen. 
Ueberdiefs beschreiben die Umfänge der Vielecke keineswegs Kreise, und Arch. druckt sich 
in den ähnlichen Stellen viel genauer aus. (Vgl. Satz 14. 29.) Ich rathe defshalb TJJV T« 
kükah ZifyisTgav zu lesen.

S. 110. Z. 7. v. u. ........... iyyiygxij.n^ov. Beide Worte müssen ihre Stellen
verwechseln (Vgl. Satz 36.).

S. II3. Z. IO. ryv tv iregiyeygxmtfvu vrfavgxv Mttcvx A$yov. Stände hier blofs ryv xtxvgliv lult- 
ffcvx Myov, so würde man die nicht völlig genaue Angabe der beiden ersten Glieder der Propor­
tion sich gefallen lassen können. So steht S. 124. Z. 18. rä W Tv TgiT^xTtova
jov s%£< .... U. Z. 3. V. U. Tiv SS aMv , (sc. Aiyov t%li) Sv xxt rd ruÄiymov, ferner S. 128. Z. 7. v. 
u. 'Ef.&afiwx Aöyov e$n . . . . rd ^egedv cxw“ T“ Z. In diesen Fällen findet nämlich
nur eine allgemeine Andeutung der beiden Glieder Statt, die ein Verhältnifs bilden sollen, und 
diese Bezeichnungsform schliefst sich an eine andere dem Archimedes .ganz gewöhnliche, 
wie S. 124. Z. 10. v. u. ri xagtx er) «aaba«, ä; rä . . . tö ... . oder noch genauer Z. ß. 
V. U. w; rä sroAvywov ngd; rd vohiyuivov, ferner S. 12,5. Z. 14. Si&piTgo; xgäf Si&nergov y u. dgl. So­
bald indessen das erste Glied des Verhältnisses mit einer Nebenbestimmung angegeben worden, 
(wie hier ra ’xtgtyiygxnnhv sc. xo^vyuw^ unterläfst Archimedes nicht, auch das zweite Glied 
mit seiner entsprechenden Bestimmung anzugeben, wozu die Beispiele auf jeder Seite vorlie­
gen. Defshalb mufs auch hier eine Lücke ergänzt und so gelesen werden: . . . wAfujiv ngä; 
tv eyysygappf™ ix&TTova Kbyov. Dieselbe Ergänzung ist Z. 8.« v. u. zu machen, wo ich lese: tv 

fiytygxi^niw tv Syyeygxtmtvv IMSwovx y endlich auch S. 114* Z. 7* v. u., wo zu lesen ist:
xsgiyiygxnnbov rgiq t3 lyygygxni^hov tSv. Wegen der häufigen Wiederholung derselben Worte ist 
ihre Auslassung wohl erklärlich, und man darf sich nicht daran stofsen, dafs dieselbe Auslas­
sung kurz hinter einander dreimal vorkommt, da sie sonst nicht eintritt; obschon die ähnlichen 
Formen der Darstellung so sehr häufig sind. Alle Uebersetzer haben übrigens die Lücken er­
gänzt.

S. 113. Z. 17. xtgiyiygxmiivv. Ich lese tv mgiyiyg. mit der Baseler Ausgabe.
S. 114. Z. I. v. u. tbto yxg ipxvtgäv Six \wn&ruv. Hauber hält dieses ganze Citat für un- 

ächt, weil ein solcher Lehrsatz, oder gar eine Sammlung von Lehnsätzen, nicht vorhanden ist, 
auf welche sich Archimedes hier berufen könnte. Dazu kommt, dafs in Satz 50 kein sol­
ches Citat sich findet, obgleich dieselbe Schlufsreihe dort gemacht wird. Eutocius ergänzt 
den mangelnden Beweis, und es ist allerdings möglich, dafs erst nach ihm, oder durch ihn 
selbst diese Worte als Notiz an den Rand gesetzt worden sind, und sich späterhin in den Text 
eingefügt haben. (Vgl. S. 46. Z. 12. u. die Anmerkung dazu.) Ich habe die Worte defshalb 
eingeklammert.

S. 117. Z. 9. igri6^n,V!w. Der Beweis fodert nicht nur ein Vieleck von gerader Seiten­
zahl, sondern auch von gleichen Seiten, defshalb dürfte wrohl lf6nMvg6v re kui hgriSnKugov zu lesen 
sein. Zwar beruft sich Archimedes auf die frühere Konstruktion (Satz 23)5 allein da er

eine
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eine wesentliche Eigenschaft derselben ausdrücklich anführt, so ist kein Grund vorhanden, 
warum er die andere eben so wesentliche ausgelassen haben sollte. (Vgl. S. 118. Z. 7.). Eben 
so wird man S. 119. Z. 19. v. u. statt ^jt/Sbawjov lesen müssen re xxl igrifaAcvgov. To­
relli übersetzt hier falsch aequilatermn statt parilaterum.

S. 118. ÜPOTASIS /. Eutocius führt bei diesem Satze den Satz 23 als solchen 
nach der Zahl an, woraus hervorgeht, dafs die Sätze von Torelli wenigstens bis dahin rich­
tig gezählt sind.

S. 119. Z. !/■ tä eyyeyjafx/xfvov sxm^x iv r« rpifaaTi. Hier ist offenbar nur von einem Ab­
schnitte, welcher kleiner ist, als die Halbkugel, die Rede, weil nur unter dieser Bedingung die 
eingeschriebene Figur nebst dem Kegel AEf eine Summe bilden; auch wird im Anlange des 
Beweises die Entstehung der Figur dieser Annahme gemäfs angegeben. Ich schliefse defshalb 
auf eine Lücke im Texte und setze zu obigen Worten hinzu: ^iv^xiglH. Hauber hat
diesen Zusatz eingeklammert. (Vgl. S. 126. Z. 14.)

S. 119. Z. 21. Si mufs heifsen M ry. Dieselbe Aenderung mufs Z. 9. v. u. 
vorgenommen werden.

S. 119. Z. 4. v. u. Man wird wohl oder besser lesen müssen.
S. 120. Z. 21. iru;. Ich lese hat mit den meisten Handschriften.
S. 121. Z. 13. v. u. tuütx yug SISuktui lv rc^ tfauri. Hauber halt auch dieses Citat 

für unächt. Indessen dürften blofs die Worte Sv reit ^^xiri zu streichen sein , weil der Beweis 
sich aus dem Vorhergegangenen wirklich führen läfst. (Vgl. S. 122. Z. 5. V. u.) v

S. 122. Z. 17. tbto SJ SijMv. Ich lese tSto JgAw, weil rSro sich auf den Lehrsatz selbst, 
nicht, auf die letzten unmittelbar vorhergegangenen Worte bezieht. In einem ähnlichen Falle 
S. 123. Z. 9. v. u. heilst es noch genauer ^ao» iv ™ ix etc.

S. 122. Z. 22. v. u. regi töv To/Ua. Ich lese nigi riv ADBE repta, wie sonst gewöhnlich.
S. 122. Z. 2. v. u. b iw tb e\i<raovoi; rn^nxTOf. .Diese Worte sind sicher ein unächtes 

Einschiebsel, das sich aus dem Vorhergegangenen v Sm in» tb tumuxtoc tSs <r<patfx; ge­
bildet hat. Dort aber war ein solcher Zusatz nöthig, um Satz 23 anwendbar zu machen, wo­
gegen jetzt der Zusatz als völlig müfsig erscheint. Ueberdiefs würde Archimedes selbst un­
streitig geschrieben haben ^0« ™ TMlwot ich streiche daher jene Worte
gänzlich.

S. 124. Die zu Satz 47 gehörende Figur ist im Original verzeichnet, indem die Kegel 
X und O keineswegs einerlei Grundfläche haben, wie man aus der Zeichnung schliefsen sollte. 
Die Seiten müssen begreiflich parallel, auch mufs M gröfser als N gezeichnet sein.

S. 124. Z. 8. hsr<6ymov. Ich lese agrioywiov, wie sonst beständig in dieser Abhandlung.
S. 125. Z. II. htm iStix^M- Hier ist btwj zu streichen, was sofort augenscheinlich ist. 

Has Wort ist wegen seiner mehrmaligen Wiederholung in den nächsten Zeilen auch hieher 
gerathen.

S. 126. Z. 9. v. u. tSv xüxaov. Man mufs lesen %. Z xttxAov, wie die meisten Mskte.
S. 127. Z. 14. Ich h*se Da beide Worte häufig wiederkehren, so

war leicht eine Verwechselung möglich. Die hier ausgesprochne Verhältnifsbeziehung ist um­
gekehrt schon früher da gewesen Z. I ff., wo richtig tumiwto; steht.

M m
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S. 127. Z. 14. 15. Oü* «ga vtl&v ..... iMeew. Beide Worte müssen verwechselt wer­
den. Torelli übersetzt richtig.

S. 129. Z. 6. th tm«m«to«. Es ist 78 rofifus zu le~en; auch übersetzt Torelli richtig 
Maior est sectore. Archimedes nennt beständig den Abschnitt t^m«, den Ausschnitt 
TOfUV«.

S. 129. Z. 22. Ws TAeufi«. Für diese Worte ist wrtgo%k( zu lesen, wie schon Hauber 
richtig bemerkt. (Vgl. Quadr. d. Par. Satz 16.)

S. 129. Z. 13. v. u. rufau™ mufs heifsen, was schon aus dem bisherigen Gebrau­
che, insbesondere aber aus den folgenden Worten hervorgeht: M«t^wy w l&v 5 etc.

Von der Kugel und dem Cylinder. II.

S. 131. Z. 1. Icxhti^g poi. Torelli will mit Recht pai lesen, da be­
ständig in der Bedeutung fortsenden vorkommt. Durch die häufige Wiederholung des letztem 
Worts in der Zuschrift ist es auch an diese Stelle gerathen.

S. 150. Z. 9. tä) BZ. Eine Pariser Handschrift hat ri« BZ, was gewifs falsch ist; allein 
sollte räv richtig sein, so müfste es wenigstens twv B, ,Z heifsen; ich halte dafür, man müsse 
t?« BT lesen. Vgl. S. 157. Z. 7.

S. 150. Z. 13. v. u. «tw. Ich lese «tw«, wie sonst immer.
S. 151. Z. 4. T8T0 etc. Hauber hält dieses Citat mit Unrecht für unacht, da Arch. 

dasselbe wirklich braucht und gleich darauf zeigt, in wie fern es anwendbar sei.
S. 151. Z. 5. *H iwt. Ich mögte “H bt«« (ita sane) lesen, weil Arch. nicht etwa einen 

neuen Beweis vorbringt, sondern nur erläutert, in wie fern sein letzter Schlafs wirklich rich­
tig sei. Dieselbe Bemerkung gilt für S. 153. Z. 3, nicht aber für S. 76. Z. 8 wo ganz richtig 
*11 btw« gelesen wird, weil hier eine neue Beweisform vorgetragen ist.

S. 151. Z. 8- ‘ff0« «g“ 4 M xwvo«. Ich lese mit den meisten Handschriften 4«« Sg» Wv 4 M 
xSvo«.

s. 153. z. 10. v. u. Wfä« T^v AB Ixlxihv egSiv. Ich rathe die Worte so umzustellen M- 
xiSov ög3dv xgif rijv A B.

S. 156. Z. 21. Mit Hauber lese ich dafür «W, weil nur dann der Schlufs
richtig ist, dafs AT : PB = AA2 : AB2; auch nennt Eutocius in der Anmerkung zu die­
sem Satze das Dreieck AAB ganz richtig ein rechtwinkliges.

S. 157. Z. 2. v. u. ff. ’E™ 45 aäw etc. Hauber will hier ohne Grund die alle Lesart 
der Baseler Ausgabe mit einer kleinen Aenderung hersteilen, da doch die I orelli sehe als un­
bedenklich richtig durch Eutocius bestätigt wird.

S. 166. Z. I. v. u. SA t^ etc. Eutocius citirt hier die Umkehrung des Apol­
lonischen Satzes, allein der Beweis beruht auf dem direkten Satze selbst.
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S. 167. Z. II. bix„ rtuwai. Ich setze hinzu um to K, was erfodert wird, und worauf 
die gleich folgenden Worte x«™ rb aurb K führen.

S. IÖ8. Z. 9. Tb vxb fllM tS unb FHdZ. Ich lese Tb unb FHM t^ AF rs vxb FHä 
M t$i» Ar, entsprechend S. 167. Z. 13. v. u.

S. 168. Z. 20. t^ AB TsiMpbw. Ich möchte lesen r?« AB Tfgi/o^n;; indem hier die 
Genit. conseq. erwartet werden. Torelli hat dem gemäfs übersetzt.

S. 169. Z. 6. »7%ov. Man lese mit den meisten Handschriften.
8. 177. Z. 24. xtfxAo«. Ich lese mH neyi^oi xökMi, was der Sinn erfodert. Vgl. S> 178. 

2L 22. v. u.
S. 178. Z. 6. tuto yig Seix^erai. Hauber halt diese Worte mit Recht für unächt, da 

Eutocius sie nicht anführt, obwohl er die Stelle erläutert, welche übrigens nur einer so kur­
zen Erläuterung bedarf, dafs Archimedes sie schwerlich einer besondern Berücksichtigung 
hinterher gewürdiget haben wird.

S. 178. Z. 5. v. u. "En Ich lese 'E™ mit zwei Handschriften.
s. 178. Z. 2. v. u. rsroielir^a äf. Ich lese da Arch. dieses 7^ sonst

nicht auszulassen pflegt.
S. 181. Z. 7. J Tbv. Man mufs lesen « bl t^v. Wahrscheinlich ist tov nur ein Druck­

fehler.
S. 186. Z. 19. v. u. txto yag er) T^ti. Man hält diese Worte gewöhnlich für eine Hin­

weisung des Arch. auf einen am Ende zu liefernden Beweis. Es mufs aber auffallen, dafs er 
diesen Beweis jetzt aussetzt, wo er bereits wirklich, am Ende seiner Demonstration sich befin­
det; überdiefs sucht man einen solchen Beweis vergebens, und Hauber fand sich dadurch 
veranlafst, die Worte für unächt zu erklären. Allein wie, wenn die Baseler Ausgabe in der 
Lesart isrim« das Richtige darböte? die ganze Beweisführung zerfält in zwei Theile. Das En­
de des ersten Theils bezeichnet Archimedes durch die Worte t^to bl , und beginnt
hierauf sofort den zweiten, ohne das eigentliche Thema dieses Theils zu wiederholen, was er 
sonst wohl thut. Sobald er nun die Demonstration dem Wesentlichen nach geendigt hat, 
setzt er hinzu tuto yag ^m-Aa (id quod rem conficiL). Dann darf auch nicht befremden, dafs 
Eutocius die Worte nicht wiederholt, was er gewifs mit ähnlichen Bemerkungen, wie bei 
Satz 5 gethan haben würde, wenn er hier ein Citat des Arch. zu erkennen geglaubt hätte.

S. 186. Z. 16. v. u. t3 ’«*b BA. mufs heifsen rb ä^b BA. Ich würde die erstere Lesart 
für einen blofsen Druckfehler halten, wenn nicht die richtige ausdrücklich als Variante ange­
geben wäre, und Wenn nicht sowohl Torelli als Peyrard das falsche BA in ihren Ueber- 
setzungen beibehalten hätten.

S. 186. Z. 13. v. u. "A^ore oder nach der Baseler Ausg. ’Aaa* bre ist beides falsch. Hau- 
her setzt dafür ’Ä«, was nicht verwerflich scheint. Lieber noch mögle ich ’&Lsi äga les^n.

S. 187. Z. 15. v. u. "Or< aga. Mau wird Acxrbov aga Hn oder bb, bn agu, oder etwas 
Aehnliches dafür setzen müssen, wie auf der folgenden Seite so oft vorkommt.

S. 188. Z. 8. mufs gestrichen werden.
8. 188. Z. 14. v. u. brin. Ich lese »’n, wie immer, und setze in der folgenden Zeile ein 

Kolon hinter 0 B.
M m 2



276 Kritische Anmerkungen.

S. 197. Der Mittelpunkt der beiden Kreise AAFB ist mit ,0 zu bezeichnen, wie aus 
der ersten Anmerkung des Eutocius zu diesem Satze erhellt.

S. 197. Z. 11. "E?-;. Man mufs offenbar *Er» lesen, dem vorhergehenden srw und dem 
nachfolgenden Hwrav gemäfs.

S. 197. Z. 13. ro/xäv. Ich lese rfaudw, was durch das folgende ixe^ov und fAa<r«,ov, so wie 
durch das ebenfalls gleich folgende elgwbuv gerechtfertigt wird.

S. 198. Z. 1. rij; oi ix tb xevt^b >; twi/xu. Torelli will mit Unrecht diese
Worte zu einem Einschiebsel machen. Dagegen hat er nicht angeinerkt, dafs hinter diesen 
Worten augenscheinlich eine Lücke vorhanden ist. Alan vermifst zweierlei, nämlich

1) die Berücksichtigung der zweiten Figur — und
2) die Bestimmung der Gröfse von AP, welche im Fortgange des Beweises als bekannt 

vorausgesetzt wird, da doch nichts hierüber gesagt worden ist.
Rivault und Sturm haben in ihren Uebersetzungen die Ergänzung dem Sinne nach 

richtig gegeben, und Hauber ist ihnen gefolgt. Bis nun ein Codex .Hülfe bringt, schlage ich 
vor, hinter folgende Worte, jedoch zur Auszeichnung eingeklammert, in den Text zu 
setzen: (ev äi tu txwari tujuvtIx tutoi;. KeMu tu Riffel tb A B , Tnrh‘ tu hzd E Z jffov tü Iori 
AP’ itxi äga EA !i AP, xxi rij; AK x AP iyt'^ga t^; Sixoto^Ix; rfc iv tu 0

Kreismessung.

S. 203. Z. 4. xixMg. Die Handschriften lesen sämtlich xvxm; rgiymu tu E; wefshalb ich 
xixMt avv Tgiymu tü E für die ächte Lesart halte; denn es ist klar, dafs beide Figuren voraus­
gesetzt werden, nicht blofs der Kreis. Lieset man blofs xiJkAo;, so haben die folgenden Worte, 
if ütöxhtxi gar keinen Sinn, da nicht der Kreis von einer gewissen Beschaffenheit sein soll, son­
dern das Dreieck. Wollte man die Wiederholung der Worte rg^um? tü E anstöfsig finden, so 
könnte man vielleicht lesen: 6 A B F A • a^« Sti W Tgiygwi? t» E, üc vx6hhtxi.

S. 203. Z. 8. v. u. Ituv. Man lese hu, wie die Baseler Ausg. hat.
S. 205. Z. 21. v. u. SixMi. Die Baseler Ausgabe hat Man mufs aber Smxelx lesen, 

auch ist das Komma hinter zu streichen. Vgl. Anm. zu S. 6. Z. 8.
S. 205. Z. 19. v. u. FHA. Alan lese FH, wie es nachher noch dreimal in diesem Satze 

vorkommt, und wie mehrere Afanuskripte haben.
S. 205. Z. 3. v. u. id. Alan lese A'. Ich bemerke diesen Druckfehler nur, weil er eine 

Zaid betrifft.
S. 206. Z. 6. v. u. Ar/. Ein offenbarer Schreibfehler für AET.
S. 207. Z. 3. Jwa?. Man lese Si^asluv, weil diese Form unmittelbar darauf folgt.
S. 207. Z. 12. ’SLi; Tt, TÜ xeMyuvcv etC. Alan mufs lesen "Üti xigtlxeTgoq r« xotuywu, TB zrgi 

riv xixMv, t?; Sixnirgu hl TgnXxslm, I^uttov x tu eßSi/iu ^gei Vgl. S. 208. Z. 13. f.
S. 207. Z. 7. v. u. BAF. Alan lese BA, AF.
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S. 208. Z. 13. nsglutrgoc. Es mufs heifsen $ xegtpeTgot.
S. 208. ff. (zu dem Kommentare des Eutocius') Eutocius hat in seinen Anmerkun­

gen die Schemata der Multiplikationen gegeben, welche in der Abhandlung selbst Vorkommen. 
Diese Angaben sind höchst schätzbar, weil sie zu den wenigen Resten gehören, welche uns 
von ausgeführten Zifernrechnungen der Griechen übrig geblieben sind. Wallis (Opp. Kol. 
III. Oxon. 1699) hat sich um diese Schemata das gröfse Verdienst erworben, sie von der un­
glaublichen Menge von'Fehlern zu reinigen, welche durch Unwissenheit und Sorglosigkeit der 
Abschreiber in sie gekommen waren. Auch enthält seine Ausgabe nur einen einzigen Druck­
fehler in diesen Schematen. In der dritten Multiplikationstabelle auf S. 557. Z. 6. fehlt näm­
lich hinter dem 3 ein ?. Derselbe Fehler ist in die Ausgabe Torellis übergegangen und an 
andern Stellen mit andern vermehrt.

Ueber die Zahlenbezeichnung selbst ist nachzusehen Delanibre über die Arithmetik der 
Griechen, übs. v. J. J. J. Hoffmann. Mainz 1817. 4. (Das franz. Original befindet sich hin­
ter Peyrards Uebersetzung des Archimedes und in Delanibre histoire de l> Astronomie 
ancienne Tom. II. Paris 1817.)- Allein diese kleine Schrift ist durch eine Menge von Druck­
fehlern über die Gebür entstellt. Defshalb, und weil auch hier nur wenige Rechnungsbeispiele 
aus Eutocius gegeben sind, habe ich die vollständigen Schemata hier beigefügt, und zwar 
nach der Delambreschen Bezeichnungsart, mit Weglassung des Akutus am Ende einer Zahlen­
reihe von lauter ganzen Zahlen. Wallis bemerkt zwar (a. a. O. S. 529 und S. 571), dafs in 
den Manuskripten die Kardinalzahlen durch eine Querlinie oben bezeichnet würden, die Ord­
nungszahlen aber durch den Akutus; er hat aber selbst den Querstrich in den Schematen gröfs- 
tentheils weggelassen, des leichtern Drucks wegen, und er ist hier auch völlig mmöthig. Da­
gegen müssen die Brüche durchaus von den ganzen Zahlen durch einen kleinen Raum getrennt 
werden. In den hier gegebenen Schematen sind die Nenner der Brüche am Ende mit dem 
Akutus bezeichnet. (S. Delanibre a. a. O. S. 12.) Der Bruch wird durch ein besonderes 
Zeichen IC (nicht K) angedeutel. Alle bei Eutocius mehrmals vorkommenden Rechnungen 
sind nur einmal aufgeführt.
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Von den Schneckenlinien.

S. 217. Z. 1. tSv tot! K«vw»a Man behauptet gewöhnlich, dafs Ko-
non von Samos der erste Entdecker der Sphneckenlinie sei, dafs aber Archimedes die Ei­
genschaften derselben näher untersucht habe. Ja man geht noch weiter, und behauptet, auch 
die in gegenwärtiger Abhandlung erwiesenen Lehrsätze verdankten ihren Ursprung dem K o - 
non, nur habe Archimedes die Beweise derselben nachgeliefert. Dafs aber wenigstens die 
letztere Meinung irrig sei, scheint aus Folgendem hervorzugehen:

1) Archimedes spricht an unserer Stelle von deu Sätzen dieser Abhandlung aus­
drücklich wie von solchen, die er dem Ko non ohne Beweise zu gesendet, nicht aber um­
gekehrt von ihm erhalten habe; (wri, nicht und setzt gleich darauf hinzu, Kon011 sei 
mit der Beweisführung nicht zu Stande gekommen, weil er zu früh gestorben. Hätte Kon011 
die Sätze selbst aufgestellt, so mufste er die Beweise derselben schon vorher selbst gefunden 
haben, denn dergleichen Sätze, wie diese, greift man nicht auf das Geralhewohl aus der Luft, 
um sie hinterher zu beweisen.

2) In der Abhandlung über die Konoiden und Sphäroiden liefert Archimedes die 
bis dahin noch fehlenden Beweise samt denen für einige andere hinterher aufgefundene 
Sätze, und zeigt diefs gleich zu Anfänge, in der Vorrede an, ohne im Mindesten anzudeuten, 
dafs diese letzteren demnach völlig sein Eigenlhum, jene ersteren aber zum Theil das Eigen­
thum des Ko non wären. Im Gegentheil sagt er mit dürren Worten, er sei zu der Zeit, wo 
er die genannten Lehrsätze an K 011011 gesendet, mit den Beweisen der jetzt nachträglich fol­
genden noch nicht zu Stande gewesen, und habe sie defshalb mit den andern Aufgaben 
(*l°ßtß>Wba, nicht etwa nicht gleichzeitig bekannt machen können. Denn dafs er die
Beweise der andern Sätze schon vor ihrer Uebersenduug an Konon fertig haben mufste, 
versieht sich von selbst.

3)'Diese Sätze sind offenbar gleichzeitig mit denen aufgestellt, welche in dem Buche 
v. d. Kugel und d. Cylinder IL bewiesen worden. Dort aber erklärt Archimedes in 
der Vorrede unverhohlen, er selbst habe diese ehemals an Konon gesendet, nicht etwa um­
gekehrt von ihm erhalten.

S. 217. Z. 4. v. u. Zwei Handschriften haben wefshalb ich da vor­
schlage. Man bemerke dabei den Unterschied zwischen und i^euflfxeiv; indem hier je­
nes das Auffinden der1 Beweise zu gegebenen Sätzen, dieses das Entdecken neuer Wahrheiten 
andeutet.

s. 218. Z. 4. x«) ffupßäivii .... (1. arorevlinsva). Die Stelle ist erst von
Torelli in ihre jetzige Form gebracht, jedoch nach meiner Ansicht noch keineswegs berich­
tiget. Zuvörderst verstehe ich iv air$ nicht, und lese dafür airttc, da Archimedes gar 
nicht von einer vollständigen Schrift an den Konon redet, sondern nur von Sätzen, welche 
er diesem milgetheilt habe, und welche er beständig im Plural anführt. Vielleicht ist hieraus 
öer Irthum entstanden, als wären die beiden falschen Sätze vom Konon aufgestellt, da sie 
doch vom Archimedes selbst herrühren, welcher sie, wie er zu verstehen giebt, als Prüf­
stein für gewisse Leute brauchen w'ollte. Hierauf folgen in der Baseler Ausgabe die Worte 

rfAu{ Si wt Iteoptv, womit diö Handschriften übereinstimmen. Barrow verbes­
N n
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sert .... thai Kixu^fuhü' t4ab« H xerSyrontv (für t?ojSso-ogsv) • allein dann fehlt die wesentliche Be­
merkung, dafs eben diese Sätze falsch seien. Das hat Torelli allerdings gefühlt, aber sich 
zu weit vom gegebenen Texte entfernt. Ich mögte defshalb lesen t/abC 3j Imoegabnita, oder auch 
WM« dMwtf ty/itta, nnd habe hiernach übersetzt. Die Verwandlung des Barrowschen dtai in 
tfat ist zu billigen.

S. 2tß. Z. 2T. v. u. Mi) mt^ata. Das mufs augenscheinlich gestrichen werden; wefs- 
halb Ri v au 11 richtig übersetzt rationem habeat non miriorem ea etc. Die Sache selbst er­
hellet deutlich aus Hug. u. Cyl. II. 8. 8.

S. 218. Z. 13. v. u. ............Diese Stelle hat den Auslegern gröfse Noth
gemacht, und Torelli erklärt sie für die einzige, mit welcher er nicht habe aufs Reine kom­
men können; da Arch. vorher nur von zwei falschen Sätzen spreche und man hier doch de­
ren drei finde. Dafs indessen wirklich nur von den zwei falschen Sätzen, welche in meiner 
Uebersetzung als solche aufgeführt sind, die Rede sei, hat bereits Rec. gezeigt, nur geht die­
ser davöii aus, dafs die Sätze vom Konon herrühren und dafs defshalb Archimedes eine 
doppelte Auslegung des ersten Satzes mache, hinterher nachweisend, derselbe sei in beiden 
Fällen falsch. Allein nicht Konon, sondern Archimedes selbst ist der Urheber der beiden 
Sätze, mithin kann von einer doppelten Auslegung des ersten gar nicht die Rede sein. Ich 
halte dafür, dafs Torelli (Vgl. dessen Vorrede S. XI IX') ganz richtig geahnet habe, es be­
finde sich hier ein fremdes Einschiebsel, und lese defshalb so: xt%wfigai yag it avrc^ r63t’ alxa 
•Qaigu Ixniia »k aw«* fror ogSbf Sm/tirgu Titi rät iv tu gQalga, rb pu&t ruanx rag g^atgai; tot} tJ
tfafsw, Ib&ggota gJv 4 3<xAä<nov xbyct etc., so dafs folgende Worte weggeworfen werden: tot) rb 'bat- 
tat rbv airbt bis rb yäg nt~i,at Tiutpa. Die Einschiebung dieser Worte ist leicht genug zu erklären, 
da sie vorher und nachher wieder vorkommen. Falsch übersetzt Torelli die Worte xtxugirai 
ykg iv airott rbie durch Atque hoc etiam in illis seiunctum erat. Richtiger hat schon Riva ult* 
Distinguebatur enim et hoc in ipsis. Man mufs übrigens xagi^ot hier von %«jo{ ableiten, nicht 
von

Noch ist nicht zu übersehen, dafs Archimedes in Kug. u. Cyl. IT. alle seine dem 
Konon über diese Materie mitgetheilten Sätze befriedigend erweiset, mit Ausnahme dieser 
beiden falschen, deren er gar nicht, erwähnt, sondern statt ihrer zwei andere Sätze aufstellt 
und darthut, nämlich den 9ten und toten, aus welchen jetzt die Falschheit der von ihm mit 
einer gewissen Schalkheit hingeworfenen beiden Sätze klar hervorgeht. Absichtlich erwähn! er 
diese falschen Sätze erst jetzt, um dem Dositheus und Anderen Zeit zu lassen, das Sach- 
verhällnifs von selbst aufzufinden, was indessen nicht geschehen zu sein scheint.

S. 219. Z. 24. l^yudut xutut. Eine Handschrift hat ä^uyutlx xätn, was wohl aufzunehmen 
ist, da hier nicht von den Schnitten mehrerer Kegel, sondern eines Kegels überhaupt gespro­
chen wird. Der Pluralis konnte leicht aus dem Pluralis Igggtrai to/Xi entstehen.

S. 219. Z. 22. v. u. Hvxu. Die alte Lesart war S tu. Man lese bt«.
S. 219. Z. 10. v. u. rät. Ich lese Jt4 ts rat mit den meisten Handschriften.
S. 220. Z. 20. xa) bigguv. Ich lese mit einigen Manuskripten xai ä hfam.
S. 220. Z. 19« v. Tf4x«i»Ta(. Man lese trgbxurai.
S. 220. Z. 16. v. u. ^mmra räh. Es mufs heifsen t4J«, weil nur ein Lehnsatz

hier angeführt wird.
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S. 253. Z. 9. V. n. reptai’ xa« reffs"ra< hrb;, Ich lese r/gW x«< retÜTM ixrdf raf PA, wie im 
folgenden Satze S. 224. Z. 17.

S. 223. Z. 3. v. u. wißMeTv tot«. Nach Torellis Vorschläge ist zu lesen T0T«paA«v i«. 
Seixv tot«. Vgl. oben Z. 12.

S. 226. Z. 20. er«. Ich lese erurav mit einer Handschrift und eben so S. 228. Z. 22. v. 
u. mit allen Handschriften.

S. 226. Z. 27. Sl. Ich lese 3$ wie S. 228. Z. 15. v. u.
S. 227. Z. II. t<W. Mit allen Manuskripten ist zu lesen Hute 0.
S. 228. Z. 18. v. u. 3i). Hier ist 34 zu lesen, wie in dem ähnlichen Fall S. 226. Z. 22. 

ganz richtig steht.
S. 229. Z. 18. Ick lese , wie eine Pariser Handschrift; andere haben
und Kxbilx^ Die Baseler Ausgabe hat KASdxH Torelli schlägt bntelxh vor, ohne 

jedoch jene Handschriften zu kennen.
S. 229. Z. 22. v. u. Itov. Ich lese iex mit den meisten Handschriften.
S. 231. Z. II. oniaiSv. Ohne Zweifel mufs oxetx™ gelesen werden, was auch mehrere

Handschriften haben. Die Verwechselung von too-3« und xmbe ist häufig.
S. 233. Z. 21. V. U. rbv aurdv. Man lese OTI rbv uirdv.
S. 234. Z. 20. hiKTfov Uv. Mit den meisten Handschriften lese ich Seixrfov Srut.
S. 234. Z. re. v. u. "Da ya? a P A ra A A. Torelli vermuthet, man müsse hinzusetzen

pel&v 34 ä IA T«{ AA, und diese Vermuthung gewinnt an Wahrscheinlichkeit durch die ganz 
ähnliche Form auf S. 235. Z. 17. v. u.

S. 235. Z. 22. tttgiQifucv. Man lese TieiQegtlxf mit allen Manuskripten.
S. 236. Z. 21. v. u. rorJ 0P. Ich läse gern tot« rav 0P Motav, wenn nicht in den fol­

genden Sätzen dieselbe Auslassung vorkäme. Vgl. S. 238. Z. 25. und S. 239. Z. 6. v. u. To­
relli hat in seiner Uebersetzung das fehlende Iv^cmv zugesetzt, und zwei Zeilen weiter Jügt 
Arch. selbst diese Bestimmung hinzu, wo sie schon eher hätte fehlen können.

S. 237. Z. 7. v. u. ’E« 34 xara rüt. Ich halte dafür, «ara müsse gestrichen werden, weil 
Archimedes brity&vw sonst immer mit dem blofsen Genit. konstruirt.

S. 238. Z. 6. ra aira. Man lese blofs xMt, wie S. 236. Z. 13.
S. 239. Z. 9. toaAktAäo7t. Man lese Vti xoMx^xeix.
S. 239. Z. 19. iri^tvxüci'rx evizxeeeirxi avra. Man lese liri&vx^elsx’ sviMrtft'rxi airk.
S. 239. Z. 23. v. U. AEZ. Man setze EAZ.
S. 240. Z. 13. x XA vrtgi^etix. Das Wort xet^tgeix mufs offenbar gestrichen werden.
S. 240. Z. 16. v. u. xari riv Ix&etov«. Nach Torellis Vermuthung lese ich «xr« rbv M

S. 240. Z. 8» v. u. xa) ääao fyw&iiai ipolav rbpuv ffu'/ufagvov. Die Worte müssen umge- 
stellt, auch to/zuv in rofofuv verwandelt werden, wie in den beiden folgenden ganz ähnlichen Säz- 
zen, und späterhin öfters. Man lese daher buoluv roptuv wyxeinivov, x«i x\m iyy{i^ixi.

S. 241. Z. 8- v. u. Mtwrrw. Wäre das Wort ächt, so müfste man wenigstens ei
N n 2
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wtki lesen, da der in Rede stehende Kreisausschnitt wirklich nicht mit einem andern ihm glei­
chen korrespondirt. Ich nehme daher die Lesart AfAecrrai an, welche eine Pariser Handschrift 
darbietet.

S. 242. Z. 22. xv Sixx. Nach Torellis annehmlichem Vorschläge mufs man lesen 
t£uv bv all

S. 242. Z. 12. v. u. cxfauroQ navrii. Man mufs mit einigen Handschriften durchaus le­
sen e^äscovi jravrii'

S. 242. Z. 10. v. u. iiori. Man setze Uri.
S. 243. Z. 4. tb Ttg&ros. Ich lese rüv *eg&ruv nach Anleitung mehrerer Mskte.
S. 244. Z. 15. tb xöxab. Nach mehreren Mskten. selze ich tb q xükab. Vgl. S. 245. Z. 3.
S. 244. Z. 18. v. u. et Tanfif. Nach den Handschriften ist zu lesen e< piv to^üj. Vgl. S. 

245. Z. 26.
S. 245. Z. 22. nivfca. Kal t«v tu "tu aM&Kuv , ol. Die Interpunktion ist uner­

träglich; man mufs hinter ein Komma, und hinter vxegexMäv einen Punkt setzen. Vgl. 
S. 244. Z. 3.1.

S. 246. Z. 30. Man lese xtfiwtyui mit allen Handschriften.
S. 246. Z. 16. v. u. tb xuxm. Ich lese tb r x^xab. Vgl. S. 247. Z. 9* V. u.
S. 248. Z. 22. Atn. Man setze J't/.
S. 249. Z. 15. v. u. lAarrav mufs heifsen twsiv hi nach den meisten Handschriften,

deren Ansehen hier nicht einmal nöthig ist.
S. 249. Z. 13. v. u. i« rav, mufs heifsen i« t* «v.
S. 251. Z. 14. V. u. « SiSiIwutui. Ich lese uh hlxvvrxi. Die Baseler Ausgabe hat u H Stix- 

wrai und mehrere Handschriften «« H Mxvvrai.
S. 251. Z. 13. v. u. Alan lese JiJ.

' 8. 253. z. 21. v. u. txoiaxv. Man mufs nothwendig p/a lesen, denn nur für diesen Fall
führt Archimedes den Beweis, auch hat ei’ in der Vorrede nichts weiter versprochen; und 
hätte er wirklich dem Satze Allgemeinheit geben wollen, so würde er nach seiner sonstigen 
Gewohnheit erst den besondern Fall angekündigt, und das Allgemeine an deii Schlufs verwie­
sen haben. Dazu kommt, dafs er in dem Beweise selbst auf Satz 26 sich beruft, welcher nur 
den besondern, nicht den allgemeinen Fall berücksichtigt, so dafs in der That noch ein neuer 
Hülfssatz erfoderlich sein’ würde, um das hier Behauptete allgemein darzu thun..

S. 254. Z. 9. ixuv. Da einige Handschriften ix«v haben, so dürfte die wahre Les­
art sein.

Von den Konoiden und Sphäroiden.

S. 258. Z. 5 und Z. 8. v. u. Tixänarx. An beiden Stellen mufs man ruan* lesen, wie es 
S. 259. Z. 1. richtig steht, indem nur von einem Abschnitte die Rede sein kann.
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S. 258. Z. 12 und S. 259. Z. 9. vtrin^iSa. Vielleicht ist zu lesen
S. 259. Z. 17. Ixiv^aniv mufs heifsen IxiorMrv. Vgl. S. 257. Z. 16. v. u. wo übrigens 

auch ein Accentfehler zu verbessern, und ixm^irex zu lesen ist. Ferner S. 278. Z. 6. v. u.
S. 260. Z. 1. rav avrav. Man lese riv rxv uurav mit den meisten Mskten.
S. 260. Z. 18. v. u. lirorQxigoeMuv. Mit vier Handschriften lese man a^aigoeiifuv, dem

gewöhnlichen Sprachgebrauche gemäfs.
S. 260. Z. 13. v. u. riJ.ifi.xTo;. Wahrscheinlich ist hier <r%waro{ zu lesen, obgleich kein 

Manuskript darauf hinführt, und die alte Lesart sich zur Noth ertragen läfst; allein nach der 
vorgeschlagenen Aenderung korrespondirt die Aufgabe besser mit der in Hug. u. Cj l. II. 8- 5. 
Uebrigens mufs das Komma hinter TfiipxTo; gestrichen werden.

S. 260. Z. 6. v. u. orgoß^uxrx. Zwei Handschriften haben dafür xgoxtlnux, was ich für 
richtig halle, da nicht blofs Aufgaben vorgelegt sind. Ein Anderes wäre es, wenn im I exle 
orgoßiß^n^a stände.

S. 263. Z. 3. tx“;..................... orMugx?;. Mufs nothwendig heifsen tx ... .

S. 263. In der Figur sind die Buchstaben 0, I, verwechselt.
S. 263. Z. 10. v. u. i*sire tx vagaß^/jarx. Wahrscheinlich ist zu lesen tuv TagxßJ.wi- 

tuv. Es könnten nämlich t& ^xguß^/jara hier nichts anderes bedeuten, als die Räume A selbst, 
und dafs diese sich um gleiche Unterschiede übertreffen, geht eben erst aus den gleichen Un­
terschieden ihrer Breite hervor. Nach dieser Verbesserung bedeuten dann vxgxßt.w.iTtov die gan­
zen Rechtecke AH, AZ etc. wie sonst immer.

S. 263. Z. 6 v. u. und Z. 4. v. u. Man lese jedesmal imKimx. Vgl. Anm. zu
S. 6. Z. 8.

S. 264. Z. 21. Mxx xm» TopSe. In den Ausgaben ist dieser von mir mit A bezeichnete 
Satz dem dritten ohne besondere Ucberschrift angehängt; er enthält aber keineswegs eine Fol­
gerung aus demselben, sondern besieht für sich, und sollte defshalb eigentlich eine eigene Zahl 
erhalten. Um die Zahlenfolge indessen nicht zu stören, habe ich ihn durch einerlei Hauptzahl 
mit dem folgenden verbunden, mit welchem er nähere Verwandtschaft hat.

S. 267. Z. 20. fig Ti. Nach Anleitung der Handschriften ist yig ti zu lesen.
S. 270. Z. 12. v. u. Ov W, mufs heifsen CL Ji).
S. 270. Z. 1. v. u. Diese Benennung findet sich hier zum ersten Male. Aufser-

dem kommt sie nur noch zweimal vor, nämlich S. 272. Z. 3. v. u. und S. 273. Z. 10. Allein 
an der Stelle S. 272. Z. 3. v. u. sind die Worte tx; wahrscheinlich ganz zu strei­
chen; denn wären sie ächt, so müfste es unmittelbar zuvor auch heifsen M tx; ZT tS 

KiMot. Mithin bleiben uns nur die beiden übrigen Stellen. Nun mufs es schon auffallen, dafs 
Archimedes eine so bequeme Benennung der Ellipse nicht öfter, ja nicht beständig an- 
Wendet, da er doch unzählige Male diese Linie auf die bekannte Weise durch die Worte 
T« vüv» toijx audeulet. Es ist ferner schwer zu erklären, wefshalb Archimedes ge­
gen seine sonstige Gewohnheit eine an sich unverständliche Benennung ohne vorhergegange­
ne Worterkläruug gebraucht haben sollte. Endlich ist die Benennung von der Art,
dafs mit ihr zugleich auch die entsprechenden Benennungen der beiden andern Kegelschnitte
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nothwendig erfunden werden mufsten; allein der Ausdruck xagaßcM) oder findet sich
nirgend. Aus diesen Gründen scheint es mehr als wahrscheinlich zu sein, dafs die Einfüh­
rung des Worts in den Archimedischen Text einer späteren Zeit augehört und so ver­
bessere ich S. 270. Z. I. V. U. xmv m/za, und S. 273- Z. IO. ra e^vyavlu kuvu to/j^v.

S. 274- z. 17. v. u. S^r«. Man lese Sri.
S. 276. Z. 4. äh Man lese H. Vgl. S. 277. Z. 16.
S. 276. Z. 9 ff. T&g .... . irigu%ofiha. Ich halte diese Worte für ein fremdes

Einschiebsel; denn
l) Archimedes hat in den vorhergegangenen Sätzen dieser Abhandlung von diesem 

bekannten Elementarsatze mehrmals Gebrauch gemacht, ohne ihn je namentlich ins Gedächt- 
nifs zurückzurufen.

2) Der letzte Theil des Satzes ist nicht einmal richtig ausgedruckt, indem er so lauten 
müfste .... 71^x1 bviMyov r«» E0, 0Z (oder ra; E0, k«i rät 0Z) Vgl. S. 116. Z. 17. (wo
der Druckfehler nt™ in zu verbessern ist) ferner S. 88- Z. 20. S. 87- Z. 12. Z. 17.

3) In der ganz ähnlichen Beweisführung des folgenden Satzes finden diese Worte sich 
nicht.

In der Uebersetzung ist die Glosse eingeklammert, und so ausgedruckt, dafs sich zur 
Noth der Sinn ergiebt.

S. 276. Z. 13. v. u. 3ei%ßS<rovrai. Der gewöhnliche Sprachgebrauch fodert , was
auch ein Pariser Codex hat. Gleicherweise mufs S. 277. Z. 13 v. u. und S. 278. Z. 26. das 
Wort Stix^'ifüvTi oder wie am letztem Orte steht, Sux^ktSvti in Stex^mrai verwandelt werden.

S. 277. Z. 20. äi). Man lese H Vgl. S. 276. Z. 14.
S. 277. Z. 5 v. u. evfurhrrovn. Alle Handschriften lesen , was allein Sinn giebt. 

Vgl. die krit. Anrnkg. zu S. 63. Z. 3 v. u.
S. 277. Z. 4 v. u. As'aov bv etc. Peyrard bemerkt ganz richtig, dafs dieser ganze 

Schlufs des Beweises völlig sinnlos sei und defshalb verbessert werden müsse, wozu er einen 
Vorschlag hinzufügt, durch welchen er jedoch das Rechte nicht getroffen bat. Zuvörderst hat 
er sich geirret, indem er die am Schlufs des Beweises bezeichnete Linie TA nennt, und hiebei 
die Bemerkung macht, es gebe in der Figur gar keine Linie TA; denn im Texte steht nicht 
TA, sondern PA: indessen sind wir dadurch um nichts besser daran, da auch so der Satz sinn­
los bleibt. Peyrard will nun die Figur ändern, indem er die Punkte B, N durch eine gera­
de Linie verbindet, dann durch T eine Linie TA^NB, und hierauf AA dergestalt zieht, dafs 
AA, wenn sie verlängert würde, mit BA rechte Winkel bildete. Endlich will er nun den 
Schlufs also lesen: AAov Sv,.........Eh « AP' « 31 l^ttav Sarges ha ivm AA, Tät /ziv PA vragit 
Thv BN iSfat, rä« äi AA k^itS M tüv BA, wobei er sich auf den Schlufs des vorigen Satzes 
beruft. Allein wenn gleich Archimedes in dem vorigen Satze sowohl die gröfse, als die 
kleine Axe der Ellipse angegeben hatte, so thut er das letztere doch weder in dem gegenwär­
tigen, noch in dem folgenden, sondern läfst in beiden die Gröfse der kleineren Axe ganz un­
erörtert; wahrscheinlich defshalb, weil ihre Gröfse sich nur durch eine höchst schwerfällige 
Umschreibung mit Worten angeben läfst. Wollte man nun Peyrards Ergänzung in dem 
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Beweise für richtig annehmeii, so wäre man gehöthigt, auch schon oben bei der wörtlichen 
Angabe des Lehrsatzes eine gewaltsame Einschiebung anzubringen, und zwar nicht blofs bei 
diesem, sondern auch bei dem ganz ähnlichen folgenden Satze. Dazu ist aber nicht der min­
deste Grund vorhanden, sondern es scheint im Gegentheil gewifs, dafs Archimedes mit 
Fleifs die kleine Axe unberücksichtigt liefs, weil er sie nicht brauchte, und durch Angabe ih­
rer Gröfse in undienliche Weitläuftigkeit gerathen wäre. Defshalb nun erscheint Peyrards 
Veränderung als durchaus unhaltbar. Ich wage einen anderen Vorschlag, und lasse dahin ge­
stehet sein, ob ich glücklicher sein werde.

Nach meiner Ansicht beginnt der Fehler schon einige Zeilen vorher, nämlich hinter 
den Worten Ik&s«™ tm; BP. Man vermifst hier die Angabe der Lage des Punktes P, welche 
durch das Perpendikel NP gegeben wird. Defshalb nehme ich eine ursprüngliche Verwirrung 
der Zeilen beim Abschreiben an, und fahre nach jenen Worten so fort: kkÖitx icat rat NP b tx 

tb if^ßAuyuvIu kwvu to/xx Tav B A. Tot« y&g b‘v tä7; tb kuvu rofiKi; trunxTunx • AqMv bv oti

« ron& i?iv i^vymin xwvb Togä, x«) iiiiicTgot avras /xil^av «AI. Torellis Uebersetzung übrigens ist 
eben so unverständlich, wie der griechische Text, obgleich er das Wort &nßMyuvlu in der vor­
letzten Zeile in verwandelt zu haben scheint.

S. 278. Z. 1. xa). Diefs Wort halte ich für unächt, entstanden etwa aus der letzten 
Sylbe des vorhergehenden mkx.

S. 279. Z. 27. a i; aüra. Man wird lesen müssen ä nag airav, wenigstens weifs ich in 
die alte Lesart keinen Sinn zu bringen.

S. 279. Z. 4. v. u. ’Eth bv. Ich streiche das sw sowohl, als den Punkt vor i™; denn die 
Worte ix-d etc. geben den Grund an, wefshalb die beiden angenommenen Punkte sich in 
dem Kegelschnitte befinden. Vielleicht könnte man lesen e«) km b etc. Vgl. S. 280. Z. 18. V. u.

S. 280. Z. 5. km hk räf. Zwei Handschriften haben km ri ha tm, was man aufnehmen 
kann. Vgl. S. 280. Z. 1 v. u.

S. 280. Z. 15 v. u. k^tm. Eine Handschrift hat a^irai, was richtig zu sein scheint.
Vgl. 8. 279. Z. 15 v. u. S. 280. Z. 1 v. u. S. 281. Z. 8- Z. 10.

S. 280. Z. 12 v. u. tüv raneTuv, mufs heifsen Ho vaixtluv Vgl. S. 279' Z. Ii> v. u.
S. 281. Z. 19. "Oti pb bv. Ich lese ’E< nb bv, oder auch "Oti nb Sv d, weil das d nicht

fehlen darf. Vgl. S. 278- Z. 8»
S. 281. Z. 25. a^xv. Mehrere Manuskripte haben tm ocQav, was nicht zu verwerfen ist.
S. 281. Z. 7 v. u. Wimm. Einige Manuskripte haben die unverwerfliche Lesart äytnevai 

tiHiiai.
S. 281. Z. 3 v- u. xa) hx tb ytvcubv. Das Wort Ttvonbn halte ich für unächt, wahr­

scheinlich ist es aus dem vorhergehenden yivonbxt entstanden j ferner hat eine Handschrift bk 
tb, was wohl richtig ist.

S. 2S1. Z. 1 v. u. ripvii H. Vielleicht ist t^vci zu lesen-
s. 282. Z. 5. ri M<pSb. Es wird äi zu lesen sein.
S. 282. Z 7. xtotirai. Vielleicht xofivffeTM.
s. 282. Z. ji. ’Earbrai Man mufs S>) lesen.
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S. 282. Z. 21. rav Ich lese r«4 yivoniva;.
S. 283- Z. 9. vort to aM. Wahrscheinlich mufs man lesen o'?^ wi tJ o3t3.
S. 283. Z. 12. rä M ra;. Diese Worte geben gar keinen Sinn, und sind ganz zu streichen.
S. 283- Z. 2 v. u. Alan lese rav.
S. 284- Z. 27. Awt3» 35 Se^xi. Nach den meisten Handschriften ist zu lesen Aoixh 31 & 

Vgl. S. 286. Z. ir.
S. 285. Z. 2. ABFA. Ich lese ABF nach der gewöhnlichen Bezeichnung.
S. 285- Z. II v. u. tb ulv rinn Sixa. Wahrscheinlich ist zu lesen tb 3* tä/as «d 3l%a Vgl. 

S. 284- Z. 1.
S. 286. Z. 24. x«) a&va. Ich setze hinzu t3v airiv, wie S. 288- Z. 4 v. u. S. 289. Z. 2. 

S. 290. Z. 5 v. u.
S. 286. Z. 18 v. u. 3 viel. Ich lese 0 xfoAo« 4 »sfl Vgl. die folgende Zeile, samt den übri­

gen ähnlichen Stellen in diesem Satze.
S. 287. Z. 19 v. u. «|ova l%6vri>v. Hinter diesen Worten, ist eine bedeutende Lücke un­

verkennbar, welche ich nach S. 288. Z. 24 und S. 290. Z. 21 v. u. so ergänze: rä AE, tot)
Ikoz^ov t«v KvMviguv rät iv Tip iyreyfäg/zevu a%^zaTi, a^ova Ix^rm.

S. 287. z. 17 V. U. ßifiat auräg. Mufs heifsen ßicsa; airS Vgl. S. 288. z. 27.
S. 288. Z. 26. inlstm t«( ß&seag. Mufs nolhwendig heifsen {uztuna r«C iiaulrgu rägßif/ut Vgl. 

S. 287. Z. 17 v. u. und S. 290. Z. 19 v. u.
S. 288. Z. 23 v< u. uv, mufs b heifsen.
S. 288. z. 9 v. u. SiTXiriov. Man lese Sixxairtuv mit allen Pariser Handschriften.
S. 290. Z. 18 v. u. tSv ßäriui. Man lese Tag ßßfiag. Vgl. S. 288 Z. 27.
S. 291. Z. 3. Kal «aa« igSy m'i t3v a^a. Hinter diesen Worten vermuthe ich eine 

Lücke, die ich so ergänze: xd «aa« /zi) ög9<p wri tIv a&va.
S. 292. Z. 6 v. u. Kal aÜTÜ. Nacli allen Handschriften lese man kov tu atr?.
S. 294. Z. io v. u. "Etu. Man lese "Ewav mit den meisten Handschriften.
S. 294. Z. 3 v. u. vTig^xovrav. Ich lese vxigtxown, weil im Folgenden der Grund angege­

ben wird, wefshalb die Unterschiede der Linien gleich sind, mithin die Annahme der gleichen 
Unterschiede keine willkührliche ist. Auch übersetzt Torelli richtig excedunt.

* S. 295. Z. 28- rett NE. Man lese tuv a. Torelli übersetzt schon nach dieser Verbes­
serung, und P eyrard ist ihm mit Recht gefolgt. Vgl. Z. 14 v. u.

S. 295. Z. 12 v. u. ev toZ« a57o<{. Man mufs lesen iv to?« ^eig Vgl. S. 261. Z. 9 v. 
u. S. 301. Z. 10 v. u. Dieselbe Verbesserung mufs S. 299. Z. 4 vorgenonnnen werden.

S. 298. Z. 1. yJv. Zwei Handschriften haben yag, Vf^s vorzuziehen ist, weil Arch. 
gewölmlich so verbindet.

S. 300. Z. 15 v. u. »Aawov. Man lese Mssavt, wie immer.
S. 30I. Z. 3. 'Er». Mit den meisten Handschriften mufs man lesen.
S. 301. Z. 8- Mau lese 33 swj Vgl. Z. II. Z. 15.

S. 301. '
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S. 301. Z. IT v. U. tx; M rSiv. Vielleicht ist zu lesen tx; •yvu'uova;, tx; kni ruv.
S. 302. Z. 9 v. U. ov tütov tXe‘ b/tolu; rerwy^vif. Ich lese Txroy c%ti Atyov, ov ri b^otaf rs-

Tawivov. Vgl. S. 301. Z. 20. V. u.
S. 303. Z. 27. "Ax^- 'Mau lese “AxJWav mit zwei Handschriften.
S. 303. Z. 6 v. u. tx kwvu tbts. Mau mufs offenbar legen tk knoTninaro; tx wu nn, Vgl.

oben Z. 16.
S. 305, Z. 9. rkv alrkv. Hinter diesen Worten ist eine Lücke nicht, zu verkennen, wel­

che so zu ergänzen ist rw th&hhti, sa< «Jova töv avriv. Peyrard hat die Lücke nur halb ergänzt, 
indem er übersetzt qui a la meine base et le mahne axe.

S. 305. Z. 13. 14. ’&vtyga^a — xsgayga]/x. Man lese mgiytygiip^u nach der
gewöhnlichen Redeform des Arch.

S. 305. Z. 19. ha<rcoy, mufs heifsen Uitrtovi.
S. 308 Z. 3 v. u. ABTA. Man lese ABT. Vgl. S. 304. Z. 7 v. u. S. 310. Z. 20.
S. 309. Z. 2. Inlniiov nagk^oy. Ohne Zweifel mufs man lesen Mnti« nagiM^x. Vgl. S. 

303. Z. 30. 8. 313. Z. 21.
S. 309. Z. 4* Tiiapkray ini&uxSiiTxh xxi Aw « BZ. Hsom*«,. Diese Stelle ist ohne Nachhülfe 

nicht zu verstehen. Vergleicht man damit die ganz ähnliche auf S. 313. Z. 27 v. u., so wird 
man veranlafst, auf eine Liicke zu schliessen, und so zu ergänzen ruan&ruv rk B, A. "Ax^u sv a 
t«; xogvQk; , xal Aw « BZ' nesetrai etc.

S. 309. Z. 16 v. u. und 15 v. u. ’EvAf“^“ — mgityga^a. Nach dem durch unzählige 
Fälle bestätigten Sprachgebrauche des Arch. lese ich auch hier ’Eyytygi^u — negwyg^Sa.

8. 310. Z. 3. «Aamv. Nach Anleitung mehrerer Handschriften ist zu lesen cxw« hcissoy.
S. 311. Z. 5. v. u. H»". Eine Handschrift hat Ix", und diese gewöhnliche Form ist vor­

zuziehen; denn was soll die schwankende Form des Optativs, wo ein bündiger Schlufs gemacht 
wird? Eben defshalb mufs 8. 312. Z. 19. tx<» in eX" A verwandelt werden. Diese beiden 
Stellen sind die einzigen in allen Schriften des Archimedes, wo ein solcher Optativ vor­
kommt.

S. 311. Z. 4 v. u. airS. Dafs der Abschnitt kleiner sei, als das ganze Sphäroid, ver­
steht sich von selbst; es ist aber der Abschnitt gemeint, welcher kleiner ist, als das Haibs^hä- 
roid. Man mufs daher entweder aän ganz streichen, oder man mufs lesen tri faleen airx; ich 
stimme für das erstere.

S. 312. Z. 16 v. u. Tay- mufs heifsen rav. Ich würde den Fehler zu den vielfältigen 
Druckfehlern rechnen, wenn nicht unter dem Texte die richtige Lesart als Variante angege­
ben wäre.

S a n d e s z a h 1.
' S. 319. Z. 10. sw- Man lese t«. Wallis.

S. 319. Z. 15 v. u. lySAentyay. Nach Wallis Vorschläge ist zu lesen, was ich
billige.

O o
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S. 320. Z. 18. tQaigxv. Man lese sQaigav. Wallis. Der ähnliche Fehler findet sich öfter.
S. 320. Z. 24 v. u. Tcetnerfov, Nach allen Manuskripten ist zu lesen rav
S. 320. Z. 9 v. u. iweavÄ&fiov. Diese Endung ist sicher falsch. Nach Wallis Vor­

schläge ist entweder iv««»Aa<r/a> oder IwixtmcIovx zu lesen. Wegen des mit einem a anfangenden 
folgenden Wortes ist vielleicht die letztere Form die ursprüngliche.

S. 321. Z. 26. fylf. Man lese Wallis.
S. 321. Z. 29. a^aro. Nach Wallis ist ii&aro zu lesen.
S. 321. Z. 9 v. u. Man lese txaeav, wie sonst immer in dieser Verbindung.

Wallis.
S. 321. Z. 5 v. u. Nach Wallis Vorschläge ist zu lesen.
S. 321. Z. 3 v. u. «« isw invriiTa. Die Baseler Ausgabe hat 4« in, allein mehrere Hand­

schriften scheinen das richtige Utov fa tyyvrdru darzubieten.
S. 322. Z. 20. d h siy«. Schon Wallis bemerkt, dafs das Wort siyot oder slym nirgend 

vorkomme, halt es aber doch für ächt, und für verwandt mit nytöc, ein Zeichen
am Rande des Lineals bedeutend. Zugleich aber giebt er die sich von selbst darbietende Ver­
besserung « uh lui&iv, welche ich unbedenklich annehme, weil Archimedes streng auf die Ge­
gensätze hält, und weil nicht blofs der gröfsere Winkel, welcher hier unläugbar gemeint ist, 
sondern auch der kleinere durch ein Zeichen bemerkt werden mufste.

S. 323. Z. 11. di ij Sixx Dieser von Riva ult herrührende Zusatz
scheint Wallis unnöthig, und mit Recht; auch geben ihn die später verglichenen Codices nicht ; 
man wird ihn defshalb wenigstens einklammern müssen, was in der Ubs. noch nicht geschehen 
ist. Uebrigens enthält das letzte Wort bei Torelli zwei Druckfehler. Vgl. S. 325. Z. II. ff.

S. 325. Z. 13. Nach allen Handschriften mufs ä; gelesen werden. Vgl. Z. 16.
S. 325. Z. 20. ndxuvoi. (Papaver somniferum L.) Wirklich füllen 25 Mohnkörner bei­

nahe einen Zoll aus. Wallis vermuthet, es sei statt x£ zu lesen Ai (35), weil Archimedes 
sonst schon durch die Annahme der runden Zahl 30 ein Uebriges gethan haben würde. Allein 
die Handschriften stimmen sämtlich überein, und wir sehen, dafs Archimedes an mehreren 
Stellen in seiner Annahme das vorher Ausgemittelte gern weit überschreitet, um gewifs gegen 
Widerspruch gesichert zu sein. Daher darf auch die Annahme der 1000 Sandkörner für den 
Inhalt eines so kleinen Samenkorns nicht irren. (Vgl. Kästner Geschichte d. Math. B. 2. S. 746 )

S. 325. Z. 24 “Ertätv. Riva ult s Aenderung ’EriS«vT0 wird durch ein Manuskript be­
stätigt, und andere haben hier wenigstens Abweichungen.

S. 325. Z. 18 v. u. ^i;inidrTux6Tt; tw. Die Baseler Ausgabe hat die sinnlose Lesart xigi- 
tivxt »4 rä, wofür Wallis vorschlägt xtgi&rttwrte tu. Weder diese noch die Torellische Les­
art können angenommen werden; allein was man dafür zu setzen habe, ist schwer auszumit­
teln, da keine Handschrift Hülfe bringt- Der vorhandenen Spur scheint vigiTirtvziTit t* wenig­
stens näher zu kommen, giebt auch denselben Sinn, wie Torellis Vorschlag; und der Sinn 
kann kein anderer sein, als entweder, qui in librum illum non inciderunt, oder, qui illum 
librum non propius inspexerunt oder dergleichen.

S. 325. Z. 12 v. u. "Ey«. Man lese'Er«, wie S. 326. Z. 8, und Z. 5 v. u. Wallis.
S. 326. Z. 13 v. U. Iwtuv. Man lese limw. Wallis.
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S. 327. Z. 6 v. u. iv rf tmv SexaTAwv b'gm ivaAoyl^ Die ursprüngliche Lesart der Baseler 
Ausgabe ist evre r«v Wxa bgüv IcviMTOv. Riva ult setzt dafür ev re TÜV bexocxMvgäv bgBv Mxoyov, 
und die Torellische Lesart ist von Wallis in den Text gebracht, der sie übersetzt: in ter­
minorum decuplorum analogia. Rivault übersetzt: in proportionalitate decuplorum Inte­
rim, und Torelli: in decuplorum terminorum proportione. Der Sinn kann nicht zweifel­
haft sein, indem Archimedes von einer geometrischen Progression redet, deren erstes Glied 
= I, deren Exponent = IO, deren sämtliche Glieder folglich auf einander folgende Potenzen 
der Zahl 10 sind. Nun heifst sowohl der Faktor eines Produktes, als die Wurzel einer Potenz 
^vgbc (Euhl. VII. Erki. 16. 17. VIII. S. tl. 12.), die Glieder einer geometrischen Proportion 
aber, so wie die einer solchen Progression werden Vgo> genannt. (Vgl. Joach. Camerarius de 
graecis latinisque numerorum notis. Das Buch hat keine Seitenzahlen. Hieher gehört folgen­
de Stelle aus dem Abschnitte de rationibus et proportionibus: Cum autem, quorum respectus 
sit aliquis, duo esse oporteat, sequitur ut analogia quatuor necessario comprehendat. Horum 
collatio Vguv habet nomen, qui sunt termini.') Demnach ist in der 1 rogression

^-l:a:a2:a3:a4:....
die Gröfse a die %Aiu?i rüv bgm. Ist dabei die Gröfse a = 2,3,4,....so heifsen die Glieder 

bl^ugOt, rghuvgo., rtrg&vw», u. s. W.; im gegenwärtigen Falle haben wir daher bsx^vgm, 
so dafs Wallis Aenderung dieses Wortes verworfen werden mufs. Eben so wenig Grund 
sehe ich, das ri in rü zu verwandeln, besonders da zwei Pariser Handschriften die Variante iv 
Si haben, deren Aufnahme freilich unstatthaft ist. Dagegen mufs imtMyov allerdings in kvaMylf 
verändert werden. Ich lese daher ev re tBv bixanhibgav Hguv äva^oyla, und würde übersetzen: sci- 
licet in progressiohe dignitatum numeri decem; denn eine Uebersetzung wie etwa scilicet in 
terminorum decemlateraliuni progressione dürfte doch noch unverständlich sein.

S. 328- z. 14. nugMuv. Nach den meisten Handschriften, und vor allem des Sinnes we­
gen ist Rivaults Lesart uvgtuv beizubehalten, die Wallis zwar gebilligt, aber doch nicht auf­
genommen hat.

S. 329. Z. 18 v. u. äMxa. Mit den Handschriften ist Rivaults Lesart rb uhuhs, «Atx» 
beizubehalten.

Von schwimmenden Körpern. I.
Ueber das Werk selbst sehe man Fabricii bibl. gr. IV. p. 177 ed. Hari. Käst­

ner Gesch. d. Math. II. S. 201. Murhard Litteratur d. math. Wissenschaften 
III. 8. 60.

S. 335- Z. 19 v. u. solida mägnitudine H. Ich denke solida müsse gestrichen werden, 
da sonst in diesem Salze immer nur die Gröfse R eine magnitudo solida genannt wird.

S. 336. Z. 19. neutra ab altera. Man wird ohne Zweifel lesen müfsen altera ab alte­
rn', denn es wird ja eben die eine Kraft durch die andere vernichtet.

Von schwimmenden Körpern. II.
S. 339. Z. 7 v. u. molem aequalem. Diese Lesart giebt einen ganz falschen Sinn, näm-



2(W Kritische Anmerkungen.

lieh den: Es sei B das Gewicht eines Körpers von der Gröfse des ganzen Körpers F A. Da­
her lese ich gravitatem aequalem.

S. 340. Z. 16. minor quam. Nach Archimedes eigenen Worten im Lehrsätze selbst 
mufs es heifsen non major quam, und eben so in der folgenden Zeile.

S. 340. Z. 18. Quare angulus............. cadat necesse est. Da Commandinus nicht be­
achtet hat, es könne RO dem halben Parameter auch gleich sein, so rathe ich, diese ganze 
Stelle so zu ändern: Quare, angulus RP PL acutus erit, quae a puncto R ad K PI perpendi- 
cularis ducitur, videlicet RT, inter P et PL cadat. neccsse est, et propterea cum Linea FP 
extra seclionem conveniet.

S. 343. Z. 27. ducatur ipsi NO ducatur B R. Das wiederholte Wort ist das erste 
Mal zu streichen.

S. 343. Z. 17 v. u. quae, et intra. Das Wort et ist zu streichen.
S. 345. Z. 3. aliqua portio. Ich lese blofs porlio. Vgl. S. 34^- Z. 3 v. u. Es ist näm­

lich nicht von irgend einem, sondern eben von dem gegebenen Abschnitte die Rede.
S. 346. Z. 8 V. u. coutinetur. Ich setze ein Komma, und lüge hinzu: et jungatur B E. 

Vgl. s. 344. z. 1 V. U.
S. 349. Z. 13. ac media. Diese Worte mögte ich streichen, da sie völlig überflüfsig 

sind, und an den entsprechenden Stellen S. 351. Z. 21 v. u. und S. 352. Z. 8 v. u. nicht gefun­
den werden.

S. 349. Z. 20. portionibus .... portiones. Man mufs sowohl hier, als auch S. 351* 
21 v. u., das Wort portio mit sectio vertauschen, weil von den Parabeln selbst, nicht von 

den Abschnitten des Konoids die Rede ist.
S. 350. Z. 21 v. u. diametri. Ich halte dafür, man müfse Axes lesen, weil Archime­

des (Konoid. und Sphäroid. Vom I. 2.) eine genaue Worterklärung der Axe eines Abschnitts 
giebt, und sich in allen früheren Sätzen nach dieser Worterklärung genau richtet. Die Ver­
wechselung in dem gegenwärtigen Satze kommt defshalb wahrscheinlich auf Rechnung des la­
teinischen Uebersetzers. Sie kommt mehrmals vor, nämlich S. 350, Z. 11 v. u., S. 352, Z. 8 
und Z. 29., S. 353. Z. 29; und S. 351. Z. 3, wo ich statt diametris basium lesen zu müfsen 
glaube axibus portionum.

S. 352. Z. 1 v. u. statt GC lese man VC. Diese Verwechselung der Buchstaben G und 
V tritt auf der folgenden Seite noch siebenmal ein, nämlich Z. 1, Z. 26, Z. 28, Z. 30, Z. 31. 
(zweimal) und Z. 2 v. u.

S. 352. In der zu dem Beweise des fünften Theils gehörigen Figur fehlt der Buch­
stabe Y zwischen V und H, denn soll der Beweis mit der Figur übereinstimmen, so mufs Y 
zweimal gesetzt werden. Ferner fehlt das Perpendikel aus P auf BD, dessen Endpunkt eben­
falls mit C zu bezeichnen ist, wie der des Perpendikels VC; endlich mufs eine Beriihrungslinie 
für den Punkt P gezogen werden, welche B PL in $ triflt. Um Verwechselung der zweimal 
vorkommenden Buchstaben Y und C zu vermeiden, könnte man das eine mal die gleichlauten­
den Buchstaben des kleinen Alphabetes anwenden.
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