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płaskie układy prętowe,
teoria przystosowania,

bezpieczeństwo konstrukcji

Stanisław ŻUKOWSKI*

Ocena bezpieczeństwa płaskich konstrukcji prętowych
w aspekcie teorii przystosowania

W pracy przedstawiono algorytm probabilistycznej oceny bezpieczeństwa płaskich konstrukcji pręto-
wych wykonanych z materiałów sprężysto idealnie plastycznych. Algorytm obejmuje dwa zasadnicze
zagadnienia: określanie warunków granicznych na podstawie teorii przystosowania i ocenę bezpie-
czeństwa konstrukcji z wykorzystaniem teorii niezawodności. Algorytm uwzględnia obciążenia sta-
tyczne stałe i zmienne, w tym zmiany temperatury w granicach, w których można przyjąć, że nie po-
wodują zmian właściwości fizycznych materiału. Przedstawione związki zachowują swą ważność także
w przypadku działania obciążeń dynamicznych.
Na podstawie najistotniejszych pozycji literatury przedstawiono rys historyczny teorii przystosowania
oraz wyniki badań doświadczalnych uzasadniające wybór tej teorii jako podstawy oceny bezpieczeń-
stwa konstrukcji wykonanych z materiałów sprężysto idealnie plastycznych. Przedstawiono też pod-
stawowe założenia i twierdzenia tej teorii. Wskazano na niespójności klasycznych sformułowań kine-
matycznych ze sformułowaniami statycznymi teorii przystosowania i zaproponowano sposób ich
eliminacji. Zaproponowano algorytm formułowania warunków granicznych wykorzystujący analogie
między sformułowaniami pierwotnymi i dualnymi programowania liniowego oraz między sformuło-
waniami statycznymi i kinematycznymi teorii przystosowania. Algorytm ten obejmuje formułowanie
liniowych statycznych warunków przystosowania konstrukcji, formułowanie liniowych układów rów-
nań z ograniczeń pierwotnych i dualnych układów równań, których rozwiązania pozwalają na wyzna-
czanie warunków granicznych jako funkcji zmiennych wyjściowych określających konstrukcję i jej
obciążenia. Otrzymywane tak warunki graniczne mogą być traktowane jak ograniczenia kinematyczne
generujące, wraz z odpowiadającymi im sformułowaniami statycznymi (pierwotnymi), rozwiązania zu-
pełne. Przedstawiono liniowe warunki przystosowania wyrażone poprzez siły przekrojowe, dla prze-
krojów bisymetrycznych w przypadku zginania, w przypadku zginania z udziałem siły podłużnej oraz
w przypadku zginania z udziałem siły podłużnej i poprzecznej. Wskazano na nieścisłość istniejącego
twierdzenia statycznego dla zginanych elementów o przekroju monosymetrycznym i wyprowadzono,
wyrażone poprzez siły przekrojowe, zlinearyzowane warunki przystosowania w przypadku zginania
oraz zginania z udziałem siły podłużnej.
Podobnie jak w przypadku teorii przystosowania, na podstawie literatury przedstawiono rys historyczny
rozwoju teorii niezawodności. Uwzględniono istniejące prace z zakresu oceny niezawodności w aspekcie
teorii przystosowania. Scharakteryzowano podstawowe miary i metody ich określania stosowane w teorii
niezawodności. Zaproponowano iteracyjny algorytm wyznaczania wskaźnika niezawodności Hasofe-
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ra–Linda. Omówiono podstawowe systemy niezawodnościowe i przedstawiono modelowanie nimi
konstrukcji w kontekście oceny bezpieczeństwa na podstawie teorii przystosowania.
Przedstawiono szczegółowe związki umożliwiające ocenę bezpieczeństwa płaskich konstrukcji pręto-
wych o przekrojach jednorodnych i hybrydowych wykonanych z materiałów sprężysto idealnie pla-
stycznych. Proponowany algorytm może też być łatwo adaptowany do oceny bezpieczeństwa także
innych konstrukcji, na przykład żelbetowych i uwzględniania także innych stanów konstrukcji uzna-
wanych za awaryjne, na przykład utraty stateczności.
Zilustrowano zastosowanie proponowanej koncepcji oceny bezpieczeństwa konstrukcji dwoma przy-
kładami. Przedstawiono wyniki kilku rozwiązań tych przykładów ilustrujące różne elementy propono-
wanego algorytmu.

Podstawowe oznaczenia
Przyjmując oznaczenia, kierowano się następującymi zasadami:

1) litera o normalnej grubości czcionki oznacza stałą, zmienną lub funkcję,
2) litera pogrubiona oznacza wektor lub macierz,
3) w oznaczeniach dwuliterowych druga litera doprecyzowuje oznaczenie zasadnicze,

jakim jest pierwsza litera (wyjątek stanowi symbol ∆, który oznacza przyrost lub am-
plitudę wielkości oznaczonej drugą literą),

4) indeks górny określa przyczynę, której skutkiem jest dana wielkość lub stan układu
(wyjątek stanowi tu indeks T, który może oznaczać wpływ temperatury lub transpo-
zycję wektora lub macierzy),

5) indeks dolny pierwszy oznacza miejsce występowania danej wielkości lub jej nu-
mer,

6) indeks dolny drugi doprecyzowuje to miejsce.
Duże litery łacińskie

A – pole przekroju pręta,
A – zbiór zdarzeń określających stan niebezpieczny (awaryjny) systemu,
Av – pole części przekroju czynnej przy ścinaniu,
A – macierz współczynników reprezentujących pola naprężeń resztkowych

samozrównoważonych w przekrojach,
Aααααα – macierz współczynników reprezentujących pola naprężeń resztkowych

samozrównoważonych w przekrojach,
AY – macierz współczynników reprezentujących pole resztkowych sił prze-

krojowych pozostających w równowadze z obciążeniem zerowym,
A*

ααααα – macierz Aααααα zredukowana do współczynników występujących w ogra-
niczeniach aktywnych,

A*
Y – macierz AY zredukowana do współczynników występujących w ogra-

niczeniach aktywnych,
B – zbiór zdarzeń określających bezpieczeństwo systemu,
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B – macierz współczynników reprezentujących pole naprężeń resztko-
wych,

C – macierz współczynników reprezentujących pole naprężeń resztko-
wych,

CX – macierz kowariancji zmiennych X,
D – macierz podatności,
Eijkl – współczynniki sprężystości materiału,
E – moduł sprężystości Younga,
E[X] – wartość oczekiwana zmiennej losowej X,
F – obciążenie,
FX[X] – dystrybuanta zmiennej losowej X,
G(Y) – funkcja graniczna w przestrzeni standaryzowanych normalnych zmien-

nych losowych,
K – macierz sztywności,
K0 – macierz deterministyczna, której elementami są wartości oczekiwa-

ne poszczególnych elementów tej macierzy,
∆K = K – K0 – macierz losowych fluktuacji macierzy K, których wartości oczekiwane

są równe zeru,
I – moment bezwładności przekroju pręta,
I – macierz jednostkowa,
L – długość, rozpiętość,
Me – moment zginający w przekroju pręta w układzie sprężystym,
Mr – moment resztkowy w przekroju pręta,
Mo – graniczny moment plastyczny przekroju pręta.
Me – graniczny moment sprężysty przekroju pręta.
Ms – maksymalny moment, przy którym możliwe jest obciążenie w zakre-

sie sprężystym momentem z przeciwnym zwrotem o wartości 2Me,
M* – moment odpowiadający osiągnięciu przez strefę uplastycznioną osi

geometrycznej przekroju przy obciążaniu od zera do M*,
j
iM – moment zginający w i-tym przekroju wywołany jednostkową siłą hi-

perstatyczną Yj = 1,
∆Me – wektor amplitud sprężystych zmian momentów w przekrojach,
N e – siła osiowa w przekroju pręta w układzie sprężystym,
N r – siła osiowa resztkowa w przekroju pręta,
No – graniczna plastyczna siła osiowa w przekroju pręta.
Ne – graniczna sprężysta siła osiowa w przekroju pręta.

j
iN – siła osiowa w i-tym przekroju wywołana jednostkową siłą hipersta-

tyczną Yj = 1,
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P[Z] – prawdopodobieństwo zdarzenia Z,
Q – dowolna siła przekrojowa,
Q – wektor współczynników układu ograniczeń statycznych na przysto-

sowanie reprezentujących obciążenie,
Q* – wektor Q zredukowany do współczynników występujących w ogra-

niczeniach czynnych,
R – moc dyssypacji układu,
S – moc obciążenia,
U – wektor przemieszczeń,
Ve – siła tnąca w przekroju pręta w układzie sprężystym,
V r – siła tnąca resztkowa w przekroju pręta,
Ve – graniczna sprężysta siła tnąca w przekroju pręta,
Vo – graniczna plastyczna siła tnąca w przekroju pręta,
VX – współczynnik zmienności zmiennej X,

j
iV – siła tnąca w i-tym przekroju wywołana jednostkową siłą hiperstatyczną

Yj = 1,
We – sprężysty wskaźnik zginania przekroju pręta,
Wo – plastyczny wskaźnik zginania przekroju pręta,
Ws – wskaźnik zginania przekroju pręta na przystosowanie (dla przekroju

bisymetrycznego Ws = Wo),
T

nXX ),...,( 1=X – wektor bazowych zmiennych losowych, to jest zmiennych
wyjściowych stanowiących parametry geometryczne i fizycz-
ne konstrukcji oraz parametry obciążenia,

XR = (XR1,..., XRr)T ∈  X – wektor zmiennych losowych określających nośność konstruk-
cji,

XS = (XS1,..., XSs)T ∈  X – wektor zmiennych losowych określający obciążenie,
Y – wektor standaryzowanych zmiennych losowych,
Yr = (Y1

r,..., Ynh
r)T – wektor zmiennych niezależnych określających pola resztko-

wych sił przekrojowych,
Z(X) – zapas bezpieczeństwa (funkcja bazowych zmiennych losowych).

Małe litery łacińskie
b – szerokość przekroju,
fX(X) – funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej losowej X,
h – wysokość przekroju,
nh – stopień statycznej niewyznaczalności układu,
nk – liczba przekrojów krytycznych,
pf – prawdopodobieństwo awarii,

Podstawowe oznaczenia
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pr = 1 – pf – niezawodność (prawdopodobieństwo niewystąpienia awarii),
tf – grubość stopki przekroju dwuteowego i teowego,
tw – grubość środnika przekroju dwuteowego i teowego,
x – wektor współrzędnych geometrycznych poszczególnych punktów cia-

ła,
sij

r(x) – pole naprężeń resztkowych samozrównoważonych w przekroju prę-
ta,

y* – punkt obliczeniowy w przestrzeni standaryzowanych zmiennych lo-
sowych.

Duże litery greckie
)( iXβ∆ – przyrost (ujemny) wskaźnika β  wynikający z uwzględnienia loso-

wego charakteru zmiennej iX ,
∆K = K – K0 – macierz losowych fluktuacji macierzy K, których wartości oczekiwane

są równe zeru,
φ∆ – wektor prędkości odkształceń naprzemiennych,

∆Me – wektor amplitud sprężystych zmian momentów w przekrojach,
Φ(σij) – funkcja plastyczności,
Φ[X] – dystrybuanta rozkładu normalnego zmiennej losowej X,
Φ0[X] – dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego zmiennej losowej

X,
Φ–1[X] – funkcja odwrotna do dystrybuanty rozkładu normalnego.

Małe litery greckie
α – wektor kosinusów kierunkowych,
α , β – macierze współczynników określających pola naprężeń resztkowych

samozrównoważonych w przekrojach,
β – wskaźnik (indeks) niezawodności Hasofera–Linda przy zmiennych

normalnych standaryzowanych,
βHL – wskaźnik niezawodności Hasofera–Linda,
βC – wskaźnik niezawodności Cornella,
βFORM – wskaźnik niezawodności wyznaczony metodą FORM,
βSORM – wskaźnik niezawodności wyznaczony metodą SORM,
βRE – wskaźnik niezawodności Roseblutha–Estevy,

)( iXβ∆ – przyrost (ujemny) wskaźnika β wynikający z uwzględnienia losowe-
go charakteru zmiennej Xi,

δij – delta Diraca,
γ(X) – współczynnik bezpieczeństwa,
γ – odkształcenie,

Podstawowe oznaczenia
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εe – odkształcenie sprężyste,
εp – odkształcenie plastyczne,
εT – odkształcenie termiczne,

Tε – wektor odkształceń transponowany,
ε· – prędkość odkształcenia,
εij – składowa tensora odkształceń,
ε – wektor zmiennych dualnych (prędkości odkształceń plastycznych),

*ε – wektor zmiennych dualnych bez składowych zerowych,
κi – krzywizny główne powierzchni aproksymującej,
µ – współczynnik intensywności obciążenia (mnożnik granic zmienności

obciążeń),
ν – współczynnik Poissona,
ξ – współrzędna przekroju krytycznego w przęśle pręta,
ρ[R,S] – współczynnik korelacji zmiennych R oraz S,
σ – naprężenie normalne w jednoosiowym stanie naprężenia,
σ0 – granica plastyczności materiału,
σij – składowa tensora naprężeń,
σZ – odchylenie standardowe zmiennej losowej Z,
σx, σy, σz – składowe normalne tensora naprężenia w układzie współrzędnych x,

y, z,
τxy, τyz, τzx – składowe styczne tensora naprężeń,

+
iϕ i −

iϕ – prędkości zmian kątów w przegubach plastycznych zginanych,
ϕ – funkcja gęstości prawdopodobieństwa,
ϕn – n-wymiarowa normalna gęstość prawdopodobieństwa standaryzowa-

nych zmiennych losowych,
∆ϕϕϕϕϕ – wektor prędkości odkształceń naprzemiennych.

Podstawowe oznaczenia
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1. Cel i zakres pracy

1.1. Cel pracy
Celem pracy jest opracowanie algorytmu probabilistycznej oceny bezpieczeństwa pła-

skich konstrukcji prętowych wykonanych z materiałów, dla których dopuszczalne jest
przyjęcie modelu sprężysto idealnie plastycznego. Algorytm uwzględnia obciążenia sta-
tyczne stałe i zmienne, w tym zmiany temperatury w granicach, w których można przy-
jąć, że nie powodują zmian właściwości fizycznych materiału. Przedstawione związki
zachowują swą ważność także w przypadku działania obciążeń dynamicznych.

Podstawę oceny bezpieczeństwa stanowią warunki graniczne, których spełnienie ozna-
cza osiągnięcie przez obciążenie, o określonym programie działania, poziomu uznawa-
nego za zagrażający bezpieczeństwu. Przy przyjętych założeniach (konstrukcja spręży-
sto idealnie plastyczna poddana działaniu obciążeń stałych i zmiennych) podstawowy-
mi zagrożeniami bezpieczeństwa są: możliwość przekształcenia się konstrukcji w me-
chanizm w wyniku uplastycznienia materiału, występowanie odkształceń plastycznych
przeciwnych znaków, mogące prowadzić do zmęczenia niskocyklowego, lub możliwo-
ści utraty stateczności.

Ocena bezpieczeństwa konstrukcji, w ujęciu probabilistycznym, obejmuje dwa za-
sadnicze zagadnienia: formułowanie warunków granicznych i obliczanie, na ich pod-
stawie, wartości współczynników stanowiących miary bezpieczeństwa. Warunki granicz-
ne określane są z wykorzystaniem metod analizy konstrukcji przyjmowanych stosow-
nie do typu konstrukcji, działających obciążeń i rodzaju materiału, z którego wykonana
jest konstrukcja. Oceną bezpieczeństwa konstrukcji, gdy znane są jej teoretyczne mo-
dele z określonymi warunkami granicznymi, zajmuje się teoria niezawodności wyko-
rzystująca metody rachunku prawdopodobieństwa i statystyki matematycznej. Aktual-
nie zastosowanie teorii niezawodności w praktyce inżynierskiej ogranicza się do two-
rzenia wzorów normowych i kalibrowania ich współczynników, oceny niezawodności
konstrukcji specjalnych, takich jak wieże wiertnicze oraz w działalności eksperckiej.

W pracy przedstawione zostaną szczegółowe związki umożliwiające ocenę bezpie-
czeństwa płaskich konstrukcji prętowych o przekrojach jednorodnych i hybrydowych
wykonanych z materiałów sprężysto idealnie plastycznych. Mogą to być na przykład
konstrukcje stalowe lub ze stopów aluminiowych. Proponowany algorytm może też być
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łatwo adaptowany do oceny bezpieczeństwa także innych konstrukcji, na przykład żel-
betowych i uwzględniania innych stanów konstrukcji uznawanych za awaryjne, na przy-
kład utraty stateczności.

Uwzględniając, że do podstawowych obciążeń konstrukcji budowlanych należą ob-
ciążenia zmienne, warunki graniczne będą określane na podstawie teorii przystosowa-
nia, która, jak wykazują badania doświadczalne, dostarcza bezpiecznych warunków gra-
nicznych w przypadku działania takich obciążeń. Szczególnym przypadkiem takich ob-
ciążeń są obciążenia stałe, które mogą być traktowane jak obciążenia zmienne o dolnej
i górnej granicy ich zmienności równych sobie. W rozważaniach zostanie pominięta te-
oria nośności granicznej jako oddzielna metoda, która dostarcza bezpiecznych warun-
ków granicznych tylko w przypadku działania obciążeń stałych, które po ewentualnym
narastaniu w jednym cyklu do wartości końcowych nie ulegają zmianie. W przypadku
obciążeń zmiennych nośność graniczna określona według teorii nośności granicznej może
znacznie przewyższać rzeczywistą nośność konstrukcji. Teoria nośności granicznej jest
szczególnym przypadkiem teorii przystosowania odpowiadającym obciążeniom stałym,
jej pominięcie w rozważaniach jako oddzielnej metody nie zawęża zakresu rozważa-
nych zagadnień.

1.2. Zakres pracy
Na treść pracy składa się siedem rozdziałów. W rozdziale pierwszym sformułowano

cel i omówiono zakres pracy, który obejmuje dwa zasadnicze zagadnienia: określanie
warunków granicznych na podstawie teorii przystosowania i ocenę bezpieczeństwa kon-
strukcji z wykorzystaniem teorii niezawodności.

W rozdziale drugim przedstawiono rys historyczny rozwoju teorii przystosowania
z uwzględnieniem najistotniejszych pozycji literatury dotyczących tej teorii i jej zasto-
sowań w zakresie odpowiadającym niniejszej pracy. Przedstawiono wyniki badań do-
świadczalnych uzasadniające wybór teorii przystosowania jako najlepiej określającej
nośność konstrukcji wykonanych z materiału sprężysto idealnie plastycznego. Przed-
stawiono też podstawowe założenia i twierdzenia tej teorii.

W rozdziale trzecim wskazano na niespójności klasycznych sformułowań kinema-
tycznych ze sformułowaniami statycznymi teorii przystosowania i zaproponowano spo-
sób ich eliminacji. Wykorzystując znane analogie między sformułowaniami pierwotny-
mi i dualnymi programowania liniowego oraz między sformułowaniami statycznymi
i kinematycznymi teorii przystosowania, zaproponowano algorytm przedstawiania wa-
runków granicznych dla konstrukcji jako funkcji parametrów określających konstruk-
cję i obciążenie. Algorytm ten obejmuje formułowanie liniowych (zlinearyzowanych)
statycznych warunków przystosowania konstrukcji, formułowanie liniowych układów
równań z ograniczeń pierwotnych i dualnych układów równań, których rozwiązaniami
są zmienne dualne jako funkcje zmiennych bazowych rozumianych tu jako parametry

1. Cel i zakres pracy
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wyjściowe określające bezpośrednio konstrukcję i obciążenia. To pozwala na wyzna-
czanie warunków granicznych i zapasów bezpieczeństwa jako funkcji zmiennych bazo-
wych. Otrzymywane tak warunki graniczne mogą być traktowane jak ograniczenia ki-
nematyczne generujące, wraz z odpowiadającymi im sformułowaniami statycznymi (pier-
wotnymi), rozwiązania zupełne. Wyprowadzono też, wyrażone poprzez siły przekrojo-
we, zlinearyzowane warunki przystosowania dla przekrojów bisymetrycznych w przy-
padku zginania z udziałem siły podłużnej oraz podłużnej i poprzecznej. Wskazano na
nieścisłość istniejącego twierdzenia statycznego dla zginanych elementów o przekroju
monosymetrycznym i wyprowadzono, wyrażone poprzez siły przekrojowe, zlinearyzo-
wane warunki przystosowania w przypadku zginania oraz zginania z udziałem siły podłuż-
nej.

W rozdziale czwartym przedstawiono rys historyczny rozwoju teorii niezawodności
z uwzględnieniem najważniejszych pozycji literatury. Uwzględniono też prace z zakre-
su oceny niezawodności w aspekcie teorii przystosowania, w tym istotniejsze prace au-
tora niniejszej pracy. Scharakteryzowano podstawowe miary i metody ich określania sto-
sowane w teorii niezawodności. Zaproponowano iteracyjny algorytm wyznaczania wska-
źnika niezawodności Hasofera–Linda.

W rozdziale piątym omówiono podstawowe propozycje oszacowań niezawodności
konstrukcji jako systemów niezawodnościowych. Proponowana w rozdziale trzecim kon-
cepcja wyznaczania warunków granicznych pozwala na określanie szeregowego mode-
lu systemu niezawodnościowego konstrukcji.

W rozdziale szóstym zilustrowano zastosowanie proponowanej koncepcji oceny bez-
pieczeństwa konstrukcji dwoma przykładami. Przedstawiono wyniki kilku rozwiązań tych
przykładów ilustrujące różne elementy proponowanego algorytmu.

W rozdziale siódmym przedstawiono posumowanie rozważań zawartych w pracy.

1.2. Zakres pracy
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6. Przykłady ilustrujące zastosowanie
proponowanego algorytmu

6.1. Przykład 1
Dana jest belka dwuprzęsłowa jak na rysunku 6.1.1 wykonana z dwu dźwigarów

dwuteowych połączonych nad podporą środkową, tak by nośność połączenia nie była
mniejsza niż nośności przekrojów dźwigarów składowych.

Symbolami 11, 12, 2, 3, 4, 5 oznaczono przekroje krytyczne. Parametry 1ξ  i 2ξ  okre-
ślają położenie przekrojów krytycznych w przęsłach.

Losowymi zmiennymi bazowymi (traktowanymi jako zmienne niezależne) są:
1q , 2q – górne granice obciążeń zmiennych (rozkład Gumbela),
1g , 2g – obciążenie stałe (rozkład normalny),

gd TTT 111 −=∆ , gd TTT 222 −=∆  – różnice temperatur we włóknach dolnych i górnych
(rozkład normalny),

1L , 3L – rozpiętości przęseł belki (rozkład normalny),
1h , 2h – wysokości przekrojów dwuteowych (rozkład normalny),
1b , 2b – szerokości stopek przekrojów (rozkład normalny),
1wt , 2wt – grubości środników przekrojów (rozkład normalny),
1ft , 2ft – grubości stopek przekrojów (rozkład normalny),
1E , 2E – moduły sprężystości materiału prętów (rozkład normalny),
01σ , 02σ – granice plastyczności materiału prętów (rozkład normalny).

Rys. 6.1.1. Schemat belki
Fig. 6.1.1. Scheme of the beam

1q

200I

11 ξ⋅L

,1E ,
10σ

2L

,2E ,
20σ

1g
2q

2g

1L
22 ξ⋅L

200I,1T∆ ,2T∆

11 212 3 54
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b

h wt

ft

e

e

Rys. 6.1.2. Przekrój uproszczony
Fig. 6.1.2. Simplified cross section

Aby charakterystyki geometryczne przekrojów przedstawić w postaci funkcji ich
wymiarów (h, b, tf , tw) traktowanych jako zmienne bazowe, przyjęto model uproszczo-
ny przekroju jak na rysunku 6.1.2.

Przyjęty model powinien być równoważny przekrojowi nominalnemu w zakresie jego
podstawowych charakterystyk geometrycznych. Niestety charakterystyki obliczone dla
modelu różnią się nieco (na ogół są nieco większe) od odpowiednich charakterystyk
podanych w tabelach dwuteowników. Wprowadzono więc odpowiednie współczynniki
korekcyjne

fnwnnwnn
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2 ( ) ( )
4

n
Wo

wn
n n wn fn n fn

Wo
k

t
h b t t h t

=
⋅ + − ⋅ ⋅ −

, (6.1.4)

gdzie:
2
n

n n n
h

Wo A e
 = −  

,

hn, bn, tfn, twn, en, An, Wen, In – wartości według tabel,
en – współrzędna środka ciężkości połówki dwuteownika (według tabel).
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Dla I200 współczynniki te mają wartości:
kA = 0,9969, kI = kWe = 0,98994, kWo = 0,99345.

Po uwzględnieniu współczynników korekcyjnych charakterystyki uproszczonego
przekroju równoważnego wyrażają się, jako funkcje wymiarów przekroju, następująco:
– pole przekroju

( 2( ) )w w f AA ht b t t k= + − , (6.1.5)

– plastyczny wskaźnik zginania

2 ( ) ( )
4
w

w f f Wo
t

Wo h b t t h t k
 = + − −  

, (6.1.6)

– sprężysty wskaźnik zginania

22 4
( ) 2

6 3
fw

w f f We

th t
We b t t h t k

h

  
  = + − − +

    
, (6.1.7)

– moment bezwładności

23 2 2
( )

12 2 3
fw

w f f I

th t h
I b t t ht k

  
  = + − − +

    
. (6.1.8)

W celu otrzymania funkcji granicznych:
– wykonano symboliczne rozwiązania układu od składowych obciążeń,
– zbudowano funkcje określające ekstremalne siły przekrojowe w przekrojach krytycz-

nych,
– zbudowano pierwotne ograniczenia na przystosowanie w ujęciu programowania li-

niowego i rozwiązano je dla wartości średnich parametrów, dobierając iteracyjnie

wartości parametrów ξ1 i ξ2 tak, by minimalizowały funkcje celu )(maxmin
21,

µ
ξξ

, co
pozwoliło określić układy równań odpowiadające poszczególnym formom zniszcze-
nia,

– zbudowano dualne układy równań w postaci symbolicznej, z których rozwiązań otrzy-
mano zmienne dualne jako funkcje zmiennych bazowych i parametrów ξ1 i ξ2,

– wyznaczono zapasy bezpieczeństwa jako funkcje zmiennych bazowych i parametrów
ξ1 i ξ2,
Zadanie rozwiązano w kilku wariantach dla danych zestawionych w tabeli 6.1.1.

Rozwiązanie 1
W przypadku uwzględniania tylko zginania, wyznaczono wskaźniki niezawodności

bM, wykorzystując system STRUREL metodami FORM i SORM oraz symulację Monte

6.1. Przykład 1
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Tabela 6.1.1. Dane charakterystyki zmiennych bazowych
Table 6.1.1. Given characteristics of base variables

                        N – rozkład normalny, G – rozkład Gumbela

Zmienna q 1 q 2 g 1 g 2 ∆T 1 ∆T 2 α 1 α 2 L 1 L 2 E 1

Rozkład G G N N N N N N N N N
Jednostki  kN/m kN/m kN/m m oC oC 1 / oC 1 / oC m m GPa

E [Xi ] 7 7 7 7 30 30 0,000012 0,000012 6 6 205
V Xi 0,05 0,05 0,03 0,030 0,050 0,050 0,01 0,01 0,005 0,005 0,010
σ Xi 0,350 0,350 0,210 0,210 1,500 1,500 0,00000012 0,00000012 0,030 0,030 2,050

Zmienna h 1 h 2 b 1 b 2 tf 1 tf 2 tw 1 tw 2 σ 01 σ 02 E 2

Rozkład N N N N N N N N N N N
Jednostki m m m m m m m m MPa MPa GPa

E [Xi ] 0,2 0,2 0,09 0,09 0,0113 0,0113 0,0075 0,0075 235 235 205
V Xi 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,010
σ Xi 0,002 0,002 0,0009 0,0009 0,000113 0,000113 0,000075 0,000075 2,350 2,350 2,050
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Carlo i symulację adaptowaną. W celu uzyskania możliwie dokładnej wartości wska-
źnika niezawodności dla porównania z nią wartości uzyskanych z rozwiązań iteracyj-
nych wykonywano obliczenia symulacyjne do momentu, gdy zwiększanie liczby prób-
kowań nie powodowało zmiany wyniku. W celu określenia wpływu ścinania obliczono
też wskaźnik bMV metodami FORM i SORM. W rozpatrywanym przypadku wpływ ten
nie przekracza 1%. Uzyskane wyniki zestawiono w tabeli 6.1.2.

Wszystkie wyniki (z wyjątkiem FORM) są bliskie sobie. Uwzględniając, że najbar-
dziej wiarygodna wydaje się symulacja Monte Carlo, gdyż nie jest obciążona modyfi-
kacjami przyspieszającymi zbieżność, jako wskaźnik najbliższy dokładnego można uznać
β = 3,356.

Rozwiązanie 2
W celu oceny wpływu zmian temperatury na bezpieczeństwo konstrukcji wykonano

rozwiązanie z pominięciem zmian temperatury. Otrzymano: βFORM = 4,268, βSORM =
4,2254. Wpływ zmian temperatury, w rozpatrywanym przypadku, wynosi 4,2254/3,3535
–1 = 0,26 = 26%, co oznacza, że jest on istotny w analizie bezpieczeństwa konstrukcji.

Rozwiązanie 3
W celu przetestowania iteracyjnego sposobu wyznaczania wskaźnika niezawodno-

ści:
a) Korzystając z systemu Mathematica dokonano standaryzacji zmiennych Xi w wa-

runkach granicznych na podstawie zależności: dla zmiennych o rozkładzie nor-
malnym ][ iXiii XEYX +⋅= σ  i dla zmiennych o rozkładzie Gumbela Xi = aG

( )( ))(lnln iG Yb Φ−⋅− , gdzie Yi – zmienne losowe standaryzowane, E[Xi], σXi – war-

Tabela 6.1.2. Wartości wskaźnika niezawodności β obliczone różnymi metodami
z uwzględnieniem losowego charakteru wszystkich zmiennych bazowych

Table 6.1.2. Values of the reliability index β calculated by different methods
taking into account the random nature of all base variables

FORM β Μ  = 3,387 β Μ V  = 3,364 β Μ /β Μ V  −1 = 0,0068

SORM β Μ  = 3,3535 β Μ V  = 3,3313 β Μ /β Μ V  −1 = 0,0067
Symulacja Monte Carlo
Liczna próbkowań 500 000 1 000 000 1 500 000 2 000 000

β Μ  = 3,342 3,357 3,356 3,357
Symulacja adaptowana
Liczna próbkowań 500 000 1 000 000 1 500 000 2 000 000

β Μ  = 3,349 3,355 3,354 3,354

6.1. Przykład 1
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tość oczekiwana i odchylenie standardowe zmiennej Xi, 
6 Xi

Gb
σ⋅

=
π

, αG =

CbXE Gi ⋅−= ][ , C = 0,5772156649015329... – stała Eulera. Otrzymano w ten spo-
sób funkcje graniczne wyrażone poprzez zmienne standaryzowane ZY(Y) = 0.

b) W celu oceny wpływu losowego charakteru poszczególnych zmiennych na wartość
wskaźnika niezawodności rozwiązano, korzystając z systemu Mathematica, ciąg za-
dań, przyjmując w każdym rozwiązaniu, że losowa jest tylko jedna zmienna. Obli-
czenie wskaźników niezawodności nie stanowi tu problemu, gdyż *min( ( ))i iabs yβ = ,
gdzie yi

* jest wartością zmiennej standaryzowanej, najbliższą zeru, spełniającą rów-
nanie ( 0])[],...,[( 1 =nY YEYEZ ). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.3 oraz zilustrowa-
no na wykresie (rys. 6.1.3), na którym dla zwiększenia poglądowości odłożono od-
wrotności wskaźników (gdyż większe wartości wskaźników odpowiadają mniejszym
wpływom) unormowane do przedziału (0, 1). Trzeba wspomnieć, że procedury nu-
meryczne systemu Strurela nie radzą sobie z takim zadaniem.

c) Do grupy zmiennych dominujących zaliczono tylko jedną zmienną q1 i aby obliczyć
ilościowe wpływy losowego charakteru poszczególnych zmiennych (określone wzo-
rem ),()()( 11 ii xqqx βββ −=∆ ) na wskaźnik β rozwiązano ciąg zadań, przyjmując
w każdym rozwiązaniu, że losowe są dwie zmienne q1 i Xi (Xi – w każdym rozwiąza-
niu inna spośród zmiennych pozostałych). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.4 oraz zi-
lustrowano na wykresie (rys. 6.1.4), na którym linia pozioma odpowiada obliczonej
symulacyjnie wartości wskaźnika β.

Rys. 6.1.3. Wpływ losowego charakteru parametrów na wskaźnik β (rozwiązanie 3b)
Fig. 6.1.3. Influence of the random nature of the parameters on the reliability index β (solution 3b)
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Tabela 6.1.3. Wyniki rozwiązania 3b
Table 6.1.3. Results of the solution 3b

W każdym rozwiązaniu losowa jest tylko jedna zmienna

Tabela 6.1.4. Wyniki rozwiązania 3c
Table 6.1.4. Results of the solution 3c

W pierwszym rozwiązaniu losowy jest parametr q1, w pozostałych q1 i jedna dodatkowa zmienna

Zmienna q 1 g 1 q 2 ∆ T 1 ∆ T 2 α 1 α 2 L 1 L 2 h 1 h 2

β (x i ) 3,635 8,223 8,384 63,275 63,275 98,162 98,162 15,558 88,585 12,374 41,179
β (q 1)/β (x i ) 1,000 0,442 0,434 0,057 0,057 0,037 0,037 0,234 0,041 0,294 0,088

Zmienna b 1 b 2 tf 1 tf 2 tw 1 tw 2 σ 01 σ 02 E 1 E 2

β (x i ) 21,973 52,109 25,118 66,032 54,280 86,321 17,099 39,340 99,240 99,240
β (q 1)/β (x i ) 0,165 0,070 0,145 0,055 0,067 0,042 0,213 0,092 0,037 0,037

Zmienna q 1 g 1 q 2 ∆T 1 ∆T 2 α 1 α 2 L 1 L 2 h 1 h 2

β (q 1,x i ) 3,6350 3,5581 3,6241 3,6336 3,6336 3,6350 3,6350 3,5907 3,6346 3,5742 3,6308
∆β (x i ) 0,0769 0,0109 0,0014 0,0014 0,0000 0,0000 0,0443 0,0004 0,0608 0,0042

β 3,6350 3,5581 3,5472 3,5458 3,5444 3,5444 3,5444 3,5001 3,4997 3,4389 3,4347

Zmienna b 1 b 2 tf 1 tf 2 tw 1 tw 2 σ 01 σ 02 E 1 E 2 Błąd

β (q 1,x i ) 3,6167 3,6333 3,6214 3,6337 3,6334 3,6349 3,6047 3,6294 3,6350 3,6350
∆β (x i ) 0,0183 0,0017 0,0136 0,0013 0,0016 0,0001 0,0303 0,0056 0,0000 0,0000

β 3,4164 3,4147 3,4011 3,3998 3,3982 3,3981 3,3678 3,3622 3,3622 3,3622 0,0018
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Tabela 6.1.5. Wyniki rozwiązania 3d
Table. 6.1.5. Results of the solution 3d

W pierwszym rozwiązaniu losowe są parametry q1 i g1, w pozostałych q1 i g1  i  jedna dodatkowa zmienna

Zmienna q 1, g 1 q 2 ∆T 1 ∆T 2 α 1 α 2 L 1 L 2 h 1 h 2

β (q 1,g 1,x i ) 3,5581 3,5471 3,5566 3,5566 3,5581 3,5581 3,5129 3,5577 3,4962 3,5538
∆β (x i ) 0,0110 0,0015 0,0015 0,0000 0,0000 0,0452 0,0004 0,0619 0,0043

β 3,5581 3,5471 3,5456 3,5441 3,5441 3,5441 3,4989 3,4985 3,4366 3,4323

Zmienna b 1 b 2 tf 1 tf 2 tw 1 tw 2 σ 01 σ 02 E 1 E 2 Błąd

β (q 1,g 1,x i ) 3,5395 3,5563 3,5443 3,5567 3,5564 3,5579 3,5272 3,5523 3,5581 3,5581
∆β (x i ) 0,0186 0,0018 0,0138 0,0014 0,0017 0,0002 0,0309 0,0058 0,0000 0,0000

β 3,4137 3,4119 3,3981 3,3967 3,3950 3,3948 3,3639 3,3581 3,3581 3,3581 0,0006
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Rys. 6.1.4. Ilustracja iteracyjnego wyznaczania wskaźnika β (rozwiązanie 3c)
Fig. 6.1.4. Illustration of the iterative determination of the system reliability index β  (solution 3c)

Tabela 6.1.6. Oszacowanie wskaźnika niezawodności systemu (rozwiązanie 4)
Table 6.1.6. Estimation of the system reliability index (solution 4)

3535,31566,3 ≤≤ β

Element 
systemu

β j p f j p f = Σ p f j β

1 3,3535 0,000399 0,0003990 3,3535
2 3,3535 0,000399 0,0007980 3,1566
3 6,8211 4,5173E-12 0,0007980 3,1566

d) Do grupy zmiennych dominujących zaliczono dwie zmienne q1 i g1 i aby obliczyć
ilościowe wpływy losowości poszczególnych zmiennych (określone teraz wzorem

),,(),()( 1111 ii xgqgqx βββ −=∆ ) na wskaźnik β, rozwiązano ciąg zadań przyjmu-
jąc w każdym rozwiązaniu, że losowe są trzy zmienne q1, 1g  i Xi. Wyniki zestawio-
no w tabeli 6.1.5. Nie przedstawiono oddzielnej ilustracji na wykresie, gdyż wyniki
są prawie takie same jak dla rozwiązania c).

Rozwiązanie 4
W celu oceny bezpieczeństwa układu jako systemu wykonano rozwiązania dla trzech

form osiągnięcia stanu granicznego odpowiadających trzem kolejnym najniższym war-
tościom wskaźnika niezawodności (trzem pierwszym ogniwom łańcucha systemu szere-
gowego). Wyniki zestawiono w tabeli 6.1.6.
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Rozwiązanie 5
W celu porównania wpływu losowego charakteru różnych grup zmiennych wykona-

no obliczenia (bez obciążeń zmianami temperatury), pomijając wpływ losowego cha-
rakteru określonych grup zmiennych. Obliczenia wykonano dla danych zestawionych
w tabeli 6.1.1 i dla podwojonych współczynników zmienności. Wyniki zestawiono
w tabeli 6.1.7.

W otrzymanych wynikach zwraca uwagę stosunkowo mały wpływ na wskaźnik nie-
zawodności losowego charakteru zmiennych określających sztywności i podatności ele-
mentów, to jest modułów sprężystości i momentów bezwładności przekrojów i długości
elementów na etapie układów równań służących wyznaczaniu sił przekrojowych.

Tabela 6.1.7. Wpływ pomijania losowego charakteru niektórych parametrów (rozwiązanie 5)
Table 6.1.7.Effect of neglecting random nature of some parameters (solution 5)

Przypadek β SORM Błąd β SORM Błąd
4,2254 2,7523

4,2335 0,0019 2,7644 0,0044

4,2290 0,0009 2,7580 0,0021

4,2588 0,0079 2,8112 0,0169

4,3409 0,0273 2,9243 0,0625

Uwzględniono losowy charakter tylko obciążeń 4,3841 0,0376 2,9870 0,0853

wg tab 6.1.1 Podwójone wsp. 
zmieności

Pominięto losowy charakter parametrów określających 
nośności przekrojów (σ o  i Wo )

Wszystkie zmienne losowe
Pominięto losowy charakter parametrów określających 
sztywności przekrojów (E i I )

Pominięto losowy charakter rozpiętości przęseł (L )           
w układzie równań

Pominięto losowy charakter rozpiętości przęseł L

Rozwiązanie 6
W celu zilustrowania wpływu losowego charakteru współrzędnych określających

położenia przekrojów krytycznych w przęsłach wykonano obliczenia dla różnych war-
tości ξ z otoczenia ξ = 0,436 określonego dla wartości średnich zmiennych bazowych
oraz traktując ξ jako zmienną losową o rozkładzie normalnym o wartości średniej 0,436
dla różnych współczynników zmienności. Wyniki zestawiono w tabelach 6.1.8 i 6.1.9
oraz na wykresach (rys. 6.1.5 i 6.1.6).

Otrzymane wyniki wskazują na małą wrażliwość wskaźnika niezawodności na zmiany
współrzędnej określającej położenie przekroju krytycznego w przęśle w dość dużym
zakresie. Odchyłce ξ o ok. 5% od średniej odpowiada błąd wskaźnika β rzędu 0,5%,

Według tab. 6.1.1
Przypadek
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Tabela 6.1.8. Zależność wskaźnika niezawodności β od współczynnika
zmienności współrzędnej ξ (rozwiązanie 6)

Table 6.1.8. Dependence of the reliability index β on the coefficient
of variation of the coordinate ξ (solution 6)

Ostatni wiersz zawiera odchyłki β w zależności od wsp. zmienności zmiennej ξ

V ξ 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1
β 4,225 4,226 4,229 4,233 4,239 4,247 4,255 4,264 4,274 4,284 4,293

0 0,000 0,001 0,002 0,003 0,005 0,007 0,009 0,012 0,014 0,016

Rys. 6.1.5. Zależność β od współczynnika zmienności współrzędnej ξ (rozwiązanie 6)
Fig. 6.1.5. Dependence of the reliability index β on the coordinate ξ (solution 6)

a odchyłce ξ o ok. 7% odpowiada błąd wskaźnika β rzędu 1%. Wyniki te wykazują też,
że przyjęcie współrzędnej ξ = 0,48 jako wartości minimalizującej mnożnik obciążenia
w sformułowaniu dualnym dla wartości średnich zmiennych bazowych prowadzić może
do znacznych błędów (w przykładzie otrzymano odchyłki wskaźnika o 2.82% i 3.27%).
Natomiast przyjęcie ξ = 0,436 jako wartości minimalizującej mnożnik obciążenia sfor-
mułowania statycznego (pierwotnego) prowadzi do wyników bliskich przyjęciu ξ = 0,432
minimalizujących wskaźnik β (oszacowanie wskaźnika β ze względu na współrzędne
ξ). W przykładzie dla obydwu tych oszacowań otrzymano identyczne wyniki.
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Ochy łka ξ  od  β Błąd β Błąd
ξ średniej m in. β

0,402 0,0846 0,0746 4,272 0,0111 2,789 0,0131
0,404 0,0792 0,0693 4,266 0,0098 2,784 0,0113
0,406 0,0739 0,0640 4,261 0,0084 2,780 0,0098
0,408 0,0686 0,0588 4,255 0,0070 2,776 0,0084
0,410 0,0634 0,0537 4,250 0,0059 2,772 0,0069
0,412 0,0583 0,0485 4,245 0,0048 2,769 0,0058
0,414 0,0531 0,0435 4,241 0,0039 2,766 0,0047
0,416 0,0481 0,0385 4,237 0,0030 2,763 0,0036
0,418 0,0431 0,0335 4,235 0,0023 2,761 0,0029
0,420 0,0381 0,0286 4,232 0,0016 2,759 0,0022
0,422 0,0332 0,0237 4,230 0,0011 2,757 0,0015
0,424 0,0283 0,0189 4,229 0,0009 2,756 0,0011
0,426 0,0235 0,0141 4,227 0,0005 2,755 0,0007
0,428 0,0187 0,0093 4,226 0,0002 2,754 0,0004
0,430 0,0140 0,0047 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,432 0,0093 0,0000 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,434 0,0046 0,0046 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,436 0,0000 0,0093 4,225 0,0000 2,753 0,0000
0,438 0,0046 0,0139 4,226 0,0002 2,754 0,0004
0,440 0,0092 0,0185 4,227 0,0005 2,755 0,0007
0,442 0,0138 0,0231 4,230 0,0011 2,756 0,0011
0,444 0,0183 0,0278 4,233 0,0018 2,758 0,0018
0,446 0,0229 0,0324 4,236 0,0025 2,760 0,0025
0,448 0,0275 0,0370 4,238 0,0032 2,763 0,0036
0,450 0,0321 0,0417 4,242 0,0041 2,766 0,0047
0,452 0,0367 0,0463 4,246 0,0050 2,769 0,0058
0,454 0,0413 0,0509 4,250 0,0059 2,772 0,0069
0,456 0,0459 0,0556 4,255 0,0070 2,776 0,0084
0,458 0,0505 0,0602 4,261 0,0084 2,780 0,0098
0,460 0,0550 0,0648 4,266 0,0098 2,784 0,0113
0,462 0,0596 0,0694 4,272 0,0111 2,789 0,0131
0,464 0,0642 0,0741 4,279 0,0127 2,794 0,0149
0,466 0,0688 0,0787 4,286 0,0143 2,799 0,0167
0,468 0,0734 0,0833 4,292 0,0159 2,804 0,0185
0,470 0,0780 0,0880 4,300 0,0177 2,810 0,0207
0,472 0,0826 0,0926 4,308 0,0196 2,816 0,0229
0,474 0,0872 0,0972 4,316 0,0216 2,822 0,0251
0,476 0,0917 0,1019 4,325 0,0236 2,829 0,0276
0,478 0,0963 0,1065 4,335 0,0259 2,836 0,0301
0,480 0,1009 0,1111 4,344 0,0282 2,843 0,0327

dla podw. wsp. zm .

Tabela 6.1.9. Zależność β od współrzędnej względnej ξ (rozwiązanie 6)
Table 6.1.9. Dependence of the reliability index β on the relative coordinate ξ (solution 6)
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Rys. 6.1.6. Zależność β od współrzędnej względnej ξ (rozwiązanie 6)
Fig. 6.1.6. Dependence of the reliability index β on the relative coordinate ξ (solution 6)

6.2. Przykład 2
Dana jest rama jak na rysunku 6.2.1 wykonana z trzech dźwigarów dwuteowych

o nośności węzłów nie mniejszej niż nośności przekrojów dźwigarów składowych.
Cyframi 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 oznaczono przekroje krytyczne. Parametry ξ1, ξ2 i ξ3 okre-

ślają położenie przekrojów krytycznych w przęsłach, a ich wartości będą określane ite-
racyjnie jako odpowiadające minimalnemu zapasowi bezpieczeństwa.

Losowymi zmiennymi bazowymi (traktowanymi jako zmienne niezależne) są:
s – obciążenie śniegiem (rozkład Gumbela),

LP www ∪= – obciążenie wiatrem (rozkład Gumbela),
g – obciążenie stałe (rozkład normalny),

321 ,, hhh – wysokości przekrojów (rozkład normalny),
321 ,, www ttt – grubości środników (rozkład normalny),

321 ,, fff bbb – szerokości stopek (rozkład normalny),
321 ,, fff ttt – grubości stopek (rozkład normalny),

321 ,, LLL – długości prętów (rozkład normalny),
321 ,, EEE – moduły sprężystości materiału prętów (rozkład normalny),

030201 ,, σσσ – granice plastyczności materiału prętów (rozkład Normalny).
W obliczeniach wykorzystano modele uproszczone przekrojów jak na rys. 6.1.2.

6.2. Przykład 2
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Współczynniki korekcyjne tych modeli zestawiono w tabeli 6.2.1.
Potrzebne charakterystyki przekrojów wyrażone są wzorami (6.1.5)–(6.1.8).
Obliczenia wykonano przyjmując dane zestawione w tabeli 6.2.2. Wykonano podobne

rozwiązania jak w przykładzie 1. Wyniki rozwiązań dominujących otrzymane metoda-
mi FORM i SORM z uwzględnieniem i pominięciem wpływu sił osiowych zestawiono
w tabeli 6.2.3. W tej tabeli przedstawiono też wyniki rozwiązań dominujących otrzy-
mane metodami symulacyjnymi. Uwzględniając, że wyniki rozwiązań symulacyjnych
są prawie identyczne i uznając metodę Monte Carlo za bardziej wiarygodną, przyjęto
do porównań β = 3,626.

Wyniki określające wpływ losowego charakteru poszczególnych zmiennych ilustru-
je wykres (rys. 6.2.2). Wykonano też trzy rozwiązania iteracyjne, za każdym razem za-
liczając do grupy zmiennych dominujących jedną tylko zmienną. W pierwszym przy-
padku za zmienną startową iteracji przyjęto zmienną dominującą, to jest obciążenie śnie-
giem s (rys. 6.2.3). W drugim przypadku za zmienną startową iteracji przyjęto zmienną,

Rys. 6.2.1. Szkic ramy
Fig. 6.2.1. Scheme of the frame

Tabela 6.2.1. Współczynniki korekcyjne przekrojów
Table 6.2.1. Coefficients adjusting the cross sections

Prze-
krój mm mm mm mm

I 180 180 6,9 82 10,4 0,99312 0,99414 0,99498
I 200 200 7,5 90 11,3 0,98994 0,99345 0,99569

Wok Akh wt fb ft
WeI kk =
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Tabela 6.2.2. Dane charakterystyki zmiennych bazowych
Table. 6.2.2. Characteristics of base variables

Zmienna s g w L 1 L 2 L 3 h 1 h 2 h 3 b 1 b 2 b 3

Rozkład G N G N N N N N N N N N
Jednostki  kN/m kN/m kN/m m m m m m m m m m

E [X i ] 3,2 2,1 2,75 6 10,198 8 0,18 0,2 0,18 0,082 0,09 0,082
V Xi 0,04 0,02 0,03 0,005 0,005 0,005 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
σ Xi 0,128 0,042 0,083 0,030 0,05099 0,040 0,0018 0,0020 0,0018 0,00082 0,00090 0,00082

Zmienna tf 1 tf 2 tf 3 tw 1 tw 2 tw 3 σ 01 σ 02 σ 03 E 1 E 2 E 3

Rozkład N N N N N N N N N N N N
Jednostki m m m m m m MPa MPa MPa GPa GPa GPa

E [X i ] 0,0104 0,0113 0,0104 0,0069 0,0075 0,0069 235 235 235 205 205 205
V Xi 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
σ Xi 0,000104 0,000113 0,000104 0,000069 0,000075 0,000069 2,35 2,35 2,35 2,05 2,05 2,05
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Rys. 6.2.2. Wpływ losowego charakteru parametrów na wskaźnik β
Fig. 6.2.2. Influence of the random nature of parameters on the reliability index β

Rys. 6.2.3. Ilustracja iteracyjnego wyznaczania wskaźnika β
(wskaźnik początkowy iteracji βp = βs = 4,128, wskaźnik końcowy iteracji βk = 3,631, wskaźnik „dokładny”

β = 3,626, odchylenie punktu początkowego βp/βk –1 = 0,14, błąd βk/β –1 =  0,0013)
Fig. 6.2.3. Illustration of the iterative determination of the reliability index β

 (initial index of iteration βp = βs = 4,128, (final index of iteration βk = 3,631, “exact” index β = 3,626,
deviation of the initial iteration point βp/βk –1 = 0,14, error βk/β –1 =  0,0013)
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Tabela 6.2.3. Wartości wskaźnika niezawodności β obliczone różnymi metodami
z uwzględnieniem losowego charakteru wszystkich zmiennych bazowych

Table. 6.2.3. Values of the reliability index β calculated by different methods taking
into account the random nature of all base variables

FORM β ΜΝ  = 3,651 β Μ  = 3,826 β Μ /β ΜΝ  −1 = 0,048

SORM β ΜΝ  = 3,6242 β Μ  = 3,7982 β Μ /β ΜΝ  −1 = 0,048
Symulacja Monte Carlo
Liczna próbkowań 500 000 1 000 000 1 500 000 2 000 000

β ΜΝ 3,612 3,628 3,626 3,626
Symulacja adaptowana
Liczna próbkowań 500 000 1 000 000 1 500 000 2 000 000

β ΜΝ 3,618 3,626 3,625 3,625

6.2. Przykład 2

Rys. 6.2.4. Ilustracja iteracyjnego wyznaczania wskaźnikaβ
 (βp = βw = 6,493, βk = 3,596, β = 3,626, βp/β – 1 = 0,79, βk/β – 1 = 0,0083)
Fig. 6.2.4. Illustration of the iterative determination of the reliability index β
(βp = βw = 6,493, βk = 3,596, β = 3,626, βp/β – 1 = 0,79, βk/β – 1 = 0,0083)

która nie jest dominująca, to jest obciążenie wiatrem w, i wynik iteracji także okazał się
pomyślny (rys. 6.2.4). W trzecim przypadku za zmienną startową iteracji przyjęto zmienną
L2. Tu wynik iteracji nie okazał się pomyślny (rys. 6.2.5), co nie umniejsza walorów
proponowanego podejścia iteracyjnego jako podejścia umożliwiającego znaczną redukcję
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Rys. 6.2.5. Ilustracja iteracyjnego wyznaczania wskaźnika β (
2Lp ββ = )

Fig. 6.2.5. Illustration of the iterative determination of the reliability index β (
2Lp ββ = )

liczby zmiennych, których losowy charakter jest uwzględniany na poszczególnych eta-
pach obliczeń. Oznacza to jednak, że jako startowe należy przyjmować zmienne domi-
nujące.

W celu oceny bezpieczeństwa układu jako systemu wykonano rozwiązania dla pię-
ciu form osiągnięcia stanu granicznego, odpowiadających pięciu kolejnym najniższym
wartościom wskaźnika niezawodności (pięciu pierwszym ogniwom łańcucha systemu
szeregowego). Wyniki zestawiono w tabeli 6.2.4.

Tabela 6.2.4. Oszacowanie wskaźnika niezawodności systemu
Table 6.2.4. Estimation of the system reliability index

4242,33690,3 ≤≤ β

Element 
systemu

β j p f j p f = Σ p f j β

1 3,4242 0,0003083 0,0003083 3,4242
2 3,8158 0,00006767 0,0003760 3,3699
3 4,8211 7,138E-07 0,0003767 3,3694
4 4,8696 5,591E-07 0,0003772 3,3690
5 5,8252 2,8522E-09 0,0003772 3,3690
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7. Podsumowanie

Celem autora pracy było opracowanie algorytmu probabilistycznej oceny bezpieczeń-
stwa płaskich konstrukcji prętowych wykonanych z materiałów sprężysto idealnie pla-
stycznych poddanych działaniu obciążeń stałych i zmiennych.

Do oceny nośności konstrukcji zastosowano teorię przystosowania. Utrudnienie ana-
lizy bezpieczeństwa układów prętowych stanowi stosunkowo duża liczba parametrów,
które są zmiennymi losowymi, charakteryzujących te układy. Ułatwienie analizy może
stanowić możliwość redukcji liczby warunków granicznych przez wyrażenie ich poprzez
siły przekrojowe.

Uwzględniając fakt, że istnieją obecnie narzędzia komputerowe, takie jak np. MA-
THEMATICA, MATLAB, SCILAB, MAPLE, GNU OCTAVE (licencja GPL), które
umożliwiają dokonywanie złożonych przekształceń analitycznych i opracowywanie pro-
gramów realizujących te przekształcenia, przedstawiono algorytm analitycznego gene-
rowania warunków granicznych stanowiących podstawę oceny bezpieczeństwa konstruk-
cji. Algorytm może być oczywiście wykorzystywany jako procedura obliczeń numerycz-
nych.

Aby zrealizować założony cel, niezbędne było przyjęcie założeń upraszczających.
Podstawowym założeniem było przyjęcie linearyzacji warunków granicznych dla prze-
krojów z uwzględnieniem podziału naprężeń na zmienną część „sprężystą” pochodzącą
od obciążeń i stałe samozrównoważone naprężenia resztkowe pochodzące od odkształ-
ceń plastycznych. Pozwoliło to na wykorzystanie algorytmów programowania liniowe-
go do generowania warunków granicznych (zapasów bezpieczeństwa) dla konstrukcji
zależnych od parametrów określających konstrukcję i obciążenie. Przyjętych uproszczeń
dokonano tak, by prowadziły do bezpiecznych oszacowań wskaźnika niezawodności.

Proponowany algorytm obejmuje dwa zasadnicze etapy analizy: generowanie funk-
cji granicznych dla konstrukcji i wyznaczanie wskaźnika niezawodności i prawdopodo-
bieństwa awarii. Etap formułowania warunków granicznych obejmuje:
a) rozwiązania analityczne (symboliczne) analizowanego układu od obciążeń jednost-

kowych, z zastosowaniem dowolnej metody analizy (metody sił, metody przemie-
szczeń, metody mieszanej lub metody elementów skończonych),

b) symboliczne sformułowanie problemu przystosowania układu w ujęciu programo-
wania liniowego,
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c) rozwiązania zadania programowania liniowego (sformułowania statycznego) przy
przyjęciu wartości średnich parametrów w celu wyznaczenia ograniczeń aktywnych
odpowiadających określonym formom awarii,

d) sformułowanie dualnych układów równań odpowiadających aktywnym ogranicze-
niom statycznym dla poszczególnych postaci awarii,

e) rozwiązania symboliczne dualnych układów równań,
f) przedstawienie zapasów bezpieczeństwa jako funkcji zmiennych bazowych.

W zakresie algorytmu generowania warunków granicznych:
• przedstawiono szczegółowe zlinearyzowanie warunków teorii przystosowania pła-

skich układów prętowych złożonych z elementów o dowolnych przekrojach bisyme-
trycznych w przypadku uwzględniania zginania i sił podłużnych oraz dla przypadku
uwzględniania naprężeń normalnych i tnących,

• przedstawiono szczegółowe zlinearyzowanie warunków teorii przystosowania pła-
skich układów prętowych złożonych z elementów o dowolnych przekrojach mono-
symetrycznych w przypadku uwzględniania zginania oraz zginania z udziałem sił
podłużnych,

• wskazano też na niespójności klasycznych sformułowań kinematycznych ze sformu-
łowaniami statycznymi teorii przystosowania i przedstawiono propozycje sformuło-
wań kinematycznych spójnych ze sformułowaniami statycznymi.
Do określania wskaźnika niezawodności Hasofera–Linda i prawdopodobieństwa

awarii mogą być wykorzystane dowolne procedury numeryczne, na przykład zawarte
w systemie STRUDEL metody symulacyjne lub FORM i SORM.

W pracy zaproponowano procedurę iteracyjną, która umożliwia uwzględnianie
w każdym cyklu iteracji losowego charakteru tylko niektórych zmiennych. Proponowa-
na procedura jest szczególnie efektywna, gdy iteracja jest zbieżna przy uwzględnianiu
w poszczególnych cyklach iteracji losowego charakteru tylko dwóch lub trzech zmien-
nych bazowych, gdyż punkt projektowy minimalizujący odległość od początku układu
współrzędnych może być wyznaczony w każdym kroku iteracji w drodze systematycz-
nego przeszukiwania funkcji granicznej. W tym przypadku łatwo jest też ominąć ewen-
tualne minima lokalne.

Przedstawione w pracy przykłady miały na celu przetestowanie zaproponowanego
algorytmu. W celu ich rozwiązania zaprogramowano odpowiednie procedury realizują-
ce przekształcenia analityczne (obliczenia symboliczne) w systemie Mathematica. Dla
porównania różnych metod obliczeń wykorzystywano też system STRUREL do wyzna-
czania wskaźników niezawodności Hasofera–Linda w przypadku uwzględniania loso-
wego charakteru dużej liczby zmiennych losowych w jednym cyklu obliczeniowym
(w szczególności do wyznaczania rozwiązań najbardziej wiarygodnych z wykorzysta-
niem symulacji).

7. Podsumowanie
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Uzyskane wyniki, ze względu na ich ograniczony zakres, nie dają podstawy do wy-
ciągania daleko idących wniosków, jednak wskazują, gdzie można szukać uproszczeń
i jakie elementy nie mogą być pomijane. Na ich podstawie można stwierdzić, że zmia-
ny temperatury mogą w sposób istotny wpływać na wskaźnik niezawodności oraz że
uwzględnianie (bądź nieuwzględnianie) losowego charakteru parametrów fizycznych
i geometrycznych, na etapie wyznaczania sił przekrojowych, ma zdecydowanie mniej-
szy wpływ na wskaźnik niezawodności niż uwzględnianie losowego charakteru tych
zmiennych na pozostałych etapach obliczeń. Wskazuje to, że na etapie wyznaczania sił
przekrojowych możliwe są uproszczenia polegające na pomijaniu losowego charakteru
niektórych zmiennych lub uwzględnianiu tej losowości w sposób przybliżony, co jest
o tyle istotne, że ten etap analizy jest pracochłonny. Współrzędne określające położenie
przekrojów krytycznych w przęsłach prętów są zmiennymi losowymi zależnymi, a wy-
znaczenie analitycznych zależności tych zmiennych od zmiennych pozostałych jest
w ogólności niemożliwe. Jednak wpływ losowego charakteru tych zmiennych na wska-
źnik niezawodności wydaje się stosunkowo mały, i – co ważniejsze – pomijanie loso-
wego charakteru tych zmiennych prowadzi do oszacowań wskaźnika niezawodności bli-
skich oszacowaniom od dołu uzyskiwanym w drodze jego minimalizacji ze względu na
współrzędne określające położenie przekrojów krytycznych w przęsłach prętów.

Wykonane obliczenia wskazują na możliwości pomijania losowego charakteru nie-
których parametrów na określonych etapach obliczeń, co wskazuje, że niezbędnym roz-
winięciem pracy powinny być analizy numeryczne dla wybranych klas konstrukcji po-
zwalające na szczegółowe określenie możliwości tych uproszczeń.

Przedstawiony algorytm może być bezpośrednio wykorzystywany w ocenie bezpie-
czeństwa rusztów belkowych, których elementy są zginane w jednej płaszczyźnie. Sto-
sunkowo łatwo może być rozszerzone jego wykorzystanie na ruszty (zginanie i skręca-
nie), dźwigary zginane w dwóch płaszczyznach oraz ocenę bezpieczeństwa z uwzglę-
dnieniem możliwości utraty stateczności, co może być istotne w szczególności w anali-
zie kratownic. Możliwość utraty stateczności może być uwzględniana na dwa sposoby.
Pierwszym i zdecydowanie prostszym a przy tym prowadzącym do oszacowań bezpiecz-
nych jest pominięcie pokrytycznej pracy konstrukcji, to jest przyjęcie, że utrata statecz-
ności elementu, części konstrukcji lub konstrukcji oznacza awarię. Podejście to wyma-
ga wprowadzenia dodatkowych ograniczeń dotyczących elementów ściskanych. Drugi
sposób, uwzględniający pokrytyczną pracę konstrukcji może być realizowany przez ogra-
niczenia dotyczące elementów ściskanych uwzględniające nośności elementów w za-
leżności od poziomu obciążenia. W tym przypadku możliwa jest iteracyjna analiza ogra-
niczeń.

Dalszym rozszerzeniem zakresu oceny bezpieczeństwa konstrukcji w aspekcie teorii
przystosowania mogą być układy płytowe, płytowo belkowe i konstrukcje żelbetowe,
a także wybrane konstrukcje przestrzenne.

7. Podsumowanie
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Cenna byłaby, zdaniem autora, efektywna algorytmizacja oceny bezpieczeństwa,
w aspekcie teorii przystosowania, wybranych konstrukcji poddanych działaniu obcią-
żeń dynamicznych zarówno o określonym usytuowaniu (konstrukcje obciążone maszy-
nami), jak i zmieniających swoje położenie (konstrukcje mostowe, belki podsuwnico-
we).

Planowany zakres dalszych prac naukowych autora obejmuje:
• uwzględnienie w ocenie bezpieczeństwa konstrukcji według teorii przystosowania

możliwości utraty stateczności (w szczególności kratownic płaskich i przestrzennych),
• wykonanie analiz wpływu losowego charakteru parametrów konstrukcji na określo-

nych etapach obliczeń w celu określenia możliwych uproszczeń analizy dla wybra-
nych typów konstrukcji,

• wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczeństwa wybranych konstruk-
cji żelbetowych,

• wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczeństwa wybranych konstruk-
cji przestrzennych,

• wykorzystanie teorii przystosowania w ocenie bezpieczeństwa wybranych konstruk-
cji poddanych działaniu obciążeń dynamicznych,

• poszukiwanie efektywnych algorytmów numerycznych i numeryczno-analitycznych
oceny bezpieczeństwa w aspekcie teorii przystosowania konstrukcji złożonych
i z wykorzystaniem programowania nieliniowego.

7. Podsumowanie
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Safety estimation of the plane bar structures
based on the shakedown theory point of view

In the dissertation an algorithm for the probabilistic safety estimation of the plane
bar structures made of elastic perfectly plastic materials is presented. The approach con-
cerns two fundamental problems: determining the limit conditions on the basis of the
shakedown theory and estimating the structure safety applying the reliability theory. The
algorithm takes into account the static live and dead loads including temperature chang-
es over the ranges in which it can be assumed that they do not change the material prop-
erties.  The relationships presented apply also to the case of dynamic loads.

Based on the related literature a historical review of the shakedown theory is made
and the results of experimental investigations which justify the fact of choosing this theory
as a basis for estimation of the safety of structures made of elastic perfectly plastic ma-
terials are given. The basic assumptions and theorems of this theory are presented, too.
An inconsistency between classical kinematic and static formulations of shakedown has
been pointed out and an approach to its elimination has been proposed. For formulating
the limit conditions an algorithm which uses the analogy between the primary and dual
tasks of linear programming and between the static and kinematic formulations of the
shakedown theory has been proposed. The algorithm includes setting up the systems of
linear equations which describe the structure shakedown, building systems of linear equa-
tions from the primary constraints and dual systems of equations, the solutions of which
allow limit boundaries to be determined as functions of variables describing the struc-
ture and its load. The limit conditions obtained may be treated as the kinematic con-
straints which, together with corresponding statical formulations, generate the closed
solutions. The linear shakedown conditions expressed through the cross-sectional forc-
es for the bisymmetric cross-sections for the case of bending, the bending with axial
force and for the bending with the axial and shear forces are presented in detail. The
inexactness of the existing static theorem for bended elements with mono-symmetric
cross-section is pointed out. The linearized shakedown conditions for the bending and
for the bending with the axial force expressed through the cross-sectional forces are de-
rived. The shakedown conditions appropriate for the safety assessment of elements with
hybrid cross-sections are presented.
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Like for the shakedown case, a historical review of the development of the reliabili-
ty theory based on the related literature is presented. Scarce publications about the reli-
ability assessment from the shakedown theory point of view are taken into account. Ba-
sic measures and methods of determining them applied to the reliability theory are de-
scribed. An iterative algorithm for computing to the Hasofer–Lind reliability coefficient
is proposed. The fundamental reliability systems and their usage for the structure mod-
eling are discussed in the context of safety assessment based on the shakedown theory.

The algorithm introduced in this publication may be easily adopted to the assess-
ment of structures with different cross-sections than shown above (e.g., concrete ones)
and to take into account other structure states which are regarded as failure, for exam-
ple, loss of stability.

The application of the idea of the structure safety assessment proposed is illustrated
by two examples. Some solutions of these examples, showing different elements of the
algorithm considered are presented.

Safety estimation of the plane bar structures based on the shakedown theory point of view
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