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PRZEDMOWA

Teoria réznic skonczonych znajduje w mechanice budowli zastosowa-
nie do dwoéch grup zagadnien.

Pierwsza z tych grup dotyczy proceséw posiadajacych charakter nie-
ciagly. W tym wypadku chodzi o nadanie otrzymanym wynikom obliczen
postaci wzoréw zamknietych. Typowym dla tego rodzaju zagadnien jest
zagadnienie belek wieloprzestowych, w szczegélnosci réwnanie trzech mo-
mentéw, ktore Clebsch jeszeze w r. 1862 potraktowal jako réwnanie
réznicowe i jako takie scatkowal. Do tego rodzaju zagadnien nalezy mie-
dzy innymi zagadnienie dzwigara ciggtego zalamanego w planie, ktore
doprowadzito autora niniejszej pracy do réwnania pieciu momentéw skre-
cajacych, dajacego sie scatkowa¢ jako réwnanie réznicowe.

Druga grupe zagadnien, do rozwiazania ktérych pomocna jest teoria
roznic skonczonych, stanowia zagadnienia dotyczace proceséw z natury
swojej ciagtych, lecz rozpatrywanych jako nieciggte w celu uproszczenia
lub umozliwienia obliczen numerycznych. Trudno jest ustali¢, kiedy zro-
dzit sie pomyst takiego postepowania, zostal on jednak niewatpliwie roz-
powszechniony dzieki pracy N. J. Nielsena z 1920 r. i pracom
H. Marcusa z okresulat 1919-1924.

TreScia niniejszej pracy jest zastosowanie tego ostatniego pomystu do
badania dwukierunkowych stanéw naprezen w ukiadach niepretowych
(pelnych), a wiec przede wszystkim w plytach, belkach o znacznej wyso-
kosci i zaporach.

Autor wyzyskat tu dawniejsze swoje publikacje, w szczegdlnoséci zas
nastepujace:

(1) Rozklad naprezen w murach szczelnych, Przeglad Techniczny,
Warszawa 1928,

(2) Wyznaczenie linit izostatycznych, Czasopismo Techniczne, Lwow
1932,

(3) Obliczenie plyty wspornikowej za pomocq réownan roznicowych,
Wyd. Warsz. Tow. Politechn., Warszawa 1934,

(4) W sprawie metod obliczenia plyt Zelbetowych, Czasopismo Tech-
niczne, Lwow 1934.



Moéwigc o roznicach skonczonych ma sie tu na widoku wszelkie sposo-
by obliczen statycznych, w ktérych rézniczki d x i d y sa zastapione przez
mate wielkosci skonczone dx lub 4y.

Obliczenie naprezen i odksztalcen w plytach doprowadza do liniowych
réwnan réznicowych, a wyznaczenie linii izostatycznych do réwnan nie-
liniowych. Stad ze wzgledu na typy omawianych tu budowli pierwsza
cze$é pracy poswiecona jest teorii ptyt, a druga wysokim belkom i zapo-
rom, przy obliczaniu ktérych linie izostatyczne odgrywaja szczeg6lnie po-
wazng role. W ten spos6b podziat pracy z punktu widzenia metody obli-
czenia odpowiada podzialowi z punktu widzenia rodzaju konstrukeji.

AUTOR



I. ZASTOSOWANIE ROWNAN ROZNICOWYCH LINIOWYCH

1. Znaczenie roznic skonczonych w teorii plyt

Omowione tu zostang rézne mozliwosci zastosowania réwnan réznico-
wych liniowych do obliczenia odksztalcen i naprezen w piytach izotropo-
wych oraz w plytach ortotropowych, w szczegélnosei z punktu widzenia
obliczenia plyt zelbetowych.

Calkowanie réwnania roézniczkowego odksztatconej $rodkowej po-
wierzchni ptyty, tj. rownania

E h® [ 0*w 0w 0w
(= 13l m +2omag T ay) =9

w ktorym w oznacza ugiecie plyty X7
w punkcie o wspolrzednych x,y (rys 1), | (-2 ’7,
E wspélezynnik sprezystoéci, h grubogé N J
plyty, u# wspéiczynnik Poisson a =11
q obcigzenie na jednostke powierzchni }
ptyty, nastrecza dla wielu przypadkéw |i2; 1)/ il ety e2)f
podparcia ptyty trudnosci nie do prze- {x.|y) S
)

-~

S
-
o~
+
-

i

zwyciezenia. 1

Stad zrodzil sie pomyst zastgpienia
rownania roézniczkowego (1) przez od- =
powiednie réwnanie réznicowe.  Po- |
myst ten zostal prawie jednoczes$nie |
ogloszony przez N. J. Nielsena
1 H Marcusa; doprowadza on do
réwnania

E h‘*([liw /_Iiyw Aj‘,w

17— ‘uz 17.'2 ) =4 (2)

2—=—— |
ke ™ Ax*Ay? Ayt
gdzie Ax i Ay sa to skonczone, lecz mozliwie mate w stosunku do wy-
miaréw plyty przyrosty wspéirzednych, A%w jest réznica czwartego rze-
du w kierunku osi X-6w, A;w roéznicg czwartego rzedu w kierunku osi
Y-6w, a A% w réznica drugiego rzedu w kierunku osi Y-6w réznicy dru-
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giego rzedu w kierunku osi X-6w lub réwna jej roznica drugiego rzedu
w kierunku osi X-6w roéznicy drugiego rzedu w kierunku osi Y-6w.

W zwiazku z ozneaczenicmi na rys. 1, na kiérym rrzedstawicne jest poto-
zenie pewnego punklu o wspélrzecnych x, y w stosunku do punktéw
sasiednich, mamy

A w=06wi,; — 4 Wit1,; + wi—1,;) + Wiss,; + wis,)),

Ayw=6w,;; — 4 (Wi 41+ wij—1) + (Wij+2 + wij_s),

Aiyw =4 w;;j— 2(Wit1,; + Wi—1,; + Wi j1 + wij—1) +
+ (Wit1,j+1 + Wi—1,j + Wiet,j11 + Wi-1,j—1), ]

gdzie znaczki i,j zastepuja zneczki x,y zgodnie ze zwigzkami x=i-dx
oraz y=3-4y.
W podobny sposob dla drugich réznic mamy
A= Wi 1,j— 2Wi; + W15, l

2
Ayw = wi,j+1— 2W;; + Wi, j—1,

(4)

2
AxyW = Wit1,j+1— Wi-1,j— Wi, j+1 + Wi ;.

Dla plyt ortotropowych réwnenie r¢zniczkowe cdksztalccnej sredkcwej
powierzchni plyty ogloszcne po raz pierwszy przez Gehringa w 1860 r.
posiada postaé

0t w 0*w 0*w
Brgar P2Hgggyp T By =1 2
gdzie
E, h? E, h?
B —_—— =, Bq - P
Tl pp 12 21— pp 12

a gdzie z kolei E, i u, odpowiadajag kierunkowi osi X-6w, a E, 1 u,
kierunkowi osi Y-ow.
H. Marcus korzysta z réwnania (5) specjalnie dla ptyt zelbetowych
i dlatego wielkcéci B; i B, réznig sie w jego precech cd siebie tylko
wskulek réinego uzbrojenia plyly w dwéch prostcpedlych kierunkach, nie
réznig sie natcmiest wielkofciemi u. Z tego pcwcecu decycujsc sie na melg
zreszlg niedcisloé¢ w calkcweniu, nie majgcg znaczenia prekiycznego, otrzy-
muje on
2H=B, + B;. (6)

Takie postawienie sprawy pozwolilo Marcusowi zastosowaé do
plyt ortotropowych pewne uproszczenia wprowadzone przez niego do roz-
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wigzywania rownania plyty izotropowej. Uproszczenie to oparte jest na
spostrzezeniu, ze jezeli wprowadzimy oznaczenie

E Rh*[0w |, Fw
T ii(ﬁﬂgz‘)—”’v @

to rownaniu (1) bedziemy mogli nada¢ postaé

*®M | 0°M

—W_'"—-a*ygﬂ_qv (8)

przy czym zalezno$¢ miedzy wielko$cia M a wielkoSciami M, i M, przed-
stawiajacymi jednostkowe momenty zginajagce w danym punkcie plyty,
dzialajgce w plaszezyznach pionowych rownolegtych do osi wspéirzed-
nych, wyraza sie tu wzorem

1

Nalezy zauwazy¢, ze rownania (6) i (7) odpowiadajg roéwnaniom
d’y M
—EJ dz =M PO (10)

z teorii zginania belki prostej.
Podobnie jak rownaniom (10) odpowiada réwnanie krzywej sznurowej

dn _ p
o 11
diazs H’ (L1)
w ktorym » oznacza rzedne liny zwisajacej, p obcigzenie ciggle, a H sile
pozioma rozciggajaca line, rownaniom (7) i (8) odpowiada w ukladzie prze-
strzennym nastepujgce réwnanie blony sprezystej (die elastische Haut),
rozcigganej rownomiernie silami poziomymi H i obcigzonej pionowo sita-
mi cigglymi o natezeniu p:
0%y 0% P
0zt T oyt T H {z)

Obliczenie odksztatcen plyt sprezystych na podstawie analogii miedzy
rownaniem (12) a réwnaniami (7) i (8) znajduje odpowiednik w teorii be-
lek prostych w metodzie momentéw wtérnych. Podobnie jak metoda mo-
mentéw wtérnych pozwala zaréwno na wykre$lne, jak i na analityczne
obliczenie odksztalcen, tak samo i teoria blony sprezystej Marcusa po-
zwala na stosowanie tych obydwoéch sposobdéw obliczenia.

Aby umozliwi¢ wykreslne obliczenie ugieé ptyty sprezystej oraz zasto-
sowanie do tego celu réwnan réznicowych, wprowadzit M ar cus pojecie
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siatki sprezystej (das elastische Gewebe). Pojecie to odgrywa w danym
wypadku role podobng do roli wieloboku sznurowego, ktéry zastepuje
w obliczeniach wykre$lnych ukitadéw ptaskich krzywa sznurowa. Gdy
chodzi o obliczenie analityczne ugie¢ plyty, to mozna tu zastapi¢ roéwna-
nia rézniczkowe (7) i (8) przez odpowiednie rownania réznicowe. WMozna
to zrobi¢ réwniez i w przypadku ptyty ortotropowej, kiedy rownanie (7)
musi by¢ zastapione przez réwnanie

02w 0> w
Bl —a .’I'_2 '4— 32 ’“d‘gz :~"*M (13)
lub $ci$lej przez réwnanie
A% w, A w

jezeli tylko przyjmiemy, ze w rownaniu (5) mamy 2 H = B, + B,.

Marcus przypisuje chyba zbyt wielka role analogii zachodzace]
miedzy réwnaniami (7) i (8) a rownaniem (12). Pomyst jego moze wpraw-
dzie odda¢ wazne ustugi w przypadkach, gdy wielkosci ugie¢ w i wiel-
kosci M staja sie rowne zeru w tych samych punktach piyty, gdy to jed-
nak miejsca nie ma, znikaja korzysci wyplywajace z zalecanej analogii..
Pochodzi to stad, ze gdy w i M staja sie rowne zeru w tych samych punk-
tach plyty, co ma miejsce przede wszystkim w obliczeniu ptyt swobodnie
podpartych na calym obwodzie, to mozemy réwnanie (8) rozwigza¢ nieza-
leznie od réwnania (7), a potem dopiero rozwigza¢ réwnanie (7) i na pod-
stawie otrzymanych wielko$ci w obliczyé¢ jednostkowe momenty zginaja-
ce M, i M, w danym punkcie plyty:

A*w A*w
M,= - B, (jx_g + e ‘A'y'z“) , L2
AP w Aw '
My—=—B, (71y S AT) (16)

przy czym dla plyty izotropowej B; = B..

Tego rodzaju tok postepowania nie jest mozliwy, gdy w i M nie sg je-
dnocze$nie réwne zeru; totez sam M ar c u s ucieka sie w tych wypadkach
do rozwigzywania uktadu réwnan typu (2). Mozna wiec, na 0gét bez szcze-
gb6lnych strat w czasie, nie korzystaé¢ w obliczeniach analitycznych piyt
z analogii miedzy rownaniami (7) i (8) a réwnaniem (12); nalezy jednak
stwierdzi¢, ze analogia ta daje szereg waznych zalezno$ci, pozwalajgcych
sie wyzyska¢ w réznych dziatach statyki budowli.

Bezposrednie zastosowanie znajduje schemat siatki sprezystej w przy-
padku wykreélnego sposobu catkowania réwnania odksztalconej po-
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wierzchni plyty. Stosowanie jednak wykreslnego sposobu obliczenia przy
tak precyzyjnej czynnosci matematycznej, jakg jest calkowanie réwnania
rézniczkowego czwartego rzedu w pochodnych czastkowych, aczkolwiek
interesujace w swym ujeciu, nie moze by¢ uwazane za dostatecznie Sciste.
Totez nie znalazlo ono na og6t zastosowania.

Z powyzszych rozwazan zdaje sie wyraznie wynika¢, ze najwilasciw-
szym sposobem zastosowania teorii réznic skonczonych do obliczenia piyt '
jest bezposrednie wyzyskanie rownania (2).

Poniewaz plyty jako konstrukcje budowlane wykonane sg przewaznie
z zelbetu, powstaje pytanie, czy nalezy plyty takiej konstrukeji uwazaé¢ za
plyty izotropowe, cz¥y tez za plyty ortotropowe.

Teoria plyty sprezystej w ogéle, a teoria plyty ortotropowej w szcze-
gblnosci, oparta jest na zalozeniu, ze material piyty szczelnie wypelnia
calg jej objeto$é. Totez zastosowanie teorii plyty ortotropowej do piyty
zelbetowej powinno dotyczyé¢ tej fazy odksztalcenia, przy ktorej plyte na
calej grubosci mozna uwazaé za sprezysta. Ptyty obliczone dla tej fazy wy-
kazujg male réznice w sztywnosciach B, i B, przy znacznych nawet roz-
nicach w uzbrojeniu w dwoch prostopadtych do siebie kierunkach. Tak
wiec np. przy stosunku przekroju wktadek stalowych uzbrojenia 1 : 4,45
momenty bezwladnosci na 1 m dlugosci przekroju maja sie jak 1:1,06.
Z tego wynikatoby, iz obliczanie plyty zelbetowej jako plyty ortotropowej
nie jest w tych warunkach potrzebne.

W fazie odksztalcenia, kiedy w plycie powstaja rysy, stosunek momen-
tow bezwladnosci rowna sie w przyblizeniu stosunkowi przekrojow wkia-
dek stalowych uzbrojenia. W tych jednak wypadkach nawet przy znacz-
nych réznicach w jednostkowych momentach bezwladnos$ci w dwoéch kie-
runkach do siebie prostopadiych momenty zginajace obliczone dla plyty
izotropowej i ortotropowej réznig sie od siebie nie tak wiele. A wiec np.
wediug M arcusa dla pltyty prostokatnej swobodnie podpartej przy sto-
sunku bokéw 1:2 i stosunku momentéw bezwladnosci 4 :1 rdéznica ta
wynosi 22%. Podobna ro6znica uzasadnialaby wprawdzie koniecznos$é
wziecia pod uwage okolicznosci, ze sztywnosé plyty jest w dwoch kierun-
kach do siebie prostopadiych rézna, gdyby nie wzglad na to, ze znaczne
réznice w tych sztywnosSciach dotycza tylko fazy tworzenia sie rys, a wiec
takiego stanu rzeczy, przy ktérym przewidziane jest pekanie betonu.
W ten spos6b (rys. 2) pasmo wyjete w kierunku uzbrojenia znajduje sie
w réznych punktach swej dlugosci w réznych warunkach dotyczacych
sztywnosci, gdyz powstale rysy zmniejszaja przekr6j poprzeczny pasma
w roznych jego miejscach w réznym stopniu.

A wiec przekr6j poprzeczny pasma wyjetego z plyty o statej grubosci
nie moze by¢ uwazany za staly na calej dtugosci pasma, poniewaz za$ pa-
smo takie musi by¢ uwazane za uklad statycznie niewyznaczalny, wiec
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momenty zginajace muszg tu by¢ uzaleznione od stopnia zmiennosci prze-
kroju. Tej zmiennosci nie jesteSmy jednak w stanie uwzglednié.

Poniewaz zmienno$é przekrojow poprzecznych w belkach prostych
moze mie¢ na momenty zginajace wplyw wyrazajacy sie w kilkudziesieciu
procentach, nalezy wiec oczekiwag¢, ze rysy wywotane w plycie przez pek-
niecie betonu w podobnym stopniu
wplywaja na momenty zginajace
e w poszczegdlnych punktach plyty.
NN A N "F~_ Staje sie wobec tego rzecza watpli-

— wa, czy w tych warunkach warto

Rys. 2 w kazdym posaczegdlnym wypadku

uwzglednia¢ wplyw na momenty

zginajgce anizotropii plyty, tym bardziej, ze uwzglednienie skrecania

w betonie, ktére ma wplyw na $cislejsza wartosé wspotczynnika 2 H, na-
trafia wcigz na powazne trudnosci.

Wobec przytoczonych okolicznosei nalezy uwazaé za stuszne, aby pro-
stokatne plyty zelbetowe o stalej grubosci byly obliczane jako sprezyste
plyty izotropowe z tym, ze przy wyznaczaniu dopuszczalnych naprezen
ortotropia tych ptyt zostanie uwzgledniona.

Jak wida¢ z powyzszych rozwazan, stosowanie teorii réznic skonczo-
nych do obliczenia plyt moze by¢ wyzyskane zar6wno w przypadkach plyt
izotropowych, jak i ortotropowych, a wiec w kazdym wypadku plyty zel-
betowej.

Na tle rozwazan tego paragrafu jako przyklad zostanie nizej podane
obliczenie plyty-wspornika.

2. Obliczenie plyty-wspornika

Przedstawione nizej obliczenie plyty-wspornika ma za zadanie, poza
rozwigzaniem konkretnego zagadnienia technicznego, zobrazowanie na
przyktadzie tych metod postepowania,
ktére maja w danym zakresie réwniez —
znaczenie ogoblniejsze. r

Wezmy wiec pod uwage prostokat- A

na plyte-wspornik A BC D obcigzong

P P P /
trzema sitami P, ktérych rozmieszczenie 1 l l
podane jest obok (por. rys. 3). Jako ﬂl c
wspornik ptyta jest utwierdzona wzdiuz Ld
jednej krawedzi, a jej ugiecia wzdluz I
trzech pozostatych. Plyte uwazamy za Rys. 3

pozioma, a jej ugiecia za pionowe.
Podobnie jak belke-wspornik A B (rys 4), obciazong sit3 P na koncu,
mozna rozpatrywaé z punktu widzenia odksztalcen jako polowe belki
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B B’ podpartej w punkcie A i obcigzonej symetrycznie dwiema sitami P,
tak samo i plyte-wspornik A B C D mozna rozpatrywaé¢ jako polowe ply-
ty B B’ C’ C podpartej wzdtuz krawedzi

Y

A D i obcigzonej w sposéb symetryczny P P
wzgledem tej krawedzi. (rys. 5). QL— — o la

Przeprowadzamy na rys. 5 przed- / T \\\\;
stawiajacym w planie plyte-wspornik

szereg prostych a,b,c...j... rowno-
legtych od osi O X i oddalonych jed-
na od drugiej o rowne odcinki Ay oraz szereg prostych 0,1,2,...1...
réwnoleglych do osi [OY i oddalonych od siebie o odcinki 4 x.

W ten sposéb powstanie na
U i l —.{ 7
L F 1 powierzchni plyty szereg punk-
7 tow przeciecia dwoéch ukltadow
‘ prostych, a wiec ogoblnie mé-
|

Rys. 4

L
BT

wigc prostej j i prostej i; beda
to punkty i, j lub ogélnie punk-
ty x,y; ugiecia plyty w tych
ax punktach bedziemy oznaczali
przez w;,; lub prosciej przez j:.

o~ o
—t—=——

NI A

~
o
w5
/
~
S

o Q
<

, Odcinki Ax i 4y uwazamy
| za przyrosty wspoirzednych
~ x iy iprzyjmujemy, ze Ax =
= Ay =11/31, gdzie 1 jest to
mniejszy wymiar wspornika,
Y a 21 wiekszy.

8 £ A Roéwnanie (2) przybiera
2 w tych warunkach postaé¢ na-
Rys. 5 stepujaca:

o
<
o/

20 wi,; — 8 (Wit1,j + wi—1,; + Wi, j+1 +wij—1) + (17)
+ 2 (Wit1,j+1 + Wirt,j—1 + Wiy, j41 + Wi, j—1) +

_qdxt
E R~

1—p? 12

+ (Wit2,; + Wi—z,j + Wijr2 + Wi, j—2) =

Poza prostymi a, b, ¢, d, e réwnoleglymi do osi X-6w oraz prostymi
0,1, 2,3, 4 rownoleglymi do osi Y-6w, przeprowadzamy miedzy prostymi
obydwoch tych grup jeszcze proste odlegte od wymienionych prostych
o A x/2 i przedstawione jako punktowane linie na rys. 6. Punkty (i, j)
znajduja sie w Srodkach ciezkosci otrzymanych tgq droga kwadratéow. Sity
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zaczepione w punktach (i, j) zastepujemy przez obcigzenie rownomiernte
roztozone na powierzchni tych kwadratow.

0 1 2 3 4
a
|
|
I I 1
! 3 |r % 1 !
| x| |
b | { S | l
‘ T
-—L'%X*T*-«-Ax =t x %— Ax —'[— Azx -
w__L;*4___1..___%{__4_-___#_4_*._
< | | |
I = | x| T [ ~
c T L T L f
—4x —erx | ;LAX Ax}
___.—l—-—~—~~—-—4-~————%—L_.*.___q_.i_..—-——‘
= [
qi——f Zil S - |
— — |
S| TN | NS S | S| SRS WY S | T | S Y|
{ x | JF | |
i S SN
| I L | =i
e L L |
Y
Rys. 6

Reakcje ptyty A B C D obcigzonej symetrycznie wzgledem osi O X
w punktach (a,0), (a,1), (a,2), (a,3) oznaczamy odpowiednio przez
Ry, Ry, Ry, R;. Dzielac te wielkoSci kolejno przez A4 x? bedziemy otrzy-
mywali wielko$ci oznaczone jako g w réwnaniach (1) i (2).
Wprowadzamy oznaczenia

4 A 2
gdx Ax (18)

lub tez ogdlniej

2
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gdzie B przedstawia jednostkowa sztywnos¢ plyty i gdzie dla liczby
Poissona przyjmujemy u=—0,2.

W punktach (a, 1), (a, 2'), (a, 3") wystepuja odpowiednio te same reakcje
co w punktach (a, 1), (a, 2), (a, 3).

Sity P uwazamy za zaczepione w punktach (d, 0), (d, 1), i (d, 1") rozpa-
trywanej plyty-wspornika lub w punktach (d,0), (d,1) i (d, 1) ptyty
AB C'D.

Wobec symetrii ptyty wzgledem osi O X i O Y wyznaczenie ugie¢ ogra-
niczy¢é mozna do punktéw potozonych wewnatrz obwodu OD C F, w da-
nym wypadku do 12. Niezaleznie od tego musimy obliczy¢ pionowe prze-
suniecia pewnych punktow poza obwodem ograniczajacym ptyte. Jest to
konieczne do wyznaczania réznic skonczonych, wyrazonych wzorami (3)
i (4) dla punktéw polozonych na obwodzie ptyty. Wyznaczenie przesunie¢
punktéw potozonych poza obwodem pilyty nalezy rozumie¢ w ten sposoéb,
ze odksztatcona Srodkowa powierzchni ptyty, odpowiadajaca réwnaniu réz-
niczkowemu (1), nie jest z geometrycznego punktu widzenia ograniczona
obwodem plyty, mozemy wiec wyznaczy¢ jej rzedne nie tylko dla punk-
téw potozonych wewnatrz obwodu, ale i poza nim. Punktéw takich bedzie
w danym przypadku 8. Sa to mianowicie punkty (e, 0), (e, 1) (e, 2), (e, 3),
(d, 4), (c,4), (b,4) i (a, 9.

Ustawiamy réwnania (17) dla nastepujacych 9 punktéw plyty:

(a,0), (a,1), (a,2),
(b,0), (b,1), (b, 2), (20)
(¢, 0), (c, 1), (c,2).

S to rownania nastepujace:
dla punktu (a, 0)

—16b, +8b, + 2¢c,=T,, (1)

dla punktu (a, 1)
4b,—16b, +4b,+2¢c, =r,, (IT)

dla punktu (a, 2)
4b,—16b, +4b,+2¢c,=1,, (ITT)

dla punktu (b, 0)
91b,—16b,+2b,—8c,+4c,+d, =0, (IV)

dla punktu (b, 1)
' 8b, +22b,—8by b, +2c,— 8¢ +2¢,+d, =0, (V)
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dla punktu (b 2)

b,—8b,+21b,—8b,+b,+2¢, —8¢cy;+2c¢,+d, =0, (VI)
dla punktu (c, 0)
—8b,+4b;+20c,—16¢c, +2¢,—8d,+4d,+e¢,=0, (VII)

dla punktu (c, 1)
2b,—8b, +2b,—8c,+21c,—8c,+c,+2d,—8d,+2d,+e, =0, (VII)

dla punktu (c 2)
2b,—8b, +2b,+c,—8c; +20c,—8cy+c,+2d,—8d, +2d,+e,=0. (IX)

Przy ustawianiu réwnan (I)-(IX) brano pod uwage, ze przesuniecia
punktéw polozonych symetrycznie wzgledem osi O X lub osi O Y sg sobie
rowne.

Nastepng grupe réwnan, potrzebnych do wyznaczenia ugie¢ w, otrzy-
mamy przyréwnujgc do zera naprezenia normalne prostopadle do pta-
szczyzn pionowych A B, BC, C D (rys. 1), czyli ustawiajgc rownania

0e=0, oy =0. (21)

Naprezenia te wyrazaja sie wzorami

E 0% w 0*w
o= (e ),
(22)
E 0w 0w
e e

w ktérych z oznacza odleglo$é pewnego punktu przekroju od osi obo-
jetnej.

Po zastapieniu we wzorach (22) i (23) pochodnych przez odpowiednie
ilorazy réznicowe znajdujemy

E 2
Ux:—r—? *Z?‘ [’LUir;—l,j—2'wl',j + Wi—1,j + (24)
+ (Wi j+1 — 2wi,; + wij—1)] ,
E z
gy = — —1—-——,11;“’ At [wi i1 — 2w ; + wij—s + (25)

+ pwii1,; —2wi,; + wi—,j)] .

Roéwnania (21) przybieraja w tych warunkach postaé:
dla punktu (a,3) (réwnanie gy = 0)

a; +04b, =0, (X)

14



dla punktu (b, 3) (ré6wnanie oy =0)

b,—2,4b, + b, +02¢, =0, (XI)

dla punktu (c, 3) (réwnanie oy =0)

02b; +¢c;—2,4¢c; +c, +02d;, =0, (XII)

dla punktu (d, 3) (ré6wnanie o¢,=0)
0,2¢; +dy,—2,4d;, +d, +0,2e, =0, (XIII)

dla punktu (d, 0) (réwnanie ¢y =0)
co—24d,+04d, +e =0, (XIV)

dla punktu (d, 1) (réwnanie o, =0)
¢, +02d,—24d, +02d, +e, =0, (XV)

dla punktu (d, 2) (réwnanie ¢, =0)
c, +02d,—24d,+ 02d; + e, =0, (XVI)

dla punktu (d, 3) (réwnanie gy =0)
c; +02d,—2,4d; +0,2d, + e, = 0. (XVII)

Naprezenia styczne 7. wystepujace w plycie w Kkierunku poziomym

w plaszczyznach pionowych réwnoleglych do osi wspoéirzednych wyra-

zajg sie dla punktu oddalonego o z od powierzchni obojetnej za pomoca
FZOTu

721—2(;2*’@'““)_

SR (26)

gdzie G oznacza wspoélczynnik sprezystosci przy przesuwaniu.
Zastepujac w rownaniu (26) pochodne przez odpowiednie ilorazy réz-
nicowe znajdujemy w zwigzku ze wzorami (4)

z
Ty = — 2GW(wi 1, — Wit1,j — Wi, j+1 + Wij). (27)

Wobec symetrii ptyty i jej obcigzenia wzgledem osi Y-6w naprezenia
stvczne 7, powinny byé w poszczegélnych punktach tej osi réwne zeru,
powinna wiec mie¢ miejsce zalezno$¢

Tz — 0 5 (28)

czyli zaleznose

Wis1,j41 — Wil — Wij+1 + wij =0. (29)
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Rownanie (29) ustawiamy dla punktow nastepujacych:
(a, 0), (b, 0), (c, 0), (d, 0). (30)
Poniewaz pionowe przesuniecia punktéw znajdujgcych sie nad pod-
porg réwne sa zeru, wiec
a, = 0, a, = 0. (31)

Stad réwnanie (29) ustawione dla punktu (a, 0) da nam

b, = b,, (XVIII)
dla punktu (b, 0)

Co = Cy, (XIX)
dla punktu (c, 0)

do = d,, (XX
dla punktu (d, 0)

e, = e;. (XXTI)

Wobec tego ze zarowno ptyta, jak i jej obciazenie sa symetryczne
wzgledem osi X-6w i Y-6w oraz wobec tego ze sily, dzialajgce na plyte,
sg prostopadte do plaszczyzny X OY, szeS¢ rownan rownowagi bryly
w przestrzeni sprowadza sie w danym razie do jednego réwnania

Dz (32)

gdzie Z oznacza rzuty sit na kierunek osi Z-6w (kierunek prostopadty do
plaszczyzny X OY).
Roéwnanie (32) przybiera w zastosowaniu do ptyty B B’ C’C (rys. 5)
postaé
Ry+2R,+2R,+2R;=6P. (33)

Po wprowadzeniu oznaczenia (19) znajdujemy

o+ 21, + 2154 27r,—=60p. (XXII)

Aby uzyska¢ dwa brakujace ré6wnania potrzebne do wyznaczenia ugiec
plyty, ustawiamy réwnania wyrazajace warunki rownowagi czeSci A BC D
(rys. 3) oraz F F'C’C (rys. 5) ptyty-schematu B B’ C’C, mianowicie wa-
runki, ze sumy momentéw sit dziatajgcych na te czesci plyty wzgledem
osi X-0w oraz wzgledem osi Y-6w réwne sa zeru.

Moment sit zewnetrznych dziatajacych na bryle A BC D wzgledem
osi X-6w rowna sie

Ma—3SIRI—9"P¥lct (34)
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Moment sit wewnetrznych dziatajgcych w plaszczyzZnie pionowej A D
plyty ABC D, w zalozeniu, ze 0§ O X pokrywa sie z osia obojetng prze-
kroju A D, rowna sie

Mox = | Midx, (35)

gdzie M, oznacza moment sil wewnetrznych przypadajacych na jednostke
biezgcg przekroju A D.

Moment M. w zwiazku z rownaniami (22) i (23) przybiera posta¢ na-
stepujaca:

h/2
~

) E R [0PCw 0w
M,\' == ‘ Z()'_ydz == 12 (-0"*; }

[ — 2 e 186)

.
—h/2

Przyjmujemy dalej, ze naprezenia o, 1 momenty M: obliczone dla
punktow (a, 0), (a, 1), itd. (rys. 6) przekroju A D ptyty (rys. 5) nie ule-
gaja zmianie na przestrzeni Ax/2 w obie strony od tych punktéw. Wobec
tego ze na podporze wszystkie przesuniecia plyty rowne sa zeru [punkt
(a, 4) lezy juz poza podpora, jednak na powierzchni wyrazajacej sie row-
naniem (1)], rownanie (35) przybiera posta¢

- Eh® Ax
12(1— 1)

1 .
My, = 1 22 (2 bo + 4 b1 +4bz A 4 b:—: +2 ,ua4) 0 (37)

Stad réwnanie momentéw sil dziatajacych na bryle A BC D wzgle-
dem osi O X (A D), czyli rownanie
YM=M;+ Mw=0 (38)
przybiera, po wprowadzeniu oznaczenia (19), posta¢
b, +2b, +2b, +2b, +0,2a, = 4,5p. (XXIIT)

Moment sit zewnetrznych dzialajacych na cze$é ptyty F F' C’ C wzgle-
dem osi O Y réwna sie

My=2PAx—R;dx—R,-24x—R;-34x. (39)
Odpowiedni moment si! wewnetrznych wynosi

gdzie

r__ E h? ( 0w dzw
e S R AR F )

| 0y |
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Zastepujac w dalszym ciggu w wyrazeniu (41) pochodne przez odpo-
wiednie ilorazy réznicowe i przyjmujac, podobnie jak wyzej, ze na od-
cinkach Ax przekroju F F’ (rys. 5) momenty M, zmianie nie ulegaja, na-
‘dajemy réwnaniu (40) postac

Eh®Ax 1
Moy=1o0 8 45 @—28+a)+20b,—2b+b)+  (42)
+ 2(c;—2¢ -+ ¢) + 2(dy —2d, +d;) + p(by— 2a,+ by) +
+ 2,Lt(a“ - 2 bn + c()) + 2,“ (bn - 2 c() + d()) + 21“ (c() - 2 d‘O + eO) =
Eh®Ax u

= 12— Ax® (2dy 1 2e,)).
Stad rownanie momentéw Y M =0, czyli rownanie
My,—M, =0 (43)
przybiera postac
—0,4d,+04e,=2p—r;, —27,—37,. (XXIV)

Rownania (I)-(XXIV) tworza uktad 24 rownan liniowych z taka samg
liczbg niewiadomych, co pozwala na wyznaczenie wszystkich reakeji pty-
ty i pionowych przesunie¢ wszystkich potrzebnych do obliczenia punktéw
plyty. Po rozwiazaniu tego uktadu znajdujemy

a, = 0,59967 p,
b,=0b,=0,24033 p, b,=0,45028p, b= 1,49917p, b,=— 2,11916 p,
;c()=c1=1,36093 p, ¢,=1,78112p, c,= 5,14316p, c,— 7,83913 p,
d,=d,=3,34183p, d,=3,34145p, d,=12,11767p, d,=20,89392p, ¢ (44)
e,=e,;=5,32270p, e,=3,14643p, e,—19,09226 p,

1,=0,79922p, 7,=1,63890p, r,= 3,31575p, r,——2,35425p.

Wprowadzajac tu oznaczenie (19) oraz przyjmujac Ax=—1/3 znaj-
dujemy dla ugiecia pltyty w srodku jej krawedzi BC:

(45)

Do obliczenia naprezen normalnych korzystamy ze wzoréw (24) i (25).
W punkcie (a, 0) mamy

E z

= T_—__? ;1 x,z lbn —— 0y S oy S M (al — 24, + a])] » (46)

gy
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co dla Ax=1/3 i z=-+h/2 daje

BB o —0240 ~1}2sz.

(47)

PEI— 2 2 Ax®

Scistosé otrzymanych wynikow zwieksza sie w miare zmniejszania sie
odeinkéw Ax. Dla poréwnania ugiecia (45) plyty z ugieciem odpowied-
niej belki-pasma, obciazonej na swobodnym koncu sita P, mnozymy w wy-
razeniu dla d, licznik i mianownik przez Ax oraz bierzemy pod uwage,
ze B=|E/(1—u?)| (h*/12) i BAx =EJ/(1—y®). Znajdziemy w ten sposéb
dla d, wyrazenie

. PRPAx PP = PP
" 2693BAx  8,019BAx  8,416EJ

d, (48)

Poniewaz w odpowiednim wzorze na ugiecie belki-pasma mielibySmy
przy EJ wspélczynnik 3, wiec wzér (48) podkresla znaczenie tzw. «pty-
towatosci».

II. ZASTOSOWANIA ROWNAN ROZNICOWYCH NIELINIOWYCH
t. Linie i kierunki naprezen a linie izostatyczne

Nieliniowe réwnania réznicowe wystepuja w statyce budowli przede
wszystkim jako przetransponowane na réznice skornczone réwnania réz-
niczkowe linii izostatycznych, ktére w znacznym stopniu charakteryzuja
poszczegblne stany naprezen.

Jezeli wyobrazimy sobie cialo sprezyste o ksztalcie graniastostupa lub
walca, obcigzone w kierunku prostopadlym do wysokoSci, to linig izosta-
tyczng bedziemy nazywali krzywa wykres§lona na przekroju poprzecznym
graniastostupa i posiadajaca te wlasno$¢, ze styczna do niej] w pewnym
punkcie ciala sprezystego wskazuje Kkierunek jednego =z naprezen
gléwnych. '

Poza ogdlng charakterystyka warunkow pracy poszczegélnych bu-
dowli i wskazaniem w nich miejsc niebezpiecznych, linie izostatyczne sg
wielokrotnie pomocne przy rozmieszczaniu  niektérych elementéw kon-
strukeyjnych, np. stalowych wktadek ukosnych w belkach zelazo-beto-
nowych, katownikéow usztywniajacych konstrukecje w pionowych blachach
belek stalowych itd. Ostatnio odgrywaja one powazna role przy projekto-
waniu belek wstepnie sprezonych.

Przy wyznaczeniu linii izostatycznych badz droga ustawienia réwnan
tych krzywych, badZ za pomocg obliczenia wspoéirzednych poszczegélnych
jej punktéw, niezbedne jest wprowadzenie pewnego plaskiego ukladu
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osi wspolrzednych. Z drugiej strony, kierunki naprezen giownych w pew-
nych punktach ciala sprezystego zaleza od wielko$ci tych naprezen. Z te-
go wynika konieczno$é analizy zaréwno linii jednakowych naprezen, jak
i kierunkdéw naprezen, zwlaszeza kierunkéw naprezen gitéwnych.

Pojecie naprezenia w danym
punkcie o ciala sprezystego
sprecyzujemy tu w sposob na-
stepujacy.

Bierzemy pod uwage walec
sprezysty o przekroju dowolnym
(rys. 7) i o wysoko$ci 1. Niech
walec ten bedzie przeciety po-
wierzchnia cylindryczng aa
przechodzaca przez punkt o.
Oddziatywanie odrzuconej cze-
$ci B walca na czest jego A od-
dzielona od tamtej powierzch-
nia aa moze by¢ =zastapione
przez ukiad sit rozlozonych
w sposob ciagly na tej po-
wierzchni, ktérych wypadkows
oznaczymy przez p.
Przyjmujemy pewien ukiad wspoirzednych X O Y i zaktadamy, ze

p = f(x, y). (49)

W odlegtosci nieskonczenie matej od punktu o, na przestrzeni odcinka
b ¢, zwanego elementem izostatycznym, uwazamy powierzchnie cylin-
dryczng za plaszczyzne nachylong do osi O X pod katem ¢, a sily p za
state i nachylone do b ¢ pod stalym katem g.

Naprezeniem w punkcie o bedziemy w tym wypadku nazywali po-
chodna

-3

Rys.

D
v dA’

g

(50)

gdzie A oznacza pole przekroju.

Poniewaz sily ciggle o natezeniu p mozemy roztozy¢ na kierunek pro-
stopadly do powierzchni bc i do niej styczny, wiee i naprezenie o, w punkcie
o dzialajgce na plaszczyzne b c mozemy rozlozy¢ na naprezenie normalne o
i styczne =.

Aby mozna bylo poréwnywaé ze sobg naprezenia ¢ i r odpowiadajace
roznym elementom izostatycznym, przechodzgcym przez punkt o, ustala
sie zalezno$¢ miedzy naprezeniami dzialajacymi na element b ¢, nachylony
wzgledem osi O X pod dowolnym katem ¢, a naprezeniami dzialajacymi
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na elementy x x oraz y y odpowiednio réownolegle do 0si O X 1 O Y (rys. 8).
Zalezno$é te otrzymujemy z warunkéw réwnowagi graniastoslupa wy-
cietego z omawianego walca i posiadajacego podstawe w Kksztaicie

trojkata abc o wymiarach nie-
skonczenie matych (rys. 9). Ponie-
waz odleglo$¢ plaszezyzny b c od
punktu a jest wielkoscig nieskon-
czenie matla, naprezenia w tej pla-
szczyznie oraz naprezenia w pla-
szezyznie do niej rownoleglej,
przechodzacej przez punkt a, roz-
nig sie od siebie o wielko$ci nie-
skonczenie mate i musza by¢ wo-
bec tego uwazane za rowne.
Przy kierunkach naprezen
przyjetych na rys. 9 i przy przy-
jetym tam sposobie odmierzania
katow @ zalezno$¢ miedzy napre-
zeniami o, 7, 0x 1 0y, Wyraza sie za

R}'.\ 8
pomoca rownan )
6 =o0,sin® ¢ + o, cos® ¢ + 2 7,sin @ cos ¢, (51
Gy T 0Oy , Gy— Oy . )

= EA L ¢ 5
D) 5 cos 2 ¢ 7,8In2 ¢, (52)

Gy— 0y . =
7= " 5 Ysin2¢ + 7,c0s 2¢.  (53)
Najwieksza warto$¢ o; otrzy-

Gx—0C G c
tgogn= — y+]/ x‘ ,v

e

ma naprezenie o (naprezenie gltow-
ne pierwszego rodzaju) w tzw.
przekroju glownym, tj. wowczas
gdy plaszczyzna b ¢ nachylona be-
dzie wzgledem osi O X pod katemn
¢ =@, odpowiadajacym roéwnaniu

(54)
lub tez rownaniu

+1




Drugi z katow ¢ odpowiadajgcy rownaniom (54) lub (55) dotyczy na-
chylenia ¢ = ¢, elementu izostatycznego, w ktéorym naprezenie o (napre-
zenie gléwne drugiego rodzaju) osigga wartos¢ najmniejsza oy .

Przy danym sposobie znakowania dla wielkos$ci naprezen gtownych
otrzymujemy wiec wzor ‘

' FERE IO ,
extr o= 2 L% i]/ (=5%) + 4. (56)

Wyrazenie (53) daje przy ¢ = ¢, oraz przy ¢ = @, warto$¢ z=20.
- Przy badaniu stanu naprezen stosujemy wykresy naprezen typu bie-
gunowego i elipse naprezen.

Wykres biegunowy wyraza
wzor (51) i ma ksztalt przedsta-
wiony na rys. 10 i 11. Tu pewien
wektor o4 przedstawia naprezenie
normalne dziatajace na element
izostatyczny nachylony wzgledem
jednego =z naprezen giéwnych
(0$ O X) o kat ¢; naprezenia oy i oy
odpowiadaja naprezeniom glow-
nym. Zaleta tego wykresu jest
znaczna przejrzysto$é¢ przy przed-
stawieniu naprezen jako funkecji
kata ¢.

Elipsa naprezen (rys. 12) jest
odniesiona do osi wspéirzednych
pokrywajacych sie z Kkierunkami
naprezen gtownych. Réwnanie jej
bedace przeksztalceniem réwnania
(51) posiada postac

T+ ¥ 1 60

Tu x i y oznaczaja wspoirzed-
ne konca odcinka a B (rys. 12) wy-
razajacego naprezenia wypadko-

Rys. 11 we 0y naprezen o i 7, dzialajacych

w punkcie o na pewien przekroj,

czyli element izostatyczny przeprowadzony przez ten punkt, a o;i oy wiel-
ko$ci naprezen gléwnych rownolegltych do osi wspoirzednych OY i O X.
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Omawiany przekréj moze by¢ uwazany za identyczny z elementem bc
wedlug oznaczen na rys. 9.

Budujemy w dalszym ciggu w tym samym co wyzej ukladzie wspo6l-
rzednych elipse odpowiadajaca réwnaniu (rys. 13)

Ll A 2 — (58)
o1 on
i zauwazamy, iz kierunki a B; i aC nachylone tu wzgledem osi a X pod
katami o i ¢ beda dla tej elipsy kierunkami sprzezonymi, o ile zostanie
spelniony warunek

tptgy = iaI]l. : (59)
)7
6,
8,
By
a
’ o7 / X
\ 0 /

Rys. 12 Rys. 13

Z budowy elipsy (57) wynika, ze tangens kata nachylenia prostej B,
wzgledem osi a X réwna sie i

tgy = z s (60)

czyli ze

tgy=—Lctgg. (61)
O s
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Z réwnania mamy

oy

tgp tgy = G (62)

czyli ze kierunek a B, naprezenia wypadkowego w punkcie a i kierunek
elementu izostatycznego, na ktérym to naprezenie wystepuje, sg istotnie
kierunkami sprzezonymi elipsy (58).

Gdy chcemy na podstawie elipsy naprezen dowiedzieé¢ sie, jakie na-
prezenie dziala na element izostatyczny nachylony wzgledem osi @ X pod
katem ¢, wowczas przeprowadzamy S$rednice a C elipsy (58) nachylong
wzgledem osi @ X pod wymienionym katem i znajdujemy kierunek a B
sprzezony z kierunkiem a C. Srednica a B, elipsy (57) przeprowadzona
réwnolegle do prostej a Bi da wielko$¢ poszukiwanego naprezenia. Gdy
obie elipsy wykonane sa na jednym rysunku, konstrukecja geometryczna
ulega uproszczeniu.

Dotad liczyliSmy sie, zgodnie z rys. 9, jedynie z naprezeniami rozcia—
gajacymi o i oy;. Gdyby oba te naprezenia byly Sciskajace, sposéb odczy-
tywania z elipsy (57) wielkoSci naprezen wypadkowych o, nie uleglby
zmianie. GdybySmy natomiast mieli do czynienia z naprezeniami ¢, i g
roéznigcymi sie co do znakéow, woéwezas elipsa (58) musiataby byé zastapio-
na przez hiperbole (rys. 14 lub 15) odpowiadajaca réwnaniu

SE U (62)
gy ay

Poza tym sposob odczytywania naprezen pozostaje tu ten sam co
wyzej. Elipsa (58) i hiperbola (62) nosza nazwe krzywych kierunkdw.
Przy wykres$laniu kierunkow sprzezonych jest w danym razie najwilasciw-
sze skorzystanie z warunku, ze kazda ze S$rednic sprzezonych elipsy lub
hiperboli jest rownolegla do stycznej przeprowadzonej przez punkt prze-
ciecia z krzywa S$rednicy sprzezonej.

O ile naprezenia o; i o s3 tego samego znaku, to i naprezenie ¢, be-
dzie tegoz znaku. Wynika stad, ze w tym wypadku kierunek naprezenia
{aBi na rys. 13) i kierunek odpowiedniego elementu izostatycznego (a C)
tworzg jako Srednice sprzezone elipsy zawsze kat rozwarty.

Naprezenia ¢, wyrazone przez dlugosci promieni wykresu biegunowe-
go odniesionego do jednego z kierunkow gtownych ukladaja sie w danym
wypadku wedlug rys. 10.

Katy zawarte miedzy sprzezonymi S$rednicami hiperboli sa katami
ostrymi, przy tym, o ile kierunek elementu izostatycznego « C znajduje
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sie w jednym z katow utworzonych przez asymptoty N, S; i N, S, (rys. 14
i 15), to kierunek naprezenia wypadkowego a B" bedzie znajdowal sie
w drugim sgsiednim kacie.

5,

Rys. 14 Rys. 15

Przypu$émy, iz naprezenie giowne o, jest naprezeniem sciskajacym
(rys. 16), naprezenie za$ gidwne o; naprezeniem rozciagajacym. Woweczas
przy ¢= 0, gdy element izostatyczny b ¢ pokryje sie z elementem ac,
bedziemy mieli o4 =o0y.

Jezeli kierunek naprezenia wypadkowego o4 odchyli sie od kierunku
e Y i zajmie w kacie S, a S, polozenie a By (rys. 14), wowczas odpowiedni
element izostatyczny pokryje sie z kierunkiem sprzezonym a C, przecho-
dzgcym przez kat S, a N, i identycznym lub réwnoleglym do b c. W tych
warunkach element b ¢ lub przekrdj a C w punkcie ¢ bedzie $ciskany

Gdy kierunek a B naprezenia wypadkowego o, pokryje sie z kierun-
kiem S. N, asymptoty, woweczas pokryje sie z nim.i kierunek a C odpo-
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wiedniego elementu izostatycznego. Naprezeme gy bedzie w tym przy-
padku naprezeniem stycznym 7.

Skoro kierunek a B” naprezenia wypadkowego oy przejdzie przez kat
S, a N, (rys. 15), wowczas kierunek odpowiedniego elementu izostatyczne-
go a-C (lub b c¢) znajdzie sie w kacie S, a S,. Naprezenie o, wystgpujgce
w_plaszezyznie bc bedzie dazylo do oddaZ
lenia tej plaszczyzny od punktu a, bedzie
wiec naprezeniem rozciggajacym.

Z powyzszego wynika, ze naprezenia
oy, odpowiadajace kierunkom zawartym
w katach S,aS, i N,a N, beda napreze-
niami S$ciskajgcymi, a naprezenia odpo-
wiadajgce kierunkom zawartym w katach
N,aS, i N,aS; bedg naprezeniami roz-
ciggajgcymi. Rzecz bedzie sie miala od-
wrotnie, gdy naprezenie gléwne oy be-

Rys. 16 dzie $ciskajacym, a naprezenie gléwne o,
rozciggajacym.

Wykres biegunowy odpowiadajacy wykresowi na rys. 10 przybiera tu
postaé przedstawiong na rys. 11.

}Y

Y

Przy badaniu warunkéw pracy konstrukeji niepretowych (pelnych)
interesuja nas nie tylko wykresy naprezen w danym punkcie uktadu spre-
zystego, ale rowniez krzywe charakteryzujace rozklad naprezen w calej.
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konstrukeji. W ten sposéb dochodzimy do pojecia linii réwnych napre-
zen gtownych, ktérych budowa oparta jest na réwnaniu

ox + Oy iy (Ux ;_Oi\’)‘2 L 2 — (63)

gdzie o, wyraza warto$¢ naprezenia gléwnego we wszystkich punktach
lezgeych na krzywej (63). Majac na uwadze, ze naprezenie gléwne sta-
nowi pewng funkcje wspoéirzednych x, y, mozemy dla poszczegélnych war-
toSci o, znalezé szereg punktoéw czyniacych zado$¢ réwnaniu (63) i wy-
kredli¢ na tej podstawie linie réwnych naprezen glownych omar 1ub omin.
W podobny sposéb postepujac z rownaniem

]/( IR (64)

znajdziemy linie rownych naprezen tmar lub 7min dla najwiekszych lub naj-
mniejszych naprezen stycznych.

-
aL - Vi
= NS
I— N
] . )
i \
“

8~ ~

~1 N
0 S \ ~

N\ \ b

Rys. 19

Na rysunkach 17 i 18 podane sg dla przyktadu, wykonane przedstawio-
nym sposobem, linie réwnych naprezen omax i 7max dla zapor, a wiec kon-
strukeji pelnych, w ktorych naprezenia oy i oy sa wielko$ciami tego sa-
mego rzedu. Rysunki 17 i 18 dotycza zapory w przekroju poprzecznym
tréjkatnej, o wysoko$ci h = 30 m, o kacie ¢= 30° i ciezarze jednostko-
wym muru y = 2,4 t/m? Warto$ci naprezen wyrazone w kg/cm? wy-
pisane zostaly na rysunkach na obwodzie przekroju poprzecznego zapo-
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ry. Na rysunkach 19 i 20 przedstawione sa linie réwnych naprezen dla zapory
o przekroju prostokatnym i o wymiarach poprzecznych 18 m na 30 m.
W szezegblnosci na rys. 19 podane sa linie rownych naprezen omax, @ na

rys. 20 linie ro6wnych naprezen
Tmax. Wreszcie na rys. 21 i 22
podane s3 linie ro6wnych napre-
zen dla zapory o przekroju po-
przecznym w ksztalcie trapezu
o podstawach rownych 12 m
i24 mio wysokosci 30 m. Li-
nie przedstawione na rys. 21 do-
tycza naprezen omar, a przedsta-
wione na rys. 22 naprezen Tmax.

Przy wyznaczaniu polozenia
przekrojéw gidéwnych w danym
punkcie, a wiec tym samym osi
elipsy naprezen, natrafiamy
nieraz na pytanie, ktére z dwu
rozwiazan réwnania (54) odpo-
wiada ktéremu 2z naprezen

gtéownych. Aby kwestie te rozstrzygnaé, wstawiamy oba rozwigzania
¢y 1 @, rOwnania (54) w réwnanie (51) lub (52); przy tym  wartosé o

odpowiadajgca katowi ¢, musi
by¢ odlozona prostopadle do
przekroju nachylonego wzgle-
dem osi O X na rys. 9 pod ka-
tem ¢;, a wartos¢ ¢ odpowiada-
jaca katowi ¢, prostopadle do
przekroju nachylonego wzgle-
dem tej osi pod katem g,.

Inne Kkryterium  ustalenia
kierunkéw naprezen gléwnych
mozemy uzyska¢ z warunkow
réwnowagi graniastostupa w ro-
dzaju graniastostupa abc¢ na
rys. 9 w przypadku, gdy napre-
zenie ¢ jest jednym z naprezen
glownych o; lub oy . Rzutujac na
0§ OY sily dziatajace w tym

\25)2 15 /1

Rys. 22

wypadku na graniastoslup e b ¢ otrzymujemy roéwnanie

—71,dAsing +~cdAcosg —oydAcosg =0, (65)
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gdzie d A przedstawia pole Sciany b c. Znajdujemy stad

tgp = L Lo (66)

W belkach, gdy mozemy przyjac, ze s, = 0, otrzymujemy

tgp = L. (67)

TU

W tym wigc przypadku kat ostry ¢ = ¢, zwigzany rownaniem (66) lub
(67) z naprezeniem gtownym o = o, jest katem nachylenia wzgledem osi
X-6w przekroju glownego poddanego temu wiasnie naprezeniu. W ten
sam spos6b katowi ostremu ¢ = ¢, odpowiada naprezeme glowne o= oy

Nalezy zauwazy¢, ze wpraw-
dzie przy ustalaniu wzoréw (54) 1
i (55) przeznaczonych do wy-
znaczenia polozenia przekrojow
glownych liczyliSmy sie ze
schematem statycznym przyje-
tym na rys. 9, jednak przy ko-
rzystaniu z tych wzoréw jest
rzecza obojetna, jakie potozenie
graniastostupa a b ¢ wzgledem
osi wspblrzednych bedziemy
mieli na uwadze, byleby znaki
naprezen, osi wspo6irzednych Rys. 23
i katy ¢ byly uzgodnione ze :
schematem zasadniczym- L.atwo przekona¢ sie np., ze dla punktu a (x = 7,
y = 1,5) otrzymamy tu nachylenie przekroju glownego ¢ = 21° nieza-
leznie ani od przyjetego ukiadu wspéirzednych, ani od przyjetego prze-
kroju poprzecznego (aa lub a;a;), ani tez od przyjetegoe polozenia elemen-
tarnego graniastostupa (rys. 23).

Rozwazania nad kierunkami naprezen gléwnych doprowadzaja do
ustawienia réwnania roézniczkowego linii izostatycznych.

Istotnie, poniewaz w pewnym punkcie ciala pryzmatycznego oba na-
prezenia gtéwne oy i oy, jak réwniez oba odpowiadajace im przekroje
gtowne, sa do siebie prostopadle, wiec kat ¢ okreslajacy wedlug réwnania
(66) lub (67) polozenie elementu izostatycznego, odpowiadajacego jedne-
mu z naprezen gléwnych — przypusémy naprezeniu o; — tym samym
okre$la kierunek drugiego naprezenia giéwnego oy, a wiec i kierunek
stycznej w danym punkcie do krzywej izostatycznej dla tego naprezenia.
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Wyobrazmy sobie, ze krzywe izostatyczne, odniesione do pewnego
uktadu osi wspoéirzednych OX i OY, zwigzanych z pryzmatycznym cia-
tem sprezystym, wyrazaja sie za pomocg réwnania

y=F(x), (68)

przy czym

dy
dx 189 (69)

gdzie ¢ jest to kat nachylenia wzgledem osi O X stycznej do linii izosta-
tycznej w danym punkcie. Wobec znakowania katéw przyjetego na rys. 9
rownanie (69) przybiera postac

d
dg —tggp. (70)

Po uwzglednieniu wyrazenia (55) dochodzimy do réwnania

g
e (71)
ktore jest rownaniem rézniczkowym linii izostatycznej.

2. Catkowanie rownania linii izostatycznej

Calkowanie rownania linii izostatycznej (71) tylko w rzadkich Wy\—
padkach moze by¢ wykonane $cisle. Musimy tu sie na og6t uciekaé do me-
tod numerycznych lub wykreslnych.

Réwnanie linii izostatycznej (réwnanie 68) moze by¢ rozpatrywane ja-
ko calka réwnania (71). Catka ta moze by¢ $cisle otrzymana tylko w przy-
padkach zupelnie wyjatkowych i droga obliczen do$¢é zmudnych.

Proponuje sie tu wyznaczenie krzywej izostatycznej droga przybli-
zonego calkowania réwnania (71).

Przy numerycznym wyznaczaniu linii izostatycznych korzystamy
z metody Rungego. Metoda ta znajduje punkt wyjscia w propozycji
Eulera polegajgcej na tym, aby krzywa wyrazajaca catke danego réw-
nania roézniczkowego budowa¢ na podstawie wspélrzednych jej poszcze-
gélnych punktéw, wyznaczonych w sposéb przyblizony, a wiec przez za-
stapienie rézniczek przez réznice skoficzone.

Na tle sposobu obliczenia poszczegélnych wspéirzednych krzyweJ (68}
zaleconego przez Eulera powstalo kilka réznych sposobéw takiego ob-
liczenia, z ktérych najsciSlejszym jest wlasnie sposéb Rungego.

Podamy tu kryterium, na mocy ktérego poszczegélne sposoby oblicze-
nia wspoirzednych réwnania (68) moga byé ze soba  poréwnywane,
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w szczeg6lnosci gdy chodzi o nieliniowe rownanie rézniczkowe pierwsze-
go rzedu, a wiec i o roOwnanie rézniczkowe linii izostatycznej (71).

Przypu$émy, ze krzywa AB na rys. 24 przedstawia wykres poszuki-
wanej funkcji (68). Na podstawie warunkéw zadania ustalamy pewien
punkt poczatkowy A, (x,, ¥), przez ktéory krzywa AB przejs¢ powinna.
Nadajac odcietej x, dowolny ma-
ly przyrost skonczony Ax oblicza-
my przyrost Ay odpowiadajgcy
nowemu punktowi krzywej AB,
a wiec punktowi A, o wspoéirzed-
nych

x,=x,+4x, y,=y,+4y. (72)

W podobny sposéb przechodzi-
my od punktu A, do punktu A.
(2, y,) itd.

Ta droga otrzymujemy szereg
punktow krzywej (68), ktore pota-
czone ze soba odcinkami prostych daja nam linie tamana, zastepujaca
z potrzebng dokladnoscig poszukiwana krzywa.

Roéwnanie rézniczkowe (71), o ktore tu chodzi, posiada ogoélng postac

dy '

Stad przyrost 4 y moze by¢ obliczony za pomoca szeregu Taylora
dla dwéch zmiennych niezaleznych w sposéb nastepujacy:

Ay=f(,9) A%+ + 1) 22

| ‘o

ot (74)

ro |

: Ax?
+ [fir + 2 fiaf + foo f* + fa (fy + F2 )] 1—-2—:;—*_ 2t

gdzie
1 ax ) 2 0y s
PO (C2) 5, = L@ [ _Of@y)
11 dxz ) 22 ayg ’ 12 axdy .
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Euler stosowal dla 1y wyrazenie
Ay=f(x,y)Ax, (75)

skad wynika, ze tylko jeden wyraz przyblizenia Eulera pokrywa sie
z rozwinieciem (74).
Dla uzyskania wiekszej dokladnos$ci obliczamy wyrazenia

Ay=Ff(x,ydx, (76)
Ay=Fflx+Ax, y+ 4,y dx, (77)
Lby=fx+A4x, y+ 4,y) dx, (78)
ly = 1ﬂ—‘g‘!»’*y:Ns. (79)

Po rozwinieciu wyrazen (77) i (78) wediug szeregu Taylora znaj-
dziemy, iz -wyrazZenie (79) rézni sie od Scislego wyrazenia (74) dla Ay
dopiero w wyrazie trzecim zawierajgcym A3 i nastepnych.

Runge proponuje dla przyrostu x wyrazenie

.
ly=Nr+ 5 (Ns—Np), £

w ktéorym Ny oblicza sie wedlug wzoru (79), Ny zas jako pierwsze przy-
blizenie dla przyrostu A4y nie wedlug wzoru (76), lecz wedtug wyrazenia

1 1
erf(x~+——2 ales, s 5 Ay) Az (81)

Po rozwinieciu w szereg wielko$ci wchodzacych w skiad wyrazenia
(80) znajdziemy, ze wyrazenie to rozni sie od Scistej wartosci Ay dopiero
w wyrazach zawierajacych A x w potedze trzeciej i wyzszych.

Spos6b Rungego zostal sprawdzony droga przyblizonego calko-
wania pewnych réwnan, posiadajacych rozwigzania Sciste. W przypadku
przyblizonego obliczenia rozwigzania rownania linii izostatycznej (71)
najlepszym sposobem okreslenia $cistoSci otrzymanego rozwigzania jest
poréwnanie ze soba kolejnych przyblizen otrzymanych ze wzoréw (79)
i (80). Latwo przekona¢ sie, iz droga zmniejszania wielko$ci odcinka A x
r6znice te mozemy uczyni¢ dowolnie malg.

Sposéb wyznaczenia linii izostatycznych droga calkowania zobrazuje-
my tu na przykladzie belki utwierdzonej w jednym koncu oraz zapory
trojkatnej znajdujacej sie pod dzialaniem parcia wody.

Bierzemy pod uwage belke przedstawiong na rys. 25, a wiec belke
w jednym koncu utwierdzona, a na drugim obcigzong sila P, i przyjmuje-
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my za poczatek wspoirzednych srodek ciezkosci konicowego przekroju B B’
danej belki. Aby wyznaczy¢é w przyjetym ukladzie wspoéirzednych linie
izostatyczna, robimy tu przekrdj aa i bierzemy oméwiony wyzej (rys. 9)
nieskoniczenie maly graniastostup a b c. :

Przystepujemy do ustawie- o iy
nia roéwnania ro6zniczkowego | ;
(71) linii izostatycznej w danym G 7
przypadku szczeg6lnym, a wiec \0 /Hx
dla belki o rozpietosci 1 = 12 céﬂ .

i wysokosci h = 6. Wobec tego, s/ ———2>-— — —u— {0

ze obliczenie prowadzimy we- ,

dtug ogoélnie rozpowszechnio-

nej w praktyce uproszczenej ! 8

teorii zginania, przyjmujemy !
s P

wiec, ze dla belki oy =0.
Niech beda x,y wspoirzed- Rys. 25

nymi pewnego punktu a, lezg-

cego w przekroju aa (rys. 25) lub tez nieskonczenie do niego zblizonego

punktu o. W tych warunkach naprezenie o w wymienionym punkcie

wyrazi sie wzorem

o ﬁjy , (82)

gdzie M oznacza moment zginajacy w przekroju aa, a J moment bez-
wladnos$ci tego przekroju.

Poniewaz roéwnanie (71) oparte jest na schemacie statycznym przyje-
tym na rys. 9, uwazamy tu naprezenie o, za dodatnie, gdy jest ono napre-
zeniem rozciggajacym. Moment M = P x nie ulega zmianie znaku na ca-
tej dtugosci belki, bedziemy wiec go stale uwazali za dodatni. Stad otrzy-
mamy dla naprezenia o, wyrazenie

_ Pxy

Oy — T (83)

Dla naprezenia stycznego 7, otrzymujemy odpowiednio wzor

P [h?
w= 7 (5 ) (84)

gdzie znak dodatni przed prawa czeScig réwnania ttumaczy sie zgodnoScig
kierunku naprezenia 7, w danym przypadku ze schematem przyjetym
na rys. 9.
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Nadajemy wreszcie rownaniu (71) posta¢ nastepujaca:

’d—y . Yy /Aiixy'ifzﬂw
dz _bz_‘zi]/ e (85)

H

W mys$l uwag wypowiedzianych na wstepie tego rozdziaiu i w mysl
réwnania (67) znak + odpowiada tu réwnaniu rézniczkowemu linii izo-
statycznej dla wiekszego z naprezen gtéwnych, znak za§ — dla mniejsze-
go z nich.

Przy znakowaniu przyjetym na rys. 9 w wyrazeniu (56) znak + odpo-
wiada naprezeniu rozciggajacemu, a znak — Sciskajgcemu. Wobec przy-
jetego sposobu obliczania katéw ¢ musieliSmy, wstawiajac w réwnanie
(70) zamiast tg ¢ warto$¢ jego ze wzoru (55), znak w prawej czesci tego
wyrazenia zmieni¢ na odwrotny. Stad wynika, iz linia izostatyczna dla
naprezenia rozciggajacego bedzie miala w danym razie nastepujace réow-
nanie rézniczkowe:

[ ' 2
dy . xy f‘iy_)+1. (86)

dz B . I/ B

Przy y ujemnym pierwszy wyraz prawej czesci rownania (85) staje sie
dodatnim. Woéwczas znak -+ przy pierwiastku odpowiada¢ bedzie linii
izostatycznej mniejszego z naprezen gtéownych (o), w danym razie do-
datniego, czyli rozciggajacego, znak za§ — odpowiada¢ bedzie linii izo-
statycznej wiekszego z naprezen gléwnych (o)), w danym razie Sciskajg-
cego.

Jezeli chodzi o to, aby dana linia izostatyczna wskazywala na ca-
tej swej dilugosci kierunek gtéwnych naprezen rozciggajacych, wowczas
dla czesci belki ponizej osi O X odpowiednikiem réwnania (86) bedzie row-
nanie nastepujace:

dy _ xy ) zy \',
Ws o /AP _ . (87)
T 4 Y

4

| &

Z zestawienia rownan (86) i (87) wynika, ze o ile linia izostatyczna od-
powiadajaca tym réwnaniom ma ksztalt przedstawiony na rys. 26 za po-
moca krzywej A B C, to cze$¢ jej A B odpowiada réwnaniu (86), czes¢ zas
B C réwnaniu (87).
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Styczne do linii A B C wskazuja kierunek naprezen glownych rozcia-
gajacych. Gdyby$my chcieli mie¢ linie izostatyczng dla naprezen glownych
pierwszego rodzaju (o;). niezaleznie od znaku, woéwczas zamiast galezi
BC otrzymalibyémy tu galaz A'B, a krzywa ABA’ bylaby linia po-
szukiwang. Galgz A B wskazywalaby wowczas kierunki naprezen giléow-
nych ujemnych.

Dla przykladu wyznaczymy tu linie izostatyczng przechodzacg na
rys. 27 przez punkt przekroju utwierdzenia o wsp6irzednych x, = 12
iy, = 15idla A4x=—2. A wiec mamy

12 1,5 12-15 |
F (X, Yo) = — 152+l/3_15 +1=0,178,
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Ayy=—2-0,178 = — 0,356,

10- 1,144

flaegEde, gt A= -+ /1,488 +1 = 0,304,

 9—1,309

|

Ayy=—2-0,304=0,608,

flxg+dx,y+ A, y)= —

Ayy=—2-0,400

Ns 9

1 1
f(xo+§Ax,yo+§Ay)=~

AYs s Y

10- 0,892 TR ] —
T 1/1,087241 = 0,400,
= —10,800,
=036—0,800 0 505
2
11-1,322 SR SEE
et /2,005 +1 = 0,236,

Nr=—2-0,236 =—10,472,

1
Ay=Nr+ 3 (Ns—N7)=—0,472— 0,035 = — 0,507,

r, =10, y,=0,993,

f (s, y,) = 0,342, Ax=—1, Ay =—0,342,
f(x, +Ax,y, + 4, y) = 0,528, Ayy=—0,528,
f(x+ Az, y, + 4, y) = 0,631, 4;y=—0,631,
1
Ns= — 0,486, i+ 5 A,y + é—A1y)=o,635_
Nr= 0,635, Ay = — 0,586,
£y —I9) ys = 0,402,
f (s, ys) = 0,804, Nex=—1, A, y=—0,804,
8-0,402 —

fleo+Adx, Yy, +4,y)=—

Nalezy zauwazy¢,

9—0160 + 11,390+ 1 = 1,539 . |

iz w punkcie odpowiadajacym wsp6irzednym

x, =9, y» = 0,402 — 0,804 = — 0,402 wobec zmiany znaku przy y linia
izostatyczna odpowiada juz naprezeniu drugiego rodzaju oy, ktére jest
jednak w dalszym ciggu naprezeniem rozciaggajacym. A wiec
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I,y =—1,539,

Ayy = — 1,546,

fze + Ax,ys + 45 y) = 1,546,

Ns=—1,175,



f(:r2+ ; Ax,y+%A1y)=l. Nr=—1, Ay=—1,058,

.’L'3:8, y3:_076561
f(xs, ys) =1,784, Ax=—0,500, A,y=—0,892,
flxs + Ax,y ,+ 4, y) =3,775, 4,y=—1,887,

flxy, + Ax,y, + 4,y) =5,388, A,y =—2,694,
1
Ns=—1,793, f(x3+ %Ax, Ys + *2‘A1y)= 2,615,

Nr=—1,257, Ady=——1,332,
=D, =1L

Na podstawie obliczonych wspoéirzednych linii izostatycznej wykresla-
my krzywg przedstawiong na rys. 27 za pomocg grubej linii pelnej. Linia
ta jest normalng do dolnej powierzchni belki. Wynika to z réwnan (54)
i (51). Skoro bowiem na krawedzi belki 7,=01 0,=0, to otrzymujemy
z réwnania (54) dla kata ¢ warto$ci 0 i 90°, ktére wstawione do réw-
nania (51) uzasadnig taki wniosek.

/2

Rys. 28

Dla innych punktéw linii izostatycznej katy nachylenia stycznych
otrzymujemy z réwnania (86) badz (87) majac na uwadze, iz dy/dx=tge.
Wstawiajace otrzymane ta droga katy w réownanie (51) znajdujemy na ca-
tej dtugosci linii izostatycznej wartos$ci tego naprezenia gtéwnego, w da-
nym razie rozciggajacego, dla ktérego zostata ona zbudowana. Odktadajac
te wartosci normalnie do linii izostatycznej A B C (rys. 28) otrzymujemy
wykres a b C tego naprezenia.
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Jezeli zaczepimy do belki przedstawionej na rysunkach 27-2§ za-
miast obcigzenia skupionego - obcigzenie ciggle roéwnomiernie roztozone
o natezeniu g, to wyrazenia (83), (84), (86) i (87) przybiora odpowiednio
postac

_92%y qx ﬁ 2

o — 97 — J A —y?), (88)
dy 2

d.:L‘ - T +1, ‘89)

2 ——y ¥_y
dy ‘2_"
Ex_—2 +1. (90)
_‘y

Obliczenie przeprowadzone na podstawie wzoréw (88) - (90) doprowa-
dza do krzywej izostatycznej przedstawionej linig gruba peilng na rys. 29.

A T T T T T R T T T O T I

/ e

7 o

2 ~— 55—

] —— 7

A7 450 e — A,o

a

g
l
3
//

MM

AT

AN

Rys. 29

Po obliczeniu analogicznym do wykonanego dla belki przedstawionej
na'rys. 25 znajdujemy dla belki, w ktérej I = 25 i h = 10, obciazonej na
koncu silg skupiong, linie izostatyczna przedstawiona grubg linia peina
na rys. 30.

Zastosujemy dalej sposoéb przyblizonego catkowania rownania (71) do
wyznaczenia linii izostatycznej w zaporze o przekroju poprzecznym tréj-
katnym.

38



Dla zapory przedstawionej na rys. 31 i dla podanego tam uktadu
wspobirzednych wyrazenia dla naprezen oy, oy i 7, rownoleglych do osi

wspbirzednych, przybieraja posta¢ nastepujgca:
7, =xctg’ 0,

Gx:y’

Rys. 30

gdzie
a2 rigw
tg’ w

’

y za$ oznacza ciezar jednostkowy muru zapory

przy ciezarze jednostkowym wody wynoszacym ==

1 t/m3.

Przy wyznaczaniu naprezen w zaporach
uwazamy zwykle naprezenia $ciskajace za do-
datnie, wobec czego przyjmujemy dodatnie kie~
runki naprezen wedlug rys. 31. Poniewaz
wszystkie naprezenia przyjmujemy tu ze zna-
kiem odwrotnym w poréwnaniu do schematu
z rys. 9, wiec znak przed wyrazeniem (71) zmia-
nie nie ulega.

Wyznaczymy dla zapory, w ktérej h = 24 m,
w =30°1 y=24t/m3 linie izostatyczng prze-
chodzacy przez punkt o wspoirzednych x, = 0,
oi=10?

W tym wypadku

a = 6,460, b = 0,600, c=b—1= —1,600.

b=y—ctg’w,

(91)
(92)
(93)

(94)
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wobec czego roOwnanie (71) przybiera postaé

LR = T

dx 6x 6 x

Aby zdecydowa¢ sie na znak przed pierwiastkiem w réwnaniu (95),
nalezy uciec sie do wzoréw (66) i (70) i nadaé temu réwnaniu postaé

dy . __0"_0')/
dxr Ty (26}

a w dalszym ciggu postac
dy . 1 Ux‘+ O'y Oy — O 2 -
e

Z rozwazan przytoczonych na poczatku tego rozdziatu oraz z uwag do-
tyczacych réwnania (85) wynika, iz znak — w réwnaniu (97) odpowiadaé
bedzie linii izostatycznej naprezenia o wiekszej bezwzglednej wartoéci,
w danym razie naprezenia Sciskajacego o = ¢,. Stad dochodzimy do zna-
ku + przed pierwiastkiem w réwnaniu (95).

- Droga takiego samego obliczenia, jakie zastosowalismy wyzej do belki
w jednym koncu utwierdzonej, a w drugim swobodnej, znajdujemy naste-
pujace wspoéirzedne poszczegdlnych punktow linii izostatycznej:

= OF Y, = 10,000, Adx=1,

r,= 1, y, =10,120, dx=1,

To=— 2, Yy, = 10,591, Ax=2,

T —4 Yy, — 12,593, Algp= %, (98)
x,= 6, Yy, — 15,289, Ac—3"

;= 9, ys = 19,999, Axr =2,

xe =11, Y = 23,665.

Odpowiednia krzywa przedstawiona jest grubg linig pelng na rys. 32.
W punkcie x,=0, y,= 10 krzywa ta jest normalna do powierzchni muru
wobec tego, ze naprezenie styczne z,= 0.

Wykreslne wyznaczenie linii izostatycznych opiera sie na budowie linii
izoklinicznych.

Linie izokliniczne sg to krzywe posiadajace te wiasno$¢, ze we wszyst-
kich punktach jednej z nich naprezenia gtéwne tego samego rodzaju sa
wzgledem osi wsp6irzednych jednakowo nachylone.

Poszczegblne elementy poszczegdlnych linii izostatycznych sg wiec dla
danego rodzaju naprezenia gléwnego w miejscach przeciecia ich z liniami
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1zoklinicznymi do siebie réwnolegte. Linie izokliniczne (izokliny) sg z te-

go powodu pomocne przy budowie linii izostatycznych.

Role réwnan linii izoklinicznych odgrywaja réwnania (54) i (55), o ile
katy ¢ bedziemy uwazali w nich za wielkoSci stale. Gdy chcemy wiec spo-

rzadzi¢ linie izokliniczng dla danej

warto$ci kata nachylenia danego na-
prezenia gtéwnego, wstawiamy war-
toé¢ te w lewa cze$é wyrazenia (55), .
prawa za$ przedstawiamy jako funk-
cje x iy, wyrazajac naprezenie oy i oy
w ten sposob jak poprzednio.

Tym sposobem réwnania izokli-
niczne staja sie rownaniami typu

tgg=-const, czyli F(x,y)=const. (99)

Dla przykladu omoéwimy spo-
s6b powstawania linii izoklinicznych
w przypadkach przedstawionych na
rysunkach 27, 28, 30 i 31.

Dla tatwiejszego wykres$lenia linii
izoklinicznych wskazane jest, aby
rownania ich byly rozwiazane wzgle-
dem jednej ze wspoéirzednych. W tym
celu nieraz wygodniej jest korzy-
sta¢ nie z rownania (55), lecz bezpo-
§rednio z réwnania (54).

85°
80°

70°

600

Ustawmy roéwnanie linii izokli-
nicznej dla belki przedstawionej na
rys. 27.

Zastepujemy przede wszystkim réwnanie (54) przez réwnanie

27
tgz‘l’:—o—”,

ktéore przybiera w danym przypadku posta¢

ﬂ(l%f_ 2) Lo

' 2J \ 4 4

t 2 :__2,7”/,,,7,,,,,,,, = —_——-——

g4 Pxy xy
J

lub postac¢
2

y"‘—yxtgw—%:o,

(100)

(101)

(102)
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skad po rozwigzaniu rownania otrzymujemy

x tg 2 xtg2¢@\®  h? ,
y—te )/ ERRTLE.
Dla belki obcigzonej w spos6b ciggly odpowiednio znajdujemy
h? 3
4 Y
th(pZ—z—_:;:y——, (104)
gt _P_
Y Y5 tg2¢ 4 0, (105)
rtg2e . _ /(xtg2¢) R

Wstawiamy dalej we wzory (103) i (106) np. ¢ = 60° oraz x roéwne ko-
lejno 2, 4, 6 itd. i tg droga dochodzimy do linii izoklinicznych oznaczonych
liczbg 60° na rysunkach 27 i 29. Liczba 60° wyraza tu, iz w kazdym punkcie
danej krzywej jeden z przekrojow glownych nachylony jest wzgledem
osi OX pod katem 60°.

Poniewaz wiemy, ze wieksze naprezenie gléwne na gornej powierzch-
ni belki ma kierunek poziomy, czyli rownolegty do osi belki, co odpowia-
da ¢=290"1 y= + h/2, wiec przyjmujemy w réwnaniach (103) i (106)
przed pierwiastkiem znak +. Dla podobnych powodéw w dolnej czeSci
belki przyjmujemy znak —.

Przy ¢ =45° otrzymujemy zaréwno z ré6wnania (103), jak i z r6wna-
nia (106) dla y wyrazenie nieokreslone oo — oo, ktérego warto$é rzeczy-
wista réwna sie 0. OS$ belki jest wiec linig izokliniczng dla kata ¢ = 45°

Na rysunkach 27, 29 i 30 krzywe izokliniczne dla réznych katéw
przedstawione sg za pomocg cienkich linii peinych.

Aby otrzymac linie izokliniczne dla zapory przedstawionej na rys. 32,
nadajemy réwnaniu (54), w zwigzku z oznaczeniami (94) i (95), postaé na-

stepujaca:
27, 2zxctg’ow

tg2¢ = E o (107)
Rozwiazujgc réwnanie (107) wzgledem x otrzymujemy
__ yctg2e = 16ytg2e
= 2ctg?w—atg2¢ 6—6,46tg2¢ HL08)

Wstawiajgc w rownanie (108) poszczegolne wartosci kata ¢ dochodzimy
do peku prostych izoklinicznych wskazanych na rys. 32 za pomoca cien-
kich linii pelnych. :
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Peki linii izoklinicznych stuzg do budowy linii izostatycznych.
Przypusémy wiec, ze mamy pek linii izoklinicznych (rys. 33) odpo-
wiadajacych katom ¢, ¢,, @, itd.

Rys. 33

Jezeli linia izostatyczna ma przej$¢ przez punkt a lezacy na izokli-
nie ¢,, to przeprowadzamy z tego punktu prosta aa réownolegla do
osi O X i odktadamy od niej kat ¢, = << a; a a, w sensie schematu na rys. 7.
Prosta a a, bedzie tu kierunkiem przekroju (elementu izostatycznego), na
ktory dziala naprezenie gtowne odpowiadajace danemu pekowi linii izo-
klinicznych. Przeprowadzajac prosta a b prostopadia do prostej a a, znaj-
dujemy kierunek odcinka linii izostatycznej zawarty miedzy izoklina-
mi @ 1 @,.

W punkcie b przeprowadzamy prosta b b, nachylona pod katem ¢,
wzgledem osi X-6w oraz prosta b ¢ do niej prostopadig i stanowiaca odci-
nek linii izostatycznej miedzy izoklinami ¢, i ¢,. W ten sam spos6b budu-
jemy pozostale odcinki poszukiwanej linii izostatycznej, Katy [g;, @2, @s
itd. odktadamy od osi X-6w na podstawie tangensow.

Wyznaczenie linii izostatycznej na podstawie izoklinbw mozna upro-
$ci¢ sobie w spos6b nastepujacy.

Przeprowadzamy prosta O K réwnolegla do osi X-6w i prostg Ke” do
niej prostopadla. Na tej ostatniej prostej odktadamy odcinki Kb’, K¢’ itd.
w ten sposob, aby

Kb’ or

oK — 880 — ) =ctgg,

K¢ (109)
c . L :

oK 2 (90° — @) =ctgg, itd.
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Laczac ze sobg punkt O, z punktami b/, ¢, d"... znajdujemy kierun-
ki O,b"|[ab, O,c’||bc itd. Dla wyznaczenia wiec linii izostatycznej
a b c de przeprowadzamy z punktu a prostg rownolegta do O, b’, z punk-
tu b réwnolegla do O, ¢’ itd. Mamy w ten sposéb do czymenla Z pewng
analogia wieloboku sznurowego (rys. 33).

Gdyby linie izokliniczne byly do siebie nieskonczenie zblizone, Wwow-
czas odcinki a b, b ¢, c d itd. bylyby nieskonczenie mate i dalyby w rezulta-
cie Scista linie izostatyczng a A. Poniewaz jednak wymienione odcinki majg
dtugos¢ skonczona, linia tamana @ b ¢ d ... odsunie sie na rys. 33 wzgledem
odpowiedniej krzywej w kierunku do poczatku wspoéirzednych.

Jezeli przeprowadzimy przez punkt a zamiast prostej a b réwnolegls
do niej prosta 01, a nastepnie zamiast prostej b e réwnolegla do niej
prosta III itd., nowa linia tamana O IIIIII... bylaby przesunieta wzgle-
dem linii tamanej a b ¢ ... w kierunku dodatnich X-6w. Dwie wymienione
‘tu linie 'amane tym réznia sie od siebie, ze kazdy element linii a b c...
zawarty miedzy izoklinem ¢ a izoklinem ;.1 nachylony jest V\}zgledem
osi X-6w pod katem 90°—¢;, a kazdy element linii 0 III... zawarty mie-
dzy tymi samymi izoklinami nachylony jest wzgledem osi X-6w pod katem
90° —@; +1. Krzywa a A jako $cisle przeprowadzona linia izostatyczna,
przechodzi miedzy liniami !ama-
nymi abc.. 1 0 I II... i odgry-
wa dla nich obu role przy nieskon-
czenie zwiekszajacej sie liczbie
izoklinow.

Aby mozliwie jak najlepiej za-
stapi¢ linie a A (rys. 33) przez li-
nie¢ tamang, mozna przeprowadzaé
te ostatniag w ten sposéb, aby jej
odcinek przecinajacy linie izo-

Rys. 34 kliczng ¢; i nachylony wzgledem
osi X-6w pod katem ¢; znajdowat
sie czesciowo miedzy izoklinami ¢;—1 a ¢;, czeSciowo za$ miedzy izoklina-
nami ¢; i ¢; 41 (rys. 34). W tym wypadku wierzcholki linii tamanej B, C, D
itd. powinny znajdowac¢ sie w jednakowej odlegtosci od izoklinéw, miedzy
ktérymi sg zawarte. Linia izostatyczna tg droga wyznaczona wskazana jest
na rys. 27 jako linia I, przy czym, jak wida¢, linia ta dobrze zgadza sie
z krzywg otrzymang droga przyblizonego calkowania réwnania (71). Na
tym samym rysunku linia II zostala zbudowana na podstawie linii izokli-
nicznych przeprowadzonych co 5°, a linia IIT na podstawie linii izoklinicz-
nych przeprowadzonych co 10°.

Na rys. 29,3) i 32 liniami punktowanymi uwidocznione sg linie wykona-

ne na podstawie linii izoklinicznych wedlug schematu linii abe... z rys. 33.

I\4
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Budowanie linii izostatycznej wedtug schematu A BC ... z rys. 34 na-
strecza trudnosci przy okreslaniu potozenia punktéw B, C,D jednakowo
odlegtych od obejmujacych je izoklinéw. To powoduje dowolnos$ci i dlate-
go przy korzystaniu z wymienionego schematu konieczne jest celem usta-
lenia granic bledu jednoczesne sporzadzenie linii izostatycznej wedtug
schematéw a b c... i 0111 ... z rys. 33.

Poréwnanie sposobéw wyznaczenia linii izostatycznych na podstawie
linii izoklinicznych ze sposobem przyblizonego catkowania réwnania roz-
niczkowego linii izostatycznej doprowadza do ponizszych wnioskow.

Przy calkowaniu réwnania krzywej izostatycznej dokladno$é oblicze-
nia moze by¢ tatwo ustalona droga poréwnania ze soba kolejnych przy-
blizen. Dokladno$é, jaka moze by¢ wuzyskana przez zmniejszenie do-
wolnych przyrostéw, jest dostateczna dla wszelkich zagadnien o charak-
terze technicznym.

Przy wyznaczeniu linii\ izostatycznych na podstawie izoklinéw do-
kladno$é tego wyznaczenia zalezy od takich okoliczno$ei, jak skala rysun-
ku, Scistosé rysunku, ilo$¢ wyznaczonych linii izoklinicznych itd., ktére
nie zawsze sg latwo uchwytne i ktoére nie pozwalaja wobec tego tatwo
ustali¢ granic bledu obliczenia.

Z drugiej strony, wyznaczenie jednej linii izostatycznej droga przybli-
zonego calkowania wymega znacznego natezenia uwegi wobec tego, ze zwig-
zana z tym calkowaniem praca rachunkowa nie daje sie zmechanizowac.

Samo wyznaczenie linii izostatycznej na podstawie danego peku izo-
klinébw jest rzecza bardzo prosta. Wyznaczenie linii izoklinicznych wyma-
ga wprawdzie do$¢ znacznej iloSci dziatan arytmetycznych, lecz dzialai
powtarzajacych sie i dajacych sie-uja¢ w tablice. Przy tym pek izoklinéw
 pozwala na przeprowadzenie linii izostatycznych przez dowolng liczbe
punktow.

Dopo6ki wiec chodzi o wyznaczenie linii izostatycznej dla celéow og6l-
nego zorientowania sie w pracy danej konstrukeji, wyznaczenie tych linii
na podstawie linii izoklinicznych jest calkowicie wskazane, gdy jednak
chodzi o doktadne wskazanie miejsca w danej konstrukeji, ktére powinno
byé wzmocnione, lub w ktérym nalezy oczekiwaé¢ peknie¢, nalezy wowczas
uciec sie do numerycznego catkowania rownania linii izostatycznej.

Pes3wme

IIPUMEHEHHUE METOJA KOHEYHBIX PABHOCTEH K CIYYAAM IIJIOCEOI'O
HATIPAHEHHOTIO COCTOAHHA B COOPYHEHMHAX

B pabore paccMaTpuBarOTCA MPOOIEMbl CTPOUTENIHLHON MEXaHNMKM, Kaca-
IOLIMEeCA IIPOLECCOB, ABJAIOLIMXCA, TI0 CBOCIM NPMpPOZe, HENIPEPBIBHLIMM, KO-
TOpBIE, OJHAKO, AJA YIIPOLIEHMA 00CYXKAAIOTCA KaK NPEPBLIBHBIE.
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B obsactyt cTPpOMTENBHBIX KOHCTPYKLMI, B KOTOPBIX: BBICTYIIAIOT IILJIO =
CKMe HallpAXKeHHbIe COCTOSHMA, NOJOOHBII 0o0pas JeiicTBMA HaXOAMUT IIpe-
UMYIIECTBEHHO MPMMEHEeHVe K JKeJe300€TOHHBIM TIMTaM, baJjkaM 3HAa4M-
TEJIBHOM BBICOTHI ¥ ILJIOTVHAM.

B mepBoir ry1aBe paccMaTpuBaeTCs TMPUMEHEHMe PAasHOCTHBIX JIMHEHBIX
YPaBHEHMI B TEOPMM IIJIACTUHOK.

B oroit Teopuyu, ocobeHHO B cirydae KeJse300€TOHHBIX IIJIUT, KOTOPBIE
B CTPOUTEJBHBIX KOHCTPYKIMAX 3aALIEMJIAIOTCA ¥ HArpyzKalTcA CaMbIM
Pas3IMYHBIM 00pPa30M, TEOPUs JIMHENHBIX Pa3HOCTHBIX YPaBHEHMI HaXOAUT
IIMPOKOe IpMMEeHeHue. B mepBoM maparpade BTOpPOJ IJaBbl IIPUBEACHBI
paziMYHble BO3MOXKHOCTY NPUMEHEHWA METOJa KOHEeYHBIX PA3HOCTe K pac-
4ery TJIUT. 374ech 0DOCHOBBIBAETCS MHEHME, UYTO PACYeT KeJIe300eTOHHBIX
AT CJEAYeT NMPOM3BOAUTL TaKMM-Ke 00pazoM, Kak ¥ MBOTPOIHBIX IIIA-
CTMHOK. BtTopoit maparpad 9Toil IJIaBbl COAEPIKUT IIPUMEP IIPUMEHEHUH
JIMHEHBIX Pa3HOCTHBIX YPAaBHEHMII K pacyeTy M30TPOIHON MM THI-KOHCOJIN.

Bropas rsiaBa paboThl mocBALIAETCA M30CTATHIECKIM JMHUAM B Daskax
¥ TIJIOTUHAX.

B mepsom mnaparpacdpe ToOi-3ke TIJIaBbl HPUBEAEH BBIBOZ AnddepeH-
IMaJbHBIX yPaBHEHMI M30CTATUYECKUX JMHMIL, B CBA3U C YpPaBHEHUAMYU,
BBIPAZKAIOIMMY HANPaBJIeHN HaIIPAXKEHUN, 1 ¢ rpaduxaMy HaIpaKeHU.
ITpuBogATCA JMHMM OAMHAKOBBIX HANPAMKEHMI IJis PA3JIMYHBIX (QOpPM
TJIOTUH, BBIYMCJIEHHBIE Ha OCHOBAHMM HANPAMXKEHMI, BBICTYIAIOIIUX, B OT-
JeJIbHBIX MyHKTaX.

Bo BTOpom naparpade BTOPOI ryiaBbl IPUBELEHO MHTETPUPOBAHME YPaB-
HEHMIA M30CTaTMYCCKMNX JimHM Tvina (71). YpaBHeHMe CBOAUTCS K HEJIMHEN-
HOMY M@ DEPeHIMaIbHOMY yPaBHEHNIO, a 3aTeM K HeJMHENHOMY Pa3HOCT-
HOMY ypaBHEHMIO. PelleHne ypaBHEHMUA MPOU3BOAMUTCS YMCJIIOBLIM METOHOM
P yuroa. Onpenenens! M3ocTraTMyeckyue JUHUM IJIA LEJOTO pAMa CIy4Yaes.
Paccmarpusaerca Tak:xke cmocob penrenus ypasHenwii (71) rpadpmdeckum
MEeTOOM 31 TIPMBOJAUTCA COMIOCTaBJIeHMe 0Domx 00pa30B AECTBUS.

Summary

THE APPLICATION OF FINITE DIFFERENCES IN TWO-DIMENSIONAL
STATES OF STRESS IN STRUCTURES

This is a discussion of problems of structural mechanics concerning
processes essentially continuous but assumed uncontinuous for the sake
of simplicity or for mathematical reasons.

In structures characterized by two-dimensional states of stress this
procedure is applied principally to reinforced concrete plates, girders of
finite height and dams.
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Chapter I concerns application of linear difference equations to the
theory of plates, in which the theory of linear difference equations is
commonly used, especially in reinforced concrete plates subjected to
various kinds of load and supported in various manners. Sec. 1 of Chap-
ter I contains a discussion of the various ways, in which finite differen-
ces may be applied to plate computation. The assumption that reinforced
concrete plates should be treated as isotropic plates is justified. Sec. 2
brings an example of the application of linear difference equations to an
isotropic cantilever plate.

In Chapter II the problem of isostatic lines in girders and dams is
discussed. Sec. 1 contains the derivation of differential equations of iso-
static lines taking into consideration the expressions for stress directions
and stress diagrams. Lines of equal stresses are represented for dams of
various shapes, computed on the basis of stresses in separate points. In
sec. 2 the equations of isostatic line of the type (71) are integrated. This
type of equation is reduced to a nonlinear differential equation and then
to a nonlinear difference equation. The equation is solved by means of
Runge’s numerical method. The isostatic lines are determined in
several cases. A graphical method of solution of Egs. (71) is duscussed
and both methods are compared.

Praca zostata zloZona w Redakcji dnia 5 czerwca 1954 r.
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